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PRESENTACIÓN 

La Facultad de Ingeniería ha decidido realizar una serie ediciones provisionales de obras 
recientemente elaboradas por académicos de la institución, como material de apoyo para sus 
clases, de manera que puedan ser aprovechadas de inmediato por alumnos y profesores. Tal es 
el caso de Estática básica para ingenieros, elaborada por Jaime Martínez y Jorge Solar. 

Se invita a los estudiantes y profesores a que comuniquen a los autores las observaciones y 
sugerencias que mejoren el contenido de la obra, con el fin de que se incorporen en una futura 
edición definitiva. 



PRÓLOGO 

Con la intención fundamental de coadyuvar a la enseñanza y al aprendizaje de los conceptos de 
estática que todo ingeniero debe poseer y saber aplicar, los que esto suscribimos nos dimos a la 
tarea de elaborar un texto que, además de cubrir suficientemente el programa vigente de la 
asignatura Estática, que se imparte a todos los estudiantes de ingeniería de la División de 
Ciencias Básicas, de la Facultad de Ingeniería, UNAM, presentara algunos elementos que 
facilitaran la comprensión y/o el tratamiento de los m�ncionados conceptos de estática. 

Así pues, como parte esencial, esta obra comprende los temas de la asignatura mencionada, 
misma que no incluye actualmente en su programa el tema Sistema de Unidades, ya que dicho 
tema está incluido en el programa de Física Experimental, que corresponde al primer semestre de 
las licenciaturas que a la fecha se cursan en nuestra Facultad; Estática corresponde al segundo 
semestre. 

Con carácter complementario, como consideramos que buena parte de lo correspondiente a los 
sistemas de unidades está íntimamente ligado con los conceptos de estática que aquí 
desarrollamos, en el apéndice A de este texto, presentamos diversas partes relacionadas con 
dichos sistemas. 

Con ese mismo carácter, en el apéndice B, presentamos algo esencial acerca de componentes 
vectoriales y escalares, algunas definiciones y propiedades importantes del álgebra vectorial de 
E3, definiciones de los productos escalar y vectorial, así como algunos ejemplos donde estos 
productos se ejemplifican y/o requieren, pues los elementos citados en este párrafo intervienen de 
manera imprescindible en el actual tratamiento de la mecánica clásica. 

Al elaborar esta obra, tratamos en todo momento de presentar definiciones, conceptos y 

desarrollos desde un punto de vista muy personal; sin embargo esto no siempre fue posible, ya 
que para diversos casos se tienen definiciones, conceptos y desarrollos tan claros, tanto de 
personajes de la mecánica como de otros autores, que resultaría pretencioso el intentar 
presentarlos de otro modo. 

Adicionalmente a lo anterior citaremos que, los ejerciCios que aquí presentamos han sido 
diseñados y resueltos por alguno de los que esto suscribimos, o por los dos. Sin embargo, dada la 
cantidad de problemas que han sido presentados por autores de otras obras sobre la misma 
temática, no dudamos que algunos de ellos guarden cierta semejanza con otros. 

Algunos de los ejerc1c10s aquí presentados han sido resueltos empleando sólo ecuaciones 
escalares, otros utilizando solamente ecuaciones vectoriales, y otros aplicando tanto ecuaciones 



escal¡;rre� como vectoriales, ya que consideramos conveniente mostrar diversas maneras de 
resolver problemas de mecánica clásica. 

Consideramos que esa variedad en la resolución de los ejercicios, que presentamos, también 

debe coadyuvar a que el lector tenga conciencia de que, antes de resolver un determinado 
problema. debe analizar si hay varias opciones para llevar a cabo la resolución correspondiente y, 
de ser el -.tso adopte la que considere idónea. 

Hemos de mencionar que, con la finalidad de simplificar la notación, exceptuando tos casos en 

que el '>Jmboh. �urna sea imprescindible, utilizaremos los símbolos F, F.r , M0, AlA . Mzz, en 

vez de ". r · ,  )_ Fx , L M0 , L MA , L Mzz . Con la misma finalidad, cada vez que sea necesario 
referirr· .l., .1 u. determinado diagrama de cuerpo libre, emplearemos las siglas d.c.l. 

AsimismP, la:, cantidades vectoriales las indicaremos con ''negritas", en tanto que las escalares 
no; por �Jemplo, en la igualdad F = Fx i + Fyj + Fz k : F, i ,j, k son cantidades vectoriales. 
en tantn yue 1·, , Fy , Fz son cantidades escalares. 

Dedicarl s e�'c material a nuestras familias, de qu1enes hemos recibido tanto la comprensión 
como e' .. poy< necesarios para elaborarlo, ya que en muchas ocasiones nos cedieron tiempo que 
les corr··<.;oondía compartir con nosotros. 

·\grade·· nos tn todo lo que vale, tanto el gusto como la dedicación que mostraron César Báez 
x'OJar • • Clau�.l!a Juárez Ugalde, en la elaboración -mediante computadora- de una gran parte 
J"!l te y de los gráficos, respectivamente, de esta obra. Asimismo, se agradece a Raúl 
Escalar Rosas su asesoría acerca de la paquetería de cómputo aquí empleada. 

De antemano damos las gracias a los lectores por los comentarios y observaciones que nos hagan 
llegar, encammadas al complemento y mejora de este material, que esperamos sea del agrado de 
quien ¡,) lea, y que deseamos contribuya a la formación y al desarrollo de mgemeros 
competh. vo:s .. así como con reconocimiento tanto a nivel nacional como internacional . 

Atentamente 

Jaime Martínez Martínez 
Jorge Solar González 

Abril 30 de 1999 
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l. FUNDAMENTOS DE LA MECÁNICA CLÁSICA. 

INTRODUCCIÓN. 

En este tema intentaremos presentar un resumen de la manera en que fue desarrollándose la mecánica 

clásica, como consecuencia de diversas aportaciones de personajes, que en algunos casos han merecido 

el calificativo de genios. 

Unos de ellos enunciaron ciertas propiedades basados en su intuición, otros fueron más formales y lo 

que enunciaron lo soportaron debidamente, en tanto que otros demostraron formal y/o 
experimentalmente algunas cosas que otros mencionaron sin demostrar su validez, etc. 

Después nos ocuparemos de definir diversos modelos, que son esenciales para el tratamiento de la 
mecánica citada y, para finalizar el desarrollo de este tema, nos ocuparemos de enunciar y explicar la 

primera, la segunda y la tercera leyes de Newton, así como de enunciar su ley de la gravitación 

universal y ver algunas aplicaciones sencillas de esta última. 

1.1 RESUMEN HISTÓRICO DE LA MECÁNICA CLÁSICA: PERSONAJES PRINCIPALES 

Y APORTACIONES. 

1.1.1 RESUMEN HISTÓRICO DE LA MECÁNICA CLÁSICA. 

Aquí nos ocuparemos de una breve descripción de lo más significativo en el desarrollo histórico de la 

Mecánica Clásica. Después de ello proporcionaremos datos acerca de diversos personajes que, directa o 

indirectamente, contribuyeron al desarrollo citado y de algunos que han aportado algo relativo al 

estudio de movimientos no factibles de estudiar empleando la mecánica aludida. 

Desde hace aproximadamente unos 500 años antes de Cristo (o tal vez un poc.o más) hubo griegos que 
percibieron, de algún modo, diversos conceptos de la mecánica, pues personajes como 

ANAXÁGORAS, ARISTÓTELES y ARlST ARCO hablaban ya del movimiento de los planetas y/o de 
las posibles causas de tal movimiento. 

Sin embargo, se considera a ARQUÍMEDES como el fundador de la mecánica por haber sido el 

primero en establecer principios y conceptos fundamentales para el desarrollo de esa ciencia; estas 
aportaciones fueron hechas poco menos de 300 años antes de Cristo. Aunque más adelante hablaremos 
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de ello en forma más amplia, por citar algo ahora, mencionaremos que sus principios sobre la palanca, 

la polea, y los cuerpos flotantes, son piedras angulares para el estudio de la estátka y de la hidrostática. 

Aunque después de Arquímedes hubo otros personajes que de alguna manera contribuyeron al 

desarrollo de la mecánica, se considera que esta ciencia tomó otro impulso significativo hasta que 

Leonardo Da Vinci (nacido en 1452) se dedicó a estudiar algunos problemas de equilibrio y a filosofar 

sobre el movimiento . 

Puede decirse que, desde Leonardo Da Vinci ya no hubo discontinuidad en el avance de la mecánica, 

pues no pasaban más de unos cincuenta años sin que dicha ciencia contara con nuevas y valiosas 

aportaciones; además, de manera continua, se estudiaba y especializaba sobre los conceptos conocidos 

hasta entonces . 

Por ejemplo, tanto Copérnico como Kepler (nacidos en 1473 y 1571, respectivamente) contribuyeron 

enormemente al estudio del movimiento planetario.· Con Stevin (nacido en 1548) la estática tuvo otro 

avance considerable. 

Con Galileo (nacido en 1564) prácticamente nació la dinámica, pues con sus experimentos sentó las 

bases, tanto para el estudio analítico de los movimientos rectilíneos
. 

uniformes y rectilíneos 

uniformemente acelerados, como para el tratamiento de algunos movimientos combinados. Otra de sus 

aportaciones de gran valía es su principio de inercia. Recuerde que más adelante hablaremos 

particularmente sobre estos personajes . 

De Newton (nacido en 1642, año en que murió· Galileo) por el momento sólo mencionaremos que, en 

sus Principia, dejó formalmente sentadas las bases de la mecánica clásica, mediante el establecimiento 

de sus tres leyes del movimiento y de su ley de la gravitación universal . ¿Para qué mencionar ahora 

algunas otras de sus valiosísimas aportaciones (no sólo a la mecánica)?; con las cuatro leyes recién 

citadas, Newton puso al mundo (y a la humanidad) en su lugar. 

Huyghens y Varignon, contemporáneos de Newton, hicieron también aportaciones vali osas al 

desarrollo de la mecánica; el primero con relación a diversas partes de la cinemática y de la dinámica, y 

el segundo principalmente con relación al tratamiento de los sistemas de fuerzas. 

Así, a principios del siglo XVIII, prácticamente ya se encontraba cubierto el tratamiento de la estática, y 

el de la dinámica, de una o varias partículas. 

Fue Euler (nacido en 1707) quien, partiendo de las leyes de Newton, estableció las ecuaciones generales 

para estudiar el movimiento de los cuerpos rígidos. 
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Coulomb (nacido en 1736), entre otras cosas, estableció las leyes para estudiar el fenómeno de la 

fricción en seco, tan importante en el análisis de muchísimos problemas. 

Una gran aportación para estudiar parte de la cinemática y la dinámica se debe a Coriolis (nacido en 

1792), pues fue quien descubrió la existencia de una aceleración complementaria, en diversos 

problemas de movimiento relativo. 

Puede decirse entonces que, a partir del momento en que Coriolís detectó la existencia recién citada (a 

principios del siglo XIX), se completa el conjunto de expresiones necesarias para estudiar los 

problemas de equilibrio, o de movimiento, de cuerpos rígidos o de partículas, desde el punto de vista de 

la mecánica newtoniana (es decir, considerando a la masa de un cuerpo como invariante, siempre y 

cuando no pierda una de sus partes). 

Claro que, para llegar a los modelos matemáticos actuales de la mecánica clásica, se ha echado mano de 

los adelantos que la matemática ha tenido. A la fecha de la primera edición de los Principia de Newton, 

pocos tenían idea del cálculo diferencial (por Newton llamado método de las fluxiones), o del cálculo 

integral (antes conocido como método de las fluxiones inversas); mucho merios se tenía conocimiento 

del cálculo vectorial, que empezó a desarrollarse en el siglo XIX y ha simplificado el anál isis de 

diversas partes de la mecánica, y la resolución de muchos problemas. 

Habiendo ya descrito, en forma breve, lo más significativo en el desarrollo histórico de la mecánica 

clásica, nos ocuparemos ahora de complementar esa descripción, hablando acerca de varios personajes 

que, en mayor o menor grado, han contribuido al desarrollo de tal parte de la física, y de algunos que se 

dedicaron, o aportaron algo, al análisis de movimientos que no es factible estudiar mediante la 

mecánica newtoniana. 

A fin de que el lector pueda tener una noción, hasta cierto punto ordenada, de la época en que se 

hicieron ciertas afirmaciones, estudios, confim1aciones de hipótesis, etc., haremos mención de los 

diferentes personaj es atendiendo al año, o siglo, en que nacieron o vivieron (aunque en diversos casos 

no se tienen referencias precisas, pues algunos historiadores dan unas fechas o épocas, y otros 

proporcionan datos diferentes). 

Trataremos de citar las aportaciones más importantes de esos personajes, al campo de la mecánica, y en 

algunos casos daremos información complementaria sobre ellos, a fin de que pueda tenerse una imagen, 

al menos sencilla, de los mismos. No es pues nuestra intención dar biografías, ni enlistar todo lo 

relauonado con cada uno de los personajes; sin embargo, por razones obvias, hablaremos mucho más 

de algunos que de otros. 

•' 

--------------------
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·Esperamos que lo citado enseguida motive a :os lectores de este texto ; entre otras cosas, a profur.du · 

acerca de la vida y de la obra de esos personajes. Les aseguramos que cada vez se torna más fascinante 
el 1' ; .'etura a libros, tratados y enciclopedias que se refierf!n tan� o a dichos personajes, como a la historia 
�0 la mecánica. 

1.1.2 PERSONAJES PlUNCIP ALES Y APORTACIONES. 

ANAXÁGORAS ele Clazomene (488-428 a.C.). 

Astrónomo y filósofo griego quien fue el primero que por escrito exp�i(:ó claramente la causa de las 

fases de la Luna; afinnó que, debido al movimi en to del Sol y de la Luna, !,t superficie de ésta ilumi:-úlb 
por el Sol cambia continuamente. 

. 

ARISTÓTELES ce Estagi."a (384-322 a.C.). 

Gran filósofo griego que destacó por sus tratados sobre lógica, psicología, y ciencias políticas :; 
biológicas. Sa capacidad ee observación tuvo mucho éxito tratándose de biología, lo que le llevó a 

conclusiones muy valiosas. 

Sin embargo, tal vez, por dedicar poco tiempo al estudio de los fenómenos fisicos, sus aportacione-s a 18. 
,-

mecánica fueron escasas y algunas opiniones de ¡:llano equivocadas, como aquella donde afimmba que 

los cue!'pos más pesados caían más rápidamente que los más livianos, al soltarse desde cualquier punto. 

No obstante que tenía sus fallas, fue aparentemente el primero que intuyó que se requiere de una Llerza. 

que llamó impulsora, para mantener en movimiento a los planetas alrededor de la Tierra (en ese 

entonces se pensaba que los planetas describían trayectonas con centro en la Tierra), sea como sea sus 

ideas influyeron en el pensamiento occidental y musulmán dur�te más de dos mil años. 

ARISTARCO de Samas. (310�230 a.C.). 

Científico griego que, a partir de observaciones suyas, se dedicó a determinar los tamaños del Sol y de 

la Luna con relación a la Tierra, así como la distancia entre ellos y nuestro planeta. Los resultados que 

obtuvo son aceptables comparados con lo que se considera real. Después de analizar diversas teorías 

externó que (según él) los planetas, incluyendo la Tierra, se movían alrededor del Sol; es decir que, 

aunque no lo probó, dio a conocer la real disposición del sistema solar. 
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ARQUÍMEDES de Siracusa (287-212 a.C.). 

Fué el más grande de los matemáticos griegos y se considera el fundador de la mecánica. Formuló leyes 

fundamentales de la estática y escribió tratados sobre los principios: a) de la polea (donde muestra que, 

mediante el empleo de dispositivos formados a base de poleas conectadas, disminuye la fuerza 

necesaria para elevar un objeto, en la medida que aumenta el número de poleas), y, b) de la palanca 

(donde prueba que dos cuerpos se equilibran a distancias inversamente proporcionales a sus pesos). 

Determinó el peso por unidad de volumen de varios materiales, y mostró que el peso específico de un 

material es el que determina si dicho material debe flotar, o sumergirse, en un recipiente con agua. 

Enunció su ley sobre cuerpos flotantes, diciendo que todo cuerpo sólido sumersido en un líquido pierde 

el peso del líquido desplazado por él. Inventó un dispositivo para elevar el agua (tornillo de 
Arquímedes), y una combinación de rueda dentada y torno, catapulta, para botar grandes piedras desde 

navíos de guerra. 

HERON de Alejandría (Siglo I a.C.). 

Físico y matemático griego que escribió un libro titulado Mecánica donde, entre otras cosas, describe el 

funcionamiento y la utilidad de poleas compuestas, de engranajes, y de mecanismos con medas 
dentadas. Inventó una máquina de vapor y empleó la presión del vapor para transformar la energía 

química, de un combustible que arde, en energía de movimiento. También escribió un tratado de óptica 
y fue el inventor del primer instrumento universal de medición, llamado dioptra o pínula. 

ERATÓSTENES de Cirene (276-195 a.C.). 

Griego de vasta cultura que se aproximó mucho a las dimensiones reales de la Tierra: a partir de ciertas 

consideraciones y mediciones, dedujo que la circunferencia de nuestro planeta es de 252,000 estadios 

egipcios, es decir de unas 24,650 millas (cantidad muy cercana a las 24,875 millas que se considera 
como medida correcta). 

Claudia TOLOMEO (Siglo II d. C.). 

Astrónomo griego nacido en Egipto. Vivió en Alej andría, autor de una célebre composición matemática 

y de una geometría que fue considerada con gran autoridad durante toda la edad media. 

De los sistemas ideados para la simplificación del antiguo modelo griego, el que obtuvo mayor éxito 
fue el de su teoría geocéntrica, la cual suponía que los planetas se movían en círculos cuyos centros 

giraban alrededor de la Tierra. Además de ser un modelo más sencillo que el primitivo de los griegos, 
logró un mejor ajuste a los movimientos que se observan en el cielo. 
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Debido a la precisión de las previsiones que se hacían con su sistema, y como su teoría (suponía a la 

Tierra el centro del Universo), se adaptó bien a la creencias religiosas que se practicaban en la Edad 

Media; sus ideas perduraron por más de 1300 años, y su teoría fue sustituida siglos más tarde por el 

sistema heliocéntrico de Copémico. 

Roger BACON (1214-1294). 

Hombre de ciencia, inglés, que habiendo comprendido los fenómenos de reflexión y refracción, de la 

luz, explicó cómo debían colocarse y estructurarse diversos lentes para elaborar ciertos aparatos, que 

funcionaban como los telescopios y anteojos actuales. Insistió en que sólo vía experimentación podían 

adquirir� los conocimientos científicos y, además de ello, explicó cómo construir diversos aparatos 

que se movieran mecánicamente, tales como carruajes y algunas máquinas que volaban, los que a su 

vez puede decirse que fueron perfeccionados hasta transformarse en los automóviles y aviones de hoy 

en día. 

Leonardo DA VINCI (1452-1519). 

Célebre artista y hombre de ciencia, italiano, quién aseveró que los cuerpos pesan en la dirección en que 

se mueven, y que los cuerpos que caen aumentan su velocidad conforme continúan cayendo; o sea que 

intuía el hecho de que las fuerzas producen lo que conocemos como aceleración. Antes que Newton, y 

sin probarlo o demostrarlo, mencionó que el universo se comporta según leyes mecánicas inalterables. 

También indicó que las ciencias deben desarrollarse con base en observaciones, en el análisis de éstas, 

y en experimentos mediante los cuales se llegue a ciertas conclusiones, o se pruebe algo. 

Contribuyó al desarrollo de la hidráulica con su obra sobre el movimiento del agua y las obras fluviales. 

Aunque su fama se debe mayormente a sus pinturas (La Gioconda, La última cena, etc.), también fue 

notable como escultor, escritor, músico, ingeniero, fisico y arquitecto. 

Nicolás COPERNICO (1473-1543). 

Hombre de ciencia� ·polaco, quien dijo que todo cambio de posición de un objeto obedece al 

movimiento: a) del objeto observado, b) de quien lo observa, o, e) de ambos. Sostuvo que, como el 

resto de los planetas, la Tierra se mueve alrededor del Sol, describiendo trayectorias circulares. 

También afirmó que, a la vez que se mueve en el espacio, nuestro planeta efectúa un movimiento de · 

rotación diario sobre su eje, acompañado por el aire en este movimiento. 
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Niccolo Fontana (TARTAGLIA), (1499-1557). 

Matemático italiano que fue el primero en aplicar las matemáticas a la artillería; en su obra Quesiti e 

lnventioni Diverse (1546) afirmó que la trayectoria descrita por un proyectil, despedido por un cañón, 

es siempre curva debido a la influencia de la gravedad durante todo el movimiento. 

Tenía la concepción del centro de la Tierra como centro de atracción gravitatoria ejercida sobre los 

cuerpos localizados en nuestro planeta. En su obra Nova Scentia (de 1550) opinó que, de existir un 

túnel que atravesara la Tierra de lado a lado, después de soltar un cuerpo en un extremo (del túnel) 

dicho cuerpo se movería hacia el otro extremo, pasando con cierta velocidad por el centro y 

deteniéndose posteriormente, para regresar hacia el extremo desde donde se le soltó (sobrepasando de 

nuevo el centro de nuestro planeta) y así sucesivamente, debido a una fuerza de atracción ejercida desde 

tal centro. 

Tycho BRAHE (1546-1601). 

Astrónomo danés nacido en Knudstrup (en aquél t iempo Dinamarca, actualmente Suecia). 

Prácticamente fue el último gran observador del cielo a simple vista; después llegaron los telescopios. 

Las observaciones de Brahe, minuciosamente realizadas y registradas, resultaron de trascendental 

importancia para científicos posteriores como Kepler. Observó con incansable continuidad los cometas, 

planetas, estrellas y eclipses, diseñando él mismo sus aparatos para la medición de ángulos y distancias. 

En honor a Brahe un cráter de la Luna lleva su nombre. 

Simón STEVJN ( J 548-1620). 

Ingeniero de origen f1amenco que fue uno de los primeros técnicos en impulsar fuertemente el 

desarrollo de la mecánica, teniendo notables contribuciones, especialmente en el campo de la estática. 

Entre otras cosas se dió a la tarea de resolver el problema del equilibrio de cuerpos conectados entre sí 

(por ejemplo mediante un cable) , que se sitúan sobre planos inclinados diferentes. Resolvió dicho 

problema analizando lo que sucedía a una cadena lo suficientemente larga para que quedara en 

equilibrio, colgando de un cuerpo fijo en forma de triángulo escaleno, con el lado mayor de éste 

ubicado en posición horizontal. 

No obstante que se dedicó básicamente al estudio de la estática, una aportación suya muy importante la 

constituye un postulado fundamental para el estudio de la mecánica en general, postulado que permite 

sustituir la acción de dos fuerzas cualesquiera F1 y F2 , aplicadas en un punto cualquiera P, por la 

acción de una sola fuerza F aplicada en dicho punto. Para ilustrarlo se valió de un paralelogramo 

formado con segmentos dirigidos de direcciones y sentidos iguales a los de F¡ y F2 . y magnitudes 

proporcionales a las de dichas fuerzas, F sale de P en la dirección de la diagonal del paralelogramo que 
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pasa por dicho punto, y su magnitud es proporcional a la de dicha diagonal, con la misma 

proporcionalidad que guardan los lados del paralelogramo con relación a las magnitudes de F1 y F2 . 

Además probó experimentalmente que la presión total de un líquido, sobre el fondo del recipiente que 

lo contiene, depende únicamente del área de dicho fondo y de la distancia entre éste y la superficie del 

líquido. 

GALILEO Galilei (1564-1642). 

Brillantísimo científico italiano; puede considerarse, sin duda, que a él se debe el primer gran impulso 

al estudio de la mecánica. Fue el primero en hablar de velocidad media de un cuerpo ; 

experimentalmente comprobó que la velocidad de los cuerpos que caen libremente es función del 

tiempo y,. después de varios experimentos y mediciones, afirmó que las fuerzas cambian el estado de 

movimiento de los cuerpos y que, cuando sobre los cuerpos no actúan fuerzas, éstos se mueven con 

velocidad uniforme y en línea recta, o permanecen en reposo. 

También de manera experimental demostró que las diferentes posiciones de un cuerpo, que se deja caer 

sobre un plano inclinado, son proporcionales a los cuadrados de los tiempos requeridos para ocupar 

dichas posiciones, pero no pudo establecer la relación matemática entre velocidad y posición, por 

carecer de elementos para ello. Sin embargo, puede decirse que fue quien realmente descubrió el 

comportamiento de los cuerpos que se mueven con velocidad constante, y de los cuerpos que realizan 

movimientos uniformemente acelerados. 

Demostró que en un medio carente de la resistencia del aire, un cuerpo lanzado en una dirección no 

vertical realizaba un movimiento compuesto, de trayectoria parabólica. Desde el punto de vista 

horizontal un movimiento uniforme, en tanto que, verticalmente un movimiento uniformemente 

acelerado . 

Descubrió el movimiento pendular y, después de varias observaciones, descubrió que las oscilaciones 

pequeñas o grandes, de los péndulos, son periódicas, independientemente de las características de las 

masas oscilantes. Con base en esto, intuyó que debía ser factible construir algún dispositivo que midiera 

el tiempo de manera más precisa que como se hacía (entonces no se disponía de relojes mecánicos de 

dimensiones reducidas) . 

Experimentalmente comprobó, en forma definitiva, que un cuerpo flota o se hunde, en un fluido, 

dependiendo de la densidad del fluido en que se sumerja, y no debido a la forma del cuerpo. 

Construyó de manera formal el primer telescopio, el cual le permitió agrandar el área de las superficies 

observadas en una proporción del orden de mil a uno , y reducir las distancias en una relación de treinta 
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a uno, aproximadamente . En uno de tantos estudios realizados por él, demostró que Venus no tenía luz 

propia sino que brillaba debido a la luz reflejada del Sol; esto lo mencionó junto con otras conclusiones 

suyas, en su obra Diálogos Sobre los Dos Grandes Sistemas del Mundo, publicada en 1632, donde 

también se ocupó de defender la teoría heliocéntrica de Copérnico. 

En 1633 lo apresaron porque sus teorías iban más allá de lo que permitía la Santa Inquisición ; fue 

enj uiciado y condenado a vivir confinado (en un lugar de Florencia) por el resto de sus días. En 1638 se 

publicó su última obra, conocida como Dos Nuevas Ciencias, donde expone las bases de la mecánica 

clásica. Murió en 1642, como coincidencia el año en qué nació Isaac Newton. 

Johannes KEPLER (1571-1630). 

Astrónomo alemán que, con base en estudios propios y en observaciones hechas por él y por Tycho 

Brahe (danés que fué su maestro), enunció las tres leyes siguientes, para el movimiento planetario : 

l. Los planetas se mueven describiendo trayectorias elípticas, con uno de sus focos en el Sol. 

II. La línea que une al Sol con un planeta cualquiera barre áreas iguales, del área encerrada por la 

trayectoria elíptica , en tiempos iguales. 

III. Los cuadrados de los tiempos que tardan los planetas en recoiTer sus órbitas son proporcionales 

a los cubos de sus distancias medias al Sol. 

Las dos primeras leyes fueron dadas a conocer en 1609 y la tercera en 1619. Descubrió que la velocidad 

de los planetas, relativa al Sol, aumenta conforme se acerca a éste, y disminuye a medida que se aleja de 

él. 

Inicialmente supuso que la fuerza que movía a los planetas era inversamente proporcional al cuadrado 

de su distancia al Sol pero, como no pudo demostrar esto, posteriormente supuso que dicha fuerza era 

inversamente proporcional a la distancia citada. Esta situación quedó debidamente aclarada después de 

más de cien años, cuando Newton estableció su ley de la gravitación universal. 

Renato DESCARTES (1596-1650). 

Notable filósofo francés que destacó principalmente como matemático (fue uno de los creadores de la 

geometría analítica). En una de sus obras (en 1644) afirmó que los cuerpos, en reposo o en movimiento, 

tienen poder para continuar con el estado en que se encuentran. Así pues, intuitivamente, percibió lo 

que Newton estableció unos cuarenta años después, por medio de sus leyes 1, II y III del movimiento. 
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Blaise PASCAL (1623-1662). 

Matemático frc:ncés que estableció una ley, de la hidrostática, muy empleada para diseñar aparatos 

hidráulicos ; dicha ley dice que todo fluido (líquido o gas) que se encuentre comprimido , en un 

recipiente cerrado, ejerce la misma presión (fuerza por unidad de área) en todas las superficies que toca . 

A él se deben, entre otras cosas, la prensa hidráulica y el gato hidráulico, así como las leyes de presión 

atmosférica y del equilibrio de los líquidos . 

Robert BOYLE (1627-1691). 

Este físico y químico irlandés enunció una de las leyes de los gases ideales, la cual establece que, a 

temperatura constante, el volumen de cualquier gas es inversamente proporcional a la presión a que se 

encuentra sometido . 

Christian HUYGHENS (1629-1695). 

Ilustre científico holandés que en una de sus obras, el Horol ogium Oscillatorium (1673), mencionó que 

si no existiera gravedad ni la atmósfera ofreciera resistencia al movimiento de los cuerpos, éstos 

mantendrían siempre un movimiento uniforme; afirmación que confirmó su validez trece años después 

con el establecimiento de las leyes del movimiento de Newton . 

En esa obra, donde Huyghens empleó algunos principios de geometría diferencial, desarrolló un 

tratamiento original y muy completo sobre movimientos circulares y otros movimientos curvilíneos. En 

ella definió la fuerza centrípeta, demostró que siempre está dirigida al centro de la trayectoria de un 

cuerpo que realiza un movimiento circular , y que la magnitud de la misma es directamente proporcional 

al cuadrado de la rapidez con que se mueve el cuerpo, e inversamente proporcional al radio de la 

circunferencia descrita por el móvil . 

Asimismo, en dicha obra, describió el reloj mecánico de péndulo ; fue el primero en construir uno, 

patentándolo en 1657, y estableció una fórmula para determinar la duración de las oscilaciones de un 

péndulo, fórmula que condujo a una determinación precisa de la aceleración gravitatoria en la 

superficie terrestre. A él se debe la gestación del concepto de energía cinética (a la cantidad mv2 la 

consideró como una propiedad muy importante, de los cuerpos en el movimiento , y la llamó vis viva, es 

. decir fuerza natural) .  

Publicó u n  trabaj o relativo a sistemas de referencia, y tuvo ingerencia en la evolución de otras ciencias, 

especialmente en la óptica; muchos consideran que lo más importante de su obra fue su genial 

concepción de la teoría ondulatoria (acerca de la transmisión de la luz). 
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Robert HOOKE (1635-1703). 

Filósofo y experimentador inglés que consideró que la trayectoria de un cuerpo celeste podría ser una 

elipse , o una circunferencia, si sobre él se ej erciera desde el centro de la órbita una fuerza de atracción. 

Luego de realizar diversos estudios comentó a Newton que, según él, después de ser lanzado desde la 

superficie de la Tierra y en caso de no regresar a ésta, un cuerpo describía una elipse, con uno de sus 

focos en el centro de nuestro planeta, debido a una fuerza de atracción de magnitud inversamente 

proporcional al cuadrado de la distancia entre el cuerpo y la Tierra; realidad que (Hooke) nunca pudo 

probar, pero Newton sí (Principia: Libro tercero). 

Isaac NEWTON (1642-1727). 

Científico inglés a quien debe conceptuársele como un verdadero genio, en virtud de todo lo que legó a 

la humanidad. Nació el año en que murió Galileo. Aparentemente el hecho de ver caer una manzana fue 

lo que le llevó a intuir la existencia de la gravitación o atracción gravitatoria. Como curiosidad, a raíz 

de una pregunta que le formuló Robert Hooke, Newton encontró que la trayectoria descrita por un 

cuerpo sujeto a una atracción terrestre, inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre el 

cuerpo y la Tierra, debía ser una elipse con el centro de atracción en uno de los focos; es decir que, el 

movimiento del cuerpo relativo a la Tierra sería similar al movimiento realizado por los planetas 

alrededor del Sol, descrito éste por las leyes que había enunciado Kepler. Aunque esto ya le hizo intuir 

que habría una ley general de atracción entre cuerpos, Newton dejó, por un tiempo, el estudio de la 

mecánica. 

Unos cuatro años más tarde, en 1684, motivado por un astrónomo amigo suyo, Edmund Halley, se 

dedicó de nuevo al estudio de la mecánica pero ya con tal profundidad que, aproximadamente dos años 

después, terminó de elaborar su obra denominada Principios Matemáticos de Filosofía Natural, 

publicada por vez primera en 1689 y conocida en forma abreviada como Principia, misma que se 

considera como la obra más grande y de mayor trascendencia, debida a un ser humano, hasta nuestros 

días. 

En una parte de su primera ley se refiere a cuerpos en reposo, no obstante tener conciencia de que el 

reposo absoluto no existe; sin embargo, también tenía la certeza de que, en la realidad existen tantos 

estados de movimiento tan imperceptibles, prácticamente considerables como estados de reposo, que no 

podría conceptuarse como error el referirse a la existencia de cuerpos en reposo. 

Fue el primero en distinguir entre peso y masa de un cuerpo; a ésta la consideró como un invariante y 

estableció que el peso de los cuerpos depende de la posición que ocupen sobre la Tierra, o bien en el 

espacw. 
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Antes de enunciar sus leyes, en su Principia dio las siguientes definiciones, aquí ya adaptadas a nuestra 

terminología. 

1) Masa o cantidad de materia: volumen de un cuerpo multiplicado por la densidad de éste. 

2) Cantidad de movimiento: masa de un cuerpo multiplicada por la velocidad del mismo. 

3) Inercia o fuerza ínsita: medida de la capacidad, o poder, de un cuerpo para mantenerse en estado de 

reposo, o moviéndose uniformemente en línea recta . 

4) Fuerza impresa : acción ejercida sobre un cuerpo para cambiar su estado, de reposo o de movimiento 

uniforme. 

5) Fuerza centríp�ta: la que ocasiona que los cuerpos sean atraídos hacha un punto o centro. 

6) La cantidad absoluta de una fuerza centrípeta es una medida proporcional a la eficiencia de la causa 

que la propaga, desde el centro, por las regiones circundantes . 

7) La cantidad acelerativa de una fuerza centrípeta es una medida proporcional a la velocidad que 

genera en un tiempo dado . 

8) La cantidad motriz de una fuerza centrípeta es una medida proporcional al movimiento que genera 

en un tiempo dado. 

A continuación, adaptadas a nuestra terminología, se enuncian las leyes fundamentales del movimiento, 

que estableció en la parte inicial de sus Principia . 

l. Todo cuerpo se mantiene en reposo, o con movimiento rectlíneo uniforme, en tanto no se 

apliquen fuerzas que cambien dicho estado. 

II. El camb io en la cantidad de movimiento de un cuerpo es proporcional a la fuerza que lo 

produce, y se efectúa en la dirección en que actúa dicha fuerza. 

III. A toda acción se opone siempre una reacción igual. 

En el libro tercero (Sistema del Mundo) de los Principia, demostró que las fuerzas de atracción 

ejercidas por el Sol sobre los planetas, y la fuerza de gravedad, ejercida por la Tierra sobre los cuerpos, 

son de la misma especie, es decir que obedecen a una misma ley. Esta, conocida como ley de la 

gravitación universal establece que: 

Todo cuerpo del universo atrae a otro con una fuerza directamente proporcional 

al producto de sus masas e inversamente proporcional al cuadrado de la 

distancia entre sus centros . 

Obviamente, auxiliándose de la matemática, demostró que: al tener la fuerza de gravitación entre el Sol 

y los planetas las características recién descritas, cualquier planeta se mueve, con relación al Sol, 

cumpliendo con las leyes de Kepler. 
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Afirmó que algunos cometas tenían trayectorias elípticas muy alargadas, con relación al Sol, situación 

confirmada por los estudios que realizó Halley con relación a diversos cometas (éste predijo, con base 
en sus estudios, que un determinado cometa volvería a pasar después de 75 años y seis meses, por cierta 

posición donde un día se le localizó; cosa que ocurrió). 

En el libro segundo (de sus Principia) Newton se ocupa del movimiento de los cuerpos en medios 

resistentes, de los movimientos pendulares, y de la estática y la dinámica de los fluidos. Además de su 
enorme legado por lo que a la mecánica se refiere, contribuyó notablemente al desarrollo de otras 

ciencias como la matemática y la óptica. 

En un lapso de aproximadamente año y medio (dentro del cual cumplió 23 años de edad), descubrió 

cosas muy importantes, que fue desarrollando conforme lo consideró pertinente ; por ej emplo, en el 

prefacio a la primera edición de los Principia externó: "Me he puesto a cultivar la matemática en la 

medida que se relaciona con el estudio de la naturaleza". 

A continuación se reproduce parte de un escrito muy probablemente elaborado por él en el año de 1716 

(aproximadamente a los 73 años) y que está relacionado con lo que realizó en el lapso recién citado: 

"A principios de 1665 encontré el procedimiento para aproximar las series, y la regla (conocida ahora 

como teorema del binomio) para reducir a una serie cualquier potencia de cualquier binomio. El mes 

de mayo de ese año descubri el método de las tangentes, y en noviembre el método directo de las 

fluxiones (ahora llamado cálculo diferencial), y en el año siguiente (1666), en enero, la teoría de los 

colores, y en mayo el método de las flux iones inversas, (conocido actualmente como calculo integral) y 

en ese mismo año comencé a pensar en la gravedad extendiéndola a la órbita de la Luna, y de la regla 

de Kepler, sobre los tiempos periódicos de los planetas, deduje que las fuerzas que los mantienen en 

sus órbitas deben ser inversamente proporcionales a los cuadrados de sus distancias u los centros de 

donde son atraídos, y por ello comparé la fuerza requerida para mantener la Luna en su órbita con la 

fuerza de gravedad en la superficie de la Tierra, y encontré la respuesta casi de inmediato". 

Gottfried Wilhelm LEIBNIZ (1646-1716). 

Filósofo considerado como un genio universal ya que fue un hombre versado en historia, teología, 

filosofía, leyes, ciencias políticas, minería, ingeniería, matemáticas, literatura, ciencias físicas y 

naturales e idiomas; dentro de cualquier tratado de filosofía, o de matemáticas, su nombre es uno de los 

más sobresalientes . Descubrió en forma prácticamente simultánea con Newton, el Cálculo Diferencial e 

Integral , debido a lo cual surgió entre ellos una fuerte polémica, con mutuas acusaciones de plagio . 
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Fue quien dio el nombre de Dinámica a la ciencia que se ocupa del movimiento de los cuerpos 

atendiendo a las causas que lo producen. 

Extemó que el efecto de una fuerza aplicada a un cuerpo, durante el movimiento de éste, era 

proporcional al cuadrado de la velocidad y definió cpmo vis viva del cuerpo al producto m� 

(consecuencia de la aplicación de la fuerza). 

Pierre VARIGNON (1654-1722). 

Matemático francés que formuló claramente la ley del paralelogramo, casi al mismo tiempo que 

Newton. Su teorema, también conocido como teorema general de momentos, es fundamental en el 

tratamiento de sistemas de fuerzas concurrentes. 

Johann BERNOULLI (1667-1748). 

Físico suizo que enunció el principio de los desplazamientos virtuales, conocido ahora como principio 

del trabajo virtual, mismo que actualmente se enuncia así: para que un cuerpo esté en equilibrio, el 

trabaj o total realizado por las fuerzas que actúan sobre dicho cuerpo, al sufrir éste un cambio virtual de 

posición, es nulo. 

Descubrió el cálculo exponencial y el método para integrar las funciones racionales. Contribuyó al 

principio de la conservación de la energía. Resolvió el problema de la baristócrona y se le considera 

como uno de los fundadores de la Mecánica Analítica. 

Daniel BERNOULLI (1700-1782). 

Físico suizo que enunció una ley para fluidos en movimiento dentro de tubos de diámetro variable; 

dicha ley establece que, la presión que un líquido en movimiento ejerce sobre un recipiente con 

diámetro variable es mayor en una sección cualquiera S 1 que en otra sección S2 , si el diámetro 

correspondiente a S1 es mayor que el de S2. 

En su tratado Hidrodinámica ( 173 8), formuló la principal ley del movimiento de los líquidos, es decir la 

ecuación que relaciona la presión y la velocidad de un líquido, con la altura de éste; la misma se conoce 

como ecuación de Bernoulli. Escribió otras obras, tales como "Tratado de las mareas" y "Memorias 

sobre la inclinación de las órbitas planetarias". 
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Leonhard EULER (1707-1783). 

Famoso científico suizo que, partiendo de las leyes de Newton, dedujo leyes generales para el .::studiv 

del movimiento de un cuerpo rígido, en función de la variación de seis cantidades escalares, conocidas 

como coordenadas generalizadas del cuerpo. Dichas ecuaciones sirvieron para describir, entre otros , los 

movimientos giroscópicos, así como los movimientos de precesión y nutación de la Tierra. Estabww'> 

las ecuacwnes (díferenciales) generales del movimiento del líquido perfecto y la ecuación fundamenta1 

de trabajo para m 1quinas hidráulicas de paletas, además de sentar las bases de la teoría de t1otacior .. dt 

naves, entre otras cosas, pues contribuyó mucho como matemático, físico y astrónomo. 

Jean-Baptiste Le Rond D'ALEMBERT (1717-1783). 

Físico, matemátlco y filósofo francés cuya pnnc1pal obra es un tratado de dinámica (Traité de 

dynamique, 1743 ) . Ahí enunció lo que hoy se conoce como Principio de D'Alembert, estableciendo qu: 

todos los cuerpos se encuentran en estado de equilibrio dinámico bajo el efecto de las fuerzas que sobre 

ellos actúan y de unas fuerzas ficticias (por él llamadas perdidas o muertas y conocídas ahora come 

fuerzas de inercia, o fuerzas de D'Alembert); de modo que, si m es la masa de un cuerpo, y a :a 

aceleración que le produce la aplicación de un sistema de fuerzas (real) cuya resultante es F, se tendrá 

F + (-ma) =O, donde -ma recibe el nombre de fuerL:a de inercia. 

Así pues al plantearlos en esta forma, los problemas de din:�mica se convienen en problemas que 

pueden resolverse como los pertenecientes a la estática, ya sea empleando ecuaciones 1e equihbno o 

aplicando el prmc1pio del trabajo virtual. Sin embargo, por razones obvias, este principio no podrá 

aplicarse s1 se c1,escono�".en 10s conceptos y elementos fundamentales de la cinemática y la dinámica. 

Elaboró] 1"'-lhlkó V'rios lih .. os. donde trata sobre mecáni\�a (do11de aplica su pr; ,c;p' r ra re.;;o1ver 

nrobleirc s d · m .ca,, fb .. ca, literatura, astronomía, y algtoras otrá$ ciencias 

Henry CA VENDI�H (1 731-181 0). 

('ran cient11co 'X1)e Imt:"ltí.<;, inglés, que (en 1798) después de .ma �ene de experimwtc y medi..::ione., 

, üe d rrLlt-ro "' .. 1 , '.t;:\enr. mar enpleando lo que conocemos con ,o Balanza de ( avendisL ·1 nkr de 1" 

comtante ',( ;1 ..it- 11 gravitacióP universal y posteriormente, como consecuencia de ello, la masa de 

fierra. bs a.::vr P·-•""P.rarneme, al plantear la Ley de la Gravitac.ón Udversal, haciendo interveP.ir a dos 

'ta._efo!O Clh�ff ,._, �'� masas m1 y m2 distantes r12 y que se Ptr;_,_t>:r con fuerzas de magnitudes F12 

,1-.tt.vc' lo SÍfP. t nt,: 



de donde calculó el valor de G, pues los otros miembros de esta igualdad ya los conocía, con base en 

sus experimentos. 

Posteriormente, aplicó la citada Ley en la forma: 

W = G M m , o bien 
R2 

Mm mg = G ¡¡r  

donde W es la magnitud de la fuerza ejercida por la Tierra sobre un determinado cuerpo de masa m, que 

dista R del centro de nuestro planeta, M la masa de éste, y g la magnitud de la aceleración de la 

gravedad terrestre. Como ya conocía todos los valores de esta igualdad excepto el de M, pudo estimar la 
masa de la Tierra. 

Charles Augustin COULOMB (1736-1806). 

Científico francés que valiéndose de un dispositivo conocido como balanza de torsión, creado por él, 
después de varios experimentos estableció una ley que dice: las fuerzas con que se repelen, o atraen, 

dos elementos cargados eléctricamente, son directamente proporcionales al producto de sus cargas, e 
inversamente proporcionales al cuadrado de la distancia que los separa. A dicha ley, en reconocimiento 

a este científico, se le designa como Ley de Coulomb ; asimismo, a la unidad de carga eléctrica en el 

Sistema Internacional de Unidades (SI) se le llama Coulomb (de símbolo C). 

Joseph Louis LAGRANGE ( 1736- 1813) . 

Astrónomo y matemático francés que transformó las ecuaciones obtenidas por Euler, para el 

movimiento de un sistema general de cuerpos. A él se debe que, primero en Francia y después por 

varias partes de Europa, se estableciera el sistema decimal de pesas y medidas, con el gramo y el metro 

como unidades de peso y longitud, respectivamente . 

En su Mécanique Analytique (Mecánica Analítica de 1778) presentó y probó un principio, por él 
establecido (el principio de la acción mínima), mediante el cual reducía problemas de dinámica a 

problemas algebraicos. 

James W ATT (1736-1819). 

Técnico escocés muy hábil y talentoso que en 1765 perfeccionó la máquina de vapor, contribuyendo 

enm:memente al desarrollo industrial del siglo XIX, pues dicha máquina ya al estilo de Joule .se 

empleaba en la construcción de los primeros barcos y locomotoras de vapor (entre otras cosas). 

En su honor, la unidad de potencia en el Sistema Internacional de Unidades tiene el nombre de Watt (de 

símbolo W), y corresponde al trabajo de un Joule (de símbolo J) realizado en un segundo. 
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Pierre Simonde LAPLACE (1749-1827). 

Gran matemático y astrónomo francés que elaboró una de las obras maestras de matemática y 

astronomía, titulada Traité de Mécanique Celeste (Mecánica Celeste, publicada en 1799). Por sus 

descubrimientos y aportaciones que han contribuido enormemente al progreso de la astronomía, desde 

hace tiempo se le ha llamado el Newton francés. 

Gustave Gaspard de CORIOLIS (1792-1843). 

I • gcmcro y científico francés que en 1835 dio el nombre de trabajo al producto fuerza por distancia y 
definió como energía de un cuerpo al producto (�)mi, al que en 1856 Lord Kelvin dio nombre de 

energía cínética, que es como se le conoce en la actualidad. 

Vstablec16 un teorema que dice: si el movimiento de una partícula P se refiere a un cuerpo (o sistema de 

reí"erencia) móvil, la aceleración absoluta de P es la suma de la aceleración de arrastre, de la aceleración 

relativa, y de una aceleración complementaria. 

A la aceleración complementaria se le conoce como aceleración de Coriolis , debido al estudio tan 

completo que desarrolló sobre dicha aceleración, por él descubierta. 

N tol1.;; Léonard Sadí CARNOT (1796-1832). 

r 1C 1co francé'S quien analizó las relaciones existentes entre el consumo de un combustible y el trabajo 

ob•,.nido, as' como las que. existen entre el calor y el trabajo. Su obra "Reflexiones sobre la fuerza 

n1ntriz del fuego" es la base de la termodinámica. 

Wi1han Rowan HAMILTON (1805�1865). 

!\la1'emático y astrónomo irlandés que, de estudios realizados sobre lo escrito por Lagrange, 

principalmente, estableció lo que denominó ecuaciones canónicas, aplicables a todo tipo de sistemas de 

CUt rr os en movimiento. Relacionó lo que llamó fuerza generalizada con la variación de lo que 

'en u ninó momento (cantidad de movimiento) generalizado; para el caso del movimiento de una 

partft ula, las leyes de Hamilton son congruentes con las de Newton. Además, fue el creador del cálculo 

vecwr�al v de los cuaternios. 
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James Prescott JOULE (1818-1889). 

Físico inglés que-mediante una serie de experimentos observó la relación entre trabajo y calor; definió 

la libra-pie como unidad de trabajo, y a una caloría como unidad de calor. Halló cómo se transforma 

energía cinética en energía potencial y viceversa, así como su equivalencia en forma de trabajo o de 

calor. Estableció que nada se pierde en transformaciones donde intervienen trabajo, energía y calor . 

Como reconocimiento a los estudios y experimentos que realizó, la unidad para medir el trabaj o en el 

Sistema Internacional de Unidades tiene el nombre Joule (de símbolo J). 

Hermann Ludwig Ferdinand von HELMHOLTZ (1821-1894). 

Científico y filósofo alemán, conocido por sus trabajos acerca del principio de la conservación de la 

energía. Realizó también importantes descubrimientos en fisiología, óptica, electromagnetismo y 

meteorología . 

Ludwig BOLTZMANN (1844-1906). 

Físico austríaco nacido en Viena. Sus principales contribuciones fueron en el campo de lo que hoy se 

conoce como mecánica estadística, que consiste en aplicar las leyes de la mecánica a sistemas muy 
. 

complejos, tomando elementos de la teoría de las probabilidades y de la estadística. En ese tiempo sus 

resultados fueron rechazados por grupos importantes de científicos; sin embargo el tiempo le dio la 

razón, ya que en la actualidad son cruciales en el estudio de sistemas muy complejos. 

Albert A. MICHELSON (1852-1931). 

Físico alemán nacionalizado más tarde norteamericano. Calculó con bastante precisión la magnitud de 

la rapidez de la luz (300 000 km/s, en el vacío), obteniendo un valor de 299 796 krn/s. Ideó el 

interferómetro que lleva su nombre, para medir las distancias por medio de ondas de luz. Demostró en 

forma experimental que el movimiento absoluto de la Tierra es inmensurable, (punto de partida para la 

teoría de la relatividad). Midió por vez primera, entre otras cantidades astronómicas , diámetros 

estelares . 

Fue, además, inventor de numerosos instrumentos ópticos y escribió la obra "Las ondas de luz y sus 

usos''. Recibió el premio Nobel de fisica en 1907. 
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Max Karl Ernst Ludwig PLANCK (1858-1947). 

Físico alemán que creó la teoría de los quanta, para el estudio del movimiento de moléculas. Publicó 

que todo tipo de materia consistía en vibradores, con una frecuencia diferente v cada caso, que emitían 

radiaciones sólo en unidades (de radiación) completas ; a dichas unidades les dió el nombre de quanta. 

Explicó que la luz es emitida y absorbida en paquetes de energía, E, cuya magnitud viene dada por: 

E=hv 

donde v es la frecuencia del haz luminoso y h es una constante a la cual se le dió el nombre de 

constante de Planck, en virtud de que este físico estableció (empíricamente) dicha relación, la que dió a 

conocer en 1900, misma que posteriormente Einstein emplearía, de manera imprescindible, para 

interpretar correctamente el efecto fotoeléctrico. 

Tal efecto se explica en la teoría fotónica donde se establece que, en cualquier haz luminoso de 

frecuencia v, cada fotón (partícula luminosa) transporta una energía dada por el producto hu. Es decir 

que, no obstante que un haz de luz sea más o menos intenso que otro (en la medida que posea una 

cantidad mayor o menor de fotones que éste, por unidad de tiempo) : la energía cuántica (energía por 

fotón) es la misma para una determinada frecuencia (longitud de onda) de la luz . Años más tarde, en 

1918, recibió el premio Nobel de física . 

Hermann MINKOWSKY (1864-1909). 

Matemático lituano considerado precursor de la teoría de la relatividad, por el establecimiento de la 

geometría de las cuatro dimensiones. Estableció que la descripción de los fenómenos de la naturaleza 

no debía referirse sólo a un espacio ordinario, de tres dimensiones, sino a un espacio cuatridimensional, 

al que llamó espacio -tiempo ; de manera que toda partícula tendrá tres dimensiones en el espacio 

ordinario y una en el (espacio unidimensional) tiempo . 

Así pues, las diferentes posiciones que vaya ocupando una partícula, en el espacio tridimensional, 

dependerían del tiempo; al lugar geométrico que pasa por las posiciones recién citadas le llamó línea 

cósmica, de la partícula . 

Albert EINSTEIN (1879-1955). 

Eminente físico alemán que enunció y desarrolló una teoría que se le conoce como Teoría de la 

Relatividad (que revolucionó los conceptos clásicos de espacio y tiempo), donde establece 
_
que no es 

posible que un observador determine la velocidad de un objeto en movimiento a través del espacio . 
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Demostró que la naturaleza nada tenía que ver con velocidades absolutas, sino con velocidades 

relativas. 

Enunció que no existen marcos de referencia absolutos, y reprodujo el experimento de Michelson

Morley verificando que la rapidez de propagación de la luz en el vacío (e== 300,000 km/s) es constante, 

independiente del movimiento de la fuente o del observador. Mencionó que únicamente puede hablarse 

del movimiento de un cuerpo respecto a otro, éste nunca fijo (de manera absoluta), o de un sistema de 

referencia respecto a otro, que siempre estará en movimiento . 

También, dentro de esta teoría, estableció la equivalencia entre la masa y la energía total de un cuerpo 

mediante la expresión : 

tal que 

donde m es la masa del cuerpo en movimiento, mo su masa en reposo, y v la rapidez con que se mueve 

dicho cuerpo; el valor de e ya lo dimos en el párrafo inmediato anterior. 

Así pues, como las masas de los cuerpos que se mueven con velocidades no despreciables , con relación 

a la velocidad de la luz, difieren considerablemente de las correspondientes masas en reposo, habrá que 

aplicar la mecánica relativista al estudio del movimiento de cuerpos que se mueven con velocidades 

como las recién citadas, y descartar la mecánica newtoniana para tal estudio. 

Predijo que en el efecto fotoeléctrico existía una relación entre la energía de un fotón (partícula 

luminosa) y la fr·ecuencia de la luz (haz luminoso); predicción que fue confirmada . 

En 1915, después de realizar ciertos estudios donde amplió el ámbito de los conceptos e ideas que dió a 

conocer en 1905, publicó su Teoría General de la Relatividad. Años más tarde, en 1921, recibió el 

premio Nobel de física. 

Niels BOHR ( 1885-1962). 

Físico danés, nacido en Copenhague, ciudad donde estudió hasta obtener el doctorado en física . 

Después de haber colaborado con Thomson y Rutherford, (creadores respectivamente de dos modelos 

del átomo muy importantes) formuló en 1913 su propio modelo atómico, en el que se incorporaban 

ideas de la entonces naciente mecánica cuántica . Por su modelo del átomo y otros trabajos, se le 

considera como uno de los fundadores de la física moderna . Se le otorgó el premio Nobel en 1922, por 

su estudios sobre la estructura del átomo y sus radiaciones. 
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Wemer Karl HEISENBERG (1901-1976). 

Físico alemán, nacido en Wurzburg; estudió en la Universidad de Munich. Realizó trabajos de 

investigación al lado de Niels Bohr. Se le considera uno de los fundadores de la mecánica cuántica. En 

1927 formuló el principio de incertidumbre que lleva su nombre, que es uno de los principales 

resultados de su teoría. Por sus estudios sobre la mecánica cuántica recibió el premio Nobel de física en 

1932. 

1.2 DEFINICIONES DE MODELOS DE CUERPO, PARTÍCULA, CUERPO RÍGIDO Y 
CUERPO DEFORMABLE. ENUNCIADOS Y EXPLICACIÓN DE LA PRIMERA, 

SEGUNDA Y TERCERA LEYES DE NEWTON. ENUNCIADOS Y APLICACIONES 

SENCILLAS DE LA LEY DE NEWTON DE LA GRAVITACIÓN UNIVERSAL. 

1.2.1 DEFINICIONES. 

Para iniciar el estudio de cualquier disciplina física, lo primero que debemos hacer es identificar el 

medio en el cual nos vamos a desenvolver, de manera que podamos ubicarnos en un lugar adecuado 

dentro del contexto de las ciencias. 

Así pues, antes que todo debemos empezar por definir naturaleza, lo cual resulta tarea difícil, debido al 

carácter abstracto que encierra esta palabra; sin embargo, la definición que podemos tomar como una de 

la más adecuadas es la siguiente: 

Naturaleza: conjunto, orden y disposición de lo que hay en el universo. 

Para su estudio, las ciencias se han dividido en dos grandes grupos; a saber: las ciencias sociales, que 

se ocupan del hombre, su historia, su comportamiento, etc., y las ciencias naturales, que son las ramas 

del saber que estudian los fenómenos que ocurren en la naturaleza misma. 

Dentro de las ciencias naturales podemos a su vez distinguir dos grupos: las ciencias fisicas, cuyo 

campo de estudio no presenta cambio en su estructura y las ciencias biológicas, cuyo campo sí implica 

un cambio en la estructura de los cuerpos. Nuestro presente ámbito de estudio se encuentra dentro de 

las ciencias físicas. 

Es innegable la aseveración de que estamos en una época principalmente científico-tecnológica, ya que 

gran parte de la prosperidad material y desarrollo de nuestra vida depende del desarrollo de la cíencia Y 

de su aplicación tecnológica. 
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El estudio de la tecnología ha influenciado profundamente el pensamiento de los hombres y esto ha 

propiciado el desarrollo de infinidad de proyectos, indicándoles cual es el método de acercamiento que 

debe seguirse para efectuar el estudio de los fenómenos naturales y dar las conclusiones a partir de los 

hechos observados; esto es la física. 

Entre otras definiciones, se tiene que la física se considera como la ciencia que tiene por objeto el 

estudio de la naturaleza y las interacciones entre materia y energía, a la vez que intenta explicar las 

reglas básicas que rigen el funcionamiento del mundo natural. Trata de los cuerpos y sus propiedades 

físicas; se basa en la experimentación y sus leyes sólo son aceptadas en cuanto son confirmadas a través 

del experimento. A Galileo y a Newton se les considera los fundadores de la mecánica clásica, 

antecedente obligado a la física moderna (la relativista y la cuántica), que antes sólo se consideraba 

como una rama de la filosofía (filosofía natural). Durante el siglo XIX se dio mucha importancia a la 

consecución de métodos de medida más precisos, con lo que la física pudo realizar la interacción de sus 

conocimientos. 

Atendiendo a la función de las propiedades y de las acciones que estudia, la física, puede subdividirse 

en: 

- Mecánica. 

- Movimiento Vibratorio y Sonido. 

- Luz. 

- Termodinámica. 

- Electricidad y Magnetismo. 

- Óptica. 

La astronomía y la física del átomo pueden considerarse como ramas liberadas de la física clásica o 

autónomas. 

1.2.2 TIPOS DE MECÁNICA. 

Una parte fascinante de la física es la conocida con el nombre de mecánica. En general, según el ámbito 

de estudio, se puede hablar actualmente de tres tipos de mecánica, definidas a continuación. 

- Mecánica clásica: es la que trata acerca de los cuerpos materiales que se mueven con velocidades 

muy inferiores a la velocidad de la luz. 

- Mecánica cuántica: es la que se ocupa del movimiento de las partículas que tienen gran velocidad, 

y de las radiaciones captadas en forma discontinua o granular. 
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- Mecánica relativista: es la que estudia los cuerpos materiales que se mueven con velocidades de 

traslación semejantes a la de la luz. En este ámbito, el tiempo y el espacio no son absolutos y cada 

sistema referencial tiene su tiempo local. 

La mecánica clásica tuvo su más importante colaborador en la persona de Isaac Newton, por lo que 

frecuentemente a dicha mecánica suele llamársele también mecánica de Newton, o mecánica 

newtoniana. Dentro de las consideraciones que hay que tener en cuenta, durante el tratamiento de la 

misma, está aquélla en que Galileo ya tomaba en cuenta la fuerza, la aceleración y la masa. Sin 

embargo, no le fue posible explicar lo que era esta última; la consideraba y trabajaba con ella, pero sin 

definir lo que era. Newton fue el "encargado" de conceptualizar a la masa, como se verá más adelante. 

1.2.3 ESTADOS DE LA MATERIA. 

La mecánica newtoniana estudia el movimiento de los cuerpos, así como también las fuerzas y las 

cantidades de movimiento implicadas en él, siendo su base principal las leyes de Newton. El campo de 

estudio de esta disciplina es tan grande que conviene efectuar una división de la misma, como la que se 

presenta un poco más adelante. 

En virtud de que todo cuerpo se define como una porción de materia, se establece la siguiente 

clasificación de cuerpos, la cual origina en parte la división recién citada. 

- Sólido: Presenta forma definida. Las moléculas que conforman el cuerpo están unidas debido a 

grandes fuerzas de cohesión. Esta manifestación de la materia es deformable y compresible. 

- Líquido: No tiene forma definida. Las moléculas que lo conforman se mueven libremente y tienen 

escasa cohesión; adopta la forma del recipiente que lo contiene, además de ponerse siempre a nivel. 

Esta manifestación de la materia es indeformable e incompresible. 

- Gaseoso: No tiene forma ni volumen definidos. Las moléculas que lo conforman tienen escasa 

cohesión. Esta manifestación de la materia es compresible. 

- Plasma: Esta manifestación de la materia aparece sólo a temperaturas muy elevadas, donde se está 

consumiendo materia. Se presentan disociaciones de iones y electrones. 

Estas definiciones nos ayudan para ubicarnos en el ámbito de nuestra actual área de estudio. 

En nuestra área actual de estudio, las cantidades que emplearemos con relación al proceso de medición 

son: el tiempo, la longitud, la masa y la fuerza. 
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I.2.4 CONCEPTOS DE TIEMPO, LONGITUD, MASA Y FUERZA. 

Tiempo: nos causa sobresalto cuando intentamos definirlo, sin embargo hay que considerar que 

realmente no tiene definición. Es inherente a nosotros y hasta lo "sentimos" distinto; cada quien en 

diferentes circunstancias, de aquí que para poder medirlo tuvo que inventarse el reloj . 

No obstante , debemos considerar cómo se conceptualiza para nosotros, teniendo en cuenta los 

aconteceres cotidianos ; así : el tiempo es el concepto que permite establecer la secuencia de los eventos 

(que en la mecánica clásica es considerada como una cantidad absoluta); es decir, establece la noción 

de cuándo ocurren y cuánto duran los eventos ; fija los conceptos de simultaneidad y sucesividad . 

Cabe mencionar que existe una relación muy estrecha entre tiempo y espacio ; aunque, en el tiempo, el 

orden en que han sucedido los fenómenos es de carácter irreversible. El tiempo y el espacio, 

constituyen unidos el continente en el que acontecen todos los fenómenos del universo. Al tiempo 

pertenecen los fenómenos de sucesión y cambio, mientras que al espacio corresponden los aspectos y 

las formas de los cuerpos, así como sus relaciones de posición y coexistencia . 

La mecánica clásica considera· al tiempo como homogéneo, es decir que no existen instantes 

privilegiados; todos ellos tienen las mismas características . 

Al espacio no sólo lo considera homogéneo sino también isótropo . Homogéneo, ya que no existen 

puntos privilegiados; esto es, si trasladamos un cuerpo a través del espacio, todos los puntos por los que 

pasa en su movimiento tienen las mismas características. Isótropo, puesto que no existen direcciones 

privilegiadas; es decir, si hacemos girar a un cuerpo, todos los segmentos rectilíneos que lo constituyen 

tienen las mismas características en cuanto a giro . 

- Longitud: nos permite describir cuantitativamente el tamaño de un objeto . A este concepto 

asociamos el de dimensión, considerado como todo aquello susceptible de ser medido; por ello, se 

dice que un objeto o un fenómeno es cuantificable cuando es dimensionable. 

- Masa: al igual que el tiempo, la masa de un cuerpo no podríamos definirla, ya que no tiene nada que 

ver con su color, la forma, el volumen, ni siquiera con su constitución química ; esto último puede 

demostrarse experimentalmente, por lo que no hay que confundirlo con el concepto de materia. La 

masa es una propiedad escalar de los cuerpos involucrados en todas sus interacciones mecánicas. Se 

considera la medida de su inercia entendida como la tendencia de un cuerpo a permanecer en estado 
, . 

de reposo o de movimiento rectilíneo uniforme. 

- Fuerza: acción de un cuerpo sobre otro , ya sea por contacto o a distancia; en consecuencia no puede 

aparecer por si sola. Así pues, las fuerzas realmente aparecen por parejas. 
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1.2.5 DIVISIÓN DE LA MECÁNICA NEWTONIANA. 

Nuestra actual-área de estudio es la parte de la mecánica newtoniana que se refiere al estudio del 

movimiento de los cuerpos; en otras palabras, es el estudio de las posiciones relativas de los mismos, en 

el espacio, al transcurrir el tiempo. 

Para ubicar cuál es esa parte , realizaremos el siguiente esquema: 

Mecánica 

newtoniana 

Mecánica de sólidos 

Mecánica de fluídos 

Ideal * 

(cuerpos rígidos) 

{ Estática * * 

Cinemática 

Dinámica 

Real { Mecánica de los 

(cuerpos deformables) materiales 

Con un asterisco indicamos el área general en que se va ubicar nuestro estudio y con dos asteriscos el 

área particular que se abordará en este texto. 

Ahora procederemos a definir cada una de las divisiones del área general. 

Estática. Es la parte de la mecánica que estudia los cuerpos que se encuentran inmóviles bajo la acción 

de sistemas de fuerzas. Se refiere al estudio de los sistemas de fuerzas," considerando el caso particular 

del reposo, y de las condiciones para establecer el equilibrio de los sistemas de fuerzas. 

Cinemática. Es la parte de la mecánica que estudia el movimiento de los cuerpos, independientemente 

de las causas que lo producen. Es decir, trata el movimiento desde el punto de vista de sus 

características externas, sin considerar las causas que lo producen o lo modifican. 

Específicamente establece las condiciones y relaciones entre los conceptos de trayectoria, 

desplazamiento, velocidad y aceleración ; por ello también se le conoce como una geometría del 

movimiento, que incluye el concepto de tierppo . 

Dinámica. Es la parte de la mecánica que estudia el movimiento de los cuerpos, teniendo en cuenta las 

causas que lo producen. 

Debido a que las áreas de conocimiento toman como objeto de estudio a los cuerpos rígidos, 

hablaremos ahora de modelos. · · 
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1.2.6 CONCEPTO DE MODELO EN EL ÁMBITO DE LA FÍSICA. TIPOS DE MODELOS. 

Para manej ar determinados elementos se requiere idealizarlos mediante interpretaciones, lo cual 

muchas veces es factible lograr a través de los llamados MODELOS. Así las ciencias se ocupan de la 

elaboración de modelos representativos de fenómenos de la naturaleza, ya que la finalidad de las 

mismas consisten en realizar investigaciones y en obtener conocimientos para que se puedan entender , 

y en algunas ocasiones controlar, partes del universo que nos rodea. 

Entendemos que los fenómenos naturales, en algunos casos, son demasiados complejos para que 

puedan comprenderse y estudiarse en todos sus aspectos, por lo que en consecuencia no podríamos 

generar modelos que los abarcaran en su totalidad, debido a lo cual se efectúan abstracciones y a la vez 

se singularizan determinadas variables para estudiar diversos fenómenos . 

Al efectuarse esta abstracción hacemos, desde el principio, un modelo idealizado del objetivo o 

fenómeno en estudio; de otra manera; debe sustituirse la parte del universo que se está estudiando por 

un modelo de estructura similar a éste, pero más sencillo. Debido a lo anterior puede aseverarse que los 

hechos científicos son representaciones de los reales . 

Una posible clasificación de los modelos, según su prioridad de abstracción, es ,la siguiente: 

- MODELOS TEÓRICOS O FORMALES. 

- MODELOS MATERIALES O REALES. 

Los modelos teóricos o formales son expresiones simbólicas (de forma matemática), en términos de una 

estructura idealizada, que se supone análoga a la de un sistema real. 

Los modelos materiales o reales son representaciones de sistemas reales por otros distintos, a los cuales 

se les asignan algunas propiedades semejantes a las que desean estudiarse en el sistema original. 

Cualquier ley o cualquier teoría es un modelo formal que, en el caso de la física, trata de explicar el 

comportamiento de ciertos fenómenos. Conviene hacer notar que la adopción de un modelo real, para 

un fenómeno dado, implica la construcción previa de un modelo formal, el cual puede ser poco o muy 

preCISO. 

En efecto, la afirmación de que un proceso real B puede servir para determinados propósitos , como 

modelo adecuado para el estudio de un proceso A, implica el reconocimiento de lo que tienen y no en 

común, estos procesos. 
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Lo que tienen en común estos procesos lo llamaremos modelo formal. La nomenclatura y la 

construcción de los modelos requiere del conocimiento, de las características y de las propiedades de 
dichos procesos . 

Los modelos materiales pueden ser útiles si permiten: 

l. La realización de experimentos en condiciones más favorables que las que rigen en el sistema 

original . 

2. Cambiar favorablemente las escalas de espacio o del tiempo. 

3. Trasladar problemas de un campo complicado, con muchas incógnitas, a otro más familiar. 

La mecánica newtoniana toma como modelos y base de su estudio los siguientes. 

Partícula: Porción de materia de dimensiones despreciables, comparadas con las de su marco de 

referencia. 

- Cuerpo: Porción de materia de dimensiones apreciables, en cuanto a las de su marco de referencia. 

En particular, los modelos que se emplean en el estudio de la estática son las que se mencionan en 

seguida . 

- Punto masa (también conocido como partícula material o simplemente partícula): representación de 

un cuerpo por medio de un punto geométrico, al que se le asocia la masa del cuerpo. 

Cuerpo rígido: medio continuo que no acepta deformaciones perceptibles; es decir, todas las 

partículas del cuerpo conservan sus posiciones relativas entre si, bajo cualquier condición de carga. 

Si el cuerpo no cumple estas características se le considera deformable. 

Debemos tener conciencia de que en la realidad todos los cuerpos son deformables y que, como ya se 

comentó, el cuerpo rígido es sólo una idealización ; es decir, un modelo. 

Cabe señalar que las acciones también se modelan, tales como la fuerza aplicada en un punto, la fuerza 

por unidad de longitud y la fuerza por unidad de área; estos conceptos se tratarán más adelante. 

En síntesis, un modelo se considera como la representación matemática y/o física de un fenómeno de la 

naturaleza . Debido a que ésta es demasiado compleja para que puedan comprenderse y manejarse todos 

los aspectos de un fenómeno físico, es necesario realizar abstracciones y singularizaciones de 

determinadas variables para estudiar dicho fenómeno ; en consecuencia, lo que se crea es un modelo. La 

Mecánica en general se auxilia de dos tipos de modelos: los formales y los reales. 
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1.2.7 CONCEPTOS DE CANTIDADES ESCALAR Y VECTORIAL. 

Para establecer una rel ación entre la causa y el efecto que se produce en un cuerpo, es necesario 

entender el significado de esa relación causa-efecto; por ello hay que definir una medida cuantitativa de 

los conceptos empleados en tal relación . Todas las mediciones físicas, ya sea que se realicen con los 

instrumentos más sencillos o con los aparatos más complicados, dan lugar a medidas que pueden 

expresarse mediante cantidades escalares o vectoriales, según el caso. 

Las cantidades escalares son aquellas que para cualquier sistema de referencia permanecen 

invariantes, o que simplemente requieren de un escalar para quedar perfectamente determinadas. 

Algunos ejemplos de este tipo de cantidades son : masa, trabajo , temperatura, volumen y área. 

Las cantidades vectodales son aquellas de las cuales se requiere conocer su magnitud , su dirección y 

su sentido, para quedar definidas completamente. Algunos ejemplos de este tipo de cantidades son: 

fuerza , velocidad, aceleración, impulso y momento . 

A las cantidades vectoriales puede representársele en forma matemática por medio de una terna 

ordenada de números reales . Dichas cantidades pueden clasificarse según las características de los 

conceptos a los que se asocian; entre otras, se tienen : 

- Vector libr·e: Éste representa una cantidad de la que no interesa conocer su ubicación en el espacio; 

en consecuenc ia sólo se expresa en términos de su magnitud, dirección y sentido. 

Vector deslizante: Éste identifica una cantidad de la que se requiere precisar el lugar geométrico en 

que se ubica (línea de acción). A este tipo de vector se le asocia una expresión matemática que 

define dicho lugar geométrico. 

- Vector fijo: Éste simboliza una cantidad que, para identificarse plenamente , además de magnitud. 

dirección y sentido, debe indicarse el punto en que se aplica . En consecuencia , a este tipo de vector 

debe asociársele un punto definido del espacio. 

1.2.8 ENUNCIADOS Y EXPLICACIÓN DE LA PRIMERA, SEGUNDA Y TERCERA LEYES 

DENEWTON . 

. En esta parte trataremos de estas leyes de Newton, consideradas como los axiomas de su mecánica. 

Para d�sarrollar una breve explicación de cómo deben entenderse estas leyes procederemos a dar 

algunas defin iciones que consideramos importantes, relacionadas con la concepción filosófica de la 

naturaleza. 
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Habiendo ya mencionado lo que se entiende por naturaleza, aquí transcribiremos definiciones acerca 

del principio de causalidad, y de lo que es una ley de la naturaleza. 

Principio de causalidad: todo proceso natural está absoluta y cuantitativamente determinado al menos 

por la totalidad de las circunstancias, o condiciones físicas, ·que acompañan su aparición. 

Ley de la naturaleza: regularidad establecida con seguridad bastante, de los fenómenos observados en el 

acontecer natural, siempre y cuando se le considere necesaria en el sentido del principio de causalidad. 

La teoría del movimiento expuesta por Newton, se sostiene por el principio de causalidad y por dos 

i�eas propias: 

Primera : el problema central de la mecánica es el cambio de estado de movimiento, 

Segunda: el cambio de estado de movimiento sólo puede producirse por la acción recíproca de dos 

obj etos, y en dicho proceso se alteran las cantidades de movimiento, o al menos la de alguno 

de ellos. 

Para el tratamiento cuantitativo Newton necesitó de tres cantidades, siendo las que conocemos ahora 

como: aceleración, fuerza y masa. 

La aceleración ya había sido conceptualizada por Galileo, como la medida cuantitativa de la variación 

del movimiento. 

La fuerza se concebía como la medida del poder del agente que causa el cambio. 

La masa, que según muchos científicos e historiadores fue descubrimiento de Newton, fue concebida 

como una medida de la resistencia que tiene un cuerpo a cambiar su estado de movimiento. 

Para cuantificar la masa, Newton se apoyó en los experimentos de Galileo, los cuales lo llevaron a 

atribuir a todos los cuerpos una propiedad llamada inercia, la cual ya ha sido definida en este texto. 

Teniendo en cuenta lo anterior puede plantearse lo siguiente: 

- cuando un cuerpo actúa sobre otro, es decir cuando un cuerpo está sujeto a la acción de una fuerza, 

¿que es lo que se puede percibir? 

A esto podemos contestar lo siguiente : 

- que el cuerpo al ser sometido a la acción de la fuerza, permanezca sin alterar su estado de 

movimiento (que puede ser el reposo relativo) o bien que se altere dicho estado. 
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Con base en lo anterior, la primera ley de Newton, conocida como ley de la inercia, puede enunciarse 

como sigue: "un cuerpo permanece en estado de reposo, o de movimiento rectilíneo uniforme, en tanto 

no exista fuerza alguna que altere dicho estado". 

Se dice que esta ley es cualitativa por que enuncia la cualidad que tienen los cuerpos de no poder, por sí 

solos, alterar su estado de reposo o de movimiento rectilíneo uniforme, cualidad que se conoce con el 

nombre de inercia. 

Recordando que las fuerzas no pueden aparecer por sí solas, sino que aparecen por parejas, se tiene que 

la fuerza a la cual se refiere .la ley anterior, en realidad debe ser la resultante de un sistema de fuerzas, a 

la que de aquí en adelante representaremos mediante F. 

Cuando la fuerza resultante que actúa sobre un cuerpo no es nula, se le conoce como fuerza 

desequilibrante, debido a que modificará el estado mecánico inicial del cuerpo sobre el que está 

actuando. 

En consecuencia se puede ahora enunciar la ley de MOVIMIENTO, es decir la segunda ley de Newton, 

de la siguiente fonna : "si a un cuerpo se le aplica una fuerza desequilibrante, dicha partícula o cuerpo 

adquirirá una aceleración con la dirección y el sentido de la fuerza, y una magnitud directamente 

proporcional al módulo de ésta, e inversamente proporcional a la masa del cuerpo". 

Se dice que esta ley es cuantitativa porque cuantifica el efecto que una fuerza produce al actuar sobre 

wi cuerpo, pues dicha ley sostiene que el cambio de la cantidad de movimiento experimentado por una 

partícula, o un cuerpo, es directamente proporcional a la fuerza que actúa sobre él. 

Con base en lo anterior puede establecerse que el modelo matemático de la segunda ley de Newton es: 

d 
F= 

dt 
(mv), 

donde mv es la cantidad de movimiento del cuerpo. 

Además, para casos en que la masa sea una cantidad escalar constante, la expresión inmediata anterior 

queda: 

d 
F=m -(v). 

dt 
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El término .!!_ (v) nos proporciona el concepto aceleración, que en lo sucesivo representaremos por 
dt 

medio de a ; por ello, para m=constante, el modelo matemático de la segunda ley de Newton 
generalmente se expresa simplemente como F = ma . 

Teniendo en cuenta lo expuesto en los párrafos más recientes : 

- puede decirse que un cambio de estado de movimiento requerirá la influencia mutua de dos o más 

cuerpos (concepto de fuerza), 

- puede pensarse que, al efectuarse la interacción entre cuerpos, éstos pueden o no ser afectados de 

igual forma; aquí se abre la cuestión ¿por qué? 

En general pensamos que el más afectado puede ser el más ligero. Pero la fuerzas han quedado 

definidas como la consecuencia de una interacción entre participantes, en los cuales no puede 

establecerse una distinción cualitativa; en consecuencia, las fuerzas de acción y reacción serán agentes 

imprescindibles de una interacción. 

Basados en lo anterior podemos ahora enunciar la ley de la ACCIÓN Y REACCIÓN, o sea la tercera 

ley de Newton, como sigue: "a toda acción corresponde una reacción de igual magnitud, colineal y 

con sentido contrario". 

Al incluirse en esta ley el caso de que la acción de un cuerpo, sobre otro, implica necesariamente la 

presencia de una pareja de fuerzas, permite afirmar que esta ley es explicativa. 

1.2.9 LEY DE LA GRAVITACIÓN UNIVERSAL. APLICACIONES SENCILLAS. 

Ahora bien, al estudiar el movimiento de los planetas apoyándose en los trabajos realizados por Kepler, 

Newton estableció que los planetas, al describir órbitas alrededor del Sol, debían estar sujetos a una 

fuerza denominada centrípeta, ya que de lo contrarío no describirían tales trayectorias; es decir, no 

serían curvas. 

Al razonar de esta manera, Newton estaba descubriendo que sus leyes, a la cuales se les conoce en 

forma general como leyes de movimiento, también eran válidas para los cuerpos celestes. Este punto <;le 

vista estaba en contra de la filosofía Aristotélica, en la cual se establecía que el movimiento de los 

cuerpos celestes estaba regido por leyes místicas. 

Newton consideró que la fuerza centrípeta que mantiene a un planeta, en su órbita, se debe a la 

atracción que el Sol ejerce sobre él. Apoyándose en sus leyes de movimiento, así como en los estudios 
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de Kepler, logró establecer el modelo matemático que relaciona la fuerza de atracción , F, entre el Sol y 
un planeta, llegando a las conclusiones siguientes, donde F representa la magnitud de F : 

- la magnitud , de dicha fuerza, es directamente proporcional a la masa del planeta; es decir, F = k1 m, 

con k1 =cte. 

- la magnitud, de esa fuerza es directamente proporcional a la masa del Sol; o sea, F = k2 M, donde 

k2= cte. 
la magnitud, de tal fuerza es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia (r) entre el centro 

del Sol y el centro del planeta; es decir, F = 
k
� , con k3 =cte. 

r 

Con base en estas conclusiones pudo establecer que: 

donde k es · una constante. 

El valor de esa constante de proporcionalidad no pudo ser calculado por Newton. Unos cien años 
después el físico inglés Henry Cavendish fue quien calculó el valor de dicha constante, a la que se 

conoce como constante de gravitación universal y que usualmente se le simboliza por G, misma que en 
el S istema Internacional se expresa: 

G = 6.673 x 10-11 _N· m2 

kg 2 o bien 
3 

6.673 x 10-11 _
m 

__ 

kg · s2 

Así pues, la expresión anterior a ésta en la actualidad se presenta corno: 

F = G Mm 
2 ' 

r 

en donde: Fes el módulo de la fuerza de atracción, 

G es la constante de gravitación universal, 

M es la masa del Sol, 

m es la masa del planeta, y, 
r es la distancia entre el centro del Sol y el del planeta. 

De esta expresión puede concluirse que : "el módulo de la fuerza de atracción del Sol sobre un planeta 

es proporcional al producto de las masas de ambos, e inversamente proporcional al cuadrado de la 
distancia que hay entre los centros de el? os". 
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Al analizar el movimiento de la Luna alrededor de la Tierra, Newton se dió cuenta de que debía existir 

una fuerza de atracción de la Tierra sobre la Luna, análoga a aquélla con la que el Sol atrae a los 

planetas . 

Reuniendo todas estas ideas, llegó a la conclusión de que la atracción observada debía ser un fenómeno 

universal, que se manifestara entre dos objetos (:Ualesquiera. 

De esta forma surge la idea de la gravitación universal: dos cuerpos cualesquiera se atraen mutuamente 

con fuerzas, cuya magnitud está dada por la misma expresión matemática para la fuerza entre el Sol y 

un planeta, y cuya dirección es colineal con la recta que pasa por los centros de dicho cuerpo. 

De tal manera, siendo m1 y m2 las masas de los cuerpos, separados una distanciar entre sus centros, 

habrá fuerzas mutuas de atracción, cuya magnitud estará dada por F = G 
m,m2 

, de modo que el 
rl 

modelo matemático correspondiente a dichas fuerzas está dado por: 

F=G 

donde e es un vector unitario cuya línea de acción pasa por los centros C1 y C2, de los cuerpos; dicho 

vector tendrá el sentido de C1 hacia C2, en el caso de la fuerza ejercida por el cuerpo 2 sobre el 1, en 

tanto que su sentido será de C2 hacia C1 , para el caso de la fuerza ejercida por 1 sobre 2. 

Lo inmediato anterior pennite enunciar la ley de la gravitación universal, de Newton, como sigue: ''dos 

cue1pos cualesquiera se atraen mutuamente con fuerzas directamente proporcionales al producto de 

sus masas. e inversamente proporcionales al cuadrado de la distancia entre sus centros". 

Ejemplo 1.1 

En términos generales se define a la magnitud de la aceleración gravitatoria, medida a 45° de latitud 
Norte y a nivel del mar, como la magnitud de la aceleración gravitatoria estándar, simbolizándose como 
gs y de valor iguala 9.81 m/s2. 

También se define como peso de un cuerpo a la fuerza de atracción gravitatoria que ejerce la Tierra 

sobre dicho cuerpo , así que cuando se dice que un cuerpo pesa, se tiene que ese cuerpo gravita. 

Como resultado de la definición anterior tenemos que, la definición de 1 kgr es la fuerza con que es 

atraído un cuerpo de masa igual a 1 kg , hacia el centro de la Tierra. 
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Con las definiciones anteriores y con los modelos matemáticos correspondientes a la segunda ley de 
Newton y a la ley de gravitación universal, encuentre otro modelo que permita calcular la magnitud de 
aceleración gravitatpria que provoca la atracción de la Tierra, sobre un objeto, a cualquier distancia 
sobre la superficie terrestre. 

Resolución. 

Consideremos primero el caso para cuando un cuerpo de masa m, se encuentra sobre la superficie 
terrestre, tal como se ilustra en la figura 1.1 . 

/cuerpo de masa m 

Figura 1.1 

Con base en la segunda ley de Newton, se tiene que: 

W=mgs ... ( 1 ), 

donde W es la magnitud del peso del cuerpo, m es la masa de dicho cuerpo y g ses la magnitud de la 

aceleración gravitatoria terrestre. 

Por otro lado, considerando la ley de la gravitación universal, resulta: 

Mm 
W = G-----

2 

(RT) 
... (2), 

donde W es la magnitud de la fuerza de atracción que ejerce la tierra sobre el cuerpo, G es la constante 
de gravitación universal, M es la masa de la tierra, m es la masa del cuerpo y Rr el radio promedio de la 
tierra. 
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Considerando la definición de peso de un cuerpo, se tiene que las expresiones (1) y (2) miden lo 

mismo, por lo que: 

o o o (3), 

de donde , al despejar g se obtiene: 
S 

GM 
g =--S (R )2 

T 

o o '  (4), 

modelo que permite calcular la magnitud de la aceleración terrestre. 

Ahora cons ideremos el caso en que el cuerpo se encuentra a una distancia H considerable , sobre la 
superficie terrestre, según se ilustra en la figura 1.2 . 

/ cuerpo de masa m 

---· 

H 

Figura 1.2 

Como el cuerpo ahora no se encuentra en la superficie teiTestre, en este caso la magnitud de la 

aceleración que produce la Tierra al cuerpo no es g , sino otra a la que llamaremos a. 
S 

De acuerdo con la segunda ley de Newton se tiene que: 

F=ma o o o (5), 

donde F es la magnitud de la fuerza de atracción, m es la masa del cuerpo y a es la magnitud de la 

aceleración recién definida. 
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Por otro lado, si consideramos ia ley de la gravitación universal resulta: 

Mm 
F=G �---

(Rr + H)2 
' . '{6) .. 

donde F es la magnitud de la fuerza de atracción que ejerce la Tierra sobre el cuerpo, G es la constante 
de gravitación universal, M es la masa de la Tierra, m es la masa del cuerpo, Rr es el radio promedio de 
la Tierra y Hes la altura donde se ubica el cuerpo, medida con relación a la superficie terrestre. 

Considerando que las expresiones (5) y (6) miden lo mismo, se tiene: 

Mm ma=G ----

2 (RT + H) 

De la expresión (4) despejamos a G obteniéndose: 

al sustituir (8) en (7), se tiene: 

y despejando a, resulta: 

lo que puede escribirse en la forma: 

gs(RT)2 
a = ____;:....,._"'---

(RT +H)2 

a=[-_!L]2 g R +H S 

T 

(7' . . . ' ) . 

... (8); 

... (9), 

modelo que permite calcular la magnitud de la aceleración a producida por la Tierra sobre un cuerpo 
que se ubica a una distancia H, medida con relación a la superficie terrestre. 
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Ejemplo I.2 

Considerando que el radio promedio de la Tierra es 6376 km, y que la masa m de un cuerpo es 5000 kg, 

calcule a qué distancia, medida sobre la superficie terrestre, deberá ubicarse dicho cuerpo para que la 
magnitud de la fuerza P de atracción gravitatoria, terrestre, se reduzca a un valor de 981 O N. 

Resolución . 

Aplicando la segunda ley de Newton, tenemos: 

P=ma; 

de esta expresión despejamos a la magnitud de la aceleración, resultando : 

p 
a= - ' 

m 

y sustituyendo los valores para P y m se obtiene: 

9810 
a=--··-

' 
5000 

por lo que (para el valor de P considerado) la magnitud de la aceleración a es igual a l. 962 rn/s2 
• 

Como este valor es menor que el de la magnitud de la aceleración gravitatoria estándar, debemos 
considerar que el cuerpo no se encontrará en la superficie terrestre; esto es, deberá estar a una altura H 
sobre ella, la cual debemos calcular. 

Ahora bien, considerando que la magnitud de la aceleración gravitatoria a cualquier altura H, medida 
con relación a la superficie terrestre, según (9) está dada por: 

de esta expresión, despej_ando H se tiene: 
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sustituyendo aquí los valores correspondientes a g , a y Rr obtenemos: 
S 

H = - f9ii-(6376)- (6376) , 
v 1.962 

de donde, al realizar operaciones resulta H = 7881.17 km , que es la distancia solicitada. 

Ejemplo 1.3 . 

Considerando que la distancia d promedio entre los centros de los planetas Mercurio y Venus es 
5.85 x 1010 

m , y que las masas respectivas son mM = 3 .38 x 1023 kg y mv = 48.3 x 1023 kg, 
ignorando la presencia de otros planetas y satélites, determine: 

a) la posición a la que debe estar un cuerpo, de masa m, entre los planetas mencionados, a fin de que 

dicho cuerpo pueda considerarse en equilibrio, y, 

b) la magnitud de la aceleración gravitatoria (g M) en Mercurio, si su radio promedio es 2.57 x 106 m. 

Resolución . 

a) Efectuemos la construcción de un gráfico (el de la figura 1.3), que permita tener una visualización 
del problema: 

y 

M 

�----�---------

d 

Figura 1.3 
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Al aplicar la ley de la gravitación universal para el planeta Mercurio y el cuerpo, y luego para Venus y 
dicho cuerpo, resultan respectivamente: 

m m 

F =G _M_ 
1 (d )2 

1 

y 
mm 

F =G-
1 ·-

2 (d )2 
2 

Como hemos considerando que el cuerpo se mantiene en equilibrio, atraído por los dos planetas, con 
fuerzas de igual magnitud, podemos escribir: 

realizando simplificaciones obtenemos: 

m m m m 

G __l!_ = G -1-· -
2 (d )2 (d ) 

1 2 

como d = d1 + d2 , al despejar d¡ resulta: 

Sustituyendo esta última expresión en la inmediata anterior, se tiene: 

por lo que, al despejar d2 resuita: 

d d 
2 

modelo matemático que permite calcular d2 ; así sustituyendo los datos obtenemos: 

5.85x1010 
d2= . 

' 

l+ .¡ 3.28x1023 
1 48.3x1 023 

realizando operaciones se tiene que: d2 = 4.640671 x 1010 m y d1 == 1.20933 x 1 01l1 m, que serían las 
distancias del cuerpo a los centros de Venus y Mercurio, respectivamente. 
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b) Para calcular la magnitud de la aceleración gravitatoria en Mercurio, aplicamos el modelo 
matemático de la ley de gravitación universal;. entonces: 

mM 
g mercurio = G (R 

M 

y 

Sustituyendo valores se tiene: 

- 11 [ 3 . 26 X 1 0 23 ] g mercurio = 6 . 673 X 1 O 

( \' 2.57 X 10 6) 

de donde, realizartdo operaciones, obtenemos finalmente: 

g mercurio= 3.314 m/s2 

que es la magnitud de la aceleración solicitada. 
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11. CONCEPTOS BÁSICOS DE LA ESTÁTICA. 

Aquí nos ocuparemos de presentar los elementos indispensables para poder abordar plenamente el 
tratamiento de los sistemas de fuerzas, parte fundamental en la enseñanza y el aprendizaje de la estática . 

Entre otras cosas, nos ocuparemos de mostrar cómo obtener el vector representativo de una fuerza 
cualquiera así como definir el momento de ésta, tanto respecto a un punto como respecto a un eje, 
además de presentar el Postulado de Stevin y principios tan importantes como el de equilibrio, el de 
rransmisibilidad, y el de superposición de causas y efectos, después de los cual describiremos y 
ejemplificaremos los procesos de composición y descomposición de fuerzas. 

Aunque pudiera pensarse que fuera innecesario, recomendamos al lector que, antes de continuar con la 
iectura del tema que desarrollamos enseguida, lea lo que sobre componentes vectoriales y escalares le 
presentamos en el Apéndice B de esta obra. 

II.l DIVERSOS TIPOS DE FUERZAS: DESCRIPCIÓN; EFECTOS INTERNOS Y 

EXTERNOS PRODUCIDOS POR ELLAS. VECTOR REPRESENTATIVO DE 
UNA FUERZA. POSTULADO DE STEVIN. RESULTANTE DE UN CONJUNTO 
DE FUERZAS CONCURRENTES. ENUNCIADOS DE LOS PRINCIPIOS DE 
EQUILIBRIO, DE TRANSMISIBILIDAD Y DE SUPERPOSICIÓN DE CAUSAS Y 

EFECTOS.. PROCESOS DE COMPOSICIÓN Y DESCOMPOSICIÓN DE 

.FUERZAS .. 

B.l.l DIVERSOS TIPOS DE FUERZAS Y SU DESCRIPCIÓN. 

En tém•inos generales las fuerzas pueden clasificarse según su naturaleza, a saber; ya sea por contacto o 

a distanci?. 

Las fuerzas por contacto son aquellas que se producen cuando los cuerpos entran en contacto. Aquí 
podemos hablar de otras dos posibles formas; concentradas y distribuidas. 

Las fuerzas concentradas son aquellas cuya posibilidad de representación se da cuando el área en donde 
actúa es mínima, comparada con el área total del cuerpo en donde actúa. En estas condiciones se 

considera el modelo de la fuerza puntual ;  es decir, una fuerza aplicada en un punto. 

Las fuerzas distribuidas se pueden subdividir a su vez en: distribuidas por unidad de longitud . y 
distribuidas por unidad de área. 

Las Íuerzas por unidad de longitud constituyen un modelo que pem1Íte considerar a las fuerzas 
actuando sobre un eje. 

41 



Las fuerzas por unidad de área constituyen otro modelo; el que permite considerar a las fuerzas 
actuando sobre una superficie . 

Las fuerzas a distancia son aquellas que se producen cuando los cuerpos no se encuentran en contacto. 
Entre este tipo de fuerzas están las gravitacionales, las eléctricas y las magnéticas. 

II.1.2 EFECTOS INTERNOS Y EXTERNOS PRODUCIDOS POR FUERZAS. 

La acción de un cuerpo sobre otro produce efectos, los cuales pueden considerarse de dos tipos; a saber: 
los internos y externos. 

Estos efectos en general modifican el estado inicial del cuerpo, ya sea en su estado de movimiento o en 
su forma. Así, los efectos externos se producen cuando existe un cambio en el estado de reposo o de 
movimiento del cuerpo, mientras que los efectos internos se dan a través de deformaciones de dicho 
cuerpo, independientemente de que esté en reposo o en movimiento. 

Para nuestro ámbito de estudio, al considerar sólo los efectos externos, consideramos a los cuerpos 
como cuerpos rígidos. 

11.1.3 VECTORREPRESENTATIVO DE UNA FUERZA. 

Como ya mencionamos , un vector tiene tres características básicas: magnitud, dirección y sentido. En 
general, cuando hablemos del vector representativo de una fuerza, nos referiremos a la expresión de esa 
magnitud vectorial mediante sus componentes ortogonales. 

Para poder efectuar dicha representación, se consideran los vectores unitarios i,j, k, asociados a los ejes 
ortogonales x, y, z, respectivamente . Cabe mencionar que dichos vectores siempre se asocian a las 
direcciones y sentidos positivos de los ejes coordenados (ver figura II.l). 

D 
/ 

//Fz 
r---. 
1 
1 
1 
1 
1 

z 

------/_, 
A// 1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

Fy 1 1 
lpx 
1 1 /

/ 

B ______ __!../ 

e 
X 

Figura II.l 

y j 
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Así, considerando el diagrama de la figura Il.l, donde Fes una fuerza cualquiera, se tiene: 

tomando también la forma: 

donde F.�i , F j y Fzk son las proyecciones de F, tales que: 

Así, 

donde: 

Fy = Fj = iFI(cosf3)j=(yA-Yo)j ,y, 

Fz = Fzk = 1 Fl (cos y) k= (zA-zo) k 

F= 1 Fl [(cos a)i + (cos f3)j + (cos y) k] ; 

[(cos a)i + (cos f3)j + (cos y) k J es "su" vector unitario. 

Los ángulos a, p y y, de la figura II.l, se conocen como ángulos directores, los cuales son medidos 
siempre desde la dirección positiva del eje considerado hacia la línea de acción de la fuerza 

Los cosenos de dichos ángulos, se denominan cosenos directores, los cuales es usual simbolizarlos así: 

1 = cos a , m = cos p , y , n = cos y 

mismos que serán negativos para ángulos directores mayores de 90°, hasta 180° inclusive. 

Los cosenos directores pueden calcularse de la siguiente manera: 

Fx cosa= IFl , 
. F 

cos p = ,;, ' y ' F cosy = -z-

!F, 
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Ejemplo 11.1 La fuerza de la figura 11.2 tiene una magnitud de 260 N , su soporte pasa por P y por Q, y 
...... 

tiene un sentido igual a PQ . 

X 

z 

Figura II.2 

P (5, 3, O) m 

Q (2, 7, 12) m 

Con base en ello, determine el vector unitario con la dirección y el sentido de F; además, 
correspondientes a dicha fuerza: sus cosenos directores, sus componentes, sus proyecciones y su 
expresión vectorial (vector representativo). 

Resolución. 

a) Se tienen: 
...... . 

PQ = (2-5)i +(7 -3)j + (12 -O)k = -3i+ 4j + 12k, y, 

debido a lo cual, el vector unitario pedido resulta: 

-3i + 4} + 12k e - --- ------- ·-
F- 13 

_li+ 4;+ �-�k. 
13 13 13 
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b) Teniendo en cuenta lo anterior, los cosenos directores resultan : 
4 -3 

l=- m= -
13 13 

e) Las componentes rectangulares vienen siendo: 

( .... \ 
-.)¡ F = 260 ·· ) = - 60 N X 

13 

F = 260 (�) = 80 N y 
13 

F = 260 (_!_?_) = 240 N z 

13 

12 
, y, n==-

13 

d) A las componentes del inciso anterior les corresponden las proyecciones rectangulares: 

Fx == - 60 i [N] , Fy = 80 j [N] , y , Fz = 240 k [N] . 

e) Con base en las proyecciones recien citadas, puede decirse que la expresión vectorial de Fes: 

F = - 60 i + 80 j + 240k , [N) . 

II.1.4 POSTULADO DE STEVIN O REGLA GENERALIZADA DEL PARALELOGRAMO. 

RESULTANTE DE UN CONJUNTO DE FUERZAS CONCURRENTES. 

11.1.4.1 POSTULADO DE STEVIN O REGLA GENERALIZADA DEL PARALELOGRAMO. 

Simón Stevin, nació en Brujas actual Bélgica (entonces países bajos españoles) en 1548, murió en 

Rotterdam en 1620, estudió en Leyden y en la Universidad Complutense de Madrid (Alcalá de Henares) 
de España. Viajó por Italia, conoció a Giordano Bruno y a Galileo cuando éste era joven, regreso a 
Brujas y fue nombrado ingeniero y encargado de canales por el Príncipe Guillermo de Orange. Su 

principal misión fue la de construir y mantener canales para la navegación, así como establecer el 

tránsito de entrada y salida de los puertos interiores destinados a la de estiba y el comercio. 

Para resolver el problema de arrastre de embarcaciones, ideó la construcción de caminos paralelos a las 
márgenes del canal, sobre los que se movían carretas tiradas por animaks produciendo un movimiento 

paralelo al movimiento de las aguas de dicho canal (ver figura JI.3). 
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Figura II.3 

De estas experiencias intuyó el principio del paralelogramo que denominó "Suma Geométrica". El 
nombre de la ley del paralelogramo le fue dada hasta el siglo XVIII por D' Alambert y al generalizarla 
se estableció como Postulado de Stevin. Así: R = F1 + F2, donde la resultante está dada por la diagonal 
del paralelogramo formado por las dos fuerzas, según se ilustra en la figura 11.4. 

p 
1 

1 
1 

Figura 11.4 

1 

1 
1 

1 

Considérese un conjunto de n fuerzas conformado por F1, F2, . . .  Fn, todas ellas concurrentes en un 
mismo punto. La resultante del conjunto descrito es F tal que F = F¡ + F2 + . . . + Fn, según puede 
demostrarse con base en el Postulado de Stevin recién descrito, mismo que actualmente se le conoce 
como regla generalizada del paralelogramo y que en forma vectorial se enuncia de la siguiente manera: 
"Todo sistema de fuerzas que actúa en un punto masa, puede sustituirse, sin que se modifiquen sus 
efectos externqs, por una sola fuerza igual a la suma vectorial de todas las que forman el conjunto, 
llamada Fuerza Resultante, que esté actuando en dicho punto masa". 
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11.1.4.2 RESULTANTE DE UN CONJUNTO DE FUERZAS CONCURRENTES. 

Teniendo en cuenta lo recién mencionado puede decirse que, tratándose de un conjunto de tres fuerzas 

concurrentes cualesquiera, para poder obtener la resultante de dicho conjunto , de acuerdo con la regla 
generalizada deí paralelogramo, se presentan dos posibilidades: 

a) en forma gráfica (según puede apreciarse en la figura Il.5), y, 

Figura II.5 

b) en forma vectorial, es decir: 

o bien, 

debido a ello, para el sistema de n fuerzas concurrentes , se tiene que: 

n 

R=I F¡ ... [1]. 

i=l 
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11.1.5 ENUNCIADOS DE LOS PRINCIPIOS DE SUPERPOSICIÓN DE CAUSAS Y EFECTOS, 
DEL EQUILIBRIO Y DE TRANSMISIBILIDAD. 

Si la acc1ón aislada, de cada una de las fuerzas que actuán sobre tm punto P de masa m (como el de la 
figura 11.5), le produce aceleraciones parciales, con base en la Ley de Movimiento de Newton 
obtenemos las siguientes expresiones: 

debido a lo cual· 

Entonces, considerando como constante a m, para un sistema de n fuerzas actuando sobre P, podemos 
escribir 

n n 

" Fr = m" a· � 1 � 1 ' 

Í=i í=l 

. .  o [2], 

expresión que puede considerarse como el modelo matemático del Principio de Superposición. de 
Causas y Efectos para una partícula, modelo que permite enunciar dicho principio de la siguiente 
forma: la suma vectorial de todas las fuerzas que actuán sobre un punto masa, llamada fuerza 
resultánte , produce a dicho punto una aceleración igual a la suma vectorial de las aceleraciones 
producidas por cada una de las fuerzas componentes; o sea que, la suma de las fuerzas (causas) que 
actuán sobre un punto, es decir la fuerza resultante, produce sobre el punto un efecto (aceleración) igual 
a la suma de los efectos (aceleraciones) producidos por cada una de las fuerzas. 

De manera similar se enuncia el principio de superposición de causas y efectos para cuerpos, sólo que 
en este caso debe hacerse referencia a efectos externos. 

Principio de Equilibrio. Este principio establece que dos fuerzas están en equilibrio cuando su suma 
vectorial es nula, lo cual se cumplirá siempre y cuando dichas fuerzas tengan igual magnitud, sean 
colineales y posean sentidos contrarios. Para ver lo que esto implica, tomaremos como modelo una 
partícula P en donde actúan las fuerzas F1 y F2 que cumplen las condiciones citadas (ver figura II.l 0). 

F¡ F2 

Figura II.l O 
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Según este principio F¡ =- F2, así que R = L F; = F2 + F1 = F2 + (-F2) =O, y en consecuencia F1 y 
i=I 

F2 forman un sistema de fuerzas en equilibrio. De la segunda Ley de Newtvn se tiene que R = ma y 

si m =t: O, entonces necesariamente a= O, lo que significa que la partícula P no ha sufrido modificación 
alguna en su estado de movimiento, es decir no se le ha producido aceleración alguna, que es lo que 
caracteriza al equilibrio. 

Por lo anterior podemos afirmar que, un conjunto de fuerzas concunentes está en equilibrio si la suma 
vectorial de las fuerzas que lo constituyen es nula, es decir si: 

n 

L F;=O. 
i=I 

En general, los efectos externos provocados por un sistema de fuerzas que actúa sobre una partícula, o 
un cuerpo rígido, no se alteran si al sistema de fuerzas original se le adiciona, o se le quita, un conjunto 
de fuerzas en equilibrio. 

Como ya mencionó las fuerzas se presentan en parejas, por lo que las acciones mutuas entre los cuerpos 
constituyen sistemas de fuerzas en equilibrio. 

Principio de Transmisibilidad. Este princ1p1o establece que los efectos externos que la fuerza 
produce, son independientes del punto de aplicación de la misma, siempre y cuando el punto se 
encuentre sobre la línea de acción de dicha fuerza. Considérese un cuerpo como el de las figuras II.ll, 
II.l2 y !!.13, de modo que en la Il.ll tiene aplicada una fuerza F en el punto P, y en la figura 11.12 se le 
adiciona en Q una pareja de fuerzas en equilibrio, colineales con F. 

Figura II.ll 

Fuerza aplicada en el punto P 

Figura Il.l2 

Adición de un sistema de fuerzas en equilibrio en 
el punto Q. 
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Teniendo en cuenta que F aplicada en P y -F actuando en Q están en equilibrio, para efectos externos 
del cuerpo, al realizar la suma vectorial de las tres fuerzas de la figura II.l2, puede decirse que dicha 
suma corresponde a una sola fuerza (F) aplicada en Q; con base en ello (ver figura 11.13) es factible 
establecer que una fuerza puede trasladarse sobre su línea de acción, sin que se alteren los efectos 
externos del cuerpo en el que actúa. 

-

---

Figura II.13 

11.1.6 PROCESOS DE COMPOSICIÓN Y DESCOMPOSICIÓN DE FUERZAS. 

Frecuentemente, en la resolución de problemas, donde actúa un conj unto de fuerzas en una partícula o 
en un cuerpo rígido, es necesario sustituir dicho conjunto por una sola fuerza, llamada fuerza resultante, 
que como ya lo mencionamos producirá los mismos efectos externos (de traslación). 

Al proceso descrito se le conoce con el nombre de composición de fuerzas; dicha composición puede 
efectuarse en alguna de las formas descritas a continuación : 

a) gráfica: aplicando sucesivamente la regla del paralelogramo, 

b) escalar analítica: obteniendo sus componentes ortogonales, y, 

e) vectorial : obteniendo las expresiones (vectoriales) de las proyecciones y después efectuando la suma 
(vectorial) de dichas proyecciones. 

Al igual que puede sustituirse un sistema de fuerzas por su resultante, una fuerza puede sustituirse por 
un sistema tal que esta fuerza fuera la resultante de dicho sistema. Sin embargo, este último -proceso 
está limitado ya que una fuerza podrá descomponerse en un máximo de tres proyecciones. 
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La sustitución de una fuerza puede realizarse mediante proyecciones de tipo ortogonal (proyecciones 
con direcciones paralelas a los ejes cartesianos) o en proyecciones oblicuas, donde a su vez cada 
proyección tendrá componentes ortogonales. 

A continuación se muestran los procesos de compos1c1on [ver figuras II.14(a) y ll.l5(a)] y 
descomposición [ver figuras II.l4(b) y II.l5(b)], rectangulares, en dos y tres dimensiones 
respectivamente. 

A) Composición y descomposición en dos dimensiones: 

A.l) Composición : 

Fx+ Fy=R 

y 

Fy 

Figura II.14 (a) 

B) Composición y descomposición en tres dimensiones : 

X 

B.l) Composición: 
Fx+Fy+Fz=R 

/ 

z 
A 

------/...., 
// 1 /'Fz 

�-- 1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Fy 1 

Figura II. 15 (a) 

X 

A.2) Descomposición: 
R=Rx+Ry 

Figura II.14 (b) 

B.2 ) Descomposición: 
R=Rx+Ry+Rz 

z 

/ ------/...., 
// 1 /'Ílz 

�-- 1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 

Ry 1 
�---+----�.,.---y 

Figura II.15 (b) 
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Para proyecciones oblicuas en una, dos y tres direcciones, se tiene lo expuesto en las partes C), D) y E) 
siguientes. 

C) En una dirección se tiene: 
_.. 

[Fproyectada en PQ] = FpQ = (F · ePQ) ePQ ; ver figura 11.16. 

X 

\ 
\ Q ' 

\ ,. ....f ,. 

�,.-
FPQ 

�--------------Y 
o 

Figura 11. 16 

D) Composición y descomposición oblícuas en dos direcciones [ver figuras II.17(a) y Il.l7(b)]: 

0.1) Composición: D.2) Descomposición: 

F1 e Fi + F2 e F2 = R R = R¡ eR1 + R2eR1 

y 

Figura II.l7 (a) Figura II.l7 (b) 
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E) Composición y descomposición oblicuas en tres direcciones [ver figuras II.18(a) y II.18(b)): 

E.l) ComP.osición: 

X 

F1eF1 + F2eF2 + F3eF3 =R 

z 

Figura 11.18 (a) 

E.2 ) Descomposición: 

R = R1 e Rt + R2 e Rt + R3 e RJ 

z 

X 

Figura II.l � (b) 

Composición aplicando la ley de los cosenos. Esto vamos a hacerlo con base en lo mostrado en las 
figuras Il.l9(a) y II.19(b ). 

y y 

O �-o�-__.;...__...._��-x IFtl IF2Icos e 

Figura II.19 (a) Figura II.l9 (b) 
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Teniendo en cuenta las figuras recién citadas, y �aciendo 1 F1 1 = F1 así cowo 1 F21 = F2 , obtenemos: 

y, 

... [3). 

La expresión [3] es válida para cualquier valor de e, sólo que para 90° <e < 270° el coseno de e resulta 
ne�ativo, es decir menor que cero. 

Composición aplicando la Ley de los senos [ver figuras Il.20(a) y 11.20(b)]. 

Figura II.20 (a) 

Considerando triángulo de la figura II.20 (b ), resulta: 

R F¡ F2 - ---� --- = .. --- = * "" • 

sen <ji sen p sen y 

Figura Il.20 (b) 
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\ 

R =F, +-!=;, = 15f3'tt]+s{12;;5�=(-15E+:z.o{l+(4Bt-zoJ'\_, N, 

por- \o 9-u�) (ú\ �U8V�� �e_ ��+Q rrobi�<Miít Se_ C()IM.f-o"'eV\ €'VI:: 

R=33l'/ N. 
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EJ� � p(o IG t 
s� ireVIevr fyc-r,;: -fvevz_c�.S: � 

J 
� '( � J �e W1Ódv1os 1..000;U00 J qoo� 

CUyos S.opoYfE'J roS.OVl fOV "-?\ ovf'�evt 0) el-e) •::;�;::,t�\M<A.. Je Ye-f«?tr�Vfc't'q 
W\os.fvvtdo e"' \líl +'P�ur� 1L· :2.3 

Co v. sY d�vo. vt Jo qve d f'<:.�a. � fue v �a. s; v:=t.ec.-t fvo.. W\ e V\ te J +?-e VI �vt \ ot d frec

e:, 1>Óvt '( e\ e; e V1 i ? Jo � � 6A 1 OB 'r o e / co VIl eo'l-1 2 pt F. '( Fz. e VI L) Yl pt 

-fue(! i:t71.. a la ftue. dQVtoW1T'vtc<.re\.(.{o_$ c..oLMO 1¡ Y; d esfue5 Je � llo__, oh
telA� ct I�A res u \ta. 11\+e d� F4 1 � · 

-e 

_,�-o ________ � y 

X 

�e.�o \v<:fu�. 
ColA bas.e eu. {o� dc:t.+os, SQ bbfY-t<A-tvr: 
� = 2ooo [ 3��4J'J-==- 1200t+IGooJ J N) 

� = '16CO [ -SJ+ IZ }( J = - /0009 +Z.4-00K N '( f'í.. 13 j :..> / ) 

J; = Cfoo tze-zJ+�<J = 000f-f.OOJ+&x>k_.� N./ 

pov lo 1ue: 
F¡ = F;' + � = 1 2 oO f +- � oo f + l4 co k:___, N 1 

deb'i'clo o. lo coo..C !CA r--esul+avtte de G y!=; es+-<' dc..dút rov: 

R: � +� = 1Boof+1.:=t-ook_; N. 
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E jt>lN\� lo I· 8 
Col-{s?del-'t:ntdo /o<; :_1-e.�-etA+o..s Wtosfrttdo.s en !01. -PP(j0Vct If-24_, descovvt

FV\oC\. lct --fveV.t4 F- Z5L +503) N/ e.u. do� -f ueY�as___. F'; 1 �") dQ wtc.:cb 
9-ue es -tiA s +evrSetvt lo.s:. el T' vec.cf'o� e.s y los se0+Pdor de. OA y 00 r-es
pec.+rv()._ Vflt €VI fe. Des fUE'S de e\ lo; 

a.. J obfeVIdol el c(\-1.8u/o fot-W1Citio pov F, ¡ F;_ ; Y1 

b) cowfvuebe 'fUe 1 rt- 1 Ff\2 + 1 Ji 1 z HIF.l!Fzl co� p; 
dolttdQ rp e5: �1 c{V\8ulu +ov \NI�dD pov es+� Jos -fu�V¡C-ctS. 

y 

----��----------�X 
Pr2ov� ][·2.-"1 

C.oV< be:�je e<A lo.s JOt.-foj1 debe f*"H-1-'SQ'· 

F' = Fr + � ) 2 5 r + 5o J = F¡ (-3 e t 4s � + �z ( 4 f: 3J) ) o S Q� �u e ·. 

" J r 4 F-z.- 3 F1J o f 4 F; + 3 F.z.l o l 1 \ 2.5 l +50 = l 5 t + 5 J J) '2 \)A, �o.d. \Je c+ovro.. \ �u� do. Ufjctf c..: 

4 Fz.. -3 ¡:- 1 ::::. Z 5 !1'\ v 4- F1 +- 3 F t. = 50 _ _ _ tz' 5 - - - 0/ ) 1 ) 5' \S) 
cowo e\ sl"s1�c.. JQ. "'<'Cve<..c�OtA�! toYtMCAclo pov(J) '({U tFet.-te. cowo sclucf'oC: 
/l = 2..5 ¡ Fz. = 501 lac �vevb1 pQJ?J'".S resul+c:A�tt � 

� -=- Z 5 t-3 t; 4Ja J = - J 5L t- :zof J N } 1; � = 5o ( 4 t' �3] ) "= 4o f + 30 3 J N 

a.)TevtfBl-<Jo %1 cveu�·0 e�tos 0aioh:·.i se obtP�e q:uQ: 
F¡ • � = -Goo+600 ::::Q pov lo 1-ue F, y � <óOVI pe-'.' pe� J�·cv !cAt-d� (co�si:::.ó). 

6) CotAsfd.qvaudo lo� vo.lov�<;. ha.i+c.., C\�uí'ob-f-et..-tPdor_., �e(lfeWioS croe·. 
1 Fl 2-== (z.s''/-+ (so'/ =e z.s 4- Z500 = 3 1 zs-- .. - ® " 

) 1) 

/ F; 1 2+ 1 Fz! 1..+ 21 Ffl/ fz:lc6S�=[25] 2+ C5ó] ¡ 1.(z5)(6'o)(o) = GZIJ -t zs-oo+o=31Z5--@, 
eVIto�Ac��, por@ y(±) -se c.o(,l{pvu��e-_ lo bedr�o-
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EJEMPLOIL� 

Considere un s istema de referencia cartesiano Oxy con respecto al cual, en 
metros, se define la posición de los puntos M(3, -4) y N(S, 12), además de la. 
fuerza P que pasa por el origen del sistema citado, O, tal que P = 70i- 56j, N. 

Teniendo en cuenta lo anterior: 
a) proporcione las componentes y las proyecciones cartes ianas de P , 
b) determ ine las componentes de P con relación a dos ejes rectos que 

pasan por el origen, del sistema de referencia, tales que uno de ellos 
tiene la dirección y el sentido de OM , en tanto que el otro tiene la 
dirección y el sentido de OÑ. 

e) descomponga P en dos fuerzas que pasen por el origen, Flj y Fw, de 
modo que Fu tenga la dirección y el sentido de oM , en tanto que Fw 
posea la dirección y el sentido de 01\J. 

R.eso(vd'c{v..-"')Co iA bcdt"ev< lac; de+r�-d crot.1�í.Je co�pol-fe<A.-fe y tle pr��€ccfoi.. 
c':a.vt -e S ?tA.M&'1 JQ VtÁ -Puevtta.1 sQ -tre��� e <4-ve1 )cd co(..Vtpo>-teM-1-PJ ca.l-teSlcu..<aJ 

d<e. Psovt Px.=-=7-o, P1 =-5G Pz..::.o �VI N1 <2..v<. fo�v-d-o t;¡ve lcd pvo'{f'Ccfo>'.'-"1 
\..IA.v+�sfovtu� de d'fcV!c. f(.)�V'l·r:, Sot4 Px ==f-Of1 P'f =-5{:.]) Pz.=Ok1euN 

b) T-evcí'€JA do e& Cv€lA+t:Á. lo� dt>+os, +evtl:'v.AoS: 
'-"\ - ' e � 

51J. :::. 3�-4j , 18M 1:::. .fc�Y+ (-41z. = 5"1-J; �"M = 5 3l'-4J J í 

(5tJ -::= 5 [ + llJl \� l = [(S)z.;- (\l.J-z' =- 13 N) e� -==- -h ( J"f+ IZJJ i 

eVI-J-OL(CE.'!., )c,s (OIV po11e<A+�J pediJQ� 1-'t:>Sut-\�UI Seí'' CoiJI re/C<Cfó� ¡;;¡\efe o¡!J: 

P-86M"' (=lo< -s6j}· [� (:.i-4f)} �(:tto+ll4)== �, N, 

w +GIMto �ue 1 colA v-�\�,¡� (,\( �r� 6Ñ: 

p. e- = (1-o (-SG]J•lt\3 (51:+tZ.J)] = �(35o- c;-=r:i} =- 3tsl; N. 
ON 

c.) �ava d�s(o�powP'r"' P� Fu ¡Fw1:::.eatfv, /�:,. cotAJfcf'o��t�,cl�be(U/Mf/rr-se: 

P-== Fv80p,A+-Fw80N1 ('C Jecr'v 10f-S&j=- ¡::u[�t'-4J�+Fv.;[,�(5l'+IZJ�; 
ú'S( fVI:'S, pov iduo. \J«d á�< \J«>c.foV�í) do¿ he hKevSe: 

":7D - 2. r + 5 F (i) v- -5r - - 4 Fu+ G F. ;:}\ - 1 - S r u t3 vJ -. - ' ' , lo- 5 1� 'N - - 16-IJ 

-sfsi�" d� (::'(.IJOC.ÍO'.IP! �(R se ClJtMrle rara Fu:::: !CON '1 ¡:-'J..J=Z.(;N 1 

d�bYJo � \o CV't\ s.e tf��erA! 

fu::: f"v �= \Oo(� (s?- 4-:t>] = roo t -soj 1 N 1 'f, 

Fw =- Fvv e-4 = tG[,� (5l'+ l'Zj) J = lO l +1.4- � 1 N) 

\f-v e So¡, \ �� �uf' V l<i<i <;.o\ Pe P ftt cla_ r · 
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EJew p\o ][.{O 
CtJ¡zS'f c:l-Q�C(vtdo los e\�lMe!A+� de. IC\ +rsoyo.. rr-� deSCO!htfOVI�t¡ (Q +o� y� 
F-==- 33 t) N.) eu. dos:: toev�cd FaA ¡ Foc de �odD c:rue €S'tcd +evt�vt las 

dfv�ccfo�A.ei 1 los se.-<A+i>do� de OA y ot) vespecff'vcn.M-eufe. Despuf'f 
d� �l\o; o../ oGtev.aiA el c('-\3v\o -tovwoJe> (xw Fc;'A 'f Foc. ) '(1 b)coW�(vveb· 

z 1. Z, 1 Cf'-'e 1 Fl = 1 Fo�l + l Fa"c\ + zJE;AI Focl cosí}) do�de 9' e� el ��8ulo .fov-
w cedo e¡,( +ve E'S raS doS f' u -e Y l:CA.S'. 

¡:¡:,1\ = FoA E-31;43}0>1} Foc = Foc ez ��;J)- . tU; co" 

� � =[C,D l='oc-3CiFoAJ o t [5Z FoA-l5FocJj 
f"¿A + roe L G 5 l l C:.5 ; 

1 o c¡.ue : 

'( WtMo es-l-e:;_ suwCt �ebe SE'v fdutt·¡ � F /es: d<2d'v Q 33f_.NJ �e.ir'f�f>Vl 
(,o Foc- 39 \="oA = 33 _ _ _ f3' í 6'ZfoA -1.5 Foc. =O _ _ _ @. 

c::,5 \SJ 1 1 GS . ./ 

c.owo [e¡ s.o(ucf'� dQ! srst.UPfOI {ov�D-do por@ y@) es �A.c=.zs-) F0c.=-5Z..J 
a! (levav es:fo s  v01.lorPS ct CD 'f© 'rf'Su!+V!\11 � f: =-15e+ZOJ1 N.� y r: =48f-2.,0C?1N. o{t 1 roe. ::.J 

�A.) El pvl':lduc+o eSctA..Icvr etAtve.- /as. Jo� �uev�C'.� ¡recf� obreu.fda.J va.le
-1-.Z0-4oo; ()S decll( �¡j;Z_o1 deb'íJD Q_ ro COct/ el lvt8u/o t0YlMet.do foV 
ell{Íl� \íesui+Q: rÁ =:: etvt�cos FoA·Fo'c =a¡.{qco�=-ll.Zo ==-o.�q cos-5�= 14q.4-r, 
. 'f/ u \FaAIIFoc_\ a (zs)(sz} o e� 

b} Cov.. bCis� � losda.+ot '( -evt ló ohfe�A?Jo hc:zsfq_ <A1v(J �e -freL<é; 
r F 1-; (?,3'T-::: !Off{_-® 1y1 

l fo"Atz., +l Foc(2 + 2\ Fo"A \ j�c� cos.� :::(Z5J2+ (5LJ \.ztzs)(5lf�}=�25+Z1o4-1Z4o= \08q .. tDj 

eu-to11 ces, por ([) ¡ [) se cotM.pru�b� lo peJrJó, 
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EJe w.. � o .1[. ¡ 1 
'Da.do el plcwo J0 eC'vo..do� Zx+-!+2�-s-==D ¡/(Á._ -Puef/i;G<. F==3Gt'- 15/(./N/ 
Q� lfca..d(Á_ e 11 el fa tAlo Q ( \J � 1) wJ des co¡., foV!� a. lct ..PueVl:<'\. J 01Jo... evt d.oJ pto
jeccfo�"'� or-to3o(l(ct\e5! Uv\Cl el-{ drv�ccfv'Ú pevpetAJfcu(tZy q) flctiW..; r l?/IICL 

cowf"ºVif'dÚ\ t'VI drc�o p\cd<ó. Dt>sfove� de e/Jo; det�v�ft-toe la{ Vl-ia�t.'l'f+L»Je� d12. 
+�JE'� pre?'f�ccfo�r��j y cof..<ll pYueb-Q qve ltt sotM?�. dQ.. lo� c\Jt{dva.-Jos de. eJetl 

\M o..� K fiuJe 1 es ?cr)o.l ctl cua.d m do del I.N\D dulo de F. 

Qesofucrd. 
CoV[ base eV� ltt f'Cv�cro� de) pla«o fvede dedvs.e .:que uvt \l-ec.�ov pevpe¡.t
dfculav C<. df�kb p[C{vtO e.s 

"=1t+J+ZY: 
\ �ve 1� pvo'{'("Cef� de F sobre. e\ v�c+oy Vecf � es re e r+�("C(_ Jo e S : 

F =[� . N 
J 

N f1'l-3o]Clf +j t 1. k)== '2� t: � JA C?-+ ze K }-J - - -<D 
N [IN!:¿ - (3)'Z. 

- 3 3 J 3 ) 1 

�ue. es. uKG\. dQ \a$ prot(e.ccfokd peJt?da.s. 

Ll(;{wta.-vtclo f;r <N lo.._ pvo¡�c.cfdvt J� F c:o�A+e�;<fd4_ ew e\ plcn� � de�e cutvt-
p \frs. e : J: = � + � , dQbt>Jo "' lo e uod re�u !+0- : 
r" 1""!" r!' 9 c:z.ca 

\4 o 1}ó ::"\ - 80 - r4 � ::t3 1:.\ r '\Y -=- r - 'Ñ = % L -15 k.- � ? +z;-J +- � }::: J - � E 3 _' - 03 k /N./- -:\.0 

qu� {'S. 10-. o·h-(;(_ r�oiecc.rc:Ct re..d'i' <k. 

Pov otvo la..� o 1 fe-vü'euJo el!\ cv<?lA +a..(!) 'í {]) o bt-e\1\ e �M oS: 

! fN \ '2- + l J%- [ '2- = �[�e)1_+&t)-z.-t- (zB)'LJ+ � [C9o)'t014)t&13il.]=- 1�4 +li�ZS" ==-15l/··<D 
1 c.cm '3 e J « �C< lt1 do \os. J� tos·. 
IF\z.=-C�c)L+(�i5)-z.-Jt.qc;+Zl5==15Z1- -(!).J 

e o� {?o. se oo. ® 1 e±) �ue.J.o.. \:.O y, p Vo b� Jó lo c.tv e s.e pí'd r6. 
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E:JeWt� )6 J[. \ l . Cotttscrdev�vtdo los el \)I;Vl evtfoJ J€. '.Vt -fP2uv� JI·l.� deSCOtki.rOV{¡;f� Iet. �erEq_ 
F = 1600L + 2-:to:::; 1<:/ N) eu +ves fuev:t;�S F,.J F; y F; /de 11--\odo �u� -es+aJ 

teVI 3QVl )QS, d rvecc\ov-e� '( los. Set--t-hJo.s de é5A)5E '(oc) re�pectf'vcuMel{fe. 
• 13 (01-S: IZ.Jw. z. 

)-o=----------.:;;.... Y 1 

X 

Co�2.:td�Y'a.v..Jo lo5 :(;\_+os) J<2be. COlMfiPvs� �e; 
F- R + � + F; - FT �A+ �e� -r F;, eoc ) o �e� �U€: 

1'600 l H'foDk � F, r 1�4J'J + r:,._t>JI�IZK] + F.3 � 1í'-ll+\<. J J 

t>S. d\>C�'V : 
1�00 l + l:tq] K=- 11 i-F¡ f+ 150 r=;j -+5�q{+ IBoF"z. K+\óo fu f-13oS! +b5.F3K..) 

\�uC\.)dc._J V<.:>c{ol;f'CI\ q.oe. d� lv�/AY a_ lcd ��uct)do.d\l( eS.CCI (o_res: 

\\:t¡:;+ 130�3 =-IS'"'f""l ... !f\ J50F1-=t5fz-13Vf"3 =0 .. 0 I'Bofz+¡;5f3_:::.2_-:foo.@· lCf5 vv \__:_.; ) 1�5 �;'f; 10¡5 t;�..J 
COI«O es-ta� +re.s. ?3cM.\ dod<::>s se So+rdvtc€AI1 f'-vV\ r,= tooo) f2_c:::Z,OD 'í r3-=='1oo/ 
!cü fu<2vWl red'¡'ctú� l""eS:olt�V\ �e(¡·. 

Ff' = looo C3 e ff,q g-= lloof + \bCOJ; N ..J 

r= \_::-5)+- IZk] _ o .... rz_ ::::: 10oo L 1� 
= toe>oJ -1- L4oo }()(\e\,� 

h = q o o t l L-� + )L J :::. Goo L- bCO r +- 3DD \-( / N . 
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Ejemplo 11.13 Dada la fuerza R de la figura II.27, comprobar que dicha fuerza se puede descomponer 
en dos proyecciones oblicuas dadas por: 

'y' 

---+ � 

donde eA y es son vectores unitarios con las direcciones y los sentidos de OA y OB, respectivamente. 

y 

Resolución. 

A 

B 

' 
' 

' 
R '-

Figura Il.27 

Con base en el postulado de Stevin se tiene que; R = RA + Rs , debido a lo cual: 

... (1 ) . 

Primeramente expresamos los vectores unitarios de las direcciones oblicuas, en función de los cosenos 
directores correspondientes: 

... (2), 

y ' 

es= cos así+ cos Plli ... (3). 
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Considerando (1 ), (2) y (3), resulta: 

de donde se obtiene : 

por lo que las componentes cartesianas rectangulares de R con relación a x e y, respectivamente, son: 

... (4), 

y, 

... (5). 

Al escribir (4) y (5), respectivamente, como: 

... (6), 

y, 

... (7) 

se forma un sistema de dos ecuaciones . con dos incógnitas (RA y R8), sistema que resolveremos 
empleando la regla de Kramer. 

El determinante del sistema es: 

cosa.8 ! ¡ , cuyo desarrollo también corresponde a: leA x e81 , 
cosJ381 

mientras que los determinantes para RA y para RB son: 

COS <X B 
A 

, cuyo desarrollo..también corresponde a: IR x e81 , 
COSp8 

'cosa. A 
MB = 

cosPA 

Rx; 
R. 

y· 

, cuyo desarrollo también corresponde a: IR x eA! . 

y, 
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Con base en lo anterior, resultan: 

, y, 

debido a lo cual puede afirmarse que: 

'y, 

con lo cual hemos concluido la comprobación pedida. 

Otrf! forma de comprobar lo pedido consiste en mostrar que RA y Rs se componen en R, o sea que ésta 
es su resultante. 

Con base en el enunciado se tiene que: 

y, 

i 

eA xe8, = , cosa 
1 

cosp 

1 i 
1 Fx 
1 . 

¡cosp 

i 

j 
sena 

-senp 

j 

FY 
sena 

k: 
o¡ 
ol 

kl 
o ¡ , =1 k(-Fx senp-F

y 
cosp ) I=FxsenP+Fycosp 

01 . 

�� =1 k(Fx sena-FY cosa) 1 = Fx sena-}� cosa 
o¡ 

... (1), 

... (2), 

... (3), 

= 1 (-cosa sen p- sen a cos p )k 1 = senp cosa+ sena cosp ... ( 4); 
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basados en (2) y (3) obtenemos: 

... (5), 

... (6), 

y ' 

j(Fx senasen�+FY senacos�-Fx senasen�+�v sen�cosa) = 

= Fx (sen�cosa +senacos�� + FY (sen �cosa +sen acos�}j ... (7), 

entonces, por (7) y (4) se tiene que: 

... (8); 

al llevar (8) a ( 1) resulta : 

lo que completa la comprobación pedida. 
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11.2 MOMENTO DE UNA FUERZA, CON RESPECTO A UN PUNTO Y CON RESPECTO A 
lJN E.JE. PAR DE FUERZAS. MOMENTO DE UN PAR DE "FUERZAS. 

Para el estudio de la reducción de sistemas de fuerzas es necesario saber obtener la suma de momentos 
con respecto a un eje, y con respecto a un punto, de los elementos (fuerzas y/o pares), que actúan 

sobre un cuerpo; por ello, definiremos a cada uno de esos momentos y resolveremos algunos 

ejercicios, donde intervienen los conceptos de componentes vectoriales y escalares que ,iefinimos y 
ejemplificamos en el Apéndice B. 

11.2.1 MOMENTO DE UNA �lJERZA CON RESPECTO A UN PUNTO. 

Antes de definirlo, diremos que una fuerza tiene o produce momento con respecto a un punto, cuando 
tiende a girar en tomo a éste. 

Sea F una fuerza y P un punto. ambos cualesquiera, del espacio; siendo r un vector, al que llamaremos 
brazo, que va de P a un punto cualquiera de la línea de acción de F, definimos como momento de F, 

con respecto a P, al vector MP tal que: 

MI' r x F ... (4] 

el cual, de acuerdo con las propiedades del producto vectorial, es perpendicular al plano formado por r 
y F, y tiene un módulo igual al producto de la magnitud de F por la distancia entre P y la línea de 

acción de F, medida sobre una perpendicular a dicha línea. 

Para demostrar lo mencionado acerca del módulo nos basaremos en la figura II.28 , dibujada en el 

plano que contiene a F y a P . 

p 

lrl sen cj> = d 

..-' 

Figura ll.28 
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De acuerdo con dicha figurá, para cualquier valor de � : 

1 r 1 ! F 1 (sen �) = 1 F 1 ( 1 r 1 sen �) = 1 F 1 ( d ) ... (1 ), 

y como una de las propiedades del producto vectorial nos dice que: 

1 r x f 1 = 1 r 11 F 1 ( sen �) .. (2), 

por (4], (2) y (1 ), obtenemos: 

1 Mp 1 = 1 r x F 1 = i F 1 ( d ), 

que concuerda con lo mencionado al definir a Mf'. 

11.2.2 MOMENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO A UN EJE. 

Antes de definirlo, diremos que una fuerza produce o tiene momento con respecto a un eje, cuando 

tiende a girar en tomo a éste. 

Definiremos al momento de F con respecto a un eje u como la proyección (componente vectorial), 
sobre u , del momento que tiene esa fuerza con respecto a cualquier punto de dicho eje. 

" M. / '- Q= rQX F / 

/ 
/ 

" / 

Q /F 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

Figura 11.29 
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Sea F �a fuerza cualquiera, u un eje también cualquiera, y TQ un vector llamado brazo, que va de un 

punto cualquiera de u a un punto cualquiera de la línea de acción de F, como se muestra en la figura 

II.29 , donde e,, es un vector unitario que tiene la dirección y el sentido de u. De acuerdo con lo 
anterior, y llamando M,u al momento de F con respecto a u , se tiene : 

Muu = [ ( TQ X F ) · eu ] e, ... (5]. 

Consideremos ahora una fuerza cualquiera F, dada por F = Fx i + Fyj + F: k , cuya línea de acción pasa 
por un punto cualquiera P(x, y, z), como se muestra en la figura II.30 

z 

t 
C(O,O,c) 

Ck 

/"'.,....::;...._�-'---.,.....-�----;;-,--·-- - y 
/ 

/ 
1 // X 

______________ __J.../ 
A(a,O,O) y 

Figura Il.30 

Basados en las componentes de los vectores r y F de dicha figura, y en la expresión [4], podemos 

afirmar que el momento de F con respecto al origen o del sistema dado, es: 

. 

; j k 
Mo=r x F = x y z 

Fx FY Ft 

... (A) 

Para valuar el momento de F con respecto al eje x, tomaremos un brazo rA que va de un punto A 
cualquiera de ese eje al pw1to P, como se indica en la figura 11.30 . 

Eu tales condicones, el momento de F con respecto al eje x está dado por: 

Mxx = [ ( rA x F) · i] i ... (a); 

72 



teniendo en cuenta la figura II.30, obtenemos: 

r A = r - ai == xi + yj + zk -ai = (x - a )i + yj + zk , 

con lo que: 
1 i j 1 

(r A x F) · i = x-a y 
Fx Fy 

es decir: 

luego de sustituir (b) en (a) se obtiene: 

k' 
. [·y 

z ·l = ll , tFy F: . 
z 

1 z 1 . ¡x-a 
�- I 

Fz i Fx 

z 

análogamente se obtiene, como momento de F con respecto al eje y: 

ix 
M =-1 }Y IF X 

y, come momento de F con respecto al eje z: 

,x 
Mzz =�F 1 X 

sumando miembro a miembro (B), (C) y (D), obtenemos: 

¡y 
Mxx +M }Y +Mzz :::: F 1 y 

o sea que: 
i • 

1 l 

Mxx +M JY +Mzz =1 X 
IFx 

j k! 
; 

y zl 
Fy Fz l 

z 1 
'
x-a j+kl F F7 X -1 y J . 1 • l Fy! 

... (b); 

(B); 

... (C); 

... (D); 

... (E); 
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de (A) y (E) obtenemos: 

Mo = Mx, + Myy + Mzz ... [6]; 

o sea que, el momento de una fuerza con respecto al origen, de un sistema de referencia cartesiano, 
iguala la suma de los momentos de la misma con respecto a cada uno de los ejes que forman el sistema 
mencionado. 

Como la igualdad inmediata anterior también se expresa mediante: 

... [7], 

diremos que la componente de Mo sobre un eje coordenado cualquiera, es igual a la componente del 
momento de F con respecto a dicho eje. 

Analicemos ahora el caso particular del momento de una fuerza F con respecto a un eje, cuando ella 
está contenida en un plano perpendicular a dicho eje. 

Para estudiar este caso emplearemos un sistema de referencia ortogonal formado por tres ejes, u, v y w, 
llamado dextrógiro O derecho de U, V, y W, COmO Se indica en la figura ll. 31, donde eu, ev, ew SOn 

·vectores unitarios que tienen la dirección y el sentido de los ejes mencionados, vectores que cumplen 
con las igualdades: e, x e,. '"" ew , e,. x e,., = e, , y e.., x e, = ev 

/ .... 

/ u 

ew 

w 

Figura ll.31 

Si dicho sistema lo ubicamos de manera taf que hacemos coincidir al plano vw con un plano que 
:;ontiene a la fuerza F: para obtener el momento de F con respecto al eje u , tomaremos como brazo al 
vector r, coplanar con F y el origen, que forma un ángulo <!> con dicha fuerza como se indica en la 
figura ll.31 . De acuerdo con esto, escribiremos a r y a F, en función de sus componentes, como: 

r 
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En tales condiciones, teniendo en cuenta la definición de momento de una fuerza con respecto a un eje, 
obtendremos el momento de F con respecto a u, mediante: 

... (1), 

donde, tomando en cuenta las propiedades del producto vectorial: 

... (2); 

sustituyendo (2) en (1) se tiene: 

1 1 

¡ ev ew eu¡ 
Muu == kl\v- rwFJ 1 rw o l ==rxF e,= l'v 

IFv J\v o ! 1 
... (F); 

obtengamos el módulo de este vector, teniendo en cuenta una de las propiedades del producto vectorial, 
y la figura 11.31 : 

I.M 1 = i r \ I P sen"' = :p ( lrisen"' ] =¡FI (d) uu1 ! 1 l 1 't' · 1 J 'f' 1 ... (G). 

Para determinar el signo de la componente de Muu (sobre u), haciendo lrl = r y IF1 = F analizaremos 
varios casos; dos de ellos, que se presentan cuando F tiende a girar en el sentido horario con respecto 
al eje u, son: 

y ' 

Muu = (reJx (FeJ = -rFeu , 

en tanto que otros dos de ellos, que se presentan cuando F tiende a girar en el sentido antihorario con 
respecto al eje u, son: 

y 
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Entonces, considerando el análisis de estos casos, así como (F) y (G), diremos que: 

El momento de una fuerza F con respecto a un eje u, cuando F está alojada en un plano perpendicular 
a u, es el vector Muu dado por: 

Muu = r X F= Muu eu ... [5 part], 

de módulo igual al producto de la magnitud de F por la distancia perpendicular entre el eje (u) y la 
línea de acción de F, cuya componente Jvf1111 es positiva cuando F tiende a girar en el sentido 
antihorario con respecto a u, y negativa cuando F tiende a girar en el sentido horario, con respecto a 

dicho eje . 

Esta expresión que acabamos de obtener es fundamental pues, en muchas casos, de ella nos valdremos 
para obtener las sumas de los momentos, con respecto a diferentes ejes, de las fuerzas que actúen en 
planos perpendiculares a dichos ejes . 

Ejemplo II.14 

Dada F = 4i- 3j- 2k en newtons, considerando que dicha fuerza pasa por el punto P( -1, O, -2), cuyas 
coordenadas están dadas en metros, obtenga: 

a) El momento de F con respecto al origen . 

b) El momento de F con respecto a cada uno de los ejes coordenados. 
e) La componente de cada uno de los momentos solicitados en el inciso b. 

Resolución. 

a) Empleando la expresión [4], obtenemos: 

i j k 

Mo=rxF= -1 O -2=í(0-6)-j(2+8)+k(3-0)= -6i-10j+3k, N·m 

4 -3 -2 

b) Teniendo en cuenta la expresión [7], así como el resultado del inciso inmediato anterior, diremos 
que 

bx. El momento de F con respecto al eje x, o sea la proyección de M0 sobre dicho eje, es: 

Mxx = -6i, N·m 
by. El momento de F con respecto al eje y, o sea la proyección de M o sobre dicho eje, es: 
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hz. El momento de F con respecto al eje z, o sea la proyección de Mo sobre dicho eje, es: 

Mzz = 3k, N·m . 

e) De acuerdo con lo obtenido en el inciso b diremos que, las componentes de Mxx. Myy, y Mzz 
sobre los ejes coordenados, son: 

Mxx= -6N·m , Myy= -10N·m ,y, Mzz= 3 N·m 

Ejemplo Tt,L5 

Para las fuerzas verticales de la figuralf·:JZ, tomando el brazo más sencillo en cada 
caso, obtenga sus momentos con respecto a los ejes coordenados mostrados, así como 
su momento con respecto al origen. Las fuerzas están en contacto con el plano (hori
zontal) xz, en tanto que las acotaciones están en metros. 

y 

X l.S X 2.5 
)( 

Figura 1f ,�.z 
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Resolución 

De acuerdo con las expresiones [ 5 part] y [ 6], se obtienen: 

a) para la fuerza de 1 O N 

y 

Mu == (3k) x ( - lOj) = 30i N · m 

MJY = O N · m (la fuerza es paralela al eje y) 

Mzz = (-l.Si) x (-IOj) = 15k N· m 

Mo = 
Mu + M

.r.r + Mzz = 30i + lSk, N · m 

b) para la fuerza de 20 N 

y 

Mxx = (-2k) x (20j) = 40i N· m 

Myy = O N · m (la fuerza es paralela al eje y) 

Mzz = (-l. Si) x (20j) = - 30k N· m 

M0 = 40i - 30k, N · m 

e) para la fuerza de 30 N 

y 

Mxx = O N· m (la fuerza pasa por el eje x) 

M.r.r = O N· m (la fuerza es paralela al eje y) 

Mzz = (2.5i) X (- 30j) = - 75k N· m 

M0 = - 75k N·m 

d) para la fuerza de 40 N 

y 

• 

Mxx = ( - 3.2Sk) X (40j) = 130i N· m 

M.r.r = O (la fuerza es paralela al eje y) 

Mzz = (2.5i) x (40j) = IOOk N· m 

M0 = 130i + IOOk, N· m • 
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Ejemplo·rr. !6 
tir.m 

Si la fuerza y el disco delgado de la flg�án en el plano xy, y la fuerza se aplica 
al disco en una dirección tangente al mismo, determine su momento con respecto 
al eje z: 

a) sin emplear producto vectorial, y, 
b) empleando el producto vectorial. 

y 

z 

Figura 1[ .. 33 

Resolución 

a ) Como en este caso se conoce la distancia perpendicular entre la línea de acción de 
la fuerza y el eje z, es decir 50 cm, el módulo del momento buscado es: 

jMzzl = (10 N)(O.S m)= 5 N· m 

y como la fuerza dada tiende a producir un giro (con respecto al eje z) en 

el sentido horario, lo que implica componente negativa de Mw el momento 
pedido es 

Mzz = - S k N· m. 

b) Para obte ner el momento pedido mediante el producto vectorial nos basare

mos en la figuralr-311 dibujada en el plano xy, y en los elementos que, obtenidos 

de dicha flgura, se encuentran anotados a un lado de la misma. 
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y 

T (0.5 cos {3, 0.5 sen {3) rn 

F 
--�----���--��--------�x 

r = 0.5 [i cos {3 + j sen {3} m 

F = 1 O [i sen {3 - j cos {3] N 

Figura ll�:?A-

Se tienen 

r = (0.5 cos J3)i + (0.5 sen J3)j y F = (10 sen J3)i - (10 cos J3)j 

por lo que, aplicando ( 5part], obtenemos 

i j k 
Mzz=rxf= 0.5cosJ3 0.5senJ3 O =(-5cos2,6- 5sen2,6)k 

10 sen /3 -10 cos/3 O 

de donde 

Obsérvese que, en este ejemplo llegamos más rápido al resultado sin emplear producto 
vectorial, pero esto no sucede siempre, como puede apreciarse en el siguiente ejemplo. 
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Ejemple ll• \"f 

Si.,la fuer.za de la figura IT·35 se aplica en el punto P, cuyas coordenadas se dan 
en metros, ob tenga su momento con respecto al eje z: 

a) sin emplear p roducto vectorial, y, 
b) empleando el producto vectorial. 

z 

y 

F = -4i + 3j, N 

� P (5, !, O) 

X 

Figura 11·35 

Resolución 

a) Como en este caso no conocemos la distancia perpendicular entre la línea de 
acción de la fuerza y el eje z, la calcularemos con base en la figura lf•36(dibujada 
en el plano xy). y en los elementos que, obtenidos de dicha figura, se encuentran 
anotados a un lado de la misma. 

81 



.... 

h 

.... 
.. 

y 

- 4i + 3j 

o) 

(5, 1) 
.... 

... 
... X 

J!xl 3 
tan t:/> = = -- = 

IFxl 4 

tan t:/> == 
h 

5 

h = 5 tan t:/> = 3.75 m 

h + 1 = 4.75 m 

4 
cos t:/> =- = 0.8 

5 

�-1----r�-r----.--·+--'� ... ...---.. d = (h + 1) cos t:/> = 

...... 

0.75 

3.8 m 

De acuerdo con los datos y lo obtenido de esa figura, el módulo del momento 

buscado es: 

IMzzl = IF!d=.J(-4)2+(3)2 (3.8) = 5(3.8) = 19N·m 

lo que implica, según el sentido en que tiende a girar F con respecto a z: 

Mzz = 19k N· m 

que es el momento pedido . 

b) Si se tienen en cuenta los datos, empleando r = Si + j, y aplicando [ 5part), 
obtenemos: 

i j k 
5 1 o 

-4 3 o 
( 1 5 + 4)k = 19k N · m. 

Nótese que en este ejemplo obtuvimos más rápidamente la respuesta empleando 
el producto vectorial; pero esto no sucede siempre, como puede observarse en 

el ejemplo inmediato anterior. 
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ese� --Puevt:(;{) v-esrec.._foOa_ loJ eJeJ coovde!Ao:dos.. '__) 

X 

7: 

1 
1 

\ 'D (o) 2)4-) �1 
\ 

\F=3t+j-5k,N 
�O:::______ ________ __,.. '¡' 

C O V. b Cl. H' f VI ) v, E' X r ( F :_ f r:w• [5] l + t'<Á J -€:(..1 d O € Vc C V � é< l e< \ O c'i' t o <:} ü 'E' 'vt € { t' V1 U lA -

Cl'C(do1 /os ¡t,.11QV'vle<tt.ioS de /v. -fu-evl:c, resrecto o. lo.l -{'JE>� ><;Y;Z.J 'reSfQcti
V{).t.{.{E'vt�'-'1 '(<?.su\-tt:\VI'-

M," =[(AL� F'} tJr = [ -l t -� . r} �-14 rn.J-:¡ k)• � t = - 14- E }'Í·"' --e>; 

M1y = [CBD xF)·J] 5 � l � 

Mn=�Cil�F}�k=�· � 

Pov o1ra lado¡ e\ wOV/IN+o d� 1"' �'ucrí:A CoV; (f�p(:<1o a_\ ov9¿{.-C. e�--

M � � i �\�- \4�+\Z.f-c,K ------- ·- -o 
o \ ---5" 

- (z') 

(4). 

Cok•b el \)o_ Jo 'r do Jo � ·( ( 4) �� �v"' ( Ct \ú SOWH\ J� 1 o__( �o. le; H' � dv. doS pov ( 1\ 
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E Jev.-r pto TI· ¡q 
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PAR DE FUERZAS. l\10MENTO DE UN PAR DE FUERZAS. 

Definiremos como par de fuerzas al conjunto formado por dos fuerzas no 
colineales , F y - F para cualquier tipo de fuerza F, tales que F + ( - F) = O. Esta 
condición implica que F y - F sean paralelas , de igual m agnitud y de senti· 
dos contrarios. 

No obstante que F + ( - F) = O, el conjunto mencionado produce un momento, 
conocido como momento del par de fuerzas, cuyo valor es independiente del 

punto del espacio con respecto al cual se valúen los momentos de F y - F, como 
veremos a continuación. A dicho punto suele llamársele centro de momentos , y 
no necesariamente debe coincidir con el sistema de referencia dado o adoptado. 

y 

F 

z 

Figura JI ?/l 

"' 

, "' 
, ... 

Para valuar Mpar que es el momento a que acabamos de referimos, toma

remos en cuenta la figura .[.;?q, donde r par es el brazo que va de un punto cual

quiera de la línea de acción de - F a un punto cualquiera de la correspondiente 

a F. Con base en la expresión [ 4) y considerando a Mpar como la suma de los 

momentos de F y - F con respecto a P, que es un punto cualquiera del espacio, 

obtenemos 
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o sea 

(A) 

también de acuerdo con la figura Il> ?A, se tiene 

de donde 

(B) 

sustituyendo (B) en (A), se obtiene 

Mpar = rpar X F [ 8] 

Así pues, Mpar es independiente del centro de momentos, y es un vector per

pendicular al plano donde actúan las fuerzas a las·cuales sustituirá en caso de 
que así se requiera; vector cuyo módulo es igual al producto de la magnitud 

de cualquiera de las fuerzas por la distancia perpendicular entre éstas. Es muy 

importante considerar que rpar es un vector que va de un punto de la línea de 
acción de -Fa un punto de la línea de acción de F, ya que el producto vectorial 

no es conmutativo. 

Al analizar lo anterior podemos afirmar que, en todo caso Mpar resulta igual 

al momento de F con respecto a cualquier punto de la línea de acción de - F, 
o viceversa. 
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Ejemplo ll. '20 

Determine el momento del par de fuerzas formado por F1 = 2i - 3j + k, Y. 
F2 = - 2i + 3j ·- k, sabiendo que F1 pasa por P1(4, O, - 1 } y F2 pasa por P2 ( - 3, 
2, 0). 

Resolución 

Si se toma a F 1 como F, el brazo r par será el vector P2P1; en estas condiciones, 

al aplicar [ 8 ], obtenemos 

Mpar = P2P1 X F¡ = (7i - 2j - k) X (2i - 3j + k) 

i j k 
= 7 - 2 - 1 = -Si - 9j - 1 7k 

2 -3 

que e s el momento de F 1 con respecto a un punto de la línea de acción de F2• 

Obsérvese que, hubiéramo:_.llegado al mismo resultado tomando a F2 como F 

y como brazo r par al vector P1P2, pues asf se tendrla 

Mpar = P1P2 X F2 ;:;; ( - 7i + 2j + k) x ( - 2i + 3j - k) 

= 

j k 
- 7 2 = - Si - 9j - 17k 
-2 3 -1 

que es el momento de F2 con respecto a un punto de la línea de acción de F1• 
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111. ESTUDIO DE LOS SISTEMAS DE FUERZAS. 

Habiendo ya presentado los considerados como principios básicos de la estática, ahora nos ocuparemos 
de estudiar los sistemas de fuerzas, con la finalidad de detectar si un sistema de fuerzas dado es 

reductible, o no, a un sistema equivalente más simple y, en caso de serlo, llevar a cabo dicha reducción 
pues, cuando es factible efectuar ese proceso, puede tenerse una concepción muy rápida del sistema de 
sistema de fuerzas requerido para equilibrar la acción de un cierto sistema de fuerzas dado. 

Así pues, a continuación veremos lo relacionado con elementos requeridos para alcanzar la finalidad 
recién mencionada, como es el caso de la definición de coordenadas vectoriales de una fuerza y 
obtención de alguna de ellas; de la definición de línea de acción de una fuerza, así como la obtención de 
ecuaciones vectoriales y escalares de la misma; el enunciado del Teorema de Varignon y aplicación del 
mismo; las coordenadas vectoriales de diversos sistemas de fuerzas; lo que es un par de fuerzas y el 
momento de éste; la definición de equivalencia de sistemas de fuerzas ; la definición y las ecuaciones 
del eje central de un sistema de fuerzas, así como las condiciones para un sistema de fuerzas sea 

reductible a una fuerza, a un par, a lo que se denomina motor, o bien al equilibrio, si es factible 
reducirlo a alguno de los casos mencionados. 

III.l DEFINICIÓN DE COORDENADAS VECTORIALES DE UNA FUERZA. ECUACIONES 
VECTORIAL Y ESCALAR DE LA LÍNEA DE ACCIÓN DE UNA FUERZA. 

OBTENCIÓN DE COORDENADAS VECTORIALES DE FUERZAS CON DIFERENTES 
CARACTERÍSTICAS. TEOREMA DE V ARIGNON. SISTEMA GENERAL DE 
FUERZAS: DEFINICIÓN; CASOS PARTICULARES MÁS IMPORTANTES EN EL 

PLANO Y EN EL ESPACIO. COORDENADAS VECTORIALES CORRESPONDIENTES 
A SISTEMAS DE FUERZAS COLINEALES, CONCURRENTES, PARALELAS Y 
GENERALES, EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO. 

III.l.t DEFINICIÓN DE COORDENADAS VECTORIALES DE UNA FUERZA. 

ECUACIONES VECTORIAL Y ESCALAR DE LA LÍNEA DE ACCIÓN DE UNA 

FUERZA. 

A la pareja ordenada form ada por el vector fuerza F y el vector momento M t que produce dicha 

fuerza, con respecto a un punto P , se le denomina Coordenadas Vectoriales de la fuerza F ; ver figura 
III.l (a). Cuando el punto P coincide con el origen O del sistema de referencia , dicha pareja recibe el 
nombre de Coordenadas Vectoriales Canónicas; ver figura Ill.l (b ), representándose por la pareja 

ordenada (F, M[;), misma que permite estimar los posibles efectos externos que produce la fuerz<!. 
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(a) Coordenadas Vectoriales (b) Coordenadas Vectoriales Canónicas 
Figura III.l 

Una vez habiendo definido ya las coordenadas vectoriales de una fuerza cualquiera F diremos que ésta, 
en función de dichas coordenadas , se expresa de la siguiente manera : 

F=(F,M) 

donde M puede ser M{; , Mt , etc., según el caso. 

Si a un cuerpo le apl icamos una fuerza F tal que F ::;:. O , al cuerpo se le producirá una aceleración 

lineal (generalmente simbolizada mediante a) en tanto que, si M J no es nulo, a dicho cuerpo se le 

producirá una aceleración angular (a la que usualmente se le simboliza por medio de a). 

El nombre de Coordenadas Vectoriales, o el de Coordenadas Vectoriales Canónicas, no es frecuente 

encontrarlo en otros textos relacionados con el tema, donde generalmente se les llama : Vector fuerza (o 
simplemente fuerza) y Vector Momento (o momento de la fuerza) . 

La determinación del momento de una fuerza es fundamental para el caso de la identificación de 
fuerzas consideradas iguales. Por ejemplo, al tenerse dos fuerzas paralelas de igual magnitud y sentido 
(cuyo vector representativo es el mismo), podremos diferenciarlas cuando los momentos que produzcan 

con respecto al origen del sistema de referencia , u otro punto cualquiera, sean diferentes. 

Lo anterior implica que dos fuerzas , F1 y F2 , sean iguales sí y sólo sí tienen las mismas coordenadas 

vectoriales (respecto ar mismo punto); es decir que: 

Una característica muy importante de las Coordenadas Vectoriales de una Fuerza es que, e!. vector 

fuerza y el conespondiente vector momento son mutuamente perpendiculares, según Jo visto cuando se 

analiza la naturaleza de l vector que representa al momento de una fuerza. 
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Elementos fundamentales para resolver gran cantidad de problemas relacionados con sistemas de 
fuerzas los constituyen las rectas donde las fuerzas en estudio están contenidas; es decir, los lugares 
geométricos llamados líneas de acción, también conocidos como soportes. 

A cada uno de esos lugares geométricos le corresponden varias ecuaciones vectoriales y varias 
escalares,' aunque a continuación estableceremos un modelo de ecuación vectorial y un modelo de 
ecuación escalar, correspondientes a la línea de acción de una fuerza cualquiera. 

Considérese una rectaL, como la de la figura lll.2, donde se encuentra contenida una fuerza cualquíera 
F como la mostrada en la figura citada; en ésta, r es el vector de posición de un punto cualquiera P de 
la línea de acción de F, en tanto que ro es el vector de posición de un punto P 0 por donde pasa tal 
línea de acción (colineal con L). -

z - L 

�·----------·--------..,_.y 

X 
Figura III.2 

Si el vector u mostrado en la figura III.2 es colineal con F, y tiene el sentido de ésta, podemos escribir: 

r;P= 1 u ... (A) 

donde t es un escalar llamado parámetro. 

Con base en los elementos de la figura recién citada, podemos establecer que: 

r =ro+ P0P , 

y, teniendo en cuenta (A): 

r =ro + 1 u ... ( 9] 

modelo conocido como ecuación vectorial de la línea de acción de una fuerza. 
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Si en [ 9] escribimos en función de sus componentes a los vectores que ahí intervienen, se obtiene: 

xi + yj + zk = xo i +Yo j + zo k + t (ai + bj + ck), 

lo que puede escribirse en la forma: 

xi + yj + zk = (xo+ ta)i +(yo+ tb)j + (zo+ te)k , 

igualdad vectorial que da lugar a: 

x = xo+ ta 

y= yo+ tb 

y, 

z = zo +te 

terna de ecuaciones escalares conocidas como ecuaciones paramétricas del soporte de F. 

Siempre y cuando a , b y e no sean nulas, de (1 ), (2) y (3) se obtienen, respectivamente: 

x-x 
f= --0 

a 
y- Yo f =--

b 

lo que, para cualquier v alor de t implica: 

X-X0 y-y0 z-z0 
=-- = ----

a b e 

z-z0 
t= --

c 

.. ( 1 ), 

... (2), 

... (3), 

... [10], 

modelo conocido como ecuación escalar de la línea de acción de una fuerza, aunque en realidad es lo 
que se conoce como forma simétrica de l(l ecuación de una recta (en este caso del soporte de la fuerza). 

Ill.1.2 OBTENCIÓN DE COORDENADAS VECTORIALES DE FUERZAS CON 
Dlt'ERENTES CARACTERÍSTICAS. 

Con base en lo anterior. en los ejemplos III.l a lii.3 se ilustra la obtención motivo de este subtema. 
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II1.1.3 TEOREMA DE VARIGNON. 

Como ya se ha visto la obtención de la resultante de un sistema de fuerz�s concurrentes se obtiene 

sencillamente al aplicar el teorema generalizado del paralelogramo o Principio de Stevin. 

Pero, cuando se requiere calcular el momento resultante del sistema de fuerzas concurrentes, con 
respecto a un punto que no es el de la intersección de los soportes de las fuerzas que constituyen el 
sistema citado, se requiere calcular la suma de los momentos que producen todas y cada una de las 
fuerzas del sistema, respecto al punto mencionado. 

Este problema fue tratado por primera vez en 1687 (año en que Newton publicó sus Principios de la 
Filosofía Natural) por el físico y matemát ico Varignon, como una aplicación de su teorema al teorema 
del paralelogramo. Basado en sus observaciones en cuanto a que las fuerzas son proporcionales a los 

movimientos que ellas producen en tiempos iguales (composición de los movimientos) también dedujo 

la composición de las fuerzas. 

Al componer dos fuerzas P y Q en una solo fuerza R, según se muestra en la figura III.3(a), se puede 
construir un paralelogramo, el de la figura III.3(b ) , donde P = 1 P 1 y Q = 1 Q 1 representan los lados 
del paralelogramo, y R = 1 R 1 la magnitud de su diagonal. 

o 
p 

(a) 
Figura III.3 

o p 

(b) 

Ahora, si desde un punto cierto D contenido en el plano del paralelogramo se trazan segmentos 

rectilíneos ortogonales a las direcciones de los lados de magnitudes P , Q y R , respectivamente, de 

modo que el punto D se localice sobre una perpendicular a OC, que pase por O , además de ubicarse 

sobre la recta que pasa por B y C , resulta lo mostrado en la figura III.4 . 

D 

p 

Figura III.4 

A 

e 
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Desde un punto de vista geométrico, con base en dicha figura tenemos que: 

área 60BC +área 60BD = área 60CD 

y como área 60BC =área 60AC, la igualdad anterior nos permite expresar: 

área 60AC +área 60B D  =área !},QCD , 

lo cual da lugar a: 

(0/i) (�) + (m) (ro) = (crc)JQI5) 
2 2 2 

y como: 

OA= P, SD =a, OB = Q, TD=b, OC=R, y, OD=c, 

tenemos que: 

Pa Qb Re 
+ = 

2 2 2 

de donde resulta la igualdad: 

Pa + Qb = Re , 

... (1), 

... (2); 

... (3 ), 

cuyos sumandos concuerdan con el mode lo F multiplicado por d (módulo de fuerza multiplicado por 

la distancia entre un punto y la línea de acción de la fuerza), que representa el modulo M del momento 
de una fuerza con respecto a un punto, en función de F y de d. 

De esta forma, el problema mecánico Varignon lo resuelve en forma geométrica; enunciandolo de la 

siguiente manera: el momento de una fuerza respecto a un punto, es igual a la suma de los momentos de 

sus componentes con respecto a ese punto. 

Se deja al lector comprobar que Pa = Qb cuando D esta sobre la línea de acción de R. 

Lo anterior permite generalizar y enunciar el Teorema de Varignon en la siguiente forma: tratándose de 

un sistema de fuerzas concurrentes, el momento de la resultante del sistema con respecto a cierto 

punto es igual a la suma de los momentos de las fuerzas, de dicho sistema, respecto al citado punto. 

Nota.- Se sugiere al lector comprobar la validez de este teorema, empleando herramienta vectorial, para 
un sistema de n fuerzas concurrentes. 
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III.l.4. SISTEMA GENERAL DE FUERZAS: DEFINICIÓN, CASOS PARTICULARES MÁS 
IMPORTANTES EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO. 

Concepto de sistema general de fuerzas. Un sistema general de fuerzas es un conjunto (de fuerzas) 
que está conformado por más de una fuerza, de modo que sus elementos no poseen ninguna 
cualidad común, excepto la de ser fuerzas. 

A continuación se presenta una clasificación de si stemas de fuerzas, que tiene en cuenta tanto al sistema 
de referencia requerido para su estudio, como a la posición relativa entre las fuerzas. 

SISTEMAS DE FUERZAS Y SISTEMAS 
DE REFERENCIA REQUERIDOS PARA 

SU ESTUDIO. 

l. Col ineales . Se requiere de un solo eje de 

referencia, debidamente ubi

cado. 

2. Coplanares. Se requiere de un sistema 

con dos ejes de referencia 
ortogonales entre sí, debi
damente ubicado. 

3. Espaciales. Se requiere de un sistema 

con tres ejes de referencia 

ortogonales entre sí. 

POSICIÓN RELATIVA DE LAS 
FUERZAS 

(CUALIDAD COMÚN). 

l. Colineales. 

2. a) Concurrentes 
b) Paralelas 
e) Generales contenidas en un 

mismo plano; de direccio
nes cualesquiera pero no 
colineales, ni concurrentes, 

ni paralelas. 

3. a) Concurrentes 
b) Paralelas 
e) Generales cualesquiera; es decir 

no colineales, ni concurrentes, ni 
paralelas, ni coplanares. 

Los sistemas identificados como L 2 en sus casos a), b) y e), así como J en sus casos a) y b) son casos 
particulares de lo que definimos como sistema general de fuerzas, mismo al que se le identifica como 3, 

caso e). 
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Sistemas de fuerzas concurrentes. Son sistemas donde las líneas de acción, de las fuerzas que los 

conforman, se intersecan en un punto; ver figura III.5 . Pueden tenerse sistemas de este tipo tanto en 

un plano como en el espacio tridimensional. 

Figura III.5 

Características de estos sistemas de fuerzas son: 

- Pueden ap l icarse tanto a partículas como a cuerpos. 

- La línea de acción de la fuerza resultante de cada uno de ellos (en caso de existir) pasará por el 
punto donde las fuerzas del sistema se intersecan. 

- En algunos casos, estos sistemas pueden reducirse a una fuerza, o bien al equilibrio . 

Sistemas de fuerzas colineales. Son sistemas cuyos elementos (fuerzas) tienen soportes colineales, 
aunque pueden tener diferentes sentidos, según se muestra en la figura III.6 . Obviamente, dichos 
sistemas pueden considerarse como un caso particular de los sistemas de fuerzas concurrentes. 

F¡ 
----- -- .... - -----

Figura III.6 

Características de estos sistemas de fuerzas son: 

- Pueden aplicarse tanto a partículas como a cuerpos. 

- La línea de acción de la fuerza resultante (en caso de existir ésta) es colineal con la de cualquier 
elemento del sistema. 

- En algunos casos, estos sistemas pueden reducil:se a una fuerza, o bien al equilibrio. 
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Sistemas de fuerzas paralelas. Son sistemas donde las líneas de acc10n de las fuerzas que los 

conforman tienen la misma dirección, pero no son colineales; ver figura III. 7 . Sistemas de este tipo 
pueden tenerse tanto coplanares como espaciales. 

Figura III.7 

Características de estos sistemas de fuerzas son: 

Pueden aplicarse a un cuerpo, pero nunca a una partícula . 

Las fuerzas resultantes (cuando existen), tienen su línea de acción paralela a las líneas de acción de 

las fuerzas que los conforman, pudiendo en algunos casos ser (dicha línea) colineal con el soporte 
de úna fuerza del sistema. 

Cuando no exista fuerza resultante, como representativa del sistema, puede existir un sólo par de 
fuerzas (conformado por dos fuerzas cuyas magnitudes sean iguales , pero su sentido sea contrario) 

de modo que el par citado produzca los mismos efectos externos, al cuerpo, que el sistema de 

fuerzas paralelas aplicado al mismo. 

En algunos casos, estos sistemas pueden reducirse a una fuerza única o a un par de fuerzas (nunca a 
ambos casos), o bien al equilibrio. 

Sistemas de fuerzas generales. Son sistemas donde las líneas de accwn, de las fuerzas que los 

conforman, son tales que ni todas se intersecan, ni todas tienen la misma dirección; es decir, fuerzas 
como las mostradas en la figura III.8 . Sistemas de este tipo pueden tenerse tanto espaciales (sistemas 

generales de fuerzas) como coplanares (sistemas generales de fuerzas coplanares). 
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Figura III.8 

Características de estos sistemas de fuerzas son: 

- Pueden aplicarse a un cuerpo, pero nunca a una partícula. 

\ 

\ 

- Pueden reducirse a una sola fuerza, a un par de fuerzas, a un motor, o bien al equilibrio. A lo que 

puedan reducirse (una sola de las opciones citadas) dependerá de las coordenadas vectoriales 
correspondientes, según se verá en el siguiente subtema. 

111.1.5 COORDENADAS VECTORIALES CORRESPONDIENTES A SISTEMAS DE 

FUERZAS CONCURRENTES, COLINEALES, PARALELAS Y GENERALES, EN EL 

PLANO Y EN EL ESPACIO. 

Concepto de coordenadas vectoriales de un sistema de fuerzas. 

Cuando se tiene un sistema de fuerzas es posible, mediante el proceso de composición, obtener una 
única fuerza representativa del sistema a la que llamamos resultante del sistema y simbolizaremos 
como R, la cual se calcula a través de: 

11 

R= I F¡ ... [11]. 

i=l 

Obviamente, para que exista dicha fuerza como representativa del sistema, deberá no ser nula la 
sumatoria de las fuerzas que conforman dicho sistema. 

Para los casos de sistemas de fuerzas colineales y concurrentes , ya sean coplanares o no coplanares, la 
composición es inmediata aplicando la expresión anterior, obteniendo fácilmente la fuerza equivalente 
del sistema dado. 

Cuando el sistema de fuerzas no cumple la condición de concurrencia, se tendrá que emplear un 
elemento con el fin de contar con fuerzas concurrentes, a las cuales poder aplicar el principio 
generalizado del paralelogramo. 
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Este elemento, como lo veremos más adelante, se conoce con el nombre de par de transporte, mismo 

que emplearemos teniendo en cuenta el principio de equilibrio. 

El empleo de este elemento se suele sustituir con el simple hecho de calcular los momentos de todas y 
cada una de las componentes del sistema, con respecto a un punto donde se pretenda transportar a todas 
y cada una de las fuerzas para realizar la reducción. 

Este proceso es similar al de la composición de fuerzas, para encontrar así un único vector momento , 

M o, que se define como momento del sistema respecto al origen , el cual es equivalente a la suma de los 
momentos de las fuerzas que conforman el sistema de fuerzas, con respecto al origen O del sistema de 
referencia ; es decir: 

n 

Mo = L r¡xF¡ 
i=l 

... [12]. 

A la pareja ordenada de vectores (R, M0) se le denomina Coordenadas Vectoriales Canónicas del 
Sistema de Fuerzas. 

Así, las expresiones: 

... [ 11] ' 

y, 
11 

Mo= L r¡ x F¡ ... [12], 
•=1 

conforman la pareja de vectores que nos indica los efectos externos que producirá en un cuerpo el 
sistema de fuerzas que se le aplique. 

Las expresiones [ 11] y [ 12] pueden englobarse gráficamente según se muestra en la figura III. 9 . 

X 

z 

·------------·····----·--··-··- y 
o -

------
F; 

z 

X 
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Es importante mencionar que los vectores que conforman las coordenadas vectoriales de un sistema de 

fuerzas no siempre son mutuamente perpendiculares, según podrá apreciarse más adelante. 

Coordenadas vectoriales correspondientes a sistemas de fuerzas concurrentes. 

Como ya se mencionó, en estos sistemas las líneas de acción de todas y cada una de las fuerzas, que 
componen el sistema, se intersecan en un punto; ver figura III.l O . 

---·-·---y 
o 

X 

Figura Ill.l O 

Así pues, para este tipo de sistemas se tienen: 

y, 
n 

Mo = L'¡ x F¡ ,= Tp x Ft + Tp x F2 + . . . + Tp x F¡ + . . .  + Tp x Fn 

i=l 

esto teniendo en cuenta el teorema de Varignon. 

... ( 1) ' 

rp x [ t.l'j] . . . (2), 

En este tipo de sistemas se cumple la siguiente relación entre sus coordenadas vectoriales: 

R ·Mo =O ... (3)' 

propiedad que podemos verificar de la siguiente forma. 
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Sustituyendo ( 1) en (2) se tiene: 

Mo = rp x R, 

debido a lo cual: 

R · M o= R · (rp x R) , 

producto nulo pues rp x R es perpendicular tanto a rp como a R , razón por la que se verifica el 

cumplimiento de (3). 

Coordenadas vectoriales correspondientes a sistemas de fuerzas colincalcs. 

Según ya se mencionó, estos son sistemas cuyas fuerzas tienen soportes colineales, pudiend o tener 

diferentes senti dos , como se muestra en la figura III.ll . 

z 

---------
F 3 ------- - _ 

Figura JII.ll 

F¡ -------
F, 

y 

Con base en los elementos de la figura III.ll puede decirse que las coordenadas vectoriales de este tipo 

de sistemas son. 

.. . (1), 

y' 

... (2)' 

esto teniendo en cuenta el teorema de Varignon; de manera similar a lo que vimos para sistemas de 
fuerzas concurrentes. 

110 



Para este tipo de sistemas también cumple la relación: 

R · Mo=O ... (3). 

Esto se puede comprobar de la manera como lo hicimos al verificar que dicha relación se cumple entre 
las coordenadas vectoriales de sistemas de fuerzas concurrentes. 

Coordenadas vectoriales correspondientes a sistemas de fuerzas paralelas. 

Como ya mencionamos, en estos sistemas las líneas de acción de las fuerzas, que los componen, tienen 
la misma dirección aún cuando pueden tener diferentes sentidos, según se ilustra en la figura III.l2 . 

z / 

X 

Figura III.l2 

Así pues, para estos sistemas de fuerzas: 

y' 
11 

M o = ��> x F¡ = r1 x F, + r2 x F2 + r3 x F3 + . . .  + r¡ x F1 + ... + T0 x Fn 

i=l 

En este tipo de sistemas puede presentarse alguna de las siguientes situaciones: 

a) cuando las fuerzas del sistema están contenidas en un plano; casos en que R ·M o= O, 

y, 

... (1), 

... (2). 

b) cuando las fuerzas que constituyen al sistema no son coplanares, casos en los cuales R · M o * O . 
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Coordenadas vectoriales correspondientes a sistemas generales de fuerzas. 

Según ya se mencionó. en estos sistemas las líneas de acción de las fuerzas, que los conforman, ni todas 
se intersectan, ni todas tienen la misma dirección, como se muestra en la figura IIL 13 . 

z 

X 

Figura III013 

Las coordenadas vectoriales correspondientes a estos sistemas de fuerzas son: 

y, � 
11 

Mo = ¿:r, x F¡ = r1 x F1 + r2 x F2 + r3 x F3 + o  o o +  r¡ x F; +o o o+ r11 x F11 
i�J 

En este tipo de sistemas puede presentarse una de las siguientes situaciones: 

o o o (1)' 

o o o (2) o 

a) cuando las fuerzas que conforman al sistema están contenidas en un plano, casos en que 

R · M0 =O (se recomienda al lector justificar el por qué de ello), 

y, 

b) cuando las fuerzas del sistema no son coplanares, casos en que se tiene R · Mo -:t: O o 

112 



----- ----· �- ----- --- ---

. J:;_J�_l&i pJ o _JI[. 5_::_ Covt.sf_ d Ir �.s_� -l2r1 � Ps}_e--#'1 fi... __ Cl:lli_-f_Qr__rn_a._Jo_ po e_ �-.i_-� 
+CJer 'tttS· -.=' - -� -.._.--F ---Jes..<:-'rf -k_-s;-c;t --toG-t-1-f-i>t-tJtit:C.f¿-�----- -----11 .) ,-:l. 1 3 

�- +r��e-- -uVt _ �opo-yf{?.-�v;: ptt���-,���-�1 -c_:2;_3; -�4) �- �- -�-; -=_13(5/-=-0 8)�/ 
.. su ��a \1\f·h..J. es. 3q Ni'( -su <Íi'.YecciÓb(, y se� nJo So"' los de AE_;-
F;, -�fe�e _0uct l.rV�e� de_ cÍccf�� -��e p-�s=a..----��-- --�(B;-1-'-2.) �/ �u -�Q:1o 

-- - es :¡:N 1 e� -- pa.r-o..l'tla... -cd V ec.+o r· �: C; --Z_¡ 6) ¡ tr-e�-<o(!. �l se K fT Jo de esie; 

� -�;:�� �.;�;f::td��:í::�t�:r������-�: t:if;:eJ?�!;zJ� 
' - -- +uá .. -

-
-- - - I.Yl � 3 V<."f - -- �-s. - 4-t. N_· - - -- -- - - . - ; � 
-�Co-� h�-)�-- �-; J o-��:f_evf�y� _- -_ - - __ - -= -�- _ -C���� _ -_ -�-- --- _ --� 

_ � obt ;_¿¿¡',;._la i cOOYJ e ¡, ª d.U-- ll« cJc¡Y r"''.Leiij" ��<k <M .t de �.r�--:f"'"E¡ �fi!.S_.. 

- � b)_;t�+�v� eC1e J�{ _<;:eo�J�V({;\-�.L_1í��-cf�vraJes-=_ca�l(l(f(� -�J€] irif� 
-- d�cvT-�� > -'t e,�!evt dR � _frpJ_�eto_ ��-��(�� ��Tré _ �stcti coov-�e��� 

_c.) d.eJ,(,.jae:.dve ___ �v"<.. -�1 Sí.$_tet«a_�do ___ el l./rt �rs+�\Ñ'f�-- J-Q_ f�!ZV� 
c_oll( c.v vY-e�t�.ter /-·Y;- - ------ - -- - - - ----;- 1 

· _ l) -��-�f.ff�¡,�� el g_ü�l?�í�c11Q-d�[--1eo�eWti -J� __ Va�f'g�o� cp� ; 
_ -, ---velct c\'if(l\ 0\ l e'? k Jo srs+elftl(ct. ------- - - -- - -- - -- - ---- - -----' J 

- - \ ----- ----

. ' 1 

----:---¡ ------' 



- - - - -- - ·· --- ---
(covt-f<?�6� �ew.p_lo m� 'S)(jj� 

-- - - . -
M3 \ <( 'S - K - -

. 
0 = -0\ 

-=r- o :::: -1..q4- t- 4Zj - � .. U4 o -42., ) 
do�JQ. CD, © propov<::fovta.'V\. i�� coor�€t.1ctJ(Ú Vectof/iaJ€.S-<;..��t
�f�a.J de F, j -®y® (as pr-opra-� de. � J �� +Q.Vtfo --�ve.@ y 

--CD la� �t-ves �o1-tJ?�k.i q__ F:,, - _ -�- -- _: - ---- ---

b) Co�-std�r-cutdb_� lo� _Vet_l o VE>S _ J� clof -pov CD_, ® 't ® __, a�/ COJMO _]�j---� 
fvopvYcfG_x�Jos -fC?Y-@ / {[) '( © s._�- �hfP-e�eVI,; VeSfecf.f_Va.�e:;_f-e¿_-_ 
R -- --1=1- + � �� - IZ ?-14-J J Ñ _- =-- -_-- �--�-�

¿ �M o -----M! +M;+-Mb3 =- -_ ?1A l � lqiJ -f.O K) N. Wl - - -==----� - -: __ ®>
- - -

- --�S. _Jgciv L0- s. -cocwd evt �J�..r _vecTpvr�J¿ c:.a.ñó� rc.�1 ci� [ � fs-t€�tt-_ 
_ _ cic.Ldo j al �f�cfuct-� e\ - fYo duc.tc es-c:cdttv ertfre d!e'-'<{.1 --roordeuqd� 

: reiu_ít_a.-� 1 
-- - ----- - - ---

_ 1< --M0 =(,�;e- zz4} +-f- C4)t-Jqi)-=-:Zbee-=-ibBB �-o-- - _ � 
d�b'fJc -� l� ClJo._} �\ S�t�IMQ d�dD- pu-eJ<e ye_d_vcfvS�- _!-t_ _(.}��:sol� 

c.) B�-s ccáb! �-� ·¡ or:_ d�fc:ü 1 _lo obt�-?Jc- het-d-q _a��( }J�e-Je�d��fn� 
- tt� -las -e.-�:u�c't'ptA-eJ -J-e¿+ov?Gt\es cf� los- s�}cv+es :re:·l�s MY�� 

__ -:�- -�� _ _ F-z-:�--�-=- (�¡�-�) !_�-� 3,��T�J -��� _ �==-·· _ _ _ __:_� _· _®;Y} ' 
-�=�--J� -F� �---�r�;;�f_t}I;Q)_+-t3-(o)6�:;-:w�--�-�----�---=�-=-�=-=-----=®�� 
-��---- E_l __ rv_VIfo --J���r�-r��v-s���r�� ��-�1�� -�;;-p_r+es._ dQ. � -�Y�-7 = 

1 ---�--¿���5-�s-�=---e-ll\�=@ -'t--��® _Jo �?b±�Jre��cd h;� �<L 1ca��-�\W� 
.-_-:-�- T \1 114 





-· - -------- ----- --------
- s� +r-e1AQ c.>� srs+�-wt� _d� -\\->f>V-to.� col�\-tet{{el.) fotr�A-ta.Jo roY )_t:l�_ ---

..fue\"�etS F; O. � de lo.. .ff(r.)yq_ Tif. 14 j lo� Sofoyf€r de_ e\ltt._s: _ - -
�OU pc:tv�Al<2.\bs �l .eje � í fctStHL rov A (3_,6_, 2). CovtsPdevctvtdo 

-�u� )as t!Ytet8 (1{--rfu�e� d� � .J �-' Fo" 1 F¡ �oq J vesf�-ct{v�---� 
-Wi el�\ fe _ZD J_3c5.J---,-5 y 4o N/ obtevt¿C: (t< r cooy� ���d¡t� _\}e. e� o-� 

· _J--·ra.l � Ca_� c?�-fc�i - J e 1 s:rs fe �M� �de� C:rfto. �--�---- --��-�-='" :�= 
1 F.------- .., 1 -

- t� -_-=- ... 
1 

1 

1 ft- �- -
· Y 3 - A + --·r-------�----�Y 1 

t 1¡ ·:_ �-

Q�so!�cf� -�-----� _ _ -- -- --
- - -

_ 
-

_ � t � r..�Jo--�-r..u-�±�---\o�- J� tos- Fued�- €��""��r.v�e. EJ-vg_ :_� -�-.-�=���� 
____ ,:: �-_wk;·-� _: 36 k) � -=--l5k .7 y-;F+ - 4-o k _,--k-Jas-�-�� N�-�:� 
- r -€ -� --- ¡.;�--- ¡ �-t�s --r '2- e-----z; �� -� �-- .So - ·yfe- c;Zu6vi" ___ �== ___ _ t v _ _  y_� _s --r r@_ J ___ ___ a 1 ___ -- ) _ _  M __ _ vt _ F' _ ___ _ ff. 
-�--p�$� -��k-_A 7 ��?_J� ---a. -J� �-��ce!-:_=��---- _ __- __ _ -- -�----=--= ---=-��-===-�= 

____ .R.= ---11"-±� +_�j--=� - 3� �<;�e=---�--=-:. ____ - -___ _  -_ ---------����;r� 
---------------- - ---- :--------------------- ------------ -- - ----- --· ---- ------�-. -�----- -. . 



EJ-e �rl o 1IL3·_.= ___ 5 �--±r_e..vt:e_oJd __ 5.JC:fuJ&1_&_�lu_er_¿a_ .r _ f-� r_qjdti.!_: 

C.ot-efuV.�«�do_ -f_or_J; __ --=-2Qk7� __ -GQ.k_7� = -15�_7 :r7J5-;::-_4_Q _I{__,_-b, __ d� 
eJJ aS __ eVt _1;1 e__VJto �-s d Q. .Wt o do- f1-u_e __ )as. __ sorovte.s. __ J é,._ e U tu pq_S__4-1!1 . -

·Y::e�-pe�tr-v�IM�0+e f-�v P¡ (o1�.:z.),�(.i (-1.) i�a); nr�---�3) 1y� �(--�o)) 

' /-·-(l.<:j e V<-t a :s � - - --- -

' 
- -

·--
-- -- ·-- ----- ·- - - --· - - --

M � � � � 
-- - -.o::: o � x F':' + o P x E' + o'R x F-: --+ e R x F = - -

. __ _ _ _ o _ _ ' _ '-- 2.. z _____ -�----o__ _ --�----4 __ _ 

- --· --· ---

¡ 

' 1 ' 
-- - ·-- . - . - ---------- -· ----- -·-- -·· -- -- ·--- --- -- -- - - - -·- --- --- -· 

'e --f - . }( - - - t ---J----K - - �-l- ..¿ -�-1--�t- -E -! k \-- ---� - :. 
o -6 -z. + -1 -� e-+ 4 --t 3----+ --3 -o -1 = ------� 

:-o·· o:::.:zn-· o -o -z,o--- - o-- --- o -...=.t5· --o -o---4o ---- -� 



EJeMf)o JI[. 3 __ __ _ _ ___ __ _____ ____ _ 
Covt sfd��-� o� sPst-<?tNta._ d<¿_ fuev'b.f parct Je}'(l toY t«ctJo -pov _Lai 

+l?ev�'<-S � � � lNtos-1-YctJaJ �lA . )e<: -frduVtt 1I[·J5) �fS w�S -4{.)€..� -

o..JevvttÚ J e JE:vter- la.� IM.a.()V11'+odiQ! !tAdfcttJtU7 es.fd'�-1. a.!�ctdfli 
e� QY fs+et\ d� 1 pay-.:;t �� ler(pedo 'f los.f�Jó. 

l 

F f 2 uro. .m .. -15 

4_Wl 

Proc�df�Jo d\l.- d-o.c �C\vt-ere0:- dr-f?er�-"'teJ.�- obtet.A.<JR el_�����fo Jer 
�rs+�vvta._ dctJé 

J 
Ye_\pQc_+o a.l ovf8Q(._ _ 

- -----

�')_ Prfl« �V� V({ -evt h o b t B t-t d 1--e LM o� €- t ��-�-e lA fo fe J rJ; -� co::.;_; \ � SoM� 
d'2. lo ( tkloJ1-1:etAtoJ ___ Je �clet u�AQ -J eJ�1- tc.?evia_s) ��srQc:to _¿;_C�� 

" 

:_=_--Mo - -M�+M:+MJ+M��- 61txF;·+-onxFz +O+._@_���--==-= 

- -� ---- �--- -- ·-· - - - -- --------·------- ·---- ---- ---- -----------------
- -----------·· ---· --. '· -----------------·- -- ----------

/ 

' 

118 



-----··- -·-----· --· --·---·-··----·-
·-·---·-·-- --·· --· 

--·---
-b) -;,kot'� �bfe�-d�.e��s ��- �o�-��.f� · f€d�d�· _eo-wo-lti-5�-¡z¡�de 

. . __ _ \()� woM��19s JQ lo(fvev�C<s�q.ve�c:O�.fov�aVt el-s),if��ii�ª�J��· · : -·-s6lo · ffve_ -�9J.cftti�do - ·  -� J _-eKfc; ij;_;e · Je .. ·:_4v�--��-r�1.��·�.-Wt��� -�-;¡jc;--
... p�ele._. ·_:o 6feL(evs-� _ _eOV(1_o- 1 ��-�i_o_�:c;· __ {e _Joi -� o ��ertQS _d.i._=Jºi�·: �. bct Y�r J_e fuev�D__ :fovWt�-JD� -=z;�_ -· t-;se __ a:_ Fr y--E:ry.:-��Y-- �:.�. r ! , 

__ . U L{  J et Jo.� ·-; -��-�� bC<�e- _g,-_f;; v -J=:� ��- b��.-�_·:.�.=-- _ · -- �:�--=!=·; - , .c..J , r- . 1 1 ---- -- 8�· • 
-

-- --- -- --- -- ---- •• -- -- ·-·--- ---� 

_.E l wto me0�Q�� d�J--- pdr -{9-�-M;¡J� -J2º� _F, :�:-�F�· ·- _ _lb=--c4 rcoT¡� 
� \1ovct- ·:co�o- et_WtoW1�-it-Jc;-���-e.-� c..�it -;¡e�f�¿fo -� c.J-�-��·�1, 

l ' 

.-_-- _d� \� l (� e¿:_d �-· ci:cct�-x��Fa -_;-ei_-] ectv �·- �.-. -��---- = · _ ----=�·--�--.�: 
. � ! 

Ml3 = �� F, 
-

- �.�!f � ��·�)�x-��)-- �.�� �-�----=-- �----� =([} ---j 
; i 

evt J-�� �- �.¿-Q. �el ��-o��u1��l�et ·}-�-v ---t?o;�-�J� }�;---� =��Ji. ¡ 
. -= a.�� ( _1 o _ ·� ����]vt-� os-_ c.��� _eL.���-�Yi +o������ ·-·-¿;�-�_<)'e<;� , r 1 : 

-a_. u�- . p�-�+o- d� -¡ � � l(�-;�-�e� .�_ttt¿l;1 Je-� /-:--; �·s.e�·; �--��:=�j 
. . · - .. ·· ···- ·- -- - ··-- .. - · - :. ! � 

M�4 =-nA;-�= �-x-� �-(-4-����CzJ)-� sE�=�=--�- -,-@)��-=-� . - .  . ---·-· - -·--- . -·-- ¡ - ·  --· --·-·---------� - : ! . 1 _€�·+ovt�e�:�. - ��� --- b�s-e·- __ g�A._ -r;_s _\L��k.e-!:=.J.¡_ci-�s- -ho¡])_'f� .. -el ·
� . ¡--, 

/ .. r. ., , 1 --�· �(:;U{�-f�-�-�p��f_[o-�_r_e.Su\1·� :_� --: ·---�=����=-== ��-=�- ···--. _; _] 
! ' 1 1 . 

-M -==---M - +- � -- - - f'-li?"\ -+'� (' --=- +r - .:-¡:-w·-- ---- ---- - -. -t--f ·- ·-- - 0 - !� - _ . ..... . _:2.+ - - � - ·  '-_) :r::J..):S -'-}- .. __ --..1- -N- ·-·j· -- - ·------·- - ·--�. 
: . ' . 1 ! 1 

-- � 0ct.{o-v .��{d_�-Vite�� -�r_Q-u-e�_o6fc..)\if��i= �� el�f�t�fso__a.)=_�e._-�� -r . 1 - . . : : 1 
--·- �-- r-��-0 r� c.rcitt.=--·-_-_-_-__ --_-_ -__ -__ -==-- =-.:._1_-_-.- -__ -__ -_ -=-: ______ ---· __ : -��. � . ! '- ; 1 1 ----· ----· ·----- - - -- ·--· -- .. --

' ! 
---------

.
---·----�--

' 

! l 
J -�=NóYA .:. 5J;>--Y:�CQ_�f_�-�J.�-�[J��+ov._66t���;�,z,- _co � �·-·;_L141.0.wteMo ------ -·- - d e Fa -<:o��t ·l-"€5-pecto --et;-�{il·-p'(;�+o -·�e-\�.�o-�otte�.e F,'-,¡�··(��J�ofttr 

==:-:::-=:M�¡- nJ¡uo�Si �o\{b�"=l;P:ª'::Ji Y_g*edo JC¿:,lt_fw:;:T,_de IL�e 
d.e. F4. ¡_<hl�f' _1 1\9 

L-----
-....._¡ 



EJevuplo IO:·CJ .� __ D�tev�ltA.-e. _ /.ec s _c.oovd_E;.�t�..dtV \lectovf'C(Iei __ c._cu�tó"�f'c_as 
de. __ l)t-{_ -sr>st€eM.� c.ot.1,.fo�vt1-a.do pov l�s -fuev:c�J F; et t:4 d�J eJe..lM.ffo 

a \.1+t vfov cnr.g) -,- por- 1 (Á PJ e-v�o._ F5 - �{.>Q ef. ro. vo..f -e. le{_ ;¡ qe _¿_, 
fre1-1e e/ �eu.frdo Je �fe/ -so WVl3v('f'+uc\ e� o.s N...J y $Q e-VIc�-e�
+r-ct. CA.)OJ.ctdt.1. e/1\. / (it- Gt-tfs teA. CG J�t fJIAY"'-\� le�(pedo �ttAo.sfr�do -__ el-( 

\ ;_---tr2_<.?Y0_- :rrr: l5 ��----__ - _ _ _ __ _ _  ��--:-- . -
'5G- ffeV1-e�-; _ -Ff- __ -3j J � F; � -zJ 1_ � = -3j; J;. = 1]_,� 'f; F; = o�8 _k_¿_-�--:_-: - 1 - - - - -- - - - . - - . -· -��V o 't 

"�> : R : _f:¡ +: F... + F, 1- F; + F;; : o: '6 k:-' ¡J - �. - _� ��- -- <D .; 

é.o��o- e1���o-�e-�-to; ���pec.fo· otl o�l'ge.u" d�l s�s.tetkí� ��:K�Y.-�� 
r�� l� S +u��i:a.{ -�� � t Va. \e =--4--s N· Wt (vev re�olociot d_el ��M 
"plo .. _� t��fov)/= e.l 01aWle"l-fo (v-esrerJo. Clt ovfo et1_ J _ :d _ _ et __ s?�h:JM� d_e 
Ei$le-- -eJ�f fo--�vg.IJ r-e?_ -¡t<_- cct0trd�d' _:_4 P Cv�c'fé'"< �r+�J�}-aJ f�f�-_; _ � �-J� =-J'e-7_9 ---'f-_ue��-V&\1 e- el tMo W1 e K t_o �-( rE;ipe do 0vf o �r-8evt) 51 e --Fs _; 

-�-L de��y -�-L!.e7_ .pet-vCt. el sFsf'f�Ct J€--fuey�[ de esfe €-J��-fo/o:-

--
-- ··--- --· --·-· --·- - ------·- --

. E� +o� �'<?S;-r� S- -��o�de_vt_.crdas �() lrc-?.+�-dkl�;OK;- o.g k )-N_ �� --, .Ñ��--�--=-1 . - ··· ·- . - - -··· i•--; -- -
1 

�bLbTA ;-�_e.;·;-�b�r e- --��]pj�_res.o_l}�dci-=:Obf�0:rdc� J-p�€?I�- :ii-l?W:;Ltt¡.€_ �-
_i�-; ]�J�-<:QC2t:"J �� �1���v� c_fo�f'�1eS: -=ca.0 J;A_ fcai-. �e 1 -ir�±� .ctJ��-Pi� �i_, T 1 ' 
¡ �r�-if�-e � -re,·-�� -·rr- ¿Q_ ______ · - J€.- -- s-�-fe�Ot- co-��-�-�------·-- -- --·- J.--� _,_ __ o _ _  --� _( e.i .. C<... J c:t.C _ _  _ofl\ _ .. ___ _ _1_---: __ 
�c<ac; �-P-9--t--=o_fL� - �.oJ CL� __ f_Qe-�tc.\ ___ (<2� <a.�:;l-N)_-_cuy� ·-·_:Sor���¡;�$�-� 
� - - h-oL.:-·-e-¡ ----o--é<A t€ t -�'?:::.xr>-;;-..- �� -------p�-v�------ r. �- -----· --- -·-� ·-¡ �--. 't'--_r- ---�f-B _________ _ <¿. ¡ 'l'V'-�.:-.,..?��--r- _______ ku:rV\.. ----- - -

J
2o --.__ '__(;- :.;;..�r_- , 





----·· ··· --

__ (CoVl+.Y.K !Jete? o� �-e !M�) o TII· ro)( 2./z) _ 

t� z�-��·é11 __ :¿¡3�31 G;,3, (l:c rr_l2j'+5 k�� Ht r<-�J � 1oK_ �--� 
Co-� _-b�ie -_eu=---G�l V� !oves Ja_�of_ rv:_-CD_,@,® Y_�- �uede.--�g_�����.--.. 

·q_u_�_l�- v€�_!iF�-�J��-Je.l �s fs-tekiQ_----J� €>it-e. �e�plo __ �f,Jt;{"d�J�.-�Y� 
-- -- --- -- - --- ----------- -- - - - --- -· - --- ---

. -� =-F.'-+ F; -+ F,: + � =- Oí:+45J+ lO k- N -,._. 1 z -3 '4- / 

- -�-;=f�--�o�e�-=gl-_ �-�-��_V\fo--J�I �·s:r�+�vvttA d ctd�--�ovt�v����{tJ� 
�-=�r-=orfg-�=-c-s-eJ�<.>�d� --�co-�eV1-�e>._-���.tovfOt'( ea-L,{Ó�f��--J-i_[�rs1��----
�-:Jª"--=P -�r�e4�---erti __ -¡A�k. �;y-�) ¿_�_�$e 1 +Ct = 

-

-�-�--= = __ =��-��-----�-= 
- -----· 

-
- - ··- ·-

----
--- -- --- - ···---·- --

-- - - - .. ---- --- .. - . --- - ···-· --

----·IUI --- -.ua 1 - - M:¿ -.A3 IUI4-
. ' -- - -- ·- - -- -

.A� Io =--'�1 o -± - O -r_, .... _f c _j_-_,.....- ,b = - ---- · -- -- -- --- ---------· 
• i 

----�-=--�_-:=_=oB �--Fr--+--o� � Fz +DA -x �-+oc" F4 =-

_------� 
�--�= �-:�

�-
�-�

--
� 

' -=�---��=-=---=--=--6.�-6_-Q_" +� ::; _____ 9 _ _ _ o-±:_= e �9 - -- - - - --
-

-- --------

_--_::-: �----�-�=-= 19_=-._Q _ -�f = �- -34 �-� Q =--- -�-0 �_19 _i� ��---=_:z.¿t i{ _ ___ _JO -
' ' 

' -- ----· -·--·-- ¡ --·--·---

-=-�-=---�=---�-=.0z9J y_+.-=CiiQ�..)-+ __ c_, i9_f) +_-.(561-- -(io �) / 

- -�==-� · ---�-=-=--= 
--------------· ------ -- --- --- -- --- --- --- --- - ·- --- ��-,------i-' 

• 

d 1 i : ---es. - ec.?v--� ---------_ -- --- --- ------ - - -----· - -- - - ---- - - ---, - ----r:---:-
------- --· ------------

- . :----·_- --------------------------- . ¡¡--: 
=E;-= L16'E ±J&c>,j +5ok�7-���� _ __ ----====-=-�=�-��-= �- �- _, --¡ --(f)-

• • 1 : ' 
---·------- ------------ - --------- • 

J -�- -· -: . ' ' ! i : 
�-Q �fC?a_-'fV-��f s__f.��L�'f>JJi�GL-�J-�-/'�Jfr_l1� ':sfsle����-

' . .  , t-I �--��U_ll\ c.. ro�---�� soL c�.eJ_Q_,¡<t �LiQ,st�I�� �c±bir��s=-.sqvcí_� �-��� 
¡ . : 1 1 1 l .. 
_· - S -�-(4Sj + 10 K j N � _ _l=f_Qt1- \zO:f_t--S::Q ""t)_t-1��- : 1 . : r 

:'--;-;-;---;--,-,/¡ 122 ) �-- r "- � "-" r;-•' 1 



E J €� p.! o Jir� U ,=_1)_1,{ __ -:;,_rs f_e_�eo-- d_� __ .f!U_��s e�d?{_�y-�:lli-f'g_x_( q;__ 
+u ev-�- -J=r TFz � F; -d�l eJ et:Mtlo--a-u4-e-Y1�v-(:m; -10 );---T--�0-Y--k� 
-fveV�et fi � 24 C :-Z4� N; de L«�d; __ c;¡u� lt:t_-T?�-��J<¿-_accfo� de--¡�-&-

. . . . . . . .. . . fa.s � -por - Ps (o; o} �s-). ee,� 6ai¡�-� --�U0- ob.+-�8'�----l&(_!- <:D;k� e.-:; � 
-�� Ja.e V�c_ fovr�l� ca. �6(;( fctt-.( - J�J-�:S�f�-;_ J � e�� te- €j€fM p-1���--

, -- ----- - ----
1 

-
-
------- -

-
-- ------------------ --- --- ---- - ---------. 

__ Te��:eucio e.u e u e-c.A t-C(_ ttl 3 o uo.r Te: T� r--r�5;.; t�d� 1 -JQ. r eJ�� }f�--- ____ =-_-
_cu�.+�vr�r) as_( �bU<O -J�+oi-de_-�e-i-1-_� J;yob)e��---��--Qbtf�t-1�-:-. -��; 

· - --- -- - -- - --- -- · - -- - - --- ----- -- ---- --r ---15> -- 1( �---: 

·- M.o -=-M�+ M_; +M�')+ M� �-��o1±_rwj+_l_1:o_K_t�- o-=��-�-=5 =�; 
· - - -- -- - - _...: _ _ ____ ___ _ ______ z+ -Z.4 o ----� 

1 --- ------- ----- - - � ----- ------- - -- - -- ----o -; e.t<. que : · · 
: �- _r_ _ __ -M� � Tio-f+ 116 j +Ji-q�J-I-Iio_t:-:-ltoj �?)�_L10�;1-�-��:..@: 

' 

© 1 ój)_ �o; . f•�f"�c�o��� Jú -�e>v_���" J� .� e_��,;r�l�!��J��� ' 
: t:; fo� cQs ) -- IT ;L(,{a.tA � S o_( � E-\r�-� _st� �Jte -: -Eif�p-10 -ei4_.Po� -: -
. �1'� J� �l)�--�o·v-J9U���- v�C,J-_QvrcJ.eJ; c{f���f.et-t-t_��-�� -���-;¡_-; 
, =�� "_ =--_---: -- �-s. To N�=-���k)N-.:) �-- --=--=--�=------,-: 
' - ·-- �-- -- - --- -------- - ---· - - --, --;--- --- . --------------- -:-l 
, .  --- --· ---- -- -· - - -- - - . - - -- ' i --- ------------- - ----- ---_-·--: -¡ 

; Jo_- cot( { het c.� _ _  0�Y- q_�-e. -e t S:-r�,f�� --��do-��r¡V1e ·y_,;�f�e.���--a�c.-; 
: -(oo-vd _eu-�d.a.T -�9�to_tr�_I �T���f�1-J�� �-c�M- sfs�'t-Z'de fQ_i_��-- i) 1 , ·-r - . . 1 1 

��o-;�:EE+�r��� __ �.,�v _QI-{6 __ o_ \)�� 1\akeJ=slil�e-��-L----�_j-r ;-r . : 1 -- --- --------- ___ _. __ ----------;-: -�-- -- -.:__ ·�-:-------- --- ---- --: _. -: -: 
_ _ _____ , _. __ .__ ------------- . ' 1 

¡ ! 1 \ 1 i [ 
! ! ' ' ! ! 

---�� 7=.-c::-: ,----• ��-kltX" J 
; � --- ---... 

�- ---- --- -: -_-, 1 

-----------, -�-; --
-----------

1 

123 



- · -�- ---- - --- ---· ·-- -�-
EJ�\o nr-1z.- o-�-���r��+�� J� .P�-�-�-��- -�;f¡ �o��:¡._,._�tl�-�---ro�-- Lq¡ 
fu ev-t:aJ � a. J:; de.scvT'fas Ct coc-d"fuuact�. - - - ---- -------------- � ----

Fu e r lti-- : 

�-= 1o c...:·üt- K", Ñ 
� = -34f + 34-J; N _ � -=- -)oj +_Z4 �-� (:.¡ 

---�o s�};v·f� .. pe:<r �. pov: �

A (oJo) Í:Z)v.t 

-

-- � 

=-
to_ k) � -_ � � · -: 

-- -n --_ \0 e; ti --� --�---
. ���-� =� w J )-_N - __ : -�-

B(5Jo;o)V11 
C: ( 01_5, o) .ii . 

�(á(�) 01 o) wt
-

----�-14 { � 11; o) -� -- -
- n s - , - r;z �- - - -- --- - - . 

: - ----- - - - - ·  -��- Oi.üC _ _ ______ _ _ . _ . __ __ _ ___ _ _ 
-Á�� �ú �+�V{ e<Mo5l :. _ �=--�- · -- __ _ _  - . �-· --- -�-- ---- -· - --1..-....� -·-·-· ·-· 

. ' 
- R -=F; +11' +-Fa +�-F.¡ +--FS- +� - �J.ft;r-44-Jf-zo¡( �--�� -_-__;� ---- ---�/-
-ue -M' 

M
'L ---�3 .M..:t- �5 .u.G 

, ... ,o -=_ o*- -- o t.t"'•o + o+ P'fo t •�•D -· .. •M: ·.·. ��;��:-�=ª�·�ti���;¡�;��.�t��=-�·· ;.f+_=���=�/-�t 
- - --� - -J --l< - --�_l�-:� J -�--K. �=-=��-�==--- -- ---- .. ____ --- _ _ _________ .___. __ __ ----------- ----------- -----------

��Mo--:;�z._oJ} _ _:t-�(\�ji(izqfJ"-1-�f LioJ;It(�J_ici�kY +�(-: li:"Qt):=_�])�-!"_� ___ � 



X 

III.2 DEFINICIÓN DE EQUIVALENCIA DE SISTEMAS DE FUERZAS. DEFINICIONES DE 
TRASLACIÓN DE UNA FUERZA Y DE PAR DE TRANSPORTE. 

III.2.1 DEFINICIÓN DE EQUIVALENCIA DE SISTEMAS DE FUERZAS. 

z 
z 

X 

(a) Sistema I (b) Sistema Il 
Figura III.17 

Dos sistemas de fuerzas son equivalentes sí, y solo sí, las coordenadas vectoriales de ambos sistemas 
son iguales; así, considerando los sistemas 1 y 11 mostrados en la figura III.17, se tendrá que el sistema 1 
es equivalente al sistema 11, sí y solo sí: 

y, 

[ ' � 
F 

1 1 � [ 
[ I r;xF; +I m; ] � [ 

1=1 1=1 1 

n 

I 
i=l 

n 

I 
i=l 

F¡ 1 ' 

r;xF; +I m; ] 
i=l 11 

es decir, sí y solo sí tienen las mismas coordenadas vectoriales. 

Cabe mencionar que, el número de elementos de un sistema no necesariamente debe ser igual al 
número de elementos de otro sistema, para que los dos sistemas citados sean equivalentes. Aunque 

parezca obvio, también mencionaremos que, para todos aquellos sistemas conformados sólo por fuerzas 
11 

se tiene que L m¡ = O, pues tales sistemas no tienen pares de fuerzas (de momento m) como los 
i=l 

mostrados en la figura III.17 . 
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111.2.2 DEFINICIONES DE TRASLACIÓN DE UNA FUERZA Y PAR DE TRANSPORTE. 

Como ya se menc ionó al describir el vector representativo de una fuerza, ésta no queda totalmente 
definida si no cuenta con las siguientes características: magnitud, dirección, sentido y punto de 
aplicación; así, el efecto que produce una fuerza aplicada a un cuerpo depende del punto de aplicación, 
de la misma. 

Por ejemplo, si cambiáramos el punto de aplicación de una fuerza, sin modificar su dirección ni su 
sentido, parecería quese !rataJ:i:!de lal}1.isrn.aJuerza; ... sill-�,.awrdecon-lomencionado al tratar las 
coordenadas vectoriales de una fuerza, el cambio mencionado traería como consecuencia la 
modificación de los e fectos externos producidos sobre el cuerpo en el que actuara. Lo anterior se ilustra 
en la figura III.21 y se describe en los párrafos siguientes. 

p:_ .- .--

(a) 

p --

-

�------

Figura III.2l 

q ----

(b) 

En términos general es los efectos lineales serían los mismos, pero los efectos angulares no lo serían, 
como puede concluirse analizando partes de la figura recién citada. 

En efecto , el transportar una fuerza. que actúa sobre un cuerpo, de una determinada posición a otra, trae 
como consecuencia la modificación de la tendencia al giro respecto a un punto cualquiera. Por ejemplo, 
la aplicación de F mostrada en la figura III.21 (a) t iende a hacer girar al cuerpo en el sentido horario 
alrededor de O, en tanto que, aplicándola como se ilustra en la figura III.21(b) tendería a hacer girar al 
cuerpo en sent i do antihorario, alrededor de O. 

A continuación veremos cómo puede transportarse una fuerza de una posición a otra paralela, sin alterar 
Jos efectos externos que produce al cuerpo sobre el cual actúa. Ello puede efectuarse al aplicar un 
elem·nto llamado par de transporte, el cual va a formarse después de adicionar dos fuerzas colineales 
en equilibrio (aplicación del pri ncip io del equilibrio) con direcciones iguales a la de la fuerza que desea 
transportarse, cuyo soporte pase por el punto donde quiere trasladarse la fuerza original, lo que se 
esquematiza en la figura ll1.22(b ) : en este caso se trataría de transportar F de modo que su soporte 
pasara por Q. 

132 



p --

_.. _..---p' 

(a) Sistema 1 (b) Sistema Il 
Figura III.22 

Al adicionar un sistema en equilibrio con fuerzas cuyo soporte pasa por el punto Q (compárense las 
figuras III.22(a) y lll.22(b) ), los efectos externos no se alteran, lo que signifisa que ambos sistemas 
(1, II) son equivalentes. Sin embargo, el sistema II resulta formado por una fuerza F apl icada en Q, más 
un par conformado por fuerzas de magnitud F y sentidos contrarios; precisamente éste es el que se 

denomina par de transporte. 

Al obtener las coordenadas vectoriales del sistema l con respecto a Q se tiene que: R = F ,  y, 
M; = rPIQ x F, mientras que al resolver el sistema 11 se tiene que R = F además de un par de fuerzas, 

cuyo momento (mr) puede obtenerse mediante rp¡0 x F ; a este momento se le denomina momento del 
par de transporte; así: 

-

Como la dirección P¡P2 y rPtQ determinan un plano (ver figura III.22(b)), se tiene que mT es 

perpendicular tanto al vector r1,1Q, como a la fuerza F que es colineal con la dirección P.,P2 ; entonces : 

y, 

m1 · F= O , 
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Ill.3 DESCRIPCIÓN DE LOS SISTEMAS DE FUERZAS IRREDUCTIBLES. CONDICIONES 
PARA QUE UN SISTEMA DE FUERZAS PUEDA REDUCIRSE A UNA SOLA 
FUERZA. MÉTODO PARA REDUCIR SISTEMAS DE FUERZAS REDUCTIBLES A 
UNA SOLA FUERZA. CONDICIONES PARA QUE UN SISTEMA DE FUERZAS 
PUEDA REDUCIRSE A UN PAR DE FUERZAS. MÉTODO PARA REDUCIR 
SISTEMAS DE FUERZAS REDUCTIBLES A UN PAR DE FUERZAS. EJE CENTRAL 
DE UN SISTEMA DE FUERZAS: DEFINICIÓN; ECUACIONES VECTORIALES Y 
ECUACIONES CARTESIANAS. CONDICIÓN PARA QUE UN SISTEMA DE 
FUERZAS SEA REDUCTIBLE A UN MOTOR (FUERZA Y PAR NO COPLANARES; 
LLAVE DE TORSIÓN). MÉTODO PARA REDUCIR SISTEMAS DE FUERZAS 
REDUCTIBLES A UN MOTOR. 

111.3.1 REDUCCIÓN DE SISTEMAS DE FUERZAS. DESCRIPCIÓN DE LOS SISTEMAS DE 
FUERZAS IRREDUCTIBLES. 

Definiremos como reducción de un sistema de fuerzas al proceso que consiste en obtener, de un sistema 
de fuerzas cualquiera, un sistema equivalente que se considera irreductible (mínimo en sus· 
componentes) que produzca los mismos efectos externos que el sistema original . 

Los sistemas irreductibles son :  a) el constituido por una sola fuerza, b) el conformado por un par de 
fuerzas, e) el constituido por una fuerza y un par no coplanares (también conocido como motor, o llave 
de torsión), y, d) un sistema de fuerzas en equilibrio . 

Así, al obtener un sistema de fuerzas considerado irreductible y equivalente a un sistema dado, hemos. 
efectuado y concluido la reducción de éste. 

111.3.2 CONDICIONES PARA QUE UN SISTEMA DE FUERZAS PUEDA REDUCIRSE A 
UNA SOLA FUERZA. MÉTODO PARA REDUCIR SISTEMAS DE FUERZAS 
REDUCTIBLES A UNA SOLA FUERZA 

Siempre y cuando cumplan con las condiciones correspondientes, los sistemas de fuerzas que pueden 
reducirse a una sola fuerza son los: colineales, concurrentes (coplanares y espaciales), paralelos y 
generales en el plano. 

En este tipo de reducción se consideran dos posibilidades: 

y, 

A) la reducción consiste en una fuerza que pasa por el origen del sistema de referencia, 
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B) la reducción consiste en una fuerza cuyo soporte no pasa por el origen del sistema de 
referencia . 

Para la posibilidad (A) las coordenadas vectoriales canónicas del sistema por reducirse deben ser : 

n 

R=I F¡-:F-0 
i=l 

y 

n 

M o= L r¡ x F¡ = O . 

i=l 

Lo anterior se presenta, por ejemplo, en cada uno de los dos casos mencionados a continuación . Se 
sugiere al lector identificar otros casos en los cuales se presenten las coordenadas vectoriales recién 

citadas. 

1) cuando el origen del sistema de referencia esté sobre la línea de acción de un sistema de fuerzas 
colineales, según se ilustra en la figura III.26 

'� 
' 

' 

� 

X 

z 

'�------------- y 

(a) Sistema de fuerzas colineales cuyas línea 
de acción pasan por el origen (O) . 

z 

X 

(b) Sistema equivalente, consistente en una 
fuerza que pasa por el origen (O) 

Figura III.26 
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2) cuando el origen del sistema de referencia coincida con el punto de intersección de un sistema de 

fuerzas concurrentes, como se muestra en la figura III.27 . 

z 

(a) Sistema de fuerzas concurrentes 

en el origen (O) . 

z 

o 

X 

(b) Sistema equivalente, consistente en una 
fuerza que pasa por el origen (O) . 

Figura III.27 

En síntesis, cuando las coordenadas vectoriales canónicas de un sistema de fuerzas son R =1:- O y 
M o= O, el sistema puede reducirse a una fuerza que pasa por el origen del sistema de referencia. 

Para la posibil idad (B); es decir, para que un sistema pueda reducirse a una fuerza que no pasa por el 
origen, las coordenadas vectoriales canónicas del sistema por reducirse deben ser: 

11 

R=í:F¡=F-0, y, Mo=r¡ x F¡=F- O 
i=l 

además deberá tenerse que R y M o sean perpendiculares, lo que se verifica de resultar nulo el producto 

escalar entre las coordenadas vectoriales citadas, esto es: 

R · Mo=O 

Lo anterior se puede presentar para los si stemas de fuerzas mencionados en el párrafo inicial de este 
subtema (III.3.2); así pues, cuando ello ocuna, el sistema mínimo equivalente (irreductible) será una 
fuerza cuya línea de acción no pasa por el origen. 
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Metodología para efectuar la reducc ión , de un sistema de fuerzas, a partir de sus coordenadas 

vectoriales canónicas, cuando estas son, como las ilustradas en la figura 111.28; es decir, perpendiculares 
entre si. 

z 

X 

Figura III.28 

Pasando por un punto P (cuya manera de determinar se verá más adelante) ubicamos dos fuerzas en 
�quilibrio, de magnitudes iguales a la de la resultante R , cuyas direcciones sean paralelas a la de tal 
resultante, según se muestra en la figura JII.29 . 

z 

X 

Figura III.2Q 

Este nuevo sistema (el de la figura III.29) es equivalente al anterior; en él se crea un par de transporte de 

tal forma que su momento iguale a Mo ; esto se logra ubicando al punto P conforme se indica más 

adelante. 

Al efectuar la reducc ión de este nuevo sistema, obtenemos otro más simple (irreductible). 

Así, cualquiera de los sistemas de fuerzas considerados, de coordenadas vectoriales canónicas R =1: O y 

M o� O, con R · Mo =O , tendrá una reducción a una sola fuerza, dada por R, ubicada fuera del 0rigen 

según se ilustra en la figura 1 ll.30(b ), donde res el vector de posición de P . 
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z 

X 

(a) Coordenadas vectoriales canónicas del 
sistema que puede reducirse a una fuerza 
que pasa por O. 

-- R z 
P(x ,y, z) 

---

(b) Sistema irreductible, constituido 
por una sola fuerza que no pasa 
por el origen del sistema de 
referencia. 

Figura III.30 

Para que los sistemas 1 y ll, mostrados respectivamente en las figuras 30(a) y 30(b), sean equivalentes 
deberá cumplirse que: 

[ R ]1 = [ R ]11 [Mo ]1 = [Mo ]11 = r x R 

Las coordenadas del punto P podrán obtenerse· con base en la ecuación vectorial, 

Mo=rxR ... [ 1 3), 

o basados en la ec uación cartesiana de la recta que es factible obtener partiendo de las tres ecuaciones 
escalares que se generan a partir de esa ecuación vectorial. 

Como P será cualquier punto de la línea de acción de la resultante del sistema reducido, P podrá ser 
cualquier punto con cuyas coordenadas se. cumpla la ecuación vectorial recién citada, o la ecuación 
cartesiana mencionada en el párrafo anterior . 

Resumiendo, cuando las coordenadas vectoriales canónicas de un sistema de fuerzas son diferentes de 
cero, y además como vectores son perpendiculares entre sí, es posible reducir el sistema original a una 
sola fuerza que no pasa por el origen del sistema de referencia, cuya representación vectorial es la 
misma que la correspondiente a la fuerza R, según se muestra en la figura III.30(b). 
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Ejemplo III.l9 

Teniendo en cuenta que F,. F2 y F3 (además de pasar por P) pasan por R, S y T, además de tener 
magnitudes de 39. 26 y 13 newtons. respectivamente, determine las coordenadas vectoriales canónicas 
del sistema de fuerzas concurrentes mostrado en la figura Ill.31. Despues de ello: a) compruebe que el 

sistema conformado por F1• F2 y F3 puede reducirse a una fuerza que no pasa por el origen, y, 
b) obtenga las coordenadas del punto Q, situado sobre la línea de acción de la resultante , que está a la 
mínima distanc ia del origen del sistema de referencia. 

z 

S T/ + * 1 1 1 1 1 1 

�', 1 F, /./ : 1 
1 1 

1 
1 R (6,12,12) m 

S (0,12,12) m 

T(0,20,12) m 

P (3,16,0) m 

1 1 
------ Y 

o 
X 

Resolución. 

' 1 / '- ,J/ 1 ' p 
Figura II1.31 

Las expresiones vectoriales de cada fuerza resultan: 

[Pítl [3i-4j+l2kl. _ F1 = 39 IDD1 == 39 7 · 7 7 == 9t- 12j + 36k (N] 
PR¡ �3- + 4- +12-

F2 == 26 ll � l = 26 [ 3¡ + 4 j - 12k l == 6i + 8j-24k [N] ¡sP¡ �32 + 42 1-122 

[-] [ ] 
TP 3i - 4 j - 12k .., . . F = 13 -==;;- = 13 - = -' ' - 4J- 12k (N] 3 !TP! � 3 2 + 4 2 + 12 2 
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por lo que las coordenadas vectoriales canónicas, del sistema de fuerzas concurrentes dado, son : 

y, 

11 

R= I F¡ 18i - 8j + Ok [N] 
i=l 

i 
Mo=r,, x [I F¡l = 3 1=1 18 

j k 

16 O = Oi + Oj - 312k [N ·m] 

-8 o 

Comprobación de que el sistema dado puede reducirse a una fuerza que no pasa por "0". 

Con base en los valores dados por ( 1) y (2), se obtiene: 

R · Mo = (18i- 8j + Ok) · (Oi + Oj -312k) =O+ O+ O= O , 

... (1)' 

... (2). 

y como también se tiene R :t O y Mo :t O . queda comprobado que el sistema es reductible a una 
fuerza que no pasa por "O". 

Ahora determinaremos el punto Q. de la línea de acción de R, situado a la mínima distancia del origen 
del sistema de rcl'crencia; se tiene: 

y, 

i j 

R x M0 = 18 -8 

o o 

k 

O = (2496 - O)i + (5616- O)j +(O- O)k , 
-312 

debido a lo cual el vector de posición de Q viene siendo: 

'm= 2496i + 5616! + Ok = 6.43i + 14.47j + Ok 

(m&) 
entonces, las coordenadas pedidas son 6.43, 14.47 y O (en metros); es decir que Q(6.43, 14.47, O) m. 

Nota.- Se recomienda al lector comprobar esto siguiendo un procedimiento diferente al que empleamos 
aquí. 
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111.3.3 CONDICIONES PARA QUE UN SISTEMA DE FUERZAS PUEDA REDUCIRSE A UN 
PAR DE FUERZAS. MÉTODO PARA REDUCIR SISTF.M4S DE FUERZAS 
REDUCTIBLES A UN PAR DE FUERZAS. 

Los sistemas de fuerzas que pueden reducirse .a un par de fuerzas son los: conformados por fuerzas 
paralelas, y los generales. tanto en el plano como en el espacio, siempre y cuando sus coordenadas 
vectoriales canón icas sean: 

11 

R= I F¡=O ' 
1=1 

y, 
11 

M o= L r¡ x F¡::;:. O . 

i=l 

Esto implica que el único efecto externo que los sistemas mencionados pueden ocasionar a cuerpos, 
sobre los que se apliquen, sea una tendencia al giro . 

Hay que indicar que las fuerzas de l par (que conforman el sistema irreductible) están indeterminadas 
pues, aunque con base en M0 podemos determinar planos donde pueden ubicarse ambas, no podemos 
saber su magnitud , dirección y puntos de aplicación, en tanto no se disponga de datos suficientes para 
obtener las características recién citadas. 

· 

z 

-> 

X 

(a) 
Figura III.32 

X 

z 
-F=? 

�---------------- y 
o 

(b) 

En síntesis, cuando las coordenadas vectoriales de un sistema de fuerzas resultan R = O y M0 ::;:. O , 

dicho sistema tiene como sistema equivalente a un irreductible formado por un par de fuerzas, 

conociendo de éste únicamente su efecto ; es decir su momento, que serviría para determinar las fuerzas 
del par, teniendo en cuenta las propiedades de los pares de fuerzas. Lo recién mencionado se ilustra en 
la figura III.32 . 

Acorde con lo hasta aqu í mencionado, el proceso de reducción a un par de fuerzas (cuando procede) 
consistirá en determinar (considerando lo que se especifique) las fuerzas del par citado, quienes 
necesarian1ente deberán ser tales que las coordenadas canónicas, del sistema reducido, sean idénticas a 
las del sistema original. Se recomienda ver·el ejemplo III.20 para apreciar el proceso recién descrito. 
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111.3.4 EJE CENTRAL DE UN SISTEMA DE FUERZAS: DEFINICIÓN, ECUACIONES 
VECTORIALES Y ECUACIONES CARTESIANAS. 

Al efectuar la reducción de un sistema general de fuerzas, en ocasiones nos encontramos que es posible 
reducirlo a un sistema mínimo equivalente (irreductible) formado por la resultante R del sistema y un 
par de fuerzas cuyo momento, que l lamaremos m11 , además de ser colineal con la fuerza R tiene 
magnitud mínima . 

Es en esas condiciones cuando el sistema dado es reductible a lo que se conoce como motor (llamado 
también llave de torsión), formado por una fuerza (R) y un par no coplanares, siendo m11 (el momento 
de dicho par) colineal con R (resultante del sistema dado). 

Si Mo es el momento (respecto al origen) del sistema dado, el mismo podrá descomponerse en dos 
·direcciones: su proyección sobre la resultante (precisamente m11) y su proyección en la dirección 

perpendicular a R cuyo valor será precisamente r x R es decir el momento que toma la resultante, o 
sea que: 

M0= rxR +m11 

Con base en lo anterior puede decirse que m11 es tal que: 

donde eR es un vector unitario con la dirección y el sentido de R , o bien que: 

X 

z 

¡ 
/----------------- � 
o 

-----;: 

(a) Sistema original (I) 

m = 

0 R 
[M ·R ] 

11 R·R 

� 

p 

X 

�0-------------------- y 

Figura III.34 

(b) Sistema equivalente (II) formado por 

R y m11 
; la recta que pasa por E' y 

por E, colineal con el soporte de R , 
recibe el nombre de eje central. 
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Entonces, con referencia a los sistemas l y II mostrados en la figura III.34, tenemos que: 

[ R 
� t. F, 1 � [R]11 'y, 

[ 11 

Mo= � r,xF¡ 1 �rxR +m11 

La recta colineal con el soporte de R se conoce como eje central, mismo que se define como el lugar 
geométrico de todos los puntos P, del espacio , con respecto a los cuales el momento del sistema es de 
módulo mínimo. Ver línea E'E en la figura III.34(b). 

A la expresión 

Mo=r xR + m11 ... [14], 

extraída de la doble igualdad vectorial recién citada, se le conoce como ecuación vectorial del eje 
central. 

Obsérvese que [131 puede considerarse como caso particul ar de [14], correspondiente a la situación en 

que mil = O ; es decir. cuando el s istema reducido consiste en una sola fuerza. 

Para obtener la ecuación cartesiana del eje central nos valdremos de la expresión: 

rxR =Mo-m1, 

obtenida a partir de [ 14], donde 

.i 
rxR X y 

Rx RY 

Mo ya se especificó, y m11 ya indicamos como obtenerlo. 

k 
z 

R. 

... (1)' 

.. (2)' 

Teniendo en cuenta el desarrollo del determinante de (2), al escribir a los elementos de la expresión (1) 
en función de sus componentes, tenemos: 

(Mo .. ,)i + (Moy)j + (Moz)k - [ ( m11, )i + ( m11Y )j + ( mu, )k] 
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de donde, por igualdad de vectores, se obtienen las siguientes tres ecuaciones escalares: 

y, 

misma que pueden escribirse en la forma: 

y, 

yR:- zRy = C_,. , con C\- = cte 

zRx- xR: = (�, , con (� . = cte 

xR,.- yRx = C: , con C: = cte 

... (3), 

... (4)' 

... (5), 

... (3')' 

.. . (4')' 

... (5')' 

Ya habiendo llegado aquí, la ecuación cartesiana del eje central podremos obtenerla con base en (3 ') y 
(4'), basados en (3') y (5'), o bien en (4') y (5'); sin embargo, una vez obtenida dicha ecuación (con 
base en alguna de estas parejas), es aconsejable verificar que un punto que cumpla tal ecuación también 
cumpla la (ecuación) que no formó parte de la pareja que la originaron. 

Por ejemplo, si para obtener la ecuación del eje central nos basamos en (3') y (4'); como de (3') se 
obtiene: 

y de ( 4 ')obtenemos: 

al combinar (8) y (7) resulta: 

xR= + Cy = yR= -Cx 

Rx Ry 

... (7), 

... (8)' 

= z ' 

que es una ecuación cartesiana del eje central, misma que pu!!de presentarse en otras formas, 
después de realizar operaciones algebraicas válidtts. Se sugiere ver el ejemplo III.21 , donde (entre 
otras cosas) se determinó la ecuac ión del eje central (en forma simétrica) del sistema da<;lo, con basé en 
ecuaciones como las (3') y (5') (recién planteadas) al resolver el inciso d) de dicho ejemplo, y 
posteriormente (después de la resolución del problema) dicha ecuación se obtuvo haciendo intervenir a 
ecuaciones como (4') y (5'). 
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111.3.5 CONDICIÓN PARA QUE UN SISTEMA DE FUERZAS SEA REDUCTIBLE A UN 
MOTOR (FUERZA Y PAR NO COPLANARES; LLAVE DE TORSIÓN). MÉTODO 
PARA REDUCIR SISTEMAS DE FUERZAS REDUCTIBLES A UN MOTOR. 

Los sistemas de fuerzas que pueden reducirse a una fuerza y un par no coplanares son los sistemas 
generales en el espacio, siempre y cuando no sean reductibles a una fuerza, a un par de fuerzas o al 
equilibrio, situación que se presenta cuando las coordenadas vectoriales canónicas del sistema resultan: 

y, 

11 

R=I F¡=t-0 , 
1=1 

n 

M o= L r, x F¡ :t. O , 

i=l 

y además se cumple que R · Mo :t. O ; es decir que sus coordenadas vectoriales canónicas no son 

perpendiculares. Ver figura III.35(a) . 

Esto indica que, los efectos que producirá el sistema de fuerzas original serán una traslación y una 

tendencia al giro, los cuales también serán producidos por un nuevo sistema equivalente, irreductible, 
conformado por una fuerza R y un par de momento m11 (de magnitud mínima) con la dirección de la 

fuerza resultante, según se ilustra en la figura III.35 . 

z 

-·-·------------ y 
o 

(a) Coordenadas vectoriales del sistema 

original, donde e :f. 90° . 

' 

" 

-----------------'--- y 

(b) Sistema irreductible, constituido por 
una fuerza y un par no coplanares; es 
decir, por un motor. 

Figura III.35 
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En síntesis, cuando las coordenadas vectoriales canónicas de un sistema de fuerzas resultan R ::¡:. O y 

Mo ::¡:.O , con R · Mo ::¡:.O, el sistema original tiene como sistema equivalente al irreductible formado 

por una fuerza y un par no coplanares; dicho sistema irreductible recibe el nombre de motor, o bien el 
de llave de torsión. 

Teniendo en cuenta lo visto en los desarrollos de este subtema y del anterior (III.3.4), enunciaremos los 
pasos a seguir para reducir un sistema de fuerzas a un motor (siempre y cuando esto sea factible); es 
decir, los que hay que llevar a cabo para definir completamente los elementos del motor al que puede 
reducirse un sistema. 

a) Con base en las coordenadas vectoriales canónicas del sistema dado, hay que calcular el momento 
del motor (m11); recuerde que: 

equivalente a 

[M o ·R]R. 
R·R 

' 

ya a estas alturas conocemos las expresiones vectoriales de los dos elementos básicos del motor, m11 

y R (fuerza resultante, tanto del sistema original como del reducido); para definir completamente 
dicho motor, sólo faltaría determinar la ecuación del eje central (a fin de conocer la ubicación de R), 
así como las fuerzas que habrán de constituir el par cuyo momento valga precisamente m11 

b) Obtener las ecuaciones vectoriales y escalares del eje central, para lo cual deberá procederse como se 
indicó al estar desarrollando el subtema anterior (III.3 .4) . 

e) Determinar las fuerzas que constituyan el par del motor; para esto hay que atender cuidadosamente a 
las especificaciones que las definan, así como tener siempre en mente que el momento producido por 
ellas debe igualar a m11 • 

Se sugiere ver el ejemplo III.21, donde se lleva a cabo el proceso recién descrito, e incluso la obtención 
de cuatro diferentes pares de fuerzas correspondientes a un mismo par motor. 
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es Je.cfv e\ vcJ6v ¿�1 MOtMQuto de\ �fstetMct de<do1 re�pec-+o o.l 
Ov(gell\1 hecho q_ue_ S� \¡\o_r p?dfc/ \JI?v?ffcay. 
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A CoLAfí'�ue<c�ot; pveSeuiet«{oS UtA.C< so(ucfb� que sf'�ue. fe11fe�-<do 

�Vt e LJ-t>ud-o. I(Á ?JQC( Q)(' pu�c+c.. �1 ei rQCf' tfcC<(/ o.__ T; 
J 

e� dec?V 

Q U!AQ c:le_ }cd. foev-t:oJ �Q \ pav fe d'rJo, 

Solcx:f� :3,- �s.t� J� obfeV1Jvewro! baJe /CL cou dPcf'� dQ �ue 

lQ drs. tcn-1CftA._ -eV4-tre las -fueV�Ct{ d.QI ftXV <;o1rcr-�do rell\,g� Uvt 

dc¿+evwT'vtGtclá vodov; �ve. elA e__cT-a. ct(�o fowu:{r{>LMD!. cowto 2.{41\1-11. 

Covt ba�e eV1 (±) puede dec'i'Ltsfl c:rve el �ódu(o Je\ vvtowevt+o d�J 

pav buscC{Jo re$.u(tc. � 

lm111 = �(45)2+(W)7+(bo)"L -=-Jq:zz5':::: 15 W 

1 c_o�o dfcJ1o w6dulo debe 'P�ut<lov GL (a tM.a_0ucr-f-ud de cuaiCfu?E'� 

�Q_ \�s. fu-evl:-cúJJ�l �v; W1o\hp(fcad6 pov !Ct Jrs.tO.tAc?(Á_ ev,+ve lo� 

�D�ov+a� d'\'_ \a� tu('!;;to.� e_ ftQdcd) pode<.«oi e�+oblecev �ve·-

15 ffi1 = (T, )(�&); 

d� dol--1. de Se ob+�{?VIe. TI -=t--5 t-J, va._lov �(}€- lle Vc:tdo � @ dt<.-

(u g a .V ce \ = �: � = lO t.<A ) 1 o � ue O etc.{ Pov..c.t que � 

T¡ = 1-.5 G ( .4-f'-3J)j = 6 e- 4 • .; J, � 
J 

c.o� ()!{ s.bpor-k> qve f•!Q por el N\'aeH) 

pav� \o cuo 1·. 
T:z__. -=- -� = -(, f +-4.5J; N 

J 
CPV\ O VI. a. \ ("'-e e,_ de a_ccf� �u e �a(,q fov H. (o1tOJ-Ic 

PetVCA elte ca�o se.+reVIe c:¡.()e) el WlOU1'E'l-1tD del p(jv tovu,tado ro� T. 

'í Tz,) ad?cf'ovtado d((_\ \tiAotAAeu+D de.("'- r�.sultcn-tte)CO(I1 re!..

r�c� o.\ ovf8�vt)do. �ov r-��ui+C<do� 
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e s )(_ e s k 
oP:¿ X T;2, + D Ft'( )( R-=- o ID -lo + -Z.1.'i -3 o -

-� 4-.6" o i j-2., !C., \C, 

-=(45f+bOJ+00�) tc:-4ef+3bj+olé}= -3f+CfGj+0oK.J N·WA) 

o �QCA... el va..,lor c¡--ue. t?evte el 'v11!oiMt>tA.to d-e( .;;f�fel41a.. de;._ do/ COL{ v�

rQc.to a_( .O\Ifff-eL-1) lo cut{! Se Ub� s.o/rc.ft6 VevfiTcar. 

�V\s.e8<..Rdú pve.l.-evt4awos uvta sofucf'� (la_ coa vio.\ do� d-e T1 ltA.. e�-

p-{> e ftfcC<I.I"lo� d-e.. vvtcd1erú d PteV-et.de rA leA. que coVV''Pifov. dr6 de Vt{cuwr, 

cow 6vt. �aV01. cadc. lJUC< de \aJ pri"�efoJ +re.!. s.oluc-fbUE>L 

�OlocfÓN 4.- Covu.o e� CO\A dPcf'o� �ve ·(CA� .fu€v-f:.o� del pav busct:do 

e.s.fe� CotA.feV1q>Jo� E>VI e\ pla�D de eructe� �x+4Yt-4-l=o--@) 

(o etl\ LH1b pcd'o.lcelo a Jd<2) 1 al p-evf-evtecev +aV1+D e( orf�-e0 

) r r �e 
cot.uo Q(4) -t -1) ctl h\a_�o crr-fado) hodQ woJ ei +ah lecev q�l7" 
pr.de pov e�+os dos �u�tos., e� dedv �ue tf'l-{8C<. \C<. dPYeccfo / ev 

fo cuo:.l +f'V1dt€�MOJ qDe� 

T,-=T¡eoq =T1[�(4�-zJ-�'D -® 

D <;.eq 1u-e T; vto c;q.ued(;(v¿{ �loJ�d6.-el.-1 uflA�uL{o le lol p/ouoi 

C.OOVd�u�db11 lA f E'l1 r \avto 0- �(JOJ..(Q parQ (e lo C< e \lo�· 

A. c.c,._JCL "o. / ov de. 1¡ le corr�'�po�d"'vc( UV\C\_ �o\ocf�; nosoir-o�1 pe1vo, 

�o.cflf'fov cdlculos, Ovdopfv-r-�U-{o� T1 -==-ffl NJ po.vct �\ cvc-.[ +�V1ElMóS: 

. � =-4L-1j-k_/N/ Cü'{o soporte ro�� �y o·'( rov Q. 
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E-:..fobkc-f-e�Jo 7ue Q-¿ ('><�)'l:z 1 lA) �s vr<. puv¡-fq d� 1�<:. I(Y�eQ de acePo� 
��· 1;. (<fuf€� obV?4V111evde) es. f'3uo.l o. -T;'\ el WowH vtio de T; Yes.'pedo 
o Uvt pu'-"'to del s.opoY+e de Tz. Cto\M.t\do e0 ede ctt�o co�·vwQ0,re.sul+-�� 

--=---+ e J ¡¿. r Q20 xT1 = -x¡_ -Yz -'t.z- ('f2-l1z) f+(-4l.z,-X1)J+(lx2+4Y.z) K/ 
A. --¿ -! 

1 <::ovt1o es1o debe sev fgu�l Q.l vo.loY de h'ln:; do_do �oy ({)1 Jebevc( 
CUW� p\'fy $e: 

(Y2 -lv1.z_) ( + (-4 Zz -Xz.J J + ( Z..'l.¡ +4-Yz.Jk =45� +60j +f>o�, 
/3uu.kL:zd Vedov'fcd d� dotAde SQ obf!eVI�'V1 \a..s sí'd<.f(e0h·s freí ecuc¡cfbvte_( 

e(,cct le< re�� Yt- Zl.z, :=. 45"- -@ J - 4-l¡_-X.z._-= 0 . -@)Y; z x2. +4 '(L -=-�0 --··@_; 

llA ?�y�\dti.d ®puede e5,cr·rbFvse ev¡ \CA. toywo. 8Z.z_-4Y¡=-IBO 1 

V-A'f's.vt-lo. 1-u� -sotMctdC!. vv.fe�M0ro "'- VVI.?et«bvb co�A@ de... \o0ov- a..-

2,_;1,z.. + B Zz_ =- IW) Fcru�/c:Í.e>-d erJT'Ue<. \Qt .. de Cl -4l:z.- Xz. = bÜ / 

€'S decfv a.. (g\ Yo� por- la. cua.l o.-pavf�. +{ vvt<·vric v�c:¡u€r··fr(co'v<oS 
de. olv0- E'\U�éP� Cfue. r-el�cPo?-rol-it a. X1-_1Y2; 'i:;:z_) �fv¡ �vvtbcvvgó 
k.D ei o...s(¡ YCA �ue. Qz, puede Ser cocx.)�IJ'i'fV'O. de \ot rl)�tof 
d�t -sofoY1e Je. Tz; 'v\05:oTro� toU1ctV'�tM'o� -e\ Q:.:z., <::orV��paAdf�wfe 
Q( f>uxto do vt d� € \ :sopov-\-� ve e��� c. 'i'+t?. Jo C.otrttit al r '� vtO X y/ 
o sea. e\ Oz_ pC{vc;, �t CU¡:z) i1_==0) vcx.lov r;quQ !lev�.d() � @) y 

o. @ Ja/1! �ov vesuliCA.do/ yesp�rffv�<Meu.-tQ.; )�=45,. Xz.-::.-GO, 
\Jo.. lov-es Cf-ue CcvC<.I d€bíV� �er-) CCJMp(e« 1� ecv?\cfb¿; @) �v� vto 

se �1M�\ e 6 raYO. J � tevVv1 \'lA C< V 1 o S. E v•Jt>l'\c.:el 0-<4v( -+�11 eut oS Q;z._ (-60) :s-)o). 
As( cow1b ete.�frMo� Q-¿ (cov-, iz.==o)J pl)d'í'w.o.5. h�bevfo ekgfdo CoUAo 

�\ ro�+o <le¿_\ sopov+e cleT.z cov+tí' 01! p\�vto 'f.l; e� dec.t·v G\t 
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EJt> �� p1o ill· .Zl (c.o!JtfKua cY61t1J (llj¡i) 
puv\+o pctvc-. el 'üctl Xz_=-0; VC{Io(; ttl CUt{) SPdo;, @y@ le 

corre'� polll J v v-t los VrA l o�e� Y;z_ = 15; 1:.;¡__ =- \5 ·; VVI ?� LAAOl 4v� (eo�0 
dq_b-e sev) cuWcpl� \�A ecuo.cf� @).J ctue Y!o se utrrr.có pwtc. 

dé +{!_1¡ wt f IÁCU· ¡os.. Es J e d'v �U{2) r� va... erto úl-f fW10 se 4�(,1 d v(a_ O:z/s 15;-15) 

Q e S vtM � f'U J o1 e¡ ro.!( de e s+q (cutU'ití\) SO) ()C?O� e dd COtA +ojr ¡lv1 (?¡do foV; 
TI = 4f-ZJ- \o(J N/ CoV1 UVI soroYtE. f!Vt. po{tt ror el ovfoeVí y pov Q(4/-1.J-I\ 

( poY� 
T1.-=-�=--4f+ZJ+I(_JN; COV1 OfA.C.. ltV1�ú d<Q O,CCP� �ue post\ ror'Q.z_(-cP9.q�DJ 

Evrto/1C'2�; rola. �s\{? co�O se +reV!e tu'E'; el VUOWI-flltlto de\ toVlMC<dO Fv 

l; 'f T2; ad PcPoVICA�o J�\ VV1oW/I?V(+D de lcz Ve:=ulfe�r�fe) '-O� h'Sf9c1o 
CA_\ ov-F0eVI1 da.. pov Ve.(ul-1a.do·. 

� --:_-1; � f K t S 
DQz.- x1_ + O�Yt- )( J2 =- -c,o 45 o + o o 

-4 2.. 1 \l., \{;, 

-=- (45f+b0J+�o�)+- (-48CC+�Gj+ok)=--3f+C1�J+GOI:::=; N·w} 

es dec'f'V el valor 1-ue tf.eM-<? el VV10Wt h1W �el S�.S.fE'U-<4 dC1Jo) COl!� 

1'1:?� pecto � \ ovl8elAJ lo cuo../ se VIO� p?df6 Jcvftf'ctl. f', 

�oTA.- Se2'-�:- puf.d"' qpHcfa_v�z �v� e\ J<¿�c. vvollo ci� f'itc-. reso(ucPÓLJ,,� 
o6+uurv_.�,o5 lc:t ecuC<,cfo� ca./fE>�P,;u--:o J91 eJE. cevr�rc��-' f'v( s.u tcl-'il/(( 

Sfwifvt(e<._, hcNfevdo fv-ft�'VQvPv /a{ I(C(JtHf-'ol-'e_; ?de.AfF{Pce<doSco¡,¡¡,o 

@ 'f ([) ¡ SQ rem(Mf(\,.do. o.l 1 fdov ob-t��er Jrc� e cua_croj/f recfsc. w f 0ie 
Cill lv. {ovvl1({ cf +od� ha.ct�?vdo 'fl.A.�Y¡VE'Vi�-'r o_@\'([)) c.__ cCJ.,;#(,.{ Jo(fc(, 
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6l-4x=q 

4x -3Y==-D 

'De ® obt�vte �oS'� 

·® ./ 

@. 

)(= �y -4-
·-----· --· - --- ----- 0 

-el-{ t,. �+o �l.) e 1 de ® se obffeV�e ·. 

X = 3�- q - - .. --
4-

eo �;�. bCI.le evt ® 1 (i!) tue.de �crtbn·s.e cque: 
V - 3Y- 3�-q ' 

" - 4- - 4 } 

---- -- . --(-})) 

d'?ufdfevtdo e_vtfre 5 -ta.�+o el 1'1UW!e\'o.dov ColMo el de'1owt?V1C{Jor 
de. to.J� u�o de los tocY��-ki de e.do. �o"1e �duo..lda.d t�bievtE'tMcl; 

'( l-3 
X= 4-/3 4f3 

crue eS. lct -t'orlt11\Ct S.?W)i+�'(Ct1. de �� €CDctCf� (CA.yfeJf'a �Q..)" del 

-eJe e.e�o.\ c.ovve�potAdfe"t-f-e a,/ t«ofov de esie eJel.-<{�ló) 
vv.nVV\ú.. �ue. obtov?IN'to1 cocMO ® oJ -r-��olvev e.l ftAcfSo d) 
de. e�t€ prob\(?;MOI) c.o1,1 ba�e evt [tt� ecuo_crol1e1 fdQvrlftfcvr.dai 
ColMO (0 'f ®_· 

tJ o deje. p u es .) ) e e: +o VJ d e_ o b -te �H� r e s t a. e e u a_ e P� h � e fe 111 d o 

? V\ t�hJ Q \1\? V Q... (f) '( o.. ® 
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EJn«p\o ni· V. 

l-C( p) tl e o J"' 1 � -f r 2 v r c1 IIf. 30 s e e � cu E' t1i· re, :s �e te;; ct 1 s ?d f lVI {,;. �<--< o s7 v� d � 

Co Vl�t durd" por L·H -fuE' V Jcd F1 � g F4 F:5 � f:::¡ y f8 7 c)dúJ -e/)a S f'Y� 
) ) ) ) .) "'J J ) ) 

!,{ tVJ i OV15 .J e u� o� S oporft-5. f {.{So v¡ f"f'ipe cÚ V o V.H (,{f,. rov A (4/)1 o)) E (D_,J33)) 
o(o)o/o\ ])(oJ4)o)) e LD/�;)Ó)) B(4;b¡D)) �(1)4)0) y G(J)3_p\ pv/A-1oJ cuy4j 
c.ooydE'IAOtdo.s e<:fc/1'1, de�Jcd �vt 'vVt�1ro�. Cov. Dc(.se fV1 el/o: 
a) ob-ft!{8({ lC<� CóOVdQ�ú daí vecfov�C{ld c.at.-fC5!1Pro.! A'<) s?de�Mc.. derrvrio) Y; 

b) ck1Evv-..-,fVtt' cuál e� 1:l s���w.c; e�urvlÁ.fevde IN\aJ 2-rw.ple Cl1ve puetl( redu
c,fv�e é\ �Psfe�{C� doJo; ��o/ covt cluy.e d<: rdo? 

¡_ 

-----?>- Y 

M0 == ( 4-t\ ¡( (S'OJ) t- (31<) x (-3o L' +z�.5 �)+O+ ( 4 j) 'l( (-loJ t=t.s K)+ (bj) x C1r. 5 Jt)t 
+ (4 L'-t0J'¡ x ('Z=t.s �) t-(Zf t 4Jjx (3of- 4oj-Gok) +(:ZP+ 3f)x (- 4olc); es J(d� �,;( 

Mo =(200k)t(- CfC1) +D� (3ot) + (IGS'f)+t IIOjtiG5i)+ f-&bk+ lZOj-l2ok-'Z4of)+ (Btj-12Dt}=- D .. ·© 

b) CoVI-!0; a.covde cov\ CD 1 ® �e -tr�tAeltt R:::::.D 'f Mo-=0) e\ sR;+�LM� equf\;�!Pvtle. 
V\.1� sfL«ple « �oe.. to�de redocfH€ el sfstfu{c. dlí\Jo eJe\ e�u1(fbvfo; se covulLJye 1oc 
lo_ f(HC\ J<:: EdQ 1e�Mf lo Se. EV!cuevrf-rCi e'v{ e1uf/'?b�fo1 S0dc, ct/ SfS'lfwtt1 d� t0€vi.c:t� dnJe,, 
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t J�Ht p( o J1T .. Z3 

El r�vCA\e\ep(p�o de la. .ff8.u"� JJJ.3::r e� howo8é�P� pPSc¿ SootJ 
1 �� ev1cu�-+vtii. soJ�io a 1� ti.ccfó�A d-e \t�i -PueH:�cú Yv1o.sfr01de<�.) Cu'faJ 
l1�flt1l dQ. accfóÚ So1-11 evt +o�c{, los cCt.So�1 c.ofP.-,eC(IeJ COV1 las, ctvPS14S 
d�l cu�vpo. .,... �W1 t 

1501\l 

1 
1 
1 

ZOON 

E ÓCON 

);::- ----- -/0 

F'Pgvr-R ill·'31 

c'ol'tsf'd.QvaV\do que el f'Ict�o X'f e.s horf:tovdttl·. 

ISO N 

H 

o.) d�<.-i-t>v-�r.-1€ cuc<( �s. el �f.sie�Ma.. ¡,r¡c{.s �P01ple;S2 tt- �uepl)t:d� redu
c?rse e( �'?st€vf,(et 51 coVJ+oyVIIto..do por el pese/ c:l�l cu�vpo y la.s 
SefS fuevt_A-1 �Oifvttda( ev¡ lA �fó(.)yt{_ m .. 31.i 

b) represeV{te 3 ri.f r>ca.m evt+e a S;z ; Y; 

e} deff:'YJA1f(1e de>s �Poue� dr[erewfer de �Fsi<?wtU �e -fuevt;t{í capaceS 
de eq.ur)?brav- a.. 51, y w.u��tr� co�.«o ctciut{v(a."'.� !;ohre e( petval-ele-

p(p�dcJ la� -fu-er:ta[ Co�tolrWl(;;tdorCJi de CC(da (..Jt-1¡;( de e�l{j C>fCPC>�e.L 

Resolurf�. 

a..) C,oL1 bvú e. � \o� J a{os p tJ ��e �Le clfn e �u e ICI � tu e tr z-�� �ve_ 

COvt for\M� 1.1 Gl S 1 S.ovt 1 cú S ?uuf€ vd-�s ': 
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F. ::: 2'00 t J f\\ , ct� 1 f' ccu:l � e 11 B ( �) o} D) � ; 

J1 :::-ZDOf; N; cz.fltc.adtt -evt T (v1014\ wt, 

1; = 3DOJ; t..J 1 a�\?c{.{Jtt e� E (�.��.�4) M; 

� =-3ooJJ N; t1plrcttJl1. eu T (�S4) �J 

Ji =- 150 k J N J ctp /?ct{d� E' V? H (o) b) 4) w¡1 

F; -=-150)/.J N, etp!T'CAd" �vt A (2)0)0) w-t; y1 

f:¡_ =-5ook; �1 �uy� 1(�º4 de t::tccfd'Lt faJ4 por G.(IJ3./Z)W1) sre11Jo esf11 
+l)-evl-4.. \Ct reptese��-t?v� d-<?1 peso d-el cu�vpo. 
�r!+{/s� �ve F, 'l Ji J � '( � J a� (e o 1t11o F; 1 /í coy¡ f?or�R� p4 te-S 
de �uercas. 

y) tttlculal1do Mo Cowto ltt SoWlct d'{! !os wto!M�(J{-+cJ de_ lc.s. r�ve.S recre� 
c'í'fctdos_, Wltti €\ mo�hdo de F; (co"' res.pedo o.l or-P�ellt}.� fevrewru: 

e 5' K 
M. =l-4k+ bj)>< (zoof)-t-(2.E)x(3wj)+(bj-ll')x(l5ok)+ 1 3 � ) 

O O O -5DO 
es d"' c'fv ·. 

Mo := -Boo J- !loo 'r( +C'"'oo\< + CJoo t + 3 ooj- l5oof + 5 ooJ ==- -hoo f- t, oo 1<:' 1 N· W1 .. - ®) 

lA.dQLM.a� 1 COVI. ba�e ev, (\) '1 (z.) Yes.u!-1a: 

R. Mo =- (-5óo k). c-�oof- (;oo k)=- 300fü0 �z Wi 

Evt�oV1c�� coMo pól" CD 1@ ¡ ® podt>�MoJ d� c�Y �ue p�vc:<.. S, 
Se_ tr���L-1 R ::f::-0 J Mo 4 o_)'() R· Mo =1= o) ckbrdo .c.\ e�+o 
Se C:.OVtth.J'(€ Cf\J� el Sfs:t�U!ttíl �RS SftM.f>/e. ��U� ruede 
n:.docYvse S1) e.s decSY' 52, €.5. 0\.1 motov. 
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b} CoWlo JQ. 512 'fA coVf6CEJU1tí su res u \fa(lftt.' C-ta 111 br-e?. d�du tr>r CD) J 

par-a vepVf'Sevdar- avd�fc�w,Qui� o.. dfc�o s<f�te-uAQ (c:rvc eJ: ut-1 

W1 ofo v)- \11 �e e_s 't+ a,vc,<o s d Q co vt oc e v su Yv1. o \N\ �(.iio (miL) j ca le o 1 é' -J 

\M..o.dD. levt �e<A�O -eV\ clJe(..t-tCt @ '( Ú) v-es o 1-ft<� 
m �r_l<. MoJ � j)oo,ooo lt5ool?)== -book t-J# w¡ - - - - f4\. 

n L R • R · Lf-srok)·(-s-co�) J 1 � 

Adew� d-e lo a111+evt'oY' r-e�L)erf�oJ �e couocev al \Mf'�Aor u\li 

pvw.to d� lt�. l (�A-ea de. accf� de 1� resolfc<vtie) �ue e� pf'r�(lfdfcu}ot 

ct) plcu�o xy (recL)evde �(.)e R=-5DO�/N). 

C.o\1\ b��t. e V� \Q �x pteSYo� [14] ¡ cnvt loJ VtA- lorei dC{dcJ p(!)V [) 
c�o\11€vdo +(7{v-io de. S, (OU{O de s:l.) re.s.ped-o o.l ovF8t>vt)) y 

�CIV e±) (K-1v vA �+o de\ \M a-\-ov)) se +r eue � 

t>< R -==-M0 -m.rr = (-woE-�):()- (-GcokJ=-(:,ooEJ N,VVI) 

e_ J K 
x 1 =t =-f:>oot 
o o -5oo 

1 o �u e.> uVIC<. ve"l: d QiDI_ rvo l \ú dD e\ d �+evwül1�0+e J dot 1 uge< v a..� 

C:--sooy) t + (5oox)j +o k-=- Coro'C) 

?3ua..lduJ ftueJ 9Vlder�tAd'?et-tteWteu.te dQ. loJ va.loves �e>e. io\«e l.) 
'S(2. cuwtp\� purCL Y= l.� ) X=O 

J 
o s:eA �ue lo. \(V�.ec"- de_ 

cu:c.<roeí" d<Q 1� resu H�vt+e estd tovMC<dú pov- +oJoS \oJ povi-o� 

d� 'f3 c...uyCL Cl-bscfsa s.ea.. cer-o '( coyet ovdeucdc.. \Jal84. !. Z) 
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IV. DIAGRAMAS DE CUERPO LIBRE. 

Como una de las cosas más importantes en el estudio del equi l ibrio o del movimiento de un cuerpo, es 

el diagrama de cuerpo libre de éste, a continuación trataremos acerca ·del mismo y daremos algunas 
definiciones con él relacionadas. 

No obstante su importancia, hemos de mencionar que el diagrama de cuerpo libre, al que 

abreviadamente llamaremos ,J.c.!. (según mencionamos en el prólogo de esta obra), no es más que un 

croquis de dicho cuerpo, donde se indican clara y suficientemente los elementos (fuerzas y/o pares) que 
actúan sobre el mismo. 

Así pues, para que un d.c.l. se considere correctamente elaborado, deberá mostrar claramente la 
magnitud, la dirección, el sentido y la parte donde se aplica cada uno de los elementos que actua sobre 
e! cuerpo. Por ello, un d.c.l. no necesariamente deberá elaborarse a escala. 

No obstante que casi la totalidad de los d.c.l. , que en este texto presentamos, están relacionados con 
problemas de lo que se definirá más adelante como equilibrio estático, recomendamos al lector que 
tenga en cuenta que el estudio del movimiento de los cuerpos, en general, no es factible llevarlo a cabo 
de manera confiable si no se elaboran correctamente los d .c . l . de los mismos. 

IV.l DEFINICIONES DE RESTRICClONES AL GIRO Y AL DESPLAZAMIENTO DE UN 
CUERPO. DESCRIPCIÓN DE LOS APOYOS MÁS EMPLEADOS EN LA INGENIERÍA. 
DEFINICIÓN DE SISTEMA DE REFERENCIA INERCIAL. 

IV.l.l DEFINICIONES DE RESTRICCIONES AL GIRO Y AL DESPLAZAMIENTO DE UN 
CUERPO. 

En ingeniería son comunes los elementos mecánicos que están sustentados por otros elementos, los que 
a su vez se conocen con el nombre generalizado de apoyos. 

Estos apoyos, según condiciones, restringen ciertos movi1mentos a los que se les asoc ia el concepto de 
grado de libertad. 

Este concepto se asocia a Jos modelos de panícula y de cuerpo, siendo variable el número de 

posibilidades de desplazamientos independientes que tiene, ya sean angulares o lineales. 

La función de los apoyos es restringir alguno o todos los posibles desplazamientos, de los cuerpos que 
están en contacto con ellos: en otras palabras, restringir los grados de libertad de los cuerpos, por lo que 
conv1ene conocer cuántos grados de libertad están asociados a los apoyos, ya sea que éstos respondan a 
la acc ión de sistemas de fuerzas colincales o coplanares (en E2), o bien sistemas generales de fuerzas 

(en E3). 
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En E2 podemos tener los grados de libertad mostrados en la figura IV .1, donde 11x y L\y son 

desplazamientos lineales, en tanto que los L\8.- son desplazamientos angulares. 

y 
• 

L\9z 

l_ __ ... 

o 

Figura IV.l 

En E3 se tienen los grados de libertad presentados en la figura IV.2 ; ahí 11x, L\y y L\z se consideran 

desplazamientos lineales, mientras que L\8x, L\8y y L\8: se consideran desplazamientos angulares. 

z 

--••--16- Y 
L\y 

L\9 y 

Figura IV.2 

Así pues, acorde con lo recién descrito, en términos generales, un cuerpo ubicado en E2 tiene tres 
posibilidades de desplazamientos independientes; esto es, posee tres grados de libertad, en tanto que, si 
se ubica en E3 tiene seis posibilidades de desplazamientos independientes; esto es, posee seis grados 
de libertad. 

Es claro que, para poder presentarse todos los grados de libertad, los cuerpos debieran estar libres, y 
como esto no siempre es posible o deseable, se deben impedir o se tienen impedidos ciertos 
movimientos. 

A un impedimento también se le conoce como restricción, que puede ser tanto al giro como al 
desplazamiento. Cada restricción angular deberá estar proporcionada por un momento restrictivo, así 
como cada restricción lineal deberá estar proporcionada por una fuerza restrictiva. 

Es usual llamar momento reactivo al momento restrictivo, y fuerza reactiva a la fuerza restrictiva. Cabe 
aclarar que el término reactivo no tiene nada que ver con la tercera ley de Newton; solamente es un 

adjetivo. 
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IV.1.2 DESCRIPCIÓN DE LOS APOYOS MÁS EMPLEADOS EN LA INGENIERÍA. 

El número y tipo de restricciones son consecuencia del tipo de apoyo(s) que se utilice(n) para unir al 
elemento mecánico al sistema tierra (que es considerado un sistema fijo), mismos que describimos a 
continuación. 

Se utilizan ciertas figuras y símbolos para diferenciar los apoyos. En general se tienen tres tipos de 
apoyos muy empleados: el de rodillos o apoyo libre, la articulación o apoyo fijo, y el empotramiento. 

Apoyo de rodillos. Éste se representa gráficamente como se ilustra en las diversas partes de la 
figura IV .3 . 

r-------� 
Pasador 1 .... ::::.. 
ro=�--� 

(a) 

¡-------l 
Pasador 1 

�.:-> conector 1 l -9-------1 
177 71 1 

(b) 
Figura IV.3 

, , 'o', , 

(e) 

En este tipo de apoyo, la única restricción actúa en dirección normal a las superficies en contacto, a 
través del pasador conector. 

Cabe mencionar que este tipo de apoyo no es capaz de restringir tendencias al giro (generadas por 
momentos), ni un desplazamiento lateral (provocado por alguna fuerza en esa dirección). 

Apoyo articulado. Éste se representa comúnmente en algunas de las formas mostradas en la 
figura IV .4 . 

r------· --� 
Pasador 1 '">· 
conector 1 <'..;::-

z----1 
(a) 

Pasador í--------1_ 1 ..> conector 

__J��l ·�1 '¡ ----j //17/J/ 

(b) 
Figura IV.4 

z 

(e) 

En este tipo de apoyo las restricciones que se presentan son al desplazamiento lineal en cualquier 
dirección; nunca proporciona restricción (es) al giro. 
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Dependiendo de si el cuerpo conectado es empujado o jalado en una determinada dirección, la fuerza de 
restricción puede actuar sobre la superficie de apoyo o hacia ella, precisamente en la dirección 
analizada. 

Por ejemplo, considerando la viga de la figura IV.5(a), articulada en A , las fuerzas restrictivas que se 

presentan en dicho apoyo, debido a las condiciones de carga, son una de magnitud HA con la dirección 
del eje x , pero de sentido contrario al de éste, y una magnitud VA con la dirección y el sentido del eje 
y, según se muestra en la figura IV.5(b) . Como dicha viga está simplemente apoyada en B, sólo se 
presenta una fuerza restrictiva en tal apoyo; fuerza de magnitud V8 , con la dirección y el sentido del 
eje y, según se muestra. 

y 

r 
l-. p o 

A B A B 

n 017 
• Q HA Q 

VA VB 

(a) (b) 
Figura IV.5 

Es importante tener presente que el apoyo articulado no es capaz de restringir tendencias al giro 
(generadas por momentos). 

Empotramiento. Este tipo de apoyo se representa gráficamente según se ilustra en la figura IV.6. 

(a) (b) 

Figura IV.6 

En dicho apoyo las restricciones que se presentan son, tanto a desplazamientos angulares como a 

desplazamientos lineales, en cualquier dirección. Así pues, en este tipo de apoyo se restringen todos los 
grados de libertad. 
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En ia tabla IV .1 se muestran algunos casos de restricciones que pueden proporcionar diversos apoyos. Los tipos 

de restricciones que se indican son para casos generales; el que se presenten, o no, todas las restriccione:, 
indicadas dependerá del tipo de sistema de fuerzas aplicado al cuerpo, conectado a los apoyos que tenga. 

ALGUNOS CASOS DE RESTRICCIONES PROPORCIONABLES POR APOYOS 

APOYO 
,------------------------------------------.--------------------r------------------, 

CANTIDAD Y 

X Jj_y 
Libre: superficie lisa. fija. sobre la cual 

se mueve un rodillo 

Guiado: superficie 1 isa y fija, con finada lateralmente, 
sobre la cual se mueve un rodillo o una rodaja. 

Articulación lisa 

z 

X 
Articulación fija, de eje liso , denominada chumacera 

jjy X 

Articulación lisa y fija, que sólo permite 
giro alrededor de un eje. 

X 

X 

RESTRICCIONES 
(casos enerales) TIPO 

z 1 
1 

¡ D_ 

x/�y � .; 

Una de desplazamiento 1 
1;neal 1 
Do' de de,plozam;ento 11 
lineal. 

X 

X 

z 

z 

o 

Rz 

Rx 

Dos de desplazamiento 

angular. 

Tres de desplazamiento 
lineal. 

1 -----z-----------+----------------1 

Rk Dos de desplazamiento ,1 
M lineal. 

z'z 
Dos de desplazamiento 

O --y angular. 

//My•y\)Ry 

z 

Rz 

z 

Dos de desplazamiento 
lineal. 
Dos de desplazamiento 
angular. 

Tabla IV.l 
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IV.l.3 DEFINICIÓN DE SISTEMA DE REFERENCIA INERCIAL 

Podemos definir sistema de referencia inercial como aquel que se considere fijo, o que tiene 

movimiento rectilíneo uniforme, en el cual se cumpk la Ley Segunda de Newton . 

Isacc Newton enunció un postulado que involuc ra la ex istencia tanto de un espacio absoluto, como de 
cuerpos considerados inmóviles, estableciendo de esta forma un sistema de referencia inmóvil 

(considerado fijo). respecto al cual se podría definir la posición de los cuerpos en equilibrio . 

El enunciado que involucra la existencia de un sistema inmóvil corresponde a lo conocido como Ley 
Primera o de la inercia. En este postulado también se involucra la existencia de un sistema móvi l , pero 
con la cualidad de moverse con velocidad constante y rectilíneamente. 

Estas características del sistema de referencia podemos tratar de explicarlas de la siguiente fonna. 

Consideremos que, al realizar un experimento de caída libre, el tiempo 1 que un cuerpo necesita para 

recorrer una distancia h es pequeño, comparado con el tiempo Ir que La Tierra necesita para dar una 

vuelta sobre su eje, o con el tiempo 11 que tarda en dar una vuelta alrededor del Sol. 

Al comparar , si 1 es muy pequeño con relación a 1,. , tenemos 1 = 11 1,. , y en este tiempo podemos 

considerar a la tierra sin movimiento (lija). mientras que si resulta que 1 es también muy pequeño con 

relación a t1, se tiene t = 111, y podemos consich:-rar que La Tierra se ha movido rectilíneamente con 

velocidad constante en este intervalo. 

\ /eje de rotación 

1 

Rotación de La Tierra alrededor de su eje. 

Figura IV.7 

/---M 
/ " 

/ � \ 
1 \ 

1 \ 
1 o \ 

\ Sol 

/ 

/ 

/ 

Movimiento de La Tierra con relación al Sol. 

Figura IV.8 

Teniendo en cuenta las condiciones citadas en los dos párrafos anteriores: 

a) respecto a lo mostrado en la ligura IV.7 puede decirse que 118 �O (siendo 118 el ángulo girado por 

La Tierra en el tiempo l:lt,.) ; así podemos considerar que la tierra está fija, que es la característica 

del movimiento nulo, es decir del reposo, y, 
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b) el arco t:1s de la figura IV.8 (recorrido por nuestro planeta al pasar de la posición T0 a la posición T1, 

en el tiempo L1t1 ) se considera recto, y la velocidad (de nuestro planeta) en la posición T0 es 

prácticamente la misma que en la posición T1 , por lo que dicha velocidad se considera constante , 

que son las características del movimiento rectilíneo uniforme. Tanto en reposo (v=O), como en 
movimiento rectilíneo uniforme (v=cte), la magnitud de la aceleración es nula. 

IV.2 EL DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE: DEFINICIÓN; SU IMPORTANCIA Y 

SECUENCIA PARA OBTENERLO. ELABORACIÓN DE DIAGRAMAS DE CUERPO 
LIBRE DONDE INTERVIENEN DIVERSOS TIPOS DE FUERZAS Y/0 PARES: PARA 
CUERPOS RÍGIDOS QUE ESTÁN EN CONTACTO CON OTROS, Y PARA CUERPOS 
RÍGIDOS CONECTADOS A SUS APOYOS, O CONECTADOS CON OTROS 
CUERPOS. 

Como parte fundamental del estudio de la Estática y de la D inámica nos encon lramos al diagrama de 

cuerpo libre, ya que ambas ramas de la Mecánica Clásica están íntimamente ligadas con fuerzas, y/o 

pares de fuerzas, elementos que a su vez constituyen una parte muy importante de dicho diagrama. 

Definiremos al diagrama de cuerpo libre como un croquis o dibujo del cuerpo (o partícula) en estudio, 
donde se indican los elementos (fuerzas y/o pares) que actúan sobre el mi�mo, claramente ubicados 

con relación a éste. 

Así pues, para obtener buenos diagramas de cuerpo libre, a los que en lo sucesivo y abreviadamente 
designaremos con las siglas d.c.l., sugerimos proceder como a continuación se indica: 

a) Hacer un croquis con un tamaño aceptable donde se muestre al cuerpo (o partícula) ,  acotando en él 

las dimensiones de tal cuerpo, así como las posiciones donde actúan las fuerzas y/o pares, a que se 
encuentra sujeto ; sobre dicho croquis hay que realizar lo mencionado en los siguientes incisos. 

b) Tratándose de fuerzas, dibujar segmentos dirigidos en las diferentes partes donde ellas actúan, 

anotando al lado de cada uno de ellos la magnitud de la fuerza que representa; entonces, esos 

segmentos dirigidos no tienen por qué dibujarse a escala, pero sí deberán tener la dirección y el 
sentido de las fuerzas que representan. 

e) Tratándose de pares (de fuerzas), dibujar arcos de círculo alrededor de los ejes sobre los cuales se 

aplican dichos pares, indicando en cada uno de esos arcos, mediante una flechita, el sentido del par 
que representan , y anotando a un lado la ll).agnitud del par correspondiente. 

Deberá tenerse mucho cuidado en que las unidades de las fuerzas y de los pares, así como las de 

longitud empleadas para acotar el croquis, sean congruentes. Por ejemplo, si como unidad de longitud 
empleamos el metro (m) y como unidad de fuerza empleamos el newton (N) la unidad de los pares que 

aparezcan en el diagrama deberá ser N·m. 
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Ejemplo IV .1 

Despreciando el peso propio de la viga de la figura IV.9, dibuje su d.c.l. considerando que, sobre ella, 
actúa el sistema de fuerzas coplanares mostrado. 

3N 

SN 
B 

I0.75m 
0.75m A 

3m 4m 3m 

Figura IV.9 

Resolución 

l. El croquis acotado, correspondiente a la viga, es el que se muestra en la figura IV.9(a). 

A B 

I0.75m 
0.75 m 

3m 4m 3m 

Figura IV.9(a) 
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2. Sustituyendo a las fuerzas de 5 N por el par de 7.50 N·m equivalente y tomando en cuenta que, por 
el tipo de apoyos que existen, só lo B es capaz de ofrecer una reacción que tenga componente 
vectorial horizontal, a la que le supondremos sentido hacia la izquierda, si además suponemos que la 
reacción en A (vectorial por el tipo de apoyo) tiene un sentido hac.ia arriba, y que la componente 
vectorial de la reacción en B también tiene sentido hacia arriba, luego de dibujar sobre el croquis 
anterior los segmentos que representan � los elementos que actúan sobre la viga dada, se obtiene el 
croquis de la figura IV.9(b). 

A B 

3m 4m 3m 

Figura IV. 9(b) 

3. Si sobre él, y a un lado de cada uno de los segmentos dirigidos y arcos de círculo que contiene, 
anotamos las magnitudes de los elementos que representan, obtenemos finalmente el d.c.l. 
solicitado; es decir, el mostrado en la figura IV.9(c) . 

3N 
7.5N·m 

B 
4N 

A 

3m 4m 3m 

Figura IV.9(c) 
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Ejemplo N 2 

El sistema de la figura IV .1 O está formado por un disco A que tiene una cuerda flexible, inextensible y 
de peso despreciable, enrollada en su periferia, de donde cuelga el bloque B mostrado. Si se le suelta en 
esa posición. A pesa 1 O N, B pesa 20 N, y la fricción entre el disco y el eje fijo, que lo soporta, está 

dada por un par de magnitud constante e igual a 8 N·m, dibuje los d.c.l. de A y de B para un instante 
cualquiera del movimiento. 

Figura IV.10 

Resolución 

Con el fin de emplear unidades congruentes, como la correspondiente al par dado es N·m, la unidad de 
longitud que emplearemos será metro, aunque pudiera haber sido centímetro, ya que cuesta el mismo 

trabajo transformar a metros la única medida proporcionada en este problema, que transformar a N·cm 
el módulo del par mencionado, puesto que esto también representaría un solo cambio. Así pues: 

1) Los croquis correspondientes al disco y al bloque, teniendo sólo acotado el del disco, ya que del 
bloque no se dan dimensiones, son los mostrados en la figura IV.lO(a). 

'=0.2m 

(a.l) (a.2) 

Figura IV.IO(a) 
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2) Dibujando (sobre los croquis del inc iso 1) los segmentos rectilíneos dirigidos y el arco de círculo 

que representan a los elementos que actúan sobre los cuerpo s de este ejemplo, obtenemos los croquis 
de la figura IV.lO(b). 

B 

el> =0.2m 

(b.l) (b.2) 

Figura IV .1 O(b) 

3) Si sobre ellos, y al lado de cada uno de Jos elementos que cont ienen, anotamos las magnitudes de las 
fuerzas, y del par consecuencia de la fricción en el apoyo del disco, obtenemos los d.c.l. solicitados; 

o sea, los de la figura IY.IO(c). 

T 

W4 = 10 N 

B 

<!> =0.2m 

15N 

T 

(c.!) (c.2) 

Figura IV.JO(c) 
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Ejemplo IV.3 

El sistema de cuerpos de la figura IV. 1 1 se suelta en la posición mostrada. Elabore, para dicha posición, 
los diagramas de cuerpo libre de los bloques A, By C. así como el de la polea, considerando que ésta no 

pesa, y que el cable que conecta e con B es de masa despreciable. 

Figura IV. 1 1 

Resolución 

1) Los croquis correspondientes a los bloques e, A y B. así como el que corresponde a la polea, son 

los mostrados (respectivamente) en las parles (a), (b), (d) y (e) de la figura IV.l2; dichos croquis no 
contienen acotaciones pues no se proporcionaron dimensiones. 

(a) (e) 
o 

(b) A (d) [�] 

Figura 1V.l2 
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2) Al dibujar. sobre los croquis de la figura VI.l2 , los segmentos rectilíneos dirigidos que 
emplear�mos para representar a las fuerzas que actúan sob1 e los elemer1tos de interés, se obtienen los 
croquis de la figura IV .13 ; parte de esas fuerzas son consecuencia de la tendencia de B a descender 
(única posibilidad de mov i m iento de B), lo cual ocasiona que e tienda a moverse hacia la derecha, 
y que A también tienda a moverse hacia la derecha, "arrastrado" por e . 

(a) 
t e 

(e) 

A 

(b) (d) 
B 

Figura IV .13 

3) Al anotar al lado de cada uno de los segmentos dirigidos, de los croquis de la figura IV .13 , las 
magnitudes de las fm:rzas 4uc rcpresl.!ntan, se obtienen los diagramas de cuerpo libre que se pidió 
elaborar. es decir los di.) la figura IV. 14 . En dicha figura: Wc, WA y W8. son las magnitudes de los 
pesos de C', A y B rl.)spt:ctivamente; 1' t:eprescnta el módulo de la tensión en cualquier punto de la 
cuerda que. conecta 13 con C ; Frc corresponde a la magnitud de las fuerzas de fricción (que se 
generan dt!bido a IH interacción) entre ( ' y A ; N e es el módulo de las fuerzas normales ( que se 

generan como consccw:m:in de In interacción) entre C y A ; FrA es la magnitud de la fuerza de 
fricción que sobre A '-�.icrct' la supcrficil:: que lo soporta; NA es el módulo de la fuerza normal que 
sobre A ejerce la supcrlicie citada. mientras que 11 y V corresponden a las magnitudes de las 
proyecciones hori7.0ntal y vertical de la fuert.a que la articulación ejerce sobre la polea. 
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Wc 

r 
(a) e T (e) 

T 

H 

Frc 

N 
e 

T 

N 
e 

Frc T 

A WA • 

(b) (d) B 

FrA WB 

NA 

Figura IV.14 

Ejemplo IV.4 ,. 

En la figura IV .15 se muestra un sistema de cuerpos conectados, que acaba de soltarse. Asumiendo que 

las cuerdas mostradas son 11exibles, inextensibles y de masa despreciable, que es prácticamente nulo el 

peso de las poleas, y nula toda fricción entre éstas y las cuerdas: para la posición indicada elabore los 

diagramas de cuerpo libre de los cuerpos A y B, así como para la polea C, considerando que el cuerpo 

B se mueve hacia abajo. 

e 

Figura IV.l5 
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1 

Resolución 

1) Los croquis de fós bloques A y B , así como el de la polea C , son Jos que se muestran 

(respectivamente) en las partes (a), (d) y (e) de la figura IV.l6 esos croquis no contknen 

acotaciones ya que no s� proporcionaron dimensiones. 

//1(1111 
1 1 

�--------l 1 

// 1 
1 

/ 1 
1 

// 1 
1 

/ 
rcl

l 

Y 
(e) 

1 

8 (d) 

Figura IV.l6 

2) Al dibujar, en Jos croquis de la figura IV .16 , Jos segmentos rectilíneos dirigidos que utilizamos para 
represer,tar a las fuerzas que actúan sobre los elementos que nos interesan, obtenemos Jos croquis de 
la figura IV.l7 ; algunas de esas fuerzas son consecuencia del movimiento realizado por B, el cual 
ocasiona que A se mueva soportando la acción de una fuerza de fricción (dinámica) que sobre él 
ejerce el plano inclinado. 

Figura IV.l7 

e (e) 

(d) 
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3) T Jna vez habiendo anotado aliado de cada uno de los segmentos dirigidos, de los croquis de la figura 
IV.17, los módulos de las fuerzas que representan, resultan los diagramas que se pidió elaborar; es 

. decir, los que se muestran en las partes (a), (d) y (e) de la tigura IV.l8. En esa figura: WA y WB son 
los módulos de los pesos de A y B respectivamente; Fr¡.; es la magnitud de la fuerza de fricción 
(dinámica) que el plano inclinado ejerce sobre A ; N11 corresponde al módulo de la fuerza normal 
que dicho plano eJerce sobre A ; T.4 y T8 representan las magnitudes de las tensiones en cualquier 
punto de la cuerda que conecta e con A , y de la que conecta e con B, respectivamente. 

No obstante que la parte (b) de la figura IV.l8 no corresponde a un diagrarr,a de cuerpo libre, se 

dibujó la misma con la finalidad de hacer ver que el paso de una cuerda (considerada de masa 
despreciable) por una polea, lisa, cambia la dirección de la fuerza de tensión ejercida por dicha 
cuerda, pero no la magnitud de la fuerza re\;ién citada. Apréciense ahí las direcciones de la tensión, 
en la cuerda, antes y después de estar en contacto con cada una de las dos poleas ahí mostradas. 

1 

\ 1 
\ e 1 
\� 

\ 

(a) 

\ 

Figura IV .18 

w 8 

(e) 

(d) 
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Ejemplo IV .5 

La barra de la figura IV .19 es homogénea, pesa 20 N y se encuentra s1:1jeta a la fuerza de 40 N que se 
muestra, aplicada en dirección perpendicular a la barra . Con base en ello, elabore su diagrama de 
cuerpo de cuerpo libre. 

0.75m 

0.6m 

Figura IV.19 

Resolución 

1) El croquis acotado de la viga, base del d.c.l. solicitado, es el que se muestra en la figura IV.20. 

A 

0.6m 

Figura IV.20 
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2) Considerando que la reacción en (la articulación) A la descomponemos en una fuerza horizontal y 
una vertical, al dibujar sobre el croquis de la figura IV .20 a Jos segmentos dirigidos representativos 
de las fuerzas; que actúan sobre la·barra, se obtiene al croquis de la figura IV.2l � 

A 
0.75m 

0.6m 

' .  

Figura IV .21 

3) Agregando, en la figura IV.21 , las magnitudes (o, en su caso, lo que se anota representando a la 
magnitud) de cada uno de los segmentos representativos de las fuerzas que actúan, sobre la viga, se 
obtiene el d.c.l. solicitado; es decir el de la figura IV.22 , donde R8 représenta a la magnitud de la 
fuerza que el apoyo B ejerce sobre la viga, en tanto que HA y v1 representan, respectivamente, a Jos 
módulos de las fuerzas horizontal y vertical en que descompusimos a la fuerza que la articulación 
ejerce sobre el cuerpo analizado. 
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A 0.75m 

0.6m 

Figura IV.22 

De haber dec idido descomponer a la fuerza, recién citada, en una fuerza co l ineal con el eje de la 
barra y en otra perpendicular a ésta, el d.c.l. resultaría el mostrado en la figura IV.23 , donde Ac y Ap 
representan (respectivamente) a las magnitudes de las dos fuerzas recién descritas. 

0.6m 

Figura IV.23 

Nota.- Tan correcto es el d.c.l. de la figura IY.22, como el de la IV.23 ; sin embargo, si el d.c.l. de la 
viga va a emplearse para la determinación de las fuerzas que Jos apoyos ejercen sobre la viga, 
resulta más ventajoso el de la figura IV.22 pues, para efectuar la determinación mencionada, si 

se emplea un sistema de referencia con su eje horizontal y vertical, nos encontraremos con que 
sólo la fuerza de 40 N tiene dos componentes, en tanto que, sea cual fuere el tipo de sistema de 
referencia empleado, al menos dos fuerzas de las que conforman la figura IY.23 tendrán dos 
componentes. 

189 



Ejemplo IV.6 

Los discos de la figura IY.24 son homogéneos, tienen un mismo espesor y se encuentran en equilibrio 

en la posición mostrada ;  el disco A pesa 500 N y su radio es de 0.2 m , en tanto que B pesa 900 N y 
tiene un radio igual a 0.3 m . Con base en ello, dibuje los diagramas de cuerpo libre de cada uno de 
esos discos. 

0.9m 

Figura IV .24 

Resolución 

t) Los croquis acotados correspondientes a los discos B y A son los mostrados en las figuras IV.25 y 
IV.26 , respectivamente. Aunque no necesariamente debieran aparecer las líneas discontinuas que 
ahí aparecen . las mismas se plasmaron con la finalidad de que, en siguientes pasos de esta 
resolución, se ubiquen las fuerzas que actúan sobre cada uno de Jos discos. 

cose =84=o.8 

0.3m 
1.. ·1· 

0.4m 0.2m 
• 1· • 1 

Figura IV .25 

cos 8=0.8 

: --, �: 
l¡ / "'. \ O.Sm 

�--� ) 1 . 
¡\ � 1 1 

:",-i(:jA �-

1 . 
L_____ � 

0.3m 
1 • ·1 • 

0.4m 0.2m 
' 1· . 1 

Figura IV.26 
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Por ejemplo, las fuerzas ejercidas por las paredes y por el piso deben ser perpendiculares a dichos 
elementos, debido a lo cual sus líneas de acción deben pasar por los centros de los discos. Las 
fuerzas de interacción generadas por el contacto entre los discos deben ser perpendiculares a las 
periferias de ellos y pasar por el punto donde los mismos se tocan, debido a lo cual los soportes de 
estas fuerzas deben estar alojados en la recta que pasa por los centros de los cuerpos en estudio. 

2) Teniendo en cuenta lo anterior, una vez habiendo dibujado (sobre los croquis de las figuras IV.25 y 
IV .26) los segmentos dirigidos que representan las fuerzas que actúan sobre los discos, se tienen los 
croquis de las figuras IV.27 y IV.28 . 

cos 8=0.8 

� 
1 

-"1 
1 

-(- -i-1 
" / L----- ---- � 

1 0.3m 0.4m 0.2m 
• 1 • .. , . ·1 

Figura lV .27 

cos 8=0.8 

0.3m 
,.. . 1· 

0.4m 0.2m 
.¡.. . 1 

Figura IV.28 

3) Al agregar (en las figuras IV .27 y IV .28) los módulos (o, en su caso, lo que se anota representando al 
módulo) de cada uno de los segmentos representativos de las fuerzas que actúan sobre cada disco, se 
obtienen los diagramas de cuerpo libre que se pidió elaborar, mismos que se muestran en las figuras 
IV.29 y 1V.30, donde R8 representa la magnitud de la fuerza ejercida por la pared sobre B ; P 
corresponde al módulo de las fuerzas de interacción debidas al contacto entre los discos; V y H 
representan (respectivamente) a los módulos de las fuerzas que sobre A ejercen el piso y la pared. 
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Ejemplo IV.7 

cos 8=0.8 

0.3m 
1 • ·1 • 

0.4m 0.2m 
·1· . 1 

Figura IV.29 

cos 8=0.8 

1 ....... - ........ 

1 / "\ 
1¡ \ 

�--� p ) 
1\ 
1"-. 
1 ....... 

1 
L�----

1 

0.5m 

1 
SOON 

1 
1 

0,3m 0.4m 0.2m 
1 • • 1 • . 1· ·1 

Figura IV.30 

H 

La placa triangular de la figura IV.31 es homogénea y tiene espesor constante, e, pesa W y está 
soportada por los tres cables verticales que se muestran. Con base en ello, elabore su diagrama de 

cuerpo libre. 

z 

B(O,L,O) 
--y 

A(L, 0,0) 

X/ 
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Resolución 

Antes de iniciar la elaboración del d.c.l. mencionaremos que, por las condiciones especificadas para la 
placa, que entre otras cosas implica un peso de la misma completamente uniforme por unidad de área 
(de la placa), el peso total de dicha placa estará dado por -Wk, fnerza cuya linea de acción (paralela al 

eje z) pasa por el punto e (!:... !::_, - !:..) . aunque también por e. (!:_, !_, o) , que puede 
3 3 2 ,3 3 

apreciarse en el croquis de la placa mostrado en la figura IV.32. 

z 

Figura IV .32 

2L 
3 

-y 

El croquis recién mer : :-!.?do, una vez adicionado de los segmentos dirigidos representativos de las 
fuerzas que actúan sobre la placa, presenta ahora las condiciones mostradas en la figura IV.33 . 

z 

Figura IV.33 

L 
T 

2L 
T 
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Entonces, el croquis de la figura IV.33 , ya <;ontando con elementos indicativos de las magnitudes de 
las fuerzas, que actúan sobre la placa, viene siendo ya,_ el d.c.l. solicitado; es decir, el de la figura IV.34, 
donde T-4, T8 y To representan a las magnitudes de las tensiones en las cuerdas que soportan a la placa 
en A', B y O , respectivamente. 

z L 2L 
T. 3 

........ 11><. > / 
To 

TB 
w B 

-y 

Fi�ura IV .3.4 

Ejemplo IV.8 
1 

La placa rectangular de la figura IV.35 es homogénea y tiene un espesor constante, pesa 42 N y se 
encuentra arti<;ulada en O. Además. está simplemente apoyada en A (de ,modo que dicho apoyo ejerce 
una fi¡e�za cuyo soporte pasa J>ür A y B), y �stá soportad,a en posi<,;ión horizontal por medio de dos 
cables: uno que tira de ella en la esquina A y está arti<?ulado en D, y otro que jala de la esquina C·y se 
encueqtra articulado en E . Con base en ello, dibuje el d.c.l. de la placa. 

z 

B 

Figura IV .3 5 

A (4, O, O) m 

B(4,9,0)m 

C (0, 9, O) m 

D (0, O, 3) m 

E (4, 5, 7) m 
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Resolución 

Antes de iniciar la elaboración del d.c.l. pedido , y ten iendo en cuenta ·que la placa se encuentra sujeta a 
un sistema general de fuerzas no coplanares, habremos de precisar que la fuerza de tensión a que se 

encuentra sujeto el cable que jala a la p laca en A tiene la dirección de la recta que pasa por A y por D , 
en tanto que, la fuerza de tensión a que está sujeto el cable que jala la placa en C tiene la dirección de 
la recta que pasa por ( · y por E . 

A continuación presentamos dos opciones para el d.c.l. solicitado. 

Primera opción. - Aquí haremos intervenir a las fuerzas que actúan (sobre la placa) sin descomponerlas, 
lo que conlleva la dificultad de acotar tod as las distancias necesarias para ubicar tales fuerzas, ya que 

éstas constituyen un sistema general de fuerzas no coplanares. Combinaremos pues algunas acotaciones 
con las coordenadas de los puntos D y E , con la finalidad de precisar dónde y cómo actúan las 
fuerzas ejercidas sobre la placa. 

En tales condiciones, el d.c.l. so licitado resulta el de la figura IV.36, donde TA representa la magnitud 
de la fuerza ejercida por el cable que jala a la placa en A ; Te es el módulo de la fuerza con que jala el 

cable que soporta a la placa en C ; R.� representa la magnitud de la fuerza (colineal con la recta que 
pasa por A y B) que ejerce el apoyo, sobre la placa, en A ; Ro es el módulo de la reacción en O, cuya 
dirección se desconoce. 

1 

X 4.5m 

1 
1 

1 
1 

1 

z E(4,5,7)m 
" 

" 

D(0,0,3)m 

1 
1 
1 
1 

o 

" 

4.5m 

" 
" 

" 

42N 

Figura IV.36 

" 
" 

" 
" 

-·-y 

2m· 
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Segunda opción .- En ésta hemos de descomponer, en direcciones colineales con los ejes cartesianos, a 
las tensiones en los cables, así como considerar que la fuerza ejercida por la articulación en O se 
descompone a lo largo de las tres direcciones citadas, para presentar un d.c.l. que sólo contenga 
segmentos dirigidos representando fuerzas, y a un lado de ellos los ·módulos de éstas o lo que los 
represente, además de acotaciones. 

Teniendo en cuenta los datos se obtiene que, las fuerzas ejercidas por los captes que sustentan a la placa 
en A y C están dadas, respectivamente, por: 

- 0.8 T;� i + 0.6 TA k , donde 1:, 

Te = 
4 Tci- 4 Te)+ 7 Tck. donde Tc = !Te! 9 9 9 

entonces, si además de lo especificado para TA y Te , consideramos que RA representa la magnitud de 
la fuerza (colineal con la recta que pasa por A y B) que ejerce el apoyo en A , sobre la placa, en tant,. 
que H1 , H2 y V representan respectivamente a las magnitudes de las fuerzas colineales con Jr · 
x, y, z , en que se descompone la fuerza ejercida por la articulación en O, el d.c.l. pedirl 
que se muestra en la figura IY.37. 

z 

V 

te§ 
Te 

/J: 
1 Te 

H2 --G�-----/-----H __ I ____ ;-------------------�9-- --�� 
o 42N 2m 

4.5m 4.5m 

Figura IV .3 7 

-y 
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IV.3 RECOMENDACIONES RELACIONADAS CON LOS DIAGRAMAS DE CUERPO 

LIBRE REQUERIDOS PARA RESOLVER PROBLEMAS DE EQUILIBRIO, O DE 

MOVIMIENTO. 

Con el fin de evitar errores por distracción, se recomienda que·antes de aplicar al cuerpo, o partícula en 
estudio, las ecuaciones de equilibrio o de movimiento, según sea el caso, junto al d.c.l. respectivo se 
muestre el sistema de referencia que va a emplearse durante la resolución del problema , ya sea ei dado 
en el enunciado correspondiente o el que más nos convenga para que, dd acuerdo con las características 
del sistema por emplear, se den los signos que les colTespondan a las componentes de los vectores que 
intervengan en el problema. De no coincidir el s istema elegido con el dado en el problema por 
resolverse, habrá que expresar los resultados obtenidos en función del sistema dado. 

Consideremos un sistema de referencia formado por ej es u, v y w, ortogonales entre sí, como el que se 
muestra en la figura IV.38 , donde e11 , ev , y ew son vectores unitarios que tienen, respectivamente, la 
dirección y el sent ido de los ejes mencionados . 

t ew 

ll1 

"" 

ev 
V 

o 
u 

/.u 

Figura IV.38 

Diremos que, en tanto no cambien las posiciones que guardan entre sí los ejes del mismo, éste recibe el 
nombre de sistema derecho , o dextrógiro, de u, v y w. Entre las propiedades de este tipo de sistemas se 
tienen las siguientes: 

811 X e1• = ew, que implica ev X eu = - ew 

e1• X ew = e11 , que implica ew X ev = - eu 

e"' X l!11 = e1., que implica e11 X ew = - ev 
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En estas condiciones los momentos con respecto al eje u; debidos a fuerzas alojadas en el plano vw (o 
en uno paralelo a éste), l levarán la direcc ión y sentido de eu cuando ellas tienden a girar en el sentido 

antihorario con relación al eje mencionado. Si las fuerzas tienden a girar en sentido horario con 
relación al eje u, sus momentos con respecto a dicho eje tendrán la dirección de eu pero el sentido 
contrario a éste. Análogamente se puede hablar de los momentos con respecto a los ejes v y w, 

correspondientes a fuerzas alojadas en planos perpendiculares a dichos ejes. 

tk 
z 

j 
o 

y 

X 

/ • 

Figura IV.39 

El sistema de referencia cartesiano que emplearemos regularmente en este texto será un sistema 
derecho de xyz, es decir como el que se ilustra en la figura IV.39. Debido a las propiedades 

mencionadas de los sistemas derecho, al empl ear el sistema Oxyz de esta figura, tendremos : 

f X j =k, j X k = Í. k X f = j, j X Í =-k, k X j = -Í, y, Í X k=-j 

además de que, toda fuerza alojada en el plano xy (o en un plano paralelo a éste), que tienda a girar en 

el sentido antihorario con respecto al eje z. producirá un momento con respecto al mismo con la 
dirección y el sentido de dicho eje, expresado por Mzz = Mzz k, donde Mzz > O; es decir que, en estos 

casos, el momento mencionado tiene una componente positiva. 

Si la fuerza tiende a girar en el sentido horario con respecto al eje z, el momento con respecto a dicho 

eje, debido a ella, estará dado por M a= Mz1. k, donde Mzz <O; o sea que, en estos casos, el momento 

mencionado tiene una componente negativa. 
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V, FRICCIÓN 

Al desarrollar este tema nos ocuparemos básicamente de tratar lo relacionado con lo que se conoce 
como fricción en seco, después de haber explicado en qué consiste en general el fenómeno de la 
fricción, y de hacer ver que (en contraposición de lo que muchas personas afirman) las fuerzas de 
fricción no siempre se oponen al movimiento de los cuerpos, sino que en muchas ocasiones son 
quienes producen el movimiento de los mismos. 

Enunciaremos las Leyes de Coulomb-M01·in para fricción en seco y resolveremos ejercicios de diversos 
casos donde están presentes fuerzas de fricción. 

Los casos en que prácticamente se tiene �ls = llk (es decir en que los coeficientes de fricción estática y 
dinámica son prácticamente iguales) no son tan ideales como pudiera pensarse ya que, en muchas 
ocasiones y debido a las características de los elementos en contacto, las magnitudes de las fuerzas de 

fricción cinéticas son prácticamente iguales a las propias correspondientes fuerzas de fricción estáticas . 

V"l F UERZA DE FRICCIÓN: DEFINICIÓN GENERAL; CASOS EN QUE OCASIONA EL 
MOVIMIENTO DE UN CUERPO, Y CASOS EN QUE SE OPONE A QUE SE MUEVA, 
DESCRIPCIÓN DE J .• AS FUERZAS DE FRICCIÓN ESTÁTICA, DINÁMICA� EN SECO 
Y FJLUillA. DEFINICIÓN DE FUERZA DE FRICCIÓN LÍMITE. 

V.l.l ELEMENTOS RELACIONADOS CON EL FENÓMENO DE LA FRICCIÓN. 

' Antes de entrar de lleno al desarrollo de este subcapítulo haremos énfasis en algunas cosas con relación 

a J.os diagramas de cuerpo libre y a las componentes de una fuerza, elementos que �ntervienen de 

manera muy importante en el análisis y en la resolución de muy diversos problemas del ámbito de la 

mecánica clásica incluidos aquellos donde se presenta el fenómeno de la fricción. 

1) En cualquier diagrama de cuerpo libre (d.c.l.), las fuerzas que actúen sobre el elemento en estudio 

deberán representarse med iante segmentos dirigidos (cuyas direcciones y sentidos sean los de dichas 

fuerzas) al lado de los cuales deberá anotarse la expresión matemática que proporcione su magnitud 

(una cant idad escalar mayor que cero, es decir un número real positivo , en caso de fuerzas de módulo 

constante). 

Así pues, para una partícula como la de la figura V .1, sobre la cual actúan su peso y una fuerza de 

sentido contrario al del movimiento (debida a la fricción del aire), cuya magnitud es directamente 

proporcional a la rapidez del móvil, cuando después de ser lanzada verticalmente se mueve hacia 

arriba (lo que implica V= x i con X. >O y V= z k con 2: <O , con relación a los ejes x. z, 

mostrados), sus d.c.l. vienen siendo los mostrados en la figura recién citada, mismos que contemplan 

las diferentes expresiones correspondientes a la magnitud de la fuerza de fricción, donde c>O es una 

constante de proporcionalidad. 
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X 

ex (-d) 

z 

mg mg 

Figura V.l 

De seguir considerando los ejes x, z recién empleados, los d.c.l. de bajada correspondientes a la etapa 

de movimiento hacia abajo (lo que implica V = x i con x<O y V = z k con z>O) son los 

indicados en la figura V .2 (donde -ex y e z representan la magnitud de la fuerza de fricción ejercida 

por el aire. 
X 

(-ex) ez 

z 

mg mg 

Figura V.2 

2) El signo de la componente escalar de una fuerza determina el sentido de la proyección (también 

llamada componente vectorial), de dicha fuerza, sobre el eje de referencia (o el vector) con relación 

al cual se esté proyectando ; recuerde que, a las componentes escalares simplemente les llamamos 

componentes. 

Así pues, si Q11 es la proyección de una fuerza Q sobre un determinado eje u , de modo que 

Q11 = Q,e11 , donde Q., es la componente de Q sobre u , en tanto que e11 es un vector unitario con la 
dirección y el sentido de u : a) se tendrá Q ... '>O cuando Qu tenga el sentido de u, y, b) tendremos 
Qu<O cuando {11 tenga sentido contrario al de u. 
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Ej emplo V.l .- Al proyectar ortogonalmente la fuerza P (de la figura V.3) sobre el eje x se obtiene el 

vector Px = Pxi , que tiene el sentido de dicho eje; en tanto que, al proyectarlo sobre el eje y 

obtenemos el vector Py == Pyj , que tiene sentido contrario al del eje recién citado. 

y 

Py 

�� 
1 1 
1 1 

X 
o Px 

Figura V.3 

De acuerdo con lo anterior se tienen P;>O y Py<O, donde Px y Py son las componentes de P con 

relación a los ejes x e y , respectivamente. 

Ejemplo V.2 . - Con relación a lo mostrado en la figura V.4, al proyectar ortogonalmente al vector a 

sob¡;e el vector e1 se obtiene a1 , que tiene sentido contrario al de e1 , en tanto que, al proyectar a 

sobre e11 obtenemos a11 , cuyo sentido es igual al de e11 • 

"' /:/ 

/ 
/ 

' / 
'.,.-� 

at a,\ 
1 

...... _/ 

' 
' 

' 

a 

Figura V.4 

Como consecuencia de ello, resultan a,>O y a1<0, donde a11 y a1 son las componentes de a con 

relación a e11 y e1 , respectivamente, para este caso. 

Conforme a lo establecido, si una partícula realiza un movimiento rectilíneo no uniforme, describiendo 

una trayectoria colineal o paralela con relación al eje de referencia, la componente a de la aceleración 

a , con que se mueve, será positiva si a tiene el sentido del eje citado, pero a será negativa si a 

posee sentido contrario al de dicho eje. 
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X z 

Figura V.5 

Así pues, para el pequeño bloque de la figura V .5, que se mueve hacia la derecha, con una aceleración a 

también dirigida hacia la derecha, de magnitud igual a 4 m/s2 
• considerando los ejes x y y ahí 

mostrados, se tienen: 

a = G·i = x i = 4i m/s2 y ' ' a = ak = 2: k e: -4k mh:;� 

Por ello, el que una partícula se mueva con una aceleración de componente positiva no implica que su 

rapidez vaya incrementándose, ni el que su aceleración tenga componente 11Gf1:mva implica. que su 

rapidez vaya decreciendo. 

Por ejemplo, la rapidez del bloque B (de la figura V.�) va aumentando, no obstante que 

a = a k = -4k m/s2, pues lo que esto indica es que B tiene una uceleración de módulo igual a 4 m/s2 

y un sentido contrario al del eje z, es decir dirigida hacia la derec�12. 

V.1.2 DESCRIPCIÓN DEL FENÓMENO DE LA FRICCIÓN. CASOS EN QUE OCASIONA 

EL MOVIMIENTO DE UN CUERPO Y CASOS EN QUE SE OPONE A QUE SE 

MUEVA. 

Diremos que , el fenómeno de la fricción se presenta cuando tiende a haber, o hay, de5plazamiento 

relativo entre dos elementos en contacto (dos cuerpos; un cuerpo y una determinada superficie; un 

cuerpo y un medio viscoso; etc.) siempre y cuamlo rmo de ellos, o los dos, no sea(n) prácticamente 

!iso(s). Así pués. cuando tiende a haber. o hay, desplazamiento relatí vo entre los dos elementos citados. 

se generan fuerzas de interacción de modo que la fuerza de fricción que ejerce el elemento A, sobre el 

B. tiene la misma magnitud y la misma dirección que los propios e;:: la fuerza que ejerce B, sobre A, 

pero tiene sentido contrario al de esta fuerza. 



A contmuac1ón citaremos dos afirmaciones erróneas que muy comunmente se escuchan entre los 

alumnos. 

[. Las fuerzas de fricción siempre se oponen al movimiento. 

II. Las fuerzas de fricción siempre tienen una magnitud igual a ¡J}/ , donde ¡..L es el coeficiente de 

fricción entre las superficies en contacto, en tanto que N es la magnitud de la fuerza normal 

ejercida sobre la partícula o cuerpo en estudio. 

Tan no es correcta la afirmación de que las fuerzas de fricción siempre se oponen al movimiento que, 

en muchos casos, son las fuerzas de fricción las que producen el movimiento de determinados objetos, 

como es el caso del cuerpo A de la figura V.6 , que habrá de moverse deb ido a las fuerzas de fricción 

que sobre él ejercerán las partículas del cuerpo B. que se encuentren en contacto con A, generadas por el 

movimiento que realice B como consecuencia de la aplicación de la fuerza P sobre éste. 

p 

/ // / r //FFF/ 

B 

/ / / / / / 

Figura V.6 

A 

/ / / / / / / / / / 

Otro caso que mencionaremos aquí, para apreciar lo incorrecto de la afirmación de que las fuerzas de 

fricción siempre se oponen al movimiento, es el siguiente: considérense los discos D y E de la figura 

V.7, de modo que D es rugoso y puede subir y bajar, estando en contacto con el pasador mostrado, en 

tanto que E es prácticamente liso y no puede girar por estar fijo. 

D 

duela/ E 

Figura V.7 
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En las condiciones descritas, si entre ellos se introduce una duela rugosa, que al moverse esté en 

contacto al menos con D , éste se moverá dcbi�o precisamente a la fuerza de fricción ejercida por 

la duela, sobre él; aunque ya después, por ejemplo, si súbitamente dejara de moverse la duela, dicho 

disco giraría con una rapidez cada vez menor (debido a la fricción). 

V.L3 DESCRIPCIÓN DE LAS FUERZAS DE FRICCIÓN EN SECO, FLUIDA, ESTÁTICA Y 
DINÁMICA. DEFINICIÓN DE FUERZA DE FRICCIÓN LÍMITE. 

Atendiendo al medio en que se generan, las fuerz<ls de fricción pueden subdividirse en: a) fuerzas en 
seco, y, b) fuerzas fluidas (viscosas). 

Indep�ndientemente del medio en que se presenten, diremos que las fuerzas de fricción estática se 
generan cuando no hay desplazamiento relativo entre las superficies en contacto, en tanto que, las de 
fricción d inámica se generan cuando existe desplazamiento relativo entre las superfic ies (en contacto). 

Para mostrar diferentes tipos de fuerzas de fricción, analizaremos dos casos relacionados con el mode lo 

de la figura V.8 , formado por un cuerpo A sobrepuesto en otro B. como se indica, donde la superficie 

mostrada es horizontal; en ambos supondremos que no hay volcamiento, es decir que ningún cuerpo se 
voltea, sea cual sea el tipo de fuerzas que actúa sobre él. 

/ / / / / 

A 

B 

/////// / 

Figura V.8 

/ / 

CASO I) Cuando B está fijo al piso y, como se indica en la figura V.9 . sobre A se ejerce una fuerza 

horizontal P, cuya magnitud aumenta gradualmente a partir del instante en que empieza a 

aplicarse. En este caso, entre A y B se generan fuerzas horizontales de interacc ión cuya 
magnitud crecerá en tanto que A no se mueva, y que (se considera) permanecerán cqnstantes 
a partir del i nstante en que A empiece a moverse. 

p 
A 

B 

/ / / / ////11 / / / / / 

Figura V.9 



La fuerza de interacción que actúa en cada uno de los cuerpos, en tanto no existe movimiento 

relativo entre ellos, recibe el nombre de fuerza de fricción estática y la representaremos 

mediante (F,)5 ; a partir de que A empieza a moverse recibe el nombre de fuerza de fricción 
dinámica (o cinética), a la que simbolizaremos por medio de (F,)k. 

En tales condiciones, el diagrama de cuerpo libre de A antes de iniciarse el movimiento es el 
de la figura V .1 O , mientras que, moviéndose y en tanto no se suprima la acción de P, el d .c . l . 

de A, es el de la figura V.ll . 

A 
p p 

A 
{Fr).s 

NA. 

' 

Figura V.lO Figura V.ll 

Se ha observado experimentalmente que, el valor máximo que puede alcanzar la magnitud de 

la fuerza de fricción, que actúa sobre cada una de las dos superficies en contacto , es 
directamente proporcional al módulo No de la resultante de las fuerzas de interacción, que 
actúan perpendicularmente con relación a cada una de esas superfic ies , como consecuencia 
de la presión (normal) que se ejerce entre ellas; así pués, dicha proporcionalidad está regida 
por la igualdad 

... [ 15 J, 

donde (F,)5 máx recibe el nombre de fuerza defricción estática límite y f.ls es una constante 

llamada coeficiente de fricción estática, cuyo valor, que depende del tipo de los materiales 

correspondientes a las superficies en contacto , se ha determinado para diversos casos, 

principalmente en laboratori os, como también se ha determinado (para diferentes tipos de 
superficies en contacto) el llamado coeficiente de fricción c inética, al cual comúnmente se le 

representa como )..lk . 

También experimentalmente se ha observado que, una vez que P logra superar a la 
.. 

resistencia al movimiento, debida a la fricción límite, o sea para P>¡..tsNo , el bloque A entra 

en movimiento, actuando sobre él lo que se conoce como fuerza de fricción cinética límite, 

(Fr)k, de magnitud dada (aproximadamente, ya que no permanece realmente constante) por: 

[ 16]. 
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fuerza que estará actuando sobre A en tanto no deje de moverse, sobre B. aunque se suprima 
la acción de P. 

CASO íl) Cuando B está simplemente colocado sobre la superfic i e mostrada en la figura V i 2 .. d.demas 

de que A sólo está sobrepuesto en B, y a éste se le aplica una fuerza horizonta.l Q como se 

indica en dicha figura. En este caso pueden presentarse dos ttpos de movimiento. una vez 

que Q logre superar a la fuerza de fr icción límite que ejerza sobre B la superficie en la cual 
descansa este cuerpo. Los tipos de movimiento a que se ha hecho referencia son Jos descritos 

en los incisos U.a y II.b siguientes. 

Q 

/ / / / ' ' 

A 

B 

/////// ' 

Figura V.12 

Il.a) Si A y B se mueven juntos. En este caso las fuerzas de fricción estática generadas entre 

ellos tienen una magnitud Fr, menor o igual que el valor dado por el producto ).l\NA 

(donde 1-ls es el coeficiente de fricción estática entre A y B, en tanto que N4 es el módulo 
de la fuerza normal, de interacción, que se ejerce entre B y A); a este caso le 
corresponden los d.c.L de la figura V.13 para un instante cualquiera del movimiento, 
donde N8 es el módulo de la fuerza normal, de interacción, ejercida entre B y la 

superficie que lo soporta, mientras que ().lT)kN8 es el módulo de la fuerza de fricción 

cinética ejercida sobre B por la superficie mencionada. 

Fr 

Q 
A 

Fr 

Nn 
Figura V.13 

IJ.b) Si A y B no se mueven juntos. En este caso las fuerzas de fricción (cinética) generadas 

entre ellos tienen un módulo igual a 1-lkNA , donde �tk es el coeficiente de fricción 

cinética entre A y B ; a este caso le cotTesponden los d.c.l. de la figura V .14 para un 

instante cualquiera del movimiento. 
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NA 
WA 

�k NA 

Q � WB B 
A 

(�1JtN B �*NA 

NA NB 

FiguraV.14 

En la mayoría de los casos se tiene �k < )15 y en algunos ).lk = �s , pero nunca ).lk > lls . En los casos en 
que no se mencione, o no pueda intuirse, que exista diferencia entre coeficiente de fricción cinética y 
coeficiente de fricción estática, simplemente se considerará que dichos coeficientes son iguales; es 

decir que ).lk = �s = )1 . 

Podría pensarse que sólo sobre cuerpos en equilibrio actúan fuerzas de fricción estática pero no es así, 

ya que dichas fuerzas pueden presentarse entre dos cuerpos que se muevan, siempre y c uando no exista 
movimiento de uno con respecto al otro . Para ilustrar esto consideraremos el modelo de la figura V .15 , 

formado por una escuadra articulada y un bloque D colocado sobre ella, como se muestra. 

D 

Figura V.� 

Si a la escuadra se le sujeta inicialmente en la posición mostrada y después se le hace girar, lentamente 

y en el sentido antihorario, sobre D estará actuando una fuerza de fricción estática de magni�ud 
creciente, en tanto no empiece a deslizar sobre la escuadra; d icha magnitud aumentará desde cero (que 
es el valor que le corresponde en tanto se mantenga fija a la escuadra, en posición horizontal) hasta un 

valor límite dado por �t5N0 , donde No será en este caso el módulo de la fuerza normal ej ercida por la 
escuadra sobre D. cuando éste se encuentra a punto de deslizar sobre ella. Una vez que D entre en 

movimiento con relación a la escuadra , actuará sobre él tma fuerza de fricción cinética, que sólo 
permanecerá constante en caso de que ya no se continúe haciendo girar a la escuadra. 
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Si existe rozamiento entre las superficies de contacto, no obstante que tratándose de partículas en 
movimiento o de cuerpos que sólo se trasl aden al moverse, la fuerza de fricción que actúa sobre ellos es 

ia límite; es decir, de magmtud ��kNo . Al estudiar la dinámica de los cuerpos rígidos y especJf!cameme 

en lo correspondiente a cuerpos circulares que rueden sin deslizar, podrá apreciarse que la fuerza de 
fricción que sobre éstos ejercen las superficies que los soportan puede tener un modulo menor que 

o,..t1:..Nn , o igual que el valor dado por este producto , según las condiciones del prob lema : se sugiere ver 

esto, en su momento, en el texto Cinemática y Dínamica Básica para Ingenieros, de Jorge Solar, 
coedición Facultad de Ingeniería, UNAM-Editorial Trillas, 1998 

V.2 LEYES DE COULOMB-MORIN PARA FRICCIÓN EN SECO. DETERMINACIÓN DE 

FUERZAS DE FRICCI ÓN EN CASOS DONDE INTERVIENEN DOS, Y CASOS DONDE 

SE ENCUENTRAN MÁS DE DOS, CUERPOS EN CONTACTO, CONTEMPLANDO 
SITUACIONES EN QUE LOS MÓDULOS DE DICHAS FUERZAS SON 
PROPORCIONALES A LAS MAG NITUDES DE LAS FUERZAS NORMALES , Y 
S ITUACIONES EN QUE NO LO SON. 

V.2.1 LEYES DE COULOMB-MORIN PARA FRICCIÓN EN SECO. 

El estudio del fenómeno de la fricción ha dado como resultado la creación de una ciencia reciente, 
denominada tribología (del griego tribos que significa fricción y logos que significa tratado). 

Esta nueva ciencia se ocupa de la descripción del fenómeno de la fricción, mientras que una rama 
derivada de la tribología, la tribotécnica, se ocupa de la aplicación de los resultados obtenidos del 
estudio de dicho fenómeno. 

Según Wladyslaw Roman Powlak* , el estudio formal se inicia en 1966, cuando el M inisterio de 

Enseñanza y Ciencia de la Gran Bretaña evalúa por primera vez el efecto , desde el punto de vista 
económico, de lubricación en las máquinas ; definiendo a la tribología como ·'Ja ciencia y la técnica de 
las superficies lubricadas que tienen rozamiento durante movimientos relativos. así como los problemas 
prácticos relacionados con estos procesos". 

Así se estableció que los campos de la aplicación del estudio de la tribología podrían ser: 

- La física, la química y la ciencia de los materiales en las superficies que entran en conta"cto durante 

el movimiento relativo. 

- La lubricación fluida, como la utilizada en hidrodinámica y aerodinámica. 

- La fricción en los cuerpos sólidos. 

- La lubricación durante condiciones especiales. 

- Los fenómenos y procesos existentes en microregiones de fricción en máquinas, 

• La Tribología: Ciencia y Técnica del Estudio de la fricción. Nota Científica México 1976. 
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Los cambios de las capas exteriores de elementos mecánicos durante su operación. 

- Los cambios y procesos en las sustancias lubricantes. 

- Las investigaciones sobre las propiedades y aplicaciones de sustancias lubricantes. 

El almacenamiento de los lubricantes. 

En la actualidad la tribología se ha extendido al estudio de los fenómenos naturales . 

Actualmente la tribología se define como: "la ciencia sobre la fricción y los procesos que la 
acompañan: el desgaste como resultado del rozamiento, la lubricación como forma de disminuir la 
resistencia a la fricción". 

Al no existir una teoría completa de la fricción en seco que pueda expiicar todos los fenómenos que 
aparecen durante el proceso, deberán seguir aplicándose los modelos que consideran su dependencia del 
coeficiente de fricción, los cuales son útiles para calcular la fricción sólo en ciertas condiciones . 

Para su estudio, la fricción puede clasificarse en tres grupos: 

- mecánica , 

- molecular, y 
- molecular mecánica. 

La fricción mecánica , trata el problema considerando la existencia de ciertos fenómenos mecánicos 

macroscópicos y sólo toma en cuenta los procesos de carácter mecánico. 

A este grupo pertenece el antiguo modelo de Amontons (donde la magnitud de la fuerza de fricción 

máxima está dada por: T = �. donde ¡.¡ es el coeficiente de fricción entre ambos materiales y N es la 
magnitud de la fuerza normal del elemento) , utilizado hasta la fecha, en ingeniería. 

Este último modelo aunque práctico, rara vez se aplica a problemas de investigación ya que no 

considera la calidad de las superficies en contacto. 

A este grupo también pertenece el modelo de Coulumb-Morin: F =A+� y ¡.¡=(F-A)! N, que sí 
considera las fuerzas de tracción existentes entre las superficies en contacto (A), aunque . su forma 
práctica se asemeja a la forma de Amontons. 

Otro es el modelo de Bowden, que considera el problema del razonamiento con base en la existencia de 
esfuerzos cortantes en acoplamientos metálicos durante el deslizamiento de un elemento sobre otro y de 
las rugosidades en las superficies . 

El segundo grupo considera aún más la estructura atómica de los materiales y las fuerzas moleculares 
que actúan entre las partículas, durante el contacto de dos o más elementos. Su aplicación es más 
frecuente en investigación. 
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En cuanto al te rcer grupo, el modelo que relaciona los fenómenos mecánicos con los moleculares, 

durante la presencia del fenómeno de fricción, es el del profesor Krageleski; el cual se presenta de la 
siguiente forma : 

S Jl =a ---- + p 
No 

se tiene : 

T 
donde si ¡..t toma la forma; ¡..t = --

No 

T= aS+ PNo , 

donde S es la superficie real de contacto; N0 la magnitud de la fuerza normal; a y J3 son coeficientes de 
correlación que dependen de las propiedades moleculares y mecánicas de los materiales en contacto, y 
T la magnitud de las fuerzas de fricción. 

Ninguno de los grupos mencionados trata el coeficiente de fricción en forma general, ya que 
únicamente considera la fricción en seco (de deslizamiento) ; sin embargo, consideramos importante 
distinguir entre la fricción teórica y fricción en seco (de deslizamiento), ya que se observan diferencias 
entre los coeficientes de fricción teóricos y los prácticos. 

Las diferencias se dan debido a que la fricción teórica se considera cuando se realizan los experimentos 
en el vacío, mientras que la fricción en seco (de deslizamiento), considera algunas capas atómicas de 
aire, que comúnmente se encuentran en el ambiente. 

Al realizar algunos experimentos se ha observado que una pequeña capa atómica de aire puede reducir 
el coeficiente de fricción entre seis o siete veces. 

En este texto se tomará el modelo correspondiente a Coulumb-Morin aplicado al campo de la fricción 
en los cuerpos sólidos, debido a que es la única teoría que lo formaliza a través de sus leyes de fricción 
en seco. 

Después de un número de experimentos suficiente, para poder inferir algunos principios aplicables al 
fenómeno de la fricción en seco, Carlos Coulumb enuncia sus Leyes la Fricción en 1781, las cuales 
fueron comprobadas por A. J. Morin en sus experimentos realizados 50 años después , en 1831. 

Antes de enunciar las leyes conocidas como de Coulomb-Morin, y que como complemento a lo 
expuesto en el subcapítulo V.1.3, expondremos lo siguiente. 

Consideremos a un cuerpo como el C de la figura V .16 , colocado sobre una superficie horizontal, 
sobre el cual actúan las siguientes fuerzas: su peso (W), una fuerza horizontal (P(t)), la fuerza normal 

(N) que es la resultante de las fuerzas que la superficie ejerce sobre dicho cuerpo, y la fuerza de fricción 
(Fr) que tal superficie ejerce sobre el citado cuerpo. 

210 



} :, ,:l ' ' ' ' "�' " ' ' ' ], } } ' } 

Figura V.l6 

Con base en lo establecido, el d.c.l. correspondiente al cuerpo descrito es el mostrado en la figura V .17. 

P{t) 

Fr 

N 

Figura V.17 

De ser rugosas la superficies en contacto, al incrementarse P(t) conforme transcurre el tiempo, la 

magnitud de la fuerza de fricción va incrementando su valor , según se muestra en la figura V.l8. 

Fr 

Figura V.18 



Tal comportamiento se dará en tanto el cuerpo no inicie su movimiento. La experiencia ha mostrado 
que existe un instante en el cual el cuerpo está a punto de iniciar su movimiento; sin embargo , el estado 
anterior, correspondiente al instante recién citado (conocido como límite) no es posible observarlo con 
precis1ón. 

Dicho estado también se conoce como el de movimiento inminente o de inestabilidad; es aquí cuando 
se presenta lo que se conoce como fuerza de fricción máxima o como fuerza de fricción límite, 
simbolizándo ello con Fr máx o Fr'. 

Después de ese instante el cuerpo comenzará a moverse pudiéndose presentar los siguientes 
comportamientos. 

Fr 

f7r máx ·-------------

·O ·""-(' ·�\V 

�\!¿ 
'1?..¡; 

punto de equilibrio 
/ inestable 

----------------- (1) 
¡, 

ll (2) 1 '-------------, 
1 

�--------

1 (3) 
�ot

' 1 
1 Movimiento acelerado (vif.O y a=FO) 

0"'-----L----'------------ p (t) 

Figura V.l9 

En la figura V .19 se muestran el estado de equilibrio estable y el denominado punto de equilibrio 
inestable, así como el estado de movimiento acelerado. 

La etapa ( 1 ), que se presenta al ténnino del estado de equilibrio estable, representa el valor del módulo 

de la fuerza de fricción cuando el cuerpo inicia su movimiento, casi imperceptible al observador; esto 
se presenta en movimientos acelerados relativos con rapideces muy pequeñas , de modo que los 
coeficientes de fricción estática y cinética pueden considerarse iguales. 

La parte (2) representa el comportamiento común de la magnitud de la fuerza de fricción, en cuanto a 

movimientos con rapideces no muy grandes . 

La parie (3) representa el comportamiento del módulo de la fuerza de fricción cuando el cuerpo se 
mueve cada vez más rápido , hasta alcanzar velocidades de gran magnitud. 

Después de comprobar Jo establecido por Coulomb y con el apoyo de la gráfica representada en la 
figura V .19, M orín reafirma lo siguiente en cuanto a las leyes ele fricción. 



1 a Ley: El módulo de la fuerza de fricción máxima que puede expresarse es proporcional a la magnitud 
fuerza normal ejercida entre las superficies de contacto ; esto es: Frmax � N, expresándose 

también Fr máx = 1-ls N, donde 1-ls es el coeficiente de proporcionalidad, Fr111ax = i Ft·máx 1 , y, 
N=INI. 

2a Ley: La magnitud de la fuerza de fricción máxima que puede generarse es independiente del área de 
las superficies en contacto, entre los cuerpos correspondientes. 

3a Ley : La magnitud de lá fuerza de fricción límite es mayor que el módulo de la fuerza de fricción 
cinética. 

4a Ley: La magnitud de la fuerza de fricción cinética es independiente de la velocidad relativa de los 

cuerpos que se encuentran en contacto : esto es Frk = 1-lk N, donde Frk = 1 Frk 1 . 

La segunda de estas leyes puede causar extrañeza o confusión, sin embargo, gracias a esta ley es posible 
realizar el estudio de la dinámica de partículas . 

La cuarta de estas leyes no es del todo cierta, ya que la magnitud a que hace referencia puede alterarse 
si la rapidez del movimiento de una superficie, con respecto a la otra, varía considerablemente. 

Así, y de acuerdo con los experimentos más recientes , se tienen las siguientes leyes complementarias 
para el fenómeno de la fricción: 

l. Cuando dos cuerpos en contacto se encuentran sometidos a presiones muy bajas o muy altas que 

pueden producir deformaciones, el valor del coeficiente de fricción estática aumenta 
considerablemente. 

II. Cuando un cuerpo en contacto con otro, comienza a desplazarse a una rapidez muy baja, el valor 
del coeficiente de fricción cinética prácticamente es igual al valor del coeficiente de fricción 
estática. 

III. Cuando un cuerpo en contacto con otro, se mueve con gran rapidez, el coeficiente de fricción 
cinética disminuye sensiblemente. 

IV. Los cambios de temperatura considerados ordinarios, no producen alteraciones al valor del 
coeficiente de fricción. 

En recientes investigaciones se ha observado que los coeficientes de fricción varían cuando los cambios 
de temperatura son grandes. 

En general decimos que los problemas en donde intervienen fuerzas de fricción se pueden clasificar en 

dos grupos: 

l. Cuando no se conoce el estado dinámico del cuerpo, es decir que no se sabe si el cuerpo está en 
movimiento, en reposo o se encuentra a punto de comenzar a moverse. 

II. Cuando se conoce el estado dinámico del cuerpo. 
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V.2. 2 DETERMINACIÓN DE FUERZAS DE FRICCIÓN EN CASOS DONDE INTERVIENEN 

DOS, Y CASOS DONDE SE ENCUENTRAN MÁS DE DOS, CUERPOS EN 

CONTACTO, CONTEMPLANDO SITUACIONES EN QUE LOS MÓDULOS DE 

DICHAS FUERZAS SON PROPORCIONALES A LAS MAGNITUDES DE LAS 
FUERZAS NORMALES, Y SITUACIONES EN QUE NO LO SON. 

Habiendo ya descrito el fenómeno de la fricción , así como los diversos tipos de fricción y el concepto 

de fricción límite, además de aplicar (donde corresponda) a las leyes de Coulomb-Morin, a 

continuación determinaremos
'
fuerzas de fricción , acorde con el nombre de este subcapítulo . 

Antes de presentar los siguientes ejemplos mencionaremos que, acorde con la Segunda Ley de Newton, 
tratándose de partículas que realicen movimientos rectilíneos, o de cuerpos que sólo se trasladen de 
manera tal que sus puntos describan trayectorias rectas durante su movimiento ., la suma de las 
componentes de las fuerzas actuantes, con relación a cualquier eje perpendicu lar a las trayectorias 
mencionadas, es igual a cero. 

Ejemplo V.3. 

Los bloques A y B de la figura V.20 pesan 5 y 15 N, respectivamente, y se encuentran en reposo en la 
posición mostrada, estando A simplemente colocado sobre B, y éste a su vez sobre la superficie 
horizontal indicada. Teniendo en cuenta que el coeficiente de fricción estática entre A y B es 0.4 , en 
tanto que los coeficientes de fricción estática y cinética entre B y la superficie que lo soporta son, 

respectivamente , 0.30 y 0.25, y considerando que se aplica constantemente sobre B una fuerza dada por 
1.5P.máx , donde Pmáx es la mayor fuerza horizontal aplicable a B sin que éste se mueva, obtenga los 
diagramas de cuerpo libre en movimiento: 

a) para el caso en que A y B se muevan juntos. 
b) para el caso en que A y B no se muevan j untos, y 0.05 sea el coeficiente de fricción cinética 

entre ellos. 

A y 

B 

////// 7 / '////// / / l _____ X 

o 

Figura V.20 
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Rcsolucíón. 

a) Primeramente calcularemos Pmáx , para lo cual emplearemos los d.c.l. de la figura. V .21, 

mismos que corresponden a la última condición de reposo de los bloques. 

y 
NA 

WA=5N 

Pmáx B � W8=15N 
A 

(JlTJsNB 
--·-··-·-··--·--·-· X 

o 

NA N B 

Figura V.21 

Basados en estos d. c.!., donde P máx representa la magnitud Pmax : 

De Fv =O , para el bloque A, obtenemos N.t - 5 =O . luego 

.... (1). 

De Fv = O , para el bloque B, teniendo en cuenta el valor de NA, se obtiene N 8 - 5 - 15 = O , de donde: 

Na= 20N 

con lo que: 

(¡.t7)sM3 = ( 0.3) (20) = 6N 

teniendo en cuenta este valor, para B, de Fr = O , se obtiene: 

Pmáx- 6 =O, 

igualdad que se cumple para: 

Pmáx = 6N, 

o sea para: 

Pmax = 6iN. 

(2), 

... (3); 

De acuerdo con esto y con el enunciado del prob lema, sobre B estará aplicada en forma constante una 

fuerza dada por 9i N, que mantendrá en movimiento tanto a B como a A en tanto éste no caiga, si es que 
llega a caer; entonces los d.c.l. en caso de que A y B se muevan juntos, son los mostrados en la figura 
V.22. 

215 



WA=5N y 

Fr 

9N 

Fr 
A (�T)tN B 

----X 

o 

Ns 

Figura V.22 

Con base en dichos d.c.l.: 

1) De Fv =O, para A, se obtiene NA- 5 =O, que implica: 

N,1=5N, �lsN.� = ( 0.4) (5).:::: 2N , y. Fr � 2N. 

2) De F1• =O, para /3, tomando en cuenta el valor de/\:,-�. obtenemos Na - 5 - 15 =O , de donde: 

Na= 20N, 
con lo 4ue: 

(�tT)kNn = (0.25) (20) = 5N . 

b) Debido a las condiciones de este problema. así como lo especiticado para este caso, se tiene: 

�t�-;NA = (0.05) (5) = 0.25N ; 

por dio. los d.c.l. de A y B. en caso de que no se muevan juntos son los de la figura V.23; es decir. los 
últimos diagramas que se pidió obtener. 

WA=5N 
NA=5N 

�kNA=0.25N 

9N B 'WB=l5N 

(l!T) kN B =5N 
A 

N..c=5N Nn =20N 

Figura V.23 
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Ejemplo V.4. 

Obtenga el módulo de la fuerza de fricción que actúa sobre el pequeño bloque de la figura V.24, cuyo 
peso es W. Considere que el coeficiente de fricción tanto estática como dinámica es 0 .85 , y que el 
bloque se suelta en la posición mostrada. 

Figura V.24 

Resolución . 

El diagrama de cuerpo libre del bloque, después de soltarlo, es el de la figura V.25. 

o 

/ 
/ 

/ 
/ 

_,.,.--( cp 
___ !_ ___ _ 

No 

Figura V.25 

Basados en dicho d.c.l., de Fy = O obtenemos: 

No- W cos � = O , lt�ego: No= W (0.8) = 0.8W, 

con lo que: 

)lNo= 0.85 (0.8W) = 0.68W; 

suponiendo que el bloque no se mueve después de soltarlo, deberá tenerse Fx = O , o sea: 

- W sen � + Fr = O , 
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lo que se cumple para: 

Fr = W (0.6) = 0.6W, 

como el módulo de la fuerza de fricción necesaria para que el bloque no se mueva luego de soltarlo., o 

sea 0.6W, es menor que pN0, la respuesta al ejercicio es: 

IF i- O 6W • r1 - • · 

Recuerde que, no obstante que el sistema de referencia emp leado al resolver cu:dquicr problema no 

forma parte del d.c.l. respectivo, es conveniente dibujarlo lo más cercano posible a éste, pues de los 
sentidos de los ejes (que lo forman) depende el signo de las componentes, tanto de las fuerzas como de 
los momentos de los pares, que intervienen en dicho problema. 

Se sugiere determinar cuál hubiera sido la respuesta de este ejercicio del ejemplo (V .4l si: 

Ejemplo V.S. 

a) Conservando idéntica la .figura corre,<,pondiente, ¡t = O. 6 . 
b) Conservando idéntico el enunciado, el ángulo formado entre el plano 

inclinado y la horizontal fuera de 15°. 

Considere un cuerpo ubicado sobre una superficie horizontal, al cual se le aplica una fuerza paralela a la 
superficie citada, de magnitud dada por f(t), y corresponde el d .c.l . de la figura V.26. 

w 

f(t) 
Fr 

N 

Figura V.26 

Fr 

Fr máx -------------· 

�q; 
q;,\o; 

·O 
.�f" ·�" 

punto de equilibrio 
/inestable 
-------··----·-· --- (1) 

�---- _(��----- \ 1 --------- (3) 
1 

"�" : Movimiento acelerado (v'f-0 y a ::PO) 
0"-----.L...--'---------· ---------·-- -· -·---- f (t) 

fei(t) 

Figura V.27 

De acuerdo con la gráfica indicada en la figura V.27 (donde se muestra el comportamiento de la 
magnitud de la fuerza de fricción de la figura V.26), se tiene: 



a) cuando f(t) =O, la magnitud de la fuerza de fricción , Fr, también es igual a cero, 

b) cuando f(t) comienza a incrementarse, la magnitud de la fuerza de fricción también se incrementa, 
de tal forma que sus magnitudes son iguales (zona de equilibrio estable), 

e) en cierto instante, para el valor f(t) = fei, la fuerza de fricción es la límite (Fr máx ), y, 

d) después de haber alcanzado el punto de equilibrio inestable, el cuerpo comenzará a moverse, 
presentándose la fuerza de fricción cinética (Frk). 

Ejemplo V.6. 

Si sobre el bloque de la figura V.28 actúa una fuerza horizontal de magnitud P dada por P=3t, donde P 
está en newtons para t en segundos, determine para qué valor de t el bloque estaba a punto de moverse, 
así como la magnitud de la fuerza de fricción para t = 2 y t = 1 O segundos . 

L. 
o 

Resolución. 

7 7 ;:;;/ 7 J J J 1 J J J J J J J 7 J J 7 7 7 7 7 7 

!ls =0.25 , J.lt=0.20 

Figura V.28 

Con base en los datos, el diagrama de cuerpo libre correspondiente a cualquier instante es el mostrado 
en la figura V.29, mismo que formará parte importante de esta resolución. 

y 
W=60N t 

l ____ 

p 

Fr 
X 

o 

No 

Pigura V.29 
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a) Considerando que el bloque esta a punto de iniciar su movimiento la fuerza de fricción que actúa es 

la límite. y la resultante del sistema actuante es nula, es decir R = O, por lo que: 

3t i - Fr i - W j +N j = O 

lo que factorizando puede escribirse: 

(3t-Fr)i + (- W +N)}= O 

sustituyendo a F'r por Frmáx = )lsNo, y considerando la igualdad vectorial resultan: 

De la ecuación ( 4) resulta: 

Al llevar (5) a (3) se obtiene: 

es decir: 

de donde resulta: 

31-¡.¡.5Nu =O 

- W+ No= O 

No= W= 60N 

3!- )lsW =O , 

31- 0.25 (60) =o , 

t = 5 S , 

es decir que. para este valor de t el bloque estaba a punto de moverse. 

b) Ahora calculamos la fuerza de fricción para t = 2 s . 

... (1), 

... (2); 

(3), 

(4). 

... (5), 

... (6). 

De acuerdo con lo anterior, el comportamiento de la magnitud de la fuerza de fricción, que actúa sobre 

el bloque de este ejemplo, se muestra en la figura V .30 , donde Fr = 31 para O :<=;; 1 :<=;; 5 s, en tanto que 

(teóricamente) para 1 > 5 s, Fr permanecería constante, con un módulo menor que 15 N . 

Fr (N} 

t 
15 �-------------

\ �-----------� 
1 �--------

1 

1 Movimiento 
________ _L __ _ -----t (s) 

o 5 

Figura V.30 
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Como a los dos segundos no se ha iniciado el movimiento, la magnitud de la fuerza de fricción para 

dicho instante es igual a la magnitud de la fuerza P, es decir : 

Fr = 3t = 3(2) = 6 N . 

e) Considerando la gráfica de la figura V .30 , se observa que a los 1 O segundos el bloque ya se 

encuentra en movimiento, por lo que , de acuerdo a la 4a. Ley de Coulomb Morin. Fr = llk N y 
teniendo en cuenta el valor proporcionado del coeficiente de fricción cinética, así como el valor 
dado por (5), resulta: 

Frk = 0.20 (60) = 12 N . 

Ejemplo V.7. 

Determine el módulo P de la fuerza horizontal aplicada al cuerpo de la figura V .31, cuyo peso es 750 

N, de modo que esté a punto de iniciar un movimiento ascendente sobre el plano inclinado (8 = 30°, 
con respecto a la horizontal). Considere que el coeficiente de fricción entre las superficies en contacto 

es f..ls = 0.2. 

p 

Figura V.31 

Resolución. 

Con base en los datos, el d.c.l. del cuerpo a punto de iniciarse d movimiento descrito es el que se 

muestra en la figura V.32. 
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y 

Figura V.32 

En el instante citado la resultante del sistema de fuerzas actuante es nula, es decir R = O, por lo que: 

P+N+ W+Fr=O ... (l ), 

condición que teniendo en cuenta lo mostrado en el d.c.l. de la figura V.32, puede escribirse como: 

y al factorizar: 

(P cose ) i - (P sene )j - ( W sene ) i -(Wcose )j+Noj -Fmax i =O 

[ P cose - W sene - Fmáx] i + [ -P sene - W cose +No ]j =O 

sustituyendo Fmáx por lls No , de esta igualdad vectorial obtenemos las escalares: 

P cose - W sen8 -¡..ts No = O 

-P sene - W cose +No ==O 

Ahora, despejando a No de (5), se tiene: 

No = P sene + W cose 

valor que llevado a (4) da lugar a : 

p cose - w sene - 1-ls p sene - 1-ls w cose == o 

factorizando a P y a W se tiene: 

p (cose - lls sene ) - w (sene + 1-ls cos8) =o 

... (2), 

... (3); 

... (4), 

... (5). 

... ( 6), 

... (7); 

... (8), 
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de donde obtenemos: 

p = w(sen e+ lls cose) 
( COS e -!l S sen e) 

es decir, lo que corresponde al módulo de la fuerza P para cualquier valor de W y de 8. 

Emonces. el valor de P 3oíiciiado es: 

p 

' � 

750l sen 30°- 0.2(cos30°) J _ 

cos30°- 0.2(sen30°) -- 659N 

... (9). 

NOTA.- Se sugiere al lector investigar cuál es el valor de P requerido para que el bloque estuviera a 
punto de descender sobre el plano, conservando idénticos el peso del bloque, el coefic1..:nte de 
fricción y el ángulo de 30°. 

Ejemplo V.8. 

El pequeño bloque de la figura V.33(a) se moverá como consecuencia de la acción ejercida por la 
fuerza mostrada, paralela al plano, cuya magnitud varía con el tiempo como se muestra en la figura 
V.33(b). 

Considerando que el coeficiente de fricción entre las superficies en contacto vale 0.5 en cualquier 
condición, determine para qu� valor de t está a punto de moverse el bloque, así como la magnitud de la 
fuerza de fricción que actúa sobre él en dicho instante. Después de ello, elabore gráficas donde se 

muestre con relación al tiempo. desde t = O hasta el valor de t que recién se nos pidió determinar, 
cómo se comporta el módulo: a) de la fuerza que jala al bloque, b) de la fuerza de fricción, e) de la 
proyección dd peso sohrc el plano inclinado, y. d) de la fuerza que la pared ejerce sobre el bloque. 

;��-
1
5l ____ L ____ _ ___________ t (s) o¡ M ·1 

1
0 

P= ct 

(a) (b) 
Figura V.33 



Resolución. 

En la figura V.34 mostramos el d.c.l. correspondiente al instante en que el bloque está a punto de mícíar 
el mov:miento. 

/ 
/ 

/ / 

¿¿//
/\e 

p 

Figura V.34 

En dicho estado , donde sobre el bloque actúa la fuerza de fricción límite , también se tiene que la 
resultante del sistema de fuerzas actuante es nula, es decir R = O , debido a lo cual este modelo 
matemático toma la fonna: 

P + Fr + W + N2 == O ... (1), 

Por ( 1 ), teniendo en cuenta los elementos de la figura V .34, se tiene: 

Pi-- Frmáx i- (W sene ) i + Nú- (W cose )j =O ... (2), 

expresión que puede escribirse en la forma:: 

[ P - Frmáx - W sen e ] i +[ N2 - W cose ] j = O ... (3). 

Al ser Frmax = Jls N2 , de (3) se obtienen las siguientes dos ecuaciones escalares: 

P - Jls N2 - W sene = O ... (4), 
y, 

N2- W cose =O ... (5). 

De (5) resulta: 

N2= Wcose ... (6); 

sustituyendo ( 6) en ( 4) se obtiene: 

P - ¡..t, vV cose - W sene = O ... (7). 
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y sustituyendo en (7) los datos del problema, obtenemos: 

de donde resulta: 

1.5 t- (0.5) f9) (�os 30°)- (9) (sen 30°) =O , y, 1.5 t = 8.397; 

t=5.598s ... (8). 

Teniendo en cuenta (6) y el valor dado para �ts, en el instante analizado la magnitud de la fuerza de 

fr¡cción que actúa sobre el bloque es: 

¡.t5N2 = 0.5Wcos30°= (0.5)(9)(cos30°) = 3.897N, .. (9), 

valor que se nos pidió determinar. 

Para elaborar las gráficas solicitadas, habrá que analizar las siguientes etapas: 

1) desde t =O hasta justo el instante, que llamaremos t1, en que la pared que está en contacto con el 
bloque deja de ejercer fuerza algtma sobre dicho cuerpo; en esta etapa el bloque no tiende a 
moverse, debido a lo cual no se generan fuerzas de fricción. 

2) desde el instante t1, último instante en que no se generó fi·icción, hasta el instante en que el bloque 
está a punto de iniciar su movimiento; es decir hasta t = 5.598 s , valor dado por (8). 

El d.c.l. para cualquier instante de la primera de las dos etapas citadas se muestra en la figura V .35, 
donde Q representa la magnitud de la fuerza que la pared ejerce sobre el bloque. En esta etapa el bloque 
se encuentra en equilibrio bajo la acción de la fuerza de magnitud dada por 3t (N para ten s), la fuerza 
de módulo Q (recién definida); el peso del cuerpo , y la resultante de las fuerzas normales ejercidas por 
el plano inclinado, sobre el cuerpo. 

X 

W=9N 

Figura V.35 
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Considerando los elementos del d.c.l. de la figura V.35 , al aplicar Fx =O se obtiene :  

Q + 1.5t- 9 sen30° =O, 

de donde: 

Q = 4.5- 1.5t ... (10), 

debido a lo cual, esta etapa finalizará cuando: 

o= 4.5 - 1 . 5t 

o sea, cuando : 

t=3s 

(instante para el cual 1.5t = 4.5 equilibra a la magnitud de la proyección del peso sobre el plano 
inclinado, es decir a 9 sen30° = 4.5 N) 

El d.c.l. correspondiente a cualquier instante de la segunda de las dos etapas, recién citadas, es el que 
presentamos en la figura V.36 , donde Fr representa la magnitud de la fuerza de fricción que el plano 

inclinado ejerce sobre el bloque. Obviamente, correspondiente a esta etapa, el valor inicial 
correspondiente a Fr es cero, y el valor final de dicha magnitud es el dado por (9) , que nosotros 
obtuvimos al considerar el estado en que el bloque estaba a punto de moverse. 

X 

y 

W=9N 

Figura V.36 
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Tl.!nieodo en cuenta los elementos del d.c.l. de la figura V.36 , aplicar Fx ==O obtenemos: 

1.5t- 9sen30° -Fr=O, 

de donde resulta: 

Fr = l.5t- 4.5 ... (11 ); 

�.:nlom:�.:s, wrn.:!)pondicndo a l:'f una variación lin�al, el valor de Fr para el primer instant� de esta etapa 
(t = I.Ss) se tiene: 

Fr = 1.5(3)- 4.5 = 4.5- 4.5 =O (obvio), 

en tanto que, para el último instante de dicha etapa: 

Fr = 1.5 (5.598)- 4.5 = 8.397- 4.5 = 3 . 897 = lls No, 

pues en este instante está a punto de iniciarse el movimiento. 

Así pues con base en lo hasta aquí obtenido, las gráficas pedidas resultan las mostradas en las figuras 
V.37. V.38. V.39 y V.40. 

LSt(N) 

8.397 -------------------------------------------

4.5 

o 
t(s) 

Figura V.37 
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Fr(N) 

3.897 -------------------------------------------

o 3.0 5.598 

Figura V.38 

Wsencll 

4.5 "flT --r�--¡y-¡-: ,-,-·.--,- -,-,-,-1--.,--r-rT--¡rr-:-¡ 
• 1 1 ' 1 • 1 ' . ! 1 ' : : : . 1 ; ' ¡ ; i ! ¡ 1 
i !1 ' : i 1 : ¡' l ; 1 ! ; : i ¡ ; : ! ¡ ! ! :1 1 ! 1 ! 1 ' ' 1 : i ' : ! . 
' ; ' 1 1 : 11 ' ' 1 ' ! . l l 11 

1 .: . 1 . ' 1 • 
i 1 ¡ 1 1 ! l ! ' 

1 ¡ 1 1 1 1 1 ' 1 ¡ ' 1 '1 . l : • 1 1 : i 1 ¡ ' 1 i ' ¡í· 11 : ¡ ; : ' i ¡ 1 ¡ ' : ¡ ' ¡ : 1 1 ¡' ! : 
1 1 ' 1 i : ¡ ; ; 1 ! l : ; ! 1 ! ' 1 1 
1 ' 1 ' 1 1 ¡ 1 1¡ ' '¡ ' ' ' 1 1 1 ' '1 
! t 1 ¡ --Li_�_LJ_� �_u_j__:�_·_L� _ __l__!_j_L__ 

o 3.0 5.598 

Figura V.39 

Q 

4.5 

o 

1 
1 
1 

�_:_:_u.1���---
3.0 

Figura V.40 

5.598 

t(s) 

t(s) 

t(s) 



Ejemplo V.9 

En la figura V .41 se muestra un sistema formado por dos cuerpos, donde el cuerpo A descansa sobre el 
cuerpo B. Considerando que A va a ser jalado por la fuerza horizontal P mostrada. determine cuáles 

serfan los posibles estados de movimiento y sus condiciones. 

/ , 

Resolución. 

p 
A 

B 

,,,,,,,,,, , ,  

Figura V.41 

, 

Llamando P a la magnitud de P, Jos diagramas de cuerpo libre correspondientes a cada uno de los 
cuerpos A y B se muestran en la figura V.42 . 

p 
A 

a) 

b) 

Figura V.42 
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Los estados posibles de movimientos son: 

1) A y B no se mueven (movimiento nulo) . Para que esto suceda, tendrá que verificarse lo siguiente: 

Fra < (Frmáx)B 

2) A está a punto de moverse y B no se mueve, pero sin estar a punto de moverse. Para que esto 

suceda tendrá que verificarse lo siguiente: 

Frn < (Frmáx)B 

3) A y B están a punto de moverse juntos. En este estado no existe movimiento relativo entre A y B, 
además el cuerpo B no está a punto de moverse. Para que esto suceda, tendrá que verificarse lo 
siguiente: 

4) A y B están a punto de moverse; es decir, B está a punto de moverse con respecto al piso y A está a 
punto de moverse con respecto a B. Para que esto suceda, tendrá que verificarse lo siguiente: 

Fra = (Frmáx)B 

Ejemplo V. lO. 

El si stema de la figura V.43 se suelta en la posición mostrada. Si las cuerdas que conectan a los cuerpos 
son lisas, flexibles, inextensibles y de masa despreciables, considerando nulo el peso de las poleas , 

obtenga la magnitud de la fuerza de fricción que actúa sobre el cuerpo A, para los casos en que el peso 
de B sea: 

a) 550 N, 
b) 600 N, y, 
c)800N. 
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WA =lOOON D 

e 

Figura V.43 

Resolución. 

Los diagramas dt: cuerpo libre correspondientes a los elementos que intervienen en la resolución de este 
problema son los mostrados en la figura V .44 , donde también aparece el sistema de referencia por 
emplear. 

WA. 

(b) 
T T 

Fr 

~ J T 

(a) NA. 

T T 

y (e) 

[_, __ 

Tl 

X Tl 
o 

(d) 

Figura V.44 

WB 
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Considerando que el sistema de cuerpos se encuentra en reposo, la resultante del sistema de fuerzas 
actuante en cada cuerpo es nula; entonces, para el d.c.l. del bloque A y de acuerdo con el sistema de 
referencia de la figura V.44, se tiene: 

(T- Fr)i +(NA- WA)j =O .. ' ( 1 ), 

ecuación que permite plantear las dos ecuaciones escalares siguientes: 

T- Fr =O ... (2), 
V -, 

... (3). 

Para el d. c. l. de la polea móvil (e) tenemos: 

(2T .. Tt}i =O ... (4), 

ecuación vectorial que permite plantear la siguiente ecuación escalar: 

2T-Tt =O ... (5). 

Para el d.c.l. de l cuerpo By de acuerdo con el sistema de referencia mostrado en la figura V.44(d) , se 
tiene: 

(Tt- Ws)i=O 

ecuación vectorial que permite plantear la siguiente ecuación escalar: 

Tt- Ws =O 

De (8) obtenemos: 

sustituyendo (8) en (5) y despejando a T, resulta: 

ahora, de (9) obtenemos: 

Sustituyendo ( 1 O) en (2), resulta: 

2T- W= O 

T= WB 
2 

WB --Fr=O 
2 

... (6). 

... (7), 

. . (8); 

... (9); 

... (10). 

... (2'). 
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Estos dos modelos son los que permiten calcular la Fr y compararla con la Frmáx y con la (Fr)k . para 
poder contestar los incisos del problema. 

De (3) se obtiene: 

... (1] ), 

y tomando los datos del problema, resulta: 

La magnitud de la fuerza· de fricción máxima Frmáx toma el valor: Frmáx = �tsNA y al sustituir datos 
resulta: 

Frmáx == 0.30 (1 000) 

o sea: 

Frmáx = 300 N , ... (12). 

que es la magnitud de la fuerza de fricción que actuará sobre el cuerpo A, a punto de que éste entre en 
movimiento. 

La magnitud de la fuerza de fricción cinética (Fr)k toma el valor (Fr)k = JlkNA y al sustituir datos 
resulta: 

(Fr)k = 0.25 ( 1000) 

por lo que: 

(Fr)k = 250 N ... (13). 

Para cuando W8 == 550 N ; de la ecuación (2'), la magnitud de la fuerza de fricción tomaría el valor 

Fr = 

Wa que al sustituir datos resulta: 
2 

Fr = 

550 

2 

Fr == 275 N 

Al comparar este resultado con la magnitud de la fuerza de fricción máxima, se tiene que Fr < Fr máx , 

por lo que (cuando B pesa 550 N) la magnitud de la fuerza de fricción es: 

Fr== 275 N . 
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Para el caso en que W8 = 600 N, debido a (2'), la magnitud de la fuerza de fricción Fr toma el valor 
w 

Fr = ___.!}_ y al sustituir datos resulta: 
2 

Fr = 
600 

= 300 N 
2 

Ahora al comparar este resultado con la magnitud de la fuerza de fricción max1ma se tiene que, 
Fr = Frmax, por lo que (cuando B pesa 600 N) la magnitud de la fuerza de fricción es: 

Frmáx = 300 N . 

Para cuando W8 = 800 N , con base en (2') podríamos afirmar que la magnitud de la fuerza de fricción 

tomaría el valor Fr = 

Wn ; al sustituir datos resulta: 
2 

Fr = 
800 

= 400 N 
2 

Al comparar este resultado con la magnitud de la fuerza de fricCión máxima, se tiene que Fr > Fr máx , 

por lo que (cuando B pesa 800 N) la fuerza de fricción que actúa sobre A es una fuerza de fricción 
cinética, cuya magnitud está dada por (13); es decir: 

(Fr)k = 250 N 

Esta conclusión pudo haberse emitido desde que se concluyó el análisis para W8 = 600 N ; ya que, si en 
este caso estaba a punto de iniciarse el movimiento del sistema, para W8 = 800 N ya existiría 
movimiento, debido a lo cual (para este caso) sobre A actúa una fuerza de fricción dinámica. 

V.2.3 DETERMINACIÓN EXPERIMENTAL DEL COEFICIENTE DE FRICCIÓN 
ESTÁTICA. ALGUNAS TABLAS QUE INCLUYEN COEFICIENTES DE FRICCIÓN 
ESTÁTICA Y DE FRICCIÓN CINÉTICA. 

Acorde con el título de este subcapítulo y con el fin de complementar lo relativo a este tema 
(FRICCIÓN), aquí haremos referencia de cómo se determina experimentalmente el coeficiente de 
fricción estática, y presentamos algunos coeficientes tanto de fricción estática como cinética. 

Consideremos un cuerpo como el de la figura V.45 , colocado sobre una placa articulada, que forma un 
ángulo e con la horizontal. 
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1) Cuando e= 0°, la magnitud de la fuerza normal (No) es igual a la magnitud del peso (W) del bloque. 
En este estado no se genera ninguna fuerza de fricción. 

w 

No 

Figura V.45 

2) Al hacer girar lentamente la placa, e irla haciendo adoptar posiciones donde e > oo (ver figura 
V.46), y considerando que no existe movimiento relativo del cuerpo con relación a la placa, se 
tiene que: 

Fr= Wsen e ... (1), 

y, 

No= Wcos e ... (2). 

Figura V. 46 

235 



3) Cuando e alcanza el valor e límite (es decir cuando prácticamente está por iniciarse el movimiento 
del bloque sobre la placa), se alcanza también el valor máximo de la magnitud de la fuerza de 
fricción (fricción límite o máxima). 

Es decir, e límite corresponde al máximo valor que puede tomar O sin que se produzca el movimiento 
del cuerpo con relación a la placa. Esto significa que, después de adoptarse esta posición, cualquier 
incremento de e, por pequeño que sea, producirá el deslizamiento del cuerpo hacia abajo. Este es el 
estado en el cual el cuerpo está a punto de moverse, por lo que si: 

e=e 11m 

entonces Fr = Fr máx ; así , ( 1) y (2) toman la forma: 

y, 

Dividiendo (1 ')entre (2') obtenemos: 

Fr máx = Wsene lim 

No= Wcose lim 

Fr máx 1 No = tane lím 

... (1 ' ), 

... (2'). 

... (3). 

Combinando esta última expresión con el modelo matemático experimental de Coulomb - Morin, 
Fr máx = ¡.t. No , se obtiene que tan e lhn = ¡.t. . 

Esto permite establecer que, con relación al proceso descrito, el coeficiente de fricción estática (entre 
las superficies en contacto) está definido por la magnitud de la fuerza de fricción límite (Fr máx), y por 
el módulo de la reacción normal (No) correspondiente. 

Ángulo de fricción. Cuando e = e lím y el cuerpo está a punto de moverse se tiene lo mostrado en la 
figura V.47, donde la dirección de Westablece la correspondiente de la fuerza resultante entre la fuerza 
normal No y la fuerza de fricción Fr ; en tales condiciones: 

y, 

tane lím = Frmáx 1 No 

¡.t.= Frmáx 1 No . 
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Resultante de F r máx y N 

Figura V. 47 

El ángulo 8¡¡m correspondiente también al formado entre la fuerza normal N y la resultante de N y 
la fuerza de fricción que actúa sobre el bloque, cuando está actuando la fricción límite, se denomina 
ángulo de fricción. Como ya se vio, la tangente de este ángulo es igual al coefici ente de fricción estática 
entre las superficies consideradas. 

Los coeficientes de fricción para superficies secas dependen de los materiales y de las condiciones de 
acabado de dichas superficies. Estos coeficientes se ven afectados por condiciones atmosféricas tales 

como la temperatura, la vibración, polvo, humedad, oxidación y de la contaminación de las superficies 
en contacto. 

EFECTO DE LA CONTAMINACIÓN DE LAS SUPERFICIES. 

En la tabla V .1 se proporcionan valores para coeficientes de fricción estática entre acero y acero, los 
cuales dependen del grado de contaminación de las muestras. 

COEFICIENTES DE FRICCIÓN ESTÁTICA PARA ACERO SOBRE ACERO. 

Condiciones de prueba 

Des gasificado a elevada temperatura en alto vacío (soldado por contacto) (l) 
-----

Libre de grasa al vacío (2) 

� --· 

).!s 

CIJ 

0.78 
--------

Libre de grasa de aire (3) 

Limpio y recubierto con ácido oleico (4) 

Limpio y cubierto con una solución de ácido esteárico 

Refcrenctas. (1) Bowden y Young_ Proc. Roy. Soc. 1951. 

(2) CampbciL 'frans ASME. 1939. 

(3) Tomlitmon_ PhiL Mag, 1929 
(4) Hardy y Doubleday. Proc. Roy. Soc. 1923. 

Tabla V.l 

0.39 

±;] (5) 

1 

- -
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EFECTO DE PELÍCULAS SUPERFICIALES. 

Campell observó que el efecto de películas superficiales produce disminuciones del coeficiente de 

fricción estática. Estas disminuciones se obtienen cuando se forman películas de óxido por el 

calentan1iento de aire a temperatura de 1 OO. a 500 oc; las disminuciones por pe lículas de sulfuro se 

producen por inmersión de los materiales en una solución al 0.02% de sulfuro de sodio. En la tabla V .2 
se muestran estas disminuciones. 

COEFICIENTES DE FRICCIÓN ESTÁTICA �s PARA MATERIALES DEL MISMO TIPO. 

Condiciones de prueba Limpio y seco con película de oxido con película de sulfuro 

Material 

Acero sobre acero o 7Sl "'"'� 



En la tabla V .4 se presentan coeficientes de fricción estática y de fricción cinética para casos especiales, 

poco hecuentcs algunos de 0stos. 

COEFICIENTES DE FRICCIÓN ESTÁTICA Y CINÉTICA EN CASOS ESPECIALES. 

¡Material 
1 Acero sobre hielo 
1 Bronce �obre hierro fundido 

Bronce sobre hierro 
Mampostería seca sobre ladrillo 

-

��era sobre eiedra rulida 
Hierro sobre piedra 
Mampostería sobre arcilla seca 

Mampostería sobre arcilla mojada 

Madera sobre madera 
----

. Madera sobre cuero 
Madera sobre madera {lubricada con cebo, estearina y jabón blanco) 1 

----
Madera sobre madera_ (lubricada con jabón blando y baja presión) 
Madera de roble sobre madera de roble 

--- ·-

�_�:�ero sobr�hierro (surerticies secas) 
Cuero sobre._ hierro (superficies engrasadas) 
Correa de cuero sobre hiero fundido 

t----- -

Asbesto (balata) sobre hierro colado (tambor de freno) 

Tabla V.4 

-

-

1-ls 
0.027 

o 16 
0.19 

0.6 a 0.7 
0.4 

0.3 a 0.7 
0.51 
0.33 

0.7 0.4 
0.5 0.4 

0.036 a 0.19 

0.0385 

0.54 a 0.62 

0.56 0.28 

0.23 0.12 
0.28 

0.35 a 0.40 

Uno de los casos mús especiales y de gran aplicación es la determinación del coeficiente de fricción 
cinética entre llanta s  de hule y el pavimento de tipo asfáltico (ver tabla V.5). 

COEFICIENTES DE FRICCIÓN ESTÁTICA Y DE FRICCIÓN CINÉTICA PARA LLANTAS DE 
l !ULE SOBRE PAVIMENTO ASFÁLTICO. 

Condiciones de prueba Para asfalto seco para asfalto blando o resbaloso 
Material f..! k j..lk 
Llantas sobre pavimento asfáltico 0.71 0.17 a 0.66 

Tabla V.5 
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Teniendo en cuenta la presión de inflado, en la tabla V.6 se proporcionan los siguientes coeficientes de 
fricción para llantas sobre pavimento de tipo asfáltico. 

Presión de inflado Pavimento Seco Pavimento Húmedo 

1 b/in2 
l!s l!k J.ls l!k 

40 0.90 0.85 0.74 0.69 

50 0.88 0.84 0.64 0 .58 

60 0.80 0.76 0.63 0.56 

Tabla V.6 

En la actualidad se han realizado experimentos bajo diferentes condiciones de prueba. Las pruebas 
fueron realizadas por la compañía Goodrich , utilizando pavimento construido con adoquines de 
concreto y llantas gruesas de diferente encordadura, dando los resultados mostrados en la tabla V. 7. 

Coeficientes de fricción 
Estática (antes de patina�) Cinética (después de patinar) 

Rapidez en millas/hora 5 30 5 30 

Tipo de llanta: 
llanta lisa 0.49 0.28 0.43 0.26 

Estrías en circunferencia 0.58 0.42 0.52 0.36 

Estrías angulares a 50° 0.75 0.55 0.70 0.39 

Estrías angulares a 45° 0.77 0.55 0.68 0.44 

Tabla V.7 

En la tabla V.8, transcrita del manual ASME 1940-1951, se presentan coeficientes de fricción 
correspondientes a estados estáticos y de deslizamiento, tanto para condiciones secas como lubricadas. 
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COEFICIENTES DE FRICCIÓN ESTÁTICA Y DE DESLIZAMIENTO. 
(Las letras de referencia indican los lubricantes usados, los números entre paréntesis dan las fuentes. Véanse las notas al pie de la tabla) 

MATERIALES ESTÁTICO DE DESLIZAMIENTO 

Seco Grasoso Seco Graso so 

Acero duro !)Obre acero duro 0.78 (1) O. ti (l,a) 0.42 (2) O 029 (5,h) 

0.23 (l,b) o 081 (5.c) 

0.15 (l,c) 0.080 (S,i) 

0.11 (l.d) 0.058 (5j) 

0.0075 (18,p) 0.084 (5,d) 

O 0052 ( 1 8 ,h) O !OS (S,k) 
0.096 (5,1) 
O 108(5,m) 
0.12 (S,a) 

Acero dulce sobre acero dulce 0.74 (19) O.S7 (3) 0.09 (3,a) 
0.19 (3.u) 

Acero duro sobre grafito 0.21 (1) O 09 (l,a) 
Acero duro sobre metal Babbit (ASTM Wl) 0.70 (11) 0.23 (l,h) o 33 (6) o 16 (l,b) 

O 15 (l,c) 0.06(1,e) 

0.08(1,d) o 11 (l,d) 

0085 (l,e) 
Aceta duro sobre meta! Babbit (ASTM N°8) 0.42 (1 1\ o 17 (l,b) 0.35 (1 1) o 14 (l,b) 

O 11 (l,c) 0.065 ( l,c) 
0.09(1,d) 0.07 (l,d¡ 

0.08 (l,e) o 08 (1 l,h) 

Acero duro sobre metal Dabbit (ASTM N°10) 0.2S (l,b) o 13 (J.b) 

O 12 (l,c) 006 (l,c) 

o 10 (l,d) 0.055 (l,d) 
O 11 (l.e) 

Acero dulce sobre cadmio-plata 0.097 (2,1) 
Acero dulce sobre bronce fosforado 0.34 (3) 0.173 (2,1) 

Acero dulce sobre cobre-plomo o 145 (2,1) 

Acero dulce sobre hierro fundido O 183 (15,c) 0.23 (6) 0.133 (2,1) 

Acero dulce sobre plomo 0.9S (11) 0.5 (1,1) 0.95 (1 1) 03 (ll,f) 

Niquel sobre acero dulce 0.64 (3) 0.178 (3,x) 

Alumimo sobre acero dulce 0.61 (8) 0.47 (3) 

Magocsio sobre acero dulce 0.42 (3) 

Magnesio sobre magnesio 0.6 (22) O 08 (22,v) 

Teflón sobre teflón 0.04 (22) 0.04 (22,1) 

TeOón sobre acero 0.04 (22) o 04 (22,1) 

Carb uro de tungsteno s9brc carburo de tungsteno o 2 (22) 0.12 (:42,a) 

Carburo de tungsteno sobr� acero 0.5 (22) 0.08 (22,a) 

Carburo de tungsteno sobre cobre 0.35 (23) 
Carburo de tungsleno sobre hierro 0.8 (23) 

Carburo ligado sobre cobre 0.35 (23) 

Carburo ligado sobre hierro 0.8 (23) 

Cadmio sobre acero dulce 0.46 (3) 

Cobre sobre acero dulce O.S3 (8) 036 (3) O 18 (17,a) 

Niquel sobre niquel 1.10(16) 0.53 (3) 0.12 (J,w) 

Bronce sol>r e acero dulce O SI (8) 0.44 (6) 
Bronce sobre h1erro fundido 0.30 (6) 

Zinc sobre hierro fUndid o o 85 (16) 0.21 (7) 

Magnesio sobre hierro fundido 0.25 (7) 

Cobre sobre hierro fundido 105 (16) 029 (7) 

Estallo sobre hierro fundido o 32 (7) 

Plomo sobre hierro fundido o 43 (7) 
Aluminio s obre aluminio 1 05 (16) 1 4 (3) 
Vidrro sobre vidrio o 94 (8) 0.01 (IO,p) 040(3) O 09 ( J,a) 

O.OOS (IO,q) O. 116 (3,v) 

Carbón wbre v1dr1o o 18 (3) 

Granate sobre acero dulce 0.39 (3) 

Vidrio sobrt! Niquel 0.78 (8) 0.56 (3) 

Cobre wbre vid no 0.68 (8) o;¡ (3) 
Hierro fundido sobre hierro fundido 1.10(16) O !S (9) 0.070(9,d) 

0064 (9,n) 

Bronce sobre hierro fundido 0.22 (9) O 077 (9,n) 

Encino sobre encino (paralelo a la vena) o 62(9) o 48 (9) O 164 (9,r) 
O 067 (9,sJ 

Encmo sobre encino (perpendicular a la vena) 0.54 (9) o 32 (9) O 072 (9.s) 

Piel sobre encino (paralclo) o 61 (9) o 52 (9) 
Hieno fundido sobre encino 0.49 (9) O 075 (9,n) 

Piel sobre hierro fundido O.S6 (9) o 36 (9,!) 

0.13 (9,n) 

PlástiCO laminado sobre acero 0.35 ( 12) o 05(12,1) 

Hule estriado sobre acer o (cojinetes) O.OS (13,t) 

(1) Compbell, Trans ASME, 1939; (2) Cl.rke, Lincoln and Sterrett, Proc. API, 1935; (3) Bearc and Bowden, Phi!. Trans. Roy. Soc., 1935; (4) Dokos, TraJU. ASME, 1946; (S) Boyd and Robeotson, Trans 

ASME, 1945; (6) Sachs, Zcit f angcw Math. und Mech, 1924; (7) Honda and Y ama la, Jour. Y ofM., 192S; (8) Toonlinson, Phi!. Mag., 1929; (9) Mor in, Acad Roy de• Sciences, 1 83&; (lO) Claypoole. 

Trans. ASME. 1943, (11) Tabor, Jour Applied Phys., 194S; (12) éyasen. General Discussion on Lubncation. ASME, 1937; (13) Brazier and Holland-Bowyer. General Discusiion on Lubricat1on, ASME. 

\937; {14) Burwetl. Jour SAE, 1942; (15) Stanton, "Friction", Longmt�ns, (16) Ernst and Merchant, Conference on Friction and Surface Fin ish, M.l T., 1940; (17) Gongwer, Conference 011 Friction and 

Surface Fimsh, M 1 T. 1940, ( 1 8) Hardy and Dircumshaw. Proc. Roy Soc., 1925: ( 19) Hardy and Hardy, Phil Mag., 1919: (20) Bowden and Young, Proc Roy Soc. 195 l. (21) Hardy and Doubleday, Proc 

Roy S oc. 1923. (22) Bowden and Tabor, ''The Fnction and Lubrication of Solids." O.'Cford: (23) Shooter. Research, 4. 1951 

(a) ácido oleico. (b) aceite para usos Atlanuc (mineral ligero), (e) aceite de ricino, (d) aceite de sebo, (e) aceile Atlanlic para usos mtis 2n¡o de acido oleico, (f) aceite mineral mediano, (g) aceite mineral 
mediano más O 5% de acido oleico, (h) Rcido esteirico, (i) grasa a base de óxido de zinc, (j) gralito, (k) aceite de turbina mas 1% de grafito.(!) aceite de turbina más 1% de &cido estearico, (m) aceite de 
turbina (acette mineral mediano), (n) ace ite de olivo, (p) ácido palmitico, (q) ácido ricil\oleico, (r) jabón seco, (t) agua, (u) aceite de colza, (v) aceite tres en uoo, (w) alcohol octilico. ('1() triolcina, (y) 1% de 
ácido limnco en aceite de parafma. 

Tabla V.8 
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VI. PRIMEROS MOMENTOS Y CENTROIDES DE SUPERFICIES PLANAS. 

Al desarrollar esta parte veremos cómo se obtienen los primeros momentos y los centroides de áreas de 
superficies planas, ya que estos elementos son fundamentales para determinar los centros de fuerzas 
correspondientes a ciertos sistemas de fuerzas paralelas, distribuidas continuamente. También 
trataremos de dejar suficientemente claro que, aunque tradicionalmente se ha hablado de centro de 
gravedad de diversas superficies planas, más bien debe hablarse del centroide de las mismas, ya que el 
centro de gravedad es una propiedad de elementos que tienen espesor y, por lo tanto, volumen . Antes 
de iniciar el desarrollo de este tema hemos de mencionar que, a los primeros momentos recién citados 
también se les conoce como momentos estáticos de esas áreas. 

VI.l PRIMEROS MOMENTOS DE ÁREAS DE SUPERFICIES PLANAS CON RESPECTO A 
DIVERSOS EJES. CENTROIDES DE ÁREAS DE SUPERFICIES PLANAS SIMPLES, 
DE CONFIGURACIÓN SENCILLA. 

Considérese una pequeña superficie plana, de área igual a dA como se muestra en la figura Vl.l , donde 
Oxy es un sistema de referencia, u un eje cualquiera, y v la distancia dirigida entre la superficie y el 

eJe u. 

1 
X \.V 

- - - - - -IIJ goo 
1 

Figura Vl.l 

X 

,u 

Definiremos como primer momentos del área de dicha superficie, con respecto al eje u al producto 

v(dA). Por ello, los primeros momentos de esa área con respecto a los ejes x y y, respectivamente, 

están dados por los productos ydA y xdA, mismos que pueden ser positivos, negativos o nulos, 

dependiendo de la ubicación de esa superficie con relación al sistema de referencia. 
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Consideremos ahora una superficie plana cualquiera S, de área A, como la mostrada en la figura VI.2', 

donde ves la distancia dirigida de dA al eje u . 

y 

u 

Figura VI.2 

Definiremos como primer momento del área A de la superficie plana mostrada, con respecto al eje u, a 

la suma de los primeros momentos de las áreas de las pequeñas superficies que la forman, con respecto 
a dicho 'cje. lo anterior implica que, llamando Qu a dicho primer momento, éste puede calcularse 

mediante la integral citada a continuación: 

Q11 = iv(dA) [ 17). 

De acuerdo con esta definición, los primeros momentos del área de una superficie plana cualquiera , con 
respecto a los ejes x y y, podrán obtenerse como . 

[ 17x], 

y, 

QY = ix(dA) [ 1 7y], 

a los primeros momentos del área de una superficie plana también se les conoce como momentos 
estáticos, de la misma. 

243 



Como centroide del área de una superficie plana se define al punto e(�, :Y), tal que: 

_ ixdA Q x= -s-- =� 

idA A 

y, 

así pues, el centroide de una superficie es un concepto puramente geométrico. 

[ 18x], 

[ 18y], 

Vale la pena mencionar que, al centroide de un área algunas personas le llaman centro de gravedad de 
la misma. Para hacer ver que sólo en algunos casos, bajo cierta hipótesis y cumpliéndose determinada 
condición, tienen razón en llamarlo así, nos valdremos de lo siguiente. 

En realidad, tiene sentido hablar de centro de gravedad de un cuerpo (pero no de una superfic ie) , como 
el punto donde se localiza la resultante de las fuerzas representativas de los pesos de las partículas que 
lo conforman, pues es lógico asociar la idea de peso a elementos que tienen un cierto volumen 

(cualquier cuerpo), y no a superficies planas (que carecen de espesor). 

Sin embargo, si consideramos que una superficie plana cualquiera, de área A (como la de la figura 

VIJ ) , tiene un determinado "peso" total W, y que dicho peso lo distribuimos uniformemente por 

unidad de área, el "peso" de un elemento diferencial cualquiera (dA), de esa superficie, será: 

z 

w 
W¡ = 

A
(dA) 

w¡ = w(dA) 
A 

Figura VI.3 

... (1). 

w 
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En tales condiciones, considerando un sistema de referencia Oyz como el de la figura VI.3 , de modo 

que la superficie citada quede horizontal y ubicada en el plano xy, se tiene W =- Wk , y; 

Wk 
W¡ =--(dA)= -W¡k 

A 

debido a lo cual, la resultante del sistema de fuerzas paralelas w1 (es decir W) estará aplicada en un 

punto G (llamado centro de gravedad) cuya abcisa y ordenada podrán obtenerse, respectivamente, por 
medio de: 

donde 

11 

Iw¡X¡ 
i=l 

XG = n , y, 

,Lw; 
i=l 

i=l 

Considerándose (2), (5), (3) y (4), obtenemos: 

y, 

... (3), 

... (4), 

... (5). 

... (6)' 

... (7). 

Como los cocientes ( 6) y (7), que proporcionan la abcisa y la ordenada del punto de aplicación del 
"peso" de una superficie plana, como la ahora analizada, resultaron idénticos a los que definen la abcisa 
y la ordenada del centroide de dicha superficie podría decirse que, bajo la hipótesis y condición aquí 
establecidas, el "centro de gravedad de un área" coincide con el centroide de la misma. 
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Sin embargo, no es aconsejable designar al centroide de una superficie plana como centro de gravedad 
de la misma pues, en aquellos casos en que diversas partes de una superficie plana "pesen" más (o 

menos) que otras, las coordenadas de los puntos mencionados (C y G) no serán las mismas; es decir 
que, en muchos casos C y G no coincidirán. 

Figura VI.4 

Para ilustrar esto diremos que, si la parte superior de la placa circular y de espesor constante de la figura 
VI.4 tiene un peso w1 por unidad de área, en tanto que la inferior pesa w2 (también por unidad de área), 
de modo que jw21 > 1 w1j, el centroide de dicha placa se encuentra en el centro (geométrico) de la misma, 

pero su centro de gravedad se localiza en un punto de la parte inferior. 

Antes de proceder a resolver los ejemplos Vl.l y VI.2 , dopde intervienen primeros momentos y 
centroides, a continuación presentamos la tabla VI. 1 donde pueden apreciarse los valores de las áreas y 
de las coordenadas del centroide de un triángulo rectángulo, de un rectángulo, de un cuarto de círculo y 
de un semicírculo, elementos útiles para determinar algunos centros de fuerzas. 

ÁREAS Y CENTROIDES DE ALGUNAS FIGURAS PLANAS SIMPLES. 

Fiauw 

Arca 

-
X 

-

y 

TriJnaulo 
1 

rectJnaulu 

;x:]J: 
¡) <) 1 1-----t 

ab 
---

2 

2 
- a 

3 

1 -- b 
3 

Rec t<in¡¡ulo 

'bl • b 

U n ' 

1-------l 

ub 

u 
-

2 

b 
-

2 

Tabla VI.l 

Cuurto d.: Semicínulu 
) círculo 

4's�. j xl 
" ' 1-------1 

l l 
1fr nr 

--- ----

4 2 

-----------

4r 
- o 

)7f 

-- -------

4r 4r 
- -·--

l7r h 

--
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Ejemplo VI.l 

Determine los primeros momentos del área correspondiente al triángulo rectángulo de la figura VI.5 
con respecto a los ej es cartesianos mostrados. Después de ello, obtenga las coordenadas del centroide 

del área de dicha superficie. 

y 

X 

Figura VI.5 

Resolución 

Según se muestra en la figura VJ.6 , tomaremos como d4 a la diferencial de área elemental, es decir : 

dA= dxdy ... (1 ). 

y 

Recta de ecuación /y=� (a-x) 

b 

O 1---• __ ...:a:..._ ___ -1 

Figura Vl.6 

Teniendo en cuenta elementos de dicha figura, así como (1) y las expresiOnes [17x] y [17y], 

obtenemos: 

r r 1 r�(a-x) r' [ b2 2] Q, = �ydA = �ydtdy = J¡ ¡; y(�vdx = J¡ 2a :da - x) dt 
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o sea: 

y' 

Q, =- b22 [(a�x)3].:¡ =- b22 [-�]=_!_ab2 , 
2a 2a 3 6 

o 

f f [ r�·(a-x) Í1 [b ] Q1• = )/dA = J/'dxdy = �� '�vxdx = .b -;;(a- x) xdx 

b t b r 1 b 1 a3 a3l 1 ., 
=- axdx-- x-dx = -¡-- -:;-j = �a-b a a l aL 2 _, 6 

los valores dados por (2) y (3) son los primeros momentos solicitados. 

... (2). 

... (3), 

Sustituyendo (3) y (2) en [18x] y [18y]. respectivamente. como el área del triángulo dado es _!_ab, se 
2 

obtienen: 

1 ., -a-b 1 -- 6 x=-- =-a 
1 ... 

ab -' 
2 

que son las coordenadas pedidas. 

Por eso. el ccntrnidc del triángulo dado es: 

. y. 

1 ) ab- 1 
- 6 )' = ·-� - = -:;b ' 

-·ab ·' 
') 

Es importanh: mencionar que ya elegida una dA. con la cual se puedan valuar Q,. y Qy, habrá qul..' clq;ir 
el orden de integración que mús convenga. En el problema recién resuelto se integraron inicialmente Jos 
términos en y. linalizando con la integración de los de x, pues así se tenía un proceso más sencillo que 
invirtiendo el onkn. J .as integr�H:ioncs con el orden invertido se muestran a continuación: 

i i !1 J;a(b-rl !'t ay} O = rdA = vdrcl}' -= 6 dxdv = la - -· vdv 
-1 ·'· . S "  • ) ) 

• h . 

[ '1] [ '] 

a ' ., b- a b· 
=a ��dy -- --- ( y- ((V= a --- -- --lr h l) 2 b 3 

=:!_b2 _ab2 =ah'Y.[�-3.]=-�·uh'Y. 
2 � 6 6 6 ' 
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valor que coincide con el dado por (2); veamos ahora Qy: 

! 
r r �(b-y) 

r [a 2 a 2 a 2 y 2 ] 
Qy = xdA = J5xdxdy = .b .bb xdxdy = .b T- by+---:¡¡;¡- dy 

valor que iguala al dado por (3). 

También deberemos mencionar que, en algunas ocasiones podrán valuarse Qx y Qy mediante integrales 
simplés, pero empleando distintas diferenciales de área para cada caso; para valuar Q,. (mediante una 
integral simple) puede tomarse una dA paralela al eje y, en tanto que, para obtener Qy (también con una 
integral simple) podemos tomar una dA paralela al eje x . 

Para el triángulo rectángulo del ejemplo VI.l pudimos haber empleado las dA de la figura VI), 
siguiendo las indicaciones acabadas de dar. 

dA= X dy = (a-�y)dy 
(para obtener Qx ) 

y 

o 

X= i (b-y) 

Recta de eCIUICión 

a 

-f._ dy dA -= y dx = � (a-x) dx 
t / (para obtener Q y ) 

y=!!. (a-x) a 
X 

Figura VI.7 

Teniendo en cuenta los elementos de la figura VI.7, se obtiene: 
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es decir: Qx = ab2 [_!_-_!_] = _!_ ab2 
2 3 6 ' 

valor que coincide con el dado por (2), y, 

valor que iguala al dado por (3) . 

Ej emplo VI.2 

Determine la posición del centroide de la superficie plana de la figura VI.8 . 

Resolución. 

y Parle de circunferencia . 

�X 
o 

Figura VI.8 

No obstante que empleando coordenadas cartesianas es factible determinar la posición del centroide de 
la figura dada, primeramente resolveremos este problema empleando coordenadas polares y, 
posteriormente determinaremos la posición solicitada empleando elementos cartesianos. 

Tomaremos como dA a la diferencial de área elemental en coordenadas polares, es decir la mostrada en 

la figura VI.9 ; es decir, emplearemos dA = rdrd8 . 

y 

de 

Y=rsene I dA= (r dfJ) (dr) = rdrdfJ 

o "'----'----1.--_M- X 

x=rcose 

Figura Vl.9 
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Con base en Jos elementos de la figura VI. 9 se obtienen: 

(lo cual debía obtenerse, ya que se trata de la cuarta parte del área de un círculo de radio R), 

y, 

" 3 1[ 

Qx = JydA= J(rsen9)(rdrd9)= f fr2drsen9d9= R
3 

fsen9d9 , 

entonces, considerando los valores dados por (3 ) , ( 1) y (2), obtenemos: 

RJ 
- Qx 3 4R 
y=-= - =-

A rtR2 3rt 

4 

y, 

R3 
- Q>' 3 4R x= - = -- =-

A rtR2 3rt 

4 

... (1), 

... (2), 

... (3); 

... (4), 

... (5), 

donde (4) y (5) proporcionan, respectivamente, la ordenada y la abscisa del centroide de la figura dada. 
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Ahora emplearemos las diferenciales de área que se muestran en la figura VI.l O para verificar los 
valores dados por (4) y (5). 

dy 

y /dA= ydx ,para obtener Qy 

. Circunferencia de ecuación y 2 + X� = R 2 

dA= X dy ,para obtener A y Qx 

X 

Figura Vl.l O 

Basados en los e l ementos de la figura VI.l O , ahora obtenemos: 

i i iR� 
2 2 Y � 2 2 J R R 2 Y ] R nR 2 nR 2 A = dA = xdy = R -y dy = - R -y + - ang sen- = O+ -- = --

�· S ) 2 o 2 R o 4 4 

valor ya proporcionado por (1 ); 

3]1? 3 
Qx = fydA= iy(xdy)= fxydy= fR �R2-y2ydy=-]_(R2-y2)2 =-]_(-R3)=� 

JI. S JS .b 3 3 3 o 

valor ya proporcionado por (2); 

valor ya proporcionado por (3); 

R3 
Q, -j 4R 

y= - = -- =-A nR2 3rc 
4 

valor ya proporcionado por ( 4); 

... (6), 

... (7), 

... (8), 

... (9), 
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R3 

- Qy ) 4R 
x= - = -- =-

A nR2 3rt 
... (lO); 

4 

valor ya proporcionado por (5); 

así pues, (9) y (10) verifican, los valores dados por (4) y (5), respectivamente, como ordenada y abcisa 
del centroide del área dada. 

VI.2 CENTROS DE FUERZAS CORRESPONDIENTES A SISTEMAS DE FUERZAS 
PARALELAS DISTRIBUIDAS CONTINUAMENTE, PARA CASOS EN QUE LAS 
FUERZAS TIENEN MAGNITUD CONSTANTE, Y PARA CASOS EN QUE SU 
MAGNITUD V ARIA LINEALMENTE. CENTROIDES DE ÁREAS DE SUPERFICIES 
PLANAS COMPUESTAS, DE CONFIGURACIÓN SENCILLA 

El tratamiento de este subtema lo haremos subdividiendo al mismo en lo que corresponde a centros de 
fuerzas, y en lo correspondiente a los centroides recién citados, según puede apreciarse a continuación. 

VI.2.1 CENTROS DE FUERZAS CORRESPONDIENTES A SISTEMAS DE FUERZAS 
PARALELAS DISTRIBUIDAS CONTINUAMENTE, PARA CASOS EN QUE LAS 
FUERZAS TIENEN MAGNITUD CONSTANTE, Y PARA CASOS EN QUE SU 
MAGNITUD V ARIA LINEALMENTE. 

En el estudio de la estática y en el análisis estructural, es muy común encontrarse con la necesidad de 
conocer dónde puede considerarse concentrada la resultante de un sistema de fuerzas coplanares 
distribuidas continuamente, tanto para casos en que las fuerzas tienen magnitud constante, como para 
casos en que dicha magnitud varía linealmente, ya sea creciendo o decreciendo. El centro de fuerzas del 
sistema se define como el punto donde actúa la resultante de dicho sistema. 

Cuando se trata de un sistema de fuerzas coplanares de magnitud constante, la representación de tal 
sistema, como es el caso del aplicado sobre la viga AB de la figura Vl.ll , se haría ortodoxamente 
según se muestra en la figura recién citada . 
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/ro, Nlm 

A/o"-
L /o" B 

Figura VI.ll 

No obstante lo anterior, la representación más comúnmente empleada es la que mostramos en la figura 
VI.12. 

/ro, N/m 

Figura VI.12 

En virtud de que la distribución ahora analizada es tan continua como la dist:t;,ibución de área de un 

rectángulo de base L , se infiere que la resultante de la carga (de las figuras VI.ll y VI.l2), cuya 

magnitud es wL , se encuentra exactamente a la misma distancia de A que de B ; en este caso L/2 ; o 

sea que, para efecto de calcular las reacciones en los apoyos A y B, dicho cálculo lo haríamos con base 
en lo mostrado en la figura VI.13 ; es decir, considerando que el centro de fuerzas del sistema dado se 
encuentra a L/2 tanto de A como de B . 

COL 

l 
L/2 L/2 

1 

116� 

Figura Vl.\3 
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Consideramos ahora un sistema de fuerzas coplanares distribuidas continuamente; como el mostrado en 

la figura VI.l4 , donde la magnitud de las fuerzas varía linealmente desde cero hasta un valor W 

IIV. N 
���...1.-.1..-1.-.�-l.-...1.-1..-J� l 

e D 

Figura VJ.l4 

En este caso puede decirse que la distribución de las fuerzas es tan continua como la distribución de 
área en un triángulo rectángulo, cuyo centroide se encuentra a una tercera parte de la base. Por tal razón 

puede establecerse que la resultante del sistema de fuerzas de la figura VI.l4 , cuyo módulo es WL/2 , 

se localiza sobre una perpendicular a la viga CD, que dista L/3 del apoyo D , o bien 2L/3 del apoyo C , 

según se muestra en la figura Vl.15 . 

WL/2 

1 

Figura VI.15 

Ej emplo Vl.3 . 

Determine la posición de la resultante del sistema de fuerzas coplanares mostrado en la figura VI.l6 . 

�40N 
�_.__.__.__.�..1...-J..-1..-�.1--.1--L-.\-� 1 

E G 

Figura Vl.l6 
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Resolución. 

Con base en el principio de superposición de causas y efectos, podemos establecer que la acción del 
sistema de fuerzas dado puede obtenerse como la suma de las acciones de dos sistemas: el primero de 
los cuales consiste en una carga uniformemente distribuida de 1 O N/m , a lo largo de toda la viga; el 
segundo (sistema) está constituido por una carga triangular distribuida continuamente, variando la 

magnitud de la carga de O a 30 N . Gráficamente, lo anterior lo expresamos mediante los elementos de 
la figura VI.17 . 

�ON 
10;

: : G 
1· 6m ·1 

ION/m 

E � G 
1 • • 

1 

Figura VI.l 7 

Por lo visto antes de la resoluc ión de este prob lema , las resultantes de las cargas uniformemente 

distribuida y triangular de la figura VI.l7 , respecti van1ente, son las mostradas en la figura VJ.18 . 

(lO N/m)(6m) = 60 N 

J 
E .l:s;.¡;¡:::. ; ==========�=3 m====:¿_� . G 

1· 3m ·l.. ·1 

0.5(30 N/m)(6m) = 90N 

J 
E .l:s;.�: ======4 ========2=m=:¿_�. G 

1· m ·1· ·1 

Figura VI.18 

Teniendo en cuenta lo obtenido hasta aquí puede decirse que, la resultante del sistema de fuerzas dado 
corresponde a la resultante de las cargas concentradas (de 60 N y 90 N) de la figura VI.l8 ; es decir, a 

una fuerza vertical de módulo igual a 150 N , cuyo momento respecto a cualquier punto del plano debe 
ser igual a la suma de los momentos de las cargas concentradas recién citadas, respecto a dicho punto. 
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Entonces, llamando d a la distancia del soporte de tal resultante al apoyo E , debe cumplirse: 

lSOd= (60) (3) + (90) (4) 

igualdad que se cumple para d = 3 .6m , 

o sea que, la resultante del sistema dado tiene un soporte vertical localizado 3.6m a la derecha del 
apoyo E ; es decir, 2.4m a la izquierda de G . 

VI.2.2 CENTROIDES DE ÁREAS DE SUPERFICIES PLANAS COMPUESTAS, DE 
CONFIGURACIÓN SENCILLA 

Casi al inicio de este tema (VI), inmediatamente después de definir al primer momento del área de una 
superficie plana como la de la figura VI.2 , mencionamos que dicho momento podía calcularse 

mediante la integral que aparece en la expresión [ 17], ya que por medio de ella era posible obtener la 
suma de los primeros momentos (con respecto al eje u) de las áreas que conformaban esa superficie 
distribuida continuamente. 

Análogamente se mencionó qll:e los primeros momentos del área de dicha superficie, respecto a los ejes 

coordenados x y y, podían obtenerse mediante las integrales de las expresiones [ 17x], [ 17y], que al 
fin y al cabo son sumas. 

Después definimos el centroide del área de una superficie plana mediante las expresiones [ 18x], [ 18y], 

con base en las cuales puede expresarse que, siendo C¡ (:X,, y�) el centroide del área de una superficie 

plana cualquiera (i), A¡ el área de dicha superficie, QY¡ el primer momento de ella respecto al eje y, 

así como Qx¡ su primer momento respecto al eje x, se tienen: 

... [19x], 

y, 

... [19y], 

expresiones que nos permiten calcular los primeros momentos recién citados, en función del área y de 
las coordenadas del centroide correspondiente. 
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Figura VI.19 

Esto nos es sumamente útil ya que, una vez conocidos los primeros momentos de las n áreas de 
configuración sencilla en que se puede subdividir una superficie plana a la que puede adjudicarse el 
calificativo de compuesta, como la de la figura VI.l9 , con base en la definición de primer momento del 
área de una superficie plana, podremos obtener los primeros momentos del área de la superficie 
compuesta mediante las expresiones: 

y' 

n n 

ºy= ¿Qy, = ¿A,x, 
/=] i=l 

n n 

Qx = LQx¡ = LA;Y1 
/=] ¡=] 

... [20x], 

... [20y], 

en tanto que, las coordenadas del centroide (de la superficie plana compuesta) podremos obtenerlas 
mediante: 

X
= 1=1 ... [2lx], 

y, 

... [21 y], 

en el entendido de que las sumas aquí indicadas son algebraicas (ver los ejemplos VI.4 y VI.S _ para 

captar esto). 
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En virtud de lo anterior, para determinar la posición del centroide de áreas de superficies planas 

compuestas , se sugiere llenar la información que citamos en una tabla como la VI.2 después de haber 

subdividido, las superficies dadas, en la forma que se considere más conveniente. 

Sub-superficie Área (A¡) 
�· 

A,;;, x, Y¡ A¡ y, 

Tabla VI.2 

Ya con los elementos calculados en las tablas y al emplear las expresiones [21 x] y [21 y], podrán 

obtenerse las coordenadas de los centroides que buscamos. 

Se aconsej a consultar la tabla VI.l para coordenadas de centroides ele algunas superficies planas de 

configuración senci lla , que generalmente son empleadas al subdividir superficies compuestas. 

Ejemplo VI.4. 

Procediendo de dos maneras diferentes, determine las coordenadas del centroide de la superficie plana 

de la figura VT.20 , cuyas acotaciones están en centímetros. 

L 

A 

J 

G - x 

D F 

E 
2 2 2 

1 • 1· ·1 . ·1 

Figura VI.20 
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Resolución. 

a) La primera manera con que procederemos, para determinar lo solicitado, consiste en subdividir la 
superficie dada en una sub-superficie triangular, tres rectangulares y una semicircular (ver figura 
VI.21 ), de modo que la suma de las áreas de estas cinco sub-superficies sea igual al área de la 
superficie dada, razón por la cual los primeros momentos de ésta (respecto a los ejes x, y) los 
obtendremos sumando los primeros momentos correspondientes a las cinco sub-superficies citadas, 
mismos que aparecen en las columnas A¡ x ¡ y A¡)j i de la tabla VI.3 , que emplearemos en esta 
resolución. 

Sub-superficie 

¿:j 
AKL 

1 1 ABJK 

LJ 
BNHI 

1 INDFG 

� 
DEF 

y 

3 

E 
2 1 1 2 1· ·j·l·l . . 1 

I'igura VI.21 

Área (A¡) XI 
(cm2) (cm) 

(1/2)(6)(3) = 9 2 

(6)(2) = ] 2 1 

(4)(2) = 8 o 

(6)(2) 12 1 

(n/2)(32) = 4.5n 1 

-

Tabla VI.3 

L 

K 

J 

Y¡ 
(cm) 

5 

3 

1 

-1 

-[2+( 4/n)] 

A,x1 
(cm3) 

18 

12 

o 

12 

4.51t 

A, y/ 
(cm3) 

45 

36 

8 

-12 

-9n-18 
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Con base en lo establecido al inicio de esta resolución, así como en diversos elementos de la tabla VI.3, 

para la superficie dada se obtiene: 

A = 9+12+8+12+4.5n = 41+4.5n = 55.1372 cm2 ... (1 ), 

Qy = 'E A¡ x ¡ = 18+ 12+0+ 12+4.5n = 42+4.5n = 56.1372 cm3 ... (2), 

Qx = 'E A¡ y¡ = 45+ 36+8+( -12)+( -9n-18) = 59-9n = 30.7257 cm3 
... (3), 

. 

- º)' 
x= - = 1.018 cm 

A 
... (4), 

y, 
- Q y= _x = 0.557 cm 

A 
... (5), 

o sea que C(1.018, 0.557) cm es el centroide del área de la superficie (compuesta) dada. 

b) La segunda manera con que procederemos , para determinar lo solicitado, consiste en considerar que 

la superficie dada puede obtenerse quitando al rectángulo MDFL (de la figura Vl.22) tanto el 
triángulo MAL como el cuadrado IHGJ, y adicionando el semicírculo DEF, de modo que, al restar 

el área del triángulo (MAL) y la del cuadrado (JHGJ) a la del rectángulo (MDFL), y adicionando el 
área del semicírculo (DEF), se obtenga el área de la superficie dada. 

A 

2 
D 

y 

E 
2 2 2 

1 ' ' 1 • • 1 • • 1 

Figura Vl.22 

L 

J 

G 
X 

F 
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Obviamente, en este caso los primeros momentos, de la superficie dada, los obtendremos sumando los 
correspondientes al rectángulo (MDFL) y al semicírculo (DEF') y restando al resultado (de dicha 
operación) los que corresponden al triángulo (MAL) y al cuadrado (IHGJ), valores todos ellos que 
pueden apreciarse en la tabla Vl.4, de esta resolución . 

Sub-superficie Área (A;) X¡ Y, A,x, A; Y, 
(cm2) (cm) (cm) ( cm3) (cm3) 

1 1 MDF-L (6)(9) =54 1 2.5 54 135 

\:J 
DEF (n/2)(32) = 4.5n 1 -[2+(4/n)] 4.5n -9n-18 

1 

V 
MAL (1/2)(6)(3) = 9 o 6 o 54 

D 
IHGJ (2)(2) = 4 3 1 12 4 

Tabla VI. 4 

Teniendo en cuenta lo mencionado en los dos párrafos anteriores, así como elementos de la tabla VI.4, 
aquí obtenemos para la superficie dada: 

y, 

A= 54+4.5n-(9)-(4) = 41+4.5n = 55.1372 cm2 

- 1 Qy = L: A; x, = 54+4.5n-(O)-( 12) = 4?.+4.5n = 56.1372 cm 

- � 3 Qx = L: A; y¡ = 135+( -9n-18)-(54)-( 4) = 59-9n = 30.725 1 cm 

- Qy 
x = - = 1.018 cm 

A 

y= Qx = 0.557 cm 
A 

... (6), 

... (7), 

... (8), 

... (9), 

... (1 0), 

lo que nos permite afirmar que C(l.O 18, 0.557) cm es el centroide del área de la superficie dada, 
misma conclusión a que llegamos al desarrollar el inciso a) de la resolución del problema de este 

ejemplo. 
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Ejemplo VI.5 

Procediendo de dos maneras diferentes, obtenga las coordenadas del centroide de la superficie plana 
mostrada en la figura VI.23 , donde las acotaciones están en centímetros. 

15 

Resolución 

y 

l 
A iF 

D 

t----------j 

G 30 

Figura Vl.23 

cuarto de círculo 

E 

a) La primera manera con que procederemos, para determinar lo solicitado, consiste en subdividir la 
superficie dada en una sub-superlicie triangular. una rectangular y una correspondiente al cuarto de 
círculo (ver figura VI.24) de modo que la suma de las áreas de esas tres sub-superficies sea igual al 
área de la superficie dada, razón por la cual los primeros momentos de ésta ( respecto a los 
ejes x, y) los obtendremos sumando los primeros momentos correspondientes a las tres 

- -

sub-superficies citadas. mismos que aparecen en las columnas A;x; y A;y1 de la tabla VI.5, que 

emplearemos en esta resolución. 

T 
15 

15 

Figura Vl.24 
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Sub-superficie .. \re a (A;) x, Y, A,-�; A, y, (cm2) (cm) (cm) (cm3) (cm3) 

¡V BGO (1/2)(30)(1 S)= 225 -20 -5 -4500 -1125 

Ir 1 ABOF (30)(15) - 450 -15 7.5 -6750 3375 

i[\ DEF (n/4)(302) = 225n 40n -[15-( 40/n)] 9000 9000-3375n 
¡_j 

Tabla VI.5 

Con base en lo establecido en esta resolución, así como en diversos elementos de la tabla VI.5 . para la 
superficie dada se obtiene: 

A = 225 + 450 + 225n = 675 + 225n = 1381.858 cm2 ... (1), 

Q)' = LA¡Xi = -45 00 + (- 675 0 ) + 9000 = -225 0 Cli13 ... (2), 

Qx = LA¡y¡ = - 1 1 2 5 + 3 375 + (9000 - 3 3 75 n )= ll 250 - 3 3 75n=647 . 1 25 cm3 . .. (3), 

y, 

- Q,. 
x = -'- = -1.628 cm 

A 

- o 
y = � = 0.468 cm 

A 

o sea que C(-1.628, 0.468)cm es el centroide de la superficie  (compuesta) dada. 

... (4), 

... (5), 

b) La segunda manera con que procederemos, para determinar lo solicitado, consiste en considerar que 

la superficie dada puede obtenerse quitando al cuadrado AGDF {de la figura VI.25) el triángulo 
GDO, y adicionando el cuarto de círculo DEF. de modo que. al restar el área del triángulo (GDO) a 

la del cuadrado (11GDF). y adicionando el área del cuarto de círculo (DEF), se obtenga el área de la 
superficie dada. 
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A JF 

15 

-·--· X 

15 

E 

Figura Vl.25 

Obviamente, en este caso los primeros momentos, de la superficie dada, Jos obtendremos sumando los 
correspondientes al cuadrado (ACDF) y al cuarto de c írcu lo  (DEF), y restando al resultado (de dicha 
operación) los que corresponden al triángulo ( CDO). 

Sub-superficie Área (A¡) x, Y¡ A¡X¡ A¡ y¡ 
( crn2) 

(cm) (cm) (cm3) (cm3) 

D 
AGDF (30)"' = 900 -15 o -13500 o 

D 
DEF (n/4)(302) = 225n 40n -[ 15-( 40/n)] 9000 9000-3375n 

L:J 
GDO ( 1 /2)(30)( 15) = 225 -1 o -1 o -2250 -2250 

Tabla Vl.6 

Teniendo en cuenta lo mencionado en los dos párrafos anteriores, así como elementos de la tabla VI.6 , 
aquí obtenemos para la superficie dada: 

A = 900 + 22Sn- {225) = 675 + 225n = 1381.858 cm2 ... (6), 

Q, =LA, .x, = -13500+9000 - (- 2250) = -2250 cm3 ... (7), 
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y, 

Qx =LA; y,= 0+(9000-3375rr)-(-2250)= 11250-3375rr =647.125 cm3 
. . . (8), 

- Q 
x = _!_ = -1.628 cm . . .  (9), 

A 

y = Qx = 0.468 cm 
A 

... (10), 

lo que permite afirmar que C(-1.628, 0.468 )cm es el centroide de la superficie dada, m1sma 

conclusión a que llegamos al desarrollar el inciso a) de la resolución del problema de este ejemplo. 
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VII. EQUILIBRIO DE SISTEMAS DE FUERZAS Y DE CUERPOS. 

En este tema, último que desarrollaremos en este texto, aplicaremos prácticamente lo visto en los temas 

anteriores, ya que en dicho desarrollo buscaremos coadyuvar , a quienes hagan uso de este material, a 

analizar y resolver problemas de equilibrio isostático, de cuerpos rígidos sujetos a fuerzas cualesquiera. 

Dentro de tal desarrollo , obviamente, hemos de definir lo que es un sistema de fuerzas en equilibrio, y 
de establecer las condiciones para que un sistema esté en equilibrio . Asimismo, definiremos lo que es 

un cuerpo en equilibrio . y mencionaremos los estados de equilibrio estático y dinámico . También 

obtendremos reacciones en los apoyos de ciertas estructuras isostáticas, y cerraremos analizando así 
como resolviendo problemas de equilibrio isostático de cuerpos rígidos. 

En el desarrollo de este tema, además de definir equilibrio e indicar las condiciones que deben 
cumplirse para el mismo, resolveremos problemas donde vamos a obtener sumas de componentes 
vectoriales y escalares, tanto de fuerzas como de momentos, después de dibujar d.c.l. (diagramas de 
cuerpo libre) de los cuerpos en estudio. 

Aunque en esta ocasión tanto los d.c.l., como las sumas de componentes mencionadas, corresponderán 
a problemas de equilibrio estático. es muy importante verlos ya que también se emplearán para resolver 

problemas de Dinámica. 

VII.l DEFINICIÓN DE SISTEMAS DE FUERZAS EN EQUILIBRIO. ESTABLECIMIENTO 
DE LAS CONDICIONES VECTORIALES Y DE LAS CONDICIONES ESCALARES 
PARA EL EQUILIBRIO DE UN SISTEMA DE FUERZAS EN EL ESPACIO. 
OBTENCIÓN Y APLICACIÓN DE LAS CONDICIONES PARA EL EQlliLIBRIO DE 
SISTEMAS DE FUERZAS COPLANARES. 

Vll.l.l RESULTANTE Y MOMENTO DE UN SISTEMA DE FUERZAS. SISTEMAS DE 
FUERZAS EN EQUILIBRIO. 

Sea un sistema constituido por n fuerzas cualesquiera; definiremos como resultante del sistema al 
vector F tal que: 

1/ 

F= I F; ... [22], 
1=1 

y como momento del sistema con respecto a un punto cualquiera P, del espacio, al vector Mp tal que: 

11 

Mp = L ( r; x F;) ... (23], 
1=1 
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donde el vector r; va de P a un punto cualquiera de la línea de acción de la fuerza F; en cuestió�; o 
sea que Mp es la suma de los momentos de las fuerzas del sistema, con respecto a P. 

Entonces, para un sistema constituido por n fuerzas, si h de ellas forman uno o varios pares de 
fuerzas, y sustituimos éstos por los vectores momento equivalentes: 

Mp lo obtendremos como la suma de esos vectores momento, adicionada de la suma de Jos momentos, 
con respecto a P , de las ( n- h) fuerzas que no formaron parte de alguno de los pares mencionados. 

Esto quiere decir que, dado un sistema de elementos vectoriales formado por a fuerzas y � pares (de 

fuerzas), el momento de este sistema con respecto a un punto P cualqu iera , del espacio, se obtendrá 
como la suma de los � vectores momento (representativos de igual número de pares) adicionada de la 

suma de los momentos de las a fuerzas, con respecto a P . 

Definiremos como sistema de fuerzas en equilibrio a todo aquél que cumpla las condiciones: 

F=O ... [24], 

y, 

Mp =O ... [25]. 

Por ello, entonces, para que un sistema de fuerzas concurrentes se encuentre en equilibrio, simplemente 
deberá cumplirse la ecuación [24]. 

Como [24] y [25] son condiciones que pueden cumplir sistemas de fuerzas actuantes sobre cuerpos (o 
partículas) que permanezcan estáticos, o bien moviéndose con las características cinemáticas que 

mencionaremos en el subcapítulo VII.2 , diremos que existen dos tipos de equilibrio: el estático y el 
dinámico, mismos que describiremos en el subcapítulo mencionado. 

VII.1.2 ESTABLECIMIENTO DE LAS CONDICIONES VECTORIALES Y DE LAS 

CONDICIONES ESCALARES PARA EL EQUILIBlUO DE UN SISTEMA DE 

FUERZAS EN EL ESPACIO . 

De acuerdo con definiciones dadas en este subcapítulo afirmaremos que, un sistema de fuerzas 
cualesquiera se encuentra en equilibrio si su resultante iguala al vector (fuerza) nulo , y si su momento 
con respecto a un punto cualquiera, del espacio, es igual al vector (momento) nulo, condiciones que 
expresamos como: 
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F=O ... (24], 

y, 

Mp =O [?-] ... _)' 

donde P puede ser, inclusive, el origen del sistema de referencia empleado para analizar si el sistema 

de fuerzas dado se encuentra, o no, en equilibrio. 

Empleando un sistema de referencia rectangular Oxyz, la ecuación f24] es equivalente a: 

Oi + Oj + Ok, 

y la ecuación [25] puede establecerse como: 

o· 
, 

teniendo en cuenta estas dos igualdades y la expresi ón : 

establecida en el subcapítulo II.2, afirmaremos que: 

1·� =O, 
¡;;,=O, 
F2 =O, 

Mxx = Ü, 
Myy =O, 

M::z =Ü 

... [7], 

... [26], 

son las seis ecuaciones que constituyen la condición escalar para que un sistema de fuerzas cualesquiera 

se encuentre en equilibrio. 

Entonces, un sistema de fuerzas concurrentes estará en equilibrio s1 dicho sistema cumple con la 

ecuación [24], o bien con:· 

F =0 X ' y 

terna de ecuaciones que constituyen la condición escalar para dicho equilibrio. 

... [27], 
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VII.1.3 OBTENCIÓN Y APLICACIÓN DE LAS CONDICIONES PARA EL EQUILIBRIO DE 

SISTEMAS DE FUERZAS COPLANARES. 

Consideramos ahora el caso de tener un sistema de fuerzas coplanares, contenidas en el plano xy del 

sistema de referencia Oxyz empleado para establecer las condiciones de equilibrio en el espacio . 

Para este sistema de fuerzas coplanares, como las líneas de acción de todas ellas cortan tanto al eje x 

como al eje y, no existe Mxx• ni Myy ; sólo existirá Mzz , que será la suma de los momentos de dichas 
fuerzas con respecto a un eje perpendicular al plano xy, que pase por un punto P cualquiera de éste. 

Empleando la expresión [5part], obtenida en el subcapítulo 11.2, y llamando r¡ al vector que va de P a 

un punto cualquiera de la línea de acción de una fuerza F; del sistema mencionado, se tendría: 

11 

Mzz = L r¡ x F¡ ; 
1�1 

como, de acuerdo con la expresión [4] también obtenida en el subcapítulo II.2, la sumatoria del lado 

derecho de esta igualdad equivale a la suma de los momentos de esas fuerzas con respecto al punto P , 

es decir a Mp, diremos que un sistema de fuerzas coplanares se encuentra en equilibrio si cumple con 
las condiciones: 

F=O ... [24], 

y, 

Mp =O . . .  [25] , 

donde MP es la suma de los momentos de las fuerzas del sistema, con respecto a un punto cualquiera 

del plano donde actúan. 

Entonces, las tres ecuaciones que constituyen la condición escalar para que un sistema de fuerzas 
coplanares se encuentre en equilibrio, son: 

F =0 
y y ... [28]. 

Por lo anterior, diremos que un sistema de fuerzas coplanares y concurrentes está en equilibrio si 

cumple con la ecuación [24] , o bien con: 

y F =0 
y 

. ... [29]. 

A continuación aplicaremos las condiciones de equilibrio para sistemas de fuerzas coplanares, en el 
entendido de que, la aplicación de dichas condiciones para obtener reacciones, en estructuras isostáticas 

y en soportes de elementos de máquinas , la ejemplificaremos en el subcapítulo Vll.3 . 
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VIU.4 APLICACIÓN DE LAS CONDICIONES !)ARA EL EQUILIBRIO DE SISTEMAS DE 
FUERZAS EN EL ESPACIO. 

Una vez que ya ejemplificamos la aplicación de las condiciones para el equilibrio de sistemas de 
fuerzas en el plano (en el subcapítulo anterior), a continuación presentaremos algunos problemas 

correspondientes a equilibrio de sistemas de fuerzas en el espacio, donde aplicaremos las condiciones 
que establecimos en el subcapítulo VII.1.2 . 

EJ'EMPt...D'liJ..."f.- ()¡{ sfsfewct_de -fuev�s)S, est¿'�o�strfordo ¡oo,- la> .. 

�e{(l;c.t� F, 0.. 11 d.esC.rf-b{ 0- Co�+fi.(Utlct'ÓIA} f€''-<\'eV\.dO +oclaS e\\t¡i a_\ nev.Jto!ll 
e N) c.oVA.o 011\� da.d. 

� -=.-12.5j-35o�, 1 su sopor+� pCts� -poy A(2,o,o)tM.l 

Ft..-= 5of , 

F'?. -= ro�. 5J } 

F4-= 15ol(., 

fs == -45ot-45oj) 
F, - -5oOK (,. - ) 

Co\1\ ba1e {'(A_ 

V V 

¡/ V 

V V 

./ v' 

./ o/ 

lo aLA. ter-Por: 

V V V B (�,G;o) �� _ 

V V V -E c�,b,4J �«, 

V V V - tt (6;&, 4) �' 
V v' l_ (o1 o) 4) wt1 ¡1 

o/ V ....... G (1;3_,t-) �-

a..) de.tevK--tf�e el "Sfst�IMtA.. WlciS Sf1M.pl€ elforvo.. \�l.(+e_ tl S,� 

b) ad fcfoue o._ S e 1 o 1 o .S el e wt e� tos vtecesa..�rros pav�A.. <q-ue e 1 s f.si-�-iM� _ 

o..d f'cfo\1\údo 5e_ €\11. <vetA +ve e'-1. e�u rl 'fbrfo, y1 -

c.) covvobo�e. �ue. e.lsfsfeUAa.Yct �drcfu�A.�AJo se. eiAco_e�+re. e� e�u't'{Pb;ro. 

r<eso/ucPo�. 
0-J L�5 coovdevtadtt1 -vec toVFQ lf'� d� S 'So'-t R y Mo t�[e:S_�ue_ ·. 

R = F; + F; + F3 +� + � +F" =-4oof-4oOj-1-ooK , N, 
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VII.2 DEFINICIÓN DE CUERPO EN EQUILIBRIO. ESTADOS DE EQUILIBRIO ESTÁTICO 
Y DE EQUILIBRIO DINÁMICO: DEFINICIONES E IDENTIFICACIONES DE 
DICHOS ESTADOS. 

Definiremos como cuerpo en equilibrio a aquél sobre el cuál actúa un sistema de fuerzas en equilibrio. 
Dicho cuerpo puede presentar uno de los siguientes estados de equilibrio: el estático o el dinámico. 

Decimos que un cuerpo rígido, o una partícula, se encuentra en equilibrio t!.\tático cuando permanece 
inmóvil con relación a un sistema de referencia fijo. Como casos de estado de equilibrio estático se 

tienen el equilibrio isostático (estado que puede resolverse aplicando las condiciones establecidas para 
el equilibrio), y el equilibrio hiperestático (estado que para resolverse requiere de ecuaciones 
adicionales a las de equilibrio, por lo cual se sale del ámbito del curso de Estática que se imparte dentro 
de las asignaturas básicas) . 

Trataremos de dejar una idea más clara de esto mencionado que: 

a) Se encuentran en estado de equilibrio hiperestático: 

a.l) la viga triplemente apoyada de la figura VII. 9 (sujeta a cargas coplanares). 

a.2) el arco de dos articulaciones de la figura Vll.lO (también sujeto a cargas coplanares). y, 
a.3) el paralelepípedo triarticulado de la figura Vll.ll (sujeto a cargas no coplanares), 

pues no son suficientes las condiciones de equi l ibrio para determinar las reacciones en sus apoyos. 

En efecto: la viga tiene tres componentes reactivas (Ay , By , ( \) y sólo dos ecuaciones de la estática 
aplícables a su estado de equi librio ; el arco tiene cuatro componentes de reacción (Px, 1\, Q.� , Q\) y 
solamente tres ecuaciones de la estática apl icables a su estado de equilibrio; el paralelepípedo tiene 

nueve componentes reactivas (Ax , Ay , A= , Cx , C,, , C . D, , Dy , D:) y sólo seis ecuaciones de la 

estática aplicables a su estado de equilibrio. 

y 

1 
-1--· 

.. 
-·-···

-
X o 

A 

e 
B 

Q 

Figura VII.9 Figura VII.l O 
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Figura VII.ll 

b) Se encuentran en estado de equilibrio isostático: 

b.l) la viga (llamada) Gcrbcr, de la figura VII.12 , cuya única diferenc ia con la de la figura Vri.9 

es que ahora está articulada en el punto medio entre A y B , 

b.2) el arco de tres articulaciones, de la figura VII.l3 , cuya diferencia con relación al de la figura 

VII.l O consiste en que el de ahora también está articulado en T, y, 

b.3) el paralelepípedo doblemente articulado, de /a figura VJI.14, que difiere de la figura VII.ll 

en que el de ahora sólo está articulado en dos puntos, no en dos ;  se encuentra en tal estado, ya 
que bastan las condiones de equilibrio para determinar las reacciones en sus apoyos. 

Se encuentran en tal estado ya que bastan las ecuaciones de equilibrio, de la estática, para determinar 

las reacciones en sus apoyos. 

y 

_¡ ___ X 
o e 

B 

Q 

Figura VII.l2 Figura VII.13 
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Figura Vll.l4 

e 
-y 

La viga de ahora, es decir la de la figura VII.12 . ya se encuentra c:n estado de equilibrio isostático, 
pues teniendo tres incógnitas reactivas (.'11 . • 81 • (�.). se le pueden aplicar dos ecuaciones escalare s de la 

cstútica desde el punto de vista de toda la viga (donde intervengan Ay . B1 • C). de modo que la 

determinación de estas incognitas será factible empleando lo que resulte de aplicar las dos ecuaciones 

citadas, así como planteando el equilibrio de la parte AM. o bien de la parte .-1C . Ver algo similar a 

esto en el ejemplo Vll.ll . 

El arco (de tres articulaciones) de la figura Yll.13 se encuentra c:n estado de equilibrio isostático ya 

que, teniendo cuatro incógnitas de reacción (P, , P1 . •  Q, . Qr). al analizarlo completo pueden aplicá.rsele 

tres ecuaciones escalares de la estática (donde i ntcn engan las cuatro incógnitas citadas). de modo que 
la determinación de dichas incógnitas podrá lograrse empleando las tres ecuaciones citadas. asi como 

analizando el equilibrio de la parte PT del arco. o bien el de la parte Ti). Una situación similar puede 
apreciarse en el ejemplo VII.12 . 

El paralelepípedo de la figura Vll.l4 también se encuentra en equilibrio isostático:. esto porque ahora 

sólo es tú articulado en dos puntos. debido a lo cual solamente se tienen seis incognitas rcactiYas ( C, , 
( '1, • C . D, , D1 • D:). las que podremos determinar aplicando las seis condiciones escalares para 
equilibrio de cuerpos rígidos en el espacio. Un caso parecido puede apreciarse en el ejemplo VII.l7 . 

Para termina r este subcapítulo mencionaremos que. no obstante que para poder definir el equilibrio 

dinámico se requiere conocer los conceptos de velocidad y aceleración angulares, así corno d concepto 
de centro de masa, conceptos que se tratan en las actuales asignaturas Cinemática y Dinámica, a 

continuación definiremos en qué consiste dicho tipo de equilibrio. 

Decimos que un cuerpo se encuentra en equilibrio dinámico si se mueve de manera tal que su 

aceleración angular y la aceleración de su centro de masa son nu1as, medidas con respecto a un sistema 

de referencia tijo, lo que a su vez implica que su velocidad angular y la velocidad de su centro de masa 
sean constantes, pudiendo ser nula alguna de éstas. Entonces. una partícula se encontrará en equilibrio 
dinámico si se mueve con velocidad constante, medida con respecto a un sistema fijo. ya que esto 

implica que su aceleración sea nula durante el movimiento. 
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VII.3 OBTENCIÓN DE REACCIONES EN LOS APOYOS DE ESTRUCTURAS 
ISOST ÁTICAS TÍPICAS, ASÍ COMO EN SOPORTES DE ELEMENTOS DE 
MÁQUINAS. 

En este subcapítulo aplicaremos las condiciones de equilibrio de sistemas de fuerzas coplanares, en la 

obtención de reacciones en los apoyos de algunas estructuras isostáticas como es el caso de dos vigas, 

una armadura y un arco de tres articulaciones. 

Ejemplo VII.9. 

Obtenga las reacciones conespondientes a la viga de la figura VII.l5 , sujeta a la acción del sistema de 
fuerzas coplanares mostrado, despreciando el peso propio de la misma. 

Figura VII.I5 

Resuelva el problema a pl icando : 

a) Condiciones escalares para equilibrio. 

b) Condiciones vectoriales para equilibrio. 

Resolución. 

Por Jo especificado en el enunciado del problema, el d.c.l. de la viga resul ta el mostrado en la figura 

VII.16 , elemento fundamental de esta resolución. 
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Figura VII.16 

a) Aplicación de condiciones escalares. 

De Fx = O, se obtiene: 

4 +( -R8x ) =O, de donde R8x = 4 [N] 

de M A = O, obtenemos: 

10R8
y 

+ [-(3)(7)] +( -7.5) =O, 

igualdad que se cumple para: 

R = 
2

85 = 2.85 [N] 
By 10 

de FY =O, tomando en cuenta el valor obtenido para R8Y, se obtiene: 

RA +(-3)+2.85=0, luego RA =0.15 [N] 

considerando ( 1 ), (2) y (3 ), así como el sistema de referencia dado, escribiremos: 

y, 
R8 =-R8)+R8

_

)=-4i+
2

.85j [N], 

que son las reacciones pedidas .  

... ( 1 ); 

... (2); 

... (3); 
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b) Aplicación de condiciones vectoriales. 

De F =O, se obtiene: 

de M A = O, obtenemos: 

de donde: 

10R8 k-21k-7.5k=0 
y 

por igualdad de vectores, de ( 4 ), se tienen: 

y 

en tanto que, de (5) se obtiene: 

10R8 -21-7.5=0 
y 

resolviendo (6) y el sistema de ecuaciones formado por (7) y (8), resultan: 

que implican: 

y, 

R8 = 4 R8 = 2.85 
X 

' 

y 
y, 

RA = 0.15j [N]' 

R8 = -4i + 2.85j, [N], 

RA = 0.15 , 

... ( 4); 

... (5); 

... (6); 

... (7); 

... (8); 

que son las reacciones pedidas, mismas que ya habían sido obtenidas al resolver el inciso a) de este 
ejemplo. 
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VII.4 APLICACIÓN DE CONDICIONES VECTORIALES Y ESCALARES, DE EQUILIBRIO; 
A CUERPOS RÍGIDOS EN ESTADO DE EQUILIBRIO ISOSTÁTICO, SUJETOS A 

CARGAS COPLANARES, Y A SISTEMAS GENERALES DE FUERZAS EN EL 
ESPACIO. 

En esta parte, acorde con el título de la misma, emplearemos las condiciones vectoriales y escalares de 

equilibrio en el espac io (que establecimos en la parte VII.l ), aplicando dichas condiciones a cuerpos 

rígidos en estado de equilibrio isostático (estado que definimos en VII.2), sujetos unos a fuerzas 
coplanares y, otros, a sistemas generales de fuerzas en el espacio. 

Ejemplo VII.13 . 

Elabore el diagrama de cuerpo libre de la esfera homogénea y de peso W, de la figura VII.27 , 

suponiendo lisas las paredes mostradas. Después de elaborarlo, obtenga la reacción que ejerce cada 
pared sobre la esfera. 

Pared vertical 

/ 

Línea horizontal� 
--------

Figura VII.27 

Resolución. 

El diagrama de cuerpo libre de la esfera, considerando el peso de la misma concentrado en su centro de 
figura, es el mostrado en la figura VII.28 . 
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Figura VIT.28 

Considerando el d.c.l. recién citado, de FY =O obtenemos: 

R1 cosa +(-W) =O , 

luego: 

de Fx = O se obtiene: 

w R�=-
cosa 

de donde, con base en el valor obtenido para R1 , resulta: 

R2 = R1 sena = [�]sena= Wtana 
cosa 

entonces, teniendo en cuenta (a) y (b) podemos escribir: 

R1 = R1 ( i sena+ j cosa ) = ( r1ltana )i + H'}, y, 

y 

X 

o 

... (a); 

... (b); 

R2 = ( -Wtancx )i 

que son las reacciones pedidas, en función del enunciado del problema y del sistema de referencia que 
empleamos para aplicar las condiciones de equilibrio. 

Dichas reacciones, también pueden expresarse mediante: 

w 
R1 = ---

cosu. 

1 

� y, 
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!elc.. "-l_pfa.vto)1Aé-lf0ttdo )��-e. h�b�l �l.,) e a.�lrcav ��- blo�ye p�va. -�ue; 

Jus fo des pueJ de---sol +�v le : - - -- - - -- -
-_o.) _esi{ o. 

-
_ f<Y�+o dQ. -�OVe� e J_i_éf� d..btt,fo)¡�-rp _�O se 'M.Ui?.-1/tt�-'f; 

6) -este" cz. pu¡.do d<?. YV\oUHse h'ldCt a r"t'btt1 - p�r� -+�""'-foco se IMo�(.k¿. 

e�s�luc'i'��- - - - -
-cy Llcu.«avtdo- 'P � lt<- v.{C{-�tA_r�t�-J fºd'f��-e\ J.-t·.-1. Je\_blc;>_�u€. -el{ /q_ 
COV\.d'?c.fo( €11\ �u€ €-;J{ o.. pu�+o cle (MOU"eJt$-e n�Gr>a ()_ba.Jo ( r�Vo lA O 

:,e lAÁ u e v�) €S �� t.M.os-Tv-a_Jo � IG tr¿ruy(Á_:TI[.3o,dow.d� +�tM.b ffu pu�d e 

aprecFo.v�-e el s'fde�M.� d� 'r�tev-e.«AC.fu c:tue e�M�lec;tV€1.M.CJ! pCJ.rCt. 1-'e�olvtv 
-es h� p �oh }�CM.4.. 

- .. 

• 

:--.· j '!1 

- 301 
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Al o..plrc.._v F1 =O _ob+�-���.-�ttor: 
�A- ZDo cCE.Q ==o; - -IJ A- = J...oocoscp= I&C> 1-C - -

fO� \o �;e. )C0�-0 e,- hb�-(.)� �-std' � rut.4.lo J€. . t.« o V� lt�P � 

Fv =-M NA =--(o.15)(l�o\=40N; _ 

�+o"'cdJ- a.l ap\fcctr f=x =O <Se obff-e1.1.e. �-

'LoO Se-Vtcj;- P- 40 :_O-¡ dQ dol.{d_e_ r-€5.-�.\k_: - _ 

P= ll0-40 =801'{ que ei let tMC<dl-1ff�d peJrda.1co�veipo�Jr�U:te a.. ert�Tlii.Cf.io. 

b) E:( d,c.L d�l blo�v� evt l�cot-tdfdo( e�A-�ue/cle�ruEfi_de soltC(,v(o.,� 
e�h{ � - pu¡..,_ {o dQ.. �.M.OVev�� hA.cf'a__ 0-V'�fb� ( j?evo �o se wueva.) e� el 

_._q-ue. IM.QÜva.wo\ -e'-'� !tt: -f?5fuvttW· 3!) doude p -">fd u� refYE>S-e.�-i�cJo 
o.._ · \Q \M.o._ a \1\ 'rtuci -d� lv__ i'u� vl:"'- �ve se o...p !retA- cd blo�(..le J Jodo 
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' 
</J'L, ----- -":.-

_ Fr��vc,. .""ffi"· ?> 1 . 
!=� ede CtHO/_- al tt� lrca.v Fy =o +�<Mhfe� obht,tt�or: 
NA- 'JiJo cos q=o J Ntt = l&o N 1 Y; 

Fy = )v{ N A = 4 6 N 1 

pevo akoh:�/ a.p-(1>cavtdo Fx =O 1 se obf'é'-e1.1e; 
zoo Sevt� � p + 40 =O, de..- doude.. �4or({_ re�u)-k; 

. p-= ti0t46 
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APÉNDICE A 

SISTEMAS DE UNIDADES 

En el prólogo de esta obra mencionamos que, no obstante que el tema Sistema de Unidades actualmente 

no forma parte del programa de la asignatura Estática (cuya cobertura es lo que fundamentalmente 
enfocamos aquí), presentamos este apéndice con la finalidad de que el lector pueda c.onsultar acerca de 
diversas partes relacionadas con dicho tema, si lo requiere, pues éste está íntimamente ligado a los 

elementos de estática que aquí desarrollamos . 

A.l UNIDADES DE MEDICIÓN 

Importancia de la medición en la Física. 

Cuando viajamos en automóvil, bien conduciéndolo o como pasajeros, solemos escuchar e>...1JTesíones 

como éstas: 

- faltan como 50 km. para llegar, 

- no corras tanto, que rebasas el límite de velocidad y nos pueden multar, 

- ese automóvil que nos rebasó va muy acelerado, etc. 

También, por ejemplo, cuando vamos a comprar un vidrio, ¿qué puede suceder? 

- quedó chico, 
quedó grande, y en _..;asiones no se especifica siquiera de qué lado. 

Pudiéramos presentar w1 sin número de co sas y frases consecuentes, que nos penTIÍten expresar 

conceptos del mundo fisíco, que sin meditar en ellas manejamos continuamente. 

Por tal motivo, es de gran importancia el saber qué es medir y cómo hacerlo en la Física. 

Comencemos por definir algwws conceptos: 

- Medir: determinar una cantidad comparándola con la wtidad. 

Medición : acción y efecto de medir. 

- Medida: estimación comparativa de una cantidad. 

Dimensión: todo aquello susceptible de se1 medido físicamente en forma cuantitativa. 

- Magnitud : tamaño de una dimensión . 

- Cantidad: parte o porción de la magnitud. 
Unidad: toda magnitud de la misma especie que otra, a la que sirve como medida cuando se <.;ompara 

con ella . 
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A.2 MEDICIÓN. EXACTITUD Y PRECISIÓN. 

Cuando se realiza un experimento, generalmente, los resultados que se obtienen son entidades 

cuantificables, es decir que el resultado obtenido es una propiedad natural, a la que puede asignársele un 

valor numérico . 

De esta forma, las observaci?nes realizadas a través del desarrollo experimental culminan con 

mediciones, representando éstas a propiedades de los sistemas físicos. 

Cuando se realiza una medición, esencialmente se está ejecutando una acción comparativa, la cual 

pennite hacer distinciones ordenadas en las propiedades de los sistemas bajo observaciones. Es de notar 

que, el resultado de un expetimento es, en general, consecuencia del número finjto de mediciones que el 

procedimiento experimental requiera. 

Dado que al efectuar la medición se realiza una acción comparativa, es necesario la creación de patrones 

unidad, elegidos arbitrariamente, pero que deben cumplir ciertos requisitos como son: facilidad de 

reproducción que no cambien con el tiempo y que sean fáciles de utilizar. 

Con las unidades establecidas, es posible generar entonces una escala ordenada que es representable, 

matemáticamente, como una linea infinita, sobre la cual las unidades y sus divisiones se suceden 

indefinidamente. 

El paso anterior es impmtante, ya que permite relacionar matemáticamente las diferentes propiedades de 

los sistema s fisicos. Así, una vez establecida la unidad y la escala, se puede determinar una magnitud 

representativa de la propiedad que se mide. Por lo tanto, cuando se realiza una medición se establece 

tma fi.mción que relaciona un conjunto ordenado de números, con un conjtmto de propiedades y 

conceptos . 

Las mediciones realizadas · serán más confiables en tanto más cumplan con dos caractedsticas, 

EXACTITUD Y PRECISIÓN. 
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La exactitud es casi w1a imposibilidad fisica que el hombre tiene en la realización de una medición. La 

exactitud se logra únicamente cuaudo se realiza lill conteo ; es decir, una asignación numérica que se 

relaciona w1icamente con algún conjwno de eventos o cosas; así el decir, en w1 salón de clases hay 40 

alumnos, es exacto. 

En el caso de realizar lUla medición, también se asocia w1 valor numérico a una propiedad, pero éste no 

puede determinarse wúvocamente; los factores que inteiVienen en una medición son muy variables, 

comenzan do por el aparato de medida, los eventos estocásticos , etc., factores que imposibilitan 

fisicamente el obtener w1a medición exacta. 

Lo que puede obtenerse de una medida, es el grado de con.fiabilidad que pueda tenerse en ella; esto es, 

la PRECiSiÓN de la medición. El tomar en cuenta los factores petturbadores así como la utilización de 

lU1 aparato de medición con una mejor resolución (un aparato que pennita dar más cifras significativas, 

por �jemplo un calibrador vemier, en lugar de una regla en mm), es lo que determina el grado de 

precisió11. 

A.3 INCERTIDUMBRE. DETERMINACION DE LA INCERTIDUMBRE. 

A partir de lo antenor se desprende que, dado que no se puede garantizar la exactitud, el valm obtenido 

bajo la acción de medición debe encontrarse dentro de un intervalo. donde el tamaño de tal inteiValo sí 

puede especificarse, ya que depende ele los aparatos de medición que hayan sido utilizados. o bien del 

muestreo estadístico sobre el número de veces que la medición haya sido repetida, cua11do la técnica de 

medición así lo requiera. Este intervalo depende de la in...:ettidumbre absoluta de la medición. 

Debido a lo a11terior la INCERTIDU!IIBRE pud(' considerarse como el intervalo de valores dentro del 

cual se puede asegurar que se encuentre el valor real. 

Al efectuar una medición existen gran cantidad de fa¡;tores que petturban el sistema, causando que no se 

está totalmente seguro del valor medido, por lo cuál se tendrá una incettidumbre. 

Regresemos al ejemplo de la ventana; no se piense que se trata de w1a situación exagerada, de hecho es 

común que al hacer uua medición o un ex.-perimento, se encuentren valores diferentes cada vez que se 

repita . 
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Después de hacer w1a serie de mediciones, en ocasiones se formulan dos preguntas: ¿cuál es el valor 

representativo de lUl conjwnu de valores, obteujdos en las mismas condiciones? y, asociada a ésta 

tenemos, ¿cuál es la i11certidumbre en esos casos? 

Para contestar la ptimera pregunta, es necesario considerar los fines para los que se requiere el valor 

representativo, y cuáles pueden ser las causas por las que difieren las medidas; si se quiere encontrar el 

tamaño mínimo del diámetro de la broca que se necesita para colocar cierta cantidad de remaches, basta 

medir el diámetro de éstos y escoger el diámetro mayor de ellos, como la medida que buscamos. Si lo 

que se desea es caracterizar el grupo de remaches para su venta, entonces el valor representativo será el 

valor del diámetro medio o promedio; se supone en forma implícita que las causas de enor originan 

desviaciones pequeñas al rededor del promedio, y que tales desviaciones pueden ser positivas o 

negativas con igual probabilidad; en otras palabras, el número de remaches con diámetros mayores que 

el valor medio, es igual al número de remaches con diámetro menor que el valor memo. 

Respecto a la segunda pregtmta, acerca de cuál es la iucettidumbre en este tipo de medidas, puede 

interpretarse de dos maneras: una de ellas se basa en la teoría de probabilidades, que nos diJ·á qué tanto 

se alejan los diámetros medidos, del valor medio, la cual se estumará en la asignatura PROBABILIDAD. 

La otra inteqnetación, que analizamos ahora, utiliza una definición consistente con la que se hizo al 

escoger la mitad de la mínima división de escala, que garantiza que el valor "real" del objeto medido está 

dentro del mtervalo repo11ado . Para ello, se repite una medida varias veces para tener un número 

suficiente de lecturas; así el iutetvalo de incertidumbre o de enor estará delimitado para las lecturas 

máxima y mínima. 

Ahora bien, además de lo señalado, existen otras causas, que son relacionadas con el observador y su 

procedimiento experimental; ello quiere decir que es posible que la persona tenga tendencia a leer 

valores altos o bajos en fonna sistemática o ser más o menos cuidadosa. Las lecturas también pueden 

afectarse por factores extemos como humedad, temperatura, presencia de luz, etc . , que no se esperaba 

que iltfluyeran en Las medidas . 
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Lo anterior nos conduce a establecer que la incertidumbte de una medición depende de: 

l. El objeto o fenómeno a medir. Sus características determinan la respetabilidad en las medidas o en un 

conjunto de valores; es decir, si al repetir varias veces una medición, se obtienen resultados iguales o 

diferentes. 

2. El instrwnento de medida. Su buen o mal funcionamiento así como su precisión y sensibilidad 

contribuirán en menor o mayor grado en la determinación de la incertidumbre. 

3. El obseiVador. Quien manipula los instrumentos y decide el procedimiento experimental. 

Estos tres factores se pueden resumir en: 

- La incertidumbre en una medida depende de lo que se mide, con qué se mide y quién lo mide. 

DETERMINACIÓN DE LA INCERTIDUMBRE . 

Veamos ahora como se determina la incertidumbre o error en una medida. 

Para poder obtener en forma cuantitativa la incertidumbre o error es necesario tener en cuenta lo 

siguiente. 

Error en una variable: representa la discrepancia que existe entre el resultado de la medida y el valor 

verdadero de dicha variable. 

EQUIVOCACIONES 

ERRORES 

INHERENTES 

{ALEATORIOS 

EXPERIMENT AI.ES 

SISTEMÁTICOS 

{DE REDONDEO 

ANALÍTICOS 

DE COMBINACIÓN 

{DE JUICIO 

DE REPRODUCTIVIDAD 

DE ESCALA 
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En general, se considera que existen dos tipos principales de' errores, las equivocaciones y los errores 

inherentes. Los primeros son imputables a descuido o negligencia del experimentador y los segundos son 

los que no dependen directamente de él. 

Los errores inherentes pueden clasificarse a su vez en errores experimentales y errores analíticos. Los 

errores experimentales se cometen al utilizar aparatos o instrumentos para medir y pueden clasificarse en 

aleatorios y sistemáticos. 

Los errores aleatorios se deben a las fluctuaciones de las variables del sistema en el que se hace la 

medición, cambios en sus alrededores o pequeñas variaciones en las instrumentos de medida, y se 

manifiestan en discrepancias entre mediciones de la misma variable en condiciones supuestamente 

iguales. Este tipo de errores se analiza estadísticamente. 

Los errores sistemáticos son desviaciones constantes de los valores verdaderos y se dividen es tres tipos: 

de juicio, de reproductividad y de escala. 

Los errores de juicio son causados por las técnicas personales de cada observador. Los errores de 

reproductividad son propios de los instrumentos de medición, al operarse en variedad de condiciones sin 

hacer los ajustes pertinentes. Los errores de escala son producidos por haber escogido una escala 

inadecuada. 

Los errores analíticos, pueden deberse a dos causas fundamentales: al redondeo o truncamiento de 

cifras, y al cálculo de cantidades fisicas que no se pueden medir directamente, a través de operaciones 

entre cantidades que sí se miden directamente y que llevan error (combinación de errores). 

La estimación del error de redondeo es la mitad de la unidad que se sigue a la última cifra considerada. 
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A.4 VALOR EXPERIMENTAL. 

Dado que todo valor experimental es incierto, una medición debe incluir un valor representativo y un 

intervalo de incertidumbre que contenga el valor "real", es decir· una magnitud experimental M se 

expresa como: 

26m 

f>m f>m ----
�� 

M=m±t1m donde: 

m es el valor representativo 

!1m es la incertidumbre 

En la mayoría de los casos se escoge como valor representativo al promedio aritmético y !1m se 

determina según la respetabilidad de la m�dida, en la forma siguiente. 

a) Si la medida se repite, el intervalo de incertidumbre o enor será. 

!1m = mínima división de escala 

2 

b) Si la medida no se repite, el ancho total del intervalo de incertidumbre o enor 2t1m será: 

2!1m = lectura máxima - lectura múrima 

Esta determinación supone que el valor representativo o promedio quedó centrado en el intervalo; de no 

ser así se darán limites según se use el signo ( +) o el signo (-). 

Dada la simplicidad de estas determinaciones, se usa una sola cifra significativa para expresar la 

incertidumbre, que para el ejemplo del vidtio de la ventana podría ser: 

largo 97.3 - 0.05 cm 

ancho 33.2- 0.05 cm 

Se debe puntualizar que, este enor (que no es una equivocación) es la incertidumbre en la magnitud de 

la medida , introducida en el proceso de comparación. Como toda medida tiene un enor, cualquier otra 

cantidad detivada de ella, también lo tendrá. 
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Este enor se puede expresar en FORMA ABSOLUTA en las llllsmas unidades, o en FORMA 

RELATIVA como porcentaje de la magnitud medida. 

Por ejemplo . El largo del vidrio se puede dar como: 

l l ± !1! l 

l l ± 
!11 

(1 00%) l 

97.3 ± 0.05 cm (Forma absoluta ) 

97.3 cm ± .05% ( Forma relativa ) 

Cuando se conoce una aproximación de m, valor de la variable (obtenida experimentalmente por 

ejemplo), y el valor teórico exacto M , se puede calcular el porcentaje de error mediante la expresión : 

%e = [lm- Mi l (1 oo) 
M J 

A.S USO DE LA INCERTIDUMBRE . 

Una vez que se conoce cómo calcular la incertidumbre, el siguiente paso es saber cómo usarla; para ello, 

a continuación se dan algunos ejemplos: 

l. Si se requiere calcular la cantidad de pintura necesaria para pintar una habitación, bastará medir las 

dimensiones de las paredes con una precisión de decenas de centímetros, ya que en las latas de 

pintura se estima (el rendimiento) en metros cuadrados la superficie que puede cubrir. 

2. Si se trata de instalar muebles de baño, será necesario medir con una precisión de milúnetros para 

asegurar que las tuberías encajen en los orificios adecuados y no correr el riesgo de hacer hoyos más 

grandes o forzar la tubería. 

3. Cuando hay que decidir si los cilindros de un coche requieren ser rectificados, deberán medirse con 

una precisión de milésimas de pulgada, ya que desgastes de ese orden de magnitud reducen la 

potencia del motor. 

4. Si se trata de comprar dos modelos que estiman el periodo de un oscilador armónico, y la diferencia 

de la estimación es de 0.003 s, se requiere que la medida tenga una ince1tidumbre inferior a 0.001 s 
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De los ejemplos anteriores, se concluye que la incertidumbre de una medición deberá estar acorde con el 

uso que se le vaya a dar, por lo que : antes de medir, se deberá saber para qué se mide. En otras palabras, 

el simple hecho de medir requiere consideraciones previas, determinadas fundamentalmente por el 

propósito de la medición; por ello, sólo después de saber cómo y para qué se usarán los valores 

numéricos obtenidos, se podrán escoger los instrumentos y el proceso de la medición. 

A.6 CONCEPTOS DE DIMENSIÓN Y UNIDAD . SISTEMAS DE UNIDADES . UNIDADES 

FUNDAMENTALES Y DERJV ADAS . 

Para iniciar el estudio de los sistemas de unidades, comenzaremos por definir el concepto de dimensión, 

siendo esta la característica de los cuerpos que los distingue entre sí. 

Dimensión se define como todo aquello susceptible de ser medido físicamente en forma cuantitativa. 

Para distinguir cantidades de la misma especie, es necesario medirlas; para efectuar tal medición 

necesitamos definir previamente el patrón que servirá de base, el cual se denomina unidad . 

Unidad se define como toda magnitud de la misma especie, que otra, a la que sirve como base cuando se 

le compara con ella. 

En diversos países y/o zonas geográficas, teniendo en cuenta que una sola unidad no puede efectuar la 

medición de todas las dimensiones, fue necesario adoptar un conjunto de éstas, conocido como 

SISTEMA DE UNIDADES, con el cual se pueden medir varias clases de magnitudes físicas de los 

mismos tipos que las unidades del sistema; es decir, cada unidad del sistema sirve para medir una 

magnitud fisica de su misma clase . Así, por ejemplo, la unidad de masa sólo sirve para medir magnitudes 

de masa. 

En todos los sistemas de unidades, se distinguen dos clases de unidades que lo fonnan: 

- Unidades fundamentales. Son aquéllas que se eligen en forma arbitraria. Como veremos más adelante 

solo bastaron tres para. establecer los sistemas absolutos y gravitatorios; en cambio para establecer el 

Sistema Internacional se necesitaron siete 

- Unidades deiivadas . Son aquéllas que ya no tienen que elegirse arbitrariamente como las antetiores, 

sino que se deducen de las fundamentales, según ciertas leyes conocidas. 
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A.7 SISTEMAS MKS, CGS Y FPS, TANTO ABSOLUTOS COMO GRAVITATORIOS . 

DESCRIPCIÓN DE SUS UNIDADES FUNDAMENTALES 

Según las dimensiones que los constituyen, los sistemas de wüdades pueden ser: 

- Sistemas absolutos, en los que las dimensiones fundamentales son: 

LONGITUD, MASA y TIEMPO. 

- Sistemas gravitatorios, en los que las dimensiones fundamentales son: 

LONGITUD, FUERZA y TIEMPO. 

Es obvio que los sistemas absolutos también tienen UllÍdades de fuerza y que los sistemas gravitatorios 

también tienen unidades de masa, sólo que en tales casos dichas unidades no son elegidas 

arbitrariamente, sino que se derivan de las fundamentales del sistema conespondiente. 

SISTEMAS ABSOLUTOS 

SISTEMA DIMENSIONES UNIDAD DE SIMBO LO 

FUNDAMENTALES MED IDA 

MKS Longitud metro m 

Masa kilogramo masa kg 

Tiempo segundo S 

CGS Longitud centímetro cm 

Masa gramo masa gr 

Tiempo segw1do S 

FPS Longitud pie ft 

Masa libra masa lb 

Tiempo segw1do S 
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- libra masa: masa conespondiente a un cilindro de platino iridiado que se guarda en la Tone de 

Londres, Inglatena. 

- segundo: tiempo conespondiente a 1/86400 del día solar medio, o sea del promedio de la duración de 

los días solares verdaderos. 

- kilogramo fuerza: peso absoluto del kilogramo masa, o sea la fuerza con que la Tierra atrae al 

kilogramo masa . 

- gramo fuerza: milésima patte del kilogramo fuerza. 

- libra fuerza: peso absoluto de la libra masa, o sea la fuerza con que la Tierra atrae a la libra masa. 

Así pues, para que un sistema se considere absoluto, entre sus dimensiones fundamentales deberá estar 

la de masa, mientras que para considerarlo gravitatmio deberá estar presente la de fuerza. 

A.8 DATOS HISTÓRICOS DE ALGUNOS SISTEMAS DE UNIDADES. 

Sistema CGS absoluto. 

El sistema tiene como unidades fimdamentales el centímetro, el gramo masa y el segtmdo de tiempo 

medio . Fue propuesto en 1795 y adoptado por Francia el 10 de diciembre de 1799. Su unidad de 

longitud está refelida al metro patrón, siendo igual a la centésima pmte del mismo. La unidad de masa 

está también referida a la masa prototipo del kilogramo, y es igual a la milésima parte de dicha masa. La 

llllidad de tiempo es en este sistema, y en todos los demás, el segundo de tiempo solar medio. Tal 

sistema fue adoptado y recomendado por la Asociación Blitánica para el Avance de la Ciencia en 1863 

Tuvo gran aceptación intemacionalmente; desde entonces se le utilizó. mucho en todas las ramas de la 

ciencia. Las objeciones que se hacían eran que los patrones conespondían a múltiplos de las unidades y 

no a las unidades mismas; que las llllidades delivadas para la fuerza y la energía eran demasiado 

pequeñas para los fines prácticos y que no se podían hacer conesponder con las unidades eléctricas 

prácticas, para formar un sistema de lLllidades completo. 
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SISTEMAS GRAVITA TORIOS 

SISTEMA DIMENSIONES UNIDAD DE SIMBO LO l 
FUNDAMENTALES MEDIDA 

MKS Longitud metro m 

Fuerza kilogramo fuerza kgr 

Tiempo "Cgu.11do S 

CGS Longitud centímetro cm 

Fuerza gramo fuerza grr 

Tiempo segillldo S 

FPS Longitud p1e ft 

Fuerza libra fuerza lbr 

Tiempo segw1do S 

DESCRIPCIÓN DE LAS UNTDAI>ES FUNDAMENTALES DE LOS SISTEMAS MKS, CGS Y 

FPS, TANTO DE LOS ABSOLUTOS COMO DE LOS GRAVITATORIOS. 

- metro: longitud entre las marcas extremas de lila bana de platino iridiado que se guarda en la 

Oficina Internacional de Pesas Medidas en Sevres, Francia , y cuyo nombre es metro patrón. 

- centímetr·o: centésima patte de la longitud conespondiente al metro patrón. 

- pie: longitud correspondiente a las marcas e:-..iremas del pie patrón, bana también de platino iridiado 

que se guarda en la Torre de Londres, Inglatena. 

- kilogramo masa: masa conespondieute a un cilindro de platino üidiado que se guarda en Sevres, y 

cuyo nombre es kilogramo masa patrón. Mediante balan zas especiales de gran precisión es posible 

comparar el kilogramo patrón, con sus copias, con tma incertidumbre del orden de 0.01 mg. 

- gramo masa : milésima pa1te' de la masa del kilogramo masa patrón. 
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A.9 EL SISTEMA INTERNACIONAL DE UNIDADES (SI) . DESCRIPCIÓN DE SUS 

UNIDADES DE BASE , SUPLEMENTARIAS Y DERIVADAS MÁS COMUNES • 

El Sistema Internacional de Unidades (SI), versión moderna del Sistema Métrico Decimal, fue adoptado 

en 1960 por la Conferencia General de Pesas y Medidas de la cual nuestro país es miembro. Esta es una 

organización Internacional establecida por la Convención del Metro en 1875. 

El SI es el pti.mer sistema científico de unidades compatible, esencialmente completo y armonizado 

internacionalmente; se fundamenta en siete unidades básicas, lo cual permite a todas las naciones 

industriales modernas asegurar la compatibilidad de sus sistemas metrológicos a los más altos niveles de 

precisión a través de las unidades del SI, de sus patrones y métodos de intercomparación. 

En comparación con otros sistemas de unidades, tiene diversas ventajas entre las cuales se tienen las 

siguientes: 

- los patrones básicos pueden ser reproducidos en forma objetiva, 

- es fácil de aprender, recordar y entender, 

- conduce a simplificar los cálculos técnicos, 

- permite optitnizar los diseños, eliminando tamaños y tipos innecesarios, 

- facilita las operaciones comerciales a niveles nacionales e internacionales. 

Con fimdamento en diferentes attículos de la Ley General de Normas y ·de Pesas y de Medidas, 

publicada en el Diario Oficial de la Federación con fecha de 7 de abril de 1961, la Secretaría de 

Pattimonio y Fomento Industrial estableció con carácter de obligatmia, de orden público y jurisdicción 

federal, por regir el Sistema General de Medidas, la Norma Oficial Mexicana: Sistema General de 

Unidades de Medida. Sistema Internacional de Unidades (SI) . 

El Sistema Internacional está integrado por tres clases de unidades: unidades de base, unidades 

suplementarias y unidades derivadas; las cuales, én su conjunto, forman un sistema coherente. También 

utiliza los prefijos para la formación de los múltiplos y submúltiplos decimales de estas unidades. 
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UNIDADES DE BASE, SUPLEMENTARIAS Y DERIVADAS MÁS COMUNES. 

Son las unidades con las cuales se fundamenta la estructura del sistema. Son siete, correspondiendo a las 

magnitudes: longitud, masa, tiempo, intensidad de corriente eléctrica, temperatura termodinámica, 

intensidad luminosa y cantidad de substancia, cuyos nombres son respectivamente: metro, kilogramo, 

segundo, ampere, kelvin, candela y mol. 

MAGNITUD UNIDAD DE MEDIDA SlMBOLO 

Longitud metro m 

Masa kilogramo kg 

Tiempo segundo S 

Intensidad de corriente ampere A 

eléctrica 

Temperatura kelvin K 

termodinámica 

Intensidad luminosa candela cd 

Cantidad de sustancia mol mol 

Las wüdades citadas son definidas de la siguiente manera: 

-METRO (m). Es la longitud de la trayectoria reconida por la luz en el vacío, durante un lapso de 

l 1299 792 458 de segundo. (l7a.CGPM-1983). 

e 
1111 = 

299 792458 

.. �·��99·7���� :.�� . . . . . . . . . . . J 
.... 

VELOCIDAD DE lA LUZ 

GENERADOR DE RAYO LASER ESTABIUZADO 
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- KILOGRA�O (kg). Es la masa correspondiente a la del prototipo internacional del kilogramo. 

(la. CGPM-1889, 3a. CGPM-1901) 

La masa del prototipo intemacioual es una aleación de platinio e eridio (90% de platino y 10% de 

iridio), sancionado por la Conferencia General de Pesas y Medidas que se efectuó en París en 1889 y 

que se conserva en una bóveda en el pabellón de Breteuil, en Sevres, Francia, bajo la custodia de la 

Oficina lntemaciona1 de Pesa s y Medidas. Este prototipo es un cilindro de aproximadamente · 38 

milímetros de altura y 38 milímetros de diámetro, y existen duplicados del mismo en todos los 

laboratorios de normas importantes del mundo. 

-SEGUNDO (s). Es la duración de 9 192 631 770 periodos de la radiación correspondiente a la 

transición entre los niveles hiperfinos del átomo de Cesio-133. ( 13a. CGPM-1967) 

DETECTOR 

:)7 
LJEFLEXJÓN 
MAnNETICA 

) 
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- AMPERE (A) • Es la intensidad de una corriente constante que, mantenida en dos conductores 

paralelos, rectilíneos, de longitud infinita y de sección circular despreciable, y 

colocados en el vacío a una distancia un metro uno del otro, producirá entre estos 

dos conductores una fuerza de magnitud igual a 2 x 10-7 newtons por metro de 

longitud. (9a_ CGPM-1948). Ver más adelante la definición de la unidad Newton. 

lA 

r 
FuL 

T 
=2xr·7N 

lA !m 

La fuerza producida se debe a los campos magnéticos de los conductores. 

Esta unidad fue denominada así en honor del físico francés André Marie Ampere (1775-1836), quien 

midió y analizó en 1820 los efectos magnéticos más importantes producidos por el paso de corrientes 

eléctricas uniformes a través de conductores. 

- KELVIN (K). Es la fracción 1/273.16 de la temperatura termodinámica del pwlto triple del agua. 

(13a. CGPM-1967) 

TERMÓM!i"TRO, HPO RESISTENCIA -1> 
hlJ'C..'TRJCA 

llAÑO REFRIGERANTE 

V /\POR DE /\GUA 

1\(ilJA 

CELDA DE PUNTO TRIPLli_ 

Se enfría el agua de la celda hasta que se comienza a formar �elo. A la temperatma resultante, en la que 

existen simultáneamente el hielo, el agua y el vapor de agua se le llama punto triple del agua y es igual a 
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273,16 grados kelvin, por definición. Este punto triple es igual a O.Ol°C, por lo que la temperatura de 

ooc es de 273.15 kelvin. 

Se dio el nombre a esta unidad en honor del barón Willian Thomson Kelvin ( 1824-1907). 

A la temperatura de 0°K se le denomina "punto absoluto". 

- CANDELA (cd). Es la intensidad luminosa, en una dirección dada, de una fuente que emite una 

radiación monocromática de frecuencia 540 x 1012 hertz y cuya intensidad 

energética en esa dirección es 1/683 watt por esterradián. ( 16a. CGPM-1979). Ver 

más adelante las definiciónes de watt y esterradián. 

MONOCROMADOR 

;'d� 
FUENTE LUMINOSA \ 

RADIACIÓN 
MONOCROMÁTICA 

ÁREA DE /1 PARA DFfECTAR 

LA INTENSIDAD ENERGi:TICA 
( J/683 W/sr) 

f= 540 X JO" Hz 

- .MOL (mol). Es la cantidad de sustancia que contiene tantas entidades elementales como existen 

átomos en 0.012 kilogramos de carbono 12. (14a. CGPM-1971) 

Al usar el mol se deben especificar las entidades elementales, que pueden ser átomos, moléculas, iones, 

electrones, otras partículas o grupos específicos de tales partículas. 
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UNIDADES SUPLEMENTARIAS. 

Son las unidades con las cuales no se ha tomado una decisión de si pertenecen a las unidades de base, o 

a las w:;_idades derivadas; conesponden a las magnitudes de ángulo plano y de ángulo sólido, cuyos 

nombres son, respectivamente: radián y estenadián. 

-RADIÁN (rad). Es el ángulo plano comprendido entre dos radios de un círculo que inters(.can, sobre 

la circunferencia de dicho círculo, un arco de longitud igual a la del radio. 

- ESTERRADIÁN (sr). Es el ángulo sólido que teniendo su vé11ice en el centro de una esfera, corta 

sobre dicha esfera una superficie de área igual a la de Wl cuadrado que tiene 

por lado el radio de la esfera . 
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UNIDADES DERIVADAS MAS COMUNES Y QUE TIENEN UN NOMBRE ESPECLI\L. 

Son las w1idades que se forman combinando las unidades de base, o bien éstas y las suplementarias, 

según expresiones algebraicas que relacionan las magnitudes correspondientes. Muchas de estas 

expresiones algebraicas pueden ser reemplazadas por nombre y símbolo especiales, los cuales pueden ser 

utilizados para la formación de otras unidades derivadas. 

Las unidades detivadas de las fundamentales consideradas en la nonna técnica se clasifican en unidades: 

geométricas, de masa, de tiempo, mecánicas, eléctlicas, magnéticas, caloríficas, ópticas, y de 

radiactividad. 

A continuación enlistaremos algunas de ellas: 

- METRO CUADRADO (m2) Unidad de área 

Un metro cuadrado es el área de lill cuadrado de un metro por lado Esta unidad se deriva de la 

unidad fundamental metro. 

- METRO CUBICO (m3) Unidad de volumen 

Un metro cúbico es el volumen de m1 cubo de w1 metro por lado. Esta unidad se deriva de la 

unidad fimdamental metro. 

-METRO POR SEGUNDO (m/s) Unidad de velocidad lineal 

Un metro por segundo es la velocidad que tiene un cuerpo en movimiento que recorre tm metro 

cada segw1do. Esta unidad se deriva de las dos unidades fundamentales, metro y segundo. 

- METRO POR SEGUNDO AL CUADRADO (m/s2) Unidad de aceleración lineal 

Un metro por segundo al cuadrado es la aceleración que experimenta un cuerpo con movimiento 

acelerado, cuando cada segtmdo aumenta o disminuye la magnitud de su velocidad en un metro 

por segundo. 
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-RADIAN POR SEGUNDO (rad/s) Unidad de velocidad angular 

Un radián por segundo es la velocidad angular que tiene un cuerpo animado de un movimiento de 

rotación, de tal forma que efectúa en un segtmdo una rotación de un radián alrededor de un eje. 

- RADIAN POR SEGUNDO AL CUADRADO (rad/s2) Unidad de aceleración angular 

Un radián por segtmdo al cuadrado es la aceleración angular que experimenta un cuerpo anmuhl·o 

de movimiento de rotación acelerado cuya velocidad angular varía cada segundo en un radián por 

segundo. 

- NEWTON (N) Unidad de fuerza 

Un newton es la magnitud de una fuerza que, al ser aplicada a un cuerpo de masa igual a un 

kilogramo, produce una aceleración lineal igual a un metro por segundo al cuadrado. [ N = kg 

m/sz]. 

Esta unidad se deriva de tres unidades fundamentales, el kilogramo, el metro, y el segtmdo. 

Recibió el nombre en honor del célebre fisico inglés Sir lssac Newton (1643-1727) cuyas 

investigaciones le llevaron a efectuar importantes descubrimientos, así como realizar aportaciones 

muy valiosas, en diversas partes de la ciencia. 

-PASCAL (Pa) Unidad de presión y de esfuerzo 

Un pasea! es la presión uniforme que ejerce una fuerza de un newton, al actuar 

perpendicularmente en una superficie plana de área igual a un metro cuadrado. [ Pa = N/m2 ]. 

Esta unidad se deriva de una unidad fundamental (el metro) y de una unidad derivada (el newton). 

Su nombre proviene del fisico y matemático francés Bias Pascal (1623-1662), a quien se considera 

fundador de la hidrodinámica. 

-JOULE (J) Unidad de energía, de trabajo y de cantidad de calor 

Un joule es el trabajo que se realiza cuando se desplaza el punto de aplicación de una fuerza, cuya 

magnitud es igual a un newton, una distancia de un metro en la dirección de la fuerza. [ J = Nm ] 

Esta unidad deriva su nombre del fisico inglés James Prescott Joule (1818-1889), cuyas 

investigaciones lo condujeron a establecer la ley de la conservación de la energía. 
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-WATT (W) Unidad de potencia y de flujo de calor 

Un watt es la potencia que da origen a la producción de energía a razó11 de un joule por segundo. 

[W = J/s]. 

Esta unidad fue desarrollada por Wilhelm Siemens en 1882. Se deriva de la unidad fundamental 

segundo y la unidad derivada joule, y recibió su nombre en honor de James Watt (1736-1819), 

quien desarrolló la unidad conocida como caballo de fuerza. 

-VOLT (V) Unidad de potencial eléctrico y de fuerza electromotriz 

Un volt es la diferencia de potencial eléctrico que existe entre dos puntos de w1 conductor, por el 

que pasa una corriente de un ampere, cuando la potencia que se disipa entre esos dos puntos es 

igual a un watt. [V= W/A ). 

Esta unidad se detiva de la fundamental ampere y de la unidad derivada watt. Se le dio el nombre 

en honor del Conde Alessandro Giuseppe Volta ( 1745-1872), físico italiano que construyó la 

primera pila voltaica. 

-OHM (O) Unidad de resistencia eléctrica 

Un ohm es la resistencia eléctrica que hay entre dos pm1tos de un conductor cuando, al aplicar una 

diferencia de potencial constante de un volt entre los mismos puntos, se produce en el conductor 

una corriente de un ampere, no siendo el conductor fuente de fuerza electromotriz. 

[D=V/A]. 

Esta unidad se detiva de la unidad fundamental ampere y la unidad derivada volt. El nombre se le 

dio en honor al profesor Georg Simon Ohm (1 787-1854), quien en sus clases en la Escuela 

Superior de Colonia, Alemania, efectuó las mediciones que establecieron la ley de Obm. 

- SIEMENS (S) Unidad de conductancia eléctrica 

Un siemens es el recíproco de la resistencia de un ohm. [ S = 1 /D ]. 

Esta unidad se deriva de la unidad fundamental ampere y la mlidad detivada volt, y es la inversa 

del ohm. Se le dio el nombre en honor de Karl Williem Siemens (1823-1883 ), ingeniero alemán 

que posteriormente adoptó la nacionalidad inglesa y que realizó varios inventos, entre ellos un 

proceso de depositación electrolítica, un gobernador cronométrico o diferencial para maquinas de 

vapor, y el dínamo o ge 1erador de conieute altema. 
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-COULOMB (C) Unidad de carga eléctriCa 

Un coulomb es la cantidad de electricidad que transporta, en un segundo, una corriente de uu 

ampere. [ e = A S ]. 

Esta unidad se de1iva de las dos unidades fundamentales ampere y segundo . Su nombre se le dio 

en honor del fisico francés Charles Augustin Coulomb (1736-1806), uno de los primeros 

investigadores de la electricidad y el magnetismo. 

- HENRY (D} Unidad de inductancia eléctrica 

Un hemy es la inductancia de uu circuito cenado en el cual se produce una fuerza electromotriz de 

w1 volt, cuando la corriente eléctrica que pasa por el circuito varia uniformemente a razón de un 

ampere por segundo . [ H = V s/A]. 

Esta unidad se deriva de dos unidades fi.mdamentales, el ampere y el segundo, así como de una 

unidad derivada, el volt. Recibió su nombre en honor de Joseph Henry ( 1797-1878), fisico 

estadounidense que descubrió los principios de la inducción eléctrica. 

- FARAD (F) Unidad de capacitancia eléctrica 

Un farad es la cap acidad de un capacitor o condensador entre cuyas placas se origina una 

diferencia de potencial de un volt, cuando se le carga con una cantidad de electricidad igual a un 

coulomb. [ F = CIV ], [ F =-A s/V ]. 

Esta unidad se deriva de dos unidades fundamentales, el ampere y el segundo, así como de la 

unidad derivada volt. Su nombre proviene del fisico inglés Michael Faraday ( 1791-1867} cuyas 

investigaciones hicieron posible la creación del transformador eléctrico . 

-WEBER (Wb) Unidad de flujo magnético 

Un weber es el flujo magnético que, ligando un circuito de una vuelta, produce en éste una fuerza 

electromot1iz de un volt al reducirse a cero, a régimen uniforme, en un segundo . [ Wb = Vs]. 

Esta unidad se deriva de la unidad fundamental segundo y de la unidad derivada volt. Recibió su 

nombre en honor del fisico alemán Wilhelm Weber ( 1804-1891 ), quien descubrió la relación entre 

la electricidad y el magnetismo. 
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- HERTZ(Hz) Unidad de frecuencia 

Un hertz es la frecuencia de un fenómeno periódico, cuyo periodo es un segmtdo. Un hertz 

representa un ciclo o evento completo de un fenómeno repetitivo por segundo. [Hz= 1/s]. 

Esta unidad se deriva de la unidad fundamental segundo, y su nombre proviene del :fisico alemán 

Heinrich Rudolf Hertz ( 185 7-1894 ) , notable investigador en el campo de las ondas 

electromagnéticas. 

- LUMEN (lm) Unidad de flujo luminoso 

Un lumen es el flujo luminoso emitido en un ángulo sólido, de un esteuadián, por una fuente 

müfom1e de pm1to de intensidad de una candela situada en el vértice del ángulo sólido. 

[ lm = cd sr]. 

Esta unidad se dexiva de una unidad fundamental el segundo y de otra suplementaria el esterradián. 

- LUX (lx) Unidad de iluminación 

Un lux es la iluminación mlifonne que produce un flujo luminoso de un turnen, en una superiicie 

que tiene un área igual a un metro cuadrado. [ lux - lm/m2 ], [ lux = cd sr/m2 ]. 

Esta unidad se deriva de una fimdamental (la candela), de una derivada (el metro cuadrado) y de 

tul a suplemetatia (el esterradián ) . 

-GRADO CELSJUS (°C) Unidad de temperatura de la escala Celsius 

Un grado Celsius (al que tradicionahnente se ha denominado como grado centígrado) es un grado 

de la escala de Celsius de temperaturas, en la cual la temperatura de congelación del agua es 0° y 

la de ebullición es l 00°C. 

El cero absoluto en esta escala es -273.16°C. [t"c = f,K- 273.16] 

Esta lmidad se detiva de una unidad fimdamental, el kelvin, y su nombre proviene del astrónomo 

sueco Anders Celsius (1701-1744), primero que describió el termómetro centígrado ante la 

Academia Sueca de Ciencia en 1742. 
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Cabe menctonar que la energía se mide de la misma manera en sistemas mecánicos, eléctticos y 

magnéticos; como consecuencia la potencia se mide de la misma fonna. Esto es posible, con base en la 

introducción de dos constantes, que tomadas aisladamente no tienen significado fisico algww. 

Estas constantes son la permitividad del vacío (e 0) y la penneabilidad del vacío ( fJ 0) las cuales se 

relacionan mediante la expresión: 

De esta manera: 

( )-1/2 
.e= cof.lo 

1 o 7 
&0 = --2 

[F/m], y, 
4nc 

J.lo = 4nl07 [H/m] . 

Adicionalmente, cabe señalar que el campo electromagnético se describe mediante cuatro vectores: E, 

D, B, H. De tal manera que: 

D= c0E 
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APÉNDICE B 

COMPONENTES VECTORIALES Y ESCALARES. PRODUCTOS ESCALAR, VECTORIAL 

Y MIXTO. DOBLE PRODUCTO VECTORIAL. 

Presentamos este apéndice porque los elementos que se citan , en su título, intervienen de manera 
imprescindible en el actual tratamiento de la mecánica clásica, según mencionamos en el prólogo de 
esta obra. 

B.l COMPONENTES VECTORIALES Y ESCALARES . 

Trataremos aquí de dej ar bien claros los conceptos relacionados con las componentes de un vector ya 
que, entre otros ejemplos que pueden citarse , es muy frecuente escuchar personas que cometen el error 

de decir que ''las fuerzas de fricción siempre tienen componentes negativas porque se oponen al 
movimiento"' . 

Lo anterior es erróneo ya que el signo de las componentes escalares, de las fuerzas de estudio, 
dependerá del sistema de referencia empleado. 

En efecto, siendo v es un vector colineal con un cierto eje u , su componente escalar será positiva si v 

tiene el sentido del eje u , en tanto que será negativa si tiene sentido contrario al de dicho eje. 

Para i lustrar esto diremos que, si el pequeño cuerpo de la figura B.l es lwv.ado hacia la derecha con una 

rapidez v0 como se indica: en tanto no se detenga y empleando al eje x ahí mostrado para estudiar el 
movimiento, su velocidad tiene una componente positiva y la fuerza de fricción una negativa pues, 
siendo v y }"""',. las magnitudes de los vectores mencionados, los mismos quedan expresados mediante: 

v �vi y 

V 

figura B.l 
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Empleando el eje y (de la figura B.l ), la velocidad tiene una componente negativa en tanto que la 
fuerza de fricción la tiene positiva, pues ahora los vectores mencionados están dados por: 

v = -vj y 

Veamos enseguida cómo se definen y se obtienen las componentes escalares y vectoriales, de un vector 

sobre otro, de manera general. 

Figura B.2 

Sea AB un vector cualquiera del espacio, que deseamos proyectar sobre el eje u de la figura B.2 , 
donde eu es un vector unitario que tiene tanto la dirección como el sentido del eje mencionado. 

Siendo C y D las proyecciones ortogonales respectivas de A y B sobre u , llamaremos componente 
vectorial de AB (sobre u), qu€ simbolizaremos mediante (AB)u, al vector CfJ , y componente escalar 

de AB (también sobre u) al número real A cuyo valor absoluto es igual .a la magnitud de la 

componente vectorial correspondiente, y cuyo signo indica el sentido de ésta; entonces, A será positivo 
si la correspondiente compoE.ente vectorial tiene el sentido del eje sobre el cual se está proyectando 
(como es el caso del vector CD de la figura B.2), pero será negativo en caso contrario. 

Acorde con lo mencionado: 

CD = Aeu = componente vectorial de XiJ sobre u 

donde A= (AB)11 es la componente escalar de AB sobre u , y es tal que, 1 A 1 = 1 CD 1 , teniéndose 

A > O si CD tiene el sentido de u , en tanto que A < O si el sentido de CD es contrario al de u . 

De aquí en adelante, a las componentes escalares simplemente les llamaremos componentes; as¡ 

mismo, a las componentes vectoriales se les llamará proyecciones. 
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De acuerdo con lo anterior, si XB y CD forman entre sí un ángulo e , medido entre las partes de los 
vectores que contienen a las í1echas indicadoras de los sentidos de los mismos. como se indica en la 
figura B.2, pueden presentarse los siguientes dos casos . 

a) Cuando O:<::: e :<::: 90° . donde: 

A = 1 Xii 1 cos8 , con O :<::: cose :<::: 1 , que implica A 2 O . 

b) Cuando90°:<S:8:<:::180°, donde: 

)e = 1 iB 1 cose , con -1 :S cose :S o . que impl ica A :S o . 

Resumiendo los dos casos mencionados diremos que la componente de A7J sobre Cb está dada por 

IAB 1 cos8, lo que nos permite escribir: 

o sea que: 

�AB!�CDI )cos 8 

---·-¡a>¡--. 

AB·CD 
itD! 

AB· [
.
CD ] 

: ro¡ 

resumiendo, para la componente de AB sobre u ,  se tiene: 
o 

en tanto que para la proyección, también de AJi sobre u, tenemos: 

... (1). 

... (2); 

entonces, si V1 y V2 son dos vectores cualesquiera, la componente de V1 sobre V2 puede obtenerse 

mediante: 

... (3 ), 

352 



en tanto que, la proyección de V1 sobre V2 podemos obtenerla por medio de: 

es decir: 

... (4), 

donde e2 es un vector unitario con la dirección y el sentido de V2 . 

Consideremos ahora un vector V , de proyecciones Vx i , Vy j , V= k , como el mostrado en la 
figura B.3 

z 

Figura B.3 

De acuerdo con lo anterior, expresan1os: 

donde Vx , Vy , Vz son las componentes de V sobre los ejes x, y, z, respectivamente, mismas que, 
de acuerdo con los sentidos de las proyecciones correspondientes, son tales que: 

Vx <O, 
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Ejemplo B.l . 

Considere los vectores y el sistema de referencia mostrados en la figura B.4 , donde los 5 m y los 3 m 

se miden sobre direcciones paralelas a los ejes coordenados mostrados. Si U2 es paralelo al eje y, y V2 
es paralelo al eje x, determine la componente y la proyección: 

a) de U1 sobre U2 , y, 
b) de VI sobre v2. 

y 

u,l �--Im 
---------�---�------�---··-·----�····-·--·------- X 

o 
--- Vz 

~ 
1 1 

3m 

Figura B.4 

Resolución. 

Por definición de componente y proyección, se tienen: 

a) Componente de U1 sobre U2 : 

proyección de U1 sobre U2 : 

(U1)u2 = (-5)( -j) = Sj 

b) Componente de V1 sobre V2: 

proyección de V1 sobre V2 : 

(V1)v2 = (3)(i) = 3i 
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Ejemplo B.2 . 

Para los vectores V1 y V2 mostrados en la figura B.5 , si la magnitud de V1 es 10 N, obtenga la 

componente de dicho vector, sobre V2, empleando un procedimient9: a) escalar, y, b) vectorial. 

y 

t 

/ 

o 

a) Resolución escalar. 

/ 

/ 

/ 

50° 
---X 

Figura B.5 

Al trasladar a V2 paralelamente a su posición original, hasta que su inicio coincida con el de V1 se 

obtienen los elementos de la figura B.6 , con base en Jos cuales obtenemos: 

(V1) v2 = (l0)cos30° = 8.66 N . 

y 

o 

Figura B.6 
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b) Resolución vectorial. 

Sin necesidad de requerir de otra figura además de la B. S , obtenemos: 

por lo que: 

resultando: 

(V1)v2 = V1• ev2 (9.397i+3.420j) · (0.643i+0.76qi). 

(V1) v2 = V1 · e v2 = 6.04 + 2.62 = 8.66 N , 

valor que coincide con el obtenido en la resolución escalar. 

Ejemplo B.3 . 

Considere las fuerzas F1 (de magnitud 20 N) y F2 (cuyo módulo es 30 N). así como los vectores e11 

y e1 y el sistema Oxy, de la figura B.7 . 

y 

t -------------�-- --�·---· X 

3 oo � _....- '() 

�/ 1 
>--··/h. 

F, t 30'\ 

Figura B.7 

Teniendo en cuenta que e11 y e1 son perpendiculares, obtenga la suma de las componentes de F1 y F2 
sobre: 

a) el eje x, 

b) el eje y, 
e) en , y, 

d) e1 
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Resolución. 

b) FY = (20)sen30°- 30 = 10- 30 =- 2 0 N 

e) F11 = 20 · - (30)sen30° = 20- 15 = 5 N 

d) F1 = (30)cos30° = 25.98 N 

Ejemplo B.4 . 

Dada la fuerza F =  4i- 2j - 4k , obtenga: 

a) las componentes de F sobre los ejes coordenados, 

b) las componentes de F sobre el vector P dado por P = - 8i + 6j , y sobre el vector Q = i -1 2j -2k ; 
¿qué concluye de los valores obtenidos?, y, 

e) las proyecciones de F sobre P y sobre Q . 

Resolución. 

a) No obstante que directamente de la expresión de F podemos dar sus componentes sobre los ejes x , 

y, z, encontraremos las mismas proyectando, respectivamente, sobre los vectores unitarios i ,j, k ; 
esto es: 

Fx = F · i = ( 4i - 2j ·- 4k) · i = 4 , 

Fy = F -j = (4i- 2j- 4k) -j = -2, y. 

Fz = F · k = ( 4i - 2j - 4k) · k = -· 4 . 
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b) De acuerdo con los datos, se tiene: 

y, 

por lo que, la componente de F sobre P resulta: 

F.·P (4i-2j-4k)·(-8i+6j) -32-12 
. ---- = = -----·-· -= -4 4 
IP\ 1 o 1 o 

. , 

en tanto que, su componente sobre Q es: 

F·Q 

IQI 

( 4i-2j- 4k). (i + 2j- 2k) 
3 

4-4+8 
3 

8 
3 , 

de estos valores se concluye que la componente vectorial de F sobre P tiene sentido contrario al 
de éste y una magnitud igual a 4.4 , en tanto que la proyección de F sobre Q tiene el sentido de 
éste y una magnitud igual a 8/3 . 

e) Teniendo en cuenta lo anterior, la proyección de F sobre P resulta: 

-4.4[ !:_] = -4.4[_8¡ +6j] = 3.52i -2.64j' \Pi 10 

en tanto que, su proyección sobre Q viene siendo: 

�[_g_] = �[¡ + 2j- 2k ] = � i + 16 j- !�-k= 0.88i + 1.76j -1.76k 
3 \QI 3 3 9 9 9 
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Ejemplo B.5 . 

Sean A( 4, 1, 3) y B(2, 7, 6) dos puntos de E3 ; con base en ello: 

a) obtenga las componentes del segmento dirigido AB sobre cada uno de los ejes coordenados x, J', "" • 

b) exprese a AB en función de sus proyecciones (sobre cada uno de los ejes coordenados) y muéstre 

dichas proyecciones en una gráfica donde también aparezca el segmento mencionado. y. 

e) cerciórese de que los signos y los valores absolutos de las componentes obtenidas sean congruentes 

con las proyecciones correspondientes. 

Resolución. 

a) Con base en los datos se obtienen: 

(AB)x=x8-xA=-2, (AB)v=y8-yA=6, y, (AB)2="z13-zo\=3. 

b) Teniendo en cuenta las componentes recién obtenidas, se tiene que: 

XiJ = (AB) r + (AB) )' + (AB): = f(AB) x ]i + l(AB) y ]j + [(AB): ]k= -2i + 6j + Jk; 

así resultan los elementos pedidos para este inciso. o sea los mostrados en la figura B.8 . 

z 

X 

Figura B.8 

e) Nótese que las magnitudes y los sentid•)S de las proyecciones mostradas son congruentes con las 
componentes obtenidas. 
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Ejemplo B.6 . 

Si F1 es una fuerza con la dirección y el sentido iguales a los del segmento dirigido AB del ejemplo 

B.5, además de tener una magnitud igual� 35 N : 

a) obtenga el vector representativo de F1 , y, 
- ·  

b) compruebe que F1 x AB'""' O .  

Resolución 

a) Del ejemplo B.5 se tiene: 

con lo que obtenemos: 

y, 

AB == -2 í + 6 j + 3 k , 

' 
.., 1 ") ' .. -· ---

/(-2)� +(6)- +(3)� = \í4+36+9 = 7. 

eAH = 1- (-2 Í + 6 j + 3 k ) , 
7 

F1 = 3 5 e AB = -1 Oí+ 30j + 15/¡ (representación vectorial pedida). 

b) Considerando los valores de F1 y de AB asentados en el inciso a). se obtiene: 

-
í j 

F¡ X AB = - 1 o 30 
-2 6 

ki 
15 = Oí+ O j +O k = O 
3 

(lo que se pidió comprobar). 
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Ejemplo B. 7 . 

Considérense los puntos C(O, -1, 2) y D(3, 11, -2). Si F2 es una fuerza con la dirección y el sentido de 
DC, y F1 es la fuerza descrita en el ejemplo B.6 : 

a) obtenga la componente de F1 sobre F2, y, 

b) obtenga la componente y la proyección de F2 sobre F1 , tomando en cuenta que la magnitud F2 es 

91 N. 

Resolución . 

Teniendo en cuenta los datos, obtenemos: 

a) OC=(0-3)i+(-1-ll)j+(2+2)k=-3i -12j +4k, 

y, 

que es la componente pedida. 

b) Considerando la magnitud dada, así como el valor de DC obtenido al resolver el inciso a) , 
resultan: 

F =9le = 91[[ --l.-]nc] =91[-1 
(-3i-121·+4k)] =-2Ii-84j+28k 

2 De ¡nc¡ 13 
' 

- F2 ·F¡ (-21, -84, 28) · (-10, 30, 15) = 210-2520+420 =-54 (Fz)Fi- �= 35 35 ' 

es decir la componente solicitada, y, 

que es la proyección pedida. 
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.8.2. PRODUCTOS ESCALAR, VECTORIAL Y MIXTO. 

DOBLE PRODUCTO VECTORIAL 

Aquí definiremos cada uno de estos productos y mencionaremos sus propie
dades más importantes; pero, antes de ello, enunciaremos las definiciones y pro· 

piedades de mayor importancia del álgebra vectorial, para vectores de E3• 

y 

si y sólo si x1 = x2, y1 = Y2 y z1 = z2• 
02) V¡ + v2 + v3 = (x¡ + Xz + XJ, Yt + Y2 + YJ• Z¡ + z2 + z3) , 

y V¡ = (x¡, Yt• Z¡), v2 = (xz, Yz· Zz) y v3 = (x3, YJ• ZJ)· 

03) lVI = -Jx2 + y2 + z2 Y V= (x,y, z) . A lVI se le conoce como 

módulo (magnitud, tamaño o norma) de V. 
04) 'AV= ('Ax, 'Ay, 'Az) Y V= (x,y, z), donde A es un número real cual-

quiera. Esto implica, entre otras cosas, que 'AV tenga el sentido de V cuando 
A > O, y sentido contrario al de V para A < O. 

PI) V1 + (V2 + V3) = (V1 + V2) + V3 = V¡+ Vz + V3, 

Y V1, V2 y V3. 

P2) V1 + V2 = V2 + V1, Y V1 y Vz. 

P3) V+ (-V)= (0, O, O)= O, Y V= (x,y, z) , donde -V= ( - x, -y, - z) . 

A O se le denomina vector nulo, por las características de sus componentes. 

P4) V1 V2 = V1 + (-V2), Y V¡ y V2. 

P5) V1 V2 = - (V2 - V1), Y V¡ y V2. 

P6) 1 'A V 1 = 1 'A 1 • 1 V 1 , Y V. 'A. 

Ejemplo B. 8 

Dados A(-1, 4, 3), B(l, 2, 4) y C(ll, -8. -1), y considerando que V1• V2 y 

V3 son tales que V1 = AB, V2 = BC y V3 �CA: 



a) Exprese analíticamente V 1, V 
2 y V 3 

b) Compruebe que V1 + V2 + V3 =O 

e) Demuestre que 1- 3V1 1 = 3IV1 1 

Resolución 

a) Considerando los datos obtenemos: 

y 

V¡= (xB - xA, YB - YA• zB - zA) = (2, -2, l) 

V2=(Xc - XB•YC -yB,zc - ZB)=(IO, -10, -5) 

y 

v3 = ( xA - Xc, YA - Yc· ZA - zc) = (-12, 12, 4) 

b) Con base en la definición D2, y en los resultados del inciso a, resulta 

V1+V2+V3=(2, - 2, 1) + (1 0, -10, -5)+(-12,12,4) 

= (0, O, O)= O 

e) De acuerdo con los resultados del inc iso a, y la definición D4, se obtienen 

y 

y 

-3V1 = (-6, 6, -3) y 
1 

-V2 = (2, -2. -I) 
5 

por lo que, considerando la definic ión D3: 

I-3V¡I = .J(-6)2 + (6)2 + (-3)2 :::9 (1) 

Además, también basados en los resultados del inciso a, y en la definición D3, 
obtenemos : 

3IV11 = 3 .J(2)2 + (-2)2 + (1)2 = 3(3) = 9 

1 1 1 
-IV21 =-.J(l0)2+(-l0)2+(-5)2 =-(15)=3 

5 5 5 

(3) 

(4) 

Entonces, con base en ( 1) y (3) así como en (2) y ( 4 ), respectivamente, queda 
demostrado que 

y 



Producto escalar 

Sean V1 = {x1, y1, z1) y V2 = (x2, y2, z2) dos vectores cualesquiera de E3; de
finiremos como producto escalar entre V 1 y V 2 al escalar V 1 • V� tal que 

es decir, que 

{x1, y1, z1) • ( x2, y2, z2) = (x1i + y¡j + z1k) • (x2i + y2j + z2k) 
= X¡X2 + YtY2 + Z¡Z2. 

Son propiedades del producto escalar: 

[3o) 

Y V1 y V2, donde 4> se define como el án-
gula formado por V1 y V2• " 

2) V1 • V2 = O, con V1 -:;é O y V2 -:;é O, si y sólo si V1 y V2 son perpendicu-
lares. 

3) V" V == V2, donde V= 1 V 1, Y V. 

Y V1 y V2; o sea que, el producto escalar es conmutativo. 

5) V1 •(V2 + V3) = V1 •V2 + V1 •V3, Y V¡, V2 y V3. 

6) (f..1V1) • (f..2V2) = A1A2 (V1 • V2), V V1 y V2, donde A1 y A2 son números 

reales cualesquiera. 

7) i • i = 1 , j • j = 1 , k • k = 1, i • j = O, i • k = O, j • k = O, j • i == O, k • i = O 

y k. j = o . 

Ejemplo B.'/ 

Dados A = 2i - 3j, 8 = i + 4j + nk, e = Si - 4j + 3k y D = i - 2nj �- 3nk: 

a) determine el valor o valores de n de modo que A + 8 resulte perpendicular 

a e -- D, y, 

b) compruebe que el valor o valores obtenidos, al resolver el inciso a, cumplen 
la condición ahí mencionada. 



Resolución 

a) Según los datos se obtiene 

A+ B = (2i - 3j) + (i + 4j + nk) = 3i + j + nk 

así como 

e - D = (Si - ,4j + 3k) - (i 

= 4i  + (- 4 + 2n)j + (3 

2nj + 3nk) 

3n)k, 

y tomando en cuenta la definición de producto escalar 

(A+ B)•(e - D) = (3)(4) + (1)(-4 + 2n) + (n)(3 - 3n) 

= 12 - 4 + 2n + 3n - 3n2 

es decir 

(A + B) • (e - D) = 8 + Sn - 3n2; 

entonces, para que A + B resulte perpendicular a e - D, por la propiedad 
2 del producto escalar, debe tenerse 

8 + Sn - 3n 2 = O, 

resolviendo esta ecuación se obtienen 

8 
n = - 1 y n=-

3 

que son los valores pedidos. 

b) Para n = - 1 resultan 

A + B = (2i - 3j) + (i + 4j - k) = 3i + j - k, 

e - D = (Si - 4j + 3k) - (i + 2j - 3k) = 4i - 6j + 6k, y 

(A+ B)•(e - D) = (3)(4) + (1)(-6) + (- 1)(6) =O, 

con esto se comprueba que n = - 1 cumple la condición del problema. 



8 
Para n = - obtenemos 

3 

A+ 8 = (2i 
8 8 

3j) + (i + 4j + - k) = 3i + j + - k 
3 3 

e - D = (Si - 4j + 3k) 

• 4 • 

= 41 '+ - J - 5k, y 
3 

• 
16 

(1 - -- j + 8k) 
3 

4 8 
(A + 8) • (C - D) = (3)(4) + (1 )(-) + (-)( - 5) 

3 3 

4 
= 12 + -

3 

40 -- =0, 
3 

8 
comprobándose así que, también n = - cumple la condición del problema. 

3 

Producto vectorial 

Sean V1 = x1i + y¡j + z1k y V2 = x2i + y2j + z2k dos vectores cualesquiera 

de El; se define como producto vectorial entre V¡ y v2 al vector V¡ X v2 ta1 que 

que también suele expresarse como 

Seguramente al lector le será más sencillo recordar que puede obtener el 
producto vectorial, entre dos vectores cualesquiera, por medio del determinante: 

i j k 

V1 x V2 = x1 y1 z1 
X2 Y2 Z2 

expresión equivalente a la (31 ]. 

(.31o) 
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Sin embargo, para obtener productos vectoriales entre vectores que sólo tie

nen una componente, se aconseja efectuar las operaciones correspondientes en 

forma directa, con sideran do las propiedade s 6, 7 y 8 de las presentadas a contí

nuación, en lugar de hacer uso del determinante; es decir de @In) (obsérvese el 

ejemplo B.U). 
Son propiedades del producto vectorial, para vectores de E3: 

V V1 y V2, donde cp se define como el 
ángulo entre V 1 y V 2• 

2) (V¡ x V2) ·V¡ = o y (V1 x V2) • V2 = o, 
es perpendicular tanto a V 1 como a V2. 

3) V1 x V2 = - (V2 x V1), V V1 y V2; por ello, se puede afirmar que, el 
producto vectorial no es conmutativo. 

4) V1 X V2 = 0 sí y sólo sí V1 y V2 son paralelos, colineales, o iguales; esto 

último implica V x V = O, V V. 
5) V1 x (V1 -r V3) = V1 x V2 + V1 x V3, v V1, V2 y v3. 
6) (A¡ V¡) X (Al V2) = A¡ A2 (V¡ X V2), 

meros reales cualesquiera. 

7) i x i = 0, j X j = 0, 
8) i X j = k, j X k = Í, 

j X Í = -k, k X j = -i, 

V V1 y V2, donde A1 y A2 son nú-

k X k= O. 
k X Í = j, 
ixk = -j. 

A fin de no tener que memorizar los productos de esta propiedad 8, se re

comienda anotar los vectores i, j y k alrededor de un arco de círculo con sentido 

antihorario, como se muestra en la figura B. CJ • 

Cuando el produc to vectorial entre dos de los tres vectores unitarios mencio
nados se realice en el sentido indicado, el resultado corresponderá simplemente al 
tercer vector; es decir al que no interviene en dicho producto. Las veces que 

el producto se efectúe en el sentido horario, el resultado será el inverso aditivo 
del vector que no forma parte de dicho producto. 

Figura B.q 
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Así se obtienen: j x k = i y j x i = -k, que son dos de las igualdades la pro· 
piedad 8. Se sugiere comprobar el resto de dichas igualdades. 

Ejemplo B .10 

Dados V1 = 2i- 3j +k y V2 = -i + 4j + 5k, considerando que V=- V1 x V2: 

a ) obtenga V mediante la expresión (310]. 
b) determine V aplicando propiedades del producto vectorial, y. 
e) compruebe que V•V1 =O y V•V2 =O. 

Resolución 

a ) Según [310) y los datos, obtenemos: 

j k 
V = 2 - 3 1 = i(- 15 - 4) - j( 1 O + 1) + k(8 - 3) = 

-1 4 5 

= - 19i - 11 j + 5k. ( 1) 

b) Con base en los datos y en las propiedades 5, 6, 7 y 8 del producto vectorial, 
se obtiene 

V=(2i- 3j+k) x(-i+4j+Sk) 

= (2i) X ( - i) + (2i) X (4j) + (2i) X (5k) + ( - 3j) X ( - i) + ( - 3j) X (4j) + 

+ (-3j) X (5k) +(k) X (-i) +(k) X (4j) +(k) X (5k) 

= O + 8k - 1 Oj - 3k + O - l Si - j - 4i + O 

es dec ir 

V = - 19i - 11j + 5k, 

resultado idéntico al obtenido en el inciso a, sólo que ahí se obtuvo más rápi· 
damente. 

e) Si se tienen en cuenta ( 1 ) , los valores de V 1 y V 2, así como la definición de 
producto escalar, resultan: 

y 
V•V1 =(-19, -11, 5)•(2, -3, 1)=(-38)+(33)+(5)=0 

V• V2 = (-19, -11, 5)•(-1, 4, 5) = (19) + (-44) + (25) = 0 

es decir, lo que se pidió comprobar. 
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Ejemplo B. U 

Considerando los vectores A = 4j y B = -Si, obtenga de dos maneras diferentes 
el productos A x B. 

Resolución 

Al efectuar el producto en forma directa, considerando las propiedades 6 y 8 del 
producto vectorial, se obtiene 

A x ·s = (4j) X (-Si) = 20k; 

empleando t31 0) obtenemos ahora 

AxB= 
j k 

O 4 O = Oi + Oj + 20k = 20k 
-5 o o 

resultado que coincide con el recién obtenido. 
Obsérvese que, en este caso, el producto se obtuvo más rápidamente en forma 

directa, que mediante el determinante; lo cual no ocurrió en el ejemploB.IO. 

Producto mixto 

Sean V¡ = (x¡, J¡, Z¡), v2 = (x2, Y2• z2) y v3 = (x3, Y3• z3) vectores cuales
quiera de E3• La operac ión V 1 • V 2 x V 3, que llamaremos producto

. 
mixto entre 

esos tres vectores, aparentemente podría obtenerse de las dos sigUientes formas: 

y 

Como la segunda de estas expresiones no tiene sentido (pues no está definido 

el producto vectorial entre un escalar y un vector; como lo son V 1 • V 2 y V 3, res

pectivamente, en dicha expresión), el producto mixto entre V1, V2 y V3, que 

simplemente indicaremos como V1 • V2 x V3 o mediante (V1 V2 V3], equivale a 

l j k 

X2 Y2 Z2 

x3 Y3 z3 
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o bien 

X¡ - Y1 + Z¡ 

es decir, al desarrollo del determinante 

X¡ J¡ Z¡ 
Xz Yz Zz 
xJ YJ ZJ 

que corresponde a un número real. 
Entonces, se tiene 

y como consecuencia de ello 

= 

X¡ J¡ Z¡ 
Xz Yz Zz 
x3 YJ ZJ 

[32.} 

(V3 V2 V¡] = - (V2 V1 V3] = 

(V¡ V3 Vz]. 

Puede demostrarse que, si V1, V2 y V3 son vectores cualesquiera de E3, tales 

que sus orígenes coinciden, el volumen del paralelepípedo rectangular que tiene 
alojados en sus aristas a dichos vectores, está dado por 1 V 1 • V 2 x V 3 1. 

Con base en lo anterior podemos decir que, la condición para que tres vectores 

(cuyos orígenes coinciden) sean coplanares es que su producto mixto resulte nulo. 

Ejemplo B.l2 

Dados los puntos A(O, O, 2), B(O, -6, 0), C(- 3, O, O) y D(3, 3, 5): considerando 

que V1 = AB, V2 = AC y V3 = AD, determine si V1, V2 y V3 son coplanares o no. 
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Resolución 

Como V 1, V 2 y V 3 tienen un punto común, que es A, dichos vectores serán copla· 
nares s i su producto mixto resulta nulo . Con base en los datos, se obtienen 

y 

v, (xB xA)i + (yB - YA)j + (zB zA)k = Oi - 6j - 2k 

v2 = (xc xA)i + (re - YA)j + (zc zA)k = - 3i + Oj - 2k 

v3 = (xo - xA)i + (ro - YA)j + (zo - zA)k = 3i + 3j + 3k 

por lo que, aplicando [5] obtenemos 

o -6 -2 
- 3 O - 2 = 0(6) + 6(- 3) + (- 2)(- 9) = O; 

3 3 3 

entonces, podemos afirmar que V 1, V 2 y V 3 son coplanares. 

Doble producto vectorial 

Sean V 1, V 2 y V 3 vectores cualesquiera de E3, entre los cuales es factible efec· 
tuar varios dobles productos vectoriales, o productos vectoriales dobles, como 
V 1 x (V 2 x V 3) y (V 1 x V 2) x V 3 que en general arrojan diferentes resultados, 

pues puede demostrarse que 

1 v, X (V2 X V3) = (V,. V3)V2 - (V,. V2)V3 1 

(V1 x V2) x V3 = (V1 • V3)V2 - (V2 • V3)V, 1 

Ejemplo B.l3 

V1 X (V2 X V1) = VfVb donde V1 = IV1 1, 

sí y sólo sí V 2 y V 1 son perpendiculares. 

[33] 

Verifique el cumplimiento de la expresión� para Jos vectores V1 = 2i ·- 3j + k, 
v2 = - i + 4j + sk y V3 = 3i - 2k. 
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Resolución 

y 

De acuerdo con los datos, obtenemos: 

j 
2 --3 

- l 4 

k 
1 = - 19i - 11 j + S k 
5 

j k 
- 19 - 11 5 = 22i - 23j + 33k, 

3 o -2 

además de 

V1•V3 = (2, -3, 1)•(3, O, -2) = 6- O- 2 = 4 

V2•V3 = (- 1, 4, 5)•(3, o. -2) = -3 + o- 10 = - 13, y 

(V1 • V3)V2 - (V2 • V3)V1 - 4i + 16j + 20k - ( - 26i + 39j - 13k) 

22i - 23j + 33k; 

con ( 1) y (2) se verifica el cumplimiento de L34'J. para los vectores dados. 

EjemploB.Iai-

Considerando A = 2i - 3j + k y B = - 19i - 11 j + 5k-

a ) determine si A y B son perpendiculares o no, y, 

(l) 

(2) 

b) si A resulta ser perpendicular a B, verifique el cumplimiento de la expresión 
� haciendo intervenir dichos vectores. 

Resolución 

a ) De acuerdo con los datos, se obtiene 

A•B = (2i- 3j + k)•(- 19i- 1lj + 5k) = - 38 + 33 + 5 = O 

por lo que se puede afirmar que A y B son perpendiculares . 
b) Ahora debemos verificar que A X (B X A) = A 

2B, donde A = 1 A 1. para lo cual 
obtenemos: 

j k 
B x A = - 19 - 1 � 5 = 4i + 29j + 79k. 

2 - 3 l 
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y 

j k 
A X (B X A) = 2 - 3 1 == - 266i - 1 54j + 70k 

4 29 79 

A2B == [(2)2 + (-3)2 + (1)2]8"' 14(- 19i- 1lj + Sk) 
= - 266i - 1 54j + 70k; 

( 1) 

(2) 

entonces, con los valores dados por ( 1) y (2) queda verificado el cumplimiento 
de la expresión [�. haciendo intervenir los vectores A y 8 dados en este problema. 

B.J. DERIVADAS DE SUMAS Y PRODUCTOS 
VECTORIALES Y ESCALARES 

A continuación se muestran algunas fórmulas aplicables a la derivación de 

sumas y productos vectoriales y escalares. Donde se tenga un punto sobre un 
vector o un escalar (según el caso), deberá interpretarse a dicho punto como la 
primera derivada de ese vector, o de ese escalar, con respecto al tiempo. 

No olvide que el producto vectorial no es conmutativo y el producto escalar sí lo es. 

En dichas fórmulas, U, V y W son funciones escalares del tiempo en tanto que, 
A, 8 y C son funciones vectoriales de dicha variable. 

1 f,(U + V+ W) � U+ h W 1 

1 f, (A + B + C) � A + B + C 1 
d -(U V) = ilv + uv 
dt 

d 
- (A. 8) = A. 8 + A. B 
dt 

d . . 
- (A X 8) = A X 8 + A X 8 
dt 

[3�] 

[31] 

(38] 

(40) 
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