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PRESENTACION

La Facultad de Ingenierfa ha decidido realizar una serie ediciones provisionales de obras
recientemente elaboradas por académicos de la institucién, como material de apoyo para sus
clases, de manera que puedan ser aprovechadas de inmediato por alumnos y profesores. Tal es
el caso de Esrdrica bdsica para ingenieros, elaborada por Jaime Martinez y Jorge Solar.

Se invita a los estudiantes y profesores a que comuniquen a los autores las observaciones y
sugerencias que mejoren el contenido de la obra, con el fin de que se incorporen en una futura
edicion definitiva.



PROLOGO

Con la intencién fundamental de coadyuvar a la ensefianza y al aprendizaje de los conceptos de
estatica que todo ingeniero debe poseer y saber aplicar, los que esto suscribimos nos dimos a la
tarea de elaborar un texto que, ademas de cubrir suficientemente el programa vigente de la
asignatura Estatica, que se imparte a todos los estudiantes de ingenieria de la Division de
Ciencias Basicas, de la Facultad de Ingenieria, UNAM, presentara algunos elementos que
facilitaran la comprensién y/o el tratamiento de los m¢ncionados conceptos de estatica.

Asi pues, como parte esencial, esta obra comprende los temas de la asignatura mencionada,
misma que no incluye actualmente en su programa el tema Sistema de Unidades, ya que dicho
tema esta incluido en el programa de Fisica Experimental, que corresponde al primer semestre de
las licenciaturas que a la fecha se cursan en nuestra Facultad; Estatica corresponde al segundo
semestre.

Con caracter complementario, como consideramos que buena parte de lo correspondiente a los
sistemas de unidades estd intimamente ligado con los conceptos de estdtica que aqui
desarrollamos, en el apéndice A de este texto, presentamos diversas partes relacionadas con
dichos sistemas.

Con ese mismo caracter, en el apéndice B, presentamos algo esencial acerca de componentes
vectoriales y escalares, algunas definiciones y propiedades importantes del algebra vectorial de
E3, definiciones de los productos escalar y vectorial, asi como algunos ejemplos donde estos
productos se ejemplifican y/o requieren, pues los elementos citados en este parrafo intervienen de
manera imprescindible en el actual tratamiento de la mecéanica clasica.

Al elaborar esta obra, tratamos en todo momento de presentar definiciones, conceptos y
desarrollos desde un punto de vista muy personal; sin embargo esto no siempre fue posible, ya
que para diversos casos se tienen definiciones, conceptos y desarrollos tan claros, tanto de
personajes de la mecanica como de otros autores, que resultaria pretencioso el intentar
presentarlos de otro modo.

Adicionalmente a lo anterior citaremos que, los ejercicios que aqui presentamos han sido
disefiados y resueltos por alguno de los que esto suscribimos, o por los dos. Sin embargo, dada la
cantidad de problemas que han sido presentados por autores de otras obras sobre la misma
tematica, no dudamos que algunos de ellos guarden cierta semejanza con otros.

Algunos de los ejercicios aqui presentados han sido resueltos empleando sélo ecuaciones
escalares, otros utilizando solamente ecuaciones vectoriales, y otros aplicando tanto ecuaciones



escalares como vectoriales, ya que consideramos conveniente mostrar diversas maneras de
resolver problemas de mecénica cléasica.

Consideramos que esa variedad en la resolucion de los ejercicios, que presentamos, también
debe coadyuvar a que el lector tenga conciencia de que, antes de resolver un determinado
problema. debe analizar si hay varias opciones para llevar a cabo la resolucién correspondiente y,
de ser el cus0. adopte la que considere idonea.

Hemos de mencionar que, con la finalidad de simplificar la notacién, exceptuando los casos en
que el simbolo suma sea imprescindible, utilizaremos los simbolos F', Fy, M,, M, M, , en
vezde > .2 Fy , XM, , 2 M,, > My .Conlamisma finalidad, cada vez que sea necesario
referirnos o un determinado diagrama de cuerpo libre, emplearemos las siglas d.c.l.

Asimismo, las cantidades vectoriales las indicaremos con “negritas™, en tanto que las escalares
no; por cjemplo, en laigualdad F = F.i+ F,j+ F. k: F,i,j,k soncantidades vectoriales.
entanto que /., F}, F; son cantidades escalares.

Dedicamos este material a nuestras familias, de quienes hemos recibido tanto la comprension
como ¢! apoyo necesarios para elaborarlo, ya que en muchas ocasiones nos cedieron tiempo que
les correspondia compartir con nosotros.

Agradecemos, ¢n todo lo que vale, tanto el gusto como la dedicacion que mostraron César Bacz
Rojan> v Claudia Juarez Ugalde, en la elaboracion —mediante computadora- de una gran parte
del texio y de los graficos, respectivamente, de esta obra. Asimismo, se agradece a Raul
Escalanis Rosas su asesoria acerca de la paqueteria de computo aqui empleada.

De anternano damos las gracias a los lectores por los comentarios y observaciones que nos hagan
llegar, encaminadas al complemento y mejora de este material, que esperamos sea del agrado de
quien lo lea, y que deseamos contribuya a la formacién y al desarrollo de ingenieros
competitivos, asi como con reconocimiento tanto a nivel nacional como internacional.

Atentamente

Jaime Martinez Martinez
Jorge Solar Gonzélez

Abril 30 de 1999
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I. FUNDAMENTOS DE LA MECANICA CLASICA.

INTRODUCCION.

En este tema intentaremos presentar un resumen de la manera en que fue desarrollandose la mecanica
clasica, como consecuencia de diversas aportaciones de personajes, que en algunos casos han merecido

el calificativo de genios.

Unos de ellos enunciaron ciertas propiedades basados en su intuicidn, otros fueron mds formales y lo
que enunciaron lo soportaron debidamente, en tanto que otros demostraron formal y/o
experimentalmente algunas cosas que otros mencionaron sin demostrar su validez, etc.

Después nos ocuparemos de definir diversos modelos, que son esenciales para el tratamiento de la
mecanica citada y, para finalizar el desarrollo de este tema, nos ocuparemos de enunciar y explicar la
primera, la segunda y la tercera leyes de Newton, asi como de enunciar su ley de la gravitacion

universal y ver algunas aplicaciones sencillas de esta ultima.

I.1 RESUMEN HISTORICO DE LA MECANICA CLASICA: PERSONAJES PRINCIPALES
Y APORTACIONES.

I.1.1 RESUMEN HISTORICO DE LA MECANICA CLASICA.

Aqui nos ocuparemos de una breve descripcion de lo mas significativo en el desarrollo histérico de la
Mecanica Clasica. Después de ello proporcionaremos datos acerca de diversos personajes que, directa o
indirectamente, contribuyeron al desarrollo citado y de algunos que han aportado algo relativo al
estudio de movimientos no factibles de estudiar empleando la mecanica aludida.

Desde hace aproximadamente unos 500 aiios antes de Cristo (o tal vez un poco mas) hubo griegos que
percibieron, dec¢ algun modo, diversos conceptos de la mecéanica, pues personajes como
ANAXAGORAS, ARISTOTELES y ARISTARCO hablaban ya del movimiento de los planetas y/o de
las posibles causas de tal movimiento.

Sin embargo, se considera a ARQUiMEDES como el fundador de la mecanica por haber sido el
primero en establecer principios y conceptos fundamentales para el desarrollo de esa ciencia; estas
aportaciones fueron hechas poco menos de 300 afios antes de Cristo. Aunque mas adelante hablaremos



de ello en forma mas amplia, por citar algo ahora, mencionaremos que sus principios sobre la palanca,
la polea, y los cuerpos flotantes, son piedras angulares para el estudio de la estatica y de la hidrostatica.

Aunque después de Arquimedes hubo otros personajes que de alguna manera contribuyeron al
desarrollo de la mecdnica, se considera que esta ciencia tomo otro impulso significativo hasta que
Leonardo Da Vinci (nacido en 1452) se dedicé a estudiar algunos problemas de equilibrio y a filosofar
sobre el movimiento.

Puede decirse que, desde Leonardo Da Vinci ya no hubo'discontinuidad en el avance de la mecanica,
pues no pasaban més de unos cincuenta afios sin que dicha ciencia contara con nuevas y valiosas
aportaciones; ademds, de manera continua, se estudiaba y especializaba sobre los conceptos conocidos
hasta entonces.

Por ejemplo, tanto Copérnico como Kepler (nacidos en 1473 y 1571, respectivamente ) contribuyeron
enormemente al estudio del movimiento planetario. Con Stevin (nacido en 1548) la estatica tuvo otro
avance considerable.

Con Galileo (nacido en 1564) practicamente nacid la dindmica, pues con sus experimentos sento las
bases, tanto para el estudio analitico de los movimientos rectilineos‘ uniformes y rectilineos
uniformemente acelerados, como para el tratamiento de algunos movimientos combinados. Otra de sus
aportaciones de gran valia es su principio de inercia. Recuerde que mas adelante hablaremos
particularmente sobre estos personajes.

De Newton (nacido en 1642, afio en que murié Galileo) por el momento sélo mencionaremos que, en
sus Principia, dejé formalmente sentadas las bases de la mecéanica clasica, mediante el establecimiento
de sus tres leyes del movimiento y de su ley de la gravitacion universal. jPara qué mencionar ahora
algunas otras de sus valiosisimas aportaciones (no sélo a la mecanica)?; con las cuatro leyes recién
citadas, Newton puso al mundo (y a la humanidad) en su lugar.

Huyghens y Varignon, contemporaneos de Newton, hicieron también aportaciones valiosas al

desarrollo de la mecénica; el primero con relacion a diversas partes de la cinematica y de la dinamica, y
el segundo principalmente con relacion al tratamiento de los sistemas de fuerzas.

Asi, a principios del siglo X VIII, practicamente ya se encontraba cubierto el tratamiento de la estética, y
el de la dindmica, de una o varias particulas.

Fue Euler (nacido en 1707) quien, partiendo de las leyes de Newton, estableci6 las ecuaciones generales
para estudiar el movimiento de los cuerpos rigidos.



Coulomb (nacido en 1736), entre otras cosas, establecio las leyes para estudiar el fenomenc de la
friccion en seco, tan importante en el analisis de muchisimos problemas.

Una gran aportacidn para estudiar parte de la cinematica y la dindmica se debe a Coriolis (nacide en
1792), pues fue quien descubridé la existencia de una aceleraciéon complementaria, en diversos
problemas de movimiento relativo.

Puede decirse entonces que, a partir del momento en que Coriolis detecto la existencia recién citada (a
principios del siglo XIX), se completa el conjunto de expresiones necesarias para estudiar los
problemas de equilibrio, o de movimiento, de cuerpos rigidos o de particulas, desde el punto de vista de
la mecénica newtoniana (es decir, considerando a la masa de un cuerpo como invariante, siempre y
cuando no pierda una de sus partes).

Claro que, para llegar a los modelos matematicos actuales de la mecanica clésica, se ha echado mano de
los adelantos que la matematica ha tenido. A la fecha de la primera edicion de los Principia de Newton,
pocos tenian idea del célculo diferencial (por Newton llamado método de las fluxiones), o del calculo
integral (antes conocido como método de las fluxiones inversas),; mucho menos se tenia conocimiento
del calculo vectorial, que empez6 a desarrollarse en el siglo XIX y ha simplificado el analisis de
diversas partes de la mecanica, y la resolucion de muchos problemas.

Habiendo ya descrito, en forma breve, lo mas significativo en el desarrollo histérico de la mecénica
clasica, nos ocuparemos ahora de complementar esa descripcion, hablando acerca de varios personajes
que, en mayor o menor grado, han contribuido al desarrollo de tal parte de la fisica, y de algunos que se
dedicaron, o aportaron algo, al andlisis de movimientos que no es factible estudiar mediante la
mecanica newtoniana.

A fin de que el lector pueda tener una nocién, hasta cierto punto ordenada, de la época en que se
hicieron ciertas afirmaciones, estudios, confirmaciones de hipdtesis, etc., haremos mencion de los
diferentes personajes atendiendo al afio, o siglo, en que nacieron o vivieron (aunque en diversos casos
no se tienen referencias precisas, pues algunos historiadores dan unas fechas o épocas, y otros
proporcionan datos diferentes).

Trataremos de citar las aportaciones mas importantes de esos personajes, al campo de la mecanica, y en
algunos casos daremos informacion complementaria sobre ellos, a fin de que pueda tenerse una imagen,
al menos sencilla, de los mismos. No es pues nuestra intenciéon dar biografias, ni enlistar todo lo
relacionado con cada uno de los personajes; sin embargo, por razones obvias, hablaremos mucho mas
de algunos que de otros.



‘Esperamos que lo citado enseguida motive a !os lectores de este texto, entre otras cosas, a profurndiz
acerca de la vida y de la obra de esos personajes. Les aseguramos que cada vez se torna mias fascinante
dnr lectura a libros, tratados y enciclopedias que se refieren i2nto a dichos personajes, como a la historia
¢ la mecénica.

1.1.2 PERSONAJES PRINCIPALES Y APORTACIONES.
ANAXAGORAS de Clazomene (488-428 a.C.).

Astronomo y filésofo griego quien fue el primero que por 2scrito exrlicéd claramente la causa de las
fases de la Luna; afirmé que, debido al movimierto del Sol v de la Luna, la superficic de ésta iluminuda

por el Sol cambia continuamente.
ARISTOTELES de Estagira (384-322 a.C.).

Gran fildsofo griego que destacd por sus tratados sobre logica, psicologia, y ciencias politicas y
bioldgicas. Su capacidad ce observacion tuvo mucho éxito iratandose de bioiogia, lo que le llevd a
conclusiones muy valiosas.

Sin embargo, tal vez, por dedicar poce tiempo al estudio dé los fenémenos fisicos, sus aportaciones a ia
mecéanica fueron escasas y algunas opiniones de plano equivocadas, como aqueila donde afirmaba que
10s cuerpos mas pesados caian mas rapidamente que los mas livianos, al soltarse desde cualquier punrto.
No cbstante que tenia sus fallas, fue aparentemente el primero que intuyo que se requiere de una fierza.
que llamoé impulsora, para mantener en movimiento a los planetas alrededor de la Tierra (en ese
entonces se pensaba que los planetas describian trayectorias con centro en la Tierra), sea como sea sus
ideas influyeron en el pensamiento occidental y musulman durapte mas de dos mil afios.

ARISTARCO de Samos (310-230 a.C.).

Cientifico griego que, a partir de cbservaciones suyas, se dedicé a determinar los tamafios del Sol y de
ia Luna con relacion a la Tierra, asi como la distancia entre ellos y nuestro plansta. Los resuitados que
obtuve son aceptables comparados con lo gue se considera real. Después de analizar diversas teorias
externé que (segin €l) los planetas, incluyendo la Tierra, se movian alrededor del Sol; es decir que,
aunque no lo probd, dio a conocer la real disposicién del sistema solar.



ARQUIMEDES de Siracusa (287-212 a.C.).

Fué el mas grande de los matematicos griegos y se considera el fundador de la mecdnica. Formuld leyes
fundamentales de la estatica y escribi6 tratados sobre los principios: a) de la polea (donde muestra que,
mediante el empleo de dispositivos formados a base de poleas conectadas, disminuye la fuerza
necesaria para elevar un objeto, en la medida que aumenta el numero de poleas), y, b) de la palanca
(donde prueba que dos cuerpos se equilibran a distancias inversamente proporcionales a sus pesos).

Determiné el peso por unidad de volumen de varios materiales, y mostrd que el peso especifico de un
material es el que determina si dicho material debe flotar, o sumergirse, en un recipiente con agua.
Enunci6 su ley sobre cuerpos flotantes, diciendo que todo cuerpo solido sumergido en un liquido picrde
el peso del liquido desplazado por él. Inventé un dispositivo para elevar el agua (tornillo de
Arquimedes), y una combinacion de rueda dentada y torno, catapulta, para botar grandes piedras desde
navios de guerra.

HERON de Alejandria (Siglo I a.C.).

Fisico y matematico griego que escribio un libro titulado Mecanica donde, entre otras cosas, describe el
funcionamiento y la utilidad de poleas compuestas, de engranajes, y de mecanismos con ruedas
dentadas. Inventé una maquina de vapor y emple6 la presién del vapor para transformar la energia
quimica, de un combustible que arde, en energia de movimiento. También escribié un tratado de optica
y fue el inventor del primer instrumento universal de medicién, llamado dioptra o pinula.

ERATOSTENES de Cirene (276-195 a.C.).

Griego de vasta cultura que se aproxim¢6 mucho a las dimensiones reales de la Tierra: a partir de ciertas
consideraciones y mediciones, dedujo que la circunferencia de nuestro planeta es de 252,000 estadios
egipcios, es decir de unas 24,650 millas (cantidad muy cercana a las 24,875 millas que se considera

como medida correcta).

Claudio TOLOMEDO (Siglo I d. C.).

Astrénomo griego nacido en Egipto. Vivi6 en Alejandria, autor de una célebre composicion matematica
y de una geometria que fue considerada con gran autoridad durante toda la edad media.

De los sistemas ideados para la simplificacion del antiguo modelo griego, el que obtuvo mayor €xito
fue el de su teoria geocéntrica, la cual suponia que los planetas se movian en circulos cuyos centros
giraban alrededor de la Tierra. Ademas de ser un modelo mas sencillo que el primitivo de los griegos,

logré un mejor ajuste a los movimientos que se observan en el cielo.



Debido a la precision de las previsiones que se hacian con su sistema, y como su teoria (suponia a la
Tierra el centro del Universo), se adaptd bien a la creencias religiosas que se practicaban en ia Fdad
Media; sus ideas perduraron por mas de 1300 afios, y su teoria fue sustituida siglos mas tarde por el
sistema heliocéntrico de Copérnico.

Roger BACON (1214-1294).

Hombre de ciencia, inglés, que habiendo comprendido los fenémenos de reflexion y refraccion, de la
luz, explicé cémo debian colocarse y estructurarse diversos lentes para elaborar ciertos aparatos, que
funcionaban como los telescopios y anteojos actuales. Insistié en que sélo via experimentacion podian
adquirirsg los conocimientos cientificos y, ademas de ello, explicé como construir diversos aparatos
que se movieran mecanicamente, tales como carruajes y algunas maquinas que volaban, los que a su
vez puede decirse que fueron perfeccionados hasta transformarse en los automéviles y aviones de hoy
en dia.

Leonardo DA VINCI (1452-1519).

Célebre artista y hombre de ciencia, italiano, quién asever6 que los cuerpos pesan en la direccion en que
se mueven, y que los cuerpos que caen aumentan su velocidad conforme contintian cayendo; o sea que
intuia el hecho de que las fuerzas producen lo que conocemos como aceleracion. Antes que Newton, y
sin probarlo o demostrarlo, mencion6 que el universo se comporta segun leyes mecanicas inalterables.

También indico que las ciencias deben desarrollarse con base en observaciones, en el analisis de éstas,
y en experimentos mediante los cuales se llegue a ciertas conclusiones, o se pruebe algo.

Contribuy6 al desarrollo de la hidraulica con su obra sobre el movimiento del agua y las obras fluviales.
Aunque su fama se debe mayormente a sus pinturas (La Gioconda, La ultima cena, etc.), también fue
notable como escultor, escritor, musico, ingeniero, fisico y arquitecto.

Nicolas COPERNICO (1473-1543).

Hombre de ciencia, "polaco, quien dijo que todo cambio de posicion de un objeto obedece al
movimiento: a) del objeto observado, b) de quien lo observa, o, ¢) de ambos. Sostuvo que, como el
resto de los planetas, la Tierra se mueve alrededor del Sol, describiendo trayectorias circulares.

También afirmé que, a la vez que se mueve en el espacio, nuestro planeta efectia un movimiento de -
rotacion diario sobre su eje, acompafiado por el air¢ en este movimiento.



Niccolo Fontana (TARTAGLIA), (1499-1557).

Matematico italiano que fue el primero en aplicar las matemdticas a la artilleria; en su obra Quesiti ¢
Inventioni Diverse (1546) afirmé que la trayectoria descrita por un proyectil, despedido por un cafion,
es siempre curva debido a la influencia de la gravedad durante todo el movimiento.

Tenia la concepcién del centro de la Tierra como centro de atraccidn gravitatoria ejercida sobre los
cuerpos localizados en nuestro planeta. En su obra Nova Scentia (de 1550) opiné que, de existir un
tunel que atravesara la Tierra de lado a lado, después de soltar un cuerpo en un extremo (del tunel)
dicho cuerpo se moveria hacia el otro extremo, pasando con cierta velocidad por el centro y
deteniéndose posteriormente, para regresar hacia el extremo desde donde se le solto (sobrepasando de
nuevo el centro de nuestro planeta) y asi sucesivamente, debido a una fuerza de atraccién ejercida desde
tal centro.

Tycho BRAHE (1546-1601).

Astronomo danés nacido en Knudstrup (en aquél tiempo Dinamarca, actualmentc Succia).
Practicamente fue el tltimo gran observador del cielo a simple vista; después llegaron los telescopios.
Las observaciones de Brahe, minuciosamente realizadas y registradas, resultaron de {rascendental
importancia para cientificos posteriores como Kepler. Observo con incansable continuidad los cometas,
planetas, estrellas y eclipses, disefiando él mismo sus aparatos para la medicion de angulos y distancias.
En honor a Brahe un créter de la Luna lleva su nombre.

Simén STEVIN (1548-1620).

Ingeniero de origen flamenco que fue uno de los primeros técnicos en impulsar fuertemente el
desarrollo de la mecdnica, teniendo notables contribuciones, especialmente en el campo de la estatica.
Entre otras cosas se dio a la tarea de resolver el problema del equilibrio de cuerpos conectados entre si
(por ejemplo mediante un cable), que se sitlian sobre planos inclinados diferentes. Resolvio dicho
problema analizando lo que sucedia a una cadena lo suficientemente larga para que quedara en
equilibrio, colgando de un cuerpo fijo en forma de triangulo escaleno, con el lado mayor de éste
ubicado en posicion horizontal.

No obstante que se dedicd basicamente al estudio de la estatica, una aportacion suya muy importante la
constituye un postulado fundamental para el estudio de la mecdnica en general, postulado que permite
sustituir la accion de dos fuerzas cualesquiera F; y F, , aplicadas en un punto cualquiera P, por la
accion de una sola fuerza F aplicada en dicho punto. Para ilustrarlo se valid de un paralelogramo
formado con segmentos dirigidos de direcciones y sentidos iguales a los de F; y F> . y magnitudes
proporcionales a las de dichas fuerzas, F sale de P en la direccion de la diagonal del paralelogramo que



pasa por dicho punto, y su magnitud es proporcional a la de dicha diagonal, con la misma
proporcionalidad que guardan los lados del paralelogramo con relacion a las magnitudes de F; y F» .

Ademas probd experimentalmente que la presion total de un liquido, sobre el fondo del recipiente que
lo contiene, depende unicamente del 4rea de dicho fondo y de la distancia entre éste y la superficie del
liquido.

GALILEO Galilei (1564-1642).

Brillantisimo cientifico italiano; puede considerarse, sin duda, que a €l se debe el primer gran impulso
al estudio de la mecanica. Fue cl primero en hablar de velocidad media de un cuerpo;
experimentalmente comprobd que la velocidad de los cuerpos que caen libremente es funcién del
tiempo y,-después de varios experimentos y mediciones, afirmé que las fuerzas cambian el estado de
movimiento de los cuerpos y que, cuando sobre los cuerpos no actian fuerzas, éstos se mueven con
velocidad uniforme y en linea recta, o permanecen en reposo.

También de manera experimental demostré que las diferentes posiciones de un cuerpo, que se deja caer
sobre un plano inclinado, son proporcionales a los cuadrados de los tiempos requeridos para ocupar
dichas posiciones, pero no pudo establecer la relacion matemética entre velocidad y posicion, por
carecer de elementos para ello. Sin embargo, puede decirse que fue quien realmente descubrié el
comportamiento de los cuerpos que se mueven con velocidad constante, y de los cuerpos que realizan
movimientos uniformemente acelerados.

Demestré que en un medio carente de la resistencia del aire, un cuerpo lanzado en una direccion no
vertical realizaba un movimiento compuesto, de trayectoria parabolica. Desde el punto de vista
horizontal un movimiento uniforme, en tanto que, verticalmente un movimiento uniformemente
acelerado.

Descubri6 el movimiento pendular y, después de varias observaciones, descubrid que las oscilaciones
pequeiias o grandes, de los péndulos, son periodicas, independientemente de las caracteristicas de las
masas oscilantes. Con base en esto, intuyd que debia ser factible construir algin dispositivo que midiera
el tiempo de manera mas precisa que como se hacia (entonces no se disponia de relojes mecénicos de
dimensiones reducidas).

Experimentalmente comprobd, en forma definitiva, que un cuerpo flota o se hunde, en un fluido,
dependiendo de la densidad del fluido en que se sumerja, y no debido a la forma del cuerpe.

Construy6é de manera formal el primer telescopio, el cual le permitié agrandar el area de las superficies
observadas en una proporcion del orden de mil a uno, y reducir las distancias en una relacion de treinta



a uno, aproximadamente . En uno de tantos estudios realizados por él, demostré que Venus no tenia luz
propia sino que brillaba debido a la luz reflejada del Sol; esto lo mencioné junto con otras conclusiones
suyas, en su obra Didlogos Sobre los Dos Grandes Sistemas del Mundo, publicada en 1632, donde
también se ocupd de defender la teoria heliocéntrica de Copérnico.

En 1633 lo apresaron porque sus teorias iban més alla de lo que permitia la Santa Inquisicion; fue
enjuiciado y condenado a vivir confinado (en un lugar de Florencia) por el resto de sus dias. En 1638 se
publicd su ultima obra, conocida como Dos Nuevas Ciencias, donde expone las bases de la mecanica
clasica. Murié en 1642, como coincidencia el afio en qué naci6 Isaac Newton.

Johannes KEPLER (1571-1630).

Astréonomo aleman que, con base en estudios propios y en observaciones hechas por él y por Tycho
Brahe (danés que fué su maestro), enuncio las tres leyes siguientes, para el movimiento planetario:

[.  Los planetas se mueven describiendo trayectorias elipticas, con uno de sus focos en el Sol.

II. La linea que une al Sol con un planeta cualquiera barre areas iguales, del 4rea encerrada por la
trayectoria eliptica, en tiempos iguales.

[II. Los cuadrados de los tiempos que tardan los planetas en recorrer sus orbitas son proporcionales
a los cubos de sus distancias medias al Sol.

Las dos primeras leyes fueron dadas a conocer en 1609 y la tercera en 1619. Descubri6 que la velocidad
de los planetas, relativa al Sol, aumenta conforme se acerca a éste, y disminuye a medida que se aleja de
él.

Inicialmente supuso que la fuerza que movia a los planetas era inversamente proporcional al cuadrado
de su distancia al Sol pero, como no pudo demostrar esto, posteriormente supuso que dicha fuerza era
inversamente proporcional a la distancia citada. Esta situacién qued6é debidamente aclarada después de
mas de cien afios, cuando Newton establecid su ley de la gravitacion universal.

Renato DESCARTES (1596-1650).

Notable filosofo francés que destacd principalmente como matematico (fue uno de los creadores de la
geometria analitica). En una de sus obras (en 1644) afirmé que los cuerpos, en reposo 0 en movimiento,
tienen poder para continuar con el estado en que se encuentran. Asi pues, intuitivamente, percibié lo
que Newton estableci6 unos cuarenta arfios después, por medio de sus leyes I, Il y III del movimiento.



Blaise PASCAL (1623-1662).

Matematico francés que establecid una ley, de la hidrostatica, muy empleada para disefiar aparatos
hidraulicos; dicha ley dice que todo fluido (liquido o gas) que se encuentre comprimido, en un
recipiente cerrado, ejerce la misma presion (fuerza por unidad de area) en todas las superficies que toca.
A €l se deben, entre otras cosas, la prensa hidraulica y el gato hidraulico, asi como las leyes de presion
atmosférica y del equilibrio de los liquidos.

Robert BOYLE (1627-1691).

Este fisico y quimico irlandés enuncié una de las leyes de los gases ideales, la cual establece que, a
temperatura constante, el volumen de cualquier gas es inversamente proporcional a la presiéon a que se
encuentra sometido.

Christian HUYGHENS (1629-1695).

[lustre cientifico holandés que en una de sus obras, el Horologium Oscillatorium (1673), mencion6 que
si no existiera gravedad ni la atmoésfera ofreciera resistencia al movimiento de los cuerpos, éstos
mantendrian siempre un movimiento uniforme; afirmacion que confirmé su validez trece afios después
con ¢l establecimiento de las leyes del movimiento de Newton.

En esa obra, donde Huyghens emple6 algunos principios de geometria diferencial, desarrolldé un
tratamiento original y muy completo sobre movimientos circulares y otros movimientos curvilineos. En
ella definio la fuerza centripeta, demostré que siempre esta dirigida al centro de la trayectoria de un
cuerpo que realiza un movimiento circular, y que la magnitud de la misma es directamente proporcional
al cuadrado de la rapidez con que se mueve el cuerpo, e inversamente proporcional al radio de la
circunferencia descrita por el movil.

Asimismo, en dicha obra, describié el reloj mecénico de péndulo; fue el primero en construir uno,
patentandolo en 1657, y establecié una formula para determinar la duracién de las oscilaciones de un
péndulo, formula que condujo a una determinacion precisa de la aceleracion gravitatoria en la
superficie terrestre. A €l se debe la gestacion del concepto de energia cinética (a la cantidad mv’ la
consideré como una propiedad muy importante, de los cuerpos en el movimiento, y la llamé vis viva, es

. decir fuerza natural).
Publicé un trabajo relativo a sistemas de referencia, y tuvo ingerencia en la evolucion de otras ciencias,

especialmente en la Optica; muchos consideran que lo mas importante de su obra fue su genial
concepcion de la teoria ondulatoria (acerca de la transmision de la luz).
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Robert HOOKE (1635-1703).

Filosofo y experimentador inglés que consideré que la trayectoria de un cuerpo celeste podria ser una
elipse, o una circunferencia, si sobre €l se ejerciera desde el centro de la 6rbita una fuerza de atraccion.
Luego de realizar diversos estudios comenté a Newton que, segun é€l,-después de ser lanzado desde la
superficie de la Tierra y en caso de no regresar a €sta, un cuerpo describia una elipse, con uno de sus
focos en el centro de nuestro planeta, debido a una fuerza de atraccién de magnitud inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia entre el cuerpo y la Tierra; realidad que (HHooke) nunca pudo
probar, pero Newton si (Principia: Libro tercero).

Isaac NEWTON (1642-1727).

Cientifico inglés a quien debe conceptudrsele como un verdadero genio, en virtud de todo lo que leg6 a
la humanidad. Naci6 el afio en que murié Galileo. Aparentemente el hecho de ver caer una manzana fue
lo que le llevo a intuir la existencia de la gravitacion o atraccion gravitatoria. Como curiosidad, a raiz
de una pregunta que le formulé Robert Hooke, Newton encontré que la trayectoria descrita por un
cuerpo sujeto a una atraccion terrestre, inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre el
cuerpo y la Tierra, debia ser una elipse con el centro de atraccion en uno de los focos; es decir que, el
movimiento del cuerpo relativo a la Tierra seria similar al movimiento realizado por Jos planetas
alrededor del Sol, descrito éste por las leyes que habia enunciado Kepler. Aunque esto ya le hizo intuir
que habria una ley general de atraccién entre cuerpos, Newton dejd, por un tiempo, el estudio de la

mecanica.

Unos cuatro afios mas tarde, en 1684, motivado por un astrénomo amigo suyo, Edmund Halley, se
dedico de nuevo al estudio de la mecanica pero ya con tal profundidad que, aproximadamente dos afios
después, termindé de elaborar su obra denominada Principios Matematicos de Filosofia Natural,
publicada por vez primera en 1689 y conocida en forma abreviada como Principia, misma que se
considera como la obra mas grande y de mayor trascendencia, debida a un ser humano, hasta nuestros
dias.

En una parte de su primera ley se refiere a cuerpos en reposo, no obstante tener conciencia de que el
reposo absoluto no existe; sin embargo, también tenia la certeza de que, en la realidad existen tantos
estados de movimiento tan imperceptibles, practicamente considerables como estados de reposo, que no
podria conceptuarse como error el referirse a la existencia de cuerpos en reposo.

Fue el primero en distinguir entre peso y masa de un cuerpo; a ésta la consideré como un invariante y

estableci6 que el peso de los cuerpos depende de la posicion que ocupen sobre la Tierra, o bien en el

espacilo.
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Antes de enunciar sus leyes, en su Principia dio las siguientes definiciones, aqui ya adaptadas a nuestra
terminologia.

1) Masa o cantidad de materia: volumen de un cuerpo multiplicado por la densidad de éste.

2) Cantidad de movimiento: masa de un cuerpo multiplicada por la velocidad del mismo.

3) Inercia o fuerza insita: medida de la capacidad, o poder, de un cuerpo para mantenerse en estado de
reposo, o moviéndose uniformemente en linea recta.

4) Fuerza impresa: accion ejercida sobre un cuerpo para cambiar su estado, de reposo o de movimiento
uniforme.

5) Fuerza centripeta: la que ocasiona que los cuerpos sean atraidos hacha un punto o centro.

6) La cantidad absoluta de una fuerza centripeta es una medida proporcional a la eficiencia de la causa
que la propaga, desde el centro, por las regiones circundantes.

7) La cantidad acelerativa de una fuerza centripeta es una medida proporcional a la velocidad que
genera en un tiempo dado.

8) La cantidad motriz de una fuerza centripeta es una medida proporcional al movimiento que genera
en un tiempo dado.

A continuacion, adaptadas a nuestra terminologia, se enuncian las leyes fundamentales del movimiento,
que establecid en la parte inicial de sus Principia.

[. Todo cuerpo se mantiene en reposo, o con movimiento rectlineo uniforme, en tanto no se
apliquen fuerzas que cambien dicho estado.

II. El cambio en la cantidad de movimiento de un cuerpo es proporcional a la fuerza que lo
produce, y se efectua en la direccion en que actua dicha fuerza.

III. A toda accion se opone siempre una reaccion igual.

En el libro tercero (Sistema del Mundo) de los Principia, demostré que las fuerzas de atraccion
ejercidas por el Sol sobre los planetas, y la fuerza de gravedad, ejercida por la Tierra sobre los cuerpos,
son de la misma especie, es decir que obedecen a una misma ley. Esta, conocida como ley de la

gravitacion universal establece que:

Todo cuerpo del universo atrae a otro con una fuerza directamente proporcional
al producto de sus masas e inversamente proporcional al cuadrado de la
distancia entre sus centros.

Obviamente, auxiliandose de la matematica, demostrd que: al tener la fuerza de gravitacion entre el Sol

y los planetas las caracteristicas recién descritas, cualquier planeta se mueve, con relacion al Sol,
cumpliendo con las leyes de Kepler.
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Afirm6 que algunos cometas tenian trayectorias elipticas muy alargadas, con relacion al Sol, situacion
confirmada por los estudios que realizé Halley con relacion a diversos cometas (éste predijo, con base
en sus estudios, que un determinado cometa volveria a pasar después de 75 afios y seis meses, por cierta
posicién donde un dia se le localizé; cosa que ocurrié).

En el libro segundo (de sus Principia) Newton se ocupa del movimiento de los cuerpos en medios
resistentes, de los movimientos pendulares, y de la estatica y la dindmica de los fluidos. Ademads de su
enorme legado por lo que a la mecanica se refiere, contribuyd notablemente al desarrollo de otras
ciencias como la matematica y la optica.

En un lapso de aproximadamente afio y medio (dentro del cual cumpli6 23 afios de edad), descubrié
cosas muy importantes, que fue desarrollando conforme lo considerd pertinente; por ejemplo, en el
prefacio a la primera edicion de los Principia externd: “Me he puesto a cultivar la matematica en la
medida que se relaciona con el estudio de la naturaleza”.

A continuacion se reproduce parte de un escrito muy probablemente elaborado por €l en el afio de 1716
(aproximadamente a los 73 afios) y que esta relacionado con lo que realizd en el lapso recién citado:

“A principios de 1665 encontré el procedimiento para aproximar las series, y la regla (conocida ahora
como teorema del binomio) para reducir a una serie cualquier potencia de cualquier binomio. El mes
de mayo de ese afio descubri el método de las tangentes, y en noviembre el método directo de las
Sfluxiones (ahora llamado célculo diferencial), y en el afio siguiente (1666), en enero, la teoria de los
colores, y en mayo el método de las fluxiones inversas, (conocido actualmente como calculo integral) y
en ese mismo afio comencé a pensar en la gravedad extendiéndola a la orbita de la Luna, y de la regla
de Kepler, sobre los tiempos periddicos de los planetas, deduje que las fuerzas que los mantienen en
sus Orbitas deben ser inversamente proporcionales a los cuadrados de sus distancius a los centros de
donde son atraidos, y por ello comparé la fuerza requerida para mantener la Luna en su orbita con la
fuerza de gravedad en la superficie de la Tierra, y encontré la respuesta casi de inmediato”.

Gottfried Wilhelm LEIBNIZ (1646-1716).

Filosofo considerado como un genio universal ya que fue un hombre versado en historia, teologia,
filosofia, leyes, ciencias politicas, mineria, ingenieria, matematicas, literatura, ciencias fisicas y
naturales e idiomas; dentro de cualquier tratado de filosofia, o de matematicas, su nombre es uno de los
mas sobresalientes. Descubri6 en forma practicamente simultanea con Newton, el Calculo Diferencial e
Integral, debido a lo cual surgi6 entre ellos una fuerte polémica, con mutuas acusaciones de plagio.
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Fue quien dio el nombre de Dindmica a la ciencia que se ocupa del movimiento de los cuerpos
atendiendo a las causas que lo producen.

Externé que el efecto de una fuerza aplicada a un cuerpo, durante el movimiento de éste, era
proporcional al cuadrado de la velocidad y definié6 como vis viva del cuerpo al producto mv?
(consecuencia de la aplicacion de la fuerza).

Pierre VARIGNON (1654-1722).

Matematico francés que formuld claramente la ley del paralelogramo, casi al mismo tiempo que
Newton. Su teorema, también conocido como teorema general de momentos, es fundamental en el
tratamiento de sistemas de fuerzas concurrentes. '

Johann BERNOULLI (1667-1748).

Fisico suizo que enuncid el principio de los desplazamientos virtuales, conocido ahora como principio
del trabajo virtual, mismo que actualmente se enuncia asi: para que un cuerpo esté en equilibrio, el
trabajo total realizado por las fuerzas que actian sobre dicho cuerpo, al sufrir éste un cambio virtual de
posicidn, es nulo.

Descubri6 el calculo exponencial y el método para integrar las funciones racionales. Contribuyé6 al
principio de la conservacion de la energia. Resolvié el problema de la baristécrona y se le considera
como uno de los fundadores de la Mecanica Analitica.

Daniel BERNOULLI (1700-1782).

Fisico suizo que enuncié una ley para fluidos en movimiento dentro de tubos de diametro variable;
dicha ley establece que, la presién que un liquido en movimiento ejerce sobre un recipiente con
diametro variable es mayor en una seccion cualquiera S; que en otra seccién S; , si el didmetro
correspondiente a S; es mayor que el de S; .

En su tratado Hidrodinamica (1738), formulé la principal ley del movimiento de los liquidos, es decir la
ecuacion que relaciona la.presién y la velocidad de un liquido, con la altura de éste; la misma se conoce
como ecuacion de Bernoulli. Escribi6 otras obras, tales como “Tratado de las mareas” y “Memorias
sobre la inclinacion de las orbitas planetarias®.
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Leonhard EULER (1707-1783).

Famoso cientifico suizo que, partiendo de las leyes de Newton, dedujo leyes generales para el estudic
del movimiento de un cuerpo rigido, en funcién de la variacién de seis cantidades escalares, conocidas
como coordenadas generalizadas del cuerpo. Dichas ecuaciones sirvieron para describir, entre otros, los
movimientos giroscopicos, asi como los movimientos de precesién y nutacién de la Tierra. Establecid
las ecuaciones (diferenciales) generales del movimiento del liquido perfecto y la ecuacién fundamentai
de trabajo para maquinas hidraulicas de paletas, ademas de sentar las bases de la teoria de flotacion de
naves, entre otras cosas, pues contribuyé mucho como matematico, fisico y astronomo.

Jean-Baptiste Le Rond D'ALEMBERT (1717-1783).

Fisico, matematico y filésofo francés cuya principal obra es un tratado de dindmica (Traité de
dynamique, 1743). Ahi enuncié lo que hoy se conoce como Principio de D'Alembert, estableciendo que
todos los cuerpos se encuentran en estado de equilibrio dindmico bajo el efecto de las fuerzas que sobre
ellos actian y de unas fuerzas ficticias (por €l llamadas perdidas o muertas y conocidas ahora comc
fuerzas de inercia, o fuerzas de D'Alembert); de modo que, si m es la masa de un cuerpo. y a la
aceleracion que le produce la aplicacion de un sistema de fuerzas (real) cuya resultante es F , se tendra
F + (-ma) = 0, donde -ma recibe el nombre de fuerza de inercia.

Asi pues al plantearlos en esta forma, los problemas de dindmica se convierten en problemas que
pueden resolverse como los pertenecientes a la estdtica, ya sea empleando ecuaciones de equilibrio o
aplicando el principio del trabajo virtual. Sin embargo, por razones obvias, este principio no podrd
aplicarse si se desconocen los conceptos y elementos fundamentales de la cinematica y la dindmica.

Elaboré y publicé varios libros. donde trata sobre mecénica (donde aplica su principio para resolver
problemas de dindmica), fisica, literatura, astronomia, y algunas otras ciencias.

Henry CAVENDISH (1731-1810).

Gran cientifico experimental, inglés, que (en 1798) después de una serie de experimentos y mediciones
fue el primero en determinar, empleando lo que conocemos como Balanza de Cavendish, ¢l valor de la
constante (G) de la gravitacion universal y posteriormente, como consecuencia de ello, la masa de
Tierra. Es decir, primeramente, al plantear la Ley de la Gravitacion Universal, haciendo intervenir a dos
peq:ieﬁos cuerpos de masas m; y m; distantes r;; y que se atraen con fuerzas de magnitudes F; .
obtuvo lo siguiente: "

m,m,

F,,o = ——=
12 d (r12)2




de donde calcul6 el valor de G, pues los otros miembros de esta igualdad ya los conocia, con base en
sus experimentos.

Posteriormente, aplic6 la citada Ley en la forma:

W =G ]ZZ” ,obien mg=G A;ﬁ”
donde ¥ es la magnitud de la fuerza ejercida por la Tierra sobre un determinado cuerpo de masa m, que
dista R del centro de nuestro planeta, M la masa de éste, y g la magnitud de la aceleracion de la
gravedad terrestre. Como ya conocia todos los valores de esta igualdad excepto el de M, pudo estimar la
masa de la Tierra.

Charles Augustin COULOMB (1736-1806).

Cientifico francés que valiéndose de un dispositivo conocido como balanza de torsién, creado por él,
después de varios experimentos estableci6 una ley que dice: las fuerzas con que se repelen, o atraen,
dos elementos cargados eléctricamente, son directamente proporcionales al producto de sus cargas, e
inversamente proporcionales al cuadrado de la distancia que los separa. A dicha ley, en reconocimiento
a este cientifico, se le designa como Ley de Coulomb; asimismo, a la unidad de carga eléctrica en el
Sistema Internacional de Unidades (SI) se le llama Coulomb (de simbolo C).

Joseph Louis LAGRANGE (1736-1813).

Astronomo y matematico francés que transformé las ecuaciones obtenidas por Euler, para el
movimiento de un sistema general de cuerpos. A él se debe que, primero en Francia y después por
varias partes de Europa, se estableciera el sistema decimal de pesas y medidas, con el gramo y el metro
como unidades de peso y longitud, respectivamente.

En su Mécanique Analytique (Mecanica Analitica de 1778) presenté y probd un principio, por €l
establecido (el principio de la accién minima), mediante el cual reducia problemas de dindmica a
problemas algebraices. :

James WATT (1736-1819).

Técnico escocés muy habil y talentoso que en 1765 perfeccioné la méquina de vapor, contribuyendo
enormemente al desarrollo industrial del siglo XIX, pues dicha maquina ya al estilo de Joule se
empleaba en la construccion de los primeros barcos y locomotoras de vapor (entre otras cosas).

En su honor, la unidad de potencia en el Sistema Internacional de Unidades tiene el nombre de Watt (de
simbolo W), y corresponde al trabajo de un Joule (de simbolo J) realizado en un segundo.
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Pierre Simon de LAPLACE (1749-1827).

Gran matematico 'y astronomo francés que elaboré una de las obras maestras de matematica y
astronomia, titulada Traité de Mécanique Celeste (Mecanica Celeste, publicada en 1799). Por sus
descubrimientos y aportaciones que han contribuido enormemente al progreso de la astronomia, desde
hace tiempo se le ha llamado el Newton francés.

Gustave Gaspard de CORIOLIS (1792-1843).

Ingenicro y cientifico francés que en 1835 dio el nombre de trabajo al producto fuerza por distancia y
definio como energia de un cuerpo al producto (¥)mv?, al que en 1856 Lord Kelvin dio nombre de
energia cinética, que es como se le conoce en la actualidad.

Fstablecio un teorema que dice: si el movimiento de una particula P se refiere a un cuerpo (o sistema de
referencia) movil, la aceleracion absoluta de P es la suma de la aceleracion de arrastre, de la aceleracion

relativa, y de una aceleracion complementaria.

A la aceleracion complementaria se le conoce como aceleracion de Coriolis, debido al estudio tan
completo que desarrollo sobre dicha aceleracion, por €l descubierta.

NicolasLéonard Sadi CARNOT (1796-1832).

Fisico francés quien analizo las relaciones existentes entre el consumo de un combustible y el trabajo
‘btenido, asi como las que, existen entre el calor y el trabajo. Su obra “Reflexiones sobre la fuerza

riz del fuego” es la base de la termodinamica.
William Rowan HAMILTON (1805-1865)."

Matemético v astronomo irlandés que, de estudios realizados sobre lo escrito por Lagrange,
y 5

rincipalmente, establecié lo que denominé ecuaciones canonicas, aplicables a todo tipo de sistemas de
uernos en movimiento. Relaciond lo que llamo fuerza generalizada con la variacion de lo que
omind momento (cantidad de movimiento) generalizado; para el caso del movimiento de una
particula, las leyes de Hamilton son congruentes con las de Newton. Ademas, fue el creador del calculo

ial v de los cuaternios.
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James Prescott JOULE (1818-1889).

Fisico inglés que.mediante una serie de experimentos observo la relacion entre trabajo y calor; definié
la libra-pie como unidad de trabajo, y a una caloria como unidad de calor. Hallé como se transforma
energia cinética en energia potencial y viceversa, asi como su equivalencia en forma de trabajo o de
calor. Estableci6 que nada se pierde en transformaciones donde intervienen trabajo, energia y calor.
Como reconocimiento a los estudios y experimentos que realizo, la unidad para medir el trabajo en el
Sistema Internacional de Unidades tiene el nombre Joule (de simbolo J).

Hermann Ludwig Ferdinand von HELMHOLTZ (1821-1894).

Cientifico y filésofo aleman, conocido por sus trabajos acerca del principio de la conservacion de la
energia. Realiz6 también importantes descubrimientos en fisiologia, dptica, clectromagnetismo y
meteorologia.

Ludwig BOLTZMANN (1844-1906).

Fisico austriaco nacido en Viena. Sus principales contribuciones fueron en el campc de lo que hoy se
conoce como mecénica estadistica, que consiste en aplicar las leyes de la mecanica a sistemas muy
complejos, tomando elementos de la teoria de las probabilidades y de la estadistica. En ese tiempo sus
resuitados fueron rechazados por grupos importantes de cientificos; sin embargo el tiempo le dio la
razén, ya que en la actualidad son cruciales en el estudio de sistemas muy complejos

Albert A. MICHELSON (1852-1931).

Fisicc aleman nacionalizado maés tarde norteamericano. Calcul6 con bastante precision la magnitud de
la rapidez de la luz (300 000 km/s, en el vacio), obteniendo un valor de 299 796 km/s. Ideo el
interferometro que lleva su nombre, para medir las distancias por medio de ondas de luz. Demostrd en
forma experimental que el movimiento absoluto de la Tierra es inmensurable, (punto de partida para la
teoria de la relatividad). Midié por vez primera, entre otras cantidades astronomicas, didmetros
estelares.

Fue, ademads, inventor de numerosos instrumentos 6pticos y escribi6 la obra “Las ondas de luz y sus
usos”’. Recibié el premio Nobel de fisica en 1907.
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Max Karl Ernst Ludwig PLANCK (1858-1947).

Fisico aleméan que creo la teoria de los quanta, para el estudio del movimiento de moléculas. Publicd
que todo tipo de materia consistia en vibradores, con una frecuencia diferente v cada caso, que emitian
radiaciones s6lo en unidades (de radiacion) completas; a dichas unidades les di6 el nombre de quanta.

Explie6 que la luz es emitida y absorbida en paquetes de energia, £, cuya magnitud viene dada por:
E=hv

donde v es la frecuencia del haz luminoso y 4 es una constante a la cual se le did el nombre de
constante de Planck, en virtud de que este fisico establecié (empiricamente) dicha relacion, la que di6 a
conocer en 1900, misma que posteriormente Einstein emplearia, de manera imprescindible, para
interpretar correctamente el efecto fotoeléctrico.

Tal efecto se explica en la teoria fotonica donde se establece que, en cualquier haz luminoso de
frecuencia v, cada foton (particula lurhinosa) transporta una energia dada por el producto /#v. Es decir
que, no obstante que un haz de luz sea mas o menos intenso que otro (en la medida que posea una
cantidad mayor o menor de fotones que éste, por unidad de tiempo): la energia cuantica (energia por
fotén) es la misma para una determinada frecuencia (longitud de onda) de la luz. Afios mas tarde, en
1918, recibio el premio Nobel de fisica.

Hermann MINKOWSKY (1864-1909).

Matematico lituano considerado precﬁrsor de la teoria de la relatividad, por el establecimiento de la
geometria de las cuatro dimensiones. Establecié que la descripcion de los fendmenos de la naturaleza
no debia referirse solo a un espacio ordinario, de tres dimensiones, sino a un espacio cuatridimensional,
al que llamé6 espacio-tiempo; de manera que toda particula tendrd tres dimensiones en el espacio

ordinario y una en el (espacio unidimensional) tiempo.

Asi pues, las diferentes posiciones que vaya ocupando una particula, en el espacio tridimensional,
dependerian del tiempo; al lugar geométrico que pasa por las posiciones recién citadas le llamo linea
cosmica, de la particula.

Albert EINSTEIN (1879-1955).

Eminente fisico aleman que enunci6 y desarrollo una teoria que se le conoce como Teoria de la
Relatividad (que revoluciond los conceptos clasicos de espacio y tiempo), donde establece que no es
posible que un observador determine la velocidad de un objeto en movimiento a través del espacio.
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Demostré que la naturaleza nada tenia que ver con velocidades absolutas, sino con velocidades

relativas.

Enuncié que no existen marcos de referencia absolutos, y reprodujo el experimento de Michelson-
Morley verificando que la rapidez de propagacion de la luz en el vacio (¢ = 300,000 km/s) es constante,
independiente del movimiento de la fuente o del observador. Mencioné que inicamente puede hablarse
del movimiente de un cuerpo respecto a otro, éste nunca fijo (de manera absoluta), o de un sistema de

referencia respecto a otro, que siempre estara en movimiento.

También, dentro de esta teoria, establecié la equivalencia entre la masa y la energia total de un cuerpo

mediante la expresion:

E = mc’ tal que

m()
m =
\/1—<v2/cz)

donde m es la masa del cuerpo en movimiento, m, su masa en reposo, y v la rapidez con que se mueve
dicho cuerpo; el valor de ¢ ya lo dimos en el parrafo inmediato anterior.

Asi pues, como las masas de los cuerpos que se mueven con velocidades no despreciables, con relacién
a la velocidad de la luz, difieren considerablemente de las correspondientes masas en reposo, habra que
aplicar la mecéanica relativista al estudio del movimiento de cuerpos que se mueven con velocidades
como las recién citadas, y descartar la mecanica newtoniana para tal estudio.

Predijo que en el efecto fotoeléctrico existia una relacion entre la energia de un fotén (particula
luminosa) y la frecuencia de la luz (haz luminoso); predicciéon que fue confirmada.

En 1915, después de realizar ciertos estudios donde ampli6 el &mbito de los conceptos e ideas que di6 a
conocer en 1905, publicé su Teoria General de la Relatividad. Afios mas tarde, en 1921, recibi6 el

premio Nobel de fisica.
Niels BOHR (1885-1962).

Fisico danés, nacido en Copenhague, ciudad donde estudié hasta obtener el doctorado en fisica.
Después de haber colaborado con Thomson y Rutherford, (creadores respectivamente de dos modelos
del 4&tomo muy importantes) formuld en 1913 su propio modelo atémico, en el que se incorporaban
ideas de la entonces naciente mecanica cuantica. Por su modelo del d&tomo y otros trabajos, se le
considera como uno de los fundadores de la fisica moderna. Se le otorgé el premio Nobel en 1922, por
su estudios sobre la estructura del 4&tomo y sus radiaciones.

20



Werner Karl HEISENBERG (1901-1976).

Fisico aleman, nacido en Wurzburg; estudio en la Universidad de Munich. Realizd trabajos de
investigacion al lado de Niels Bohr. Se le considera uno de los fundadores de la mecénica cuantica. En
1927 formuld el principio de incertidumbre que lleva su nombre, que es uno de los principales
resultados de su teorfa. Por sus estudios sobre la mecanica cuantica recibi6 el premio Nobel de fisica en
1932.

1.2 DEFINICIONES DE MODELOS DE CUERPO, PARTICULA, CUERPO RiGIDO Y
CUERPO DEFORMABLE. ENUNCIADOS Y EXPLICACION DE LA PRIMERA,
SEGUNDA Y TERCERA LEYES DE NEWTON. ENUNCIADOS Y APLICACIONES
SENCILLAS DE LA LEY DE NEWTON DE LA GRAVITACION UNIVERSAL.

I.2.1 DEFINICIONES.

Para iniciar el estudio de cualquier disciplina fisica, lo primero que debemos hacer es identificar el
medio en el cual nos vamos a desenvolver, de manera que podamos ubicarnos en un lugar adecuado
dentro del contexto de las ciencias.

Asi pues, antes que todo debemos empezar por definir naturaleza, lo cual resulta tarca dificil, debido al
caracter abstracto que encierra esta palabra; sin embargo, la definicién que podemos tomar como una de
la mas adecuadas es la siguiente:

Naturaleza: conjunto, orden y disposicion de lo que hay en el universo.

Para su estudio, las ciencias se han dividido en dos grandes grupos; a saber: /as ciencias sociales, que
se ocupan del hombre, su historia, su comportamiento, etc., y las ciencias naturales, que son las ramas
del saber que estudian los fenémenos que ocurren en la naturaleza misma.

Dentro de las ciencias naturales podemos a su vez distinguir dos grupos: las ciencias fisicas, cuyo
campo de estudio no presenta cambio en su estructura y las ciencias biologicas, cuyo campo si implica
un cambio en la estructura de los cuerpos. Nuestro presente ambito de estudio se encuentra dentro de

las ciencias fisicas.
Es innegable la aseveracion de que estamos en una época principalmente cientifico-tecnoldgica, ya que

gran parte de la prosperidad material y desarrollo de nuestra vida depende del desarrollo de la ciencia y
de su aplicacidén tecnologica.
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El estudio de la tecnologia ha influenciado profundamente el pensamiento de los hombres y esto ha
propiciado el desarrollo de infinidad de proyectos, indicandoles cual es el método de acercamiento que
debe seguirse para efectuar el estudio de los fendmenos naturales y dar las conclusiones a partir de los
hechos observados; esto es la fisica.

Entre otras definiciones, se tiene que la fisica se considera como la ciencia que tiene por objeto el
estudio de la naturaleza y las interacciones entre materia y energia, a la vez que intenta explicar las
reglas basicas que rigen el funcionamiento del mundo natural. Trata de los cuerpos y sus propiedades
fisicas; se basa en la experimentacion y sus leyes solo son aceptadas en cuanto son confirmadas a través
del experimento. A Galileo y a Newton se les considera los fundadores de la mecanica cléasica,
antecedente obligado a la fisica moderna (la relativista y la cuantica), que antes s6lo se consideraba
como una rama de la filosofia (filosofia natural). Durante el siglo XIX se dio mucha importancia a la
consecucion de métodos de medida més precisos, con lo que la fisica pudo realizar la interaccion de sus
conocimientos.

Atendiendo a la funcidn de las propiedades y de las acciones que estudia, la fisica, puede subdividirse
en:

— Maecanica.

— Movimiento Vibratorio y Sonido.

— Luz.

— Termodinamica.

— Electricidad y Magnetismo.

- Optica.

La astronomia y la fisica del 4&tomo pueden considerarse como ramas liberadas de la fisica clasica o
autdnomas.

1.2.2 TIPOS DE MECANICA.

Una parte fascinante de la fisica es la conocida con el nombre de mecanica. En general, segun el ambito
de estudio, se puede hablar actualmente de tres tipos de mecénica, definidas a continuacion.

— Mecanica clasica: es la que trata acerca de los cuerpos materiales que se mueven con velocidades
muy inferiores a la velocidad de la luz.

— Mecdnica cuantica: es la que se ocupa del movimiento de las particulas que tienen gran velocidad,
y de las radiaciones captadas en forma discontinua o granular.



— Mecanica relativista: es la que estudia los cuerpos materiales que se mueven con velocidades de
traslacion semejantes a la de la luz. En este ambito, el tiempo y el espacio no son absolutos y cada
sistema referencial tiene su tiempo local.

La mecanica clésica tuvo su mas importante colaborador en la persona de Isaac Newton, por lo que
frecuentemente a dicha mecanica suele llamarsele también mecéanica de Newton, o mecanica
newtoniana. Dentro de las consideraciones que hay que tener en cuenta, durante el tratamiento dec la
misma, estd aquélla en que Galileo ya tomaba en cuenta la fuerza, la aceleraciéon y la masa. Sin
embargo, no le fue posible explicar lo que era esta Ultima; la consideraba y trabajaba con ella, pero sin
definir lo que era. Newton fue el “encargado” de conceptualizar a la masa, como se vera mas adelante.

[.2.3 ESTADOS DE LA MATERIA.

La mecéanica newtoniana estudia el movimiento de los cuerpos, asi como también las fuerzas y las
cantidades de movimiento implicadas en €l, siendo su base principal las leyes de Newton. El campo de
estudio de esta disciplina es tan grande que conviene efectuar una division de la misma, como la que se
presenta un poco mas adclante.

En virtud de que todo cuerpo se define como una porcion de materia, se establece la siguiente
clasificacion de cuerpos, la cual origina en parte la division recién citada.

— Solido: Presenta forma definida. Las moléculas que conforman el cuerpo estan unidas debido a
grandes fuerzas de cohesion. Esta manifestacion de la materia es deformable y compresible.

— Liquido: No tiene forma definida. Las moléculas que lo conforman se mueven libremente y tienen
escasa cohesion; adopta la forma del recipiente que lo contiene, ademas de ponerse siempre a nivel.

Esta manifestacion de la materia es indeformable e incompresible.

— Gaseoso: No tiene forma ni volumen definidos. Las moléculas que lo conforman tienen escasa
cohesion. Esta manifestacion de la materia es compresible.

— Plasma: Esta manifestacion de la materia aparece sdlo a temperaturas muy elevadas, donde se esta
consumiendo materia. Se presentan disociaciones de iones y electrones.

Estas definiciones nos ayudan para ubicarnos en el ambito de nuestra actual drea de estudio.

En nuestra area actual de estudio, las cantidades que emplearemos con relacion al proceso de medicién
son: el tiempo, la longitud, la masa y la fuerza.



1.2.4 CONCEPTOS DE TIEMPO, LONGITUD, MASA Y FUERZA.

— Tiempo: nos causa sobresalto cuando intentamos definirlo, sin-embargo hay que considerar que
realmente no tiene definicion. Es inherente a nosotros y hasta lo “sentimos” distinto; cada quien en
diferentes circunstancias, de aqui que para poder medirlo tuvo que inventarse el reloj.

No obstante, debemos considerar como se conceptualiza para nosotros, teniendo en cuenta los
aconteceres cotidianos; asi: el tiempo es el concepto que permite establecer la secuencia de los eventos
(que en la mecénica clasica es considerada como una cantidad absoluta); es decir, establece la nocion
de cudndo ocurren y cuanto duran los eventos; fija los conceptos de simultaneidad y sucesividad.

Cabe mencionar que existe una relacidn muy estrecha entre tiempo y espacio; aunque, en el tiempo, el
orden en que han sucedido los fenémenos es de caracter irreversible. El tiempo y el espacio,
constituyen unidos el continente en el que acontecen todos los fendmenos del universo. Al tiempo
pertenecen los fenomenos de sucesion y cambio, mientras que al espacio corresponden los aspectos y
las formas de los cuerpos, asi como sus relaciones de posicion y coexistencia.

La mecanica clasica considera- al tiempo como homogéneo, es decir que no existen instantes
privilegiados; todos ellos tienen las mismas caracteristicas.

Al espacio no solo lo considera homogéneo sino también isdtropo. Homogéneo, ya que no existen
puntos privilegiados; esto es, si trasladamos un cuerpo a través del espacio, todos los puntos por los que
pasa en su movimiento tienen las mismas caracteristicas. Isdtropo, puesto que no existen direcciones
privilegiadas; es decir, si hacemos girar a un cuerpo, todos los segmentos rectilineos que lo constituyen
ticnen las mismas caracteristicas en cuanto a giro.

— Longitud: nos permite describir cuantitativamente el tamafio de un objeto. A este concepto
asociamos el de dimension, considerado como todo aquello susceptible de ser medido; por ello, se
dice que un objeto o un fenémeno es cuantificable cuando es dimensionable.

— Masa: al igual :que el tiempo, la masa de un cuerpo no podriamos definirla, ya que no tiene nada que
ver con su color, la forma, el volumen, ni siquiera con su constitucién quimica; esto dltimo puede
demostrarse experimentalmente, por lo que no hay que confundirlo con el concepto de materia. La
masa es una propiedad escalar de los cuerpos involucrados en todas sus interacciones mecanicas. Se
considera la medida de su inercia, entendida como la tendencia de un cuerpo a permanecer en estado

de reposo o de movimiento rectilineo uniforme.

— Fuerza: accién de un cuerpo sobre otro, ya sea por contacto o a distancia; en consecuencia no puede
aparecer por si sola. Asi pues, las fuerzas realmente aparecen por parejas.
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1.2.5 DIVISION DE LA MECANICA NEWTONIANA.
Nuestra actual area de estudio es la parte de la mecénica newtoniana que se refiere al estudio del
movimiento de los cuerpos; en otras palabras, es el estudio de las posiciones relativas de los mismos, en

el espacio, al transcurrir el tiempo.

Para ubicar cudl es esa parte, realizaremos el siguiente esquema:

/ Estatica **
Ideal * . .
id Cinematica
cuerpos rigidos L
( P g ) Dinamica
Mecanica de sélidos <

Mecénica Real Mecanica de los
newtoniana \_ (cuerpos deformables) ( materiales

Mecanica de fluidos

Con un asterisco indicamos el area general en que se va ubicar nuestro estudio y con dos asteriscos el
area particular que se abordara en este texto.

Ahora procederemos a definir cada una de las divisiones del area general.

Estatica. Es la parte de la mecanica que estudia los cuerpos que se encuentran inmoviles bajo la accion
de sistemas de fuerzas. Se refiere al estudio de los sistemas de fuerzas, considerando el caso particular
del reposo, y de las condiciones para establecer el equilibrio de los sistemas de fuerzas.

Cinematica. Es la parte de la mecéanica que estudia el movimiento de los cuerpos, independientemente
de las causas que lo producen. Es decir, trata el movimiento desde el punto de vista de sus
caracteristicas externas, sin considerar las causas que lo producen o lo modifican.

Especificamente establece las condiciones y relaciones entre los conceptbs de trayectoria,
desplazamiento, velocidad y aceleracion; por ello también se le conoce como una geometria del
movimiento, que incluye el concepto de tiempo.

Dinamica. Es la parte de la mecénica que estudia el movimiento de los cuerpos, teniendo en cuenta las
causas que lo producen.

Debido a que las arecas de conocimiento toman como objeto de estudio a los cuerpos rigidos,

hablaremos ahora de modelos.
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1.2.6 CONCEPTO DE MODELO EN EL AMBITO DE LA FISICA. TIPOS DE MODELOS.

Para manejar determinados elementos se requiere idealizarlos mediante interpretaciones, lo cual
muchas veces es factible lograr a través de los llamados MODELOS. Asi las ciencias se ocupan de la
elaboraciéon de modelos representativos de fendmenos de la naturaleza, ya que la finalidad de las
mismas consisten en realizar investigaciones y en obtener conocimientos para quc se puedan entender,
y en algunas ocasiones centrolar, partes del universo que nos rodea.

Entendemos que los fenémenos naturales, en algunos casos, son demasiados complejos para que
puedan comprenderse y estudiarse en todos sus aspectos, por lo que en consecuencia no podriamos
generar modelos que los abarcaran en su totalidad, debido a lo cual se efectian abstracciones y a la vez
se singularizan determinadas variables para estudiar diversos fenomenos.

Al efectuarse esta abstraccion hacemos, desde el principio, un modelo idealizado del objetivo o
fenémeno en estudio; de otra manera; debe sustituirse la parte del universo que se esta estudiando por
un modelo de estructura similar a éste, pero mas sencillo. Debido a lo anterior puedec aseverarse que los
hechos cientificos son representaciones de los reales.

Una posible clasificacidon de los modelos, seglin su prioridad de abstraccidn, es la siguiente:

—~ MODELOS TEORICOS O FORMALES.
- MODELOS MATERIALES O REALES.

Los modelos teoricos o formales son expresiones simbolicas (de forma matemaética), en términos de una
estructura idealizada, que se supone andloga a la de un sistema real.

Los modelos materiales o reales son representaciones de sistemas reales por otros distintos, a los cuales
se les asignan algunas propiedades semejantes a las que desean cstudiarse en el sistema original.

Cualquier ley o cualquier teoria es un modelo formal que, en el caso de la fisica, trata de explicar el
comportamiento de ciertos fendmenos. Conviene hacer notar que la adopcién de un modelo real, para
un fenémeno dado, implica la construccién previa de un modelo formal, el cual puede ser poco o muy

preciso.

En efecto, la afirmacion de que un proceso real B puede servir para determinados propositos, como
modelo adecuado para el estudio de un proceso 4, implica el reconocimiento de lo que tienen y no en
comun, estos procesos.



Lo que tienen en comun estos procesos lo llamaremos modelo formal. La nomenclatura y |
construccion de los modelos requiere del conocimiento, de las caracteristicas y de las propiedades de
dichos procesos.

Los modelos materiales pueden ser tiles si permiten:

1. La realizacién de experimentos en condiciones mas favorables que las que rigen en el sistema
original.

2. Cambiar favorablemente las escalas de espacio o del tiempo.

3. Trasladar problemas de un campo complicado, con muchas incognitas, a otro mas familiar.

[.a mecanica newtoniana toma como modelos y base de su estudio los siguientes.

— Particula: Porcién de materia de dimensiones despreciables, comparadas con las de su marco de
referencia.

— Cuerpo: Porcion de materia de dimensiones apreciables, en cuanto a las de su marco de referencia.

En particular, los modelos que se emplean en el estudio de la estatica son las que se mencionan en
seguida.

— Punto masa (también conocido como particula material o simplemente particula): representacion de
un cuerpo por medio de un punto geométrico, al que se le asocia la masa del cuerpo.

— Cuerpo rigido: medio continuo que no acepta deformaciones perceptibles; es decir, todas las
particulas del cuerpo conservan sus posiciones relativas entre si, bajo cualquier condicioén de carga.
Si el cuerpo no cumple estas caracteristicas se le considera deformable.

Debemos tener conciencia de que en la realidad todos los cuerpos son deformables y que, como ya se
comento, el cuerpo rigido es s6lo una idealizacion; es decir, un modelo.

Cabe seiialar que las acciones también se modelan, tales como la fuerza aplicada en un punto, la fuerza
por unidad de longitud y la fuerza por unidad de area; estos conceptos se trataran mas adelante.

En sintesis, un modelo se considera como la representacion matematica y/o fisica de un fenémeno de la
naturaleza. Debido a que ésta es demasiado compleja para que puedan comprenderse y manejarse todos
los aspectos de un fenomeno fisico, es necesario realizar abstracciones y singularizaciones de
determinadas variables para estudiar dicho fendmeno; en consecuencia, lo que se crea es un modelo. La
Mecéanica en general se auxilia de dos tipos de modelos: los formales y los reales.
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1.2.7 CONCEPTOS DE CANTIDADES ESCALAR Y VECTORIAL.

Para establecer una relacion entre Ja causa y el efecto que s¢ produce en un cuerpo, es necesario
entender el significado de esa relacidon causa-efecto; por ello hay que definir una medida cuantitativa de
los conceptos empleados en tal relacion. Todas las mediciones fisicas, ya sea que se realicen con los
instrumentos mas sencillos o con los aparatos mas complicados, dan lugar a medidas que pueden
expresarse mediante cantidades escalares o vectoriales, segun el caso.

Las cantidades escalares son aquellas quc para cualquicr sistema de referencia permanecen
invariantes, o que simplemente requieren de un escalar para quedar perfectamente determinadas.
Algunos ejemplos de este tipo de cantidades son: masa, trabajo, temperatura, volumen y éarea.

Las cantidades vectoriales son aquellas de las cuales se requiere conocer su magnitud, su direccion y
su sentido, para quedar definidas completamente. Algunos ejemplos de este tipo de cantidades son:
fuerza, velocidad, aceleracidn, impulso y momento.

A las cantidades vectoriales puede representdrsele en forma matemadtica por medio de una terna
ordenada de numeros reales. Dichas cantidades pueden clasificarse segun las caracteristicas de los
conceptos a los que sc asocian; entre otras, se tienen:

— Vector libre: Lste representa una cantidad de la que no interesa conocer su ubicacién en ¢l espacio;

en consecuencia solo se expresa en términos de su magnitud, direccién y sentido.

— Vector deslizante: Este identifica una cantidad de la que se requiere precisar el lugar geométrico cn
que sc ubica (lineca de accion). A este tipo de vector se le asocia una expresion matematica que
define dicho lugar geométrico.

— Vector fijo: Este simboliza una cantidad que, para identificarse plenamente, ademas de magnitud.
direccion y sentido, debe indicarse el punto en que se aplica. En consecuencia, a este tipo de vector
debe asociarsele un punto definido del espacio.

1.2.8 ENUNCIADOS Y EXPLICACION DE LA PRIMERA, SEGUNDA Y TERCERA LEYES
DE NEWTON.

_En esta parte trataremos de estas leyes de Newton, consideradas como los axiomas de su mecanica.
Para desarrollar una breve explicacion de como deben entenderse estas leyes procederemos a dar
algunas definiciones que consideramos importantes, relacionadas con la concepcion filosofica de la
naturaleza.



Habiendo ya mencionado lo que se entiende por naturaleza, aqui transcribiremos definiciones acerca
del principio de causalidad, y de lo que es una ley de la naturaleza.

Principio de causalidad: todo proceso natural esta absoluta y cuantitativamente determinado al menos
por la totalidad de las circunstancias, o condiciones fisicas, que acompaiian su aparicion.

Ley de la naturaleza: regularidad establecida con seguridad bastante, de los fendmenos observados en el
acontecer natural, siempre y cuando se le considere necesaria en el sentido del principio de causalidad.

La teoria del movimiento expuesta por Newton, se sostiene por el principio de causalidad y por dos
ideas propias:

Primera: el problema central de la mecanica es el cambio de estado de movimiento,

Segunda: el cambio de estado de movimiento s6lo puede producirse por la acciéon reciproca de dos
objetos, y en dicho proceso se alteran las cantidades de movimiento, o al menos la de alguno
de ellos.

Para cl] tratamiento cuantitativo Newton necesitd de tres cantidades, siendo las que conocemos ahora
como: aceleracion, fuerza y masa.

La aceleracion ya habia sido conceptualizada por Galileo, como la medida cuantitativa de la variacion
del movimiento.

La fuerza se concebia como la medida del poder del agente que causa el cambio.

La masa, que segiin muchos cientificos e historiadores fue descubrimiento de Newton, fue concebida
como una medida de la resistencia que tiene un cuerpo a cambiar su estado de movimiento.

Para cuantificar la masa, Newton se apoyo en los experimentos de Galileo, los cuales lo llevaron a
atribuir a todos los cuerpos una propiedad llamada inercia, la cual ya ha sido definida en este texto.

Teniendo en cuenta lo anterior puede plantearse lo siguiente:
— cuando un cuerpo actia sobre otro, es decir cuando un cuerpo esté sujeto a la accion de una fuerza,

;que es lo que se puede percibir?
A esto podemos contestar lo siguiente:
— que el cuerpo al ser sometido a la accién de la fuerza, permanezca sin alterar su estado de

movimiento (que puede ser el reposo relativo) o bien que se altere dicho estado.
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Con base en lo anterior, la primera ley de Newton, conocida como ley de la inercia, puede enunciarse
como sigue: “un cuerpo permanece en estado de reposo, o de movimiento rectilineo uniforme, en tanto

no exista fuerza alguna que altere dicho estado”.

Se dice que esta ley es cualitativa por que enuncia la cualidad que tienen los cuerpos de no poder, por si
solos, alterar su estado de reposo o de movimiento rectilineo uniforme, cualidad que se conoce con el
nombre de inercia.

Recordando que las fuerzas no pueden aparecer por si solas, sino que aparecen por parejas, se tiene que
la fuerza a la cual se refiere la ley anterior, en realidad debe ser la resultante de un sistema de fuerzas, a
la que de aqui en adelante representaremos mediante F.

Cuando la fuerza resultante que actia sobre un cuerpo no es nula, se le conoce como fuerza
desequilibrante, debido a que modificara el estado mecéanico inicial del cuerpo sobre el que esta
actuando.

En consecuencia se puede ahora enunciar la ley de MOVIMIENTO, es decir la segunda ley de Newton,
de la siguiente forma: “si a un cuerpo se le aplica una fuerza desequilibrante, dicha particula o cuerpo
adquirird una aceleracion con la direccion y el sentido de la fuerza, y una magnitud directamente
proporcional al médulo de ésta, e inversamente proporcional a la masa del cuerpo”.

Se dice que esta ley es cuantitativa porque cuantifica el efecto que una fuerza produce al actuar sobre
un cuerpo, pues dicha ley sostiene que el cambio de la cantidad de movimiento experimentado por una

particula, o un cuerpo, es directamente proporcional a la fuerza que actia sobre él.

Con base en lo anterior puede establecerse que el modelo matematico de la segunda ley de Newton es:
d
F=— (mv),
ol )

donde mv es la cantidad de movimiento del cuerpo.

Ademas, para casos en que la masa sea una cantidad escalar constante, la expresion inmediata anterior
queda: '

d
F=m — .
mdt(v)
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El término ar (v) nos proporciona el concepto aceleracidn, que en lo sucesivo representaremos por
t

medio de @ ; por ello, para m=constante, el modelo matematico de la segunda ley de Newton
generalmente se expresa simplemente como F = ma .

Teniendo en cuenta lo expuesto en los parrafos mas recientes:

— puede decirse que un cambio de estado de movimiento requerira la influencia mutua de dos o mas
cuerpos (concepto de fuerza),

— puede pensarse que, al efectuarse la interaccidon entre cuerpos, éstos pueden o no ser afectados de
igual forma; aqui se abre la cuestién ;por qué?

En general pensamos que el mas afectado puede ser el mas ligero. Pero la fuerzas han quedado
definidas como la consecuencia de una interaccion entre participantes, en los cuales no pucde
establecerse una distincion cualitativa; en consecuencia, las fuerzas de accion y reaccion seran agentes

imprescindibles de una interaccion.

Basados en lo anterior podemos ahora enunciar la ley de la ACCION Y REACCION, o sea la tercera
ley de Newton, como sigue: “a foda accion corresponde una reaccion de igual magnitud, colineal y

con sentido contrario”.

Al incluirse en esta ley el caso de que la accién de un cuerpo, sobre otro, implica necesariamente la
presencia de una pareja de fuerzas, permite afirmar que esta ley es explicativa.

1.2.9 LEY DE LA GRAVITACION UNIVERSAL. APLICACIONES SENCILLAS.

Ahora bien, al estudiar el movimiento de los planetas apoyandose en los trabajos realizados por Kepler,
Newton establecidé que los planetas, al describir orbitas alrededor del Sol, debian estar sujetos a una
fuerza denominada centripeta, ya que de lo contrario no describirian tales trayectorias; es decir, no

serian curvas.

Al razonar de esta manera, Newton estaba descubriendo que sus leyes, a la cuales se les conoce en
forma general como leyes de movimiento, también eran validas para los cuerpos celestes. Este punto de
vista estaba en contra de la filosofia Aristotélica, en la cual se establecia que el movimiento de los
cuerpos celestes estaba regido por leyes misticas.

Newton consideré que la fuerza centripeta que mantiene a un planeta, en su Orbita, se debe a la
atraccion que el Sol ejerce sobre él. Apoyandose en sus leyes de movimiento, asi como en los estudios
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de Kepler, logro establecer el modelo matematico que relaciona la fuerza de atraccion, F, entre el Sol y
un planeta, llegando a las conclusiones siguientes, donde F representa la magnitud de F :

— la magnitud, de dicha fuerza, es directamente proporcional a la masa del planeta; es decir, F' = k; m,
con k; = cte.

— la magnitud, dc esa fuerza es directamente proporcional a la masa del Sol; o sea, F = k> M, donde
k= cte.

— lamagnitud, de tal fucrza es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia () entre el centro

del Sol y el centro del planeta; es decir, ¥ = 16—23— , con k3= cte.
¥

Con base en estas conclusiones pudo establecer que:

Mm

2 3
r )

F=k

donde k es'una constante.

El valor de esa constante de proporcionalidad no pudo ser calculado por Newton. Unos cien afios
después el fisico inglés Henry Cavendish fue quien calculd el valor de dicha constante, a la que se
conoce como constante de gravitacion universal y que usualmente se le simboliza por G, misma que en
el Sistema Internacional se expresa:

2 3
0 L bien  6.673x107 T

G=6.673 x1 S
kg kg -s°

Asi pues, la expresidn anterior a ésta en la actualidad se presenta como:

Mm

>
r2

F=G

endonde: F es el modulo de la fuerza de atraccion,
G es la constante de gravitacidn universal,
M es la masa del Sol,
m es la masa del planeta, y,
r es la distancia entre el centro del Sol y el del planeta.

De esta expresion puede concluirse que: “el mddulo de la fuerza de atraccion del Sol sobre un planeta

es proporcional al producto de las masas de ambos, e inversamente proporcional al cuadrado de la
distancia que hay entre los centros de ellos”.
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Al analizar el movimiento de la Luna alrededor de la Tierra, Newton se di6 cuenta de que debia existir
una fuerza de atraccion de la Tierra sobre la Luna, andloga a aquélla con la que el Sol atrae a los
planetas.

Reuniendo todas estas ideas, llegé a la conclusion de que la atraccion observada debia ser un fenémeno
universal, que se manifestara entre dos objetos cualesquiera.

De esta forma surge la idea de la gravitacion universal: dos cuerpos cualesquiera se atraen mutuamente
con fuerzas, cuya magnitud estd dada por la misma expresion matematica para la fuerza entre el Sol y
un planeta, y cuya direccion es colineal con la recta que pasa por los centros de dicho cuerpo.

De tal manera, siendo m; y m; las masas de los cuerpos, separados una distancia » entre sus centros,

habra fuerzas mutuas de atraccién, cuya magnitud estara dada por F = G —-2

et de modo que el
modelo matematico correspondiente a dichas fuerzas esta dado por:

m,m
F=G __L_Z_z_ e,
r
donde e es un vector unitario cuya linea de accion pasa por los centros C; y C,, de los cuerpos; dicho
vector tendra el sentido de C, hacia C;, en el caso de la fuerza ejercida por el cuerpo 2 sobre el 1, en

tanto que su sentido serd de C, hacia C; , para el caso de la fuerza ejercida por 1 sobre 2.

Lo inmediato anterior permite enunciar la ley de la gravitacion universal, de Newton, como sigue: “dos
cuerpos cualesquiera se atraen mutuamente con fuerzas directamente proporcionales al producio de
sus masuas, e inversamente proporcionales al cuadrado de la distancia entre sus centros”.

Ejemplo 1.1
En términos generales se define a la magnitud de la aceleracion gravitatoria, medida a 45° de latitud
Norte y a nivel del mar, como la magnitud de la aceleracion gravitatoria estandar, simbolizandose como

gs y devalor igual a 9.81 m/s.

También se define como peso de un cuerpo a la fuerza de atraccidn gravitatoria que ejerce la Tierra
sobre dicho cuerpo, asi que cuando se dice que un cuerpo pesa, se tiene que ese cuerpo gravita.

Como resultado de la definicion anterior tenemos que, la definicion de 1 kgr es la fuerza con que es
atraido un cuerpo de masa igual a 1 kg , hacia el centro de la Tierra.
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Con las definiciones anteriores y con los modelos matematicos correspondientes a la segunda ley de
Newton y a la ley de gravitacion universal, encuentre otro modelo que permita calcular Ia magnitud de
aceleracion gravitatoria que provoca la atraccién de la Tierra, sobre un objeto, a cualquier distancia
sobre la superficie terrestre.

Resolucion.

Consideremos primero el caso para cuando un cuerpo de masa m, se encuentra sobre la superficie
terrestre, tal como se ilustra en la figura I.1 .

/ cuerpo de masa m

Figural.l

Con base en la segunda ley de Newton, se tiene que:
W = mg . S (1),

donde W es la magnitud del peso del cuerpo, m es la masa de dicho cuerpo y g,es la magnitud de la
aceleracion gravitatoria terrestre.

Por otro lado, considerando la ley de la gravitacion universal, resulta:

w =g m. ()

donde W es la magnitud de la fuerza de atraccion que ejerce la tierra sobre el cuerpo, G es la constante
de gravitacion universal, M es la masa de la tierra, m es la masa del cuerpo y Rr el radio promedio de la
tierra.



Considerando la definicién de peso de un cuerpo, se tiene que las expresiones (1) y (2) miden lo
mismo, por fo que:

mg, =G ... Q).
(Rr)
de donde, al despejar g se obtiene:
GM ‘
gs = 7' ~2 2 (4)5
(R'r)

modelo que permite calcular la magnitud de la aceleracién terrestre.

Ahora consideremos el caso en que el cuerpo se encuentra a una distancia H considerable, sobre la
superficie terrestre, segun se ilustra en la figura 1.2 .

cuerpo de masa m

Figura 1.2

Como el cuerpo ahora no se encuentra en la superficie terrestre, en este caso la magnitud de la
aceleracion que produce la Tierra al cuerpo no es g, sino otra a la que llamaremos a.

De acuerdo con la segunda ley de Newton se tiene que:
F=ma ... (5),

donde F es la magnitud de la fuerza de atraccion, m es la masa del cuerpo y a es la magnitud de la
aceleracion recién definida.



Por otro lado, si consideramos la ley de la gravitacion universal resulta:

‘ Mm
(R, + H)’

.. {6),

donde F es la magnitud de la fuerza de atraccion que ejerce la Tierra sobre el cuerpo, G es la constante
de gravitacion universal, M es la masa de la Tierra, m es la masa del cuerpo, Rr es el radio promedio de
la Tierra y H es la altura donde se ubica el cuerpo, medida con relacion a la superficie terrestre.

Considerando que las expresiones (5) y (6) miden lo mismo, se tiene:

Mm .
ma=G e (M
(R, + H)
De la expresion (4) despejamos a G obteniéndose:
(R,)?
G="5s MT .. (8);
al sustituir (8) en (7), se tiene:
B2
oy = gs( T) Mm
M (Rp +H)?
y despejando a, resulta:
2
a8 (R
2
(R, +H)
lo que puede escribirse en la forma:
2
= — RT 9
a= T g, ... (9),
T

modelo que permite calcular la magnitud de la aceleracion a producida por la Tierra sobre un cuerpo
que se ubica a una distancia H, medida con relacidn a la superficie terrestre.
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Ejemplo 1.2
Considerando que el radio promedio de la Tierra es 6376 km, y que la masa m de un cuerpo es 5000 kg,

calcule a qué distancia, medida sobre la superficie terrestre, debera ubicarse dicho cuerpo para que la
magnitud de la fuerza P de atraccion gravitatoria, terrestre, se reduzca a un valor de 9810 N.

Resolucion.
Aplicando la segunda ley de Newton, tenemos:
P =ma ;

de esta expresion despejamos a la magnitud de la aceleracion, resultando:

a=-—:
m

y sustituyendo los valores para P y m se obtiene:

por lo que (para el valor de P considerado) la magnitud de la aceleracion a es igual a 1.962 m/s” .

Como este valor es menor que el de la magnitud de la aceleracién gravitatoria estdndar, debemos
considerar que el cuerpo no se encontrara en la superficie terrestre; esto es, debera estar a una altura H
sobre ella, la cual debemos calcular.

Ahora bien, considerando que la magnitud de la aceleracidn gravitatoria a cualquier altura H, medida
con reiacion a la superficie terrestre, segun (9) est4 dada por:

de esta expresion, despejando H se tiene:

H= %5 R)-(Ry) ;
| a
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sustituyendo aqui los valores correspondientes a g .ay Rt obtenemos:

—

981
H= |2 % (6376)-(6376) ,
11.962

de donde, al realizar operaciones resulta H=7881.17 km, que es la distancia solicitada.

Ejemplo 1.3 .
Considerando que la distancia d promedio entre los centros de los planetas Mercurio y Venus es
5.85 x 10'° m , y que las masas respectivas son my = 338 x 102 kg y my = 48.3 x 10% kg,

ignorando la presencia de otros planetas y satélites, determine:

a) la posicion a la que debe estar un cuerpo, de masa m, entre los planetas mencionados, a fin de que
dicho cuerpo pueda considerarse en equilibrio, y,

b) lamagnitud de la aceleracion gravitatoria (g ») en Mercurio, si su radio promedio es 2.57 x 10° m.

Resolucion.

a) Efectuemos la construccion de un gréfico (el de la figura 1.3), que permita tener una visualizacién
del problema:

dj d;

T

Figura [.3
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Al aplicar la ley de la gravitacion universal para el planeta Mercurio y el cuerpo, y luego para Venus y
dicho cuerpo, resultan respectivamente:

m m * m m
F =G —~——” — y - F =G——
‘ (d) ’ (d, )?

Como hemos considerando que el cuerpo se mantiene en equilibrio, atraido por los dos planetas, con
fuerzas de igual magnitud, podemos escribir:

m m m_m
G M _ G } -
; 2
(d R h%
realizando simplificaciones obtenemos:
!Wﬂ.qu :
\m, d,
como d=d, +d, ,al despejar d; resulta:
d =d-d,

Sustituyendo esta ultima expresion en la inmediata anterior, se tiene:

/mM _d-d,
\‘, m, d,

por lo que, al despejar d, resuita:

d2 -
1+ |2y
\ my
modelo matematico que permite calcular ¢ ; asi sustituyendo los datos obtenemos:

1nl0

1+‘,;~_.

realizando operaciones se tiene que: dy = 4.640671 x 10" m y o) = 1.20933 x 10" m. que serian las
distancias del cuerpo a los centros de Venus y Mercurio, respectivamente.



b) Para calcular la magnitud de la aceleraciéon gravitatoria en Mercurio, aplicamos el modelo
matematico de la ley de gravitacioén universal; entonces:

m

& mercurio = G m

Sustituyendo valores se tiene:

3.26 x 10 %
(2.57 x 106

& mercurio =60.673 x 10 -1

de donde, realizando operaciones, obtenemos finalmente:

& mercurio = 3.314 m/S2

que es la magnitud de la aceleracién solicitada.
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II. CONCEPTOS BASICOS DE LA ESTATICA.

Aqui nos ocuparemos de presentar los elementos indispensables para poder abordar plenamente el
tratamiento de ios sistemas de fuerzas, parte fundamental en la ensefianza y el aprendizaje de la estética.

Entre otras cosas, n0s ocuparemos de mostrar como obtener el vector representativo de una fuerza
cuaiquiera asi como definir el momento de €sta, tanto respecto a un punto como respecto a un gje,
adermas de presentar el Postulado de Stevin y principios tan importantes como el de equilibrio, ei de
wansmisibilidad, y el de superposicion de causas y efectos, después de los cual describiremos y
ejemplificaremos los procesos de composicion y descomposicion de fuerzas.

Aunque pudiera pensarse que fuera innecesario, recomendamos al lector que, antes de continuar con la
lectura del tema que desarrollamos enseguida, lea lo que sobre componentes vectoriales y escalares le
presentamos en ¢l Apéndice B de esta obra.

1.1 DIVERSOS TIPOS DE FUERZAS: DESCRIPCION; EFECTOS INTERNOS Y
EXTERNOS PRODUCIDOS POR ELLAS. VECTOR REPRESENTATIVO DE
UNA FUERZA. POSTULADO DE STEVIN. RESULTANTE DE UN CONJUNTO
DE FUERZAS CONCURRENTES. ENUNCIADOS DE LOS PRINCIPIOS DE
EQUILIBRIO, DE TRANSMISIBILIDAD Y DE SUPERPOSICION DE CAUSAS Y
EFECTOS. PROCESOS DE COMPOSICION Y DESCOMPOSICION DE
FUERZAS.

11.1.1 DIVERSOS TIPOS DE FUERZAS Y SU DESCRIPCION.

En términos generales las fuerzas pueden clasificarse segin su naturaleza, a saber; ya sea por contacto o
a distancie.

Las fuerzas por contacto son aquellas que se producen cuando los cuerpos entran e¢n contacto. Aqui
nodemos hablar de otras dos posibles formas; concentradas y distribuidas.

Yas fuerzas concentradas son aquellas cuya posibilidad de represeniacion se da cuando el area en donde
actda es minima, comparada con el drea total del cuerpo en donde actua. En estas condiciones se

considera el modelo de la fuerza puntual; es decir, una fuerza aplicada en un punto.

Las fuerzas distribuidas sc pueden subdividir a su vez en: distribuidas por unidad de longitud vy
distribuidas por unidad de area.

Las fuerzas por unidad de longitud constituyen un modelo que permite considerar a las fuerzas
actuando sobre un eje.
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Las fuerzas por unidad de &rea constituyen otro modelo; el que permite considerar a las fuerzas
actuando sobre una superficie.

Las fuerzas a distancia son aquellas que se producen cuando los cuerpos no se encuentran en contacto.
Entre este tipo de fuerzas estén las gravitacionales, las eléctricas y las magnéticas.

I1.1.2 EFECTOS INTERNOS Y EXTERNOS PRODUCIDOS POR FUERZAS.

La accion de un cuerpo sobre otro produce efectos, los cuales pueden considerarse de dos tipos; a saber:
los internos y externos.

Estos efectos en general modifican el estado inicial del cuerpo, ya sea en su estado de movimiento o en
su forma. Asi, los efectos externos se producen cuando existe un cambio en el estado de reposo ¢ de
movimiento del cuerpo, mientras que los efectos internos se dan a través de deformaciones de dicho
cuerpo, independientemente de que esté en reposo o en movimiento.

Para nuestro ambito de estudio, al considerar solo los efectos externos, consideramos a los cuerpos
como cuerpos rigidos.

II.1.3 VECTOR REPRESENTATIVO DE UNA FUERZA.

Como ya mencionamos, un vector tiene tres caracteristicas basicas: magnitud, direccién y sentido. En
general, cuando hablemos del vector representativo de una fuerza, nos referiremos a la expresion de esa
magnitud vectorial mediante sus componentes ortogonales.

Para poder efectuar dicha representacion, se consideran los vectores unitarios i, j, k, asociados a los ejes
ortogonales x, y, z, respectivamente. Cabe mencionar que dichos vectores siempre se asocian a las
direcciones y sentidos positivos de los ejes coordenados (ver figura II.1).

Figura II.1
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Asi, considerando el diagrama de la figura II.1, donde F es una fuerza cualquiera, se tiene:
F=F,+F,+F,,
tomando también la forma:
F=Fi+Fj+Fk ,

donde F.i, F,j y F;k son las proyecciones de F, tales que:

Fi=Fi=|Fl(cos a) i=(x4-x0)i ,

Fy=Fj = |Fl(cosB)j=0a-y0)j .y,

F,= Fk=|Fl(cosy) k=(zu~z0) k .
Asi,

F=|F|[(cos 0)i + (cos B) j + (cos ) k 1 ;
donde:

[(cos a)i + (cos B)j+ (cosy) k] es*su” vector unitqrio.

Los angulos a, B y v, de la figura IL.1, se conocen como angulos directores, los cuales son medidos
siempre desde la direccion positiva del eje considerado hacia la linea de accion de la fuerza

Los cosenos de dichos angulos, se denominan cosenos directores, los cuales es usual simbolizarlos asi:
I=cosaa , m=cosf} ,y, m=cosy

mismos que seran negativos para angulos directores mayores de 90°, hasta 180° inclusive.

Los cosenos directores pueden calcularse de la siguiente manera:

X

I71

Zz

cosp=~2- |y, cosy =
£l

cosa =



Ejempio II.1 La fuerza de la figura I1.2 tiene una magnitud de 260 N , su soporte pasa por P y por O, y

.—’
tiene un sentido iguala PQ .

P(5,3,00m
02,7,12) m
0
A
/
s |
-
|
R —> ¥
._/_(7/_/_.___1//
///
—— P
x
Figura I1.2

Con base en ello, determine el vector unitario con la direccion y el sentido de F;, ademas,
correspondientes a dicha fuerza: sus cosenos directores, sus componentes, sus proyecciones y su
expresion vectorial (vector representativo).

Resolucion.

a) Se tienen:

i .
PO=(2-5)i+(7-3)j+(12~0)k =-3i+4j+ 12k, y,

PO = C3P P +(2F =13,

debido a lo cual, el vector unitario pedido resulta:

er =] (PQJ’
79

-3i+4j+12k
eF ———r 13___A :

_éi + i" + 1,2_
13 13 13

e = k.
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b) Teniendo en cuenta lo anterior, los cosenos directores resultan:

_ -3 4 12
I=-— 1 m=— ,y, n=—
13 13 13

¢) Las componentes rectangulares vienen siendo:

~~3}=-60N

Fx=260(
13

F, =260 (ij =80N
13

_260 [12) -
F, =260 (EJ 240N

d) A las componentes del inciso anterior les corresponden las proyecciones rectangulares:
F,=-60i[N] , F,=80j[N] ,y, F;=240k[N].
e) Con base en las proyecciones recien citadas, puede decirse que la expresion vectorial de F es:

F=-60i+80j+240k ,[N]

II.1.4 POSTULADO DE STEVIN O REGLA GENERALIZADA DEL PARALELOGRAMO.
RESULTANTE DE UN CONJUNTO DE FUERZAS CONCURRENTES.

11.1.4.1 POSTULADO DE STEVIN O REGLA GENERALIZADA DEL PARALELOGRAMO.

Simén Stevin, nacidé en Brujas actual Bélgica (entonces paises bajos espafioles) en 1548, murid en
Rotterdam en 1620, estudié en Leyden y en la Universidad Complutense de Madrid (Alcala de Henares)
de Espafia. Viajé por Italia, conocié a Giordano Bruno y a Galileo cuando éste era joven, regreso a
Brujas y fue nombrado ingeniero y encargado de canales por el Principe Guillermo de Orange. Su
principal misién fue la de construir y mantener canales para la navegacion, asi como establecer el
transito de entrada y salida de los puertos interiores destinados a la de estiba y el comercio.

Para resolver el problema de arrastre de embarcaciones, ide6 la construccion de caminos paralelos a las

margenes del canal, sobre los que se movian carretas tiradas por animales produciendo un movimiento
paralelo al movimiento de las aguas de dicho canal (ver figura I1.3).
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Figura I1.3

De estas experiencias intuy6 el principio del paralelogramo que denomind “Suma Geométrica”. El
nombre de la ley del paralelogramo le fue dada hasta el siglo XVIII por D’ Alambert y al generalizarla
se estableci6 como Postulado de Stevin. Asi: R = F), + F3, donde la resultante estd dada por la diagonal
del paralelogramo formado por las dos fuerzas, segin se ilustra en la figura I1.4.

Figura I1.4
Considérese un conjunto de » fuerzas conformado por Fj, F, . . . F,, todas ellas concurrentes en un
mismo punto. La resultante del conjunto descrito es F tal que F = F| + F, + . . . + F,, segun puede

demostrarse con base en el Postulado de Stevin recién descrito, mismo que actualmente se le conoce
como regla generalizada del paralelogramo y que en forma vectorial se enuncia de la siguiente manera:
“Todo sistema de fuerzas que actiia en un punto masa, puede sustituirse, sin que se modifiquen sus
efectos externos, por una sola fuerza igual a la suma vectorial de todas las que forman el conjunto,
llamada Fuerza Resultante, que esté actuando en dicho punto masa”.
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I1.1.4.2 RESULTANTE DE UN CONJUNTO DE FUERZAS CONCURRENTES.
Teniendo en cuenta lo recién mencionado puede decirse que, tratandose de un conjunto de tres fuerzas
concurrentes cualesquiera, para poder obtener la resultante de dicho conjunto, de acuerdo con la regla

generalizada del paralelogramo, se presentan dos posibilidades:

a) en forma grafica (segun puede apreciarse en la figura I1.5), y,

Figura IL.5

b) en forma vectorial, es decir:
Rr=F +F+F; ,

o bien,

Rr=R,+ F; :

debido a ello, para el sistema de » fuerzas concurrentes, se tiene que:

R =Zn: F, il
i=1

47



Efewplo T-2
Detevmfue Je Joj wa vieral cl?‘pelfeo(‘}ef /a Maqw?‘}ud c’fe )a YesoHaW/e
de las dog {oevzas Cb}jrﬂua,}’(’g mostradas ew 19 ffgum I-c

\Y
Z0N F
+ 30 o 5 X
E ] sH
Y Frgura I-6
Kesoluereh.

Cou paste ey los datos se obfteneu:
F = 20(— o 30°+ Fsou30°) :ZOG--C;B— ¢°+%j’ =—10B'C+107 , N, v,
E = deb?do a lo coal le vesoHaute de las fverzas dadas es:
R=F +E ="1o{E3-5f N,
Toer za coya wmaanf%d eg
IR| ={1omN® 5) =[300+25 =515 =508'N. .. -®

¢

A com%’wuacf’o»f \)a\ua vewiof d?chcf Maabﬂ’\toii U ‘Fuwc‘\’oa de )o,
modolos de lar foerzag da&as/as(/cmuo del 61/(48010 (B =120°)

’COVW\aJo eu‘{’er e“as.

IR =(IF1+ (B +2[F||E =g =

= f (20)+ (15Y¢ + 2.(20)Y15) cos 120"=

= [ 400 +725 + 00 (-0.5) = [676-300'= {315

0O Senr grue=

IR[=5{EN,
\/a(oy qua QOF(/\Q?CJQ Cown e% ({qclo d?ok @



E fewu Fﬂo 1-3
Scble oua av‘Vru‘q (Oca(‘rza da e e) ovi’gem Je) sitewa de Y-efeyemw
cva wostrado <w la Legora L7 actSau 1ol ctuco @uevzaf mos‘f"rcm?afj

de. wodo gue E ,E 1 K sou coleeales Veskec‘f’?’t/amew?e tou los efes

562, en faute goe (o5 SOJGOV+?S de E v E }pawm pov Ay B, res-
FQC‘*T\/O\ WA eu“’e) aéema/_ﬁ c\ﬁ POSQV kOV' O.

Para tales coucl?c(’oueS, obtenge. la ‘?oe\rz%a, ‘%UQJ [OVOAU%CA los waf wos
efectos, cobre la };an’m)]a,, goe las ctuco foerzas descittas.

Q@So IUC?O/H-
Se. *Hew@u :

F=0t  E=155, FE=5k

_3-4 -
F -0e, =235 | =—nt-xg, v,

=€, = %EZ”Z;“LW = 6T +207 + (OK,

debtdo a lo cual, la vesoltaute del con funts de esdcs cluen
$ueVEa§ e5
R = (of)+ (51 + G ¥+ (12~ 9)+ (z0{+ 2074 0K,
€< dechy:
i =12u+195+ 15K, N,

que. et lo. foevza }DLQ\?JQ
49



Ejem‘bfoﬂ;4-

Las -Fue)’iaS F()Fz v F; wmosTradat en |a ‘fi’ vra T*8 TTeneu modolof
de 150,200 y 450N, Y, adewdct de pacay bor el Ortaen del sPstewa de
Vefe_yewc?a)‘sos [fueac de accloin pasan )oov ARy C kes}oec‘f;"va—

Weute. Obtenga de dots wau erag drLeyeutes la resoltaute de| con-
. > /
Jouto fopwado Por esas tres foeyzas, asi cowo <o wédolo .

AZ
S~ -~ ?(4)'—8) 8\%/\
\‘F\
A5oN TS~ - JOo Fﬁ. —>T
200N B(9,8,0)wm
A Cﬁ/ O)O\w‘
F
150N
X ;?ZOYG I’g

Q(’Soiuc?ow ,

1% wauera~ Cou base e los datos, se obtrenen:

F=1500,8; F =200, v, B =450, =450 28 sot-gorfiscot
por lo goe, la vesolfante del coufouto dudo, obteutda cowo F+E+F,

s: R=2%00t-1007+300K ,N, - - - - - —0,

covo mddolo vesolta 1|R|= 100G+ 3V = 1ood@' N - - D.

7% waanawo — Tentemdo o cuem'hx (o€ va loves c(e E Y F‘Z al HaAMQ.V

y
F

h & \a V€Su[+om+e Je\ CO(Aj’ovljfo 'COVVV\GLAO POV }a& dos {%wa&ag
tecPSu cf’*cu\a&) se 47eue E :FIJ"E: l50‘t’+zooj’) N, Y, 153 I:ZSON/'
wn base en ello; o resvltante delas tres foerzas dadac ahoya |a ob-
Feutwoy wedfaute R:E+F3'~'—Q&)?‘\»Zoo_ﬂ+(150T~3wj+300k3=300?—\ooj+3coK/N)

Valoy g0e co?udig cou C), valoy ilaclu pov ®, wsd = lﬁ.lg\:%%:—%ﬂ/
IRI=|IE1%IE[%2 Iﬁﬂ@lcos¢=J(250)z+(+50\z+1(254(45%;‘,):100{\?\1N)Wy3,47 por @.

50




E fewplo T4 (contPuoac téu) (%/2)

Como cow\pfew-em"o }Da‘m este ejew‘()io (IC“#)) eu la —{\f’gum -9
PV?SGV‘ﬁtwoS ou 8%6\/‘pf’co goe erwmbPte al vecfal, con otro (’M'IPO?UG) la s

dos waneros Q]?fe\/en%ef couto obfovPimot la resoltaute del cowjuufo de
las Tves Tuerzas dadas.

*:Pgom r-9
E

/

_-___-,‘____W_‘_b/ ﬂ \
\
\

e

La P'{fleka, ma nera goeda qhora sosteutada eun gue C’\"(’HQ }’esuHqu.'fe
QR\ tPeue su Faa.r{'e fneceal en el Fr?vtc’r‘{oﬁo/ Y sv /oay'Fe f7ual doude

terwitna, el Jooll’ ono de fuerzas gue se forwa al Obfrar o F a
coutfuoactd, de l Ce& decty a PaV‘H’V del Leual de és’fa)) Y ubfcando

& FS Ce COM+?MUaC?O/M ({Q E/ +o<10 eS{’o cle C(CL)EEVJD con la ]e\( %Wweka—
(?E&ada cf@,\ /Oa"/ale\og raumo 5 o seq q,ue)'w este caso, KO Se obt?enen

reso g utes Favcm‘:ef anYes do obteuer |a resoHuute del coufouta.

La ofra wianera wmf;remclo dos fotes de comJaosi’c?oﬁ de foeyzas;
| Pr?wem doude co obtfeue lo vesultaute Je Fl - Fz. , tdou +¢ Loca ble
como F (verla en la J:?gom .9 Toer 2o que Vo de) @y?md#'l’o de
Fal frual de ) 1 1a segouda donde se obtrene la resoltau-
+o del Comjom)ro (de lag tres {foevzas &qdaﬁ) como la soma Vectorml
de F « B
fewal de F.
Opacrveie en la #x'goro& 19 el o{mgvlo ¢) Gue Lorwan F; Y Fs;

MTSW0O QUQ ‘fMJreV VTHO < uha le \a& Maweral Q}ve, Se me(eamu bam

, << decty o foerga que va e prevctpro de F. al

obtener el wmddulo de la resoHuute de 1as +ves foer zas dadas.



I1.1.5 ENUNCIADOS DE LOS PRINCIPIOS DE SUPERPOSICION DE CAUSAS Y EFECTOS,
DEL EQUILIBRIO Y DE TRANSMISIBILIDAD.

Si la accién aislada, de cada una de las fuerzas que actuan sobre un punto P de masa m (como el de la
figura II.5), le produce aceleraciones parciales, con base en la Ley de Movimiento de Newton
obtenemos las siguientes expresiones:

Fi=ma, F,=ma, y F;=ma;,
debido a lo cual:

Fi+F,+F=m(a+ta;+as).

Entonces, considerando como constante a m, para un sistema de » fuerzas actuando sobre P, podemos
escribir:
n

S F=mY a, .21

i=1 i=|

expresion que puede considerarse como el modelo matematico del Principio de Superposicién de
Causas y Efectos para una particula, modelo que permite enunciar dicho principio de la siguiente
forma: la suma vectorial de todas las fuerzas que actudn sobre un punto masa, llamada fuerza
resultante, produce a dicho punto una aceleracion igual a la suma vectorial de las aceleraciones
producidas por cada una de las fuerzas componentes; o sea que, la suma de las fuerzas (causas) que
actuan sobre un punto, es decir la fuerza resultante, produce sobre el punto un efecto (aceleracion) igual
a la suma de los efectos (aceleraciones) producidos por cada una de las fuerzas.

De manera similar se enuncia el principio de superposiciéon de causas y efectos para cuerpos, sélo que
en este caso debe hacerse referencia a efectos externos.

Principio de Equilibrio. Este principio establece que dos fuerzas estan en equilibrio cuando su suma
vectorial es nula, lo cual se cumplird siempre y cuando dichas fuerzas tengan igual magnitud, sean
colineales y posean sentidos contrarios. Para ver lo que esto implica, tomaremos como modelo una
particula P en donde actuan las fuerzas F; y F> que cumplen las condiciones citadas (ver figura I1.10).

F; F

Figura I1.10
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Segiin este principio F =- F,asique R= )Y F;=F,+F;= F,+ (-F;) = 0, y en consecuencia F} y
i=1

F> forman un sistema de fuerzas en equilibrio. De la segunda Ley de Newton se tiene que R =ma y

si m # 0, entonces necesariamente a = O, lo que significa que la particula P no ha sufrido modificacién

alguna en su estado de movimiento, es decir no se le ha producido aceleracion alguna, que es lo que

caracteriza al equilibrio.

Por lo anterior podemos afirmar que, un conjunto de fuerzas concurrentes esta en equilibrio si la suma
vectorial de las fuerzas que lo constituyen es nula, es decir si:

i F,‘Z 0.
i=]

En general, los efectos externos provocados por un sistema de fuerzas que actia sobre una particula, o
un cuerpo rigido, no se alteran si al sistema de fuerzas original se le adiciona, o se le quita, un conjunto
de fuerzas en equilibrio.

Como ya menciono las fuerzas se presentan en parejas, por lo que las acciones mutuas entre los cuerpos
constituyen sistemas de fuerzas en equilibrio.

Principio de Transmisibilidad. Este principio establece que los efectos externos que la fuerza
produce, son independientes del punto de aplicaciéon de la misma, siempre y cuando el punto se
encuentre sobre la linea de accion de dicha fuerza. Considérese un cuerpo como el de las figuras I11.11,
I1.12 y IL.13, de modo que en la II.11 tiene aplicada una fuerza F en el punto P, y en la figura I1.12 se le
adiciona en Q una pareja de fuerzas en equilibrio, colineales con F.

g ¥
F
FiguraIl.11 Figura I1.12
Fuerza aplicada en el punto P Adicién de un sistema de fuerzas en equilibrio en
el punto Q.
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Teniendo en cuenta que F aplicadaen P y —F actuando en Q estan en equilibrio, para efectos externos
del cuerpo, al realizar la suma vectorial de las tres fuerzas de la figura II.12, puede decirse que dicha
suma corresponde a una sola fuerza (F) aplicada en Q; con base en ello (ver figura II.13) es factible
establecer que una fuerza puede trasladarse sobre su linea de accidn, sin que se alteren los efectos
externos del cuerpo en el que actua.

FiguraIl.13

I1.1.6 PROCESOS DE COMPOSICION Y DESCOMPOSICION DE FUERZAS.

Frecuentemente, en la resolucion de problemas, donde actiia un conjunto de fuerzas en una particula o
en un cuerpo rigido, es necesario sustituir dicho conjunto por una sola fuerza, llamada fuerza resultante,
que como ya lo mencionamos producira los mismos efectos externos (de traslacién).

Al proceso descrito se le conoce con el nombre de composicion de fuerzas; dicha composicién puede
efectuarse en alguna de las formas descritas a continuacion:

a) grafica: aplicando sucesivamente la regla del paralelogramo,

b) escalar analitica: obteniendo sus componentes ortogonales, y,

c) vectorial: obteniendo las expresiones (vectoriales) de las proyecciones y después efectuando la suma

(vectorial) de dichas proyecciones.

Al igual que puede sustituirse un sistema de fuerzas por su resultante, una fuerza puede sustituirse por
un sistema tal que esta fuerza fuera la resultante de dicho sistema. Sin embargo, este ultimo proceso
estd limitado ya que una fuerza podra descomponerse en un maximo de tres proyecciones.
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La sustitucion de una fuerza puede realizarse mediante proyecciones de tipo ortogonal (proyecciones
con direcciones paralelas a los ejes cartesianos) o en proyecciones oblicuas, donde a su vez cada
proyeccion tendra compenentes ortogonales.

A continuacién se muestran los procesos de composicion [ver figuras II.14(a) y I1.15(a)] y
descomposicién [ver figuras I1.14(b) y IL15(b)], rectangulares, en dos y tres dimensiones

respectivamente. ‘

A) Composicion y descomposicion en dos dimensiones:

A.1) Composicion: A.2 ) Descomposicion:
F.+F,=R R=R,+R,
y Y

o Fx 0 Ry
Figura I1.14 (a) Figura I1.14 (b)

B) Composicion y descomposicion en tres dimensiones:

B.1) Composicién: B.2 ) Descomposicion:
F,+F,+F,=R R=R,+R,+R,
z
[}
P . it |
- | -~
| ‘ | [ |
| R | | |
| | | |
] | | |
| | I |
I | Fyl l
| } . |
, Fx o l // y ) /
______ -
x x
Figura Il. 15 (a) Figura I1.15 (b)
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Para proyecciones oblicuas en una, dos y tres direcciones, se tiene lo expuesto en las partes C), D) y E)

siguientes.

C) En una direccion se tiene:

_.)
[F proyectada en PQ]= Fpg = (F - epg) epg ; ver figuraIl.16 .

zZ //
L\
\ //
y(\
\ o
\
// \ ,/"F
/ S
/(\ —/\
ST Frg
/-
P~
A 0 *
X
Figura II. 16

D) Composicién y descomposicion oblicuas en dos direcciones [ver figuras I1.17(a) y [1.17(b)]:

D.2) Descomposicion:

D.1) Composicion:
R=R1eRl+R2eRl

F]el:l +F2eF‘2 =R

Figurall.17 (a) Figura I1.17 (b)
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E) Composicion y descomposicién oblicuas en tres direcciones [ver figuras I1.18(a) y I1.18(b)]:

E.1) Composicion: E.2) Descomposicion:
4

Figura I1.18 (a) Figura I1.18 (b)

Composicién aplicando la ley de los cosenos. Esto vamos a hacerlo con base en lo mostrado ¢n las
figuras 11.19(a) y I1.19(b).

|F>lsen 6

b
0 | F1l IIlecosG :
T

o |

Figura [1.19 (a) Figura I1.19 (b)
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Teniendo en cuenta las figuras recién citadas, y haciendo | F, | = F) asi comro | F, | = F, , obtenemos:

R? = (Fy + Fycos 0)? + (Fy sen 0)% ,
R = (F1)* + 2 F1F; cosB + (F3)? cos? 0 + (Fy)* sen’ 6 ,

R2=(F\)* + 2 F\Fy cos0 + (F3)* (sen0 + cos’0) ,
y.
R = (F))* +(Fy)* + 2 F1F; cos0 ... [3).

La expresion [3] es valida para cualquier valor de 6, s6lo que para 90° <0 < 270° el coseno de 0 resulta
negativo, es decir menor que cero.

Composicion aplicando la Ley de los senos [ver figuras 11.20(a) y 11.20(b)].

Figura I1.20 (a) Figura I1.20 (b)
Considerando triangulo de la figura I1.20 (b), resulta:

R _FH _ 5K

sen¢ senp seny
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EJEMPLOILY

Considere un sistema de referencia cartesiano Oxy con respecto al cual, en

metros, se define la posicion de los puntos M(3, ~4) y N(5, 12), ademas de |a

fuerza P que pasa por el origen del sistema citado,O, tal que P = 70i - 56j, N.
Teniendo en cuenta lo anterior:

a) proporcione las componentes y las proyecciones cartesianas de P ,

b) determine las componentes de P con relacion a dos ejes rectos que
pasan por el origen, del sistema de referencia, tales que uno de ellos
tiene la direccion y el sentido de om , en tanto que el otro tiene la
direccion y el sentido de ON.

c) descomponga P en dos fuerzas que pasen por el origen, F; y Fy , de
modo que Fytenga la direccion y el sentido de W , en tanto que Fy
posea la direccion y el sentido de onN.

i

Qes«:(uc?oﬂ,— Cou bate e lac deffulclouet de cow pou exte y de "pf’owecd‘o&
Cavée&?ow £ do vu @uevfa\,ae Yrene gue, las C?M boun eates cgiteliaual
de sou FPy=7F0, Py =—56 Pz.;o U N_) e touto goe lot vo\ €Cc? o nel
Cavtesfauot de dvdne Folbvza sou P, =%0¢, P\f?____gej} @Zoiz,euN
b) Teuteu do eu coeuta los datos, teuewtos:

Bl = 3t-4; , |60 | = {@Ys C =5, &, = ¢ Bi-41);

St =504 12], (R ={GFr DT = 13N, g = & (012D,

€mLow<es, las cOwFoueu+'el P‘)?JTJM resoltaw Sev & Cou relacion al efe m:
P"@é’i@« = (F0%-569)- [% (37-4 j’ﬂ:%—(llD-% 224) = ‘_*/35& N,

o faunto que ; ©u velaclol al ?]'e_(flt!t

= ) 1 o
P Gép = (70 C~—563}-{‘7‘§ (SKHZﬂJ = rg<550'672>—
C> (PaVa JeSComrouPV a P eu FU Y FW) M’f{"a [as COMJ‘fcf’ow({,cJe‘Je (UL&(MY’}’SG:
- . B "y
P =0, QO?C(- + FW eON ; ec decpy ?O(a"EQT: Fu (é6?—4jﬂ+ FV\/ (_'ECSLMZJ):))

OS\/ ‘O\)eS) Fov Yaua\glgvc\ de \)Q(+OV9Y/ c\ebe "‘QM()VSC:

Z
?D:'g-ru“"% FW —»»—-@ ;T) _‘SQ:—’%FU—F’:—?;FN -'@/

ctlema de ecuacionel que Se cvwple para Fu=I1CON  Fiy=26N,

377 N.
3 /

debtdo a lo cual se eneus

£ = F.8= 00| & G1-41 (= co’-80], N, ¥,
_ Y Dt e '

FW = FV\) eéfq _ 2(7[—@'(&%- )Zfﬂ..- loC+247,N,
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Ejemplo II.13 Dada la fuerza R de la figura I1.27, comprobar que dicha fuerza se puede descomponer
en dos proyecciones oblicuas dadas por:

| | i |
R, = [%_K**E_Bv,;}ft .y, R,= l[:R 554—[}3

<eA><eB§

- -
donde e, y ep son vectores unitarios con las direcciones y los sentidos de O4 y OB, respectivamente.

L
~

Figura I1.27

Resolucién.

Con base en el postulado de Stevin se tiene que; R = R4 + Rp , debido a lo cual:
R =R,e4+ Rgep (D).
Primeramente expresamos los vectores unitarios de las direcciones oblicuas, en funcion de los cosenos

directores correspondientes:

@y = COoS-Ou4i + cos By ... (2),

ep = cos ogi + cos Pgj .o (3).
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Considerando (1), (2) y (3), resulta:
R =R, + Rg= R,(cos oi + cos By) + Rs(cos api + cos Bgj) ,
de donde se obtiene:
R=(R4scosay+ Rgcosap)i+ (Rscos P+ RpcosBp) ,

por lo que las componentes cartesianas rectangulares de R con relacién a x e y, respectivamente, son:

R.=R,cos o+ Rpcos og ... (4),

RyZRA CcoS B,q'*‘RB cos BB (5)
Al escribir (4) y (5), respectivamente , como :

(cos ag)R4 + (cos ag)Rp = R, ... (6),
y,

(cos B4)R4 + (cos Pp)Rp =R, )

se forma un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas (R4 y Rp), sistema que resolveremos
empleando la regla de Kramer.

El determinante del sistema es:

‘cosaL; cosop! B
=| 4 B] , cuyo desarrollo también corresponde a: |e4x es| ,
cosB, cosPpg,

mientras que los determinantes para R4 y para Rp son:

R, cosog] )
AR, = |, cuyo desarrollo.también corresponde a: |[Rxeg , Y,
R, cosBy
cosay R, .
= , cuyo desarrollo también corresponde a: |R x €,4] .
cosBy R,
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Con base en lo anterior, resultan:

+ 7] R xXe I ! Rxe % .
] B | A
—_l D} , y X RB — ]‘, a4 i

R, : |
€4%€p |€4X€p|

debido a lo cual puede afirmarse que:

;RX"e i ! ‘:Rxe ‘
RAV 1 l} o |14 s Y RB = 1‘-v' ~il € >
[legxep| €47 €p)

con lo cual hemos concluido ia comprobacion pedida.

Otra forma de comprobar lo pedido consiste en mostrar que R4 y Rp se componen en R, o sea que ésta
es su resultante.

Con base en el enunciado se tiene que:

| i J ki
Fxeg|=| | F, F, Oi "=E k(-Fx senfp-F, cosB) !=FxsenB+chosB

cosB —senf O

i J k‘
Fxe,=| | F, F, 03 =i k(Fxsena'—chosa)I=Fxsena—chosa

cosa  sena O

i J k

e, xep =| cosa sena 0| =l (—cosqsenB—senacosB)k |=sen|3 cosa + sena. cosP

cos B —-senf 0!

(D),

(),

- (3),

. (4);

68



basados en (2) y (3) obtenemos:

\Fxepge,= (Fx senB+chosBXi cosa + j sena) . (5,

%erA!eB = (Fx sena—chosaXi cosP—j senB) ... (6},
Yy,

Fxegle,+ Fxe,jey = i(Fx senficosa + F), cosBcosa + Fy senacosp - F, cosacosB) +

j(Fx senosenP+F, senacosf-F, senasenB+F, senBcosa) =

S (senBcosa+senacos B)i+Fy(senBcosa+senacos B)j (D,

entonces, por (7) y (4) se tiene que:

\Fxegle,+|Fxe,|
\Fxeple,+|Fxe,ep =Fi+F,j=F ... (8);
[eA xen]

al llevar (8) a (1) resulta :
F,+Fy=F |,

lo que completa la comprobacién pedida.
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II.2 MOMENTO DE UNA FUERZA, CON RESPECTO A UN PUNTO Y CON RESPECTO A
UN EJE. PAR DE FUERZAS. MOMENTO DE UN PAR DE FUERZAS.

Para el estudio de la reduccion de sistemas de fuerzas es necesario saber obtener la suma de momentos
con respecto a un eje, y con respecto a un punto, de los elementos (fuerzas y/o pares), que actiuan
sobre un cuerpo; por ello, definiremos a cada uno de esos momentos y resolveremos algunos
gjercicios, donde intervienen los conceptos de componentes vectoriales y escalares que dJefinimos y
ejemplificamos en el Apéndice B.

I1.2.1 MOMENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO A UN PUNTO.

Antes de definirlo, diremos que una fuerza tiene o produce momento con respecto a un punto, cuando
tiende a girar en torno a este i

Sea F una fuerza y P un punto. ambos cualesquiera, del espacio; siendo » un vector, al que llamaremos
brazo, que va de P a un punto cualquiera de la linea de accion de F, definimos como momento de F,
con respecto a P, al vector Mp tal que:

My =r xF ... [4]

el cual, de acuerdo con las propiedades del producto vectorial, es perpendicular al plano formado por
y F, y tiene un modulo igual al producto de la magnitud de F por la distancia entre P y la lmea de
accion de F, medida sobre una perpendicular a dicha linea. '

Para demostrar lo mencionado acerca del modulo nos basaremos en la figura I11.28:, dibujada en el
plano que contiene a F ya P.

Figura 11.28
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De acuerdo con dicha figura, para cualquier valor de ¢ :
lr"'»Fi(send)):%'Fi(Irlsen¢)=|F}(d) (),
y como una de las propiedades del producto vectorial nos dice que:
|r><f‘"1=\rv5!F|(Sen¢)_‘ .- (2),
por [4], (2) y (1), obtenemos:
|Mp|=[rxF|=|{F|(d),

que concuerda con lo mencionado al definir a M.

I1.2.2 MOMENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO A UN EJE.

Antes de definirlo, diremos que una fuerza produce o tiene momento con respecto a un eje, cuando
tiende a girar en temo a éste.

Definiremos al momento de F con respecto a un eje # como la proyeccion (componente vectorial),
sobre # . del momento que tiene esa fuerza con respecto a cualquier punto de dicho eje.

Figura 11.29
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Sea F yna fuerza cualquiera, » un eje también cualquiera, y ro un vector llamado brazo, que va de un
punto cualquiera de # a un punto cualquiera de la linea de accion de F, como se muestra en la figura
11.29 , donde e, es un vector unitario que tiene la direccion y el sentido de u. De acuerdo con lo
anterior, y llamando M,, al momento de F con respecto a # , se tiene:

M, =[(roxF)-e,]e. ... [5)

Consideremos ahora una fuerza cualquiera F, dada por F=F,i+ F,j+ F,k , cuya linea de accion pasa
por un punto cualquiera P(x, y, z), como se muestra en la figura I1.30

C(0,0,c) F
\ e

N

P /

Ck 4
7~

r // | Iy
5 471\ BObO)
s - y
ai bJ : z ///
l/// X
______________ 1
" 4(,0,0) y

Figura 11.30

Basados en las componentes de los vectores r y F de dicha figura, y en la expresion [4], podemos
afirmar que el momento de F con respecto al origen o del sistema dado, es:

i
Myo=rxF =|x
F,

X

. (A)

e -
Reo NI

Para valuar el momento de F con respecto al eje x, tomaremos un brazo r4 que va de un punto 4
cualquiera de ese eje al punto P, como se indica en la figura 11.30 .

En tales condicones, el momento de F con respecto al eje x esta dado por:

M. =[(raxF)-i]i ... (a);
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teniendo en cuenta la figura 11.30 , obtenemos:

r, —_—r—ai:xi+yj-+—zk—ai=(x“a)i+yj+2k 2

con lo que:
ik D
(ryxF)-i “x a y z-i i7y Z jg‘x—a Z“+k‘x_a
Fyx =X = [—=J
X y z
es decir:
'y oz
ryxF)i=| i
(A \Fy Fz‘
luego de sustituir (b) en (a) se obtiene:
y z|
M, = i
¥R, F

analogamente se obtiene, como momento de F con respecto al eje y:

o EREY %j
w =7 \
?Fx le
y, comc momento de F con respecto al eje z:
x Y
2z = 'k
e Byl

M +M, +M_ = drek Z%j+!x 4
oMyt M= n e RTR R,
0 sea que: |
e
M +M, +M_=x y z
F, F, F,

‘:7 <

.

. (b);

. (B);

. (C);

. (D);

1(E);
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de (A) y (E) obtenemos:
My=M,,+M,+M,, ... [6];

o sea que, el momento de una fuerza con respecto al origen, de un sistema de referencia cartesiano,
iguala la suma de los momentos de la misma con respecto a cada uno de los ejes que forman el sistema
mencionado.

Como la igualdad inmediata anterior también se expresa mediante:
My = M,,i+ M,j+ M,k 7,

diremos que la componente de My sobre un eje coordenado cualquiera, es igual a la componente del
momento de F con respecto a dicho eje.

Analicemos ahora el caso particular del momento de una fuerza F con respecto a un eje, cuando ella
esta contenida en un plano perpendicular a dicho eje.

Para estudiar este caso emplearemos un sistema de referencia ortogonal formado por tres ejes, u, vy w,
llamado dextrogiro o derecho de u, v, y w, como se indica en la figura IL.31, donde e,, e,, e, son
‘vectores unitarios que tienen la direccion y el sentido de los ejes mencionados, vectores que cumplen
con lasigualdades: e, x e, = e, , e x e, =€,, Vv e,x e=¢e,

€w
w
\\\
|r|sen¢ =d T~
/ ~ -~
N P o
N / r
~
//'/// O v €y
,/
L U
-~
€y

Figura I1.31
Si dicho sistema lo ubicamos de manera tal que hacemos coincidir al plano vw con un plano que
contiene a la fuerza F: para obtener el momento de F con respecto al eje # , tomaremos como brazo al

vector r , coplanar con F y el origen, que forma un angulo ¢ con dicha fuerza como se indica en la
figura I1.31 . De acuerdo con esto, escribiremosa r y a F, en funcion de sus componentes, como:

r=re +r,e, y F=Fe + F,e,.
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En tales condiciones, teniendo en cuenta la definicion de momento de una fuerza con respecto a un eje,
obtendremos el momento de F ¢on respecto a u, mediante:

Muu =[(r‘XF)'eu] €y s (1)’

donde, tomando en cuenta las propiedades del producto vectorial:

[ Fle,]=[(re, + rve, ) (Fe, + Fre,, )] e, =

=[(erweu"'erveu)]'eu =erw—er:J (2)s
sustituyendo (2) en (1) se tiene:
e, e, e,
Muu=[erw r\F] er¢=;rv rW O=er m (F);
|
F, £, 0

obtengamos el modulo de este vector, teniendo en cuenta una de las propiedades del producto vectorial,
y la figura I1.31 :

M, =ir| [Fisend = F: [ |risend]=\F| (d) ... (G).

Para determinar el signo de la componente de M,, (sobre ), haciendo |r| = r y |F] = F analizaremos
varios casos; dos de ellos, que se presentan cuando F tiende a girar en el sentido horario con respecto
al eje u, son:

Muu = (rew)>< (Fev)= _rFeu ’

Muu =(rev)x (_Feu)= —rFeu ’
en tanto que otros dos de ellos, que se presentan cuando F tiende a girar en el sentido antihorario con
respecto al eje u, son:

Muu = (reW ) x (Fev ) = —rFe“

M, =(re,)x (- Fe,)=-rFe, .
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Entonces, considerando el andlisis de estos casos, asi como (F) y (G), diremos que:

El momento de una fuerza F con respecto a un eje u, cuando F estd alojada en un plano perpendicular
au, es el vector M,,, dado por:

M, =rx F=My,e, ... [S part],
de modulo igual al producto de la magnitud de F por la distancia perpendicular entre el eje () y la
linea de accién de F, cuya componente M,, es positiva cuando F tiende a girar en el sentido
antihorario con respecto a u, y negativa cuando F tiende a girar en el sentido horario, con respecto a
dicho eje.

Esta expresion que acabamos de obtener es fundamental pues, en muchas casos, de ella nos valdremos

para obtener las sumas de los momentos, con respecto a diferentes ejes, de las fuerzas que actien en
planos perpendiculares a dichos ejes.

Ejemplo I1.14

Dada F = 4i-3j -2k en newtons, considerando que dicha fuerza pasa por el punto P(-1, 0, -2), cuyas
coordenadas estan dadas en metros, obtenga:

a) El momento de F con respecto al origen.

b) El momento de F con respecto a cada uno de los ejes coordenados.
¢) La componente de cada uno de los momentos solicitados en el inciso b.

Resolucion.
a) Empleando la expresidn [4], obtenemos:
i j ok

M,=rxF=|-1 0 =2/=i(0-6)-j(2+8)+k (3-0)= ~6i—10j+ 3k, Nm
4 -3 -2

b) Teniendo en cuenta la expresion [7], asi como el resultado del inciso inmediato anterior, diremos
que
by. El momento de F con respecto al gje x, o sea la proyeccién de M, sobre dicho eje, es:

M. =-6i, N-m
by. El momento de F con respecto al eje y, o sea la proyeccion de M, sobre dicho eje, es:

M, =-10j, N-m
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b,. El momento de F con respecto al eje z, o sea la proyeccion de M, sobre dicho eje, es:
M, =3k, N-m .

¢) De acuerdo con lo obtenido en el inciso b diremos que, las componentes de Myy, Myy, y My,
sobre los ejes coordenados, son: '

My=-6Nm , My,=-10Nm ,y, Mg;=3Nm

Ejemplo [-i%

Para las fuerzas verticales de la figurajf-3.Z, tomando el brazo mas sencillo en cada
caso, obtenga sus momentos con respecto a los ejes coordenados mostrados, asi como

su momento con respecto al origen. Las fuerzas estan en contacto con el plano (hori-
zontal) xz, en tanto que las acotaciones estin en- metros.

Figurafl-32

77



Resolucidn

De acuerdo con las expresiones [ 5 part] y [ 6], se obtienen:

a) péra la fuerza de 10 N

2
|

w = (3k) x (—10j) = 30i N-m
M,, = 0 N-m (la fuerza es i)aralela al eje y)
M,, = (—1.5i) x (—10j) = 15k N-m
Mo=M, +M, + M, =30i + 15k, N - m
b) para la fuerza de 20 N

MXX

(—2k) x (20§) = 40i N-m
M,, = O N:m (la fuerza es paralela al eje y)
M

w = (—1.50) x (20§) = — 30k N+-m
M, = 40i — 30k, N-m

c) para la fuerza de 30 N

=
I

« = O N-m (la fuerza pasa por el eje x)

=
n

,, = 0 N-m (la fuerza es paralela al eje y)

=
I

= (2.5 x (—30j) = — 75k N-m
— 75k N-m

g
I

d) para la fuerza de 40 N

M,, = (—3.25k) x (40j) = 130i N-m
M,, = O (la fuerza es paralela al eje y)
M,, = (2.5i) x (40j) = 100k N-m
M, = 130i + 100k, N -m.
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Ejemplo™ ig

Si la fuerza y el disco delgado de la ﬂgura!estén en el plano xy, y la fuerza se aplica

al disco en una direccién tangente al mismo, determine su momento con respecto
al eje z:

a) sin emplear producto vectorial, y,
b) empleando el producto vectorial.

FACULTAD DE iNGEMIERIA

Yy
T
50 cm 10 N
/ .
0
z
FiguraT[. %3
G/ RFRZ

& -

Resolucion

a) Como en este caso se conoce la distancia perpendicular entre la linea de accién de
la fuerza y el eje z, es decir 50 cm, el médulo del momento buscado es:

{M,,| =(10 N)0.5 m)=5N-'m

y como la fuerza dada tiende a producir un giro (con respecto al eje z) en
el sentido horario, lo que implica componente negativa de M,,, el momento

pedido es
M,, = -5k N'm,
b) Para obtener el momento pedido mediante el producto vectorial nos basare-

mos en la figura]-#4; dibujada en el plano xy, y en los elementos que, obtenidos
de dicha figura, se encuentran anotados a un lado de la misma.

79



T (0.5 cos B, 0.5 sen 3) m

> X
r=05[icos B+ jsenf]m

F=10[isenfB — jcos B] N

Figura 11«34

Se tienen

r=(05cosB)i + (0.5senB)j 'y F = (10 senB)i — (10 cos B)j

por lo que, aplicando [ 5part], obtenemos
i

j k
M,=rxF=|05cosB 05senf O |=(—5cos’B — 5 sen?f)k
10 senB8 —10cosf3 O

de donde
M, = —5(c0526 + senzﬂ)k = —5k N'm

Obsérvese que, en este ejemplo llegamos mas répido al resultado sin emplear producto
vectorial, pero esto no sucede siempre, como puede apreciarse en el siguiente ejemplo.
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Ejemple 1T+ |F

Si,la fuerza de la figura [I-35 se aplica en el punto P, cuyas coordenadas se dan
en metros, obtenga su momento con respecto al eje z:

a) sin emplear producto vectorial, y,
b) empleando el producto vectorial.

A),
F= —4i+3jN
\ P (5,1, 0)
0 X
z
Figura I-35

Resolucidén

a) Como en este caso no conocemos la distancia perpendicular entre la linea de
accién de la fuerza y el eje z, 1a calcularemos con base en la figura JJ. 3¢ (dibujada

en el plano xy), y en los elementos que, obtenidos de dicha figura, se encuentran
anotados a un lado de la misma.
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F!: 3
4&)" tan¢ = | l = = 0.75
|Fl 4
h
tan ¢ = —
5

h=5tan¢ =3.75m
h+1=475m

4
COS¢=T=O.8

!
! X
OZ% lhl — x—+>d=(h + 1l)cos ¢ = 3.8m

Figura T[-36

De acuerdo con los datos y lo obtenido de esa figura, el médulo del momento
buscado es:

IM,,| = |[Fld=+(—4)2+(3)? (3.8) = 53.8) = 19 N'm
lo que implica, segin el sentido en que tiende a girar F con respecto a z:
M, =19% N'm

que es el momento pedido.

b) Si se tienen en cuenta los datos, empleando r = 5i + j, y aplicando [ 5part],

obtenemos:
1 j k
M,=rxF=| 51 0| =(5+4k=19%N-m.
—4 30

Nétese que en este ejemplo obtuvimos mas rapidamente la respuesta empleando
el producto vectorial; pero esto no sucede siempre, como puede observarse en
el ejemplo inmediato anterior.
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PAR DE FUERZAS. MOMENTO DE UN PAR DE FUERZAS.

Definiremos como par de fuerzas al conjunto formado por dos fuerzas no
colineales, Fy —F para cualquier tipo de fuerza F, tales que F + (—F) = 0. Esta
condicién implica que F y —F sean paralelas, de igual magnitud y de senti-
dos contrarios.

No obstante que F + (—F) = 0, el conjunto mencionado produce un momento,
conocido como momento del par de fuerzas, cuyo valor es independiente del

punto del espacio con respecto al cual se valien los momentos de Fy —F, como
veremos a continuacién. A dicho punto suele llamarsele centro de momentos, y
no necesariamente debe coincidir con el sistema de referencia dado o adoptado.

Figura 1L %

Para valuar M, que es ‘el momento a que acabamos de reterirnos, toma-
remos en cuenta la figura -39, donde ry,, es el brazo que va de un punto cual-
quiera de la linea de accién de —F a un punto cualquiera de la correspondiente
a F. Con base en la expresion [ 4] y considerando a M,,, como la suma de los

momentos de Fy —F con respecto a P, que es un punto cualquiera del espacio,
obtenemos
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M,=rxF+rx(-F=r xF — (r, xF

O Sea

Mpar = (l‘] o rZ) X F; (A)

también de acuerdo con la ﬁgura i[-3, se tiene

rz + rP“ = rl
de donde
r — Ir = rpar; (B)

sustituyendo (B) en (A), se obtiene

My, = oo X F (8]

Asi pues, M, es independiente del centro de momentos, y es un vector per-
pendicular al plano donde acttian las fuerzas a las-cuales sustituird en caso de
que asi se requiera; vector cuyo médulo es igual al producto de la magnitud
de cualquiera de las fuerzas por la distancia perpendicular entre éstas. Es muy
importante considerar que ry,, es un vector que va de un punto de Ja linea de
accién de —F a un punto de la linea de accién de F, ya que el producto vectorial
no es conmutativo.

Al analizar lo anterior podemos afirmar que, en todo caso M,,, resulta igual
al momento de F con respecto a cualquier punto de la linea de accién de —F,

O viceversa.
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Ejemplo II1. 20

Determine el momento del par de fuerzas formado por F; = 2i — 3j + k, y,
F, = —2i + 3j — k, sabiendo que F, pasa por Py(4, 0, — 1)y F, pasa por P, (—3,
2, 0).

Resolucion
=
St se toma a F; como F, el brazo ry,, sera el vector P,Py; en estas condiciones,

al aplicar [ § ], obtenemos

M, =PP xF, = (7i — 2j — K)x 2i — 3j + k)

i j ok
=17 =2 =1 |= =5 -9 — 17k
2 -3 1

que es el momento de F; con respecto a un punto de la linea de accién de F,.

Obsérvese que, hubiéramos llegado al mismo resultado tomando a F, como F

y como brazo rp,, al vector P,P;, pues asf se tendria

My, = PPy x Fy= (=7i + 2j + k) x (=2i + 3j — k)

ij ok
= -72 1 |=—=5i-9j—-17%
-2 3 -1

que es el momento de F, con respecto a un punto de la linea de accién de F,.

87



Epembo'ﬁ"'z
LO& tuf’/;{q\ Pf—&f ﬁ’?-f\ }‘1,N #)‘?CM(J( tn A( f 4\ \( 'p
Covo ﬂr,’pm 1 F&S& ;0/ Q& f) 5 Z,)m —{’o/waw (@7 Fo,/. Con bme % PHO

o) ODTe;/.gm el womeuto de dvcho fba‘»/ wedtarle o <dlo Pfcqudo vectorte
:\ —~ | . l () ol
D) Lalcole €V wiodolo at ‘oa/ Citaaqo,

N . [ , .
) Calcule ot wowentos de las {oerza: /ww\c‘owq’qs fespecio cz& orpea,
¥ CDW}OHJEbt QU@ Ia cuma de eS‘}oS MoMem+oS cs Y?\u»}&\ W}OW:GV\\O de{f'sa'//

CD Lﬂwvmm f@ drctan cta f(,w/ye los So‘no/xﬁ de las ey Eal,Y,

) CO(A/{‘IVQ@L@ ooe el p,oquc‘%o de| wdavlo de (omgufﬁc de lag '{ue‘/&d
ael t)a,/ oa(zo };‘CV \a gm‘fm % cvtre soug SO‘OO/TM ec VO»LJ a( wedulo

o
acl wovituio de dfcru ‘bo_r.

Q@So luctbi .

0\5 Cou bote cn (og cla%OE, co obtfeney:

: ¢ K
Fh=C10-D), ThxP= | E|cerrqgzepin -0y
2 —4 12
Mpav B 'TOO’/ B p = QAxP =l6f+6f-2kK N-w - Sk

\

by Cowo Consecvenc?e de lo Fyoq'hoycfcv(: do €>ov (2) se Heue g“y(-'—

lMle;((lc)Jr A (-23 =[scr300a =746 =234 Newm - - (3.

(o

‘ r \ )
Q Lot wow ewdos de \(,g o€y 2al Aadag, regk@ﬁo q( ov%’gpm) SOl ¢

a SN o e

\Mosp: -7 5 4 = MWK N, Y,
2 =4 1\
e P K

CM\ = I A A

-3 4 -
Por ! uQ lo suma JQ ((Fclnof W\OWQ\A*OS reso Ha )Gﬁ-&-éf——ZK New / p< Aecﬂ/)

<) \/alov dodo pov (23, lo gue cowprueba lo goe se vios W((?O‘ 88




Ffewplo 7t (ontivonc pi)(42)

dj @aw &@%VW\PMUV la clt’s?amc?& @vx‘h/e los =) ije'g (J& la& ‘[\uo'v?a_s
nol o Wo%eyo& eu el§>M@w’}05 Je \a ﬁ? Vra Kf-?)ﬂ/ doude C e¢
la PUO eccfom ortoqoual de sobre la |inea de accfon de —P)
en tauic gue ¢ €Y el a'/mgu\o forwtado por SA ¥ la {oerza
/ H
recTeu CH’GL(}O .

J

ngom 129 \

Cou pate ex vna de laf pmf?eclacles ael (btozlud‘o Ve ctorfal éﬁuede
estalble Cerse qoe: |

‘67\ Xp[ - i&”P, 6eué/
lo gue Teufeudo eu cventa (3) Pue&e e<cyThfyce Cowo:
&k «PI=[P|] @)

de doude TeuPeudo ew C'\)PM'}K (\\ vesolta:

d = /nglpi _ l/éf+f§r2kf . z'a%;‘ _ % o e D)

qoe e< lo dosto v cte goe se nos {Of’éfo/ determonay.

e) Teuterdo eun cuenta gee )P] :I"Pl = !51\)/ asi como el valor
dado pov (4, Puecle decPrse goe el Froéucfo del wgdolo de

Cua(%u?em Je Zo& ’rue’r 2as, de! Pay Aa&o/ {por /a 3?’3‘%\4 fe _?ue
extste eutye sus &opav’i‘ej)\/a\ez

Qa>&%ﬁlﬂzzmm)

Joloy gue coTucide con el dado 490;/ (Z>) debtdo a lo cua] Q{oqéo\

COWw }yz/o bade lo goe <e éﬂ’c!v?({.

89



Fiow plo Tez2
Coa on ng‘ff’wa de -ﬁuwz@i COMS'jf‘}Uf’d(O e /é‘_( ‘1(:""5/770\5 FT o F\'o C;{f'

o wft’gum I 40; constdevaudo que F - F. el a?ojaafa& ew d!’aﬁow‘/ﬁ,’
del Pa'ra.(eff:k(ke&@ V\AOS'*FV\JD) en Tauto gue F5 a EO tlenen ((ues! de ac-

Q?Oﬁ Co\?%%a\lef COh vai'ta& &e "]Lﬂ( k)am[e\eh'lpex“so/ obteuga de CIDS W au€pal
drferextes el moweuto del efctewma cvtado, con v?gpedo al ovf’gew

]
A i D
+

N .

&)

1
|
1
r
|

1

?\%um I['4o'

QE’SOIUC?%«
Coun ba&e € 103 Ja%os ce obffeue quel

F= 10[15—‘%&]:-—@ ergk, N, = —F=6t-gK N,

F- |5[3f’+54f’] =qc+nf, N, F, = ~F =-9&-128,N,
F =-20k FE=-FE-2kE=-at E=-F =91 E=-25 , F. =-E=55,

S /

todot estal foerzas tawbsen en N; evaromces}

a) \)&[Uavx(\o e[ mvwlem{‘o e(i‘fxlo Cowme Ia oM G cJe 10& Wo weun f’oj Je
lag foeveas (groe Qoud‘r”[rujem e| sPsfewa) cou Yegiyec‘}o al or‘\’gem)se

)”‘“‘e'rej‘K P39 K B3 K ¢ 7K t Pk
2 00|+ 232 40|+| 00 44000+ ]200|TF
M -6 0 8 ¢ O0-8 9 \2 O -9-120 © o-20
© E 3 Kl 2§ Kk T Y t 3 K |UJF K
+| 2 A O+ 0 4 4|+ 04 O|+|0O O O|+|3 00
Loozo -9 0O 9 0 O O —-% O OBOJ
90



312 veple 172 (coutTuactd, NEAD

6 Sea 0_{u€=
M, Cunecaatizag-zis C*‘*Bf’*‘%j\*rO*r<é0ﬂ+]=of+05+ok—~c1\.
+(Bot-607) + (36542 K) + (-36K)+ O + (24K)

b\) A\\ \/o.(uav d wAio uA f&«.%o 94\’3’3 como IA SOW A oJ{' lo& MOwwag CJQ
los Ccfuco ka_l/eg C%ue 1SS ‘(‘O‘VVAam CCO(A IC«S (Ql(’fz -?QPV-?:GL( de) 5FS+€W1&

(Jaclo) VeguHa :

MO=.C%E><F|+—CTZ%><E+ Eéxlg +WIS><E +-G_T4><E =
= CATY % (T4 R)TEAR) % a7 — 127) +(4p)x (200 (4R @B )+ (BT )xCes )=
=(24K-328)+ (365-48T)+ (B0 D)+ G236+ 24K) 5 ec decty goe:

M. = oltoftok, tw,

\)a\oz/ Q{uQ) obufa w euh/ COPUCPde cou el Jo\c,?o Fov (0.

NOTA- Se sugfere al lector vertfrecar ecte Uo\loY/ cal coldudolo Fouc-
bten cowmo la svuta de lot woweuwtes de leg ctuco [oa ves gue se

Lovurau (coun las drez fuevzas del sfetewa dmlo\/ pero &bt wdo
dfcha sowma wedfaute:

AG xF + GAxE + CE xR + CHAxF, + HE xR

91



III. ESTUDIO DE LOS SISTEMAS DE FUERZAS.

Habiendo ya presentado los considerados como principios basicos de la estatica, ahora nos ocuparemos
de estudiar los sistemas de fuerzas, con la finalidad de detectar si un sistema de fuerzas dado es
reductible, o no, a un sistema equivalente mas simple y, en caso de serlo, llevar a cabo dicha reduccion
pues, cuando es factible efectuar ese proceso, puede tenerse una concepcion muy rapida del sistema de
sistema de fuerzas requerido para equilibrar la accidén de un cierto sistema de fuerzas dado.

Asi pues, a continuacién veremos lo relacionado con elementos requeridos para alcanzar la finalidad
recién mencionada, como es el caso de la definicion de coordenadas vectoriales de una fuerza y
obtencion de alguna de ellas; de la definicion de linea de accion de una fuerza, asi como la obtencién de
ecuaciones vectoriales y escalares de la misma; el enunciado del Teorema de Varignon y aplicacién del
mismo; las coordenadas vectoriales de diversos sistemas de fuerzas; lo que es un par de fuerzas y el
momento de éste; la definicidn de equivalencia de sistemas de fuerzas; la definicién y las ecuaciones
del eje central de un sistema de fuerzas, asi como las condiciones para un sistema de fuerzas sea
reductible a una fuerza, a un par, a lo que se denomina motor, o bien al equilibrio, si es factible
reducirlo a alguno de los casos mencionados.

IIL1 DEFINICION DE COORDENADAS VECTORIALES DE UNA FUERZA. ECUACIONES
VECTORIAL Y ESCALAR DE LA LINEA DE ACCION DE UNA FUERZA.
OBTENCION DE COORDENADAS VECTORIALES DE FUERZAS CON DIFERENTES
CARACTERISTICAS. TEOREMA DE VARIGNON. SISTEMA GENERAL DE
FUERZAS: DEFINICION; CASOS PARTICULARES MAS IMPORTANTES EN EL
PLANO Y EN EL ESPACIO. COORDENADAS VECTORIALES CORRESPONDIENTES
A SISTEMAS DE FUERZAS COLINEALES, CONCURRENTES, PARALELAS Y
GENERALES, EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO.

III.1.1 DEFINICION DE COORDENADAS VECTORIALES DE UNA FUERZA.
ECUACIONES VECTORIAL Y ESCALAR DE LA LINEA DE ACCION DE UNA
FUERZA.

A la pareja ordenada {ormada por el vector fuerza F y el vector momento M 5 que produce dicha

fuerza, con respecto a un punto P, se le denomina Coordenadas Vectoriales de la fuerza F ; ver figura
[II.1(a). Cuando el punto P coincide con el origen O del sistema de referencia, dicha pareja recibe el
nombre de Coordenadas Vectoriales Candnicas; ver figura III.1(b), representdndose por la pareja

ordenada (£, M ('; ), misma que permite estimar los posibles efectos externos que produce la fuerzd.



z
P M ]!:
F

F

P M
Yy
e F
pe X '
(a) Coordenadas Vectoriales (b) Coordenadas Vecioriales Canonicas

Figura III.1

Una vez habiendo definido ya las coordenadas vectoriales de una fuerza cualquiera F diremos que ésta,
en funcion de dichas coordenadas, se expresa de la siguiente manera:

F=(F,M)
donde M puedeser M), , M} ,etc., segin el caso.

S1 a un cuerpo le aplicamos una fuerza F tal que F = 0, al cuerpo se le producira una aceieracion
lineal (generalmente simbolizada mediante a) en tanto que, si M ; no es nulo, a dicho cuerpo se le
producira una aceleracion angular (a la que usualmente se le simboliza por medio de ).

El nombre de Coordenadas Vectoriales, o el de Coordenadas Vectoriales Candnicas, no es frecuente
encontrarlo en otros textos relacionados con el tema, donde generalmente se les llama: Vector fuerza (o
simplemente fuerza) y Vector Momento (0 momento de la fuerza).

La determinacion del momento de una fuerza es fundamental para el caso de la identificacion de
fuerzas consideradas iguales. Por ejemplo, al tenerse dos fuerzas paralelas de igual magnitud y sentido
(cuyo vector representativo es el mismo), podremos diferenciarlas cuando los momentos que produzcan
con respecto al origen del sistema de referencia, u otro punto cualquiera, sean diferentes.

Lo anterior implica que dos fuerzas, F; y F, , sean iguales siy solo si tienen las mismas coordenadas
vectoriales (respecto al mismo punto); es decir que:

F,=F, = (F,, M5V )y =(F,, M}?)

Una caracteristica muy importante de las Coordenadas Vectoriales de una Fuerza es que, ef vecior
fuerza y el correspondiente vector momento son mutuamente perpendiculares, segin le visto cuando se
analiza la naturaleza del vector que representa al momento de una fuerza.
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Elementos fundamentales para resolver gran cantidad de problemas relacionados con sistemas de
fuerzas los constituyen las rectas donde las fuerzas en estudio estan contenidas; es decir, los lugares

geométricos llamados lineas de accidn, también conocidos como soportes.

A cada uno de esos lugares geométricos le corresponden varias ecuaciones vectoriales y varias
escalares, aunque a continuacion estableceremos un modelo de ecuacion vectorial y un modelo de

ecuacion escalar, correspondientes a la linea de accioén de una fuerza cualquiera.

Considérese una recta L , como la de la figura II1.2, donde se encuentra contenida una fuerza cualquiera
F como la mostrada en la figura citada; en ésta, r es el vector de posicion de un punto cualquiera P de
la linea de accion de F, en tanto que ro es el vector de posicion de un punto P, por donde pasa tal

linea de accion (colineal con ). -

P()(x()’y()’zo) /// r
;\;’\ y
/// ro \ /,-’
u(aaba(’) O
X
Figura I11.2

Si el vector u mostrado en la figura I11.2 es colineal con F, y tiene el sentido de ésta, podemos escribir:

donde ¢ es un escalar llamado parametro.

Con base en los elementos de la figura recién citada, podemos establecer que:

y, teniendo en cuenta (A):

modelo conocido como ecuacidn vectorial de la linea de accidn de una fuerza.

—
WP=1tu

r=r0+FO—13,

r=ro+ tu

.(A)

191
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Sien[ 9] escribimos en funcién de sus componentes a los vectores que ahi intervienen, se obtiene:

xi+yj+zk =xoit+ygj+zok +t(ai+bj+ck),

lo que puede escribirse en la forma:
xi + yj+ zk = (xo+ ta)i + (yo+ 1b)j + (zo + tc)k

1gualdad vectorial que da lugar a:
X=xptia (D),
y=yyt1b .(2),

Ys
z=zp+ lc -(3),

terna de ecuaciones escalares conocidas como ecuaciones paramétricas del soporte de F .

Siempre y cuando «, b y ¢ no sean nulas, de (1), (2) y (3) se obtienen, respectivamente

X—X ) - 7I=V7
/= 0 5 = 2" , [ = 0
a b C
lo que, para cualquier valor de 7 implica:
X=X ) —Yy Z2-2
XX _YTry 2720 ... [101,
ua b C

modelo conocido como ecuacién escalar de la linea de accién de una fuerza, aunque en realidad es lo
que se conoce como forma simétrica de la ecuacion de una recta (en este caso del soporte de la fuerza).

COORDENADAS VECTORIALES DE FUERZAS CON

1l1.1.2 OBTENCION DE
DWERENTES CARACTERISTICAS.

Con base en lo anterior. en los ejemplos [11.1 a 1113 se ilustra la obtenciéon motivo de este subtema.
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111.1.3 TEOREMA DE VARIGNON.

Como ya se ha visto la obtencion de la resultante de un sistema de fuerzas concurrentes se obtiene
sencillamente al aplicar el teorema generalizado del paralelogramo o Principio de Stevin,

Pero, cuando se requiere calcular el momento resultante del sistema de fuerzas concurrentes, con
respecto a un punto que no es el de la interseccién de los soportes de las fuerzas que constituyen el
sistema citado, se requiere calcular la suma de los momentos que producen todas y cada una de las
fuerzas del sistema, respecto al punto mencionado.

Este problema fue tratado por primera vez en 1687 (afio en que Newton publicod sus Principios de ia
Filosofia Natural) por el fisico y matemético Varignon, como una aplicacién de su teorema al teorema
del paralelogramo. Basado en sus observaciones en cuanto a que las fuerzas son proporcionales a los
movimientos que ellas producen en tiempos iguales (composicion de los movimientos) también dedujo
la composicion de las fuerzas.

Al componer dos fuerzas Py Q en una solo fuerza R, segln se muestra en la figura II1.3(a), se puede
construir un paralelogramo, el de la figura [11.3(b), donde P =| Pl y Q= | Q| representan los lados
del paralelogramo,y R = IR| la magnitud de su diagonal.

(a) (b)
Figura II1.3

Ahora, si desde un punto cierto D contenido en el plano del paralelogramo se trazan segmentos
rectilineos ortogonales a las direcciones de los lados de magnitudes P, Q y R, respectivamente, de
modo que el punto D se localice sobre una perpendicular a OC', que pase por O , ademas de ubicarse
sobre la recta que pasa por B y C', resulta lo mostrado en la figura I11.4 .

Figura 1I1.4
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Desde un punto de vista geométrico, con base en dicha figura tenemos que:

area AOBC + area AOBD = area AOCD (D),
y como area AOBC = area AOAC , laigualdad anterior nos permite expresar:

area AOAC + area AOBD = area AOCD

lo cual da lugar a:

(04) (sb) , (0B) (ID) _ (0C) (0D)

o 5 = 5 (2
y como:
0A=P, SD=u, ?)-E:Q, TD=b, OC=R, Y, OD=c,
tenemos que:
%F! " Q2!z = iiﬁ 0O

de donde resulta la igualdad:

Pa + Ob = Rc,
cuyos sumandos concuerdan con el modelo < multiplicado por d (médulo de fuerza multiplicado por
la distancia entre un punto y la linea de accion de la fuerza), que representa el modulo M del momento
de una fuerza con respecto a un punto, en funcion de F yde d.
De esta forma, el problema mecanico Varignon lo resuelve en forma geométrica; enunciandolo de la
siguiente manera: ¢l momento de una fuerza respecto a un punto, es igual a la suma de los momentos de
sus componentes con respecto a ese punto.

Se deja al lector comprobar que Pa = Qb cuando D esta sobre la linca de accion de R.

Lo anterior permite generalizar y enunciar el Teorema de Varignon en la siguiente forma: tratdndose de
un sistema de fuerzas concurrentes, el momento de la resultante del sistema con respecto a cierto
punto es igual a la suma de los momentos de las fuerzas, de dicho sistema, respecto al citado punto.

Nota.- Se sugiere al lector comprobar la validez de este teorema, empleando herramienta vectorial, para
un sistema de n fuerzas concurrentes.
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[iL.1.4. SISTEMA GENERAL DE FUERZAS: DEFINICION, CASOS PARTICULARES MAS
IMPORTANTES EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO.

Concepto de sistema general de fuerzas. Un sistema general de fuerzas es un conjunto (de fuerzas)
que estd conformado por mds de una fuerza, de modo que sus elementos no poseen ninguna
cualidad comiin, excepto la de ser fuerzas.

A continuacién se presenta una clasificacion de sistemas de fuerzas, que tiene en cuenta tanto al sistema
de referencia requerido para su estudio, como a la posicion relativa entre las fuerzas.

SISTEMAS DE FUERZAS Y SISTEMAS POSICION RELATIVA DE LAS
DE REFERENCIA REQUERIDOS PARA FUERZAS
SU ESTUDIO. (CUALIDAD COMUN).
1. Colineales. Se requiere de un solo eje de 1. Colineales.
referencia, debidamente ubi-
cado.
2. Coplanares. Se requiere de un sistema 2. a) Concurrentes
con dos ejes de referencia b) Paralelas
ortogonales entre si, debi- c¢) Generales contenidas en un
damente ubicado. mismo plano; de direccio-

nes cualesquiera pero no
colineales, ni concurrentes,
ni paralelas.

3. Espaciales. Se requiere de un sistema 3. a) Concurrentes
con tres ejes de referencia b) Paralelas
ortogonales entre si. c) Generales cualesquiera; es decir

no colineales, ni concurrentes, ni
paralelas, ni coplanares.

Los sistemas identificados como 1, 2 en sus casos a), b) y ¢), asi como 3 en sus casos a) y b) son casos
particulares de lo que definimos como sistema general de fuerzas, mismo al que se le identifica como 3,
€aso ).
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Sistemas de fuerzas concurrentes. Son sistemas donde las lineas de accion, de las fuerzas que los
conforman, se intersecan en un punto; ver figura II1.5 . Pueden tenerse sistemas de este tipo tanto en
un plano como en el espacio tridimensional.

AN 7/
N /
N F, /
F, //

/
/
/
/

|
e~ N | >
-~ N L7
\\\ AN ‘// F2
S~
__________ Al g
//|$\\\ F
| . \
l \ \\
F, N -
| N
£ ' \\
o/ | N

Figura II1.5
Caracteristicas de estos sistemas de fuerzas son:

— Pueden aplicarse tanto a particulas como a cuerpos.

— La linea de acciéon de la fuerza resultante de cada uno de ellos (en caso de existir) pasara por el
punto donde las fuerzas del sistema se intersecan.

— En algunos casos, estos sistemas pueden reducirse a una fuerza, o bien al equilibrio.

Sistemas de fuerzas colineales. Son sistemas cuyos elementos (fuerzas) tienen soportes colineales,
aunque pueden tener diferentes sentidos, segun se muestra en la figura III.6 . Obviamente, dichos
sistemas pueden considerarse como un caso particular de los sistemas de fuerzas concurrentes.

F} F2 F{ Fn

. e e e e — e Y e e — e § ——

Figura II1.6
Caracteristicas de estes sistemas de fuerzas son:

— Pueden aplicarse tanto a particulas como a cuerpos.

— La linea de accion de la fuerza resultante (en caso de existir ésta) es colineal con la de cualquier
elemento del sistema.

—  En algunos casos, estos sistemas pueden reducirse a una fuerza, o bien al equilibrio.
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Sistemas de fuerzas paralelas. Son sistemas donde las lineas de accion de las fuerzas que los
conforman tienen la misma direccion, pero no son colineales; ver figura III.7 . Sistemas de este tipo
pueden tenerse tanto coplanares como espaciales.

/ / /7 ’
/ v s s
/ v / /
s/ s/ / /
s v/ / v
v 7 //
e g
v / Iy
/ s ,
/ v F; v/
y /
s Fy v /
/7 /s //
v/
F / / /
v v s
v s /
Ve 7 v/ v
v/ v/ v
7 s v /
s v s P F,
v / v v
/ / / s
/ VA 7/ Ve

Figura I11.7

Caracteristicas de estos sistemas de fuerzas son:

~ Pueden aplicarse a un cuerpo, pero nunca a una particula.

~ Las fuerzas resultantes (cuando existen), tienen su linea de accion paralela a las lineas de accion de
las fuerzas que !os conforman, pudiendo en algunos casos ser (dicha linea) colineal con el soporte
de una fuerza del sistema.

— Cuando no exista fuerza resultante, cemo representativa del sistema, puede existir un sélo par de
fuerzas (conformado por dos fuerzas cuyas magnitudes sean iguales, pero su sentido sea contrario)
de modo que ei par citado produzca los mismos efectos externos, al cuerpo, que el sistema de
fuerzas paralelas aplicado al mismo.

— En algunocs casos, estos sistemas pueden reducirse a una fuerza unica o a un par de fuerzas (nunca a
ambaos casos), o bien al equilibrio,

Sistemas de fuerzas generales. Son sistemas donde las lineas de accion, de las fuerzas que los
conforman, son tales que ni todas se intersecan, ni todas tienen la misma direccion; es decir, fuerzas
como las mostradas en la figura II1.8 . Sistemas de este tipo pueden tenerse tanto espaciales (sistemas
generales de fuerzas) como coplanares (sistemas generales de fuerzas coplanares).
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Figura II1.8

Caracteristicas de estos sistemas de fuerzas son:

— Pueden aplicarse a un cuerpo, pero nunca a una particula.

— Puéden reducirse a una sola fuerza, a un par de fuerzas, a un motor, o bien al equilibrio. A lo que
’ >

puedan reducirse (una sola de las opciones citadas) dependera de las coordenadas vectoriales
correspondientes, seglin se verd en el siguiente subtema.

I11.1.5 COORDENADAS VECTORIALES CORRESPONDIENTES A SISTEMAS DE
FUERZAS CONCURRENTES, COLINEALES, PARALELAS Y GENERALES, EN EL
PLANO Y EN EL ESPACIO.

Concepto de coordenadas vectoriales de un sistema de fuerzas.

Cuando se tiene un sistema de fuerzas es posible, mediante el proceso de composicion, obtener una
unica fuerza representativa del sistema a la que llamamos resultante del sistema y simbolizaremos
como R, la cual se calcula a través de:
n
R=> F [
i=1

Obviamente, para que exista dicha fuerza como representativa del sistema, deberd no ser nula la
sumatoria de las fuerzas que conforman dicho sistema.

Para los casos de sistemas de fuerzas colineales y concurrentes, ya sean coplanares o no coplanares, la
composicion es inmediata aplicando la expresion anterior, obteniendo facilmente la fuerza equivalente
del sistema dado.

Cuando el sistema de fuerzas no cumple la condiciéon de concurrencia, se tendrd que emplear un
elemento con el fin de contar con fuerzas concurrentes, a las cuales poder aplicar el principio
generalizado del paralelogramo.
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Este elemento, como lo veremos mas adelante, se conoce con el nombre de par de transporte, mismo
que emplearemos teniendo en cuenta el principio de equilibrio.

El empleo de este elemento se suele sustituir con el simple hecho de calcular los momentos de todas y
cada una de las componentes del sistema, con respecto a un punto donde se pretenda transportar a todas
y cada una de las fuerzas para realizar la reduccion.

Este proceso es similar al de la composicién de fuerzas, para encontrar asi un unico vector momento,
My, que se define como momento del sistema respecto al origen, el cual es equivalente a la suma de los
momentos de las fuerzas que conforman el sistema de fuerzas, con respecto al origen O del sistema de
referencia; es decir:

n

M()zz r,x F, .. 12).

i=1

A la pareja ordenada de vectores (R, M) se le denomina Coordenadas Vectoriales Canonicas del
Sistema de Fuerzas.

Asi, las expresiones:

n

Rs-ZE [,
i=1

1

n

Mo=Y" rxF, .21,

=1

conforman la pareja de vectores que nos indica los efectos externos que producird en un cuerpo el
sistema de fuerzas que se le aplique.

Las expresiones [11] y [12] pueden englobarse graficamente segiin se muestra en la figura I11.9 .
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Es importante mencionar que los vectores que conforman las coordenadas vectoriales de un sistema de
fuerzas no siempre son mutuamente perpendiculares, segiin podra apreciarse mas adelante.
Coordenadas vectoriales correspondientes a sistemas de fuerzas concurrentes.

Como ya se menciond, en estos sistemas las lineas de accion de todas y cada una de las fuerzas, que
componen el sistema, se intersecan en un punto; ver figura I11.10 .

rp
y
o
X
Figura I11.10
Asi pues, para este tipo de sistemas se tienen:
R=SF OF
i=1
y,
n n
Mo= ) rxF =rpx Fy+roxFo+. . . +rpx Fi+. .. +rpxF,=r, x| ) F| ...Q2),

i=l i=1

esto teniendo en cuenta el teorema de Varignon.

En este tipo de sistemas se cumple la siguiente relacion entre sus coordenadas vectoriales:

R-Mo=0 (),

propiedad que podemos verificar de la siguiente forma.
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Sustituyendo (1) en (2) se tiene:
M{) - I‘,> X R s

debido a lo cual:
R-Myo=R"(r,xR),

producto nulo pues r, x R es perpendicular tanto a r, comoa R, razon por la que se verifica el
cumplimiento de (3).

°

Coordenadas vectoriales correspondientes a sistemas de fuerzas colineales.

Segin ya se menciond, estos son sistemas cuyas fuerzas tienen soportes colineales, pudiendo tener
diferentes sentidos, como se muestra en la figura I11.11 .

Figura [11.11

Con base en los elementos de la figura I11.11 puede decirse que las coordenadas vectoriales de este tipo
de sistemas son:

R= & (D,

M():l’/)x E ...(2),

i=]

esto teniendo en cuenta ¢l teorema de Varignon; de manera similar a lo que vimos para sistemas de
fuerzas concurrentes.
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Para este tipo de sistemas también cumple la relacion:

R-Mp=0 . (3).
Esto se puede comprobar de la manera como lo hicimos al verificar que dicha relacion se cumple entre
las coordenadas vectoriales de sistemas de fuerzas concurrentes.
Coordenadas vectoriales correspondientes a sistemas de fuerzas paralelas.

Como ya mencionamos, en estos sistemas las lineas de accion de las fuerzas, que los componen, tienen
la misma direccion atn cuando pueden tener diferentes sentidos, segtn se ilustra en la figura I11.12 .

y
Figura II1.12
Asi pues, para estos sistemas de fuerzas:
n
R: E (1)’
i=1
y,
n
]‘,[0 = Z"IXF‘I :rlel—Jf-rszz +r3>(F3‘+‘__,+ri>(F|+...+rnXFn ---(2)-

i=1

En este tipo de sistemas puede presentarse alguna de las siguientes situaciones:

a) cuando las fuerzas del sistema estan contenidas en un plano; casosenque R- Mp=0,
Ys
b) cuando las fuerzas que constituyen al sistema no son coplanares, casos en los cuales R - Mp =0 .

i1l



Coordenadas vectoriales correspondientes a sistemas generales de fuerzas.

Segun ya se menciond, en estos sistemas las lineas de accion de las fuerzas, que los conforman, ni todas

se intersectan, ni todas tienen la misma direccion, como se muestra en la figura I11.13 .

z

F,

t‘2 r3

Ty

X F

Figura [11.13

Las coordenadas vectoriales correspondientes a estos sistemas de fuerzas son:

En este tipo de sistemas puede presentarse una de las siguientes situaciones:

(1),

.(2).

a) cuando las fuerzas que conforman al sistema estan contenidas en un plano, casos en que

R - My=0 (serecomienda al lector justificar el por qué de ello),
Y,
b) cuando las fuerzas del sistema no son coplanares, casos en que se tiene R * Mp#0 .
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II1.2 DEFINICION DE EQUIVALENCIA DE SISTEMAS DE FUERZAS. DEFINICIONES DE
TRASLACION DE UNA FUERZA Y DE PAR DE TRANSPORTE.

I11.2.1 DEFINICION DE EQUIVALENCIA DE SISTEMAS DE FUERZAS.

z
mi

Fi Fl m) Fl
' F
// :
. F;
mpu

A RN

mjy

O
‘{ D me \F2
x
Fn
ma x Fm
(a) Sistema I (b) Sistema II
Figura II1.17

Dos sistemas de fuerzas son equivalentes si, y solo si, las coordenadas vectoriales de ambos sistemas
son iguales; asi, considerando los sistemas I y II mostrados en la figura III.17, se tendra que el sistema I
es equivalente al sistema II, si y solo si:

Y,

{Zn:rixFi+imi = rp x F; +
i=1

=1 <1 L=l =1

J
1
=
o
B
e ——

es decir, si y solo si tienen las mismas coordenadas vectoriales.

Cabe mencionar que, el nimero de elementos de un sistema no necesariamente debe ser igual al
numero de elementos de otro sistema, para que los dos sistemas citados sean equivalentes. Aunque

parezca obvio, también mencionaremos que, para todos aquellos sistemas conformados s6lo por fuerzas
n

se tiene que z m; = 0, pues tales sistemas no tienen pares de fuerzas (de momento m) como los
i=1
mostrados en la figura II1.17 .
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I11.2.2 DEFINICIONES DE TRASLACION DE UNA FUERZA Y PAR DE TRANSPORTE.

Como ya se menciond al describir el vector representativo de una fuerza, ésta no queda totalmente
definida si no cuenta con las siguientes caracteristicas: magnitud, direcciéon, sentido y punto de
aplicacion; asi, el efecto que produce una fuerza aplicada a un cuerpo depende del punto de aplicacion,
de la misma.

Por ejemplo, si cambidramos el punto de aplicacién de una fuerza, sin modificar su direccion ni su
sentido, pareceria que se tratara de la misma fuerza;.sin embargo,-acorde conJo mencionade al tratar las
coordenadas vectoriales de una fuerza, el cambio mencionado traeria como consecuencia la
modificacion de los efectos externos producidos sobre el cuerpo en el que actuara. Lo anterior se ilustra
en la figura [II.21 y se describe en los parrafos siguientes.

(a) (b)
Figura I11.21

En términos generales los efectos lineales serian los mismos, pero los efectos angulares no lo serian,
como puede concluirse analizando partes de la figura recién citada.

En efecto, el transportar una fuerza. que actia sobre un cuerpo, de una determinada posicién a otra, trae
como consecuencia la modificacion de la tendencia al giro respecto a un punto cualquiera. Por ejemplo,
la aplicaciéon de F mostrada en la figura [11.21(a) tiende a hacer girar al cuerpo en el sentido horario
alrededor de O, en tanto que, aplicandola como se ilustra en la figura II1.21(b) tenderia a hacer girar al
cuerpo en sentido antihorario, alrededor de O.

A continuacion veremos como puede transportarse una fuerza de una posicion a otra paralela, sin alterar
los efectos externos que produce al cuerpo sobre el cual actia. Ello puede efectuarse al aplicar un
elem~nto llamado par de transporte, el cual va a formarse después de adicionar dos fuerzas colineales
en equilibrio (aplicacion del principio del equilibrio) con direcciones iguales a la de la fuerza que desea
transportarse, cuyo soporte pase por el punto donde quiere trasladarse la fuerza original, lo que se

esquematiza en la figura 111.22(b); en este caso se trataria de transportar F de modo que su soporte
pasara por Q.



Jfuerzas que conforman

-\ el par de transporte
= A

Juerzas en equilibrio, |~
que se adicionan al
sistema |

(a) Sistema | (b) Sistema II
Figura I11.22

Al adicionar un sistema en equilibrio con fuerzas cuyo soporte pasa por el punto O (comparense las
figuras I11.22(a) y I11.22(b) ), los efectos externos no se alteran, lo que significa que ambos sistemas
(1, IT) son equivalentes. Sin embargo, el sistema II resulta formado por una fuerza F aplicada en , mas
un par conformado por fuerzas de magnitud / y sentidos contrarios; precisamente éste es el que se
denomina par de transporte.

Al obtener las coordenadas vectoriales del sistema 1 con respecto a ( se tiene que: R = F', y,
M 5 =rpp x F', mientras que al resolver el sistema Il se tiene que R = F ademas de un par de fuerzas,

cuyo momento () puede obtenerse mediante rp,, x F'; a este momento se le denomina momento del
par de transporte; asi:

my=rpox F

Como la direccion AP y rpo determinan un plano (ver figura II1.22(b)), se tiene que m; es
perpendicular tanto al vector r,,,, como a la fuerza F que es colineal con la direccion AP, ; entonces:

m - F=0,

my - rpp=0
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II1.3 DESCRIPCION DE LOS SISTEMAS DE FUERZAS IRREDUCTIBLES. CONDICIONES
PARA QUE UN SISTEMA DE FUERZAS PUEDA REDUCIRSE A UNA SOLA
FUERZA. METODO PARA REDUCIR SISTEMAS DE FUERZAS REDUCTIBLES A
UNA SOLA FUERZA. CONDICIONES PARA QUE UN SISTEMA DE FUERZAS
PUEDA REDUCIRSE A UN PAR DE FUERZAS. METODO PARA REDUCIR
SISTEMAS DE FUERZAS REDUCTIBLES A UN PAR DE FUERZAS. EJE CENTRAL
DE UN SISTEMA DE FUERZAS: DEFINICION; ECUACIONES VECTORIALES Y
ECUACIONES CARTESIANAS. CONDICION PARA QUE UN SISTEMA DE
FUERZAS SEA REDUCTIBLE A UN MOTOR (FUERZA Y PAR NO COPLANARES;
LLAVE DE TORSION). METODO PARA REDUCIR SISTEMAS DE FUERZAS
REDUCTIBLES A UN MOTOR.

I11.3.1 REDUCCION DE SISTEMAS DE FUERZAS. DESCRIPCION DE LOS SISTEMAS DE
FUERZAS IRREDUCTIBLES.

Definiremos como reduccion de un sistema de fuerzas al proceso que consiste en obtener, de un sistema
de fuerzas cualquiera, un sistema equivalente que se considera irreductible (minimo en sus
componentes) que produzca los mismos efectos externos que el sistema original.

Los sistemas irreductibles son: a) el constituido por una sola fuerza, b) el conformado por un par de
fuerzas, ¢) el constituido por una fuerza y un par no coplanares (también conocido como motor, o llave
de torsion), y, d) un sistema de fuerzas en equilibrio.

Asi, al obtener un sistema de fuerzas considerado irreductible y equivalente a un sistema dado, hemos
efectuado y concluido la reduccion de éste.

I11.3.2 CONDICIONES PARA QUE UN SISTEMA DE FUERZAS PUEDA REDUCIRSE A
UNA SOLA FUERZA. METODO PARA REDUCIR SISTEMAS DE FUERZAS
REDUCTIBLES A UNA SOLA FUERZA

Siempre y cuando cumplan con las condiciones correspondientes, los sistemas de fuerzas que pueden
reducirse a una sola fuerza son los: colineales, concurrentes (coplanares y espaciales), paralelos y
generales en el plano.

En este tipo de reduccion se consideran dos posibilidades:

A) lareduccidn consiste en una fuerza que pasa por el origen del sistema de referencia,
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B) la reduccion consiste en una fuerza cuyo soporte no pasa por el origen del sistema de
referencia.

Para la posibilidad (A) las coordenadas vectoriales candnicas del sistema por reducirse deben ser:

n

R=i F#0 'y Mo=) rxF =0
1=

i=1

Lo anterior se presenta, por ejemplo, en cada uno de los dos casos mencionados a continuacién. Se
sugiere al lector identificar otros casos en los cuales se presenten las coordenadas vectoriales recién
citadas.

1) cuando el origen del sistema de referencia esté sobre la linea de accion de un sistema de fuerzas
colineales, segtin se ilustra en la figura II11.26

. ~N
* R
S y > y
o~ 0
Fi
X \Fvn\ x
(a) Sistema de fuerzas colineales cuyas linea (b) Sistema equivalente, consistente en una
de accion pasan por el origen (O) . fuerza que pasa por el origen (O)

Figura I11.26
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2) cuando el origen del sistema de referencia coincida con el punto de interseccion de un sistema de
fuerzas concurrentes, como se muestra en la figura I11.27 .

z z
F,
I, R
p R L y
asiiii v o
x x

F;

(a) Sistema de fuerzas concurrentes (b) Sistema equivalente, consistente en una
en el origen (O) . fuerza que pasa por el origen (O) .

Figura II1.27

En sintesis, cuando las coordenadas vectoriales candnicas de un sistema de fuerzas son R # 0 y
My = 0, el sistema puede reducirse a una fuerza que pasa por el origen del sistema de referencia.

Para la posibilidad (B); es decir, para que un sistema pueda reducirse a una fuerza que no pasa por el
origen, las coordenadas vectoriales candnicas del sistema por reducirse deben ser:

R=) F#0, 'y, Mo=rxF#0

ademas debera tenerse que R y My sean perpendiculares, lo que se verifica de resultar nulo el producto
escalar entre las coordenadas vectoriales citadas, esto es:

R'M0=0

Lo anterior se puede presentar para los sistemas de fuerzas mencionados en el parrafo inicial de este
subtema (II1.3.2): asi pues, cuando ello ocurra, el sistema minimo equivalente (irreductible) sera una
fuerza cuya linea de accién no pasa por el origen.



Metodologia para efectuar la reduccion, de un sistema de fuerzas, a partir de sus coordenadas
vectoriales canodnicas, cuando estas son, como las ilustradas en la figura II1.28; es decir, perpendiculares
entre si.

Figura [11.28

Pasando por un punto P (cuya manera de determinar se verd mas adelante) ubicamos dos fuerzas en
gquilibrio, de magnitudes iguales a la de la resultante R , cuyas direcciones sean paralelas a la de tal
resultante, segun se muestra en la figura[11.29 .

Figura [11.29

Este nuevo sistema (el de la figura I11.29) es equivalente al anterior; en €l se crea un par de transporte de

tal forma que su momento iguale a My ; esto se logra ubicando al punto P conforme se indica mas
adelante.

Al efectuar la reduccion de este nuevo sistema, obtenemos otro mas simple (irreductible).

Asi, cualquiera de los sistemas de fuerzas considerados, de coordenadas vectoriales candnicas R# 0 y

Mop+#0,conR - M,=0, tendra una reduccion a una sola fuerza, dada por R, ubicada fuera del erigen
segun se ilustra en la figura I11.30(b), donde r es el vector de posicién de P .
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z R z
T—_ __ Pk,y,2)
,
Mo i .
R
y y
(0} o
x x =
(a) Coordenadas vectoriales canonicas del (b) Sistema irreductible, constituido
sistema que puede reducirse a una fuerza por una sola fuerza que no pasa
que pasa por 0. por el origen del sistema de
referencia.
Figura II1.30

Para que los sistemas | y I, mostrados respectivamente en las figuras 30(a) y 30(b), sean equivalentes
debera cumplirse que:

[R]l=[R]ll 5 [MO]]=[MO]||="XR

Las coordenadas del punto P podran obtenerse con base en la ecuacion vectorial,
My=rxR .. (131,

o basados en la ecuacion cartesiana de la recta que es factible obtener partiendo de las tres ecuaciones
escalares que se generan a partir de esa ecuacion vectorial.

Como P sera cualquier punto de la linea de accion de la resultante del sistema reducido, P podra ser
cualquier punto con cuyas coordenadas se cumpla la ecuacioén vectorial recién citada, o la ecuacion
cartesiana mencionada en el parrafo anterior.

Resumiendo, cuando las coordenadas vectoriales candnicas de un sistema de fuerzas son diferentes de
cero, y ademas como vectores son perpendiculares entre si, es posible reducir el sistema original a una
sola fuerza que no pasa por el origen del sistema de referencia, cuya representacion vectorial es la
misma que la correspondiente a la fuerza R, seglin se muestra en la figura II1.30(b).
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Ejemplo I11.19

Teniendo en cuenta que F. F, y F; (ademas de pasar por P) pasan por R, S'y T, ademds de tener
magnitudes de 39, 26 y 13 newtons, respectivamente, determine las coordenadas vectoriales canonicas
del sistema de fuerzas concurrentes mostrado en la figura II1.31. Despues de ello: a) compruebe que el
sistema conformado por Fy, F> y F3 puede reducirse a una fuerza que no pasa por el origen, y,
b) obtenga las coordenadas del punto Q, situado sobre la linea de accion de la resultante, que esté a ia
minima distancia del origen del sistema de referencia.

z
/ R(6,12,12) m
/
S / $(0,12,12) m
+ 77*"/ ( )
} 5 7(0,20,12) m
/
' Y P(3,16,0) m
R F, /
*
AN
AN
| F3
Fl | /
' /
| /
AN | / Y
o \&
x S

Figura I11.31
Resolucion.

Las expresiones vectoriales de cada fuerza resultan:

3 - 4j + 12k

|,
|PR V32 + 42 4122

} = 9i - 12j + 36k [N]

32 4 4% r12°

r———b
Q 9518 HE 7
SP -—-zo{ S e }=6i+8j-24k[N]

[99]

F=13) ot | =1 347 - 12K | s 42k N
V32 + 42 4122



por lo que las coordenadas vectoriales canodnicas, del sistema de fuerzas concurrentes dado, son:

n

R=z F, = 18i- 8+ 0k [N] AV
i=1
Y,
. i j ok
Mo=r/»x[ FiL3 16 0| =0i+0j-312k [N'm] Q).
=1 hig .8 o

Comprobacion de que el sistema dado puede reducirse a una fuerza que no pasa por "O".
Con base en los valores dados por (i) y (2), se obtiene:
R -My=(18i-8j+0k) (0i +0j-312k)=0+0+0=0 ,

y como también se tiene R# 0 y M, # 0. queda comprobado que el sistema es reductible a una
fuerza que no pasa por "0".

Ahora determinaremos ¢l punto Q. de la linea de accién de R, situado a la minima distancia del origen
del sistema de referencia; se tiene:

| k| =182 +8> =388 .

Y,
i j ok
RxM,=[18 -8 0 |=(2496-0)i+(5616-0)+(0-0)k ,
0 0 -312

debido a lo cual el vector de posicion de Q viene siendo:

_2496i +5616, + 0k

(Vi)

=6.43i+14.47j + 0k ;

/ m

entonces, las coordenadas pedidas son 6.43, 14.47 y 0 (en metros); es decir que O(6.43, 14.47, 0) m.

Nota.- Se recomienda al lector comprobar esto siguiendo un procedimiento diferente al que empleamos
aqui.
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I11.3.3 CONDICIONES PARA QUE UN SISTEMA DE FUERZAS PUEDA REDUCIRSE A UN
PAR DE FUERZAS. METODO PARA REDUCIR SISTFMAS DE FUERZAS
REDUCTIBLES A UN PAR DE FUERZAS.

Los sistemas de fuerzas que pueden reducirse a un par de fuerzas son los: conformados por fuerzas
paralelas, y los generales. tanto en el plano como en el espacio, siempre y cuando sus coordenadas
vectoriales candnicas sean:

n n

R=) F=0, y, Mo=) rxF#0

Esto implica que el tnico efecto externo que los sistemas mencionados pueden ocasionar a cuerpos,
sobre los que se apliquen, sea una tendencia al giro.

Hay que indicar que las fuerzas del par (que conforman el sistema irreductible) estan indeterminadas
pues, aunque con base en M, podemos determinar planos donde pueden ubicarse ambas, no podemos
saber su magnitud, direccion y puntos de aplicacion, en tanto no se disponga de datos suficientes para
obtener las caracteristicas recién citadas. '

(a) (b)
Figura I11.32

En sintesis, cuando las coordenadas vectoriales de un sistema de fuerzas resultan R=0 y M, # 0,

dicho sistema tiene como sistema equivalente a un irreductible formado por un par de fuerzas,
conociendo de éste unicamente su efecto; es decir su momento, que serviria para determinar las fuerzas
del par, teniendo en cuenta las propiedades de los pares de fuerzas. Lo recién mencionado se ilustra en
la figura I11.32 .

Acorde con lo hasta aqui mencionado, el proceso de reduccién a un par de fuerzas (cuando procede)
consistirda en determinar (considerando lo que se especifique) las fuerzas del par citado, quienes
necesariamente deberan ser tales que las coordenadas canonicas, del sistema reducido, sean idénticas a
las del sistema original. Se recomienda ver’el ejemplo II1.20 para apreciar el proceso recién descrito.
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I11.3.4 EJE CENTRAL DE UN SISTEMA DE FUERZAS: DEFINICION, ECUACIONES
VECTORIALES Y ECUACIONES CARTESIANAS.

Al efectuar la reduccion de un sistema general de fuerzas, en ocasiones nos encontramos que es posible
reducirlo a un sistema minimo equivalente (irreductible) formado por la resultante R del sistema y un
par de fuerzas cuyo momento, que llamaremos m, , ademas de ser colineal con ia fuerza R tiene
magnitud minima.

Es en esas condiciones cuando el sistema dado es reductible a lo que se conoce como motor (llamado
también llave de torsion). formado por una fuerza (R) y un par no coplanares, siendo m,, (el momento
de dicho par) colineal con R (resultante del sistema dado).

Si My es el momento (respecto al origen) del sistema dado, el mismo podra descomponerse en dos
‘direcciones: su proyeccion sobre la resultante (precisamente my) y su proyecciéon en la direccion

perpendicular a R cuyo valor serd precisamente r x R es decir el momento que toma la resultante, o
sea que:

Con base en lo anterior puede decirse que m,, es tal que:
my =[Mo - egleg .

donde ey es un vector unitario con la direccion y el sentido de R, o bien que:

M, R
m, = { RO-R }R

; ny
@ N

‘4
X n X
(a) Sistema original (I) (b) Sistema equivalente (II) formado por

R y m, ; larecta que pasa por £’y
por E, colineal con el soporte de R ,
recibe el nombre de eje central.

Figura [11.34

149



Entonces, con referencia a los sistemas | y Il mostrados en la figura II1.34, tenemos que:

[R:Z F, l:[R]u s Y MO:{ Z rx F; ]l="xR+mu

=1 i=1

La recta colineal con el soporte de R se conoce como eje central, mismo que se define como el iugar
geométrico de todos los puntos P, del espacio, con respecto a los cuales el momento del sisiema es de
modulo minimo. Ver linea £°E en la figura 111.34(b) .

A la expresion

M0=r XR+H1” '.'[14},

extraida de la doble igualdad vectorial recién citada, se le conoce como ecuacion vectorial del eje
central.

Obsérvese que [13] puede considerarse como caso particular de [14], correspondiente a la situacion en
que my = 0; esdecir, cuando el sistema reducido consiste en una sola fuerza.

Para obtener la ecuacion cartesiana del eje central nos valdremos de la expresion:

rx R =MO‘“m[, (1),
obtenida a partir de [14], donde
ik
rxR=|x y z .(2),
R, R, R,

My yase especificé, y m, yaindicamos como obtenerlo.

Teniendo en cuenta el desarrollo del determinante de (2), al escribir a los elementos de la expresion (1)
¢n funcion de sus componentes, tenemos:

(VR:= 2R))i + (zRy = xR)j + xRy = yROKk = (Moy)i + (May)j + (Mo)k — | (my Yi+ (my ) + (my k]
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de donde, por igualdad de vectores, se obtienen las siguientes tres ecuaciones escalares:

YR:=zZRy = Moy — my_ FHEF

ZR,\'—XR; = MOy - m"‘ «ae (4) .
y.

XRy—=yRx = Mo, — my_ ... (5,

misma que pueden escribirse en la forma:

YR-—zR. = C, ,conC, =cte ...(3),

zR.—xR. = C, ,con(C, =cte .4,
Y

xRy—yRy = C. ,conC. =cte ... (5,

Ya habiendo llegado aqui, la ecuacion cartesiana del eje central podremos obtenerla con base en (3%) y
(4’), basados en (3) y (5°), o bien en (4) y (5’); sin embargo, una vez obtenida dicha ecuacién (con
base en alguna de estas parejas), es aconsejable verificar que un punto que cumpla tal ecuacién también
cumpla la (ecuacidon) que no formo parte de la pareja que la originaron.

Por ejemplo, si para obtener la ecuacion del eje central nos basamos en (3’) y (4’); como de (3°) se
obtiene:

z=yR-'R € .,
¥
y de (4°) obtenemos:
xR, +C,
z= & ...(8),

al combinar (8) y (7) resulta:

que es una ecuacion cartesiana del eje central, misma que puede presentarse en otras formas,
después de realizar operaciones algebraicas vdlidas. Se sugiere ver el ejemplo II1.21 , donde (entre
otras cosas) se determiné la ecuacion del eje central (en forma simétrica) del sistema dado, con base en
ecuaciones como las (37) y (57) (recién planteadas) al resolver el inciso d) de dicho ejemplo, y
posteriormente (después de la resolucion del problema) dicha ecuacion se obtuvo haciendo intervenir a
ecuaciones como (4°) y (5°).
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II1.3.5 CONDICION PARA QUE UN SISTEMA DE FUERZAS SEA REDUCTIBLE A UN
MOTOR (FUERZA Y PAR NO COPLANARES; LLAVE DE TORSION). METODO
PARA REDUCIR SISTEMAS DE FUERZAS REDUCTIBLES A UN MOTOR.

Los sistemas de fuerzas que pueden reducirse a una fuerza y un par no coplanares son los sistemas
generales en el espacio, siempre y cuando no sean reductibles a una fuerza, a un par de fuerzas o al
equilibrio, situacion que se presenta cuando las coordenadas vectoriales candnicas del sistema resultan:

R=i F 20,
1=1

M0=IZ\ rlei;tO ’

Y,

y ademds se cumple que R -+ M, # 0 ; es decir que sus coordenadas vectoriales candnicas no son
perpendiculares. Ver figura II1.35(a) .

Esto indica que, los efectos que producird el sistema de fuerzas original serdn una traslacion y una
tendencia al giro, los cuales también seran producidos por un nuevo sistema equivalente, irreductible,
conformado por una fuerza R y un par de momento m; (de magnitud minima) con la direccion de la
fuerza resultante, segun se ilustra en la figura I11.35 .

~ R z
z \
N < B
~ e
AN
R M, N
0 N
; &"'"
N
y A
. / ; /
(a) Coordenadas vectoriales del sistema (b) Sistema irreductible, constituido por
original, donde 6 % 90°. una fuerza y un par no coplanares; es

decir, por un motor.

Figura I11.35
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En sintesis, cuando las coordenadas vectoriales candnicas de un sistema de fuerzas resultan R# 0 vy

My#0, con R+ Mp =0, el sistema original tiene como sistema equivalente al irreductible formado

por una fuerza y un par no coplanares; dicho sistema irreductible recibe el nombre de motor , o bien el
de llave de torsion.

Teniendo en cuenta lo visto en los desarrollos de este subtema y del anterior (II1.3.4), enunciaremos los
pasos a seguir para reducir un sistema de fuerzas a un motor (siempre y cuando esto sea factible); es

decir, los que hay que llevar a cabo para definir completamente los elementos del motor al que puede
reducirse un sistema.

a) Con base en las coordenadas vectoriales candnicas del sistema dado, hay que calcular el momento
del motor (m,)) ; recuerde que:

my=[M, - epleg,

equivalente a

ya a estas alturas conocemos las expresiones vectoriales de los dos elementos bésicos del motor, my;
y R (fuerza resultante, tanto del sistema original como del reducido); para definir completamente
dicho motor, solo faltaria determinar la ecuacion del eje central (a fin de conocer la ubicacion de R),
asi como las fuerzas que habran de constituir el par cuyo momento valga precisamente my;

b) Obtener las ecuaciones vectoriales y escalares del eje central, para lo cual deberé procederse como se
indico al estar desarrollando el subtema anterior (I11.3.4) .

¢) Determinar las fuerzas que constituyan el par del motor; para esto hay que atender cuidadosamente a
las especificaciones que las definan, asi como tener siempre en mente que el momento producido por
ellas debe igualar a m; .

Se sugiere ver el ejemplo I11.21, donde se lleva a cabo el proceso recién descrito, e incluso la obtencion
de cuatro diferentes pares de fuerzas correspondientes a un mismo par motor.
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O \)a'ov ?goa( a Mo/‘ es JEC?V} Pooal a! Wlomem\o d'el Sﬁ"{em

d

Jdado, V@S}Wc%o o Ok?geu(-

ersolucf’o&.

CL\T@M?QMJO < cuwffc\ ‘03 o!a+os/ Ob'f(‘n@u&o&‘:
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Ej@m#\o -z ((pu { P CT’@)(Z/"O

Q=F,+ E*EJFE——‘N*"_T*{@K O, v,
' 5 4 |07 k|| s Xx)le S e €

MO:M0+M§+M:+MO: 4 6 OL o 204|000 3|+ 3 4 F,
2000 -5 |-2015 0| 1o =15 15| 112 16 14

es decPy:
M, = @of)+ (+60K)+(458)+ (4 88+367+0K)=~3P+961+60K N-W - D),

dou deo @ Y @ P&o&@vd’omaq ]og \}a\okes c,e faf cwydm«mdas SO\PCF-}M}AS-

b> Con boie eu lof Usalorel recfeh ci’hvloﬁj Se obtreue:
R<M, = (12Fr1cf+16K)+ (3049674 60K) = =36 +153¢+960=2460 - - - €);
cntouces, Cowo Jpam el sftewa dado so 4reve R#0, M #0,
Y, R°Mo 0, Poécewwf aftrwar goe dfcho <Pstewa Puec(é redu-

cfrse a on wotoy.

CB Coustdevaudo lot \/o\looes dadec F'oy @ q @' P R
. o R | __rZA-é,o o
mﬂ‘ -‘[!—?ﬁ-'-ﬁwjg ‘L(\Zv".\\_((é\z_*_((éjl]("zf*mf'“ékj‘45(+GOJ+6Dk/ N-wt. @

qoe es el wWouwt euto Ped?c{o ’pam Qs{e PWC‘I’SO/ cou el coal ob‘fe-

he wiol: E 7 K
Rxm_=|12 le 16 |=0c+of+0k=0,
I 45 GO 60

q,ue e¢ lo @rue SR wos P?c(?o/ \/QV?-F?ch euw 2L Pl o,

d) Al dowar ¥=Xxl+YJt2K couto el vectoy de }oos?cf”oa de un
};uvdb coa(gufem del efe cewtral, coustdevaude el valoy dado

Fov CD, el wtomevﬂlo de la YeSuHa&Q re_(kedo o) ortrou es:

d
JF k
F-R=1|x ¥ 2 |=0ry-1e)i+(122-1e)5+ Oex-1z¥)k - - - @),
12 16 16
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ij&jﬂ(o - 2\ CcOu fruoa i) (3/@

leVaudo loc Valoyer dado pov @/@Y o la JeXfJ}-csiJoﬂ =d
ev qecfy a (u ervactol Vectovfal del efe coutral, vesoltu:
-30+ %j+gok=(w—xezﬁ&@ii—tex}j%ex—uzﬂkmsuéojwok)
?g,ua(dacl (wc%or?a(\ que da ](,\50{/ o a g‘\Zv?ea{eJ trec ecuac fouey
QLQ«\GV@.S:

oY=l 2 ==-3-45 22-16x=96-¢0, y, 16X-12Y=(0-(O,
egutualeu feg w,r})@r%?wmeﬁe a:

Y-2=-2 .-@), 32-4x=9 --@ ,y, 4x-z3¥=0 @)
de @) se obfrewe: £, _y . @
ev tauto gque, & © ;bJreweuws-'

Y=2-3 - >
combtrnaudo @) (1O resolta:
—%x:Y=z*3» W

ccoactoh eccalar gue corresponde al efe centeal, con la
coal és‘}e QUQQM Fethecfawzowio c)e-r?v«?&o/- L@y e(ubakgo/a]:a’r—
t1y  de Qua) QWS@gu‘Fc\a obteudiewol [a etuvactol cuirtesfauna
del efe C‘?Jracjo/ F@yo et Su wfovwza SPwétiPea.

A devedey entie 4/2 cada ovo de lor trec mPewbror de @

se obffeue: X = :F{/ZS _ 2—4—/3 @
3 Fd

que <s la forwa <Pmdtvica de la ecuncta (cuvtestoua) de) efe

ceutval covw&‘pouc{?w{@ al moloy de este ejew{p)o,

A eskz A PS k. cha(“?o& JQBQ \\@8,0'05@ con ba;e W )a_ﬁ ecor —
Cfounel @ y ®) > bfeu basadel eu ®Y®) obséyyeie goe
mqrux/ la  obtouTwol ]ba treuds de B) v @.

156



ij}o\o -z (COV\Jﬁ’MUA CPSu ) (4/173

De @} }mvu X=0 se obifeven: Y=0,2=3 = R?0,0)Z))

prie N=0 e obtteen: X=0,%3 = £(003)

}ama =0 Se¢ obffeuen: X= ‘—-:L_)Y=~3——'be —2.25)—3/o>
obzéviese %_L;o. lo auterfor fw\}ol?‘m goe el Qfe ceudral coyte «l
Flauo. XY eu el ‘ouw{o By, eu :fam4o gue o [ o planos ™ Y2 , X%
los corta eu ovn wmfiwo jpuwfo/ Pues [as Cookc(eudc}aj de PTZ,
Sou [as wfs was que Jas de sz) que COf'mJ»cvrdw Fvec?sawetde
al puuﬁro cfel eje T coya cota es ?gml a 3) Fuu'fo qoe CObkes-

Pow:‘e & ‘os c\o& }a]auoﬁ \/ecfo\ C?+‘acloj.

e) Testeude en coeute @ podewror dectr gue ¢\ wiow evto de
log boict,que se wor chifo’ obteuer, debe ser 72704}0,45&6@%605
N-wi, d2 btdo o o coal dechog paret debeiads ectar alofades ew vuo
o ew Vvayfos plavos de wno fawt?]rat=ea {ocyFemdfcu\ak al vec-
tov vectek Q?1Laclo) ec dectt ona fowt|% de }o|2vo_' del 4rPo
AX+ 4+ 472 +D=0.

Veawos casos en doude parel (de foerzer) se Olrguen ew el blavo

Ax+ 4y +42=0 el cwal de los cowei}aouch’eu‘le& a lo fawtlfa

espechf?cadg) es el goe pala poy el orfgeus la tdevtr f7cw cPol

de este ]alamo la harewos |lawtaudo (B) a su ecoacfch . '

A coutrnoacton ‘l’l'aba\\ravfw(d con la fles de gue Lna de lag foep-

#oi (de ouo de los pave: Pedfc{oﬁ) estd O\loja\{a eu |a recta doude
el plane de ccwnctos @ covta al plavo XY ec . decti eula vects

de ecoacfoli Zx+ LAY =0

) m_'z()z./x &aov ‘01 cua( la ‘Pu("/'zé V€Cf’€{1 Wevi-
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E fow k]o - 2 (QOM tru uacf’cfu)(5/ 1)

Corede, o la goe Hawayewor T pesard Foy el oV N for
otro d¢ los jouu.‘toﬁ de la vecta cova cconcoii acobawol de fro-
FOYC?OM&.V, como eC e) cao del éouu‘io M(‘h'@@} asi se treye:
T-lnle, =ITlg )= fre- 21y ®.
doude T, = [T, |

Obufawt cute la otre toerzn del Fay ahoku boscado o la goe
“awa.lrQ\MoSTL debe ser Hal qoe TL-;-T.. Cousrdevaudo goe
P (0, %, ) e el pouto doude el soporte de T, corta ol plavs
YZ , como los coordevadst de este pouto deben cattiiacer la
¢ coacPol @) e< decty 3Xt4Y+42=0, dfcho 'Puw}o FOJOMO&
towav (@ cwowo P (0,Y,-Y).
Asy po€s, My debe resoltar el woweuto de T, VegFocw“o
R Puu’(o de &oPoV‘fe dQ'lT (ya <ea el orfgen , O e| pumlo M?;
o bren el moviento de T Yeslo@&o a o )ouzdo de la |fnea de
acctoly de T, que eu ecte caso puede serel Puvf}o R (0,Y,-)
vecien deFeurdo; eutouces , docho wiow evﬂLO/ calcolado de la

PV?WQVG« ﬁot/wta W\P(ztc?owacla/ resoldo

-2 5 k
My =OFxT,= |0 ¥ =Y =GriEmapE ik -@
B LIk e
\( CQ\CU!QC‘O ClQ la SQaUMAa @OY(MQ C)‘?SC_Y?'{’G'.
e 3 K
M]I':'-—P—;OX‘“ =10 Y Y :(%TIY-)H(%TI\{)_T*’(%'T]%H
i

wiap _%T' @) que ?gu«\a ol valoy dado FO"@;’
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EjekaO - 2! (COMMOQC?O/%\ (¢/n)

G‘M{O‘/;CQS) comp el valor dado pov (5) debe ?’(fjm'w 450+ eOft+cok,
N-w, (e¢ dectyv el valoy ’OYOPOVC?OM&J@ por @), de be compplfrse

(210)e+(£1) 5+ (ETY)k =45t +cop 60K
?8()0([&(4& Ve ctolfal goe da lug}ak a los sfguf’wfﬂ ?gua‘dadé'vs es—
alaes:  Brv-4s, ET Y=oy, ETY=60,

ecoaciovel equ?\}aledas de cloml@ cesolfa

T =35 - (®,
o Dfen pata Y #O: Lr __:Z:(é; @/Y)
pote T, #O- =5 (8.

Seguin esto fabid tawtue solocfoues cowmo deceewot para cada
oua de lac coaler habd que ,aavf‘fv de dav on valor 'Y

Pa’v'(.l obtener el cow eskomd?ezﬁe de T\)COusfclé raudo @/\O bPeu
Parter de asfanar o valor o T paia obteuer e\ que Colpes-
‘bou dee o Y ew pleaudo [@. A coutfuoactol establecerewos

So{u(‘_?o nes obseyvaudo lo rec?éﬂ descreto.

SOLUCYON 4~ Fare y=5, de (B se oblrewe T,=2=15 lo goe
Teufeudo et cueutn ocasoUa goe

T = i5[—§—(4€—3jﬂ= 128-97,N, con ou sopovte qoe ﬁasa pov el OVgen ,
paya lo coal:

T,L =-T, =—12%+43, N, cou ouna | (nea de acctok que bae Pov B.(o5,-5).

pa_ya ecte cafo se treu e que, el woweuto de| loav ~COVu4ado POV
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E Jem blo -2\ (QOM Fuvacton ) (jr’/ll\

T, N TL)acl?cf’ouado &Ql vmow‘eﬁb CJe (a YeIOITLaufe VesPO(fO a‘
va’geu) da éooV YeSOHado'»

g 5 k 2 ¥ K
SExT,+OF,xR={0 5 5|+|0 0 2 |=
—12Z 9 0O 'z 6 16

= (450+ 08+ GOK) +(—40T+26540K) = =346 P+E0 K | Now,

o sea el vulor gue trene < woweuto del stctewn dads  cou
res k)ed’o al orfgeu (Vea @ eu (a ]oc/g,lﬁ'v)cosa gue S€ UOS )oPd?o/
Vel PATeat -

SOLOCP 2= Prve Ti=15 de obtetewos \(=—%=3) valoves gue
‘f@;?ew do en cUQMl(G\ dan lugav a -

T =25 &\5—(4?-339\}:205—55) N, coun vua (ke de accter; que lva&a koyeloyf’gez/\/_

a lo CUC(} CoW@tJouJ;p:

TZ:—'T' =-200+1567, N, on ou SOPOHP gue F&&q &DOV Pl(o,a)-aﬁ.
Eu ecte cuto Tenewos goe, el momeuto del );av fovimado POVT'
v T2 adfcrorads de\ wowento de la resoHante ves pecto al ovfyen,
da )ow vesoldados

o e $ k| e ok
PZOYT\ +OP>(ZXR: ©c -2 3 |+10 O 32 |=
20 -15 O 'z e 16

= (45+607+ 60K + (48 C+3c5+0k) = =B+ 46 T+60K, Now,

es cleci’v e\ \)a\ov SQ\ mow euto cie\ 5fsfema Aacgo/ reﬁt)@do al

OVY%QM, Iﬂecho que S wos é)?dfo/ Jeytdrcar-
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ESewplo 21 (couttnoacwi)(8/I0)

A coutruoacton FyeSeu{am_of oua solocfon que sfyoe teufeudo
en coeuta la Pdew Q)Z‘Du(;({”c\ al e P@cfff’ca{/ a Tl ) es dectr

w ona de lat Joerzas del Fal/ dyed?c\o.

SOLUCTC‘;{ 2~ Estu la obteudyewtot bajo IQ condpcrote de goe
le. dfetaucto eutre las foevzas deol &Dal’ soffettudo tenga on
cfQ+€VLMW\a<J© \laloV) Q}ue. en o&’ra calo ‘f”omayemo_( cowo 2@\wm.

COM bﬂse en @ }QUede decﬂ/so que el wo/du(o dei Wtomew‘}'o cle\

bav boscado fesoltas

limy | = {G5) 2+ (oYt (60Y2 = 4725 = |15 &l

Y Lomo df’d’lo wo/dulo clebe ‘F’gua(ak a (a waa M?%& cle Qualq;)?eiq
de \ag ‘@uQV%aS)dql Pat/) Mu\‘h’r)(i’caclo Fov lee dfetaucto eutre los
50&9(91/{'01 de lac foevzas < Paday, ]godeums e<tablecer goe -

_f
15 = (T)@a

de donde <e Obﬁ’ewg T, =%5N, Valor que lle vado da
[ugav a Yt%lew) lo que ocasfone gue -

T, :?;5[70\-—(4?~3j)]= 6l-4.55,N, cou ou soylor*f? que (}%Sa per q Orfgen,

Pava lo coal-

T :-T\ =—Cl+4.59 N, con vna l(nea de accfotn que I)aﬁq Jvov Pz(o,lo,'“f

Para ecte caso setreue qoe, el wowento del pav Lovweado FOYTz
N Tz, ) ad?cPonado del woweuto de [a fresoltaute, con res-
FQC“D o) OV?gem}ola &Oov recoltado:
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Ejg w b\o jiyd (com {?uoa dd’u) (‘T/ ll)

, e F k e § Kk
EF%ZXTZ—rBE:YXP: O o -4 |-225 -3 © | =
-6 4.5 O ’ 2 6 ¢

= (46'&’+eoj+(ook\ +(—4B?+3éj +ok)= -3 f+%j+bok) Newt,
o sea el valoy g ue tPeue el woweuto del <fitema dacio/ o Ves-

‘oe&o al “ov?ae% lo coal se wos <olpetd VerP{eay.

Ems'eauﬁ’c{a FV@SP(«“&WOI oua Solocrsi (\a Coav‘fa.\ dou de T. la es-
PQchff’ccwvxos de wanere defeveute o la yoe CDWFEJ)OMC{TC)/ de maueis

cowm G u pam cada U a cle \a! pV‘FWewl J(Veg solocruel.

SOLOCfON 4 - Cowmo e¢ coudfefon qUe '(aﬁ 'pU?VfaS del qbav buscado
estel coutentda¢ en el plauo de ecvacth Bx+4v+42=0-- B
(o en Guo joamlelo a <<te), al pertenecer taunto el orfgeu

cowo Q4,2 -1) <l FWO c?tado, FOC‘Q(MOI ectablecer q T
Pwe Pov estos dos Puu‘}os e\ decty que %euaa c]?Yeccf’o

o cval Yeudiewot qoe:

l
T=-Te. =Tz (4:—25—»4\] - (D
O <ea gue T wo c_vruedam’ a‘o\fadaem M?Mguuo de lot Jplauoj

Qoovdwacloﬁ, Kt en ]D\awo a(aouo pam(e{o a ellos.

A cuda valor de T e C‘.O‘r?@-’.Powf@f/a( one soloctol; nosotrog, paie

'pacf”f’{'ay Cdlculog, adop'f‘aVQmog T\:W N) }Do.va el cual +€M€Mc§:
T, =40-23-K,N, Cofo soporte posa poy Oy por Q.
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Efew Plo 1L 71 ((ou«‘{‘fwuact’dw)(‘o/!ﬂ

E<fablecteudo que Q1<><1,\(2) 22) ©S Ow Pwﬁo de la [Tnea de acctir
de Tz (qrufevx) ob\)‘?awleufe) es f’gual a —T,\B) el wow« uto c(eT, Yes)ﬁcdo

a owu Pum‘{'u del _SOFOY'{’Q de TZ ('fon&o eu efte caso comon)) resolfas

I K
QO T, = |- 1 —22>; (Yp-22) 4 (42, J+ (25,4400 X
4 -2 -

Y <owo eslo debe ser ?gual al valov de m_ }claclo por @, debevd”

Cowplfyse:
plees (g-222) €+ (=47, -%2) ] + (2% +47 )k =457 +60] +60K,

7’8uaHacJ \/ec‘fov?a‘ JQ doude Se obﬂ’emew \as s‘?gu?emhlﬁ ﬁre( ecuvac el

egCQ(O(VGE’- YL_ZZL:45>’! _421")(1:&0«@)7} ZX2+4\(L:QO'@)'

la ?%ua\dacl @ Puec\e escrebfrse en la forwa 87Z,-4Y=-(80,
o que somada wmrewbio a mPewbio con@d da \oaar @
1%z + 822 == 120, Fgoaldad eg{o?m\w%e a ~47,~X, = 60,

es decfr a @, Yazoh Po}f la coual a}oavw.h wiendc vegueyf’r(qw\o;
de olra ecuacfon que velacPouoti a XZ/YZ,%L) <fPu emba!«go
wo et asl, yo goe Qp poede ser coalgurera de lot puutor

del SoPov‘ke 4&T2,3 nwosotrol Towarew ol € Qo covvos)ocmdﬁ?u’re
al /puu'%o donde el sa?ov*e vecke cttado corta al }olawo XY,
o sea €| Qg })ava el coal Z2=0, valor goe llevado a Y

o @ dau }oo\( vesvltado, stkec‘f?uaquJ{e} Y,=45 , X;=—-60,
Ua leres que (coal debia se cow}o(eu |a ecuac?od@) gue o
se ewpled pava determbuaylos. Entoncel aqul tenewos Pz (-60,45,0).
A<’ cowo Q(ear’ouog Qa2 (cow 2220) | podPuot habevlo e?é‘g?o’o cowo

<\ }ooero de) copovte de T, corte ol plave vz, es dectr al
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Egewt Ho TT-2) (coutfuoacidn) (V/im)
FW\JTO 'Fm/a e\ u)al XZ:o/ \)aloo al CUQJ Seﬂoﬂ @Y@ [e

CW??S}DOMJ@V{ ,O& \/aloyeg \(2:15) 2.1:“15') Wit ol %()Q Cc@wo

C!Qbé ‘Z\fvw CUW}Q}% Ka @c‘ua(‘(’c{q @) C%ue no se U‘f?f?fo/ ‘bwf@

detevwmtuay los. Ee dechy que)Fm/q esto Oltwo se teud via QL(Q,!E,—IS)

Resomiteudo, el paic de esta (cuarin) soluctoic erdd confopmade pov:
T\ = 480-29-¥,N, con un So}ooYJre ave Fam &;ar el or%en y por Q@;Z;D)
Y .Jpoy¢

T =T =—40+20+ N, con vua Ifnee de acctol goe pasa por B,Cegi50)
Ewton ces, Fom este caso se Trewe 0% el woweulo de\ for wado pov
T' %Tz , acJPcPommlo c({)\ mo'wzec&o de f& (/ezuHam‘e, con r@séb@c{o

al ovFgey, da pov recolados

> P okl 8 &
—
OQLx'EJroé?xE————ao 45 o|+|o0 o 3 |=
-4 z | Z 6 16

= (45 2+eoT+ oK)+ (-482+2¢ F+0K) = —304+a6 T +60 K, Noig,
ec decty el valoy goe Trene el wow euto del stctewc dado , con

reg}aecjco al o(r(’&zeu, lo coal se wos P‘?c{fb/ VerP {fea r.

P . | \ \ :
NOTA .- Serde poede a‘kkecfuga cu el decarvollo de ecta resolucfdu,
r : I ]
obtovtuos la ecuacton cavte:favo del e central, eu <o ferwa
/ o { ! , g
twetifca, hacferdo Puterveuri lal ecvactore: fdeu tPfFeadss como
' da ol lectoy oblewer dTchs ecoacht, prectse wreud
Y ;e recomfesda al lecToy obTener aIC e«uacwo/./(ﬁrecz,a weute
cn o WFOVWM C?‘;’dd;a/ hacteudo Tudesvevsr a @ j’@j & CoutiuoecTer

lo havewios =« Eha;f*?'/ de s 164



Efewpo M-21 (outrnoacts )12/2).

23Z=4x=9 <« —

e &,
i 4X73Y=0. -, om0 = = ©-

De ® obtenewos:
il

X:‘. —2-:- - - S o @
fu ‘hm‘fo que) Je @ se ObﬁeV\E'-
= 32=49

e R ()

wu bate eu v @ };oede eScrtbPree qoe :

y = 2Y_322-9
-~ F T &

deufdfendo eutre 3 tauto el nomerador cowo el denowPrador

c\e coda oro de los QOC?ereﬁ de esta. doble ?gua‘dad obteuewrns:

Y 2-3
R

que es lGL ‘Forma Stmdtrica de la ecoacth (cartesra ua,)'_rief
efe ceutral corvespoudteute al motor de este efewplo,
m T8 uaa q0e obtoutwol cowo @ a\ vecolver el fucfo cl)

de ette P\ro\o)wa) con base eu las ecuactones Pdeuteffeadus

como © \f@_-

Uo Jeje PUGSJ )ecbb Cle ob"}eupy es'(’a ecuaC?oﬁ hﬂcf’f’%o’o

tterenty a @) v a @
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Efcwb\om-lz

Lo P)“ ca de la ‘rfgumﬂﬁ% se eucveutra 50\]’9]% al s¥tewra f.uo.dmo'o/
Constriorde por la¢ foerzas E)FZ)E) E} st E) F TFB dedas ellas en
wewtous, coyos &o%orfes dmsm }’ﬂ‘i)ec'{?(/ﬂmelz,{w %w A(z}jo/o)) E(0,03),
0(0,0,0), D(04,0), C (6,6,0), B(4,6,0, H(2,4,0 y &(22p), poudes coyas
coordenados ectahn, dadat en wetros. Cou buse eu ello:

d)obf€c4gq lat (ooynlwaclaﬁ \/edov‘?alpf caucufeal Ae} sfiTema C’,G“‘”HO/ Y,
b) deteviatue codl et el efthwa Ggufuﬂeﬁe el :fwklf a. gue pue(h redo-

CPrece el <feten dadoy gque/com C‘IU\(G de (TO?

z
E
/
//
// F3:|5
/ @)
Fz =-3of+2j;/
IF =50 A / ng‘/lw
x/
Frgora I0- 36
Qesofuc?(ﬁ\,
Q\j Cov. ba‘ﬁ eu lo¢ do%ogj se obtfenes -
8
R=”%15201+Oj+OK=0 @/7)

M, =)= (505)+ @K x G20 Eraz.5 K + O+ (49)x (Fof+7.5 K )+ (e ) x (275 1)+
+ (467 x (73.5 k\ +( 28+ 49)x (Bot=- 40f=6okK) +(2F’+3j’>x (- 4oK)) , €< decl get
M, =@oK)+(-905) +0+ (207) + (165 T+ E 0§H165 )+ CBok+120- 120k-2409)+ (B0 -1201) = 0 @)

b) Cow,_o) aorde con @ v @ se freuen -0 Y MOZO) el citewma equ?\/alevﬁe
e waﬂe & gue }soe&e redociree el ststeus dado el el equf{?i'ovfoj se comiu\(e_a,oc

la P(a(a de ecle ej’emkfo se encpentra eu quff?b-rfo/ g[ﬂ"do al spetomn de fue;/zas dade,
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Efemp(o I7-23

El }owale\e‘o(PQdo de la ﬂ’gum II- 37 es V\ouwg.e/neo, )DOSQ Soo N
Y se emcpe«‘fm So\f@?o a la accfou de las foerzas Mos‘hada.()Co\{aS

|nweal de accfeic sou, eu todee los casos, colPueales cou lag avPotag

del coerpo. P G ,
Z
200N A
&
<E}cor( ol
1T H
i
[
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IV. DIAGRAMAS DE CUERPO LIBRE.

Como una de las cosas més importantes en el estudio del equilibrio o del movimiento de un cuerpo, es
el diagrama de cuerpo libre de éste, a continuacion trataremos acerca -del mismo y daremos aigunas
definiciones con ¢l relacionadas.

No obstante su importancia, hemos de mencionar que el diagrama de cuerpo libre, al que
abreviadamente llamaremos d.c.l. (segin mencionamos en el prélogo de esta obra), no es mas que un
croquis de dicho cuerpo, donde se indican clara y suficientemente los elementos (fuerzas y/o pares) que
actiian sobre el nmismo.

Asi pues, para que un d.c.l. s¢ considere correctamente elaborado, debera mostrar claramente la
magnitud, la direccion, el sentido y la parte donde se aplica cada uno de los elementos que actua sobre
el cuerpo. Por ello, un d.c.l. no necesariamente deberd elaborarse a escala.

No obstante que casi la totalidad de los d.c.l. , que en este texto presentamos, estan relacionados con
problemas de lo que se definird mas adelante como equilibrio estatico, recomendamos al lector que
tenga en cuenta que el estudio del movimiento de los cuerpos, en general, no es factible llevarlo a cabo
de manera confiable si no se elaboran correctamente los d.c.l. de los mismos.

IV.1 DEFINICIONES DE RESTRICCIONES AL GIRO Y AL DESPLAZAMIENTO DE UN
CUERPO. [)ESCRIPC[()N DE LOS APOYOS MAS EMPLEADOS EN LA INGENIERIA.
DEFINICION DE SISTEMA DE REFERENCIA INERCIAL.

IV.1.1 DEFINICIONES DE RESTRICCIONES AL GIRO Y AL DESPLAZAMIENTO DE UN
CUERPO.

En ingenieria son comunes Jos elementos mecanicos que estan sustentados por otros elementos, los que
a su vez se conocen con el nombre generalizado de apoyos.

Estos apoyos, segiin condiciones, restringen ciertos movimientos a los que se les asocia el concepto de
grado de libertad.

Este concepto se asocia a los modelos de particula y de cuerpo, siendo variable el numero de
posibilidades de desplazamientos independientes que tiene, ya sean angulares o lineales.

La funcion de los apoyos es restringir alguno o todos los posibles desplazamientos, de los cuerpos que
estan en contacto con ellos: en otras palabras, restringir los grados de libertad de los cuerpos, por lo que
conviene conocer cuantos grados de libertad estan asociados a los apoyos, ya sea que éstos respondan a
la accion de sistemas de fuerzas colineales o coplanares (en E;), o bien sistemas generales de fuerzas
(en E3) .
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Er E; podemos tener los grados de libertad mostrados en la figura IV.1, donde A, y A, son
desplazamientos lineales, en tanto que los Af. son desplazamientos angulares.

Figura [V.1

En Ej se tienen los grados de libertad presentados en la figura IV.2 ; ahi A, , A, y A; se consideran
desplazamientos lineales, mientras que A8, , AB,, y AB. se consideran desplazamientos angulares.

Z
A:
!
A6
oG
AB y
x‘// Ax Aey
x./’
Figura IV.2

Asi pues, acorde con lo recién descrito, en términos generales, un cuerpo ubicado en E, tiene tres
posibilidades de desplazamientos independientes; esto es, posee tres grados de libertad, en tanto que, si

se ubica en E; tiene seis posibilidades de desplazamientos independientes; esto es, posee seis grados
de libertad.

Es claro que, para poder presentarse todos los grados de libertad, los cuerpos debieran estar libres, y
como esto no siempre es posible o deseable, se deben impedir o se tienen impedidos ciertos
movimientos.

A un impedimento también se le conoce como restriccion, que puede ser tanto al giro como al
desplazamiento. Cada restriccion angular debera estar proporcionada por un momento restrictivo, asi
como cada restriccion lineal debera estar proporcionada por una fuerza restrictiva.

Es usual llamar momento reactivo al momento restrictivo, y fuerza reactiva a la fuerza restrictiva. Cabe
aclarar que el término reactivo no tiene nada que ver con la tercera ley de Newton; solamente es un
adjetivo.
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IV.1.2 DESCRIPCION DE LOS APOYOS MAS EMPLEADOS EN LA INGENIERIA.

El numero y tipo de restricciones son consecuencia del tipo de apoyo(s) que se utilice(n) para unir al
elemento mecanico al sistema tierra (que es considerado un sistema fijo), mismos que describimos a
continuacion.

Se utilizan ciertas figuras y simbolos para diferenciar los apoyos. En general se tienen tres tipos de
apoyos muy empleados: el de rodillos o apoyo libre, la articulacion o apoyo fijo, y el empotramiento.

Apoyo de rodillos. Este se representa graficamente como se ilustra en las diversas partes de la
figura IV.3.

________ ] S— e o I

( Pasador H
Pasador - Pasador - conector <7
conector 3 conector B 1
- . i i"'""‘ﬂ e 2 “““““““ (e e i 1
(a) (b) ()
FiguraIV.3

En este tipo de apoyo, la unica restriccion actiia en direccion normal a las superficies en contacto, a
través del pasador conector.

Cabe mencionar que este tipo de apoyo no es capaz de restringir tendencias al giro (generadas por
momentos), ni un desplazamiento lateral (provocado por alguna fuerza en esa direccion).

Apoyo articulado. Este se representa cominmente en algunas de las formas mostradas en la

figura IV.4.
e | — N
Pasador | J\) ) Pasador L)
conector | << conector N
] | —tpo 1
E _______ 1 —_ )
(a) (b) (c)

Figura IV .4

En este tipo de apoyo las restricciones que se presentan son al desplazamiento lineal en cualquier
direccion; nunca proporciona restriccion (es) al giro.
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Dependiendo de si el cuerpo conectado es empujado o jalado en una determinada direccidn, la fuerza de

restriccion puede actuar sobre la superficie de apoyo o hacia ella, precisamente en la direccion
analizada.

Por ejemplo, considerando la viga de la figura IV.5(a) , articulada en A, las fuerzas restrictivas que se
presentan en dicho apoyo, debido a las condiciones de carga, son una de magnitud H, con la direccion
del eje x , pero de sentido contrario al de éste, y una magnitud ¥4 con la direccion y el sentido del eje
¥, seglin se muestra en la figura IV.5(b) . Como dicha viga esta simplemente apoyada en B, sélo se

presenta una fuerza restrictiva en tal apoyo; fuerza de magnitud Vg, con la direccion y el sentido del
eje y , segun se muestra.

Yy
P o * P
A B A B
@ s 0 Hy ~a—t p—=0
o T Va4 1 Ve
(a) (b)

Figura IV.S

Es importante tener presente que el apoyo articulado no es capaz de restringir tendencias al giro
(generadas por momentos).

Empotramiento. Este tipo de apoyo se representa graficamente segun se ilustra en la figura IV.6 .

3~

LLL LY

i

LLLLLS
VA

L
[LL L

(@ (®)
Figura IV.6

En dicho apoyo las restricciones que se presentan son, tanto a desplazamientos angulares como a

desplazamientos lineales, en cualquier direccidn. Asi pues, en este tipo de apoyo se restringen todos los
grados de libertad.
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En ia tabla IV.] se muestran algunos casos de restricciones que pueden proporcionar diversos apoyos. Los tipos
de restriccicnes que se indican son para casos generales: el que se presenten, o no, todas las restricciones
indicadas dependera dei tipo de sistema de fuerzas aplicado al cuerpo, conectado a los apoyos que tenga.

ALGUN@®S CASOS DE RESTRICCIONES PROPORCIONABLES POR APOYOS

APOYO RESTRICCIONES CANTIDAD Y
(casos generales) TIPC
z {
f Una de desplazamiento
R lineal.
z

Libre: superticie lisa, fija, sobre la cual
se mueve un rodillo

Guiado: superficie lisa y fija, confinada lateralmente,

sobre la cual se mueve un rodillo o una rodaja.

Dos de desplazamiento
lineal.

Dos de desplazamiento
angular,

Tres de desplazamiento
lineal.

—

Dos de desplazamiento
lineal.

Dos de desglazamiento
angular.

Articulacion lisa y fija, que solo permite
giro alrededor de un eje.

Dos de despiazarmiento
lineal.

Dos de desplazamiento |
angular.

z
R: Tres de desplazamiento
My x e y ITI:::lae desplazamiento
g o Ry angular.
Empotramiento R My
Tabla IV.1
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IV.1.3 DEFINICION DE SISTEMA DE REFERENCIA INERCIAL

Podemos definir sistema de referencia inercial como aquel que se considere fijo, o que tiene
movimiento rectilineo uniforme, en el cual se cumple la Ley Segunda de Newton.

Isacc Newton enuncio un postulado que involucra la existencia tanto de un espacio absoluto, como de
cuerpos considerados inmoviles, estableciendo de esta forma un sistema de referencia inmovil
(considerado fijo). respecto al cual se podria definir la posicion de los cuerpos en equilibrio.

El enunciado que involucra la existencia de un sistema inmovil corresponde a lo conocido como Ley
Primera o de la inercia. En este postulado también se involucra la existencia de un sistema mévil, pero
con la cualidad de moverse con velocidad constante y rectilineamente.

Estas caracteristicas del sistema de referencia podemos tratar de explicarlas de la siguiente forma.

Consideremos que, al realizar un experimento de caida libre, el tiempo ¢ que un cuerpo necesita para
recorrer una distancia 4 es pequeilo, comparado con el tiempo ¢, que La Tierra necesita para dar una
vuelta sobre su eje, o con el tiempo /, que tarda en dar una vuelta alrededor del Sol.

Al comparar, si / es muy pequeflo con relacion a 1, , tenemos = A (. , y en este tiempo podemos
considerar a la tierra sin movimiento (fija). mientras que si resulta que ¢ es también muy pequeiio con

relacién a ,, setiene = A1, y podemos considerar que La Tierra se ha movido rectilineamente con
velocidad constante en este intervalo.

s
: eje de rotacion =S N 7
Vel - T o8
{ . T
/ 0 \
/ \
|l < ) \
\ /
\ Sol /,/
X %
AN 7
T~ -7
Rotacion de La Tierra alrededor de su eje. Movimiento de La Tierra con relacion al Sol.
Figura IV.7 FiguraIV.8

Teniendo en cuenta las condiciones citadas en los dos parrafos anteriores:
a) respecto a lo mostrado en la {igura 1V.7 puede decirse que AQ — 0 (siendo AO el angulo girado por

La Tierra en el tiempo Af,) ; asi podemos considerar que la tierra esta fija, que es la caracteristica
del movimiento nulo, es decir del reposo, y,
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b) el arco As de la figura IV.8 (recorrido por nuestro planeta al pasar de la posicion 7y a la posicion 77,

en el tiempo At ) se considera recto, y la velocidad (de nuestro planeta) en la posicidon Ty es
practicamente la misma que en la posicion 77, por lo que dicha velocidad se considera constante,
que son las caracteristicas del movimiento rectilineo uniforme. Tanto en reposo (¥=0), como en
movimiento rectilineo uniforme (v=cte), la magnitud de la aceleracion es nula.

IV.2 EL DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE: DEFINICION; SU IMPORTANCIA Y
SECUENCIA PARA OBTENERLO. ELABORACION DE DIAGRAMAS DE CUERPO
LIBRE DONDE INTERVIENEN DIVERSOS TIPOS DE FUERZAS Y/O PARES: PARA
CUERPOS RIGIDOS QUE ESTAN EN CONTACTO CON OTROS, Y PARA CUERPOS
RIGIDOS CONECTADOS A SUS APOYOS, O CONECTADOS CON OTROS
CUERPOS.

Como parte fundamental del estudio de la Estatica y de la Dinamica nos encontramos al diagrama de
cuerpo libre, ya que ambas ramas de la Mecanica Clasica estan intimamente ligadas con fuerzas, y/o
pares de fuerzas, elementos que a su vez constituyen una parte muy importante de dicho diagrama.

Definiremos al diagrama de cuerpo libre como un croquis o dibujo del cuerpo (o particula) en estudio,
donde se indican los elementos (fuerzas y/o pares) que actian sobre el mismo, claramente ubicados
con relacion a éste.

Asi pues, para obtener buenos diagramas de cuerpo libre, a los que en lo sucesivo y abreviadamente
designaremos con las siglas d.c.l., sugerimos proceder como a continuacién se indica:

a) Hacer un croquis con un tamafio aceptable donde se muestre al cuerpo (o particula), acotando en él
las dimensiones de tal cuerpo, asi como las posiciones donde actian-las fuerzas y/o pares, a que se
encuentra sujeto; sobre dicho croquis hay que realizar lo mencionado en los siguientes incisos.

b) Tratandose de fuerzas, dibujar segmentos dirigidos en las diferentes partes donde ellas actlan,
anotando al lado de cada uno de ellos la magnitud de la fuerza que representa; entonces, esos
segmentos dirigidos no tienen por qué dibujarse a escala, pero si deberan tener la direccién v el
sentido de las fuerzas que representan.

¢) Tratandose de pares (de fuerzas), dibujar arcos de circula alrededor de los ejes sobre los cuales se
aplican dichos pares, indicando en cada uno de esos arcos, mediante una flechita, el sentido del par
que representan, y anotando a un lado la magnitud del par correspondiente.

Dcberd tenerse mucho cuidado en que las unidades de las fuerzas y de los pares, asi como las de
longitud empleadas para acotar el croquis, sean congruentes. Por ejemplo, si como unidad de longitud
empleamos el metro (m) y como unidad de fuerza empleamos el newton (N) la unidad de los pares que
aparezcan en e] diagrama debera ser N-m.
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Ejemplo IV.1

Despreciando el peso propio de la viga de la tigura IV.9 , dibuje su d.c.l. considerando que, sobre ella,
actua el sistema de fuerzas coplanares mostrado.

3N
5N
o B
N 4 1 0.75 m
B o ] o
gﬁ 0.75m
A et SN
() () ()
[ | | |
| - | |
3m 4m 3m

FiguralV.9
Resolucion

1. El croquis acotado, correspondiente a la viga, es el que se muestra en la figura IV.9(a) .

B 0.75 m

0.75m

3m 4m 3m

T

Figura IV.9(a)
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2. Sustituyendo a las fuerzas de 5 N por el par de 7.50 N-m equivalente y tomando en cuenta que, por
el tipo de apoyos que existeh, solo B es capaz de ofrecer una reaccion que tenga componente
vectorial horizontal, a la que le supondremos sentido hacia la izquierda, si ademas suponemos que la
reaccion en A4 (vectorial por el tipo de apoyo) tiene un sentido hacia arriba, y que la componente
vectorial de la reaccion en B también tiene sentido hacia arriba, luego de dibujar sobre el croquis
anterior los segmentos que representan a los elementos que actiian sobre la viga dada, se obtiene el
croquis de la figura IV.9(b) .

A ™ ‘ ’
e g o | | e
A -~ \
3m 4m 3m

Figura [V.9(b)

3. Si sobre €l, y a un lado de cada uno de los segmentos dirigidos y arcos de circulo que contiene,
anotamos las magnitudes de los elementos que representan, obtenemos finalmente el d.c.l.
solicitado; es decir, el mostrado en la figura IV.9(c) .

3N
75N -m

) L ’
4N N Hp
[RES—— ° 1 e

\ -~/ \

Va Va
3m 4m 3m
- | - |

Figura IV.9(c)
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Ejemplo IV .2

El sistema de la figura IV.10 esta formado por un disco 4 que tiene una cuerda flexible, inextensible y
de peso despreciable, enrollada en su periferia, de donde cuelga el bloque B mostrado. Si se le suelta en
esa posicién, A pesa 10 N, B pesa 20 N, y la friccion entre el disco y el eje fijo, que lo soporta, esta
dada por un par de magnitud constante e igual a 8 N-m, dibuje los d.c.l. de 4 y de B para un instante
cualquiera del movimiento.

Figura IV.10

Resolucion

Con el fin de emplear unidades congruentes, como la correspondiente al par dado es N'm, la unidad de
longitud que emplearemos serd metro, aunque pudiera haber sido centimetro, ya que cuesta el mismo
trabajo transformar a metros la Unica medida proporcionada en este problema, que transformar a N-cm
el médulo del par mencionado, puesto que esto también representaria un solo cambio. Asi pues:

1) Los croquis correspondientes al disco y al bloque, teniendo sélo acotado el del disco, ya que del
bloque no se dan dimensiones, son los mostrados en la figura IV.10(a) .

¢=02m

(a.l) (a.2)
Figura IV.10(a)
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2) Dibujando (sobre los croquis del inciso 1) los segmentos rectilineos dirigidos y el arco de circulo
que representan a los elementos que actlian sobre los cuerpos de este ejemplo, obtenemos los croquis
de la figura IV.10(b) .

(b.1) (b.2)

Figura IV.10(b)

3) Si sobre ellos, y al lado de cada uno de los ¢lementos que contienen, anotamos las magnitudes de las
fuerzas, y del par consecuencia de la friccion en el apoyo del disco, obtenemos los d.c.l. solicitados;
o sea, los de la figura IV.10(c).
T
B

Wp=20N

(c.1) (c.2)
Figura [V.10(c)
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Ejemplo [V.3

El sistema de cuerpos de la figura [V.11 se suelta en la posiciéon mostrada. Elabore, para dicha posicion,
los diagramas de cuerpo libre de los bloques 4, By (', asi como el de la polea, considerando que €sta no
pesa, y que el cable que conecta C' con B es de masa despreciable.

Resolucién

\/

C

A

ST T

L1002 0070207)

O

Figura IV.11

777777777777

1) Los croquis correspondientes a los bloques C', 4 y B, asi como el que corresponde a la polea, son
los mostrados (respectivamente) en las partes (a), (b), (d) y (¢) de la figura IV.12 ; dichos croquis no
contienen acotaciones pues ho se proporcionaron dimensiones.

(a)

(b)

Figura IV.12

(© O

(d) B
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2) Al dibujar. sobre los croquis de la figura VI.12 , los segmentos rectilineos dirigidos que
emplearemos para representar a las fuerzas que actian sobre los elementos de interés, se obtienen los
croquis de la figura V.13 ; parte de esas fuerzas son consecuencia de la tendencia de B a descender
(unica posibilidad de movimiento de B), lo cual ocasiona que C tienda a moverse hacia la derecha.
y que A también tienda a moverse hacia la derecha, “arrastrado” por C .

(a) ¢ . (c)
; A
(b) (d) B
v L

FiguralV.13

3) Al anotar al lado dc cada uno de los segmentos dirigidos, de los croquis de la figura IV.13 , las
magnitudes de las fuerzas que representan, se obtienen los diagramas de cuerpo libre que se pidié
ciaborar. es decir fos de la figura V.14 . En dicha fignra: W, W4 y Wp_son las magnitudes de los
pesos de (', A4 y B respectivamente; T representa el médulo de la tensién en cualquier punto de la
cuerda que conecta B con € ; Fr corresponde a la magnitud de las fuerzas de friccidon (que se
generan debido a la interaccion) entre C'y 4 ¢ Ne es el mddulo de las fuerzas normales ( que se
generan como consccuencia de Ja interaccion) entre C'y A ; Fry es la magnitud de la fuerza de
friccidn que sobre A cjerce la superficie que lo soporta; N,y es el médulo de la fuerza normal que
sobre 4 ejerce la superficie citada, mientras que /'y V corresponden a las magnitudes de las
proyecciones horizontal y vertical de la fuerza que la articulacion ejerce sobre la polea.
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Figura IV.14

Ejemplo [V .4 .
Ln la figura IV.15 s¢ muestra un sistema de cuerpos conectados, que acaba de soltarse. Asumiendo que
las cuerdas mostradas son flexibles, inextensibles y de masa despreciable, que es practicamente nulo el
peso de las poleas, y nula toda friccion entre éstas y las cuerdas: para la posicion indicada elabore los
diagramas de cuerpo libre de los cuerpos 4 y B, asi como para la polea C, considerando que el cuerpo
B se mueve hacia abajo. LT’—/—/

‘LLL /L L LL L LLLALLL L LLLLLL

Figura IV.15
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Resolucion

1) Los croquis de los bloques 4 y B, asi como el de la polea C , son los que se muestran
(respectivamente) en las partes (a), (d) y (¢) de la figura IV.16 ; esos croquis no conticnen
acotaciones ya que no se¢ proporcionaron dimensiones.

LLL(_LJ_L/
|
e ————— 1:
o
Ly
I
©)
|
B | (@

FiguraIV.16

2) Aldibujar, en los croquis de la figura [V.16 , los segmentos rectilineos dirigidos que utilizamos para
representar a las fuerzas que actiian sobre los elementos que nos interesan, obtenemos los croquis de
la figura IV.17 ; algunas de esas fuerzas son consecuencia del movimiento realizado por B, el cual
ocasiona que A se mueva soportando la accion de una fuerza de friccion (dindmica) que sobre é!
ejerce el plano inclinado.

Z_.LL.F_/__LJ_/
|
e e l
//__ | |
L
c) (o
|
)
| B (d)
FiguraIV.17 J
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3) 1Jna vez habiendo anotado al lado de cada uno de los segmentos dirigidos, de los croquis de la figura
IV.17, los mddulos de las fuerzas que representan, resultan los diagramas que se pidié elaborar; es
decir, los que se muestran en las partes (a), (d) y (¢) de la figura IV.18 . En esa figura: W4 v Wz son
los médulos de los pesos de 4 y B respectivamente; Fry es la magnitud de la fuerza de friccion
(din&mica) que el plano inclinado ejerce sobre 4 ; N, corresponde al médulo de la fuerza normal
que dicho plano ejerce sobre A ; T,y Tp representan las magnitudes de las tensiones en cualquier
punto de la cuerda que conecta C con 4, y de la que conecta C con B, respectivamente.

No obstante que la parte (b) de la figura IV.18 no corresponde a un diagrama de cuerpo libre, se
dibujé la misma con la finalidad de hacer ver que el paso de una cuerda (considerada de masa
despreciable) por una polea, lisa, cambia la direccién de la fuerza de tensién ejercida por dicha
cuerda, pero no la magnitud de la fuerza recién citada. Apréciense ahi las direcciones de la tension,
en la cuerda, antes y después de estar en contacto con cada una dc las dos poleas ahi mostradas.

FiguralV.18



Ejemplo IV.5
La barra de la figura V.19 es homogénea, pesa 20 N y se¢ encuentra sujeta a la fuerza de 40 N que se

muestra, aplicada en direccion perpendicular a la barra. Con base en ello, elabore su diagrama de
cuerpo de cuerpo libre.

0.6 m

Figura [V.19

Resolucion

1) El croquis acotado de la viga, base del d.c.l. solicitado, es ¢l que se muestra en la figura V.20 .

T \
0.6 m
Sm

0.75m
0.2
— 0.4m 0.4 m B
| | |
f { 1

Figura IV.20
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2) Considerando que la reaccion en (la articulacion) A4 la descomponemos en una fuerza horizontal y
una vertical, al dibujar sobre ¢l croquis de la figura IV.20 a los segmentos dirigidos representativos
de las fuerzas, que actian sobre la-barra, se obtiene al croquis de la figura IV.2} -

0.6 m

Figura [V.21]

3) Agregando, en la figura IV.21 | las magnitudes (o, en su caso, lo que se anota representando a la
magnitud) de cada uno de los segmentos representativos de las fuerzas que actian, sobre la viga, se
obtiene el d.c.l. solicitado; es decir el de la figura IV.22 , donde Rp representa a la magnitud de la
fuerza que el apoyo B ejerce sobre la viga, en tanto que /4y V4 representan, respectivamente, a los
modulos de las fuerzas horizontal y vertical en que descompusimos a la fuerza que la articulacion
ejerce sobre el cuerpo analizado.
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H, A 0.75m

V4
0.25m
0.6
" 40N
20N
o B
Rp
0.4m 04m
I . e }
Figura V.22

De haber decidido descomponer a la fuerza, recién citada, en una fuerza colineal con el eje de la
barra y en otra perpendicular a ésta, el d.c.l. resultaria el mostrado en la figura V.23, donde Acy 4p
representan (respectivamente) a las magnitudes de las dos fuerzas recién descritas.

0.6 m

04m 0.4 m
| | |

T
Figura IV.23

Nota.- Tan correcto es cl d.c.l. de la figura [IV.22 , como el de lalV.23 ; sin embargo, siel d.c.l. de la
viga va a emplearse para la determinacion de las fuerzas que los apoyos ejercen sobre la viga,
resulta mas ventajoso el de la figura [V.22 pues, para efectuar la determinacion mencionada, si
se emplea un sistema de referencia con su ¢je horizontal y vertical, nos encontraremos con que
solo la fuerza de 40 N tiene dos componentes, en tanto que, sea cual fuere el tipo de sistema de

referencia empleado, al menos dos fuerzas de las que conforman la figura 1V.23 tendrén dos
componentes.
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Ejemplo IV.6

Los discos de la figura [V.24 son homogéneos, tienen un mismo espesor y se encuentran en equilibrio
en la posicion mostrada; el disco 4 pesa SO0 N y su radio es de 0.2 m, en tanto que B pesa 900 N y
tiene un radio igual a 0.3 m . Con base en ello, dibuje los diagramas de cuerpo libre de cada uno de
esos discos.

P,

09m

Figura IV.24

Resolucion

{) Los croquis acotados correspondientes a los discos B 'y A4 son los mostrados en las figuras IV.25 y
IV.26 , respectivamente. Aunque no necesariamente debieran aparecer las lineas discontinuas que
ahi aparecen, las mismas se plasmaron con la finalidad de que, en siguientes pasos de esta
resoluciodn, se ubiquen las fuerzas que actuan sobre cada uno de los discos.

cos 6=0.8

cos 0 = 8—:‘51=0.8

ly

)
N h / |
I\\ 0 —~ |

| . o
|

Lo D ]

Figura IV.25 Figura IV.26
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Por ejemplo, las fuerzas ejercidas por las paredes y por el piso deben ser perpendiculares a dichos
elementos, debido a lo cual sus lincas de accion deben pasar por los centros de los discos. Las
fuerzas de interaccion generadas por el contacto entre los discos deben ser perpendiculares a las
periferias de ellos y pasar por el punto donde los mismos se tocan, debido a lo cual los soportes de
estas fuerzas deben estar alojados en la recta que pasa por los centros de los cuerpos en estudio.

2) Teniendo en cuenta lo anterior, una vez habiendo dibujado (sobre los croquis de las figuras IV.25 y
[V.26) los segmentos dirigidos que representan las fuerzas que actian sobre los discos, se tienen ios
croquis de las figuras IV.27 y [V.28 .

cos 6=0.8

0.3m | 0.4m l0.2ml

! B 1 1

Figura [V.27 Figura IV.28

3) Al agregar (en las figuras IV.27 y IV.28) los médulos (o, en su caso, lo que se anota representando al
modulo) de cada uno de los segmentos representativos de las fuerzas que actiian sobre cada disco, se
obtienen los diagramas de cuerpo libre que se pidié elaborar, mismos que se muestran en las figuras
IV.29 y IV.30, donde Rj representa la magnitud de la fuerza ejercida por la pared sobre B ; P
corresponde al mddulo de las fuerzas de interaccion debidas al contacto entre los discos; V'y H
representan (respectivamente) a los modulos de las fuerzas que sobre A ejercen el piso y la pared.
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cos 6=0.8 cos 6=0.8

Figura V.29 Figura IV.30

Ejemplo IV.7

La placa triangular de la figura IV.31 es homogénea y tiene espesor constante, e, pesa W y estd
soportada por los tres cables verticales que se muestran. Con base en ello, elabore su diagrama de

cuerpo libre.
¥4
YII9779974 y279779974
LULLLLLL
B(0,L,0)
(0} e ) ’
A(L,0,0)

X
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Resolucién

Antes de iniciar la elaboracion del d.c.l. mencionaremos que, por las condiciones especificadas para la
placa, que entre otras cosas implica un peso de la misma completamente uniforme por unidad de area
(de la placa), el peso total de dicha placa estard dado por -Wk, fuerza cuya linea de accion (paralela al

eje z) pasa por el punto C (—é % —;—) , aunque también por C’ (—;1, -§~, 0) , que puede
apreciarse en el croquis de la placa mostrado en la figura IV.32. ‘
z _L_ g_é
|
L
3 (4} c’ Y
2L ot
3
x/
Figura V.32

El croquis recién mer. . .nade, una vez adicionado de los segmentos dirigidos representativos de las
fuerzas que actian sobre la placa, presenta ahora las condiciones mostradas en la figura IV.33 .

L 2L
z B 3 . 3 _
_ga_ o I o fB y
2L 1
A
X/ ’

Figura [V.33
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Entonces, el croquis de la figura IV.33 , ya contando con elementos indicativos de las magnitudes de
las fuerzas, que actian sobre la placa, viene siendo ya el d.c.l. solicitado; es decir, el de la figura [V.34 |
donde T, , Ts y To representan a las magnitudes de las tensiones en las cuerdas que soportan a la placa
end, By O, respectivamente.

V4 L é
3. 3
To ”~ e -
Tr
L ol |7 tB
3 J‘ Cn Yy
2L Ty
3
A
x/
Figura V.34

Ejemplo IV.8

La placa rectangular de la figura IV.35 es homogénea y tiene un espesor constante, pesa 42N 'y se
encuentra articulada en O. Ademés, estd simplemente apayada en 4 (de modo que dicho apoyo ejerce
una fuerza cuyo soporte pasa por 4 y B), y estd saportada en posicion horizontal por medio de dos
cables: uno que tira de ella en la esquina 4 y esté articulado en D, y otro que jala de la esquina C+y se
encuentra articulado en £. Con base en ello, dibuje el d.c.l. de la placa.

z
A4(4,0,00m
B(4,9,0)m
D » E C(0,9,0)m
D (0,0,3)m
E@4,5,7)m

N ’ y

(0]
4 B
x/ Figura V.35
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Resolucion

Antes de iniciar la elaboracion del d.c.l. pedido, y teniendo en cuenta que la placa se encuentra sujeta a
un sistema general de fuerzas no coplanares, habremos de precisar que la fuerza de tensién a que se
encuentra sujeto el cable que jala a la placa en 4 tiene la direccion de la recta que pasa por A y por D,
en tanto que, la fuerza de tension a que estd sujeto el cable que jala la placa en C tiene la direccion de
la recta que pasa por (' y por .

A continuacién prescntamos dos opciones para el d.c.l. solicitado.

Primera opcidn.- Aqui haremos intervenir a las fuerzas que acttian (sobre la placa) sin descomponerlas,
lo que conlleva la dificultad de acotar todas las distancias necesarias para ubicar tales fuerzas, ya que
¢stas constituyen un sistema general de fuerzas no coplanares. Combinaremos pues algunas acotaciones
con las coordenadas de los puntos D y £, con la {inalidad de precisar donde y como actian las
fuerzas ejercidas sobre la placa.

En tales condiciones, el d.c.l. solicitado resulta el de la figura V.36, donde T representa la magnitud
de la fuerza ejercida por el cable que jala a la placa en 4 ; 7¢ es el modulo de la fuerza con que jala el
cable que soporta a la placa en C'; R, representa la magnitud de la fuerza (colineal con la recta que
pasa por A y B) que cjerce el apoyo, sobre la placa, en 4 ; Ro es el médulo de la reaccion en O, cuya
direccion se desconoce.

Z E(495,7)m
\.
N
N
~
~
N
D(0,0,3) m SN
// | ~
;| ,
/ | Tc
/ | 42 N C
/" Ro | I o -y
T4 o i
R, A B
o
x* 45m 45m

Figura V.36
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Segunda opcion.- En ésta hemos de descomponer, en direcciones colineales con los ejes cartesianos, a
las tensiones en los cables, asi como considerar que la fuerza ejercida por la articulacién en O se
descompone a lo largo de las tres direcciones citadas, para presentar un d.c.l. que sélo contenga
segmentos dirigidos representando fuerzas, y a .un lado de ellos los mddulos de éstas o lo que los
represente, ademas de acotaciones.

Teniendo en cuenta los datos se obtiene que, las fuerzas ejercidas por los cables que sustentan a la placa
en A y C estan dadas, respectivamente, por:

Ty=-08T,i + 06T k. donde 7, = | Tyl , y,

H

47
Te = 5 Tei= o Tej + Tek . dondeTc = | 7] ;

O
O

entonces, si ademas de lo especificado para Ty y T¢, consideramos que R, representa la magnitud de
la fuerza (colineal con la recta que pasa por 4 y B) que ejerce el apoyo en 4 , sobre la placa, en tant~
que H,, H, y V representan respcctivamente a las magnitudes de las fuerzas colineales con I~ |

x, ¥, z , en que se descompone la fuerza ejercida por la articulacién en O, el d.c.l. pedid

que se muestra en la figura IV.37 .

| 44 -y
0.6 T4 0 szN 3 Tc -
R, A 0.8 74 B 2m
ﬁ I’
e
x’/ 45m 45m

Figura V.37
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IV.3 RECOMENDACIONES RELACIONADAS CON LOS DIAGRAMAS DE CUERPO
LIBRE REQUERIDOS PARA RESOLVER PROBLEMAS DE EQUILIBRIO, O DE
MOVIMIENTO.

Con el fin de evitar errores por distraccion, se recomienda que-antes de aplicar al cuerpo, o particula en
estudio, las ecuaciones de equilibrio o de movimiento, seguin sea el caso, junto al d.c.l. respectivo se
muestre el sistema de referencia que va a emplearse durante la resolucion del problema, ya sea ei dado
en el enunciado correspondiente o el que mds nos convenga para que, ddacuerdo con las caracteristicas
del sistema por emplear, se den los signos que les correspondan a las componentes de los vectores que
intervengan en el problema. De no coincidir el sistema elegido con el dado en el problema por
resolverse, habra que expresar los resultados obtenidos en funcion del sistema dado.

Consideremos un sistema de referencia formado por ejes u, v y w, ortogonales entre si, como el que se
muestra en la figura IV.38 , donde ¢, , e, , y e, son vectores unitarios que tienen, respectivamente, la
direccidn y el sentido de los ejes mencionados.

Figura IV.38

Diremos que, en tanto no cambien las posiciones que guardan entre si los ejes del mismo, éste recibe el
nombre de sistema derecho, o dextrogiro, de u, vy w. Entre las propiedades de este tipo de sistemas se
tienen las siguientes:

¢, xe,=e,, queimplica e, x e, = — e,
e, X e,=¢e,, queimplica ¢, x e, = —e¢,
e.Xe,=e,, queimplica e, x e, = —e
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En estas condiciones los momentos con respecto al eje u, debidos a fuerzas alojadas en el plano vw (o
en uno paralelo a éste), llevaran la direccién y sentido de e, cuando ellas tienden a girar en el sentido
antihorario con relacién al eje mencionado. Si las fuerzas tienden a girar en sentido horario con
relacion al eje u, sus momentos con respecto a dicho eje tendran la direccién de e, pero el sentido
contrario a éste. Anadlogamente se puede hablar de los momentos con respecto a los ejes v y w,
correspondientes a fuerzas alojadas en planos perpendiculares a dichos ejes.

Figura IV.39

El sistema de referencia cartesiano que emplearemos regularmente en este texto serd un sistema
derecho de xyz, es decir como el que se ilustra en la figura IV.39. Debido a las propiedades
mencionadas de los sistemas derecho, al emplear €l sistema Oxyz de esta figura, tendremos:

ixj=k, jxk=1i kxi=j jxi=-k kxj=-i Yy, ixk=-j

ademds de que, toda fuerza alojada en el plano xy ( 0 en un plano paralelo a éste), que tienda a girar en
el sentido antihorario con respecto al eje z, producird un momento con respecto al mismo con la
direccién y el sentido de dicho eje, expresado por Mzz = Mz, k, donde Mzz > 0; es decir que, en estos
casos, el momento mericionado tiene una componente positiva.

Si la fuerza tiende a girar en el sentido horario con respecto al eje z, el momento con respecto a dicho
¢je, debido a ella, estara dado por My, = My k, donde Mz, < 0; 0 sea que, en estos casos, ¢l momento
mencionado tiene una componente ncgativa.
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V. FRICCION

Al desarrollar este tema nos ocuparemos basicamente de tratar lo relacionado con lo que se conoce
como friccidn en seco, después de haber explicado en qué consiste en general el fendmeno de la
friccion, y de hacer ver que (en contraposicion de lo que muchas personas afirman) las fuerzas de
friccién no siempre se oponen al movimiento de los cuerpos, sino que en muchas ocasiones son
quienes producen el movimiento de los mismos.

Enunciaremos las Leyes de Coulomb-Morin para friccion en seco y resoiveremos ejercicios de diversos
casos donde estan presentes fuerzas de friccion.

Los casos en que practicamente se tiene (s = H (es decir en que los coeficientes de friccidn estatica y
dindmica son practicamente iguales) no son tan ideales como pudiera pensarse ya que, en muchas
ocasiones y debido a las caracteristicas de los elementos en contacto, las magnitudes de las fuerzas de
friccion cinéticas son practicamente iguales a las propias correspondientes fuerzas de friccion estaticas.

V.1 FUERZA DE FRICCION: DEFINICION GENERAL; CASOS EN QUE OCASIONA EL
MOVIMIENTO DE UN CUERPO, Y CASOS EN QUE SE OPONE A QUE SE MUEVA.
DESCRIPCION DE [.AS FUERZAS DE FRICCION ESTATICA, DINAMICA, EN SECO
Y FLUIDA. DEFINICION DE FUERZA DE FRICCION LIMITE.

V.1.1 ELEMENTOS RELACIONADOS CON EL FENOMENO DE LA FRICCION.

Antes de entrar de lleno al desarrollo de este subcapitulo haremos €nfasis en algunas cosas con relacion
a los diagramas de cuerpo libre y a las componentes de una fuerza, elementos que intervienen de
manera muy importante cn el andlisis y en la resolucion de muy diversos problemas del ambito de la

mecanica cléasica incluidos aquellos donde se presenta el fendmeno de la friccion.

1) En cualquier diagrama de cuerpo libre (d.c.l.), las fuerzas que actiien sobre el elemento en estudio
deberan representarse mediante segmentos dirigidos (cuyas direcciones y sentidos sean los de dichas
fuerzas) al lado de los cuales deberd anotarse la expresion matematica que proporcione su magnitud
(una cantidad escalar mayor que cero, es decir un nimero real positivo, en caso de fuerzas de moédulo

constante).

Asi pues, para una particula como la de la figura V.1, sobre la cual actian su peso y una fuerza de
sentido contrario al del movimiento (debida a la friccion del aire), cuya magnitud es directamente
proporcional a la rapidez del movil, cuando después de ser lanzada verticalmente se mueve hacia
arriba (lo que implica V= Xi con x>0 y F=2zk con z<0 , conrelacién a los ejes x, z,
mostrados), sus d.c.l. vienen siendo los mostrados en la figura recién citada, mismos que contemplan
las diferentes expresiones correspondientes a la magnitud de la fuerza de friccion, donde ¢>0 es una

constante de proporcionalidad.
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cX (<2)

mg i mg

Figura V.1

De seguir considerando los ejes x, z recién empleados, los d.c.l. de bajada correspondientes a la etapa
de movimiento hacia abajo (lo que implica ¥ = xi con x<0 y V= zk con z>0) son los

indicados en la figura V.2 (donde -cX y cZ representan la magnitud de la fuerza de friccion ejercida
por el aire.

mg | mg

Figura V.2

2) El signo de la componente escalar de una fuerza determina el sentido de la proyeccion (también
llamada componente vectorial), de dicha fuerza, sobre el eje de referencia (o el vector) con relaciéon

al cual se esté proyectando; recuerde que, a las componentes escalares simplemente les llamamos
componentes.

Asi pues, si Q. es laproyeccion de una fuerza @ sobre un determinado eje uw, de modo que
Q.= Q.e., donde Q. eslacomponente de Q sobre u, en tanto que e, es un vector unitario con la
direccion y el sentido de » : a) se tendrda Q,>0 cuando Q, tenga el sentido de u, vy, b) tendremos
0,<0 cuando Q, tenga sentido contrario al de w.
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Ejemplo V.1 .- Al proyectar ortogonalmente la fuerza P (de la figura V.3) sobre el eje x se obtiene el
vector P, = P,i, que tiene el sentido de dicho eje; en tanto que, al proyectarlo sobre el eje y
obtenemos el vector P, = P,j, que tiene sentido contrario al del eje recién citado.

y

Figura V.3

De acuerdo con lo anterior se tienen P>0 y P,<0, donde P, y P, son las componentes de P con

relaciénalosejes x e y , respectivamente.

Ejemplo V.2 .- Con relacion a lo mostrado en la figura V.4, al proyectar ortogonalmente al vector a
scbre el vector e, se obtiene a,, que tiene sentido contrario al de e, , en tanto que, al proyectar @

sobre e, obtenemos a,, cuyo sentido es igual al de e,, .

Figura V.4

Como consecuencia de ello, resultan a,>0 y a,<0, donde a,y a, son las componentes de a con
relaciona e, y e, , respectivamente, para este caso.

Conforme a lo establecido, si una particula realiza un movimiento rectilineo no uniforme, describiendo
una trayectoria colineal o paralela con relacion al eje de referencia, la componente a de la aceleracion
a, con que se mueve, serd positiva si a tiene el sentido del eje citado, pero a serd negativa si a

posee sentido conwrario al de dicho eje.
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Figura V.5

Asi pues, para el pequefio bloque de la figura V.5, que se mueve hacia la derecha, con una aceleracién a
también dirigida hacia la derecha, de magnitud igual a 4 m/s” . considerando los ejes x y y ahi
mostrados, se tienen:

a=gi= % i=4im/s s Y, a=ak=% k= -4k m/s’

Por ello, el que una particula se mueva con una aceleracion de ccmponenite positiva no implica que su
rapidez vaya incrementandose, ni el que su aceleracion tenga componente negativa umplica gue su

rapidez vaya decreciendo.

Po
a = uk = -4k m/s’ , pues lo que esto indica es que B tiene una zceleracion de modulo igual a 4 m/s

ejemplo, la rapidez del bloque B (de la figura V.7} va aumentando, no cbstante que

v un sentido contrario al del eje z, es decir dirigida haca la derecha.

V.1.2 DESCRIPCION DEL FENOMENO DE LA FRICCION. CASOS EN QUE OCASIONA
EL MOVIMIENTO DE UN CUERPO Y CASOS EN QUE SE OPONE A QUE SE
MUEVA. L

Diremos que, el fendmeno de la friccion se presenta cuando tiende a haber, o hay, desplazainiento
relativo entre dos elementos en contacto (dos cuerpos; un cuerpo y una determinada superficie; un
cusrpo y un medio viscoso; etc.) siempre y cuando uno de ellos, o los dos, no sea(n) prdacticamente
liso(s). Asipués, cuando tiende a haber. o hay, desplazamiento relativo entre los dos elementos citados.
se generan fuerzas de interaccion de modo que la fuerza de friccion que ejerce el elemento 4. sobre el
B. tiene la misma magnitud y la misma direccidén que los propios ce la fuerza que ejerce B, sobre .

pero tiene sentido contrario al de esta fuerza.
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A continuacion citaremos dos afirmaciones errdneas que muy comunmente se escuchan entre los

alumnos.

[. Las fuerzas de friccion siempre se openen al movimiento.

II. Las fuerzas de friccion siempre tienen una magnitud igual a pN, donde p es el coeficiente de
friccion entre las superficies en contacto, en tanto que N es la magnitud de la fuerza normai

ejercida sobre la particula o cuerpo en estudio.

Tan no es correcta la afirmacion de que las fuerzas de friccidon siempre se oponen al movimiento que,
en muchos casos, son las fuerzas de friccion las que producen el movimiento de determinados objetos,
como es el caso del cuerpo 4 de la figura V.6, que habra de moverse debido a las fuerzas de friccién
que sobre €l ejerceran las particulas del cuerpo B, que se encuentren en contacto con A, generadas por e}

movimiento que realice B como consecuencia de la aplicacion de la fuerza P sobre éste.

L i B

7777777777 7777777777777 777 777777777 77777777
Figura V.6
Otro caso que mencionaremos aqui, para apreciar lo incorrecto de la afirmacion de que las fuerzas de
friccidon siempre se oponen al movimiento, es el siguiente: considérense los discos D y E de la figura

V.7,de mode que D esrugoso y puede subir y bajar, estando en contacto con el pasador mostrado, en

tanto que £ es practicamente liso y no puede girar por estar fijo.

duela j

Figura V.7



En las condiciones descritas, si entre ellos se introduce una duela rugosa, que al moverse esté en
contacto al menos con D, éste se movera debido precisamente a la fuerza de friccién ejercida por
la duela, sobre él; aunque ya después, por ejemplo, si stbitamente dejara de moverse la duela, dicho

disco giraria con una rapidez cada vez menor (debido a la friccion).

V.1.2 DESCRIPCION DE LAS FUERZAS DE FRICCION EN SECQ, FLUIDA, ESTATICA Y
DINAMICA. DEFINICION DE FUERZA DE FRICCION LiMITE.

Atendiendo al medio en que se generan, las fuerzas de friccion pueden subdividirse en: a) fuerzas en
seco, y, b) fuerzas fluidas (viscosas).

Indepgndientemente del medio en que se presenten, diremos que las fuerzas de friccién estatica se
generan cuando no hay desplazamiento relativo entre las superficies en contacto, en tanto que, las de
friccién dindmica se generan cuando existe desplazamiento relativo entre las superficies (en contacto).

Para mostrar diferentes tipos de fuerzas de friccion, analizaremos dos casos relacionados con el modelo
de la figura V.8 | formado por un cuerpo 4 sobrepuesto en otro B, como se indica, donde la superficie
mostrada es horizontal; en ambos supondremos que no hay volcamiento, es decir que ningun cuerpo se
voltea, sea cual sea el tipo de fuerzas que acttia sobre él.

A

B

777777 7777227777777 777777

Figura V.8

CASQ I) Cuando B esta fijo al piso y, como se indica en la figura V.9 | sobre 4 se ejerce una fuerza
horizontal P, cuya magnitud aumenta gradualmente a partir del instante en que empieza a
aplicarse. En este caso, entre A y B se generan fuerzas horizontales de interaccion cuya
magnitud crecera en tanto que 4 no se mueva, vy que (se considera) permanecerdn constantes
a partir del instante en que 4 empiece a moverse.

P

e B

B

7777777777 7777777777 77777

Figura V.9
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La fuerza de interaccion que actiia en cada uno de los cuerpos, en tanto no existe movimiento
relativo entre ellos, recibe el nombre de fuerza de friccion estdtica y la representaremos

mediante (F})s ; a partir de que 4 empieza a moverse recibe el nombre de fuerza de friccion
dinamica (o cinética), a la que simbolizaremos por medio de (F,)k .

En tales condiciones, el diagrama de cuerpo libre de 4 antes de iniciarse ¢l movimiento es el
de la figura V.10 , mientras que, moviéndose y en tanto no se suprima la accion de P, el d.c.l.
de 4, es el de la figura V.11 .

WA WA
P 4 p
S (F), s (F )
N4 N4
-
“igura V.10 Figura V.11

Se ha observado experimentalmente que, el valor maximo que puede alcanzar la magnitud de
la fuerza de friccion, que actia sobre cada una de las dos superficies en contacto, es
directamente proporcional al médulo N, de la resultante de las fuerzas de interaccion, que
actuan perpendicularmente con relacién a cada una de esas superficies, como consecuencia
de la presion (normal) que se ejerce entre ellas; asi pués, dicha proporcionalidad esté regida
por la igualdad

I(Fr)smaxi ZHs]VO [ISJ

donde (F,)s max recibe el nombre de fuerza de friccion estdtica limite y iy €s una constante
llamada coeficiente de friccion estatica, cuyo valor, que depende del tipo de los materiales
correspondientes a las superficies en contacto, se ha determinado para diversos casos,
principalmente en laboratorios, como también se ha determinado (para diferentes tipos de
superficies en contacto) el llamado coeficiente de friccidn cinética, al cual comunmente se le

representa como Ly .

También experimentalmente se ha observado que, una vez que P logra superar a la
resistencia al movimiento, debida a la friccion limite, o sea para P>u Ny , el bloque A cntra
en movimiento, actuando sobre €l lo que se conoce como fuerza de friccion cinética limite,
(F,)x , de magnitud dada (aproximadamente, ya que no permancce realmente constante) por:

I(Fr)kmax! = px No [16].
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fuerza que estard actuando sobre  en tanto no deje de moverse, sobre B, aunque se suprima
la accion de P.

CASO i) Cuando B esta simplemente colocado sobre la superficie mostrada en la figura V. 12 . ademas
de que A4 solo esta sobrepuesto en B, y a éste se le aplica una fuerza horizontal @ como se
indica en dicha figura. En este caso pueden presentarse dos tipos de movimiento, una vez
que Q logre superar a la fuerza de friccidon limite que ejerza sobre B la superficie en la cual
descansa este cuerpo. Los tipos de movimiento a que se ha hecho referencia son los descritos
en los incisos Il.a y IL.b siguientes.

Q B

TI77 7777777777777 77777777777
Figura V.12

[I.a) Si A y B se mueven juntos. En este caso las fuerzas de friccion estdtica generadas entre
ellos tienen una magnitud Fr, menor o igual que el valor dado por el producto pNa
(donde 1 es el coeficiente de friccion estatica entre 4 y B, en tanto que N4 es el modulo
de la fuerza normal, de interaccién, que sc¢ cjerce entre B y A); a este caso le
corresponden los d.c.l. de la figura V.13 para un instante cualquiera del movimiento,
donde Ny es el mdédulo de la fuerza normal, de interaccion, ejercida entre B y la
superficie que lo soporta, mientras que (L7)kNg es el mdédulo de la fuerza de friccion
cinética ejercida sobre B por la superficie mencionada.

N 4

W4

w F,
Q B W
Fr 4 Dk Np
ik \
N4 N3
Figura V.13

II.b) Si 4 y B no se mueven juntos. En este caso las fuerzas de friccion (cinética) gencradas
entre ellos tienen un médulo igual a N, , donde i es el coeficiente de fricecidn
cinética entre 4 y B ; a este caso le corresponden los d.c.l. de la figura V.14 para un
instante cualquiera del movimiento.
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W4
Kk N4

Bk Na (MT) kN B

Figura V.14

En la mayoria de los casos se tiene py < {5 y en algunos py = g, pero nunca py > Wg . En los casos en
que no se mencione, 0 no pueda intuirse, que exista diferencia entre coeficiente de friccion cinética y
coeficiente de friccion estdtica, simplemente se considerard que dichos coeficientes son iguales, es

decir que px = pg = |t .

Podria pensarse que s6lo sobre cuerpos en equilibrio actian fuerzas de friccidon estatica pero no es asi,
ya que dichas fuerzas pueden presentarse entre dos cuerpos que se muevan, siempre y cuando no exista
movimiento de uno con respecto al otro. Para ilustrar esto consideraremos el modelo de la {igura V.15 ,
formado por una escuadra articulada y un bloque D colocado sobre ella, como se muestra.

Figura V.¥5

Si a la escuadra se le sujeta inicialmente en la posicion mostrada y después se le hace girar, lentamente
y en el sentido antihorario, sobre D estard actuando una fuerza de friccion estatica de magnitud
creciente, en tanto no empiece a deslizar sobre la escuadra; dicha magnitud aumentara desde cero (que
es ¢l valor que le corresponde en tanto se mantenga fija a la escuadra, en posicion horizontal) hasta un
valor limite dado por 1Mo, donde N serd en este caso el médulo de la fuerza normal ejercida por la
escuadra sobre D. cuando éste se encuentra a punto de deslizar sobre ella. Una vez que D entre en
movimiento con relacion a la escuadra, actuara sobre él una fuerza de friccion cinética, que solo
permanccera constante en caso de que ya no s¢ continie haciendo girar a la escuadra.
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Si existe rozamiento entre las superficies de contacto, no obstante que tratandose de particulas en
movimiento o de cuerpos que solo se trasladen al moverse, la fuerza de friccion que actua sobre ellos es
ia limite; es decir, de magmtud pNy . Al estudiar la dindmica de los cuerpos rigidos y especificamente
en lo correspondiente a cuerpos circulares que rueden sin deslizar, podra apreciarse que la fuerza de
friccion que sobre éstos ejercen las superficies que los soportan puede tener ur modulo menor que
wNg , o 1gual que el valor dado por este producto, segun las condiciones del problema: se sugiere ver
esto, en su momento, en el texto Cinemdtica y Dinamica Basica para Ingenieros, de Jorge Solar,
coedicion Facultad de Ingenieria, UNAM-Editorial Trillas, 1998

V.2 LEYES DE COULOMB-MORIN PARA FRICCION EN SECO. DETERMINACION DE
FUERZAS DE FRICCION EN CASOS DONDE INTERVIENEN DOS, Y CASOS DONDE
SE ENCUENTRAN MAS DE DOS, CUERPOS EN CONTACTO, CONTEMPLANDO
SITUACIONES EN QUE LOS MODULOS DE DICHAS FUERZAS SON
PROPORCIONALES A LAS MAGNITUDES DE LAS FUERZAS NORMALES, Y
SITUACIONES EN QUE NO LO SON.

V.2.1 LEYES DE COULOMB-MORIN PARA FRICCION EN SECO.

El estudio del fenomeno de la friccion ha dado como resultado la creacién de una ciencia reciente,
denominada tribologia (del griego tribos que significa friccion y logos que significa tratado).

Esta nueva ciencia se ocupa de la descripcion del fenémeno de la friccion, mientras que una rama
derivada de la tribologia, la tribotécnica, se ocupa de la aplicacién de los resultados obtenidos del
estudio de dicho fendmeno.

Segin Wladyslaw Roman Powlak™ , el estudio formal se inicia en 1966, cuando el Ministerio de
Ensefianza y Ciencia de la Gran Bretafna evalta por primera vez el efecto , desde el punto de vista
cconomico, de lubricacion en las maquinas; definiendo a la tribologia como *“la ciencia y la técnica de
las superficies lubricadas que ticnen rozamiento durante movimientos relativos, asi como los problemas
practicos relacionados con estos procesos™.

Asi se establecid que los campos de la aplicacion del estudio de la tribologia podrian ser:

[La fisica, la quimica y la ciencia de los materiales en las superficies que entran en contacto durante
¢l movimiento relativo.

— La lubricacién fluida, como la utilizada en hidrodindmica y aerodinamica.
— La friccion en los cuerpos sélidos.
— La lubricacién durante condiciones especiales.

- Los fendmenos y procesos existentes en microregiones de friccién en maquinas,

" La Tribologia : Ciencia y Técnica del Estudio de la Friccion. Nota Cientifica México 1976.
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Los cambios de las capas exteriores de elementos mecénicos durante su operacion.

Los cambios y procesos en las sustancias lubricantes.

Las investigaciones sobre las propiedades y aplicaciones de sustancias lubricantes.

El almacenamiento de los lubricantes.
En la actualidad la tribologia se ha extendido al estudio de los fendémenos naturales.

Actualmente la tribologia se define como: “la ciencia sobre la friccion y los procesos que la
acompafian: el desgaste como resultado del rozamiento, la lubricaciéon como forma de disminuir la
resistencia a la fricciéon”.

Al no existir una teoria completa de la friccidon en seco que pueda explicar todos los fendmenos que
aparecen durante el proceso, deberan seguir aplicaindose los modelos que consideran su dependencia del
coeficiente de friccion, los cuales son utiles para calcular la friccién sélo en ciertas condiciones.

Para su estudio, la friccién puede clasificarse en tres grupos:
— mecanica,

— molecular, y

— molecular mecanica.

La fricci6bn mecanica, trata el problema considerando la existencia de ciertos fenomenos mecanicos
macroscopicos y s6lo toma en cuenta los procesos de caracter mecénico.

A este grupo pertenece el antiguo modelo de Amontons (donde la magnitud de la fuerza de friccion
méxima estd dada por: 7 = uN, donde u es el coeficiente de friccion entre ambos materiales y N es la
magnitud de la fuerza normal del elemento), utilizado hasta la fecha, en ingenieria.

[ste ultimo modelo aunque préctico, rara vez se aplica a problemas de investigacién ya que no
considera la calidad de las superficies en contacto.

A este grupo también pertenece el modelo de Coulumb-Morin: F = A+uN 'y p = (F - A)/N, que si
considera las fuerzas de traccion existentes entre las superficies en contacto (4), aunque su forma
practica se asemeja a la forma de Amontons.

Otro es el modelo de Bowden, que considera el problema del razonamiento con base en la existencia de
esfuerzos cortantes en acoplamientos metalicos durante el deslizamiento de un elemento sobre otro y de
las rugosidades en las superficies. :

El segundo grupo considera aiin mas la estructura atémica de los materiales y las fuerzas moleculares
que actiian entre las particulas, durante el contacto de dos o mas elementos. Su aplicacién es mas
frecuente en investigacion.
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En cuanto al tercer grupo, el modelo que relaciona los fendmenos mecanicos con los moleculares,
durante la presencia del fenomeno de friccion, es el del profesor Krageleski; el cual se presenta de la
siguiente forma : .

’ T
=0 --— + , dondesiptomala forma; p= —
p N, p B M N,
se tiene:
T=oS+BNy ,

donde S es la superficie real de contacto; Ny la magnitud de la fuerza normal; o y B son coeficientes de
correlacion que dependen de las propiedades moleculares y mecénicas de los materiales en contacto, y
T la magnitud de las fuerzas de friccién.

Ninguno de los grupos mencionados trata el coeficiente de friccién en forma general, ya que
unicamente considera la fricciéon en seco (de deslizamiento); sin embargo, consideramos importante
distinguir entre la friccion tedrica y friccion en seco (de deslizamiento), ya que se observan diferencias

entre los coeficientes de friccion tedricos y los practicos.

Las diferencias se dan debido a que la friccidn tedrica se considera cuando se realizan los experimentos
en el vacio, mientras que la friccion en seco (de deslizamiento), considera algunas capas atomicas de
aire, que comuinmente se encuentran en el ambiente.

Al realizar algunos experimentos se ha observado que una pequefla capa atomica de aire puede reducir
el coeficiente de friccion entre seis o siete veces.

En este texto se tomara el modelo correspondiente a Coulumb-Morin aplicado al campo de la fricciéon
en los cuerpos solidos, debido a que es la tinica teoria que lo formaliza a través de sus leyes de friccion
en seco.

Después de un numero de experimentos suficiente, para poder inferir algunos principios aplicables al
fenomeno de la friccidon en seco, Carlos Coulumb enuncia sus Leyes la Friccion en 1781, las cuales
fueron comprobadas por A. J. Morin en sus experimentos realizados 50 afios después , en 1831.

Antes de enunciar las leyes conocidas como de Coulomb-Morin, y que como complemento a lo
expuesto en el subcapitulo V.1.3 , expondremos lo siguiente.

Consideremos a un cuerpo como el C de la figura V.16 , colocado sobre una superficie horizontal,
sobre el cual actian las siguientes fuerzas: su peso (W), una fuerza horizontal (P(t)), la fuerza normal
(N) que es laresultante de las fuerzas que la superficie ejerce sobre dicho cuerpo, y la fuerza de friccion
(Fr) que tal superficie ejerce sobre el citado cuerpo. :
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Figura V.16

Con base en lo establecido, el d.c.]. correspondiente al cuerpo descrito es el mostrado en la figura V.17.

At)

*w
F»

Figura V.17

De ser rugosas la superficies en contacto, al incrementarse P(f) conforme transcurre el tiempo, la
magnitud de la fuerza de friccion va incrementando su valor, segin se muestra en la figura V.18.

Fr

b

| P

Figura V.18



Tal comportamiento se dara en tanto el cuerpo no inicie su movimiento. La experiencia ha mostrado
que existe un instante en el cual el cuerpo esta a punto de iniciar su movimiento; sin embargo, el estado

anterior, correspondicnte al instante recién citado (conocido como limite) no es posible observarlo con
precision.

Diche estado también se conoce como el de movimiento inminente o de inestabilidad; es aqui cuando
se presenta lo que se conoce como fuerza de friccion maxima o como fuerza de friccion limite,
simbolizando ellc con Frpa o Fr.

Después de ese instante el cuerpo comenzard a moverse pudiéndose presentar los siguientes
comportamientos.

Fr
punto de equilibrio
inestable
Frmax| e :(K ____________ ¢)
o
Ny :& 2
X\ N
\;\\-@“ | bomeeeee 3)
% 45° .
I Movimiento acelerado (v#0y a+0)
“ 1 P()

Figura V.19

En la figura V.19 se muestran el estado de equilibrio estable y el denominado punto de equilibrio
inestable, asi como el estado de movimiento acelerado.

La etapa (1), que se presenta al término del estado de equilibrio estable, representa el valor del modulo
de la fuerza de friccion cuando el cuerpo inicia su movimiento, casi imperceptible al observador; esto
se presenta en movimientos acelerados relativos con rapideces muy pequefias, de modo que los
coeficientes de friccion estatica y cinética pueden considerarse iguales.

La parte (2) representa el comportamiento comun de la magnitud de la fuerza de friccion, en cuanto a
movimientos con rapideces no muy grandes.

La parte (3) representa el comportamiento del mddulo de la fuerza de friccion cuando el cuerpo se
mueve cada vez mas rapido, hasta alcanzar velocidades de gran magnitud.

Después de comprobar lo establecido por Coulomb y con el apoyo de la grafica representada en la
figura V.19, Morin reafirma lo siguiente en cuanto a las leyes de friccion.



1? Ley: El médulo de la fuerza de friccién maxima que puede expresarse es proporcional a la magnitud
fuerza normal ejercida entre las superficies de contacto; esto es: Frms ~ N, expresandose

también Fr s = ps N, donde pg esel coeficiente de proporcionalidad, Frmnax= i Frumil, Y,
N=|N]| .

2° Ley: La magnitud de la fuerza de friccion maxima que puede generarse es independiente del area de
las superficies en contacto, entre los cuerpos correspondientes.

3% Ley: La magnitud de ld fuerza de friccion limite es mayor que el médulo de la fuerza de friccion
cinética.

4% Ley: La magnitud de la fuerza de friccién cinética es independiente de la velocidad relativa de los
cuerpos que se encuentran en contacto: esto es Fry = px N, donde Fry=| Fry|.

La segunda de estas leyes puede causar extrafieza o confusion, sin embargo, gracias a esta ley es posible
realizar el estudio de la dinamica de particulas.

La cuarta de estas leyes no es del todo cierta, ya que la magnitud a que hace referencia puede alterarse
si la rapidez del movimiento de una superficie, con respecto a la otra, varia considerablemente.

Asi, y de acuerdo con los experimentos mas recientes, se tienen las siguientes leyes complementarias
para el fenémeno de la friccion:

L Cuando dos cuerpos en contacto se encuentran sometidos a presiones muy bajas o muy altas que
pueden producir deformaciones, el valor del coeficiente de friccion estatica aumenta
considerablemente.

II. Cuando un cuerpo en contacto con otro, comienza a desplazarse a una rapidez muy baja, el valor
del coeficiente de friccidn cinética practicamente es igual al valor del coeficiente de friccion
estatica.

I Cuando un cuerpo en contacto con otro, sc mueve con gran rapidez, el coeficiente de friccion

cinética disminuye sensiblemente.

IV.  Los cambios de temperatura considerados ordinarios, no producen alteraciones al valor del
coeficiente de friccion.

En recientes investigaciones se ha observado que los coeficientes de friccion varian cuando los cambios
de temperatura son grandes.

En general decimos que los problemas en donde intervienen fuerzas de friccion se pueden clasificar en
dos grupos:

I. Cuando no se conoce el estado dindmico del cuerpo, es decir que no se sabe si el cuerpo esta en
movimiento, en reposo o se encuentra a punto de comenzar a moverse.

II. Cuando se conoce el estado dinamico del cuerpo.
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V.2.2 DETERMINACION DE FUERZAS DE FRICCION EN CASOS DONDE INTERVIENEN
DOS, Y CASOS DONDE SE ENCUENTRAN MAS DE DOS, CUERPOS EN
CONTACTO, CONTEMPLANDO SITUACIONES EN QUE LOS MODULOS DE
DICHAS FUERZAS SON PROPORCIONALES A LAS MAGNITUDES DE LAS
FUERZAS NORMALES, Y SITUACIONES EN QUE NO LO SON.

Habiendo ya descrito el fenomeno de la friccion, asi como los diversos tipos de friccion y el concepto
de friccion limite, ademés de aplicar (donde corresponda) a las leyes de Coulomb-Morin, a
continuacion determinaremos fuerzas de friccion, acorde con el nombre de este subcapitulo.

Antes de presentar los siguientes ejemplos mencionaremos que, acorde con la Segunda f.ey de Newton,
tratdndose de particulas que realicen movimientos rectilineos, o de cuerpos que sélo se trasiaden de
manera tal que sus puntos describan trayectorias rectas durante su movimiento, la suma de las
componentes de las fuerzas actuantes, con relacién a cualquier eje perpendicular a las trayectorias
mencionadas, es igual a cero.

Ejemplo V.3 .

Los bloques 4 y B de la figura V.20 pesan 5 y 15 N, respectivamente, y se encuentran en reposo en la
posicion mostrada, estando 4 simplemente colocado sobre B, y éste a su vez sobre la superficie
horizontal indicada. Teniendo en cuenta que el coeficiente de friccion estatica entre 4 y B es 0.4 , en
tanto que los coeficientes de friccidn estatica y cinética entre B y la superficie que lo soporta son,
respectivamente, 0.30 y 0.25, y considerando que se aplica constantemente sobre B una fuerza dada por
1.5Pnax , donde Py s la mayor fuerza horizontal aplicable a B sin que éste se mueva, obtenga los
diagramas de cuerpo libre en movimiento:

a) para el caso en que A4 y B se muevan juntos.
b) para el caso en que 4 y B no se muevan juntos, y 0.05 sea el coeficiente de friccidon cinética
entre ellos.

B

—— - X

777777 7777777777 77777

S

Figura V.20



Resolucion.

a) Primeramente calcularemos Py , para lo cual emplearemos los d.c.l. de la figura V.21,
mismos que corresponden a la ltima condicion de reposo de los bloques.

N4
W4=SN Y
\
P B ‘ Wy=15N
A . ! (LWI)s N
R -
)
N4 Ns
Figura V.21
Basados cn estos d.c.l., donde Py, representa la magnitud Py
De F,, = 0, para el bloque A, obtenemos N,; — 5 =0, luego
N,; =5N . (1).

De F,,= 0, para el bloque B, teniendo en cuenta el valor de N,;, se obtiene Ng — 5 — 15 =0, de donde:

Ny =20N oo (@),
con lo que:
(nT)sNe = ( 0.3) (20) = 6N . (3);

teniendo en cuenta este valor, para B, de F, = 0, se obtiene:

[ )md.\' -6=0,
igualdad que se cumple para:
P = 6N,
0 sca para:
Ppax = 6i N .

De acuerdo con esto y con el enunciado del problema, sobre B estard aplicada en forma constante una
fuerza dada por 9/ N, que mantendra en movimiento tanto a B como a A en tanto €ste no caiga, si es que

llega a caer; entonces los d.c.l. en caso de que A4 y B se muevan juntos, son los mostrados en la figura
V.22,



N4
W4=5N Y
| - Fr
oN 5 | ws=158
A \
F, . x (DN g
- 0
N4 Fr<HUsN4 N3
Figura V.22
Con base en dichos d.c.1.:
1) De I, = 0, para A4, se obtiene N, — 5 = 0, que implica:
N;=5N. N = (0.4) (5) = 2N F.<2N.

2) D¢ F\, =0, para B, tomando ¢n cuenta el valor de N,;, obtenemos Ny — 5 - 15 =0, de donde:

Np=20N,
con lo que:

(TN = (0.25) (20) = 5N .

b) Debido a las condiciones de este problema. asi como lo especificado para este caso, se tiene:

Vg = (0.05) (5) =0.25N ;

por cllo, los d.c.l. de 4 y B, en caso de que no se muevan juntos son los de la figura V.23; es decir. los

altimos diagramas que se pidio obtener.

Wa=SN e
Rk N4a=0.25N
9N W5=15N
A s el -
(MT)kN B=5N
Kk N4a=0.25N -
Na=5N N& =20N

Figura V.23
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Ejemplo V.4 .
Obtenga el modulo de la fuerza de friccion que actua sobre el pequefio bioque de la figura V.24, cuyo

peso es W. Considere que el coeficiente de friccion tanto estatica como dinamica es 0.85 , y que el
bloque se suelta en la posicion mostrada.

¢ = ang cos 0.8

Figura V.24

Resolucion.
El diagrama de cuerpo libre del bloque, después de soltarlo, es el de la figura V.25.

R
|
\ |
\ | X
\ ¢ | et
(0]
//
e
//
/’\fb
|
e | ¢ NO
|
|
|
Figura V.25
Basados en dicho d.c.l,, de F}, = 0 obtenemos:
No—Wcos¢=0, luego: No=W(0.8)=0.8W,

con lo que:
pNo=0.85 (0.8W) = 0.681;

suponiendo que el bloque no se mueve después de soltarlo, debera tenerse F, = 0, o sea:

-Wsen¢+F,. =0,
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lo que se cumple para:
F,=W(0.6)=0.61,

como el modulo de ia fuerza de friccidn necesaria para que el bloque no se mueva tuego de soltarle, o
sea 0.6/, es menor que 11Ny, la respuesta al ejercicio es:

LF, =0.6W.
Recuerde que, no obstante que el sistema de referencia empleado al resolver cualguier problema no
forma parte del d.c.l. respectivo, es conveniente dibujarlo lo mas cercano posible a éste, pues de los
sentidos de los ejes (que lo forman) depende el signo de las componentes, tanto de las fuerzas como de
los momentos de los pares, que intervienen en dicho problema.
Se sugiere determinar cual hubiera sido la respuesta de este ejercicio del ejemplo (V.4). si:
a) Conservando idéntica la figura correspondiente, 11 = 0.6 .

b) Conservando idéntico el enunciado, el dngulo formado cntre ¢! plano
inclinado y la horizontal fuera de 15°.

Ejemplo V.5 .

Considere un cuerpo ubicado sobre una superficie horizontal, al cual se le aplica una fuerza paralela a la
superficie citada, de magnitud dada por f{(t), y corresponde el d.c.l. de la figura V.26 .

Fr
| W punto de equilibrio
v inestable
a Frmaxtoomeeoomee Y e (D
Fr Rl -
~ & I 3)
> I
A3 45°
Movimiento acelerado (v#0 y a+0)
N I
: A — 1
fei(®)
Figura V.26 Figura V.27

De acuerdo con la gréfica indicada en la figura V.27 (donde se muestra el comportamiento de la
magnitud de la fuerza de friccion de la figura V.26), se tiene:



a) cuando f(t) =0, la magnitud de la fuerza de friccion, Fr , también es igual a cero,

b) cuando f(t) comienza a incrementarse, la magnitud de Ia fuerza de friccion también se incrementa,
de tal forma que sus magnitudes son iguales (zona de equilibrio estable),

¢) en cierto instante, para el valor f(t) = f,; , la fuerza de friccion es la limite (F7 s ), ¥,

d) después de haber alcanzado el punto de equilibrio inestable, el cuerpo comenzard a moverse,
presentandose la fuerza de friccidn cinética (Fry).

Ejemplo V.6 .

Si sobre el bloque de la figura V.28 acttia una fuerza horizontal de magnitud P dada por P=3t, donde P
esta en newtons para t en segundos, determine para qué valor de t el bloque estaba a punto de moverse,
asi como la magnitud de la fuerza de friccion para t=2 y t= 10 segundos.

P
0 X TTTTTITIIT 7T 77777777

f///’}é/

ns=0.25, Hr=0.20

Figura V.28

Resolucion.

Con base en los datos, el diagrama de cuerpo libre correspondiente a cualquier instante es el mostrado
en la figura V.29 , mismo que formaréa parte importante de esta resolucion.

}f) | 60N
P
e i
Fr
o — —* ~
No
['igura V.29
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a) Considerando que el bloque esta a punto de iniciar su movimiento la fuerza de friccion que actua es
la limite. y la resultante del sistema actuante es nula, es decir R =0, por lo que:

3ti - Fri -Wj +Nj=0 (1),
io que factorizando puede escribirse:
Bt—-Fr)i + -W +N)j=0 . A2);

sustituyendo a Fr por Frms= wNy,y considerando la igualdad vectorial resultan:

3t-pNy=0 o (3),
-W+Ny=0 o ().
De la ecuacion (4) resulta:
No=W=60N o (5),
Al llevar (5) a (3) se obtiene:
3-pW=0, . (6)

es decir:
3t-0.25(60)=0 ,

de donde resuita:
t=>5s,

es decir que, para este valor de t el bloque estaba a punto de moverse.

b) Ahora calculamos Ia fuerza de friccion para t=2s.

De acuerdo con lo anterior, ¢l comportamiento de la magnitud de la fuerza de friccion, que actia sobre
¢l bloque de este ejemplo, se muestra en la figura V.30 , donde Fr =3¢t para() <7< S5 s, en tanto que
(tedricamente) para /> 5 s, Fr permaneceria constante, con un médulo menor que 15 N .

Fr (N)

Movimiento

t (s)

Figura V.30



Como a los dos segundos no se ha iniciado el movimiento, la magnitud de la fuerza de friccion para
dicho instante es igual a la magnitud de la fuerza P, es decir :

Fr=3t=3(2)=6N.

c) Considerando la grafica de la figura V.30 , se observa que a los 10 segundos el bloque ya se
encuentra en movimiento, por lo que, de acuerdo a la 4*. Ley de Coulomb Morin. Fr = N y
teniendo en cuenta el valor proporcionado del coeficiente de friccién cinética, asi como el valor
dado por (5), resulta:

Fr=0.20(60) = 12N,

Ejemplo V.7 .

Determine el mddulo P de la fuerza horizontal aplicada al cuerpo  de la figura V.31, cuyo peso es 750
N, de modo que esté a punto de iniciar un movimiento ascendente sobre el plano inclinado (8 = 30°,
con respecto a la horizontal). Considere que el coeficiente de friccion entre las superficies en contacto

esps=0.2.

0

7777777777 777777777 77777777

Figura V.31

Resolucion.

Con base en los datos, el d.c.l. del cuerpo a punto de iniciarse el movimiento descrito es el que se
muestra en la figura V.32 .



Frmgx =0.20 No

Figura V.32

En el instante citado la resultante del sistema de fuerzas actuante es nula, es decir R = 0, por lo que:
P+N+W+Fr=20 (D),
condicién gue teniendo en cuenta lo mostrado en el d.c.l. de la figura V.32, puede escribirse como:
(PcosB )i -(PsenB )j-(WsenB )i - (Wcos®)j+Nyj -Fmaxi=0 ... (2),
y al factorizar:
[ PcosO - WsenO - Fuuax]i +[-Psend - Wcos® +Nglj=0 ... (3);
sustituyendo Fiax por ps Mo, de estaigualdad vectorial obtenemos las escalares:
Pcos® - Wsen® -pus Ny =0 (D),

-Psen® - Wcosh +Ny =0 ... (5).

Ahora, despejando a Ny de (5), se tiene:

Ny =P sen® + W cosO ... (6),
valor que llevado a (4) da lugar a:
PcosO - WsenB - P send - pg Weosd =0 (T
factorizando a Py a W se tiene:
P (cosO - pgsenB ) - W (senB + g cosB) =0 ... (8),



de donde obtenemos:

pe W(sen®+pg cos0) ).

{cos®—pg sen )

es decir, le que corresponde al modulo de la fuerza P para cualquier valor de W'y de 6.
Cnonees, el valor de P solicitado es:

-
i

750j sen 30"~ 0.2cos30°)

P = 659N

cos30°— 0.2(sen 30°)

NOTA.- Se sugiere al lector investigar cudl es el valor de P requerido para que el bloque estuviera a
punto de descender sobre el plano, conservando idénticos el peso del bloque, el coeficiente de
friccion y el angulo de 30°.

Ejemplo V.8 .

El pequeiio bloque de la figura V.33(a) se movera como consecuencia de la accion ejercida por la
fuerza mostrada, paralela al plano, cuya magnitud varia con el tiempo como se muestra en la figura
V.33(b).

Considerando que el coeficiente de friccion entre las superficies en contacto vale 0.5 en cualquier
condicion, determine para qué valor de 7 estd a punto de moverse el bloque, asi como la magnitud de la
fuerza de friccion que actia sobre €l en dicho instante. Después de ello, elabore graficas donde se
muestre  con relacion al tiempo. desde ¢ = 0 hasta el valor de 1 que recién se nos pidié determinar,
como sc comporta el mdodulo: a) de la fuerza que jala al bloque, b) de la fuerza de friccion, c) de la
proyeccion del peso sobre el plano inclinado, y, d) de la fuerza que la pared ejerce sobre el bloque.

P(N)

t(s)

TI/T7 777777 77777777777 7777777

(a) (b)
Figura V.33
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Resolucion.

Enr ta figura V.34 mostramos el d.c.l. correspondiente al instante en que el bloque esta a punto de miciar
el movimiento.

Figura V.34

En dicho estado, donde sobre el bloque actua la fuerza de friccion limite, también se tiene que la
resultante del sistema de fuerzas actuante es nula, es decir R = 0 , debido a lo cual este modelo
matematico toma la forma:
P+Fr+W+N,=0 (D),
Por (1), teniendo en cuenta los elementos de la figura V.34, se tiene:
Pi—Frpai-(Wsenb )i +Nyj-(Wcosb)j =0 ... (2),
expresion que puede escribirse en la forma::

[P—Fryax-Wsen0 i +[ No-WcosB]j =0 ... (3).

Al ser Frya = s N2, de (3) se obtienen las siguientes dos ecuaciones escalares:

P- s Ny-Wsenb =0 . (4),
Y,
No-Wceosh =0 ... (5).
De (5) resulta:
Ny = W cosd ... (6);
sustituyendo (6) en (4) se obtiene:
P - ps WeosO - Wsenb =0 ..



y sustituyendo en {7) los datos del problema, obtenemos:
1.51-(0.5)79)(:0830%—(9) (sen 30 =0 ,y, 1.5¢=8.397;
de donde resulta:
1=5.598s .. (8).

Teniendo en cuenta (6) y el valor dado para pg, en el instante analizado la magnitud de la fuerza de
friccién que actua sobre el bloque es:

N, =05Wcos30°= (0.5)(9)(cos30°) = 3.897N, LR
valor que se nos pidio determinar.
Para elaborar las graficas solicitadas, habra que analizar las siguientes etapas:

1) desde t = 0 hasta justo el instante, que llamaremos t;, en que la pared que esta en contacto con el
bloque deja de ejercer fuerza alguna sobre dicho cuerpo; en esta etapa el bloque no tiende a
moverse, debido a lo cual no se generan fuerzas de friccion.

2) desde el instante t), ultimo instante en que no se generod friccidn, hasta el instante en que el bloque
esta a punto de iniciar su movimiento; es decir hasta t = 5.598 s, valor dado por (8).

El d.c.l. para cualquier instante de la primera de las dos etapas citadas se muestra en la figura V.35,
donde Q representa la magnitud de la fuerza que la pared ejerce sobre el bloque. En esta etapa el bloque
se encuentra en equilibrio bajo la accién de la fuerza de magnitud dada por 3t (N para t en s), la fuerza
de modulo Q (recién definida); el peso del cuerpo, y la resultante de las fuerzas normales ejercidas por
el plano inclinado, sobre el cuerpo.

Figura V.35
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Considerando los elementos del d.c.l. de Ia figura V.35 , al aplicar £, = 0 se obtiene:

O+ 1.5t-9sen30°=0,
de donde:
0=4.5-1.5t ... {10),

debido a lo cual , esta etapa finalizard cuando:
0=45-15t ,
0 sea, cuando:
t=3s

(instante para el cual 1.5t = 4.5 equilibra a la magnitud de la proyeccion del peso sobre el plano
inclinado, es decira 9 sen30°=4.5 N)

El d.c.l. correspondiente a cualquier instante de la segunda de las dos etapas, recién citadas, es el que
presentamos en la figura V.36 , donde Fr representa la magnitud de la fuerza de friccién que el plano
inclinado ejerce sobre el bloque. Obviamente, correspondiente a esta etapa, el valor inicial
correspondiente a Fr es cero, y el valor final de dicha magnitud es el dado por (9) , que nosotros
obtuvimos al considerar el estado en que el bloque estaba a punto de moverse.

Figura V.36

o
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Temendo en cuenta los elementos del d.c.l. de la figura V.36 , aplicar Fy = 0 obtenemos:

1.5t - 9sen30° - Fr=0,

de donde resulta:

Fr=15t-45 o (1)

cntonees, correspondiendo a Fr una variacion lineal, ¢l valor de Fr para el primer instante de esta etapa
(t = 1.55) se tiene:

Fr=1.53)-4.5=4.5—4.5=0 (obvio),

en tanto que, para el ultimo instante de dicha etapa:
Fr=1.5(5.598)-4.5=8.397-4.5=3.897= ngNo,

pues en este instante esta a punto de iniciarse el movimiento.

Asi pues con base en lo hasta aqui obtenido, las graficas pedidas resultan las mostradas en las figuras
V.37. V38. V.39 y V40.

1.5¢(N)

8.397

4.5

Figura V.37
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Fr(N)

3897 [

Figura V.38
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Ejemplo V.S

En la tigura V.41 se muestra un sistema formado por dos cuerpos, donde el cuerpo 4 descansa sobre el
cuerpo B. Considerando que 4 va a ser jalado por la fuerza horizontal P mostrada, determine cuales
serian los posibles estados de movimiento y sus condiciones.

B

77777777777 777777777777 7777

Figura V 41
Resolucion.

Llamando P a la magnitud de P, los diagramas de cuerpo libre correspondientes a cada uno de los
cuerpos 4 y B se muestran en la figura V.42 .

W4
' P
A A e st e
Fr4
i
a) A
N4
N 4
Fry \
/4
b) B { A
FrB '
N3
Figura V.42



Los estados posibles de movimientos son:
1) Ay B no se mueven (movimiento nulo). Para que esto suceda, tendra que verificarse lo siguiente:
Frg < (Frma)4

Frp < (Frmax)s

2) A esta a punto de moverse y B no se mueve, pero sin estar a punto de moverse. Para que esto
suceda tendra que verificarse lo siguiente:

Frg = (Frmax)a

FI‘B < (Frmz'ix)B

3) Ay B estan a punto de moverse juntos. En este estado no existe movimiento relativo entre 4 y B,
ademas el cuerpo B no estd a punto de moverse. Para que esto suceda, tendrd que verificarse lo
siguiente: '

Fry < (Frmax)4

Frp = (Ftmax)s

4) Ay B estan a punto de moverse; es decir, B estd a punto de moverse con respecto al piso y 4 estd a
punto de moverse con respecto a B. Para que esto suceda, tendra que verificarse lo siguiente:

Frg = (Frmax)a

Frg = (Frmax)s

Ejemplo V.10 .

El sistema de la figura V.43 se suelta en la posicion mostrada. Si las cuerdas que conectan a los cuerpos
son lisas, flexibles, inextensibles y de masa despreciables, considerando nulo el peso de las poleas,
obtenga la magnitud de la fuerza de friccion que actua sobre el cuerpo A4, para los casos en que el peso
de B sea:

a) SSON,

b) 600N, y,
¢) 800N .
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Resolucion.

W4 =1000N 4
777777
//A//’Iyllllllll ////d
Hs=0.30 N
f 3 ¢
Ke=0.25 N
N
N
N
:
N
N
N
N
J | B
R
N
N
N
N
~N
N
\7777'7'77-

Figura V.43

Los diagramas de cuerpo libre correspondientes a los elementos que intervienen en la resolucion de este
problema son los mostrados en la figura V.44 | donde también aparece el sistema de referencia por

cmplear.

W 4
(d)
‘ T T
R A T SRR
F,
T T
(@) N4
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@
Figura V.44
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Considerando que el sistema de cuerpos se encuentra en reposo, la resultante del sistema de fuerzas
actuante en cada cuerpo es nula; entonces, para el d.c.l. del bloque 4 y de acuerdo con el sistema de
referencia de la figura V.44, se tiene:

(T'-Fr)i+(N4-W0)j=0 (1

ecuacion que permite plantear las dos ecuaciones escalares siguienies:

T-Fr=0 ()
};s
Ny-Wy=0 . (3).
Para el d. c. 1. de la polea movil (¢) tenemos:
QT -T1)i=0 T ()3

ecuacion vectorial que permite plantear la siguiente ecuacion escalar:
2T-T,=0 . (5).

Para el d.c.l. del cuerpo B y de acuerdo con el sistema de referencia mostrado en la figura V.44(d) , se
tienc:

(In-Wp)y=0 ... (6).
ecuacion vectorial que permite plantear la siguiente ecuacion escalar:

T\-W=0 A7),

De (8) obtenemos:

Ty =Wy - (8);

sustituyendo (8) en (5) y despejando a 7, resulta:

2T-wW=0 (9
ahora, de (9) obtenemos:
- B
= 5 ... (10).
Sustituyendo (10) en (2), resulta:
Z;*——Fr=0 L 2).

[
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Estos dos modelos son los que permiten calcular la Fr y compararla con la Frys y con la (Fr) , para
poder contestar los incisos del problema.

De (3) se obtiene:
Ni=Wy (1),
y tomando los datos del problema, resulta:

Ns=1000N .

La magnitud de la fuerza de friccion maxima Fry;, toma el valor: Frys = WsN4 y al sustituir datos
resulta:

Frinax = 0.30 (1000)
0 sea:
Fr"\ax:300N, ‘..(12).

que es la magnitud de la fuerza de friccion que actuara sobre el cuerpo 4, a punto de que éste entre en
movimiento.

La magnitud de la fuerza de friccion cinética (Fr)x toma el valor (Fr)x = wN4 vy al sustituir datos
resulta:

(Fr)x =0.25 ( 1000)
por lo que:
(Fr)k=250N . . .X18).

Para cuando Wg = 550 N ; de la ecuacion (2°), la magnitud de la fuerza de friccion tomaria el valor

w -
Fr= —25— que al sustituir datos resulta:

el
2
Fr=275N .

Al comparar este resultado con la magnitud de la fuerza de friccién maxima, se tiene que Fr < FT may ,
por lo que (cuando B pesa 550 N) la magnitud de la fuerza de friccion es:

Fr=275N .



Para el caso en que Wg =600 N , debido a (2°), la magnitud de la fuerza de friccion Fr toma el valor

W, o
Fr= ?B y al sustituir datos resulta:

Fr =g2)2=300N

Ahora al comparar este resultado con la magnitud de la fuerza de friccion maxima se tiene que,
Fr = Frmax , por lo que (cuando B pesa 600 N) la magnitud de la fuerza de friccion es:

Frméx =300N .

Para cuando Wg = 800 N, con base en (2’) podriamos afirmar que la magnitud de la fuerza de friccion

, /4 L
tomaria el valor Fr = TB ; al sustituir datos resulta:

Fr=§g—(-)— =400 N .

Al comparar este resultado con la magnitud de la fuerza de friccibn maxima, se tiene que Fr > Fr msx ,
por lo que (cvando B pesa 800 N) la fuerza de friccién que actia sobre 4 es una fuerza de friccién
cinética, cuya magnitud esta dada por (13); es decir:

(Fr)=250N .

Esta conclusion pudo haberse emitido desde que se concluy6 el analisis para W = 600 N ; ya que, si en
este caso estaba a punto de iniciarse el movimiento del sistema, para Wz = 800 N ya existiria
movimiento, debido a lo cual (para este caso) sobre 4 actua una fuerza de friccion dindmica.

V.23 DETERMINACION EXPERIMENTAL DEL COEFICIENTE DE FRICCION
ESTATICA. ALGUNAS TABLAS QUE INCLUYEN COEFICIENTES DE FRICCION
ESTATICA Y DE FRICCION CINETICA.

Acorde con el titulo de este subcapitulo y con el fin de complementar lo relativo a este tema
(FRICCION), aqui haremos referencia de como se determina experimentalmente el coeficiente de
friccidn estatica, y presentamos algunos coeficientes tanto de friccion estatica como cinética.

Consideremos un cuerpo como el de la figura V.45 , colocado sobre una placa articulada, que forma un
angulo 0 con la horizontal.



1) Cuando 6 = 0° la magnitud de la fuerza normal (Ny) es igual a la magnitud del peso (W) del bloque.
En este estado no se genera ninguna fuerza de friccion.

Figura V.45

2) Al hacer girar lentamente la placa, e irla haciendo adoptar posiciones donde 6 > 0° (ver figura
V.46), y considerando que no existe movimiento relativo del cuerpo con relacion a la placa, se
tiene que:

Fr=Wsen 6 - (1),
y,

No = Wcos 6 .. (2).

STI777777 7777777777777 7777777 7777777 7777777777777 7777777

Figura V. 46
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3) Cuando 6 alcanza el valor 6 limite (es decir cuando practicamente estd por iniciarse el movimiento
del bloque sobre la placa), se alcanza también el valor maximo de la magnitud de la fuerza de
friccion (friccidon limite o méaxima).

Es decir, 6 limite corresponde al maximo valor que puede tomar 0 sin que se produzca el movimiento
de! cuerpo con relacion a la placa. Esto significa que, después de adoptarse esta posicion, cualquier
incremento de 6, por pequefio que sea, producira el deslizamiento del cuerpo hacia abajo. Este es el
estado en el cual el cuerpo esta a punto de moverse, por lo que si:

0 =0 jim

entonces Fr = Fr 4 ; asi, (1) y (2) toman la forma:

Frmax = Wsen9 lim L (15)’
Y,
No = Wcosb . (2).
Dividiendo (1’) entre (2”) obtenemos:
Fr max/ No = tanb jim ...(3).

Combinando esta ultima expresiéon con el modelo matematico experimental de Coulomb — Morin,
Frmax =R Ny, seobtiene que tan Oy, =p .

Esto permite establecer que, con relacion al proceso descrito, el coeficiente de friccion estatica (entre
las superficies en contacto) estd definido por la magnitud de la fuerza de friccion limite (Fr ax), Y por
el mddulo de la reaccion normal (Ng) correspondiente.

Angulo de friccion. Cuando 6 =0 j;;, y el cuerpo esta a punto de moverse se tiene lo mostrado en la
figura V.47 , donde la direccion de W establece la correspondiente de la fuerza resultante entre la fuerza
normal Ny y la fuerza de friccién Fr ; en tales condiciones:

tan®d |im = Frmax / No

Y,

p = Fruax !/ No
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Resultante de F,,4 y N

Figura V. 47

El angulo Oy, correspondiente también al formado entre la fuerza normal /N vy la resultante de N y
la fuerza de friccidon que actua sobre el bloque, cuando esta actuando la friccion limite, se denomina
angulo de friccion. Como ya se vio, la tangente de este angulo es igual al coeficiente de friccion estética

entre las superficies consideradas.

Los coeficientes de friccion para superficies secas dependen de los materiales y de las condiciones de
acabado de dichas superficies. Estos coeficientes se ven afectados por condiciones atmosféricas tales
como la temperatura, la vibracién, polvo, humedad, oxidacion y de la contaminacion de las superficics

en contacto.

EFECTO DE LA CONTAMINACION DE LAS SUPERFICIES.

En la tabla V.1 se proporcionan valores para coeficientes de friccion estatica entre acero y acero, los

cuales dependen del grado de contaminacion de las muestras.

COEFICIENTES DE FRICCION ESTATICA PARA ACERO SOBRE ACERO.

Condiciones de prueba L
Desgasificado a elevada temperatura en alto vacio (soldado por contacto) (1) )
Libre de grasa al vacio (2) 0.78
Libre de grasa de aire (3) 0.39
Limpio y recubierto con 4cido oleico (4) 0.11
Limpio y cubierto con una solucion de acido estearico (5) 0.013

Referencias: (1) Bowden y Young. Proc. Roy. Soc. 1951.

(2) Campbell. Trans ASME. 1939. Tabla V.1
(3) Tomlimson. Phil. Mag, 1929
(4) Hardy y Doubleday. Proc. Roy. Soc. 1923.



EFECTO DE PELICULAS SUPERFICIALES.

Campell observé que el efecto de peliculas superficiales produce disminuciones del coeficiente de
friccion estatica. Estas disminuciones se obtienen cuando se forman peliculas de o6xido por el
calentamiento de aire a temperatura de 100 a 500 °C; las disminuciones por peliculas de sulfuro se
producen por inmersion de los materiales en una solucién al 0.02% de sulfuro de sodio. En la tabla V.2
se muestran estas disminuciones.

COEFICIENTES DE FRICCION ESTATICA ps PARA MATERIALES DEL MISMO TIPO.

Condiciones de prueba| Limpio y seco | con pelicula de oxido | con pelicula de sulfuro

Material

Acero sobre acero 078 nAm



En la tabla V.4 sc presentan coeficientes de friccion estatica v de friccion cinética para casos especiales,

oco frecuentes algunos de éstos.
g

COEFICIENTES DE FRICCION ESTATICA Y CINETICA EN CASOS ESPECIALES.

Material by m
Acero sobre hiclo 0.027

Bronce sobre hierro tundido 0.16

Bronce sobre hierro 0.19

Mamposteria seca sobre ladrillo 0.6a0.7

Madera sobre piedra pulida 0.4

Hierro sobre piedra 0.3a0.7

Mamposteria sobre arcilla seca 0.51

Mamposteria sobre arcilla mojada 0.33

Madera sobre madera 0.7 0.4

' Madera sobre cuero 0.5 0.4
Madera sobre madera (lubricada con cebo, estearina y jabon blanco) 0.036a0.19
Madera sobre madera (lubricada con jabon blando y baja presion) 0.0385
‘Madcra de roble sobre madera de roble 0.54a 0.62

| Cuero sobre hierro (superficies sccas) 0.56 0.28
Cuero sobre hierro (superficies engrasadas) 0.23 0.12

| Correa de cuero sobre hiero fundido 0.28

Asbesto (balata) sobre hierro colado (tambor de freno) 0.35a0.40

Tabla V.4

Uno de los casos mas especiales y de gran aplicacion es la determinacion del coeficiente de friccion
cinética entre llantas de hule y el pavimento de tipo asfaltico (ver tabla V.5).

COEFICIENTES DE FRICCION ESTATICA Y DE FRICCION CINETICA PARA LLANTAS DE

HULE SOBRE PAVIMENTO ASFALTICO.

Condiciones de prueba | Para asfalto seco

para asfalto blando o resbaloso

Material Mk Hk
Llantas sobre pavimento asfaltico 0.71 0.17 a 0.66
Tabla V.5
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Teniendo en cuenta la presion de inflado, en la tabla V.6 se proporcionan los siguientes coeficientes de
friccion para llantas sobre pavimento de tipo asfaltico.

Presion de inflado Pavimento Seco Pavimento Humedo
Ibin® | g b s m
40 0.90 0.85 0.74 0.69
50 0.88 0.84 0.64 0.58
60 0.80 0.76 0.63 0.56
Tabla V.6

En la actualidad se han realizado experimentos bajo diferentes condiciones de prueba. Las pruebas
fueron realizadas por la compailia Goodrich, utilizando pavimento construido con adoquines de
concreto y llantas gruesas de diferente encordadura, dando los resultados mostrados en la tabla V.7.

Coeficientes de friccion
Estatica (antes de patinar) | Cinética (después de patinar)

Rapidez en millas/hora 5 30 5 30
Tipo de llanta:

llanta lisa 0.49 0.28 0.43 0.26
Estrias en circunferencia 0.58 0.42 0.52 0.36
Estrias angulares a 50° 0.75 0.55 0.70 0.39
Estrias angulares a 45° 0.77 0.55 0.68 0.44

Tabla V.7

En la tabla V.8, transcrita del manual ASME 1940-1951, se presentan coeficientes de friccion
correspondientes a estados estaticos y de deslizamiento, tanto para condiciones secas como lubricadas.
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COEFICIENTES DE FRICCION ESTATICA Y DE DESLIZAMIENTO.

(Las letras de referencia indican los lubricantes usados, los niimeros entre paréntesis dan las fuentes. Véanse las notas al pie de la tabla)

MATERIALES ESTATICO DE DESLIZAMIENTO
Seco Grasoso Seco Grasoso
Acero duro sobre acero duro 0.78 (1) 0.11{t,a) 0.42 (2) 0.029 (5.h)
0.23 (1,b) 0.081 (5.c)
0.15 (1,¢) 0.080 (5.i)
0.11 (1.d) 0.058 (5.j)
0.0075 (18,p) 0.084 (5.d)
00052 (18,h) 0105 (5.k)
0.096 (S.1)
0.108 (5,m)
0.12 (5,8)
Acero dulce sobre acero dulce 0.74(19) 0.57 (3) 0.09 (3.2)
0.19 (3.u)
Acero duro sobre grafito 021 (1) 0.09 (1,a)
Acero duro sobre metal Babbit (ASTM N°1) 070 (11) 0.23 (1,b) 033 (6) 016 (1,b)
015(lc) 0.06 (1,e)
0.08 (1,d) 011 (1.d)
0.085 (1,e)
Acero duro sobre meta! Babbit (ASTM N°8) 042 (11 0.17 (1,b) 0.35(1t) 014 (1,b}
011 (1c) 0.065 (i,c)
0.09 (1.d) 0.07 (1,d)
0.08 ().e) 008 (11.h)
Acero duro sobre metal Babbit (ASTM N°10) 0.25(1,b) 0.13 (1.b)
0.12(1,c) 0.06 (1,¢)
0.10 (1) 0.055 (1,d)
0.11(l.e)
Acero duice sobre cadmio-plata 0.097 (2,)
Acero dulce sobre bronce fosforado 0.34(3) 0.173 (2,9)
Acero dulce sobre cobre-plomo 0145 (2,h)
Acero dulce sobre hierro fundido 0.183 (15.c) 0.23 (6) 0.133 (2.0)
Acero dulce sobre plomo 0.95(11) 0.5 (1,0 0.95(11) 03 (1L
Niquel sobre acero dulce 0.64 (3) 0.178 (3.x)
Aluminio sobre acero dulce 0.61(8) 0.47 (3)
Magnesio sobre acero dulce 0.42(3)
Magnesio sobre magnesio 0.6 (22) 008 (22.v)
Teflon sobre teflon 0.04 (22) 0.04 (22.f)
Teflon sobre acero 0.04 (22) 004 (22,0)
Carburo de tungsteno sobre carburo de tungstenc 02(22) 0.12 (22,a)
Carburo de tungsteno sobre acero 0.5(22) 0.08 (22,a)
Carburo de tungsteno sobre cobre 0.35(23)
Carburo de tungsieno sobre hierro 0.8(23)
Carburo ligado sobre cobre 0.35(23)
Carburo ligado sobre hierro 0.8 (23)
Cadmio sobre acero duice 0.46 (3)
Cobre sobre acero dulce 0.53(8) 036(3) 0.18(17,2)
Nigquel sobre niguel 1.10 (16) 0.53(3) 012 (3,w)
Bronce sobre acero dulce 051(8) 0.44 (6)
Bronce sobre hierro fundido 0.30 (6)
Zinc sobre hierro fundido 0.85 (16) 0.21(7)
Magnesio sobre hierro fundido 0.25(7)
Cobre sobre hierro fundido 1.05 (16) 029(7)
Estadlo sobre hierro fundido 032(7)
Plomo sobre hierro fundido 043 (7)
Aluminio sobre aluminio 1.05 (16) 14(3)
Vidrio sobre vidrio 094 (8) 0.01 (10,p) 040 (3) 0.09 (3,2)
0.005 (10,4) 0.116 (3,v)
Carbon sobre vidrio 0.18 (3)
Granate sobre acero dulce 0.39(3)
Vidrio sobre Niguel 0.78 (8) 0.56 (3)
Cobre sobre vidrio 0.68 (8) 033(3)
Hicrro fundido sobre hierro fundido 1.10(16) 015(9) 0.070 (9.d)
0064 (9,n)
Bronce sobre hierro fundido 0.22(9) 0.077 (9.n)
Encino sobre encino (paralelo a la vena) 0.62(9) 048 (9) 0.164 (9,7)
0067 (9.5)
Encino sobre encino (perpendicular a la vena) 0.54 (9) 032(9) 0072 (9.5)
Piel sobre encino (paralelo) 061 (9) 052(9)
Hiervo fundido sobre encino 0.49 (9) 0.075 (9,n)
Piel sobre hierro fundido 0.56 (9) 0.36 (9.1)
0.13 (9.n)
Plastico laminado sobre acero 0.35(12) 008 (12,1)
Hule estriado sobre acero (cojinetes) 0.05 (13.t)

(1) Campbell, Trans. ASME, 1939; (2) Clarke, Lincoln and Sterrett, Proc. API, 1935; (3) Beare and Bowden, Phil. Trans. Roy. Soc., 1935; (4) Dokos, Trans. ASME, 1946; (5) Boyd and Robestson, Trans
ASME, 1945; (6) Sachs, Zeit. f angew Math. und Mech , 1924; (7) Honda and Yama la, Jour. Y of M., 1925; (8) Tomlinson, Phil. Mag., 1929; (9) Morin, Acad Roy des Sciences, 1838; (10) Claypoole.
Trans. ASME, 1943; (113 Tabor, Jour Applied Phys., 1945; (12) Eyasen, General Discussion on Lubrication, ASME, 1937; (13) Brazier and Holland-Bowyer, General Discussion on Lubrication, ASME,
1937; (14) Burwell, Jour SAE, 1942; (15) Stanton, “Friction”, Longmans, (16) Emst and Merchant, Conference on Friction and Surface Finish, M.1 T., 1940; (17) Gongwer, Conference on Friction and
Surface Fimsh, M 1.T., 1940, (18) Hardy and Bircumshaw, Proc. Roy. Soc., i925; (19) Hardy and Hardy. Phil Mag., 1919; (20) Bowden and Young, P'roc Roy Soc. 1951, (21) Hardy and Doubleday, Proc
Roy Soc., 1923, (22) Bowden and Tabor, “The Friction and Lubrication of Solids.” Oxford; (23) Shooter, Research, 4, 1951

(a) acido oleico, (b) aceite para usos Atlanuc (mineral ligero), (c) aceite de ricino, (d) aceite de sebo, () aceite Atlaniic para usos mas 2% de acido oleico, (f) aceite imineral mediano, (g) aceite mineral

mediano mas 0 5% de acido oleico, (h) acido estearico, (i) grasa 8 base de oxido de zinc, (j) grafito, (k) aceite de turbina mas (% de grafito, (1) aceite de turbina mas 1% de acido estearico, (m) aceite de

turbina (aceite mineral mediano), (n) aceite de olivo, (p) acido pabmitico, (q) acido ricinoleico, (r) jubon seco, (t) agua, (u) aceite de colza, (v) aceite tres en uno, (w) alcohol octilico, (x) triolcina, (y) 1% de
acido laurico en aceite de parafina.

Tabla V.8
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VI. PRIMEROS MOMENTOS Y CENTROIDES DE SUPERFICIES PLANAS.

Al desarrollar esta parte veremos como se obtienen los primeros momentos y los centroides de 4reas de
superficies planas, ya que estos elementos son fundamentales para determinar los centros de fuerzas
correspondientes a ciertos sistemas de fuerzas paralelas, distribuidas continuamente. También
trataremos de dejar suficientemente claro que, aunque tradicionalmente se ha hablado de centro de
gravedad de diversas superficies planas, mas bien debe hablarse del centroide de las mismas, ya que el
centro de gravedad es una propiedad de elementos que tienen espesor y, por lo tanto, volumen . Antes
de iniciar el desarrollo de este tema hemos de mencionar que, a los primeros momentos recién citados
también se les conoce como momentos estaticos de esas areas.

VI.1 PRIMEROS MOMENTOS DE AREAS DE SUPERFICIES PLANAS CON RESPECTO A
DIVERSOS EJES. CENTROIDES DE AREAS DE SUPERFICIES PLANAS SIMPLES,
DE CONFIGURACION SENCILLA.

Considérese una pequeiia superficie plana, de area igual a d4 como se muestra en la figura VI.1 , donde
Oxy es un sistema de referencia, ¥ un eje cualquiera, y v la distancia dirigida entre la superficie y el

eje u.

Figura VI.1

Definiremos como primer momentos del area de dicha superficie, con respecto al eje u al producto
v(dA). Por ello, los primeros momentos de esa drea con respecto a los ejes x y y, respectivamente,

estan dados por los productos ydA y xdA, mismos que pueden ser positivos, negativos o nulos,
dependiendo de la ubicacién de esa superficie con relacion al sistema de referencia.

242



Consideremos ahora una superficie plana cualquiera S, de 4rea 4, como la mostrada en la figura V1.2,
donde ves la distancia dirigida de dA al eje u.

y
A u
v
dA
S —— — 900
I
y y |
I
I
(4] | X | f
Figura VI.2

Definiremos como primer momento del drea A de la superficie plana mostrada, con respecto al eje u, a
la suma de los primeros momentos de las 4reas de las pequeiias superficies que la forman, con respecto
a dicho ¢je. lo anterior implica que, llamando Q, a dicho primer momento, éste puede calcularse

mediante la integral citada a continuacion:

0, = [v(dd) [17].

Ay

De acuerdo con esta definicion, los primeros momentos del area de una superficie plana cualquiera, con
respecto a los ejes x y y, podran obtenerse como.

Il

0, [y(dA) [17x],

0, = [x(at) [17y],

a los primeros momentos del 4rea de una superficie plana también se les conoce como momentos
estaticos, de la misma.
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Como centroide del area de una superficie plana se define al punto C(;,;) , tal que:

dA
Y )
a4
S
Y,
dA
e Yo
J.dA A
/.3

asi pues, el centroide de una superficie es un concepto puramente geométrico.

[18x],

Vale la pena mencionar que, al centroide de un area algunas personas le llaman centro de gravedad de
la misma. Para hacer ver que sélo en algunos casos, bajo cierta hipdtesis y cumpliéndose determinada

condicion, tienen razén en llamarlo asi, nos valdremos de lo siguiente.

En realidad, tiene sentido hablar de centro de gravedad de un cuerpo (pero no de una superficie), como
el punto donde se localiza la resultante de las fuerzas representativas de los pesos de las particulas que
lo conforman, pues es logico asociar la idea de peso a elementos que tienen un cierto volumen

(cualquier cuerpo), y no a superficies planas (que carecen de espesor).

Sin embargo, si consideramos que una superficie plana cualquiera, de area 4 (como la de la figura
V1.3), tiene un determinado “peso” total W, y que dicho peso lo distribuimos uniformemente por

unidad de érea, el “peso” de un elemento diferencial cualquiera (dA) , de esa superficie, sera:

el
LS (dA)

Figura VI.3

. (D).



En tales condiciones, considerando un sistema de referencia (Jyz como el de la figura VI.3 , de modo
que la superficie citada quede horizontal y ubicada en el plano xy, se tiene W =— Wk ,y;

W = ——= (dA)= —w;k A2,
A

debido a lo cual, la resultante del sistema de fuerzas paralelas w, (es decir W) estara aplicada en un
punto G (llamado centro de gravedad) cuya abcisa y ordenada podran obtenerse, respectivamente, por

medio de:
n
_ =l

X6 =—,
2
i=1
i
Zwr’yi

Yo = e (4.

> s oo (3D,

donde
i:]wl,l_ (5.
Considerandose (2), (5), (3) y (4), obtenemos:

Z(Z dA)x, %Zx,dA J‘di

Y

i=] — =l =8 ...

Como los cocientes (6) y (7), que proporcionan la abcisa y la ordenada del punto de aplicaciéon del
“peso” de una superficie plana, como la ahora analizada, resultaron idénticos a los que definen la abcisa
y la ordenada del centroide de dicha superficie podria decirse que, bajo la hipotesis y condicion aqui
establecidas, el “centro de gravedad de un area” coincide con el centroide de la misma.
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Sin embargo, no es aconsejable designar al centroide de una superficie plana como centro de gravedad
de la misma pues, en aquellos casos en que diversas partes de una superficie piana “pesen” mas (o
menos) que otras, las coordenadas de los puntos mencionados (C'y G) no serdn las mismas; es decir
que, en muchos casos C y G no coincidiran.

R

Figura V1.4

Para ilustrar esto diremos que, si la parte superior de la placa circular y de espesor constante de la figura
V1.4 tiene un peso w; por unidad de érea, en tanto que la inferior pesa w, (también por unidad de area),
de modo que |w2| > |w1 , el centroide de dicha placa se encuentra en el centro (geométrico) de la misma,

pero su centro de gravedad se localiza en un punto de la parte inferior.

Antes de proceder a resolver los ejemplos VI.1 y VI.2 | donde intervienen primeros momentos y
centroides, a continuacion presentamos la tabla VI.1 donde pueden apreciarse los valores de las areas y
de las coordenadas del centroide de un triangulo rectangulo, de un rectangulo, de un cuarto de circulo y
de un semicirculo, elementos utiles para determinar algunos centros de fuerzas.

AREAS Y CENTROIDES DE ALGUNAS FIGURAS PLANAS SIMPLES.

Tridngulo Rectdngulo Cuarto de Semicirculo
' rectdngulo 4 ) 4 circulo 4 ?
Figura £ 1,’ -; J" ,[ - (I}&L
N
Q a . 0 a x 0 B D S 7’;
. ] - x
, ab ar’ nrt
Area —— ab e ——
2 4 2
_ 2 7] 4r
X —a — — 0
3 2 3w
- 1 b 4r 4r
v =p B —= S
3 2 3T 37
Tabla VI.1



Ejemplo VI.1

Determine los primeros momentos del area correspondiente al tridngulo rectangulo de la figura VI.5
con respecto a los ejes cartesianos mostrados. Después de ello, obtenga las coordenadas del centroide

del area de dicha superficie.
Y

Iigura VI.5

Resolucion
Segun se muestra en la figura VI.6 , tomaremos como dA4 a la diferencial de drea elemental, es decir:

dA = dxdy (.

Recta de ecuacién
/ y= % (a-x)

dA = dxdy

Figura V1.6

Teniendo en cuenta clementos de dicha figura, asi como (1) v las expresiones [17x] 'y [17y],
obtenemos:

2

b
~(a-x) 1 “
0O, = I_Va’A = Iydxdv = «[J I"( ydydx = f [i’—,—(a - x)2 jldx
) 3 s ) 0 | 2a°
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0 sca: O =——| ——" =——| -— =lab2 . oo (2)

’ b
(a-x) 1
J-di = J'.\'dxdy = F I" dvxdx = [ b (a = x) |xdx
s s ) ) ) Ld

0, =
23 3
=/i axdx—é‘rxzdx=é(a———a— =l_azb: S (3),
a a b aL2 3 6

los valores dados por (2) y (3) son los primeros momentos solicitados.

. . . - 1
Sustituyendo (3) y (2) en [18x] y [18y]. respectivamente, como el area del triangulo dado es ;ab, se

obtienen:

que son las coordenadas pedidas.

Por cso. ¢l cenronde del triangulo dado cs:

<
,
L) | —
S~
~—

'.;J!-——

IXs importante mencionar que ya elegida una A, con la cual se puedan valuar Oy Q,, habra quc elegir
el orden de integracion que mas convenga. En el problema recién resuelto se integraron inicialmente los
términos en y. finalizando con la integracion de los de x, pues asi se tenia un proceso mas sencillo que
invirtiendo ¢! orden. Las integraciones con ¢l orden invertido se muestran a continuacion:

a
h (b=)y) h R4
0, = j VedA = J' Velvaly = f [” dxdy = f Lo @ L
s N ) A ) ‘_ b

- .
a (5 b- alb-
=alydy-— | y-dv=a|—|-—| —
b & 2 bl 3

)

Z D

ab®  ab® 2|3 2 I
= — e = b7 = = = | = ah”
6 G



valor que coincide con el dado por (2) ; veamos ahora Q, :

a
(b-) a? a2 a?y?
= [xas= dd=f£’ dd:f—-— ey
0, J;x j;xxy xdxdy > by+2b2 ly

2 2 2 2 2 2 2 3
a a a a a“lb a“ | b
=-—d-——-fd+—— 2dy = —(b) = —| — |+ —| —
2fy 5 pdtor v dy=710) b[2_] 2b2[3J

2 2 2
_a b a b+a b:—l-a_zb,
2 2 6 6

valor que iguala al dado por (3) .

También deberemos mencionar que, en algunas ocasiones podran valuarse Qx y O, mediante integrales
simples, pero empleando distintas diferenciales de area para cada caso; para valuar Q, (mediante una
integral simple) puede tomarse una dA paralela al eje y, en tanto que, para obtener Q, (también con una
integral simple) podemos tomar una dA paralela al eje x .

Para el triangulo rectangulo del ejemplo VI.1 pudimos haber empleado las d4de la figura V1.7,
siguiendo las indicaciones acabadas de dar.

y

x=4% by
-
Recta de ecuacién
dA=Xdy=(a-%y)dy' dy dA:ydx =§ (a-x) dx
(para obtener Qx ) b // (para obtener Qy )
_I' y= g (a-x)
X
0 i
dx
1 a |
I 1
Figura V1.7

Teniendo en cuenta los elementos de la figura V1.7 , se obtiene:

0. put- [ofe-25)o-d2]-212]

249



es decir : Ox =ab2[—-——:,=—ab2,

valor que coincide con el dado por (2), vy,

i _ _ll _b 03 03 _1 2
0, = [xat- Ex[a(a—x)dx}—zl:——{—?}—ga b,

valor que iguala al dado por (3) .

Ejemplo VI.2

Determine la posicion del centroide de la superficie plana de la figura V1.8 .

Y Partede circunferencia .
de radio R

Figura VI.8
Resolucion.
No obstante que empleando coordenadas cartesianas es factible determinar la posicion del centroide de
la figura dada, primeramente resolveremos este problema empleando coordenadas polares vy,

posteriormente determinaremos la posicion solicitada empleando elementos cartesianos.

Tomaremos como dA a la diferencial de area elemental en coordenadas polares, es decir la mostrada en
la figura V1.9 ; es decir, emplearemos dA4 = rdrd6 .

y
do
Y=rsen0 I
(0]
x=rcos0
Figura V1.9



Con base en los elementos de la figura V1.9 se obtienen:

5 sR: . R RY(n)_nR?
- Jaa [ [ (1505 [ran- £ () -5 o

(lo cual debia obtenerse, ya que se trata de la cuarta parte del area de un circulo de radio R),

" 3 X
0, = [yda= [(rseno)(rardo) = L2 frzdr sen 69 =RT Esen 0db,

R3 x R3
0, =—3—[—cose]§ = o ),

Y,

- R & R3
Q, = J.XdA =I(r cosO)(rdrdG): Lz frzdrcosed0=—3— fcosede =T o)

entonces, considerando los valores dados por (3), (1) y (2), obtenemos:

R3
- 0 ? 4R
S S N @),
y = E@i 3 4)
4
Y,
R3
- O 3 4R
X=—=—= — 5,
A an 3n )
4

donde (4) y (5) proporcionan, respectivamente, la ordenada y la abscisa del centroide de la figura dada.
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Ahora emplearemos las diferenciales de drea que se muestran en la figura VI.10 para verificar los
valores dados por (4) y (5).

/;/d/f = ydx , para obtener Qy
\77 Circunferencia de ecuacién Y 24 x" =R?
‘ % \{ dd=x d)’ , para obtener A4
dy TR 777, Y &
o »
O—-
dx

Figura V1.10

Basados en los elementos de la figura VI.10 , ahora obtenemos:

R R
A:JdA:dey:.[ /Rz—'yzdy=§ R2_}}2} +R
’ ’ ! 0

E nR%? nR?
2

y
SN J— —0+——— 6’
ang sen ]0 = R 6)

valor ya proporcionado por (1);

R
O, = J‘;ydAz _[y(xdy)z J‘;xydyz _[)R\/Rz —yzya"y-:—%(h’2 _1'3);] :_l(-R3)=£ (D),

valor ya proporcionado por (2);

R 2 2 lina 2 E—‘ R’
Q),zjdi:J-x(ydx)=I R° —x xdx=——(R -x )2 = ... (8),
) s s ) 3 J 3
0
valor ya proporcionado por (3);
53
e : 3 4R
),’:&: 37:” (9),
A Rk~ JT
4

valor ya proporcionado por (4);

(0]
N
S



-9 _ 3 4R

= = = — 10,

* A nRz 3n ( )
4

valor ya proporcionado por (5);

asi pues, (9) y (10) verifican, los valores dados por (4) y (5), respectivamente, como ordenada y abcisa
del centroide del area dada.

V1.2 CENTROS DE FUERZAS CORRESPONDIENTES A SISTEMAS DE FUERZAS
PARALELAS DISTRIBUIDAS CONTINUAMENTE, PARA CASOS EN QUE LAS
FUERZAS TIENEN MAGNITUD CONSTANTE, Y PARA CASOS EN QUE SU
MAGNITUD VARIA LINEALMENTE. CENTROIDES DE AREAS DE SUPERFICIES
PLANAS COMPUESTAS, DE CONFIGURACION SENCILLA

El tratamiento de este subtema lo haremos subdividiendo al mismo en lo que corresponde a centros de
fuerzas, y en lo correspondiente a los centroides recién citados, segin puede apreciarse a continuacion.

VI.2.1 CENTROS DE FUERZAS CORRESPONDIENTES A SISTEMAS DE FUERZAS
PARALELAS DISTRIBUIDAS CONTINUAMENTE, PARA CASOS EN QUE LAS
FUERZAS TIENEN MAGNITUD CONSTANTE, Y PARA CASOS EN QUE SU
MAGNITUD VARIA LINEALMENTE.

En el estudio de la estatica y en el andlisis estructural, es muy comin encontrarse con la necesidad de
conocer donde puede considerarse concentrada la resultante de un sistema de fuerzas coplanares
distribuidas continuamente, tanto para casos en que las fuerzas tienen magnitud constante, como para
casos en que dicha magnitud varia linealmente, ya sea creciendo o decreciendo. El centro de fuerzas del
sistema se define como el punto donde actua la resultante de dicho sistema.

Cuando se trata de un sistema de fuerzas coplanares de magnitud constante, la representacion de tal
sistema, como es el caso del aplicado sobre la viga 4B de la figura VI.11 , se haria ortodoxamente
segin se muestra en la figura recién citada.



® , N/m

e

WL

L

Figura VI.11

No obstante lo anterior, la representacion més comunmente empleada es la que mostramos en la figura
VI.12.

®, N/m

Figura VI.12

En virtud de que la distribuciéon ahora analizada es tan continua como la distribucion de area de un
rectangulo de base L , se infiere que la resultante de la carga (de las figuras VI.11 y VL.12), cuya
magnitud es oL , se encuentra exactamente a la misma distancia de 4 que de B ; en este caso L/2 ; o
sea que, para efecto de calcular las reacciones en los apoyos 4 y B, dicho célculo lo hariamos con base

en lo mostrado en la figura VI.13 ; es decir, considerando que el centro de fuerzas del sistema dado se
encuentra a L/2 tanto de 4 como de B .

(OA

4 ) ]
A LR LR M

Figura VI1.13



Consideramos ahora un sistema de fuerzas coplanares distribuidas continuamente; como el mostrado en
la figura V1.14 , donde la magnitud de las fuerzas varia linealmente desde cero hasta un valor W

c N —X\_ D
& L

Figura VI.14

En este caso puede decirse que la distribucion de las fuerzas es tan continua como la distribucion de
area en un triangulo rectangulo, cuyo centroide se encuentra a una tercera parte de la base. Por tal razon
puede establecerse que la resultante del sistema de fuerzas de la figura VI.14 | cuyo médulo es WL/2 ,
se localiza sobre una perpendicular a la viga CD, que dista L/3 del apoyo D, o bien 2L/3 del apoyo C ,
segun se muestra en la figura V1.15 .

WL

C | |
AaN 2L/3 L3 AN

Figura VI.15

Ejemplo VL3 .

Determine la posicion de la resultante del sistema de fuerzas coplanares mostrado en la figura VI.16 .

—_

40N

10 NI‘ w
. j

o ANKS;

6m
{ [
f |

Figura VI.16
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Resolucion.

Con base en el principio de superposicion de causas y efectos, podemos establecer que la accion del
sistema de fuerzas dado puede obtenerse como la suma de las acciones de dos sistemas: el primero de
los cuales consiste en una carga uniformemente distribuida de 10 N/m , a lo largo de toda la viga; el
segundo (sistema) esta constituido por una carga triangular distribuida continuamente, variando la
magnitud de la carga de 0 a 30 N . Graficamente, lo anterior lo expresamos mediante los elementos de
la figura VI.17 .

40N 10 N/m
— 30N
10N l - (Y Y YYYYYY Y +

B em 20 EL em 26 & gm 20
{ | ! !

Figura VI.17

Por lo visto antes de la resolucion de este problema, las resultantes de las cargas uniformemente
distribuida y triangular de la figura VI.17 , respectivamente, son las mostradas en la figura VI.18 .

(10 N/m)(6m) = 60 N 0.5(30 N/m)(6m) = 9ON

| 3

EA Sm w220 ELS dm  adeo
{ | ! |

Figura VI.18

Teniendo en cuenta lo obtenido hasta aqui puede decirse que, la resultante del sistema de fuerzas dado
corresponde a la resultante de las cargas concentradas (de 60 Ny 90 N) de la figura VI.18 ; es decir, a
una fuerza vertical de mddulo igual a 150 N, cuyo momento respecto a cualquier punto del plano debe
ser igual a la suma de los momentos de las cargas concentradas recién citadas, respecto a dicho punto.
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Entonces, llamando d a la distancia del soporte de tal resultante al apoyo £ , debe cumplirse:

150d = (60) (3) + (90) (4)
igualdad que se cumple para d=3.6m,

o sea que, la resultante del sistema dado tiene un soporte vertical localizado 3.6m a la derecha del
apoyo E ; es decir, 2.4m a la izquierdade G .

V122 CENTROIDES DE AREAS DE SUPERFICIES PLANAS COMPUESTAS, DE
CONFIGURACION SENCILLA

Casi al inicio de este tema (V1), inmediatamente después de definir al primer momento del area de una
superficie plana como la de la figura VI.2 , mencionamos que dicho momento podia calcularse
mediante la integral que aparece en la expresion [17], ya que por medio de ella era posible obtener la
suma de los primeros momentos (con respecto al eje ) de las areas que conformaban esa superficie
distribuida continuamente.

Analogamente se menciond que los primeros momentos del area de dicha superficie, respecto a los ejes
coordenados x y y, podian obtenerse mediante las integrales de las expresiones [17x], [17y], que al
fin y al cabo son sumas.

Después definimos el centroide del 4rea de una superficie plana mediante las expresiones [18x], [18y],
con base en las cuales puede expresarse que, siendo C, (x, , y,.) el centroide del drea de una superficie

plana cualquiera (1), A; el drea de dicha superficie, le el primer momento de ella respecto al eje y ,

asi como Q.. su primer momento respecto al eje x, se tienen:

0, =4 xi .. [19x],

1

Qxl :A‘ ;] "'[lgy]’

expresiones que nos permiten calcular los primeros momentos recién citados, en funcién del area y de
las coordenadas del centroide correspondiente.
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®

Figura VI.19

Esto nos es sumamente Util ya que, una vez conocidos los primeros momentos de las » areas de
configuracion sencilla en que se puede subdividir una superficie plana a la que puede adjudicarse el
calificativo de compuesta, como la de la figura VI.19 , con base en la definicion de primer momento del
area de una superficie plana, podremos obtener los primeros momentos del area de la superficie
compuesta mediante las expresiones:

0, = Z 0, = Z A, x, .. [20x],
i=l i=]

O, =) 0., =) 4y, ... [20y].

en tanto que, las coordenadas del centroide (de la superficie plana compuesta) podremos obtenerlas
mediante:

W
x= T
S

-1

1

o [21x],

Y,

n

>4y,
=4t . [21y),

en el entendido de que las sumas aqui indicadas son algebraicas (ver los ejemplos V1.4 y VLS | para
captar esto).
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En virtud de lo anterior, para determinar Ja posiciéon del centroide de dreas de superficies planas
compuestas, se sugiere llenar la informacion que citamos en una tabla como la VI.2 después de haber
subdividido, las superficies dadas, en la forma que se considere mas conveniente.

Sub-superficie | Area (A) | x, | y, | 4,x, | 4,y

Tabla VI.2

Ya con los elementos calculados en las tablas y al emplear las expresiones [21x] y [2ly], podran
obtenerse las coordenadas de los centroides que buscamos.

Se aconseja consultar la tabla VI.1 para coordenadas de centroides de algunas superficies planas de
configuracion sencilla, que generalmente son empleadas al subdividir superficies compuestas.

Ejemplo VI.4.

Procediendo de dos maneras diferentes, determine las coordenadas del centroide de la superficie plana
de la figura VI.20 , cuyas acotaciones estan en centimetros.

Y
+ L
3
1 4
2y 1|y
2
2| H G '
- .

semicirculo*" E
2 2, 2

e i

Figura VI.20
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Resolucion.

a) La primera manera con que procederemos, para determinar lo solicitado, consiste en subdividir la
superficie dada en una sub-superficie triangular, tres rectangulares y una semicircular (ver figura
VI.21), de modo que la suma de las areas de estas cinco sub-superficies sea igual al area de la
superficie dada, razon por la cual los primeros momentos de ésta (respecto a los ejes x, y) los
obtendremos sumando los primeros momentos correspondientes a las cinco sub-superficies citadas,

mismos que aparecen en las columnas 4,x, y A4, ; de la tabla VL3 , que emplearemos en esta

resolucion.

x
Figura VI.21
Sub-superficie Area (4) 3—51 }[ Ai}( A,j/
%) 1
(em) (cm) (cm) (ecm?) (em?)
/_/] AKL| (12)(6)(3)=9 2 5 18 45
(:\ ABJK (6)2)=12 1 3 12 36
1 BNHI 4)2)=8 0 1 0 8
] (4)(2)
[:‘ NDFG (6)(2)=12 1 -1 12 -12
) DEF (2)3H) =451 | 1 | -[2+@&/m)] | 451 | -9n-18
Tabla VI.3



Con base en lo establecido al inicio de esta resolucion, asi como en diversos elementos de la tabla V1.3,
para la superficie dada se obtiene:

A =9+12+8+12+4.51 = 41+4.51 = 55.1372 cm® R cy
0, =Z 4,x, = 18+12+0+12+4.51 = 42+4.51 = 56.1372 cm® ... (),
O:=Z 4, y, = 45+36+8+(-12)+(-9n-18) = 59-9nt = 30.7257 cm’ ... (3),
}=QL=1.018cm (@),
A
y,
;=-QA% =0.557 cm ... (5),

o seaque (C(1.018, 0.557) cm es el centroide del area de la superficie (compuesta) dada.

b) La segunda manera con que procederemos, para determinar lo solicitado, consiste en considerar que
la superficie dada puede obtenerse quitando al rectangulo MDFL (de la figura V1.22) tanto el
tridngulo MAL como el cuadrado /HGJ, y adicionando el semicirculo DEF, de modo que, al restar
el area del tridngulo (MAL) y la del cuadrado (/HGJ) a la del rectangulo (MDFL), y adicionando el
area del semicirculo (DEF), se obtenga el 4rea de la superficie dada.

Figura V1.22
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Obviamente, en este caso los primeros momentos, de la superficie dada, los obtendremos sumando los
correspondientes al rectangulo (AMDFL) y al semicirculo (DEF) y restando al resultado {de dicha
operacion) los que corresponden al triangulo (MAL) y al cuadrado (IHGJ), valores todos ellos que
pueden apreciarse en la tabla V1.4, de esta resolucion.

Sub-superficie Area (A X, y, Ax, | A4y,
(cm) (cm) (cm) (cm®) (cm®)
—— 1 MDFEL| (6)(9) = 54 1 25 54 135

DEF| (m/2) 3 =4.51 | | | -[2+(4/m)] | 4.5n | -9n-18

— MAL| (12)6)3)=9 | 0 6 0 54
IHGJ|  (2)(2)=4 3 ] 12 4
Tabla VI. 4

Teniendo en cuenta lo mencionado en los dos parrafos anteriores, asi como elementos de la tabla VI.4,
aqui obtenemos para la superficie dada:

Y,

A= 54+4.51-(9)-(4) = 41+4.51 = 55.1372 cm? ' . (6).

0, =S A,x, = 54+4.51-(0)-(12) = 42+4.51 = 56.1372 cm’ (D,

O, =T A4,y, = 135+(-9m-18)-(54)-(4) = 59-91 = 30,7257 cm’ . (8),

)?:% =1.018 cm ... (9),
4

;=% =0.557 cm ... (10),

lo que nos permite afirmar que C(1.018, 0.557) cm es el centroide del area de la superficie dada,
misma conclusién a que llegamos al desarrollar ¢l inciso a) de la resolucién del problema de este

ejemplo.
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Ejemple VI.5

Procediendo de dos maneras diferentes, obtenga las coordenadas del centroide de la superficie plana

mostrada en la figura VI.23 | donde las acotaciones estan en centimetros.

Y
|
|
4 | F cuarto de circulo
: s
15 I
!
|
0
15
1

G 30 D
| — |
| |

Figura V1.23

Resolucion

a) La primera manera con que procederemos, para determinar lo solicitado, consiste en subdividir la
superficie dada en una sub-superficie triangular. una rectangular y una correspondiente al cuarto de
circulo (ver figura VI.24) de modo que la suma de las arcas de esas tres sub-superficies sea igual al
area de la superficie dada, razén por la cual los primeros momentos de ésta ( respecto a los
ejes x, y) los obtendremos sumando los primeros momentos correspondientes a las tres

sub-superlicies citadas. mismos que aparecen en las columnas 4,x; y 4;y, delatabla VL5, que

cmplearemos en esta resolucién.

<

Figura VI1.24
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Sub-superficie Area Z(A,) X, y, 4x, Alj}’
(om™) (cm) (cm) (cm3) (cm3)
[7 BGO| (1/2)(30)(15)=225| -20 -5 -4500 -1125
] ABOF (30)(15) =450 -15 7.5 -6750 3375
l_’\ DEF (n/4)(302)=2257t 40n | -[15-(40/m)] 9000 9000-33757
-
i

Tabla VI.5

Con base en lo establecido en esta resolucion, asi como en diversos elementos de la tabla V1.5 | para la
superficie dada se obtiene:

A=225+450+2251 = 675+ 2251 = 1381858 cm? (),
O, =D 4,% =-4500+(~6750)+9000 = ~2250 cra’ o))
0, = Z Ay, =-1125+3375+(9000-33751) = 11250 -33751 =647.125 cm® ... (3),
- Qr
= —/‘1— =-1628 cm @),
y,
— O
y= QA‘ = 0468 cm .. (5),

oseaque C(~1.628. 0.468)cm es el centroide de la superficie (compuesta) dada.

b) La segunda manera con que procederemos, para determinar lo solicitado, consiste en considerar que
la superficie dada puede obtenerse quitando al cuadrado AGDF (de la figura V1.25) el tridngulo
GDO, y adicionando el cuarto de circulo DEF, de modo que, al restar el area del tridngulo (GDO) a
la del cuadrado (AGDIE), y adicionando el drea del cuarto de circulo (DEF), se obtenga el area de la
superficie dada.
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Figura V1.25

Obviamente, en este caso los primeros momentos, de la superficie dada, los obtendremos sumando los
correspondientes al cuadrado (AC'DF) v al cuarto de circulo (DEF), y restando al resultado (de dicha
operacion) los que corresponden al triangulo (C'DO).

Sub-superficie Arca (A 0 Yy, A;x, A’.j;l_
i) (cm) (cm) (cm®) (cm®)
AGDF (30)* = 900 -15 0 -13500 0
D DEF| (n/4)(30%)=225m | 40m | -[15-(40/m)] | 9000 | 9000-3375n
j GDO| (1/2)(30)(15) =225 | -10 -10 -2250 2250

Tabla V1.6

Teniendo en cuenta lo mencionado en los dos parrafos anteriores, asi como elementos de la tabla V1.6,
aqui obtenemos para la superficic dada:

A'=900+ 2257 —(225) = 675+ 2251 = 1381858 cm? .. (6),

O, = 4,x, ==13500+9000~ (- 2250) = -2250 cm’ (T,



O, =Y 4y, =0+(9000-3375x)- (~2250)= 11250-3375x =647.125 em® ... (8),
x= 22 -1628 cm ...09),
4
Yy,
;=~j=o.468 em ...{10),

lo que permite afirmar que C(—l.628, O.468)cm es el centroide de la superficie dada, misma
conclusion a que llegamos al desarrollar el inciso a) de la resolucion del problema de este ejemplo.
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VII. EQUILIBRIO DE SISTEMAS DE FUERZAS Y DE CUERPOS.

En este tema, ultimo que desarrollaremos en este texto, aplicaremos practicamente lo visto en los temas
anteriores, ya que en dicho desarrollo buscaremos coadyuvar, a quienes hagan uso de este material, a
analizar y resolver problemas de equilibrio isostatico, de cuerpos rigidos sujetos a fuerzas cualesquiera.

Dentro de tal desarrollo, obviamente, hemos de definir o que es un sistema de fuerzas en equilibrio, y
de establecer las condiciones para que un sistema esté en equilibrio. Asimismo, definiremos lo que es
un cuerpo en equilibrio. y mencionaremos los estados de equilibrio estatico y dinamico. También
obtendremos reacciones en los apoyos de ciertas estructuras isostaticas, y cerraremos analizando asi
como resolviendo problemas de equilibrio isostatico de cuerpos rigidos.

En el desarrollo de este tema, ademas de definir equilibrio e indicar las condiciones que deben
cumplirse para el mismo, resolveremos problemas donde vamos a obtener sumas de componentes
vectoriales y cscalares, tanto de fuerzas como de momentos, después de dibujar d.c.l. (diagramas de
cuerpo libre) de los cuerpos en estudio.

Aunque en esta ocasion tanto los d.c.l., como las sumas de componentes mencionadas, corresponderan
a problemas de equilibrio estatico. es muy importante verlos ya que también se emplearan para resolver
problemas de Dinamica.

VII.1 DEFINICION DE SISTEMAS DE FUERZAS EN EQUILIBRIO. ESTABLECIMIENTO
DE LAS CONDICIONES VECTORIALES Y DE LAS CONDICIONES ESCALARES
PARA EL EQUILIBRIO DE UN SISTEMA DE FUERZAS EN EL ESPACIO.
OBTENCION Y APLICACION DE LAS CONDICIONES PARA EL EQUILIBRIO DE
SISTEMAS DE FUERZAS COPLANARES.

VIL.1.1 RESULTANTE Y MOMENTO DE UN SISTEMA DE FUERZAS. SISTEMAS DE
FUERZAS EN EQUILIBRIO.

Sea un sistema constituido por » fuerzas cualesquiera; definiremos como resultante del sistema al
vector F tal que:

n

F = F; .. [22],

=1

y como momenlo del sistema con respecto a un punto cualquiera P, del espacio, al vector Mp tal que:
n

Mp =Y (rixFp) . [231,

1=1
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donde el vector r; vade P aun punto cualquiera de la linea de accion de la fuerza F; en cuestion; o
sea que Mp esla suma de los momentos de las fucrzas del sistema, con respecto a P.

Entonces, para un sistema constituido por n fuerzas, si /# de ellas forman uno o varios pares de
fuerzas, y sustituimos éstos por los vectores momento equivalentes:

Mp lo obtendremos como la suma de esos vectores momento, adicionada de la suma de los momentos,
con respecto a P, de las (n — h) fuerzas que no formaron parte de alguno de los pares mencionados.

Esto quiere decir que, dado un sistema de elementos vectoriales formado por o fuerzasy [ pares (de
fuerzas), el momento de este sistema con respecto a un punto P cualquiera, del espacio, se obtendra
como la suma de los 3 vectores momento (representativos de igual niimero de pares) adicionada de la
suma de los momentos de las o fuerzas, con respecto a P .

Definiremos como sistema de fuerzas en equilibrio a todo aquél que cumpla las condiciones:

F=0 .. [24],

Y,

Por ello, entonces, para que un sistema de fuerzas concurrentes se encuentre en equilibrio, simplemente
deberd cumplirse la ecuacion [24].

Como [24] y [25] son condiciones que pueden cumplir sistemas de fuerzas actuantes sobre cuerpos (o
particulas) que permanezcan estaticos, o bien moviéndose con las caracteristicas cinematicas que
mencionaremos en el subcapitulo VII.2 , diremos que existen dos tipos de equilibrio: el estdtico y el
dinamico, mismos que describiremos en el subcapitulo mencionado.

VII.1.2 ESTABLECIMIENTO DE LAS CONDICIONES VECTORIALES Y DE LAS
CONDICIONES ESCALARES PARA EL EQUILIBRIO DE UN SISTEMA DE
FUERZAS EN EL ESPACIO .

De acucrdo con definiciones dadas en este subcapitulo afirmaremos que, un sistema de fuerzas
cualesquiera se encuentra en equilibrio si su resultante iguala al vector (fuerza) nulo, y si su momento
con respecto a un punto cualquiera, del espacio, es igual al vector (momento) nulo, condiciones que
expresamos cono:



F=0 ... [24],
Y,
Mp =0 o 25y

donde P puede ser, inclusive, el origen del sistema de referencia empleado para analizar si el sistema
de fuerzas dado se encuentra, o no, en equilibrio.

Empleando un sistema de referencia rectangular Oxyz, la ecuacidn [24] es equivalente a:

Foi+Fj+F, k= 0 +0j+ 0k,

y la ecuacion [25] puede establecerse como:

teniendo en cuenta estas dos igualdades y la expresion:

M, = Mi ';"Mv_)'j + M,k 70

establecida en el subcapitulo I1.2, afirmaremos que:

=0, My =0,
F,=0, M, =0, ... [26],
F,=0, M. =0

son las seis ecuaciones que constituyen Ja condicion escalar para que un sistema de fuerzas cualesquiera
se encuentre en equilibrio.

Entonces, un sistema de fuerzas concurrentes estard cn equilibrio si dicho sistema cumple con la
ecuacién [24], o bien con:-

Bl & 0% R =9, y F.=0 2

X ¥

terna de ecuaciones que constituyen la condicion escalar para dicho equilibrio.
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VIIL.1.3 OBTENCION Y APLICACION DE LAS CONDICIONES PARA EL EQUILIBRIO DE
SISTEMAS DE FUERZAS COPLANARES.

Consideramos ahora el caso de tener un sistema de fuerzas coplanares, contenidas en el plano xy del
sistema de referencia Oxyz empleado para establecer las condiciones de equilibrio en el espacio.

Para este sistema de fuerzas coplanares, como las lineas de accion de todas ellas cortan tanto al eje x
como al eje y, no existe My, ni M, ; sélo existira M, , que sera la suma de los momentos de dichas
fuerzas con respecto a un eje perpendicular al plano xy, que pase por un punto P cualquiera de éste.

Empleando la expresion [Spart], obtenida en el subcapitulo 1.2, y llamando #; al vector que vade P a
un punto cualquiera de la linea de accién de una fuerza F; del sistema mencionado, se tendria:

n
M, = Z rp x F;
i=)

como, de acuerdo con la expresion [4] también obtenida en el subcapitulo 11.2, la swnatoria del lado
derecho de esta igualdad equivale a la suma de los momentos de esas fuerzas con respecto al punto P,
es decira M, , diremos que un sistema de fuerzas coplanares se encuentra en equilibrio si cumple con
las condiciones:

F=0 .. [24],
Y
Mp =0 ... [25),

donde M, es la suma de los momentos de las fuerzas del sistema, con respecto a un punto cualquiera
del plano donde actuan.

Entonces, las tres ecuaciones que constituyen la condicion escalar para que un sistema de fuerzas
coplanares se encuentre en equilibrio, son:

F, =0, F, =0 y M, =0 .. [28].

Por lo anterior, diremos que un sistema de fuerzas coplanares y concurrentes esta en equilibrio si
cumple con la ecuacion [24], o bien con:

F. =0 y F,=0. ... [29].
A continuacién aplicaremos las condiciones de equilibrio para sistemas de fuerzas coplanares, en el

entendido de que, la aplicacién de dichas condiciones para obtener reacciones, en estructuras isostaticas
y en soportes de elementos de méaquinas, la ejemplificaremos en el subcapitulo VII.3 .
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