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. CONCEPTOS FUNDAMENTALES

PUNTO MATERIAL O PARTICULA.-

Es un cuerpo cuyas
dimensiones son tan pequeiias, que las fuerzas que gobre &l-
adétdan pueden considerarse conocéntradss (Flgl 1).

-—

Foverza

Punte marteria/

Flg. 1
CUERPO RIGIDO.~

Es aquel cuyas particulas no su-_
fren desplazamientos relativos al actuar fuerzas sobre &1, -
(Fig. 2) -

e Formacidn

Ao d‘/‘ﬂl’Pf‘iaM‘" JR

Pig, 2 T t
CUERFO R/6/00 CUERFPO OEFORMABLE

Ambos conceptos son teoricos puesto gue la reali
dad es diferente, No obstante, los errores que se inducen
son tan pequefios que pueden despreciarse,

FUERZA, -~

Accidén de un cuerpo zobre otro. gque can-
bia © gue tiende a2 cambiar su estado de reposo o movimientos
Las fuerzas son cantidades vectoriales, es decir, para defi-
nirlas se requieren tres caracteristicas o cantidades esca -
lares que pueden ser sus coordenadas o proyecciones o bien,
magnitud, direccidén y sentido. En Matemdticas se define un
vector como una terna ordenada de numeros reales (Fig, 3).

F (Fx, Py, Fz)
F = Fx /-'.‘Frj—"l"z x

[ sentido

d ’ \//\”a gritve

Irreccron

Fig. 3

Y Las fuerzas se pueden tratar como vectcres libres
deslizantes y fijos,

VECTOR LIBRE.-
Es aquel del que solo nos intere -
san sus tres caracteristicas vectoriales, como sucede cuando

se desea obtener una resultante solo en magnitud, dirececidn
y sentido (Fig, 4)
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VECTOR DESLIZANTE, LOCALIZADO O CURSOR,=-

Es aquel
que eetd restringido a moverse a lo largo de una linea de ac-
cién determinada (Fig. 5). Tal es el caso de lgs fuerzas que
aotdan sobre cuerpos considerados ri{gidos, en dopde se puede
expresar el principic de la trapswisibilidad de la siguiente

_forma:

Loa efectos externos de una fuerga son indepen -
dientes del punto de aplicacidén a lo largo de su linea de ac~
eién.

VECTOR F1JO,.-

Es aquel que estd restringide a ~
sar aplicado en un punto determinade (Fig. 6), Tales son
las fuerzas de un campo vectirial. l

A
\

"EFECTOS EXTERNOS DE UNA FUERZA,~

// ~C:ﬁvny:e vectorial

\

\

Fig.’6

Origen ade/ compo

Consisten en -
modifioar el estado de movimiento del cuerpo sobre el cual
actda u originar reacciones externas mobre dicho cuerpo,
(Fig. 7)

V=2

Fuverze

Reocciones exlernes

o el

FUERZAS, -
De acuerdo con la segunda Ley de Newton
para que las fuerzas se presenten deben existir cuerpos,

De acuerdo con la tercera Ley de Newton las fuer
zas slempre se presentan por pares aunque por simplicidad en
ocasjones se consideren alsladas,

Las fuerzas pueden ser de contacto o de acclén a
distancia (Fig. 8). :

e R

FF

Pig. 8

Fvarzas ofs contecre FoerzRs o8 Sccicn & oistanci®

Las de contaocto son laa que se presentan al ac -
tuar un cuerpo directamente sodbre otro, entrando en contacto
gus superficies externas,

Las fuerzas de accién a distancia son aquellas - -———
que se ejercen entre cuerpos alejados, tales como las fuer -
zas de origen gravitatorio o eléctrico.
Las fuerzas tambilén pueden ser externas o inter- H
nas (Fig. 9). Las externas son aquellas que se presentan ex—
teriormente al ocuerpo y las internas interiormente,
. }?,ii,)%;ii - Fuvarras
Externas
|3
}; Fuerzas
R infernss ,
Fig. 9 CALRIATRARLE! o
linaruaaranﬂrrvunr' R A {k
5
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Las deformaciones son también efectos internos -
de un cuerpo, aclarando que, estas y las fuerzas internas, -
si dependen de la localizacidén de las fuerzas externas a lo
largo de su linea de accién,

Las fuerzas pueden también actuar distribuida o

concentradamente (Fig., 10).
) Fuerrd® concentracin

More .
Columna ) LF

LA

Yo Oosd

~Muro

Fig, 10

Las fuerzas en la realided siempre actdan distri
buidas en un 4rea de accidn determinade. Une -
fuerza concentrada es un concepto teérico en el cual se con-
sidera a la fuerza aplicada en un punto, ya que en realidad
el Area de aplicacidn es tan pequefia que los errores cometi-
dos pueden despreciarse.

FUERZAS DE FRICCION O ROZAMIENTO,=-

Son aquellas
que se oponen al deslizamiento relativo entre dos cuerpos.
(Fig, 11).

Las superficies son en la realidad méds o menos
rugosas, presentandose siempre fuerzas de friccidn durante
el contacto entre dos cuerpos. No obstante, en ocaciones -
puede considerarse con error pequefio el concept¢ tedrico -
de superficies lisas entre las cuales no existen friccién,
Las fuerzas de friccién o rozamiento se presentan en la =-
siguiente forma:

Fuoerza distribuida

——m FPore gue exiahe mow'= ~—

" Fa . Se inicie of desh~

7
w Fig, 11 4
s A
A 223 22 eSS AT
: A Fr
N=p N=/V
A< rr . En Reposo l LB <rfm £n Reposo
w | V4
~ ~ |
+ 1 V)
N> =W

F2A.  Hey movimiento
zamientfo

B~ Fueris of Friceidn limite

mianfo ¢ <> /n

Considerando:
Presién normal
F_, ~ PFuerza de friccidn limite

=
i

L+

- Reaccién total
Angulo de friccién lfmite
~ Coeficiente de friccidn estédtico

T e
i

tan § = Tr : F,. = tan §N
N
y si: P = tan @
) (1)
j Fr = FN Para superficies secas
M P depende ae las caracteristicas de las superfi

cles en contacto.

o
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Observese que la fuerza de friccifm depende so -
lamente del coeficiente de friccién y de la presién normal,-
pero, es independiente del 4drea de las superficies en contagc
to.

En realidad p como ae ha visto es el coeficiente
de friccidn estdtico, es decir, los cuerpos estdn en reposo.
El coeficiente de friccién cinético, correspondiente a super
ficies con movimiento relative, puede considerarse para el -
caso de superficies secas igual al estdtico.

Para el caso de superficies lubricadas los con -
ceptog anteriores cambian.

ANGULO DE REPOSO.-
Es aquel valor mdximo del 4n-

gulo para el cual un cuerpo permanece en reposo sobre una sg
perficie inclinada (Fig. 12).

W

Al tniciorse ef Seslixmmien~
Yo or= & (Sngulo oo rapase=
wGnguks o friccidn himite)

# Anguto e friccian Iimite

/r44hymub ole repaso

El talud que adopta un material corresponde a su
&ngulo de reposo. (material granular)

‘w/ve/

Angulo o reposo

Pig. 12

M teria/ grander

i i e [

9
CONO DE FRICCION.-

Resumiendo, Lo de la figurs 11

quedard como se muestra en la figura 13

En reporo

Cumnol se inicid
&/ movimiente

# /4 movimianso

’ Cano ok Friccrn

Cuerpo

En e/ FPlane

Fig. 13

Eg decir, para dos superficies en contacto puede
trazarse el cono de friceidn, en tal forma que, una fuerza -
dentro de dicho cono produce reposo independientemente de su
magnitud, actuando en una de las generatrices inicia el movi
miento y fuera de dicho cono produce una aceleracidn.

TABLA 1
ALGUNOS COEFICIENTES DE ROZAMIENTO EN REPOSO,

Madera S0bre mAder8..sssesvssssesccrsssacsnsesss0e25 a 0,50
Metal 80bre MAACTBscscssrsssrssvsssacssossssseee0.20 8 0.60
Metal Sobre met@l.iseseserscssoossrecesncvencasesOeld & 0,30
Metal SODYe CUETOescevecrsvsssnsevsassssssssnsssl.30 8 0,60
lMadera S0Dre CUEYOessssssvsssossscsoscscassresesleld a8 0,50
Piedra Sobre Piedrfeessecessssesssvssscssscsceses0.40 8 0.65
Metal sobre piedra.eccsececepsorvrssescacancaness0,30 a 0.70
Tierra 80bre tlerracsesssscsesvsesecsecscnescess0.29 8 1,00

En reposo

Cuando s /nicie
&/ movimiento

n mavimsento

En o/ Espmcro

o
-
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- PROBLEMAS EN EL PLANO,-
) Un problema se considera
plano cuando existe simetria, tanto geométrica como en cuan-

DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE.-
Para simplificar el -
andlisis del equilibrio de un cuerpo,normalmente se conside
ra a éste aislado y las fuerzas que sobre el ejercen otros -

to a cargas. En la Fig. 14 se muestran algunos ejemplos.

V-4

n

Cuerpo en =/ planc

Floro o simetria
Cuverpo rea/

Phone e simatria ..J

. . ) . |
. . e ]

cuerpos, no las que éste ejerce sobre aguellos (Fig, 15).

-

Seccion A -4

Estrvctord Res/

/’—R\

<

S/tvwcidn Rea/

3

Disgrams ot
Cuerpo Libre

Alarno de o)
simetris
~ l R AR R g et —
- Fig, 15 '
7;;}'; » P Secc/on 8-5

Estruvectors
considleraods «n e/ planc : Pig, 14




indicar un apoyo de éste tipo,

APOYOS

12

I) En el plano

1.~ Apoyo libre (Pig, 156)

13

2.~ Apoyo fijo del tipo de articulacién o rétula,
(fig., 18)

£=0, RO
)7'0,' /?y}‘o (3)

§r0, Ry=o Bro, Meo &

n=0, Rpro (2

Pro, M =0 Fig, 18

il
o

Svperficie liss 3.~ Empotramiento (Fig, 19)
v

Fig, 16 iz 7 =0
A O :/ I
Articvlscion sin Friccign Gy / Z x §=0, R, o
- / e
R iran aleunas foress 4 b9 g0, myro ,
continuacién se ra - . 7

mue.s n algunas formas de R0 #o 2 Fe0 prro &
(Fig, 17) Z T ey ,

Z = —

A #0O
: = 4.- Apoyo guiado (Fig, 20) _ s
Y
Pig. 17 ’
\ 70
£r0, Rymo £x0
=0, Ay rO (5)
. Fe0, Mro .
7 . gurss
N Fig, 20 —
: X ’ i
O Saccidn &-8

AS
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5.- Apoyo eldstico (Fig, 21)

l deformecidn
A i - ‘=
! f ]
': / \l/wvv*l ’I'
D (s ll
i W it v
; /l}/_ ....... 1 £r0, R o
/ ,, ; A0, Rp#0
: | ! Bro, Meo
e e [ i speyepayeas '
i T !
/
i /
i
% o A

1 t 7 A0
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2.~ Ar}iculacidn (Pig. 23)

jJ‘L' £#o
(6)

Pig, 22 .

Pr HO, My =0

II) En el espacio # =0
1.= Apoyo libre (Pig, 22)
Zz
50
£ro, R=0
nrl, ARy=0
F=0, Remo -
7
@-’\’#0; /”X‘ﬂ
BorA0, My=0

Ry £0

/?yi‘ﬂ
Ry ¥0
F (8)

My =0

My =0

R ro
Ry w0
Ry #0
My #0
oy
My

7=0 I T
, o -
44"0 {n 0
[ =0 7=0
e
e x Hero
v Fp #0O 2, ¥o
¢Y#0 ///, ﬂ/}"o
;/25/»7-0 T, 23 #hro
3.~ Empotramiento (Fig, 24)
Bz =0
;:0 { -0
f-ﬂ 7 =0
s ; x 770
/),-o i 1 - Fy =0
) foeo = dyeo
_ Pig. 24 #e=o
B =0,/ =
,V/S 4.~ Apoyo guindo (Fig, 25) z
Séz-l'Ol
g=0
Erho Re=0
70 ARro
7=0 Auro (10) C -
Berno M=o A‘ )
By=0  Mp=0 /
Ho=0 MyHo ¢rf‘4z< /’"”
e
Y

(9)
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5.~ Apoyo eléstico (Pig. 26)
z (4\ ) z
o
»
£ 720 RxHA0 L _ , -4
pro ARpro i s F
7 X v
[\ o Rz rtd ) e
2 do # ro My 2O . J—-— 7
1 d F O My ¥ro AT =
5 7 po g £¥o _ G ro MerO Fig. 28 £ =7
4 /
j T — tor de posicién de oualquier punto de la
; %0 Fig. 26 ¥ vee e
J ( Py € 1linea de accidén de F
! '
MOMENTO DE UNA FUERZA
; Fisicamentf, el momento La direccibn de Yo es perpendicular al plano -~
de una fuerza produce o tien(:e'adproduoir uanzro; En a:: o2 formado por - 0 y ¥, el sentido estard de acuerdo con la con
; so de 1a Fig. 27, la fuerza "F" de momento ) fce girar vencién que se elija, y la magnitud ea el Area del
" el disco alrrededor del eje. o —  —————gramo formado por ¥ y P. A continuacién se ilustra lo an—
S e T e T /EJ-‘ terior (Fig. 29)
/‘ Drsco
,/ M=rF.od  (12)
7 Pig, 27
Obsérvese que una fuerza paralela al eje no pro-
duce giro del disco, puesto que nc tiene momento respecto &
dioho eje, )
En una forma més estricta el momento de una fuey li I =A=TF-4
za F respecto a un punto "O" se define en la siguiente for °
ma (Fi 28) Nétese que las fuerzas cumplen con la condicién
g . de ser vectores deslizantes o cursores , tal y como los ha -
) S R " biawmos considerado anteriormente, y que io eg en realidad
_ el uwomento de F respecto a un eje perpendicular

Oy ¥,

al plano de

(13)
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E1 momento respecto a oualquier eje es la pro — Se puede descomponer una fuerza enm sus componen:e
yeocién sobre dicho eje del momento oon respecto a uno de - tes paralelas & los ejes coordenados de referencis, =
8us puntos. A continuaoién se ilustrard ésto para el eje "g" con lo cual quedard mds claro lo antes explicado (Fig, 31)
(Pig, 30) o 7 o Z e : ' Z IR 5
F ——— ]
(4 f:'
_ (-
Mz ~ A
X /,1 -------- -;1 l
, O |
y l(- ;f: ! ; | Z
: i VM ! A
. 0 0, | -
: ) My . i | 7
= I vz
; de lo anterior : _'l// 4
: M, = lmol =A ) ‘ : o ST T T x— _______
H geométricamente: . : v : -
i . . g, 31
! Ay = Acos o, Pg. 30 Fo ) *
- : PP ,P, P
¥y por definioién: ¥, = ¥ K (14) : _ x’ Ty ¥y
M, = ¥ cos &, A r(x ¥ 2)
. . M ( M)
. ¢ por lo que: o b g » ° L'l“' My.' £
; Mz = Acos ez y . ; - » Mo =7 x P
% H v C — g - oy
i ¥ por consiguiente My=l1 § k = 1(yF, sz) = J(xF, - 2R) + ’E(xll'y - ¥y
My = Ay o Do Xy =z
¥ puesto que: L L LA S
i Ary = xydx}' ‘ o S - . - .
i resulta que: ’ ¥, = (F,y - Fp2)i + (Fpz - P x)T + (Fyx - By)¥
Yo =Tyl - -
‘ Moal&i+Myj+Msz°
_ De esto puede observarse que, el momento de F
p ; Tespecto al eje "g" es el momento de su proyeccién en el Mx = Fzy - Fyz
) rlano xy normal a dicho eje, y que la componente paralela . Pz-p
= -
& al eje no produce momento, v My x =

' ‘ v o . : Mz=1"yx-ny
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Se puede obtener el momento con respecto a cual-
quier e¢Je que pase por "O" msociando dichc eje a un vector -
unitario @ y obteniendo la proyeccién de’ﬁ; sobre dicho -
sje (Fig, 32) Z

A

/éf. «ﬁ&“:.“\“laﬁnno e /o frorxs
o“‘\\\

X

Fig. 32 a‘.\\;
\ ~_
~
y \\‘3'
I \\‘ Eje poro/alo » A

M, =Me (1%5)

gl =1

Para el caso del eje z: _ 5

Mz = ﬁo-?

Si el eje es psralelo a iﬂ ii = 0 puesto que =~
e8t4 en el plano de la fuerze que es perpeﬁdicular a'ﬁ;

Analfiticamente las oaracteristicas de un cursor -
representativo de una fuerza, pueden expresarse por el vec -
tor libre F que nos dard la magnitud, dirececién y sentido

{ de la fuerza, y el vector'ﬁ; nos dard su lineas de gocidn,

La pareja ordenada (iﬂlﬁ;) ge denomina coordena -
das vectoriales o plfickerianas de la fuerza, Es decir, para
caracterizar una fuerza es necesario conocer su magnitud, —
direccién y sentido (f) Yy su momento con respecto a un punto
non (ﬁ;) siendo esto dYltimo equivalente a conocer la posi —
cién de su linea de accifn o soporte que es la recta de ecua

cidn:
(_I? - —I‘.P) xF=Q
(16)
TxF = Td'.o M/)“‘"”’; _

———  vease (Fig. 33)

21

'd

Pare obtener en general el momente de cualquier

fuerza ¥, respecto a un eje cualquiera, ascciando el vec -

tor unitario

-
>

o ————————

F, procedemos como sigue (Fig. 34):

& |
=T / .
”~ « '_‘ |
720 ’/ —— X _ . = U
/ 51 = 1 : i
Pig. 34 ) Me - B?p . ?Q) x'ﬂ? (179

Por las caracteristicas del doble producto mixto,

este es igual al volumen del parslelepipedo formaedo por los

vectores (Fig., 35) ~
i

Fig. 35

V= Me = I?“;P --i”ql min l?l sen O

¥, =liqdmin gsen 0 (18)

EA

-
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=

B P

En donde "d min" es la distancia minima entre -

las lfneas de accidn de

ﬂ; = 0, es decir, el mome

—
e

F y , ¥ © es el déngulo entre -

‘ellas, Obsérvese que 81 ¥ y & son paralelos o se cortan,—

nto de una fuerza con respecto a un

eje es nulo sl esta corta a dicho eje o es paralela a el,

PAR DE FUERZA

dos fuerzas paralelas de
(Fig. 36)

] .
Se denomina par de fuerzas a -
igual magnitud y sentido contrario,

Pig, 36 __

b = Momentc del par respecto a O 5

T = T, xTF +';; x(-F)

=F, xF -7, x b

—

entonces:

i% =sxF

¥ = (F) - F,) xF puesto que: (ry - r,) =

(18) eademds observendo la siguien
te figura se tiene que:
M, =P a (20)

en donde 4 = brazo del

NN e
<

23

El momento tiene por magnitud el producto de la

magnitud de las fuerzas por el brazo

é8 normal al plano del par ¥y el sentido estard de acuerdo -

del par, la direccién

con la convencidén elegida. EL momento de un par puede verse |

que es un vector libre, tal y como se
cibén (Pig. 37)

Z o,
OE
|- AL
5
Z Y’
o
Pig, 37

4
Momento del par respecto a O':
i;' n.z_‘71 XT'O-.I_‘E X (—T)
= §§ x ¥ 55 xF
- - < F
M, =7 ¥
¥y puesto que:
Y:ﬁx?
por lo tanto:

E =N

5 o8 (vector libre)

demuestra a continua-
zl

7 A

L

(21)

L

U
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tud, direccidn y

Manerag

24.
de indicar ug bar de fuerzas (Pig, 38)

'
A

H

M
-

Pig, 38

Dos pares 80n iguales 8lempre y ocuando sy magni.

Fig, 39

sentido sean iguales (Pig, 39)

25

SISTEMAS DE FUERZAS

: Se denomina "sistema de
fuerzas”, a8 un ndmero cualquiera de fuerzas tratadas en con-
Junto,

' Dos siatemas de fuerzas gop equivalentea, cuando
producen log wismos efectos externos al actuar sobre up cuer

La resultante de un aistema de fuerzas eg el 8ig
tema equivalente més simple,

Un sistema de fuerzas estd ey equilibrio cuando
PARALEL AS
8u resultante egs cero, (COIineales)
CONCURRENTES
NO PARALETLAS
#
COPLANARES o«
PARALELAS

RO CONCURRENTES

; NO PARAIELAS
; A
, CLASIFICACION DE e
LOS SISTEMAS DE '
A FUERZAS .
‘ ARATELAS
(Colineales)
M1 = Mé 8l r1d1 - P2d2 S ' CONCURRENTES
7 8on iguales lag direcciones Y O PARATELAS
8entidos,
NO COPLANARES
PARAVELAS

NO CONCURRENTES

e
NO PARATLELAS

b
i
i
%
%
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Las fuerazas coplanares son aguellas cuyas 1{-
.neas de accidén se encuentran sobre el mismo plano,

Fuerzas concurrentes son aguellas cuyas lineas -~
de accibn concurren en un mismo punto,

RESULTANTE DE UNA FUERZA Y UN PAR CUALQUIERA

Fuerzas paralelas son aquellas cuyas lineas de Alono ok /o Fuverra
accién son paralelas, siendo colineales cuando estas ooinci- - —
den, ?’/’ ;L Jarsor
RESULTANTE DE UNA FUERZA Y UN PAR COPLANARES - c
My M, .
. b &
Sean F y M una fuerza y un par coplanares (Fig,40)
; e 2
' ' ' Fig. 42 o
a’~,_4 ‘ F — Puerza en el plano I
' Fig, 40 "M —Componente tangencial en el plano I ~
Es decir, al sumarle a 1la fuerza F ue pasa por T ‘
, (ave » P Mn-—Componem:a normal al plano I 7
"a") el par M, enta se traslada a una posicién paralela (pa- '
. (par de fuerzas en el planag_ I)
sando por "b"). . : : .
M — Par cualquiera o AN
PROBLEMA INVERSO.- Una fuerza se puede descom = i’TI-—Componen‘ce paralela al plano II
poner en un par y una fuerza igual y paralela. (Fig. 41) ) iy —Componente normal al plano II
o .

(par de fuerzas en el plano II)

— ' h Es decir, al sumarle a la fuerza_i‘.(pasando por

"gh) el par'ﬁf, esta se traslada (pasando por "o") siendo la

-— — resultante el torsor constituido por F (pasando por "c" y -
- - el par TJ’L ) A

Fig, #

E-/‘emp/o : F F - o N JR—— i i e re e e - .
MefFoof _ i
‘ =4 i ; _ |
' ,’ - . - - [ - - P R -
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RESULTANTE DE UN SISTEMA DE FUERZAS EN GENERAL

Sea el sistema de fuerzas?}_ (i =1, 2, 3,00000n)

y de pares T}I’j (3 =1, 2, 3ye.00.m)(Fig, 43), cada una de las
fuerzas Fi puede trasladarse al origen "0" introduciendo un
par de transporte 'i"i x ?‘;, y los pares W, como vectores 1i -
bres tembién pueden trasladarse a dicho punto, con 1o que el
sistema exterior puede expresarse como sigue y esto a su vez

68 igual @ una resultante de todas las fuerzas

Pig., 43 : Yy

Es deocir, la resultante de un sistema de fuerzas -
on general es un torsor. Ebn casos particulares dicha resul
tante es solo una fuerza o un par, Puede también concluirse
que para obtener la resultante de un sistema de fuerzas en =
general,se requiere de dos ecuaciones vectoriales las cuales
son equivalentes a 6 ecuaciones escalares como se exXpresa a

continuacidng
I
I —

e et

R

——— D
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Rx =X Fx
R=2F, =LF (R =X ¥y
Rz =3 Fz
- (22)
- . - Mox == My
Motszi__“‘rixFi-fa}_:‘Md-ZMo Moy::ZMy
Moz =& M,

que expresado graficamente ncs queda como se indica en la -
Fig¢ 44

Z
A
My
_ X
- a
Y
it z ".‘—‘._-‘-——-—w'
“» 8
Az
ATTTTA /]

7 i’:{"/// Moz X /, /} A
= ./ + L 7=
T 7 T
a7 L LER
= ( My ﬁf %

t ’
- Pig. 44 Yoo
¥ y

ECUACIORES DE EQUILIBRIO DE UN SISTEMA DE FUER =
ZAS EN GENERAL

De acuerdo con las expresiones obtenidas =~
para llegar a la resultante de un sistema de fuerzas en geng
ral y tomando en cuenta gue existe equilidbrio cuando la re -
sultante es cero, se llega a las siguientes ecuaciones para
analizar el esquilibrio de un sistema de fuerzas en general :

T ot

H

¥




30 31
. ~ EQUILIBRIO DE UN SISTEMA DE FUERZAS PARALELAS
— o S Fx =0 ZN& =0 4 : i
SF=0{XFy =0 SH =0<{TM, =0 (23) ‘ l
SFz =0 o s 0 Puesto que todas las fuerzas son paralelas 81 - . - \
Pt = T
z eje "z" (como podrian serlo a cualquier otro eje)(Fig, 46), /A
— se elimina la ecuacidn de momentos respecto a dicho eje y =
f———— - es decir, se cuenta con dos ecuaciones vectoriales o seis - las de proyecciones sobre los ejes "X" e "y", obteniendose
ecuaciones escalares para un problema general de equilibrio, la resultante con las siguientes ecuaciones:
por lo gue se pueden tener como méximo seis incognitas en un >4 s
problema de este tipo. 1
A '
b - ] X
EQUILIBRIO DE UN SISTEMA DE FUERZAS CONCURRENTES A !
4
‘Puesto que todas las fuerzas pasan por el punto- )
"o", se eliminan las ecuaciones de momentos y la resultante . - R=es? Fig. 46
es una fuerza tinica (Fig, 45) Zi : M, "
—— Z e
/2 /7! | M
£ :
|
X Rl X
7
¥ 4 /,
¥ i
Fig. 45 .
" A
| : r Rx = ¥ Px
i R=3XF <Ry = T Fy (24)
“ Rz = 5 Fz
: por lo gue se cuenta con tres ecuaciones independientes de = Si R = 0 la‘resultante as . 81 R # 0 1la resul -
equilibrio: ‘ un par Mot tante. es una fuerszs
: 0 sea, la resultante es una fuerza o un par, -
- . Pk =0 Se cuenta con tres ecuaciones independientes de -
; LF=042Fy =0 (25) . equilibrio
> : : >Fz =0
x ) I P = O Sl
: M =0 : (27)

L Faadl ad

&
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Y ‘QUILIBRIO DE ON SISTEMA DE FUERZAS COPLANARES

-

nides en un plano tal como el ==
"XY" (Fig. 47), por lo que sus =
proyecciones sobre el eje "z% y

A ///'>= \\ /:)Aﬂ Todas las fuerzas estan conte

|
0 T M

FPig. 47 s8us momentos con respecto a "x"

e "y" son nulos, pudidndose obtener la resultante oon las -
siguientes ecuaciones:

Bx = ¥ Fx )

Mot

-y Mo

. Puesto que una fuerza y un par ooplanares siempre
8¢ pueden sumar ddndonos una fuerza dnica, conclufmos que la
resultante de un sistema de este tipo es una fuerza o un par,

Se cuenta en este cago con tres ecuaciones inde=
pendisntes de equilibrio:

IFx =0
e iemmemee | E By = O
ZM°=O

TN, =0 M= 0 (29)
IM,=0 , £ M= 0

EQUILIBRIC DE UN SISTEMA DE FUERZAS CONCURRERTES

COPLANARES

z

}

0
N

<

%

Rx = ¥ ™
Resultante (30)
Ry = L Fy

Fuerza dnica

' 4 TPz = 0

i — o

Equilibrio (31)
JFy = 0
Dos ecuaciones inde-
pendientes de equilibrio.

33

EQUILIBRIO DE UN SISTEMA DE FUER

ZAS COPLANARES

PARATELAS .~
‘b R=%F ,
Yy Resultante { (32)
Moy = LN,
~ Es una fuerze o
. un par
7 /5 TPF=0
, Equilibrio (33)
{ M =0
{ L]
) X Dos ecuaciones inde ~
} [ pendientes de equilibrio
5
Pig. 49

ECUACIONRES INDEPENRDIENTES DE EQUILIBRIO

Cual -

) quier ecuacidén de equilibrio adicional que se establezca es
TFx =0 TN w0 - - - omm——==** gombinacién lineal de las antes mwencionadas, lo cual queda -

demostrado a continuaoidén (Pig., 50):
Tomando en cuenta el sistema de

ejes (x, y, 2z),

las ecuaciones de equilibrio para el sistema de fuerzas in-

dicadas en la figura son:

) LF, =0 (34)
LY, xF, =0 (35)
Fig, 50
Y Si consideramos el sistema de ejes x', y', 2!,

————— las ecuaciones de equilibrio correspondientes son:

.




W 34 3
£ o (36) - ) ] Esto queda implicado al obtener la resultante de
_ i~ ' : un sistema en general, pero lo verificaremos pesra dos fuer -
IrixF, =0 zas conourrentes (Fig, 51),
pero de la figura: - 7
- —~ - -
v - T =R+ T, -
— e e \
1 T =/O + r2 L)
: e
- . . L]
5 . . . Fig' 51
voop .o ¥
— . sunando los momentos de las fuerw
= .
i fl i zas del sistema:
Tt = /o + T - —_— — — — — N
n n ZMoser1+er2 ;

sustituyendo (18) en (17)
T(F+T) xF =0

IM,=rx (F1 + FZ)

1 . . pero:

: Y(FxF +1yxF) =0 i’1+—F‘2='R° .

3 —- : : ' . - e o e - ?
puesto que o = cte o o SH, =7x¥ (38)

S /_o'xZ-f‘;+Z;;x-f;=O (37)

{) : La expresidén (37) es una combinacidén lineal de - . ] DOS_PRINCIPIOS BASICOS

la 34 y 1a 35 por lo gue podemos concluir que, para un -
sistema de fuerzas en general, se cuenta copn dos ecuaciones 1.- Dos fuerzas solo pueéen estar e? equilidbrio
vectoriales o seis ecumciones escalares independientes de = 81 scn iguales, colineales y de sentido contrario (Fig. 38)

equilibrio, ya que cualquier otra ecuacién adicional es una
combinacién de ellas,

En easte caso no hay equili -
brio puesto que si bidn dos -
componentes se anulan, no su-
cede es{ con las otras dos,

TEOREMA DE VARIGNON

YEl moménto de la resul =
tante es igual a la suma de los momentos de las fuerzas del
sistemal

Solamente en esta forma puede
existir equilibrio,

7

Fig. 52

et P e -
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j’ 2.~ Tres fuerzas solo estén en equilibrio si -

5 pon coplanaresy concurrentes o parslelas (geaso partiowlar)-
‘3 siewpre y cuando se cierre el poligono de fuerzas (Fig, 53)
i

o

1 e 5 ﬁ Ta componente 'f; es normal al

) plano de la figuray no puede

Y S ser anulada a menos que f'; -
i . 5. ’,,,,J se encuentre en dicho plano
! Fax

Yy las fuerzas sean concurren
tes, En caso contrario no
existe equilibrio, no obstante que se cierre el poligono de
fuerzas indicado,

‘/ -
5 £ £
F
F" ’
5

No obstante que se cierra el polfgono de las

wrm———————"" concurrentes, siendo la resultante un par,

‘k

A

. A
: I/’ ‘\ -

p \
\ .
L \
: %5

} \Z

Fig, 53

Solamente en estas condicio -
_nes en que las fuerzas son -
conecurrentes, coplanares y se
cierra el polfgono respectivo,

existe equilidbrio,

A

o

[

i fuerzas ccplanares, no existe eguilibrio por no ser estap - ——

= 37
_ EJEMPLOS , -
I).~ Consideremos una grda como la mostrada en

la siguiente figura:

. .
_Térante

Tirante
Pluma

s T |

= [ w

Foste

/‘/J 2z
,/;/7//,

Trademos ahora el diagrama de cuerpo libre de
conjunto y las fuerzas actuantes ¥, T y R, que deben ser
concurrentes, por lo que a partir de las direcciones de T y
W puede obtenerse la de R

-

e
Jansidn en - / r
@/ Firente I /
n

r / \ /

e ~3 ﬁ
7
/ (Feso sqportaclo)

w

/

y y

Ademés debe cerrarse el polfgono para que exista
equilibrio, por lo que a partir de la magnitud de W pueden
obtenerse las de Ty R, . -~

-

TS e ]
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II),- Consideremos una pinza en equilibrio con =
el peso del cuerpo que soporta y la reac -
c¢ién en el apoyo superior,

39

tomando el peso W:

EJEMPLO 1,

Obtenga la tensién en los cables AC
¥ BC suponiendolos flexibles, inextensibles Yy sin peso,

! 8 c

5 o\ I o’

¥ T
R Analicemos primero el equilibrio de la unién en
f A, en donde tenemos tres fuerzas concurrentes en equilibrie,
N obteniéndose la magnitud de T en funoién de 1la de W.

¥ .

%

b g

3 w

gﬁ

! 7

¥ El tramo "DOC" debe estar en equilibrio bajo 1la
b accidén de las tres fuerzas T, P y R, que deben ser concurren
{ tes, con 1lo que a partir de las direcciones de T y P puede =
3 obtenerse la de R P

Al cerrarse el po
1{gono de fuerzas, se
pueden obtener las mag
nitudes de P y R a par
tir de la de T

Diagrama de cuerpo libre del nudo nee

b
Ecuaciones de equilibrio
A IFX =0 ..vuunnao(1)
e EFY = 0 vuuennaa(2)
Ze
30° éo* é
—'_‘*“‘—“E TrTm e s e X
/00 Ay -
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considerando (1)
Tglcos 60°) - T, (cos 30°) =0
0.5 Tgp - 0,866 Tyo =0
TBC = 1,732 TAC c--v---n.n-.q-.--o.oa(3)

considerando (2)
TBc(sen 60°) + TAc(sen 30°) -« 100 = O

0.866 Tggo + 0.5 Tyc = 100

sustituyendo el valor de (3)
(0.866) (1,732 Ty0) + 0,5 T, = 100

145 Tpq + 0.5 T, = 100
2 7,5 = 100

Tyo = 50 Kg‘ -

sustituyendo en (3)
Tpg = 1.732 (50)

ITBC = 86,600 xé}

. Utilizando otro sistema de ejes se puede simpli-
ficar el problema:
X
/
o R de (1) " Px =0
Tpo - 100(co8 30°) = 0O

Tgo = 100(0,866)

[Tpe = 86.60 Ke

de (2) T Fy = 0 ,
Tyo - 100(cos 60°) = O

Tpo = 100(0,5)

[féC = 50 Kg

41

EJEMPIO 2.-
' Determine las reacciones en los apo-
yos Ay B de la vige cargada en la forma que se indica en la
siguiente figura,

Z Ton L 170/ (Carga uniformemente distribuids)
A ‘ . ] B
pae L - /m - Zm 4
- Sm !
r - 1
Diagrama de cuerpo libre de la viga:
)/
2 7on \ Z 7on
Q |
A 1 s X
Ry oy

e e
et e

2m _2m /m |
f S m |

Ecuaciones de equilibrio:

TPy 20 ssvenvseenees(l)
ZMAgo --o---o-naoc(z)

de la ecuacién (2)
-2(2) -2 (4) +5R; =0
5RB=12
[Rp = 2.4 &ﬁﬂ{]
de la ecuac{a;(1)
RA -2 -2+ 2,4=0

[y = 1.6 7en

|

R

U

+

U U S
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T TR R TRET

o o §

‘42

Revisidn:

ZZMB =0 +
SR, - 2(3) - 2(1) = 0
SR, =8

RA = 1.6 Ton

Resumen:

Z Jon 2 Jon

b e =~

L& Ton Z. 4 Ton

. Obtener la reaccién en A y la tensién __

oen el cable BC de la grda indicada en 1la siguiente figura, -
Desprecie el pesc de los elementos estructurales,

8 T
30° f “/.AT};” /m
T
| Zm | /rm |
[~ I T -

43

Diagrama de cuerpo libre del conjunto:

i ! 7%0:301A
ml e
[}
T 30Z = —
z /
- . ! Zm -+ "1._,+
# A
| + 4 x
/ﬂt/)zile‘
Ecuaciones de equilibrio: -_. . ’

ZMA =0 oco..onooooo-(1)
er=o aa..'olcoon-a(z) EEREE g i

Zry = 0 ooon-otooocco(3)

de la ecuacién (1)
10{3) - T sen 30°(3) = 0O
T sen 30° = 10

T = 20 Ton

de la ecuacién (2)
HA - T sen 30° = 0

HA = 20(055)

HA = 10 Ton



T

de la ecuacidén (3)

44

45

Comprobando con otro procedimiento:

Vy -~ T cos 309 = 10 =0
VA = 20(0.866) + 10
VA = 17.32 + 10

f'l‘res fuerzas estédn en
equilibrio si y solo

8l son concurrentes,
LVA = 27.32 T°q 30° ¥ por lo tanto asf -
¢ 5 ) / ! deben ser T, W y RA.
\ /52
R, = \Km)2 + (27.32)2 / / !
R, =1\/100 + 746,382 / /
RA =\/846.382 / / ’
LRA = 29.092 Ton | / / !
tan & = _HA = 10,00 = 0,366 : | £0° / ’ .
A ’ / I O%n  Fem 109 sen 309
© = ang tan 0,377 / / /7’ 70},1 x = 3 sen 90°
R A . = .
) __—_______'_______...———-“""”’ . " x=}§1;
. == R@gumMen: Lo / Zom
R / 4 = /3% 1 &2
Jo ! 70 Ton L \/3 + 6% + 2(3)(6)cos 30°
) o dm - I = 76,6 [
0 % |
L
1} /?4 . 8.72 =
sen sen
sen € = 6§0.52 = 0,342
f —
‘ . : — (= 180° - (150° - 20¢)
/0 Jon /_/// ,c~<= 10°l
e z20°
‘ 2909/ | 27232 Ton

\ o ' Tan
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T = 10

sen sen 109
T = 10 sen 20°
sen 10°

47

Diagramd de cuerpo libre: .
on ... __.

}
A

& 7on

T = 20 Ton]|

T = By
sen sen

R, = T sen §o°
A sen
RA = 20(0,5)

[Ry = 29.1 Ton|

EJEMPLO 4,

Obtenga usted las reacciones en loa
apoyogs A y B del cuerpo en equilibrio que se muestra a conp-
tinuaoién,

i

6 7on _ ’ |
30>\f<\ $7on . L
\ I. Eouaciones de equilibrio
g
N qu ZH,-O0'0""0"(1)
i Lo =0 (2
o 7om :; . Z:MA f 0 teeninnnea(3)
\1
"
X
|
8
A O @8 “?L
- .
F~f¢?qﬂ:.db[ﬂ7‘4bﬂgﬁ+‘

S espacros de /m =5m

de (3)

5(5) = 10(2) + 6(sen 30°)(3)-+ 6(cos 30°)(5) +
8(o88'45°)(3) - 8(cos 45°)(4) - V5(4) = 0

4VB =125 « 20 + 9 + 26 + 17 - 12,6
B = 1401
IVB = 8.6 Ton

de (1) o i’
- H, - 8(0,7071) + 6(0,866) + 5 = 0
Hy = 5,196 + 5 = 5,6568

HA = 4f54 Ton

de (2)
- 6(sen 30°) - 8(oos 45°) + 10 + 8,6 + V.
VA =34+ 5.6 « 10 = 8.6

L}
(o]

VA = - 10 Ton



48

_ é 7on
! 30,
W R : e
¢ _ esumen : 5 7on
P ' £5°

& Ton
A, 54 Jon
i N\
' /0 7on 10700 8.€ Jon
EJEMPLO 5,~

Obtenga vectorialmente el valor de -

la fuerza F y las reacoiones en A y B, en el dispositivo de
wanivela utiligado para levantar un cuerpo de 100 Kg. tal y
como se muestra a continuacidn:

— S Vd
R e A
9——
A ‘Lcﬂv a /// 3O0cm
C 7
1 : = —/
100 Kg / //
fe SO0cm o 50 cm y £0ecm , Pcm,
7 - ~

Diagrama de cuerpo libre de la flecha y manivelat

P4
F
D -7—-
Ax

I// Lccm FO0cm

L‘ g : = %
/// Az /00 kg

X =
F SO0em / SO cm e

49

Ecusoiones de equilibrie {vectoriales)
TF 20 senrereensll)
zﬁA-': 0 lo--olt..'(z)

de (1)

(-P)k + Bzk + Azk + Axi - Bxi ~ 100k = O

(- P+ Bz + Az ~ 100)k + (Ax - Bx)i =0
un vector es cero solamente si as{ lo son sus ocordenadas -
por lo que!

Ax - Bx =0

AX ® BX covecessarsecas(3)

P+ Bz + Az = 100 = 0 seacoreneeses(d)

de (2)

(1603 = 301) x (- Fk) + (1003) x (- Bxi + Bzk) +

(503 + 31) x (- 100k) = O

- 160FL - 30Fj + 100Bxk + 100Bzi - 50004 + 3003 = O

(~ 160F + 100Bz — 5000)1 + (~ 30F + 300)}3 + (100Bx)k = O
1as ocoordenadas del vector pulo tewbién tienen que serlo as{ _____ﬂ..fr
por lo que:s ;

100Bx = O !
y de (3)

Ax = 0]

- 30F + 300 =0
F i

- 160F + 100Bz - 5000 = 0

- 160(10) + 100Bz ~ 5000 = O

- 1600 + 100Bz - 5000 = 0

Bz = 6600
—100

T e

A




H
:
&
i

i

4.

e

T

. ‘ 50 -

de (4)
- 10 + 66 + Az = 100 = 0

Az = 44 Kg

Resumen:
4443 100 Ky T;éAy
EJEMPLO 6,=-

del arco cirocular de 3 articulaoiones que se indiea,

51,

Diagrama de cuerpo libre del conjunto:

70 Ton {
t
' Z7en

70 Ky

Obtenga las reacciones en A, By C =

& m

Zm

27—

b

o

iT,

TPy =0
-10-24+4V,+ V=0

V4 f Vg = 12 P & D |

SFhx =0
2 +H, -Hy -IO

BB_HA-z '.000.......0.'...(2)f

M, =0
- Vg(10) + 2(8) + 10(5) + 2(2.5) = 0

VB = 7,1 Ton

de (1).

VA + Te1 = 12

LSRRG
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Alslando 1g parte

} ESm

Resumen;

7 78r,4,

[ Hy = 3.4‘5&?_’

AC y trazando su D,C,L,
=P %
4.9 - "'vc-o

Vo = 0,1 Ton

Zch =0
- A(S) + 4-9(5) - 2(2.5) -

5(2.5) = 0
HA(S) = 2405 -5 - 1205

[ = 7% ]
IPx =0
Ted + 2 - Hc =0

—

-~ .- Tramo AD,

2 Rn

e

53

TH, =0

= Bp(2) + 2(1) w0

‘RD-1—?OH .
XFy a0
RA-2+1-0

RA = 1~§on

Bt

e e

R
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Tramo DO, ; |
/,50'\\ 5’;” lé- Ton
o ' .
PR——
FQZ+£T-P~_m§fLN_ Im
ZM:B = 0
- 1(2) = 5(1) + 6(3) -~ Ry(6) = 0

[Rp = 1,833 Ton]

SPy =0
=1 -5+R;-6+1.833=0

[RB = 10,166 mon]

indicado,

Resumen:

+
5 Ton
! Tons, l ! Tors,
A [ 8
/ Ton 4833 Jon
10,766 7on :
}k 1O m - -]

£ (-23) Ton

55

EJFMPLO 8,- .
Obtenga la resultante del sistema

z M, CL2,1) Ton-m

E (32 -4) 7an

A (£-1,2) Top
< \ -

Ecuaciones: My (2,3 ~/) 7on-m
K= F N €D
(ag

My= 2= Ty x By +¥M:j A -

J=1

Puesto que:

'1?1 31 + 23 - 4k [Ton]
Fp= 1 =23+ 3k [Ton)

F,=44 - 3§+ 2¢ (ron]

n

"

(9]

De (1)

[F-o1- 3+ x Trod |

Ademés:
MI =T, X F1
W o= (51 + 53+ 4k) x (31 + 29 - 4k)

Wy = - 281 + 323 - 5k [Ton-m

Mir =T, x F,
(-31+3J+2k)x(i-2;j+3k)
134 + 113 + 3k [Ton-m]

=
-
—~

]
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]_II- ='i7 XT‘:
TIT 3 3 e -M =, 8 —
- : R =1 - - 151 + 143 - 18k
Mrzr = (41 + 33 = 5k) x (48 = § + 2k) = fg r— - (= 151 + 143 )
EIII =1~ 28J - 16k [Ton~g .
=__129_1’__l3__&f;=__1_52_
De (2) \/66 V66 V66 66
M = ﬁi . xT.) + T_ M
o f’.’.(l 1) it 7@3_1216—'_‘_ 152 + _ 152 5=
My = (O + ¥pg + Nprp) + () ¥,) 66 66 66
¥, =~ 151 + 143 - 18k [Ton—m]
i{; = 152 (81 - +T{)
66

Procedemos a 1a reducecidn del sistema:
Zz

—

% 4

) X

12) .- Haciendo el producto escalar R . M, s

R-M, = (81 = §+ k) (= 154 + 143 - 18k)
i.l—Vf; = - [Ton-nﬂ

cowo ﬁ-ﬁ; # 0, el sistema se reduce a un
torsor

28),- Vector unitario de la fuerzs resultante;

=l = V624 (-2 412 /g
si i’=RxE’R
_.=—R—
R™ e
e =_8 + 1 5,1 5
R —_—] - 3+ k
V66 V66 V66

38).- Calculo del momento del torsor:

R

48) .- Cdloulo del momentc de la resultante con -~
respecto al origen: Z

=xi+yj+ zk

xR

"

= (xi+yj+ 2k) x (81 J+ k)

! hF; nFI w|

Me=(y +2)1-(x~ 82)j + (- x - 8y)k
5%) .~ Suma e igualacidn de momentos

Mp + My = ¥,

¥y +2)1 = (x - 82)f + (= x - 8y)k +

, (- 1:161 + 1:2 j- 1:: k) = = 151 + 14) - 18k
: 6

7
* agrupando e igualando terminos:

————e
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Ecuaciones de 1a 1f -
8z - x + 152 =14 & peq de accibn de R que -

59

Diagrama de cuerpo libre:

66 o pueden transformarse eng
x + 8y +. 152 = 18

66 e
y+2z=3.5

8z - x = 11.7
x + 8y = 15.7)

quedando finalmente la ecuacidn:

x - 0=y =197 =2 = 1.46
1 - 0,125 0,125

que es8 1a ecuacién de una recta-de ndmeros direc
tores (1, - 0.125, 0,125) que pasa por el punto (0, 1,97, 1.46)

EJEMPLO 9,-
Ta gria esquematizada en la figura -.
pesa 25 Ton, y su centro de gravedad G estd a 2m, del eje --
posterior, Dadas las demds dimensiones, halle el valor de la
carga méxima We que puede levantar, asumiendo que la carga -
permisible en cada eje sea de 30 Ton. ;

> M =0

25(2) - 30(6) + Ws(15) =0
15W, = 180 - 50

Wc = 1}0
15

W, = 8.666 [Ton) |




as{ como 1a tensién en e1
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EJEMPLO 10, -
—_— e

Obtenga las Treacciones R

lera indicagda,

Analisis del conjunto:

cable en funcién de txn

I
FI_,_“._._? __ _h_/____ﬁé,. N

A Y By
de 1a eacg Rp=_(b+x) )

N g

61

I -o

RA(a +Db) -Wb+x)=0

(a + bz

Observese que al aumentar "x" diswinuye RB ¥y

RA aumenta,

4 Apalisis del tramo AC,

b

AN

ZZMC = 0 )
Rp(8) ~W(x) = T(h - 1) = 0 N &)
sustituyendo (2) en (3) ‘

vl x) T(h - 1) = 0

(e + b) o
-1 = g b x) , %]
(a +b)

Th-1) = w [ﬁb + 8X - ax - bxi]
) : (a + b)

T(h'—L)= w{:ba-x] " .
(a + v)

e
(a + b)(h - T) "

Observese que
al aumentar "x" -
disminuye T,




— EJEMPLO 11,~

62

Determine las reacciones en G, C ¥y
B. Despreciense las fuerzas de friccibn y considerese el ca=-
ble flexible, inextemsible y sin peso,

63
I¥y =0 T Px =0 TRy =0
- v,(20) + 1000(5) = O -Hy =0 - 250 + V5 - 1000 = 0

1

& - [v, =20 ta. ol — Fé - 3256“'&:]'%
A ] T o 7 [ H.B |
; m
, z50 Ag - Diagrama de cuerpo libre de la barra ADG,
Em a
= |
S 2 M,=09
Zm L ’ - 250(5) = Hu(5) + Vi (5) =0
VG-HG=25° all...t(1)
20004y Sm l ¥
Xy i 5 5
- m__ m 1“ m - m - ém - 4 # c .
Diagrama de cuerpo libre de la poleas }-———53————%—5”7 — .
o Zmn Diagrama de cuerpo libre de la barra BCG.
7 7 . ZTMg=0 - 8 Ky TMgm0 T
2000(1) - T(2) HG(5) + VG(S) - 1250(5) = O
2000 £, T = 1000 Kg. Sm /2504 Hy + Vg = 1250 cueeeln(2)
4
Diagrama de cuerpo libre del conjunto ABCDEG, P =0
Hy -H, = 0
Sm o G
20m Em
lL A]l ‘—} 6 HC=HG 00-010-!...0-(3)
“ | riy =0
. ' Hs s =
T : s Sm i Sm Vg - Vg + 1250 = 0 ...(4)
S s \ sumando (1) y (2)
EVG = 1500
c. ) £
‘ g Vy = 750 Kg.
Sm l l ' 1000 Ky
Sm | Em . 5m . Em ,  S5m |
L2 . | £
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sustituyendo en (2)
Hh_ + 750 = 1250

Fg = 500 Xe]
de la ecuacién (3)

Hc = 500 Kf—'

sustituyendo en (4)

750 = V5 + 1250 = 0

[7g = 2000 xg ]

2) MOMENTO ESTATICOS Y CENTROIDES '
DE AREAS PLANAS.

-3



F, §§ ¢idén definidos, pasa siempre por el mismo punto denominado - ———
F2 = QU “CENTRO" del sistema de fuerzas paralelas.
‘ Para el caso de las fuerzas peso de un conjunto
- de puntos materiales existe un punto fijo denominado "CENTRO
i la line B -
Consideremos ahora un giro de la linea AB y DE GRAVEDAD"., (Fig. 56)

con la misma consideracién de momentos anterior se llega a - z
la misma relacién en la siguiente forma:

ok QB _cos X QB H I}tj

- = = #
P, QA ooB X QA Al o IW
%I 7] |;: [ 25; /r
1 [l
z; ,|§ /;/ P // .
por lo que puede concluirse que la resultante R de las fuer~ z;: T A , .
=7 /
“zas P, y F, paralelas y asociadas a los puntos A y B, pasa - ' e 514/$ %ﬁ% 4
siempre por el punto Q independientemente de su orientacidén 1 v o0 4 i
—_— - '
reaspecto 8 la l4inea. AB, ___T__J_______“_____L/ -
e v %
‘ ' 4 o Fig, 56

66

CENTRO DE UN SISTEMA DE FUERZAS PARALELAS

Consideremos las fuerzas P1 Yy Pz agocir?ag a los
puntos A y B (Fig. 54)

A [\\\\‘:52\552 \ 8

v
o

1 Pig. 54
g 5
~

Tomando en cuenta que, el momento de la resultan
te R respecto a cualquier punto es igual a la suma de los mo
mentos de las componentes del sistema P1 y P2 respecto al -~
mismo punto, se llega a la relacidn:

67

Dé la misma manera, la resultante Rp de la fu?r~
za R y otra fgerza paralela P3 pasa siempre por el punto L -
de la linea QC independientemente de su inclinacién,
Yy por lo tanto, la resultante de las fuerzas paralelas F, -
!2 y FS asociadas a los puntos A, B y C, pasa siempre por el
mismo punto L del plano ABC independientemente de su oriem -
tacién (Pig. 55)

L e

8
z
~J L 4
Py
A
A
,I_. '?I' Pig. 55

Podemos concluir generalizando que, la resultan-
te de un sistema de fuerzas paralelas con puntos de aplica -
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La posicién del "CENTRO DE GRAVEDAD* (C.G) o ran
.to por donde pasa el peso total WT 0 resultante de las -
fuerzas peso W1, W2 secsons 'n puede determinarse obtenien-
do sus coordenadas ( X, ¥, z ). Para ello podemos tomar mo -
mentos de las fuerzas respecto a los ejes "x" e "y® para de-
terminar los valores de X e ¥,

Longitud.-

ien

= WX Waxy + WXy + cevinen + Wz = -E}"ixi

—~
Ing!
E -]
[y

L]
L

EW,x,
WT Doy

[

(;wi)i WTy = W1y1 + W2y2 + ses0000 + Wnyn = ;wiyi
;,-Z.\
LWy

§ = -8 173

Yoo

Y suponiendo un giro relativo entre fuerzas y -
ejes en tal forma que, estas queden normales al plano "xz" o

"yz" y tomando momentos respecto al eje "x" o "yt Aref.-
. trn tem
ten izn M = ZA ¥ - A, X
= _was x 5714 N
(gwi)z sz = W1z1 + w222 + sssssee + wnzn - ;“wizi . u 'dy i
. . Yoldmen,-
g M . | M = fv z M_=)v
Z=—cil v = & '1%1 xz = & '171
W
T -
' Moy = LVyxy
En la misma forma que se define el momento de «
una fuerza, puede también definirse el momento estdtico o de Masa.- ) ,
i:n rn
rrimer orden de longitudes, 4reas, voldmenes ¥ masas, Mxy = Z:mizi sz = Z;miyi
Para el caso de distribuciones discretas se tiene bl N
lo siguiente (Figs. 57 y 58): (1n

[t}

v : B e = Bmgmy
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De acuerdo con el concepto de integral, para el
caso de distribuciones continuas, se definen los momentos -
estdticos o de primer orden de la siguiente manera:

Longitud.-
Z

- ) ' uxy-fzu. ' |

, 71
Masa,-~
M,y = fzdm

MYZ'[m

Mm-fydm

Se define como CENTROIDE de un 4rea, al punto -
cuya distancia al eje de momentos multiplicada por el 4rea -
da como resultado el momento estdtico respecto a dicho eje

/dﬁ/ (Pig. 62) ’
: sz =fy'dL
0 z) A ‘
5r o My =[1d14 Y (X, 7) coordenadas del centroide
vy z
_I;’
Los limites de integra- [d.L - - !YM
Pig. 59 cién dependen de la fi- yah = Ay v = A
gura considerada,
Area.- ) [ xdA = A% X=
A .
)I
- X = _[ydA Pig. 62 X A= fdA (4rea total)
- _—._? .
; Pige 60 En la misme forma se definen el centroide de una
P : - j'di linea (Pig. 63), el centroide de un volvmen (Pig. 64) y €l -
! X Ky ‘ centro de mesa (Pig. 65), por las sigulentes expresiones:
Yoldmen.- Linea,-
P4
MJW = [zdv (X, ¥, 2) Coord, del centroide
SV j’ ' [
M av *4L
@ x =7 f L = LF %=
i ] L
T4
: re o %z = [ xav L= e [ydL
E /’ y - — L
R /
___________ v . ; j'de s - [zdL
Y HG. 63 = Lz z =-' o, ’
Pig. 61

= :
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Puesto que la masa es el voltmen multiplicado =
por un factor de densidad, para el caso de un cuerpo homogé-
neo, es decir, de densidad constante, el centroide del vold-
men coincide con el centro de masa,

¥
e 12
L = [dlu (longitud total)
Voldmen,-
z (X, 7, ) Ooord. del centroide,
L
xa¥V = Vx xX=
oV f
g 7€ Y
T _ fydv
O F fydv =7y =
z : | v
b X
o, — W - [zdv
x0T fde-V'z' Z =
________ 17 v
A
Pig. 64 V= [av (volumen total)
y
Masa,-
(x, ¥, z) Coordenadas del cen =
Z tro de masa (C. M)
o Im
c + ? [xdm = mX X = -
|
. lz - - fydn
z | ! yim = my ¥ =
| /r ’ ) m
17 — >
x. _l/-ﬂ, //_y - - } zdm
_________ 7 zdm = mZ Z =
x n
5 Fig. 65 n= fdn (nasa total)

dm

densidad = e T adm = P av
[xﬂm = m¥ X --- coordenada del centro de
masa.
[xp 4av = P =
[mv = V% . X —- coordenada del centroide

del volumen,

Prdcticamente el centro de masa y el centro de -
gravedad coinciden,

. [xdw = WX coordenada del centro de

1)
1
]
!

gravedad, »*———_——ﬂ‘

|

¥V = mg g -—-- aceleracién de la grave- ‘

dad & constante, ‘

 [xetn = gz i
[nlm = mXx X --- coordenada del centro de

masa.

81 una figura es eimétrica respecto a un plano,
su centroide se enouentra en dicho plano. Si la figura es -
simétrica respecto a dos planos también lo serd respecto a -
la linea de interseccidn de ellos y su centroide se encuentra
en esa lfnea de interseceién, Si es simétrica respecto a tres
Planocs y por lo tanto a las dos 1lineas de interseccién, su -
centroide serd el punto comdn de estos,
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Ilustraremos lo anterior para el caso de una Su~
étrica redpecto a un eje (Fig. 66)

Y
A todo punto de coordena-

da "x" corresponde otro -
de coordenada "-x"

fdi=fdi-xﬂA=0=Ai
A#ZO

X = 0 = coor~

75

EJEMPLO 1.~
Obtencidén del centroide de un arco -
de circunferencia. Y
oL 5
E44
e sen &
r &« < 4
g
o \ x

A
denada del centroide que ‘
8e encuentra en el eje de Momento estdtico respecto al eje "x"
‘Pig, 66 Ee otz simatrio simetria aL = rd & T Foe
2 46 = [r2 cos 0]
A continuacién se presentan otros ejemplos de si fydl’: -fr sen & 7d & = r° | sen -6 F-=

metria; . . i
l Eje do sinetrie Epe oo sumatris , ‘(simetria respecto al eje "y") = F
Eas Ao simerio Longitud total del arco: L = 2r« ‘o nyn »
| . bre el eje de simetria "y
‘ J Ee oo simatric e POgicidn del centroide so 3

e TR S . fydI: 2r° gen %
B < J =
! . L 2rX
l Pig, 67 Pig. 68
Ares reclengu/sr Aroe circula~ ¥ = —z—g&eﬁ-ﬁ-
Z Todkes los cres gue Are. ; # """’gf"/"'
- o - pesan por C san i1g. 69
Eje oo simetrio O svmariere b4 Casos particulares.-
Volemen Semi- circunferencia ' Cirocunferencia completa
clHinarica Plore o Vo/umen r Y
720 .
:/me/r/ae osfarico o» 7
- y - o
x ' N —
X o — 1 ¢ A
B r c
Pig, 70 - —Fig, 71 T T X
7 v — T Los Fres planos 4 ks Fres zr
— hd C/e¥ coordenpabs son ofe Sime- A :
Pridy, g 287 /o Son focs los que E—
‘ pasan por S T -
- - 3
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EJ 0 24=

Centroide de un sector circular.

PESUESSWISS

r ‘ dP
P S\ dA e PAISP —_—
d ,
Mz (e X
o o |
I
l
xxPcosd

La figura es simétrica respectc al eje “x", por
lc que su centroide se encuentra sobre dicho eje,

Jar

X = A=fdA=dreatotaJ.
A

77

Casos particulares.-

Semi-circulo ‘ ‘ Circulo completo
Y o 1% }
o o F\ o=
7 X=0
+C .
# ol
227
y c
o
oC = ? '
7= 2
K4 o :
EJEMPLO 3,- |

Centroide de un triédngulo, . ‘

fxﬂA = ffpoos-epdpdp =[;2dpj’:sed&
° ~ o
_— x 3

3 -
L [sener< a I 2 gen X = =2- r3 sen
3 Jo el 3 3

] w

[P_J (ol = 22 2 = 22

Aafﬂa[fpd-&dp -/r;dp[:g w.
2 9r ° —w L .

2

Ml
L}
n

H
@
@
=}
R

Wi

L
oo

"

X
=~ =1 . T
Momento estdtico respecto al eje "x" = Mx = fydA

Areatotal-A-fdA



con lo gque

1

<t

a
wl—t

=

Observese que las medianas cortan a todos 108 -
elementos de drea a la mitad, por 10 que conaluimos que el -
centroide de un 4rea ciroular se encuentra en el cruce de ~
las medianas a la tercera parte de la altura medida desde -

cualquier base,

¥
. "

crvce ole /ms medianes

79

b2 = 4pa

2
yz--l)—x
a .
ademds: ’
' Ey = -[xﬂA = '[xydx
pero:
ERRY=>
..ny-[fb % dx

para el punto P(a, b)

P=

b2
4a

A

por lo que la ecuacidén de la pard&bola queda:

EJEMPLO 4.~
R . Centroide del 4rea bajo una pardbola
s :,y _y"49ax
X
! oA .
¥
Iyt
[ g |
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CENTROIDE DE SUPERFICIES COMPUESTAS

a
/2 la
A=fu=fydx=[l\/xdx=l = = ab Si una su-
o ' & : v.a 2. 3 perficie puede dividirse en partes cuyos centroides se cono-
S N _ 3 ° cen, entonces el momento de toda la superficie respecto a =
puesto que: M cualquier plano o eje se puede obtener sin tener que recu -
X = j= X
- rrir a los métodos de integracién. E1 momento de la superfi- .
. A A
tenemoss cie compuesta es la suma algebraica de los momentos de las -~
diferentes partes,
- \—%— 32 b _ 51 a,, ay Byp seseseses Bpy son las 4dreas de =
X = ——f—— % e a = = “= = : :
= = = = 5 las partes y X4, Xoy X3y ecesessce X,» Sus distancias cen -
troidales respeotivas, entonces tenemos:
~ 1 ap? - B 8%y + 8%y + 83Xy + csesenene + ALK = (a, + &, + 8y +eot a.n)x
= i -
N -1 a S = 4=
L.,B.‘ixi = AX
) tzn
/ X = i:laixi = u 1aixi
RESUMEN : - &
284 A
iEL
Y ) CENTROIDE DE CUERPOS COMPUESTOS
. P Si un cuerpo -
=z gse puede dividir en partes cuyos centroides se conocen, en -
tonces se puede obtener el centroide del volumen del cuerpo
c s aplicando el mismo principio que para la superficie compues=
+ ta.
b - - - - =
j ‘l' X VyXy 4 TRy + V3Xy + ceseecese + VX = (vq + Vo + V3 Haet vn)x
o0
| i-‘ | fs | o
i T Ll
& ?;vixi = Vx
e ] e e i
PRI - S . A -
v v

ks *," 1‘\'.,‘.

e e

4L

ACULTAD DF INGFMrota
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S1 adends se conoce la densidad de cada parte ©
8i el cuerpo es homogéneo, se puede calcular su centro de masa
en lgual forma:

v1fﬁi1 + vzpziz + V3P313 4+ ecevevcsssses + Vhfhxn =

= (V1RJ + V2P2 + VBF3 + esebeceree + vnPn).i
‘! &Vipil_(i = Mx '

isn 1tn

3 - Z,',ViPi-’-‘i .Z.vipiii
;vipi M

§ EJEMPLO 5.-
! Obtener el centroide de drea de la

I
83
(4)
NUMERO AREA x y Ax Ay
(em?) | (cm) (em) | (ew®) | (emd)
1 157 -14,2 0 ~2220 0
2 400 0 ¢} ] 0
3 173 0 15.8 0 2730
SUMAS 730 «2220 2730
. ‘4
EJEMPLO 6.~

Determinar el centroide del 4Area de

la seccibén T indiceda en la figura. I
giguiente figura. v cm — ——
M’ »
| o _ T r Lz 1 ] e
r . c
20 em 20 cm. Z8em
/S cm
/3. 0crm 2l .
I A X
Sem
; Puesto que existe simetrfa respecto al eje "y"
[Ocm el centroide se encuentra sobre dicho eje. _— : -
p% - R
Momento estdtico respectc al eje "x" = Mx = Zky
T}
70 em @ M= 4(25)(28) + 5(26)(13) = 2800 + 1630
Bt = 3
o o Mx = 4490 cm
S
1’*’ Pcrm :
, [
L — - .
B EUNPEL ’ ?
e L
- i -;»—————~‘/—""—""' e TR —
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Area total = A = ZA

A = 25(4) + 26(5) = 100 + 130

A = 230 cm

§ = —E. . 4490
A 230

EJEMFIO T4~

Determinar el centroide de la siguien

2

¥ = 19,5 oml

—te seccidn L, Yy
jo—of Sem 7
-[_ \j.
ﬁ— o
/|
- Z9cm
30 cm
¢ i
2.2 - . : 4
- z ] 17 X . . 4 o
PYORa . N L L 1 ‘ —_ ——— . e - .
20 om Lem 3) MOMENTOS DE INERCIA Y EJES PRINCIPALES
I LB
DE AREAS PLANAS.
(4)
NUMERO AREA x y Ax Ay
(cn®) | (em) (em) (emd) (emd)
1 130 0 15 o} 1950
2 80 7.5 o] 600 0
SUMAS 210 600 1950

i‘lg'?%--903¢ﬂ.l

e
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MOMENTOS DE TNERCIA DE AREAS PLANAS

Consideremos el area de una superficie plana y -
los ejes coordenados ortogonales "xy"

Y

X

g

En muchos prodblemas de ingenieria aparecen expre
siones tales como las que se presentan a continuacién, por -

lo que es necesario estudiar sus caracteristicas y relaciones.

Estas expresiones se denominan "Momentos de Inercia o de Se-
gundo Orden”,

Momento de inercia respecto al eje "x" ———— "~

Ix=fy2d.A.
Momento de inercia respecto al eje "“y¥

I_ =

y x~ dA

Momento polar de inercia respecto a un eje nor -
mal al plano del area que la corta en el origen "O" de las -

coordenadas “x" e "y",

;p:]ri'u.

Producto de inercia respectc a los ejes "xy"

- ——
Ixy::jﬂd.k

37

A continuacién analizaremos la relacidn que exig
te entre los momentos de inercia respecto a los ejes "x" @ -
"y" ¥ el momento polar de inercia;

1p=fr2cu

= 22 4 32

Iyzj(zz+y2)u=fx2d}.+fy2cu

IpEIx+Iy

pero: 2

Es decir, el momento polar de inercia es igual a
la suma de 1os momentos respecto & los ejes "x" e Wy

TRASLACION DE EJES

Consideremos un area y dos ejes paralelos une de

loe cuales pasa por su centroide.

: JA
> e .
. Iy’
c o

A

Ix=fy2cu=f(:‘r+y'>2cu

= f(:?2+2§ry' + 72 a

o
USSR S o
g:

e e - a

i
i
s
!
t
-

T
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’ I_ =k A
Pero como: § = ote vy fy' dA =0 y ¥
2 2 .
Ix-fy' dA+§fdA ky = A o
Ix = Ex + Aiz I =x224
P P
O sea, el momento de inercia respecto a un eje - I I
cualquiera es igual al momento de inercia respecto a otro - kp = A ;

eje oentrojdal paralelo al anterior mfs el producto del area
por el cuadrado de la distancia entre los dos ejes (Teorema
de Steiner, de los ejes paralelos)

UNIDADES
(12)(22) = 14, cm*, in*, ete.

SIMETRIA

pecto a ejes, uno de los cuales es de simetr{a vale cero

4
Luy =0
] A
El radic de giro (k) se define en 1la siguiente =
forma:
= 2 :
Ix = kx A ;
Ix
ky & -I—- (L, em, in, eto)

mesto que: I_ = Ix + I

2 2 2
kp A= kx A+ ky A

2

*p

2 2
=kx+ky

Puede observarse que el producto de inercia reg-

EJEMPLO 1.~

Obtencihn del momento de inercia res

recto a la base y a un eje centroidal paralelo a la base de
un rectédngulo,
%

oA = b oy

) v
( / | o

T
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2 hz hz ' h
Ixafy dA=[ yvay=1v| y2 ay = b-?}
[ -] °
= —1. pp3 '
Iy=—th .-

X

I L tn3 m;(h)'2
x =73 = =
TS
Ix=qzr

Ix=f1'2

91

dA

2
Ix-fyxdy

ror tridngulos semejantes

g

Ix-[y‘?

'x=j§’—(h-y)

+ (-3 ay

-b[?zdy--{—[bﬁdy
bl [T

EJEMPLO 2,

Momento de inercia de un tridngulo
respecto a la base Y a un eje centroidal paralelo a ella,

3
bh
- -

bh3 —

I =—1-2—1
X

-yl |

¥ por el teorema de los ejes paralelos

Iqux-

Aa?

2
S WERE

e Ll

T

—————




W

92

EJEMPLO 3.-

Momento de inercia de un circulo reg

pecto a un eje diametral.

)J

93;

EJEMPLO 4,.-

Momento polar

lo respecto a su centro,

de inercia de un circu

FA = Z T Lo

dA = papPSs Y
LAY o
¥ o 7<

/’\d,\;\ Ty = Psend

2
Ixafy dA

78 ; X

I, = f(f; sen -6 )2;,&)0:14;-

=.[P3 senz-e-dfd-e- .

,[f dff aen e—a-e-

=[—%4—r (1-10052-9-)11-9-
o =z Tz

r* 1 4
bl Td'9-~—8— cos 2-6-2 4-6
-]

[}
r4 1
=—8—[-9--Tsen2-9-J

'/‘7r4

Ty

27

]

. / \\‘

P

[Pdﬁ.fpzﬂp

\ %%% %{/

X
.

d/o=2'7f) d

= 27 [‘LA‘] - 2'7"1"

Tp

71‘4

pero también de acuerdo con el ejemplo 3 y lo -
visto al principio:

Tp

4
-=I:‘+I-:’7r +

7 rt 771-4

Yy 4

S
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EJEMPLO 5.~
Obtener los momentos de inercia res-
pecto a los ejes centroidales de la figura del ejemplo 5 del
capitulo anterior.

- e

95

EJEMPLO 6.~

Producto de inercia de un rectdngulo.

Si los ejes son de simetria resulta:

' 1% Y
77 1 zo 1 Lxy <0
73 Ixy =0
. — N 4 X c
i 54 + - @ Ejes cantro/deles ¢ '
e D | . i
. z0 e T, @ 374 L 4 A
- ol @@ T —t
t J06
A Acotociones an <m. ‘ Ixy=0 p
: , I p - =2 =2 '
) 4 I, Iy 7 3 AF AR I, ry "
Ro cm2 cm cm4 cm cm cm4 czn4 om" cm"'
11157 3927 1158 | =3,74 | -11.14 2196 | 19483 | 6123 | 20641 81 108 ejes coinciden con loa lados:
—ammnsp——- y ,
2 1400 [13333 113333 | -3.74 3.06 5596 | 3745 | 18928 | 17078 ) / dA=baly
30173 | 2876 | 2883 | 12,06 | 3.06 [25161 | 1620 | 28037 | 4503 L Loy
4 T
Y {730 53088 | 42222 ) 9 & *
I, = -7 (10)* = 3927 'I'y1 = 7 (10)* - 157(4:2)% = 1158 y
oty
- ] -
I, =75 20(20)7 = 13333 Iy, = 5 20(20)% = 13333 1= war- [z ay
- 3 - comos: X = %— h h
I, = 20(17.3)3 = 2876 I, = 2(r5-)17.3(10)3 = 288 | 2 2 w2 |2
| S v (r5z-)17.3(10) 3 I, = _g-ydyn-%— ¥l, = 0%
\ ‘ RESUMEN: I — °
. I = 53088 cmt — v? 12 H
/ b'd ¢ Iﬂ = _T._— i

- 4
Iy = 42222 cm

9
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EJEMPLO 7 .- : ‘ ' TRASLACION DE EJES PARA EL PRODUCTO DE INERCIA !
Producto de inercias de un cuadrante .
de circulo : Conasideremos un area y dos sistemas de ejes parg
¥ lelos uno de los cuales pasa por su lcentroide. e
o — ¥ r oA
T oA = PP b
| - _ .
r - T ; |
ly =P send ‘ : { ) K4 7
7 X
x=Pcosd _ Izy -/n da
Iw=fodA=chos-9-psen-e-‘ded-e- pero: x = 3 + xt
3 y=F+y
=fP cos 6-pen6-d pd-o- o
como : cos-e-sen-6-=—5—aen 20 Iy = j(i+ x)(F+y) ar |
r z o - ' ’
T £ ) = % Fx! oyt
o[ e[ Fomreres T fmacfwmacfwa i
(] °

a . ' puesto ques

7
VI o T1 , =5'Q'rjdA+5Efy‘d.A+?jx‘dA+fx‘Y'dA
-é— ~I- sen 2646 )
o .
0 . .

- Tr4 T1 cos 29] : :
[ : . j‘
: dA = A
i
1 2 > .
: 26 = -~
come k3 °os ] K3 jy‘ GA = O

[]
, ’ » ' - x* dA =0
Igy=—gr . f

entonces:

fx-y' =Ty = I
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i
!v noe queda: -
k' ' I = Axy + 0+ 0 + IJQ'

; I_. =1I_ + AXY
i : =ty P AF
iy

Es decir, el producte de inercia respecto a un -
sistema cualquiera de ejes es igual al correspondiente a otro
sistema paralelo que pasa por el centroide, mds el producto -
del area total por las coordenadas centroidales.

A
EJEMPLO 8.-

Utilizando la expresidn anterior obte
ner el producto de inercia de un rectdngulo respecto a sus 1a

dos. 4 v Obtencién de los momentos de inercia
¥y rroducto de inercia respecto a sus ejes centroidales del -
- area del ejemplo 6 del capitulo anterior,
Ig=Tpp =0 Y1 zs p 1 -
’ | B I, = 72 25(4)% = 133 en?
— X0 -
& _ h h 1
} 2% h% IW = 0 + bh (=) (~%-) F———’ I#em Iy1 = 1 4(25)3 = 5208 cnt
2,2 30 T X I = 3. 4
b° h = 5(26)° = 7323 cm
X Igy=—717" /9.5, —Z 8 em *2 T2
P v LS crm - 1 3 4
i IY2 = o 26(5)° = 270 cm
EJEMPLO .-
SZJuMblo J Sem.
Obtencidén del producto de inercia del FSem :
area del ejemplo 5, respecto a sus ejes centroidales. No A X ¥ I, Iy IJCY Aiz Iv% I, Iy AXY IKY
. S 4
em? |em | cm | emt cnt | en?| cw? {cm cmt ent | cnt | et
~ '
L2 1 100 4] 8:5{ 1331{5208 0 72251 0} 7358(5208 0 0
. 155 2 130 | 0 {-6.517323( 2701 o { 5492| o [12815{ 270 0
— 230 7456|5478 | 0 {12717 0 R0173{5478 0 _—
to | 274 X 3
e 1 . ety RESUMEN; I, = 20173 cn
/0 - I, = 5478 cm'
— J.o¢ Acoetscrones en com,
| /0 Jo  Jo =0 | . o
| e B . —
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No A x y AXy va IW
cm2 cm cm cm4 (21114 cm4
1 157 11514 ~3.74 6541 0 6541
2 400 3.06 ~3%74 4577 ) 4577
3 173 3.06 12,06 6384 0 6384
)N 730 8348 0 8348
RESUMEN ;

xy

I. = 8348 cm?

EJEMPLO 10+~
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EJEMPLO 11.- S Co : ROTACION DE EJES
Obtenga los momentos de inercia y

, Considersmos los ejes "x" e "y" que se cortan en el pun
el producto de inercia de la siguiente figura respecto a.

to "o" de un arco plano y los ejes "u" y "v" que se cortan en

! t 'd l 1ot Nartl
sus ejes centroidaies Txt e ¥ el mismo puntoc y formen un dngulo @ con los anteriores. A par- -
1 — o S [
- tir de los momentos de inercia respecto a los primeros es posi-
S em I. = = 5(26)3 = 7323 em? ;
=2y L ) x, T2 ‘ ! ble obtener los corresp;ndlentes a los segundos.
i = 1 3 - 4 . . gA v
! : e Iy1 = g5 26(5)° = 270 cm .
. ; . v ST SEY S
O el Z29 em IJQ'1= 0 ‘ , 3
| é
: . 4 - - 1 3 4 . ];’
E! §7 : Ix2 = a5 20(4)° = 107 cm N / /] ¥
“Q_)l '\, ‘ A A - ) 3 s T
I, = 4(20)° = 2666 cm
_ sem Y2 12 o ,
! I = 0 - . .
l .,._J_._j_ I x5 . a xc0s0 + ysen®
. L v = ycosd - xsend
75 em j— o cm :
= 20 em - —_.  Momento de inercia respecto al eje - = '«‘,_
Iu = fvsz
= = T I =2] ;=2 —
Ne A x ¥ Iy Iy Ixy AY7] AX Ix Iy AXYy I;q, = f(ycoso - xsend) dA =[(y2e0520 ~ 2ycosdxsen® + xzsenzo)dA
cm2 cm cm cm4 cm4 cm4 cm4 cm4 cm4 r:m4 cm4 cm4 = 00520 fyzdn + sen20 fxzdl ~ 2senfcosd fxydA
1 130{-2.9| 5.7]7323]| 270 0 422311093 |11546 | 1363]|-2148|-2148 Iy = Ixc0520 + Iysenzo - 2Ixysen®cos® @
2 80| 4.6]-9.3| 1072666 | 0 | 6919|1693 | 7026 ] 4359|-3422]|-3422
T | 210 7430|2936 11142] 2786 {18572 | 5722 {-5570|-5570 peros
286nPcos6 = sen20
. = 4
RESDMER: | I, = 18572 cm coao - 1t cos 20 seno - 1= cos 20
= 4 2 2
Iy = 5722 . .
IJW = 5570 cnt . ) por lo tanto: 8

In = Ix ( 1._*__.9.°_9..23 ) + Iy ( 1__—__C_0_B£_°_) - Ixy (sen 20)
2 2
2

LS
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AT

v

= omeE

Iu =

Ix + Iy Ix -

I

2

Con las expreaiones

+

102

Y 0920 - Ixysen20 —————mm <§>

1 0o 2 ge puede obtener sl valor

de Iu en funcidn de Ix, Iy, Ixy yo

v

a8

Iv =

En la misme forma el momento de inercia respescto al o je

fuedA

= .[(xcosc + ysens)? aa

Iy =

pero:

PR

2 2
j}x co8°Q + 2xycos@send + yzsenZO) dA

2 2
cos 9 fx dA + aen20 jysz + 2cos°sen0]xydA

Ixaen20 + ch0520 + 2Ixysen®cosd -———-——————-<:>

23en0co080 =

eoszo

por lo tanto:

8en2o

1 + co0320

2

sondo = 1= cos2¢

2

- 1 - cos 20
Iv Ix (————;—————) + 1y (1-1533535) + Ixy (sen20)

Iv =

Ix + 1y
2

Iy -
—1—5—35 co820 + Ixysen2Q ——————-_-(:>

Con las expresiones

cién de Ix, Iy,

- Sumando

Iua + 1Iv

Ixy,

yo

J o 4 podemos obtensr Iv en fun-

las expresiones 2 Y 4 8e obtiene:

= Ib

e e ——————————_
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Es decir, para un punto dado de un drea, la suma de
los momentos de inercia respecto a dos ejes rectangulares es

constante & igual al momenio polar de inercia.

Ademéds:

Iuv = j’uvdA = producto de inercia respecto a los ejes "uv"

= j'((xcoso + ysend) (ycos0 ~ xsend)) dA

(xyc032° + yzseno c080 - x2cos0send -~ xysenzo) dA

coschxyd.k‘ + aonOcoaOfysz - coaOaanofxsz - senzofxycu

-
= Ixycoszo - Ixysenzo + IxsenQcos® -~ Iysendcosd
luv = Ixy (1 + cosZO) - Ixy (1- cosZO) . Ix(sen20)_ Iy(senZO)
2 2 2 2

Q

luv = Ixy cos20 + (32=1¥) genze
2

Expresidén con la cual ae puede obtener Iuv en funcidn de -

Ix, 1y, Ixy, O.
Obsérvese que al girar 1os ejes un dngulo 90° se aumenia

20 en 180° y el producto de inercia conservando su valor abso-

luto cambia de aigno.

EJES PRINCIPALES

Para un punto dado de un drea, es posible obtener um par
de ejes para los cuales el momento de inercia es mdximo y minimo,

dichos ejes se denominan ejes principales.
[
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puesto que: ' ) Ix + Iy (Ix - Iy)2 + 4Ixy2
= 221y, Ix-I¥ 0320 - Ixysen20 I m:: b "2 z > R
' > > y , n 2 /(Ix - Iy)2%+ 4Ixy
derivando respecto a @ ) R —_— 2 2
- i ) I max = Ix + 1y , 1 (Ix - Iy)° + 4Ixy
‘ : : min ~ 2 -2 7 2 2
c4Iw , (IX = 1Yy (_28en20) - Ixy(2c0820) _ ﬂlx - Iy)® + 4lIxy
L) 2
Igualando a cero para obtener los valores méximo o minime. - Imax = Zl—-—;—ll + -;— /(Ix - Iy)2 + 4Ix¥2 '—'—"'——@
- (Ix - Iy) sen 20 -~ 2Ixycos20 = O - ’
~ Imne 22Ir 1 /(Ix - 192 + 41xy? ——(®)
Tan 20 = 2IXY @ 2 2
Iy - Ix
) _ Con estas expresiones podemos obtener los valores médxi-
Con esta expresidn se pueden ohtenar dos valores del . mo y minimo del momento de inercia del drea respecto & ejes que
dngulo 9, loe cuales difieren 90°, gue nos dan los valores _ pasen por un punto dado de ella.

Es conveniente observar que para los ejes principales el

méximo o mfnimo del momento de inercia, aiendo éstos los ai- ———  producto de inercia es nulo; o sea, substituyendo @ en

— guientes: _ Iuy = Ixy iy - Ix L Ix -1y 2 Ixy
((Iy—Ix)2 + 4Ixy2 r}[ 2 V(Iy - Ixd+ 4Ixy?
Ix + Iy Ix - Iy Iy - Ix '
I :i': = > he > ( > = ) Por lo que los ejes de simetrfa son principales, pero no todos
/ (Iy - Ix)* + 4Ixy los ejes principales son de simetria.

/

. 2 Ixy .
¥ oIxy ( ) CIRCULO DE MOHR
2 7 Ta 12 exorenddn
(Iy - Ix)© + 4Ixy

De la expresidn @ antes presentada

I max = Ix + 1 + Ix ~ 11)2 + 21xy2 Iu ~ Ix + Iy - X ; 1y c0s290 - Ixysen2Q -——-———-—@
X+ Yy s ——7$_ = > .
2 1]

min 2/ (Ix - Iy)2+ 41xy? /(1x-1y)2 + 4Ixy?

¥ la expresidn

Tuv = 2= I¥ gon 20 + Ixyco820 et @
> 2.
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Elevando al cuadrado <:> Yy <:>

Para los ejes principales se obtiene de la figura:

- Ix - 2Ixy
Ix + Iy Ix - Iy 2 2 +an2e = ==X
(Ia - > f = ) c08“20 -~ (Ix ~ Iy) Ixysen20cos20 Ix 5 Iy Ix - Iy
+ Ixyzsen220 Ix + I 1 2 2
Imax = =21 =¥ 4 2 \V/i(lx - Iy)© + 4Ixy
2 2 '
12 (Ix_- Iy)2 2 Ix - Iy,2 2 2
av = > ) o+ Ifuv = ( )¢ (sen“20 + c08<0) I 1 5 5
2 t Imin = ZX2Iy 1 \/(Ix-Iy) + 4Ixy
2 2
+ Ixy? (sen?20 + c0s220)
. : ) El circulo correspondiente nos‘representa el estado de
_Ix # Iyy2 2 Ix - Iy,? 2
(Ia 2 )T+ Iuv® = (—__;__Z) + Ixy inercia del drea en estudio.

EJEMPLO 12:
Obtencidén de los ejes principales centroidales y los
momentos de inercia mdximo y minimo de la figura de los ejemplos

Observando esta expresidn podemos ver que se trata de
la ecuacidén de una circunferencia,.relacionando las variables

; . Iu y Iuv, de centro C (;5—:;21 y 0) y radio
) 2
! : i “ —_— 5 Y9 e o
[T R':/(—-u =0)2 4 g - R- 1 /(Ix - Iy)% + 4Ixy? ' ' o 4
! 2 e 2
? L max . i //
: - i ZO0ecm
Luv /////”’ h ‘w\fby o ‘
pd AN /
s E {xy . . . . l /
/ A T /{ :
/ []
| L4 ’
| 7, & | lOcm };—- .jr’inp
y v : _ I | 2800
| o 4 5 4 BLLETE
| [be! ~
: . ! ‘ I Dem. J.06 cm ~
| anteriormente se obtuvo: ~
I min | 53088 4 L
- g "l . | I = '
Zry ' . x 3 Aicm L SOcm. , l0em | [Oecm.
Tve , i K ! '
R fx;r, : Iy = 42222 cnt
Ly * Ty “_—zii___4
T
| Ixy = 8348 cm?
— pe 3 £
REEF7Yi 1 -




: _ Tan 20 = 2 (8348) - 16896 _ _ 4.5
I _ 42222 - 53088 -10866

———— = 47655

108‘ -

De acuerdo con estos valores, podemos obtener la inecli-
nacidn de los ejes principales en la siguiente forma:

EJEMPLO 13r L

Obtencidn de los ejes principales centroidales Yy los mo-
mentos de inercia mdxima y mfnimo de la figura del ejemplo 11

20 = ang tan (- 1.54)
20 = - 57 00' 1230 00!

6 = - 280 30! 610 30°

Los valores mdximos de los momentos de inercia se ob-
tienen de la asiguiente forma:

Imax = 23088 + 42222 1 l/(10866)2+4(8348)2
2

min 2 -

1+
N

V/TT55€§§5€f¥’5787§31T3‘

= 47655

1+

19920 = 47655 & 9960

N -

RESUNEN

Imax = 57615 cn?

Imin = 37695 em?

- \dem Y o
RN ~
T \F%— Ix = 18572 cm‘
v.J Z9cm.
- Iy = 5722 eat
30 em r — ’
N - 202 .
3 g Ixy = ~5570 em
L 23em
J_ R f I I4cm. . . .
de 6 F__ZZEZL_qq
tan 26 = —2.0=5570) _ =-_11140 0.8669
5722 - 18572 - 12850

20 = ang tan (;8699);7 29 = 40°55'; 220055'
@ = 20°27'; 110e27!

1 o 18572 2+ 5722 19213_2_2122 (cos 40955*)

20027

—(-5570 (sen 40°55'))= 12147 + 6425 (0.7557) -5570(0.6548)
= 12147 + 4855 + 3648 :

1 = 20650 en4 = Imax
20027

Iy10027¢ 12147 + 6425 (008220955 }4(~5570 (sen 220°55'))
= 12147 - 6425 (0.7557) -~ 5570 (0.6548)
= 12147 - 4855 -~ 3648

I11O°27" 3645 en4 = I min.
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Comprobacidén

t (D

I max = 12147 + % V/(12850)2 + 4(<5570)%

9

99

= 12147 + = + 12
2
= 12147 + 1 /3857
2
= 12147 + 8503
I max = 20650 cm4
I min = 12147 - 8503 = 3644 cm® 1§
RESUMEN ‘
I max = 20650 cm4 pera & = 20%27'
I Min = 3645 cm® para & = 110°27'

e g e -

4) ELEMENTOS MECANICOS EN LAS ESTRUCTURAS
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MOMENTO FLEXIONANTE Y FUERZA CORTANTE

Consideremos una viga sujeta a un sistema de cargas cualquiera e img

glnemos una seccidn hipotética a través de ella
%//.:'szBb
ltad
£

.

f
|
Aislemos los tramos de viga a uno y otro lado de la seccién imagina-
da. Si todo el conjunto estd en equilibrio, asf{ deben estar sus par

tes, para lo cual se requieren los elementos My y que son efectos -

internos del sistema de cargas considerado

! “

V2

V') B

M -~ Momentc flexionante

V - Fuerza cortante

Las representaciones gréficas de la variac!i6én de estos elementos a

lo largo del eje de la viga se denominan diagramas de ellos.

CONVENCION DE MOMENTOS

113
CONVENCION DE FUERZA CORTANTE

4

Ejemplo 1.~

Obtencién de los diagramas de momento flexionante y fuerza cortante
para una viga sujeta a carga uniformemente distribuida,
Reacciones

Por simetr{a, las dos reaccip

po—t—y N nes en los apoyos valen “;L

Consideremos una secciébdn a la

”Qy N 7 distancia x de la refererncia
< ' : ,
yz—" | ey ‘%.4: que en este caso es el apoyo
e
L izquierdo
Momento flexionante
‘ : - N
R
D owit WP
4 2 2
! - | si XxX=0,M=0
v | AL ol | e
silx=1L, M=~ - '——2——=0
@
@ L
Wi hy - T -y =0
V-4 I L
. a) =
v Wﬂﬁu ._2_‘: x 2
Es decir, el momento m&ximo se
presenta en el centro del cla-

ro y

oy
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w
six=0,V=T

[

si x 12"-,V=0

six=L,V=-‘-02—L-

Ejemplo 2,-

Viga con una carga concentrada

- -

2
#L Ly -« (L
Mméx = 2 (2) = 2 (2)
2 2
_ Wl - WL
Mméx = = 5
sz
Mmdx = 5=

En las fliguras se presentan-
gréficamente las variaciones -
del momento flexionante y la
fuerza cortante a lo largo del
eje de la viga, denominadas ~
diagramas de momento flexionan
te M y de fuerza cortante V,
respectivamente, que en qmbos;
casos son curvas continuas ¢g
rrespondientes a una distribu
c1én contfnua de carga, siendo
en el primero una parébola con
vértice en el centro del claro
y en el segundo una recta de

pendiente negativa,

en el centro del claro

Reacciones
Por simetrfa, ambds reacciones

valen B
2

Momento flexionante

M.=£2’-x (a la %zq. de P)
six=0,M=20 .

L = EL
six=2,M A
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Y -
M—zx P (x

%) (a la der,

——

Vad de P)
ot : L six= L s M= EL
7 L L 7 2 4
R
':"_ el x=1L,M=0
4 Fuerza cortante
-~ V=% (.a la izq, de P )
M V=%(alade:,del’)

Es conveniente observar que,
£ . la carga concentrada origina
Z ”l“ l” v un cambio brusco o discontinui

£ -
v ﬁ -4 dad en los diagramas y que,en

diagrama consist
1i{nea recta.

Con el objeto de comparar la diferencia de los efectos de

"d{stribuida (Ejem. 1) y una corcentrada (Ejem. 2) hagamos

cuyo caso: 2 2
1 - &L _ . WL
Mméx = z “LL A 2 )

es decir, para una misma magnitud de la carga, ‘el momento
obtenido cuando ésta se aplica concentrada en una viga de
mente apoyada, es el doble que cuando &sta se aplica unif

tribuida.

Ejemplo 3.-

Obtener los diagramas de momento flexiomante y fuerza cor

siguiente viga

tre cargas concentradas, el -

e de tramos de

una carga =

P =a) |, en

flexionante
claro L libre

ormemente dis-

tante para la



\
116! ' : : 117 ' ,
) 5 Momento flexionante
7
S 7an / 7'm/n , on tramo AE:
M=2,5x
) [+ ) )
A 58 C hom O 4 s 2 D5t x=0,M=0 )
(LEm fEm,  dm .  Em - 2.6 7an s1 x = 1,5, M = 3,75 ton-m
L /0 m - tramo EB:
Py 15, J
Obtenci1én de las reacciomnes m} s sl - €m M=2.5x=15(x~ 1.5)
T AB 375 . M= 2,5%x+ 7.5
ramo -
| l ‘ . si x = 1,5, M= 3,75 ton-m
Zt‘3=0 : Ht six=3, M=0
x 5 70n : R, (3) =5 (1.5) = 0 o7~ J
M . . ~A . M (72n-m) tramo BC:
* R, = 2.5 ton . : v 2
p 5 A = 2 ‘ 1 M=2,5x-%
) s TFy=0: , six=0,M=0
LE5m LEm i (4
Pt ‘ 2.5 ~5+V, = 0 ' si x=3, M=-12 ton—m
Vg = 2.5 ton ' ' ' tramo CD
R —— s |l x?
— : - . . . E zZ5 |7 HJH / M=« 2.5 (x) =~ b3 +10.5(x-3)
Tramo B C D TH. . o Zzs [E 2
c 55 M=8x-3-3L5
- 2,5 (3) + 7 (0,5) + Rd (4) = 0. V (72n) olx =3 Mo - 12 tonem
, (&) =7.5 = 3.5 : T e on=
. . RD 4 _ ) ] six=7,M=0
"“‘"" Ry =13 - ) . . Fuerza cortante, ’ o bien
\7 7on x2
25 for : 170/, Ry Ry = 1 ton o \ tramo AE: M=-x-3
, , ” o V = 2,5 ton : 8l x=0,M=0
o = = - 1 -
K-] l c ‘ ‘ . tramo EB: . six =464, M=~ 12 ton-m
A TPy = 0 : _ ) Obsérvese que las caracteris-.
c V=2,5 ton
' 35 “2,54+R ~-7~1 =0 ticas de los diagramas en es-
""———"—"i tramo BC: ‘ .
P : RC =2,5+ 8 te caso son una combinacidén
1 Jm - m | V==-x-2,5 :
= | = 10.5 ton de las correspondientes a 1os
0 7 m | Ry . si x =0, V=2,5ton
= 1 ) ejemplos 1y 2 .
si x =3, V=«5,5 ton
¢ L]
\]
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tramo CD Efefpro.- - BN ‘ -
V=25~x+10.% : : " six=3,V=05 ton o
v=148-x . 51 x = 7: Ve=1ton . . Esbocemos los diagramas de los ejemplos 1 y 3 a partir de las relacio » y
' o bien sl x=0, V=1 ton nes anterfores: - . ) | ”~ @ S
V=14+x k S si x =0, V=35 ton ‘ A ST 7 T = ==az —
m 4 — . ’ w f {
RELACIONES BASICAS o - d ’

—=

Consideremos. una viga en equilibrio bajo la accién de una carga dis=- » : l : ]

; tribufda en cualquier forma ‘ . ) Wmmﬂm
iy 2] . . " . v
- . w . . T i
A % ’ mﬂ[[ﬂﬂ‘ H”\ ’
9 ‘ | A ~
] .

7;;% j;‘:“’q % | | | | ’ df ‘ |
el elemento de longitud dx ) M Amﬂmuﬂmm l ] ] “

aw
P ( ” 1 } H) JLH J ]“ ” también estd en equilibrio —-——-—-—————-———
x-3)4 ) MEIM
14 Viev. ,k_ Obsérvese que en los puntos en que se anula la fuerza cortante se =
[ olx —_— 0o presenta un valor miximo o mfnimo al momento flexionantes
ZFV -0 ' ‘ A FUERZA NORMAI, Y MOMENTO TORSIQONANTE
- T - Cuando en una pileza de eje recto actuan cargas que tienen componentes,
Vs (V+d + = ! .
5 ( ) dx=0 - : S no solo transversales al eje centroidal (que pasa por el centroide de
w iti .
( positiva hacia arriba) . . S todas las secciones transversales) sino tambi®n componentes longitudi-
-dv+ w dx = ] -
9 - * mnales con este, aparecen fuerzas normales o axiales tal y como se ilus .
w = v relacién entre la fuerza cortante y la tra con el siguiente ejemplo:
dx carga distribufda
ris- ) .
LMy = 0
Lose
6n ¥ M~ (M+ dM)-+ V dx + wax E - 0
los © -dM+Vdx= 0

V= % relacién entre el momento flexionante y la
fuerza cortante ~
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Si se presentan cargas excéntricas respecto al eje del miembro estruc

74

%
I 72

[HIRAAT I

2

—— N compresisn - et Fensidn N

tural, aparecen momentos torsionantes internos en la forma que se --

{justra a continuacién:

Z
{
/.___"___.7/
~b = Aty P a
A d X
b ~
y)
. ~
c

Reaccriones an &/ dpaye A

121

Momernrto Plexionante
Puerce Cortante

P I

NO HAY FUERZA NORMAL

Mr

Aomento .
7rwionante ¢ ) B o e
e k e . ‘
.. CASO GENERAL
En géneral para una barra estructural en el espaclo, en una seccién
cualquiera de esta, al actuar cargas externas sobre ella, se pueden

presentgr los siguientes elementos mecénicos:

1 . y
k N e

Feccrén plans

[
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23 Zorytn

ﬁlx

/O m

;;él;’ ol

S

aden

E/.e
b Fm Zm
Mx, My componentes de momentos flexionantes alrrededor de ,. o
los ejes "X'" e "y m Obtencién de 1as reacciones
Vx.y Vy componentes de fuerza cortante en las direco.—— o lo - Ve ZMA =0:

114,11 et - ==
ciones de "x" e "y | 47m 2 %n 305) +4 (4) + 2 (10) - v (8) =0
MT - momento torsionante alrrededor del eje (Z) de 1la pie | 8 VB =15+ 16 + 20

|
za estructural : ) . 1 1 vp = 28.1.
. (A s/ I3
N - fuerza normal o axial Vp= 6375 ton
Para cada uno de los elementos mecénicos se pueden trazar
Fy = : °
los diagramas correspondientes a la ley de variacién de 3 7en Z y=0 -
ellos, u obtener las expresiones respectivas, ™ ) Om - VA T4-24 6’?75 =0
: V, = 6,375 - ¢
. : A .
= 3 .
Ejemplo be= . ) B Em VA 0 0.375 ton 3
Obtener los diagramas de elementos mecdnicos (momento - A 4 a ZFX =0
- + 3 =
flexionante, fuerza cortante y fuerza normal) en e1 max g HA 0
co 1indicado, I HA = 3 ton
' ya .
'[___ &m 1?/’7__‘



Momento flexionante

tramo AC
M= 3y - 0.3y (%)
2
M=3y - 0.15 y
siy=0,M=0
si y=10, M= 15 Ton-m

ay _ - -
ay 0 3-03y=0
y =10

Mméx para y = 10

Tramo CD

M = 3(10) ~ 0,375 (x) - 3(5) -
-0.5 x ( % )

M =15 = 0,375 x = 0,25 x2

sf x =0, M= 15 ton-m

si x =8, M= = 4 ton-m

—

tramo ED
M=-2x
six=0,M=20
si x=2, M

i

~ 4 ton-m

Tramo BD
M=20

Fuerza cortante

tramo AC

V=13~ 0,3y
y=0, V=23 ton
y=10, V=0
tramo CD

V==-0,375 - 0.5 x

81 x =0, V== 0,375 Ton
si x =8, V=« 4,375 Ton

124
/5
+
it 059,_,
S ——— Aﬂ{k[ﬂl
«
¥
M (on-m)

JDAg,ruvi- o Momenro Flexionsnfe ~

c v I Z
4378 4 O £
£375
]
=
8

V (Ton)
Dingreme ofe Fuerzm Cortents

125
tramo ED tramo BD
V=+2 10n ' - V=0

Fuerza Normal

tramo AC
N = 0,375 Ton (tensién)

tramo CD
N=3-3
N=20

tramo ED
N=20

tramo DB
N = 6,375 Ton (cdhpresidn)

N.agrama de fuerza normal

Compresion

0.375

N (7Ten)

' ' o)
" Tension . B
A

£.378

\\

. 1 'g,
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E ieHE].O Se~ . - —————

Obtener los elementos mecénicos del arco circular de tres articula-

ciones indicado - ;Z 7%

S——

Obtencién de las reacciones

LM, =0

v, (10) + 20 (5). = 0

‘VCA = 10 Toni

SFy = 0
-20+10=0
= 10 Ton

s = He (1)

- 10 (2.5) = 0

S-HB 0
57T

Hg =

de (1) HC=5Ton

4 Mez0=Valid -0l .“',«2 -
Va - 10/

127 e , N

Momento flexionante

U"‘ /\n ‘ Codoy } - & !

M=10 (5~ 5cosg) =3 (5seng) -2 (5~-5cos9) (5_=5cos0) =0
2

(5 - 5cos © )2 =
25 cos79

M= 50 =« 50 cos @

M= 50 = 50 cos @

M=25 (1 ~ senf =~
stg =0, M=0

stg =90°, M=0 . Co-
sig = 180°, M= 0

- 25 sen@® -
- 25 sen® - 25+ 50 cos® -

cosze )

Momento méximo y mfnimo

g—f;—-ZS(—cos o+ 2 sen ® cos® ) =0

25cos @ ( 2 seng = 1) =0 _
2 sen 8~-1=20 : . :

seng =%

ang sen 0.5 -
= 30°, 150°

Myge = 25 [ 1= 0.5 (0.866)° ]

Mage = = 6.25 ton-m

2
M, sge = 25 1=0.5 - (0,866)
M150° = = 6,25 ton-m

Diagrama de momento flexionante

M (Tan ~m)

I —

|
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Fuerza cortante

=10 sen 8 5cos 6 =~ 10 (1 ~cos 0 )
=5 eos & (2 ~sen & - 1)

V=10 cos 8 sen & =~ 5 cos O

si 8 =0, V=+-25 ton

st & =90°, V=0

Diagrama de fuerza cortante

(sen 0 )

si § = 180°, V = 5 ton
4
% = 10 cosze - 10 senze + 5seng =0
- (20 senze - 5sen g - 10) =0 L
Asenze- sen @ - 2 =0
o/
cen § = %_.
sen g= 0,84 sl V=20
@ = ang sen 0,8 10 cos@ sen@ ~ 5cesg=20
—9 = 57°, 123° : . 5cos0 (2sem g ~-1) =20
5cos® =0, cos 6 =0
V57° =5 (0.5 45) [2 (0.84) - 1] = 90° (articulacién)
Visyo 1.85 ton 2 sen @ 1=0, sen 0 -%
v125° = - 1.85 ton 0 = 30°, 150° puntos de Mmax

de

‘129

Fuerza normal

- 10 (1 -cos 8) (cos 9)

N =15 sen 8 + 10 cosze

N = 10 cos ¢ 5 seng

s16=0, N=10 _
s1 8 =90°, N=35

si & = 180°, N = 10
dM

= 5c¢c080 - 20 cos 8 sen 8 =0
5¢cos 8 (1 -~4senB) =0

para cos 6 = 0
0 = 90°

N90° =35 ton ;

1 -4 seng=20
sen g = 1/4

para

-9 = 14° 30', 165° 30°

N 140301 10.85 Ton

- Ni60° 20°

= 10,85 Ton

<
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. : : . Ecuacién de 14
B Efemplo 6~ ' 4 73”01 Y = K x2 e
,Obtener los diagramas de elementos mec&nicos™del arco para- Aretryvyry \ =Kx

sust. las coordenadas de B

b61ico indicado.

Z Zonp . 4 15 = K (5)2 <
mmmmi
T K =15/25
c
—_— - K = 0.6
Por 1o que
y = 0.6 x2
tan 8= gX
x
15 m dy
po 1.2 x
tan 86 = 1,2 x
6 ./.0’;’0 X = tinze (1)
/0 7on » !
1
|
[ /om : » Ik
— ' I : o Momento flexionante -

Obtencién de las reacciones

M=10 (5~ %) - 1,66 (15 = y). - 2 (5 - x) (3%

Por simetrfa Vy = Vg = 10 ton o ‘ » ) 2
2 Tony, ) i como y = 0.6 x
Preeeerreee, © O M=10 (5 - %) - 1,66 (15 - 0.6 x°) = (5 - x)>
T /07n # v M =50 - 10x ~ 25 + xZ - 25 + 10x - x2
y/ - . M=0 =
A ZMC =0 ’ ’ Es decir no hay momento flexionante

Fuerza cortante

10 (5) + 10 (2.5) - 1,5 (HA) =0

Sm 2.5m 15 H, =50 - :25 = 10 cos8 - 1,66 sen 8- 2 (5 ~'x) cos® .
HA=-i-5—=1.66 ton : , = 10 cos® =~ 1,66 sen O - 10 cos 6 +2 xcos 0 e
‘ =2 xcosd 1,66 sen§ .
. \
= 1,66 ton o -~ tang ;
HB . como X = 1.0 :
¥ 4L F :
/0 Ton j
Sm
—




tan 6
1.2

V=1,66 sen9~ 1,66 sen 6

V=2 cos 8- 1.66 s

V=0 Tampoco se pres

Fuerza normal

N = 10 sen6+ 1.66 cos @

N =10 sen9+ 1,66 cos 6
tan 8

132

en 6

enta fuerza cortante

-2 (5 -Xx) sen ©

- 10 sen ® + 2 X sen 6

N = 1.66 cos 6 + 2 <7 sen 6
s 2 2]

N = 1.66 cos 6 + 1,66 =2
cos 6

cosze+ sen2 2] )

N = 1.66 ( cos 8
1,66
N = cos 6

si e =0°,

tan © = 1,2 x

N = 1,66 ton

si x =5, tan 8 =0, e = 80° 30!
_ _1.66 - 1.66 . N

N = cos 80° 30! 0.169 3y N=10.,1 Ton

M _1.66sen® _ 3

de cosl © =

sen 8 = 0, 8 = Q°

AN (Ton)

Comprees,on

'

Ejemplo 7.~

Obtenga los diagramas de elementos mecinicos para la viga que

e

se indica en la figura.

Reaccignes

IM, =0
4 Vg~ 4x2-4x6=0

Vv, = 8 Ton

™
Z
]
o
l
|
i

-4+8 ~4=0

H, = 3 ton

2
X x
M=-x(3)=-3
2

X = =
M= 5 0=x 4
si x =0 M=20
si x = &4 M= - 8 ton-m

tramo BC

M=4x 0
six=0 M=0
M

six=2

Fuerza cortante

tramo AB

V=-=-x 0 = x
sl x=0 . V=20
st x =4 V= -
tramo BC

V = 4 Ton

Fuerza normal

N =3 Ton

(O




DIAGRAMAS
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M (Ton ~m)

V (7on)

N (7en)

Ejemplo 8.~ .

Determine usted los dlagramas de elementos mecénicos de la siguiente

estructura.

2.5 7en,

Reacciones

ZMA= 0

2X 2+ 5% 2,5+4(3) -5 VB =0

4 + 12,5 + 12

Vs 5
VB = 5,7 Ton
YF =0
x
2 HA- HB =0
HA_Z-HB
¢ omo HB =0
HA = 2 Ton

£m

= 5.7 Ton

SVt 5.7 ~5-4=0

V. = 3.3 Ton

A
¥
o

Tramo DB [

MD =0
4 HB =0
Hp= 0 | f

8.7 7on
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Momento flexionante
tramo AC
M= 2y - 0,25 y2 0= y=4
sl y=20 M=20
si y =4 M = 4 ton -
tramo CE
M=-2x2+2x4+ 3,3 x - 0,5%2
M=64+3.3x~0.5%x2 0=x=3
si x=0 M = 4 ton-m
si x =3 M= 9,4 ton-m
tramo ED
M=—5.7x-0.5x2 0= x = 2
si x=20 M=20
si x = 2 M = 9,4 ton-m

Fuerza cortante

N = 3.3 ton (compresidn)

tramo AC
dM ' - -
& " 2 0.5y 0 0 =y =
si y=20 V=2 ton
siy=4 v=20
Tramo CE
2 - = -
vV = = - 3.3 X 0= x =3
st x =0 = 3,3 ton
si x =3 V = 0.3 ton
tramo ED
-
v = ax = 5.7 x
si x =0 vV = 5.7
si x = 2 V=-23,7

4,
4 f\ f Tramo AC ’
-}?,, - € A M= D si x=0,M=01L,
A ¥/ L si x = Ly, M==Mj—
N I/L 'IAg L/ ._{ Lz - //Z M1 1 1L
: £ -4 Ve
' le ' Tramo CB
M1
M= - X
si x =0, M=20
)

e e e = £ S s

1137
Fuerza Normal

tramo AC:

tramo CE:
N=0 ' ==

tramo ED: ) ——
N=0 ‘ —

tramo DB: ' S

N = 5,7 ton

Ejemplo 9.~ Trazar los diagramas de elementos mecdnicos de la si-

gulente estructura,

i ] M
v MR 42 v = =2

Ejemplo 10.- Trazar los diagramas de elementos mecénicos de la si-

guiente estructura.

— [ 7any, ‘ :
Zm
A " 8
I I
N ”WK' * 5 m { I m ]Ié .
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Obtencién de reaccilones
MB =0 ‘Fx =0
2 Xy - 8 RA =0 - 2 - HB =0 :
RA = 0.25 ton HB = 2 ton

Momento flexionante

Tramo AC
M=-0.25x
slx=0,M=0
X =5 M

- 1.25 ton-m

0.25 ton

w
-
<
]
-
"
(=]

<
[]
I
[}
[
T
o]
3
]
3

Tramo CB
M=0.25x
six=0,M=0

Xx =3, M=0.75 tonem

Fuerza cortante
i2trfag cortante

139

Fuerza normal
——=rfza normal

Tramo AC Tramo CB
N=20 N

1
N

Tramo CD ' ;[
N=0 '

T
i
N (Ton)
Ejemplo 11.- Obtener 1os diagramas de los elementos mecénicos de

la siguiente estructura.

tramo AC =
V=-0,25 2. Z5 (I I
A c
Tramo CD
V (7on)
V=y
siLY=0,V=0 Tramo CB
Y=2,v=2 . V=-0.25

: L7
4 /75”/71 ./\4”/’7 B
conerey ocfopesacneryren,
7 N/ 7 ’
Sm | Im_ ’ ’ |
{ Em ~ f
| | |
- 6 |
= = M - s s o]
1 i
” | ) I 3
45 m ‘ V (Ton)
H”“‘l”“ln ‘ -
Gl 2.4
Obtencién de reaccionés ‘ ' %
LMy =0 Lr, =0
SRA ~4 -8x 4= 4,5 - 8 + RB =0
RA = 4.5 ton RB = 3,5 ton
Momento flexionante
Tramo AC ) ' Tramo CB 2
M=4,5 x - X__ M=+ 3,5x - %X
. 2 2
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vV (7on)

140
six=0,M=0
x =3, M

six=0,M=20
X =5, M= 10 ton-m

it

6 ton-m

Fuerza cortante.

tramo AB
V=24,5~-x
si x =0, V=24,5
x =5, V=20,5
x =8, V= - 3.5

s

Es convenlente comprobar que en este tipo dé problemas se cumple el

principlo de superposicién de causas y efectos; por ejemplo en el -

- ejercicio anterior tenemos lo siguiente:

/70, ‘ ;
/ Ton/m

oL« Ton-m

“~

Q A@
S
| 3m 25
T |l

Em ’_{
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Ejempls 12.< Obtener los diagramas de los elementos mecénicos de

de 1a figura:

N m iy
T L ZTon,

4dm \: § %4

A ' 72n

I
/6
P 5 B2
V (7en) » HH d

‘..-

X «J b '
2 ) = =
AR 2

1 X !2
P=gx =¥ 3=%

Actuando en el centroide del 4rea

de presiones a la dist, X
x2 % —x3
M==3=17

1

0 s

:%éton-m

si x =0, M

Xx =4, M

x2
V=-P=7

i

six=0,Vs=
x =4, V=4 ton

[
o

‘ Ejemplo 13,~ Obtener los diagramas | reacciones _»'
de, los elementos mecénicos de la =0
figura: ZMB
; # Jon 4 R-404/3=0
¥ .
' 1
& ! LF, =0
T )
=% m Rt Ry = 8/3 ton .
—~ 2 7 3
A x KL X
“/ l M=3x-3 373*°713
si x =0, M= '
M(Eﬂ-”f) x =64, M=
2 ¥
aM _ 4 _x_ _ 0 xZ . 16
dX 3 4 ! 3
— si x =2,31; M= 1.41 ton
C N 4
L=3"3
sl x =0, = 4/3
X =4, =~ 8/3
* i
2
\
’ i

-t
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B Ejemplo.— 14 Super posicion de causas y 8fectos en un marco

@ Carga en el cabezal

s Ton,
235m | -
< [
ém
am
uf*\.
HamO a &\
I 1(\ Re=25 Ton
‘;%VHZS
L
REACCIONES ~
_ eMa=0 Cot L
5 x2.5-5R =0 v |Re=25 Ton_.
*# =0 ) ‘¢ |Ha=0
IFy=0
2.5-54+va=0 . Va=2.8 Ton

Puede observarse que [os elementos mecanicos enel cgbezal son los mismos que en
una viga libremente apoyada sujeta a una carga concentrada en el centro del claro y las ~

columnas trabajan a compresion .

.23

2.3

— 4 —

/ {Ton}

NOISININO D

2.8

NOISININOD

2.

o

143

e

e AT

B

| Ton// . 6m

b) Cargaenia columna izquierda

2y

c []

~

REACCIONES
Ma=0

BxIx4=8Rs

=0
8-Ha=0

Fy=0
—Va+Re=0

Momento flexionante

Tramo,AC
M=8Y-Y
2

aM=8Y-v* i |Y=8 para M max,
dy

Mma = 8x8~8*=64-32= 32 Ton-m
Siy=0 M=0
Tramo ¢p
M=32-6.4X
Si X=85 M=32 Ton-m
X=5 M=0

Tramo DB

. M=0
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Fuerzo Cortonte €) Suma de lus Corgas anteriores,

Tramo AC L
v=8-Y - . o 3TH
Si ::0 \6==-gTon : ’ ’ 18 a5 |
. ) ;_J
Traro CD ) ‘ (3
V=—86.4 Ton. . . ‘ ' T”""\ o
Tramo AB ' ) 8m
v=0 o
: ) A
Fuerza Normal % . ;[’h. Has 8 Von Rys 89
Tramo AC ! . /
Na2g.4 Tm (Tension) ' o
I Y Vaz3.9Ton
Tramo CO
’
N=0
Tomo 08 o o : REACCIONES
N=6.4 Tm { Compresién) Max0 ;
o , $x25+8x4~5Rav0 DS e e
. S © 128432:8Re ¢ : ’
Re = 4%-5- = 8.9 Ton » Re = 8.9 Ton, ,
3201105
32 IS - ] - F= 0
[Tl Res f B-Ha=0 - Hae 8 Ton
Q
=] M S
(Ton-m) v 2 &Fy=0
-Va—5+89=0
— —]  (Tom) § * .
P . Vaz- 3.9 Ton - Va= 3.9 Ton
a " 5.
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Momento Flexionante

Tramo AC
M=»8y—y’
2 .
Siys0  M=0 R S -
y-8 Ms 32 TM-
Tromo CE
b 32-3.9x
S5 xa0  M=32 Ton:M. B
x=0 M=32-97+22.5 Ton-M.
Tramo ED ’
M=89
Si x« 0 MO
Sl x=23 M« 225 Ton-M
\
Fuerza Cortante
' Tramo AC
Vs8-y? .
siy=0 ve8 L e
y=8 V=0 T
Tramo CE
V3.9 Ton
Tramo EO
V-89 Ton
Fuerza Normal :
Tramo AC N=3.9 Ton (Tenslon)
Teamo CO N+O
Tramo DB N=89 Ton (Compresion)

Noétese en ef siguiente resumen, que sumondo las causasy los efectos de
los cosos ) y D), se obtienen los correspondientes al ¢aso ¢).

G

EJEMPLO: {4
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- \ CowREss T|@
2 (—comprraE 3 CoMPRESION | 3 ®
£ -
-
<
=
[3
=3
z
N [rorrREsToE—4 - Fewsion 13
p [Crewson J5 | LTsses ?
2
o |4
R
[+ <
g £ 2 ]
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2l . s
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c sl * o
gl
i
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£
g Iz
S |3
's) =
% |2
£ |3
a
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DIMENSIONES EJEMPLO No, 15
N =
b SUPERPOSICION DE CAUSAS Y EFECTOS EN UN ARCO e
.
“ CIRCULAR DE TRES ARTICULACIONES =
: »
~ @
F 5 M 1 5 M 1
j 1
MOMENTO FLEXIONANTE FUERZA CORTANTE FUERZA NORMAL
{Ton-m) (Ton-m) (Ton=m)
2 Ton/ M
1.84
1.84
6.25 é

2 mm =1 Ton-m

1 mm=1 Ton-m

1 mm=1 Ton-m

2 Ton/M
LONIONLNOS

1 Ton/M

1.25

1.25 3.75 1.25 1.25
2 mm = 1 Ton-m 2 mm =} Ton-m
6.25
8.53
Compresion 6.70

2mm =1 Ton-m

.75
2mm =1 Ton-m

8.75
1 mm=1 Ton-m

s
“-)

i
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FIJACION DE LAS ESTRUCTURAS

Cuando ea un problema de equilibrio de fuerzas,
el nimero de incdgnitas es igual al ndmero de ecuaciones, -
se dice que es ISOSTATICO o ESTATICAMENTE DETERMINADO, es -
decir, con las ecuaciones de la Estdtica es suficiente para
resolver dicho problema, Cabe mencionar que en este caso se
consideran cuerpos rigidos,

Si el némero de incégnitas es menor que el de -
ecuaciones independientes de equilibrio, se dice que el pro
blema es HIPOSTATICO, Si el ndmero de incégnitas es mayor -
que el de ecuaciones independientes de equilibrio, se dioe
que el preblema es HIPERESTATICO, En este caso es necesario’
recurrir a las deformaciones que sufre el cuerpo de acuerdo
con las caracterf{sticas del material de que estd constitui-
do,

e

5) ARMADURAS ISOSTATICAS.

EJEMPLO .~
. P
g | "zl f).
A e R,
2 ecuaciones, 3 inoégnitas *

Problema hiperestdtico

A

condiciones al elimi-
nar el apoyo central,

8e aplica una fuerza
R2 tal que produzca -

una flecha "A" hacig-
arriba,
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condiciones reales,
suna de las dos an
teriores.

Es conveniente observar la forma en gque un punto
¥ un cuerpo quedan fijos, , ,
Punto Fio con mas
ole Fres resitricciones,

Punto Fisa con
Fres restric-
cronass.

152

Obsérvese que las condicones anteriores son nece
sarias pero no suficientes, puesto que se pueden teper por -
ejemplo seis o més restricciones y no fijar sl cuerpo y para
fijarlo se puede tener cualquier nimero de restricciones ma-
yor que seis,

.

ARMADURAS EN EL PLANO

c c
A B
A 8/
comprosién
S |
C
O £ g g
T oa
: : o
Condiciones hipoteticas tensién

e - T

X

Es decir, para fijar un punto en el espacio se -
requieren como mfnimo 3 restricciones no coplanares. Obsérve
se que el ndmero minimo de restricciones es igual al de ecuz

-ciones independiontes de equilibrio para dicho punto,

Para fijar un cuerpo en el espacio se requieren
como minimo 6 restricciones, nidmero igual &l de ecuaciones -
independientes de equilidbrio,

PEREERREN v

=

]
ol ’ Cordsn Anfbfvbr-///

CONDICIONES REALES
1a, Hipbtesis,-
Las fuerzas estdn aplicadas en -
los nudos y en el mismo plano que los ejes de las barras,




—\
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2a., Hipltesis,-

En los nudos © uniones se tienen
drticulaciones y por lo tanto los miembros se encuentiran su-
jetos a dos fuerzas iguales, colineales y de sentido contra-
rio y los pudos & fuerzas concurrentes,

Si el némero de barras es "n* y el nfmero de nu-
dos "j" se tendrdn n + 3 incégnitas y 23 -ecuaciones de -
equilibrio, por 1o que el problema es isostdtico interiormen
te y exteriormente si:

n+3=2j ne=e2j-3

o sea, antes de resolver una armadura plana es necesario re-
visar que se cumpla la condicién anterior, em cuyo caso di -
cha armadura es isostdtica y justamente rigida, esto dltimo

ge puede comprobar en la siguiente forma:

5
1 =2(2) =3 [t athe s r
' 1 =1 .

=3

[~
n
w

23 -3
2(3) -3

w W
L}

J=4
D=2§~-3
= 2(4) - 3

\n
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Obeérvese que una armadura isostdtica y justamen
ri{gida resulta triangulada,
Analicemos otras condiciones:

_ ——————————

7 incégnitas

8 ecuaciones

9
)

1

1

3

t

]

t

¥

]

]

¢

I

]

i

]

1

)

i

- 1
~———

mecanismo
y-4

Vo c
8 ecuaciones
9 incégnitas
Armadura isostédtica ex-
A.A teriormente, hiperestd-
8
tica interiormente,
O ¢

8 ecuaciones
9 incégnitas
hiperestdtica exterior-

mente, isostdtica inte-
riormente,

problema hipostdtico que
no se puede resolver co-
mo armadura por ser Un--

A i 1
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" ARMADURAS TRIDIMENSIONALES

Si la armadura es isostdtica exteriormente se -
tendrdn 6 ecuaciones de inodgnitas externas., Ademds, se ten-
drd una incdgnita para cada una de las "n" barras, teniendo-
se en total n + 6 incdgnitas, Se cuenta con 3 ecuaociones -
de equilibrio para cada uno de los nudos en el espacio con e
un total de 33 ecuaciones de equilibriod

Si la srmadura es isostdtica y por lo tanto jus-
tamente rigida deberd cumplirse:

n+6s= 3§ ne 3 -6

expresidén cuyo cumplimiento deve revisarse antes de analizar
una armadura en el espacio,

la, Hip6tesis,-
Los ejes de las barras concurren
- 8 un mismo punto en los nudoa o0 uniones,que por lo tanto es-
tarén sujetas a un sistema de fuerzas concurrentes, ypuesto «
que las fuerzas externas se consideran aplicadas en ellas,

2a, Hip6tesis,-

Las barras estdn articuladas en
los nudos, y por lo tanto son elementos sujetos a la accidn
de fuerzas iguales, colineales y de sentido contrario, Tam -
bién puede comprobarse gque una armadura isostftica y justa -
mente rigids en el espacio resulta triangulada,

NS

T
~
§1
=
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AFLICACIONES

Existen dos métodos analiticos para resolver las
armaduras: )

I) METODO DE LOS NUDOS.-

Consiste en encontrar -
el diagrama de cuerpo libre de los nudos por separado para =
analizar su-equilibrio. . . .

JI) METODO DE LAS SECCIONES.~
o Se trazan secciones
hipotéticas de las armaduras aislando el diagrama de cuerpo
libre de la parte que se encuentra en cualquiera de lbs lados
de dicha seccién y analizando su equilibrio se pueden ‘encon -
trar las fuerzas en algunas de las barras -

’

EJEMPLO 1.- »
Obtenga las fuerzas internas en las I
barras de la armadura gque se indieca. 10 7on
} 4 m e Im 4m ;
<
& 7on <
££m
A
& ~ 4
/ 7on
70 Ton Obtencidén de las reacciones
5 7on ¢ 0 externas;
ZMA = 0 A
Am
1(4) - vg(12) + 10(8) + 5(4) = 0
A A £ ~ B8 .
12VB = 104

£m €m ____ £m Vg = 8.66 Ton
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? = . ' F: F_=
LR, =0 | LF =0 | NVDO Lr =0
8366-1-10+VA=0 ~-H +5=20 Ppo co8 450 - 1,34 = 0 | |
. — ¥y =234Tn ————— H =51n : ',; s ,ti = 1.88 Toﬂ () - .
_ yx |
, : . LF =0 . |
NUDO B: ’ : Ly | ;‘5 8366 - Fog ~ 1.88 cos 450 = Q.
Yy zry =0 .. , . — =
: _ : Pon = 7332 Ton, ()
- 4 FE [
8,66 - Pap S.eg 450 = 0 ~. L —,
P 0I7071 By = 8166 . NUDO E;
& : 8366 L2 =0
3 P = m— .
£5° ¥ ED : ) ' - Py +732=0 ;
v _f : Por = 12,2 Ton| (@ . e i
B n| [Fga = 7432 Ton | (1)
£ éé YP_ =0 : : o — )
x e —_ — — ZPyHO'_ T —
= Fpp + 12,2 cos 450 :
- Pge-1=0
lfsr = 8.66 Ton| (7)
_ Fgo = 1 Ton. (1)
NUDO D1 ' , o -
LP =0 | | NUDO C
. Yy R ) ZFy = 0
- FDC - 12.2°cos 450 = 0 . ) . _
; FCA cos 450 « 1 = 1,88 cos 45° = 0
Foa = 12,2(057071) '
- > | ‘. 266 Boy = —amlprr + 1588
\ | Fpg = 8466 Ton.] (0)
/0 ‘ [Fop = 333 Ton.| ()
sz e 0 o £, / /.84
10 % Fpp + 1202 cos 456 = 0
22 LFD

= 134 Ton?l (c)
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RESUNEN:
/0
. P ¢££ﬂ§(k)
/L EECE)
33 /27 (c)
/0¢) /£3¥)
73206 732 08) 46604
id / ‘ géc
Fuerzes en Jon )
Comprobando aplicando el método de las secciones:
Seccibn 1 ~ I
z
I ZMC = 0 .
(4 £ )
&7n == 2.3408) + 5(4) - Byp(h) = 0
.. | i
‘ i IFEF = 7,34 Ton.] (T) -
e
£ J ‘\\ ZMF = Q
5% Tn | AR 5(4) = Bp(4) = 4 = 2,34(8) = 0
Z3€ Jon l [Fop = 8,68 Ton.|  (C)
I
Y -

= ¥
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EJEMPLO 2.~ i
' ' Obtener las reacciones y fuerzas ip

S

ternas de la arwmadura,

uy A ’ [ E n=29
T 5%
Zlr npne=2j-3

9 =2(6) -3

i=6

armadura isostdtica

Obtencidn de las reacciones

— X:MB o

- BA(4) + ?(4) + 3(6) =0
26

, R, = =3~

A 4 £

o

27on RA = 6.5 Ton

Vh -3=0

‘5‘ 2 Vg = 3 Tom.

| Im X Im

.,
L




NUDO Et
Fe [
e
NUDO F:
fom
' /2
3
fom
3
NUDO C:
fac 2
fae £y
£ Ty
g
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RNUDO D:

LP =0 - Zry =0
FCE m 2 Ton | (T)

-3+—-§-FCF-O
-—%' FEIRY

Pap = 3,75 Ton | (T)
CF

LF, =
-3 75(-i}-) -0y

162

erso

Fop = 2425 =

’FDB = 2,25 Ton

Z:F =0

F

y

Comprobacién en el nudo B:

[,F-BF = 2,25 Tonl (C) ﬁ‘

Iz,

— Fpg = 3.75(—) = 0
[FBC = 3.75 Ton] ()

L

| Ppg = 6.5 Ton ] (1)

“f

F
- Fuo + 3 75(—%—) + 3, 75(—%—) +2=0

pc = ©

(¢)

4

Fuerzas en Jon

45 Fverzes rdlos ‘

. - 2. - 02 =
a5 445 = 2.5 = 3.25(—4-) = 0
-/« 2-1,9 =0
3 040
£5
. z27s
&
[ Zry 0
s 4
3 - 3:25('—'5_) =0
-2,7=0
020 '
RESUMEN
A ety € pity &
6.5
T 27s\@ ]
i yz) ~
L5 Z2756)  775()
3 3
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EJEMPLO 3.- NUDO E:
Obtener las reaociones y las fuerzas 4 4 YF=o0
internas de la armadura siguiente en el espacio, -
e °gp = J
& m : .
— . .
3); yr) /;7 / eEC = =1
b 5 A T A
S Z7on & -
. / £ & g, = cosXi + cosexy + comxk
. 5 .
Im : G z T = 6§ 43X
- Y o VE -
6 3 N L]
¥ CFo) = Poad + P, ( i+ k) - 2k = O
etz e STl - Tet * el Y
n = = . .
be 36 (0.9 Fy - Pgodi + (Ppp)d + (0045 Fy = 2)k = 0
12 = 3(6) -~ 6 por igualacién entre vectores:
: 12 = 12 Pgp = ©
A _
// - ) *
’ estdticamente
4 : determinada 0.45 Fgy -2 =0
i = L ’ (}EA a 4,45 TonAJ (c)
Obtencién de las reacciones : ‘ i
i
ém o ’ -
, T I ‘ ’ 0,9 Ppp = Fpg =0
L Fyg = 0.9(4.45)
& Ton
o .. : Fyo = 4 Ton ()
. // NUDO A:
A8 o z TF =0
Y c T = (617- 53+ 30) =
y F o (-] = j
- * 7,45 AB
4(6) = T(3) =0 H=17=8 Ton V-4=0 : =
. £ 6,0 =k
T = 8 Ton S V = 4 Ton ) i
I X ?AB = (61 + 3k) 15
= = = = = z
TC-TD-4TonJ [HA Hy = 4 Ton | [V, = Vg = 2 Ton] v




165

YF=0
41 + 2k + 4.45(0.91 + 0.45k) + Fyok + Fypd + F,p(0,721 =
0,63 + 0,36k) = 0

166

O o« Jon (¢) ~

(4 + 4+ 0,72 Fyp)i + (Fyp - 0,60 Pap)d + (2 -2+ Fpo +
0.36 Fyp)k = 0

por igualacibén entre vectores:

4-4+0.72P,,=0

0.72 Fap =0

FAB - 0.60 Fpp = (o

Fap - 0,60(0) = 0

Fop=0

AB

2 -2+ Fpo + 0.36 FAF =0

FAC + 0,36 F = 0

AF
FAC + 0,36(0) =0

Fpg =0

En la nmisma forma pueden analizarse todos los nw
dos,

& Ton

L lon

A

2 Jon

Con este ejemplo se ilustra el porqué en los ca-

sos préoticos se consideran armaduras en el plano, puesto que
como puede observarse, al no actuar cargas horizontales eX=——

ternas, solo trabajan los elementos en planos verticales, sir
viendo los otros tam solo de contraventeus,

EJEMPLO 4.-
Obtener las fuerzas internas en la =
siguiente armadurs,

# 7on
£%n & F oo
Im
4%n__|c 0
3n
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Reacciones:

LR =0

ZMABO
4(3)+5(5)+4(3)-3RB=0
4+12+ 4By =0

IRB = 20 Ton

ZFy=O

20+VA—4=0

IVA == 16 Ton]

NUDO A:
Fac Ao
SO 70n L5
Z6 7on
RESUMEN:
pu - WiDO D:
q"o &8
&(7) S {4&J .
#£ e o \ 4
) £
een| 20@
2o
s/ - -
/7t 2
P23 20 P

‘NUDQO F:

Apnz=o

20 7on

NUDO C:

: e .
€70, e = #76n
) Fac

NUDO E:
€7%n ———T\
F:a
€ 7on

EJEMPLO

"siguiente armadura.

168

5=
Obtener las fuerzas internas en la

, dm

!
¥ o

2:3/4 c

Im

8
37on
Reacciones, NUDO D3
ZMA =0
A w3 Ton (f) — et
34) ~3Ry =m0 e
K
IRB = 4 Ton &
# Jon
ZFX = 0
Fon
Fom iy = 7]
ZFy = 0 RESUMEN ¢
[Vé = 3 Ton 37
Flon A [
o=
— 2
G
£ /on (c) D
s 370

e

i‘\

v
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CABLES

Consideremos los cables flexibles e inexteneibleg

en las condiciones ilustradas en la siguiente figura:

81 el cable se encuentra en equilibrio, asf lo - ‘ *
egtard cada una de sus partes,

Analizando un elemento de cable de longitud Ag

6) CABLES,

- 0 = origen de 1la referez_i
A'A; cia de los vectores

de posicién. ; |

e 4

Ecuaciones de equilibrio:

TF=0ierennnnna()
LM, =0 .iveunnn..(2)
‘ de (1)
T (T +AT) +‘~W‘AB =0
-AT+wAe=o0
= —A——g- tomando limites cuando As—-o

A
: 7= dT --00000(3)
ds ;
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ae (2) , , GABLE SUJETO A CARGA VERTICAL.

FxT-(F+0F) x T+ AF) + 7 x (¥he) =0
FTxT-TxT-FTxAT- A xT-Ax AT+ T xW)e =0

Si: Ag--o0, Ar —o, Ar—o, rt—7

A? x A? es una diferencial de 2° orden, que resulta -
despreciable en comparacidén a los demds térmi

nos ’ puesto que existe equilibrio:

(T + AT) cos (-9—+A-6—) - T cog6=0

Ay & — _—
- x®f+r xW=0
s As si: Ar—o0, QDe—o, y Ao-—o0
— 47 A = - — ?cos(0 +0o)+ AT cos(0 +Ao)-Pcoso=0
-rX -~ —— xXT+Trxw=20
ds ds : : - Tcosﬁ+A’l‘ 008 -~ T cosa-6=0
tomando en cuenta (3) ' ' AT cos =0 .
I . e :
-rXW- s xT+rxw=20 ‘ S . As(Tcos-e-)-O
aF _w_ 4 T T TR C— . .
P xT=0 ‘ z . -E(Tcos-e-)-o
.- - . o es decir:
pero: ‘t'f,—
' T cosa6= cte =« H ..o.o-ooc'o(4)
7 Para un cable sujeto a carga vertical se conserva
I - - constante la componente horizontal de la tensién,
sz" 0
- S C(r+ D) sen(-6-+ Ao )-Teseno-wle=0
X reen(6+0No0)+Arsen(o+NAe)-Tsene-wls=0
3 = vector unitario tangente a la - sir As—o0, Ar—0, 3y Ae—o0
curva del cable Teeno+ AT sene--'ruen—e-wﬂsao
por lo tanto: . T LW o g0 e e i oeew T —a—dg sen9-- W= 0 o

Es decir la tensién en el cable T tiene la direg .
cién de la tangente a la cugpya en cualquier purto. _ _%'g— (sen 0 ) = w
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y de (4)

d
das

(Htan 0 ) = w

d4(H tan0- ) = w ds

174,

ta.n-G-:L w de
H

ax H

S
por lo tanto: _dy 1f'dg esvecesasss(5)
(o]

Esta expresién puede presentarse en otra forma:

s .
w-[wd-

por lo tanto: -SL. - X
dx H

tan © = T

CABLE SUJETO A UNA CARGA UNIFORMEMENTE DISTRI -

e

para y = 0,

A

BUIDA ER SU PROYECCION HORIZONTAL,

RANNN

A
Tr77I77777 7
Sa

X
-

[, el e é ]

f T

/-td

C=0

ton 0= 3L - X
dx H

longitud del cable:

s

ox




i
y

i75
ds2 = dx2 + dy2

ds = \/dxa + dy2
i =1 ()7 0

ds = “VG + (—-ﬁg—)2 dx

S
Ss[ 1+(—-§x—)2 dx
o}

R A =

wh

wa 1+(wa

wh

~r
n
—

3y = 51+ (F)° +7HW-L[T+ ”(T)z}

Spotar = S5 + By

Sroras = VT P B n | T

PRI

Zm

-g— 1+ (—E-l—)—)2 + —§W~ L

EJEMPLO 1.-

[ —%E- +\/1 +(

W

©

o

Obtener el valor de las tensiones

mixima y minima,

8 (xs,6)

X

]Em

b

i o ) 2 } + i ST -

176

Ecuacidén del cable:

2
y=—%xz—"‘ :-oonaov-..-o-(1)

x, - x, =50 I -3

sustituyendo en (1) las coordenadas de A:

2
500 x,

2"

_ 2
H= 125 xg

sustituyendo el valor de (2)

H= 125 (X:b - 50)2 o‘-cvo(B)

sustituyendo en (1) las coordenadas de B:

500 x2
2H

P =

2
500
B o (4)

12
de (3) v (4)

125(x, - 50)% = 293~ xZ

8x2 - 1200x, + 30000 = O

resolviendo:

xb=31u7m
de (2): x, = 31.7 - 50
X, =~ 18,3 n
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de (3): H= 125(31.7 - 50)2

H = 42000 Kg, Tensién minima

T =‘\/(4zooo)"’ + (500 x 317)%

[ﬁTmax = 45000 Kg.

CABLE - SUJETO A UNA CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA
A 10 LARGO DE SU LONGITUD.

A 7
r,fi

%-_ﬁg_ 0...00.(1)

ds = \/dxz + dy2
ds = '\/1 + (-%)2 dx

ds = V1' + (—Es—-)2 dx

178

ax = ds

1+(WS)2

x=[ ds + C
j[1+(ws )2

H -1 _ws
x=-w—senh —H—+c

1

condiciones de frontera:
si: s = 0, x = 0, C1=0
sustituyendo nos queda:

creenenensd(2)

N .

sustituyendo (3) en (1)

‘%:senh—ﬁx— N ¢ 3

integrando (4) LT

H wX
y=Tcos—H—+02

condiciones de frontera: si x = Q, y

_ _H
por lo tanto: ) O—-—W—+C2



es decir:

y = —%— (cos b —r= = 1) | eevesncas(5)

La ecuacién (5) se denomina "ecuacidén de la cate
naria"®. Esta expresién se puede simplificar llevando a cabo
una traslacidén de ejes, quedando la expresidén de la siguien-
te forma:

l y = —%— cos h —p=

seearessasesses(B)

o

‘40

\___/"

puesto que:s

T = \/H2 + w2
T = \/H2 + (wa)?

sustituyendo el valor de (5) noa quedaz.

T ='\/H2 + (H sen h —55-)2

de acuerdo con las propiedades de las funciones
hiperbdélicas:

_ﬁf T =H\/(cos n —EE—)z

T =H cos h _BX
D:a

I”/w
- _ >
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considerando la expresién (6)
H cos h —%- = yw

T = wy

EJEMFLO 2,-

Obtener la longitud del cable 'y la -
tensidén méxima en este,
. ’000 F¢

4 A

swagasenh —%—

.'.'.'.’.I.'...'I(1)

Fwocosh —%— N €-3 |

T=wy -.o--o‘o.-...olo...l.o'o't(3)

si: x = 500 f%,
en (2) se tiene:

¥y =c¢4+ 300 sustituyendo

¢+ 300=c¢cocosh 520 N —

¢ = e + 300

500
¢

cea h

ot i
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Obtendremos el valor de "e" por tanteos, es decir EJEMPLO 3.-
por aproximaciones sucesivas de acuerdo con la siguiente ta - Cable sujeto a cargas concentrades,
bla: ) . .
. / / /
.- e + 300 - . Om Om , /[Om 1 Om -
— ¢ ¢ + 300 | 500 | .,4 3 900 cos h —200
c c c
500 800 1.0 1,543 515
550 850 0,91 1.444 585
400 700 1.25 1.898 370 30045 4004
450 750 1,11 1.680 448
450 £t ’ o o SL b, = 6m obtener: hy, hp, Ay, Ay, B, B (Re
¢ = acciones en los apoyos, obtencién ¥ configuracién)
L=2 Sy Por equilidrio del oonjunto:
1
de (1) Lr =0
00 — - n - o
L = 2(450) sen h
Ax-Ex N & D |
L = 900 sen h(1,11) Thy = 0
L = 900(1,352)
Ay(40) ~ 200(30) ~ 300(20) ~ 400(10) = ©
L = 1210 £¢
Ay a 6000 + 6000 + 4000
¥ e (3) / i +00
_ ‘ “ , : A_ = _1600
Tnax = "Vudx o : y 3
Thay = 5(750) B » A, = 400 Kg.
dex = 3750 £t
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Lry=0 - » Tramo DE
Ey - 200 - 300 ~ 400 + 400 = 0 , : _ Ly =
= : : . 1000(h,) ~ 5000(10) = ©
E, = 500 Kg. | /Om by
. £, P0G 00
4 I " =
X . Y-}
Tramo ABC 500 £
400(20) - A_(6) -~ 200(10) = O
/Om /0m x

= B0OOO - 2000 : ' ‘ Te .;\/(E )2 + (8,)?

Fm:]: : 7
400&?; = 1000 KS" _ : ' .3 -\/250000 + 1000000 i
?40,9 7 -

______ , —
! N .
— (1) } <y l ~ | ' mp = 100 V25

E_ = 1000 K. o Ex = /000 4 —
’ To = 8.
E
Tramo AB A
= ~foa 32 2
Yuy=o0 Ty = VA + (Ay)
727 ~ ' . 400(10) - 1000(hg) = 0 N ;\/wooooo + 160000 °
/000 A A . o ' V7
_. 4000 |
l ~5 I/;, by = 500" . , : : Ay=g00ty T, = 100V 116
00 45 Ar =/00045

bp=4m| l T, = 1077 Ke. e
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POLIGONO FUNICULAR

N
A

o
ool

/f’o/o s /oo/orc.f

@h

Polf{gono funicular

Poligono de fuerzas -
o dindmico

%

APENDICE 1

METODOS GRAFICOS Y NUMERICOS.

Egcala de longitudes (EL)

B. = L m cm hig
L =1 cm ' om ' In

Escala de fuerzas (EF)

r [ 1b N
By =1 [TL’F- e e °"°_’

En el proligono dindmico podemos intercambiar el
orden de las fuerzag,
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Si se cierra el polfgono dindmico la resultante
€8 un par o bién se presenta equilibrio,

188

SOLUCION GRAPICA DE UNA ARMADURA

L X 2

'
£7
Vs £ on /OTon -
I
g
Sron 1
) 2.34 75, s 7%n éé7sn
Se cierra el poligono dindmico ¥ la resultante - L Ho —_ Em ol ol )
©8 un par ya que el funicular no es cerrado, i o ] B
Inicialmente se obtienen las reacciones en log -
apoyos analiticamente o grdficamente.
A continuacidén se dibuja a escala la armadura y
se considera el equilibrio de cada nudo trazando a escala el
Af === Pol{gono funiculaxr T poligono de fuerzas correspondiente,
e e
[3 -
cerrado, el siste _ 0.5 cn - 2 Ton
ma estd en equili- ¥~ T Ton cm
brio,.
B = 0.5 om_ _ _2m
A F L m cm
Obtencidn de reacciones utilizando el poligono - y o
funicular. .
Poligono funicular cerrado Polfgono dindmico cerrado @ _[ c ¢
' g 4 b, te
: £
s £l %\ f e 7 [
5
—— : V{4
. - L 8.8(c)
<
7%7. ' i 5.8 acr) sa.a(c)
'ej <y ' € P “ "‘(‘)
o 73¢r) r3cr) 8.8¢7) sce

S
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) 190 e
- OBTENCION NUMERICA DE ELEMENTOS MECANICOS EJEMPLO. -
2758 575n £ n
- [ t—’( = |
corceplo A
157 ~ A 2m Im 3, +< ™
P -2 -5 -7 Zan
' | 1, _ " o/ \\-z,/ \-7/ \_a -
a M o -6 l -32 -32
y)
2 2 P / \ / \ /\ /
i P 0 s -6 -27 TP | FBn-rm
Ve Py ..y £9 49
IC/ ’e‘
4 s 4s Ao [ v | #9¢ 2.9 -2./ -3.¢
AMe %8 a7 /AT //70
0 Ya e /> / >} / Ez \:}
sttt
* v Vs
v —EN T Lrrlo 2 o5 s0.2 o
ﬁﬁ “ c?ffo/{}.-iooe: F;s, l—‘ffin l/zsn . .
injciafas P y) =S¢ Zan-m
. condicionas 277
An i o AM cerrect/vos f‘vr V) G
2 | | 7
M M . 9
T~ LU 4 v +r we Il T m/“"
_ bt ™
2 v J (‘.)L a./r
w = -4 V=fwdx Ay = Vhy o= Am,
b= Vo, = A,
= f A, = Vor, = A
v——a-x— M= de 3— 3~3-A1:3
Ay = Vyny = Aty
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R OBTENCION GRAFICA DE ELEMENTOS MECANICOS

L

A R~

A
£

€2l

7
J

F. = oL m ft .....
T cm ! In

B
i
[}

) P _ _Ton, 1b ....

g
h
[

=]

=)

;
A Eyp v am_ _ Awm
TRy . P Ve =%

DAu = vAx

V1h1 M1
Y= T A v =
1“r A L*F
por lo que el diagrama indicado (polfgono funiocular) es el de
momento flexionente con la egeala: Ey = B E; A

APENDICE 1I
FORMULARIO.




1e-
24
3u-
4.~
5.-
6.-

.-

8.-

10, ~
1.~

12

“3.-
14, -
15.=
16 .-
17.
18,-
19,-
20,-
21.-
22.-
23.-
24,
25,~
26 .~
27.=
28 =
29.-
30.-

193

8en(90 - o) = c08 o
c08(90 - «) = gen o
tan(90 - o) = cot
€0t{90 - o) = tan o
ec(90 =« ) = ¢80 o
¢30(90 - ) = sec o

COC X =

gec o< =

ot = =~

2

0 ) = = 203
5] -q) = - tancg
cot{160 - «) = ~ cot ox

sec(180 -~ x) = - secox —

e8c(180 - <) = csc o
sen(180 + o) = - sen
c03(180 + o) = ~ cosox
tan(180 + o) = tan o
cot(180 + ) = cotex
sec(180 + ) = ~ sec X
esc(180 + &) = - cscox
sen(360 - ) = ~ senc
c09{360 - x) = c08 o
tan(360 - X) = ~ tanog
cot(360 - ) = - cotoc
sec(360 ~ ) = secex
c8¢c(360 ~ o} = - csCec

194

31.,- sen(- ) = - gen

32,= co8(~ X) = cog o<

33.- tan(~ «) = - tane<C

34.- cot(~ ) = - coteX

35,~ sec(~ o) = sec <

36.- cg0(- X) = - c8cX

37.- sen(eX + B ) = seno( COB@ + COSCX 8ED,F
38,- cog(o< + 83 ) = coBcx 008,83 ~ sencX gen@

39.- tanlex + 0) = PRI

40.- sen(o< -~ @) = senx c083 - coBX send
41, cos{e< = @) = coscX coBQG + senx send

- %
42.- van(e< - RB) = "%ai«tan«antaﬂn,e

43.,~ gen 2 = 2 86N <X COB X

4.~ CO8 2X = coszo< - san2a<

2 tano<

45.-tan2°<=____§__
1 - tan“ex

46 .- coBleX = 1+ gos 2c< . i

47.- sen®ox = —-—--5—-5—1 =208 2

48.- sen hx = o* 3 e”x
49,- cos hx = eX -5 e~X
50.~ cos h% - sen h26 = 1

-2
o S <
52,~ cot hx = _z,;_:_::_:_
53.

-—%;-senhxs cos hx

54.- —%;— tan hx = sec h°x

i R A
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55.-—%3— sec hx = - sec hx tan hx

56 = —%;— cos hx = sen hx

57.——%3— cot hx = = ¢80 hx cot hx -

58,= "gi" coe hx = csec hx cot hx

e - 8

59.,~- sen x = - —

ix =-ix
60,= 008 X = _e___}_g___
61,~8en ix = 1 sen hx
62,~ 008 ix = cos8 hx
63.,- 008 h(x + y) = cos hx cos hy + sen hx sen hy

2

64.~ seq h2x + tan h'x = 1

70 .~ —E—d ut = pyP-1-gu
du dv
a a v —u
e =gz~ 5 = v

72,4 w1 du ' .
T TX Ta a ~dax

d d
Be-f =
du

75 .- —g—x—- sen u = cos u —g‘-‘x—
76.——3—; coa U = - aenu-%%—
77~ —g-x- ten u < sec?u —%l;—

78~ —g'x- cot u = - ceou —%%—

79.--%-1:— aeou=secutanu—g%-

30.__33_escu--cecuucotu-%‘;—

du
- a ax_ 7 -1 >
81~ —35 ong sen u = —=2&L . (= = £ sen ufT)
* 1 -2 ‘
- du
82.~ —g—x—- ang o8 N = m——etXm ., Ix (0 < cos™lu 2 7)
1 -u? '
a du —
83.~ ang tan u = X (- %= < tan~'u < -Z2)
—ax w2+ 1 —Zz ~zZ

I S



94,~ /cos hu du = sen hu

-1

u

-1

77

u<—T)

“

u <

NI\\

7
-

' 100.-
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__g_u__
d X
- X% @Ng 0t U = ———gye—e (0 <« cot™ u<)
x u® o+ 1
5 21 (0 sec™"
d X sl u 1 (0 £ gec 'u ¢ ~5
85.——d-—ang S6C U = ————Te = 2
X
uVu? - 1 aiu41(- £ gec”
1 _ Gu N >1(0 -1
86 4w i ang c8c w4 = ——SX dx si u = < e¢8BC
' dx
w\ul - 1 sl u €1 (-7 £ csc
da o1 du
87."1x—Lu—'——u X
q d u _ _.a _du
B-ax ¢ =
da u u du
'89---3'1—8. = & La.—-a;—
d v _ o,v=1 _du v dvy
90.-—3;—’.1 = vu —a-;--!-u Iau—a—x—
91.-]te.nzudu-ta.nu-u+0 '
92.-[cot2udu=-cotu-u+c
93.-[aen hu du = cos hu + €
+ C

198
echzudustanhu+c

f
[au
[

95.-
97 .- =au + C
f(du-w-dv-dw)- du + dv - aw

du_
-~ =Lu + C

99.- J( AT (a # -1)

101.-[e du = e% + ¢

n
102,- [a® du = ‘%E“ +C

[a
103.-[senudu--cosu+ ¢

1°4c"

105.-[ecudu=ta.nu+0

cos u du = gen u + C

106.-[cacudu=-cotu+c

s

{)
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107.- j'secutanudu=seou+c .
119.- [ du = ang sen -—:- + C
3.2 - u?
108,- [ocso u cot u du = = csc u + C
1204~ |- du = ang cos 2 +c
. A 2 a
: a“ - u
109,-~ ftanudu-l.eecu+0
121,~ du = L(u + u2 I 3,2 ) + C
w2 a2
; 110,- cotudu=1Lsenu+ C 2
3
{ 122.— [ du = --J—- ang sen _ll... + c
' 2 2 8 a
u\/uc ~ g

111.- fsec u du = L(sec u + tan @) + C
123.- [— ______du - ang csc —-——: + C

. " ) 2 a
cot u) + 0 ' . Ve

112,~ [cso u du = L(esc u

\\

T 128, s — an cot 2. 4+ ¢
[ W2+ a2 a & a

113.- cac h%z du = = cot hu + €

114, gec hu tan hu du = « sec hu + C

115,= [schucothudu--—cschu+0 ' ‘ S )

116.- —2-—d-u—-r=—;-angtan-%—+c *
u® + a
117 0m du =1Lu.-za.+c
¢ uz-az 7a u+ a
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