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s y λ = 107.13 m. Las ĺıneas azules y rojas corresponden al

experimento de Liu et al. [20] y el presente modelo matemáti-
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Resumen

En este trabajo se presenta un análisis de la respuesta dinámica de un

suelo poro-elástico inducida por ondas de agua largas. Para ciertas combina-

ciones de los parámetros f́ısicos del suelo y del oleaje, en cierta profundidad

desconocida del suelo, los esfuerzos verticales tienden a cero. En estas con-

diciones la licuefacción del suelo es inminente y en este estado la presión de

poro es prácticamente igual a la sobrecarga de la presión del suelo. Este tipo

de problema se ha estudiado ampliamente en la literatura especializada y

las contribuciones principales se basan en la solución de las ecuaciones de

gobierno y el uso de criterios de licuefacción. En este trabajo, la profundidad

de licuefacción máxima inducida por ondas largas es parte del problema y se

obtiene como un problema de valores caracteŕısticos. Para resolver el proble-

ma previo, las ecuaciones de gobierno parcialmente dinámicas se presentan

en su forma adimensional. Los resultados muestran que para ondas largas,

la magnitud de los desplazamientos horizontales son más pequeños, y que

para incrementos de la longitud de onda o del peŕıodo del oleaje, la profun-

didad de licuefacción máxima crece. Se obtienen soluciones anaĺıticas para

la presión de poro en exceso y el desplazamiento horizontal y vertical. Los

esfuerzos verticales y la profundidad máxima de licuefacción se comparan

con resultados experimentales reportados en la literatura especializada y se

encontró que éstos tienen un buen ajuste.
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Abstract

In this work, a theoretical analysis for the dynamic response of a poro-

elastic soil induced by long water waves is carried out. For some combinations

of the physical parameters of the soil and wave characteristics, the vertical

stresses tend to zero at a certain unknown depth of the soil. Under this

condition the liquefaction of the soil is imminent because of the fact that

in this stage the excess pore pressure is practically equal to the overburden

soil pressure. This kind of physical problem has been widely studied in the

specialized literature and the main contributions are based on the solution

of the governing equations and the use of a liquefaction criteria. Here, the

maximum momentary liquefaction depth induced by long water waves is part

of the problem and it is obtained as an eigenvalue problem. To solve the pre-

vious problem, the partial dynamic governing equations are presented in their

dimensionless version. The results show that for long waves the magnitude of

the horizontal displacements are smaller than the vertical displacements, and

increasing the wavelength or the wave period increases the maximum lique-

faction. Analytical solutions for the excess pore pressure and the horizontal

and vertical displacement are obtained. The vertical stresses and the maxi-

mum liquefaction depth are compared with experimental results reported in

the specialized literature and they are very close to each other.
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2 Parámetro adimensional

β Compresibilidad del fluido de poro

Γ = Cγw
Gksk
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γs Peso esfećıfico del suelo
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(1−2ν) Parámetro adimensional

ω Frecuencia de oscilación del oleaje

Sub́ındices

I Incidente

s Referente al suelo

w Referente al agua

xi



Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Motivación

El fenómeno de la interacción del oleaje con el fondo marino ha atráıdo

la atención de ingenieros maŕıtimos y geotécnicos en los años recientes. Com-

prender los mecanismos y procesos del problema de la interacción oleaje-suelo

marino es particularmente importante para el diseño de las cimentaciones de

estructuras maŕıtimas cuando éstas están sujetas a la hidrodinámica de olea-

je. El oleaje, además de inducir fuerzas sobre las estructuras maŕıtimas, tam-

bién puede desarrollar inestabilidades en el suelo marino, [1–3]. En las déca-

das pasadas, se han hecho esfuerzos considerables en el estudio del fenómeno

de interacción oleaje-fondo marino-estructuras. La razón de incremento en el

interés de estudiar este fenómeno es que muchas estructuras costeras (tales

como paredes verticales, columnas de plataformas petroleras, tubeŕıas y rom-

peolas) han presentado daños por la respuesta del suelo marino inducida por

el oleaje y no necesariamente por deficiencias constructivas. En la Fig. 1.1 se

muestran algunos ejemplos de estructuras costeras que pueden ser afectadas

por la inestabilidad del fondo marino. En la Fig. 1.1a se ve que las ĺıneas de

conductos de hidrocarburos requieren de anclajes, los cuales tienen la fun-

ción de no permitir el desplazamiento de las tubeŕıas. Cuando la inestabilidad

del suelo alcanza la profundidad del anclaje, las tubeŕıas pueden presentar

1



(a) Anclajes de conductos (b) Ladeo de plataformas

(c) Cimentación de aerogenerado-

res

(d) Inestabilidad de rompeolas

Fig. 1.1: Ejemplos de inestabilidades de estructuras maŕıtimas.
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desplazamientos, incluso fracturas debido a la oscilación del oleaje. Otras es-

tructuras que fallan debido a este fenómeno son las plataformas petroleras.

En la Fig. 1.1b se presenta el ladeo de una plataforma petrolera debido a

la inestabilidad de la cimentación sobre la cual se desplantan las columnas

de la estructura. Otras estructuras maŕıtimas como los aerogeneradores tam-

bién pueden presentar inestabilidades en su cimentación (ver Fig. 1.1c). Las

estructuras de protección costera como son los rompeolas son otras de la es-

tructuras asentadas sobre el lecho maŕıno que también pueden ser afectadas

por los desplazamientos del fondo marino, como se muestra en la Fig. 1.1d.

1.1.1. Licuefacción de suelos marinos

El suelo marino es considerado como un medio poroso saturado o par-

cialmente saturado, (contiene burbujas de aire) y puede ser cohesivo o no

cohesivo. Fundamentalmente, las fallas de las cimentaciones de estructuras

maŕıtimas debidas a inestabilidades del suelo marino pueden deberse a dos

mecanismos, los cuales se conocen como licuefacción y falla por deslizamiento

Silvester y Hsu [4]. Desde una perspectiva formal, la licuefacción de un suelo

no-cohesivo, es la transformación del suelo en estado sólido a un estado licua-

do como una consecuencia del incremento de la presión de poro y la reducción

de los esfuerzos efectivos. Cuando este fenómeno se presenta, el suelo pierde

sus fuerzas estructurales, Groot et al. [5] y en estas condiciones las part́ıculas

del suelo quedan susceptibles de ser transportadas por las corrientes marinas

como se muestra en la Fig. 1.2. En la literatura especializada se ha reportado

que los órdenes de magnitud de los desplazamientos en estructuras maŕıtimas

son del orden de metros, Groot et al. [6].

El estudio del fenómeno de la licuefacción está ligado a la comprensión

de los siguientes fenómenos:

1. Mecanismos del suelo asumiéndolo seco.

3



2. El comportamiento del suelo completamente no drenado y saturado

considerando que no existe aire atrapado.

3. Condición de un suelo parcialmente saturado y sin drenar, tomando

en cuenta la compresibilidad de la mezcla aire-agua en el poro; esta

condición se presenta cuando existen burbujas de aire atrapadas.

Presión
baja

Presión
alta

Presión
alta

Oleaje
incidente

DescompresiónCompresión Compresión

suelo licuado

Fondo marino

Fig. 1.2: Diagrama que muestra el fenómeno de la licuefacción de un suelo marino.

Para determinar el potencial de licuefacción (competencia entre esfuer-

zos efectivos normales y la presión de poro), en la literatura especializada

se sugiere considerar la influencia que tiene la compresibilidad del fluido, el

material sólido y la permeabilidad de la matriz porosa. La compresibilidad

de la mezcla agua-aire en el poro genera una contracción del volumen de la

masa. Ésto causa un ligero incremento de la presión en el poro y a su vez

un suave decremento del esfuerzo efectivo y de la resistencia al corte. En el

caso de una dilatación del suelo, la compresibilidad de la mezcla agua-aire

4



en el poro causa un ligero decremento de la presión en el poro y un ligero

crecimiento del esfuerzo efectivo y de la resistencia al corte.

1.2. Antecedentes

Cuando se analiza la interacción dinámica entre el oleaje y los suelos

marinos, el oleaje puede generar presiones hidrodinámicas que hacen que la

presión del agua en los poros y los esfuerzos efectivos dentro del suelo ma-

rino cambien significativamente. Estos mecanismos producen un incremento

y decremento de la presión de poro y de los esfuerzos efectivos verticales,

respectivamente. La situación anterior puede llevar a la inestabilidad local

de los fondos marinos incluido el conocido fenómeno de licuefacción. Una

vez que el fenómeno de licuefacción ocurre, las part́ıculas del suelo pueden

ser transportadas por corrientes marinas o movidas junto con el oleaje. De

acuerdo con la literatura especializada, el fenómeno de inestabilidad del fon-

do marino comúnmente ocurre en aguas poco profundas, aguas intermedias

e incluso en aguas profundas. Se sabe muy bien que la inestabilidad del suelo

inducida por el oleaje, es una razón sustancial para hacer que las estructuras

costeras sean dañadas o destruidas [7, 8].

Basado en la teoŕıa poro-elástica de Biot, desde la década de los 70s se han

llevado a cabo muchas investigaciones de la interacción oleale-suelo marino

[9–11]. Entre éstos, Yamamoto et al. [12] y Madsen [13] desarrollaron una

solución anaĺıtica para un suelo marino poro elástico e isotrópico con profun-

didad infinita. En estos trabajos el medio granular se trata como un medio

compresible y deformable. Hsu y Jeng [14] determinaron para ondas cortas

una solución anaĺıtica para un fondo marino isotrópico no-saturado con espe-

sor finito. Jeng y Seymour [15] y Jeng y Seymour [16] analizaron la respuesta

dinámica del suelo marino asumiendo que éste es poro-elástico e isotrópico

de espesor infinito. Zhang y Jie [17] determinaron que la profundidad afec-

tada del suelo por la presión hidrodinámica del oleaje es del mismo orden

5



de magnitud que la longitud de onda. Teniendo en cuenta los efectos com-

binados del oleaje con corrientes, Zhang et al. [18] obtuvieron una solución

anaĺıtica para evaluar la presión de poro y esfuerzos efectivos en sedimentos

marinos. Por otro lado, Chowdhury et al. [19] y Liu et al. [20] presentaron

resultados experimentales de una serie de pruebas unidimensionales para ob-

tener una mejor comprensión del comportamiento de las presiones de poro

inducidas por el oleaje en dirección vertical. Además, gracias a los avances en

las capacidades computacionales, las ecuaciones de gobierno que modelan la

respuesta dinámica del suelo marino también se han resuelto numéricamente.

Estos estudios se llevaron a cabo para dilucidar los efectos de las interaccio-

nes entre el oleaje y fondos marinos deformables en casos más complejos y

más realistas, tales como cimientos y tubeŕıas [21, 22].

Uno de los aspectos relevantes en el análisis de la respuesta dinámica de

los suelos marinos inducida por el oleaje es la profundidad momentánea de la

licuefacción. En este contexto, muchos investigadores han propuesto varios

criterios de licuefacción para identificar la profundidad máxima de licuefac-

ción momentánea. Entre éstos, Zen y Yamazaki [23] sugirieron un criterio

para obtener la licuefacción del suelo bajo la influencia de oleaje progresivo

bidimensional en un análisis elástico unidimensional. Consideraron que la li-

cuefacción inducida por el oleaje en el suelo ocurre cuando el peso sumergido

del suelo es menor que la fuerza de filtración ascendente ejercida sobre el

depósito. Posteriormente, Tsai [24] extendió el criterio anterior a un análisis

en tres dimensiones de la respuesta del medio poro-elástico. Recientemente,

otros criterios relevantes de criterios de licuefacción tridimensionales se han

reportado en la literatura especializada. Ye [25] obtuvo un criterio de licue-

facción basado en el principio de fricción Mohr-Coulomb. Más tarde, Qi y

Gao [26] propusieron un criterio de licuefacción en una dimensión para es-

tudiar los efectos del grado de saturación en la licuefacción momentánea del

suelo generada por el oleaje.

Los trabajos teóricos antes mencionados han permitido a la comunidad

cient́ıfica tener una comprensión f́ısica de la influencia que tienen los diversos

6



parámetros del oleaje en la respuesta dinámica del suelo, la cual se carac-

teriza por la presión del poro y las deformaciones del suelo. Además, estos

trabajos han propuesto varios criterios de licuefacción que permiten la iden-

tificación, en una primera aproximación, de la profundidad de licuefacción

momentánea. En la literatura especializada, ésta se obtiene de manera se-

cuencial: se calcula primero la presión de poro y posteriormente se obtiene la

profundidad de licuefacción a partir de un criterio de licuefacción. Sin embar-

go, la profundidad de licuefacción momentánea de un fondo marino granular

es una parte inherente del problema y debe obtenerse simultáneamente con la

presión de poro y deformaciones del suelo. Por lo tanto, el objetivo principal

de este trabajo es obtener la profundidad de licuefacción momentánea de un

suelo poroso simultáneamente con la presión de poro y las deformaciones del

suelo.

En este trabajo, se obtiene la profundidad máxima de licuefacción para

el valle de una onda, debido a que es más probable que ocurra la licuefacción

momentánea en esta región, como resultado de una depresión del oleaje y el

ascenso de la filtración del agua en el medio poroso, Wang et al. [27].

Para obtener la profundidad máxima de licuefacción, el modelo matemáti-

co se trata como un problema de valores caracteŕısticos. Las ecuaciones de

gobierno, parcialmente dinámicas, se presentan en forma adimensional y las

escalas caracteŕısticas para la presión de poro y desplazamientos se obtienen

realizando un análisis de órdenes de magnitud. Las ecuaciones de gobierno

corresponden a la aproximación u− p, que es una extensión de la aproxima-

ción cuasi-estática propuesta por Biot [9]. Se obtienen soluciones anaĺıticas

para la presión de poro en exceso y los desplazamientos horizontales y ver-

ticales. Los esfuerzos verticales y la profundidad máxima de licuefacción se

comparan con los resultados experimentales de Liu et al. [20] y se muestra

que ambos resultados ajustan correctamente. Además, las soluciones anaĺıti-

cas se comparan con la solución numérica de las ecuaciones de gobierno y se

observa que ambas soluciones son prácticamente iguales.
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1.3. Objetivos

Objetivo general :

Obtener la profundidad máxima de licuefacción momentánea de un sue-

lo poroso de manera simultánea con la presión de poro y deformaciones del

suelo.

Objetivos particulares :

1. Determinar los desplazamientos horizontales y verticales, la presión de

poro en exceso y los esfuerzos verticales efectivos del suelo.

2. Estudiar la licuefacción de un suelo poro-elástico con permeabilidad

pequeña.

3. Determinar la profundidad máxima de licuefacción inducida por ondas

largas, mediante la solución del problema de valores caracteŕısticos.

4. Obtener los parámetros adimensionales que describe la competencia

entre los diferentes mecanismos del medio poro-elástico y el oleaje.
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Caṕıtulo 2

Planteamiento del problema

2.1. Descripción del problema f́ısico

El modelo f́ısico se muestra en la Fig. 2.1. En este trabajo se considera

que el oleaje incidente corresponde a ondas largas lineales de longitud λ y

amplitud AI . El oleaje se propaga de izquierda a derecha sobre un suelo

poroso de profundidad semi-infinita. La profundidad media y uniforme del

agua es h. En el sistema de coordenadas cartesianas seleccionado, la dirección

positiva del eje x es hacia la derecha, con origen en la unión entre el suelo

poroso y el suelo ŕıgido impermeable. El eje z apunta hacia arriba en dirección

normal al suelo. En el modelo f́ısico, el medio poroso y el suelo impermeable

se identifican por regiones café y grises, respectivamente. Se asume que el

suelo poroso es un medio poroso deformable y que está compuesto de una

mezcla de tres fases. Una fase sólida formada por el medio granular, una fase

ĺıquida que ocupa la mayor parte del espacio poroso y una fase gaseosa que a

veces ocupa una pequeña porción del espacio poroso. El medio granular y el

fluido en el poro (incluyendo tanto el ĺıquido como el gas) pueden considerarse

juntos como un medio compresible.

Para el valle de una onda en el medio poroso la profundidad máxima de

licuefacción Lz se determina mediante el criterio de licuefacción Pb − P =

(γs − γw)Lz, donde Pb es la presión del oleaje, P es la presión del poro,γs y
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γw son los pesos espećıficos del suelo y el agua, respectivamente. Cuando el

criterio de licuefacción se cumple a una cierta profundidad desconocida Lz ,

la licuefacción es inminente.

l

h
(     )0,0

z

b

xLz

P P Lb - = - )(g gs w z

Amplitud de la onda
incidente ( )AI

Cresta

Valle

Nivel medio del agua

Superficie del suelo

Suelo poroso

Suelo rígido impermeable Suelo rígido impermeable

Fig. 2.1: Vista en perfil del modelo f́ısico en estudio. El oleaje se propaga de izquierda a

derecha sobre un suelo poroso de profundidad semi-infinita. La región café corresponde al

medio poroso y las regiones grises consisten de un suelo impermeable.

2.2. Hipótesis

El planteamiento del modelo matemático del suelo marino, considera las

siguientes hipótesis:

1. Isotroṕıa del material.

2. Reversibilidad de las relaciones tensión-deformación en condiciones de

equilibrio final.

3. Linealidad de las relaciones tensión-deformación.
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4. Deformaciones pequeñas del suelo.

5. El agua contenida en los poros es incompresible.

6. El agua puede contener burbujas de aire.

7. El agua fluye a través del suelo poroso según la ley de Darcy.

Tomando en cuenta las hipótesis anteriores, Zienkiewicz et al. [28] dedu-

jeron las ecuaciones de gobierno que corresponden a la bien conocida apro-

ximación u− p. Las ecuaciones de equilibrio de fuerzas son

∂σ′

x (x, z, t)

∂x
+
∂τxz (x, z, t)

∂z
=
∂P (x, z, t)

∂x
+ ρ

∂2U (x, z, t)

∂t2
, (2.1)

∂τxz (x, z, t)

∂x
+
∂σ′

z (x, z, t)

∂z
=
∂P (x, z, t)

∂z
+ ρ

∂2W (x, z, t)

∂t2
. (2.2)

La ecuación de continuidad se expresa como

ks∇2P (x, z, t)− γwnβ
∂P (x, z, t)

∂t
+ ksρw

∂2ε

∂t2
= γw

∂ε

∂t
, (2.3)

donde el operador Laplaciano se define como∇2 = (∂2/∂x2 + ∂2/∂z2), P (x, z, t)

es la presión del agua en el poro, ks en la permeabilidad de Darcy, γw es el peso

espećıfico del agua, n es la porosidad del medio poroso, ρ = ρwn+ ρs (1− n)

es la densidad media del fondo marino poroso, ρw es la densidad del agua, ρs

es la densidad del suelo y t es el tiempo. En la Ec. (2.3) la compresibilidad

del fluido de poro, β, y la deformación volumétrica, ε, se definen como

β =

(
1

Kw
+

1− Sr

Pw0

)
(2.4)

y

ε =
∂U (x, z, t)

∂x
+
∂W (x, z, t)

∂z
(2.5)

11



donde U (x, z, t) y W (x, z, t) son los desplazamientos del suelo en dirección

horizontal y vertical, respectivamente; Sr denota el grado de saturación del

medio granular; Pw0 expresa la presión estática absoluta del agua y Kw es el

módulo de volumen de agua del poro.

Se sabe muy bien que las relaciones entre los esfuerzos efectivos y los

desplazamientos del suelo pueden expresarse en la forma siguiente, Jeng y

Rahman [29]:

σ′

x (x, z, t) = 2G

(
∂U (x, z, t)

∂x
+

ν

1− 2ν
ε

)
, (2.6)

σ′

z (x, z, t) = 2G

(
∂W (x, z, t)

∂z
+

ν

1− 2ν
ε

)
, (2.7)

y

τxz (x, z, t) = G

(
∂U (x, z, t)

∂z
+
∂W (x, z, t)

∂x

)
. (2.8)

Aqúı, σ′

x (x, z, t) y σ′

z (x, z, t) son los esfuerzos efectivos horizontales y

verticales, respectivamente; τxz (x, z, t) es el esfuerzo cortante en la dirección

z en el plano perpendicular al eje x; ν es el coeficiente de Poisson del suelo

y G es el módulo de corte que puede expresarse en términos del módulo de

Young E y ν como sigue:

G =
E

2 (1 + ν)
. (2.9)

Al sustituir las Ecs. (2.6)-(2.8) en las Ecs. (2.1) y (2.2), en ausencia de

fuerzas de cuerpo dentro del medio granular y basado en el concepto de es-

fuerzos efectivos, las ecuaciones de equilibrio de fuerzas pueden expresarse en

términos de los desplazamientos del suelo y la presión de poro de la siguiente

manera:

G

(
∂2U (x, z, t)

∂x2
+
∂2U (x, z, t)

∂z2

)
+

G

1− 2ν

∂ε

∂x
=
∂P (x, z, t)

∂x
+ ρ

∂2U (x, z, t)

∂t2
,

(2.10)
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y

G

(
∂2W (x, z, t)

∂x2
+
∂2W (x, z, t)

∂z2

)
+

G

1− 2ν

∂ε

∂z
=
∂P (x, z, t)

∂z
+ρ

∂2W (x, z, t)

∂t2
.

(2.11)

2.3. Condiciones de frontera verticales

La solución de las ecuaciones de gobierno (2.3), (2.10) y (2.11) requie-

ren de condiciones de frontera apropiadas. Se anticipa que las ecuaciones de

gobierno antes mencionadas se reducen a tres ecuaciones diferenciales ordi-

narias. La ecuación que modela la presión de poro en exceso es de cuarto

orden y las correspondientes a los desplazamientos horizontal y vertical son

de segundo orden. Por lo tanto, se necesitan cuatro condiciones de frontera

para la presión de poro en exceso y dos condiciones de frontera para los des-

plazamientos vertical y horizontal. Estas condiciones de frontera se explican

en las siguientes secciones. En lo subsecuente, las variables dependientes se

escriben en forma simplificada como sigue: P = P (x, z, t), U = U (x, z, t),

W = W (x, z, t), σ′

z = σ′

z (x, z, t), σ
′

x = σ′

x (x, z, t), y τxz = τxz (x, z, t).

2.3.1. Condiciones de frontera en la superficie del

suelo poroso.

En la superficie del suelo poroso se consideran las siguientes condiciones

de frontera:

σ′

z = 0; τx,z = 0 en z = 0 (2.12)

y

P = Pb (x, t) en z = 0. (2.13)

En la Ec. (2.13) la presión generada por la propagación de ondas lar-

gas lineales sobre la superficie del suelo marino se define como: Pb (x, t) =

p0Re
[
ei(kx+ωt)

]
, donde p0 = ρgAI es la amplitud de las fluctuaciones de la
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presión, k = 2π/λ es el número de onda, λ es la longitud de onda, ω = 2π/T

es la frecuencia de oscilación del oleaje, T es el peŕıodo del oleaje, Re indica

la parte real de la expresión agrupada entre corchetes y el término i =
√
−1.

En este caso, la presión del oleaje sigue siendo hidrostática porque se usa la

aproximación de ondas largas lineales; sin embargo, en la literatura especia-

lizada se pueden encontrar otras formulaciones más complejas para obtener

la presión que actúa sobre la superficie del lecho marino, Zhou et al. [30].

Al sustituir la Ec. (2.12) en las Ecs. (2.7) y (2.8) y considerando que para

ondas largas la relaciones
(
∂U
∂x

)
/
(
∂W
∂z

)
≪ 1 y ∂W

∂x
≪ 1 se mantienen (como se

justifica en la Sección 2.4), las variaciones de los desplazamientos verticales

y horizontales en el lecho marino se pueden asumir en la forma siguiente:

∂W

∂z
,
∂U

∂z
→ 0 en z = 0. (2.14)

2.3.2. Condiciones de frontera en una profundidad

desconocida en el suelo poroso

En la literatura especializada, la respuesta dinámica del suelo se obtiene

generalmente para dos casos particulares: 1) Cuando la profundidad del suelo

poroso es infinito, como en Zhang et al. [18], y 2) Cuando el fondo del suelo

es ŕıgido e impermeable, como en Wang et al. [27]. En estos trabajos, la

profundidad de licuefacción se obtiene por separado usando un criterio de

licuefacción. Sin embargo, la profundidad de licuefacción momentánea de los

suelos marinos arenosos es una parte inherente del problema y debe obtenerse

simultáneamente con la presión de poro y las deformaciones del suelo. Esto

se puede conseguir incorporando un criterio de licuefacción en el proceso de

resolver las ecuaciones de gobierno como se explica a continuación.

Siguiendo a Zen y Yamazaki [23], el esfuerzo vertical efectivo, σ′

z, se puede

calcular a partir de la siguiente ecuación:

σ′

z = [Pb (x, t)− P )]− (γs − γw) z, (2.15)

donde γs y γw son los pesos espećıficos del suelo y el agua, respectivamente.

En la Ec. (2.15) el esfuerzo vertical efectivo, σ′

z, muestra un comportamiento
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armónico en el tiempo porque Pb (x, t) y P vaŕıan con la misma frecuencia.

Cuando el esfuerzo vertical efectivo a una cierta profundidad desconocida en

el suelo poroso es σ′

z ≤ 0, se forma un estado de licuefacción, Zen y Yamasaki

[23]. Por esta razón, en este trabajo se considera que para algunas combi-

naciones de las propiedades del suelo y del oleaje y para una profundidad

desconocida z, la licuefacción del suelo es inminente, por lo que el siguiente

criterio de licuefacción se debe satisfacer:

[Pb (x, t)− P ]− (γs − γw) z ≤ 0. (2.16)

De la Ec. (2.16) la presión de poro, P , en z = −Lz se puede aproximar como

P ≈ Pb (x, t) + (γs − γw)Lz. (2.17)

La Ec. (2.17) se puede escribir como

Pb (x, t)− P

(γs − γw)Lz

+ 1 ≤ 0. (2.18)

El primer término de la Ec. (2.18) representa la competencia entre la presión

de poro en exceso, Pb (x, t)−P , y la sobrecarga del suelo, (γs − γw)Lz; cuando

esta relación es igual a “−1”, la licuefacción puede ocurrir. El proceso para

obtener las profundidad desconocida del suelo, Lz, en la cual puede ocurrir

la licuefacción para diferentes combinaciones de las caracteŕısticas del suelo

y del oleaje, se explica a detalle en la siguiente sección. En este trabajo la

profundidad de licuefacción Lz se obtiene para el valle de la onda, ya que es

más probable que ocurra la licuefacción momentánea en el punto más bajo de

la onda como resultado del incremento de la filtración del agua en el medio

poroso, Wang et al. [27]. Los valles de las ondas se definen para los valores

de t = T/2 y kx = ñπ, donde ñ = 0, 2, 4 . . .. Para esta condición, la presión

del oleaje que actúa sobre el lecho marino se puede reescribir como

Pb = −p0. (2.19)

15



Siguiendo a Qi y Gao [26], derivamos la Ec. (2.16) con respecto a la variable

independiente z y obtenemos la siguiente condición de frontera:

∂P

∂z
= − (γs − γw) en z = −Lz. (2.20)

Como se muestra en la Ec. (2.20), cuando el esfuerzo efectivo vertical tiende

a cero (σ′

z → 0), la variación de la presión de poro, ∂P/∂z, es una constante

dada por la diferencia entre los pesos espećıficos del suelo (γs) y el agua (γw).

El comportamiento de los desplazamientos vertical, W , y horizontal, U ,

en la profundidad máxima de licuefacción no han sido reportados en la li-

teratura especializada; sin embargo, está bien documentado que conforme

aumenta la profundidad del suelo, los desplazamientos rápidamente tienden

asintóticamente a cero [12, 23, 30]. En consecuencia, para los desplazamientos

horizontal y vertical del suelo, en la profundidad Lz se sugieren las siguientes

condiciones de frontera:

U,W → 0 en z = −Lz. (2.21)

2.3.3. Condiciones de frontera laterales en el fondo

marino.

Las condiciones de frontera laterales corresponden a un suelo impermea-

ble y ŕıgido, donde se considera que no hay desplazamientos del suelo. Por

lo tanto, las condiciones de frontera horizontales están dadas las siguientes

ecuaciones:

U = W = 0 y
∂P

∂x
= 0 en x = 0 (2.22)

y

U = W = 0 y
∂P

∂x
= 0 en x = b. (2.23)
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2.4. Análisis de los órdenes de magnitud

El análisis de órdenes de magnitud es una metodoloǵıa que se utiliza para

obtener variables adimensionales independientes y dependientes en una ecua-

ción que describe un proceso f́ısico. La única caracteŕıstica de las variables

independientes, dependientes y sus derivadas es que son limitadas a orden

unidad; esto implica que la magnitud de las variables adimensionales y sus

derivadas pueden variar entre cero y uno. Cuando se realiza este análisis de

escalas, la magnitud de los grupos adimensionales permiten evaluar la im-

portancia relativa de los diferentes términos en las ecuaciones de gobierno.

La magnitud de los parámetros adimensionales que surgen de las ecuaciones,

se utilizan para realizar una posible aproximación simplicada de las ecuacio-

nes de gobierno del modelo f́ısico. En esta sección se presenta el análisis de

escalas del fenómeno de licuefacción.

En la literatura especializada, para obtener las soluciones anaĺıticas y

numéricas de las ecuaciones del modelo u-p, éstas se resuelven incluyendo

todos los términos. Por medio de un análisis de escalas es posible simplificar

las ecuaciones de gobierno y obtener soluciones anaĺıticas sencillas.

En el presente trabajo, la escala caracteŕıstica horizontal es la longitud

de onda λ, que está relacionada con el número de onda por la expresión

k = 2π/λ; la escala caracteŕıstica del tiempo es el peŕıodo del oleaje T , y

está relacionada con la frecuencia del oleaje mediante la expresión ω = 2π/T

y la escala caracteŕıstica vertical es la longitud desconocida Lz. Para obtener

las escalas caracteŕısticas para los desplazamientos horizontales (U) y verti-

cales (W ), se realiza un análisis de orden de magnitud. En este trabajo, se

considera que la profundidad de licuefacción satisface Lz ∼ O (AI) (ver Sakai

et al. [31]), lo que implica que kLz ∼ O (kAI) ≪ 1. Con base en las conside-

raciones anteriores, los órdenes de magnitud de las variables dependientes e

independientes están dadas por

x ∼ λ, z ∼ Lz , P ∼ pc, U ∼ uc, W ∼ wc, y t ∼ T, (2.24)

donde pc, uc y wc son escalas caracteŕısticas de la presión de poro y desplaza-
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mientos horizontales y verticales, respectivamente. En la literatura especiali-

zada la escala caracteŕıstica de la presión de poro se trata como la amplitud

de la presión del oleaje que actúa sobre el suelo p0 = ρgAI . En el presente

trabajo, esta escala caracteŕıstica se propone en la forma siguiente:

pc ∼ (γs − γw)Lz. (2.25)

El desplazamiento vertical wc se obtiene al sustituir la Ec. (2.24) en la

ecuación de continuidad, Ec. (2.3), que expresada en órdenes de magnitud se

obtiene

ks (γs − γw)

Lz

1︷ ︸︸ ︷[
k2L2

z + 1
]
− γwnβ (γs − γw)Lzω +

ρfksω
2wc

Lz

2︷ ︸︸ ︷[
uc
wc
kLz + 1

]
=
γwωwc

Lz

3︷ ︸︸ ︷[
uc
wc
kLz + 1

]
. (2.26)

Balanceando los términos 1, 2 y 3, la Ec. (2.26) se simplifica a la siguiente

forma

ks (γs − γw)

Lz
− γwnβ (γs − γw)Lzω +

ρfksω
2wc

Lz
=
γwωwc

Lz
(2.27)

la Ec. (2.27) se puede escribir de la manera siguiente:

ks (γs − γw)

Lz

4︷ ︸︸ ︷[
1− γwnβωL

2
z

ks

]
+ ρfksω

2

[
wc

Lz

]
= γwω

[
wc

Lz

]
. (2.28)

Balanceando el término 4 de la Ec. (2.28) se tiene que

ks (γs − γw)

Lz
+ ρfksω

2

[
wc

Lz

]
= γwω

[
wc

Lz

]
(2.29)

la Ec. (2.29) se reescribe como

ks (γs − γw)

Lz

= γwω

[
wc

Lz

]
5︷ ︸︸ ︷[

1− ρfksω

γw

]
. (2.30)
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Finalmente se balancea el término 5 de la Ec. (2.30) y se obtiene que

wc ∼
ks (γs − γw)

γwCk
≪ 1. (2.31)

La Ec. (2.31) corresponde al desplazamiento caracteŕıstico vertical, wc, en el

ĺımite de kLz ≪ 1.

Para determinar el desplazamiento horizontal uc, se sigue el procedimiento

anterior. Sutituyendo la Ec. (2.24) en la Ec. (2.10), se obtiene la siguiente

expresión:

Guc
L2
z

6︷ ︸︸ ︷[
k2L2

z + 1
]
+

Gwc

(1− 2ν) k−1Lz

7︷ ︸︸ ︷[
uc
wc

kLz + 1

]
= (2.32)

(γs − γw)Lz

k−1
+
ρuc
ω−2

.

Balanceando los términos 6 y 7 de la Ec. (2.32), se obtiene que

Guc
L2
z

+
Gwc

(1− 2υ)k−1Lz

=
(γs − γw)Lz

k−1
+
ρuc
ω−2

(2.33)

la Ec. (2.33) se puede ordenar de la siguiente forma

Guc
L2
z

8︷ ︸︸ ︷[
1−

(
wc

uc

)
kLz

(1− 2ν)

]
= (γs − γw)Lz + ρucω

2. (2.34)

Balanceando el término 8 de la Ec.(2.34) se obtiene la siguiente ecuación

Guc
L2
z

9︷ ︸︸ ︷[
1−

(
ρω2L2

z

G

)]
= (γs − γw)Lz . (2.35)

De manera similar, se balancea el término 9 de la Ec. (2.35) y se obtiene que

Guc
L2
z

=
(γs − γw)Lz

k−1
. (2.36)

La ecuación anterior se reescribe como

uc ∼
(γs − γw) kL

3
z

G
≪ 1. (2.37)
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La Ec. (2.37) corresponde al desplazamiento caracteŕıstico horizontal uc. En

el ĺımite kLz ≪ 1, los desplazamientos uc y wc, satisfacen las siguientes

relaciones:

uc
wc

=
L3
zk

Gks
< 1, o en otras palabras, uc < wc. (2.38)

Considerando la Ec. (2.38), las siguientes relaciones también se satisfacen,

∂U/∂x

∂W/∂z
∼ 2πL4

z

Gλ2
≪ 1 (2.39)

y

∂W

∂x
∼ ks(γs − γw)k

ωγw
≪ 1. (2.40)

2.5. Adimensionalización de las ecuaciones de

gobierno

En esta sección se presentan las ecuaciones de gobierno adimensionales,

necesarias para determinar la respuesta dinámica del suelo marino poroso

debido a la presión inducida por el oleaje. Considerando el análisis de órden

de magnitud realizado anteriormente, se definen las siguientes variables adi-

mensionales:

χ = kx, Z =
z

Lz
, τ = ωt, U =

G

(γs − γw) kL3
z

U, (2.41)

W =
Ckγw

ks (γs − γw)
W y P = − p0 + P

(γs − γw)Lz
,

donde C =
√
gh es la celeridad de la onda para ondas de agua largas lineales.

Al sustituir las variables adimensionales definidas en la Ec. (2.41) en las
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Ecs. (2.3), (2.10) y (2.11), se obtienen las siguientes ecuaciones de gobierno

adimensionales:

−β0
∂2P

∂χ2 − ∂2P

∂Z
2 + β0α

∂P

∂τ
+ β2

0θ
∂2

∂τ 2

[
∂U

∂χ

]
+ φ

∂2

∂τ 2

[
∂W

∂Z

]
= (2.42)

β2
0Γ

∂

∂τ

[
∂U

∂χ

]
+

∂

∂τ

[
∂W

∂Z

]
,

β2
0

∂2U

∂χ2 + β0
∂2U

∂Z
2 + β2

0ψ
∂

∂χ

[
∂U

∂χ

]
+
ψ

Γ

∂

∂χ

[
∂W

∂Z

]
= (2.43)

−β0
∂P

∂χ
+ β2

0ξ
∂2U

∂τ 2
,

y

β0
∂2W

∂χ2 +
∂2W

∂Z
2 + β2

0Γψ
∂

∂Z

[
∂U

∂χ

]
+ ψ

∂2W

∂Z
2 = (2.44)

−β0Γ
∂P

∂Z
+ β0ξ

∂2W

∂τ 2
,

donde los parámetros adimensionales que aparecen en las Ecs. (2.42)-(2.44)

están dados por las siguientes relaciones:

β0 = (kLz)
2 =

(
2π
Lz

λ

)2

≪ 1, α =
γwnβC

ksk
≫ 1, θ =

ρwC
2

G
≪ 1,

Γ =
Cγw
Gksk

≫ 1, ψ =
1

(1− 2ν)
∼ O (1) , ξ =

ρC2

G
≪ 1, y φ =

ρwCkks
γw

≪ 1.

En los parámetros anteriores, el valor caracteŕıstico β0 ≪ 1 es una incógni-

ta debido a que la profundidad máxima de licuefacción no se conoce. Este

valor caracteŕıstico se obtiene como parte del problema y su valor se determi-

na siguiendo el procedimiento iterativo descrito en la Sección 4.1. Los otros

parámetros adimensionales se calculan usando los parámetros f́ısicos t́ıpicos

del suelo y el oleaje.
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2.5.1. Condiciones de frontera adimensionales

Las condiciones de frontera adimensionales en Z = 0, necesarias para

resolver las Ecs. (2.42)-(2.44) son

σ′

Z
= 0, τx,Z = 0 y P = 0, (2.45)

y las versiones adimensionales de la condiciones de frontera para el fondo del

suelo están dadas por las siguientes ecuaciones:

P = −1 en Z = −1 (2.46)

∂P

∂Z
= 1 en Z = −1 (2.47)

y

U,W → 0 en Z = −1. (2.48)

Las condiciones de frontera laterales están formuladas como

U = W =
∂P

∂χ
= 0 en χ = 0 y χ = kb. (2.49)

2.6. Ecuaciones de gobierno para el ĺımite de

β0 ≪ 1

En esta sección, las ecuaciones de gobierno adimensionales, Ecs. (2.42)-

(2.44) se simplifican para el caso en que el valor caracteŕıstico β0 satisface

β0 = (2πLz/λ)
2 ≪ 1, que desde un punto de vista f́ısico indica que la pro-

fundidad máxima de licuefacción es muy pequeña comparada con la longitud

de onda. Por lo tanto, para el ĺımite de β0 ≪ 1 , las ecuaciones de gobierno

adimensionales Ecs. (2.42)-(2.44) se simplifican de la siguiente manera:

−∂
2P

∂Z
2 + β0α

∂P

∂τ
= β2

0Γ
∂

∂τ

[
∂U

∂χ

]
+

∂

∂τ

[
∂W

∂Z

]
, (2.50)
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∂2U

∂Z
2 = −∂P

∂χ
, (2.51)

y

∂2W

∂Z
2 + β2

0Γψ
∂

∂Z

[
∂U

∂χ

]
+ ψ

∂2W

∂Z
2 = −β0Γ

∂P

∂Z
. (2.52)

De las Ecs. (2.50) y (2.52), se aprecia que los términos en los cuales β0 se

conserva son de orden unidad, porque β0α = L2
z
γwnβCk
ks

∼ O (1) y β0Γ =
L2
z
Ckγw
Gks

∼ O (1). Los órdenes de magnitud de los párametros f́ısicos que se

encuentran en estas expresiones se muestran en la Tabla 2.1.

Tabla 2.1. Propiedades f́ısicas del suelo

Permeabilidad (ks) 0.01–0.0001, m/s

Módulo de corte (G) 4.8x105–4.8x108, N/m2

Porosidad (n) 0.25–0.45

Grado de saturación del agua del poro (Sr) 0.95–1

Compresibilidad del fluido del poro (β) 5.1x10−7–5.3x10−10, [m2/N]

Coeficiente de Poisson del suelo (ν) 0.3–0.4

Módulo aparente del agua de poro (Kw) 1.9x109, N/m2

Densidad del suelo (ρs) 2650, kg/m3

2.6.1. Problema de valores en la frontera

La aproximación u− p, para medios poro-elásticos, puede reducirse a un

problema de valores en la frontera asumiendo que las variables dependientes

tienen una oscilación armónica con frecuencia de oscilación igual a la del

oleaje. En estas condiciones las ecuaciones de gobierno transitorias del suelo

marino pueden plantearse como un problema de valores de frontera.

Madsen [13], propuso que las soluciones para U
(
Z, χ, τ

)
, W

(
Z, χ, τ

)
,

P
(
Z, χ, τ

)
pueden escribirse en la forma siguiente:

U
(
Z, χ, τ

)
= Re

{
Û
(
Z
)
exp [i (χ+ τ)]

}
, (2.53)
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W
(
Z, χ, τ

)
= Re

{
Ŵ

(
Z
)
exp [i (χ+ τ)]

}
, (2.54)

y

P
(
Z, χ, τ

)
= Re

{
P̂
(
Z
)
exp [i (χ + τ)]

}
. (2.55)

Donde las variables dependientes Û
(
Z
)
y Ŵ

(
Z
)
son las amplitudes adimen-

sionales de los deplazamientos horizontales y verticales del suelo, respectiva-

mente, y P̂
(
Z
)
es la amplitud adimensional de las fluctuaciones de la presión

de poro en exceso del suelo.

Sustituyendo las Ecs. (2.53)-(2.55) en las Ecs. (2.50)-(2.52), se obtiene el

problema de valores en la frontera como sigue

−d
2P̂

dZ
2 + iβ0αP̂ + β2

0ΓÛ − i
dŴ

dZ
= 0, (2.56)

d2Û

dZ
2 = −iP̂ (2.57)

y

d2Ŵ

dZ
2 + iβ2

0Γψ
dÛ

dZ
+ ψ

d2Ŵ

dZ
2 = −β0Γ

dP̂

dZ
. (2.58)

Combinando las Ecs. (2.56)-(2.58) se obtienen las ecuaciones de gobierno para

determinar la presión de poro en exceso y los desplazamientos. El desarrollo

matemático se presenta en las siguientes secciones.

2.6.2. Problema de valores en la frontera para la pre-

sión de poro en exceso

Con base en las consideraciones expuestas anteriormente, se obtiene el

siguiente problema de valores en la frontera para la presión de poro en exceso

adimensional:
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d4P̂
(
Z
)

dZ
4 − iβ0α

(1 + µ)

µ

d2P̂
(
Z
)

dZ
2 + iβ2

0

α

µ
P̂
(
Z
)
= 0 (2.59)

donde µ = nGβ
(
1 + 1

(1−2ν)

)
.

Para obtener la solución de la Ec. (2.59) se requieren cuatro condiciones

de frontera. Sustituyendo la Ec. (2.19) en la Ec. (2.13) y considerando las

variables adimensionales definidas en las Ecs. (2.41) y (2.55), se obtiene la

siguiente condición de frontera

P̂ = 0 en Z = 0. (2.60)

De manera similar a lo anterior, se observa en la Ec. (2.13) que la presión

de poro en exceso en el lecho marino solo es una función de la posición sobre

el eje x, lo cual implica que la variación de la presión sobre el fondo marino

se pueda escribir en la forma siguiente:

dP̂

dZ
= 0 en Z = 0. (2.61)

Mediante la sustitución de la Ec. (2.55), para τ = π y χ = ñπ, ñ =

0, 2, 4, . . . en las Ecs. (2.46) y (2.47), se determinan las condiciones de frontera

adimensionales en Z = −1 como sigue

P̂ = 1 en Z = −1 (2.62)

y

dP̂

dZ
= −1 en Z = −1 (2.63)
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2.6.3. Problema de valores en la frontera para el des-

plazamiento horizontal

El problema de valores en la frontera para el desplazamiento horizontal

adimensional está dado por

d2Û

dZ
2 = −iP̂ (Z). (2.64)

En la Ec. (2.64) se observa que el desplazamiento horizontal solo es una

función de la presión de poro en exceso adimensional, P̂ . Teniendo en cuenta

que en la superficie del fondo marino el esfuerzo cortante es cero, τx,z = 0 (Ec.

(2.12)), y que ∂W
∂x

→ 0 (Ec. (2.40)), se deduce de la Ec. (2.8) que ∂U
∂z

→ 0;

por lo tanto, la primera condición de frontera que se requiere para resolver

la Ec. (2.64) es

dÛ

dZ
= 0 en Z = 0. (2.65)

Sustituyendo la Ec. (2.53) en la Ec. (2.48) se obtiene la siguiente condición

de frontera

Û → 0 en Z = −1. (2.66)

2.6.4. Problema de valores en la frontera para el des-

plazamiento vertical

El problema de valores en la frontera que describe el comportamiento

del desplazamiento a lo largo del eje vertical está descrito por la siguiente

ecuación diferencial ordinaria de segundo orden:

d2Ŵ

dZ
2 = − β0Γ

(1 + ψ)

[
dP̂

dZ
+ iβ0ψ

dÛ

dZ

]
. (2.67)

En la Ec. (2.67) se observa que para ondas largas, el desplazamiento

vertical es una función del desplazamiento horizontal, Û , y la presión de poro

en exceso P̂ . Sin embargo, el efecto dominante es dP̂/dZ porque iβ0ψ ≪ 1.

26



Sustituyendo las Ecs. (2.12), (2.39) y (2.41) en la Ec. (2.7) se obtiene la

siguiente condición de frontera

dŴ

dZ
= 0 en Z = 0. (2.68)

De la Ec. (2.21) se puede deducir que la condición de frontera adimensio-

nal para el desplazamiento vertical en Z = −1 está dada por la siguiente

ecuación:

Ŵ → 0 en Z = −1. (2.69)

En la Sección 3 se presentan las soluciones anaĺıticas de los problemas de

valores en la frontera obtenidas anteriormente.
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Caṕıtulo 3

Soluciones anaĺıticas para la

presión de poro en exceso y los

desplazamientos horizontal y

vertical

La solución anaĺıtica de la ecuación de gobierno de la presión de poro en

exceso adimensional, Ec. (2.59), está dada por la siguiente ecuación, Polyanin

y Zaitsev [32],

P̂
(
Z
)
= C1e

−ϕZ + C2e
ϕZ + C3e

−ϕ̃Z + C4e
ϕ̃Z , (3.1)

donde ϕ = [β0/ (1 + µ)]1/2 y ϕ̃ = ϕ
[
i(1+µ)2α

µ
− 1

]1/2
. Las constantes de inte-

gración C1, C2, C3 y C4 se muestran en el Apéndice A, ver Ecs. (A.10)-(A.13).

Al sustituir la Ec. (3.1) en la Ec. (2.64) y aplicando las condiciones de

frontera Ecs. (2.65) y (2.66), la solución anaĺıtica que modela el comporta-

miento del desplazamiento horizontal está dada por la ecuación siguiente

Û(Z) = iϕ−1
[
C1

(
∆1 − ϕ−1e−ϕZ − Z

)
+ C2

(
∆2 − ϕ−1eϕZ + Z

)]
+ (3.2)

iϕ̃−1
[
C3

(
∆3 − ϕ̃−1e−ϕ̃Z − Z

)
+ C4

(
∆4 − ϕ̃−1eϕ̃Z + Z

)]
,
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donde ∆1 = ϕ−1eϕ−1, ∆2 = ϕ−1e−ϕ+1, ∆3 = ϕ̃−1eϕ̃−1 y ∆4 = ϕ̃−1e−ϕ̃+1.

La integración de la Ec. (2.64) implica dos constantes adicionales, éstas se

expresan en términos de las constantes C1, C2, C3 y C4. De manera similar

a lo anterior, pero ahora sustituyendo las Ecs. (3.1) y (3.2) en la Ec. (2.67)

y aplicando las condiciones de frontera Ecs. (2.68) y (2.69), se obtiene la

solución anaĺıtica para el desplazamiento vertical, la cual está dado por la

siguiente expresión:

Ŵ (Z) = C1ϕ
−1

[(
e−ϕZ − eϕ

)
∆5 +

ϑ

2

(
1− Z

2
)
+
(
1 + Z

)
∆6

]
+ (3.3)

C2ϕ
−1

[
−
(
eϕZ − e−ϕ

)
∆5 −

ϑ

2

(
1− Z

2
)
+
(
1 + Z

)
∆6

]
+

C3ϕ̃
−1

[(
e−ϕ̃Z − eϕ̃

)
∆7 +

ϑ

2

(
1− Z

2
)
+
(
1 + Z

)
∆8

]
+

C4ϕ̃
−1

[
−
(
eϕ̃Z − e−ϕ̃

)
∆7 −

ϑ

2

(
1− Z

2
)
+
(
1 + Z

)
∆8

]
,

donde ∆5 = ϑϕ−2 + ϑ̃, ∆6 = ϑϕ−1 + ϑ̃ϕ, ∆7 = ϑϕ̃−2 + ϑ̃, ∆8 = ϑϕ̃−1 + ϑ̃ϕ̃,

ϑ = β2
0Γψ/ (1 + ψ), ϑ̃ = β0Γ/ (1 + ψ).

En la siguiente sección se discuten las implicaciones f́ısicas de los paráme-

tros adimensionales en el comportamiento de la presión de poro y los despla-

zamientos horizontales y verticales, en el ĺımite de β0 ≪ 1.
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Caṕıtulo 4

Resultados

En esta sección se presentan los resultados anaĺıticos que ilustran los

efectos de las diferentes caracteŕısticas del oleaje y parámetros f́ısicos del

suelo en la profundidad máxima de licuefacción y en el comportamiento de la

presión de poro y los desplazamientos horizontales y verticales. En la Tabla

2.1 se muestran los parámetros f́ısicos utilizados para la obtención de los

parámetros adimensionales.

Para verificar los resultados del presente modelo matemático, éstos se

comparan con los resultados experimentales reportados en la literatura es-

pecializada y con las soluciones numéricas de las Ecs. (2.59), (2.64) y (2.67).

Los resultados presentados corresponden para el caso del valle de una onda,

con valores de ωt = π y kx = ñπ, ñ = 0, 2, 4, . . . como se indica en la Sección

2.5.

Al sustituir la variable adimensional σ′

Z
= σ′

z

(γs−γw)
Lz en la Ec. (2.15), el

esfuerzo vertical efectivo adimensional se calcula usando la siguiente ecuación:

σ′

Z
= P − Z. (4.1)
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Tabla 4.1. Propiedades f́ısicas del suelo en el experimento de Liu et al. [20]

Permeabilidad (ks) 1.8x10−4, m/s

Módulo de corte (G) 1.27x106, N/m2

Porosidad (n) 0.39

Grado de saturación del agua de poro (Sr) 99.6%

Coeficiente de Poisson (ν) 0.3

Módulo de elasticidad del agua en el poro (Kw) 1.9x109, N/m2

Gravedad espećıfica (Gs) 2.67

Relación de vacios del suelo (e) 0.63

Relación de vacios en su estado más suelto (emax) 0.92

Relación de vacios en su estado más compacto (emin) 0.53

Densidad relativa (Dr) 73.8

Peso espećıfico del suelo (γs) 16069.14 N/m3

4.1. Metodoloǵıa para obtener el valor ca-

racteŕıstico β0 ≪ 1

El valor caracteŕıstico β0 ≪ 1 es una incógnita y su obtención es parte

del problema. Este valor caracteŕıstico se determina a partir de la condición

de frontera (2.62) y aplicando la siguiente metodoloǵıa:

1. Se calculan los parámetros adimensionales definidos en la Sección (2.5)

utilizando los parámetros f́ısicos t́ıpicos del suelo.

2. Se evalúa la Ec. (3.1) en Z = −1 y la ecuación resultante se sustituye

en la Ec. (2.62).

3. El valor caracteŕıstico β0 se obtiene mediante un procedimiento itera-

tivo.

4. En la literatura especilizada, la máxima profundidad de licuefacción es

del orden Lz ∼ O (AI), Sakai [31]. Con base en lo anterior, el valor
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de β0 para iniciar el proceso iterativo debe ser β0 ∼ O [(kAI)]. Pa-

ra la aplicación del presente modelo matemático, se deben seleccionar

cuidadosamente los parámetros f́ısicos del oleaje, de tal forma que se

satisfaga la aproximación de ondas largas lineales, la cual está definida

por el siguiente valor del número de Ursell, Ur,

Ur =
AI/h

(kh)2
≪ 1 , (4.2)

con AI/h≪ 1 y kh < π/10.

5. Para el valor propuesto de β0, si la presión de poro adimensional P̂ → 1,

entonces el procedimiento termina; de lo contrario, se propone un valor

diferente del parámetro β0.

6. Se fija un criterio de convergencia absoluto para el procedimiento ite-

rativo.

4.2. Comparación del presente modelo ma-

temático con resultados experimentales

de Liu et al. [20]

Para verificar la precisión de los resultados anaĺıticos, se seleccionó el estu-

dio experimental realizado por Liu et al. [20], quienes obtuvieron la máxima

profundidad de licuefacción para distintas condiciones de presión sobre un es-

trato de suelo poroso. En la Fig. 4.1 se muestra una comparación del esfuerzo

vertical f́ısico σ′

z, en función del eje vertical z, con los resultados experimen-

tales reportados por Liu et al. [20]. Para esta comparación, los parámetros

f́ısicos del suelo se muestran en la Tabla 4.1. Se necesitan dos parámetros

f́ısicos adicionales, el peso espećıfico del suelo γs, y la porosidad, n. Éstos

parámetros se calculan utilizando las siguientes fórmulas, Das [33]:

γs =
Gsγw
1 + e

, n =
e

1 + e
y e = emax − (emax − emin)Dr, (4.3)

32



donde Gs es la gravedad espećıfica, e es la relación de vaćıos del suelo; emax

y emin son las relaciones de vaćıos en su estado más suelto y más compacto,

respectivamente; y Dr es la densidad relativa del suelo. En los experimentos

de Liu et al. [20], la profundidad del agua sobre la superficie del suelo es de

0.20 m, y sobre esta columna de agua se incluye una presión de 50 kPa, la

cual simula una presión hidrostática del agua de 5.0 m; por lo tanto, sobre

la superficie del suelo actúa una profundidad de agua equivalente a 5.2 m.

Además, Liu et al. [20] usaron un peŕıodo de onda de T = 15 s. Estos valores

nos permiten calcular la longitud de onda para ondas largas lineales mediante

la siguiente relación

C =
√
gh = λ/T , (4.4)

resultando una longitud de onda de λ = 107.13 m.

Para una cresta del oleaje, la presión de poro en exceso adimensional se

define como P = p0−P
(γs−γw)Lz

. La solución anaĺıtica de la Ec. (2.59) que modela

la presión de poro en exceso está dada por la siguiente ecuación

P̂
(
Z
)
= A1e

−ϕZ + A2e
ϕZ + A3e

−ϕ̃Z + A4e
ϕ̃Z . (4.5)

Las constantes A1, A2, A3 and A4, están definidas por las Ecs. (B.5)-(B.8)

en el Apéndice B y se obtienen considerando las siguientes condiciones de

frontera:

P̂ = −1 en Z = −1 (4.6)

y

dP̂

dZ
= 1 en Z = −1. (4.7)

En la Fig. 4.1 se muestra la comparación del esfuerzo vertical efectivo,

σ′

z y los resultados experimentales reportados por Liu et al. [20]. Las ĺıneas

azules y rojas corresponden al experimento de Liu et al. [20] y el presente

modelo matemático, respectivamente. Se presentan dos casos: a) La profun-

didad mı́nima de licuefacción, y b) La profundidad máxima de licuefacción.
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Fig. 4.1: Comparación del esfuerzo vertical efectivo σ′

z obtenido con la pre-

sente solución anaĺıtica y los resultados experimentales reportados por Liu et

al. [20] para los siguientes valores constantes de las caracteŕısticas del oleaje:

h = 5.2 m, T = 15 s y λ = 107.13 m. Las ĺıneas azules y rojas corresponden

al experimento de Liu et al. [20] y el presente modelo matemático, respecti-

vamente. Se presentan dos casos: a) la profundidad mı́nima de licuefacción y

b) la profundidad máxima de licuefacción.
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El comportamiento del esfuerzo vertical efectivo para la profundidad mı́ni-

ma de licuefacción, L
(1)
z , se presenta en la Fig. 4.1a; se observa que hasta

una profundidad de z = −0.19 m las dos soluciones son muy similares. El

comportamiento del esfuerzo vertical efectivo para la profundidad máxima de

licuefacción, L
(2)
z , se presenta en la Fig. 4.1b. En esta figura se observan algu-

nas diferencias entre los resultados; éstas surgen porque la solución anaĺıtica

se obtiene para una profundidad del suelo semi-infinito, mientras que el ex-

perimento se realizó utilizando un espesor finito del suelo. Las profundidades

mı́nima y máxima de licuefacción obtenidas con el presente modelo matemáti-

co son L
(1)
z = 0.1724 m y L

(2)
z = 0.94 m, respectivamente, mientras que Liu

et al. [20] obtuvieron L
(1)
z = 0.19 m y L

(2)
z = 0.935 m; se observa que estas

profundidades de licuefacción son casi iguales.

La comparación anterior muestra que aún cuando la presente solución

anaĺıtica se obtuvo para el ĺımite de β0 ≪ 1, los resultados muestran una

buena precisión.

4.3. Efectos de la longitud de onda en la pro-

fundidad máxima de licuefacción

En la Fig. 4.2 se muestra la presión de poro en exceso adimensional,

P̂ , para un valor constante de µ = 10 y varios valores del parámetro α(=

16055, 16130, 16135, y 16155). Para el caso particular de α = 16155 y β0 =

0.0097, la solución numérica de la Ec. (2.59) se compara con la solución

anaĺıtica dada por la Ec. (3.1). Como se puede ver, ambas soluciones son

prácticamente iguales. Los valores del parámetro adimensional α = γwnβC
ksk

≫
1 tienen implicaciones f́ısicas diferentes. Los valores de este parámetro se

calcularon considerando diferentes valores del número de onda k = 2π/λ

y valores constantes de γw = 9810 N/m3, n = 0.4, β = 2.04x10−7 m2/N,

C = 9.9 m/s y ks = 0.0001 m/s. Debido a que el modelo matemático

está expresado en variables adimensionales, otros valores de los parámetros

f́ısicos se pueden seleccionar. Los resultados muestran que en el intervalo
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−0.6 ≤ Z ≤ 0, la presión de poro en exceso adimensional, P̂ , aumenta
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Fig. 4.2: Presión de poro en exceso adimensional, P̂ , en función de la po-

sición en el eje adimensional Z para un valor constante de µ = 10 y

varios valores del parámetro α (= 16055, 16130, 16135, y 16155). Los valo-

res caracteŕısticos obtenidos para cada valor del parámetro α son β0 =

0.0040, 0.0051, 0.0065, y 0.0097, respectivamente.

con un valor creciente del parámetro α. Sin embargo, fuera de este inter-

valo, la presión de poro en exceso es casi igual para todos los valores del

parámetro α. Cada valor de α corresponde a un valor caracteŕıstico diferente

de β0 (= 0.0040, 0.0051, 0.0065, y 0.0097, respectivamente), y como se puede

observar, a medida que el parámetro α aumenta, el valor caracteŕıstico tam-

bién aumenta; desde un punto de vista f́ısico, esto indica que a medida que

aumenta la longitud de onda, la profundidad máxima de licuefacción, Lz ,
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también aumenta. Para los mismo valores de los parámetros discutidos en
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Fig. 4.3: Valores absolutos del desplazamiento horizontal adimensional,∣∣∣Û
∣∣∣, para un valor constante de µ = 10 y varios valores del parámetro

α (= 16055, 16130, 16135, y 16155). Los valores caracteŕısticos obtenidos pa-

ra cada valor del parámetro α son β0 = 0.0040, 0.0051, 0.0065, y 0.0097,

respectivamente.

el párrafo anterior, en la Fig. 4.3 se presentan los valores absolutos de los

desplazamientos horizontales adimensionales
∣∣∣Û

∣∣∣. Para el caso particular de

α = 16155 y β0 = 0.0097, la solución numérica de la Ec. (2.64) se compara

con la solución anaĺıtica dada por la Ec. (3.2), y se encontró que el compor-

tamiento de ambas soluciones son semejantes. Se observa en la Fig. 4.3 que a

medida que el parámetro α aumenta, implica que la longitud de onda λ tam-

bién aumente, y los desplazamientos horizontales decrecen significativamente,
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∣∣∣Û
∣∣∣ → 0. Este comportamiento puede observarse a partir del desplazamiento

caracteŕıstico uc ∼ (γs−γw)L3
z

G
k ≪ 1, donde se aprecia claramente que para

los valores fijos del peso espećıfico del suelo (γs), el peso espećıfico del agua

(γw) y el módulo de corte (G), la magnitud del desplazamiento caracteŕıstico

aumenta o disminuye proporcionalmente a la magnitud del número de onda,

(k). Además, el desplazamiento caracteŕıstico horizontal tiende a cero para
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Fig. 4.4: Valores absolutos del desplazamiento vertical adimensional,
∣∣∣Ŵ

∣∣∣,
en función de la posición en el eje adimensional Z, para varios valores

del parámetro α (= 16055, 16130, 16135, y 16155) y valores constantes de

µ = 10, Γ = 5614.39 y ψ = 2.5. Los valores caracteŕısticos obtenidos pa-

ra cada valor del parámetro α son β0 = 0.0040, 0.0051, 0.0065, y 0.0097,

respectivamente.
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valores grandes del módulo de corte (G). En la Fig. 4.4 se muestran los va-

lores absolutos del desplazamiento vertical adimensional,
∣∣∣Ŵ

∣∣∣, a lo largo del

eje adimensional Z para los mismos valores de los parámetros utilizados en

la Fig. 4.2 y valores adicionales de ψ = 2.5 y Γ =5614.39. Para los valores

de los parámetros α = 16155 y β0 = 0.0097, en la Fig. 4.4 se incluye una
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Fig. 4.5: Esfuerzo vertical efectivo adimensional, σ′

Z
, en función de la po-

sición en el eje vertical, Z, para un valor constante de µ = 10 y va-

rios valores del parámetro α (= 16055, 16130, 16135, y 16155). Los valo-

res caracteŕısticos obtenidos para cada valor del parámetro α son β0 =

0.0040, 0.0051, 0.0065, y 0.0097, respectivamente.

comparación de la solución anaĺıtica del desplazamiento vertical, Ec. (3.3),

con la solución numérica Ec. (2.67). Las dos soluciones ajustan adecuada-
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mente. En la Fig. 4.4 se observa que los desplazamientos verticales presentan

un comportamiento opuesto al obtenido para el desplazamiento horizontal:

para valores grandes del parámetro α, implicando valores más pequeños del

número de onda, los desplazamientos verticales crecen en magnitud. El com-

portamiento de los desplazamientos verticales se confirman analizando las

escalas caracteŕısticas verticales, wc ∼ ks(γs−γw)
γwCk

≪ 1, a partir de la cual se

analiza que para un número de onda k ≪ 1 el desplazamiento vertical ca-

racteŕıstico es mayor para valores fijos de los parámetros f́ısicos ks, γs, γw

y C. Además, a partir del desplazamiento caracteŕıstico vertical, se aprecia

que cuando la permeabilidad del suelo ks crece, el desplazamiento vertical

también crece.

En la Fig. 4.5 se aprecia el comportamiento de los esfuerzos verticales efec-

tivos adimensionales, σ′

Z
, en función del eje vertical, Z, para un valor constan-

te de µ = 10 y varios valores del parámtero α (= 16055, 16130, 16135 y 16155).

Los resultados indican que cuando el parámetro α crece, el valor caracteŕıstico

β0(= 0.0040, 0.0051, 0.0065, y 0.0097, respectivamente) también crece. F́ısi-

camente, este comportamiento implica que al aumentar la longitud de onda

(λ) o el peŕıodo del oleaje causa que la profundidad máxima de licuefacción

Lz también aumente, porque Lz = λβ
1/2
0 / (2π) = CTβ

1/2
0 / (2π). Además, en

la misma figura se muestra que conforme crece el paraḿetro α, implica que la

longitud de onda crece y el suelo sea más vulnerable a la licuefacción porque

el esfuerzo efectivo vertical disminuye.

4.4. Influencia de la compresibilidad del flui-

do de poro en la presión de poro en ex-

ceso adimensional

En la Fig. 4.6 se muestra el comportamiento de la presión de poro en exce-

so adimensional, P̂ , como una función de la posición sobre el eje adimensional

Z, para un valor constante de α = 16055 y diferentes valores del parámetro
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µ (= 15, 28, 52, y 58). Los valores correspondientes del valor caracteŕıstico

β0(= 0.0090,0.0063, 0.0044, y 0.0026, respectivamente) se calcularon para

cada valor del parámetro µ de las Ecs. (2.62) y (3.1) usando el procedimiento

iterativo descrito en la Sección 4.1. El parámetro µ = nGβ [1 + 1/ (1− 2ν)]

está formado por la porosidad, n; el módulo de corte, G; la compresibilidad

del fluido del poro, β; y el coeficiente de Poisson, ν. Para la interpreta-

ción f́ısica de los resultados, la atención se centra en el parámetro β. Los
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Fig. 4.6: Presión de poro en exceso adimensional, P̂ , en función de la po-

sición en el eje adimensional Z para un valor constante de α = 16055

y varios valores del parámetro µ (= 15, 28, 52, y 58), para el cual β0 =

0.0090, 0.0063, 0.0044, y 0.0026, respectivamente.

resultados indican que si el parámetro µ crece, f́ısicamente implica que la
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compresibilidad de fluido del poro también crece y la presión de poro en ex-

ceso muestra un pequeño aumento en magnitud. Como ejemplo ilustrativo,

las presiones máximas de poro en exceso para µ = 15 y 58 en Z = −0.4

son P̂ = 0.3 y 0.38, respectivamente, lo que indica que la compresibilidad

del fluido del poro tiene una influencia pequeña sobre la presión de poro en

exceso. La discusión anterior se puede también aclarar mediante un análisis

de orden de magnitud. Al sustituir las Ecs. (2.31) y Ecs. (2.37)-(2.40) en la

Ec. (2.3), el orden de magnitud de la presión de poro está dada por

P ∼ (γs − γw)Lz(
1− nL2

z
γwω
ks

β
) , (4.8)

donde para valores fijos de los parámetros f́ısicos γs, γw, n, ks, ω y Lz y

valores ascendentes de la compresibilidad del fluido del poro β = 5.1x10−7 −
5.3x10−10, [m2/N], la presión de poro crece ligeramente porque nL2

z
γwωβ
ks

≪ 1.

4.5. Influencia del módulo de corte en el es-

fuerzo vertical efectivo

En la Fig. 4.7 se aprecia la distribución y magnitud del esfuerzo vertical,

σ′

Z
, a lo largo del eje adimensional Z. Estos resultados se obtuvieron consi-

derando los mismos valores de α, µ y β0 usados en la Fig. 4.6. El módulo de

corte, G, se define como el coeficiente proporcional en la relación de esfuerzo

cortante. El módulo de corte es una de las propiedades dominantes de un

suelo y es importante elucidar su efecto en el esfuerzo vertical efectivo. El

módulo de corte aparece en el parámetro µ = nGβ [1 + 1/ (1− 2ν)], donde

se puede apreciar que a medida que el valor de G aumenta, el parámetro µ

también aumenta. En la Fig. 4.7 se muestra la influencia del parámetro µ en

el esfuerzo vertical efectivo. En esta figura se aprecia que si µ crece, el esfuer-

zo vertical efectivo también crece. Sin embargo, el valor caracteŕıstico (β0)

decrece, lo que f́ısicamente representa que la licuefacción máxima disminuye.
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Fig. 4.7: Distribución vertical del esfuerzo vertical efectivo adimensional,

σ′

Z
, para un valor constante de α = 16055 y varios valores del parámetro

µ (= 15, 28, 52, y 58), para el cual β0 = 0.0090, 0.0063, 0.0044, y 0.0026, res-

pectivamente.

De la Ec. (2.7) y considerando las relaciones dadas en la Ec. (2.39), el orden

de magnitud del esfuerzo vertical efectivo está dado por

σ
′

z ∼ 2G

(
1 +

ν

1− 2ν

)
ks (γs − γw)

γwCkLz
, (4.9)

en donde se observa claramente que cuando el módulo de corte (G) crece,

el esfuerzo vertical efectivo (σ′

z) también crece. Además, la Ec. (4.9) indica

que para suelos de baja permeabilidad (ks), los esfuerzos verticales efectivos

son pequeños. Esto se debe a que la presión de poro en exceso en una arena
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saturada con baja permeabilidad no puede disiparse entre cargas ćıclicas dife-

rentes, Huang et al. [34]. Por lo tanto, un suelo con permeabilidad baja es más

vulnerable a la licuefacción que un suelo con alta permeabilidad. Las Figs. 4.8
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Fig. 4.8: Valores absolutos del desplazamiento vertical,
∣∣∣Ŵ

∣∣∣, en función de

la posición en el eje adimensional Z, para varios valores del parámetro

µ (= 15, 28, 52, y 58) y valores constantes de α = 16055, Γ = 3746.43 y

ψ = 2.5. Los valores caracteŕısticos obtenidos para cada valor del parámetro

µ son β0 = 0.0090, 0.0063, 0.0044, y 0.0026, respectivamente.

y 4.9 muestran los valores absolutos de los desplazamientos verticales,
∣∣∣Ŵ

∣∣∣,
y horizontales,

∣∣∣Û
∣∣∣, respectivamente, como una función de la posición en el

eje adimensional Z, para varios valores del parámetro µ (= 15, 28, 52, y 58)
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y valores constantes de α = 16055, Γ = 3746.43 and ψ = 2.5. Los valores ca-

racteŕısticos obtenidos para cada valor de µ son β0 = 0.0090, 0.0063, 0.0044, y

0.0026, respectivamente. El comportamiento de estos desplazamientos mues-
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Fig. 4.9: Valores absolutos del desplazamiento horizontal,
∣∣∣Û

∣∣∣, en función de

la posición en la variable adimensional Z, para varios valores del paráme-

tro µ (= 15, 28, 52, y 58) y un valor constante de α = 16055. Los valo-

res caracteŕısticos obtenidos para cada valor del parámetro µ son β0 =

0.0090, 0.0063, 0.0044, y 0.0026, respectivamente.

tra una tendencia similar a la observada con respecto al párametro α. Sin

embargo, las magnitudes de
∣∣∣Ŵ

∣∣∣ en función del parámetro α son más gran-

des que los obtenidos por el párametro µ. Para el caso del desplazamiento

horizontal, los valores son del mismo orden de magnitud para ambos α y µ.
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4.6. Resumen de las simplificaciones del mo-

delo matemático

El presente módelo matemático está limitado por las siguientes simplifi-

caciones:

1. Las soluciones anaĺıticas para la presión de poro en exceso y los des-

plazamientos se obtienen para el ĺımite del valor caracteŕıstico de β0 =

(kLz)
2 ≪ 1.

2. Debido a que se usa la aproximación de ondas largas lineales, dada por

Ur ≪ 1, la presión inducida por el oleaje es todav́ıa hidrostática.

3. El suelo poro-elástico es isotrópico.

4. El contenido de agua en los poros es incompresible y puede contener

burbujas de aire.

5. El agua fluye a través del volumen poroso de acuerdo con la ley de

Darcy, y no hay velocidad relativa entre el agua y el suelo.
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Conclusiones

En este trabajo se estudia la respuesta dinámica de un suelo poro-elástico

inducido por ondas de agua largas. Aqúı, la profundidad de licuefacción mo-

mentánea máxima inducida por ondas de agua largas se considera como parte

del problema, el cual se trata como un problema de valores caracteŕısticos. El

comportamiento del esfuerzo vertical efectivo a lo largo del eje z se compara

con los resultados experimentales de Liu et al. [20] y se encontró que estos

tienen un buen ajuste. Además, las soluciones anaĺıticas para la presión de

poro en exceso y los desplazamientos horizontales y verticales adimensionales

se comparan con las correspondientes soluciones numéricas de los problemas

de valores en la frontera y los resultados presentan un ajuste exacto. Las

conclusiones principales se pueden resumir en la forma siguiente:

1. A partir de los resultados anaĺıticos y del análisis de orden de mag-

nitud, se deduce que para la aproximación de ondas largas lineales,

Ur ≪ 1, los desplazamientos horizontales son más pequeños que los

desplazamientos verticales.

2. Los resultados muestran que conforme la longitud de onda o el peŕıodo

de onda crecen, los esfuerzos verticales decrecen, mientras que la presión

de poro en exceso y la profundidad de licuefacción máxima crecen.

3. Un suelo con baja permeabilidad es más vulnerable de licuarse que un

suelo con alta permeablidad.

El modelo matemático que se propone en este trabajo puede usarse co-

mo una referencia práctica para identificar, como primera aproximación, la
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profundidad de licuefacción máxima inducida por la propagación de ondas

de agua largas.
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Apéndice A

Constantes de integración de la

solución anaĺıtica para la

presión de poro en exceso y

desplazamientos horizontales y

verticales para el valle de una

onda

La solución anaĺıtica de la ecuación de gobierno de la presión adimensio-

nal, Ec. (2.59), tiene una solución de la forma

P̂ (Z) = erZ , (A.1)

Derivando cuatro veces la Ec. (A.1) se tienen la siguientes derivadas

d2P̂

dZ
2 = r2erZ y

d4P̂

dZ
4 = r4erZ . (A.2)

Sustituyendo las Ecs. (A.1) y (A.2) en la ecuación diferencial (2.59), se

obtiene la siguiente relación
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r4 − i
β0(1 + µ)α

µ
r2 + i

β2
0α

µ
= 0. (A.3)

La Ec. (A.3) tiene cuatro ráıces que satisfacen la igualdad, y corresponden

a las siguientes relaciones

r = ∓ϕ, r = ∓ϕ̃. (A.4)

En la Ec. (A.4) las variables ϕ y ϕ̃ están dadas por ϕ = [β0/ (1 + µ)]1/2 y

ϕ̃ = ϕ
[
i(1+µ)2α

µ
− 1

]1/2
. La solución de la Ec. (2.59) tiene la forma siguiente.

P̂
(
Z
)
= C1e

−ϕZ + C2e
ϕZ + C3e

−ϕ̃Z + C4e
ϕ̃Z . (A.5)

A.1. Obtención de la constantes de integra-

ción para la presión adimensional

En este apéndice se presenta la obtención de las constantes de integración

C1, C2, C3 y C4. Aplicando las condiciones de frontera Ecs. (2.60) y (2.61) en

la Ec. (3.1) se obtienen las siguientes relaciones algebraicas,

C1 + C2 + C3 + C4 = 0, (A.6)

−ϕC1 + ϕC2 − ϕ̃C3 + ϕ̃C4 = 0. (A.7)

De manera similar se evalúan las Ecs. (2.62) y (2.63) en la solución Ec. (3.1)

para obtener los siguientes términos

eϕC1 + e−ϕC2 + eϕ̃C3 + e−ϕ̃C4 = 1, (A.8)

−ϕeϕC1 + ϕe−ϕC2 − ϕ̃eϕ̃C3 + ϕ̃e−ϕ̃C4 = −1. (A.9)
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Las Ecs. (A.6)-(A.9) se pueden expresar en forma matricial como




1 1 1 1

−ϕ ϕ −ϕ̃ ϕ̃

eϕ e−ϕ eϕ̃ e−ϕ̃

−ϕeϕ ϕe−ϕ −ϕ̃eϕ̃ ϕ̃e−ϕ̃







C1

C2

C3

C4


 =




0

0

1

−1


 .

Resolviendo la matriz anterior, las constantes de integración de la presión

de poro en exceso, Ec. (3.1), están dadas por las siguientes ecuaciones

C1 =
δ1 − δ2

δ̃
(A.10)

C2 =
δ3 − δ4

δ̃
(A.11)

C3 =
δ5

δ̃
(A.12)

C4 =
δ6

δ̃
(A.13)

donde

δ1 = ϕ̃
(
− (1 + ϕ̃) eϕ + 2eϕ̃ + (−1 + ϕ̃) e(ϕ+2ϕ̃)

)
(A.14)

δ2 = ϕ
(
(1 + ϕ̃) eϕ − 2ϕ̃eϕ̃ + (−1 + ϕ̃) e(ϕ+2ϕ̃)

)
(A.15)

δ3 = ϕ̃eϕ
(
1 + e2ϕ̃ − 2e(ϕ+ϕ̃) + ϕ̃

(
1− e2ϕ̃

))
(A.16)

δ4 = ϕeϕ
(
1− e2ϕ̃ + ϕ̃

(
1 + e2ϕ̃ − 2e(ϕ+ϕ̃)

))
(A.17)

δ5 =
(
−1 + e2ϕ

) (
ϕ2eϕ̃ + ϕ̃eϕ̃

)
− ϕ (1 + ϕ̃)

(
−2eϕ + eϕ̃ + e(2ϕ+ϕ̃)

)
(A.18)
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δ6 = eϕ̃
(
−1 + e2ϕ

) (
−ϕ2 + ϕ̃

)
− eϕ̃ϕ (−1 + ϕ̃)

(
1 + e2ϕ − 2e(ϕ+ϕ̃)

)
(A.19)

δ̃ =
(
−1 + e2ϕ

) (
−1 + e2ϕ̃

) (
ϕ2 + ϕ̃2

)
−2ϕϕ̃

(
1 + e2ϕ + e2ϕ̃ − 4e(ϕ+ϕ̃) + e2(ϕ+ϕ̃)

)

(A.20)

A.2. Obtención de las constantes de integra-

ción para el desplazamiento horizontal

adimensional

En la Ec. (2.64) se ve que el desplazamiento horizontal adimensional Û

es una función de la presión adimensional P̂ y para obtener la solución del

desplazamiento horizontal se debe integrar la Ec. (2.64) como sigue

Û = −i
∫ ∫

P̂ dZdZ + C5

∫
dZ + C6. (A.21)

La Ec. (A.21) se resuelve a partir de las siguientes condiciones de frontera:

En la interfaz oleaje-suelo marino se presenta la siguiente condición

dÛ

dZ
= 0 en Z = 0. (A.22)

En el fondo del suelo se asume que los desplazamientos horizontales tien-

den a cero; por lo tanto, se escribe lo siguiente:

Û → 0 en Z = −1. (A.23)

Resolviendo el término
∫
P̂ dZ de la Ec. (A.21), se obtiene la siguiente

relación:

dÛ

dZ
= iϕ−1

(
C1e

−ϕZ − C2e
ϕZ

)
+ iϕ̃−1

(
C3e

−ϕ̃Z − C4e
ϕ̃Z

)
+ C5. (A.24)
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Integrando la Ec. (A.24) se obtiene

Û(Z) = −iϕ−2
(
C1e

−ϕZ + C2e
ϕZ

)
− iϕ̃−2

(
C3e

−ϕ̃Z + C4e
ϕ̃Z

)
+ (A.25)

C5Z + C6

donde las constantes de integración C5 y C6 se evalúan aplicando las condi-

ciones de frontera (A.22) y (A.23) y se obtiene lo siguiente:

C5 = iϕ−1(C2 − C1) + iϕ̃−1(C4 − C3) (A.26)

y

C6 = iϕ−1C1(ϕ
−1eϕ − 1) + iϕ−1C2(ϕ

−1e−ϕ + 1) + (A.27)

iϕ̃−1C3(ϕ̃
−1eϕ̃ − 1) + iϕ̃−1C4(ϕ̃

−1e−ϕ̃ + 1)

A.3. Obtención de las constantes de inte-

gración para el desplazamiento vertical

adimensional

Para determinar la solución de la Ec. (2.67) se debe conocer previamente

la solución de la presión adimensional P̂ y la solución del desplazamiento

horizontal Û como se puede apreciar en la Ec. (2.67) que en su forma integral

se escribe como sigue

Ŵ (Z) = −iϑ
∫
ÛdZ − ϑ̃

∫
P̂ dZ + C7Z + C8 (A.28)

donde ϑ = β2
0Γψ/ (1 + ψ) y ϑ̃ = β0Γ/ (1 + ψ). La Ec. (A.28) se resuelve a

partir de las siguientes condiciones de frontera

dŴ

dZ
= 0 en Z = 0 (A.29)

y

Ŵ → 0 en Z = −1. (A.30)
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Resolviendo las integrales
∫
ÛdZ y

∫
P̂ dZ y sustituyendo las condiciones

de frontera Ecs. (A.29) y (A.30) en la Ec. (A.28) se obtienen las constantes

de integración C7 y C8 como sigue

C7 = C1

(
ϑ
(
ϕ−2 − ϕ−2eϕ + ϕ−1

)
+ ϑ̃

)
+ (A.31)

C2

(
ϑ
(
ϕ−2 − ϕ−2e−ϕ − ϕ−1

)
+ ϑ̃

)
+

C3

(
ϑ
(
ϕ̃−2 − ϕ̃−2eϕ̃ + ϕ̃−1

)
+ ϑ̃

)
+

C4

(
ϑ
(
ϕ̃−2 − ϕ̃−2e−ϕ̃ − ϕ̃−1

)
+ ϑ̃

)

C8 = C1ϕ
−1

(
−
(
ϑϕ−2 + ϑ̃

)
eϕ + ϑ

(
1

2
+ ϕ−1

)
+ ϑ̃ϕ

)
+ (A.32)

C2ϕ
−1

((
ϑϕ−2 + ϑ̃

)
e−ϕ − ϑ

(
1

2
− ϕ−1

)
+ ϑ̃ϕ

)
+

C3ϕ̃
−1

(
−
(
ϑϕ̃−2 + ϑ̃

)
eϕ̃ + ϑ

(
1

2
+ ϕ̃−1

)
+ ϑ̃ϕ̃

)
+

C4ϕ̃
−1

((
ϑϕ̃−2 + ϑ̃

)
e−ϕ̃ − ϑ

(
1

2
− ϕ̃−1

)
+ ϑ̃ϕ̃

)
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Apéndice B

Constantes de integración de la

solución anaĺıtica de la presión

de poro en exceso para la

cresta de una onda

B.1. Obtención de la constantes de integra-

ción para la presión adimensional

En este apéndice se presenta la obtención de las constantes de integración

A1, A2, A3 y A4 de la solución Ec. (4.5). Aplicando las condiciones de fron-

tera Ecs. (2.60) y (2.61) en la Ec. (4.5) se obtienen las siguientes relaciones

algebraicas,

A1 + A2 + A3 + A4 = 0, (B.1)

−ϕA1 + ϕA2 − ϕ̃A3 + ϕ̃A4 = 0. (B.2)

De manera similar se evalúan las Ecs. (4.6) y (4.7) en la Ec. (4.5) para obtener

los siguientes términos
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eϕA1 + e−ϕA2 + eϕ̃A3 + e−ϕ̃A4 = −1, (B.3)

−ϕeϕA1 + ϕe−ϕA2 − ϕ̃eϕ̃A3 + ϕ̃e−ϕ̃A4 = 1. (B.4)

Las Ecs. (B.1)-(B.4) se pueden expresar en forma matricial como




1 1 1 1

−ϕ ϕ −ϕ̃ ϕ̃

eϕ e−ϕ eϕ̃ e−ϕ̃

−ϕeϕ ϕe−ϕ −ϕ̃eϕ̃ ϕ̃e−ϕ̃







A1

A2

A3

A4


 =




0

0

−1

1


 .

Resolviendo la matriz anterior, las constantes de integración de la presión

de poro en exceso para una cresta están dadas por las siguientes relaciones:

A1 =
δ̃1 + δ̃2

δ
(B.5)

A2 =
δ̃3 + δ̃4

δ
(B.6)

A3 =
δ̃5

δ
(B.7)

A4 =
δ̃6

δ
(B.8)

donde

δ̃1 = ϕ̃
(
(1 + ϕ̃) eϕ − 2eϕ̃ − (−1 + ϕ̃) e(ϕ+2ϕ̃)

)
(B.9)

δ̃2 = ϕ
(
(1 + ϕ̃) eϕ − 2ϕ̃eϕ̃ + (−1 + ϕ̃) e(ϕ+2ϕ̃)

)
(B.10)

δ̃3 = −eϕϕ̃
(
1 + ϕ̃ + e2ϕ̃ − ϕ̃e2ϕ̃ − 2e(ϕ+ϕ̃)

)
(B.11)
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δ̃4 = eϕϕ
(
1− e2ϕ̃ + ϕ̃

(
1 + e2ϕ̃ − 2e(ϕ+ϕ̃)

))
(B.12)

δ̃5 =
(
−1 + e2ϕ

) (
−ϕ2eϕ̃ − ϕ̃eϕ̃

)
+ ϕ (1 + ϕ̃)

(
−2eϕ + eϕ̃ + e(2ϕ+ϕ̃)

)
(B.13)

δ̃6 = eϕ̃
(
ϕ̃− ϕ̃e2ϕ + ϕ2

(
−1 + e2ϕ

)
+ ϕ (−1 + ϕ̃)

(
1 + e2ϕ − 2e(ϕ+ϕ̃)

))

(B.14)

δ =
(
−1 + e2ϕ

) (
−1 + e2ϕ̃

) (
ϕ2 + ϕ̃2

)
−2ϕϕ̃

(
1 + e2ϕ + e2ϕ̃ − 4e(ϕ+ϕ̃) + e2(ϕ+ϕ̃)

)

(B.15)
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