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Resumen

El método de pantallas nulas ha sido ampliamente utilizado para evaluar los defectos en su-
perficies Opticas convexas, concavas, fuera de eje y en particular de la superficie corneal. En
el presente trabajo mostramos que la evaluacién depende de la posicion axial y transversal
en la que se encuentre la superficie bajo prueba. En este método se acostumbra utilizar
una superficie auxiliar para medir de manera aproximada las normales a la superficie bajo
prueba, y asi reconstruir su forma. Sin embargo, mostramos que si la superficie bajo estu-
dio tiene una geometria diferente a la superficie auxiliar, los resultados de la evaluaciéon no

seran los esperados.

Con la finalidad de que la evaluacién de la superficie no dependa de su posicion, desarrolla-
mos un algoritmo basado en la reconstrucciéon modal y zonal, el cual no necesita informacion
sobre la geometria de la superficie bajo prueba. Mostramos cémo generar patrones imagen
sintéticos de superficies descentradas, en particular biconicas, para comprobar la efectivi-
dad de dicho algoritmo. En la simulaciones numéricas, los errores que se obtuvieron en la
reconstruccion de la superficies son del orden de fracciones de micrémetro, lo cual lo hace

viable para su aplicacién en mediciones de la topografia corneal.

Adicionalmente, realice todo un estudio sobre los errores que pueden afectar las
evaluaciones, como errores en la orientacién, construccion y diseno de la pantalla nula.

Finalmente proponemos un método para calibrar la pantalla nula.
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Capitulo 1

Topografia corneal

1.1. Anatomia del ojo humano

El ojo es un sensor muy sofisticado cuya funcién principal es la de colectar la luz que
proviene de los objetos, enfocandola en un tejido fotosensible (retina) que procesa la
informacion para después enviarla como senales eléctricas al cerebro que es el encargado
del procesamiento final de toda la informacion y de su interpretacion. El ojo es un sistema
optico positivo o convergente, la imagen que se forma en la retina esta invertida, la forma
del ojo es un ovoide pero se suele aproximar por una esfera con un radio promedio de
25mm. A continuacién describiremos de forma breve las partes que componen al ojo (ver

figura 1.1).

Esclera
Humor
vitreo
Iris
Humor Retina
acuoso
¥~ cristalino

Cérnea / '\ l Nervio 6ptico

Musculo ciliar

Figura 1.1: Anatomia del ojo humano.

1.1.1. Esclera

Es la capa més externa del globo ocular, es la responsable de dar firmeza al ojo humano,
esta constituida por una serie de fibras de colageno que estan orientadas de forma aleatoria
por lo tanto dispersan la luz, como consecuencia es opaca y de color blanco. Su forma es

aproximadamente esférica con un radio de curvatura de 12mm [1].
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1.1.2. Cornea

Esta localizada en la parte central anterior del globo ocular tiene la forma de un menisco,
la superficie anterior tiene aproximadamente un radio de curvatura de 7.7mm y la superfi-
cie posterior un radio de 6.8mm. La cérnea es responsable de aproximadamente 2/3 de la
potencia didptrica cuando el ojo se encuentra relajado, esto se debe al cambio abrupto de
indice de refraccién en la interfaz aire (n, ~ 1) cérnea (n. = 1.376). La superficie corneal
estd cubierta por una pelicula lagrimal muy delgada de 4-7um, ésta pelicula se encarga de
suavizar las rugosidades de la cérnea evitando que haya dispersion de luz y es la responsa-

ble de que la cérnea sea transparente [2].

La superficie cérnea al ser un menisco es una lente negativa considerando que el medio
que la rodea es el mismo; sin embargo, estd rodeada por dos medios con diferente indice
de refraccién lo que provoca que la potencia de la cornea sea positiva. Para entender esto

vamos a utilizar la siguiente expresion paraxial para la potencia didptrica

ny — N2
P = 1.1
R Y ( )

donde n; y ny son los indices de refraccion del medio incidencia y del refractor,
respectivamente. Por lo tanto la potencia para la superficie corneal anterior de la cérnea

es

(1.2)

1—1.
P, =1000 (376) D

7.7
Las unidades de la potencia son las dioptrias D = m~!. Al aplicar la ecuaciéon (1.1) a
la superficie posterior y considerar que el indice de refraccién del medio refractor (humor
acuoso ver figura 1.1) tiene un valor de 1.336, la potencia asociada a la superficie corneal

posterior es

1.376 — 1.336
P,=1000 ( ————— 1.3
8 ( 6.8 ) (13)
La potencia total de la cornea es [3]
d
Pr =P, + P, — —P,P, (1.4)
n

Cc

La ecuacién de arriba no es més que la ecuacion para calcular la distancia focal de una lente
con grosor d. Al considerar d = 5 x 10~*m la potencia total de la cérnea es Pr ~ 43.053D,

como el valor anterior es positivo ésto implica que la lente es un sistema convergente.
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1.1.3. Cristalino

Al igual que la cornea es transparente y no contiene ningln vaso sanguineo, es una
estructura que estd en una capsula elastica sostenida en la periferia por los musculos
ciliares. Puede considerarse como una lente biconvexa no simétrica, su indice de refraccion
es variable, es mayor en el centro y va disminuyendo hacia la parte mas externa. Gullstrad

en 1909 propuso el siguiente modelo para el indice refraccién del cristalino [2]

n(p, z) = 1.406 —6.2685 x 1073 (2 — z9)” + 3.834 x 1074 (2 — 2,)* (1.5)
+[2.7875 x 1074 (2 — 2)*] p — 6.6717 x 105", (1.6)

En el centro z = zy del cristalino el indice de refraccion n = 1.406 y en la periferia es de
1.386. El cristalino tiene la ventaja de cambiar su potencia didéptrica o equivalentemente,
su distancia focal. Esto ocurre al contraerse por la presion que ejercen los musculos ciliares
aumentado su curvatura y cambiando la distancia de enfoque, este proceso se conoce como

acomodacion del ojo.

1.1.4. Iris

El iris es una membrana opaca que se encuentra atras de la cornea, es la responsable
del color de los ojos. Su funcién principal es controlar la cantidad de luz que entra al
0jo; cuando la iluminaciéon del ambiente es baja, la pupila se expande con la finalidad de
colectar la mayor cantidad de luz, si la iluminacién es alta, la pupila se contrae. La posicion
y el didmetro del iris hacen posible definir la pupila de entrada y la pupila de salida del
ojo humano. La pupila de entrada resulta ser la imagen que forma la cérnea de la pupila,
mientras que la pupila de salida resulta ser la imagen de la pupila que se forma debido al

cristalino [5].

1.1.5. Humor acuoso y humor vitreo

El humor acuoso esta contenido entre la superficie posterior de la cérnea y el cristalino.
Es un fluido acuoso que suministra los nutrientes necesarios a la cornea y al cristalino,
estd compuesto principalmente de agua. Ademads contiene sangre la cual llega por medio
de filtracién y secrecién a través de una estructura localizada atras del iris (cuerpo ciliar).

Su indice de refracciéon es igual a 1.336.




1.2. MODELOS DE OJO HUMANO

El humor vitreo comprende la zona entre la superficie posterior del cristalino y la retina.
Es una masa gelatinosa altamente transparente, la cual contiene de 98.5% a 99.7% de
agua aproximadamente, ademas estd compuesta principalmente de sales, proteinas y acido
hialurénico[6]. En el modelo de ojo de Gullstrad, el valor de su indice de refraccion se

considera igual al del humor acuoso.

1.1.6. Retina

La retina es una capa que esta en contacto con el humor vitreo, es la zona donde una senial
luminosa se convierte en una senal neuronal. Esta repleta de fotorreceptores de dos tipos
conocidos como bastones y conos. Los bastones son muy sensibles a la luz pero no pueden
distinguir colores. Los conos son menos sensibles y perciben el color, existen tres tipos de
conos, dependiendo del pigmento que permite la deteccién selectiva del color. Existen los
conos que perciben mas el color rojo, otros el verde y los del tercer tipo, el azul. La via
de comunicacién entre el ojo y el cerebro es el nervio 6ptico en la zona (aproximadamente
600um de didmetro) donde se conecta el nervio éptico con la retina no hay fotoreceptores

en esa region; es por eso que existe un punto ciego en nuestra visién [7].

1.2. Modelos de ojo humano

El ojo humano como ya hemos visto estd formado por varias estructuras; sin embargo,
puede considerarse como un sistema optico formador de imagen, su andlisis se reduce a
sélo cuatro elementos; dos sistemas de lentes (cérnea y cristalino), un diafragma (iris) y
una pantalla o plano imagen (retina). La cornea y el cristalino son los principales elementos
opticos que afectan la refraccién de la luz, por eso es de interés proponer modelos para

describirlos.

Existen varias propuestas para modelar al ojo como un sistema &ptico “simple”. A
continuacion se muestran dos modelos de ojo, el modelo de Gullstrand [1] y el de Navarro
2, 4].

1.2.1. Modelo de Gullstrand

El modelo de Gullstrand considera a todas las superficies involucradas como esferas, propo-
ne que la cornea sea un menisco. El cristalino se modela con cuatro superficies y dos indices

de refraccién. Los radios de curvatura(R), los indices de refraccién (n) y las separaciones d

4
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entre superficies se muestran en la tabla 1.1. Estos parametros corresponden al ojo relajado
[1]. En la figura 1.2a se muestra un trazo exacto de rayos usando los pardmetros de la tabla
1.1, las curvas en color verde representan a las superficies que componen a la cérnea y al

cristalino. Se puede observar que los rayos convergen en la retina.

Elemento R(mm) d(mm) mn. ‘ Elemento R(mm) d(mm) mn.
Superficie corneal anterior  7.700 Superficie 2 del cristalino 7.911

cérnea - 0.500 1.376 | Capa 2 del cristalino - 2.419 1.406
Superficie corneal posterior 6.800 Superficie 3 del cristalino -5.760

Humor acuoso — 3.100 1.336 | Capa 3 del cristalino — 0.635 1.386
Superficie 1 del cristalino 10.000 - - Superficie 4 del cristalino -6.000 - -
Capa 1 del cristalino - 0.546 1.386 | Humor vitreo - 17.185 1.336

Tabla 1.1: Pardmetros del modelo de ojo de Gullstrand.

1.2.2. Modelo de Navarro

Navarro considera que las superficies involucradas no son esféricas y las modela como
superficies conicas, las cuales estan centradas en el eje 6ptico del ojo. La ecuacién que

describe la forma de éstas superficies es

2? +y*+ (1+k)Z* —2RZ =0, (1.7)

donde k es la constante de conicidad y R es el radio de curvatura de las superficies céni-
cas. En éste modelo sélo hay cuatro superficies, dos de la cornea y dos del cristalino. Los
pardmetros del sistema éptico equivalente al ojo se muestran en la tabla 1.2 [2, 4] y co-
rresponden al ojo relajado (sin acomodacién). En la figura 1.2a se muestra un trazo exacto
de rayos usando los parametros de la tabla 1.2 con ojo relajado y notamos que los rayos

convergen a la retina.

Este modelo tiene un parametro extra que es la acomodacién del ojo, se denota como A y

sus unidades son dioptrias, Navarro considera que A esta en el rango 0 a 10. Las cantidades
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Elemento R(mm) d(mm) n k

Superficie corneal anterior  7.72 - - -

cérnea - 0.55 1.3760 -0.2600
Superficie corneal posterior 6.5 - - -

Humor acuoso - 3.00 —dy, 1.3374 0

Superficie 1 del cristalino 10.000 — Ry - - -

Cristalino - 44 ds 1.4200 +ng —3.1316 — k3
Superficie 2 del cristalino -6.00+ Ry - - -

Humor vitreo — 16.403 1.3360 —1—Fky

Tabla 1.2: Parametros del modelo de ojo de Navarro.

Rs3, Ry, ds, ds3, n3, k3 v ks, dependen de la acomodacion de la siguiente manera

[4]-

10

Ry =175In(A+1), Ry =0.022941n (A + 1), (
dy =0.05In (A+1),d; =0.01In(A+1), (1.
nz =9 x107° (10A + AQ) : (
ks =0.34In (A+1), ks = 0.125In (A + 1). (

10 e N

-5

(a)

20

25

=5 0 5 10 15 20 25

(b)

Figura 1.2: Trazo exacto de rayos: a) Modelo de Gullstrand. b) Modelo de Navarro.
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1.3. Evaluacion de la topografia corneal

Como ya se menciono la cérnea es el elemento que tiene asociada una mayor potencia re-
fractiva, para una cérnea promedio dicha potencia es de 43D de las casi 60D del ojo humano
segin el modelo de Gullstrad. Por lo tanto, medir su forma es crucial para corregir algin
defecto de la vista con anteojos, realizar cirugia refractiva, ajuste de lentes de contacto,
deteccion de queratocono y monitoreo de la superficie corneal después de la cirugia o al
estar en tratamiento. Todo lo anterior es posible porque la cérnea es un elemento del ojo
de facil acceso. A continuacién describiremos algunos dispositivos para evaluar la forma de

la cornea.

1.3.1. Queratémetros

Los primeros dispositivos que se disenaron para medir parametros que describen la
geometria de la cornea fueron los queratémetros. Estos aparatos trabajan bajo la hipotesis
de que la superficie anterior de la cérnea es una superficie convexa reflectora con geometria
esférica. A partir de la proyeccién de dos fuentes luminosas las cuales funcionan como
objetos para la cornea, miden el tamano de las imagenes virtuales que forman y encuentran

el valor del radio de curvatura.
M,
Ojo

coOrnea

ho

S Sistema optico para
capturar la imagen

-M2

Figura 1.3: Principio de funcionamiento del queratémetro.

En la figura 1.3 se muestra como funciona en términos generales los queratometros. Debido
a la presencia de los objetos M; y Ms, la cérnea forma dos imagenes virtuales M| y M.
La distancia objeto es s,, la distancia imagen es s;, el tamafio del objeto es h,, el tamano

de la imagen es h; y r. es el radio de curvatura, estas cantidades se relacionan usando la
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ecuacion de Gauss para lentes delgadas

L1l (19)
Si So_f. .

La distancia focal de la cérnea es f, al escribirla en términos de s, y s;, tenemos que

So

f= (5o/5:) +1°

(1.10)

Ademas la relacion de tamano entre la imagen y el objeto es la amplificacion transversal

(M) y se define de la siguiente manera

hi S;
My=—=——. 1.11
" h, So ( )
La distancia focal para un espejo cumple que f = —r./2. Al usar la expresién 1.10 para la

distancia focal y la expresion 1.11 para la amplificacién transversal, se tiene que

- —280 s — 230hi
" —(ho/h;i) — 1 " h,+h;

(1.12)

Cuando el tamano del objeto es grande, es decir h, > h; el radio de curvatura tiene la
siguiente aproximacion

280 hjl
ho

(1.13)

Te

La expresion (1.13) calcula el radio de curvatura de cualquier superficie reflectora convexa;
sin embargo, es altamente dependiente de la distancia objeto. En la practica mantener la
cornea estatica es muy complicado, por eso algunos queratometros utilizan otros elementos
opticos para que la medicion del radio de curvatura sea independiente de la distancia

objeto, por lo tanto la ecuacién (1.13) adopta la siguiente forma
r.~ A'h;. (1.14)

donde A’ es una constante que se obtiene del instrumento e independiente del valor
de s,. A continuacién describiremos de manera muy breve algunos queratometros y su

funcionamiento

1.3.1.1. Queratémetro de Helmholtz

En la figura 1.4 la imagen h; es formada por dos objetos luminosos )7 y (J2. Los bordes de
h; que simulan ser los bordes de otro objeto con tamano fijo. Frente a la cérnea se coloca
un sistema de placas refractoras que forman un angulo entre si, enseguida se coloca un

sistema telescpico compuesto por las lentes Ly y Lo, para realizar la observacion [8].

8



CAPITULO 1. TOPOCGRAFIA CORNEAL

0,0 P L

e P

Figura 1.4: Principio de funcionamiento del queratémetro de Helmholtz.

La imagen h; es ahora un objeto para el sistema de placas, éstas hacen que el observador
vea dos imagenes h. y de h!. La separacion entre las imégenes cambia como funcion del
angulo que forman las placas. Para medir el radio de curvatura de la coérnea se busca
que el extremo inferior de la imagen A coincida con el extremo superior de h;. Con el
desplazamiento angular es posible calcular la separacion entre las imégenes, después el

tamano de la imagen h; y finalmente el radio de curvatura [9].

1.3.1.2. Javal-Schiotz

El queratémetro de Javal cuenta con un arco graduado donde estan montadas dos mirillas
que simula ser los extremos de un objeto, ambas mirillas se mueven a lo largo del arco en
direcciones opuestas. A diferencia del queratémetro de Helmholtz, en el de Javal el tamano
del objeto h, es variable. El sistema que duplica la imagen esta fijo y consiste de un prisma
de Wollaston, por lo tanto, la imagen tiene un tamao fijo [10]. Para realizar la observacién
de la image R} y de A, hay un sistema telescopico para verlas con el ojo relajado.

Para medir el radio de curvatura se busca la posicion de las mirillas M; y Ms, en la que el
extremo inferior de la imagen h coincida con el extremo superior de h. El arco puede rotar
alrededor del eje 6ptico del instrumento. Esto implica que puede medir el radio de curvatura
en diferentes meridianos del ojo. Una caracteristica que distingue a este instrumento es la
forma de las mirillas, una tiene forma rectangular y la otra tiene forma de escalera como se
puede observar en la figura 1.6a. En la figura 1.6b se observa el tipo de imagen que se debe
observar para llevar a cabo la medicion del radio de curvatura para cualquier meridiano,

para esto hay que desplazar a las mirillas M; y Ms, en caso de que la cornea bajo estudio
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_
Cornea M,

Eje optico

X

Observador

Byl
&
*—e *1-e *—e

A=Y

M, Prisma Wollaston

(a) (b)
Figura 1.5: Queratémetro de Javal: a) Principio de funcionamiento del queratémetro de Javal.

b) Ejemplo de un equipo comercial [10].

tenga astigmatismo se debe rotar el arco hasta que las lineas centrales coincidan.

W H L, e H
FF B OfFF il B

(a)

Figura 1.6: Objetos e imagenes en el meridiano horizontal que utiliza el queratémetro de Javal
a) Mirillas u objetos montados sobre el arco. b) Imagen que se debe observar para realizar la

medicion de radio de curvatura.

1.3.2. Topébgrafos corneales

La mayoria de los topografos corneales se basan en un disefio propuesto por Antonio Placi-
do da Costa en 1880, el cual consiste de un patrén de anillos concéntricos negros y blancos,
en el centro del patrén estd un pequeno agujero y una lente (ver figura 1.7a). Al colocar
el patron de anillos frente a la cornea es posible observar la imagen virtual que forma la

cornea debido al patron de anillos (ver figura 1.7b).

Para una cornea esférica o al menos con simetria de revolucién y centrada en el eje 6ptico

10
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Anillos de Placido

cornea

Observador

|
L,

(a) (b)
Figura 1.7: Discos de Placido: a) Ejemplo del dispositivo propuesto por Plécido [8]. b) Esquema

del funcionamiento de los anillos de Placido.

del instrumento, los anillos se ven concéntricos cada uno con grosor no uniforme como se
observa en la figura 1.8a. Si la cornea tiene forma toroidal, es decir tiene astigmatismo,
la imagen que se observa son elipses. Cuando la cérnea presenta deformaciones el patrén
de anillos se distorsiona, un ejemplo se observa en la figura 1.8b. Placido fue capaz de
observar éstas deformaciones en la cornea; ademas, hizo comparaciones entre las imagenes
de superficies con radio de curvatura conocidos y con las imagenes de la superficie corneal,
con lo anterior logr6 saber de forma aproximada el valor del radio de curvatura de la cérnea

humana.

(a) (b)

Figura 1.8: Imdgenes que forma la cérnea con el disco de Placido: a) Cérnea normal [11]. b)

Cérnea asimétrica debido a queratocono [11].

La mayoria de los topografos basan su funcionamiento en el arreglo propuesto por Placido.
Algunos proponen que la superficie donde se encuentran los anillos sea concava, lo anterior
con el objetivo de mantener a la imagen enfocada. Algunos topdgrafos tipo Placido son:
Orbscan II de Bausch & Lomb (ver figura 1.9a), Galileo G2 de la compania Ziemer (ver
figura 1.9b) y Atlas 9000 de la compania Zeiss (ver figura 1.9¢).

Otro tipo de topografo son los que utilizan puntos en lugar de anillos, uno de ellos es

el Cassini que utiliza un arreglo de Leds de colores como se puede observar en la figura

11
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“ A
( (©

Figura 1.9: topé6grafos corneales basados en discos de Placido: a) Orbscan II [12]. b) Galileo 2
[1]. ¢) Atlas 9000 [13].

i
b)

(a) (b)
Figura 1.10: topégrafos corneales con muestreo discreto: a) Cassini [14]. b) Prototipo del
topégrafo desarrollado en el CCADET [15].

1.10a. También en el Centro de Ciencias Aplicadas y Desarrollo Tecnolégico (CCADET,
UNAM) se ha desarrollado un topégrafo corneal basado en el método de pantallas nulas,
utiliza puntos para realizar el muestreo de la superficie bajo prueba, en la figura 1.10b se
muestra un prototipo de los objetos luminosos que utiliza. Ademas, la figura 1.11 exhibe un
esquema del topografo corneal y consiste de una serie de objetos colocados en un cilindro
cuyo eje de simetria coincide con el eje 6ptico de la camara. Debido a la presencia de los
objetos Q la superficie anterior de la cérnea forma una imagen virtual la cual funciona
como objeto para el sistema de captura y por lo tanto se forma una imagen en el plano
de deteccion. Al colocar un diafragma junto a la lente y considerando que dicha lente es
delgada, se puede suponer que al cerrar el diafragma al minimo, todos los rayos 7 pasan
por el centro de la lente. Se ha elegido un cilindro para garantizar cierta planicidad en la
imagen virtual y que el sistema de captura enfoque adecuadamente la imagen que se forma
en el CCD, idealmente para tener una imagen plana el cilindro deberia sustituirse por una
superficie parecida a un elipsoide [16]; sin embargo, el cilindro es més facil de construir.

Una de las ventajas de éste topografo es que es portatil y se puede manipular facilmente,
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Pantalla nula cilindrica

Ojo | Camara
./ Q
i [
\
Eie opfi
Coérnea 1¢ optico N
‘ — -i‘

Pantalla nula cilindrica

Figura 1.11: Esquema del topografo corneal desarrollado en el CCADET.

lo anterior dio pie a que fuera propuesto para evaluar defectos corneales en ninos [17]; sin
embargo, puede ser utilizado en cualquier persona sin importar la edad. El trabajo que
se desarrolla en el presente escrito estd orientada a mejorar las evaluaciones que arroja
el topodgrafo corneal desarrollado en el CCADET. La ventaja general de topdgrafos con
patrones de puntos es que una vez capturada la imagen se puede determinar exactamente
el punto objeto que le corresponde a cada punto de la imagen. Lo anterior no se puede ase-
gurar para topografos tipo Placido por que no se puede medir un desplazamiento azimutal

de los puntos que componen a cada anillo.

En las siguientes secciones se hara una breve revision sobre la informacion que proporcionan

en general los topografos corneales y algunos métodos de reconstruccion tradicionales.

1.3.3. Métodos de reconstruccion para la superficie corneal

James D. Doss [18] disei6 un método para reconstruir la superficie corneal y consiste en
capturar la imagen virtual que forma la cérnea debido a una serie de anillos luminosos, los
cuales estan en una superficie S concava como se muestra en la figura 1.12a. La posicién del
anillo luminoso esté en @, de alli parte el rayo luminoso i e incide en P y el rayo reflejado
7" se dirige hacia el centro de la lente L del sistema de captura para formar la imagen.

Este algoritmo trabaja bajo las hipdtesis de que el vértice de la superficie bajo prueba
esta sobre el eje de simetria de la superficie S y que los centros de curvatura de las dos
superficies coinciden con el origen de coordenadas. Los puntos P; y Py corresponden a los
puntos de incidencia de rayos luminosos que provienen del primero y segundo anillo. Al

observar el diagrama 1.12b notamos que las coordenadas de éstos puntos se pueden escribir

13
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L
s I
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r
A
Y
a’/ - Q : PZ(XZa )’2)
9% |
A P Rc | Pi(x1, y1)
M) { / \CK _________________
\\\ B ) /,’ x:
. _.” Cbrnea
(a) (b)

Figura 1.12: Reconstruccién de la superficie corneal: a) Esquema del trazo de rayos. b) Célculo

de la superficie corneal.

en términos de los angulos 6, y 6, de la siguiente forma
Py = (z1, y1) = r(senby,cosby); Py = (w9, y2) =7 (senby, cosbsy) . (1.15)
La ecuacion de la recta que une a Py con Py es
Y2 —y1 = (x2 — z1) m. (1.16)

la pendiente m se puede escribir en términos de los angulos #; , 65 y el radio r de la esfera,

de la siguiente manera

r (cosfy — cos b))
= 1.17
=y (senfy — senb,) (1.17)

Utilizando lo anterior, la expresion de la recta (1.16) adopta la siguiente forma

cos02—00381> (1.18)

Yo =+ (22— 71) (senﬁz — senb,

La expresién de arriba es la que utilizd6 Doss para reconstruir la forma de la superficie
corneal; sin embargo, es necesario conocer al menos un punto sobre la superficie de
evaluacion, si lo anterior se cumple, la expresion 1.18 adquiere la siguiente forma recursiva

cos 6; — cos 9i1>
)

send; — send;_;

i>2. (1.19)

Vi = Yio1 + (2 — z21) <
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Casi una década después Saarloos [19] mejoréd el método de Doss incrementando su
eficiencia. Las desventajas de éste tipo de algoritmos es que consideran que la figura 1.12a
esta contenida en un plano meridional; es decir, el sistema de medicién cuenta con simetria
de revolucion. Para garantizar lo anterior los topografos corneales utilizan un sistema de
alineacion y enfoque. Algunos topografos utilizan marcas luminosas de referencia para
poder localizar por lo menos a un punto sobre la superficie corneal [20] y asi mejorar el

calculo de la expresion 1.19.

1.3.4. Mapas de elevacion

Los mapas de elevacion son las diferencias entre la superficie que se reconstruye y la esfera
que mejor se ajusta a los datos experimentales. Se representan por medio de un codigo de
colores para facilitar la interpretacion de la informacién [21], colores célidos significan que
la altura de la superficie reconstruida es mas alta, colores frios equivale a que la altura de

la esfera es mayor (ver figura 1.13a y 1.13b).

Superficie reconstruida

A

Esfera

Ny

(b)
Figura 1.13: Topografia corneal: a)Mapa de elevacion [22]. b) Superficie reconstruida. b) Radio

sagital y meridional.

1.3.5. Mapas de curvatura

Las mapas de curvatura muestran el valor de la curvatura asociada a cada punto de la
superficie reconstruida con el topografo corneal. Los instrumentos muestran dos tipos de
mapas el de curvatura axial (CA) y el de curvatura tangencial (CT). Para calcular la
curvatura axial en un punto ps de la superficie se debe encontrar el inverso de la distan-
cia r, entre los puntos ps y el punto p., éste ultimo se encuentra sobre el eje 6ptico del
topografo [22]; ademés, los puntos ps y p. estan conectados por una recta paralela al vector

normal N de la superficie, como se observa en la figura 1.13c. Un inconveniente de me-
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dir asi la curvatura axial es que el centro de curvatura de la superficie reconstruida debe
estar sobre el eje Optico del sistema. La ventaja del mapa CA es que da una idea global

de la curvatura de la superficie evaluada, no muestra las pequenas variaciones de curvatura.

Para calcular la curvatura tangencial en el punto ps se busca al circulo que mejor se ajuste
a la curva azul, la cual resulta de hacer un corte a la superficie con un plano meridional
(plano que contiene al eje éptico del topografo), la curvatura resulta ser el inverso del
radio 7, del circulo [1]. La ventaja del mapa CT es que muestra con mayor detalle las
variaciones locales de curvatura que contiene la superficie. En los mapas de curvatura los
colores célidos representan valores grande de curvatura y los colores frios muestran zonas

de baja curvatura.

1.4. Justificacion

Después de hacer toda una revision de conceptos, instrumentos y métodos de evaluacion de
la topografia corneal, se abordara el problema a resolver en éste trabajo. Como menciona-
mos en la seccion 1.9 en el CCADET se ha desarrollado un topografo corneal que sera més
barato que los topografos comerciales conocidos, su funcionamiento se basa en un método
de evaluacion que también se gener6 en el mismo centro de investigacién de la UNAM. Sin
embargo, se ha notado que la evaluacion con éste topografo depende de la posicién de la
superficie ya que no cuenta con un sistema de alineacién para situar a la superficie bajo

prueba en alguna posicién conocida.

Los errores en la evaluacion debido a la posicién de la superficie no se habian notado por
que en varios trabajos en los que se aplico el método de pantallas nulas las superficies
bajo prueba eran estaticas, lo cual facilitaba su evaluacién pues se podian alinear a la
posicién que se quisiera; sin embargo, la cornea es una superficie que estd en constante
movimiento. Entonces se ha buscado la manera de evitar que la evaluacion de la topografia
corneal (mapas de elevacion y mapas de curvatura) dependa de la posicién de la superficie
bajo estudio. En el capitulo 2 se muestra como se afecta la evaluacién de la superficie
corneal como funcién de su posicion axial y transversal; y en el capitulo 3 se mostrara una
propuesta para mejorar la evaluacion de la topografia corneal, mientras que en el capitulo

4 se mostrara una evaluacion experimental y un analisis de los errores involucrados.

16



Capitulo 2

Errores debido al descentramiento

2.1. Meétodo de pantalla nulas

2.1.1. Construccion de la pantalla nula

El método de pantallas nulas [23, 24], consiste en disefiar la forma y la posicion @ de
objetos geométricos tales que para una cierta superficie reflectora (cuya forma geométrica
esté descrita por una funcion G(x,y)) los rayos luminosos que parten de @ se reflejen para
formar una imagen que previamente se eligié. En trabajos anteriores las superficies en las
que se han disefiado los objetos han sido: un cilindro [24], un prisma triangular[25], un
cono [26] y planos [27] [28]. La superficie en la que se disefian los objetos se conoce como
pantalla nula y la imagen que forma la superficie bajo prueba es capturada con una camara
CCD.

Pantalla nula

Pinhole

\ 4

Superficie
a _de_
b Yx disefio

Figura 2.1: Construccién de la pantalla nula.

En el diagrama 2.1 se muestra un esquema general para entender la construccion de la
pantalla nula usando un trazo exacto de rayos. El vector 7, es el rayo reflejado, iq es el
rayo incidente, ambos en sentido inverso a la direccion de propagacion real; ny es el vector
normal a la superficie de disenio; P, es la posicion de los puntos sobre el plano imagen, P,

es la posicion del pinhole. El pardmetro a es la distancia entre el pinhole (FP,) y el plano
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2.1. METODO DE PANTALLA NULAS

imagen. El parametro b es la distancia entre el pinhole y el vértice de la superficie de disefo.

En resumen el proceso para construir la pantalla nula es:

1. Elegir el patrén la forma de la imagen que se desea obtener en el plano de deteccion.

2. Elegir la forma geométrica (G(z,y)) de la superficie reflectora de diseno, calcular o

definir los parametros a y b.

3. Se construye a los rayos 7; y su prolongacién se interseca con la superficie G(x,y).

Los puntos de interseccion son P;.

4. Aplicar la ley de la reflexién en el punto P; para obtener el rayo i e intersecar su
prolongacion de éste tltimo con la pantalla nula para encontrar los puntos @ (puntos

objeto).

Una vez disenada se construye la pantalla nula y se alinea con el sistema 6ptico de captura
y se intenta colocar la superficie bajo prueba en la posicién de diseno. Si la imagen que se
observa no corresponde a la de diseno, ésto implica que la superficie bajo estudio estd des-

centrada (axial y transversalmente) o tiene deformaciones respecto a la superficie de disetio.

2.1.2. Pantalla nula cilindrica

La cornea es una superficie reflectora convexa; por lo tanto, la superficie de disefio se elige
como una conica convexa (ver figura 2.1) y la superficie donde estdn los puntos objeto
(@ sera un cilindro de radio R, en éste caso es posible obtener ecuaciones exactas para
construir la pantalla nula. Los puntos imagen de diseno P. = (2., y., —a — b) se pueden

escribir en coordenadas cilindricas de la siguiente forma.

o= (Ve +a2), (2.1a)

0, = arctan ('?JC) , (2.1b)

Ze

z=—(a+Db). (2.1c)

Al prolongar el rayo 7, hasta intersecar a la superficie conica, los puntos sobre la superficie
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de disefio estan dados como

N N 1/2
p2 = { a(Qb+1) [a;Q +';11b(Qb ) } p1, (2.2a)
92 = 81 + ™, (22b)
29 = (Zj) a—b. (2.2¢)

Donde @) = k+ 1, k es la constante de conicidad y r es el radio de curvatura paraxial. Los

puntos objeto () sobre la pantalla nula tienen las siguientes coordenadas cilindricas

P3 = R7 (233)

O3 = 0y, (2.3b)
aps — a(Qze —1)* — 2p1pa(Qzo — 1)
p1P3 — p1(Qz2 — )2 + 2paa(Qzy — 1)

23 = (=R + p2) + 2. (2.3¢)

Con las ecuaciones anteriores somos capaces de construir una pantalla nula cilindrica para
cualquier superficie cénica convexa. Para aprovechar de forma optima el area activa del

CCD el parametro b se calcula como

8r
b=—+p8 B= (2.4)
[1 ~(1- aj?j)l/z} S Q0.

En la ecuacion anterior D es el didmetro de la superficie de diseno y d es el tamano menor

del CCD. Para que la camara enfoque adecuadamente, el valor de a se calcula con la

ecuacion [29].

—s+ fr (%+1) + [32+fg %4_1)2_’_251‘}; (3_1)]1/2
(%) |

donde f; es la distancia focal de la lente de la camara y la cantidad s que aparece en la

a =

(2.5)

ecuacién 2.5 estd definida cémo s = |z;| + 3, ésta ultima depende del valor de z; el cual
estd definida como [29].
_ fLZ?)max
‘ fL — Z3mazx

Donde z; corresponde a la posicion de la imagen paraxial, que forma la pantalla nula, 23,4,

(2.6)

es la coordenada z maxima de los puntos sobre la pantalla nula cilindrica. A lo largo de

éste capitulo trabajaremos con pantallas nulas cilindricas.
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2.2. EVALUACION DE SUPERFICIES

2.2. Evaluacién de superficies

2.2.1. La Ecuacién de la Forma de la Superficie

Para cualquier superficie suave y continua, cada una de sus derivadas parciales estan bien
definidas, por lo tanto, el vector gradiente existe. Lo anterior implica que cada punto en la

superficie S tendré asociado un vector normal N = (N, Ny, N,) (ver figura 2.2a).

(x1, Y1, 21)

\ AP X2, V2, 22)
z
7

7

? I(r)
‘y
X
(a) (b)

Figura 2.2: a) Superficie de valor constante. b) Construccién del vector tangente dr.

Vamos a suponer que la componente z = f(x,y), entonces la superficie S que se observa

en 2.2a, puede representarse de la siguiente forma[30]
G(z,y,2) = z — f(x,y) = constante. (2.7)

Al tomar sobre la superficie S una cierta trayectoria I', la cual vamos a suponer que se
puede parametrizar como funcién de 7; es decir, I' = T'(7). Cada punto sobre la curva
puede ser localizado mediante el vector de posicién ( (T;, por lo tanto todos los puntos

sobre las trayectorias cumplen con la relacion

G {m] = constante. (2.8)

Observamos que la derivada de expresion (2.8) respecto al pardmetro 7 es cero. Al escribir
explicitamente la derivada usando la regla de la cadena se obtiene la siguiente ecuacion

A

&)
o =ve S =, (2.9)
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%
Que es un resultado de aplicar la regla de la cadena. En general VG y d  /dr, son distintos
de cero; por lo tanto, para que siempre se cumpla que dG/dT = 0, la tnica posibilidad es
que el vector VG sea ortogonal al vector d¢(7 i /dr, éste ultimo es tangente a la trayectoria
. El vector tangente se construye como el vector diferencia Ar = (Az, Ay, Az) de 1 y 73,
estos ultimos describen la posicién de dos puntos sobre la trayectoria I'. Al tomar el limite
_>

cuando (z1,y1,21) tiende a (xq,ys, 29), Ar adquiere la forma de la siguiente diferencial
%

dr = (dz,dy, dz).

Como el gradiente VG es paralelo al vector normal N, es decir
VG =N, (2.10)
donde [ es una constante. Entonces usando el resultado que se mostré en 2.9, tenemos que
VG- dr=IN-dF=0. = N-df=Nyde+Nydy+Ndz=0.  (2.11)

Al despejar a dz de (2.11) la ecuacién que resulta es conocida como “ La Ecuacién de
la Forma de la Superficie”

(N N,
dz = (N—zdx + N—zdy) . (2.12)

La ecuacién (2.12) muestra que basta con conocer las componentes de la normal a la
superficie para poder reconstruir su forma mediante una integracion. Otra manera de
representar a la diferencial dz siempre que z pueda escribirse como z = z(z,y) se muestra
a continuacion:

dz = —dz + —dy. (2.13)

Al comparar cada término que interviene en las ecuaciones (2.12) y (2.13) se encuentra

que las derivadas parciales de z, son funcién de las componentes de la normal N.

dz N, 0z N,
TN T N 21

2.2.2. Evaluacion de la superficie

La tnica informacién con la que se cuenta al realizar la evaluacién de cualquier superficie
reflectora son los puntos () sobre la pantalla nula, los puntos (). en la imagen experimental
y la posicion del pinhole P, con éstos dos puntos se puede calcular la direccién del rayo

reflejado de la siguiente manera (ver figura 2.3)

P=P, -0, (2.15)
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En el diagrama 2.3 se muestra como se forma la imagen experimental. De los puntos ()
sobre la pantalla nula proviene un rayo 7' que incide sobre el punto P,; después se refleja
pasando por el pinhole y finalmente interseca al plano imagen en (... Las cantidades que se
buscan evaluar en el método de pantallas nulas son los vectores normales 72/ a la superficie
bajo prueba; sin embargo, el punto P, es desconocido asi que se aproxima por el punto
Q. = (zr, Yr, ) el cual es el punto donde la prolongacién del rayo reflejado 7 interseca a
una superficie auxiliar, la cual tradicionalmente se elige como la superficie de disenio de la

pantalla nula.

Q- N Superficie bajo
7
3 1 prueba
l
_Plano Pinhole fl i
imagen P
p
Q,
Nz
Qc Superficie
I ik auxiliar
a b Yy

Figura 2.3: Célculo aproximado de los vectores normales a la superficie bajo prueba.

Con el punto @ (sobre la pantalla nula) y @, se calcula un nuevo rayo incidente

—

=0, - Q. (2.16)

Entonces con los rayos ¢ y 7 se calcula los siguientes vectores

=

il =

S| =D

(2.17)

=

| |
Cabe destacar que n no es normal a la superficie auxiliar. Sélo utilizamos los puntos
Q. = (xr, yr, 2z-) para aproximar a las normales 7' de la superficie bajo prueba por los
vectores 7 = (ng, ny, n.). Con las componentes aproximadas del vector normal (2.17), la

forma de la superficie se obtiene al integrar la siguiente expresion
z—zo—/< dx + ydy) (2.18)

La informacién que se recupera con el método es discreta; por lo tanto, la ecuacion (2.18)

se integra de forma numérica y el método de integracion es el del trapecio, al aplicarlo a
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la ecuacién (2.18) se obtiene que

= _kzi:l K:::: N ::;) (ZL’rk+12_ l‘rk> n (ZZ:: n Z:) (yrk+12_ yrk)] (2.19)
En la expresion de arriba el subindice [ + 1 dice el nimero de puntos que se necesitan
para calcular el valor de z;.; y [ > 1. Los puntos (z, y) involucrados en la sumatoria de
la expresion 2.19 estan sobre curvas definidas en el plano xy, la eleccion de éstas curvas se

mostrara mas adelante.

2.3. Construccion de la pantalla nula

2.3.1. Patrén imagen

En ésta parte mostraremos cémo construir los patrones imagen de diseno para diferentes

distribuciones de puntos.

2.3.1.1. Arreglo cuasi-radial

Para que el muestreo en la superficie sea mas denso, proponemos un patréon cuasi-radial
de circulos. La coordenada radial p.; del centro del i-ésimo circulo tomara los siguientes

valores

d .
Pei = Peco + ( - )OCO> <Z> ; 1< < kaa (220)
2 n

d es el lado menor del CCD. La coordenada p.; no puede ser cero, si es cero se necesita una
pantalla cilindrica muy larga, por eso tiene un valor inicial p.o. La coordenada azimutal

0.; toma los siguientes valores para la i-ésima coordenada radial

J . .
0., =2 - Dl < < (2 —1). 2.21
W(mg‘i‘ml'(l_l)) jJ<mgog+my-(i—1) (2.21)

Los cantidades my y mg son niimeros enteros. El parametro mg es el nimero de particiones
del intervalo (0,27), para el valor inicial p.o. El valor de m; aumenta el ntmero de
particiones del intervalo (0,27) al incrementar el valor de p.;. Si se quiere un arreglo

puramente radial basta con poner m; = 0.

2.3.1.2. Arreglo cuadrado
Las expresiones para las coordenadas de los puntos de la cuadricula son las siguientes.

X1 =10 Ly, —mp <i<my, (2.22)

= .] : Lmu —m S] S my. (223)
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2.4. SIMULACION DE PATRONES IMAGEN

Con L, = d/2m,. Al utilizar coordenadas cilindricas las ecuaciones de arriba adquieren la

Do = <\/m> -Ly,; 0.=arctan (j) (2.24)

]

siguiente forma.

Cuando la pupila de entrada de la superficie bajo prueba, el drea transversal es circular,
por lo que no todos los puntos son realmente utilizados; por lo tanto, los puntos del patrén

cumpliran con lo siguiente

Peo < pe < d. (2.25)

2.3.2. Pantalla nula

La superficie de disenio es una esfera de radio 7.8mm con vértice en el origen, el didmetro
de la esfera a evaluar es de D = 12.45mm, el radio del cilindro es de R, = 10.10mm, el lado
menor del CCD es d = 2.6mm, a = 20.22mm y b = 65.36mm. El valor de los parametros
anteriores son los que se utilizaran en el capitulo 4 para realizar la evaluacion experimental.
Los patrones imagen que vamos a generar son tres, con diferente distribuciéon de puntos

P., a continuacién se muestra el valor de los parametros con los que se construyen:
1. Patrén Cuadrado: m; = 28.
2. Patron Cuasi-radial p.g = 0.32mm, k, = 17, mg = 12, m; = 6 y diametro de los
circulos serd de 28um.
3. Patrén de anillos p.g = 0.32mm, k, = 21, mg = 100 y my; = 0.

En la figura 2.4 mostramos un trazo inverso de rayos con la finalidad de mostrar como se

construyen los puntos () sobre la pantalla nula cilindrica.

Los tres patrones de imagen de disenio se muestran en las figuras 2.5a, 2.6a y 2.7a; al aplicar
las ecuaciones (2.2) y (2.3), se obtienen sus pantallas nulas que se observa en las figuras
2.5b, 2.6b y 2.7b, respectivamente. El patron radial (circulos claros y oscuros) y el patrén
cuadrado pueden ser utilizados para evaluaciones cualitativas y el patréon cuasi-radial para

la evaluacion cualitativa.

2.4. Simulacién de patrones imagen

En las secciones anteriores hemos mostrado la manera de reconstruir las superficies bajo

prueba usando el método de pantallas nulas (ver seccién 2.2.2) y cémo se construye una
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10

-10

-80

Figura 2.4:

Pantalla nula

Pantalla nula
-60 -40 -20 0
Trazo de rayos para generar la pantalla nula cilindrica.
0.
10
g 20
£
N -30 -
40 .
\\\
10 o
. -
O~ 10
10 -10
z(mm)
y(mm)
(b)

Figura 2.5: a) Patrén cuasi-radial. b) Pantalla nula para el patrén cuasi-radial.

Cornea

pantalla nula cilindrica (ver seccién 2.3.2). El objetivo de esta parte es mostrar cémo

simular las imagenes que le corresponden a una superficie convexa cuyo vértice no esté en

el origen de coordenadas
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2.4. SIMULACION DE PATRONES IMAGEN

1 0 //—\\
//\
N v
g g 20 =
g 5 v
\S _ -30 S — /
40 \ /
-
’ -10 \\;\ i
0 "
-1 : 1 0y O
x(mm) z(mm) )
(a) .
Figura 2.6: a) Patrén de anillos. b) Pantalla nula para el patrén de anillos
1 0-
0.5 5
: £ 20 |
= 0 S .
= = -30 "
) ‘\'
-0.5 « '
~
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0 ) \\x\ ,,,/r/—/'”/"""/”// - 10
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x(mm) x(mm) )
(a) .

Figura 2.7: a) Patron cuadrado. f) Pantalla nula para el patrén cuadrado.

2.4.1. Calculo de imagenes sintéticas

En ésta parte simularemos los patrones imagen de superficies con desalineaciones. Vamos a
suponer que la superficie bajo prueba es una superficie bicénica con la siguiente expresién
Co (z — 20)* + ¢, (y — o)
1+\/1— (kx—i—l)ci(x—xo)Z— (ky+1)c§(y—yo)2

Zp:Z()+

(2.26)

1

donde k, y k, son las constantes de conicidad; r, = ¢;' y 7, = ¢;* son los radios de

Yy
curvatura; zo, Yo v 2o es el descentramiento. El problema a resolver es encontrar los puntos
P, sobre la superficie tales que al incidir el rayo I en P, el rayo reflejado R pase a través

del pinhole P, como se observa en la figura 2.8.
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Plano Pinhol X{
imagen inhole N

~ Z
Qc Superficie bajo
I it prueba
a b 2
Figura 2.8: Esquema para generar imagenes sintéticas.
El rayo incidente se define como
. P -0
R 6’2 : (2.27)
| P Q |
El rayo reflejado es
. P, -P
R= P (2.28)
| P, — P, j2 |
La normal N a la superficie de prueba se calcula como
N=R-1 (2.29)
Al suponer que z, = z,(x,y) podemos utilizar las expresiones (2.14), las cuales las

escribimos en términos de las componentes del rayo incidente I = (L;, L, I,) y del rayo
reflejado R = (R,, Ry, R.)

Nm_Hm_Rm_ azp. &_w _%‘
N,

_ _ 9% _ _ 2.30
N, L-R, oz’ I-R, Oy (2:30)

Los puntos P, = (0,0,—-b) y Q = (Q, Qy, Q-) son conocidos del disefio de la pantalla; sin
embargo, el punto de incidencia P, = (z,, y, 2,) es desconocido. Para simplificar el algebra
se definen las siguientes cantidades:
n=ITI=F-QL %=IR[=F—-F5]. (2.31)
Usando las expresiones (2.27) y (2.28) en (2.30) tenemos que
Y2 (mp - Qx) — NTp + azp(xpa yp) -0

Yo (2p — Q2) — M (b+ 2p) oz ; (2.32a)
Y2 (Yp — Qy) — MY 02p(Tpy Yp)
-0 -mb+z) T oy O (2.32)
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2.4. SIMULACION DE PATRONES IMAGEN

Las expresiones (2.32) forma un sistema de dos ecuaciones no lineales con dos incégnitas.
Al resolver las ecuaciones (2.32) para z, y y,, encontramos el punto de incidencia
(2p, Yp, 2p(xp, yp)) que cumple que el rayo reflejado R pasa por el pinhole (esta forma de
generar el patrén imagen también se ha utilizado para superficie de gran tamafio como
concentradores parabdlicos de canal [31]). Las ecuaciones se pueden resolver utilizando la
instruccion fsolve en Matlab o Nsolve en Mathematica. Una vez conocido ]3,, se puede
calcular al rayo reflejado (ver ecuacién (2.28)) y al observar la figura 2.8, concluimos que

los puntos imagen (). se pueden escribir de la siguiente manera

Qc = Ph +1- R = (Qcma Qcy ch) . (233)

La coordenada ()., cumple que
ch =—a—b=-b+IR, == = &CL? (234)

por lo tanto
Q.. =R <_“> (2.35a)
cr — x Rz 5 . a
—a

Qo =R, (Rz) . (2.35h)

Con las ecuaciones (2.35) podemos generar las imdgenes (puntos Q. en el CCD) que
formaria la superficie que se deseé probar con cualquier tipo de pantalla nula, en éste
caso es cilindrica. Ahora procedemos a calcular las imagenes sintéticas que le corresponden
a tres superficies definidas por la funcién (2.26), en la tabla 2.1 asignamos valores a los
parametros que definen a éstas tres superficies. Las pantallas nulas que usaremos son las
que aparecen en las figuras 2.5b, 2.6b y 2.7b. Las imédgenes para el arreglo cuadrado y para

el arreglo radial (anillos claros y oscuros) estan en el apéndice A.

Pardmetro r,(mm) r,(mm) ky k, xo(mm) yo(mm) zo(mm)
Casol 7.8000  7.8000 0 0 -1.0000  1.0000 1
Caso2 8.2000  7.3000 0 0 -1.0000  1.0000 1
Caso3 8.2000  7.3000 -0.3700 -0.4100 -1.0000  1.0000 1

Tabla 2.1: Parametros que describen a las superficies bajo prueba.

Para el caso 1 que se muestra en la tabla 2.1, la superficie es una esfera, la imagen que
forma es 2.9a; para el caso 2 la superficie es un toroide, su imagen es 2.9b; para el caso 3,

la superficie es bicénica y su imagen es 2.9a.
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* |deal

o Deformado

* |deal

o Deformado

0.5}

OO'; &

()]
O
SOBBISTRBRIHAK KK

0O

O

-1.5 |

1.5 -15 -1

-05 0 05 1 15
(b)

Figura 2.9: Patrén cuasi-radial de disefio(color rojo) y la imagen sintética (color azul) para

una superficie descentrada: a) Esfera. b)Toroide.

* |deal

o Deformado

S 5

-1.5 |
-15 -1

-05 0 05 1 15

Figura 2.10: Patrén cuasi-radial de disefio(color rojo) y la imagen sintética (color azul) para

una superficie bicénica descentrada.

29



2.5. ERROR DEBIDO A DEFOCO Y DESCENTRAMIENTO

2.5. Error debido a defoco y descentramiento

El objetivo de esta seccion es mostrar mediante simulaciones que la reconstruccion de la
superficie usando el método descrito en la seccion 2.2.2, que tradicionalmente es el que se
usa en muchos trabajos sobre pantallas nulas, depende fuertemente de la posiciéon axial de

la superficie bajo prueba.

2.5.1. Reconstruccion de las superficies

Para llevar a cabo la evaluacion de la forma de la superficie utilizaremos los patrones
imagen cuasi-radiales (ver figuras 2.9a, 2.9b y 2.10). La superficie auxiliar para calcular
las normales 77 es la superficie de diseno de la pantalla, la cual es una esfera de radio de
curvatura de 7.8mm centrada en el origen de coordenadas. La forma de la superficie se
recupera con la expresion (2.19). Para llevar acabo la integracién construimos 120 trayec-
torias en el plano xy (ver figura 2.11), las cuales pasan por los puntos que componen el
dominio de la superficie a evaluar, todas parten del mismo punto. La construccion de las
trayectorias se basa en buscar aquellas que tenga un longitud minima, para garantizar lo

anterior utilizamos el algoritmo de Dijkstra [32].

-1+t

2| =

Y = = L
3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.11: Trayectorias de integracion para el patrén cuasi-radial en el plano zy.

Al aplicar el proceso de reconstrucion a los tres patrones imagen sintéticos (ver figuras
2.9a, 2.9b y 2.10) descrito en la seccién 2.2.2, la reconstruccién de la superficie nos

arroja datos discretos (Tint, Yint, Zint), al conocer de antemano la superficie que genera
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los patrones imagen 2.9a, 2.9b y 2.10; podemos comparar la coordenada z de los resultados
(Tint, Yint, zint) de la integracion con la z que le corresponde a la superficie real en el punto
(Tint, Yint)- En las figuras 2.12a, 2.12b y 2.13, grafican los mapas de las diferencias en sagita

Az = 2 (Tint, Yint) — Zine entre la superficie recuperada con la superficie real.

PV=0.1730 RMS=0.0362 LTI PV=0.1753 RMS=0.0361 LR
4 4
3 08738 3 -0.8738
5 2
P -0.9168° % -0.9168
g | £
B g
=0 -0.9598 = 0 -0.9598
-1 -1
-1.0028 -1.0028
2 -2
-3 10458 -3 -1.0458
4 -3 2 - 4 -3 2 -
(a) (b)

Figura 2.12: a) Diferencias entre la superficie reconstruida y la superficie: a) Esfera (caso 1).
b) Toroidal (caso 2).

PV=0.1836 RMS=0.0381

='-0.8308
4
3 -0.8738
2
~ -0.9168
g ¢
S
= 0 -0.9598
-1
-1.0028
-2
-3 -1.0458
4 3 2 -

Figura 2.13: Diferencias entre la superficie reconstruida y la superficie Bicénica (caso 3).

Ademas a los datos (Ting, Yint, Zine) € les ajusta una superficie bicénica cuya expresion
matemadtica se muestra en la ecuaciéon (2.26), los pardmetros que describen a cada superficie
recuperada se enlistan en la tabla 2.2 con sus respectivos errores porcentuales respecto a

los parametros de la superficie real.

31



2.5. ERROR DEBIDO A DEFOCO Y DESCENTRAMIENTO

Pardmetro r,(mm) r,(mm) Ky k, xo(mm) yo(mm)  zo(mm)
Caso 1 7.5772  7.5782 0.94 0.9250  -1.0059 1.0071  -0.0385
Error( %) 2.8559  2.8440 0.5913  -0.7090 103.8455
Caso 2 7.9672  7.0791 0.9694 0.8728  -1.0077  1.0049  -0.0362
Error( %) 2.8392  3.0264 0.7717  -0.4945 103.6170
Caso 3 8.0061  7.1096 0.6886 0.5503  -1.0100  1.0068  -0.0358

Error( %) 2.3647  2.6083 286.0960 234.2176 0.9968  0.6781 103.5752

Tabla 2.2: Parametros que arroja el ajuste y errores porcentuales.

Al observar los errores enlistados en la tabla 2.2 podemos concluir que no conocer la po-
sicion axial de la superficie afecta gravemente los resultados, pues hay errores cercanos al
200 % en el caso de las constantes de conicidad y mayores al 2.2% en el caso de los radios
de curvatura; sin embargo, algo muy curioso se observa en los errores asociados al descen-
tramiento (o, Yo, 20), ya que el error asociado a g y yo es del 3% mientras que para zy es
cercano al 100 %. Los errores que se han encontrado se deben principalmente a que hemos
supuesto que la superficie bajo prueba es muy parecida a una esfera centrada en el origen,

lo cual nos llevé a hacer una mala aproximacion en la normales de la superficie bajo prueba.

2.5.2. Error como funcién de z

En lo siguiente se hard un estudio del error en la reconstruccion para diferentes posiciones
axiales de las superficies bajo estudio (ver tabla 2.1), nuevamente utilizamos como superficie
auxiliar a una esfera de 7.8mm de radio de curvatura centrada en el origen para calcular las
normales. La posicion axial de las superficies de prueba (esfera, toroide y bicénica) tomard
valores en el intervalo (—2mm, 3mm), dichos valores de zy son

5
=2+ 00 i=123,...2L (2.36)

Ademés vamos a suponer que la posicién transversal (zg, yp) serd algin elemento del
siguiente conjunto {(—1, 1), (0, 0), (0.5, —1)}. Para cada superficie el procedimiento a

seguir es el siguiente:

1. Para una posicién transversal (zg, 3o) v para cada posicién axial se genera su patrén

imagen sintético como fue descrito en la seccion 2.4.1.

2. Se construye la superficie usando la imagen sintética y el procedimiento descrito en
2.2.2
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3. Se comparan los resultados de cada reconstruccién con la superficie real. Calculamos

el r ms y el PVde Dz = 2 — 2.

4. Hacemos una grafica de rms vs zg y PV vs zj.

En las figuras 2.14a y 2.14b se muestra como se comportan los errores rms y PV para
la superficie esférica; en las figuras 2.15a y 2.15b se exhiben los errores rms y PV para
el toroide; finalmente los errores para la bicénica en las figuras 2.16a y 2.16b. Lo ante-
rior se hizo tres posiciones transversales. Para el caso de la esfera, se puede notar en la
figura 2.14a que el comportamiento de la grafica del error rms es muy parecida para las
tres posicion transversales esto implica que las discrepancias en los resultados se deben
principalmente al desplazamiento axial zy5. Lo mismo ocurre para la grafica 2.15a del to-

roide y la grafica 2.16a para la biconica. En las graficas para el error PV ocurre algo similar.

En los tres casos se observa que hay minimo en las gréaficas, esto ocurre cuando el vértice
de la superficie bajo prueba y la superficie auxiliar coinciden o estdn muy cerca. Una
conjetura seria que si la superficie auxiliar estd muy cerca a la superficie bajo prueba el
error en la reconstrucciéon es un minimo; sin embargo, no podemos asegurar que nuestra
superficie auxiliar sea cercana a la superficie de prueba pues se supone que no lo conocemos
y menos para la cornea humana que esta en constante movimiento. Entonces para mejorar
la evaluacién de superficies 6pticas debemos corregir el error que provoca no conocer la
posicién de la superficie, de no hacerlo los resultados que se obtengan seran erréneos. En

el capitulo 3 se mostrara una propuesta para aumentar exactitud en los resultados.

zo(mm) zp(mm)

() (b)

Figura 2.14: Errores rms y PV para la superficie esférica. a) rms. d) PV.
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""" (xﬂvyﬂ) = (71'07 10) /// I ('T()?y(]) = (71'07 10)
(w0, 0) = (0.0, 0.0) (w0, 0) = (0.0, 0.0)
/é\ 20 —(.I'o,yg) = (0.5, 71.0) 7 /é\ R —(.ro,y()) = (0.57 71.0)
g/ \\ \§/
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~
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Figura 2.15: Errores rms y PV para la superficie toroidal. a) rms. d) PV.
3r ‘ ‘ ‘ ‘ y 1 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
_____ (xﬂvyﬂ) = (71'07 10) /‘/ \‘\ B ('T()»y(]) = (71'07 10)
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T 2 H—(@0,) = (05, ~1.0) 3 \ — (0, 40) = (0.5, —1.0)
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w
~
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Figura 2.16: Errores rms y PV para la superficie bicénica. a) rms. d) PV.
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Capitulo 3

Algoritmo para mejorar la

evaluacion de la superficie corneal

Para corregir los errores que involucra evaluar una superficie descentrada y con defoco,
nosotros proponemos un algoritmo iterativo basado en la reconstruccién zonal (integracion
numérica) y modal (ajuste polinomial), en cada iteracion se calcula la imagen sintética que
produce la superficie recuperada para compararla con la imagen que forma la superficie

real hasta encontrar la superficie correcta.

3.1. Evaluaciéon de las pendientes

Como hemos visto, el método de pantallas nulas utiliza una superficie auxliar para calcular
las normales 7 aproximadas a la superficie bajo prueba, para no estar limitados a superficies

cénicas proponemos que la superficie auxiliar tenga la siguiente expresién polinomial

L q
=22 arl "yl (3.1)

p=09=0

El subindice del coeficiente ¢; esté relacionado con los indices p y ¢ como i = g+(p-(p+1))/2.

Q- Superficie bajo
prueba
H,
_Plano
imagen
h, R
= Z
Q r
¢ Superficie
[ d | Pae
a b Yx referencia

Figura 3.1: Esquema para reconstruir la superficie considerando los planos principales Hy y
H,
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Muchas veces se modela a la lente de la cAmara como una lente delgada que tiene frente a
ella a un diafragma; por lo tanto, al cerrar el diafragma era posible considerar la lente como
un pinhole. Esto implicaba que los parametros a y b se consideren como las distancias del
pinhole al vértice de la superficie de diseno y del pinhole al plano de imagen, respectiva-
mente. Sin embargo, la lente de la camara es un sistema éptico mas complejo pues puede
consistir de varias lentes. Lo anterior implica que los parametros a y b se deben medir
respecto a los planos principales del sistema [25]. En la figura 3.1 se muestra un esquema
para llevar acabo la reconstruccion de la superficie considerando a los planos principales

H, y Hy, d es la separacion entre los plano principales.

Como ya mencionamos en el capitulo 2, al evaluar una superficie éptica con el método de
pantallas nulas, la tnica informaciéon disponible son los puntos imagen (). y la posicién de
los puntos principales h; y ho. Con esto podemos construir al rayo reflejado 77 sin embargo,
para calcular el rayo incidente necesitamos el punto de incidencia de rayo 7. Como es desco-
nocido lo aproximaremos por un punto (), el cual esta sobre la superficie auxiliar definida
por (3.1) y se calcula como la interseccién de la prolongacién (77) del rayo reflejado con

la superficie z,.

La prolongacion del rayo reflejado interseca a la superficie auxiliar en
Q= hy + 77, (3.2)

donde hy = (0,0, =b), 7 = (14, 7y, 12) y T =]| er — ﬁg |. Las componentes de Cj,, son

Ty =T Ty, (3.3a)
Yp =T Ty, (3.3b)
2z =—b+T1-1,. (3.3¢)

Al considerar que z, es una funcién de z, y y,, segin la (3.1), y sustituyendo (3.3a) y

(3.3b) en la ecuacion (3.3¢), obtenemos la siguiente expresion
nq
S ) ST I e 3.4
q=0p=0

7 es la incégnita. Al resolver la ecuacién (3.4) para 7 es posible las encontrar las coordenadas

de @, y, apartir de estas, calcular de manera aproximada al rayo incidente y la normal como

ZO = Qr — Q, r = @c — El — ﬁ() = S (35)
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CAPITULO 3. ALGORITMO PARA MEJORAR LA EVALUACION DE LA
SUPERFICIE CORNEAL

3.1.1. Ajuste modal

Para decidir si las normales 7y son una buena opcién para realizar la evaluacion, debemos
saber a que superficie corresponden y que imagen forma la superficie en el plano de
deteccion debido a la presencia de los puntos objeto (). Sabemos que las normales cumplen
con la expresién (2.14); por lo tanto, las componentes de la normal del j-ésimo punto
satisfacen con las siguientes relaciones

n 0zl N 0z

j = = = — r. J = 7y = — . 3-6
nxz n‘; ax ’ nyz ’)”L‘?Z ay ( )

("J> —M,;-C (3.7)

donde My es una matriz de dos filas con L+ [L - (L + 1)] /2 columnas, en la primera fila se
encuentran la derivada parcial respecto a x de cada término de la expansion polinomial y
en la segunda fila la derivada parcial respecto a y. C es un vector columna cuyas entradas
son los coeficientes ¢;. La expresion matricial (3.7) para el j-ésimo punto con L = 3 (ver

expresion 3.1) adopta la siguiente forma
. G
nl, B 10 2z y;r O Sx?r 2% Yjr y]zr 0 )
n? 01 0 axj 2y;» O T3 2y 3y, '
Cy

Si el total de puntos de evaluacién es o y nuevamente tomando L = 3; entonces la expresion

matricial (3.7) es

nl, 1 0 2%, Yir 0 3x3, 271, Y1r v, 0 c
n;z 01 0 Ty 2Y1, 0 x%,, 221, Y1r Syfr Co
niz 1 0 2%, Yor 0 3x§r 229, Yoy y%r 0 Cc3
nflz 01 0 Top 2y, 0 x3, 2T, Yor 33, 4
=1: : : : : : “les| (3.8)
ng! 10 2001r Yo1r O 3220, 200 1r¥oo1r Yoy, 0 Co
ny;1 01 0 To—1r 2Yo-1r 0 xiy, 2T 1rYoo1r Y1, €1
ne, 1 0 2%Tor  Yor 0 3z2, 2% Yor v, 0 s
ng. 01 0 Tor  2WYor 0 22, 2% Yo r 32, Cy

El vector columna del lado izquierdo de la igualdad tiene como entradas a los cocientes
de las normales 7, los cuales son conocidos. Los elementos de la matriz del lado derecho

se pueden calcular en cada punto @, = (z,, ¥, 2,), por lo tanto, las incognitas en este
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3.1. EVALUACION DE LAS PENDIENTES

sistema de ecuaciones son los coeficientes ¢;. Algunos métodos para resolver el sistema son
el método SVD [33] o con minimos cuadrados. El término constante ¢y que aparece en la
expresion (3.1) no aparece en (3.7) debido a la derivada; sin embargo, vamos a suponer

que lo conocemos, mas adelante se mostrara como encontrar su valor.

3.1.2. Imagen sintética

Una vez que se ha resuelto el sistema (3.8), podemos calcular las normales a la superficie

usando el gradiente

0Zy, 0Z, _
g = (5 % 1) (3.9)

V() + () +1

con la direccién del rayo incidente 7 (ver expresion (3.18)) y la normal analitica 7, podemos

calcular al rayo reflejado usando la ley de la reflexién vectorial
Fa=1—2 (g 1) . (3.10)

El punto de incidencia es @,.. El rayo reflejado formara la imagen en el plano de deteccion
en el punto Cj’c = (Zca, Yeas Zea), POT lo tanto la prolongacion del rayo 7o = (Taz, Tay, Taz)

interseca al plano imagen en

@o=ht(Fa=(0,0,~b—d) + (74 (3.11)
al observar la figura 3.1 notamos que 2., = —a — b —d = —b — d + (r,. esto implica que
¢ = ¢ Por lo tanto, las coordenadas del patrén que se forma en el plano de deteccién

r(lZ
son

Tea = (_a> Fas (3.12)
Yoa = <_&> Tay (3.13)

raz

Con las coordenadas del patrén imagen real Cjc y con las coordenadas @’C del patrén
generado de forma sintética con la superficie que resulta del ajuste, podemos definir la
siguiente cantidad

ezlzoj(H Qe — Qs |I) (3.14)

03

La expresion anterior es una medida de cuanto se desvia el patrén que genera la superficie

de ajuste respecto al patron real, con ella podemos decir si las normales son las adecuadas
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para evaluar a la superficie. Ademas no todas las superficies estrictamente formaran una

imagen con lo puntos @),, esto implica que la interseccién de la prolongacién de los rayos
reflejados 7, (ver expresién (3.10)) con el plano imagen se desvie notariamente de la imagen
obtenida, ya que la condiciéon que hemos impuesto es que los puntos de incidencia siempre
deben estar sobre la prolongacion del rayo reflejado 7 experimental. Lo anterior se ilustra
en la figura 3.2, se puede apreciar que hay dos superficies S; y Ss. Notamos que los dos
puntos de incidencia (),; y Q.2 que forman imagen no estan sobre la misma linea, sélo el
punto de incidencia @)1 sobre S; esta sobre la prolongacion de 7y la imagen que forma

estd muy cerca de la imagen correcta.

Q
H, H, ! N Q,

_Plano
imagen

>

h, R

ﬁ »

Qc r 7_.) h2 \ <
r s2

a b \2

Figura 3.2: No todos las superficies generan imagen con los puntos que intersecan las

prolongaciones de los rayos r

Si la cota € es mas pequena que el tamano del pixel de la caAmara que se utilice, entonces
decimos que el célculo aproximado de las normales 7 es bueno. En caso contrario debemos

buscar la manera de mejorar el calculo.

3.2. Calculo iterativo de las normales

En esta parte mostramos una forma de mejorar el calculo de los vectores normales 7. Con

los valores de la normales aproximadas podemos integrar numéricamente (ver expresion
!

(2.19)), los resultados de la integraciéon son (! ., 4! ., 2t ), los cuales utilizaremos para
definir puntos U; més cercanos a la superficie real y utilizarlos para mejorar el calculo del
rayo incidente ¢, como consecuencia las normales 7 seran mas parecidas a las normales de

la superficie bajo estudio. El subindice [ hace referencia a la iteracién, ademas [ > 0.

39



3.2. CALCULO ITERATIVO DE LAS NORMALES

3.2.1. Iteraciéonl =1

Vamos a definir un conjunto de puntos U; = (aq, f1, 71) que estdn més cercanos a la
superficie bajo prueba y se encuentran sobre el rayo reflejado como se observa en la figura

3.3 y cumple con lo siguiente

Uy = Uy + ¢ - 7. (3.15)

Superficie bajo
prueba

Superficie Z
Auxliar

Figura 3.3: Primera iteracién del algoritmo.

A . s . 1 1 1 .
Usando las normales fy integramos de forma numérica para obtener (., Y, Zing)- Si

_ _ 1
proponemos que Uy = @, v 71 = 2;,;, entonces

1
Rint — *r

Y1 = 2p + ¢ T, = Zilnt — ¢1 = (316)

z

Por lo tanto las coordenadas de U; que son més cercanas a la superficie real son

TZ z

2L — 2 2L — 2
ap = T, + (znt * T ﬁl =Yr + st 1) Tys; Y= Zilnt (317)

Entonces el rayo incidente, reflejado y la normal estdn dados por

ilel—Q; F:Q)c—ﬁl — 1 = S (318)

Sobre los cocientes de las normales 7; hacemos el ajuste modal descrito en la seccién 3.1.1
para obtener el conjunto de coeficientes {c¢;},. Con este conjunto obtenemos la imagen

sintética (ver seccién 3.1.2) y cudnto se desvia de la imagen real es decir €;.
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3.2.2. Iteracion [ =2

Para la segunda iteracion definimos otros puntos Uy = (aa, [a, 72) ain mas cercanos a la

superficie real (ver figura 3.4) y se escriben de la siguiente manera

(3.19)

Superficie bajo

prueba

Superficie <
Auxliar

Figura 3.4: Segunda iteracion del algoritmo.

donde U; se calcula en la seccion anterior, con las normales 7; integramos de forma

numérica para obtener (z2,,, y2,, z2,,) Y Proponemos que 7y, = z2,,; por lo tanto

int

2 _
Yo=2z +¢-1T, = zfnt = (9= M, (3.20)
TZ

Las coordenadas mas cercanas a la superficie real son

22— 22—
CV2=041+<mt72 T P2= 0+ %72 Ty 72:Zzznt (3.21)

z z

Nuevamente usando las normales 1o hacemos el ajuste modal para obtener el conjunto de
coeficientes {¢; },. Después obtenemos la imagen sintética y la desviaciéon de la imagen real

€9.

3.2.3. Iteracion [-ésima

En el caso de la [-ésima iteracion obtenemos las siguientes relaciones generales

U=U_ +¢-F (3.22)

l
2 — V-
Y= -1 + Cb Ty = Zzl‘nt — ¢l = mtrifyll’ (323)
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3.3. ELECCION DEL TERMINO CONSTANTE C,

Los puntos mas cercanos a la superficie bajo estudio son

! I
2 2y
o =1+ (mtr—%l> Ty B = B+ (mr—%l> Ty M= 2y (3.24)

Con las normales que se calculan en esta parte se repite el proceso descrito en la secciones

anteriores para obtener las siguientes cantidades

{ci};, & (3.25)

A lo largo de las iteraciones la direccién del rayo reflejado 7 es la tnica que no cambia
y el valor de ¢y es el mismo en cada iteraciéon, ya que supusimos que era conocido (en
la seccién 3.3 se aclara esto). Después de hacer m iteraciones obtenemos un conjunto
{€1,€2, ..., €m_1,€n}, en el cual buscamos el valor minimo; es decir, elegimos la superficie
que forme la imagen sintética mas parecida a la imagen real. Con lo anterior definimos al

minimo de la siguiente manera

ds = min ({e}). (3.26)

I-ésima

Figura 3.5: Iteraciones para recalcular las normales.

En la figura 3.5 se muestra el proceso que involucra hacer las [ iteraciones. El objetivo
principal es buscar el valor minimo de ¢ para tener una superficie auxiliar (ver expresién

(3.1)) descrita por el conjunto {¢;},, que mejore la evaluacion de la superficie.

3.3. Elecciéon del término constante ¢

En la seccion anterior no hemos prestado atencion a la eleccion de cy. En esta parte
proponemos definir un intervalo B = (By, By, ..., B;) que contenga al término constante
co (el total de elementos en el intervalo es t). El valor de ¢y serd aquel valor By que al

ser usado en la seccion 3.2 genere la superficie més parecida a la superficie bajo prueba.
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Es decir para cada valor de ¢y = By se lleva acabo todo el proceso descrito en la seccion

3.2, hasta obtener un conjunto {dy,d,...,0;_1,0;} el minimo de este conjunto nos dard

el valor correcto de ¢y. En la figura 3.6 se muestra el diagrama de bloques del algoritmo

desarrollado.
A =min ({0s}). (3.27)
s=1 B=(B\, By, ..., B) Inicio
Qr = (xrv Yrs Zr) ('xfnt’ yﬁnt’ ant)
Blegir superficie /1o | Up = O, I=1+1 | &=y —yi-)/r:
co =By o Ui = (@B y)
{cilo iy
€ {ci
€
si
si s=s+1 -
s<t oy=min({€;})
no
no

|A:min({6s})}—{ FIN |

Figura 3.6: Diagrama de bloques del algoritmo desarrollado.

3.4. Efectividad del algoritmo

En el capitulo 2 en la seccién 2.5 mostramos como afecta el defoco y el descentramiento a
los resultados que arroja la evaluacién; sin embargo, ahora contamos con una herramienta
numérica para mejorar las evaluaciones. Para mostrar la efectividad del algoritmo respec-
to a la forma tradicional de evaluacion, se utilizara como superficie bajo estudio a tres
biconicas cuyos parametros que las definen aparecen en la tabla 2.1. La pantalla nula se
muestra en la figura 2.5b, los patrones imagen que forman en el plano de deteccién se
muestran en las figuras 2.9a, 2.9b y 2.10. Las trayectorias de integracién (ver figura 2.11)

y los pardmetros (a, b), son los mismos que se utilizaron en la seccién 2.5.

El intervalo B que se propone para encontrar el valor correcto de la posicién axial de la

superficie es (—5,10). Cada elemento B, del intervalo B tomara los siguientes valores

B,=-5+05s, s=1,2,3,...30. (3.28)
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3.4. EFECTIVIDAD DEL ALGORITMO

Es decir, se va a reconstruir la superficie en 30 posiciones. El nimero de iteraciones para
recalcular las normales en cada posicién axial es m = 11, aunque se ha visto que es suficiente
con tres o cuatro iteraciones para encontrar un valor minimo de ¢;. Al aplicar el algoritmo
este nos arroja un valor de d; para cada posicion axial By, al graficar §, vs B, obtenemos
las curvas que se observan en la figura 3.7. Las tres curvas tienen un comportamiento muy
similar; ademas, tienen un valor minimo en B, = 1mm, por lo tanto la superficie que

recupera el algoritmo los tres casos debe pasar por ese punto.

Esfera —— Toroide —— Biconica

2 T T T T T T T

Bs(mm)

Figura 3.7: Comportamiento de Js como funcién de la posicion axial Bs.

Al aplicar el algoritmo para llevar acabo la reconstruccion de la tres superficies se obtienen
los resultados que se muestran en la tabla 3.1. En todos los casos el error asociado al
radio de curvatura es menor al 0.1 %, en el caso del toroide y de la esfera la constante de
conicidad son casi cero como se esperaba. En el caso de la biconica el error asociado a la
constante de conicidad es pequeno del orden 0.2 %; ademads, en todos los casos los valores

del descentramiento (xg, yo, 20) se obtienen con errores igualmente pequenos.

Pardmetro r,(mm) r,(mm) k, k, xo(mm) yo(mm) zo(mm)
Casol 7.7960  7.7961  0.0005 0.0008 -1.0000 1.0000  0.9979
Error(%)  0.0510  0.0494 0.2099
Caso2 8.1962 7.2968 0.0001 0.0010 -1.0000  1.0000  0.9985
Error( %) 0.0465 0.0444 0.1500
Caso3 8.1981  7.2985 -0.3701 -0.4095 -1.0000 1.0000  0.9999
Error( %) 0.0227  0.0205 0.0351 0.1266 0.0084

Tabla 3.1: Parametros que arroja el ajuste y errores porcentuales.

44



CAPITULO 3. ALGORITMO PARA MEJORAR LA EVALUACION DE LA

SUPERFICIE CORNEAL

De antemano conocemos las tres superficies que deben resultar al aplicar el algoritmo; por

lo tanto, al usar los datos (Zine, Yine, Zine) que arroja el algoritmo podemos calcular los

mapas de diferencias, estos mapas se muestran las figuras 3.8a, 3.8a y 3.8a, las cuales se

representan en la misma escala. Para las tres superficies los valores rms son del orden de

0.2um y los errores PV estan en el rango de de 0.8um a 0.4um. Al comparar los valores

anteriores de rms y PV con los que se obtuvieron en la secciéon 2.5.1, concluimos que los

errores obtenidos con el algoritmo han disminuido en casi 200 %. Por lo tanto el algoritmo

en el caso mas ideal de las simulaciones es funcional.

PV=0.59

RMS=0.13 B0 06 aa

4
3 0.5565

~ 2 0.1485 i~

s - S

£ £

> 0 -0.2594 =N

1
N

-0.6673

-1.0752

5 4 3 -2 1 0 1 2
x(mm)
(a)
PV=0.25 RMS=0.05
g
£
=

RMS=0.12

PV=0.54

0.1485

-0.2594

-0.6673

-1.0752

Figura 3.8: Mapas de diferencias. a) Esfera. b) Toroide. ¢) Bicénica.

45



Capitulo 4

Resultados experimentales

En este capitulo mostraremos el arreglo experimental para evaluar una esfera de referen-
cia con radio de curvatura 7.8mm basado en el método de pantallas nulas, se mostrara
el proceso para analizar la imagenes que se obtengan del sistema de captura, se aplicara
el algoritmo desarrollado en el capitulo 3 y finalmente se hard un anéalisis de los posibles

errores que pueden afectar la evaluacion de la superficie.

4.1. Pantalla nula

Los parametros para construir la pantalla nula son los que se utilizaron en la seccion
2.3.2, como la geometria de la pantalla nula es cilindrica lo ideal seria que se construyera
directamente sobre un cilindro; sin embargo, la construiremos en una hoja de papel usando
una impresora HP laser con modelo Laserjet 1300. Para transformar la pantalla cilindrica

a un plano y asi poder imprimirla en una hoja de papel, vamos a utilizar las siguientes

expresiones
u= RO3; v=zs. (4.1)
0«
. -10- I/l, v
£ 20 £
i S
= 30 ~
-40 . &
40 —
0 o 10 I :
0 " O© 63.46mm
x(mm) y(mm)

Figura 4.1: Mapeo de la pantalla cilindrica a un plano.

En las transformaciones (4.1) el parametro R es el radio de la pantalla cilindrica, las can-
tidades (03, z3) corresponden a las coordenadas cilindricas de los puntos que componen a

la pantalla nula, tal como se aprecia en las ecuaciones (2.3). Al aplicar el mapeo se obtiene
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el patrén bidimensional que se observa a la derecha de la figura 4.1. Una vez impreso en
una hoja de papel se recorta y se procede a enrollarlo en un cilindro de acrilico, el cual
tiene un didmetro interior de 20.2mm. En el exterior del cilindro se colocdé un conjunto
de Leds para iluminar la pantalla nula. El sistema de captura sera una camara CCD cuyo
modelo es DCU224C (THORLABS) y cuenta con una resolucién de 1280x1024 pixeles y
las dimensiones del sensor son 5.95mm x 4.76mm. La lente de la cadmara tiene una dis-
tancia focal de 16mm; ademads, se midieron la posicién de los planos principales (respecto

a los bordes de la lente) y a partir de alli se midieron los parametros (a, b) (ver apéndice B) .

El arreglo experimental se muestra en la figura 4.2a, la superficie bajo prueba es una
esfera de referencia con radio de curvatura 7.8mm, la cual esta colocada en un sistema de

desplazamiento xyz y que se muestra en la figura 4.2b.

Pantalla Nula
Camara

4

b
= B
o

Platina yz Platina xyz

Mesa de
l elevacién

(@ (b)

Figura 4.2: a) Arreglo experimental. b) Esfera de calibracién

4.2. Imagenes experimentales

En el esquema de la figura 3.1 deseamos determinar los puntos Q. (puntos imagen),
utilizando la imagen que se captura en la camara CCD, la cual se muestra en la figura
4.3. Se puede observar que la imagen experimental consta de una serie de manchas negras
con una geometria muy parecida a elipses. Esto implica que tenemos todo un haz de rayos
que define la posicion de los puntos contenidos en la mancha. Para encontrar la posicion
de Q. es posible considerar que el comportamiento del haz de rayo que genera la mancha

esta descrito por el rayo principal. La posicién en la que el rayo principal interseca al plano
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imagen se puede calcular de la siguiente manera [34]

1\ M 1\ &
Paj = (-) S xmly; py; = <[—> > udy. (4.2)
Tj/) =1

=1

1

o’
A

R LS

/
/
777 |
4
wrle 2 W

-

WiNe o

Figura 4.3: Imagen que se obtiene para la esfera de calibracién.

En la expresién (4.3) M es nimero de pixeles que hay en la mancha j-ésima, Ir; es la
suma de la intensidades de los M pixeles que componen a la mancha, I; es la intensidad
del pixel [-ésimo y (x;, y;) es su posicién en el plano imagen. A continuacién se mostrard

de manera breve como se extrae la informacién del rayo principal a partir de una imagen.

4.2.1. Procesamiento de las imagenes experimentales

En lo siguiente solo se muestra una regién de la imagen original con el fin de observar los
detalles. La region consiste de un cuadrado de lado 525 pixeles cuyo centro coincide con el

de la imagen.

(a) (b)

Figura 4.4: a) Imagen experimental. b) Recorte del drea de interés con mejora de contraste.

En la figura 4.4a tenemos zonas con informaciéon poco util, por eso deseamos eliminar

esas regiones. Definimos dos discos uno de radio 444 pixeles y el otro de 200 pixeles, toda
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informacién que esté afuera del primer disco sera ignorada al igual que aquella que esta
contenida en el segundo disco y se le asigna un nivel de gris igual a cero. El resultado de

aplicar las consideraciones anteriores se observa en la figura 4.4b.

Con la imagen 4.4b se puede crear una mascara para aislar las manchas. Definimos un
valor umbral I, de intensidad, tal que los pixeles con una intensidad mayor a I, adopten
un valor cero de intensidad y aquellos con un valor menor adquieran un valor de 255. La
mascara que se obtiene se muestra en la figura 4.5a. La imagen que se muestra en 4.5b es el
resultado de multiplicar la imagen 4.4b (el contraste de la imagen se invierte para que las
manchas oscuras tengan mas peso que el fondo) con 4.5a; ademaés, en ella se muestran los
centroides que fueron calculados con las ecuaciones 4.3. En la figura 4.6a se puede observar

con mas detalle las manchas y sus respectivos centroides.

(a) (b)
Figura 4.5: Procesamiento de la imagen. a) Imagen binaria o méscara. b) Imagen para encontrar

los centroides.

Se ha alineado al sistema de tal forma que a través del centro de la imagen pase el eje z.
Por lo tanto las coordenadas de los centroides de la imagen 4.5b pueden ser transformados

a un sistema cartesiano de la siguiente manera

, 1280) , <1024 ) 7.6mm
— Q= - 43
Q. =f (p S )s Q=i (T n) e e ()

donde f es el factor para convertir pixeles a milimetros. Se evalud la aberracién de distorsion
asociada a la lente de la cdmara [35] para evitar que afecte los resultados, el modelo que
se utilizé para hacer la correccion por distorsion fue

Pd 3
v =pa—E|— | , 4.4
% Pd <Mt) ( )
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pi Y pa son las coordenadas radiales de los puntos sobre la imagen corregidos por distorsién
y afectados por distorsion, respectivamente. El parametro E es el coeficiente de distorsién
y tiene un valor de 3.984 x 10~®mm~2. La cantidad M, = —0.2899 es la amplificacién
transversal asociada a la lente de la cAmara. Las coordenadas de los puntos corregidos por

distorsion se muestran en la figura 4.6b y tienen la siguiente forma

!/
Qex = picosl; Qe = pisend; 0 = tan~! ( fy> . (4.5)

Ccx

e
+I+++++++
t T S M
+ + + +
P T T
++:++i++1++:++:++
+ + + 4+ +
ML PR R
++ 44 +1+++5+7 + 4+t
R I
Tt 4 e R e
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AT S N
+++++++++++1+I+I+++++++++++
[N R R b
E bbb+ 4 +H+ bbbt
0 L o+ttt b+t R AL e
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++++++++++:+ I I +::—_+++++++++
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* ++++1++++++"‘++
RN I
R i I i
R R A
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LA T
—1 r L I I I
+I+ it
F3Ti v+
(a) (b)

Figura 4.6: a) Centroides de las manchas. b) Patrén imagen en coordenadas cartesianas

corregido por distorsion

4.3. Aplicacion del algoritmo para reconstruir la
superficie

Con los puntos Q. y el valor del parametro a se definen los rayos reflejados de la siguiente

manera
F = (~Quy ~Qya). (4.6)

Como ya se menciond, la tinica informacién disponible en la prueba son los rayos reflejados
7y la posicién de los puntos de la pantalla nula. En la tabla 4.1 se enlistan los valores
de los parametros de entrada para el algoritmo. El intervalo B nos define una region del
espacio en la que probablemente estda al menos un punto de la superficie a evaluar. La

cantidad m es el nimero de iteraciones que realiza el algoritmo para mejorar el calculo de
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CAPITULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTALES

las normales a la superficie bajo estudio. La superficie con la que se inicia la reconstruccion
en el algoritmo sera un plano es decir cada elemento del conjunto de coeficientes {c;}, serd

cero excepto el coeficiente ¢; el cual adoptara algin valor de los elementos del intervalo B.

Parametro Valor

b 65.36mm

a 20.22mm

B B, =-5+40.5s, s=1,2,3,...30.
m 8

Tabla 4.1: Pardametros de entrada para el algoritmo.

A los datos que arroja el algoritmo se les ajusta una bicénica y los parametros de la
superficie ajustada se muestran en la tabla 4.2, se puede notar que la superficie obtenida
estd muy lejos de ser una esfera de radio 7.8mm ya que los errores en los radios de curvatura
son mayores al 36 % y las constantes de conicidad son demasiado grandes, algo muy curioso
es que la posicion axial de la superficie reconstruida coincide con el ultimo elemento del

intervalo B, esto se analizard en la seccion 4.4.1.

Pardmetro re(mm) r,(mm) k, k, xo(mm) yo(mm) zo(mm)
Esfera de calibracion  10.6478 10.7233 -22.0081 -21.8021 -0.0242  0.0089  9.9397
Error( %) 36.5104  37.4787

Tabla 4.2: Parametros que arroja el ajuste, error porcentual del radio y error en el

decentramiento. Caso experimental.

A partir de los resultados mostrados en la secciéon 3.4, esperamos que la curva que resulte
de gréficar 0, vs By (0, se define en la seccién 3.3) tenga un comportamiento similar al que
presentan las curvas de la grafica 3.7, es decir que tenga un minimo en el valor correcto del
coeficiente ¢; de la expansién polinomial (3.1) que representa a la superficie reconstruida.
Pero al observar detenidamente la grafica 4.7 notamos que no hay un minimo en el intervalo

(—5,10), sino que el valor de d5 disminuye conforme B, aumenta.

Hasta este momento estamos trabajando con la hipotesis de que la alineacién del sistema
esta bien y que los errores en la construccion de la pantalla nula son despreciables para el
algoritmo. Sin embargo, no podemos asegurar lo anterior, por lo tanto es necesario realizar
un estudio detallado sobre el efecto que tienen estos errores en la evaluacion de la superficie.

Lo anterior se analiza en la siguiente seccion.
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4.4. ANALISIS DE LOS ERRORES EN LA PANTALLA NULA

¢ T T T T T T T

0.14 : ]
— Experimental
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-4 -2 0 2 4 6 8 10
bs(mm)

Figura 4.7: Comportamiento de d; como funcién de la posicién axial By para el caso

experimental.

4.4. Analisis de los errores en la pantalla nula

El error de orientacion del cilindro se puede corregir si se cuenta con monturas de
desplazamiento angular y espacial, sin embargo siempre habra un pequeno error en la
alineacion del cilindro de acrilico. Ademéas puede ocurrir que el patréon bidimensional que
se muestra en 4.1, al ser enrollado y pegarse para formar el cilindro, dicho pegado tenga
errores. Es decir, puede ocurrir que las manchas que coincidan en un anillo ahora estén
en una hélice, también ocurrird que la pantalla de papel no se ajuste adecuadamente al
cilindro de acrilico. En lo siguiente se hara un estudio de los errores mencionados usando

simulaciones siguiendo el procedimiento descrito en la seccion 2.4.1.

4.4.1. FError en la orientacion del cilindro

Cuando el eje del cilindro no coincida con el eje 6ptico de la camara, es decir los puntos

(! sobre la pantalla nula desalineada cumplen con la siguiente relacion

donde Cj son los puntos de disefio de la pantalla nula y T es una matriz de rotacién, la

cual es el resultado de multiplicar las siguientes tres matrices

costy —senyp; 0 1 0 0 cosys —senyps 0
Ty, = | sentyy costpy 0 |; Tyy=| 0 costby —senthy |; Ty, = | sentys cosvys 0 |. (4.8)
0 0 1 0 sentyy cosi 0 0 1
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CAPITULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTALES

Los angulos 11, 15 y 13 son los dangulos de Euler [36]. En esta parte estamos pensando que
la pantalla se ajusta bien al cilindro y que esta bien construida. En las figuras 4.8a, 4.8b y
4.8¢c, se muestra un esquema para entender como afecta la transformacién 7' a los puntos
de cuerpo rigido que en nuestro caso es un cilindro. Las rotaciones se dan en el siguiente
orden: rotacion de un angulo 1, a lo largo del eje z, se rota un angulo 1, a lo largo del
nuevo eje z (sistema de referencia rojo) y finalmente una rotacién respecto al nuevo eje z

(sistema de referencia azul).

\

Uy %’ 2 //w}v

(a) (b) (c)

Figura 4.8: Rotacién usando los angulos de Euler.
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Utilizaremos la transformacion T' = Ty, - Ty, - Ty, para analizar los efectos sobre la eva-
luacion de la superficie. En lo siguiente tomaremos al angulo 3 = 0. En la tabla 4.3 se
muestran diferentes valores para los angulos de Euler, para los cuales obtendremos diversas

transformaciones 1" para simular distintas orientaciones de la pantalla nula.

Casos 1 2 3 4 5 6
(12 r)[°?] (5,5,0) (2.5,2.5,0) (1.5,1.5,0) (0.5,0.5,0) (0.2,0.2,0) (0.1,0.1,0)

Tabla 4.3: Diferentes valores para los dngulos de Euler.

El andlisis que mostraremos serd para una esfera de radio 7.8 con descentramiento

(20, Yo, 20) = (—1, 1, 1) y consiste en los siguientes pasos

1. Usar la transformacion T' para rotar los puntos de la pantalla nula de disefio que
se muestra en el lado izquierdo de la figura 4.1, para simular una pantalla nula mal

orientada.

2. Calcular el patrén imagen con la expresiones 2.35 que se encuentran en la seccién

2.4.1 considerando la pantalla cilindrica desalineada.
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4.4. ANALISIS DE LOS ERRORES EN LA PANTALLA NULA

3. Finalmente en cada caso se aplicara el algoritmo desarrollado para reconstruir la
superficie, asumiendo que los puntos () sobre pantalla cilindrica se encuentra en la
posiciéon de diseno. Los pardmetros de entrada del algoritmo se enlistan en la tabla
4.1.

En la tabla 4.4 se muestran los parametros de la superficie biconica que se ajusta mejor a
los datos que se obtienen para cada caso que se muestra en la tabla 4.3. Para los casos 1
al 3 notamos que la superficie a la que converge el algoritmo esta lejos de parecerse a una
esfera, ya que los errores en los radios de curvatura son mayores al 60 %, los errores para el
decentramiento (g, yo, z0) son mayores al 40 % y los valores de constantes de la conicidad

son del orden de —7.

Pardmetro ry(mm)  r,(mm) k, k, xo(mm) yo(mm)  zo(mm)
Esfera, caso 1 13.2244 14.3594 -9.5095 -7.0634 -1.1534  1.7673 9.9241
Error( %) 69.5434  84.0949 15.3376  76.7297 892.4111
Esfera, caso 2 14.3434 14.5903 -7.1535 -7.3984 -1.2374  1.5392 9.9409
Error( %) 83.8901 87.0554 23.7442  53.9183 894.0904
Esfera, caso 3 14.4832 14.6199 -7.1366 -7.4598 -1.2726  1.4545 9.9446
Error( %) 85.6817 87.4343 27.2600 45.4463 894.4594
Esfera, caso 4 7.7704 7.7245  0.0915 -0.0286 -0.9871 1.0270 0.9124
Error( %) 0.3795 0.9678 1.2923 2.7038 8.7613
Esfera, caso 5 7.7578 7.7332  0.0579 -0.0022 -0.9931 1.0088 0.9125
Error( %) 0.5406 0.8561  0.0000 0.0000  0.6872 0.8823 8.7467
Esfera, caso 6 7.7495 7.7380 0.0376 0.0096 -0.9952  1.0030 0.9125
Error( %) 0.6474 0.7950 0.4821 0.2957 8.7491

Tabla 4.4: Parametros que arroja el ajuste, error porcentual del radio y error en el

decentramiento. Para desalineaciones de la pantalla nula.

A partir del caso 4 en adelante, es decir cuando los dngulos de Euler son fracciones de
grado la superficie que resulta es mas parecida a una esfera pues los errores porcentuales
en los radios de curvatura son menores al 1% y los valores de las constante de conicidad son
menores a 0.1. Entonces notamos que a medida que la orientacion de la pantalla cilindrica
coincida con la posicion de disenio el algoritmo podré reconstruir la superficie correcta.
Ademés las graficas 4.9 muestran un valor minimo de d5 en el intervalo (—5, 10), el cual

estd muy cerca del valor correcto.

Podemos observar que cuando los angulos de Euler son mayores a un grado las curvas tie-

nen el valor minimo en 10 que es el valor mas grande del intervalo B pero no es un minimo
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CAPITULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTALES

1 2 3 4 —5—6

1t ]
-4 -2 0 2 4 6 8 10
bs(mm)

Figura 4.9: Comportamiento de d; como funcién de la posicion axial By para desalineaciones

de la pantalla nula.

en el sentido de que su derivada sea cero. Simplemente se trata de una funciéon decreciente,
por lo que en el limite superior se tiene el valor mas pequeno. El comportamiento de las
curvas para los casos 1 al 3 son muy similares a lo observado en curva experimental de
la grafica 4.7, con lo cual podemos decir las desalineaciones del cilindro son una posible

fuente de error que esta presente en la evaluacién experimental.

4.4.2. Error en la construccion de la pantalla nula

Cuando el patrén bidimensional (ver figura 4.1) es impreso sobre papel y al recortalo para
formar el cilindro, puede ocurrir que al pegar las orillas del patréon sus extremos no coinci-
dan, ejemplos sobre esto se muestran en la figuras 4.10a y 4.10b. Los recuadros en rojo en
las figuras exhiben un par de lineas que no coinciden, esto implica que las manchas que de-
berian estar a una misma altura, no lo estan. Este problema se debe a que la construccién
de la pantalla cilindrica esta restringida a la capacidad de la persona que la construya,
por el momento no contamos con una otra técnica para construir la pantalla. Entonces
debemos mostrar como afecta un mala construccién de la pantalla nula en las evaluaciones

de las superficies 6pticas bajo estudio.
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4.4. ANALISIS DE LOS ERRORES EN LA PANTALLA NULA

7Y P - A v iy e
L 00 9 ' 0’ 200
0000... . ...
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LT ... - 4. \._.........
(a) (b)

Figura 4.10: Errores en el pegado de la pantalla nula. a)Ejemplo 1 b) Ejemplo2.

Al no coincidir los extremos de la pantalla nula, la altura de los puntos sobre la pantalla
nula que forman parte de un mismo anillo ahora estan sobre una hélice. La posicién de los
puntos en la hélice se representan por @ = (Qy, Qy, Q.), la coordenada Q, esta relacionada

con la coordenada z de la posicién de disefio () de la siguiente manera

1 1< <n,

Q= Qi || (19)
j 1<j<mog+my-(i—1)

h es la separacion en altura que tendran el punto inicial respecto al punto final en un
anillo, n, es el nimero total de anillos en la pantalla, ¢ hace referencia al anillo i-ésimo,
mo+my - (i—1) es el nimero de puntos en el i-ésimo anillo, mg es el niimero de puntos en
el primer anillo y finalmente m; es el incremento de puntos que tendra un anillo respecto
al anterior. Vamos a suponer que la tinica coordenada en la que difieren @ y Cj, es la que

se muestra en (4.9).

Con la expresién (4.9) vamos a simular un mal pegado de la pantalla. El proceso para
analizar sera el mismo que fue descrito en la seccién 4.4.1. El inico cambio es que pantalla
cilindrica estd alineada y la altura de los puntos esta descrita por la expresion (4.9). Vamos
estudiar el error en la reconstruccion de la superficie para diferentes valores del parametro

h, los cuales se enlistan en la tabla 4.5.

Casos 1 2 3 4 5 6
h(mm) 2 1 05 0.1 0.010 0.001

Tabla 4.5: Diferentes valores para la hélice que forma cada anillo de la pantalla nula.
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CAPITULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTALES

Nuevamente se utiliza una superficie bicénica para llevar a cabo un ajuste sobre los datos
que arroja el algoritmo. Los parametros que describen a la superficie que mejor se ajusta a
los datos se muestra en la tabla (4.6). En dicha tabla se muestra que es posible reconstruir
una superficie muy cercana a la esfera para valores de h (discrepancias en el pegado)
menores a 0.1mm. Pues los errores en los radios de curvatura son menores al 0.8 % y los

valores de las constantes de conicidad son menores a 0.08.

Pardmetro r,(mm) r,(mm) Ky ky xo(mm) yo(mm)  zo(mm)
Caso 1 14.3608 13.7565 -12.5976 -15.8018 -1.3002 1.3769  10.0561
Error % 84.1125 76.3659 30.0238 37.6931 905.6124
Caso 2 9.7084 9.4688  -2.1927 -3.0245 -1.0807 1.1130 3.8922
Error % 24.4667  21.3955 -8.0686  11.2988 289.2220
Caso 3 8.3783 8.2669  -0.5648 -0.9130 -1.0203  1.0353 1.8668
Error % 7.4143 5.9861 2.0286 3.5279  86.6765
Caso 4 7.8610 7.8479  -0.0723 -0.1076 -1.0013  1.0040 1.0875
Error % 0.7824 0.6142 0.1342 0.3973 8.7476
Caso b 7.8021 7.8020  -0.0072  -0.0047 -1.0000  1.0003 1.0059
Error % 0.0274 0.0252 0.0025 0.0336 0.5865

Caso 6 7.7970 7.7970  -0.0001  0.0002  -1.0000  1.0000 0.9989
Error % 0.0389 0.0381  0.0000 0.0000  0.0024  0.0002 0.1092

Tabla 4.6: Parametros que arroja el ajuste, error porcentual del radio y error en el

decentramiento. Para un mal pegado de la pantalla nula.

1 2 3 4 —5—6

8 10

bs(mm)

Figura 4.11: Comportamiento de Js como funciéon de la posicion axial by para un mal pegado

de la pantalla nula.
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4.4. ANALISIS DE LOS ERRORES EN LA PANTALLA NULA

Sin embargo para valores de h mayores a 0.5mm se puede observar que diverge de la su-
perficie correcta. Esto resulta claro al observar las curvas de la gréafica 4.11. Para los casos
1 y 2 las curvas no tiene un minimo por lo tanto divergen de la solucién; sin embargo en

el caso 3 la curva tiene un minimo pero no esta en la posicién correcta.

Queremos enfatizar que las curvas para los casos 1 y 2, son similares al comportamiento
observado en la grafica 4.7 (caso experimental), ya que no convergen a una solucién en el
intervalo (—5,10); por lo tanto, esto nos lleva a la conclusién de que un mal pegado de
la pantalla nula es otra posible fuente de error que esta presente en nuestra evaluaciéon

experimental.

4.4.3. Error en los parametros a y b

El error en el parametro b puede ser el mas relevante, ya que experimentalmente es una
distancia que debemos ajustar de manera mecanica. El pardmetro a se puede encontrar
usando la amplificacion transversal, la distancia focal f de la lente y la ecuacion de Gauss

para las lentes delgadas, que se escribe como

1 1 1
ror_1 (4.10)

Si So f7

donde s; es la distancia imagen y s, es la distancia objeto, las cuales se miden respecto a

los planos principales como se observa en la figura 4.12.

- ) H H
Pantalla nula cilindrica 2

Camara

Esfera

ﬁ
r

Eje optico

‘ - ﬁ

Tl b a=s;;

Figura 4.12: Esquema para identificar los pardametros a y b.
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CAPITULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTALES

Al reescribir la ecuacién 4.10 en términos de la amplificacién transversal My = s;/s, y al

despejar a s;, tenemos que
si=f-(1—=DM,). (4.11)

La distancia imagen s; es el parametro a. Como f = 16mm y el valor de la amplificacion
transversal es el que se encontré al hacer la correccién por distorsion M; = —0.2899. Uti-
lizando lo anterior en la expresion 4.11 se tiene que a.qp = 20.64mm, que es un valor muy

cercano al de disefio a = 20.22mm, difieren en 0.22mm.

La distancia objeto s, también se puede calcular usando la ecuacion (4.10), de la siguiente

manera
so=f-(1=M"). (4.12)

Entonces la distancia s, = 71.19mm. El objeto de altura h, es la imagen que forma la esfera
debido a la presencia de los puntos () en la pantalla nula, entonces en la aproximacion pa-
raxial su posicion respecto al vértice es Al = r./2 = 7.8/2 = 3.9mm. Un valor aproximado
para b es s, — Al = 67.29mm difiere en 1.93mm del valor de disefio. Ya mencionamos que
b es el inico parametro que debe ajustarse manualmente. En el arreglo experimental, la
camara CCD se colocd sobre un soporte con movimiento yz como se observa en la figura
4.2a con el objetivo de ajustar el valor de b. Sin embargo, el ajuste puede tener errores, es
por eso que vamos a estudiar que ocurre cuando no se considera el valor correcto de b en

la evaluacién de la superficie bajo estudio.

Nuevamente haremos uso de simulaciones para realizar el andlisis de error. El proceso que

seguiremos es el siguiente:

1. Calcular el patréon imagen con la expresiones 2.35 que se encuentran en la seccién

2.4.1 considerando diferentes valores de b.

2. Se aplica el algoritmo para reconstruir la superficie, suponiendo que las cantidades a
y b de diseno son las correctas. Los otros pardmetros de entrada del algoritmo estan

en la tabla 4.1.

Al definir by = 65.36mm, los distintos valores de b que utilizaremos en el analisis de error

se muestran la tabla 4.7
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4.4. ANALISIS DE LOS ERRORES EN LA PANTALLA NULA

Casos 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
b(mm) -3+b; -2+b, -0.5+b; -0.1+b; -0.01+b; 0.014+b; 0.1+b; 0.5+b; 2+by; 3+by

Tabla 4.7: Diferentes valores para b.

En estd parte estamos suponiendo que la pantalla nula estda bien construida y que el eje
del cilindro coincide con el eje 6ptico del sistema de captura. Los parametros que describen
a la superficie biconica que mejor se ajusta a los datos se encuentran en la tabla 4.8.
Podemos notar que para valores de b que difieran del valor real en menos de 0.5mm, haran
que el algoritmo converge a una superficie muy cercana a la superficie esférica. Lo anterior
corresponde a los casos 3 al 7, pues el error en los radios de curvatura es menor a 0.6 % y

los constantes de conicidad son menores a 0.05.

Pardmetro r,(mm) r,(mm) k, k, xo(mm) yo(mm)  zo(mm)
Caso 1 9.0159 9.0155 -0.2958 -0.2965 -1.0985  1.0985 2.0213
Error % 15.5886  15.5829 9.8492 9.8477  102.1289
Caso 2 8.5832 8.5829 -0.1823 -0.1828 -1.0639  1.0638 1.6752
Error % 10.0408  10.0372 6.3882 6.3809  67.5206
Caso 3 7.9840 7.9844 -0.0412 -0.0399 -1.0153 1.0153 1.1666
Error % 2.3588 2.3647 1.5302 1.5264  16.6610
Caso 4 7.8334 7.8334 -0.0095 -0.0095 -1.0030  1.0030 1.0331
Error % 0.4280 0.4276 0.3007 0.2994 3.3058
Caso b 7.8004 7.8004 -0.0011 -0.0008 -1.0003 1.0003 1.0025
Error % 0.0046 0.0053 0.0290 0.0285 0.2503
Caso 6 7.7934 7.7937 0.0014 0.0021 -0.9997  0.9997 0.9956
Error % 0.0843 0.0810 0.0292 0.0290 0.4413
Caso 7 7.7608 7.7609  0.0098 0.0101 -0.9970  0.9970 0.9652
Error % 0.5020 0.5009 0.2999 0.3008 3.4788
Caso 8 7.6172 7.6173  0.0400 0.0404 -0.9851 0.9851 0.8334
Error % 2.3436 2.3418 1.4874 1.4883  16.6608
Caso 9 7.1048 7.1049  0.1337 0.1338 -0.9426  0.9425 0.3430
Error % 8.9122 8.9115 5.7442 5.7451  65.6966
Caso 10 6.7846 6.7850 0.1761 0.1768 -0.9160  0.9160 0.0209
Error % 13.0185 13.0130 8.4049 8.3961  97.9095

Tabla 4.8: Parametros que arroja el ajuste, error porcentual del radio y error en el

decentramiento. Para errores en b.

Una vez mas esperamos que la curva que resulte de graficar d, vs By tenga un minimo en el

valor correcto del coeficiente ¢; que corresponde a la expansiéon polinomial que representa
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CAPITULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTALES

a la superficie reconstruida. Sin embargo ocurre algo curioso en las curvas que se observan
en la figura 4.14. jTodas las curvas tienen un minimo! Es decir en todos los casos el algo-
ritmo desarrollado converge a una solucion, esto no ocurrié para los errores estudiados en
las secciones 4.4.2 y 4.4.1. Podemos notar que las curvas que corresponden a los casos 4
al 7, presentan un comportamiento muy similar y casi coinciden. Ademas al comparar la
grafica 4.7 con las que se muestran 4.14, podemos afirmar que los posibles errores que estan
afectando en mayor proporciéon a nuestra evaluacion experimental son los que se analizaron

en las secciones 4.4.2 y 4.4.1.

Las curvas que se exponen en 4.14, nos dicen que para ajustar experimentalmente el valor
del parametro b basta con desplazar axialmente al cilindro hasta colocarlo en la posicion
apropiada. Lo anterior se cumple si el cilindro esta orientado adecuadamente con el eje
optico de la camara; ademas, la pantalla debe estar bien construida, es decir, conocer con
precision la posicion de las manchas que componen a la pantalla nula.

1 2 3 4 5 6 7 8§ —9——10

T T T T T T T

ds(mm)

bs(mm)

Figura 4.13: Comportamiento de ds como funciéon de la posicién axial B, para errores en b.

4.5. Propuesta para calibrar la pantalla nula

En lo siguiente mostraremos una propuesta para calibrar la posicion de los puntos objeto @

sobre la pantalla nula. Al realizar la alineacién del sistema y posteriormente la evaluacién
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4.5. PROPUESTA PARA CALIBRAR LA PANTALLA NULA

de la superficie estamos suponiendo que la pantalla nula esta en la posicion de diseno, pero
como ya hemos visto que pequenios errores de orientacion, posicion y construccion pueden
afectar fuertemente la evaluacion de la superficie. Sin embargo podemos aprovechar varias

cosas del sistema de medicion para llevar a cabo una calibracién de la pantalla nula.

X
Pantalla nula de disefio
10 [ J * L ]
Pantalla nula real
7 S1
H, H,
5
CCD
0
T,‘
-5 S2
S3
-10 PY ° °
-100 -80 -60 -40 -20 0

Figura 4.14: Calibracion de la posicién de los puntos sobre la pantalla nula.

En la seccion 4.4.3 mostramos que para medir el valor de a sbélo hace falta conocer la
amplificacién transversal y la distancia focal de la lente (ver ecuacion (4.11)); es decir
podemos encontrar con precision la posicion hy del plano principal H;. Nuestro problema
es que no sabemos déonde estan los puntos sobre la pantalla nula, para abordar el problema
utilizaremos el arreglo que se mostré en la figura 4.12. Supongamos que logramos alinear el
vértice de la esfera de calibracion con el eje éptico de la camara y ademdas podemos medir
con precision dénde esta la posicion axial del vértice. Como sabemos de antemano que la
imagen que se observa en el CCD corresponde un superficie esférica, podemos utilizar los

patrones imagen (). para realizar un trazo inverso de rayos como se muestra en la figura
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4.14. Se puede observar que la pantalla nula real esta inclinada respecto al eje éptico.
Para encontrar los puntos sobre la pantalla nula real se usa que la prolongacion de los rayos
r= El — QC interseca a la superficie de calibracién cuya posicién es conocida, en los puntos
de interseccion se aplica la ley de la reflexion para encontrar la direccién de los rayos i
Esto se podria hacer para diferentes posiciones axiales de la superficie, como consecuencia
el punto de interseccién de las prolongaciones de los rayos ¢ sera la posicion real de los
puntos sobre la pantalla nula. Lo anterior se muestra para tres posiciones diferentes en la
figura 4.14.

4.6. Comentarios finales

Hasta ahora hemos identificado las posibles fuentes de error, lo idéneo seria utilizar el es-
tudio que hemos hecho para corregir nuestros resultados experimentales; sin embargo, por
el momento, no contamos con una técnica de manufactura para construir los puntos en la
pantalla nula con la precision requerida. Los aportes del estudio de errores nos debe permi-
tir conocer las tolerancias en la construcciéon que debe tener la pantalla nula, ademés nos
ayudard a identificar que errores pueden aparecer cuando el sistema de medicion (topégrafo

corneal) se construya.

En varios trabajos que utilizan el método de pantallas nulas, nunca se habia considerado la
calibracion de la posicion de los puntos sobre la pantalla nula; sin embargo, hemos mostra-
do que para obtener una buena evaluacién de la superficie bajo prueba la calibracion es un
punto muy importante. ; Entonces por qué se obtenian buenas evaluaciones? La respuesta
radica en el hecho de que la superficie auxiliar que se utilizaba para calcular las normales
a la superficie, siempre tenia una geometria muy cercana a la superficie real; por lo tanto,
la evaluacion arrojaba valores muy cercanos a la supuesta superficie desconocida. Ademaés,
en otras evaluaciones, las distancias objeto s, e imagen s; o a y b, eran suficientemente

grandes para no afectar sensiblemente al resultado.

La ventaja del algoritmo que hemos desarrollado respecto a la forma tradicional de
evaluacion, radica en que no necesita saber nada sobre la superficie, lo tinico que debemos
garantizar es que la posiciéon de los puntos objeto o puntos sobre la pantalla nula deben
conocerse con la mayor precision posible. Lo anterior implica que este algoritmo no estéa
limitado a la prueba de superficies con la pantalla cilindrica, sino que los puntos objeto

pueden estar sobre cualquier superficie.



4.6. COMENTARIOS FINALES

Conclusiones

La forma tradicional para reconstruir las superficies épticas mediante el método
de pantalla nulas presenta inconvenientes cuando la superficie bajo prueba no se
encuentra en la posicion de diseno o en alguna posicién conocida. Pues se mostrd que

la evaluacién depende muy fuertemente de la posicion axial de la superficie.

Con la forma tradicional de reconstruccion, se obtiene buenos resultados debido a
que las superficies son estaticas, es decir, se pueden alinear con relativa facilidad a
una posicién deseada. Ademas siempre se ha utilizado una superficie muy parecida a
la superficie bajo prueba, como consecuencia la superficie reconstruida resultaba ser

casi la superficie bajo estudio.

Se ha construido un algoritmo basado en la reconstruccién zonal y modal, para
reconstruir superficies reflectoras usando el método de pantallas nulas. Se mostrd
su efectividad mediante simulaciones numéricas utilizando superficies biconicas con
diferentes descentramientos, una de las ventajas que tiene es que no necesita comenzar
con una superficie cercana a la superficie de prueba. Por lo que se ha propuesto para

evaluar la superficie corneal humana.

Mediante un analisis de diferentes errores en la pantalla nula, se ha mostrado que
para obtener una buena evaluacion de la superficie es necesario alinear con precision el
cilindro y calibrar la posicién de los puntos que componen a la pantalla nula. Ademas,

se mostré que tolerancias debe tener el arreglo experimental en su construccion.

Los resultados experimentales no fueron los deseados debido a que no contamos en
este momento con las monturas de desplazamiento angular y espacial necesarias.
Ademas la fabricacion de la pantalla nula por ahora esta limitada por la persona que
la construya. Se necesita mejorar la técnica de construccién de la pantalla nula y de

ser posible construirla directamente en el cilindro.
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A. Patrones Imagen
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Figura A.1: Imagen para una pantalla con un arreglo cuadrado de lineas correspondiente a

una superficie: a) Esférica. b) Toroidal. ¢) Bicénica.
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Figura A.2: Imagen para una pantalla con un arreglo de anillos tipo Placido correspondiente

a una superficie: a) Esférica. b) Toroidal. c) Bicénica.




B. Medicién de los planos principales de una lente

En esta parte mostraremos como medir los planos principales de una lente. El modelo de
la lente es MV L16L de Thorlabs (ver figura B.1a), la distancia focal es f = 16mm. Las
especificaciones de la lente se muestran en la figura B.1b, la distancia del borde de la lente

a la posicién del CCD es d. = 17.526mm — 6.21mm = 11.316.

_ B(NF) _ 115%
(in AIR)

M25.5 P0.5

{C Mount)

_ 1-32UNF

(b)

Figura B.1: a) Lente bajo estudio. b) Especificaciones de la lente bajo estudio [37].

En la figura B.2 se muestra un esquema general para realizar las mediciones, el objeto h, es
una rendija en forma de cruz y es iluminada con luz colimada, esto implica que la imagen

h; se formara en el plano focal anterior F}; ademas la lente L, estd enfocada en infinito.

H, H,

Camara

E 1 | i lO li
So Si
Figura B.2: Esquema del arreglo experimental para medir la posiciéon del plano H;.

Al colocarse una camara a la derecha de la lente L, bajo estudio, la imagen h; ahora
funcionara como un objeto y se forma una imagen h; en el plano deteccién de la camara.
El diafragma de la caAmara se abre al maximo para disminuir la profundidad de campo. La
posicion de la camara debe ajustarse con precision del tal manera que el plano del objeto
coincida con el plano focal Fj. Una manera de asegurar lo anterior es rotar la lente L,

(dngulos pequerios) y si la imagen se mueve transversalmente esto implica que la cdmara
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no esta enfocando al plano focal F}, como se puede observar en la figura B.3.

Camara

L, L

Figura B.3: Rotacién de la lente L, para comprobar que la cdmara enfoque en el plano F;.

Una vez que la lente enfoque al plano focal Fi, desplazamos la lente L, hasta que la cdmara

enfoque el borde de la lente como muestra en la figura B.4. Una parte del borde sera el

objeto d, y la cAmara formara la imagen d;. La distancia Ad que hay que desplazar para

enfocar el borde de la lente se utilizara para encontrar la posiciéon del plano principal H;

respecto al borde de la lente.

Camara

Figura B.4: Enfoque del borde de la lente.

La distancia que hay entre plano focal y el borde de la lente es Ad = 11.29mm, la distancia

que hay entre el borde de la lente al plano principal H; es Ah; = f— Ad, al sustituir los va-

lores tenemos que la posicion del plano respecto al borde es Ahy = 16.00mm — 11.30mm =

4.70mm.

Ahora si queremos encontrar la distancia imagen s; o a tenemos que

a = Ahl + dc + danillm
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donde dgpnine €s el grosor del anillo espaciador que se utilice al montar la lente L, en
un camara en nuestro caso dgnie = 4.19mm. Por lo tanto a = 20.22mm. Haciendo un
procedimiento analogo para medir la posicién del plano principal H; respecto al borde de
la lente (ver figura B.2) encontramos que es Ahy = 25.85mm.

H, H,

Camara

l;

So Y
Figura B.5: Esquema del arreglo experimental para medir la posicién del plano Hs.
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