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Resumen

Las propiedades fisicoquimicas de los biofluidos pueden ser evaluadas mediante mediciones
Opticas, eléctricas y/o acusticas. Actualmente podria ser de mucha utilidad implementar las
mediciones Opticas y eléctricas en un sélo dispositivo, ya que sus resultados pueden ser
complementarios, siendo la primera a bajas frecuencias y la Gltima a altas frecuencias. El presente
trabajo se enfoca en las propiedades eléctricas de biofluidos, abarcando el intervalo desde decenas
de kilohertz hasta megahertz. Se propone un modelo simplificado para estudiar la respuesta
eléctrica de biofluidos, lo cual facilita la interpretacion fisica de resultados en mediciones de
impedancia eléctrica. El modelo consiste en un sistema bifasico, compuesto por una suspension
de esferas micrométricas embebidas en un fluido homogéneo. Ambos medios se consideran
electrolitos con valores de conductividad diferentes. Se utiliza una teoria de medio efectivo para
analizar el sistema compuesto como si fuera un medio homogéneo. Se determina el circuito
equivalente de un capacitor de electrodos plano-paralelos con un biofluido en su interior y se
obtienen expresiones matemadticas para la capacitancia y la resistencia equivalentes. Se analiza el
comportamiento de dichos parametros eléctricos al variar la densidad de portadores de carga (iones
y contraiones) en ambas fases. Se muestran aplicaciones del modelo propuesto en la caracterizacion
de la fragilidad osmética de eritrocitos, asi como en el monitoreo de sedimentacion de suspensiones
coloidales de particulas. Las mediciones se realizaron utilizando el puente medidor de impedancias
LCR SR715.
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Abstract

Physical and chemical properties of biofluids can be assessed by optical, electrical and acoustics
measurements. In particular, optical and electrical measurements could be implemented in a single
device and their results are complementary, being the former at low frecuencies and the latter at high
frecuencies. In this work, we focus on the electrical properties of biofluids in the range of tens of
kilohertz to megahertz. A simplified model is proposed to study the electrical response of biofluids.
This model facilitates interpreting the results of impedance measurements. The model consists of
a biphasic system, a suspension of micrometric spheres embedded in an homogeneous fluid. Both
mediums are considered electrolytes of different conductivities. An effective medium theory is used
to analyze the composite as if it were an homogeneous medium. We find the equivalent circuit of
the biofluid inside a parallel plate capacitor and obtain mathematical expressions for the equivalent
capacitance and resistance. The behavior and sensitivity of electrical parameters to the density of
charge carriers’ (ions and counterions) in both phases is studied. The application of our model to the
characterization of osmotic fragility in human blood cells, as well as for sedimentation monitoring
in a colloidal suspension of particles is presented. Measurements are realized using the LCR SR715

impedance meter.
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Capitulo

Introduccion

1.1. Antecedentes

Es conocido que las mediciones de impedancia eléctrica de cualquier material permiten rela-
cionar sus propiedades eléctricas con los mecanismos microscopicos subyacentes de polarizacion
eléctrica y conduccion. En particular, en el caso de células y tejidos bioldgicos, el analisis de la
impedancia requiere tomar en cuenta diversas contribuciones cuya superposiciéon conforma la res-
puesta dieléctrica de estos materiales. El estudio de la dependencia en frecuencia (o dispersién) de
la funcion dieléctrica de tejidos bioldgicos ha permitido llegar a conclusiones acerca de la estruc-
tura celular. Por ejemplo, a partir de mediciones de bioimpedancia, desde 1925, se logr6 estimar el

espesor de la membrana celular en los eritrocitos [1, 2, 3].

La dispersion dieléctrica en tejidos bioldgicos es el resultado de varios procesos de relajacion,
cada uno de ellos tiene asociada una constante de tiempo caracteristica (T.) dado que ni las co-
rrientes de conduccion ni la polarizacion eléctrica de la materia se establecen instantdneamente al
aplicar un campo eléctrico. En el dominio de las frecuencias es equivalente hablar de frecuencias
caracteristicas (f. = 1/2nt.). En la figura 1.1 es posible identificar dichas frecuencias como los
puntos del espectro donde la parte real de la funcidn dieléctrica, en este caso de un tejido bioldgico,
experimenta cambios de nivel [1, 3, 6, 8]. En sistemas reales y particularmente en sistemas com-
plejos como los materiales bioldgicos las frecuencias caracteristicas de los diferentes procesos de
relajacion no se localizan puntualmente en el espectro, sino que la dispersion ocurre en anchos de
banda. Esto responde a una distribucién de tiempos de relajacién para cada mecanismo de pola-
rizacion, debido a que existe una distribucion de tamafios de células o particulas, dependiendo de

9]

la muestra estudiada [1]. El interés fundamental de este trabajo radica en el “sensado”" de proce-

I'Utilizamos el verbo “sensar”, aunque este todavia no es reconocido por la Real Academia Espafiola (RAE) del



1.1. Antecedentes

sos fisicoquimicos en biofluidos en funcién del tiempo, mediante el monitoreo de variaciones en
la funcién dieléctrica global de la muestra al introducir cambios en los pardmetros naturales de la

misma.

En la siguiente grafica (figura 1.1) se destacan tres bandas fundamentales, denominadas o, By vy,
para los intervalos de bajas frecuencias, radiofrecuencias y microondas respectivamente. Cada una
estd asociada a diferentes mecanismos de polarizacion. Para una suspension de células (biofluido),
a bajas frecuencias el campo eléctrico causa perturbaciones en la nube de contraiones que rodea
las células, que estdn cargadas negativamente [7, 9]. Los contraiones, positivos en este caso, son
ligeramente desplazados lateralmente sobre la superficie de la membrana, sin atravesarla. Entonces
aparece un momento dipolar en la célula, cuya relajacion es controlada por la difusion de los iones

o contraiones sobre la superficie de la célula al desconectar el campo eléctrico.

Complex permittivity

Frequency, Hz

Figura 1.1: Representacion ideal de las regiones de dispersién en un tejido bioldgico [1]. €] y

€/ son respectivamente las componentes real e imaginaria de la funcién dieléctrica.

En el intervalo de radiofrecuencias (entre kHz y MHz) aparece una banda en el espectro (B) que
se relaciona, en este caso, con el cambio abrupto de conductividad i6nica entre los medios in-
tracelular y extracelular. Al oscilar la posicién de las cargas en la direccién del campo eléctrico
armonico aplicado se produce una acumulacion temporal de carga libre en las interfaces entre me-
dios con conductividades diferentes. Este fendmeno de polarizacién interfacial, que ocurre siempre
que hay corrientes inducidas oscilantes (a frecuencia ®) en medios consecutivos con propiedades
dieléctrico-conductoras diferentes, es conocido con el nombre de Maxwell-Wagner [1, 4, 5, 8]. En
este trabajo se utilizan frecuencias de excitacion dentro de este intervalo. Por otra parte, todo el

estudio se ha realizado considerando la membrana celular como una interfaz matematica (sin espe-

idioma, para referirnos a la medicién en tiempo real con un sensor.

2



1. Introduccion

sor), por lo cual s6lo comprende su efecto y no su presencia fisica, como se muestra en la figura 1.2.
Al aplicar un campo eléctrico, la componente del vector desplazamiento eléctrico que es normal
a las interfaces es discontinua. Al combinar las condiciones de frontera para dicha componente se
obtiene que para explicar su comportamiento a lo largo de todo el sistema estratificado (figura 1.2

(a)) s6lo necesitamos conocer las propiedades de los medios inicial y final (figura 1.2 (b)).

medio extracelular

(a)
. . (b)
Psl sl

— Ps2

medio intracelular

Ps2

membrana celular

Figura 1.2: Representacién matemética de las fronteras del sistema. p;; y P52 son las densidades
de carga libre acumuladas en las dos interfaces (a). Se desprecia la presencia de la membrana
celular (b).

A maés altas frecuencias (banda ), la dispersion dieléctrica tiene que ver con mecanismos de “fric-
cién” en la reorientacion de dipolos permanentes. Tal es el caso de moléculas polares como el agua
y algunas proteinas, muy abundantes en tejidos bioldgicos, y que en ausencia de campo eléctrico

se encuentran orientadas al azar [1].

La ocurrencia de todos los efectos mencionados no estd limitada al caso de tejidos biologicos
o biofluidos. El efecto Maxwell-Wagner también se puede observar en suspensiones coloidales de
particulas [5]. Esto brinda la posibilidad de construir similes artificiales para modelar experimen-

talmente algunas propiedades importantes de algunos materiales bioldgicos.

Comitnmente en electrofisiologia y bioelectricidad se utiliza la teoria de circuitos para describir
el comportamiento de los sistemas. El equivalente en circuitos de la componente de pérdidas de
un medio bioldgico suele ser una resistencia, mientras que para modelar la polarizacion se utilizan
capacitores dieléctricos, cuyas constantes de tiempo estdn asociadas a los mecanismos de pola-
rizacion presentes [3, 7, 10]. La ventaja de trabajar con circuitos equivalentes es que se pueden
comparar directamente la teoria y el experimento a través de las variables capacitancia y resisten-

cia equivalentes, cuya medicion es directa.



1.2. Justificacion

Desde hace aproximadamente un siglo se dispone de teorias de medio efectivo para sistemas
dieléctrico-conductores inhomogéneos, cuya aplicacién permite hacer la correspondencia con un
medio homogéneo de propiedades eléctricas macroscopicamente iguales. Las reglas de mezclado
mads utilizadas son la de Maxwell-Garnett, Bruggeman y Potencial coherente [8], con las cuales se
puede modelar la funcién dieléctrica compleja de biomateriales. Con esta herramienta y algunas
condiciones de frontera electromagnéticas es posible determinar expresiones matematicas para la
impedancia del sistema, con lo cual se tiene un método para conocer directamente qué circuito

eléctrico modela el comportamiento del sistema bajo estudio.

1.2. Justificacion

El Grupo de Sensores del Centro de Ciencias Aplicadas y Desarrollo Tecnolégico (CCADET)
desarrolla una linea de investigacion en la caracterizacion eléctrica de fluidos bioldgicos. El
laboratorio estd equipado con un sistema de medicion de bajo ruido, de alta resolucién (fF), basado
en sensores capacitivos interdigitados de dimensiones milimétricas [12]. Hasta el momento se han
medido sefiales de impedancia eléctrica en muestras de sangre, pero no se cuenta con un modelo

que permita dar una interpretacion fisica de los resultados experimentales.

1.3. Objetivos

1. Establecer un modelo simplificado de un biofluido y determinar su circuito equivalente dentro

de un capacitor.

2. Estudiar tedricamente la respuesta eléctrica del modelo de biofluido propuesto al variar

algunos parametros fisicos del sistema.
3. Diseiiar un experimento usando un coloide conductor como simil de biofluido.

4. Analizar el comportamiento de la capacitancia y resistencia del modelo a la lisis de células,

asi como a la sedimentacién de particulas o células inicialmente suspendidas.

5. Medir la impedancia eléctrica de un capacitor de placas plano-paralelas con fluidos reales en

su interior preparados en el laboratorio, variando algunos parametros fisicos.

6. Interpretar los resultados experimentales utilizando los resultados tedricos previamente

alcanzados.



Capitulo

Fundamento tedrico

La magnitud fisica en la que se centra nuestra atencion es la permitividad eléctrica o funcién
dieléctrica, en general compleja. La parte real de esta magnitud tiene que ver con la polarizacién
eléctrica del medio, mientras que la componente imaginaria se relaciona con las pérdidas por con-

ductividad.

El modelo que proponemos para describir tedricamente el comportamiento de la funcién
dieléctrica de un biofluido! consiste en un sistema bifdsico (figura 2.1), compuesto por inclusiones
esféricas de tamafio micrométrico, con permitividad eléctrica compleja €; embebidas en un medio
matriz, con permitividad eléctrica compleja €,. Ambas fases se consideran electrolitos de conduc-
tividad eléctrica diferente, y en un biofluido representarian los medios intracelular y extracelular

respectivamente.

El primer paso es construir la funcién dieléctrica compleja de cada fase. Para modelar la compo-
nente de polarizacion se utiliz6 la teoria de Debye (seccidn 2.2), cuya mayor contribucion esta en
la parte real. Para describir las pérdidas empleamos el modelo de Drude, que da una expresion
para la conductividad eléctrica del medio (seccion 2.1). La superposicion de estas teorias nos da la
funcidn dieléctrica del medio en cuestion (ecuacién 2.1), que para el caso del medio matriz tendra

la siguiente forma:

g, = gDebve | gDhrude (2.1)

donde &2d¢ depende de la conductividad eléctrica 6, como sigue (apéndice B):

~ . O
ghrude — _j ¢ (2.2)
(1)

fluido biolégico



2.1. Modelo de Drude

o ©
O cec @

Figura 2.1: Esquema del modelo de biofluido propuesto.

En la ecuacion 2.2, o es la frecuencia de trabajo y € es la permitividad eléctrica del vacio. La tilde
denota que la permitividad es relativa, esto es, normalizada respecto a €. La permitividad relativa
es adimensional y es lo que se denomina como la funcién dieléctrica. Para el medio comprendido

por las inclusiones el procedimiento para obtener €; es andlogo.

Finalmente, para estudiar el comportamiento eléctrico promedio? de nuestro sistema se aplica
la teoria de medio efectivo de Maxwell-Garnett (seccioén 2.3). Dicha teoria permite reducir el
nimero de pardmetros a tener en cuenta durante la caracterizacion eléctrica del sistema y utilizar

las ecuaciones de Maxwell considerando homogéneo todo nuestro sistema [8].

2.1. Modelo de Drude

Supongamos que se aplica un campo eléctrico arménico E ~ €% en un material conductor,
donde X es un vector unitario que indica la direccién del campo. Este dltimo estd representado
por la fuerza eléctrica ¢E, donde ¢ es la carga del portador. Los electrones se pueden mover casi
libres, s6lo siendo frenados por los choques con los iones positivos fijos (0 mds inertes), estos
choques producen el efecto de una fuerza de friccién opuesta al movimiento de “arrastre™ del
campo eléctrico. Como los obstaculos son tan masivos, podemos considerar que, en promedio, en
cada choque un portador de carga pierde toda su energia cinética, y en promedio experimenta un

cambio en su momento lineal (Aj) igual en magnitud al momento que traia justo antes de colisionar,

hacemos referencia a promedio sobre configuraciones
3En inglés drift



2. Fundamento tedrico

d—#
entonces (Ap) = —m* <d—);> Ya que la fuerza se define como el cambio temporal del momento
lineal, tendremos para esta fuerza de friccion F, que:
Ap —m* /dX
Fo— 8P _ —m <_x> , (2.3)
Te Te dt

siendo T, el tiempo entre colisiones. En general el factor que acompaiia a la velocidad en la expre-

sion 2.3 se suele designar con la letra ¥, y se maneja como un factor de disipacion que depende de

—m* /dx
= — 24
y="2 <dt> | 2.4

con m* es la masa efectiva del portador de carga.

la estructura del material,

Planteando la segunda ley de Newton para el promedio de las variables (y omitiendo los

operadores promedio) tenemos que:

d*x . dr
2 —gE —y— 2.5
mos Yo (2.5)

Se propone la solucidén armoénica X (¢) = xge'®2 y se sustituye en la ecuacién 2.5:
0

—m*@’xg = gEy — iyoxy , (2.6)

donde xg y Ey son la amplitud de desplazamiento promedio de los portadores de carga y la amplitud
del campo eléctrico respectivamente. Despejando xy tenemos la siguiente expresion:

qEo

= . 2.7
0 (—m*®? + iyo) @7
Si sacamos factor comun im*® en el denominador tenemos que:
Eo
X0 = q - (2.8)
o (i0+-1)
m
Definiendo I' = l* la expresion anterior queda de la siguiente forma:
m
4
mw___E, . 2.9)

= o (io+T)
La ecuacion 2.9 proporciona una expresion para calcular la amplitud de desplazamiento de los
portadores de carga, mds adelante veremos un ejemplo. Si agregamos la dependencia temporal del
deplazamiento y su caricter vectorial obtenemos:
q

R(1) = — M _Foeiog 2.10
x(1) iw(io+D) ¢ (210

7



2.1. Modelo de Drude

Si derivamos con respecto al tiempo la ecuacién 2.10 obtenemos una expresion para la velocidad
de los portadores de carga:
q
dx m ;
— (1) = " __FEpe'™% . 2.11
dt() (io+T) 0 @1
. . L - dx .
La densidad de corriente promedio Jest4d dada por J = nqa (t), donde n es el nimero de portadores
de carga por unidad de volumen, sustiyendo la expresion 2.11 para la velocidad obtenemos que:
2 *
Foy NgIm e
J(t) = =—"F=Epe "X. 2.12
(z) i) (2.12)
La ley de Ohm es la ecuacion constitutiva que relaciona a la densidad de corriente con el campo
eléctrico por medio de la conductividad o, J(r) = E (¢). Se pueden identificar términos en la
ecuacién 2.12, donde el campo eléctrico E (t) estd multiplicado por un factor que, segin ésta ley,
corresponde con la conductividad. Se observa que ¢ es funcion de la frecuencia ® y que es una
magnitud compleja (fasor), cuya fase indica el retraso de la respuesta (corriente) del material con

respecto al instante en el que fue aplicado el campo,

ng® /m*

G((D):m.

(2.13)
De la ecuacién anterior podemos observar que, en el limite para bajas frecuencias (0 < T') la
conductividad es un nimero real, y por tanto la densidad de corriente J (t) estd en fase con el campo
eléctrico E (t). Cualquier cambio en E (¢) inmediatamente causard un cambio en J (r). Para altas
frecuencias (® > I') la conductividad es practicamente un nimero imaginario, pues se desprecia el
valor de I, y por tanto la densidad de corriente J (1) estd defasada 90° con el campo eléctrico E (1)
[14].

2.1.1. Estimacion de la amplitud de desplazamiento de los iones en un

electrolito

Calcularemos la amplitud de desplazamiento de los iones de NaCl como portadores de carga en
un electrolito. Al tener dos tipos de portadores de carga diferentes debemos calcular xy para cada

tipo, asi que usando la ecuacion 2.9 obtenemos:

= para Na™
q

ml*\’a"‘
io(io+1T)

X0[Nat] = Eyp , (2.14)

8



2. Fundamento tedrico

= para Cl™
—q
me,-
i0(io+1T)

Xojcr-] = Ep . (2.15)

Trabajaremos en el rango de radiofrecuencias, por lo que nos interesan los valores por encima de
10kHz. La carga ¢ de los iones de Nat y CI~ es 1.6 x 1071°C; y mE‘Naﬂ y m?‘Cl_] son las ma-
sas de los iones de sodio y cloro respectivamente; el peso molecular del Na™ es 23g/mol y pa-
ra el CI~ es 35.5g/mol, que al dividir por el nimero de Avogadro 6.02 x 10?3 mol~! nos queda
My = 3.2 % 1072%kg y mi; = 5.8 x 10~ *%kg.

Para tener un valor estimado del pardmetro I', que es el inverso del tiempo entre colisiones T,
usaremos la ecuacién 2.13 en la aproximacion de bajas frecuencias y los datos anteriores. Ademas
supondremos una conductividad ¢ = 0.5S/m, utilizada en [9] para biofluidos, y obtenemos un
valor de 1, = 1.8 x 10~ 4s. Por tltimo, si consideramos que nuestro electrolito se encuentra en el
interior de un capacitor de placas planas paralelas con una separacion entre placas d ~ 0.5mm y
con una diferencia de potencial 8¢ = 1V, dicho sistema estara bajo la accion de un campo eléctrico

Vv
Ey= i 10’V /m, tenemos que, segiin las ecuaciones 2.14 y 2.15:

= para Na™
q
mi .+
XolNat] = [—“]IEO : (2.16)
1) (ioH— —>
Te
= para Cl™
—q
Mier]

Xocr ] = =71\ Eyp . (2.17)
Q) (iO)-l— ”C_>

el valor de la amplitud de desplazamiento para ambos iones estd por debajo de 10~°m, en el
intervalo de frecuencias de trabajo. Para valores de frecuencia del orden de 1Hz o campos eléctricos
de mayor intensidad (Eo > 100V/ m) , X0 comienza a ser comparable con las dimensiones del
sistema (10~%m), y habria que comenzar a considerar correcciones al modelo cerca de las interfaces

entre dos medios de distinta conductividad.

2.1.2. Longitud de penetracion

Para aplicar el modelo de Maxwell-Garnett al sistema formado por una suspension coloidal de

particulas en un electrolito es necesario que el campo eléctrico en el interior de las particulas y lejos

9



2.2. Modelo de Debye

de estas pueda considerarse casi constante. Esta condicién se verifica comprobando que la constante
del decaimiento exponencial dentro del medio sea mucho mayor que las dimensiones caracteristicas
de las particulas. Esta constante o pardmetro de decaimiento se conoce como ‘“profundidad de piel”

o “longitud de penetracién™*, § (@) y estd dado por la siguiente expresion:

2

donde u es la permeabilidad magnética. En este caso consideramos u = 1 debido a que ninguna
de las componentes del sistema tiene una respuesta magnética significativa. Para un valor de
conductividad 6 = 0.55/m [7, 9] y en el intervalo de frecuencias desde 10kHz hasta IMHz se
obtienen valores de 107 3m > §(w) > 10~*m. El tamafio de las particulas en este caso varia
entre 10~ %m y 10m (micrémetros), con lo cual, en este intervalo de frecuencias, se garantiza

la condicién que requiere el modelo pues & (®) > 10 m.

2.2. Modelo de Debye

El agua es componente fundamental de cualquier fluido biol6gico, también es conocido que es
un liquido polar. Las moléculas en un material polar actian como dipolos permanentes, en ausencia
de campo eléctrico externo los dipolos se encuentran orientados al azar. Bajo la accién de un campo
eléctrico E los dipolos sienten un torque que los orienta en la direccion del mismo. La polarizacion
total P alcanza el estado estacionario en un lapso de tiempo caracterizado por la constante de tiem-

po de relajacion T de rotacion dipolar [8, 3].

Al estar involucrado un movimiento de portadores de carga (cargas ligadas) aparece una

—

. .., OP - o : :
corriente de polarizacion 3 El movimiento térmico tiende a desorientar los dipolos, lo cual
representa un efecto disipativo para la corrriente de polarizaciéon. Se propone, entonces, resolver

la siguiente ecuacion diferencial para P

P 1. -
— 4+ —-P=qaFE 2.19
ot +’C ass ( )

el segundo término representa la fuerza de disipasion, de origen térmico, que se opone a la orienta-

ci6n inmediata de los dipolos en la direccién del campo eléctrico aplicadoE.

Si se trata de un campo eléctrico monocromaético, es decir, que su dependecia temporal va

como E = Egexp (iot), entonces la solucién es también de la forma P = Pyexp (it ). Sustituyendo

“En inglés skin depth

10



2. Fundamento tedrico

la solucién en la ecuacion 2.19 hallamos una expresion para la amplitud Py, que es una funcién de

la frecuencia ® y en general compleja.

Py (o) = Ep . (2.20)

|
—+i10
T
Teniendo en cuenta la ecuacion constitutiva que establece la relacion entre el vector de polarizacion

y el campo eléctrico P =eoy.E y de la ecuacion 2.20 se tiene que

a
Ede = T - 2.21)
E +im

La funcién dieléctrica € () se relaciona con la susceptibilidad eléctrica 7, de la siguiente forma

€(®) = 1+ %, (m), y utilizando la ecuacién 2.21 obtenemos que

at/e
g(w)=1+ T/wgr : (2.22)
Veamos que, analizando la ecuacién 2.22 cuando ® — 0 tenemos que
eszs(w—>0):1+Z—z; (2.23)
mientras que cuando ® — oo tenemos, de la ecuacién 2.22, que
€o =E(O —> ) =1. (2.24)

Utilizando las expresiones 2.23 y 2.24, obtenidas para casos limite, podemos reescribir la ecuaciéon

2.22 de la siguiente forma
SS - Soq

1+imt’
que es la conocida expresion para la permitividad eléctrica dada por el modelo de Debye.

€(0) = €0+ (2.25)

2.3. Regla de mezclado de Maxwell-Garnett

Consideremos la mezcla mostrada en la figura 2.1, donde tenemos un nimero N de inclusiones
esféricas distribuidas aleatoriamente en el espacio del medio matriz, con volumen total V. Si
aplicamos un campo eléctrico uniforme E, en dicho espacio las inclusiones se polarizan, y las

podemos ver como dipolos eléctricos, cada una con momento dipolar p,
ﬁ = €L, , (2.26)

donde Ej,. es el campo eléctrico promedio que siente una particula cualquiera del sistema y o es

su polarizabilidad, en este caso de una esfera.

11



2.3. Regla de mezclado de Maxwell-Garnett

SN

RRRRRAE

Figura 2.2: Componentes del campo eléctrico por regiones. Campo eléctrico dipolar E, creado
por cada una de las particulas, campo eléctrico uniforme en el medio externo E., campo en el

interior de una particula E;.

Los dipolos constituyen fuentes de campo eléctrico, y por tanto perturban el campo eléctrico a su
alrededor (ver figura 2.2). Como consecuencia al calcular el campo eléctrico local E?OC que excita
una particula es necesario tomar en cuenta la contribucién aportada por las particulas restantes en

ese punto.

Del apéndice B, tenemos que:
— — 1 —
Ejope =E+ 3_P+ ) (2.27)

e

donde P, es la polarizacién por unidad de volumen afiadida o aportada por las particulas.

Se define la permitividad el€ctrica efectiva €,y como la funcion escalar que relaciona el campo
eléctrico promedio E y el vector desplazamiento eléctrico promedio D. Ademis en todo medio

polarizable se cumple que

D=¢,E =¢E+P,, (2.28)
y de aqui tenemos que
— = Eoff =
P, = (esr—¢)E=¢, (% — 1) E. (2.29)
e

De la ecuacion 2.29 y la ecuacion constitutiva P, =gx.E, se puede distinguir la susceptibilidad

eléctrica ), afiadida por las particulas como

Yo = <£ﬂ _ 1) . (2.30)

€e

12



2. Fundamento tedrico

Volviendo a la ecuacién 2.27 tenemos lo siguiente:
— 1 —
Ejpe = (1 + §X+) E. (2.31)

Teniendo en cuenta que P, = (N/V)p por definicion, de la ecuacién 2.26 y la ecuacion anterior

(2.31), tenemos lo siguiente:

— — 1 - =
P, = (N/V)e,0E1,c = (N/V g, 0 (1 + §x+> E =¢.FE, (2.32)
y por lo tanto tenemos que
1
(N/V)a (1 + §X+> =% - (2.33)

Despejando Y, obtenemos la relacion entre la susceptibilidad eléctrica (pardmetro macroscopico)

y @, la polarizabilidad de las particulas en el medio externo(pardmetro microscopico)

no
X+ = 7o (2.34)
%)
(-3
donde n = N/V es la densidad en niimero de inclusiones por unidad de volumen, y usando (de la
€
ecuacion 2.30) que % =147, obtenemos que
e
no. €.N0
Eoff = € 1+—< T =€+ 7o (2.35)
-3
3 3

y esta es la conocida férmula de Clausius-Mossotti. Si sustituimos la expresion de la polarizabilidad
para una esfera con permitividad €; rodeada por un medio diferente del vacio con permitividad €,

[8, 13]
_ 3(ei—e)W

€+ 2ge
Sustituyendo la ecuacion 2.36 en la formula de Clausius-Mossotti obtenemos la regla de mezclado

(2.36)

de Maxwell-Garnett
€ (8 —€)

gi+2e—flei—¢e)’
donde f = nVj es la fraccion de volumen que ocupan las N particulas.

€off =€+ 3f (2.37)

A partir de este punto podemos estudiar nuestro sistema como un material dieléctrico-
conductor cuyas propiedades eléctricas estdn descritas macroscOpicamente por la permitividad
eléctrica efectiva €,77. La ecuacion 2.37 es vilida de igual forma para las permitividades eléctricas
relativas (adimensionales) €,7 = €.77/€o, & = €./€0, & = €;/€p. En cualquier caso se cumple que

Ese — €oce .C¢

£, = fupy 4 ST ;O 238
¢ 6+1+i(m: "o (2.38)
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2.4. Circuito equivalente de un material dieléctrico-conductor

€ — &€ .Oj
—i— 2.39
1+imt "o (2.39)

donde €, €, €xi ¥ Esi SON los pardmetros del modelo de Debye para los medios externo e interno;
mientras que G, y G; son las conductividades segtin el modelo de Drude de los medios externo e

interno.

Las ecuaciones 2.37, 2.38 y 2.39 conforman el modelo fisico que proponemos para estudiar la

respuesta eléctrica de un biofluido.

2.4. Circuito equivalente de un material dieléctrico-conductor

Si se coloca un material dieléctrico con pérdidas entre los electrodos de un capacitor de placas
planas paralelas, y medimos la impedancia Z de este sistema, tendremos una componente resistiva
y una capacitiva, al despreciarse la presencia de campos magnéticos. Al tratarse de una magnitud
compleja, dichas componentes corresponderdn a las partes real e imaginaria de la impedancia res-

pectivamente.

La ley de Ohm macroscépica relaciona, a través de la impedancia, el voltaje o diferencia de

potencial eléctrico A¢ (®) aplicado entre los electrodos con la corriente I que fluye por el material

Z(0) = Af(fn(,;) . (2.40)

En este caso, a partir de la definicion de potencial (ecuacion A.9) obtenemos que
Ad(w) =FE (0)d, (2.41)

donde E (®) es la magnitud de la componente del campo eléctrico entre las dos placas en la direc-

cion normal a las mismas, y d es la distancia entre ellas.

La corriente que aparece en el material, en la direccion normal a las placas, es el producto de la

densidad de corriente J, (®) por el drea A de las mismas
I{(w)=J,(0)A. (2.42)
La condicion de frontera para la componente normal de la densidad de corriente J, es
Jn2 — 1 = —i0py , (2.43)
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2. Fundamento tedrico

donde p; es la densidad de carga superficial acumulada en la frontera electrodo- muestra. El
subindice 1 corresponde en este caso al electrodo metdlico y el 2 al material entre los electro-

dos.

Por otra parte, segin la ecuacién A.19 (ver apéndice A), la condicion de frontera para la
componente normal del campo eléctrico E), es
Ps
€0
Sustituyendo la ecuacién 2.44 en 2.43, y teniendo en cuenta que el campo eléctrico en el interior

Ep—E;) = (2.44)

de un conductor es nulo (E,; = 0) obtenemos que
Jn1 = I Hi0EE,) , (2.45)

En un medio dieléctrico-conductor, en este caso el medio 2, la densidad de corriente se modela

como sigue
.72 =02 (0)) Ez + iWEYYe2 (0)) Ez . (2.46)
Entonces la ecuacion 2.45 toma la forma
. Or (M
Ja1 = i0g ( ,2( ) +Xe2 (®) + 1) Ep ., (2.47)
10€(

al término entre paréntesis de la ecuacion 2.47 lo definiremos como la permitividad eléctrica relativa
del medio 2, € (®)
Jn1 = i0€p€ (0) Epp (2.48)

Sustituyendo la ecuacion 2.48 en 2.42, tendremos una expresion para la corriente en la direccion

normal a las placas del capacitor:
(o) = ingpE (0) EpA | (2.49)

luego, sustituiremos las expresiones 2.49 y 2.41 en 2.40, considerando que E (®) = E;;»:

d

Z(®) = —FFr——,
( I0gHE (W) A

(2.50)

donde & (0) = & (w) — i€’ (), cuya parte real (&) tiene que ver con la polarizacién del medio y la

parte imaginaria (&”) se relaciona con las pérdidas.

Ahora separando en parte real y parte imaginaria la expresion correspondiente al reciproco de

1
Z, la admitancia (Y = Z | tenemos que

i0epE (M)A 0epf’ (M)A mepé (w)A
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2.5. Combinacion de circuitos equivalentes

De la teoria de circuitos se conoce que la admitancia de un circuito RC paralelo es

Y (o) = ﬁ +ioC (o) , (2.52)

a través de ambas ecuaciones anteriores se llega a las siguientes expresiones para la resistencia

R (®) y la capacitancia C ()

d
R(w) = 0eoF (@) (2.53)
C(w) = 80?“/% . (2.54)

Entonces el circuito equivalente correspondiente a un material dieléctrico-conductor consiste en
una resistencia y un capacitor conectados en paralelo, con las magnitudes de R(®) y C(®)

respectivamente, como se muestra en la figura 2.3.

o=V

€ (w) —>R(w)

=10

Figura 2.3: Circuito equivalente de un material dieléctrico con pérdidas.

2.5. Combinacion de circuitos equivalentes

Supongamos que tenemos un nimero M de capas de diferentes materiales efectivos, dispuestos
paralelamente a los electrodos, como muestra la figura 2.4. El circuito equivalente de cada una de

estas capas se determina utilizando el procedimiento explicado anteriormente.

Pero ademds podemos calcular la impedancia total del sistema de circuitos en serie, consideraremos
sOlo dos capas. Como se vio en la seccion anterior (ecuacion 2.52), la impedancia equivalente de la

capa j-ésima es
1
Zj=————, (2.55)

1
—+iCOCj

R;
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2. Fundamento tedrico

Figura 2.4: Circuito equivalente de multicapas dieléctrico-conductoras.

donde hemos omitido la dependencia explicita con la frecuencia ® para simplificar la notacion.

En el caso particular de la impedancia de dos componentes en serie, con impedancias Z; y Z»

respectivamente, la impedancia total Zr es:

1 1
Ir=21+72, = i + i .
—t+ioC;  —+ioC
R1+l 1 R2+l 2

(2.56)

Realizando el édlgebra correspondiente y agrupando términos convenientemente se obtiene una

impedancia total de la siguiente forma

1
Zr = 4——0, (2.57)
R_T +i0Cr

la cual describe nuevamente un circuito RC paralelo con resistencia Ry y capacitancia Cr, que

dependen de los parametros iniciales como sigue:

1 1\?
(IT + R_) +? (Cl +C2)2
Rr = 1 . L2 1 . , (2.58)
2 2

R, [(R2> + (0C)" | + (R1> + (oCy)

Ry

17



2.5. Combinacion de circuitos equivalentes

1\° ) 1\? 5
Ci (172) + (o) | +C2 (171) + (0Cy)
Cr= . (2.59)

L 2+c02(c +G)?
R R 1+C

Param > 2 conviene definir una permitividad eléctrica equivalente €., tal que

d

Seq =,
d.
n J
(Zj_l Ej)

donded =Y"  d;ye;=¢ —ie,ybasados en las ecuaciones 2.53 y 2.54 tenemos que
=14 Y &j J J

(2.60)

d

— _ (2.61)
e, A

Rt

_ EpqA
d

Las ecuaciones 2.58 -2.59 y 2.61 -2.62 describen el mismo sistema para 1 = 2, como se puede

Cr (2.62)

notar en la figura 2.4.

18



Capitulo

Estudio de las propiedades eléctricas del

modelo y sus aplicaciones

A partir de las expresiones obtenidas en el capitulo anterior, podemos estudiar el comporta-
miento de un biofluido o de un sistema similar, situado en el espacio entre los electrodos de un
capacitor de placas paralelas planas. La figura 3.1 resume de manera gréfica el procedimiento ex-

plicado paso por paso en el capitulo 2.

6V b=V
o - i
o €
° [ o —
o o © > Ceff —> gy Ceyf
‘ . |
o
o |¢:0
¢»=0 o=0

Figura 3.1: Esquema del modelo de biofluido propuesto, medio efectivo y circuito equivalente.

Utilizando un programa de computo pudimos estudiar la tendencia de la capacitancia C, sy y resis-
tencia R.ry del sistema al variar la conductividad de las fases del modelo propuesto, y se eva-
lu6 la sensibilidad de estas dos magnitudes a dichas variaciones. A continuacion se muestran
las graficas obtenidas (figuras 3.2 y 3.3), ambas magnitudes se han representado como funcio-
nes de la densidad en nimero de iones libres en el medio externo (n.), que varia en el intervalo
(1020 — 1028) iones/m>. Cada una de las curvas corresponde a un valor fijo de este mismo parame-
tro pero en el medio interno (n;). Se utiliz6 una fraccidon de volumen para las particulas de f = 0.2

y una frecuencia F' = 10kHz.
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Se consider6 que el biofluido se encuentra dentro de un capacitor cuyos electrodos tienen un

drea A = lcm? y estdn separados una distancia d = 0.5mm, con una relacién A /d = 20cm.

0.26 T T T
0.24} b
- = =n; =10" m™3
0.22f 1 n; =102 m=3
Ty n; =102 m™3
£ 0.2 i n; = 102 m=3
= . n; = 10 m 3
$) n; = 10® m™=3
0.18 . n; =10%m=3
n; =107 m=3
0.16
P \\\‘///
10° 10

18 20 22

10 10 10 2

ne [m ]
Figura 3.2: Capacitancia del sistema como funcion de la desidad en nimero de particulas en el
medio matriz n,, para 107m=3 2 n; 2 10’m=3, f = 0.2, F = 10kHz, A/d = 20cm. El eje de

las abcisas esta en escala logaritmica para facilitar la visualizacién de la grafica.

4000 T T T T

3000 a

n; =102 m=3
= n; = 10%* m=3

2000} R
3§ n; = 10® m=3
~ n; =10 m=3
1000 R
0 | n . e —
0 1 2 3 4 5

ne [x 10*m ™3]
Figura 3.3: Resistencia del sistema en funcién de n,, para 102'm=3 2 n; 2 108m 3, f=0.2,
F =10kHz, A/d = 20cm.
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3. Estudio de las propiedades eléctricas del modelo y sus aplicaciones

Se observa un cambio en el signo de la pendiente de la curva de la capacitancia cuando n, >~ n;,
donde se observa un minimo, con lo cual podriamos pensar que dicha magnitud tiene mayor
sensibilidad, relativamente, que la resistencia a variaciones en la concentracién de iones. El andlisis
aproximado al considerar que cada particula es atravesada por una sola linea de campo eléctrico
(ver seccion 3.1) nos da el mismo resultado en los casos limite. Por otra parte la resistencia tiende
asintéticamente a cero cuando aumenta n,. Este comportamiento es esperado, ya que al aumentar

la concentracién de portadores de carga crece también la conductividad.

3.1. Modelo simplificado para una interpretacion fisica del

comportamiento de la capacitancia y la resistencia

En este apartado pretendemos ayudar a interpretar fisicamente los resultados obtenidos con las
simulaciones mostradas anteriormente. A través de un andlisis aproximado justificamos el compor-

tamiento de la Cerr y Reyy.

Consideraremos sdlo las lineas de campo eléctrico que atraviesan la superficie de las inclusiones
perpendicularmente, esto hace mds simple el analisis. Suponiendo que una linea de campo eléctrico
(ver figura 3.4) atraviesa un nimero N de inclusiones en promedio, entonces cada linea atraviesa
en total 2N + 1 capas o regiones homogéneas, N de ellas con permitividad €; y las restantes N + 1

con permitividad €,.

o=V ¢ =

Figura 3.4: Planteamiento del problema de frontera.

Utilizaremos la definicion de diferencia de potencial en forma integral, valida para problemas cua-

siestaticos

d -
A¢:—/O E-dl, 3.1



3.1. Modelo simplificado para una interpretacion fisica del comportamiento de la
capacitancia y la resistencia

donde d es la separacion entre los electrodos.

En el caso de un medio estratificado que se muestra del lado derecho de la figura 3.1, tenemos
que por la simetria del problema sélo hay campo eléctrico en la direccién z (E = (0,0,E )) y este
es constante por tramos, pues se cumple que V .E = 0 en el interior de cada una de las regiones al
s6lo haber densidades de carga superficial en las fronteras. El campo eléctrico apunta en la direc-
cién negativa del eje z y dl = dz apunta en sentido opuesto, por lo cual los vectores E y dl forman
un dngulo de 7 radianes, y el producto escalar E-dloE-dzes igual a —Edz. Luego, podemos
reescribir la ecuacion 3.1 separando la integral en las 2N + 1 regiones correspondientes,

d di di+dy d
Ad = —/ (—Edz) = / E.dz+ Eidz+....+ E.dz, (3.2)
0 0 di di+dy+...+dayy
los subindices (e o i) se refieren al campo eléctrico en las regiones externa o interna. Para simplificar
el andlisis suponemos que las N inclusiones se encuentran distribuidas uniformemente a lo largo

del segmento de longitud d, entonces
d=(N+1)di+Nd>, (3.3)

siendo d; la distancia entre inclusiones y d el didmetro de cada una de ellas, como muestra la

figura 3.4. La ecuacion 3.2 queda de la forma

AO=(N+1)E.d, +NEid; . (3.4)
Pero se tiene, de la ecuacién A.20 del apéndice A, que &;E; = €.E, (condicion de frontera para
la componente normal de E). De la ecuacion 3.3 tenemos que d| = N+ 1)2 ,y sustituyendo en la
ecuacion 3.4 obtenemos que la expresion para el voltaje queda
€e
AP = [d—l—Ndz (8——1>}Ee. (3.5)
i

Por otra parte para la corriente (Ie ff) tenemos que, por definicidn, es la derivada de la carga

(Q) con respecto al tiempo ().

dQ
lefr =~ - (3.6)

Esto lo podemos aplicar a lo largo de la direccion perpendicular a la superficie de los electrodos,

en particular analizaremos la frontera electrodo-medio externo. Debido a que los campos, en este
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3. Estudio de las propiedades eléctricas del modelo y sus aplicaciones

problema, varian armonicamente a frecuencia ® podemos escribir la ecuacion 3.6 como sigue:

Ieff = i(l)psmA R 3.7)

donde py, es la densidad de carga superficial inyectada al electrodo por la fuente externa, mientras
que A es el area de la superficie del electrodo, normal a las lineas de campo eléctrico. Esta densidad
de carga externa induce otra densidad de carga p,, en la superficie de contacto con el material. A la

suma de las densidades de carga a un lado y otro de la frontera le llamaremos p.

De la ecuacién 3.7 se puede ver que la densidad de corriente externa J,, es

I = iOPg - (3.8)

Si integramos la ecuacion de continuidad A.11 (ver apéndice A), en un volumen V que contenga la

frontera, y sea J, la densidad de corriente en el medio material externo, tenemos que

/V<V-f> dV:/V(—i(ops)dV. (3.9)

Siguiendo un procedimiento similar al aplicado en las ecuaciones A.14 - A.18 del apéndice A, ob-

tenemos que

A(Je—Jpn) = —i0psA . (3.10)
Despejando J,,, y aplicando la definicién de densidad de corriente electrodinamica dada por la ecua-
cién A.13 obtenemos que

Jn = (0 +iwep)e) E, + i0p; . (3.11)

Aplicando la condicion de frontera para la componente normal del campo eléctrico, dada por la

ecuacion A.19 tenemos que

E,—E,— E—;, (3.12)

y teniendo en cuenta que el campo eléctrico en el interior de un conductor es nulo (E,, = 0) obte-

nemos que

ps = €oEe . (3.13)
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3.1. Modelo simplificado para una interpretacion fisica del comportamiento de la
capacitancia y la resistencia

Sustituyendo la ecuacién 3.13 en 3.11 y factorizando obtenemos lo siguiente

(o}
I = 10€) | —— 1|E,, 3.14
l O<l(l)8()+xe+ ) e ( )

la expresion entre paréntesis multiplicada por €y no es més que la permitividad dieléctrica compleja

€, del medio material externo, con lo cual llegamos a una expresion mds simplificada para J,,

Jn = I0EE, . (3.15)

Igualando las ecuaciones 3.8 y 3.15 y despejando la densidad superficial de carga obtenemos que

Psm = SeEe ’ (316)

sustituyendo este resultado en la ecuacion 3.7 obtenemos una expresion para la corriente I, rr que

fluye por el circuito

Ieff = i0e E A . (317)
I
Abhora teniendo en cuenta la definicion de admitancia Y, s = ZLQ;C como reciproco de la impedancia,
sustituyendo las expresiones 3.17 y 3.5 tenemos que

OIS

Yorf = eg : (3.18)
d+Ndy (—e — 1)
&

En esta dltima expresion tenemos que N no es una magnitud que se pueda controlar directamente
en un experimento. Veamos que si dividimos el drea total A de uno de los electrodos en pequeios
rectdngulos de drea Aa, cuya magnitud sea el area de la proyeccion de una de las inclusiones esféri-

cas en el plano del electrodo, entonces el nimero total N7 de inclusiones en el sistema es

NA NA

RN
(3)

Por otro lado tenemos que la fraccion volumétrica f que representan las N7 inclusiones del volu-

Nt (3.19)

men total se relaciona de la siguiente forma con N

NA 4 3
— T _“n(dy)2
NV n(d2/2)23n( 2/ (3.20)
J="aa = Ad '
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3. Estudio de las propiedades eléctricas del modelo y sus aplicaciones

Simplificando la expresion 3.20 y despejando N obtenemos una expresion en funcion de parame-
tros conocidos
3df
N=— 3.21
2y (3.21)
y al sustituirla en la ecuacion 3.18 finalmente obtenemos una expresion para la admitancia donde

todos los parametros son directamente controlables

I0EA

Yerr =345 (ee ) '

(3.22)

Separemos la expresion 3.22 en parte real e imaginaria, para ello tengamos en cuenta que €, y

€; son magnitudes también complejas, de forma que

€ =€, —1i€), (3.23)
€ =g, —ig;, (3.24)
y por lo tanto,
€ € —ig; (&g +ece]) —i(ere; —€g))

= o ion . (3.25)
& &g (82)2+(8}’)2

Entonces, sustituyendo 3.24 en 3.22 y haciendo el algebra correspondiente nos queda lo siguiente

3d €.+ €€y 3d €,€7 —€LE;
wA{Sg d+ f( e l+ : | >_1 +87€ f( 65 e-lz)}
2\ () +(g)

2\ (&) +(gp)°

Re{Yesr} = ; £ (3.26)

J 3df [ €€ €€ | 3df [ e.€ —¢l€;

T 2 2 N2 | D) N2 2

(&) +(g7) (&) + (&)

coA{e; d+ 3df ( 8;£§+eg§;’2) B 1] P 3df ( e’eeé’ —sga;2>}
B 2\ ()" +(g) 2\ ()" +(g)

Im{Ysr} = . (327

2 2
[d+3df ( €.€; + €€} > _1] n [3df ( €€ — ELE; )]
2 2 )2 )2
2\ (&) +(&) 2\ (&) +(&)

La ecuacion 2.52 (ver seccion 2.4) nos da la expresion que tiene la teoria de circuitos para la ad-
mitancia de un circuito RC paralelo, que es precisamente la representacion de nuestro sistema con

circuitos equivalentes. Comparando las ecuaciones 2.52 y 3.25 tenemos las siguientes expresiones
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3.1. Modelo simplificado para una interpretacion fisica del comportamiento de la
capacitancia y la resistencia

para la capacitancia (Ce ff) y la resistencia (Re ff) del medio efectivo
2 2
J 3df [ e.g;+€ere; | 3df [ €€} —€/€;
T e e | T >\ oz o2
Rojs = (&) + (&) (&) + (&)
e - )
3d €.€; +€/€) 3d €87 — €€,
M AETC o e
(&) + (&) (&) + (g7)
3d €€ +€/€7 3d €,€) — EJE;
A{E’e d+ 2f ((;)21:::(;’)2) —1] — €& 2f <(;)5+(;>12>}
= " : " " : (3.29)

l
eff = i " s >
€.€; + €J€] €,8) — EJE;
[d + 2 ( i Ql' 9 2 > - 1] + [ 2 ( : 21’ i 12 ) ]
(g)"+(g)) (&) +(g))

Analicemos el comportamiento de cada una de estas expresiones (3.28 y 3.29), respectivamente, en

(3.28)

los casos limite siguientes

1. Las inclusiones son mds conductoras que el medio externo (€ > €;).
2. Las inclusiones y el medio externo tienen conductividades similares (€ ~ €;).

3. El medio externo es mds conductor que las inclusiones (€} < €7).

Véase que, en los tres casos, el numerador de 3.28, que es el denominador de 3.29 se simplifica
quedando de la siguiente forma

2 2
gy 4 [ eeiteE ) 3df [ e8] — &g _ {d+ 3df (8_6 — 1)} i (3.30)
2\ &)+ () 2 (&) +(&) 2 \&

Esto es, si consideramos que €, > €, y €] > €}, como ocurre en medios acuosos con concentra-

_'_

ciones de NaCl de aproximadamente 0.9 %, que es el caso de los fluidos biolégicos.

Sustituyendo el resultado de la ecuacién 3.30 en cada uno de los casos obtenemos que

L. g >¢

d 3 €A 1
R — (1-= A C S — 3.31
eff — oEiA ( 2f> eff — (3.31)

2.8 ~¢;

d
Reff — —— A Ceff — (3.32)

WeZA
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3. Estudio de las propiedades eléctricas del modelo y sus aplicaciones

3. 87 KEg
d 3 e€A 1
Reff — (—f) VAN Ceff —_— . (3.33)

0erA \ 2 d (g f)
2

Con la informacion aportada por estos tres casos, podemos analizar la tendencia de la resistencia
R,y como funcion de €; para un valor constante de €. Comparando en magnitud los casos limite
(1, 2 y 3) obtenemos una monotonia decreciente, lo cual es consistente con lo que muestran las
curvas de resistencia en la figura 3.3, calculadas a partir del modelo de medio efectivo de Maxwell-
Garnertt. Se puede inferir también, de las expresiones en cada caso, que el comportamiento de la

resistencia estd determinado casi completamente por la conductividad del medio externo.

Para la capacitancia C, sy tenemos que, al igual que el comportamiento mostrado en la figura 3.2,
su magnitud estd acotada y que alcanza un valor minimo para valores cercanos entre €} y €;. Esto
significa que practicamente no hay contraste entre las conductividades interna y externa, por tanto
no habra acumulacion de carga en las fronteras ni polarizacion anadida por las particulas; es similar
a tener un medio homogéneo sin inclusiones. Cuando dicho contraste comienza a crecer también
se incrementa el valor de la capacitancia, aproximandose a un valor asintético. Esta tendencia
coincide con las simulaciones presentadas en la figura 3.2 para n; > 10m~3. Hemos considerado

que A ,®,dy f son constantes en los tres casos.

3.2. Aplicaciones

En esta seccion evaluamos la aplicabilidad el modelo desarrollado como sensor de la ocurrencia
de dos procesos: lisis' celular y sedimentacién, cuya caracterizacién es importante en biofluidos

como la sangre.

3.2.1. Caracterizacion de la fragilidad osmética de células

La caracterizacion de la fragilidad osmética es un examen que cominmente se realiza en labora-
torios clinicos para diagnosticar anemias de tipo hereditarias (talasemia y esferoscitocis hereditaria)
[16]. Este andlisis consiste en diluir una muestra de sangre del paciente, utilizando como disolvente
una solucién salina con menor concentracién de NaCl (solucién hipoténica) que en el interior de

los eritrocitos. La concentracién de NaCl en el plasma sanguineo? es de ~ 0.9 % en personas sanas

Idestruccion de la célula
%liquido que rodea las células en la sangre, estd compuesto por agua principalmente
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3.2. Aplicaciones

[17]. Cuando se realiza el procedimiento de dilucién descrito se rompe el equilibrio de concentra-
ciones a través de la membrana celular, y se dice que las células se encuentran en un ambiente de
estrés osmotico. El equilibrio debe alcanzarse mediante la difusion, del agua en este caso, ya que
la membrana celular es selectiva al paso de ciertos iones. Al ser menor la concentracion de sal en
la matriz, o desde otro punto de vista, al haber mayor concentraciéon de agua se produce un flujo
de de esta hacia el interior de las células, lo cual provoca que aumenten de tamafio (ver figura 3.5).
Debido a su aumento de volumen v, la célula demanda mas nutrientes que deben ser absorbidos
a través de la superficie s de su membrana. Pero, en general, el volumen crece mas rapidamente
que el drea superficial al aumentar el radio de la célula, demandando esta mas de lo que puede
absorber. En este punto la razén ‘—s) alcanza un valor limite, provocdndose la lisis celular, con lo cual
la membrana se rompe y todo el contenido intracelular queda disuelto en el medio externo. Los
eritrocitos, en particular, pueden aumentar su volumen hasta un 70 % antes de que ocurra la lisis,

esta cifra cambia segun el tipo de célula.

1 o 2 Entrada de agua a la célula
(o) o (o] o o ® o
Solucion hipotonica H50 H>0

NaCl

o

o Célula o o o H,0

3 Aumento del volumen celular 4  Muerte celular

-y o

(o]
Rompimiento de la membrana
© celular o

- = o

Figura 3.5: Descripcion grafica del proceso de lisis celular. Paso 1: la célula es expuesta a
estrés osmatico. Paso 2: ocurre la 6smosis a través de la membrana celular para equilibrar las
concentraciones. Paso 3: la célula aumenta de tamafio por la entrada de agua. Paso 4: se rompe

la membrana por el aumento de la relacién superficie- volumen y se produce la lisis celular.
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3. Estudio de las propiedades eléctricas del modelo y sus aplicaciones

3.2.1.1. Modelacion de lisis celular

Para simular un proceso de lisis celular supongamos que inicialmente se tiene una suspension
de células en un medio con una concentracion de NaCl c,(NaCl) < 0.9 %, una solucién hipotdni-
ca. En esta simulacion se utiliz6 una concentracion de c¢,(NaCl) = 0.01 %. Las densidades de iones

iniciales en ambos medios n.q y njo se pueden calcular de la siguiente forma:

_ (ce(NaCl)/100) Ny
e0 = VTmM(NaCl) ’ (334)
no = (ci(NaCl)/100) N4 , (3.35)

VTmM (NaCl)

donde Ny = 6.022 x 10%3mol ! es el niimero de Avogadro, nmy;(NaCl) = 58.44g/mol es la masa
molar de NaCl, ¢,(NaCl) y c;(NaCl) = 0.9 % son las concentraciones de NaCl expresadas en %,

relativas a un volumen total Vy = 100cm?.

Luego comienza a entrar agua a las células debido a la 6smosis y crece el volumen celular, por
lo cual crecerd la fraccion de volumen f. En consecuencia disminuye la densidad en nimero de

iones en el medio intracelular n; y aumenta n, en el extracelular.

En esta primera etapa (/) podemos modelar la variacién de la fraccion de volumen f; como

funcidn del radio a de las células. Partiendo de la definicién tenemos que

Ama’
v (*5)

Vr

fi= , (3.36)

donde Nt es el nimero total de células.

Si despejamos Nr en la ecuacién anterior y evaluamos en los parametros iniciales f; = fo y

a = ap tenemos que

_ foVr
47ta(3) ’
3

Nt (3.37)

que es una constante durante esta etapa. Sustituyendo entonces la ecuacién 3.37 en 3.53 y simplifi-
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3.2. Aplicaciones

cando obtenemos lo siguiente
3
a
fr=lo (—) ; (3.38)
ao

una expresion para f7 (a).

Por otro lado, la densidad en nimero de iones en el medio externo puede escribirse como

NI
o =—— 3.39
Nef (= f)vr (3.39)

donde N! es el niimero total de iones en el medio externo. Si despejamos este parametro, que tam-
bién serd una constante en esta etapa, y evaluamos los pardmetros 1), = n.f; = fo en el instante

inicial tenemos que

Nl =neo(1—fo)Vr . (3.40)

Sustituyendo la ecuacion 3.40 en 3.39 obtenemos

1 _ Mo (1= fo) (3.41)

T =gy

una expresion para la densidad de portadores de carga en el medio externo durante la etapa I,

Nep (f)

Para determinar como varia la densidad de iones en el medio interno como funcién de la frac-
cién de volumen, aplicamos el mismo procedimiento anterior, ya que el nimero total de iones N;;
en el medio intracelular se mantiene constante debido a que solo entra agua. Tenemos entonces lo

siguiente

1 i
n; = , (3.42)
JoVr
con lo cual obtenemos que
ny = Moo (3.43)
fr



3. Estudio de las propiedades eléctricas del modelo y sus aplicaciones

Debido a su aumento de volumen v, la célula demanda mas nutrientes que deben ser absorbidos a
través de la superficie s de su membrana. Pero, en general, el volumen crece més radpidamente que
el drea superficial al aumentar el radio de la célula, demandando esta mas de lo que puede absorber.
En este punto la razén ‘E} alcanza un valor limite, provocdndose la lisis 0 muerte celular, con lo cual
la membrana se rompe y todo el contenido intracelular queda disuelto en el medio externo. Los

eritrocitos pueden aumentar su volumen hasta un 70 %, esta cifra cambia segun el tipo de célula.

1.8

LT

=
(*2]
T
|

=
w
T
|

=
N
T
|

1 1.05 11 1.15

a/ag
Figura 3.6: Debido a la entrada de agua a las células, el volumen relativo al inicial Vj de cada
una alcanza un valor de V/Vy = 1.7. El volumen limite alcanzado corresponde aumento del

20% del radio a del eritrocito, suponiendo que tiene forma esférica.

A partir de aqui nos encontramos en una segunda etapa (/I), que ya no puede ser descrita por las
ecuaciones anteriores. Ahora el nimero total de células N7 no se mantiene constante, por el con-

trario del radio de estas, que si se supone constante.

Si definimos un nuevo pardmetro, n, como la fraccion de células vivas relativo a la cantidad
inicial N7, podemos plantear una expresion para la fraccion de volumen en funcion de n a partir de
la ecuacién
3.38,

ao

3
fir =nfo (“’") , (3.44)
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3.2. Aplicaciones

donde ay,,x es el radio maximo que alcanzan las células (figura 3.6).

En este caso tenemos que, en el medio intracelular, n{l se mantiene constante una vez que las

células llegan a su tamafio limite

n_ hiofo
R (3.45)

Por otra parte, el nimero total de iones en el medio externo presenta un incremento AN que

depende de las células que se han lisado,

AN = N (1 —n)Nr . (3.46)
Luego tenemos que, para ng
(N, + AN,)
n — Ye) (3.47)
(- NHwr

Si sustituimos las ecuaciones 3.40 y 3.46 en 3.47, obtenemos

i1 Meo (1= fo) N (1—n)Nr
‘ (1—fu) (1= fu)Vr

3
na

(3.48)

Si tenemos en cuenta que Nl.[ I'=ny y la definicién de fraccion de volumen dada por la ecua-

cion 3.53, tenemos que

I T1ed (1—fo)+niofo(l—n)
¢ (1= fur)

(3.49)

Resumiendo el comportamiento de los pardmetros f ,n, ,y n; a lo largo de todo el proceso

( a 3
fo <—) ,etapa [
ao

f= (3.50)
3
fo (amax) n ,etapa Il
\

ao

descrito, tenemos lo siguiente
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3. Estudio de las propiedades eléctricas del modelo y sus aplicaciones

neO( fO)
(1-f)
Ne = (3.51)
neo (1= fo) +niofo (1 —n)
(1-1)

etapa [

etapa II

no fo

!
ni = (3.52)

10 fo
f (amax)

etapa |

etapa II

Se realizé una simulacion del proceso de lisis utilizando algunos parametros conocidos de la san-
gre, se supuso que el radio inicial de las células es igual al de un eritrocito ag = 2um 'y que fo = 0.4
[16, 17]. Las densidades de iones en los medios interno y externo fueron calculadas con las ecuacio-
nes 3.34 y 3.35, obteniendo n;p ~ 10%6m 3 Y N =2 10%*m—3. Las curvas mostradas en las figuras
3.7 y 3.8 permiten observar el comportamiento de la capacitancia C, sy y resistencia R, sy del medio

efectivo. Se ha utilizado una frecuencia F = 10kHz y el parametro geométrico A /d = 20cm.

0.7
S Proceso de lzszs celular
—— Medio homogéneo : 100% de lisis

0.6 ]

0.41 b

Cefy [nF]

0.3F b

O'l 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4

ne| x 10%° m ™3]

Figura 3.7: Simulacién del comportamiento de la capacitancia efectiva C, ¢ de una suspension

de células en una solucién hipoténica, para fy = 0.4, F = 10kHz, A/d = 20cm, ay = 2um,

nip ~ 10%m =3 Y Reg =2 10%m3.
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3.2. Aplicaciones

El punto mdximo que se observa en la curva de la capacitancia C, sy corresponde al comienzo de
la hemdlisis. Este resultado sugiere la importancia de medir la capacitancia en el monitoreo de la

hemolisis, dado que permite discernir en qué etapa se encuentra el proceso.

90 T T
— Procesode lisis celular
—— Medio homogéneo : 100% de lisis
60 b
G
3
~
30+ b
O Il Il Il
0 1 2 3 4

ne[ x 10 m ™3]
Figura 3.8: Simulacién del comportamiento de la resistencia efectiva R,y de una suspension
de células en una solucién hipoténica, para fy = 0.4, F = 10kHz, A/d = 20cm, ay = 2um,

0%m=3 y ngy =~ 10%*m=3.

njo~1
La resistencia R,y tiene un comportamiento monétono decreciente que pudiera parecernos 16gico,
debido a que durante todo el proceso esta creciendo la conductividad del medio externo. El cambio
relativo al valor inicial es mayor que el de la capacitancia, con lo cual podemos afirmar que la me-
dicion de R, ry seria mads sensible. Ambas curvas estdn acotadas, respectivamente, por una asintota
correspondiente al valor de C.rr y R.rs cuando se ha lisado el 100 % de las c€lulas y su contenido
se ha disuelto completamente en el medio externo, teniéndose una distribucion homogénea de los
portadores de carga. Todo el andlisis y las expresiones obtenidas son vélidas para cualquier otra

suspension de células.

3.2.2. Deteccion de sedimentacion

Es conocido que, experimentalmente, las inclusiones (particulas o células) inicialmente suspen-
didas se sedimentan en un lapso de tiempo (A7), a causa de la gravedad. Se analizard entonces si a

través de nuestro modelo podemos observar algun cambio, en la capacitancia C s y/o la resistencia
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3. Estudio de las propiedades eléctricas del modelo y sus aplicaciones

R.rr, debido a este proceso.

Supongamos que inicialmente tenemos una suspension de particulas, homogéneamente distri-
buidas, ocupando una fraccién fj del volumen total V, todo esto entre los electrodos plano-paralelos
de un capacitor. Al pasar del tiempo las particulas se irdn sedimentando, de forma que el medio ini-
cial se puede analizar como un medio estratificado, por simplicidad supondremos que se forman
dos capas (ver figura 3.9) de volimenes V| y V, respectivamente, y ndtese que se debe cumplir que
V=VI+W.

At °

09009 0,°
000 0% o
¢:

o=V

Figura 3.9: Esquema simplificado del comportamiento del modelo a causa de la sedimentacién

de las inclusiones.

Al espacio correspondiente a cada volumen se le puede asignar una fraccién de volumen de in-
clusiones, f; que va aumentando en V; con la sedimentacion y f> que decrece en V. Si elejimos
arbitrariamente el intervalo de variacion de f;, teniendo en cuenta que su valor inicial debe ser
mayor que fo y que al finalizar el proceso f> = 0, se puede demostrar que el valor de f; cumple lo

siguiente:

f=fom S (3.53)

Vi

donde vi =V /V y v =V2/V. La figura 3.10 muestra la relacién entre f y f», parav; =0.2 'y
vy = 0.8.

Con la informacién anterior, y teniendo en cuenta que la funcién dieléctrica €; de las inclusio-
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3.2. Aplicaciones

nes y €, del medio externo no cambian del espacio 1 al 2, podemos aplicar el modelo de Maxwell-
Garnett (ecuacion 2.37) por independiente en ambos volumenes. Entonces tendremos, para cada

uno, una expresion de capacitancia y resistencia dadas por las ecuaciones 2.53 y 2.54 del capitulo
2.

0.14

0.12¢

0.1r

0.08¢

2

0.06¢

0.04r

0.02¢

0 O:l 012 013 0:4 0.5
fi
Figura 3.10: Relacién entre f1y f>, parav; = 0.2y v =0.8.

Como se puede notar en la figura 3.9, en el sistema estudiado las impedancias 1 y 2 se pueden
analizar como si estuvieran conectadas en serie, y usando las ecuaciones 2.58 y 2.59 obtenemos la
resistencia y capacitancia total del sistema. A continuacion se muestra (figuras 3.11, 3.12a'y 3.12b)
el comportamiento de la capacitancia y resistencia del sistema analizado utilizando que fo = 0.1,
F =10kHz, A/d = 20cm.

En cada grafica se comparan cuatro curvas, correspondientes a combinaciones de valores dife-
rentes de densidad en numero de portadores de carga en el medio interno n; y en el medio externo
ne, lo cual repercute directamente sobre la conductividad (ecuacion 2.13); de igual forma se tienen
valores diferentes de permitividades €;; y € (ecuacion 2.25) respectivamente. La curva azul co-
rresponde a un biofluido con células, la roja corresponde a particulas dieléctricas en un electrolito,
la verde se asocia a inclusiones de electrolito en agua pura y la curva de color magenta tiene que

ver con particulas dieléctricas embebidas en agua pura.

Se puede notar, que aunque cada uno de los casos mostrados se pueden diferenciar en
comportamiento, el miximo cambio observado es aproximadamente del 10%. Este resultado
sugiere que ni la capacitancia ni la resistencia, al menos en un capacitor de electrodos plano-
paralelos, son variables sensibles para monitorear la sedimentacion en biofluidos. Sélo serd
necesario tomar en cuenta la presencia de este efecto al analizar las componentes de ruido en este

tipo de mediciones.
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R/Ry

—n, =10%m3; n; = Om_?; €i = 2.7
Ne = Om’f”; n; = 10% m’s; €5 = 80
—n.=0m; n,=0m3; e; = 2.7
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
S
Figura 3.11: Simulacién del comportamiento de la capacitancia total C del sistema relativo a

0.88

su valor inicial Cy en un proceso de sedimentacién de inclusiones de conductividad dada por

n; y permitividad eléctrica €, embebidas en un medio con permitividad €, y conductividad

dada a partir de n.. Durante el andlisis se mantienen los siguientes parametros fijos fy = 0.1,

F = 10kHz, A/d = 20cm.

35 : - — : 1.14 — - :
—n, = 10% m’?, n; = 10% m’p‘, €5 = 80 —n, = 10% m"p‘; n; = 10% m’g; €5 = 80
—ne=10"m3; n=0m™>; e; = 2.7 —n, =10 m™>; n; =0m™>; e = 2.7

3/ —n, =0m3; n; = 10% m; e; = 80 i —n.=0m3; ny=0m3; e; = 2.7
—n.=0m3; ny=0m3; e = 2.7 11
2.5¢r 1
o3
ol 1 J.1.06
<
1.5¢ 1
1.02
1 -
05 ‘ ‘ ‘ ‘ 0.98 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4
bil fi
(a) (b)

Figura 3.12: Simulacién del comportamiento de la resistencia total R del sistema relativo a
su valor inicial Ry en un proceso de sedimentacién de inclusiones de conductividad dada por
n; y permitividad eléctrica €, embebidas en un medio con permitividad €, y conductividad
dada a partir de n.. Durante el andlisis se mantienen los siguientes pardmetros fijos fy = 0.1,

F = 10kHz, A/d = 20cm. En (b) se muestra un aumento del intervalo 0.98 < R/Ry < 1.14.
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Capitulo

Resultados experimentales

El trabajo experimental se realiz6 utilizando un sensor capacitivo construido en el laboratorio.
Dicho sensor consiste en una cavidad cilindrica de acrilico, en cuya base se encuentra un electrodo
plano de acero inoxidable de seccion transversal circular. La separacion de este respecto a un se-
gundo electrodo, de iguales caracteristicas, se controla a través de un émbolo que se introduce por
el otro extremo de la cavidad. Se forma un capacitor de placas plano-paralelas. La celda contiene
la muestra liquida (biofluido), la siguiente figura (4.1a) muestra un esquema y (4.1b) una fotografia

del sensor utilizado con algunas de las caracteristicas sefialadas anteriormente.

Se utiliza un puente de impedancias, modelo SR715, para medir directamente la capacitancia y
resistencia eléctrica del fluido bajo estudio (sensor-muestra). El sensor se conecta directamente a
los bornes del puente, el cual se configura para generar un voltaje alterno de magnitud 1V y con

frecuencia de 10kHz, siendo esta dltima la frecuencia maxima que puede generar el equipo.

La separacion entre los electrodos del sensor es controlada por una cuerda que rodea al émbo-
lo de la celda. Este es desmontable, lo cual permite limpiar la celda entre experimentos diferen-
tes. En las simulaciones del capitulo 3 se utilizé una razén area-distancia entre los electrodos
de A/d = 20cm, y dado que el drea de los electrodos del sensor es A ~ 7.9c¢m?, deberiamos te-
ner una separacion d ~ 4mm. Sin embargo nuestro sensor estd limitado a una separacion maxima
dmax =~ 1.3mm. Entonces habrd que tener en cuenta que en los experimentos el valor de la capaci-

tancia, que depende del bulto del biofluido, serd 3 veces mayor que las predicciones.

Los experimentos realizados tienen como objetivo mostrar que el modelo propuesto ayuda a

interpretar fisicamente el comportamiento eléctrico de biofluidos.
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4. Resultados experimentales
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Figura 4.1: (a) Esquema y (b) fotografia del sensor capacitivo construido en el laboratorio. Se
seflala la posicion de los electrodos y los contactos eléctricos para conectarse al puente medidor

de impedancias.

4.1. Caracterizacion del sensor

Primero se procedio a caracterizar el comportamiento del sensor con fluidos homogéneos (aire
y agua) y variando la distancia d en cada caso, dentro del intervalo aproximado 0.33mm < d <
1.76mm. Esto es, para determinar qué tanto se aleja de la respuesta ideal de un capacitor de placas

plano-paralelas, cuya capacitancia C estd dada por la siguiente expresion:

d

donde € es la permitividad eléctrica relativa del medio. La capacitancia C debe tener un

C =¢p€A (l) , 4.1)

comportamiento lineal respecto al inverso de la distancia 1/d, segiin esta expresion, cuya pendiente

m esta dada como:

p =€EA, (4.2)
y cuyo intercepto estd en el origen de coordenadas.
En la figura 4.2 se puede observar que el comportamiento de la capacitancia en funcién del

inverso de la distancia se ajusta muy bien a una linea recta. El ajuste lineal de los datos (curva

roja) difiere en pendiente del comportamiento ideal (curva azul). Este resultado se asocia a que en
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4.1. Caracterizacion del sensor

realidad tenemos un drea efectiva A, ¢ ¢, diferente (y en este caso menor) a la superficie fisica de los
electrodos, debido a los efectos de borde en un capacitor real. Esto significa que cerca de los bordes

de los electrodos las lineas de campo eléctrico no entran o salen perpendicularmente a la superficie.

—teoria,
35 + experimento g
—ajuste lineal (R? = 0.9906)
30F R
25+ b
B g0l ]
_Eﬁzo
Q
15F + i
10f .
5, m
0 L L L L L
0 1000 2000 3000 4000 5000

1/d[m™]
Figura 4.2: Capacitancia total C del sistema, sin muestra entre los electrodos, en funcién del

inverso de la distancia 1/d.
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" ——ajuste lineal (R? = 0.9928)
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=
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0 500 1000 1500 2000 2500 3000

1/d[m™"]
Figura 4.3: Capacitancia total C del sistema, con agua tridestilada entre los electrodos, en

funcién del inverso de la distancia 1 /d.
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4. Resultados experimentales

Utilizando la ecuacién 4.2, el valor de la pendiente dado por el ajuste pg. = 4.572 x 10—15C? /N
y suponiendo que la permitividad relativa del aire es €, ~ 1, tenemos que el drea efectiva es

Acrp =~ 5.2cm?, aproximadamente el 65 % del area fisica del electrodo.

En la figura 4.3 se muestra el mismo comportamiento anterior, pero ahora para agua tridesti-
lada. Utilizando la ecuacion 4.1, la pendiente del ajuste pggu, = 3.634 x 10—13C?2 /N y el valor
calculado anteriormente para el area efectiva A, sy, calculamos un valor de la permitividad eléctri-
ca relativa del agua tridestilada correspondiente a €4, =~ 79.5. Este valor es muy cercano al que

reporta la literatura [3] €4, = 80. Este resultado comprueba la veracidad de los calculos anteriores.

El hecho de que ninguna de las dos rectas experimentales tenga intercepto en el origen,
sugiere la existencia de una capacitancia parasita C, en paralelo, que tiene valores Cla,i’ ¢~ 19pF
y ng”a ~ 89pF para el sistema con aire y agua tridestilada respectivamente. El concepto de
capacitancia pardsita implica que atn cuando d — o el valor medido de la capacitancia no es
cero, en este caso lo atribuimos a que algunas de las lineas de campo eléctrico atraviesan el acrilico

de las paredes de la celda y a la influencia de los cables.

—teoria,
+ experimento

5 — ajuste lineal (R* = 0.9218) 1
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+

R +
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0 0.5 1 1.5

d[x1073m]
Figura 4.4: Resistencia total R del sistema, con agua tridestilada entre los electrodos, en funcién

de la distancia d.

Por dltimo se midi6 la resistencia R como funcién de la distancia d para el agua tridestilada (figura
4.4) la cual presenta también un comportamiento bastante lineal. Aqui lo mas importante a sefialar

es el orden de magnitud de la resistencia del agua (k€2), que como veremos posteriormente puede
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4.2. Ajuste teorico del experimento

disminuir hasta 10° veces dependiendo de la concentracién de iones en disolucion.

4.2. Ajuste teorico del experimento

Con la intencién de que sea claro el ajuste tedrico aplicado a los resultados experimentales,
mostrados en las secciones subsiguientes, resumimos el modelo de biofluido desarrollado en el
capitulo 2 e introducimos la contribucién de una doble capa, que se formé en los electrodos duran-

te los experimentos con soluciones idnicas.

Primero se calcula la funcién dieléctrica de cada una de las fases, interna €; y externa €,, cuyos
parametros se explican a detalle en el capitulo 2:
&i—Ewi .O;

— it (4.3)

€ =8&; -
! "Tl4ior o

- €e—€xe .O
B = Boo+ ———¢ % (4.4)

I +iwt ®
donde se ha utilizado, segiin [3], que €.; = €. = 5.2 y &; = €, = 80 en los casos en que las fases
son suspensiones de iones en agua. La conductividad, 6; o 6., en cada caso estd dada por el modelo

de Drude (ecuacion 2.13):

2 *
niq”/m
=, 4.
© (I'+iw) (43)
2 *
neq /m
e ="+, 4.
© (I'+iw) (4.6)

donde la densidad en nimero de portadores de carga, n; o n., se puede determinar exactamente si se
conoce la concentracién, en los ejemplos analizados de NaCl; m* es la masa del portador de carga

en cuestion.

Una vez que se construye la funcidn dieléctrica para cada fase aplicamos la férmula que nos da
el modelo de Maxwell-Garnett (ecuacion 2.37):

ée (él - ée)
i+28— f(&—&)

Eorf =8+ 3f§ , 4.7)

donde f es la fraccidon de volumen ocupada por la fase correspondiente a las inclusiones.

El biofluido, con funcién dieléctrica efectiva dada por 4.7, llena el espacio entre las placas
plano-paralelas del sensor capacitivo utilizado (ver figura 4.1a y 4.1b). Finalmente, se tienen del

capitulo 2 las expresiones explicitas para la capacitancia Cr y resistencia Ry total del sistema,
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4. Resultados experimentales

teniendo en cuenta la formacion de una doble capa, en la interfaz del electrodo con la muestra.
A esta doble capa le asociamos un valor de capacitancia C; y resistencia R; cuya justificacion se

explica mas adelante.

1 1)\?
(IT—FR—) —|-(!)2 (Cl —’:—Cz)z
Rp=——— 122 - : (4.8)
! ! + (0C,)? ! ! + (00Cy)?
R1 R2 2 RZ Rl :

2 1 2
& (—) T (00) ]+ (E) T (00)?
Cr= = = . 4.9)

1 1)? 5
— 4 — o? (Cy+C
(R1+R2>+ (C1+ )

Llamamos R; y C,, respectivamente, a las contribuciones del bulto en suspension a la capacitancia 'y

resistencia total del sistema. En el capitulo 2 se llega a expresiones para Ry y C; (2.53 y 2.54) dadas
a partir de la determinacién del circuito equivalente asociado a un material dieléctrico-conductor

con funcién dieléctrica dada por 4.7. Dichas expresiones se indican a continuacion:

d
R(0) = 0eoF (@A (4.10)
C(m):w. (4.11)

4.3. Deteccion de micelas

Se realiz6 un experimento variando la fraccion de volumen f de dodecilsulfato sodico (SDS), un
surfactante muy investigado en los tltimos anos, disuelto en agua tridestilada. Una molécula de esta
sustancia estd compuesta por un atomo de sodio (Na) y una larga cadena hidrégeno-carbonatada
(C12H35) unida a un grupo sulfato (SO4). Al disolverse en el agua, los iones de Na se separan de la
parte més pesada, que tiene un extremo hidrofilico' y otro hidrofébico?. Debido a estas propieda-
des, cuando se alcanza cierta concentracion de SDS los aniones comienzan a asociarse formando
estructuras conocidas con el nombre de micelas . La concentracién micelar critica (CMC) es el valor
minimo de la concentracion a partir del cudl comienzan a formarse estas estructuras nanométricas

y tiene un valor para el SDS entre 7mM y 10mM [18, 19, 20], dados en unidades de concentracion

!que se asocia con el agua
2que no se asocia con el agua
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4.3. Deteccion de micelas

molar ¢y que se calcula de la siguiente forma:

n
M= (4.12)
donde n es el nimero de moles, que se calcula dividiendo la masa de soluto entre la masa de un
mol de sustancia, y V el volumen de la disolucién. La masa de un mol de SDS es 288.4g/mol, la
siguiente tabla muestra los valores de masa de SDS preparados en el laboratorio, disueltos en 15¢m>

de agua tridestilada, y sus respectivos valores de concentracién molar expresada en mM.

masalg] | 1.153 1 0.8278 | 0.4632 | 0.3264 | 0.1483 | 0.0737 | 0.0663
cymM] | 266.5 | 191.4 | 107.1 75.5 34.3 17.03 15.3

Tabla 4.1: Valores de masa m de SDS y sus respectivos valores de concentracién molar ¢y, para

un volumen total V = 15¢m?.

Se puede notar que todos las muestras sobrepasan el valor de CMC para el SDS, por lo que es vélido

suponer que en todos los casos el SDS estd en forma de micelas.

En las figuras 4.5 y 4.6 se muestran los resultados obtenidos en la medicion de capacitancia C
y resistencia eléctrica R en funcién de la fraccion de volumen f ocupada por el SDS en cada caso.
La f se calcula utilizando la masa m disuelta en cada caso, la densidad psps del SDS' y el volumen

V de disolucién

_ m/Psps

=

(4.13)

con Psps = 1.01g/cm3.

El ajuste de los datos se realiz6 utilizando el modelo (ecuaciones 2.53 y 2.54), ademas se agreg6 la
contribucién de una capa dieléctrica de espesor infinitesimal adherida a los electrodos (ecuaciones
2.58 y 2.59). Dicha contribucién se debe a la presencia de la llamada “doble capa” que se forma
en la superficie de un electrodo metélico en contacto con un electrolito. La frecuencia de trabajo
utilizada es F = 10kHz [21]. Los iones y contraiones se pegan a los electrodos formando un re-
cubrimiento con una alta resistencia R; debido a que se encuentran inmdviles. La capacitancia de
esta capa es considerablemente alta C; debido al espesor tan pequefio que alcanza. En este caso
particular utilizamos R1 = 1kQy C; = 12.5 x 107°F.

Se ajustaron los datos experimentales a dos curvas diferentes, la primera considerando que tie-
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Figura 4.5: Capacitancia total del sistema C en funcién de la fracciéon de volumen f.
Comparacién del ajuste con presencia de micelas (curva punteada) y considerando que no se

forman (curva continua).

50

T T T
='='teoria con micelas
—teoria, sin micelas

* experimento

*

- |
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

f

Figura 4.6: Resistencia total del sistema R en funcion de la fraccién de volumen f.

Comparacion del ajuste con presencia de micelas (curva punteada) y considerando que no se

forman (curva continua).

ne lugar la formacién de micelas (curva punteada), viendo a las micelas como inclusiones que

contienen 62 aniones (ndmero de agregacién del SDS [18, 19, 20]) en su interior. El nimero de

45



4.4. Mediciones con sangre hemolizada

agregacion dividido entre el volumen de una micela esférica, con un radio aproximado de 2nm,
nos da n;. La densidad de iones de Na en el medio externo n, se determina a partir de la siguiente

expresion:

_ nNy
=

donde N4 es el numero de Avogadro, n es el nimero de moles y por el volumen total V de la diso-

(4.14)

Ne

lucién.

En la otra curva de ajuste (curva continua) suponemos que no llegan a formarse las micelas,
por lo que el pardmetro fraccion de volumen f no se utiliza explicitamente. Se supone entonces un
electrolito homogéneo con un nimero 7, de iones positivos e igual niimero de iones negativos, y se
calcula usando la ecuacion 4.14. Se calcula la conductividad correspondiente al modelo de Drude

(capitulo 2), con una masa efectiva m para cada tipo de 16n dada por

my
Ny’

donde my; es el peso de un mol de sustancia. Se suman las conductividades correspondientes, en

(4.15)

m

este caso de dos tipos de iones: Nay y (C12Hp5804) . La myy de este dltimo se obtiene de restar el

peso de un mol de Na del mismo parametro para el SDS.

Aunque los datos obtenidos se podrian haber ajustado a cualquiera de los dos casos, se obtiene
una diferencia notable entre ellos en la grafica de la capacitancia, lo cual indica que el modelo

propuesto es sensible a la presencia o ausencia de micelas.

4.4. Mediciones con sangre hemolizada

Las figuras (4.7a-4.7d) y (4.8a-4.8d) muestran respectivamente la capacitancia C y la resisten-
cia eléctrica R del sistema, medidas utilizando como muestra sangre entera diluida al 25 % con una
disolucion isoténica al 0.9 % de NaCl. Luego preparamos varias concentraciones hipotdnicas en
el intervalo de 0.1% a 0.9 % con las cuales se mezcla la sangre anteriormente diluida.Las propor-
ciones utilizadas son 500u/ de la sangre al 25 % con 5ml de las concentraciones preparadas, esto
significa que los eritrocitos ocuparén inicialmente una fraccién de volumen del ~ 1% (f = 0.01)

en cada muestra. Las muestras se dejan reposar por 30 minutos una vez que se realiza la mezcla.

Las muestras de sangre utilizadas en los experimentos fueron preparadas y proporcionadas por
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4. Resultados experimentales

la Dra. Doris Cerecedo Mercado, investigadora del Instituto Politécnico Nacional.
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Figura 4.7: Capacitancia C de sangre hemolizada a diferentes concentraciones de NaCl. Cada

gréfica corresponde a un individuo diferente.

Se espera que al pasar este lapso de tiempo el porcentaje de células hemolizadas haya alcanzado

un valor limite, y a tiempos posteriores, durante la medicion, se considera que ya no hay lisis en

proceso.

En todos los casos el ajuste del modelo fue corregido, con las ecuaciones 2.58 y 2.59, por el efecto

de la doble capa causado por los iones y contraiones en disolucion. Ademas, en las graficas tedricas,

se ha supuesto que se trata de un electrolito, o sea se ignoran las células que puedan haber quedado

en suspension, por lo que la fraccién de volumen es f = 0.

Comparando las curvas podemos observar que no hay diferencias sustanciales entre un
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Figura 4.8: Resistencia R de sangre hemolizada a diferentes concentraciones de NaCl. Cada

grafica corresponde a un individuo diferente.

individuo y otro. Este resultado sugiere que esta medicion en particular no es sensible al

aumento del porcentaje de hemdlisis, sino al aumento en la concentracion de NaCl, que repercute

directamente en la conductividad del medio. Esto ultimo se nota muy bien en las curvas de

resistencia, pues disminuye muy rapidamente.

4.5. Monitoreo de hemolisis

Este experimento consistié en medir la capacitancia C y resistencia eléctrica R del sistema en

funcioén del tiempo, durante el proceso de hemolisis. Las muestras fueron preparadas de la misma

manera que se explica en la seccion anterior, con lo cual inicialmente tendremos una fraccion de
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4. Resultados experimentales

volumen de eritrocitos fy >~ 0.01.

Las gréficas (a, b, ¢) de las siguientes figuras muestran el experimento de monitoreo de hemoli-
sis para una concentracion inicial de NaCl, en la solucién afiadida a la sangre, del 0.35 %, mientras

que las graficas (d, e, f) muestran exactamente lo mismo para una concentracion inicial de 0.40 %.
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Figura 4.9: Monitoreo de hemdlisis a través de la capacitancia C del sistema. Se utilizan dos
valores de concentracion inicial de: 0.35% y 0.4 %. Se comparan en cada caso las curvas para
dos tipos de sangre distintos y estas a su vez con la concentracién correspondiente en una

muestra de NaCl en agua tridestilada.

Las graficas (a y d) muestran la monitorizacion de C o R para dos disoluciones de NaCl en agua
tridestilada con la misma concentracion utilizada durante el monitoreo de hemdolisis, con la dife-
rencia de que no hay sangre disuelta en la muestra. Estas graficas, 4.9a y 4.9d, permiten observar
un cambio en la capacitancia, durante los primeros 3 minutos, que no tiene nada que ver con la
ocurrencia de hemolisis, ya que no hay eritrocitos en suspension. El comportamiento tedrico de C
y R estd dado por las ecuaciones 2.58 y 2.59. La contribucién exponencial, que se observa en este
lapso de tiempo inicial, se le atribuye al proceso de formacion de la doble capa, del cual hemos

alcanzado a monitorear su ultima etapa, y que apantalla la contribucién a la capacitancia del bulto
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4.5. Monitoreo de hemolisis

de la suspension y a la hemdlisis en ese intervalo de tiempo. En las graficas de la figura 4.9a-4.9f
se muestra el ajuste del modelo tedrico a los datos, para este intervalo de tiempo modelamos la

capacitancia Cj en la formacion de la doble capa como sigue:

C1=Coo1 +Co1 (1—e™) , (4.16)

donde Cyp1, Cp1 y a son los pardmetros del ajuste.

Al comparar las curvas de capacitancia mostradas en las figuras 4.9b y 4.9c se puede notar que
la sangre del individuo 4 se hemoliza mas rdpidamente que la del individuo 3. Lo mismo se puede
observar al comparar las figuras 4.9¢ y 4.9f. Esto quiere decir que el individuo 4 presenta mayor
una fragilidad osmotica que el individuo 3. Si comparamos las graficas 4.10a y 4.10e vemos que,
como era de esperar, la velocidad de la hemolisis para un mismo individuo es mayor mientras mas

alejado se estd de la concentracion de 0.9 %.
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Figura 4.10: Monitoreo de hemdlisis a través de la resistencia R del sistema. Se utilizan dos
valores de concentracion inicial de: 0.35% y 0.4 %. Se comparan en cada caso las curvas para
dos tipos de sangre distintos y estas a su vez con la concentracién correspondiente en una

muestra de NaCl en agua tridestilada.

50



4. Resultados experimentales

El valor de R; se ha fijado en 1kQ. Ajustamos la resistencia R, asociada al biofluido, sin tener en
cuanta la doble capa, como un proceso lineal, cuya pendiente H cambia de signo dependiendo de

si hay hemdlisis o no,

Ry =Ry +Ht, 4.17)

donde H = h— b, h = 0 si no hay hemdlosis, y la pendiente es negativa, esto se verifica con so-
luciones de NaCl en agua (figuras 4.9a y 4.9d). La disminucién de la resistencia cuando no hay
hemodlisis se asocia a un aumento de temperatura, mientras que la pendiente positiva o aumento de
la resistencia (con & > 0) sugiere que disminuye la densidad de portadores de carga al disolverse el
contenido celular en el medi externo. Esto es, debido a la neutralizacion de iones de cargas contra-
rias. Notese que en la simulacidn del proceso de lisis, realizada en la seccién 3.2.1.1, se obtienen

resultados que sugieren lo contrario, ya que no se tuvo en cuenta este efecto en el ejemplo analizado.

Por todo lo anterior podemos decir que el comportamiento de la capacitancia equivalente Cr
estd dominado por C; y R». Por lo que la capacitancia medida en realidad depende s6lo de la doble

capa y de la conductividad del bulto de la suspension.

4.6. Otros experimentos

Se realizaron otros experimentos con suspensiones de didxido de titanio (7i0;) en agua trides-
tilada, variando la fraccién de volumen de las particulas de 7i0,. Aqui también se notd la presencia
de la doble capa, debido al surfactante, que no permitié ver la contribucion de las particulas a Cr.
Se verific6 que se puede ajustar el modelo de Cr, donde C; y R, explican el comportamiento ob-
servado en los demds experimentos. Debido a que no se cuenta con datos cuantitativos acerca del

surfactante utilizado, estos experimentos no se abordan en mayor detalle.

Otros experimentos adicionales consistieron en variar la concentracion de NaCl en agua
tridestilada. Este se utilizé6 como complemento para la interpretacion de los resultados mostrados
en la seccion 4.4. A través de este experimento se pudo determinar que los resultados observados
en la medicion de capacitancia de sangre hemolizada tienen una fuerte contribucion de la doble

capa, y que los de resistencia estan dominados por la concentracion de iones en disolucion.
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Capitulo

Conclusiones

En este trabajo se desarroll6 un modelo que permite interpretar fisicamente el comportamiento
eléctrico de biofluidos en la llamada banda P de frecuencias. Se analizé la aplicabilidad del modelo
al monitoreo de lisis celular y a la deteccion de sedimentacion. Ademas se realizaron experimen-
tos para explorar la viabilidad de medir procesos en biofluidos utilizando una celda-capacitor de
electrodos plano-paralelos y un puente de impedancias comercial. A partir del trabajo realizado se

pueden llegar a las siguientes conclusiones:

= Se mostr6 que en un biofluido compuesto por células y medio extracelular la resistencia
no depende notoriamente de la parte real de la permitividad eléctrica de sus componentes
pero si depende de la conductividad i6nica de éstas; sin embargo la capacitancia es afectada
tanto por la conductividad idnica como por la parte real de la permitividad eléctrica de sus
componentes. Esto puede resultar en que la capacitancia dependa de manera méas notoria de

la fraccion de volumen y del contraste de conductividades entre las fases.

= El comportamiento de la capacitancia C,rs del sistema con una suspension de células,
respecto a variaciones en la densidad de portadores de carga en los medios interno y
externo, estd acotado cuando aumenta el contraste entre las conductividades | €, — € |, y
alcanza un valor minimo cuando esta diferencia es nula. Las cotas son siempre superiores al
valor minimo de la C, sy para n; > 10%3m=3, 1o cual se atribuye al efecto Maxwell-Wagner.
Para n; < 102m™3 (particulas de conductividad menor) el comportamiento es ligeramente
diferente, de manera que la cota para valores bajos de n, disminuye y se acerca al valor

minimo de la capacitancia.

= La resistencia R, sy muestra una dependencia aproximada como el inverso de la densidad de
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5. Conclusiones

portadores de carga en el medio externo 1/n,, y estd modulada por la fraccién de volumen f

y por la conductividad del medio interno, proporcional a n;.

= Se encontr6, mediante simulaciones, que debe ser posible detectar la ocurrencia de lisis
celular a través de mediciones de resistencia R,y y capacitancia C, sy, debido a la variacion
de la contribucion de la polarizabilidad de las células (efecto Maxwell-Wagner). La curva
correspondiente a la C.zy tiene un cambio de monotonia que permite distinguir la etapa de
incremento del volumen por las células debido a la 6smosis de agua, de la etapa donde
la membrana celular se rompe, por lo que la capacitancia permite en principio detectar el
comienzo de la lisis celular. Aunque la R,.ry presenta mayor sensibilidad durante todo el
proceso, esta tiene siempre un comportamiento monétono por lo que no permitiria distinguir
el comienzo de la lisis celular. Sin embargo, serd necesario reducir en un factor de 10° la
contribucion de la doble capa a la capacitancia para poder inferir algo sobre el proceso de

lisis celular a partir de la polarizacion eléctrica de las células.

= Se determiné que la capacitancia y resistencia de una suspension de células es poco sensible
a la sedimentacion de estas. Por lo que medir la capacitancia y resistencia eléctrica en la
configuracion de electrodos plano- paralelos para el monitoreo de la sedimentacion, no parece
muy ventajoso. Sin embargo, es importante conocer el orden de magnitud en el que varian la
resistencia R, ¢y y la capacitancia C, s durante la sedimentacion de las inclusiones pues este

proceso es una posible fuente de ruido e inestabilidad en las mediciones.

= Se encontrd experimentalmente que, utilizando electrodos plano-paralelos de acero inoxida-
ble y en presencia de sales disueltas, la llamada “doble capa” tiene una contribucién muy

importante ain a 10kHz y para la geometria utilizada, donde A /d ~ 20cm.

= A partir de los resultados obtenidos en las mediciones como funcion de la concentracion de
SDS en agua tridestilada y las simulaciones correspondientes con el modelo propuesto se
mostrd que la capacitancia alcanza a ser influida por la presencia de micelas, a pesar de estar
encubierta por la contribucién de la doble capa. Esto sugiere que la capacitancia eléctrica
puede ser utilizada para monitorear la formacién de dichas estructuras en disoluciones de

surfactantes.

= Se mostré que es posible monitorear hemolisis con el dispositivo experimental empleado
en esta tesis, midiendo simultineamente la capacitancia y la resistencia como funcién del
tiempo. En los experimentos realizados con diluciones de sangre entera se observé que la
formacion de la doble capa termina luego de 3 minutos aproximadamente y después es po-

sible monitorear el proceso de la lisis celular y cuantificar su velocidad. Sin embargo en los
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experimentos realizados la sensibilidad de la capacitancia a la lisis celular es a través del

cambio en resistencia del medio efectivo y no a la polarizacion eléctrica de las células

Debido a que el efecto de apantallamiento por la llamada “doble capa” formada en los
electrodos reduce considerablemente la sensibilidad de la capacitancia a la presencia de células
en un biofluido, proponemos investigar dos posibles formas de disminuir su efecto. La primera es
inhibir la formacién de la doble capa realizando algin tratamiento de los electrodos del sensor.
La segunda consiste en disminuir la separacion entre los electrodos, y con esto aumentar la
contribucién de la capacitancia del biofluido entre los electrodos. En el caso limite en que dicha
separacion es del orden del didmetro de las células tendriamos una monocapa de estas entre los
eléctrodos. Existen modelos de medio efectivo para la permitividad de monocapas de inclusiones
sobre sustratos planos [24] que pudieran ser utilizados en este caso limite, por lo que esta pudiera

ser una direccidn atractiva para continuar esta investigacion.
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Apéndice A

Ecuaciones de Maxwell

En este apartado se muestra el procedimiento para obtener las condiciones de frontera para el
campo eléctrico E, que son utilizadas a lo largo de este trabajo de tesis, a partir de las ecuaciones
de Maxwell.

Ley de Gauss del campo eléctrico (E )

v.E=P2 (A.1)
€0

donde p es la carga total, tanto ligada o de polarizacién (p,) como libre o de conduccién (p;) y

externa (P.) , P = Pp+P1+ Pes Y €0 es la permitividad eléctrica del vacio.

Teniendo en cuenta que el vector de polarizacion P se relaciona con la carga de polarizacién

comoV-P=—p p» podemos transformar la ecuacién A.1 como sigue
v. (sOE n 13) — P+ pe. (A2)

Definiendo el vector desplazamiento eléctrico D, como D = SOE + P tendremos una forma

equivalente de enunciar la ley de Gauss A.1
V-D=p;+pe, (A.3)

y si no hay carga externa tenemos que
V-D=p,. (A.4)

Mediante la ecuacién constitutiva D = eE podemos también escribir la ley de Gauss del campo

eléctrico como

V. (@) . (A.5)
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siendo € la permitividad eléctrica del medio material.

Ley de Gauss del campo magnético (E)
V-B=0, (A.6)

que establece la inexistencia de monopolos magnéticos.

Ley de Faraday

VXE=—""| A7
X i (A.7)

Pero en el problema cuasiestatico, las derivadas temporales son casi nulas, por lo que en este caso
usaremos la ecuaciéon A.7 en la forma
VXE =0, (A.8)

siendo vdlida la definicién del campo eléctrico (E ) como el gradiente de un potencial (¢) :

E=—-V¢. (A.9)

Ley de Ampere - Maxwell

L dE
VxB= ‘UOJ‘FHOSOZ, (A.10)
que nos conduce, al aplicar algunas identidades del dlgebra vectorial y junto con la ecuacion A.1, a
la ecuacion de continuidad p
7 p
ViJ=——, A1l
I (A.11)
donde J es la densidad de corriente electrodinimica, y agrupa las corrientes inducidas por el
movimiento de portadores de carga
J=Jo4+Jdy+ T, (A.12)
donde J; = GoE (Ley de Ohm) representa la densidad de corriente de conduccién debido al mo-

-

o . dP . . Yy .
vimiento de cargas libres; J, = I la densidad de corriente de polarizacion. Usando la relacion

. . - = — dE — . .
constitutiva P = €g)E tenemos que J, = SOXeE, J. es la densidad de corriente externa.

Usando las relaciones anteriores, considerando que no hay influencia externa y que los campos

oscilan arménicamente (~ e~ ") , la ecuacién A.12 se transforma como sigue
J = oE + ioeg).E, (A.13)

que es la definicion de densidad de corriente electrodindmica.
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A. Ecuaciones de Maxwell

A.1. Condiciones de frontera

Supongamos que una interfaz (plano matematico) separa dos medios, con diferente permitivi-
dad eléctrica, € y €, en general complejas. Veamos qué le ocurre a las componentes normal y

tangencial de los campos <FZ J ) si aplicamos una diferencia de potencial A¢.

Integremos la ley de Gauss (ecuacién A.1) en un volumen arbitrario V que contenga la frontera,
/ (v-E)av=[ Lav. (A.14)
14 v €0
Aplicando el teorema de Gauss del calculo integral, transformamos el miembro izquierdo de la
ecuacion A.14 en una integral de E sobre la superficie S que encierra al volumen V,

/ E-ds= [ Pav, (A.15)
S S €

donde ds = fAda, siendo 7 el vector unitario normal a la superficie Sy da el diferencial de area.

B / L; e E / vE, 9
€9 2 2n €9 2 2n
(a) Componente normal del campo eléctri- (b) Componente tangencial del campo

co. eléctrico.

Figura A.1

La integral a la izquierda de la ecuacion A.15 equivale a sumar las contribuciones de cada una de
las caras del cubo. Dejando tender a cero la altura £ del cubo, solo las caras paralelas a la interfaz
entre ambos medios contribuirdn a la integral. Entonces
/ (B2-i)da+ | (Eri)da= [ Lav. (A.16)
S $2 vV €
El diferencial de volumen se puede escribir como dV = dadz a la derecha de A.16. Integrando el

miembro derecho en la direccién z obtenemos que

(Esn—Ei)A = [ Pda, (A.17)

S €9
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A.1. Condiciones de frontera

donde p; es la densidad de carga superficial acumulada en la frontera. Luego
(Ezn — Ein)A = E—(S)A. (A.18)

Simplificando el area A, de la cara del cubo en la ecuacion A.18 obtenemos que

Eop— Epy = 2 (A.19)

€0

la componente del campo eléctrico normal a la interfaz es discontinua.

Otra forma equivalente de escribir la condicién de frontera enunciada en A.19 es utilizando la

ecuacion A.5, con lo cual obtenemos que
&Er, —€1E1, = Py, (A.20)

donde py; es la densidad de carga libre acumulada en la superficie entre ambos medios.

Para determinar la condicién de frontera para la componente tangencial E; integraremos, sobre
una superficie S limitada por un contorno C, la ley de Faraday en la forma que muestra la ecuaciéon
A8,

/S<V xE) ds = 0. (A21)

Aplicando el teorema de Stokes del cdlculo integral, la integral en A.21 se transforma en una

integral de linea sobre el contorno C,
/ E-dl=0, (A.22)
C

donde d! es el diferencial de longitud sobre el contorno de integracion. Si hacemos que 4 tienda a

cero, solo contribuiran a la integral los lados, C; y C», de C que son paralelos a la frontera

/ Ei-diy + / E-dly =0. (A.23)
Ci G
Al resolver esta integral obtenemos que
E:dly —/ Exdl =0, (A.24)
C G
Eyly = Exly, (A.25)
y luego, debido a que /; = [, tenemos que
Ey = Ey, (A.26)

la componente tangencial del campo eléctrico es continua a lo largo de la frontera entre los medios
ly?2.
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Apéndice

Aproximacion de campo local

En esta seccion anexa se presenta un desarrollo detallado de la obtencion de una expresion para
el campo local que siente una particula cualquiera, como parte de un sistema de N particulas que
se encuentran embebidas en un medio de permitividad dieléctrica €,. Este resultado se utiliza en el

capitulo 2 para deducir la regla de mezclado de Maxwell-Garnett.

Calcularemos el campo eléctrico E,, que siente una particula m esférica, inmersa en un mate-
rial de permitividad €, junto a otras N — 1 particulas idénticas. Para esto debemos promediar sobre

todas las posibles configuraciones de las N — 1 inclusiones respecto de la m-€sima.

La probabilidad de encontrar la n-ésima particula en la posicién 7, y la m-ésima particula en la
posicion 7y, es:
Sam(i) = 1] /d317}ﬁ(r1,r2,...,rN), (B.1)
i#n,m
donde se omiten las integrales respecto a d°7;, y d>#;,. Dado que estamos suponiendo un ensamble

de N particulas idénticas o inclusiones fy (7}, 7m) debe ser igual para toda (n,m).

Sea b el radio de las particulas esféricas; la minima distancia a la que podemos encontrar
sus centros es 2b, y supongamos que la probabilidad de encontrar una particula cualquiera a una

distancia mayor es la misma en cualquier direccion. Entonces

[ 0 simm<2b

= 1 . ; (B.2)
\% Vo Si Py = 2b

fn,m(f;nr_r’n) :fm(’%)fn(ﬁt | ff’ﬂ) =

4m

donde rypm =|rm—1m |, Vo = ( 3 )(2b)3, fu(7 | ) es la probabilidad de encontrar la n-ésima

particula en 7, dado que la m-ésima particula esta en 7y,, y f,u(7) es la probabilidad de encontrar
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la m-ésima particula en 7y, (fu(7m) = 1/V). La funcién de correlacion de dos particulas se define

como
0 sirg,<2b

Fam) =V fu(Fp | F) = ; B.3
g( nm) fn(m| m) {1 iy > 2b ( )

donde hemos aproximado V — V; = V. El campo eléctrico promedio ejercido por la n-ésima

particula sobre la m-ésima particula, E,’%, es

. 1
En 4nee {/fn | i) B(7) -V ;d3 } (B.4)

Aqui se ha supuesto que la m-ésima particula estd fija en la posicion 7, por lo que f,(7) = 1.

Reemplazando f,(7, | 7p) por g(rum)/V en la ecuacion anterior, tenemos que

- 1 L 1 -
El = _4nsevv’”{ /V g(rum)B(7) -V,,%aﬁrn} ) (B.5)

El campo eléctrico promedio ejercido por las N — 1 moléculas restantes sobre la m-ésima molécula
en 7, es simplemente b:m(r;l) =(N-— 1)5{}1 = NE:’}1 (dado que N > 1).

Utilizando la definicién del vector polarizacién por unidad de volumen P = (N/V)p, donde V
es volumen que contiene N particulas, y que V,, - [B(7) /Tam) = [V - B(70)] /Tam + DB (7n) - Vi (1) Tam),

obtenemos que

- 1
E,(r,) =— \Y% Vv, -
m(rm> Ae, m Vv { n

P(ry) s L e
. ] _ [Vn-P(rn)} %}d 7 (B.6)

Usando el teorema de la divergencia la primera integral se convierte en una integral sobre la
superficie del material S, + S, , donde S, es la superficie externa y S; es la superficie del volumen

Vo donde la funcién de correlacién es cero, obtenemos

- 1 P(in) | . U I
E = — \Y . — V,-P — . B.
m(rm) 4me, " {/Sﬁ—si [ Tnm ] fds /V—Vo |: " (rn):| rnmd n ®-7)

donde 7 es el vector unitario en la direccion normal al elemento diferencial de area ds que apunta

hacia afuera del volumen V — V) (i.e., hacia adentro de V). Si suponemos ﬁ(?,,) constante dentro
de Vp podemos reconocer que la integral de superficie sobre S, y la integral de volumen conforman
el campo eléctrico promedio E (7;,) en la posicién 7,

1
Vin
47e, S;

En(Fm) = E(7n) —

Tnm

@] -nds . (B.8)

La integral se puede hacer facilmente si consideramos P(7;,) constante en el interior del volumen

Vo y sus alrededores (i.e. P(7},) = const.. para | ¥ — F, |~ b ). Entonces podemos reemplazar P(F7,)

60



B. Aproximacion de campo local

por P(r,,) y es constante durante la integracién. Considerando Vj una esfera centrada en 7, tenemos

que 71 es el vector unitario radial apuntando hacia el centro de la esfera (i = —7)
P(F, 11,5
1= Vm/ (r”>] -Ads = —/ Vi [—]( (Fp) - P)ds . (B.9)
Si | Tnm Si T'nm

Dado que V) es una esfera de radio 26 podemos hacer la integral en coordenadas esféricas, tomando

el eje polar paralelo a P(r7,),

A

T n —-r = T 27
I:/ / > [P(V_fn'f] (2b)*sen®dpdd = —P(rTn)/ / FcosOsenOddo . (B.10)
o Jo (2b) o Jo

Por simetria la resultante de la integral esta en la direccidn del eje polar, o sea en direccion de ﬁ(r_,’n)

N L L A -,
1= —P(rm)/ / cos“Osenddedo = —?P(rm) : (B.11)
0 JO
Sustituyendo en la ecuacion 2.32 tenemos que
— - =, 1 =2,
Ep(rm) = E(Fm) + v (Fm) - (B.12)
€e

Simplificando la notacién utilizada en la ecuacion B.12, tenemos que

P = (cepp =€) B

(b)
Figura B.1: (a) Representacién del volumen de integracién V — Vj. (b) Campo local Ejoe que
siente la particula m-ésima debido a la polarizacién afiadida P, por las otras N — 1 particulas.
— = 1 —
Eijpe =E+ P, (B.13)
3e,
donde E?oc = fm(%) se suele denominar como campo local Efoc que excita a una particula,
E = E(ﬁ,,) es el campo eléctrico promedio en el medio efectivo y P, = 13(17,’") es la polarizacion

afiadida por las particulas.
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