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durante todo el trabajo experimental.

Al Dr. Roberto Márquez Islas, quien me enseñó a preparar las muestras. Al Dr. Asur
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Resumen

Las propiedades fisicoquı́micas de los biofluidos pueden ser evaluadas mediante mediciones

ópticas, eléctricas y/o acústicas. Actualmente podrı́a ser de mucha utilidad implementar las

mediciones ópticas y eléctricas en un sólo dispositivo, ya que sus resultados pueden ser

complementarios, siendo la primera a bajas frecuencias y la última a altas frecuencias. El presente

trabajo se enfoca en las propiedades eléctricas de biofluidos, abarcando el intervalo desde decenas

de kilohertz hasta megahertz. Se propone un modelo simplificado para estudiar la respuesta

eléctrica de biofluidos, lo cual facilita la interpretación fı́sica de resultados en mediciones de

impedancia eléctrica. El modelo consiste en un sistema bifásico, compuesto por una suspensión

de esferas micrométricas embebidas en un fluido homogéneo. Ambos medios se consideran

electrolitos con valores de conductividad diferentes. Se utiliza una teorı́a de medio efectivo para

analizar el sistema compuesto como si fuera un medio homogéneo. Se determina el circuito

equivalente de un capacitor de electrodos plano-paralelos con un biofluido en su interior y se

obtienen expresiones matemáticas para la capacitancia y la resistencia equivalentes. Se analiza el

comportamiento de dichos parámetros eléctricos al variar la densidad de portadores de carga (iones

y contraiones) en ambas fases. Se muestran aplicaciones del modelo propuesto en la caracterización

de la fragilidad osmótica de eritrocitos, ası́ como en el monitoreo de sedimentación de suspensiones

coloidales de partı́culas. Las mediciones se realizaron utilizando el puente medidor de impedancias

LCR SR715.
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Abstract

Physical and chemical properties of biofluids can be assessed by optical, electrical and acoustics

measurements. In particular, optical and electrical measurements could be implemented in a single

device and their results are complementary, being the former at low frecuencies and the latter at high

frecuencies. In this work, we focus on the electrical properties of biofluids in the range of tens of

kilohertz to megahertz. A simplified model is proposed to study the electrical response of biofluids.

This model facilitates interpreting the results of impedance measurements. The model consists of

a biphasic system, a suspension of micrometric spheres embedded in an homogeneous fluid. Both

mediums are considered electrolytes of different conductivities. An effective medium theory is used

to analyze the composite as if it were an homogeneous medium. We find the equivalent circuit of

the biofluid inside a parallel plate capacitor and obtain mathematical expressions for the equivalent

capacitance and resistance. The behavior and sensitivity of electrical parameters to the density of

charge carriers’ (ions and counterions) in both phases is studied. The application of our model to the

characterization of osmotic fragility in human blood cells, as well as for sedimentation monitoring

in a colloidal suspension of particles is presented. Measurements are realized using the LCR SR715

impedance meter.
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4.2. Ajuste teórico del experimento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4.3. Detección de micelas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

4.4. Mediciones con sangre hemolizada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4.5. Monitoreo de hemólisis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.6. Otros experimentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

5. Conclusiones 52

A. Ecuaciones de Maxwell 55
A.1. Condiciones de frontera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

B. Aproximación de campo local 59

Referencias 61

VII



Capı́tulo 1
Introducción

1.1. Antecedentes

Es conocido que las mediciones de impedancia eléctrica de cualquier material permiten rela-

cionar sus propiedades eléctricas con los mecanismos microscópicos subyacentes de polarización

eléctrica y conducción. En particular, en el caso de células y tejidos biológicos, el análisis de la

impedancia requiere tomar en cuenta diversas contribuciones cuya superposición conforma la res-

puesta dieléctrica de estos materiales. El estudio de la dependencia en frecuencia (o dispersión) de

la función dieléctrica de tejidos biológicos ha permitido llegar a conclusiones acerca de la estruc-

tura celular. Por ejemplo, a partir de mediciones de bioimpedancia, desde 1925, se logró estimar el

espesor de la membrana celular en los eritrocitos [1, 2, 3].

La dispersión dieléctrica en tejidos biológicos es el resultado de varios procesos de relajación,

cada uno de ellos tiene asociada una constante de tiempo caracterı́stica (τc) dado que ni las co-

rrientes de conducción ni la polarización eléctrica de la materia se establecen instantáneamente al

aplicar un campo eléctrico. En el dominio de las frecuencias es equivalente hablar de frecuencias

caracterı́sticas ( fc = 1/2πτc). En la figura 1.1 es posible identificar dichas frecuencias como los

puntos del espectro donde la parte real de la función dieléctrica, en este caso de un tejido biológico,

experimenta cambios de nivel [1, 3, 6, 8]. En sistemas reales y particularmente en sistemas com-

plejos como los materiales biológicos las frecuencias caracterı́sticas de los diferentes procesos de

relajación no se localizan puntualmente en el espectro, sino que la dispersión ocurre en anchos de

banda. Esto responde a una distribución de tiempos de relajación para cada mecanismo de pola-

rización, debido a que existe una distribución de tamaños de células o partı́culas, dependiendo de

la muestra estudiada [1]. El interés fundamental de este trabajo radica en el “sensado”1 de proce-
1Utilizamos el verbo “sensar”, aunque este todavı́a no es reconocido por la Real Academia Española (RAE) del
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1.1. Antecedentes

sos fisicoquı́micos en biofluidos en función del tiempo, mediante el monitoreo de variaciones en

la función dieléctrica global de la muestra al introducir cambios en los parámetros naturales de la

misma.

En la siguiente gráfica (figura 1.1) se destacan tres bandas fundamentales, denominadas α, β y γ,

para los intervalos de bajas frecuencias, radiofrecuencias y microondas respectivamente. Cada una

está asociada a diferentes mecanismos de polarización. Para una suspensión de células (biofluido),

a bajas frecuencias el campo eléctrico causa perturbaciones en la nube de contraiones que rodea

las células, que están cargadas negativamente [7, 9]. Los contraiones, positivos en este caso, son

ligeramente desplazados lateralmente sobre la superficie de la membrana, sin atravesarla. Entonces

aparece un momento dipolar en la célula, cuya relajación es controlada por la difusión de los iones

o contraiones sobre la superficie de la célula al desconectar el campo eléctrico.

Figura 1.1: Representación ideal de las regiones de dispersión en un tejido biológico [1]. ε′r y

ε′′r son respectivamente las componentes real e imaginaria de la función dieléctrica.

En el intervalo de radiofrecuencias (entre kHz y MHz) aparece una banda en el espectro (β) que

se relaciona, en este caso, con el cambio abrupto de conductividad iónica entre los medios in-

tracelular y extracelular. Al oscilar la posición de las cargas en la dirección del campo eléctrico

armónico aplicado se produce una acumulación temporal de carga libre en las interfaces entre me-

dios con conductividades diferentes. Este fenómeno de polarización interfacial, que ocurre siempre

que hay corrientes inducidas oscilantes (a frecuencia ω) en medios consecutivos con propiedades

dieléctrico-conductoras diferentes, es conocido con el nombre de Maxwell-Wagner [1, 4, 5, 8]. En

este trabajo se utilizan frecuencias de excitación dentro de este intervalo. Por otra parte, todo el

estudio se ha realizado considerando la membrana celular como una interfaz matemática (sin espe-

idioma, para referirnos a la medición en tiempo real con un sensor.

2



1. Introducción

sor), por lo cual sólo comprende su efecto y no su presencia fı́sica, como se muestra en la figura 1.2.

Al aplicar un campo eléctrico, la componente del vector desplazamiento eléctrico que es normal

a las interfaces es discontinua. Al combinar las condiciones de frontera para dicha componente se

obtiene que para explicar su comportamiento a lo largo de todo el sistema estratificado (figura 1.2

(a)) sólo necesitamos conocer las propiedades de los medios inicial y final (figura 1.2 (b)).

Figura 1.2: Representación matemática de las fronteras del sistema. ρs1 y ρs2 son las densidades

de carga libre acumuladas en las dos interfaces (a). Se desprecia la presencia de la membrana

celular (b).

A más altas frecuencias (banda γ), la dispersión dieléctrica tiene que ver con mecanismos de “fric-

ción” en la reorientación de dipolos permanentes. Tal es el caso de moléculas polares como el agua

y algunas proteı́nas, muy abundantes en tejidos biológicos, y que en ausencia de campo eléctrico

se encuentran orientadas al azar [1].

La ocurrencia de todos los efectos mencionados no está limitada al caso de tejidos biológicos

o biofluidos. El efecto Maxwell-Wagner también se puede observar en suspensiones coloidales de

partı́culas [5]. Esto brinda la posibilidad de construir sı́miles artificiales para modelar experimen-

talmente algunas propiedades importantes de algunos materiales biológicos.

Comúnmente en electrofisiologı́a y bioelectricidad se utiliza la teorı́a de circuitos para describir

el comportamiento de los sistemas. El equivalente en circuitos de la componente de pérdidas de

un medio biológico suele ser una resistencia, mientras que para modelar la polarización se utilizan

capacitores dieléctricos, cuyas constantes de tiempo están asociadas a los mecanismos de pola-

rización presentes [3, 7, 10]. La ventaja de trabajar con circuitos equivalentes es que se pueden

comparar directamente la teorı́a y el experimento a través de las variables capacitancia y resisten-

cia equivalentes, cuya medición es directa.

3



1.2. Justificación

Desde hace aproximadamente un siglo se dispone de teorı́as de medio efectivo para sistemas

dieléctrico-conductores inhomogéneos, cuya aplicación permite hacer la correspondencia con un

medio homogéneo de propiedades eléctricas macroscópicamente iguales. Las reglas de mezclado

más utilizadas son la de Maxwell-Garnett, Bruggeman y Potencial coherente [8], con las cuales se

puede modelar la función dieléctrica compleja de biomateriales. Con esta herramienta y algunas

condiciones de frontera electromagnéticas es posible determinar expresiones matemáticas para la

impedancia del sistema, con lo cual se tiene un método para conocer directamente qué circuito

eléctrico modela el comportamiento del sistema bajo estudio.

1.2. Justificación

El Grupo de Sensores del Centro de Ciencias Aplicadas y Desarrollo Tecnológico (CCADET)

desarrolla una lı́nea de investigación en la caracterización eléctrica de fluidos biológicos. El

laboratorio está equipado con un sistema de medición de bajo ruido, de alta resolución ( f F), basado

en sensores capacitivos interdigitados de dimensiones milimétricas [12]. Hasta el momento se han

medido señales de impedancia eléctrica en muestras de sangre, pero no se cuenta con un modelo

que permita dar una interpretación fı́sica de los resultados experimentales.

1.3. Objetivos

1. Establecer un modelo simplificado de un biofluido y determinar su circuito equivalente dentro

de un capacitor.

2. Estudiar teóricamente la respuesta eléctrica del modelo de biofluido propuesto al variar

algunos parámetros fı́sicos del sistema.

3. Diseñar un experimento usando un coloide conductor como sı́mil de biofluido.

4. Analizar el comportamiento de la capacitancia y resistencia del modelo a la lisis de células,

ası́ como a la sedimentación de partı́culas o células inicialmente suspendidas.

5. Medir la impedancia eléctrica de un capacitor de placas plano-paralelas con fluidos reales en

su interior preparados en el laboratorio, variando algunos parámetros fı́sicos.

6. Interpretar los resultados experimentales utilizando los resultados teóricos previamente

alcanzados.

4



Capı́tulo 2
Fundamento teórico

La magnitud fı́sica en la que se centra nuestra atención es la permitividad eléctrica o función

dieléctrica, en general compleja. La parte real de esta magnitud tiene que ver con la polarización

eléctrica del medio, mientras que la componente imaginaria se relaciona con las pérdidas por con-

ductividad.

El modelo que proponemos para describir teóricamente el comportamiento de la función

dieléctrica de un biofluido1 consiste en un sistema bifásico (figura 2.1), compuesto por inclusiones

esféricas de tamaño micrométrico, con permitividad eléctrica compleja εi embebidas en un medio

matriz, con permitividad eléctrica compleja εe. Ambas fases se consideran electrolitos de conduc-

tividad eléctrica diferente, y en un biofluido representarı́an los medios intracelular y extracelular

respectivamente.

El primer paso es construir la función dieléctrica compleja de cada fase. Para modelar la compo-

nente de polarización se utilizó la teorı́a de Debye (sección 2.2), cuya mayor contribución está en

la parte real. Para describir las pérdidas empleamos el modelo de Drude, que da una expresión

para la conductividad eléctrica del medio (sección 2.1). La superposición de estas teorı́as nos da la

función dieléctrica del medio en cuestión (ecuación 2.1), que para el caso del medio matriz tendrá

la siguiente forma:

ε̃e = ε̃
Debye
e + ε̃

Drude
e . (2.1)

donde ε̃Drude
e depende de la conductividad eléctrica σe como sigue (apéndice B):

ε̃
Drude
e =−i

σe

ωε0
. (2.2)

1fluido biológico

5



2.1. Modelo de Drude

Figura 2.1: Esquema del modelo de biofluido propuesto.

En la ecuación 2.2, ω es la frecuencia de trabajo y ε0 es la permitividad eléctrica del vacı́o. La tilde

denota que la permitividad es relativa, esto es, normalizada respecto a ε0. La permitividad relativa

es adimensional y es lo que se denomina como la función dieléctrica. Para el medio comprendido

por las inclusiones el procedimiento para obtener ε̃i es análogo.

Finalmente, para estudiar el comportamiento eléctrico promedio2 de nuestro sistema se aplica

la teorı́a de medio efectivo de Maxwell-Garnett (sección 2.3). Dicha teorı́a permite reducir el

número de parámetros a tener en cuenta durante la caracterización eléctrica del sistema y utilizar

las ecuaciones de Maxwell considerando homogéneo todo nuestro sistema [8].

2.1. Modelo de Drude

Supongamos que se aplica un campo eléctrico armónico ~E ∼ eiωt x̂ en un material conductor,

donde x̂ es un vector unitario que indica la dirección del campo. Este último está representado

por la fuerza eléctrica q~E, donde q es la carga del portador. Los electrones se pueden mover casi

libres, sólo siendo frenados por los choques con los iones positivos fijos (o más inertes), estos

choques producen el efecto de una fuerza de fricción opuesta al movimiento de “arrastre”3 del

campo eléctrico. Como los obstáculos son tan masivos, podemos considerar que, en promedio, en

cada choque un portador de carga pierde toda su energı́a cinética, y en promedio experimenta un

cambio en su momento lineal 〈∆~p〉 igual en magnitud al momento que traı́a justo antes de colisionar,

2hacemos referencia a promedio sobre configuraciones
3En inglés drift

6



2. Fundamento teórico

entonces 〈∆~p〉 = −m∗
〈

d~x
dt

〉
. Ya que la fuerza se define como el cambio temporal del momento

lineal, tendremos para esta fuerza de fricción Fr que:

Fr =
〈∆~p〉

τc
=
−m∗

τc

〈
d~x
dt

〉
, (2.3)

siendo τc el tiempo entre colisiones. En general el factor que acompaña a la velocidad en la expre-

sión 2.3 se suele designar con la letra γ, y se maneja como un factor de disipación que depende de

la estructura del material,

γ =
−m∗

τc

〈
d~x
dt

〉
, (2.4)

con m∗ es la masa efectiva del portador de carga.

Planteando la segunda ley de Newton para el promedio de las variables (y omitiendo los

operadores promedio) tenemos que:

m∗
d2~x
dt2 = q~E− γ

d~x
dt

, (2.5)

Se propone la solución armónica~x(t) = x0eiωt x̂ y se sustituye en la ecuación 2.5:

−m∗ω2x0 = qE0− iγωx0 , (2.6)

donde x0 y E0 son la amplitud de desplazamiento promedio de los portadores de carga y la amplitud

del campo eléctrico respectivamente. Despejando x0 tenemos la siguiente expresión:

x0 =
qE0

(−m∗ω2 + iγω)
. (2.7)

Si sacamos factor común im∗ω en el denominador tenemos que:

x0 =
qE0

im∗ω
(

iω+
γ

m∗

) . (2.8)

Definiendo Γ =
γ

m∗
la expresión anterior queda de la siguiente forma:

x0 =

q
m∗

iω(iω+Γ)
E0 . (2.9)

La ecuación 2.9 proporciona una expresión para calcular la amplitud de desplazamiento de los

portadores de carga, más adelante veremos un ejemplo. Si agregamos la dependencia temporal del

deplazamiento y su carácter vectorial obtenemos:

~x(t) =

q
m∗

iω(iω+Γ)
E0eiωt x̂ . (2.10)

7



2.1. Modelo de Drude

Si derivamos con respecto al tiempo la ecuación 2.10 obtenemos una expresión para la velocidad

de los portadores de carga:

d~x
dt

(t) =

q
m∗

(iω+Γ)
E0eiωt x̂ . (2.11)

La densidad de corriente promedio ~Jestá dada por ~J = nq
d~x
dt

(t), donde n es el número de portadores

de carga por unidad de volumen, sustiyendo la expresión 2.11 para la velocidad obtenemos que:

~J (t) =
nq2/m∗

(Γ+ iω)
E0eiωt x̂ . (2.12)

La ley de Ohm es la ecuación constitutiva que relaciona a la densidad de corriente con el campo

eléctrico por medio de la conductividad σ, ~J (t) = σ~E (t). Se pueden identificar términos en la

ecuación 2.12, donde el campo eléctrico ~E (t) está multiplicado por un factor que, según ésta ley,

corresponde con la conductividad. Se observa que σ es función de la frecuencia ω y que es una

magnitud compleja (fasor), cuya fase indica el retraso de la respuesta (corriente) del material con

respecto al instante en el que fue aplicado el campo,

σ(ω) =
nq2/m∗

(Γ+ iω)
. (2.13)

De la ecuación anterior podemos observar que, en el lı́mite para bajas frecuencias (ω� Γ) la

conductividad es un número real, y por tanto la densidad de corriente ~J (t) está en fase con el campo

eléctrico ~E (t). Cualquier cambio en ~E (t) inmediatamente causará un cambio en ~J (t). Para altas

frecuencias (ω� Γ) la conductividad es prácticamente un número imaginario, pues se desprecia el

valor de Γ, y por tanto la densidad de corriente ~J (t) está defasada 90o con el campo eléctrico ~E (t)

[14].

2.1.1. Estimación de la amplitud de desplazamiento de los iones en un
electrolito

Calcularemos la amplitud de desplazamiento de los iones de NaCl como portadores de carga en

un electrolito. Al tener dos tipos de portadores de carga diferentes debemos calcular x0 para cada

tipo, ası́ que usando la ecuación 2.9 obtenemos:

para Na+

x0[Na+] =

q
m∗Na+

iω(iω+Γ)
E0 , (2.14)

8



2. Fundamento teórico

para Cl−

x0[Cl−] =

−q
m∗Cl−

iω(iω+Γ)
E0 . (2.15)

Trabajaremos en el rango de radiofrecuencias, por lo que nos interesan los valores por encima de

10kHz. La carga q de los iones de Na+ y Cl− es 1.6× 10−19C; y m∗[Na+] y m∗[Cl−] son las ma-

sas de los iones de sodio y cloro respectivamente; el peso molecular del Na+ es 23g/mol y pa-

ra el Cl− es 35.5g/mol, que al dividir por el número de Avogadro 6.02× 1023mol−1 nos queda

m∗[Na+] = 3.2×10−26kg y m∗[Cl−] = 5.8×10−26kg.

Para tener un valor estimado del parámetro Γ, que es el inverso del tiempo entre colisiones τc,

usaremos la ecuación 2.13 en la aproximación de bajas frecuencias y los datos anteriores. Además

supondremos una conductividad σ = 0.5S/m, utilizada en [9] para biofluidos, y obtenemos un

valor de τc = 1.8× 10−14s. Por último, si consideramos que nuestro electrolito se encuentra en el

interior de un capacitor de placas planas paralelas con una separación entre placas d ∼ 0.5mm y

con una diferencia de potencial δφ = 1V , dicho sistema estará bajo la acción de un campo eléctrico

E0 =
V
d
∼ 103V/m, tenemos que, según las ecuaciones 2.14 y 2.15:

para Na+

x0[Na+] =

q
m∗[Na+]

iω
(

iω+
1
τc

)E0 , (2.16)

para Cl−

x0[Cl−] =

−q
m∗[Cl−]

iω
(

iω+
1
τc

)E0 . (2.17)

el valor de la amplitud de desplazamiento para ambos iones está por debajo de 10−9m, en el

intervalo de frecuencias de trabajo. Para valores de frecuencia del orden de 1Hz o campos eléctricos

de mayor intensidad
(
E0 ≥ 106V/m

)
, x0 comienza a ser comparable con las dimensiones del

sistema (10−6m), y habrı́a que comenzar a considerar correcciones al modelo cerca de las interfaces

entre dos medios de distinta conductividad.

2.1.2. Longitud de penetración

Para aplicar el modelo de Maxwell-Garnett al sistema formado por una suspensión coloidal de

partı́culas en un electrolito es necesario que el campo eléctrico en el interior de las partı́culas y lejos

9



2.2. Modelo de Debye

de estas pueda considerarse casi constante. Esta condición se verifica comprobando que la constante

del decaimiento exponencial dentro del medio sea mucho mayor que las dimensiones caracterı́sticas

de las partı́culas. Esta constante o parámetro de decaimiento se conoce como “profundidad de piel”

o “longitud de penetración”4, δ(ω) y está dado por la siguiente expresión:

δ(ω) =

√
2

µσω
, (2.18)

donde µ es la permeabilidad magnética. En este caso consideramos µ = 1 debido a que ninguna

de las componentes del sistema tiene una respuesta magnética significativa. Para un valor de

conductividad σ = 0.5S/m [7, 9] y en el intervalo de frecuencias desde 10kHz hasta 1MHz se

obtienen valores de 10−3m ≥ δ(ω) ≥ 10−4m. El tamaño de las partı́culas en este caso varı́a

entre 10−6m y 10−5m (micrómetros), con lo cual, en este intervalo de frecuencias, se garantiza

la condición que requiere el modelo pues δ(ω)> 10−5m.

2.2. Modelo de Debye

El agua es componente fundamental de cualquier fluido biológico, también es conocido que es

un lı́quido polar. Las moléculas en un material polar actúan como dipolos permanentes, en ausencia

de campo eléctrico externo los dipolos se encuentran orientados al azar. Bajo la acción de un campo

eléctrico ~E los dipolos sienten un torque que los orienta en la dirección del mismo. La polarización

total ~P alcanza el estado estacionario en un lapso de tiempo caracterizado por la constante de tiem-

po de relajación τ de rotación dipolar [8, 3].

Al estar involucrado un movimiento de portadores de carga (cargas ligadas) aparece una

corriente de polarización
∂~P
∂t

. El movimiento térmico tiende a desorientar los dipolos, lo cual

representa un efecto disipativo para la corrriente de polarización. Se propone, entonces, resolver

la siguiente ecuación diferencial para ~P

∂~P
∂t

+
1
τ
~P = a~E , (2.19)

el segundo término representa la fuerza de disipasión, de origen térmico, que se opone a la orienta-

ción inmediata de los dipolos en la dirección del campo eléctrico aplicado~E.

Si se trata de un campo eléctrico monocromático, es decir, que su dependecia temporal va

como ~E = E0exp(iωt), entonces la solución es también de la forma ~P = P0exp(iωt). Sustituyendo

4En inglés skin depth
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2. Fundamento teórico

la solución en la ecuación 2.19 hallamos una expresión para la amplitud P0, que es una función de

la frecuencia ω y en general compleja.

P0 (ω) =
a

1
τ
+ iω

E0 . (2.20)

Teniendo en cuenta la ecuación constitutiva que establece la relación entre el vector de polarización

y el campo eléctrico ~P = ε0χe~E y de la ecuación 2.20 se tiene que

ε0χe =
a

1
τ
+ iω

. (2.21)

La función dieléctrica ε(ω) se relaciona con la susceptibilidad eléctrica χe de la siguiente forma

ε(ω) = 1+χe (ω), y utilizando la ecuación 2.21 obtenemos que

ε(ω) = 1+
aτ/ε0

1+ iωτ
. (2.22)

Veamos que, analizando la ecuación 2.22 cuando ω−→ 0 tenemos que

εs = ε(ω−→ 0) = 1+
aτ

ε0
; (2.23)

mientras que cuando ω−→ ∞ tenemos, de la ecuación 2.22, que

ε∞ = ε(ω−→ ∞) = 1 . (2.24)

Utilizando las expresiones 2.23 y 2.24, obtenidas para casos lı́mite, podemos reescribir la ecuación

2.22 de la siguiente forma

ε(ω) = ε∞ +
εs− ε∞

1+ iωτ
, (2.25)

que es la conocida expresión para la permitividad eléctrica dada por el modelo de Debye.

2.3. Regla de mezclado de Maxwell-Garnett

Consideremos la mezcla mostrada en la figura 2.1, donde tenemos un número N de inclusiones

esféricas distribuidas aleatoriamente en el espacio del medio matriz, con volumen total V . Si

aplicamos un campo eléctrico uniforme ~Ee en dicho espacio las inclusiones se polarizan, y las

podemos ver como dipolos eléctricos, cada una con momento dipolar ~p,

~p = εeα ~Eloc , (2.26)

donde ~Eloc es el campo eléctrico promedio que siente una partı́cula cualquiera del sistema y α es

su polarizabilidad, en este caso de una esfera.

11



2.3. Regla de mezclado de Maxwell-Garnett

Figura 2.2: Componentes del campo eléctrico por regiones. Campo eléctrico dipolar ~Ed creado

por cada una de las partı́culas, campo eléctrico uniforme en el medio externo ~Ee, campo en el

interior de una partı́cula ~Ei.

Los dipolos constituyen fuentes de campo eléctrico, y por tanto perturban el campo eléctrico a su

alrededor (ver figura 2.2). Como consecuencia al calcular el campo eléctrico local ~Eloc que excita

una partı́cula es necesario tomar en cuenta la contribución aportada por las partı́culas restantes en

ese punto.

Del apéndice B, tenemos que:
~Eloc = ~E +

1
3εe

~P+++ , (2.27)

donde ~P+++ es la polarización por unidad de volumen añadida o aportada por las partı́culas.

Se define la permitividad eléctrica efectiva εe f f como la función escalar que relaciona el campo

eléctrico promedio ~E y el vector desplazamiento eléctrico promedio ~D. Además en todo medio

polarizable se cumple que
~D = εe f f~E = εe~E + ~P+++ , (2.28)

y de aquı́ tenemos que

~P+++ =
(
εe f f − εe

)
~E = εe

(
εe f f

εe
−1
)
~E . (2.29)

De la ecuación 2.29 y la ecuación constitutiva ~P+++ = εeχ+++
~E, se puede distinguir la susceptibilidad

eléctrica χ+++ añadida por las partı́culas como

χ+++ =

(
εe f f

εe
−1
)

. (2.30)

12



2. Fundamento teórico

Volviendo a la ecuación 2.27 tenemos lo siguiente:

~Eloc =

(
1+

1
3

χ+++

)
~E . (2.31)

Teniendo en cuenta que ~P+++ = (N/V )~p por definición, de la ecuación 2.26 y la ecuación anterior

(2.31), tenemos lo siguiente:

~P+++ = (N/V )εeα ~Eloc = (N/V )εeα

(
1+

1
3

χ+++

)
~E = εeχ+++

~E , (2.32)

y por lo tanto tenemos que

(N/V )α

(
1+

1
3

χ+++

)
= χ+++ . (2.33)

Despejando χ+++ obtenemos la relación entre la susceptibilidad eléctrica (parámetro macroscópico)

y α, la polarizabilidad de las partı́culas en el medio externo(parámetro microscópico)

χ+++ =
nα(

1− nα

3

) , (2.34)

donde n = N/V es la densidad en número de inclusiones por unidad de volumen, y usando (de la

ecuación 2.30) que
εe f f

εe
= 1+χ+++ obtenemos que

εe f f = εe

1+
nα(

1− nα

3

)
= εe +

εenα(
1− nα

3

) , (2.35)

y esta es la conocida fórmula de Clausius-Mossotti. Si sustituimos la expresión de la polarizabilidad

para una esfera con permitividad εi rodeada por un medio diferente del vacı́o con permitividad εe

[8, 13]

α =
3(εi− εe)V0

εi +2εe
. (2.36)

Sustituyendo la ecuación 2.36 en la fórmula de Clausius-Mossotti obtenemos la regla de mezclado

de Maxwell-Garnett

εe f f = εe +3 f
εe (εi− εe)

εi +2εe− f (εi− εe)
, (2.37)

donde f = nV0 es la fracción de volumen que ocupan las N partı́culas.

A partir de este punto podemos estudiar nuestro sistema como un material dieléctrico-

conductor cuyas propiedades eléctricas están descritas macroscópicamente por la permitividad

eléctrica efectiva εe f f . La ecuación 2.37 es válida de igual forma para las permitividades eléctricas

relativas (adimensionales) ε̃e f f = εe f f /ε0, ε̃e = εe/ε0, ε̃i = εi/ε0. En cualquier caso se cumple que

εe = ε∞e +
εse− ε∞e

1+ iωτ
− i

σe

ω
, (2.38)
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2.4. Circuito equivalente de un material dieléctrico-conductor

εi = ε∞i +
εsi− ε∞i

1+ iωτ
− i

σi

ω
, (2.39)

donde ε∞e, εse, ε∞i y εsi son los parámetros del modelo de Debye para los medios externo e interno;

mientras que σe y σi son las conductividades según el modelo de Drude de los medios externo e

interno.

Las ecuaciones 2.37, 2.38 y 2.39 conforman el modelo fı́sico que proponemos para estudiar la

respuesta eléctrica de un biofluido.

2.4. Circuito equivalente de un material dieléctrico-conductor

Si se coloca un material dieléctrico con pérdidas entre los electrodos de un capacitor de placas

planas paralelas, y medimos la impedancia Z de este sistema, tendremos una componente resistiva

y una capacitiva, al despreciarse la presencia de campos magnéticos. Al tratarse de una magnitud

compleja, dichas componentes corresponderán a las partes real e imaginaria de la impedancia res-

pectivamente.

La ley de Ohm macroscópica relaciona, a través de la impedancia, el voltaje o diferencia de

potencial eléctrico ∆φ(ω) aplicado entre los electrodos con la corriente~I que fluye por el material

Z (ω) =
∆φ(ω)

~I (ω)
. (2.40)

En este caso, a partir de la definición de potencial (ecuación A.9) obtenemos que

∆φ(ω) = E (ω)d , (2.41)

donde E (ω) es la magnitud de la componente del campo eléctrico entre las dos placas en la direc-

ción normal a las mismas, y d es la distancia entre ellas.

La corriente que aparece en el material, en la dirección normal a las placas, es el producto de la

densidad de corriente Jn (ω) por el área A de las mismas

I (ω) = Jn (ω)A . (2.42)

La condición de frontera para la componente normal de la densidad de corriente Jn es

Jn2− Jn1 =−iωρs , (2.43)
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donde ρs es la densidad de carga superficial acumulada en la frontera electrodo- muestra. El

subı́ndice 1 corresponde en este caso al electrodo metálico y el 2 al material entre los electro-

dos.

Por otra parte, según la ecuación A.19 (ver apéndice A), la condición de frontera para la

componente normal del campo eléctrico En es

En2−En1 =
ρs

ε0
. (2.44)

Sustituyendo la ecuación 2.44 en 2.43, y teniendo en cuenta que el campo eléctrico en el interior

de un conductor es nulo (En1 = 0) obtenemos que

Jn1 = Jn2 + iωε0En2 , (2.45)

En un medio dieléctrico-conductor, en este caso el medio 2, la densidad de corriente se modela

como sigue
~J2 = σ2 (ω)~E2 + iωε0χe2 (ω)~E2 . (2.46)

Entonces la ecuación 2.45 toma la forma

Jn1 = iωε0

(
σ2 (ω)

iωε0
+χe2 (ω)+1

)
En2 , (2.47)

al término entre paréntesis de la ecuación 2.47 lo definiremos como la permitividad eléctrica relativa

del medio 2, ε̃(ω)

Jn1 = iωε0ε̃(ω)En2 . (2.48)

Sustituyendo la ecuación 2.48 en 2.42, tendremos una expresión para la corriente en la dirección

normal a las placas del capacitor:

I (ω) = iωε0ε̃(ω)En2A , (2.49)

luego, sustituiremos las expresiones 2.49 y 2.41 en 2.40, considerando que E (ω) = En2:

Z (ω) =
d

iωε0ε̃(ω)A
, (2.50)

donde ε̃(ω) = ε̃′ (ω)− iε̃′′ (ω), cuya parte real (ε̃′) tiene que ver con la polarización del medio y la

parte imaginaria (ε̃′′) se relaciona con las pérdidas.

Ahora separando en parte real y parte imaginaria la expresión correspondiente al recı́proco de

Z, la admitancia
(

Y =
1
Z

)
, tenemos que

Y (ω) =
iωε0ε̃(ω)A

d
=

ωε0ε̃′′ (ω)A
d

+ i
ωε0ε̃′ (ω)A

d
. (2.51)
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2.5. Combinación de circuitos equivalentes

De la teorı́a de circuitos se conoce que la admitancia de un circuito RC paralelo es

Y (ω) =
1

R(ω)
+ iωC (ω) , (2.52)

a través de ambas ecuaciones anteriores se llega a las siguientes expresiones para la resistencia

R(ω) y la capacitancia C (ω)

R(ω) =
d

ωε0ε̃′′ (ω)A
, (2.53)

C (ω) =
ε0ε̃′ (ω)A

d
. (2.54)

Entonces el circuito equivalente correspondiente a un material dieléctrico-conductor consiste en

una resistencia y un capacitor conectados en paralelo, con las magnitudes de R(ω) y C (ω)

respectivamente, como se muestra en la figura 2.3.

Figura 2.3: Circuito equivalente de un material dieléctrico con pérdidas.

2.5. Combinación de circuitos equivalentes

Supongamos que tenemos un número η de capas de diferentes materiales efectivos, dispuestos

paralelamente a los electrodos, como muestra la figura 2.4. El circuito equivalente de cada una de

estas capas se determina utilizando el procedimiento explicado anteriormente.

Pero además podemos calcular la impedancia total del sistema de circuitos en serie, consideraremos

sólo dos capas. Como se vio en la sección anterior (ecuación 2.52), la impedancia equivalente de la

capa j-ésima es

Z j =
1

1
R j

+ iωC j

, (2.55)
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Figura 2.4: Circuito equivalente de multicapas dieléctrico-conductoras.

donde hemos omitido la dependencia explı́cita con la frecuencia ω para simplificar la notación.

En el caso particular de la impedancia de dos componentes en serie, con impedancias Z1 y Z2

respectivamente, la impedancia total ZT es:

ZT = Z1 +Z2 =
1

1
R1

+ iωC1

+
1

1
R2

+ iωC2

. (2.56)

Realizando el álgebra correspondiente y agrupando términos convenientemente se obtiene una

impedancia total de la siguiente forma

ZT =
1

1
RT

+ iωCT

, (2.57)

la cual describe nuevamente un circuito RC paralelo con resistencia RT y capacitancia CT , que

dependen de los parámetros iniciales como sigue:

RT =

(
1

R1
+

1
R2

)2

+ω2 (C1 +C2)
2

1
R1

[(
1

R2

)2

+(ωC2)
2

]
+

1
R2

[(
1

R1

)2

+(ωC1)
2

] , (2.58)

17



2.5. Combinación de circuitos equivalentes

CT =

C1

[(
1

R2

)2

+(ωC2)
2

]
+C2

[(
1

R1

)2

+(ωC1)
2

]
(

1
R1

+
1

R2

)2

+ω2 (C1 +C2)
2

. (2.59)

Para η > 2 conviene definir una permitividad eléctrica equivalente εeq tal que

εeq =
d(

∑
η

j=1
d j

ε j

) , (2.60)

donde d = ∑
η

j=1 d j y ε j = ε′j− iε′′j , y basados en las ecuaciones 2.53 y 2.54 tenemos que

RT =
d

ωε′′eqA
, (2.61)

CT =
ε′eqA

d
. (2.62)

Las ecuaciones 2.58 -2.59 y 2.61 -2.62 describen el mismo sistema para η = 2, como se puede

notar en la figura 2.4.
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Capı́tulo 3
Estudio de las propiedades eléctricas del

modelo y sus aplicaciones

A partir de las expresiones obtenidas en el capı́tulo anterior, podemos estudiar el comporta-

miento de un biofluido o de un sistema similar, situado en el espacio entre los electrodos de un

capacitor de placas paralelas planas. La figura 3.1 resume de manera gráfica el procedimiento ex-

plicado paso por paso en el capı́tulo 2.

Figura 3.1: Esquema del modelo de biofluido propuesto, medio efectivo y circuito equivalente.

Utilizando un programa de cómputo pudimos estudiar la tendencia de la capacitancia Ce f f y resis-

tencia Re f f del sistema al variar la conductividad de las fases del modelo propuesto, y se eva-

luó la sensibilidad de estas dos magnitudes a dichas variaciones. A continuación se muestran

las gráficas obtenidas (figuras 3.2 y 3.3), ambas magnitudes se han representado como funcio-

nes de la densidad en número de iones libres en el medio externo (ne), que varı́a en el intervalo(
1020−1028) iones/m3. Cada una de las curvas corresponde a un valor fijo de este mismo paráme-

tro pero en el medio interno (ni). Se utilizó una fracción de volumen para las partı́culas de f = 0.2

y una frecuencia F = 10kHz.
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Se consideró que el biofluido se encuentra dentro de un capacitor cuyos electrodos tienen un

área A = 1cm2 y están separados una distancia d = 0.5mm, con una relación A/d = 20cm.
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Figura 3.2: Capacitancia del sistema como función de la desidad en número de partı́culas en el

medio matriz ne, para 1017m−3 0 ni 0 1027m−3, f = 0.2, F = 10kHz, A/d = 20cm. El eje de

las abcisas está en escala logarı́tmica para facilitar la visualización de la gráfica.
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Figura 3.3: Resistencia del sistema en función de ne, para 1021m−3 0 ni 0 1027m−3, f = 0.2,

F = 10kHz, A/d = 20cm.
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3. Estudio de las propiedades eléctricas del modelo y sus aplicaciones

Se observa un cambio en el signo de la pendiente de la curva de la capacitancia cuando ne ' ni,

donde se observa un mı́nimo, con lo cual podrı́amos pensar que dicha magnitud tiene mayor

sensibilidad, relativamente, que la resistencia a variaciones en la concentración de iones. El análisis

aproximado al considerar que cada partı́cula es atravesada por una sola lı́nea de campo eléctrico

(ver sección 3.1) nos da el mismo resultado en los casos lı́mite. Por otra parte la resistencia tiende

asintóticamente a cero cuando aumenta ne. Este comportamiento es esperado, ya que al aumentar

la concentración de portadores de carga crece también la conductividad.

3.1. Modelo simplificado para una interpretación fı́sica del

comportamiento de la capacitancia y la resistencia

En este apartado pretendemos ayudar a interpretar fı́sicamente los resultados obtenidos con las

simulaciones mostradas anteriormente. A través de un análisis aproximado justificamos el compor-

tamiento de la Ce f f y Re f f .

Consideraremos sólo las lı́neas de campo eléctrico que atraviesan la superficie de las inclusiones

perpendicularmente, esto hace más simple el análisis. Suponiendo que una lı́nea de campo eléctrico

(ver figura 3.4) atraviesa un número N de inclusiones en promedio, entonces cada lı́nea atraviesa

en total 2N +1 capas o regiones homogéneas, N de ellas con permitividad εi y las restantes N +1

con permitividad εe.

Figura 3.4: Planteamiento del problema de frontera.

Utilizaremos la definición de diferencia de potencial en forma integral, válida para problemas cua-

siestáticos

∆φ =−
∫ d

0
~E · ~dl , (3.1)
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donde d es la separación entre los electrodos.

En el caso de un medio estratificado que se muestra del lado derecho de la figura 3.1, tenemos

que por la simetrı́a del problema sólo hay campo eléctrico en la dirección z
(
~E = (0,0,E)

)
y este

es constante por tramos, pues se cumple que ∇ ·~E = 0 en el interior de cada una de las regiones al

sólo haber densidades de carga superficial en las fronteras. El campo eléctrico apunta en la direc-

ción negativa del eje z y ~dl = ~dz apunta en sentido opuesto, por lo cual los vectores ~E y ~dl forman

un ángulo de π radianes, y el producto escalar ~E · ~dl o ~E · ~dz es igual a −Edz. Luego, podemos

reescribir la ecuación 3.1 separando la integral en las 2N +1 regiones correspondientes,

∆φ =−
∫ d

0
(−Edz) =

∫ d1

0
Eedz+

∫ d1+d2

d1

Eidz+ ....+
∫ d

d1+d2+...+d2N+1

Eedz , (3.2)

los subı́ndices (e o i) se refieren al campo eléctrico en las regiones externa o interna. Para simplificar

el análisis suponemos que las N inclusiones se encuentran distribuidas uniformemente a lo largo

del segmento de longitud d, entonces

d = (N +1)d1 +Nd2 , (3.3)

siendo d1 la distancia entre inclusiones y d2 el diámetro de cada una de ellas, como muestra la

figura 3.4. La ecuación 3.2 queda de la forma

∆φ = (N +1)Eed1 +NEid2 . (3.4)

Pero se tiene, de la ecuación A.20 del apéndice A, que εiEi = εeEe (condición de frontera para

la componente normal de ~E). De la ecuación 3.3 tenemos que d1 =
d−Nd2

(N +1)
,y sustituyendo en la

ecuación 3.4 obtenemos que la expresión para el voltaje queda

∆φ =

[
d +Nd2

(
εe

εi
−1
)]

Ee . (3.5)

Por otra parte para la corriente
(
Ie f f
)

tenemos que, por definición, es la derivada de la carga

(Q) con respecto al tiempo (t).

Ie f f =
dQ
dt

. (3.6)

Esto lo podemos aplicar a lo largo de la dirección perpendicular a la superficie de los electrodos,

en particular analizaremos la frontera electrodo-medio externo. Debido a que los campos, en este
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problema, varı́an armónicamente a frecuencia ω podemos escribir la ecuación 3.6 como sigue:

Ie f f = iωρsmA , (3.7)

donde ρsm es la densidad de carga superficial inyectada al electrodo por la fuente externa, mientras

que A es el área de la superficie del electrodo, normal a las lı́neas de campo eléctrico. Esta densidad

de carga externa induce otra densidad de carga ρse en la superficie de contacto con el material. A la

suma de las densidades de carga a un lado y otro de la frontera le llamaremos ρs.

De la ecuación 3.7 se puede ver que la densidad de corriente externa Jm es

Jm = iωρsm . (3.8)

Si integramos la ecuación de continuidad A.11 (ver apéndice A), en un volumen V que contenga la

frontera, y sea Je la densidad de corriente en el medio material externo, tenemos que

∫
V

(
∇ · ~J

)
dV =

∫
V
(−iωρs)dV . (3.9)

Siguiendo un procedimiento similar al aplicado en las ecuaciones A.14 - A.18 del apéndice A, ob-

tenemos que

A(Je− Jm) =−iωρsA . (3.10)

Despejando Jm y aplicando la definición de densidad de corriente electrodinámica dada por la ecua-

ción A.13 obtenemos que

Jm = (σ+ iωε0χe)Ee + iωρs . (3.11)

Aplicando la condición de frontera para la componente normal del campo eléctrico, dada por la

ecuación A.19 tenemos que

Ee−Em =
ρs

ε0
, (3.12)

y teniendo en cuenta que el campo eléctrico en el interior de un conductor es nulo (Em = 0) obte-

nemos que

ρs = ε0Ee . (3.13)
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Sustituyendo la ecuación 3.13 en 3.11 y factorizando obtenemos lo siguiente

Jm = iωε0

(
σ

iωε0
+χe +1

)
Ee , (3.14)

la expresión entre paréntesis multiplicada por ε0 no es más que la permitividad dieléctrica compleja

εe del medio material externo, con lo cual llegamos a una expresión más simplificada para Jm

Jm = iωεeEe . (3.15)

Igualando las ecuaciones 3.8 y 3.15 y despejando la densidad superficial de carga obtenemos que

ρsm = εeEe , (3.16)

sustituyendo este resultado en la ecuación 3.7 obtenemos una expresión para la corriente Ie f f que

fluye por el circuito

Ie f f = iωεeEeA . (3.17)

Ahora teniendo en cuenta la definición de admitancia Ye f f =
~Ie f f

∆φ
como recı́proco de la impedancia,

sustituyendo las expresiones 3.17 y 3.5 tenemos que

Ye f f =
iωεeA

d +Nd2

(
εe

εi
−1
) . (3.18)

En esta última expresión tenemos que N no es una magnitud que se pueda controlar directamente

en un experimento. Veamos que si dividimos el área total A de uno de los electrodos en pequeños

rectángulos de área ∆a, cuya magnitud sea el área de la proyección de una de las inclusiones esféri-

cas en el plano del electrodo, entonces el número total NT de inclusiones en el sistema es

NT =
NA
∆a

=
NA

π

(
d2

2

)2 . (3.19)

Por otro lado tenemos que la fracción volumétrica f que representan las NT inclusiones del volu-

men total se relaciona de la siguiente forma con N

f =
NTVi

Ad
=

NA

π(d2/2)2
4
3

π(d2/2)3

Ad
. (3.20)
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Simplificando la expresión 3.20 y despejando N obtenemos una expresión en función de paráme-

tros conocidos

N =
3d f
2d2

, (3.21)

y al sustituirla en la ecuación 3.18 finalmente obtenemos una expresión para la admitancia donde

todos los parámetros son directamente controlables

Ye f f =
iωεeA

d +
3d f

2

(
εe

εi
−1
) . (3.22)

Separemos la expresión 3.22 en parte real e imaginaria, para ello tengamos en cuenta que εe y

εi son magnitudes también complejas, de forma que

εe = ε
,
e− iε,,e , (3.23)

εi = ε
,
i− iε,,i , (3.24)

y por lo tanto,
εe

εi
=

ε
,
e− iε,,e

ε
,
i− iε,,i

=
(ε,eε

,
i + ε

,,
e ε

,,
i )− i(ε,,e ε

,
i− ε

,
eε

,,
i )

(ε,i)
2 +(ε,,i )

2 . (3.25)

Entonces, sustituyendo 3.24 en 3.22 y haciendo el álgebra correspondiente nos queda lo siguiente

Re
{

Ye f f
}
=

ωA

{
ε
,,
e

[
d +

3d f
2

(
ε
,
eε

,
i + ε

,,
e ε

,,
i

(ε,i)
2 +(ε,,i )

2

)
−1

]
+ ε

,
e
3d f

2

(
ε
,
eε

,,
i − ε

,,
e ε

,
i

(ε,i)
2 +(ε,,i )

2

)}
[

d +
3d f

2

(
ε
,
eε

,
i + ε

,,
e ε

,,
i

(ε,i)
2 +(ε,,i )

2

)
−1

]2

+

[
3d f

2

(
ε
,
eε

,,
i − ε

,,
e ε

,
i

(ε,i)
2 +(ε,,i )

2

)]2 , (3.26)

Im
{

Ye f f
}
=

ωA

{
ε
,
e

[
d +

3d f
2

(
ε
,
eε

,
i + ε

,,
e ε

,,
i

(ε,i)
2 +(ε,,i )

2

)
−1

]
− ε

,,
e

3d f
2

(
ε
,
eε

,,
i − ε

,,
e ε

,
i

(ε,i)
2 +(ε,,i )

2

)}
[

d +
3d f

2

(
ε
,
eε

,
i + ε

,,
e ε

,,
i

(ε,i)
2 +(ε,,i )

2

)
−1

]2

+

[
3d f

2

(
ε
,
eε

,,
i − ε

,,
e ε

,
i

(ε,i)
2 +(ε,,i )

2

)]2 . (3.27)

La ecuación 2.52 (ver sección 2.4) nos da la expresión que tiene la teorı́a de circuitos para la ad-

mitancia de un circuito RC paralelo, que es precisamente la representación de nuestro sistema con

circuitos equivalentes. Comparando las ecuaciones 2.52 y 3.25 tenemos las siguientes expresiones
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para la capacitancia
(
Ce f f

)
y la resistencia

(
Re f f

)
del medio efectivo

Re f f =

[
d +

3d f
2

(
ε
,
eε

,
i + ε

,,
e ε

,,
i

(ε,i)
2 +(ε,,i )

2

)
−1

]2

+

[
3d f

2

(
ε
,
eε

,,
i − ε

,,
e ε

,
i

(ε,i)
2 +(ε,,i )

2

)]2

ωA

{
ε
,,
e

[
d +

3d f
2

(
ε
,
eε

,
i + ε

,,
e ε

,,
i

(ε,i)
2 +(ε,,i )

2

)
−1

]
+ ε

,
e
3d f

2

(
ε
,
eε

,,
i − ε

,,
e ε

,
i

(ε,i)
2 +(ε,,i )

2

)} , (3.28)

Ce f f =

A

{
ε
,
e

[
d +

3d f
2

(
ε
,
eε

,
i + ε

,,
e ε

,,
i

(ε,i)
2 +(ε,,i )

2

)
−1

]
− ε

,,
e

3d f
2

(
ε
,
eε

,,
i − ε

,,
e ε

,
i

(ε,i)
2 +(ε,,i )

2

)}
[

d +
3d f

2

(
ε
,
eε

,
i + ε

,,
e ε

,,
i

(ε,i)
2 +(ε,,i )

2

)
−1

]2

+

[
3d f

2

(
ε
,
eε

,,
i − ε

,,
e ε

,
i

(ε,i)
2 +(ε,,i )

2

)]2 . (3.29)

Analicemos el comportamiento de cada una de estas expresiones (3.28 y 3.29), respectivamente, en

los casos lı́mite siguientes

1. Las inclusiones son más conductoras que el medio externo (ε,,i � ε
,,
e ).

2. Las inclusiones y el medio externo tienen conductividades similares (ε,,i ' ε
,,
e ).

3. El medio externo es más conductor que las inclusiones (ε,,i � ε
,,
e ).

Véase que, en los tres casos, el numerador de 3.28, que es el denominador de 3.29 se simplifica

quedando de la siguiente forma

[
d +

3d f
2

(
ε
,
eε

,
i + ε

,,
e ε

,,
i

(ε,i)
2 +(ε,,i )

2

)
−1

]2

+

[
3d f

2

(
ε
,
eε

,,
i − ε

,,
e ε

,
i

(ε,i)
2 +(ε,,i )

2

)]2

=

[
d +

3d f
2

(
ε
,,
e

ε
,,
i
−1
)]2

. (3.30)

Esto es, si consideramos que ε
,,
2 � ε

,
2 y ε

,,
1 � ε

,
1, como ocurre en medios acuosos con concentra-

ciones de NaCl de aproximadamente 0.9%, que es el caso de los fluidos biológicos.

Sustituyendo el resultado de la ecuación 3.30 en cada uno de los casos obtenemos que

1. ε
,,
i � ε

,,
e

Re f f −→
d

ωε
,,
e A

(
1− 3

2
f
)
∧ Ce f f −→

ε
,
eA
d

1(
1− 3

2
f
) , (3.31)

2. ε
,,
i ' ε

,,
e

Re f f −→
d

ωε
,,
e A

∧ Ce f f −→
ε
,
eA
d

, (3.32)
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3. ε
,,
i � ε

,,
e

Re f f −→
d

ωε
,,
i A

(
3
2

f
)
∧ Ce f f −→

ε
,
iA
d

1(
3
2

f
) . (3.33)

Con la información aportada por estos tres casos, podemos analizar la tendencia de la resistencia

Re f f como función de ε
,,
e para un valor constante de ε

,,
i . Comparando en magnitud los casos lı́mite

(1, 2 y 3) obtenemos una monotonı́a decreciente, lo cual es consistente con lo que muestran las

curvas de resistencia en la figura 3.3, calculadas a partir del modelo de medio efectivo de Maxwell-

Garnett. Se puede inferir también, de las expresiones en cada caso, que el comportamiento de la

resistencia está determinado casi completamente por la conductividad del medio externo.

Para la capacitancia Ce f f tenemos que, al igual que el comportamiento mostrado en la figura 3.2,

su magnitud está acotada y que alcanza un valor mı́nimo para valores cercanos entre ε
,,
i y ε

,,
e . Esto

significa que prácticamente no hay contraste entre las conductividades interna y externa, por tanto

no habrá acumulación de carga en las fronteras ni polarización añadida por las partı́culas; es similar

a tener un medio homogéneo sin inclusiones. Cuando dicho contraste comienza a crecer también

se incrementa el valor de la capacitancia, aproximándose a un valor asintótico. Esta tendencia

coincide con las simulaciones presentadas en la figura 3.2 para ni ≥ 1023m−3. Hemos considerado

que A ,ω ,d y f son constantes en los tres casos.

3.2. Aplicaciones

En esta sección evaluamos la aplicabilidad el modelo desarrollado como sensor de la ocurrencia

de dos procesos: lisis1 celular y sedimentación, cuya caracterización es importante en biofluidos

como la sangre.

3.2.1. Caracterización de la fragilidad osmótica de células

La caracterización de la fragilidad osmótica es un examen que comúnmente se realiza en labora-

torios clı́nicos para diagnosticar anemias de tipo hereditarias (talasemia y esferoscitocis hereditaria)

[16]. Este análisis consiste en diluir una muestra de sangre del paciente, utilizando como disolvente

una solución salina con menor concentración de NaCl (solución hipotónica) que en el interior de

los eritrocitos. La concentración de NaCl en el plasma sanguı́neo2 es de ∼ 0.9% en personas sanas

1destrucción de la célula
2lı́quido que rodea las células en la sangre, está compuesto por agua principalmente
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[17]. Cuando se realiza el procedimiento de dilución descrito se rompe el equilibrio de concentra-

ciones a través de la membrana celular, y se dice que las células se encuentran en un ambiente de

estrés osmótico. El equilibrio debe alcanzarse mediante la difusión, del agua en este caso, ya que

la membrana celular es selectiva al paso de ciertos iones. Al ser menor la concentración de sal en

la matriz, o desde otro punto de vista, al haber mayor concentración de agua se produce un flujo

de de esta hacia el interior de las células, lo cual provoca que aumenten de tamaño (ver figura 3.5).

Debido a su aumento de volumen v, la célula demanda más nutrientes que deben ser absorbidos

a través de la superficie s de su membrana. Pero, en general, el volumen crece más rápidamente

que el área superficial al aumentar el radio de la célula, demandando esta más de lo que puede

absorber. En este punto la razón
s
v

alcanza un valor lı́mite, provocándose la lisis celular, con lo cual

la membrana se rompe y todo el contenido intracelular queda disuelto en el medio externo. Los

eritrocitos, en particular, pueden aumentar su volumen hasta un 70% antes de que ocurra la lisis,

esta cifra cambia según el tipo de célula.

Figura 3.5: Descripción gráfica del proceso de lisis celular. Paso 1: la célula es expuesta a

estrés osmótico. Paso 2: ocurre la ósmosis a través de la membrana celular para equilibrar las

concentraciones. Paso 3: la célula aumenta de tamaño por la entrada de agua. Paso 4: se rompe

la membrana por el aumento de la relación superficie- volumen y se produce la lisis celular.
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3.2.1.1. Modelación de lisis celular

Para simular un proceso de lisis celular supongamos que inicialmente se tiene una suspensión

de células en un medio con una concentración de NaCl ce(NaCl)< 0.9%, una solución hipotóni-

ca. En esta simulación se utilizó una concentración de ce(NaCl) = 0.01%. Las densidades de iones

iniciales en ambos medios ne0 y ni0 se pueden calcular de la siguiente forma:

ne0 =
(ce(NaCl)/100)NA

VT mM(NaCl)
, (3.34)

ni0 =
(ci(NaCl)/100)NA

VT mM(NaCl)
, (3.35)

donde NA = 6.022× 1023mol−1 es el número de Avogadro, mM(NaCl) = 58.44g/mol es la masa

molar de NaCl, ce(NaCl) y ci(NaCl) = 0.9% son las concentraciones de NaCl expresadas en %,

relativas a un volumen total VT = 100cm3.

Luego comienza a entrar agua a las células debido a la ósmosis y crece el volumen celular, por

lo cual crecerá la fracción de volumen f . En consecuencia disminuye la densidad en número de

iones en el medio intracelular ni y aumenta ne en el extracelular.

En esta primera etapa (I) podemos modelar la variación de la fracción de volumen fI como

función del radio a de las células. Partiendo de la definición tenemos que

fI =

NT

(
4πa3

3

)
VT

, (3.36)

donde NT es el número total de células.

Si despejamos NT en la ecuación anterior y evaluamos en los parámetros iniciales fI = f0 y

a = a0 tenemos que

NT =
f0VT

4πa3
0

3

, (3.37)

que es una constante durante esta etapa. Sustituyendo entonces la ecuación 3.37 en 3.53 y simplifi-
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cando obtenemos lo siguiente

fI = f0

(
a
a0

)3

, (3.38)

una expresión para fI (a).

Por otro lado, la densidad en número de iones en el medio externo puede escribirse como

neI =
NI

e
(1− fI)VT

, (3.39)

donde NI
e es el número total de iones en el medio externo. Si despejamos este parámetro, que tam-

bién será una constante en esta etapa, y evaluamos los parámetros nI
e = ne0 fI = f0 en el instante

inicial tenemos que

NI
e = ne0 (1− f0)VT . (3.40)

Sustituyendo la ecuación 3.40 en 3.39 obtenemos

nI
e =

ne0 (1− f0)

(1− fI)
, (3.41)

una expresión para la densidad de portadores de carga en el medio externo durante la etapa I ,

neI ( f ).

Para determinar cómo varı́a la densidad de iones en el medio interno como función de la frac-

ción de volumen, aplicamos el mismo procedimiento anterior, ya que el número total de iones NiI

en el medio intracelular se mantiene constante debido a que solo entra agua. Tenemos entonces lo

siguiente

nI
i =

NI
i

f0VT
, (3.42)

con lo cual obtenemos que

niI =
ni0 f0

fI
. (3.43)
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Debido a su aumento de volumen v, la célula demanda más nutrientes que deben ser absorbidos a

través de la superficie s de su membrana. Pero, en general, el volumen crece más rápidamente que

el área superficial al aumentar el radio de la célula, demandando esta más de lo que puede absorber.

En este punto la razón
s
v

alcanza un valor lı́mite, provocándose la lisis o muerte celular, con lo cual

la membrana se rompe y todo el contenido intracelular queda disuelto en el medio externo. Los

eritrocitos pueden aumentar su volumen hasta un 70%, esta cifra cambia según el tipo de célula.

1 1.05 1.1 1.15
1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

a/a0

V
/
V
0

Figura 3.6: Debido a la entrada de agua a las células, el volumen relativo al inicial V0 de cada

una alcanza un valor de V/V0 = 1.7. El volumen lı́mite alcanzado corresponde aumento del

20% del radio a del eritrocito, suponiendo que tiene forma esférica.

A partir de aquı́ nos encontramos en una segunda etapa (II), que ya no puede ser descrita por las

ecuaciones anteriores. Ahora el número total de células NT no se mantiene constante, por el con-

trario del radio de estas, que sı́ se supone constante.

Si definimos un nuevo parámetro, n, como la fracción de células vivas relativo a la cantidad

inicial NT , podemos plantear una expresión para la fracción de volumen en función de n a partir de

la ecuación

3.38,

fII = n f0

(
amax

a0

)3

, (3.44)
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donde amax es el radio máximo que alcanzan las células (figura 3.6).

En este caso tenemos que, en el medio intracelular, nII
i se mantiene constante una vez que las

células llegan a su tamaño lı́mite

nII
i =

ni0 f0

fII (amax)
. (3.45)

Por otra parte, el número total de iones en el medio externo presenta un incremento ∆NII
e que

depende de las células que se han lisado,

∆NII
e = NII

i (1−n)NT . (3.46)

Luego tenemos que, para nII
e

ne =
(Ne +∆Ne)

(1− f )VT
. (3.47)

Si sustituimos las ecuaciones 3.40 y 3.46 en 3.47, obtenemos

nII
e =

ne0 (1− f0)

(1− fII)
+

NII
i (1−n)NT

(1− fII)VT
. (3.48)

Si tenemos en cuenta que NII
i = ni0

4πa3
0

3
y la definición de fracción de volumen dada por la ecua-

ción 3.53, tenemos que

nII
e =

ne0 (1− f0)+ni0 f0 (1−n)
(1− fII)

. (3.49)

Resumiendo el comportamiento de los parámetros f ,ne ,y ni a lo largo de todo el proceso

descrito, tenemos lo siguiente

f =


f0

(
a
a0

)3

,etapa I

f0

(
amax

a0

)3

n ,etapa II

(3.50)
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ne =


ne0 (1− f0)

(1− f )
etapa I

ne0 (1− f0)+ni0 f0 (1−n)
(1− f )

etapa II

(3.51)

ni =


ni0 f0

f
etapa I

ni0 f0

f (amax)
etapa II

(3.52)

Se realizó una simulación del proceso de lisis utilizando algunos parámetros conocidos de la san-

gre, se supuso que el radio inicial de las células es igual al de un eritrocito a0 = 2µm y que f0 = 0.4

[16, 17]. Las densidades de iones en los medios interno y externo fueron calculadas con las ecuacio-

nes 3.34 y 3.35, obteniendo ni0 ' 1026m−3 y ne0 =' 1024m−3. Las curvas mostradas en las figuras

3.7 y 3.8 permiten observar el comportamiento de la capacitancia Ce f f y resistencia Re f f del medio

efectivo. Se ha utilizado una frecuencia F = 10kHz y el parámetro geométrico A/d = 20cm.
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Proceso de lisis celular
Medio homogéneo : 100%de lisis

Figura 3.7: Simulación del comportamiento de la capacitancia efectiva Ce f f de una suspensión

de células en una solución hipotónica, para f0 = 0.4, F = 10kHz, A/d = 20cm, a0 = 2µm,

ni0 ' 1026m−3 y ne0 =' 1024m−3.
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El punto máximo que se observa en la curva de la capacitancia Ce f f corresponde al comienzo de

la hemólisis. Este resultado sugiere la importancia de medir la capacitancia en el monitoreo de la

hemólisis, dado que permite discernir en qué etapa se encuentra el proceso.
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Figura 3.8: Simulación del comportamiento de la resistencia efectiva Re f f de una suspensión

de células en una solución hipotónica, para f0 = 0.4, F = 10kHz, A/d = 20cm, a0 = 2µm,

ni0 ' 1026m−3 y ne0 =' 1024m−3.

La resistencia Re f f tiene un comportamiento monótono decreciente que pudiera parecernos lógico,

debido a que durante todo el proceso está creciendo la conductividad del medio externo. El cambio

relativo al valor inicial es mayor que el de la capacitancia, con lo cual podemos afirmar que la me-

dición de Re f f serı́a más sensible. Ambas curvas están acotadas, respectivamente, por una ası́ntota

correspondiente al valor de Ce f f y Re f f cuando se ha lisado el 100% de las células y su contenido

se ha disuelto completamente en el medio externo, teniéndose una distribución homogénea de los

portadores de carga. Todo el análisis y las expresiones obtenidas son válidas para cualquier otra

suspensión de células.

3.2.2. Detección de sedimentación

Es conocido que, experimentalmente, las inclusiones (partı́culas o células) inicialmente suspen-

didas se sedimentan en un lapso de tiempo (∆t), a causa de la gravedad. Se analizará entonces si a

través de nuestro modelo podemos observar algún cambio, en la capacitancia Ce f f y/o la resistencia
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Re f f , debido a este proceso.

Supongamos que inicialmente tenemos una suspensión de partı́culas, homogéneamente distri-

buidas, ocupando una fracción f0 del volumen total V , todo esto entre los electrodos plano-paralelos

de un capacitor. Al pasar del tiempo las partı́culas se irán sedimentando, de forma que el medio ini-

cial se puede analizar como un medio estratificado, por simplicidad supondremos que se forman

dos capas (ver figura 3.9) de volúmenes V1 y V2 respectivamente, y nótese que se debe cumplir que

V =V1 +V2.

Figura 3.9: Esquema simplificado del comportamiento del modelo a causa de la sedimentación

de las inclusiones.

Al espacio correspondiente a cada volumen se le puede asignar una fracción de volumen de in-

clusiones, f1 que va aumentando en V1 con la sedimentación y f2 que decrece en V2. Si elejimos

arbitrariamente el intervalo de variación de f2, teniendo en cuenta que su valor inicial debe ser

mayor que f0 y que al finalizar el proceso f2 = 0, se puede demostrar que el valor de f1 cumple lo

siguiente:

f1 =
f0− f2v2

v1
, (3.53)

donde v1 = V1/V y v2 = V 2/V . La figura 3.10 muestra la relación entre f1 y f2, para v1 = 0.2 y

v2 = 0.8.

Con la información anterior, y teniendo en cuenta que la función dieléctrica εi de las inclusio-
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nes y εe del medio externo no cambian del espacio 1 al 2, podemos aplicar el modelo de Maxwell-

Garnett (ecuación 2.37) por independiente en ambos volúmenes. Entonces tendremos, para cada

uno, una expresión de capacitancia y resistencia dadas por las ecuaciones 2.53 y 2.54 del capı́tulo

2.
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Figura 3.10: Relación entre f1 y f2, para v1 = 0.2 y v2 = 0.8.

Como se puede notar en la figura 3.9, en el sistema estudiado las impedancias 1 y 2 se pueden

analizar como si estuvieran conectadas en serie, y usando las ecuaciones 2.58 y 2.59 obtenemos la

resistencia y capacitancia total del sistema. A continuación se muestra (figuras 3.11, 3.12a y 3.12b)

el comportamiento de la capacitancia y resistencia del sistema analizado utilizando que f0 = 0.1,

F = 10kHz, A/d = 20cm.

En cada gráfica se comparan cuatro curvas, correspondientes a combinaciones de valores dife-

rentes de densidad en número de portadores de carga en el medio interno ni y en el medio externo

ne, lo cual repercute directamente sobre la conductividad (ecuación 2.13); de igual forma se tienen

valores diferentes de permitividades εsi y εse (ecuación 2.25) respectivamente. La curva azul co-

rresponde a un biofluido con células, la roja corresponde a partı́culas dieléctricas en un electrolito,

la verde se asocia a inclusiones de electrolito en agua pura y la curva de color magenta tiene que

ver con partı́culas dieléctricas embebidas en agua pura.

Se puede notar, que aunque cada uno de los casos mostrados se pueden diferenciar en

comportamiento, el máximo cambio observado es aproximadamente del 10%. Este resultado

sugiere que ni la capacitancia ni la resistencia, al menos en un capacitor de electrodos plano-

paralelos, son variables sensibles para monitorear la sedimentación en biofluidos. Sólo será

necesario tomar en cuenta la presencia de este efecto al analizar las componentes de ruido en este

tipo de mediciones.
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Figura 3.11: Simulación del comportamiento de la capacitancia total C del sistema relativo a

su valor inicial C0 en un proceso de sedimentación de inclusiones de conductividad dada por

ni y permitividad eléctrica εsi, embebidas en un medio con permitividad εse y conductividad

dada a partir de ne. Durante el análisis se mantienen los siguientes parámetros fijos f0 = 0.1,

F = 10kHz, A/d = 20cm.
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Figura 3.12: Simulación del comportamiento de la resistencia total R del sistema relativo a

su valor inicial R0 en un proceso de sedimentación de inclusiones de conductividad dada por

ni y permitividad eléctrica εsi, embebidas en un medio con permitividad εse y conductividad

dada a partir de ne. Durante el análisis se mantienen los siguientes parámetros fijos f0 = 0.1,

F = 10kHz, A/d = 20cm. En (b) se muestra un aumento del intervalo 0.98≤ R/R0 ≤ 1.14.
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Capı́tulo 4
Resultados experimentales

El trabajo experimental se realizó utilizando un sensor capacitivo construido en el laboratorio.

Dicho sensor consiste en una cavidad cilı́ndrica de acrı́lico, en cuya base se encuentra un electrodo

plano de acero inoxidable de sección transversal circular. La separación de este respecto a un se-

gundo electrodo, de iguales caracterı́sticas, se controla a través de un émbolo que se introduce por

el otro extremo de la cavidad. Se forma un capacitor de placas plano-paralelas. La celda contiene

la muestra lı́quida (biofluido), la siguiente figura (4.1a) muestra un esquema y (4.1b) una fotografı́a

del sensor utilizado con algunas de las caracterı́sticas señaladas anteriormente.

Se utiliza un puente de impedancias, modelo SR715, para medir directamente la capacitancia y

resistencia eléctrica del fluido bajo estudio (sensor-muestra). El sensor se conecta directamente a

los bornes del puente, el cual se configura para generar un voltaje alterno de magnitud 1V y con

frecuencia de 10kHz, siendo esta última la frecuencia máxima que puede generar el equipo.

La separación entre los electrodos del sensor es controlada por una cuerda que rodea al émbo-

lo de la celda. Este es desmontable, lo cual permite limpiar la celda entre experimentos diferen-

tes. En las simulaciones del capı́tulo 3 se utilizó una razón área-distancia entre los electrodos

de A/d = 20cm, y dado que el área de los electrodos del sensor es A ' 7.9cm2, deberı́amos te-

ner una separación d ' 4mm. Sin embargo nuestro sensor está limitado a una separación máxima

dmax ' 1.3mm. Entonces habrá que tener en cuenta que en los experimentos el valor de la capaci-

tancia, que depende del bulto del biofluido, será 3 veces mayor que las predicciones.

Los experimentos realizados tienen como objetivo mostrar que el modelo propuesto ayuda a

interpretar fı́sicamente el comportamiento eléctrico de biofluidos.
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4. Resultados experimentales

(a) (b)

Figura 4.1: (a) Esquema y (b) fotografı́a del sensor capacitivo construido en el laboratorio. Se

señala la posición de los electrodos y los contactos eléctricos para conectarse al puente medidor

de impedancias.

4.1. Caracterización del sensor

Primero se procedió a caracterizar el comportamiento del sensor con fluidos homogéneos (aire

y agua) y variando la distancia d en cada caso, dentro del intervalo aproximado 0.33mm 6 d 6

1.76mm. Esto es, para determinar qué tanto se aleja de la respuesta ideal de un capacitor de placas

plano-paralelas, cuya capacitancia C está dada por la siguiente expresión:

C = ε0ε̃A
(

1
d

)
, (4.1)

donde ε̃ es la permitividad eléctrica relativa del medio. La capacitancia C debe tener un

comportamiento lineal respecto al inverso de la distancia 1/d, según esta expresión, cuya pendiente

m está dada como:

p = ε0ε̃A , (4.2)

y cuyo intercepto está en el origen de coordenadas.

En la figura 4.2 se puede observar que el comportamiento de la capacitancia en función del

inverso de la distancia se ajusta muy bien a una lı́nea recta. El ajuste lineal de los datos (curva

roja) difiere en pendiente del comportamiento ideal (curva azul). Este resultado se asocia a que en
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realidad tenemos un área efectiva Ae f f , diferente (y en este caso menor) a la superficie fı́sica de los

electrodos, debido a los efectos de borde en un capacitor real. Esto significa que cerca de los bordes

de los electrodos las lı́neas de campo eléctrico no entran o salen perpendicularmente a la superficie.
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Figura 4.2: Capacitancia total C del sistema, sin muestra entre los electrodos, en función del

inverso de la distancia 1/d.
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Figura 4.3: Capacitancia total C del sistema, con agua tridestilada entre los electrodos, en

función del inverso de la distancia 1/d.
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Utilizando la ecuación 4.2, el valor de la pendiente dado por el ajuste paire = 4.572×10−15C2/N

y suponiendo que la permitividad relativa del aire es ε̃aire ' 1, tenemos que el área efectiva es

Ae f f ' 5.2cm2, aproximadamente el 65% del área fı́sica del electrodo.

En la figura 4.3 se muestra el mismo comportamiento anterior, pero ahora para agua tridesti-

lada. Utilizando la ecuación 4.1, la pendiente del ajuste pagua = 3.634× 10−13C2/N y el valor

calculado anteriormente para el área efectiva Ae f f , calculamos un valor de la permitividad eléctri-

ca relativa del agua tridestilada correspondiente a ε̃agua ' 79.5. Este valor es muy cercano al que

reporta la literatura [3] ε̃agua = 80. Este resultado comprueba la veracidad de los cálculos anteriores.

El hecho de que ninguna de las dos rectas experimentales tenga intercepto en el origen,

sugiere la existencia de una capacitancia parásita Cp en paralelo, que tiene valores Caire
p ' 1.9pF

y Cagua
p ' 89pF para el sistema con aire y agua tridestilada respectivamente. El concepto de

capacitancia parásita implica que aún cuando d −→ ∞ el valor medido de la capacitancia no es

cero, en este caso lo atribuimos a que algunas de las lı́neas de campo eléctrico atraviesan el acrı́lico

de las paredes de la celda y a la influencia de los cables.
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Figura 4.4: Resistencia total R del sistema, con agua tridestilada entre los electrodos, en función

de la distancia d.

Por último se midió la resistencia R como función de la distancia d para el agua tridestilada (figura

4.4) la cual presenta también un comportamiento bastante lineal. Aquı́ lo más importante a señalar

es el orden de magnitud de la resistencia del agua (kΩ), que como veremos posteriormente puede
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4.2. Ajuste teórico del experimento

disminuir hasta 103 veces dependiendo de la concentración de iones en disolución.

4.2. Ajuste teórico del experimento

Con la intención de que sea claro el ajuste teórico aplicado a los resultados experimentales,

mostrados en las secciones subsiguientes, resumimos el modelo de biofluido desarrollado en el

capı́tulo 2 e introducimos la contribución de una doble capa, que se formó en los electrodos duran-

te los experimentos con soluciones iónicas.

Primero se calcula la función dieléctrica de cada una de las fases, interna εi y externa εe, cuyos

parámetros se explican a detalle en el capı́tulo 2:

ε̃i = ε̃∞i +
ε̃si− ε̃∞i

1+ iωτ
− i

σi

ω
, (4.3)

ε̃e = ε̃∞e +
ε̃se− ε̃∞e

1+ iωτ
− i

σe

ω
, (4.4)

donde se ha utilizado, según [3], que ε̃∞i = ε̃∞e = 5.2 y ε̃si = ε̃se = 80 en los casos en que las fases

son suspensiones de iones en agua. La conductividad, σi o σe, en cada caso está dada por el modelo

de Drude (ecuación 2.13):

σi =
niq2/m∗

(Γ+ iω)
, (4.5)

σe =
neq2/m∗

(Γ+ iω)
, (4.6)

donde la densidad en número de portadores de carga, ni o ne, se puede determinar exactamente si se

conoce la concentración, en los ejemplos analizados de NaCl; m∗ es la masa del portador de carga

en cuestión.

Una vez que se construye la función dieléctrica para cada fase aplicamos la fórmula que nos da

el modelo de Maxwell-Garnett (ecuación 2.37):

ε̃e f f = ε̃e +3 f
ε̃e (ε̃i− ε̃e)

ε̃i +2ε̃e− f (ε̃i− ε̃e)
, (4.7)

donde f es la fracción de volumen ocupada por la fase correspondiente a las inclusiones.

El biofluido, con función dieléctrica efectiva dada por 4.7, llena el espacio entre las placas

plano-paralelas del sensor capacitivo utilizado (ver figura 4.1a y 4.1b). Finalmente, se tienen del

capı́tulo 2 las expresiones explı́citas para la capacitancia CT y resistencia RT total del sistema,

42



4. Resultados experimentales

teniendo en cuenta la formación de una doble capa, en la interfaz del electrodo con la muestra.

A esta doble capa le asociamos un valor de capacitancia C1 y resistencia R1 cuya justificación se

explica más adelante.

RT =

(
1

R1
+

1
R2

)2

+ω2 (C1 +C2)
2

1
R1

[(
1

R2

)2

+(ωC2)
2

]
+

1
R2

[(
1

R1

)2

+(ωC1)
2

] , (4.8)

CT =

C1

[(
1

R2

)2

+(ωC2)
2

]
+C2

[(
1

R1

)2

+(ωC1)
2

]
(

1
R1

+
1

R2

)2

+ω2 (C1 +C2)
2

. (4.9)

Llamamos R2 y C2, respectivamente, a las contribuciones del bulto en suspensión a la capacitancia y

resistencia total del sistema. En el capı́tulo 2 se llega a expresiones para R2 y C2 (2.53 y 2.54) dadas

a partir de la determinación del circuito equivalente asociado a un material dieléctrico-conductor

con función dieléctrica dada por 4.7. Dichas expresiones se indican a continuación:

R(ω) =
d

ωε0ε̃′′ (ω)A
, (4.10)

C (ω) =
ε0ε̃′ (ω)A

d
. (4.11)

4.3. Detección de micelas

Se realizó un experimento variando la fracción de volumen f de dodecilsulfato sódico (SDS), un

surfactante muy investigado en los últimos años, disuelto en agua tridestilada. Una molécula de esta

sustancia está compuesta por un átomo de sodio (Na) y una larga cadena hidrógeno-carbonatada

(C12H25) unida a un grupo sulfato (SO4). Al disolverse en el agua, los iones de Na se separan de la

parte más pesada, que tiene un extremo hidrofı́lico1 y otro hidrofóbico2. Debido a estas propieda-

des, cuando se alcanza cierta concentración de SDS los aniones comienzan a asociarse formando

estructuras conocidas con el nombre de micelas . La concentración micelar crı́tica (CMC) es el valor

mı́nimo de la concentración a partir del cuál comienzan a formarse estas estructuras nanométricas

y tiene un valor para el SDS entre 7mM y 10mM [18, 19, 20], dados en unidades de concentración

1que se asocia con el agua
2que no se asocia con el agua
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molar cM que se calcula de la siguiente forma:

cM =
n
V

, (4.12)

donde n es el número de moles, que se calcula dividiendo la masa de soluto entre la masa de un

mol de sustancia, y V el volumen de la disolución. La masa de un mol de SDS es 288.4g/mol, la

siguiente tabla muestra los valores de masa de SDS preparados en el laboratorio, disueltos en 15cm3

de agua tridestilada, y sus respectivos valores de concentración molar expresada en mM.

masa[g] 1.153 0.8278 0.4632 0.3264 0.1483 0.0737 0.0663

cM[mM] 266.5 191.4 107.1 75.5 34.3 17.03 15.3

Tabla 4.1: Valores de masa m de SDS y sus respectivos valores de concentración molar cM, para

un volumen total V = 15cm3.

Se puede notar que todos las muestras sobrepasan el valor de CMC para el SDS, por lo que es válido

suponer que en todos los casos el SDS está en forma de micelas.

En las figuras 4.5 y 4.6 se muestran los resultados obtenidos en la medición de capacitancia C

y resistencia eléctrica R en función de la fracción de volumen f ocupada por el SDS en cada caso.

La f se calcula utilizando la masa m disuelta en cada caso, la densidad ρSDS del SDS y el volumen

V de disolución

f =
m/ρSDS

V
, (4.13)

con ρSDS = 1.01g/cm3.

El ajuste de los datos se realizó utilizando el modelo (ecuaciones 2.53 y 2.54), además se agregó la

contribución de una capa dieléctrica de espesor infinitesimal adherida a los electrodos (ecuaciones

2.58 y 2.59). Dicha contribución se debe a la presencia de la llamada “doble capa” que se forma

en la superficie de un electrodo metálico en contacto con un electrolito. La frecuencia de trabajo

utilizada es F = 10kHz [21]. Los iones y contraiones se pegan a los electrodos formando un re-

cubrimiento con una alta resistencia R1 debido a que se encuentran inmóviles. La capacitancia de

esta capa es considerablemente alta C1 debido al espesor tan pequeño que alcanza. En este caso

particular utilizamos R1 = 1kΩ y C1 = 12.5×10−5F .

Se ajustaron los datos experimentales a dos curvas diferentes, la primera considerando que tie-
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Figura 4.5: Capacitancia total del sistema C en función de la fracción de volumen f .

Comparación del ajuste con presencia de micelas (curva punteada) y considerando que no se

forman (curva continua).
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Figura 4.6: Resistencia total del sistema R en función de la fracción de volumen f .

Comparación del ajuste con presencia de micelas (curva punteada) y considerando que no se

forman (curva continua).

ne lugar la formación de micelas (curva punteada), viendo a las micelas como inclusiones que

contienen 62 aniones (número de agregación del SDS [18, 19, 20]) en su interior. El número de
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4.4. Mediciones con sangre hemolizada

agregación dividido entre el volumen de una micela esférica, con un radio aproximado de 2nm,

nos da ni. La densidad de iones de Na en el medio externo ne se determina a partir de la siguiente

expresión:

ne =
nNA

V
, (4.14)

donde NA es el número de Avogadro, n es el número de moles y por el volumen total V de la diso-

lución.

En la otra curva de ajuste (curva continua) suponemos que no llegan a formarse las micelas,

por lo que el parámetro fracción de volumen f no se utiliza explı́citamente. Se supone entonces un

electrolito homogéneo con un número ne de iones positivos e igual número de iones negativos, y se

calcula usando la ecuación 4.14. Se calcula la conductividad correspondiente al modelo de Drude

(capı́tulo 2), con una masa efectiva m para cada tipo de ión dada por

m =
mM

NA
, (4.15)

donde mM es el peso de un mol de sustancia. Se suman las conductividades correspondientes, en

este caso de dos tipos de iones: Na+ y (C12H25SO4)−. La mM de este último se obtiene de restar el

peso de un mol de Na del mismo parámetro para el SDS.

Aunque los datos obtenidos se podrı́an haber ajustado a cualquiera de los dos casos, se obtiene

una diferencia notable entre ellos en la gráfica de la capacitancia, lo cual indica que el modelo

propuesto es sensible a la presencia o ausencia de micelas.

4.4. Mediciones con sangre hemolizada

Las figuras (4.7a-4.7d) y (4.8a-4.8d) muestran respectivamente la capacitancia C y la resisten-

cia eléctrica R del sistema, medidas utilizando como muestra sangre entera diluida al 25% con una

disolución isotónica al 0.9% de NaCl. Luego preparamos varias concentraciones hipotónicas en

el intervalo de 0.1% a 0.9% con las cuales se mezcla la sangre anteriormente diluida.Las propor-

ciones utilizadas son 500µl de la sangre al 25% con 5ml de las concentraciones preparadas, esto

significa que los eritrocitos ocuparán inicialmente una fracción de volumen del ∼ 1% ( f = 0.01)

en cada muestra. Las muestras se dejan reposar por 30 minutos una vez que se realiza la mezcla.

Las muestras de sangre utilizadas en los experimentos fueron preparadas y proporcionadas por
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4. Resultados experimentales

la Dra. Doris Cerecedo Mercado, investigadora del Instituto Politécnico Nacional.
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Figura 4.7: Capacitancia C de sangre hemolizada a diferentes concentraciones de NaCl. Cada

gráfica corresponde a un individuo diferente.

Se espera que al pasar este lapso de tiempo el porcentaje de células hemolizadas haya alcanzado

un valor lı́mite, y a tiempos posteriores, durante la medición, se considera que ya no hay lisis en

proceso.

En todos los casos el ajuste del modelo fue corregido, con las ecuaciones 2.58 y 2.59, por el efecto

de la doble capa causado por los iones y contraiones en disolución. Además, en las gráficas teóricas,

se ha supuesto que se trata de un electrolito, o sea se ignoran las células que puedan haber quedado

en suspensión, por lo que la fracción de volumen es f = 0.

Comparando las curvas podemos observar que no hay diferencias sustanciales entre un
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4.5. Monitoreo de hemólisis
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Figura 4.8: Resistencia R de sangre hemolizada a diferentes concentraciones de NaCl. Cada

gráfica corresponde a un individuo diferente.

individuo y otro. Este resultado sugiere que esta medición en particular no es sensible al

aumento del porcentaje de hemólisis, sino al aumento en la concentración de NaCl, que repercute

directamente en la conductividad del medio. Esto último se nota muy bien en las curvas de

resistencia, pues disminuye muy rápidamente.

4.5. Monitoreo de hemólisis

Este experimento consistió en medir la capacitancia C y resistencia eléctrica R del sistema en

función del tiempo, durante el proceso de hemólisis. Las muestras fueron preparadas de la misma

manera que se explica en la sección anterior, con lo cual inicialmente tendremos una fracción de
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4. Resultados experimentales

volumen de eritrocitos f0 ' 0.01.

Las gráficas (a, b, c) de las siguientes figuras muestran el experimento de monitoreo de hemóli-

sis para una concentración inicial de NaCl, en la solución añadida a la sangre, del 0.35%, mientras

que las gráficas (d, e, f) muestran exactamente lo mismo para una concentración inicial de 0.40%.
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Figura 4.9: Monitoreo de hemólisis a través de la capacitancia C del sistema. Se utilizan dos

valores de concentración inicial de: 0.35% y 0.4%. Se comparan en cada caso las curvas para

dos tipos de sangre distintos y estas a su vez con la concentración correspondiente en una

muestra de NaCl en agua tridestilada.

Las gráficas (a y d) muestran la monitorización de C o R para dos disoluciones de NaCl en agua

tridestilada con la misma concentración utilizada durante el monitoreo de hemólisis, con la dife-

rencia de que no hay sangre disuelta en la muestra. Estas gráficas, 4.9a y 4.9d, permiten observar

un cambio en la capacitancia, durante los primeros 3 minutos, que no tiene nada que ver con la

ocurrencia de hemólisis, ya que no hay eritrocitos en suspensión. El comportamiento teórico de C

y R está dado por las ecuaciones 2.58 y 2.59. La contribución exponencial, que se observa en este

lapso de tiempo inicial, se le atribuye al proceso de formación de la doble capa, del cual hemos

alcanzado a monitorear su última etapa, y que apantalla la contribución a la capacitancia del bulto
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4.5. Monitoreo de hemólisis

de la suspensión y a la hemólisis en ese intervalo de tiempo. En las gráficas de la figura 4.9a-4.9f

se muestra el ajuste del modelo teórico a los datos, para este intervalo de tiempo modelamos la

capacitancia C1 en la formación de la doble capa como sigue:

C1 =C001 +C01
(
1− e−at) , (4.16)

donde C001, C01 y a son los parámetros del ajuste.

Al comparar las curvas de capacitancia mostradas en las figuras 4.9b y 4.9c se puede notar que

la sangre del individuo 4 se hemoliza más rápidamente que la del individuo 3. Lo mismo se puede

observar al comparar las figuras 4.9e y 4.9f. Esto quiere decir que el individuo 4 presenta mayor

una fragilidad osmótica que el individuo 3. Si comparamos las gráficas 4.10a y 4.10e vemos que,

como era de esperar, la velocidad de la hemólisis para un mismo individuo es mayor mientras más

alejado se está de la concentración de 0.9%.
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Figura 4.10: Monitoreo de hemólisis a través de la resistencia R del sistema. Se utilizan dos

valores de concentración inicial de: 0.35% y 0.4%. Se comparan en cada caso las curvas para

dos tipos de sangre distintos y estas a su vez con la concentración correspondiente en una

muestra de NaCl en agua tridestilada.
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4. Resultados experimentales

El valor de R1 se ha fijado en 1kΩ. Ajustamos la resistencia R2 asociada al biofluido, sin tener en

cuanta la doble capa, como un proceso lineal, cuya pendiente H cambia de signo dependiendo de

si hay hemólisis o no,

R2 = R02 +Ht , (4.17)

donde H = h− b, h = 0 si no hay hemólosis, y la pendiente es negativa, esto se verifica con so-

luciones de NaCl en agua (figuras 4.9a y 4.9d). La disminución de la resistencia cuando no hay

hemólisis se asocia a un aumento de temperatura, mientras que la pendiente positiva o aumento de

la resistencia (con h > 0) sugiere que disminuye la densidad de portadores de carga al disolverse el

contenido celular en el medi externo. Esto es, debido a la neutralización de iones de cargas contra-

rias. Nótese que en la simulación del proceso de lisis, realizada en la sección 3.2.1.1, se obtienen

resultados que sugieren lo contrario, ya que no se tuvo en cuenta este efecto en el ejemplo analizado.

Por todo lo anterior podemos decir que el comportamiento de la capacitancia equivalente CT

está dominado por C1 y R2. Por lo que la capacitancia medida en realidad depende sólo de la doble

capa y de la conductividad del bulto de la suspensión.

4.6. Otros experimentos

Se realizaron otros experimentos con suspensiones de dióxido de titanio (TiO2) en agua trides-

tilada, variando la fracción de volumen de las partı́culas de TiO2. Aquı́ también se notó la presencia

de la doble capa, debido al surfactante, que no permitió ver la contribución de las partı́culas a CT .

Se verificó que se puede ajustar el modelo de CT , donde C1 y R2 explican el comportamiento ob-

servado en los demás experimentos. Debido a que no se cuenta con datos cuantitativos acerca del

surfactante utilizado, estos experimentos no se abordan en mayor detalle.

Otros experimentos adicionales consistieron en variar la concentración de NaCl en agua

tridestilada. Este se utilizó como complemento para la interpretación de los resultados mostrados

en la sección 4.4. A través de este experimento se pudo determinar que los resultados observados

en la medición de capacitancia de sangre hemolizada tienen una fuerte contribución de la doble

capa, y que los de resistencia están dominados por la concentración de iones en disolución.
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Capı́tulo 5
Conclusiones

En este trabajo se desarrolló un modelo que permite interpretar fı́sicamente el comportamiento

eléctrico de biofluidos en la llamada banda β de frecuencias. Se analizó la aplicabilidad del modelo

al monitoreo de lisis celular y a la detección de sedimentación. Además se realizaron experimen-

tos para explorar la viabilidad de medir procesos en biofluidos utilizando una celda-capacitor de

electrodos plano-paralelos y un puente de impedancias comercial. A partir del trabajo realizado se

pueden llegar a las siguientes conclusiones:

Se mostró que en un biofluido compuesto por células y medio extracelular la resistencia

no depende notoriamente de la parte real de la permitividad eléctrica de sus componentes

pero sı́ depende de la conductividad iónica de éstas; sin embargo la capacitancia es afectada

tanto por la conductividad iónica como por la parte real de la permitividad eléctrica de sus

componentes. Esto puede resultar en que la capacitancia dependa de manera más notoria de

la fracción de volumen y del contraste de conductividades entre las fases.

El comportamiento de la capacitancia Ce f f del sistema con una suspensión de células,

respecto a variaciones en la densidad de portadores de carga en los medios interno y

externo, está acotado cuando aumenta el contraste entre las conductividades | ε′′e − ε′′i |, y

alcanza un valor mı́nimo cuando esta diferencia es nula. Las cotas son siempre superiores al

valor mı́nimo de la Ce f f para ni ≥ 1023m−3, lo cual se atribuye al efecto Maxwell-Wagner.

Para ni < 1023m−3 (partı́culas de conductividad menor) el comportamiento es ligeramente

diferente, de manera que la cota para valores bajos de ne disminuye y se acerca al valor

mı́nimo de la capacitancia.

La resistencia Re f f muestra una dependencia aproximada como el inverso de la densidad de
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5. Conclusiones

portadores de carga en el medio externo 1/ne, y está modulada por la fracción de volumen f

y por la conductividad del medio interno, proporcional a ni.

Se encontró, mediante simulaciones, que debe ser posible detectar la ocurrencia de lisis

celular a través de mediciones de resistencia Re f f y capacitancia Ce f f , debido a la variación

de la contribución de la polarizabilidad de las células (efecto Maxwell-Wagner). La curva

correspondiente a la Ce f f tiene un cambio de monotonı́a que permite distinguir la etapa de

incremento del volumen por las células debido a la ósmosis de agua, de la etapa donde

la membrana celular se rompe, por lo que la capacitancia permite en principio detectar el

comienzo de la lisis celular. Aunque la Re f f presenta mayor sensibilidad durante todo el

proceso, esta tiene siempre un comportamiento monótono por lo que no permitirı́a distinguir

el comienzo de la lisis celular. Sin embargo, será necesario reducir en un factor de 103 la

contribución de la doble capa a la capacitancia para poder inferir algo sobre el proceso de

lisis celular a partir de la polarización eléctrica de las células.

Se determinó que la capacitancia y resistencia de una suspensión de células es poco sensible

a la sedimentación de estas. Por lo que medir la capacitancia y resistencia eléctrica en la

configuración de electrodos plano- paralelos para el monitoreo de la sedimentación, no parece

muy ventajoso. Sin embargo, es importante conocer el orden de magnitud en el que varı́an la

resistencia Re f f y la capacitancia Ce f f durante la sedimentación de las inclusiones pues este

proceso es una posible fuente de ruido e inestabilidad en las mediciones.

Se encontró experimentalmente que, utilizando electrodos plano-paralelos de acero inoxida-

ble y en presencia de sales disueltas, la llamada “doble capa” tiene una contribución muy

importante aún a 10kHz y para la geometrı́a utilizada, donde A/d ' 20cm.

A partir de los resultados obtenidos en las mediciones como función de la concentración de

SDS en agua tridestilada y las simulaciones correspondientes con el modelo propuesto se

mostró que la capacitancia alcanza a ser influida por la presencia de micelas, a pesar de estar

encubierta por la contribución de la doble capa. Esto sugiere que la capacitancia eléctrica

puede ser utilizada para monitorear la formación de dichas estructuras en disoluciones de

surfactantes.

Se mostró que es posible monitorear hemólisis con el dispositivo experimental empleado

en esta tesis, midiendo simultáneamente la capacitancia y la resistencia como función del

tiempo. En los experimentos realizados con diluciones de sangre entera se observó que la

formación de la doble capa termina luego de 3 minutos aproximadamente y después es po-

sible monitorear el proceso de la lisis celular y cuantificar su velocidad. Sin embargo en los

53



experimentos realizados la sensibilidad de la capacitancia a la lisis celular es a través del

cambio en resistencia del medio efectivo y no a la polarización eléctrica de las células

Debido a que el efecto de apantallamiento por la llamada “doble capa” formada en los

electrodos reduce considerablemente la sensibilidad de la capacitancia a la presencia de células

en un biofluido, proponemos investigar dos posibles formas de disminuir su efecto. La primera es

inhibir la formación de la doble capa realizando algún tratamiento de los electrodos del sensor.

La segunda consiste en disminuir la separación entre los electrodos, y con esto aumentar la

contribución de la capacitancia del biofluido entre los electrodos. En el caso lı́mite en que dicha

separación es del orden del diámetro de las células tendrı́amos una monocapa de estas entre los

eléctrodos. Existen modelos de medio efectivo para la permitividad de monocapas de inclusiones

sobre sustratos planos [24] que pudieran ser utilizados en este caso lı́mite, por lo que esta pudiera

ser una dirección atractiva para continuar esta investigación.
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Apéndice A
Ecuaciones de Maxwell

En este apartado se muestra el procedimiento para obtener las condiciones de frontera para el

campo eléctrico ~E, que son utilizadas a lo largo de este trabajo de tesis, a partir de las ecuaciones

de Maxwell.

Ley de Gauss del campo eléctrico
(
~E
)

∇ ·~E =
ρ

ε0
, (A.1)

donde ρ es la carga total, tanto ligada o de polarización (ρp) como libre o de conducción (ρl) y

externa (ρe) , ρ = ρp +ρl +ρe; y ε0 es la permitividad eléctrica del vacı́o.

Teniendo en cuenta que el vector de polarización ~P se relaciona con la carga de polarización

como ∇ ·~P =−ρp, podemos transformar la ecuación A.1 como sigue

∇ ·
(

ε0~E +~P
)
= ρl +ρe. (A.2)

Definiendo el vector desplazamiento eléctrico ~D, como ~D = ε0~E + ~P tendremos una forma

equivalente de enunciar la ley de Gauss A.1

∇ ·~D = ρl +ρe, (A.3)

y si no hay carga externa tenemos que

∇ ·~D = ρl. (A.4)

Mediante la ecuación constitutiva ~D = ε~E podemos también escribir la ley de Gauss del campo

eléctrico como

∇ ·
(

ε~E
)
= ρl, (A.5)
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siendo ε la permitividad eléctrica del medio material.

Ley de Gauss del campo magnético
(
~B
)

∇ ·~B = 0, (A.6)

que establece la inexistencia de monopolos magnéticos.

Ley de Faraday

∇×~E =−d~B
dt

. (A.7)

Pero en el problema cuasiestático, las derivadas temporales son casi nulas, por lo que en este caso

usaremos la ecuación A.7 en la forma

∇×~E =~0, (A.8)

siendo válida la definición del campo eléctrico
(
~E
)

como el gradiente de un potencial (φ) :

~E =−∇φ. (A.9)

Ley de Ampere - Maxwell

∇×~B = µ0~J+µ0ε0
d~E
dt

, (A.10)

que nos conduce, al aplicar algunas identidades del álgebra vectorial y junto con la ecuación A.1, a

la ecuación de continuidad

∇ · ~J =−dρ

dt
, (A.11)

donde ~J es la densidad de corriente electrodinámica, y agrupa las corrientes inducidas por el

movimiento de portadores de carga
~J = ~Jc + ~Jp + ~Je, (A.12)

donde ~Jc = σ~E (Ley de Ohm) representa la densidad de corriente de conducción debido al mo-

vimiento de cargas libres; ~Jp =
d~P
dt

la densidad de corriente de polarización. Usando la relación

constitutiva ~P = ε0χe~E tenemos que ~Jp = ε0χe
d~E
dt

, ~Je es la densidad de corriente externa.

Usando las relaciones anteriores, considerando que no hay influencia externa y que los campos

oscilan armónicamente
(
∼ e−iωt) , la ecuación A.12 se transforma como sigue

~J = σ~E + iωε0χe~E, (A.13)

que es la definición de densidad de corriente electrodinámica.
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A. Ecuaciones de Maxwell

A.1. Condiciones de frontera

Supongamos que una interfaz (plano matemático) separa dos medios, con diferente permitivi-

dad eléctrica, ε1 y ε2, en general complejas. Veamos qué le ocurre a las componentes normal y

tangencial de los campos
(
~E, ~J
)

si aplicamos una diferencia de potencial ∆φ.

Integremos la ley de Gauss (ecuación A.1) en un volumen arbitrario V que contenga la frontera,∫
V

(
∇ ·~E

)
dV =

∫
V

ρ

ε0
dV. (A.14)

Aplicando el teorema de Gauss del cálculo integral, transformamos el miembro izquierdo de la

ecuación A.14 en una integral de ~E sobre la superficie S que encierra al volumen V,∫
S
~E · ~ds =

∫
S

ρ

ε0
dV, (A.15)

donde ~ds = n̂da, siendo n̂ el vector unitario normal a la superficie S y da el diferencial de área.

(a) Componente normal del campo eléctri-

co.

(b) Componente tangencial del campo

eléctrico.

Figura A.1

La integral a la izquierda de la ecuación A.15 equivale a sumar las contribuciones de cada una de

las caras del cubo. Dejando tender a cero la altura h del cubo, sólo las caras paralelas a la interfaz

entre ambos medios contribuirán a la integral. Entonces∫
S1

(
~E2 · n̂

)
da+

∫
S2

(
~E1 · n̂

)
da =

∫
V

ρ

ε0
dV. (A.16)

El diferencial de volumen se puede escribir como dV = dadz a la derecha de A.16. Integrando el

miembro derecho en la dirección z obtenemos que

(E2n−E1n)A =
∫

S

ρs

ε0
da, (A.17)
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A.1. Condiciones de frontera

donde ρs es la densidad de carga superficial acumulada en la frontera. Luego

(E2n−E1n)A =
ρs

ε0
A. (A.18)

Simplificando el área A, de la cara del cubo en la ecuacion A.18 obtenemos que

E2n−E1n =
ρs

ε0
(A.19)

la componente del campo eléctrico normal a la interfaz es discontinua.

Otra forma equivalente de escribir la condición de frontera enunciada en A.19 es utilizando la

ecuación A.5, con lo cual obtenemos que

ε2E2n− ε1E1n = ρsl, (A.20)

donde ρsl es la densidad de carga libre acumulada en la superficie entre ambos medios.

Para determinar la condición de frontera para la componente tangencial ~Et integraremos, sobre

una superficie S limitada por un contorno C, la ley de Faraday en la forma que muestra la ecuación

A.8, ∫
S

(
∇×~E

)
~ds = 0. (A.21)

Aplicando el teorema de Stokes del cálculo integral, la integral en A.21 se transforma en una

integral de lı́nea sobre el contorno C, ∫
C
~E · ~dl = 0, (A.22)

donde ~dl es el diferencial de longitud sobre el contorno de integración. Si hacemos que h tienda a

cero, sólo contribuirán a la integral los lados, C1 y C2, de C que son paralelos a la frontera∫
C1

~E1 · ~dl1 +
∫

C2

~E2 · ~dl2 = 0. (A.23)

Al resolver esta integral obtenemos que∫
C1

E1tdl1−
∫

C2

E2tdl2 = 0, (A.24)

E1t l1 = E2t l2, (A.25)

y luego, debido a que l1 = l2 tenemos que

E1t = E2t , (A.26)

la componente tangencial del campo eléctrico es continua a lo largo de la frontera entre los medios

1 y 2.

58



Apéndice B
Aproximación de campo local

En esta sección anexa se presenta un desarrollo detallado de la obtención de una expresión para

el campo local que siente una partı́cula cualquiera, como parte de un sistema de N partı́culas que

se encuentran embebidas en un medio de permitividad dieléctrica εe. Este resultado se utiliza en el

capı́tulo 2 para deducir la regla de mezclado de Maxwell-Garnett.

Calcularemos el campo eléctrico ~Em que siente una partı́cula m esférica, inmersa en un mate-

rial de permitividad εe junto a otras N−1 partı́culas idénticas. Para esto debemos promediar sobre

todas las posibles configuraciones de las N−1 inclusiones respecto de la m-ésima.

La probabilidad de encontrar la n-ésima partı́cula en la posición ~rn y la m-ésima partı́cula en la

posición ~rm es:

fn,m(~rn, ~rm) = ∏
i6=n,m

∫
d3~ri fi(r1,r2, ...,rN) , (B.1)

donde se omiten las integrales respecto a d3~rn y d3~rm. Dado que estamos suponiendo un ensamble

de N partı́culas idénticas o inclusiones fn,m(~rn, ~rm) debe ser igual para toda (n,m).

Sea b el radio de las partı́culas esféricas; la mı́nima distancia a la que podemos encontrar

sus centros es 2b, y supongamos que la probabilidad de encontrar una partı́cula cualquiera a una

distancia mayor es la misma en cualquier dirección. Entonces

fn,m(~rn, ~rm) = fm(~rm) fn(~rn | ~rm) =
1
V

 0 si rnm < 2b
1

V −V0
si rnm > 2b

, (B.2)

donde rnm =| rn− rm |, V0 = (
4π

3
)(2b)3, fn(~rn | ~rm) es la probabilidad de encontrar la n-ésima

partı́cula en ~rn dado que la m-ésima partı́cula esta en ~rm, y fm(~rm) es la probabilidad de encontrar
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la m-ésima partı́cula en ~rm ( fm(~rm) = 1/V ). La función de correlación de dos partı́culas se define

como

g(rnm) =V fn(~rm | ~rm) =

{
0 si rnm < 2b

1 si rnm > 2b
, (B.3)

donde hemos aproximado V −V0 ∼= V . El campo eléctrico promedio ejercido por la n-ésima

partı́cula sobre la m-ésima partı́cula, ~En
m, es

~En
m =− 1

4πεe
∇m

{∫
V

fn(~rn | ~rm)~p(~rn) ·∇n
1

rnm
d3~rn

}
. (B.4)

Aquı́ se ha supuesto que la m-ésima partı́cula está fija en la posición ~rm, por lo que fm(~rm) = 1.

Reemplazando fn(~rn | ~rm) por g(rnm)/V en la ecuación anterior, tenemos que

~En
m =− 1

4πεeV
∇m

{∫
V

g(rnm)~p(~rn) ·∇n
1

rnm
d3~rn

}
. (B.5)

El campo eléctrico promedio ejercido por las N−1 moléculas restantes sobre la m-ésima molécula

en ~rm es simplemente ~Em(~rm) = (N−1) ~En
m
∼= N ~En

m (dado que N� 1).

Utilizando la definición del vector polarización por unidad de volumen ~P = (N/V )~p, donde V

es volumen que contiene N partı́culas, y que ∇n · [~p(~rn)/rnm] = [∇n ·~p(~rn)]/rnm+~p(~rn) ·∇n(1/rnm),

obtenemos que

~Em(~rm) =−
1

4πεe
∇m

∫
V−V0

{
∇n ·

[
~P(~rn)

rnm

]
−
[
∇n ·~P(~rn)

] 1
rnm

}
d3~rn . (B.6)

Usando el teorema de la divergencia la primera integral se convierte en una integral sobre la

superficie del material Se + Si , donde Se es la superficie externa y Si es la superficie del volumen

V0 donde la función de correlación es cero, obtenemos

~Em(~rm) =−
1

4πεe
∇m

{∫
Se+Si

[
~P(~rn)

rnm

]
· n̂ds−

∫
V−V0

[
∇n ·~P(~rn)

] 1
rnm

d3~rn

}
. (B.7)

donde n̂ es el vector unitario en la dirección normal al elemento diferencial de área ds que apunta

hacia afuera del volumen V −V0 (i.e., hacia adentro de V0). Si suponemos ~P(~rn) constante dentro

de V0 podemos reconocer que la integral de superficie sobre Se y la integral de volumen conforman

el campo eléctrico promedio ~E(~rm) en la posición ~rm,

~Em(~rm) = ~E(~rm)−
1

4πεe
∇m

∫
Si

[
~P(~rn)

rnm

]
· n̂ds . (B.8)

La integral se puede hacer fácilmente si consideramos ~P(~rn) constante en el interior del volumen

V0 y sus alrededores (i.e. ~P(~rn) = const.. para |~r− ~rm |' b ). Entonces podemos reemplazar ~P(~rn)
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B. Aproximación de campo local

por ~P(~rm) y es constante durante la integración. Considerando V0 una esfera centrada en ~rn tenemos

que n̂ es el vector unitario radial apuntando hacia el centro de la esfera (n̂ =−r̂ )

I = ∇m

∫
Si

[
~P(~rn)

rnm

]
· n̂ds =−

∫
Si

∇m

[
1

rnm

]
(~P(~rm) · r̂)ds . (B.9)

Dado que V0 es una esfera de radio 2b podemos hacer la integral en coordenadas esféricas, tomando

el eje polar paralelo a ~P(~rm),

I =
∫

π

0

∫ 2π

0

−r̂
(2b)2

[
~P(~rm · r̂

]
(2b)2senθdϕdθ =−P(~rm)

∫
π

0

∫ 2π

0
r̂cosθsenθdϕdθ . (B.10)

Por simetrı́a la resultante de la integral está en la dirección del eje polar, o sea en dirección de ~P(~rm)

I =−~P(~rm)
∫

π

0

∫ 2π

0
cos2

θsenθdϕdθ =−4π

3
~P(~rm) . (B.11)

Sustituyendo en la ecuación 2.32 tenemos que

~Em(~rm) = ~E(~rm)+
1

3εe
~P(~rm) . (B.12)

Simplificando la notación utilizada en la ecuación B.12, tenemos que

(a) (b)

Figura B.1: (a) Representación del volumen de integración V −V0. (b) Campo local ~Eloc que

siente la partı́cula m-ésima debido a la polarización añadida ~P+++ por las otras N−1 partı́culas.

~Eloc = ~E +
1

3εe
~P+++ , (B.13)

donde ~Eloc = ~Em(~rm) se suele denominar como campo local ~Eloc que excita a una partı́cula,
~E = ~E(~rm) es el campo eléctrico promedio en el medio efectivo y ~P+++ = ~P(~rm) es la polarización

añadida por las partı́culas.
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