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Resumen

En este trabajo se introducira la accién integral a un controlador por retroalimentacion de
estados, con la cual serd posible lidiar con perturbaciones en el canal de la senal de control.
Permitiendo asi mantener la estabilidad en tiempo finito, atin en la presencia de perturbaciones
no desvanecientes.

En un caso especial trabajaremos con la accion integral discontinua, que nos permite lidiar con
perturbaciones Lipschitz con una senal de control continua. Conservando la estabilidad en tiempo
finito del origen del sistema para ganancias adecuadas del controlador.

Finalmente, se aplicara el controlador para un sistema mecéanico clasico, mediante simulacién
en Matlab.
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Notacion

La notacién a lo largo del trabajo serd la siguiente.

= 7 - “Existe”.

= V - “Para todo”.

m < - “Menor que”’, < - “Menor o igual que”, > - “Mayor que”, > - “Mayor o igual que”.

» A< B - La afirmacion A implica B.

A < B - Las afirmaciones A y B son equivalentes.

a € A - El elemento a pertenece al conjunto A.

A C B - El conjunto A es un subconjunto de B.

A\ B - El conjunto de A fuera de B.

f:A— B - f esun mapeo del conjunto A al B.

R - Conjunto de los niimeros reales.

= R, - Conjunto de los ntimeros reales positivos.
= N - Conjunto de los niimeros naturales.

= ||| - Norma Euclideana de un vector.

» |-| - Valor absoluto de una funcién.

» Sea x € R", & representa la primer derivada de x respecto al tiempo y para derivadas de
orden superior se tiene (™, donde n indica el orden de la derivada.

= max y min - Valor méximo y minimo de una funcion.
» Sea una matriz M € R™™. MT - transpuesta de M. Siendo m = n, M~! - inversa.

= Para un campo vectorial f, % es su matriz Jacobiana.

1
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if
[T Fi - Producto de la funcién F;, desde el valor ¢ = i, hasta iy, siendo i € N.

=iy
A - Fin de definicién, teorema y proposicién.
B - Fin de prueba.

Finalmente, se anade una nueva funciéon. Para una variable real z € R y un numero real
p € R, el simbolo [z|” = |z|"sign (), lo que corresponde a la potencia signada de x a la p.
Donde es facil notar que cuando p = 0 se tiene el signo de .



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

Los modelos matematicos permiten estudiar el comportamiento de un sistema fisico, siendo
de gran importancia las ecuaciones diferenciales. De esta forma se puede escribir el modelo de un
sistema en variables de estado como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden [11]

i =f(z,t) + g(x)u
y =h(z)
donde = € R" representa los estados del sistema, u € RP es la senal de entrada al sistema, y € R?
es la senal de salida del sistema. Asimismo f(z,t) es la dindmica interna del sistema, g(x, u,t) es el
canal de la senal de entrada y finalmente h(x) es una funcién continua de los estados del sistema.

En teorfa de control, el sistema (1.1) es actor principal. Entre las tareas de la teoria de control
se encuentran la regulacién y el seguimiento. En el caso de la regulacién, se lleva al sistema a algin
punto de operacién, mientras que en el seguimiento la senal de salida tiene un comportamiento
deseado.

Para lograr dichas tareas se disena una ley de control con la cual el sistema se comporte de
forma deseada. Sin embargo, la ley de control se realiza a partir del modelo matematico y en
ocasiones es dificil o hasta imposible contemplar todos elementos presentes en el modelo fisico (in-
certidumbres), asimismo pueden existir algunos elementos exégenos (perturbaciones) que afectan
a nuestros sistema fisico y los cuales no estan considerados en el matematico. De esta forma, el
sistema (1.1) se puede plantear como

& =f(z,1) + g(u+p(t))
y =h(z)
donde p(t) es una perturbacion en el sistema y entra en el mismo canal que la entrada u. Asi, se

busca disenar controladores robustos ante perturbaciones en el sistema.
En el control integral clasico, se consideran sistemas del tipo

T =f(z,u+w) (1.3)

(1.1)

(1.2)
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donde w representa una perturbacién constante en el sistema. El problema para estabilizar el
origen del sistema (1.3) presenta leyes de control del tipo

y su diseno se divide en dos partes. La primera consiste en disenar de una ley de control estatica ¢(x)
que permita estabilizar el origen del sistema (1.3) nominal, es decir en ausencia de la perturbacién
y la segunda en una ley de control dinamica z, correspondiente a la accién integral, la cual debe
lidiar con la perturbacién w sin afectar la estabilidad del origen del sistema en lazo cerrado. Asi,
es posible disenar una ley de control dinamica que permite rechazar perturbaciones constantes en
el sistema.

Por otro lado el control por modos deslizantes, considera sistemas del tipo

7? :fa(nv 5)

(1.4)
§ :fb(na 5) +u+ (5(7571’,71),

donde n corresponde a la dindmica cero del sistema. Aqui se busca diseniar una superficie deslizante
s =& — ¢(n) =0, escogiendo ¢(n), tal que la dindmica cero del sistema (1.4) tenga un punto de
equilibrio asintéticamente estable en el origen. Siendo asi que el control debe mantener a las
trayectorias del sistema en la superficie. Mediante esta técnica de control, se obtienen leyes de
control del tipo [18], [26]

u = —ksign (s),

con las cuales es posible estabilizar el origen del sistema (1.4), atin ante la presencia perturbaciones
acotadas. Sin embargo, debido a la discontinuidad de la ley de control, se presenta el efecto inde-
seado conocido como “chattering”. El cual puede ocasionar un desgaste continuo en el actuador y
causar vibraciones en el sistema. Ademas de que no es posible implementarlo adecuadamente, ya
que la respuesta de cualquier actuador no es suficientemente rapida.

Basado en estas dos ideas, se propone un controlador integral discontinuo con el cual se logra
una robustez ante perturbaciones con pendiente acotada, es decir Lipschitz. De esta forma se logra
compensar perturbaciones, no solo constantes sino Lipschitzy por el efecto de la accion integral, la
senal de control es continua y por ende no se presenta el efecto “chattering”.

Por otro lado, se sabe de [11] que si un sistema tiene un punto de equilibrio asintéticamente
estable, entonces existe una funcién de Lyapunov que lo asegura. Por lo que es posible utilizar
la funcién de Lyapunov del sistema no perturbado (modificada) [20], como funcién candidata de
Lyapunov y disenar la nueva ley de control integral.

En los tdltimos anos los sistemas homogéneos han tomado gran importancia debido a impor-
tantes propiedades [2], entre las cuales se puede mencionar que la estabilidad local de un punto de
equilibrio implica estabilidad global y el grado de homogeneidad del sistema nos indica el tipo de
convergencia. La estabilidad en tiempo finito, que es una caracteristica deseable para el origen de
un sistema, se presenta si el grado de homogeneidad de un sistema homogéneo es negativo, como
se muestra en trabajos (2], [5], [24], [25].
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Cabe mencionar que un sistema lineal satisface la propiedad de homogeneidad y superposicion,
por lo que es facil notar que la homogeneidad es una parte de la linealidad. De esta forma, se
ha buscado desarrollar teoria similar a la bien establecida teoria lineal. Asi, al igual que una
linealizacién es posible aproximar un sistema no lineal a uno homogéneo como se realiza en [1],
sin embargo en este caso es necesario realizar aproximaciones cerca del origen y en el infinito,
permitiendo determinar la estabilidad del origen del sistema no lineal a partir de sus aproximaciones
homogéneas. Por lo anterior, es facil notar que los sistemas homogéneos permiten trabajar con
sistemas no lineales como se muestra en [3].

Es importante mencionar que en general un sistema homogéneo no se puede linealizar por serie
de Taylor, por esta razén una aproximacion homogénea nos permite analizar una mayor cantidad
de sistemas no lineales. Por ello, estudiar la estabilidad del origen de un sistema homogéneo permite
extenderlo para otros sistemas no lineales.

Asimismo, teniendo el concepto de homogeneidad, es posible disenar una familia de integradores
homogéneos, los cuales estabilicen el origen del sistema (1.2), ante algin tipo de perturbacién.
Donde la homogeneidad nos permite el trabajo armonico entre la ley de control estabilizante y la
accion integral.

1.2. Estado del Arte

Una de las herramientas mas valiosas para mostrar la estabilidad de sistemas no lineales ha sido
el segundo método de Lyapunov, el cual consiste en la construccién de funciones de Lyapunov, por
lo que en muchos trabajos [24], [17] se presentan métodos de construccién de funciones de Lyapunov
para sistemas Homogéneos. De esta manera, utilizando funciones candidatas de Lyapunov es posible
disenar leyes de control que estabilicen el origen de un sistema. En [6] se disena una ley de control
homogénea que estabiliza el origen de una cadena de integradores de orden arbitrario. En este
trabajo se presenta la construccién de una funcién de Lyapunov que lo asegura.

Por otro lado, en los sistemas siempre existen perturbaciones, ya sea exdgenas o intrinsecas
debido al modelado. Esto ha sido estudiado por mucho tiempo y una de las principales teorias es
el diseno de controlador por modos deslizantes. Los conceptos basicos de la teoria son descritos en
[11] y se muestra que el controlador por modos deslizantes es capaz de compensar perturbaciones
acotadas, sin embargo se ha avanzado a controladores por modos deslizantes de orden superior. En
[13] se propone un controlador por retroalimentacién de salida que permite estabilizar el origen de
un sistema en tiempo finito. En ese trabajo se muestra que el controlador por modos deslizantes de
alto orden permite estabilizar un sistema suave, utilizando tnicamente la salida y sus derivadas,
el cual se siguié trabajando en [14].

El principal problema que se presenta en el control por modos deslizantes como se desarrolla
en [8] es el indeseable efecto del “chattering”. Esto es debido a la discontinuidad del controlador.
Una de las soluciones para afrontar este problema ha sido utilizar controladores Quasi-continuos
como se realiza en [15], [7], con los cuales se reduce el efecto del chattering, pero no se eliminia la
discontinuidad de la variable de control.

Por lo anterior se ha buscado disenar leyes control continuas que sean robustas ante perturba-
ciones. Una de las principales propuestas ha sido la acciéon integral discontinua, como se muestra
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en [27], en el cual se propone de forma general un controlador continuo utilizando la accién integral
discontinua. La idea de utilizar la accién integral para lidiar con perturbaciones se ha presentado
con anterioridad, basados en el control clasico PID. En [21] se presenta una idea del controlador,
donde se utiliza una ley de control PI para el control de robots manipuladores y cuyo trabajo fue
continuado en [22].

El principal problema de los trabajos anteriores, es que no se comenta la estrategia de diseno
del controlador integral, pero en [20] se presenta un controlador integral discontinuo que permite
estabilizar una cadena de integradores de orden 2, la idea que se presenta es utilizar la funcion
de Lyapunov del controlador estabilizante para disenar una accién integral que permita lidiar con
la perturbacion. En este se muestra que el controlador integral puede lidiar con perturbaciones
Lipschitz.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo General

Disenar una ley de control integral que permita estabilizar el origen en tiempo finito de una
cadena de integradores de orden n, ain en la presencia de perturbaciones Lipschitz acopladas.

1.3.2. Objetivos Particulares

1) Disenar una ley de control por retroalimentacién de estados continuaa y homogénea que
estabilice el origen de la cadena de integradores, basada en funcién de Lyapunov.

2) Adicionar la accién integral homogénea y usar una funcién de Lyapunov homogénea prara
probar que el sistema en lazo cerrado tiene un punto de equilibrio estable para pequenas
ganancias del integrador

3) Probar

e El método de diseno para una cadena de integradores de orden 2.
e El método de diseno para una cadena de integradores de orden 3.

e El método de diseno para una cadena de integradores de orden n.

1.4. Aportaciones

En el presente trabajo, se busca extender el resultado obtenido en [20], para una cadena de
integradores de orden arbitrario. Se mostrara que es posible anadir la accién integral a la ley de
control estabilizante presentada en [6].

Se observara la construccion de la funcién de Lyapunov para el controlador integral y la partici-
pacion de las ganancias dentro de la misma. Asimismo, se tendra que las ganancias del controlador
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estabilizante casi no se veran afectadas y por ende, serd posible utilizar un controlador estabilizan-
te ya implementado y anadir la accién integral de forma independientes, donde la ganancia de la
accion integral debe ser suficientemente pequena.

1.5. Estructura de la Tesis

En el Capitulo 2, se explicaran algunos elementos importantes para entender el resultado prin-
cipal de la tesis. En este capitulo de darda un breve introduccion sobre los sistemas auténomos
y la estabilidad en el sentido de Lyapunov, presentando una extension para el caso de sistema
discontinuos (inclusiones diferenciales). Posteriormente presentard la idea del control por retro-
alimentacion, donde nuestro principal interés sera la retroalimentacion de estados. Se explicardn
conceptos basicos respecto al control por modos deslizantes de primer orden, mostrando su ro-
bustez ante perturbaciones acotadas. Asimismo, una parte importante durante todo el trabajo de
este capitulo serd la homogeneidad, dando definiciones importantes y analizando esta propiedad
para sistemas homogéneos y sus respectivas funciones de Lyapunov homogéneas, siendo que la
homogeneidad es parte clave a lo largo del desarrollo de la tesis. Finalmente se dara algunos lemas
necesarios para las pruebas realizadas en el trabajo.

En el Capitulo 3, se presentara la descripcién del problema, dando a conocer las suposiciones
sobre el sistema. Para poder asi presentar el resultado principal de la tesis con sus respectivas
pruebas. Asimismo, se presentard el controlador por retroalimentacion de estados que permite es-
tabilizar el origen de la cadena de integradores y posteriormente se anadird la accion integral que
nos permitird rechazar algunas perturbaciones en el sistema, el cual corresponde al resultado prin-
cipal del trabajo. Este se dividird en tres partes, la primera al igual que en [20], se mostrara que el
control integral es admisible para una cadena de integradores de orden 2, después se extendera para
una cadena de integradores de orden 3 y finalmente se mostrara que este resultado es valido para
una cadena de integradores de orden n. Finalmente se resaltaran algunas propiedades del método
empleado para el disenio del controlador integral.

En el Capitulo 4, se realizaran diversas simulaciones con el controlador integral, mostrando
sus propiedades y su capacidad para rechazar perturbaciones. Asimismo, se mostrara como influye
el grado de homogeneidad del controlador integral para la estimacién de la perturbacion y la
precisién, teniendo como casos extremos el controlador integral lineal y el discontinuo. Finalmente,
se realizaran simulaciones con el sistema por retroalimentacién de salida, donde se utilizaran dos
observadores presentes en la literatura.

En el Capitulo 5, se utilizard la ley control disenada para estabilizar un sistema fisico (levi-
tador magnético), el cual nuevamente se dividird en tres partes. Primero se disenard la ley de
control que permitira estabilizar el origen del sistema, considerando tanto la parte estatica como la
dinamica. Posteriormente se realizaran las simulaciones pertinentes en Simulink de Matlab, donde
se mostrara en esencia la robustez del controlador ante ciertas perturbaciones.
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Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se escribirdn conceptos y herramientas ttiles para el desarrollo del trabajo.
Se presenta la estabilidad en el sentido de Lyapunov para sistemas continuos (ecuaciones diferen-
ciales), asi como sistemas discontinuos (inclusiones diferenciales). Asimismo, se dard una breve
introduccién a la estabilidad en tiempo finito.

Se introducen los conceptos principales de la homogeneidad, siendo un tema importante para
el desarrollo de la tesis. De igual forma, se tienen algunos lemas importantes debidos a la homo-
geneidad.

2.1. Estabilidad en el Sentido de Lyapunov

Considere el sistema autéonomo
b= f(z) (2.1)

donde x son los estados del sistema y f : D — R™ es un mapeo continuo en un dominio D C R".
Suponga que Z € D es un punto de equilibrio de (2.1), es decir f(Z) = 0. Asimismo, sin pérdida
de generalidad considérese que el punto de equilibrio es el origen, z = 0. Asi, de [11] tenemos la
siguiente definicion

Definicién 1. El punto de equilibrio x =0 de (2.1) es
» estable en sentido de Lyapunov si, para cada € > 0, hay un § = d(€) > 0, tal que

|lz(0)]] <6 = [[z(t)]| <€Vt =0,

= [nestable so no es estable,

» Asintdticamente estable si es estable y 0 puede ser elegido, tal que

[#(0)]| <6 = lim a(t) =0.
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La definicién anterior nos dice, que un punto de equilibrio es estable en el sentido de Lyapunov,
si toda solucién empieza en una vecindad cercana al origen (||z(0)|| < ) permanece cerca, de
otra forma es inestable. Asimismo si toda trayectoria que empieza cerca y converge al punto de
equilibrio es asintéticamente estable.

Por otro lado, demostrar el tipo de estabilidad del origen de (2.1) por medio de la definicién,
por lo general no es posible. Siendo que encontrar las constantes € y § para toda trayectoria no
siempre es posible. Por ello es una herramienta 1til para definir la estabilidad viene escrita en el
siguiente teorema [11]

Teorema 1. Sea © = 0 un punto de equilibrio de (2.1) y D C R"™ un dominio que contiene a x =.
Sea V : D — R una funcion continuamente diferenciable, tal que

V(0)=0 y V(x)>0en D)\ {0}, (2.2)

V(z) <0en D, (2.3)

entonces x = 0 es estable. Ademds si

V(z) <0en D\ {0} (2.4)
entonces x = 0 es asintdticamente estable. A\

En el Teorema 1, la funcién V(x) es conocida como funcién de Lyapunov cuya existencia ase-
gura la estabilidad de x = 0 para el sistema (2.1). Asimismo, una funcién V(z) que satisface las
condiciones de (2.2) es conocida como Funcién Candidata de Lyapunov. Por lo general es relativa-
mente facil proponer una funcién candidata de Lyapunov, sin embargo encontrar una funciéon de
Lyapunov que asegure la estabilidad de x = 0 es mas dificil. Asimismo, el teorema 1 esta basado en
cuestiones energéticas, considerando V() como una funcién de energia facilmente podemos que si
su derivada a lo largo de las trayectorias de (2.1) satisface la condicién (2.3), implica que el sistema
no genera energia y cumple con la definicién 1, ya que las trayectorias permaneceran permane-
cera acotadas por una curva de nivel energético y por ende cerca del punto de equilibrio x = 0.
Més atin, cuando V () satisface la condicién 2.4 implica que el sistema (2.1) convergers a su punto
de nivel energético mas bajo, es decir a x = 0, el cual sera un punto de equilibrio asintéticamente
estable.

2.1.1. Estabilidad de Inclusiones Diferenciales

Considere la inclusién diferencial [5]
& € F(x), (2.5)

donde z € R". F es una funcién multivaluada cuyos valores son subconjuntos de R"™. Donde se
asume que [’ es un subconjunto no vacio, compacto y convexo de R"™ para cada x € R" y es
una funcién semicontinua por arriba. De esta forma, el sistema (2.5) tiene solucién, al menos
localmente.
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A pesar de que se pueden emplear las mismas nociones que para sistemas continuos, en el caso
de sistemas discontinuos no se tiene unicidad de soluciones y por ello, se tienen dos nociones de
estabilidad [5], la estabilidad débil donde la propiedad de estabilidad solo la cumple una solucién
y la estabilidad fuerte donde todas las soluciones poseen la propiedad de estabilidad.

Lema 1. [5] F es fuerte y asintéticamente estable si y solo si las soluciones existen globalmente
y eziste una funcion 5 € KL, tal que para cada solucion x(t,xo) de (2.5) se cumple ||x(t, zo)|| <

Bt [|zoll)-

Definicién 2. [5] La pareja de funciones continuas (V,W) sobre R", con V€ C®(R") y W €
C*®(R™\ 0), constituyen un par de Lyapunov fuerte, y ademds suave, para F si las siguientes
condiciones se cumplen

1. V(z) >0y W(x) > 0 son positivas definidas, y V(x) es propia,
2. Decrecimiento infinitesimal fuerte

max (VV(x),y) < -W(x), Vere R"\{0} A

yEF(z)

En esta definicion, podemos ver la similitud con una funcién de Lyapunov para sistemas con-
tinuos. Asi, se tiene el siguiente teorema para sistemas discontinuos.

Teorema 2. [5] El origen del sistema (2.5) es fuerte y asintoticamente estable si y solo si existe
un par de Lyapunov Fuerte (V,W). A

2.1.2. Estabilidad en Tiempo Finito

Definicién 3. [25] El origen del sistema (2.1) se dice ser un punto de equilibrio estable en tiempo
finito, si existe una vecindad abierta N del origen y una funcion T : N — [0,00), llamada la
funcion de establecimiento de tiempo, tal que se cumple que

» 7(0) =0y T(x) = 0 cuando x — 0,
» para cada x € N \ {0}, u(z) € N\ {0}, t € [0,T(x)) y v (z) =0 para toda t > T(z).

= para cada conjunto abierto U, tal que O € U, C N, existe un conjunto abierto Us de N
conteniendo 0, tal que para cada x € Us \ {0}, ¥y(z) € U, t > 0. A

En la definicién anterior, si N = R™ el origen del sistema (2.1) se dice ser un punto de equilibrio
globalmente estable en tiempo finito.

Teorema 3. [25] Suponga que existe una vecindad abierta N € R™ del origen, una funcién C!
positiva definida V : N — R y numeros reales k > 0 y a € (0,1), tal que V + EV® es negativa
semidefinida en N, donde V(z) = 9V f(z). Entonces el origen de (2.1) es un punto de equilibrio
estable en tiempo finito. Ademds, si T es la funcion de establecimiento de tiempo, entonces T'(z) <

ﬁV(w)ka para toda x en alguna vecindad abierta del origen. A
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2.2. Homogeneidad

2.2.1. Homogeneidad Clasica

La funcién f: R™ — R se dice homogénea de grado m si para toda € > 0 se cumple que

flex) = €™ f(x), Vaz,

siendo la propiedad de homogeneidad un escalamiento de la funcién. Por lo anterior es facil con-
cluir la homogeneidad es una restricciéon intrinseca de la funcién f(x), y por lo tanto es posible
determinar un conjunto de valores a partir de un punto.

Una propiedad interesante de las funciones homogéneas es la formula de Euler

Vf(@)-x=mf().

2.2.2. Homogeneidad Ponderada

La homogeneidad clasica puede extenderse a funciones y campos vectoriales, mediante la ho-
mogeneidad ponderada. Asi, se tienen las siguientes definiciones de [2]

Definicién 4. Sea un conjunto de coordenadas(x,...,x,) en R™. Sea v = (r1,...,m,) el vector de
pesos de las coordenadas, donde r; € Ry

» El vector de dilatacion (07)cso estd definido por

O0(x) = ("xq,...,e"x1), Vre R",Ve>0

s Una funcion V : R" — R se dice 6"-homogéneo de grado m € R si

V(5T(2)) = €"V(z) V€ R > 0.

= Un campo vectorial f = [f1(z), -+, fn(2)]T se dice 6"-homogéneo de grado k si la componente
fi es 0"-homogéneo de grado k + r, Vi, es decir

fi(€wy, ... emay,) = €T fi(x), Vo e R"Ve>0,i=1,..n,

o equivalentemente
f(87x) = 6T f(z), Vo€ R

» Un campo vectorial multivaluado F(x) € R™ se dice 6"-homogéneo de grado k si

F(5™z) = 6"F(z), Yz € R"\VYe>0 A
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En la definicién podemos ver que se conserva la esencia de la homogeneidad clésica, siendo que
nuevamente se tiene un factor de escalamiento, sin embargo este varia con las coordenadas. Asi,
nuevamente es posible determinar valores de la funcién a partir de coordenadas conocidas.

Asimismo, se puede extender la formula de Euler para homogeneidad ponderada. Para ello se

define al campo vectorial generalizado de Euler con la familia de dilatacién (dF)e~o como [2]
e = [r1Ty, .., Tpn|”

Proposicion 1. [2] Sea (67)eso y el campo vectorial generalizado de Euler e. Sea V' (respectiva-
mente, f un campo vectorial) de clase C* € R™, y sea m, k € R. Entonces

1. 'V es 0"-homogéneo de grado m si y solo sie-V =mV;
2. f es d"-homogéneo de grado k si y sélo si e, fl=kf A

Corolario 1. [2] Sea (67)eso cualquier familia de dilatacion en R™ y sean Vi, Va (f1, f2) funciones
(campos vectoriales) d"-homogéneas de grado my, msy (k1, ko). Entonces ViVa (respectivamente
Vifi, [f1, fo]) es "-homogéneo de grado mq + my (respectivamente my + ky, k1 + ko). A

Por otro lado, al trabajar con 6*-homogeneidad se definen normas ¢"-homogéneas

Definicién 5. [2] Una norma 6"-homogénea es un mapa x — ||z||

noo >
]l = D lal™
i=1

el conjunto Sy, = {x : |[z|[,,, = 1} es la esfera unitaria. A

rp? donde para cualquier p > 1

2.2.3. Sistemas Homogéneos y Funciéon de Lyapunov Homogénea

Note que un sistema lineal, puede verse como un sistema ¢'-homogéneo de grado 1, siendo que
la homogeneidad es una parte de un sistema lineal. De esta forma, basado en un sistema lineal
asintéticamente estable, el cual posee una funcién de Lyapunov estricta cuadrética (es decir, una
funcién §'-homogénea de grado 2), entonces cualquier sistema homogéneo asintdticamente estable
admite una funcién de Lyapunov homogénea [2]. Teniendo asi el siguiente resultado

Teorema 4. [2] Sea f un campo vectorial en R", tal que el origen es un punto de equilibrio
local y asintéticamente estable. Suponiendo que f es 6"-homogénea de grado k para algin r € R} .
Entonces, para cualquier p € N* y cualquier m > p - max;{r;}, existe una funcion de Lyapunov
estricta V' para (2.1), el cual es 6"~ homogénea de grado m y de clase CP?. A

Una propiedad interesante en los sistemas homogéneos, es que el grado de homogeneidad nos
permite caracterizar la razén de convergencia de las trayectorias.

Corolario 2. [2/, [24] Considere el sistema (2.1) con f continua y homogénea de grado k para
algin vector de pesos r. Asuma que su origen es un punto de equilibrio asintoticamente estable,
entonces
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= si k>0, z=0 es racionalmente estable,
m 5t k=0, xz=0 es exponencialmente estable,
m 51 k<0, x=0 es estable en tiempo finito. A

Teorema 5. [15] Sea & € F(x) un inclusion diferencial de Fillippov homogénea de grado negativo
[ < 0. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

» z =0 es global, uniforme y asintoticamente estable,
s £ =0 es global y uniformemente estable en tiempo finito,

» [a inclusion diferencial es contractiva. A

2.3. Desigualdades Importantes - Homogeneidad

Adicionalmente es importante mencionar algunos lemas clave, necesarios para el desarrollo en
la Seccion 3.4.
El primer lema, es un lema muy conocido, el cual corresponde a la desigualdad de Young.

Lema 2. [9] Para cualesquiera nimeros reales a > 0,b>0,¢c¢>0,p>1yq>1, con % + % =1,
la siguiente desigualdad siempre se cumple
b

aP
ab<P—+c1— A
p q

El segundo lema, es una propiedad muy conocida de las funciones homogéneas continuas y
serd un lema clave para las pruebas realizadas.

Lema 3. [1], [20] Sean n : R* — R y v : R® — R, dos funciones homogéneas continuas, con
mismos pesos v = (r1,...,m,) y grado m, y sea y(x) > 0, tal que se cumple

{z € R"\ {0} : y(z) = 0} € {z € R"\ {0} : n(x) <0},

entonces, existe un nimero real \* tal que, para toda X > \*, para toda x € R™\ {0} y para algin
c >0, se cumple que
n(z) = My(z) < —cllzllz,. A

El Lema 3 supone una funcién homogénea continua, sin embargo se sabe que este resultado se
puede extender para una funcion discontinua. Lo anterior corresponde a
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Lema 4. [6]/ Sean n: R" - R y v : R" — R dos funciones homogéneas semicontinuas por abajo
(o por arriba) uni-valuadas, con mismos pesos T = (ry,...,1,) y grado m. Suponga que y(z) > 0
(v(x) <0) en R". Sin(x) >0 (n(x) < 0) para toda x # 0, tal que y(x) = 0, entonces existe un
numero real \* tal que, para toda A > \*, para toda x € R"\ {0} y para algin ¢ > 0, se cumple
que

(@) + X (o) < cllellr,

(n(z) + XM (z) < —cllzlly,). A

Por ultimo se anade un lema que permitirda mostrar que la adicién de la accién integral no
inestabiliza al controlador estabilizante y més atin, permite lidiar con algunas perturbaciones en
el sistema.

Lema 5. Sean las variables reales x,y € R, siempre se cumple que

sign ([z+y|” —[2]?) =sign (y), B>0

Demostracion. Para demostrar el Lema 5, supongase que

[z +y|” = Tyl” =0,

esto implica que
[z +y)” =Ty,

ya que B es mayor a cero, entonces la funcion es mondtona y por lo tanto

4y’ =Ty’ erty=acy=0,

s,

asit
[e+yl" =y =0sy=0.

De forma andloga

(x+yj6—[yj’8>0<:> fx—l—yjﬁ> [yjﬁ(:)x+y>x<:)y>0,

(:r+yjﬁ—[yjﬁ<0(:>(:r+yjﬁ<[yjﬁ@x+y<as(:>y<0,

por lo tanto, se cumple que

sign ([x—l—yjﬁ — (xjﬁ) =sign (y), >0 A
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Capitulo 3

Controlador Integral para Sistemas
Homogéneos

En este capitulo se presentara el resultado principal, el cual corresponde al controlador integral
homogéneo. Para ello, se introduce el planteamiento del problema, donde se describira brevemente
cual es la tarea de control y en que sistemas funcionard el controlador integral.

Posteriormente se dividird el disefio del controlador en dos partes. La primera es una ley
de control estética, la cual se encargara de estabilizar el origen del sistema y la segundo parte,
corresponde a la adicién de la accién integral, con la cual se logrard rechazar perturbaciones
presentes en el sistema.

Finalmente se presentara la construccion de la funciéon de Lyapunov para el sistema en lazo
cerrado.

3.1. Planteamiento del Problema

Sea el sistema y entrada afin con perturbaciéon acoplada
£ =F(2) + G(2)(u+ p(t)), (3.1)

donde z € R"™ son los estados del sistema, u € R es la variable de control, las funciones F(z) y
G(z) son suficientemente suaves, y siendo p(t) € R alguna perturbacién en el sistema. Asimismo,
suponga que el sistema (3.1) tiene una salida y = x; de grado relativo n y sea el difeomorfismo
T : D — R" que transforma el sistema (3.1) a su forma normal [10]

77 :fO(nv :B)

Ty =Tj41, 1= 1,...,n—1 (32)

donde la dindmica f(n,z) es la dindmica conocida, g(n, ) es una funcién conocida y no singular
para toda n,z € R" y fo(n,x) es la dindmica cero del sistema (3.1). Asimismo, la salida x; es tal

17
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que la dindmica cero 1 = fo(n, ) tiene un punto de equilibrio asintéticamente estable en n* y es
entrada estado estable con respecto a .
Por lo tanto, es posible trabajar con el sistema reducido

Ty =Ti+1, Z':l,...,?"—l

0 =F(1,) + 90, 2)(u + (1)) (33)

Ya que f(n,x),g(n,z) son funciones conocidas, entonces la variable de control puede compen-

sarla, eligiendo u como
1
u = v— f(n,x)),
) )

donde v € R se convierte en la nueva variable de control y el sistema en lazo cerrado es

Ti =Ty, t=1,...,n—1

&, =v + p(t). (3-4)

De esta forma, el sistema (3.3) se convierte en una cadena de integradores pura en (3.4) con
p(t) = 0, donde v es la dindmica del dltimo estado. Note que no es posible compensar la pertur-
bacién p(t) de la misma manera, ya que es una variable desconocida.

Para trabajar en un contexto mas general, supéngase que el problema que se busca resolver es
un problema de seguimiento para el sistema (3.4), teniendo el siguiente vector de la referencia con
sus derivadas

Xd = [xd, x'd7 ceey .Igln)],

donde el error de seguimiento definido por e = x — x4, tiene la siguiente dindmica

éi €11, Z:L,?’L—l
én =v + p(t) + 2.
Notese que la n-ésima derivada de la referencia aparece en la dindmica del ultimo estado e,
la cual siendo que la referencia es conocida puede ser compensada por la entrada de control v, sin
embargo dado que es una funciéon que depende del tiempo, es posible considerarla como parte de

la perturbacién py(t) = p(t) + xﬁ[‘), resultando en

€ =€i+1, t=1,...,n—1

én =v + pd(t)a (3.5>

lo que permite un diseno general para la ley de control, sin importar estructuralmente la senal de
referencia. Por lo que es posible disenar una ley de control para estabilizar el origen del sistema
(3.4) y extender el resultado para el sistema (3.5) con sus respectivas variables.

De esta manera, el problema de control se convierte en estabilizar el origen del sistema (3.4),
rechazando perturbaciones. Para ello, se busca hacer que el sistema en lazo cerrado sea homogéneo,
ya que se tienen muchas propiedades utiles [2]. Recordando el Capitulo 2, se define d € R como el
grado de homogeneidad del sistema y r = [ry, ..., 7,]7 como el vector de pesos, donde r; = r; 1 +d,
para ¢ = 1,...,n + 2. Sin pérdida de generalidad, se considera r; = 1.
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Asi, tomando las consideraciones anteriores se procede al diseno del controlador integral para
estabilizar el sistema (3.4), el cual se divide en dos partes. La primera consiste en el disefio de una
ley de control que estabilice el origen de (3.4) y la segunda en el disenio de la accién integral que
permita compensar la perturbacion p(t).

3.2. Ley de Control Estabilizante

Para el diseno del control estabilizante, se considera el sistema (3.4) sin perturbacién, el cual
se convierte en la siguiente cadena de integradores

Ty =Ti+1, Z:L,?’L—l

. (3.6)
Tn =0.
De [6] se sabe que la ley de control estatica
S - S - [ T I4+nd
V= — k'n ’V"an 1+(n-1)d 4 k}n,1 Irl’nflj 4(n-2)d 4 4 kg IVLTQJ I+d 4 klle s
(3.7)

n—1 1
=TT
J
j=i

estabiliza el origen del sistema (3.6) con grado de homogeneidad d € [—%, 0], para valores adecuados
de k;. Es facil notar que para d = 0, tenemos una ley de control lineal. Sin embargo como se vio en
el Capitulo 2, el controlador lineal solo nos permitird estabilidad exponencial, mientras que para
d < 0 el controlador nos brindara estabilidad en tiempo finito para el origen del sistema (3.6).
Asimismo, se tiene control por modos deslizantes de alto orden, para d = —%, el cual es capaz de
rechazar perturbaciones acotadas.

3.2.1. Funcién de Lyapunov

En [6] se presenta la funcién de Lyapunov que asegura la estabilidad del origen del sistema (3.6)
en lazo cerrado con la ley de control (3.7), la cual se construye a partir de los siguientes elementos

Vi(Z:) =%i-1Vie1(ZTim1) + Wi(Z,),
14 (i — 1)d

_m m—(1+(i=1)d)
|xi|1+(zfl)d _ [Vi—lj H-Dd g, 4 (1 _

(7:)
(Z:)

vi(@:) = — ki [o ] T,
(7:)

|Vi—l|ﬁ7

1+ (i — 1)d>
(3.8)

I
=[] 07 — iy | TR0 = [ | 707 4 BT o,

1
Vi(zy) = E|x1|m7 n(zy) = —ki Pfled, —
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y de acuerdo con el Teorema 4, es posible concluir que se debe cumplir m > r; +ry = 24 d. Siendo
r1 =1y ro =14 d los pesos de homogeneidad con mayor magnitud, ya que d es negativo.

Siendo que la demostracién principal en [5] se realiza mediante backstepping, suponiendo que
cada estado funciona como una ley de control virtual para una cadena de integradores de menor
orden. No es sorprendente que la funcion de Lyapunov se construya de forma recursiva. De esta
forma, es posible ver que en (3.8) la funcién de Lyapunov se va construyendo recursivamente con
funciones de Lyapunov para sistemas de orden inferior y controladores con la estructura de (3.7),
donde v;(Z;) corresponde a la ley de control para un sistema de orden i y la funciéon W;(z;) permite
relacionar el estado z; con la variable v;_1, es decir con la ley de control para un sistema de orden
menor, con ello se logra mostrar que la ley de control (3.7) lleva al peniltimo estado de la cadena
(3.6) a un subespacio que corresponde a la ley de control de un orden menor. Haciendo asi, que
los estados (xg, ..., Z,,_1) se comporten como variables de control virtual y estabilicen el origen del
sistema (3.6).

Con lo anterior, es posible reescribir v; como

X 142
Vy = — kQ ’7’7$2J1+d -+ k11+dl’1J
(3.9)
1 1 1+id
v, = — ki “xd +G-Dd 4 [Vz‘flJ 1+(i71)dJ ’ 7 = 37 )
siendo més facil notar que v; en (3.9) representa el controlador estabilizante (3.7) de orden reducido,
es decir estabiliza el origen del sistema (3.6) con n = i. Siendo v, la ley de control (3.7) que estabiliza

el origen del sistema (3.6).

3.2.2. Sistema en Lazo Cerrado

T e
u . X
$(x,€) bi=fuw)l s w hx) | »
Controlador Planta
Estabilizante

Figura 3.1: Sistema Retroalimentado

Utilizando la ley de control (3.9), el sistema (3.6) en lazo cerrado correspondiente a la Figura
3.1 se convierte en

iti =Tjt1, z:l,,n—l
1 Jl-‘rnd (310)

jf)n = - kn lr(xnjm - ’VanlJm ;

siendo d € [—+,0].
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Se sabe de [6] que el sistema (3.10) es estable en tiempo finito y tiene la funcién de Lyapunov
propuesta en (3.8). Recordando la funcién de Lyapunov, se tiene

1+ (n—1)d m m=(l+(n=1)d)

Vn(z) :’Vn—lvn—l(:i‘n—l) + |xn| +(n-1)d — [ IJ 1+(n Dd x,+

(1 _ ww%_ﬂu(ﬁﬂ)d’
m
cuya derivada a lo largo de las trayectorias de (3.10) es

Vn(x) :’ynflvnfl (jnfl)_

S 1 |l4nd m—(1+(n-1)d) m—(1+(n-1)d)
kn “an T+(n—1)d — (’/iflJ 1+(n—1)dJ [[an T+(n—1)yd — ’VanlJ T+(n—1)d ]_
— (14 (n—1)d) m=2(1+(n—1)d)

_ 1+(n—1)d )
1 + (n — 1)d (l'n l/nfl) ’anll Vn—1,

1
donde es importante notar que aunque v,_; no es diferenciable, los términos [v,_;|™@-Dd y

|Up 1| =04 &i lo son. Sin embargo, por simplicidad sus derivadas se escriben en términos de 1, ;.
Asi, es posible notar que el segundo término es negativo semidefinido y la region donde este se
hace cero es en S = {x,, = 1,,_1}, se tiene

Vn(m) :’Ynflvnfl (i'nfl) ‘in—1=xn=vn—1

la cual, por construccién es negativa. Por lo tanto, de acuerdo al Lema 3 es posible hacer V <
m+d .
—c||z||,""", para valores suficientemente grandes de k.

3.3. Accién Integral

Basado en la ley de control estabilizante (3.7), se anade la ley de control dindmica correspon-
diente a la accién integral como se observa en la Figura 3.2.

>

e o
Accion Integra L}

r e
> i = flranp) » hix : >
@ d(x,e) ) 2

Planta

L 1o
*=

Controlador
Estabilizante

Figura 3.2: Sistema Retroalimentado con Accion Integral
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La accién integral que se considera tiene la siguiente estructura

N . 1+(n+1)d
J , (3.11)

. T+(n—1)d
z = _kfl ’7131 =+ k[2$21+d + ...+ /{;[nxn+(” )

la cual se escribe de tal forma que se conserva la homogeneidad del sistema y por lo mismo se
anade una nueva cota para d, siendo que la potencia no puede ser negativa, se tiene que d > —n+r1.
Notese que se tiene el caso del control integral discontinuo cuando d = —n+r1 y el caso del control
integral continuo para d € (—n%l, 0].

Es importante mencionar que la forma de la accion integral puede tener cualquier estructura,

siempre y cuando la accién integral satisfaga

(x) =kno¢.(x), ¢,: R" — Ry homogénea de grado 1+ (n + 1)d,
¢Z<I1,O,...7O) :—wz(ﬁl), «lez(«rl) > 0.
Cabe mencionar que la condicién (3.12) es una condicién natural, ya que en estado de equilibrio

el tinico estado del sistema (3.4) diferente de cero es x; y la ganancia kj; nos limita la accién integral
como se haria en un controlador integral clasico.

(3.12)

3.4. Ley de Control Integral

De esta manera, es posible formular el siguiente teorema para d < 0.

Teorema 6. Sea el sistema (3.4) y elijase el grado de homogeneidad d € [—#1,0]. Entonces la
ley de control

1 —

_ B T14nd
V= k’n ’VIViBnJ Wl’l)d + kn,1 ’:Tn,lJ "+(n—2)d —+ ..+ kz (xgj ?ld + k‘ll'lJ + Z,

n—1 1
l_ci:Hk;j”“, i=1...,n-1 (3.13)
=i

1+(n—1)d

z :k}[l ’71:1 -+ k[gﬂ??lﬂ + ...+ kmxn

1 1 J I+(n+1)d
estabiliza el origen del sistema (3.4) exponencialmente, para valores adecuados de k;, i € {i =
L,...,n}, kn, cualesquiera valores de kp;, j € {2,...,n} y perturbaciones constantes.

Ademds, si el grado de homogeneidad d es negativo, la ley de control (3.13) estabiliza el origen
del sistema (3.4) en tiempo finito.

Mas aun si el grado de homogeneidad es d = —ﬁ, es posible elegir kry tal que el controlador
(5.13) estabiliza el origen del sistema (3.4) en tiempo finito, rechazando perturbaciones Lipschitz
con una constante Lipschitz L < kp1. A

En el Teorema 6 es importante notar que la ganancia mas influyente en la accién integral es kr;
y que las demés ganancias kjs, ..., kj, podrian tomar cualquier valor, inclusive cero. Esto se debe
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a que la accién integral funciona como un compensador de la perturbaciéon y al ser una cadena de
integradores, el tnico estado diferente de cero en un punto de equilibrio es x;. Por lo que es posible
realizar la accion integral inicamente con el primer estado del sistema, lo que resulta conveniente,
ya que este estado es comun encontrarlo como salida de un sistema y no es necesario estimarlo,
por lo que no se introduce ruido adicional en la accién integral.

Asimismo, las ganancias del controlador no se ven afectadas por la adicién de la accion integral,
salvo la ganancia del iltimo estado. Esto se debe principalmente a que la acciéon integral tiene su
propio parametro kr; y este puede ser suficientemente pequeno, de tal manera no influya en la
estabilidad del origen del sistema (3.14). Sin embargo, en el caso discontinuo como se menciona
en el Teorema 6, la constante Lipschitz de las perturbaciones que puede rechazar el controlador
(3.13) debe ser menor que la ganancia kj;.

Por otro lado, es importante notar que cuando 1 + (n + 1) = 0, es decir, el lado derecho del
control integral es discontinuo, la tnica restriccién que se tiene para la perturbacion se encuentra
en su derivada, por lo que la perturbacion puede no estar acotada, satisfaciendo las condiciones del
Teorema 6. Con lo anterior, es facil ver que el controlador integral discontinuo es capaz de rechazar
perturbaciones crecientes y variantes en el tiempo, en contraste con el control integral continuo,
que solo puede compensar perturbaciones constantes.

Vale la pena mencionar que por la propiedad de escalamiento en la homogeneidad, es posible
mostrar que si las ganancias kj—1 ., y kr1,..n) estabilizan el origen del sistema (3.4) en lazo

1

cerrado para una constante Lipschitz L, entonces las ganancias A"=t-nki_y ¥y A"=bon kg
estabilizardn el origen del sistema (3.4) en lazo cerrado para una constante Lipschitz AL, para
cualquier A > 0.

3.5. Propiedades del Algoritmo

Del desarrollo de la prueba que se mostrara en la Seccién 3.6, es posible destacar las siguientes
propiedades del método:

= El controlador integral resultante utiliza como base la ley de control estabilizante para el
sistema sin perturbacién y la funciéon de Lyapunov para el sistema en lazo cerrado.

= Las ganancias del controlador estabilizante no se ven afectadas por la adicion de la accién
integral con ganancia pequena.

= El estado aumentado nos permite llevar al primer estado a la trayectoria deseada, rechazando
perturbaciones.

= El grado de homogeneidad del sistema nos indica el tipo de perturbaciéon que se puede
soportar, de forma especial un controlador integral discontinuo puede soportar perturbaciones
Lipschitz.

= La n-ésima derivada de la referencia puede ser considerada como parte de las perturbacién.
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3.6. Construccion de la Funciéon de Lyapunov

3.6.1. Sistema en Lazo Cerrado

En esta Seccién se mostrara que la adicién de la accién integral, ademés de no inestabilizar al
controlador estatico, permite lidiar con perturbaciones cuyas derivadas estan acotadas.

De esta manera, se sustituye la ley de control (3.13) en el sistema (3.4). Asimismo, como la
compensacién de la perturbacién se realiza en la parte integral, se define la variable x,, 1 = p(t)+z
y se reescribe el sistema en términos de la derivada de p(t). Por lo tanto el sistema (3.4) se convierte
en

Ti =T, t=1,...n—1

1 = _1 — 1 _ Tn+1
Ty = — kn ’7[an o4 knfl P[:nflj -1 4 .+ kg (l’QJ r2 4 klle + Tpt1, (314)

1

1 1 Tn+2
j?n—f—l = — /{311 ’Vl’l + ]{7121‘52 + ...+ k?[nl‘ﬁ"J + p(t)

3.6.2. Idea General

El desarrollo de las pruebas realizadas a continuacion tiene una ideal general base. Esta idea no
es posible generalizarla a cualquier controlador por el momento, pero puede ser aplicado a varios
controladores con sus respectivas restricciones.

Primero, se supone que se tiene un sistema como una cadena de integradores, es decir un sistema
en la forma de (3.4). Asimismo, se asume que existe una ley de control por retroalimentacién de
estados estatica y homogénea de grado r, = r,.1 = 1+ nd

v=20¢(z), ¢:R"—=R (3.15)
que estabiliza el origen del sistema (3.4) en lazo cerrado

T =11, z:l,,n—l

£ =6() + pl1), (3.16)

en ausencia de la perturbacion p(t) y existe una funcién de Lyapunov homogénea W (z) de grado
m > r; +re =2+ d que lo asegura. Siendo el origen del sistema (3.16) sin perturbacién un punto
de equilibrio estable en tiempo finito.

Por otro lado, se considera la accién integral homogénea de grado r, = r,,0 = 1 4+ (n + 1)d,
con la siguiente estructura

Z2=kno.(z), ¢,:R"— R, (3.17)

y la cual cumple las condiciones en (3.12), es decir

¢Z(x1707 ,O) = _¢z(x1)> $1w2($1> > 0. (318)
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De esta manera, uniendo la ley de control estatica (3.15) y la accién integral (3.17), se tiene

U =Q(x)+ z,
| ¢(z) (3.19)
z :kl 1 ¢z (.I'),

el cual corresponde al controlador integral homogéneo, siendo un caso particular el controlador

(3.13).

Es importante mencionar que las funciones ¢(x) y ¢.(x) deben ser continuas y por ende no
pueden tener grado de homogeneidad negativo, por ello el grado del sistema resultante se ve
restringido por el grado de homogeneidad de ¢, (), es decir por r,,2 y por lo tanto el grado de
homogeneidad debe ser mayor o igual a —n+r1. Asi, el grado de homogeneidad del sistema en lazo
cerrado es d € [—#1,0], teniendo el caso de un controlador integral lineal cuando d = 0, un
controlador integral discontinuo cuando d = —#1 y un controladores integrales continuos con
estabilidad en tiempo finito del origen, para grado de homogeneidad d € (—n+r1, 0).

Utilizando la ley de control integral (3.17) en (3.4) y definiendo un estado aumentado z,; =

z 4+ p(t), se obtiene el siguiente sistema en lazo cerrado

.I.'Z' =Ti+1, z:l,,n—l
Tp =P(T) + Tpy1, (3.20)
Tpy1 =kno.(z) + p(t),

en el cual, para z,41 = 0 se tiene el sistema en lazo cerrado del control estabilizante (3.16). Por
esta razén, es posible pensar que la funcién de Lyapunov W (x) que asegura estabilidad del origen
del sistema (3.16), es 1til para el sistema aumentado. Puede notarse que el sistema (3.14), tiene la
estructura presente en el sistema (3.20)

Ahora se analiza el punto de equilibrio para el sistema aumentado, para ello se hace la dinamica
cero y se tienen las siguientes ecuaciones

O:$i+1, z:l,,n—l
0 :¢($‘) + Tn+1,

donde es posible ver que los estados s, ..., x, son cero y el valor de x; es dependiente del estado
ZTni1, dado por la siguiente funcion

71 = ¢, (Tns1), (3.21)

donde ¢,, representa la funciéon donde tinicamente participa 1, siendo que los demés estados son
idénticamente cero.

Asi, es posible definir una variable auxiliar, la cual relaciona el estado x; con su valor en estado
de equilibrio (3.21). Por lo tanto, se tiene

& =11 — &) (Tng1), (3.22)

cuya derivada es
agzs;ll (xn+1>

Uil 3.23
a$n+1 ot ( )

512552—
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. _ . . 9z (zn :
donde es importante notar que ¢ !(z,1) no es diferenciable y por tanto ¢al++1+1) no es continua
n

si el grado de homogeneidad del sistema fuese positivo. Por lo anterior, el grado de homogeneidad
del sistema (3.20) debe ser d < 0.

De esta manera, se construye una nueva funcién de Lyapunov, basada en la funcién de Lyapunov
del sistema (3.16) sin perturbacién. Para ello, se sustituye el estado z; por la nueva variable &
en la funcién de Lyapunov W (x) para el sistema nominal y se anade un término homogéneo del
estado aumento x,,,1. Teniendo el resultado siguiente

1+ nd

V<:C> = W(fla X2, 7xn) + ‘anrl‘ﬁ (324)

De esta manera, se tiene una funcién de Lyapunov que asegura la estabilidad en tiempo finito
del origen del sistema (3.16), para alguna clase de perturbaciones.

En las siguientes tres secciones, se mostrara el procedimiento para nuestro caso en particu-
lar. Recordando que esta idea no se puede aplicar de forma general. Para facilitar la lectura se
presentaran los casos de orden n = 2 y n = 3, y finalmente el caso de orden arbitrario, aunque
estrictamente serfa suficiente sélo el iltimo caso.

3.6.3. Controlador Integral - Orden 2

Para comenzar, la prueba bésica se realiza con el controlador de orden 2, andlogamente a [20] se
mostrara que el controlador integral es capaz de estabilizar el origen de una cadena de integradores
de orden 2.

De esta manera, el sistema (3.14) para orden 2 se convierte en

.flzfﬂg

L +2d
Ty = —ko ’7|_5E2J”d + k’f+d$1J + 3 (3.25)

1 J 143d

i’g = —kjl [1‘1 + k’[z [l‘ng + p(t),

y de acuerdo a (3.8), se construye la funciéon de Lyapunov nominal para el controlador estabilizante,
resultando en
Va(z) =nVi(z1) + Wa(zr, z2)

1+d m m—(1+d) _ 14+dY, =
e by i (1= D,

=D+
m

con 7, > 0.

Asi, se utilizara la funcién de Lyapunov para el sistema aumentado, sin embargo la accién
integral busca compensar la perturbacién en el punto de equilibrio de los estados del sistema (3.4).
Por lo tanto, haciendo la dinamica cero se tiene

0 =T

) L g1+
0=—k ’7|7$2J1+d +k311+d$1J + x3,



3.6. CONSTRUCCION DE LA FUNCION DE LYAPUNOV 27

obteniendo

=1 =1 1
_ 7.772d 1,144 —
xy =ky ket [ag] TR

i) =0

(3.26)

A partir del punto de equilibrio (3.26), se define la siguiente variable

1
§1 =121 — szQdlird EZI R

cuya derivada es

1 1+2d 1+1d i L 1+3d .
51 = T2+ —Qdk ky |!E |1+2d kn [ﬂﬁ + ko |_372J dJ - P(t)

I NN L
2*@’“ k+ 5| 750 | gy | &1 + kra [0) T + kg 20k TF [arg) 500 —p(t)].

Ahora, sustituyendo z; por la nueva variable &; en la funcién de Lyapunov nominal y anadiendo
un término homogéneo de x3 que nos permita asegurar que la nueva funciéon candidata de Lyapunov
sea positiva definida, se tiene

1+ m—(1+d) 1+d

m— m 1 + 2d
|$2| 1+d + k L4d |(£1J (1+d) T + <1 — m> k11+d |£ |

|m3’Tm2d7

Vae) = 6" +

donde es facil mostrar que es positiva definida mediante el Lema 2, en el cual se puede ver que
los términos cruzados (de signo indefinido) son dominados por los términos positivos.

Derivando la funcién candidata de Lyapunov a lo largo de las trayectorias del sistema (3.25),
se obtiene

Va(a) =<(71 (= @ )R ) 6™ 4 = (4 ) e >> b
m—(1+d) m—(1+d) 1 1 = N 14-2d
( [Xg| TFT 4k (§1Jm_(1+d)> (k2 ﬁxﬂ T e+ Ky [ HMJ — $3> -

IVSC.P)J mfl(i;de)

) I | usd
kn {51 + ko [0 |75 + ky ™ Ry 3] ”“J —p(t) ],
la cual, es posible escribirla como

Va(x) = Fi(z) + Fy(, p(t)),
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donde
_m_ m—(1+d)
Fi(z) = <<’Yl + (m —(1+ d))klu-d) [&Jm—l + (m i d))kl i+d |£l|m—(2+d)$2> To—
o (a0 [0 Y o)
L1+
i) = [ea) 3 + 77+ T a5 |~k
Fy(z, p(t)) = — knas(z, p(t))

o p(0) = - § jzdkﬁdk_l((w( - @)k e

—(14d)

m—(142d)
(= (o )y T e 0 b 8 o [ T

-1 -1 14+3d
1
61+ b Faag oo T o | ]

Es importante notar que en el caso discontinuo, es posible acotar Vz(a:) de la siguiente manera
Va(z) < Fi(x) + méx Fy(x, L),

siendo méx Fy(z, L) y Fi(z) funciones homogéneas uni-valuadas semicontinuas por arriba.
Analizando el segundo término de la funcién Fi(z), se tiene la funcién aq(x)

o . R
i) = | Foaf 0 T+ KT )|~ i
recordando el Lema 5, se tiene que
sien (o)) = sign  Faa) %7 + K776, )
anulandose s6lo cuando

’iﬁEgJﬁ + k’fﬂ& =0.

Por lo tanto, el segundo término de Fi(z) tiene signo negativo y en la regién donde este se
m—(14d)

m— (1
desvanece, es decir cuando [z s —|— ky & &™) = 0 6 bien S; = {29 =~k [€ |t },

la funcion se convierte en

m+14d

F1|Sl :—k‘l(%—f-( (1—|—d)) )|§ |m d ( (1—|—d))k 1+d M Jm+d

< — k&

)| m+d

la cual es negativa para k; > 0. Utilizando el Lema 3 (o0 4), se tiene F} < —c||(&1, z2 para ko

suficientemente grande.
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Nétese que Fi(z) = 0 solo en el conjunto Sy = {(51, Tg) = O}, teniendo el siguiente valor de F,
en el conjunto So

YWY me man
Fyls, = —kpiky "k T |wg|1r2d 4[] TR p(1),

la cual es negativa para perturbaciones cuyas derivadas se encuentran acotadas por

1+43d 1+3d 143d

1p(t)] < kpiky TPk, T |3g| TH2a (3.27)

Por lo tanto, utilizando el Lema 3 (o0 4) es posible asegurar que Va(z) es negativa definida para
k11 suficientemente pequeno. Y por ende se tiene estabilidad en tiempo finito del origen del sistema
(3.25), para perturbaciones que satisfagan (3.27). Note que una perturbacién constante siempre lo
satisface.

Por otro lado, se tiene el controlador integral discontinuo para d = —%. Sustituyendo en (3.27)
se tiene

PO < kn,

el cual nos lleva a un controlador capaz de soportar perturbaciones Lipschitz, con una constante
Lipschitz menor a kj;.

Es importante notar que las restricciones que se tienen, inicamente se encuentran en la deri-
vada de la perturbacién, siendo de esta manera que el control integral puede soportar inclusive
perturbaciones no acotadas.

3.6.4. Controlador Integral - Orden 3

Anélogo al caso de orden 2, se realizara la prueba para el caso de orden 3, donde el sistema
(3.14) para orden 3 se convierte en

.fl = T2
.Ztg = I3

1 _1 1 1 1 1+3d (3 28
T3 = —k3 [[:nglﬂ’d + kot [ TH + kg T kT le + x4 28)

1 J 1+4d

iy = —kn {"71 t+ kipy [22] T + gy [s) 777 +p(1),

nuevamente, se construye la funcién de Lyapunov nominal para el controlador estabilizante, utili-
zando (3.8). Obteniendo

Va(z) =7Va() + Wa(a)
1+ 2d m—(1+2d) " 1 Jm—(1+2d)

=72Va(z) + |wg|THEa 4 Ky T (@Jlfd + kM

T3+

m

1+2d o
(1_ : (2] T + kT,

m
1+2d

)
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la cual contiene la funcién de Lyapunov para el sistema de orden 2 y anade términos que relaciona
el nuevo estado x3 con los estados del sistema de orden 2.

Nuevamente se busca, encontrar el punto de equilibrio de los estados del sistema nominal. Por
lo tanto, se hace cero su dindamica

L 1 1 11 | 1t3d
0= —k3 ’7($3J1+2d + k21+2d Irl’gjm + k21+2d]€11+d1‘1J + X4,

obteniendo

o S e 1
__1.143d 1.14+2d 1. 1+d 133d
:L‘l —k3 k:2 kl |7$4J 1+3d

> =0 (3.29)

T3 =0.

Fécilmente podemos ver, que tanto en (3.26) y (3.29) el unico estado diferente de cero es x;.
Asi, se define nuevamente la variable

-1 -1 -1 1
o T53d 1.142d 1,144 —
§o=a1 — kg kT T [y TR

cuya derivada es

: 1 1Fsa, 19, 1y, 52 1 L 144d
&1 =z2 + by T30 by T2 kT mg| TH3E | Ky [11 + k12 2] THe + kr3 [23] 1+2dJ —p(t)

1+3d 3

—1 —1 —1 _34 1 1 —1 —1 —1
3d d d 1r3d ira 1¥sd 3d d d 1734
k31+-3 k21+2 k11+ |$4| 1+3d |:k11 ’751 + k1o |—$2j T+d + kg3 "ng 1+2d 4 k31+3 k21+2 kll+ ]—ac4J 1+3d

J 1+4d

=2 +

1+3d - p(t)]

Nuevamente, se sustituye z; por la nueva variable & en la funcion de Lyapunov nominal y
se anade un término homogéneo de x4 que permita asegurar que la nueva funcién candidata de
Lyapunov sea positiva definida, por lo tanto se tiene

1+ 2d m m—(1+2d) 1 1 m—(1+2d)
Vi) =1aVa(6r, 25) + |mww@WdﬁmW+me -
1+ 2d\ . - 1 o m 1+ 3d m
(1= 22D |y g |+ L o,

para la cual, se puede mostrar que es positiva definida por el Lema 2.
Derivando la funcién candidata de Lyapunov a lo largo de las trayectorias del sistema (3.28),
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se tiene

m—(142d)

m—(2+2d
(517$2)$3> + (m — (1 + Qd))k‘z 1+2d ( )

[SﬂzJﬁ + kit X

(gla 1‘2)51 + —

0
0xo
1 142d
|JI2‘ 1+d$3+k1+d§1> (:rg—l—kz ﬁxzjlid +k11+d§1J >_

—(142d) m—(1+2d) 1 1 m—(142d)
1+2d + kz 1+2d Irl‘QJ T+d _|_ k/,llergl %

%uazw(a

(

1+3d
( m1ww+wﬂwmpw+wHMkwg+kww(4H&J —m>_

m—(143d) =1 —1

1+4d
[a) " ree [lﬂl #1 i [0 T8+ hyg [ 798 4 kI KT R [ 4J”13‘1J - fi(t)],

la cual, es posible escribirla como
Va(z) = Fi(x) + Fa(, p(t)),
donde

Fi(z) = (ai Vo (&1, x2)xa + £%(§1,$2)$3>+

m—(142d)

(m—(1+2d)k, "

_1 m—(24+2d)
LR x

(1+d’x2‘ 1+dx3+k ) 3 + ko [:L'QJHd—i-kl & —

m—(14+2d) mfl(12+d2d> B ﬁ (1424d)
k3| [zg]| T2 + k, + (29 T+ _|_k1+ & a1 ()

1+3d
) = [Faa 9 4 K57 Faa) 780 4 006 4 75 T |

Fy(z, p(t)) = — knoa(z, p(t))
m—(1+2d) 1

) 1 —1 1 -1 ) e
az(z,p(t)) = [ iy 3dk”3dk”2dk”d |14 |TF3d Tad (72851/2(517962) + (m —(1+ 2d)>k:2 R

1+d +2d) _1 1 1+2d m—(143d)
[leaf 7+ w77 (w04 ke | o) T 4 + ) "5 |

1 1 -1 1+4d 1
[ [gl + kro [x2] T + krs|x3] T 4 by 5 kg 2 [T [y | 1+13dJ - P(ﬂ}

Nuevamente en el caso discontinuo, es posible acotarla por
Vs(z) < Fi(x) + méx Fy(z, L),

siendo méx Fy(z, L) y Fi(z) funciones homogéneas uni-valuadas semicontinuas por arriba.
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Nuevamente, para Fj(z) se tiene la funcién a4 (x)
L 1 L 11 1 L |3
) = [ Feal 9 T [l 14 TS T o9 | i

la cual, mediante el Lema 5 es posible demostrar que satisface

1 11
Sjgn(&1 (x)) = Sign ("g;:sJ ﬁ + k21+2d [.TQJ ﬁld + k21+2d k11+dé-1> :
anuldndose sdlo cuando
1 11
(03 998 + 750 [y | 7570 4 KT kT = 0.

De tal manera, el tltimo término en Fj(x) es negativo. En la regiéon donde este se desvane-
m—(1+2d) m=—(1+2d) " 1 1 Jm_(1+2d)

ce, es decir cuando [x3]” T 4 k, To| T+ kT

:OobienSlz{xg,:

1

) L+
—ks ﬁl’zj THd 4 /ﬁ“d&J }, se tiene

Fils, = (35 Va(&1, xa)xs + 882 (517$2)$3>

) . 1ted,
z3=—ko [fm] THd 4+ §1J

donde es facil ver, que en la regién en donde se desvanece, x3 se convierte en el controlador para
el sistema de orden 2 y siendo que la funcion que no se ha desvanecido corresponde a la derivada
de la funcién de Lyapunov de orden 2 (Vy(x)) y de acuerdo al Lema 3 (o 4), la funcién se puede
acotar por Fy < —c||(&, x2, x3)||7%¢ para valores de k3 y ks suficientemente grandes. Nétese que
el valor de la ganancia ks no se ve afectado, por lo que puede ser el mismo que en el caso nominal.

Nuevamente se tiene que Fi(z) = 0 solo en el conjunto Sy = {(&;,22,23) = 0}, teniendo el
valor de F5 en ese conjunto

144d 1+4d _ 144d m—(1+3d)

F2|52 = k‘[lk' 1+3dl€7mki 1+d |J,‘4|1+3d + [$4J 1+3d p(t)a

la cual es negativa para perturbaciones cuyas derivadas se encuentran acotadas por

1+4d 14+4d 14+4d

()| < kepphen 43 fo 142 TR g0 19550 3.30
1Y 3 2 1

Por lo tanto, nuevamente utilizando el Lema 3 (o 4) es posible asegurar que Vs(z) es negativa
para kp; suficientemente pequeno. Y por ende se tiene estabilidad en tiempo finito del origen del
sistema (3.28), para perturbaciones que satisfagan (3.30).

Nuevamente, se tiene el controlador integral discontinuo para d = —%1. Sustituyendo en (3.30)
se tiene

[p@)] < kn,

el cual nuevamente soporta perturbaciones Lipschitz, con una constante Lipschitz menor a kp;.
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3.6.5. Controlador Integral - Orden n

Finalmente se realizara el procedimiento para el caso general, con el cual se podra validar el
Teorema 6. Como se ha observado en los casos anteriores, el procedimiento para las pruebas es el
mismo. Para ello, se recuerda el sistema (3.14)

Ty =Tj41, Z:L...,n—l

1+nd
J + xn—&-ly

- SEsCT 3
Tp = — kn lr[l'nj Trin=hd + kn—l Irajn—lJ e p T k1$1 (331>

1+(n—1)d

1 1 1+(n+1)d
jJn-‘,—l :—]{3[1 ’7$1—|—k’[21‘21+d +—|—k3[nl‘n J

En el caso de la funcién de Lyapunov para el sistema nominal, es importante que notar que
el elemento crucial serd el que relaciona la variable x, con todas variables anteriores, es decir
W, (z). Ya que como se vio en el caso de orden 3, la funcién de Lyapunov para el sistema (3.31)
es constituida por este elemento y la funcién de Lyapunov sistema de orden reducido, es decir
Vao1(z).

De la ecuacién (3.8), es posible construir los siguientes elementos

1

On-1(Tp-1) = [Tn_1] T2 + kns (22| T oty [2o] T + ki

n—2 1
k=K7Y i=1,.n-2
j=i

1 ~ 1 ~ 1 ~ 1+(n—1)d
Vp-1=—kn-1 ﬁ%—lj 08+ fy g [0 | TFO9T 4 4 ki [p] T + klle ;
los cuales se reescribiran de forma maéas compacta
O-nfl(jnfl) = (xnflJ 1+(n172)d + .t /;71.1’1

n—2 1

i .

k‘i:Hk‘jlﬂ ;1= 1,...,n—2 (332)
j=i

1 - 1+(n—1)d
Up—1 = — k1 ﬁxn_lj Hn-2d | + klle )

De esta manera, utilizando (3.8) y (3.32) es posible construir la funcién de Lyapunov del sistema
nominal

V(@) =Yn-1Vao1(z) + Wy ()
(

)
)

:’Vn—lvn—l x)+
— m m—(t(n—1)d) - m—(1+(n—1)d
Lt (n=1)d 1>d1xnym + kb, D ﬁxn,ljm +o 4 k1$1J S Tnt
m
(1- Lt(n—1)d Dd)kW Y L LR 0P
m
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con la cual se asegura la estabilidad del origen del sistema (3.31), pero sin el estado x,1.
Por otro lado, recordando las ganancias k; del controlador (3.13) presentes en (3.31)

n—1 1 n—1 1

1. i+l 1+jd ;o

ko= ]k =]]k7 i=1..n-1
j=i j=i

es posible notar la siguiente relacion entre estas y las ganancias k; presentes en la ecuacién (3.32)

1

ki =k 0k, (3.33)
Buscando nuevamente el punto de equilibrio, se tienen las siguientes ecuaciones

O:[EZ‘+1, Z:]_,,TL—]_

1+nd
J + xn—i—h

0=— kn ’V[IHJWI_MI + En_l [xn_ljm + ...+ E‘Q (IgJﬁ -+ ];31ZL’1
de las cuales se tiene el punto de equilibrio

1 1
_ 1.1 1+nd T
Ty =ky kn T [Ty [T

Z; :O, i:2,...,n,

(3.34)

el cual, al igual que en los sistemas de orden 2 y 3, el tnico estado diferente de cero es z;. Y
nuevamente se define la variable

. -1 1
& =x1 — by kT [ | TR

cuya derivada es

: 1 4, ~ 19 —nd THa TTooTa thnd
&1 =x2 + k] “kn |y 1| THnd {kn [961 +kroxy ™ 4+ kg J - P(t)} )
1+nd
_ 1 o, 1 —nd Tra 1+(1L171)d S, TEwa 1 M .
=e2 + 7 n ndkl Ky [Tpp1]|” THnd {kn ’751 +krazy T o+ knTn + Kk Tk [Tr41] 1*"“‘J - p(t)}

Al igual que en los caso de orden 2 y 3, se sustituye z; por la nueva variable & en la funcién
de Lyapunov original y se anade un término homogéneo de la variable aumentada (z,1), de tal
forma que la nueva funcién candidata de Lyapunov sea positiva definida. Para ello, analogo al
control estabilizante en la Seccién 3.2 se definen las siguientes funciones

L B 142d
va =~ ks ﬁw +’ff”51J
d (3.35)
1412
Ve = — k; “xiijL(yi_lJMJ . i=3,..n
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las cuales conservan la estructura que se tenfa en (3.9), pero sustituyendo x; por &;. De esta forma
el sistema (3.31) puede ser escrito como

Ty =Tj41, Z:L...,n—l

1+nd
L (NS U S -
iy = —k [[%Jlﬂn—md — [Vetnony | T + kT ke T [0 ] ”"dJ T Tty (3.36)

) 1+(n+1)d
J (),

. TTt=Tyd
Tpi1 = —kn ’71'1 + kmiEHd + oo+ kY

donde es posible ver que se tiene una estructura similar al sistema en lazo cerrado (3.10), pero
con el estado aumentado z,.1, el cual de ser cero nos regresa al sistema sistema nominal. De esta
manera, de forma similar al caso de orden 2 y 3 se construye la funcién candidata de Lyapunov.
Por lo tanto se sustituye z; por & en la funcién de Lyapunov del sistema nominal (3.8) y se anade
un término positivo en el estado aumentado x,.1, obteniendo asi

1+ (n—1)d m m—(+(n=1)d)

Vn<x> :7n71Vn71(517 T2, ey xnfl) + |xn| Hn—1d — (Vf(n—l)J T+(n=1)d an—i_

(1_1—|—(n—1)d) _m__14+nd m

|[Ve(n—1y|TFOD + | Ty | TF04

la cual facilmente se puede mostrar que es positiva definida.

Derivando la funcién candidata de Lyapunov a lo largo de las trayectorias del sistema (3.31),
se obtiene

. . m—(14+(n—1)d) m—(14(n—1)d)
Vn(.%') zvn_an_l(gl, X2, ..., xn_l) — knp, |: [.CI}”J I+(n-1)d [Vg(n—l)J I+(n—1)d :| X

1 1 I U 1 | 1tnd
[ ﬁ"’“""J O = g | T 4 Ry e T (anJ“"dJ - k#w] -

— (14 (n—-1)d) M~
Tt o Dd &~ Yenn) [Penon | T ey

m—(14+nd) [ — _ _ 1 1 1+(’I’L+1)
[Tpy1] TFnd [kn [51 + km‘“’d +..+ k]nan R e R ””dJ - p(t)],

la cual, tiene una estructura similar al caso nominal. Asimismo, analogo a los casos de orden 2 y
3 se puede descomponer en dos funciones y es posible escribirla como

v, = Fi(z) 4+ Fy(x),



36 CAPITULO 3. CONTROLADOR INTEGRAL PARA SISTEMAS HOMOGENEOS

donde
OV Vi1 m—(1+(n=1)d) m=—(+(n—1)d)
Fi(e) =1 (S on b oot G ) = | 2] T [ ] OO et
1 Tn—1
— (14 (n—1)d) m_20tnd) OV (1) We(n—1)
_ (n—1)d S\ 7 S\ T
1 + (7’L _ 1)d (l’n V{(n—l)) ’VE(n—l)‘ ( a& T2 + .+ azn,1 :En)a

1 _ 1 1+nd
ai(z) = ﬁx ] 1+(n Dd _— {Vg(n—l)J I+(n—Dd | kl_lkn T+nd (mn_f_lJH}ndJ — k;lxm_l

By(z, p(t)) = — knas(z, p(t))

. m— (14 (n—1)d) m=204+(n-1)d) g (,_1) m—(14+nd)
t — n— e n— 1+(n—1)d _ n 1+nd
e p0) =| " TU D 0 v e L) — [ «
1 1 _ _ 1 1 1+(n+1)d 1
{ [51 +kpprg ™ + .+ klnler(n D b ey T (w41 1+"dJ — kﬁ(t)]-
11

Analogo al caso de orden 2 y 3, en el caso discontinuo es posible acotarla por
Vo(z) < Fi(x) + méx Fy(z, L),

siendo méx Fy(z, L) y Fi(z) funciones homogéneas uni-valuadas semicontinuas por arriba.
Donde nuevamente en la funcién Fj(z), se analiza la funcién o (z)

14+nd
1 1 A . 1 _
ai(z) = %ﬂfnJ O — [V | O A ke T [ ””dJ — kg,
la cual, mediante el Lema 5 satisface

sign (a1 (x)) = sign ([m | — (yf(nfl)Jm >

De esta manera, es facil mostrar que el segundo término de F(z) es negativo. El cual se hace
cero en la regién Sy = {x, = v¢—1)}, donde la F(z) en esa region es

8Vn—1 X + aV;L— 1
861 ? axnfl

xn Y

Tn=V¢(n—1)

F1|51 :%—1<

donde es ficil notar que se tiene lo mismo que en el caso nominal, por lo tanto Fi|s, es ne-
gativa por construccién y de acuerdo al Lema 3 (o 4), la funcién puede acotarse por F; <
—cl|(&, xa, ...,xn)Hr"f;d para valores de k; (i = 2,...,n) suficientemente grandes. Es importante
notar que los valores de las ganancias k; (i = 2,...,n — 1) no se ven afectados por la adicién de la
accion integral y por tanto se pueden conservar como ganancias del controlador integral.

Nuevamente se tiene Fj(x) = 0 solo en el conjunto Sy = {(&1, 22, ..., z,) = 0}, en este conjunto
la funcion F5 se convierte en

. _ 14(n+1)d mtd m—(1+nd)
Fg(l‘) = — knk; (1+(n+1)d)kn 1+nd ‘xn+1|1+nd + (anrlJ T+nd p(lf),
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la cual es negativa para perturbaciones cuyas derivadas se encuentran acotadas por

1+(nt+1l)d 1+(n+1)d

p()] < kpyhy OOy I g T (3.37)

Por lo tanto, utilizando el Lema 3 (o 4) nuevamente es posible asegurar que V,,(x) es negativa
para kr; suficientemente pequeno. Y de igual forma la estabilidad en tiempo finito del origen del
sistema (3.31) para perturbaciones que satisfagan (3.37).

Al igual que en los casos de orden inferior, se tiene en controlador integral discontinuo para
d= —n+r1. Sustituyendo en (3.37)

p(t)| < ki,

lo que implica una robustez ante perturbaciones Lipschitz, con una constante Lipschitz menor a
k.
Con lo anterior se termina la prueba del Teorema 6. B
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Capitulo 4

Discusién del Controlador Integral

En este Capitulo se hard un anédlisis del sistema (3.4), el cual es

[llfi =Tit1, Z:L,n—l (4 1)
Ty, :U—f-p(t), ‘

siendo el origen del sistema un punto de equilibrio inestable.

A continuacién se mostrara la idea general para el cdlculo de las ganancias, posteriormente se
realizaran simulaciones del sistema en lazo abierto y en lazo cerrado, para sistemas de orden 2 y
3. Donde es posible mostrar que el controlador integral continuo puede compensar perturbaciones
constantes y en un caso especial, el control integral discontinuo puede lidiar con perturbaciones
Lipschitz. Posteriormente, se realizaran simulaciones con el controlador integral para las mismas
ganancias, pero con diferente grado de homogeneidad y finalmente se trabajara el control por
retroalimentacion de salida, utilizando observadores presentes en la literatura.

4.1. Calculo de Ganancias

El calculo de las ganancias del control es basado en la funcién de Lyapunov, para ello es
necesario recordar la funciéon de Lyapunov del sistema en lazo cerrado para un sistema de orden
n. Esta corresponde a

Va(@) =yn-1Va-1(2) + Wa(z)

1+ (n—1)d m motomo i) 1 .
:’Yn—lvn—l(m) + #’xd I+(n-1)d | kn_llJr( 1)d “xn—lj +(n=2)d 4 + kll'l

(1_ 1+(n—1)d)k1+(;"7_1)d

m n—1

m—(1+(n—1)d
J ( ! ) Tpt+

1 ~
[Zp—1 | FO=D9 + .+ kyay

‘ m

Las ganancias seran aquellas que logren que la derivada de la funcién candidata de Lyapunov
sea negativa definida, donde la derivada de la funciéon del Lyapunov corresponde a

Val(z) = Fi(w) + Fy(w, (1)),

39
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siendo

n—1

8Vn_ avn_ m—(14+(n—1)d) m—(14+(n—1)d)
Fi(x) :’Yn—l( 5 1332 + .+ 3 lxn) — kn, [ [£,] THe-Dd  — {Vg(n—l)J Tr(n-Dd ]Oq(l‘)—l—
&1 x
m — (1+ (n—1)d) m_20 D) IVe(n_1) Wen-1)
_ (n—1)d >\ 7/
sl T (P ),
B 1 14+nd
o (z) = [[:an T — [Ve(n—1) T 4 key Mk T T4 HI"dJ — ke
Fy(z, p(t)) = — knaa(z, p(t))

) m—(1+(n—1)d m=20+(n=1)d) QVg(,_1
o2, A(t)) :{ 1(+(n( l)d) )(ﬂfn — Ve(n—1)) [Ve(u-ny| D1 —sal)

24+ ...+

m—(1+4+nd)
; = [@pyr] T X
1
1 ﬁ . 1 1 1+(n+1)d 1
H& kel 4t Rl B T [ JJ - ,mpm].

En la Seccién 3.6, ya se mostrd que es posible hacer que Vn(:c) sea negativa definida para
valores adecuados de kg—i . ). Lo que implica que la funcién tiene un valor maximo y por ende

las ganancias estan restringidas por ese valor. Ademas, siendo las funciones homogéneas, el maximo
de la funcién se buscard en la esfera unitaria ||z|[,,, < 1.

De esta forma las ganancias del controlador se encuentran acotadas por
x
fa(@)
donde

oV, OV, m— (14 (—1)d
folz) = [%’—1( B 1x2+ ot o laii) + 1 i G (_ 1)d) )(IZ — Vg(i-1)) ¥

Ve(i—1) 1+(i—1)d (—x2 4ot —sz)

|vei-n)| ) o
m—(1+(i=1)d) m—(1+(i-1)d)

fa(z) :[ [z;] TF@EDd — (Vg(i—l)J T (i-Dd

1 1 14
] [T e — [y | 7007
para i = 2,...,n — 1. Es importante notar que el calculo de la ganancia k; es necesario conocer la

ganancia de un sistema anterior, es decir k;_; y siendo k; > 0. Asimismo, el calculo de la mayor
ganancia se anade el término de z,; en el denominador, lo que equivale a

kn, >méx{gn(x) } ,
9a()
donde
8Vn_1 8Vn_1 m — (1 + (n — 1)d)
n = n— n n -~ n— X
gn(T) {’Y 1( 2 T2 + +3mn1x>+ T+ (n—1)d (Tn — Ven-1))
m=20+(n=1)d) 7 e, _ OV (py— .
veg-y| O (i 4+ ) - knaz@s,p(t»}
&1 Tn—1
m=—(l+(n—1)d) m=(l+(n=1)d)
ga(z) = [ T — g | O Jon(a)
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Es importante mencionar que es posible encontrar el maximo, ya que cuando el denominador es
igual a cero el numerador es negativo, como se mostré en la prueba de la Seccién 3.6 y por lo tanto
el cociente tiende a —oo. Por lo tanto, es posible encontrar un minimo finito para las ganancias
del controlador.

Donde se considera que p(t) es perturbacién Lipschitz y por tanto inicamente bastaria trabajar
con los limites de su derivada, es decir p(t) = L, donde L corresponde a su constante de Lipschitz.
En el caso continuo, la constante de Lipschitz es L = 0. Asimismo, la ganancia integral kj; se

encuentra acotada por
]{?[1 > L.

Asimismo, la ganancia kj; debe ser suficientemente pequena para no afectar la estabilidad del

origen del sistema, esto es
— ’ —Q ($7 p(t))
k7 > méx {— ,
11 . Fl ( ZL‘)
Lo anterior es posible, ya que la funcién F}(z) es negativa semidefinida y cuando esta funcién

es idénticamente cero, la funcion as(x, p(t)) es positiva, por lo tanto es puede encontrar un maximo
positivo finito

4.2. Rechazo de Perturbaciones

En esta seccién se realizaran simulaciones, donde se muestra que el controlador (3.13) es capaz
de rechazar perturbaciones constantes para accién integral continua y perturbaciones Lipschitz con
constante Lipschitz L < kj; para el caso discontinuo.

4.2.1. Sistema de Orden 2
En este caso, el sistema (4.1) se convierte en
jjl =Z2,
.%.'2 =U + ,O(t)
el cual, se sabe que en lazo abierto tiene un punto de equilibrio inestable en el origen. Considerando
una condicién inicial xy = [0,1,0,1]7 y sin perturbacién, se tiene el comportamiento de la Figura
4.1. Es posible observar que la velocidad x, permanece constante, pero la posicion x; tiende a
infinito.
El objetivo de la ley de control es hacer que el origen del sistema sea un punto de equilibrio

estable. Utilizando la ley de control (3.13) para el caso de orden 2, el sistema en lazo cerrado se
convierte en

l"l = X9
) ) 1+2d
By = —ky ﬁxgj T 4 kf*dle + x3 (4.2)

T3 = —km [ﬂﬁ + ko [2o] T
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Figura 4.1: Sistema en Lazo Abierto

el cual se mostrara que tiene un punto de equilibrio estable en tiempo finito en el origen, mediante
simulaciones. Para ello, se consideran las ganancias k; = 2, ks =9, k;; = 0,2y ko = 0 a lo largo
de la seccion. Donde kjy puede tomar cualquier valor.

Controlador Integral Continuo

Primero se utilizara el controlador integral continuo, para un grado de homogeneidad d = —i,

el cual es capaz de estabilizar el origen del sistema (4.2), atin ante perturbaciones constantes. Para
ello, se considerara un perturbaciéon constante de p = 5, la cual puede verse en la Figura 4.2.

Lol

o
[

£
]

Perturbacion [ml§]
o

~

2 4 6 8 10
t[s]

a

Figura 4.2: Perturbacién Constante (p = 5)

En la Figura 4.3, puede verse que los estados del sistema (4.2) convergen al origen. Teniendo
asi estabilidad del origen, a pesar de la perturbacién constante en el sistema.

o] 20 40 60 80 100
t[s]

Figura 4.3: Controlador Integral Continuo - Estados
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Por otro lado, en la Figura 4.4, puede verse que la variable integral converge al valor de la
perturbacion, logrando estimarla a los 80 segundos aproximadamente. Por lo tanto, el controlador
puede compensar la perturbacion y por ende estabilizar el origen del sistema.

-5.1

-52

-53

0 20 40 60 80 100 0 20 40 80 80 100
tls] t[s]

Figura 4.4: Controlador Integral Continuo - Entrada y Accién Integral

Del control integral clésico, se sabe que el controlador integral lineal también es capaz de lidiar
con perturbaciones constantes. Por lo que se analizara la misma situacion para un controlador
lineal clasico. Por lo tanto, asumiendo grado de homogeneidad d = 0 y utilizando las mismas
ganancias, se tiene el resultado de la Figura 4.5.

025
02
015
0.1
0.05

Estados

0 100 200 300 400 500
t[s]

Figura 4.5: Controlador Integral Lineal - Estados

En la Figura 4.5, es posible ver que se logra estabilizar el origen del sistema (4.2), rechazando la
perturbacion constante. Sin embargo, el resultado obtenido con la accién integral clasica tiene una
convergencia mas lenta, siendo que tarda aproximadamente 8 veces més en converger comparado
con la Figura 4.3.

En la Figura 4.6, se tiene el comportamiento de la senal de entrada la cual también converge
al valor de la perturbacion, de tal forma que es capaz de rechazarla. Asimismo, se tiene la variable
integral, la cual aproxima la perturbacion al igual que el controlador homogéneo continuo, sin
embargo la razén de convergencia que se presenta es mas lenta.

Por lo tanto es posible tener una mejora significativa con un controlador integral homogéneo,
comparado con un controlador integral lineal. Ya que, aunque ambos controladores solo recha-
zan perturbaciones constantes, el control integral homogéneo tiene una velocidad de convergencia
mayor. Siendo un resultado esperado, ya que como se mencioné en la Seccién 3.2, el controlador
homogéneo nos garantiza estabilidad en tiempo finito del origen, mientras que el controlador lineal
solo estabilidad exponencial.
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-25

-3

-35

s -4 5 ~ N
45 SR RSN, S —

-5

_5'50 100 200 300 400 500 ) 100 200 300 400 500

t[s] t[s]

Figura 4.6: Controlador Integral Continuo - Entrada y Accion Integral

Controlador Integral Discontinuo

Ahora se utilizara el controlador integral discontinuo con grado de homogeneidad d = —%,
el cual estabiliza el origen del sistema (4.2), rechazando perturbaciones Lipschitz con constante
Lipschitz L < kpy. Por lo tanto, se considerara una perturbacién creciente de la forma p = 0,1¢,
como se observa en la Figura 4.7. La cual tiene una constante Lipschitz L = 0,1 menor a la ganancia

integral k;; = 0,2.

© o o
B o ®

Perturbacion [mlsz]

=
o

(=]

4 6 8 10
tls]

o
[N]

Figura 4.7: Perturbacién (p = 0,1t)

En la Figura 4.8, se tiene que los estados del sistema (4.2) convergen al origen, aun en la
presencia de la perturbacion Lipschitz. Es importante notar que la convergencia es mucho mas
rapida que en el caso continuo, siendo que el controlador es de clase C°, por lo que puede tener
una razon de cambio mas alta.

02 ; »

AT S . S oo
0\ :

_0.1 : i ¥

-02

-03
-04
0

Estados

t[s]

Figura 4.8: Controlador Integral Discontinuo - Estados

En la Figura 4.9, se puede observar que el controlador tiene un comportamiento continuo, pero
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cambia de forma muy réapida lo que permite aumentar la velocidad de convergencia en los estados.
Asimismo se tiene el estado integral, el cual a diferencia del controlador integral continuo converge
a la perturbacién en un segundo y la sigue adecuadamente.

02 :
0 . i
1 S— - S :

22 -0.6
-08

-14
ts] t[s]

Figura 4.9: Controlador Integral Discontinuo - Entrada y Accién Integral

Es importante notar que hay mucha diferencia en la velocidad de estimacion de la perturbacion,
entre el controlador integral continuo y discontinuo, por lo que es facil ver que el controlador integral
continuo dificilmente lograrda compensar perturbaciones Lipschitz, sin embargo se tiene una ley de
control més suave.

Como se mencioné en la Seccién 3.2, se tiene un controlador por modos deslizantes de alto
orden con la ley de control (3.7), el cual se escribe a continuacién para el sistema de orden 2

L 1 1+2d
V= k‘g ’7|_ZE2J I+d k?lH_dlL‘lJ (43)

considerando grado de homogeneidad d = —%, el cual es capaz de rechazar la perturbacién p = 0,1¢
hasta un cierto valor de ¢, siendo este donde el tamano de la perturbacion es mayor que la ganancia
ko = 9. De esta forma, tomando la ley de control 4.3, con grado de homogeneidad d = —% se tiene
el comportamiento de la Figura 4.10 para el sistema en lazo cerrado con la ley de control (4.3).
Notese que la convergencia de los estados es ligeramente més rapida, sin embargo el iltimo estado
no llega a estabilizarse adecuadamente.

Asimismo, en la Figura 4.10 se tiene el comportamiento del controlador por modos deslizantes,
en la cual se puede apreciar la presencia del efecto del “chattering”, situacion que no se presenta
en el controlador integral discontinuo.

02

010, | TR RN, SRR, S 5

Estados

-04

-0.60
t[s] t[sl

Figura 4.10: Controlador por Modos Deslizantes



46 CAPITULO 4. DISCUSION DEL CONTROLADOR INTEGRAL

Ademas de que el controlador por modos deslizantes no lograra compensar la perturbacién una
vez superado su limite, mientras que el controlador integral la compensara para todo tiempo ¢ > 0.
En la Figura 4.11 se puede ver que controlador por modos deslizantes no logra estabilizar el origen
del sistema después de 90 segundos.

0 20 40 60 80 100 o 20 40 60 80 100
t[s] t[s]

Figura 4.11: Controlador por Modos Deslizantes

Como se mencioné anteriormente, el controlador integral puede lidiar con perturbaciones cuya
constante Lipschitz sea menor a la ganancia integral k1. De esta forma se considera la perturbacion
p =1, como se observa en la Figura 4.12. Siendo que tiene una constante Lipschitz mayor.

Perturbacion [mlsz]

Figura 4.12: Perturbacién (p = t)

Tomando esta perturbacién, el sistema (4.2) tiene el comportamiento de la Figura 4.13. En ella
es posible ver que las trayectorias del sistema no convergen al origen.

Estados

Figura 4.13: Controlador Integral Discontinuo - Estados

Asimismo, en la Figura 4.14 se puede ver que el estado integral no logra estimar la perturbacién
adecuadamente. Siendo que la razén de crecimiento de la perturbacién es mayor que la velocidad
de estimacién de la variable. Por este motivo la entrada de control no logra estabilizar el origen
del sistema (4.2) y por lo tanto las trayectorias divergen.
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- - )

ts] t[s]

Figura 4.14: Controlador Integral Discontinuo - Entrada y Accién Integral

4.2.2. Sistema de orden 3

En este caso, el sistema (4.1) se convierte en

jjl =T2,
j;2 =3,
T3 =v + p(t)

el cual, también se sabe que en lazo abierto tiene un punto de equilibrio inestable en el origen.
Considerando una condicién inicial zq = [0,1,0,1,0,1]7, se tiene el comportamiento de la Figura
4.15. Donde es posible observar que la x3 permanece constante, pero los estados x; y x5 tienden a
infinito.

—xI
—x2
.......... —3x3

o @~

~

Estados

o = N w

t[s]
Figura 4.15: Sistema en Lazo Abierto
El objetivo de la ley de control es hacer que el origen del sistema sea un punto de equilibrio

estable. Utilizando la ley de control (3.13) para el caso de orden 3, el sistema en lazo cerrado se
convierte en

.Ztl = T2
jjg = T3
L L. | l+3d
T3 = —ks wxgj e ko t* (24 T 4 ko 2 ke le + x4 (44)
. 1 1 | 144d )
T4 = —kn {% + kro 2] T4 + k3 [23] 1+2dJ + p(1),
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el cual también se mostrard que tiene un punto de equilibrio estable en tiempo finito en el origen,
mediante simulaciones. Para ello, se consideran las ganancias k; = 2, ko =9, k3 =45, kjy =02y
kro = ki3 = 0 a lo largo de la seccion. Donde kjp v k73 pueden tomar cualquier valor.

Controlador Integral Continuo

Nuevamente se considera el controlador integral continuo, en este caso el grado de homogeneidad
del sistema se considera como d = —% y se considera la perturbacién constante p = 5, siendo la
presentada en la Figura 4.2.

De esta manera, en la Figura 4.16 es posible notar que las trayectorias convergen a una region
cercana la origen de forma rapida, sin embargo tarda en llegar al origen.

Estados

0 100 200 300 400
t[s]

Figura 4.16: Controlador Integral Continuo - Estados

Esta convergencia se nota mas en la Figura 4.17, donde la variable integral tarda en converger
aproximadamente 350 segundos y la accién de control llega al valor correcto. Por esta razén,
la convergencia de los estados estados no llega al origen antes de la estimacion correcta de la
perturbacion.

-50 3

-100

0 100 200 300 400 ) 100 200 300 400
t[s] t[s]

Figura 4.17: Controlador Integral Continuo - Entrada y Accién Integral

Asi, el controlador puede mostrarse que también se tiene la estabilidad para el sistema de orden
3, sin embargo la convergencia es menor. Lo que era de esperarse, siendo que la accién de control
entra como doble integrador. Es importante mencionar que en el caso lineal, también se logra la
estabilidad del origen del sistema (4.4), sin embargo el tiempo de convergencia serfa mucho mas
alto, como sucedio en el caso de orden 2.
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Controlador Integral Discontinuo

Ahora se tomara el controlador integral discontinuo para el sistema de oren 3, donde el grado
de homogeneidad del sistema es d = —%L. El cual estabiliza el origen (4.4) rechaza perturbaciones
Lipschitz como sucede en el caso de orden 2. Nuevamente se toma la perturbacion creciente p = 0,1¢,
correspondiente a la Figura 4.7.

En la Figura 4.18 es posible ver que los estados del sistema convergen al origen, teniendo la
estabilidad del origen atn en la presencia de la perturbacion p.

3 x1
....... s -
_ —x3H

2
1
0
1
3
4
5

Estados

t[s]
Figura 4.18: Controlador Integral Discontinuo - Estados Integral

En la Figura 4.19, se observa que el estado integral tiene un comportamiento cercano a la
perturbacién. Con lo que el control es capaz de compensar y lidiar la perturbacién. Permitiendo
asi, la estabilidad del origen del sistema (4.4).

50
-0.2

-06
-50
-08

+100; 2 4 6 8 10 o 2 4 6 8 10
tls] t[s]

Figura 4.19: Controlador Integral Discontinuo - Entrada y Accién Integral

Nuevamente, se comparara el resultado anterior con el controlador por modos deslizantes de
orden superior, el cual es

1 1 BN 1+3d
v =— ks ’7[I3J Tiad + kgt [a5 ] THa + kg TRt le (4.5)

considerando el grado de homogeneidad d = —%. Asi, el comportamiento del sistema de orden 3 en
lazo cerrado con la ley de control (4.5) se presenta en la Figura 4.20, donde se tiene la estabilidad
del origen de las trayectorias. Sin embargo, nuevamente se presenta el efecto del “chattering” en
el controlador.

Asimismo, es importante mencionar que la cota maxima de la perturbacién ahora es la ganancia
ks = 45, la cual a pesar de ser alta, nuevamente tendra un tiempo finito antes de que la perturbacién
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o N B

Estados

o] 2 4 6 8 10 o 2 4 6 8 10
t[s] tls]

Figura 4.20: Controlador por Modos Deslizantes

creciente supere ese maximo, mientras que el controlador integral discontinuo lograra estabilizar
las trayectorias para todo tiempo ¢ > 0.

En caso de una perturbacion con una constante Lipschitz mayor a la ganancia k;; como lo
es p = t, se presentard el mismo problema que se tuvo en el caso de orden 2. Donde el estado
integral no logra estimar la perturbacion de forma adecuada y por ende el controlador no la puede
compensar, lo que se puede observar en la Figura 4.21, donde la variable integral se encuentra en
un valor de 2, cuando deberia estar en un valor de 10.

0

50

-05

-50

-100 : : b
tls] t[s]

Figura 4.21: Controlador Integral Discontinuo - Entrada y Accién Integral

Lo anterior ocasiona que el origen del sistema en lazo cerrado (4.4) sea un punto de equilibrio
inestable, siendo apreciable después de un cierto tiempo. Esto se puede ver en la Figura 4.22, donde
las trayectorias comienzan a divergir a partir de los 9 segundos aproximadamente.

2

o =
KoR X
WS

Estados

Figura 4.22: Controlador Integral Discontinuo - Estados

El resultado anterior es esperado, ya que la ganancia integral afecta en la velocidad de conver-
gencia del estado aumentado z, por lo tanto si este converge mas lentamente que la perturbacién
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a rechazar entonces no lograra rechazarla adecuadamente. Esto es debido a que la perturbacién
tiene una velocidad mayor que el estimador y por lo tanto no puede alcanzarla.

4.3. Discusion del Efecto del Grado de Homogeneidad en
el Control Integral

En esta seccién, se trabajard con el sistema de orden 2 en lazo cerrado (4.2), es decir

.I"l = T2
1+2d
. 0 d
To = —k}g ’V[I'QJ 1+d ]{711+ C(,’lJ + I3

. 1 |143d .
Ty = —kn ’71'1 + ko I_I'QJ 1+dJ + p(t)

Se realizardn simulaciones variando el grado de homogeneidad del controlador. Se mostrara el
comportamiento del sistema rechazando perturbaciones y se observara la precision del controla-
dor para el sistema nominal. De esta manera se podran concluir caracteristicas cualitativas del
controlador dependiendo del grado de homogeneidad.

4.3.1. Convergencia

A continuacién se realizaran simulaciones considerando leyes de control con diferentes grados
de homogeneidad. Se utilizaran las mismas ganancias de controlador, las cuales son ks =9, 1 = 2,
krn = 0,2 y ki = 0. Asimismo, se considerard la misma perturbacién p(t) = 0,1¢. Se tendran
como casos extremos la accién integral lineal correspondiente al grado de homogeneidad d = 0 y
la accién integral discontinua con grado de homogeneidad d = —%.

En cada Figura, se presentara el comportamiento de los estados del sistema en lazo cerrado y
el error de estimacién de la perturbacion.

Sistema Homogéneo (n=2, d =0)

3 w2l

Estados

0 100 200 300 400 500
t[s]

0 100 200 300 400 500
t[s]

Error de estimacion
L4}

Figura 4.23: Controlador Integral Lineal d = 0

En la Figura 4.23 se presenta el comportamiento del sistema en lazo cerrado para el caso de la
accion integral lineal. En ella es posible observar que los estado no convergen al origen, sin embargo
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permanecen acotados. Lo mismo ocurre en la estimacién de la perturbacion, siendo que el error
aunque no tiende a cero, si converge a un valor.

Sisterna Homogéneo (n=2,d =- 1/7) Sistema Homogéneo (n=2,d =- 1/6)
g 02 —a ]l 8 02 ; —xtf
o Rl
g 0 —x2] s 0 —x2]
Lﬂ LO2 e T Lﬂ 02} PO S,
-04 -04
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

0 100 200 300 400 500
t[s]

0 100 200 300 400 500
t[s]

Error de estimacion
Error de estimacion

D=

Figura 4.24: Controlador Integral d = —% yd=—

Asimismo, en la Figura 4.24 se presenta el comportamiento del sistema en lazo cerrado para
dos grados de homogeneidad (d = —% yd= —%). En ella es posible observar que ocurre algo
similar que en el caso lineal, es decir el error de perturbacién converge a un valor y los estados
permanecen acotados, sin embargo es posible ver que el error de la perturbacion es menor y la bola
a la que convergen los estados también es de menor magnitud.

Sisterna Homogéneo (n=2,d =- 1/5) Sistema Homogéneo (n=2,d=-1/4)

R i —x1f] g 02 ' —x1}]
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Figura 4.25: Controlador Integral d = —% yd=—13

Posteriormente, en la Figura 4.25 se tiene otros dos controladores integrales con dos grados de
homogeneidad distinta (d = —% yd= —i), donde nuevamente se tiene que el error de estimacion
para la perturbaciéon es menor que en los casos de la Figura 4.24.

Finalmente en la Figura 4.26 se tiene el caso de la accion integral discontinua, donde se observa
que la perturbacién es compensada perfectamente y los estados convergen al origen.

De esta manera, es puede notar que entre mas se acerca el grado de homogeneidad al caso
discontinuo, el error de perturbacién va disminuyendo. Con lo que se tiene que el comportamiento
del controlador integral varia continuamente con respecto al grado de homogeneidad.

4.3.2. Precision

En control como en muchas areas, no es posible lograr un beneficio sin tener un costo, por ello
utilizando los controladores anteriores se realizaran simulaciones tomando el sistema nominal y se
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Sistema Homogéneo (n=2, d =- 1/3)
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Figura 4.26: Controlador Integral Discontinuo d = —

observara la precision de cada uno de ellos. Es importante mencionar que se utilizara el mismo
periodo de muestro, el cual serd de 1073 segundos.

En la Figura 4.27 se presenta el comportamiento del sistema en lazo cerrado para el caso del
controlador integral lineal, es decir con grado de homogeneidad d = 0. En la Figura, es posible
observar que la precisién que se logra es de 107, es decir mantiene a los estados en un vecindad
del origen con un orden de 1074 .

Sistema Homogéneo (n = 2, d = 0) x10*!
05
x1
0.1 X2 0
0.05 : 05
(%3 [
g 0 )
E E 1 ...................
% -0.05 i o
20 prommdmmme sl e o
OB b D -2
-0.2 L . ! ; -2.
0 20 40 60 80 100 %9 992 994 996 998 100
t[s] t[s]

Figura 4.27: Controlador Integral Lineal d = 0

De igual forma, en la Figura 4.28 se presenta el comportamiento del sistema en lazo cerrado
para el caso del controlador integral con grado de homogeneidad d = —é. En la Figura es posible
observar que se logra una precisién de 107!4, la cual es 10 ordenes de magnitud mejor que en el
caso lineal.

Sistema Homogéneo (h =2, d =- 1/6) x10™
0.1 g : —x1
: 2
g 0 8
i ]
7 23
w01 w
02 : -10
0 20 40 60 80 100 99 99.2 994 99.6 998 100

t[s] ts]

[

Figura 4.28: Controlador Integral Homogéneo d = —
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1

En la Figura 4.29 se tiene el caso del controlador integral con grado de homogeneidad d = —z.
En la Figura es posible observar que la precisién ha disminuido 2 ordenes de magnitud, pasando de
10713 a 107!, Este resultado es un tanto esperado, ya que en el caso de convergencia el controlador

con mayor magnitud en el grado de homogeneidad el resultado era mejor para el caso d = —% que
en el caso d = —%.
Sistema Homogéneo (n=2, d =- 1/5) x10™"
04 : — 0
: X2
0 o 1
- =
‘; -01 ..E _2 ....................
w w
: -3
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2 -4 2
-0'30 20 40 60 80 100 99 99.2 994 99.6 99.8 100
tlsl tlsl

Figura 4.29: Controlador Integral Homogéneo d = —%

En la Figura 4.30 nuevamente se observa que la precision final disminuye para el controlador

integral con grado de homogeneidad d = —All. En la Figura es posible observar que la precision es
de 1077,
Sistema Homogéneo (n=2,d =-1/4) x10”
0.1 : : —x1 0
7] % » -5
[=] o
5 -0 i
i W a0
-0.2
-03 : _15 ...................
0 2‘0 4b Gb Bb 100 99 99.2 994 99.6 998 100
t[s] tls]
Figura 4.30: Controlador Integral Homogéneo d = —;11

Finalmente, en la Figura 4.30 se tiene el controlador integral discontinuo, donde es posible ver
que la precisién ha disminuido a 107 y ademés se tienen oscilaciones en el estado xs.

Sistema Homogéneo (n=2,d =-1/3) x 10

-0.1
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-04
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Figura 4.31: Controlador Integral Discontinuo d = —
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De esta manera, es posible concluir que entre mas se acerca el grado de homogeneidad al caso
discontinuo la precision del controlador va disminuyendo, salvo en el caso lineal; sin embargo en
este 1ltimo solo se tiene convergencia exponencial por lo que no es de sorprenderse.

4.4. Control por Retroalimentacion de Salida

En estd seccion se simulara el comportamiento del sistema en lazo cerrado con una ley de con
observador. Para ello se consideraran dos diferentes observadores utilizados en otros articulos.
El primer observador para un sistema de orden 2, es presentado en [20] y corresponde a

le—L1[£ﬁ1—$1J%+iﬁ2 (4.6)

X ~ 1 ~
Tog=— Lo [T1 — 213 + u(zy, Za),

con el cual es posible estimar los estados de una cadena de integradores de orden 2. Es importante
notar que el observador (4.6) es continuo.

El segundo observador es basado en modos deslizantes y es propuesto en [12], siendo el dife-
renciador de primer orden

%1 =—-\ [93"1—$1Jj+2’2 (4.7)
Ty =— Ao [Z1 — 1],

de igual forma se tiene el diferenciador de segundo orden
. 2
T =— M [T —21]% + 2
i’g = — )\2 [i’l — l'ljé + 23 (48)
3%3 = — )\3 (ii’l —$1J0.

Este tultimo ha sido trabajado en algunos articulos, donde se ha construido su funcién de
Lyapunov como son [19], [23].

Es importante mencionar que en la seccién se mostrard el comportamiento del sistema mediante
simulaciones, no se realizard una prueba formal de su funcionamiento. Sin embargo, el caso del
diferenciador de Levant es posible mostrarlo de forma simple, ya que es posible considerar la
convergencia del observador y el sistema en lazo cerrado de forma independiente, similar al principio
de separacién para el caso de sistemas lineales.

Durante las simulaciones se considerara la misma perturbacion que en las secciones anteriores,
es decir p(t) = 0,1¢.

4.4.1. Sistema de Orden 2

Para realizar las simulaciones, se consideran condiciones iniciales cero. El valor de las ganancias
del observador para el sistema de orden 2 corresponden a L1 = A\ =5y Ly = Ay = 40. Asimismo,
se define el error de estimacién como e; = ; — x;, parai = 1,2, 3.
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En la Figura 4.32 se tiene el comportamiento del sistema en lazo cerrado, utilizando el obser-
vador continuo (4.6). Es posible ver que la tarea de estabilizacién se realiza adecuadamente y que
el error de estimacién de los estados converge a cero.

02

Estados
Error de Estimacion

05 1 15 2 0 05 1 15 2
t[s] t[s]

Figura 4.32: Control por Retroalimentacién de Salida con el Observador (4.6)

Por otro lado, en la Figura 4.33 se presenta la simulacion correspondiente al controlador por
retroalimentacion de salida utilizando el diferenciador de Levant de primer orden (4.7). En esta
Figura, es posible ver que nuevamente se logra un error de estimacién cero y se realiza la tarea de
regulacion.

el ||
—e2

Estados

Error de Estimacién

Figura 4.33: Control por Retroalimentacién de Salida con el Observador (4.7)

Asimismo es posible ver en ambas figuras que el error de estimacién converge primero y poste-
riormente los estados lo hacen.

4.4.2. Sistema de Orden 3

Para el caso del sistema de orden 3 se consideran las ganancias del observador como A\; = 10,
En la Figura 4.34, se observa nuevamente que los estados convergen a cero al igual que error
de estimacion de los estados.
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Figura 4.34: Control por Retroalimentacién de Salida con el Observador (4.8)
Con lo anterior se tienen leyes de control por retroalimentacion de salida, con las cuales es

posible estabilizar el origen de una cadena de integradores y de igual forma se logra rechazar
perturbaciones Lipschitz acopladas en el sistema.
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Capitulo 5

Ejemplo de Simulacion - Levitador
Magnético

5.1. Modelo del Sistema

El diagrama del levitador magnético esta compuesto por dos subsistemas. El primer subsistema
es eléctrico conformado por una fuente de voltaje y un embobinado, el cual generard un campo
electromagnético que dependera del voltaje que se le suministre. El segundo subsistema es mecéanico
y uUnicamente consiste en un balin, el cual se mantendra a una distancia deseada del niucleo del

embobinado.

*“lq

Controller

q

P

T
og

source

Figura 5.1: Levitador Magnético

El modelo matematico del levitador magnético es altamente no lineal, debido a la interconexion
de los dos subsistemas. Siendo que la impedancia del embobinado y la fuerza electromagnética que
ejerce el embobinado al balin se ven afectados por la distancia de la bola al ntcleo, asimismo
la senal de entrada influye indirectamente, a través de la corriente, haciendo el modelo atin mas
complejo.

29
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De [11] se tiene el siguiente modelo para un levitador magnético

.Cii'l = T2
T e TR (5.1)
. 1 ToX3
=—| - R kp———— )
i L(x1)< T3+ “la+a)? T

donde 1 = y € R, es la distancia vertical del balin al nticleo del embobinado, x5 = 3 es la
velocidad, m es la masa de la bola, g es la aceleracion de la gravedad, K es el coeficiente de
friccién viscosa, L(z1) = Ly + afil es la inductancia del embobinado (donde kr, L; y a son
constantes positivas), x3 = i es la corriente eléctrica, R es la resistencia del embobinado la senal

de control u es el voltaje aplicado. Note que el modelo es local.

5.2. Ley de Control

Considerando la entrada
ToZ3

w= Rxy—k;——"— + L(x,)v
se obtiene

ilzxz

xZi_mxz_Qm(ajol)Q%—g

j]3:U

Definiendo h(z) = x; la salida del sistema y el difeomorfismo

h(z) 3l
z=T(z)= |h(z)]| = T2
h(ZE) —%1’2—5—%%4’9,
y su transformacién inversa es
21
r=TYz) = 22

\/%(9—%22—'3@%(@‘1‘21)

Entonces el sistema en las nuevas coordenadas es

22
<3
K 3
222(9—%—23) 2k, [Q_EZQ—Z3J

k
mA T Tm T (aten)
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Si se define la entrada

[2m [ k Jé [ 'm (a+ z1) k
V=4/——22|g— —Z— 23| — <—Z3 + w)
k?L m ZkL [g - ﬁZZ o ZSJ m

el sistema obtenido es

N

)
z = z3
w

Asi, se aplica el control integral al sistema en z. Utilizando la ley control integral del Teorema
6, lo que implica

=

4 4
3

w = —ks ﬁngQ + k3 [22]3 + k%kleJ + 24

. 4 2 0
24 =—kn {21 + kro [22]3 + ki3 [ 23] J

5.3. Simulaciéon

Considerando los siguientes valores de pardmetros m = 1[kg], g = 9,815[%], k = 0,1[2=2],
Ly = 0,1[H], kr, = 10[mH - m], a = 0,05/m|, R = 10[Q?], con una perturbacién p(t) = 0,1t y
condiciones iniciales z1(0) = 0,01[m], zo = 0[] y w3 = 0,3[A] y las ganancias k; = 2, ky = 9,
ks =45, kpp = 0,2, ko = ki3 = 0, mencionadas en el Capitulo 4. Se tiene los siguientes resultados.

La senal de referencia para la posicién se muestra en la Figura 5.2, en la cual durante la primera
parte la bola se mantenga en el origen (a una distancia a del nicleo), posteriormente se busca hacer
regulacion a una distancia de 10 cm y finalmente se tiene un seguimiento de una senal senoidal.

0.15

0.1

Referencia [m]

0 10 20 30
tls]

Figura 5.2: Referencia

En la Figura 5.3 se tiene el comportamiento de la posicién, donde es posible ver que la bola
comienza en x; = 0,20 y posteriormente sigue la trayectoria correspondiente de la Figura 5.2.

De igual forma, en la Figura 5.4 se tiene el comportamiento de la velocidad de la bola, la cual
se puede ver que converge rapidamente a cero cuando se tiene una tarea de regulacion y se tiene
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Posicion [m]

o] 10 20 30
t[s]

Figura 5.3: Posicion de la bola - x;

Velocidad [m/s]

0 10 20 30
t[s]

Figura 5.4: Velocidad de la bola - x5

un comportamiento senoidal para la tarea de seguimiento, lo cual es el resultado esperado, ya que
la derivada del seno es el coseno.

Finalmente en la Figura 5.5 se muestra el comportamiento de la corriente del embobinado y la
senial de control. Es posible ver que el comportamiento de ambos es similar, siendo un resultado

esperando, considerando que la dinamica eléctrica es mas lenta que la mecanica y por ende se
tenga una relacién casi estatica.

Corriente [A]
Voltaje [V]

0 10 20 30
t[s] t[s]

Figura 5.5: Corriente del embobinado y senal de control - x3, u
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Conclusiones

Una ley de control por retroalimentacion de estados estatica permite estabilizar el origen de
un sistema, sin embargo no es capaz de rechazar perturbaciones no desvanecientes. Una posible
solucion para mantener la estabilidad del origen aun en presencia de las perturbaciones es utilizar
leyes de control dinamicas como es la accion integral.

Una accion integral continua permite lidiar con perturbaciones constantes, teniendo una senal
de control suave. Mientras que la accién integral discontinua resulta en una entrada de control
menos suave, pero permite lidiar con perturbaciones Lipschitz.

La homogeneidad es una gran herramienta para la construccion de funciones de Lyapunov, ya
que es posible aprovechar sus propiedades para mostrar que se cumplen las condiciones para que
una funcién candidata de Lyapunov sea una funcién de Lyapunov. Asimismo, permite trabajar
en leyes de control integral con diferente grado de homogeneidad, considerando como extremos el
caso lineal y el discontinuo.

La velocidad de estimacién de la perturbacién estd en funcién del grado de homogeneidad del
sistema, entre mas se acerca el controlador integral al caso discontinuo mas rapido sera la con-
vergencia a la perturbacion. Con lo anterior se observa que la convergencia a la perturbacion con
respecto al grado de homogeneidad se realiza de forma continua. Asimismo, el grado de homoge-
neidad afecta en la precision del controlador, debido a la suavidad de la ley de control resultante.

Finalmente, es posible estabilizar el origen del sistema utilizando una ley de control por retro-
alimentacion de salida mediante observadores.
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