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CAPITULO UNO

INTRODUCCION

DEFINICIONES Y CONCEPTOS FUNDAMENTALES

1.1 IMPORTANCIA DEL ESTUDIO DE LA TURBULENCIA

Es indudable el interés gue tiene dentro de la mecdnica de flui
éos el estudio de la turbulencia. Basta recordar gue la ma-
yor parte de 10s escurrimientos qgue se presentan en la naturale
za y en las aplicaciones de la ingenierfa se encuentran en ré-
gimen turbulento. Ejemplos dentro de la primera categorfa lo
constituyen la capa limite atmosf&rica, el escurrimiento en los
rfos y en las corrientes marinas. Pertenecientes al segundo ti
po se pueden mencionar la maycr parte de los procesos de combus
ti6n de liguidos y gases, el mezclado efectivo de sustancias
quimicas, el flujo en ductos y canales, las estelas en barcos,
aviones y cutombviles, etc. Se observa entonces que el estudio

de la turbulencia tiene un amplio rango de aplicaciones.

1.2 DEFINICION DE TURBULENCIA

La experiencia cotidiana con los flujos turbulentos nos permite
tener una idea mds o menos clara de la turbulencia. Sin em-
bargo ,tratar de definirla de manera tal que incluir sus princi-
pales caracterf{sticas, es bastante diffcil. Repetiremos agui
algunos de los intentos hechos en el pasado en este sentido.

Los diccionarios de la lengua generalmente definen a la turbu-
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lencia como el estado de agitacién, violencia o disturbio en
el fluido. Esta definicifn es obviamente muy general para

.
aceptarse en consideraciones técnicas.

Taylor y von Karman (dos grandes investigadores en éste campoi
dieron en 1937 la siquiente definicién: “Turbulencia es un mo-
vimiento irreqular que generalmente se presenta en fluidos, ya
sean gaseosos o lfquidos, que fluyen sobre superficies s&lidas,
o inclusive cuando corrientes del mismo fluido escurren adya-
centes entre si”, La irreqularidad que se menciona se refiere
a la imposibilidad de describir detalladaﬁente el movimiento
como funcién del tiempo y del espacio. Afortunadamente el mo-
vimiento turbulento puede describirse mediante el uso de las

leyes de la probabilidad, como se verd mds adelante.

dinze completa la definicifn diciendo “el movimiento turbulento
de un fluido es una condicifn irregular del flujoren la cual
las diferentes Qériebles caracterfsticas del escurrimiento
presentan una variacién aleatoria en el tiempo y en el espa-
cio, de tal modo que se pueden distinguir valores medios esta-

di{sticos".

Puede observarse que ninguna de las definiciones nos permite
obtener una imagen completa del concepto de turbulencia. Con-

viene mejor examinar una a una sus caracterfsticas principales.

1.3. CARACTERISTICAS FUNDAMENTALES .

IRREGULARIDAD.~ El caricter irregular o aleatorio de los flu-




jos turbulentos hace imposible cualquier tratamiento determi-
nista; en su lugar se tiene que recurrir a los métodos estadis

ticos.

Efectivamente, las matemdticas de las ecuaciones diferenciales
parciales no lineales (tal es la naturaleza de las ecuaciones
de }a‘purbulencia)_np han sido desarrolladas suficientemente

como para poder establecer soluciones éenerales. La combina-
cién aleatoriedad-no-;inealidad hace que las ecuaciones de la

turbulencia sean muy diffciles de tratar. Es asf que se tie-

ne que recurrir a los métodos estadisticos.

DIFUSION.~ Esta propiedad de los fluijos turbulentos ocasiona
el rdpido mezclado de las sustancias involucradas e incremen-
ta grandemente “las rapideces de transferencia de calor, de ma-
sa y de ‘cantidad de movimiento. Claramente se concluye que >
&sta es quizis la caracterfstica mis importante de la turbulen

cia con rélacifn a sus aplicaciones.

ASPECTO FISICO.- Una caracteristica esencial de la turbulen-
cia es que el movimiento es aleatorio. Dicho movimiento es,
sin gmbgrgo(lgon;inup en el sentido gue siempre existe correla-
cibén entre las velocidades medidas en el mismo punto a diferentes
tieﬁpos, separados por intervalos cortos. Por otro lado, el
caricter aleatorio de la turbulencia da camo resultado la falta
de periodicidad en las variables del flujo y por tanto la im-

posibilidad de representar a este (ltimo mediante yértices
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discretos perfectamente definidqs (como los que se forman de-~
trds de un cilindro, por ejemplo). Sin embargo, se acostumbra
visualizar el flujo turbulento como una composicifn de remo
linos o vOrtices aleatorios en el tiempo y en el espacio; tri
dimensionalesi/ cambiando continuamente de taﬁaﬁo, intensidad-

y orientacifn’ e interactuando dindmicamente entre ellos.

ESCALAS .- Relacionado con la descripcifin anterior ,se tiene el
importante concepto de escalas en la turbulencia. Efectivamen
te, si se comparan detenidamente diferentes flujos turbulentos
se notarid que las estructuras o remolinos son de diferentes ta
mafios, mds o menos discernibles para cada uno de los escurri-
mientos (recordemos que ‘estas estructuras desde luego no se
mantienen fijas en el espacio ni en el tiempo, sino que cam
bian éontinuamente de forma, tamaio, posicibén, orientacién,
etc.). Lo anterior significa que para describir cuantitativa-
mente un movimiento turbulento, es necesario emplear el concepto
de escalas, es decir, magnitudes repéesentativas de las dife-
rentes variables gue sean caracteristicas de determinados as-
pectos del movimiento. Por ejemplo, en un flujo turbulento a
través de una tuberfa no es de esperarse encontrar estructu
ras o remolinosrde los arriba mencionados mds grandes que la
tuberfa misma; resulta asf que la escala de longitud mis gran
de (representativa de los remolinos de mayor tamaio) queda de

terminada por el difmetro de la tuberfa.
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TRANSFERENCIA Y DISIPACION DE LA ENERGIA. MANTENIMIENTO DE LA
TURBULENCIA.- La existencia de una jerarqufa de estructuras o
remolinos (escalas) anﬁeriormente descrita, juega un papel im
portante en el mantenimiento de la turbulencia. En efecto, los
remolinos mds grandes se encargan de extraer energia éel flujo
medio, es decir, del movimiento general mediante esfuerzos cor
tantes. Esta energfia extraida se va transfiriendo a las esca-
las de menor tamafio a través de los siguientes efectos combi-
nados: conveccién del flujo medio, conveccién y difusién de
las fluctuaciones de presif6n y difusién por fuerzas viscosas.
En las escalas m&s pequenas del flujo turbulento, los esfuer-
zos cortantes viscosos (originrados por la actividad molecular
del fluido) convierten la energia cinética de la turbulencia
en energfa interna, es decir.los remolinos mis pequefios son
disipadores de la energfa. Se puede mencionar aquf la descrip
ci6én que L.F. Richardson dio al respecto: "Los remolinos gran
des contienen remolinos pequenos, los cuales se alimentan de
su velocidad; los remolinos pequefios contienen remolinos atn
m&s pequenos; y se puede continuar asfi hasta la viscosidad”.
Se concluye entonces que la turbulencia necesita de una provi
$ién continua de energfa para suplir aquella disipada por la
viscosidad.

La interaccién dinsmica entre remolinos que da como resultado
la transferencia de energia de los remolinos grandes a los V
mis peguenos, asi como el car&cter tridimensional de la turbu

lencia, se pueden visualizar meciante 10 gque se conoce cOmo
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'algrgamiento o estiramiento de v6rtices". Supbngase gue un
elemento de fluido girando alrededor del eje coordenado z, se
enctuentra bajo la influencia de una rapidez de deformaciSn li-
neal en la direccibén z, %; ; el elemento se alargard en la
misma direcci6n y su seccifn transversal (en el plano xy) se
reducird de tamaﬁo.' Si se toma como elemento uno de seccién
circular en el plano xy (v6rtice con eje de rotacién en la di
reccién z) y se desprecian las fuerzas viscosas por simplici-
dad, entonces la conservaciéin del momento de la cantidad de
movimiento‘(momento angular) implica que la circulacién perma
nezca constante. De esta manera la energia cinética de rota-~
cib6n se incrementa a expensas de la energia cinética asociada
al componente w gue efectuf el alargamiento y ademds, la esca
la en el plano xy disminuye. Resulta as{, que un estiramien
to en una direccifn puede disminuir las escalas de longitud,’y
al mismo tiempo, aumentar las velocidades en las dos direccio
nes normales a la primera: Estas dos direcciones estimuladas,
accionan a su vez a sus correspondientes direcciones perpendicu-
lares y el proceso continfa de tal modo que el efecto de alar-
gamiento sucesivo corresponde a escalas de longitud cada vez
mis pequefas. Cualitativamente se puede ver mediante la si~
guiente tabla,gue una extensién inicial en una direccibn pro-

duce cantidades pr&cticamente iguales de alargamientos en las

tres direcciones, después de unas cuantas etapas del proceso:

=3




X 0 1 1 3 5 11 21

¥ 0 1 1 3 5 11 21

z 1 0 2 2 6 10 22

Resulta asf el car&cter tridimensional de la turbulencia. Ade-
més,’se puede concluir una propiedad muy importante de la tur-
bulencia: no existe una d}reccién preferente en las escalas

mds pequeﬁaé Yy, como se ver& mas adelénte, tales escalas presen

tan una estructura universal que facilita su estudio.

1.4 METODOS DE ANALISIS

Tal como se mencion6 anteriormente, no existen todavfa herra-
mientas matemiticas adecuadas para dar uvna solucifn genera{ a <
las ecnaciones de la turbulencia. El caricter aleatorio y no

lineél de dichas ecuaciones hace muy diffcil su tratamiento y

es ‘précticamente imposible hacer predicciones cuantitativas

con suficiente aproximacibén sin tener qgue recurrir a resulta-

dos experimentales.

El procedimiento generalmente mds aceptado en la actualidad en
el estudio de la turbulencia es a través de los mé&todos esta-
disticos. Este camino sufre sin embargo, de una grave dificul
tad: - el problema de cierre en las ecuaciones de la turbulencia.

Efectivamente, cualesquiera que sean los pardmetros estadfsti-
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cos que se consideren en la formulacién de las ecuaciones,
siemére se llegan a tener mids incégnitas que ecuaciones. Una
buena parte de los intentos por resolver el problema, ha sido
el buscar hip6tesis o suposiciones gue permitan igﬁalar el nG
mero de incbgnitas al de ecuaciones. El buen éxito de este
procedimiento depende en gran medida de la inventiva, intui-
cibén e inspiracibén del investigador. Se trata Ques,de bus-
car conceptos y modelos fisicos simples basados en la experien
cia, gue permitan ligar adecuadamente las ecuaciones con los

escurrimientos reales.

Con objeto de ilustrar lo anterior, se puede pensar en gque la
teorfa de la turbulencia se encuentra limitada en forma an&lo-
gea a como lo estarfa la mecdnica de fluidos general si no se
conociera la ley de Stokes que relaciona esfuerzos con rapide-
ces de deformaci&n en uﬁ fluido newtoniano. El ejemplo no es
completamente arbitrario; de hecho uno de los procedimientos
empleados al intentar completar la teorfa de la turbulencia,
consiste en postular una relacién entre esfuerzos y rapideces
de deformacibn turbulentos, basada en una "viscosidad turbulen
ta", la cual jugarfa un papel anilogo al de la viscosidad mole
cular en flujos laminares. El procedimiento se basa en el apa
rente parecido gue tienen entre sf el movimiento de las molé-
culas y las fluctuaciones turbulentas de velocidad al transmi-
tir cantidad de movimiento y calor. Prandtl, von Karman, Taylor

y otros desarrollaron estos conceptos que constituyen la base




de las llamadas teorfas fenomenolégicas de la turbulencia.

En los Gltimos afos se han venido desarrollando teorfas esta-
disticas mis formales y sofisticadas para la turbulencia con
la esperanza de encontrar un formalismo que no requiera de hi
pStesis o suposiciones adicionales. Asimismo, una escuela de
investigadores experimentales estd tratando de presentar una
nueva concepcién de la turbulencia,en la cual se toma un pun-
to de vista m&s determinista. M&s adelante se examinardn en

forma somera estas nuevas tendencias.

1.5 EJEMPLOS

Para finalizar este capitulo examinaremos a continuacifn algu
nos ejemplos tomacdos del libroAde Tennekes y Lumley,[l:] en
los cuales se trata de ilustrar el car&cter difusivo de la
turbulencia (de gran interés en la ingenierfa), asf como el
papel fundamental gue juegan las escalas que se pueden definir
en un escurrimiento dado. Se harin algunas comparaciones con
flujos laminares con objeto de enfatizar la gran habilidad gue
tienen los flujos turbulentos en el transporte y dispersién

de cantidad de movimiento, energfa cinética y contaminantes

como el calor, particulas en suspensibén y humedad.

DIFUSION CUANDO SE IMPONE UNA ESCALA DE LONGITUD.- Supbngase
gue en una habitacibén (con una longitud caracteristica L) se
coloca un calentador. Si no existe ningGn movimiento del aire
en el cuarto, el calor se transmitird solamente por difusifn

molecular O conduccién (aceptando que la radiacifén térmica
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sea despreciable). En esas condiciones el fenfSmeno estarfa re -

gido por la clisica ecuacidn de la difusién, la cuzl en nota-

ci6n tensorial cartesiana es:

a0 alg
—_—= g 2 (1.5.1)
FX3 Bxiaxi

En lugar de resolver la ec. 1.5.1 con las condiciones de fron
tera apropiadas, trataremos de determinar sus consecuencias
globales empleando el andlisis dimensional. Efectivamente,
en forma dimensional, la ec. 1.5.1 se puede interpretar como

sigue:
i (1.5.2)
d L

donde 46 es una diferencia de temperaturas caracteri{stica del
problema y Td corresponde a una escala de tiempo relacionada
con la difusién molecular. De la expresiSn 1.5.2 se obtiene:

T, _L? : (1.5.3)
a=3

Asf, por ejemplo, si la dimensifn L de la habitacifn es de 5m
y el coeficiente de difusifn a para el aire se toma como
0.2cm?/seg, la escala de tiempo Td para este proceso de di-

fusién serd del orden de 10° seg (m&s de 100 horas).




11

Si se tuviera en cambio el m&s minimo movimiento del aire den
tro del cuaffo'fcéusado tal vez pér pequefias diferencias de
deﬁéidad), es decir unarconveccidn natural, el calor se difun
dirfa répidamente. Supfngase que la misma longitud L se use
para caracterizar al movimiento del aire en la habitacién. Lo
anterior es v41ido ya que se sabe gque las escalas'de movimien
to mds grandes (las cuales no pueden ser mayores que las di
mensiones del cuarto) son las mis efectivas en transportar y
distribuir el calor. De esta manera, la escala de tiempo ca
racteristica de este flujo turbulento se podrfa expresar como:

T =L (1.5.4)
3 .

it

donde u corresponde a una velocidad caracteristica del movi-
‘miento {por ejemplo el valor r.m.s. de las fluctuaciones de
velocidad en el cuarto). Para estimar esta Gltima, supdngase>
Gue el calenta&or ocasiona in aumento de temperatura A5 de 10°C en
el aire cercano a €l1. Se genera asi una aceleracién de flota-
cidn gA8/6 del orden de 073 m/segz, gue probpabliemente ocurra
s6lo cerca de la pared del calentador. Si la altura h del ca-
lentador es de 0.1lm, entonces la energfa cinética por unidad
de masa gh AE/G,'del‘aire que se mueve, seri del orden 0.03
(5/geg)2, Se obtiene asf una velocidad de i7am@mg, Sin embar
go, gran parte de lé energfa cinética se pierde por la tenden

cia del aire a estratificarse dentro de la habitaci6n.Parece ra

[ESTRREETENR - | N R [T N e W -
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zonable tomar un valor 5CWseg para el promedio de velocidad
en todo el cuarto. En estas condiciones, la escaia T, se esti
marfa en 100 seg. Es decir la dispersién mediante el flujo
turbulento resulta varios 6rdenes mis rdpida que la simple ai

" fusién molecular

El cociente Tt entre '1'd se puede interpretar como el recipro-
co de un nfimero de Péclet (producto del nfimero de Reynolds

por el de Prandtl);

T, .La_ o

- T iy (1.5.5)
y dado gue el nimero de Prandtl para la mayor parte de los ga

ses es de orden 1, la expresifn 1.5.5 se reduce a:

Te .o . 1 (1.5.6)
Td uls Re .

Tesultando asi gue el rnfmero de Reynolds puede interpretarse
como el cociente de la escala de tiempo asociada a difusi6n
molecular entre la escala de tiempo correspondiente a difusién

turbulenta cuando la escala de longitud es la misma.

DIFUSIVIDAD APARENTE.- Debido a la complicada naturaleza de
las ecuaciones de la turbulencia, algunas veces se maneja el
aspecto difusivo de los escurrimientos turbulentos mediante el
uso de un coeficiente de difusividad aparente. Siguiendo este
procedimiento se pierde un poco el intento por entender la

turbulencia, pues con el concepto de difusividad aparente se
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tiende a pensar en la turbulencia como una propiedad del flui
do y no del flujo. De cualqguier modo, este procedimiento sim-

plifica un poco las matemiticas.

A través de esta idea, es posible representar una ecuaci6n pa
ra la difusién del calor en flujos turbulentos, an&logamente

a la ec. 1.5.1 Efectivamente, se tiene:

58 3%e : o
= KR i—nH- (1.5.7)
at ax 3X |

donde K es la difusividad aparente, muchas veces llamado coefi
ciente de intercambio de calor. Con objeto de que este coefi-
ciente sea congruente con la realidad, es necesario que se ten
ga igual&ad entre la escala de tiempo del proceso de difusién
hipotético expresado por 1.5.7 y la escala de tiempo del pro-

ceso real de mezclado segln 1.5.4. Para el primero se tiene:

2
| T s - (1.5.8)

el cual igualado a Zt en 1.5.4, resulta en:

K = uL ) (2.5.9)

\

Si comparamos K con la viscosidad cinemitica molecular Y y 1la
difusividad térmica a (a es del mismo orden de magnitud que

v), se obtiene:

uL : (1.5.10)
v

Es decir el nlimero de Reynolds asi definido, se puede interpre

tar como la relacién de viscosidades, aparente {turbulenta) a
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‘molecular (laminar)}.

DIFUSION CUANDO SE IMPONE UNA ESCALA DE TIEMPO.- Considérese
ahora la capa lfimite atmosférica, la cual se encuentra expues-
ta a la rotacifn terrestre. Cualquier flujo en un sistema de
referencia rotatorio, se encuentra acelerado por la fuerza de
Coriolis, la cual es igual al doble del producto vectorial en
tre la velocidad de rotaci6n y la velocidad del flujo. Si la
velocidad angular del sistema de referencia es f/2, resulta

que el escurrimiento atmosférico tiene una escala de tiempo
impuesta de orden 1/f, donde f, se le conoce como paridmetro

de Coriolis (por ejemplo, a una latitud de 40 grados, f vale

aproximadamente 10°° seg,-¥ suponiendo que el eje de rotacibn

coincide con la vertical).

De esta manera, si la capa limite atmosférica fuera laminar,
-

de acuerdo a la expresidn:

T = — e (1.5.11)

andloga a 1.5.3, se tendria Ld=40 cm. para = 0.15 cm?/seg y
-1 3

T=F = 10 seg, lo cual estd muy alejado de la realidad. Lo

que sucede es gue la capa limite atmosférica casi siempre es

turbulenta. Resulta entonces al reemplazar v por K (difusivi-

dad aparente) y haciendo uso de 1.5.9:

| L, = uT sl (1.5.12)
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del ‘orden de 1/30 la velocidad media del viento. Entonces.pa-
ra un viento de 10 m/seg, U=0,3 m/seq, la cual junto con T=10"
sed nos da Lt=3 km gue corresponde al espesor observado para

la capa limite atmosférica.

El cociente entre escalas de longitud para las capas limite
atmosféricas laminar y turbulenta, resulta al considerar 1.5.11

y 1.5.12

L L L
L.t . t7=nevz {1.5.13)
Ly {(vT)"2 (th/u) 2

Es decir, gque el nlGmero de Reynolds se puede interpretar como
la relacisn de escalas de longitud para las difusiones turbu-
lenta y molecular. Para Re muy grandes, el flujo turbulento

penetra mds dentro de la atmbésfera gue el flujo laminar.

MULTIPLES ESCALAS DE LONGITUD EN UN FLUJO TURBULENTO .- En los
eéscurrimientos turbulentos se tiene un amplio rango de escalas
de longitud, limitadas &stas por las dimensiones geométricas
del flujo y por la accién disipativa de la viscosidad. Algunas
de éstas escalas juegan papeles muy especificos e importantes

en la dinimica de la turbulencia.

Examinemos brevemente la existencia de miltiples escalas de
longitud en un flujo cortante laminar. Las ecuaciones de Na-
vier-Stokes para un escurrimiento de esta naturaleza, incom-
presible y en estado permanente, se pueden escribir en nota-

cibén tensorial cartesiana:
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jox; ~ T b Bx + “axjax (1.5.14)

de donde se pueden estimar los términos de irnercia y los visco-
so0s, como uz/L Y vu/Lz, respectivamente, donde u es una veloci-
dad caracterfstica y L es una longitud caracterfstica. El co-
ciente de estos términos uL/v es el conocido nfinero de Reynolds
y se céncluye que para valores muy grandes de este dltimo, los
+&rminos viscosos deben ser despreciables comparados con los
términos de inercia. Sin embargo las ccndiciones de frontera
gue se impongan sobre 1.5.14 permiten despreciar los términos
viscosos en todo el escurrimiento. qu es el caso de la capa
1imite donde es necesario asociar los antedichos t&rminos vis-
cosos con una escala de longitud pequena diferente de L, de
manera de tener el mismo orden de magnitud en ambos té&rminos
(inerciales y viscosos), afin para valores grandes del nGmero

de Reynolds. Si 1 es &sa nueva escala de longitud, se tiene

entonces:

2

us, 22; ; . (1.5.15)
L 1

‘obteniéndose la siguiente relacifn entre la longitud viscosa

1 y la escala dge longitud L del escurrimiento:

-r "4 (1.5.16)
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La escala viscosa 1 es una escala de longitud transversal al
flujo, obviamente asociada al espesor de la capa limite. & es
ta escala se le acostumbra llamar escala de longitud difusiva
y a L, escala de longitud coavectiva. Generalmente en los flu
jos cortantes (tanto laminzres como turbulentos) L es mucho ma
vor gue 1, es decir, su loagitud es.mucho mayor que su ancho

v esto permite simplificar las ecuaciones de movimiento, ha-

ciendo el anilisis mis simple.

En e}l caso de una capa limite turbulenta, si las fluctuacicnes
caracteristicas de veleocidad sdh del orden u, entonces se puede
presumir que cl -espesor de la capa limite { aumenta aproximada-
mente como df/dét=u. Por otro lado el tiempo transcurrido entre
el origen de la capa limite y la posiciém L es de orden L/U
(escala de tiempo convect%va). Se puede entonces estimar
1=ut=i%. NGtese que este procedimiento, andlogo al que condujo
2 la ec. 1.5.16, eguivale a.igualar la escala de tiempo de difu
si6n turbulenta &/u con la escala de tiempo convectiva L/U. Se

obtiene entonces para la capa limite turbulenta las relaciones

entre escalas:

Hi=
cle

(1.5.17)

gl
i
cir
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¥ Se refuerza asi la idea (fisicamente correcta) de gque un flujo
turbulento expuesto a un escurrimiento externo, debe tener una

¥ escala de tiempo congruente con la escala de tiempo del flujo

: externo.
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CAPITULO DOS

ELEMENTOS PARA LA DESCRIPCION ESTADISTICA DE LA TURBULENCIA

2.1 GENERALIDADES

Antes de establecer las ecuaciones fundamerntales para la descrip
cién estadistica de la turbulencia, conviene revisar algunos con
ceptos b4sicos acerca de procesos estocisticos. Solamente se re
sumirdn aguellos aspectos que por su aplicacifn directa en lés

ecuaciones fundamentales © por su sentido fisicc, resultan de in

terés para la teorfa de la turbulencia.

Se puede decir en general gue toda variable gue represente algfin
aspecto de un fenfmeno fisico, puede clasificarse como determinis
ta o no determinista (aleatoria). Pertenecen a la primera catego
ria, aquellos procesos gque se pueden describir mediante una rela-
ci6n matemdtica explicita. Por ejemplo, el movimiento de un cuer
po suspendido mediante un resorte, la descarga del voltaje de un
capacitor a través de una resistencia, o el cambio de tempexetura
Gel agua en un recipiente, conforme se le aplica calor, son fenf
menos gque pueden describirse mediante f6rmulas explicitas, resul
tando estas filtimas de leyes fundamentales o de observaciones re

petidas.

A la segunda clase pertenecen aguellos casos en los cuales no es
posible escribir una relaci6n matemitica explicita entre las va-
riables que gobiernan el fenfmeno. Se trata entonces, de situa
ciones en las que resulta imposible predecir un valor exacto de

las variables para un instante futuro (aceptando que la variable
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independiente sea el tiempo). Se dice gque las variables son alea
torias y que sdlo se pueden describir en té&rminos de proposicio-

nes probabilisticas y promedios estadisticos, en lugar de ecuacio
nes explicitas. Ejemplo de ello lo constituyen, sin duda, la ve-

locidad, la presifén y la temperatura en un flujo turbulento.

En el cuadro siquiente, se presenta una posible clasificacifn de
los fendmenos o procesos atendiendo al car&cter arriba apuntado y
utilizando como variable independiente el tiempo (no es necesario

emplear este filtimo, aungue es el caso mis com@n):

Sinusoidal
Peribdico {
Complejo
Determinista
. Casi peri6dico
t Aperibdico J
H Transitorio
Ergé6dico
Estacionario j
Aleatorio L No ergédico

f No estacionacio

2.2 CARACTERISTICAS PRINCIPALES DE LOS PROCESQS DETERMINISTAS

Y DE LOS PROCESOS ESTOCASTICOS

Examinaremos brevemente los tipos principales de fenfmenos determi
nistas, con el objeto de fijar algunos conceptos que serdn de uti-
lidad en la mavor parte de esta seccién, cuyo contenido se refiere

esencialmente a los procesos estocdlsticos.
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PROCESOS PERIODICOS SIMPLES (SINUSOIDAL)

Esta clase de funciones se pueden expresar matemiticamente median

te una relaci6n del tipo:

x () = X sen (2wf°t+9) . (2.2.1)
donde: i ‘ o
x{t) = valor instantineo de x en el tiempo t
X = amplitud
f° . = frecuencia en ciclos por segundo |
<] = &ngulo dg fase en radianes

El intervalo de tiempo necesario para el complemento de un ciclo,
se llama perfodo y es igual al recfproco de la frecuencia. En la
fig. 2.1 se muestra la funcién (2.2.1) tanto en el dominio del
tiempo como en el de la frecuencia, siendo este Gltimo el espectro

de amplitud-frecuencia de la funcifn x(t). NGtese que en este ca-

so, el espectro estd constituido por una sola linea o pulso corres

pondiente a la finica frecuencia £o'

X ' Amplitud

fo - Frecuencia

Fig. 2.1 Funcién perildica simple y su correspondiente espec
tro.
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E? ) PROCESOS PERIODICOS COMPLEJOS

Pertenecen a esta clase las funciones cuyos valores se repiten a

intervalos regulares, es decir:

x(t) = x(t = nT) n= 1,2,3,... (2.2.2)

donde T es el perfiodo y fl= % es la frecuencia fundamental.

Con pocas excepciones, las funciones perifdicas se pueden expre-

sar mediante series de Fourier:

x(t)=% +

oamM 8

(a_cos 27nf t+b:sen 23nf t) (2.2.3)
-1 n n 1

donde los coeficientes de Fourier an,Abn estin dados por:

(T
a=2 x (t) cos 2mnf tdt n=0,1,2,...
n T 1
e . . (2.2.4)
T A
bn= % x(t) sen 2%nf tdt n=1,2,3,...
o]

Alternativamente, la funcién x(t) se puede expresar como sigue:

©
x(t) = xo + I Xn cos (2xnf‘t—6n) (2.2.5)
n=1
donde:
X = ao .
o =

N

e e R
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2
n n n
. bn n=1,2,3,...
9. = tan —_— .
n a
n

se puede decir entonces que la funcifn periédica x(t) eséé forma-
da por un componente constante (cero frecuencia) zo Y una serie
infinita de componentes sinusoidales (arménicos) de -amplitudes En
y &ngulos de fase Qn' Las frecuencias de }as arménicas son mlti
plos enteros de f,. En la fig. 2.2 se muestra el espectro de am-
plitud-frecuencia para una funcién periédica compleja.

| .

X3

) ) 2fy 3f; af, Frecuencia

o f,
Fig. 2.2 Espectro de una funcifn perifdica compleja

PROCESOS CASI PERIODICOS

Corresponden a esta clase aquellas funciones generalmente no pe-
riédicas, compuestas de dos o mds frecuencias arbitrarias. Efec
tivamente, la suma de dos o m&s ondas sinusoidales dard como re-

sultado una funcién periédica siempre que todos los cocientes po

OO,
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sibles de formar entre pares de frecuencia de las componentes,
sean nfimeros racionales. Cuando no sucede asI,hdecimos que la

funcién tiene un cardcter casi perifdico. Matemdticamente se

tiene: !

x{t)=

x_sen (2af t+6_) T (2.2.6)
n n n n .

1

donde fn/f no es racional.
m

‘Un ejemplo donde se presenta este tipo de funcibn, lo constitu
yen las vibraciones de una hélice de avién cuando los pistones

del motor estan fuera de sincronizacién.

La fig. 2.3 muestra cSmo serfa un espectro de amplitud-frecuen

cia para este tipo de funciones,

Amplitud

) o “‘: 1, fi f. Frecuencia
Fig. 2.3 Espectro de una funci6n casi peribdica.

PROCESOS TRANSITORIOS

Esta clase de procesos deterministas de gran importancia en la
prdctica, estd formada por funciones de tipo transitorio. Por
ejemplo las vibraciones amortiguadas de un sistema mec&nico

cuando se ha dejado de aplicar la fuerza excitatriz.

Azl Weiiiaal o
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En este caso, no es posible descomponer la funcifn en series de
Fourier. Sin embargo, en casi todos los casos se puede obtener
una representacifn espectral continua mediante el uso de la inte

gral o transformacifn de Fourier.:

® -j2nft :
X{f)=] x(t)e dt (2.2.7)

-0 N
La funcifn transformada X(f), generalmente es una variable com-
pleja pudiéndose entonces escribir:

-58 (£)
X(£)= |x(f)le

donde |X(f)| es la amplitud y 9(f) es el %ngulo de fase.

Ep la fig. 2.4 : aparecen ejemplos de sehales transitorias con

sus correspondientes transformadas de Fourier.

A Amplitud r

-at
Ae

x(t)

t Frecuencia
Amplitud )

N t Amplitud 4 Frecuencxa~i

| i i

c t Frecucncia -3

Fig. 2.4 Ejemplos de sefales transitorias y sus transformadas’
de Fourier.
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CONCEPTO DE PROCESO ESTOCASTICO.- Tal como se manciond anterior-

mente, existen fenSmenos fisicos que no se pueden describir median
te una relacifn matemitica explfcita debido a gque cada observacibn
del fenSmeno es Gnica, es decir, una observacifn hecha representa
solamente una de las muchas posibilidades que pudieron haber ocu-

rrido.

El concepto de proceso estocdstico es una extensién del de vafia--
ble aleatoria. Efectivamente, se recordard que al definir una va
riable aleatoria, se acostumbra asociar a cada posible resultado
aleatorio'de un experimento, una cantidad o nGmero de acuerdo con
una regla determinada. Para un proceso estocdstico, se asocia una
senal o funcifn (generalmente respecto a alguna variable indepen-
diente de interé€s, por ejemplo el tiempo), a cada posible resulta-
do del experimento. Al conjunto o "ensambie” de funciones, junto
con ciertas medidas de probabilidad, se le llama precisamemnte pro
ceso aleatorio o proceso estocdstico. Cada una de las senales o
funciones es una muestra o funcifn-muestra del proceso estocdstico.
Un ejemplo tipico lo constituye la senal de ruido gue se tiene en
un sistema electr6nico. El conjunto o "ensamble" del proceso estd
formado por todas las ondas de ruido gue se pueden tener en un ng
mero igual de sistemas electrSnicos idénticos O en un mismo siste

ma cada vez gue se le ponga a funcionar (fig. 2.5)

|
\
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Fig. 2.5 Proceso estocdstico.

N6tese que cada una de las senales que forman el proceso,
pueden ser o no aleatorias en s mismas. En realidad, la
aleatoriedad involucrada en el concepto de proceso estocds-

~

tico, se refiere a la ocurrencia de una sefial en particular.

DESCRIPCION DE UN PROCESO ESTOCASTICQ.- Existen varias medidas

de probabilidad empleadas en la descripcibn de un proceso esto-
c&stico. Considérese el proceso {xk (t)} de la fig. 2.5. Para

un valor fijo de la‘variable independiente t=t1, el conjunto

de nfimero xk(tl) constituyen una variable aleatoria, la cual tie
ne una cierta distribucién de probabilidades. De la misma manera,
la variable aleatoria xk(tz), formada por los valores de todas las
muestras X para t=t,, tendrd asociada una distribucién de probabi
lidades. Se puede entonces definir un nfimero infinito de varia-
bles aleatorias correspondiendo a todos los valores que t puede

tomar, con sus respectivas distribuciones de probabilidades. A
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las medidas estadisticas de cada una de estas variab1e§ aleato
rias, tomadas individualmente, se les llama "estad{stica de pri
mer orden del proceso estocdstico. Andlogamente, la estadis
tica-conjunta de dos variables aleatorias se llama "estadistica
de segundo orden del proceso". En general, si se toman n varia
bles a la vez, la estadistica-conjunta recibe el nombre de “es-

tadistica de orden n del proceso estocdstico”.

ESTADISTICAS DE PRIMER Y DE SEGUNDO ORDEN.- La estadistica de

primer orden para un proceso estocdstico queda completamente es
pecificada por la distribucifén de probabilidades de las varia-
bles aleatorias para cada valor de t. En forma simbSlica, se
tiene para la densidad de probabilidades p(x:t). Conociendo
esta densidad de probabilidades, se puede determinar el valor

medio y el valor medio cuadrado de la variable aleatoria x(t),

mediante las conocidas f6rmulas:

x{(t) = xp {(x:;t)dx (2.2.8a)

=

xZ{ty = x?p(x;t) dx : v (2.2.8b)

El producto p(x;t) dx se puede interpretar como la probabilidad
de gue la amplitud de una funcién muestra x(t), se encuentre en
el intervalo. (x,x+dx) en el instante t. Desde el punto de vista de

frecuencias relativas, corresponderia a gque de un total de N muestras,
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n pasardn por la ventana de la fig. 2.6, pudiéndose escribir:

. _n
p(x;t) dx= H

st)= D
plx:t) Ndx ~

T, — t

Fig. 2.6 Estadfstica de primer orden

Si bien la estadfstica de primer orden nos da informacién respec-
to a la distribucién de amplitudes de las furiciones muestra para

todos los valores de t, no resulta adecuada para describir comple
tamente el proceso aleatorio. Considérese por ejemplo, que el pro
ceso estuviera formado por sefhales eléctricas y se deseara conocer
su contenido de frecuencias. Una sefal, que contenga componentes

de frecuencias predominantemente bajas, cambia muy lentamente, re-
sultando muy parecidos los valores x(tl) Yy x(tl+r).

variables aleatorias x(tl) Yy x(tl+t) no son estadisticamente inde-

pendientes-si v essuficientemente pequefio. En otras palabras el
cqnocimiento-de una nos da cierta informaci6n acerca de la otra.
Por otro lado, si las sefiales contienen frecuencias predominante-
mente altas, enténces las sefiales cambian muy rdpidamente y los

valores de las sehales, separados por el mismo intervalo 1, guar

Es decir, las
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darsn muy poco parecido. Resulta asf que la correlacidn.entre va
lores de la sefal para varios intervalos, puede darnos informaci6n
Gtil respecto al contenido de frecuencia del proceso en general, y
la estadfstica de primer orden no nos ayuda en este respecto. Se
recordard que se puede obtener una medida de la relacifn o interde
pendencia de dos variables aleatorias, mediante su correlacifn, la
cual a su vez se puede determinar a partir de la funcién de densi-
dad de probabilidades conjunta: p ( o, n; t,, tz2). La probabili
dad de que una funcién muestra tenga su ampliéud en el intervalo
(0,0+do) para t='t, y en el rango (n,n + dn) para t= t,, ests da
da por p(cg,n ; t;, ta) do dn . Interpretando este resultado des
de el punto de vista de frecuencias relativas, se dirfa que si de

N funciones-muestra, m de ellas pasan simultineamente a través de

las “ventanas®” o+ do y n+ dn, correspondientes a t, y t,, respec-

tivamente (Fig. 2.7) entonces se escribirfa:

p (o,n; t,, t2) do dn=s-

La densidad-conjunta de probabilidades para dos variables aleato-
rias se puede relacionar con las densidades individuales de las

variables, mediante simple integraci6n, por ejemplo:

l

t: t2 —_—t

i
| -
Fig. 2.7 Estadfstica de segundo orden




31

p (o:t,) = plosnst;,ty) dn

En general, si se tiene la densidad;conjunta de probabilidades de
orden n, se pueden obtener todas las densidades de orden inferior
a través de integracidn sucesiva.

Para terminar esta subseccién, diremos que un proceso estocéstico
gueda completamente especificado si se conoce la densidad conjun-
ta de probabilidades p(o,n,...,S;t,,tz,.'.,tn) para cualquier gru
po finito dg.instantes de observacifn t;,tz,...,tn y para cualquier
valor que tome n. Afortunadamente, en la prictica solamente es ne-
cesario considerar hasta el segundo orden para determinar valores
medios, valores medios cuadrados, autocorrelacibn, espectro, etc.,
particularmente si se trata de transmisibn de senales aleatorias a

través de sistemas lineales.

PROCESOS ESTACIONARIOS. PROCESOS ERGODICOS.-

Antes de examinar los conceptos de proceso estacionario y proceso er
gédico, vamos a definir dos promedios de gran utilidad en el mane

jo de procesos estocdsticos.

se define como valor medio de la variable aleatoria x(t ), al pro-
medio estadistico, promedio de "ensamble® o esperanza:

N
RO = | x(t)plxstdx= lim g I x ()  (2.2.9)
N k=1
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Se define como funcifn autocorrelacibén del procesoc estocdstico
{x(t)}, al promedio estadistico del producto de dos vériables alea

torias o=x(t;)y n=x(t;):

o -
Rx(tx.tz)= on = an plo,nit,tz) dodn
i ® |=w®
1 ¥ :
« lim 5 z xk(tl)xk(tz) (2.2.10)
N-+< k=1 _

Zxisten procesos estocdsticos para los cuales alguna de las‘funcig
nes de densidad de probabilidades o alguna otra funcién descripti-
va del proceso, es independiente del parémetro t. Por ejempla, el
proceso aleatorio:

x(t)= k cos (u,t+6)
donde & es una variable aleatoria uniformemente distribuida en
el intervalo (0,215), tiene una densidad de probabilidades de pri-
mer crden independiente de t.
Se dice qbe un proceso, aleatorio es (estrictamente) estacionario
si toda su estadistica (densidades de probabilidad de todos los &r
denes) es independiente del pardmetro t. Un proceso estocdstico
es "débiimente” estacionario si el valor medio x(t,) y la autoco-

rrelacifén Rx(t..t;), son independientes de t:

x(t) = constante para todo t

Rx(txptz)= Rx(t1:t|+T)= RX(T)
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En los pirrafos anteriores se ha discutido c6mo se pueden determi
nar las propiedades de un proceso estocdstico mediante promedios
calculados tomando todo el conjunto o "ensamble® de muestras para
valores especi{ficos del parémetro t. En muchos casos de interés
prdctico, se puede determinar las propiedades del proceso, calcu-
lando promedios temporales {(es decir, respecto al pardmetro t) so
bre determinadas muestras del procesé. Asf por ejemplo, si se

tiene la k-&sima muestra del proceso, es posible calcular los pro

medios: T
ux(k) = 1lim 7 xk(t) dt (2.2.12)
T+
- ° ' :
| T
|
Rx(r,k)= lim 5 xk(t)xk(t+1) dat (2.2.13)
T+
, o

De esta manlra, si el proceso {x(t)} es estacionario y ux(k)
Rx(t,k) definidos arriba, resultan ser iguales a los promedios
estadfsticos (2.2.9) y (2.2.10) respectivamente, se dice gque el

proceso x(t) es un proceso estocistico ergédico.

Los procesos ergbdicos resultan ser una clase muy importante de
procesos aleatorios, ya gue todas sus §ropiedades pueden determi
narse mediante promedios temporales en una sola funcién muestra.
Generalmente, en la prictica un proceso aleatorio estacionario es

erg6dico y su tratamiento es mis fdcil.
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2.3 MOMENTOS. AUTOCORRELACION. ESPECTRO DE POTENCIA.

Teniendo en cuenta gue generalmente en el estudio de la turbﬁ-
lencia se acepta como vdlida la hipStesis de ergocidad, convie
ne examinar los par&metros y funciones estadfsticas mis emplea
dos en este campo, refiriéndonos a una sola de las funciones-

muestra del proceso estocd@stico, es decir, empleando promedios

con respecto al parimentro t.
i

FUNCION DE DENSIDAD DE PROBABILIDADES = -

Cualguiera de las variables de inter&s en un punto en el seno
de un flujo turbulento, por ejemplo la velocidad, puede tomar

una forma como la gue se indica a continuacifn.

At; At i

Fig. 2.8 Descripcifn por frecuencias de la funcifn de densidad

de prokabilidades.

Supongamos que dentro del intervalo T, la variable toma valo-
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res entre u y u+Au durante los intervalos At,,At;,...Ati de
tiempo indicados en la figura; de esta manera el porcentaje del
tiempo durante el cual la variable cae dentro en el intervalo

indicado se puede expresar como:

Ati
T

i

LR

1

y es de esperarse que este porcentaje resulte proporcional a

Au. Podemos definir a la funcién de densidad de probabilidades

COmo :
Al
N AT
. S et
pl= g o7 (2.3.1)

de tal modo gque la probabilidad de que u tome un valor entre u,
y uz estd dada por
fu,
P (u;<u <u;) = i p(u)du (2.3.2)
juy

es decir, el drea bajo la curva p(u) entre lasabscisas u;, y u,.

En la Gltima expresifn P(u) recibe el nombre de funcién de distri-

bucién de probabilidades y se define como

u
P(u) = p(u) du ' (2.3.3)

Yy corresponcde a la probabilidad de gue la variable aleatoria tome
un valor igual o mermor que un determinado nivel u. Obsérvese que

se tienen las siguientes propiedades para la funcién de densidad
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de probabilidades y la funcibn de distribucién de probabilidades.

p (u)> o
P{w) = p{u) du =1
f 2.3.4
PG = 0 (2.3.4)

0 < Pluic1

dr{u) = p(u)
du

Las funciones que acabamos de definir tienen en general, una for

ma como se indica a continuacién

p(u)

el

P(u) Smemmssssoo o=

0 u

Fig. 2.9 Funciones de densidad de probabilidades y de dis
tritucibn acurulada
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MOMENTOS.~- Supongamos que se tiene una funcién f(u) y que se de-
sea calcular su valor medio en funcifn de p{u); se escribe enton-

ces

H T [-
f= lim%- £{w) dt =1 £{u) p(u) du (2.3.5)
T .
(s} -cn

es decir, sumamos todos los intervalos de tiempo ti incluidos en
tre 0 y T durante los cuales u se encuentra entre los valores u
y u+su, multiplicamos por f(u) y sumamos para todos los niveles
de u. ‘

De interés'pirticdlar en cuanto a la forma de f(u) son las poten-
cias de u. Los correspondientes valores medios reciben el nombre

de momentos; asi,se tiene para el momento de primer orden la cono

cida media:

u dt (2.3.6)

1

pf{u) du = lim
T+
== o

]
1]
[

Ahora bien, generalmente, sobre todo en el trabajo experimental,
resulta mis cdmodo manejar a las variables fluctuantes restindo-
les su correspondiente valor medio. Supongamos entonces gue re-
definimos a nuestra variable de la manera indicada; en tal caso

los momentos se convierten en momentos centrales, teniéndose pa-

ra el de primer orden evidentemente u=0. LoOs siguientes tres mo

mentos centrales son de interés en el estudio de la turbulencia:
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[“ T . -~
@ = | ulp(uidu = lim ;},— u?dt c (2.3.7)
T

Este momento de segundo orden (variarnza) es una medida de la ampli

tud de las fluctuaciones, acostumbr&ndose utilizar a veces el valor
r.m.s., es decir, vu< .
El momento de tercer orden, adimensionalizado como se indica a con

tinuacibn,

= (2.3.8)

£.0. =
; (577'53

recibe el nombre de factor de oblicuidad, mientras que el momento

de cuarto orden,

u*

@D’

f.a. =
2.3.9)

se conoce como factor de aplanamiento. Ambos factores generalmente

se utilizan para indicar gué tanto se diferencia la densidad de

probabilidades de una funcién de tipo normal o gaussiana, tal como

se ilustra en las siguientes figuras:

p(u) : p(u)
£.0 pequeifo u B f.0 grande u
u u 4 »
S AUVAAY, W ,d J M JLJAKNN s
o a e
|
t t

Fig. 2.10 Factor de oblicuidad
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Fig. 2.11 Factor de aplanamiento
FUNCION AUTOCORRELACION.- Para un proceso ergbdico, la funcién

autocorrelacifn estd8 dada por:
‘ T
Ru(T) = lim 7 u{t)u(t+r)dt=u(t)ul{t+7) (2.3.10)

o
la cual, en forma adimensional se acostumbra escribir:

() ulE+T) (2.3.11)

MEETEA ) / u<(t+t1)

Ru(r)

Esta funcién es real, par y tiene su valor miximo para T=0.

El concepto de funcibn de correlacifn expresado en (2.3.10) se pue-
de extender al caso de dos procesos estocdsticos conjuntamente er
g6dicos {u(t)} y {v(t)) . Se define entonces como funcibn de co-

rrelacifén cruzada al promedio:
T

R (1)= lim & j ult)v(t+r)de= a(oIvicel (2.3.12)
uv Too T
[e]
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o bien, en forma normalizada:

—ETeTeRT »
R, (O ufe)v(tta) _ (2.3.13)
u” (t) Y ST

Al iqual gue la autocorrelacifn, esta funcibn es real; sin embar-

§g~ go no es par ni tiene su valor miximo. para =0, necesariamente.
R (1) = Rx(-T)
R_(0) = X%
X

Rx(r) = Rx(1+nT) para x(t}= x(t+nT) (2.3.14)

R _(0) 2 ]RX(T)I
ny(t) = Ryx (-1)
Ry (7) Ig[:Rx(O) R, (0)
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ESPECTRO DE POTENCIA.- Este concepto €s una extensién del éspeg

tro de amplitud-frecuencia para una sefal peribdica (series de
Fourier) y para una sehal transitoria (transformada de Fourier).
.‘

Efectivamente, en el segundo caso se tenia:

+ (ﬂ o
., -jut -
ult) = %—: | Flwel®ay F(w= [ u(t)e at  (2.3.15)
: l
| o Rt
con la condicibén que:
(oo

ju(e) ! at sea finita




En el caso de una senal aleatoria la Gltima condicibn no se cum-

ple. Ademis, la funcién que resulta de interés no es u(t) sinoc

u‘{t). |

En esas condiciones, lo gue se hace es redefinir u(t) de tal mane
ra de considerar sdlo un intervalo 0<t<T. Asf, la integral arri-

ba apuntada resulta finita.

Expresemos ahora el valor medio cuadrado uZ(t) mediante transfor-

madas de Fourier.
iT . T { oo . . o

=1im 3 D wrtat=1im 2 | wit)]  Foyedot Suae (2.3.16)
T T T 27

-00 T+

o o] | =

4 J

u‘(t)

Se puede demostrar gue el orden de integracibén no afecta al re-

sultado de la Gltima expresibén. Se obtiene entonces:
[T o iT
lim £ | w?itrde= lim 2| Frw) & | u(t)e
T T 2+
T Toa ;
o o Jjo

Jutyge (2.3.17)

De la definicién de transformada de Fourier se tiene:
©
u(t) e¥tac = F(-w) (2.3.18)
-

y tomando en cuenta la redefinicién de u(t) gue nos indica un
Valor cero fuera del rango 0<t<T, se puede escribir:

T

u(t) el“tau = F(-y) , (2.3.19)
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Sustituyendo en (2.18), resulta:

T
“lim % u? (t)dt= lim % F(m)F(-m)%% (2.3.20)
Torw T | K
|
[ J—

y siendo F(w) ¥ F (-w) funciones complejas conjugadas, resulta:

@

T
2
uZ(t) = lim 1 { u?(t)dt= limlgiﬁll dy
T T ,l T T 2% - {2.3.21)
1)

La cantidad de arriba es una medida de la energfa cinética de la

turbulencia, por unidad de masa, debida.a la componente u. E1l

integrando

H 2
S(w) = lim if%ﬂll- (2.3.22)

TPoco

representa la distribucibn de esa energfa en la frecuencia u.
Se le conoce bajo el nombre de espectro de energfa o de potencia
(el primer adjetivo se usa en turbulencia, mientras gue el segun

do lo usan los ingenieros electrdnicos).
Se puede demostrar gque la funcifén de autocorrelacién y el espec
tro de energfa son transformadas de Fourier, una de la otra.

En efecto, la funci6n autocorrelacién expresada en (2.3.10) se
puede escribir teniendo en cuenta la primera f6rmula (2.3.15),

como

N .v.:‘ﬂ’l, R T | i NG 5 st ey %
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[ S £ _ ‘
= N l ju(t*"r) do Y iy
Ru(r) %ig 7 J u(t) Flw) e 7> dt (2.3.23) 2 ‘
o — ;.‘ i

.

I
‘ - .
Separando la funcidén exponencial e intercambiando el orden de in

1

tegracién
® T
R (T)= lim ¢ | Plw)ed®T! u(ryel®t g¢ 9t (2.3.24)
u Toco T 2:
|
ji== °
es decir, teniendo en cuenta (2.3.19)
o . ~
R (1) = lim & | Flw) e3%T p(y S (2.3.25)
u oo T 2n
resultando
| 2 .
R (1) = | 1im AEQIF Jur Qw1 o Gety (5 3
u T T 2n 2%
se concluye entonces gue '
PR =P isia)} (2.3.27) i

S{w)=F (Ru('r))
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2.4 FUNCIONES DE CORRELACION. ESPECTROS DE ENERGIA

pDada la importancia que tienen para el estudio de la turbulencia
las diversas funciones de correlacibn (y los espectros de energia
asociados a ellas) gue se pueden definir entre las propiedades
del flujo, conviene estudiarlas en forma m&s detallada, particu-
larmente agquéllas relacionadas con los diferentes componentes de
la velocidad. A continuacibn, primeramente revisaremos las fun
ciones de correlacibn mis comGnmente empleadas en la éescripcién
estadistica de la turbuiencia, lig&ndolas con las diversas esca-
las de longitud y de tiempu gque permiten caracterizar a un deter
minado escurrimiento; definiremos después, los espectros de ener

gia de mayor interés para nuestro estudio.

FUNCIONES DE CORRLLACION

Tal como sabemos, una funcifén de correlacifn en su séntido mis
generél nos permite comparar una serie de datos o mediciones con
otra serie de naturaieza semejante. Se le emplea de manera
extensa (si bien, a travé&s del concepto un poco restringido de
coeficiente de correlacibn) en disciplinas como la Biologfa, la
Ecoromfa, la Psicologfa, etc. Su utilizacibn en el campo de la
turbulencia se basa en la sugerencia original de Taylor {11} en
relacibn con la descripcitn estadistica de la turbulencia de gue
sin importar qué se pueda entender por el difmetro de un remoli-
no, siempre existird un alto grado-de correlaci6n entre las velo

|

i

i
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cidades en dos puntos de un escurrimiento si la distancia entre
los dos puntos es pequena comparada con el diidmetro del remoli-
no. De la misma manera, si los dos puntos se encuentran muy sSe€
parados entre si, es decir, varias veces el diadmetro del remoli
no, es de esperarse muy poca correlacibn entre las correspon-
dientes velocidades. Los conceptos anteriores se pueden hacer
extensivos a los diferentes valores gque va tomando la velocidad
en un solo punto al transcurrir el tiempo, diciendo gue para in-
tervalos de tiempo relativamente cortos es de esperarse un alto
grado de correlacién entre los valores que toma la velocidad,
mientras gue para intervalos relativamente grandes debe suce-
der lo contrario. En la fig. 2.12 se muestra de manera esque-

m&tica los conceptos anteriores.

rA,.v/\Wm/\/\ A/\ B

\ PEPEP-VAN A\ c
b S\ § N T .

t

Fig. 2.12 Los registros de velocidad A y B corresponden a dos
puntos muy cercanos y se caracterizan por un alto
grado de correlaci6n: el registro C corresponde a
un tercer punto alejado de A y B y posee poca co-
rrelacibén con é&stos.
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Teniendo en cuenta lo anterior, se pueden definir diversas funcio
nes de correlacifn para las velocidades de un flujo turbulento.

La mds general de ellas se expresa como sigue:

Qij(xk,r) = ui(xk,t)uijk+rk,t+r) ‘ (2.4.1)

Se trata entonces de un tensor de segundo orden que describe la
correlacifn entre las componentes de velocidad en dos puntos se-
parados por el vector e, defasadas el intervalo de tiempo 7.
Este tensor, ademds de estar formado por nueve componentes, es
funcién de cuatro variables, y su completa determinacién es di-
ficil de lograr experimentalmente, a no ser gue exista alguna si

metrfa u homogeneidad en el escurrimiento.

Una funcién de correlacifn mis sencilla, sumamente estudiada ex
perimentalmente (véase Favre [2]), es la que comiinmente se cono

ce como Funcifn de Correlacifén Euleriana -y la cual, en forma adi

mensional, se define comp:

R, (x.) - IS (2.4.2)
ijt7k m-"k uj xkork) o .

donde ui indica el valor r.m.s. de u;. Se trata en este caso de

una correlacifn espacial y el adjetivo “"euleriana” se refiere

precisamente al punto de vista que se sigue para describir al

movimiento del fluido.

Dos casos de la expresidén (2.4.2.) resultan de particular impor-

R
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tancia en la descripcién estadfstica de la turbulencia: (a) cuan

do ésta es homogénea y (b), cuando adem&s es isStropa. B

En el primer caso, escribimos
u.(x,)u,(x.ér j
- 1 kK7ivk 'k
Ryjlxp) = e (2.4.3)

vya que el valor r.m.s de las fluctuaciones es independiente de

la posicibén (no asf la funcibn de correlacidén misma).

En el segundo caso se tiene

R, (xy = 10K (i) (2.4.9)
. : ii Tk — ’
‘ u
Efectivamente, en la turbulencia is6tropa ademds de tenerse un

solo valor r.m.s., fnicamente se tienen tres componentes para la
funcién de correlacién (los componentes para i#¥j son nulas) pues
de otro modo no existirfa la isotropfa. (Aquf, el doble subindi-

-

ce simplemente indica que los subindices son iguales).

Se puede demostrar (véase por ejemplo Batchelor {3]) que en el
caso de la turbulencia is&tropa solamente se necesita especificar
una funcidn de correlaci6n de las indicadas en (2.4.4). Esta fun

cifn escalar generalmente se escribe.

a o) (xy) (2.4.5)

ET

f(r) =

es decir, se trata de la correlacifn entre las componentes de la

velocidad en la misma direccifén del vector r, que separa a los
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; .dos puntos: se le conoce por lo tanto como correlacifn longitu-
dinal. Se acostumbra emplear también la correlacibn lateral de
£ finida por |
» a(r) = a0 BT (2.4.6)
i u?
3 E ‘donde el subindice n indica que los componentes de la velocidad
‘ E - se toman perpendiculares al vector T (fig. 2.13)
4 Tx_ e
e - \.\x_(xk + rk) f(r)
4 u_{x )
£ T
1 u_(x, }
i Z - un(xk + rk) g(r)
i ¥ r, \\\\
‘ -
.
£ rig. 2.13 Direccién para las velocidades en las correlaciones
% para turbulencia isétropa.
! e
) von Karman y Howarth demostraron (v. por ejemplo, Batchelor 131)
; % que la necesaria relacifn entre £(r) y g(r) estd dada por:

(o)

3
g(r) = f(r)*gﬁ : (2.4.7)
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|
\
|
v en/la obra Je Hinze {4 ] se presenta la comprobacifn experimen

tal de la ec. (2.4.7) (fig. 2.14).
1.0
0
or
0.7

o c8lculos segfin (2.4.7)

X puntos experimentales

0.5
04 X

0.3 &
[0 9

0.1 —

¢ H
_o1 1 | |
1 2 3 4 B 6

¥
ootk
K.\

8(r)

Fig. 2.14 Funcib6n de correlacién lateral

En la ec. (2.4;7), el término f(r) siempre es positivo y tiende
a cero conforme crece r; a su vez, el término 3f/3r siempre es
negativo y también tiende a cero al aumentar r. Para valores de
I un poco menores gue 5 resulta ser mds grande en valor absoluto
el segundo término es (2.4.7), haciendo gque g(x) sea negativo.
Mis adelante, ambos términos en (2.4.7) se hacen cero y g(r)

también se aproxima a cero por el lado negative.

Este resultado de obtener valores negativos de g(r) para determi
nadas separaciones entre los dos puntos, se entiende ficilmente
si se piensa que para esas distancias se tiene, en promedio, va
lores positivos en uno de los puntos de velocidad asociados a
valores negativos de velocidad en el otro es decir, tienen senti

dos opuestos; se trata entonces de. las velocidades en puntos opues

tos de un remolino.

ESCALAS

Precisamente lo anterior nos permite utilizar las funciones de
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‘correlacién para definir “tamafos" de tIpiéos remolinos en la
turbulencia a través del concepto de escala. Existen diversas
clAses de escalas dependiendo de la correlacién que se emplee
para definirlas y de la variable dependiente en la correlacién

(1 6 rk). Asi, tenemos para el caso mis general, la escala

: E integral o macroescala euleriana, dada por

Liye SR 4 C (2.4.8)

.En el caso de la turbulencia isftropa, evidentemente se acostum

bran definir las siguientes dos escalas:

escala integral -
’ longitudinal Lg f f(r)dr (2.4.9)
o
escala integral © : (2.4.10)
lateral L = r) dr 4.
ater g j g(r)
i pudiéndose demostrar que entre ellas existe la relacién
Vﬁv*ﬁﬁgtg'g%i Lf (2.4.11)

Tambi&n se acostumbra utilizar en turbulencia varias microesca-

las definidas a través de la curvatura de la funcifn de correla

? cién para rk=0; en efecto, se tiene para el caso de turbulencia
§ is6tropa.
8 | - ",
Microescala A= 2u’ 2.4.12)
longitudinal f | Sug 2 - :
( ar,r-O




i 1y
Microescala A =1 242 2
lateral g | T
| = (2.4.13)
! ‘ L T r=0

y corresponden cada una de ellas al denominador del segundo tér
mino de una expansibén en series de Taylor de la respectiva co-
rrelacibén, cerca de r=0. Geométricamente, se pueden obtener
estas microescalas ajustando una par&dbola a la curvatura de

la funcién de correlacién en la regifn cercana a r=0, como se
indica en la fig. 2.15.

firy

— X, —

Fig. 2.15 Definicibn de microescala

Los conceptos de macroescala v microescala se pueden extender
para el caso en que consideremos al tiempoc como variable inde
pendiente. Hablarfamos entonces de la funcibén de autocorrela-
¢if6n para las velocidades en un mismo punto, la cual como sabe

mos estd dada por ejemplo, para las velocidades longitudinales por

 ———
a (T u (T+1)
f(r) = _I T

- (2.4.14)
u
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.en cuyo caso se implica poder escribir:

Definimos entonces de manera parecida a las escalas espaciales,

macroescala ) @ S .
temporal T = j‘ £(1) dt
euleriana e o ) {2.4.15)
microescala Tut Y
temporal Te: —— L
euleriana (57)

[ T =0 (2.4.16)

HIPOTESIS DE TAYLOR

Obsérvese en relaci6fn con las funciones de correlacifn longitudi-
nales que f(r) resulta dificil de medir debido a la interferencia
gue ocasiona el sensor gue se encuentre mis aguas arriba sobre el
segundo sensor. Por otro lado, la correlacién f(y) es relativa-

mente fScil de determinar experimentalmente dado que en tal caso,
solamente se necesita algGn medio para ir “corrierdo" en el tiem-
po a la sefal representativa de la velocidad y se tienen en el

mercado instrumentos adecuados para tal operacidn.

Se tratarfa emntbnces de relacionar una funcién de correlacifn con

la otra., Una manera de hacerlo es escribiendo

f(r) - u(xJu ( *h ) - u (Ju (T) = £(r)

o o (2.4.17)

x=1t T : (2.4.18)

o bien
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es decir, se reemplaza la coordenada espacial por un tiempo equi-
valente, suponiendo que en un punto fijo en el espacio las fluctua
ciocnes de velocidad se deben esencialmente al paso de una estructu
ra del movimiento turbulento que no cambia al pasar por el punto;
en otras palabras, la turbulencia en un punto en el instante t

es la misma gue en el instante t*+t en un segundo punto situado a

una distancia X=tU aguas abajo.

Lo anterior recibe el nombre de HipGtesis de Taylor (de la estruc
tura "congelada") y es aproximadamente vilida para fluctuacicnes
de velocidad muy pequenas comparadas con el valor medio correspon
diente. Una manera de comprobar experimentalmente la hipStesis

de Taylor es tomando correlaciones espacio-temporales, es decir,

L t) pixrr, t+1)

R (r,7) = =
u LT Je X+ 2 (2.4.19)
Dichas funciones, gue alcanzan su valor miximo para r=U 1, tienen

el aspecto indicado en la fig. 2.16
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‘Fig. 2.16 Funciones de correlacifén de acuerdo con la ec. 2.4.19

‘Obsérvese que la hipbStesis de Taylor se cumplirfia exactamente si
Ru(r, Tm) =1 para cada uno de los L Esto no sucede asf y ade-
mé&s se cumple menos la mencionada hipStesis conforme crece r.

Una medida de la velocidad convectiva con que realmente se mueve

la estructura turbulenta, se obtiene mediante el cociente Yi/-rmi
gue para valores pequeiios de r, resulta précticamente constante.
Esta velocidad convectiva comparada con U es como 0.8 para el ca-
so de una tuberfa y adquiere un valor menor en flujos cortantes

no confinados.

Para completar esta parte relativa a funciones de correlacifén po-

demos mencionar que dicho concepto se puede extender de tal mane-
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| S o
‘ra de incluir tres o mis cantidades. Por ejemplo, se puede ha-

blar de correlaciones triples:

Sij,k(re) = ui(xe)uj (Xe)uk(xe"re)

-tensor que consta de 27 elementos, 18 de los cuales son diferen-

tes. En el caso de la turbulencia is&tropa, estd demostrado que
solamente se necesitan tres de ellos, de naturaleza parecida a
f (r) y g(r), es dééir, entre caomponentes longitudinales y

transversales de las velocidades en dos puntos.
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ESPECTROS DE ENERGIA

Tal como se demostrS en la seccifn anterior, la autocorrelacibn
de un proceso estocdstico ergfdico posee una transformada de

Fourier a la cual denominamos espectro de potencia y nos viene

2 representar la misma informacifn contenida en la funcibn
muestra, pero esta vez en el dominio de las frecuencias. Esta
representacifn es sumamente fitil en el manejo de las ecuacio-
nes fundamentales de la turbulencia pues tal como veremos, en
ellas se presentan funciones de correlacifn dobles y triples,
dificult8ndose en grado extremo el lenguaje matem&tico, mien-
tras que el empleo de los correspondientes espectros diémindye

notablemente la anterior dificultad.

Como se recordard, una sefial fluctuante puede considerarse como
una onda compleja equivalente a una suma de ondas sinusoidales
de diferentes amplitudes y frecuencias; el espectro viene a
ser una representacifn continua a lo largo de las frecuencias,
de cantidades proporcionales a las amplitudes. M&s concretamen
te, en el caso de fluctuaciones turbulentas de velocidad, el

espectro de energfa* unidimensional representa la distribucibn

continua con respecto a la frecuencia, de la energfa cinética

de las fluctuaciones.

| S ——

En la teorfa de las comunicaciones se prefiere emplear el tér-
mino espectro de potencia, porgue dicha funcifn representa
efectivamente la distribucifn de la potencia en las diversas
frecuencias, cuando la senal original es un voltaje que pasa a
través de una resistencia eléctrica unitaria.-
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De la misma manera que existen varias funciones de correlacién,
se pueden definir los correspondientes espectros de energfa.
En efecto, el caso mis general consiste en el tensor de espec-

tro de energfa (tridimensional) definido por

b5 R = g5 | Qg (Dexm(-ik-par (2.4.20)

‘ -0
conde, siguiendo la nomenclatura de Brodkey [5] y Townsend [6 ]
la raya debajo de cada sfmbolo indica que se trata de un
vector. En la ec. (2.4.20), el vector k representa al ng-

mero de onda asociado a la frecuencia de las fluctuaciones;

Sus componentes se expresan como
k1 = Zw/li = 2 fi/Ui ‘ . (2.4.21)

Cada elemento de Fourier ki se puede interpretar como una onda .
en el espacio ffsico, existiendo su correspondiente transforma

cibén en el espacio vectorial k como se indica en la fig. 2.17:

X ; k
3 !

Fig. 2.17 Representacifn e una onda en et espacio ffsico y en
el espacic vectorial de nGmeros de onda. ’
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Propiamente se puede interpretar al espectro definido por
(2.4.20) como la distribucifn en el espacio de los diferentes
tamanos de remolinos de la turbulencia; de esta manera, la

transformada de Fourier inversa,

. oo

Q y(x.x) = %5 (x,k) exp (ikesr)dk (2.4.22)

nos indica que ’ij constituye la contribucién a uiﬁj'= Qij(g,O)-

de las componentes de Fourier del campo de velocidades, en el
elemento de volumen dk del espacio de nfimeros de onda. (Se pue

de visualizaren ¢ como una especie de densidad de energfa en

. 13
el espacio k : oij es la densidad, k es el volumen y Qij(o) es

la masa).

Esta clase de espectro de energfa la estudiaremos con mds deta-
lle al hablar de turbulencia homogénea e isftropa; dada su natu
raleza bastante complicada, no se le ha podido medir completa-
mente. Podemos medir en forma.felativamente sencilla un espec-

tro de energfa unidimensional, propuesto por Taylor, mediante

el anilisis armbnico de la sefial gue produce un anemSmetro de

hilo caliente.

El espectro unidimensional esti definido por la doble integral:
- (2.4.23
gij(f' kl) [ (5,§)dkmdkn )

— J -0
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es decix, se trata de la integracifn sobre todos los valores
laterales posibles de k; vista la operacibn anterior en forma

geométrica, corresponde a la suma de ¢1j(5,5) extendida a

g E todo el plano mn localizado a una distancia kl desde el origen

en‘el espacio k, como se esquematiza en la fig. 2.18

rn

@ij (k) varfa
en todo el es

— pacio imn

g (k) es un

promedio en el

plano mn plano fmn

~Fig. 2.18. Espectro unidimensional

El espectro unidimensional corresponde a una funcifn de corre-
lacibn; en efecto, se tiene
o
g5k, = -21-;) Q;j(rglexp(-i kyrydar, (2.4.24)
~c
Si recordamos que para la turbulencia isb6tropa solamente nece-
sitamos una funcifn de correlacifn y que generalmente se mane-
jan las correlaciones longitudinal y lateral, es clam que ten

dremos en tal caso un espectro unidimensional longitudinal y

Y un espectro unidimensional lateral,
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Otra forma integrada del espectro de energfa de interés en la
turbulencia, la constituye la definida por la siguiente expre

sibn:

By = | e (kds(k) - | (2.4.25)
S

Se trata entonces de una integracifn de ¢ij(§)'extendida a una
superficie de radio k = lhl en el espacio k; pierde por tan-
to, el caréctér direccional que tiene el espectro unidimensio-
nal donde la integracifn se extiende a un plano perpendicular
a una determinada direccibn. El espectro Eij(k) se puede vi-
svalizar como la contribucibn a la energfa por cada nfmero de
onda k: se trata del producto de la "densidad" Qij(i) por el

"srea" correspondiente a k en el espacio k.

Una forma escalar del espectro de energfa con la cual se traba
ja cominmente y que se relaciona directamente con la forma in-
tegrada que acabamos de examinar, es la siguiente: considere-

mos la energfa cinética de las fluctuaciones de velocidad te-

niendo en cuenta la relaci6n (2.4.22),

= 1' ’
0,000 = > o Goax (2.4.26)

D=

—

pero recordando que la integral en (2.4.20) es en realidad una
integral de volumen en el espacio k y recordando 1lo expresado

en (2.4.25), se tiene, al definir




: B =3 | ¢ (Kask : (2.4.27)

S

que la energfa cinética de las fluctuaciones se puede expresar

como

%u T 0= | E)a ' (2.4.28)

En (2.4.28), el escalar E(k) recibe también el nombre de espec-

tro de energfa tridimensional.

Con objeto de tener una me jor -conceptuacifn de la relacibn eﬁ-
tre los espectros que hemos revisade, conviene situarlos en el
marco de referencia de las mediciones. (Mdis adelante nos aedicg
remos conr detalle a este aspecto de la turbulencia). Suponga-
mos que estamos midiendo un espectro unidimensional, es decir,
estamos procediendo a lo largo de una determinada direccibn y
nuestras observaciones aparentemente se refieren al vector de
nmero de onda en la misma direccibn (fig. 2.18).
Direccifn de la medicibn
}

Sensor

s

s’ . F 3
Fluctuaciones l
: | 2wk

v i T

espectro unidimensicnal cuando el vector nimero
T Ya dheacride deomadicifn

et s iyt

Fig. 2.19 Obtencién de un
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Sin embargo, la interpretacifn anterior es incorrecta puesto
gue nuestro sensor no puede distinguir entre fluctuaciones

cuyo vector de nGmero de onda k es paralelo a la direccién de
la medicibn (fig. 2.19) y las fluctuaciones cuyo vector de ng
méro de onda k! (k! > k) ests inclinado con respecto a la mis

ma direccifn de la medici6n (fig. 2.20)

Direccibén de la medicibn

4

Sensor <::S
e - - - \\<
Fig. 2.20 Obtencién de un espectro unidimensional cuando el

vector nimero de onda e$ti inclinado respecto a la
direcci6én de medicién.

De esta manera, un espectro unidimensional obtenido experimen-
talmente en un campo tridimensional, en cierto modo nos da una
informacidén incorrecta respecto a &ste, al incluir en el niime-
ro de onda k, contribuciones correspondientes a componentes
conr nimeros de onda mayores que k. Esta es la razdén por la
cual un espectro unidimensional determinado experimentalmente

toma la siguiente forma:
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F(k) r

o L -
X

Fig. 2.21 Espectro unidimensional en escalas logarftmicas.

donde F(0}#0, lo cual podrfa interpretarse equivocadamente
como que existe una componente C.D. que contiene una cantidad
de energfa diferente de cero (recufrdese gue el espectro se
refiere a u, no a U+ u.

1

Este problema es particularmente\ grave cc;n relacién a los re-
molinos grandes yé que &stos generalmente presentan tamafnos y
formas diferentes en todas las direcciones, no asf{ con los re
molinos pegqueiios que son mds uniformes en su tamafo. v
Para evitar la situvacifn mencionada tendrfamos gue efectuar me
diciones en todas las direcciones posibles: el tensor de espec
tro °ij(5)' Sin embargo, esto ademds de ser pricticamente im-
posible, dificulta enormemente su interpretacifn. Se prefiere
entonces eliminar la informaci6n direccional al integrar en
capas esféricas centradas en el origen del espacio vectorial
k. El espectro asf obtenido, E(k)}, resulta funci6n del esca-

lar k y representa la energfa total distribuida en las magnitu
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des de k; dicho espectro, refine la informacibn de la energia
cinética total de las tres componentes de velocidad, distri-

buida en los nfimeros de onda.
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CAPTTULO 3

ECUACIONES DE MOVIMIENTO PARA UN FLUJO TURBULENTO

3.1 GENERALIDADES

Generalmente se acepta para el estudio de la turbulencia gue el
fluido se caracteriza por un medio continuo, es decir, carente

de una estructura molecular. Se trata entonces de suponer que‘
las nropiedades del fluido como la velocidad, la presifn, la tem-
peratura, etc. se pueden definir como promedios a lo largo de in-
tervalos de tiempo y regiones del espacio los cuales resulten,
por un lado, grandes comparados con las correspondientes escalas
del movimiento de las mol&culas, pero »or el otro lado sean meno-
res gque las escalas tfpicas del movimiento del fluido mismo. Tal
como indica Townsend { 1], se ha dudado acerca de esta higGtesis
si bien no se han encontrado inconsistencias al respecto y aparen-
temente la hipStesis es aceptable excepto en casos extremos donde
las escalas de longitud del movimiento son muy pequehas o las V;-

locidades del fluido resultan excesivamente altas.

A continuaci6n, partiendo de las ecuaciones fundamentales para un
fluido newtoniano, las cuales de acuerdo con lo expresado anterior-
mente son vdlidas para cuaiquier instante, estableceremos las ecua-
ciones bisicas que describen a un flujo turbulento en t&rminos de
los valores medios temporales de las propiedades del fluido y de

las fluctuaciones respecto a estos valores medios.

Segquiremos el mé&todo emnleado por primera vez por O. Reynolds [2]
pero tratando el caso mis general de un flujo turbulento compresi-

ble y particularizandc en aquellos casos de interés.
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3.2 ECUACIONEé FUNDAMENTALES

Las ecuaciones fundamentales gue describen el movimiento de un
fluido newtoniano, se obtienen al considerar los principios de
conservacifn de la masa, la cantidad de movimiento y la energfa
junto con relaciones constitutivas y ecuaciones de estado apro-
piadas. (Para una deduccibn de tales ecuaciones véase, por ejem
plo, Currie [3].) De esta manera, si indicamos el valor instan-
t&neo de una variable con una tilde scobre el simbolo correspon-

diente, se obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales pa-

ra el caso mis general del movimiento de un fluido:

Ecuaci6n de continuidad

i 3B 4 3 s5.) =
| et ax. B8y =0 (3.2.1)

Ecuacifn de cantidad de movimiento:

<24, S, | .., 3 = :
L T "“j'a?;. = P+ Ej %45 (3.2.2)
Ecuacién la energia:

- B, ¢4 @y - % (32,3

o bien, al multiplicar (3.2.2) por la velocidad u; (obteniéndose

asf una expresib6n para la energfia cinética del fluido) y restar

de (3.2.3),




'quwmﬂmuuummmmmgmw-u'wmv‘ .

68

~ 28 , ~~ 098 24, 3E .
S am + PO, = =3, —i - =1 (3.2.4)
3t i ax; ji axj 3xi
es decir,
<M , s 3h _ 3B, . 35 . = 28 , % 3%, _ aZ.
Rl e Ll = + @, = £ £ - £=
PEE T ik Tae T Mok tPRI Iy, 3% T axg (3.2.5)

En las ecuaciones anteriores,

p = densidad del fluido

ui = componentes de la velocidad
9; = comporentes de la fuerza de cuerpo )
por uridad de masa
°ij = tensor de esfuerzos
e = erergfa interna especf{fica
h = entalpfa especffica
€; = componentes del vector flujo de
calor

Las ecuaciones ceneraltes (3.2.1), (3.2.2) y (3.2.4) o (3.2.5) se
pueden expresar para el caso del fluido newtoniano, homogéneo
e is6tropo gue nos ocupa, si se toman en cuenta las siguientes

relaciones constitutivas:

Bi4 pGij + Aaxt sij + L(ax% + ax]) ; (3.2.6)
3j i

. m= ﬁ : 2 !

< k axi . (3.2.7

donde u ¥ X son el primero y el segundo coeficientes de viscosi

dad, rESTETTiVAREnTE, ¥ & 25 1a condussividad s€vwica del flui-

do, los cuales por simplicidad, consideraremos constantes en el

B

Aot il

e

£
3
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presente estudio. Las relaciones constitutivas expresadas me
diante(3.2.6}) estin basadas en los siguientes tres postulados
de Stokes; (a) el tensor de esfuerzos es cuando muchc una fun-
cidn lineal del tensor de rapideces de deformacién; (b) el
fluido es is6tropo; (c) la ley de deformacibn debe reducirse a
la condicifn hidrostdtica de presibn cuando el fluido estf en
reposo. La ecuaclifn (3.2.7) expresa la conocida ley de Fourier
para la conduccibn de calor en un medio homogéneo e is6tropo su

jeto a un gradiente de temperatura.

En la presentacifn que haremos de las ecuaciones fundamentales
para un flujo turbulento utilizaremos seg@in nos convenga, las
ecuaciones generales (3.2.1), (3,2,2) v (3.2.4) o (3.2.5), ha-
ciendo referencia a las relaciones constitutivas (3.2.6) y

(3.2.7), o bien, las ecuaciones gque resucltan al combinar las

anteriores, es decir:

Ecuacidn de cantidad de movimiento para un fluido newtoniano

(ecuacibn de Navier-Stokes)

., - a,
L A T i

Q
‘o
L}
o
[Te 1
1

s
+
=

jor
i~

;lf,

L
+
=
+
P
-

u'v

kg
[
Ao

Xlet

~

-
w .
.
~
‘
o

~

~ 38 , .. 98 _ _ - 3% 3T %
3] It + 58, ‘—x-i— P axl): + k mii' ® . (3.2.9)

= 3%, r_‘ a_ﬁ.‘.' b <~ .'..33-! &.a_u.n". L. .
= 3;; L;‘ x; "3 "Gxg i xz;j v 2,160
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Para completar esta seccibn, escribiremos las ecs., (3.2.1)
(3.2.8) y (3.2.9) para dos casos especiales de interés:
perfecto y el fluido incompresible.

el gas

Gas perfecto
2o e lecro

La forma de las ecuaciones de continuidad y de cantidad de mo-

vimiento para un gas perfecto no cambia por lo que (3.2.1) y

(3.2.8) siguen siendo vdlidas; la ecuacién de la energia

(3.2.9) en cambio, se simplifica al tenerse para este caso
de = cvdT’ donde cy

Se tiene entonces:

es el calor especffico a volumen constante;

Ecuacién de la energia para un gas perfecto:

- . 3d 2

- aT - 9 ~ k 3°T =

PC {2+ + G == ) = - P 4 50— + ¢ (3.2.11)
V'3t 1 axi axk Bxiaxi

Fluido incompresible

En el caso de un fluido 1ncompresxble siI se obtienen Smellfl
caciones en las tres ecuaciones (3.2.1) (3.2.8) Yy (3.2.9); en
efecto, la incompresibilidad del fluido permite obtener una
forma muy sencilla para la ecuaci6n de continuidad, la cual
sustituida en las ecuaciones de cantidad de movimiento v de

energfa, logra que &stas a su vez se simplifiquen:

Ecuacifén de continuidad:

dd, . . -
§ L -p (3.2.12)
i X,
‘ i
Ecuacifin de canridad de movimienta ;
Ju 30 3D 3tu,
143 51-;_._4.—_13 : (3.2.13)
at 3 axj i ax1 axjax.

i
k]
B

i A

:
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Ecuacifn de la energfa:

AT , ~ 8T, _ .37 ~
pelzE v 9y Hi’ = kax.a‘xi+ ¢ (3.2.10)
donde
~ a, ,on. A
=y i (i 4 ==3) (3.2.15)
axj axj axi .

3.3 ECUACIONES PARA UN FLUJO TURBULENTO

Basdndonos entonces en la idea de Reynolds y sigquiendo el proce

dimiento delineado en Schuabauer y Tchen [4] debemos considerar

a las variables como si estuvieran campuestas de un valor medio

- temporal m&s la correspondiente fluctuaciSn:

ui = Ui + ui

p =P +p (3.3.1)
8 =p + o' e

T =3 +8

\
etc. )

i
Supondremos que las propiedades ffsicas como la viscosidad, la
conductividad térmica, etc., son esencialmente constantes y

gue resultan vdlidas las siguientes reglas de promediado:

4

{
A _ |
1
|

1) | (3.3.2)

(Ata) (B+b) = AB + Ab + Ba + ab = AB + ab
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Tal como veremos, al incluir entre las variables fluctuantes a
la densidad dGel fluido, la no linealidad de las ecuaciones se
presenta no s6lo con respecto a la velocidad en los términos
convectivos sino ademds en relacién con los productos de la velo
cidad y la densidad. Por otrxo lado, en el caso del flujo incom
presible, la ecuacifn de cantidad de movimiento para valores me
dios de la velocidad (ecuaci6n de Reynolds) se ve auwmentada Gni
camente en los términos de facil interpretaci6én como esfuerzos
aparentes gque juegan el papel preponderante en la friccién tur
bulenta y en la produccién de la turbulencia misma al estar
multiplicados por gradientes de la velocidad media; en elicaso
mds general que examinaremos a continuacién, los términos adi-

cionales no tienen una interpretacién sencilla.

Ecuacién de continuidad

Sustituyendo las descomposiciones apropiadas (3.3.1) en la ec.

(3.2.1), se tiene:

2o’y + g—xi EEm')(‘Giwiz; =0 (3.3.3)

Teniendo en cuenta las reglas (3.3.2) al promediar esta ecuacién

resulta:
+ L 30, +pu) =0 (3.3.4
ax1 i 1 e

30
3t

Obsérvese que en (3.3.4) el primer téimino es cero por defini-

cién, pero lo conservaremos en dicha ecuaci6n por as{ convenir-

g o . L
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nos en las simplificaciones que haremos en las otras ecuaciones.

Ecuacibn de la cantidad de movimiento .

En este caso obtenemos, al sustituir las descomposiciones (3.3.1)
en la ecuacifén genexal (3.2.2),

B+e') -g; T +u,) + (p+e') (ﬁjfuj) -g—ij (ﬁiﬂ’i)»

({1j + 0.0 (3.3.5)

= )
(Pi+fi) + FT3 I

3

donde ;i = ;‘1 + ti re-present:a la fuerza de cuerpo la cual estu-

diaremos con mayor detalle adelante.

Multiplicando la ecuacién de continuidad (3.3.3) por (ﬁi + ui)

y sumando el resultado al miembro izquierdo de (3.3.5), se ob -

tiene

3 - R - 3_ - - .— '- -
el o*e )(Ui*‘l-,] Fo+f, + ¥, “(Iijwij) (o+p ') (T +u,) (Ufu).]

—

(3.3.6)

Promediando esta ecuacifn y terniendo en cuenta las reglas

(3.3.2),

a3 == . 3 - = a-
5t (oUg + 0 u) + Wj (ouiﬁj) -F ¢ 5&;1

_ 2 - - . , .
Hj P “1“3‘ + Ui 4 “j + u:i ptu, + p “iu_j_‘ (3.3.7)

Obsérvese el parecido con la ecuacién de movimiento (3.2.2) ex-




présada para valores medios, con la diferencia de los t&rminos
adicionales donde aparecen las fluctuaciones incluyendo los es-
fuerzos de Reynolds. Obs&rvese ademis, que en (3.3.7) el ten-

sor de:esfuerzos promedio para un fluido newtoniano estd dado

por |
T - _=® : 3l 30, . a0
ZIj Nij + Aa—k 6ij +u (37; + a—x-z) (3.3.8)

al haber considerado constantes a las viscosidades.

El mismo resultado combinado de (3.3.7) y (3.3.8) se obtiene
sl se procede directamente con las ecuaciones de Navier-Stokes
(3.2.8) ya que, a diferencia de los t&rminos convectivos, no
se tienen productos entre las variables en los términos rela-

cionados con los esfuerzos en el fluido.

Ecuaciones para la energfa cinética .

De manera relativamente simple, se pueden obtener expresiones
tanto para la energfa cinética total del flujo (medio m&s turbu
lento) como para aquella asociada al flujo medio, o bien, para
la energfa cinética de las fluctuaciones. La energfa cinética
del flujo tiene un claro significado en la dinSmica de la tur-
bulencia y las expresiones que vamos a deducir resultan de uti

lidad en el manejo de la ecuacibn de conservacibn de la ener-
gfa.

Comencemos con la mis ficil de ghtener: la cue se refiere a la

energfa cinética total K = %(ai+ui)’. En efecto, multiplicando
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la ecuaci6n de la cantidad de movimiento (3.3.6) por (ﬁi+u1) Yy
promediando, multiplicando la ecuacién de continuidad (3.3.3) y
promediando también, y restando esta Gltima de la primera, se
obtiéne; después de algunos pasos,

0] ®

1GR) + :_xj (RO, = - 2

® —

_3_ [ 0 < R T oAt 7
X (p ujx + nujx + Ujp K' + Kp'uj)

= 3L 30, - = =
N + Uﬂ—xij + uyz—ij + U Pi + uif1

. [ 5 :|.axJ i
(3.3.9)
donde - :
g = %B‘iﬁf 11, Sy (3.3.10)
K= u B + 11’“1“1" 11"‘5_‘71 (3.3.11)

>
De manera parecida se puede obtener una ecuacifn para la energfa
cinética del flujo medio; en efecto, multiplicando la ecuacién

de la cantidad de movimiento (3.3.7) por 61 y teniendo en cuen-
ta la ecuacién de continuidad (3.3.4) multiplicada por %01, re-

sulta
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®)+(§'43_fi-)ﬁv (3.312)
%5 i) T T

3. T, -
* 33?; (p'ujuy + p 0y

Final;nente, una ecuacién para la energfa cinética de 1;5 fluctua

ciones se obtiene multiplicando la ecuacifn de la cantidad de mo
vimiento (3,3.5) por u; ¥ promediando, a la cual se le suma la

: 1
ecuacién de continuidad multiplicada ésta por :2'“;. Y promediando

el resultado, después de varios pasos es:

@
3 1. — 1 .. 30,
7 | PPoE e P 0 gt
(&) (6]
v 2 1-~'1,T'£?7u~-+—o' T. +50 u.u.u
axj Iﬁuiui ).*2 e ] uluiJ Z° uuy
i} P 30 . 0.
+ pulu) 3 1 [} uiu a—x-i + p ui Uj -;;1
J J
= T o+ uig'%;j (3.3.13)

Los diversos términos qué forman a las eéuaciones (3.V3'.“9)'

(3.3.12) y (3.3.13) son diffciles de interpre;:ar, sobre todo en
el caso general que estamos considerando donde incluimos a las
fluctuaciones de "densidad. Sin embargo podemos describi{: al
gunos de ellos dada- la importancia que representan en el balan-

ce de energfia de mn flujo turbulento, o en todo caso debido a




“su clara interpretacifn. Los tfrminos marcados con un numerito
@ en la parte superior se refieren a la rapidez con gue cambia
la energfa cinética corfespond.iente, en un volumen de control
elemental. De manera parecida, los tErminos sefalados con un @
representan la conveccifin de la energfa cinética bajo considera-
ciGn con el flujc medio. Té€rminos camo 1los marcados con el ntGrue
ro @ representan el transporte de energfa cinética por las

fluctuaciones turbulentas; constitiyen por tal motivo, té&rminos

difusivos turbulentos. De particular interx€s son los términos

indicados con umm @ los cuales corresponden a la accifbn de los
esfaerzoe aparentes sobre el flujo medio y se trata por tan-

to, de t€rminos de produccibn de la turbulencia, a este respec-

to, se deja al lector explicar por qué no aparecen netamente
términcs de esta naturaleza en la ecuacifn (3.3.9). Finalmen-
te, los téminos asociados con las fuerzas misicas y los esfue£
z0s en el fluido, representan energfa ganada por el trabajo
efectuado, por ejemplo, por fuerzas de flotacibn, y la transfor
macién de energfa a formas menos Gtiles, es decir, disipacién,

respectivamente.

Ecuacibn de conservacién de la energfa

Teniendo en cuenta que la conservacién de la energfa se puede ex
presar de diversas formas dependiendo de si se considera la ener
gfa interna o la entalpfa del fluido, o bien, estas mismas canti

dades pero en forma toral, es deciyr, smmindoles un téxmino corres




78

pondiente A la energfa cinética, y tratfndose ademds de un flujo
turbulento para el cual descomponemos las cantidades instantd -
neas en valores medios m&s sus correspondientes fluctuaciones,
resulta obvio que son varias las ecuaciones de energfa que se
pueden obtener. Asf por ejemplo, es relativamente fdcil de obte
ner la siguiente ecuacifén para valores medios al sustituir las
descomposiciones (3.3.1) en (3.2.5) y promediar, ohservando las
xeglas (3.3.2) y teniendo en cuenta ademis a la ecuacibn de con

tinuidad multiplicada por H + h:

3 sm) + 2 m ¢ &GS + & i, - E - 3 5D
at(pa) + at(p h) + axi(pHUi) + 3xi(°'hui) < axi(PUi)

3 R s ai+oem-pE o+
3§i(p hui + 0 uiH + 0 Lih PYuy + ti)

+ I

3Y; 3u (3.3.14)

o=—i 4 0., =i
1 axy ij oxy
It 90Xy T 0%y
De manera parecida, se puede obtener una ecuacibn para la entgl-

pfa media de estancamiento HO' definida por

= _ 1 = - 2 _7 .1 w2 -
Ho = H + 3 (Ui + ui) =H + 5 (Ui + ui) (3.3.15)
siendo
b= -f =F+n+ i@ +u)? - - M+l
0 o 0 271 i e ¢ i
_ - 12_1_2 l
ho =h + uiUi + Fup - U (3.3.16)

Se obtiene, al sumar (3.3.14) y (3.3.9),




) -3 ) - TT 3 ]
_B_E(OHO) + ’ﬁi("ﬂoui) + -a-E(D ho) PASULTAD DE (NGENILAM
__ 3 - . - Y - . -
= ax, Pl T oY Fe TP u;hg + Uy o'hy + €4)
+ 2 @)+ @D (3.3.17)
axi 37413 axi g 5] e

Finalmente, definiendo con H° a la entalpfa de estancamiento del
flujo medio:

ez - = 1 '
Re = B + 50,0;=, - 99 : (3.3.18)

i
+ 2 + g_ximl?-')
- - 3 (ovug Bee Oy Bagay v Bagn e B o OGS o
+ g_ (5. .. ‘o QU5 4 F oG, o (3.3.19)
x; 3 i) ijaxi i“i

En esta Gltima ecuacibn,los términos del 15&6 izquierdb represen
tan rapideces de cambio de las cantidades expresadas entre parén
tesis. Dichas rapideces de cambio son el resultado de los térmi
nos del derecho: difusifn, aquellos indicados dentro del parénte
sis, y produccién, el término Sﬁzﬁj 3ﬁj/3xi que hace disminuir

la energfa del flujo medio.

: - '605141
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3.4 ECUACIONES PARA UN FLUIDO INCOMPRESIBLE EN FLUJO TURBULENTO

Tal como se desprende de la revisiSn gque hicimos en la seccifén ante-
rior, las ecuaciones fundamentales para un flujo turbulento general,
cuando se reemplazan los valores instantdneos por los valores medios
y las fluctuaciones, resultan complejas en grado extremo y Jificil de
interpretar todos sus términos. En esta seccibn procederemos a sim-
plificar las ecuaciones mencionadas para un caso de gran interés: el
flujo incompresible. Esta situacifn corresponde a que se tenga
(Hinze [5]) ?2'/¢ <<1, o bien, gque el cuadrado del nfmero de Mach que

se puede definir con las fluctuaciones de velocidad sea mucho menor

gue uno.

Ecuacifrn de continuidad

En este caso resulta, como ya habfamos visto al principio, de (3.3.3)

20, ‘

w, 0 o (3.4.1)
y

—1 =0 (3.4.2)

cX .

Ecuaci6én de la cantidad de movimiento.

Igualmente, siendo p' =0 en (3.3.7), .se obtiene la ecuacibén de Rey-

nolds también examinada con anterioridad.

W, 9 _ T )
,"( o v Y 3X ) = Fi+ 3% '957).' uiYy (3.4.3)

Ecuaciones para la energfa cinética

Para la energfia cinética total, K= % (Ei + ui)2 la ecuaci6n (3.3.9)

se reduce a:




X . = % Bfi. 30, .
+ 04 = X g —il 3] G F.eTE
I ax, | TTugk oty g TN ax *O Fyrup 34

© @ | 0
=

donde K v K' sigueﬁ estando dadas por (3.3.10) y (3.3.11) respecti-
vamente; en {3.4.4) se debe tener en cuenta ademds a la ec.

(3.3.8) con aUk/Bxk=0 y a la equivalente para 0,4 con auk/ Bxk=0

J
En el caso de la energfa cinética del flujo medio, la ec. (3.3.12)

se reduce a:

- 90, E
1 P W g I —— i Lo tig, =
3 e (BtUiLi+3ijiUin) "‘axj ujuls+ "axj uyuy HF+ ij) Ui (3.4.5)
o bien, teniendo en cuenta (3.3.8) con 30, /3x. =0
k/ ¥y

@ 6] O

3 i
P g+ T B+lT0.)= 2 (-Tu.0.)- (-60) —2 °  (3.4.6)
2 3t U Gt BT g Y 1) -4

® ®

s _ 90 W, W, W,
1

3 .
= i 3 . i J
* §xj Ui(ng +dxi)_ M5xj +0xi) dxj

Finalmente, para la ecuacifn de la energfa cinética de las fiuctua

ciones, ec. (3.3.13), se tiene

1 P 2 o =2 Wy
7 Pl vyt = uguy Uyt s ugujuyl= -eaguy = MEFLH
BoiA
| . *+ vy xj

l ) (3.4.7)

o bien, teniendo en cuenta la expresifn eguivalente a la (3.3.8)

para las fluctuaciones y las ecuaciones (3.4.1) y (3.4.2),

® O] - © ®




3 Bui ou_ Bui Ju Bui
+ — _l - — _J_ —
vV Gt T Gt e
p) 1 J 1 3

+ T ) (3.4.8) |

N |

, |

|

La interpretaci6n de cada uno de los términos en (3.4.4), (3.4.6) y !

(3.4.8), indicados con numeritos encerrados en circulos en la parte
superior, es la misma que se habfa dado antes, con las siguientes

aclaraciones:

(a) en el (D de la ecuacibn (3.4.6) se incluye el transpcrte de la
energia de presi6n por el flujo medio:

(b) en el (3 de (3.4.8) se incluye el transporte {o difusibn turbu
lenta) de la energfa de presifn, asociada a las fluctuaciones,
por la turbulencia misma;

(c) obsérvese la diferencia de signo en el término (¥ de las ecua-
ciones. Los términos C)}r (j representan respectivamente el
trabajo efectuado por los esfuerzos viscosos y la disipacifn
viscosa, en este sentido, los términos Oy Oy los® vy @
en la ec. (3.4.6) tienen un significado parecido; en el primer
caso, se trata de la "disipacifn" de la energfa del flujo medio
por accifn de los esfuerzos turbulentos y por los esfuerzos vis
coscs respectivos; en el segundo, se trata del trabajo de defor
macién efectuado sobre el flujo medio por los esfuerzos turbu-

lentos y por los esfuerzos viscosos respectivamente.
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CAPITULO 4

' TURBULENCIA ISOTROPA -

4.1 GENERALIDADES

No es la intencibn de estas notas hacer una presentaci6n formal

v completa respecto a este tipo de turbulencia. Se trata simple
mente de ofrecer los aspectos m&s sobresalientes de este modelo
que resulten de interés tanto para la teorfa general de la turbu
lencia como para sus aplicaciones en la ingenierfa. Existen obras
escritas muy completas, las cuales, habiendo servido de base para
elaborar estos apuntes, pueden ser consultadas por el lector:

Batchelor [1], Hinze [2], Lin [3].

Como se recordar&, la homogeneidad de un flujo turbulento se re-
fiere a la independencia, respecto de la posicibn en el campo de
escurrimiento, de las propiedades estadfsticas del flujo; en o-
tras palabras, las propiedades estadfsticas de un flujo homogé-
neo no cambian al tenerse una translaci6én de los ejes coordena-
dos. Si por otro lado suponemos gue las propiedades mencionadas
resultan independientes de la orientacibén de los ejes, es decir,
que no cambian al tenerse una rotacién o una reflexién de los e-
jes coordenadas, se dice que el flujo es is6tropo. Obsé&rvese que
en la descripcibn estadistica de la turbulencia debemos conside-
rar por lo menos dos puntos en el campo de escurrimiento (funcién
de correlacifbn); por lo tanto, la independencia de las propieda-
des estadfsticas al tenerse una roctaciZn o una reflexiédn de ios
ejes coordenados en un flujo isStropo implica, necesariamente,

que se tenga también independencia ante una translacifn de ejes.
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De lo anterior se concluye que un flujo is6tropo es necesariamen-
te homogéneo. Lo contrario, sin embargo, no resulta vilido, pudién-

dose tener un flujo homogéneo anisétropo.

Dado el caricter fundamehtal de la isotropia, brevemente descrito
en los parrafos anteriores, no pueden existir en esta clase de
flujos turbulentos, esfuerzos cortantes medios ni, por tanto,
gradientes de la velocidad media. Esto da como resultado, al con-
siderar el balance de energfa mecinica, que un flujo turbulento
is6tropo siempre Se encuentre en un estado de decaimiento al no

existir produccifn de la turbulencia.

El modelo de flujb is6tropo, al cual nos referiremos m&s en este
capftulo constituye un tipo de turbulencia hipotético: en la pric
tica no existe un flujo que manifieste isotropfa completa, si -
bien, bajo ciertas condiciones, es posible aproximarse bastante.
Tal es el caso, por ejemplo, en la turbulencia que se desarrolla
;1 pasar un flujo uniforme a través de una malla adecuadamente di
sefiada, colocada perpendicularmente a la corriente, digamos en
un tGnel de viento. En efecto, el flujo aguas abajo de la malla
consiste en una corriente con la misma velocidad media y una dis
tribucifn aleatoria de fluctuacitn de velocidad originadas por

la malla. Este movimiento decae (y eventualmente desaparece por
la accifn de la viscosidad)} conforme aumenta la distancia a la
malla, y eQ este sentido no es turbulencia homogénea. Sin embar-
go, si consideramos un elemento pequefio del escurrimiento (pe-

quefio con relacifn al tamano del tGnel pero suficientemente gran
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de con respecto a la escala de la turbulencia) viajando a la velo-

cidad media del flujo, podemos considerar que se trata de un flu-
jo aproximadamente is6tropo, dado al lento decaimiento de la tur
bulencia. M&s adelante examinaremos algunos resultados experimen-

tales que comprueban lo anterior.

El estudio de la turbulencia isétropa, para la cual la teorfa es-
tadistica ha alcanzado su desarrollo m&s completo, nos permitir4
disponer de una base mds s6lida, tanto en los aspectos matem&ti-
cos como en los fisicos, para el estudio de otros tipos de escu-

rrimiento turbulento relativamente m&s complicados.

Particularmente interesante nos resultard la conclusifn a gque lle

garemos, cuando examinemos el mecanismo de transferencia de ener-
gfa siguiendo la distribuci6n de los remolinos grandes a los mds
pequefios, de que la estructura fina o de los remolinos pequefios,

>

exhiba un estado de isotropia local.

En lo que sigue, después de examinar brevemente la naturaleza " de
los esfuerzos de Reynolds para un flujo is6tropo, pasaremos a lo

gue usualmente se considera como la’ cinem&tica de la isotropia

la cual consiste esencialmente en la descripci6n del flujo median
te correlaciones dobles y triples de velocidad. Utilizando estas

correlaciones y trabajando con la ecuaci6n de Navier-Stokes, con

la restricci6n de que la velocidad media del flujo sea constan-

te, es posible obtener la ecuacifn que podria considerarse como

fundamental de-la din&mica de la isotropfa: la ecuacifén de von
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Karman-Howarth. Al final, utilizando varios espectros de energfa
relacionados entre sf, examinaremos el mecanismo de transferencia
de energfa durante el decaimiento. Supondremos en todo nuestro
estudio que el flujo es incompresible.

.

4.2 ESFUERZOS DE REYNOLDS - e

Es muy f&cil ver que en el caso de la isotropfa, los esfuerzos
de Reynolds Se reducen a uno solo. En efecto, las componentes de -

este tensor SOn proporcionales a:

uw

%
[~}
<

(4.2.1)

=]
S1d

£l
8

Ahora bien, el gque las propiedades estadisticas no cambien al te
>

nerse una rotacién, por ejemplo alrededor de u (ver figura ad-

junta), implica poder escribir

M |
v = uvp = ul-v)
—_— 1
YR es decir, uv = 0,
necesariamente
v
R

AnSlogamente, Vw = wu = 0. El sistema (4.2.1) se transforma

entonces en




Sl
-

o

o

(4.2.2)

(=]

<
~

o

J

—_— _—— - —

es decir, u? = v? = w2,

Aquf, dicho sea de paso, el resultado filtimo de arriba hizo pen-
sar por ailgGn tiempo que la turbulencia en el centro de una tu-
berfa circular era aproximadamente is6tropa, al obtenerse expe-

rimentalmente casi el mismo valor para la intensidad de la tur-

embargo,

ias tres

bulencia en las tres coordenadas cilindricas (Laufer [4]). Sin

esto aparentemente no es cierto pues los espectros de

fluctuaciones son completamente diferentes.

4.3 CINEMATICA DE LA TURBULENCIA ISCTRCPA

Tal como se apuntd anteriommente, una manera de describir a la
turbulencia is6tropa es a través de ‘las funciones de correla-

ci6én, las cuales es este caso, ademis de resultar muy sencillas
en su forma y en las relaciones entre sf, son relativamente fa-

ciles de medir.

son varias las funciones de correlacién que se utilizan en el
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estudio de la turbulencia isétropa: ademss de las correlaciones .
en un solo punto (esfuerzos de Reynolds) y de las correlacones
de primer ordenken dos puntés es decir, el producto de un esca-
lar por un vector (véase por ejeﬁplo, Hinze IZ]), se tienen las
correlaciones de segundo orden o correlaciones dobles (cuya ex-
presifn general presentamos en el c&itulo II) Y las de tercer
orden o correlacioens triples, ambos.tipos considerandp simultg
neamente dos puntos en el canpo del escurrimiento. A continua-
cibn vamos a referirnos a estas dos Gltimas clases de correlaci-

nes y a las relaciones entre ellas.

i

Correlaciones dobles de velocidad

Siguiendo la nomenclatura generalmente aceptada péti'elycéso, se

tiene para el tensor correlacién general,

Q

9;5 x,I) = u;ix) uy (x+r)

_ A B
=u; uj (4.3.1)

‘ A B
) u; u.
= R -‘“.J_
Riy X = Ry 5 = - —
(P ? (u;’) 2

‘[ 1
En (4.3.1} y {4.3.2) los exponentes a y B se emplean con el do-
ble prop6sito de simplificar un poco la nomenclatura y subrayar

que se trata de dos puntos diferentes A Y B en el campo del es-
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currimiento. En otras palabras, cualquiera de las ecuaciocnes an-
teriores expresa la correlacifn entre las componentes de la velo
cidad en dos puntos diferentes. (obsérvese en (4.3.2) la coma
entre los subfndices de la sequnda R, la cual se utiliza para
indicar que se trata de dos puntos). En el caso de una triple co
rrelacibn entre dos componentes de velocidad en uﬁ punto y una

componente en otro punto, se escribe, como veremos,

ud uh B
TR S B S 4.3.3)
ljlk (ul) 3/2
donde el denominador implica, evidentemente, la isotropfa del
flujo.

En el capftulo II1 se mencion6 que la funcibn de correlacifn en
(4.3.2) se puede expresar de una manera muy Simple en el caso
del flujo is6tropo. En efecto, al no tenerse una direccifén pre-
ferente en la turbulencia isdtropa, las correlaciones deberan
caracterizarse mediante componentes de velocidad referidas al

vector que une a los dos puntos A y B. De esta manera se tiene

la correlacidn longitudinal

uA uB :
=L L 4.3.4)
f(r) = ( )
u
y la correlacifn lateral
A B
u u
g(r) = -2 (4.3.5)
uZ
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donde r es la distancia que une a los dos puntos. En (4.3.5), n
Trepresenta cualquier direccifén perpendicular al vector I, ya que
por la misma condicifn de isotropfa, la funci6én g(r) es indepen-

’ uB paralelas entre

diente del par de funciones componentes uA n’
s

n

si, que se tomen.

Ahora bien, al quedar completamente descrito el vector velocidad
mediante las tres direcciones r, n, t, donde esta fltima es per-
pendicular a las otras dos, los nueve t&rminos de la funcifn de

correlacibn estarfan dados por los valores medios de los produc-

ut Y u?, uB, u?. Sin embargo, debido a la iso-

A A
tos entre ur, u n

nl
tropia del flujo todos los términos que se refieren a dos direc-

ciones diferentes (por ejemplo, u? u:) valen cero. Se concluye
entonces que solamente es necesario comsiderar las dos correla-
ciones f(r) y g(r}). Aprovechando este resultado, von Karman ob—
tuvo una expresi6n para la funci6én de correlacién (4.3.4), con
i, j, k dados por un determinado sistema de ejes coordenados: en
funcibn de f(r) y g(r). La deduccibn de esta ecuacién se puede
hgcer de varias maneras; posiblemente la mis simple sea la si-

guiente:

Considérese el sistema de ejes x,, x2, X, mostrado en la fig.
4.1, donde se indican ademds, los puntos A y B y la distancia

r entre ellos
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Plano ABC " 3
(b) : B
x ’ (a)

|

. i |

Fig. 4.1 Sistema de referencia para las funciones de correlacifn . |
longitudinal y transversal. ;

\

|

se tiene, - -t

A _ A A A
uy, = (ur)2 + (un)2 + (ut)2

es decir, teniendo en cuenta que (u:)2 = 0 y observando la figu-

ra 4.1,

A_ A _ A
u, = u cosé, - u  send,
‘ ’ o bien,
A_ a2 _ a T2
u, =z up Vi = ) (4.3.6) i
i
Andlogamente se obtiene |
— e
r / T
B. B_2_ B - =2
uy sl g - w1 - ED) 4.3.7)

De esta manera, se puede escribir




—
AB_AB 2., KB T2, -
upup; = 90 4 upuy (1 - GR)
- |
!
—
r r B
.2 2,2 AB, AB
= Ji ) upu 4 U
expresi6n que se reduce a
“2“'2! F2., ¥2 :
= £ir) (7)) 9(x) - - (4.3.8)
u
procediendo de lnnei:a parecida se ti.éne ‘
cosd
B B X "3 B
uy = u_ cosé, + u E;;;;— + ug (4.3.9)

‘y teniendo en cuenta” (4.3.6) resulta al final

UAUB r.r r.r
23 g L12-gqm L2
u? u r?
= ’_f(t) - g(x) 1f2 (4.3.10)

L -

Una férmula general que refine todos los casos como el expresado

en (4.3.8) y en (4.8.10), es
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A B

u.u,. r.r.

=1 = |frm) - gy 22 4+ g 6. (4.3.11)
u? r? 1)

Existe, por otro lado, una relac'idn entre f(r) y g(r) previamen-
te senalada en el capftulo II, ec. (2.4.7), que se puede obtener
f&cilmente tomando en cuenta la ec. (4.3.11) y la condicifén de
incompresibilidad; (ver Hinze [2], pig. 185) se trata de

\ ‘
gir) = £(r) + 3 5% . 4.3.12)

cuya comprobacifn experimental mostramos anteriormente. De la

expresi6n (4.3.12) se puede escribir

2
2

JE(r) = r g(r)dr (4.3.13)

r

Se concluye de todo lo anterior que en la turbulencia is6tropa
todas las funciones de correlacién de segundo orden se pueden

expresar en funcién de una sola de ellas, por ejemplo, f(r).
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Correlaciones triples de velocidad

Siguiendo con la descripcifén de la turbulencia is6tropa median-
te correlaciones de velocidad, el siquiente tipo de funciones
que'se podrfan utilizar serfan las correspondientes a tres pun-

tos del campo de flujo:

ujuuy
T, ., =-2JX ) ) (4.3.14)
i,j.k 2y3/2
()
Esta funcién depende de los dos vectores que unen uno de los
puntos con cada uno de los otros dos; es por lo tanto, de natu-
raleza complicada. En su lugar se prefiere utilizar la expresada
en (4.3.2) que solamente incluye dos puntos del escurrimiento,

AAB
u.u.u

R 3 (4.3.15)

T. . =
k J—
13 . @iy

von Karman y Howarth (véase Hinze [2] la estudigron por vez pri-

mera, llegando a deducir la siguienfe ecuacifn:

r

2. 1372 k() - h(r) - 2g(r)
Tij,x = [(u’)]’ 2 [ r Ty

.

' h(x) aw e

+6ijrk—r—+cikrj T +6jkr1 r |
(4.3.16)
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donde las correlaciones h(r), k(r) y q(r) se definen en la si-

guiente figura:

h - P h(r)' %
A 8

ey . k(r)
A 8 .
t£=-——51 q(r) N

La ecuacién (4.3.16) se complementa con las siguientes dos re-

laciones

K(£) = - 2 h ()
3

c

=2

l

gq(r) = - h(r) - %

,1

concluyéndose entonces que todas las funciones de correlacién
triple del tipo (4.3.16) se pueden expresar en términos de

una sola funci6n de correlacién, por ejemplo, h({r).

4.4 DINAMICA DE LA TURBULENCIA ISOTROPA

Ecuacifn de Karmar-: «~arth

Dejando a un lado el prqblema de cierre de las ecuaciones de la
turbulencia, es posibic obtener una expresién relativamente
simple para la turbulencia is6tropa al tenerse U = constante

en todo el fluio vy suponer adem&s la ausencia de fuerzas mi-
sicas. En efecto, se t::ne en tal caso, para las ecuaciones de

Navier-Stokes,




. u.
i = i i
-+ (U.+ U.) === « 2 2L+ VvV —— (4,(,1)
at 3j ij ¢ ax1 axjax.

© bien, expresindola para cada uno de los puntos A Yy B

a A A
du_ 3u’ A a2y’
e+ @+ W —=-% 2 4 i (4.4.2)
I A ax X ax;
j 3%
au? O . 0 a%u®
—L +(U?+uj) R (4.4.3)
ax? 3 Bax®
xJ ax1 axlaxJ

Multiplicando (4.4.2) por uz Yy la (4.4.3) por u;, tomando en

cuenta que se tiene Bug/ax? = 0, etc.,

B ° Ay _3 AB _ 1 5 ag ¥ AB
“K rraniis (F?‘Puj) 3 (uiuK) = = F(P u}\)* v = A( 1\)3‘)
X, X7 ax
J i 3171
(4.4.4)
A if,,. (E-BWB) 3 (uB =-1 3 (pB ul}:)«f L {u \.L::) (4.4.5)
uk It 3 3 ax? 1 YR P 'axf axB akB

Los subindices i y k en las ecuaciones (4.4.4) y (4.4.5) son 11
bres y pueden, por lo tanto, intercambiarse; intercambiando los
subfndices en (4.4.5) y sumando a (4.4.4) se obtiene, al agru--

par términos,




donde se ha tenido en cuenta f}? = ﬁ? = ﬁi Yy la condicién de incom

.

presibilidad aui/axi = 0.

Introduzcamos ahora a nuestro vector gue ume a los dos puntos

Ay B, r .= xl,a- xz}, de tal manera gue se tiene B/Bx}:’= - 3/8r;
i i i i i
8/ ax?= B/Eri. Se obtiene en la ecC. (4.4.6), una vez gue

se promedia,

(4.4.10)

“ W
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La ecuacibn general de transporte (4.4.11) se reducé a una
expresibn interesante para el caso delfiujo is6tropo incom
presible.” En efecto, se puede demos;raz que en tal caso el
te?sor Ki,p es nulo y para los demis términos en (4.4.11)

hay que efectuar una contraccién escribiendo k=]-:
- g (S, =S, L) =2y il (4.4.12)

el tensor Qi i resulta de acuerdo con (4.3.11) y con (4.3.12)
’

Q. .= af [f(r)+29(r)] = u?¥ [3+ rs-';’-] f(r) (4.4.13)

Para las correlaciones friples S, obsérvese primeramente .
que al no depender su valor de una reflexibn de los ejes
‘. coordenados en el punto A y al tenerse simetria en los sub

Indices, resulta

De este modo, en (4.4.12)




)
30 515,1754,51) = 2 CEp Sij,i . . (4.4.14)
Ademis, teniendo en cuenta (4.3.16)

N N
= (a5 /2 | k=h-2 2 h q q
Sij,i (w®) [——;TJE r rj+ 5ijri ;+ 3 rjr +6jiri z

es decir, recordando gque h=-k/2 y la propiedad de sustitucién

de la delta de Kronecker,

= % 3
Sij,1 = @) 1 (k+29) ’ (4.4.15)

o bien, con la segunda de (4.3.17)

3, T, :
= (D) A-d B2
$i3,1= (L) T (273 50 k(D) . (4416

Se tiene entonces para (4.4.14)

2 _ = A 3 4 ?
2 T sij,i- (W) _a:j Ij (;4’ E’ k (r)
% 3 [ 1
= (W) P e l . s(x) J (4.4.17)
: J
J
4 3
donde ¢ (r) =(; + 3;)

Se puede demostrar fdcilmente gue

) _ 20 (r)
-3—1_—j [rj¢(r)J =3¢ (xr) +1r T
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por 1o que (4.4.17) se reduce a
F} ———

b, 3,, 4 3 S
S;i 4~ (D72 (3+r Dzt p)k () (4.4.18)

22
ar. ij,1i
j b)

Sustituyendo (4.4.13) y (4.4.18) en (4.4.12) se obtiene,

después de algunos pasos.

3, |_suif (r) % 4, 3 N y, 32 5
Grrgh [ - @) A E s Dkmav @il + 4 %)f(r}ﬂ) 1

(4.4.19)

Si consideramos a todo el paréntesis cuadrado como una variable,
la expresifén (4.4.19) se puede integrar con respecto a r y la
Gnica posibilidad es gque la integral sea una constante, cero,

dado que el término entre paréntesis cuadrado debe ser finito

para r=0:
' £ L G % e Dk 42y @H% e ) £y (4.4.20
3T r T2’y 3z tlr -4-20)
La ec. (4.4.20) recibe el nombre de ecuacifn de Karman

Howart en honor a quienes primero la dedujeron. R.W. Stewart | 5 ]
la comprob8 experimentalmente en 1951, La ecuacifn (4.4.20) es
el punto de partida para el estudio de la dindmica de la turbu-
lencia is6tropa j;obsérvese que aungue dicha ecuacibén ha sido -
comprobada experimentalmente, posee la dificultad original del

tratamiento estadistico de la turbulencia: se tienen m&s incbg

nitas que ecuaciones.
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Ecuvacibn espectral

La misma informacibn contenida en la ecuacibn de karman-
Howart, é;;o indudablemente de interpretacifn m&s ficil y
ﬁgil, se puede lograr si consideramos el andlisis espectral
de la energlfa cinftica de la turbulencia. En efecto, definien

do las siguientes transformadas de Fourier:

M, = ghw [Pij(g) exp (-1 k « 1) dr (4.4.21)
wij(E) = E%T [ Tij(E) exp (-i k « r) dr (4.4.22)
1 BKi BKD

donde P, (r) = = ( —+E_ - P (4.4.23)

i e ar 3r

J J

= .9 -

Tij (£)- 3—1—_; [si‘\,j si,kj ] ) 7 (4.4.24)

»

y recordando (2.4.20), la ecuacién general (4.4.11) se reduce, al

tomar la transformada de Fourier de todos sus términos, a

. i - ) ] ,
3¢ 15 (0)= @500 00~ 20 kP oS (k) (4.4.25)

Pero la turbulencia is6tropa, nij(5)= 0, y ademds se tiene

= - 2 .
o (k)= w (k) - 2v k%o . (k) . (4.4.26)

|
o

Ahora bien, de acuerdo con la definicién del espectro de energia
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tridimensional, ec. (2.4.27), se tiene para el caso de

la isotropla:

E(k) -% 4mxie (k) 7 (4.4.27)

donge 4‘ykl es el irea de una esiera de radio k en el espacio

vectorial de nimeros de onda k.
De esta manera, si definimos

T (k) = 47'k% w_ o (k) (4.4.28)

se tiene, al 'multiplicar todes los términos de (4.4.26) y te--

ner en cuenta (4.4.27) y (4.4.28),

FEX =T (k) - 2vk? E(K) oo (4.4.29)
La ec. (4.4.29) €S sumamente interesante en tanto que

permite conocer la manera como se Presenta la dindmica de la
turbulencia is6tropa, a través de los espectros de energia.

En efecto, el término de la izquierda de (4.4.29) generalmente
€s negativo y representa por tanto, el decaimiento de la
energia cinética de las fluctuaciones. El1 segundo t&rmino del
lado derecho se refiere a la acci6én disipadora de la viscosi
dad, obsérvese su tendencia mis marcada hacia los nGmeros de
onda mds grandes (remolinos m&s pequenios) al incluir el fac-
tor K. Finalmente, el término T(k) corresponde a la transfe

rencia de energia entre diferentes nGmeros de onda. Observe

] i , e i
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que en este término no aparece la viscosidad; en otras pala-
bras, esta propiedad del fluido no interviene en el mecanis-
mo de transferencia de energfa. Algunas veces se€ prefiere u-

tilizar la funcién
k
"§(k) = - I T(k) dk (4.4.30)
o ' .

gue representa la energfa total transferida de los remolinos
en el rango que va de 0 a k, a los que se encuentran en el
rango por encima de k. De este modo, la ec. (4.4.29) se es-

cribirfa R
2 E (k) = -~ 2 S(k}) =2 v k? E(k) v (4.4.31)
it ok b

En la Fig. 4.2 se muestra la forma aproximada que tienen ca-

da una de estas funciones:

) . Ek),

Sipy, R,

Fig. 4.2 Funciones escalares de energia

Integrando la ec. (4.4.29) en todo el rango de nfimeros de
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onda, se otbtiene

© -« - '

g—t E(k) dk = | T (k) ak - 2v| k? E(k) dk (4.4.32)

0 ‘o o
El segundo término del lado derecho de (4.4.32) vale cero al no
tenerse una transferencia neta de ehergia en todo el rango com-
pleto de ﬁﬁmeros de onda. De este modo lo gue gueda de la ec-
(4.4.32) viene a ser la rapidez con que cambia la energia
de la turbulencia (decaimiento) debido a la accibn viscosa.
Por esta razdn a la segunda integral se le conocé como rapidez

de disipacibén de la energfa turbulenta, €; se tiene, de acuerdo

con (2.4.28)

= 2ulk2 = - 9 - .1 9 __3 au?
€= 2vik"E(k} dk 3t | B (k) dk= - 5w a=-r % (4.4.33);

0 0

Obsérvese que el problema de cierre de las ecuaciones de la
turbulencia sigue presente en nuestra ec. (4.4.29): se

tienen dos incbgnitas y una sola ecuacibn.
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Con todo, aparentemente es mis ficil postular alguna forma apro-
piada para el espectro T(k) y buscar una solucién de la ecuacién
dindmica (4.4.29) para E(k), gque trabajar en forma equivalente

con la ecuacibén de Karman-Howarth.

La forma mis sencilla en relacifén con lo apuntado en el pirrafo
anterior es, evidentemente, suponer gue la interaccifn entre los
remolinos correspondientes a diferentes nimeros de onda es mini-
ma, de tal manera que no existe transferencia de energfa entre
los remolinos de diferentes tamahos: el espectro T(k) es despre-
ciable con respecto a los demis té&rminos en la ec. (4.4.29), re-

duciéndose ésta a
E(k) = - 2vk2E(k) (4.4.34)

la cual al integrarse resulta en

E(k,t) = E(k,to)exp {-2 k {t-t,) (4.4.35)

De esta Gltima ecuacidn se desprenden dos aspectos interesantes:

a) la energfa cinética disminuye mds rdpido conforme mds
grande es el nGmero de onda, es decir, conforme mis pe-
guenos son los remolinos;

b) la dependencia que tiene la funcién espectral con respec-—
to al tiempo, se hace menor conforme se reduce el nGmero
de onda; en el lfimite, cuando k*0, esta dependencia deja

de existir y la funcibn espectral resulta proporcional a
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HipStesis de Kolmogorov.

El mecanismo mediante el cual se disipa la energfa turbulenta de
acuerdo con la ec. (4.4.31) ya lo habfamos examinado anteriormen
te (capftulo I) de acuerdo con la descripcién de Bradshaw [6]:
los remolinos grandes, al sufrir una perturbaci6én dan lugar a re
molinos del tamafio mds reducido (proceso en "cascada”) los cuales
se ven fuertemente afectados por la viscosidad. El proceso de
transferencia de energfa lo llevan a cabo las fuerzas de inercia
(término S(k) en la ecuacibn espectral de la energfa, o bien,
términos convectivos en la ecuacibén en términos de correlaciones)
y se puede suponer gque consiste en una interaccién esfuerzo-rapi
dez de deformacibn segln la cual los remolinos se rompen dando lu
gar a remolinos mis pequefios. El nfmero de Reynolds basado en el
tamafio del remolino es, en general, grande, excepto para los nés
pequefios, la disipacifn viscosa es despreciable para todos aque-

llos remolinos cuyo nﬁﬁero de Reynolds es grande.

De acuerdo con lo delineado en el parrafo anterior, supongamos
que el nfmero de Reynolds del escurrimiento sea suficientemente
alto de tal manera que podamos esperar una clara separacién entre
los remolinos disipadores; en otras palabras, los miximos de las
curvas E{k) y k?E(k) de la fig. 4.2 se encuentran muy separados
entre sf. Supongamos adem&s que k! es un nfimero de onda repre-
sentativo de la regi6én intermedia de las dos que acabamos de des

cribir. Integrando la ec. (4.4.31) entre 0 y k!, se obtiene:




k' kl
3—3_ E(k)dk=-S (k') -2v |k 2E (k) dk (4.4.36)
0 [1]

Tal como apuntamos, para este caso, la mayor parte de la energfia

se encuentra entre 0 y k', mientras que la disipacién de energia
se efectfia entre k' y =; por tanto, la integral del lado derecho
de (4.4.36) es pr&cticamente nula, ipdicandosenos mediante lo que
resta de esta ecuacibn, que lé rapidez con que disminuye la ener-
gia cinética es igual.ﬁnicamente a la transferencia de los remoli

nos entre d y k', y aquellos entre k' y =,

Ahora bien, dada la naturaleza del proceso de transferencia de
€energia en cascada y teniendo en cuenta el réipido crécimieﬁto de
E(k) con respecto a k (vk'), se sabe que para el flujo turbulento
en su completo desarrollo, no son los remolinos mis grandes los
que contienen la energfa cinética m&xima (si bien estos remolinos
gue son mds permanentes llegan a contener hasta un 20% del total
de la energfa), sino un rango llamado "de los remolinos que con-
tienen a la energfa” de mayores nmeros de onda centrados en ke
(correspondiente a este valor miximo gque se presenta en el espec

tro, fig. 4.3).

E(k)

~k*
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Con tespecto‘a la disipacifn de la energfa por efecto de la visco-
sidad, va se ha mencionado repetidamente gue se ve incrementada al
aumentar el nfimero de onda, es decir, al reducirse el tamaho de
los remcolinos. Podemos asociar un nlmero de onda kd al tamafno de
estos remolinos, correspondiendo tal nGmero de onda al miximo en
la curva k2E(k) de la Fig. 4.2. Eéta disipacién, como sabemos,
dar§ como resultado una continua disminucibén de la energifa cinéti
Ca de la turbulencia, es decir, un decaimientc, si no se tiene al

‘guna fuente de energfa en el escurrimiento.

Es interesante comparar la rapidez con que se efectfa el proceso
de decaimiento de la energia con las velocidades turbulentas tipi

cas de cada uno de los rangos del espectro que hemos estado des-

cribiendo.

En efecto, para el rango correspondiente a los remolinos mds gran
des, la frecuencia que les podemos asociar, (EE )/ 2k, es muy pe-
Quefia comparada con la rapidez de decaimiento de la energfa ciné-
tica, expresada &sta mediante el cambio relativo (duZ/dt)/u. Ob-
sérvese que para que resulte significativo el valor r.m.s. de las
fluctuaciones de velocidad correspondiente al nGmero de onda k en
un espectro continuo, es necesario definirlo tomando en cuenta un

ancho de banda alrededor de k:

(u‘}{)‘/z =/ E (k) » (4.4.37)
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De manera semejante, en el rango de los remolinos disipadores se
tendrd una frecuencia muy alta, (EZ) kq comparada con el cambio

relativo de la energfa de la turbulencia.

En un rango intermedio de remolinos, las frecuencias resultarin
del mismo orden gque el decaimiento relativo de la energia; es de
suporerse gue este rango corresponda precisamente al "de los re-
molinos gue contienen a la energia® Ya que ellos son los gque prin

cipalmente contribuyen a la energia total de la turbulencia.

De acuerdp con lo anterior, se puede considerar que en el rango
de remolinos de nfimeros de onda m&s grande que aquellos gqgue con-
tienen a la energfia, el proceso de decaimiento es relativamente
lento, comparado con el movimiento de los propios remolinos. Se
trata entonces de un rango de longitudes de onda en el cual la
turbulencia se puede suponer muy cercana a un estado estadf{sti-
Camente permanente. Los remolinos correspondientes a este ran-
go resultan independientes de las condiciones externas que han
dado lugar a las fuerzas creadoras de los remolinos mis grandes
iniciales. Esta hip6tesis se confirma mediante los resultados
experimentales, adn en aguellos cascs de turbulencia anis6tro-
pPa, los cuales indican que en el rango de nfimeros de onda mis al

tos, la turbulencia adquiere caracteristicas de isotropfa.

Estando la turbulencia asociada a los n@meros de onda m&s altos,

no s6lo estadisticamente permanente sino ademis independiente de

las condiciones externas, se debe poder caracterizar mediante pa




111

rimetros relacionados exclusivamente con las condiciones internas.

En efecto, supongamos que el nimero’ de Reynolds sea lo suficiente
mente grande como para que el rango de disipacibn y el rango de
los remolinos que contienen a la energfa estén muy separados entre

st \ke<<kd).

La energfa se va entonces transmitiendo por efectos inerciales des
de los remolinos mds grandes y a la vez se va disipando, siendo es
ta disipacién mis grande en los nfimeros de onda mayores. En el
rango arriba mencionado, donde los remolinos se pueden considerar
en equilisrio estadistico, es decir, aquellos para los cuales la
energfa transmitida a través de ellos es m&s grande que la rapi-
dez con que cambia su propia energfa, la turbulencia debe estar
completamente determinada por el flujo de energfa a través de es
te rango de remolinos y por la rapidez de disipacién, resultando

-

pricticamente iguales:

. ,
- % g% = elt) = 2y ik E(k)dk (4.4.38)
0

De esta manera, la naturaleza de la turbulencia en este rango de
equilibrio gueda determinada por la disipacifn €(t) y natural-

mente por la viscosidad.
Todo lo anterior constituye la base de la hip6tesis de Kolmogorov:

Para nGmeros de Reynolds suficientemente elevados, las escalas mis
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pequefias de la turbulencia exhiben una estructura universal (iso
tropfa local) la cual es estadisticamente independiente del flu-
jo medio y de las escalas grandes; los Ginicos parametros que la

determinan son ¢ y v.

Se acostumbra mis manejar una escala de velocidad que de tiempo
en este rango universal. Utilizando el anilisis dimensional se

llegan a establecer las siguientes formas para las escalas de Kol-

mogorov:
|
. 1
de longitud: n = (!E) /s
1 : ’
de velocidad v = {ve) /u (4.4.39)

La primera de estas escalas es representativa de los remolinos
més pequefios de la turbulencia y se ha podido comprobar experi-
mentalmente, seglGn indica Reynolds [7], que la disipacién se

efectGa en el rango 0.l<kn<l que corresponde al rango de esca-

las
6n<i< 60 p

Utilizando una vez mds el anflisis dimensional, se puede obtener

para el espectro tridimensional E(k), la siguiente forma:

E(k) = nv? f£f(kn) (4.4.40)

-donde f(kn) viene a ser una funcién universal, o bien, al combi-

nar con las relaciones (4.4.39),

B = v/ ' £k (4.4.41)
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Un concepto complementario de la hipbStesis de Kolmogorov es la

existencia de un subrango inercial en el rango de equilibrio. En
efecto, si el nlimero de Reynolds es suficienteménte grande, se
deberd tener un rango de remolinos, dentro de la estructura uni
versal, cuyo tamano no es tan reducido como para verse afecta-
dos por la viscosidad (fig. 4.3). En este caso, la funcién f (k)
debe ser de tal forma que el espectro en (4.4.41) resulte inde-

pendiente de la viscosidad; se obtiene (Brodkey {g}])

2 =5 -
E (k) =ac/rx /s (4.4.42)
donde A es una constante adimensional universal.

De acuerdo con Reynolds [7], parece que es nécesario que Rek>
2000 para lograr tener un verdadero rango de equilibrio. El ng
mero de Reynolds al gue se hace referencia corresponde al valor
r.m.s de las fluctuaciones de velocidad longitudinal y a la mi-
croescala longitudinal. Estos escurrimientos normalmente sélo
se encuentran en la atmSsfera. Sin embargo, el concepto de equi
librio universal y su realizacibn aproximada,se han logrado en-
contrar para valores del nilmero de Reynolds del orden de 100, si
bicn el valor de la constante universal A en (4.4.41) result- di
ferente. En la fig. 4.4 (tomada de Reynolds {[7]), se muestra
un espectro que corresponde aproximadamente a este Gltimo caso;
obsérvese la posici6n correspondiente a la microescala longitu-
dinal a. .

|
|
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b equilibrio gy

P—— disipacién—e{ )

o inerciale

L,= longitud caracteristica de escurrimiento
Lx-- macroescala longitudinal

A = microescala longitudinal

Fig. 4.4.

k(em™!)
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