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CAPITULO UNO 

INTRODUCCION 

DEFINICIONES Y CONCEPTOS FUNDAMENTALES 

1.1 L~PORT&~CIA DEL ESTUDIO DE LA TURBULENCIA 

Es indudable el int~r~s que tiene dentro de la mec~nica de flui 

dos el estudio de la turbulencia. Basta recordar que la ma

yor parte de los escurrimientos que se presentan en la natural~ 

za y en las aplicaciones de la ingenierfa se encuentran en r~

qirnen turbulento. Ejemplos dentro de la primera categorfa lo 

constituyen la capa limite atmosf~rica, el escurrimiento en los 

rfos y en las corrientes marinas. Pertenecientes a~ segundo t~ 

po se pueden mencionar la mayor parte de los procesos de combu~ 

ti6n de lfquidos y gases, el mezclado efectivo de sustancias 

qufmicas, el flujo en ductos }' canales, las estelas en barcos, 

aviones y autom6viles, etc. Se observa entonces que el estudio 

de la turbulencia tiene un amplio range de aplicaciones. 

1. 2 DEFINICION DE TURBULENCIA 

La experiencia cotidiana con los flujos turbulentos nos permite 

tener una idea mAs o rnenos clara de la turbulencia. Sin e:n-

bargo.tratar de definirla de manera tal que incluir sus princi

pales caracterfsticas, es bastante diffcil. Repetiremos aquf 

algunos de los intentos hechos en el pasado en este sentido. 

Los diccionarios de la lengua generalmente definen a la turbu-
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lencia como el estado de agitaci6n, violencia o disturbio en 

el fluido. Esta definici6n es obviamente muy general para 

aceptarse en consideraciones t~cnicas. 

Taylor y von Karman (dos grandes investigadores en este campo) 

dieron en 1937 la siguiente definici6n: MTurbulencia es un mo-

vimiento irregular que generalmente se presenta en fluidos, ya 

sean gaseosos o l!quidos, que fluyen sobre superficies s6lidas, 

o inclusive cuando corrientes del mismo fluido escurren adya-

centes entre s!". La irregularidad que se menciona se refiere 

a la imposibilidad de describir detalladamente el movimiento 

como funci6n del tiempo y del espacio. Afortunadamente el mo-· 

vimiento turbulento puede describirse mediante el uso de las 

leyes de la probabilidad, como se ver~ ~s adelante. 

rjnzc completa la definici6n diciendo "el movimiento turbulento 

de un fluido es una condici6n irregular del flujo.en la cual 

las diferentes variables caracter!sticas del escurrimiento 

presentan una variaci6n aleatcria en el tiempo y en el espa-

cio, de tal lliXlo que se pueden distinguir valcres medics esta-

d!sticos•. 

Puede observarse que ninguna de las definiciones nos permite 

obtener una imagen completa del concepto de turbulencia. Con-

viene mejor examinar una a una sus caracter!sticas principales. 

1.3. CARACTERISTICAS FUNDk~NTALES 

IRREGU~DAD.- El car~cter irregular o aleatoric de los flu-
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jos turbulentos hace imposible cualquier tratamiento determi-

nista; en su lugar se tiene que recurrir a los m~todos estad!s 

ticos. 

Efectivamente, las matem!ticas de las ecuaciones diferenciales 

parciales no lineales (.tal es la naturaleza de las ecuaciones 

de la turbulencia) no han side desarrolladas suficientemente 

como para poder establecer soluciones generales. La combina

ci6n aleatoriedad-no-linealidad hace que las ecuaciones de la 

turbulencia sean muy dif!ciles de tratar. Es as! que se tie-

ne que recurrir a los m~todos estad!sticos. 

DIFUSION.- Esta propiedad de los flujos turbulentos ocasiona 

el r!pido mezclado de las sustancias involucradas e incremen-

ta grandemente'las rapideces d~ transferencia de calor, de rna-

sa y de cantidad de movimiento. Claramente se concluye que ' 

~s·ta es quiz!'s· la caracter!stica mas importante de la turbulen 

cia con relaci6n a sus apli·caciones. 

ASPECTO FISICO.- Una caracterfstica esencia1 de la turbulen-

cia es que el movimiento es aleatoric. Dicho movimiento es, 

sin embargo, _continu~ en el se~tido que siempre existe correla

ci6n entre las velociclades nedidas en el mi~mo punto a diferentes 

tiempos, separados por intervalos cortes. Por otro lade, el 

caracter aleatoric de la turbulencia da cx:mo resultado la falta 

de periodicidad en las variables del flujo y por tanto la .im

posibilidad de representar a este altimo mediante v6rtices 
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discretos perfectamente definidos (como los que ~e forman de

tr~s de un cilindro, per ejemplo). Sin embargo, se acostumbra 

visualizar el flujo turbulento como una compesici6n de remo 

lines o v6rtices aleatorios en el tiempe y en el espacio; tr! 

dimensionales: cambiando continuamente de tamano, intensidad-

y orientaci6n: e interactuando din!micamente entre ellos. 

ESCALAS.- Relacionado con la descripci6n anterior,se tiene el 

impertante concepto de escalas en la turbulencia. Efectivame~ 

te, si se comparan detenidamente diferentes flujos turbulentos 

se notar~ que las estructuras o remolinos son de diferentes ta 

manos, m~s o menos discernib!es para cada uno de los escurri-

mientos (recordemos que ·estas estructuras desde luego no se 

mantienen fijas en el espacio ni en el tiempo, sino que cam 

bian continuamente de forma, tamano, pesici6n, orientaci6n, 

etc.). Lo anterior significa que para describir cuantitativa-

mente un movimiento turbulento, es necesario emplear el concepto 

de escalas, es decir, magnitudes representativas de las dife-

rentes variables que sean caracter!sticas de determinados as-

pectos del movL~iento. Por ejemplo, en un flujo turbulento a 

trav~s de una tuber!a no es de esperarse encontrar estructu 

ras o remolinos.de los arriba mencionados m~s grandes que la 

tuber!a misma; resulta as! que la escala de longitud m~s gra~ 

de (representativa de los remolinos de mayor tamano) queda de 

terminada per el di~metro de la tuber!a. 
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TRANSFERENCIA Y DISIPACION DE LA :O."ERGIA. MANTENIMIENTO DE LA 

TURBULENCIA.- La existencia de una jerarqufa de estructuras o 

remolinos (escalas) anteriormente descrita, juega un papel i~ 

portante en el rnantenimiento de la turbulenc'ia. En efecto, los 

remolinos ~s grandes se encargan de extraer energ!a del flujo 

medic, es decir, del movimiento general mediante esfuerzos CO!:, 

tantes. Esta energ!a extra!da se va transfiriendo a las esca

las de menor tamafio a trav~s de los siguientes efectos combi

nadas: convecci6n del flujo medio, convecci6n y difusi6n de 

las fluctuaciones de presi6n y difusi6n por fuerzas viscosas. 

En las escalas m~s pequefias del flujo turbulento, los esfuer

zos cortantes viscosos (originados por la actividad molecular 

del fluido) convierten la energ!a cin~tica de la turbulencia 

en energ!a interna, cs decir.los remolinos m~s pequenos son 

disipadores de la energ!a. Se puede mencionar aqu! la descri£ 

ci6n que L.F. Richardson die al respecto: "Los remolinos gra~ 

des contienen remolinos pequenos, los cuales se alimentan de 

su velocidad; los remolinos pequefios contienen remolinos aGn 

m~s pequefios; y se puede continuar as! hasta la viscosidad•. 

Se concluye entonces que la turbulencia necesita de una prov! 

si6n continua de energ!a para suplir aquella disipada por la 

viscosidad. 

La inter~i6n din~mica entre remolinos que da como resultado 

la transferencia de energ!a de los remolinos grandes a los 

~s· pequenos, as! como el car~cter tridimensional de la turbu 

lencia, se pueden visualizar mediante lo que se conoce como 
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"alargamiento o estiramiento de v6rtices•. Sup6ngase que un 

elemento de fluido girando alrededor del eje coordenado ~· se 

en'Cuentra bajo la influencia de una rapidez de defor.naci6n li-

aw neal en la direcci6n z, az ; el elemento se alargar~ en la 

misma direcci6n y su secci6n transversal (en el plano ~) se 

reducir~ de tamano. Si se toma como elemento uno de secci6n 

circular en el plano ~ (v6rtice con eje de rotaci6n en la di 

recci6n ~) y se desprecian las fuerzas viscosas por simplici-

dad, entonces la conservaci6n del memento de la cantidad de 

movimiento (momento angular) implica que la circulaci6n perm~ 

nezca constante. De esta manera la energfa cin~tica de rota-

ci6n se incrementa a expensas de la energfa cin~tica asociada 

al componente ~que efectu6 el alargamiento y ad~s, la esc~ 

la en el plano ~ disminuye. Resulta asf, que un estira~ie~ 

to en una di.re=i6n puede disminuir las escalas de longitud, "y 

al mismo tiempo, aumentar las velocidades en las dos direccio 

nes normales a la primera: Estas dos direcciones estimuladas, 

accionan a su vez a sus cor=espondientes direcciones perpendicu-

lares y el proceso continfta de tal modo que el efecto de alar-

gamiento sucesivo corresponde a escalas de longitud cada vez 

~s pequenas. Cualitativamente se puede ver mediante la si

guiente tabla,que una extensi6n inicial en una direcci6n pro-

duce cantidades pr~cticamente iguales de alargamientos en las 

tres direcciones, despu~s de unas cuantas etapas del proceso: 
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Tabla 1.1 Frecuencias de alargamientos en las tres direcciones 

X 0 1 1 3 5 11 21 

y 0 1 1 3 5 11 21 

z 1 0 2 2 6 10 22 

Resulta as! el car~cter tridimensional de la turbulencia. Ade-

m~s, se puede concluir una propiedad muy importante de la tur-

bulencia: no existe una dfrecci6n preferente en las escalas 

~s pequenas y, como se vera ~s adelante, tales escalas prese~ 

tan una estructura universal que facilita su estudio. 

1. 4 METODOS DE A.'IALISIS 

Tal como se mencion6 anteriormente, no existen todavfa herra-

mientas mate!Mticas adecuadas para dar una soluci6n genera~ a 

las ecuaciones de la turbulencia. El car~cter aleatoric y no 

lineal de dichas ecuaciones hace muy diffcil su tratamiento y 

es·practicamente imposible hacer predicciones cuantitativas 

con suficiente aproximaci6n sin tener que recurrir a resulta-

dos experimentales. 

El procedimiento generalmente ~s aceptado en la actualidad en 

el.estudio de la turbulencia es a trav~s de los m~todos esta-

dfsticos. Este camino sufre sin embargo, de una grave dificu! 

tad:· el.problema de cierre en las ecuaciones de la turbulencia. 

Efectivamente, cualesquiera que sean los parametres estadfsti-

• 
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cos que se consideren en la formulaci6n de las ecuaciones, 

siempre se llegan a tener m~s inc6gnitas que ecuaciones. Una 

buena parte de los intentos por resolver el problema, ha sido 

el buscar hip6tesis o suposiciones que permitan igualar el n~ 

mero de inc6gnitas al de ecuaciones. El buen ~xito de este 

procedimiento depende en gran medida de la inventiva, intu.i-

ci6n e inspiraci6n del investigador. Se trata ~ues,de bus

car conceptos y modelos ffsicos simples basados en la experie~ 

cia, que permican ligar adecuadamente las ecuaciones con los 

escurrimientos reales. 

Con objeto de ilustrar lo anterior, se puede pensar en que la 

teorfa de la turbulencia se encuentra limitada en forma an~lo-

g~ a como lo estarfa la mec~nica de fluidos general s~ no se 

conociera la ley de Stokes que relaciona esfuerzos con rapide-

ces de deformaci6n en un fluido newtoniano. El ejemplo no es 

completa~ente arbitrario; de hecho uno de los procedimientos 

empleados al intentar completar la teorfa de la turbulencia, 

consiste en postular una relaci6n entre esfuerzos y rapideces 

de deformaci6n turbulentos, basada en una "viscosidad turbulen 

ta", la cual jugarfa un papel an~logo al de la viscosidad mole 

cular en flujos laminares. El procedimiento se basa en el apa 

rente parecido que tienen entre sf el movimiento de las mol~-

culas y las fluctuaciones turbulentas de velocidad al transmi-

tir cantidad de movimiento y calor. Prandtl, von Karmdn, Taylor 

y otros desarrollaron estos conceptos que constituyen la base 
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de las llamadas teor!as fenomenol6gicas de la turbulencia. 

En los ultimos anos se han venido desarrollando teor!as esta-

d!sticas m&s formales y sofisticadas para la turbulencia con 

la esperanza de encontrar un formalismo que no requiera de hi 

p6tesis o suposiciones adicionales. Asimismo, una escuela de 

investigadores experimentales es~ tratando de presentar una 

nueva concepci6n de la turbulencia,en la cual se toma un pun-

to de vista m&s determinista. M&s adelante se examinar~n en 

forma so~era estas nuevas tendencias. 

1. 5 E.JEMPLOS 

Para finaliza= este capitulo examinaremos a continuaci6n alg~ 

nos ejemplos to~ados del libro .de Tennekes y Lumley, [1] en 

los cuales se trata de ilustrar el caracter difusivo de la 

turbulencia (de g=an interes en la ingenieria), as! corr~ el 

papel fundamental que juegan las escalas que se pueden definir 

en un escurrimiento dado. Se har&n algunas com?araciones con 

flujos laminare~ con objeto de enfatizar la gran habilidad que 

tienen los flujos turbulentos en el transporte y dispersi6n 

de cantidad de movimiento, energia cin~tica y contaminantes 

co~o el calor, particulas en suspensi6n y humedad. 

DIFUSION CUANDO SE IMPONE UNA ESCALA DE LONGITUD.- Sup6ngase 

que en una habitaci6n (con una longitud caracteristica L) se 

coloca un calentador. Si no existe ningun movimiento del aire 

en el cuarto, el calor se transmitir& solamente por difusi6n 

molecular o conducci6n (accptando que la radiaci6n t~rmica 
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sea despreciable). En esas condiciones el fen6meno estar!a r!· 

gido por la cl!sica ecuaci6n de la difusi6n, la cual en nota-

ci6n tensorial cartesiana es: 

(1.5.1) 

En lugar de resolver la ec. 1.5.1 con las condiciones de fron 

tera apropiadas, trataremos de determinar sus consecuencias 

globales empleando el an~lisis dimensional. Efectivamente, 

en forma dimensional, la ec. 1.5.1 se puede interpretar como 

sigue: 

(1. 5.2) 

donde t.6 es una diferencia de temperaturas caracter!stica del_ 

problema y Td corresponde a una escala de tiempo relacionada 

con la difusi6n molecular. De la expresi6n 1.5.2 se obtiene: 

'!' L2 
d =a 

(1.5. 3) 

As!, por ejemplo, si la dimcnsi6n L de la habitaci6n es de 5m 

y el coeficiente de difusi6n a para el aire se toma como 

0.2cm2;'seg, la escala de tiempo Td para este proceso de di

fusi6n ser! del orden de 10' seg (m&s de 100 horas). 
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Si se tuviera en cambio el ~s m!nimo movimiento del aire de~ 

tro del cuarto (causado tal vez por pequefias diferencias de 

de~.sidad), es ded.r una convecci6n natural, el calor se difun 

dir!a r~pidamente. Sup6ngase que la misma longitud ~ se use 

para caracterizar al movimiento del aire en la habitaci6n. Lo 

anterior es v~lidb ya que se sabe que las escalas de movimien 

to ~s grandes (las cuales no pueden ser mayores que las di 

mensiones del cuarto) son las m~s efectivas en transportar y 

distribuir el calor. De esta manera, la escala de tiempo ca 

racter1stica de este flujo turbulento se podr!a expresar como: 

(1. 5. 4) 

I "' 
donde u corresponde a una velocidad caracter!stica del movi-

·miento {por ejemplo el valor r.m.s. de las fluctuaciones de 

velocidad en el cuarto). Para estimar esta ultima, sup6ngase• 

que el calentador ocasiona un aurento de tenperatura ll& de lO"C en 

el aire cercano a el. Se genera as! una aceleraci6n de flota

ci6n g~6/6 del orden de 0.3 m/seg 2 , que probablemente ocurra 

s6lo cerca de la pared del calentador. Si la altura h del ca

lentador es de O.lrn, entonces la energ!a cinetica por unidad 

de masa gh Ae/6, del aire que se mueve, ser~ del orden 0.03 

(.m/~eg) 2 • Se obtiene as! una velocidad de 17Clllseg. Sin emba!_ 

go, gran parte de la energ!a cinetica se pierde por la tende~ 

cia del aire a estratificarse dentro de la habitaci6n.Parece ra 

I ~ 
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zonable tomar un valor ~JSeg para el promedio de velocidad 

en todo cl cuarto. En estas condiciones, la escala Tt se esti 

mar!a en 100 seg. Es decir la dispersi6n mediante el flujo 

turbulento resulta varies 6rdenes ~s r~pida que la simple di 

fusi6n molecular 

El cociente Tt entre Td se puede intcrpretar como el rec!pro

co de un ndmcro de P~clet (producto del nGmero de Reynolds 

por el de Prandtl); 

(1.5.5) 

y dado que el nilmero de Prandtl para la mayor parte de los g~ 

ses es de orden 1, la expresi6n 1.5;5 se reduce a: 

\J 1 
uL = Re 

(1. 5.6) 

resultando as! que el nGmero de Reynolds puede interpretarse 

como el cociente de la escala de tiempo asociada a difusi6~ 

molecular entre la escala de tiempo correspondiente a difusi6n 

turbulenta cuando la escala de longitud es la misma. 

DIFUSIVIDAD APARENTE.- Debido a la complicada naturaleza de 

las ecuaciones de la turbulencia, algunas veces se maneja el 

aspecto difusivo de los escurrimientos turbulentos mediante el 

uso de u:1 coeficiente de difusividad aparente. Siguiendo este 

procedimiento se pierde un poco el intento por entender la 

turbulencia, pues con el concepto de difusividad aparente se 
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tiende a pensar en la turbulencia como una propiedad del flui 

do y no del flujo. De cualquier modo, este procedimiento sim-

plifica un poco las matem~ticas. 

A trav~s de esta idea, es posible representar una ecuaci6n p~ 

ra la difusi6n del calor en fluj_os turbulentos, an~logamente 

a la ec. 1.5.1 Efectivamente, se tiene: 

(1.5. 7) 

.donde K es la difusividad aparente, muchas veces llamado coefi 

ciente de intercambio de calor. Con objeto de que este coefi-

ciente sea congruente con la realidad, es necesario que se te~ 

ga igualdad entre la escala de tiempo del proceso de difusi6n 

hipot~tico expresado par 1.5;7 y la escala de tiempo del pro-

ceso real de mezclado segGn 1.5.4. Para el primero se tiene: 

T (1. 5.8) 

el cual igualado a !t en 1.5.4, resulta en: 

K = uL (1.5.9) 

Si comparamos K con la viscosidad cinem~tica molecular ~ y la 

difusividad t~rmica ~ (a es del mismo arden de magnitud que 

~), se obtiene: 

K 
\) 

K 
(l 

uL; Re 
\) 

(1.5.10) 

Es decir el nGmero de Reynolds as! definido, se puede interpr~ 

tar como la relaci6n de viscosidades, aparente (turbulenta) a 
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·molecular (laminar). 

DIFUSION CUANDO SE IMPONE UNA ESCALA DE TIEHPO.- Consid~rese 

ahara la capa limite atmosf~rica, la cual se encuentra expues-

ta a la rotaci6n terrestre. Cualquier flujo en un sistema de 

referencia rotatorio, se encuentra acelerado por la fuerza de 

Coriolis, la cual es igual al doble del producto vectorial en 

tre la velocidad de rotaci6n y la velocidad del flujo. Si la 

velocidad angular del sistema de referencia es f/2, resul ta 

que el escurrimiento atmosf~rico tiene una escala de tiempo 

impuesta de orden 1/f, donde f, se le conoce como par~metro 

de Coriolis (por ejemplo, a una latitud de 40 grados, f vale 

aproximadamente 10-. seg,-1 suponiendo que el eje de rotaci6n 

coincide con la vertical). 

De esta manera, si la capa limite ataosf~rica fuera laminar, 

de acuerdo a la expresi6n: 

T (1. 5.11) 

an~loga a 1.5.3, se tendrfa· Ld=40 em. para ,, = 0.15 cm 2 /seg y 

T = F-
1
= 10 seg, lo cual est~ muy alejado de la realidad .. Lo 

que sucede es que la capa limite atmosf~rica casi siempre es 

turbulenta. Resulta entonces al re~plazar ~ por K (difusivi-

dad aparente) y hacienda uso de 1.5.9: 

uT (1.5.12) 

Una escala de velocidad t!pica de capas limite turbulentas es 

--------, 
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del-orden 'de 1/30 la velocidad media del viento. Entonces pa

ra un viento de 10 m/seg, 0=0.3 m/seg, la cual junto con T=lO" 

seg nos da Lt=3 km que corresponde al espesor observado para 

la capa lfmite atrrcsferica. 

El cociente entre escalas de longitud para las capas l!mite 

atmosf~ricas laminar y turbulenta, resulta al considerar 1.5.11 

y 1.5.12 

L., 

-:-=-u 
(VT)'2 

L' 
t 

(1.5.13) 

Es decir, que el ndmero de Reynolds se puede interpretar como 

la relaci6n de escalas de longitud para las difusiones turbu-

lenta y molecular. Para Re muy grandes, el flujo turbulento 

penetra ~s dentro de la atm6sfera que el flujo laminar. 

MtJLTIPLES ESCALAS DE LONGITUO EN UN FLUJO TURBULENTO . - En los 

escurrimientos turbulentos se tiene un amplio rango de escalas 

de longitud, limitadas ~stas por las dimensiones geom~tricas 

del flujo y por la acci6n disipativa de la viscosidad. Algunas 

de estas escalas juegan papeles muy especfficos e importantes 

en la din~mica de la turbulencia. 

Examinernos brevemente la existencia de mfiltiples escalas de 

longitud en un flujo cortante laminar. Las ecuaciones de Na-

vier-Stokes para un escurrimiento de esta naturaleza, incom-

presible ~' en estado permanente, se pueden escribir en nota-

ci6n tensorial cartesiana: 

I 

" .. >O- -·· _,_ . C.>-1. 
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a•u. 
v l. 

ax .ax. 
J J 

(1.5.14) 

de donde se pueden estimar los t~rminos de inercia y los visco-

sos, como u 2 /L y vu/L 2 , respectivarnente, donde ~ es una veioci-

dad caracter!stica y ~ es una longitud caracter!stica. El co-

ciente de estes t~rrninos uL/v es el conocido nGmero de Reynolds 

y se concluye que para valores muy grandes de este ultimo, los 

t~rrninos viscosos deben ser despreciables comparados con los 

t~rminos de inercia. Sin embargo las condiciones de frontera 

que se impongan sobre 1.5.14 permiten despreciar los t~rminos 

viscosos en todo el escurrimiento. Tal es el caso de la capa 

l!rr.ite donde es necesario asociar los antedichos t~rminos vis-

cosos con una escala de longitud pequena diferente de ~· de 

manera de tener el mismo orden de magnitud en ambos t~rrninos 

(inerciales y viscosos), aun para valores grandes del n1lrnero 

de Reynolds. Si 1 es ~sa nueva escala de longitud, se tiene 

entonces: 

(1.5.15) 
L 1 2 

obteni~ndose la siguiente relaci6n entre la longitud viscosa 

! y la escala de longitud L del escurrimiento: 

~·I 

1 
[ 

\,' 1/~ 

L R e 
(1.5.16)" 

I 
'· 
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La escala viscosa ! es una escala de longitud t~ansversal al 

flUJO, obviamente asociada al espesor de la capa limite. A es 

ta escala se le acost~~ra llamar escala de longitud difusiva 

y a ~. escala de longitud convectiva. Generalmente en los flu 

jos cortantes (tanto l~T.inares como turbulentos) ~ es mucho m~ 

yor que !• es decir, su longitud es.mucho mayor que su ancho 

y esto permite simplificar las ecuaciones de movimiento, ha-

ciendo el an~lisis ~s simple. 

En el caso de cna capa limite turbulenta, si las fluctuaciones 

caractcristicas de vclocidad son del orden ~· entonces se puede 

presurr~r que cl ·espesor de la capa limite ~ aumenta aproximada-

mente como dt/dt=u. Por otro lado el tie~po transcurrido entre 

el origen de la capa limite y la posici6n ~ es de orden L/U 

(escalade tiempo convectiva). Se puede entonces estimar 

i=ut~c~. N6tese que e~te procedimiento, an~logo al que condujo 
u 

a la ec. 1.5.16, equivale a igualar la escalade tiempo de difu 

si6n turbulenta i/u con la escala de tiempo convectiva L/U. Se 

obtiene entonces para la capa limite turbulenta las relaciones 

entre escalas: 

c u 
L u 

(1.5.17) 

t L 
u u 
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Se refuerza as! la idea (ffsicamente correcta) de que un flujo 

turbulento expuesto a un escurrimiento externo, debe tener una 

escala de tiempo congruente cpn la escala de tiempo del flujo 

externo. 
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CAPITULO DOS 

ELEMENTOS PARA LA DESCRIPCION ESTADISTICA DE LA TURBULENCIA 

2.1 GENERALIDADES 

Antes de establecer las ecuaciones fundamentales para la descri~ 

ci6rr estadfstica de la turbulencia, conviene revisar algunos co~ 

ceptos o~sicos acerca de procesos estoc~sticos. Solamente se re 

sumiran aquellos aspectos que por su aplicaci6n directu en las 

ecuaciones fundamentales o por su sentido fisicc, resultan de in 

ter~s para la teor1a de la turbulencia. 

Se puede decir en general que toda variable que represente algtin 

aspecto de un fen6meno ffsico, puede clasificarse como determini~ 

ta o no determinista (aleatoria) . Pertenecen a la primera categ£ 

rfa, aquellos procesos que se pueden describir mediante una rela

ci6n matem~tica explfcita. Por ejemplo, el movimiento de un cue~ 

po suspendido mediante un resorte, la descarga del voltaje de un 

capacitor a trav~s de una resistencia, o el c~Tbio de temperatura 

.iel agua en un recipiente., con forme se le aplica calor, son fen£ 

~enos que pueden describirse r.eCiante f6~ula~ explfcitas, resu! 

tando estas dltimas de leyes fundarnentales o de observaciones re 

petidas. 

A la segunda clase pertenecen aquellos casas en los cuales no es 

posible escribir una relaci6n rnatem~tica expl1cita entre las va

riables que gobiernan el fen6meno. Se trata entonces, de situ~ 

ciones en las que resulta imposible predecir un valor exacto de 

las variables para un instante futuro iaceptando que la variable 

·c; 
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independiente sea el tiempo). Se dice que las variables son ale~ 

torias y que solo se pueden describir en t~rminos· de proposicio-

nes probabilfsticas y promedios estad!sticos, en lugar de ecuaci~ 

nes expl!citas. Ejemplo de ello lo constituyen, sin duda, la ve-

locidad, la presion y la temperatura en un flujo turbulento. 

En el cuadro siguie~te, se presenta una posible clasificaci6n de 

los fen6menos o procesos atendiendo al car~cter arriba apuntado y 

utilizando com0 variable independiente el tiempo (no es necesario 

emplear este dltimo, aunque es el caso m~s comdn): 

Determinista 

... Aleatoric 

I Pe<<6dko 

l Aperi6dico 

{ 

{ 
J Estacionario J 
I 

l No estaciona~io 

Sinusoidal 

Complejo 

Casi peri6dico 

Transitorio 

Erg6dico 

No erg6dico 

2.2 CAR;CTERISTICAS PRINCIP~~ES DE LOS PROCESOS DETER~INISTAS 

Y DE LOS PROCESOS ESTOCASTICOS 

Examinaremos brev~~ente los tipos principales de fen6menos determi 

nistas, con el objeto de fijar algunos conceptos que ser~n de uti-

lidad en la mayor parte de esta secci6n, cuyo contenido se refiere 

esencialmente a los procesos estocasticos. 
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PROCESO~ PERIODICOS SIMPLES (SINUSOIDAL) 

Esta clase de funciones se pueden expresar matemAticamente median 

te una relaci6n del tipo: 

X (t) ~ sen (2.2.1) 

donde: 

x(t) valor instant!neo de x en el tiempo t 

X amplitud 

£recuencia en ciclos por segundo 

!ngulo de fase en radianes 

El intervale de tiempo necesario para el complemento de un ciclo, 

se llama oerfodo y es igual al recfproco de la frecuencia. En la 

fig. 2.1 se muestra la funci6n (2.2.1) tanto en el dominic del 

tiempo como en el de la frecuencia, siendo este ftltimo el espectro 

de amplitud-fr~cuencia de la funci6n ~(t). N6tese que en este ca

so, el espectro est! constituido por una sola lfnea o pulse corre~ 

pondiente a la ftnica frecuencia fa· 

X 

0. 

-X 

~-

Amplitud 
X 

Frecuencia 

Fig. 2.1 Funci6n peri6dica simple y su correspondiente espe£ 
tro. 
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PROCESOS PERIODICOS COMPLEJOS 

Pertenecen a esta clase las funciones cuyos valores se repiten a 

in~ervalos regulares, es decir: 

x(t) x(t :t. nT) n= 1,2,3, ••• (2.2.2) 

1 
donde T es el per!odo y f 

1
= T es la frecuencia fundamental. 

Con pocas excepciones, las funciones peri6dicas se pueden expre-

sar mediante series de Fourier: 
.., 

x(t)=~ + ~=l (a cos 
n 

2"nf t) 
1 

donde los coeficientes de Fourier an' bn est~n dados por: 

2 
a = T n 

b = 2 
n f 

rT 

]: (t) 

[·"' 
cos 21Tnf tdt 

1 

sen 2rrnf
1
tdt 

n=O,l,2, ••• 

n=l,2,3, •.• 

(2 .2. 3) 

(2.2.4) 

Alternativamente, la funci6n x(t) se puede expresar como sigue: 

x(t) + 

uonde: 

n=l 
X cos 

n 
(2.2.5) 
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X a2 + b2 
n n n 

-I 
b n=1,2,3, .•• 

an tan n 
a n 

Se puede decir entonces que la funci6n peri6dica ~(t) est4 forma-

da por un componente constante (cero frecuencia) !o y una serie 

infinita de cornponentes sinusoidales (arm6nicos) de ·amplitudes ~n 

y 4ngulos de fase ~n· Las frecuencias de las arm6nicas son malti 

plos enteros de!~· En la fig. 2.2 se muestra el espectro de am

plitud-frecuencia para una funci6n peri6dica compleja. 

Ampli tud 

X 0 
x, 

0 

x. 
x, 

f l 3L 

Fi9. 2.2 Espectro de una funci6n peri6dica compleja 

PROCESOS CAS! PERIODICOS 

Frecuencia 

Corresponden a esta clase aquellas funciones generalmente no pe-

ri6dicas, compuestas de dos o m4s frecuencias arbitrarias. Efec 

tivamente, la suma de dos o m4s ondas sinusoidales dar4 como re-

sultado una funci6n peri6dica siempre que todos los cocientes p~ 

,.-·w·,.~~--- .. ~ .-- ~ .; 
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sibles de formar entre pares de frecuencia de las componentes, 

sean nfimeros racionales. Cuando no sucede as!,· decimos que la 

funci6n tiene un car~cter casi peri6dico. Matem~ticamente se 

tiene: 

x(t)= 
.. 
r 

n=l 
x sen (2nf t+e ) 

n n n 

donde f /f no es racional. 
n m 

(2.2.6) 

Un ej~~lo donde se presenta este tipo de funci6n, lo constitu 

yen las vibraciones de una h~lice de avi6n cuando los pistones 

del motor est~n fuera de sincronizaci6n . 

La fig. 2.3 muestra c6mo ser!a un espectro de amplitud-frecue~ 

cia para este tipo de funciones, 

Amplitud 

0 
Fig. 2.3 

X l 

x. 

f, f, f3 f. 
Espectro de una funci6n casi peri6dica. 

PROCESOS TRANSITORIOS 

Frecuencia 

Esta clase de procesos deterministas de gran importancia en la 

pr~ctica, est~ formada por funciones de tipo transitorio. Por 

ejemplo las vibraciones amortiguadas de un sistema mec~nico 

cuando se ha dejado de aplicar la fuerza excitatriz. 

~--·.·-

---------------r 
, I 
' ' 
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I 
En este caso, 

zs 

no es posible descomponer la funci6n en series de 

Fourier. Sin e~hargo, en casi todos los casos se· puede obtener 

una representaci6n espectral continua mediante el uso de la inte 

gral o transformaci6n de Fourier.: 

J
... -j2nft 

X(f)= _.,.x(t)e dt (2.2.7) 

La funci6n transformada X(f), generalmente es una variable com

pleja pudi~ndose entonces escribir: 

-j9 (f) 
X(f)= lx<f) le 

donde ix(f) I es la amplitud y 6(f) es el !ngulo de fase. 

Ep la fig. :2.4 aparecen ejemplos de senales transitorias con 

sus correspondientes transformadas de Fourier. 

X ( t) 
-at 

Ae 

""'\;:• 
-at 

x(t)=Ae cosbt 

1A, t<c 
x{t) 

· 0, t>c 

A 

Amplitud 

t 

:\mplitud 

t Ampli tud 

c t 

Fig. 2.4 Ejemplos de senale~ transitorias y sus tranRformadas 
de Fourier. 

Frecuencia 

Frec:uencia 
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CONCEPTO DE PROCESO ESTOCASTICO.- Tal como se mencion6 anterior-

mente, existen fen6menos f!sicos que no se pueden describir median 

te una relaci6n mate~tica expl!cita debido a que cada observaci6n 

del fen6meno es ~nica, es decir, una observaci6n hecha representa 

~.· 
solamente una de las muchas posibilidades que pudieron haber ocu-

rrido. 

El concepto de proceso estoc&stico es una extensi6n del de varia-

ble aleatoria. Efectivamente, se recordar& que al definir una v~ 

riable aleatoria, se acostumbra asociar a cada posible resultado 

aleatoric de un experimento, una cantidad o nUffiero de acuerdo con 

una regla determinada. Para un proceso estocastico, se asocia una 

senal o funci6n (generalmente respecto a alguna variable indepen-

diente de inter~s, par ejemplo el tiempo), a cada posible resulta-

do del experimento. Al conjunto o "ensamble" de funciones, junto 

con ciertas medicias de probabilidad, se le llama p_recisamef!te pr~ 

ceso aleatoric o proceso estoc&stico. Cada una de las senales o 

funciones es una muestra o funci6n-muestra del proceso estoc&stico. 

Un ejemplo t!pico lo constituye la senal de ruido que se tiene en 

un sistema electr6nico. El conjunto o "ensamble" del proceso est& 

formado por todas las ondas de ruido que se pueden tener en un nG 

mero igual de sistemas electr6nicos id~nticos o en un mismo sist~ 

rna cada vez que se le ponga a funcionar (fig. 2.5) 

l
. 

' 
. 

' 
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~ . . . 
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Fig. 2.5 Proc~so estoclistico. 

·":6 

N6tese que cada una de las senales que forman el proceso, 

pueden ser o no aleatorias en sf mismas. En realidad, la 

aleatoriedad involucrada en el concepto de proceso estocas

tico, se refiere a la ocurrencia de una senal en particular. 

DESCRIPCION DE UN PROCESO ESTOCASTICO.- Existen varias medidas 

de probabilidad empleadas ·en la descripci6n de un proceso esto

castico. Considtirese el proceso {xk (t)} de la fig. 2.5. Para 

un valor fijo de la variable independiente t=t
1

, el conjunto 

t 

t 

de nGmero xk(t
1

) constituyen una variable aleatoria, la cual tie 

ne una cierta distribuci6n de probabilidades. De la misma manera, 

la variable aleatoria ~(t2 ), formada por los valores de todas las 

muestras ! para t=t2 , tendrli asociada una distribuci6n de probabf. 

lidades. Se puede entonces definir un ndmero infinite de varia-

bles aleatorias correspondiendo a todos los valores que ! puede 

tomar, con sus respectivas distribuciones de probabilidades. A 



J .
. 

' 

., 

28 

las medidas estad1sticas de cada una de estas variables aleato 

rias, tomadas individualmente, se les llama "estad!stica de pr~ 

mer orden del proceso estoc~stico. An~logamente, la estad1~ 

tica-conjunta de dos variables aleatorias se llama "estad!stica 

de segundo orden del proceso". En general, si,se toman n varia 

bles a la vez, la estad!stica-conjunta recibe el nombre de "es-

tad!stica de orden n del proceso estoc~stico•. 

ESTADISTICAS DE PRIMER Y DE SEGUNDO ORDEN.- La estad!stica de 

primer orden para un proceso estoc~stico queda completamente e~ 

pecificada por la distribuci6n de probabilidades de las varia-

bles aleatorias para cada valor de t. En forma simb6lica, se 

tiene para la densidad de probabilidades p{x;t). Conociendo 

esta densidad de probabilidades, se puede determinar el valor 

medio y el valor medic cuadrado de la variable aleatoria x(t), 

mediante las conocidas f6rmulas: 

XltT [_ xp {x;t)dx {2.2.8a) 

i(T(t'f [:'•'"'' dx (2.2.8b) 

El producto p(x;t) dx se puede interpretar como la probabilidad 

de que la amplitud de una funci6n muestra x(t), se encuentre en 

el intervale. (x,x+dx) en el instante t. Desde el punto de vista de 

frecuencias relativas, corresponder1a a que de un total de N muestras, 

~-· -~ 

~ 
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~ pasarln por la ventana de la fig. 2.6, pudi~ndose escribir: 

p(x;t) dx= ~ 

p(x;t)= N~x 

Fig. 2.6 Estad!stica de primer orden 

Si bien la estad!stica de primer orden nos da informaci6n respec-

to a la distribuci6n de amplitudes de las furlciones muestra para 

todos los valores de ~· no resulta adecuada para describir compl~ 

tamente el proceso aleatoric. Consid~rese por ejemplo, que el pr~ 

ceso estuviera formado por senales el~ctricas y se deseara conocer 

su contenido de frecuencias. Una senal, que contenga componentes 

de frecuencias predominantemente bajas, cambia muy lentamente, re-

sultando muy parecidos los valores x(t1 ) y x(t1+T). Es decir, las 

variables aleatorias x<t
1

) y x(t1+~) no son estad!sticamente inde

pendientes si l essuficientemente pequeno. En otras palabras el 

conocimiento de una nos da cierta informaci6n acerca de la otra. 

Por otro lado, si las senales contienen frecuencias predominante-

mente altas, entonces las senales cambian muy r~pidamente y los 

Valores de las senales, separados por el mismo intervale l• gua£ 

.•,.c < '• I. • ---'--~-
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dar4n muy poco parecido. Resulta ast que la correlaci6n entre va 

lores de la senal para varios intervalos, puede darnos informaci6n 

6til respecto al contenido de frecuencia del proceso en general, y 

la estadtstica de primer orden no nos ayuda en este respecto. Se 

recordar~ que se puede obtener una medida de la relaci6n o interde 

pendencia de dos variables aleatorias, mediante su correlaci6n, la 

cual a su vez se puede determinar a partir de la funci6n de densi-

dad de probabilidades conjunta: p ( o, n; t 1 , t 2 ). La probabil! 

dad de que una funci6n muestra tenga su amplitud en el intervale 

(o,o+do) para t=.t 1 yen el rango (n,n +do) para t= t 2 , est~ da 

da por p(o,n ; t 1 , tz) do dn Interpretando este resultado des 

de el punto de vista de frec~encias relativas, se dir!a que si de 

~ funciones-muestra, ~ de ellas pasan simult~neamente a trav~s de 

las •ventanas• o+ do y n+ dn, correspondientes a ! 1 y ! 2 , respec-

tivamente (Fig. 2.7) entonces se escribirta: 

m 
do dn" ii 

La densidad-conjunta de probabilidades para dos variables aleato-

rias se puede relacionar con las densidades individuales de las 

variables, mediante simple integraci6n, por ejemplo: 

Fig. 2.7 Estad!stica de segundo orden 

___ __. 
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p (o;t.> 

En ~eneral, si se tiene la densidad-conjunta de probabilidades de 

orden ~· se pueden obtener todas las densidades de orden inferior 

a trav~s de integraci6n sucesiva. 

Para terminar _esta subsecci6n, diremos que un proceso estocastico 

~Jeda completamente especificado si se conoce la uensidad conjun-

ta de probabilidades p(o,n, ••• ,~;t 1 ,t 2 , ••• ,tn) para cualquier gr~ 

po finito de.instantes de observaci6n t 1 ,t2 , ••• ,tn y para cualquier 

valor que tome ~· Afortunadamente, en la practica solamente es ne

cesario considerar hasta el segundo orden para determinar valores 

medios, valores medios cuadrados, autocorrelaci6n, espectro, etc., 

particularmente si se trata de transmisi6n de senales aleatorias a 

trav~s de sistemas lineales. 

PROCESOS ESTACIONARIOS. PROCESOS ERGODICOS.-

Antes de examinar los conceptos de proceso estacionario y proceso eE_ 

g6dico, vamos a definir dos promedios de gran utilidad en el mane 

jo de procesos estoc~sticos. 

Se define como valor medio de la variable aleatoria x(t ), al pro-

medio estad1stico, promedio de •ensamble• o esperanza: 

I 
i"TtiT = 

1 
limN 
N....., 

N 
r 

k=l 
(2.2.9) 
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Se define como funci6n autocorrelaci6n del proceso estoc~stico 

{x(t)}, al promedio estad!stico del producto de dos variables alea 

torias o=x(t 1 )y n=x(t2 ): 

Rx(t1,t2l= on=[~ ~-or. p(o,n;t1t2l dodn 

., -~ 

• lim 
N~"" 

1 
N' 

N 
I: 

k=l 
(2.2.10) 

Zxisten procesos estoc~sticos para los cuales alguna de las funci£ 

nes de densidad de probabilidades o alguna otra funci6n descripti-

va del proceso, es independiente del par~etro ~· Por ejemplQ, el 

proceso aleatoric: 

x(t)= k cos (w 0 t+6) 

donde e es una variable aleatoria uniformemente distribuida en 

el intervale (0,2n), tiene una densidad de probabilidades de pri-

mer order. indepe~diente de t • 

se dice que un proces~ aleatoric e~ (estrictamente) estacionario 

si toda su estad!stica (densidades de probabilidad de todos los 6~ 

denes) es independiente del par&metro t. Un proceso estoc~stico 

es "d~bilmente" estacionario si el valor medio x(t 1) y la autoco-

rrelaci6n Rx(t 1 ,t>), son independientes de~: 

x(tl = constante para todo ~ 

. '-(2.2.11) 
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En los p&rrafos anteriores se ha discutido c6mo se pueden determi 

nar las propiedades de un proceso estoc&stico mediante promedios 

calculados tomando todo el conjunto o •ensamble" de muestras para 

valores especfficos del parametro t. En muchos cases de inter~s 

pr&ctico, se puede determinar las propiedades del proceso,, calcu

lando promedios temporales (es decir, respecto al par&metro !l S£ 

b~e determinadas muestras del proceso. As! por ejemplo, si se 

tiene la k-~sima muestra del proceso, es posible calcular los pr2 

medics: 

1~ 
T~ 

1 
T 

T 

rT 

dt (2.2.12) 

(2.2.13) 

De 

J."k''''>''''' ., 

manJra, si el proceso {x(t)} es estacionario y ~x(k) est a 

Rx(T,k) definidos arriba, resultan ser iguales a los promedios 

estad1sticos (2.2.9) y (2.2.10) respectivamente, se dice que el 

proceso x(t) es un proceso estoc&stico erg6dico. 

Los procesos erg6dicos resultan ser una clase muy importante de 

pro~esos aleatorios, ya que todas sus propiedades pueden determ~ 

narse mediante promedios temporales en una sola funci6n muestra. 

Generalmente, en la prActica un proceso aleatoric estacionario es 

erg6dico y su tratamiento es m&s fAcil. 
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2.3 MOMENTOS. AUTOCORRELACION. ESPECTRO DE POTENCIA. 

Teniendo en cuenta que generalreente en el estudio de la turbu-

lencia se acepta como v~lida la hip6tesis de ergocidad, convie 

ne examinar los par~metros y funciones estad!sticas m&s emple~ 

dos en este campo, refiri~ndonos a una sola de las funciones 

muestra del proceso estoc~stico, es decir, empleando promedios 

con respecto al par~mentro t. 

FUNCION DE DENSIDAD DE PROBABILIDADES 

Cualquiera de las variables de inter~s en un punto en ~1 seno 

de un flujo turbulento, por ejemplo la velocidad, puede tomar 

una forma como la que se indica a continuaci6n. 

u I 
t.u.-l =--= :·.·:'.:::.:.:.-.·--.----=: 

T 

I 
u 

l 
Fig. 2.8 

•.. ... ... ... 
"" .;:: 
J!•• 

T 
t.t, t.t2 

Descripci6n por frecuencias de la funci6n de densidad 
de P==ba~i!idaCes~ 

Supongamos que dentro del intervale !• la variable toma valo-

.. 
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res entre~ y u+~u durante los intervalos bt 1 ,~t 2 , ••• bti de 

tiempo indicados en la figura; de esta ~a el porcentaje del 

ti~po durante el cual la variable cae dentro en el intervalo 

indicado se puede expresar como: 

y es de esperarse que este porcentaje resulte proporcional a 

~u. Podemos definir a la funci6n de densidad de probabilidades 

como: 

p(u)= 
1 . 

AU 

N 
r 

i= 1 (2.3.1) 

de tal modo que la probabilidad de que ~ tome un valor entre u
1 

y u 2 est~ dada por 

fu> 
I 
I ;:>(u)du 
I 
ju, 

(2.3.2) 

es decir, el ~rea bajo la curva p(u) entre lasabscisas u, y u 2 • 

En la filtirna expresiOn P(u) recibe el nombre de funci6n de distri-

buci6n de probabilidades y se define como 

P(u) • J:_ p lu) du (2.3.3) 

y corresponde a la probabilidad de que la variable aleatoria tome 

un valor igual o rncrvrque un determinado nivel ~· Obs~rvese que 

se tienen las siguientes propiedades para la funci6n de densidad 
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de probabilidades y la funci6n de distribuci6n de probabilidades. 

p (u)~ o 

P(•l • ~~(u) du 1 

p(l...) = 0 

0 < P(u)~ 1 

dP (u) p(u) 
CiU 

(2.3.4) 

Las funciones que acabamos de definir tienen en general, una for 

ma como se indica a continuaci6n 

Fig. 2.9 

p (u) 

t 

1.0 

Funciones de densidad de probabilidades y de dis 
cri~~ci6n acurnulada 
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MOMENTOS.- Supongamos que se tiene una funci6n f(u) y que se de-

sea calcular su valor rr~dio en funci6n de p(u); se escribe enton-

ces 

I= lim.! 
T...., T 

dt = r-f (u) 

J_~ 
p(u) du (2.3.5) 

es decir, sumamos todos los intervalos de tiempo ti incluidos en 

tre Q y ! durante los cuales u se encuentra entre los valores ~ 

y u+nu, multiplicamos por f(u) y sumamos para todos los niveles 

de u. 
I 

De inter~s pJrticular en cuanto a La forma de f(u) son las poten-

cias de ~· Los correspondientes valores medias reciben el nombre 

de momentos; as1,se tiene para el momento de primer orden la cono 

cida media: 

u 

!-~ 
p(u) du lim 

T-+«> 

1 
T u dt (2.3.6) 

Ahora bien, generalmente, sobre todo en el trabajo experimental, 

resulta ~s c6modo manejar a las variables fluctuantes rest~ndo-

les su correspondiente valor medio. Supongamos entonces que re-

definimos a nuestra variable de la manera indicada; en tal caso 

los mementos se convierten en mementos centrales, teni~ndose pa-

ra el de primer orden evidentemente u=O. Los siguientes tres M£ 

mentos centrales son de interes en el estudio de la turbulencia: 

~---
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lim 
'1'-

1 
f 

T 

(2.3.7) 

Este momento de segundo orden (varianza) es una medida de la ampl~ 

tud de las fluctuaciones, acostumbr~ndose utilizar a veces el valor 

r.m.s., es decir,~. 

El memento de tercer orden, adimensionalizado como se indica a con 

tinuaci6n, 

ur 
f.O. = -

(\?) 1'2 
(2.3.8) 

recibe el nombre de factor de oblicuidad, mientras que el momento 

de cuarto orden, 

f. a. (2.3.9) 

se conoce como factor de aplanamiento. Ambos factores generalmente 

se utilizan para indicar qu~ tanto se diferencia la densidad de 

probabilidades de una funci6n de tipo normal 0 gaussiana, tal como 

se ilustra en las siguientes figuras: 

~-£.0 pequefio u 

Fig. 2.10 Factor de oblicuidad 



p(u) 

u 

u 
u 

u 

t t 

Fig. 2.11 Fact9r de ap~anamiento 

FUNCION AUTOCORREh~CION.- Para un proceso erg6dico, la funci6n 

autocorrelaci6n est~ dada por: 

R (T) 
u 

la cua1, en forma adimensional se acostumbra escribir: 

R (T) 
u 

u(t)u(t+Tl 

(2. 3 .10) 

(2.3.11) 

Esta funci6n es real, par y tiene su valor m<iximo para T=O. 

El concepto de funci6n de correlaci6n expresado en (2.3.10) se pue-

de extender al caso de dos procesos estoc<isticos conjuntamente e~ 

g6dicos {u(t)} y { v(t)} • Se define entonces como funci6n de co-

rrelaci6n cruzada al promedio: 

rT 
J

0

u(t)v(t+T)dt= u (t)v(t+Tl (2.3.12) 
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o bien, en forma normalizada: 

R uv 
(t)- u(t)v(t+T) 

I u- (tl ,t v 2 (t+tl 
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,>· 

(2.3.13) 

Al igual que la autocorrelaci6n, esta funci6n es real: sin embar-

go noes par ni tiene su valor m!ximo-para t=O, necesariamente-

R (0} 
X 

R (T) 
X 

Rx(t+nT) para x(t)= x(t+nT) 

RXY(T) = Ryx (-T) 

I. ~ l2 !R (T)j<IR (0) R {0) 
xy - ,_ x y 

(2. 3.14} 

ESPECTRO DE POTENCIA.- Este concepto es una extensi6n del espe£ 

tro de amplitud-frecuencia para una senal peri6dica (series de 

Fourier) y para una senal transitoria {transformada de Fourier). •· 
Efectiva~ente, en el segundo caso se tenia: 

u(t} 
1 
2-rr 

con la condici6n que: 

[_1•«11 .. 
J 

F{w)= ~~u(t)~jwt dt 

J-~ 

sea finita 

(2.3.15) 
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En el caso de una senal aleatoria la Qltima condici6n no se cum-

?le. Ademis, la funci6n que resulta de inter~s no es u(t) sino 

~ 

En esas condiciones, lo que se hace es redefinir u(t) de tal man~ 

ra de considerar solo un intervalo O<t<T. As!, la integral arri-

ba apuntada resulta finita. 

Expresemos ahora el valor medio cuadrado UTTtf mediante transfor-

madas de Fourier. 

UL (t)=lim ¥ 
T-

iT 

I
I u 2 (t)dt= lim 

T+m 
.o 

F!wlejwt. ~t (2.3.16) 
2n 

Se puede demostrar que el orden de integraci6n no afecta al re-

sultado de la ultima expresi6n. Se obtiene entonces: 

fT fm (T 
1 j

0

u 2 it)dt= ~~ F(w) 
dw I 

u(t)ejwtdt lim f lim 
2T. I 

T->ao T+ao I ,_.., JO J 

(2.3.17) 

De la definici6n de transformada de Fourier se tiene: 

F(-w) (2. 3.18) 

y tomando en cuenta la redefinici6n de u(t) que nos indica un 
Valor cero fuera del rango O~t~T, se puede escribir: 

(2.3.19) 



42 

Sustituyendo en (2.18), resu1ta: 

1 
fT 

1 f
00

F(w)F(-w)~~ 'lim T" t u 2 (t)dt= lim T" T- T~oo 

I 
j-oo 

(2.3.20) 

y siendo F(w) y F (-w) funciones complejas conjugadas, resu1ta: 

1
""1iml!:iill2dw 

T 
T 2-;; 

~"' 
-oo 

(2.3.21) 

La cantidad de arriba es una medida de 1a energ!a cin~tica de 1a 

turbu1encia, por unidad de masa, debida.a 1a componente u. E1 

integrando 

S(w) lim jF(w)j2 
T 

(2.3.22) 

representa 1a distribuci6n de esa energta en la frecuencia ~-

Se le conoce bajo el nombre de espectro de energ!a o de potencia 

(e1 primer adjetivo se usa en turbulencia, mientras que el segu~ 

do 1o usan los ingenieros electr6nicos). 

Se puede demostrar que la funci6n de autocorre1aci6n y el espe£ 

~- tro de energ1a son transformadas de Fourier, una de 1a otra. 

En efecto, 1a funci6n autocorre1aci6n expresada en (2.3.10) se 

puede escribir teniendo en cuenta 1a primera f6rmu1a (2.3.15), 

como 
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fT r"' 
Ru (T)= lim 1 I u(t) j_:··l ejw(t+T) ~ .. dt (2. 3. 23) 

T-"' 
'f 

Jo 

~n 

Separando 1a funci6n e~ponen~ia1 e intercambiando e1 orden de in 

tegraci6n 

1 
Ru (T)= lim T 

T~ 

es decir, teniendo en cuenta (2.3.19) 

Ru (T) 

resultando 

R (T) 
u 

lim 
T~ 

1 
'f L-~ ejwT 

!F(w)f2 jwT 
T e 

se c.oncluye entonces que 

S(w)= F {Ru (T)} 

F(w) dw 
2n 

dw 1 
21i = 2n 

de. 
dt 2c (2.3.24) 

(2. 3. 25) 

(2.3.26) 

(2.3.27) 
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2.4 FUNCIONES DE CORRELACION. ESPECTROS DE ENERGIA 

Dada la importancia que tienen para el estudio de la turbulencia 

las diversas funciones de correlaci6n (y los espectros de energ!a 

asociadas a ellas) que se pueden definir entre las propiedades 

del flujo, conviene estudiarlas en forma ~s detallada, particu-

larmente aquellas relacionadas con los diferentes componentes de 

la velocidad. A continuaci6n , prLmeramente revisaremos las fu~ 

ciones de correlaci6n m!s comunmente empleadas en la descripci6n 

estadfstica de la turbulencia, ligandolas con las diversas esca-

las de lo~gitud y de tiempo que perudten caracterizar a un deter 

minado escurrirniento; definiremos despu~s, los espectros de ener 

gfa de mayor inter~s para nuestro estudio. 

FUNCIONES DE CO~LACION 
Tal como sabemos, una funci6n de correlaci6n en su sentido m!s 

general nos permite comparar una serie de datos o mediciones con 

otra serie de naturaleza semejante. Se le emplea de manera 

extensa (si bien, a trav~s del concepto un poco restringido de 

coeficien~e de correlaci6n) en disciplinas como la Biolog!a, la 

Eco~omfa, la Psicologfa, etc. Su utilizaci6n en el ca~po de la 

turbulencia se basa en la sugerencia original de Taylor Ill en 

relaci6n con la aescripci6n estadfstica de la turbulencia de que 

sin importar qu~ se pueda entender por el di!metro de un remoli-

If. no, siempre existir! un alto grado-de correlaci6n entre las velo 
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cidades en dos puntos de un escurrimiento si la distancia entre 

los dos puntos es pequena comparada con el diametro del remoli-

no. De la misma manera, si los dos puntas se encuentran muy s~ 

parades entre sf, es decir, varias veces el diametro del r~~oli 

no, es de esperarse muy poca correlaci6n entre las correspon-

dientes velocidades. Los conceptos anteriores se pueden hacer 

extensivos a los diferentes valores que va tomando la velocidad 

en un solo punto al transcurrir el tiempo, diciendo que para in-

tervalos de tiernpo relativamente cortos es de esperarse un alto 

grado de correlaci6n entre los valores que toma la velocidad, 

mientras que para intervalos relativamente grandes debe suce-

der lo contrario. En la fig. 2.12 se muestra de manera esque-

~tica los conceptos anteriores. 

u 

/\o J\ - A 1\ 1\ A 
~ """\.''J""\f~ v~ 

·" nv~[\~J\. B 

t 

Fig. 2.12 Los registros de velocidad A y B corresponden a dos 
puntos muy cercanos y se caracterizan por un alto 
arado de correlaci6n: el reaistro C corresponde a 
un tercer punto aleJado de A y B y posee poca co
rrelaci6n con ~stos. 
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Teniendo en cuenta lo anterior, se pueden definir diversas funcio 

nes de correlaci6n para las velocidades de un flujo turbulento. 

La ~s general de ellas se expresa como sigue: 

(2.4.1) 

Se trata entonces de un tensor de segundo orden que describe la 

correlaci6n entre las componentes de velocidad en dos puntos se-

parados por el vector rk 
1 

defasadas el intervalo de tiempo '· 

Este tensor, adem~s de estar formado por nueve componentes, es 

funci6n de cuatro variables, y su completa determinaci6n es di-

f1cil de loqrar experimentalmente, a no ser que exista alguna si 

metria u homogeneidad en el escurrimiento. 

Una funci6n de correlaci6n ~s sencilla, sumamente estudiada ex 

perimentalmente (v~ase Favre [2] ), es la que com~nmente se con~ 

ce como FUnci6n de Correlaci6n Euleriana -y la cual, en forma adi 

mensional, se define comp: 

ui(xk)ujlxk+rk) 
RiJ (xk) • u! (x )u' (x +r ) 

~ k J k k 

(2.4.2) 

donde ui indica el valor r.m.s. de ui. Se trata en este caso de 

una correlaci6n espacial y el adjetivo •euleriana• se refiere 

precisamente al punto de vista que se sigue para describir al 

movimiento del fluido. 

oos casos de la expresi6n (2.4.2.) resultan de particular impor-
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I 

tancia en la djscripci6n estad!stica de la turbulencia: (a) cuan 

do ~sta es homoqenea y (b), cuando adem~s es is6trooa. 

En el primer caso, escribimos 

(2 .4. 3) 

ya que el valor r.m.s de las fluctuaciones es independiente de 

la posici6n (no as! la funci6n de correlaci6n misma). 

En el segundo case se tiene 

(xk +rk) (2.4.4) 

Efectivamente, en la turbulencia is6tropa adem~s de tenerse un 

solo valor r.m.s., ~nicamente se tienen tres componentes para la 

funci6n de correlaci6n (los componentes para i~j son nulas) pues 

de otro modo no existirfa la isotropfa. (Aquf, el doble sub!ndi-

ce simplemente indica que los subindices son iguales). 

Se puede demostrar (vease por ejemplo Batchelor [3]) que en el 

case de la turbulencia is6tropa solamente se necesita especificar 

una funci6n de correlaci6n de las indicadas en (2.4.4). Esta fun 

ci6n escalar generalmente se escribe. 

f(r) 
u;Txk+rk) ur(xk) 

U' 

(2.4.5) 

es decir, se trata de la correlaci6n entre las componentes de la 

velocidad en la misma direcci6n del vector rk que separa a los 

- - -·-- - .......... iltiilll'iil" 11¢¢1·-....__ __ _:__~~~-
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.dos puntos: se le conoce por lo tanto como correlaci6n longitu

dinal. Se acostumbra emplear tambi~n la correlaci6n lateral de 

finida por 

g (r) 
un(xk) un(xk+rk) 

J:il 
(2.4.6) 

'donde el sub!ndice ~ indica que los componentes de la velocidad 

se toman perpendiculares al vector rk (fig. 2.13) 

f(r) 

q(r) 

l'ig; 2.13 Direcci6n para las velocidades en las correlaciones 
para turbulencia is6tropa. 

von Karman y Howarth demostraron (v. por ejemplo, Batchelor [3)) 

que la necesaria relaci6n entre f(r) y g(r) est! dada por: 

g(r) f(r)+I~~ (2.4.7) 
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y en la obra 1 Hinze { 4} se presenta la comprobaci6n experime~ 

tal de la ec. (2.4.7} (fig. 2.14). 
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c~lculos segGn (2.4.7) 

x puntos experimentales 

Fig. 2.14 Funci6n de correlaci6n lateral 

En la ec. (2.4.7), el t~rmino f(r) siempre es posit~vo y ~iende 

a cero conforme crece ~; a su vez, el t~rmino at;ar siernpre es 

negative y tambi~n tiende a cero al aumentar r. Para valores de 

~ un poco menores que 5 resulta ser m~s grande en valor absolute 

el segundo termino es (2.4.7), hacienda que g(r} sea negative. 

M~s adelante, ambos t~rminos en (2.4.7) se hacen cero y g(r) 

tambi~n se aprox~ma a cero por el lado negative. 

Este resultado de obtener valores negat1vos de g(rl para determl 

nadas separaciones entre los dos puntos, se entiende f~cilmente 

si se piensa que para esas distancias se tiene, en promedio, va 

lores positives en uno de los puntos de velocidad asociados a 

valores negatives de velocidad en el otro es decir, tienen sentl 

dos opuestos; se trata entonces ~.las velocidades en puntos opues 

tos de un remolino. 

ESCALAS 

Precisamente lo anterior nos permite utilizar las funciones de 

_ ~-- _ _ _ __.....,.llilii&ill-•ilitiil-IIGil-.. ·~-
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·correlaci6n para definir -tamafios" de t1picos remolinos en la 

turbulencia a trav~s del concepto de escala. Existen diversas 

clases de escal•s dependiendo de la correlaci6n que se emplee 

para definirlas y de la variable dependiente en la correlaci6n 

(~ 6 rk). As!, tenemos p•ra el caso ~s general, la ~ 

integral o macroescala euleriana, dada por 

(2.4. 8) 

.En el caso de la turbulencia is6tropa, evidentemente se acostum 

bran definir las siguientes dos escalas: 
... 

escala integral 
longitudinal Lf • J: f(r)dr (2.4.9) 

escala integral 

~ 
(2. 4 .10) 

lateral Lg g(r) dr ~ 

pudi4ndose demostrar que entre ellas existe la relaci6n 

(2.4.11) 

Tambi4n se acostumbra utilizar en turbulencia varias microesca-

las definidas a trav~s de la curvatura de la funci6n de correl~ 

ci6n para rk=O; en efecto, se tiene para el caso de turbulencia 

is6tropa. 

Microescala ···l 2u 2 r· (2.4.12) 
longitudinal dur 2 

(TrJ 
r•O 
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r Zu 2 
12 

-;;----z 
oun (2. 4 .13) 

(--aT) 
r=O 

y corresponden cada una de ellas al denominador del segundo t~~ 

mine de una expansi6n en series de Taylor de la respectiva co-

rrelaci6n, cerca de r=O. Geom~tricamente, se pueden obtener 

estas microescalas ajustando una par~bola a la curvatura de 

la funci6n de correlaci6n en la regi6n cercana a r=O, como se 

indica en la fig. 2.15. 

f(r 

Fig. 2.15 Definici6n de microesca1a 

Los conceptos de macroescala y microescala se pueden extender 

para el case en que consideremos al tiempo como variable ind~ 

pendiente. Hablarfamos entonces de la funci6n de autocorrela-

ci6n para las velocidades en un mismo punto, la cual como sab~ 

mos est~ dada por ejemplo, para las veloc:irlades longitudinales per 

f(r) ; (2.4.14) 
u 



I 

52 

Oefinimos entonces de manera parecida a las escalas espaciales, 

macroescala 
temporal 
euleriana 

microescala 
temporal 
euleriana 

~IPOTESIS DE TAYLOR 

T = e 

t "' e 

CD 

~ f(r) dt .(2. 4 .15) 

r - ]1

/z 2u 2 

dU 

L (IT) 
T =0 (2.4.16) 

Obs~rvese en relaci6n con las funciones de correlaci6n longitudi-

nales que f(r) resulta dif!cil de medir debido a la interferencia 

que ocasiona el sensor q~e se encuentre ~s aguas arriba sabre el 

segundo sensor. Por otro lado, la correlaci6n f(t) es relativ•

mente f.icil de deteminar experimentalmente dado que en tal caso, 

solamente se necesita alqGn medio para ir "corriendo" en el tiem-

po a la senal representativa de la velocidad y se tienen en e1 

mercado instrumentoa adecua~os para tar operaci6n. 

se tratarla ea~bnces de re1acionar una funci6n "de corre1aci6n con 

1a otra. Una aanera de hacer1o es escribiendo 

u (2.4.17) 

~n cuyo caso se implica poder escribir: 

X • t ij {2.4.18) 

o bien 

-~ 
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es decir, se reemplaza la coordenada espacial por un tiempo equi-

valente, suponiendo que en un punto fijo en el espacio las fluctu~ 

ciones de velocidad se deben esencialmente al paso de una estruct~ 

ra del movimiento turbulento que no cambia al pasar por el punto; 

en otras palabras, la turbulencia en un punto en el instante t 

es la misma que en el instante t*+t en un segundo punto situado a 

una distancia x~tu aguas abajo. 

Lo anterior recibe el nombre de Hip6tesis de Taylor (de la estruc 

tura "congelada") y es aproximadamente v~lida para fluctuaciones 

de velocidad muy pequenas comparadas con el valor medic correspo~ 

diente. Una manera de comprobar experimentalrnente la hip6tesis 

de Taylor es tomando correlaciones espacio-ternporales, es decir, 

_ 11( x , t) " (x + r , t+ T) 
Ru(r,T) - ~ r= ) 

/u-"'(x) i u- I_X + -r (2.4.19) 

Dichas funciones, que alcanzan su valor rn~xirno para r=U '• tienen 

el aspecto indicado en la fig. 2.16 

i 

i 
.b ... 

----------
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0 

·Fig. 2.16 Funciones de correlaci6n de acuerdo con la ec. 2.4.19 

·obs~rvese que la hip6tesis de Taylor se cumplir!a exactamente si 

Ru(r, Tm) =1 para cada uno de los Tm. Esto no sucede as! y ade

m~s se cumple menos la mencionada hip6tesis conforme crece r. 

Una medida de la velocidad convectiva con que realmente se mueve 

la estructura turbulenta, se obtiene mediante el cociente Yi/Tmi 

que para valores pequenos de E• resulta pr~cticamente constante. 

Esta velocidad convectiva comparada con U es como 0.8 para el ca-

so de una tuber!a y adquiere un valor menor en flujos cortantes 

no confinados. 

Para cornpletar esta parte relativa a r~nciones de correlaci6n po-

demos mencionar que dicho concepto se puede extender de tal mane-

---~· 
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·ra de incluir tres o rn~s cantidades. Por ejernplo, se puede ha-

blar de correlaciones triples: 

-tensor que consta de 27 elementos, 18 de los cuales son diferen-

tes. En el caso de la turbulencia is6tropa, est~ dernostrado que 

solamente se necesitan tres de ellos, de naturaleza parecida a 

f (r) y g(r), es decir, entre cornponentes longitudinales y 

transversales de las velocidades en dos puntos. 

:-1 

L. ____ .._._ ..... L_-...__.· 
- __,.._ 
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ESPECTROS DE ENERGI~ 

Tal como se demostr6 en la secci6n anterior, la autocorrelaci6n 

de un proceso estoc&stico erg6dico posee una transformada de 

Fourier a la cual denominamos espectro de potencia y nos viene 

a representar la misma informaci6n =ntenida en la funci6n 

muestra, pero esta vez en el dominic de las frecuencias. Esta 

representaci6n es sumamente fitil en el manejo de las ecuacio-

nes fundamentales de la turbulencia pues tal como veremos, en 

ellas se presentan funciones de correlaci6n dobles y triples, 

dificult&ndose en grado extreme el lenguaje matem&tico, mien-

tras que el empleo de los correspondientes espectros disminuye 

notablemente la anterior dificultad. 

Como se recordar~, una sefial fluctuante puede considerarse como 

una onda compleja equivalente a una suma de ondas sinusoidales 

de diferentes amplitudes y frecuencias; el espectro viene a 

ser una representaci6n continua a lo largo de las frecuencias, 

de cantidades proporcionales a las amplitudes. M~s concretamen 

te, en el caso de fluctuaciones turbulentas de velocidad, el 

espectro de energ!a* unidimensional representa la distribuci6n 

continua con respecto a la frecuencia, de la energ!a cin~tica 

de las fluctuaciones. 

En la teor!a de las comunicaciones se prefiere emplear el t~r
mino espectro de potencia, porque dicha funci6n representa 
efectivamente la distribuci6n de la potencia en las diversas 
frecuencias, cuando la senal original es un voltaje que pasa a 
trav~s de una resistencia el~ctrica unitaria.·· 

·~. 

.. , 

I 
r~ 
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De la JiU.s~~~a 111anera que existen varias funciones de correlaci6n, 

se pueden definir los correspondientes espectros de energfa. 

En efecto, el caso m§s general consiste en el tensor de esoec-

tro de energ!a (tridimensional) definido por 

(2. 4.20) 

don de, siguiendo la nomenclatura de Brodkey [ 5 J y Tmmsend [ 6 ] , 

la raya debajo de cada sfmbolo indica que se trata de un 

vector. En la ec. (2.4.20), el vector~ representa al nu-

mero de onda asociado ala frecuencia de·las fluctuaciones; 

sus componentes se expresan como 

{2.4.21) 

Cada elemento de Fourier ki se puede interpretar como una onda 

en el espacio f!sico, existiendo su correspondiente transforma 

ci6n en el espacio vectorial k como se indica en la fig. 2.17: 

k2 r------------------

F:g. 2. 17 Repre-sent~ci 6n ::e una onda e!1 e 1 espacio f{sico y en 
el e:;pacic vect.Jrial de nCirneros de onda . 

. _:iii;fi¥ 'x'·-
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Propiamente se puede interpretar al espectro definido por 

(2.4.20) como la distribuci6n en el espacio de los diferentes 

tamanos de remolinos de la turbulencia; de esta manera, la 

transformada de Fourier inversa, 

(2. 4. 22) 

nos indica que t 1 j constituye la contribuci6n a uiuj = Qij(~,O) 

de las componentes de Fourier del campo de velocidades, en el 

elemento de volumen ~ del espacio de nGmeros de onda. (Se pu~ 

de visualizar en t
1

j como una especie de densidad de energ!a en 

el espacio k : t 1 j es '!a densidad, k es el volumen y Qij (0) es 

la masa) • 

.•., Esta clase de espectro de energ!a la estudiaremos con mas deta-:

lle al hablar de turbulencia homog~nea e is6tropa; dada su nat~ 

raleza bastante complicada, no se le ha podido medir complet~-

I··_ ' 

. 

mente. Podemos medir en forma relativamente sencilla un ~ 

tro de energ!a unidimensional, propuesto por Taylor, mediante 

el analisis arm6nico de la senal que produce un anem6metro de 

hilo caliente. 

El espectro unidimensional esta definido por la doble integral: 

(2.4.23) 
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es deC1~. se t~ata de la integraci6n sabre todos los valores 

laterales posibles de ~; vista la operaci6n anterior en forma 

geom~trica, corresponde ala suma de ~ij(~.~) extendida a 

todo el plano mn localizado a una distancia kt desde el origen 

en'el espacio ~· como se esquematiza en la fig. 2.18 

tij {~) var!a 

en todo el es 

pacio tmn 
m 

~ {kt) es un 

t promedio en el 

plano tmn 

Fig. 2.18. Espectro unidimensional 

El espectro unidimensional corresponde a una funci6n de corre-

"! laci6n; en efecto, se tiene 

I
' 

-

~~ 
-

1 
2'1T {2. 4.24) 

Si recordamos que para la turbulencia is6tropa solamente nece-

sitamos una funci6n de correlaci6n y que generalmente se mane-

jan las correlaciones longitudinal y lateral, es claDO que ten 

dremos en tal caso un espectro unidimensional longitudinal y 

y un espectro unidimensional lateral. 
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Otra forma inteqrada del espectro de energia de inter~s en la 

turbulencia, la constituye la definida por la siguiente expr~ 

si6n: 

(2. 4.25) 

Se trata entonces de una integraciOn de ~ .. (k) ·extendida a una 
1) -

superficie de radio k = 1~1 en el espacio ~; pierde por tan-

to, el caracter direccional que tiene el espectro unidimensio-

nal donde la integraci6n se extiende a un plano perpendicular 

a una determinada direcci6n. El espectro E1 j(k) se puede vi

sualizar como la contribuci6n a la energ!a por cada numero de 

onda k: se trata del producto de la "densld«d" ~ij(~) por el 

"area• cor~spondiente a k en el espacio ~· 

Una forma escalar del espectro de energ!a con la cual se traba 

ja comUnmente y que se relaciona directamente con la forma in-

tegrada que acabamos de examinar, ~s la siguiente: considere-

mos la energ!a cin~tica de la~ fluctuaciones de velocidad te-

niendo en cuenta la relaci6n (2.4.22), 

[ 
~-. (k)dlt 
11- --

(2. 4.26) 

pero recordando que la inteqral en (2.4.20) es en realidad una 

integral de volumen en el espacio ~ y recordando lo expresado 

en (2.4.25), se tiene, al definir 

I 
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E(k) 
1 f 2 

s 

(2. 4. 27) 4>ii (~)dS(k) 

que la energfa cin~tica de las fluctuaciones se puede expresar 

como 

i uiui • [ E(l<)dk 

0 

(2.4.28) 

En (2.4.28), el escalar E(k) recibe tambi~n el nombre de espec-

tro de energfa tridimensional. 

Con objeto de tener una mejor-conceptuaci6n de la relaci6n en-

tre los espectros que hemos revisadc, conviene situarlos en el 

marco de referencia de las mediciones. (M~s adelantenos dedic~ 

remos con detalle a este aspecto de la turbulencia). Suponga-

mos que estamos midiendo un espectro unidimensional, es decir, 

estamos procediendo a lo largo de una determinada direcci6n y 

nuestras observaciones aoarentemente se refieren al vector de 

nilmero de onda en la misma direcci6n (fig. 2.19). 

Direcci6n de la medici6n 

I 
lc 

2wk 

T 
Fig. 2.19 Obtenci6n de un espectro unidimensional cuan~o el vector nGmcro 

, .. :~ .: . 1' ~·..- ,.._~~-· -·- _.;.~ ~'("~~, ... -~~-, 

3' ,., 
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Sin embargo, la interpretaci6n anterior es incorrecta puest~ 

que nuestro sensor no puede distinguir entre fluctuaciones 

cuyo vector de nGmero de onda k es paralelo a la direcci6n de 

la medici6n (fig. 2.19) y las fluctuaciones cuyo vector de nfi 

mero de onda k 1 (k 1 > k) est~ inclinado con respecto a la mis 

ma direcci6n de la medici6n (fig. 2.20) 

Fig. 2.~.0 

Direcci6n de la medici6n 

Ob~euci6n de un espec~ro unidimensional cuando ei 
vector nGmero de onda e~tl inclinado respecto a la 
direcci6n de medici6n. 

De esta manera, un espectro unidimensional obtenido experimen

talmente en un campo tridimensional, en cierto modo nos da una 

informacion incorrecta respecto a este, al incluir en el nGme

ro de onda k, contribuciones correspondientes a cornponentes 

con nGmeros de onda mayores que k. Esta es la raz6n por la 

cual un espectro unidimensional determinado experimentalmente 

toma la siguiente forma: 

~-
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F(k) 

0 ~-~-------------------+ 
k 

Fig. 2. 2·1 Espectro unidimensional en escalas logar!tmicas. 

donde F(oJtO, lo cual podr!a interpretarse equivocadamente 

como que existe una componente C.D. que contiene una cantidad 

de energ!a diferente de cero (recu~rdese que el espectro se 

refiere a' u, no aU+ u). 

Este problema es particularmente grave con relaci6n a los re-

molinos grandes ya que ~stos ge.neralmente presentan tamanos y 

formas diferentes en todas las direcciones, no as! con los re 

molinos pequenos que son m~s uniformes en su tamano. 

Para evitar la situaci6n mencionada tendrfamos que efectuar m~ 

diciones en todas las direcciones posibles: el tensor de espe~ 

tro ~ij(~). Sin embargo, esto adem~s de ser pr~cticamente im

posible, dificulta enormemente su interpretaci6n. Se prefiere 

entonces eliminar la informaci6n direccional al integrar en 

capas esf~ricas centradas en el origen del espacio vectorial 

k. El espectro asf obtenido, E(k), resulta funci6n del esca-

lark y representa la energfa total distribuida en las magnit~ 

J 
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des de ~~ dicho espectro, reGne la informaci6n de la energ!a 

cin~tica total de las tres componentes de velocidad, distri-

buida en los nfumeros de onda. 

~·· re·-· , .• 
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CAPITI.il.O 3 

ECUACIONES DE MOVIMIENTO PARA UN FLUJO TURBULENTO 

3.1 GENERALIDADES 

Generalmente se ace?ta para el estudio de la turbulencia que el 

fluido se caracteriza por un medio continuo, es decir, carente 

de una estructura molecular. Se trata entonces de suponer que 

las ~ropiedades del fluido como la velocidad, la presi6n, la tem

peratura, etc. se pueden definir como ?romedios a lo largo de in

tervalos de tiempo y regiones del espacio los cuales resulten, 

por un lado, grandes comparados con las correspondientes escalas 

del movimiento de las mol~culas, pero por el otro lado sean meno

res que las escalas tfpicas del movimiento del fluido mismo. Tal 

como indica Townsend [ 1] , se ha dudado acerca de esta hi,,6tesis 

si bien no se han encontrado inconsistencias al respecto y aparen

temente la hip6tesis es aceptable excepto en casos extremos donde 

las escalas de longitud del rnovimiento son muy pequenas o las ve

locidades del fluido resultan excesivamente altas. 

A continuaci6R, partiendo de las ecuaciones fundarnentales ?ara un 

fluido newtoniano, las cuales de acuerdo con lo expresado anterior

mente son v~lidas para cualquier instante, estableceremos las ecua

ciones b~sicas que describen a un flujo turbulento en terminos de 

los valores medios temporales de las propiedades del fluido y de 

las fluctuaciones res?ecto a estos valores medios._ 

Seguiremos el metodo em~leado ?Or primera vez por 0. Reynolds (2J 

pero tratando el caso ~s general de un flujo turbulento compresi

ble y particularizando en aquellos casos de interes. 
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~ 3.2 ECUACIONES FUNDAMENTALES 

Las ecuaciones fundamentales que describen el movimiento de un 

fluido newtoniano, se obtienen al considerar los principios de 

,., conservaci6n de la masa, la cantidad de movimiento y la energ!a 
_, 

! junto con relaciones constitutivas y ecuaciones de estado apro-

piadas. (Para una deducci6n de tales ecuaciones v~ase, por ej~ 

plo, Currie [3J.l De esta manera, si indicamos el valor instan

t~neo de una variable con una tilde sobre el simbolo correspon-

diente, se obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales pa-

ra el caso ~s general del movimiento de un fluido: 

Ecuaci6n de continuidad 

a a + .L <iiii< > 
Clt axi ~ 

0 (3.2.1) 

Ecuaci6n de cantidad de movimiento: 

-3ii. - au. pg + a 
oij pat~ + PU.a~ ax. J xj J 

(3.2.2) 

Ecuaci6n de la energ!a: 

a [ii<e 1-2] a 
Eai 

(- 1-2] at + ~i) + ·ax. e + ~i 
~ 

piiigi + a 
tilioji> - ae:. 

axj 
-~ 
a xi 

(3.2.3) 

o bien, al multiplicar (3.2.2) poi la velocidad ui (obteni~ndose 

as! una expresi6n para la energ!a cin~tica del fluido) y restar 

de (3.2.3), 

-.. _-1-.••. --

-.'! . 

-,--~ > 

I 
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es decir, 

En las ecuaciones anteriores, 

p densidad del fluido 

u1 componentes de la velocidad 

componentes de la fuerza de cuerpo 
por unidad de masa 

tensor de esfuerzos 

e energ!a interna espec!fica 

h entalp!a espec!fica 

componentes del vector flujo de 
calor 

(3. 2.4) 

Las ecuaciones q~~ (3.2.1), {3.2.2) y (3.2.4) o (3.2.5) se 

pueden expresar para el caso del fluido newtoniano, homog~neo 

e is6tropo que nos ocupa, si se ternan en cuenta las siguientes 

relaciones constitutivas: 

(3.2. 6) 

(3.2.7) 

donde ~ y A son el primero y el segundo coeficientes de viscosi 

do, los cuales por simplicidad, consideraremos constantes en el 

t ~ m 7. ~,, 7 

.
• ~.t .. 

I 
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.,, 
f;J presente estudio. Las relaciones constitutivas expresadas me 

f diante(3.2.6} est~ basadas en los siguientes tres postulados 

de Stokes; (a) el tensor de esfuerzos es cuando mucho una fun-

ci6n lineal del tensor de rapideces de deformaci6n; (b) el 

fluido es is6tropo; (c) la ley de deformaci6n debe reducirse a 

la condici6n hidrost~tica de presi6n cuando el fluido est~ en 

repose. La ecuac~On (3.Z.7) expresa la conocida ley de Fourier 

para la conducci6n de calor en un medio homog~neo e is6tropo su 

jeto a un gradiente de temperatura. 

En la presentaci6n que haremos de las ecuaciones fundamentales 

para un flujo turbulento utilizaremos segUn nos convenga, las 

ecuaciones generales (3.2.1), (3,2,2} y (3.2.4) o (3.2.5), ha-

ciendo referencia a las relaciones constitutivas (3.2.6) y 

(3.2.7), o bien, las ecuaciones que rescltan al combinar las 

anteriores, es decir: 

Ecuacion de cantidad de movimiento para Q~ fluido newtoniano 

(ecuaci6n de Navier-Stokes) 

-0 ali. + -- ai:i. 
't~ PUJ. a~ 
a xj 

Ecuaci6n de la energ!a para un fluido newtoniano: 

donde t = funci6n de disipaci6n viscosa 

au. I. a-n._ ,au, +- au,l 
9 L R: ...... ..:. 

--·:~x: JAij 0 j J 
4J 

J 

(3. 2.9) 
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Para completar esta secciOn, escribiremos las ecs. (3.2.11 

(3.2.8) y (3.2.9) para dos cas0s especiales de inter~s: el gas 
perfecto y el fluido incompresible. 

Gas Perfecto 

La forma de las ecuaciones de continuidad y de cantidao de mo

vimiento para un gas perfecto no cambia par lo que (3.2.1) y 

(3.2.8) siguen siendo v~lidas; la ecuaci6n de la energfa 

{3.2.9) en cambio, se simplifica al tenerse para este caso 

de = cvdT, donde cv es el calor especffico a volumen constante; 
se tiene entonces: 

Ecuaci6n de' la energfa para un gas perfecto: 

( 3. 2 .11) 

Fluido incompresible 

En el caso de un fluido incompresib1e si se obtienen simplifi 

caciones en las tres ecuaciones (3.2.1) (3.2.8) y (3.2.9); en 

efecto, la incompresibi1idad del fluido permite obtener una 

forma muy sencilla para la ecuaci6n de continuidad, la cual 

sustituida en las ecuaciones de cantidad de movimiento y de 

energia, logra que ~stas a su vez se simplifiquen: 

Ecuaci6n de continuidad: 

0 (3. 2 .12) 

{3.2.13) 

iurtt*~· ·rs 

-~.. 
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Ecuaci6n de la energta: 

(3. f.14) 

don de 

(3.2.15) 

3.3 ECUAClONES PA,!VI. UN FLUJO TURBULENTO 

BasAndonos entonces en la idea de Reynolds y siguiendo el proc~ 

dimiento delineado en Schuabauer y Tchen [4] debemos considerar 

a las variables como si estuvieran campuestas de un valor medio 

temporal m~s la correspondiente fluctuaci6n: 

iii u. + ui ~ 

p p + p (3. 3.1) 
p p + p' 

T e + e 

etc. 

Supondremos que las propiedades f!sicas como la viscosidad, la 

conductividad t~rmica, etc., son esencialmente constantes y 

que resultan v~lidas las siguientes reglas de promediado: 

A' A 

-- Ali PiJ! 

-a A a A" 
~. ax . 

.1. :L 

a = 0 

AB = (A+ a) !B+bl 
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Tal como veremos, al incluir entre las variables fluctuantes a 

la densidad del fluido, la no linealidad de las ecuaciones se 

presenta no s6lo con respecto a la velocidad en los t~rminos 

convectivos sino adem!s en relaci6n con los productos de la vel~ 

cidad y la dens~dad. Por otro lado, ~~ el caso del flujo incom 

presible, la ecuaci6n de cantidad de movimiento para valores ~ 

dios de la velocidad (ecuaci6n de Reynolds) se ve aumentada Gn! 
carr~nte en los ~rminos de f4cil interpretaci6n como esfuerzos 

aparentes que juegan el papel preponderante en la fricci6n tuE 

bulenta y en la producci6n de la turbulencia misma al estar 

multiplicados por gradientes de la velocidad media; en el caso 

m~s general que examinaremos a continuaci6n, los t€rminos adi-

cionales no tienen una interpretaci6n sencilla .. 

Ecuaci6n de oontinuidad 

Sustituyendo las descomposiciones ·apropiadas (3.3.1) en la ec. 

(3.2.1), se tiene: 

(3.3.3) 

Teniendo en cuenta las reglas (3.3.2) al promediar esta ecuaci6n 

resulta: 

0 (3. 3. 4) 

Obs~rvese que en (3.3.4) el primer ~~ino es cero por defini-

ci6n, pero lo conservaremos en dicba ecuaci6n por as! convenir-
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nos en las simplificaciones que haremos en las otras ecaaciones. 

Ecuaci6n de la cantidad de movimiento 

En este caso obtenemos, al sustituir las descomposiciones (3.3.1) 
en l~ ecuaci6n 9ene~al (3.2.2), 

donde F 
1 

= F 
1 

+ f
1 

representa la fuerza de cuerpo la cual estu

diaremos con Mayor detalle adelante. 

Multiplicando la ecuac16n de continuidad (3.3.3) por cu1 + u1 l 

ll: y sumando el resultado al miembro izquierdo de (3.3.5), se ob

tiene 

(p+p') (U.+u
1

l (U.+u.0 
l. ) Jj 

(3. 3.6) 

Promediando esta ecuaci6n y teniendo en cuenta las reglas 

(3. 3. 2), 

3t <ou1 • p' ui) +L <ou1tijl • 1"1 + *~j axj ) 

a ~ u1uj + ii. p' u. + uj p'ui + p'ui~~ - rxj l. J 
(3.3.7) 

Obs~rvese el parecido con la ecuaci6n de movimiento (3.2.2) ex-



II~ 

' 
' 
; .. 1

·. 
" . 

74 

presada para valores medics, con la diferencia de los ~rminos 

adicionales donde aparecen las fluctuaciones incluyendo los es

fuerzos de Reynolds. Obs~rvese ademSs, que en (3.3.7) el ten

sor de•esfuerzos promedio para un fluido newtoniano estS dado 

por 

lt· . ) .. -
al haber considerado constantes a las viscosidades. 

(3. 3. 8) 

El mismo resultado combinado de (3.3~7) y (3.3.1) se obtiene 

si se procede directamente con las ecuaciones de Navier-Stokes 

(3.2.8) ya que, a diferencia de los ~rminos convectivos, no 

se tienen productos entre las variables en los t~rminos rela-

cionados con los esfuerzos en el fluido. 

Ecuaciones para la energ!a cin~tica 

De manera relativamente simple, se pueden obtener expresiones 

tanto para la energ!a cin~tica total del flujo (medic mas turb~ 

lento) como para aquella asociada al flujo medio,o bien, para 

la energ!a cin~tica de las fluctuaciones. La energ!a cin~tica 

del flujo tiene un clare significado en la dinamica de la tur

bulencia y las expresiones que vamos a deducir resultan de uti 

lidad en el manejo de la ecuaci6n de conservaci6n de la ener-

g!a. 

Comencemos con !.a.~ ~l de obtene.r: la ~'!le s.e. refiere a l.3 

1 - 2 d energ!a cin~tica total K = 2 <u
1

+u
1

) • En efecto, multiplican o 
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la ecuaci6n de la cantidad de movimiento (3.3.6) por (U
1

+u
1

J y 

promediando, multiplicando la ecuac16n de continuidad (3. 3. 3) y 

promediando tambiEn, y restando esta Gltima de la primera, se 

obtien~ desp~s de algunos pasos, 

(}) ® 
.!....liil> + .!.... Giiffi 1 • - .!....lP, x• > at axj j at 

(j) 

-.!.... (p'u K' + ou.K' + U.p'K' + Xp'u) 
axj j J J j 

I 

I 
U- a r ij --ro-:-:-i · u- F- + ~ + i'fi + Uiax.J + i 1 Uii:i 

j J 

(3. 3. 9) 

don de 

( 3. 3.10) 

(3.3.11) 

De manera parecida se puede obtener una ecuaci6n para la energ!a 

cin6tica del flujo medio1 en efecto, multiplicando la ecuaci6n 

de la cantidad de movimiento (3.3.7) por ui y teniendo en cuen-

1 ta la ecuaci6n de continuidad (3.3.4) multiplicada por IUt• re-

sulta 

a 1-(J) _ a 1g;> -~ fa -,- a -,- - l, 
n<i"'uiuil+ axj <r: rriuiuj)+l!tllt(p ui) + axj (p uiujj ... 

r- I 

- ixj ju1 tp•u1uj +;; u1uj:+j;:;•uj c~ 
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(3. 3.12 ) 

Finalmente, una ecuaci6n para la energ!a cin~tica de las fluctu~ 

ciones se obtiene multiplicando la ecuaci6n de la cantidad de rn£ 

vimiento (3,3.5) por u
1 

~ promediando, a la cual se le s~~a la 

1 2 
ecuac16n de continuidad mult~~cada ~sta por 2u1 y promediando 

el resultado, desp~s de varies pasos es: 

+ 
[ 

~ (i) 

a 1--- l---
ax .,..c, u.u.u.+.,.pu2 .u.u.+ 

. j .!" ~ ~ ) ~ ~ J 

+ 

(3. 3.13) 

~ diversos t~rminos que forman a las ecuaciones (3.3.9)r 

(3.3.12) y (3.3.13) son dif!ciles de interpretar, sobre todo en 

el caso general que estamos considerando donde incluimos a las 

fluctuaciones de ~densidad. Sin embargo podemos describir a! 

gunos de ellos dada la importancia que representan en el balan-

ce de energfa de an flajo turbulento, o en todo caso debido a 

Mrte· ·r,ma.- sr· 
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su clara interpretaci6n. Los ~rminos marcados con un numerito 

(!) en la parte superior se refieren a la rapidez con oue cambia 

la energ!a cin~tica correspondiente, en un volunen de control 

elemental. De ~ra parecida, los ~rminos seiialados con un @ 
representan la convecci6n de la energ!a cin~tica bajo considera-

ciOn con el fl.ujo aedio. ~rm:i.nos CQII\0 los ma.:tca.dos con el n6:~ 

ro G) represent.An el tra::1sporte de energta, cin€tica por las 

"fluctuaciones tuJ::1:no~l~ntas; constituyen por tal lllOtivo, t~rminos 

difusivos turbulentos. De particular interes son los tl!rmi.nos 

indi.cados con aa @ los cuales corresponden a la acci6n de los 

esfaerza& apa.IeSltes sobre el flujo medio y se trata por tan,-

to, lie ~nos de producci6n de la turbulencia, a este respec

to. se deja al lector explicar por qu~ no aparecen net?~nte 

t~rmi.nos de esta naturaleza en la ecuaci6n (3.3.9). Finalmen-

te, los t~D&.inos asociados con las fuerzas m!s'icas y los esfuer 

zos en el fluido, representan energ!a ganada por el trabajo 

efectuado, por ejemplo, por fuerzas de flotaci6n, y la transfo£ 

maci6n de energ!a a formas menos 6tiles, es decir, disipaci6n, 

respecti vamente. 

Ecuac16n de conservaci6n de la energfa 

Teniendo en cuenta que la conservaci6n de la energ!a se puede e~ 

presar de diversas formas dependiendo de si se considera la ener 

g!a interna o la entalp!a del fluido, o bien, estas mismas canti 

Oade.s pero en. fOD:Ild -.:.o:t:.al,. es cieCJ..r~ smn$nrlo1.-s nn tlirm-tno corres 

·, 
< 
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pondiente a la energ!a cin~tica, y trat!ndose adem!s de un flujo 

turbulento para el cual descomponemos las cantidades instant! -

neas en valores medios m!s sus correspondientes fluctuaciones, 

resulta obvio que son varias las ecuaciones de energ!a que se 

pueden obtener. As! por ejemplo, es relativamente f!cil de obt~ 

ner la siguiente ecuaci6n para valores medios al sustituir las 

descoll\l?osiciones l3 •. 3.ll en l3,2.5l y p:~;omediar, obseryando las 

J;eglas l3,3,2l y teniendo en cuenta adem!s a la ecuaci6n de con 

tinuidad multiplicada por H + h: 

a -- a --- a --- + !_ (n'h-u 1 aP a 1 at(pHI + at(p'hl + ax
1 

(pHUil a~i ~ i -at- axi (PUi 

a (- h + p'u.H + p'u.h--- +-I ax P ui ~ ~ pui c i 
i 

(3.3.14) 

De manera parecida, se puede obtener una ecuaci6n para la ent;l-

p!a media de estancarniento H0 , definida por 

(3.3.15) 

siendo 

(3.3.16) 

Se obtiene, al sumar (3.3.14) y (3.3.9), 

._~-rt~ ztzn-se:~ _;;;~~--
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.. IILTU Di IUUIU~ 

(3.3.17) 

Finalmente, definiendo con a• a la entalp!a de estancamiento del 

.,,: :Uujo medio, 

- 1-- - 1-
Ho ~ a + Zuiui~Ho - 2uiui (3. 3. 1.9) 

se obtiene al.sumar (3.3.14) y (3.3.12.), 

a -- a -- - -- --
:t (p' ui) uj 

3 - • 
at lpH•l + ax. {pH•ui) + UJ + ax (U.P u1 ) 

J 
xi ~ 

-- d - • 
+ :t (p 'h) + ax. (UiP h) 

~ 

d ( 1 ii•+ uj 'Pu1uj + pu1h + ~i) + pu1uj 
CltL 

ox. P ui axl 
~ i 

(3.3.19) 

En esta ultima ecuaci6n,los t~rminos del lado izquierdo represe~ 

tan rapideces de cambio de las cantidades expresadas entre par~~ 

tesis. Dichas rapideces de cambio son el resultado de los t~rmi 

nos del derecho: difusi6n, aquellos indicados dentro del par~nt~ 

sis, y producci6n, el t~rmino pu<u~ au.;ax. que hace disminuir 
.- J J J.._ 

la energ!a del flujo medio. 

G- 605141 

:-e. --·;· 
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3.4 ECUACIONES PARA UN FLUIDO INCOMPRESIBLE EN FLUJO TURBULENTO 

Tal como se desprende de la revisi6n que hicimos en la secci6n ante

rior, las ecuaciones fundamentales para un flujo turbulento general, 

cuando se reemplazan los valores instant~neos por los valores medics 

y las fluctuaciones, resultan complejas en grade extremo y diffcil de 

in~erpretar todos sus t~rminos. En esta secci6n procederemos a sim

plificar las ecuaciones mencionadas para un caso de gran inter~s: el 

flujo incompre~ible. Esta situaci6n corresponde a que se tenga 

(Hinze [5)) p' /"ii <<1, o bien, que el cuadrado del nGmero de Mach que 

se puede definir con las fluctuaciones de velocidad sea rnucho menor 

que uno. 

Ecuaci6n de continuidad 

En este caso resulta, como ya hab!amos visto al principio, de (3.3.3) 

au. 
l. 0 (3.4.1) 
~ 

l. 
y 

au. 
l. 0 (3.4.2) 

dx. 
l. 

Ecuaci6n de la cantidad de movimiento. 

Igualmente, siendo p' =0 en (3.3. 7), .se obtiene .~a ecuaci6n de Rey

nolds tambi~n examinada con anterioridad. 

(3. 4. 3) 

Ecuaciones oara la energfa cin~tica 

Para la energfa cin~tica total, K=} (Ui + ui) 2 la ecuaci6n (3.3.9) 

se reduce a: 

·: 

--------- a·t:trn·; ~-

l 
1 

~ 
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' 3f .. dO .. F uj ai~ ll.k + u. _!:.2 + _!:.2 -- -- (3.4.4} 

dXj 
=.: u. oX. +UiFi+uifi 

+ 
J ~ dx. ~ 

J J 

donde K y K' siguen estando dadas por (3.3.10) y (3.3.11) respecti

v~~ente; en (3.4.4) se debe tener en cuenta adem~s a la ec. 

(3.3.8) con ClUk/3xk=O y a la equivalente para oij con ouk/ axk=O 

En el case de la energ!a cin~tica del flujo medio, la ec. (3.3.12) 

se reduce a: 

1 ~- _ a _ _ _ a __ _ au . a I .. 
-2 c. (..,..,:.ua;: .U.+..,...::....Ud_ .U.U.)= -paxJ. u,uJ.U,+ ~ ~ +(F.+---,2:.2) u, (3 4 5) 

~ ~ ~ xj ~ ~ J ~ ~ oxj ~ J ~ dXj ~ • • 

o bien, teniendo en cuenta (3.3.8) con auk;axk=O 

0 @ 0 0au. -- ~ 
(-uiuj) rx-:-1 

2 
a- - a - p 1 - - a -- -
~ U +-- U (-0 +-2 U,U,l= -- (-u,u

3
.u,)-

at i i axj j ~ • axj ~ ~ 
J 

® ® 
a au. au. au. au. aui 

+......__._IT.<~ +.......1.)-·J(~ +...-2> 
dX . J. dX . dX . ox . dX . ~ 

J J ~ J ~ J 

(3 .4. 6) 

Finalmente, para la ecuaci6n de la energ!a cin~tica de las fluctua 

ciones, ec. (3.3.13), se tiene 

1 
2 

a-- a --- --- aui p{~t u,u,+ -,- u,u, U.+ "'3if:" u.u.u.)= -ou.u. ~d + f:U. 
a ~ • ~xj ~ • J Aj ~ ~ J ~ ) xj ~ ~ 

ao .. 
+ u. __,2:.J. 

~ dxj 
(3.4.7) 

o bien, teniendo en cuenta la expresi6n equivalente a la (3.3.8) 

para las fluctuaciones y las ecuaciones (3.4.1) y (3.4.2), 

0 0 0 0 
aui 

a u . ct + 1 ilii. > - u u 
- axJ J P 2 i ~ i j axj 
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a au. au. au. au. au. 
+ v~i (--~ + _1.) (~+ ~) ~ 

ax. ax. dX. ax. 
J J ~ J ~ J 

+ f .u. (3.4.8) 
~ ~ 

La interpretaci6n de cada uno de los t~rminos en (3.4.4), (3.4.6) y 

(3.4.8), indicados con numeritos encerrados en cfrculos en la parte 

superior, es la misma que se habfa dado antes, con las siguientes 

aclaraciones: 

(a) en el 0 de la ecuaci6n ( 3. 4. 6) se incluye el transpcrte de la 

energfa de presi6n por el flujo medic; 

(b) en el 0 de (3.4.8) se incluye el transporte (o difusi6n turbu 

lenta) de la energfa de presi6n, asociada a las fluctuaciones, 

por la turbulencia misma; 

(c) obs~rvese la diferencia de signa en el t~rmino 0 de las ecua

ciones. Los t~rminos 0 y G) representan respecti vamente el 

trabajo efectuado per los esfuerzos viscosos y la disipaci6n 

viscosa, en este sentido, los t~rminos 0 y @ y los 0 y G) 
en la ec. (3.4.6) tienen un significado parecido; en el primer 

caso, se trata de la "disipaci6n" de la energfa del flujo ~edio 

por acci6n de los esfuerzos turbulentos y por los esfuerzos vi~ 

cosos respectivos; en el segundo, se trata del trabajo de defo~ 

maci6n efectuado sobre el flujo media por los esfuerzos turbu

lentos y por los esfuerzos viscosos respectivamente. 
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CAPITULO 4 

TURBULENCIA ISOTROPA 

4. 1 GENERALIDADES 

No es la intenci6n de estas notas hacer una presentaci6n formal 

y completa respecto a este tipo de turbulencia. Se trata simpl~ 

mente de ofrecer los aspectos m~s sobresalientes de este modele 

que resulten de inter~s tanto para la teor!a general de la turb~ 

lencia como para sus aplicaciones en la ingenier!a. Existen obras 

escritas muy completas, las cuales, habiendo servido de base para 

elaborar estes apuntes, pueden ser consultadas por el lector: 

Batchelor [1], Hinze [2], Lin [3] .. 

Como se recordar~, la homooeneidad de un flujo turbulento se re

fiere a la independencia, respecto de la posici6n en el campo de 

escurrimiento, de las propiedades estadfsticas del flujo; en o

tras palabras, las propiedades estadfsticas de un flujo homog~

neo no cambian al tenerse una translaci6n de los ejes coordena

dos. Si por otro lado suponemos q~e las propiedades mencionadas 

resultan independientes de la orientaci6n de los ejes, e~ decir, 

que no cambian al tenerse una rotaci6n o una reflexi6n de los e

jes coordenadas, se dice que el flujo es is6tropo. Obs~rvese que 

en la descripci6n estadistica de la turbulencia debemos conside

rar por lo menos dos puntos en el campo de escurrimiento (funci6n 

de correlaci6n); por lo tanto, la independencia de las propieda-

des estadfsticas al te~e=se una rotaci6D o wna reflexi6n de :os 

ejes coordenados en un fluJo is6tropo irnplica, necesariamente, 

que se tenga tambi~n independencia ante una translaci6n de ejes. 
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De lo anterior se concluye que un flujo is6tropo es necesariamen

te homog~neo. Lo contrario, sin embargo, no resulta v~lido, pudil!n-

dose tener un flujo hoaog~neo anis6tropo. 

Dado el car~cter fundamental de la isotrop!a, brevemente descrito 

en los p4rrafos anteriores, no pueden existir en esta clase de 

flujos turbulentos, esfueraos cortantes medias ni, por tanto, 

qradientes de la velocidad media. Esto da como resultado, al con-

siderar el balance de energla mec~ica, que un flujo turbulento 

is6tropo siempre se encuentre en un estado de decaimiento al no 

existir producci6n de la turbulencia. 

El modele de flujo is6tropo, al cual nos referiremos ~!s en este 

capitulo constituye un tipo de turbulencia hipot~tico: en la pr~£ 

tica no existe un flujo que manifieste isotropfa completa, si 

bien, bajo ciertas condiciones, es posible aproximarse bastante. 

Tal es el case, por ejemplo, en la turbulencia. que se desarrolla 

al pasar un rlujo uniforme a trav~s de una maila adecuaqamente di 

senada, colocada perpendicularmente a la corriente, digamos en 

un tfinel de viento. En efecto, el flujo aguas abajo de la malla 

consiste en uaa corriente con la misma velocidad media y una di! 

tribuci6n aleatoria de fluctuaci6n de velocidad originadas por 

la malla. Este movimiento decae (y eventualmente desaparece por 

la acci6n de la viscosidad~ conforme aumenta la distancia a la 

malla, y en este sentido no es turbulencia homog~nea. Sin embar

go, si consideramos un elemento pequeno del escurrimiento (pe-

queno con relaci6n al tamano del tfinel pero suficientemente gra~ 

-:-:ttm 
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de con respecto a la escala de la turbulenciA) viajando a la velo

cidad media del flujo, podemos considerar que se trata de un flu

jo aproximadamente is6tropo, dado al lento decairniento de la tur 

bulencia. M~s adelante examinaremos algunos resultados experimen

tales que comprueban lo anterior. 

El estudio de la turbulencia is6tropa, para la cual la teor!a es

tad1stica ha alcanzado su desarrollo ~s completo, nos permitira 

disponer de una base m~s s6lida, tanto en los aspectos matem~ti

cos como en los f!sicos, para el estudio de otros tipos de escu

rrimiento turbulento ~elativamente m~s complicados. 

Particularmente interesante nos resultar~ la conclusi6n a que 11~ 

garemos, cuando exarnine~os el mecanisme de transferencia de ener

g!a siguiendo la distribuci6n de los remolinos grandes a los m~s 

pequenos, de que la estructura fina o de los remolinos pequefios, 

exhiba un estado de isotroo1a local. 

En lo que sigue, despu~s de examinar brevemente la naturaleza de 

los esfuerzos de Reynolds para un flujo is6tropo, pasa~emos a lo 

que usualmente se considera como la' cinem~tica de la isotrop!a 

la cual consiste esencialmente en la descripci6n del flujo median 

te correlaciones ~obles y triples de velocidad. Utilizando estas 

correlaciones y trabajando con la ecuaci6n de Navier-Stokes, con 

la restricci6n de que la velocidad media del flujo sea constan

te, es posible obtener la ecuaci6n que podr!a considerarse como 

fundamental de·la dinAmica de la isotrop1a: la ecuaci6n de von 

riiebt' 
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Karman-Howarth. Al final, utilizando varies espectros de energta 

relacionados entre st, exarninarernos el mecanisme de transferencia 

de energta durante el decairniento. Supondremos en todo nuestro 

estudio que el flujo es incompresible. 

4.2 ESFUERZOS DE REYNOLDS 

Es rnuy f~cil ver que en el caso de la isotropta, los esfuerzos 

111:::. de Reynolds se reducen a uno solo. En efecto, las cornponentes de 

este ~ son proporcionales a: 

l u2 uv uw 

vu v2 vw (4 .2.1) 

wu wv w2 

Ahora bien, el que las propiedades estadtsticas no carnbien al t~ 

nerse una rotaci6n, por ejemplo alrededor de u (ver figura ad- ~ 

junta), implica poder escribir 

uv 

es decir, uv 0, 

necesariamente 

An4logamente, vw 0. E1 sistema (4.2.1) se transforma 

entonces en 

tsm 

-



---1 

u> 0 0 

0 v> 0 

0 0 w> 
j 

Pero aderr..1s, la propia rotaci6n 

es decir, u 2 v> w>. 

implica 

u> 
R 

(4.2. 2) 

Aqu!, dicho sea de paso, el resultado ~ltimo de arriba hizo pen-

sar por alg~ tiempo que la turbulencia en el centro de una tu-

berfa circular era aproximadamente is6tropa, al obtenerse expe-

rimentalmente casi el mis~~ valor para la intensidad de la tur-

bulencia en las tres coordenadas cil1ndricas (Laufer [4)). Sin 

er.~argo, esto aparentemente no es cierto pues los espectros de 

las tres fluctuaciones son completamente diferentes. 

4.3 CINEMATICA DE LA TURBULENCIA ISOTROPA 

Tal como se apunt6 anterior.mente, una manera de describir a la 

turbulencia is6tropa es a trav~s de las funciones de correla-

ci6n, las cuales es este case, adernAs de resultar muy sencillas 

en su forma y en las relaciones entre s!, son relativamente fA-

ciles de medir. 

son varias las funciones de correlaci6n que se utilizan en el 

T &tt 't arc-
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estudio de la turbulencia is6tropa: ade~s de las correlaciones 

en un solo punto (esfuerzos de Reynolds) y de ~as correlacones 

de primer orden en dos puntos es decir, el produ~to de un esca

lar por un vector (v~ase por ejemplo, Hinze [2]), se tienen las 

correlaciones de segundo orden o correlaciones dobles (cuya ex

presi6n general presentamos en el c~itulo II) y las de tercer 

orden o correlacioens triples, ambos tipos considerando simult! 

neamente dos puntos en el CaQpo del escurrimiento. A continua-

ci6n v~~os a referirnos a es~as dos Gltimas clases de correlaci-

nes y a las relaciones entre elias. 

Correlaciones dobles de velocidad 

,, e".'' Siguiendo la nomenclatura generalmente aceptada para el caso, se 

tiene para el tensor correlaci6n general, 

o en forma normalizada (funci6n de correlaci6n), 

r-==: 
(u~) 2 

J 

(4. 3.1) 

En f.4.3.1} y {~.3.2) los exponent.es A y B se e,ii.plean con el do-

ble prop6sito de simplificar un poco la nomenclatura y subrayar 

que se trata de dos puntas diferentes A y B en el campo del es-

_j 
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currimiento. En otras palabras, cualquiera de las ecuaciones an-

teriores expresa la correlaci6n entre las componentes de la velo 

cidad en dos puntos diferentes. (obs~rvese en (4.3.2) la coma 

entre los subindices de la sequnda R, la cual se utiliza para 

indicar que se trata de dos puntos). En el caso de una triple co 

rrelaci6n entre dos componentes de velocidad en un punto y una 

componente en otro punto, se escribe, como veremos, 

'l'ij,k 

A A B 
ui uj uk 

(u2) J/z 
(4.3.3) 

donde el denaainador implica, evidentemente, la isotrop!a del 

flujo. 

En el capitulo II se mencion6 que la funci6n de correlaciOn en 

(4.3.2) se puede expresar de una manera muy simple en el caso 

del flujo is6tropo. En efecto, al no tenerse una direcciOn pre

ferente en la turbulencia isOtropa, las correlaciones deber!n 

caracterizarse mediante componentes de velocidad referidas al 

vector que une a los dos puntos A y B. De esta manera se tiene 

la correlaci6n longitudinal 

f(r) • (4.3.4J 

y la correlaciOn lateral 

g(r) (4. 3. 5) 
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donde res la distancia que une a los dos puntas. En (4.3.5), n 

representa cualquier direcci6n perpendicular al vector E• ya que 

por la misma condici6n de isotrop!a, la funci6n g(r) es indepen-

diente del par de funciones componentes u~, 

s!, que se tomen. 

paralelas entre 

"· Ahora bien, al quedar completamente descrito el vector velocidad 

mediante las tres direcciones r, n, t, donde esta Gltima es per-

pendicular a las otras dos, los nueve t~rminos de la funci6n de 

correlaci6n estar!an dados por 

A A A B B 
to& entre ur' un, ut y ur, un' 

los valores medios de los produc

B 
ut. Sin embargo, debido a la iso-

tropia del flujo todos los t~rminos que se refieren a dos direc

. 1 ;;;---s, ciones diferentes (por eJemp o, ur un valen cero. Se concluye 

entonces que solamente es necesario considerar las dos correla-

ciones f(r) y g(r). Aprovechando este resultado, von Karman ob-

tuvo una expresi6n para la funci6n de correlaci6n (4.3.4), con 

i, j, k dados por un determinado sistema de ejes coordenados, en 

funci6n de f(r) y g(r). La deducci6n de esta ecuaci6n se puede 

hacer de varias maneras; posiblemente la ~s simple sea la si-

guiente: 

Consid~rese el sistema de ejes x 1 , x 2 , x 3 mostrado en la fig. 

4.1, donde se indican adem~s, los puntos A y B y la distancia 

r entre ellos 
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• 

ll_ 

9Z 

Plano ABC 

(b) 

Fig. 4.1 Sistema de referencia para las funciones de correlaci6n 
longitudinal y transversal. 

se tiene,-

es decir, teniendo en cuenta 

ra 4.1, 

A A 
u2 = urcos¢2 -

o bien, 

An~logamente se obticne 

B 
- u 

n 

A que Cut) 2 

A 
sen~2 un 

De esta manera, se pucde escribir 

araneer- tm· a rr m 

0 y observando la figu-

(4.3.6) 

(4. 3. 7) 

'7 
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' 

:-ri A""ia 
u u - u u 2 a r r 

expresi6n que se reduce a 
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r ,2)2 
r 

procediendo de aanera parecida se tiene 

tAli A8~ u u + u u r n n r 

(4.3.8) 

(4. 3. 9) 

·y teniendo en cuenta·· (4.3.6) resulta al final 

Ali 
u2u3 

f(r) 
rlr2 - g (r) 

rlr2 

u> u> rz 

[ f(r) - g(r) J rlr2 

r2 

(4 .3.10) 

Una tdrmuia general que reQne todos los casos eoao el expresado 

en (4.3.8) y en (4.8.10), es 

i ·m · - "ttrrf-

·1.-.· 

4 
:I 

' 
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+ g(r) (4.3.11) 

Existe, por otro lado, una relaci6n entre fir) y g(r) previamen

te senalada en e1 capitulo II, ec. (2.4.7), que se puede obtener 

f~ci1mente tomando en cuenta la ec. (4.3.11) y la condici6n de 

incompresibilidad; (ver Hinze f2l, p~g. 185) se trata de 

q (r) f(r) + r at 
2'dr (4.3.12) 

cuya comprobaci6n experimental mostramos anteriormente. De la 

expresi6n {4.3.12) se puede escribir 

.: f (r) 

r :, I, r 9 lr(dr ·(4 .3.13) 

Se concluye de todo 1o anterior que en la turbulencia is6tropa 

todas las funciones de correlaci6n de segundo orden se pueden 

expresar en funci6n de una sola de ellas, por ejemplo,f(r) · 

I 
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OOrrelaeiones triples de velocidad 

Siquiendo con la descripci6n de la turbulencia is6tropa median-

te correlaciones de velocidad, el siquiente tipo de funciones 

/" que'se podrian utilizar serian las correspondientes a tres pun-

tos del campo de flujo: 

(4.3.14) 

Esta funci6n depende de los dos vectores que unen uno de los 

puntos con cada uno de los otros dos; es por lo tanto, de natu-

raleza complicada. En su lugar se prefiere utilizar la expresada 

en (4.3.2) que solamente incluye dos puntos del escurrimiento, 

A A B 
uiujuk 

(u>)l/2 

(4.3.15) 

von Karman y Howarth. (v~ase Hinze J2) la estudiaron po~ vez pri

mera, llegando a deducir la siguiente ecuaci6n: 

(4. 3 .16) 
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donde las correlaciones h(r), k(r) y q(r) se definen en la si-

quiente fiqura: 

lt 
\3---

h(r) 
A 

- k(r) 
A B 

b q(r) 
A B 

La ecuaci6n (4.3.16) se complementa con las siquientes dos re-

laciones 

k (r) - 2 h (r) 

.q(r) r - h(r} - 2 cr 

co~cluy~ndose entonces que todas las funciones de correlaci6n 

triple del tipo (4.3.16) se pueden expresar en t~rminos de 

una sola funci6~ de correlaci6n, por ejemplo, h(r). 

4 ·• 4 DINAMICA DE LA TURoULENCIA ISO'!'ROPA 

Ecuaci6n de Ka!T.la~.-: ... ,~rth 

Dejando a un lace el problema de ~ierre de las ecuaciones de la 

turbulencia, es posiblc ..:>btener una expresi6n relativamente 

simple para la turbe~cncia is6tropa al tenerse TI = constante 

en todo el flujo : suponer ademlls la ausenc.ia de fuerzas mll-

sicas. En efecto, se ~:.one en tal caso, para las ecuaciones de 

Navier-Stokes, 

. trl f1 trttf"'tt Sr e<H :t '- · -~ncr z f' · 
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ii;' 

aui - aui - !. 
~t +(U).+ U.) -.,- = 
o J .. xj ~ (4.4.1) 

o bien, expres~ndola para cada uno de los puntos A y B 

au~ 
--~- + at + v· (4.4.2) 

B B apB 3 2 ul:l au1 (~ + 
B aui 1 ~ (; t + uj) -B-= - p -a+ vas. axj axi ax .ax. 

J. ) 

(4. 4. 3) 

B A Multiplicando (4.4.2) por ~K y la (4.4.3) por UX• tomar.do en 
B A cuenta que se tiene auK;ax1 = 0, etc., 

a ~ 
~ -~-+ 

K at -·!. p 

(4.4.5) 

., Los sub!ndices i y Ken las ecuaciones (4.4.4) y (4.4.5) son 1! 

bres y pueden, por lo tanto, intercambiarse; intercambiando los 

sub!ndices en (4.4.5) y s~~ando a (4.4.4) se obtiene, al agru--

par t<1rminos, 

a AB -f.a AB a cu.u. )+ u .. "A cu.u. > 
t ~ ... Jlax. ~" 

' J 

'. 



f ~ A B 3 
I l A (p ~) + rlx_B 
(' axi --x 

A B J - (ui~) (4.4.6) 

~ se ha tenido en cuenta ~ = ~ = ui y la condici6n de incom 

presibilidad aui/axi = 0. 

lntroduzcamos ahora a nuestro vector que ~ a los dos puntos 

B A A 
A y B, ri= xi- xi' de tal manera que se tiene a;axi= - a;ari; 

3/ ax~= aj~ri. Se obtiene en la ec. (4.4.6), una vez que 

se promedia, 

a A"B r a A"B a AB] a AAl3 " A8B 
at uiuk + 

u ,_ 
uiuk + ar:- uiuk - arj uiujuk + -a- u.u .uk dr. 

J l J J 
r j ~ J 

r_ , [ 1 a liB a B A , ~2 A"B 
d

2 !U3l ar:- p uk + ar- P u. j+v -a---a- u.uk + ----- u.u 
p I ~ or . ar. ~ k 

L ~ k J rJ rj ~ J J J 

es decir, escrib1endo: 

Al3 (4.4.8) 
K. uip l,p 

5 ij,k 
AAii 
uiujuk 

(4. 4. 9) 

A8 (4. 4 .10.) 
Qi,j u .u. l J 

la ec. (4.4.7) se expresa corao 

aoLk asij,k asi.jk [ - aK · (lK l aoi,k 1 ~+ ~+2v + ar 'lr. ---.,-t- ar. arj p ari ark I J J J J 

·nett · sr n r rt ·m 

(4 .4. 7) 

(4.4.11) 
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La ecuaci6n general de transporte (4.4.11) se reduce a una 

expresi6n interesante para el caso del£lujo is6tropo inco~ 

presible." En efecto, se puede demostrar que en tal caso el 

te?sor Ki,p es nulo y para los dem!s t~rminos en (4.4.11) 

hay que efectuar una contracci6n escribierm k=l·: 

(4.4.12) 

el tensor Oi,i resulta de acuerdo con (4.3.11) y con (4.3.12} 

Q .. = \)7 [f(r)+2g(r}] 
l.,l. U7 (3+ ra!) f(r) (4.4.13) 

Para las correlaciones triples S, obs~rvese primeramente 

que al no depender su valor de una reflexi6n de los ejes 

·.coordenados en el punto A y al tenerse simetr1a en loss~ 

indices, resulta 

y 

De este modo, en (4.4.12) 

t'M:J. m .. · .. ·'""*"' 
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·i 

I .--· 
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d 
ar. 5ij,i 

J 

Adem&s, teniendo en cuenta (4.3.16) 

(4.4.14) 

es decir, recordando que h=-k/2 y la propiedad de sustituci6n 

de la delta de Kronecker, 

% r; 
(~) __,_ (k+2q) 

r 

o bien, con la segunda de {4.3.17) 

s ... 
l.J,l. 

(~u.•) >;, ~ (2+!: g ' k (r) 
r 2 (Jr

1 

Se tiene entonces para (4.4.14) 

2 .,2.._. s. . <U:l % a (! + 
orj ~),1 ~ rj r 

J 

r 
(\A:') 

';, a l ¢ (r) 
arj 

r. 
J 

donde ¢. (r) =(-! + .. ~) r 

Se puede demostrar facilmente que 

3 4> (r) + r 

-.'[-a:~ -- t 

(4.4.15) 

(4.4.16) 

l_) 
<lr k (r) 

l 
J 

(4. 4 .17) 

, ·~ .. 



101 

por lo que (4.4.17) se reduce a 

--~ a 4 a s ..... (u 2
) 

2 (3+r d"r) (- + -) k (r) 
~).~ r ar (4.4.18) 

Sustituyendo (4.4.13) y (4.4.13) en (4.4.12) se obtiene, 

despufs de algunos pasos, 

a 
(3+ r arl 

[ a;;l"f (r) _ r at 
cllYJ % 4 a ::z ~ a• 4 a ] (r + ar)k(r)-2v(u l <ar< + r arlf(r =0 

(4.4.!9) 

Si consideramos a todo el parEntesis cuadrado como una variable, 

la expresi6n (4.4.19) se puede integrar con respecto a r y la 

unica posibilidad es que la integral sea una constante, cero, 

dado que el termino entre parentesis cuadrado debe ser finite 

para r=O: 

a;-r f (rl 
at 

La ec. 

(4.4.20) 

(4.4.20) recibe al nombre de ecuaci6n de Karman 

~en honor a quienes primero la dedujeron. R.W. Stewart [ 5 

la comprob6 experimentalmente en 1951. La ecuaci6n (4.4.20) es 

el punto de partida para el estudio de la din~ica de la turbu-

lencia is6tropa ;observese que aunque dicha ecuaci6n ha sido 

comprobada experimentalmente, posee la dificultad original del 

tratamiento estad1stico de la turbulencia: se tienen m~s inc6~ 

nitas que ecuaciones. 
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Ecuaci6n esoectral 

La misma informaci6n contenida en la ecuaci6n de Karman-

Howart, pero indudablemente de interpretaci!n m~s f~cil y 

atil, se puede lograr si consideramos el an!lisis espectral 

de la energ!a cin~tica de la turbulencia. En efecto, definien 

do las siguientes transformadas de Fourier: 

nij <~> 
1 rP- .(r) (-i ~ !_) df (4.4.21) 8"if"T 1J -

exp 
... 

l.l)ij (~) 
1 rT .. (r) (-i k !_) df (4.4.22) 8"if"T 1J -

exp 

.. 
1 ilK. ilK . 

donde P .. (r) ~-~ (4.4.23) 1J - e ar. ar. 
J l 

T .. (E_)= 
a [ s i "· j - 5 i,kj J (4.4.24) 1J arK 

y recordando (2.4.20), la ecuaci6n general (4.4.11) se reduce, al 

tomar la transformada de Fourier de todos sus t~rminos, a 

(4.4.25) 

Pero la turbulencia is6tropa, nij(~)= 0, y ade~s se tiene 

i=j: 

(4. 4. 26) 

Ahora bien, de acuerdo con la definici6n del espectro de energ!a 
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tridimensional, ec. !2.4.27), se tiene para el caso de 

la isotrop!a: 

(4.4.27) 

donde 4 wk~ es el ~rea de una esfera de radio ken el espacio 

vectorial de nGmeros de onda k. 

De esta manera, si definimos 

1 
T (k) = 4 w k l W ii (~) (4.4.28) 

se tiene, al ·multiplicar todos los t~rminos de (4.4.26) y te-

ner en cuenta (4.4.27) y (4.4.28), 

a at 1: (kl = T Ckl - 2 v k 2 E (kl 

La <4.4.29) es sumamente interesante que 
ec. 

en tanto 

permite conocer la manera como se presenta la din~ica de la 

turbulencia is6tropa, a trav~s de los espectros de energ!a. 

En efecto, el t~rmino de la izquierda de (4.4.29) generalmente 

es negativo y representa por tanto, el decaimiento de la 

energ1a cin~tica de las fluctuaciones. El segundo t~rmino del 

lado derecho se refiere a la acci6n disipadora de la ViSCO!!_i 

dad, observese su tendencia ~s marcada hacia los nGmeros de 

onda ~s grandes (remolinos m~s pequenos) al incluir el fac

tor k' • Finalmente, el termino T(k) corresponde a la transf~ 

rencia de energ!a entre diferentes nGmeros de onda. Observe 
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que en este t~rrnino no aparece la viscosidad; en otras pala

bras, esta propiedad del fluido no interviene en el mecanis

me de transferencia de energfa. Algunas veces se prefiere u

tilizar la funci6n 

S(k) = - Jk T(k) dk 
0 

(4.4.30) 

que representa la energfa total transferida de los remolinos 

en el ra~go que va de 0 a k, a los que se encuentran en el 

rango per encima de k. De este modo, la ec. (4.4.291 se es

cribirfa 

a 
atE lkl :k S(k) - 2 v k 2 E(k) . (4 .:4. 31) 

En la Fig. 4.2 se muestra la forma aproximada que tienen ca

da una de estas funciones: 

1:. 

Fig. 4.2 Funciones escalares de energfa 

Integrando la ec. (4.4.29) en todo el rango de nftmeros de 

. .Jd! · a a 
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onda, se obtiene 

J
.,E(k) dk • f.,~ (IC) dk - 2 \II .. 
0 ·0 0 

k 2 E(k) dk (4.4. 32) 

El segundo termino del lado derecho de (4.4.32) vale cero al no 

tenerse una transferencia neta de energfa en todo el rango com-

pleto de nfrmeros de onda. De este modo lo que queda de la ec· 

(4. 4. 32) viene a ser la rapidez con que cambia la energfa 

de la turbulencia (decaimiento) debido a la acci6n viscosa. 

Por esta razon a la segunda integral se le conoce como rapidez 

de disioaci6n de la energfa turbulenta, L; se tiene, de acuerdo 

con (2.4.28) 

a 
- at 

Observese que el problema de cierre de las ecuaciones de la 

turbulencia sigue presente en nuestra ec. (4.4.29): se 

tienen dos inc6gnitas y una sola ecuaci6n. 

L__ 

(4.4.33); 
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Con todo, aparentemente es ~s f~cil postular alguna forma apro-

piada para el espectro T(k) y buscar una soluci6n de la ecuaci6n 

dinAmica (4.4.29) para E(k), que trabajar en forma equivalente 

con la ecuaci6n de Karman-Howarth. 

La forma ~s sencilla en relaci6n con lo apuntado en el p~rrafo 

anterior es, evidentemente, supcner que la interacci6n entre los 

remolinos correspondientes a diferentes nGmeros de onda es mini-

rna, de tal manera que no existe transferencia de energ!a entre 

los remolinos de diferentes tamanos: el espectro T(k) es despre-

ciable con respecto a los d~s t~rminos en la ec. (4.4.29), re-

duci~ndose ~sta a 

a at Elkl - 2vk 2 E(k) (4.4.34) 

la cual al integrarse resulta en 

E(k,t) (4.4.35) 

De esta dltima ecuaci6n se desprenden dos aspectos interesantes: 

I_ . . 

a) la energ!a cin~tica disminuye ~s r~pido conforme m~s 

grande es el numero de onda, es decir, conforme m~s pe-

quenos son los remolinos; 

b) la dependencia que tiene la funci6n espectral con respec

to al tiempo, se hace menor conforme se reduce el nlli~ero 

de onda; en el limite, cuando k+O, esta dependencia deja 

de existir y la funci6n espectral resulta proporcional a 

k". 

-~p - Drt 
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Hip6tesis de Kolmogorov. 

El mecanisme mediante el cual se disipa la energ!a turbulenta de 

acuerdo con la ec. (4.4.31) ya lo hab!amos examinado anteriormen 

te (capitulo I) de acuerdo con la descripci6n de Bradshaw [6] : 

los remolinos grandes, al sufrir una perturbaci6n dan lugar a r~ 

molinos del tamano ~s reducido (proceso en "cascada''l los cuales 

se ven fuertemente afectados por la viscosidad. El proceso de 

transferencia de energ!a lo llevan a cabo las fuerzas de inercia 

(t~rmino S(k) en la ecuaci6n espectral de la energ!a, o bien, 

t~rminos convectivos en la ecuaci6n en t~rminos de correlaciones) 

y se puede suponer que consiste en una interacci6n esfuerzo-rap~ 

dez de deformaci6n segun la cual los remolinos se rompen dando lu 

gar a remolinos m&s pequenos. El nUmero de Reynolds basado en el 

tamano del remolino es, en general, grande, excepto para los m&s 

pequenos, la disipaci6n viscosa es despreciable para todos aque

llos ~emolinos cuyo nUmero de Reynolds es grande. 

De acuerdo con lo delineado en el parrafo anterior, supongamos 

que el nUffiero de Reynolds del escurrimiento sea suficientemente 

alto de tal manera que podamos esperar una clara separaci6n entre 

los remolinos disipadores; en otras palabras, los maximos de las 

curvas E(k) y k 2 E(k) de la fig. 4.2 se encuentran muy separados 

entre s!. Supongamos ademas que k 1 es un nUmero de onda repre

sentative de la regi6n intermedia de las dos que acabamos de de~ 

cribir. Integrando la ec. (4.4.31) entre 0 y k 1
, se obtiene: 
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k' (k' 
a~ E(k)dk=-S(k')-2vlk 2 E(k)dk (4.4.36) 

0 J 0 

Tal como apuntamos, para este case, la mayor parte de la energfa 

se encuentra entre 0 y k', mientras que la disipaci6n de energ1a 

se efectfia entre k' y ~; per tanto, la integral del lade derecho 

de (4.4.36) es practicamente nula, indicandosenos mediante lo que 

resta de esta ecuaci6n, que la rapidez con que disminuye la ener-

g1a cin~cica es igual finicamente a la transferencia de los remoli 

nos entre 0 y k', y aquellos entre k' y 

Ahora bien, dada la naturaleza del proceso de transferencia de 

energia en cascada y teniendo en cuenta el rapido crecimiento de 

E(k) con respecto a k (~k"J, se sabe que para el flujo turbulento 

en su complete desarrollo, no son los remolinos mas grandes los 

que contienen la energ1a cin~tica maxima (si bien estes remolinos 

que son mas permanentes llegan a contener hasta un 20% del total 

de la energ1a), sino un rango llamado "de los remolinos que son

tienen a la energfa" de mayores nGmeros de onda centrados en ke 

(correspondiente a este valor maximo que se presenta en el espe~ 

~ tro, fig. 4.3). 

E(k) 
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Con respecto
11 

a la disipaci6n de la energ!a por efecto de la visco-

sidad, ya se ha mencionado repetidamente que se ve incrementada al 

aumentar el nUffiero de onda, es decir, al reducirse el tamano de 

los remolinos. Podemos asociar un nGmero de onda kd al tamano de 

estos remolinos, correspondiendo tal nGmero de onda al maximo en 

la curva k 2E(k) de la Fig. 4.2. Esta disipaci6n, como sabernos, 

dara como resultado una continua disminuci6n de la energ!a cin~t~ 

ca de la turbulencia, es dacir, un decairniento, si no se tiene al 

guna fuente de energ!a en el escurrimiento. 

Es interesante comparar la rapidez con que se efectGa el proceso 

de decaimiento de la energ!a con las velocidades turbulentas t!p~ 

cas de cada uno de los ranges del espectro que hemos estado des-

cribiendo. 

En efecto, para el range correspondiente a los remolinos mas gra~ 

des, la frecuencia que les podemos asociar, (uR ) 1 1 2k, es muy pe

quena comparada con la rapidez de decaimiento de la,energ!a cin6-

tica, expresada ~sta mediante el cambio relative (du~/dt)/u. Ob-

s~rvese que para que resulte significative el valor r.m.s. de las 

fluctuaciones de velocidad correspondiente al n6rnero de onda k en 

un espectro continuo, es necesario definirlo tornando en cuenta un 

ancho de banda alrededor de k: 

<u~J 1/z 
k 

=lk E (k) (4.4.37) 
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De manera semejante, en el rango de los remolinos disipadores se 

tendr~ una frecuencia muy alta, (uf) kd comparada con el cambio 

relative de la energ!a de la turbulencia. 

En un rango intermedio de remolinos, las frecuencias resultar~n 

del mismo orden que el decaimiento relative de la energ!a; es de 

suponerse que este rango corresponda precisamente al "de los re-

molinos que contienen a la energfa" ya que ellos son los que pri_!! 

cipalmente contribuyen a la energfa tocal de la turbulencia. 

De acuerdo con lo anterior, se puede considerar que en el rango 

de remolinos de ntimeros de onda m~s grande que aquellos que con-

tienen a la energfa, el proceso de decaimiento es relativamente 

lento, comparado con el movi~iento de los propios remolinos. Se 

trata entonces de un rango de longitudes de onda en el cual la 

turbulencia se puede suponer muy cercana a un estado estadfsti-

camente permanente. Los remolinos correspondientes a este'ran-

go resultan independientes de las condiciones externas que han 

dado lugar a las fuerzas creadoras de los remolinos ~s grandes 

iniciales. Esta hip6tesis se confirma mediante los resultados 

experimentales, aOn en aquellos cases de turbulencia anis6tro-

pa, los cuales indican que en el rango de nGmeros de onda m~s al 

tos, la turbulencia adquiere caracter!sticas de isotrop!a. 

Estando la turbulencia asociada a los nGmeros de onda ~s altos, 

no s6lo estadfsticamente permanente sino ade~s independiente de 

las condiciones externas, se debe poder caracterizar mediante p~ 

L_____ ___ -----
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r!metros relacionados exclusivamente con las condiciones internas. 

En efecto, supongamos que el n6mero·de Reynolds sea lo suficiente 

mente grande como para que el rango de disipaci6n y el rango de 

los remolinos que contienen a la energ!a est~n muy separados entre 

La energ!a se va entonces transmitiendo por efectos inerciales de~ 

de los remolinos m&s grandes y a la vez se va disipando, siendo es 

ta disipaci6n m&s grande en los nUmeros de onda mayores. En el 

rango arriba mencionado, donde los remolinos se pueden considerar 

en equilibria estad1stico, es decir, aquellos para los cuales la 

energ!a transmitida a trav~s de ellos es m!s grande que la rapi-

dez con que cambia su propia energ!a, la turbulencia debe estar 

completamente determinada por el flujo de energ!a a trav~s de e~ 

te rango de remolinos y por la rapidez de disipaci6n, resultando 

pr!cticamente iguales: 

e:(t) (4.4.38) 

De esta manera, la naturaleza de la turbulencia en este rango de 

equilibria queda determinada par la disipaci6n E(t) y natural-

mente por la viscosidad. 

Todo lo anterior constituye la base de la hip6tesis de Kolmoqorov; 

Para nGmeros de Reynolds suficientemente elevados, las escalas m&s 
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pequenas de la turbulencia exhiben una estructura universal (is~ 

trop!a local) la cual es estad!sticamente independiente del flu-

jo medic y de las escalas grandes; los finicos par~metros que la 

determinan son c y v. 

Se acostu..-lbra ~s manejar una escal·a de velocidad que de tiempo 

en este range universal. Utilizando el an~lisis dimensional se 

ll~a establecer las siguientes formas para las escalas de Kol-

moqorov: 

de longitud: n 

de velocidad v 

(~Jlf. 
£ 

lf 
Cvd • (4.4.39) 

La primera de estas escalas es representativa de los rerr~linos 

mAs pequenos de la turbulencia y se ha podido comprobar experi

mentalmente, segan indica Reynolds (7], que la disipaci6n se 

efectaa en el range O.l<kn<l que corresponde al range de esca-

las 

Utilizando una vez m~s el an~lisis dimensiona~ se puede obtener 

para el espectro tridimensional E(k), la siguiente forma: 

E(k) ,v2 f!knl (4.4.40) 

donde f(kral viene a ser una funci6n universal, o bien, al combi-

nar con las relaciones (4.4.39), 

(4.4.41) 

' 



113 

Un concepto complementario de la hip6tesis de Kolmogorov es la 

existencia de un subrango inercial en el rango de equilibria. En 

efecto, si el numero de Reynolds es suficientemente grande, se 

deber4 tener un rango de remolinos, dentro de la estructura uni 

versa!, cuyo tamano no es tan reducido como para verse afecta

dos por la viscosidad (fig. ,.3}. En este caso, la funci6n f(k) 

debe ser de tal forma que el espectro en (4.4.41) result~ inde

pendiente de la viscosidad; se obtiene (Brodkey [S]l 

(4.4.42) 

donde A es una constante adimensional universal. 

De acuerdo con Reynolds [7], parece que es necesario que ReA> 

2000 para lograr tener un verdadero rango de equilibria. El nG ,' 

mero de Reynolds al que se hace referencia corresponde al valor 

r.m.s de las fluctuaciones de velocidad longitudinal y a la mi

croescala longitudinal. Estos escarrirnientos norrnalmente s6lo 

se encuentran en la atm6sfera. Sin embargo, el concepto de equ! 

librio universal y su realizaci6n aproximada,se han logrado en

contrar para valores del nGmero de Reynolds del orden de 100, si 

bic"l el valor de la constante universal A en (4.4.41) result- di 

ferente. .En la fig. 4.4 (tomada de Reynolds [7) ), se muestra 

un espectro que corresponde aproximadamente a este ultimo caso; 

obs~rvese la posici6n correspondiente a la microescala longitu

dinal >.. 
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inercia.L.j 

E(k) 

i 1 1 
10 l 100 

k = 
2 11 k=211 211 

0 La e L k = T X >. 

L0 = longitud caracterfstica de escurrimiento 

Lx= macroescala longitudinal 

>. = microescala longitudinal 

Fig. 4.4 • 
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