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INTRODUCCION

Como orimera parte de este curso se har& referencia al llamade C4&l-

fotgmer

fcrma concisa las principales de ellas.

Primero cue todc ha gue decir gue el cédlculoc de las reservas de mi
neral es un trabajc técnico consistente de varias operaciones. Asf
mismo es conveniente enfatizar la importancia de seguir un procedi-
miento l6gico y definido ademis de adecuadamente seleccionado para
el tipo de cuerpo en estudio, pues hay que recordar gue muchas veces

un método adecuadamente seleccionado facilitar& todos los c8lculos

posteriores y puede llegar a darnos el mismo grado de exactitud que————

culo de Reservas de Mineral, la cual paraun mejorenterdimientc ha ~ pueda obtenerse con m&todos m&s complicados y sofisticados.

sido subdividida en varias secciones. En cada seccibn se hari men-
ci6n de los puntos m&s importantes a considerar, aunque se debe de
aclarar que no ser&n tratados en toda su amplitud, ya cue ello lle-
varfa demasiado espacio y tiempo. Sin embargo se considera que con
lo gue sea expuesto podr& adquirirse un conocimiento suficiente y

adecuado de cada una de las secciones.
Debe de anadirse que el desarrollo est& hecho ASUMIENDO gue una Eva
luacidn GeolSgica ya ha sido efectuada y gue basados en loe datos

preliminares obtenidos, se tom8 una decisibn respecto a la converien

cia de seguir adelante con la evaluacibn del Depbsito objeto de es-
tudioc.

SISTEMA DE CALCULO DE RESERVAS . ’ 38 A

Dentro de los varios métodos de cilculo gque se utilizan, podemcs ha
cer la separacibén en tres distintos tipos:

1° Los Geométricos
2° Los Estadisticos

3° Los Geoestadisticos

En esta primera parte nos referiremos finicamente a los Métodos Geo-
métricos, pero antes de ello trataremos de bosguejar las bases esen
ciales sobre las cuales estdn apoyados los diferentes m&todos de
c8lculc, asi como algunas de las consideraciones que hay que tener

en cuenta antes de proceder a cualquier célculo, describiendo en

La seleccifn de un método de c&lculo dependeri de la geologfa del

depbsito, tipo de mineralizacifn presente en el mismo, mé&todo de ex
ploracibn, disponibilidad y confiabilidad de los datos, propSsito
del c&lculo y por supuesto, el grado de exactitud o confiabilidad
que se desee. También diremos gue el m&todo escoagido debe de ser

(hasta donde sea posible) simple, r&pido, confiable, consistente

con el tipo de dep6sito y con los datos disponibles y que ademis

sea apropiado para ser checado si asf se desea.

Podemos decir entonces gue a grandes rasgos el orden seguido en di-
chas operaciones es el siguiente: evaluacibn geolbgica, exploracibn
y muestreo, evaluacién de los datos de exploracifn, delineaci&n del
cuerpo mineralizado y seleccibén del mé&todo apropiado de c&lculo. Es
muy conveniente que el orden anterior se ajuste a un sistema gue

sea din8mico, en forma tal que exista un flujo constante de actuali

zacién.

Del mismo modo diremos gue para el c8lculo de las reservas el cuerpo
mineralizado es delineado primeramente y desnué€s subdividido en va-
la construccién de los

rios blogues, cuales dependeri tanto del mé&-

todo seleccionado de cilculo como de diversas consideraciones de ti

po geolbgicas, mineras, tecnolfgicas y econfmicas, en forma tal que

dichos blogques puedan expresar uno o varios grados de confiabilidad.
Aparte de ello, dicha divisién es hecha de manera gque cada blogue

pueda relacionarse directamente a uno o m&s datos de la exploracién.




Asi pues las reservas del cuerpc entero se determinan comoutando

ciertos

&reas y volfimenes para cada blogue formado, transformando vol@menes

a tonelajes y calculandc

mente tabular lcs resultados de los blogues de la misma categorfa o

confiabilidad y los del cuerpo o depSsito entero.

las leves promedio por blogue, para final- Diremos

29 cién de

"principios de interpretacién” de datos.

gue entre otros dichos principios pueden ser analfticos o

intri{nsecos y que de acuerdo al tipo escogido haremos la construc-

nuestros blogues y tambi&n de ello dependerd la exactitud

de nuestros cdlculos.

Aparte de lo anterior, en todos los métodos se tienen gue tomar cier

tas presunciones b&sicas,

hayamos seleccionado.

La principal presuncibén es que los elementos b&sicos de un cuerpo

independientemente del tipo de método gue

detectado u observado en cualquier punto, cambian o se extienden a

una &rea adyacente de acuerdo a un adecuado principio de interpreta

cibén de los datos. También se asume que las observaciones son hechas _

de acuerdo. con la naturaleza del yacimiento y que el muestreo fue

efectuado en todas las partes del cuerpo siguiendo los mismos prin-

cipios y con la misma confiabilidad y que sus resultados son repre

sentativos de la parte estudiada del depb6sito o del yacimiento ente

ro.

Otro punto importante es que se presume que el cuerpo ha sido explo

EXERNY i P PO T e

rado por un procedimiento apropiado y que la serie de trabajos efec

tuados prueban una cierta continuidad del mismo. Finalmente se supo

ne que para efectos de cdlculo la verdadera -y a veces compleja- -

forma del depGsito puede

de exactitud por un cuerpo "hipoté&tico” con una superficie (o va--
P p

ser representada dentro de ciertos rangos

rias) proyectada sobre una planta o sobre una seccién (ya sea trans

versal o longitudinal) o una combinacifn de ambas. Asf mismo,

cuerpo "idealizado"” puede cubrir el depSsito entero o puede estar

tal

Entre los principios analfticos podemos mencionar los siguientes:
el del "cambio gradual” y el de "semidistancia" o de "igual influen
cia". Entre los principios intrinsecos mencionaremos a los de "infe

rencia geolbégica y minera".

Principio del Cambio Gradual.- De acuerdo a esta regla o ley de fun

cién lineal, todos aquellos par&metros de un depSsito gue
pueden ser expresados numéricamente varfan gradual y con-
tfnuamente entre una linea recta imaginaria gue conecte a
dos puntos conocidos. Este principio puede aplicarse a ele
mentos de cilculo tales como anchos,
nes, tonelajes, etc. También puede ser aplicado para tra-

tar de determinar un valor dado en un punto no~conocido

~29 ah gque quede localizado entre puntos conocidos (o sea, para

hacer interpolaciones).

Principio de Semidistancia o de Igual Influencia.- De acuerdo a es-
llamado también de "igual &rea de influencia”,

te principio,
el valor conocido en cualesquier punto permanece constante
hasta la mitad de la distancia gue lo separe de otro punto
conocido, lugar en el que sfibitamente cambia y toma el va-

compuesto de varios blogques, cada uno de ellos caracterizado por --

uno o varios datos.

PRINCIPIOS DE INTERPRETACION

Ya hemos hablado de que una de las principales presunciones b&sicas

era aguella gue se refiere a que los elementos b&sicos de un cuerpo

se extienden a &reas adyacentes de puntos observados, de acuerdo a

Ay i o

i g gL

.

lor correspondiente al seégundd purnto,; © sea que el valor

para cada punto se extiende hasta el punto medio con respec

to a los adyacentes. Este principio se utiliza ampliamente
para asignarle esferas o 8reas de influencia a trabajos in
dividuales (los que pueden ser barrenos, frentes, contrapo

zos, etc.).

Principios de Inferencia Geol6gica y Minera.- Estos son utilizados

principalmente cuando en la construccién de nuestros blo-

leyes, &8reas, voltme-

1




;ues hay cue tomar ern cuenta consideraciones de tipc geold
gicas, mineras o econfmicas, de entre las qgue podrfamos -~
mencionar: caracteres estructurales (fallas, cambios Je -=
echado o de rumbo), cambios en el tipo de mineralizaci8n -
(6xidos, sulfuros, zonas de alta y baja ley; zonas altas -
en plomo, cobre o zinc, etc.), propiedades fisicas diferen
tes en el mineral o en la roca encajonante (competentes o
incompetentes), zonas con agua de alta presi6n, profundi-

dad del mineral, relacifn de mineral a tepetate (relacidn

de descapote),* etc.

PESOS DE INFLUENCIA

Cuando hablamos de pesos de influencia nos estamos refiriendo a la
operacibfn mediante la cual se le asignan ciertos factores a cada

una de las observaciones (o conjunto de ellas) de forma tal que re-
flejen su importancia o valor relativo cuando se comparan o se€ pro-

median con observaciones del mismo tipo o naturaleza similar.

Tal asignacibn de pesos de influencia, o simplemente pesos, puede
ser hecha de acuerdo a unidades de longitud, &rea, volumer, tonela-
je, o en nGmeros abstractos, de acuerdo a ciertos principios de in~
terpretacifn, a factores subjetivos (tales como el criterio y la ex
periencia de la persona gue calcula) y otra serie de consideracio-
nes. Ademds, el uso de dichos pesos depender& en cada caso particu-
lar del andlisis que se haga de lcs datos de que se disponga.

A continuaci6n trataremos de dar una somera explicacifn cs cada uno
de los sistemas o mé&todos de c8lculo mencionados, asi .comc de los
tipos mas utilizados en cada uno de ellos. Se hace la aclaracién de
gue no son los Gnicos métodos que se pueden utilizar y gue se des-
cribir&n en forma generalizada, ya gque comfinmente cada compaffa o
institucién tiene métodos modificados de tal modo que se ajusten a

los casos especi{ficos que trata cada una de ellas.

METODOS GEOMETRICOS

Podemos decir que dependiendo del criterio que se haya seguido para

expresar las caracteri{sticas del cuerpc mineralizadc f‘I.e. tamaho,

forma, distribucifn de las variables, etc.) mediante ticzues auxi-

M

liares, los métodos geonétriccs o convencionales puedern ser clasifi

cados en tres grandes grupos:

1.- Mé&todo de Blogues Minables
2.- M&todo de Secciones Transversales
3.~ M&todos Analfticos (Triangular, Poligonal)

Método de Blogues-Minables

a) Principios y Requerimientos:

Este mé&todo es también conocido como el de “Secciones Longitudina-
les", "de Explotacifn Minera" o de "Extraccibn Minera". La delimita
ci6n de los bloques (forma y tamano) es realizada de acuerdo a las
obras mineras existentes (frentes, contrapozos, etc.), asf como a -
rasgos geol6gicos y factores de tipo té&cnico-econfmicos (zonas de =~
alta y baja ley, ancho del cuerpo, tipo de mineral, método de explo
tacibn a seguir, etc.).

El caso mids com@n es el de bloques de forma rectangular, forma gue
puede variar de acuerdo a la explotacibn que se llegue a efectuar -
en los bloques (ver fig. 1.1), o a la disposicifn de las obras mine
ras efectuadas, habiendo blogues gque estardn delimitados o expues-
tos por cuatro, tres, dcs 0 un solo lado, o por combinaciones de .

obras mineras y barrenacifn a diamante.

De la misma manera los blogues pueden ser subdivididos de acuerdo a
la confiabilidad de los datos (categorfas), ancho del mineral, grado
de alteracién del mineral o zoneamiento del mismo, o también por el
nGmero de datos (observaciones) de que se disponga.

Las f6rmulas para los c8lculos pueden variar desde las m&s simples
hasta llegar a una combinacibén de varios factores complejos. Sin em
bargo, el procedimiento de utilizar promedios aritméticos es el mi&s

simple y r&pido, la exactitud del cual dependerd de la calidad, can
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tidad y distribucién de los datos, asi como de la gé€nesis del dep6-

sito y del tamano de los blogues formados.
b) Aplicabilidad:

Este método es muy flexible y puede ser aplicado en cualquier tipo
de yacimiento; sin embargo ciertos tipos de yacimientos se prestan
particularmente al uso del mismo, tales como cuerpos tabulares cu-
yo echado sea bastante fuerte y que su ancho no sea muy grande (ve
tas, cuerpos sedimentarios, etc.), en los cualesiéﬁs cﬁfacteristi-
cas determinantes (ancho y leyes) varfan graduvalmente y en el gue

los rasgos geol6gicos y mineros pueden ser considerados como simi-

lares a los de los blogques ya minados.
c) Férmulas de Célculo:

En este punto trataremos tanto el caso m&s simple, en el que los an
chos y leyes son computados de acuerdo al nGmero de observaciones
exclusivamente, hasta el un poco mis complicado cuando son tomados
en cuenta pesos de influencia para cada observacibn o grupo de obser

vaciones.

Caso 1: De acuerdo al nfimero de observaciones.

A, + A, +A_ + ... +A ) .

Ancho Promedio (Ap) = 1 2 g n (1.1)
L, +L,+ L, + ... + 1L

Ley Promedio (Lp) = L 2 n3 a ! (1.2)

[

~..

~

~

3
—Hier

¢
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; &
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Y
b o
x *

7 b

n = nGmero de observaciones.

Caso 2: De acuerdo al ancho de cada observacifn.

AL + A, + A, + ... +A ' :
L 2 3 n ' (1.1)

n

Ancho Promedio

LlA + L2A2 + L3A3 + ... + LA

1
Al + AZ + A3 + ...t An

Ley Promedio
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Casc 3: Utilizando pesos de irfluencia.
P.A, + PA. + P_E_, + + P A
. 171 2 373 el o
Anchc Promedio = PP ‘+ P T TP n (1.4)
1 2 3 n
Ley Pr-medio = Ll(PlAl) + L, (PZAZ) + Ly (P3A3) + ... - L (pnAn)
PlAl + P2n2 + P3A3 + ...+ PnAn
(1.5)

Pl, PZ' P3, e Pnri/?eso§4§e influencia

- n L
PlAl, P2 27 etc. = anchos "pesados

En todos los casos anteriores:

Area (S) = determinada de acuerdo a la figura del blcozue por f6érmu-
las geométricas sencillas o con ayuda de ur rlaniImetro.

Volumen (V) = § x A

1.6
o ( )

Tonelaje (T) =V x § (1.7)

¢ = densidad del mineral

d) Ventajas y Desventajas:

En ceneral el procedimiento a seguir es flexible y acartable a la

mavorfa de los depdsitos y en cualguier etapa de desarrollo y/o ex-
plotacién de los mismos; en adicifn a ello, no se necesitan cons--
truir planos especiales y todas las variables pueden ser determina-

das por un minimo de cilculos utilizando f6rmulas siccles.

Los c8lculos pueden ser hechos para blogues individuales, por nive-
les o secciones, o para el cuerpo entero; debido a ellc, cambios en
las reservas a rafz de mds exploracién y/o explotacifr pueden ser

hechos f&cilmente, ahadiendo o restandoc &reas a los blogues ya de-

terminados u obteniendo &reas nuevas o corregidas (lo mismo aplica

SRR o L ST al v T R

[ PO R R

ook

z las leyes).

La exactitud que se obtiene en este mé&todo depende en gran parte =--
del tipo genético del vacimiento, de la densicad y distribucifn de
los datos disponibles. En el caso de cuerpos uniformes tanto en rag
gos estructurales como en leyes y los cuales son calculados en base
a un nfimero suficiente de datos, el error gue se comete es minimo;

por el contrario, al aplicar este mé&todo a dep&sitos con poco echa-

do, 0 a cuerpos erriticos, o en los gue los valores estén distribui

10

dos de una manera no-uniforme, el error relativo gue-se -comete pue=— —

de ser excesivo.

Método de Secciones Transversales

a) Principios y Requerimientos: -

El primer paso para la aplicacién de este método es el de dividir
el cuerpo mediante la construccién de secciones geolfgicas localiza
das a intervalos que dependen de la cantidad y localizaci6fn de los
datos de exploracién, naturaleza del yacimiento y propbsito del cdl
culo.

La secuencia que cominmente se sigue en este método es la siguientes

(1) Construccifn de las seceiones y vaciado de datos.
(2) Cdlculo de las Sreas de todas las secciones.

(3) C&lculo de factores promedio para cada seccién.
(4) Co6mputo de volfimenes y tonelajes para céda bloque.

(5) Sumarizaci6n de resultados para todos los bloques (y
categorfas) a fin de obtener los resultados promedio
para el cuerpo.

Hay gque decir gue para obtener los mejores resultados con el método

de secciones transversales se requiere entre otras cosas que:

|
|
|
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(a) Baya un minimo suficiente de trabajos cruzando comple-

tamente el cuerpo mineralizado.
(b) Exista un nfimero adecuado de datos en cada seccifn.

(c) Que los trabajos y/o datos se localicen en o cerca de

las secciones.

(d) Que los trabajos y/o datos estén distribuidos mis o me

nos uniformemente.

12
interpolaciones entre puntos conocidos. Ejemplos comunes de isolf-~
neas (o isovalores) los tenemos en las isopacas (anchos), isobaras

‘(presiones), isotermales (temperaturas), isogradas (leyes), etc.,

etc.
b) Aplicabilidad: 7 S

Este método es utilizado para calcular cuerpos largos y bien defini

dos que son aproximadamente uniformes en ancho y leves o que tienen

Ahora bien, dependiendo de la manera en que hayan sido construidos
los blogues y de acuerdo al principio de interpretacién seguido, --
existen tres modificaciones o variantes del método de secciones --

transversales:

i} - Mé&todo Estindar
ii) - M&todo Lineal

iii) - M&todo de Isolineas

i) M&todo Estdndar.- Este m&todo estd basado en el principio de
los cambios graduales y en el mismo cada bloque interno --
(o sub-bloque) est& limitado por dos secciones y cada blo-
.~ que exterior (o blogue final) por una sola seccifn; las -
secciones construfdas pueden ser paralelas, no-paralelas,

verticales, horizontales o inclinadas.

ii) Método Lineal.- Este método se basa en el principio de la semi
distancia, de tal modo que cada seccifn extiende su influen
cia hasta la mitad de la distancia qgue la separa de la sec
cibn contigua.

iii) M&todo de Isolfneas.- Este m&todo estd basado en la hipbtesis
de que los valores de las variables, entre un punto y otro,
varfan contfnua e ininterrumpidamente de acuerdo al princi
pio de los cambios graduales. Para construir dichas isoli-

neas, los valores intermedios se determinan por medio de -

valores que cambian gradualmente. Fambién puede ser utilizado en —
cuerpos con poco echado (mantos), en depSsitos de placer o en depb-
sitos asociados a intrusivos -depSsitos de "stock"- (ver figs. 1.2
y 1.3).

Las secciones gue se utilizan pueden ser verticales, inclinadas y

horizontales y hay ocasiones en que hay gque utilizar dos juegos de
‘secciones, construfdas a dngulos rectos uno del otro, con el objeto
de obtener resultados correctos. También es comGn gue se calculen

las reservas separdndolas por niveles o diferencifndolas por metal.
Sin embargo hay que tener en esos casos la precaucién de que la su-
ma de dichos c8lculos concuerde exactamente con el total de las re-

servas del blogque o de los bloques en cuestifn.
c) F6rmulas de Cdlculo:
Como se expresS con anterioridad, en este m&todo tenemos que calcu-

lar tanto las &reas como los factores promedio para cada seccibn,

como los volfimenes vy tonelajes (asf como las leyes) para cada blo-

—4ue. Debido @ ello veremos primero cfmo se -determinan—tales par&me-

tros de cdlculo "por seccién" y luego cfmo se combinan para obtener

los "por blogue".
1° C&lculos por Seccibn.
Area (S) = determinada de acuerdo a la figura del cuerpo en la sec-

cibn ya sea por f6érmulas geométricas sencillas o con ayu

da de planfimetro.
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Ley Promedio (L) = utilizando cualquiera de las férmulas nGmeros -
(1.2), (1.3) 6 (1.5) vistas anteriormente de acuerdo al ca Sy hz = longitud de las perpendiculares trazadas por el centro de
so de gue se trate. gravedad de una seccibn a otra.
2° Cilculos por Blogues. Cuando el dngulo de interseccifn es mayor de 10°.
///
a) VolGmenes . ! ’ v = (Sl * SZ) hl M hZ) Y (1.12)
- 2 2 sen a )
_La m&s simple de las f6rmulas es la que calcula el volumen entre --
"dos secciones paralelas: a = &ngulo de interseccidn.

V= (s, + 52) g (1.8) Sin embargo no hay una opinidn generalizada acerca de la exactitud
que se obtiene al usar las f6rmulas (1.11) y (1.12), por lo que mu-
chas personas prefieren seguir utilizando alguna de las f6rmulas

Sl, S2 = &reas del cuerpo en las secciones. (1.8) a (1.10)
D = distancia entre secciones b) Leyes
En el caso de que haya més de dos secciones paralelas unifor Generalmente es s6lo una variacién de las férmulas ya expresadas,
memente espaciadas: finicamente anadiendo la ﬁey promedio para cada seccibn, es decir:
; D ‘ oL
vV = (s1 + 252 + 253 + ... 4 sn) 3 (1.9) L= (SlLl + SZLZ) 3 /v (1.13)
Cuando las secciones son paralelas pero no est&n uniformemente espa D
ciadas. L = (SlLl + 252L2 + ...t SnL‘n) V3 /N (1.14)
. D D
. 2 n-1 . D D
V= (S, +5S)) —=+ (8, +S;) 5= ... + (S _; + 8)) (1.10) = 1 2 n-1
1 2 2 2 3’ 2 n-1 n 2 L (lel + 52L2) 3 + (52L2+ 53L3) " + ... + (sn-an-l + SnLn) 5 /v
-de ! (1.15)

o ___FEn el caso de que nuestras secciones no sean paralelas entre si
bido principalmente a cambios en el rumbo del cuerpo mineralizado-
se han propuesto dos casos: cuando el &ngulo de secciones es menor

.de 10° y cuando dicho &ngulo es mayor de 10°.

Cuando el &ngulo de interseccién es menor de 10°.

S, + S.,) (h, + h,)
1 2 1 2
vV o= 5 5 (1.11)
)
Sl’ S, = sreas del cuerpo en las secciones.
LY
L PR Dt s AR e I, RPN

c) Tonelajes.

Al igual gue para el m&todo de los blogues minables, se utiliza la

f6rmula nfimero (1.7):

(1.7)

ot




praTees

&} Ventaijas y Desventajas.

La principal ventaja es gue el uso de las secciones transversales
lleva consigo el vaciar la geologfa del depSsito en cada una de las
secciones; ademis de ello dos o m&s cuerpos mineralizados -de exis-

tir~- przden ser calculados en la misma seccién.

Aungue el procedimiento general puede ser simple y répido, para ob-
tener mayor precisién en los cilculos a veces es necesario el uso
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ralmente los datos disponibles son aguellcs sue se han obtenida por

1
1
medio de barrenacibn.

De ahf gue una de las primeras fases en la aclicacifn de este méto-
do consiste en elaborar una planta -o seccifn longitudinal- mostran
do tanto al cuerpo mineral entero, como a la totalidad de los traba
jos efectuados. Una vez hecho lo anterior el paso siguiente consis-
te en dividir gré&ficamente el cuerpo en una serie de tri&ngulos que

se obtienen al unir con lineas rectas cada unc de los barrenos.
B R,

de secciones auxiliares v, por ende, un nlmero mayor de cdlculos
I “De ello resulta gque parggincrementar'ia exactitud del método el nt-
mero de secciones debe ser tran grande como sea posible, 0 lo que
es lo mismo, deben de estar las secciones lo suficientemente cerca
unas de otras. También debemos de decir gque muchas de las desventa-
jas encontradas en este método pueden ser evitadas mediante una ex-
ploracién bien planeada y ejecutada, pues a veces las imprecisiones

que se obtienen al emplear este mé&todo provienen de la falta de da-
tos suficientes en cada una de las secciones.

Métodos Analiticos

Esta clase de m&todos puede ser subdividida en dos tipos, aungue es
trictamente podrfan considerarse como uno solo, ya que las dificul-
tades encontradas en unc de ellos guiaron hacia el desarrcllo del -
otro. Para efectos del cdesarrollo de nuestro tema haremos una des-
cripcibn por separado de cada uno de ellos, tratando de seguir el
mismo orden que en los anteriores. Los dos tipos a los que hicimos
referencia son:

1.~ Método Triangular
2.~ Método Poligonal

Método Triangular

a) Principios y Requerimientos:

Este método esti basado en el principio del cambio gradual y gene-

Para llegar a cflculos exactos el cuerpo debe de ser dividido en el
mayor n@merc posible de tri&ngulos, evitando gque alguna lfnea cruce
a otra y tratando de obtener los llamados tri&nculos "ideales": --
aquellos eguilateros; sin embargo, la prdctica comin es la de tomar !
la diagonal mds corta al formar nuestra reé de trifngulos (ver fig.1.4), !

En este mE&todo se le asignan pesos iguales a cada uno de los barre- .
nos que forman un tri&ngulo, aungque &sto s6lo sea correcto cuando \
se tiene una base equilateral; debido a ello es gue algunas perso-

nas prefieren asignar los pesos en base al ancho de cada barreno, o

a los &ngulos del tri&ngulo, o a la longitud de cada lado, etc. '

b) Aplicabilidad.

Debido a gue los cambios de las variables en una forma gradual y
uniforme s6lamente se encuentran en pocos vacimientos minerales, es
pecialmente en depbsitos sedimentarios, &ste mé&todo es particular-
mente agplicable a dichos depSsitos.

Sin embargo, cuerpos sedimentarios largos o grandes cuerpos disemi-
nados que hayan sido explorados por una red de barrenos regulamente

espaciados, pueden ser calculados por este método.

c) F6rmulas de Cdlculo.

De igual manera que para los anteriores métodos veremos desde el ca

so m&s simple hasta el casc en gue se empleen pesos de influencia.
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" ~aso 1: =nchos o Espesores Id&nticos.
L. S Ty T
Lnche Brecmedic (A0 = ———3 (1.16)
Ley Promeadio (Lp) =1L, + Ly, + Ly (1.17)
caso 2: anchos o Espesores Diferentes.
Ancho Promedio - como en la férmula (1.16)
6
. ) . . AL + AL, + AjLy
Fig. 1.4 - Método Trian Ley Promedio = —x—7 K, VA, (1.18)
1
Modo de construir los Triangulos .
siguiendo dos procedimientos— Caso 3: Utilizando Pesos de Influencia.
distintos (después de C.C.
P
opoff, 1966 ) P.A, + P.A, + P.A
Ancho Promedio = 11 22 33
P, + P, + P (1.19)
1 2 3
2 :
P,L. + P.L, + P.L C
A S | 272 373
Ley Promedio = 5 TP .+ TP o , o (1.20)
1 2 3 T
P AL, + P, AL, + P,A L
. _ 1717 27272 37373
o también Lp = Fih, F,A, + P3A, (1.21)
Pl’ Pz, P3 = pesos de influencia.
En todcs los casos anteriores:
Area (S) = determinada de acuerdo a las f6rmulas de trigonometrfia,

en concordancia con el tipo de tri&ngule formado.

Volumen = como en la férmula (1.6)

Toneiaje = como en la f6érmula (1.7)
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d) Ventajas y Desventajas:

El procedimiento de c8lculo de reservas gue se sigue al aclicar es<
te método puede ser relativamente simple como ya vimes, ra2ro se re-~
quiere la construccién de un nmero mayor de blogques, lo cual viene

a resuitar en un mayor nfimero de cdlculos y empleo de tiempo.

Otro problema comfin al usar este método radica en que no es fdcil -

tomar en cuenta consideraciones de tipo geol6gico -mineras, por lo

que puede uno encontrarse con conflictesal-tratar de tener en cuen

ta los limites fisicos del dep&sito mineralizado. Adem&s de ello, -
el error relativo que se comete al aplicar este m&todo depende en
mucho de la manera en que se haya dividido el cuerpo en tridngulos,
as! como de la forma y ntimero de ellos.

Por esta misma razfn, la manera en gue se haga tal subdivisi6n pue-
de no ser constante y puede variar de una persona a otra, o de una
zona a otra en el mismo cuerpo; por lo ya dicho puede resultar gue
el uso e influencia general que se le asigne a los datos no sea cons
tante (ver fig. 1.4).

Dichas dificultades y algunas otras encontradas al aplicar este mé&-
todo condujeron a varios autores hacia modificaciones del mismo y

al desarrollo del mé&todo poligonal.

Método Poligonal

a) Principios y Requerimientos:

Este método, llamado también el de "prismas poligonales”, o de "igual
drea de influencia", ests basado en el principio de semidistancia, -
formando 4reas de influencia alrededor de cada dato o punto conocido.
Al igual que en el método triangular una de las primeras fases con~-.
siste en elaborar una planta o seccibn longitudinal gue muestre tan-

to al cuerpo mineral como a todos y cada uno de los datos conocidos.

Una vez vaciados todos los datos se comienzan a formar los poligonos,

. o — v e . A LA s o (RS
B .. o i it A i
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extendience 1z influencia de cada puntc hasta la semidistancia con
respectz a puntos a su alrededor. Las dreas de influencia pueden
ser forrmazas de dos formas: por medio de lineas bisectorzs perpen- -
diculares o por medio de bisectrices angulares (ver fig. 1.5 y 1.6},

siendo correcto el primer caso.
Asf pues, los pasos usuales que se siguen en este método son:
1° Elaboracidén de planos y vaciado de los datos disponibles.

2° Construccién de los poligonos siguiendo un orden definido; un
rasgo éistintivo de un polfgono construfdo correctamente es que
cada unc de los &ngulos internos del mismo siempre serd menor de
180°.

3° C4lculos de las reservas de cada blogue o prisma; se presume gue a
cada blogue se le wan a asignar los datos relativos a ancho, densi
dad y leves del punto conocido en el poligono.

4° Agrupaciento de los bloques de acuerdo a anchos, leyes, confiabi
lidad, etc., y clasificando y sumarizando las reservas de acuer-
do a categorias.

En algunas ocasiones, especialmente cuando los datos estdn muy ale-~
jados unos de otros de forma tal gue no se pueda presumir confiable
mente la continuidad de las variables entre un sitio y otro, se pue
de construir una 4rea de influencia alrededor de cada dato conocido
mediante el uso de un "cfrculo de influencia”, el di&metro del cual
va a ir de acuerdo a la naturaleza del depSsito y a la distancia -=-
que se nhaya considerado como confiable. En tales casos el blogue --

tiene la forma de un cilindro en lugar de la de un prisma poligonal.
b) Aplicabilidad:
Este método es particularmente aplicable a cuerpos tabulares (man--

tos, vetas anchas), grandes cuerpos lenticulares y a depSsitos dise
minados, aungue puede ser utilizado en otro tipo de cuerpos. Entre




Fig. 1.5-Metoas Poligonoi

*

Fig. 1.6- Me odo Foligonal
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£

Q Ba--encz ¢ Diomante

Mo‘do correcto de construirun Poligono siguienco el
Metodo de Bisectoras Perpendiculores ( despu€s de —
C.C. Popoft, 1966 )

O Borreno o Diomonte

Modo incorrecto de construir un Poligono siguiendo el
Método de Bisectrices Angulares ( despues de C.C.
Popoff, 6 1966 )
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mayor sea el nfimero de blogues fcrmados y mis regularmente distri-

buidos estén los datos disponibles, m&s exactos ser&n los c4ilculos.

En el caso de cuerpos no-uniformes o de forma irregular también --
puede ser utilizado, pero con sus debidas precauciones. No es reco-
mendabl< su uso cuando no pueda presumirse la continuidad de las va
riables entre puntos conocidos o0 cuando existan caballos de tepeta-
te intermedios.

c) F6rmulas de C&lculo:

S

S TN R R R
e :
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L, + L+ L, + + L
N 2 3
Ley Total (L) = L = o (1.23)
Ll’ L2, LB’ ... L= ley de cada uno de los pclfgonos.

Caso 2: Poligonos formados y distribuidos irregularmente.

Area, Volumen y Tonelaje por PoliIgono = de acuerdo a las f6rmulas -

utilizadas en el caso anterior.

Anteriormente se dijo gue para efectos de cdlculo se presumifa gque a
cada blogue se le iban a asignar los datos relativos a ancho, densi
dad y leyes del punto conocido en el polfgono

Siendo asi, realmente lo que resta es calcular los datos relativos
al 8rea y tonelaje por poligono y posteriormente sumar los datos de

todos los poligonos (si estdn uniformemente formados y distribuidos)
para obtener los totales del cuerpo.

Caso 1: PoliIgonos formados y distribuidos regularmente.

Area (S)

determinada de acuerdo a las f6rmulas de geometrfa y se
gin el tipo de poligono formado (pentigono, exdgono, =--
etc.).

Volumen = como en la férmula (1.6).

Tonelaje = como en la f&Srmula (1.7).
T + T, + T, + ... + T .
Tonelaje Total (Tt) = 2 2 n3 L (1.22Y)

T T2, T3  en Tn = tonelajes de cada uno de los poligonos.

1’

n = nGmero de polfgonos formados.

Pp.T. +P,T, + P, T, + ... + P T
. 171 272 373 n'n
Tonelaje Total = (1.24)
Pl + P2 + P3 + ...+ Pn
Pl, Pz, P3, .o Pn = peso de influencia para cada polfgono
P,L, + P,L_ +P,L, + ... +PL
_ 17 272 373 nn
Ley Total = N N T 5 (1.25)

d)} Ventajas y Desventajas:

Debido a que en este mé&todo cada blogue o polfgono es calculado en
forma independiente sin que influyan los bloques adyacentes, consi=-
derando constantes las variables (anchqs, leyes, etc.) en toda la -
extensién del blogue, conforme se van obteniendo nuevos datos con =
la exploracibn se pueden ir formando otros bloques sin que haya ne-
cesidad de hacer una revaluacifn completa de las reservas (recSlcu-
los).

Ast mismo; cuando dichos trabajos de exploracién van siguiendo un -
plan predeterminado y de acuerdo a una red de espaciamiento regular,
todos los c8lculos se simplifican. Por el contrario, cuando los tra
bajos estdn distribuidos irregularmente puede darse el caso de que

algunos de los blogques se les asigne una influencia demasiado gran-:
de,

chos blogques muestran demasiada variaci6n en sus datos (anchos,

lo cual puede afectar los resultados finales, sobre todo si di-
le~

yes, densidades, etc.) con respecto a los demds bloques.

i
‘
{
i
i




Por otra parte es conveniente decir gque este m&todo también se ba-
sa en consideraciones m&s bien de tipo tebricas gue geolbgicas o -
mineras por lo gue la naturaleza de los vacimientos se ilustra de-.
ficientemente, aungue bajc ur esguema de exploracibén apropiado pue
de llecarse a obtener una idea razcnable de los mismos, especial--
mente en lo gue se refiere a la localizacién de zonas de alta o ba

ja ley de los depbsitos.

Tambi&n puede decirse gue aungue la construccién correcta de los -
poligonos o blogues requiera de experiencia, s6lo hay una manera =
de llevar a cabo dicha tarea por lc gue los resultados no dependen

tanto del criterio de la persona que la estd realizendo.

IMPORTANCIA ECONOMICA DEL CALCULO DE RESERVAS

Quiz§ este sea uno de los puntos m&s obscuros {(para muchas perso--
nas) dentro del contexto general de la exploracién y/o operacifn -
de un yacimiento mineral. La raz6n de lo anterior ha sido el pro-

ducto de la falsa idea gue se tiene (o se tenfa) respecto a la uti

lidad de las reservas de mineral.

_Por lo tanto, y en forma breve, haremos menci6n de la importancia

que tiene para nosotros el contar con una evaluacién correcta de
las reservas mineras de un yacimiento. Entre otras muchas las re-

servas mineras nos sirven para obtener:

1.- Una indfcaci6n de la cantidad vy calidad (tonelajes y leyes) po

tencial de un dep6sito, en sus varias clasificaciones.

P -

2.- Las bases necesarias para elaborar el sistema de explotacidn
v beneficio que requiera el mineral a explotar de acuerdo a -
las caracteristicas, tanto fisicas como quimicas del mismo.

2.- Una idea acerca de la probable vida y posible productividad

de la mina.

4.- Una idea preliminar sobre las posibilidades del mismo en el ca

so de una venta o compra de los intereses de un yacimiento.

[a%]

n
¢

desarrollo y/o explotacifn.

(e}
s

Una evaluacién econfmica preliminar del mismo teniendo en cuen-
ta los planes a corto y largo plazo de la empresa que lo est&

operando.

7.~ PronSsticos de produccién apegados a la realidad, tomando en -
consideracifn los sistemas de explotacifn y beneficio a utili--
zarse, as{ como tipos, cantidades y calidades del mineral con -
el cual se puede disponer en un momento dado.

8.~ Una planeacibn minera detallada, de acuerdo a los objetivos tra
zados y a lo expuesto en los puntos antes mencionados.

9.~ Para obtener los costos de producciébn unitarios de un producto
final (mineral en bruto, concentrados, productos de fundicibn,
etec.).

10.~ Un andlisis de la necesidad de efectuar inversiones de capital
para poder obtener las metas fijadas.

Lo anterior viene a realzar la importancia gue tiene para toda em-

presa minera el contar con unas reservas de mineral lo suficiente—-
mente realistas y confiables de modo tal gue le permitan efectuar -
de una manera eficiente la programacibn y operacién de los recursos

de gque dispone.

Dichas operaciones y c8lcul¢s 50n llevadasa cabo-durante-tedas-las
etapas de la vida de una mina, desde su descubrimiento hasta la eta
pa de "robe" de pilares y cierre final. El c8lculo de reservas es -
uno de los trabajos m&s importantes e irremplazables en la correcta
evaluaci6n de un yacimiento mineral. Sin unas reservas confiables -
es muy diffcil llegar a obtener una operaci6n eficiente y producti-

va de una mina.

La cantidad y extensién de las obras necesarias de expléracién,
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CAPITULO 11

E S T ADI S T 1 ¢ A

CONCEPTOS_IMPORTANTES EN ESTADISTICA.

A continuacién se presentan una serie de definiciones de la estadfstj

REGY

T
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Consideremos, por ejerzio, el experimento se =%sc-ar uri "volado" --
con una moneda, en donae un: variable aleatoria -osrfa definirse de la -

siguiente manera:

Sie=1 w = dguila, % = 501 } conjunto tozal de resultados
obtenibles.

ca, 10s cuales nos serviran como punto dé apoyo para el entencdimiento for
mal de la teoria geoestadistica. En esta seccidn se introducer los con--
ceptos de variable aleatoria, funcién de distribucién acumulativa y fun--
cién de densidad, principalmente.

Una variable aleatoria (en adelante v.a.) denotada por X(.) o simple-
mente X, es una funcién con dominio en el espacio Q y contradominio en la
1inea de Yos reales IR (ver figura 2.1).

Si pensdramos en términos de experimentos aleatorios, - estaria forma
da por la totalidad de los resultados obtenibles al realizar dichos expe-
La funci6n o variable aleatoria (v.a.) X asociarfa un nimero -

rimentos.

real a cada uno de los resultados del exberimento. B

(o]

FIGURA 2.1

entonces X(,) = 1, X(,) = 0.

La v.a. X asocia un nimero real ( 0 6 1 ) a cada resultado del exper{
mento.

La funcién de distribuci6n acumulativa ( en adelante f.d.a.) de una v.
a. X, denotada FX(-) es una funcién con dominio er IR Yy contradominio en
el intervalo [ 0,1 ] (ver figura 2.1), Y que puede definirse como:

Fylx) = PriXxex} = Priw = X(u) Sx}, ¥ xe IR
donde Pr { X < x } representa 1a probabilidad de que la v.a. X adquiera -
todos los valores pasibles menores o iguales a x.

E1 uso del término: “funcién de distribucién acumulativa" en la defi-
nicién de FX {+), estd totaimente Justificado. Fx () es, primero que to-
do, una funci6n; es una cistribucién ya que ella indfca la forma en la --
cual los valores de la variable aleatoria x se encuentran distribuidos, y
es acumulativa ya que ella presenta la distribucién de los valores er for

ma acumulativa.

Nota: Los niimeros reales ascciados a cada resultade del experimento se re

presentan, generalwente, con letras minfisculas, &sto es, X(m)=x. :

L Lta\wm

5
)
)
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Enel ejemplo de la moneda, si la v.a. X estuviese definida como el nid

mero de veces en que cae “"dguila”, entonces FX(-) serfia jgual a:

FX(-) = si0 2x<¥-

ii) FX(-) debe ser una funcién no-decreciente, es decir:
Fx(a) < Fx(b) , Yach

1ii) Fx(-) debe ser continua por la derecha, es decir:

-~

six >1

i~ . Gréficamente, Fy (+) tendria la siguiente forma:

N —

0 1 x

FIGURA 2.2

No cualquier funcién Fx (+) puede ser una funcién de distribucién acu

mulativa; para serlo, ella debe de satisfacer las siguientes propiedades:

i) Fyl-w) = 1im Fy(x) = 0
X +~ o
Fy( = ) = 1im Fy(x) =1

X + =

1im Fy(xth) = Fy(x)

0 <h=0

Las funciones de densidad (en adelante f.d.) permiten describir con -~
mayor simplicidad la distribucion de valores de las variables aleatorias.
E1 significado de estas funciones depende del tipo de variables aleato- -
rias (discretas o contfinuas) al que estén asociadas.

CASO A.- Variable aleatoria discreta

Una v.a. X serd discreta si el rango de X es contable. Esto implica
que su correspondiente f.d.a. FX(-) esté definida como discreta (figura -
2.2.)

Si X es una v.a. discreta con valores x]'XZ”"'xn""' entonces la -

funcién denotada por fx(-) y definida como:

Prix =x} six=x;,3° 1,2,...,0,... "

fx(x) =

0 si X # xj ,d=1,2,...,n,...

se le conoce como "funcién discreta de densidad" de la v.a. X. fx(-) es -

una funcidn con dominio en IR y contradominio en el intervalo [0,1].

Nota: A cada variable aleatoria X le corresponde una y s6lo una funcidn -
de distribucidn acumulativa. Sin embargo, a diferentes variables aleato-

rias X, ¥, Z,... les pueden corresponder la misma funcidn de distribucidn.




En el ejemplo de 1a moneda. la funcién de densidad asozizda a la fun

ci6n de distribucién acumulativa representada en la figure 2.2

. tendrfa
la forma siguiente:

£y ()

1

BN

CASQ B.- variable aleatoria continua.

Se dice que una v.a. X es continua si existe una funcién fx(-) tal --

que Fx(x) i_{: fyluldu , ¥x,

La funcién de distribucién acumulativa de una v.a. continua X, Fx(x),

es entonces absolutamente contfnua.

La funcién f,(-) en la expresidn anterior se denomina funcidn probabi

=

0 1

FIGURA 2.3

Si X es una v.a. discreta, las siguientes relaciones pueden derivarse

facilmente:

Fy(x) = ) fyix.)
X (d=x;<x) X

fx(xj) = Fx(xj) - 1im Fx(xj-h)
0< h -0

Para que fx(-) sea una funcién de densidad de una v.a. discreta X, és
ta debe satisfacer las siguientes condiciones:
i) fx(xj) >0 J=1,2,...,n,..

ii) fx(x) =0 x ¥ x

iii) Z fv(xj) = donde 1a suma se 1leva a cabo sobre todos -
j X

Tos puntos x],xz,...,xn,.

listica de densidad o simplemente funcién de densidad. fx(-) es una fun--
cién con dominio en IR Yy contradominio en el intervalo [0,@ )

Si X es una v.a. continua, las siguientes relaciones se satisfacen:
X
Fx(x) =L fx(u)du
= d F (x)
fylx) = g 'x

Si fx(-) es una funcién de densidad, ella debe cumplir con las sj-

guientes condiciones:

i) fx(x) >0 ¥V x

o
ii) a! fx(u)du =
Es importante hacer notar que las interpretaciones de las funciones -
de densidad en los €asos discretos y continuo, no son Tas mismas, ésto es,
en el caso discreto fx(') representa una probabilidad ya que por defini--
cibn:

fx(x) = Pr {Xx = x}

Y en el caso continuo, habiéndose establecido 1a relacién:
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6 2 xfx(x) z Fx(x + X)) - Fx(x -axY =Prix - x <X <x~ox}

E1 concepto de media de una v.a. X puede extenderse al de una funcidn

de una variable aleatoria g{X}, es decir:

@

Efg(X) }= [ g(x)f gy (x)ex =_i g(x)fy (x)dx

—ox

si g{Xx) = X" entonces E[X"] se denomina r-ésimo momento;

la probabilidad de que X esté en un "pequefo” intervalo x - Ax< X<X +Ax , --

conteniendo al valor x, es aproximadamente igual a f,(+) multiplicado --

X
por la longitud del intervalo.

Dos conceptos sumamente importantes en la solucién de problemas de va
riables aleatorias y funciones de densidad y de los cuales haremos cons--
tante uso en geoestadistica son los conceptos de media y varianza.

Media .- La media de una v.a. X, denotada por E [X], se define como:

. E[x] = g Xjfx(xj) caso discreto
Efx] = [ xfy(x)dx caso continuo
le .

Varianza.- La varianza de una v.a. X, denotada Var[X], se define como:

Var[X] = Z (*j“‘e{x})zfx(xj) caso discrete
J

var[X] = [ (x - EIX!)ZfX(x)dx caso continuo

ES -
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si g(X) = (X - E[X])" entonces E[(X - E[X] Y] se denomina r-&simo momen
to central;
6 g(X) = (X - E))? entonces E[(X - E[x] 2] = [ (x - E[x))%f, (x)dx=
Varx] -

La varianza de la v.a. X puede escribirse también en términos del ope

rador £ [ ], es decir:

var[x] = E[ (x - £l )= ] - (e[])?

De acuerdo a lo anterior, Var [X] es también el segundo momento cen--
tral de la v. a. X.
Los siguientes son ejemplos de las distribuciones paramétricas mds co

munmente empleadas en estadistica.

A.- Variable aleatoria discreta
(1) Se dice que la v.a. X sigue una distribucién Bernoulli, X~B(p),

si la funcidn fx(-) estd dada por:

Nota: La media se interpreta como una medida de tendencia central y la va

rianza como una medida de dispersidn.




- SR oot ey v S+ S SR )
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. S si la funcifn fx(-) estd dada por:
"- . Id
p*(1 - p) 1oX para x = 0 6 1 1 para a < x < b,
b-a
fx(x) = ‘
fy(x) = \
0 para otros valores de x
: | 0o paré otros valores de x.
donde p es un pardmetro igual a E[X] . '
(2) Se dice que la v.a. X sigue wnmadIStribucigh Binomial, X~Bi(n,p), fx( )
si la funcién fy () estd dada por: 1 |
b-a i
n ] :
[xlpx(]-p)n-x para x = 0,1,...,n :
fyx) a b x :
0 para otros valores de x. .
donde
donde p y n son dos pardmetros, p satisface O<p<lyn-= 0,1.2...ﬂ perte i
nece al conjunto de los enteros positivos. a+b ' (b-a)z
4 E [X] =5 . Yar [X] = B

SIN0IBs .y o oy —

E[X]=np, Var [X] = np(1-p)

(3) Se dice que 1a v.a. X sigue una, distribucién Poisson, X-P(1), si
la funci6n fx(-) estd dada por:

ﬂ para x =0,1,2,...
x !
fX(x) = . .
0. para otros valores de x.

donde el parametro X satisface >0

EDX] =2, var [

u
>

B. Yariable aleatoria continua.

(1) Se dice que la v.a. X sigue una distribucign Uniforme Xx~U(a,b ),

(2) Se dice que 1a v.a. X sigue una distribucién Normal X-N(p,o ¢

si 1a funcién FX(-) estd dada por:

1 e ¥

’ XE(-‘”’&)

donde los pardmetros p y ¢ satisfacen - <p<wy o > g,

ENX] =y
var [X] = o?

u-c L o

sip =0 y o =1 se dice que 1a v.a. X tiene una distribucign Gaussiana

)




o standard, es decir:

f(x) = e

(3) Se dice que la v.a. X sigue una distribucién Lognormal X~log(m,

sz), si la funcibn fx(-) se define como:

1 exp [ - 1 Nnx -;}2 , ¥ oxe (d, © )
Xr?T—T-O 2
20
f lx}= )
0 para otros valores de x. -
fy() ot.

%
donde u y o son los pardmetros de una v.a. Y con distribucién normal.

)r-'l -AX , ¥ xe10,% )

fylx) =

0 para otros valores de x.

ar

donde Xy r son dos parametros que satisfacen A>0, r> O.

EX=r/2 var [X] =/ 22

En ciencias de la tierra, en general, se han analizado estadisti--
camente una gran cantidad de variables. Ejemplos de las distribuciones-
seguidas por las variables aleatorias mids comunes, se muestran en la ta-

bla 1.

Los conceptos anteriores pueden extenderse sin dificultad, de una -
variable aleatoria a varias variables aleatorias. Sean, por ejemplo X],

Xz, ..‘,Xk, k variables aleatorias todas ellas definidas en el mismo es-

" pacio Q. la funcidn acumulativa de distribucién conjunta de X],...,Xk

denotada por F ..’Xk(x],...,xk) seria igual a: Pr{ X]g x], Xzf xz,...,

X1,.

X < xk } para todos los valores x1,...,xk. Esta funcibén conjunta tiene -

k

2 , 2 2
E[X] = Mt /2 Var [X] = elh t2c ewt o
SiX - tog(m,s?) ¥ =dn kM, 0)
donde: -
2 , .2 .
= Mo /2 y ¢ =me - 1)
&

\
{(4) Se dice que la v.a. X sigue una distribucién Gamma X~ Y (A, r)

si la funcidn fx(-) es igual a :
o L .

su dominio en el espacio euclidiano EK y su contradominio en el interva-
To [0,1].
Similarmente, 1a funcién de densidad conjunta de K v.a. estaria defi-

nida de la siguiente forma:

fy ,..',Xk(x],....xk) = Pr | Xp = Xpeeees K= Xy }

1

Tanto f (+) como FX];... (+) tendrian propiedades simila-

X]""’xk ka




TRy ORI S STRTREE L

i e

41 — 42

res ¢ las descritas para los casos de urz v2r7able aleatoria.

Table 1 Excrjles o geological poy.::'ation distrilutions Lna propiedad muy importante en trozie~zs ae varias variables a]eatg

1. Norpa} distributions rias es el concepto de independenciz.
Topograpkic relief

Firroness of beszh sand Se dice que las v.a. X],..., X, son inaecendientes sf y s6lo si F

Pebble sphericity for fixed particle size k X] >

Pebble roundsess jor fixed pebbie size ( ) ‘
Water levels i well through time ey X XagenrgX =F Fy ¢ VeooFy ¢ y

Draicsge depaity (miles of stream per square mile of drairage-besin srea) k 1 k X] (x] ) XZ N XZ rre )k N xk /» para todo valor X] Tt

Specific gravity of rock #pecimens from a granite pluton
Packiog decsity of grains ic sandetone

X, .
13
Various dimensions (hinge length, ete.) of invertebrate fossls 3

Asgle of elope on beach forezhorest
Angle of slope ir valley walis{

Angle of dip of exndstone cross-beds{ N PR .
Porosity of sacdstones (expressed s percent void space) . ciones nos seran gtiles:

Percentages of sbundant minerals in rocks ) . K L .

Perceotage cf frosted grains in some dune sand (i) Covarianza (x ,Y) 6 Cov (X,Y) = E t_(x - E [X] ) (y - E [Y] )1
Percectage of moisture in sediments -

Percentage of some chemical elements or oxides in rocks F\_ !
Meaa values besed o0 n obscrvatioos from pormal or nonpormal densities ’ ‘(.i i) Correlacién (X,y) 6 ox,y°~ Cov(X,Y)/ ar [XJ Var I_YJ 1
2. Lognormal dist-ibutions ’
Particle-size distributions (by weight or pumber frequeney) of some sediments {
Thickness of sedimentary beds ¥ Vvar [XJ >0 y Var Yi> 0. :
Leogth of first-order streams in drainage basins of given order - :
Permesbility of sedimentary rocks (saodstone, limestone)

Y para el caso particular de dos v.a., X e Y, las siguientes defini-

Concertrations of trace elements in rocks . . |

Lengtby of beach segments on some clified cossts Diremos que dos v.a. X e Y guardan no-correlacidn entre ellas toda -

Areas of river placer deposita I .
8. Gamma distributions vez que Cov(X,Y) = 0 6 bien Pyy = 9 C )

Thickness of sedimentary beds -
Sand-shale ratio and clastie ratio of some stratigraphic units
Percentage of rare componcnts in some rocks (organic matter, trace elements,
moisture, heavy miuerals)
Particle sphericity over a large particle-size range - - - - a la distribucién bi-normal.
Particle roundness over a iarge particle-size range L
¢ g’,‘;::’:u::';’;‘:iﬂgi";“’_:'d ,m'fur:"“"“"‘é duahib, . . . mal bivariable si su funcidn de densidad conjunta es igual a:
Orientation of perticle axes in sediments
Direction of dip io sandstone cross-beds
8. Binomial distributions

Por G1timo, mencionaremos como ejemolo de densidades multivariables-

Dos v.a. X. e Y siguen una distribucién nor-

Abundaat minerals in rocks expressed as purobe. .f grains in subsamples of 1 ) 2
fixed nize - = X=-u
s — -
Abundeant fossils in rocks in subsamples of fixed size fXY(x W) exp X e

. 2 7 _— —_—
. ' I - 2(1-p)°
Occurrence of cross-beds in sandstone (0 = not presest, 1 = present) e - 2o xo y ] l 2Q1 P) gy
Poisson distributions .
Rare mioerals in rocks expressed as number of grains in subsamples of fixed
aire
Number of alpbs particles emitted per unit time from radionctive sediments
Sizes of invertebrate fossils in a **deuth” population

- -u -
: 20 x x Yb + l/ ver | .
{ Tbese items are normsl approxiriations of eircylar distributiona. . —lc i ; \ 1
< 9 T

donde
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w < X <w, ~w<y<ay o

x* Cy» Ex» Hys ¥ & son cinco parametros

Y

tales que: % >0,oy>0, ey <=y -n<uy<w.
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CAPITULD 111

GEOESTALDISTI1CA

INTRODUCCION

Gegestadistica, su Filosofia y Objetivos Fundamentales.

E1 objetivo principal de este capftulo es dar a conocer a aauelles —m——

profesionales de las ciencias de la tierra, los conceptos bdsicos de una
nueva teorfa denominada Geoestad{stica. Georges Matheron (1962) fué el -
primero en darle formalidad a esta teorfa, la cual definié como: "la apli
caci6n de las funciones aleatorias al reconocimiento y estimacién de fen§
menos naturales".

La premisa bdsica en geoestadfstica es considerar que las variables-
de fendmenos naturales son de caracter mixto, es decir, estdn compuestas
por dos aspectos: uno espacial O estructural y otro aleatorio. La figura
3.1 ilustra una grdfica de mediciones de porcentaje de mineral efectuadas
a lo largo de cierta direccidn en un yacimiento minero. El eje vertical
denota el porcentaje de mineral y el eje horizontal representa un cierta
direccién, x. Dos caracteristicas pueden apreciarse: una local, de comsor
tamiento errdtico o aleatorio, y otra general, con cualidades estructura-
Tes.

Un proceso de mineralizacidn, pbor ejemplo, puede presentar una es- -
tructura global y ademds seguir ciertas leyes que pueden ser geoldgicas,
metalogenéticas, o bien, una combinaci6n de ambas; en particular, exister
zonas donde las leyes del mineral son altas, asi como zonas de baja ieyv -
(Fig. 3.1), siendo ésto posible, Gnicamente, si la mineralizacion y las -

leyes del mineral poseen un cierto grado de continuidad. Dependiendo del
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tipo de depbsito, el grado de continuidad podrd ser mis ¢ mencs aparente.

I

MINERAL

COMPONENTE
ALEATORIA

COMPONENTE
ESTRUCTURAL

Z0NA DE LEYES
ALTAS

ZONA DE BAJA LEY

1
t
!
l
1
t
1
|
|
i
I

FIGURA 3.1

En efecto, si no fuese por la presencia de esta continuidad, cual- -

quier estimacioén y consecuentemente cualquier seleccibn serfa imposible -
.

de realizar, Sin embargo, en el proceso de los fenémenos naturales la mi
neralizacién no es tan cadtica como para anular cualquier método de esti-
macidn, ni lo suficientemente reqular como para permitir el empleo de mé-
todos deterministicos. Es por ello, que toda estimacién realista debe ne
cesariamente tomar en cuenta ambos aspectos, el estructural y el aleato--
rio, el primero siendo observado primordialmente por geclogos y el segun-
do por estadisticos.

De agui que, el nombre de Geoestadistica -propuesto por Matheron- ,

I

L)
g
«
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* defina al campo gque Sintetiza estos dos aspectos, y el cual ha abierto un
camino hacia la solucidr de oroblemas de evaluacién ae c2nisites minera--
les.
¢En qué consiste un estudio geoestadistico y qué problemas pretende

resolver?. Todo estudio geoestadistico se inicia con un andlisis estiuc-
tunal. Este consiste en el ajuste de una funcidén -dencminada variograma -
a la variabilidad espacial (in-situ) de los pardmetros estudiados. Como
ejemplos de estos podriamos citar: la ley media del mineral en un_ .
cierto volumen de roca. el espesor de una formacién geclégica, la permea-

bilidad de una roca, etc.

iPor qué hay que estudiar la variabilidad espacial de un fendmeno?.-
Es obvio que un yacimiento mineral de cobre porfidico no puede ser estima
do de la misma manera que un yacimiento de fosfatos sedimentarios. E1 --
procedimiento de estimacifn debe de tomar en cuenta la estructura de la -
variabilidad espacial de cada yacimiento, asi como la manera particular -
con la cual el yacimiento es muestreado.

Tomando en cuenta estas peculiaridades, es positle asignar a cada va
lor estimado, un intervalo de confianza. E1 método de estimacidn denomi-
nado Krigeage (en honor a Daniel G. Krige), toma en- cuenta todos estos --
factores y permite, ademds, efectuar la estimacién de reservas in-situ. -
E1 método del Krigeage proporciona el meyor estimader £ineal Amparcial po
s4bfe (en inglés: best linear unbiased estimator, BLUE) de las variables
estudiadas. “"Mejor" es entendido agui, en el sentido de gue minimiza la -
varianza (6 error) de estimacién.

La evaluacién de la proporcidn de reservas in-situ que pueden ser re-
cuperadas dentro de un marco econémico y tecnoldgico puede ser efectuada

a través de la Geoestadistica . La evaluacién de reservas recuperables -
debe tomar en cuenta, entre otros , los métodos de seleccidn, explotacidn

y beneficio a ser empleados.

Finalmente, en geoestadistica, es posible realizar simulaciones de -
yacimientos, o mds concretamente, generar un mcdefe con las mismas carac
teristicas estructurales de la(s) variable(s) estudiada(s). Asi mismo y
dentro de ciertos limites, es posible examinar las consecuencias que impli
caria el uso de diversas técnicas de extraccidn por medio de la simulacién
de éstas dentro del modelo.

La aceptacion de la geoestadistica, especialmente en ingenieria mine
ra, se debe a 1a coherencia y efectividad de las soluciones que ella ha-

ofrecido a los diversos problemas encontrados en la priactica.

LA TEORIA DE LAS VARIABLES REGIONALIZADAS

Diferencias Bisicas entre la Estadistica y la Geoestadistica.

Tradicionalmente, en el estudio de los fendmenos naturales se hace -
frecuente uso de conceptos bééicos de la estadistica. Se concidera por-
ejemplo, a cada uno de los valores muestreados, dentro de una cierta re-
gién R y para un determinado fendmeno natural, como diferentes realizacio
nes independientes de una misma variable aleatoria Z. Mds aln, se asume
que todos los valores muestreados provienen de una misma distribucidn. -
La metodologia aplicada consiste en inferir de Tos valores muestreados -
una distribucidon a partir de la cual, es posible por ejemp]b, evaluar re
servas. Estos métodos, por la simplicidad en las suposiciones, producen,
sin embargo, resultados frecuentemente incoherentes. Ademds, en ellos no
se toman en cuenta conceptos tan importantes como el de correlacién entre

valores muestreados.
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Actualmente, en geoestadistica, se considera que cada valor muestrea
do en un punto (o soporte} x = (u, v, w) de una regién R, repre
senta dnicamente una realizacién de una variable aleatoria Z(x). Si n va
lores fueran muestreados, ellos representarian realizaciones de n diferen
tes variables aleatorias Z(x]), Z(xz), ey Z(xn). cada una de las cuales
tendria asociada su propia funcién de distribucign FZ(x])(')’ FZ(XZ)(-),
.., F (-).

2lx)

//
-
]
r
(81}
’
=
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Estas ideas se representan esquemdticamente en las figuras 3.2A y 3.2B.

Variable Aleatoria Regionalizada

Las variables aleatorias i, ) »+++sL(y y Dor estar distribuidas
1 n

en el espacio, se les conoce con el nombre de variables aleatorias negio-
nalizadas (en adelante v.a.r.), y al fenbémeno representado por las varia-
bies aleatorias regionalizadas Z(xi) se le denomina negionalizacitn, ejem

plo de 1o cual podrfamos citar:

(i) E1 precio del barril de petréleo, el cual puede ser visto como una

variable distribuida en el tiempo (espacio de una dimensién).

{ii) E1 espesor de un estrato, considerado como una variable distribui-"

da en dos dimensiones.

(ii1) E1 porcentaje de mineral en un bloque de volumen V de un cierto de
pésito podria ser caracterizado por una distribucién en tres dimen

siones.

CONCEPTO  TRADICIONAL
(n)

CONCEPTO  GEOESTADISTICO
(B)

FIGURA 3.2 Fenémeno natural caracterizado por la distribucidn espacial

de una variable aleatoria regionalizada.

Y Y

v

= A » &



adelante como Z(x), se le conoce como funcifn aleatoria (en adelante f.a.)

y se distingue (como toda variable aleatoria) por tener asociada una fun-

Al conjunto de v.a.r. {Z(x]), cas Z(xn)}, representado de ahora en

cibi acumulativa de distribucién conjunta. *
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(i)

(ii).

Pt =Fpi e oo

Z(xn)(21x]),.-., z(x 1} =

= P {Z(x]) zlx))s oy 2x) < z(xn)}

Caracteristicas

(i)

(i11)

Las v.a.r. presentan las siguientes caracterfsticas generales:

Regién: referida a la extensién en la cual existe y se analiza un -

fenémeno natural.

Localizacidn: referida a la posici6n dentro de la regi6n, en la - -

cual una realizacién de una v.a.r. tiene lugar.

Soporte geométrico: entendido como la determinaci6én fisica de la --

realizacién de una v.a.r. siguiendo una misma técnica (mismo tamafio

(iii)

(iv)

relativo, volumen, método de ensaye, etc.).

nidos

De la misma manera en que los operadores E [ ] , Var [ 7, etc., defi

en el capitulo II, se aplicaron a variables aleatorias, también pue

den aplicarse a variables aleatorias regionalizadas. Consideremos la v.a.

r. Z(xi), en. el punto X, de la regién R:

* Nota: Ambos aspectos, el estructural v el aleatorio se encuentrarn implici-

tos en las funciones aleatorias.

E [Z(x,)] .- Si la funcidn de distribucién de Z(xi)‘tiene media (o
i
esperanzé), entonces esta media es una funcidn de X ¥ se escribe:

£ [Z(xi)] = m(xi).

Var [Z(xi)] .- 51 la varianza de la v.a.r. Z(xi) existe, entonces
ésta se define como el momento central de segundo orden, y se es--

cribe: S iimelol . TR
var [2(x.)] = E [{Z{x,) - m(x;)}?]

Al igual que la media de Z(xi), la varianza es generalmente una --

funcién de X

Cov [Z(xi), Z(xj)] .- Si las varianzas de las v.a.r. Z(xi) y Z(xj)
existen, entonces 1& covarianza de las dos variables aleatorias --

también existe y es funcién de las dos localizaciones, Xy xj:

Cov [Z(xi), Z(xj)] = E[f 2(xy) - m(xi)} {Z(xj) - m(xj)}]
Varioghama 2y[Z(xi), Z(xj)}.~ La funcién varicgrama se define co-
del incremento de dos variables aleatorias regiona

mo la varianza

lizadas, es decir:

51

2y[Z(xi), Z(xj)] = 2y(xi, xj) = Var [Z(xi) - Z(xj)]

La funcién Y(xi’ x.) se denomina entonces, sem{variograma. El1 va-

J
riograma también puede definirse como aquella funcién que express -
la estructura de intercorrelacién de una variable aleatoria regiona

lizada.
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HIPOTESIS DE LA GEOESTADISTICA

Volvamos a la figura 3.2-B y pensemos por un momento si serfa posible

inferir estadfsticamente la distribucién FZ(x.) (-)de la v.a.r. Z(xi) en
i

el punto X;» contando Unicamente con la realizacion z{xi). Obviamente, -

esto no es posible como tampoco es posible determinar la distribucisn de
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12(x

+h), ... I +h;. , para cualquier valor ;.

1

La hipftesis se ilustra grificamente en las figuras 3.3-A y 2.3-§
para el caso de dcs variables aleatorias regionalizadas, {Z(x]),

2(x,)}

la variable aleatoria, “resultado de echar un volado con una moneda”, con

s6lo una realizacién. Inferir la forma de FZ(x )(-) requerirfa contar -
i

con muchas realizaciones z](xi), ZZ(Xi)’ e zm(xi) de la v.a.r. Z(xi)en

el punto X;. Dado que en la préctica estamos limitados a contar con sdlo

una realizacién de la v.a.r. Z(xi), en el punto X;» parece ser como si --

nos encontr&ramos en un camino sin salida, es entonces cuando resulta ne-

cesario adoptar ciertas hipStesis.

Cuatro diferentes hip6tesis relacionadas con la funci6n aleatoria Z(x)

pueden adoptarse.

(i) Estacionarniedad estricta.- Una f.a. Z(x) se dice ser estacionaria,
en el sentido estricto, si su funcién acumulativa de distribucidn
conjunta FZ(x)(') permanece constante bajo egectos de trasfacitn.

En otras palabras, la funcién acumulativa de distribucién conjunta

()

(8)

Fz(x1+h),Z(x2+h)(')'

FIGURA 3.3 Distribuciones FZ(xl),Z(xz)(') y FZ(x1+h),Z(x2+h)(°) son idénf

ticas bajo efectos de traslacion.
(1)  Estacionaridad de scaunde caden.- Una f.a. Z(x) se dice ser esta--
cionaria de segundo orden cuando:

(a) E [Z(xi):cxi¢tc y no depende del punto o soporte X;

{ (x), 2(x,)s .. 2(x))

200 = Fai), 20xy), o 20x,)

de las v.a.r. {Z(x]), . Z(xn)}, serd idéntica a la f.a.d.c.

FZ(x+h) = FZ(x]+h), . Z(Xn+h) (Z(X-|+h), ey Z(xn+h)) de las

v.a.r, {Z(x]+h), vy Z(xn+h)} para cualquier vector de traslacifn
h. Esta hipétesis equivaldria a considerar como iguales a todos -

los momentos de 1os conjuntos de v.a.r. {Z(x]), ...,Z(xn)} y

13 [Z(xi): =m (constante), ¥ x;

(b) Para cada par de v.a.r. {Z(xi), Z(xi+h)} la covarianza exis-
te y 86Lc depende del vecton de trastacibn h.
C(h) = Cov [Z(xi), Z(xi+h)]= E [{Z(xi) - E [Z(xi)]}{Z(xi+h) -

E [Z(xi+h)1}]= E[{Z(xi) - m {Z(x;#h) - mi]=C(h) = E [Z(x;) -

Z(xi+h)] - m2, y X5



(i14)
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La estacionaricad de la cova~iarza implica estacionaridad de la va
riegnze y ael variograma.

var [Z(xi}: = [(Z(xi) - m)2] = Clo), V x;

~

v(h) = LET (2ix) - ¢ - f20cen) - )

) 22(x,) - 22(x;) Zlx;+n} + 22 (x;+n)]
=1 EZ2(x )] - E [2(x,) Z(x.+h)] + & E[Z%(x,+h
2 j i i z (x4 ]

y(h) = Clo) - C(h), ¥ x, -

Como se observa en la Gltima expresidn, y(h) y C(h), son dos herra
mientas que permiten expresar la correlacifn entre las dos v.a.r.,
Z(xi) y Z(xi+h), separadas por el vector h. Estacionaridad equiva
le a considerar, por ejemplo, una mineralizacién homegénea, donde

la correlacién entre los datos z(xi) y z(x;) no depende de su posi

I : Y 'y . "
cidn particular, sino de la distancia que los separa.

Hip6tesis intrinseca.- Una f.a. Z(x) se dice intrinseca si:

(a) Su media existe y no depende del punto X

(iv)

Lz existencia de 1a funcidn variograma representa unz hipétesis -
mis fiz°. ge satisfacer que la existencia de la covarianza. Mu--
chcs “endmenos fisicos presentan una capacidad infinita de disper

sigr, donde ambas la varianza y la covarianza no existen, pero pa

ra Jzs cuales es posible definir una funcién variograma.

tor io tanto, la estacionaridad de segundo orden implica la hip6-
tesis inirinseca, pero no lo contrario. La funcibén variograma --
puece expresarse en términos de la covarianza, y no asi esta dlti

ma er. funcion del variograma. ) ..k
w(h) = €(0) - C(h)

c(h) # f(y(h))

Quas< - estacionaridad.- Esta es la limitacién de 1a hipétesis de
estacionaridad de segundo orden a distancias [h] < b (o de la hipé
tesis intrinseca, si s61o0 la funcién y(h) es asumida). En la prdc
tica, el limite b puede representar la extensién de una zona homo-
génez, o el didmetro de la zona considerada para propositos de es-

timacién (Figura 3.4).

* Nota:

e

(b) Para todo vector h, el incremento Z(xi) - Z(xi+h) tiene varian
za finita (o existe) y no depende del punto x..

j
var [Z(xi) - Z(xi+h)] = E[(Z(xi) - Z(xi+h))21

Esta hipftesis asume fa exi{stencia de la covarianza C(h) y por lo

tanto de la varianza Var [Z(xi)] = Clo) < = .

NSTa.- Es conveniente hacer notar que parte de los conceptos intro-
ducidos en este capitulo han sido presentados como una extensién na-
tural de nociones basicas de la estadistica. Estos conceptos consti-
tuyen el lenguaje de la Geoestadistica. En lo que resta de este curso

se asumird la hipétesis de estacionariedad de segundo order en todas

las funciones aleatorias, Z(x).




FIGURA 3.4 Vecindades de quasi-estacionariedad.
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CAPITULD 1V

AnaLISIS ESTRUCTURAL , -

En este capitulo se define el proceso del andlisis estructural de un

fendmeno regionalizado en sus diversas etapas, desde el anilisis de la in

formacién bisica,hasta el ajuste de un modelo teSrico al semivariograma -

experimental.

EL ANALISIS ESTRUCTURAL Y SU PRACTICA.

Antes de iniciar un estudio geoestadfstico es recomendable familiari~
zarse con ambos, la naturaleza del fenémeno que se estudia {gecloafa, pe-
trografia, metalogenia, técnicas de operacién, etc) y con los datcs dispo
nibles. Esta fase preliminar es esencial tanto en el andlisis estructu--
ral como en la formulacién correcta del problema. Por tal motivo, siem--
pre es deseable poder llevar a cabo un andlisis estadistico elemental de
la informacién. Histogramas y diagrama§ de correlacidn, entre otras mu--
chas técnicas, ayudan en la deteccién de datos erréneamente muestreados.
Esto es de especial importancia ¥a que cualquier error en los datos se re

flejaria sistemdticamente en cada etapa del andlisis geoestadistico.

Una parte fundamental del an&lisis estructural lo constituye la formu
lacién del problema y el andlisis critico de la variable aleatoria regio-

nalizada, 1o que comprende, entre otros, los aspectos siguientes:

a) Representatividad Y ejecucibn correcta del muestreo.
b) Propbsito deb estudic.
c) Significado y Homogeneidad de los datos o de 1a variable que se es

tudia,
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d) Scpctte o volumen er e cual la variable esté definidz. Zara un
ingerierc oetrclerc, el soporte serfa por ejemplo ur ricies de ro
ca al cual se le ha dezerminado sus caracterfisticas PEI"C“Tsicas
{porosidad, permeabilidad, ete) Para un ingeniero minera, el sopor
te serfa el volumen de roca donde el porcentaje medic de un mine-
ral se desea estimar.
e) Extensién o deminic del campo sobre el cual la distribucién espa-
cial de la variable se definird. Esta extensidn puede cubrir una 1
cuenca geolégica, un yacimiento petrolero o una zona de minerali-
zacibn,
- )
5 ) '
El Semivariograma Experimental. " !
Analizados los datos Yy definida la varible procedemos al cdlculo del h

semivaricarama. Recordemos que el variograma ha sido definido como la -

varianza de la diferencia de dos variables aleatorias regionalizadas,

2y(h) = Var D Z{x+h) - 2(x) ] (4.1)

estando distanciadas una de 1a otra, un vector h. Un semivarioarama cal-

4
culado a partir de datos experimentales, vy (h), estd dado por la férmula:

' 2
[ z(xi+h) - z(xi)]

*
y (h) = €
2N' 1

(4.2)

n i 2=

i

- donde N' representa el nimero de pares de datos separados por el vector h,
z(xi) es el valor de la variable en la posicitn X

y z(xi+h) es el valor de la variable en la posicién x;+h



En le prdctica, sabemos que los datos pueden estar cistribuidos en -
1, 2y 3 dimensiones, y que ademds pueden presentarse reaular o irregu--
larmerte espaciados. También sabemos que la confiabilidad en el semiva-
riograma como funcidn estructural serd mayor cuanto mayor sea el nimero
de datos disponibles. Nc es sorprendente, en algunos casos, emplear da-
tos del orden de los cientos o de los miles, Yo tual de no ser por las -
computadoras, haria del andlisis estructural una técnica totalmente - -
impréctica. Por estos motivos, el cdlculo de los semivariogramas experi

mentales, generalmente,se efectia empleando programas de cémputo.

Es conveniente antes de entrar en detalle, mencionar algunos de los-

aspectos mas relevantes contenidos en los semivariogramas, estos son:
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5.- I-oacriantes caracteres estructurales del fendmeno en estudic pue-
der ser obtenidos de los rasgos del semivariograma. Arri
bz Ze una distancia 1lamada alcarce, ~anac de ccitedacdér, o sim-

piemente zange, las v.a.r. oracticamente no oresentan correlacidn.
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£ valor de Y{h) para distancias h mayores al rango, norbrado mesete,

representa la varianza maxima entre las v.a.r.

1.- Representa el grado de continuidad de los valores de las v.a.r; y(h) es

una funcidn creciente, es decir, que entre mis alejada se encuen-

tre una v.a.r. de otra, sus valores tenderdn a ser rds diferentes.

2.- Responde a la tradicional nocién de zona de <influcnciz entre v.a.
r.. E1 grado de crecimiento de un semivariograma representa el
grado de decrecimiento de la influencia de una v.a.r. sobre su ve
cindad.

3.- Andsotrerize—en-tos valores de 1a via.r. pueden ser-reveladas 7 -

través de distintos comportamientos de los semivaricgramas cons--

5

truidos a 1 largo de diferentes direcciones dentro del dominio de la

v.a.r.

4.- Continuicaz y regularidad de los valores estdr rerresentadas por
el mayor o renor comportamiento regular del semivariograma cerca

del origer.

i

= 6.~ Desde el momento en que se efectia un muestreo discontfnuo, se ob
tiene una imagen imperfecta de la ley de dispersidn teérica de --
1os valores de la v.a.r., por lo que Unicamente los puntos cerca-

~>5 al origen son considerados como significativos.

7.- ~'h; no representa en su totalidad los detalles locales del fené-

meno, s6lo expresa, en forma sintética, sus caracteres esenciales

Anatoriz del Semivariograma

EEa e} M
ERY

La se“inicién del semivariograma como un medio de la varianza de la -
difererz°z de dos variables aleatorias regionalizadas sugiere las siguien

tes prozicdades

'

: ]’(0) = U el semivariograma es por definicién igual a cero er el ori-
gen, JRE

v {F" =~ {-h) el semivariograma es una funcidn par. ... -, .
Cor ¢! objeto de entender el comportamiento de la funcién Y(h) es ne-
cesaric opservar primero el comportamiento de 1a funcién C(h}. Intuitiva
mente szo>amos que el grado de correlacidn entre las variables Z(xi) y Z(xi

+h) gensrzimente decrece a medida que la distancia que las separa se in -

crementz. De acuerdo con esto, y observando la relacidn U




R B TS T

(h} = Clo) - c(h) (4.4) _
v ’ ~{n} denota al coniunto de semivariogramas ~{ ‘h ,. ), obtenidos al ha--

L Xe)
podemos deducir cue 1z funcién ~ (h) debe de incrementarse con . {ver fi-

cer variar el dngulo direcciér - . Estudiando v (h! en varias direccio-

gura 4.1). nes 2, se puede determinar la existencia de posibles arisctropias, ta- ‘
N,
y(h) \\\\ ) . Ay les como el cambio de rango a( =) con la direccién a . Consideremos- ‘
' el ejemplo de las lentes mineralizadas de 1a figura 4.2 donde:
C(0) = y(=) ’
L e v(h} |
- B v — %2 rango horizontal , |
AGN0 '
Y(h ! '
(h) AUSENCIA DE CORRELACIQN : ; ’
(ESTADISTICA) . o vertical
C(h) "
a, rango iy
0 __} vertical ! horizontal ;
ZONA DE CORRELACION a h
(GEOESTADISTICA) T f {
FIGURA 4.1 . - . !
o ') ;
La distancia a a partir de la cual C(h) resulta pricticamente igual 3 ] h
a cero, se denomina aange y representa el punto de transicign entre el es FIGURA 4.2 E semivariograma como herramienta estructural.
tado en el cual existe correlacién (o zona de influencia), |h]5 a, yel -
) . ‘ el semivariograma calculado en Ja direccifn vertical muestra un rango a,
estado en el cual hay ausencia de correlacién, Ih] > a. ’

menor al rango a, del semivariograma ca]éulado en la direccién horizontal,
A medida que h crece, la funcién v (h) resulta, generalmente, mis o -

Los rangos a1y, pueden interpretarse como el valor medio del ancho y -
menos estable alrededor de un 17mite 1lamado meseta (0 &ilf, en inglés),

el valor medio del largo de los lentes mineralizados, respectivamente.
el cual es simplemente la varianza de la v.a.r. Z(xi)

E1 rango del semivariograma representa, en promedio, caracterfsticas morfo- )

. 16gicas de lentes mineralizados.
YO =)= var [ 2(x)] = ¢(0)-C (=) (4.5)

Aquellos semivariogramas caracterizados por un rango a y una meseta Comportamiento del semivariograma al origen.

C(0) se les conoce como modelos de transicibn, ya que permiten identifij--

car las zonas de transici6n definidas anteriormente. E1 comportamiento del semivariograma cerca del origen estd relaciona-

Estrictamente hablando, y dado que h representa un vector, la funcién do con la continuidad y 1a regularizacién de 1a f.a. Z(x). Cuatro dife--




rertes

<
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smoortamientos pueden observarse (ver figura 4.3).

Pawab&fice - ~(h) ~ A |h|2 , comportamiento caracteristico

de variabilidades espaciales sumamente regulares.

(i)

(iii)

{iv)

Lineak - v(h) ~ A |h}

Discontinuo al Onigen - y(h) no tiende hacia cero cuando
h + 0, aunque por definicién +v(0) = 0. La
variabilidad entre dos valores z(x) y z{(x+h),
muy cercanos, uno del otro, puede ser muy alta
e incrementarse con el grado de discontinuidad
en el origen de v(h). Esta discontinuidad en el
origen de la funcién +v(h) se denomina efecto
_ pepita lo nugget efgect en inglés) y puede
deberse a mediciones errdneas y/o microvaria-
- ~ bilidades. S

Edecto_Pepita Pune - Este es el caso_donde vy(h) aparece
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(h)|

f

H

L J
h h
PARABOLICO - ‘ LINEAL
. ) y;
v(h) vin) o
sl
) I
X h ’ . h
EFECTO "PEPITA" ’ - EFECTO “PEPITA PURC"

FIGURA 4.3

exclusivamente como una discontinuidad en el

origen,
v(0) =0 y ~(h)=C., para h>e.

Este efecto corresponde,exclusivamente, al estado

total de ausencia de correlacion.

Prigenes de Variabilidad.

La variabilidad entre las v.a.r. Z(xi) y Z(xi+h), representada por
el semivariograma, tiene diversos origenes los cuales estdn fntimamente -

ligados a las diversas escalas de medida, por ejemplo:

(i) A nivel de punto (h=0) existe una variabilidad -causada por errc -

res en los muestreos mismos.




(i§) A nivel petrogrdfico | 'h < 1 ¢r’ une segunda variabilidad pue-

de existir producida por transicidr de un elemento a otro,

N
o

ZL (iii) A nivel de estratos o lentes mineralizades { [hj < 100 m) una --
tercera variabilidad puede aparecer debida a alternancias de los
estratos o de los lentes mineralizados con material estéril.

A nivel de cuenca geolGgica o de provincia metalifera ( |h! < 100

(iv)

P

km) una cuarta variabilidad puede surgir como consecuencia de la
distribucidn de los yacimientos a partir de la orogénesis de 1a =
provincia.

Todas estas fuentes o estructuras de variabilidad, y posiblemente

por ello se les llama estructunas andidadas.

Observar simultdneamente todas estas variabilidades requeriria contar
con una gran cantidad de informacidn cubriendo todos los rangos de varia-

bilidad, desde 1 u hasta 100 km., 1o cual en la prdctica, nunca ocurre.

Bajo la hipbtesis de estacionaridad de segundo orden, las estructuras
anidadas pueden ser representadas como la suma de un cierto nimero de se-
mivariogramas (o de covarianzas), cada uno caracterizando una variabili--

dad a una cierta escala (ver figura 4.4).

muchas mds, actlan simultdneamente y para cualquier distancia n,y
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representaci6n de variozra~zs. o cualcuier funcién f(h} ouecs se- una -
funcidn semivariograma. unicz—zrte aocuellas funciones dedinidas rositi-
va u condicionalmente (Mathzrer., 1971) pueden emplearse come semivario--
gramas.

A hd -3
‘ c i '2
CO + Cr
C1 1
4
c0
Y2
. et
’_—___———-——-—-—-—_”
0 a 2; (10 m.) a, (200 m.) h

FIGURA 4.4 Estructuras anidadas.

Como se mencioné antericrmente, las dos caracteristicas orincipales -

del semivariograma Y(h)

y(h) = v )+ v (h) +y,(h) + o4y (h) (4.6)

Modelos de Semivariogramas.

A continuacifn se presentan las principales funciones empleadas en la

neal y efecto nugget } y la presencia o ausencia de una meseta o sill pa-
ra valores de |h| > a Atenciendo a estas caracterfisticas, los modelos

teSricos mds cominmente emopleadcs pueden clasificarse como:

(i) Modelos conm mesctz {0 modelos de transicidn)y comportamiento 1i--

neal al origen:

sor. su comportamiento al origen (parabSlico, v




(a* “odelo Esfbuice
{t" Mooelo Experencial
0 comportamientc parab6lico al origen:

(¢’ Mcdelo Gaursianc

(1) Modelos s worc?z (la funcién aleatoria correspondiente serd in-

(=)
el
wn

5

,_‘
=
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/ / ESFERICO
——
1

i
i

I |
| XPONENCIAL
| B

trfnseca donde ni la varianza, ni Ta covarianza existenj.

(a) Modelos de §orma lh!o, con 8 ¢ (0, 2) !

(b)  Modelo Logarttmice

Por el momento consideraremos {nicamente modelos.isotrfpices, esto es,
aquéllos cuyas funciones aleatorias Z(x) presentan la misma variabilidad

espacial en toda direccién.

Los modelos que a continuacién se presentan estdn normalizados, es de
cir, corresponden a f.a. Z(x) con varianza Var [ Z{x)] = 1. Para obte-
ner modelos con s(ff C(0) = C # 1 bastard multiplicar las expresiones da

das en vy{h) por C.

= - —

0

.——

N
~

FIGURA 4.5 Modelos esférico y exponencial.

, e

La diferencia entre los modelos esférico y exponencial es la distan-

cia (r) a la cual sus tangentes al origen intersectan el sil) C(0
a

):
r-= ~§- , dos tercios del rango a , para el modelo esféricc; r = %: = a

un tercio del rango practico a', para el modelo exponencial. Estos mode-

LI I
Tos presentan frecuentemente efecto nugget.
‘ Modelo Esgérice:
| ; 3 Modefe Gaussiano: 2 Vo
{ 3/2 (rra) - 172 (r/a)’, ¥ r ¢ [0,3] -(r/a)
. i y(r)=1-e (4.9)
r) = 4 (4.7) S ,
Este modelo de comportamiento parabSlico cerca del origen es raramen-
=sill, ¥r>a

] - te encontrado en aplicaciones pricticas.

Ciit
| ) ModeLo Exponenciat: Los siguientes modelos corresponden a f.a. Z{x) con capacidad ilimi-
| r) =1 e_r/a (£.9) tada de dispersién, esto es, Z{x) es intrinseco.

Estos dos modelos de semivariogramas con comportamiento lineal al orj

gen son los mds frecuentemente encontrados en la prictica .(Fic. £.5)

Modete ded tipe r°

ey T

y(r)=r®,6€ (0, 2) ' {(4.10)

G P rm e o e e

r/a




Modele Legatripnice:

v(r) = log r.

E1 modelo logaritmico o modelc De Wijs fue aplicadc extensamente du--
rante los afios 60's. Sus caracteristicas analitizas asf como el hecho de
que las primeras aplicaciunes de la geoestadistice a2 diferentes yacimien-
tos minerales (de oro y uranic principalmente) produjeron variogramas sin

sitt, lo hicieron "popular”.

Modefo con efecto de agujero:

Un semivariograma presenta el efecto dexagujcic cuando su crecimiento
no es mondtono. Este efecto puede aparecer en modeles con o sin sill (Fi
gura 4.6). Un modelo con efecto de agujero, con sill y con comportamien-

to parab6lico al origen tendrfa la siguiente forma:

4.n)
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"

= - 5€n° (4.12)
¥(r) = - 32
v{r}
E SIN SILL
CON SILL
b e — \; ) :}
s i} L
r
FIGURA 4.6 Semivariogramas con efecto de agujero .

o SR

Este comportariento s€ ha observade frecuentemente en acuellos depbsi

tos minercs dorde existe .-z sucesilrn de zonas ricas y pobres.

Fendmenos anisotrépicos

Un fenbmeno aniscivfricc se caracteriza por presentar diversas varia-
bilidades en cada direccidn a . La funcidn estructural Y(h) = ¥{|h} 5o )

depende entonces de la direccién a y del mbdulo |h| . Cuando la funcién

y(|h] ,& ) depende Ginicamente del médulo |h] el fendmeno se nombra aotnd

pice.

En la prdctica, el cardcter anisotrépico de 12 funcién v(h) se mani--
fiesta por la existencia de direcciones preferenciales al momento de la -

génesis de)l fenbmeno estudiado. Estas direcciones preferenciales son co-

>r§;

nocidas generalmente, de artemano, como por ejemplo, la direccidn verti--
cal en un depbsito formado por depositaci6n deltdica, o las direcciones -

horizontales en un depSsito de aluvibn,

Los modelos isotrfpicos presentados anteriormente, dependen ex
clusivamente del médulo r= h, del vecto? h. Eh‘esta versibn, los modelos.
anisotrépicos seran presehtados empleando ef método de "Eeduccién" al ca-
so isotrépico. Para el caso de anisctrepia geométrica, la reduccibn se -
hard por medio de una transformacién lineal y para el caso de anisotropla

zonaf, la reduccifn se hard por separacifn de cada variabilidad direccio-

nal.
(i) Anisotnopia Geemét-ica.
Un semivariograma v(h 56 = w(hu hv) presenta anisotropia geomé

trica, cuando la anisotropia puede ser reducida a isotropfa apli-

cando una transformacién £ineal 2 las coordenadas:

R AR
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Mo

?
yhs hy)o= bt Rty syt R ) (4.13) se obtendria 1o siguiente: 2
a a 3 a
andsetalpice Lsotnbpice 3 3, 1 L] 2
v, (hy) = h - h s ¥ b gy
a 1 1 a 3171 a 2
1 22, o 2 %, a !
donde hu =y, hu + ay, hv
h' =aynh tanh P
0 en forma matricial h' = Ah donde A representa la matriz de transfor- a“g
macién. Yo (hl) = Y“z (hl) donde h1 =h 3
1 oy
Como ejemplo consideremos los semivariogramas Y“l y YOlz de la -
a
figura 4.7, calculados en las direcciones o] y o enel espacio de -- E1 cambio de coordenadas h: = h. %2 permite caracterizar la va-
i ia
dos dimensiones. Los dos semivariogramas han sido representados por mode 2

los esféricos con sill igual a 1 y rangos iguales a a°1 y a_ ; dado que

%2

Yul # Yuz

Con el objeto de hacer coincidir las dos curvas, basta multiplicar la

el fenémeno representado es anisotrépico.

distancia a lo largo de la direccién o, h] por el radio de afinidad

aul/ a°2 o alternativamente, multiplicar la distancia a lo largo de -
la direccifn % h2 por a_ / a, En efecto, para los dos mode--
2 1
los esféricos:
( 3 1 3 "
Y hy) = hy - hy , ¥ <a
o 1 2 a 1 2 a 3 " 1 o
| o
y
3 1 3
v, (hy) = hy, - — hy, ¥ h,<a
a 2 2a ¢ 2a 2 2 - oy
a %
i .

riabilidad en las direcciones 5 Yy 02 por medio de un s6lo modelo es-

‘férico con rango a,
2

v{h)

FIGURA 4.7 Anisotropia geométrica.
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Considerande r direcciznog “aeeeln X vestaria con graficar los-

rangos de Yos semivariogramas =n ‘urcién de sus 2irecciones par: deducir

la posible existencia de una transformacién lineal. Si la gréfica pudie<
ra aproximarse a una elipse, ertonces una transformacifn lineal existirfa
y permitirfa transformar ia eiipse en.circulo Jo cual eouivaldria a consj

derar un fenémeno isotrépico. Ir caso contrario, el modelo de anisotro--

'pfa zonal seria adoptado.

-
(i1) Anisothopia Zonakl

E1 modelo de anisotropia zonal consiste en definir al semiva-
riograma asociado al fendmeno en estudio como una estructura anidada, es
decir, como la suma de otros semivariogramas donde cada semivariograma se

permite exhibir su propia anisotropfa.

ne- 3

Y(h) =

Lovm

1

Por ejemplo, el semivariograma w&(h), (h-vector) puede representar

un fendmeno con anisotropfa geométrica, el semivariograma yn(h)
. . ; 2 2
puede ser isotrbpico en 2 dimensiones Y(hu, hv) =y ( hu + hv ) = y(lh!)

o bien el semivariograma y k(h) puede depender iinicamente de la distancia
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Ejempios ge £:.:z2: de Semivariogramas.

CASO 1: Tiompe: do Redlexdén.

A partir de informacidén estructural obtenida en el distrito Villa-
hermosa de 1a Zora Sur (Petroleos Mexicanos) que comprende los campos
Sitio Grande, Samaria y otros (Figura 4.8), se evaluaron semivariogra-
mas experimentales de tiempos de reflexién a lo largo de dos direcciones,
45 y 135 grados cor respecto a la linea oeste-este. Tales semivariogra-

mas presentan las siguientes caracteristicas (Figura 4.9):

(i) En los dos casos (45°y 135¢) no existe presencia aparente de efec-

to nugget, por lo menos a la escala de los datos experimentales.

(i) Ambos semivariogramas presentan un fendmeno de transicidn entre
el origen y una distancia de cerca de 30 kildmetros. Ei semiva-
riograma obtenido en la direccién 135° muestra un incremento brusco
en sus valores a partir de h = 36 km. indicando con ello 1la pre-
sencia de un trend, el cual se conocia de antemano segin evidencias
geolégicas. Se sabe, por ejemplo, que la formacidn reflectora (For-

macién Tamabra) aflora hacia el sureste en la Sierra de Chiapas. 

h,o Yglh) = Y k(h,)s Vh.
E1 modelo de anisotropia zonal es el mds usado en la préctica, ya que

por su flexibilidad puede ajustarse a cualquier tipo de anisotropia.

E1 semivariograma obtenido en la direccién 45°muestra una caida
brusca en sus valores, también a partir de h = 30 km., lo cual
sugiere la presencia, globalmente hablando, de una estructura simé-
trica ( con respecto a la 1inea NW - SE, ver figura 4.10-A y -B)y,
la cual esta generada, como se sabe, por el empuje de un domo salino

subyacente.
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variograma tedrico (esférico) con rango a = 18 km. y sill
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C(0) = 0.30.
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CASO 11: Penmeabifidades "Camp: Acuatempa"

Presencia de uh—"Trend"

(A)

SW —————— 45° o £

El efecto de pepita puro suelo aparecer en aquellos casos donde el mo
delo de transicién yo(h), s existe, tiene un rango a mucho menor al de
la dimensién del soporte de los datos, a<< v. La dimensién del soporte v
cubre toda la variabilidad de yo(h), aparentando las caracteristicas -

del efecto de pepita puro.

Es frecuente asumir equivocadamente, la hipdtesis del efecto de pepi-
ta puro, cuando la razén de} comportamiento de yo(h) no es sino la esca

sez de informacidn o el suavizariento de los datos.

La Figura 4.11 muestra un semivariograma experimental obtenido a par-
tir de datos de permeabilidag de 7 pozos del campo Acuatempa. :iste es e}
caso donde por la escasez de informacién se geners un efecto de fluctua--

cidn alrededor de 1o que se suoonfa el 4L, simulando el efecto de pepi-

ta puro. - I

simetria

(B)

FIGURA 4.10 Perfil estructural de }a formacién Tamabra, sureste zz México.

Cada dato de permeabilidad ests asociado a un soporte v aproximadamen
te igual al volumen de un cilindro de radio igual al radio de drene del -~
pozo, y de altura igual al espesor de formacién. Si el modelo de transi-
cion yo(h) existiese en es:te caso, éste tendria como rango una dimen- -

sién a mucho menor a la dimersiGn V.
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CONCLUSION , Db e T

E1 objetivo del andlisis estructural es detectar las principales caracte-
risticas estructurales del fendmeno regionalizado que se estudia, analizando
los diversos semivariogramas experimentales. La informacion obtenida de este

—————POr otras evidencias ( geoldgicas, mineraldgicas, procedimientos de muestreo,

andlisis debe ser comparada con las caracteristicas del fendmeno, conocidas

etc.). Bajo ninguna circunstancia, un estudio estructural debers reemplazar
una campana geoldgica (6 geofisica) de exploracién, por lo contrario, el

| estudio deberd ser guiado por la geologia misma. E) anilisis estructural

| complementa v enriquece el conocimiento geoldgico del fenbmeno, cuantificando

la informacidn, para usos posteriores de estimacidn.




CAPITULC V

| VARIANZA DE ESTIMACION
INTRODUCCION

Todo método de estimacién introduce implfcitamente un error de estima
" cibn derivado del simple hecho de que la cantidad por estimar & no coinci

de con el valor estimado z* ,
A=z - 2* v (5.1}

Asi como z(xi) se interpreta como una realizacién de la variable alea
toria regionalizada, Z(xi)f el error r(xi) puede interpretarse como una -
realizacion de la variable aleatoria regionalizada R(x‘.) = Z(xi) - Z*(xi),
en el punto x;. Por otra parte, si la f.a. I(x) es estacionaria, enton-
ces 1a funcibn aleatoria error R(x) seri estacionaria y los dos errores -
r(xi) y r(xj) serdn considerados como dos realizaciones diferentes de la

misma f.a.

R(x) = Z(x) - 2* (x)

Bajo la hip6tesis de estacionaridad de segundo orden, si los errores

T e s T RIS LT BT T T . ———

el valor z(xj) en gl punur'kj por medio del valor z*(x.) permanece desconocido,

e . e Y . .
sin embargo, la media y la varianzz de los errores (6 la funcién de distri-

bucién, si ésta es conocida) pueden ofrecernos una idea de la calidad de la
estimacién. La media me caracteriza el valor medic de los errores y la
varianza cg representa una medida de dispersidn de los errores alrededor

de la media. Por lo tanto, un buen método de estimacién serd aquel que:

oy

(i) posea una media de los errores mp cercana a cero, propiedad que
guarda un estimador insesgade, o .imparcial (e unbiased en inglés),
y

(i1) muestre una dispersidn minima o muy concentrada alrededor de la

media, es decir, con una varianza de estimacidn cercana a cero,
2 _
Of = 0.

Consideremos por un momento el problema de estimar el valor Zv (por
ejemplo, el porcentaje medio de cobre ZV.(x) en un bloque de tamaiio V cen-
trado en el punto x), a partir de un conjunto de n datos

o Sl

{Z(xi), i=1an}l,

r(x]), cees r(xn) fueran conocidos en una cierta zona de control, a tra--
vés del histograma de los n valores,serfa posible inferir la funcién de -
distribuci6n de R(x), o al menos serfa posible inferir la media me = E [R{x)]

¥ la varianza de) error o varianza de estimacién Var [R(x)] = cEz.

E1 error r(xj), (3 #1, 2, ..., n) introducido al tratar de estimar -

E1 estimador 7* estard definido como una funcion de los datos:

* = f [ Z(Xl), Z(xz):---vz(xn)]-

E1 cdlculo de los momentos de primer y segundo orden del error'(Zv - %),
requerird del conocimiento de la funcidn de distribucién conjunta

FZ("l)"-"Z("n)( ), 1a cual, al menos en la etapa de estimacidn, es imposible

de obtener. Esto nos restringe a la clase de estimadores &fineates.

(-3 7]

N
41




&3}
n

n
s
2*= Z_)(Z(u)(,) (

G 7RV

i=1
donde.znorz s7, la —edia v la varianza del error pueden calcular-
se empizande la funcidn semivariograma 7Y (h) (o la funcidn cova--
rianza C{h)), comc se demostrard a continuacion.

Sea Z(x; una funciér aleatoria vy estacionaria de segundo orden, -

con mecdia m, covarianza C(h) y semi-variograma Y (h).
Case Tao<g=ggo.

Se gesea estimar Ja media aritmética z, de un conjunto de k

valores desconocides :z(x.), j=1, . , k} , es decir:

J
K
2 =i Z z(xj)
9=

Se empleard como estimador lineal a zﬁ, definido como la media -
\

aritmética de un conjunto de » datos conocidos {z(xi), it = R
., n: (Figura 5.1).

n

z: =1/n L z(xi)

i=1

—— Regidn de estacionariedad de segundo orden

FIGURA 5.1

*
E1 valor z, se interpreta comc una realizacién de la v.a.r 225 y el

*
error desconocido Zp -2 dencta una realizacidén particular de la v.a.r.

*
K K*

Bajo 1a hipbtesis de estacionaridad de segundo orden, la condi-

cion de estimaden insesgado se cumple ya gque:

- e 3
B [ZKJ E [1/K ?_1 Z(x.)

m

n
AR - 0
Iz WS (]/n To2(x.)7 = 1 /n
‘ i

ic que implica

K K
Wk ] E ;'Z(xj)} =ik ] m=m
G 3=
n n
F [F(xi)]= 1/n Z m=m
i=1 i=1
0] (ER3)



Para la varianza de estimacién se tiene:

2

' L 4

*.2 r *24 8
% E 7707 ¢ ‘LZKZJ CEY -2 N (5.4)

ar

Denotando por € (K, n) al valor medio de 12 covarianza C(h) cuando un ex

tremo del vector k describe al conjunto de puntos < z(xj), =1, .. K}

y el otro extremo describe independientemente al conjunto de puntos -

donde { z(x;), i=1, ..., n} , es decir,
- ’ ; K. P K K , Con
E 2,7 = E [Qsk 2tx.,)) V=€ T 1/k8 ° ) o g _ .
LK ] [ . _Z RN | ]u ; L (. z L Z(XJ) Z(XL)] C(K,n)=1/kn § I Clx,- x.),
‘ . i=1 j=1 2=1 : P 3o
Jj=1 i=1 [
KoK K K . ST ' [
2 . entonces la expresién anterior puede escribirse como: .
TV T CE[2) 20)] 2 T D eixiexg) ¢ e P P ‘ !
X 377 ‘ iTe J (
J=1 2=1 i=1 =1 o e e a '
GE2=E(K,K)*f(n.n)-25 (K, n) (5.6)

dado” que
- C(h) =.Clx-y) =°E [2(x) Z(y)] - m?
Similarmente
2 n n
. » , ,
E [Zz] =1/mc 7y [C(x]. - %;) +m2]
i=1 j=1

K n
E[53] = vkn 7
j=

! 2
{C(xj-xi) +m
i=

]

Sustituyendo en la expresién (5.4) obtenemos :

2 2 & F °or
- 2
o = 1/K ; I C(xj-xl) +I/m 7T ¢
i=1 11 i=1 =)

C(xj~x;)

s Y

1.,

4

] K n
(x; - x)-2/kn] ]
J=1 i=1

(5.5)

Caso Continuo.

Consideremos ahora a los K puntos'xj localizados dentro del volumen
V con centro en €1 punto.x, y a los n puntos x; dentro del vdlumenAQ'coﬁ -
centro en-el punto x -, $i K ¥ n tienden hacia infinito, entonces las me-
dias aritméticas .y z; tenderdn hacia los valores medios en v y v de -

la variable puntual z(y), esto es:
*

sz s 0 T 2(y) gy, -z (x) = T 20y
z, z,(x) = L o) y) oy, y oz, NE v fxs 2(y

Los valores medios zv(x) y zv(x') son interpretados como realizac%o-
nes particulares de las dos v.a.r. Zv(x) y Zv(x'). Bajo la hipstesis -
de estacionaridad de segundo orden, es f4cil demostrar que Zv(x') es in--
sesgado y que ademds, paralelamente al caso discreto, la varianza de es-

timacién estard dada por:
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=" I 1, L=
w." =T, v+ Tiv, v -8 (v, w) (5.7

Empleando la relacién C(h) = C(0) - v (h), la expresién anterior resulta:

Set =2 Y WV, vl = XY, V)= Ty, ) (5.8)

donde  y(V, v), por ejemplo representa el valor medio de y(h) cuando
un extremo del vector i describe el dominio V(x) y el otro extremo des-

cribe independientemente el dominio y(x').
Casc Hibrido.

En este caso se trata de estimar el valor medio zU(x) de un bloque -
de volumen vaor medio de una combinacién lineal ZE de n datos conocidos

1 Z(Xi)’ i=1, ..., n}. En términos de variables aleatorias regionaliza--

das tenemos:

* n
Iy serd insesgado si la condicién J N T 1 se cumple ya que E[Z;]=m
i=1 )
5] ] 20x,) i
Y " R RES A8 M =m ) A
K = O 1 A2
Procediendo andlogamente a los dos casos anteriores, de la expresion
(5.4), se tiene: * ~
al =k [z, - )? ]
B v K

7 ) A r -
% =sz % Flo, vi- qv,w - [T AN T -x, (5.9

donde ?(17, V) denota el valor medio de vy (h) cuando un extremo del -
vector i estda fijo en el punto X el otro extremo describe independien-

temente el volumen V.

Observaciones

1.- Las férmulas de la varianza de estimacién son completamente generales
para cuaiesquiera que sean los dominios v y V .

2.- La funcién 2 y (h) puede interpretarse también como la varianza de es
timacidén generada al tratar de estimar la variable Z(x) por medio de

la variable Z(x+h):

0 =0
CEZ =E[(Z {x+h) - Z(x))2] =2 vy (xth,x) = v Q;/(/;; il (X+D/{;:;)

. =2 v (h)

- 2 ) . |
3.~ Las formulas de op expresan cuatro conceptos esenciales e intuiti--

vos gue todo buen proceso de estimacidn debiera de expresar:

(i) Analisis del término Y (V, V) (ecuacién 5.8). Dado que Y (h)
se incrementa con h, entonces Y (V, V) se incrementara con e}
tamafio de V. Considerando fijos al dominio v y a la distancia
fv,v), sera mas facil estimar el valor medio de un bloque V, que
e} valor asociado a un punto desconocido (V=x). Si V permanece

fijo, el término vy(V,V) y consecuentemente og, dependeran de la

geometria de V.



(ii; Andlisis del térmip® w~(V ,v (&ceacidh %.8). Si la distancia
(v ,Vi‘se incremerte, est le hece el temine V(v ,¥)y por --
consiguiente CEZ tembign se incremente Con esto se cemuestra
la importancia de iz geometrias, la de la infommeion disyori-
bee {v] uw La del velumer guc 3¢ extuma (V).

(iii) Andlisis del término v(v,v) (ecuacisn 5.8j. Si el dominio v
crece, v(v,v) también crece y cg disminuye.

Considerando. fijos.a Tas voldmenes ¥ y v, y a la distancia (v ,
V), la varianza de estimacidn dependeri de la configuracidn de

la informacién v . En la figura 5.2 po- ejemplo, el bloque U -
estard mejor estimade mor las dos muestras vq y v, cuanao éstas
estdn separadas, que peor las dos muesiras V; y vi cuando éstes

estdn juntas. En efecto, Y(V} + v;, v; t v;} seré menor gue
7(v,+ Vg vyt vz), Fsta nocibn intuitiva de la importancia -
en la configuracién {geometiia) de ios datos disponibles forma-
"Jizada en géoestadistica a través dé1btérmino ?(U, v), es igno
rada por los métodos mds comunes de estimacidn.

B d d d %

s e e =2 g [E

~d\~o Vo

FIGURA 5.2

Be

Do)

6.~

penderéd cbviewm
rémene {grade ae regularidad y continuidad} exoresacas z través

de +y(h}. Er vacimientos petroliferos, la variz

lores de la permeabilidad serd mucho mds contfnuz e~ direc-
cién horizontal que en direccion vertical. Cornsicesrando es
ta anisctropia en el semivariograma, Se asignaré, er ie estima-

cién de V, un mayor peso a la muestra v, que Se encuentira en el

1
mismo estrato que V, que a la muestra v, de un estratc diferen-
A

te (Figura 5.3)

/”—\

n .
. | ——0\,

v

= S ;—ﬁ\
/\
FIGURA 5.3

La férmula (5.9) expresa cE“ como una funcidn lineal de los i pesos
E1 método de estimacion del Krigeage determina el cenjunto Gpti-

mo de pesos Ai de moao tal que UEE sea minimizada y la condicion de -

insesgamiento (jx = 1) sea satisfecha. Por ello el Krigeage es re-

conocido como el mejck estimador Lineak Linsesaade.

La expresion de CEZ en la formula (5.9) es general, va que puede apli

89



carse sobre cualquier volumen U y para cuaicuier conjunte ;i' =i=1,
.5 N } sujeta a la condicidn Z2i=]. Je aqui que esta formula pue-

da emplearse en el cdlculo de la varianza de estimacign de otros méto

dos lineales de estimacién, tales como el método de "ponderacién con

-~ respecto al inverso del cuadrado de la distancia”.

De acuerdo a ic visto er el Caso Discretc v secin les férmulas {5.6)

y (5.8}, para el caso i) se tiene:

9

VARIANZA DE ESTIMACION Y VARIANZA DE EXTENSION  °F°

Estrictamente hablando no existe diferencia conceptual alguna entre -
1as nociones de varianza de estimacibn y varianza de extensibn, aunque en
ta préctica se les ha asignado un significado especifico., Para mejor ex-

plicar ésto Gltimo observemos la Figura 5.4,

.
o3
v
©5 o1 o2
o4
FIGURA 5.4

Supongamos que se tiene un bloque a estimar V, rodeado de 5
muestras con soporte v cuyos valores son conocidos, sean éstos Z}’ZZ’ZB’

24 ¥ 25 Supbngase los dos casos siguientes:

i) Estimar V empleando unicamente la muestra 1, localizada den-

tro del bloque.

ii) Estimar V utilizando las 5 muestras disponibles.

R A (R R Ty

{10 que se ha hecho es asccian el valor conocido £ al bloque V).

_Para el caso ii) se tiene:

*_

z =§(21+22+23+24+25)

o’ =270, v - YW, V- Y, v)

(donde se ha estimado el bloque V en base a las 5 muestras conocidas v).

De ahi que, cuando se tenga la extensién de una muestra individual a-
su "zona de influencia” se emplee el término Varianza de Extensibn (7 {v,
v}-=0) y cuando se tenga la extensién de un nimers mayor de muestras a -
un blogue o al depGsito entero, se utilice el término Varianza de Estima-

cién (T (v, v} #0 ). e U
Calculo de los valores medios .

La funcién v (v, V) introducida anteriormente se emplea en -
el cdlculo de 1a varianza de estimacién y también, como veremos mas adelan

te, forma parte fundamental del método de estimacién del Krigeage.

YAv, V) = 1/(w) [ dx [ v (x-x') dx' (5.10)
v v



Existen dos métodos para evaluar la funcidr
(i) Mediante el cdlculo numérico. Los dominios v y V pueden discre
tizarse permitiendo emplear sumatorias (J) en vez de integrales.
(E1 uso constante de las computadoras ha hecho de este método el

mds empleado).

82

(ii) Mediante el c§lculo directo de las integrales.- Asumiendo un -

cierto modelo y(h) - exponencial, esférico, lineal, etc. - y
ciertos dominios v y V, es posible calcular las integrales que
aparecen en la definici6n de Y . Sin embargo, las expresiones
que resultan de resolver las integrales en ocasiones son muy lar
gas y dificiles de evaluar por lo cual se emplean ciertas

funciones que se conocen por funciones auxifiares, las que

se evaliian por medio de grdaficas o bien directamente a través —

de su expresifn analftica.

FUNCIONES AUXILIARES.

g

Existen cuatro funciones auxiliares bdsicas representadas por las le-

tras a , X, F y H, y definidas sobre dominios de forma rectangular en una

L} )
el segmento AB.
L . Rk
X(L) =  Y(A,AB) =1/L | (u)du

La funcidn F{L) se define como el valor medio de y(h) cuando Yos dos

extremos del vector & , describen independientemente el segmento-AB-
L L
F(L) = (A8, AB) = 1/L% | du | vy(u-u')du'
0 0

Dos dimensiones.- Sea ABCD el rectdngulo (Lx%) representado en la Fi
gura 5.5-B. Lla funci6n a (L ;&) se define como el valor ...

o —

y dos dimensiones.
Soal o

Una dimensifn.- Sea AB el segmento de longitud L representado por la
Figura 5.5-A, y sea Y (h) un cierto modelo de variabilidad estructural.-
La funcién auxiliar X(L) se define como el valor medio de Yy (h) cuando un

extremo del vector h estd fijo en el punto A y el otro extremo describe -~

A ]
. ]
A B . L‘
(R !
T C L .k
o
(B)
— —  FIGWRA 5.5 - - -

medio de Y(h) cuando un extremo del vector h describe el lado ACy <} --

otro extremo describe independientemente el lado BD.

ofl 3 2) = ¥ (AC , BD)



94

T T T e e ey

& 2 5"
Procedimiente similarmente. necemos cefiniv jar siguientes funciones . z . 2 A
- ° HlLii = =y - ‘oc by L Ter U {5.15)
auxiliares: : v L D 5i L
a (85L) = 5 (AB, D donde u = L2 - 52
X (L;f) = ¥ (AC , ABCD) i
F (L_»;i) = % (ABCD , ABCD! e e Para el caso particular donde L=f se tiene "
H(L;g) = ¥ (A, ABCD) aftse J = 10768 ¢, X{£30 ) = 0.7351¢2
, Fles2 ) = 0.5213% H(z32 ) = 0.7652¢ '
Existe un gran nimero de relaciones entre las diversas funciones auxi g :
liares, las cuales, por falta de tiempo, no se expondran aqui. Nota: EXPRESIONES SIMTIARES PARE msv CASOS DE MODELOS EXPONENCIAL, LOGA
TE; - S < "
Para el caso especifico de un medeic Lsetrbpice Lineal  y(h) = r, FITMICO, BETERICC ¥ r¥,  AST COMO ALGUNAS GRAFICAS PARA 10S MODE
o 2 LOs ESFERICO Y EXPONENCIAL, PUEDEN ENCONTRARSE EN MINING GEOSTATIS
r=|h{ se tienen las siguientes funciones auxiliares: TIC 5 (JOURNLL & HUIJBREGTS-1978) .
-
4
i) Una dimensi6n r—
0 EJEMPLOS .
X(Ly= /2, F(L) = /3 " (5.11)¢
7 1.- La varianza de estimacién asociada a la evaluacién de un segmento .
(ii') Dos dimensiones AB de longitud & a partir de una -muestra central 0 se obtiene em-
’ —— leando la férmula (5.8 como sigue:
e llse) = 13w 273 L2 (1w 4 s T0g £ (5.12) P wla (5.8) s
18 112 1L 1 ¢ L+u it T o l=2 7 (0, AB} - Y (AB, AB) - ¥(0, 0);%
X(L;iy=2L 4wy 1. 2)+——]og + - ] E S e
6 2° 4 6l 3 g L1121 2 _
donde,debido a la simetrfa
/ (5.12)
st 1o - - —
v(0, AB) = y (0, OA) = ¥y (0, 0B) = X(2/2) s
2 2 3 3 2 + . - Tewgo
F(L;'I):u]-—]%-—]%—)'*l (—L2+£?/+]—-L—— log 24 4 -
5 15 ¢ 15 L 15 % L 6 2 L Y(AB, AB) = F(2)
L+u (5.14) Y Y0,0)= Y{0)=o0



Finaimertz. la varianze oe estimaciir -e5.77z iguel e:
2
opt =2 X(k/2) - F (%)

2.- La varianza de estimacién de un segmerzc *Z 2e longitud { estima

do por dos muestras localizadas en los 2x:-zmos del segmento.

9¢

4.-

to cJs fineimente 1a varianza og estitzcion resulta:

Z = 2 H(L,L) - F(L,4)

Sea ur blocue de dimensiones (L, ,, con dos muestras en las

esquinas diagonaimente opuestas. De acuerdo a la férmula (3.%

0
4

Sea I = {A + B} las dos muestras, enicrzes:
o =Zr(s, AB) - Y(AE, FE - T(5,6)
donde debido a la simetrfa
T ¥(s, AB) = Y(A, AB) = Y(B, A5 = alil,
., Y(AB, AB) = F(2)
y (& &)= Y(A, £) =1/2 [y(A A) - A B)] =172V (1)
finalmente
of = a(8) - F(2) - 1/2 v(5)

se tiene que:

Y(v,v) = R(L,2)
y(v,v) = F(L,&)
y(v,v) = 1/2 y(u)

2

donde u =/ L~ + 22 .

Por ende, la varianza de estimacidn serd

igual a:

c§ = 2 H(L,L) - F(L,2) - 1/2 y(u).

3.- Sea un bloque de dimensiones (L,z), con unz muestra localizada en una
de las esquinas del mismo. Segin la férmuia {5.8) las expresiones

de cada término son:

(V,v) = H(L,5)
y,v) = F(L,e) y

yiv,v) = 0



CAPITULOQ VI

EL KriGEAGE

H

El método del Krigeage es urz técnica de e:timaci6n local la cual pro

porciona el mejor estimador lineal insesgadoALc_hmuutiaJJAGeVLH%{3¥6€tg——-——————-——~—'*““f1‘VETEF

risticas desconocidas del fenémeno en estudio. EI objetivo de la estima-
cién local es encontrar el mejor estimador del valor medio de una varia--
ble regionalizada asociada a un dominio 1imitado de dimensiones menores a
las dimensiones de la zona de quasi-estacionaridad del fenémeno. Una es-
timacién globat, por lo contrario, considera dimensiones mayores a las --
del 1fmite de quasi-estacionaridad, 1legando a abarcar en ocasiones zonas

heterogéneas.

La informacién requerida por el método del Krigeage consiste de: un -
conjunto de datos (permeabilidades, porosidades, leyes de mineral, tiem--
pos de reflexidn, etc.), e informacidn estructural, es decir, el modelo -

de) semivariograma que caracteriza la variabilidad de la zona estudiada.

EY Sistema del Krigeage.- Sea Z(x) una funcién aleatoria, de sopor-

te puntual y estacionaria de sequndo orden con

asociada al dominio V(xo) con centrc en el punto LW

perimentales pueder estar dados por el conjunto de valores

Los datos ex-

‘2, a=1,
N v

2

2, ..., nj, donde cada valor Zv estd definido sobre el soporte v, con -

Qa

tro x
cen N

*
perimentales, por el estimador ZK R

Zv(xo) serd estimado lineaTmente, a partir de Tos n datos ex

(6.1)

*
Los n coeficientes )a se calculardn asegurando que el estimador ZK L

sea insesgado y que la varianza de estimacifn sea minima.

Para satisfacer la condicién de insesgamiento basta imponer la condi-

n

cién J Au =1, ya que s6lo asf se garantiza que el valor es
a=1

sea igual al valor esperado de ZK*, es decir,

B[’ )= E[Ia2,] =mDy, =mef (7]

media E [Z(x)] =m
covarianza £ [ Z(x+h) Z(x)] - = ¢ h y

variograma  E [{Z(x+h) - 2(x)} 4] = 2 y(h)

E1 objetivo es estimar el valor medio de la variable regionalizada Z

¥ixg)

< : x 2 s
En cuanto a la varianza de estimacifn O » se tiene Ta

presifn:
o =€ [z, 2, =k [22]) -2 [ z,70] + €

donde

£ [ Zv2 ] =C (v, V)+ me (ver desarrollo de la férmula de cg’)

perado de Zv

siguiente ex

[2,7]

2
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A, Civ., V) (6.3)

a a

ne-1 3

)

=T -
K

v (h), el sistema del Kri-

v(h):

Haciendo uso de la relacién C(h) = C(0) -

geage también puede expresarse en funcién del semivariograma

Sustituyendo en la expresién de CEZ se obtiene

gl =TV, V) -2 Dag Tl s T (rguvg)

i Aplicando el método de los multiplicadores de Lagrange es posible en-
contrar el conjunto 6ptimo de coeficientes lu sujetos a la condicibn -

' ) Ay = 1. Al igualar a cero las n derivadas parciales:

.

9/5).0[05-2112)‘0] , ¥Y¥a= lan

y al considerar la funcibn restriccibn qu = 1, se define lineal de (n+1):

ecuaciones y (n + 1) incégnitas (los n coeficientes Au mas el multiplica--

dor de Lagrange u), el cual se denomina Sistema def Krigeage

n
2e ) de vy vy v ) w= oy (v, V), V a=lan
B=1 .
YL (6.4)
Q A = an
Z £ -
g= 1
2 0 - -
Yoo =LAy vy Vb YV LY) : (6.5)
a= 1
9]
Obsetvaciones ab : {29
LI R . Int 9 L9059 o - abﬂ
1.- El sistema del Krigeage proporciona una solucién {inica toda vez que -

la matriz de covarianza C (va N ve ) sea una matriz definida positi

vamente.

» V), ¥

g ) - u=_C (vu

-

Una vez resuelto el sistema para los coeficientes 1a , la obtencién -

de 12 varianza de estimacién, o varianza del Krigeage, es inmediata:

E1 método del Krigeage es un interpolador exactc, esto es, si el so--

[aN]
Ll

porte V a estimar coincide con cualquiera de los soportes Vo enton
*

ces el estimador del Krigeage ZK sera idéntico al dato conocido Zu,

asociado al soporte v, F V. Ademds, la varianza del Krigeage okz se

rd igual a cero.



€

.- E1 sistera del frigeage es zriicat’e sare cuzlesquisra que sean los
soportes Vo Y V, y para cualauiera gue sea .’ modelo estructural
y(h} {6 C{h} ).

El sistema del Krigeage y la varianza de! Yrigeage CK‘ depende del

N
'

modelo estructural Y(h) o C(h) y de la posicidn relativa de los -

102

soportes vo Y V, pero no dependen de los valores particulares de -

Tos datos Zv Por 1o tanto, una vez que la configuracién sea co-

nocida, antegior a cualquier perforacién (o campafia sismolégica), el
sistema del Krigeage puede resolverse y la varianza del Krigeage pro
nosticarse. De esta manerz, la varianza de! Krigeage puede emplear-
se como un indice comparativo entre los costos de perforacidn {o de

la campafia sismolégica) y 1as uti]idades del pronfstico.

Ejemplo del Método del Krigeage.- Consideremos en el espacio de dosﬁ

dimensiones a 1a funcién aleatoria Z{u, v) caracterizada por el semivario
graama lineal e isotrépico Y(h) = ~(r), r=|hj. Se desea estimar e] -

valor medio Zv de un panel cuadrado de lado £, a partir de una configura

cidn no-simétrica de cuatro datos de soporte v , tal y como se muestra en -.--

la Figura 6.1
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Por razones de simetria, y debido a que Y(h) es isotrénico, los da-

ol

tos G, y O5 recibiran el mismo peso y por lo tanto pueden agruparse y --

formar el conjunto 52 =10, U 05 1 de soporte 2v.. E1 estimador 1ineal
*

ZK estard definido como:

3 o
I = g % 2(S ) con Z(Sz) =172 [2(04) + 2(05)}

S] es una muestra central y 53, O4 y 05 son muestras localizadas en

1z periferia.

entonces, el sistema del Krigeage estard formado por las 4 ecuaciones si--

guientes:
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2 3 3
TSy~ (e
WSz S9) by VS Sl +hg Y US,. 3 V- = Y (S, V) o 3. .
~!{ V) = ~IQ VY = 2/;2 ! g [ / 3%, 5,] JA ML, e
7 vz S wb B jin 2 2] "3 z 2]
WSy S0 vy NSy ) Ay v (sy, SN e = V(S5 V) : {
7 T g-a]
Y Szathe gen ting dgm mG “\2 2 |
N B . g L
T ST
¥ (S5 V) = v (5,, V)
y la varianza del Krigesce serd igual a:
V (VISR S0
A r e -
S = A S VI Y (S, V) # Ay v{Ss Wi+ - Y(V,V) »
Asumamos ahora, dentro del modelo lineal, las tres alternativas si--
quientes:
donde [ .
0 si r=20
& \ P .
— (i) Y (r) = efecto de pepita puro
= ; = )
V(S], S]) Y (53, 53) Y (v ,v) | o ST
V(Sp Sp) = N0, Sp) =2 [ Vv v+ Y(2)] .
0 si r=20
(i) (R efecto de pepita
. . . X 1/2+r si r >0
(asumiendo las dimensiones de v despreciables con respecto a la -
longitud ().
0 sir=20 Modelo lineal con ausencia
= = (131) ¥ (r)= }
NS IS =1 SRS N =R 60
g O je "SRG 1.92r sir >0 total del efecto de pepita.
L
Y(S,, S,) = Y(2/2)

Si el soporte v es lo suficientemente pequefio como para consideraric



puntual, y T2 Tongitud £ es igue’ a la uridad,

i solucidn del sistema

ity

(1)

En €1 caso del efecto de pepite puro, los valores de los coeficientes

fueron proporcionales a los sonortes }.] =),3 = ;‘Z > O en otras pala-

2

Tabla 2 .- Estimacidr ae? Lz7zr Madio Z\.
gel Krigeage para caca una de las tres alternativas aportarfa los resulta
dos que se presentan en 1a Tabla 6.1. Estos resultados fueron calcula--
fect Kri e . o~
dos al resolver los siguientes sistemas: Efecto rigeas PaYi It I3-2
3 Pepita
;"l .25 . =1 0.484 c.727
Ayt gt sl . A A, = .50 2 =0 0.344 0.182
N = uro
- Xy = .25 .= 0 0.172 0.091
_ < - ]
Ay + ig. +;3 + =1 = ) ) ;
2 ¢ efecto de pepita puro ! g og = .25 o= 0.324 0.553 .
Mta, +u=1 =
o
ry \
w A .468 .
Aty oty = : 1 ‘
. . oo X ) . A
o ' ! e o 2 .395 idem idem idem
o
= «
g ; A b 1
= Parcial 3 136
153, + 1.5, +u= 0.883 g , {
= ol = 4a2  Z-o0.73  0.780 0.671
o £
[T¥)
- [=}
1.5 x]+1.2512+1.91 Ay +u = 1.543 = .
- o B 1
efecto de pepita = A] .624
1.5 4, +1.91 A, +p = 1.543 o
1 27 ¥ = Total A, =.291  iden idem idem
o Ausencia
At a by = Y Ay = .084
5 .
o o221 <%= 0.6 1.23 0.754 .
1.92 Ay +1.92 A3 +tu = 0.735
1.92 Ao+ 1.92 A, +1.71 >\3 +pu=20
ausencia del efecto N
1.92) + 2.7 )‘2 + u = 2.0 de pepita 3 T
1 Obsenvaciones
A]+‘A2+A3 = 1.0
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cizrtes aszociades & cade deto fuercn los mismos, A .
verces el error cue s¢ proguciria cor

o

~&=~gc del Krigeage.

cuf €7 £%eCIT gf DEpITE Ture Caracieriza a -

R ur fendmeno dorcs existe iotal ausencia de correlacidn entre los _ : iz
tpilogo.- Para aquel lector interesado e~ la elaboracidn de un al

- datos. gorftmo del método del Krigeage, resumiremos a continuacién los pasos
(i1) A medida que €% efaztc ze penita disminuye, la influencia del da- princioales del método:
to S1 se increrenza (’: va de 0.25 a 0.468). NGtese que el va-- !
Tor del coeficiente de S, {de soporte 2Vv) es siempre mayor que dos (i) Seleccién de los datos Zva empleados en la estimacidn de ZV'
P

veces A3, el valor del coeficiente de 53. Esto es debido al hecho

(11)  Calculo de Yas covarianzas medias T (v_, vo ) 6 7(v0, vg )
de que SZ estd mis cercano a una zona donde existe menor informacién.
| {(iii)  Cdlculo de las covarianzas medias T (v., V)& Y(v , V)
: 2 [+
(ii1) En la misma Tabla £.1 se han incluido los valores de los coeficien S (iv)  Seleccibn del algoritmo mis apropiado para la solucién del siste-

tes evaluados segin otros métodos de estimacién {poligonos de in-- ma del Krigeage.

fluencia, inverso ce la distancia e inverso del cuadrado de la dis L . L. . .
- E1 disefo de un buen algoritmo debe de minimizar el tiempo de eje
tancia). : 2 . .
) cucién a la vez gque debe producir resultados aceptables dentro de ciertos
Estos métodos nc toman en cuenta las caractéristicas estructurales 1imites de aproximacion.
j

del fenémenos, ge aqui que produzcan los mismos resultados en las . ) . ) : 2 s :
’ T que p Cinco puntos son esenciales en la reduccion del tiempo de ejecu--

tres alternativas.

cién: -
(iv) En todos los cascs, el Krigeage proporciona al mejor estimador. . 1.- La reducci6n de la dimensidn del sistema del Krigeage.
Dependiendo del grado de correlacién, alguno de los otros métodos Se 2.- La reduccién de)l nimero de sistemas a resolver.
... acerca al métode del Krigeage, pero dnicamente un andlisis estruc ° 3.- La rdpida evaluacién de los valores medios C (6 Y).
N tural puede decirnos cudl de ellos es el mds cercano. Una selec- 4.- La preparacién de un archivo de datos convenientemente adaptado -
cién afortunada {ID, por ejemplo) en el caso del efecto de pepita al plan del método.
5.« La selecci6n de un buen algoritmo para la soluci6n del sistema.

puro, hubiera dadc resultados tan aceptables como los del Krigeage.

La misma seleccidérn, perc en el caso de total ausencia del efecto de . . :
Por 10 que al algoritmo se refiere, el enfogue de estos cinco pun

pepita, resultaria en errores de estimacidn de aproximadamente seis
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tos puede variar drasticamente de ur probleme z ¢tre. perritiende introdu

cir, en algunos casos, simplificaciones importzntes,

EL KR1GEAGE UNIVERSAL

En To que hasta ahora hemos visto, se han asumido condiciones de esta

E1 Krigeage Universz® e: ur Tétode gue oroporcione un estimador lineal .

insesgado y toma en cuerTz, acemds. 12 tengencia. Tode elle & partir

del conocimiento de ambos. ia forma de la tendencia E [ Z(x)I = m(x),

y del modelo de la estruczura de variabilidad +(h) de la f.a. Z(x).

Por definicién, la tendencia m(x) es la media de la f.a. Z(x),

E [Z(x) ] =m(x). Evaluar el semi-variograma v(h) de Z(x) implica asu-

cionaridad (o de quasi-estacionaridad) en Ta funcicn aleatoria Z{x). Pe-

ro, <¢qué alternativa puede adoptarse cuando estas condiciones no se sa--
tisfacen?. Esto es, cuando el valor esperado de una variable regionaliza
da depende de la posicién de la variable.

E [ 2(x) ] =m (x)
o0 cuando no existe suficiente informacidn en la zona a estudiar como para
asumir condiciones de quasi-estacionaridad. E1 método del Krigeage Uni--

versal nos da una respuesta a este problema.

Las funciones aleatorias no estacionarias se caracterizan por presen-
tar cierta disposici6n en sus realizaciones (o valores); estas realizacio
nes crecen o decrecen mds o menos constantemente a lo largo de ciertas di

recciones preferenciales. Por ejemplo, el perfil del fondo marino cerca-

mir condiciones de estacionaridad, o bien conocer la férmula de la fun- -
ci6én m(x); de otra manera, la estimaci6n de +y(h) y m(x) deberfa - -
efectuarse simultdneamente y a partir de la realizacién idnica z(x), 1o

cual seria, rigurosamente hablando, imposible.

La forma de 12 funcién m(x) puede estar definida como una combinacién 1i

neal de funciones pre-establecidas fi(x),

i

k .
m(x) = Z 3y fL (x} (6.6)

donde los coeficientes a; permanecen desconocidos.

La funcién m(x) podria expresarse de .las diversas maneras siguientes:

no a las mirgenes continentales muestra, a medida que se aleja de la cos-
ta, una clara tendencia a incrementar su profundidad con el alejamiento.-
Esta actitud de los valores de las variables aleatorias regionalizadas se
denomina tendencia (trend odnift, en inglés y dérive, en francés). (Es--
trictamente hablando, trend y drift son dos conceptos diferentes -Matheron

1969- los cuales no discutiremos aqui.)

m{x) = a toa, x - tendencia lineal (1 dimensién) !
m(x) = a;* axx +a3x2 - tendencia cuadritica (1 dimensién)
m(x) = a, + a, ut a. v+ a 2 +a, uvta v2 - tendencia cuadrédtica
. 1 2 3 QU 5 6
N (2 dimensiones)
etc.

Ecuaciones del Krigeage Universal,

Consideremos la estimacién del valor medio Zv (xo), definido en el blo

que V (xo), a partir de los n datos Zv definidos a su vez sobre los so-
a
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bt
~N

I
e o ~ = \ .

E Zix) = mix) = Ey AL (x 6.7
£ K ol 3 b

en donds las funciones ¥. {x' se asumen conocidas.

1 bloque V y

R(x) representanr una vecindad centrada en x, e incluve e
J

Tos snportes de *odo: datos usados en la estimaciér. Zzntro de R{x,),

la funcidn covarianza C'nY o el semi-variograma yihisca.gonbcilnos

Entonces, un estiwacor lineal de zv’x ) Puede estar & de Ja siguien
‘20

te forma:

i

La condicidn de insescamientc se establece a partir de:

*

5 5 = = _ =7 e B S -

By Z‘n’ T H JZ\,“ - Ei ZK = e
donde

K
B2 T= A S ENZIGOI N aa = Y R V] = (R
1 Ve ,:1 %, X
) Wi : Vi
X
denotando, en genzrai. 21 valor medio de 1a funci6n f.{x socrz el soporte
o b &
2 Z . \
VimgporehaeESitallectl s s IV e IR (x)dx
v A

Y
o
>
)
o
v
&
N
Y
1
m
L
o
-3
o
@

NEGUEe a2

K C
£ 7/ oy O 3] O
[ V] =1 s v
similarmente
n
0 . .
c chces e 2] A 1/v, ;o Ez(x) ] &
mey a . & > L |
a=1 v
[s1
n
i N . il
- % a, i Ay g bv.

Para obtener 13 condicién de insesgamientoc basta imponer las K con

diciones siguientes:

n L 2
) A SpfmveEr b , ¥V 2= ak
c a v v .

e=1 a

Como puede observarse en esta Gltima expresién, en nada intervienen -
Tos coeficientes ag de la tendencia; ademds esta condicién elimina todos

los términos donde Ta tendencia m(x) aparece,permitiendo reducir la expre

sién de la varianza de estimacién:

2 , N L oy 2 *, 2
S = Var izv - ZKJ = -L 1 zv i ZK - (C_ZV" E B I:ZKJ )J -j
- *02 -
= e } (ZV - ZK) |

113
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Repitiendo el orocedimiento sequido en el método del Krioeage (bajo -
- N - —_ vy [
condiciones de estacionaridad), la varianza de estimacion puede escribir- L vy Ve * é ug by = Y("a » v yo=lan |
= a
se también en funcién de 1a covarianza:
(6.10)
7 : b VI-1ak
*271 = IS = ’ Lo bv = 7y : 2
el -2 ]-tv, -2 30 ) + T Ddg Tl v ) efy :
a aB
La minimizacion de la varianza de estimacién estarj sujeta, en este - y i
caso, @ las K condicionesde insesgamiento establecidas arriba. Empleando 2 n s ,'
" L as . . o = 1 a Ylv,, V) + Z”lbv - y(v,v)
el método de los multiplicadores de Lagrange se obtiene un sistema de =1 © a 3 1
ntK ecuaciones lineales con n+K incégnitas (los n coeficientes, y los K 0
multiplicadores de Lagrange ”k)' Este sistema se denomina Sistema def -
Krigeage Universal: El caso del Krigeage estacionario puede verse como un caso particular i
del Krigeage Universal cuando K es idéntica a 1, es decir, para tendencias l
n K
I 2 Tlvgavg) - 1 wy b =T (v ,V), ¥ o= 1an (6.9) de T2 forma
g=1 B a’'B 251 Ly a
n - =
: m(x) = a, f,(x) = a,, con fo(x) =1 ¥x.
Loy =bb ., v =1ax LI ! 1 ’
B=1 8

donde 1a mfnima varianza de estimacién correspondiente queda igual a:

2 K . n -
oy =C(V,V)+Zu£bv -Z A, €olv,. W)
=1 a=1

0 escrito en términos de la funcién semivariograma v(h) :
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CAPITULC VII

Estimacion DE RESERVAS

Estimacién de Reservas In-Sitw

Entre las herramientas de la geoestadfstica, aparte del variograms y
de la varianza de estimacién, existe otra herramienta conocida como “va-
rianza de dispersi6n” la cual es de gran utilidad en la solucién de aque

11os problemas relacionados con la estimacibn de reservas.

En ingenieria minera, por ejemplo, conocer el valor medio de 1a ley
de mineral en un cierto blogue v de un yacimiento, es de poca utilidad -
si no se tiene también una idea de la variabilidad o dispersifn de los -
valores de las leyes de mineral asociados a las unidades de produccién v,
localizadas dentro de V. En la explotacidn del yacimiento, 1a medida de
la variacidn diaria de la produccidn es uno de los pardmetros mds impor-
tantes que se consideran en la seleccién adecuada del equipo (molinos, -

bancos de flotacién, etc.).

Varianza de Dispersifn

Consideremos un bloque V centrado en el punto x y dividido en N uni-

dades iguales v(xi) centrados en 1os puntos x

N
i V= v, =Ny

it !
Sea z(y) una variable regionalizada puntual. E1 valor medio de la varia

ble en cada unidad V(xi) serd:

y €l valor medio de 1a variable en €] bloque- V seré:

z(y) dy

z,(xy) = W i
v(xi)

N
z(y)dy =1/N | z
i=}

(x;)

z,{x) =NV J v (%5

v{x)

Considerando los N valores zv(xi) y la media 2 (x), es posible cal-
cular la varianza experimental, es decir:
2, (x.) )2
s (X) = ]/N z (Zv(x) - ZV x’i )
i=)

Sin embargo, en la prictica, en la etapa de evaluacién los valores -
verdaderos Zv(xi) de las unidades vy asf como el valor medio zv(x) son
desconocidos. El1 problema es, otra vez, estimar las dos caracterfisticas
principales de la distribucién de los valores zv(xi), es decir, la media zv(x)

la varianza s2 (x).

Si z{y) es interpretada como una realizaci6n de la funcién aleatoria
2{y), entonces zv(xi) y zv(x ) aparecerdn como realizaciones -

de las funciones aleatorias Zv(xi) y Zv(x), respectivamente.

i




B,

ronsecuentemerte, s° {x' se interpretard como una realizacion de la

z

f.a. S° {(x) definida en el punto x.

(Z\I(x) = ZV(X_I))Z
=1

BL T el v f

S (x = 1N

- r >

i

———— e L3

-

s N s NS ey bl

Lz varianza de dispersion aparece entonces comg el valor medio so--
bre Vix) de la varianza de estimacién introducida al pretender calcular
Zv(x) empleando Zv(y). Recordando la formula de la varianza de estima--

cién, el término :EZ (V(x), v(y) ) puede escribirse como:

Bajo la hipdtesis de estacionaridad de la funcién aleatoria puntual

Z(y), el valor esperado o media de la f.a. Sz(x) es, por definicién, la

varianza de dispersidn de la unidades v dentro de V , representada como :

- r N
R =£ st ) = £ LN T (20 -2, 7]

i=1

Generalizando para el caso continuo se tiene:el?
Y B3 Y

2 |y - 2,007 dy

¥(x).

SE (x) = 1

iI=¢

y

) =E LIV ] (20 -2, 002 dy ). vV ]

V(x)

o bien v : T

oF ) =N T E [0 - 2,07 a )]

Tov(x)
SOV eb (V). viy)) dy,  vey
V(x)

N e
L

dado que C(h) es estacionaria (no depende de la posicién x O y )., pode--

mos escribir:

o

(v{x), v{x))= T (v, V), '

<
o

Sustituyendo en la Giltima expresién de 1a varianza de dispersifn D2 (v/V),

obtenemos: D

0 (v =N ] {TO, V) T (vav) - 2T (V(x), viy)} dy
V(x)

Zvix), vly) ) = T (k). VOO )+ T vly), iy - 280V ,v(y))

(vly), v{y))=T (v, v), vy b

e

donde

"y { T v(x), vly) ) dy =T (V(x), V(x) ) = T (v, V).

v(x)

Finalmente

D% (vV) = T (v, v) - T (V, V)
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0 en términos delsemivariocrarz RN

2 vV = T V) - T(v, )

La propiedad de aditividzd de la varianza de dispersifn pueds ser -

1l

<R A A

La estirmacidor ciobal puede 1levarse a cas: sirmplements tonderarde -

la diversas estiraciones iocales.

establecida como una consecuencia de la linearidad en 1a expresién de
D2 (v/¥). Esta propiedad encontrada experimentalmente por D. G. Krige -

establece 1o siguiente:

2 (v/B) = 02 (uv) + 0% (V/B), st veveg.

D

La dispersién de 1a

unidad v dentro del depésito G es igual a la suma de la dispersién de
v dentro del bloque V y la dispersién de los blogues V dentro del depé

sito G. Esta propiedad se le conoce como Refacidn de Kuige.

Nota: la varianza de dispersifn aumenta cuandon o] tamafio del soporte v

disminuye.

02 (v/G) > 0? (v/G) si vV

Si v es puntual y V es infinitamente grande, entonces D2 (0/@ ) =

FIGURA 7.1

Las varianzas de estimacién locales, sin embargo, no pueden combinar

se tan ficilmente como las estimaciones locales.

Y@, ®) - Y0, 0) = v(@) - v(0) = c (0).

Estimaci6n de Reservas In-Situ

Una vez efectuadas las estimaciones locales, el siguiente paso le co

rresponde a la estimacién global, es decir, la estimacién correspondiente

a toda la zona de estudic N ! Figura 7 1°

Si

‘representa la combinaci6n de los N valo--
* 2

res Z, l

2 *
obtenidos por el método del Krigeage y ch_= E ' (ZV. - ZV.)
i i i

1

representa la varianza de estimacién de cada unidad Ui’ entonces la varian

*
za de estimacién global asociada al estimador ZD es igual a:



L2 ny

L2 - D ST AN - R ré datos comunes. Por lo tanto, la varianza oe estimaciér global puede
..ED = E{(ZD ZDI_' - |.l I/D ; \'i ("\:i Zvi /.’ _! 2 2
expresarse como ogp ° 1/N Sy ya que todas las varianzas de estima- -
. . : cién locales CK%/- serdn idénticas.
= 108 L vZ el s . _ ;
i i .
. T T 4 i il ‘ t
B Tl e e e S Tlete te T
[P i . V_i V. v v,' A ) . l L t L 1 . 1
I o3 E e R
o ) © 0 e e . |
. . . . . e R S A R St Gl
Cada vez que los estimadores Zvi y lv‘ {j#i) han considerado in- 61 61 o ! o lo | o | oo/ _
- - . .
formaci6n comdn, los dos errores de estimacitn | 2, - Z, ] y - L1 SR S O T W - - observaciones
- i i i
o ]
L
{Zv - Zv ]’ estdn correlacionados. Por lo tanto, algunas de las cova- - - z -
J J * [ | |
. . , R S P B
rianzas E [ (Zv - ZV ) ( ZV -lv )] son diferentes de cero y su su 3 : . e ! !
i i i i ! [ i
ma no puede despreciarse frente al término 1/02 I V? oK;‘; de 1a ex--
i " : FIGURA 7.2
presién de la varianza de estimaci6n global ocg.
. ’ - * r
El cdlculo de la expresién € [ (z, -1,) (1, -1, )] es suma-- .

i i j k] e o
mente tedioso. Sin embargo, es posible obtener buenas aproximaciones en . {ii) Malla regular con datos cuya localizacion estd uniformemente dis--
los casos particulares siguientes: . ) tribufda.- Si la zona D estd dividida en una malla regular de N -

e T celdas {Figura 7.3).donde cada celda d; de la malla contiene una muestey —
(i) Malla regular.- Si la zona D est§ dividida en una malla regular de ) localizada al azar y con la misma probabilidad de situarse en cualquier
N celdas (Figura7.2), donde cada celda d. de la malla tiene una punto de la celda, y si esta muestra es la dnica que interviene en ==
4 ‘t *
muestra en su centro, y si esta muestra es la Gnica que interviene ° 12 estimacién Zvl » entonces 10s errores [Zv‘ - zvi ]-V -
en la estimacibén de Zv' ,» entonces los errores [ZV - Zv. ] y - .
i i 1 I'Zv - Zv] serdn independientes ya que ninguno de ellos emplear§ -
. =3 J
[Zv -1, ] serdn independientes, ya que ninguno de ellos emplea
<9 J infgrmacibén comin. Por lo tanto, la varianza de estimacion glo--

/1
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Pt )
men I' esociado en la celda = . . s E
bal puede expresarse como :éD = I/N4 : :VVT , ya gue cada varian-
i
za de estimacidn :KV? ; dependera de la posicion de la muestra en \ . , \
1da d ! e d e e - o A S - —
la celda T | . |
: o ] [o] \
. AL S S
T o+ 4+ A A 1 ; ;
SRS B U Y Y s [ DO A o i o
| ! i ol | ] 1 ° . i i
o i ! I o 1 ! { ° e :
S P S U N A S d, o | o ! ¢
i 1 1 ! i ° ] . « 1 !
! ! ° ! ! o | d. Ol ) — _———) = =] - kRt [
L2 N I A AU SR D SRR ) ! ' |
I i i [ ! !
| | o | ] | o f | I FIGURA 7.4
1 ° i [ i 1 ] ! H
I R A e S A R e
| 1 i | [ 1 1 t En los ejemplos que hemos visto, se ha asumido implicitamente que - t
: . ta geometria o el volumen de la 20na o depdsito es conocida. En aquellos
FIGURA 7.3

(i1i) Malla irregular.- Si la zona D estd dividida en una malla irregular
(Figura7.4), donde cada celda dé contiene una muestra localizada en

su centro, y si esta muestra es la Unica que interviene en la esti-

* N * * .
ion de Z, , tonces los errores [ Z, -2 , -1 : )
macién de Z, , en rre [ v~ o, } y [ v T By ] —

1

serdn como en los ejemplos anteriores, independientes. La varianza
de estimacion global queda igual a:
2 . N 2

= 1/ % Vi Cky

c
ED i

ya que cada varianza de estimacién local °K5« dependerd del volu-
i

casos donde exista cierta incertidumbre asociada a la extension del depd-
sito a estimar, otros métodos, tales como ef métede transitive (Matheron

1971), deben aplicarse.

Evaluacion de Reservas Recuperables

Una vez determinadas las reservas in-situ, es necesario determinar
qué porcentaje de estas reservas puede ser explotado siguiendo un deter-
minado contexto técnico y/o econtmico.

En un proyecto minero, por ejemplo, son diversos los factores que -

afectan la estimacién de las reservas recuperables, entre los que se pue

de citar:




-el criterio de seleccion. el cual puede estar o-ientado hacia la
maximizacion de ias ganancias o hacia le satisfaccidn de las de-

mandas del mercado.

-los parametros adootados para alcanzar tal seleccién, entre los -
gue se pueden citar ia ey de corte, el espesor minimo minable, -

etc.
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vital importancia en la evaluzcidn de la porosidad v de 1a permeabilidad,
ambos, pardmetros fundamentales pare la determinacior de ias caracteristi-

cas de yacimientos petroleros.
Método de Estimacidn. Tos

La estimacion del volumen de mineral recuperable en un depésito G,

-— - —

-

-las restricciones tecnoldgicas del proyecto minero; si la explota
ci6n es a cielo abierto, un bloque V puede ser minado Gnicamente
si todos los blogues arriba de éste, en un cono con vértice en V,

han sido previamente minados. - - -

-el soporte (tamafo y forma) de la unidad selectiva (bloque de va-

rios cientos o miles de toneladas).
-la informacidén disponible al tiempo de la seleccidn.

La influencia en la seleccidn por parte del soporte y del nivel de
informacién estd expresada en las varianzas de estimacién y de dispersién,
To cual representa una de las principales aportaciones de la geoestadisti

ca 2 la ingenieria minera.

Algunos factores semejantes podrian citarse en ingenieria petrole-
ra. Ademds de los criterios ya mencionados arriba, el criterio de §e1eg
cifén podria estar dictado por aspectos politicos y/o sociales. Lla satura
cién de aceites (o de gas) seria uno de los pardmetros mas importantes -
en la seleccién y por ende en la estimacidén de las reservas recuperables.
Como ejemplos de restricciones tecnoldgicas se podrian citar la profundi;ﬂ

dad del yacimiento a estimar, su localizacién (marina o terrestre), etc.

Por d1timo, el soporte y el nivel de informacién serian dos factores de -*

o

basada en los datos de la ley del mineral medida en niclecs de longitud
constante z . {x), podria realizarse empleando un histograma de los valg
res z . (x) (Figura 7.5). En el eje de las abscisas estarian referidos
todos los valores de z c (x), y en el de las ordenadas, las frecuencias-
de estos valores. E1 histograma de los valores z C(x) tendria una media

experimental m*, una varianza de dispersién s2 {c/G), y una cierta forma

{asimétrica, por ejemplo). Considerando ahora un cierto valor z o -

Jas abscisas, el area achurada representaria la proporcién de nicleos con
ley del mineral mayor a z 0 (zc (x} >z o), lo cual al multiplicarse por
el tonelaje total de roca proporcionaria un estimador del valor de la re-

serva recuperable.

Suponiendo ahora conocidos los valores zv(x)(ley de mineral asocia-
da al soporte de volumen v , un histograma (Figura7.5).con media experi
mental m*, varianza de dispersién 52 (v/G), y de cierta forma (simétrica,
por ejemplo), podria ser construido. E1 drea punteada representaria, en
este caso, la proporcién de bloques de volumen v con ley de mineral -
zv(x) >z -

Lo que se observa en estos dos histogramas no puede clasificarse de
ninguna manera como trivial. Sabemos que en un proyecto minero la selec-

cién se efectia en blogues de tamafio v y no en muestras del tamafio de un




frecuencias

nicleo. Considerando valores c¢ n*. z.. cualguier evaluacién de las re-
servas recuperabies basade er ¢l nistogramez de los valores zc(), scorees
timiria la proporcidon real de bloques con valores medios mayores a Zps ©
10 que es 1o mismo, subestimaria la proporcidén de metal pronosticado como

desperdicio. Esto es debijdo, entre otras razones, a que la varianzz as

o

P ———. - - —
CTiv/So = TG, G- Tov,
o bien por medio de la relacién de Krige. - T3

—

2, .y 2z 2
Do {wfe=—8~(c/8) - D {c/v)

dispersién de los valores con soporte v es menor a la varianza de disper

sion de los valores con soporte ¢, sz(v/G) < sz(c/G).

s2(v/G) < s2(c/6)

FIGURA 7.3 - Histogramas Experimentales

Una de las ventajas de la geoestadistica es la de permitirnos eva-
luar el valor tedrico de 1a varianza de dispersién DZ(V/G) asociada a ios

valores Zv' ya sea por medio de la formula

A

donde las dos Gltimas varianzas dispersién pueden obtenerse experimental-

mente.

Asimismo, el valor medio de Zv puede ser estimado por m*, el valor
medio de los valores de las muestras disponibles. Sin embargo, no bastan
estos dos parametros (m* y Dz(v/G)) para inferir la distribucién de Zv’
Es necesario conocer también el tipo de distribucidén. Si ej tipo de dis-
tribucidn no se conoce de antemano, serd indispensable adoptar la hipdte-
sis de pewanencia de distriibucifn, la cual consiste en asumir la misma
distribucién para las dos variables aleatorias, ZC y Zv.

Perc, ies realmente Gtil conocer el histograma de los valores rea-
les Zv?. Sabemos que, excepto en casos muy raros, los valores reales z,
son desconocides al momento de la seleccidn, v que, en efecto, la selec-
cion se basa en los valores estimados zv* Esto significa aue la recupe
racién real consistiri no de aquellas unidades con valores reales -

2, 2 2gs sino més bien,de aquellas unidades con valores estimados -

Zy > 2, es decir, del drea punteada mostrada en la Figura 7.6 .

. . . *
Estz drea punteada, fundada en unidades con valores z, > 2ps difie

re del area achurada correspondiente a una seleccién perfecta efectuada




Esta diferencia fesulta pis impor-

soDre os vaiores rezies [z Z
Yy - %0
’ . *
tante @ media gue iz desviacién emtre les velcres €stimades Z, ylos va

lores reales z, se incremerta, est0 €S, Cuan20 la varianze de estimacion

£ f (Zv - Z;)2 ] aumenta. Sabemos, pcr ctre jado, que el método del Kri

geage minimiza esta varianza.

frecuencias

FIGURA 7.6 - Distribucion de valores reales y estimados

Si el estimador Z: estd definido segin el método de Krigeage, en-
tonces es posible establecer una relacidn entre las varianzas de 1os va-
lores reales y de Jos valores estimados Dz(v/G) ¥ DKZ* {v/G) (Journel &
Huijbregts, 1978, p. 451), esto es:

v

28 ) + ~
(V/u) + Sxv

Dz(v/G) = Dy

2
dondse Sy

das a las unidades v,

es 2] valor medio de las varianzas de estimaciOn, asocia

130

K Bopers, 2
© = /K T,
v i=1 g

E través de esta reiacidén es mas fdcil inferir la distrioucidr ce
Z,, que a través de la hipétesis de permanencia de la distribucidn. Ade
mis,se puede deducir aue Diw (v/6) < Dz(v/G), lo que signif%ca cue el mé
todo del Krigeaue introduce un efecic de suavizamiento en 1a estimacion

*
y €l cual se refleja directamente en 21 histograma de z,
k

E1 objetivo de 1a estimacidn de reservas puede, finalmente. repre-
L p s !
sentarse graficando la distribucidn bi-variable de las funciones alezto-

*
rias ZV y lv , como se muestra en la Figura 7.7 B

p%(v/6) "\

FIGURA 7.7 - Distribucinm bi-variable de valores reales (Zv)
y valores estimados (Z:)

131
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Los valores reales azarecer 2 lo jarge del eje de "2t orcerzdas y
los vaiores estimados a 1c largc del eje de las abscisas. Le distribu-
cidn de los valores reales, cor varianza Dz(v/G), puede ser vista como
la proyeccién de la distribucion bi-variable sobre el eje de las ordena

das. E1 area achurada representa el valor real del porcentaje ae mine-

ral recuperable. Similarmente, la distribucion de los valores estimados,
: 3

con varianza D2 (v/G), puede ser vista como la proyeccidn de la distri-

bucidén bi-variable sobre el eje de las abscisas. E1 drea punteada deno-

ta el valor estimado del porcentaje de mineral recuperable.

Observando las correspondientes dreas achurada y punteada de la --
distribucién bi-variable, puede verse que se comete un error en la esti-
macién. Primero, un cierto nimero de unidades estimadas como pobres, re o
[ X}
sultan arriba del valor 2ps estas unidades se rechazan equivocadamente y
corresponden al drea achurada, exclusivamente. Segundo, un cierto nime-

ro de unidades estimadas con valores arriba de Z, resultan pobres; estas unidades

se aceptan errdneamente y corresponden al drea punteada, exclusivamente.

E1 objetivo,pues, serd la minimizacién de estas dos areas, mismo -

*
que se obtiene al minimizar la varianza de estimacidn E[(Zv - Zv)2 1.

£3E15L0 DI APLICACION En UN DEPOSiT. MIKERC SIMULADC. 133

Trabajar con depésitos simulados, en contraste con cepdsitos reales, re
porta yn2 serie de ventajas. En ur dep6sito simulade es posible de una ma-

nera inmegiata y sin tener que "explotar" el depdsite, cororobar los resul-

tados obtenidos de las estimaciones con los datos “reales™. En un depdsito
simulado es posible determinar exactamente el efecto de cualquier método de

estimacidn en la evaluacidn de las reservas recuperables. Un depdsito simu

lado es un depdsito perfectamente conocido. }

La zona simulada en este estudio consiste de un rectingulo de dimensidn '
50 v x 10 v, formado por 500 blogues cuadrados Vi ( de dimensién u x v ), -
Figura 7.8. Un total de 60,500 datos (porcentaje de mineral) se simularon
en una malla regular de 550 x 110 nodos dando un total de 121(=11x11) mues-
i Los 60,500 datos se consideran, para efectos de este - {

tras por bloque v

ejemplo, como el depésito real G a estudiar.

‘
& ' ,
[ [ X'] -l I 4 e
1 s et - 0
R 10X 1| MUESTRAS
L ¥
_____ Vi : MUESTRA CENTRAL
50y \

BLOQUE V;
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Empleando las 50C muestras centrales 5, (una por cada blogue v.i. taly
como si ellas constituyeran los primeros resultados de una campaﬁa‘ae explo

racion, se obtuvo el semi-variograma experimental y*(h) de l& Figura 7.9,

135

Un semi-variograma teérico v(h' con efecic de aoujero e isotrdpico fue

ajustado al semi-variograma experimental ~*(h). L

. GRIT z s A8 : " ab
B LT 0 si h=0 : '
* dar -
Y (h) i L —— e i v(h) =§ - s ) u suvi L3
05} /,-—\\\ ///’ 0.1+3.6[ ] - S_erﬂ_._Oﬂﬂ] , ¥h>0
. 0.041h
ol // < 25 \\\ // fov: - & 2 Ok R 0 sxns: ,
/ \_z/
0.4} / g 05 Tae e
: / Empleando el modelo de y(h) se verificd la relacién de Krige (ver Ta--
n. I s 1 9329 n9 &b: . - 2 &nos 64 ) Had
/ > bla 3):
w / — T v. " — ..
0.3 // //’E v A " Las diferentes varianzas de dispersién fueron calculadas, para el ca-
/ // so de los 60,500 datos, por medio del valor esperado de las varianzas expe
/ // C  lem . e rimentales {(esto es, segin la definicién de DZ(-/-)), y para el caso de --
ook /7 MEDIA = 0.57 las 500 muestras, a través de la férmula
/L nE ; J0Td raa 288 i
// // VARIANCIA =0.398 2 ¢ t8b BATVYE A63 {us
1/ ST MO, DE DATOS =500 - DB = (66) - vl w) ~
/
0.1p
4307 vafe 3 o2 rre9 23l 4 ot %
TABLA 3. Relacion de Krige. .
) we 698 T . o 7, AU 128 92
e e 0 1 1 ] 1 1 1 i —— —
5 10 I5 20 25 hooe
i Varianza de Dispersidn Varianza de Dispersion {380 .. 3up
SEMIVARIOGRAMA EXPERIMENTAL DE 500 MUESTRAS CENTRALES 4 .
H Real Estimada
. , A1 ;
FIGURA 7.9 —— L 2
- 0% 0°(0/6)  0.3846 0.398
¥ i ' o?(o/v)  0.1236 0.1270
fll i + = (0.3840 . + = 0.398
— } of(v/6)  0.2604 0.2710
i

Cada uno de los porcentajes medios z, Y errores oi de los 500 -
i V.
i
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bioque v, fueron estimados seglin el método Krigeage. El nimero de muestras

consiceradas en la estimacidn z.

fue de 3, sealn se muestre en la Figura-

7.10. i

;
H

)\

./2

NS
S

§§V? :

- X!

FIGURA 7.10 - ik RN

E1 coeficiente Al fue asignado a la muestra central; el coeficiente xz
fue asignado al valor promedio de las cuatro muestras de la primer aureo
13; y 23 fue asignado a las cuatro muestras restantes de la aureola ex-
terna. Posteriormente, se verifico el efecto de suavizamiento inherente
del método Krigeage.

-

o? (v/8) = D2(v/G) + o}
v

i

obteniéndose los siguientes resultados:

varios valores de)l porcentaje de corte, Zc'
£1 tonelaje se caiculd emoleando el estimador Krigeacely

vy

de 1a varia-

ble aleatoria regionalizada "indicador", Iv . Esta variable indicador deno
i 0
*a la proporcidén mineralizada del bloque vi (Figura 7.11}. E1 tonelaje se

define, entonces, como la suma de aquellos valores estimados I*  asocia--

i

dos a valores z"k

vi

>z, para cada bloque vy4

BLOQUE V; DE VOLUMEN

UNITARIO
' N(ZC) .
T(Zc) = Z 1 kv \
i=1 i FRACCION MINERALIZADA

:]“

FIGURA 7.11
La curva de la cantidad de metal vs porcentaje de corte zc se calcula ~

con la formula

02(v/6) = 0.2608, DE(v/G) = 0.2349 y o2 = 0.042
. i
6 0.2604 = 0.2349 + 0.042 = 0.2769
Finalmente, y con el propdsito de comparar la eficiencia del método
Krigeage con otros métodos de estimacidn, se calcularon curvas de tonela
je, de cantidad de metal recuperado y de porcentaje de mineral promedio
contra

N(zc)
oz} = } ‘*k Z:

C
i=1 vy v

es decir, como 1a suma del producto de la fraccién mineralizada y del por--

centaje de mineral para aquellos bloques vy donde z; > z..
'R
i

El promedio del porcentaje de mineral como funcidn de z, se evalda sim--
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T (Zc) ) KRIGING
plemente como: ' POLIGONO
v omlzl) = o0(z)
T(zc$
~
Ahora bien, el conocimiento total del depdsito permitio cotejar las predic- .r w
i o«
ciones con los resultados reales. §
La Figura 7.12 muestra una grifica con tres curvas, todas ellas de tonela w
- . =
je (eje de las ordenadas) vs valores de z, (eje de las absisas) y obtenidas v
z
en forma diferente: la curva "real", la curva obtenida por el método Krigeage (=
y la curva obtenida segiin el método de “"poligonos de influencia". Este Olti- ,
mo consiste simplemente en la estimacion de Z; (6 de I* ) a partir del va- 1 ! | . 1 1 . L L L 1 1 h I
i Yi o ot 0.4 0.6 0.0 1.0 L2 ) Zc
lor de la muestra central S5 del bloque Vis dicho de otra manera z; =54 e
'i Sud
61* =100, i i 3 - - -
(613 dependiendo si la muestra central del bloque v, estd locali FIGURA 7.12 = B

i
zada sobre una zona mineralizada o no). Como se observa en la figura, para

valores relativamente bajos de L3 el método de los poligonos subestima cof-
siderablemente el valor del tonelaje, siendo lo contrario (sobre estimacidn
para valores altos de z.- La curva obtenida segin el método de Krigeage se

aproxima mas a la curva real, oscilando siempre alrededor de esta Gltima.

)

La Figura 7.13 muestra iguailmente tres curvas (real, Krigeagey poligo--
fap

nos de influencia) todas ellas de cantidad de mineral recuperado vs z.. = ‘
Una vez mis, el método Krigeage proporciona la curva que mis se aproxima a ti L
1a curva real. Por lo que se refiere a 1a estimacidn de reservas globales
(zc=0). no existe ninguna diferencia prdctica entre los dos métodos de es-

timacién. .
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FIGURA 7.13

En la Figura 7.14 grifica de promedio del porcentaje de mineral contra
z,. se observa que 1a curva obtenida por el métodc de los poligonos de in-

fluencia sobre-estima constantemente a la curva real. En la prictica, y -

PORCENTAJE PROMEDIO

DEL MINERAL

dependiendo del tipo de yacimiento, este error en la estimacidn del porcen
taje promedio podria acarrear pérdidas econdmicas de considerables conse--
cuencias. El método Krigeage por otro lado, produce uma curva mas cercana

a la curva real.

e

osh REAL  —
KRIGING ————
oq POLIGONO --------- o
oz}
L1 TS TS N | [N T S | 1 A -g@
0 02 0.4 0.6 0.8 1.0 2 14 2 :

FIGURA 7.14
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CAPITULO VIII
SIMULACION DE YACIMIENTOS

Es bien sabido entre los ingenieros mineros que uno de los parametros -
mds importantes que intervienen en la seleccidon del equipo minero, por lo -
que a flexibilidad se refiere, es la dispersion de los porcentaies de mine-
ral extraido en todas las escalas, diaria, mensual, anual, etc. Igualmente,
1a seleccidn del equipo de excavacidon depende entre otros factores, de las

dispersiones diarias del espesor mineralizado.

Si un yacimiento minero fuese conocido en su totalidad, las dispersio--
nes requeridas, y por ende los métodos mas adecuados para su explotacidn, -
podrian ser determinados aplicando diversos procesos simulados. Desafortu-
nadamente, en las etapas de exploracidon y de planeacién, se dispone Unica-~
mente de informacion fragmentaria, porcentajes de mineral en un pequeiio ni-

mero de muestras, por ejemplo.

Ahora bien, si no es posible conocer la realidad del yacimiento en sufi
ciente detalle, una alternativa podria ser simularlo siguiendo algin modelo.
Pensemos que, en cierta forma, el yacimiento real y las distintas simulacio
nes del yacimiento no son mids que diversas realizaciones de una misma fun--
cion aleatoria Z(x). E} yacimiento simulado lzs(x)} tiene la ventaja so
bre el yacimiento real lz(x)l de que el primero puede ser conocido en todos

los puntos x.

Mds ain, es posible restringir la simulacion de tal forma que los valo-
res simulados en las localizaciones muestreadas sean idénticos precisamente

a los valores muestreados, es decir:

Zsety Y = z{x ) ¥ x

i e
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fsto se conoce como simulacidn condicional y puede ser todavia mejorada,

agregando toda clase de informacidn cualitativa.

En conclusidn, un yacimiento simulado se distingue por satisfacer la con
dicion Zsc(xa) = z(xn), en toda localizacion muestreada X, = ¥ por presen
tar las mismas caracteristicas de dispersion {(al menos hasta de segundo or-
den) del yacimiento real. Pero entonces,;en qué forma se diferencian la -

simulacion y la estimacion? Su diferencia se basa en sus objetivos:

(i) Lla estimacidn proporciona, en cada punto x, el estimador z*(x) mds --
cercano al valor real y desconocido z(x). Sin embargo, la estimacitn

no produce la variabilidad espacial de Jos valores reales lz(x)l .

(ii) No obstante que, en cada punto x, el valor simulado z_(x) no es el me !
jor estimador de z(x), el conjunto de valores simulados (zs(x)| o to
davia mejor, el conjunto de valores condicionalmente simulados [zsc(x)l
reproduce los mismos primeros dos momentos (media y covarianza C(h) o
senivar.iograma v{h))que el conjunto de valores reales |z(x)! . esto
es, reproduce las principales caracteristicas de dispersién de los va
lores reales. Por 10 que a la varianza de dispersién se refiere, am-

bos, el yacimiento simulado y el yacimiento real, son idénticos.

En general, los objetivos de la simulacion y de la estimacién no son -- °*
compatibles. En la Figura 8.1 puede observarse que, aunque la-curva de es-
timacion z*(x) se encuentra en promedio mds cercano a la curva real z(x),-
la curva de simulacién zsc(x) reproduce mejor las fluctuaciones de la curva

real.
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os © DATO CONDICIONADO

PERFIL REAL —_—
PERFiL SIMULADO —_————
PERFIL ESTIMADO.

que representa una realizacién de la f.a. Zs(x), ‘a cual

es isomdrfica a, e independiente de la f.a. Z(x).

&
zsk(x) es el valor obtenido en el punto x, a partir del conjun

to de valores simulados zs(xu), segin el método Krigeage.

Teoria de la Simulacidn gondicionah —— - T

Consideremos la funcidon aleatoria estacionaria Z(x), con media @ y co
varianza C(h) ¢ semi-variograma y(h). E1 problema consiste en formar reali
zaciones de la funcidn aleatoria Zsc(x) isomorfica a Z(x), es decir, una ~~
funcién aleatoria con media y momentos de segundo orden, C(h) o y(h), igua
les a los de la f.a. Z{x). Mas adGn, las realizaciones zsc(x) deben estar -

condicionadas, esto es, en cada localizacion muestreada, el valor simulado

*
y ZSC(X) es el valor condicionalmente simulado en el punto x.

En términos de funciones aleatorias, esta G1tima expresién queda repre-

sentada como:
.00 - 500 [0 - Zyn ]

4%

200

'\
|
c
|
|
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cede ser igual al valor muestreade: |
% .
zsc(xa) = z(xu) Vx, conjunto de datos.
iy -
Es posible demostrar, aungue no lo haremos aqui, que cada realizacién =
it .
de-1a f-a. Zsc(x) estara dada por: = —
g
K
* & *
, Zsc(x) - Zk(x) * [Zs(x) - Zsk(x)} (8.1)
donde: S ' R - o
'U * )
zk(x) es el valor obtenido en el punto x, a partir del conjun
T to de datos z(xa), segiin el método Krigeage.
‘ zs(x) es el valor simulado (no condicional) en el punto x, --
—"
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Igualmente y sin pasar por mayores detalles, ciremes ague, la varianzz -

ge estimacidn de un valor real, z(x) por un valor condicionaimente simuiadg,

zséx), es igual a dos veces la varianza de estimacién segin el método del Kri

2 :
Jeage,c, , €S decir:
Ty

iguai a la suma de los N valores observados er ios Durtos de proveccidrn so-

pre ias N lineas rectas, multiplicadas por 1,, ~, esto es:

N
zs(x) = I/JTE z‘.(x)
i=1

O o

e[t - 700 7] =z - o] - 2
c

De 1a expresién B.1 podemos ver que la obtencién de los valores condi--
cionalmente simulados zsc(x). se inicia con la generacidn de las realizacio
nes no condicionadas zs(x), de una funcién aleatoria Zs(x)‘ isomorfica a --

Z(x). Recordemos que las notaciones zs(x) y z{x} representan reali-

- . . . 3
zaciones en el espacio de tres-dimensiones, x € IR~ .

Existen diversas maneras de obtener simulaciones sujetas a satisfacer -
una funcidn de covarianza dada en una dimensi6n. Hablanac de simulaciones
en tres dimensiones, sin embargo, los métodos comunes de simulacién resul--
tan, en términos del tiempo de ejecucidn por computadora, sumamente costo-
sos. Una alternativa la representa el método de "rotacién de bandas” (tur-
ning bands, en inglés) creado por George Matheron. Este método reduce la -
simulacidn en tres dimensiones a varias simulaciones independizntes en una
dimensién . Las simulaciones en una dimensidn se efectlian a lo largo de 11
neas rectas, mismas que al rotarse en el espacio de tres dimensiones gene--

ran otras simulaciones (en una dimensién).

Asumiendo por un momento como realizadas las simulaciones en una dimen-

sion 2 1o largo de N lineas rectas localizadas en el espacio E3, la simula-
L. 3 < : <2

cion zs(x) en el punto x € E” podrd obtenerse a partir de la proyeccién del

punto x sobre cada una de las N lineas rectas. E1 vaior ge zs(x) sera - --

donde zi(x) es el valor simulado a 1o largo de la i-ésima linea recta y que
coincide (dentro de cierta tolerancia) con la proyeccién del punto x en E3

sobre 1a 1inea recta.

E1 método de la rotacién de bandas se muestra esquemdticamente en la Fi-

gqura 8.2.

3

VALOR ASOCIADO A LA

PROYECCION DEL PUNTO X
SOBRE L,

—_ . aan

VALORES SIMULADOS
ALO LARGO DE LA/}Q

LINEA Lg ~~

Ly
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La simulacion resultante zs(x) es una realizacion de la funcidon aleato -
ria tridimensional Zs(x), la cual es estacionaria de segundo orden, tiene
como media cero y como covarianza C{h).

Sin entrar en detalles, el procedimiento seguido en la generacién de --

realizaciones zs(x) de una funcion aleatoria Zs(x) con covarianza tridimen-
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q

yi = L tytk - f(kb)

donde los valores ti+k denotan reaiizaciones independientes de una

variable aleatoria uniformemente distribuida y las cuales pueden =

sional C(s), a partir de simulaciones uni-dimensionales es el siguiente:
2000

(1) Dada la funcidn covarianza uni-dimensional C(l) s) asociada a simu-
o

laciones a 1o largo de las lineas rectas, se obtiene de la férmula

C(l)(s) = 2

c(s) )
5, (s C(s)

(i1) La funcidn covarianza C(l)(s), a su vez, puede representarse como
v
la convolucion de una funcidn f(s) y su transpuesta f (s)= f (-s)

(1), v
c' M (s) = fof = f f(u) f(uts) du
o lo que es lo mismo, dada la funcidn C(l)(s) es posible encontrar

una funcidn f(s) tal que ésta satisfaga la expresidn anterior.

(iii)  Una funcidn aleatoria uniformemente distribuida Y(u) puede crearse,

entonces, aplicando la siguiente formula:

ser generadas por la computadora (ver subrutina URAND basada en un
algoritmo de Donald Knuth “The Art of Computer Programming", Vol.
I). "b" representa el intervalo de separacién (ver Figura 8.2),

a 1o largo de la linea recta, entre cada valor simulado.
En la practica,un nimero impar (2 R+1) q)e valores elementales ok
es empleado en el cdlculo de cada realizacion Y

tat oo RIS

t'H‘k f(kb). . ) o . adt
-R

I N0

k

Si la funcidon de covarianza tri-dimensional estuviese dada por el

modelo esférico,

Y(u) =‘T*¥ = fu T(r) f (r+u) dr

donde T(r) representa una sucesidn de variables aleatorias uniforme
mente distribuidas.
Para el caso discreto, las realizaciones y; a 1o largo de una linea

recta pueden calcularse segin la formula

c(s) = a 3
o] s ¥ s - a

entonces, la funcion de covarianza uni-dimensional C(])(s) estaria dada por:

. .3
£+‘_;— . Vse[o,a]
a a

c¢Wys) -

b1

TN

UTR

R at
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v
y la funcién f{s) estarie dada, segin la condicién C(1)(5) = £*f . por

[\’ 12 K/al3 . s,

f(s) =[

VvV s ¢ [ -a/e2, + a/2 ]

0 Para cualquier otro valor de s.

Aplicaciones ‘\\\ s v . . 5t

La técnica de simulacion descrita ha sido de gran utilidad en el -

andlisis y solucion de los problemas de ingenieria minera que a continuacidn

se citan: Lt

(i) Determinacidn del tamafio minimo de la unidad de seleccién en la re

cuperacidn de recursos in-situ.
(ii) Influencia de la concentracion de paneles ricos y paneles pobres -
en la recuperacidn de recursos in-situ.

(i11) Influencia de la cantidad de infonchién disponible al momento de -

la seleccion de recursos in-situ.

(iv) Determinacion de los gastos de produccién y de los porcentajes de

e

vt e et

15i

ves de muestras de pozos verticales centrados en cada unc de los bloques v.

Un modelo de simulacion sujeta a las siguientes condiciones fue creado:

(i) Porcentaje medio de los valores simulades m = 1% Cu

P B s = SR TS

(i) Regionalizacién isotropica representags por un modelo esférico con

efecto pepita y con rango de aprox:i-zZamente 70 m.

La minima unidad por minar se establece con dimensiones iguales a -

las del bloque v. Cada bloque v contiene 4,730 toneladas de mineral. Ocho

blogues de mineral (35,000 toneladas) se explotardn constantemente cada dia.

Para tal efecto se instalard un molino el cua® recibird el mineral extraido.

Tres diferentes alternativas de proauccién se contemplan:-

1. La zona G se minard considerando bancos de 18 m x 18 m x 10 m.

Dos palas mecanicas instaladas en .el depdsito avanzarén paralela-
mente al frente y no podran retroceder; las palas deberan extraer

todo el mineral a lo largo la frente (16 x 25 = 450 m) antes de

corte (mismos que varian con el tiempo) y su impacto econdmico.

Ejemplo de Aplicacién de la Simulacion en 1a Seleccion del Método de Explo

tacidén (J. Deraisme, 1977).

En este estudio se analiza un depfsito de cobre G, el cual presen
ta mineralizacion homogénea. Sus dimensiones en el plano horizontal son -
450 m x 450 m; ademas, consiste de cuatro niveles de bloques paralele-pipé

dicos vde 18m x 18 m x 5 m (Figura 8.3). E1 depbsito es conocido a tra

pasar a la siguiente frente. Cada taia mecdnica podrd extraer dnica
mente dos bancos contiguos por dia.
1. La explotacidén se llevara a cabo de !z misma forma que en el réto-

do anterior, excepto que:
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FIGURA 8.3

VISTA DE FRENTES MINEROS

VA

en lugar de enviar todos los blocues al molino, algunos de ellos -

seran enviados a un depésito de almacenamiento {stockpile). T

E1 depésito de almacenamiento tiene capacidad para almacenar el --

153

a fin de satisfacer la demanda diaria (ver Figura 2.4 )

~ 1em T , R1CO POBRE

METODO | l
L e 1 METODO
MOLINO :
MOLINO .
FIGURA 8.4 VISTA DE LOS FRENTES MINERALES “
111. La zona G serd minada empleando banco de altura 5 m {Figura 8.3).

equivalente a dos dias de produccién (70,000 Ton.) y estad dividido
en dos secciones: Una para mineral rico y la otra para mineral po-
bre. Un banco serd enviado al depésito de almacenamiento cuando -
su porcentaje medio afecte 1a produccién media del dia. Cuando un
banco sea enviado a 1a seccién de mineral rico, un banco equivalen

te sera tomado de la seccién de mineral pobre y enviado al molino,

En cada uno de los cuatro niveles habrd una pala mecdnica con capa
cidad suficiente para extraer hasta dos blogues de 18 m x 18 m x

5 m cada dia. Toda la produccién diaria de 35,000 ton. Serd envia
da directamente al molino. Todo el mineral a lo largo de la frente

deberd ser extraido antes de pasar a la siguiente frente.

Los bloques extraidos deberan ser seleccionados considerando ambos
aspectos, la estabilidad de la produccion diaria y el matenimiento

al minimo del desplazamiento total de cada pala mecanica.

Partiendo de los datos originales se efectué la simulacion del de-



pésito. Cada uno de los blogues, segiin las tres alternztivas, fue

Los resultados se muestran en la Figura 8.5, donde las variaciones
(1ineas punteadas) del porcentaje de mineral simulado por bloque, se arafican

para los primeros 60 dias de produccién.

% Cu r ' Iv\‘
<
1.5} !"' ~ ,’ }
] ~ ~
1 \ v \ METODO T
! l { [y
i AEATA ‘.‘i—ﬂé\-('r’l\- METODO II
\, ,.._ﬁ-_ - l | ’ , .\d/ ~ / V)
,L ) : o ‘»--'.... \y’ l\ ‘\ ’
& N~ _j\_{,,/(l"' W \METODO I
N v 1
\ { Vv
Voo
Vo
)

VARIACION DIARIA DEL PORCENTAJE MEDIO DE COBRE

(331
o

1

cado de la extraccion del minera® zc- iz alternativa I.

La manera mds idonea de decidir cual alternativa serfa la mis asropiada
es por medio de la asignacidn de costos. Las pérdidas causadas en el moli-

no, si el método [ fuese elegidc, deberian ser balanceadas con los costos -

que implicarian la creacidn de ur z2206sito de almacenamiento (métode I1} ¢

por los costos que originarian operaciones mas flexibles (método II!).

La teoria de simulacion descrita en este capitulo ha encontrado aolica-
ciones en el campo de la ingeniria minera, principalmente. Por lo gue res-
pecta a otras ciencias de la tierra, alin se estd estudiando la elaboracidn
del tipo de preguntas vdlidas que puedan plantearse y resolverse dentro del

marco de esta teoria.

FIGURA 8.5

Observando la grafica, podemos deducir la inclinacion del operador del

molino por las alternativas II § III, y la preferencia del ingeniero encar
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EJERCICIOS»
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£-1

EJERCICIO No. ¥

Los datos de la Tabla fueron obtenidos empieando registros eléctri -

cos y niicleos de pozos perforados 2 través de diversas formaciones en el -

160

(o, {cmpute el nimero d= muestras que caen dentro ce cads una de las -

categorias siguientes:

drea de "Chicagoland". Los valores dados estdn expresados en porcentajes

Sample  Log- Core- Log. Core-
nc. derived derive Sample derived derived
porosit porosity ne. porosity porosity

1 0.0 5.5 26 10.0 9.6

2 2.2 2.6 27 5.¢ 10.3

3 7. 3.5 28 7.0 4.5

b €.3 5.8 22 €.7 6.C

5 2.0 7.1 3¢ ¢.c 6.7

6 7.0 2.0 31 5.0 4.1

7 1c.?2 8.5 32 e.c 4.5

§ S.C 5.2 33 e.c €£.5

9 7.0 2.6 34 7.0 3.2
10 c.0 1.9 35 :.C 2.z
11 5.0 €.1 3% 7.0 zZ.5
12 €.0 g.3 37 7.0 €.8
13 €.0 6.9 38 10.C 3.7
14 8.0 4.3 29 7.0 6.0

.. 15 .. 5.0 3.3 __. .40 _ 5.C . 3.4 —

16 6.0 2.5 41 8.C 2.2
17 6.0 5.8 42 4.0 1.8
18 5.0 2.4 42 5.0 2.8
19 8.0 3.8 by 8. ___ 2.6
20 15.0 18.4 45 1€.0 15.3
21 1€ .0 14.7 46 L.C 16.9

2 7.0 10.9 47 5.¢ 15.7
25 12.0 12.5 48 14.6 12.4
24 14.C 18.86 u9 21.C 22.9
25 22.0 22.1 50 21.0 21.8

(a) Ordene en forma ascendente los valores de porosidad obtenidos a -

partir de los registros eléctricos.

intervalc de clase frecuencia porcentaje
6.2 - 3.0
3.0 - 6.0
6.0 - 9.0 |
9.0 -12.0 - - - . . . - ' "
12.0 - 15.0 . !
5.0 -18.0 ' 1
18.C - 21.0
21.0 - 24.0 ’
50 100 %

(c) Calcule el porcentaje asociado a cada intervalo de clase y grafi--
que la pareja de valores {porcentaje, intervalo de clase), o en -
otras paiabras, obtenga el histograma de frecuencias relativas .

Segun la forma de) histograma obtenido, iqué tipo de distribucién,
dirfa ud., sigue la variable aleatoria @ ? -

Si la variable aleatoria @ sigue una distribucién log-normal, entonces,
el mejor estimador de 1a media de § estard dado, no por la media aritmé
tica, sino por la media geométrica, la cual se expresa como:

N
IN 1 1
i=

=059 = antilog( g 1 log 4,)

(d) Repita el procedimiento anterior empleando los valores de § obte-

nidos de los nicleos de pozo.



EJERCICIO No. Z

Si la variable aleatoria continua X estd normaimerte cistribuida

con media cero y varianza uno, entonces su funcién de densicad f,(x) es

x

" t3 dada por la expresion:

2
= -x°/ 2 e (-~ « «
fX(X) = r—ﬁlm e ¥ x = { » )

Demuestre que, en efecto, fX(x) es una funcidn de densidad que sa-

tisface las dos condiciones:

- T T

EJERCICIC No. 3.

‘

-1
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De entre las distribuciones paramétricas que hemos vistc, cite aque

1las en las cuales:

(i) L2 media sea mayor o igual a la varianza
(ii) La media sea igual a la varianza E

(111} La media sea menor o igual a la varianza

(iv) La media pueda ser mayor que, menor gue, o igual a la varianza.

——

2 B
- . 3 : b
2 3
o 01 - > Y
. (ii) ./— fX(u) du =1 B
- ’ ¢ : ;
2 © o . A
e P
' a3t -
YT -
- . 2 _ S
LA ne Pamann : YA e P .
A 1 L,
B G ¥ 7 L ‘ >
y.: o) ez e P L
. L33
]
f T - ’
{1 §
Vs
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T O
- EJERCICIC No. 4. Caicule el nimerc de muestras que caen cenirc de cada une de las ca

tegorias siguientes:

En las primeras etapas del desarrollo de un depésito minero de cobre,

. . - s L intervalo de clase valor medio frecuencia |, - * ac. fa-
20 valores del porcentaje de mineral se encuentran a nuestra disposicidn: del intervalo ! :
(1) (2) (3) (4) (5)
z= 0.25 0.32 0.32 0.36 0.39 0.45 0.53 0.70 >
0.73 0.78 0.90 0.95 1.3 1.20 1.35 1.55 0.0 - 06 0.3 _
210 2.9 2.9 5.9 %Cu 0.6 - 1.2 on ey 093 - vo 8
‘ 1.2 - 1.8 N 1.5 v
Estos porcentajes, definidos bajo el mismo tamafio de muestra, han sido ) 1.8 - 2.8 2.1
muestreados empleando en cada uno de ellos la misma técnica. Llas localiza- 2.8 - 3.0 2.7.
ciones de los 20 datos no son proporcionadas, por lo tanto asumiremos que - 3.0 - N
cada dato representa una realizacién independiente de la variable aletoria ' —_— —_—
7. 20 100%
(a) Efectde un estudio estadistico de los 20 valores z, esto es, calcy .

Calcule el porcentaje (columna 4) y el porcentaje acumulado (colum

le la media experimental m y la varianza experimental sz, emplean-
- na 5) para cada uno de los intervalos de clase.

do las formulas:

20 Grafique las parejas de valores de las columnas 2 y 5 en la hoja -
M= 1/20 7} 2.

i=] 1 - ) : adjunta de papel logaritmico-probabilistico.
o Una prueba simple para determinar si la variable aleatoria Z sigue una
20
sz =1/20 } ( z, - m)z distribucién log-normal, consiste en observar si los puntos graficados
i=1

presentan (mds o menos) cierta alineacién .

s
‘
1
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EJERCICIC Nc. 5

Construcci6n de un Semi-variograma.

E) conjunto de datos empleado en este ejercicioha sido suficiente-
mente redﬁcido para pérmitir el cdlculo de los diversos semi-variogramas di
reccionales, ya sea a mano 0 empleando la calculadora.

Los datos estdn localizados .en los nodos de la malla cuadrada de -
lado a. Las direcciones por estudiar son las dos direcciones principales

LR AP las dos direcciones diagonales a3y a; . Note que el tamafo

. - - - s 3 ol
de) espaciamiento bdsico a 1o largo de las direcciones diagonales es av2,

mientras que en las direcciones principales es a.

Complete la tabla de abajo dando los numeros de pares de datos usa
dos N(i), y los valores correspondientes del semi-variograma experimental
v (i), para cada una de las cuatro direcciones y para los tres primeros mil
tiplos de los espaciamientos bdsicos. Use la siguiente férmula para el cadl

culo de vy (i):

168
MALLA DE DATOS
358 3 33333 3N— 3B 37— N— N
of S N T [ A S R
3H— I/ PF— - — /e B —  —— 4
] I
37— 35— 37— 3B— — 37— 37— 39 — 39 — 4}
R | |
380 —82— — 34— 3641 . . 38
. | I
B Bl — —  — B, 5
b AN ] /
- = = ¥%—= — = —p—33— i
1 T T U O B
—_ - = - - = —3— —73 :
e
—_— e e e 30— — —

vy (r) =

N§r) - .
) Lol - Z(‘i)]

Yerifique si la regionalizacidn es isotrépica. Calcule el semiva-

Use la formula

4 N, (r Y Y /

riograma isotrépico medio combinando los cuatro semi-variogramas experimen-

N(r) )
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EJERCICIC No. €
Ajuste un modelo lineal al semivariograma medio.
n Los siguientes valores corresponden 2 un semi-variograme experimen
TABLZ - ‘ : . . tal. Grafique los puntos definidos por las parejas (h,, - (n;)) y ajus |
! : H i 7 = _________1
te a ellos el modelo teérico mds apropiado (esférico, lineal, exponen-- ‘ |
NUMERO DE DATOS -  SEMI-VARIOGRAMA cial, etc.) definiendo los pardmetros del modelo.
DIRECCION N(1) ) N(2) v (2) N(3)  v(3) » S e
! h'i ¥ (h'i)
o4 - . : ) b L
200° 0.43
282" e 0.57
P}
2 t 400" 0.63 _ -
488~ 0.7%
o . : 564° 0.85
3 .
’ 600° TS 0.85
: 800~ 0.87
¥ W 86D
o4 1000” 0.88 '
1200° 0.87
e 1400~ 0.85
1600~ 0.80
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EJERCICIO Ne. 7
Anisotropia Geométrica. N .

E} semi-variograma del ejercicio No. 6 representa la variabilidad

estructural de ciertz variable alsatoria regionalizadz, en la direccisn nor

—
~
[a%]

SJERCICIO ol €

tjemplo de Aplicacién de las Funciones Auxiliares.

Procediendo en forma similar a tz descrita en los ejemplos de apli

cacidn (pagina 95), exprese 1a varianza ge estimacidn :g er. términos de --

te-sur. Llos valores aue a continuacion se muestran corresponden al Semi-va
riograma de la misma variable aleatoria regionalizada, pero en la direccién

este-oeste.

Grafique los valores de este Gltimo semi-variograma scbre la grafi
ca del semi-variograma N-S y ajuste a dichos valores el modelo tedrico mis

apropiado, definiendo, una vez mis, sus respectivos parametros.

Defina la transformacién lineal necesaria para reducir ies cos se

mi-variogramas a un solo semi-variograma isotrdpico.

funciones auxiliares apropiadas, para cada uno de los casos particulares -

siguientes: (*)

(a) La varianza de estimacion de ur cuadrado ABCD de lado £, cuando -

éste es estimado por una muestra central O.
—f —— ay

A I; D T
! v
- I |
0 e - J 4
B c

(b) La varianza de estimacidn de un cuadrado ABCD de lado 2 , cuando
éste es estimado por el conjunto de muestras localizadas en cada -
una de las esquinas del cuadrado.

—f—

A b} T

by Y (hy)
200" 0.28 _
282" ) 0.29
- 400" 3 0.38
488~ 0.45
j 564" — 0.55
600~ 0.64'~ BN®r-
800" 0.75
1000" 0.85
1200” 0.87
: 1400° 0.85
e 1600° 0.82

{ * )Asuma condiciones isotrépicas.




—— —— : DR e e PRl =7

174

EJERCICIO ho. @

{c} Considerando en los ao: czsos anteriores ur semivariograme lineal
e isotrénicc v {rj=r, r= r,y £ =1, calcule los valores co-
. 2 Estimacion del Valor Medio de la Porosidad en un Blogue de Roca de Tama
rrespondientes de ct -
- fio V.
) Consideremos el ejemplo de la pdgina 102. La variabie aieatoria regio-
nalizada a tratar representa 12 porosidad, la cual se ha medido en RUClens i
' {de tamano v) de pozos perforados en las localizaciones §,, 53, 04 y 05 (fi
3 : -
gura 21). SR FL
i . ‘ Empleando esta informacidn, se desea estimar el valor medio de la poro-
; o pe! ab L AEARL.l LR srazivs, s 5}
¥ sidad en el bloque V, as7 como la varianza de estimacién. Asuma que el ta .
e mano del nicleo v es 1o suficientemente pequefio, comparadc con el tamafio --
- : ) : del bloque V, como para considerarlo puntual.
; | S : : o
3 ' t~ S . _ Los valores medidos son:
. ! : ) - localizacidn porosidad (%)
i R
5 22.0 B
L - 2N TR
3 ‘ S5 30.0
3 a6l : ER 3
. ) ) ‘ 04 B 7 14.0 L i o )
S _ _ - . e e
05 30.0
; E1 espaciamiento "1" entre los pozos es igual a 600 m. y el semivario-
| ; : grama asociado al fendmeno tiene como ecuacién:
g 0 si r=0
b SRS
] yir) = 8.0 5]
B
e ) 1.92 r si r > 0.

2670 .

. “semivariograma lineal sin efecto de pepita”.
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EJERCICIC heoo 1C
Estimacion de Valores Puntuales. ' B (a) Exprese iz varianza de estimacidn aE en términos de X, ¥ (S,

o)y Y (S, 5,0, Y (57,8 ), Y(S;,8 ), (5 .0)
En este ejercicio se pretende mestrar la influencia c efectc de la ! e 1 2 1 € 1 Y
pendiente de un semi-variograma lineal er los pesos de un estimagor. Y (52 » 0.

Se desea estimar el vaﬂn?ﬁ:]tua] z(xo) empleando cuatro valores - .
(b) Exprese cg en términos de v. (h)

puntuales regularmente espaciados y alineados: e B
z(x3) z(x;) X, Z(Xz) Z(X4) (c) Si vy (h) = b ¥ (0,2), exprese GE en términos de h,w y A .
o——— 00— —o— ©
N ZL N y (d)  Exprese cg / W en términos de w y A .
' t ¢ 2 t

(e) Si w se considera constante, iqué valor de } = *m minimiza Ja

. N inacidn lineal ]
E) estimador 2 (xo) del valor z(xo), es una combinacidn Tinea) de expresién OE PR
Yos cuatro datos:

(f) De los valores numéricos de Am y los correspondientes de

zx(xo) = )1z(x]) + ).zz(xz) + .132()(3) + ;‘42("4) :E / h% para cada uno de los siguientes valores de v : i}
i ici imetri i iento, est re-- : !
Debido a condiciones de simetria y de insesgamien a exp ‘ " A, UE LR Q- A, ) 4
sion se reduce a: ) [ -
(x,) + U 2y + zixy) I
Z(xy) + z{x,; Z(x,) + z(x
z"(xo) = v e (1 =3) I L. 1
2 2 2
N 1
donde > es el peso asociado al conjunto de datos S1 = lz(x]), z(xz); y
{1 - »)es el peso asociado al conjunto de datos S2 = ‘z(x3), z(xa)‘ 372
2=
tofe o S T : Comente los resultados.

NOTA: - cuando w > o , ¥ {h) = h°= 1, representa un modelo con efecto de-

nsenita nure |




o R i e e

S4k ,ﬂpﬁ.wﬂ%%ow-ﬁm}r S

P

cuandc . =1, v {(h)=h, el modelo corresponde a un procesc "Wiener-
Levy" (movimiento Browniano): esto es, en un proceso donde el es-
tado presente z(x) es conocido, el estado futuro z{x+h) dependerd

exclusivamente de z{x) y no de los estados pasados z{x-h).
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EJERCICIO Ne. N

EVALUACION DEL ESPESCR MEDIO NETC DE LA CAPA DE CARBON EN UN BLOQUE DE voLu
MEN V - RIO ESCONDIDC.

En 12 zona ED de) yacimiento de carbén de Rio Escondido se han efectua-

LN

. 2ontans ¥ T {4 o {:

do una serie de perforaciones las cuales han permitido medir el espesor ne-
to de la capa de carbén. Considerando cada uno de estos espesores como va-

lores puntuales, se calculd el semivariograma experimental correspondiente.

- Ca-
v

e e
TABLA I o3
(h) v(h)
250 0.129
500 0.142
750 0.744
L 1000 0.162  :: 4 anaiibac. i
1250 0.178 .
5 2duBaY 92 MAOI2
— : 1500 0.208 S
‘ 1750 0.200
2000  0.203
2500 0.202

. - 2 o
La media de los espesores es 1.63 m. y la varianza 0.213 m“. El semiva
riograma de 1a Tabla I fue calculado en diversas direcciones sin apreciarse
diferencias significativas que indujeran a considerar al fendmeno como ani-

sotrépico.
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Graficue los puntos de 1a tabla h .vs. ~{h) y ajuste el modelo teérico ZB3 = 2.40 m.
"mds apropiado” {esférico, exponencial, lineal, etc.) definiendo sus paréme 0,80 .
2 = 0.80m.
. . B
tros. . ) : 4
- z = 1.6C m.
Anora bien, el bloque V, al cual se le desea estimar su espesor neto me 55

dio, guarda Ta siguiente relacidn jeocmétrica con 1as Larrenos mas cercanos:

Empleando la técnica del Krigeage evalie Zys el espesor neto medic aso-

v
1
P o cfado al bloque de volumen V.
1 £ = 500 m.
|
i t . CONSEJO: Dado que existe simetria entre las muestras BZ‘ B3, Bd y 85 y el
i :
! T bloque V, y dado que el fendmeno es considerado como isotrépico,-
v ; las muestras BZ,...,B5 pocdrar considerarse como una sola muestra
l. 4 BZ' . EY valor de » asociado a Zp. deberd ser dividido entre --
B T B 2
°3 _____ - - =to - & - 1 —=|- -0t~ »u cuatro (4) y aplicado a cada barreno original Zg se--s 2p  , @N
- | 2 5
e £ — : la evaluacidn de zy.
i -
1
; L Si B} = B, y
i 1 1 o
- » ~_,”Jx_.____.:.a I B, = {BZ U B3 Ueg, u Bs}
55:’ el estimador Z* podria definirse como: :
I B : i
3N
t R TR Y ™
1 2
Los espesores netos en los barrenos son: ) donde Z., =2 YT, = (2 vz vz +2) /4 ﬁ
B1 B1 82 BZ B3 84 55
z = 1.50 m.
B.| :
=1.00 m.
2




