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INTRODUCCTON

Estos apuntes tienen pon obfeto ayudarn a
Los alumnos que cursan La asdignatura "AndLisdis Estructunal
1" en el aprendizaje de Los temas includidos en el phrograma
vigente de esta matenia; contienen tanto Los aspectos teb-
nicos de estos temas, como efemplos de aplicacién de Los -

mLsmos .

Se pretende que estos apuntes sean revd-
sados penfodicamente con el objeto de adaptarfos a £os cam

bios que presente el programa de La asdignatura mencionada.

Estos apuntes fueron elaborados por Los

profesones:

Ing. José Luis Camba Castaiieda
Ing. Francisco Chacén Garcia

Ing. Francisco Pérez Anellano

México, D.F., abrif de 1982

Ing. José Luis Camba Castaieda
Coordinadon de Andlisis Estructural 1
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\CONCEPTOS INTRODUCTORIOS EN ANALISIS ESTRUCTURAL

El objetivo del andlisis estructural consiste en calcular las -
fuerzas internas y las deflexiones en un punto cualquiera de una estruc

tura.

En el andlisis estructural deben tomarse en cuenta las siguien-

tes condiciones:

1.- Equilibrio entre fuerzas internas y externas en todos los -

elementos de la estructura.

2.- Compatibilidad de deformaciones de todos los elementos -

estructurales.

3.- Relacién fuerza-desplazamiento.
1.- EQUILIBRIO ENTRE FUERZAS INTERNAS Y EXTERNAS

Una estructura, sujeta a un sistema de acciones externas de -
finidoy estard en equilibrio si las reacciones de la misma cumplen -
las condiciones de equilibrio, que se expresan como:

En el espacio:

T Fx=20 IMx=0
IFy=20 IMy=20
TFz=20 IMz=20

Cuando se trate de estructuras planas:

2Fx=0 SFv=0 =M=0

De esta forma, si se cumplen las condiciones mencionadas, bajo
la accién del sistema de fuerzas externo y el sistema de reacciones, la es-
tructura estd en equilibrio. Los elementos que forman la estructura estardn
sujetos a fuerzas internas que se desarrollen en ellos, provocadas por el -
sistema de fuerzas externo aplicado.

Si se hacen diagramas de cuerpos libres,al aislar una parte de la

estructura haciendo uno o varios cortes, deberdn estar también en equili--

brio.

Si por ejemplo;en la estructura mostrada a continuacién se aisla -

el nudo indicado, sobre el cual actian las fuerzas externas Fz asi como las
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fuerzas internas desarrolladas en los planos de corte, éste nudo deberd es
tar en equilibrio, porque forma parte de una estructura en equilibrio,y por
lo tanto,podrdn aplicdrsele las ecuaciones generales de equilibrio; a este -

sistema en equilibrio, se le llamard equilibrio nodal.

Maegc

BC
—=\Vse¢

Vse
Nse
2 e = ‘—WMBE
<

M ea

Asi mismo, al hacer un corte en un entrepiso, deberd estar en -
equilibrie la parte aislada por el corte, ya que pertenece a una estructura
que estd en equilibrio.

Asi por ejemplo, si en la estructura anterior se corta en el plano
indicado, la estructura aislada permanece en equilibrio; a este sistema

se le llama equilibrio de entrepiso.

Fa Fa
Fio
C D I
Fs Fs
F2 L E H
_N —N _N
<—\I—_VAB ‘—EVFE <_\I_Vt,n
Nas Nee Neon
Mas Mee Mon

Por lo tanto, si una estructura estd en equilibrio, cualquier elemen

to que se aisle también lo estard, siendo necesario para que ésto se cumpla,

que en los planos de corte se considere la o las acciones internas que la es-

tructura ejerce sobre el elemento que se aisié.

2 COMPATIBILIDAD DE DEFORMACIONES

Al aplicar un sistema de fuerzas a una estructura, ésta se defor-

ma, pero conserva las condiciones de continuidad iniciales. Asi mismo, los

desplazamientos finales en la estructura deberdn ser compatibles con las

condiciones de deformacién de los diferentes tipos de apoyos.



En la estructura de la figura, el nudo B al pasar a la posicién B’',
se desplaza y gira; si se trata de una estructura en el espacio, podrd tener

tres componentes de desplazamiento lineal y-tres giros. En el caso de un -

nudo en el plano, los desplazamientos serdn:dos componentes de desplaza

miento lineal y un giro.
La condicién de compatibilidad con las condiciones de apoyo, se-

rian por ejemplo, en el caso de la figura,que los apoyos A y F por ser em-
potramientos, impiden toda posibilidad de desplazamiento lineal y de giro;

en cambio para el apoyo G, por ser un apoyo articulado, no permitird des-

plazamientos lineales pero si el giro del mismo.

S

RELACION FUERZA-DESPLAZAMIENTO

De acuerdo con los objetivos mencionados del andlisis estruc-

tural, es necesario conocer para una estructura de geometria definida,

la relacién que existe entre las fuerzas y los desplazamientos.

Si se observa la siguiente grafica, se deduce que la relacion

entre fuerzas y desplazamientos puede ser lineal o no serlo.

Pa

>y

Relacion lineal

»
L

A
Relacion no lineal

En general, se supone la hipdtesis de que la relacién entre -

fuerzas y desplazamientos es lineal, por lo que se puede aplicar a las

estructuras el principio de superposicion.
Dicho principio establece, que los efectos que produce un sistema de

fuerzas aplicado a una estructura, son equivalentes a la suma de los -

efectos producidos por cada una de las fuerzas del sistema actuando -

independientemente.



Las condiciones que debe cumplir una estructura para que se -
le aplique el principio de superposicidn son:
a) Que exista proporcionalidad entre esfuerzo y deformaciones, es -
decir, que se cumpla la ley de Hooke.
b) Que no haya interaccisn entre efectos debidos a fuerzas axiales y
momentos flexionantes (efectos de esbeltez).
c) Que las deformaciones en la estructura sean relativamente peque
nas, evitando asf que se afecten en forma importante el sistema de --
fuerzas internas y de reacciones,

Si la estructura en estudio cumple con las tres condiciones men
Cionadas, se trata de una estructura con comportamiento eldstico y li-

neal,

CAPLITULO 2
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METODOS APROXIMADOS PARA DISENOS PRELIMINARES

METODO DE BOWMAN

Después de estudiar un gran nimero de marcos resueltos por mé-
todos exactos, se ha propuesto un método aproximado que se basa en las
siguientes hipétesis:

a) Los puntos de inflexién en las vigas exteriores se encuentran a
0. 55 de su claro, a partir de su extremo exterior. En las vigas interiores
su punto de inflexién estd al centro del claro, excepto en la crujia central
cuando el nimero de éstos es impar, o en las dos centrales si es par. En
ellos los puntos de inflexion de las vigas estard forzada por condiciones -
de simetria y de equilibrio.

b) En las columnas del primer entrepiso los puntos de inflexién -
estdn a 0. 60 de su altura a partir de la base.

En marcos de dos o mds, tres o mds, cuatro o mds entrepisos, -
respectivamente, los puntos de inflexién en las columnas de los entrepi-
sos ultimo, peniltimo y antepeniiltimo, respectivamente, se encuentran
a 0.65, 0.60 y 0. 55 de la altura correspondiente a partir del extremo su-
perior.

En edificios de cinco o mds entrepisos, los puntos de inflexién en
columnas para las cuales no se ha especificado la posicién, se encuen--
tran al centro de su altura. Esto se ilustra en la Fig. 1.

c)La fuerza cortante de cada entrepiso se distribuye en la forma

siguiente.

En el primer entrepiso:

Una fuerza cortante igual a:

Ve = 7-'—0-“ T 0:5 \%

Esta se distribuye entre las columnas proporcionalmente a sus -
rigideces.

La fuerza cortante Vt=V —Vc se distribuye entre las crujias
proporcionalmente a la rigidez de la viga que la limita en la parte supe-
rior. La cortante de cada crujia se distribuye en partes iguales entre las
dos columnas que la limitan.

En pisos superiores: La fuerza cortante yc¢ = &"’T]z Vv
se distribuye directamente entre las columnas.

La cortante Vt =V — Vc se distribuye entre las crujias como
se hizo para la planta baja.

V = fuerza cortante por entrepiso.

N = crujias del marco en el entrepiso considerado.

I0.65h

Ioieor. Figura 1
q
Puntos de inflexion en los
0.55h . )
I diferententes entrepisos

Io.so h
]

L [0, 60h
7 7. 7.




Enseguida se presenta un ejemplo numérico para mejor compren- Para el ler. entrepiso el cortante V=8

sion del método antes expuesto. y el cortante para lescolumnas es

Se tiene un marco el cual consta de tres crujias distribuidas co- ve = N=0.5  _ 3-0.5 4.5
TNFT 3T

mo se muestra en la figura, dicho marco es de dos niveles y estd so_ .

) ) ) Para cada columna es 7 = 1.25

metido a dos cargas horizontales en el 10. y Z0.nivel de ST y 3T -

respectivamente. Determinar los momentos que se generan en los nu-

) Para el segundo entrepiso V=3
dos debidos a las fuerzas actuantes.

Para esas columnas
ElI= constante.

N-2 3-¢ (3)

Ve = N+ T v = - = 0.75
0.75
Y el cortante por columna es 7 - 0.7875
Para el primer nivel el cortante en vigas es
31,0 ©) ® © .
Vy=8-5¢<3
3m
. 3.
5T ;@ i ® : @ ® + Y el cortante en cada viga es 3 ° 1.9
4m Esa fuerza se divide entre las dos columnas inferiores igualmente o -
7 7 A .+
+- am + Sm + Sm —+ Lo mismo se hace para el segundo nivel

Ve = 3 - 0.75 = 2.25
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Para cada viga —3— = 0.75

Se reparte entre las columnas inferiores vecinas

0.75 _
S = 0,375

Para encontrar los momentos se multiplicardn las fuerzas cortantes por
sus respectivos brazos en las columnas
Pon egemplo 1.75 (1.6) = 2.80

0.5625 (1.05) = 0.59

Equilibramos los momentos en las columnas con los de las vigas

valiéndonos de que conocemos los puntos de inflexion de las vigas.

A

-1.096
1.096
280

4,

-3.39_0.59

0.984 -2.77 o
3.30

.828
.25

225.4

-0.92 -0.89
0.375T
3.60

0,187
0.375
—1.81

0.937

1.0

1.828
5.4

77

-0.89 ~0.92

0187
0375

0.937
0.964] 3.60

1.0

.75

— 1.096
1.096
0.187

0.59 -3.39
2.80

To375

0562

1 .25

+—‘—’—(5’—+
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METODO DEL VOLADIZO Cdlculo de las fuerzas axiales en las columnas.

Se hacen las siguientes hipdtesis: Como todas las columnas tienen la misma seccién, el centro de -
a) Hay un punto de inflexién en el centro de cada viga. gravedad de las columnas se determina.

b) Hay un punto de inflexién en el centro de cada columna. 4X =54+ 10+ 16 X= 31/4 = 7.75m a partir de AEl

c) La intensidad del esfuerzo axial en cada columna de un piso es

proporcional a la distancia horizontal desde esa columna al centro de gra E[\Zﬂ
FAl T
vedad de todas las columnas del piso que se considera. t
‘ . . B ?&_5':\]_53—2 FAE
Apliquemos este método al siguiente ejemplo: + 7.75 + 7'75 FAE :

3000, 1 K }
J K -
3000Kg T 5000, |E F 6 H
3m
E F G H d [} _ A
5000Kg z.75 2.25 4825
lFAE Iﬁ Fae 775 FAE +75FAE
El = Cte. 4m
A B C D l
VoA %éz 77 7
+—>5m + 5m —+ &m + Si tomamos momentos respecto al punto de inflexién de la colum-
na DH.
M = 0 5(3000) + 2(5000) - 16F, - 02 F, (11) + ZZ5 F, i6)0
AE © 7.7% TAE 7.75 'Agl6l=

Fag =1376.55

F,. = 486.45 = 399.64 _ 1465.36
3 7 F G FDH
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Para el siguiente nivel las fuerzas axiales estdn distribuidas de -

igual manera que para el primer nivel.

3000, 1 J K L +
1 L 1 l L.5m
825 i
’ 2.75 2.25 C El
1"5' l—ﬁs' Fe 1388re T e

Tomando suma de“momentos con hespecto a La articulacibn en el
eje L.

M =0

2.75 2.25
3000(1.5)-16F,, - == Faell + 223 Fagie) = 0

FEI=247'78 FFJ=87.92 FGK‘=71'93 F, 2¢3.76

HL

Las fuerzas cortantes en las vigas se obtienen a partir de las --
fuerzas axiales en las columnas de los diferentes nudos.

Por ejemplo en el nudo H.

VHG = FDH — FHL = 1437.28 - 258.71 = 1178.57

Para el nudo E

VEF = 1350.17 — 243.03 =1107.14
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Momentos en las vigas.- Como el mmomento en el centro de cada -
viga es nulo, el correspondiente a Sus extremos serd igual al cortante

en la viga por la mitad de su longitud.

Momentos en las columnas. - Se determinan en las cabezas de és-

tas descendiendo hacia la base.

METODO DEL PORTAL

Este método se basa en las siguientes hipotesis:

a) Los puntos de inflexién de vigas y de columnas se encuentran en

Sus  puntos medios.

b) La fuerza cortante en cada una de las columnas exteriores de -
un piso es igual a la mitad de la que corresponde a cada columna interior.
De esta manera el problema se transforma en una isostdtica.

Resumen de la secuencia de cdlculo:

1. Se determina la fuerza cortante en cada entrepiso.

2. Usando la hipStesis (b) se determina la fuerza cortante en ca-
da columna.

3. Considerando la hipStesis (a) se determinan los momentos fle-
xionantes en los extremos de las columnas.

4. Determinense los momentos en los extremos de todas las vi--
gas equilibrando los momentos de las columnas en cada extremo. Se ne-
cesita empezar en nudos con una sola viga y considerar que los momen

tos en los extremos de una misma viga son iguales.

13

5. Obténganse las fuerzas cortantes en las vigas a partir de los -
momentos de sus extremos.
6. Determinense las fuerzas axiales en las columnas a partir de

las cortantes de las vigas.

3000 | J K L
3m
5000, |E F G H
El = Cte. 4m
A B C D
77 W7 /24 A
1 S5m 4 Sm 22 6m 34
- T -+ -

El cortante en el primer entrepiso vaie

2666.6
1333.3

Ves= columnas interdionrnes

Ve= columnas exterdionres

EL contante en el segundo entrepiso vale V=3000 kg

1000
500

Ves columnas Lnteriones

Ve= columnas extenionrnes

Con Los valonrnes anteniores se calculan Los momenzos
en Las columnas y pon equilibrio el de Las trabes.
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METODO DEL FACTOR

Se basa en las ecuaciones pendiente-deformacién haciendo mo
dificaciones bajo las siguientes hipotesis:
a). - Para el calculo de los desplazamientos lineales y angulares en un --
piso, se considera que el valor ¥ en dos entrepisos consecutivos es-
igual. Y es la diferencia de desplazamiento laterales de dos niveles ---
consecutivos dividida entre la altura del entrepiso.
b). - El giro de un nudo y de los extremos opuestos de todas las barras --
que concurren al mismo son iguales.
Este método se aplica siguiendo los seis pasos siguientes:
1. - En cada nudo se calcula el factor v de las vigasv = ZKC/ZK s
ZKC es la suma de los valores K =1/ L de las columnas que concu --
rren al nudo, y ZK es la suma de los valores K para todos los elemen
tos del nudo.
2. - En cada nudo se calcula el factor C de las columnas C =1 - v, sien-
do v el factor de viga del paso 1. En las bases de las columnas empo--
tradas del primer piso se considera C=1.0
3. - Hay un niimero, obtenidoen 1y 2, vy C en cada extremo de todos-
los elementos del marco. A cada uno de dichos nimeros se le suma la -
mitad del correspondiente al otro extremo del elemento.
4. - Se multiplica cada suma hallada en el paso 3 por el valor de K del --
elemento al que corresponde dicha suma. Para las columnas, a este pro-
ducto se le llama factor de momento de columna, C ; para las vigas, fac-

tor de momento de viga V.
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Veamos como ejemplo el siguiente marco:
5. - Los factores de momento de columna C, hallados en el pa jemp g

2t I |
so 4 son los valores relativos aproximados de los momentos en los extre- T 3 [E) (Los nimeros intermedios
) son rigideces relativas)
mos de la columna para el piso correspondiente. 4m 2 3 2 s
3t | |
Por la estatica se ve que la suma de los momentos en los ex-- "‘ ®) 0 @
tremos de las columnas en un piso determinado, es igual al cortante hori- 4m 2 3 2
. ey . 5t | i 1
zoatal total en ese piso multiplicado por la altura del piso. Por lo cual, - ‘{’ gS) W) 3
los factores de momentos en los extremos de las columnas, por propor-- 4m 3 4 3 2
. . | D © 9)
cion directa, en cada piso. w VA A 7
6. - Los factores de momento de viga V, hallados en el paso 4 5m—F 5m —4 5m

son los valores relativos aproximados de los momentos en los extremos--

de las vigas para cada nudo. La suma de los momentos en los extremos- Calculo de los factores de viga de los nudos

de las vigas en cada nudo es igual, por la estatica, a la suma de los mo-- Por ejemplo para el nudo (1Q)

mentos en los extremos de las columnas en ese nudo, que pueden obtener- e Z KC/ZK ZKC = suma de rigideces de las
I
se en el paso 5. Por lo cual, los factores de momento de viga V se pue--- cotumnas
den transformar en momentos en los extremos de éstas, por proporcion -- ZKC =3+3=6
vo = 6/8 = 0.75
directa en cada nudo.
También para el nudo (7)
YKe =3+ 4 2K =09 vz = 79 = 0.777

Calculo de factores de columna por eiemplo nudos (7)y (10)

C=1-v
C = 1-0.777 = 0.223

C =1-075 = 0.25
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0.966 0933 0933 0.966 P
2522 — 2923 3388 Calculo de Momentos
0.666 0.600 . 0.600 0566
Por ejemplo primer entrepiso
333 0.400 0333
100 0.125 0.100
233 0.525 0.433
M= Vh =10(5) = 50 T-m.
66 0.450 0.366
66 0.200 0.166 istri i
€8 vane o 500 Este momento se distribuye en las columnas proparcionalmen
1175 1150 | 1150 1175 o
0.375 0.400 | ©0.400 0375 te a sus rigideces.
L 0.800 0.750 4—0.750 ~————————10.800
X MC
00 0.250 0200 Mij = &
83 0.
83 S56i 8543 2c
22.536 = ) C
266 0348 0386
0 0.125 0.100 i i
Onos by e En el primer entrepiso
L 5.3%% §Yr4-83%7 AT T L ) Q—y |\ 22.536 = 3249 + 4.444 + 3.429 +2.50 +1.666 + 2.358 + 2.892 +1.998
1221 19 134 1.102 1.047 1023—|
% 3283 3255 33 4 444
: . 500 ; _ 3249 _ = & =
666 0.723 0.786 0.833 Mis = 55536 (50) = 7.208 M27 52 536 (50) 9.859
1.998
= 22 =] . = 6.416
Msi 55536 (50) 4.430 Mz2
| i -
03 L1 1.143 1.250 _ _
0.083 o.11 0.143 0.250 Mss= 7.607 Ms4 = 3.696
1.000 1.000 1-000 1.000
Me3z = 5.231 Mas = 5.546

Para el nivel 22

M = 5(4) = 20 4.683 = ZC
Para el nivel 3o.

Se han anotado los factores de vigas y columnas y a cada uno de- M= 24=8 Bl ZC

dichos nimeros se le ha sumado la mitad del correspondiente al otro ex-

tremo del elemento. Los momentos en las vigas seran proporcionales a sus rigideces



Se anotan los factores de Momentos de columnas y vigas

y los Momentos

CyVv y Mij= [C/ZC]M

I—o 966 0.933To.933 0966
0.866 1.575 0.866
|0-95¢] 1764 [0.956]
0732 1350 0.732
175 1150 4—1.150 1175
0566 1.083 0.686
Zat7
2.272 4.458 3.297]
0532 1.044 0772
[eiss) Casm3)
1221 1193 ——1.134 |.|oz—‘—|.o47
1998 2.892 2.358
4.430] 6.416
[7-208) [e-858 |

3.249 4.444 3.429

A.
Bl

CAPITULO 3

TRABAJO Y ENERGIA

PRINCIPIO DE LOS DESPLAZAMIENTOS VIRTUALES
PRINCIPIO DEL TRABAJO VIRTUAL



2.1 TRABAJO Y ENERGIA

Si un sistema de fuerzas externas,se aplica a un cuerpo, este
se deformard hasta que se presente el equilibrio entre las fuerzas ex-
ternas aplicadas y las fuerzas internas del cuerpo. En consecuerncia,
el sistema de fuerzas externas realiza un trabajo. Este trabajo se al
macena en el cuerpo y es a lo que se llama '"energia de deformacién -
del cuerpo".

El trabajo realizado por el sistema de fuerzas externas, se -
puede transformar en energia de deformacién y/o energia cinética del
cuerpo. Si las fuerzas se aplican gradual y lentamente,a un cuerpo -
eldstico, el trabajo exterior se transforma completamente en energia
de deformacién.

La energia de deformacién o energia interna de un cuerpo e-
ldstico es por lo tanto, la suma de todo el trabajo transmitido por el
sistema para deformarlo con respecto a su estado natural. La ener--
gia de deformacion almacenada se transforma en trabajo cuando el sis
tema de fuerzas es retirado. Si el cuerpo es perfectamente eldstico -
recuperard exactamente su forma inicial. En los sistemas eldsticos -
se despreciardn las pérdidas de energia por calor.

La energia de deformacién depende de las caracteristicas de -
la curva carga-deformacion del cuerpo. Asi, por ejemplo, en la Fig.1
el drea sombreada nos representa la energia de deformacion de un --
cuerpo con comportamiento eldstico lineal. EIl drea sombreada en la -

Fig. 2 nos representa la energia de deformacién de un cuerpo con com
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portamiento eldstico no lineal.

Para el caso de la Fig. 1 la carga P se aplica gradualmente -

y por lo tanto la deformacién aumenta gradualmente.

rrollado por la fuerza P es:

W :Jp.ds = energia de deformacion

Ps P4

El trabajo desa-

-

’ ./
fig.l- Energfa de Deformacidn fig.2~-Energia de Deformacion

Caso Lineal Caso no Lineal

El drea no sombreada marcada con C en las Figs. 1y 2, se -

denomina "'energia complementaria de deformacién' y se calcula con -

la integral

Cs XB‘dp= energia complementaria de deformacidn

/8§ A
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La energia de deformacion, puede aparecer debido a fuerzas
axiales, de flexién, de cortante y de torsion. Estas fuerzas pueden pre
sentarse aisladas o en determinadas combinacicnes. En seguida se obten
drdn las expresiones para la energia de deformacion debido a los efec
tos antes mencionados, los cuales se consideran que actdan uno a la -
vez.

a) Efecto de Fuerza Normal.
Considérese la barra mostrada en la Fig. 3, la cual tiene su

drea transversal constante.

fig. 3

La aplicacién gradual de la carga normal N produce la defor-

macién § . En la longitud dx el trabajo interno efectuado es:

dw = %de
pero
€= - N
E AE
entonces

- N N 4x
dw= 5= A€

el trabajo total en la longitud L serd

debido a que el trabajo efectuado es igual a la energia de deformacion

interna, entonces:




donde Un es la energia de deformacidn interna debida a cargas axiales.

b) Efecto de Momento Flexionante.

Considérese que en el tramo de viga mostrado en la Fig. 4 -

actian fuerzas que producen flexién en €l mismo.

Viga | _+é'+_

F

dA .

e

Una fibra situada a una distancia "y del eje neutro tendra co

mo deformacién en la longitud dx

S =gdx
pero

8:%:ML
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entonces

Debido a que las fuerzas que producen flexién se aplican gra-

dualmente, el valor de la fuerza promedio que actia en el drea dA, es:
d F= 4 Gaa
entonces
oF = % My da
El trabajo efectuado en la fibra analizada es:
dw = JdF
o sea:

2 2
dw = ?L'%‘;Yz‘d‘d“

y el trabajo para todas las fibras en la longitu dx ser4.
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=L M dx ) 2. dA P Viga
WETER v L
“Ce I - Ete Neutr
; -+
h2 1
2 — . "d —
dw = %—dx _:t | f x j:_
2 T P, L}
h 1
1 s
f »
El trabajo total en toda la viga sera: + d +
- 2
= M~ fig. 5
w j BET dx 9
c
Lo El trabajo debido a la fuerza cortante es:
12, A 1
s M dw= (G dA) (¥ dx)
Ub 5 2E] dx 2
o
pero
donde Um es la energfa de deformacion interna debida a momento fle-
Xionante.
O Yb
c) Efecto de Fuerza Cortante.
Considérese que en el tramo de viga mostrada en la Fig. 5 - y

actian fuerzas que producen esfuerzos de cortante en €l mismo. En la

figura se exagera la deformacion de la fibra mostrada. ¥ - _g_ A
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donde Q es el momento es tdtico con respecto al €je neutro y b es e] - por lo tanto:

ancho de la seccidn, entonces:

= V@ 4y.da
dw = gy dxd

donde Uv es la energia de deformacicn interna debida a fuerzas cortan-

tes.
& j fecti la longitud dx, es:
Bl trabajo e se st en e La constante C es el llamado factor de forma y depende de la
2 forma de la seccisn transversal. Algunos valores de C se dan ensegui-
_ Vidx A Q°
W 26A T | T A da.
<h,
si:
he .
A
C-= ?JA —g!— dA
2h,
C=11l C:L5
entonces: -
2
dw = % dx
(&5 S l(‘,n cz12
El trabajo efectuado en toda la viga sers: Aalma

d) Efecto de Momento Torsionante,

L.
2 - & A
W = J cv %x La viga mostrada en la Fig., 6 est4 Sujeta a un momento tor-
2
°

sionante T aplicado en un extremo de la misma,
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- - T para todo el elemento el trabajo serd:
(e [
/ \_—7 \ / \ L
s \ g ‘ . w_ 2 X
L i B 2GJ
d
r ’ (
L J] por lo tanto
L
fig. 6 = | TRdx
i jo 264

El trabajo efectuado en el segmento dx es:
donde Ut es la energia de deformacion interna debida a fuerzas de tor-

sién y J es el momento polar de inercia para una seccién circular.

dw = T'T 8‘
Valores de J para diferentes secciones transversales se dan a conti-
nuacion.
pero
Secciones llenas
. Tdx
¢ GJ
entonces T
a h
dw = Logx
W= 26y

~+——D—F ——0 —+ +

303
.ot - s N b-h
J= 32 J=0,02a J 3.6(hs bY)




Secciones Huecas
DTS Huecas

Expresién General:
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Secciones Abiertas
—— 05 ADblertas

Expresion General:

En el caso general de un elemento sujeto a log elementos me-

cdnicos citados anteriormente, se obtiene que la energia de deforma-
Cion total es:

U= Un+ Up + Us + Ut



O sea:

_ | N%dx M® dx CcVidx T%dx
U= 12ae * | Z2er t )%ea t | 260
L L L L

La expresion anterior puede usarse también para vigas ligera
mente curvas. La limitacién para su uso se presenta cuando el radio -
de curvatura es menor que cinco veces la dimensién mayor de la sec-

cidn transversal.

2.2 PRINCIPIO DE LOS DESPLAZAMIENTOS VIRTUALES

Este principio constituye la base para la aplicacién del princi
pio de los trabajos virtuales que se verd en el siguiente inciso.

Se entenderd por desplazamiento virtual aquel desplazamien-
to hipotético de uno o varios puntos de un cuerpo rigido en equilibrio.
Las ecuaciones de equilibrio y las condiciones de geometria del cuerpo
no se alteran debido a dicho desplazamiento, el cual puede ser de mag-
nitud pequeiia o infinitesimal. Dichos desplazamientos son producidos
por un sistema de cargas diferente al aplicado al cuerpo rigido en equi
librio. Por lo tanto, el sistema de cargas original se mueve cuando se
produce el desplazamiento virtual. El producto de cada carga del siste
ma original por su desplazamiento virtual respectivo producird enton-

ces ''un trabajo virtual'.

Para demostrar el principio de los desplazamientos virtuales
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se usard la Fig. 7, en la cual se muestra un cuerpo rigido en equilibrio

bajo el sistema de cargas dado.

fig. 7

Si el cuerpo rigido estd en equilibrio debe cumplirse que

= Fx

"
o

=Fy=0

SM+ =Fx-Y+ =ZFy.X =0
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Siielicserposchrazladalunatdistanciaipequenals i acuyagicom ya que Sx y Sy son constantes en todos los puntos del cuerpo.
ponentes son §x y §y  se efectuard un trabajo que serd (Fig. 8) Debido a las condiciones de equilibrio = Fx=0 y =Fy=0 5
se tiene que:

W= =Fx Sx+ =Fy &y

W= M=Fx + dy=Fy=0

o sea
Si el cuerpo ya trasladado sufre una rotacién pequefia « con respecto

W= Sx =Fx + é"Epy al origen O, las componentes del desplazamiento de cualquier punto
dy ’/F| serédn ay paralela al eje 'x’, y a x paralela al eje'y’, EI traba-
/~ jo efectuado por el sistema de cargas sera:
M
W= SMoc + =Fx-ocy + =Fy ocx
N *r' 0 s o sea:
Fy
/ L
Fs W= oc(=M+ =FxY+ =Fy-X)
M
Sy
ya que o< es constante en todos los puntos. Debido a las condicio-
nes de equilibrio
) X
F & |
3 =M+ =FxY + SFyX=0
—+ dx _*

fig. 8




se tiene que Los segmentos (1) y (2) de la figura anterior se muestran co-
W= oc(SM+ SFxY+ SFyX) = O mo cuerpos libres en la Fig. 10.
Ya que cualquier movimiento de un cuerpo puede descomponer \\

se en un giro y una traslacién y se vié que en ambos casos el trabajo -
efectuado vale cero,se puede enunciar que:
"Si a un cuerpo rigido en equilibrio bajo un sistema de fuerzas

dado se le desplaza virtualmente, el trabajo efectuado por este sistema

durante el desplazamiento virtual es cero'. /

o8] PRINCIPIO DEL TRABAJO VIRTUAL
Considérese el cuerpo deformable que se muestra en la Fig. Segmento (1) Segmento (2)

9, el cual se encuentra en equilibrio bajo el sistema de fuerzas dado. ” 10
ig.

El segmento (1) es un segmento interno y estd sujeto a fuerzas
internas en todos sus lados. El segmento (2) es un segmento de borde
y estd sujeto a una fuerza externa Fi en uno de sus lados y a fuerzas
internas en los otros.

Si se supone un desplazamiento virtual del cuerpo producido -
por una accion diferente al sistema de fuerzas dado, las fuerzas exter
nas e internas se moverdn y por lo mismo efectuardn un trabajo virtual.
Por lo anterior, cualquier segmento del cuerpo deformable sufrird un

giro, una traslacion y una deformacion virtual. Si se representa por -




d We al trabajo desarrollado por las fuerzas externas en el segmento

se tiene que:

dWe = dWRT + dWi

donde: dWRT es el trabajo virtual de rotaci6n y traslacién del segmen

to tratado como un cuerpo rigido y dWi es el trabajo virtual de defor-

macién del segmento.

Por el principio de los desplazamientos virtuales se sabe que:

dWRrT = 0

por lo tanto
dWe = dWi

El trabajo desarrollado en todo el cuerpo ser4:

donde Wi es la energia de deformacicn interna virtual del cuerpo y -
We representa el trabajo virtual total debido al sistema de fuerzas -
externas Y, ya que el trabajo desarrollado por las fuerzas interseg-
mentales se anula.

Por lo visto anteriormente se puede enunciar que:

"Si una estructura deformable en equilibrio bajo un sistema -

de fuerzas dado, se sujeta a un desplazamiento virtual debido a una --
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fuerza adicional, el trabajo virtual producido por las fuerzas externas,

es igual al trabajo de deformacidn de las fuerzas internas'.

2.4 TEOREMA DE BETTI
Considérese el cuerpo eldstico mostrado en la Fig. 11 en el
que se aplican dos sistemas de cargas a la vez, los cuales aparecen -

por separado.

Sistema de fuerzas A Sistema de fuerzas B

fig. 1
Si se aplica el principio de la superposicién de efectos se pue
de hacer el siguiente andlisis:
Si se aplica gradualmente primero el sistema A y luego el sis

tema B, el trabajo efectuado por dichos sistemas de fuerza serd:

W = —IzPi:S'i+ + Fi i+ Pi 8ij



donde
381 son los desplazamientos producidos por las fuerzas
Pi .
§j son los desplazamientos producidos por las fuerzas
Fi
Jij son los desplazamientos en la direccion de las fuer
zas Pi debidos a la aplicacion de las fuerzas Fj

Si ahora se aplica gradualmente el sistema B y luego el siste-

ma A, el trabajo efectuado por dichos sistemas de fuerzas ser4:
=Ll § oo e
W= EFJJJ-F I?Pl Si+ Fjdji

donde
&ji son los desplazamientos en la direccién de las fuer
zas Fj debido a la aplicacién de las fuerzas Pi
Debido a que el orden de aplicacién de los sistemas de fuerzas

no afecta al trabajo externo total, las expresiones obtenidas arriba se

pueden igualar:
SPiSi+ HFiSi+ PiSi = 5FjSi+ L Pisi+ Fidi
de donde:
Pidij = Fj&ji

que es el teorema de Betti, el cual puede enunciarse como sigue:
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"El trabajo que realiza un sistema de fuerza A debido a los -
desplazamientos que en sus puntos de aplicacidn le produce un sistema
de fuerzas B, es igual al trabajo que realiza el sistema de fuerzas B -
debido a los desplazamientos que en sus puntos de aplicacién le produ-

ce el sistema de fuerzas A'".

Un enfoque mds simple puede darse observando la viga mostra
da en la Fig. 12, en la cual se aplican simultdneamente las fuerzas --

Pa y Ps

o

A B

ﬁﬁ

fig. 12

Considérese que se aplica gradualmente primero la fuerza Pa

la cual produce los desplazamientos mostrados en la Fig. 13.

fig. 13 Q?A

Considérese ahora, que se aplica gradualmente la fuerza Ps



con Pa
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en posicién como se ve en la Fig. 14.

Pa Pe
N _Al Bl+
§ 6A+,$‘Aa?—\\‘~\\\ Se

Ty

fig.14

El trabajo total de las fuerzas aplicadas es:

W= —‘,IZ—PAJA+ —é—Paé‘e+ Pa Sas

Si se invierte el orden de aplicacion de las cargas, se tiene -

que:
Ps

ﬁ -
T

N

7
A
> 1
/
/
!
/
/
/
/
/

El trabajo total de las fuerzas aplicadas es:
W= %Paé‘a + lzPAé‘A + Pedea
por lo tanto, igualando las expresiones del trabajo total, se tiene:

LZPA Sa + LZPB S8+ Padap = —IEPBJB+%PA3A + P Ssa

de donde:
Padas = Psdsa
2.5 TEOREMA DE MAXWEL
Considérese el marco mostrado en la Fig. 16 al cual se le apli
en el punto A y después, al mismo marco se le apli

Pa

ca una carga
en el punto B.

ca una carga Ps

Pa

>
U

Ps



segln la Fig. 16 dsa es el desplazamiento producido por Pa y-

tiene la direccién de Ps
Y §as es el desplazamiento producido por Ps
cién de  Pa

Por el teorema de Betti se tiene:

Padas = pgdea

Segin Maxwel si Pa es iguala Ps

Sas = Sba

por lo tanto, puede enunciarse que:

y tiene la direc

, se tiene:

"El desplazamiento en un punto A (en la direccién de la fuerza

aplicada en A) debido a la aplicacion de una fuerza P

€n un punto B, -

es igual al desplazamiento en el punto B (en la direccion de la fuerza -

aplicada en B) debido a la aplicacion de una fuerza P en el punto A",

El teorema anterior también es vdlido para el caso de rotacio

nes o de combinaciones entre desplazamiento lineal y rotaciones. Un -

€aso como el que se muestra en la Fig. 17 aclarard 1o anterior.
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P
caso a) | 42 3 4

caso b)

fig. 17

En los casos a) y b) se tiene

PS23 = P,

entonces

Jo3 = Ja2

En los casos a) y ¢) se tiene

Pdar = M2
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si Py M tienen la misma magnitud, entonces Considérese la armadura mostrada en la Fig. 18 la cual estd suje
, A=

ta a un sistema de cargas P, y en la cual se desea calcular el desplazamien

Jai = Se. to vertical dva en el punto A.
En los casos b) y ¢) se tiene P3
P1 P2
Pd3r = M3

si P y M tienen la misma magnitud, entonces:

331 = di3

2.6 METODO DEL TRABAJO VIRTUAL

Es un método muy versdtil para calcular desplazamientos en

fig.18
las estructuras. Estos desplazamientos pueden ser debidos a cargas - 8

de cualquier tipo, cambios de temperatura, contracciones en el mate- Considérese ahora la misma armadura sujeta a una carga F en el

rial estructural o errores de fabricacidn. punto A en la direccién de Jva .
La expresion bdsica para el método del trabajo virtual ya se

vié anteriormente y es:

Trabajo virtual externo = Trabajo virtual interno

En la ecuacién anterior se puede expresar el primer término

como el producto de una carga conocida por el desplazamiento busca-

do. El segundo término se puede expresar en funcién de los elementos

mecdnicos de la estructura, lo cual se hard enseguida.

fig. 19



Si se denominan como N las fuerzas axiales en los elementos

debidas al sistema de cargas P, y como n a las fuerzas axiales en los -

elementos debidas a la carga F, se tiene, segin Betti que:
We =_LFdva
2
- nl
Wi _]2_§N (AE)

donde el término con paréntesis es el alargamiento o acortamiento de cada

elemento de la estructura debido a la aplicacién de la carga F. Por lo tan-

to
| = Nol
_Z.FJVA %2 AL
Si se dd a F el valor unitario (puede ser cualquier valor) se tendrd
que
= NnL
Jva = > AE

En forma semejante se pueden establecer las expresiones del tra

bajo virtual interno para los demds elementos mecdnicos y se obtiene:

L
wi =l25-%%dx (flexidn)

0

L
Wi “%S;%%&ldx (cortante)

L

Ty

W"zS Gy 9%
]

(torsidn)
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2.7 PRIMER TEOREMA DE CASTIGLIANO
Este teorema sirve para determinar desplazamientos en cualquier
direccién en una estructura.

Considérese la Fig. 20 mostrada en la cual las fuerzas Py Q se -

aplican gradual y simultdneamente.

. e Iso 758
fig. 20
El trabajo efectuado por Py Q es:
W o= —E‘g—"— + —Q-gﬁ -~-—=(a)

Si se aumenta la fuerza Pen dP  (Fig. 21) conPy Q en posi--

cién, el incremento del trabajo o energia de deformacién interna es:



dw = Mg_*fdﬂ)_]wp + QddSq

Si se deprecian los productos diferenciales se tiene

dW = PdSp + QdSQ-c=-— (b)

También se puede valorar dw de la forma siguiente: considére-

Se€ que se aplican P+dp ¥ Q gradual y simultdaneamente,

entonces el traba-
jo total efectuado es:

WT = (P%_‘“j(é‘w dde )+ -%(é‘o + dda)
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despreciando los productos diferenciales

pero

Wr = W+ dw
o sea

dW = wr - w

y de las ecuaciones @)y (c) se obtiene

dw = {P?E i szc$g+ Qgé'o

Si se sustituye (b) en la €xpresion anterior

O sea

de donde
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5
EJEMPLOS ub = xe.s§x10 T -m
ENERGIA DE DEFORMACION
Problema 1.- Obtener la energia de deformacién debida a flexi6n y cor La energia de deformacién por cortante es

tante de la siguiente viga, y calcular la relacién ub/Us

Us = 7 o TogaT |:[3 (100 dx + £3(-10)2 de,- c-1.2

0T 107
A B c D u = 4500 4
9’ @ 40cm s G N
} A 3m 2m 3m )
fe—]
20cm Cédlculo de la relacién p /(s
Por equilibrio se tiene: Ry = Ry = 10 Tn
Se tiene = E s tomando -
La ecuacién de momentos es 6= 71wor ¢ ER
M=10x |+ 710(3+x)-10x|2+10(5+x)-10(2+x)~-10x]%-
2 ° ¢ 6-.E .6 _1
; =
M=10x |3+ 30 |2+ 30 - 10 x |® 3 'EF 13
o .0 o
o sea que:
ub

La ecuacién de cortante es

{

- 16.82 x 10° x (6) _ 16.82 (1, s
Ta00x (Bl T30 7.3 K

o
0

V=10 |%0 > 10 ?
o0 ¢ ub/us = 162.512
La energia de deformacién se valia como

Lo anterior indica, que la energia de deformacién debida a flexi6én es
1M 1 v
Ub =7/ grdx;Us=7 CJ/gpde---I(Al 162.51 veces la energia de deformacién debida a cortante. Por lo tan-

s s to, para fines de cdlculo, se puede despreciar Us
13 . 10-2) 10417 . g.00107 m* ; A = 0.2(0.4) = 0.08 w?;

Sustituyendo en (A)

1
b= 7o 90707T [{3 (10x)2 dx + [2(30) dx + £*(30 - 10x)? dx]



Problema 2.- Una columna estd sometida & una fuerza horizontal de 1

on. y otra vertical de § on. como se muestra en la figura.

Sin considerar Peso propio, determine la energia de deformacisn de la

estructura.
3in 6 Jom?
E=2x10 Kg/em
1
<l 2.5¢cm 206m
A= 175 om?
4m 20cm
4 4
7 = o0 (hhy) - ﬁj?\”‘” I 114,58 et
La energia total eg U=un+ up
2
un=f§.;A=§_é;Un=§}—é
= [3000)% (400) ~
UH-W -5.743’230”1
2 2 3 6
Uy = {LYgT dx = 2’- g"’”% dx = A?X%Q | %°%= 585.14 hg-om

o

Ub= 585.14 + 5,143 = 590.28 kg - om
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Problema 3. - Determinar 1a energia de deformacién de la siguiente es-
tructura.
Stn
B
SeccidnT C Seccibn 1 112" Liviana
Secedbn 2 Cafén de 90x70x5 om
i E = 2x10% hg/om?
4m Seccion 2

I, = §582.9 o
I, =

1692499.98 cm*
Cdlculo de momentos

X2 _ 20X?
Meog= -t K= = * 5000%
Mes= 2.4 x 108 kg-em
La energia de deformacicn es

R 20X2 dx (2.4 x 10%)2
U T s000x) 2B preal2id w1082

Ub= 7320.52 + 340,37 = 7660.84 kg-cm

Problema 4.- Calcular Ia energia de deformacisn para la siguiente fi

gura.



9 -]
L = 0,333
N 3em T
28 E=2.1 x 10° hg/om?
"
1= R 45330104 o
4

7= H%- = 90666 emb

La energia de deformacion vale: U=t +u
L. 2
M LT
Yl T gy ax
Cdlculo de M y T

M= =10X |* onige en B
- l gen en

MCB=-MX!30L@01enC

= e L210X) 2 1oy 2y =107 x 4% 102y 50 . 1200
o= " == e Ter ¢ .

6 6E1 1

= (20)2 _ 800
el e g0

eou - %’2 + % @tergla de deformmacisn totap

ET = 2.7 x 105 45.333 x 10% = 9549 Zton-m?

2.1x10%

E -
G = m- m) = 0.78x 705fzg/cm2

GJ = 7.08 x 1910 kg-em? = 7080 ton-m?

38

Sustituyendo

- 1200 g0p
u = 9570 * 7080 = 0.24 tn-m

torsién,

Diagrama de Momento Torsionante



39

PRINCIPIO DE LOS DESPLAZAMIENTOS VIRTUALES AL CALCULO DE

ELEMENTOS MECANICOS.

Problema 1.- Encontrar R,,R,, R, aplicando el principio de despla-

zamientos virtuales.

10 Tn
$ Tn/m (3)
(1) (2) §= desplazamiento vintuald
A P .
"Im 4m It 6m : Se supone que el apoyo (3] Ae

desplaza &, entonces:
W= Ry8 - [5x6) &/7 = ¢

Ry = 15 ton.

S¢ (2) se desplaza ¢

. s 150,
W= Res + 103 - Bls= g

Rz = 16.25 ton.

S& (1) se desplaza §
W= RS - 10 x 5 6+(5x6) 20

Ry= 8.75 ton.

Problema 2. -

Calcular en e] siguiente marco e] momento en el punto "C"

Introduciendo upg wticuwlacibn en
el punto de Antenés

W= M<+ (P) /2

« = §/h

Sustituyendo en ty
W=M6/h+ps/n

Como debe existin equilibrio W=
M&/h+ Pssg =9
M= - Ph/2

EL s4gno hegativo indioq que el
sentido del memento e conthanio
al supuesto



APLICACION DEL TEOREMA DE CASTIGLIANO AL CALCULO DE Tramo B-C (origen en A)

SPLAZAMIENTOS. M= (6+P/2) X - 10(X-4) = 6X + (P/2)X - 10X + 40

"La derivada parcial de la Energifa de Deformacién, respecto a una carga
P, es igual al valor del desplazamiento bajo el punto de aplicacién y en - M= (P/2) X - 4X + 40
la direccién de P".

2
B 2. B -0 20

Ba;i - - - (1] (desplazamiento)

64 = Tramo D-C (origen en D)

M= (4+P/2) X= (P/2) X+ 4X
Problema 1.- Calcular la flechadel punto ¢ en la viga mostrada.

2
110 Ton M oM Integrando las ecuaciones de momentos y sabiendo qhe P = 0 se tiene
A Be C, D s =t 1
m 2 2 2
L X s (-2X% + 20X) s 2X i}

$—b4m .  6m 8 [a—dx +f“ —r— dx +{ E_I_dx
Se puede uponer X3 1, -(2/3)X3 + 10X ° , 2x3 |5
s + —r— . =

10 TIn P i 14 l o« 3 °
A B 1C D P es ficticia y s4inve para hacer

2 D I.G_C-—— - 7 La derivacibn parcial y posterion
mente se Le da su valor nulo

[64 + (-83.33 + 250 + 42.67 - 160) + 83.33] 27—

Cdlculo de momentos:

s _19s.67
Tramo A-B . ET
M=(6+P/2)X = 6X + (P/2)X
M _ X, M _ L., PX?
3— - f ’ (M) W = 3X% + e



Problema 2. - Determinar e] desplazamiento horizontal del nudo B de la

€structura mostrada

r . Se considerand nicamente efectos
de §Lexifn
L4m El=cte w = 2T/m
M
M 3P
GHB =/ _El— dx
] ]A
2 2 D
7
+ 4m 4

EL vakor que se fe o dado a P, es

arnbitrario y una vez que e ha de
), 2T/m rdvado respecto a P se fe da dicho

vafor.,

Cdlculo de 1las reacciones y momentos en el marco.

By =R (4] -P14) - 214) (2) ; Rp=Pra_

EFx=Ax-P—2(4);Ax=P+X

ZM.L’B = MA - Ax(4) ; MA + 4(P+§) = 4P + 37 - M,

41
Momentos
Tramo A-B (origen A)

M= 4P+ 37 (P+8)X = P(4-x) - 8X + 37

M M
T 4x; M55 = sx? T HIX 4128 P (X2 - gxerg

Tramo B-C (origen B)

M= (Peg)x= PX+4X;§7M;=X

M _ . 2
Ma—p--4X + PX

Tramo C-D (origen C)

M= (Pra)s - px - x2 . P(4-X) - X2 414

w. R R T SUI 8x+16)

Integrando lag €cuaciones de momentos y sabiendo que P =

0
(E1) Syg = {"(sxz - 64X + 128)dx + {“4)(2 dx + a/“ (X3 - 4x2 - 14x 4 64)dx
§x3 2 4 2 4
é_“"z‘ " lzzz)<+§x3+’(7 -;-X3~176X—+64XI

o

T 5K 400« qen |k, . 362.67
T R 5 o



Problema 3. -

el punto "E"

Calcular el desplazamiento para la

4m

-+
-+

™

10 Tn

armadura mostrada en

Tsestitica

Se establecen las fuerzas axiales en las barras en funcién de una carga

"P" aplicada en (E) y después derivar respecto a ella.

Se tendrdn que resolver las 2 armaduras siguientes y después particula-

rizar el valor de "'P".

13.33, 0.0
Shdd

76

65

13.33, -13.33

—
-2.67P -1.33P l
P

42

se convierte en suma de integrales para cada barra, los cuales se pue

den sumar como:

LN (3N/OP) L
- g LR L -m

Por superposicién de efectos de las dos armaduras anteriores, se tiene

AL 1.33P B
-pP &)
D
%>-(13.33+2.67P) -1.33P
C ) .
10 P

Para aplicar la expresion (1) es conveniente disponer de una tabla como

sigue

Para el caso de armaduras, las fuerzas axiales se consideran que son

constantes para cada una de las barras, en ese caso la integral

8¢ = fi@l.z(g”_/i’l "

En la columna (5) se debe considerar el valor real de "P" que en este -

1 2 S 4 ) 6
Barra L N IN aN
3P N«S'P_ Nap L
AB 4 1.33P 1.33 0.0 0.0
BE 5 1.67P 1.67 0.0 0.0
AD 5 | 16.67+1.67P | 1.67 27.84 139.2
BD 3 SE Sl g.0 0.0
CD 4 1-13.33-2.67P| -2.67 35.59 142.36
DE 4 =1..33P. SilasE] 0.0 0.0
;s 281.56




caso vale 0O tn,

Por lo tanto, el desplazamiento buscado serg

Sye = % hacia abajo
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PRINCIPIO DEL TRABAJO VIRTUAL

Problema 1. - Encontrar av, de la

del trabajo virtual,

(1) 2) | @ (3)
3 L 2

e

carga neal

siguiente viga aplicando el princi pio

10Tn
(2)

carga vintual

Aplicando una fuerza virtual de 10 tn. en el punto de intereés:

Cdlculo de momentos en el punto de interés

X—T;Mu=5X;0$XsL/Z

El trabajo externo desarrollado es: Wve =§[,(10)AVZ

El trabajo virtual interno debido a flexion es:

M

"
7eT I

Wi = s
<

L/2 ) 2
Wi = s (1/2 ULXZéIT/Z WX<) 5%

dx

S 1205
! - 0
L2 797 %‘Z Trabafo interng

L

2
s (1/2 wix —E;/Z wx?) sx dx
L/2
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Aplicando el teorema de Betti se tiene Problema 2.- Determinar el giro relativo y el desplazamiento vertical

en el punto C.

4
Wi = Wve s Sbva = 125 UL v, - o2 B
197 €T’ 2 T/m. ls‘r
s A NW\EL c D
Otra forma de solucién es usando las tablas de integracion. o Vo Ry
| | %
Los diagramas de momentos para cada una de las cargas son. I am. T'm 2m. 2m.

Estructura real Estructura virtual

Usando la columna 7 y renglén 5 de la tabla de integracidn.

101 WLz PL”
Wi =pee |z L (14+0B) —— = | 5 as = =1 ja = B=1/2
T l_3 § 4 _—J “ - CRE A / Aplicando una carga virtual en el punto C
T
ca LT ; ST 1125 A 8 lc 0
Wl =,z Lo.333 L1+ 0.25) 0.313 wL "z?" 22 L ~ %
1
‘% 4m i Im { 4m T
Seglin Betti Wve = Wul N 5 . 5

= P
S g . s W T

_ 1 _
10 w2 =per g5 vz = g TE
Wve = TAve

En los siguientes ejercicios se suprimird el factor 1/2 que aparece

en las expresiones de Wvi y Wue .
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Usando las tablas para el cdlculo de wv.¢ Problema 3.- Para la viga que se muestra enseguida, determinar:
Wvi = 'EIT -;- (1) (-3) (-1) + -75 (4) (-3) (-1) +-1§ (4)(-1) (4)=-Q'E;z a).- El desplazamiento vertical del punto B tomando en cuenta tnica- -
R2 * (2 R2 = C2 RZ * (4 mente flexidn
RZ = nenglbn 2 C2 = columna 2 ------ ete.
b). - Desplazamiento vertical del punto B considerando los efectos de -
Como Wve = Wvi; dve = - -57-0'3 4 flexién y cortante
c).- Calcular el giro a la izquierda de la articulacién considerando los
Ahora se aplicard un momento virtual en el mismo punto efectos por flexion
I T-M
A B cr D
\

I 12" Liviana

ET = 179.64x 10° hg-cm?

Usando las tablas de integracidn:

ET Wi = 2 14)(190.5) (11 (6) + J (111111-3) + 3 (40 (11 (=3) + J (41(1](4)

R3 * C7 R3 * CI R2 * C? RZ ° (4

. . _5.83
ET Wud = 5.83; B¢ = 3T




46

Aplicando una carga virtual en el punto B El desplazamiento total es hvg + bvg = 6.66 o
1 2

¢).- Suponiendo un momento unitario en B

2
a= sv 125X+ X2) (1) dx _ 41.33 0.023 rad
0 El El

—- —+ —-—
Los diagramas de cortante y momento son:
v a = 1.318°

1
I + l M
7\ Problema 4.- Obtener el desplazamiento horizontal del nudo B
y
5 Tn

Integrando 1a €cuacion de momentog

a). -

2
Mmoo {..(2.5)5<1+x Ly

= s Mm
tvg, = ' &
— - 2.5
2.5 X3y T _117.33 x 10° 3 T y ?
+ 3 s £ kg.om3; Carga neat Canga virntual
117.35 % 10° Tomando momentos en el punto A
= 8 2 = 2 = 0,
E1 = 179.64 x 10 kg.om? ; AvB T79.67 xTg% = 6-531 em
MA = 2.5 (R-Reosf) ; MA =1 send (R) ; dx = Rde
= s% Vudx _ ¢ _ 26
b).- Bvg, =t TAC = 7 [4) (10.5 + 2.5 =1z ¢ " T
e AHB:Z e ! A{A'"Ad’(:ﬁ { 2.5R° (T-cos8) sendds
C=2.7
A = 59,74 om?

G =770 000 kg /om? i AG =46.0 (10)3%on

Asz= 0.152 em



A, = ~3RL /2 (send - senbeosd) de = 67.5
HB ET 5 T

Problema 5.- Determine el desplazamiento vertical en el punto (1) del

siguiente marco

2T7/m

o

i

e
T

N

bm 3m
Ddiaghama de momentos

Aplicando una carga virtual de 10 t en (1); wve = 70av,

—+3m ——

%4m
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EI Wui = 1/5(4.24)(30)(15) + “/g| (2)(15)(30) + 15(70} + 2(57)(70)+(s1)(3o)_l

R2 - C2 R4 * C3

-(1/3) 4 (30+70) (4) + 5(51)(70) = 25032
R4 * C4 R1 * CI

Camo Wve = Wui ; OBvy = 2502.5
El

Problema 6.- Calcular el desplazamiento vertical en la siguiente arma-

dura. Las dreas de cada barra aparecen entre paréntesis.

L (10) A (10) B 10Tn gl g
(10) //0 (10) A (em?)
,\Q\ '’
L N Tensién (+)
Cempresibn (-)
2 (z0) C E = Constante
+
7 /A
N 3m o 3m +

Se calculan las fuerzas en todas las barras en la estructura real.

E 0 A 10 B 10 Ty
) N
Q >
0 A 2 0
Estwcturna real NR
D 5 c
7. 7
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Se aplica una carga virtual en el punto de interés y se calculan las fue£ Problema 7.- Calcular el desplazamiento vertical del nudo 5 en la si-
zas en las barras. guiente armadura. El 4rea, en m?, de cada barra aparecen entre pa-
l 1Tn réntesis.
0 A_ 0 B 10 Tn 10 Tn
+ @ (0.2) @ 10.z) @
« ~\
v kY > 0 Z
‘Estructuna virtual Nv . (0.17) £ - constante
0.5 0.5 N
D : N C ¥
N
% V24
@ l0.1) 5
El trabajo interno desarrollado en cada barra es 1
7.
+ im - im +

i T

No Nu No Nu Se calculan las fuerzas en las barras que componen la armadura, tanto
Wi = f “K‘E_ dx =5 —%E-—L

para condiciones reales como para la carga virtual aplicada en el nudo &

0T 10T
(5).
0 -5 0 -0.5
Para facilitar el cdlculo se elabora la siguiente tabla ﬁ
7 7.
- N/ -5 0 A
10 ,’\ ,\:\ 0.5 & \
Barra A L Ng Nv NRANV L 5 0..5
AB 10 | 300 10 0 0 ” & T
BC 10 300 0 0 0
AE 10 300 0 0 0
ED 10 300 0 0 0
AD 10 424 & 7.05| -0.7 -2092 Estrwuctura Real Np Estwctuna Virntual Nv
AC 10 424 | -7.05| -0.7 2092
e 20 640 5 09 75 El trabajo interno desarrollado wyi es igual a
L =750
wi =DM e = 1 x avs
75.0

Como (e = Wui ; Avp = Tz



se forma la siguiente tabla para el cdlculo de Wi

Barra A L Np Nv NR&NVL

12 |02]3 ] 0 |o 0.0

23 [02]3 -5 |-05 | 375

45 (01| 3 | 5 |05 | 750

41 | 01| 3 [-10 |0 0.0

52 | 0.5 3 | -5 | o5 [ -150

42 | 0.5 [4.23) -7.1 | -0.71| 4206

53 | 01423 7.1 | 0.71| 2130 |
z 353.10

Si We = Wi ; Avs = 353.1
831
CAPITULO 4

ESTABILIDAD Y GRADO DE INUETERMINACION DE ESTRUCTURAS



ESTABILIDAD Y GRADO DE INDETERMINACION DE
ESTRUCTURAS

La estabilidad y el grado de indeterminacién de las estructu-
ras se determina por el nimero y la disposiciébn de sus apoyos, ele-
mentos y uniones. Puede hacerse por simple observacién o por me-

dio de férmulas.

Las estructuras estables para casos particulares de carga, pero
inestables para condiciones generales de carga son desde luego inestables
(fig. 1).

Si las incognitas de reaccién son menores a 3 no se satisface el-

equilibrio y el sistema es inestable.

Pt P2
l l Zn la fig. 1 no se cumple equilibrio --

L ]

horizontal para un sistema cualquiera-
%/ %/ L
de cargas. También las incdgnitas de-

fig. | reacciones son menores que tres.

Para que haya equilibrio estable en un cuerpo, como minimo se requieren -

tres elementos de reaccion. fig. 2.

| / - /

fig. 2

Se puede concluir que una estructura estaticamente determinada, es aque--

lla cuyas reacciones se pueden calcular a partir de las ecuaciones de equili

brio estatico.

Se puede tener una estructura geométricamente inestable, o --
sea aquella que tenga el nimero suficiente de reacciones para lograr la-

estabilidad pero colocadas incorrectamente. fig. 3.

\'" qxgﬁ
e ]
%/ﬂ %/A

fig. 3

Por altimo, si el nimero de incégnitas de reaccion es mayor yue tres 2l
sistema es estaticamente indeterminado. Sera estable si no hay inesta-
bilidad geométrica, siendo el exceso de incégnitas el grado de indetermi-

nacion (fig. 4).

Vigas

Si en una viga estable y estaticamente determinada se coloca un dispositi-
vo de unidn (articulacién interna), ésta se hara inestable, Como la arti-
culacion colocada no tiene capacidad de resistir un momento esto implica
imponer una condicidén al sistema actuante de fuerzas, esto es que el

momento serd nulo en la articulacién, M = O (fig. 5)
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lP Ejemplos:
________ —
Z 7 A
fig. 5
Para hacer estable una de estas estructuras, sera necesario coijcar (a) &
%/

por.lo menos un elemento adicional de reaccion (fig. 6 ).

P

fia. 6

2+3>4

inestable

(b) %

Establezcamos un criterio para calcular el grado de indetermina-

cién y estabilidad de las vigas.

a)- sir< C+3, laviga es inestable
b).- sir= C+3, laviga es estidticamente determinada siempre y -
cuando no exista, inestabilidad geométrica.

c)- si r>C+3, laviga es estaticamente indeterminada. (c)

2+3 =5

estdticamente determinada

donde:

r = nimero de elementos de reaccion

C= atimero de condiciones adicionales.

1+3 <5

estdticamente indeterminada
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Armaduras
En una armadura el nimero total de incognitas sera el nimero
de barras mas el nimero de elementos de reaccion. Cada nudo tiene -

dos ecuaciones de equilibrio

Establezcamos un criterio para determinar la estabilidad y gra 7+3=10
do de indeterminacion.

a).- si b+ r< 2j, el sistema es inestable

b). - si btr = 2j, el sistema es'estaticamente determinado siem
pre y cuando sea estable

c).- sib+r > 2j, el sistema es estaticamente indeterminado--

donde: b= nimero de barras; r = reacciones; = nudos

Ejemplos: )
6 +3<10
7. % = 7
6+3<I10 5+3=8
inestable estdticamente determinada
y estable 6+3>8

inestable

inestable
no hay equilibrio

horizontal

estable e indeterminada

de [ grado



Marcos

Un marco puede separarse en varios elementos.

(columnas y vigas).

A 7

N

En una seccion de un elemento existen tres magnitudes descono
cidas (N, Vy M). Si se conocen estas cantidades en una secciéa pueden
determinarse las correspondientes a otra seccidn cualquiera.

Si se considera: b = nimero total de elementos r = el nimero--

de elemento de reacciones, entoaces el nimero total, de incognitas in--

dependientes en un marco sera (3 b+ r)

Se puedz establecer que:
a). - si 3b +r < 3j+C, el marco es inestable

b). - si 3b + r = 3j + C, el marco es estaticamente determinado

siempre que sea a la vez estable,

c). - si 3b + r>3j + C el marco es estaticamente indeterminado

53

Ejemplos:

B

0

7.

3(4) ¥ 3<I5+)

inestable

3(3) +3 = 3(4)

estdticamente determinado

3(4) + 6> 5(3) +1

indeterminado de 2° grado



CAPITULO 5

METODO DE LAS FLEXIBILIDADES
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METODO DE LAS FLEXIBILIDADES

e INTRODUCCION;

El método de las flexibilidades (llamado también de las fuerzas)
es bdsicamente la superposicion de desplazamientos en términos de es--
tructuras estdticamente determinadas. Las fuerzas o momentos que son
las incégnitas, se determinan a partir de desplazamientos conocidos con
base en las ecuaciones de compatibilidad de deformaciones, que son - -
aquellas ecuaciones que garantizan los desplazamientos finales como com
patibles con las condiciones de apoyo originales de la estructura.

La viga mostrada en la figura 1, es hiperestdtica en primer ----
grado, ya que hay 3 reacciones verticales y sélo se pueden usar dos --

ecuaciones de estdtica para resolverla.

A N B c
ﬁ//’ L %ﬁ L P4

Fig. 1
Aplicando la definicion del método de las flexibilidades para re-
solverlas, se escogerd como incdgnita la reaccién vertical en el apoyo--
central, lo cual nos lleva a considerar una estructura isostdtica que lla-
maremos estructura primaria (fig. 2).
Dado que en la viga original la flecha en el apoyo central -----

debe ser nula, lo cual implica considerar que la flecha debida a las



cargas en ese punto deberd ser igual y de sentido contrario a la flecha

debida a la reaccién:

a) Eldstica debida
a carga

b) ELastica debida a
La neaccibn B

c) ELdstica final

>

| A N R

s e #
! 2L T

| |

| -+ !

! %Aﬁx |

I S edmeem S i :

v B]Ra %

| | C

| [

| |

| f— |

! ]

! I ] I ! ! 1 ]
B B,

Fig. 2
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La ecuacién ABP + ABX = 0, es una ecuacién de compatibilidad

de desplazamientos, porque garantiza el desplazamiento final como compa

tible con las condiciones de apoyo originales de la estructura.

De la ecuacién de compatibilidad se calcula el valor de la incég-
nita y el resto de la estructura podrd resolverse aplicando las ecuaciones
de Est4tica.

Para una estructura con n redundantes, los desplazamientos debg
rdn ser calculados para ( n + 1 ) sistemas de cargas:

a) Un andlisis para el sistema de cargas y

b) n andlisis para efectos de cada redundante.

La satisfaccién de compatibilidad involucra un conjunto de n ecua
ciones lineales, donde cada ecuacién expresa una condicién del desplaza-

miento final de la estructura cargada.

Cualquiera de las componentes de los desplazamientos para la es

tructura primaria son medida de la flexibilidad de la estructura, es de--

cir, que la estructura es méds flexible cuanto mayores sean los valores -

de los desplazamientos.

HGS SOLUCION PARTICULAR Y COMPLEMENTARIA

Como se menciond en la Introduccién, en el método de las flexi-
bilidades, la solucién de una estructura hiperestdtica se logra mediante -
la superposicién de desplazamientos de estructuras isostdticas, que se les

puede llamar estructuras primarias.
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La estructura primaria no es tnica ya que depende de la seleccién Es una estructura hiperestdtica en tercer grado y dependiendo de

que’se haga de las incégnitas o redundantes y la mejor de ellas serd la que la seleccion de incégnitas, podria haber entre otras, las siguientes estruc

s
involucre el minimo de trabajo nimerico. Para obtener la estructu turas primarias:
> . . . a) b)
ira primaria, se hace la supresién de apoyos, o la transforma--

cién de un tipo de apoyo en otro mds simple,o por una ruptura de la eldsti-
ca de la estructura, que puede ser angular, lateral o longitudinal.

Para aclarar lo anterior, veumos la estructura siguiente. (fig. 3)

xg__./xf 0% e
. r AN 58 %
X1

o
Fig. 4 A\

\)X' \/‘Xs
A\ Vo

N
\
\
\§

Se hace notar que las condiciones que tienen estas estructuras --

Jrimarias o cualesquiera otras deben ser cstabilidad e isostaticidad.

Fig. 3
g Se le llamard solucidn particular a la estructura primaria sobre

la que actian las fuerzas externas y solucién complementaria a la estructu

ra primaria sobre la cual actian cada una de las redundantes o incégnitas.



II1. CALCULO DE LAS FLEXIBILIDADES
Para ilustrar el cdlculo de las flexibilidades y la formulacién de

las ecuaciones de compatibilidad, se resolverd la estructura siguiente:

rw/m [—W/m
N I I I Crryrg
F F
) c "B C
- F——>
X3
A D A \‘5‘
— ™Y NN b
a) Estructura real b) Estructura primaria X1

; Fig. 5
De acuerd(‘ﬁ con la estructura primaria, las incégnitas serdn las
reacciones vertical y horizontal en D y el momento en D.
Por lo tanto, la estructura real se podrd descomponer en la suma

de las siguientes estructuras primarias con los efectos indicados en la

fig. 6.

E w/m 5 w/m 5 b4

A E .
4 7 T % W\ 7 T
_r___‘
oy X
solucion L -
particular solucién complementaria

Fig. 6
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La base de la compatibilidad en la estructura real serd que el des
plazamiento vertical, horizontal y el giro en D son nulos.
La representacién gréfica de dichos desplazamientos se muestra

a continuacién Fig. 7:

i
’

f

Ttz
grado de
libertad 3

grado de
libertad |

grado de
libertad 2 -

Fig. 7
El primer subindice indica la correspondencia con el grado de li-

bertad y el segundo la causa que provoca el desplazamieato. Por ejemplo,
fa3 indica el desplazamiento horizontal debido al momento que es la
causa 3.
Las ecuaciones de compatibilidad se escribirdn como sigue:

a) El desplazamiento vertical en D es nulo:

Aip + fun Xi + fiz X2 + fizXs = O



b) El desplazamiento horizontal en D es nulo:

fzp + fai X1 + f2aX2 + faaXs = O
c) El giro en D es nulo:
B3p + fa X1 + fsaX2 + fazsXs = O

Del sistema anterior de ecuaciones lineales, se obtendrd el valor
de las incégnitas Xi, X2 y X3 . Si alguno de los valores obtenidos re
sulta con signo negativo, significa que actda en direccién contraria a la su
puesta.

Es conveniente definir el efecto de las fuerzas redundantes de la
estructura primaria en términos de los desplazamientos producidos por -

fuerzas (o causas) unitarias correspondientes a las redundantes.

Por ejemplo, fij corresponde al grado de libertad i debi
do a una causa (fuerza o momento) unitaria aplicada en j . A este valor
fij se le llama coeficiente de flexibilidad.

Los coeficientes de flexibilidad, son entonces desplazamientos dg
bidos a causas unitarias y dependen de la geometria y propiedades eldsti-

cas de la estructura primaria y son independientes del sistema de cargas

real de la estructura real.
Asi, por ejemplo, en la estructura anterior fu y fi2 son coefi
cientes de flexibilidad lineales y fi3 es un coeficiente de flexibilidad -

angular. (fig. 7)
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Expresando el sistema de ecuaciones del ejemplo resuelto en for-

ma matricial:

_AIPT ~f|| fiz fl37 —XIT

Azp + f21 fa2 fa3 X2 — O

Ozp Lf3l f32 fa3 LX3 !

Los coeficientes de flexibilidad asi arreglados forman la matriz -
de flexibilidades, la cual es siempre simétrica, debido al teorema recipro
co de Maxwell-Betti y es una matriz cuadrada cuya diagonal principal es -
siempre positiva.

Los coeficientes de flexibilidad pueden obtenerse por cualquier -
método; sin embargo el mds recomendable es el de trabajos virtuales.

Por ejemplo, para obtener el valor de f23 seria: (Fig. 8) el -

desplazamiento horizontal debido al momento unitario.

m3 mz2

¢ | |

causa 3 Fig. 8 causa 2



en forma general

- m3 m2 dx
fas f_El

£if =T mém dx ;

La integral anterior se resuelve rdpidamente para los casos mds

comunes mediante el uso de tablas.

La secuela de cdlculo, para la aplicacion del método de las flexi-

bilidades, puede resumirse como sigue:

1Y)

2) Seleccionar las n incdgnitas o redundantes y por lo tanto -
la estructura primaria correspondiente.

3) Resolver las n+ |  estructuras, calculando los desplaza--
mientos debidos a las cargas y a cada una de las redundantes.

4) Plantear las n  ecuaciones de compatibilidad de desplaza--
mientos y resolver el sistema, obteniendo asi el valor de
cada una de las incégnitas.

5) Obtencién de los diagramas de elementos mecdnicos.

Iv. ARMADURAS

Determinar el grado de hiperestaticidad n de la estructura.

En el andlisis de armaduras hiperestdticas, al aplicar el método

de las flexibilidades para el cdlculo de las fuerzas en las barras, el pro--

blema se puede presentar segiln que el grado de hiperestaticidad sea exter

no, interno o ambos.
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Por ejemplo en la armadura de la figura 9, el grado de hiperes

taticidad es uno y proviene de un apoyo, O sea externo:

la reaccién central, que la deformacién vertical en ese punto es nula.

La ecuacion de compatibilidad seria, suponiendo como incdgnita,

Fig. 9

LLas fuerzas en las barras se obtendrian,

la incSgnita, sumando algebrdicamente las fuerzas debidas a la estructu

ra primaria sometida a las cargas externas y al efecto de la redundan-

te.

Fig.

AP 4+ fBBXB =

Fig. 10

una vez calculado el valor de

Z
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Los coeficientes de flexibilidad debidos a efectos axiales, se deter Para la obtencién de los valores de Ay fi, lo mds conve--

minan mediante la expresion: niente es el uso de tablas semejantes a las que se utilizaron para calcular

fij = EA;nln! o desplazamientos por el método de trabajos virtuales en armaduras.
- E
P.pL p-pL -
Barra Plop L | A|T3E IRE F=P+pXi
Cuando la hiperestaticidad en las armaduras es de origen interno
AB
como en el caso de la Fig. (11)

BC
ch
£ B C DA
DB
AC

z A fu

A D

Las fuerzas en las barras serdn la suma de efectos de la estruc-
7

Fig. 11 tura primaria bajo las cargas y bajo cada una de las redundantes, en

la estructura primaria se formard "'cortando’ una de las barras este caso solamente una.

y el problema se reduce a aplicar una ecuacién de compatibilidad del miem Cuando se presente el caso de hiperestaticidad interna y externa

bro liberado o sea: simultdneamente se superpondran los efectos de ambas.

Ar + fuXy = O é / Es importante sefialar que el grado de hiperestaticidad, que intere

sa es el total de ambos: externo e interno. Sin embargo, se hizo hincapié

N

en la distincién entre ambos para proceder al andlisis.

V. ESTRUCTURAS CON ASENTAMIENTOS DE APOYOS

Cuando las estructuras presentan hundimientos diferenciales debi

dos a asentamientos de sus apoyos, la resolucién de las mismas mediante




=i mémdo de las flexibilidades, se hace escogiendo como redundan

las fuerzasg ex’sitentes en los puntos en que se presentan los asenta-
mienws, debido a que de esta forma, bastard con igualar en la ecuacién
de compatibilidad el valor del desplazamiento vertical al valor del asen-

tramiento, en lugar de igualar a cero (fig. 13).

El signo que deberd darse al desplazamiento del segundo miem-
bro de la ecuacion decompatibilidad y que corresponde al valor del asen
tamiento diferencial quedard definido por el sentido con el que fue su-
puesto la fuerza en el apoyo; si coincide con el sentido de la fuerza se-
rd positivo y en caso contrario negativo.

En la Fig. 13 es evidente que en la ecuacién de compatibilidad

de desplazamientos verticales, deberd igualarse a - A:
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fr1Xy + fi12X2+ f13X3 = - A
]‘ SR -~
/ Tt
/ ——__ |
/
/
/
/
i
i
/
X3
vV asentamiento v w )Q_,}/‘
real de la : IA ! 1)('
estrueture p Estructura primaria
conveniente

Estructura real

El caso de rotaciones de los apoyos, deberd tratarse en forma se
mejante, planteando la ecuacion de compatibilidad con base en que el giro

en el apoyo es igual a la rotacién del mismo, aplicando la misma regla que

se dié para los signos.

VL. ESTRUCTURAS SOBRE APOYOS ELASTICOS
Cuando las estructuras estdn apoyadas en tal forma que no se li-
mita totalmente el desplazamiento, pero que si presentan oposicién al des-

plazamiento libre en esos puntos, se les llama apoyos eldsticos.

La restriccién que tienen es proporcional al desplazamiento pro-
vocado y su valor es:

(Ley de Hooke)

en la cual K se le llama constante de proporcionalidad del apoyo. Dichas
constantes, tienen unidades de fuerza entre desplazamiento.

Los apoyos eldsticos se representan como sigue:




Cuando las estructuras estdn sobre apoyos eldsticos, es convenien
te que las redundantes sean las fuerzas en los resortes, en tal forma que
al plantear las ecuaciones de compatibilidad, los desplazamientos en los
resortes sean iguales a la fuerza en el resorte dividido entre la constante
de rigidez del mismo. El signo de este segundo miembro serd negativo,
ya que la fuerza aplicada del resorte a la estructura es de sentido contra
rio a su desplazamiento, provocando un trabajo negativo.

En la figura 14, la ecuacién de compatibilidad se escribiria de

acuerdo con la figura 15.

%

Z
a) % =
b) %

Donde
K = constante del resorte
= _ Xs
Awr + fu Xi X
Fig. 15

EJEMPLOS

METODO DE FLEXIBILIDADES.
Problema No. 1. Obtener el diagrma de momentos de la siguiente -

viga.

‘P
o |
%

%‘L ET

/2 + L/2

-+

La estructura es de un grado de indeterminacibén, por lo que se toma

r4 el apoyo en{])como redundante.

Estructura primaria.

f ’

Solucién particular.

Cargas en la viga

I

Momentos en la viga

Lo v G
. 7 (1) 0 T
Ay /// 7T
Solucién complementaria.
f“I el e L
==, (1)
7.
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Ecuacién de compatibilidad. El diagrama de momentos es el siguiente:

Ay + f1aRy = 0
— 0,1562PL = 0,3125 PL
7

N
lm

,.....||nlllllllmummllﬂ

Calculo de 4, y fi, (por tablas)

ll

Calculo de A, : (I) real con (II) virtual

R? . €3 (renglén 2, columna 3)
_ 0.1875

ET (018y =« £ s Ky + 2Ke) = - & £ PE(Ew 20)
En los ejemplos siguientes tnicamente se anotard para el cdlculo de des -
Ay = - 5PL3 plazamientos el nimero de renglén y columna correspondiente a la tabla.

Célculo de f,, : (II) real con (II) virtual

RZ . C? (renglén 2, columna 2)

1 o 1
1)e f1, 2 2SK =31
ET (1) i, 3 3 (L Problema No. 2. Determinar en la viga siguiente el diagrama de mo

mentos flexionantes.

fa=l b
11 3 H
+ + +- + +
L/2 L/2 Lz L/2
Sustituyendo en la ecuacién de compatibilidad se obtiene: l
P
{1} l (2) P (3)
o 5 A
SR R0 Ry 0.3125P Z /'
N L N L +
Las reacciones en la viga son 69 Su grado de indeterminacién es uno.
1P r > C + 3
z)a.m PL 4> 3
Z
2

0.312P 10-637 g



Eligiremos como redundante el apoyo (2)

Estructura primaria

—
—
h—

(3)

N

Solucién particular.

|

~

1?

Ecuacién de compatibilidad

Célculo de deformaciones 4,0 ¥ f22(por tablas)

Céilculo de A, , (I) real con (II) virtual

{ET)A,o (1) = 2(RZ . C2) + (RT .

(E”Azu S0 -

il
3

r|
E
r\sl-w

-

b0 =-0,2292 PL3/ET

~N|—

03)2 = (Lsiklt + ]

L
z

r:lE

IR:

l

N

L/4

AZ0 + fzz Rz = 0

+é’,)—|

fl

7

. T,

sS4 (kl +k,)2

wnlmmnum..h

CAlculo de f22. (II) real con (II) virtual

(ET)fzz = ’? sik =

RZ2 . C7 ;
fao= L3/ 6El
Sustituyendo en la ecuacién de compatibilidad.

- 0.2292 PL® + L%/ 6(R2) = 0 ; Rp=1.375P

Reacciones en la viga.

—_

P IP
l (2) (3)

: »9(
]l.37SP v.3125P

—¥
N

0.31¢25P

Diagrama de momentos flexionantes

(2)

. .An||w|||h...,
/ 0.1875PL

Determinar las reacciones y el diagrama de fuerza cor-

(1) (3)

Problema 3. -
tante y momentos de la viga mostrada, la cual esta sujeta a una carga

uniformemente distribuida.

(2)
1 tn/m (1) 1tnm
. < un %
£l 3 3 Z
&m &m

+
-+
L



El grado de hiperestaticidad es = 2

Estructura primaria

X y
. 203 )
e Y B

Solucibén particular

1£/m 0.

e,
7 §o2

S o
£ A o
12 -m
6\12 622
"

Ecuaciones de compatibilidad

for1 + f11 X + f,,Y =0

u
o

foz + fay1 X + f2oY

66

X,Y son momentos unitanios

para producin Los gihos
fi gy fa

m

)

Célculo de los giros fo1, fo2 , f11 , f21 = f12, f22

fo1= Momi= 2(R5 , C2) = 2(% Simk) = %(s'ﬂ-:)}: - 42.667
foas Homz=(R5 ,C2)= 7 SimK= L 6°8°1 = 21.33

Fias mum=(R10°C7)= T SiK = L 16°(-1)(-1)=5.333

for=frz = mm, =(R3°C2)= %SJLK - s (SRR S

1
fop= mam2=(R2.C2Z) = 3 SiK = 3 y8(1) (1) =2.666

Sustituyendo en las ecuaciones de compatibilidad

-42.667 + 5.333X - 1.333Y = 0
21.333 - 1,333% + 2.666Y = ¢

Resolviendo el sistema anterior

X = 6.85 t-m ; Y =-4.57 £-m;

Reacciones en la viga

6.85 -4.57
1t/m 1t/m
W@mﬁ%
/A 7.
— &m —_ &m —
ol o.ss‘l To.zs o.zsl
ILA L Iu TH
1t/m

W}‘-”
7.

Z Z T

3.141 9.741 3.71
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Diagrama de fuerza cortante El grado de hiperestaticidad es n = 2 (g,, R,)

Se aplicardn momentos unitarios en los apoyos (1) y (2)

Estructura primaria

;N
<+ X

g

P

=

Diagrama de momentos

Solucién particular

Solucién complementaria

fn
=~ -~ _fax m
< = S [T
1N} AN u“m"uﬂuﬁ“m“m"muﬂ
FT=M 1
Problema 4. Obtener las reacciones y diagramas de fuerza cortante
fa2
y momentos para la viga continua que se muestra. fiz -7~ f?\}\\"_“\

m2
v s B 1541 Ll
T£-m ml 1

4t 6t
l (1) l (A0 T El = 1
Ecuaciones de compatibilidad
et
2m  2m  3m 3m 5m for+t fr1 X + f Y =0

foz + lex + f2Y =0
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Calculo de 1og giros foy, fy,, fiy, fa1=fy,, faz, n 0.9 0.33 6 0.33 1.1 2t/m 1.11
o0 j\l\” | b |
T F :

Foi= Momy = R2.c7 4 Rgor 2501+ a1k, 251+ ix 2 2 3 3
for= T 4015) 1) () LA (6)17+0.5) (~1) (9) --17.5,
4 6t
Foo= Hom, = R10,02 + R3.04 . 613(]+a}K4: + 3134'/<m 41’ 1 2t/m

5(-1)6.25 - . 23,92 ﬁ/ & & %,_

1.10t 5.57¢ 9.44’?

Wl —

Foas L x 4 (1+0.5)(-1)(9) +

fFraeminn= R19.07 - sle:K T310x (-1)(-1) < 3.3

W~

F21= Fio= mumy= R3. 02 . s - FXE () (-1) - g

Diagrama de fuerza cortante

Fa2= mam, = R10.07 - 1 sk -

W~

2,67
S17.50 + 3.33x 4y . 0

1.10 (+)
2392 4 X4 347y - b)) ”” ””
Resolviendo ¢] sistema anterjor (-)
X'= 3.587 ty-m, vy - 5.544 tn-m 2.90 3.33

Reacciones e la viga
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Diagrama de Momentos El nimero de redundantes en el marco es n = 2

Se eligirdn como redundantes las reacciones en la articulacidén; por

tanto la estructura equivalente es como se muestra enseguida

Esthuctura Primania

Solucién particular

Problema 5. Obtener las reacciones y diagramas de fuerza cortante y

momento flexionante del siguiente marco.

14 In

LET

Im 1
Im
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fi2 = f,, = Ma.my = R1.C3 + R3,(0] = 1 sé (k+k,) + 7 s4K
ET 2 7

fi2= fy,= 2 (6)(2+4) + ¢ (6)(4) = 72
12= fp, z 7 s

fop = Ma:la = R1LCI + R2,07 = s4K + 1 siKk
T 3

faz= 2 (6)(6) + ¢ t6)(6) = 108
ET 3

7ET T

Ecuaciones de Compatibilidad

108 | sg 2,
fo,+f“)(+f!2y=o Tt Er X+ETV'0
fo2 X 45,y = 0 789 72 108

Célculo de los desplazamientos fo1, foo, f11, f2,, fi2, = £,

Por producto ge diagramas Resolviendo el sistema anterior

fo; = Mom, = R1.C3 + R3.CT = 1 s (Ky1+Ky) +1si X =-0.45 Zon, Y= 2.05 ten.
2

1 ; y 108 Reacciones en el marco
fo1 =ﬁ-(7" 2{~IZ)(L’+4)—m {Fx 3x 12 X 4) = - T

Foo = MM i1 s Rocs . s+ Lsi (kyeky)

2(6) (-12)
- A

20T 1% X 30201203 ). Ll
Fia = ML RECS 4 RILCT S RpLs . § SI2GK, + 200k, + 1Kz + 4ok, 4
= gy .
b ks 1o
3

o= 2L t202)(2) » ZUN4) + (2)14) + 409, %ﬂ,% taite) 55
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Diagrama de fuerza cortante

K = 1tn/om (det hesonte)
E = 2.10x10%g /o2
I = 70% oy

-—X
Xy YV son pas nedundantes
elegidas op Los nudos ¢
y 0 espectivamente

Problema 6. Calcular lag reacciones y dibujar los diagramas de fuer- y

Solucién particular
Za cortante y momentos flexionantes del marco mostrado en 1a figura,




ETl = (2,7 x 708 kg ) (104 em*)
' &

180

- 48 - “2), - 0
T+ﬁ.)(+TIV- 5{10 )3 El = 2.7 x 100

Resolviendo el sistema anterjor

X '=0,308 ¢y Y= 5615 2,

Célculo de reacciones

“

T 5,615

kg-em? =219 Z.m?

72

EIf

ETfyy=my,

for= Mom, =

fozs Mem, =

Solucign compLementariq,

-+ 4

__In

3 \‘Ifzz 6
T 2

Ecuacioneg de Compatibilidaq

For + F1ix 4 fi2¥ = - x/1 (1072)m

foo + f5,X & fa2V = - 5 (1072) p

Célculo de los desplazamientos for, foz, fi,, fa2, fy,= fz1 (pon Zablas )

.G 4 RsCT = 1 5200, 2oks + i Ky b ok,) ] Sk
6

017 £ 31201) (-36) + 54 P98+ 00 1-98) 4 (4) -3y 7 1) (3) - . 382

RALCT + RI.CI + Rgegy - 7Sl + 4) k 4 sak + Lsik

ETFo2= 3 (-95 _34)4 . 1(6)(-36) + ¢4 (-36)(6)= - 1734
7 7 7 )

M= RZ.CZ = ] e - 414114) = 27,333

3 3 T



Diagrama de fuerza cortante

Diagrama de momentos

Problema 7.

8Tn

(]

2m

Ef

T

Calcular las fuerzas axiales de la armadura siguiente.

D
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Convencibén de signos

Tensién (+) ; Compresibn

Estuctuna primaria

Ry

1

Solucién complementaria

-0.71
1
\"’
3.7 ;A
0
1
’)
1
-0.71
(ny)

Las neacciones en Los apoyos Aon
Ax = 8tn («); Ay = §tn (+), By=8tn (1)

Grado de indeteminacibn
6+ 3> 12(4) 9> §
Por Lo tanto hay una redundante

(-)

Z

-0.71

Soluclén particulan

0 (No)

Nota: Las fuerzas internas en la

armadura para cada una de las -

~condiciones de carga, pueden Ob-

tenerse por algin método analiti-
co (por nudos o secciones) o gra-

fico.
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A continuacién se construye una tabla de cdlculo Reacciones en la armadura .-
8 -4
Barra| N n L | NnL mL | nR | F=N+ n R 5s
AB 8 |-0.7] 2 [-11.2 | 0.98 -4 4 . 4 =4
CD 0 -0.7 2 0 0.98 -4 -4
AC 8 -0.7 2 -11.2 0.98 -4 4 A
BD [ 0 [-0.7] 2 0 098 | -4 -4 j
AD —_ 1 2.85 0 2.85 5.7 5.7 .
CB |-11.4 1 2.85] -32.5 2. 85 5.7 -5.7
7
$|-54.9 9.62 ‘_1_ . T .
8 8

La ecuacién de compatilidad es

fo1+ f1iR = 0 Problema 8. La armadura que se muestra a continuacién, estd suje

N ta a una carga vertical de 100 ton. Determine por el método de fle-

ony 4. - ymuny, .

f01=21E—LL, fll—E—A-E—LL )
xibilidades, las reacciones y fuerzas internas que actuan en las ba--

Estado final F = N + nR

rras.
De la tabla se tiene
fo - 549 o _9.62
01 g ™ <t 100 ton.
(F) (®) A=10 exteriones
Sustituyendo en la ecuaci6én de compatibilidad A=5 inteniones
54.9 , 9.62 ‘
- ——+ 5=—R =0 ; R=25.7 tn.
S 5m 6 (®) (©) ()
7 A 7
. 20m L 20m R 20m N
T 5 8 = ad
Grado de indeterminacién .-~ = 10 + 4 > 2(6) 14 > 12.

Por lo tanto existen 2 redundantes.



Estructura Primaria

287
Q1
A B C

=

Solucién particular

20

f10 '\

22

Solucion Complementaria

A
. TE)
fig -~
% >
k2 1T %
16.67 0.331
AN
S
£23 4T
fia\f " 1T

2
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Ecuaciones de Compatibilidad

Se eligieron como redundante Las fio + f1aRy + f12P2 = 0

heacclones de La barra BE y el fr0 + F21Ry + FaaPp = 0

apoyo B
Calculo de los desplazamientos fio, fzo, f11, f22, f215 f12
Mon
f =3y 5= L
. " flo = f21 = 2 L L
fia= 20
-88.9 Los cdlculos como las dreas y longitudes de las barras se
© ~z
P Z
5 N -33.3 J'.Z muestran en la tabla siguiente:
% 444 L.y 88.9 % . e
T/’ g Barra N n) n, L A ———-lAnl -—-—422 DI%L 57_2\33-{. E.El-{_
33.38 (N) 66‘67T AB by b | -0.89 o| 20 | 10| -79.0 0 161 o] o
BC L, -0,89 | =-0.8[ 20 10 -79.0 =719 1.6 1.28/ 1.4
(o)) 88,9 -0. 44 0 20 10 -78,2 0 0.4 0 0
0,4l EF -88.9 0,44 -0.8| 20 10 -78.2 142.2] o,4 | 1,28/-0.7
»-"”& > 0.% BF 0 -1.0 -0.6| 15 5 0 0 3.0 | 1.08 1.8
4 -0.3 CE -33.3 -0.33 -0,6| 15 5 33.3 59.9] 0,3 | 1.08 0.6
AF -55.6 1.1 0 25 10| -154.3 0 3.1 0 0
A7 -0.89 -0.89 . 0.4k W/%
(ny) ’ CF 55.6 0.55 1 25 5 154,31 278.0] 1.5 5 2.8
DE ~111.1 0.55 0 25 10 -154.3 0 0.8 0 0
~0.8 EB 0 0 1 25 5 0 0 0 5 0
71 0 L | -435.4| 409.1| 12.7 |47.2 | 5.9

0
/-o.s 1 -0.6
2.

0 -0.8 0 %
(n2) N




Sustituyendo los valores de los desplazamientos en las ecuaciones de -

compatibilidad, tenemos:

- 435.4 + 12.7R1 + 5,9P2 =

409.1

+ 5.9 R, +47.2P, = 0

Cuya solucién es: R, = 40.67 ton., P2

Multiplicando las fuerzas en las barras para los diferentes estados de

carga n, y n, por las reacciones calculadasR; y P,

obtiene la siguiente tabla.

= ~ 13,35 ton.

respectivamente,

Barra n Ry n, P, F=N+m R 1+ n2 P;
AB -36.2 0 8.2
BC -36.2 10.7 18.9
CD -17.9 0 71.0
EF 17.9 10.7 -60.3
BF 40. 67 8.0 -32.7
CE -13.4 8.0 -38.7
AF 45.1 0 -10.5
CF 22.4 -13.35 64.7
DE 22. 4 0 -88.7
EB 0 -13.35 -13.35

Las reacciones finales en la armadura son las anotadas en la figura

100
F -60.3 E
6, S
oc_, 9.; 2
»
-32,7 G- -38,7 \
8.2 -
A B C D
ﬁ, 18.9 7 %
- A 7.
I 6.22 Iuo.m I 53,11
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Problema 9.

desplazamiento del nudo 5 (8v5).

Calcular las reacciones en los apoyos y determinar el

A (1) (2 (3)
-
2
2m
LW (s)
7. 10T
e + -+
2m 2m
Grado de indeterminacién = 2 5§+ 4> 12(5) 12 > 10
Estructura primaria Solucién particular
% 2 0 0
1o
/ 4
v
R, -10 v 0
\74 0
Rz .
7 Fao (No)
7 7 -10 10T
Solucién complementaria
P T . i
Y -1.0 -1.0  fn Y, -0,71 0 HE 3
J *
S 1T .0
: A -0,71
1.0 31 0.7 fa2 0
- . 2
> N 1
fa1
2.0 % -0,71 n
7 (ny) A (n2)



77

Ecuaciones de compatibilidad Sustituyendo en las ecuaciones de compatibilidad

-116 + 25,2Ry - 6,84R, = 0
fro+ f11R1 + f12R2 =

[
o

68.28 - 6,84Ry + 9,64R, = 0
faot f21Ry + fa2R2 = 0
Resolviendo el sistema: R; = 3,32T; R,= - 4,65 T

Los desplazamientos se calculan en la siguiente tabla Las fuerzas finales que actian en cada barra se obtiene por superposi-

cién de efectos, dada por la ecuacion F = No + miRi+ n2R;

RARRA Ng n, ns i NaniL |NonzL [nimL | nzmL nanyL Asi, para las reacciones finales tenemos
1-2 0 -1 -0.71 2 0 0 2 1. 41 1 BARRA R R No =
253 0 Sl 0 2 0 0 2 0 0
4-5 | -10 2 -0.71 2 -40 |14.14| 8 -2.84 1 1-2 S3N32 SN32 0 G
14 -10 1 -0.71 2 -20 |14.14| 2 -1.41 1 2-3 =332 0 0 OS2
25 0 0 -0.71 2 0 0 0 AO 1 4-5 6. 64 3.32 -10 0
1-5 14.14 | ~1.41 1 2.8 | -56 40 | 5.6 | -4.0 2.82 1-4 3.32 3.32 -10 -3.32
2-4 0 ] 1 2.8 0 0 0 0 2.82 2-5 0 3.32 0 3.32
) 0 . 1.41 0 2.8 0 0 5.6 0 0 1-5 -4. 65 -4.65 14.14 4.78
v | -116|68.28(25.2 | -6.84 9.64 2-4 G -4.65 0 -4.65
3-5 -4.65 0 0 4.65
De la tabla anterior se tiene Estado final
B Non, B 116 _ o« n 6,84
fio = I AF L= - i fa1 = L AEZ L= - =T 3.38 % (1) 0 (2) ~3.32 (3)
<
.)‘9 7
. Monp, , _ 68.28 BTyl _9.64
foo =z Mgy o G218 fao - 122 = L2 -3.32 el 13.32
b" Q-,"’
> *
mny, , _ 25,2
o=z M. Bt (1) ° (s)
4 10T
6.68




Para calcular &vs se integra la armadura original (F) con la armadu
ra virtual que resulta de aplicar una fuerza virtual en el punto de in-

terés a la estructura primaria.

Y, (1) 0 (2) 0 (3)
-1.0 % 0
0
(4) (5)
% -1.0 1T
(n)
BARRA F n L FnL
1-2 0 0 2 0
2-3 -3.32 0 2 0
4.5 0 -1 2 0 Como Wve = Wvi
1-4 -3.32 | -1 2 6.64 1 8vs =zl':_2|_
2-5 3.32 0 2 25.76
§vs = it
1-5 4,78 1.41 2.8 19.12
2-4 -4.65 0 2.8
3-5 4.65 9 2.8 0
) 25.76
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METODOS DE 1AS RIGIDECES

EAGULTAD DE INGENIERI4
Las incognitas en este método son los desplazamientos de log nu-
dos (los nudos son los apoyos, extremos libres en voladizos o en Jog pun
tos donde concurren dos o m4ds miembros).
‘ Los desplazamientos de los nudos son el namero de grados de li-
bertad o el grado de indeterminacisn cinemdtica de la estruéturat por -
€jemplo, la Fig. 1 muestra un marco que tiene 7 grados de libertad si se
consideran acortamientos o alargamientos de los miembros, o sélo 4 si

no se consideran acortamientos o alargamientos.

CAPITULO 6 G-?04453’

Ax2 #0 Ax3 #0
METODO DE LAS RIGIDECES : Ayz ;eo@ 3 Ays #0

d2 #0 ) 1 d3#0
TY
+— =X

Axl = Ayl =@y =» Ax4= Lya=0; Pa#0 '
%
fig. |

“Ax2=Ax3=4, ¢a#o0, ®3#£0, ¢2#0, Ayz2= Ayz=0
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El metodo requiere de las acciones de empotramiento, por lo
cual consideremos algunos casos — b
0 M D M
Mo(% ‘o %)M. Mo<g I
. - . % = %
F—A—L
X W (1/m) i W t/m) t ¥ —
Lo 2&@@@@@@@% 8 Mo=H-(4La-3c’- €), M= M2Lo-30" | Mo=Ff(22+ 302~ 6aL)
= carga total W = carga total
P P
y W_ 2WL [/ 4
PL (% l >%L 3PL<2 1 10 ) 5
8N4 L Lr Y s , Z
' ! O S ¥ ; T .
M Po;(Lb-l»L) P / W t/m) » = carga total
W
P P 6 }
Pa* (4 l %\Pﬂzb M( % l (
E 4 4/ [ éé/ M =0.0846WL
9 4 D + —0 4 b K
9 b
% W (t/m)
lP lP lp lp M(% M = F“'E-{o‘— (b +c)+ 2|3c(2b+c)}
Mo CZ %}Mo _P_g._(% j :
g g L/3 L3 w3
Mo = Pa(L —a) ' ' I '
L , 9 c
4 . =_!_f(u+c)—a (a+¢)'- o
Z U, AR B 3 3
Mo z M
7.
_w J21(a +c)=a? 2o+~ a1, (a+c)—a*
Mo = F{L 2 ]+ r

W =carga totat

SWL
48
= carga total




El primer paso del método es restringir todos los desplazamien-
tos de junta desconocidos. Esto nos conduce a vigas doblemente empotra
das por lo cual hay que conocer las reacciones en vigas doblemente empo
tradas.

En este método se utilizan acciones producidas por desplazamien
tos unitarios, estas son translaciones o rotaciones unitarias, y las accio
nes serdn fuerzas o momentos.

Las acciones causadas por desplazamientos unitarios se conocen
como "'rigideces'".

Rigidez de un elemento doblemente empotrado:

Ms - ﬁ' . ..§\\~ ————— % )M.ﬂ

o

Por el método de la viga conjugada:

i L ZMA =0
o R2=V=06
Eha MelL 2 Mal L _
Ms 2 3Lt 3=0
El
| Ma
El
Mo = Mo ima = ZMB]
Al provocar un giro unitario en el extremo A con MA  se genera
Mp = LAl , es decir existe un factor de transporte de 1/2.

2

31

El cortante en A es el valor del giro en ese punto: Rz2:= O
Swe=0 Lol  MZtire=0
i Mal®2_ Ma 2.2 — 0 - _ Ma _
Z 2E1 3 m3L+R2L—O +ReL=0

— Mal, 4E| ~ — 4E1, _ 2EI
RZ—W;MA—TQ 0= Ma = L M = L

Nuevamente por viga conjugada:

Ri R2




Y para las translaciones:

: 3€L =
\2E| o 2 ’/;\_ L -_—
e ] '
]
/
/ /
// /I
/// //
/ /
/ /
i /
12E1 / 3E|
&~ .o
6E| A- "'+——+"A=|

A estos elementos se les conoce como rigideces lineales.

Basdndonos en los conceptos ant‘eriores analicemos una estructu
ra por este método: E1 método es apli,calble a eétruéturas linealmente e-
ldsticas con pequeiios desplazamientos.

Las inc6gnitas son los desplazamientos, por lo cual éstas coinci-
den con el grado de libertad.

Para expresar claramente los conceptos consideremos la estruc

tura siguiente:
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Su grado de libertad es 1, ya que el extremo

2 gira un d4ngulo © 3 la translacién horizontal no se considera ya que se
desprecian los alargamientos o acortamientos axiales.

1).— Se obtiene una estructura cinemdticamente determinada, o sea -

que se eliminan los desplazamientos.

A esta etapa se le conoce como solucién particular

2)._ El extremo 2 en el cual se ha restringido la rotacién sf gira, co
mo ocurre realmente, por lo tanto habrd que suponer una condicién de -
carga que considere el giro real del nudo 2.

Por comodidad se da un valor unitario al desplazamiento desco-

nocido.
© @
¥ N\
. 2El . . AEL
M T( T ~ ;‘>M =L
T TTTesl N
TGEI lGEI
4 ¢

M es la rigidez angular

A esta etapa se le conoce como solucidn complementaria



3).— Ahora planteamos la ecuacién de equilibrio (superposicién de -
etapas).

PL 4E| , _ _ P2

B T L 9T0 9=

mo= £+ 8o
- P L 6EL _PC _ P L 6 p _ 0.6875P
Ri=5+%% 5e7 = 2+ 32P =°
Rl = 0.6875P = —=P

Mi = —0.1875PL

Considerembs la siguiente estructura

4T 27T/m
Q2T @ l

. Eimote B o
__1_;5m._+?m f;n_T
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Tiene cuatro grados de libertad , pero si no fijamos
los nudos 1 y 4 encontramos las incégnitas 69 y ©3, con las cuales es -
suficiente para determinar los momentos en los nudos 2 y 3.

Se deberdn considerar para las barras 1-2 y 3-4 los momentos de
empotramiento y las rigideces correspondientes

2 T/m Solucion

particular

w T/m 2
;;amm"m'xé) Mz o) = w8 = 9T-m.
P
1
2
M20)d = P‘“’ = 1.6326 )Mso)l = P2b - 4086 |

a —+b—+

o ;32)' O2=1 , Solucion
79/; \\%/‘_—’/’—%/ complementaria
B k22)d k32 77%
k23  ©3=| k?
i . \%‘}—-/@
\ k33)g
ke = 3fL = 0.5€1 ke2)g = ﬂ'; = 0.57I4El
kez2 = 1.071 EI
ke = 2EL = 02857 kes = ZEL - 0.2857E]
k33 = 35—_‘2 = 0.5714E] k330 = 1%'? = 0.6El

n33 = |ITIE



Hagamos la SUPErposicion o ecuacisn de equilibrio:

_ .
M20 * K350, + k,0,
M30 + k3,0, + k3393 =0
7.3674 +

0.7486 + 0.28573192 +

1.0714EI92 + 0.2857EIS3 =0

1.1714E193 =0

Resolviendo e] sistema de dog €cuaciones tenemog:

®, = - 7.17249 y ©, = 1.11027
EI EI

El signo (-) de 92

Supuesto.

significa que el sentido del giro es contrario al

Momentos reales:

M21

Mo
M3
My3

32

32

34

34

T Maoy * kg, P

9 + 0.5 ("7.17249) = 5.41375

Ma00a * k22)4%; + ky393

16326 +70.5714 (=7.17240) 4 0.2857(1.11027)
- 5.41375

Maoi * ky,0, + K3zp 8

4:0816 + 0.2857 (=7.17249) 4 0.5714(1.11027)
2.6668

"30)a * k3349,

= 3.333 + 0.6 (1.41027) = - 2.667
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25 T/m

7
——6m
Mo 2.5%/m

12T, Vo
s
Sol. Particular%
k22)v
)k'z _______ —~ ka2
’ ' k22)c
\
\
7 (b) \
ka2
an

2

Considerando ahora el siguiente marco:

Sol. Complementa ﬁizn

\knyv ld

k2a
1a
kaal _A
N 6 kaa2
/ /
/ /
/
% (c) ,/
~kda
%/» -

Mros-$5—=-7.5 .0 - 7.5
x“)c=37E-I= 1.5E1 Ki v =47Fl (6)= 4E1  Kyy= 5.5 €1
K“)u=4_fgm = 4E1 Kzz)(,’:%_(.z_) = 2t1 Ka2= 6 EI

Kyae- 23.51 = - 0.75¢1

6ET(2) _
KA" - = 0.75¢71
1
Kiae - 28 . g gsEq
6ET(2)

Kzﬂ = KQA SN

g =-0.75ET



Kaoy = 2L o9 bas0er

Kap, = 1ZELLZ) o oo cer
73

Kis = Kaye 2E£6)= 2E1

Ecuaciones de equilibrio
Mo + Ki16: + Ky,0, + K,y
Moo + Kyiyey + K220, + K,

Vo + KA]G] + KAzez + KaA
-4

Sustituyendo valonres

5.50E10, + ZEI8, - 0.75E714 = 7.5

2EI8, + 6EI8, - 0.75E1A=

A=0

A=0

SRR/

Kaa = 0.4219 g1

-0.75€10, - 0.75ET108, + 0.4219€10= 1.2

Resolviendo of sLi8tema de ecuaciones

81 = 2.290908/¢1

82 = - 1.745456/€1

A = 2.145456/€71

Momentos reales en of manrco

an = Ky, ,CG]‘* KiA = ’.KZ.TM

85

Miz = My, + K11)V91
May = Myo + K216, +
M= Kzzlcez + Kaah

Moz = Kuy8, + Kyan=

+ Ki,01 =-1,82Tm

KZZ)VSZ = - 5.04Tm
= - 5.09Tm

- 3.35Tm



86

ConSId:a(;'_ermos la siguiente viga Koold = - %’l - - 0.12E1
A l @ 3T/m @ _
% El = cte. Koold = 1551 = 0.0555ET Koold= SEL - 0, 02481
% % ks = O.3EI

s -1.875 + 1.266606, + 0,04666ET0= 0
4+—3— 3w 4 S5 4

p 14,375 + 0.046666, + 0,379550 = 0
% % w PL 10x6 _ —
% - - BL _ 10x6 _ _ 5 ¢
; "0 8 8 1.2666 0.04666 8, 1,875
Mio M20) 7 & M20)d 2 .
T 0.04666 0.37955 A -14,375
Vo Mog)y = 7.5 — -
K2 __kgz);’%. k22)d R 5 0,= 2.88865104/ET; D= - 38,22895871/E1
- ~£ WL 3x5
(% \///_ _____ ,—9// Mzo)d =- "8 =" & Mi2=M10+K1262+K10A = - 7.5 + 0.333 (2,8668651) + 0,1666 (-36.2289)
9, =1 ko2l Yko2)d Myp,= - 12,9084 T-M
4 = - 9,375 . 5
K20 P k20X ' Mai1= Mao)d + Ka2)d 6, + Kaold A= 7.5 + 0.666 (2.888651 +

kio(//% - Gy —— - __
4 A +0.1666(-36,22895) = 3,0543 T-M
k00i| |k00)d

Mz3=Maold + Ko2)de,+Kao)da= - 9,375 + 0.6(2,888651)-0,12(-38.2289)

Mzs= - 3,0543 T-M

v + k.0, + (koo + ks)A =0 Ei diagrama de momentos sera

JIoT
3T/m

Vo = 5+ 7.5 + 1.875 = 14.375
_ 4EI _ _ 2EI _
Kyp); = S = 0.666EI Ky, = ; 0.333EI A
= 3EI _ _ 3.05
Kyplq = ST = 0.6E1 (=) ¥
X kK..), _ GEI _
ko) y 12 224 > = 0.1666EI
L
: x,,)
koz)d = - 2§ d = - 0.12E1
L
Kio = ¥30y5 = 8L = 0.1666E1
2

L
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Se pueden expresar motricialmente las  ecuaciones de  equilibrio. LE I

=
t
(]
N
1
-
[}
(%]
-

ki o= =y 222 Ko = 2£1 K5 = - 8E1
Por  ejemplo o H L 1z L 1A H
_ L4ETI 3E I _ 2E1I _ 3E I
W_Lz W_Lz S K2z = I + T K21 = X KzA T
12 12
P w X 12EI | 3E1 B 6E I N 3E I
. *= AA_H*"+? KA"'_H!' KAZ-'-Hz-
" SOLUCION
SRSTICHLAR M1+ K18y + k.0, + K t4 = o
M2 + K10, + K005 + K24 =0
P + K56, 4+ KA20, + KAAA =0
SOLUCION COMPLEMENTARIA
&EI 2Er
L L
Kix K, K,(Ajr.ex -M,;
BEI
" K K; K M
21 22 24 8, |° 2
K K K A ~P
6E| A i\ Al
ne
Kd =7 F
K= Matriz de rigides cuadrada
siméinica
Kij = Xji diagonal positiva

e
m

La matriz de rigidez, [] es aquella que multiplicada por el vector de -

desplazamientos {d} proporcionard el vector de fuerzas {r}




EJEMPLOS

METODO DE LAS RIGIDECES.

Problema 1,

Resolver el siguiente marco por el método de rigideces

10T
(1) (2)
er
i I T Inc6gniztas:
61, e2 y 4
(3) (4)
Z %
L e |
U S5m LT |

Solucién particular

Vo

88

Solucisn complementaria

kAAh *-—

kag v

Kaz2)e




moments de empotramiento en los nudos 1 y 2 son:

- 10(5) (1) = - 1,388 T-m
6

=Pa%b=10(52(1) = 6,944 T-m
- T &

valores de las rigideces en los nudos los diferentes estados
de deformacién

kyyJv = 4ET (6)
6

Koy = ZE1 (6] = - - 0,188 €1
6 37

4ET (6) = 4ET ;
6

-

kA = - 3E] = - 0,188EI ; ko8 = « 3E1 = - 0,188E1
R R

k 8a), = §%= 0.047 ET ; kap)Z = 37217 = 0,047€E1

Ve = 0

Las ecuaciones de equilibrio son:

Mio + ki3 01 +kyp 02 + KjA A = (.

Mzo + k21 ©1 + ka2 O2 #+ koA A= 0

Vo + K&y 01 + kA, O24kaA 4= 0

Sustituyendo valonres

-1,388 + (4 + 0,75) EIO; + 2EIO2 - 0,IBETIA = 0
6,944 + ZE10, + (4 + 0,75)ET10;- 0,788EIA = 0
0 - 0,]88E10, - 0,188E10, + (0,047)2EIA - 0



Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior.

0, = 1,052/E1 ; 02 = - 1,978/ET ; A = - 1,872/E1

Una vez determinados los giros y desplazamientos en el marco, se -

calculardn los momentos reales en dicho marco.

Mys = k11)e@, + k& A = 0,75 ET (1,052) - (0.188E1)(-1.872) = 1,136
ET 34

Miz = Myo + k11)u0y + k120, = - 1,388 + 4ET (1,052) + 2EI(-1.978)= - 1,136
’ IR0

Ma1 = Myo+ k2101 +kpp)u0, = 6,944 + 2ET1(1.052) + 4 EI(-1,978)= 1,136

ET El
M2y = ko2)e02 + koA A= 0,75 ET(-1,978) - 0,188 ET(-1,872) = - 1,136
[3 El

Las reacciones y diagramas de momento, fuerza cortante y normal se

determinan como sigue.

90

Reacciones en el marco

1101'

0,284
;;gl

1.667

Diagrama de fuerza normal

%0.284
-

13.533

0.2547
1,667 [TTTIwTTTTIT s.333
] L +)—]
(M)
Diagrama de Fuerza Cortante
1.667 ()
b33 ll z
S )
(v) -
-
0.284 0.284
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Diagrama de Mone ntos. Problema 2.

Utilizando el método de las rigideces, resolver el siguiente marco el

cual estd sujeto a una carga lateral de 2T y carga distribuida de 3T/m

como se muestra en la figura.

l 1.136 2T w=3T/m
N ¥
——11.136

1.136 2 (3

ET = cte. 3m
(M)

\

(1) |

133

El grado de indeterminacién ¢inemdtica es G = 3 (0,, 03, 4)

k
M2 M 22)v LPP

4 kAz \
/RS T
Y S
ka2)¢
'
1
Solucibn ‘\ 6, = 1 Solucibn )
Panticulan v z CompLementania
‘\
ke
.4
kA,
Y i v/
k
kz{_ st ‘f'\ aa’va kay K35
== < B3 . |
A 4 T 3 TRER )3
<4 k ' )
1 YN 2 )
/| kasle : ,
/ ) 1
! ; )
l / A =1 i
‘l /I g 9/ A
' ’ )
63 =1 \ s /
“\ (F\klA ,"
% — /
74 ) 4 i ke
K., e Nl




Los momentpos de empotramiento en los nudos 2 y 3 son:

Maq = wl? = - 3(4)3= - 4T-m; Myg=4Tm V==20T
17 17

Las rigideces en los nudos para los diferentes estados de deformacién

supuestos, son:

K22)v = 4ET = EI; k2z2)e = 4ET = 1,333E1
7 3

kso = 2E1 = 0,5E1 ; Kiz = 2ET = 0,667E1

KB 3

K3)v = 4ET = ET ; Kisle = 4E1 = EI
7 4

kp5 = 2ET = 0,5ET ; k.5 = 2EI = 0,5ET
7 7

kap= - 6E1 = - 0,667ET ; KA = - 6E1 = - 0,375 EI
3 K

KA = - 6E1 = - 0.667ET ; K A = - 6EI = - 0,375E1
T3 I0E

Las fuerzas KA2 yKAs son pares de fuerzas equilibrantes las cuales -

se valuan de la siguiente marena

Koy = _K¥pale + Ky, = 4EI/3 + 2E1/3 = - 6EI = - 0,667E1
L 3 9

Koy = Kyg)e # kys = 4E1/4 + 2E1/4 = - 0,375E1
L 7
= J2ET = 0,444E1 ; D kaa)3 - 1281 - 0.188E1
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Las ecuaciones de equilibrio son

Mag + k2202  + k2303 + koA A =0

Myo + k320, + k3303 + k34 A= 0

V +XkAp,0, +kA430; +kaa-a =0
Sustituyendo valores

- 4 + (1+1,333) EIO, + 0,5E10; - 0,667EIA = 0

4 + 0,5E19, # (1+1)EI O3 - 0,375E1IA = 0

-2~ 0,66702 = 0,375E10; + (0,444 + 0,188)EIA = 0
Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior
0, = 3,861/E1 ; O3 = - 1,810/ET ; & = 6,159/E1

Cdlculo de los momentos reales en el marco

Mip =k120, - k1A A = 0,667E1(3.861) - 0,667ET1)(6.159) = - 1,533
T &

Ma1 = k22)e0, koA A = 1,333E1(3,861) - 0,667EI)(6.159) = 1,039
TET TE

Mas = = Moo + k22)V02 +k2303 = - 4 + ET(3,861) + 0.5EZM= - 1,039
[34 [3 =
M3z = M3q + k3,0; + (K33)V ©3= 4 + 0,5ET(3.861) + EI(-1,81) = 4,121
Fl ET

Myy = Ky3)cOs - kst A= ET(-1,81) - 0,375(6.159)E1 = - 4,121
1 O 3 O

My = kys0s - koA A= 0,5E1(-1,81) - 0,375 E1(6.159) = - 3,215
S TR

Las reacciones y diagramas:- de momentos, fuerza cortante y normal

son como se muestra a continuacién



Donde.

G

C,

Cs

Fi

Fi
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M3
Reacciones en el marco

1,039 - 1,533 = — 0,165 (Pan equitibrante)

1,039 ~4.121 = - 0,771
4

3 T/m
)I G T 3 T/m

7%1.533

0.165 — 7
7//3 215

~_ =73

e 75.229 1.834 «——

My 3 N -
6.771
TF Diagrama de Fuerza Normal
3

1834 MRS

]

()

5.229

=4.121 + 3,217 = " 1,834
B B

6-0,771 = 5,229 Ton,

6+ 0.777 = 6.771 Ton.

— —

6.7171
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Diagrama de Fuerza Cortante ) Probeema 3.

Resolver el siguiente marco

T

' 2,257 l
5,229 [ ) 7 7 6 2T/m
| U, T 2El 7Y T
- 2m }
- 6.771 27 | E 4m Incognitas  ©3, 84 y Be
= 8T
Q 3T/m l 5 <i
- L~y =2 2El 4 2El VAN ‘
= (v ; 7|
- |
X _'{_F. B El 4m
- |
| 2 i
A 7 —3m—— +
1.834 o ' _5m ; 6m —
Diagrama de Mom entos EMG)V 2T /m EMT
3.519 Me)r Sclucdén panticulan

o7 —

‘ (lﬂ ‘ M3s i 1
1.038 I l 4.122 \." Mav ) -

[
T
A s Man # [ mma E
1.03s M3i
4T ——p J
. 4022/
(M} 7% 2
k63
1.533 Y % ;
. () 3 v Sclucidn cemplementardia
| \
3.125 |
\
k3cs
k43
/\A\kBV J/'
k3CI\L—,J_‘,/’/ \ _%
/
I’ 63 = |
\
\
\

L7



El grado de indeterminacisp Cinemdtica es G =3 (o,

Los
ty =
MGJC

M3}U

kua =

ky) ¢

ke, =

ks)(l =

kig =

momentos de empotramiento ep los nudos son:

‘;ZL%& ;o Mely = - g
=§\L=2££\4’=1; M3) s = - g
=%=~3ﬁ(57)5=-6.25,fvﬁ.}{=+625

i R I Hd--JLo_sls

Z4E=0.5E1 2 k3}cs=44ﬂ=El

%L 0.75ET k3)v=4£51—[2,= 1.6E1
Zzﬂ{Z} = 0,81 ; Ksus %‘”2) = 0.8E1

i U S *a), o

£§1= ET ; kpy = Z§Z= 0,5c1
£ Ke)u - 46ﬂ (2) = 71,3336
L s koe = 2L (9) © g geser

Ecuacioneg de Equilibrio (superposicio‘n)

Me + k
My + k

My + k

6303 + 0 + keQg = ¢
303+ k340, + k3605 = ¢

5303 + kO, + ¢ = 0

Sustituyendo valores

([ 1-6)

i-1-6.

(6.25

*0.5E10; + ¢ + (1 + 1.333)E104 = ¢

25+ 3) + (] .4 0.75 + 1.6)ET0,+ 0.8EI>, 0.5E10¢ =

- 9) + 0.8E19; + (1,6 + 71 + 1E10, + ¢ = 0

0, ¢ 0]

0
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Resolviendo el sistema anterior

O + 1.964/E1 ; ©O3= 0,838/E1 ; ©O,= 0,578/E1

Momentos reales en el marco

Mgy = M3 L + k3)ei@; = 3,638

M3y = M3)u + k3)vOs + k3,04= =~ 4,447
Mze = M3) s + k3lesOs + k3606 = 0,819
Me3 = Msle + Kg305 + k¢)eOs = 3,382
Me7 = Me)v + Ke)uOs = 3,382
Mys = My) £ +Ky305 + K,) 40, = 7,844
Mas = My) d + k) 0, = §.422
Mya = kycOu = 0.578
Mog = My + k740 = 7.309
Myy = K540, = 0.289

Las reacciones y diagramas

de momentos, fuerza cortante y normal

son las mostradas a contiauacién.
El procedimiento para determinar las reacciones, es similar al segui

do en los ejemplos anteriores.

M7¢

8T

Me 3 _
_92_;”~\ <——_£5H
2T
—_—
— «FafiS
Co s

Mgu 3T/m Mus Mks

€, l (m-rn‘rr]‘rY mj) T T (
p e
F “ o
3V =TT
wVi Fuvd
-2 M.a_l._ “— T3 Mu2
F3HC I
S
4T
—t
Fy ¢
o TR Ma
6
De la figura anterior se tiene

Cy =

C3 =

Mg + Mye -3.382 + 7.309 _ 4 455 7
. .
_ Mea + Mie - 3'3824+ 0.819 = 1,051
Maw + Mus  ~4.447 : BN
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Mys + 0 §.422 Reacciones
Cy = 2222 = - 20 - 1,404 7.309
WM \ 2.051
CMup + My _ 0,578 + 0,289 '
Cs = 42724 - —3 = 0,217 N\
_Msy 0 3,628 _ 2 T [6.655
Co = =g o = i 90]
( §T
-, 2wl _2(6) |
Fov=Fr=im=g—=6t 3 T/m 3075
2 3(5) -
Foll = Fabis = 2= 1 ; Fav = Favi = 281 7. %/—
-r. 8. 4. 4 4T ]
Fyud = Fs =7 4 ; Fch= F1 =7'= 2 » 2.596
Del equil ibrio de las fuerzas actuantes en cada uno de los miembros -

1.093 0.217

+— D
de la estructura se obtiene. % 7//
Z s

0.259
2.051 2 1/m 2.051
- S T 12.166 T73.533
5_34i 5.345 6.655 Diagrama de Fuerza Nornal

. 2.051

T 2050
N =
0.051 E
o " E 2.856 T
s.s05 | ‘ s.sas =TT LT T T 5005
- S ererenrietiteconeoenr 285 3,073 —
_— 6.821 5.179 I 1358 L.m 2.5% T n — < ‘
*o7 — 0.217 (N

12.166 13.58%

1.093
le,léé 0.217

13.583 T
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Diagrama de cortante Problema 4.

5.345 Determinar las reacciones y diagramas de momentos y fuerza cortan-

2.051 ‘ te de la viga continua mostrada
6.655 (A (1) )i LA (3) [@ 3)

-r§>

[ 6.521 6 m
E ].,__2..12.6__ - 5.404
H IIII IIIIIII IZ.596
u Notacion mgiros y desplazamientos
§.179 H
2.907 § El grado de indeterminacién es 3 (g,,0,,0;)
= (v)
i Solucidn particular
1.093 0.717 Myg Ma o M30
Diagrama de momentos gg & \[ ﬁ/ %
/4
.762 4
. i , - Scluciln complementania
€=y
I | el
3,382 RPN b
(X% L
7.30 = 7 b1 = 1
e A S ¥
7 7

7.788
k12 ka2)i o k32
X [ \,— L L
() % T &/ X
' 7 | 7/%/,
(M) ) kas)i ka_g)\d




Los momentos de empotramiento valen

2 2
Mio=%=%?)—:2.ogtn—m;

wl? _7(3)2

M20= < 2.08¢n-m

M“:T z = 1.125 t-pm
k11}/¢=%=0-557»' k“)d=i":—§£ = 1.6ET
kpy = f§1-= 0.5E1 ; Kip - ; ET = 0, 8E1

Koa)d - égZ: 1.6ET ; kp)d AEL | g

Kz - 251 = 0.5E7 ; kps = 351 = 0.3ET

kya)d = égl, EI; y)d = 55572551 - 3.33F]

Ecuaciones de equilibrio

Mio + k110, + k3, 0, =0

M2+ ky,0, + k220, + k2305 = 0
Mso + k3,0, + k330, =0
Sustituyendo valores

2,08 + (0,5 + 1.6)€10, + 0.8€10, = ¢

~2.08 + 0.8E10; + (1.6 + 1)E10,+ 0.5E105 = ¢

1,125 + 0,5E10, + (1 + 3.33)E105 = ¢

Resolviendo e] sistema de €cuaciones

o o, = 1392 g 45
l_-TT‘) 2'?) 3"?7‘

99

Cdlculo de momentos reales en la viga.

ki1)cg, = 0.5E1(-1,502) = 0.751 £ -

MlA =)

Mz = Mio+ ky)do, + k120, = 2,05 + (1,6E1)(-1.502)
TTET

Mz = 0,751
Mar = Mao + ky,0, + %2040, = - 2,08 + 0.8E1(-1,507) +
T EI
Mag = kzzld@z + k23@3 = EI”.34Z’ + 0.5E1(~0.475) =7,
Ms2 = k350, + Xky;) 40, - 0. 551(1 342) + E1(-0,415) = o,
) - e
Msg = Mag + ks5)do, = 1,725 4 3.33ET (-0.415) = - 0,75

Fuerza y momentog resultantes en la viga

* 0.8E1(1,342)
CE

T.6E1(1,342) = 1,134
3

134

256

6

0. 751 o 751 )154 1.134 0.Z56 v.257
o,:zsl 0.125I l 0.077 o,o7; I 1 _
0.345  0.345 0-086 0.056
L £ " ST 1.5 1.5
1 T/m 1 T/m
AT
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Diagrama de fuerza cortante

1.414

0.348
S

2.577

(v)

Diagrama de momentos

2,183

L 1.253
I l ‘25"//(|‘U’ﬂ\
) ] LU

751 1134/

(M)



CAPITULDO

METODO DE CROSS

2

METODO DE CROSS

Este es un método de relajaciones y fue ideado por Hardy Cross
en 1932. También se llama ""Método de distribucién de momentos". -
No es un método de los llamados aproximados, sino un proceso de apro
ximaciones sucesivas que nos permite determinar las incégnitas hiperes
tdticas con la precisién deseada.

En estructuras impedidas al desplazamiento lateral el método de
Cross evita el tener que efectuar la solucién de un sistema de ecuacio-
nes. Si la estructura puede desplazarse, el método de Cross también
conduce a un sistema de ecuaciones, pero el nimero de dichas ecuacio-
nes es muy inferior al que se obtendria utilizando por ejemplo, el mé
todo de las flexibilidades o el método general de las rigideces.

El método de Cross puede aplicarse en estructuras con elemen-
tos de seccién constante o variable, asi como a estructuras con ele-
mentos de eje recto o curvo.

Para comprender este método es necesario comprender perfecta

mente ciertos términos bdsicos, los cuales se estudiardn enseguida.

CONVENCION DE SIGNOS

Para designar el signo de los momentos la convencién serd la -
siguiente: Si el momento de flexi6én tiende a hacer girar al apoyo en
el sentido de las manecillas del reloj, el momento de flexién se consi-

derard positivo.



FACTQR DE DISTRIBUCION
Considérese la Fig. 1 mostrada, en la cual la estructura estd su-

jeta a la aplicacién externa de un momento M.

NN
>
Y

\ .

Ka

D
07

fig. I
La estructura soportard el momento M por medio de los elemen-
tos BA, BC y BD. La contribucion de cada elemento para resistir el mo-
mento M estard en funcién de las rigideces K1, Kz'y K3 de cada elemen-
to respectivamente. Se puede decir entonces que la contribucién de cada

elemento es:

K1
=K

Mea = M

Msc= M

=K

Meo = M

=K
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donde K= Ki+K2+Kj
Por lo tanto se puede enunciar que:
"El factor de distribucién para un elemento de un nudo en una es-
tructura, es igual a la rigidez del elemento dividida por la suma de las -
rigideces de todos los elementos que llegan a dicho nudo"

En si, el factor de distribucién representa la rigidez proporcio--

nal del elemento con respecto a la rigidez del nudo.

Para el caso analizado arriba se tiene:

zK': es el factor de distribucién para el elemento BA
IKé es el factor de distribucién para el elemento BC
?KKL es el factor de distribucién para el elemento BD

FACTOR DE TRANSPORTE

Se ha visto anteriormente que cuando se desarrolla un momento -
resistente en el extremo de un elemento, se induce un momento en el ex-
tremo opuesto de dicho elemento. El momento inducido en el extremo o-
puesto tiene siempre una relacién con el momento resistente desarrolla-
do en el extremo que gira o que se desplaza. Por lo tanto, se puede definir
que:

"El factor de transporte es el valor por el cual debe multiplicarse
el momento que se desarrolla en el extremo girado o desplazado de un -
elemento (siendo el otro extremo empotrado) para obtener el valor del -

momento inducido en el extremo opuesto''.



En la siguiente tabla se analizan algunos casos comunes.

ESTRUCTURA F.T.
1
Qv N 1
N———"2 2
LEI 2EI
L L
. N {Q 1
:§—/ 6E1
eEL; ' L
3
(e——xn |
\ N
3€1
L
0

1 <‘\ _— .\@
3D
L2

*F.T. "Factor de transporte”
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METODO DE CROSS

a) Estructuras sin desplazamientos.

En la Fig. 2 se muestra un marco sujeto a un sistema de cargas
dado. Para resolver dicho marco se puede usar el principio de superposi

cién indicado en la figura.

fig. 2

Los momentos de los elementos que llegan al nudo B son:

Msa = Mea + KeaQe

Mec =Msc +KecQe — (Q)

Mso = Meo + Keo (e




Se puede entonces hacer la siguiente representacion de los datos

obtenidos
1t/m
PR A
Estructura original N £l - i B C
+ 4m } 3m ——
1.333 l.333l 1.125
Mcmentos de
empotramiento N N
) 0.052 0.I04+0.I04
Distribucion de ﬁ[ "\
momentos y N\. \> @
transporte “ )
1.38% 1.229  1.229
Momentos finales
R 3 3
fig. 4

La distribucién de momentos se efectud distribuyendo el momen-

to de desequilibrio en los elementos BA y BC para establecer el equili-

brio en el nudo B, o sea

Mg = Mea + Msc = 1.333 - 1125 = 0.208

dsaMs = ~0.5(0.,208)

dec Ms = = 0.5(0.208)

= -0.104

-0.104

106

Los momentos finales se obtienen sumando los momentos de em-

potramiento con los momentos distribuidos y/o transportados en B.

El ejercicio anterior puede también presentarse en la forma si--

guiente:
Momento de FACTOR DE | FACTOR DE
BARRA |empotramie. |RIGIDEZ| DiSTRIBUC. |TRANSPORTE
4EI.
BA 5] L -EI|l o.50 0.50
BC |-1125 2E-er| 0.50 0.00
=| o.208 EI 1.00
B I t/m
A c
N EI S EI

F.D. 0.50]0.50 Factor de distribucidn

ET - /2 o —» Factor de transporte

M.E|-1.333 1.333 |-1.125 Momentos de empotramiento
-0.052 - 0.104(-0.104 Distribucion y transporte

M. [—1.385 1.229]~1.229 Momentos finales

Diagrama de momentos
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b)  Estructuras con desplazamientos.

Para resolver este tipo de estructuras por medio del método de -
Cross se puede emplear el principio de la superposicién. Considérese,
por ejemplo, el marco mostrado en la Fig. 6, el cual puede desplazarse

lateralmente.

fia. 6

Por superposicion se puede establecer que:

N F1 Fy

e e &

— = — —f_

19 Etapa 2d  Etapa

Lo cual quiere decir/ que en la primera etapa se resuelve el mar-
co considerando que este no se desplaza. Se calcula la fuerza F1  que
impide el desplazamiento y se aplica al marco (segunda etapa). Puede es
tablecerse entonces el siguiente procedimiento para resolver estructuras
de este tipo:

1. Resolver la estructura considerando que esta no se puede des-
plazar. Determinar la fuerza Fa que impide el desplazamiento.

2. Suponer en la estructura un desplazamiento A cualquiera im
pidiendo que los nudos giren. Con la estructura desplazada se permiten -
los giros en los nudos y se resuelve la estructura. Se calcula ahora la -
fuerza F2 que produce el desplazamiento A dado.

3. Como la fuerza F1 que impidi6 el desplazamiento en (1) se-
rd diferente que la fuerza F2 calculada en (2), los resultados del paso
(2) se deben multiplicar por el factor de correccién Fa/Fa2.

4. Se suman los resultados obtenidos en (1) con los obtenidos en

(3) y ésta serd la soluci6n final.



EJEMPLOS

METODO DE CROSS

Prcblema 1.- Encon rar el diagrama de fuerza cortante y momento
flexionante de la viga continua que se muestra enseguida, la cual -
estd sometida a una carga uniformemente repartida de 2 tn/m y una

carga de 10 tn. como se ilustra en la figura.

|10T
i) (2) it (3) ZT/m (4
éé Z
7 L %/A L2 2 Is
+ + + -+ -+
4m 2m 2m 6m
-+ Ll rL2 T L3 T

I; =150 I, = 200; Iz = 100; E = cte.

Solucién: Considerese que los nudos (2) y (3) estdn empotrados.

1. - Cédlculo de los momentos de empotramiento

— _wL? _ 2(u)?

Mowr =g= = 5= =43

— _  wL} _PL, _ 2(4)% 10(u) _ =

Mos® - 13 g T-T1p g 77 7665 Max=7.66
2 2

- WL -2(6) =

Msu=“—2—3: 5= -6 3 Mus=6

2.- Factores de distribucion y transporte.

Nudo 2
_ 3EI, _ 3(150)E _ ) _ 4EI, _ 4(200)E _
ka1 = = . = 112,58 5 Koy = % = —5—= = 2008
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IZK, = (112.5 + 200)E = 312.5E

K
F.Dup = Z}‘(:
FT,; = 0.0
Nudo 3
| uEL,
Koz = 43
4EIj
I

= ‘i(_imq}: = 200E

I K3 = (200 + 66.67)E = 266

K
F.D.3; = ——Zéz =

F.T.3, = 0.5 ;

200
166.67

F.T.34 = 0.5

.67E

K
= - 0.75; F.D.3y = z_%:

El arreglo tabulado de la solucién es el siguiente

(1

10T

2T/ M

66.67

(4

266.67

N

125



Fow e

(1) ) {3) {4)
Fact.Distr. -0.36 | -0.64 -0.75] -0.25
Fact.Trans ~ 0 > 0,5 « 0,5
M.emptr. 4.0 | -7.66 7.66 | - 6 6
MO 1.32| 2.3y
F.T.ij MG T 1.17
MO -2.12 | -0.71
F.T.ij MO -1.06% T~ -0.36
(10 0.38| 0.68
F.T.iq MO 0.3y
MO -0.26 | -0.09
F.T.ii MO -0.13% T —a -0.05
0.05| 0.08

M 5.75 | -5.75 6.79 | -6.79 5.59
En la tabla anterior se ha ilustrado como se distribuyen los momen-
tos de desequilibrio de cada nudo en los elementos que concurren a
dicho nudo, segin su factor de distribucién correspondiente, teniendo
en cuenta, que se deben transportar dichos momentos al extremo - -
opuesto seglin su factor de transporte.
Con el fin de hacer mds claro el método, se anotardn algunas opera
ciones en forma detallada de los valores obtenidos en la tabla.
Renglon 1.- Distribucién de momentos (equilibrio del nudo 2)
My = M1 + M3 = 4-7.66 = - 3.66
(d21)Ma = - 0.36(-3.66) = 1.32;  (dz3)M2 = - 0.64(-3.66) = 2.3u
Renglén 2.- Momento transportado

F.T.23 (d23)M; = 0.5(2.34) = 1.17
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Renglén 3.- Distribucién de momentos (equilibrio del nudo 3)

My = M3z + May + F.T.23(d23)M2 = 7.66 - 6 + 1.17 = 2.83

(d32)M3 = - 0.75(2.83) = - 2.12; (d3s)M3 = - 0.25(2.83) = - 0.71
Renglén 4.- Momentos transportados
F.T.32(ds2)Ms = 0.5(-2.12) = - 1.06 ; F.T.34(dsy)¥s = 0.5(-0.71) = - 0.36

El procedimiento se repite iterativamente hasta obtener la precisién

deseada.

Una vez que se han distribuido y transportado los momentos de dese

quilibrio se procede a determinar los momentos finales, que de - -

acuerdo con la' tabla anterior, basta con sumar algebraicamente los

valores que aparecen en cada columna.

Cdlculo de reacciones en la viga

e e
[ras 100 lo.2s  o.26 f to.z0 0.20]
R N ‘S (- A |
TZ.% Tm.zs I:s.ms Ts.go



Diagrama de cortante.
5.74

.74

2.55\__2.72 [\ 2.9

s.hJ 5.26

Diagrama de momentos.

NV

Determinar el diagrama de fuerza cortante y momento

Problema 2. -

flexionante del marco mostrado.

170 in
3in/m

E.I. = constante

4m Por simetria geométrica y de carga

no hay desplazamiento lateral

Zm Zm
—
1.- Momentos de empotramiento
ey = - W2 PL L 3016)  10(4) = - 8.0 ; Wy, = o
i 12 8 15 B

.. o WL: PL _ 3(16) (10(4) _ =
M”-‘]? +B—-T—f—8-—9.0,ﬂn~0
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2.- Cdlculo de los factores de distribucisn.
Nudo 2
Ky = 2EL = b g R S

Nudo 3
4E il

K32=%=EI; KH:%:EI; LKy = 2EI
1

d;z=§-=0.5; d3“=%=0.5

Dado

que los factores de distribucién son de vital importancia en el

métede de 8roess en el cdiculo de momentos, debe verificarse siem-

pre que la suma de dichos factores en cada uno de los nudos, sea -

igual a la unidad.

Para este problema, puede observarse que la suma del valor de los

factores de distribucién en los nudos 2 y 3, es correcta.



Los factores de transporte son para todos los casos igual a 0.5

En este ejemplo se considera una variante del método que consiste
en equilibrar todos los nudos y después efectuar los transportes co

rrespondientes a los empotramientos 1 y 4.

El arreglo tabulado se presenta a continuacién y no importa el or-
den de equilibrio de los nudos, ya que primero se equilibran todos

ellos y después se procede al transporte de momentos.

b5 s 05— 05 05 11
0.0 1-9.0 9.0 ] 0.0

L 4.5} 4.5 ___———| 4.5 |-4.5

| S2.25|«—-—~ 2.25

o2 1o12)- - -1.12]-1.12

: e~ 0.56

1| 0.28/ 0.28 ___——|-0.28]-0.28

I -0. 14—~~~ 0.14

: 0.07| 0.07|——__ _ _ -0.07-0.07

| -0. 04 = =+ 0.04

: 0.02 0.02,\<:_—0.02 -0.02 |

i -0.0l|e——~" " 0.01

1| 0.00 0.00] ~0.00| 0.00

: 6.00] -6. 00 6.00[-6.00

|

: W 7 ) W/A

|

o225 -2.25
0. 56 -0. 56
0.14 -0.14
0.04 -0.04
0.01 -0.01
0. 00 0.00
~3.00 3. 00
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La secuencia que se ha seguido en el cdlculo anterior es como lo -

indican las flechas y que a continuacién se expone brevemente.

De acuerdo con las ecuaciones utilizadas en este método y refirien-

do la notacién a la expuesta en la parte tedrica de estos apuntes,

se seguird la secuencia indicada con lineas continuas.

El momento de desequilibrio del nudo 2 es:
My = Mas + Myy = - 9+ 0= -9
El momento distribuido vale M6,= dy3 M, = - 0.5(-9.0) = 4.5

El momento transportado es M. = tp3 dasM, = 0.5(4.5) = 2.45

Ts
Por lo tanto los momentos distribuidos con el nudo 3 son
Mos = dgzMT = - 0.5(2.25) = - 1,12

3

Yy MB3 = day Mps = - 0.5(2.25) = - 1.12

El momento transportado del nudo 2 al 3 calculado antes, pasa a -
ocupar el momento de desequilibrio en el nudo 3, por lo que se pro

cedié a la distribucién del mismo.

Volviendo al problema se transporta el momento distribuido de -1.12
al nudo 2:
MT2 = 23, d32MT3 = 0.5 (-1.12) = - 0.56

Este momento se distribuye en los miembros que concurrren al nudo

2 repitiendo nuevamente el procedimiento.
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Una vez equilibrados los nudos, se procede a transportar los momen Diagrama de fuerza cortante
tos distribuidos hacia log empotramientos.  Asf por ejemplo para el 11
apoyo 1 se tiene. (+)
[l
_ E'-“)l
Mry = 221 d2y M2 = Momento Lhansportado a 1" 5
My = 0.5(-0.5)(-9,0) = 2.75 -(Linea punteada def nudo ? al 1) 11
Mr1 = 0.5(1.12) - 0.56 ; My, = 0.5(0.28) = 0.14
(v) )
ete. %
2,25 2.25

Cdlculo de reacciones en el marco

10T

, 1 3 T/m , Diagrama de momento flexionante
Y { I My, dzq. =0
NA2) €y 9
6=~ 3+ H(4) > = +=2.25 tn
I M3, L2q. = 0
6= - 3+10(2) +12(2) - v,(4) + 2.25(4)
3 Yy = HT .
sl O
a 7% Por simetrnia de cangas tenemos

Hy Ha
Vi =V, = 11.0 tn ; Hi = Hy = 2.25 .

Vy V2




Problema 3. - Encontrar e} diagrama de momento flexionante de la siguien

te estructura.

35T
(1) 1 5 1 /m
DD WM&Z[S)
%. I, (z) 1, %m 1, %
4m
1,
(3) E=cte. T, =100 em*; 1, = 150 on
Z..
5m Z.5m 2. 5m &§m
Solucién.

1. Cdlculo de momenwos de empotramiento,

2 W2
oy = %5 - 15,605 ; Mgy - - % LR - . 31,04

LZ
Mo = 31,045 mos = - w]—2= - 26,46

2. Cdleulo de rigideces relativas

Nudo 2

a1 a1,
Kar 2s 60 Kpus el g Koy = 82 g
s = 290
Nudo 4
Koo = 41 - 50 ; Kes - H2 2755 K, - 155

3. Cdlculo de factores de distribucion y transporie
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Nudo 2
dyy = 221 - 0.207; dyy = KZ" = 0.277; d = K“
1 Rz_ . b 2y = K, C 0. S 23 = m = 0,516
L21 = 03 L2y = 0.5 £23 = 0.5
Nudo 4
d = & = 0.517; d . K = 0.483
42 X, = 0. J us Tk, 0
ftz,z = 0.5,‘ /tu5 = 0.5
4,

Distribucidn de momentos de empotramiento

19.164

b o




Diagrama de Momentos

(5)

25.11

Nota, La secuela de cdleulo en la distribucién de momentos, es la mis

ma que se utilizé en los problemas lya2.
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Problema 4. -

18§ Tn
(2) J

Resolver la estructura siguiente

2ET

6EI

Cdlculo de momentos de empotramiento

.

Mzg =

_ 18(3)(36)
7

. !
= 24 tn-m ; Ms, = - ﬁ__}ggé)ty

Cdlculo de los factores de distribucién

Nudo 2
K2y = %LU: ZE1 ; Kas

2/4.67 = 0.428 ; gy, = 2.67/4.67 = 0.572

2.67E1 ;

2.67/3.67 = 0.726 ;

K3y =

dsy

5§1~= €1 ; 3k,

1/3.67 = 0.272

EI

(4)

==12 tn-m

3.67E1

= 2.67E1 ; K, = 4.67E1
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El arreglo tabulado es el que se presenta a continuacién. En el cdl- anterior (distribucién y transporte de momentos), se tiene el marco

culo se han equilibrado primero los nudos y después se hicieron los siguiente.
transportes correspondientes. My, Lzq. = 0
12) N\ /(3]
v 1] -13.53 = 6.75 - 4H
/ . . 1
15.5% 5.72 %
« o Hy = 20.28/4 = 5.07
’0/.4¢8 0.572 0.728 0.272 1
24.00 17,00 6.1 £88 T
| -10.28|-13.72 _ | 573 3.27 7 1] (4) 77 2 Gl
l RV P e | 4‘}{ . 5.70 = - 2.84 + 4 H,
! - 1.86|- 2.50 4.99 | 1.87 ' i “
' - " . *
! 7.49 - = 1.75 l e+ Hy = 8.56/4 = 2.14
' - 1:06]- 1.43 . 0.91 | 0.34 |
i 0.45 >\ 071 ) Aislando el cabezal, se tiene
! - 0,19} 0.26 0.52 1 0.19 '
) s P g ' 2.93= F
. 0.26 - 0.13 X — :
| - 0.11|- 06.15 0.10 0.03 ! i
: 0.05 | = — ~0.07 ' . I T4
' .07 )
, 0.02(- 0.03 _ 0.05 0.02 '
‘ 0.03 |= — - 0.01 '
) - 0.011- 0.01 0.01 ] La solucidn de la estructura requiere el andlisis de los marcos.
N i
' [73.53] 1353 - 5.72 | 5.72 | l”
i i L !
' '
] }
—| - 5.14 163 |a—d -
- 0.93 0.93
- 0.53
0.17 7 N7
- 0.09 0.09
e l“f 2.93
- 0. 0.01 PWAE —— —
- 0.01 0.01 :
- 6.75 2.84 _+_

Calculo de la fuerza que ha impedido el desplazamiento del cabezal.

\

7 la. etapa 4 2a. etapa

(Del paso 1).

De acuerdo con los valores de los momentos obtenidos en el cdlculo
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20. PASO.- Como se menciond anteriormente, se supone un despla 0.425 [ 0.572 0.728 ] 0.272
10.00 5.00
zamiento & del cabezal y se calculan los momentos que lo produ- -4.28 | -5.72 -3.64 | -1.36
[ T — —[7.%¢ ]
cen con los cuales se obtiene la fuerza en el cabezal que causa di- I 0.78 1.04 2.06 | 0.78 |
: .07 | — [ 0.3 :
cho desplazamiento. As{ mismo puede suponerse el valor de los - | -0.44 ’g?g — 'ggg -0.14 :
I =0. -0.
| |
momentos y calcular la fuerza en el cabezal. { 0.08 g” el ggé 0.08 {
1 A
| -0.05 | -0.06 -0.04 [-0.01 |
! =007 |— ——[=0.03 !
Por lo tanto supdngase momentos de 10 tn.m. en la columna de la i 0.01 0.01 0.02 | 0.01 |
} 6.70 | -6.70 -4.36 | 4.36 :
izquierda. Los momentos en la columna derecha no tendrdn el mis { R d T :
- I |
mo valor, dado que las rigideces en ellas son distintas. L 10.00 - |
-2.14 -0.68 ._l
A A 0.39 0.39
— — -0.22 -0.07
1 0.04 0.04
5 De ta fonmuka de rigidez Lineat -0.02 |
se tlene 8.05 4.68
El
2 E1 _ GEIA, _ 6(2E1)
We gz 10« =58
5 10 5 A = 4073 EI Cdlculo de la fuerza F2 que ha producido el desplazamiento del cabezal.
(2) = s 5.8= F,
\ >
6.10 4.36 My, izq. = 0
M3, = %A =%x§—gf= 5.0 tn.m.
o s 6.10 = 4H,- §.05
(4)
La distribucién de momentos se realiza de igual manera como se - 7. 7 - Hyo= 14.15/4 = 3.54
3.94 =H, Hy= %2.26
hizo en la primera etapa. . M o 0
3, . =
El orden del tabulado en esta etapa es el que se presenta ensegui- 4.36 = 4H,- 4.68
da. A
e Hy = 9.04/4 = 2.26

Se tiene Fa= 3.54 + 2.26

5.80
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3er. PASO.- Como €n el primer paso ge obtuvo una fuerza de - METODO DE KANI

2.93 on. y en el segundo paso una fuerza F, = 5.80, se multi-

. B o El método de Kanj es un proceso iterativo, siendo e] purto de par
plicardn los resultados por el factor de correccisn F1/F2 que va-

) tida del mismo las ecuaciones de pendiente deformacicn que a continua--
e

cidn se describen,
C = 2.93/5.80 = ¢ 505 La relacién entre los momentos aplicados en los €xtremos de una

viga con los des plazamientos que producen, son:

Se obtienen log momentos siguientes y c¢omo comprobacidn se

calcula la fuerza en el cabezal

n

/ 2.93
/
Hi = 13.08 + 4.06)/4 M
2.20 e
Hy = 1.79 C\\
5
2.5 Ho = 12.20 + 7.36) )4 A N

‘ H 1.74 é‘
1.79 =H, ~—;_/.14=Hn. ! ) *}e/
F=1.79 + 1.14 = 2,93 N )M
BA

40. PASO.- Sumando algebrdicamente los resultados de esta -

€tapa con los de la brimera etapa, se obtiene finalmente

lrsr L

(3
/ ]
110.45
7,69 5.20
"{‘5 25

12.28 5.7¢

(2)

3.28 _

ER
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entre El, serg

CAPITULO 8 Resolviendo por viga

METODO LE KANI 4— L/3 +L/3 \4\ L,3+
1

- Mas L
. 2EI
P MBAL
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Haciendo =M en Py Se obtendrd '
mi2 m 21 m.12
r 1 f il T 1
O, 2L +0s)lL-A-Meel 1L =0 1 Miz = 2Kz 01 + K1z D2 + Kiz ¥ _ (5)
3 3 2 EI 3 m o mnﬁ m'21
Haciendo ahora S M en Py: Ma1 = 2 Kas (1)2 + K2 (D1 + Ka Y — (8)
GA%L*GB—%L - A —I\;?IL %L =0 —(2) o en forma general:
SRt ol SN VT Mii = 2mi + mj + mij + Lo _ 7N
Mae = 2EK (264 *+ B "—3—LA) — 3 en la cual:
mi = contribucién por giro de la barra ij, en el extremo estudia-
3 + 9, - 34 __(4)
Msa = 2EK (280 A L ) | [4EI ]
o. | —— 6i
Las ecuaciones 3 y 4 se les ilama ecuaciones del método pendien- mj - contribucién por giro de la barra ij, en el extremo opuesto.
2El 4.
J
te deformacion. [ L
'.. . P . .
El método de Kani es una resolucidn grdfica de las ecuaciones men mi = contribucién por desplazamiento lineal entre dos extremos
6EID
cionadas. de la barra [ 2 }
La demostracién del método de Kani, se expresa a continuacién: Lo - momentos de empotramiento en los extremos de la barra,

Si en las ecuaciones 3 y 4 se substituye:

K:E_I quiera
L

b=28

- 64

¥= L

producido por el sistema de cargas.
Aplicando la ecuacion de equilibrio de momentos a un nudo cual-

en una estructura, se obtendrd:




My =0

K12(2(D1"'®2)+ K14(2(D1+(D4) "’K15(2(D1*(D5)

+K13(2®1+(Da)+K159’1*K13‘PE+M0 = 0 —(8)
(Mo = momento de desequilibrio en el nudo)
de donde:
ma) may msy
(D N 1 MD*K12®2*K14®4*K15¢5
=
2(Kiz + Kiz + Kie + Kis ) +&%"‘K15“PI+K13 Yo
m: m's mh3
(9)
Aplicando ahora la ecuacidn de equilibrio de fuerzas de entrepiso
se tendrd:

© > }
mi4 mz5 m36
@ mal ms2 me3 (6 <r

F-o=3r-3v=o

Siendo ZF= Fuerzas exterjores

ZV = Fuerzas cortantes

mis mai mha
7 4 A T 4 - ~
Fh = KiaR W + da) + Kai(2da + O1) + Kia Y1

+ Kes(@2 Oz + ¢s) + Ks2(2 ds + O2) + Kas¥1 p--110)

+ K3s@ Pz + Ps) + Ke3(2 P + 03) + K3l
desarrollando la ecuacion anterior, tenenemos

Fh = 3(Ka®i + Kia Qa + Kesz + KesOs + Kasds + Kzede ) +

+ 2YI (Kie + Kas+ Kze)--—(11)

de donde:

mise 41 mas ms2
i, r———
Kia Ot + Kia ¢4 + Kes Gz + Kes ¢5} a)

3 .
2(Kia + K25 + K3e) [ + Kse s + Kse s — N
| S [ SS— 3

Y1

mase me3



De la ecuacidn (9), se obtiene que:

K2 [mismo paréntesis que]
me = Ko O =~ S e +RKe TG ) (9) —43)
_ . Ki3 i 3 f
ms = Kg O = — 2(Kiz + Kiz +Kis + Ki5) [mlsmo parsntesis que (9)]'('4)

y en forma general:

mij = Kijdi = ~-——&|Enismo paréniesis que (9):]___(;5)
2 Kij

A la expresion fuera del paréntesis se le llama coeficiente de ro-

tacién angular.

De la ecuacién (12), se obtiene que:

mis = Kag Y = — 5(Kia +3.§:;+ e [mismo paréntesis que (IZ)J—-QG)

. doe 3K . - .
m2s = Kea¥r = _— 2(K|4+K2:5+ Ty [mlsmo paréntesis que (|2)1~(l7)

y en forma general:

3Kij

mij = Kij¥1r = —
ZZKcols, entrepiso

[mismo paréntesis que (12)]_.(]8)

A la expresion fuera del paréntesis se le llama coeficiente de dis-

tribucién lineal.

Las ecuaciones (13) y (18) son la base para la aplicacion del méto
do de Kani.

De acuerdo con lo mencionado, la secuela de cdlculo para la obten
cion del método de Kani serd la siguiente:

1. Obtener los coeficientes de rotacién angular en todos los nudos
de la estructura y los coeficientes de distribucién lineal de todas las co-

lumnas de la misma:

coeficiente de rotacién angular = — —é— \5—'
2,Ki
coefici ente de distribucién lineal = — —% i Cote
Z Kcols.

2. Calcular los momentos de empotramiento en vigas y posterior
mente del momento de desequilibrio en cada nudo.

3. Si existen fuerzas horizontales, calcular la fuerza cortante en
cada entrepiso y el valor correspondiente a Vh/3

4. Recorrer todos los nudos de la estructura aplicando las ecua-
ciones (13) y (18), haciendo las iteraciones suficientes hasta lograr que
la idltima iteracion sea igual a la precedente. El orden para recorrer la
estructura es arbitrario; pero es conveniente que una vez seleccionado -
algin orden, se repita en la misma forma. El método de Kani es autoco-

rrectivo, es decir, si se cometié algin error numérico, éste se corregi
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rad en la siguiente iteracidn. METODO DE KANI
Los momentos finales en la igue:
n las barras, se obtendran como sigue: Las siguientes ecuaciones constituyen la base del llamado Método
Mij = U + 2mi + mj + mij de Kani
S K =
M) == o ( Mio + Zmji + 5 wdf) -- (1)
Lo 3K Vh
Hij = - 5= ( 3= * I mij+mji)) --- (2)

El momento real en el extremo de una barra serd igual a:
Mij = Mio + 261 (26i + 6 ~ 3¥ij)
L

Mij = Mio + 2mij + mjj +hf mem (3)

Resolver por Kani la estructura siguiente

Problema 1. -
(1) g
20T (z) .
81 ’_
8
I 1 3im
15T | 3) (4)
X
101 b
7 27 3m
(5)
- ol
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ler. PASO.- Calculo de los factores de distribucién 20. PASO.- Calculo de momentos de empotramiento.
Como las cargas estdn aplicadas en los cabezales de la estructura,
Sabemos que. F,p'A, = K 3 F.D.L, = 3 K
23K 2 K los momentos de empotramiento valen cero.
Angulares Lineales
3er. PASO.- Obtencién de momentos de entrepiso
T Este momento es igual a
BARRA | Rigidez Relativa | F.D, NETERS® I Rigidez Relativa | F.D.
Entrepiso Momento = 1/3 vh
1-2 8/5 = 1.6 0,415 3-5 1/3 = 0,33 0.5
! 2 0,333 (20 x 3) = 20
1-3 1/3 = 0,33 0,085 L+6 2/3 = 0,66 1,0
Pa——F Se S 1050 1 0,333 (35 x 3) = 35
2x1.93 = 3,86 (2/3)1 = 0,666
Ent i - i i 3
241 8/5 = 1.6 0415 ntrepiso 40. PASO. Se sigue el siguiente orden:
P 1/3 = 0.33 0.085 1-3 173 = 0.33 0.75 a).- Se distribuye el valor de vh/; entre las columnas de cada entrepi
Suma = 1""93 []e)
2-4 1/3 = 0, 0, :
2 x 1,93 =3.86 s 326 S
Suma = 0, Columna - W4
-1 1/3 = AR Pl ¥
3 /3 = 0,33 0,062 (2/3) 0.66 = 0.4h3
304 - 0.376 3-5 -35(0,5) = 17.5
o ! L-6 -35(1,0) = -35
3.5 1/3 = 0,33 0,062 1-3 -20{0,75) = =15
Suma = 2,66 2-4 -20(0,75) = -15
2 x 2,66 = 5,32
L-2 1/3 = 0,33 0.0Q55
4-3 10/5 = 2,00 0.335
b). - Se calcula la contribucién angular en cada nudo
L-6 2/3 = 0,66 0,110
Suma = 3.00
2x3 = 6.00
Nudo 1 mij = =(F.D.A.)(Mio + £ mji + £ udf) -- (1)

Donde Hio = 0; del paso 2
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Como primera interaccién puede suponerse que
» c) Se calcula la contribucién lineal transversal.
Del paso 4-a, se obtuvo I M4f = - 15
Sustituyendo en la ecuacién (1) )
Entrepiso 7 wif = (r.p.1,)(Vh/3 + T (mif + micl) == (2)
1-2 My, = « 0.475(- y
Y AHI5(-15) = 6,22 Eméj = mys + mys = 1,93 + 4,12 = 6,05 ;
I1=3 ————ms = - 0,085(-15) = 1,97

I mf{ = 0 por ser el primer entrepiso

Nudo 2 T mji = 6,22; £ Wif = - 15 (Pasos 4,b y 4.a)
Vh/3 = 35  (del paso 3)

2] ————may = ~ 0.405(6,22 - 15) = 3,64

-4 — P . .
- M2y 0,085 (6,22 - 15) = 9,74 Sustituyendo en la ecuacién (2)

3-5 Mss = 0,5(35 + 6 05) = 20,52
Nude 3 S mjc = 1,272 L pij=-15«17,5=~ 32,5
476 ———— We = < 1,0(35+ 6,05) = 47,05
31—y, = - 0.062(1,27 ~ 32,5) = 1,93
Entrepiso 2 Vh/3 = 20
34 ————msy = - 0.37601,27 - 32,5) - 11,74 : (G e B
3-5 —————mys = - 0,062(1,27 - 32,5) = 1,93
Imif = mys + may = 1,27 + 0,74 = 2,01

Nudo 4 ¥ mig = (11,74 + 0,74) = 12,48; T uij = - 15 - 35 . _ 50 L mil = myy + my2 = 1,93 + 2,06 = 3,99

1-3 Wiz = = 0,75(20 + 2,01 + 3.99) = - 19.50

422 ————m2 = -~ 0,055(12.45 - 50) = 2,06

"

4-3 = ¢
TTTT——My3 = - 0.335(]2.45 - 50) = ]2,56 2-4 _h]‘th =2 - 0.75(20 + 2.0] + 3‘99} R ]9‘50

n

~ 0,1710(12,48 - 50) = 4,12

4-6 ——

Después de este paso, se regresa a calcular las "™{f siguiendo nueva-

mente toda la secuela de cdlculo antes expuesta.

Los momentos finales se calculan aplicando la férmula (3); por ejem-

plo:
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Mi2 = 0 + 2(5,68) + 4,64 + 0 = 15,90 Problema 2.
Mas = 0 4 2(1.16) + 1.36 « 19,77 = - 16,00 ) o
Resolver por Kani el siguiente marco
Myy = 0+ 2(4.64) + 5,68 + 0 = 14,96
My, = 0 + 2(0,95) + 2.89 - 19.77 = - 14,98 4T LA -
ete (2) 21 13)
1 1 4 m
En la figura que se muestra a continuacién, se encuentran anotados -
los resultados obtenidos de la aplicacién en forma interactiva de las
ecuaciones (1) y (2); bdsicas del método de Kani.
15-3 14-96
v 6 469
S tyige
.2 N
3 .64
O w1 | =9
(1) (2) (1) 14) L
.27 g:;; ANARNN AN
N §:38 ¥ L 4m |
1018 0:95 I -~
-16,00 [14-08 Factores de distribucién.
] <+ Angulares Lineales
o et s ﬁ::‘g‘::‘:g Rigidez Rigidez
] L BARRA | Rekativa F.D. BARRA | Retativa e
i b e L |
1ek3 +29 7.65 ]
T §;§§ , N 13:88 83, 2-1 1/4 = 0,25 0,166 2-1 1/4 = 0.25 0.75
aez pis5h ERE %
e 2-3 2/4 = 0,50 0.333 3-4 1/4 = 0,25 0.75
Suma = 0,75 Suma = 0,50
. 3 U
[ooegl | (3) (4] (1t 2 x 0.75 = 1.50 (2/3)0.5 = 0,333
1:83 .12
RELE i3 ¥ 3-2 2/4 = 0,50 0,333
1.36 :;g
-18.32 1 30-56 3-4 1/4 = 0,25 0,166
Suma = 0,75
> 2 x 0.75=1,50
.
plowe wrnons [o
w2l
(REER) P
~19.72 36437
AN\ TR
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Momentos de Empotramiento o] — U,y = . 0.75(5.33 + 1,00) = 4,75
3md ————— M3y = - 0,75(5.33 + 1.328) - - 4,75
Moo = - 7= -2, My =+ 2
Se vuelven a calcular las m<{j , los nij y asi sucesivamente.

Momento de Entrepiso K? = %ﬂ = 5,33 Los resultados se muestran en la figura siguiente.

Distribucicn del valor de VA/3 entre las columnas

Columna - uiq 2.68 4.67
=Lt 2.776 0.277
2-1 -5, o 2.218 0.224
5.33(0,75) 4.0 2.224 4 0.208 4
2.240 0.166
3-4 -5.33(0.75) = - 4.9 2.000 0.000
0.333] - 2.0 0.333
Contribucion angular de cada nudo (7) ()
0.765]
1.000 0.000
1.120 0.083
1.112 0.104
Nudo 2 Mao = ~ 2; Ludi=-4 1.114 0.112
o AR 1,113 0.115
-2.70 -4.70

- 0.766(-2-4) 1,000

w

2-1 —_—

-3 —— oy,

- 0,333(-2-4) = 2.000

Nudo 3 Mio = 25 Zudy = - 4

32—y, = - (,.333(2 + 2 -4) =0.00 a???\rﬁr
N

34—y, = - 0.166(2 + 2 - 4) = 0,00

Contribucién lineal tra nsversal

-3.61] (1) (4)| -4.81
|R =

Imif =mpy + w3y = 1,000 + 0,00 =7 00

Zmjd =0 ; yYh/3 = 5,33



Problema 3. -

Resolver por Kani el marco siguienre.
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Momentos de empotramiento

Maog = Msold = M3 = - wl? = - §,33

12
0T 1 T/m
. N
3 4 M (= = M = wl? =
{3 ) (4) ET - ote. 50 J4 = Mgy My o u% 8.33
4m
20T 1] e _ Momentos de entrepiso
-
i - . i Vh 104, e VAL 304 o o
3 3 : ’ 3 ] .
(1) 16) 18) ) En este problema se inicié la distribucién, con las contribuciones an-
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ulares siguiendo la secuencia (3)(4)(2)(5)(7
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I 1 o
AsT tenemos, por ejemplo, para el nudo 3
Factores de distribucion
Angular Lineal Tmié = DuLS= 0 ; Wy = - 6.33
Rigddez Rigidez
BARRA | potativa F.D. BARRA | oo F.D.
2-1 1/4 = 0,25 0,208 2501 174 = 0.25 0.5 Nude 3  (utilizamos la ecuacién 1)
2-3 1/4 = 0,25 0,208
2-5 1/10 = 0.10 0,084 5-6 1/4 = 0,25 0.5 3.9 my, = - 0.357 (-6.33) = 2.97
Suma = 0.60
2 x 0,60=1.2 7-8 1/4 = 0,25 0.5 3.4 myy, = - 0,143 (-8.33) = 1,19
3-2 1/4 = 0.25 0.357 Sw'na = 0.75
3-4 1/10 = 0,10 0.143 (2/3)0,75 = 0,50
L - Los valores anteriores se encuentran anotados en el nudo 3 de la es-
Suma = 0.35
2 x0,35=10,70 3-2 1/4 = 0,25 0.75 . 1
tructura, en primer orden. Una vez calculados loswmij se procede a
4-3 1/10 = 0,10 0,143 4.5 1/4 = 0.25 0.75 " v : :
4-5 1/4 = 0.25 0.357 cdlculo de los M4 y asi sucesivamente.
Suma = 0.35 Swna = 0.50
5" s (2/3)0.5 = 0,333 ) o
2 x 0.35 = 0.70 En la figura siguiente, se muestra la estructura con los valores calcu
) 1/10 = 0.10 0.0715
5-7 1/10 = 0.10 0.0715 lados en cada interaccidn.
5-4 1/4 = 0,25 0,179
5-6 1/4 = 0.25 0,179
Suma = 0,70
2 x 0,70 = 1.40
- 1/10 = 0.10 0.143
- 1/4 = 0.25 0.357
Suna = 0,35
2 x 0,35 =20.70
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INTRODUCCION AL ANALISIS PLASTICO superior (c); si sigue incrementdndose el momento también se alcanza

la fluencia en la parte inferior (d).

Se supone que el material se deforma de una manera idealizada como se

ve en la grdfica (S

A = Area

Ey: DEFORMACION DE FLUENCIA

— _ N l—

(e)

= ESFUER FLU I a = P
3 B GG L Eneia Si el momento sigue aumentando se llega al estado pldstico total.

[ Se puede calcular el valor del momento ultimo en esta condicién. El -

eje neutro divide a la seccién en dos dreas iguales, las resultantes de

tensién y compresion son % ay Y el momento

Momento ultimo.

5oy (Vas Yol

=
n

Considérese una viga con la seccién transversal que se indica con un eje P

de simetrfa (a) donde Y:1 y Y2 son las distancias a los centroides de las dreas de com-

presién y de tension a partir del eje neutro.

l El momento mdximo que se presenta sin exceder el esfuerzo de fluencia
CENTJROIDE \ _ X ; B .
N es My = oyz,zes el mddulo de la seccion.
\ XA emy g
1

Y —+ €y +

La relacion ;}E B depende de la forma nor lo cual a se llama fac
(a) (b) tc) (d) y -

tor de forma y es siempre mayor que la unidad.

La viga, estd sujeta a flexién en el piano de simetria.

B _ bh?
Si el momento es, pequefio el esfuerzo y la deformacién varian linealmen Para un rectdngulo de base by aéthuzra h z - 3
bh? M 7
te (b). Mp=oy == iy - gz = o - 1.5

Cuando el momento aumenta el esfuerzo alcanza la fluencia, en la parte
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Para una seccién circular sélida @=1.7, para vigas de seccidn I varia - Grafiquemos la relacion Carga-deflexion.

de 1.15 a 1.17. .

Comportamiento pidstico de una viga simple. e—m—————————-REAL
- = IDEALIZADA
Pc 4

Considérese la relacion entre Momento y Curvatura idealizada.

CARGA DE
FLUENCIA
QUE L Le |
M ! 2 I
CAUSA My
D
Pel3
48 E1

Mp = MOMENTO PLASTICO TOTAL
Consideremos una viga hiperestdtica:

Y Lsp
W

CURVATURA =

a ja
“n <N

A c

Veamos la siguiente viga:
(a) P
—

Si se incrementa el valor de P has

2 ' ta que se alcance el valor del mo-
— mento MpM  Pel
B L
M 4
(b} L Po = 4Mp

Entonces se presenta una articula-
cion pldstica y por lo tanto el co

T lapso.
© Pe ©
Le 5
Si igualamos el trabajo con el in- 4 ©
(c) terno en (c).
26
p-PL3 Pe EL- 6 = Mp2e
+— L 48 E1 i oeFLExiON
DEFLEXION _—ELASTICA m [gualando trabajo externo con interno.
DE cou.APs_tra Pe = _[E

) Wel, 9L

M}O(B*QG’G] = 2(—2—) e

2
te) E iMpo = TwCL o

ZONA DE FLUENCIA
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We = %ﬁﬁﬁ = Carga de colapso

Estudiemos la siguiente viga continua:

I [

E

| L | L | L ) L 1 L L
t T 2 f 2 ' 2 . 2 :
© ©

2o
MECANISMOS
DE COLAPSO MPE + 2MP O + MP © = %-‘5'-9 P, = 8Mp
L
3 8
\.{
Mp© +2Mp© = Pc L @ Pc:8Mp
2 e
L

El mds pequefio de los valores calculados de P¢ es la carga real colap-

SO
Pe= _6_%&
mMP Mp

L . N Mp
- — -1
— "
—_— -
-

Diagrama de Momentos

Estudiemos un marco

2P
p
-1 — " 2imp
6L MP Mp
—_—
L L
—+— 2 +— 2 —

Mecanismos probables de colapso

P . 2P¢
26
© =

Lo
L

-
Lo
-+

2Pc é—e=Mpe+Mpe+2MpZe

Pc=6—'¥£

2Pc

Mp(e+6+6+6) = Pc(.66L)

pe. b:87Mp

g

6oL
+
Pe 2Pc SN /32 ,7} .
—+—2
. ol2®

2Mp2€ +Mpl O+ +261:2Pc L& F166L)Pc
2

pPc=5Mp
| &



133

La carga de colapso es la mds pequefia

Pc = SMp

— //;7 Mp

2Mp
Mp Mp

DIAGRAMA DE MOMENTOS
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