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CONCEPTOS INTRODUCTORIOS EN ANALISIS ESTRUCTURAL 



,C ONCEPTOS INTRODUCTORIOS EN ANALISIS ESTRUCTURAL 

El objetivo del análisis estructural consiste en calcular las -

fuerzas internas y las deflexiones en un punto cualquiera de una estruc 

tura. 

En el análisis estructural deben tomarse en cuenta las siguien-

tes condiciones: 

l. - Equilibrio entre fuerzas internas y externas en todos los -

elementos de la estructura. 

2.- Compatibilidad de deformaciones de todos los elementos -

estructurales. 

3.- Relación fuerza-desplazamiento. 

1.- EQUILIBRIO EN TRE FUERZAS INTERNAS Y EXTERNAS 

Una estructura, sujeta a un sistema de acciones externas de -

finida;,. estará en equilibrio si las reacciones de la misma cumplen -

las condiciones de equilibrio, que se expresan como: 

En el espacio: 

E F X = 0 
E F lf = O 
E F z = O 

E M x = O 
E M lf = O 
E M z = O 
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Cuando se trate de estructuras planas: 

�Fx= O �Fv= O �M= O 

De esta forma, si se cumplen las condiciones mencionadas, bajo 

la acción del sistema de fuerzas externo y el sistema de reacciones, la es-

tructura está en equilibrio. Los elementos que forman la estructura estarán 

sujetos a fuerzas internas que se desarrollen en ellos, provocadas por el -

sistema de fuerzas externo aplicado. 

Si se hacen diagramas de cuerpos libres, al aislar una parte de la 

estructura haciendo uno o varios cortes, deberán estar también en equili--

brío. 

Si por ejemplo1en la estructura mostrada a continuación se aisla -

el nudo indicado, sobre el cual actúan las fuerzas externas F2. así como las 

FJ F. 
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fuerzas internas desarrolladas en los planos de corte, éste nudo deberá e� 

tar en equilibrio, porque forma parte de una estructura en equilibrio,y por 

lo tanto, podrán aplicársele las ecuaciones generales de equilibrio; a este -

sistema en equilibrio, se le llamará equilibrio nodal. 

F2 -
B 

M BC 

r¡::, 
-V se 

-veA 

J:jA 

M BA 

V Be 

1�
M" 

Así mismo, al hacer un corte en un entrepiso, deberá estar en -

equilibrio la parte aislada por el corte, ya que pertenece a una estructura 

que está en equilibrio. 

Así por ejemplo, si en la estructura anterior se corta en el plano 

indicado, la estructura aislada permanece en equilibrio; a este sistema 

se le llama equilibrio de entrepiso. 
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Por lo tanto, si una estructura está en equilibrio, cualquier eleme� 

to que se aisle también lo estará, siendo necesario para que ésto se cumpla� 

que en los planos de corte se considere la o las acciones internas que la es

tructura ejerce sobre el elemento que se aisló. 

2.- COMPATIBILIDAD DE DEFORMACIONES 

Al aplicar un sistema de fuerzas a una estructura, ésta se defor

ma, pero conserva las condiciones de continuidad iniciales. Así mismo, los 

desplazamientos finales e¡¡ la estructura deberán ser compatibles con las 

condiciones de deformación de los diferentes tipos de apoyos. 
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En la estructura de la figura, el nudo B al pasar a la ¡:x:Jsición B', 

se desplaza y gira; si se trata de una estructura en el espacio, podrá tener 

tres componentes de des plaza miento lineal y· tres giros. En el caso de un -

nudo en e�· plano, los desplazamientos serán:dos componentes de desplaz� 

miento lineal y un giro. 

La condición de compatibilidad con las condiciones de a¡:x:Jyo, se-

rían ¡:x:Jr ejemplo, en el caso de la figura, que los a¡:x:Jyos A y F por ser em-

potramientos, impiden toda posibilidad de desplazamiento lineal y de giro; 

en cambio para el a¡:x:Jyo G, por ser un a¡:x:Jyo articulado, no permitirá des-

plazamientos lineales pero si el giro del mismo. 

6_ 

3.- RELACION FUERZA- DESPLAZAMIENTO 

De acuerdo con los objetivos mencionados del análisis estruc-

tural, es necesario conocer para una estructura de geometría definida, 

la relación que existe entre las fuerzas y los desplazamientos. 

Si se observa la siguiente gráfica, se deduce que la relación 

entre fuerzas y desplazamientos puede ser lineal o no serlo. 

p p 

b. b. 
Relación lineal Relación no lineal 

En general, se su¡:x:Jne la hipótesis de que la relación entre -

fuerzas y desplazamientos es lineal, ¡:x:Jr lo que se puede aplicar a las 

estructuras el principio de superposición. 

Dicho principio establece,que los efectos que produce un sistema de 

fuerzas aplicado a una estructura, son equivalentes a la suma de los -

efectos producidos por cada una de las fuerzas del sistema actuando -

independientemente. 

� 



Las condiciones que debe cumplir una estructura para que se -
le aplique el principio de superposición son: 

a) Que exista proporcionalidad entre esfuerzo y deformaciones, es -
decir, que se cumpla la ley de Hooke. 

b) Que no haya interacción entre efectos debidos a fuerzas axiales y 
momentos flexionantes (efectos de esbeltez). 

e) Que las deformaciones en la estructura sean relativamente pequ� 
ñas, evitando así que se afecten en forma importante el sistema de --
fuerzas internas y de reacciones. 

Si la estructura en estudio cumple con las tres condiciones meE_ 
cionadas, se trata de una estructura con comportamiento elástico y li-
neal. 
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C A P l T U L O 2 

METODOS APROXJMADOS PARA DISEÑOS PKELIMINARtS 

A. MéTODO DE BOWMAN 

B, MéTODO DEL VOLADIZO 

c. MéTODO DEL PORTAL 

D. MéTODO DEL FACTOR 



METOOOS APROXIMADOS PARA DISEÑOS PRELIMINARES 

METOOO DE BOWMAN 

Después de estudiar un gran número de marcos resueltos por mé

todos exactos, se ha propuesto un método aproximado que se basa en las 

siguientes hip6tesis: 

a) Los puntos de inflexión en las vigas exteriores se encuentran a 

O. 55 de su claro, a partir de su extremo exterior. En las vigas interiores 

su punto de inflexión está al centro del claro, excepto en la crujía central 

cuando el número de éstos es impar, o en las dos centrales si es par. En 

ellos los puntos de inflexión de las vigas estará forzada por condiciones -

de simetría y de equilibrio. 

b) En las columnas del primer entrepiso los puntos de inflexión -

están a O. 60 de su altura a partir de la base. 

En marcos de dos o más, tres o más, cuatro o más entrepisos, -

respectivamente, los puntos de inflexión en las columnas de los entrepi-

sos último, penúltimo y antepenúltimo, respectivamente, se encuentran 

a O. 65, O. 60 y O. 55 de la altura correspondiente a partir del extremo su-

perior. 

En edificios de cinco o más entrepisos, los puntos de inflexión en 

columnas para las cuales no se ha especificado la posición, se encuen--

tran al centro de su altura. Esto se ilustra en la Fig. l. 

e) La fuerza cortante de cada entrepiso se distribuye en la forma 

siguiente. 

8 

En el primer entrepiso: 

Una fuerza cortante igual a: 

Ve = 

N- 0.5 V N+ 1.0 

Esta se distribuye entre las columnas proporcionalmente a sus -

rigideces. 

La fuerza cortante VI= V- Ve se distribuye entre las crujías 

proporcionalmente a la rigidez de la viga que la limita en la parte supe

rior. La cortante de cada crujía se distribuye en partes iguales entre las 

dos columnas que la limitan. 

En pisos superiores: La fuerza cortante ve 

se distribuye directamente entre las columnas. 

N-2 """N+! V 

La cortante VI = V- Ve se distribuye entre las crujías como 

se hizo para la planta baja. 

;� 

V = fuerza cortante por entrepiso. 

N =crujías del marco en el entrepiso considerado. 

lB'l '1¡, 

10.65h 

r0.60h 

r0.55h 

t 0.50h 

10.60h 

Figura 1 

Puntos de in flexión en los 
diferententes entrepisos 
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Enseguida se presenta un ejemplo numérico para mejor compren-

sión del método antes expuesto. 

Se tiene un marco el cual consta de tres crujías distribuidas co-

mo se muestra en la figura, dicho marco es de dos niveles y está so_ 

metido a dos cargas horizontales en el 1 o. y 2 o. nivel de ST y 3T -

respectivamente. Determinar los momentos que se generan en los nu-

dos debidos a las fuerzas actuantes. 

EI= c.on.ó.tan.te. 

TI-. <D Q) ® © 

5m 5m 6m 

® 

@ 

3m 

4m 
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Para el ler. entrepiso el cortante V=8 

y el cortante para loscolumnas es 

N-0. 5 
V Ve. =� 

3- o. 5 3+1 8=5 

Para cada columna es 
5 
4 1. 2 5 

Para el segundo entrepiso V=3 

Para esas columnas 

Ve. N-2 N+T V 3-Z 
-;¡ (3) 

Y el cortante por columna es 
o. 7 5 
-4-

o. 1 8  7 5 

Para el primer nivel el cortante en vigas es 

V .t = 8 -

Y el cortante en cada viga es 1. o 

o. 7 � 

Esa fuerza se divide entre las dos columnas inferiores igualmente o -

1. o o 5 sea --z = 
• 

Lo mismo se hace para el segundo nivel 

v.t 3 - o. 7 5  2. 2 5 



Para cada vigd 
2. z 5 
-3- o. 7 5 

Se reparte entre las columnas inferiores vecinas 

o. 7 5 
z- o. 3 7 5 

Para encontrar los momentos se multiplicarán las fuerzas cortantes por 

sus respectivos brazos en las columnas 

Poli. ejemp-fo 1.75 (1.6) = 2.80 
0.5625 (1.05) = 0.59 

Equilibramos los momentos en las columnas con los de las vigas 

valiéndonos de que conocemos los puntos de inflexión de las vigas. 
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METOOO DEL VOLA D!ZO 

Se hacen las siguientes hipótesis: 

a) Hay un punto de inflexión en el centro de cada viga. 

b) Hay un punto de inflexión en el centro de cada columna. 

e) La intensidad del esfuerzo axial en cada columna de un piso es 

proporcional a la distancia horizontal desde esa columna al centro de gr� 

vedad de todas las columnas del piso que se considera. 

Apliquemos este método al siguiente ejemplo: 

_1 
3000Kg 

--5000Kg 
E 

A 
m 

J 

F 

?:: � 

K 

G 

El = Cte. 

e 
?;; � 

L 

H 

o 
� 

+�m 5m 6m----+ 

r 
3m 

t 
4m 

1 

11 

Cálculo de las fuerzas axiales en las columnas. 

Como todas las columnas tienen la misma sección, el centro de -

gravedad de las columnas se determina. 

4X = 5 + 10 + 16 X= 31/4 = 7. 75m a partir de A El 

�2.75 
FA 7.�.1-

5
--

FA
�
E
����----------� 

� 1 -8.25 
t--------- 7.75m------� -� .. � FAE � 7.75 FAE 

3000 I J K L 

5000.,IE IF ' " V H 

na OH. 

V ¡2-. i5 F ! FAE 7.75 AE t 2.25 FAE 7.75 
+ 8.25 
I 7.75FAE 

Si tomamos momentos respecto al punto de inflexión de la colum-

L) = o 5(3000} + 2(5000} - 16FAE - �::t FAE (11! + ;:H FAE i 6 ) = 0 
FAE = 1 3 7 6 . 5 5  

F BF • 4 8 8. 4 5 'cG = 39 9. 6 4 'vH= 1465 .36 



Para el siguiente nivel las fuerzas axiales están distribuidas de -

igual manera que para el primer nivel. 

3000�r
!FEI 

J K L 

l. 1 1 1m 
l <-75 

t 

+ 
f7.75 FEI �:�; FE! t �.:l; FE 1 

T amando �urna de'· m omento� e o n Jr. e� pecto a .ta aJr.t,i.cu.tac,i.6n en e.t 
eje L 

l:M o 
3000(1.5}-16FAE- 27.�; FAE0ll + ug FAE(6) =O 

F n=z 4 7. 7 8 F FJ= 8 7 • 9 2 F GK 1 = 7 1. 9 3 F HL .U 3 . 7 6 

Las fuerzas cortantes en las vigas se obtienen a partir de las --

fuerzas axiales en las columnas de los diferentes nudos. 

Por ejemplo en el nudo H. 

VHG FDH- FHL 1437.28- 258.71 1178.57 

Para el nudo E 

VEF 1350.17- 243.03 = 1107.14 
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Momentos en las vigas.- Como el momento en el centro de cada -

viga es nulo, el correspondiente a sus extremos será igual al cortante 

en la viga por la mitad de su longitud. 

Momentos en las columnas.- Se determinan en las cabezas de és-

tas descendiendo hacia la base. 

METOCO DEL PORTAL 

Este método se basa en las siguientes hipótesis: 

a) Los puntos de inflexión de vigas y de columnas se encuentran en 

sus puntos medios. 

b) La fuerza cortante en cada una de las columnas exteriores de -

un piso es igual a la mitad de la que corresponde a cada columna interior. 

De esta manera el problema se transforma en una isostática. 

Resumen de la secuencia de cálculo: 

l. Se determina la fuerza cortante en cada entrepiso. 

2. Usando la hipótesis (b) se determina la fuerza cortante en ca-

da columna. 

3. Considerando la hipótesis (a) se determinan los momentos fle-

xionantes en l0s extremos de las columnas. 

4. Determínense los momentos en los extremos de todas las vi--

gas equilibrando los momentos de las columnas en cada extremo. Se ne-

cesita empezar en nudos con una sola viga y considerar que los mamen 

tos en los extremos de una misma viga son iguales. 

S. Obténganse las fuerzas cortantes en las vigas a partir de los -

momentos de sus extremos. 

6. Determínense las fuerzas axiales en las columnas a partir de 

las cortantes de las vigas. 

3000 1 J 
-

� E F 

A 
m 

B 
m ¡j 

El = Cte. 

K 

G 

'% 
e 

� 

L 

H 

D 
�" 

1 5m 1 5m 1 6m 1 

El cortante en el primer entrepiso vale 

Ve= 2666.6 eo!umnaó ¡nte4¡o4e6 

Ve= 1333.3 eo!umn-6 exte4¡o4e6 

E! eo4tante en e! 6egundo ent4ep¡6o vate V=3000 kg 

Ve.= 1000 

Ve.= 500 

c.o!umnaó ¡nte4¡o4e6 

c.o!umna6 exte4¡o4e6 

Con toó va!o4e6 ante4¡o4e6 6e c.a!c.u!�n io6 momento6 

en !aó c.o!umna6 y po4 equ¡t¡b4¡o e! de !a6 t4abe6. 

3m 

4m 



o ��o 
1 1() 
" r-
:::;: " 

:::;: 

o 
1() 
N 

> 

�� 1 1() 

i i o 
1() 
r--
1 
" 

:::;: o 
� 
> 2� 

r-- o 
1 1() 

i i 
o 
1() 
r--
1 

:::;: 

o 
o 

� 
" 

> 

�,o 
1 1() 
" r--

::;¡; 
" 

� 

o o o 1() 
ll'l N 
n •• 

> z 

o 
o º o 

11 :1 

> z 

o o o o 
" 11 

> z 

o o o o 
1() "'  
11 11 

> z 

2 
r--
" 

:::;: 
lD 
lD 
<iJ 
lD 
lD 
N 

�li "' 
1 

i 

<DIO> -1'} 
v-
"'-
1 " 
" > 

:::;: 

v 
"' 

1 
" 

:::;: 

r--Ito -"' 
�-;;-
'?> 
" 
:;¡: 

�"' 
1() 
r<Í 

Ootl 
01'} 
!QII'l 
11 11 

::E::i! 

� 
v 
'? 
" 

:::;: 

1() Ol 
"' co 
r<Í � 
::l " - z 
" 
> 

lD 
lD 
I.Ó ,._ 
lO N 
lD "' 
N 

> � 

lD 
lD 
(J) 
lD 
lD o 
N 
u 11 

> z 

"' 
;:) lD 
"' lD 
!:2 � 
11 11 

> z 

� 
lO� 
<1/ 
lD 
lD 
lD 
N 
" 
:::;: 

"' 
1() 
r<) 
"' 
"' 
1() 
" 

:::;:� 

"' "' 
r<i 
"' 
"' 
1() 
" 

:::;:1§ 

lD 
lD 
I.Ó 
lD 

� 
" 

:::;:� 

14 

METODO DEL FACTOR 

Se basa en las ecuaciones pendiente-deformación haciendo mo 

dificaciones bajo las siguientes hipótesis: 

a).- Para el cálculo de los desplazamientos lineales y angulares en un --

piso, se considera que el valor 't' en dos entrepisos consecutivos es-

igual. 1¡1 es la diferencia de desplazamiento laterales de dos niveles ---

consecutivos dividida entre la altura del entrepiso. 

b).- El giro de un nudo y de los extremos opuestos de todas las barras --

que concurren al mismo son iguales. 

Este método se aplica siguiendo los seis pasos siguientes: 

l.- En cada nudo se calcula el factor v de las vigas v = LKc/LK, LKc es la suma de los valores K = I/ L de las columnas que conc_:¡_ --

rren al nudo, y I K es la suma de los valores K para todos los ele meE_ 

tos del nudo. 

2.- En cada nudo se calcula el factor C de las columnas C = I- v, sien-

do v el factor de viga del paso 1. En las bases de las columnas empo--

tradas del primer piso se considera C = 1. O 

3. - Hay un número, obtenido en l y 2 , v y C en cada extremo de todos-

los elementos del marco. A cada uno de dichos números se le suma la -

mitad del correspondiente al otro extremo del elemento. 

4. - Se multiplica cada suma hallada en el paso 3 por el valor de K del 

elemento al que corresponde dicha suma. Para las columnas, a este pro-

dueto se le llama factor de momento de columna, C ; para las vigas, fac-

tor de momento de viga V. 



¡-

S. - Los factores de momento de columna C, hallados en el p� 

so 4 son los valores relativos aproximados de los momentos en los extre-

mos de la columna para el piso correspondiente. 

Por la estática se ve que la suma de los momentos en los ex--

tremas de las columnas en un p_iso determinado, es igual al cortante hori-

zontal total en ese piso multiplicado por la altura del piso. Por lo cual, -

los factores de momentos en los extremos de las columnas, por propor--

ción directa, en cada piso. 

6.- Los factores de momento de viga V, hallados en el paso 4 

son los valores relativos aproximados de los momentos en los extremos--

de las vigas para cada nudo. La suma de los momentos en los extremos-

de las vigas en cada nudo es igual, por la estática, a la suma de los mo--

mentos en los extremos de las columnas en ese nudo, que pueden obtener-

se en el paso S. Por lo cual, los factores de momento de viga V se pue---

den transformar en momentos en los extremos de éstas, por proporción --

directa en cada nudo. 
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r 
4m 

t 
4m 

t 
4m 

l 

Veamos como ejemplo el siguiente marco: 

(Los números intermedios 
son rigideces relativas) 

+--sm--+-- 5m ------+- 5m ----+ 

Cálculo de los factores de v ig¡¡ de los nudos 

Por ejemplo para el nudo UOl 

v= IKc/IK 2J< e � suma de rigideces de las 
columnas 

IKc= 3+3 = 6 

v10 = 6/8 = 0.75 

También para el nudo ill 

IKc = 3 + 4 IK = 9 V7 = 7/9 = Q. 777 

Cálculo de factores de columna por e;emplo nudos ( 7) y (1 0) 

e = 1- v 

e = 1- o.777 = o.223 

e = 1- o.75 0.25 



0.966 (\.300 6 0.333 0.100 0.433 

0-93 3 0.333 0.600 0.933 0-333 0.600 0.400 0-125 0.525 

0-966 0-300 .666 0.333 0.100 0.433 
0.366 0.450 0.366 0.166 0.200 0.166 0.200 0.250 0 .200 
�.LJ..l.§_ l...l.§.Q+� lllll 0.375 0.4 0 0  0.400 0.3 75 o.8oo o.750 o. 750 o.8oo 0.200 0.250 0.200 0.083 0.1 1 1  0.143 0.283 0.361 0-343 

o.L oL oL6 0.100 0.125 0.100 
�-

Of3 f� 0.388 0.416 0.357 0.388 0.333 0.357 �0.833 0.777 0.777 0.714 0.714 0.666
l 1 1,2 2 1  1.19 3 1.134 l. 102 1.047 l. 023 

0.166 0.500 0.666 

1 1.803 0.083 1.000 

0.223 0.286 0.333 0.500 0-500 0.500 

I 
,

.
,.. 

I 1-111 
Q.iiT 1.000 1.1 43 0.143 1-000 1.250 0.250 1.000 

Se han anotado los factores de vigas y columnas y a cada uno de
dichos números se le ha sumado la mitad del correspondiente al otro ex
tremo del elemento. 
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Cálculo de Momentos 

Por ejemplo primer entrepiso 

M = V h = 10(5) = 50 T- m. 

Este momento se distribuye en las columnas prop<rci onalme� 

te a sus rigideces. 

MC Mij 
Ic 

22.536 = ¿e 
En el primer entrepiso 

22.536 = 3249 + 4. 444 + 3.429 + 2.50 + 1.666 + 2.358 + 2.892 + 1. 998 

- 3.249 -MIS 
- 22.536 (50) - 7.208 

Mal = 212���6 (50) = 4. 430 

M 35= 7.607 

M63 = 5.231 

Para el nivel 2.11 

M= 5(4) = 20 

Para el nivel 3o. 

M= 2(4) = 8 

4.444 
M27 = 22_536 (50 )  = 9.859 

M72 = 6.416 

M54 = 3-696 

M45 = 5. 54 6 

4.683 = Ic 

6 . 1 2 1  = Ic 

Los momentos en las vigas serán proporcionales a sus rigideces 

' 



Se anotan los factores de Momentos de columnas y vigas 

y los Momentos 

e y v y Mii= [c/Ic]M 

f.!:JlTI l-1. 02911-1.0291 ElWJ 
1

a. 966 o.933
T

a.933 o-966
l 

0.866 1.5 75 0.866 

!Dill 12.058 1 DJill. 

1 1 1 
lc.956l 11.764 1 lo. 956l 
0.732 1.350 0 .7 32 

1-3.3731 l-3-194l l1�194l l-3.885 1 1 r-1.175 1.150 11.150 1. 1 751 
0.566 1.083 0686 

� 14.625 1 12 929 1 

1 1 1 
l2 212! 14458 1 13.2971 
0.532 1.044 0.772 

t 6-7o21 l-5574* 2991 l-4 373 1 'l-4 154 1 l-3 .6 96 1 11.221 1.193 1.134 1 .10211.047 1.023
l 

l998 2.892 2.358 1.666 

I I : : 
3.249 4.444 3.429 2.500 
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A. 
B. 

L A P 1 T U L O 3 

T R A B A J O Y E N E R G I A 

PRINCIPIO DE LOS DESPLAZAMIENTOS VIRTUALES 
PRINCIPIO DEL TRABAJO VIRTUAL 



2. 1 TRABAJO Y ENERGlA 

Si un sistema de fuerzas externas. se aplica a un cuerpo, este 

se deformará hasta que se presente el equilibrio entre las fuerzas ex-

ternas aplicadas y las fuerzas internas del cuerpo. En consecuencia, 

el sistema de fuerzas externas realiza un trabajo. Este trabajo se a!_ 

macena en el cuerpo y es a lo que se llama "energía de deformación -

del cuerpo". 

El trabajo realizado por el sistema de fuerzas externas, se -

puede transformar en energía de deformación y jo energía cinética del 

cuerpo. Si las fuerzas se aplican gradual y lentamente, a un cuerpo -

elástico, el trabajo exterior se transforma completamente en energía 

de deformación. 

La energía de deformación o energía interna de un cuerpo e

lástico es por lo tanto, la suma de todo el trabajo transmitido por el 

sistema para deformarlo con respecto a su estado natural. La ener--

gía de deformación almacenada se transforma en trabajo cuando el si� 

tema de fuerzas es retirado. Si el cuerpo es perfectamente elástico -

recuperará exactamente su forma inicial. En los sistemas elásticos -

se despreciarán las pérdidas de energía por calor. 

La energía de deformación depende de las características de -

la curva carga-deformación del cuerpo. Así, po:r ejemplo, en la Fig. 1 

el área sombreada nos representa la energía de deformación de un --

cuerpo con comportamiento elástico lineal. El área sombreada en la -

Fig. 2 nos representa la energía de deformación de un cuerpo cm com 
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portamiento elástico no lineal. 

Para el caso de la Fig. 1 la carga P se aplica gradualmente -

y por lo tanto la deformación aumenta gradualmente. El trabajo desa

rrollado por la fuerza P es: 

p 

w =S p· d& energ(a de deformaciÓn 

fig.l.- Energ(o de Deformoci6n 

Coso Lineal 

8 

p 

e 

fig. 2.- Energía de DeformaciÓn 

Ca.so no Lineal 

El área no sombreada marcada con C en las Figs. 1 y 2, se-

denomina "energía complementaria de deformación" y se calcula con -

la integral 
1 g � 

C = J 8·dp =energía complementario de deformación 

8 
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La energía de deformación, puede aparecer debido a fuerzas La aplicación gradual de la carga normal N produce la defor-

axiales, de flexión, de cortante y de torsión. Estas fuerzas pueden pr� m ación S . En la longitud d x el trabajo interno efectuado es: 

sentarse aisladas o en determinadas combinaciones. En seguida se obte_!! 

drán las expresiones para la energía de deformación debido a los efe� dw = +edx 

tos antes mencionados, los cuales se consideran que actúan uno a la -

vez. pero 

a) Efecto de Fuerza Normal. 

Considérese la barra mostrada en la Fig. 3, la cual tiene su 

área transversal constante. 

1 1 

1 d• 
1 

- �  

: 11 [-���N 

L &+-

fig. 3 

entonces 

e= ___se_ - N 
E - AE  

N .l:L dx dw = 2 AE 

el trabajo total en la longitud L será 

L 
2 

W = \ ..1L. dx 
<-6 2AE 

debido a que el trabajo efectuado es igual a la energía de deformación 

interna, entonces: 

L 
2 \ _N dx Un = 

Jo 
2AE 



donde Un es la energía de deformación interna debida a cargas axiales. 

b) Efecto de Momento Flexionante. 

Considérese que en el tramo de viga mostrado en la Fig. 4 -

actúan fuerzas que producen flexión en él mismo. 

Vio o 

fig. 4 

-+

y 

Una fibra situada a una distancia "y" del eje neutro tendrá co 

mo deformación en la longitud dx 

pero 

8 =Bdx 

e= ..l 
E 

..ML 
E r 
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entonces 

8 = .l!1:L dx El 

Debido a que las fuerzas que producen flexión se aplican gra-

dualmente, el valor de la fuerza promedio que actúa en el área dA, es: 

entonces 

o sea: 

d F= t \T dA 

dF=...L MLdA 2 ¡ 

El trabajo efectuado en la fibra analizada es: 

dw = 45dF 

1 �dxdA dw=2· El2 

y el trabajo para todas las fibras en la longitu d x será. 

: 



1 M' . dx dw = z-· El'"" Jc, Y2• dA 

-c. 

dw = kdx 

El trabajo total en toda la viga será: 

1L 
2 

M ·dX W= o 2rr 

por lo tanto 

Ub J
l 

M' 

0 
2fT" dx 

donde Um es la energía de deformación interna debida a momento fle-

xionante. 

e) Efecto de Fuerza Cortante. 

Considérese que en el tramo de viga mostrada en la Fig. 5 -

actúan fuerzas que producen esfuerzos de cortante en él mismo. En la 

figura se exagera la deformación de la fibra mostrada. 
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pero 

y 

,.-"",..--""' 

� 

t !dx 

+ dx -t-

fi g. 5 

El trabajo debido a la fuerza cortante es: 

dw= t<�dA)(l{'dx) 

b = YSL 
lb 

(:�=.JLSL 
G G lb 

Vi a a 



donde Q es el momento estático con respecto al eje neutro y b es el -
ancho de la sección, entonces: 

si: 

entonces: 

v• • 
dw= �dx·dA 

El trabajo que se efectúa en la longitud d x, es: 

V1dx A 02 [. dw= 2GA ·y ydA 
-h, 

e= 1L o• S
h· 

r• -v·dA 
-h, 

cv• 
dx dw= 2GA' 

El trabajo efectuado en toda la viga será: 

W = 

J
L CV'dx 

2GA 
o 
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por lo tanto: 

( ev"dx Us = � 2GA 

donde Uv es la energía de deformación interna debida a fuerzas cortan-
tes. 

La constan te e es el llamado factor de forma y depende de la 
forma de la sección transversal. Algunos valores de e se dan ensegui-
da. 

e= 1.2 

I 
e = A secci¿n 

A olmo 

e= 1.11 

d) Efecto de Momento Torsionante. 

e= 1.5 

e= 1.2 

La viga mostrada en la Fig. 6 está sujeta a un momento tor-
sioname T aplicado en un extremo de la misma. 



. 

\ pero 

..... ,\ . 
' / 
1 

entonces 

dx 

fi9. 6 

El trabajo efectuado en el segmento d x es: 

1 dw = 2·T� 

� = ..!.k. G J 

T2dx dw = 2 GJ 
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T para todo el elemento el trabajo será: 

por lo tanto 

w= (r_d.!.. 
12GJ 

Ut= t T2dx 
Jo 2 G J  

donde Ut es la energía de deformación interna debida a fuerzas d¿ tor-

sión y J es el momento polar de inercia para una sección circular. 

Valores de J para diferentes secciones transversales se dan a con ti-

nuación. 

Secciones llenas 

·T� 
+o �+ -4-' ---+-

J= 'Tf o• 
32 J = 0,02 a• 

a�r 
+ b -t--� 

b3• h3 
J = 3.6 ( h2• b2) 



Secciones Huecas 

Expresión General: 

-f- a  --+-

�.� 
¡-----
1 1 

-----
! 11 

¡ 
1 

�� 
1 
1 

! 1 t. 1 . 1 L __________ _.J 

A=ob 

b 

� 
J ds )JL + ....!Ll 2 T \ to t•j 

J = -1E._ 5 ds 
T 

o 

__!}><=+ohm 

l__M_=--º-'+--º-+� J t to t. t. 

A='ii r"m 

\_@_ _ 2'iT rm J t - t 

hm 
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b• 

Secciones Abiertas 

Expresión General: J = 2 M' 3 

t 

1 
-+---- bo � 

r 
En el caso general de un elemento sujeto a los elementos me-· 

cánicos citados anteriormente, se obtiene que la energía de deforma-
ción total es: 

U = Un + Ub + Us + Ut 

t 

l 



1 

o sea: 

U- jN2dx + j M2dx + jcv"dx + 1T"dx 
- 27ir 2EI 2GA 2G.J 

L L L L 

La expresión anterior puede usarse también para vigas liger� 

mente curvas. La limitación para su uso se presenta cuando el radio -

de curvatura es menor que cinco veces la dimensión mayor de la sec-

ción transversal. 

2.2 PRINCIPIO DE LOS DESPLAZAMIENTOS VIRTUALES 

Este principio constituye la base para la aplicación del princ_::!: 

pío de los trabajos virtuales que se verá en el siguiente inciso. 

Se entenderá por desplazamiento virtual aquel desplazamien-

to hipotético de uno o varios puntos de un cuerpo rígido en equilibrio. 

Las ecuaciones de equilibrio y las condiciones de geometría del cuerpo 

no se alteran debido a dicho desplazamiento, el cual puede ser de mag-

nitud pequeña o infinitesimal. Dichos desplazamientos son producidos 

por un sistema de cargas diferente al aplicado al cuerpo rígido en equ_! 

librio. Por lo tanto, el sistema de cargas original se mueve cuando se 

produce el desplazamiento virtual. El producto de cada carga del sist� 

ma original por su desplazamiento virtual respectivo producirá enton-

ces "un trabajo virtual". 

Para demostrar el principio de los desplazamientos virtuales 
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se usará la Fig. 7, en la cual se muestra un cuerpo rígido en equilibrio 

bajo el sistema de cargas dado. 

v 

y 
F, 

O X 

fig, 7 

Si el cuerpo rígido está en equilibrio debe cumplirse que 

� Fx = O  

� Fy = O  

�M+ � Fx·Y + � Fy·X o 
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ponentes son .Sx y Jy se efectuará un trabajo que será (Fig. 8) 

Si el cuerpo se traslada una distancia pequeña S , cuyas co� ya que 8x y Jy son constantes en todos bs puntos del cuerpÓ . 

Debido a las condiciones de equilibrio 2 Fx=O y 2Fy =O 

W= � Fx· .l'w + 2Fy· ly 
se tiene que: 

o sea 

W = 8lc 2 Fx + Jy2 Fy = O 

W = Jx 2 Fx + .81 2 Fy 

Si el cuerpo ya trasladado sufre una rotación pequena at con respecto 

al origen O, las componentes del desplazamiento de cualquier punto 

serán ay paralela al eje 'x', y a x paralela al eje 'u'. El traba-

jo efectuado por el sistema de cargas será: 

� 
\ 1 

W = 2Moc + 2F)(·ocy + 2Fy ocx 

X 
y 

J .,, 
� S y 

o sea: 

W= oc(2M+ 2F)(·Y+ 2Fy·X) 

ya que oc es constante en todos los puntos. Debido a las condicio-

o 
X 

nes de equilibrio 

N-� 
\'' 1 

cl'x + 
2M+ �Fx·Y + 2Fy ·X " O 

f i g. 8 



se tiene que 

W= oc(zM+ 2Fx·Y+ Zfy.X) o 

Ya que cualquier movimiento de un cuerpo puede descompone� 

se en un giro y una traslación y se vió que en ambos casos el trabajo -

efectuado vale cero, se puede enunciar que: 

"Si a un cuerpo rígido en equilibrio bajo un sistema de fuerzas 

dado se le desplaza virtualmente, el trabajo efectuado por este sistema 

durante el desplazamiento virtual es cero". 

2. 3 PRINCIPIO DEL TRABAJO VIRTUAL 

Considérese el cuerpo deformable que se muestra en la Fig. 

9, el cual se encuentra en equilibrio bajo el sistema de fuerzas dado. 

flg. 9 
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Los segmentos (1) y (2) de la figura anterior se muestran co

mo cuerpos libres en la F ig. 10. 

Segmento (1) Segmento (2} 

fig. 10 

El segmento (1) es un segmento interno y está sujeto a fuerzas 

internas en todos sus lados. El segmento (2) es un segmento de borde 

y está sujeto a una fuerza externa Fi en uno de sus lados y a fuerzas 

internas en los otros. 

Si se supone un desplazamiento virtual del cuerpo producido -

por una acción diferente al sistema de fuerzas dado, las fuerzas exte� 

nas e internas se moverán y por lo mismo efectuarán un trabajo virtual. 

Por lo anterior, cualquier segmento del cuerpo deformable sufrirá un 

giro, una traslación y una deformac!On virtual. Si se representa por -



d We al trabajo desarrollado por las fuerzas externas en el segmento 

se tiene que: 

dWe dWRT + dWi 

donde: dWRT es el trabajo virtual de rotación y traslación del segme.!i 

to tratado como un cuerpo rígido y dWi es el trabajo virtual de defor

mación del segmento. 

Por el principio de los desplazamientos virtuales se sabe que: 

dWRT = 0 

por lo tanto 

dWe = dWi 

El trabajo desarrollado en todo el cuerpo será: 

[ w� �uwlj 

donde Wi es la energía de deformación interna virtual del cuerpo y -

We representa el trabajo virtual total debido al sistema de fuerzas -

externas F, ya que el trabajo desarrollado por las fuerzas interseg

mentales se anula. 

Por lo visto anteriormente se puede enunciar que: 

"Si una estructura deformable en equilibrio bajo un sistema -

de fuerzas dado, se sujeta a un desplazamiento virtual debido a una --
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fuerza adicional, el trabajo virtual producido por las fuerzas externas, 

es igual al trabajo de deformación de las fuerzas internas". 

2.4 TEOREMA DE BETTI 

Considérese el cuerpo elástico mostrado en la Fig. 11 en el 

que se aplican dos sistemas de cargas a la vez, los cuales aparecen -

por separado. 

p¡ 

Sistema de fuerzas A Sistema de fuerzas 8 

fig. 11 

Si se aplica el principio de la superposición de efectos se pu� 

de hacer el siguiente análisis: 

Si se aplica gradualmente primero el sistema A y luego el si� 

tema B, el trabajo efectuado por dichos sistemas de fuerza será: 

W = -k- Pi Ji -+ t Fj J'j + Pi 8ij 



j-

donde 

Ji son los desplazamientos producidos por las fuerzas 

Pi 

e) j son los desplazamientos producidos por las fuerzas 

Fj 

J ij son bs desplazamientos en la dirección de las fuer 

zas Pi debidos a la aplicación de las fuerzas Fj 

Si ahora se aplica gradualmente el sistema By luego el siste

ma A, el trabajo efectuado por dichos sistemas de fuerzas será: 

donde 

W = 1 Fj Jj + t Pi d'i + Fj cl'ji 

.!'ji son los desplazamientos en la dirección de las fuer 

zas Fj debido a la aplicación de las fuerzas Pi 
Debido a que el orden de aplicación de los sistemas de fuerzas 

no afecta al trabajo externo total, las expresiones obtenidas arriba se 

pueden igualar: 

1 Pi Ji+ � Fj Ji + Pi $ij t Fj Ji+ t Pi 8i-+ Fjc:l'ji 

de donde: 

Pi.Sii FiSji 

que es el teorema de Betti, el cual puede enunciarse como sigue: 
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"El trabajo que realiza un sistema de fuerza A debido a los -

desplazamientos que en sus puntos de aplicación le produce un sistema 

de fuerzas B, es igual al trabajo que realiza el sistema de fuerzas B -

debido a los desplazamientos que en sus puntos de aplicación le produ-

ce el sistema de fuerzas A". 

Un enfoque más simple puede darse observando la viga mostr� 

da en la Fig. 12, en la cual se aplican simultáneamente las fuerzas --

PA y Ps 

' �PA �Ps 
� A B 

fig . 12 

Considérese que se aplica gradualmente primero la fuerza PA 

la cual produce los desplazamientos mostrados en la Fig. 13. 

rA 
a 

A ---- -- - - - B 

ÓA:;t -----

fig.l3 ':J..o/Á 

Considérese ahora, que se aplica gradualmente la fuerza Ps 



, 

con PA en posición como se ve en la Fig. 14. 

que: 

p 

r

B 

� '•d·;:,[ . 
B 

;, 

+ 

fi g.l4 

El trabajo total de las fuerzas aplicadas es: 

W = t PAJA + fPs Je + PA tl'Ae 

Si se invierte el orden de a plicaci6n de las cargas, se tiene -

(B 

BJ + 
---=-:-}4�:-=-::---� 

-
- - - - -------- + 
J .r: � �-------- .'!B+JBA 8A 

----� + 

fig. 15 
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El trabajo total de las fuerzas aplicadas es: 

W = t PeJe + t PA 8A + Pe ÓBA 

por lo tanto, igualando las expresiones del trabajo total, se tiene: 

tPA 8A + tPs eSe+ PA c:I'Aa � -k Pe c:l'e + tPAd'A + Pe8BA 

de donde: 

PAc:I'Ae = PeJ'eA 

2.5 TEOREMA DE MAXWEL 

Considérese el marco mostrado en la Fig. 16 al cual se le apJl 

ca una carga PA en el punto A y después, al mismo marco se le ap Jl 

ca una carga Pe en el punto B. 

¡PA 

� •-- JA 1 
� 

-l 
, 
, 

, 

/ 1 

' ' lB jB 
-t-.S 8--;;:-+--

A+ � -------------.A 1 +'he � 

7 1 

fig. 16 

, , 

,�a 



según la Fig. 16 JsA es el desplazamiento producido por PA y-

tiene la dirección de P s . 

Y J AB es el desplazamiento producido por Ps y tiene la dir� 
ción de PA . 

Por el teorema de Betti se tiene: 

PA dAB P scl'sA 

Según Maxwel si PA es igual a Ps , se tiene: 

8AB = dBA 

por lo tanto, puede enunciarse que: 

"El desplazamiento en un punto A (en la dirección de la fuerza 
aplicada en A) debido a la aplicación de una fuerza P en un punto B, -
es igual al desplazamiento en el punto B (en la dirección de la fuerza -
aplicada en B) debido a la aplicación de una fuerza P en el punto A". 

El teorema anterior también es válido para el caso de rotaci� 
nes o de combinaciones entre desplazamiento lineal y rotaciones. Un -
caso como el que se muestra en la Fig. 17 aclarará lo anterior. 
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p 

e as o a) 1 J2 3 4 

�1!�� - - ------ _b-2------/� 

e aso 

p 

b) 1 
2 J3 4 ��--- _ ___ __lh�-------

M 
caso e) � 2 3 

___ 4 '�"mn nl8" / � 

f i g, 17 

En los casos a) y b) se tiene 

Pc\'23 P.S 32 

entonces 

J23 = d32 

En los casos a) y e) se tiene 

P J21 Mc1'12 



si P y M tienen la misma magnitud, entonces 

d21 = dl2. 

En los casos b) y e) se tiene 

P.53J = MJ13 

si P y M tienen la misma magnitud, entonces: 

J3J • dl3 

2.6 METOOO DEL TRABAJO VIRTUAL 

Es un método muy versátil para calcular desplazamientos en 

las estructuras. Estos desplazamientos pueden ser debidos a cargas -

de cualquier tipo, cambios de temperatura, contracciones en el mate

rial estructural o errores de fabricación. 

La expresión básica para el método del trabajo virtual ya se 

vió anteriormente y es: 

Trabajo virtual externo = Trabajo virtual interno 

We = Wi 

En la ecuación anterior se puede expresar el primer término 

como el producto de una carga conocida por el desplazamiento busca

do. El segundo término se puede expresar en función de los elementos 

mecánicos de la estructura, lo cual se hará enseguida. 
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Considérese la armadura mostrada en la Fig. 18 la cual está suj� 

ta a un sistema de cargas P, y en la cual se desea calcular el desplazamieE: 

to vertical J vA en el punto A. 

� 
IP

3 

rr---� ' ;Q 

P2 

� - - - - - _ ___ __ _ _ _  I_Jyp. ___ __ ___ _  _ 
� 

fi g. 18 

Considérese ahora la misma armadura sujeta a una carga F en el 

punto A en la dirección de JvA . 

-r� 
� 

fig. 19 



¡-

Si se denominan como N las fuerzas axiales en los elementos 

debidas al sistema de cargas P, y como n a las fuerzas axiales en los -

elementos debidas a la carga F, se tiene, según Betti que: 

W e =J.F JvA 
2 

W i = _L :a: N (_n_L._) 
2 AE 

donde el término con paréntesis es el alargamiento o acortamiento de cada 

elemento de la estructura debido a la aplicación de la carga F. Por lo tan-

to 

que 

..¿.FÓVA =.L:a:....tin...l.. 
� AE 

Si se clb a F el valor unitario (puede ser cualquier valor) se tendrá 

cl VA �� AE 

En forma semejante se pueden establecer las expresiones del tr� 

bajo virtual interno para los demás elementos mecánicos y se obtiene: 

Wi =tf�dx 

Wi =��L...c...'LY. dx 
do GA 

�L 

1 _I_Ldx Wi=20GJ 

(flexiÓn l 

(cortante l 

(torsiÓn) 
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2. 7 PRIMER TEOREMA DE CASTIGLIANO 

Este teorema sirve para determinar desplazamientos en cualquier 

dirección en una estructura. 

Considérese la Fig. 20 mostrada en la cual las fuerzas P y Q se -

aplican gradual y simultáneamente. 

� � 

�---------J��---------_1-s�--- --- -� 

fig. 20 

El trabajo efectuado por P y Q es: 

W = � + � -·---(a) 

Si se aumenta la fuerza P en d P (Fig. 21) con P y Q en posi--

ción, el incremento del trabajo o energía de deformación interna es: 



---- r+ ,. r ""' � ______ / / --- - -
� 

fi g. 21 

dW= fP+ f�+dPl._]dJp + Q dJo 

Si se deprecian los productos diferenciales se tiene 

dW = PdJp + QdJo-----(b) 

También se puede valorar dW de la forma siguiente: considére-se que se aplican P+ d P y Q gradual y simultáneamente, entonces el traba-jo total efectuado es: 

(-P + df>l " Wr = -z-J (c\'P + dJP) +- 2 {J'o + dJo) 
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despreciando los productos diferenciales 

Wr = ..Bie_ + ....Q..d.g_ + .&dP +�+�----(e) 
2 2 ··-y- 2 2 

pero 

WT = w + dW 

o sea 

dW = WT- w 

y de las ecuaciones (a) y (e) se obtiene 

dW = � + P�& + o;.ro 

si se sustituye (b) en la expresión anterior 

o sea 

de donde 

_clp dP + dW dW = -2- -y-

dW 

Jp 

dp dP 

dW 
� 



que puede escribirse como 

1 Jp = * 1 
Por todo b anterior puede enunciarse que: 

"La derivada parcial de la energía total de deformación con res--

pecto a una fuerza P, es igual al desplazamiento (producido por el sistema 

de fuerzas dado) medido en la dirección de la fuerza P" 

El teorema anterior puede resumirse en las expresiones siguien-

tes: 

JP= ?JW'f 
c)P 

0M= dWi 
--pvf 

. 

( lineal )  

(rotación) 

Jp"L j N2dx _ jN(*) dx . �P 2AE -. a rr 

1-P- J M2dx Jp= � � = 
J M (-ci M) AL 

�El 

JP' Cl J CV2dx = j CV (Sl V) dx 
W 2GA C>P GA 

JP= � j � = J T (_u) dx - e:)  2GJ <JP GJ 

(axial) 

(flexión) 

(cortante) 

(torsiÓn) 
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EJEMPLOS 

ENERGlA DE DEFORMAClON 

Problema l. - Obtener la energía de deformación debida a flexión y co_E 

tante de la siguiente viga, y calcular la relación Ub/Us 

]T IOT 

A B !e O 
� � 

l• 3m + 2m + 3m � 

Por equilibrio se tiene: RA = R¡¡ = 7 O Tn 

La ecuación de momentos es 

D I40om 
� 20cm 

M = 7 O x 1 3  + 7 O ( 3 + x) - 1 OX 12 + 1 O (S + x) - 1 O (2 + x J - 1 O x 13 • 

M = 7 O x 1 3+  30 12+ 30 - 7 O x 1 3  

L a  ecuación d e  cortante es 

V= 10 1 3+0 12- 10 13 
o' 

La energía de deformación se valúa como 

7 M2 1 V2 Ub = '[ f IT dx ; Us = '[ e f GA dx - - - (A) 

. bh3 
I = 12 

(0.2) 10.4) 3 

Sustituyendo en (A) 

0.00107 m" ; A= 0.210.4) 0.08 m2; 

Ub= -zrro.Jron- [!' (10x)2 dx + t (30)2 dx + {3 (30 - 1 0x)2 dx] 
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Ub = 16.82 x 105 " T - m 

La energía de deformación ¡::or cortante es 

Us = } rri:m- �3 (70)2 dx + {3(-10)2 dx J; e= 1.2 

u = 4500 s (j"" T- m 

Cálculo de la relación Ub/Us 

E Se tiene G = ZTJT¡Jf tomando u= O. 7 5 

E 
G = D 

o se a que: 

G 7 
t = D 

Ub 
Us 

76.82 x 105 x (G) _ 1 6.82 l 1 ¡ x 105 4500 x !El - mG D 

Ub/Us = 1 62.512 

Lo anterior indica, que la energía de deformación debida a flexión es 

162. 51 veces la energía de deformación debida a cortante. Por lo tan-

to, para fines de cálculo, se puede despreciar Us 



Problema 2.- Una columna está sometida a una fuerza horizontal de 1 
ton. y otra vertical de 3 ton. como se muestra en la figura. 
Sin considerar peso propio, determine la energía de deformación de la 
estructura. 

3 tn ''iOJ]w� -.lin.. 

"t 20cm f 4ml 11 

J (h,'-h24) 

La energía total es U = Un + U b 

Pll PL un = -r ; ll= Ar 
p2L Un = rA[ 

Un =  (3000)2 (400) 
2x2xlo'xl75 5.143 kg-cm 

ub 
¡L M2 dx = 1 ¡4oo(TOOOx)2 dx = X3x106 / .m z .  n � 

u6= 585.14 + 5.143 = 590.28 kg - cm 

E= 2 X 106 Kg/cm2 

A = 175 cm2 

(20)' - f75J' = 9114.58 cm' 

'''= 585.14 kg-cm 
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Problema 3.- Determinar la energía de deformación de la siguiente es-
tructura. 

2 In/m 5tn 
B fYYYYYYyyyj Sección¡ C 

4m 'Sección 2 

A 
� 

t · 3m ¡. 

Cálculo de momentos 

WX2 20X2 M CB = y + 5X = -2- + 5000X 

MBA = 2.4 x 106 kg-cm 
La energía de deformación es 

Seccu6n 1 I12" Uvi.a.na 
Seccu6n 2 Caj6n de 90x70x5 cm 
E= 2xl06 kg/cm2 
I1 = 8582.9 cm' 

I 2 1692499.98 cm' 

U= J'oo¡20X2 
+ 5000X)2dX + ¡•oo(2.4 x 10')2 dx 

b • 2 2IT o 2Et 

Üb= 7320.52 + 340.32 = 7660.84 kg-cm 

Problema 4.- Calcular la energía de deformación ¡xira la siguiente fi 
gura. 



-
+--=---+ 3Jcm 

.iL = 0.333 
E = 2. 1 )( 706 kg/cm2 

ITR' 5 104 4 r = --4 = 4. 33)( rm 
J = nv• = 90666 cm• 32 

La energía de defonnaci6n vale: U = ub + U
T 

L M2 L T2 u ={ m d)( + { ID d )( 

Cálculo de M y T 

M = -10X /4 o�gen en B BA 

M = -10X /! o�gen en e CB 

U _ ¡• (-1(lX)2d)( + !' (-10XJ2d)( • 102 )( 4' + 102)( 2' _ 1200 
b - • 1Ft 

6Et - tr 
u ¡• (20)2 

d 800 r= 2GJ )( =w 

u - 1200 + 800 - Er GJ ene.�tg-úz de de60Jrmac.-<.6n .to:ta.t 

EI = 2.1 )( 706 )( 45.333 )( 103 = 9520 .ton-m2 

G = E .  = 2. 1)( 10' 
2TT+iif 117+.3IT) = 0.78)( 10'kgfcm2 

GJ = 7.08 )( 7010 kg-cm2 7080 .ton-m2 
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Sustituyendo 

u - 1200 + 800 - mo 70!0 O. 24 .tn-m 

En las siguientes figuras se muesb•an los diagramas de momento flexionante y torsión. 

Diagrama de Momento Flexionante 

Diagrama de Momento Torsionante 



Ó/4 

Só/4 

PRINCIPIO DE LOS DESPLAZAMIENTOS VIRTUALES AL CALCULO DE 

ELEMENTOS MECANICOS. 

Problema l.- Encontrar R1,R2, R3, 

zamientos virtuales. 

rO Tn 
5 Tn/m (3) (lJ (2) � 

A � 7-

1m 4m lm 5m 

R2 

ó 

ó 

R, 

aplicando el principio de despla-

ó= dupfuz��o v� 

Se �upone que e.l a.poyo (3) H 

dupfuza. ó, �onc.u: 

W= R3ó - (5x6) ó/2 = 

R, = 15 ton. 

s.¿ (2) �e dupfuza. ó 
ó 150 W = R2 ó + 1 O;¡ - .:y-<l= 

R2 = 16.25 ton. 

s.¿ (1 ) �e du p.f.aza. ó 
5 ó W = R1ó- 10 X ;¡ó+(5x6) B= 0 

R1= 8.75 ton. 
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Problema 2. - Calcular en el siguiente marco el momento en el punto "C". 

B e 

h/2 

p 

h/2 

A 

---:) 
M,-;;"' 

� � 

� 

p 

TrLtlr.oduuendo wu+ aJt.ti.c.u.f.au6n en 
e.l punto de WVLú 

W = M� + (P) 6/2 

� = 6/h 

S�.utuyendo en w 
W = M 6/h + P 6/2 

Como debe ex.M-tUt eqt.UUbJUo W=O 
M 6/h + P ó/2 = O 

M = - Ph/2 

E.t �-igno nega.t-c:vo -ind-ic.a. que e.l 
� ent-c:do de.l mom�o u C.OI'Ltlr.a/Uo 
a..e �upuuto 



APLICACION DEL TEOREMA DE CASTIGLIANO AL CALCULO DE 

>PLAZAMIENTOS. 

"La derivada parcial de la Energra de Deformación, respecto a una carga 

P, es igual al valor del desplazamiento bajo el punto de aplicación y en -

la dirección de P''. 

ó.i • 1M... a p.¿ - - - 1 7l (desplazamiento) 

Problema l.- Calcular la flecha del punto e en la viga mostrada. 

110 Ton 
. � B c1 ' ;!. +--+ � lm ' 

+----4m 1 6m ------+ 

Se. puede. .&upone.JL 

'"f[ A B C V - -·a i$ ------- _tss. ___ .-·· � 

CtUcu.to de momento.&: 
T!tamo A-B 

M aM 
0é =/ � d X 

P u 6-(a.tcJ.a IJ .&.iJr.ve. paiLa haceJL 
R.a druvau6n pallc.ia.t IJ po.&teJL.io:!:_ 
mente. .& e .te da .&u valOil nulo 

M=(6+P/2)X = 6X + ('P/2)X 
a M = � o (M¡ a M = 3x• + PX2 
aP 2 ' aP 4 
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Tramo B-C (origen en A) 

M • (6 + 'P/2) X - IO(X-4) • 6X + ('P/2)X - IOX + 40 

M • ('P/2) X - 4X + 40 

aM X aM PX2 � • 'f; (M) a"Jf • 4 - 2X2 +20X 

Tramo D-C (origen en D) 

M = (4 + 'P/2) X = (P/2) X+ 4X 

aM _ x o ("J aM PX2 + 2x• �- �·, M 311:4 

Integrando las ecuaciones de momentos y sabiendo que P = O se tiene 

o 1,3X2 dx +!5 (-2X2 + 20X) dx +!5 2X2 dx = 
• EL , EI • EL 

= }i-1'+ [ -(2/3)X3 + IOX� : + � �5= 

= [64 + (-83o33 + 250 + 42o61 - 160) + 83o33 J h 

196o67 • •  o =-n-



Problema 2.- Determinar el desplazamiento horizontal del nudo 8 de la 
estructura mostrada 

B e 

4m EI=cte w = 2T/m 

A 
<-: 

1¡ 

Supóngase la siguiente condición 

P=O 
1 1 

1 ---,..e 
1 1 1 
1 \ 
1 
1 EI=cte. 1 

\ R 2T/m 
1 

1 
1 

1 
1 \ 

1 
A 
� 

1 

;t � 

Se c.oM.úfVUVtá ún-i.c.amen,'e e6ec..toJ.. 
de 6leu6n 

a M 

6HB = f !:!__ af 
El- dx 

El'. va.toJt que J.. e .l'.e a dado a P, u 

aJt.b�o lf una vez que .se ho. d� 
lt-ivado Jtupec..to a P <�e .l'.e da cüc.ho 
va.toJt. 

Cálculo de las reacciones y momentos en el marco. 

l:M A = Rv ( 4) - P ( 4) - 2 ( 4) ( 2) ; Rv = P + 4 AIJ 
EFx = Ax- P - 2(4) ; Ax = P + 8 

l).t¿B = MA- Ax(4); MA + 4(P+8) = 4P + 32 =M 
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Momentos 

Tramo A-8 (origen A) 

M = 4P + 32 - (P+8)X = P(4-X) - 8X + 32 

� = 4-x ; M �� = 8X2 - 64X + 128 + P (X2 - 8X+ 16 

Tramo 8-C (origen 8) 

a M M= (P+4)X= PX + 4X; a¡;= X 

M aM af = 4X2 + PX2 

Tramo C- D (origen C) 

M= (P+4)4 - PX - X2 = P(4-X) - X2 +16 

aM aM i¡p = 4 - X ; M ap = X' - 4X2- 16X + 64 + p (X2 - 8x+ 16 )  

Integrando las ecuaciones d e  momentos y sabiendo que P = O 
(El) óHB = {'(8X2 - 64X + 128)dx + !'4X2 dx + !4 (X3 - 4X2 - 16X + 64)dx 

8X3 64X2 --y- - -2- + 728X + fx' + � - j-x'- �+ 64X ¡' 

=X'+ J$ X3- 40X2 + 192X J•; 4 
o ó - 362. 67 

HB - ---n-



Problema 3.- Calcular el desplazamiento para la armadura mostrada en 

el punto "E" 

3

m 

l 

4m 

0. 

� 'i 
e 

10 Tn 

4m 
" 

",E 

I-6 o.6:tá:Uea. 

Se establecen las fuerzas axiales en las barras en función de una carga 

"P" aplicada en (E) y después derivar respecto a ella. 

Se tendrán que resolver las 2 armaduras siguientes y después particula-

rizar el valor de "P". 

10 Tn 

2.67E p 

=·-, � "·""r 

1 < ,, 
.¡'6>p 

2.67P ·� '-l ") 

Para el caso de armaduras, las fuerzas axiales se consideran que son 

constantes para cada una de las barras, en ese caso la integral_ 

o,¿ = ¡(N) (3N/3P) 
. dx 
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p 

se convierte en suma de integrales para cada barra, los cuales se pue· 

den sumar como: 

N (3N/aP) L 
_ _ _  (1) o.t= E •r 

Por superposición de efectos de las dos armaduras anteriores, se tiene 

0i -(13.33+2.67?) 
e 

B 

D 

10 

..¡'6> /J 

E 

p 

Para aplicar la expresión (1) es conveniente disponer de una tabla como 

sigue 

2 3 

Barra L N 

AB 4 l. 33P 
BE 5 l. 67P 
AD 5 16. 67+1. 67P 
BD 3 -P 
CD 4 -l3.33-2.67P 
DE 4 -l. 33P 

4 5 

a N 
�� TP 

l. 33 0.0 
l. 67 0.0 
l. 67 27.84 

-1 0.0 
-2.67 35.59 
-l. 33 0.0 

E 

6 

NaNL dP 
0.0 
0.0 

139.2 
0.0 

142.36 
0.0 

,.., .... 

En la columna (5) se debe considerar el valor real de "P" que en este -



caso vale O tn. 

Por lo tanto, el desplazamiento buscado será 

Ó - 2 8 7 156 h . 6 . VE - � IZCLa a ajo 

El signo de la sumatoria está asociado a la direcciEín en que se suposo "P" 
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PRINCIPIO DEL TRABAJO VIRTUAL 

Problema l.- Encontrar 6v2 de la siguiente viga aplicando el princi pio del trabajo virtual. 

1 (1�) 
� -A L 

T 

c.evtga keo_e. 

1 10Tn 
(2) 

-·---

� 
. 

� --t- L 1 2 -+-- 1 1 2 --+--

eMg a v j¡¡_tua-t 
Aplicando una fuerza virtual de lO tn. en el punto de interés: 

Cálculo de momentos en el punto de interés 

MR 
WL WX2 
2 x - T; Mv 5X ; O� X � L/2 

El trabajo externo desarrollado es: (Vve :�(10!llv2 
El trabajo virtual interno debido a flexión es: 

Wv-t = f 
� d 

_¿ 2EI X 

L L/2(//2 WLX - 7/2 WX2) 5X dx (Vv-L z f 
? n ' + f (7/2 WLX - 1/2 WX2) 5X d 2 EI X L/, 

Wv-L 7 2. 5 L 4 

ffi ('}El T!tabajo -i>LteJtno 



Aplicando el teorema de Betti se tiene 

5 WL' Wv-i. = Wve 5twz 12.5 WL' 
192 E! 

6Vz m u 

Otra forma de solución es usando las tablas de integración. 

Los diagramas de momentos para cada una de las cargas son. 

~ Lh 
Estructura real Estructura virtual 

Usando la columna 7 y renglón 5 de la tabla de integración. 

1 Wvi. =2IT j} L (7+aS) WLz 

- 8 
=LJ as Ss 1/2 S ;a = S = 1/2 

Wv-i. =2Ei [0.333 L (1 + 0.25) 0.313 WL'
-/ =zEi x 

1�./ WL' 

Según Búti Wve = Wv-i. 

10 t,v2 = 1 12.5 
T 2IT --¡¡¡- WL' ; 5 (VL' 

ÓVz = J84 U 

En los siguientes ejercicios se suprimirá el factor 1/2 que aparece 

en las expresiones de Wv-i. y Wv e . 
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Problema 2.- Determinar el giro relativo y el desplazamiento vertical 

en el punto C. 

2 T/m. 16T 
� ,e - �  
--t--4m. lm +-2m +2m+ 

El diagrama de momentos es el siguiente 

6 

'��o 
3 

Aplicando una carga virtual en el punto C 

r A B C  O 

� � � 4m lm t--- 4m. 

A s e o 
� 1 

Wve = 16vc. 



Usando las tablas para el cálculo de Wv.<. 

Wv.i. =ir } (1) (-3) (-11 + }  (4) (-3) (-1) +} (4)(-1)(4)=-� 

RZ Jt�ngt6n 

Como Wv� 

RZ CZ RZ • CZ RZ 
CZ = columna 2 ------ �te. 

W;;.i_; /1VC - o. 3 
tr t 

C4 
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Problema 3.- Para la viga que se muestra enseguida, determinar: 

a).- El desplazamiento vertical del punto B tomando en cuenta única- -

mente flexión 

b).- Desplazamiento vertical del punto B considerando los efectos de -

flexión y cortante 

e).- Calcular el giro a la izquierda de la articulación considerando los 

Ahora se aplicará un momento virtual en el mismo punto efectos por flexión 

1 T-M 

A 4i'"( 3i 
4m ----t lm.-t--· 4m. 

1 

� 
A B e D 

4m. --+ 1m. 4m.---+-

Usando las tablas de integración: 

EI Wv.i. = i (4) (1+0.5) (1)(-6) +} (1) (1) (-3) +} (4) (1) (-3) +} (4) (1) (4) 

R3 • C7 
5.83 EI Wv.i. = 5.83; ec =:!!: 

R3 . C1 RZ • CZ RZ • C4 

5T 
A <T/m 

B 1 C 

��o � "" 
1 4m l lm l 1m 1 

I 12'' Liviana 

E-1 = 179.64x. 108 l<g-cm2 

Los diagramas de fuerza cortante y momento son: 

"'lbh. + 2.5 

2.5 DI + 4m f1m +1m t 
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1 4m t 2m 't 



Aplicando una carga virrual en el punto B 

" r Tn 

� 4m 2 m  � -+ + +-
Los diagramas de cortante y momento son: 

V 

[ 
+ 

ll 
M 

4 �  
a).- Integrando la ecuación de momentos 

b).-

tw8 = ¡4 li.!?!. dx = ¡d2.5X + X2) d 1 u EI o EI x x: 

1-2.5 X3 x'-/ r _--_,- + 4_ EI 
117.33 x ro• kg.cm3; r• 

EI r79.64 x ro• kg.cm2 

óv = J' Bz o 

e = z. 1 

� = � (4) e z 
R 1" e3 

A = 59. 74 c.m2 

rr7.33 x ro• = 6.53r cm ÓVB = 17q �A V '">r 

( r0.5 + 2.5) r 
_ 26 e - AV"  

G = 770 000 kg/c.m2 ; AG =4 6 . O 170) 3.ton 

ÓVB2 = 0. r 52 cm 
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El des plaza miento total es óv + óv8 = 6. 6 i cm B1 2 e).- Suponiendo un momento unitario en B 

a= J' (2. 5X + X2) ( r) dx EI 

a� 

4r. 33 
rr 0.023 Jtad 

Problema 4.- Obtener el desplazamiento horizontal del nudo B 

A 
A + 

RSe n8 R=3m 

e 
e 

+ 

eMga Jtea..t CMga v-ilr..tual. 

Tomando momentos en el punto A 

MA = 2.5 (R-Rc.ose) mA = r <�ene (R) ; dx: = Rde 

ó - 2 · 1 r•lz ,¡ d 2 �/2 3 HB- EI � '' A m A x = ET J 2.5R (r-c.ose) senede 

8 



6 _ " 5 R3 1rr/2 (sene - senec.ose) de = 67.5 
HB - ---u-- o tr 

Problema S.- Determine el desplazamiento vertical en el punto (1) del 

siguiente marco 

r 

�j 
� 

2T/m 

El=cte 

4 m 3 m 
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ST 

l 
{ 1) 

51 

V�gkama de momento6 

Aplicando una carga virtual de lO t en (1); Wve = 1 Oóv1 

10 Tn 

! 

4m -+3m --1- 70 
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EI tvvi. = 1/,{4.241 (301 (751 + •¡. [r21 {751 (301 + 75(701 + 2{571 (701 +t51)(3o)J 
R2 · C2 R4 ' C3 

-(7/3) 4 (30+70){4) + 5(5 1)(70) = 25032 

R4 ' C4 

Corno (ilve = Wvi. ; óv1 = 2502.5 
-u-

Rl ' C1 

Problema 6.- Calcular el desplazamiento vertical en la siguiente arma-

dura. Las áreas de cada barra aparecen entre paréntesis. 

3m 

E {7 O) 

{ 1 o 1 

\:: ""
" 

� 

A { 1 O) 

{ZO) 

3m 3m 

1$ 10 Tn 

{10) 

OV.A = 

A [c.m2) 

Ten6i.6n {+ 1 

CompJtui.6n {- 1 

E = Con6-tan-te 

Se calculan las fuerzas en todas las barras en la estructura real. 

E 

"""' 
'\• 

'.> 
·"'s o 

vy s "jC 

,. '/. 

E6-tltuc.-tww. Jtea.i NR 



Se aplica una carga virtual en el punto de interés y se calculan las fuer 

zas en las barras. 

,e: u l" O B 
1 

�o ".> 1 o 
·�.tJr.uctulu!. u�wtl Nv 

� 

El trabajo interno desarrollado en cada barra es 

Wv-i. = J N�lv dx = ¡; NR Nv L 
Af 

Para facilitar el cálculo se elabora la siguiente tabla 

Como 

Barra A L NR 

AB 10 
BC 10 
AE 10 
ED 10 
AD 10 
AC 10 
CD 20 

300 10 
300 o 
300 o 
300 o 4241 7.05 
424 -7.05 
600 5 

. 15.0 (�ve = Wv-<. ; t::.vA = -E-

Nv NR Nv L 
A 

o o 
o o 
o o 
o o 

-0. 7 -2092 
-0.7 2092 
0.5 75 

¡; = 75. o 

1 

1 
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Problema 7.- Calcular el desplazamiento vertical del nudo 5 en la si-

guiente armadura. El área, en m2, de cada barra aparecen entre pa-

réntesis. 

10 Tn 
CD 

� = c.oru..ta.nte 3m 
(O. 1) 

Se calculan las fuerzas en las barras que componen la armadura, tanto 

para condiciones reales como para la carga virtual aplicada en el nudo $" 

(5). 
• IU T 10 T 

E�.tJtuc:.tUI!.a. Rea..f. NR �.tJtuc:.tUI!.a. V� Nv 

El trabajo interno desarrollado c�v-i. es igual a 

Wv-i. = ¡; .'JRA�v L Wve = 1 x t::.vs 



se forma la siguiente tabla para el cálculo de Wv.<. 

Barra A 

1-2 
2-3 
4-5 
4-1 
5-2 
4-2 
s-3 

'--

Si Wve = Wv.<. 

0.2 
0.2 
o. 1 
0.1 
0.5 
0.5 
0.1 

f::,vs = 353.1 
--r 

L 

3 
3 
3 
3 
3 

4.23 
4.23 

NR Nv NR Nv L 
A 

o o 0.0 
-5 -0.5 37.5 

5 0.5 75.0 
-10 o 0.0 

-5 0.5 -15. o 
-7. 1 -0. 71 

2_1� : g __ _j 7. 1 0.71 

l: 353. 10 

<+" 

C A P I T U L O 4 

ESTABILIDAD Y GRADO DE INUETERMINACION DE ESTKUCTURAS 



ESTABILIDAD Y GRADO DE INDETERMINACION DE 
ESTRUCTURAS 

La estabilidad y el grado de indeterminación de las estructu-

ras se determina por el número y la disposición de sus apoyos, ele-

mentas y uniones. Puede hacerse por simple observación o por me-

dio de fórmulas. 

Las estructuras estables para casos particulares de carga, pero 

inestables para condiciones generales de carga son desde luego inestables 

(fig. 1 ) . 

Si las incógnitas de reacción son menores a 3 no se satisface el-

equilibrio y el sistema es inestable. 

r r2 �n la fig. 1 no se cumple equilibrio --

Jk ·� 
horizontal para un sistema cualquiera-

de cargas. También las incégnitas de-

f i g. 1 reacciones son menores que tres. 

Para que haya equilibrio estable en un cuerpo, como mínimo se requieren -

tres elementos de reacción. fig. 2. 

r ip, � ' 
fig. 2 

Se puede co.1cluir que una estructura estáticamente determinada, es aque--

Ha cuyas rea::ciones se pueden calcular a partir de las ecuaciones de equi!! 
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brlo estático. 

Se puede tener una estructura geométricamente inestable, o --

sea a:quella que tenga el número suficiente de reacciones para lograr la

estabilidad pero colocadas incorrectamente. fig. 3. 

p 

I l " 
fig. 3 

Por último, si el número de incógnitas de reacción es mayor '4ue tres el 

sistema es estáticamente indeterminado. Será estable si no hay inesta-

bilidad geométrica, siendo el exceso de incégnitas el grado de indetermi-

nación (fig. 4). 

� 6-3=3 

=========:==ji 
fig. 4 

Vigas 

Si en una viga estable y estáticamente determinada se coloca un dispositi-

vo de unión (articulación interna) , ésta se hará inestable. Como la arti-

culación colocada no tiene capacidad de resistir un momento esto implica 

imponer una condición al sistema actuante de fuerzas, esto es que el 

momento s erá nulo en la articulación, M = O (fig. 5) 



� - . r 
0. -o- - --. 

fig. 5 

Para hacer estable una de estas estructuras, será r�ecesa.rio cohcar 

por. lo menos U.'l elemento ::tdicio,,al de reacción (fig. 6 ). 

� r 
� ��-� - --�� 

fia- 6 

Establezcamos un criterio para calcular el grado de indetermina-

ci6n y estabilidad de las vigas. 

a).- sí r < e+ 3, la viga es inestable 

b)·- sí r-= e + 3, la viga es estáticamente determin<lda siempre y 

cuando no exista, inestabilidad geométrica. 

c)·- sí r > e + 3, la viga es estáticamente indeterminada. 

donde: 

r " número de elementos de reacción 

e= llÚmero de c ondiciones adicionales. 
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Ejemplos: 

(a) 

(b) 

(e) 

� A -u�--� 

2+3>4 

inestable 

� 1 • Jk • � z 

2 +3 =5 

estáticamente determinado 

J1 1 � 1 

1 + 3 < 5 

estáticamente indeterminado 



i\rmaduras 

En una armadura el número total de incógnitas será el número 

de barras más el número de elementos de reacción. Cada nudo tiene -

dos ecuac_¡ones de equilibrio 

Establezcamos un criterio para reterminar la estabilidad y gr� 

do de indeterminacio n. 

a).- si b+ r < 2j, el sistema es inestable 

b).- si b+r = 2j, el sistema es estáticamente determinado siem 

pre y cuando sea estable 

e). - si b + r > 2j, el sistema es estáticamente indeterminado--

donde: b = número de borras·, r = re acciones; j = nudos 

Ejem_;Jlos: 

6 + 3 < 10 

inestable 

5+3=8 

estáticamente determinada 

y estable 
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7+ 3=10 

6 + 3< 10 

1".@'./,{f 

6 + 3> 8 

inestable 

� 

inestable 

no hoy equilibrio 

horizontal 

estable e in de terminado 

de 1"' grado 



� 

Marcos 

Un marco puede separarse en varios elementos. 

(columnas y vigas). 

'% 

N N j•) fiN 
V M 

M V 

En una sección de un elemento existen tres magnitudes descon� 

cidas ( N, V y M). Si se conocen estas cantidades en una secció.1 pueden 

determinarse las correspondientes a otra sección cualquiera. 

Si se conside ra : b = número total de elementos ro= el número---

de elemento de reacciones, entonces el número total, de incógnitas in--

dependientes en un marco será (3 b+ r) 

Se pued·e establecer que: 

a). - si 3b +r < 3j-;-. C, el marco es inestable 

b).- sí 3b + r � 3j + C, el marco es estáticamente determinado 

siempre que sea a la ·¡ez estable. 

e). - sf 3b + r > 3j + C el marco es estáticamente indeterminado 
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Ejemplos: 

3(4) + 3< 15+ 1 

in-estable 

� � 

3(3) + 3 = 3(4) 

estáticamente determinado 

:{'l 

3(4) + 6 > 5(3) + 1 

indeterminado de 2 ° grado 

;;:;; � 
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CAPITULO 5 

METODO DE LAS FLEXIBILIDADES 

METODO DE LAS FLEXIBILIDADES 

l. - lNTRODUCClON. 

El método de las flexibilidades (llamado también de las fuerzas) 

es básicamente la superposición de desplazamientos en térmiros de es--

tructuras estáticamente determinadas. Las fuerzas o momentos que son 

las incógnitas, se determinan a partir de desplazamientos conocidos con 

base en las ecuaciones de compatibilidad de deformaciones, que son 

aquellas ecuaciones que garantizan los desplazamientos fina les como com 

patibles con las condiciones de apoyo originales de la estructura. 

La viga mostrada en la figura 1, es hiperestática en primer 

grado, ya que hay 3 reacciones verticales y sólo se pueden usar dos --

ecuaciones de estática para resolverla. 

c=L_L __ l____l=:r=J .. 1 L 
A s e 

�- � � h 
� � 

L L 

Fig. 1 

Aplicando la definición del método de las flexibilidades para re-

solverlas, se escogerá como incógnita la reacción vertical en el apoyo--

central, lo cual nos lleva a considerar una estructura isostática que lla -

maremos estructura primaria (fig. 2). 

Dado que en la viga original la flecha en el apoyo central 

debe ser nula, lo cual implica considerar que la flecha debida a las 



cargas en ese punto deberá ser igual y de sentido cont;rario a la flecha 

debida a la reacción: 

al E .tc!l>tü.a debida 
a c.a!tga 

b) Elá�tic.a debida a 

.ta Jteac.c.i6n 8 

11 1111111 
A B � �---- - -� --- - - - - - ---- � 

ABP 
2L , 1 

1 : + 1 .1------- -
--�e��-----

-
� 

A 1 1 
e 

1 
1 
1 
1 

¡ ¡  ¡ J ¡ ¡ J 1 1  

c.l E.tá<�tic.a 6ina.t 
A
¿------ --iJ)i,------ ----·e 

F i g. 2 
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La ecuación 6BP + llBX = O , es una ecuación de compatibilidad 

de desplazamientos, porque garantiza el desplazamiento final como com� 

tible con las condiciones de apoyo originales de la estructura. 

De la ecuación de compatibilidad se calcula el valor de la incóg-

nita y el resto de la estructura podrá resolverse aplicando las ecuaciones 

de Estática. 

Para una estructura con .!!. redundantes, los desplazamientos debe 

rán ser calculados para ( n + 1 ) sistemas de cargas: 

a) Un análisis para el sistema de cargas y 

b) n análisis para efectos de cada redundante. 

La satisfacción de compatibilidad involucra un conjunto de n ecua 

ciones lineales, donde cada ecuación expresa una condición del desplaza-

miento final de la estructura cargada. 

Cualquiera de las componentes de los desplazamientos para la � 

tructura primaria son medida de la flexibilidad de la estructura, es de--

cir, que la estructura es más flexible cuanto mayores sean los valores -

de los desplazamientos. 

!l.- SOLUCION PARTICULAR Y COMPLEMENTARIA 

Como se mencionó en la Introducción, en el método de las flexi-

bilidades, la solución de una estructura hiperestática se logra mediante -

la superposición de desplazamientos de estructuras isostáticas, que se les 

puede llamar estructuras primarias. 

.. 



La estructura primaria no es única ya que depende de la selección 

qne'se haga de las incógnitas o redundantes y la mejor de ellas será la que 
/ 

involucre el mínimo de trabajo númerico. Para obtener la estructu 

� . . 

.;;>:a pnmana, se h a e e la supresión de apoyos, o la transforma--

ción de un tipo de apoyo en otro más simple,o por una ruptura de la elásti-

ca de la estructura, que puede ser angular, lateral o longitudinal. 

Para aclarar lo anterior, ve�mos la estructura siguiente. (fig. 3) 

� � 

Fig. 3 
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al 

� 

Es una estructura hiperestática en tercer grado y dependiendo de 

la selección de incógnitas, podría haber entre otras, las siguientes estru� 

turas primarias: 

li) 
..-----------, 

X3 Xt 

ix, 
� 

e) 

Fig. 4 

Xt X3 

$S 

Se hace notar que las condiciones que tienen estas estructuras --

,Jrimarias o cualesquiera otras deben ser estabilidad e isostaticidad. 

Se le llamará solución particular a la estructura primaria sobre 

la que actúan las fuerzas externas y solución complementaria a la estruct� 

ra primaria sobre la cual actúan cada una de las redundantes o incógnitas. 

X3 



lll. CALCULO DE LAS FLEXIBILIDADES 

Para ilustrar el cálculo de las flexibilidades y la formulación de 

las ecuaciones de compatibilidad, se resolverá la estructura siguiente: 

rw/m 

! --¡ J • J 1 J 
F-·s 

t.__ 

A 
� 

o) Estructuro real 

e 

D 
� 

J W/m 
1 1· 1 · ·1 r ·J 

t:__ e 8 

b) Estructuro 
Fig. 5 

x7¡ 
primario Xr 

X3 

De acuerdo con la estructura primaria, las incógnitas serán las 

reacciones vertical y horizontal en D y el momento en D. 

Por lo tanto, la estructura real se ¡x>drá descom¡x>ner en la suma 

de las siguientes estructuras primarias con los efectos indicados en la 

fig. 6. 

Íw/m 
1 · r·n 

L.r---� 

E..... 
"" 

¡w/m 

F 
I T'l l 

;n+ ;i l 
solución 
particular 

0 

Fig. 6 

Xr . 

5"3 

+o+n 2 � X3 

soluciÓn complementario 
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� 

La base de la compatibilidad en la estructura real será que el de� 

plazamiento vertical, horizontal y el giro en D son nulos. 

La representación gráfica de dichos desplazamientos se muestra 

a continuación Fig. 7: 

' ' ---.. • e 

' ' 

' ' 
' ' 

-----�., ,-� .... , 

\ lf3 r \ 

' 

' 
\ 

' 

' ' ' 
' ' 

-7 ' 

93,..,, , + � 
V � IP 

++ 

l 
\ +t;, �� 

'�h2 
1 1 . 1¡,2 

� .+� 
f37f 
p �3 

Ó2P 
grado de 
libertad 1 

+t-
f2 r 

ti 
Fig. 7 

grado de 
libertad 2 

++-fz2 
--ttz-;+ 

grado de 
libertad 3 

El primer subíndice indica la corres¡x>ndencia con el grado de li-

bertad y el segundo la causa que provoca el desplazamie:Jto. Por ejemplo, 

fz3 indica el desplazamiento horizontal debido al mor.nento que es la 

causa 3. 

Las ecuaciones de compatibilidad se escribirán como sigue: 

a) El desplazamiento vertical en D es nulo: 

órP + f rr Xr + fr2 X2 + fr3 X3 = O 



b) El desplazamiento horizontal en D es nulo: 

b.2P + f21 X1 + f22 X2 + f23 X3 

e) El giro en D es nulo: 

o 

93P + f31 XI + h2 X2 + f33X3 "' o 

Del sistema anterior de ecuaciones lineales, se obtendrá el valor 

de las incógnitas X1, X2 y X 3 Si alguno de los valores obtenidos r� 

sulta con signo negativo, significa que actúa en dirección contraria a la s� 

puesta. 

Es conveniente definir el efecto de las fuerzas redundantes de la 

estructura primaria en términos de los desplazamientos producidos por

fuerzas (o causas) unitarias correspondientes a las redundantes. 

Por ejemplo, fij corresponde al grado de libertad debi 

do a una causa (fuerza o momento) unitaria aplicada en 

fij se le llama coeficiente de flexibilidad. 

. A es te valor 

Los coeficientes de flexibilidad, son entonces desplazamientos d� 

bidos a causas unitarias y dependen de la geometría y propiedades elásti

cas de la estructura primaria y son independientes del sistema de cargas 

real de la estructura real. 

Así, por ejemplo, en la estructura anterior fu y f12 son coe!! 

cientes de flexibilidad lineales y fl3 

angular. (fig. 7) 

es un coeficiente de flexibilidad -
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Expresando el sistema de ecuaciones del ejemplo resuelto en for

ma matricial: 

b.IP f 11 fl2 fl3 XI 

b.2 p + f 21 f 2 2  f23 X2 o 

93P f31 f 32 f 33 X3 

Los coeficientes de flexibilidad así arreglados forman la matriz -

de flexibilidades, la cual es siempre simétrica, debido al teorema recípr� 

co de Maxwell-Betti y es una matriz cuadrada cuya diagonal principal es -

siempre positiva. 

Los coeficientes de flexibilidad pueden obtenerse por cualquier -

método; sin embargo el más recomendable es el de trabajos virtuales. 

Por ejemplo, para obtener el valor de fz3 sería: (Fig. 8) el 

desplazamiento horizontal debido al momento unitario. 

causa 3 Fig. 8 
c.au<1a Z 



e11 forma general 

f23 = J ml m2 dx 
El 

Uj •f mitj dx 

La integral anterior se resuelve rápidamente para los casos más 

comunes mediante el uso de tablas. 

La secuela de cálculo, para la aplicación del método de las flexi-

bilidades, puede resumirse como sigue: 

IV. 

l) Determinar el grado de hiperestaticidad n de la estructura. 

2) Seleccionar las n incógnitas o redundantes y por lo tanto -

la estructura primaria correspondiente. 

3) Resolver las n + 1 estructuras, calculando los desplaza--

mientas debidos a las cargas y a cada una de las redundantes. 

4) Plantear las n ecuaciones de compatibilidad de desplaza--

mientas y resolver el sistema, obteniendo así el valor de 

cada una de las incógnitas. 

5) Obtención de los diagramas de elementos mecánicos. 

ARMADURAS 

En el análisis de armaduras hiperestáticas, al aplicar el método 

de las flexibilidades para el cálculo de las fuerzas en las barras, el pro--

blema se puede presentar según que el grado de hiperestaticidad sea exte.!: 

no, interno o ambos. 
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A 

Por ejemplo en la armadura de la figura 9, el grado de hipere� 

taticidad es uno y proviene de un apoyo, o sea externo: 

p p p •P 

Fig. 9 

La ecuación de compatibilidad seria, suponiendo como incógnita, 

la reacción central, que la deformación vertical en ese punto es nula. 

Las fuerzas en las barras se obtendrían, una vez calculado el valor de 

la incógnita, sumando algebráicamenre las fuerzas debidas a la estrucru 

ra primaria sometida a las cargas externas y al efecto de la redunda!!-

te. Fig. lO 

+ 
A 

p p p p 

,I',BP + fBBXB = 0 

Fig. lO 

: 



Los coeficientes de flexibilidad debidos a efectos axiales, se deter 

minan mediante la expresión: 

f lj l:n1 nJ Li AE 

Cuando la hiperestaticidad en las armaduras es de origen interno 

como en el caso de la Fig. (11) 

�8�----------

Fig. 11 

la estructura primaria se formará "cortando" una de las barras 

y el problema se reduce a aplicar una ecuación de compatibilidad del mie� 

bro liberado o sea: 

L'.IP + fu XI o 
� 1 

C· 

+ 

Fig. 12 
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Para la obtención de los valores de t.IP y fu , lo más conve--

niente es el uso de tablas semejantes a las que se utilizaron para calcular 

desplazamientos por el método de trabajos virtuales en armaduras. 

Barra p p L 

AB 

BC 

CD 

DA 

DB 

AC 

¿ 

A I.E.:Q.1_ AE 

._,_.., 

t,_¡p 

p.pL 
rAE 

._,_.., 
f 11 

F = P + p Xt 
' 

Las fuerzas en las barras serán la suma de efectos de la estruc-

tura primaria bajo las cargas y bajo cada una de las redundantes, en 

este caso solamente una. 

Cuancb se presente el caso de hiperestaticidad interna y externa 

simultáneamente se superpondrán los efectos de ambas. 

Es importante señalar que el grado de hiperestaticidad, que ínter� 

sa es el total de ambos: externo e interno. Sin embargo, se hizo hincapié 

en la distinción entre ambos para proceder al análisis. 

V. ESTRUCTURAS CON ASENTAMIENTOS DE APOYOS 

Cuando las estructuras presentan hundimientos diferenciales· de� 

dos a asentamientos de sus apoyos, la resolución de las mismas mediante 



c:.i ¡n ").JO de lé!s flexibilidades, 'le hace escogiendo como redundan 

'" hs f ¡trzas ex'sLentes en los puntos en que se presentan los asenta-

mlPJltos detlido a que de esta forma, bastará con igualar en la ecuación 

de campa tibilidad el valor del desplazamiento vertical al valor del asen-

ramiento, en lugar de igualar a cero (fig. 13). 

El signo que deberá darse al desplazamiento del segundo miem-

bro de la ecuación de campa tibilldad v que corresponde al valor del ase� 

tamiento diferencial quedará definido por el sentido con el que fue su-

puesto la fuerza en el apoyo; si coincide con el sentido de la fuerza se-

rá positivo y en caso contrario negativo. 

En la Fig. 13 es evidente que en la ecuación de compatibilidad 

de desplazamientos verticales, deberá igualarse a - 6: 

1 
1 
1 
1 
1 

� 

1 

1 
1 

1 

f¡¡X¡ + f12X2+ f13X3 = - 6 

asentamiento � 1 
real de lo 1 1:; 
es t r u e t uro ------:;1,., 

� .... ��::, 
Estruc1ura real 

Fig. 13 

� 

Estructura primaria 

conveniente 

X3 

X!_ '-J.) 
jx1 
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El caso de rotaciones de los apoyos, deberá tratarse en forma s;: 

mejante, planteando la ecuación de compatibilidad con base en que el giro 

en el apoyo es igual a la rotación del mismo, aplicando la misma regla que 

se dió para los signos. 

VI. ESTRUCTURAS SOBRE APOYOS ELASTICOS 

Cuando las estructuras están apoyadas en tal forma que no se li-

mita totalmente el desplazamiento, pero que si presentan oposición al des-

plazamiento libre en esos puntos, se les llama apoyos elásticos. 

La restricción que tienen es proporcional al desplazamiento pro-

vacado y su valor es: 

F = K·l:i. (Ley de Hooke) 

en la cual K se le llama constante de proporcionalidad del apoyo. Dichas 

constantes, tienen unidades de fuerza entre desplazamiento. 

Los apoyos elásticos se representan como sigue: 

t==;,; .. ,:� "' 



Cuando las estructuras están sobre apoyos elásticos, es convenien 

te que las redundantes sean las fuerzas en los resortes, en tal forma que 

al plantear las ecuaciones de compatibilidad, los desplazamientos en los 

resortes sean iguales a la fuerza en el resorte dividido entre la constante 

de rigidez del mismo. El signo de este segundo miembro será negativo, 

ya que la fuerza aplicada del resorte a la estructura es de sentido contra 

rio a su desplazamiento, provocando un trabajo negativo. 

En la figura 14, la ecuación de compatibilidad se escribiría de 

acuerdo con la figura 15. 

a) 

b) 

Donde 

� 
= o �?.p � -oooe::: ___ ��----------- _ --· ·-

: -�-- ---' ---� 
K = constante del resorte 

LI.1P + fu X1 

Fig. 15 

XI 
K 
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EJEMPLOS 

METODO DE FLEXIBILIDADES. 

Problema No. 1. Obtener el diagrma de momentos de la siguiente -

viga. 

CD. r � 
� EI :%: 

1 L/2 1 L/2 1 

La estructura es de un grado de indeterminación, por lo que se toma 

rá el apoyo en¡¡¡como redundante. 

Estructura primaria. 

!,, 
!! 

Solución particular. 

Cargas en la viga 

lp l --- = � --
�1 ...... ---

Solución complementaria. 

I ',_______ 
=------.% 

f¡¡ 
- --- � 

Momentos en la viga 

( 1 ) 
�lf 

(n) 
�L 
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Ecuación de compatibilidad. El diagrama dé momentos es el siguiente: 

l'll + f IIRI = o 

Cálculo de l'l1 tJ f ,, (por tablas) 

Cálculo de l'l1 : (I) real con (II) virtual 

R2 • C3 (renglón 2, columna 3) 

l'l, 

EI (Jll'l1 P • �si (K, + 2K2l 

5PL3 
mr 

Cálculo de f 1 1 : (II) real con (II) virtual 

R2 • C2 (renglón 2, columna 2) 

E1 (7)• f11 �}s.ü<=}L (L) L 

1 L3 fll = 3 rr 

7 L PL (.!:. + 2Ll - 6 2 2 2 

Sustituyendo en la ecuación de compatibilidad se obtiene: 

5PL 3 L 3 
- 48EI + ill R1 = O R, 0.3125P 

Las reacciones en la viga son 

1 p 
6 q 

\ 
�)0.187 PL 

lo.372P fo.687 P 

0.3125 PL 
2 

0.1875 

En los ejemplos siguientes únicamente se anotará para el cálculo de des-

plazamientos el número de renglón y columna correspondiente a la tabla. 

Problema No. 2. Determinar en la viga siguiente el diagrama de mo 

mentos flexionantes. 

L/2 L/2 L/2 L/2 

� ¡, ' "  ¡, � E1 � EI 
� 7, 

L L 

Su gr.ado de indeterminación es uno. 

r > e • 3 
'4 > 



Eligiremos como redundante el apoyo (2) 

Estructura primaria 

l � 

Solución particular. 
PL 

1 p lp 
1:).'"-- ------- ----

� ----� 

[11 �fi'TIT!TITIT!1TIIIIIIIIIIIf:�:�mmnmmmrlllllllllllllllll� 
� 
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Solución complementaria 

L/2 ---r�� 
J:- --- ----� 

[111 � [-1 

� 1 

Ecuación de compatibilidad = 6 2 O + f 2 2 R2 = O 

Cálculo de deformaciones t.,. 0 1J f22 (por tablas) 

Cálculo de 62 0 , (l) real con (II) virtual 

[ EI) ó2 0 [ 7) = 2 [ R2 • e 21 + [ R 1 • e 3)2 = [} s.<. k 1 2 + } s.<. [k 1 + k 2 1 2 

1- 1 L L PL 1 L PL [ L + L ll [ EI l ó2 o = 2 _ - J 2 4 2 - 2 2 Z 4 2 _ 

ó2o =-0,2292 PL3/EZ 
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Cálculo de f 2 2 • (Il) real con (II) virtual 

R2 • e1 [Ellf22 

f22� L3/6E1 

1 
J s.<. k 1 2L L 

J 2 

Sustituyendo en la ecuación de compatibilidad. 

- 0.2292 PL3 + L3i6lR2I = O ; R2=1.375P 

Reacciones en la viga. 

L 
2 

[11 lp [2 1 lp [31 

� ;¡ �r-
1 O. 3125 P 1 1.375P ü.312SP 

Diagrama de momentos flexionantes 

[11 II!),UIIiiilil:ii¡i:iliilili/!lll!l!ll,!ltlll!llll!!!!!ll!flbt ( 3) 

Problema 3,- Determinar las reacciones y el diagrama de fuerza cor

tante y momentos de la viga mostrada, la cual esta sujeta a una carga 

uniformemente distribuida. 

ltnm ,r,�' EI 
� 

" EI � 
8m 8m � EI= 1 

t 



El grado de hiperestaticidad es = 2 

Estructura primaria 

V X 
) � fl) 

� 

Solución particular 

1 :t/m tÍ o 1 

m 
Solución complementaria 

, ; , -----� /-----� 
;ti; l:t - m 

622 (12 r¡¡;f; 
� ""-'(______ 

Ltm 

Ecuaciones de compatibilidad 

fo1 + f11 X + f12Y o 

fo2 + f21 X + f22Y o 

X,V �on momento� un�:t���o� 

p��� p�oduc�� to� g��o� 

� y � 

�1
8 

T 
1 

1 1 111 1 
M o 

lliJ 

� 
� 1 

m2 
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Cálculo de los giros f o 1 , f o 2 , f 1 1 , f 2 1 = f 1 2, f 2 2 

f01= M0m1= ZIR5 , e21 21{ S�mkl �18'81-lil= - 42.667 

fo2= Mom2=1R5 .e21= { S�mK= � 8'8'7 = 2 1 . 3 3 

f 1 1 " m 1m 1 = 1 R 1 O' e 71 = -i sa = � 1 6 ' 1 - 1 1 1 - 1 1 = 5 • 3 3 3 

f21=f12 = m1m2 = 1 R 3' e 21 = i S�K = i . 8• 
1- 1 l ll 1 

f _ m2m2=¡R2.e21= �3 S�K 22-
1 3' ,8UIL11 =2.666 

Sustituyendo en las ecuaciones de compatibilidad 

-42.667 + 5. 333X - l. 333V = O 

21.333 - 1. 333X + 2.666V = O 

Resolviendo el sistema anterior 

X = 6.85 :t-m ; V = -4.57-t-m; 

Reacciones en la viga 

- 1. 333 

6.85 -4.57 

o. 8 5 

� 
% � 

-+- 8m -t- 8m -4-

l 0.85 1 
�4 

f o.28 o.28j 
� 4  

1t/m � ) 4.57 

& / ( 3.14 1 9.14 1 3.71 



Diagrama de fuerza cortante 

4.2 8 

3. 14 

3.7 

4. 8 5 

Diagrama de momentos 

4. 57 
6. 8 5 

Problema 4. Obtener las reacciones y diagramas de fuerza cortante 

y momentos para la viga continua que se muestra. 

14t l6t 
(!) 1 2� 

� A ;¡; ----� 
�m 3m 3m S m 

E1 
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El grado de hiperestaticidad es n = 2 (R1 , R2} 

Se aplicarán momentos unitarios en los apoyos (¡} y (2} 

Estructura primaria 

!� ..... t�'\ .,;¡;;-- - -\�/- ------yr 
T 

--
� " 111 ( 21 . 

Solución particular 

�J�J--� 
Solución complementaria 

f¡¡ 
/----��-----,_f, 1 ,

�

-
-

-- � 

IT-M 

f22 
f,, ///- - - -r�- ---,_ 

v- --··fT"J 
1 ;t - m 

Ecuaciones de compatibilidad 

f01+ f11 X +  f12Y � o  

fo• + f21X + f,,v �o 

4 

1 6 . 2 5 
� � 

M o 

m¡ 

"""ll!llfliTli�"'P;nnmrrlllUJilll"'"" � 1 

m, 
�nnrrrw;·�';JnlfllliJlllll"""" � 1 



Cálculo de los giros fo¡, fo2, fl!, f21=f12, f22, 

fo¡= Mom1 • R2,C7 + R3.C7 = � S(1 +a )i K+� S (1 + SJ iK 
1 

1 fo¡= b (4) (/+.5) (-1) (4) + 6 (6) (1+0,5) (-1) (9) =-17,50 
F.,_. /.10m2 = RIO,C2 + R3 .C4 = f S(l+a)M. + f S-i.Km 

1 
1 fo2= 6 x 6 (/ +0,5) (-1) (9) + J 5 (-1)6.25 = - 23,92 

f11=m1.¡;¡1= RIO.C7 = f S-i.K = f lO x (-1) (-1) = 3.33 

f2¡= f12= m1m2= R3,C2 = f S-i.K = f x 6 (cJ) (-1) = 1 

f 2 2 • m 2m2 = R 1 O. C7 = -} S-i.K = f ( 17) ( -1) ( �1) = 3, 6 7 

Sustituyendo en las ecuaciones de compatibilidad. 
-17.50 + 3.33X + Y • O 

-23.92 +X+ 3.67Y = O 

Resolviendo el sistema anterior 
X = 3. 587 -tn-m, Y = 5, 544 -tn-m 
Reacciones en la viga 
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O.YOJ� 
o. 9 o. 33 16 -1 1�-
12 r 3 

0.33 
lt 

1 • 11 2-t!m 1 , 11 f =oma¡I 2 
3 fs s 

4r tt: � 
f � � � 

I.IOt 15.57t 9,4)t r3.89t 
Diagrama de fuerza cortante 

6.11 

3.89 



Diagrama de Momentos 

4. 41 
j. 7 

2.2 

3.!>9 

5.55 

Problema 5. Obtener las reacciones y diagramas de fuerza cortante y 

momento flexionante del siguiente marco. 

.. I EI 

" 

4 .tn 

ZEI 

E1 

3m 3m 
____. 

4m 

L 
'/. 
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El número de redundantes en el marco es n = 2 

Se eligirán como redundantes las reacciones en la articulación; por lo 

tanto la estructura equivalente es como se muestra enseguida 

1 

Solución particular 

1 
1 

1 

,�-

'l': 

* 

4 

----

1 

)( 

-ly 

-, 

1 
' 

1 ' �l fo2 

Sol. Comple.mert-tall.ia fo¡ 

r 

1 

,, 
+--

"'----' 

----; 

\ 
1 
1 
\ 

1 

\ 
\ 

\ 

_____. 1 
1--+ 
f.' 

! f2 1 

EóVtuc.tuM PJWriall.ia 



r 
1 
1 
1 

'Y 

---:--""'\ 
1 
1 
1 
1 1 \, 

\ 
1 
1 

_¡ f.2 

11 f 12 

Ecuaciones de compatibilidad 

f 01+f11X +f12Y = O 
fo2 +f21X +f22Y = o 

6 

Cálculo d� los desplazamientos fo,, fo2, f11, f22, f12, = f21 Por producto de diagramas 

fo¡ = M0m1 = RI,CJ + R3,Cl = 1 si (K¡+K2) + 1 si K El z 2 
f o l 

1 1 1 1 EI 12.1: 21-12!12+4! -m 12 .1: 3 .1: 12 .1: 4! 

Mom2 
R1 1 1 . fo2 = -rz- = .e + R2.C3 = s�. + 6 s� (K 1+2K2) 

f02 = t>/ L C l 6 189 
2(6) (-12) 

_ � ¡!.. .1: 3I12HT2+3) )= - u 

108 - rr-

f 11 m1.m1 = R4 . C3 + R1,C7 + R2,C2 = f S(2.i1K1 + U.2K2 + .i1K2 + .i2K1) + 
El 

. 
1 

.K + HK + 3 S� 

f1, = Jr 1212!12! + 214!14! + 12!(4) + 4 (2) ! + � + 3 -� = IT 
6(4) (4) 4 (4) (4) 88 
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f,2 = f21 = m2.m1 = R1.C3 + R3.CJ = 1 s.i lkJ+k2! + 1 s.iK El" z z 
f¡2= f21= 2 (6) (2+4) + 6 (6) (4) : 72 z� zzrr rr 

f22 = �� = RI,C7 + R2 ,C2 = s.iK + 1 s.iK cr 
3 

f22: 2 (6) (6) + 6 f6) (6) : 108 EI J2EJ ET 

Sustituyendo en las ecuaciones de compatibilidad 

- � + # X+ if v= o 

_!Ji +!J..x+!.2.!v=o El El El 

Resolviendo el sistema anterior 

X= - 0.45 .ton, V= 2.05 .ton. 

Reacciones en el marco 

� 

T,t0,45 
0.6 

1 4t 

.._E.:45 
� 

k 05 



Diagrama de fuerza cortante 

Diagrama de momentos 

� 
' 

.6 

.45 

Problema 6. Calcular las reacciones y dibujar los diagramas de fuer-za cortante y momentos flexionantes del marco mostrado en la figura, el cual está restringido lateralmente por un resorte en el nudo C; a su vez el apoyo D tiene un desplazamiento vertical den � 5 cm. Las dimensiones están indicadas en la misma figura. 

71 

B � 2 T/m 

IM 14T 
1 -==-;;� 

3M 

t- 6m 
� I n�5cm 

-+ 

K� l:tn/cm (del ltel>oll--t:e} E� 2.10xi06kg/cm' 
104 cm• 

El grado de Indetenninaci6n del marco es n=2 ; se .toman los nudos C y D como redundantes por existir movimientos en ellos. Estructura primaria 

Solución particular 
) 

2 T1m 6; l +-
4 T 

- 1 
1 

1 
r--':""- -------

1 
1 

* 
1 

1 
1 

/¡ 1 

1 
1 

7 

tt
·" 

-..L 

� 

48 

X 1J Y <Son .eM ltedunda.n-tu 
e.eeg.<.dM en !o,s nudo,s C 
1J V ltupe�va.men-te 

M o 



El fz¡ f 12 = rn11i12 R1,C2 = 1 sú = 4 (6}(4} z 2 48 

Sustituyendo en las ecuaciones de compatibilidad 
342 21,333 48 -

- rr- + --u-x + IT Y=- xuo 21; n (2.1 x to• � 1 Cto• c.m'J c.m 1134 
+ 48 

X+ !..!.2_ y: - 5(10-2 )¡ 
- El El El EI = 2.1 x 101 0 kg-c.m2 =2100 �.m2 

Resolviendo el sistema anterior 

X = 0,308 �n y; 5.615 .tn 
Cálculo de reacciones 

4Tn__., 
�-.308Tn 

13,078\:1._..., 
� 

3,692 
6,385 >,? 

72· 

Solu.46n c.omplemen.talr..ú¡, 

__¡__,f..¡... 
J l 

e 1 
1 
1 
1 
1 

---, J Í-
- -

\ -,� 

� 

\ 
\ 

\ 
\ '
I fz¡ 

e 

---- -- _+ .. / 12 t 
\ 

rt \ 
\ 
\ 

\ 
\1 /\ 

\ 

\ 

i 
1 

·rf22 

Ecuaciones de compatibilidad 

fo¡ + f,¡X + f1zY = - X/1 (10-2}m 

foz + fz,X + fzzY = - 5 (/0-2 ) m 

mJ 

4 

6 1 (+} 

/e+¡ ' mz 

6 

r �.615 Cálculo de los desplazamientos f01, foz, f¡¡, fzz, f12= f21 (poJr. �ablM} fo¡= Mom, = l?4,C3 + R3,C7 = !_ S(U1k1 + U2k2. + -i1 K2 + -i2K¡} + ? S-iK 6 
El fo 1 = f 3(2(1} (-36} + 2(4 } (-48} + (/} (-48} + ( 4} (-36)} +? (/} (1} (-36} foz= /.10m2 = R4.C7 + R1·C1 + R8·C2 = ? S(-i1 + .(2} K+ s.ik + ?s.tK 

El f11= m1, m1= R2.C2 = 1 s-ik = 4 (4} (4} = 21,333 J J -

El fo2= 3 ( - 48 -36}6 + 1 (6} (-36} + 6 (-36} (6}= - 1134 
2 

4� -

El f 2 2 = m2mz = R 1. C 7 + R2. C2 = s.ik + 1 s.Uc = 4 ( 6} ( 6} + 6 ( 6_1 lid = J-8.0 :r 
J� 

342 



Diagrama de fuerza cortante 

3,692 

Diagrama de momentos 

.13,08 

Problema 7 . Calcular las fuerzas axiales de la armadura siguiente. 

La6 keac�on� en lo� apoyo� �on 

2m Ax = 8�n (+); Ay = 8tn (�J. By= 8tn (t) 

GMdo de brdueJIJI0ta�6n 

6 + 3 > 2(4) 9 > 8 

?ok {o tanto hay una kedundante 
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Convención de signos 

TeM-i6n (+ ) Cotnpk�-i6n (-) 

E�tk·Lduka ptuma� 

Solución complementaria 

-0.71 

l. 71 -0.71 ..: f.d 
�o 

1 

--� 
fu 

-0.71 

{n¡) 

Solu.�6n pMUculM 

Nota: Las f.terzas internas en la 

armadura para cada una de las -

condiciones de carga, pueden oh-

tenerse por algún método anallti-

co {por nudos o secciones) o grá-

fico. 

� 



A continuación se construye una tabla de cálculo 

Barra N n L Nn L 

AB 8 -0. 7 2 -11. 2 

CD o -0.7 2 o 

AC 8 -0.7 2 -11. 2 

BD o -0. 7 2 o 
AD -- 1 2.85 o 
CB -11. 4 1 2.85 -32.5 

¡: - 54 . 9 

La ecuación de compatilidad es 

fo1+ f11R = O 

f � Non¡ 1: • f _ ,. n¡n¡ 1: 01 = � Ar" L.-<. ' 1 ¡- � ll:r'-"-

Estado final F = N + nR 

De la tabla se tiene 

f - 54.9 . f - 9.62 01 - - 1\r '  11 - 1\r 

nnL 

0.98 

o. 98 

0.98 

0.98 

2.85 

2. 85 

9.62 

----

Sustituyendo en la ecuación de compatibilidad 

54.9 + 9.62 R 0 - --¡w- Ar" = R = 5. 7 tn. 

nR 

-4 
-4 

-4 
-4 

5. 7 

S. 7 

F=N + n R 

4 
-4 
4 

- 4 
5. 7 

-5.7 
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Reacciones en la armadura 

8 -1¡ 

• 

�B 
f a 

Problema a. La armadura que se muestra a continuación, está suj� 

ta a una carga vertical de 100 ton. Determine p::>r el método de fle-

xibilidades, las reacciones y fuerzas internas que actuan en las ba--

rras. 

1 5m 

A= 1 O eú�oilu 
� 

'(E) 

I 
:7t"..._ A=5 i.nt�OILU 

(A),( . '}( y-· ').. 

Grado de indeterminación - = 10 + 4 > 2(6) 14 > 72 

Por lo tanto existen 2 redundantes. 

t 



Estructura Primaria 

F E 

'�' 
��� 
Solución particular 

! 100 

\�....,..- . �•i 2 o kl,-·�� 
� � 

Solución Complementaria 

� /f��L/ � � 
� ¡1T � 
l ¡;,67 0,33 1 

Se ilig-i.eJton eomo itedundante .e.cu, 
1teaeuonv.. de fu ba�t�ta BE IJ el. 
apoyo B 

(N) 66. 67r 

-0.8 

75 

Ecuaciones de Compatibilidad 

f¡o + f¡¡R¡ + f12P2 � O 

f2o + f21R1 + f22P2 

Calculo de los desplazamientos f1o, f2o, f11• f22, f21" f12 

Nn1 L f 1 o � I AE 
'1 n 

f20 = ¡:TE L 

_ ¡: n¡n¡ L f¡¡ - At 

n2n2 L f22 � ¡: -rr-

n1n2 L f12 � f21 = ¡: -rr-

Los cálculos como las áreas y longitudes de las barras se 

muestran en la tabla siguiente: 

Barra N n¡ n2 L A � A � A � A 
AS 44,4 -0.89 o 20 10 -79.0 o 1.6 

BC 44,4 -0.89 -0.8 20 10 -79.0 -71. � 1.6 

CD 88.9 -0.44 o 20 10 -78,2 o 0,4 

EF -88.9 0,44 -0.8 20 10 -78.2 142.2 0,4 

BF o -1.0 -0.6 15 5 o o 3.0 

CE -33.3 -0.33 -0,6 15 5 33.3 59.9 0,3 

AF -55.6 1.11 o 25 10 -154.3 o 3. 1 

CF 55.6 0,55 1 25 5 154.3 278.0 1,5 

DE -111. 1 0.55 o 25 10 -154.3 o 0.8 

EB o o 1 25 5 o o o 

¡: -435.4 409.1 12.7 

n2n2L A � _A 
o o 

1,28 1. 4 

o o 

1,28 -0.7 

1,08 1,8 

1.08 0,6 

o o 

5 2.8 

o o 

5 o 

47.2 5.9 

t 



Sustituyendo los valores de los desplazamientos en las ecuaciones de -

compatibilidad, tenemos: 

- 435.4 + JZ.7R' + 5.9P2 = O  

409.7 + 5.9 R1 + 47,ZP2 • O 

Cuya solución es: R, = 40.67 to11,, P2 = - 13,35 to11. 

Multiplicando las fuerzas en las barras para los diferentes estados de 

carga 11, 1J 112 por las reacciones calculadas R1 y P2 respectivamente, se 

obtiene la siguiente tabla. 

Barra 111 R1 

AB -36. 2 
BC -36.2 
CD -17.9 
EF 17.9 

BF 40.67 
CE -13. 4 
AF 45. 1 
CF 22.4 
DE 22. 4 
EB o 

112 p2 

o 
10. 7 
o 
10.7 

B.O 
B.O 

o 
-13. 35 

o 
-13.35 

------- ------

F=N+n1 R 1+ 112 P2 

B.2 
lB. 9 
71. o 

- 60. 3 

-32. 7 
-38.7 
-10. S 

64. 7 

-88.7 

-13.35 
-� -- � - --- --

Las reacciones finales en la armadura son las anotadas en la figura 

-
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Problema 9. Calcular las reacaiones en los apoyos y determinar el 

desplazamiento del nudo 5 (Sv5). 

2m 

10T 
T------------------r------------------. 

2m 2m 

Grado de indeterminación = 2 

Estructura primaria 

R¡ 

Solución complementaria 

8+ 4>2(5) 72 > 70 

Solución particular 

T ">.e -v,IJ.. 7i U ) f12 



Ecuaciones de compatibilidad 

f10+ f11R1 + f12R2 = O 

f20+ f21R, + f22R2 = O 

Los desplazamientos se calculan en la siguiente tabla 

R�R.RA No TI¡ n2 

1-2 o -l -0.71 

2-3 o -1 o 
4-5 -10 2 -0.71 

l 4 -10 1 -0. 71 

2-5 o o -0.71 
1- S 14. 14 -l. 41 l 
2-4 o o l 
3-5 o 1 l. 41 o 

De la tabla anterior se tiene 

f 10 = 

f 2 o = 
l: 

f 11 = l: 

¿ N0n1 L = _ !.!..§_ 
AE AE 

Non, L = 68,28 
AE AE 

n1n1 L _ 25,2 
Ar - Ar 

L Non1L Non2L n1n1L 

2 o o 2 

2 o o 2 

2 -40 14. 14 8 

2 -20 1 i. 14 2 
2 o o o 
2.8 -56 40 5.6 

2.8 o o o 
2.8 o o 5.6 

l: -116 68.28 25.2 

f _ l: n1n2 L _ 6,84 
21 - Ar - - Ar 

f _ l: 112n2 L _ 9.64 
, _  � · -,;r-
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n2n1L n2n2L 

l. 41 1 

o o 
-2.84 1 
-l. 41 1 

o l 
�4.0 2.82 

o 2.82 

o o 
-6.84 9.64 

-

Sustituyendo en las ecuaciones de compatibilidad 

-116 + 25,2R1 - 6,84R, = O 

68.28- 6.84R1 + 9,64R, = 

Resolviendo el sistema: R1 = 3,32T; R2= - 4,65 T 

Las fuerzas finales que actúan en cada barra se obtiene por superposi-

ción de efectos, dada por la ecuacion F = No + n1R1+ n2R2 

Así, para las reacciones finales tenemos 

Esta do final 

3.3a " ---+ 

BARRA 

1-2 
2-3 
4-5 
1-4 
2-5 
1-5 

2-4 
3-5 

n1R1 

-3.32 

-3.32 
6.64 
3.32 

o 
-4.65 

o 
-4.65 

n, R2 No 

3.32 o 
o o 
3.32 - 10 
3.32 -10 

3.32 o 
-4.65 14. 14 

-4.65 o 
o o 

-3.32 

ro"> 
,.. 

(5) 

lOT 

F 

o 
-3.32 
o 
-3.32 

3.32 
4. 78 

-4.65 
4.65 

(3) 
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Para calcular óvs se integra la armadura original (F) con la armadu 

ra virtual que resulta de aplicar una fuerza virtual en el punto de in-

terés a la est ructura primaria. 

BARRA F 

1-2 o 

2-3 -3.32 

4-5 o 

1 -4 -3.32 

2-5 3.32 

1-5 4.78 

2-4 -4.65 

3-5 4.65 

-1.0 llT 

(n) 

n L 

o 2 

o 2 

-1 2 

-1 2 

o 2 

1 .41 2.8 

o 2.8 

o 2.8 

¿ 

FnL 

o 

o 

o 

6.64 

o 

19.12 

1 
o 

o 

25.76 1 

e>· 

Como Wve = Hvi 

1 o vs =l: Fn 
AE 

L 

�vs =25.76 
� 

t 
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METODO DE LAS RJGIDECES 
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METODOS DE LAS RIGIDECES 

fAGULIAD DE IN&EIIillt 
Las incógnitas en este método son los desplazamientos de los nu-

dos (los nudos son los apoyos, extremos libres en voladizos o en los pu_12 tos do�de concurren dos o más miembros). 

Los desplazamientos de los nudos son el número de grados ele li-
bertad o el grado de indeterminación cinemática de la estructura� por -
ejemplo, la Fig. 1 muestra un marco que tiene 7 grados de libertad si se 
consideran acortamientos o alargamientos de los miembro& o sólo 4 si 
no se consideran acortamientos o alargamientos. 

�X2 # 0 

�Y2 #o 1® 

$2 ;;o! o 

Ll X3 # 0 

lln *o 

cp3 "# o 

G- qo+t?3:3/ 
1 
1 

@ 

r 
-.---x 

L\XI = LlYI = $1 = 0 
LlX4 = wY4 = 0; $4 # 0 

bros 

� 
:4. 

'l/ 
f i g. 

i\l no considerarse los acortamientos o alargamientos ele los miem 

l:,x2 = LlX3 = ll, $4 #O, 4J3 #O, <)J2 #O, LlY2 = lly3 =O 



El método requiere de las acciones de e mpotramiento, por lo 
cual consideremos algunos cosos. 

w� c�\w� 
12 �)12 

�--- L 

PL (� í �) PL 
8 \J L/2 -u2 ?. 8 

Pob2 
-r 

+ +- + 

() r �� 
o b 

... r� r r �) ... 
� o 1 • o 1 ' . 

Mo • .J'o{L -o) 
L 

w� (� 
W lt/ml 

8"'.� 
�---L 

' 

��La r ¿; 

1 L/2 1 L/2 -+ 

M 2 Pob { b + L·l 
21! 

M� r 
1 o 1 b � 

PL r� r r 
T \J L/3 L/3 L/3 � 

5WL ��D 5WL 5WL(j� 
48 

z 48 32 � 
W =carga total W = cargo total 
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+----- - - - t---

M o(� M �)MI Mo (� EM E � 
o b o b t 1 .. 

Mo= � {4Lo- 3o2- �)1 M1 = fl2Lo-3o2) Mo = �(2� + 3o2- 6oL) 

W = cargo total W = cargo total ��(�)� ',�L

� 
w¡ (�)wf W = cargo total 

Mc�:.:::&Pl 
+ o t e 1 L-t 

M e� w ll/ml 
M = Eñ!-{o4-(b+e)4+2�e{2b+e)} � 

6 

o e b 

M o(� w �)MI M = � {(o+cl'- o'L {o+ e)4- a•} 
cyryyyyyl 1 l! 3 - 4 

M o = ..!!.__ � (o+ e)- o _ { 2 2 

•L
2 2 

2l{o�cl-o]+ (o+c� -o 
' 3 • 4 

} 



El primer paso del método es restringir todos los desplazamien-

tos de junta desconocidos. Esto nos conduce a vigas doblemente empotr� 

das por lo cual hay que conocer las reacciones en vigas doblemente em� 

tradas. 

En este método se utilizan acciones producidas por desplazamie� 

tos unitarios, estas son translaciones o rotaciones unitarias, y las acci::?_ 

nes serán fuerzas o momentos. 

Las acciones causadas QC>r desplazamientos unitarios se conocen 

como "rigideces". 

Rigidez de un elemento doblemente empotrado: 

Ma (� �---------�JMA 

e 

Por el método de la vi ga conjugada : 

L 

R1 

Me 
u ttl � El -

R2 = V = e 

Í: MA = 0 

Mel2 MALL -2Ei3L+�3==0 

Me = �A; �Me] 

Al provocar un giro unitario en el extremo A con MA se genera 

Ms 
= MA , es decir existe un factor de transporte de lj2. 

2 
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El cortante en A es el valor del giro en ese punto: 

� Me L MA 2 
¿).la = O L2rr3- LTIT3l + LR2 =O 

R2: e 

1 MA t MA 2 2 M At: 
2 2IT3- ffi 31.: + R2 L =O- -m + R2l= O 

MAL 4EI Si 
R2 = 4Ef ; MA = --e- e1 e = 1 MA = 4EI o 

--¡::- ' 
Veamos la rigidez del siguiente elemento: 

�-----------�7 

Nuevamente por viga conjugada: 

�umJJ� n 

R2 

L 

L MA o LR2- *Y -tl =O 

R2 = fE�; 

s¡ e =1, 

M= 3Eie 
L 

M= 3él 

Me 2EI 
---e-

M= rigidez angular 

e 



Y para las translaciones: 

� 12Et_ ---¡r 

12EI 

1 11 

/ 1 1 
/ 

� ... 
6E¡CJ l! 6=1 

..2.E.L 
1! 

r\ -T-

1 1 

, 1 
1 

1 

ID � - �  

/ / 
1 

1 1 

.ID_ l.! 
� - -�- --

1 

' 
1 
1 
1 

1 
1 

3EI 
7 

A estos elementos se les conoce como rigideces lineales. 

Basándonos en los conceptos anteriores analicemos una estruct� 

ra por este método: El método es aplicable a estructuras linealmente e-

lásticas con pequeños desplazamientos. 

Las incógnitas son los desplazamientos, por lo cual éstas coinci-

den con el grado de libertad. 

Para expresar claramente los conceptos consideremos la estruc 

tura siguiente: 

CD 
r 

� 

(� 
� M1 \,. ------ ----� 

Rt +-- Lf2 Ljz-----4R2 
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Su grado de libertad es 1 , ya que el extremo 

2 gira un ángulo e � la translación horizontal no se considera ya que se 

desprecian los alargamientos o acortamientos axiales. 

1)._ Se obtiene una estructura cinemáticamente determinada, o sea -

que se eliminan los desplazamientos. 

� r 
® 

�e� , ____________ �)� 

t: : t 

\ 

A esta etapa se le conoce como solución particular 

"' 

2)._ El extremo 2 en el cual se ha restringido la rotación sí gira, co 

mo ocurre realmente, por lo tanto habrá que suponer una condición de -

carga que considere el giro real del nudo 2. 

nacido. 

M 

Por camodidad se da un valor unitario al desplazamiento deseo-

(j) ® 

- ill (1 }?)IJ M - ..1.ll - L - ' - L ----- - --e.:¡ � ·', 

¡6EI 
- j 6EI 

l! t-¡:: 

M es la rigidez angular 

A esta etapa se le conoce como solución complementaria 

� 



3)._ Ahora planteamos la ecuación de equilibrio (superposición de· 

etapas). 

PL 4EI e= O 8- L 

Rl = f + 6�1 e 

p� e= "'32IT 

P 6Et P� -R1 = 2+ [f" 32EI -
p 6 

T + 32 P = o. 6875 p 

M1 

R1 = 0.6875 P 
11 

IGP 

PL 2EI p[ 
- 8 - --¡:- 32EI - 0.1875 PL 

MI = - 0.1875PL 

Consideremos lo siguiente estructuro 

4t l

� 

CD 2T/m � f � �� EI�c..t e . z ... '/ íl, 
t----;6 m 5 m ---+2m t- 5 m -1 

Li L2 L3 
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Tiene cuatro grados de libertad , pero si 110 fijamos 

los nudos 1 y 4 encontramos las incógnitas 82 y 83, con las cuales es -

suficiente para determinar los momentos en los nudos 2 y 3. 
S e deberán considerar poro los borr os 1-2 y 3- 4 lo s momentos de 
empotramiento y los rigideces. correspo ndientes 

� 
4

1 )� 
Solool.óe 

A particular 
� y, 

w[ = 9T-m. 8 

. r� r �, . M20)d = P�b = 1 .6326 �,), M30)I = p� b 
+-- o --+b -t 

w 

M3old ��·333(� 
k2 2)i e2 = 1 

w&----(1)- - �) Jh k22)d k32 ' 

k23 83 = 1 k33)i 
(1 ----- --f-1 \ 

• \J \:i}= - --� 
k33)d "' 

k22l! = � = O 5EI 1 ' • k22ld = 4EI 
L2 = 

k22 = 1.071 E 1 

k32 = 2c� = o.2857EI k23 = 2tl
2 = 

k33)i = 4é� = o.s714EI k33ld = 3EI = 
L3 

�33 = 1.171E 1 

4.08 1 6 

Solución 
complementario 

0.5714EI 

0.2857EI 

0.6EI 

� 



Hagamos la superpos ici6n o ecuación de equilibrio: 

M2o + k2292 + k2393 : 0 

M3o + k3292 + k3393 : 0 

7.3674 + 1.0714EI92 + 0.2857EI93 o 
0.7486 + 0.2857EI92 + 1.1714EI93 o 

Resolviendo el sistema de dos ecuaciones tenemos: 
9

2 � - 2..:..22 249 
EI 

y 93 : 1.11027 

EI 

El signo(- ) de e2 significa que el sentido del giro es contrario al supuesto. 

Momentos reales: 

M21 : M20)¡ + k22)¡ 92 

M21 : 9 + 0.5 (-7.17249) : 5.41375 
M23 : M20)d + k22)d92 + k2393 

M23 :-1.6326 + 0.5714 (-7.17249) + 0.2857(1.11027) - 5.41375 

M32 : ¡;¡30)i + k3292 + k33)1 93 
M32 : 4.0816 + 0.2857 (-7.17249) + 0.5714(1.11027) 

2.6668 

M34 : ¡;¡30)d + k33)d93 

M34 � - 3.333 + 0.6 (1.11027) - 2.667 
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Considerando ahora el siguiente marco: 

t 1.2T • 2.5 Tlm 

r � 
r 

't----6m ___ _ 

MIO 2. 5:t/m Sol. Complementari& 

�. \ku)V 
!<21 

Sol. Particular 

k1z 
________ _ 

(b) 

wL2 
M., = 7.5 M¡o�-rz-=-7.5 

3ET K¡¡)C= -r- = 1.5EI 4E1 K1,)V =-¡- (6)= 4EI 

K V 4EI(6) 4EI 22)=�= 

K = 3EI Al - .p- o. 75EI 

K22lC=4EJ(2) = 2ti 

K • 6EI(2) 
A2 - � • - O. 7Str 

3E1 K¡A• - p- • - 0.7SE1 

6EI 12) K2A • K,A • - � •-0.75ET 

---- ---

(a) 

k24 lá 

{, __ � káá2 
1 

(e} 

K11= 5.5 E1 

K22= 6 E1 

1 
1 

1 
1 

k4á 
� -



Kt:.t:., = � = 0.0469EI 

Kt:.t:.2 = 12EI(2) 
4• = 0.375EI 

2EI( 6 ) K12 = K21= -6- -
2EI 

Ecuac�one� de equ�l�bk�o 

M10 + K 11 e, + K u e 2 + K, t:.= O 

M2o + K,,el + K22e2 + K2 t:.=O 

Vo + Kt:.¡e¡ + Kt:.2e2 + Kt:.t:. t:.=O �� 

Su�t�tuyendo valoke� 

5. 5oEie¡ + nre, - o. 75Eit:. = 7. 5 

2Eie¡ + 6Eie2 - 0.75Eit:.= - 7.5 

-0.75Eie¡ - 0.75Eie2 + 0.4219Eit:.� 1.2 

Re�olv�endo el ���tema de ecuac�one� 

el = 2.290908/éi 

e2 = - 1. 745456/EI 

t:. = 2. 145456/EI 

Momento� keale� en el makco 

M¡, = K¡¡ )Ce¡+ K,t:. = 1.K2fm 
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M 12 = M 1 o + K 11 J V e , + K u e 1 = -1 • 8 2 tm 

KM= 0.4219 EI M21 = M2o + K2,e, + K22J
ve2 = - 5.04Tm 

M2•= K22lce2 + K2t:.t:. - 5. 09Tm 

M,2 = K,2 e 2 + K,t:.t:.= - 3.35Tm 



Consideremos la siguiente viga 
CD rT 

a 
�� 

� � ) ;-; 
+--3� 3 5 m-------+ 

E 1 = cte. 
ks = 0.3EI 

�� * p �Ef. "� ....... 

M = - PL = � 
= 

- 7 5 
10 B B ' 

MIO Mzo rMZO)d " 
ivo M20)i = 7.5 

k12(, k22)71 , - k22)d �L - - - - - - - - - � \ 
�--

-- - � 

92 = 1 k���d::-_:-:_-� ::;0};/, 
WL2 

M20) d = - -B-
= _ 3x5 2 

k2�
t: 

�20� . kJo
(l 

-------- - -�- ------� 
L\.=1  kOOi�kOO)d 

Ecuaciones de Equilibrio (superposición) 

M2o + k2292 + k20A = 0 

V o + ko292 + (koo + kslA 

9. 375 

o 

-'.'-ca 
r mr -z� . � 

· 
�.., 

p' t p = 5 �t5 
2 1 =5 � 

tl.875 ¡1.875 

v0 = 5 + 7. 5 + 1. 87 5 

k22)i 
4EI 

L 0.666EI 

k ) 3El 
22.d = --L- = 0,6EI 

k02)i � k12 + k22)i = � L L 2 
k02)d � - k22)d 

� 
0, 12EI 

k10 � k20)i a �  • 0.1666EI 
L2 

k12 

0.1666EI 

14.375 

lli. 0.333EI 
L 

8 
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K2old 

Koo ).<: 

3ET p- = - O, 12EI 

12ET p-- = O.U555ET 3E1 Koold= p-
-1,875 + 1.26668, + 0,04 666E1�= O 

14 ,375 + 0.04 66682 + 0.37955� = o 

0,024 E! 

1. 2 66 6 

0.04 666 

0.04666 ] r82]
:
[1 . 875 l 

0.37955 � -14,375 

82= 2.88865104 /EI; �· - 38,22895871/EI 

M12=M1 o+K1282+K¡ o� - 7.5 + 0.333 (2,888651) + 0,1666 (-38.2289) 

M12= - 12,9084 T-M 
M21= M2ol-i + K22l-i 82 + K2ol-i �· 7,5 + 0,666 (2,888651 + 

+0.1666(-38,22895) = 3,0543 T-M 
M23=M2old + K22ld82+K2old�· - 9,375 + 0,6(2,888651)-0,12(-38.2289) 

M23= - 3.054 3  T-M 

El diagrama de momentos será 

J

IOT 
3T/m 

� 
8 

A 
� �0.681 " 

¡14.318 

12.90 
�05 



Jlll 
H3 +-

Se pueden expresar motriciolmente los ecuaciones de equilibrio. Por ejemplo 

��I 
l L +-
T 

SOLUCION COMPLEMENTARIA 
ill U! L L 

WL2 
12 

2El 
T 

wl! 
12 

4 E! 
T 

� 
H2 

87 

K11 4E I 4E I 
K1 2 

= -
H
- + -L- 2E I 

= -L- K 6E I 1/, = - --¡:¡-:.-

K22 = � + � L 
H K2 1 2E I 3E I = -L- K2t, = - fi7 

12E I 3E I 
Kt,l 6E I KM = � + --¡¡T = -

fjT 

M¡ + K11 S 1 + K¡, e 2 + K j l1 = o 
M 2 + K21 e J + K2 2 e·2 + � i l1 = O 

P + Kll¡e¡ + Kll2e2 + Kt,t,t, = O 

['" 
K¡2 

K2 1 K2 2 

Kll
¡ 

K/,2 �rJrJ 
K 2� e2 - - M2 

KM 

t, 

-P 

l< d = F 

K/,2 

K = Matriz de rigidez c.uadJr.ada 
{ .s,{m€br.,{c.a 

3E I 
= - fjT 

Kij = Kj i d,{agonal po.s,{Ziva 

La matriz de rigidez, [k) es aquella que multiplicada por el vector de -
desplazamientos [ct} proporcionará el vector de fuerzas fF} . 



EJEMPLOS 

METOOO DE LAS RIGIDECES. 

Problema l. 

Resolver el siguiente marco jXlr el método de rigideces 

10 T 

( 1) 
i Pl 

67 

4 m 1 1 I 
Inc.6gn-Cta;.,: 
e,, e 2 IJ �:, 

( 3) 1 � � 
¡.. S m •/• 1m� 

Soluci6n particular 

V o 

M¡ o M2o 

Js l 
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Soluci6n complementaria 

k¡\¡ 
-

... 

k11) V 
k 12 

_,------
....... ___ ., ..,. 

ki\¡ -

e, = ] 

kM)l-

kM)¡� 

e2 

� 

1 
k r( 

�k2i\ 

, , - M)z 

r 

, 
i\ = 1 1 

1 

1 

% 
-ki\i\ 2 

K22lc. 

k� 



Los momentos de emp:Hramiento en los nudos 1 y 2 son: 

M 1 0 = • P a b2 
• - 1 O (S) (1)1 • - 1, 388 T -m 

-------rz- 6 

M20 = P a2 b • 10(SI2Ul • 6,944 T-m 
----yr- 6' 

Los valores de las rigideces en los nudos ¡:era los diferentes estados 

de deformación supuestos, son: 

k1¡)v = 4E1 (6) • 4E1; 
-6-

k21 ·.2E1 (6) = 2E1; 
6 

k12 = ZET {6) = 2E1 ; 
-6-

k22lv = 4EI (6) = 4E1 
-6-

k 1 ¡) e = 3E1 • O, 7 S E1 
4 

k 111 = - 3E1 = - O, 18 8 ET 
7 

k 112 = - 3E1 • - o. 18 8E1 
7 

k22le = 3EI = 0,7SE1 
" 

89 

klll • • 3E1 = - 0,188E1 
....,.. 

kM)1 • 3E! = 0,047 E1 
--;p-

Vo • O 

LM eeua.c.<.onu de eqtúUbw Mn: 

M10 + k11 e1 +k12 e2 + k11111 =O. 

M2 o + k 21 el + k22 02 + k 211 11 = a 

Vo + k111 e, + k112 02+k1111 11= o 

StU>.utuyendo valOJte6 

k 211 = " 3EI = - 0,188E1 
....,.. 

kllll)2 • 3E1 • 0,047E1 
� 

-1,388 + (4 + 0,7S) El01 + ZETe2 - �.1!8!!11 = 

6, 944 + 2E1et + (4 + 0,7SlEI0t· 0,188E111 • O 

O. 0.188ETe1 - 0,188E1e2 + l0,047)2E111 = O 



Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior. 

0¡ • 1,052/E!; 82 = - 1,978/E! t:.. - 1,872/E! 

Una vez determinados los giros y desplazamientos en el marco, se -

calcularán los momentos reales en dicho marco. 

M13 = k¡¡)e01+ k1 t:. t:. = 0,75 E1 (1,052) - (0,188E1) (-1,872) = 1.136 
�E�1- EI 

M12 = M¡o + k¡¡}U0¡ + k¡282 - 1,388 + 4EI (1,052) + 2EI(-1,978)=- 1,136 
--u-- -rr-

IA21 = M2o+ k2101 + k22)u02 = 6.944 + ZE1(1.052) + 4 EI(-1,978)= 1,136 
--u- --rr-

M 2• = k22 )e02 + k2t:. t:.• 0,75 E!(-1,978) - 0,188 E!(-1,872) = - 1,136 
EI --Ez-

Las reacciones y diagramas de momento, fuerza cortante y normal se 

determinan como sigue. 

90 

Reacciones en el marco 

Jo T 

. 0,284 ;t;: ·284 
� 

l'· 667 18.m 

Diagrama de fuerza normal 

o. 2847 
1,667 1 1 1 1 J 1+1 1 1 1 1 1 8.333 

1--H.,_ ��� 
(N) 

Diagrama de Fuerza Cortante 

0.284 0.284 



Diagrama de Morre ntos. 

7.199 

7. 136 1 1 1 1 11 1 v.CII 11 11 11 11 1 11 De:. ¡1.736 
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Pr-oblema 2. 

Utilizando el método de las rigideces, resolver el siguiente marco el 

cual está sujeto a una carga lateral de 2T y carga distribuida de 3T/m 

como se muestra en la figura. 

2 T w = 3 T /m 

(t) (3) 

EI = c:te. 

(¡) 

IP l 
¡.. 4 m � 

3 m 

1 m 

El grado de indeterminación cinemática es G = 3 (02, 0,, ll) 

M2o M,, 
2 T V 

So.f.uc.<.6n 
l'o.l!.t.i.cu.f.o.l!. 

� 

kll, .+-'= 
1 k, )e 1 

1 
1 
1 
1 
' 1 

e, = 1 1 1 
1 1 
1 

� 1 

\, 
�--;:, 

k[12 
� 

So.f.uc.<.6n 
Comp.f.emento.l!..i.o. 

/ k2ll 
-
kM) 

k,ll 

...-+.----,--(¡ --ra;t: ) 3 

1,, 
ll 

- 1 

' 
1 1 1 . 

1 1 
1 ' 
' 
' 

,: 9 J A. 

1 k 'll 
� 4--- KM)' 



Los momentos de empotramiento en los nudos 2 y 3 son: 

M2 o = W'L 2 
/2 

· 3(4)2
,= · 4T-m; M,o =4T·m V=•2.0T 

--rr 

Las rigideces en los nudos para los diferentes estados de deformación 

supuestos, son: 

k22lv = 4EI = EI; 
4 

k32 = 2EI = 0,5EI; 
4 

k, J V = 4EI = EI ; 
4 

k23 = 2EI = 0,5EI ; 
-4-

k2ll= - 6EI = • 0.667EI 
T3T" 

k1ll = - 6EI = - 0.667EI 
T3T". 

k22le = 4EI = 1,333EI 
;r 

k12 = 2EI = 0,667EI 
-3-

k , } e = 4EI • EI 
-4 

k,3 = 2EI = 0,5EI 
4 

k 3ll = - 6EI = • 0,375 EI 
Tir 

k4ll = - 6EI = - 0,375EI 
Tir 

Las fuerzas K ll2 y K ll, son pares de fuerzas equilibran tes las cuales -

se valuan de la siguiente marena 

kl\2 

k ll, 

k22le + k12 
L 

k33 }e + k., 
L 

4EI/3 + 2EI/3 = - 6EI = - 0,667EI 
3 -9-

4EI/4 + 2EI/4 = - 0,375EI 
4 

J2Er = 0,444EI 
UP" 

, kM}3 = 12EI • 0,188EI 
Ti�T'"· 
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Las ecuaciones de equilibrio son 

M2o + k2262 + k2363 + k2ll ll o 

M,. + k,202 + k,0, ... k,ll ll= o 

V + k ll202 +k ll,e, + kM-A 

Sust i tuyendo valores 

o 

- 4 + (1+1,333) Eie2 + 0,5Eie3 - 0,667Eill = O 

4 + O,SEI62 + (I+I}EI e, - 0,375Eill = O 

- 2 • 0,667e2 • 0,375Eie3 + [0.444 + 0,188)Eill = 

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior 

62 • 3,861/EI; e, = - 1,810/EI; ll = 6,159/EI 

Cálculo de los momentos reales en ei marco 

M12 = k1262 - k 1ll ll = 0,667EI(3,867} - 0,667EI} [6,759} = - 1,533 
--u- -rr-

M21 = knlce2 .k 2ll ll = J,333EI[3,861) - 0,667EI}(6.759} = 1,039 
-u- -rr-

M23 = - M2o + knlve2 +k 23e3 = - 4 + EI[3,861) + 0,5EI(-1,81) = - 1,039 
-u- _E_I_ 

M,2 = M,o + k ,2el + (k,)V 0, = 4 + 0,5Eil3,861) + EI(-7,81} = 4,121 
----u-- IT 

M, . = k,}ee, - k,ll ll= EI(�1.81)- 0,375(6,759}EI = - 4',121 
---u- ---u-

M., = k .,e, - k4ll ll= O,SEI(-1,81) - 0,375 EI(6.159} = - 3,215 
----r¡-

-E-I-

Las reacciones y diagramas:. de momentos. fuerza cortante y normal 

son como se muestra a continuación 

"' 



M,2 
rr___.. e1 - ( XXYXXYXrcal � 

�1 l Cl M -- 21,.-� 

M23 3 T!m )¡ e, j an e, j" e, ) F, F, ) 
.----_ ""--<- e, 

_u_ �/.112 

r Fl 

Donde. 

el = /.121 + /.112 

e2 

e, 

L 

M2, + M , 2 L 

Al3�, + Mtt 3 
L 

1,039 - 1,533: - 0,165 

1,039-4,127: - 0.771 
4 

-". 12 1 + 3. 7. 17. : -. 
1 . 8 34 

4 

r wL _ 3x4 
= 6 Ton 2 - 2 

F1 = F2 - C2 = 6-0,771 = 5,229 Ton, 

F, = F2+ e2 = 6 + 0,777 = 6.771 Ton. 

M,,� 
e, --

i F3 

(Pa� eq�b�ante) 
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Reacciones en el marco 
2T 3 T/m 

1",. �1.533 
0.165-

15. 229 

Diagrama de Fuerza Normal 

• 

5.229 

� 
1.834 �

3.215 

i 6. 771 

6. 771 
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Diagrama de Fuerza Cortante 

T 

l. 834 • 

Diagrama de Momentos 

2T 

.;r 

3 o 7 2 5 

PJLob.te.ma 3. 

Resolver el siguiente marco 

t--6m 

6 2 T/m 

� 

3T/m 

2 EI 14 

El 

t 

lncognitas 83, 84 y 8s 

4m 

2 +--3m--t .J.-

+---5m 6m 

83 = 1 

+ 

� 

So�uc{6n pa�Q�aJL 

, 

Sofuc.-Wn QOmpf.eme•LtM.-ia 



/ 

------

84= 1 
24 

k?s 

� 

es 

1 � 
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Los momentos de empotramiento en los nudos son: 

El grado de indeterminación cinemática es G = 3 ls,,. o, y o, í 

wL 2 - !i.tL'_ = 
6 

/.f, = T2 -
7 2 • 

PL 2 14) _ 7 · M, k = r = -s� - , 

; M") V = - 6 

M,) S = 

wL 2 3 15 ) 2 . 
M,)v = ]2" - ---¡-z= - 6.25; M,)-<.= + 6.25 
M3) _.¡ = 3PL = lli1JiL = 3 · M,) d = - � = - il!li. = - 9 

7 6 6 ' 16 7 6 
Las rigideces en los nudos son los siguientes 2ET 

4ET k63 = -4- = O. 5EI ; k, ks = --;¡-= EI 
k 3)c.,¿ = 3� I-O, 75EI .: 
k43 = 2� II2) = 0,8EI; 

ks)v = �21, 7,6EI 
k - 2EII2) -O 8EI 

k ) . - 4EI 12) - 7 6EI • 4 -<._ - s- - . .) 
34-

T - . 
k,) d = E!JD .  EI 6 k,)Q = 4� I- EI; k2, = 2�7- 0,5tl 

4EI 
4EI 

k6)c. = -4- = EI; k 6)v = -6- (2) = 7.333EI 2EI 
2EI k" = -4- = 0.5EI ; k,, = -6- (2) = 0,666EI Ecuaciones de Equilibrio (superposición) 

M6 + k63G3 +O+ k686 = o 
M, + k,s, + k348, + k3686 

M, + k43o, + k484 + O = O 
Sus ti tu yendo va lo res 

1 1-61 + 0.5EIG3 +O+ (7 + 7.333)ET06 =O 
(-7-6.25 + 3) + (7 + 0.75 + 7.6)EI G3+ 0.8ETG , + O. 5ET06 

(6.25 - 91 + 0.8ETCJ3 + (1,6 + 7 + 71EIA4 +O 



Resolviendo el sistema anterior 

0G-l.7,964/EI; 03•0,838/EI : 04•0,578/EI 

Momentos reales en el marco 

M,¡ • M, A. + k,)u0, • 3,638 

M,, • M3)u + k3)u03 + k3404• - 4.447 

M36 ·M,) s + k3Jcs03 + k 36 06 • 0,819 

M., • M.Jc. + k.,e, + k.Jc.0. 3.382 

M., M,¿u + kG)vGG 3,382 

M,, M , 1 ;_ + k, ,0, + k, 1 -te • • 7. 844 

M,, M4) d + k4) iG4 8.422 

M., k4c.G, 0.578 

M,. M, + k,.e. 7 . 309 

M24 • k2 ,0, 0,289 

Las reacciones y diagramas de momentos, fuerza cortante y normal 

son las mostradas a continuación. 

El procedimiento para determinar las reacciones, es similar al segl!!: 

do en los ejemplos anteriores. 
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M , . 
1(�\tc, 

.C¡ � 6 7 11 

r F• ¡F 7 

M., 
�0---l.�H 

2 T 

c---0--wrs 2 M,. 
M" l M,_ 3T/m M,, 

e 3 ( cyyrrxyyynyxxxr) r 
r re, 

j( 
F3v 

Lr.-:1� 
F3HC 

4 T 

F¡ 
-

c. 

F4vi 

-�Mo2 
Cs 

� .  II...JM,. 

c. 
r F,vd 

De la figura anterior se tiene 

C _ M,, + M,. l -

r - M., + ¡.¡36 �2 -

e _ M,. + Al., 3 -

" 

= 

-3.332 + 7,309. O 655 T 6 • 

3 ,3 32  + 0.819 " 1. o 51 4 

-4.447 + 7.844 " 0.679 " 

' 8T 

�e, 

iF, 



e. = M., + o 
�6--

8.422 =- 1.404 �6� 
e _ M,z + Mz, _ 0,578 + 0,289 

S - - 4 = 0,217 
e M" + o 

= 
3,628 = . 907 6 = --;r- 4 

wL 2 (6) F6v = F1 = :¿- = z-- = 6 :t 

2 F6H = F,Hs = 2 = 1 ; 
F,vd = Fs 8 2 = 4 

. 3 ( 5) F3v = F4v-<. = -z = 7,5 

F -
4 

3Hc. - F1 = l = 

Del equilibrio de las fuerzas actuantes en cada uno de los miembros -

de la estructura se obtiene. 

2. 051 -
5. 34{ 

_2.051 

0.051 
-

1. 09 3 i 12' 166 
4-

�. 179 

z. 051 
-

6.655 

�073 1
8 

1 :, ,  404 2. 596 

-13.583 ¡ 0.217 
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Reacciones 
7.309 2 1 /� --------- � )-2.057 

2 T r 6.655 
-

3 T/m 
YYYYYYYYYr> l 

iE 

1 
1 2. )96 

J;"' 
0.217 
-�OU9 y ,..____..., . 

1 72. 166 t 13.>83 
Diagrama de Fuerza Nornal 

''t=-11 11111 j 11',-, '1 11 11 j lljl ¡ 1111111 11'1 ¡'11111 11 11115.073 
1 1 

-

r 3.073 

12. 166 13.58:! 



Diagrama de cortante 

1 o 093 

V�gkama de momentoé 

o. Z17 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2. 596 

O. �!9 1 1 · 41 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 IJ.::t:.. .L6Z8\ 1 i i i!tt> 
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Problema 4. 

Determinar las reacciones y diagramas de momentos y fuerza cortan-

te de la viga continua mostrada 

1' ' 11� �BI � I � 2I � I 3.53� � �  � � '0 
6 m 5 m 4 m 5 m 

Notación {:) giros y desplazamientos 

El grado de indeterminación es 3 (01,02,03) 

So.t:uu6n pa.!lticu.t'M 

¡¡2 o M¡o M� 
-� &5;---�v- \i �/ � 

Soluci6n complementania 

k l . k¡¡)d k21 
11 / )-/ ___ --,,,{ 

�-- -------� ) \ � 8¡ 

k¡, k22li k22Jd k,2 
"\ ___ L\__.---_-_---_¡ � ), ______ _-'() \: �2 

) k33)i k33Jd 

' tJ_----, e, � ------- � 



Los momentos de empotramiento valen 

wL2 
_ � � 2 .08�n - m; 

M, o = ]f- 12 Mzo = - 2.0Un-m 
wL 2 _ � =1.725�-m 

M , o= -8- -
8 

k . 3EI 11!-<. = -6- � 0.5EI 
4EI k21 = -5-� 0.8EI; 

k ) . 8EI 1 2 2 -<. � s-"' 
. 6EI ; 

k _ 2EI 32 - 4 � 0.5EI 

k,,u_ = 4�I = EI; 
Ecuaciones de equilibrio 

M 1 o + k 11 G 1 + k 1 2 Gz = O 
Mz o+ k21G1 + k 22G2 + k 23G3 

k11) d � 
4E� (2) 

� 1, 6EI 

k12 �; EI � 0,8EI 
AEI k22)d =4 EI 

k · _ 2EI 23 - 4 = 0.5EI 

3x3.33EI = 3.33EI k,, )d : 
3 

M, o+ k,2G2 + k33G, : o 

Sustituyendo valores 

2,08 + (0,5 + 1.6)EIG1 + 0,8EIG2 � O 
- 2, 08 + O. 8EIG1 + ( 7, 6 + 1) EIG2 + O, 5EIB3 = O 
7,125 + 0,5EIG2 + (1 + 3,33)EIG3 = O 
Resolviendo el sistema de ecuaciones 

G, 7. 502 
-u- G _ 1,342 . G _ -0,475 2 ·--y¡--, 3 --yz-
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Cálculo de momentos reales en la viga. 

'! - k ! ·e - 0,5ETH,502! - o 757 � 
" 'A- 11 -<. 1-

E1 - - , .;. - m 

M12 = M10 + k11)dG1 + k12G2 = 2.08 + (1,6EI) (-1.502) + 0,8EI(1,342) � ---u-M 12 = O, 757 

M2, � M2o + k21G1 + k22),¿02 � - 2.08 + 0,8EI(-1,502) + 1.6EI(1,342) � 7,134 ---u--- � M23 k22 )dG; + k2 383 

M,2 k32G2 + k33).(G3 

EI(/,342) + 0,5EI(-0,415) = 1,134 ---EI-- ___ E_I __ 

0,5EI(1.342) + EI(-0,475) --E�I-- ---E-I--
0,256 

M,B � M,0 + k,,)dG3 = 1.725 + 3.33ET (-0,475) � - 0,256 
Fuerza y momentos resultantes en la viga 

ti ;)5
7 �] j4 �34 0;)

6 h 
0.125� 0.]:¿5 r } o. 077 o. 07¡ i ¡ .l 1 o. 348 0.34� 0.086 0.0�6 t.5 2.J ks t 5 

7 T/m 7 T/m � � ;¡=:¡ t 6 m •t 5 m + 4 m + j m .¡ 0.725 2.548 2.V25 1.066 7.586 



Diagrama de fuerza cortante 

1.414 2.42� 
!),_ ¡ 1/h 0.348 Lllllll 11 1 1 Jl... 

Diagrama de momentos 

(M) 

100 
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C A P I T U L O 7 

MtTODO DE CROSS 

METODO DE CROSS 

Este es un método de relajaciones y fue ideado ¡:x:>r Hardy Cross 

en 1932. También se llama "Método de distribución de momentos". 

No es un método de los llamados aproximados, sino un proceso de apr� 

ximaciones sucesivas que nos permite determinar las incógnitas hipere� 

táticas con la precisión deseada. 

En estructuras impedidas al desplazamiento lateral el método de 

Cross evita el tener que efectuar la solución de un sistema de ecuacio

nes. Si la estructura puede desplazarse, el método de Cross también 

conduce a un sistema de ecuaciones, pero el número de dichas ecuacio

nes es muy inferior al que se obtendría utilizando por ejemplo, el mé 

todo de las flexibilidades o el método general de las rigideces. 

El método de Cross puede aplicarse en estructuras con elemen

tos de sección constante o variable, así como a estructuras con ele

mentos de eje recto o curvo. 

Para comprender este método es necesario comprender perfect� 

m ente ciertos términos básicos, los cuales se estudiarán enseguida. 

CONVENClON DE SIGNOS 

Para designar el signo de los momentos la convención !'erá la -

siguiente: Si el momento de flexión tiende a hacer girar al a¡:x:>yo en 

el sentido de las manecillas del reloj, el momento de flexión se consi

derará ¡:x:>sitivo. 



FACTOR DE DISTRIBUCION 

Considérese la Fig. 1 mostrada, en la cual la estructura está su-

jeta a la aplicación externa de un momento M. 

M 

""'A e 

K, K2 'lí 

KJ 

o 

fig. 

La estructura soportará el momento M por medio de los élemen-

tos BA, BC y BD. La contribución de cada elemento para resistir el mo

mento M estará en función de las rigideces KL K2
.
Y K3 de cada elemen-

to respectivamente. Se puede decir entonces que la contribución de cada 

elemento es: 

-�M MeA - �K 

- _fu_ M Mee- �K 

- ..JiL M Meo- �K 
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donde �K = K, + K 2 + K 3 

Por lo tanto se puede enunciar que: 

"El factor de distribución para un elemento de un nudo en una es-

tructura, es igual a la rigidez del elemento dividida por la suma de las -

rigideces de todos los elementos que llegan a dicho nudo" 

En si, el factor de distribución representa la rigidez proporcio--

nal del elemento con respecto a la rigidez del nudo. 

Para el caso analizado arriba se tiene: 

%K� es el factor de distribución para el elemento BA 

.:� es el factor de distribución para el elemento BC 

KJ 
"""iK es el factor de distribución para el elemento BD 

FACTOR DE TRANSPORTE 

Se ha visto anteriormente que cuando se desarrolla un momento -

resistente en el extremo de un elemento, se induce un momento en el ex-

tremo opuesto de dicho elemento. El momento inducido en el extremo o-

puesto tiene siempre una relación con el momento resistente desarrolla-

do en el extremo que gira o que se desplaza. Por lo tanto, se puede definir 

que: 

"El factor de transporte es el valor por el cual debe multiplicarse 

el momento que se desarrolla en el extremo girado o desplazado de un-

elemento (siendo el otro extremo empotrado) para obtener el valor del-

momento inducido en el extremo opuesto". 



En la siguiente tabla se analizan algunos casos comunes. 

ESTRUCTURA 

� �� G� �El 4EI -L-L 

l� �) ..§El_� � 

L2 
L 

e� =-
.1.E.L 

L 

tE� 
----¡} 

« " 
11 

F. T. Factor de transporte 

F. T. 

1 
2 

o 

o 

• 
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METOOO DE CROSS 

a) Estructuras sin desplazamientos. 

En la Fig. 2 se muestra un marco sujeto a un sistema de cargas 

dado. Para resolver dicho marco se puede usar el principio de superpos_!: 

ci6n indicado en la figura. 

A�·�! �e 

_,ll + 

o 

fig. 2 

Los momentos de los elementos que llegan al nudo B son: 

MeA =MeA + KaA<Ila 

Mee =Mee + Ksc�e (a) 

Meo= Meo+ Kao(j)a 



Se puede entoncE:;s hacer la siguiente representación de los datos 

obtenidos 

Estructura ori ginal  A 

Momentos de 
empotrami'ento 

Distribución de 
momento� y 
transporte 

Momento� finale!l 

1t/m 

�É¡n·� 
t 4m 3m -t-

11 
1 . .33.3 1 . .33.3 1.125 

� 
0.052 0.104+0.104 

�e� 
11 

1.385 l. 229 1.229 

�••xxx•f"tt�, 
l' 

fi g. 4 

La distribución de momentos se efectuó distribuyendo el momen-

to de desequilibrio en los elementos BA y BC para establecer el equili-

brio en el nudo B, o sea 

Ms =MeA +Mee= 1.333 -1.125= 0.208 

dsAMII= -0.5(0.208) = -0.104 

dsc Me= - 0.5(0.208) = - 0.104 
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Los momentos finales se obtienen sumando los momentos de em-

potramiento con los momentos distribuidos y¡o transportados en. B. 

El ejercicio anterior puede también presentarse en la forma si--

guiente: 

Momento de FACTOR DE 
BARRA empo trami e. RIGIDEZ DISTRI BUC. 

BA 1.333 
4EI= EI 

L 0.50 

BC -1.125 
3 EI = EI L 0.50 

� 0.208 EI 1 . 0 0 

A �  � EI � EI � C 

F.O. 

F. T. 

M.E. 

M. 

4 m t 3 m ----.f>---
0.5 o 0.50 

4-- 1/2 o -
-1.333 1.333 -1.125 

-0.052 -0.104 -0.104 

-1.385 1.229 -1.229 

� � �' 
r v fi g. 5 

1.385 l. 229 

FACTOR DE 
TRANSPORTE 

0.50 

0.00 

Factor de distribución 

Factor de transporte 

Momentos de empotramiento 

Distribucion y transporte 

Momentos finales 

Di a grama de m o me nt os 



b) Estructuras con desplazamientos. 

Para resolver este tipo de estructuras por medio del métoclo de -

Cross se puede emplear el principio de la superposición. Considérese, 

por ejemplo, el marco mostrado en la Fig. 6, el cual puede desplazarse 

lateralmente. 

� 

� 

fia. 6 

Por superposición se onede establecer que: 

�22- F, 
..-------...., -

___. - + 

� � � � "' 

1Q Etapa 2a Etapa 
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Lo cual quiere deci� que en la primera etapa se resuelve el mar-

co considerando que este no se desplaza. Se calcula la fuerza F 1 que 

impide el desplazamiento y se aplica al marco (segunda etapa). Puede e� 

tablecerse entonces el siguiente procedimiento para resolver estructuras 

de es te tipo: 

l. Resolver la estructura considerando que esta no se puede des

plazar. Determinar la fuerza F, que impide el desplazamiento. 

2. Suponer en la estructura un desplazamiento !J. cualquiera i� 

pidiendo que los nudos giren. Con la estructura desplazada se permiten-

los giros en los nudos y se resuelve la estructura. Se calcula ahora la -

fuerza F 2 que produce el desplazamiento !J. dado. 

3. Como la fuerza F 1 que impidió el desplazamiento en (1) se

rá diferente que la fuerza F 2 calculada en (2), los resultados del paso 

(2) se deben multiplicar por el factor de corrección F1/ F2 . 

4. Se suman los resultados obtenidos en (1) con los obtenidos en 

(3) y ésta será la solución final. 



EJEMPLOS 

METODO DE CROSS 

Prc blema l. - Encon ·�ar el diagrama de fuerza cortante y momento 

flexionante de la viga continua que se muestra enseguida, la cual -

está sometida a una carga uniformemente repartida de 2 mjm y una 

carga de 10 tn. como se ilustra en la figura. 

¡1ar 
( 

� I, l2 I 0. z � � 3 

4m 2m 2m 6tn 

L, L2 L, 

r1 � 150; I2 200; I, 100; E = cte. 

Solución: Considerese que los nudos (2) y (3) están empotrados. 

l. - Cálculo de los momentos de empotramiento 

M 21= WLI = 
2(4)2 

8 _8 ____ 
= 4 ; 

M = _ WL� = � 
= 

_ 2(4)2 _ 10(4) 
= 

_ 
7 66 23 12 8 12 . .  8 . M 32= 7.66 

t1s. WL � - -2 ( 6) 2 
= - 6 ; M 43 = 6 - 12' - 12 

2.- Factores de distribución y transporte. 

K21 

Nudo L. 

3EI1 _ 3(150)E = 112.5E -¡:;-,-- 4 K2 3 
4EI2 _ 4(200)E 

= 200E � - 4 
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l:K2 

F.D.21 

IT21 

(112.5 + 200)E = 312.5E 

0.0. 

� = 112.5 
= 

l:K2 312.5 

FT23 = 0.5 

0.36 

Nudo 3 

4EI2 - �E 
= 200E K32 = --r;;- - 4 

K,. 

E K, 

4EI, _ 4(100)E 
= 66.67E 

---¡;-;- - 6 

(200 + 66.67)E = 266.67E 

F .D. 2 3 

F. D., K, = 
l:K, 

200 

266.67 
- 0.75 F. D.'" 

F. T. 32 = 0.5 ; F.T. 34 = 0.5 

K23 200 
EK2 

= 
312.5 

K,. = 
EK, 

El arreglo tabulado de la solución es el siguiente 

0.64 

66.67 
266.67 -

IOT 

[J�;i- 1e,:t� 
� � " 

� 

0.25 



4 

11 21 131 1 
Fact.Distr. -0.36 -0.64 -0.75 -0.25 

Fact.'l'r�n� -+- n _,_ n " + O.<; _,_ 

M.emptr. 4.0 -7.66 7.66 - 6 6 

M0 1.32 2.34, 
F.T.ij M8 ""1.17 

M0 -2.12 -0. 71" 
F.T.ij M0 -1.06- ---. -0.36 

IMA 0.38 0.68 

1<- .,. · · M0 
�

0.:14 
M0 -0.26 -0.09-

F.T.ii M0 -0.13- ----. -0.05 

0.05 0.08 

EM 5.75 -5.75 6.79 -6.79 5.�9 

En la tabla anterior se ha ilustrado como se distribuyen los momen-

tos de desequilibrio de cada nudo en los elementos que concurrw a 

dicho nudo/ según su factor de distribución correspondiente, teniendo 

en cuenta, que se deben transportar dichos momentos al extremo - -

opuesto según su factor de transporte. 

Con el fin de hacer más claro el método, se anotarán algunas oper� 

ciones en forma detallada de los valores obtenidos en la tabla. 

Renglon l.- Distribución de momentos (equilibrio del nudo 2) 

M2 = M2 1 + M2, = 4-7. 66 - 3.66 

(d2¡)M, = - o.36(-3.66) 1.32; (d2, lM2 - 0.64(-3.66) = 2.34 

Renglón 2.- Momento transportado 

F.T.23 (d23)M, o. 5( 2. 34) 1.17 
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Renglón 3.- Distribución de momentos (equilibrio del nudo 3) 

M, = M32 +M,, + F.T.23(d23)M2 = 7.66 - 6 + 1.17 = 2.83 

cct,2)M, = - o.75(2.83) = - 2.12; (ct,,)!l, = - o.25(2.83) = - 0.11 

Renglón 4.- Momentos transportados 

F.T.32(d32)M3 = 0.5(-2.12) = - 1.06 ; F.T.34(d34)M3 = 0.5(-0.71) = - 0.36 

El procedimiento se repite iterativamente hasta obtener la precisión 

deseada. 

Una vez que se han distribuido y transportado los momentos de des� 

quilibrio se procede a determinar los momentos finales, que de 

acuerdo con la· tabla anterior, basta con sumar algebraicarre nte los 

valores que aparecen en cada columna. 

Cálculo de reacciones en la viga 

5.75 

cv-yy-yyvyY?) 
1 J .  44 1. 44 l 
r 4 4 r 
i �.56 

�.75 6.79 j7
0 

(�) 

r14. 18 

¡0.26 0.26 f 

t J 

6.79 5.59 

(�) 
to.�o o.2o l 
l 6 6 1 

t J 5.46 js. 80 

� 



Diagrama de 

2.5"61 '> • . .. 1 1 1 ">. • ., """' • f < • 

Diagrama 

5.8 

,, "'""''"'"· '[\ � A 
s'SlUV 15.59 

Problema 2.- Determinar el diagrama de fuerza cortante y momento 
flexionante del marco mostrado. 

� 

¡ ro 1 n 
t 31 n/m 

2 m Z m 

4 m 

'l: 

l. - Momentos de empotramiento 

r::. I. :.; constante 

Por simetr1a geométrica y de carga 

no hay desplazamiento lateral 

M23 c.IJ..2 PL _ 3(16) 10(1¡) = - 9.0 -¡¿--e- - _ _  1_2 ___ 0_ M21 

¡;¡, = ��' + � = 3:;6) + (1� (4) = 9.0 ; ¡;¡,_ 
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2 - Cálculo de Jos factores de distribución. 

Nudo 2 

K2 ¡ = 4�1 = El ; Ku = 4!1 = El ; tK, = 2EI 

d, 1 = } = o. 5 ; d, = } = o. 5 

Nudo 3 

4EI I!EI 
EK, = 2EI K32 = ¡¡- = El ; K34 = 4 = El ; 

d32 = 3'- = 0.S; d,. = } = o.s 

Dado que los factores de distribución son de vital im¡:onancia en el 

método de Cross en el cálculo de momentos, debe verificarse siem-

pre que la suma de dichos factores en cada uno de los nudos, sea -

igua 1 a la unidad. 

Para este problema, puede observarse que la suma del valor de los 
factorcR ele distribución en los nuclos 2 y 3. es correcta. 



Los factores de transporte son para todos los casos igual a O. S 

En este ejemplo se considera una variante del método que consiste 

en equilibrar todos los nudos y después efectuar los transportes co 

rrespondientes a los empotramientos l y 4. 

El arreglo tabulado se presenta a continuación y no importa el or-

den de equilibrio de los nudos, ya que primero se equilibran todos 

ellos y después se procede al transporte de momentos. 

-o. 5 -0.5 --+ O. S <t--- -0.5 -0.5 
0.0 -9. o 9.0 0.0 
4. S 4.5 � 4.5 -4.5 

-2.25 - 2.25 
l. 12 l. 12 � -l. 12 -l. 12 

-0.56 -----. 0.56 
0.28 0.28 1- - -0.28 -0.28 

0.07 

0.02 

0.00 
b.UC 

-0. 14 ·- ---. 
0.07 . � 

-0.04 - � 
0.02 

· �  -0.01 ·-----

0.00 
-b.OO 

�� 

• 2. 25 
o. 56 
o. 14 
0.04 
0.01 

� 

o. 14 
-0.07 -0.07 

0.04 
-0.02 -o. 02. 

0.01 
0.00 0.00 
6.00 -6.00 

�� 

-2. 25 
-0.56 
-0. 14 
-0.04 
-0.01 

� 

l 
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La secuencia que se ha seguido en el cálculo anterior es como lo -

indican las flechas y que a continuación se expone brevemente. 

De acuerdo con las ecuaciones utilizadas en este método y refiricn-

do la notación a la expuesta en la parte teórica de estos apuntes, 

se seguirá la secuencia indicada con líneas continuas. 

El momento de desequilibrio del nudo 2 es: 

iz • Mz¡ + iz1 • - 9 + O • - 9 

El momento distribuido vale Me1• d13 Mz • - O. 5(-9. o 1 • 4. 5 

El momento transportado es MT 3 • .:tz3 d., Mz • O. 5(4. 5) • 2. n 

Por lo tanto los momentos distribuídos con el nudo 3 son 

Me3 • d,zMr3 
• 

1J Me, • d,. Mp 

0 .5(2.251 

0.5(2.25) 

- 1 • 1 2 

- 1. J 2 

El momento transportado del nudo 2 al 3 calculado antes, pasa a -

ocupar el momento de desequilibrio en el nudo 3, por lo que se pr::: 

cedió a la distribución del mismo. 

Volviendo al problema se transporta el momento distribuído de -l. 12 

al nudo 2: 

M
7 1 • .:t, z d 3 z MT 3 • O. 5 1- 1 • J 2 ) • - O. 56 

Este momento se distribuye en los miembros que concurrren al nudo 

2 repitiendo nuevamente el procedimiento. 
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Una vez equilibrados los nudos, se procede a transportar los mome.!:l. 
tos distribuidos hacia los empotramientos. Así por ejemplo para el 

Diagrama de fuerza cortante 

11 
apoyo 1 se tiene. 

M n = .t2 1 d21 M2 = Momen-to b!aiU polt-tctdo ct " 1 " 

Mr, = O. 5 (-O. 5) (- 9, O) = 2. 2 5 - 1 L¿nect pun.tectdct det nudo 2 ct.l 1) 
MT¡ = 0.5( 1. 12) = 0.56; Mr1 = 0.5(0.28) = 0.14 

e-tc.. 

Cálculo de reacciones en el marco 

r M,, úq. = o 
Diagrama de momento flexionante 

( 3 ) 
6 = - 9 

+ H1 ¡4) � H1= 4 = 2.25 .tn 

í: M,, úq. = O 

6 = - 3 + 10(2) + 12 (2) - V¡[4) + 2.25(4) 

3_ }1) ( 4) 
?.:. '////� 

+11¡ +H2 

V¡ v2 

V1 = 11.7J.tn. 

PoJt 6-ime..tJúct de c.MgM .tenemo6 

V 1 = V 2 = 11. O .tn ; H1 = H� = 2. 2 5 .tn. 



Problema 3.- Encontrar el d¡ggrama de momemo flexioname de la siguie!:l 
re es rrucwra. 

--] 
(1) 1Jj 

T 
5 1 /m 

:%. J, (z) )¡ .�1-11 J, 

12 

( 3) E • c.te. 11 • 1 O o cm'; 
:%. 

5m z.Sm 2.;m 8m 

Solución. 

l. Cálculo de momenros de em¡;orramiento. 

¡;¡, 

M" 

wL 2 
!'l._ 

wL 2 , 15. 

62 5 ; M,. • - TI 8 8 

37 .04i 
M4 5 = _ wL 2 

1f. - 26,66 

2. Cá le u lo de rigideces relativas 

Nudo 2 

- 37.04 

K21• 3�1- 60 ; K,. 4[2 • 80 412 • ISO K, ' T 

l:K2 290 

Nudo 

411 • 80 K, ' T 412 • 75 K" T rK, • 1ss 

3. Cá lculo de factores de distribución y rrans¡;one 

tS) 
" 

12 • 150 cm 
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Nudo 2 

K 
d,¡ = -&-; = 0.207; d'" = K,, 

l:K; = O. 277; d, 

:t2! = o; :t'" = o. 5; :e, = o. 5 

Nudo 4 

K KI¡S d,, = ,, 2 = 0.517; dr1 � = = 0. 4 8 3  rr.; rr.; 
:e, 2 = o. 5; .:trrs • 0.5 

4. Distribución de momentos de empotramiento 

r},') 
r--7.970 r-�---O.S&u 

1 1 0.282 1� 
1 
L� 

L_- 0.293 
4.zn 

-29.874 
-0.076 
-7. o 2 

K,' = IT3 = 0.516 

� 
-0. 57 

- 1. O S' 'i[(J( 



Diagrama de Momentos 

ll},<J!pf!!!f!!/l• ,,'!!ll!b ·-' f''llll/11/llllll//0 "' 411//,/:,,,!11/11/� "lJIII"IiU' Villllliiiiiiii!!IY '""'"'""" 

28. o 3 

29.87 
S. S� 

!1 
�. 28 

25. 1 1 

Nota. La secuela de cálculo en la distribución de momentos. es la mis 
ma que se utilizó en los problemas 1 y 2. 
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Problema 4.- Resolver la estructura siguiente 

1 18 Tn 
1 z 1 ,----�----------� 

6EI 

1 j 1 

'2EI EI 

111 
� 
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3 m 6 m 

Cálculo de momentos de empotramiento 

M,, 181311361 = 24 tn-m 81 M, 181619 =-12 tn-m -8-1-

Cálculo de los factores de distribución 

Nudo 2 

� 

K,¡ 
41 2EI) ---;¡-- = 2EI K,, 41 6EI 1 

-9 - 2.67EI IK, 4. 67EI 

d,¡ 2/4.67 = 0.428 d,, = 2.67/4.67 = 0.572 

Nudo 3 

4i6EII 
= 2.67EI K32 = -

9
--

K,. 
4ti = 1EI 4 IK, 3.67fi 

d32 = 2. 67/3.67 o. 728 d,. 1/3.67 = 0.272 

4 m 



El arreglo tabulado es el que se presenta a continuació.l. En el cál-

culo se han equilibrade> primero los nudos y después se hicieron los 

transportes correspondientes. 

¡.... Q •• 4,8 o. 572 0.728 o. 2 72 l 
24.00 - 7 z. 00 

,-
-10.2 8 -13.12 

4.36 � g.73 3.27 

- 6.86 1 
- 7. 8 6 - 2. 50 

2.49 � -4.99 7. 87 

- 7. 2 5 

- ( .. 06 - 7. 43 

0.45 � � 0. 9 1 0.34 
- o. 71 

� 0.1'1 ' o. 26 
0.26 � -

o.sz o. 7 9 
- o. 7 3 

- o. 7 7 - o. 7 5 0 . 05 � - 0.10 0.03 
- 0 . 07 

-

- o. 02 - 0.03 

0.03 � �0.05 0.02 
- 0.01 

-

- o. o 7 - o. 01 

- 7 3. �3 7 3."53" 1 o. 01 

- 5. 72 � . 7Z-
_j ___j__ 

1 
- 5. 14 1 7. 63 - _.1 
- o. 93 o. 93 

- o. 53 o. 7 7 
- o. 09 0.09 
- 0.05 0.01 
- o. 01J 1 o. 01 

- 6.75 2.84 

Cálculo de la fuerza que ha impedido el desplazamiento del cabezal. 

(Del paso 1). 

De acuerdo con los valores de los momentos obtenidos en el cálculo 
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anterior (distribución y transporte de momentos), se tiene el marco 

siguiente. 

121 

l�)j.53 6.75 
(7) 

+H¡ H, 

Aislando el cabezal, se tiene 

EM2, üq. • O 

-73.53 • 6.75- 4H1 

· · H1 • 20.Z8/4 • 5.07 

EM,, deA. • O 

5. 72 • - 2.84 + 4 H, 

H, • 8.56/4 • 2.14 

---l t� 
5.07 

2.14 

2.93• F¡ 

La solución de la estructura requiere el análisis de los marcos. 

)[ 

0 0 

7� 2.93 

2a. e;tapa 

....L-�3 

� 

+ 

� ';f, l--. ' la. e..tapa 



2o. PASO.- Como se mencionó anteriormente, se supone un despl� 

zamiento A del cabezal y se calculan los momentos que lo produ-

cen con los cuales se obtiene la fuerza en el cabezal que causa di-

cho desplazamiento. Así mismo puede suponerse el valor de lcis -

momentos y calcular la fuerza en el cabezal. 

Por lo tanto supóngase momentos de lO tn. m. en la columna de la 

izquierda. Los momentos en la columna derecha no tendrán el mis 

mo valor, dado que las rigideces en ellas son distintas 

{', 
r--4 

{', 
+---+ t----- r 5 

E1 

5 
' 

- 6EI 
f'> = � x � = 5.0 út.m. M,. = L' 16 3E1 

Ve .t<1 60Jtmula de JU.g-i.dez Unea.f. 
&e tiene 
,1 

= 
6Eit.. 10 = 6I2E1) f'> ,. L' '  16 

f'>= 40!3 E1 

La distribución de momentos se realiza de igual manera como se 

hizo en la primera etapa. 

El orden del tabulado en esta etapa es el que se presenta ensegui-

da. 
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0.428 ---o:57T 
10.00 

-4.28 -5.72 
- 1. 82 

o. 7 8 1. 04 
¡. 04 

-0.44 -0.60 
-0.19 

0.08 0.11 
0.11 

-0.05 -0.06 
-o. DI 

0.01 o. 01 
6.10 -6.10 

...,¡,. 

10.00 
-2.14 

0.39 
-0.22 

0.04 
-0.02 

� .. ... 

� 

_>-<:::._ 
� 

� 

� 

o. 728 0.272 
5.00 

-3.64 -1.36 
- z . � 6 

2.08 0.78 
o.sz 

-0.38 -0.14 
-o. 30 

0.22 0.08 
o. o; 

-0.04 -0.01 
-0.03 

0.02 0.01 
-4.36 4.36 

_,.,.. 

5.00 
-0.68 

0.39 
-0.07 

0.04 

. ' . 

Cálculo de la fuerza F2 que ha producido el desplazamiento del cabezal. 

5.�= F 2 

4.36 1 Z:M2, üq. 

4.6� 
b.10 = 4H1- 8.05 

141 

� • • H 1 = 14. 1 514 = 3. 54 

12) 

I
�:-:: 

+ '4 =H1 H,+ 26 

Z:M 3. deJt. = o 
4. 3 6  4H4- 4 . 6 8  

H, 9.04/4 2 . 2 6  

S e  tiene F2 = 3.54 + 2.2 6 5. 8 o 
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3er. PASO. - Como en el primer paso se obtuvo una fuerza de - METODO DE KAN! 2. 93 ton. y en el segundo paso una fuerza F2 = S. 80, se multi-

le 

plicarán los resultados por el factol' de corrección F¡/F2 que va-

ti da del mismo las ecuaciones de pendiente deformación que a continua--

El método de Kani es un proceso iterativo, siendo el purtto de pa� 

ción se describen. 
e 2.93/5 . 80 o. 5o 5 

La relación entre los momentos aplicados en los extremos de una 
Se obtienen los momentos siguientes y como comprobación se 

viga con los desplazamientos que producen, son: 

calcula la fuerza en el cabezal 

j,O� H¡ : (3.08 + 4.06)/4 
MAs 

--t-
H 1 : 1 .. 79 

8 2.j6 H, : 12.20 + 2.36)/4 
A 

ll 

� 

�. + 

+1.74:H, 
H, : 1. 14 

1 

�M,. 

F :  1. 79 + 1.14 : 2 .93 

+ 1.79 :H1 

4o. PASO.- Sumando algebráicamenre los resultados de esta -
etapa con los de la primera etapa, se obtiene finalmente 

1 18 T 

l 

7.�2 

5.zo 
0 

3.28 + 
12.28 

(4) 
"' 

+j,lg 
; • 7z 
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CAPITULO 8 

�ETODO DE KAN I 

Los diagramas de momentos divididos entre El, serán: 

MAs 
IT 

MeA 
El 

Resolviendo por viga conjugada: 

--+- L/3 -+--l/3 -+- L /3 -+-

� p, 
�S a 

fsA f p2 :J il 

P, = MA B L 
2 E I 

P2= MaAL 
2 E I-



Haciendo �M en Pi 

-9-A 1.. l + B- sl L - /). - M A e l _l l = O 
3 3 2 El 3 

Haciendo ahora �M en P¡: 

-6-A l L + -9--a 1. l - /). - MeA l l l = O 
3 3 .2E1 3 

Si hacemos K = I/ l 

MAs= 2EK(2-9--A + B- e - 3D.) 
L 

M BA = 2 E K ( 2 B-e + B- A - 3 A ) 
L 

_ (1) 

_ (2) 

_ (3) 

_ (4) 

Las ecuaciones 3 y 4 se les llama ecuaciones del método pendien-

te deformación. 

El método de Kani es una resolución gráfica de las ecuaciones me� 

cionadas. 

La demostración del método de Kani, se expresa a continuación: 

Si en las ecuaciones 3 y 4 se substituye: 

K= EI 
T 

� = 2-9-

lf= Gb. -L-
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Se obtendrá 

mn 

M12=2K124:l1 

m21 

m21 m
'
,2 

,------:--; .--------; 
+ K12�2 + K12't' 

m12 m'21 
.-----. r---1 

Mz1 = 2 K 21 4:J 2 + K 21 t¡), + Kz, 't' 

__ (5) 

__ (6) 

o en forma general: 

en la cual: 

mi 

mj 

• .. 
ml] 

.J.J.o 

M; i = 2 m ; + mi + m
'
;¡ + .J.J.o __ (7) 

contribución por giro de la barra ij, en el extremo estudia

do. [ 4él e;} 
contribución por giro de la barra ij, en el extremo opuesto. 

[ 2é1 ei] 
contribución por desplazamiento lineal entre dos extremos [ 6Eill J de la barra � 
momentos de empotramiento en los extremos de la barra, 

producido por el sistema de cargas. 

Aplicando la ecuación de equilibrio de momentos a un nudo cual-

quiera en una estructura, se obtendrá: 

Q) 
Kn 

KH K12 

© ICD � 
K1s 

@ 



:?:M, = O 

K,2(2(j), + (j)2) + K,4 (2()), + ()>4) + K,s(2(j), +()>,) 

+ K13 (2(j), + (j)¡) + K,,l¡l! + K1l'fn + Mo = O _ (8) 

( Mo = momento de desequilibrio en el nudo) 

de donde: 

()>,=- -------------------
2(K12+ K1J+Ku+K,,) [ ���] 

M o+ K12(j)2 + K,4¡p4 + K,, cj), 
+ &� +,K,s_4\+,K1l

, 
'tln, 

m3, m't3 m't3 

Aplicando ahora la ecuación de equilibrio de fuerzas de entrepiso 

se tendrá: 

� 

Siendo 

m41 ms2 

l 
¿}=o= 2>- ¿v =o 

LF = Fuerzas exteriores 

LV= Fuerzas cortantes 

+ 
h 

t-

(9) 
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m14 m4t m'14 
r--'----, 

Fh = Ki4(2 $1 + $4l + K41 (2 <jJ4 + $1 l + K14 1¡1¡} 
+ K2s(2<jJ2+<Psl+ Ks2(2<Ps+<jJ2l + K2sif1 --{10) 

+ K3s(2 <jJ3 + <l>s l + Ks3(2 <Ps + <jJ3) + K3G 'f¡ 

desarrollando la ecuación anterior, tenenemos 

Fh = 3(K14<jJI + K14<jJ4 +K25<jJ2 + K2s<!Js + K3G<jJ3 + K3s<jJs) + 

+ 21¡Jr (K14 + K2s+ K3s)---(11) 

de donde: 

Yr 

mt4 I'Jl -4 1 mzs msz 
� .------"-;--, � � 

3 [ K14 $1 + K1 4 $4 + K25 <!J2

. 

+ K2s Q>s J --{12) 
2 (K14 + K25 + K3s) + K tt. + K tt. . Fh 36'j'3 36'!'5 --

� L--r---4 
3 

m3s m63 



De la ecuación (9), se obtiene que: 

mrz Krz �� 

mr3 = Kr3 <Pr 

K12 
2(Krz + K13 + K14 + Krs ) 

[mismo paréntesis que] 
(9) ---{13) 

Kr3 [ · - J 
2 (Krz + Kr3 + Kr4 + K rs) 

mrsmo pa rentes i s que (9) -{14) 

y en forma general: 

mij = Kij �¡ = - I¡j Ímismo �arémes i s que l9)] __ -(15) 
2_ Kij L 

A la expresión fuera del paréntesis se le llama coeficiente de ro-

tación angular. 

De la ecuación (12), se obtiene que: 

m'r4 Kr4 l¡.ly 

m'zs = Kz31¡1r 

_ 3K14 r . J - - 2(Kr4 +Kzs+K36¡ Lmrsmoparéntesis que (12) --{t6) 

3K25 f. . } - 2( K14 + KZ5 + K36¡ c
rsmo paréntesis que (12) --{l?) 

y en forma general: 

m'ij = Kij 1¡.1¡ 3K iÍ [ . _ 
J '\ mrsmo parentesis que (12) --{18) 

2 L., K cols. entrepiso 

122 

A la expresión fuera del paréntesis se le llama coeficiente de dis-

tribución lineal. 

Las ecuaciones (13) y (18) son la base para la aplicación del mét� 

do de Kani. 

De acuerdo con lo mencionado, la secuela de cálculo para la obte:! 

ción del método de Kani será la siguiente: 

l. Obtener los coeficientes de rotación angular en todos los nudos 

de la estructura y los coeficientes de distribución lineal de todas las co-

lumnas de la misma: 

coeficiente de rotación angular 

coeficiente de distribución lineal 

1 __Kl_ 
-2 ¿Ki 

_2 
2 

K col. 

LKcols. 

2. Calcular los momentos de empotramiento en vigas y posterio� 

mente del momento de desequilibrio en cada nudo. 

3. Si existen fuerzas horizontales, calcular la fuerza cortante en 

cada entrepiso y el valor correspondiente a V h/3 

4. Recorrer todos los nudos de la estructura aplicando las ecua-

ciones (13) y (18), haciendo las iteraciones suficientes hasta lograr que 

la última iteración sea igual a la precedente. El orden para recorrer la 

estructura es arbitrario; pero es conveniente que una vez seleccionado -

algún orden, se repita en la misma forma. El método de Kani es autoco-

rrectivo, es decir, si se cometió algún error numérico, éste se correg_.!: 
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rá en la siguiente iteración. 

Los momentos finales en las barras, se obtendrán como sigue: 

Mij ..11 + 2mi + mj + rri'ij 

METOOO DE KANI 

Las siguientes ecuaciones constituyen la base del llamado Método 

de Kani 

mij 

).Ji j 

K 
-m 

3K - 2l:K 

Mio + l: mj i + l: ¡ú.j ) -- (1) 

!'..12. + l: (mij + mji}) --- {2) 3 

El momento real en el extremo de una barra será igual a: 

Mij 

Mij 

Mio + 2tl (28i + 8j - 3'l'ij} 
-l-

Mio + 2mij + mji +)1-í._f --- (3} 

Problema l.- Resolver por Kani la estructura siguiente 

1') {i) 
20T-

SI 

' 

3 m r 

;; '�l' 141 
IOT 

2T 13 m 

{, 1 
� 1 ó 1 

5 m 

-1 

1---



ler. PASO.- Calculo de los factores de distribución 

Sabemos que. F. o 'A, 

Angulares 

BARRA Rigidez Relativa 

1-2 8/5 = 1,6 

1-3 1/3 = 0.33 

Suma = 1. 93 
7><1 q< - < Rf> 

2-1 8/5 = 1 . 6 

2-4 1/3 = 0.33 

Suma = 1;93 

2 x 1 'H- "l Rf> 

3-1 1/3 = 0.33 

3-4 10/5 = 2,00 

3.5 1/3 = 0.33 

Suma - 2,66 
2 X 2.66 = 5.32 

4-2 1/3 = 0.33 

4-3 10/5 = 2,00 

4-6 2/3 = 0,66 

Suma = 3.00 
2x3 = 6.00 

K ; F. D. L. 
2Ü 

F O, 

0,415 

0,085 

o 415 

0,085 

--1 
0,062 1 

o. 376 1 

0,062 

0.055 

o 335 

o. 110 

3 K 
Z EK 

Lineales 

Entrepiso 
1 

3-5 

4-6 

Entrepiso 
-� 

1-3 

2-4 

Rigidez Relativa 

l/3 = 0,33 

2/3 = 0,66 

Suma = 1,00 
(2/3)1 = 0,666 

1/3 = 0.33 

1/3 = 0.33 

Suma = 0,66 
(2/3) 0,66 = 0,443 
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F, D, 

0.5 

1 .o 

0,75 

0,75 

2o. PASO.- Calculo de momentos de empotramiento. 

Como la s ca rgas están aplica das en los cabezales de la estructura, 

los momentos de empotramiento valen cero. 

3er. PASO.- Obtención de momentos de entrepiso 

Este momento es igual a 

Entrepiso Momento = 113 vh 

o. 333 L20 X 3) = 20 

0,333 (35 X 3) = 35 

4o. PASO.- Se sigue el siguiente orden: 

a ).- Se distribuye el valor de Vh/3 entre las columnas de cada entrep_! 

so. 

Columna - 1-1-ij 

3-5 -35L0.5) = 17.5 

4-6 -35(1,0) = -35 

1·3 -20(0.75) = -15 

2-4 -20(0,75) = -15 

b).- Se calcula la contribución angular en cada nudo 

Nudo 1 mij -(f.D.A.l(Mio + ¿ mji +E �ij) -- (1) 

Donde Mio = o� del paso 2 



Como primera interacción puede suponerse que 

Del paso 4-a, se obtuvo l: ¡új = - 15 

Sustituyendo en la ecuación (1) 

1-2 m12 = - 0,415(-15) = 6,22 

1-3 ---- m13 = - o,085(-15) = 1,27 

Nudo 2 E mj� = 6,22; l: ��j = - 15 (Paóoó 4,b y 4.a) 

2-1 

2-4 

---- m21 = - 0,4115(6,22 - 75) = 3,64 

---- m2, = - 0,085 (6,22 - 15) = O, 74 

Nudo 3 l: mj� = 1,27; l: ��j = - 15- 17,5 = - 32,5 

3-1 

3-4 

3-5 

---- m31 = - O, 062 (1, 2 7 - 32. 5) = 1, 9 3 

---- m,. • - 0,376[1,27- 32,5) = 11,74 

---- m35 • - 0;062(1,27- 32,5) = 7.93 

Nudo 4 l: mj� = {11,74 + 0,74) • 12,48; l: ��j = - 15- 35 = -50 

4-2 

4-3 

4-6 

---- m, 2 = - 0,055(12.48 - 50) = 2,06 

--�-m43 = - 0.335l12,48 - 50) = 12.56 

m'+ 6 0,110{12,48 - 50) = 4,12 
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e) Se calcula la contribución lineal transv ersal. 

Entrepiso 1 ��j (F,V,L,) (Vh/3 +E (�j + mj�ll -- (2) 

l: �j = m,s + m,. = 1.93 + 4.12 = 6,05; 

l: mj� = O por ser el primer entrepiso 

Vh/3 = 35 (del paso 3) 

Sustituyendo en la ecuación (2) 

3-5 �35 

4-6 u,. 

0,5(35 + 6 05) 

1.0(35 + 6, 05) 

Entrepiso 2 Vh/3 = 20 (del paso 3) 

E �j = m13 + m2 , = 1.27 + 0,74 = 2,01 

l: mjZ = m,¡ + m,2 = 7,93 + 2.06 = 3,99 

20,52 

41,05 

1-3 U¡3 

2-4 �24 

0.75(20 + 2.01 + 3.99) = - 19.50 

0,75(20 + 2. 01 + 3.29) = - 19,50 

Después de este paso, se regresa a calcular las rl1-ij siguiendo nueva

mente toda la secuela de cálculo antes expuesta. 

Los momentos finales se calculan aplicando la fórmula (3); por ejem

plo: 



M12 • O+ 2(5,61) + 4,64 + O· 15,90 

M13 • O� 2(1,161 + 1.36. 19,77 • - 16,00 

M21 • O+ 2(4,64) + 5,61 +O· 14.96 

M24 • O+ 2(0,95) + 2,19- 19,77 • - 14,91 

�e 

En la figura que se muestra a continuación, se encuentran anotados -

los resultados obtenidos de la aplicación en forma interactiva de las 

ecuaciones (1) y (2); básicas del método de Kani. 

�1(1) 
l· í é 

+ l: lit 
l: l � 

- I-G . O O 

-15·85 

!:H 1 �=-·• + •·6• ··u+ 1. 9 3 �o 74 
t:E:QTIJ¡I�:3761 

�1(3) 

l. 9 3 1. 6 2 
1. 1olt3 
T l. 3 7 1. 3 6 

- 1 8 o 3 2 

-+ 

t 

� 
NO�� 11 ltHnooo 

r--o ............ 
,.....NNNN 
11 t 11 

-19. 7 2 

1 lt • 9 6 
---.-.-..;-.r 4 . 6 9 

t • .  8 o 
lt • 8 3 3 . 6 lt (�� g.¡� 

+ 1 ��moo � 
l'«<a;JU'lO 1' 

OHl'>O'IO'ILl) o 
1 1 1 11 

g:¡� .. o;9s 

1

14-98 

lt 3 o 6 o 1 3. o 4 

n:H .: •• + ll:�� �:�� + 12. 56 2 o o 6 l'. 31 si 

( 4 ) 1 I:G:L2J 

+ 

11��0�0� ......... 000 o 
NNN.,..Vl .... 
j,3jj(r) 
• 1111 

• 12 5"46 .. 
�=�� S: 7 9 

llo-58 

1 -3 6. 3 7 
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Problema 2. 

Resolver JX>r Ka ni el siguiente marco 

4 T 1.5 T!m 

(2¡ 21 ¡3) 

4 m 

(1) ¡4) 

Factores de distribución. 

Angulares Lineales 

BARRA R-<.g-<.de.z F,V. 
Re.R.a.t.i.va 

BARRA 1Ug-{.de.z F,V, 
Re.R.a.t.i.va 

2-1 1/4. 0.25 0.166 2-1 1/4. 0.25 0,75 

2-3 2/4. 0.50 0,333 3-4 1/4 • 0,25 0.75 

Swna • 0.75 Swna • O. 50 
2 J( 0.75. 1.50 (2/3)0,5. 0,333 

3-2 2/4 • 0.50 0,333 

3-4 1/4. 0,25 o ,166 

Swna • 0,75 
2x0.75· 1,50 



Momentos de Empotramiento 

M2a wL2 JZ = - 2; Al, o = + 2 

E . 1) ¡, 4 14) 
5 33 

Momento de ntrep1so j = -_r- = • 

Distribución del valor de Vh/3 entre las columnas 

Columna .:.__llÜ 
2-1 -5.3310.75) - 4.0 

3-4 -5.3310.75) - 4.0 

Contribución angular de cada nudo 

Nudo 2 M, o = - 2; ¿ )J{j = - 4 

2-7 m21 = - 0,1661-2-4) = 1.000 

2-3 m2 3 = 0,3331-2-4) = 2,000 

Nu.do 3 M, o = 2; l: )J{j = - 4 

3-2 m32 = 0,33312 + 2 4) = 0.00 

3-4 m34 = 0,76612 + 2 4) = 0.00 
Contribución lineal transversal 

í: tni_j = m,, + m3 4 = 1 .  000 + O. 00 = 1 00 

l: mj-t = O ; Vh/3 = 5.33 
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2- 7 )J '1 0,75l5,33. 1,00) = 4,75 

3-4 lJ,, = - 0,7515,33 + 1.328) = - 4,75 

Se vuelven a calcular las m.Lj , los \J ij y así sucesivamente. 

Los resultados se muestran en la fi gura siguiente. 

lo. 1661 
1. 000 
1. 120 

f 1. 712 
7. 7 74 
1. 113 

-2:70"" 

2.68 
2.U6 
�.2�8 
2.224 t 
2.240 
�.000 
Dm - 2.0 

1�) 

�C> U),._"'"'/ ar--.c.oo--o--
• •  o • •  �"<S-'<:::t'<:::t� 

J 1 1 1 ' 

-3. 81 1 1 7) 

4.67 
0.�27 
0.224 
0.208 
o. 7 66 
0.000 
� 
1 5) 

� 
0.000 
o. 0�3 f 
o. 104 
o. 112 
o. 115 

-� 

:"/')t;-..Jt'--'I)C)� lo: 0: :.: t--: e:: r--: '<:::t"'>i'-'<:::t<:::t�:::> 
- 1 1 1 1 l 

14) 1 -4.81 



Problema 3.- Resolver ¡x;r Kani el marco siguienre. 

10 T 1 T/m 
(Y'YYY'YY"YXYY'-'-L 

13 1 141 EI = cte. 

20 T 

���,l�{�yyy 121 1 5 ) 171 . 

1
4m 

1 7 1  161 1 ¡81 1 j__ 
14 1 O m •l 1 O m .j 

Factores de distribución 

Angular Lineal 

BARRI. R,{.g,{.dez F.V. Rela.:Uva BARRA R,i_gdez F.V. Rela.:Uva 
2-1 1/4: 0,25 0,208 2-1 1/4 : 0.25 0.5 
2-3 1/4: 0,25 0,208 

2-5 1/10 = 0.10 0,084 5-6 1/4 : 0,25 0.5 
Swna = O. 60 
2 X 0, 60 = 1. 2 7-8 1/4: 0.25 0.5 

3-2 1/4: 0,25 0,357 Swna = 0,75 
3-4 1/10: 0,10 o. 143 (2/310.75: o.so 

Swna = O, 35 
2 X 0,35 = 0,70 3-2 1/4 : 0,25 0,75 

4-3 1/10: 0,10 o. 143 4.5 1/4 : 0.25 0,75 

4-5 1/4: 0,25 0,357 
Swna = O, 35 
2 X 0.35 = 0,70 

Swna = O. 50 
12/310.5: 0,333 

5-2 1/10= 0.10 0,071� 

5-7 1/10: 0.10 0.071� 

5-4 1/4= 0 25 o 179 
5-6 1/4 : 0.25 o. 779 

Swna = O, 70 
� X 0 70 = 1. 40 

7-5 1/10: 0.10 o. 143 

7-8 1/4 : 0.25 0.357 

Swm = 0.35 
' 2 X 0,35 = 0.70 
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! 

Momentos de em¡x:Jtramiento 

M2 0 = Msald M" = wL2 = - 8,33 
---rr 

Mso 1,{. = M1o = /.140 = wL2 = 8,33 
---rr 

Momentos de entrepiso 

Vh _ 1 Ox4 
3

- --r :  13,33 ; 
Vh 30x4 • 40.00 3" -3. 

En este problema se inició la distribución, con las contribuciones an-

gulares siguiendo la secuencia (3)(4)(2)(5)(7) 

Así tenemos, ¡x;r ejemplo, para el nudo 3 

¿ mj,i_ = í.¡új = O ; M3 0 = - 8. 33 

Nudo 3 (utilizamos la ecuación l) 

3-2 m32 = - 0.357 l-8.331 = 2.97 

3-4 m34 = - 0,143 (-8.331 = 7.79 

Los valores anteriores se encuentran anotados en el nudo 3 de la es-

tructura, en primer orden. Una vez calculados los n:ij se procede al 

cálculo de los ¡új y así sucesivamente. 

En la figura siguiente, se muestra la estructura con los valores calcu 

lados en cada interacción. 
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CAPITULO 9 

N T R O D U e e 1 O N 

A L ANALISIS PLASTieO 

IETI2l 
i:�b 

16:!! 1 
p.30 
¡}:�g 12. 3 5 

}�;¡� 
-4. 58 

-1.78 

1 5. 4 o 

i¡
ug 

15. o o 
14. 7 o 
1'+.25 
1 3. 4 S 

H: t � 
6. 52 
loll 

� 

4. 62 
S. O S 

�: �� i 
4.9'+ 
�: � j 

4. 5o 
4. 18 
3.65 
2.78 
l. 19 

1� 

i � : H 
�:�� 

�: � � 
- 8 : � � 
-l. 3 6 

� - 8. 33 + �.:...U 
( 3) 

� o�=M�� 1 
(1'11"-0,....C"::l"ll/)(',j<r'H;> 

· · · · · · · ·· ·  
OMN<"'ONm��ll'> 
�N<"''m.:r.:r3.:t-.:r.:r 
1111111/il 

� 
I:Hj �: �i 
�:4i 
�: ij i 
�:!� 
� - 8.33 

(4) 

1�

�

�
=0

�
0

� 

;;1!"'-NLI)<•H•'l ..... Of'O't r. 
o • • • • • • • • • • • 
II'I.S�C"::NOr-.Nf'lO 

o .:r.:r.:r::.:r.:rmC>"�oN...o 
1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 

� 
4. 7 2 
'+o 70 ¡UI 
4. 53 
4. 3 7 
4 o lit 
3 • 7 S 
3 o 12 
o. o 7 
o. 21 

8o3l � 

lQTIJI (2) {5) 
l. 11 o 
b. 52 o 

110.100 
J.2.200 

1 3. 4 5o l�;�5& 
15.000 ¡ 5.? 5o 

1 �: � g& 
�"":25 

�o

�
���� � 

M.:tal-"::01'-N\D<Oa'>O 
· · · · · · · · · · ·  
(I'IM ..... .:rti')U:OI'-f"-t--1"-<0 
,....NMmi"'IM«>mf')<nfY'I 
111111111 L 1 

-22. 651 ( 1) 

� 
0.53 
5.20 

1 o. 4 o 

l 
u� 

1 O. 9 S 
11. 3 3 
11. S 5 
11. 7 o 
1 1 • 7 S 

11. e o 

-14.45 

r

�N��
o
� 

O'I<O<DNC'<O..,<D.:t-m 
· · · · · · · · · · ·  . 
r--r-.r--.t-.<D'.I).:t-... r'-0'1 

o mmf?'l..,:<?mmmN ... 
1 1 1 t t 1 �:�:�

S 

1 

� 
-3. '+o 
-Q.26 

2. 3 
S 

4.! 7 5.31 
6. o 5 
6.50 
6. 7 5 
6.93 
7.04 
7. 1 o 

9':'iS 

-14•48 

11 o 8 o 

ll:H i 
11. 55 

11.33 1 o. 9 5 
1 o.'+ o 

9. 4 o 
7. a o 
S. 2 O 
O. S 3 
[:;:::¡:z]] 

[;Iill] - 8. 3 3 
o o 2 ll 

H� l 
4 o 14 
�: � � 
�:�� 
�:�� 

4. 4 7 
. 

16) 

__ 1 7_) 
8 3'!>- lLU2J 

1 22 [;]TI) l 2 7 
2 29 

u� l l � 
g 

3 31 
3 42 

f:�� 
3 .8 
3 52 8.53 3 55 e. 1 o 
:::1 5'6 8. 8 o 

2 o. 1 7 
a.ss 
8. 9 o 

20.25 

1 
1 

r

�N�
�o� 

<ri<O<DNI'-<OCDCD..:t'.., lf) 
. . .... . . .. . 
r-.r--.r-.t--<Dif).:t- ........... 01 o ,...,..,..,..,..,..,..,..,"" ... 
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INTRODUCCION AL ANALJSIS PLASTICO 

Se supone que el material se deforma de una manera idealizada como se 

ve en la gráfica 

f E y' DEFORMACION DE FLUENCIA 

lf y 'ESFUERZO DE FLUENCIA 

E 

Momento último. 

Considérese una viga con la sección transversal que se indica con un eje 

de simetría (a) 

j CENT ,DIO E \ X 

y 

(o) 

l¡, 
1 bl 

+ lfy +- -+ fy -t-

¿JZ-zF 
-+ fy + 

1 el Id l 

La viga, está sujeta a flexión en el plano de simetría. 

Si el momento es, pequeño el esfuerzo y la deformación varían linealmen 

te (b). 

Cuando el momento aumenta el esfuerzo alcanza la fluencia, en la parte 
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superior (e); si sigue incrementándose el momento también se alcanza 

la fluencia en la parte inferior (d). 

EJE � $-+-y2 NEUT 
-r--

lel 

& 
lfy 

A Al!. e. a. 

Si el momento sigue aumentando se llega al estado plástico total. 

Se puede calcular el valor del momento último en esta condición. El -

eje neutro divide a la sección en dos áreas iguales, las resultantes de 

tensión y compresión son ? OIJ y el momento 

Mp 
A 2 Olj (Y¡+ Y21 

d:>nde Y, y Y 2 son las distancias a los centroides de las áreas de com-

presión y de tensión a partir del eje neutro. 

El momento máximo que se presenta sin exceder el esfuerzo de fluencia 

es MIJ = oiJz, zes el módulo de la sección. 

La relación � = a 
lj 

depende de la forma nor lo cual a se llama fac 

tor de forma y es siempre mayor que la unidad. 

Para un rectángulo de 

bh2 
Mp=oiJ ----¡¡-

base b y altura h 
bh2 

�' oiJ;[," = a 
lj O IJ() 

bh2 
f) 

1 • 5 



Para una sección circular sólida a= 1. 7 para vigas de sección l varía -

del.l5al.l7. 

Comportamiento plástico de una viga simple. 

Considérese la relación entre Momento y Curvatura idealizada. 

M 

Mp ' MOMENTO PLASTICO TOTAL 

CURVATURA' d� 

Veamos la siguiente viga: 

!al Jp 
� � 

( b) 

LY 
L__¡-

!e 1 

-t- i- -+-
L 
2 --+-

-+-
PL 
4 

-+-

l....., ! �o�•=--")-+-DEFLEXION 
--r-ELASTICA 

DE COLAP"''' 1 
(d) 

!el 

ZONA DE FLUENCIA 

d§ 

Si se incrementa el valor de P has 
ta que se alcance el valor del mo-=

mento Mp 
Mp 

Pe 

Pc.L 
� 
4Mo 
-r-

Entonces se presenta una articula
ción plástica y por lo tanto el co 
lapso. 

Si igualamos el trabajo con el in
terno en (e). 

L Pe 2 e = Mp2e 

Pe = !{E-
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Grafiquemos la relación Carga-deflexión. 

p 

.,...-----------·REAL 
--------- IDEALIZADA 

CARGA DE 
FLUENCIA 
QUE 
CAUSA My 

Pe L3 �8 E :.r-

L-& 
z 

ConsideremOS una viga hiperestática: 

-+-- L¡z-+- L¡z --+-

A �CV>i='C>� C 

� 2-& 

Igualando trabajo externo con interno. 

Mp(8+28+8) 

WeL 2 4Mpe= -;¡-e 

2(�) � 

o 

• 



We � Co.Jr.ga. de eoto.p�o 

Estudiemos la siguiente viga continua: 

t jp 
� ----¡; ---¡jj---------� 

¡ L 1 L L L ¡ L 
' - ----,-- 2 - -----,---- 2 2 1 2 

MECANISMOS 
DE COLAPSO 

- ,f} - -e-, -

-------�� 
� 

M Pf} + ZMPf}+ MP f}: p�f} 

M p f} + ZMp-9- : Pe .h.. e 
2 

Pe = 8Mp 
L 

_ 'fr  - -e-, _ 

� f} 
Pe_ GMp 

-L-

El más pequeño de los valores calculados de Pe es la carga real colap-

so 
� Pe= ---r-

··4� �:::= 

V�o.gJr.o.mo. de Momento� 
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Estudiemos un marco 

I, 
2P 

p 1 1 -- 1  2MP 

MP MP 

--+- � +- � -+-

Mecanismos probables de colapso 

.6-&L 

-++ 

-+
L-9-

� 

--L L-& 
-t-z 

2Pe fe=Mpe+Mp8+2Mp28 

Pe � 

Mp(e+e+e+el Pe( .6eL) 

Pe=� 

/3). ;� 

2Mp2-& +M pi-&+-&+ 2-f}l: ZPe L-& + (.6-9- L) Pe 
2 

P e=� 
L 
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La carga de colapso es la más pequeña 

Pe = 2l!!e. 
L 

Mp 

014GR4M4 DE MOMENTOS 
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