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INTRODUCCION

En la actualidad con el auge de las comunicaciones, un ingeniero del area eléctrica-
electrénica y de comunicaciones necesita contar con buenas bases. de Teoria
Electromagnética para los grandes desafios que esta area muestra dia con dia. L.a Teoria
Electromagnética es un area muy extensa y fundamental de las ciencias de la ingenieria, y

por lo tanto, es necesario darle profundidad en su estudio.

<1 objetivo de la presente obra es hacer una introduccién a las herramientas matematicas
necesarias para el desarrollo y entendimiento de la Teoria Electromagnética, facilitar la
comprension de los temas, llevar a cabo el analisis necesario en cada tema y establecer
una mejor comunicacion en el aprendizaje de la misma. Debido a su complejidad y

extension, se omiten temas mucho mas especificos en lo que se refiere a las aplicaciones.

Los temas estan desarrollados con base al temario de la Facultad, y al final se agregan
conceptos matematicos basicos para el curso y un conjunto de problemas propuestos para

enriquecer el entendimiento del tema.

" Los autores esperan que estas notas sean un apoyo para la comunidad de la Facultad de

Ingenieria, a la vez aceptarnos cualquier sugerencia o comentario sobre el material.

Larry Hipdlito Escobar Salguero
Francisco Octavio Cortés Soto
Noviembre del 2000
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CONCEPTOS BASICOS

Carga.

Es una propiedad fundamental y caracteristica de las particulas elementales de la materia. La carga
responde-a la conservacion de la energia, es decir, no se crea ni se destruye, solo se transfiere o se
reagrupa, por lo que la carga total de un sistema cerrado es cero, entonces se dice que es
eléctricamente neutro.

Ley de Coulomb (1736-1806).

Es una ley que surge de observaciones experimentales de fines del siglo XVIII, y enuncia lo
siguiente:

a) Existen so6lo dos tipos de cargas eléctricas: positiva y negativa.

b) Dos cargas puntuales ejercen fuerzas entre si, esta fuerza actua sobre la linea que
las une. Las cargas de igual signo se repelen y las de signo opuesto se atraen.

¢) La fuerza es proporcional al producto de sus cargas e inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia que las une.

F= k———Q1?2 a
r
Donde k es una constante de proporcionalidad conocida como constante de Coulomb. El valor de
esta constante depende de la eleccion del sistema de unidades. Con base en la experimentacion, se
sabe que la constante de Coulomb en unidades del SI tiene el siguiente valor.
k=8.9875x10° [¥a]

C2
Para simplificar los calculos que se hacen, cominmente se usa el valor aproximado.

k=9.0x10" [Xa]

c?
Frecuentemente esta constante se €xpresa Como:

k=—
4me
Donde € es la permitividad del medio en el que estan situadas las cargas. Haciendo un anélisis

dimensional, se encuentra que € tiene las dimensiones de capacitancia por longitud. La unidad del
SI para la permitividad es el farad por metro (Fm_1 )
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La ley de Coulomb, es valida para la repulsion electrostatica entre nucleos a distancias mayores a
-4 5 . B .

107" m aproximadamente, a distancias menores domina el panorama de las fuerzas potentes, pero

de corto alcance.

La unidad mas pequefia de carga conocida en la naturaleza es la que tiene un electron o un proton.
La carga de un electron o de un proton tiene una magnitud igual a:

e=1.60207x10" Coulombs

Por tanto, una carga de un coulomb es igual a la carga de 6.3x10' electrones, es decir, 1/¢*. Se
puede comparar esto con el nimero de electrones libres que se encuentran en 1 cm® de cobre, que
es del orden de 10%

PARTICULA CARGA (C) MASA (kg)
Electrén -1.6021917x107" 9.1095x107*
Proton +1.6021917x107" 1.67261x1077
Neutron 0 1.67261x1077

Ademas, el radio del electrones r, =3.8x10™° m.

Permitividad.

La permitividad (g) es la facilidad o capacidad que tiene la materia de almacenar (acumular) y/o
transportar cargas eléctricas (flujo de carga), y determina el comportamiento eléctrico de un
material. La permitividad en el espacio libre o vacio es un patron de medicion que esta dado por:

e, =88542x10™ [£]  g,=88502 [Z] &, =88542x10™ [

m N-m?

También, es comun usar el valor aproximado de esta constante.

1 1 ! : i
£, z3—6;><10;9 [%] o ® [%] Eo ® 367[XI0 ) I:N(-:m2 :'

Permitividad Relativa de un Medio.
Es la relacion entre la permitividad patron (del vacio) y la permitividad del medio.

&
€ =T

r medio
0

* No se ha descubierto unidad de carga menor que e; sin embargo, recient te se han propuesto algunas teorias acerca de la existencia de
particulas llamadas quarks, con cargas de e/3 y 2e/3.

2
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Sistema de Cargas Discretas Distribuidas Aleatoriamente.

Considérese el siguiente sistema de cargas discretas, aplicando el principio de superposicion se
determina la fuerza eléctrica sobre una carga "i".

+Q . "
L o Fu
F \A N - Qx
£ 2 e
B Q2 L o N P \J eI
B et .
£ ////'/// i3 -
-Q; W F,

La fuerza que actia sobre una carga es la resultante de aplicar repetidamente la ley de Coulomb
sobre varias cargas que afecta a la carga en particular, luego se efectia la suma vectorial para
encontrar la fuerza resultante.

~ - 9
Fo=kQ ) —5d; ; i#j

J'=' ( {’j)z

Distribuciones Uniformes y Continuas de Carga.

En este tipo de distribuciones la carga eléctrica se encuentra distribuida uniformemente en la
region correspondiente, ya sea lineal, superficial o volumétrica.

Densidad.

Se le llama asi a la cantidad de entes o elementos existentes en un medio, donde el medio es una
unidad del espacio ( longitud, area, volumen ).
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Densidad de Carga Lineal o Linca de Carga.

Si se distribuye uniformemente en la linea ¢ la carga "Q", entonces la densidad de carga es
constante y por estar distribuida sobre una linea, se le llama densidad de carga lineal; y esta se
denota por A o P,, cuando la distribucion es lineal pero no uniforme se tiene que la densidad de
carga lineal es una funcion de £ , es decir, A= (¢).

Il

~ |0

A AN
p, = lim 4Q °

AL—0 ‘

[

Blo

]

p,:l

Densidad de Carga Superficial o Superficie de Carga.

Si se distribuye uniformemente en la superficie S la carga "Q", entonces la densidad de carga es
constante y por estar distribuida sobre una superficie se le llama densidad de carga superficial; se
denota por 6 0 Ps.

Q .
= lim ~ ® o o Q
b, = im S ," ® e 0 o Ps =°=§ [::T]
AS—0 ° ° ° e

Densidad Volumétrica de Carga.

Si se distribuye uniformemente en un volumen V la carga "Q", entonces la densidad de carga es
constante y por estar distribuida en un volumen se le llama densidad de carga volumétrica; se
denota por Pv o simplemente como P.

p, = lim = e |
AS—0 \ ./ °® ° e o

o
[ )
o
[ 2
<o

!u|0

=l

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
e
©

i
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Fuerza sobre una carga puntual ""q" debida a una distribucion lineal de carga "1".

—» X df =dy

9
4

|_____+ Considérese: AQ; =p,Af y p,=cte.
a

¥
v

Sabemos que la fuerza eléctnca entre dos cargas esta dada por:

De las condiciones dadas se tiene:

a-1

B Q.
"‘1
F, =kq, 2,

= () 0 S )

Cuando Af > 0:

3
Fq=kqf B{-df i, =kqp, |

r
/4 -~
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Pero el vector unitario 4, esta dado por:

N T ai-yj
T
(a?+y?)
Lo que finalmente implica que:
1
2! a5
_ ai-yj
F =kqp, I — 5 oy

—%l (a2 +y2)5

En forma similar se hace para los siguientes tipos de distribuciones.

Fuerza sobre una carga puntual '"q" debida a una distribucion superficial de carga "S".

Cuando existen varias distribuciones, se aplica el principio de superposicion.

CAMPO ELECTRICO

Si tenemos una carga puntual +Q y colocamos en cualquier punto cercano una carga de prueba
+q, por la ley de Coulomb sabemos que existe una fuerza de repulsion sobre la carga +q debida a
la carga +Q, esto es, (FqQ). Si ahora movemos en cualquier sentido la carga +q, y de nuevo

dibujamos la fuerza sobre +q, y si continuamos asi, vamos obteniendo varios vectores, los cuales
generan una grafica de las lineas de fuerza que actuarian sobre +q. Este dibujo o grafico es una
herramienta que sirve para visualizar el campo de accion debido a la carga +Q.
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El campo Eléctrico se define como el limite de la fuerza eléctrica sobre una carga testigo colocada
en un punto. También, se define como la fuerza por unidad de carga en un punto cercano a una
carga dada en dicho punto. La carga 0, ya que su presencia no debe de afectar la distribucion
de campo eléctrico producida por una carga Q.

Il >

il
)
0 Io"rﬂ

i
e
0 |°’11|

Lineas de Fuerza.

Son lineas imaginanas trazadas de tal forma, que su direccion y sentido en cualquier punto sirven
para representar o modelar un campo vectorial o mapa de campo.

Caracteristicas de las lineas de campo eléctrico:

1. Enuna carga positiva se dibujan saliendo (se tiene una fuente), en una carga negativa se
dibujan entrando (se tiene un sumidero).

2. Toda tangente a una de las lineas es la direccion del campo.

3. El nimero de lineas que se dibuja es proporcional a la magnitud del campo, es decir,
son mas cercanas entre si en las regiones donde el campo es mas intenso.

4. No se cruzan entre si.
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Campo eléctrico de una carga positiva individual. Campo eléctrico de una carga negativa individual.

Campo eléctrico entre dos cargas eléctricas iguales.



CarituLo I

Una pequefia carga de prueba situada en cualquier punto dentro del campo y que esté libre para
moverse, se acelerara en la direccion de la linea de fuerza que pasa por el punto. Una similitud
ocurre en el flujo de un fluido con un campo que corresponde a la distribucion de velocidades, si
se coloca una pequeiia particula con masa ideal, ésta se moveria describiendo el comportamiento
de las lineas™de fuerza. Para una carga puntual "Q", el campo eléctrico a una distancia "r" esta
dado por: '

Q . [v], [N]
47g, 1’ % |m] ° lc]

E=

Campo eléctrico en un punto "P" debido a una distribucién discreta de cargas.

El campo que actia sobre un punto es la resultante de la accion que ejerce el campo eléctrico de
cada carga sobre ese punto, luego se efectia la suma vectorial para encontrar la resultante. El
campo generado por una carga no afecta a la particula misma.

4 P ‘," 1

\..\

Campo eléctrico debido a una distribucién continua de carga.

En este caso la carga eléctrica se encuentra uniformemente distribuida en la region
correspondiente.

Campo eléctrico debido a una distribucién lineal de carga.

El campo eléctrico en el punto P esta dado por la suma de los efectos del campo diferencial de
cada diferencal de carga.

E,= 2 AE,
en el limite se tiene que:

AE =dE

P P
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P
v 1% 1 Pe ~
* mo EP=IdEp=4m° I?dla,i
dq, ds - SRR ’ ¢

Campo eléctrico en un punto "P" debido a una superficie de carga.

dg, dS P

Flujo Eléctrico.

Faraday concluyé que al colocar dos esferas concéntricas, cargando positivamente (+) la esfera
interna, existe un flujo de cargas de la esfera interior a la exterior, el cual es independiente del
medio y solo depende de la carga Q, es decir, la esfera exterior adquiere carga negativa (-). Por
definicion, el flujo eléctrico se origina en las cargas positivas y termina en las cargas negativas y es
igual a la magnitud de carga que los produce, por lo que el flujo eléctrico es igual a la Carga. El
flujo es una propiedad de cualquier campo vectorial, y atraviesa una superficie hipotética, la cual
puede ser abierta o cerrada. En un campo eléctrico E, el flujo eléctrico se mide por el nimero de
lineas de fuerza que pasa a través de una superficie hipotética seleccionada convenientemente.

esfera interna (+) { .

superficie imagjnana g

10
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Densidad de flujo eléctrico "D".

Si alrededor de un punto P, las lineas de flujo tienen la direccioén de un vector unitario a, y si la
cantidad de flujo dy cruza el area diferencial ds, la densidad de flujo eléctrico en P queda definida

por:

a

= dy , = Vv
D__._. —_——
=g 3 O D=

Para una esfera, se tiene:

D=

Notese que si "D" no depende del medio, entonces "D" se relaciona con "E" por D =g E para el
caso del espacio libre; esto es valido unicamente en los medios isotropicos, lineales y homogéneos.
"D" es la misma que la densidad superficial de carga sobre la esfera, como si la carga Q estuviese
distribuida uniformemente sobre la esfera.

Clases de Medios.

La permitividad y la permeabilidad dependen del tipo de medio donde esté el campo eléctrico y el
campo magnético, respectivamente.

Medio Homogéneo.

Es un medio con idénticas propiedades en todos los puntos del espacio, es decir, sus
caracteristicas fisicas (densidad de masa, estructura molecular, etc.) no varian de punto a punto. Si
un medio no es homogéneo se puede describir como inhomogéneo, no homogéneo o heterogéneo.
En un medio homogéneo la permitividad y la permeabilidad no dependen de las coordenadas, pero
en un medio no homogéneo si dependen de las coordenadas f(x,y,z), esto es, cambian de punto

a punto.

Medio Lineal.

Un medio es lineal en relacion con un campo electrostatico si la densidad de flujo eléctrico D es
proporcional a la intensidad de campo eléctrico E.

Un medio es lineal en relacion con un campo magnetostatico si la densidad de flujo magnético B
es proporcional a la intensidad de campo magnético H.

11
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Este es el caso en el espacio libre o vacio, en donde D=¢ E y B=p H. Aqui los factores €, 0

permitividad, y K, o permeabilidad, son constantes. Si no lo son, se dice que el material es no
lineal.

Medio Isotrépico.

Un material isotropico es aquel cuyas propiedades son independientes de la direccion. Es decir, las
propiedades de estos medios no dependen de la orientacion o direccién escogida de los campos.
Por lo general, los materiales cuya estructura molecular esta orientada aleatoriamente, seran
isotropicos. Sin embargo, los medios cristalinos o ciertos plasmas pueden tener caracteristicas
direccionales. Tales materiales se dice que son no isotrépicos o que son anisotropicos. En un
medio anisotropico sus propiedades dependen de la direccion escogida del campo, por ejemplo, la
ferrita imantada con campos de alta frecuencia. En los medios no isotropicos D y E estan
relacionados por un Tensor de permitividad.

LEY DE GAUSS

Esta expresa que el flujo eléctrico a través de cualquier superficie cerrada es igual a la carga
encerrada por la superficie.

Q=§D.dS=¢, § E-d5
S S

"Q" es la carga total encerrada por la superficie "S".

La Ley de Gauss facilita la solucién de problemas que involucran campo eléctrico. Para aplicarla
se debe usar superficies "simétricas" al campo, es decir:

1. ELdS = E-dS=0
2. E|dS = E-dS=|E|dS| cos (0°) =|E|dS]
, EZ£180°dS = E-dS=|E|dS| cos (180°) =-|E| 5]

En las expresiones (2) y (3) E generalmente es constante en todo el ds.

Para campos estaticos la Ley de Gauss permite comprobar que la carga total Q en un conductor se
distribuye en toda la superficie.

12
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Resultados practicos de la evaluacion de la Ley de Gauss

1. Facilidad de evaluar el campo eléctrico E en superficies cerradas, buscando una superficie
lo inas simétrica al campo E paraque E|| dS=ES,y E 1 dS=0.

2. La carga neta de un conductor residen en la superficie.

El campo E dentro de la superficie del conductor se anula, es decir, que el unico lugar donde
puede estar la carga es en la superficie del conductor. En un conductor, los portadores de carga
tienen la libertad de moverse respondiendo a campos eléctricos infinitesimales, los electrones se
mueven hasta que hallen posicicnes en las que no experimenten fuerza neta. En reposo, el interior
del conductor debe ser una region desprovista de campo eléctrico En condiciones estaticas el
campo eléctrico en el interior de un conductor se anula.

Aplicaciones de la Ley de Gauss

e, $ E-dS=q W
g, E (2nrh) = Ah
h
E=—t—3j
2rg,r "
\\ B _ L
Linea de Carga Esfera de Carga
Divergencia.

Para que un campo tenga divergencia, es condicion necesaria pero no suficiente que el campo
varie en magnitud a lo largo de una linea que tenga la misma direccion de dicho camipo. Se puede
comprobar que el campo eléctrico tiene divergencia:

de la definicion de densidad de carga = E% = q= Ip dv
\"%

13
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por ley de Gauss j_,) dv= ;D dS=¢ ;TE- dS
m“md' v s s
por el teorema de la divergencia J.p dv= IV -DdV=g, IV_- Edv
\'4 v A\
entonces, para un volumen arbitrario p=V-D=V-e oE

Potencial Eléctrico, Diferencia de Potencial o Voltaje.

Si el rotacional de un vector se anula, quiere decir que el vector puede expresarse como el
gradiente de un escalar. Para mover una carga eléctrica dentro de un campo eléctrico E se requiere
una fuerza, la cual va ejercer un trabajo sobre la carga:

E=E a st

A rA,BA,tbA r @y
| / X w=-Q |E-d

Ih / / N dt

trayectoria T
I's

Q - .n;'B(rnaen:d’B)
df=dra, +rd0 a,+rsen (0) dpa,

El potencial eléctnco, se define entonces, como el trabajo por unidad de carga que hay que realizar
sobre una carga puntual para moverla en un campo eléctrico.

Diferencia de Potencial: es el trabajo o energia por unidad de carga que se requiere para
transportar una carga de prueba de B a A en el campo donde V, )V,

Potencial absoluto de un punto dado, debido a una carga Q.

Cuando se realiza la integral de linea no importa la trayectoria de integracion, esto quiere decir
que la diferencia de potencial esta determinada unicamente por la diferencia de potencial entre los
puntos en consideracion,

14



Para dos puntos en una superficie equipotencial la diferencia de potencial es cero, es decir que el
campo es conservativo; ésta es una propiedad del campo electrostatico. El signo (-) de la integral

CarituLro I

significa que el aumento de potencial es siempre en direccion opuesta al campo E.

Por el principio de conservacion de energia se cumple:

JB E-d(=0
Potencial V, debido a distribuciones de carga.
Para "n" cargas puntuales discretas: el potencial en un

punto "P" es igual a la suma algebraica de los potenciales
absolutos de cada carga en el punto P debidos a cada carga.

Para una linea de carga:
Para una superficie de carga:

Para un volumen de carga:

Gradiente de Potencial V.

La direccion del gradiente es opuesta al campo E, es decir, ocurre un aumento de potencial

cuando se mueve una carga "q" en contra del campo E.

ﬁ /g \\

/4/#—»\\\\
\ \\ui///

\\}_ﬂ//
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Lineas y Superficies Equipotenciales.

Las lineas y superficies equipotenciales son el lugar geométrico de todos aquellos puntos que
tienen el mismo potencial eléctrico, es decir, el potencial se .nantiene constante. El trabajo sobre
una carga "q" para desplazarla sobre una superficie equipotencial es cero.

Yy v vy

lineas equipotenciales superficies equipotenciales

Propiedades de los Campes Eléctricos, Mapas de Campo y Voltaje.

1.

A

Las lineas de E y de potencial se intersecan en angulos de 90°, excepto en pumntos
singulares, como una esquina.

La superficie de un conductor es una superficie equipotencial. V = cte..

El campo corta perpendicularmente una superficie conductora o equipotencial.

En un campo uniforme el potencial varia linealmente con la distancia.

Un tubo de flujo es paralelo al campo E (linea de campo) y el punto de flujo eléctrico es
constante en cualquier seccion transversal de un tubo de flujo.

Un tubo de flujo inicia en +Q y termina en -Q.

Capacitor o Condensador.

Es un dispositivo eléctrico que almacena energia. Por definicion, la capacitancia esta dada por la

carga entre la unidad de voltaje.

2Q
"V

Esto implica que se requiere un trabajo para cargar desde carga cero hasta una carga Q a un

condensador. La energia se almacena en el volumen de las placas que almacena el campo E, sin

embargo, no es necesario que exista un medio material para que la energia quede almacenada por

el campo E, por lo que existe energia aun en el vacio, si se coloca un dieléctrico la energia

aumenta en proporcion a la permitividad del material.

16
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T T

Superficie del conductor con densidad T T
superficial de carga uniforine. E

Campo Eléctrico en un Dieléctrico o Polarizacion de un Dieléctrico.

Sea un dieléctrico que esta sometido a un campo eléctrico E, el dieléctrico no ocasiona flujo de
cargas, sino un ligero desplazamiento de cargas (+) y (-) generando dipolos eléctricos muy
pequefios, lo que significa que el dieléctrico esta polarizado.

1 N — e e —
> d ‘ ™~ > ~ ~
S ; + \‘) \}.
L + - -+ =+ -+
Lt | — N \
N Eaasd > = e TR R B—
E
o - T B
i AT TN g, P
+ [+ [ +) L e —
/ S KRy SRR
~— L N . \ [ N

Dipolos eléctricos dispuestos en forma aleatoria y orientados por la accién de un campo eléctrico externo.

El campo E polariza al dieléctrico produciendo una densidad superficial de carga, que aparece en
ambas caras del dieléctrico, estas cargas ligadas inducen cargas libres y opuestas en las placas de
un capacitor, es decir, la densidad de carga superficial sobre las placas aumenta debido a esta
nueva densidad. El efecto de los dipolos atomicos se describe como la polarizacion "P" o
momento dipolar.

Momento Dipolar Eléctrico.

= e E—— - —
e Y 4 +q
- &+ = E = + E
e Ma—
GRS £
o ¥ — . R
Atomo polarizado por un campo E Dipolo Eléctrico en un campo uniforme E

Un dipolo eléctrico consta de dos cargas iguales y opuestas separadas por una determinada
distancia, en la figura anterior se tiene un atomo polarizado y su dipolo eléctrico equivalente cuya
separacion es "/"; para esta configuracion se define el momento dipolar eléctrico como un vector

17
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p" cuya magnitud es el producto de la carga "q" por la separaciéon "£", la direccion del vector es’
de la carga negativa hacia la carga positiva.

p

A

_ +q
q-¢ ey

Momento Dipotar Eléctrico (=) ' -

Se dice que un dieléctrico esta polarizado o que se encuentra en un estado de polanzaciéon cuando
estan presentes los dipolos. Para la mayoria de los materiales, el suprimir el campo externo que los
polariza -produce el retorno de los atomos o moléculas a su estado normal no polarizado y la
desaparicion de los dipolos. Existen dos posibilidades cuando un dieléctrico se coloca en un
campo eléctrico, en términos atomicos, las moléculas de algunos dieléctricos como el agua, tienen
momentos dipolares eléctricos permanentes; en tales materiales (llamados materiales polares) los
momentos dipolares eléctricos "P" tienden a alinearse con el campo eléctrico externo, como las
moléculas estan en agitacion térmica constante, el grado de alineamiento no es completo, pero
aumentara a medida que aumente el campo eléctrico aplicado o disminuya la temperatura.
Independientemente de que las moléculas tengan 0 no momentos dipolares permanentes, los

adquieren por induccién cuando se colocan en un campo eléctrico; recuérdese que un campo

eléctrico externo tiende a separar la carga negativa de la positiva en un 4tomo o en una molécula.

Resumiendo, el momento dipolar eléctrico inducido solamente ocurre cuando existe un campo
eléctrico, es proporcional al campo eléctrico y desde su creacion esta alineado con dicho campo.

Considérese una placa de dieléctrico de permitividad € situada en el vacio y supongase quc se le
aplica un campo eléctrico uniforme que polariza al dieléctrico, es decir, induce dipolos atomicos
en toda la placa.

O\ area "A"

Dieléctrico sometido a un campo E uniforme.
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En el interior las cargas positivas y negativas de dipolos adyacentes anulan sus efectos entre si. El
resultado neto de la polarizacion es producir una capa de carga negativa sobre una superficie de la
placa y una capa de carga positiva en la otra. El efecto de los dipolos atomicos se describe como la
polanzaciéon P o momento dipolar por unidad de volumen, es decir:

14
P= L ql = Q
v v
n es el niimero de dipolos en el volumen v

Q=nq es la carga de todos los dipolos
Q¢ momento dipolar neto en el volumen v

Si por ejemplo, de la figura enterior se considera el volumen rectangular de area superficial "A" y
espesor "L" (v=LA), se tiene:

P=—=—= psp (%nz)
Ps es la densidad superficial de carga que aparece en las caras de la placa.

Notese que "P" tiene las mismas dimensiones que "D", carga por area. La expresion anterior es un
promedio para el volumen "v".

Para definir el significado de "P" se se hace la suposicion de que un dieléctrico en un campo
eléctrico tiene una distribucion continua de dipolos infinitesimales, o sea, una polarizacion
continua, en realidad los dipolos son disvretos por ser atomos polarizados.

Esta suposicion no conduce a errores significativos puesto que se consideran volumenes que
contienen muchos atomos o dipolos, esto es, regiones macroscopicas. Suponiendo un dieléctrico
con polarizacion continua, el valor de "P" en un punto se puede definir como el momento dipolar
neto Q¢ de un volumen pequefio Av, dividido entre el volumen Av, tomando el limite cuando Av
tiende a cero al rededor del punto. Entonces:
. Qf
P=lim —
av—o Av
Considere el compo eléctrico uniforme en un capacitor de placas paralelas y separadas una
distancia d, como se muestra en la seccion transversal de la siguiente figura.
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+ 4+ + + 4+ + + 4+ 4+ + 4+ + + + + + + + + o+ T
E Cargas inducidas en las Cargas en
P I €o vV d
_ D, caras del dicléctrico, € las placas D,
+ + + + + + + 4+ + o+ l l

Existe una tension V entre las placas, por lo que en cualquier punto el campo eléctrico esta dado
por

E=V/d. El medio en la parte derecha es el vacio o el aire con permitividad €,, la parte izquierda
contiene un material dieléctrico de permitividad €. El dieléctrico llena totalmente el espacio entre
las placas, pero el espacio que se ve en la figura es s0lo para mostrar las cargas entre las placas.

Del lado derecho del capacitor se tiene D, =¢,E, donde:

D, densidad de flujo eléctrico en el vacio (o parte llena de aire) del capacitor, C m”
€, permitividad del vacio, 8.85 pF m!
E=V/d Intensidad del carnpo eléctrico, V m’!

Del lado izquierdo el campo eléctrico polariza al dieléctrico produciendo una densidaa superficial
de carga p,, que aparece en ambas caras del dieléctrico. Estas cargas ligadas inducen cargas libres
de signos opuestos en las placas del capacitor.

Comparando la parde izquierda y derecha del capacitor, se observa que la densidad superficial de
cargas libres sobre las placas se aumenta por p,,. Por lo tanto, en el dieléctrico se tiene:

D,=¢,E+p,

y como anteriormente se mostro que P=p,,, entonces:

D, =¢,E+P
D, densidad de flujo eléctrico en el dieléctrico del capacitor, C m ™
€, permitividad del vacio, 8.85 pF m’!
E=V/d Intensidad del campo eléctrico, V m!
P . Polarizacién (del dieléctrico), Cm ™
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El término P en la ultima ecuacion, implica la presencia del dieléctrico, siendo redundante el

subindice de D, por lo que se puede reescribir como:

D=¢g E+P

Aunque la ecuacion se desarrollo para el caso especial de un capacitor de placas paralelas, es una

relacion (vector) que se aplica en general. En el dieléctrico, también puede escribirse D=¢ E o
bien D=D, =¢E, donde € es la permitividad del material dieléctrico en farads por metro.

Entonces:

eE=¢, E+P

0 sea que:

P . P
3:80+E o bien E:g—go

Corriente Eléctrica y Densidad de Corriente.

Si en una superficie cerrada "S" se encuentra una carga "Q" que disminuye con el tiempo, esta
disminucion estara relacionada con la existencia de una corriente que fluye desde el volumen

acotado por la superficie.

dQ,
[=¢)-dS=——"+
1.8

Donde la corriente esta relacionada a la densidad de corriente como J =1/ A, por lo que se puede

llegar a la "ecuacion de continuidad":

Si la densidad de carga no varia con el tiempo, la integral de superficie es igual a cero, lo que

determina el caracter cerrado de las lineas de densidad de corriente.

En un campo eléctrico, toda carga "q" experimentara una fuerza F=qE, que implica una

aceleracion a = F/ m y una velocidad v = at, entonces se obtiene:

F qE
vE—t=——t
m m
El resultado anterior implica que la velocidad aumentara indefinidamente conforme transcurra el
tiempo, sin embargo, las cargas cuando se mueven experimentan choques arbitrarios perdiendo

parte de su energia y ocasionando cambios aleatorios en la direccion de su movimiento. En un
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medio homogéneo el efecto neto de los choques es limitar a la particula cargada a una velocidad
promedio constante que se llama "velocidad de arrastre o velocidad de deriva" (va), que tiene la
misma direccion del campo E, y se relaciona con éste por una constante llamada "movilidad del
electron” U, esto implica que:

vd =u’e E [%]

I
donde I=v, -pyAz—?, entoncesJ:X=v‘l -p.

Resistencia Eléctrica y Ley de Ohm.

En 1826, Georg Simon Ohm realizo experimentos con las relaciones entre la tension o voltaje V
sobre un conductor y la corriente I que pasa por él, en términos de un parametro caracteristico del
conductor, este parametro se denomina resistencia R, que se define como la razon de la tension o
voltaje V @plicado al conductor a la corriente I que pasa por él.

v D o
R=— 6 V=R [0 R NREEERHLCRY
- Y
R depende de las dimensiones del ‘ ‘
conductor y del mateiral del mismo. l d !

Se supone que la resistencia R es independiente de la corriente I, es decir, la resistencia R es una
constante. Reciprocamente, se dice que una resistencia asi, obedece la ley de Ohm. Existen, sin
embargo, elementos de cir¢uito, como los rectificadores, cuya resistencia no es una constante. Se
dice que tales elementos son no lineales y se requiere un diagrama V contra [ para determinar su
comportamiento. Aun, se define la resistencia R por medio de la ecuacion anterior, pero no es

independiente de la corriente I y la resistencia no obedece la ley de Ohm.

Potencia y Ley de Joule.

Como se observa en la figura anterior, la diferencia de potencial V a través del conductor de
longitud "d" es igual al trabajo por carga unitaria requerido para mover una carga en el conductor.
Multiplicando por la corriente (I) se obtiene el trabajo por unidad de tiempo, o sea la potencia "P"
trabajo

trabajo : :
. . x corriente = = potencia
corriente x tiempo tiempo

o bien Vi=P
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Esta es la potencia disipada en el conductor de longitud d. La unidad del SI para la potencia es el
watt (W). En consecuencia,

volts x amperes = watts (W)

introduciendo el valor de V de la ley de Ohm se tiene: P=I’R

Esta relacion se conoce como ley de Joule. Entonces el trabajo o energia disipada por el conductor
se presenta en éste como calor. Se supone que P es constante en el tiempo, si no lo es, la
expresion se integra en el intervalo de tiempo "t". La energia "W" disipada en el conductor en un
tiempo "t" es entonces:

W=Pt=I"Rt
donde
W = energia, J P = potencia, W I = cormiente, A
R = resistencia, €2 t = tiempo, s

Resistividad y Conductividad.

Para facilitar la comparacion entre diferentes tipos de sustancias, es conveniente definir una
cantidad que sea caracteristica s6lo de la sustancia. La resistividad S es dicha cantidad. La
resistividad de un material es numéricamente igual a la resistencia de un cubo unitario homogéneo
del material, con una distribucion de corriente uniforme. Considere el siguiente diagrama, con una
corriente I a través del cubo unitario, la resistividad S del material esta dada por S =V /I, donde
V es el potencial entre las terminales.

En unidades del SI, esta medida es en ohms para un cubo de material de un metro por arista. Si se
colocan dos cubos en serie entre las terminales, la resistencia medida es de 2S, mientras que si los
cubos se colocan en paralelo, la resistencia medida es de 5 S. Se deduce que la resistencia R de un

bloque rectangular de longitud ¢ y seccion transversal "a", como el de la figura, es:

7 rR=5 I
I A T 8
1 ‘
i R-a
R =7
v
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Donde S es la resistividad del material del bloque. De acuerdo con la expresion en la figura, la

resistividad tiene las dimensiones de:

resistenciaxa rea ) ) )
. = resistencia x longitud
longitud

Asi pues, la resistividad tiene las dimensiones de la resistencia por la longitud y en unidades del SI
se expresa en ohm-metro (QQm).

La resistividad es una funcion de la temperatura. En conductores metalicos varia casi linealmente

con la temperatura absoluta. En un intervalo considerable de temperatura, a partir de una
temperatura base o de referencia T, la resistividad S esta dada aproximadamente por:

S=$, [1+a (T-T,)]

T = temperatura del material,° C

T, = temperatura de referencia (normalmente 20°C)

S, = resistividad a la temperatura T, , Qm

a = coeficiente de temperatura de la resistividad, unidades numé ricas°C ™'
En 1911, H. Kamerling Onnes observd por primera vez que a temperaturas cercanas al cero
absoluto (T=0K 6 -273°C) algunos metales se vuelven superconductores. La resistividad baja a
cero y el campo magnético es eliminado, de manera que B = 0; la transicion es subita. El Niobio
(también llamado Colombio) se vuelve superconductor a 9.2°K, el Aluminio a 1.2°K, pero el
Cobre y el Oro no son superconductores, al menos no a temperaturas tan bajas como 0.05°K.
Algunos compuestos intermetalicos como el Nb,(Al—Ge) se vuelven superconductores a la
temperatura relativamente alta de 21°K. Si se llegan a desarrollar materiales que se transformen en
superconductores a 25°K o mas, ocurrird una revolucion tecnologica puesto que permitira el uso
de superconductores enfriados por Hidrogeno liquido relativamente barato (temperatura de
ebullicion de 20.4°K).

El reciproco de la resistencia R es la conductancia G. Esto es, G=1/R. Puesto que la resistencia
se expresa en ohms, la conductancia en ohms reciprocos. Un ohm reciproco se denomina mho
(ohm escrito al revés), la conductancia se da en mhos y el simbolo en el SI es una omega
mayuscula invertida. Una unidad opcional para la conductancia es el siemens (S). Asi,
1 siemen =1 mho.

El reciproco de la resistividad S es la conductividad o, esto es:

A

1
o=—
S R-a

N
»



CariTuLrLo I

Aunque la resistividad es conveniente en ciertas aplicaciones, es mejor tratar con su reciproco, la
conductividad, por ejemplo, en donde haya circuitos en paralelo. Puesto que la resistividad se

expresa en ohn-metro, la conductividad se expresa en mhos por metro.

La resistencia R y la conductancia G de un bloque rectangular, como el de la ultima figura, de

material de conductividad o estan dadas por:

R- (ohms, Q) G—l — (mh i )

== S, i mhos o siemens
6 ; conductividad del material del bloque, [mhos-m™ ].
a; areade la seccion transversal del bloque, [m2].

7\, ;  longitud del bloque, [m].

Ley de Ohm en un punto.

Considérese un bloque de material conductor y construyase una pequefia celda cubica imaginaria
de longitud A y seccion transversal "a" alrededor de un punto P en el interior del bloque siendo a

normal a J, como se indica en la siguiente figura.

/ // e .
. E ~ J2 p J ) |
_— ,:/,7/,4_,, ,7/ ® / — ;/ —-
/ / / a. i )
/ / = / / y
/ A" / /
/ /

Entonces, al aplicar la ley de Ohm a esta celda se tiene V=RI donde V es la diferencia de
potencial entre los extremos de la celda. Pero V=FEAL e 1=J.a; asi que EA=J-a-R, de lo que se

obtiene:

Haciendo que la celda sea tan pequefia como se quiera, se puede aplicar esta relacion en el punto
P, y se escribe:
J=cE

Esta ecuacion es la ley de Ohm en un punto y relaciona la densidad de corriente "J" en un punto

con el campo total "E" en el punto y la conductividad ¢ del material.
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En este analisis se ha supuesto que el material conductor es homogéneo (el mismo material en .
todo el volumen), es isotropico (la resistencia entre las caras opuestas del cubo es independiente
del par de caras que se escoja), y que es lineal (la resistencia es independiente de la corriente).

De la expresion anterior se tiene que la conductividad es la relacion de la densidad de corriente J al
campo aplicado E.

Pero, anteniormente se vio que la densidad de corriente es el producto de la velocidad de deriva o
de arrastre v, y la densidad de carga p.
J=p-v,

Entonces, la conductividad queda expresada como:

. XE__ . mhos
o=p o =pu, [%7]
p =densidad de carga, Cm™

. = movilidad,m? V' s
Condiciones de Frontera.

Al hablar de "condiciones o relaciones de frontera" hacemos referencia al estudio de lo que sucede
eléctricamente y magnéticamente en la superficie de un determinado material o medio en
condiciones estaticas.

Podemos pensar que todos los medios estan separados entre si por una frontera o limite, entonces
al analizar las condiciones eléctricas que se imponen en esta separacion o limite, estamos hablando
de las "condiciones de frontera". Los casos que se analizan son: frontera entre conductor y espacio
libre, frontera entre un conductor y un dieléctrico y frontera entre dos dieléctricos.

En un medio particular el campo eléctrico es continuo, es decir, si no es constante, cambia sélo en
una cantidad infinitesimal en una distancia infinitesimal. Sin embargo, en la frontera o limite entre
dos medios diferentes el campo eléctrico puede cambiar abruptamente tanto en magnitud como en

direccion.

El problema en la frontera se analiza en dos partes, primero la relacion entre los campos tangentes
a la frontera y después los normales a ésta. En el caso de los campos tangentes a la frontera, se
suponen Gos medios dieléctricos que se consideran aisladores perfectos, es decir, sus
conductividades son cero. En la siguiente figura se indica lo anterior y ademas una trayectoria que
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encierra a la frontera, y se suponen las intensidades promedio de campo eléctrico tangente de cada

medio.
AX '

medio 1
E. g O

v LBy ;

Ay K . W frontera

‘ E, medio 2
s %) G,

A

El trabajo por unidad de carga necesario para transportar una carga de prueba alrededor de esta
trayectoria cerrada es la integral de linea del campo "E" alrededor de la trayectoria:

§E-dA=0

Si Ay — 0 el trabajo a lo largo de la trayectoria perpendicular a la frontera es cero aunque pueda
existir un campo finmito perpendicular a la frontera.
En estas condiciones la integral de linea en direccion de la trayectoria es:

E, Ax-E, Ax=0 1)
E, Ax=E, Ax Q@)

De acuerdo con (2) las componentes tangenciales del campo eléctrico son las mismas a ambos
lados de una frontera entre dos dieléctricos, es decir, el campo eléctrico tangencial es continuo a
través de una frontera como la descrita.

Si el medio 2 fuese un conductor (o, #0) el campo E, en el medio 2 debe ser cero en

condiciones estaticas y la ecuacion anterior se reduce a:

E, =0 3

De acuerdo con (3), el campo eléctrico tangencial en una frontera dieléctrico-conductor es cero.
Con esto se supone que no fluyen corrientes. Si hay corrientes, el campo E en el conductor no es
cero, a no ser que la conductividad sea infinita, y (2) se aplica en lugar de (3). Estas dos
ecuaciones se pueden ampliar para abarcar los campos que cambian en el tiempo y se puede
demostrar que la relacion matematica de (2), se satisface para campos estaticos o variables para la
frontera entre dos medios cualesquiera, de permitividades, permeabilidades y conductividades:
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€, 8&,, U, H,, O, 0,6. Mas ain, para campos cambiantes la relacion (3), se restringe al caso
en que la conductividad del medio 2 sea infinita (5, — ). Esto se sigue del hecho de que un

campo eléctrico cambiante en el tiempo en un conductor es cero solo si la conductividad es
infinita.

Considérese ahora los campos normales a la frontera, y que los medios son dieléctricos separados
por el plano XY mostrado en la siguiente figura:

(o)1

La componente normal de densidad de flujo es continuo a través de una frontera libre de carga.
Los medios de la figura anterior se suponen aisladores perfectos, es decir, que su conductividad es

cero, ademas, considérese una superficie gaussiana (una caja imaginaria, la mitad en cada medio)
de dimensiones Ax Ay Az. Notese que las densidades de flujo promedio D, y D, , son las

densidades de flujo promedio normales a los medios 1y 2 respectivamente. D, es nna normal
hacia afuera o positivay D, es una normal hacia adentro o negativa. Por la ley de Gauss sabemos

que el flujo eléctrico o integral de superficie de la componente normal de "D" sobre una superficie
cerrada, es igual a la carga encerrada por ella. Si Az —» 0, la contribucion de los lados a la integral
es cero y entonces el flujo total sobre la superficie es debido enteramente al flujo sobre las
superficies superior e inferior. Si la densidad de carga superficial promedic en la frontera es P;, al
aplicar la ley de Gauss se tiene:

D, AxAy-D, AxAy=p, Ax Ay
D, -D., =p, @)

La ultima expresion indica que la componente normal de la densidad de flujo cambia en una
frontera cargada entre dos dieléctricos en una cantidad igual a la densidad superficial de carga,
ésta normalmente es cero en una frontera dieléctrico-dieléctrico a no ser que la carga sea colocada
ahi por medios mecanicos, como es el caso de la friccion.
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Si la frontera esta libre de carga, p, = 0 y la expresion (4) se reduce a:

D, =D, (5)

n

De acuerdo con (5) la componente normal de la densidad de flujo es continua a través de la
frontera sin carga entre dos dieléctricos. Si el medio 2 es un conductor, D, =0y (4) se reduce

a:
D, =p, (6)

De acuerdo con (6), la componente normal de la densidad de flujo en una frontera dieléctrico-
conductor es igual a la densidad superficial de carga en el conductor.

En estas expresiones P se refiere a una carga eléctrica real separada por distancias finitas de
cantidades iguales de cargas opuestas, y no a la carga superficial por causa de la polarizacion
(Psp). La Carga superficial de polarizacion es producida por dipolos atomicos que tienen cargas
iguales y opuestas, separadas por lo que se supone es una distancia infinitesimal. No es permisible
separar las cargas positiva y negativa de tal dipolo por una superficie de integraciéon y en
consecuencia el volumen debe contener siempre en un nimero entero de dipolos y por tanto, carga
neta de cero. Solo cuando las cargas positiva y negativa estan separadas por una distancia
macroscopica (como en las caras opuestas de una lamina conductora) se puede separar por medio
de una superficie de integracion. Esto resalta una diferencia fundamental entre la polarizacion (o
también llamada carga ligada o unida) en una superficie dieléctrica y la carga real en la superficie
de un conductor. En una forma semejante, la relacion de frontera para polarizacion es:

P —P, =-b,, ()
si el medio 2 es el espacio libre,

P, =-p, (®)

LLas ecuaciones (6) y (8) pueden escribirse como:

D-fi=p, y -P:-n=p, )

El signo menos en la relacion de la polarizacion proviene del hecho de que la carga de polarizacion
positiva en una superficie dieléctrica esta dirigida hacia adentro, mientras que la normal a la
superficie se dirige hacia afuera.
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Ejemplo. Frontera entre dos dieléctricos.

Sean dos medios dieléctricos isotropicos 1 y 2 separados por una frontera plana libre de carga
como se indica en la figura. Sean las permitividades €, y €, y sean las conductividades
o, =0, = 0. Se quiere encontrar la relacion entre los angulos a, y o, de una linea de campo

estatico o tubo de flujo que atraviese la frontera. Por ejemplo, dado o, encontrar at, .

Solucion.

D, = magnitud de D en el medio 1

D, = magnitud de D en el medio 2 Ny medio |
. ) frontera 4 &1 O
E, = magnitud de E en el medio 1 —
. . linea de T i \\"é medio 2
E, = magnitud de E en el medio 2 caiboEOD 5 5T : g &
T 2 2
a
En un medio isotrépico Dy E o ;
tiene la misma direccion.
De acuerdo con las relaciones de frontera,
Dnl :I)u2 y Etl :Etz (@)
de acuerdo con la figura:
D, =D, cos (a,) y D, =D, cos (az) ®)
Etl =E, sen (al) y Et2 =E, sen ((12) ©

sustituyendo (b) y (¢) en (a) y haciendo la razon de los campos D a los campos E se obtiene:

D, cos (al) B D, cos (az)

= @
E, sen (al) E, sen (az)
Pero D, =¢, E, y D, =¢, E,; de manera que la ecuacion (4) viene a ser:
tg al) g, &,& &
tg a’Z) 82 8! 80 81'2 (5)

g, = permitividad relativa del medio 1
€, = permitividad relativa del medio 2

€, = permitividad en el espacio libre
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Supongase, por ejemplo, que el medio 1 es el aire (g, =1), mientras que el medio 2 es una placa
de azufre (¢, =4). Entonces cuando o, = 30°, el angulo ., en el medio 2 es de 66.6°

Ejemplo. Frontera entre un Conductor y un Dieléctrico

Supongase que el medio 2 de la figura anterior es un conductor. Se desea encontrar el valor de a, .

Solucion.

Puesto que el medio 2 es un conductor, D, = E, =0 en condiciones estaticas. De acuerdo con las

relaciones de frontera:

Dn, :ps Enl :8 E :O
1

En consecuencia:

o, =ang tg o, ﬁ:angtg (0)=0°

Se dice que una linea de campo eléctrico estatico o tubo de flujo en una frontera dieléctrico-
conductor siempre es perpendicular a la superficie del conductor (cuando no hay corrientes
presentes). Este hecho es fundamental para trazar el mapa de campo. Si se introduce una lamina
conductora delgada en forma perpendicular a un campo eléctrico, se inducen cargas superficiales
sobre la lamina de manera que el campo inicial, externo de la lamina, no se vea afectado; el valor
de la densidad de carga superficial inducida P, es igual a la densidad de flujo D en la lamina. Por
lo tanto, puede interpretarse la densidad de flujo en un punto como igual a la densidad de carga
Ps, que apareceria en una lamina conductora delgada introducida en forma perpendicular al campo
D en el punto. Para la lamina conductora delgada normal al campo de la siguiente figura, la

relacion D y P es como sigue.

D=-np, ———* > D=+np

!
+ + + + + +

n es el vector unitario perpendicular a la superficie.
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En consecuencia D se dirige normalmente hacia adentro del lado izquierdo y normalmente hacia
afuera del lado derecho. La magnitud de la densidad de flujo a cada lado es igual a la densidad de

carga Ps.
Relaciones de Frontera para Campos Eléctricos Estaticos.
Componente de  Condiciones de Condicion
Campo Frontera
(1) Tangencial E, =E, Dos medios cualesquiera.
(2) Tangencial E, =0 El medio 1 es un dieléctrico y el medio 2
es un conductor.
3) Normal D, =D, =p, Dos medios cualesquiera con carga en la
frontera.
(4) Normal Dy =Dy, Dos medios cualesquiera sin carga en la
frontera.
) Normal P TR El medio 1 es un dieléctrico y el medio 2

es un conductor con cargas superficial.

Las relaciones (1), (3) v (4) se aplican en la presencia de corrientes y también para campos que varian con el tiempo.

Las relaciones (2) y (5) también se aplican para situaciones que cambian con el tiempo puesto que 65 —0.

Rigidez Dieléctrica

Es la maxima intensidad de E que soporta un dieléctrico sin que ocurra una descarga eléctrica

(arco o descarga por efecto corona), es decir que E no puede aumentarse indefinidamente. El

radio de curvatura de la superficie conductora es otro factor que influye en la intensidad del

campo. Menor radio mayor densidad superficial de carga.



CAMPOS MAGNETICOS ESTACIONARIOS

Una carga movil constituye una corriente eléctrica I, donde I genera un Campo Magnético B, que
forma espiras. circulares concéntricas y cerradas al rededor del conductor, la direccion del campo
B esta dada por la ley de la mano derecha. Las lineas de campo magnético siempre son cerradas,

por lo que no existen polos magnéticos positivos o negativos independientes.

BAALAATATAIAN
RVINIVIVIVIY

Fuerza de un Campo "B" sobre un conductor.

Un conductor eléctrico con una corriente I, en un campo magnético B, experimenta una fuerza
magnética F_ dada por la siguiente expresion:

campo 0o

linea de flujo

F,=AixB

A= longituddelconductor, m
1 = corriente en el conductor, A

B = densidad de flujo magné tico, Teslas 6 Web / m?
La fuerza magnética (F_) describe el principio basico de funcionamiento de los motores eléctricos.
Permeabilidad.

Es una constante que relaciona la densidad de flujo magnético "B" con la intensidad de campo

magnético "H"



Para el vacio se tiene:

B:: IJ'O H
donde p, =4nx107  [£]

Ley de Biot-Savart.

Considere la siguiente figura. Si se tiene un elemento diferencial de corriente i- dA, para calcular el

carnpo magnético diferencial dB en un punto P asociado al elemento de corriente se tiene:

N ¢ = _M_Oi_ dxx r
b \ 4 -

( forma vectorial )

_ Moi dAsend
2V I

donde la direccion del elemento diferencial de densidad de campo magnético (dB) esta dada por el
producto cruz dAxr. Esta ley sirve para el calculo de B en cualquier distribucion arbitraria de
corriente.

Flujo Magnético y Densidad de Flujo Magnético.

Considerando la siguiente figura, se tiene un flujo continuo, es decir, no existen fuentes ni
sumideros, y las lineas de fluyjo magnético son perpendiculares al area A. Entonces, el flujo

magnético es:

w
I
> e

¢ =|A||B| cos (90°)= A-B
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Fuerza de Lorentz.

En un campo eléctrico, la definicion de intensidad de campo eléctrico muestra que la fuerza sobre
una particula cargada es:

F,=q-E

€

La fuerza eléctrica esta en la misma direccion que la intensidad de campo eléctrico si la carga es
positiva, y opuesta al campo si la carga es negativa. La fuerza eléctrica es directamente
proporcional a las magnitudes del campo E y de la carga q.

Experimentalmente se encuentra que una particula cargada que esta en movimiento dentro de un
campo magnético con densidad de flujo B, experimenta una fuerza cuya magnitud es proporcional
al producto de las magnitudes de carga q, a su velocidad v, a la densidad de flujo B y al seno del
angulo entre los vectores v y B. La direccion de la fuerza es perpendicular a los vectores vy B, y
esta dada por un vector unitario en la direccion del vector vxB. Por lo tanto, la fuerza puede

expresarse como:
F,=qvxB

Esto muestra una diferencia fundamental en el efecto de los campos eléctrico y magnético sobre
particulas cargadas, puesto que una fuerza que siempre se aplica en una direccion perpendicular a
la direccion en que avanza la particula nunca puede cambiar la magnitud de la velocidad de la
particula, dicho de otra manera, el vector aceleracion siempre es normal al vector velocidad. En
consecuencia, la energia cinética de la particula permanece inalterada, por lo tanto, el campo
magnético estable es incapaz de transferir energia a la carga en movimiento. El campo eléctrico,
por su parte, ejerce una fuerza sobre la particula que es independiente de la direccion en la cual
avanza la particula, por lo tanto, se efectiia una transferencia de energia entre el campo eléctrico y
la particula en general. La fuerza sobre una particula en movimiento debida a campos eléctricos y

magnéticos combinados se obtienen facilmente por superposicion:
F=q(E+vxB)

Esta ecuacion se conoce como la ecuacion de la fuerza de Lorentz, que junto con la segunda ley
de Newton es basica para la determinacion de los calculos del movimiento de particulas aceleradas
en un Tubo de Rayos Catodicos CRT, las oOrbitas del electron en el magnetron, las trayectorias del
proton en el ciclotron, las caracteristicas del plasma en el generador magnetohidrodinamico
(MHD) o en general; en el movimiento de la particula cargada en campos eléctricos y magnéticos

¢ombinados.
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Otro enfoque para el estudio anterior, es analizar los efectos del campo eléctrico y del campo
magnético por separado y relacionarlos con la segunda ley de Newton.

Campo Eléctrico.

Si se coloca una particula de carga "e" en un punto de un campo eléctrico uniforme E, la fuerza F
sobre la particula es:

F=eE
ya que la intensidad de campo eléctrico E es la fuerza por unidad de carga (newtons por coulomb).

Si la particula esta en reposo y se aplica el campo, la particula se acelera uniformemente en la
direccion del campo. De acuerdo con la segunda ley de Newton, la fuerza sobre una particula se
relaciona con su masa y su aceleracion por medio de:

F=m-a

por lo tanto, la aceleracion de la particula es:

a=—E (a)
m

La velocidad de la particula después de un tiempo t es:

e
v=at=— Et ®
m
Si se formula la ecuacion (b) como sigue:
m-a=e-E (©)

Entonces se concluye que el campo provee energia a ia particula cargada, la expresion (c) tiene
dimensiones de fuerza.

Al integrar esta fuerza en la distancia recorrida se obtiene la energia W adquirida, esto es:
2 2

W=m | a-di=-e | E-da @

1 1

La integral de linea del campo E entre dos puntos 1 y 2 puede reconocerse como la diferencia de
potencial V entre esos puntos. Cuando a =dv/dt y dA=v-dt se sustituyen en la ecuacion (d), se
tiene la siguiente expresion.
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2

W:m_[v-dv=e-V ©)

o bien

W:—m(vi—v,):e-V ®

Si la particula parte del reposo v, = 0 y entonces:

1 2
= 7 M Vo S8R ©

La ecuacion (g) tiene las mismas dimensiones que la energia, la relacion dimensional en unidades
del SI es:

2

joules = coulomb x volt = —
S

Entonces, la energia adquirida por una particula de carga "e" que parte del reposo y pasa a través
de una caida de potencial V esta dada por el producto de la carga y la diferencia de potencial, o
por la mitad del producto de la masa y el cuadrado de la velocidad final de la particula.

Al despejar la ecuacion (g) se obtiene:
2] ()

La energia adquirida por un electron (e=1.6x10""" C) al pasar a través de una diferencia de
potencial de ‘1 Volt es 1.6x10™" J. Esta cantidad de energia es una unidad conveniente para
designar las energias de particulas y se denomina "electron-volt" (eV).

Para un electron se tiene e=1.6x10™" C y m=0.91x10*° kg, de manera que la ecuacion (h)

queda:

v=59x10° VV [2]

Si V=1 volt, la velocidad que tiene el electron es de 0.59 Mm/s 6 590 km/s. Asi que una
tension relativamente pequefia imparte una velocidad muy grande a un electron. Si
V =2.5 kilovolts, la velocidad es de 30 Mm /s> 0 sea, aproximadamente el 10% de la velocidad
de la luz. La masa de una particula se aproxima a un valor infinito conforme la velocidad de ésta se
aproxima a la velocidad de la luz (efecto relativista), mientras que las relaciones anteriores se
basan en un valor constante de la masa; sin embargo, el aumento de la masa es en realidad de
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consecuencias despreciables para la mayor parte de las aplicaciones a no ser que la velocidad de la
particula sea de por lo menos la décima parte de la velocidad de la luz. La relacion entre la masa m
de la particula y su masa m, a bajas velocidades (masa en reposo) esta dada por:

m,

Si la velocidad de la particula es la décima parte que la velocidad de la luz, la masa es s6lo 0.5%
mayor que la masa en reposo. Si la particula tiene una velocidad que no sea paralela a la direccion
del campo, la particula describe una trayectoria parabélica como se indica en la figura.

| | e
f v / /
F ™
CAMPO MAGNETICO

La fuerza F sobre un elemento de corriente de longitud d¢ en un campo magnético es:

dF=(IxB) d¢ [N] (@)

Esta es la ecuacion fundamental de los motores de maquinaria eléctrica. Esto también es aplicable
a particulas cargadas moviles en ausencia de cualquier conductor metalico. La corriente I en un
conductor o un haz de iones o electrones puede expresarse en términos de la densidad de corriente
J, la densidad volumétrica de carga p, el area del haz A y la velocidad v por medio.

[=JA=pvA ®)

Sustituyendo () en (a) se tiene:
dF = pA d¢ (vxB)

Pero la carga en una longitud d¢ del haz es pA d¢ = dq, entonces:
dF=dq (vxB)
Para una sola particula de carga "e", se tiene la fuerza de Lorentz:

dF=e (vxB)
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Considérese ahora el movimiento de una particula de carga "e" desplaziandose con una velocidad v

dentro de un campo magnético uniforme de densidad de flujo B.

Por la segunda ley de Newton, la fuerza sobre la particula es igual al producto de su masa m por
su aceleracion a = dv/dt, entonces:

ma=e (vxB) ™
0 bien
e
a=—(vxB) ©)
m
C O D, ) . . O] ’ .
+ N =]
------------------------ *— — —
// 1 \\
D ®) . O ONMO O . .
Particula Cargada * - Campo Magnético
N o\ R / Saliendo de la pigina
. ° (o ° \\ 0 (o) e ‘o »
N
. . ) 0 e . . . °

Trayectoria de una particula cargada positivamente en un campo magnético.

De acuerdo con la expresion (), la aceleracion es normal tanto al plano que contiene la trayectoria
de la particula, como al campo B. Si la trayectoria de la particula (indicada por v) es normal al
campo B, la aceleracion es un maximo. Si la particula esta en reposo, el campo B no tiene efecto.
De manera semejante, si la trayectoria de la particula es en la misma direccion del campo B, no
hay efecto y la particula continiia sin desviarse. Solamente puede tener el campo B algun efecto
cuando la trayectoria o la velocidad de la particula tiene una componente normal al campo B. Si
un campo magnético de gran extension esta en angulos rectos con la direccion del movimiento de
una particula cargada, la particula se desvia hasta formar una trayectoria circular. Supéngase que
en una region libre de campos una particula cargada positivamente se mueve hacia la derecha,
como se indica en la figura anterior, y que cuando alcanza el punto P se le aplica un campo
magnético. La direccion del campo B es perpendicular al plano de esta pagina y saliente de la
misma. De acuerdo con el producto cruz de v sobre B dado por la ecuacion (8), la aceleracion es
hacia abajo; de manera que la particula describe un circulo en el sentido de movimiento de las
manecillas del reloj en el plano de la pagina. La magnitud de la fuerza F sobre la particula esta
dada por la segunda ley de Newton (F=m-a) y por la ecuacion (y), o sea, m-a=e-v-B,
entonces:

F=e-v-B
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la magnitud de la fuerza también esta dada por:
2

F=f—
R

Igualando las dos ultimas expresiones se puede obtener el radio (R) de la trayectoria circular de la
particula de la figura anterior.

m v’ ) m v
——=¢evB o =
R eB
Entonces, cuanto mayor sea la velocidad de la particula 0 mayor sea su masa, tanto mayor sera el

radio. Por otro lado, cuanto mayor sea la carga o la densidad de flujo, menor sera el radio.

El numero de revoluciones por segundo de la particula en la trayectoria circular se llama
frecuencia "f" de la particula. Esta frecuencia es:

v eB [_@_]
" 27tR 2mm

f

s
Esta es la misma frecuencia en el ciclotron.

CARGA Y MASA DE PARTICULAS

Particula Carga Masa en reposo Raz6n e/m
(C) (kg) (C/kg)

Electron - 1.602x107" 9.11x107! - 1.76 x10"
Positron + 1.602x107" 9.11x1073 + 1.76x10"
Neutron 0 1.6747x107%7 0

Proton (nucleo de H) + 1.602x107" 1.6725x107 + 9.6x107
Proton (micleo de H pesado) + 1.6x107" 3.34x107% + 48x107
Particula a (nicleo de He) + 32x107" 6.644x107% + 4 R1x%10’
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Momento de Torsion de una Espira, Momento Magnético o Torque.

Cuando una espira de corriente se coloca paralelamente a un campo magnético actian fuerzas
magnéticas sobre la espira que tratan de hacerla girar. La fuerza tangencial a una distancia radial al
eje de rotacion de la espira genera el torque (también llamado momento mecanico o momento de
torsion) sobre la espira o bobina. Las dimensiones del torque son de fuerza por longitud y se

expresan en Newton-metro (N m).

Considere una espira rectangular con lados cuya longitud son ¢ y d , situada en un campo
magnético de flujo uniforme y de densidad B. La espira tiene una corriente continua I. La fuerza

en cualquier elemento de la bobina esta dada por la siguiente expresion:

dF=(IxB) d¢ [N]

Una espira rectangular en un campo
uniforme B experimenta un momento
torsor que tiende a alinear con B a su

vector normal n

El vector unitario N es normal al plano de la bobina. ' ‘ v F

Si el vector unitario normal al plano de la espira (i ) forma un angulo 6 con respecto a B, como se

aprecia en el dibujo, la fuerza que tiende a girar la bobina (fuerza que siempre es perpendicular al
plano de la bobina) en los lados 1y 3 es F, =IB ¢ sen (0), ya que las fuerzas F' estan a lo largo

del eje de rotacion y son iguales, se tiene que el torque total en la espira es:

d
T:ZFtE:IBEd sen (0)

pero ¢-d esigual al area A de la espira, de manera que:
T=IAB sen (0)

De acuerdo a esta ultima expresion, el torque es directamente proporcional a la corriente en la
espira, al area de la misma y a la densidad de flujo del campo en donde esta la espira. El producto
I A es por definicion el momento magnético o momento dipolar magnético de la espira, y tiene

dimensiones de corriente por area.
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Se designa el momento dipolar magnético por la letra m, es decir, m=1 A de modo que:
T=mB sen (6)

En donde 6 es el angulo entre el vector normal (fi) al plano de la espira y la direccion del campo
B. Si la espira es de N vueltas, el momento magnético esta dado por m=NTA. El momento
dipolar magnético puede estar referido al vector i y ser considerado como m=mn,

cousiderando la regla de la mano derecha. Entonces, empleando el producto cruz, se puede
expresar:

T=mnxB=mxB
Aunque la espira de la figura tiene un area rectangular, estas dos ultimas expresiones se aplican
independientemente de la forma del area de la espira.
Ley de Ampeére.

La densidad de flujo B a una distancia R a lo largo de un conductor recto esta dada por:

Donde I es la corriente en el conductor y p es la permeabilidad del medio.

Si B es integrado alrededor de una trayectoria cerrada de radio R encerrando un conductor,
entonces se tiene:

pnl pl
B-df=—— $ dt=-— 27R=p1I
I 2nR Je 2R

B
si se define H=— entonces ; H-d/=1
n

Esta ecuacion es conocida como ley de Ampere o ley circuital de Ampére, y expresada en
palabras dice:

"La integral de linea de H sobre cualquier trayectoria cerrada es

igual a la corriente constante encerrada por dicha trayectoria”

Es obvio que los vectores H y B tienen la misma direccion, esto es verdad para todo medio
isotropico. Esta integral puede ser independiente del medio.
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En el caso del conductor que se muestra, en las trayectorias "a" y "b" arrojan el mismo resultado

en la integracion, es decir, hay una corriente "I", mientras que con las trayectorias "c¢" y "d" la
integracion da cero corriente.

H

()

[ I=0

(b) (¢) (d)

Se verifica también que la integracion sobre una trayectoria que atraviesa a un conductor dara
como resultado la porcién de corriente que encierra dicha trayectoria.

Un conductor tiene una corriente total I. La integral de linea de H alrededor de la trayectoria

cerrada "a" es igual a I, y la integral alrededor de la trayectoria "b" es menor que I, debido a que
ésta no encierra a toda la corriente.
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LEY DE FARADAY

Un campo magnético que varia con el tiempo produce una fuerza electromotriz (fem) que puede
producir una corriente en un circuito cerrado. Una fem no es otra cosa que un voltaje procedente

de los conductores que se mueven en un campo magnético o campos magnéticos variables,
entonces:

fom=—" volt
em = dt volts (1)

Esta ecuacion implica una trayectoria cerrada (aunque no necesariamente una trayectoria
conductora cerrada), por ejemplo, la trayectoria cerrada podria incluir un capacitor o podria ser
una linea puramente imaginaria en el espacio. El flujo magnético es el flujo que cruza a través de
cualquier superficie cuyo perimetro sea una trayectoria cerrada y d'¥/dt es la variacion del flujo
con respecto al tiempo. Un valor diferente de cero de d¥/dt puede ser el resultado de cualquiera

de las siguientes situaciones:
a) Un flujo que cambia con el tiempo circundando una trayectoria cerrada fija.
b) EIl movimiento relativo entre un flujo estable y una trayectoria cerrada.

¢) Una combinacion de los dos casos anteriores.

El signo menos indica que la fem tiene una direccion tal que produce una corriente, cuyo flujo, si
se suma al flujo original, reduciria la magnitud de la fem. Este enunciado que establece que el
voltaje inducido actua para producir un flujo opuesto es conocido como la ley de Lenz. Si la
trayectoria cerrada es un filamento conductor enrollado de N wvueltas, generalmente es

suficientemente preciso considerar las N vueltas como coincidentes y establecer entonces:

fe Nd\P
em=-N—
dt

V¥ es el flujo que pasa a través de cualquiera de las N trayectorias coincidentes.

La fem es un escalar y se define como el voltaje a lo largo de una trayectoria cerrada especifica,

esto es:

V =fem= § E-dA
Al sustituir ¥ en (1) por la integral de superficie de B, se tiene:
d
fem = §E~dk: s JB- ds
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Los dedos de la mano derecha indican la direccion de la trayectoria cerrada y el pulgar la direccion
ds. Una densidad de flujo B en la direccion de ds que aumenta con el tiempo produce un valor

promedio de-E que es opuesto a la direccion positiva en que se recorre la trayectoria cerrada.

Ley de Lenz.

Expresa el principio de conservacion de la energia, y dice que el voltaje inducido por un flujo de
campo B variable tiene una polaridad tal que la corriente establecida en una trayectoria cerrada da
lugar a un flujo que se opone al cambio del flujo del campo B. En un conductor que se mueve a
través de un campo estacionario B, la polaridad de la Ley de Lenz siempre sera tal que el

conductor experimenta fuerzas magnéticas que se oponen al movimiento.

El Rotacional del Campo H.

Es una relacion puntual que puede considerarse como una extension de la ley de Ampere aplicada

en un punto. Integrando en la periferia de un area A se tiene:

- fHa
( rot H) N = lim ~TS—N_—
ASy -0
expresando en forma de determinante:
a, a, a,
|2 o 4
rot H= x oy oz
H, H, H,

y en términos del operador vectorial se expresa como rot H=V xH.

Condicién necesaria pero no suficiente para que exista rotacional.
El campo debe de variar en magnitud a lo largo de una linea normal a la direccion del campo.

La divergencia del rotacional de una funcion vectorial es cero si la divergencia de la funcion
vectorial es cero, entonces la funcion vectorial debe de ser el rotacional de alguna otra funcion

vectorial.
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El rotacional del gradiente de una funcion escalar es cero cuando cualquier funcion vectorial que

sea el gradiente de una funcion escalar no tiene rotacional.

Magnetizacion de los materiales.

Si a un nucleo de cualquier material se le enrolla una bobina donde se hace pasar una corriente se
generara un campo B en el nucleo. Existe un campo B, complementario al generado por la

corriente I, éste determina la orientacion de los imanes elementales del nucleo y es equivalente a

un campo creado por un corriente I ..
dI, ) £
=T s ILL=9¢M-dA
Todos los materiales presentan algunos efectos magnéticos. En muchas substancias los efectos
magnéticos son tan débiles que el material se considera frecuentemente como no magnético. Sin
embargo, el vacio es el unico medio que en realidad es no magnético. En general, los materiales
pueden ser clasificados de acuerdo a su comportamiento magnético en la siguiente forma:

Diamagnéticos
Paramagnéticos
Clasificacion general de los materiales Ferromagnéticos
segun su comportamiento magnético Antiferromagnéticos
Ferrimagnéticos

Superparamagnéticos

En los materiales diamagnéticos los efectos magnéticos son débiles. Aunque la Orbita y el
momento magnético del espin del electron en tales materiales es nulo en ausencia de un campo
magnético externo, un campo aplicado origina que el momento del espin exceda ligeramente su
momento orbital, resultando en un pequefio momento magnético neto el cual se opone al campo
ap_li.cado. Asi, si una muestra diamagnética es colocada cerca de cualquier polo de un iman fuerte,
esté sera repelido; este efecto fue descubierto por Michael Faraday en 1846. La muestra que uso
Faraday fue una pieza de bismuto, una sustancia que presenta un diamagnetismo mas intenso que
muchos otros materiales diamagnéticos entre los cuales estan el hidrogeno, helio y otros gases
"inertes", cloruro de sodio, cobre, oro, silicio, germanio, grafito y azufre. El efecto diamagnético
esta presente en todos los materiales, ya que proviehe de la interaccion del campo magnético
externo con cada electron orbital; sin embargo, se ve enmascarado por otros efectos. Se analiza el
atomo en el cual los efectos del espin del electron y del movimiento orbital no se anulan
completamente. El atomo como un todo tiene un pequefio momento magnético, pero la

orientacion al azar de los atomos en una muestra grande produce un momento magnético
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promedio de cero. El material no muestra efectos magnéticos en ausencia de un campo exterior,
sin embargo, cuando se aplica un campo externo existe una pequefia torca en cada momento
atomico y estos momentos tienden a alinearse con el campo magnético externo. Este alineamiento
conduce a un aumento del valor del campo magnético dentro del material sobre el valor externo,
sin embargo, el efecto diamagnético sigue actuando sobre los electrones orbitantes y puede
contrarrestar el incremento antes dicho. Si el resultado neto es una disminucién en el campo
magnético, el material es llamado paramagnético. El potasio, oxigeno, tungsteno, tierras raras y
muchas de sus sales como el cloruro de erbio, 6xido de neodimio, 6xido de itrio, uno de los

materiales mas usados en masers, son ejemplos de sustancias paramagnéticas.

Los materiales ferromagnéticos, antiferromagnéticos, ferrimagnéticos y superparamagnéticos,
tienen intensos momentos atomicos, ademas, la interaccion de atomos adyacentes causa un
alineamiento de los momentos magnéticos de los atomos, en ocasiones sumandose y en otras
restandose exactamente.

En los materiales ferromagnéticos cada atomo tiene un momento dipolar magnético relativamente
grande, causado principalmente por los momentos no equilibrados de espin del electron. Las
fuerzas interatomicas causan que estos momentos se alineen en forma paralela por regiones que
contienen un gran nimero de atomos. Estas regiones llamadas dominios pueden tener una
variedad de formas y tamafios que fluctian desde un micrometro a varios centimetros, segun el
tamafio, la forma, el material y la historia magnética de la muestra. Materiales ferromagnéticos
virgenes tendran dominios, sin embargo, varian en direccion, de dominio a dominio. El efecto
completo es de cancelacion y el material como un todo no tiene momento magnético. Sin
embargo, con la aplicacion de un campo magnético externo aquellos dominios que tienen
rmomentos en direccion del campo aplicado aumentan su tamaifio a expensas de sus vecinos, el
campo magnético interno aumenta grandemente por encima del campo magnético externo. En
general, cuando se retira el campo externo no se produce un alineamiento azaroso de dominios,
pero permanece un residuo o remanente de campo dipolar magnético en la estructura
macroscopica. Al hecho de que el momento magnético del material sea diferente después de que el
campo se ha retirado o que el estado magnético sea funcion de su historia magnética, se le llama
histéresis. Los materiales ferromagnéticos no son isotropicos en monocristales o cristales sencillos
y por lo tanto se limitara la discusion a materiales policristalinos, excepto para mencionar que una
de las caracteristicas de los materiales magnéticos anisotropicos es la magnetostriccion, o cambio
en las dimensiones del cristal cuando se aplica un campo magnético sobre él. El hierro, niquel y
cobalto son los unicos elementos que son ferromagnéticos a la temperatura ambiente, pierden

todas sus caracteristicas ferromagnéticas arriba de una temperatura llamada de Curie, la cual es
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1043K (770°C) para el hierro. Algunas aleaciones entre estos metales y con otros metales son
también ferromagnéticas, por ejemplo, el alnico que es una aleacién de aluminio-niquel-cobalto
con una pequefia’ cantidad de cobre. A bajas temperaturas algunas tierras raras tales como el
gadolinio y el disprosio son ferromagnéticas. También es interesante que algunas aleaciones
metalicas no ferromagnéticas cambian a ferromagnéticas bajo estas circunstancias, tales como

bismuto-manganeso-estafio.

En materiales antiferromagnéticos los momentos magnéticos de atomos adyacentes se alinean en
forma antiparalela (direcciones opuestas) de manera que el momento magnético desaparece en
presencia de un campo aplicado. El momento magnético neto es cero y los materiales
antiferromagnéticos son afectados solo levemente por la presencia de un campo magnético
externo. Este efecto fue descubierto primero en el 6xido de manganeso, pero varios cientos de
materiales antiferromagnéticos se han identificado desde entonces. Muchos o6xidos, sulfuros y
cloruros tales como el 6xido de niquel (Ni O), sulfuro ferroso (Fe S) y cloruro de cobalto
(Co Cl,). El antiferromagnetismo solo se presenta a temperatura ambiente, el efecto no es

importante para la ingenieria en el presente.

Las sustancias ferrimagnéticas también muestran un alineamiento antiparalelo de momentos
atomicos adyacentes, pero los momentos no son iguales, por lo tanto, se origina una respuesta
grande al campo magnético externo, aunque no tan grande como en materiales ferromagnéticos.
El grupo mas importante de materiales ferrimagnéticos son las ferritas, en donde la conductividad
es baja, varios ordenes de magnitud menores que la de los semiconductores. El hecho de que estas
sustancias tengan resistencia mayor que los materiales ferromagnéticos da por resultado corrientes
inducidas mucho menores en el material cuando se aplican campos alternantes, como en el caso de
nucleos de transformadores que operan a altas frecuencias. Las corrientes reducidas (corrientes de
eddy) conducen a bajas pérdidas 6hmicas en el nicleo del transformador. La magnetita de 6xido
de fierro (Fe,0,), la ferrita de niquel-zinc (Ni,,, Z,,, Fe, O,) y la ferrita de niquel (Ni Fe, O,)
son ejemplos de esta clase de materiales. El ferrimagnetismo también desaparece a temperaturas
mayores que la temperatura de Curie.
-~

Los materiales superparamagnéticos estan compuestos por un montaje de particulas
ferromagnéticas en una matriz no ferromagnética. Aunque existen dominios dentro de las
particulas individuales, las paredes del dominio no pueden penetrar el material matriz intermedio a
la particula adyacente. Un ejemplo importante es la cinta magnética usada en grabaciones de

audio, video y en sistemas de almacenamiento de datos.
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Caracteristicas de los diferentes materiales magnéticos.

Clasificacién Momentos magnéticos Valores de B Comentarios
Diamagnético Mgy +Megpin = 0 Bint ( Bapl B = Bapl
Paramagnético M, +M,,, = pequefio By ) By By ~ B,y
Ferromagnético ‘mesp,-n ’ >)|morb | Bint ) Bapi Dominios
Antiferro ético \mespm } »lmorb | Bt = By Momentos adyacentes opuestos

. ans m._ . ‘ m. Bt ) Ban Momentos adyacentes desiguales y
Sefrmagactico ‘ T »l = l h . opuestos, baja ¢
Supcrparamagnético ’mépin \))'moﬂb i Bi ) By Matriz no magnética; cintas de

grabacion

LEYES DE MAXWELL

Primera Ley de Maxwell o Ley de Faraday.

Se observa que cuando por un conductor fluye corriente se produce un campo magnético. En
1831, Michael Faraday en Londres (Inglaterra) y Joseph Henrry en Albany (Estados Unidos),
encontraron en forma independiente que el efecto inverso también es posible. Es decir, un campo
magnético puede producir una corriente en un circuito cerrado, pero debe cumplirse la importante
condicion de que el flujo magnético de enlace sobre el circuito debe estar cambiando.

a) Forma integral de la ley de Faraday.

| (B o -
‘ e 5 = L = -
x ;E-dk— ; 5t ds 5t

La figura muestra los sentidos . -

de referencia para la ecuacion.
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El signo menos en la ecuacion de la Ley de Faraday implicitamente incluye a la Ley de Lenz, la
cual dice que el voltaje inducido por un flujo variable tiene una polaridad tal que la corriente
establecida en una trayectoria cerrada da lugar a un flujo que se opone a la variacion en el flujo.
Para un conductor que se mueve a través de un campo magnético estacionario B, la polaridad de
Lenz siempre sera tal que el conductor experimenta fuerzas magnéticas que se oponen al
movimiento. La ley de Lenz expresa la conservacion de la energia, es decir, que el trabajo
realizado sobre el sistema debe ser exactamente igual a la energia de Joule producida por la
bobina. Si se considera lo siguiente:

a(p total

8t>0

entonces el campo eléctrico E es opuesto a dA, de tal manera que E produce una corriente cuyo
flujo magnético se opone a B. Debe notarse que las direcciones de C y dS también estan
relacionadas por la regla de la mano derecha. La ley expresa que el trabajo hecho para llevar una
carga eléctrica positiva unitaria alrededor de S sobre C hasta volver al punto inicial (voltaje), es de

magnitud igual a la rapidez de cambio del flujo magnético total a través de la superficie S.

b) Interpretacion del rotacional como una integral de linea.

Para pasar de la forma integral de la Ley de Faraday a su forma diferencial hay que recordar la
siguiente interpretacion rotacional:

(i1 Definiendo la "circulacion" como en mecanica de fluidos, se tiene:

Circulacion = § E-da

N

C,

SRR

e
e

C, es el contorno que encierra a una superficie plana de area S que contiene al punto r.

iy El rotacional puede entenderse como la circulacion por unidad de area en el punto r.
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i) El Teorema de Stokes relaciona la integral de trayectoria o de linea sobre un
contorno cerrado con la integral de superficie sobre la superficie comprendida por
el contorno.

1
VXE|=1lim— ¢ E-d/
|V xE| lmASJ d

AS—0 or

Teorema de Stokes:

Sea S una superficie suave a trozos orientada en el espacio, cuya frontera es una curva simple
suave a trozos, cerrada, dirigida de acuerdo a la orientacion dada a la superficie S; y sea U un
campo vectorial, con componentes continuas y diferenciables, definido en un dominio D que
incluye a S. Entonces:

fu.ar=] (vxv).ds

C S

iv) Se muestra su interpretacion fisica usando el concepto de circulacion, efectuando

la integral como una sumatoria de VE en elementos diferenciales de superficie:

[ (vxE)-ds = lim 3 (VxE)-AS,

AS; 0
s

( )

, l |
Aplicando el concepto de circulacion: ,[ (VxE-dS) = lim 2, L J E-d¢ J
AS; -0

i Cr;

Superficie S dividida en elementos

infinitesimales de*area. Periferia o curva C.
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De la figura se observa que al efectuar la suma los Unicos términos que quedan sin cancelarse son
los que estan sobre la periferia C

J(vxE)-ds=fE-an

s c

c¢) Forma diferencial de la Ley de Faraday.

0
Partiendo de la forma integral ; E-dA=- é—t—jB -ds
y utilizando el teorema de Stokes ; E-dA= I( VxE)-ds
L 0
entonces, para una superficie fija I( VxE)-ds=- I > B-ds
. _ : . 0
si S es arbitraria y por igualdad de integrales VxE=- 2 B

Segunda Ley de Maxwell o Ley de Gauss.

Partiendo de los resultados experimentales de Faraday, quien encontrdé que el flujo eléctrico es

igual a la carga, se tiene lo siguiente.

a) Forma integral de la ley de Gauss.

;D-ds:fp dv=Q, .

S \%

S encierra al volumen V y la densidad de carga eléctrica por unidad de volumen es p [C"‘,‘:s"“"]

b) Interpretacion de la divergencia como una integral de superficie.

) Sea S, la superficie de una esfera de radio r y volumen V, con centro en r'= ( x',y', z')
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1
V-U r:lim v IU-ds

V0 ’
l‘—) Sr

Como dS es positiva hacia el exterior de la superficie, la expresion anterior dice que la divergencia
en el punto r' es el flujo que sale por unidad de volumen en dicho punto.

ii) El teorema de la divergencia o Teorema de Gauss relaciona la integral de superficie con
la integral de volumen.

Teorema de Gauss: Sea U un campo vectorial en el dominio D. Sea S una superficie cerrada en D,
y sea dS = @ dS, con m la normal exterior de S con respecto a V. Entonces:

IU-d§:f (V-U) dv

S \"
iti) Interpretacion fisica del teorema de la divergencia

Se ilustra con cubos, sin embargo, para elementos diferenciales no importa la forma del volumen
utilizado. Evaluando la integral como una sumatoria de V-U en elementos diferenciales de

volumen:

[ (v-av)= lim > (V-0)V,

\% L |

y por la interpretacion fisica de la divergencia:

( )
[(v.av)= tim Y| §U-dsl

v Ve i\, )

Pero los flujos a través de las superficies en contacto de elementos contiguos se cancelan:
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Lo que sale de (1) por la cara A, entra a (2) con signo menos y la suma se cancela. Los flujos en el
interior se cancelan y la suma se reduce al flujo en la superficie exterior.

¢) Forma diferencial de la Ley de Gauss

De la forma integral de la Ley de Gauss, la carga es definida:
§p.das=[pav=q,
S \%
Por el Teorema de la divergencia o de Gauss:
[D.as=[v.-pav=]pav
S \% v

pero como V es arbitrario y por igualdad de integrales se tiene que V- D = p entonces se concluye

que las fuentes para el campo eléctrico son:

B
ot

Notese que la Ley de Faraday y la Ley de Gauss especifican que estas fuentes estan dadas por:

: oB
p=V-g E y —ngxE

Tercera Ley de Maxwell o0 Ley de Ampeére.

a) En forma integral se tiene.

fH-dr=] %%dsJJ-ds

C S s

La curva C encierra a la superficie S.

b) Forma diferencial aplicando el Teorema de Stokes.

;H‘dkzj (VxH)-dS

C S
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por ser la superficie S arbitraria (pero estatica), y factorizando del lado derecho de la igualdad, o
aplicando la linealidad de la integral, entonces se tiene en ambos lados de la ecuacion una integral

de superficie, por lo que se deduce que las funciones a integrar son las mismas.

oD
VxH=—+]
T

Notese que las fuentes para H son las siguientes.

Corriente de conduccion (Ley de Ohm en forma puntual):

T=J_=oE [A"‘"

2
m

Corriente de desplazamiento:

D [ Amp
Ly 17
Corriente de conveccion
(por ahora no sera considerada):
Amp
pVv [ m?

Cuarta Ley de Maxwell o Continuidad de Flujo Magnético.

a) Forma integral.
$B-dS=4 p, H-dS=0

S S

La ecuacion expresa lo siguiente:
"las lineas de flujo magnético entran y salen en igual nimero a una superficie cerrada".

A diferencia de las lineas de campo D, que terminan en cargas eléctricas, las del campo B son

continuas y forman curvas cerradas.

b) Forma diferencial aplicando el teorema de la divergencia.

J (v-B)dv=0
\
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y como V es arbitrario:

| (v.B)=0 = V.B=0

\Y

Esto indica que el flujo magnético que entra en un punto es igual al que sale de él, es decir, el flujo

magnético es continuo y no existen fuentes ni sumideros, desde el punto de vista de la divergencia.

De las ecuaciones de Maxwell, se deduce la ecuacion de la continuidad:
De la Ley de Gauss: V-D=p

oD
De la Ley de Ampére: VxH= E@T +J

Ya que la divergencia del rotacional es cero, se concluye que:

0
V(VxH) = 2,v.J=0
ot
o bien:
op 1
VI=——=1lim — |J-d
o V1m0V_[ S

SI’

La ecuacion de continuidad manifiesta que:

"El cambio en la densidad de carga es igual al flujo neto de corriente".

Es decir, la corriente que sale de un pequefio volumen por unidad de volumen es igual a la razoén

de cambio de la carga que decrece con el tiempo por unidad de volumen en cada punto.

Nota: Cuando se procede en forma rigurosa, primero se da la demostracion matematica de los

Teoremas de Gauss y Stokes, y luego su interpretacion fisica.

Sibien —gB/ ¢t es una fuente para el campo eléctrico E y gD /ot es una fuente para el campo H,
las fuentes primarias de los campos electromagnéticos son J y p. Para campos que varian con el
tiempo es posible derivar todos los campos electromagnéticos que varian con el tiempo

exclusivamente a partir del conocimiento de J, ya que la ecuacion de continuidad relacionaap y J.

56



CariTuLc 1

Corriente de Desplazamiento.

Al suministrar corriente alterna a las placas de un condensador, por el circuito del condensador
pasara una corriente que creara un campo magnético de la misma manera que una corriente de
conduccion. Este fue uno de los grandes méritos de Maxwell de haber introducido este concepto
ademas de la corriente de conduccion. La corriente de desplazamiento permite mantener la nocion
de que la corriente es continua en las placas de un capacitor, la corriente de conduccion no es
continua a través de la separacion de las placas debido a que no existe transporte de carga a través
de ellas, esto implica que existe una corriente I, =1 en ese espacio del dieléctrico para que se
satisfaga el principio de continuidad. Es imposible imaginarse la corriente continua sin un campo
H. La corriente de desplazamiento en el dieléctrico aparece como resultado del proceso de
polarizacion, es decir, que al agregar un dieléctrico entre las placas de un condensador, en éste
aparecera una corriente de desplazamiento capaz de crear un campo magnético.
Experimentalmente se demuestra que el campo B también se genera en el caso que entre las placas
exista el vacio, en este caso la corriente I, la crean los fotones. Considere una fuente de voltaje

que genera una rampa que se aplica a un capacitor de placas paralelas.

' +} Ic r“*“ﬂ
V(t)=j U, (t) dt V(1) Je=0

I. es la corriente de conduccion y es nula en el capacitor, por lo que al aplicar la Ley de

Corrientes de Kirchhoff no se cumpliria.

d
La corriente de conduccion es I, = d—f:
aD o ( q )
1 L i I,=) —-dS=—|— | A=1
La corriente de desplazamiento es . ot A c

Esto es, en el aislante la corriente de conduccion se continua con la corriente de desplazamiento, y
asi no se viola la Ley de Kirchhoff. Se obtuvo D aplicando la Ley de Gauss con una superficie que
encierra a una de las placas del capacitor.
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La Corriente de Desplazamiento es una de las grandes contribuciones de Maxwell a la Teoria
Electromagnética. Esta nos describe que la circulacion de la intensidad de campo magnético H por
un contorno arbitrario A es igual a la corriente total que pasa por cualquier superficie que se
apoya en dicho contorno. La corriente de desplazamiento permite tener la nocion de continuidad
de la corriente, con lo cual la validez de ley de corrientes de Kirchhoff no se altera. El concepto de
corriente de desplazamiento o densidad de corriente de desplazamiento fue introducido por James
Clerk Maxwell para explicar la produccion de campos magnéticos en el espacio vacio, en el que la
corriente de conduccion es cero y los campos magnéticos se deben exclusivamente a corrientes de
desplazamiento.

Ejemplo. Considere la siguiente figura an la que se aplica una tension a un resistor y a un

ol ad
't

La naturaleza del flujo de corriente a través del resistor es diferente del flujo del capacitor. Si se

capacitor en paralelo.

tiene una tension constante, se tendra una corriente constante a través del resistor, y solo se tendra
corriente a través del capacitor si se tiene una tension que esté cambiando. Para los elementos de
la figura se tiene:

. . .V . .
corriente para el resistor b= Y corriente para el capacitor

La carga instantanea Q en el capacitor esta dada por Q=CV.

La corriente a través del resistor es una corriente de conduccion, mientras que la corriente "entre
terminales" del capacitor puede llamarse corriente de desplazamiento. Anuque la corriente no
fluye por el capacitor, el efecto hacia el exterior es como si lo hiciese, puesto que la misma
corriente que sale por una de las placas es la misma que fluye hacia adentro por la otra
placa.
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Dentro de cada elemento el campo eléctrico E es igual a la tension V entre terminales del
elemento, dividido entre su longitud d, es decir, E=V/d. De acuerdo a la ley de Ohm en un punto
(J=cE) la densidad de corriente J, en el interior del resistor es igual al producto del campo
eléctrico y la conductividad 6 del medio dentro del elemento resistor, que también es igual a i,
dividida entre el area de la seccion transversal A, esto es:

i ) ) Amperes  volts mhos
X dimensionalmente =

J,=Eo= = X
metros metI‘O metro

Para el capacitor se tiene que su capacitancia es C=g A/d, donde A es el areade las placas y d es el
espaciamiento entre ellas. Sustituyendo este valor para C, y V=Ed en i, se tiene:

teAd dE dE

=gA —|—
d dt dt
Al dividir entre el area A se tiene la relacion en que la densidad de corriente J,, dentro del
capacitor, es igual a la permitividad del medio no conductor que llena el elemento capacitor
multiplicada por la rapidez de cambio del campo eléctrico, esto es:

i, dE ) ) Amperes farads volt/ metro
dimensionalmente = X
metros.  metro  segundo

dD
Recordando que D=¢E la expresion anterior queda J, = e

Para este ejemplo, se tiene que J, es una densidad de corriente de conduccion J.,4, mientras que J,
es una densidad de cormente de desplazamiento J,,, como la densidad de commente J, el
desplazamiento eléctrico D y la intensidad de compo eléctrico E realmente son vectores espaciales
con la misma direccion en medios isotropicos, entonces J;, y J, pueden expresarse en forma mas
general, como se indica a continuacion.

J ., =0E y Jyo =E——=——

Si en vez de tenerse dos elementos separados en paralelo, se tiene un solo elemento con resistencia
y capacitancia, se tiene entonces un capacitor con un dieléctrico conductor, de modo que se
presenta tanto corriente de conduccion como corriente de desplazamiento; se tiene entonces que la
corriente total esta dada por:

Jiota1 = oona T Jdm
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Ecuaciones de Maxwell en forma Punto y Forma Integral

CAMPOS INVARIANTES CON EL TIEMPO

Ley Forma Diferencial Forma Integral
Ampire VxH=]J I:J‘H-dx:ﬁjB-dS:IJ-dS
! S S
Gauss Eléctrica V-D=p Qe = fD-dstjE-dS:{pv v
Gradiente VxE=0 ; E-dA=0
, Gauss Magnética V-B=0 ; B-dS=0

CAMPOS VARIANTES CON EL TIEMPO

Forma Diferencial Forma Integral
oD
VXH:GE-FE I= I(JG+%) ds
S
V-D=p, Qm:§D-ds= Ipv dv
N VOL
OB dB
= dA=-) —-dS
VxE o ;E dA _[ m
A S
V-B=0 [B-ds=0

N

Recuérdese quz D=¢E, B=pH,y por Ley de Ohm J = cE
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RELACION ENTRE LA TEORIA DE CAMPO Y LA TEORIA DE CIRCUITO
(ECUACIONES DE MAXWELL)

Introduccion.

En la teoria de circuito tratamos con elementos de circuito, el voltaje y la corriente total a través
de ellos. En la teoria de campo tratamos con los vectores de campo ( E, D, B, H, y J ) y sus
valores como una funcion de posicion. Considere, por ejemplo, un trozo de varilla conductora de
longitud "1" y con seccion transversal de area "A" en la siguiente figura.

\A) c 1] > )
<

En la teoria de circuitos de baja frecuencia es conveniente describir el conductor en términos de
una cantidad, ésta es la resistencia "R". Asi la diferencia de voltaje entre los extremos de la varilla
de material conductor, de la ley de Ohm se tiene:

V=RI 0))
donde "I" es la corriente en el conductor. Esta es una relacion circuital.

Desde el punto de vista de la teoria de campo, consideramos el valor del campo eléctrico "E" en
un punto del conductor. De la ley de Ohm en un punto (J = ¢ E) tenemos:

I
E=_ [¥] @

donde "J" es la densidad de corriente de conduccion dada en [A / m?], y "o" es la conductividad y
sus unidades son [mho/m]. Esta es una relacion de campo.

9 .
Ahora, integrando (2) a lo largo del conductor, obtenemos el voltaje entre los extremos, esto es:

V:—IE-dk:—j %-dx 3)

Para un conductor uniforme con densidad de corriente uniformemente distribuida, esto se

transforma en la siguiente expresion:

oA [v] @
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donde I=JA es la corriente a través del conductor, en Amperes.
A area de la seccion transversal, del conductor en metros cuadrados.
A . .
R= oA es la resistencia del conductor, en Ohms.

Asi, de la ecuacion (4) tenemos:

A
V=JA—=IR [V
-1 [v]

V=RI

Comenzando con la teoria de campo hemos llegado a la importante relacion circuital conocida
como "Ley de Ohm". Historicamente, ésta y otras relaciones circuitales fueron postuladas y
verificadas primero, después, por generalizacion fueron extendidas para aplicarse a situaciones
mas generales. Esto lleva, en consecuencia, a que las relaciones circuitales sean casos especiales de
las ecuaciones de campo y quiza deducidas de ellas. Aunque las relaciones de campo son mas
generales, es mas usual usar las ecuaciones circuitales cada vez que ellas son aplicables. La
ecuacion (1) es una relacion circuital pura, por otra parte la ecuacion (2) es una relacion de campo
pura. Hay muchas ecuaciones no puras pero son una combinacion o mezcla. Tales relaciones son
necesarias, por ejemplo, a fin de proporcionar una conexion entre las teorias de circuito y de

campo. Dos ecuaciones que proveen tales conexiones, son:

v=—| E-d

1= H-d

La ecuacion (6) relaciona el voltaje (una cantidad circuital) de la integral de linea de "E" ( una
cantidad de campo ) entre dos puntos. Igualmente, la ecuacion (7), la cual es la "Ley de Ampére",
relaciona corriente ( una cantidad circuital ) a la integral de linea de "H" ( una cantidad de campo )
al rededor de una trayectoria cerrada.

Aplicaciones de las teorias de circuito y de campo.

Mientras las relaciones de campo son aplicables en general, las relaciones circuitales son
usualmente mas convenientes siempre que el voltaje "V" y la corriente "I" tengan un sigmficado

simple, pero bien definido.
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CAaPiTULO I

Asi, en la determinacion de la capacitancia de un capacitor de forma irregular con la ayuda de una
grafica de mapa de campo, dirigimos nuestra atencion al campo y su valor como una funcion de la

posicion en el capacitor.

/L celda de campo

1’ r_.‘_t

.. superficies
y—y ¥~ .~ equipotenciales

Sin embargo, una vez que hemos determinado la capacitancia podemos considerar en bajas
frecuencias por simplicidad un elemento circuital de dos terminales de capacitancia "C" con una
diferencia de potencial "V". El tamaiio fisico, la forma del capacitor y la configuracion del campo
contenido son relegados a una posicion de importancia secundaria.

Como otro ejemplo ilustrativo, consideremos una linea de
transmisiOn coaxial mostrada a continuacion, en su seccion
transversal, bajo dos condiciones, una donde "V" e "I" son
cantidades utiles y otra en la que no lo son. La linea coaxial tiene
un conductor interno de radio "a" y en el exterior un conductor
de radio "b". Con una diferencia de potencial estatico entre los
conductores, las lineas de campo eléctrico son radiales. Si fluye

una corriente "I" las lineas de campo magnético "H" son
circulares, entonces, por la ecuacion (6) la diferencia de potencial entre los dos conductores es:
b .

v=_[E-dr (v) 8)

En forma similar, de la ecuacion (7), la corriente "I" en el conductor interno es:

2=n

I=§H-dx= ,[Hrde (A) ©)

0
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En la ecuacion (8) "V" es independiente de la trayectoria entre los conductores, mientras que en la
ecuacion (9) el valor de "I", obtenido por la integracion de "H", es independiente del radio "r"
entre los conductores "a" y "b". Por lo tanto, "V" e "I" tienen un significado simple y definido en
este caso y son cantidades utiles. La configuracion mostrada en la figura es llamada Campo
Electro-Magnético Transversal (T.E.M., "Transverse Electro Magnetic") porque los campos
eléctrico y magnético son completamente transversales (no tienen componente en la direccion
axial, es decir, en la direccion de la corriente). Este tipo de campo es la tnica configuracion o
forma de campo posible en condiciones estaticas y situaciones para variacion de tiempo donde la
longitud de onda es del orden de 4b o mayor ( esto es, una perturbacion viajando a una frecuencia
alta con la velocidad de la luz puede viajar solo una distancia cercana igual al diametro "2b" en
medio periodo. En el espacio libre la onda tiene una longitud de onda A en metros que es
relacionada a la frecuencia "f " en hertz y la velocidad de la luz "c" como sigue: A=c/f, donde

¢=300 km/s).

A altas frecuencias (la longitud de onda es muy pequefia) existen configuraciones de campo mas
complejas, conocidas como modos de orden superior. Estos modos se caracternizan por tener
algunas componentes de campo sobre la direccion axial (la direccion de la linea de transmision)
Aunque hay lineas coaxiales rara vez usadas bajo tales condiciones, suponga que la frecuencia es
suficientemente  alta para la existencia de la configuracion mostrada a

continuacion.
|
A
< '\f;) e
»
| - E
< . > .
}
7 I 7
T
Ve H
L,
1}
corte transversal AA A'i corte longitudinal

Ambos cortes (longitudinal o axial y transversal) fueron necesarios par4 mostrar la configuracion
del campo. Este campo es llamado "modo transversal magnético (T.M.)" porque el campo
magnético es enteramente transversal, mientras que el campo eléctrico tiene componentes axiales

o longitudinales.
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Para este modo, la diferencia de potencial "V" entre los conductores, obtenido por la ecuacion (8),
quiza llega a ser insignificante, mientras que "I" obtenida por la ecuacion (9) depende del radio "r"
en el cual "H" es integrado. De aqui "V" e "I" ya no tienen un significado simple y no son tan
atiles como las cantidades de campo mismas. El concepto de circuito no se aplica cuando las

dimensiones transversales llegan a ser comparables con la longitud de onda.

Relaciones generales de campo.
La divergencia del rotacional de un vector "F" es cero, entonces:
V- (VxF)=0

Como corolario, cualquier funcion vectorial sin divergencia debe ser el rotacional de alguna otra
funcion vectorial. Asi pues, si V-G =0, se puede escribir G=V xF, donde "F" es alguna otra
funcion vectorial, por ejemplo, V-B =0, de manera que "B" se puede expresar como el rotacional
de un potencial vectorial B=V x A. También, el rotacional del gradiente de una funcion escalar
"f" es cero. Asi pues, Vx(Vf) =0,

Como corolario, cualquier funcion vectorial sin rotacional es el gradiente de alguna funcion
escalar, entonces, si VxF=0, se puede decir que F=Vg donde "g" es una funcion escalar.
Como ejemplo, el rotacional del campo eléctrico estatico debido a cargas estaticas es cero
V xE =0. Se concluye que el campo eléctrico estatico a causa de cargas puede expresarse como
el gradiente de una funcion escalar, es decir, E=—-VV_ donde "V" es el potencial eléctrico escalar.

De acuerdo con la ecuacion de Maxwell deducida a partir de la ley de Faraday, se observa que en
situaciones que cambian con el tiempo, el rotacional del campo eléctrico no es cero sino que es
igual a la rapidez de disminucion de "B", entonces:

B
VxE=-—
. o

Puesto que V x E no es cero, la relacion E = —VV no es suficiente para campos que varian con el

tiempo; se requiere un término adicional y éste puede encontrarse de la siguiente manera.

Considerando que B =V x A, la ecuacion anterior se transforma en:

_6(V><A)

VxE=
. ot

65



CAPiTULO 1

de la cual,

aA)
VX(E+ P =0

Como el rotacional de la expresion dentro del paréntesis es cero, debe ser igual al gradiente de una
funcion escalar, entonces se puede escribir:

OA
E+—=Vf
ot
donde "f" es una funcion escalar. Si el potencial escalar eléctrico "V" se toma como su funcion
escalar, se obtiene una relacion que satisface los requisitos tanto para situaciones estaticas como

en las que varian con el tiempo.

Sea entonces f = -V, de manera similar que de la ultima expresion se obtiene:

E=-VV-—
at

Para el caso de campos estaticos esta expresion se reduce a E=—-VV. El caso general, en que el
campo puede variar con el tiempo, "E" esta dado tanto por un potencial escalar "V" como por un
potencial vectorial "A", como se indica en la expresion anterior; si la variacion en el tiempo es
armonica, ésta se transforma en:

E=-VV-joA

Cuando el potencial vectorial "A" y el potencial escalar "V" son conocidos, los campos eléctrico y
magnético pueden obtenerse en condiciones estaticas o variables en el tiempo, con las expresiones:
OA
B=-VV-— [¥] B=VxA [Teslas]

donde:

1 P ek Wb
V_4m’.o I ; dV [ Vo] A_41t I B dv [m]
v \'

Se supone que la distancia "r" en las expresiones para "V"y "A" es pequefia comparada con la
longitud de onda, de manera que los efectos del tiempo de propagacion pueden despreciarse. Si no
es el caso, el tiempo de propagacion debe tenerse en cuenta y usarse la forma retardada, mas

general para "p"y "J".
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El circuito serie, comparacion de la teoria de circuito y la teoria de campo.

La ley de voltajes de Kirchhoff expresa la diferencia entre fem y diferencia de potencial de la
siguiente manera:

"La suma algebraica de las fems alrededor de un circuito cerrado es igual a la suma algebraica de las
caidas 6hmicas alrededor del circuito, si sc¢ trata de situaciones donde cambia el tiempo, dond.e las
dimensiones del circuito son muy pequeiias con respecto a la longitud de onda, se habla entonces de
suma de valores instantineos alrededor del circuito."

Lo anterior permite expresar el campo eléctrico total (E .y, ) como la suma del campo "E "

relacionado con "fems" y el campo "E" inducido por cargas y corrientes. Asi,

Eioraa =E.+E 0 E,=E4, —E
tecordando la ley de Ohm en su forma puntual, del andlisis vectorial, de las leyes de Maxwell y
considerando el analisis anterior, se tiene:

J O0A
TOTAL = o ¥ ot
Considérese un circuito serie RLC conectado a un generador tal y como se ilustra en la siguiente

figura.

o8}

— >
a\!
L d
J SES
R o o} 1
E. orae
| |o - Ag
i C="—"
\\I/ J/;I | d

Considérese que la resistencia total en el circuito esta confinada en el resistor, toda la inductancia
en el inductor, toda la capacitancia en el capacitor, y toda la "fem" en el generador. Aplicando las
relaciones de campo al circuito, primero se sustituyen las expresiones (b) en (), entonces para
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pasar de cantidades de campo a cantidades circuitales y, finalmente, integramos todos los términos

completamente al rededor del circuito en el sentido de las agujas del relo;.

Esto nos da:

§E .an=§ é-dk+§ VV-di+§ %A-dx

Integrando el lado izquierdo se obtiene la "fem" del generador. Integrando también el primero de
los dos términos en el lado derecho y notando que VV = —E, tenemos:

JA d [ 0A
fem=—+Ed+— ¢ —-dA
—— i’ a
el ultimo término puede ser reexpresado como:
O0A dl [ A dI
_— — — =L—
ot o dt I dk dt

La transformacion de esta ultima expresion también puede hacerse con la ayuda del teorema de
Stokes recordando que B=VxA y A=L1, esto es:

oA d d dA  dI
—— =S V . = — . =—=L—
= dtf( % A)-dS dtIBds el

B s

donde "L" es la inductancia del circuito y la corriente a través del circuito es "I", matematicamente
esto es:

A
L J L da la inductancia del circuito

)
4

obsérvese también que J =1/ A y que E = D /g, entonces la ecuacion (e) se transforma en:

A Dd dI

fem=I—+—+L—

ac € dt
. A Q . L
ahora bien, R = — y D = —; asi pues se tiene:

ac A

d dl

fem:I]R+-Q—-+L—

Aeg dt
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CarPiTULO I
pero

c=="= Q=] r1dt

y asi, la ecuacion (g) toma la forma:

1 dl
fem=IR+— | Idt+L—
e C J dt

Para una variacion senoidal de corriente la forma fasorial de la ecuacion (h) es:

I
fem=1R -+~ +jo LI
joC

fem—IRP(I L ——I—j
=IR+) o o C

En la obtencion de la ecuacion (j) la suposicion hecha es que la corriente instantanea en cualquier
momento en todo el circuito es la misma. Esto implica que una perturbacion es propagada al
rededor del circuito instantaneamente. Si la longitud del circuito es pequefia comparada con la
longitud de onda, ésta es una suposicion satisfactoria, sin embargo, si la longitud del circuito es
apreciable comparada con la longitud de onda ( menor de A/8 ), la variacion en la corriente y fase
alrededor del circuito, quiza, llegue a ser de importancia. Bajo estas circunstancias los conceptos
para circuito simple tienden a ser inadecuados e imprecisos. Es importante indicar que en el
tratamiento del circuito presentado se ignoro el fenomeno de la radiacion, el cual es muy
importante a altas frecuencias. Hay ciertas excepciones en las que las expresiones (i) y (j), esos
conceptos circuitales llegan a ser inadecuados cuando la longitud del circuito en comparable con la
longitud de onda, por ejemplo, los conceptos circuitales son aplicados con buenos resultados a
extensas lineas de transmision. En este tltimo caso la inductancia y la capacitancia distribuidas son
representadas por elementos concentrados o aglomerados apropiados; aunque la longitud de las
lineas puede ser mucho mayor que la longitud de onda, es importante que en ésta extension de la
teoria circuital el tratamiento es adecuado solo para lineas con dimensiones de seccion transversal
muy pequefia comparada con la longitud de onda.

Ecuaciones de Maxwell como generalizacion de las ecuaciones circuitales.

Estas relaciones conocidas como "Ecuaciones de Maxwell", consisten en cuatro expresiones: una
que se deriva de la Ley de Ampére, otra de la Ley de Faraday, y dos mas, derivadas de la Ley de

Gauss. Estas ecuaciones son de profunda importancia; junto con las condiciones de frontera, el
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principio de continuidad y otras relaciones auxiliares, forman las herramientas basicas para el
analisis de muchos problemas de electromagnetismo.

La Ley de Ampeére relaciona la integral de linea del campo H al rededor de una trayectoria cerrada,

obteniéndose la corriente:

fH.ar=1

Reemplazando "I" por la densidad de corriente de conduccion "J" sobre un area limitada por la
trayectoria de integracion de "H", tenemos una relacion mas general:

§u-an=]7.ds

N

esta relacion se hizo ain mas general al agregar la densidad de corriente de desplazamiento a la
densidad de corriente de conduccion, asi la ecuacion (B) llega a ser:

oD
; H-dX:I (J+Ej-ds
S
Esta es la relacion llamada "Ecuacion de Maxwell derivada de la Ley de Ampére". En esta
expresion obtenida en forma integral, la integral de "H" es valuada sobre una trayectoria cerrada
limitando la superficie "S". En términos de circuitos, una trayectoria cerrada o "loop" es
frecuentemente llamada "malla". De aqui que la ecuacion (C) es una "relacion de malla",

aplicandole el Teorema de Stokes obtenemos su correspondiente forma puntual, también conocida

como forma vectorial diferencial o simplemente como forma diferencial.

oD
VxH=J+—
X +6t

La ecuacion (D) relaciona las cantidades de campo (magnitud) a un punto. Esta es la forma
diferencial de la ecuacion de Maxwell derivada de la Ley de Ampére.

Por otra parte, la Ley de Faraday relaciona una "fem" (fuerza electromotriz) inducida en un
circuito en razéon con el tiempo para el decremento del flujo magnético total en el circuito,

obtenido como:

fem:—%

dt
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Reemplazando el fluyjo "A" por la integral de superficie de "B" sobre el area limitada por el

circuito, tenemos una ecuacion mas general:

d
fem=-—JB-dS
)
S
Reemplazando en (F) "fem" por la integral de E al rededor del circuito, tenemos una relacién mas
general (para circuitos estacionarios):

§E.ar=-] %B-ds

S

Esta relacion de campo es una generalizacion de la Ley Circuital de Faraday (G), y es conocida
como "Ecuacion de Maxwell derivada de la Ley de Faraday". La ecuacion (G) esta en su forma
integral; ésta es una ecuacion de malla. Su correspondiente expresion puntual se puede obtener de
(G) aplicandole el Teorema de Stokes, resultando:

Q)

B

VXE:—T
ot

La expresion diferencial (H) relaciona las cantidades de campo a un punto, ésta es la "Ecuacion de

Maxwell derivada de la Ley de Faraday en su forma diferencial".

Por otra parte, la Ley de Gauss relaciona la integral de superficie de una densidad de flujo
eléctrico "D" con la carga encerrada "Q", obteniéndose:

§D-ds=Q

"n_.n

Reemplazando "Q" en (I) por la integral de volumen de la densidad de carga "p" a través del

volumen encerrado por la superficie "S", podemos escribir (I) en una forma mas general:

£D-dS:deV

N

Esta relacion de campo es la generalizacion de la Ley de Gauss y es llamada "Ecuacion de
Maxwell de Campo Eléctrico derivada de la forma eléctrica de la Ley de Gauss". La ecuacion (J)
aparece en forma integral aplicada a un volumen finito "V"; aplicandola a un volumen infinitesimal
se obtiene su correspondiente relacion diferencial que relaciona las cantidades de campo a un

punto:

V-D=p
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Esta es la "Ecuacion de Maxwell de Campo Eléctrico derivada de la Ley de Gauss en su forma
diferencial".

Para campos magnéticos la integral de superficie de "B" sobre una superficie cerrada "S" da cero.

Asi, la contraparte magnética de la Ley de Gauss Eléctrica (I) es la siguiente.

§B-ds=0

S

Su correspondiente forma diferencial o relacion puntual es:
V-B=0

Se hace referencia a las ecuaciones (L) y (M) como "Ecuaciones de Maxwell de Campo
Magnético derivadas de la Ley de Gauss Magnética" en su forma integral y diferencial
correspondiente.

El desarrollo de las ecuaciones de Maxwell como una generalizacion de las relaciones de circuito,
implican tanto el razonamiento inductivo como el razonamiento fisico. Para desarrollar sus
ecuaciones, Maxwell se basé en los trabajos experimentales de Faraday. También usé analogias

con sistemas hidraulicos y otros sistemas mecanicos para ayudarse en la formulacion de sus ideas.

No debe implicarse que la "deduccion” de las ecuaciones de Maxwell es rigurosa. Sus ecuaciones
son justificadas por el hecho de que las conclusiones que se basan en ellas se han visto en
innumerables casos que tienen un acuerdo excelente con los experimentos, de la misma forma en
que las primeras ecuaciones circuitales son justificadas dentro de su mas restringido dominio por el

excelente acuerdo general de conclusiones basadas en ellas comparadas con lo experimentado.

Es notable recordar que las ecuaciones de "Maxwell" no fueron aceptadas por muchos afios
después de postuladas en 1873. Sus ecuaciones rotacionales (en las que se involucran V xE Yy
V x H) implicaron la interdependencia de los campos magnéticos y eléctricos variables con el
tiempo en el espacio vacio, siendo capaz un cambio en el campo eléctrico de generar un campo
magnético, y viceversa. La inferencia de esto es que los campos electromagnéticos variantes con el
tiempo pueden propagar energia a través del espacio vacio con la velocidad de la luz y, ademas,
que la luz tiene una naturaleza electromagnética. Las radio-ondas eran desconocidas en aquel
tiempo y pasaron 15 afios (1888) antes de que Hertz demostrase que las ondas electromagnéticas

(o de radio) eran posibles, como fue predicho por Maxwell.
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Esto no significa una garantia de que las ecuaciones de Maxwell son exactas, no obstante, en
cuanto lo permite la precision de las medidas experimentales, parecen ser exactas y por lo tanto las
consideramos como tales. Junto con las ecuaciones de Maxwell existen otras relaciones

fundamentales que son de importancia en el tratamiento de problemas de electromagnetismo.

Entre éstas, quiza, se menciono la ley de Ohm en un punto:
J=cE N)

la relacion general de continuidad, llamada también ecuacion de conservacion de carga:

op
g=-Z o)
\% a ©)
las relaciones de fuerza:
F=qE
dF = (Ix B) dA P)

y las relaciones entre los campos "E" y "D", y entre los campos "B" y "H" dadas por:
D=¢E=¢,E+P Q)

B=puH=p,(H+M) ®R)

Ecuaciones de Maxwell en el espacio libre.

En los parrafos anteriores las ecuaciones de Maxwell se presentaron en su forma general. Para el
" _n

caso especial del espacio libre donde la densidad de corriente "J" y la densidad de carga "p" son
nulas, se reducen a formas mas simples.

En forma integral:
oD B
;H-dk:j'—(jﬁ—-ds ;E-d}.:—j g-dS ;D-dS:O JB-dS:O
S S S S
En forma diferencial:
oD OB
= VXxE=-— V-D=0 V-B=0
VxH a X 5
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Ecuaciones de Maxwell para campos variantes y arménicos.

Para variaciones armonicas, las formas fasoriales de las ecuaciones integrales y diferenciales de
Maxweil se presentan en la siguiente tabla.

§H-dx:(c+jcos) IE-ds VxH=(o+joe) E
S
£E-dx:—jmuIH.ds VxE =-jopH
S
§'D-ds=_fpc|v V-D=p
N S
;B-dS:O V-B=0

S

Kesistencia, capacitancia e inductacia en términos de cantidades de circuito y de campo.

Definicion del Definicion fisica Celda de Campo Definicion de
Circuito Energia
J 2
E-dA —dVv
Resistencia ’[ S- A 1 m c
H -dA cA od I?
D-dS 2
Capacitancia 'U el €A ed _MI eE” dV
B-
Inductancia J i HA pd _[ H pH’ dv
; H-dA A 12

Tablas de las Ecuaciones de Maxwell.

Las ecuaciones de Maxwell son resumidas en las siguientes tablas, en la 1* en forma integral y en la 2* en forma
diferencial. Las ecuaciones s¢ presentan para el caso general, el caso del espacio libre, el caso de la vanacion
armonica, caso estacionario (campos estaticos pero con corrientes de conduccién estacionarias) y el caso estatico
(campos estaticos sin corrientes). En 1* tabla se indican las equivalencias entre las diversas cantidades de campo y
el potencial eléctrico "V", la fem, el potencial magnético "U", la fuerza magnetomotriz "fmm", 1a corriente total, la
corriente de desplazamiento, la corriente de conduccion, el flujo eléctrico v, y el flujo magnético ... Se debe
hacer notar que las ecuaciones de Maxwell tabuladas en la forma que se hace aqui se aplican especificamente a
sisternas estacionarios 0 Cuerpos en reposo.
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Ley De Ampére Ley De Faraday Ley De Gauss
Caso . . . !
fmm, [A] fem, [V] Flujo eléctrico, [C] Flujo magnético, [Wb]
oD
General fmm=£H-dx=J‘(J+§]~dS=Im, fem=§E-d9»=—_[ @.ds W=§D,'dS=J.PdV \I/m=£B'dS=0
S S ot S \% S
D
Espacio Libre fmm=;H-d}»=J Ta-t—-dS=Idesp fem=§E-dk=—I @-dS \y=;D-dS=0 \ym=§B-dS=O
s . ot s s
Variacién R R
Arménica fmm=§H-d}\.=(o+jm8)IE-dS=Im] fem=¢ E-d\=—jop | H-dS w=§D-dS=IpdV wm=£B-ds=o
s s s v s
Estacionario fmm=§H.d7¥=_[J-dS=Imd V=;E-d}\=0 w=§D~dS=IpdV \vm=§B-dS=0
S S v N
Estitico U:JH-dxzo V=§E-d}\=0 w=£D-dS=J.pdV \Vm=£B-dS=0
S v S




ECUACIONES DE MAXWELL EN FORMA DIFERENCIAL.

Ley De Ampére Ley De Faraday Ley De Gauss
& Corriente Eléctrica / Area Potencial Eléctrico / Area | Flujo Eléctrico / Volumen | Flujo Magnético / Volumen
D OB -
General VxH=J+— VxE=-— V-D=p V-B=0
ot ot
D B
Espacio Libre VxH=— VxE=-— V-D=0 V-B=0
ot ot
Vaﬁacién VxH=(c+jcos)E VxE=-jouH V.-D=p V.B=0
Armoérica
Estacionario VxH=]J VxE=0 V:-D=p V-B=0
Estético VxH=0 VxE=0 V:-D=p V-B=0
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BREVES FUNDAMENTOS

Cuando tenemos cargas estaticas ¢l campo E esta determinado por la Ley de Coulomb o también
por la Ley de Gauss, y cuando la corriente es estdtica o estacionaria, el campo B generado esta
determinado por La ley de Biot Savart o también por La ley de Ampére. Cuando las cargas y las
corrientes cambian en posicion y en magnitud, entonces los campo E y B en un punto P cualquiera
del espacio reflejan esos cambios como una perturbacion del campo que se propaga alejandose de
la fuente a una velocidad C (velocidad de la luz).

Los valores instantaneos de los campos E y B (en un tiempo t) dependen de la configuracion de la
fuente en un tiempo anterior t—(v/c). Este efecto de retardo se hace mayor en la medida que P
esta mas alejado de la fuente. Debido a que los campos en el punto P cambian con el tiempo, se
generan otros campos descritos por la Ley de Faraday (de manera formal, un campo magnético B
variable genera un campo eléctrico E) y por la extension de Maxwell a la de Faraday (un campo
eléctrico E variable genera un campo magnético B). Experimentalmente se ha determinado que
siempre que se aceleran cargas se irradia una onda electromagnética de la fuente a una velocidad C
en el vacio y puede transportar energia. En un dipolo variable, el campo a grandes distancias es un
campo de radiacion.

Fuentes de Radiacion.

Un circuito LC puede producir cargas que oscilan sinusoidalmente (si R =0) existiendo un
intercambio de energia entre el campo eléctrico del capacitor y el campo magnético B de la
inductancia L. Si R#0, entonces las oscilaciones se agotan por efecto joule (oscilaciones
amortiguadas). Las oscilaciones se pueden mantener si se construye un dispositivo que suministre
periddicamente suficiente energia de una fuente externa para compensar las pérdidas de energia

interna.
linea de transmision ondas electromagnéticas
\ campo de radiacion
\\ <
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Si una bobina conductora L, se acerca a la inductancia del circuito se induce una corriente en la
bobina, esta energia es transportada por una linea de transmision hasta una antena que irradia las
ondas electromagnéticas al espacio. La diferencia de potencial entre los conductores en la antena
varia sinusoidalmente haciendo que las cargas se aceleren en ambos sentidos, esto implica que el
momento dipolar P=qA varie con el tiempo. Entonces la onda se mueve hacia P, donde los
campos E y B cambian periodicamente con el tiempo en la medida que la onda pasa a través del
punto P. Una caracteristica importante de la radiacion es que el campo eléctrico E es
perpendicular al campo B (son mutuamente perpendiculares), lo que implica ondas magnéticas
transversales (T.E.M.), teniendo la caracteristica de ser planamente polarizadas, es decir, que las
vibraciones del campo E son paralelas entre si en todos los puntos de la onda. En cualquier punto,
el vector vibrante E y la direccion de propagacion forman un plano llamado plano de vibracion; en
una onda planamente polarizada todos los planos son paralelos. La siguiente figura muestra ondas
electromagnéticas generadas por un dipolo oscilante.

Y-Y‘x Ty

- =

< X

—OIN®
x X _%

~ =

Justificacion del uso de seiiales senoidales y cosenoidales para el analisis de O.E.M. planas.

Para el analisis de las ondas electromagnéticas se partira de sefiales senoidales o cosenoidales, sin
embargo, cuando se trata de una onda electromagnética que transporta informacion, €sta no es una
senoidal ni cosenoidal; la justificacion del analisis senoidal, esta fundamentado en la teoria de

Fourier, es decir, si observamos los espectros que se indican en la siguientes figuras:

v(H) H{(s)

s \ | [N

espectro l I

Dominio del tiempo Dominio de la frecuencia
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voz(t) H(s)

T

3k 6k

Si f(t) es una funcién del tiempo, entonces se puede representar como una suma de senos y
cosenos, ademas, si es periodica:

f(t)=a,+ 2, a, cos (nw,) t+ a, sin (no, ) t
para otras:
f() = | £(1) et
Formacién de una onda TRNE! g *

SN
o o

e
!

e
w
v
‘ |
! l :
1y
I
|«
k
L

cuadrada a partir de la suma ol l
!

{
de ondas senoidales. ' L J

(SR [N I S
< : AP PA 7 T

armonicas

De lo anterior, y en lo sucesivo, siempre se utilizaran ondas senoidales y/o cosenoidales en los

desarrollos matematicos.

ONDA ELECTROMAGNETICA G,. . &6/2H40

Una onda electromagnética es uno de varios fendmenos fisicos que se pueden describir empleando
las matematicas del movimiento ondulatorio, es decir, una perturbacion que se propaga a través
del espacio. La perturbacion podria ser la magnitud del campo E o del campo B asociado a una
onda electromagnética, un campo E cambiante que genera un campo B cambiante, que a su vez
genera un campo E, y asi sucesivamente se produce la propagacion de la energia a través del
espacio vacio a la velocidad de la luz (C). El caracter ondulatorio del campo electromagnético es
la manifestacion de una ley muy general que consiste en que no hay transmisiones instantaneas de
iteraciones. Los procesos de polarizacion de la materia no se producen inmediatamente después de
variar el campo. La induccion eléctrica como funcion del tiempo se retrasa, lo que implica que las’
oscilaciones se produzcan con un retardo de fase igual a un angulo de fase, que se puede
despreciar a altas frecuencias.
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Onda Plana.

La onda plana es aquella en la cual la perturbacion se propaga en una sola direccion. Es una onda
cuya magnitud es la misma en cualquier punto de un plano perpendicular a una direccion
especificada de desplazamiento o de propagacion. Los frentes.de onda (puntos del espacio con una
misma fase de movimiento que forman el plano perpendicular a la direccion de propagacion) son
planos perpendiculares al eje de propagacion. Por lo tanto, los vectores eléctrico y magnético de
una onda plana deben ser paralelos a los frentes de onda. La direccion de propagacion se define
convencionalmente como la direccion de la maxima rapidez del cambio de fase de la onda (cambio
de fase de E y B). Como la perturbacion esta en movimiento, la onda debe ser descrita por una
funcién tanto en la posicion como en el tiempo, es decir, Z(X,t). Para un instante particular
t = 0 tenemos una funcion de posicién que representa un perfil de la onda en ese momento, esto
es, como tomar una fotografia de la perturbacion que va viajando. Al introducir la dependencia en
el tiempo, el valor que la perturbacion tenia en un determinado plano habra cambiado, y puesto
que la perturbacion se propaga con un perfil constante, ese valor lo encontramos en un plano
posterior con un valor de fase diferente, por lo tanto la dependencia en el tiempo debera restarse a
la dependencia de un cierto angulo de fase. La dependencia de la funcion de onda en x y t debera
aparecer como una unidad, la cual se denomina fase y se puede denotar como: o, B, @,y o 0,
segun lo trate cada texto.

Ondas con Modos de Orden Superior.

Son ondas que tienen componentes de campo eléctrico E y/o magnético H en la direccion de
propagacion, estas solo se pueden transportar en guias de onda.

Fasores.

Los vectores E y H son funciones de la posicion en el espacio y tiempo (X, y, z, t), esto implica lo
siguiente:
E=E cos (cot+(p)

1
o=2nf f =7 1% fase [rad] E eslaposicion, y cos (ot+@) esel tiempo.
Las cantidades que varian sinusoidalmente con el tiempo, se pueden representar por cantidades
complejas en la forma de EULER.
e (9% = cos (ot+0)+j sen (ot+0)

i?=-1 =  E=Re|E| e} ™
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R, indica que solamente se toma la parte real, por lo que:
E, =E=|E| ¢°

La penultima expresion es una forma fasorial o cantidad compleja variando en el espacio y
frecuencia, lo que implica que para transformar un fasor en una cantidad que varia con el tiempo
hay que multiplicar por e’®*, tomando el vector real instantaneo, es decir, tomando la proyeccion
de |Ele’ “***) sobre el eje real. La notacion E, indica que se esta en el dominio de la frecuencia
(s=j @). La derivada en el tiempo de una cantidad que varia con el tiempo, es equivalente a su

tasor multiplicado por j @, la 2* derivada es equivalente a multiplicar por ( j c))2 .

ECUACIONES DE LA ONDA ELECTROMAGNETICA TRANSVERSAL (T.E.M.)
EN MEDIOS DIELECTRICOS

Para una onda plana uniforme E y H estan en un mismo plano y tienen los mismos valores en todas
partes del plano, por lo tanto los campos E y H son transversales a la direccion de propagacion.
Supdngase que se tiene una onda viajera en la direccion del eje X, el campo E tiene soélo
componente E, y H solo tiene componente H _, entonces la onda esta polarizada en la direccion
Y, y la densidad de corriente de conduccion es J =0, para un medio no conductor. Las
ecuaciones de Maxwell que describen el comportamiento (movimiento) de las O.E.M. en el
espacio libre pueden escribirse en términos de los campos E y H unicamente, de la siguiente

manera:
Y
oE oH £y )
VXH=80§ \% F-——-uo*é‘t“‘
X
V.E=0 V-H=0 - R —
/ propag

onda en el espacio libre

Partiendo de las ecuaciones de Maxwell y del dlagrama anterior se_ deducen las ecuaciones de onda
para D=¢ E y B=p H, y considerando también E = 0i+E _]+0k YH —-OI+OJ+H k.

Por la Ley de Ampére se tiene:
oD
VxH= X
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realizando el rotacional:

~(oH,) 0 [ »
rot H= = ; J[—b—x—):g{ (Dy])
H z
obteniéndose:
~OH, .0D, . OH, OE,
o T o €
0x ot ox ot
Por la Ley de Faraday se tiene:
VXxE=——

realizando el rotacional:

obteniéndose:

entonces se tiene:

sustituyendo (2) en la ecuacion anterior:

0’Hz 9_( aHz) o’H,
x> o »

se obtiene la 1 ecuacion de D'Alembert:

de la ecuacion (2):
O’E,

N 3
. Pl a ) Palax ) Malta

sustituyendo la ecuacion (1) en la ecuacion anterior se obtiene la 2° ecuacion de DAlembert:

&E, 1 OE,
atz - HE axz
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Estas son la ecuaciones de D'Alembert para un medio donde 5=0 (el vacio), que relacions la
variacidn en el espacio y el tiempo de una magnitud escalar H, 6 E,, también es la forma mas

simple de la ecuacion de onda escalar.

O’H, 1 &’°H,
2 - 2
ot pe oOx

ecuacion de ondaen H,

62Ey :_1_62Ey
ot pe ox?

ecuacion de onda en Ey

E_ representa la magnitud escalar de la intensidad de campo eléctrico de uma onda

electromagnética plana que se propaga en la direccion X.

En general si v2=—p1; o v=;/-1_l.;:cs3><108 [?]
2 2
e o (B[] e vel

Al encontrar E, para la ecuacion anterior se puede considerar la solucion siguiente:
y gu
Ey = sen B(x + kt)

donde B es la constante de propagacion o constante de fase, y ademas si se tiene que:

donde:
A: es la longitud de onda
t: es el tiempo

k: esuna constante por determinar

B es el naimero de radianes que recorre la onda por unidad de longitud, y si se sabe que:

B=oyue

y recordando

entonces
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y se llega a que el valor buscado de la constante sea k =+*c =+Vv una solucion mas general es:
E, =sen B (x+kt)+sen B (x—kt)
donde cada término separado es una solucion para la ecuacion de D'Alembert. Si consideramos la

afirmacion anterior:

E, =sen (Bx+th)+sen (Bx—th)

sabemos que

27
V=fA =—
y B A
entonces
2
BV=Tnf7\,=21cf=m
de donde

E, =sen (Bx+ot) +sen (Bx—mt)

En esta ultima ecuacion de onda se observa que el primer término representa una onda viajera en
la direccion negativa del eje "x" y el segundo término representa una onda viajera en el sentido
positivo del eje" x". Empleando esta ecuacion se puede comprobar que B=w/c al obtener la
segunda derivada parcial con respecto al tiempo y con respecto al desplazamiento, tal y como se

muestra:

E(x,t) =E, =sen (Bx-ot)+sen (Bx+ot)

donde se puede considerar s6lo un término:

E, =sen (Bx—ot)

derivando:
O’E 0’E
atzy =0’ sen (Bx-ot) axzy =PB2sen (Bx-ot)

(a) (v)

empleando la segunda ecuacion de D'Alembert se iguala (a) y (b):
1
o’ sen (Bx-ot)= EBZ sen (px-ot)

o B=oue=

o’ =

< | e

B> ®
ue c
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Verificando el viaje de la onda, se grafica E, =sen (B (x+vt)) manteniendo "x" constante y

dando valores para "t", tal y como se muestra a continuacion.

A
P
t=0 = BVt=(Dt=21Cf(O) = Ey = sen (Bx) [ ; e e
P
t—I = th— t=2 f{zj - E ( EJ | T | ——r t
- =ot=2x%f] , = y = sen \Bx+2 ; g\ /,
P
T = peset(Z) = 5 erm (e A
2 2 ' \ )
—

Conforme transcurre el tiempo, la perturbacion correspondiente y el punto "P" se mueve a la
izquierda, es decir, la onda E_ =sen (B (x+vt)) se desplaza hacia la izquierda en la direccion

negativa del eje x". Por lo tanto, un punto "P" de fase constante se caracteriza por la siguiente
condicion:

d d d
ot+px=cte. = —(ot+px)=0 = (D+Bd—):=0 - 2o

‘o o 1 -
dt dt~ B ope  Jpe

dx/dt es la rapidez de cambio de la distancia respecto al tiempo o velocidad de un punto de fase
constante, conocida como velocidad de fase o velocidad con que se mueven los planos de fase
constante de la O.E.M.

Frente de onda, viéndose de frente el eje de propagacion.

Para una fase constante se tiene una O.E.M. de un plano 1 ) "

de magnitud constante. i TIERS ) B
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Para E, =sen (B (x—vt)) se tiene que dx/dt=v, es decir, que la O.E.M. se desplaza en la

direccion positiva del eje "x". Entonces en la constante (ftot) el signo estd asociado con €l

sentido en que viaja la onda. Otras formas equivalentes de la ecuacion de onda son:

E, =sen (Bx+aot) E, =cos (Bx+ot) E =sen (ot +px) E, =cos (ot+Bx)

para una amplitud maxima E ; se tiene, por ejemplo:
E, =E,cos (ot+px) +E, cos (ot upx)

en forma exponencial:
_ jlot:px)
E =E,e

Otra forma alternativa para obtener las ecuaciones de D'Alembert es empleando la siguiente
identidad vectorial:
VxVxA=V(V-A)-V3A

En el espacio libre e =¢,, p=p,, como Q=0y p, =Q/V entonces p, =0, com J, =G E y c=0
se tiene que J, =0, por la Ley de Maxwell V-D=p lo que matematicamente implica que
V-D =0 o si se prefiere, partiendo de que D=¢, E y J, =c E se deduce que E > por lo que
D — 0. Entonces:

VxVxE=-V*E VxVxH=-V*H
oH OF
Vx(VxE)=—u0V><-(— Vx(VxH):Vx(eos—-)
ot ot
cH b5} OE 0
-V?’E =—u0VX‘a't—= - EE(VXH) -V’H =80V>(—at-=80 ét_(VXE)

sustituyendo las ecuaciones de Maxwell:

oH CE
VxE==—uo-5t— y VxH=soE
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en las ultimas expresiones:

0 o OE
V?E =y, a(VxH) =, (80 —)

. -V?H = i(V E) a[ a—HJ
o\ at "R N

=€y~ | Mo
ot ot
O*E o*H
VE =g 5 VH =g, 57
2 2 2 2 2 2 2 2
yip OB OE, OB, OE, vp-ZH FH, OH, _ZH,
axz ay2 azz ax2 ax ay 62 axz
O*E O'E
S0 "

¥ ~2
OE, 1 1 OE,

o’ gou, OX°
.31 B

Ecuaciones de onda en el espacio libre.

Ecuaciones de Maxwell en Forma Compleja o Fasorial.

Utilizando formas exponenciales:

E(x,t)=E_ el ¥ = _e e =E, /™

H(x,t)=H_ e/ l® P =H e ™™ =H,e™
D (x,t)=D_ el(® Fx) =D e e =D, ™
sustituyendo en las ecuaciones de Maxwell para campos invariantes en el tiempo:

dD OE
VXH=J+—8€‘=O’E+8‘§

o . ° . a ° . . . . .
V xH, e*® =cE, e™ +8—a—t(Em e"’") =0En e + joe En ™

VxHp =6Eu+ joeEn
similarmente:

VxEw=—jopHm V-D=p V-B=0
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en el espacio libre =0, entonces:

Vme:j(ouoEm ‘UXEm:—j(DHOHm V'D::O 'VB=0

Impedancia Intrimseca.

Es la razén de los campos fasoriales E y H, para una onda plana electromagnética transversal

(TEM) en un medio no limitado.

N "+' 1]
Para un medio con p y € complejas: Z= £ S ) L [
H | o+jo(e &)
. E jop
Para un medio conductor con p y € reales: I=—=, —— [Q]
H o+ joe
. E 1l
Para un medio no conductor con p y € reales: Z, = 1V [
€
L E Ko
Para el espacio libre: Z,= a1s ~ 376.7 [}
. €9 '
E L
Para un buen conductor (G » o€): Z,= Tk £45° (3}

impedancia Caracteristica.

Esta es la razon del fasor de tension o voltaje V, al fasor de corriente I en una linea de transmision
infinita de dos conductores, siendc la tension V igual a la integral del campo eléctrico E a lo largo
de una trayectoria o camino entre conductores, mientras que la corriente I es 1gual a la integral del
campo H alrededor de uno de los conductores (Ley de Ampére). Para una celda de linea de
transmision la impedancia caracteristica V/I es igual a la impedancia intrinseca E/H.. La
impedancia caracteristica de una linea de dos conductores también puede expresarse en términos
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de su resistencia serie R, de su inductancia serie L, su conductancia G en derivacion y su
capacitancia C en paralelo. Para una linea de dos conductores se tiene:

JE-dr | R+joL

Z, = :
G+joC

0

Vv
T (O]

fH-d)

Impedancia de Onda.

Es la razon de una componente de campo eléctrico E a una componente de campo magnético H en
el mismo punto de la onda. Para una onda electromagnética transversal (TEM) la impedancia de
onda es la misma que la impedancia intrinseca, pero para modos de orden superior, como en una
guia de onda hueca de un solo conductor puede haber tantas impedancias de onda como
componentes haya de campos eléctricos y campos magnéticos. Para un modo TE en una guia de
onda rectangular con componentes transversales a la direccion "x" de propagacion de la onda (E, y
H,), se tiene que la impedancia de onda transversal es:

EY
z,== (o)
E T
En una guia de onda cilindrica la impedancia de onda transversal es igual a: Z,d, = o [Q]

¢

La impedancia de onda transversal de una guia de onda es una funcion de la impedancia intrinseca
del medio que llena la guia y de las dimensiones de la misma guia. Conforme las dimensiones
transversales se hacen muy grandes en comparacion con la longitud de onda, la impedancia de

onda transversal de la guia tiende a ser la impedancia intrinseca del medio.

NOTA: Mientras que la impedancia caracteristica es basicamente una cantidad de
circuito (V/I), la impedancia intrinseca y la impedancia de onda son cantidades
de campo o cantidades de onda que incluyen las razones de campos eléctricos a

magnéticos.
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Dieléctrico Perfecto.

Es un medio ideal que se considera sin pérdidas (c=0), con permitividad &, permeabilidad p,
1sotropico y homogéneo.

Dieléctrico Disipativo.

Todos los materiales dieléctricos tienen alguna conductividad (c#0), y aunque puede despreciarse

en muchos casos, se considera necesario considerar esta caracteristica.

Impedancia Intrinseca o Caracteristica del espacio Libre (1,).

Es una relacion fasorial entre la onda de campo E y la onda de campo H en cualquier punto del

espacio libre.

E [ “Ywo | E
Mo =77

H LAmpérc/ :—I:I— (o]

/ metro

Movimiento de la Onda Plana Uniforme.

Este desarrollo implica expresar las ecuaciones de Maxwell para el caso especial de una variacion

cosenoidal en el tiempo. Esto es posible por medio de la notacion compleja y de fasores.
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Dado ¢l vector de campo E = E j, donde el vector E sélo tiene componente E , y esta dada por la
expresion:

cos ((ot + (p)

Z

E =E,

donde E,, es una funcion real de X, Y y Z, y tal vez de o, pero no del tiempo; ¢ es un angulo de

fase que puede ser también funcion de X, Y y Z y . Haciendo uso de la identidad de Euler
e’ = cosB+ j sen® se tiene:

E, =R, E e ®*? =R E_ el eild

donde R, indica que se toma la parte real de la cantidad que le sigue. Simplificando la
nomenclatura con la omision de R, y suprimiendo el término e’ la cantidad de campo E, se

transforma en un fasor o cantidad compleja, la cual se identifica con subindice "s":
o jo -
E,=E, . e = E,=jJE,

Se puede considerar que la "s", indica una cantidad en el dominio de la frecuencia expresada como
funcién de la frecuencia compleja "s", aun cuando so6lo se consideren aquellos casos en los cuales
"s" es un imaginario puro, s= jo. Recuérdese que la derivada en el tiempo de una cantidad que
varia con el tiempo es equivalente a su fasor multiplicado por jo, la 2* derivada es equivalente a

multiplicar por el término ( jco) ’

6Ey

- g [E,‘ys cos (mt+¢)]=§ E,. e =joE, e =]0E,

Movimiento de la onda en el espacio libre.

Recuérdese que las ecuaciones de Maxwell para el vacio son:

OE 0H
V><H::80-a—t VXE:—}J‘o‘a—t‘
V-E=0 V-H=0

y al aplicar en éstas los resultados obtenidos en lo que respecta a notacion fasorial:
VxH,=jog, E, VxE,=-jopu,H, V-H =0 V-E =0

que son las cuatro ecuaciones de Maxwell en notacion fasorial para una variacion cosenoidal en el

tiempo, en el espacio libre.
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Ademas VH_ =0 y VE_ =0 no son relaciones independientes, ya que se pueden obtener tomando
la divergencia de los rotacionales de H, y E_, respectivamente. esto es:

divrot A=V-(VxA)=0
Ahora se obtendra la forma de estado estable cosenoidal de la ecuacion de onda:

VxVxE, =V (V-E,)-V*E

S

2

como V-E_=0 entonces VxVxE =-V"E

s

ademas VxVxE,=Vx(VxE,)=Vx(-jou, H,)

VxVXE,=—-joy, (VxH,)=-jop, (jos, E,)=0®u, &, E,
V*E,=- 0’ l, ¢, E,
Esta ecuacion fasorial se conoce como ecuacion vectorial de Helmholtz. Conservando la notacion
del operador "nabla u operador DEL (V)" se tiene:

V?E, =-0’ p, &, E,

y el desarrollo del operador nabla en coordenadas cartesianas conduce a la ecuacion:

2 2 2
ocE, 0E, OE, , )
+ =-0 W& E

‘ +
dx oy 9z

Por ejemplo, si se tiene uno de los campos E o H, se puede calcular el otro campo:

Em
E=E_ sen (co't—Bx) o H:—n- sen (mt—Bx)
0

m

A
- | oy I ox

joe, é:i‘(o)+j(mso é)+f<(o)

VxH=jog, E {H:Hme'”* y E=E_e '™

rot H=

o@lq)-_>
E)IQ) >

o%‘m—-»
)

z
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igualando componentes en "j" :
»OH, ,0H, . o e(. ') 2>
1 By R +k (0)=1 (0)+]j \JO)S,\E +k (0)
o aI-Iz 2. N . ° GHZ
—J pw =] | joe, E < jog,E=- o

donde:
H=0i+0j+H,e "™k y E=0i+Ee’™j+0k

sustituyendo las respectivas componentes E, y H

. -1 a —jipx . —-jPpx - iBx -jBx
jog,E e " =—5—x-(Hze o )ZJBHZC PN we,E e’ =pH ¢ '

B E, B m‘\/‘ HoEo Ko

como m, = = M= = =,|—

H, 0E, g, \/ €,

41107 B/
Mo :\/ : - =120% [Q] =377 [Q)]
8.854187817x10 ¥,

valido cuando la O.E .M. viaja en direccion "+X"
se verifica que:

sen (ot—Bx)=H_ sen (ot—px)

IMPEDANCIA INTRINSECA PARA UN MEDIO DIELECTRICO

La impedancia caracteristica de un medio (dieléctrico perfecto) es:

[ B2
= =120 ,|— = J:
T] nO nr Sr 8

Movimiento de la Onda en Dieléctricos Perfectos.

Como en estos medios existe una atenuacion exponencial, la ecuacion de la perturbacion que se
desplaza en direccion del eje +x en el dominio del tiempo esta dada por la siguiente expresion:
—0x
E =E e~ cos (ot —-Bx)

E, esun factor de amplitud arbitrario o la amplitud del campo en el tiempo t=0 y en x=0.
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La expresion equivalente en notacién exponencial compleja es:

E, =E,e*e’™
El factor exponencial real indica que la onda se atentia a medida que se propaga en la direccion +x;
a es la constante de atenuacion. Como se esta analizando un medio "sin pérdidas" se demuestra
que a=0, la constante de fase Bx es una medida del corrimiento de fase que se mide en radianes
por metro, (suponiendo [ real). En general, se combinan . y 8 en una constante de propagacion
compleja y (gamma), esto es, y=a+jf3. Entonces, la ecuacion anterior queda:

_ ~rx
E . =E,e
la ecuacion de onda es:

V'E,=-0’usE,

=-
y para E ; se tiene:
2
0" E,, L
o =-0o'peE
sustituyendo en ésta ultima expresion el campo E expresado en términos de y y x:

2 =
0" E,,

2
0x

=yE,,e " =-0"peE,,

entonces:
v =-0'pe < y=tjo. ups

para un medio sin pérdidas se concluye que:

a=0 [%] y B0y ue [l

Np es una unidad adimensional llamada neper, término seleccionado (por alguien que no supo
deletrear) en honor al matematico escocés John Napier que fue el primero en proponer el uso de
los logaritmos. Se ha seleccionado la raiz negativa que produce la propagacion en la direccion +x,
entonces la ecuacion de la onda viajera en la direccion +x con velocidad de fase ves:

o
E =E, cos (ot-Bx) donde v=—

| ' B

Para una onda plana uniforme que se propaga en un dieléctrico perfecto, se encuentra que:

. 1 ~ C
\/HS \/IJ,E,

94



capiTtuLoO I1

La longitud de onda es la distancia que se requiere para efectuar un cambio de fase en 2x radianes,
de donde BA=2m, lo cual conduce a la definicion fundamental para la longitud de onda:

se sigue que:
27 27w

1 c Ao
Pooyue flue Ame ue

A, es la longitud de onda en el espacio libre.

% =

Notese que p g, >1, por lo que la longitud de onda es mas pequefia que A, y la velocidad es

menor en todo medio en ‘comparacion con la velocidad de la luz en el espacio libre.

ONDAS ELECTROMAGNETICAS EN CONDUCTORES

Continuando la atenciéon en las variaciones temporales de tipo senoidal y considerando la
convencion fasorial, las ecuaciones de Maxwell quedan:

. VxH,=J,+joeE =cE , +jocE,
VxH, =(o+ joe) E,
VxE, =~jop H,

recuérdese que en el dominio de "t":

OE
VxH=cE+e— y VxE=

ot M

El tnico efecto que se presenta por incluir la conductividad 6 en la expresion, es que el factor joe
se transforma en o+jmg, por lo tanto, se puede calcular inmediatamente el nuevo valor de la

constante de propagacion:

v’ =;(c+jcoi;)jcou = y:i\/(o+jcos)jmu
. _|fis 2 i o
Y:\/(Jc“mi‘?)mu—\f(me 1)¢° ue—m\/us\/( 1) (1 me)
| o jo
‘ Y—JCO\/—H; 1 .
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Esta expresion difiere del caso de un medio no disipativo sin pérdidas, por la presencia del
segundo factor en el radical es evidente que este factor tiende a uno conforme o tiende a cero, en
el caso general puede incluirse valores para o, |1, € y ®, luego calcular las partes real e imaginaria
de y=o+jB. Para un campo eléctrico E con componente en Y que se propaga en la direccion +x, se
obtiene:

E :E Oe-ax e—jﬁx

El signo positivo para el radical conduce a valores numéricos positivos de a y B, y por lo tanto
corresponde a la propagacion en la direccion +x.

Impedancia Intrinseca para Medios Dieléctricos Disipativos (c+-0).

Considérense los campos E y H expresados en forma compleja:

E=E e "e¢™=Ee¢® = E=E_ e

también considérese las ecuaciones de Maxwell para campos invariantes en el tiempo:

OE cH
VxH=cE+g— VXxE=—-p—
x c5+8at X P

sustituyendo en éstas los campos E y H considerados, y realizando las derivadas parciales:

. . . ot 6 ° o . o ) ° o . . . °
VxH e’ =oE e" te— (E e’ t):c)'E e +joeE e = VxH=oE+joeE

. - a . . ) . . . ) .
VxE e” :—u(—at—(H e“)=—1muH e = VxE=-jopH

recordando la identidad vectorial:

VxVxE=V (V-é]—vzfz

VX(VXEZJ: Vx(—jmuI:I): —jou (VXI:IJ

VZE:{ —jmu(foI) 1|:jcou[ 01.3+jms].3 }

9 [
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resolviendo por determinantes el producto vectorial VxE:

A B A GREE (n )
vxi=| 2 2 2\ 1 9B o )5, B g
x oy oz oz "
0 E, 0
ademas:"
VxE=-jopuH, k
igualando componentes en k:
aEy . °
pw =—jouH,
recordando que:
Ey,=E_e™ 'y H,=H_e"
al derivar parcialmente respecto de "x":
OE oH
Yy -x z B 2.8
== - E = - H (¥
% YEn € ox YH,
finalmente:
—yE_e " =-jopH_ e "™ = <vE_ =jopH,

)

para qualquier medio:

E, Jop jou
n= = =

H. 7 \/ jccou—(x)zus

desarrollando:

jou ~ jou

. jou -
\Ecmu—mzws \[(—1) (mzus—jcmu) j\/(cozus—jccou)

. op ) o ) op ) Ve
. -
T
&
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Tangente de Pérdida.

Se considera ahora el caso mas préctico de un material dieléctrico que tiene una pérdida pequefia.
El criterio por el cual debe juzgarse si la pérdida es pequefia o no, es que la magnitud de 6/oe sea
comparable con la unidad, como es notable en las expresiones para la constante de propagacion y

y para la impedancia caracteristica 1. Considerando la ecuacion de Maxwell del rotacional de H:
VxH, = (0+ j(oa) E,

donde J_  =0cE y J;, =JjoeE,

gs s

Sy

os o

ds st

S

Los dos vectores apuntan en la misma direccion, pero estan 90° fuera de fase con respecto al
tiempo. La densidad de corriente de desplazamiento adelanta a la corriente de conduccion cerca de
90°. Esta relacion entre los dos vectores define la tangente de pérdida:
c

tan () =—
[t
El siguiente diagrama ilustra la relacion fase-tiempo entre J, (densidad de corriente de
desplazamiento) y J,, (densidad de corriente de conduccion denotada también como J ), es decir,
Js v Eg. La tangente de 6-es igual a /g, y (90°-0) es el angulo comun de factor de potencia o el
angulo por el cual J; adelantaa E.

Si la tangente de pérdida es pequefia, se pueden obtener aproximaciones utiles para la constante de
fase, para la constante de atenuacion y para la impedancia intrinseca.
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Dado que:
N jcj
=10 1-—
Y54 He ( s

y recordando el teorema del binomio:

n (n-1) . (n-1) (n—2)X3+

(1+x)" =1+nx+
2! 3!

donde x| << 1y x=-jo/we y n =Y, entonces:

vese e iz (o) -]

g

ademas, por definicion:
y=o+jB

= Jo ‘/1( 2(1)8);% \/E

B=o \/_LE(H% ((—:—szgm E

r‘ > o1 (2l o]
n:\ra[_l_g(mis) Jz;(f)t’,J:\[ L]+J2(DS

de aqui

de manera similar

S¢ encuentra n:

CAaprPITULO II

Se recomienda el uso de estas aproximaciones solo cuando 6/we<0.1.

Cualquier aproximacion adicional debe basarse en un juicio de ingeniaria, o de lo ¢

ontrario utilizar

la ecuacion exacta. En la mayor parte de los dieléctricos fisicos la tangente de pérdida varia menos

con la frecuencia que con la conductividad, esto es, la conductividad tiende a aumentar con la

frecuencia aunque no linealmente. También pueden ocurrir cambios relativamente rapidos de

conductividad, permitividad y tangente de pérdida en la region infrarroja y la region ultravioleta.*

* Ver pdgina 394 de Teoria Electromagnética de William H. Hayt Jr. 5% edicién en espaol.
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Propagacion en Buenos Conductores y Profundidad de Penetracién o Efecto Piel.

Finalmente, como ejemplo de una propagacion no confinada se estudia el comportamiento de un
buen conductor cuando una onda plana uniforme se establece en él. Se considera un campo
electromagnético existente en algin dieléctrico externo en contacto con la superficie del
conductor. Entonces la transmision principal de energia tiene lugar en la region externa al
conductor porque todos los campos variantes con el tiempo se atenuan muy rapidamente al
penetrar en un buen conductor. Un buen conductor tiene una conductividad alta y corrientes de
conduccion grandes. La energia representada por la onda que viaja a través del material disminuye
conforme la onda se propaga porque siempre existen pérdidas ohmicas. Recordando que la
tangente de pérdida es o/we, que para los dieléctricos es menor o mucho menor que la unidad, y
que en los conductores al tener una alta conductividad la expresion es mayor o mucho mayor que
la unidad, se infiere lo siguiente para los conductores:

‘Wl o o) oes
e

Esto permite hacer aproximaciones tendientes a encontrar a, § y n para un buen conductor. La
expresion general para la constante de propagacion es:

la cual se simplifica al aplicarla a un conductor:

YZJ'CO\/; -ji =jy —jouc

pero

1
Lj=1£-90° = o —j =V 1£-90° =1£-45°= ———

.1
V2 V2

por lo tanto

(1 1)
Y:JL——Z——JT——;J J ous

de donde

y=(j1+1) { ifuc = a=B=4 nfuo

A pesar de los parametros 1 y ¢ o del conductor o de la frecuencia del campo aplicado, oy B son
iguales. Si se supone nuevamente que solo existe la componente E que viaja en la direccion +x, .

E,=E,, e "™ cos (mt—x,}nﬁm) (A)

100
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Se puede atribuir este campo en el conductor a un campo externo en la superficie del conductor.
Se considera que la regién x>0 es el conductor y la region x<O es un dieléctrico perfecto.
Entonces en la superficie de frontera x=0 la ecuacion anterior viene dada por:

E, =E, cos (ot)
Este se considera como el campo fuente que establece los campos dentro del conductor. Dado que
la corriente de desplazamiento es despreciable siendo significativa la corriente de conduccion y en

consecuencia la densidad de corriente de conduccion ( J=cE) esta relacionada directamente con el
campo E en cualquier punto dentro del conductor:

J,=cE, =cE,, e ™ cos (mt—x\/nﬁm) (B)

c s

Las ecuaciones "A" y "B" poseen gran informacion. Observando el término exponencial negativo
se encuentra una disminucion e?qponencial en la densidad de corriente de conduccion y en la
intensidad del campo E a medida que la penetracion en el conductor aumenta, es decir, la energia
alejandose de la fuente. El factor exponencial en la frontera es igual a la unidad, ya que x=0,
entonces e ' = 0.368 cuando: ot

esta distancia es denotada por & y es llamada profundidad de penetracion o efecto piel (en inglés

skin effect). También se le conoce como efecto pelicular o efecto Kelvin.

La constante de atenuacidn o amortiguamiento se mide en nepers por metro (Np/m) para que el
exponente de "e" sea medido en unidades adimensionales llamadas nepers. El término neper fue
seleccionado (por alguien que no supo deletrear) en honor al matematico escocés John Napier,
quien fue el primero en proponer el uso de los logaritmos. La constante de fase se mide también en
unidades adimensionales (rad/m). Como & a una distancia e ' es pequefia en los conductores,
esto implica que A es pequefia en éstos. Se puede ver claramente que

Soc(l/'f)%

por lo tanto, una lamina delgada de material conductor puede actuar como filtro paso bajas para
O.EM.
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A partir de la ultima ecuacion se obtienen expresiones para la velocidad y longitud de onda en un

buen conductor.
[FETT Bl il
a=p= \/ nfuc = 5

sabemos que:
por lo tanto:

Con el proposito de encontrar el campo Hz, se necesita una expresion para la impedancia

intrinseca de un buen conductor. Recordando que:

n=}£ LY L. e
Ve j;_ o+ joe

e

como ya se ha mencionado,
para un buen conductor o»®€,

entonces se tiene:

_\/jmu REPZEERUNS Y
a c oo 68 "6b

y reescribiendo la ecuacion de campo
E | en términos de profundidad de piel:

de donde:

E 0 X/ X T
H,=08—==¢ ° cos |ot————

\/7 & 4

donde se ve que la amplitud maxima de la intensidad de campo magnético ocurre un octavo de

ciclo después que la amplitud maxima de la intensidad de campo eléctrico en cada punto.”

* Este desarrollo se encuentra en las pdginas 399 a 403 del texto de Teoria Electromagnética de William H. Hayt Jr. 5a edicién en espariol.
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CAPITULO I1

0.E.M. Y ECUACION DE ONDA EN MEDIOS CONDUCTORES

Los medios conductores poseen una elevada conductividad o, esto implica que en las ecuaciones
de Maxwell el término J =cE no se anula, es decir, hay grandes corrientes de conduccion.
Entonces, la onda en el conductor va a sufrir un amortiguamiento (la ecuacion de onda presenta
un término de amecrtiguamiento) implicando que en la ecuacion de onda existe un término de
primer orden. Un buen conductor, llamado simplemente conductor, es un medio con pérdidas (o
es finita) ya que la presencia del campo E en el conductor provoca una pérdida de energia por
efecto Joule.

Partiendo de las ecuaciones de Maxwell, derivando parcialmente con respecto al tiempo el
rotacional de H y aplicando el rotacional al rotacional de E, se tiene:

VxH J+0D V E e
X = o X = —_—
ot ot
0 ) ( oD ( aB) 0
- - J+= Vx(VXE)=Vx| -— |=——
a (VxH) e J+8t/ x(VxE)=Vx o at(V><B)
2 2 . P
L A I —Vx@:—a(VxB)
x o o ot ot
d OH
V%V a”f{:-“wa

relacionando éstos dos ultimos resultados:

(e &E) (V aHj (V 6H) JOE 'E
. L S i e L et
HLGGt +g N J w(Vx7 ) < o ue —

pero recuérdese que el rotacional del rotacional de un campo vectorial es igual al gradiente de la

divergencia del campo, menos el laplaciano del campo, esto aplicado al campo E nos da:
VxVxE=V(V-E)-V’E=-V’E

y del desarrollo anterior, al aplicar el rotacional a la ecuacion de Maxwell para el rotacional del

campo E se obtiene:

cH
~-V’E=—p (Vx%t}il—) = VzE:u(VxE)
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y finalmente:
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sitnilarmente $e encuentra;

Estas son las ecuaciones de onda para un medio conductor y son conocidas como ecuaciones de

Helmholtz". Estas se pueden expresar en forma fasorial, lo que conduce a que los campos pueden

ser expresados en una magnitud por un factor exponencial complejo en funcion del tiempo o la

frecuencia, ademas, sabemos que la primera derivada parcial de cualquier cantidad de campo con

respecto al tiempo es equivalente a multiplicar el fasor correspondiente por el factor jo, y la

segunda derivada parcial con respecto al tiempo equivale a multiplicar el fasor correspondiente por

el factor (jo)>. Entonces:
E (x,t) =Ee’

—E (x,t) = joE e’

al sustituir en las ecuaciones de Helmholtz:
VEe' = jouc Ee’”' ~o'peEe’”
V’E = jous E—o’pe E
V’E :(jmuc—mzus) E

sabemos que:

H (x,t): He'*

gH (x,t) = joHe "

ViHe' :j(DuO'I'{ejmt —cozusHejm
VZH:jcouc H—cozqu

V’H =(jmuc—o)2uz) H

y" =(jouc-o’pe)

* Hermman Ludwi ¢ Ferdinand Von Helmholtz (1821-1894) fue profesor en Berlin, y se dedicaba a investigaciones en los campos de la fisiologia, la

electrodindmica y la dptica. Hertz fue uno de sus alumnos.
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entonces: V’E=y’E V’H=vy’H
Por otra parte, al desarrollar la siguiente expresion:

v’ :(jmuc—cozuz) = (oc+j[3)2 =a’ +2j,ocﬁ~ﬁ2

se obtienen los parametros o y f3:

o’ —B2 =—m2u£ 2jof = jopo < 2aB'=muc

haciendo simultaneas estas ecuaciones:

El desarrollo de estas ecuaciones se deja al lector como ejercicio, para lo cual se recomienda

consultar el tema de raices de nimeros complejos en cualquier texto de Algebra Superior.

Para los medios conductores se tiene que o/we » 100, esto implica que (c/we)*» 1. Por lo tanto, las
ecuaciones anteriores se simplifican y quedan de la siguiente forma:

' & 2 ' I o 2
azwﬂjﬁf 1/(»—j ~1 fro. ' \(—j +1
| 2| | \we 2| Ve

azwwfﬁ—[i—lzl RO, f‘zﬁ[g_+1}
e

V

GNQ‘/E_\/O;HE BNQ\/E_\/mzﬂ‘E
- 20 20 N 20 20
opo oa | 0L
“=y 2 "\ 2
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Como la unidad comparada con los cocientes 6/we y no/20 es mucho menor, al aumentarla o

quitarla de éstos, los valores de a y de B practicamente no se alteran, entonces:

Las unidades de ot y B son [m™'], sin embargo, los términos artificiales y adimensionales de neper
y radian son empleados para hacer hincapié en su significado de atenuacion y fase,
respectivamente.

Clasificacion Arbitraria de los Medios.

Con base a la relacion entre la densidad de corriente de desplazamiento y densidad de corriente de
conduccion, se hace la siguiente clasificacion.

S c 1
Dieléctrico 0<—<— = o<<wt = J,>J
oe 100
. 1 (o] .
Cuast Conductor —<—<100 > o~we > J,~I]
100 o ‘
o
Conductor 100 < — = o>oe > J, <],
OE
/ [0
" S
1/100 100 e
| z 1 J
r : i : T4
buenos dieléctricos moderadamente conductores  buenos conductores
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Resumen de Constantes en los Medios.

Para todos los medios se tienen constantes primarias: (L, €, G) y constantes secundarias (., 3, n).

Para medios no magnéticos:
u,=lye, #1

Para el espacio libre (vacio):
u’r ::1,8[ :lyo':()

L
a=0 B=w HoEy ﬂo:\[ii =120m~377
0

Dieléctrico perfecto:
ur ::1,8‘ :lyczo

f=w. pe 1=

IS}

I

o
mitj

Dieléctricos disipativos:
u,=l,e, =1yc#0

Medios conductores:
u,#l,e, #1yc#0

La frecuencia es un factor importante para determinar si un medio actiia como dieléctrico o como
conductor. Las propiedades de los dieléctricos se dan en general por la tangente de pérdida que es
un factor de disipacion de energia.
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POTENCIA, ENERGIA Y VECTOR DE POYNTING

Considérese en el espacio una region de celdas de campo, de altura h y ancho w, y una onda plana
que viaja en la direccion +x con componentes E, y H,. Entonces, por medio de un analisis
dimensional se encuentra la tension total y la corriente total para ésta region. Si h y w tienen
unidades de longitud (m), E tiene unidades de potencial por unidad de longitud (V/m) y H tiene
uridades de corriente por unidad de longitud (A /m), entonces, la potencia entregada es
P=VI=(Eh) (Hw)=EH(hw) = EHA (A es el area de este arreglo de celdas). De esto se
obtiene la densidad superficial de potencia llamada vector de Poynting, y da el flujo de potencia a
través de cualquier superficie en una region ocupada por una O.E.M. que se obtiene integrando en
la superficie la cantidad instantanea S=E xH.

P

S=—=EH 2]

El flujo de potencia es perpendicular a E y H, lo que implica la posibilidad de demostrar que
S = E x H, como se hara mas adelante.

= T

A

Con el proposito de encontrar la potencia de una onaa plana uniforme, fue necesario desarrollar un
teorema de potencia para el campo electromagnético conocido como teorema de Poynting. Este
fue postulado originalmente por el fisico inglés John H. Poynting.
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Iniciando con la ecuacion de Maxwell:

I GDI
VxH=J+—
X J+

al aplicar el producto punto con el campo E en cada lado de la ecuacion:

oD
E-VxH=J-E+E-—
ot

ahora, haciendo uso de la identidad vectorial:

VA(ExH)=-E-VxH+H-VxE

oD
E-VxH:H-VxE—V-(ExH):J-E+E-E
pero
VxE =
xE=——
ot
por lo tanto
12 _V.(ExH)=] E+E-2
— .at_ . X g at
OE cH
-V (ExH)=J-E+e E-—+pH -—
(ExH) +eE-— +pH-—
sin embargo
OE ¢ 0E° 0 [eE*) H poH® o (uH?)

entonces

| o (
~V-(E.><H):J-E+5t- L

finalmente, integrando a través de un volumen, resulta:

H)

Jdv

¢E’

—IV (ExH) dv—IJ Edv+— IL

vol vol

aplicando el teorema de la divergencia:

(SE \

)v

~J (ExH) dS= IJ Edv+~—

S vol
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Suponiendo que no existen fuentes dentro del volumen, entonces, la primera integral de la derecha
es la potencia 6hmica total (e instantanea) disipada dentro del volumen. Si hay fuentes dentro del
volumen, entonces, el resultado de la integral sobre el volumen de la fuente sera positivo si la
potencia esta siendo suministrada a la fuente, pero sera negativa si la potencia es suministrada por
la fuente.

La integral en el segundo término de la derecha es la energia total almacenada en los campos
eléctrico y magnético, y las derivadas parciales con respecto al tiempo provocan que este término
sea la razon de cambio con respecto al tiempo de la energia (velocidad de energia) almacenada
dentro de ese volumen, o sea, la potencia instantanea que hara que la energia almacenada dentro
de este volumen aumente.

Por lo tanto, la suma de las dos integrales de la derecha debe ser la potencia total que fluye hacia

el volumen, en consecuencia, la potencia total que fluye fuera del volumen es:

£ (ExH)-dS

S

La integral es sobre la superficie cerrada que rodea el volumen.

El producto E xH es conocido como el vector de Poynting:

que se interpreta como una densidad de potencia instantanea medida en watts por metro cuadrado
(W/m”). Esta interpretacion est4 sujeta a las mismas consideraciones filosoficas como en el caso
de (%) D-E=(%) €E” 6 (%) B-H=(%) nH” como densidades de energia. Lo tinico que se
puede demostrar rigurosamente, es que la integracion del vector de Poynting sobre una superficie
cerrada proporciona la potencia total que atraviesa la superficie en un sentido hacia afuera. Sin
embargo, la interpretacion como una densidad de potencia no esta mal encaminada, especialmente
cuando se aplica a campos que varian sinusoidalmente. Cuando el vector de Poynting se aplica a
campos constantes en el tiempo se pueden encontrar resultados extrafios. La direccion del vector
de Poynting indica la direccion de flujo instantaneo de potencia en el punto, se puede pensar en el
vector Poynting como un vector " apuntante "*. Este homonimo, aunque accidental, es correcto.
Puesto que P esta dado por el producto cruz de E y H, la direccion del flujo de potencia en
cualquier punto es normal a ambos vectores E y H; esto concuerda muy bien con la experiencia

con la onda plana uniforme, puesto que la propagacion en la direccion +x estuvo asociada con una
componente E; y H se tiene: E jxH k=@, i.

*En inglés es evidente este juego de palabras: Poynting (apellido) y pointing (que apunta, apuntante).
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En un dieléctrico perfecto (6=0, J:=0), estos campos E y H estan dados por:

yo0

. cos (cot—Bx)

E =E , cos (mt—Bx) H,6 =

y por tanto:

P = nyo cos’ (ot—Bx)

Para encontrar la densidad de potencia promedio en el tiempo, se integra sobre un ciclo y se divide
entre el periodo T=1/f,

cos’ (ot —Bx) dt

1/

Rpmm:‘g E yo I[l—cos(th—ZBx)] dt

3

(=]

Rpmm:;f E'yo {in cos(2cot;ZBx)} /

o

Si se usan valores de raiz cuadratica media (R.M.S.) en lugar de amplitudes pico, podria no
aparecer el término '2. Finalmente, la potencia promedio que fluye a través de cualquier area S

normal al eje x es:
2

Exo
n

Fen =

S [w]

N | —

En el caso de un dieléctrico disipativo E, y H, no estan en fase, se tiene:

E,=E e ™" cos (ot—Px)
si,
n=n,4£6,
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entonces, se puede escribir la intensidad de campo magnético como:

H, =-]i]:y—0 e cos (mt—Bx—Gn)

entonces:

PX =EH,=- e ™ cos (ot—PBx) cos (mt—Bx—On)

usando la identidad trigonométrica:

cos (A) cos (B) = cos (A+B)+§l— cos (A-B)

se tiene que:

Rob 2 2= [ o ron-295-0,) o)

Se encuentra que la densidad de potencia tiene solo una componente de segunda armoénica y una
componente de CD. Puesto que el primer término tiene un valor promedio cero sobre un nimero
entero de periodos, el valor promedio en tiempo del vector de Poynting es:

——e zu’f cos (Gn)

Obsérvese que la densidad de potencia se atentia con un factor e -, mientras que E H
q p q y Y

z

— X
decaen con un factor e

La densidad de energia eléctrica y la densidad de energia magnética en un punto, son
respectivamente:

para un medio sin pérdidas’

_E _Jp
TH Ve
se comprueba que W, =W _:
W, :18E2:¥8(nH)2:—8EH2:-1~ H’ =W,
N 2 2 2 ¢ 2 .
1 1 (E) 1 = 1

Ll = L—] s Bl - sBl=W
Wa=7 1 2 M5 M 58 g
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Se concluye que la densidad de encrgia magnética y la densidad de energia eléctrica en una onda

viajera plana son iguales, esto implica que la densidad de energia total es:

1 1
Wtotal :We +Wm :5 SEz +‘2— l.,l.I‘I2 :8E2 :qu

Considerando un medio dieléctrico perfecto (c=0, J=0) se tiene:

5[_“ 2 & 2_‘
:{aL5H+5EJdV

§ P.as

como las densidades de energia eléctrica y magnética son iguales se tiene que:

W, +W,_ =2W, =2W, =W

entonces, dividiendo el vector de Poynting entre la densidad total de energia se obtiene la

velocidad de energia:

[ watt '}
P Sl
Vmgia_ww :t Jilje J:L?]

de esto se concluye que la velocidad de energia es igual a la velocidad de fase.

114



CAaPiTULO 11

POLARIZACION DE ONDAS ELECTROMAGNECTICAS

La polarizacion de una onda electromagnética es el lugar geométrico que describe la punta del
vector de campo eléctrico (E) al ser proyectado en un plano de fase constante. En otras palabras,
es el comportamiento del vector intensidad de campo eléctrico E, con respecto al tiempo en un
plano de fase constante y fijo del espacio.

El campo eléctrico es considerado como la perturbacion optica y reside en lo que se conoce como
plano de vibracion, éste plano de vibracion contiene tanto al vector de campo E como al vector de
propagacion P (vector de Poynting en la direccion de movimiento).

E_(x,t)=E_ cos (mt—Bx)]

y m,y
E, (x,t)=E, cos (ot-Bx) k

En el plano YZ el campo E se ve como una recta con pendiente "m" en el origen, entonces:

E, E_ cos (ot—Bx)

y m,;

E-z— E_ cos (mt—Bx)

]

m=

de donde:
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Polarizacion Lineal.

Para una onda plana polarizada linealmente las vibraciones del vector E son paralelas entre si en
todos los puntos de la onda. En cualquier punto el vector E y la direccién de propagacion forman
un plano llamado plano de vibracion.

Plano de vibracién \

En general, dos perturbaciones Opticas o de campo E ortogonales entre si de la forma:

E (x,t):Eml «OS ~((ot-i-Bx-H’;)j E, (x,t); E,, cos (ot +Bx) k

y

donde & es la diferencia de fase relativa entre las ondas, ambas viajando en la direccion x,

entonces, la perturbacion resultante es simplemente:

E (x,t)zEy (x,t)+EZ (x,t)

Si & es cero o un entero multiplo de +2x, se dice que las ondas estan en fase, y las ecuaciones
anteriores quedan:
E::(Em] j+Em2k) cos (ot+px)

Esta es una onda linealmente polarizada. Este proceso se puede llevar igualmente a cabo a la-
inversa, es decir, podemos resolver cualquier onda linealmente polarizada en dos componentes

ortogonales.
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Supongase ahora que & es un entero impar, multiplo de +x; se dice que las dos ondas estan 180°
fuera de fase y
E= (—Em‘ j+Emz lAc) cos (mt+ Bx)

Esta onda esta de nuevo linealmente polarizada pero el plano de vibracion ha sido rotado 45°
Notese que la onda puede descomponerse en componentes que no sean ortogonales.

Ey . Ey
T 4 . - w» A
<‘.‘_»4_ v_f;,;Aj,:,.,,,,,A,,,i" Ez ‘ N - » Ez
| » L v &,

Polarizacion Circular.

Otro caso especial de particular interés aparece cuando ambas ondas constitutivas tienen igual
amplitud, es decir:

y ademas, su diferencia

de fase relativa es:
E= = +2mn
2

donde m=0, +1, £2, ..

~

por lo tanto: E (x,t):ﬁEm] sen (mt+Bx)] E (x,t):Emz cos (ot+px) k

y z
la onda queda: E= E, [ sen (mt+Bx) j+ cos (m t+Bx) 12]

Obsérvese que en este caso la amplitud escalar de "E", la cual es igual a E, es una constante.
Pero la direccion de "E" es variable con el tiempo y no esta restringida como antes a un solo

plano.
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La figura siguiente muestra lo que esta sucediendo en algun punto arbitrario X, en el eje. En t=0

"E" cae a lo largo del eje de referencia en la figura, y asi:

E, :on sen (on) EZ:IEE0 cos (on)

Un tiempo t:((2n‘ Bx, ) /co) mas tarde, E_ =0, E, =E k y "E" estan a lo largo del eje "z". El
vector campo eléctrico resultante E esta rotando en la direccion opuesta de las manecillas del reloj
con una frecuencia ® visto por un observador hacia quien la onda se esta moviendo (es decir,
viendo hacia la fuente). Tal onda tiene polarizacion circular izquierda y se hace referencia a ella
simplemente como luz circular izquierda. El vector E hace una rotacion completa cuando la onda
avanza una longitud de onda. En comparacion, si &=-n/2, -5m/2, -9n/2, etc., es decir, E=(-n
/2)+(2mm) donde m=0, +2, £3,..., entonces

E=E, [—sen (ot +px) j+cos (ot+px) ﬁ]

La amplitud no se ve afectada, pero ahora E gira en el sentido de las manecillas del reloj y la onda
tiene polarizacion circular derecha.

Una onda linealmente polarizada se puede sintetizar con dos ondas con polarizacion circular
opuesta de igual amplitud. En particular si usamos las ondas circulares descritas anteriormente, se

tiene:
E=2E, k cos (cot+Bx0)

el cual es un vector de amplitud constante 2E  k, donde el vector k indica que se encuentra en un

solo plano (en este caso en el "YZ"), y por lo tanto es linealmente polarizado.
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Polarizacion Eliptica.

En cuanto a la descripcion matematica se refiere, tanto una onda electromagnética polarizada
linealmente como una onda electromagnética polarizada circularmente se pueden considerar como
casos especiales de una onda electromagnética polarizada elipticamente. Entonces, el vector
campo eléctrico resultante rotara y cambiara su magnitud. En tales casos el extremo E trazara una
elipse en un plano fijo perpendicular a "1", cuando la onda avanza. Por medio de una expresion

matematica para la curva trazada por la punta E. Recordando que:

E. (x,t)=E_ cos (co‘-t+Bx+§)j E, (x,t)=E

. ) cos (ot +px) k

m, m;

La ecuacion de polarizacion que se busca no debe depender de la posicion ni del tiempo, es decir,
se debe eliminar la dependencia de (wt+ px). Recordando la expresion trigonométrica para el

coseno de la suma de dos angulos:
cos (A+B)=cos (A) cos (B) ¥ sen (A) sen (B)
aplicandoa E :

— = cos (wt+Px) cos (£)—sen (wt+Px) sen (&)

Eml
combinandola con
"x cos (&)
E, cos (&
se tiene
E E
= . —EL cos (&) =—sen (ot+px) sen (&)

m, m,
de la ecuacion
E,=E, cos (ot+px)

se deduce
gy
2 :1_ z
sen ((Dt+[3x) (Emz
entonces
2
"E. E , ’A (g )]

E E

2
L__L___Zcos (E_,)J ::[—sen (mt+BX) sen (&)] LI_LE & J Jl sen’ (&)
al desarrollar y reacomodar términos se obtiene la ecuacion general de polarizacion de una
OEM..

2

2/ \
(Ey J +{§;J _ZE% cos (&) =sen’ ()
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La ultima expresion es la ecuacion de una elipse que hace un angulo a con el sistema coordenado
(Ey3 Ez)’ tal que
2E, E,, cos (&)

EZ _EZ

m

tan(2a) =

Si los ejes de la elipse se alinean con los ejes coordenados, es decir, =0 o equivalentemente
&= 1m/2, +31/2, £51/2, ..., entonces se tiene:

(E,V (E, Y

) ) !

2 2
E)+El=1

si E, =E, =E,, entonces:

;
que de acuerdo a resultados anteriores, es un circulo. Si € es un multiplo par de =, la ecuacion que
 resulta es:

E m
E,=—E
¥ B
similarmente, para multiplos impares:
E m
E, =- = E,

Ambas son lineas rectas, es decir, se tiene polarizacion lineal en este punto.

En algunos textos de Optica se hace referencia a una onda de luz particular en téminos de su
estado especifico de polarizacion. Se dice que la luz lineal o polarizada en un plano tiene un estado
P, mientras que la luz circular derecha o izquierda esta en un estado R o L (segun corresponda), y
para la condicion de polarizacion eliptica se dice que esta en un estado E. Se ha demostrado que
un estado P se puede representar como una superposicion de estados R y L , y lo mismo se
cumple para un estado E. En este caso se ve en la figura como las amplitudes de las dos ondas
circulares son diferentes.
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Y DIFRACCION.
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INTRODUCCION

En este capitulo se estudian ciertos fenémenos relacionados con la propagacion de la luz y su
interaccion con los medios materiales considerando la luz desde un punto de vista ondulatorio. En
particular se estudian las caracteristicas de las ondas de la luz al progresar a través de varias
sustancias, cruzando interfases y siendo reflejadas y refractadas en su travesia.

Aunque las leyes de reflexion y refraccion pueden deducirse a partir de las ecuaciones de Maxwell
(tratamiento electromagnético), en principio se da un enfoque mas simple a nuestro estudio. Para
esto, este tema se apoya en un método geométrico propuesto por el fisico holandés Christian
Huygens publicado en 1690 bajo el titulo de "Traité de la Lumiére" (Tratado de la Luz), en
realidad Huygens lo escribio6 en el afio de 1678.

Por el momento considérese que un frente de onda es una superficie sobre la cual un disturbio
optico tiene una fase constante, por ejemplo, en la siguiente figura se muestra un frente de onda -
esférico (¥) emitido por una fuente puntual monocromatica "S" en un medio homogéneo (una
fuente puntual monocromatica es una fuente emisora de luz de una sola longitud de onda o con un
reducido intervalo de longitudes de onda).

Si el radio del frente de onda es "r", algin tiempo "t" mas tarde, sera (r+wt), donde "V' es la
velocidad de la fase de la onda. Pero si este frente de onda pasa a través de una hoja de vidrio no

uniforme, como se muestra, de tal forma que el frente de onda queda distorsionado, ;como se
podra determinar la nueva forma del frente de onda (Z')?

Un paso preliminar hacia la solucion de este problema es el trabajo realizado por Huygens; €l no
tenia conocimiento de la naturaleza de las ondas, ni del caracter electromagnético de la luz. Sin
embargo, su modelo simplificado de onda resulta adecuado para la comprension de muchos
aspectos practicos de la propagacion de la luz.
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EL PRINCIPIO DE HUYGENS

El principio de Huygens es una construccion geométrica empleada para determinar la posicion de

un nuevo frente de onda en algun instante, a partir del conocimiento de un frente de onda anterior.

Cada punto en un frente de onda primario sirve como fuente puntual de onditas esféricas
secundarias (ondulaciones) tales que el frente de la onda primaria un instante mas tarde es la
envolvente de estas onditas. Ademas, las onditas avanzan con rapidez y frecuencia igual a la

de la onda primaria en cada punto del espacio.

El frente de onda al que se hace referencia es una superficie tangencial a las onditas antes
mencionadas; si el medio es homogéneo, las onditas pueden construirse con radio finito, mientras

que si no lo es, las onditas tendran que tener radios infinitesimales.

® @
Antiguo .. Nuevo /i
Frente ® Frente LGRS @ Nuevo
de Ond /| de Ond Frente Frente
eonee | fy UeSnad de Onda /  de Onda
L e Vi
E 4

Construccion de Huygens para una onda plana y para una onda esférica.

Este proceso se puede visualizar en términos de vibraciones mecanicas de un medio elastico. En
efecto, de este modo Huygens lo visualizo dentro del contexto del éter que todo lo invadia, segun

se creia en su época.

En el siglo XIX Fresnel modifico con éxito algo el principio de Huygens. Posteriormente
Kirchhoff demostré que el principio de Huygens-Fresnel era una consecuencia directa de la

ecuacion diferencial de onda, dando asi una firme base matematica a este conocimiento.

De las figuras anteriores se observa que si se dibujaran esferas en vez de onditas, surge de
inmediato que habria una onda propagandose hacia la fuente, esto fue tomado en cuenta por
Fresnel y Kirchhoff en la reformulacion del principio de Huygens.
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Aproximaciéon del Rayo.

En optica geométrica se emplea la llamada aproximacion del rayo, en la cual se supone que una
onda viaja en un medio en linea recta en la direccion de propagacion de la onda (direccion del flujo
de energia o vector de Poynting). Ademais, se desprecian los efectos de la difraccion si la longitud

de onda es menor en comparacion con las dimensiones de la abertura por la que pasa, esto da una
buena aproximacion.

—_— — —>  EE—
Direccion de Propagacion Direccion de Propagacion Direccion de Propagacion

(@ (b) ©

En el caso (a) A«d y la aproximacion al rayo permanece valida, en el caso (b) A~d y se dice que la
onda saliente es notablemente difractada, en el caso (c) A»d, entonces la abertura sc comporta como
una fuente puntual de ondas esféricas, es decir, que la difraccion no es despreciable.

El concepto de rayo de luz es de gran importancia a través de todo el estudio de la Optica, como
tal, es un instrumento matematico mas que una entidad fisica. Entonces comencemos por decir:

Un rayo es una linea en el espacio que corresponde a la direccion del flujo de la energia radiante.

En un medio isotropico, los rayos son trayectorias ortogonales a los frentes de onda, es decir, son
normales a los frentes de onda en cada punto, y por lo tanto dichos rayos son paralelos al vector
de propagacion ( vector de Poynting ), esto no se cumple en sustancias anisotropicas. Ademas, del
hecho de que la velocidad de propagacion es la misma en todas direcciones, se tiene que la
separacion espacial entre dos frentes de onda a lo largo de los rayos es siempre la misma; esto no

es cierto cuando se involucra mas de un medio o en materiales no homogéneos, en donde se
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hablara de "longitud de camino 6ptico”. Los puntos donde un rayo intersecta frentes de onda se
llaman puntos correspondientes. La separacion temporal entre los puntos correspondientes de los
frentes de onda consecutivos es idéntica, esto se cumple aun si los frentes de onda pasan de un
medio isotropico homogéneo a otro. Si un grupo de rayos es tal que existe una superficie que es
ortogonal a todos y cada uno de ellos, se dice entonces que forman una "congruencia normal”. Por
ejemplo, los rayos que emanan de una fuente puntual, son perpendiculares a una esfera concéntrica
a dicha fuente, por lo tanto forman una congruencia normal.

Dicho lo anterior, se puede ahora considerar una técnica alternativa al principio de Huygens que
permite también seguir el progreso de la luz a través de varios medios isotropicos. La base de este
método es el teorema de Malus y Dupin ( introducido en 1808 por E. Malus y modificado en 1816
por C. Dupin ).

Un grupo de rayos preservara su congruencia normal clespués de cualquier niimero de reflexiones y refracciones.

Esto es equivalente a decir que los rayos permanecen ortogonales a los frentes de onda a través de
todos los procesos de propagacion de medios isotropicos. El teorema se puede usar para deducir
la ley de reflexion conocida como la ley de Snell.

Tomando en consideracion las ideas anteriores, a menudo es conveniente llevar a cabo un trazo de
rayos a través de un sistema Optico usando las leyes de. reflexion y refraccion y entonces construir
los frentes de onda con igual tiempo de transito entre puntos correspondientes manteniendo la
ortogonalidad entre rayos y frentes de onda. La siguiente figura ilustra la formacién de rayos
paralelos concomitantes (que se acompafian entre si), con una onda plana.

9i
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REFLEXION Y REFRACCION

Cuando un haz de luz viaja en un medio y atraviesa una frontera que conduce a otro medio, parte
de este haz se regresa al medio de origen, es decir, hay reflexion; otra parte del haz de luz se
transmite al segundo medio, desviandose de la frontera; de éste Gltimo se dice que se refracta. Se
habla de reflexion especular en superficies poco rugosas, y para superficies rugosas se dice que
hay reflexion difusa.

Reflexiéon Especular Reflexion difusa

Experimentalmente se lleg6 al conocimiento de que los rayos incidente y reflejado forman angulos
iguales con respecto a la normal a la superficie de incidencia, siempre y cuando se trate de
reflexion especular. La ley de reflexion aparecio por vez primera en el libro titulado Catoptrica que
se supone fue escrito por Euclides y se expresa como:

La ley de reflexion es absolutamente valida en cualquier region que sea suficientemente pequeiia
para considerarse tersa, es decir, una pequefiisima superficie especular. Puede pensarse en una
superficie rugosa como una superficie formada por una infinidad de pequeiias superficies "lisas”
con diferentes inclinaciones. Por otra parte, el angulo de refraccion depende del angulo de
incidencia y de las propiedades opticas de los medios, notese que los rayos incidente, reflejado y
transmitido (refractado) son coplanares. La ley de reflexion ya era conocida por Euclides.

|
|
Rayo incidente | Rayo reflejado
A | -
\<(|'§//, n1
|\ n2
‘/ \“-
[0t 3
! ;
T
| Rayo refractado

Los rayos incidente, reflejado y transmitido (refractado) son coplanares
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Las consecuencias fisicas de la ley de refraccion han sido estudiadas, al menos documentalmente,
por mas de mil ocho cientos afios. Con base en observaciones muy finas Claudio Tolomeo de
Alejandria intento sin éxito intuir la expresion. Kepler casi tuvo éxito en la deduccion de la ley de
refraccion en su libro "Suplementos de Vitello" en 1604, desafortunadamente fue engafiado por
algunos datos erroneos compilados anteriormente por Vitello (CA. 1270). El descubrimiento
experimental de esta relacion se acredito a Willebord Snell (1591-1626), parece que las relaciones
correctas fueron obtenidas por €l en la Universidad de Leyden y deducidas independientemente
por el matematico francés René Descartes (1596-1650) a partir de una teoria corpuscular anterior.
Las leyes de reflexion y refraccion pueden obtenerse de las ecuaciones de Maxwell, hecho que
concuerda exactamente con la realidad, pues estas leyes se cumplen en todas las regiones del
espectro electromagnético.

Estas leyes son aplicables al paso de la luz de un medio cualquiera a otro, se encuentra que son
aplicables tanto al rayo reflejado como al refractado. Por ejemplo, en su aplicacion se encuentra
que un rayo que va en una trayectoria desde un punto "A" en el aire a un punto "B" en el vidrio, es
la misma que si fuera de "B" a "A", es decir, es un proceso reversible. A este importante resultado
se le llama principio de reciprocidad.

Considerando el caracter general de la incidencia oblicua, la ley de reflexion y la ley de refraccion
de Snell se deducen de la siguiente manera.

TS onda reflejada
i S, C D L )
\ N > |
N N t&/" \\/\
~_ 6 | S -
N ZI/J: ’// fgr/
S 1:\/; “\
< A ]:\v
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La onda incidente toma un tiempo "t" en viajar de C a B a velocidad V,, en el mismo tiempo la
onda transmitida viaja de A a E con una velocidad V, y la onda reflejada viaja de A a D a velocidad
V.

(a) V. :C—B sen0, —@—v—t
oot AB AB
(b) VZ:% sen@, —%—g
(c) Vv, :% sen@_ —%—Z—;
igualando las ecuaciones a y b se obtiene la ley de reflexion:
V,t = AB sen0, V,t = AB sen,

6, -0

I

del cociente de la ecuacion a entre la b o de la ¢ entre b se obtiene la ley de Snell:

donde V, es la velocidad de fase en el medio de incidencia y V, es la velocidad de fase en el medio

de transmision.

£l indice de refraccion.

La luz al pasar de un medio a otro se afecta a causa de la diferencia de la velocidad de la luz en
cada uno de los medios. La razon de esta variacion en la velocidad es algo compleja y solo se
explica apropiadamente por medio de un modelo atomico. En general, se sabe que la velocidad de
la luz en cualquier medio es menor que la velocidad en el vacio (c=3x10" m/s). Por
consiguiente, la luz viaja a su maxima velocidad en el vacio. De aqui se define el indice absoluto de
refraccion (denotado como n 6 M) de un medio como:

velocidad dela luzenel vacio ¢

ve1001dad de la luz en el medio _\7

Partiendo de la definicion, se observa que m es un valor adimensional mayor que la unidad ya que
v<c, ademas n=1 para el vacio.
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Sustancia e dk’ Sustancia L9
Refraccion : Refraccion
Solidos a 20°C Licuidos a 20°C
Diamante (C) 2.419 Benceno 1.501
Fluorita (CaFy) 1.434 Disulfuro de Carbono 1.628
Cuarzo Fundido (SiO,) 1.458 Tetracloruro de Carbono 1.461
Vidrio, sin plomo 1.52 Alcohol Etilico 1.361
Vidrio, roca 1.66 Glicerina 1.473
Hielo (H,0) 1.309 Agua 1.333
Poliestireno 1.49 Gases a 0°C. a 1 atm
Cloruro de Sodio (NaCl) 1.544 Aire 1.000293
Circon 1.923 Dioxido de Carbono 1.00045

Indice de refraccion de diferentes sustancias medidas con luz de longitud de onda en el vacio A, = 598 nm = 5980 A.

Cuando la luz viaja de un medio a otro la frecuencia de la onda no cambia. Por lo tanto, ya que la
relacion v=Af debe ser valida en ambos medios, se tiene que:

VI:}"lfy v, =A, f
dividiendo las dos expresiones anteriores entre si, y considerando la definicion de 1, se obtiene:

R (R L S— == Ay =Am,

Si el medio 1 es el vacio, entonces M, =1. Entonces, se deduce que el indice de refraccion de

cualquier medio puede expresarse en funcion de la longitud de onda.

Donde A, es la longitud de onda de la luz en el vacio A, es la longitud de onda en el medio cuyo

indice de refraccion es "n".

M <N —~ .
A >A, \

Una forma mas practica de la ley de Snell, considerando los parametros 0,, 8,, n, y n, es:

h‘ sen 6, =m, sen 62'
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Dispersion y Prismas.

Una propiedad importante del indice de refraccion, es que éste varia con la longitud de onda,
como se muestra en al siguiente grafica.

\ N Vidrio Obscuro
i\ e
1.52 \ -
\
1.50 -
BeLefh 1) s . Acrilico
1.48
57 Cuarzo Liquido
~ nm

200 300 400 500 600 700

Este comportamiento representa la variacion de la velocidad de la luz en

diferentes materiales con la longitud de onda.

Como n es una funcién de la longitud de la onda, la desviacion angular de un rayo de luz que

penetra una sustancia, depende de las caracteristicas del material y del color (longitud de onda) de
la luz.

Dispersion.

Toda sustancia en la que m varie con la longitud de onda A se dice que presenta dispersion, es
decir, hay una desviacion angular neta al pasar por el material. En la siguiente figura se presenta el
experimento que estudid Newton, en cual un rayo de luz blanca (compuesta por todas las
longitudes de onda visibles) se hace pasar por un prisma.

Dispersion de 1a luz en un espectro, por medio de un prisma o espectro prismatico.
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Newton demostro que los rayos de luz que salen del prisma, se dispersan en una serie de colores
que dan lugar a un espectro. A la desviacion angular de los rayos salientes con respecto a la
trayectoria del rayo incidente se le llama "angulo de desviacion” (8). Esto se aplica en el estudio de
las caracteristicas espectrales ‘de una fuente luminosa, también para la determinacion de las
caracteristicas de absorcion optica de las sustancias (espectrofotometro prismatico).

Aplicacion del principio de Huygens a la reflexion y refraccion.

El principio de Huygens es util en la deduccion de las leyes de reflexion y refraccion sin
profundizar en los detalles del mecanismo que causa estos fenomenos.

de la anterior figura se observa que:

senO, senO, sen6, 1
BD AC AE AD

como BD=AC=vit y AE=v,t entonces:

sen®, senO, sen0,

V. v A\

1 T t

Recuerde que V;=V, de la ecuacion se deducen facilmente la ley de reflexion y la ley de refraccion.
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Principio de Fermat.

Las leyes de reflexion y refraccion y en general, la forma en que se propaga la luz se puede deducir
del principio de Fermat, el cual establece que la trayectoria que seguira un rayo luminoso al viajar
entre dos puntos cualesquiera es la trayectoria que toma el menor tiempo. Este principio empleado
para la determinacion de las trayectorias reales de los rayos de luz fue desarrollado por Pierre de
Fermat (1601-1665).

Las ideas que se desarrollan a continuacion han tenido gran influencia en el pensamiento fisico en

la optica clasica y la cuantica.

Hero de Alejandria (150 AC. a 250 DC.) fue el primero en establecer lo que desde entonces se ha
conocido como "principio variacional". Al formular la ley de la reflexion afirmo:

P
S 7N
Al N
~— AN
. ~4_ N\
\ ~] T AN
Ne S| < T AN
\ ‘\\9! Or L S~ \\\
X T ~~—
A B C P V'
| Superficie Reflectante o Frontera
S

La trayectoria real de la luz al ir de un punto S a un punto P pasando por una superficie reflectora es la mas corta posible.

De la figura observamos que so6lo una de las trayectorias sera real fisicamente. La trayectoria mas
corta es S'BP=SBP, que corresponde a 0,=0, y que es la mas corta posible. Este razonamiento
hace evidente que los tres puntos S, B y P deben estar en el ya definido plano de incidencia.

Estas observaciones hechas por Hero permanecieron en el olvido poco mas de 1500 afios, hasta

que en 1657 Fermat propuso el "principio del tiempo minimo" que incluia tanto la reflexion como

la refraccion.
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Es evidente que un haz de luz que atraviesa una interfase no sigue una recta o trayectoria espacial
minima, entre un punto en el medio de incidencia y otro en el medio de transmision, Fermat

entonces enuncio lo siguiente:

La trayectoria real entre dos puntos que toma un haz de luz es aquella que es recorrida en el menor tiempo.

Esta afirmacion es un poco incompleta y un tanto equivocada, pero por el momento considérese.

La siguiente figura explica el principio de Fermat.

; X
h | 9
\\(/
N () rl|
\ !
b | \
e
a-x

A partir de la figura se obtendra el tiempo de transito de S a P en funcion de "x", y por lo anterior
se deduce que el menor tiempo coincidira con la trayectoria real. Entonces se tiene:

SO OP Vh®+x’ \/b2+(a*x)2 (h2+x2)% [b2+(a—-x)2]y’
s M - + = +
V. \Y/ V. \Y/ V. \Y

1 t 1 t 1 t

Para minimizar t(x) con respecto a las variaciones en x se calcula la derivada de t con respecto a x

y se iguala a cero.
dt X - (a—x)

dx \/i(h2 erz)y2 vt[b2 +(a—x)2]

=0
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5 oG .y , . 5 Senei Senet
analizando esta ultima expresion y la grafica anterior se obtiene la ley de Snell: S

i t

De lo anterior se concluye que si un haz de luz debe ir de S a P en el tiempo minimo posible, debe
satisfacer la ley empirica de la refraccion. Si se considera un material estratificado compuesto de m

capas cada una con un indice de refraccion diferente como el siguiente:

Rayo propagandose a través de un material de capas.

. ., , 5. 85 Sm _ % 5;
El tiempo de propagacion de S a P estd dado por: t= ;—+v—+- 4# +;— ¥ Z %
1 2 m =l !

donde s; y V. son las longitudes de las trayectorias y las velocidades asociadas con la contribucion
1€ésima, entonces:

m
3 s

i=1

t=

o | —
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en la expresion anterior la sumatoria se conoce como longitud de camino éptico (L.C.O.)

atravesado por el rayo. Esto difiere de la longitud de camino espacial:

m
2.
i=1

es claro que para un medio no homogéneo donde "n" es una funcién de la posicion, la expresion
esta dada por:

( L‘C.O.)zj n(s) ds

Como t=(L.C.O.)/c el principio de Fermat se puede reformular de la siguiente forma:

La luz, al ir de los puntos S a P, sigue la ruta que tiene la longitud de camino optico mas pequeiia.

La afirmacion original del principio de Fermat tiene algunas fallas importantes por lo cual debe ser
alterado.

Cuando se tiene una funcion f(x) es posible determinar el valor especifico que toma la variable x
que hace que f(x) tenga un valor estacionario. Por valor estacionario se entiende aquel valor en
que f(x)=0, es decir, tiene un maximo, un minimo o un punto de inflexion con pendiente

horizontal. Entonces en su forma moderna, el principio de Fermat dice:

Al ir un rayo de luz del punto S al punto P, debe recorrer una longitud de

camino 6ptico que es estacionaria a variaciones de ese camino.

Esto significa que la L.C.O. para la trayectoria verdadera sera igual, en primera aproximacion, a la
L.C.O. de las trayectorias inmediatamente adyacentes a ella (la primera derivada de la L.C.O. se
anula en su desarrollo en serie de Taylor ya que el camino es e.stacionario). Si un haz de luz se
desplaza a través de un medio isotropico homogéneo (recuérdese que un medio isotropico es
aquel cuyas propiedades son las mismas en todas direcciones) entre dos puntos, de S a P, por
ejemplo, los atomos dentro del material seran impulsados por el disturbio incidente y reirradiaran

en todas las direcciones.

En general, las onditas que se originan en la vecindad inmediata de una trayectoria estacionaria
llegaran a P por rutas que difieren so6lo ligeramente y, por lo tanto se reforzaran unas a otras. Las
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onditas que toman otros caminos llegaran a P fuera de fase y por consiguiente tenderan a anularse

unas con otras. Siendo ese el caso, la energia se propagara efectivamente a lo largo del rayo se S a

P que satisface el principio de Fermat. Para mostrar que la L.C.O. para un rayo no siempre

necesita ser un minimo, examinemos las siguiente figura en que se muestra un segmento de espejo

elipsoidal tridimensional hueco.

S y P son los focos de la elipsoide, entonces por
definicion la distancia SQP es constante
independientemente de la variacion en la
posicion de Q sobre el perimetro, ademas, una
propiedad geométrica de la elipse es que 0;=0,
para cualquier ubicacion de Q. Todos los
caminos Opticos de S a P son iguales, de donde
ninguno es un minimo. En consecuencia se

tiene una L.C.O. estacionaria con respecto a las

variaciones en la posicion de Q sobre el perimetro de la superficie de la elipsoide.

Desde otro punto de vista se puede afirmar que
la energia radiante emitida por S sera esparcida
por electrones de la superficie pulida, de modo
que las onditas se reforzaran unas a otras en P,
hasta donde habran viajado la misma distancia y

tendran la misma fase.

En cualquier caso, si hubiera un espejo plano
tangente a la elipse en Q la misma trayectoria

exacta SQP recorrida por el rayo seria entonces un minimo relativo. Por el contrario, si la

superficie pulida tuviera el perfil de una curva dentro de la elipse, como la que se muestra en la

anterior figura, el mismo rayo SQP tendria un maximo relativo de la L.C.O.

Esto es cierto aunque las curvas donde 0;#0, son en realidad mas cortas. Obsérvese que ya que el

principio habla solo de la trayectoria y no de la direccion a lo largo de ella, al ir un rayo de P a S

trazara la misma ruta que uno de S a P. Este es el principio de la reversibilidad.
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REFLEXION TOTAL INTERNA

Un fenémeno interesante, dénominado reflexion total interna, puede ocurrir cuando la luz viaja de
un medio opticamente mas denso a otro menos denso, es decir, n; > n,.

El valor de 6, para el cual 6,=90° se llama angulo critico 8,. Como se observa en la figura, el rayo
transmitido se aleja de la normal, y conforme aumenta 6; aumenta 6, (6, » 90°), para valores 6,>0,
ocurre la reflexion total interna. Para determinar el valor del angulo limite 6, se puede emplear la
ley de refraccion de Snell:

n
0, = ang sen —

n,
Se observa que la expresion anterior solo se nuede,emplear en el caso de que n,>n, ya que para
n,<n, los resultados mateématicos son absurdos. Una aplicacion muy importante de la reflexion
total interna estd en el empleo de fibras Opticas para comunicaciones y en diversos aparatos

opticos que emplean prismas, como son: telescopios, microscopios, binoculares, espectroscopios,
camaras fotograficas, etc.
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Prismas de reflexion interna utilizados en instrumentos 0pticos.

Intensidad de la Luz.

Para determinar la cantidad de luz reflejada y/o refractada en términos de energia transportada por
un rayo de luz incidente, se encuentra que la fraccion de luz reflejada y transmitida depende de los
indices de refraccion de los medios y del angulo de incidencia.

Las expresiones necesarias para esto se obtienen a partir de las ecuaciones de Maxwell y las
condiciones de frontera. Por el momento solo se dara una explicacion cualitativa de los factores
que afectan las intensidades relativas.

Sea I,, I, e I las intensidades de luz de los rayos: incidente, reflejado y transmitido,
respectivamente. Y ademas supongase que el haz incidente es muy cercano a la normal de la
frontera entre los medios, entonces se tiene:

I_(n'—nijzl I_&I
“ \n+n )" t_(ni+nt)2 ’

Estas expresiones son conocidas como ecuaciones de Fresnel, permiten conocer la intensidad
luminosa reflejada y transmitida a partir del conocimiento de los indices de refraccion y de la
intensidad luminosa incidente. Cuando 6, no es muy pequefio las expresiones anteriores se
complican e incluyen a 6, y 6,.

Notese que para la incidencia normal y n,=n, se tiene [ =0 e I, =1, , es decir, no se refleja luz, ya

que no existe frontera.

Si n;» n, se encuentra que L ~0 e I,~0, que indica que la mayor parte de la luz se refleja y que se
trata de una superficie metalica y pulida. Por otra parte, se tiene por el principio de conservacion
de la energia que I[,=1 +1,.
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Absorcion de la luz transmitida.

La luz al viajar a través de un medio pierde parte de su intensidad luminosa, ésta es absorbida por
el medio; en consecuencia, al aumentar la penetracion de la luz en el medio, decrece su intensidad.
En el aire la absorcion es pequefia, mientras que en muchos liquidos y soélidos la absorcion es
bastante significativa. En objetos intensamente coloreados la absorcion es altamente significativa
en ciertas longitudes de onda visibles, mientras que en un material transparente la absorcion es
muy débil en la region visible. La energia absorbida por el material se transfiere continuamente
como energia térmica de atomos y moléculas, pero el mecanismo especifico de absorcion puede
ser muy complejo.

Supongase un rayo de luz de intensidad I, que incide normalmente sobre un material, se desea

conocer la intensidad de luz transmitida I, después de recorrer una distancia "x" en el material.

Suponiendo que el cambio de intensidad luminosa Al para una distancia Ax recorrida por la luz es
proporcional a la intensidad de la luz y la distancia Ax, es decir:

Al = —al Ax

donde a es la constante de proporcionalidad denominada coeficiente de absorcion del medio, el
signo menos indica un decremento en intensidad con incremento de profundidad. En el limite de
las pequeiias profundidades se tiene que Ax —»dx y Al - dI y entonces:

dad
[ = -adx

resolviendo por integracion y considerando x=0 en la frontera y I=I,;:
I=],e™

Recuérdese que a es una funcion de la longitud de onda y por esto se debe tener precaucion al
emplearla. Cuando se estudio el efecto pelicular o Kelvin se vio esto mismo desde el enfoque de la
teoria electromagnética.
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RELACION DE ONDA ESTACIONARIA

Al pasar una onda de un medio a otro, puede o no presentarse un fendmeno de reflexion en la
frontera de los dos medios, es decir, parte la onda viajera incidente es absorbida hacia el nuevo

medio y parte es rechazada.

Hasta el momento se ha realizado el analisis de una sola onda viajera, ya sea en sentido positivo o
negativo. Para hacer el estudio de la onda estacionaria, se debe considerar el caso de dos ondas
que viajan en la misma direccion, pero en sentidos opuestos. Supongase el caso de dos ondas son
de la misma frecuencia y de forma senoidal, este par de condiciones se satisface si una de las ondas

es la reflexion de la otra, es decir, permanecen en el mismo medio.

medio 2 medio 1 A
E
.
onda transmitida onda incidente
<
Z ¢
onda reflejada o
————
frontera

| -

| P

x=0 +X

De la figura anterior se puede establecer facilmente la ecuacion de la onda incidente (E,) y la de la
onda reflejada (E,,):

E. (x,t)=E, '™ E, (x,t)=E, ¢’

yo 0 y

(t—px+58)

E, y E, son las amplitudes de la onda incidente y de la onda reflejada, respectivamente; & es el
adelanto de fase en el tiempo de (E,,) respecto a (E) en x=0, es decir, 6 es el corrimiento de fase
en el punto de reflexion. El campo eléctrico total esta dado por:

E =E +E,

El valor instantaneo se obtiene considerando la parte real o la parte imaginaria, por ejemplo,

considerando la parte imaginaria:

E =E, sen(cot+[3x)+E1 sen(ot—Px+8)
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Si 6=0 6 180° y recordando la identidad trigonométrica sen(a+b)=sen(a)cos(b)+cos(a)sen(b)

la ecuacion anterior puede desarrollarse de la siguiente forma:

E, =E, sen(ot)cos(Bx) +E cos(ot) sen(px) +E, sen(wt) cos( Bx) — E, cos(wt) sen(px)

ES :(E0 +E1)sen(mt)cos(Bx)+(E —El)cos(mt) sen( Bx)

0
Si el medio 2 es un conductor perfecto, la onda reflejada es igual en magnitud a la onda incidente.
En x=0 se considera la relacion de frontera para la componente tangencial de campo E, entonces
E,=0lo que implica que E, =-E, cuando 6=180°. Finalmente se tiene que:

E, =2E, cos(at) sen(Bx)

Esta ecuacion es la representacion matematica de una onda estacionaria en el espacio. Obsérvese
cuidadosamente que los valores de E, en un instante particular son una funcion coseno de "x",
mientras que los valores instantaneos en un punto particular son funcién cosenoidal de "t", el valor
pico de la onda es la suma de los valores pico de la onda reflejada y de la onda incidente. Una
onda estacionaria de este tipo se le denomina onda estacionaria pura y se caracteriza porque |E,|=
IE,l.

2B, oot SN S "
. .
t=1
E, |
4 \ Bx—)
of—Lo
\ T /\ Tz
2 L"\, B 2 [ 2
/ /
-E,_ \
t==T /
\ /
\ . / \
{ /=L
w3 st P gy - oS ~—

En la figura se muestran las variaciones de E, en el espacio y en el tiempo para una onda

estacionaria pura.

Obsérvese que un punto de fase constante como el punto P, no se mueve en la direccion de "x",

permanece en una posicion fija conforme transcurre el tiempo.

¢Qué sucede cuando la onda reflejada es menor que la onda incidente?

140



carpiTuLro I11

Por ejemplo, si la onda reflejada fuera la mitad de la onda incidente, entonces E,=-0.5E,. Los
valores pico en funcion de "x" en un intervalo de tiempo mayor,a un ciclo corresponden a la
envolvente, €sta permanece estacionaria, pero el interés esta en el punto "P" de fase constante.
Obsérvese que la onda instantanea total viaja hacia la izquierda y que la velocidad con la que se

mueve el punto "P" no es constante.

La velocidad promedic del punto de fase constante es la misma que para la onda viajera pura, pero

su magnitud instantanea varia.

Entonces se tienen dos ondas Ey que viajen en sentidos opuestos en la direccion de "x", la que
viaja en sentido positivo tiene la mitad de la amplitud de la que viaja a la izquierda, estas dos ondas

se refuerzan mutuamente en algunos puntos y en otros se anulan entre si, la onda resultante viaja
en el sentido positivo de "x".

En cualquier posicion Bx es valor maximo del campo en algin momento durante el ciclo es igual al
valor de la ordenada de la envolvente. Ahora se determina el valor de la envolvente de la onda
estacionaria.

Partiendo E,:

E, :(E0 +E, )sen(mt)cos( Bx)+(E0 ~E, ;cos((ot)sen(Bx)
se hace:

A:(E0+El) cos( Bx) B:(EO—EI) sen(px)

E = sen(ot + Bx) V A’ +B’

que conduce a:

sustituyendo A y B:

E :sen(cot+Bx)\/ (E0 +E1)2 cos(Bx)2 +(E0 =E, )2 sen(Bx)2

Cuando sen(ot+px)=1 se alcanza el valor maximo de E, en alguna posicion Px dentro de un
intervalo de al menos un periodo; entonces:

Eym,x:\/ (E, +E,)’ cos(px)” +(E, —E,)  sen(Bx)’

La forma de la envolvente de la onda estacionaria no es de mucho interés, pero la razon de los

valores minimo al maximo de ésta si, ya que proporciona mas informacion.
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A este cociente se le conoce como relacion o razon de onda estacionaria (ROE) en inglés
standing wave ratio (SWR). La tension o potencial a cualquier distancia "x" sera proporcional al
campo, en ese caso la ROE se puede manejar como razon de onda estacionaria de tension
(ROET) cuyas siglas en inglés son VSWR. El valor maximo de la envolvente corresponde a
(E,+E,) y el minimo a (E,-E,), esta informacion permite determinar la porcion de onda reflejada y

transmitida, también permite determinar las condiciones del punto de reflexion.

ROET 6 VSWR Emix_EotE,
N “E. E,-E,

min

De la ecuacion es claro que si no existe onda reflejada (E,=0) entonces la relacion de onda
estacionaria serd igual a la unidad (VSWR=1), pero si E,=E, entonces la razon de onda
estacionaria sera infinita (VSWR - ). por lo tanto, todos los valores intermedios de la ROET se

encuentran en el intervalo de uno a infinito [1, o).

En la frontera o punto de reflexion (x=0) y en el instante t=0 el coeficiente de reflexion esta dado

por la razon de la onda reflejada a la onda incidente:

yl

E E

y0 0 0

E, Ee" E, 2

La magnitud de p va de 0 a 1 con dngulos de fase entre 0° y +£180°.

Con estas consideraciones se puede expresar el VSWR en funcion de p:

E /
VSW _1+ /]/Eo _1+}p’
R = —
1- v 1"9’
/Eo

También se puede tener a p expresado en términos del VSWR:

| l_VSWR—l
PI= VSWR +1

Todo lo que se ha explicado del VSWR no solo es aplicable a ondas sino también a ondas en
lineas de transmision, solo siendo necesario reemplazar el campo E por la tension de la linea de

transmision V.
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Impedancia de Entrada de Medios.

La muestra onda plana incide

perpendicularmente en la frontera de dos medios y una linea de

figura una que

transmision analoga.
Por la continuidad de las componentes tangenciales de campo
en la frontera, se tiene:

E +E, =E, H _+H, =H, (@)

Por medio de la impedancia intrinseca se pueden relacionar los

campos eléctrico y magnético: 7
i !
E. E E
Z =— -Z =—" Z =— )
1 H P 1 H . 2 H .

capriTuLO III

=

Zé%—————)x

Medio 1
. frontera
E.
incidente A
Ee
| transmitida
B H,
reflejada
N S

Medio 2

La impedancia de la onda reflejada se toma como negativa por viajar en sentido negativo de las

ne .

X

e=
I
N‘m
(33
<
|
<
o]

z,

Multiplicando la expresion para el campo eléctrico de la ecuacion (a) por Z,/Z,, se tiene:

ZZ ZZ ZZ ZZ
—\E.+E )J=—E = —E,=—E +
Z1 (Eu r) Z1 T Z1 t Z1 v
Sumando (¢) y (d):
zZ, 2z, 11z, zZ, z,
LEt:—EU———ErJﬂ—L—Et:—E0+—Er
Zl Zl Zl 1 Zl

By =prioriB = TE,
©Tz,+z, ¢ ¢

"T" es el coeficiente de transmision, esto se verifica facilmente:

ZZ
—E
7 r

1

«)

(d)

(H

(€]
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Restando (c¢) de (d), se tiene:

E&fludj:ZEiE (i)

E =—>—LE =RE. 0

"R" es el coeficiente de reflexion, y se verifica facilmente:

N E, Z,-Z,
" E, Z,+Z,

De lo anterior se obtiene facilmente que T=R+1, esto se deja al lector como ejercicio.

Caso 1. Suponiendo que el medio 1 es el aire y el medio 2 es un conductor, de modo que Z,» Z,,
de la ecuacion (g) se tiene la relacion aproximada:

E,~2—E

-t Z %

Pero de la ecuacion (b) se tiene que:

Z
2
thzzzz H.Z, = H,~2H,
1
Se concluye entonces que cuando una onda plana en el aire que incide perpendicularmente en un
medio conductor, se obtiene en la frontera un campo magnético casi del doble en intensidad.
También se encuentra que H ~H, de manera que a la izquierda de la frontera existe una onda
estacionaria casi pura.

Caso 2. Suponiendo que el medio 1 es el conductor y el medio 2 es el aire, de modo que ahora
Z,«Z,, de la ecuacion (g) se tiene la relacion aproximada:

E,~2E,

T

De esto se concluye que para una onda plana que deja un conductor, el campo eléctrico casi se
duplica en la frontera. Se obtiene que E ~E,, de manera que existe una onda estacionaria casi pura
(ROET =) en el medio 1). No obstante, debido a la atenuacion de las ondas en el medio 1 la
ROET disminuye rapidamente al alejarse de la frontera (hacia la izquierda).
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Caso 3. Suponiendo Z,»Z, y considerando el medio 1 el aire, y el medio 2 es un conductor
perfecto (Z,=0), en consecuencia de la expresion (k) R=-1 y por la expresion T=R+1 el
coeficiente de transmision es cero T=0. Por lo tanto, la onda es totalmente reflejada y no se
transmite campo al segundo medio, por lo que el campo en la frontera se duplica exactamente al
alejarse de la frontera (E =-E; y H =H,), esto es analogo a una linea de transmision en corto

circuito.

Caso 4. Suponiendo Z,«Z, y considerando que Z, es infinita, de la ecuacion (k) R=+1y por la
expresion T=R+1 el coeficiente de transmision es cero T=2. Por lo tanto, hay reflexion total de la
onda, pero E =+E, esto indica que en la frontera la intensidad de campo eléctrico se duplica

exactamente, esto es analogo a una linea de transmision en circuito abierto.

Caso S. Suponiendo que los dos medios son dieléctricos ferromagnéticos sin pérdidas (i, =p,=p
. ), de las ecuaciones (k) y (h) se deduce, respectivamente:

8,6, —1 2

VE, /g, +1 T:1+‘/82 /€,

Caso 6. Si Z,=Z,, entonces R=0y T=1 lo que indica que la onda se propaga en el medio 2 sin

R =

reflejarse, esto es semejante a una linea de transmision continua con una impedancia caracteristica

uniforme.

Placa A/4. Es una capa que elimina reflejos en lentes y prismas en camaras, binoculares,
telescopios y otros dispositivos Opticos para mejorar su eficiencia.

La impedancia intrinseca de la placa esta dada por: Sl
Z,=N2,Z, L Y G
er=1 &r =2 er =4
Z, es la impedancia intrinseca del aire.
Z, es la impedancia intrinseca del dieléctrico.
En el presente caso: B
i Z 376.7
Z,=4—=376.7Q Zj=rr=r o 2 1880
0 —
ZO
Z,=+2,Z, =266 Sr:"Z—ZZ
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INCIDENCIA OBLICUA Y ANALISIS ELECTROMAGNETICO

Hasta ahora se han deducido y estudiado las leyes de reflexion y refraccion empleando tres puntos
de vista diferentes: el principio de Huygens, el teorema de Malus y Dupin y el principio de Fermat.
Otro enfoque ain mas poderoso es el de la teoria electromagnética de la luz, que en contraste con
las técnicas anteriores, considera las densidades de flujo radiante incidente, reflejado y transmitido
dentro de un contexto de la matematica vectorial y los conceptos antes descritos a lo largo de este
capitulo.

Anteriormente se menciond que cuando una onda atraviesa la separacion entre dos medios de
distintas caracteristicas, la energia de la O.E.M. proveniente del primer medio se divide en dos,
una parte se transmite a través del segundo medio y la otra se refleja regresandose por el primer
medio. Si el segundo medio es conductor, solo una pequefia parte de la energia de la onda
incidente penetra al conductor propagandose la mayor parte de la energia en la onda reflejada. Por
otra parte, vimos que una influencia que el medio puede ejercer en la propagacion de una O.E.M.
es la de absorber la energia de ésta (dispersion).

En la siguiente figura se tiene un plano que constituye un frente de O.E.M. plana de fase constante
con sentido de propagacion en la direccion del vector normal al plano (vector de Poynting). La
forma escalar del plano esta dada por Ax+By+Cz=k.

Las expresiones vectoriales para el vector de posicion y para el vector normal al plano son:

r=x,1+y, j+z k n=x_1+y, j+z_k
donde el vector normal se puede expresar:

n=1icosA+jcosB+k cosC
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realizando el producto punto obtenemos:
rrn=xx +yy,+zz =cte
r-n=x,cosA+y, cosB+z cosC=cte.
Entonces para cualquier medio una onda queda expresada de la siguiente forma:

E( Xayazat) = Eey(i'ﬁ) = EeY( xc"SA+yCOSB+ZcosC)

Recuérdese que una onda electromagnética queda completamente definida al expresase en funcion
de las propiedades del medio de propagacion y de la frecuencia, ademas sabemos que y = a + jf3
en donde v es la constante de propagacion, a es la constante de atenuacion o amortiguamiento que
representa las propiedades del medio y 3 es la constante de fase. Por lo tanto para una onda en el
espacio libre se tiene:

E( X,Y,Z t):Ee*jB(f'ﬁ) :Ee*jﬁ( X cosA +y cosB + zcos C )

-

i vector unitario normal

| ==----plano de fase constanie

vector de posicion

Para una onda electromagnética plana que se propaga en la direccion indicada en la figura anterior
se tiene:

(L 2 2 )
L J

E( vaaz,t) = Ee’jﬁ(f-ﬁ) _ Ee_jB

x cosA +ycos B+ zcos C

147



CAPIiTULO III

De lo anterior se observa claramente que el resultado del producto punto de los dos vectores es un
valor constante, es decir, un plano.

Es importante mencionar que todo medio esta caracterizado por constantes primarias: la
permeabilidad magnética (u), la permitividad eléctrica (g), la conductividad (o), y constantes
secundarias: la constante de atenuacion (o), la constante de fase () y la impedancia caracteristica

(n). Estas constantes permiten conocer el comportamiento de la luz en distintos medios.

Analisis de Incidencia Oblicua.

Considérese una onda plana polarizada linealmente (onda plana uniforme), que incide
oblicuamente en la frontera entre dos medios, tal como se muestra en la siguiente grafica. La onda
incidente (desde el medio 1) forma un angulo 6, con el eje "Y", la onda reflejada (hacia el medio 1)
forma un angulo 0, con el eje "Y", y la onda transmitida® forma un angulo 6, con la parte negativa
del eje "Y".

y
y' 1
A Hi E Hi ”
/ N Ei L
— / \\\ * ei :”‘.\'4 /
() Ej . ; s
N '\ ! / Incidente
Reflejada \ "V\/*g )
~ * : :
~Y, Sy . /
Rt ‘\\ ! )(/ N . y
~_ s o E Medio 1: sl, pl,cl,Z1,11
P Medio 2 2, 2, 62,22, 12

Transmitida

Geometria en el plano de incidencia (plano XY) para una onda linealmente polarizada con
incidencia oblicua y polarizacion perpendicular. La direccién Z es hacia afuera de la pagina.

* La onda transmitida también es llamada " onda refractada”. De aqui que 6, es llamado "dngulo de refraccion".
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Se consideran dos casos por el tipo de polarizacion:

el campo eléctrico es perpendicular al plano de incidencia (el plano xy de la pagina) y se
dice entonces que hay polarizacion perpendicular

e el campo eléctrico es paralelo al plano de incidencia, en este caso se dice que las ondas

estan polarizadas paralelamente

En la grafica anterior se muestran los vectores de campo para el primer caso (polarizacion
perpendicular).

tecuérdese que una onda plana arbitraria cualquiera se puede resolver por componentes
perpendiculares y paralelas.

Analisis de Incidencia Normal.

Una O.E.M. presenta incidencia normal cuando choca de un medio 1 a un medio 2 en forma
perpendicular a la frontera o superficie de incidencia.

plano de incidencia

E;
? Er EI
| A
J
3 S > <« >
H: S1 Sl Hr Ht St

El sentido de propagacion de la onda (+x) es perpendicular a la frontera entre los dos medios

en la figura anterior se observa que tanto el vector de campo eléctrico como el vector de campo
magnético, no tienen componentes normales.
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Analisis de ondas en una Interfase.

Supéngase una onda de luz monocromatica incidente plana dada por la expresion:

o [i(k;-r-w;t)]
E.=E, ¢

0 més simplemente
E; =E,; cos(k; - r—o;t)

Si E; es constante en el tiempo, entonces la onda es linealmente polarizada o polarizada en un
plano.

El origen en el tiempo y el origen en el espacio, son arbitrarios, por lo tanto se puede seleccionar
t=0y r=0. Sin hacer suposiciones sobre sus direcciones, frecuencias, longitudes de onda, fases o
amplitudes, se obtienen las ondas reflejada y transmitida como

E =E,, cos(k, -r—o t+¢, )

E,=E,, cos(k,-r—o,t+¢,)

t

¢, y ¢, son constantes de fase relativas a E; que se introducen debido a que la posicion del origen
no es unica.

Y
A I
b i interfase

plano de incidencia
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Las leyes de la teoria electromagnética conducen a ciertos requisitos que deben satisfacer los
campos, estos requisitos son las condiciongs de frontera. Especificamente, uno de los requisitos es
que la componente de la intensidad de campo eléctrico E (que es tangente a la interfase), debe ser
continua a través de ella, lo mismo es cierto para H. En otras palabras, la componente tangencial

total de E en un lado de la superficie debe ser igual a la del otro lado. entonces se tiene:
ﬁn in+ﬁn xEr :ﬁn xEt
de donde se obtiene

u, xE,; cos(k;-r-o;t)+0, xE, cos(k -r-o t+¢, )=0, xE, cos(k, r—a,t+¢,) (A)

En cualquier instante, esta relacion debe mantenerse constante y en todo punto de la interfase
(y=b), en consecuencia E,, E, y E, deben tener la misma dependencia funcional de las variables t

y 1, es decir:
(k;r-0,t)| | =(k,r-0,t+¢,) |  =(k, r-0,t+¢ )|
con esto los cosenos de las ecuacion A se anularian dejando una expresion independiente de t y r,

como en efecto debe ser. Como esto debe cumplirse para todo valor de t, los coeficientes de t

deben ser iguales, obteniéndose

Recuérdese que los electrones dentro del medio estan sujetos a vibraciones forzadas (lineales) a la
frecuencia de la onda incidente. Claramente, cualquier luz que sea esparcida tiene la misma

frecuencia; ademas, considerando que r termina en la interfase, se tiene

(ki'r)|y:b=(k,'f+¢:)‘Fb:(kt'r+¢t)|y=b ®)

Los valores de ¢, y de ¢, corresponden a una posicion dada de O y entonces ellos permiten que la
relacion sea valida independientemente de esa ubicacion, por ejemplo, si se selecciona r de tal

modo que r fuera perpendicular a k; perono ak o ak).
De los dos primeros términos de la ecuacion B se obtiene:

[ (k-k,)r],, =6,

recordando que la ecuacion de un plano perpendicular a un vector k es
k-r = constante = a
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expresion que indica que el punto extremo de r barre un plano (que es por supuesto la interfase)
perpendicular al vector (k;-k,), es decir, el vector (k;-k) es paralelo al vector unitario u_. Sin

embargo, ya que las ondas reflejada e incidente estan en el mismo medio, k;=k . Como (k;-k)) no
tiene componente en el plano de la interfase, es decir, 0 x (k;-k ) =0, se concluye que

k; sen® =k sen0,

de donde obtenemos la ley de reflexion

Ademas, como (k;-k,) es también paralelo a u, , los tres vectores k, k_y G, estan en el mismo

plano, que es el plano de incidencia. De la ecuacion B se tiene
[ (ki=k,)r ], =0,

por lo tanto (k-k,) también es normal a la interfase. Entonces k,, k,, k, y i, son todas coplanares.

Como antes, las componentes tangenciales de k; y k, deben ser iguales y entonces
k, sen0 =k, sen0,
pero como o, = ®,, se puede multiplicar ambos lados por c/mi para obtener la ley de Snell

Ini sen® ,=n, sen 6t|

Si se hubiese escogido el origen O en la interfase, es evidente que ¢, y ¢, habrian sido nulas. En

adelante se hara esta consideracion por simplicidad.

Deduccion de las ecuaciones de Fresnel y los coeficientes de reflexion y transmision.

Se ha encontrado la relacion que existe entre las fases E, (1, t), E, (r, t) y E, (1, t) en la frontera.

Existe aiin una interdependencia compartida por las amplitudes E , E_y E , con el fin de evaluar

'0i>
ésta, supongase que una onda monocromatica plana incide en una superficie plana que separa dos
medios isotropicos. Sin importar el tipa de polanzacion de la onda, se resolveran sus campos E y

H en componentes paralelas y perpendiculares al plano de incidencia y se trataran separadamente.
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Caso 1E (1) Polarizacion Perpendicular al Plano de Incidencia.

E perpendicular 2l plano de incidencia y B paralelo al mismo

Se puede demostrar* que E=1B de modo que E, B y el vector de propagacion forman un sistema
derecho, es decir:

kxE=vB k-E=0

Por la continuidad de las componentes tangenciales del campo E, se tiene que en la frontera en
cualquier tiempo y en cualquier punto
Eoi + Eor o Eot

donde los cosenos se anulan. Los vectores de campo mostrados deben visualizarse en y=0, es
decir, en la superficie.

La presencia de substancias materiales que son polarizadas eléctricamente por la onda tiene un
efecto definido en la configuracion del campo. Mientras la componente tangencial de E es
continua al pasar la frontera, su componente normal del producto €E es la misma en cualquier lado
de la interfase.

Sﬁnilarmente, la componente normal del campo B es continua como lo es la componente
tangencial de B/pu. Aparece aqui el efecto de los dos medios a través de sus permeabilidades p, y p
. Esta tltima condicion en la frontera sera la mas sencilla de usar, particularmente aplicada a la
reflexion en la superficie de un conductor.” Por lo tanto la continuidad de la componente
tangencial de B/u requiere que:

—— cosf i+& cos® = —— cosf,

1 u’t u't

* La demostracion se da al final de este capitulo en la seccién correspondiente al experimento de Thompson.
- - . 3 . 7
Se evita el uso de las expresiones usuales en términos de H=B/p, solo se usan los campos E y B.
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donde los lados izquierdo y derecho son las magnitudes totales de B/ paralelas a la interfase en
los medios incidente y transmitido, respectivamente. La direccion positiva es aquella en la que
aumenta x de tal forma que las componentes de B, y B, aparecen con signos menos. De la ley de
Snell se tiene:

}3i:i B =— s - )
v, Y, Y,

r T

Como V,;=V,y0,=0,la ecuacion C se puede expresar como

1 1
——(E;—E,) cosb, =—— E, cos0,
LR KV

haciendo uso de las primeras cuatro ecuaciones de este apartado y recordando que los cosenos
que aparecen en éstas son iguales a uno en y =0, se obtiene:

| =

- E, cosO,

t

%(EOi —E,, ) cos, =

1

=

i

combinando esto con la ecuacion E ; + E_ = E , obtenemos las ecuaciones de Fresnel:

ni n, ni
: —¢080, —— cos0 2 —cosf,
{Eo:\ i, Pl s, (E,) L cosd,
E J o, LE J o,
LR 1]—'cosE)iJrn—' cos0, 0/, cos9i+%- cos6,
i t i t

estas dos expresiones son completamente generales y se aplican a todo medio homogéneo,
isotropico y lineal, el subindice L indica que se esta tratando el caso en que E es perpendicular al
plano de incidencia.

Con frecuencia se trata con dieléctricos para los cuales p~p~p, ; por lo tanto la forma mas comun
de estas expresiones es:

Eo,\ n,cos6, -m, cosGt' 2 n ,cos6,

. " m,cos0, +7m, cosb, i " m,cos0, +7, cosb,

Aqui R, denota la-amplitud del coeficiente de reflexion, T, es la amplitud del coeficiente de

transmision.
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Caso 2 E ([|) Polarizaciéon Paralela al Plano de Incidencia.

En este caso E es paralela al plano de incidencia. De manera similar se puede deducir un par de
ecuaciones cuando el campo incidente E esta en el plano de incidencia como se muestra en al
siguiente figura.

La continuidad de las componentes tangenciales de E es ambos lados de la frontera lleva a
E, cos 0,-E_ cos 6,=E_cos 6,

la continuidad de las componentes tangenciales de B/u da

1 1 1
E . + E = E

0i
ui Y u’r v,

considerando p.=p, y 0,=0, estas expresiones se pueden combinar para dar dos mas de las
ecuaciones de Fresnel.

: n;
(E ) 1—1—'cos()t—n—'cos0i (E ) 2 —cosb,

. Or u‘g u'i o (‘)L o ui
R"ELE J;ﬂ n T”—E')—ni n,
. ~cosf, + — cos0, o cos0, vy cos0,
! t i t

cuando los dos medios que forman la interfase son dieléctricos, los coeficientes de amplitud vienen

a Ser:

n, cosd, —n ,cosH; 2 n,cos0,

 m,cos0, +1, cos6,

0r\
E J " m,c0s0, +m, cosb,
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Haciendo uso de la ley de Snell se puede hacer una simplificacion de la notacién quedando las
ecuaciones de Fresnel expresadas como:

. sen (6, -0,)
L7 " sen (0, +9,)

2 sen 0, cos6,

. 2 sen 0, cos0,
= e e
8 sen (0. +6,)

=% sen (8,48, ) c0s (6, -6,)

Es importante que se observe que los signos que aparecen en las ultimas expresiones resultan de
las direcciones (mas correctamente las fases), que fueron seleccionas en forma arbitraria. El signo
menos que aparece en una de ellas indica una suposicion incorrecta del sentido de E, en el caso
perpendicular, no obstante, hay que tener presente que la literatura no es uniforme y que se puede
encontrar cualquier signo bajo el titulo de ecuaciones de Fresnel. Para evitar confusion, tales
ecuaciones deben estar relacionadas con las direcciones especificas de los campos de las que
fueron deducidas.

Interpretacion de las ecuaciones de Fresnel.

Esta seccion hace un analisis de las implicaciones fisicas de las ecuaciones de Fresnel. En
particular se determinaran las amplitudes fraccionarias, densidades de flujo que se reflejan y

refractan, asi como cualquier corrimiento de fase que pueda suceder en el proceso.
¢ Coeficientes de amplitud.

Se analiza la forma de los coeficientes de amplitud considerando el intervalo completo de
valores de 0. A incidencia casi normal (0,~0) las tangentes de la ecuacion Ry son
esencialmente iguales a los senos, en cuyo caso:

) _|‘ sen (6, -0, ) 1
[R”]eizo _[Rl ]ei_:0 —L m —

Posteriormente se vera el significado del signo menos. Después de desarrollar los senos y usar
la ley de Snell esta expresion queda:
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:|— M, cosh, —m, cos 0, ]
L M, cosd. +m, cos O

[R,] 6,=0 :'[RJ ] 0,=0

t “g.=0

cuando 6,0 el cos 0,1 y el cos 6,1 y por lo tanto se tiene:

[m -n. ]
(RyJom =[R To0 =| HJ

cuando m, >, se deduce de la ley de Snell que 8, >0, y asi R, es negativa para todos los
valores de 0, Por el contrario, R, comienza siendo positiva en 0,=0 y decrece gradualmente
hasta que se anula cuando (0,+0,)=90° ya que la tan 7/2 es infinita. El valor particular del
angulo de incidencia para el cual sucede esto se denota por 8, y se conoce como el angulo de
polarizacion. Cuando 6; aumenta mas alla de 0,, R, se hace ain mas negativa hasta llegar.a -
1.0 alos 90°. A incidencia normal se tiene:

. ) zni
{T"] ei;o :[T-L] 6i=0 - T]i +T],

se puede demostrar que la siguiente expresion es valida para todo valor de 0;:
T, +( -R, ) =1

mientras que la siguiente ecuacion es valida so6lo a incidencia normal:

T, +R, =1

El anterior analisis, en gran parte, estaba restringido al caso de la reflexion externa, es decir,
M, > N;. En el caso contrario de la reflexion interna en la cual el medio incidente es mas denso

(n, <m,), se tiene que 6,>0, y R, sera positiva, R. aumenta desde su valor inicial positivo
para el valor 6,=0 llegando é *1 en lo que se llama angulo critico, 0_. Especificamente 0, es el
valor particular del angulo ‘de‘ incidencia para el cual 0,=n/2. De igual forma, R, comienza en
un valor negativo para Bi;b"5y aumenta hasta +1 cuando 0,=0, como es evidente de la

ecuacion de Fresnel para R, en funcion de los indices m, y M, y de los angulos 6, y ..
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Coeficiente Coeficiente
de Ampiitud de Amplitud
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Coeficientes de amplitud de reflexion y transmision como una funciéon del 4ngulo de incidencia. Estos

corresponden a reflexion externa n, >, en una interfase aire-vidrio (n,;= 1.5).

Coeficientes de amplitud de reflexion como funcién del angulo de incidencia. Estos corresponden a reflexion

interna n, <m, en una interfase aire-vidrio (n,;=1/1.5).

Como antes R, pasa por cero en el angulo de polarizacion 0'. Se puede demostrar que tanto 6, y 6

'» en una interfase entre los mismo dos medios, son complementarios entre si. Posteriormente se

analizara la reflexion interna con mas detalle y se demostrara que R, y R, son cantidades complejas

para 6,>0,_.

Corrimientos de fase.

De las ecuaciones de Fresnel, en particular la ecuacion para R, es evidente que R, es negativa
independientemente de 6, cuando n, >n,.

Como ya se mencion0 antes, R, esta asociada con las direcciones relativas de E , y E_, de tal
forma que si se hubiese escogido el sentido opuesto para E | la primera ecuacion de Fresnel
que se obtuvo.hubiera tenido signo positivo. Recuérdese que una inversion de E es
equivalente a introducir un corrimiento de fase, A¢,, de © radianes en E . Por consiguiente en
la frontera E; y E seran antiparalelos y por lo tanto n radianes fuera de fase uno del otro
como lo indica el valor negativo de R .
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Cuando se consideran las componentes normales al plano de incidencia no hay confusion si
los dos campos estan en fase o 7 radianes fuera de fase; si son paralelos estan en fase; si son
antiparalelos estan fuera de fase w radianes.

Resumiendo, la componente del campo eléctrico normal al plano de incidencia sufre un
corrimiento de fase de 7 radianes bajo reflexion cuando el medio incidente tiene un indice mas
bajo que el medio transmisor. Similarmente T, y T, son siempre positivas y A¢p=0. Ademas,
cuando M, <m, no existe commiento de fase en la componente normal al reflejarse, es decir,

A¢ =0 siempre que 0, <0_.

Las cosas no resultan tan claras cuando se considera E;, E, y E,. Es necesario definir mas
explicitamente lo que se quiere decir con el término "en fase" ya que los vectores de fase son
coplanares pero generalmente no son colineales.

Las direcciones de campo se consideraron de tal forma que mirando cualquiera de los:
vectores de propagacion en la direccion en que viene la luz, los vectores E, B y K se ven con

lo misma orientacion relativa sea el rayo incidente, reflejado o transmitido, como muestra la

siguiente figura.
E. B E;
\.T E. \@ ~ E« /
/}\/\\ . r N U -~ K
B. 3 Le) " 5
! 9; 9, = 1
o K\ e \B, n K, \e V B,
> X > X
N N
Il‘) A et 4’[, : t
/’ u, “Ey : ¢ \\/ i
interfase \d jO : ; . (o) :
» : . interfase. Ua B N ;
B, K L B

Se puede usar esto como la condicion requerida a fin de que los dos campo E estén en fase;
de manera equivalente pero mas simple, "dos campos en el plano incidente estan fuera de fase
si sus componentes son paralelas y fuera de fase si son antiparalelas".

Notese que cuando un par de campos E estan fuera de fase, también lo estan sus campos
asociados B y viceversa. Con esta definicion solo se necesita ver los vectores normales al
plano de incidencia, sean ellos E o B, para determinar la fase relativa de los campos

acompafiantes en el plano incidente.
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Obsérvese en la figura (a) que E; y E, estan en fase como lo estan B, y B, mientras que E, y E,
estan fuera de fase como lo estan B, y B,. Similarmente en la figura (b) E, E, y E, estan en fase
como lo estan B, B, y B,.

A

i
/
N

s

E 1 ) 9 i 9 T 4\’, / E i /‘/ I e i 9 r !
e 2 \ - .\"\ E
Ni K N B« ; Ni K N

B

Nt Nt
mterfase interfase ﬁ n 9 t B
s A 2 t
X o
Figura () Figura (b) E, Ky

Ahora el coeficiente de amplitud de reflexion para la componente paralela esta dado por:

M, cos 6, —m; cos 0,

I ™7, cos®, +m, cos 6,

el cual es positivo (A, = 0) siempre que se cumpla

M, cosB, —m, cosO, >0

"es decir, si

o equivalentemente

sen 0, cos 6, —sen 6, cos 6, >0
sen (Oi —(-)‘) cos (Bi +9,) >0

sen (6, -6,) cos (6, +6,) >0
Este sera el caso para
el que M, <M, si

y para n; >M, si (9i+9t) 72£

Y asi, cuando n, >n;, E,; y E;, estaran en fase (A¢, = 0) hasta que 6,=0; y fuera de fase en ©
radianes de ahi en adelante. La traslacion no es en realidad discontinua ya que E  va a cero en
valor 0. Por el contrario, para reflexion interna R, es negativa hasta 0'p lo cual quiere decir
que se tiene que Ady=n. Desde 0’ a Oc, Ry es positiva y A, =0. Mas alla del valor de 0, R, se
hace compleja y Ap, aumenta gradualmente hasta © para 6,=90°
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Reflectancia y Transmitancia.

La potencia por unidad de area que cruza una superficie en el vacio cuya normal es paralela a
S (el vector de Poynting), esta dada por:

S=c’g, ExB
Ademas, la densidad de flujo radiante (W/m?) o irradiancia es entonces
2
C'E
I=8)=—"E}
2
Esta es la energias promedio por unidad de tiempo que cruza un area unitaria normal a S (en

medios isotropicos S es paralelo a K). Para el caso que se muestra en la figura, sean I, I e [,
las densidades de flujo incidente, reflejada y transmitida, respectivamente.

A cos 0, \C>

La porcion de energia incidiendo normalmente en un area de la frontera por segundo esta
dada por [, cos 0,,. Similarmente I cos 6, y I, cos 6,, son las energias por segundo que salen
de un area unitaria de la frontera normalmente en cada lado.

La reflectancia R es la razon del flujo (o potencia) reflejado al incidente, es decir:

I cos®,

"1, cos 9,

Ir
Ii

mientras que la transmitancia T es la razon del flujo transmitido al incidente y esta dada por:

I, cosb,

1, cos®,
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El cociente I /1, es igual a (V. €, E ozr 12)I(v; g, E 025/2) y ya que las ondas reflejadas e incidentes

estan en el mismo medio V,=V, € =€, entonces:

(E, )
k=g, ) =R

En la misma forma, suponiendo que p,=p, =p , y considerando que p_g,=1/ vf y I, V, g,="/c,
se tiene:

_‘11, 0059,(150,\2 *_(n, cos®, | ,
- m; cos, \EMJ “Lni cos 6,

La energia total que llega al area A por unidad de tiempo debe ser igual a la energia que fluye
fuera de ella por unidad de tiempo (este es el principio de conservacion de la energia).

I;A cos0, =1 A.cos0, +I, A cos 9,

Es evidente que el area transversal del haz transmitido, A cos 6,, es mas grande que la de los
haces incidente y reflejado (que son iguales). Multiplicando ambos lados de la ultima
expresion por c, se tiene:

n, E:i cos 0, =m, E02r cos 0, +n, E,

ot €OS 0,

2

(E,, )
IZLEAJ

0i

n, coset\(E \?

( .
+Lni cos 0, JLEMJ

Pero esto es simplemente R+ T=1 donde no hay absorcion. Es conveniente usar las formas

componentes:

, , n, cos G'\ 2 (TI. Cog 9:\ 2
R, =R} R, =R, T, :(ni cos 6, L : LE cos 6, ) !

Se puede demostrar que Rl + n= 1y R+ Tl =1, la siguiente figura ilustra estas expresiones.
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Reflectancia

Transmitancia
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Una caracteristica interesante de estas curvas se verifica facilmente, al menos
cualitativamente, y ella es que ambas R, y R, se acercan a uno cuando 6, 90°. Esto implica

que casi cualquier interfase dieléctrica muy lisa se comportara como un espejo para la
incidencia rasante. Si por ejemplo, se intenta observar una fuente luminosa usando esta hoja
como cuna superficie de frontera donde 6,~90° se podra ver una imagen bastante clara de la

fuente en el papel.

Cuando ©,=0° el plano incidente queda indefinido y cualquier distincion entre las

componentes paralela y perpendicutar de Ry T desaparece. En este caso se tiene

Ann,

e
(n: +ni)

R-R R (10

REFLEXION TOTAL INTERNA

Supongase que se tiene una fuente luminosa sumergida en un medio Opticamente denso y se
permite que el angulo de incidencia aumente gradualmente. En la figura "b" de la seccion
"coeficientes de amplitud" se vio que R, y R, aumentan al aumentar 6; y por consiguiente tanto T,
como T, disminuyen. Ademas 6,> 6, ya que:
n
sen 0, =— sen 0,
i
como T, <M, se tiene que M, <1, entonces al crecer O, el rayo transmitido se aproxima

gradualmente a la tangencia con la frontera y conforme lo va haciendo, mas y mas de la energia
disponible va apareciendo en el haz reflejado. Finalmente cuando 6,=90°, sen 6,=1 y se tiene:

sen 0 =m,
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Como se dijo anteriormente, el angulo critico es ese valor especial de 0, para el cual 6,=90°. Para
angulos incidente mayores o iguales que 0, toda la energia incidente se refleja de regreso al medio
incidente en-el proceso conocido como "reflexion total interna". La transicion que ocurre durante
el fenémeno tiene lugar sin discontinuidad alguna. Es decir, cuando 0, aumenta, el haz reflejado se
hace mas y mas fuerte mientras que el haz transmitido se hace mas débil hasta que desaparece para

0,=6_, momento en el que el otro haz lleva toda la energia.

Si se considera que no hay onda transmitida se hara imposible satisfacer las condiciones a la
frontera sumando solamente las ondas incidente y reflejada, y entonces se puede obtener

N | -
N | -

e :cosei—(nz.—sen2 Gi) N

1

-nz cos()i—(nz—sen2 Gi)
| nfi cosGi+(nfi—sen2 Oi)

N |
N |-

cos 0, +(nfi —sen’ Bi)

Ya que sen 0,=n, cuando 6,>6,_ sen 6,> n, y tanto R, como R, se hacen cantidades complejas. A
pesar de esto R R, *=R R*=1y R=1 lo que significa que I =1, y I,=0. Entonces, aunque debe

haber una onda transmitida, ella no puede, en promedio, transportar energia a través de la frontera.

Propiedades ()pticas de los Metales.

Los medios conductores se caracterizan por un numero de cargas eléctricas libres o electrones
cuyo movimiento constituye una corriente. La corriente por unidad de area que resulta de la
aplicacion de un campo E esta relacionada con la conductividad del medio por J=cE. Para un
dieléctrico no hay electrones libres y la conduccion es c=0, mientras que para los metales ¢ es

diferente de cero y finita.

En contraste, un conductor perfecto, idealizado, tendria una conductividad infinita. Esto equivale a
decir que los electrones impulsados a oscilar por una onda armoénica simplemente seguirian las
alteraciones del campo. No habria fuerza de restauracion ni frecuencias naturales, ni absorcion. En
los metales reales los electrones sufren colisiones, asi convierten la energia electromagnética en
calor de Joule. Evidentemente la absorcion de energia radiante por un material es una funcion de

su conductividad.
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e (Ondas en un metal.

Considérese el medio como si fuera continuo, entonces las ecuaciones de Maxwell conducen
a:

OB O'E o8 OE_ 3E
x> 6y2 o2’ =He P Ho ot

El ultimo término de esta ecuacion es una variacion del campo E con respecto al tiempo que
genera un voltaje, lo que implica una circulacién de corriente, al ser resistivo el material la luz se

transforma en calor, lo que implica absorcion de luz.

Utilizando la ecuacion de onda y considerando las condiciones en la frontera, se puede dar una
solucion que se puede aplicar a ondas senoidales simples en el conductor. Por ejemplo, una onda

propagandose en la direccion "y" esta dada por:
E=E, cos (a)t-ky)
la expresion en funcion de n (indice de refraccion complejo) queda:
E=E, coso (t-ny/c)

n, =ng —n;

entonces
E= E e(-mn,y/c) eico (t—nky/c)
-

. (-mn,y/c) ( )
E=E, e cos® (t—nzy/c
De la ecuacion anterior es obvio que la onda avanza con una velocidad ¢/ ng, al progresar la onda
en el medio conductor, su amplitud es atenuada en forma exponencial.

E e(-(nn]y/c)

0
Sabemos que la irradiancia es proporcional al cuadrado de la amplitud, entonces:
.

I(Y) =1, e

donde I, =1(0) es la irradiancia en la intertase o frontera (y =0) y la absorcion o coeficiente de
atenuacion es a.=2mn, /¢, ademas, y = 1/« es la profundidad de penetracion.
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Si un material es transparente, es claro que la profundidad de penetracion es grande con respecto a
su grosor, para los metales es muy pequefia (del orden de los nanémetros) por lo que éstos son
"opacos", el lustre metalico de los conductores corresponde a una alta reflectancia.

El Analisis de Stokes para la Reflexion y la Refraccion.

Sir George Gabriel Stokes (1819-1903) supuso una onda incidente en una interfase plana entre
dos dieléctricos.

EOi ’ 4 EOiR

o |6,

Figura 1 v o medio 1, T
medio 2. M2

8: \
; <« E,T

R y T son las amplitudes fraccionales reflejada y transmitida, respectivamente, n, =N; Y N, =Ny>

entonces:

E, =RE y E, =TE

0, 0i . 0i
Por el principio de reversibilidad debe ser posible que:
Eo; b N " EuR

91 el

. . >dio 1.1
Figura 2 medio 1. T

medio 2. N»

8,
N EnT

Esto modernamente se denomina invariancia de la inversion del tiempo, que significa, que si un

proceso ocurre, el proceso inverso puede ocurrir también.
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¥ (EqT)T
(BaR)R 8010~ g g
Figura 3 Nl medio 1. My
medio 2, N2
) 92
(E;R' BT
(E6R)T

E,;R y E T son las amplitudes de ondas que se reflejan y refractan (transmiten). R y T son las
amplitudes fraccionales reflejadas y transmitidas, respectivamente, al considerar n, =m, ym, =n,

son los indices de reflexion y transmision (refraccion) para la onda de amplitud E,T.R'y T son
los coeficientes de reflexion y transmision de amplitudes para una onda que incide del medio 1 al
medio 2, es decir, 0, =m, ym,=n, E OiTR' y E OiTT' son las porciones reflejada y refractada,
respectivamente, de la onda E;T. E;TR y E ., TT son las porciones reflejada y refractada,

respectivamente, de la onda E,;R.

Comparando las figuras 2 y 3, resulta obvio que:

E,, TT +E,,RR=E,, y E, RT+E,TR =0
de donde se obtiene TT +RR =1 y R+R =0, que finalmente queda de la siguiente

forma:

Estas son las relaciones de Stokes, es importante observar que los coeficientes de amplitud estan
en funcion de los angulos de incidencia, entonces las relaciones de Stokes en forma mas correcta

son:

[16)T ®,)-1-R*®) vy R(®,)=-R(6,)

En la segunda expresion el signo menos indica una diferencia de fase de 180° entre la ondas

reflejadas interna y externamente. Recuerde que los angulos estan relacionados por medio de la ley
de Snell, ademas, observe que no se especifico en este analisis cual de los dos indices (n, y n,) es

mayor que el otro, por lo que es evidente que las ecuaciones de Stokes son de caracter general.
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El experimento de Joseph Thomson.

En 1897 determino la relacion entre la carga del electron y su masa, observando su deflexion ante

la presencia de un campo eléctrico y un campo magnético.
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Los electrones de un filamento caliente F se aceleran mediante una diferencia de potencial V y
pasan a través de un orificio en la pantalla C; después de pasar por la region en la cual existe un
campo eléctrico E y uno magnético B perpendiculares entre si, inciden sobre la pantalla
fluorescente.

La fuerza resultante sobre una particula cargada en movimiento en una regién con campo
magnético y un campo eléctrico esta dada por:

F=q,E+q,vxB

En la figura se puede ohservar que el campo eléctrico deflecta a la particula hacia arriba, mientras
que el campo magnético la deflecta hacia abajo. En el caso de que estas dos fuerzas se equilibren
(es decir, si F=0), para este fenémeno la ecuacion anterior se reduce a:

eE = evB = E=vB
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CAPiTULO IV

INTRODUCCION

Es importante mencionar que la propagacion de las ondas electromagnéticas, éstas son muy
variadas y forman parte importante de nuestra vida actual. Si se piensa con detenimiento, la
energia eléctrica que llega a nuestros hogares, las sefiales de radio y television que recibimos en
nuestros receptores, Las sefales telefonicas, las sefales de radiofrecuencia, las sefiales de satélite,
etcétera; son todas ondas electromagnéticas, energia electromagnética que se genera en algun sitio
y que se propaga y llega a otro u otros lugares. Para la conduccion de estas sefiales es

indispensable un medio de transporte, a éste se le llama "/inea de transmision”.

Una linea de transmision (L.T.), en general, es un medio en el cual una onda esta confinada y
guiada por éste, es decir, es un dispositivo para transmitir o guiar energia de un punto a otro y por
lo general se desea que.el transporte de esta energia sea de la mejor calidad y con pérdidas
minimas en el trayecto, debidas a la radiacion y calor por efecto Joule. Una linea de transmision
basicamente tiene cuatro terminales, dos en las que se alimenta la energia a la linea y dos en las
que la linea entrega la energia. Todas las lineas de transmision funcionan bajo los mismos
principios basicos.

CLASIFICACIONES

1. Linea bifilar: formada por dos cables conductores con separacion constante, puede estar
blindada para evitar radiacion.

S

Linea coaxial: formada por un par de conductores concéntricos separados por un
dieléctrico, el conductor externo cubre completa@ente al conductor interno, evitando asi
pérdidas por radiacion. Se puede operar a frecuencias mayores que en el caso de la linea
bifilar. ‘

(OP]

Linea de placas paralelas: formada por dos placas conductoras paralelas.

Linea de conductor hueco: formada por un conductor hueco.

— ¢

Linea bifilar (cc) | Linea bifilar (ac)

'_t.

O

[ 1 ‘

/—ﬂ

Linea coaxial (cc, ac, RF) ‘ Fibra Optica (luz)
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! o | — == Radioenlace —

Lineade microcinta ( RF) Guia de onda rectangular ( RF) ‘\ ,-/

Segiin la Configuracion de su Campo o Modo de Propagacion.

1. Tipos de modo TEM

El campo E y H son absolutamente transversales a la direccion de propagacion. A este tipo
pertenecen las lineas bifilares y coaxiales. Aqui, la energia viaja a lo largo de los conductores y
entre ellos.

2. Tipos de modo superior o TE y TM

El campo E o H o ambos tienen componentes en la direccion de propagacion. A este tipo
pertenecen las "guias de onda" huecas de un solo conductor y las fibras Opticas o varillas
dieléctrica. En este caso la energia se propaga en el espacio interior del conductor, o dentro o
cerca de la fibra de que se trate. Una guia de onda (G.O.) es un tipo especial de linea de

transmision que solo puede transportar ondas electromagnéticas de orden superior.

3. Ondas espaciales TEM

Estas viajan entre antenas a través de la atmoésfera o del espacio libre, segiin se trate de

radioenlaces terrestres, entre satélites o entre satélites y estaciones terrenas.

Para que un par de hilos conductores se le considere como linea de transmision, se debe
cumplir que la longitud de onda a la que esta operando seéa mucho menor que la longitud

fisica del par de hilos.

A << longitud del conductor

operacion

Segiin la Potencia de Transmision.

i Lineas de transmision de potencia.

2. Lineas de transmision para comunicacion.

Las primeras son empleadas para transmision de altas potencias a bajas frecuencias sin modular
(por lo general 50 6 60 Hz). Las segundas se usan en la transmision de potencias muy pequeiias -
del orden de los nanowatts a los kilowatts y voltajes de microvolts hasta kilovolts y con
frecuencias de operacion de cero hertz al rango de los gigahertz (GHz).
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\
PARAMETROS O CONSTANTES DISTRIBUIDAS

Los parametros de una linea de transmision son su inductancia (L), capacitancia (C), resistencia
(R) y conductancia (G) por unidad de longitud.

74 4 Z
R L ¢ | R L = | R L

T_._,;f\‘/’\v/\ YN e AN Y\, = AAN MY ,!

S ) ‘,.;;,smw - 5
| j f | %
S| S | S |
Y ! G LB Y ' G 5 i B Y  G<¢ B

! ‘E" ‘1 T x:va ™
1 e I L |
RIS B = A 1. B

— AN YN, i AN Y'YV

R L | | R L ' | R L

Modelo General de una Linea de Transmision
\

Al fluir una corriente en los conductores de una linea de transmision, aparece un campo magnético
al rededor, cualquier cambio en este flujo inducira un voltaje dado por la expresion

dl
V=L—
dt

En este caso L es la inductacia distribuida a lo largo de la linea dada en unidades de inductacia por
longitud (Hy/m).

El espacio entre los conductores de la linea de transmision se presenta un efecto capacitivo
distribuido a lo largo de toda la linea, es decir, los conductores se comportan como placas de un
capacitor y el material entre ellos es un dieléctrico, la capacitancia es una medida de la energia
almacenada en el campo eléctrico por la unidad de longftud de la linea por unidad de diferencia de

potencial. Las unidades de C se dan en unidades de capacitancia por unidades de longitud (F/m).
\

Considerando que tanto los conductores como el dieléc%rico no son materiales perfectos o ideales,
entonces se puede asociar a la linea una resistencia en serie y una conductancia en paralelo a lo
largo de toda la linea, dadas en unidades de resistencia por unidades de longitud (€/m) y unidades
conductancia por unidades de longitud (siemens/m), respectivamente. La conductancia es una
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medida de la pérdida de potencia en la unidad de longitud de la linea por unidad de diferencia de
potencial. Este parametro representa una pérdida interna molecular de los materiales aislantes

dieléctricos, mas que una corriente de escape o fuga.

Convencion de Signos

1(ZY) 1)
——f e _ﬁk-’;, e i— = S V———ﬂ[ ———— e e s
V(ZY V@
1(Z,1) I1(Zy¢)
Z » Z PE——
Represntacion en el tiempo Repressentacion Fasorial

i(t, Z) y V(t, Z) son funciones del tiempo en cualquier punto, y de su posicién en cualquier instante.

Coordenadas en un circuito de Linea de Transmision

MODELO DE UNA LINEA DE TRANSMISION BIFILAR

Considerando Zr es la impedancia terminal de carga.

Zy=Rp+jXp=

oy
- I._]<

Zs es la impedancia de un generador conectado a la fuente de sefial.

. VS
zS=Rs+st¢I—

S

V, /1, depende del circuito total de la linea de transmision.

Zo es la impedancia caracteristica, su valor no depende del lugar en que se mida, esta determinada

exclusivamente por los coeficientes del circuito distribuido de la linea y la frecuencia de la sefial.

Z,=R,+jX,
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CAPiTULO IV

Z(z) es la impedancia dada por la razon del fasor de voltaje al fasor de corriente en la linea (en z).

2) =|Z(2)] °®

esto implica que Z=R+joL

En general la admitancia esta dada por:

1
Y=—=G+jB=G+joC
Z
entonces, se tiene:
1 i mhos 1 mhoq/ 1 hos,
Yr =—=Gp+jBy [™%,] Y,=—=G,+jB, | Y(z)= =G(z)+jB(z) [™%]
ZT Zo Z(Z)

en forma polar:

Y: Admitancia en derivacion, [siemens/m o mhos/m]
Z Impedancia en serie, [€2/m]
G: Conductancia en derivacion, [siemens/m 0 mhos/m]
B: Susceptancia en derivacion, [siemens/m o mhos/m].
C: Capacitancia en derivacion, [F/m]
R Resistencia en serie, [(Y/m]
X Reactancia en serie, [€2/m]
L: Inductancia en serie, [Hy/m]
; AZ -
i(z,t) R La 1(z+A(z,1))
» — -
% ANN——TET A
f ;‘"’”‘!L | |
v(zt) AY Gy, ? :‘rCAZ 7 é\'(Hf\(x-t))
% L :
i(z, t) '
4 ————— __.» —— .> 4. -
. 1(z+A(z,t))
Z Z+AZ

Representacion en el Tiempo del Modelo Equivalente de una Linea de Transmision
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CAPITULO IV

Analisis de una Linea de Transmision Bifilar. Postulados del Anailisis de Circuitos con
Elementos Distribuidos.

o

&

[S2a

El sistema o linea consiste de dos conductores rectos y paralelos.

Las corrientes en los conductores de la linea fluyen unicamente en la direccion de la longitud

de la linea, lo que implica que no reconoce la existencia de modos de guia de onda.

En la interseccion de cualquier plano transversal con los conductores de una linea de
transmision, las corrientes instantaneas totales en los dos conductores son iguales en
magnitud, pero fluyen en direcciones opuestas (esto significa que, idealmente, la corriente es
la misma en todos los puntos del circuito en un instante dado).

En la interseccion de cualquier plano transversal con los conductores de una linea de
transmision hay un valor de diferencia de potencial unico entre los conductores en cualquier
instante, que es igual a la integral de linea del campo a lo largo de todas las trayectorias en el
plano transversal entre cualquier punto sobre la periferia de uno de los conductores y

cualquier punto sobre la periferia del otro.

El comportamiento eléctrico de la linea se describe completamente por cuatro coeficientes
del circuito eléctrico distribuido, cuyos valores por unidad de longitud de la linea son

constantes en cualquier parte de ésta; éstos son:

1. Resistencias e Inductancias, en serie, como elementos del circuito uniformemente
distribuidos a lo largo de la linea

2. Capacitancias y Conductancias, en paralelo, como elementos del circuito uniformemente
distribuidos a lo largo de la linea.

[(z+Az)
4

\4

Y
f ~
& Az T Az
| S

I I(z+Az)
€ «

N
N
T
>
N

Representacion en el Dominio de la Frecuencia del Modelo Equivalente de una Linea de Transmision
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CapPiTULO IV
Analisis de una Porcion Infinitesimal o Circuito Equivalente de una L.T. Uniforme.

Haciendo uso de las Leyes de Kirchhoff se tienen:

0
V(z+(Az,1))=V(z,t)= Av(z,t)=—R , i(z,t)-L,, gi(z,t)
. . . %
1(z+(Az,1)—i(z,1) = Ai(z,1) ==G, V(z,1) - C,, gv(z,t)

dividiendo entre Az y si Az—0, es decir, aplicando el concepto de derivada, entonces las
ecuaciones diferenciales quedan de la siguiente manera:

0 . 0 . ol o
—v(z,t)=—-Ri(z,t)—-L—i(z,t) —i(z,t)=-Gv(z,t)-C—v(z,1)
oz ot oz ot

Si v(z,(42,1) se expande en series de Taylor al rededor de "z", entonces los términos de orden
superior (Az” ,Az° ,Az" ,--+) se pueden ignorar al hacer que Az— 0.

Los signos quedan determinados por la eleccion original de convenios para voltajes y corrientes en
la linea de transmision, por lo tanto los signos de "v" e "i" son independientes entre si, esto es, en
cualquier instante pueden tener cualquier signo. '

Solucion de las Ecuaciones en el Dominio del Tiempo y Ecuaciones de Onda.

Estas quedan sujetas a las condiciones de Borde o frontera determinadas por la naturaleza de los
dispositivos conectados a los extremos de la linea de transmision.

a{a } o’ -y La{a_ } Ra_( La{a‘( )}
—{—V(z,t) [=—V(z,t)=—R—i(z,t)~L—) —i(z,t) (= —R—i(z,t)-L—) —i(z,t
oz la JNER oz oz Lot oz at Loz

a2

0 0 0 0
—5 V(z,t)=—R— -Gv(z,t)-C—v(z,t) |[-L—| ~-Gv(z,t)—-C—vVv(z,t)
oz oz ot ot ot

8’ o ) 8’
5 V(z,t)= RGv(z,t)+RC—v(z,t)+LG —V(z,t)+LC_2V(z,t)
oz ot ot ot

o o’ o
—V(z,t)= LC—ZV(z,t)+(LG+RC)—V(z,t)+RGV(z,t)
oz ot ot

175



CAPiTULO IV

Alternando el procedimiento en términos de i), se tiene:

2 2

0
2 i(z,t)+(LG +RC)§i(z,t)+RG i(z,t)

o 0
—zl(z,t)=LC
oz

Si se utilizan las ecuaciones fasoriales de Maxwell en el dominio de ®:

oH, (o4 joc) E 3E, _
——=-\0+jose —=-Jouh,
ox Y Ox JopH
2
o'E,

g =j°31»l(0+j(08) E, =(jcopc—m2ps) B

Ecuacion de Onda en un Medio Conductor

Si se considera el espacio libre como una linea de transmision de celdas de campo, esto implica
que en una celda de campo la inductancia por unidad de longitud sea la permeabilidad, la
capacitancia por unidad de longitud sea la permitividad y que la conductancia por unidad de

longitud sea la conductividad.
Yisn  %ze Y=o
entonces, la ecuacion de onda queda expresada de la siguiente forma:
2

S ~(jcoLG—m2LC) E,=0

> =

ox

o°E

= joL(G+joC) E, =0

Ox

\%
. -~ . volts K
en donde V=E{ = E = 3 [ u.longm.d]

'V

= joL(G+joC) V=0

> =

Ecuacion de Onda para una L.T. de celdas de Campo en Términos de la Tension "V*" entre las Cintas Conductoras.

Para una R/1 finita se tiene:

Y ‘ _
o =(G+joC) (R+joL) V=0=YZV
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CAaPiTULO IV

Por otra parte, de las ecuaciones de Maxwell aplicadas al estudio de las L.T. se observa que no
existe analogo a la resistencia por unidad de longitud, lo que implica que la resistencia de los
conductores debe determinarse obteniendo soluciones separadas de las ecuaciones de Maxwell
dentro del conductor y forzando las dos soluciones a satisfacer las condiciones de frontera, el
término que se omite en la ecuacion de campo representa el problema de los campos dentro del
conductor, cuya solucion permite obtener un valor para R en el circuito.

Si se deduce la ecuacion de onda en términos del campo Hz, la ecuacion de la linea de transmision

resultante da como resultado la corriente "I" en cada conductor:

R It
AN Y ;
ik YIZ=0 j‘* |
2 = G *’: %"‘ C
ax : ﬁ’ ;
9 !
Circuito equivalente en Ax
Por ley de Ohm se tiene que:
[
Cambio de potencial en x A
dv
—=Z7I; I=cte.
dx \/'
Cambio de Corriente en derivacion
dI —
dx l v
dx
2 2
dV _dz dz dI dy _dv dy
122 vy — =V—+Y—=V-—+YIZ
dx. dx  dx dx dx dx dx  dx

En una linea de transmision uniforme no existe variacion de la impedancia o de la admitancia
n,n

respecto a "x", es decir, estos parametros no cambian y son los mismo en cualquier punto de la
linea de transmision, por lo tanto:

(=N
<
[=N
=

-ZYI=0

&
&
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CAprPiTULO IV

REFLEXION DE ONDAS EN LINEAS DE TRANSMISION
¢Qué sucede con la energia electromagnética al llegar a la carga?

(1) La energia se absorbe totalmente
(2) Parte es reflejada y parte absorbida
(3) Hay reflexion total

Cuando la carga no absorbe una parte de la energia, ésta se refleja sobre la linea de transmision de

lo que se concluye que en la linea se propagan dos energias en sentidos opuestos.

Del analisis anterior se observa que las lineas de transmision se pueden estudiar resolviendo las
ecuaciones de campo considerando las condiciones de frontera (ecuaciones de Maxwell) que
arrojan resultados de caracter general aplicables tanto a lineas de transmision como a guias de
onda, pero es un método algo complicado. Otra forma mas sencilla es por medio de las tensiones y
corrientes asociadas al campo electromagnético. En el analisis anterior se llegd a las siguientes

expresiones:
v a’v d’1 d’1
—-=2ZYV__ = —5-ZYV=0 y —=Z¥l = ——-ZYI=0

dx dx dx dx

La forma de las ecuaciones anteriores es el de una ecuacion homogénea de 2° orden con raices
repetidas con signos opuestos:

2_ 2

dV 2 2
> TZYV=0 = m -Z2Y=0 y —-ZY1=0 = m —-Z2Y=0

dx dx

% = m=v ZY haciendo m=y = y=v ZY

3
I

Recuérdese que y es la constante de propagacidon, que como es obvio, es compleja, Z es la
impedancia serie dada por Z=R+joL, Y es la admitancia paralelo dada por Y=G+joC.

La solucion de la ecuacion diferencial homogénea de segundo es v=Ae™ +Be ", donde A y B
son constantes a determinar considerando las condiciones de frontera en los extremos de la linea.
Los exponentes indican el desplazamiento de la energia electromagnética a lo largo de la linea de
transmision, los signos en éstos significan que existe una onda que se aleja (emitida) y otra que se
aproxima (reflejada) al generador o fuente.
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CApPiTULO IV

dv dv d - - - ™ -
=== 7 —=—]Ae -Be )z Ae -yBe Zl=yAe —vyBe
dx y dx dx Y Y Y k¢
w YzY ZY . 1
1=LAe™-TBe ™ Ae*"—‘/— Be ™ = Ae™ ———Be ™
V4 Z Z Z Z 7
V Y Y
A x B _x
[=—e -—¢
Z, Z,

Z, es la impedancia caracteristica o intrinseca de la L.T.

V(@) AY |Gy, }c&

En x=0 se tiene:

L L
entonces:
V, A+B 1 = E
=A+ = =
L L ZO Zo
donde:
V. -B-B Vv, -1, Z
L L L 0 L
A=V. -B = 1 = = B= =—\Z, -Z
5= 1 ooz, )
A-V, +A V.41 Zp | 1
L _ 'L %o L
B=V,-A = I =— = A=t (z,+2,)
0

Con los valores de A y B se puede ahora determinar el voltaje y la corriente en cualquier punto
alejado de la carga.
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caprpiTuLO IV

Por otra parte recuérdese que "Z" es la impedancia serie y "Y" es la admitancia paralelo debida a
la separacion entre los conductores, entonces:

y=ﬁ;=‘/ (R+joL) (G +joC) =\/RC-0)2LC+j(mLG'+mRC) =a+jp

Constante de propagacion para L.T. con pérdidas

El término real de la constante de propagacion (o constante de atenuacion u amortiguamiento)
indica la atenuacion de la onda en su viaje a través de la linea, es decir, por pérdidas o
imperfecciones de los conductores y su dieléctrico; la parte imaginaria (8 constante de fase) indica
el cambio de fase de la onda al desplazarse en la linea.

L (orip)x Ty

V":T(ZL +Z,)e 2z, -z,) e

[ =

X

I .
2;0 (ZL +Zo) e(u+.lﬁ)x ‘220 (ZL —Zo) .

.. Tension total en la linea en un punto cualquiera alejado de la carga.

o <

Corriente total en la linea en un punto cualquiera alejado de la carga.
Impedancia de la carga.

N N

(=7

Impedancia Intrinseca de la linea.

]
=

Corriente que circula en la carga.

.. Tension entre las terminales de la carga.
Constante de amortiguamiento.
Constante de fase.

Distancia desde la carga donde se mide Vx e Ix

Partiendo de a y de B se determinan las constantes distribuidas de la linea de transmision (se deja
al lector realizar la demostracion que llevan a estas expresiones).

a=J% \/ (Rz +c02L2) (G2 +c02C2) +(RG—0)2LC)

ﬁ:—;-J \[(Rz +o'L’) (G? +c‘2) -(rG-0’LC)
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CAPITULO 1V

Es importante hacer énfasis que las lineas de comunicacion y de transporte de radio-frecuencias se
disefian de tal manera que presenten bajas pérdidas, por ejemplo, en el rango de ultra alta
frecuencia (UHF) se utilizan secciones de bajas pérdidas como elementos de circuito por lo que

resulta necesario conocer el funcionamiento de los circuitos de parametros distribuidos.

, \/z | R+joL
’ Y G +joC

Impedancia caracteristica de una L. T. a partir de sus parametros distribuidos.

Por otra parte, las lineas suficientemente largas presentan atenuacion que afecta notablemente al
voltaje y corriente de la linea de transmision. Recordando que R y G son las imperfecciones del
conductor y del dieléctrico, respectivamente, entonces para el caso ideal éstas valen cero
(R=G=0); para que la linea sea baja en pérdidas de debe cumplir que R«oL y G«aC,

matematicamente se expresa:
Yy=o+jB=jov LC = a=0ypB=0vLC

En el caso de las lineas bifilares a frecuencias en el rango de 1 a 100 MHz (considerando ®
L/R > 10) se tiene que la impedancia intrinseca es:

120 D
Z,=- = In—

ey

D es la separacién entre los conductores, y 1 es la longitud de la linea

Para las lineas coaxiales operando a frecuencias en el rango de 1 a 100 MHz (considerando ®
L/R>10 y ®C/G>10) se tiene que la impedancia intrinseca es:

b es el radio interno del conductor exterior y a es el radio del conductor interno.

De nuestros estudios en capitulos precedentes, sabemos que para una onda viajera el término x-t

tiene un valor constante, analogamente t-Bx también es constante; entonces se tiene que
ot — Bx = constante

si se deriva respecto al tiempo

=

Il
<
I

&
&
= | &
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CAPiTULO IV

La expresion anterior es la velocidad de un punto de fase constante o velocidad de fase, es decir:

Para una onda individual la velocidad de fase es igual a la velocidad de propagacion. Para el caso

en que se combinan dos o mas ondas de diferentes frecuencias en una onda de amplitud modulada:

se tiene que si las ondas componentes tiene la misma velocidad de propagacion, éstas se
desplazaran juntas y el maximo de la envolvente con ellas a la misma velocidad, obviamente, tanto
la velocidad de fase y velocidad de propagacion son iguales. Cuando las ondas componentes
tienen diferentes velocidades de propagacion, puede suceder una de dos cosas, en un caso, la
envolvente se deslizara hacia atras respecto a las ondas componentes, lo que indica que la
velocidad del grupo de ondas es menor que la velocidad de fase individual de cada una de ellas; el
otro comportamiento que se puede llegar a dar es el opuesto al descrito, esto cuando aumenta la

frecuencia de las ondas.

{ Coeficiente de atenuacion | a=0

Coeficiente de fase B=ov LC

i

Velocidad e propagacion

 Impedancia Intrinseca 7 - L
. | ) .
Longitud de ond Lz
¢ Longitud de onda ——
! i oV LC

Resumen de propiedades de L.T. de bajas pérdidas y sin pérdidas .

182



CAPITULO IV

Velocidad de Grupo. y

De la figura se tiene: -

E =E, cos (cot-Bx)

Si se considera que la onda tiene dos frecuencias de i, / ————
. . ) b .
igual amplitud dadas por o, +A40 y o, -Ao se tiene que Pl S

los valores correspondientes para 3 son:

B, +AB que corresponde a o, +Ao

B, —AB que corresponde a ®, - Ao
Para una frecuencia se tiene E, y para otra E, ,es decir:
E, =E, cos [(0, +40)t—(B, +AB)x] E, =E, cos (0, —A0)t-(B, - AB)x|
E,=E, +E,
E, =E, cos [(0, +A0)t—(B, +AB)x| +E, cos [(0, - A0)t-(B, - AB)x]
E, =2E, cos (0,t—P,x) cos (Aot Apx)

En los factores coseno hay pequefios impulsos que son una ligera variacion sobrepuestas mas
rapida.
Para un punto de fase constante se obtiene la velocidad de fase:

dx @,
o,t-Pyx=cte. = E?z—é;-:v:foko

En la misma forma para el segundo factor cosenoidal se tiene:

Aot— ABx = cte. = —=—=u=AfAL

u es la velocidad de fase de la envolvente de la onda llamada cominmente velocidad de grupo.

Obsérvese que se puede considerar a o, +Ao Y o, —Ao como las frecuencias de banda lateral de

una onda portadora modulada en frecuencia de frecuencia @, por una frecuencia Ao, siendo
suprimida la frecuencia portadora. Para medios no dispersores (sin pérdidas), la velocidad de
grupo es la misma que la velocidad de fase, por ejemplo en el espacio libre v=u=c, pero para

medios dispersores las velocidades de grupo y de fase son diferentes.
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CapiTuLO IV

En un medio dispersor la velocidad de fase es una funcion de la frecuencia, los medios dispersores

se clasifican en normalmente dispersores y en anormalmente dispersores.

En los medios normalmente dispersores el cambio de velocidad de fase con respecto a la longitud
de onda es positivo, esto es, dv/dA>0. Para estos medios u<v.

En los medios anormalmente dispersores o anomalos el cambio de velocidad de fase con respecto
a la longitud de onda es negativo, esto es, dv/dA <0. Para estos medios u> v.

Para una frecuencia particular (de muy pequeifio ancho de banda):

, Ao do
u= lim —=—
Aw->0 Aﬁ dB
pero
A
Q) =21tf==27'€f‘i‘= Bv
entonces
_do_d(pr) ,dv
g dp " dB
es decir
..
u=v+p B
Se puede demostrar que:
e
u=v d}\,
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CaprpiTULO IV

Coeficiente de Reflexion (().

Considérese las siguientes ecuaciones de voltaje y corriente en cualquier punto a distancia de la
carga:
I, I,

A% =f(ZL +Zo) e +""’(ZL “Zo)e_yx I, = 22, (ZL +Z0) e” _EE:(ZL -Z

o)e "
Para las lineas de bajas pérdidas (a~0) y para lineas sin pérdidas (oe=0), la constante de
propagacion

y=axjB queda y=1]}f, entonces las expresiones quedan:

I ; I 5 I
L Bx L —jpx L
v, =2z, +2z,) e 42z, -2,) I, =——(
X L 0 L 0
2 2 & 22,
Cuando la impedancia de carga Z; es diferente a la impedancia de la linea Z,, se presenta una onda
reflejada. Para cuantificar la reflexion en la linea se hace uso del coeficiente de reflexion £ que se

define como la relacion de la onda reflejada de voltaje entre la onda emitida de voltaje:

I - jpx I, - ix
‘- V"_Y(ZL_Z")C _(ZL—Zo)e—ZJ’Bx C zzo(ZL_Z")e (z,-2,) L
v e E . T : “
v I7L(z:L +Z,) ™ (z,+2,) bor ;;L (2, +2,) ™ (z, +2,)
0
¢ =(ZL‘ZO) ¢ :_(ZL '"Zo)
Yz, +2,) o k)
Coeficiente de reflexion para la onda de tension. Coeficiente de reflexion para la onda de corriente.

Es obvio que el coeficiente de reflexion es un nimero complejo siempre que la impedancia de

carga lo sea, para altas frecuencias la impedancia caracteristica es un numero real..

= 0 = C_, = —1 ZL
(1) (2) 3)

=0 = (=1 Z,=Z, = (=0

La expresion "1" indica una linea de transmision en circuito corto, la "2" indica una linea de
transmision en circuito abierto y la "3" es la condicion ideal para una linea de transmision de
comunicaciones. Haciendo el cociente de las mismas ecuaciones de voltaje y corriente en cualquier
punio a distancia de la carga se tiene, se obtiene la ecuacion general para la impedancia en

cualquier punto de la-linea:

Z, +Z,jtghyx -
Z =72, ———
Z,+Z, jtghyx
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CAPiTULO IV

Si la linea esta en circuito abierto (Z; = ):
0
Z, =—2—=Z7_coth yx
tanh yx i

Si la linea esta en circuito corto (Z, =0):

Z =17, tanhyx

Por otra parte, el producto de la impedancia de la linea cuando esta en circuito abierto y la

impedancia de la linea en corto circuito es igual al cuadrado de la impedancia caracteristica:

2
Zo~ba

C. c.a.
Si la linea es de bajas pérdidas o sin pérdidas:
Z. +Z,]jtgPx
Zx _ ZO L 0 .
Z,+Z, jtgPx
Esta ultima expresion es la ecuacion general para la impedancia Z_ en funcion de la distancia x
medida desde la carga.

Si la linea esta en circuito abierto (Z; =):
Z
0 :
Z:. = =-jZ,cot Bx
“ " Jumpx 0P

Si la linea esta en circuito corto (Z, =0):

Z, =jZ,tan Bx
Para una L.T. que termina en una reactancia:
X+Z, tgyx
Z,=i2y ———

Z,-Xtgyx

Observe que cuando la carga es reactiva, la impedancia Z,, también es reactiva para cualquier
punto de la linea.

Superposicion de ondas.

Hasta ahora hemos enfocado todo nuestro estudio en las ondas electromagnéticas, pero es
importante que se mencione aqui que todos los tipos de ondas electromagnéticas y mecanicas (el
sonido, movimiento armoénico de los materiales, etc.) tienen el mismo comportamiento y sufren los
mismos efectos en lo referente a su desplazamiento de un medio a otro. En un medio lineal, esto
es, un medio en que la fuerza de restauracion es proporcional al desplazamiento del mismo (para el
caso mecanico), se aplica el principio de superposicion para obtener el efecto resultante de la

accion de dos mas perturbaciones combinadas. Este principio establece que el desplazamiento
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efectivo o neto de cualquier porcion del medio perturbado es igual a la suma algebraica de los

desplazamientos individuales de cada perturbacion actuante en el mismo.

A lo largo de estos apuntes se ha hecho uso de ondas armonicas para los analisis, continuando con
la ayuda de este tipo de perturbaciones armonicas ahora se analiza qué sucede cuando éstas pasan
por una discontinuidad o frontera entre dos medios diferentes, ya sea que tengan o no la misma

frecuencia.

Considérese el caso general de dos ondas viajeras de diferente fase, con la misma frecuencia y

longitud de onda (misma frecuencia) desplazandose en el sentido positivo del eje "x".

fi=Egsen(kx-ot) 'y f, =E, sen(kx—ot—y)
la onda resultante es:
fr=fA+f£=E, {sen (kx—ot) +sen (kx—cot—\y)}

fr ={2E0 cos (%H sen (kx—cot—%)

Observe que el primer factor de la expresion resultante es la amplitud de la onda, cuyo valor
depende solo de la fase (v); el segundo factor indica su posicion en el tiempo y en el espacio.

propagacion propagacion propagacion
——

xt

f, .:",\:l':, fz(x,t) fT(x,t) £ (x.1) fﬂ(x,t) fT(.“:‘t?/‘

M (©)) 3

La figura anterior muestra el comportamiento entre dos ondas viajeras de igual magnitud y frecuencia, pero con
diferente fase en cada caso. El caso (1) muestra interferencia constructiva de dos ondas en fase; el caso (2) muestra
interferencia destructiva cuando las dos ondas estan fuera de fase 180°; el caso (3) muestra el comportamiento entre
los dos casos limite anteriores, cuando la fase se encuentra en el intervalo 0<y<180° la onda resultante se

¢ncuentra entre los caso (1) y (2).
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CAPiTULO 1V
ONDA ESTACIONARIA

Al pasar una onda de un medio a otro, puede o no presentarse un fenémeno de reflexion en la
frontera de los dos medios, es decir, parte la onda viajera incidente hacia un nuevo medio es

absorbida por éste y parte es rechazada.
Del anterior analisis

fr =E, {sen (kx~ot) +sen (kx-ot-y)}
aplicando la identidad trigonométrica

sen (axb)=sen(a) cos(b)*sen(b) cos(a)
se tiene
fr =2E, sen (kx) cos (ot)

Expresion de una onda estacionaria.

Esta ecuacion tiene por amplitud 2E, sen (kx) y con frecuencia angular "®", es claro que la

amplitud de la onda estacionaria depende de la posicion.

medio 2 medio 1 medio 2 (carga) medio 1 (L.T.)
PEpp—— onda incidente e e onda incidente
G — ‘ L
= .
Z o . 7 ;
onda reflejada = : R onda reflejada
. Lo >
frontera . o o S frontera
i > ‘f L
x=0 +Xx x=0 X

Anteriormente se demostré que la corriente y voltaje a una distancia "x" de la carga se consideran
compuestas de dos ondas de energia propagandose en sentidos opuestos cuando la impedancia de
la carga y la impedancia intrinseca o caracteristica son diferentes; también se vio el caso ideal, en
el que no existen pérdidas ni ondas reflejadas, esto sucede solo si las impedancia Z_ y Z; son
iguales, lo que implica una transferencia maxima de energia, es decir, la energia es transmitida
totalmente al medio en el que incide la onda.
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CAPITULO IV

Cuando las impedancias Z_y Z, sean diferentes existira reflexion total o parcial, lo que indica la
presencia de energia estacionaria debido al efecto combinado de la energia incidente y de la parte
reflejada. Analice con cuidado que una L.T. en c.c. 0 en c.a. presenta reflexion total.

Vo1

. . —~ A~ I~ o~

Z +Z, Z! | Zo

Ondas estacionarias de corriente y voltaje en una L.T. no acoplada.

Previamente determinamos el coeficiente de reflexion tanto para la onda de voltaje como para la

onda de corriente.

Coeficiente de reflexion.
Como son cantidades complejas se pueden expresar en forma polar:
Gy =|C| LBy G :|C| £,

donde

Z =2, lz]=0 8=0
Z,=0 lc|=1 0=m
Z, = lg]=1 0=0
. alx
Z, =+jX lg|=1 0=n¥2tg —
0
T
Z,=%)Z, |C|: 9=i~2-
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CAarPiTULO IV

Estos resultados se indican graficamente:

la amplitud de O.E. es cero | % P e
| R S N \ N4
Z; =Z0 CC. Zr =0 CA Z, —
) § = C TN
\ y /
B / / ~ B N
I {
Z‘_ = —JX Z‘ _ JX

ﬂ-— T

Razon de onda estacionaria (SWR).

En general el estudio de las ondas estacionarias se centra en la razon de los valores maximo y
minimo de la envolvente de éstas en lugar de interesarse en la forma de la misma envolvente. A
este cociente se le denomina razon o relacion de onda estacionaria ROE (Standing Wave Ratio,
SWR).

|Imix

=ﬂvﬁJ

valor m4 xino de la envolvente |Vm,' .
valor minimo de la envolvente | Vi

VSWR =

Como la tension a cualquier distancia "x" de la carga es proporcional al campo, entonces se puede
manejar este cociente como la razon de onda estacionaria de tension ROET (VSWR). El maximo
de la envolvente es la suma de las amplitudes de las ondas incidentes y reflejadas (Eo+Er), mientras
que el valor minimo esta dado por la diferencia de éstas (Eo-Er). Estos datos permiten determinar
la parte de la energia incidente que es rechazada en la discontinuidad entre los dos medios, asi
como la porcion absorbida a través de la interfase; finalmente esto ayuda a conocer la naturaleza
de las condiciones del punto de reflexion.

E.ix EotE,
" E,-E,

VSWR =

min

Notese que el subindice "r" en esta seccion lo usamos como indicador de la onda reflejada y no en
el sentido de las secciones precedentes en que denota alguna cantidad relacionada con la carga de

una linea.
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CAPiTULO IV

Sabemos que la razon entre la onda reflejada y la onda incidente es el coeficiente de reflexion

que como se Vvio antes

también se encontré que 0<C<1 con angulos de fase entre cero y £180°, entonces

EO+E1’
vown o EotEe __Fo 1+l
E,-E, _E_"—_E' 1-l¢|

EO

lo que permite tener una expresion de la magnitud del coeficiente de reflexion en funcion del
VSWR:

VSWR +1
Por ley de Ohm sabemos que
Emax E0 +Er Emin EO ~Er
Rnu’ x" s Rmix = =
Im.t'n IO _Ir Imix IO +Ir
sabemos que
EO Er
ZO el
IO Ir
entonces se tiene
R, 1+ 1= 1
mix_ LHlG_ oo o el _
z, 1-[g 1+c|  SWR
de donde finalmente
ZO = Rma x'Rmm

Anteriormente obtuvimos la expresion para la impedancia en la linea a cualquier distancia de la
carga, si la relacionamos con el resultado anterior tenemos una forma para determinar una
impedancia mas alejada de la carga a una distancia x2 conociendo la resistencia maxima o la
minima a una distancia x1 de la carga y conociendo también el SWR.

rz +1 ]
, HiZ, 1go
Zx =ZO \- . ° g J

Z,+j)Z tgb

Impedancia en la L.T. a cualquier distancia de la carga.
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CAPITULO IV

SWR —
=
6=X, -X, carga
ZXZ le Rmm
X X
Xy Xy

Si se conoce Rumin:
[ R +iZ, g6 ]
. {Rmﬂzo g R, , [1+jsWR g6 |
2 Tz +jR, . tg0| ° 3+ijtg9J_ OLSWR+vjtg6J
R

- min

Si se conoce Rmix:
’r R, +iZ, g0 |

, _y |RuistiZo0] z, - [ SWR+jtgo |
T Z iR 180 ] 0 Zo + iR e 180 °L1+jSWRtg6J
"z

Acoplamiento.

De lo que se ha visto, es claro que en la realidad las ondas electromagnéticas al pasar de un medio
a otro siempre han de suftrir los efectos de reflexion, pero en aplicaciones practicas se desea
reducir al minimo la existencia de la energia estacionaria, ya que su presencia resulta en pérdida de
energia y de informacion.

Una forma practica de reducir y casi eliminar la energia estacionaria, es mediante el uso de tramos
lineas de transmision, ya sea en circuito corto o en circuito abierto; a estos tramos se les llama
STUB o BALUN (BALanced-UNbalanced). Estos tramos tienen un efecto compensatorio de la

energia reactiva en la linea. De lo que se trata es de lograr que SWR=1 lo que implicaria que
Zo=Z:.

Una forma practica de realizar este tipo de acoplamiento es como se muestra en la siguiente figura,
colocar tramos del mismo material de la linea, en paralelo. Si se coloca el BALUN en circuito
corto, éste debe colocarse a una distancia "d" medida a partir de la carga;, si por el contrario, Este

tramo se coloca en circuito abierto, la distancia "d" se debe medir a partir del generador.
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CAPiTULO IV

La distancia "d" se puede determinar por medio del uso de la carta de Smith, pero si no se cuenta
con ella, se tendra que determinar por tanteo. La longitud del elemento también se puede
determinar en la carta de Smith, pero una forma practica es dar una longitud que cumpla con la

siguiente condicion:

A
£<n—; n=1,2 3, ..
4

4

BALUN en circuito corto

BAILUN en circuito abierto

Si no se cuenta con material igual al de la linea, se puede usar un tramo en serie que tenga una
impedancia caracteristica intermedia entre la de la linea y la impedancia de la carga, como ya
vimos, este valor esta dado por la raiz cuadrada del producto de los valores de la resistencia

minima y la resistencia maxima. Esto es mas claro en el siguiente ejemplo.

Antena de dipolo doblado
70 Q
) A
. £<n~; n=1,23, .
// // 4

cable 300Q — T/
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CAariTULO IV

LA CARTA DE SMITH

iQué es la carta de Smith?

La carta de Smith es una grafica que auxilia en el estudio y resolucion de problemas sobre lineas
de transmision. Esta carta se dibuja en el plano de coeficientes de reflexion de tension sobre las
coordenadas polares lineales de {=C e’ y se puede considerar que esta dibujada sobre
coordenadas rectangulares de las componentes real e imaginaria de &.

+Como se construye la carta de Smith?

La construccion de la carta de Smith se lleva a cabo mediante la deduccion de ciertas expresiones
matematicas a partir de la expresion general de la impedancia de un punto cualquiera de una linea
de transmision,

Z =R +)X,

limpedancia de un punto cualquiera ce una linea de transmision.

Primero, este valor debe dividirse entre la impedancia caracteristica de la linea de transmision para

poder normalizarlo.

. Z R +)X )
Rl e rs+_] X
ZO ZO
Impedancia Normalizada.
1+¢,
Por otra parte, puede demostrarse que: Z.=27, 1-¢ € =
. . Z, 1+¢, ]
Normalizando Z, respecto a Z,, se tiene: Z -1 c =r+]X,
0 oy

pero £ es un namero complejo, entonces: £, = ] . =LE]X
_CRe —J Clmg

Mutltiplicando y dividiendo por el conjugado del denominador y simplificando se llega a:

2 2
1—C-’Rz —Clm\g . 2C"Img
2 1)

(I_CRe)z +Clmg (I_CR@)2 +Cimg

Z Fr+jx =

s s H
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Resistencia Normalizada.

Partiendo de: r =

r
Ecuacion de una familia de circunferencias con centro C, Ll :r_’oj yradio R, =

2 2

B CRe B CImg

Reactancia Normalizada.

Partiendo de:

r
S

ZC Img

(1_CRE)2+C

2

Img

(

obtiene:

r YV

- 2
- +
LCRG I+r, J

(lﬂcke)z +

2

(1-¢,.)°

obtiene:

(Img_

Ecuacion de una familia de circunferencias con centro C

S

CAPiTULO 1V

, agrupando, completando cuadrados y reagrupando, se

1

1+r
s

, agrupando, completando cuadrados y reagrupando, se

Coordenadas | Radio
del centro del del
circulo circulo
rs CRe C—'Img
0 0 0 1
1/7 1/8 0 7/8
1/3 1/4 0 3/4
1 1/2 0 1/2
3 3/4 0 1/4
7 7/8 0 1/8.
15 15/16 0 1/16
Tabla 1

Tabulacién de
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1Y (1)
-5
(1) 1
L ) yradio R, =—
Coordenadas | Radio
del centro del del
circulo circulo
xs CRe CImg 1
0 1 oS 00
02 1 5 5
-0.2 1 -5 -5
+0.5 1 +2 +2
+1 1 +1 +1
+2 1 +0.5 +0.5
+5 1 +0.2 +0.2
Tabla2
I's ¥ Xg

(A)

(B)



Carituro 1y

Partiendo de los valores tabulados se construyen las siguientes graficas.

Cre Gre

Valores de T Valores de X,

Fig;llra lla" Figura "b"

En la primera grafica se puede localizar cualquier valor de impedancia en la linea de transmision,
ya que en el eje real es posible leer a partir del centro de la carta, los valores minimos de rmm 6
Vmin cuando los circulos tienen un mayor radio, y los valores maximos de rumix 6 Vmix cuando los
radios son menores. El centro de la carta esta en el centro del eje real, es decir, cuando la

resistencia normalizada vale 1.

En la segunda grafica se observan circulos simétricos respecto al eje real, los que se forman hacia
la derecha indican valores de reactancia positiva, y los que se forman hacia la izquierda indican
valores de reactancia negativa.

Entre la impedancia normalizada y el coeficiente de reflexion (£) existe la siguiente relacion:

o

5= 21

Cre T Gpg =G40

De las ecuaciones A 'y B, g, y G SON las variables, y r_y x_son las constantes, de tal manera que
para cada valor de r, y/o x, existe un punto en el plano rectangular C;. y Clmg . Al hacer
simultaneas estas expresiones se concluye que todos los circulos de r, y x, constantes, cruzan por
la coordenada (1,0). Si se grafica a  en forma polar se obtiene un punto definido por la carga, es
decir, para cada carga se tiene Z, =1 _+X, y para cualquier otro punto en la linea el coeficiente de
reflexion mantendra constante su magnitud, pero variara su angulo ¢ en Z¢-2fBs, obseve la

siguiente figura.
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CAPiTULO IV

> Ql.mg

1 ao

Relacion entre Zs y £ en la carta de impedancias de Smith.

En la grafica anterior se observa que el cireculo superpuesto sobre los circulos de r, y x,
corresponde al lugar goemétrico de todas las impedancias que hay en la linea de transmision para
una determinada carga y que corresponde a la forma polar de £ El valor de la impedancia en
cualquier punto deL.T. se puede locaizar sobre el circulo  constante vairando el angulo desde la

carga hasta 23s que son los grados eléctricos del punto que se analiza en la linea.

Caracteristicas de la Carta de Smith.

Angulo de reflexién en grados.

La carta cuenta con una escala en grados para facilitar la ubicacion de los puntos sobre la linea,
obsérvese que los grados eléctricos (2Bs) corresponden a la mitad de los grados geométricos, de
tal forma que un giro de 360° en la carta, corresponde a 180° eléctricos en la linea. Ademas, la
impedancia en la linea se repite cada 180° eléctricos que corresponden a 360° geométricos en la
carta.

Longitudes de Onda hacia la carga.

El valor cero, que coincide con el extremo de valores minimos en el eje de los reales, comienza a
girar en sentido opuesto a las manecillas del reloj; al completar la vuelta a la carta se lee 0.5A que
corresponde a la mitad de un ciclo, es decir, para tener un ciclo completo es necesario dar dos

vueltas a la carta.
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CaPiTULO IV
Longitudes de Onda hacia el generador.

El valor cero de esta escala coincide con la escala anterior. Se comienza en este lugar porque aqui
se indica un valor minimo de tension que después se incrementa en el sentido de las manecillas del
reloj hasta llegar a un maximo en el extremo opuesto del eje real, ya que para tener maxima
tension es necesario tener maxima resistencia; si se continiia girando en este sentido, se observa
que comienza a decrecer hasta llegar a un minimo otra vez, en el que se lee 0.5A, es decir, medio
ciclo de la onda de tension.
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+Como se usa la carta de Smith?

Por medio de los siguientes ejemplos se pretende ilustrar brevemente la manera en que se emplea
la carta de impedancias de Smith.

Ejemplo 1

Una linea de transmision de 50 Q esta terminada en una impedancia de carga de 30 +j40 Q. Si la
linea tiene una longitud de 60° eléctricos, calcule:

a) Laimpedancia de entrada Z;.

b) El coeficiente de reflexion C.

¢) Larelacion de onda estacionaria SWR.

Respuesta al inciso "a".
I Se debe normalizar el valor de z:

—5—3—0 'ﬁ—06 j 0.8 0.6 08
z,=71=5g%) 50=06+10. = =0 y x =+0.

0

2°  Se localiza el valor z, en la carta:

En el eje real se encuentra un circulo marcado con 0.6, como la parte imaginaria es positiva
se gira sobre este circulo en sentido de las manecillas del reloj hasta cruzar con un circulo que
esta marcado con +0.8. A este punto de cruce se le llama z_.

(V9

Se traza el circulo € constante:

Se hace €l trazo del circulo £ cuyo centro es el centro de la carta, y su radio parte de éste
hasta el punto z,.

4°  Se localiza z;

Partiendo del punto z_ se gira sobre el circulo { en direccion hacia el generador, un angulo
igual a 2x60° = 120° (recuérdese que el angulo geométrico es el doble del angulo eléctrico) en
este punto, se leen la parte real y la parte imaginaria de z_que es la impedancia normalizada en
un punto a una distancia s de la carga.

z,=2-j13
5° Desnormalizar z

Se muitiplicar z, por z, y se obtiene Z;: z Z =50 (2 - 1.3) = Z,=100-)65 [Q]
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Zo
60°

Zr

S0 >

asy

Radio de la carta
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Escalas en la Carta de Smith
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Respuesta al inciso "b".

Para determinar el valor del coeficiente de reflexion £, con una regla midase sobre la carta:

_ radio del circulo § 034
~ radio de la carta  0.70

=0485

Si se traza una linea del centro de la carta, pasando por z, hasta alcanzar la escala de grados
geométricos, se encuentra el argumento para C, es decir, { = 0485 £90°. Esta linea pasa por z

porque el punto de reflexion esta definido en el punto de carga.
Respuesta al inciso "c¢".

Para determinar el valor del SWR, se toma el valor indicado por el cruce del circulo £ con el eje
real en los valores maximos de resistencia, que en este caso en particular es 3; entonces el valor
buscado es SWR = 3.

Ejemplo 2

Una linea de transmision de 100 Q tiene una SWR =4 y una tension a 130° de la carga,

determinar:

a) Laimpedancia de carga Z_.

b) El coeficiente de reflexion C. il VS S EL S
c) Ladistancia entre la carga y el L Zr | Zo
primer maximo de tension. i c—
) oo V min
d) La Rmax. — 1300 ——— R min

Respuesta al inciso "a".

I~ Se hace centro en el centro de la carta y se ubica en el eje real el valor 4.0, la distancia entre
estos dos puntos se toma como radio y se traza el circulo constante C.

2° Se localiza el valor r,,;, en la carta en | cruce del circulo £ y el eje real en la parte de valores
minimos.

)

Se ubica z:

Partiendo del punto r,,, y desplazandose 260° sobre el circulo £ hacia la carga, se traza una
linea del centro de la carta a este punto, obsérvese que la linea coincide con el angulo cuya
lectura en la carta es de 80°. El cruce de esta linea con el circulo  es el punto z,.
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CAPiTULO IV

4" Selee el valor de z: |
En este punto pasan dos circulos, uno corresponde a la parte real e indica un valor de 0.56 y
el otro indica una reactancia positiva de valor 1.02, es decir, z, = 0.56 +j 1.02.

5°  Desnormalizar z: |

Se multiplicar z, por z, }% se obtiene Z:
2.2, =100 (056 j 102)
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carpiTULO IV
Respuesta al inciso "b"'.
Con una regla, se mide sobre la carta el radio del circulo £ y el radio total de la carta, el cociente

de estos dos valores es el valor del coeficiente de reflexion. El angulo es el indicado por el cruce
de la linea que parte del centro de la carta y que pasa por z,.

‘= radio del circulo § 042
"~ radio de la carta 070

0.6 oo £=06480°

Respuesta al inciso "c"'.

Partiendo del punto z, se gira sobre el circulo £ en direccion al generador hasta el cruce con el eje
real en el extremo de r ;. En la carta la distancia es 2¢ = 80°, entonces el primer maximo se

encuentra a 40° eléctricos.

Respuesta al inciso "d"'.

El valor r_,, leido en la carta se desnormaliza:

R, = Zo =4x100=1400 [Q]

LA CARTA DE ADMITANCIA DE SMITH

Si se gira 180° la carta de impedancias de Smith, todos los puntos sobre la misma se transforman
en admitancias.

R . . Resistencia (1) )
min . . max . .
. e ) Susceptancia Susceptancia
Reactancia 02 e 0.2 Reactancia o —— . .
. L 0.7 T i, Positiva (b) = Negativa (b)
Negativas -~ ) S . Positivas Z
B e ) 117 "\‘\\ . .
05 L \ L/ 09
N ~o
Pad . s /"/\\
) 2

4

o o 0 >
02 T 02

Conductancia (g)

Carta de Impedancia de Smith Carta de Admitancia de Smith
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ANEXO 1

NUMEROS COMPLEJOS

Los primeros matematicos que encontraron las raices cuadradas de nimeros negativos designaron
a tales cantidades "niimeros imaginarios", porque en su época nadie habia dado un significado a
tales nameros. En 1797 el agrimensor noruego Casper Wessel, en un articulo presentado en la
Real Academia de Dinamarca, expuso el hecho de que la expresion (\/jl )2 =-1 podia
considerarse como un vector unidad que hubiese girado 180 grados en el sentido contrario del giro

de las manecillas del reloj.

Entonces, v—1 seria un vector unidad que hubiera girado solo la mitad del angulo anterior (90°),
partiendo de la misma posicion. Esta propiedad especial de rotacion lleva a denominar a v-1
como un operador y se le asigna el simbolo "j" para representarlo.

El operador "j" sugiere trazar una recta vertical perpendicular a la horizontal determinando asi un
espacio bidimensional, que se llama plano complejo.

Es posible considerar al plano complejo como un mapa donde se puede localizar cualquier nimero

o punto con distancias x e y, medidas desde origen del plano

Ejemplo: P=47]3, se representa en el plano como la suma de dos vectores 4 y j3 (a estos

n.n

vectores preferiblemente se les llama fasores) para obtener el nimero complejo "p".

—.

4+3j

R

Por definicion cualquier numero complejo especifico consiste en una parte real y una parte
imaginaria y ocupa una posicion definida en el plano complejo. Por lo tanto, el plano complejo

tiene un eje real y un eje imaginario.
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ANEXO 1

Formas de representacion de los niimeros complejos.

Rectangular o algebraica. P=x+]y

Polar o de Steinmetz (magnitud y angulo). p=|AZ¢ donde A= x’+y’> ¢=tg’ y
X

Transformaciones de forma polar a forma rectangular.

x=Acos (¢) y=Asen(d) = p= A[ cos (¢) +j sen (¢) ]
Férmula de Euler.

Nos permite expresar un numero complejo en forma exponencial y convertirla a forma
trigonométrica.

e’ =cis(¢) = cos (¢p) +jsen (¢) o6 e’*® =cis(-0) = cos (¢) — j sen (o)
efectuando operaciones y considerando z= ¢, se tiene:

e L o iz e.il+ e‘jz
i cos (2)=-"% " donde e=2718281828...

sen (2) = ———21— >

LLa demostracion de la validez del teorema de Euler se hace sumando la serie infinita del cos (0)

con la serie infinita del sen (0) multiplicada por j. Sabemos que el desarrollo en serie de
Maclaurin de e* esta dado por:

X : X
e*=cos(x) +jsen(x) =1 +x+ — + — + —— + — + — + -~ + -
si se hace x =10, se tiene:

(ie)" (i8] (i9)° (9" | (o) | (je)’

je

e’ =1+ (j0) + = 3 4 51 6! T
92 63 94 65 66 7
jo 9 .Y o .9 v .U
e TR T TR TR TR A TR
o> o o o° o 8
_ = i R - — S —_— - — 4+
sen (0)=0 3 His o + cos ()= 1 > v pT
entonces: _
e’® =cos (8)+j sen ()
Forma exponencial. p :]A| e’t
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Operaciones algebraicas con nimeros complejos.

Dados los nimeros complejos siguientes:
A=a+jb=|Ale* =|A| 26, y B=c+jd=|B &* =[B| 2o,
La suma esta dada por:
A+B=(a+c)+j(b+d)
La resta esta dada por:
A-B=(a-c)+j(b-d)

La multiplicacion esta dada por:

en forma cartesiana: A-B=(ac-bd)+j (bc+ad)
en forma exponencial: A-B=|A||B &0
en forma polar: A-B=|A| Bl £ (¢1 +¢z)

La division esta dada por:

. o A (ac+bd)+j (bc—ad)
en forma cartesiana: B (CZ N dz)
en forma exponencial: A o ﬂ el (00:)
B [B
A |A
en forma polar: e i P 7N

Como se aprecia de las operaciones anteriores es mas facil efectuar la suma y resta utilizando
notacion cartesiana y luego convertir el resultado a polar o exponencial si asi se requiere. Para la
multiplicacion y la division es mejor utilizar la notacion exponencial o polar y luego convertir el

resultado a forma cartesiana si es necesario.
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Fasores.

Si el vector Ale® se hace girar a una velocidad angular constante (®) en sentido contrario a las
manecillas del reloj, entonces a este vector giratorio se le denomina fasor.

Por medio de las transformaciones de Euler, las proyecciones en los ejes real y complejo forman
ondas cosenoidal y senoidal respectivamente.

En el manejo de ondas senoidales, cualquiera de las proyecciones representan el mismo vector
giratorio con la unica consideracion de la diferencia de fase de 90° entre el seno y el coseno.

o t

Los fasores nos permiten hacer a las funciones senoidales o cosenoidales independientes del
tiempo y trasladamos al dominio de la frecuencia, manejando nada mas los valores eficaces de las
funciones de tension o corriente y el angulo de fase.
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SISTEMAS DE COORDENADAS .

Un problema que tenga simetria esférica o cilindrica puede expresarse en el sistema familiar de
coordenadas cartesianas. Sin embargo, la solucion no mostrara la simetria y, en muchos casos,

sera innecesariamente compleja.

Existen, ademas de los sistemas de coordenadas cartesianas, los sistemas de coordenadas esféricas

y cilindricas.

Un punto P queda determinado por tres coordenadas:
e en el sistema cartesiano por (X, y, z),
e en el cilindrico por (r,0,z)
e yenelesfénico por (1,0,0)

Esto se muestra en las siguientes figuras, donde la especificacion del orden de las coordenadas es

importante.

El angulo ¢ ocupa el segundo lugar en el sistema cilindrico, y el tercer lugar en el esférico, ademas

r se usa en los sistemas cilindrico y esférico con significados completamente diferentes.

En coordenadas cilindricas r mide la distancia perpendicular desde el eje z hasta un punto en un
plano normal éste, mientras que en el sistema esférico r mide la distancia del origen a un punto en

cualquier lugar (distancia radial).

El contexto del problema debe aclarar a cual "r" se hace referencia.
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z
P(x,y,2)
z cte. |
| ey
'y cte.
. x cte.
z
|
r cte. ‘
e T z cte.
A AN
P
Py
o cte.
X
z
o cte. |
* i
I ¢ cte.
P ! A L’
R
. rocte.

La interseccion de 3 superficies ortogonales determina también un punto.
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ANEXO 1
Hay que hacer notar la ortogonalidad de los sistemas de coordenadas para que exista un conjunto

de vectores unitarios independientes.

En coordenadas cartesianas, las superficies son los planos x igual constante, y igual constante y z
igual constante.

En coordenadas cilindricas, z igual constante, es el mismo plano infinito que en las coordenadas
cartesianas, ¢ igual constante es el plano con su borde a lo largo del eje z y r igual constante es un
cilindro circular recto.

En coordenadas esféricas, ¢ igual constante es el mismo plano que aparece en las coordenadas
cilindricas, r igual constante es una esfera con centro en el origen, y 6 es un cono circular recto
cuyo eje es el eje z y cuyo vértice esta en el origen del sistema coordenado. Obsérvese que 0 esta
limitado al intervalo 0 <0 <.

Estas tres superficies son ortogonales y su interseccion se localiza en el punto P.

Las figuras de la siguiente pagina muestran los tres vectores unitarios en el punto P. En el sistema
cartesiano los vectores unitarios tienen unidades fijas, independientemente de la localizacion de P.

Esto no sucede en los otros dos sistemas (excepto en el caso de a,).

Cada vector unitario es normal a las superficies de coordenadas y tiene la direccion de incremento
de esas coordenadas.

Obsérvese que todos los sistemas son de mano derecha:
a, xa,=a, a,xa,=a, a Xa;=3a,
Las formas de componentes de un vector en los tres sistemas son:

Sistema Cartesiano
A=Aa +Aa +A.a,

Sistema Cilindrico
A=Aa +Aa,+Aa,

Sistema Esférico
A=Aa +Aga,+Aa,

Debe notarse que las componentes A,, A, A,, etc., generalmente no son constantes, Sino a

menudo, funciones de las coordenadas en el sistema particular.
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Vectores unitarios independientes de cada sistema coordenado.



ANEXO 1

Voliimen, Superficie y Elementos Diferenciales de Linea.

Cuando las coordenadas del punto P se desarrollan como se indica a continuacion, se forma un

volumen diferencial "dv"; en cantidades infinitesimales de primer orden.

Sistema Cartesiano o Rectangular (x +dx, y+dy, z+ dz)
Sistema Cilindrico (r+dr, ¢+do, z+dz)
Sistema Esférico (r+dr, 8+d6, d+do)

El volumen diferencial .en los tres sistemas coordenados es una caja rectangular; el valor del

elemento diferencial de volumen, "dv", en cada sistema aparece en la siguiente figura.

-i‘:\;‘ r sen (0) d
N
de vy
Sy
A0 :
dy - 1do :
j ———— v Y AN y
S x’ X
dv=dx-dy-dz dv=r-dr-d¢-dz dv=r’sen (0) dr-do-d¢

También, puede verse las areas de los elementos de superficie que limitan el volumen diferencial.
Por ejemplo, en coordenadas esféricas, el elemento diferencial de superficie perpendicular a "a,»,

e8!
dS=[rde] [r sen (8) d¢]
dS=r’sen (0) d0-d¢

El elemento diferencial de linea d/, es la diagonal a través de P, por lo que:

Sistema Cartesiano o Rectangular de = dx* +dy? +dz’

Sistema Cilindrico d¢ =/ dr? +1? d¢? +dz?

Sistema Esférico de =/ dr® +1? d6? +1? sen’(0) o
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Eje Azimutal

r 0§ sen(0)

Y Eje Copolar

B RN T - dA=r sen(6) 98- dé

Eje Polar

6 angulo azimutal ¢ angulo polar Q angulo solido
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ANEXO 1

ANALISIS VECTORIAL

Cantidades Vectoriales y Escalares
Operaciones Vectoriales
Vectores Unitarios y Componentes Vectoriales
Campo Vectorial

Producto Punto y Producto Vectorial

Vectores.

Un vector es una cantidad fisica que se determina por una magnitud, direccion y sentido, ejemplo:
velocidad, aceleracion, posicion etc. En un sistema de coordenadas cartesianas (x, y, z) un vector
esta compuesto de varias componentes que son la proyeccion ortogonal del vector en la direccion
de los ejes, por ejemplo, un vector F se puede escribir como la suma de sus componentes en tres

dimensiones.

> N

~A A A

Donde F,, F, Y F, son las componentes respectivas a cada eje, '»J Y k' son los vectores unitarios
de cada eje coordenado. La magnitud de cada uno de estos vectores unitarios esta dada por el

teorema de Pitagoras:

F=y(E) +(E) +(£)’
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Vector Unitario.

X O 1

Es un vector cuya magnitud es igual a la unidad. Para encontrar un vector unitario en n la direccion

de otro vector, se divide este vector entre su magnitud: Sea F =F,, +E;+F; y a, un

unitario en la direccion de F se obtiene:

La magnitud de un vector A se puede obtener como: ‘Kl = \IK ‘A

Cantidad Escalar.

Es una cantidad que esta determinada por su magnitud, y que puede ser representada simpl
por un numero real. Alguno ejemplos son: Temperatura, masa, tiempo, los precios, la densic
tamaiio, etcétera.

Cantidad Vectorial.

vector

emente

lad, un

Es una cantidad que esta determinada por su magnitud, direccion y sentido. Su representacion se

hace utilizando vectores, una cantidad vectorial por convencion se expresa con letras negritas o

una letra con flecha encima llamada testa. Alguno ejemplos son: La fuerza (F), la velocidad
aceleracion (a), etcétera.
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ANEXO 1
ALGUNAS LEYES DE LA SUMA Y RESTA VECTORIAL

Suma de Vectores.

Su resultado es otro vector y se suma componente a componente de cada vector, siguiendo la ley
del paralelogramo, es decir, que se coloca el inicio de un vector en el origen, a continuacion de
éste el otro vector, y se trazan paralelas en sus extremos para forma el paralelogramo, la diagonal
que va del origen al extremo del paralelogramo es el vector resultante de la suma. La suma de
vectores tiene la propiedad de ser conmutativa.

Sean los vectores:
A=(TA,+jA, +kA,) B=({B,+jB,+kB,|
La suma esta dada por:
A+B=i(A,+B,)+] (A, +B,)+k(A,+B,)

Resta de Vectores.

Se efectia como ‘una suma pero multiplicando por -1 al vector a restar, es decir, restando las

respectivas componentes del segundo vector
Sean los vectores:

A=(TA,+]A, +kA,) B=({B,+jB,+kB,)
La resta o diferencia esta dada por:

A-B=i(A,-B,)+j(A,-B,)+k(A,-B,)

Leyes o Propiedades de la Suma y Resta Vectorial.

Ley Asociativa A+(B+C)=(A+B)+C
Ley Distributiva k(A+B)=kA+kB y A (k, +k,)=Ak, +Ak,
Ley Conmutativa. A+B=B+A

Donde k es una constante escalar.
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Producto Punto o Producto Escalar.

Se define coma el producto de las magnitudes de A y B por el coseno del angulo entre

También se puede obtener como la suma de multiplicaciones componente a componente

etlos.

de los

vectores; su resultado siempre es una cantidad escalar. El producto punto siempre es conmutativo.

El producto escalar de dos vectores dados A y B se lee "a punto b".
Sean los vectores:
A:(liAAx+]Ay+12Az) B:(iABX+}By+1A<BZ)
El producto escalar de éstos, esta dado por:
A-B=|A|B| cos ( , ¢,)
Donde 4?5 es el angulo comprendido entre los vectores A y B.
Otra forma de obtenerlo es:
A-B=(iA,+jA,+ka,)(iB,+]B,+kB,)
A-B=(i-i) (A.B,)+(i-]) (A,B,)+(k-k) (4,B,)
Segun la definicion del producto escalar se tiene:
(i-9)=1 (5-3)=1 (kk)=1 y (i-5)=0 (i-k)=0 (j-k)=0
De donde finalmente se tiene que:

A-B=(1 (A,B,)+() (A,B,}+(1) (A,B,)
A-B=(A.B,)+(A,B,)+(A,B,)

De lo anterior se puede concluir, que cuando dos vectores son paralelos, su producto pu

nto es

igual al producto de sus magnitudes, debido a que el angulo entre ellos es cero se tiene que

cos (0°)=1

El producto punto entre dos vectores perpendiculares es cero, ya que el angulo entre ellos es de

90°se tiene que cos (90°) =0,

Como ya se menciond, el producto punto es conmutativo, es decir:

A-B=B-A
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Producto Vectorial o Producto Cruz.

Como su nombre lo indica, su resultado es otro vector. Esta definido como el producto entre las
magnitudes de los vectores dados multiplicado por el seno del angulo entre ambos vectores, y su
direccion esta dada por la aplicacion de la ley de la mano derecha, es decir barriendo con los dedos

de el primer vector al segundo vector, la direccion resultante la da el dedo pulgar.

A x B=|AlB| sen (, ¢,)

L.a magnitud del vector resultante se obtiene multiplicando las magnitudes de los vectores por el
seno del angulo menor entre los vectores, el vector resultante es perpendicular al plano formado

por los vectores Ay B.

También se puede realizar resolviendo el determinante formado por los vectores 1, j, k, y las
componentes de los vectores Ay B.

-y

Ax B=

y

w > Lt 0 )

k
A, A,l=(A,B,-B,A,) i -(AB,-BA,) j+(AB,-BA, )k
B, y | B,
El vector resultante también se puede visualizar como un vector que avanza en la misma direccion
de un tornillo de rosca derecha cuando A es rotado hacia B.

El producto vectorial no es conmutativo, pero se cumple lo siguiente: AxB=-BxA
Campeo.

Se entiende como una propiedad fisica extendida en una region del espacio, descrita por una
funcion de posicion y de tiempo. Region del espacio influenciada por algun fendmeno.
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Campo Escalar.

Campo Escalar es una region del espacio donde a cada punto se le puede asociar una cantidad

escalar, la funcion escalar que define el campo es una funcion escalar de posicion.

Campo Vectorial.

Campo Vectorial es una region del espacio donde a cada punto se le puede asociar un vector. Se

puede entender como una region del espacio donde actan fuerzas. Puede definirse

matematicamente como una funcién del vector que relaciona un origen arbitrario con un punto

cualquiera en el espacio.

Las expresiones vectoriales en electromagnetismo son de tal naturaleza que generalmentje los

coeficientes de los vectores unitarios contienen las variables; por esto la expresion cam

magnitud y direccion punto a punto a través de la region de interés.
Por ejemplo, para el siguiente campo vectorial:

E=-xa +ya,

si se dan diferentes valores a las componentes x € y se obtienen varios puntos del campo E

se aprecia en la siguiente figura.

y
A
SRR
/ // ! (\ \\ \
e / // \\ \a\ - .
-/ N N T
A,/”’“" // ‘ \_
o s X
—— /// _—
—— M 4 o
N s
. /
. /

Ademas, un campo vectorial puede cambiar con el tiempo, es decir, si al campo bidimen

anterior se le agrega una variacion temporal se tiene:

Ez(—xax+ya1y) e
E:(—xax +yay) sen (ot)
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ANEXO 1

DIFERENCIACION DE VECTORES Y CAMPOS VECTORIALES

Gradiente de una Funcion Escalar.

El gradiente de una funcion escalar es un vector cuya magnitud es la maxima derivada direccional
en el punto en consideracion y su direccion es la direccion de la maxima derivada direccional en el
punto. Es decir, el gradiente representa un vector normal a la superficie de igual nivel de una
funcion escalar en la direccion del crecimiento de la funcion y numéricamente igual a la rapidez
con que varia la funcion en esa direccion. El gradiente de una funcion escalar dada U se designa

como grad U y se expresa matematicamente de la siguiente forma:

du du - AQ dU . AU
VU=—a =—a,=lim — y —= lim —
dn ds po—0 PQ ds ps_0 PS

Graficamente se puede visualizar como si indica en la figura siguiente.

n

As

La Integral de Linea, de Contorno o Curvilinea.

La mayoria de las curvas en el plano Xy pueden ser expresadas mediante una ecuacion de la forma
f ( X,y) =0; pero en la practica suelen ser mas convenientes las ecuaciones paramétricas, es decir,

las expresiones de x e y en funcion de una variable t.

Por ejemplo, el circulo x*+y”’=a’ admite como ecuaciones paramétricas x =a cos (t) y
y =asen (t); la parabola y* = 4mx admite las ecuaciones paramétricas x = mt>, y = 2mt.

En general las ecuaciones paramétricas de la curva f(x,y) =0 se expresan como x =\ (t),

y=¢ (1).

Los campos vectoriales cuya reduccion a un solo parametro definen implicitamente una curva, se

dice que son integrables sobre la misma curva.
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Esto es muy importante, pues la integral de linea siempre esta referida a una curva, razon
que también es llamada integral de contorno o integral curvilinea. La integral de linea a lo lar

una curva C se denota de la siguiente forma:

J[Px,y) dx + Q(x,y) dy]

c

[ Avax+] aydy+] A,dz=] [(Ai+A,j+AK)- (dxi+dyj+dzk) | =] & dF

Evaluacion de la integral de linea.

6] 1

hor la

go de

Para realizar una integral vectorial basta con integrar cada una de sus componentes, siempre y

cuando las componentes de la funcion vectorial sean funciones continuas o bien que teng

numero finito de puntos de discontinuidad.

Si la ecuacion de una curva C en el plano z=0 es representada como una funcién y = f (

an un

x), la

integral de linea es evaluada haciendo y = f (x) y dy = f (x) dx, y sustituyéndolo en el integrando

para obtener una integral definida, la cual se calcula de la forma usual:

3y

f P {x,f(x)}dx +Q {x,f(x)} f'(x) dx

8

Similarmente si la curva C es representada como x=g (y), entonces dx=g (y] dy de donde la

integral de linea quedara:

b,

[ Ple )y} g dy+Q {g (v y) dy

b,

Si la curva C esta representada en su forma parametrica, x = y(t), y =¢(t), la integral cJe linea

quedara:

ty

[ Plo ), v} o) dt+Q {00, wt)) w(t) dt

4

en donde t, y t, denotan los valores correspondientes de t para los puntos A y B respectivamente.

Las combinaciones de los métodos anteriores podran ser usadas en la evaluacion, tambi€n, a lo

largo de curvas en el espacio son usados métodos similares.

222




ANEXO 1

Propiedades.

La integral de linea tienen propiedades que son analogas a las integrales ordinarias y son similares
a las propiedades de las integrales de linea para curvas en el espacio. Por ejemplo, considerando
otro punto sobre la curva C de coordenadas (a3 , b, ):

[ Py)yax+Qy)dy=] Pxy) dxe] Qxy)dy

c c c
(3z,b2) (Msbx)

J Pdx+Qdy = - _[ P dx + Q dy

(a;,by) (2;.b;)
(32,b2) ('3yb3) (3sz2)

I Pdx+Qdy= I Pdx+Qdy + _[ P dx + Q dy

(ay,b;) (a;,by) (a3,b3)

La Integral de Superficie.

Supdngase una superficie S en el espacio de tres dimensiones. En cualquier punto de esta
superficie se puede formar el elemento de area dS. si i es el vector unitario normal a la superficie

en P dirigido hacia el exterior, se define el elemento vectorial de area en el punto P por:
dS=ndS

Asi definido dS es un vector en la direccion normal en el punto P. La integral de superficie puede
interpretarse como:

[ A-ds=] (A-f) ds

ds
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Ahora se introduce el concepto de flujo de un vector. Segun las condiciones de la figura anterior
el flujo del vector "A" a través del elemento diferencial de area dS en la direccion de h es
(A-1n) dS, es decir, A-dS donde dS es el vector elemento de area en el punto P.

v

La extension de este concepto a una superficie finita se obtiene por integracion, el flujo del vector
"A" a través de una superficie finita de area S se define como:

[ Ads

S

Si "f" tiene derivadas parciales de primer orden, continuas en una region cerrada "R" del plano
XY, entonces el area "S" de la parte de la superficie z= f ( X, Y) que se proyecta sobre "R", es:

S:“ \/[(%xz-)z+((%)2+1] dA

Si el cuerpo se proyecta sobre el plano "XZ" se tiene:

s= | \/[ (%)2'+(%)2+1] dA

Si el cuerpo se proyecta sobre el plano "YZ" se tiene:

s=1] \/[(%)”+(%)2+1] dA
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La Integral de Volimen.

Sea f ( x,y) > 0, entonces la doble integral de ( x,y) sobre "R" es igual al volumen de un angulo
solido limitado superiormente por una superficie z=f ( x,y) , inferiormente por el plano "XY" y
lateralmente por una superficie cilindrica cuya generatriz es paralela al eje "Z" y cuya directriz es la
frontera de la region "R" que esta sobre el plano "XY"; este lugar geométrico en unidades cubicas
mide el volumen de un cilindro de altura unitaria y base igual a la superficie "R", en unidades
cuadradas mide el area de la region "R" en el plano "XY".

Z
é
e Z:f(x,y)
vl rna A
| .S
R ;
X R

La Divergencia y El Rotacional.

La forma en que un campo vectorial cambia de un punto a otro a través del espacio se puede
caracteriza de dos formas; con la divergencia y el rotacional.

La Divergencia.

Al examinar los problemas del analisis vectorial se introducen los conceptos de manantial o fuente
que engendra un campo vectorial, y de sumidero que absorbe hacia éste ultimo. La intensidad del
manantial o del sumidero del campo se suele caracterizar mediante la operacidon matematica
llamada divergencia, que esencialmente es la derivada de un vector. La divergencia de un vector es
el limite de su integral de superficie por unidad de volumen cuando el volumen encerrado por la
superficie tiende a cero; por ejemplo, la divergencia de un vector "A" se expresa matematicamente
de la siguiente forma.

§ A.ds

divA=V-A=lim ——
AV

AV -0
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La integral cerrada de superficie se efectua sobre el producto escalar del vector de campo

IA" y

una diferencial de superficie que rodea a un volumen en un punto dado donde se quiere encontrar

la divergencia, al efectuar el limite, la superficie se contrae al contraerse el volumen, d

¢ esta

manera la divergencia se caracteriza por la intensidad del manantial o sumidero del campo|en el

punto. La divergencia es una funcion escalar y puntual en el limite de la superficie de integracion,

y .es independiente de cualquier sistema de coordenadas, puede obtenerse para saber la
explicita del operador divergencia en cualquier sistema de coordenadas particulares.

Si la divergencia de un campo vectorial es diferente de cero, entonces se tendra un sumidero
fuente.

forma

O una

Siempre que la divergencia de un campo vectorial sea positiva, es decir, cuando el angulo| entre

"A" y "dS" sea agudo, la region contendra fuentes.

N div>0

Seccion de un tubo con un fluido, indicandose el campo de velocidades del mismo.

Siempre que la divergencia de un campo vectorial sea negativa, es decir, cuando el angulg entre

"A" y "dS" sea obtuso, la region contendra sumideros.

Sumidero o Vortice div<0

Flujo de gas en una tuberia residencial.

Si el campo no existe, o el flujo total del vector "A" a través de la superficie cerrada "AS" es
entonces la divergencia en el punto dado es igual a cero.
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En general, un campo vectorial en el cual la divergencia es cero en todos los puntos del campo, se

denomina campo solenoidal.

De la definicion de divergencia se deduce que si un campo vectorial "A" es solenoidal entonces el
flujo a través de cualquier superficie cerrada es nulo. En electrostatica, por ejemplo, esto se

cumple en cualquier region sin cargas eléctricas.

En Dinamica de Fluidos la divergencia se interpreta como la razon de cambio de la masa de un
fluido o cambio en la densidad en un punto de este, en este caso cuando la divergencia es cero, se

dice que el fluido es incompresible.

Se denomina linea de campo a la representacion de una funcion vectorial; es una linea tal que la
tangente en cada punto de la misma tiene la direccion del vector que corresponde a dicho punto al

aplicarle la funcion vectorial "A".

Una condicion necesaria pero no suficiente para que un campo tenga divergencia es que el campo
vectorial debe de variar en magnitud a lo largo de una linea que tenga la misma direccion de dicho

campo.

En conclusion, de un limite relacionado con un flujo se deriva el concepto de divergencia de un

vector, siendo la divergencia un escalar, ya que el flujo de un vector es un escalar.

El concepto de flujo aparece en temas tales como la dinamica de fluidos, donde el vector "A" es la
velocidad del fluido, y en electrostatica, donde "A" es la intensidad del campo eléctrico.
Teorema de la Divergencia o Teorema de Green's en el Espacio.

La integral de divergencia de un vector sobre un volumen V es igual a la integral de superficie de

la componente normal del vector sobre la superficie que limita al volumen.

Este teorema nos permite en ciertos problemas y con caracteristicas especificas hacer una

conversion de una integral de volumen a una de superficie y viceversa.
J- V-Fdv = ; F-ds
v S

El teorema establece que la integral de superficie de una componente normal a un vector "A"
tomada sobre una superficie cerrada es igual la integral de la divergencia de "A" tomada sobre el

volumen encerrado por la superficie.
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ANEX

El Rotacional.

El rotacional de un vector es un vector que se deriva de un limite relacionado con la circulacion.

Sabemos que la integral curvilinea para una funcion vectorial puntual V (x,y,z) en

trayectoria cerrada C recorrida en sentido opuesto a las manecillas del reloj esta dada por:

f V-dr r S/
c Qe » /(/ir

una

En donde dr es un elemento diferencial de desplazamiento a partir de una posicion inicial dadrx por

un vector "r".

Atendiendo a la siguiente figura, la curva cerrada y alrededor de P encierra una superficie dS; es
decir, se tiene un elemento diferencial de superficie. Se define a dC como la circulacion del vector

"A" en el ciclo o circuito .

dc=4§ A-ds Y j AAAAAAAAAA 8 .
Y \’};

Si se hace el cociente dC/dS haciendo que dS tienda a cero, el limite que se obtiene es un escalar,

que corresponde a la eleccion particular de n. se define el rotacional de "A" como el vector
componente en la direccion de n es el limite anterior.

(rot A); = lim —
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ANEXO 1

Resumiendo, el rotacional de un vector es el limite de la razon de la integral de su producto
vectorial de dicho vector con la normal trazada hacia afuera sobre una superficie cerrada, entre el
volumen encerrado por la superficie cuando el volumen tiende a cero.

§ A-dr

. o . [—A_ .
ot A=V x A = gér_r)lo AS n—Al\III_I;lO AV

Donde rot A es la componente orientada en la direccion normal "dS", la integral se efectiia a lo
largo de un contorno cerrado "A£" que acota la superficie "AS". Por medio del limite la superficie
se contrae a un punto. Una condlclon necesaria pero no suficiente para la que un campo tenga
rotacional es que el campo debe de variar en magnitud a lo largo de una linea normal a la direccion
del campo.

Al pasar el fluido por el vortice, el campo de velocidades se vuelve rotatorio.

La divergencia del rotacional de una funcion vectorial es cero. Esto implica que si la divergencia

de una funcion vectorial es cero entonces debe ser el rotacional de alguna funcion vectorial.

El rotacional del gradiente de una funcion escalar es cero. Cualquier funcion vectorial que sea el

gradiente de una funcié¢n escalara no tiene rotacional.

Teorema de Stokes.

Este teorema establece que la integral de linea de una componente tangencial "d¢" a un vector "A"
que es tomada alrededor de una simple curva cerrada "C" es igual a la integral de superficie de la
componente normal del rotacional de "A" evaluada sobre alguna superficie rodeada por "C".



ANEX

METODO DE SEPARACION DE VARIABLES
PARA LA SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES

El método de separacion de variables para ecuaciones con derivadas parciales reduce la solucion

de éstas a ecuaciones diferenciales ordinarias.

Por ejemplo, en el caso de la ecuacion bidimensional de Laplace en coordenadas cilindricas (donde

la solucion depende de z), se tiene:

_8_( Qu_) 1(6211)_0
a\ o) t\eer)

Para efectos de solucion se puede omitir el factor 1/r.

Si se considera que la solucion buscada u(r)=u(r,a) es el producto: u(r,a)=R(r)A(a), dondef cada

uno de los factores depende solamente de una de las coordenadas del sistema (o de una vari

Sustituyendo esta representacion en la ecuacion anterior se tiene:

L_d_( Ry 1f d’Aj_ ,
Rdrrdr) Akdoc2 -

De esta forma, el primer término se ha quedado como la suma de dos funciones independi

Los sumandos deben ser constantes.

Fijando cierto valor de "r" y haciendo constante el pnimer sumando y variando «, esto es p

debido a la independencia de los sumandos.

El segundo sumando queda invariable e igual al primero pero con signo contrario

consideraciones pueden continuarse fijando el valor de a y variando "r".

La constante a la que es igual el primer sumando es desconocida, y se le puede designar un

able).

entes.

osible

Las

valor

arbitrario n2. Igualando los sumandos de la ultima ecuaciéon a n? y -n? respectivamente, se

obtienen las ecuaciones ordinanas:

d’A d’R
i +n’A=0 y i

s
2

dR
dr =9

1
=
r

Al encontrar la solucion de estas dos ecuaciones diferenciales, entonces las solucion de la ecyacion

de Laplace quedaria como:

U (r,a)=R (r) A ()
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ANEXO

OPERADORES DIFERENCIALES VECTORIALES

Coordenadas Rectangulares

grad(p=ia—(p+j—a—(2+k—aﬂ
Ox " oy oz

- OF.
divF:iaF’w-j y+kan
ox oy oz

. (GF GF] (dF 8sz [aFy 6Fj
rot F=1i +k|—--"F
oy oz oz ox ox oy

Coordenadas Cilindricas

grad ¢ = aég+ 1%

‘o °r ol 0z

ot (2m)-Z)

9(;
ox\

_,
=3
|
i
_‘W
|
&
|
A
N |
+
mr»
VRS
f%l
3 o)
e S
=

Coordenadas Esféricas

1 1
grad 0= a,@+ae—-@+ %

r o0 aersenG&b

10 1 0
div F = “"‘5( r’E ) +Tm%(Fe sen 9) + en 9?&;

_ 1 (o aFe) 1( 1 oF 0 ) 1( d ap,)
o N _=Te —| =({E.) = =
rot ¥ ra rsenO(é‘OF"’ sen 8- ) 3\ Tsen 0 20 ar(rF) %7 ar(’ 3 )

Fy
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ANEXQ

IDENTIDADES VECTORIALES

V(o +y)=V+Vy
Voy=¢oVy+yVe
div(F+G) = div F+divG
rot (F+G)=rotF+rot G
V(F-G)=(F-V)G+(G-V)F+Fxrot G+G xrot F
divpF=¢div F+F-rotG
div(FxG) = GrotF—FrotG
div rot F=0
rot  F—¢ .10t F+Ve xF
rot (F x G) = F div G- G divF+(G-V) F—(F-V) G
rot rot F=grad div F-V°F

rot V=0

;F-nda:J' div F dv

v

;F-ndl:J- rot F da

§(pnda:_’. Vodv

s

$F(G-n)da=) FdivGdv+] (G-V) Fav

8 v

5 nxF da= J rot F dv

S v

§(pdl:J. nx Voda

4 S
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ANEXO 1
TABLAS DE CONSTANTES CARACTERISTICAS
Nombre Simboio Valor para cdlculos Mejor valor experimental 1969
Rapidez de la luz C 3.00x108 m/s 2.99792458(4)
Constante de permeabilidad Ko 1.26x100 H/m 4n x 107/ exactamente
Constante de permitividad €, 8.85x10712 F/m 8.8541853(39)
Carga elemental E 1.60x10719 C 1.6021917(70)
Namero de Avogadro No 6.02x1023 mol 6.022169(40)
Masa en reposo del electron m, 9.11x10-31 kg. 9.109558(54)
Masa en reposo del protén m, 1.67x1027 kg. 1.672614(1])
Masa en reposo del neutrén m, 1.67x1027 kg. 1.672614(11)
Constante de Plank H 6.63x1034 J s 6.626196(50)
Relacién carga/masa del electrén e/m, 1.76x1011 C/kg 1.7588028(54)
Relacién de cuanto/carga h/e 4.14x10°15 1 s/C 4.135708(14)
Longitud de Rydberg ‘N 2.43x10°12 m 2.4263096(74)
Longitud de onda de Compton del R, 1.10x107 m 1.09737312(11)
electron
Radio de Bohr a, 5.29x10° 11 m 5.2917715(81)
Magnetén de Bohr Hy 9.27x1024 J/T 9.274096(63)
Magnetén nuclear . 5.05x10-27 J/T 5.050951(50)
Momento magnético del protén M, 1.41x10726 J/T 1.4106203(9D)
Constante universal de los gases R 8.31 J/Kmol 8.31434(35
Volumen normal de un gas ideal 2.24x10"2 m3/mol 2.24136(30
Constante de Boltzmann * 1.38x1023 /K 1.380622(5Y)
Constante de Stefan-Boltzmann G 5.56x10"8 W/m?K* 5.66961(59
Constante gravitacional G 6.67x10°11 Nmzlkg2 6.6732(31)
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ANEXO| 1

PROPIEDADES DE ALGUNOS DIELECTRICOS

Material Constante dieléctrica Intensidad Dieléctrica
(KV./mm. )
Vacio 1.00000 ©
Aire 1.00054 0.8
Agua 78
Papel 35 14
Mica de rubi 54 160
Ambar 27 90
Porcelana 6.5 4
Cuarzo fundido 3.8 8
Vidrio pyrex 4.5 13
Polietileno 23 50
Poliestireno 2.6 25
Teflon 2.1 60
Neopreno 6.9 12
Aceite de piranol 4.5 12
Dioxido de titanio 100 6

La intensidad dieléctrica es el maximo gradiente de potencial que puede
existir en un dieléctrico sin que ocurra el rompimiento eléctrico.

PROPIEDADES DE LOS METALES COMO CONDUCTORES

Resistividad Coeficiente térmico Densidad Punto de fusiéon
(220°C) de resistividad (g/em.3) (°C)
(ohm m) (por°C)
Aluminio 2.8x10-8 3.9x1073 2.7 65
Cobre 1.7x10°8 3.9x1073 8.9 1080
Carbén ( amorf ) 3.5x107 Sx104 1.9 35
Hierro 1.0x10"7 5.0x1073 78 1530
Manganita 4.4x1077 1x10-3 8.4 910
Niquel 6.8x10°8 6x10-3 8.9 1450
Plata 1.6x10-8 3.8x1073 10.5 960
Acero 1.8x1077 3x10-3 7.7 1510
Volframio ( tungsteno ) 5.6x10°8 4.5x1073 19 3400
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8.

9.

PROBLEMAS PROPUESTOS

Pruebe la validez de las siguientes expresiones.

(@xb)xc=(c-a)b-(c-b)a

La posicién de una particula esta dada por X = sen(2t) | y= cos(2t) yz=e"

Determine V> &Y w(0) .

Evaluar VT en el punto (2.3.5)

si f es un campo escalar dado por:

— 2 X
f(x1 , X, ,x3) = 25en(x,)—x1x2x3 +x,e™

Verifique la validez de las siguientes identidades vectoriales

Vxvei=o0 V(Vxa)=0 g VxVxF=V(V-F)-VF

Verifique el teorema de la divergencia si D=

origen.
§D-ds= [V.-Dav
v

S
Comprobar que el campo eléctrico tiene divergencia y su rotacional es cero.

Utilizando el sistema de coordenadas adecuado, determine:

(a) La superficie y el volumen de una esferas de radio R.
(b) La superficie y el volumen de un cilindro de radio R y longitud L.

NExXo II

X4, para un cubo unitario con centro en el

Determine la distancia entre los puntos A(3,7,9) y B(-5,-7-3) y un vector unitario en el

sentido de B hacia A.

Haciendo uso del sistema de coordenadas cilindricas, determine la distancia
puntos P(7,7/2,0) y Q(7,7/2,-13).

entre los
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

ANEXQ Il
Exprese un vector unitario que apunte desde z=h en el eje "z" hacia (r,$,0) en
coordenadas cilindricas.
Haciendo uso de coordenadas esféricas, determine el area de la franja entre o <0 < 3 spbre
la concha esférica de radio "a". ;Qué resultado se obtiene siaa =0y 3 = 1t ?, ver figura.
Usando coordenadas cilindricas, determine el area de la superficie curva de un cilindro
recto circular en donder=2,h =15y 30° <0 < 120°, ver figura
Por medio de coordenadas esféricas, determine el area de las suerficies marcadas con 1|y 2,
ver figura.
z z z
y x v 1[/6/// . y x - -, )
ds,
Inciso 6 Inciso 7 Inciso 8
Investigue que significa un medio "isotropico" y demuestre analiticamente por qué el
gradiente es un operador no isotropico y por qué el laplaciano es isotropico.
in que casos la integral de linea no depende de la trayectoria de integracion sino de los
extremos unicamente.
Para qué tipos de campos se evaliian integrales de linea solo en los extremos y| qué
caracteristicas deben tener estos campos.
Qué significan y como se expresan los términos: potencia, trabajo y energia; indique sus
unidades.
Hallar la capacitancia del capacitor coaxial con dos medios uno y dos con permeabilidades
€, Y &,,,radio interno r;, radio externo r,y longitud L.
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19

20

21.

22.

23.

24.

25.

27.

AN

o /

Exo II

Calcular B en el centro de una espira cuadrada de 2m de lado, en la que circula una

corriente de 3A.

€C_ 9

Hallar B en el interior de un solenoide de diametro “D” y longitud “L” con “n” |vueltas o

espiras y con una corriente “I”.

Obtener la cornente total que pasa a través de un area cuadrada cuyos lados mid
H=2y’4_.

Demuestre que J, =J, en un circuito con capacitor.

n 2m, si

Dadas las componentes de campo eléctrico, hallar las componentes de campo magnético.

E, =E, =01 £ =Ae®" T
Una espira cuadrada de alambre de 20x20 cm tiene conectado un volmetr
extremos. Determine el voltaje indicado por el volmetro cuando se sitia la espi
campo magnético alterno (senoidal) a frecuencia de 10 MHz, cuya maxima intensi

1 A/m, el plano de la espira es perpendicular al campo, es decir, H=cos (®t).
Encuéntrese la densidad de corriente de desplazamiento de un carnpo magnétic
dado por:

(@ H =H, cos (ot - Bx)

®  H=%H, cos (2x) cos(ot-By)+zH_ cos (2x) cos(wt-Py)

Hallar las condiciones de frontera para el campo magnético. .

Hallar la resistencia de aislamiento que existente en un aislante de tipo coaxial

permeabilidades €_,, radio interno r,, radio externo r,y longitud L.

rl»>
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28.

29.

30.

31

32.

33.

34.

35.

36.

ANEX

0 II

Hallar el campo eléctrico E en el punto (0, 0, h) debido a un disco con radio R y carga Q.

Para el dipolo eléctrico, hallar: — 0
\\. rl /7.
—
a) El voltaje pico V, T e
| P
| \(// D
e H - e
b) El campo eléctrico E para todo punto ¢ L L’
i A
¢) El voltaje sobre la linea LL’ il Q (;y/, =

Para dos anillos concéntricos coplanares con cargas +Q y -Q, hallar el potencial ¢n un

punto 1, sobre el eje perpendicular al plano de los anillos.

Para un semianillo con p; =p, cos 6:

Hallar el campo eléctrico E en p(x,0,0) , sl el eje x es perpendicular al radio del anillo.

Comprobar que si x))R donde R es el radio del semianillo, entonces E es similar al de un

dipolo.

Hallar la capacitancia entre los dos cables paralelos con radio r y separados una dist
D (linea de transmision bifilar).

Para un cascaron esférico conductor con carga eléctrica +Q y radio R, hallar:

E, Vy p, dentroy fuera de la superficie.

Graficar E, Vy p,.

Demostrar la ecuacion de Poisson.

Para un capacitor coaxial con V; =10 volts, ;, =1mm, r,=50mm y r, =100
hallar V,y V, si V, =V, +V,

Una carga de —107C esta localizada en el origen en un sistema de coordenadas

espacio libre. Qué carga debe haber en el punto (2,0,0) para que la componente de ¢
eléctrico en el eje x (E_) sea cero en el punto (3,1,1).

ancia

mm

en el
ampo

238



38.

39.

40.

41.

43.

A

Un volumen en coordenadas cilindricas estd entre r=2m y r=4m, y co

densidad uniforme de carga p (C/ m3). Utilice la ley de Gauss para hallar D er

regiones.

Para una linea de carga circular de carga Q y radio R, axial al eje x, hallar
eléctrico E

En un punto cualquiera sobre el eje x. Q
En x=0 \

Six>>a \\\ /

Determine el campo eléctrico y el potencial en una juntura PN (diodo).

Se tienen tres cargas en las esquinas de un rectangulo de 4x3 cm, en el espacio li

NExo I1I

ntiene una

1 todas las

el campo

pre, donde

los valores de las cargas son Q,=-5x10° C, Q,=-2x10° C, Q,=7x10® C. Encuentre la

fuerza F, sobre la carga Q,.

Dos cargas puntuales, Q,=250uC, Q,=-300uC, estan localizadas en (5,0,0) m y
respectivamente. Determine la fuerza sobre Q,.

Desarrolle la expresion en coordenadas cartesianas para E debido a una config;

carga de recta infinitamente larga con densidad uniforme pr.

El plano -x+3y-6z=6 contiene una distribucion uniforme de carga p, =0

Encuentre E en el lado que contiene al origen.

El disco circular r<1 m, z=0 tiene una densidad de carga p .= 2(r>+25)** e
Encuentre E en (0,0,5) m.

Un conductor de 2.5 m de longitud esta colocado en z=0 y x=4 m, lleva una c«

(0,0,5) m,

hracion de

53 nC/m2.

" (C/m?).

rriente de

12 amperes en la direccion -ay. Obtener el campo B en la region si la fuerza en el

conductor es de 1.2x 107 N en la direccion 0.7071 (-ay + a,).

Obtener la corriente total que pasa a través de una superficie cuadrada cuyos lados miden

nn "ot

2 my coinciden con los ejes positivos "x" y "y", para un campo H=2y a, [A/m].
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;47

48.

49.

50.

51.

52.

53.

ANEX

En un punto de cierto material que esta definido por p=p,, &=5y o=1 Q
E, =200 cos (ot) [V/m], obtener:

(@)  Ladensidad de corriente de conduccion.
(b) La densidad de corriente de desplazamiento.

(c)  Lafrecuencia a la cual las amplitudes de a y b son iguales.

Dadas las componentes de campo eléctrico, hallar las componentes de campo magnéti

E =E_=0 E, = AV

Una espira cuadrada de alambre de 20x20 cm tiene conectado un vélmetro e
extremos. Determine el voltaje indicado por el volmetro cuando se situa la espira
campo magnético alterno (senoidal) a frecuencia de 10 MHz, cuya maxima intensidad
1 A/m, el plano de la espira es perpendicular al campo, es decir, H=cos (ot).

CO.

N Sus
en un

es de

Cual es la densidad superficial de carga en un punto situado sobre la superficie de un

conductor en la que:
E=0.70a —035a —1.50a, [V/m|

Encuéntrese la densidad de corriente de desplazamiento de un campo magnético en aire

dado por:
(@ H, =H,cos (ot-Bx)

(b) H=xH_cos (2x) cos(cot—By)+2Hzcos (2x) cos(mt—By)

Averiguar el espectro electromagnético en funcion de la frecuencia y de la longitud de

onda, e indique la region que ocupa cada banda de frecuencias ( ejemplo: AM, FM, TV, §,

K, etc.).

Averiguar:

e El ancho de banda de audio, video, y sefiales climatologicas.

e La frecuencia de transmision de los canales de television comerciales en nuestra ciudad
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55.

58.

59.

60.

61.

62.

ANEXoO 11

Haga el desarrollo matematico por medio del cual se obtienen las siguientes expresiones,

diga que representan y cuales son sus unidades.

)

a:m\/-‘f [ 1+(-§;)2 —1\| B=0 % { :(—oi—)z +1J

J

Para la siguiente expresion comprube que los dos términos de la derecha representan dos

ondas viajeras en la misma direccion, pero en sentidos diferentes. Haga un dibujo

se muestre el marco de referencia usado y las ondas viajeras.
E(x,t) = A sen (ot — Bx)--A sen (ot +px)
Una onda viajera esta descrita por y=10 sen (fz-wt). Dibuje la onda en t=0 vy

cuanco ha avanzado A/8, si la velocidad es de 3 x 108 m/s y la frecuencia ang
=10 rad/s. Repita el ejercicio para @ =2 x 10° rad/s y el mismo tiempo t).

en el que

en t:tl,

ular es ®

Utilizando las ecuaciones de Maxwell, demuestre que para la onda plana los campos

eléctrico y magnético son perpendiculares

Obtenga H (z,t) en el espacio vacio para la siguiente expresion:

E (z,t)=10" sen(ot—Bz) a, [V/m]

Coprobar que la impedancia intrinsica de una onda electromagnética que viaja en
libre en el sentido negativo del eje x es igual a la onda que viaja en el sentido pos
pero con signo negativo.

Demostrar que una onda estacionaria no transporta energia.

Demostrar que en incidencia normal de ondas electromagnéticas, la potencia

igual a la potencia transmitida mas la potencia reflejada.

Utilizando principios de Teoria. Electromagnética comprobar que la corrien

capacitor es la corriente de deplazamiento y es I=C dVc(t )/dt.
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63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

ANEX

Una O. E. M. plana se propaga en el espacio libre con una A =40 cm, si la misma sef
producida en un material plastico no magnético y A =25 cm, obtenga:

a)  Lafrecuencia de la onda.

b) La permitividad relativa del plastico.
Si una O. E. M. se propaga en el agua con una frecuencia de 15.9 GHz, donde |
&+=50 y 6=20 (1/Q2 m) determine:

a) Como se comporta el medio.

b) Las constantes secundarias del medio.

Obtenga la potencia promedio a través de una area de 50 m? en el plano z=0, si se
una O. E. M. plana de 1 MHz con una amplitud de 10 V/m.

a) Si el medio esta caracterizado por |,=8, €,=2y 6=0.
b) Sim=100+j50 Q.

Seag,=1paraz<0,g =9para0<z<2yer=4paraz>2;todas las regiones son s
pérdidas y no magnéticas. Para una frecuencia de 6250 kHz, obtener Nen €n

a) z=2y
b) z=0

¢) (Cual es el valor del SWR que existe en la region z<0? (considere incidencia norm:

Evaluar la potencia total que entra a una superficie S que abarca a un conduct:
longitud L y area transversal A, si éste tiene una corriente axial I. compruebe q
resultado es equivalente a las pérdidas por efecto joule en una resistencia.

Obtenga la potencia media de una O. E. M. que se propaga en un medio conductor.

Utilizando los principios de Teoria Electromagnética, demostrar las leyes de Snell ..
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