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En el documento sobre Evaluaci6n y Marco de Refe encia para 
los Cambios Academico-Administrativos de Ia Universidqd Nacional 
Aut6noma de Mexico, se senoia como uno de los problemas impor­
tantes para el estudiante el no contar con suficiente material biblio­
gr6fico para Ia adquisici6n de conocimientos y Ia f6cil preparaci6n 
de las materios en los diversos niveles de ensenanza qu · Ia univer­
sidad ofrece. 

~ El Programa Emergente de libros de Texto demue tra que Ia 
~ comunidad universitaria conociendo sus problemas mediante 
; soluciones sencillas respuestas para su beneficia. 

El programa tiene por objeto editor los textos basi s para Ia 
formaci6n integral del estudiante universitario, asi como aquellos que 

· constituyen apoyos significativos al proceso ensenanza-aprendizaje en 
~ las materias fundamentales y con mayor numero de aluntlnos en las 
r universidades del pais. l 
L· La Universidad Nacional Aut6noma de Mexico des que este 
~ esfuerzo editorial adicional venga a satisfacer expectativas y nece­
- sidades de los estudiantes, quienes enfrentan Ia necesidad de contar 
f con textos b6sicos, sencillos y de precio accesible para su formaci6n 
( basica como universitarios. 1. 

t No pretenden ser estos los unicos materiales de consul,a; el alum­
' no deber6 hacer esfuerzos por ampliar los conocimientos 1 de Ia mct­
f feria, consultando otras bibliografias. Constituyen fundamentalmente 
f el principia basico de Ia educaci6n en los temas que contienen, como 

un esfuerzo que intenta inducir hacia Ia busqueda de otros conoci­
. mientos, y no pretende ser totalizador en el sentido de que Ips alumnos 
·puedan considerar que todo el conocimiento en relaci6n a ·[Ia materia 
·se encuentra em los. textos b6sicos; si son concebidos y entendidos 
.asi pueden ser de utilidad a los alumnos que cursan diversJs materias 
:,a diferentes ni veles. , 

GJ
61098

9'POR Ml RAZA HABLARA E ESPIRITU" 

Cd. Universitaria, 15 de m+yo, 1984. 
I 

DR. OCTAVIO RIVERO sJRRANO 
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PRESENT A CION 

· La Facultad de Ingenieria de Ia UNAM se ha distinguido 
el gran interes de sus autoridades y profesores para elaborar mate ial didac­
tico de apoyo a Ia docencia. En efecto, desde la fundacion del Real Seminario 
de Mineria, en 1792, primer colegio antecesor de Ia Facultad, alg .nos cate­
draticos escribieron apuntes que complementaran o sustituyeran a los lihros 
europeos que En esos tiempos estaban en uso, o que describieran los proce­
dimientos, tecnicas, inventos y descubrimientos que en su seno se ib 1 desarro­
Ilando, como resultado de Ia investigacion cientifica que en el selle o a cabo, 
o de aportaciones tecnologicas autoctonas, relacionadas fundamental 1ente con 

'

.,. Ia mineria, que llegaron a tener aplicacion mundial importante. 
• Auri cuando en los tiempos modernos se ha facilitado Ia adqu"sicion de 
1 libros importados, tanto por el idioma extranjero y el alto precio, 1como por 

no ajustarse a los temarios de los programas de estudio de las a ignaturas ? que han estado vigentes, se ha estimulado a los profesores de Ia acultad a 
• escribir cada vez mas textos. Este loable interes del p!!rsonal acttdem co espon­f taneo en unos casos o inducido en otros, ha sido apoyado siemp por las 

autoridades de Ia Facultad ·y de Ia Universidad, al concederle tic 1po para 
redactarlos, al brindarles apoyo editorial, tanto de caracter didac 'eo como 
de estilo de redaccion, y al aportar los recursos humanos y mater ales para 
su impresion y distribucion. , 

Es asi como se ha logrado que algunos apuntes que han sidd enrique­
cidos con los valiosos comentarios de .otros profesores y de los alunlmos, des­
pues de algunos. -semestres de utilizacion, se hayan formalizado co1o libros 
de texto, que han sido editados y distribuidos en Latinoamerica Espana 
por Ia pro pia l NAM o por compaiiias editor as comerciales, con lo cual han 
incrementado su prestigio academico tanto Ia Facultad como los aut res. 

Vale Ia pena seiialar tambien, que en Mexico Ia Facultad de I genieria 
fue una de las pioneras en Ia redaccion de libros de texto program dos para 
autoinstruccion, que han sido editados por Ia UNAM, y de libros p ra ense­
iianza por corre>.pondencia o a distancia, editados por Ia propia Facu tad. 

Por todo lo anterior, es muy satisfactorio para mi, que con est y otros 
libros Ia Facultad de-lngenierfa pueda contribuir significativament al Pro­
grama Emergente del Libro de Texto, que ha puesto en marcha l doctor 
Octavio Rivero Serrano, Rector de nuestra Universidad, el cual ermitira 
poner a disposidon de todos los estudiantes de Mexico, Iibros de xto con 
contenidos apropiados y de buena calidad e. impresos en formatos ec nomicos 
que contribuyan a lograr profesionistas cada vez mas preparados ara que 
con su accion coadyuven de mejor manera al desarrollo social, cientifico y 
tecnol6gico de nuestro pais. 

' 

Dr. Octavio Agustin Rascon chavez 
Director de Ia Facultad de iJ~~enieria 
UNAM. · · 

Ciudad de Mexico, 15 de mayo! de 1984 
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Dentro de las matem!ticas aplicadas, las ecuacione~ dife­
renciales juegan un papel muy irnportante en las dis~intas 
disciplinas cient!ficas. En sus inicios aparecen e~ pro­
blemas mec~nicos y geom~tricos, posteriormente su c~o de 
aplicaci6n se va extendienao a todas las ramas de 1~' fisi­
ca yen los ~ltimos anos es corn~n encontrarlas apl"cadas 
a disciplinas tan diversas como la biologia, la eco omia, 
la sociologia y la fisiologia. 1 

De m!s reciente aparici6n son las ecuaciones en di~ren­
cias, las cuales han adquirido importancia relevante con el 
estudio de problemas discretos. ~ 

Este trabajo ha side utilizado como apuntes para la asig­
natura ie Ecuaciones Diferenciales y en Diferencias ue se 
imparte en la Facultad de Ingenieria de la U.N.A.M. 

1 

I 

Los cu.:~.tro primeros capitulos, tratan de las ecuaciones di 
ferenciales tanto ordinaria3 como parciales. .Mientrrs que 
en los tres !i.ltimos se prefenta el rnaterial relative, a las 
ecuaciones en diferencias. I 

En el capitulo I se presentan los conceptos, la teohta b!­
sica y algunas aplicaciones de las ecuaciones _diferenciales 
ordinarias lineales, en el capitulo II se estudian l?s sis­
temas de ecuaciones diferenciales y en el capitulo I~I se 
presenta la transformada de Laplace como un operadorrque 
permite resolver tanto las ecuaciones, como los sist as 1~ 
neales. En este mismo orden se presenta la teoria y las 
aplicaciones de las ecuaciones en diferencias, en lo capi­
tulos V, VI y VII, solamente que en lugar de la tran$forma­
da de Laplace se presenta la transformada geom~tricaj' ordin!!, 
ria. En el capitulo IV se presenta un breve desarro lo de 
las ecu;;tciones en deri vadas parciales. 

La elaboraci6n de este trabajo ha side posible grac as a 
la participaci6n de un grupo entusiasta de profesor~s que 
han imp;;crtido la materia, en especial del Ing. Jos~ ~. Ce­
ballos ~:oberanis, quien fue uno de los profesores qu~ siem 
pre se preocup6 por contar con un material complete !ue p~ 
diera auxiliar a los alumnos en el proceso ensenanza apre£ 
dizaje. As! tambi~n queremos agradecer a Irma Hinoj sa F~­
lix por la adaptaci6n pedag6gica. 

A todos los dem~s un agradecimiento muy sincere y u a dis­
culpa per no mencionar sus nombres, perc serf~ injus o que 
alguno de ellos no se citara por un olvido involunta io. 

ING, PR6SPERO GARCfA MARQUEZ 

lNG, CARLOS DE LA LANZA ELTON 
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I N T R 0 D U C C I 0 N 

Los presentes apuntes tratan el aspecto te6rico de as 
ecuaciones diferenciales y de las ecuaciones en dife e~ 
cias. Asimismo, se plantean algunas aplicaciones es ea 
cificas, para que el estudiante pueda apreciar la a-
cion que existe entre el campo de las matem~ticas i-
cadas y las ciencias fisicas y de la ingenieria. 

Para ayudar a comprender estas ecuaciones, se puede d~ 
cir que la diferencia fundamental entre las ecuacion s 
diferenciales y las ecuaciones en diferencias, radic en 
el tipo de funci6n considerada; ya que en el primer a­
so se trabaja con funciones continuas y en el segund C!!_ 
so con funciones discretas. 

Multiples problemas de significativa importancia en di­
versos campos del saber humano, requieren para su es u­
dio de la elaboracion de un modelo matematico que lo$ re 
presente. Estes modelos estan constituidos generalmente 
por ecuaciones diferenciales o por ecuaciones en difere~ 
cias. 
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CAPITULO I ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 

I.l LA ECUACION DIFERENCIAL 

Con el fin de establecer el concepto de ecuac 
cial, se considerara el siguiente problema: 

Un cuerpo es lanzado verticalmente hacia arr ·con una ve-
locidad inicial v 0 ; considerando despreciable la resistencia 
del aire. Se desea obtener una expresion matematica que re­
presente al desplazamiento del cuerpo en cualquier instante de tiempo. 1 

La primera etapa para resolver el problema, cohsiste en es­
tablecer un modelo matematico del mismo. Por lo tanto, es 
necesario identificar a las variables que interyienen en el 
problema y relacionarlas por medio de leyes ffstcas. 

' • I 
El problema planteado es dinamico, en donde las variables 

involucradas son: el tiempo, el desplazamiento, la velocidad 
y la aceleracion. De estas, el tiempo es una v~iable inde­
pendiente y las otras son dependientes. 

Para cada valor de tiempo "t", hay uno y solo u valor del 
desplazamiento "y", por lo tanto se concluye que. "y" es fun­cion de "t", esto es: 

y = y (t) 

El diagrama de cuerpo libre correspondiente se uestra en la figura 1.1. 

/777?7777/77777 

Figura I.l 

-$ 

' 
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El movir.1ie:1to del cuerpo csta regido por la· segunda ley de 
.'Iewton: 

(1) 

del diagrama de cuerpo libre, se observa que la Gnica fu r­
za externa que actGa sobre el cuerpo es el peso del mism 
ya qne la fricci6n se considera despreciable, por lo tan o, 
la suma de fuer:as en la direcci6n vertical es: 

y sustituye~do en (1): 

-mg rna 

de donde: 

a = - g 2) 

pero la aceleraci6n puede expresarse en terminos de la v lo 
cidad o del desplazamiento, y en cada caso la expresi6n 2) 
queda representada de la siguiente forma: 

dv 
at 

H dt 

- q 

- g 

Cualesquiera de las expresiones (3) 6 (4) represent& el ~o 
delo matem§tico del problema, es decir, la abstracci6n d!I 
problema fisico. Se puede observar que dichas expresione 
son igualdades que contienen derivadas de la inc6gnita, y 
sea de la velocidad o del desplazamiento, y que a diferen 
cia de las ecuaciones algebraJcas, dicha inc6gnita es una 
funci6n y no una variable numerica. A expresiones de estf 
tipo se les llama ecuac~one4 d~6ekenc~ale4. 

Definici6n: Toda igualdad que relaciona a una funci6n 
desconocida con su(s) variable(s) independiente(s) 
su(s) derivada(s), se llama ecuaci6n diferencial. 

Otros ejemplos de ecuaciones diferenciales ligados a fen -
menos fisicos son los siguientes: 

9 
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A) Oscilaci6n de un pendulo de longitud L 

0 e ,., e (tl • • • (S) 

Figura I.2 

B) Distribuci6n de la temperatura en una a: 

T = T(x, y) • • • (6) 

C) 
Ecuaci6n de un circuito electrico con re istencia R, in 
ductancia L y fuente de tension e(t) en ~erie: 

L di + Ri _= e (t) dt 

e { I) "" 

1 

Figura I. 3 

I 

i (t) • • • (7) 

D) Oscilaci6n libre, con amortiguamiento de u a masa sus­
pendida de un resorte: 

m d
2

y + h ~ + ky • 0 1 dtT dt y "' y(t) • • • (8) 

at e·t+t Uts±izr l$115 

f .. . 

I . 
; 
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E) Ecuaci6n de Laplace: 

0 a 8Cx1 y, z) ~9) 

Diver.o. fon6meno• fi•ioo• •• pre•en"n en el campo del. 
ingenieria, estos pueden ser modelados matemAticamente por 
medio de las ecuaciones diferenciales. I 

Todas las ecuaciones diferenciales presentadas hasta ah~ra, 
a excepcion de las ecuaciones (6) y (9), contienen solam nte 
derivadas ordinarias, debido a que sus incognitas son fu cio 
nes de una sola variable. A ecuaciones de este tipo se ]es-
llama e.c.u.ac..<.o ne~ d.i.6 vc.e.nc..ialu oJtd.inaJt . .ia~ • . I 

Las ecuacicnes (6) y (9) contienen derivadas parciales ~e 
la variable dependiente, la cual es funcion de dos o mas !va­
riables. Tcdas las ecuaciones de este tipo se conocen on 
el nombre de e.c.u.ac..<.o r..e.~ d.i6 e.Jte.nc..ialu en de.Jt.ivada~ pa!tc.i. ~~ e.6 
o simplemente como ec.u.ac..i.one.-4 d.i.6e.Jc.e.nc..<.ate.~ paltc..i.ale.~. 

NOTA: Un estudio m~s detallado de estas ecuaciones se 
presenta en el capitulo IV. 

1.1.1 CONCEPTOS DE ORDEN Y GRADO 

La forma general para representar a las ecuaciones dife en 
ciales ordjnarias es: 

F Cx1 Y1 y' 1 y'' 1 
(n) 

... y ) = 0 

donde "x" es la variable independiente, y = y(x) la varia le 
dependiente o incognita y. y' 1 y' ' 1 ••• 1 y(n) sus derivad s 
ordinarias. 

De lo~ ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias d 
dos anteriormente, se observa que en cada una de las ecua 
ciones (4), (5), (6), (8) y (9) el orden maximo de l~s de i 
vadas involucradas es dos, mientras que en las ecuac1ones 
(7) y (3), el orden maximo es uno. Las cinco primeras ec! 
ciones citadas, se dice que son de segundo orden y las do 
ultimas son de primer orden. 

11 
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Definici6n: El orden de una ecuaci6n diferencial es el 
de la derivada de mayor orden que aparece dicha ecua-
ci6n. 

Con el fin de establecer el concepto de gr' do en una ecua­
ci6n diferencial ordinaria, considerese la iguiente ecua­
ci6n: 

esta ecuaci6n esta expresada como un polino 
en su primera derivada, que es la derivada 
~ue aparece en la ecuaci6n; por ello se die 
cion diferencial ordinaria de primer orden 

io de grado tres 
e mayor orden 

que es una ecua 
de tercer grade. 

Definici6n: s~ una ecuaci6n diferencial ~rdinaria de ~ .. ~. 
orden "n" puede expresarse como un polinomio de grado ,3 
"k" en la en~sima derivada, se dice que es\de grade "k" 
siempre y cuando "k" sea finito. • ' t 

La ecuaci6n: 

es de segundo 'orden y primer grado, y la ecu ci6n: 

+ ( ~)3 Y dx X 

es de segundo orden y segundo grado. 

En el caso de que la ecuaci6n diferencial n pueda ser ex­
presada como un polinomio de grade "k" en su derivada de ma­
yor arden, entonces su grade no esta definido, tal es el ca­
se de la siguiente ecuaci6n: 

eY'' - xy' + y 0 

!.1.2 SOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL 0 DINARIA 

Definici6n: La soluci6n de una ecuaci6n diferencial 
ordinaria, es una funci6n escalar de una var~able es­
calar independiente, que sustituida en dicha ecuaci6n, 
la transforma en una identidad. 

:t I ? ezrter ~ .. ~· 

' 



,. 

En el problema del m6vil lanzado verticalmente, se obtti o -
como modelo matematico ala ecuaci6n (3): 

dv 
dt q 

en donde la incognita es la velocidad v = v(t}. Para de er­
minar la velocidad a partir de la ecuaci6n diferencial, se 
representa a esta en forma diferencial: 

dv = - gdt 

y se integra en ambos miembros: 

/dv !gdt 

v - gt + c 

donde "c" es una constante de integraci6n y por lo mismo~ 
esencial y arbitraria. 

10} 

Derivando la expresi6n (10) y sustituyendola en la ecua i6n 
diferencial (3), se llega ala identidad: 

- g = - g 

esto es, la funci6n (10) satisface a la ecuaci6n diferencial 
(3), y por consiguiente es su soluci6n. 

Como la velocidad es igual a la derivada del desplazamie to 
con respecto al tiempo, esto es: 

~ = v 

en el caso visto anteriormente, donde la velocidad e~tl d da 
por ·v = - gt + c, se tiene: 

~ 
dt - gt + c 

en forma diferencial: 

dy (- gt + c) dt 

integrando ambos miembros: 

y - ~ gt 2 + ct + d ••• (11 

en donde "c" y "d" son constant~s arbitrarias. 

·.~.cA. 
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Sustituyendo la expresi6n (11) en la ecuac 6n diferencial 

( 4) : 

g:¥ . - g 

que representa-tambien el modelo matematico del problema, se 
llega a la id~ntidad: 

cJLO es, la funci6n (11) satisface a la ecuafi6n diferencial 
(4), y por consiguiente es su soluci6n. 

Geometricamente la ecuaci6n (10) representa una familia de 
rectas paralelas entre st con pendiente igual a -g. 

Cada una de estas rectas corresponde a un v~lor diferente 
de "c" y cada una de ellas satisface a la ec aci6n diferen-
cial (3). · I 

El enunciado del problema indica que el m6v~l es lanzado 
inicialmente con una velocidad v 0 , es decir en t = 0, v = v,, 
o bien v(O) = v 0 • Considerando esta condici-n en la solu­
ci6n v = - gt + c: 

V 0 = - g(O) + c 

de donde c = v 0 , por lo tanto, la soluci6n del problema que 
satisface la condici6n inicial es: 

v .. - o,Jt + v, 

la cual pertenece a la familia de rectas representada 
la ecuaci6n (10). (Vease figura !.4). 

y ( t ) 

Figura I.4 

(12) 

por 

Dado que la soluci6n v •- gt + v 0 , fue obten da ~ara el c~ 
so particular planteado, y por lo tanto ya ~o cont1~ne a la 
constante arbitraria •c•, se le llama •otuc~6n pa~t~cula~. 
En cambio, la soluci6n (10) que representa al conjunto de to 
das las soluciones particulares (una para cada valor de "c"T 
de la ecuaci6n diferencial (3), se llama •oluci6n gene4al. 

L< •• · •. J-oliiiiilililoiiiili-11111111' * ......... illlfi'fll'l*'ill' ···i:t·· ·. i~ rlft' ;-··,·~ . - - -····· ••. I 



Observese que la ecuac1on ctiferencial (3) es de primer r~ 
den y que su soluci6n general contiene solamente una consta~ te arbitraria. 

La soluci6n general de la ecuaci6n diferencial (4) es: 

y • - ~ gt 2 + ct + d 

don de "c" y "d" son constantes arbi trarias. Est a solucli6n 
representa a la fa•ilia de parabolas mostradas en la fig ra 
I.S. Cada parabola es soluci6n particular de la ecuaci6 
diferencial. 

y (' ) 

Figur~ !.5 

En eate problema, 1e establecen dos condiciones, en t ~ 

y • 0 y y' = vo 

considerando la primera condici6n en la ecuaci6n (11), se 
tiene: 

0 •- ~ 9(0) 3 + o(O) + d 

de donde d • o. 
Derivando la ecuac1on ll1): 

y' "' - gt + c 

en donde, con la segunda condici6n: 

se tiene que c • v 0 L por lo tanto, la soluci6n particular 
rrespondiente es: 

Como en el caso anterior, la soluci6n particular se obtuv 
de la soluci6n general por media de las condiciones del pr 
blema; ademas se puede observar que la ecuacion (11) es 1 
soluci6n general de una ecuaci6n difcrencial de segundo or­
den y contiene dos constantes arbitrarias. 

,, .. - ,.~...· 
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Definici6n: La soluc.i6n general de una ci6n dife-
rencial ordinaria de primer grado, es una i6n de una 
sola variable que contiene un ndmero de constantes esen 
ciales y arbitrarias igual al orden de la ecuaci6n dife 
rencial, y que sustituida en ella la transforma en una 
identidad. 

Las soluciones particulares no contienen colstantes arbitra 
rias. Sin embargo, algunas ecuaciones diferencia!es tienen 
soluciones que, al igual que las particulare~, no contienen 
constantes esenciales y arbitrarias, pero con la caracteris­
tica de que nose obtienen de la soluci6n general. 

I 
NOTA: Tales soluciones se ll~rnan solucione singulares 
y no ser~n tratadas en estos apuntes. 

Definici6n: Una soluci6n particular de unal ecuaci6n di 
ferencial ordinaria de orden "n" y primer grado, es una­
funci6n de una sola variable que se obtiene de la solu­
ci6n general, valuando sus constantes esenciales y arbi­
trarias y que sustituida en la ecuaci6n difetencial la 
transforrna en una identidad. 

Ejernplo r.l 

Dada la ecuaci6n diferencial: 

y' ' - 3y' + 2y = 2x + 1 

Determinar si cada una de las siguientes fun iones es so 
luci6n de la misma, y en caso afirmativo deci qu~ tipo -
de soluci6n es: 

a) y 
X ·2x c 1 e + c 2 e + x + 2 

b) y - 2 ex + x + 2 

c) y -x e 

Soluci6n 

6 
X X . 

2 ~) Sial sustituir la funci n y = c 1 e + c 2 e' + x + 
en la ecuaci6n diferencial, la transforma en una 
identidad, entonces la funci6n si es solu i6n. 

Derivando la funci6n propuesta: 



y' I 

sustituyendo en la ecuaci6n diferencial: 

2x + 1 

simplificando: 

2x 

o sea: 

2x + 1 = 2x + 1 

por lo tanto, la funci6n propuesta es soluci6n de la 
ecuaci6n di.ferencial1 Como la soluci6n tiene dos con~ 
tantes eser..ciales y arbitrarias y la ecuaci6n diferen 
c.ial es de segundo orden y primer grado, se trata de 

;!!· la soluci6n general. ,, 
b) Derivando la funci6n y - 2ex + x + 2: 

sustituyendo en la ecuaci6n diferencial: 

- 2ex- 3 (- 2ex + 1) + 2 (- 2ex + x + 2) 2x + 1 

simplificando: 

(- 2 + 6 4) ex - 3 + 2x + 4 = 2x + 1 

2x + 1 = 2x + 1 

por lo tanto, la funci6n propues~ es soluci6n de la 
ecuaci6n diferencial y como no contiene constantes 
arbitrarias, se trata de una soluci6n particular, ade 
m§s ~sta se obtiene de la soluci6n general haciendo­
c1 = - 2 y c 2 = 0. 

c) Derivando la funci6n y = e-x 

1 

17 



J 

l 

18 

sustituyendo en la ecuaci6n diferencial: 

de donde: 

por lo tanto, la funci6n propuesta'no es so uci6n de la ecuaci6n diferencial. 

!.2 ECUACION DIFERENCIAL LINEAL 

Una funcion f(x,y)es lineal en"y" sipara se cumple: 

J 

Para una ecuaci6n diferencial, se tiene la s~guiente defini ci6n de linealidad. 

I 

1 Definici6n: Una ecuaci6n diferencial ordinaria de or 
den "n" expresada como F(x, y, y', ••• , yCnl) = 0 es ri 
neal, si y s6lo si F es una funci6n lineal eJ la varia= 
ble dependiente y en sus derivadas. 

Ejemplo I.2 

Para saber si la ecuaci6n (8): 

my" + hy' + ky = 0 

es lineal en "y", se representa por medio de l<1 siguie~ te funci6n: 

B'(x, y, y', y") = my" + hy' + ky • 0 

la ecuaci6n ser~ lineal si se cumple: 



,-

f
--

-

1
~. 

-

" 

f 

Verificando la linealidad de la ecuaci6n: 

por lo tanto, la ecuaci6n (8}, es lineal. 

Entonces, la ecuaci6n: 

, 
de + t sen 1 at 

es no lineal, dado que sen e es una funcion de la variab e de 
pendiente no lineal. En cambio, la ecuacion: 

de 
dt + e sen t 1 

si es lineal, ya que la funci6n no lineal sen t es £unci n­
de la variable independiente. 

Las siguientes ecuaciones son no lineales: 

(y') 2 + y sen x = x 

yy' + xy • 3x 2 

Y-" - 2y' • Lny 

la primera por el termino (y') 2 , la segunda por el produ to 
yy' y la tercera por la funci6n Lny. 

En general, la ecuaci6n diferencial: 

( , (n) (n) (n-1) 
F x,y~y , ••• ,y ) = a 0 (x)y + a

1 
(x)y + ... +an (x) 

es lineal en "y" y en sus derivadas. Por ello la expres~6n 
mAs general de la ecuaci6n diferencial lineal de orden " " 
es la siguiente: 

0 

19 



20 

• 
esta ecuaci6n lineal es de primer gr~do. general, toda 
ecuaci6n diferencial lineal es de pr1mer grado. Lo inverso 
es falso; no toda ecuaci6n diferencial de primer grado es lineal. I 

1.2.1 LA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE PRI,ER ORDEN 

I 

Con base en la definici6n de ecuaci6n.diferjncial ordina­
ria lineal, descrita anteriormente y cuya fo~ma general es: 

se puede establecer la forma general de la ec aci6n difereg 
cial lineal de primer orden, conn= 1, esto s: 

y' + 

denominando: 

P (x) 

entonc.es: 

y 

a 1 (x) 
a 0 (x) 

y' + P(x)y 

Q(x) 
a 0 (x) ' 

y 

q(x) (14) 

Toda ecuac1on diferencial lineal de' primer or en, tiene la 
forma expresada en la ecuaci6n (14). 

Para llegar a la definici6n de la ecuaci6n d1ferenciai ho­
mogenea y no homogenea se ilustrara por medio qel siguiente 
ejemplo. ~ 

Supongamos que un hombre aborda un bcce de mot r en el mue 
lle para hacer una travesia. El hombre y su bo e pesan jug 
tos 981 kg y el motor esta disefiado para propor¢ionar al v~ 
hiculo un empuje equivalente a una ~u~rza constante de 120 
kg. El agua presenta una resistencia al movimiento que es 
directamente proporcional a la velocidad del bote, de tal 
forma que cuando la velocidad de este es de 15 m/s, la re­
sistencia del agua es equivalente a una fuerza de 25 kg. Lo 
que interesa es conocer la velocidad del bote d~rante su trayectoria. ' 

l t' ·~ ___ :.....,.,~ ...... ___ ... "' ............... ·w~o+ilfi' ·•·•· rlltlil. ···,Iii' •·····11171·~···51· I> 
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Figura !.6 

El modele matemltico del problema se establece par me~io 
de la segunda ley de Newton. La resultante F que act a so 
bre el bote es la suma algebraica entre el empuje del otor 
y la resistencia que presenta el agua; esto es: · 

F = 120 - ltv 

Aplicando 1a segunda ley de Newton, se tiene: 

120 - kv ma 

Como la aceleracion es la rapidez de cambia de velocid d 
con respecto al tiempo, entonces: 

dv 120 - kv = m dt (15) 

ademas, como e1 peso del hombre y del bote es de 981 kg su 
masa es: 

m w 
g 

981 
9:81 100 

cuando v = 15 m/s, la resistencia del agua e3 ae 25 kg, par 
1o tanto: 

k(15) = 25 don de 25 
k = 15 

5 
T 

sustituyendo los valores de "m" y "k" en la ecuacion (1 ), 
se tiene: 

5 120 - T v 100 dv 
df 

,, 
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o bien: 

6 
5 • • • (16) 

Comparando (16) y (14) se observa que la ecu cion (16) es 
una ecuaci6n diferencial ordinaria lineal de primer orden 

1 6 con P(t) = 60 y q(t) = !;• 

En cuanto al desplazamiento del bote se distfnguen dos ca­sos: 

1) El bote se desplaza por efecto de su mot r. 

2) El bote se desplaza por efecto de una fu rza impul 
siva aplicada en el tiempo t = o. J 

En el caso (1), la fuerza que mueve al bote ctua durante 
todo el tiempo que dura el movimiento, es dec·r, existe una 
excitacion permanente en el sistema. En el caso (2), la 
fuerza que provoca el desplazamiento se aplica instantinea­
mente y des~parece, es decir, no existe excitaci6n permanen 
te en el sistema. I -

El modelo correspondiente al caso (1) es preclisamente la 
ecuacion (16). En el caso (2), el movimiento esti regido por 
la segunda ley de Newton, esto es, la resultante F que actua 
sobre el bote, es tan solo la resistencia que presenta el 
agua al movimiento, ya que no existe excitaci6n permanente en 
el sistema: 

F = - kv 

y por la segunda ley de Newton: 

- kv = rna 

sustituyendo los valores de "k" y "m" obtenido 
( 1) ; 

como a 

- 2.. v·= 100 a .3 

dv dt' entonc-es: 

dv + 1 
at 60 v 0 

para el caso 

• • • (17) 

Obs€rvese que la unica diferencia entre las e uaciones 
(16) y (17) es el miembro derecho de ambas, ya que en la pri 
mera, este es diferente de cero, y en la segunda es igual a 
cero; ademis la primera representa un problema con excita­
ci6n permanente y la segunda un problema donde la excitaci6n 
no es per~anente. Esto conduce a distinguirlas llamindolas 
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y ecua 

En general toda ccuaci6n diferencial ordinaria lineal de' la 
forma: 

(n) (n-1) 
a 0 (x)y + a 1 (x)y + ..• + an (x)y = q(x) 

s~ llama no homog6nea y aq~~llas de la forma: 

son llamadas homog~neas: 

Como las ecuaciones (16) y (17) difieren solamente en e 
miembro derecho debido a la excitaci6n, pero ambas corres 
ponden al mismo problema, observese que a partir de la ec a 
cion (16), se obtiene la ecuaci6n (17), simplemente elimi-­
nando la excitacion permanente en el sistema. Para disti -
guir este hecho a la ecuaci6n (17) se le llama ecuac.~6n d -
6e~enc.~al homogtnea a4oc.~ada a (16). 

En general toda ecuaci6n ord~naria lineal de la forma: 

(n) (n-1) () _ () a 0 (x)y + a 1 (x)y + ••• + an x y - 0 x 

tiene asociada a ella una ecuaci6n de la forma: 

la cual se conoce como ec.uac.~6n homogtnea a4oc.~ada. 

!.2.2 RESOLUCION DE LA ECUACION HOMOGENEA DE PRIMER ORDEN 

Toda ecuaci6n diferencial lineal homog~nea de primer orde 

/ 
~ + P(x)y = 0 dx 

puede ser resuelta separando las variables e integrando, c -
mo se muestra a continuaci6n: 

integrando: 

~ = - P(x) dx y 

J~ =- !P(x) dx 

23 
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Lny = - !P(x)dx + cl 

0 bien: 

y e-!P(x)dx + cl 

y c e-!P(x)dx ... (19) 
la fun~;i6n ( 19) es la soluci6n general de a ecuaci6n homo-genea ( 18) . 

Continuando con el problema planteado en inciso !.2.1, 
se analizara el caso en el que el bote se mueve exclusiva­
mente bajo el efecto de una fuerza impulsiva aplicada en 
t = 0, cuyo modelo matematico es la ecuac,i6n diferencial 
homogenea (17): 1 

I 

separando las variables: 

dv 1 v =- ~ dt 

integrando ambos miembros: 

Lnv + c 1 
1 

- 60 t + Cz 

o bien: 

Lnv 

el antilogaritmo en ambos miembros es: 

v e- (at + c3 

v e--frt ec 3 

• • • (20) 
- __!_ t v = c e 6 o 

La funci6n (20) es la soluci6n general de 1~ ecuaci6n (17). 

Si la fuerza impulsiva aplicada al bote en t = 0, proporci£ 
na una velocidad inicial de 5 m/s, la solucion particulardel 
~roblema se obtiene de la soluci6n general (20), valuando la 
constante arbitraria con la condici6n inicia~: 

v(O) = 5 



sustituyendo la velocidad en (20) para t 0: 

5 c e- fa (O) 

de donde: 

c = 5 

por lo tanto, la soluci6n particular del problema que sa is­
face la con3ici6n inicial dada es: 

••• (21) 

y su representaci6n grafica es: 

v(t) 

0 

Figura I. 7 

1.2.3 RESOLUCION DE LA ECUACION NO HOMOGENEA DE PRIMER ORDEN 

Sea la ecuaci6n lineal no homogenea (14): 

~ + P(x)y = q(x) 

como ya se demostr6 en el inciso anterior, la soluci6n ene­
ral de la Pcuaci6n homogenea asociada es la expresi6n (19): 

y c e-!P(x)dx 

25 

., 

I 
J 



26 

la •oluci6n de b oouaci6n (14) ~rtn de la •olu 
ci6n de la homogenea asociada, cambiando la constante arbi-~ 
traria "c" por una funci6n de la variable in4ependiente g(x), · esto es: 

Y = g(x) e-/P(x)dx 

para que esta expresi6n sea soluci6n de (14) la debe satisfa 
cer, por lo tanto para obtener la funci6n g(~) se sustituye­
la expresi6n anterior en la ecuaci6n diferencial (14), esto es: 1' · 

· -g{x)P{xJe-fP(x)dx+d~~x) e-fP{x)dx+P(x)g(x e·/P(x)dx=li!(X) 

sirnplificando y despejand-o la derivada de g (xi: 

integrando: 

~ = q(x)efP(x)dx 
dx 

g(x) = fq(x)e!P(x)dxdx + c 

sustituyendo en la soluci6n propuesta: 

y g(x)e-JP(x)dx 

:t [ fq(x)efP(x)dxdx+c J e-/P(x)d 

1 
-~ 

y=ce +e qx.. x .•• -/;(x)dx _;P(x)dx! ( )n/Pt)dxd 
( 22) .· 

Esta expresi6n es la soluci6n general de la ec acion dife­
rencial no homogenea (14). Como se observa, la. soluci6n 
(22) esta formada por la surna de la soluci6n general de la 
ecuaci6n diferencial homogenea asociada mas otr termino, el 
cual se investigara a continuaci6n. 

La soluci6n (22) se puede representar como: 

Y = Yc + Yp 
donde: 

Yc c e-fP(x)dx 

es la soluci6n de la ecuaci6n diferencial homoge ea asocia­da, y: 

;1· ... · 
i' 

,. 
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soluci6n particular de la ecuaci6n no homog€nea (14 
al sustituirla en &sta, la transforma en una identi 
ademas no contiene constantes esenciales y arbitra-

En el incise anterior, se resolvi6 el problema planteado 
correspondiente al case en el cual, el movimiento del bote 
se debe exclusivamente a una velocidad inicial producida 

~ por una fuerza impulsiva. Se resolver& ahara, el problema 
I correspondiente al caso en el cual el bote se desplaza por 
I!; la fuerza impulsora de su motor, y cuyo modele matem&tico 

es la ecuaci6n.lineal no homog&nea (16): 

A partir de la soluci6n de la ecuaci6n homog€nea asociada 
a (16): 

v = c e.- -to t 

se cambia la constante "c" por una funci6n de "t" y se rep ~ t sentara con gft), con lo cual se obtiene: 

; v(t) = g(t)e-ht ••• (23 

esta funci6n se propane como soluci6n de la ecuaci6n (16). 

Derivando la ecuaci6n (23): 

dv 
dt 

1 
60 g(t) 

sustituyendo la soluci6n propuesta (23) y su derivada en 
( 16) : 

de donde: 

integrando: 

dg (t) 6 
dt = 5 

fdg(t) ~J~ tit dt 

g (t) = c + 72 e h t 

6 
T 
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28 
esta funci6n 
ta (23), sea 
lo tanto: 

~·~ 
g(t) es la que permite que ll soluci6n propues 
efectivamente soluci6n de la ecuac:i6n (16), per 

v = c 

+ 72 efo-t)e-i\t 

e- tit + 72 

es la soluci6n genera~ de la ecuaci6n no 

• • • (24) 

mogenea (16). 

Como se puede observar de la soluci6n gen~ral (24), en el 
lado derecho aparece la suma de dos terminps, uno de esos 
terminos es precisamente la soluci6n general de la ecuaci6n 
diferencial homogenea asociada. Entonces, se representa a 
la soluci6n (24) de la siguiente forma: ~ 

v(t) • •eft) + vp(t) ~ 
donde: 

( ) C ,- f-o t .. 
Vc t = "' 'l 

es la soluci6n de la ecuaci6n general homo enea asociada y: 

v (t) = 7·2 l 
es una soluci6n part1:ular de la ecuaci6n d"ferencial ~;h~­
mogenea (16), ya que al sustituirla en dicha ecuaci6n, esta 
se satisface. 

1.2.4 EL OPERADOR DIFERENCIAL 

En el problema del bote que se ha estado t"abajando y c~ yo modelo es: 

o bien: 

v·' + 1 
60 v 

d 
at v + 1 GOV 

6 
5 

6 
5 

' 
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d recordando que dt D, se tiene: 

• • • (25 

Ademis, el operador diferencial D es una transformaci6n 
lineal, e• decir: 

Df 1 (x) + Df 2 (x) 

Dc.g (x) = !lOg (x) 

En general, cualquier operador de tipo on , n 
es una transformaci6n lineal. 

o, 1,2, 3 ••. 

Se puede verificar que a 0 (x)D es tambien un operador line 1. 
En general a 0 (x)Dn es un operador lineal. 

Por otro lado, el algebra de transformaciones lineales, de 
fine que la suma de dds transformaciones lineales es tamb'in­
una transformaci6n lineal; es decir, dados 02 y D se tie e 
que 0 2 + D es un operador lineal. 

La ecuaci6n (16) puede escribirse como: 

6 
5 

Tambien puede expresarse en t~rminos del desplazamiento 1 X~ 
es decir: ~ 

d 
Ofx 

6 
5 

empleando el operador D, se tiene: 

o bien: 

6 
5 

6 
5 (26) 

En general, ecuaciones diferenciales lineales de mayor o -
den pueden ser representadas de manera similar, como se o -
serva en la siguiente ecuaci6n: 

yl 1 
1 + 3y' ' + 2y = sen x ; Y = Y (x) 

su representaci6n ep terminos del operador D es: 

29 
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(0
3 + 30 2 + 2ly = sen x 

• • • (27) 

En las ecuaciones (25), (26) y (27), ·el erador que actiia 
sobre la variable dependiente tiene la ap~riencia de una e 
presi6n polinomial en D con coeficientes qonstantes, por lo 
que se puede representar como P(D). A es~e operador se le 
llanfa o pe.Jta.dolr. po£..£nom.£a..e.. 

La siguiente ecuaci6n: 

x 3 y'' + ..!.. y' + y = 0 ; 
X 

expresada en terminos del operador 

e'l donde: 

0, qu.J 

En general, una ecuaci6n diferencial linea no ho,mogenea de 
orden "n", se puede escribir como: 

Q(x) 

o bien: 

C n n-1 J a 0 (x) D + a 1 (x) D + • • . + an (x) y Q(x) 

donde: 

n n-1 P(D) • a 0 (x)D + a 1 (x)D + ••• + an(x) 

la ecuaci6n diferencial queda representada s mplemente como: 

P(D)y • Q(x) 

Oefinici6n: El operador lineal P(D) ser& l~amado op~ 
1La.do1r. d.i.6e1Lertc..£a.t Li.nea.t de olr.den "n" en el :intervale 
x e [a, b] si puede expresarse en la forma: 

n n-1 
P(O)•a 0 (x)D +a 1 (x)D + •••. +an(x)~a(x) 0 (28) 

donde los coeficientes a 0 (x), a 1 (x), ••• , an(x son fun 
ciones continuas en dicho intervale. 

.'1· ,.: .. 

tcw··w.._.. rtw'tte· rHtt. 
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Al verificar que cualquier operador diferencial de la fllr­
ma (28) es lineal, se tiene: 

Sean Y1 (x), y 2 (x) dos funciones diferenciables de orden 
"n": 

P(D) [y 1 (x) + y 2 (xl]= ~ 0 (x)Dn + a
1 

(x)Dn-l + ••• +an (xl][:l
1 

(x) + 

+ Y
2
.(x)] = 

) n [ J n-1 [ J a 0 (x D y 1 (x) +y
2 

(x) +a 1 (x)D y
1 

(x) + y
2 

(x) + ••• + 

+ an(x) [y1 (x) + y 2 (x)] 

• [a 0 (x)Dn y 1 (x) + ••• + an(x)y 1 (xl]+ [a
0

(x)Dny
2

(x) + ••• + 

+ an(x)y 2 (xlJ 

• P(D)y
1 

(x) + P(D)y
2 

(x) 

[ n ~~ .~ P(D)ay 1 (x) "" a 0 (x)D +a 1 (x)D + ••• + an(xl] [ay
1

(x)-' 

a 0 (x)Dn ['lY 1 (xl] + a 1 (x)Dn-l [ay
1 
(xl] + ••• + an (x) [ay (xl] 

n n-1 
aa 0 (x)D y 1 (x) + aa

1 
(x)D y

1
(x) + ••• + aan(x)y

1 
(x) 

• aP (D) y 
1 

(xi 

por lo tanto el operador diferencial es lineal. 

!.3 LA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL GENERAL 

t I.J.t SOLUCION GENERA' DE LA ECUACION HOMOGENEA 

~r------------------------------------------+~ 
TEOREMA I .1 

Sea la ecua•:i6n diferencial lineal homogenea de orden "n' : 

Y sean y 1 (x), y ~ (x), •.. Yn (x) , "n" soluciones linealmentc 
independ1entes de la ecuaci6n, entonces: 

y(x) = c 1 y 1 (x) + c 2 y 2 (x) + ••• + cnYn(x) 

es la soluci6n general de dicha ecuaci6n. 

31 
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Demostraci6n: 

Sustituyendo la soluci6n propuesta en la 
cia!: 

operando: 

de donde: 

diferen-

como y 1 , y 2 , ••• yn son soluciones de la ec 
se tiene: t homogenea, . ~ 

0 

0 

por lo tanto: 

0 

0 0 

con esto queda demostrado que y = c
1

y
1 

+ c
2

y
2 

+ ..• + CnYn 
es soluci6n de la ecuaci6n diferencial homog~nea. Ademis, 
es la soluci6n general, porque cualquier sol~ci6n particu­
lar de la ecuaci6n, puede obtenerse a partir de ella. 

Ejemplo I. 3 

Dada la ecuaci6n: 

xy" -'(x + 3)y' + y = 0, 

1 

I 
'f ~·~ 



,.' 
i!'. 

. ·y dos soluciones de ella: 

e.x (x2 - 4x + 6) 

determinar la soluci6n general. 

Por el 'teorema 1.11 seve que para esta ecuaci6n de se 
gundo orden1 se necesitan dos so1uciones 1inealmente in 
dependientes. 

Una oondici6n suficibnte para que un conjunto de "n" 
funciones sea linealmente independiente, es que el 
wronskiano de las mismas sea diferente de cero. 

En este caso I y 1 1 y 2 est&n definidas para toda x e R. 
Determinandc el valor del wronskiano para y 1 y y 2 : 

X + 3 

1 

X + 3 e.x(x2 - 4x + 6) 

1 e.x(x2 - 2x + 2) 

'~~(X + 3) (x2 - 2x + 2) _ e.x(x2 4x + 6') 

W(yll y2) I o I 
y. X f 0 

Por lo tanto y 1 = x + 3 y y 2 e.x(x 2 - 4x + 6) son 
linealmente independientes y en consecuencia: 

y(x) 

es la soluci6n general de la ecuaci6n propuesta. 

Ejemplo I. 4 

Sea la ecuac:L6n: 

y'' + (tg x - 2 cot x)y' 

~-

33 
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y doa soluciones de ella: 

sen 1 x 

Y2 (x) =sen x- ~sen Jx 

Para formar la soluci6n general con estas luciones, 
habr~ que demostrar que y 1 (x) y y

2 
(x) son linealmente 

independientes. , I 
P~ra determinar la independencia lineal de y

1 
y y

2 

se 
ut1lizar~, en lugar del wronskiano, la definiciOn de 
funciones linealmente independientes. 

La COmbinaci6n lineal de y
1 

y y
2 

iguatada 
cero es: 

considerando c
1 

# 0 

se t1ene: 

1 
sen x - T s,n 3 x 

como sen 3x = sen (2x + x) 
se tiene: 3 cos 2 x sen x ~ sen' x, 

Cz =-
1- cos 2 x++ sen 2 x c 1 sen 2 

1 sen 2 x + 3 

por lo tanto existen eacalares c
1 

y c
2 ro tales que: 

xj .. -
se)l 2 x 

de ce 

clyl (x) + czyz(x) • 0 l 
donde y 1 y y 2 son linealmente dependientea, y on ellas 
no se puede formar la soluci6n general de la ecuaci6n diferencial dada. 

I. 3. 2 SOLUC ION GENERAL DE -LA !CUAC ION NO HOMO ENEA 

La soluci6n general de una ecuacion 
establecer en el teorema I.3, que se no homogenla se puede 

estudiara mas adelante. 

-'"-"'''*' 'rt'tUtt S'T'RS PSW&-
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TEOREMA I.Z 

Si y (x) y y2 (x) son dos soluciones de la ecuaci6n 
cial lineal no homogenea: 

P(D)y(x) = q(x) (2D l 

entonces la diferencia y 1 (x) - y 2 (x) es soluci6n de la ec~~ 
cion homogenea asociada a (29). 

Demostraci6n: 

Como y
1 
(~) y y

2
(x) &on solucionea dta la ecuaci6n no homJg! 

nea, se t1ene: 

P(D)y 1 (x) "'q(x) 

P(D)y
2 

(x) = q(x) 

restando: 

P{D)y
1 

{x) - P{D)y
2 

(x) • q(x) - q{x) -

P(D) [y
1 

{X) - y
2

(x)] = 0 ••• ( 0) 

con lo cual sueda demostrado que yl (x) - y2(x) e~ soluciln 
de la ecuacion homogfinea asociada a (29) .. 

Bste teorema interviene en la demostraci6n del teorema .3, 
el cual es muy importante para establecer la for•a de la 1 so­
luci6n gene:cal de una ecuaci6n diferencial lineal no homog~­
nea. 

TEOREMA I .. 3 

Cualquier soluci6n de una ecuaci6n lineal no homogenea e 
orden "n": 

P(D)y(x) = q(x) 

puede expresars~ como: 

donde y
1 

(x), y
2 

(x), ••. , y (x) son "n" soluciones linealme!! 
te independientes de la ecGaci6n homogenea asociada, Y 

1 

y (x) es una soluci6n de la ecuaci6n no homogenea. 
p 

J· 
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Demostraci6n: 

·dl··· ,, ., ,. 

Como y(x) y Yp(x) son soluciones de la 
homogenea, entonces, con base en el teor 
cia y(x) - Yp(x) es soluci6n de la ecuaci6p 
da, esto es: 

ion lineal no 11 
I.2, la diferen­
homogenea asocia 

pero de (31): 

entonces: 

con lo cual queda demostrado el teorema. 

En el teorema I.3, la combinaci6n lineal d las soluciones 
Y1 (x) 1 Y2 (x) 1 ••• 1 Yn (x) es la soluci6n gen ral de la ecua­
ci6n homogenea asociada, y se representa con yH(x): 

YH(x) = c 1 y 1 (x) + c 2 y 2 (x) + ••. + cnyn~x) (33) 

AI demostrar que la expresi6n (31) representa la forma de 
cualquier soluci6n de la ecuaci6n lineal no ~omogenea de or­
den "n", significa que es precisamente la fo~ma de la solu­
ci6n general, la cual se puede representar como: 

y(x) Yc(X) + Yp(X) • • • (34) 

A la soluci6n Yc(x) se le llama 4oluc~6n homoglne~ o 4olu 
c~6n complement~~~~. \ 

La secuencia para obtener la soluci6n general de una ecua- jl 
cion lineal no homogenea se describe a contin111aci6n: ·• 

A. 

B. 

Encontrar la soluci6n general Yc (x) de lt ecuaci6n ho- · ..• :.• ·. 
mogenea asociada P(D)y = 0. ~~ 

Encontrar una soluci6n particular. Vari s autores co~ 
cuerdan en que se puede prestar a confus 6n el utili­
zar el termino 4oluc~6n p~~t~cut~~ para teferirse a Yp• : 
ya que puede aludir a una soluci6n que satisfaga cond1-; 
ciones iniciales preestablecidas. Estrictamente Yp es 
una soluci6n cualquiera de P(D)y = q(x). 

c. Sumar las soluciones Yp y Yc obtenidas. 

t· r t PEl 7P$M' ·~ 



I. 
El termino q(x) puede ser complicado; sin embargo, en e~ 

Caso de que se represente como una suma finita de funciohes 
' mas simples' se puede aprovechar la 1 ineal idad del probl~ma, 

y entonces resolver la ecuaci6n mediante la soluci6n de ~a­
sos mas simples: 

sea por ~jemplo una ecuaci6n en donde q(x) 

P(D)y = q(x) = q
1 

(x) + q
2 

(x) 

ql (x) + q2 x): 

: • • ( 5) 

obteniendo :a soluci6n particular y (x) de la ecuaci6n: 
~ P1 

P(D)y = q
1 

(x) 

y tambi~n la soluci6n particular y (x) de la ecuaci6n: 
Pz 

P(D)y = q
2 

(x) 

entonces Yp(x) = Yp (x) + yp (x) es la soluci6n particul r 

de (35). Esta concfusi6n se
2
puede comprobar de la siguie!n­

te forma: 

y 

sumando: 

P(D) (y + y ) 
PI Pz 

q
1 

IX) + q
2 

(x) = q(x) 

Por 10 tanto Y + y es la soluci6n particular 
PI p2 cion (35). 

ua 

El princ1p1o que se aplic6 para resolver el caso descrit '· 
es conocido como principia de superposicion y es de gran ~t~ 
1 idad en rna tema t icas. I 
Finalmente, la forma de la soluci6n general representada en 

(34), es la generalizaci6n de lo que se determine en el cas? 
de las ecuac:ones diferenciales lineales no homogeneas de pr~ 
mer orden . 

. 1.3.3 EL PROBLEMA DE VALORES INICIALES Y DE VALORES EN LA 
FRONTERA 

Sea la ecuaci6n lineai planteada en el ejemplo 1.3: 
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xy" - (x + 3) + y 0 (36) 

y dos soluciones de ella: 

Y I (x) X + 3 

Y2 (x) 

como las dos soluciones son linealmente ind~pendientes, la 
solucion general de la ecuaci6n diferencial es: 

y(x) = c 1 (x + 3) + c 2 ex(x 2 - 4x + 6~ ••• (37) 

Para obtener ~na solucion particular de laJecuaci6n diferen 1 
cial, es necesario valuar las constantes qu aparecen en la ~ 
soluci6n general; el numero de ellas nos hace pensar en esta 
blecer dos ecuaciones algebraicas cuyas incqgnitas sean las 
constantes c 1 y c 2 • 

·~ 
~~ Si por ejemplo, para la ecuaci6n (36) se p de determin~r la 

soluci6n que satisface las condiciones: 

y (1) = 0 ; y' (1) .. 1 

por medio de ~stas y de la soluci6n general se pueden esta­
blecer las dos ecuaciones requeridas .. La p imera condiciiSn 
se sustituye en la expresi6n (37) con el siguiente resulta­
do: 

• • • (38) 

para sustituir la segunda condicion es neces rio derivar la 
soluci6n general, esto es: 

en la expresidn anterior se sustituye 
con el siguiente resultado: 

la con ici6n 

Resolviendo para c
1 

cas formado por (38) 
y c 2 el sistema de 
y (39), se tiene: 

- 3 

4 
e 

,jion•• 
y' (1) 1 

• • • (39) 

algebrai-

n;~t~~~:~ !~: soluci6n particular que satisfa e las condicio·.-

y(x) =..!.. eX(x2 -· 4x + 6) - 3(3 + x) e 
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~· •. 

Para obtener la soluci6n particular de una ecuaci6n dif ren 
cial de primer arden es necesario contar con una condici6n.­
En el presente caso, dado que la ecua.ci6n diferencial es I de 
segundo arden, se requiere de dos condiciones. 

Si se quiere obtener una soluci6n particular de una ecuacic5n 
diferencial ie arden "n", entonces como la soluci6n general 
contiene "n" constantes arbitrarias, el problema se reducj a 
determinar los valores de dichas constantes. 

Los valores de las constantes se pueden asignar arbittar~a­
mente, pero si la soluci6n particular buscada debe satisfa­
cer determinadas cond·iciones iniciales del problema, entojl­
ces para determinar las "n" constantes, se requieren "n" con 
diciones. -

Un problema de condiciones iniciales modelado por una ecua­
ci6n diferencial de primer arden, queda representado de la 
siguiente fo:rma: 

y' : f (x,y) 

y(xol : Yo 

si el modeltJ es una ecuaci6n de segundo orden su represen a-
cion es: "' 

y'' = f(x,y,y' l 

y(xol = Yo 

y'(x 0 ) =y~ 

yen general, si el modele del problema de condiciones in·­
ciales es una ecuaci6n diferencial de arden "n", su repre e£ 
tacion es: 

f(x,y,y' 

Yo 

y~ 

(n-1) 
Yo 

(n-1) 
I •' • I y ) 

En todos los casas las condiciones impuestas estan dadas 
ra el mismo valor x 0 de la variable independiente, es por 
to que se les llama eond~e~one~ ~n~e~ate~. 

a 
s 

Considerando nuevamente como ejemplo la ecuacion diferenc al 
(36), pero ahora se determinarl la solucion particular que sa 
tisface las condiciones: 

y(l) 0 

y(2) 1 

39 
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Dado que la soluci6n general de (36) cont ene dos constantes 
arbitrarias, la soluci6n particular correspondiente se obtie 
ne valuando dichas constantes esenciales. -

Sustituyendo en la soluci6n general: 

y(x) = c 1 (x + 3) + c 2 ex(x 2 - 4x + 6) 

las dos condiciones dadas, se tiene, con 1~ primera ~(1) = 0 

0 4c 1 + 3ec
2 (40) 

con la segunda, y(2) = 1: 

... (41) 

Resolviendo para c 1 y c 2 el sistema de ecu ciones (40) y 
(41) se tiene: 

3 
15 - Be. 

-4 
c 2 15e - Be 2 

por lo tanto la soluci6n buscada es: 

3 
Y <xl = -.-r-s....;-;;_.,s,....e- X 

(x + 3) - 1Se 4~ 8e2 (x2 - 4x + 6) 

Se observa que tambien en este caso se requiere de dos con­
diciones para establecer la soluci6n partic4lar, pero que a 
diferencia de las condiciones usadas en el primer caso, es­
tas estan dadas para dos "alores diferentes ,de la variable 
independiente: l 

• X=1, X=2 

En las aplicaciones, estos dos valores repr sentan los ex­
tremes del problema en estudio y por tal raz n se les cono­
ce como punta~ 6~ante~a; de ahf que los valofes que adopta 
la variable dependiente en dic~ns extremes s conozcan con 
el nombre de valo~e~ en la ij~ante~a a cand~c ·on~ de s~onte 
~a. Para el caso en cuesti6n, las condiciones de frontera-son: 

y(1) = 0 y y(2) = 1 j 
' En realidad, el termino condiciones de fron era es mas ge­
neral, ya que si bien es cierto que la varia le dependiente 
es la incognita, esto no quiere decir que siempre sea posi­
ble medir su valor en los puntos frontera, por tal motivo, 
en algunas ocasiones resulta mas facil conocer la primera 
derivada de la variable dependiente, de modo que las condi­
ciones de frontera pueden ser los valores de ista en los 
puntos frontera. Asi para este caso, unas nuevas condicio-· 
nes de frontera pueden ser por ejemplo: 

¥c_.,, ' '<" ........ rit·f rte.-rrto _, tr 7 1 rr lbt· 
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Y 1 (1) = 1 yl (2) = e. 

En general un valor en la frontera es el valor que adop a 
en dicho punta la variable dependiente y/o sus derivadas. 

Las condicjones. en un problema, ya sean iniciales-o de ron 
tera, permiten evaluar las constantes esenciales y arbit a­
rias de la soluci6n general. 

I.4 RESOLUCION I:L LA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE COEF C.J 
ENTES CONSTipE:S 

qua J. En el incis.o 1.2,3, de este capitulo, se determin6 
ecuaci6n djferencial lineal de primer arden: 

y 1 + p(x)y = q(x) 

tiene como soluci6n general a la funci6n: 

y = e.-!p(x)dx [ q(x)e.!p{x)dx + c J ; 
1* cual fue obtenida siguiendo un mltodo analitico llamad 
vanlacl6n de pandme.~no~. Para el caso di ecuaciones dife­
renciales lineales de orden "n", existe una teoria generpl 
para determinar su soluci6n. f 

En los incises siguientes, !.4.1, !.4.2 y 1.4.3, se estu 
diaran este, tipo de ecuaciones y en especial el caso en 
que los coeficientes son constantes. Esto se representa 
frecuentemente en ingenieria y de ahi la importancia de es 
tudiarlo con mayor detalle. -

!.4.1 RESOLUCION DE LA ECUACION HOMPGENEA 

Sea la siguiente ecuaci6n diferencial lineal homoglnea 
segundo orden y coeficientes constantes: 

y I I + ay I + b,y = 0 

La soluci6n general de esta ecuaci6n es de la forma: 

ie 

{~2) 

donde y
1 

(x) y y
2 

(x) son soluciones de la ecuaci6n (42) 1'­
nealmente independientes. 

41 
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Con el objeto de obtener las 
hara referencia, primero a la 
cia! de primer orden: 

soluciones y
1 

(x) y 
siguiente ecuacion yi(x), se 

d1feren-

y' + ).y = 0 ). = cL. 
I 

la cual tl•n• como •oluci6n ••••raJ a la f~rci6n, 

y(x} = c ,_-).x 

Como se observa, la soluci6n de la ecuaci6n diferencial li­
neal de primer orden hornoginea con coeficientes constantes 
es de tipo exponencial. Este tipo de soluci5n tambiin se 
presenta en la ecuacion de segundo orden. 

Si y(x) • e).x es soluci6n de (42); entoncesldebe satisfa­
cer a dicha ecuacion. Sustituyendo en ella $e tiene: 

ya que ,_>.x J1 o, entonces esta ecuaci6n solamelnte se satisf!. ce si: 

).
2 + a). + b = 0 

• • • (43) 

por lo tanto y(x) = e).x es solucion de la ecu~ci6n diferen­
cial lineal y" + ay" + by = 0, si ). es solucji6n de la ecu!. ci6n: 

).2 + a). + b = 0 

soluciones: 
Lai ecuaci6n (43) tiene dos 

).1 y Az 

con elias se obtienen las dos soluciones de la ecuacion (42): 

las cuales son linealmente independientes si ><
1 

,. A
2

• 

Por lo tanto, la soluci6n general de la ecuaci n (42) es: 

siempre y cuando A
1 

Jl A
2

• 

En general, dada la ecuaci6n lineal homoginea 
orden •n" 

(n) Cn-1) 
y + a 1y + ••• + any = 0 

1 ... (44) 

~. 
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donde a 1 , a 2 ••• , a son constantes reales, la funci6n 
AX n 

y = e , donde A es en general un niimero complejo, es una 
lucian de ella si se cumple que: (IS) 

n n-1 Ax (D + a 1D + ... +an) e 0 

aplicando el operador a la funci6n eAx la ecuaci6n qued : 

so-

(,n + a
1
,n-1 -1 AX 

0 A A + •.• +an e = ... J6) 
<x 

Dado que e es siempre diferente de cero, se tiene que: 

de lo anterior, se concluy~ que 
ecuaci6n (44), si A es una ra!z 

... l(t"]) 
y = eAX es soluci6n de 
de la ecuaci6n (47). 

0 

La e"cuaci6n ( 4 7) se conoce como t.cuac..i.6n caJtac.teJt.l.tot..i.ca I de 
la ecuaci6n diferencial (44). Observese el miembro izquler­
do de la ecuaci6n caracteristica, se puede formar a partir 
del polinomio P(D), simplemente cambiando D per A per 1! 
tanto la ecuacion caracteristica es P(A) = 0. La ecuaci n 
(47) tiene "n" raices; con estas se forman las "n" funci,nes: 

cada una de las cuales es soluci6n de la ecuaci6n (44). 

Por el teorema fundamental del §lgebra, la ecuaci6n (46 
puede factorizarse quedando representada de la siguiente 
fnrma: 

donde A 1, >. 2 , • • • An son las "n" raices de (4 7). 

De manera analoga, la ecuaci6n (45), puede expresarse e 
forma factorizada: 

(D- >. 1 ) (0- >. 2 ) ... (D- ).n)eAX = 0 8) 

Esta factorizaci6n del operador diferencial con coeficit. -
tes constantes sera de suma utilidad posteriormente, de -
mento sirve para establecer que cada una de las soluciones 

A1x A2 X AnX d 1 -~ d'f · 1 (4) c 1 e , c 2 e , ••. , cne e a ecuac1on 1 erenc1a , 
es a su vez solucion general de la ecuacion diferencial ~ 
primpr arden que resulta de aplicar a una funci6n "y" el fa£ 
tor (D- Ai) correspondiente , es decir y • cieAiX es so u~ 
cion general de la ecuacion diferencial (D - AilY = O, pa a 
i = 1, 2, ..• , n. 
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4.4 

Por ultimo, las_raices de la ecuac1on caracteristica pueden 
ser reales o complejas, diferentes e iguales. En cada caso, 
la estructura de la soluci6n general tiene una forma caracte 
ristica. A continuaci6n se analiza en detalle cada uno de -estos casos. 

CASO A. RAICES REALES DISTINTAS 

Silas raices A1 , A2, ... , An de la ecuaci n caracteristi­
ca son "n" numeros reales distintos entre s , entonces 
eAlx, eA2x, ... , eAnx son "n" dif"erentes so uciones de (44). 
Ademas se demuestra (calculando el wronskiano correspondien­
te o a trav~s de la ecuaci6n de dependencia lineal) que es­
tas "n" soluciones son linealmente independientes, de manera 
que con base en el teorema !.1, la soluci6n general de (44) esta dada por: ' 

y 

Ejemplo I. 5 

Para determinar la soluci6n general de la s guiente ecua ci6n: 

yl I I - yl I _ 2yl = 0 

se representa esta en terminos del operador iferen­cial: 

1~ ecuaci6n caracter!stica es: 

A 3 
- A 2 

- 2A, 0 

o bien, en forma factorizada: 

A(A+l)(A-2) 0 

de donde: 

A I = 0 ' A2 = - 1 ' A 3 2 

par lo tanto, la soluci6n general de la ecuaci n es: 

~L~--------~~,.~··Q·~··~k~·~a••~•• .. §•••·•tY'I-It.-·1·1'11-·hll .. l·l -~·:•n•···a•·~~- · 
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CASO B .. RAICES REALES REPETIDAS 

En ei analisis de este caso se hace uso de la 
el calculo de la derivada k-esima del producto 
exponencial e-Ax por alguna otra funci6n u(x). 
de no interrumpir posteriormente el desarrollo 
se demostrar4 que: 

f6rmula ara 
de la funci6n 

Con obj~to 
matematic:o, 

• • • ~49) 
La demostraci6n consiste en derivar sucesivamente el prp­

ducto de funciones, esto es: 

De-AX•u = e-Ax(D - >.)u 

D
2 

e->.x•u=e->.x(D 2 - 2>.0 + >. 2)u=e-AX(O-A) 2 u 

En ~1 caso de que una de las raices de la ecuaci6n cara¢te­
ristica (A 1 ) sea de multiplicidad "k", dicha ecuaci6n tlene la forma: 

co - A 1 > k co - >. 2 > • • • co - An-x+ 
1 
l e h = o J 

Como se seftal6 anteriormente, la soluci6n general de (4 ) 
es una combinaci6n lineal de las soluciones de las ecuac~o­
nes diferenciales, generadas a partir de cada uno de los fac 
tores en que se descompone el ·operador diferencial P(D). En­
este caso tales ecuaciones son: 

asi que la 'soluci6n ieneral buscada esta dada por: 

••• (5 ) 

donde ck+ 1 eA2X, ... , cneAn-k+lx son las soluciones genera­
les de las ecuaciones de primer orden: 

(D- A2)y = 0, ••• , (D- >..n-k-
1
)y = 0, respectivamente y 

u(x) es la soluci6n general de la ecuaci6n lineal de orden 
"k": 

45 
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k (D - ), 1 ) U = 0 

. El. problema se reduce a determinar esta fu,ci5n 
tisface a la ecuaci6n (51). Multiplicando 'mhos 
dicha ecuaci6n por e-A:x: 

esta etuaci6n puede escribirse de la forma: 

u(x) que sa 
miembros de 

y bastar~ con integrar sucesivamente esta e uaci6n para ob­
tener la funci6n u(x): 

••• + CJt-: 

despejando u: 

u • (clxk-~ + c2xk-2 + 

sustituyendo "u" en, la expre1i6n (SO) se obti~ne: 

+ ck+t eA2x + ••• + CneAn-k+tx l . 
que es la soluci6n general de la ecuaci6n dife encial lineal 
homogenea (44), en el caso de que una de las raices (A

1
) de 

la ecuaci6n caracteristica sea de multiplicidad "k". Si la 
ecuaci6n caracteristica tiene raices multiples, cada una de 
elias tiene una contribuci6n semejante en la soluci6n gene­
ral, como se muestra en los siguientes ejemplo$. 

Ejemplo I.6 

Sea la ecuaciOn diferencial: 

y•·~- 4y'. - 3y' + 18y = 0 



La ecuaci6n caracter!stica correspondiente es: 

1' - 41 2 
- 31 + 18 = 0, 

cuyas ra!ces son: 

por lo tanto, la soluci6n general de la ecuaci6n dife­
rencial es: 

Ejernplo 1.7 

Dada la ecuaci6n diferencial: 

Para obtener la soluci6n general, se establece prirnero 
la ecuaci6n caracter!stica: 

las ra1ces son': 

con estas ra!ces, la soluci6n general es: 

o sear 

t 

CASO C. RAICES COMPLEJAS 

Si alguna de las ratces de la ecuac1on caracteristica (47 
es el nfimero complejo a + bi, entonces el complejo conjuga o 
a - bi serl tambi&n raiz de acuerdo con la teoria de ecuac·~ 
nes polinorniales. La parte de la soluci6n general de (44) 
correspondiente a este par de raices es: 

k e. (a+bi)x+ k e. (a-bi) x 
1 2 

donde k 1 y k 2 son constantes arbitrarias. 

47 



48 

Sin embargo, es conveniente expresar las luciones 
nadas en terminos de funciones reales. La teor1a de 
ble compleja nos proporciona el medio

9

para [ograrlo, zando la formula de Euler: 

e ±i 
9 = cos e ± is en 

La expresion (52) puede escribirse, emplea do esta formu­la: 

k (a+bi)x 
+ k e (a-.bi) x. k eaxebix + k eaxe-bix 

le 2 1 

eax(k
1 
ebix + k2 e-bix) 

eax [k 1 (cos bx + is en bx) t 

+ k 2 (cos bx - isen bx) J 

eax[(k 1 + k 2)cosbx+ i(k
1

-
2
)senbx] 

donde: 

IJ 

Par otra parte, cualquier ra1z compleja a + bi de la ecua­
cion caracter1stica puede tener una multiplicidad "k"; lo 
que implica la existencia de la raiz conjugada a - bi, tam­
bien con multiplicidad "k". En este caso la soluci6n ge~e­
ral de la ecuaci6n diferencial incluye 2k terminos lineal­
mente independientes, los cuales, combinando los resultados 
de los casas (A) y (B) presentan la estructur~ siguiente: 

[ 2 k-1 I (c 1 + c 2x + c 3 x + •.• -+ ckx )sen bx ~ 
( 

2 k- I) bx J eax + ck+ 1 + ck+ 2 x + ck+ 3'x + + c 2kx co 

Ejemplo I.B 

Dada la ecuaci6n diferencial: 

yl I I + yl I + 4yl + 4y = 0 

la ecuaci6n caracteristica correspondiente. es: 

y sus ratces son: 

-.....t·o.·e!:N?S d f@ _J~-
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2i = 0 + 2i 

-2i = 0 - 2i 

por lo tanto, la soluci6n general es: 

o sea: 

Ejemplo !.9 

Dada la ecuaci6n: 

{D
5 

- 90 4 + 340 3 
- 660 2 + 650 - 25)y 

la ecuaci6n caracter!stica es: 

0 

factorizando: 

{A - 1) {A 2 
- 4A + 5) 2 0 

sus ra1ces son: 

2 - i 

0 

por lo que la soluci6n general de la ecuaci6n diferen­
cial es: 

!.4.2 EL METObO DE COEFICIENTES INDETERMINADOS 

En el inciso anterior se estudi~ la resolu~i6n de las ecua 
ciones diferenciales lineales homogeneas de coeficientes 
constantes. En el presente incise se estudiara un metodo u­
tilizado para obtener la soluci6n particular de una ecuaci6n 
diferencial no homogenea. 1 

Sea la ecuaci6n diferencial lineal de coeficientes constJn 
tes: 

y'' + 2y' + y 2x + 3 
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Para deterrninar su soluci6n •eneral, se a trans 

formarla en u~a ecuacion. diferencial homogenea. Para esto 
~e deberl anular el miembro derecho de la ecuacion (53). 
En terminos del operador diferencial, la ecu•cion queda re 
presentada como: 

(D2 + 2D' + 1}-y = 2x + 3 

aplicando en ambos miembros el operador D2 : 

o' sea: 

(• v) 
y + 2y I I I + y I I = 0' 

la ecuac1on diferencial r.esulto de cuarto ortien y su solu-
ci6n general es: I 

• • • (54) 

ademiis, 1a: soluc:ion de la ecuacion diferenci I homogenea aso 
ciada a (S3) es: 

yc(x~ = clt-x + czx~-x 

ia solucion general de (53) es d• la forma: 

Y .f y y = c p 

sustituyendo las soluciones (54) y (55) en (~6): 
! 

de donde: 

(55} 

... (~-)-

(·57) 

c 3 y c~ son ccnstantes a las que se denomin. coe6~c~ent~4 
de ta ~otuc~6n pa~t~cuta~ Yp· 

c 3 y c deben de tener un valor tal que y s1tisfaga 
ecuaci6n (53). P 

Sustituyendo yp en la ecuacion no homogenea (53): 

a la 

esto es:. 
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igualando coeficientes: 

por Lo tanoto: 

y 

ent!onces Yp = 2x - 1 y la solucion general de la ecuaci6ln 
d;iferencial (53) es: 

Y = Yc + Yp 

Del problema ant~rior 
tales, a saber: 

1. Un operador P 1 (D), en este caso D2
, tal qu.e al operrr 

sobre ambos miembros de la ecuaci6n gener6 una ecu ~ 
ci6n homogenea. 

2. La soluci6n de la ecuac1on homogene; resultante, en 
este caso de cuarto orden, permiti6 obtener la formt 
de la soluci6n particular de la ecuaci6n original. j 

Sin, eatbargo, cabe p.reguntarse si toda ecuaci6n diferenc al 
· n n-1 

de la forma (D + a 1 D + ••• + anly = q(x) admite uno er~ 
dor 1? 1 (D) que genere a partir de ella, una ecuaci6n homoge­
nea, esto es, un operador diferencial de la forma 
Dn + b 1Dn-l + ••• + bn, que aplicado al segundo miembro 
q(x) de la ecuaci6n no homogenea, lo anule: 

ctfl (58) 

I 

Para responder a la pregunta se tiene presente que la edua­
ci6n es diferencial lineal homo~~nea de coeficientes con~ta~ 
tes, la cual, evidentemente no se satisface para cualquier 
funci6n de "x". Esto quiere decir que no cualquier funci6n 
de "x" se anula al ser afectada por el operador P 1 (D), sino 
que exclusivamente aquellas que son soluciones de la ecua­
ci6n. 

De lo anterior se deduce, para que una funci6n q(x) dada~ 
pueda ser anulada por algiin operador diferencial lineal, , es 
indispensable que dicha funci6n sea soluci6n de alguna ec~a­
ci6n diferencial· lineal homogenea. 

El opetador diferencial capaz de anular el segundo miemb•o 
de una ecuaci6n diferencial no homogenea, se denomina anula­
do~ o an~qu£tado~. 

En el incise 1.4.1, se obtuvieron las funciones que repr­
s~ntan la soluci6n general de una ecuaci6n diferencial li­
neal como la (58), de acuerdo ala naturaleza de las raicrs 
de su ecuaci6n caracteristica. 

Teniendo en cuenta los tres cases que al respecto puedenlpr~ 
sentarse, las soluciones de tales ecuaciones son siempre ~un­
ciones del tipo: 
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k C N, a C lR, 

k C N, a C lR, bClR 

y la suma algebraica de ellas. Por-lo tanto ~e puede 
rar que solamente este tipo de funciones son anuladas 
operadores lineales. 

Para obtener un operador P1 (D) apropiado quel anule a 
funci6n q(x) dada, se requiere determinar la ecuaci6n 
genea, de la cual la funci6n q(x) es soluci6n. 

asegu­
por 

una 
homo 

Se deterrninaran a continuaci6n los operadorel aniquiladores 
de algunas funciones de usa frecuente. 

Considerando primeramente la funci6n q(x) = k-l. La fun­
cion propuesta equivale a xk- 1e 0x y este tipo1de funci6n es 
la soluci6n de una ecuacion homogenea, cuya ecuaci6n carac­
teristica tiene una raiz >. = 0, y de multiplicidad "k" (caso 
B). Como la raiz multiple es >. 0, un operador diferen­
cial anulador es: 

se verifica que: 

Dk xk"'l 0 

siempre y cuando k - 1 ~ 0. 

Considerando el caso en que q(x) = e>.1x, ist funci6n es s0-
luci6n de una ecuaci6n lineal de primer arden, cuya ecuaci6n 
caracteristica tiene par raiz >. = >. 1. El anulador de esta 
funci6n es par lo tanto (D - >. 1), lo cual pue~ verificarse f! 
cilmente, aplicando el aniquilador a la funci6

1
.: 

>. X A X A X (D- A1)e 1 = >. 1 e 1 - A1e 1 = c 

Finalmente, analizando el caso de una comb-inJ i6n lineal de 
"n" funciones como· la siguiente: f 

q(x) ~ cleA1x + c2eA2x + ••• + cn~Anx 

esta. corresponde a la soluci6n general de una kcuaci6n di­
ferencial lineal homogenea de arden "n"; el op~rador ani­
quilador correspondiente es entonces, un opera~or de arden 
"n", el cual usando la representaci6n factorizfda es: 

Los resultados anteriores y otros, se present n en la tabla 
siguiente, a fin de que sirvan como auxiliare! en la determi 
naci6n del operador aniquilador. 
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. 

q(x) ANULADOR 
k+1 k X 

D 

eax 
(D - a) 

xk-1eax 
(D - a)k 

cos bx 6 sen bx (02 + b2) 

X 
k-1 cos bx 6 X 

k-1 
+ bz)k sen bx (02 

ax 
6 eaxsen bx e cos bx oz- 2aD + (a2 + b2) 

k-1 ax 
bx 6 k-1 ax 

+ b2)] k 
X e cos x e sen bx [oz - 2aD + (a2 

Tabla I.l 

Los ejemplos siguientes muestran el metodo complete de oe­
ficientes indeterminados. 

Ejemplo I.lO 

Sea la siguiente ecuaci6n diferencial: ~ 

y'' + 3y' + 2y =e-x+ e-zx 

la s6luci6n general de la ecuaci6n es de la forma: 

Y = Yc + Yp 

la soluci6n de la ecuaci6n homog6nea a~ociada es: 

Yc = c~~-x + Cze-zx 

-x -zx 
Dado que q(x) = e + e es soluci6n de una ecuaci6n 

diferencial lineal homog6nea de coeficientes constantes, 
el operador aniquilador existe y se puede determinar: 

como q (x) est! formada con las raices A 
1 

= - 1 1 A 2 = - 2 1 

se t.iene qu«;: 

P 1 (D) = (D + l~lD + 2) 

es el aniquilador correspondiente. 

Aplicando P 1 (D) a la ecuaci6n diferencial: 

(D + 1) (D + 2) (D 2 + 3D + 2)y = 0 

resolviendo esta dltima ecuaci6n homogenea: 
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:W. 

como: 

y 

se obtiene·: 

odonde c 3 y c 4 son los coeftic:ientes a dettermi-ir. 

Sustituyendo Yp en ~a ecuaci6n original, se +btiene la 
siguiente identidad: 

-x -zx e + e 

de donde: 

.y -< 1 

por lo tanto: 

y entonces la soluciiSn general de la ecuaci6n riginal es: 

y 

.. 
Ejemplo I.ll 

En la ecuaci6n diferencial: 

y' + 2y x + 1 + xex 

la anulaci6n del t~rmino x + 1, se logra aplica do el 
operador 0 2 a la ecuaci6n: 

La funci6n x~x es soluci6n de (D- 1) 2 y = 0, 

el aniquilador de x~x es (D- 1) 2 • Aplicando 
a la ecuaci6n no homogenea, se tiene: 

.la soluci6n de esta ecuaci6n homoqenea es: 

r lo que 
- 1)2 



Como la soluci6n de la ecuaci6n homogenea ~ociada a 
la original es: 

entonces: 

sustituyendo Yp en la ecuaci6n original: 

Yp + 2yp = x + 1 + X4x 

C 2 +c 3 ex+c~xex+c,.ex+2c 1 + 2c 2x+2c 3 ex+2c~x~=x~1 + xex 

simplificando: 

donde: 

1 1/2 

0 1/3 

3c~ 1 1/4 

1 - 1/9 

pqr lo tanto la soluci6n general de la ecuaci6n no homo­
genea es: 

Y = Yc + Yp 

Ejemplo 1.12 

Sea la ecuaci6n: 

y'' + 2y' + y = sen x 

· El operador aniquilador de la funci6n sen x es: 
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.t 

aplic~ndolo a la ecuaci6n diferencial: 

(0 2 + 1) (0 2 + 20 + 1) y = (0 2 + 1) sen x 

(0~ + 20 3 + 2D 2 + 20 + l)y = 0 

0 

Esta ecuaci6n diferencial lineal es homogen a de cuar 
to orden y su soluci6n general es: 

• ya que la soluci6n de la ecuaci6n homogenea a ociada es: 

entonces: 

Yp = c 3cos x + c~sen x 

donde c 3 y c, ·son coeficientes a determinar. 

Sustituyendo yp en la ecuaci6n diferencial n homoge­
r.ea: 

sen x 

de donde: 

2c~ = 0 y 1 

entonces, los coeficie~tes son: 

c, = 0 y c3 - l/2 

por lo tanto~ 

yp - 1/2 cos X 

y la soluci6n general de .J.a ecuaci6n diferenci 1 es: 

-x -x, 1 y c
1

e + c
2
xe - 2 cos X 

11 
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:~ 1.4.3 EL METODO DE VARIACION DE PARAMETROS 

El metoda de coeficientes indeterminados es muy utilizaco 
en la resoluci6n de ecuaciones aiferenciales lineales, ~o 
es un metoda general, ya que existen muchas ecuaciones p~­
ra las cuales el metodo no es aplicable. Esta limitaci6~ 
radica en el problema de obtener el operador aniquilador , 
para cualquier funci6n q(x), asi como en el tipo de cocf·­
cientes de la ecuaci6n~ 

Algunas ecuaciones para las cuales no es aplicable ·el n e­
todo de coeficientes indeterminados, son por ejemplo las si 
guientes: 

a) yl I + 2yl + y tan X 

b) yl + y 1 = -;c-r 

c) yl I + 2y = L-n X 

d) Y 1 1 + 2xy 1 + y sen x 

Un metodo general que tambien sirve para resolver aquel as 
ec~aciones en donde el metodo de coeficientes indetermin -

~ dos no es aplicable, es el de variacidn de parimetros. s­
te metoda se desarrollo para determinar la soluci6n de 1 
ecuaci6n diferencial de primer orden, en el incise 1.2.3 
ahara se generalizari para la ecuaci6n de orden "n". 

Considerese la siguiente ecuaci6n diferencial lineal: 

59) 

la soluci6n general de la ecuaci6n homogenea asociada es~ 

TEORH1A I .4 

Si y
1 

y y
2 

son dos soluciones linealmente independientes de 
la ecuaci6n homogenea asociada a la ecuaci6n no homogenea: 

yl I + alyl + azy q(x) 

entonces la soluci6n par~icular de la ecuaci6n no homogenea 
es: 

(61)) 

donde la primera derivada de u(x) y v(x) satisface el siste 
rna de ecuaciones: 

[ :; ::] [:: :::] [ : .. ,] (61) 

, - t 

57 

_ .. _­

---~ 



58 
Demost.raci6n: 

Derivando y : 
p 

yl 
p 

:;-·. . ' . . 
~_. ~ ~-. •,, • • =·· ... 

u{x)y; + v(x)y~ + u' (x)y
1 

+ v (x)y
2 

'copsiderando la primera ecuaci~n.del sistema 61): 

·entonces: 

y' = u(x)y 1 + v(x)y
2
' p I ••• {62) 

derivando nuevamente: 

Y
1 1

p = u{x)y; 
1 

+ v{x)y~ 1 + U 1 {:x~)y~ +. V 1 (x y~ 

considerando la segunda ecuaci6n del sistema ( 1): 

U
1 
(x)y; + V

1 (x)y~ = q(x) 

por lo tanto: 

Y
11

p = u(x)y; 1 + v(x)y~ 1 + q(x) 

sustituyendo Yp' Yp y Yp 1 en (59), se tiene: 

u(x)y;
1 

+ v(x)y~' +q(x) -t:a
1
[u(x)y; + v(x)y~J + 

+ a 2 [u(x)y 1 + v(x)y
2
J = q(x) 

factorizando: 

..... 

g (x) 

(63) 

q(x) 

Pcro dado que y 1 y y 2 son soluciones de la ecu ci6n homogi­
nea asociada a (59), entonces: 

y; I + aly; + a2yl= 0 
// 

~ 

y'. 
2 + aly~ + a2y2 0 

por lo t:.~nto: 

~ ' ::·: I ., (x) 
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Ejemplo .!.13 

Sea la ecuaci6n: 

y'' + 4y' + 4y 

La so1uci6n general tiene la forma: 

y = Yc + yp 

para determinar yc' se considera la ecuaci6n homog~nea 
asociada: 

y' I + 4y' + 4y = 0 

entonces, la ecuaci6n caracter1stica es: 

A2 + 4A + 4 = 0 

donde: 

Para encontrar Yp• se observa que no es posible apli­

car el ~todo de coeficientes indeterminados. Por el 
teorema I.4, Yp es de la forma: 

-zx -zx 
yp=u(x)e + v(x)xe 

El problema consiste en determinar u(x) y v(x). Se re­
cordar§ que (b) es una soluci6n particular de (a) si se 
cumple: 

lyl Yzl [u' (x) l [O l 
y; y; J v' (x) J = q(x) J 

-zx 
SQstituyendo en es~e sistema Y1 = e Y2 

q(x) = 
-zx e. __ x_z_ 

' 
-- ~-l...ii:lioiii: ...... J ~-L _:-...,_.;., ·~ . .: ~ - ... "'if +· 

-zx 
xe y 

(a) 

(b) 

; ..... .l. 
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-zx xe 

-zx . - 2xe + 
-] [u'(x)]· 10 -" l 

e zx v' {)c) _e __ 
x2 

resolviendo el sistema anterior, se tiene: 

u' (x) (1-2x)e -· 2 X 

1 
e·-~x 

v' (X) ~-2e-zx 

L. 

por lo tanto: 

u(x) = -I~ dx - Ln X 

v(x) I _l_ dx = - _!_ 
x 2 x 

entonces: 

la soluci6n general es: 

y 

-xe 

e 

-zx 

-2x 

Ln 1 
·X 

-1 0 

Obs~rvese que Yp se obtiene a partir de Yc• on la 
simple sustituciifn .de las constantes c 1 y c 2 or fun 
ciones de x, u(x) y v(x), debido a esto, elm todo 
empleado para encontrar Yp en el problema ant rior, 
se conoce con el nombre de metodo de to~ pa~6met~o~ 
va~iabie~ o va~iaci6n de pa~amet~o~. 

Al obtener u(x) y v(x) en el ejemplo anterio , no se 
consideraron las constantes de integracion. ora si 
~stas se consideran, se precede de la siguien 

u (x) = - I~ dx Ln 

1 
X 

1 
0 

----------

J 
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ti 

• 
t 
-
-~ 

v(x) f 1 dx xz 

de donde: 

+ cl e. + 
) 

-2X · 

o sea: 

(-

1 
X 

Como se observa, al considerar las constantes de integra 
cion en la obtencion de u(x) y de v(x), se obtiene en Yp .a 
soluci6n general de la ecuacion diferencial y no la soluc~6n 
particular como se propuso. 

Entonces, dado el conjunto fundamental de soluciones de_la 
ecuaci6n homogenea asociada, se puede encontrar la soluciCn 
general de la ecuaci6n diferencial. Los resultados obten·­
dos se generalizan en el siguiente teorema. 

TEOREMA I.S 

Sea la ecuaci6n diferenc ial lineal no homogenea: 

(n) 
+ 

(n-1) '+ + any q(x) y aly ... 
donde: 

. Yc = ely! -+ C2Y2 + + c nyn 

es la soluci6n de la ecuacion homogenea asociada. 

y el sistema: 

- r -
r-

y1 y2 Yn u~ (x) 0 

y' y' y' u~ (x) 1 2 n 0 

(n-1) (n-1) (n-1) u' (x) Y, y2 Yn n q(xl, 
'- - ~ -

Entonces, la soluci6n particular de la ecuaci6n no hornog~­
nea es: 
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Ejemplo I.14 

Para obtener la soluci6n genera-l de 1a sigu · ente ecua­
oi6n: 

yl I I + yl = tg X 

primero se ~iene la soluci6n complementari , que es:-

pi:!>¥ el! mMGdo de variaci6n de par~metros se iene~ 

y = u 1 (x) + u 2 (x}sen x + u
3 

(x)c s x p 

doru:ie la primera derivada de ul, a-2 y u3 de e satisfacer 
el sistema de ecuaciones: 

x] [u; (x)j lo l 
x u' (x) 0 

x . u;(x) g x [: 
sen x cos 

COS X -sen 

-sen x -cos 

~esolviendo el sistema: 

integrando: 

u;(x) 

u~ (>:) 

u; (x) 

tq X 

cos x - sec x 

- sen x 

a
1

fx) Jtg X dx = Ln sec X 

u
2 

(x) J (cos x- sec x) dx = sen x - Ln( 

u J (x) -J sen x dx = COS X 

pc>r lo tanto: 

c x + tg x) 

t "' Ln sec x - sen x Ln (sec :x + tg x) + 2 x + eos 2 x p 

cor;,o san 2 x + co:j 2 x ~ 1 y ·:lade <JUe est?. f:.m ya ex is 
te en la soluci6n co~pleme~taria, se tiene: 

Yp Ln sec x- sen x Ln(sec x + q x) 

·-~ 



la soluci6n general de l:a ecuse.i6n es·:-

y c 1 + c 2sert x + c~cos x + Ln sec x - sen x Ln(sec x- gx) 

PJjemplo I. 15 

Sea la siguiehte ecua-ci6n d'iferenci~l lineal de coeficien 
tes variables: 

xy'' - Cx + 3}y' ~ y = x 4 
(a } 

y dbs- soluciones de la ecuaci6n homog~nea asociada Y1 = (x + l} 
Y Y2 = eX(x2 - 4'x + 6}. 

Su soluci6n genera·! es: 

donde: 

~tos m~todos para obtener la soluci6n particular de yp son: 

a) Coeficientes indeterminados. 

b) Variaci6n de par§metros. 

EI primero solo se aplica cuando la ecuaci6n di~erencial 
es de coeficientes constantes. Por las caracteristicas del 
ejemplo, no es aplicable, por lo cual se utiliza el segun­
do m~todo: 

Yp u(x) (x + 3) + v(x)ex(x 2 - 4x + 

donde u(x) y v ()() deben satisfacer al sistema 

[: 
+ 3 ,_x(x2 - 4x 

+ "]["' (xl r 0 J 
,_x(x 2 - 2x + 2) v' (x) x 3 

resolviendo este sistema: 

u' (x) 

v' (x) 

" .. - ' I 

- (x 1 
- 4x + 6) 

xt.-x + 3t-x 

6} 

de ecuaciones,: 
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integrando: 

u(x) 

v(x) - xe-x - 4e-x 

por lo tanto: 

[- 6x J (x + 3) + [- 4x + 6) 

x4 
Yp = - - 3 - ax - 24 

Para verificar que (b) es una soluci6n parti ular de la 
ecuaci6n (a), se deriva Yp" 

sustituyendo en (a): 

y' = - ..!. x 3 - 8 
p 3 

y'' = - 4x2 
p 

- 4x 1 -(x + 3) (- ~ x 3 
- a ) 

3 4 4 x 4 

- 4X + :f X + ax + 4x 3 + 24 - --3- - ax 

por lo tanto (b) si es soluci6n de (a). 

x" 

24 x" 

La soluci6n general de la ecuaci6n diferencia (a) es: 

I.S APLICACIONES 

~~ el presente incise se describen algunos pr 
los considerados clasicos, con objeto de mostr 
gama de aplicaci6n de las ecuaciones diferenci 
les. 

blemas de 
r la amplia 
les linea-



I 
'Problema I. 1 

Sea el siguiente sistema masa - resorte - amortiguador 
excitado con una fuerza f(t) = sen t: 

donde: 

m = 1, B = 2, k = 1 

Se desea determinar la expresi6n para el aesplazamien­
to x(t) en cualquier instante ."t", suponiendo que: .. t-

x(O) = x(O) = 0 

,-----x(t) 
K 

M 
B 

Figura r. 8 

Soluci6n 

Del diagrama de cuerpo. libre se tiene: 

o bien: 

=~~L------M----~~----~~~ 
Figura I.9 

MX F(t) - kx- Bx 

F(t) 
~ 

sustituyendo los valores de B, M y k: 

x + 2x + x : sen t 

-, 

ecuaci6n diferencial no homog€nea, que constituye el mo 
delo del problema. 

Resolviendo la ecuaci6n diferencial, se obtiene: 

y 
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por lo que la soluei6n general e•: . 
• •' (a) 

derivando (a) ·•• tiene: 

auatituyendo las condiciones iniciales en (& ,Y (b): 

x(O) 

donde: 

la soluci6n del problema es: 

1 
T 

1 
T 

( ) 1 -t 1 -~ 1 
x t "'T t + T te - T cosit 

N6tese que cuando "t" tiende a infinito, lai funciones 
exponencial•• tienden a cera, par lo que en a soluci6n 
prevalecer! dnicamente el t~rmino cosenoidal lo cual 
implica que la masa M os.:::ilar~ indefinidamen e con una 
f~ecuencia iquai a la de su excitaci6n. 

Problema 1.2 

Sea el siguiente circuito LRC, excitado con una fuente 
de voltaje constante !. 

I . 

Ill r---· A" 'V\,A 

L 
l l I 

Figura 1.10 

.. .. :~ 

.. 

(b) 



don de R .. 3$'l, L • 1 H y C • 0. 5 F 

Encontrar la expresi6n para la ca1da de voltaje Vc en 
el capacitor en cualquier instante "t", suponiendo que: 

~ Soluci6n 

De la segunda ley de Kirchhoff: 

E • Ri + L g! + Vc 

donde: 

i (t) 

por lo tanto: 

o bien: 

sustituyendo valores: 

ecuaci6n diferencial no homog4nea, que representa el mo 
delo matem4tico del problema. 

Resolviendo la ecuaci6n diferencial, se obtiene: 

-t . -2t 
Vee 5_ cl~ + c2~ 

por lo tanto, la soluci6n general es: 

• • • (a) 

para valuar c 1 y c 2 , se deriva (a): 

sustituyendo las condiciones iniciales en (a) y (b): 

0 c 1 + c 2 + E 

0 - c 1 - 2c 2 

(b) 
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de donde: 

c 1 = - 2E y E 

la soluci6n del problema es: 

n6tese que cuando "t" tiende a infinito, el voltaje en 
el capacitor tiende al valor del voltaje de la bater!a. 

Problema I.3 

Se tiene un tubo en U lleno de un l!quido e densidad 
6, como se muestra en la siguiente figura: 

\·l- ;L 

~~ 
Figura I.ll 

S1 en t = 0 se abre la vSlvula V, igualand las presio 
nes P 1 y P 2 , encontrar el per!odo de oscilac"6n del 11~ 
quido en el tubo, suponiendo despreciable 1 fricci6n 
entre el 11quido y las paredes ~del tubo. 

Soluci6n 

La masa del l!quido es m = cAL, en donde A s el 1irea 
de la secci6n transversal del tubo y L es la longitud de 
la columna del l!quido. 

La fuerza que actlla sobre el l!quido es: 

f = oA2 x 0 g - oA2xg 

utilizando la segunda ley de Newton: 

--I 



o bien: 

ecuacf6n diferencial no homog~nea, que representa el mo 
_-dele matem!tico del problema. 

Resolviendo la ecuaci6n: 

Xc = c 1 cos ~ t + c 2 sen ~ t 

la soluci6n general de la ecuaci6n diferencial es: 

x(t) = c 1 cos ~ t ·+ c 2 sen 4 t + x 0 
••• (a) 

Para deterrninar c 1 y c 2 , se deriva la ecuaci6n (a): 

y sustituyendo las condiciones iniciales x(O) 
i(6) = 0 se obtiene: 

c 2 0 

' por lo tanto: 

x(t) 

0 y 

de la soluci6n, se deduce que la velocidad angular es: 

w=AL 
y por lo tanto el per1odo de oscilaci6n es: 

T=rr~ 

Problema I.4 

Un cable flexible ae peso despreciable soporta un pue~ 
te (carga uniforme),como se muestra en la siguiente fi­
gura: 

_'.. 

69 

... 



70 
y 

A 
B 

L.---------------~6~0~----------~~ 

Figura 1.12 

Oeterminar la ecuaci6n de la curva APB. 

Soluci6n 

Consid6rese la parte del cable entre el p nto P y cual 
quier punto "c" de coordenadas (x, y). 

y 

p 

X 

Figura 1.13 

La parte del cable estarA en equilibrio ebido a la 
tensi6n T en "c" 1 la fuerza horizontal H n P y la car 
ga vertical total sobre la porci6n Pc del cable, a la­
cual se denominar! w(x) que actua sobre a~gan punto 
del cable. 

H p 

Figura 1.14 

__....., 
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En estado de equilibr1o, la suma alqebraica en la di- · 
recci6n "x" (horizontal), debe ser cero y la suma alqe­
braica en la direcci6n "y" (vertical), tambi6n debe ser 
cere. 

Descomponiendo la tensi6n T en sus doa proyecciones, 
como se muestra en la figura I.lS. 

C 
~Tson9 
~ 

Tcos 8 

H p 

. Figura I.lS 

Se tiene en el equilibrio: 

T sene = w(x) y T cos 9 • .H 

como tg e .. ~ 1 •• igual a la pendiente de la tange!:!_ 
teen "c" de la curva APB, entonces: 

en donde H es una constante1 derivando la ecuaci6n dife 
rencial anterior, se obtiene: 

g 
dx 

1 
1r 

dw(x) 
dx 

La derivada de w(x), es el incremento dew por unidad 
de incremento de "x", es decir, es la carga por unidad 
de distancia en la direcci6n horizontal. 

Como en el problema la carqa est!·uniformemente repa! 
tida, se representar!. 

dw (x) 
dx • w ; w constante 

con lo cual, la ecuaci6n diferencial lineal no homoq6-
nea es: 

d 2 y • w 
~ 1r 
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la soluci6n general de esta ecuaci6n es: 

y 

Para valuar las constantes c 1 y c 2 se consideran las 
condiciones iniciales: 

y(O) = 1{) y y(O) 0 

con lo cual: 

10 

uci6n ge-sustituyendo los valores de c 1 y c 2 
neral se obtiene la ecuaci6n de la curva 

- 30 :S X ~ 3 

esto representa la ecuaci6n de una 

Obs~rvese que si el origen del sistema de eferencia 
x - y, se coloca sobre el punto P; entonces las condi 
ciones iniciales son: 

en X = 0, y 0, y en X = 0 

con lo cual: 

0 

quedando la soluci6n como: 

y - 30 ~ X ::: 3 

-

~I 



CAPITULO I I SI;;TEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 

II.l SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDE 

En el oapitulo ante,io,, '' e>tudia,on la> eouaoione' difl­
renciales lineales y ordinarias, en las cuales aparece unai 
variable dependiente y una variable independiente. En eli 
presente capitulo se estudiaran dichas ecuaciones considera­
das en forma de sistemas. Naturalmente, tales sistemas es~ 
tin caracteri~ados por la aparici6n de varias variables de~ 
pendientes, cada una de las cuales es una funci6n de una m·~ 
rna variable independiente. ~ 

Considerese el circuito efectrico mosttado en la figura 
I I. 1: 

+ E 

Figura II.l · 

al modele matemltico le corresponde el sigu~ente sistema d 
ecuaciones: 

"1-·· 

---·--- -------
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74 1 
d L1 ~ (1 1 - 12) + R11 1 z E 

d d11 
- L1 ~ (11 - 1zl + Lz ~ + R2 2 • 0 

Este sistema se obtiene aplicando en cada rna la la ley de 
voltajes de Kirchhoff y considerando que en e elemento L1 
corn6n a arnbas, la intensidad de la corriente ~s 11 - i 2 en 
la malla izquierda, y en la malla derecha 1z 1 i1 • ·· 

El conocido pr.oblema de Lotka y Volterra en cologia materna 
tiea es otro ejemplo de sistemas de ecuacione diferenciales. 
Tales investigadores plantearon un modelo mat matico para 
que dos especies, una A que devora a otra B s~ mantengan en 
equilibria, estando presentes simultaneamente 1 Se denotara 
como A, a la especie de conejos y como B, a 1. de zorros. En~ 
ausencia de la espec~e rapaz, la presa se des~rrollaria sin· 
limite yen forma proporcional a su numero, o.sea, siB 0:· 

~=a A donde a ea la taaa de cric1miento. dt , • 

La especie rapaz en cambio, en ausencia de. 1~ presa, final­
mente se extinguira; o sea, si A = 0: 

¥t = - b B, donde b es la tasa de mortalidad. 
-~ '··-.. 

En realidad, el incremento de zorros depende del abasteci­
miento de comida (conejos) y la extincion d.e ~a presa se. re~ 
liza con una rapidez proporcional al numero d~ encuentros AB 
entre zorros y conejos. Cada encuentro representa una dismi :.•. 
nuci6n en el numero de conejos y un incrementd en el de zo-- ~ 
rros, matemlticamente: ' 

donde k
1 

y k 2 son valores del efecto de la in eracci6n de zo 
rros y conejos. ~ 

En cada uno de los ejemplos anteriores, el mo elo matemati­
co esta representado por un sistema de dos ecu ciones dife­
renciales, en donde aparecen dos variables dependientes yuna 
variable independiente. 
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II. 2 SISTEHAS 
TANTES 

LINEALES DE PRIMER ORDEN Y COEFICIENTES 

Un sistema de "n" ecuaciones diferenciales ordinarias de 
primer orden, se c9racteriza per tener "n" variables deperi­
dientes x 1 , x2 , ••• , Xn, y una sola variable independien e 
"t". Las variables dependientes constituyen las iric6gn -
tas del sistema y cada una de ellas es funci6n de "t". na 
representaci6n general de este tipo ~e sistemas es la si 
guiente: 

... (1) 

Si las funciones Fi presentan la forma: 

F i ( t , x 1 , x 2 , ••• , Xn) = a i 1 ( t) x 1 + a i 2 ( t) x 2 + • • • + a in ( t) xn + b 1 ( t) , 

entonces el sistema es lineal y de primer orden, su repr sen 
taci6n general es: 

2) 

bn sistema como· el (Z) tiene una solucil!n dentro de un n-
. tervalo t 1 < t < t 2 , si existe un conjunto de "n" funciones 

x1 , xz, ... , xn, todas diferenciables de "t" en cualquier 
punto de dicho interv.alo. Al conjunto de funciones, si exi,! 
te, se le llama 4o!uc~6n d~! 4~4t~ma d~ ~cuac~on~4 . 

Ejemplo IL 1 

Para el siguiente sistema de ecuaciones: 

75 



76 • 
Consid~rese el conjunto de funciones x

1
, x

2
: 

Se desea comprobar si x 1 y x 2 es la soluci6n el sis­
tema: 

Si bien estas funciones son diferenciables pa 
los valores reales, no constituyen la soluci6n 
tema, ya que no satisfacen a arnbas ecuaciones. 
to susti~uyendo x 1 y x 2 en las ecuaciones del 

a todos 
del sis 

En efec 
istema :-

como se observa, la prirnera ecuaci6n diferenci 1 del sis 
tema no se satisface, en carnbio se puede verif·car que 
las funciones 1 

s1 constituyen una soluci6n del sistema. 

El sistema lineal de ecuaciones (2), tiene la iguiente re· 
presentaci6n matricial: 

donde: 

b(t) 

A<tlx + b <tl 

vector de t€rmino inde­
pendientes. 

(3) 



~·· , 

vector de incOgnitas. 

matriz de coeficientes. 

Es conveniente aclarar que el sistema (2) tiene soluci6n ¢n 
terminos de funciones elementales unicamente en algunos car 
sos particulares. I 
Si en el sistema (2) los elementos d~ la matriz A(t) son: 

constantes se dice que el sistema de ecuaciones diferencia­
les lineales, de primer orden, es de coeficientes constan­
tes y se representara como: 

. 
Xj a11X1 + ... + a1nxn + bl (t) 

... (4) 

Xn an1x1 + ... + annxn + bn(t) 

0 en forma matricial: 

11.2.1 

.!. 
X = AX + b(t) ••• (5) 

tipo de sistemas, son los que se estudiaran en el pr 
capitulo. 

MATRICES DE FUNCIONES 

s~ llama matriz de funciones a una matriz en la cual todo$ 
sus elementos son funciones de una variable real y su reprt 
sentaci6n es: 

A(t) 

all (t) a12 (t) 

a21{t) a22(t) 

amn(t) 
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el concepto anterior se hace extensivo ctores. 

Si una matriz tiene funciones como elementos, es posible ob 
tener la derivada o la integral de dicha matri 

II.2.2 DERlVACION E lNTEGRACION DE MATRICES D FUNCIONES 

La derivada de una matriz de funciones A(t) d orden mx n,es 
una matriz del mismo orden y cuyos elementos s obtienen al 
derivar el elemento correspondiente de la matr~z original·, es 
toes: 

Ejemplo !1.2 

dA(t) 
dt 

Dada la matriz de funeiones: 

A(t) [t 2 

t] 
3t - t 

su primera derivada es: 

[

atddt (t
2

) d~t (t)] [t 1] 
A' (t) = • 

dt (3t) Crt (-t) 3 - 1 

La intogral do una •atd• do fundon., A!tl } ordon m x n 
es una matriz del mismo orden y cuyos elemento~ se 6btienen 
pl integrar los elementos correspondientes de ~a matriz ori 
ginal, esto es: 

As1 para la matriz A(t) del ejemplo anterior, la integral 
de 0 a •t• es: 

1 • I --..lor-.----- c 
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I 
{\

2 dt ittdt r· t'] t\(t)dt. :r 
2 

. Lt 3tdt -!\dt - t2 
-r 

r Propiedades de la derivada e 

I A) • ~ (A + B) • ~ + R 
integral de matrices: 

B). 

C). 

~ (Aa) • A ~ + ~ B 

d dA dB ar (a A+ asl • a-err+ a crr 

F). ita (a A+ I!B)dt'"' aJt•Adt + aft 2 Bdt 
t, t, t, 

II£ INIIEiflfiJ 

Donde A y B son matrices de funciones conformables paTa la 
suma o la multiplicaci6n segun el caso, y a, B son escala­
res cualesquiera. 

GJ s1o9a9 
SERIES DE MATRICES Y CONVERGENC!A 

El concepto de serie de matrices se define a partir de la 
noci6n de sucesi6n de matrices de la siguiente forma: 

Definici6n: Sea una sucesi6n {Ak} de matrices de arden 
m x n cuyos elementos son n11rneros, entonces la serie de 
matrices se expresa como: 

<X> 

Si en la serie de matrices I Ak se designa al elemento ij 
k'"'l 

de A .... por It~~) .... ~) 

elemento (mn) 
y todas las series correspondientes a cada 

00 
son convergentes, entonces la serie I Ak es 

k=ol 
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';onvergente y la suma esta definida como la m triz de arden 
m x n cuyo elemento ij esta dado par la serie: 

f a~~), donde (i 
k=l ~) 

1, 2, 3, ••• , m; j = 1, .• • • n) 

Otra forma de analizar la convergencia de 
ces, es a traves de 1a norma de una matriz 
valor absolute de un nfimero), por esto, se 
guiente definicion: 

un serie de matri 
(g neralizaci6n del 
pr senta la si-

j_ 

Definici6n: La norma de una matriz A de or~en m x n cu 
yos elementos son nfumeros, se representa por II A II y se 
define como el ndmero no negative obtenido prr medio de 
m n 
t t laijl' es decir las sumas de los vale es absolu­
i=l j =1 

tos de todos sus elementos, por lo tanto: 
m n 

II A II= I: I: Ia .. 1 
. i=l j=l ~) 

I 
·-1· 
-· 

A partir de la definicion de 
guiente teorema, con respecto 

norma, se podra aplicar el si-!JI 
a la convergencia de matrices. 

TEOREMA II.l 

""Si {Ak} es una sucesi6n de matrices de arden ~ x n ~ales que· 
t II Ak II converge, entonces la serie de matr ces I: Ak tam-
k=t "' k=l 
bien converge. 

*La demostraci6n del teorema se puede consultlr en el volu­
men 2 de "Calculus" de To:n. 1'1. Apostol. 

oo Ak 
Apl icando el teorema I I. 1, se _ demuestra que a serie I: K 1 

k=o · · 
converge para matrices cuadradas A, cuyos e~el~ntos sean n~ 
meres (en estas se~ies se entiend~ que el tert1no que le co 
rresponde a k = 0, es la matriz identidad correspondiente)~ 

El desarrollo de la funci6n X 
e en serie' de M claurin es el 

siguiente: 

ex 1 + 
x2 

+ 
x3 

+ + X + + X ~ 
_3_!_ . . . k! ... 

Par similitud con este desarrollo, podemos d cir que para 
la funci6n matricial eA, el desarrollo corres ondiente es: 

. ......-



A A2 A3 Ak 
e I+ A+ 2T + 3T + ... +IT + ••• 

o bien: 

el desarrollo de r:.l'l Ltueda formaii::ado a traves de la sigui !!. 
te definicion: 

Definici6n: Sea A una matriz de orden n x n cuyos ele 
mentos son constantes, se define la exponencial eA co 
mo una matriz de orden n x n dada por la serie conver­
gente 

La matriz exponencial eAt es importante en la resoluci6n 
de sistemas de ecuaciones diferenciales, su desarrollo es: 

Con base en los desarrollos en serie de Maclaurin para la 
funciones sen x y cos x, se pueden escribir los desarrollo 
de las funciones matriciales sen A y cos A: 

A3 As 
+ (-l)n 

A2n+1 
+ sen A A - n+ 5T + (2 n + 1)! ... 

A2 A~ 
+ (-l)n 

A2n 
+ cos A I - 2!+ IT + . . . (2 n)! ... 

II.2.4 SISTEMAS HOMOGENEOS Y LA FORMA DE SU SOLUCION 

En el metoda que se presenta a continuaci6n, para obtener 
la soluci6n de un sistema de ecuaciones diferenciales, se 
utiliza la serie de Maclaurin para desarrollar la soluci6~ 
en un entorno del vector x(O): 
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i'(O) 

Xn (0) 

al vector x(O) s~· le !lama v~c~o~ d~ condlcl n~ ~nlclat~~. 
Por lo. tanto, la soluci6n que se obtiene esluna soluci6n 
particular qu~ satisface condiciones en t = b. 

El caso homogeneo del sistema (4) presenta a siguiente 
forma: 

.!. 
X = AX (6) 

derivando la ecuaci6n anterior: 

X ••• (7) 

sustituyendo (6) en (7): 

... (8) 

si este proceso de derivaci6n, con la sustituti6n to~respon 
diente, se lleva hasta el enesimo arden, se tiene: -

entonces, cada co~ponente del vector soluci6n.x del sistema 
debe ser una funci6n diferenciable y, par lo tanto, conti­
nua para cualquier valor de la variable indep•ndiente "t", 
en algfin intervale dado q~e contenga al punta t = 0; segGn 
esto y de acuerdo con la ecuaci6n (9), la der~·'vada enesima 
de la soluci6n del sistema estudiado, seri ta bien una fun­
cion continua para toda "t" en dicho interval , ya que An 
es una matriz de coeficientes constantes. La funci6n 
Xi (i = 1, ... , n) debe tener un desarrollo en 'serie de Mac­
laurin de la siguiente forma: 

( = 1, 2, ... , n) 

vectorialmente: 

... (10) 



donde P1 , P~, ... , Pn, son vectores desconocidos que deben 
determinarse. La ecuaci6n (10) representa la forma gene­
ral de la soluci6n del sistema (6). Sin embargo, tiene 
ciertos inconvenientes, primero por ser una serie infinita, 
lo que impide conocer la soluci6n exacta y segundo, por la 
s_ran cantidad de trabajo que involucra evaluar los vectores 
P 1 , P 2 , ••• Pn, suponiendo que s6lo se quisieran conocer al 
gunos terminos de la serie. Este ultimo inconveniente se­
£Ued~ resolve! en pa~te! representando a los vectores 
P 1 , P2 , ••• , Pn en term1nos del vector de condiciones ini­
ciales P 0 , como se muestra a continuaci6n. 

Premultiplicando (10) por la matriz de coeficientes A, se 
obtiene: 

••• (11) 

derivando la soluci6n propuesta en (10): 
J 

(12) 

por lo tanto, igualando (11) con (12) debido a (6), e igua­
lando los terminos correspondientes: 

• • • (13) 

y en general: 

An 
Pn =-,-Po n. 

el interes por expresar todas las componentes P 1 , ••• , Pn 
en funci6n de-A y P0 , se debe a que ambos son datos; A es 
la matriz de coeficientes y Po es el vector de condicio­
nes iniciales. 

Sustituyendo (13) en (10), la soluci6n del sistema homog! 
neo es: 

+At+~ t 2 + ..• + ~ tn + ••. P0 ••• (14) 
A2 . An ) . 
"'' n. 

en donde se observa que para determinar la soluci6n de un 
sistema de la forma (6), basta con determinar el valor de t la mio :•:r::i:l ~~fi::t: ... + 

~­~-

--·' .::.]._:_, ·' .. ~ ' 
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I 

"'" fo~• do obtonor 1• >Oluoi6n x, impj >umu un nUmJ 
ro infinito de terminos. Con el uso de una

1 
computadora, es 

posible considerar un gran numero de termin s de la serie,., · 
pero de cualquier modo, se llegaria a la so uci6n de la + 

ecuaci6n diferencial en forma aproximada. ' 
-!.-

Ejemplo II. 3 

Dado el siguiente sistema de ecuaciones: 

X AX, x<ol Xo tJ A 

Para obtener el vector solucion x por medi 
(14), es necesario calcular las potencias d 

de la serie 
A: 

[
: : :], • • • ,An= r2 : : J 
0 0 27 0 3n 

sustituyendo en (14): 

X " r: : :] + [: : :] t + [: : :1 t2

2 

+ r: 1 :] t6' + •• • + [:] 

La o 1 o o 3 o o 9J l~ o 21 2 

I 

-r, .. ,. . t' 0 0 

HJ 
86 + ••• 

2 t' 
X = 0 1+t+~ +b+ .•• 0 3 

0 1 + 3t + t 2 t'' 0 -r+27b+... 2 

0 

0 

como: 

(at) 2 
1 + .'it + __ 2_!_ + 

1 + 3t + 

(at) 3 

3! + 



~ la soluci6n del sistema es: 

X = 

por lo tanto: 

zt e , 

~~ Si la matriz A es diagonal y no dispersa (cero en cualquier 
f posicion, excepto en la diagonal no nula) se facilita la r~ l •oluoi6n dol 'i"oma. I 

[ Tambien se obtuvo en el ejemplo 11.3, la suma de la serie: 
matricial infinita de la ecuaci6n (14), la cual es una matriz 
cuadrada que involucra elementos exponenciales de la forma 
eAt: 

por esta raz6n se le genomina mat~~z exponenc~at y se le d -
nota por eAt 

eAt = I + At + _K_ t 2 + •.. + __£__ tn +... . .. (15 
2! n! 

con esta nueva notaci6n para la serie matricial infinita, e 

I
' ~~~do oxp""' a la •oluoi 6n dol 'i "o" do h >igui<nto f £ 

• x ,•tx<Ol .. . !1< 

I " 
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,., 
~-. 

t . 
Se puede observar la analogia con el caso e calar: 

. _,.· 
·. 

I 
y' "' ay 

cuya solucion es: 

y "' eat y(O) 

' --. I un sistema de ' 
on calcula, 10 

El problema para obtener la solucion (16) d 
ecuaciones diferenciales homogeneas, consist 
matriz exponencial eAt, por lo que se debe analizar con mls 
detenimiento sus propiedades y la forma de s obtencion. 

II.2.5 PROPIEDADES DE LA MATRIZ EXPONENCIAL 

A continuacion se presentan algunas propieda es importan­
tes de la matriz exponencial eAt. 

C) 

A) Si en la ecuacion (15) se tiene t = 0: 

= I 

B) Derivando la ecuacion (15) con respecto 

de At 
A·+A2 t+ •.• 1 Alltn-l + liT"""" - + (n 1)! -

A (I+ At+ ••• 
An-1 n-1 + (n 1)! t + -

[r +At+ 
n-1 A n-1 = ••• + (n l)! t + -

por lo tanto: 

de At 
A• eAt eAt.A 

~ 

Sean A y B dos matrices cuadradas del mis 
AB = BA entonces: 

•t": 

. . ·] 

... ] A 

(18) 

orden, si 

e(A+B)t 
... (19) 

Para comprobar lo anterior, se desarrollan 1 s matrices 
pomenciales: 

. I 



--------- r 
y 

B't 3 

3! 

En la expresi6n (22) si ~ = BA se tiene: 

d.e _dond.e: 

elA+B)t 

D) Si en la e.cuaci6n (19) se hace B - A: 

I 

por lo tanto: 

At -At 
e •e 

-At e 

1!.2.6 SISTEMAS NO HOMgGENEOS 

(20 

(21 

• • • (23) 

A continuaci6n se precede a determinar la forma que prese 
ta la soluci6n del sistema no homogeneo: 

.. 
x = Ax+ b"<t> , b(t) t- 0 ; 

' ' 
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~ ... 
,. 

I 
'si se multiplica el sistema per e-At 

.E._ ( n -At-x ) _ -At.!. -At -como dt ~ - e x - e Ax, la expresi6 anterior se 
puede representar: 

integrando la ecuaci6n entre 0 y "t", se tien 

despejando x: 

X = 

o bien: 

(25) Jt 
0 

X = 

la ecuaci6n (25) representa la soluci6n del s"stema no homo .'1 
g~neo que satisface al vector de condiciones iniciales - ~ 
X(O). : . 

Si se integra la expresi6n (24) entre 
obtiene: 

x = eA(t - to) x(to) + ft eA(t 

to 

. II.2.7 CALCULO DE LA MATRIZ EXPONENCIAL 

r t 0 y t se 

6 ) b(6)d6 

Existen varies metodo:; p<ira calcular eAt aplicables a cases 
de matrices dispersas; r~ metodo de transfer dade Laplace, 
el metodo de valores y vectores caracteristic~s, el mltodo 
de conversion matricial a la forma can6nica d Jordan, etc. 

El mltodo aqui presentado tiene la suficient flexibilidad 
para adaptarse a cualquier tipo de matriz con relativa faci 
lidad, sin caer en la complejidad de otrcs cu ndo se tratan 
matrices de valores caracteristicos repetidcs. 

Antes de desarrollar el m€todo para calcular eAt, es conv~ 
niente enunciar el siguiente teorema: 

" 
~ 
:!) 

i 
l 

_._,.J 



TFORF'IA I I. 2 DE I:A~liL'lO:\ ~ (.\ YL::Y I 

Tocla :1tatri: cuadrad1 satisface st: ecu:~ci6n caracterLsticq. 
Esto cs si: 

de.t (A - H) 0 

es la ecuaci6n caracteristica de la matriz A, entonces: 

Ej_emplo II.4 

Para la siguiente matriz: 

A ~ J 
[

2 -). -7 ] 

3 6 -). 

se tiene: 
A - )..I 

por lo tanto: 

det(A -).I) = ). 2 
- 8). + 33 ; 

de modo que la ecuaci6n caracteristica de la matriz es: 

). 2 -8).+33 0 

Adem/is: 

A2 [2 -7] [2 -7] = [- 17 -561 
3 6 3 6 24 1sj 

la matriz A satisface el teorema de Hamilton - Cayley, 
ya que: 

A2 
- 8~. + 33! 0 

. _,;; .... J~-----~'-··"' --- ,_._ 

------------------
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";;;!,. 

esto es: 

1: 17 -561 -8 [2 -7] + 33 [ 1 
L 24 15J 3 6 o 

0 [: :] 1 

A continuaci6n se desarrolla un mitodo para btener fa ma­
triz exponencial eAt, empleando el teorema de llamilton.-Cay­
ley. 

Si la ecuaci6n caracteristica de una matriz 
orden "n" es: 

uadrada A 

0 {26) 4 
por el teorema de Hamilton-Cayley ·se cumple: 

... (27'1: 
~'-

<4l donde: 

.• .• !' - 0. I I. n !' 
(28) 

m1,ll tiplicando la ecul/.C i6n ( 28) por A, 

'.. (29) 

sustituyendo (28) en (29) resulta lo siguien 

agrupando terminos: 

A
n+l __ An-1 n-2 

Yl,t + Y21A + • .• 

En general: 

(30) 

por la definici6n de matriz exponenci~J,l, la 
.~ una serie matricial infinita: 

cuaci6n {1 5) 

:, .. 

'· 

:~ 

---- ~ ~ ~- ~~--~ -~--



eAt = I + At + Az tZ + A' t3 2T 3T + ••• 
An n 

+ nr t + ••• 

si en esta ecuaci6n se sustituye la ecuaci6n (30), se tie e: 

At . 
e =I+ At+ •• ,.+ 

+ (n! 1)! (yl!An-t+ Y An-z + ... + Y I)tn+l + , + 

+ ..... + ynk!)tn+k +n• ••• :J + 1 (ylkAn'-1 
(n + k)! 

En la ecuaci6n (31) se 
de A de la forma Am con 
terminos se tiene: 

observa que s6lo aparecen potencijs 
m = 0, 1, 2, 3, •.• , n - 1; agrupando 

• • • .( 2) 

donde •n• es la dimension de la matriz y 13 0 , 13 1 ••• Bn-
1 

on 
funciones de "t". 

Para cada valor caracteristico Ai se tiene: 

• • • (3 ) 

de la ecuacion (26), se tiene: 

realizando los rnismos pasos que se efect:uarf>l\1 para ~btene 
las ecuaciones (28) ala (32), se obtiene: 

4ond~ los coeficientes Yik SOD ios rnisrnos que los le ecua~ 
cion (30), y finalmente: 

... (35} 

donde los coeficientes 1:\.1. sQn l9·S mismos que aparecen .en 
ecuacion (32). 

a 
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Para determinar la matriz exponencial eAt se 

cer tl 0 1 tl 1 , ••• tln_
1

, para lo cual se plantea 

del t!po (35) para cada valor caracteristico d 
si estes valores son distintos se tendri un si 
ecuaciones con "n" inc6gnitas del cual se obte 
res Bi necesarios en (32). 

equiere cono 
na ecuaci6n 

la matriz A; 
tema de "n'' 
drln "n" valo 

Cuando la matriz A tenga un valor ca~acterist·co repetido 
"k" veces, serl necesario derivar la ecuaci6n (35), k- 1 ve 
ces respecto a A, para obtener las ecuaciones dicionales -
que sean necesarias en la determinaci6n de los valores de s1 . 

Ejemplo II. 5 

Dada la matriz: ~---

1 . . 1 At A Para obtener a matr~z exponenc~a e 1 como es una 
matriz de orden n ~ 2 1 por la ecuaci6n (32) s tiene: 

los valores caracteristicos de A son: 

Con estes valores se obtienen dos ecuaciones 
ra cada valor caracteristico, como indica la 
(35): 

resolviendo este sistema algebraico: 

Bl ~ (est- e-tl 

Bo ~ (est + Se-t) 

por lo tanto: 

una pa­
xpresi6n 

,. 

[: :] 



eAt 1 
=6 

Ejemplo II. 6 

Dada la matriz: 

l'" + 
4est 

4e-t 

e-t 

2e
5

t - ze-1 
4e5

t + ze-~ 

Como la matriz A es de orden 3 y sus val_ores caracte­
risticos son: 

0 

la matriz eAt se calcula por medio_de la expresi6n (32): 

de la expresi6n (35) para >.. 1 1, se obtiene: 

(a) 

y para >.. 2 0: 

••• (b) 

la tercera ecuaci6n se obtiene derivando la siguiente 
3cuaci6n con respecto a )..: 

esto es: 

valuando para >.. 3 = 0, se tiene: 

t 
• •• (c) 
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Resolviendo las ecuaciones (a), (b) y (c) se obtienen 
los valores de 60 , 61 y 62 • 

De las ecuaciones (b) y (c) se obtienen a 0 • y S 1 • t • 

Sustituyendo estos valores en (a) se tiene1 

62 .. e.t - t - 1 

por lo tanto: 

t . 
+(e. -t-1) 

efectuando oper'ac ione s: 

1 0 0 

e.At • t 1 0 

e.t-1 0 e.t 

Ejemplo II. 7 

Dada la matriz: 

que es una matriz de orden 2, se tiene: 

At .., S I + o A e 0 PI 

LQ.ecuaci6n caracteristica de la matriz es: 

por lo que: 

i y - i 

I 



i: 

cos t + i sE!n t 

y para ).
2 

= ~ i: 

resolviendo para, 6 0 y 6 1 se obtiene: 

con estas funciones la rnatriz exponencial es la siguie~ 
.. te: 

eAt = cos t rl OJ + 

. ~ 1 f p= lo t~to' 
sen t 

,_At "' jcos t 

Lsen t 

- sent~ 
cos J 

tt.3 RESOLUCION DE SISTgMAS LINEALES DE PRIMER ORO~ Y CO_ 
F1C1ENTES CONSTANTES 

Con los planteamientos basicos dados, se pueden resolver 
sistemas lineales de primer orden y coeficientes constan­
tes. Por medio de ejemplos concretos se presentaran los 

• dos casos: Resoluci6n de sistemas homogeneos y resoluci6n 
de sistemas no.homogeneos. 

11.3.1 RESOLUCION DE SISTEMAS HOMOGENEOS 

En la s~cci6n 11.2.4, se obtuvo la soluci6n del sistema ho­
mogeneo x = Ai, la cual es de la forma: x = eAtx(O) 

' 
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Ejemplo II. 8 

Para el siguiente sistema de ecuaciones dife enciales: 

[:}[: :j [ :: J 
x 1 (0) 1 

x 2 (0) 1 

la ecuaci6n caracter1stica de la matriz de co ficien­
tes es: 

por lo tanto, los valores caracteristicos de a matriz 
A son: 

/. 1 4 

/. 2 - 2 

Como A es de orden 2, la matriz exponenci~l se calcula 
de la siguiente manera: 

e. At = S 0 I + S1A 

Con /.1 y /.2 se forma el siguiente sistema: 

e.~t = so + 4S1 

resolviendo para S0 y S 1 se obtiene: 

y 
1 

So = 3 

sustituyendo los valores de 60 Y 8 1 en la 
se tiene: 

efectuando operaciones: 

[ 3<'' 
-2t + 3e 

e. At 1 
6 

9e.~t -2t 
.J 9e. 

1 (e.~t -
+6 

e.~t -2t 
- e. 

3e.~t + _,, J 3e. 

(a) 

resi6n (a), 

[: 
1 

1 

·,1.·.· . 

.. 
c>: 

.. 



por lo tanto, la soluci6n para el sistema dado con 
x 1 (0) = x 2 (0) ., 1 es: 

esto es: 

2e. ~t - e.-2t 

.t:jempl;::. 'U. 9 

Sea el siguiente sistema de ecuaciones &:~~!enciales: 

1 0 

3 x 2 (0) = 1 

0 3 

Como A es de orden 3; la matriz exponencial se calcula 
de ~ siguiente forma: 

Los valores caracter!sticos de la matriz A son: 

como los valores se repiten, es necesario uerivar dos ve 
ces para g€nerar las tres ecuaciones de las que se obten 
dr:in: 

Bo, 8 1 Y 82 

La primera derivada de la expresi6n e.~t 
es: 

y la segunda derivada: 
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sustituyendo ~ = 3: 

e't = B + 36 + 96 2 0 1 

te 3 t = 6 1 + 66 2 

t 2 e3 t = 26 
2 

resolviendo estas tres ecuaciones se obtienen 60 , 61 y 62 
y sustituyendo en la matriz exponencial se ti ne: 

1 t t2t2 

eAt e't 0 1 t 

0 0 1 

la soluci6n del Eiisi;ema es: 

0 sea: 

x1 
e3t (1 + t) 

x2 e't 

x3 = 0 

La teoria presentada, ha sido desarrollada ara problemas· 
de valores iniciales, es decir, se precisa del conocimiento 
de un vector de condiciones iniciales en t = 0, el cual se 
ha representado como i(O). Sin embargo, est~ teoria es per· 
fectamente aplicable a problemas en donde se ;solicita la so 
luci6n general, o bien a problemas en donde l1as condiciones 
estin dadas en un instante de tiempo cualqui~ra, como se 
muestra en el siguiente ejemplo: 

Ejemplo II. 10 

Para el sistema: . 
·.·1.-.. ~ .. 

• • 
·: 

. 
X X + y 

y 9x + y 



Se desea obtener su soluci6n general. 

Los valores caracteristicos de la matriz son: 

).1 = 4 

Y la matriz exponencial, calculada con el m4todo descr! 
to (ver ejernplo II. B), es: 

At e. 1 
6 

--9e. ~t - 9e. -2t 

la soluci6n general es: 

[:]= At-e. k , 

donde: 

es un vector desconocido de condiciones iniciales, esto 

es: 

X 

y 

como: 

1 
6 

,_ . 

+ 

3e.~t + 3 e.- 2 t k2 

1 -'] T (3kl - k2)e. 

f<3kl 
k2) e.-2t 
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Obs~rvese que las constantes esenciales de 1 soluci6n 
no son directamente las coordenadas del vecto de condi 
ciones iniciales, sino una combinaci6n de elll!s. El -
quid del problema estriba en poder formar esa~ combina­
ciones. 

11.3.2 RESOLUCION DE SISTEMAS NO HOMOGENEOS 

En los pr6ximos ej emplos·, los conceptos fund mentales para 
resolver un sistema no homogeneo, son los mismos del homo-

geneo y se hace necesario unicamente completar la soluci6n 
de la parte no homogenea, por lo que se hara ~so de la te£ 
ria expuesta en el inciso 11.2.6; concretamente de la ex-
presi6n (25): 

1 

x = ,AtxcoJ + fo\•<t - 0 bcodf 

que representa la soluci6n de un sistema no h mog~neo de la 
forma: 

. 
X = AX+ b(t} 

con la condici6n inicial x(O). 

l 
Ejemplo II.ll 

Para el sistema no hornoqeneo: 

[~ J r- 1 - ~ r l + [e -] 
X2 l- 2 - ~ X2J 0 



::.-, .. 

I' 

' ~- --

con x 1 (0) = 4 y x2 (0) • 0, la ecuaci6n caracter1stica 
de la matriz ~ coeficientes es: 

). 2 + 2). - 3 .. 0 

donde: 

y 

son los valores caracter1sticos. 

La matriz exponencial el;it1i dada por: 

con ).I y >. 2 _se genera el sistema: 

et = So + sl 
e-at = So - 381 

resolvi~ndolo, se obtiene: 

3et + -st et 
eo e sl .. 

4 

entonces, la matriz exponencial es: 

eAt .. 3et+e-at ~ J+ et e-•t 

o sea: 

eAt • 

por lo tanto 

XI 

• 

-Xz 

4 

lA 

et' + e-•t 
2 

soluci6n 

et + e-at 

et + e-•t 
2 

4 

.. , 
et - e-•t 

et + e-•t 

e-•t 
4 

[-• 
-2 

-'J 
- l 

4 

+ 

0 

l 
1 



lOZ 

;.-.~ .... ._ ~. 

t t-o + e-3(t-ol t-o e -3 (t 6) -6 

J 
e e e 

2 

+ t-6 + e-3(t-ol et-o+e-3(t 6) 
- e 0 

2 2 
0 

efectuando las operaciones y simplificando: 

7 e-3t + 9 et 
XI T T 

7 e.- 3t 9 et +..!... -t 
x2 T - T e 2 

Ej emplo II. 12 

Se desea obtener la soluci6n del siguiente s·stema de 
ecuaciones diferenciales: 

Los valores caracteristicos de la matriz son 

i 

como A es de tercer orden: 

eAt 8 0 1 + 8 1A + 8 2 A2 

e~t = 8 0 + 8 1 ~ + 8 2 ~ 2 

y 

x 3 (0) 

-i 

0 

0 

1 

al sustituir los valores de ~ en la ecuaci6n nterior se 
obtiene el sistema: 

cos t + i en t 

cos t - i sen t 

~J" ..•..• 
~t 

i 
.. 

. 
. 

':. 



, 

' 

resolviendolo, se tiene: 

So 1 

al sen t 

62 = 1 - cos t 

sustituyendo en eAt: 

~ 
0 0 

~ 
1 

-~ At 
1 0 + sen t -2 e. + 

0 1 1 

+ (1- cost) ~ -: -J [ -: -J 
efectuando las operaciones y simplificando: 

<At.~ 
- 2 + 2 cos t + sen t - 5 + 5 cos t 

cos t - 2 sen t - 5 sen t 

sen t cos t + 2 sen 

conocida la matriz expon~ncial, se obtendr~ la soluci6n 
del sistema no homog~neo: 

J 

[:}~ 
-2+ 2 cost + sen t - 5 + 5 cos ][' cost - 2 sen t - 5 sen t 0 

sent cos t + 2 sen t 1 

t 

J 
- 6 + 6 cos (t - 6) + 3 sen(t - 6) 

+ 3 cos(t - 6) - 6 sen(t - 6) do 

3 sen(t - 6) 
0 
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integrando la matriz: 

J
t L 6 + 6cos (t - o) + 3 sen (t - 6 l 

3 cos(t - 6) - 6 sen(t - 6) 

3 sen(t - 0 
0 

1t r: 6 + 6cos(t - ol + 3 sen(t 

0 

do = 

~ .~>> J d6 

• J.t [ 3 cos(t - 6) - 6 sen(t - ~>] do 
0 

ft [ 3 sen(t - 6l] d6 

0 

[

- 6t + 3 + 6 sen t - 3 cos 

- 6 + 3 sen t + 6 cos t 

3 - 3 COil t J 
Sustituyendo y simplificando se obtiene la oluci6n: 

x
1 

2 - 6t + 2 cos t + 6 sen t 

x2 - 6 + 6 cos t - 2 sen t 

x 3 = 3 - 2 cos t + 2 sen t 

Ejemplo 1!.13 

Para el sistema no homog6neo: 

La matriz exponencial es: 

-t e. x
2 

(0) 1 

= 

I .. 

J . 

. . 

---~------



[ >t + • ,, te2t e ,_e_ 

At 
e "' 

tezt 2t ] 
e - te 

con la cual se calcula 1~ soluci6n del sistema: 

tntegrando y •1Mplificando: 

-t e 

13 2 t 4 . 2 t 4 -t 
-9 (t - T te - T (t 

l:'-1.3.3 TEOREMA D~ EXISTENCIA Y UNICIDAD PARA SISTEMAS LINEA ES 

I 
TEOREMA 11.3 

Sea el sistema lineal i"<tl "'Ax(tl; i(O) = b donde A esl 
una matriz constante de orden n x n y o es el vector de con• 
diciones iniciales de n x 1. La soluci6n (mica del sistema, 

en el intervalo - co < t < "" es x(t) = 2.Atb. 

105 
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Demostraci6n: 

A) Para demostrar que x(t) = e.Atb es soluc·on del sistema 
se debera comprobar que lo satisface. 

Derivando la soluci6n propuesta: 

.!. At­
x(t) = Ae. b 

sustituyendo x(t) = e.Atb y su derivada en e sistema: 

o se~, la ecuaci6n se transforma en una iden idad. Adem§s, ~ 
en t = 0: 

i"<o> e.A(O)b 

b 

por lo tanto: 

x<t> 
At-

e b 

z<t> Az(t) · z<o> b 

El producto e-Atz(t) se representa por p(t) 

derivando esta funci6n matricial: 

. 
p(t) 

como z(t) Az (t') , se tiene: 

~ -At ademas Ae e.-AtA, por lo que: 

s.e tiene: 

I ,• 

··1···.· 

... 
.... : 

'' 
' 

::., 

,jjjl ... 
. .i 
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p(t) 0 

lo que significa que p(t) es una matriz de elementos constt~ 
tes, por lo que p(t) = p(O). 

Entonces como: 

para t 0: p(O) z-co> 

o sea: 

p(t) p(O) 

de donde: 

e-Atz(t) b 

premultiplicando por eAt 

z<t> 

pero como x(t) = eAtb, se concluye que z(t) 
que la unica soluci6n del sistema es: 

-

- At­x(t) = e b 

x(t). 0 sea 

;II.4 TRANSFORMACION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL DE ORDEN "n' A 
UN SISTEMA DE "n" ECUACIONES DE PRIMER ORDEN 

En el capitulo anterior se estudiaron las ecuaciones difej 
renciales lineales; en estas aparece como incognita u1a va 
riable escalar. Si el modelO de un problema es una e:uaci n 
Qe este tipo y de orden "n", se puede transformar en un sis­
tema de "n" ecuaciones diferenciales de primer orden; de es­
ta manera se tendrln "n" variables como incognitas. Las "~" 

•· variables pueden o no tener una interpretacion fisica en el 
problema. 

ll 

El procedimiento para realizar dicha transformaci6n, cons ~ 
te en introducir tantas variables dependientes, como sea e 
orden de la ecuacion diferencial. 
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Ejemplo II .14 

Sea la ecuac16n diferencial de orden tres: 

X 1 11 + 2x' 1 
- x 1 + 3x = 2t 

entonces: 

x' • w~ 

haciendo: 

X 1 
• w1 

ae tiene:. 

(a) 

{b) 

X
1 

"" w~ • w 2 (c) 

derivando X 1 
• w2 y haciendo w1 w1 : 

x 1 1 
• wl = w, .•• (d) 

derivando (d), se tiene: 

x• ,, a: w; •• • (e) 

como ya se tiene trea nuevas variables; w1 , 2 y w3 , 

ya no se podr! hacer: 

x'''•w;=-w .. 

entonces en este caso, se despeja X 11 1 

diferencial (a): 
ecuac16n 

x'' 1 
•- 3x + x' - 2x 1

' + 2t ••• (f) • 

auatituyendo {b), (c), (d) y (e) en (f) : 

.w~ • 3w 1 + w2 - 2w, + 2t 

de las ecuaciones (c), (d) y (g) se forma e siguien­
te sistema: 

en forma matricials 

w' I 

2t 

(g) 

I . 



/ w~J [ 0 1 OJ ["'
1

] [0 J w~ • 0 0 1 w
2 

+ 0 

_ w; -3 1 - 2 w
3 

2t 

~cuya soluci6n w1 , w2 y WJ representa: ... 
f 

t 
~ Ejemplo II.15 

y x'' 

Transformar la siquiente ecuaci6n diferencial a un sis 
·tema de ecuaciones diferenciales de prim•O!r orden: 

,· yiV + 3y' + y • X ; y(O) = y 1 (0) yt I (0) = yl I I (0) 

Primero se identifica la variable dependiente de la 
cuaci6n, en este caso "y", y se hace un cambio de va 

~iable, esto es: 

0 

y ~ w1 (a) 

de esta manera la nueva variable es w
1

• Haciendo otro 
cambio de variable para y 1

, se tiene: 

II Yl = w~ 

y as! sucesivamente con las derivadas de "y" hasta te­
ner cuatro nuevas variables 

I Y1 1 
• w~ = w1 

despejando y 1 v de la ecuac16n diferencial original: 

y - Jy' + X 

ecuaci6n que, al introducir las nuevas variables co­
rrespondientes, queda; 

(b) 

(c) 

(d) 

1r ... (e) 

de las 
tema: 

ecuaciones (b), (c), (d) y (e) se obtiene ·el sis-

109 I 
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wl 
I 

wl 
2 

wl 
3 

w' 
~ 

- w1 - 3w 2 + x 

o bien, en forma matricial: 

wl 
I 0 1 0 0 WI 

wl 2 0 0 1 0- w2 

... 
wl 0 0 0 1 w 3 3 

wl • •1 -3 0 0 w~ 

como y = WI y y(O) =·0, entonces W1 (0) = o. 

De la misma forma: 

y' (0) = w2 (0) = 0 

yl I (0) = w, (0) = 0 

yl I I (0) = w~ (0) = 0 

por lo tanto, las condiciones iniciales en 
ecuaciones son: 

w, (0) 

II.S APLICACIONES 

Problema II.l 

0 

0 

+ 
0 

X 

1 sistema de 

0 

En el ci~cuito electrico que se muestra en la fiquraii.2 
se desea determinar el voltaje en el capaci r vc(t) y la 
corriente en la inductancia iL(t) para t > 0. En el ins­
tante t = 0 se sabe que vc(O) = 0 e iL(O) =: 0. 

I 



Efectuando la suma de voltajes en la malla I: 

R1 i 1 entonces: 

·donde: 
dvc 

ic + iL = c -or- + iL 

- por lo tanto: 

o bien, despejando la derivada de vc: 

1 
c 

1 e(t) R";C 

;·efectuando la suma de voltajes en la malla II: 

y 

tiene: 

donde: 

••• (a) 

....... 
~~ 
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••• (b) 

Las ecuaciones (a) y (b) forman un sistema e dos ecua­
ciones diferenciales, donde las variables dependientes 
son las variables que se' desea conocer, o sea Vc e iL• 
Estas dos ecuaciones en forma matricial y con los valo­
res correspondientes de L, C, R1 y R2 queda:

1 

- 1 - 1 1 

+ ; Vc(O) • 0, 1L(0) • 0 

1 - 3 0 

-el vector soluci6n x de este sistema es: 

Para obtener eAt, primero se calcu1an los v lores carac 
ter1sticos de A: 

- 1-). - 1 

1 . - 3- :\ 

para ). 1 - 2: 

para ~ 2 - 21 

-donde: 

ta matriz exponenc1al es: 
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[

l+t -t l 
eAt e-zt 

t 1-t 

calculandQ la soluc16n: 

1 1 -zt 1 -2t 
T- T te - T e. 

como: 

:xco> .[OOJ 
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X 

se ~tiene: . 
vc 

3 1 te-zt 3 e-zt 
T- 2 4 

eAtx(O) + eA(t-olb<oldo Jt 
I I 

0 

iL 
1 - -}j te -zt - 1 e-zt 

T T 

Problema II.2 

Se tienen dos tanques cil1ndricos comunicado por la par 
te inferior, como se ilustra en la figura II. Una born= 
ba el~ctrica extrae un 11quido de un dep6sito y lo entre­
ga al tanque 1 con un gasto constante. Parte; del fluido 
que entrega al tanque 1 pasa al 2 por el orif~cio infe­
rior, con un cierto gasto; y el fluido que en~ra al tan­
que 2 sale, con otro gasto, hacia el exter~orl del sistema. 

® 

II 

Figura II.3 

Los gastos q
12 

y q
2 

son en general funciones no lineales 
de las,alturas variables h

1 
y h

2
, pero en a1g~nas situa­

ciones pdi.cticas, puede considerarse que las relaciones en 
tre gasto y altura son lineales, en la forma iguiente:-

Se trata de determinar el comportamiento en 1 tiempo de 
las alturas del fluido en los tanques, consid rando que: 

5 unidades cUb"cas/s 

(a) 

(b) 



A2 Area de la secci6n transversal 

del tanque 2 = 8 unidades cuadradas 

Area de la secci6n transversal 

del tanque 1 = 1 unidades cuadradas 

Se sabe que en t = O, el nivel del fluido en ambos tan­J ques es igual a una unidad lineal. 
it 
f. Soluci6n 

Para el tanque 1, la rapidez de la variaci6n del volurnen 
del 11quido contenido es: 

Dado que los tanques son cil1ndricos: 

Sustituyendo (d) en (c) y considerando los datos del pr£ 
blema: 

dA 1h 1 

dt 

(c 

(d 

(e 

(f 

Para el tanque 2: 

dv
2 

~ 

o bien: 

dh2 1 4 
(hi - h2) 12 

h2 
dt --;;; T - A;-

~- 4 
(hi - h2) - 12 

h2 (g) t - 2T -8-

Las ecuaciones (f) y (g) constituyen el modele matem§ti­
co del p~oblema planteado, matricialmente: 
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••• (h) 

Resolviendo el sistema por medio de la matr z expone~ 
cial: 

lA-AII 0 

4 - A 
4 

-T T 

A - AI 

4 40 - A 
24 -24 

La ecuaci6n caracter!stica resultante es: 

A2 + 3A + 2 = 0 

las r&1oes son: 

A2 = - 2 

" 

Dado que el sistema es de dos ecuaciones y las ra!ces 
diferentes, se tiene: 

donde s, y sl son soluciones de: 

resolviendo: 

1lo "' 2e-t - e-zt 

-t -zt e - e 

por lo tanto se obtiene: 

1
· ... · 
~ 

1" 

eAt 
24 

e-t - l-32 32J 1 
4 - 40 



16 -t + 8 e- 2 t 
!4 e !4 

d6 

5 e- <t-ol _ 5 -2 (t-o) 
6 6 .e 

Bfectuando operaciones: 

hi 
60 -t 16 -2t + 100 -24 e - 24 e 24 

h 2 e-t + 11 -zt 5 - T I2 e +u 2 

Observese que ~uando t 4 "': 

f 
i: •. 100 5 

~ lo que dgnif:~a q:: lo• t~que .. ~e e::abili>adn en 
f un valor fijo (el gaso de entrada es constante) y que 
l__ la altura del fluido en el tanque 1 ser~ diez veces J mayor que la del tanque 2. 

~ 
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CAPITULO III LA TRANSFORMADA DE LAPLACE 

III.l- DEFINICION DE TRANSFORMADA DE LAPLACE 

Si V )' w son dos espacios vectoriales, una transformaci6n 
T : V + W con dominio en un subconjunto D de v, se llama 
transformaci6n lineal de V en W si se cumplen las siguien­
tes propiedades: 

2. T(cvl cT(v), 

o bien: 

En general, una transformaci6n es una funci6n entre espa­
cios vectoriales definidos sobre un mismo.campo, que asigna 
mediante una cierta regla, a cada elem~nto de V uno y s6lo 
un elemento de W; esto es: 

T(v) w 

graficamente se representa como: 

I 
v T=V-W 

l -~ 

. 

Figura III. 1 
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Ejemplo III.! 

Sea v1 = Lnx, X ;I 0, donde v
1 

E:: V, y 
maci6n definida por la regla: 

d 
T = dx 

el elemento del recorrido correspondiente 

- d w1 = T(Lnx) = dx (Lnx) 1 
X X ;/ 0 

En este ejemplo, al aplicar la tran 
funci6n real de variable real, se obtuvo 
funci6n real de la misma variable. 

Ejemplo III. 2 

Sea v1 = t
2

, y la transformac16n definida 

T (*) =Jab st (*) dt 

donde "a" y "b" son constantes, 0 < a < b, 
par!metro. La imagen o transformada de v

1 

transfor-

y 

6n sobre una 
imagen otra 

regla: 

• • • ( 1) 

es un 

En este caso la transformaci6n conduce a una 
imagen que no es funci6n de "t" (como lo es si-
no func16n de "s". Las gr!ficas correspondi 
v 1 y w 1 se ilustran en las figuras III. 2 y I 

---------- -------
0 b I 0 ----­s 

Figura III.2 
F igur I II . 2 • 1 

_,..._ .. 



En general, si ~ = f(t) £ V y la transformaci6n se de ine como: 

entonces: 

T<v> F (s) 

Definici6n: Dados k(s,t) y f(t), se !lamar& transforma 
ci6n integral lineal de f(t) sobre k(s,t) a la siguient 
expresi6n: 

Ja
b 

k(s,t)f(t)dt = F(s) 

k(s,t) es conocido como el k~~nef o nucteo de la trans­
formaci6n. 

Ejemp~o III. 3 

Sea ~1 = t.
2 

y la transformaci6n definida por: 

T{:k) = iJ'J k(s,t) (*)dt 
0 

A) Si el kernel de la transformaci6n es k(s,t) st, 
la transformada de ~~ es: 

por lo tanto, no_existe la imagen de v
1 

debido a que la 
integral impropia resulta divergente. 

B) Si ~e considera el k6rnel k(s,t)= e 5 t, s > 0, la 
imagen de v1 es: 

W = T(-v ) =Jrot ,.st 't2dt 
I I "" 

integrando por partes, se obtiene: 

( 2) 

( 3) 
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lo cual indica que con el k~rnel selecc , la inte-
gral es divergente, per lo tanto la transf~rmada de vl 
no existe. ! 

C) Sea el k~rnel: 

k(s,t) = e-st , s > 0 

la imagen o transformada de v 1 es: 

W 1 T(V
1

) =1 00 

e-st tldt 

0 

integrando por partes, se obtiene: 

2e-st 
s3 

2 
53 

por lo tanto, con el kernel seleccionado en ste inci­
so la transformada s1 existe. Adem&s, los elementos 
del recor.rido son funciones de "s", mientras,que los 
del dominio son de "t". ·1 

La transformaci6n definida con el k~rnel ~e inciso C del 
ejemplo anterior, es una transformaci6n llam~da t~an~6o~m~ 
da de Lapiac.e.. 

Def1n1ci6n: Sea V un espacio vectorial de funciones 
f(t) definidas para t ~ 0. La transformaci~n integral 
que aplica a cada f(t) de V en su imagen F(~} de W, se 
llama transformac16n de Laplace y queda def~nida por 
la siguiente regla: 

L{*} =J: e-st(•)dt .•. (4) 

para una funci6n f(t), se tiene: 

L : V -+ W 

(5) 

donde Vesel corrjunto de todas las funcione f(t), 
t ~ 0 y I~ es el conjunto ~ las funciones tr nsformadas 
F(s) bajo L, es decir: 

L{f(t)} F(s) 

.

. 1.1 

j 



A la regla de la definicion anterior se le conoce con e 
~nombre de transformacion unllate~al de Laplace, para dif 
,renciarla de la bilate~al que se define como: 

L{ f (t)} = f_~ -stf (t) dt 

' En la mayoria de los problemas, donde la transformada de 
'Laplace se aplica, la variable tiempo es mayor o igual a e 
,ro, por lo tanto, la transformada de Laplace que se estudia 
'.es la unilateral. 

Ejemplo III.4 

La transtormada de Laplace de f(t) 

fo: -st 
L{1} = 

0 

1•e dt = lim 
b ... oo 

L{l} 1 
s 

Ejemplo III. 5 

I S > 0 

1 e-st 
s 

1 es: 

l
b 

0 

La transformada de Laplace de la funci6n f(t) 
tinida para t ~ 0, es: 

1 
s-a 

e-Cs-a)t [] 1 
s-a s > a 

Hasta este memento, la Gnica forma de verificar si la tra ! 
•• formada de Laplace de una funcion existe, es resolver la i -

tegral que establece su definicion y determinar los valore 
de "s" para que la integral sea convergente. Este proceso 
puede ser laborioso para algunas funciones. 

; Para simplificar el procedimiento. anterior, existe un te?r 
~rna que establece las condiciones suficientes que debe sat~s 
, facer una funci6n, para que su transformada de Laplace ex1s 

ta. 
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III.l.l LA !XISTENCIA DE LA TRANS 
LAPLACE 

Antes de establecer el teorema de exis 
dos co~ceptos relatives a funciones, que 
para determinar la transformabilidad de tos son: 
1. 
2. La continuidad seccional de una funci6n. 

El orden exponencial de una funci6n. 

Respecto al primero, se establece 

se definiran 

necesarios 1.··' estos conce 

la sig~iente definicion: 1' 

Definici6n: Una funci6n f(t) es seccionalmente conti 
nua en el intervale a < t ~ b, si este ntervalo puede 
ser dividido en un namero finito de sub'ntervalos de 
tal manera que en cada uno de ellos: 

a) f(t) sea continua 

.-. 
b) f(t) se aproxima a un l!mite a med da que "t" se 

aproxima a cada uno de los dos ext emos internos, 
es decir, que en un subintervalo c ~ t ~ d exi~ ten: 

EjeiRplo III. 6 

lim f (t) 
t +c+ 

y lim f(t) 
t ... d-

Sea la funci6n cuya gr!fica se ilustra a continuaci6n, 

f ( t ) 

lf-----T 

I 
I 
I 
I 

Figura III.3 

TT En el interior de los ·subintervalos (0, -T 
la funci6n es continua, ademas en el subinte valo 

TT 
(l < t < 2 : 

l ir.1 + 
t -+ 0 

f (t) = 0 y lim 

t -+ 

f(t) 0 
TT -

2 

~ 

t 

I 



;y en el subintervalo t > ; : 

t _.. 1i + 
T 

1 y 11m f (t) "' 
t ->-'); 

cor lo tanto, la funci6n es seccionalnente continua en 
el intervale (C, "'). 

La funci6n pcri6dica que aparece en la figura 111.4, es 
seccionalmcnte continua, ya que en el interior de cada sub 
intervale (n, n + 1), n "' 0, 1, 2, ••• , la funci6n es con­
tinua y el limite existe en los extrernos interiores de ca­
da subintervalo. 

f ( t ) 

0 

Figura III. 4 

Cuando una funci6n es seccionalmente ,continua en un cierto 
; intervalo, se garantiza la existencia de su integral en el 
i'mismo, esto es: 

r 
;.donde 
n + 1 a, a 1 , a 2 , a,, , •• , an, b, son los extremes de los 

sub1ntervalos en donde la funci6n es continua. 

: El concepto de funci6n de orden exponencial, se establece 
~n la siguiente definicion: 

Definici6n: Se dice que una funci6n f(t) es de o~den 
exponen~lal cuanto t ->oo, si existen constantes My by 
un valor de "t" igual a t

0
, tales que: 

If (t) I < Mtbt' 
... (6) 
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La~definici6n anterior puede 
ci6n entre f(t) y una funci6n 
previamente. 

Si existe una funci6n Mebt, tal que, a 
t 0 de "t", la funci6n f(t) crece mls len 
aumentar "t" hacia el infinite; entonces 
exponencial. 

de un valo 
te que Mebt al 

(t) es de orden 

Ejemplo III. 7 

Sean las funciones f(t) = 2 y ebt con b > 1 0, cuyas gr4 
ficas aparecen en la figura III.S. Como observa, pa 
rat< t 0 la funci6n f(t) es mayor que la ~x:pcone!ncial­
ebt, pero en el intervale t > t 0 , es menor que ebt. Por 
lo tanto f(t) = 2 es de orden exponencial. 

f( t) 

e fo 

Figura III. 5 

Para verificar si una funci6n f(t) es de o 
es suficiente que la siguiente desigualdad s 
"b" y M constantes: 

exponencial, 
cumpla, dados 

Ejemplo rrr.s 

lim /e-btf(t) I < M 
t ~00 

Para verificar s1 f(t) = e't sen t, es de or en expo­
nencial, se tiene que /sen t/ est4 comprendid entre 0 y 1, entonces: 

I at I le'tl e ~ sen t ! 

(7)· 

·-.~ 



;. por lo tanto, en lugar de investigar si f (t) es de or­
. den exponencial, se har~ con: 

~ 
t-: f I (t) = e 3 t 

y si 6sta resulta de orden exponencial, entonces: 

f (t) 
3t = e sen t 

: con mayor raz6n lo serli. 

Si b > 3, por ejemplo b = 3.001 y M = 1, se cumple la 
desigualdad: 

~· 

I 
>por lo tanto, f(t) es de orden exponencial. 

Definici6n: Las funciones que son seccionalmente con 
tinuas y de orden exponencial son llamada~ 6uneione~ ae 
ela~e A. 

La importancia de una funci6n de clase A, radica en que a 
transformada de Laplace de estas funciones siempre existe. 
Esto se establece en el siguiente teorema: 

TEOREMA II I. 1 

Si f (t.) es una funci6n de clase A, entonces su transform -
da de Laplace existe, por lo tanto: 

L{f(t)}:: F(s) 

paras> s 0 , donde s 0 se llama la abscisa de convergencia. 

Demostraci6n 

Como f(t) es seccionalmente continua, entonces: 

• • • (8 
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La primera integral del miembro derecho de 
te, dado que se trata de la integral defin 
continua en el intervale definido por los 1 
cion. Falta probar que la segunda integral 
vergente. 

Por ser f(t) de orden exponencial, entonce 

If (t) I < Mebt 

e-•tlfCtJ I < Mebte-st 

por lo tanto: 

Si la tercera integral de la desigualdad (9 
m~s raz6n lo hari la primera integral. Por 
zando la convergencia de la tercera integral 

Mra:-<•-bltdt = M lim 
~" d ... "" 

1 e-<s-b) 
8 - b 

si s > b, la integral converge al valor M 

Esta convergencia garantiza, a su vez, la 

i': -stf (t) dt 

a 

d~ 

la igualdad exis 
a de una funci6n 
mites de integr~ 
impropia sea cog 

tdt ••• (9) 

converge, con 
o tanto, anali-

la integral: 

las dos integrales del miembro derecho de la cuaci6n (8) 
existen y por lo tanto: 

tam bUn existe. 

El teorema III.1, establece la cond~c~dn dec a4e A de una 
6unc~6n como 4u6~c~ente, peko no nece4ak~a. es o significa 
que pueden existir funciones que, Jin Jek de c aJe A, pueden 
Je~ t~anJ6okmada6 mediante Laptace. 

Cuando una funcion no es de clase A, el unico recurso de 
que se dispone para verificar si es o no trans ormable, es 
investigar la conve,rgencia o divergencia de la 1 integral . 

..;.;,ry..,. *** mttsrn ·_ ·-~ 
..... ,_... 



Ejemplo III. 9 

Se desea obtener la transformada de Laplace de la fun ci6n: 

f (t) _1_ 
It 

En este case f(t) no es de clase A, dado que es discon 
tinua en t = 0. Por la delinici6n de transformada de -
Laplace se tiene: 

L{f(t)} 

J 
00 

-st - 1h = e t 
0 

dt 

dz y dt 

si: 

t y 

se tiene: 

J
oo -st - 1-'i 

e t dt 
0 Ioo -sz2 -1 

e z 2dz = -1 

0 z 

si y s% z, entonces: 

y 

con lo cual: 

-'/, t 2 -1 
2 

f
oo 

- 2 
2 e 52 dz 

0 

dz 

foo-sz2 ioo -y2-1A 2)_ e dz = 2e s 2 ·dy 
0 0 . 

de las tablas de integraci6n se obtiene: 

J
oo 
-v2 

e - dy 
0 
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finalmerite: 

Con esto se comprueba que la transformada de una fun­
ci6n que no es de clase A, puede existir. 

Bjemplo III.lO 

Se desea investigar s1 existe la tr·an:sf'or'Illia:da ce de la funci6n: de Lapl~ 

t2 f(t) = e 

Esta funci6n es aeccio'1almente continua en (0, ro), pe 
ro no es de orden exponencial, por lo tanto no es de -
clase A. De la definici6n de transformada Laplace se tiene: 

L{etz} =J(ooe-stetzdt 

0 

como esta integral es divergente, la tran formada de La 
t2 

place f(t) = e no existe. 

Con los ejemplos anteriores se ha comprobad 
funci6n no es de clase Ar puede o no existir 
de Laplace. La clase A, en cambia, garantiz 
de la transformada. 

En general, ei parlmetfo "s"· en la transfo 
es un numero complejo de la forma s = x + yi; 
s6lo es tratado como tal, en cursos avanzados 
cas. En este capitulo se considerarl unicame 
real, o sea, s = x, que es la abscisa del num 

Puede darse el caso de que una funci6n, s 
no pueda ser transformada, debido a un valor 
"s" asignado inadecuadamente. Esto puede ver 
dad al obtener la transformada de f(t) = e 3 t: 

de Laplace 
sin embargo, 
de matemlti­
te la parte 

complejo. 

de clase A, 
el parlmetro 
e con clari-

'· ~ l~"'""'«••11i!··,\ 



J: 

~si s < 3, la expresi6n (s - 3) resulta negat1va y el int -
grando pasa a ser una cxponencial positiva. Asi, la int -

l•gral impropia pasa a ser divergente. AI valor de s 0 = 3 
~ se le llama pa~~met~o o ab~cl~a de conue~gencla. Para a­
·lores des> s 0 se garantiza la transformaci6n de la fun4 
ci6n, o sea, la convergencia de la integral impropia. D bi 

.do a esto, en el teorema III.l, se condiciona la transfo mi 
cion de una func i6n de clase A, a la existenc ia de una ab ci 

de convergencia s 0 • 

[n la siguiente tabla se enlistan las transformadas de a 
~gunas funcion~s: 

f(tl F (s) 

c, C E ::JR c/s, 5 > 0 

t l/s 2 , s > 0 

t2 2/s 3
, s > 0 

tn, n = 0, 1, 2, ..... n!/s n+1 > 0 , s 

at 1/(s - a), > e s a 

sen at a/(s 2 + az) 

cos at s/(s 2 + a2) 

senh at a/(s 2 - a 2), s > a 

cosh at s/(s 2 - az), s > a 

Tabla III .1 

Todas las transformadas de esta tabla se obtuvieron a par 
tir de la definici6n de transformada de Laplace. 

i ;: 11!.1.2 LA TRANSFORMADA DE LAPLACE COMO UN OPERADOR LINEAL 
~ 

Siendo la transformada de Laplace una transformaci6n, cum 
pliri con la prppiedad de linealidad si se verifica: 

(10) 

:~ ConsidSrense por ejemplo las funciones: · 

t - t 
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entonces: 

esto es: 

pero no esti d~finida para valores de s ~ 
te: 

0 para 

entonces, se puede decir que: 

y L{f 1 } + L{ 

· son identicas para aquellos valores de "s'' 

y 

estan definidas, por lo que en general: 

De lo anterior se deduce que las funciones transformadas 
F1 (s), F 2 (s), ••• , Fn (s) en W, son identica , solo si coin 
ciden en un intervale de la forma (0, oo). 

Con esta consideracion, se establece una 
des mas utiles e importantes de la transfo 
ce, !a pkop~edad de !~neal~dad. 

Si c 1, c 2 , ••• , Cn es un conjunto de cons 
f 1 (t), f 2 (t), ••• , fn (t) , es un conjunto de 
clase A, cuyas transformadas son F1 (s), F

2 
( 

respectivamente, entonces: 

Para "s" mayor que el maximo elemento 

las propieda­
ion de Lapl~ 

de 

{ s il si es una abscisa de convergenc a} 

i=l,2,3, ••. ,n 

La propiedad de linealidad representada por la ecuaci6n (11) 
se demuestra a continuacion: 

+ ut . t '1M' . t t ; I 



L{c 1 f 1 +.c 2 f 2 + ... + cnfn} =i 00

e-st(c
1

f
1 

+c
2

f
2 

+ ... + cnf )dt 
0 

como: 

F": 
~ l; 

-

-~-

L{f} = J e-stfdt 

{I 

entonces: 

o bien: 

Esta propiedad es util para transformar funciones compues 
tas con las funciones basicas que aparecen en la tabla III. 1. 

Ejemplo III .11 

La transformada de Laplace de la funci6n 

f(t) = 3e
3

t + 16 - 3 cos 3 t, se obtiene utilizando la 
propiedad de linealidad, esto es: 

L{3e
3
t + 16 - 3 cos 3t} = 3L{e 3 t} + 16L{1} - 3L{cos 3t} 

Ejemplo III.12 

3 + 16 
s--=--3 s s > 3 

Para obtener la transformada de f(t) = cos wt, sin 
aplicar la definici6n de la transformaci6n, se proc~ 
de de la siguiente forma: 

Por el teorema de Euler para funciones exponenciales 
complejas: 

iwt e cos wt + i sen wt 

e-iwt = coe wt - i sen wt 
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sumando estas expresiones y despejando cos wt, se obtie-
ne: 

eiwt + -iwt 
cos wt e 

aplicando el operador transforrnada de place: 

L{cos wt} = ...!._ L{eiwt} + ; L{e - wt} 
2 

las transformaciones del lado derecho, se realizan en 
forma an&loga al caso de exponenciales reales, 1 para 
f 1 (t) = eat y f 2 (t) = e-at, donde "a" $s un nfunero com 
plejo de la forma r + iq. Seleccionando s > r, se ob= 
tiene la abscisa de convergencia, como se vio anterior 
mente; en este problema, r = 0 y q = w de modo que pa 
ra s > 0: -

L{cos wt} 1 1 1 
T s- iw + T 

Ejemplo III.13 

1 = s . s > 0 
s + iw ~2 ' 

Para obtener la transformada de f(t) cos 2 wt, se uti­
liza la siguiente identidad trigonom~tr!ica: 

cos 2 wt = ...!... + ...!... cos 2wt 2 2 

por lo tanto~ 

L{cos 2wt} = ~ L{1} + ~ L{cos 2wt} 

III.2 LA TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE 

El problema de obtener f(t) dada su image F(s), correspon~. 
de al concepto de t~an66o~mac~6n inve~6a. raficamente: 



. .t . 
t 

v L w .._ ___ __ 

Figura III.6 

•1 
donde L : V ~ W y L representa la transformaci6n del re ~ rrido al dominio, o sea: 

Esta transformaci6n que permite obtener el elemento del do 
minio f(t), dada la funci6n elemento del recorrido correspo 
diente, se llama t~an•6a~maci6n inve~•a de Laplace y se re­presenta como: 

s 

~ Ejemplo III.14 

Como L{cos 2tJ 
~ , entonces: 

L-
1

{· 
5 

J=cos2t 
5 z + 4 

similarmente, como L{l} 
tonces: 

..!... 
s 

-I I ..!... I = L 
,. s 

L 
-I 1~1 

y 

1 

e3t 

1 5=-3 , en-

Cuando se quiere determinar los elementos del dominio 
f(t), a partir de los del recorrido de la transformaci6n 
F(s), se considera que estos se generaron mediante la re­gia: 

s~,-> •. J __ ...-.• 



136 

t. 

' i 

f 
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En forma similar a como fue definida la t ansformada de La 
place, la transformaci6n inversa de Laplac de una funci6n 
F(s), se define: 

s 0 +jco 

., f(t) = L-
1
{F(s)} = 2

1rrj f estro.(s}ds 

J So- J'-" 
(12) ~ 

r' 
donde: 

y s 0 es la abscisa de convergencia. 

Aplicar la regia anterior para obtener 
no es simple ni practico y es comun encont 
tura la definicion de la antitransformada, 
nos de la transformacion directa: 

Definici6n: Sea W el espacio vectorial! de todas las 
funciones F(s) definidas paras > s . transforma­
ci6n lineal que aplica a cada funci!n F ) de w en la 
funci6n f(t) de V, y de la cual es imag , se llama 
transformada inversa de Laplace, des como L-'. 
Esto significa que si L{f(t)} = F(s), en ces: 

f(t) = L- 1 {F(s)} 

De la definicion anterior se deduye 
te de la transformacion inversa L- , 

Con la aplicacion de esta propiedad y el 
III.l de transformadas, se puede obtener 
mada de algunas funciones F(s). 

Ejemplo III .15 

La antitransformada de: 

iedad importan 
alidad: -

(13) 



~-

·.-·~ ... 
. ' 

F(s) ....!:2.+....!...-~ s s~ s2 + .1. 

> por la propiedad de linealidad es igual a: 

{- L-
1

{F(s)} = 15L-
1

/ !J + 4L-
1 J7-I - 2L- 1 

/
52

: 

1
} 

,~,de la tabla III.!: 

15 + 4t - 2 cos t , 

ya que: 

s L{l} = .1_ 
5 

L{t} 1 
ST y L{cos t} ST+'""1 , 5 > 0 

III.2.1 LA EXISTENCIA Y UNICIDAD DE L- 1 

En los ejemplos correspondientes a la transformacion direc 
ta de Laplace, los resultados han sido unicos; a cada fun­
cion del dominio le corresponde una y solo una funcion del 
recorrido. Sin embargo, esta propiedad de unicidad no sie~ 
pre se cumple en la transformacion inversa. 

Ejemplo III.16 

Sean las funciones f
1 

(t) y f
2 

(t); 

1, 0 ~ t 'I 5 

f 1 (t) 1, t > o' 
2, t = 5 

cuyas gr&ficas se rnuestran a continuaci6n. 

f,( t ) 

2 ----- ~ 

0 0 

Figu'ra III. 7 Figura III. 7.1 

. ......... ...... =· . -t . -~··· 

·' 
I' 
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La transformada de f 2 (t) es: 

s > 0 ••• (a) 

Para obtener la trcfnsformada de f 1 (t), v~arse las figu­
ras III.B y III.8.1. 

t,( t ) 

2 --·-------
I 

lim L 
.o.--o 

0 5 

'Figura 1II.8 

esto es: 

L{f
1

(t.)J =lim L{f
3

(t)} 
f,+O 

como: 

L{f 3 (t)} 

entonces: 

por lo tanto: 

f3( t) 

2 ---- ~ 

:----

0 5 t+6 

Figur III.8.1 

1 
s 

s > 0 ••• (b) " 

'De (a) y (b) se concluye qtJ8 1 adem!is de sex f
1 

y f
2 

dos 
funciones distintas: 

• • • (c) 

es decir, un elemento F(s) del recorrido es imagen de 
dos elementos del dominio, f y f 2 • Esto s~griifica 
que la transformada inversa Ae Laplace no es unica. 

-: 



~ Observese que f 1 y f 2 son dos funciones identicas, excep o 
:en un punto de discontinuidad. En general, la no unicida 
~e la transformada inversa se presenta precisamente en e 
;caso de funciones que solo difieren en un conjunto discre o 
de puntos. Esto es generalizado mediante. el teorema de 

1
.lerch, que establece lo siguiente: 

TEORHIA I I I . 2 DE LERCH 

Sean f 1 y f 2 dos funciones de clase A: 

para s > s 0 , si y s6lo si f = f 2 para toda t > 0, excepto 
en un conjunto de puntas de Jiscontinuidad, si es que los 
hay.* 

La falta de unicidad de la transformada in~ersa, no es im­
portante en la mayoria de los problemas de aplicaci6n, dadp 
el tipo tan especial de funciones 1ue la provocan. 

* Una demostraci6n del teorema de Lerch, se puede consultar 
en: "Operational Mathematics" de R. Churchil. 

,:_III.3 PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES L Y L- 1 

Las propiedades de la transformaci6n de Laplace, directa e 
inversa, son numerosas. En el presente inciso ~olamente ~e 
estudiaran algunas de ellas. 

A) Propiedades de traslaci6n. 

Antes de enunciar y estudiar formalmente estas pr?Piedad s, 
considerese el siguiente ejemplo: 

Ej emplo III.l7 

,, Se desea obtene:r ;la transformada de f (t) = e 2 tcos 3t. 

Por el teorema de Euler, cos 3t puede expresarse como: 

·per lo tan to: 
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s- 2 3i + s- 2 3i 
5 2 - 4s + + 

s - 2 
= (s - 2) 2 + 32 

como: 

L{cos 3t} = s 
s2 + 32 

comparando F 1 (sl con F2 (s) se tiene: 

F 1 (s) = F2 (s - 2) 

esto significa que: 

L{e. 2 tcos 3t} = F(s - 2) 

donde F(s) es la transformada de la funci6 cos 3t. 

El resultado anterior es importante, pues o que permite sim­
plificar la transformaci6n de funciones mu tiplicadas por una: 
funci6n exponencial. Su generalizaci6n se enuncia mediante 
el siguiente teorema: 

TEOREMA III.3 DE TRASLACION EN EL DOMINIO DE "s". 

Si L{f(t)} = F(s), entonces: 

L{e.atf(t)} = F(s- a) 

Demostraci6n 

=fX> e.-(s-a)tli=(t)dt 

0 

••• (14) 

F(s-a) 

Este teorema es conocido tambien con el no~bre de pk~meka 
pkopiedad de. tna~!aci6n o cokkimiento de la transformada de 
Laplace. 

Ejemplo III .18 

Para obtener la transformada de f(t) = eat, como: 

1 L{t} = ~ = F(s) 

aplicando la primera propiedad de trasl ci6n se tiene: 

L{te.at} = (s: a)z = F(s- a) 

En la siguiente figura, se observa la t aslaci6n de 
la funci6n transformada: 



F(s) 

s 0 

Figura III.9 

F (s-o) 

I 
I 
I -, 
I 

a 

I 

~ 

Del teorema de traslaci6n se obtiene la propiedad equ! 
valente para la transformaci6n inversa, esto es: 

L{eatf(t)} = F(s- a) con F(s) = L{f(t)} 

" -1 
aplicando L en ambos miembros se obtiene: 

• 

• • • (1 ) 
donde: 

} Ejemplo III.19 
~ 

L~ siguiente funci6n: 

s 3 F(s) s2 - 6s + 10 5 2 - 6s + lO 
If 
I' 
l se puede representar como: 

s - 3 s - 3 F (s) = 
5 2 - 6s + 9 + 1 (s - 3 ) 2 + ( 1) 2 F1 (s - 3) 

esto significa que: 

f(t) -I 
L {F 1 (s - 3)} 

donde: 

g(t) L -I l g2 ! 1 I = cos t 

por lo tanto: 

f(t) e
3
t cos t 

141 
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La primera propiedad de traslaci6n en "s", describe el co­
rrimiento de la funci6n transformada. Una propiedad simi­
lar puede establecerse, pero trasladando directamente ia, 
funci6n en "t". 

TEOREMA III.4 DE TRASLACION EN EL D MINIO DE "t" 

0, t < t, 

Si t(tl= 

entonces: 

L{f(t)} ~-t 08G(s), donde G(s) ~{g (t)} ••• (16) 

Demostraci6n 

.,, ... ·, 
'•; 

;c' 

I~ . Jt ' L{f(t)} = ~-st(O)dt 
0 

Si z t- t 0 , dz = dt, se tiene: 

1
00 

-st : 
~ g(t- t 0 )dt ~. 

t ' 0 ,j, 

~: 

1 ;-t0sM 

·i 
'1: 

La utilidad de este teorema, conocido tarrbien como ~;egu.nda ~ 
pJtop..i.e.dad de tl!.a!;.f.ae..i.on, ~consiste en recorrer o trasladar una 
funci6n hasta hacerla adoptar una forma ta 1, que aplicando el 
teorema se obtenga la transformada de la funci6n original. 

Ejemplo III. 20 

Sea la funci6n cuya gr&fiqa se muestra a continuaci6n: 



f( t' 

0 2 3 

Figura III.10 

Trasladando la funci6n f(t) una unidad hacia la iz­
quierda, se obtiene una funci6n g(t), cuya gr&fica se 
muestra a continuaci6n. 

g ( t ) 

0 2 3 

Figura III. 11 

tal que: 

f(t) g(t - 1) 

de la gr&f~ca anterior se concluye que: 

t, 0 < t < 1 

g(t) 2-t, 1<t<2 

0, t > 2 

por el teo:rema de traslaci6n en "t": 

L{f(t)} = L{g(t- 1)} = e- 5 L{g(t)} 

donde: 

.j 
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-

L{g(t)} = ~: te-stdt+ J2 

(2-t)e-st 

= 11 

te -stdt +~1
2 

2e-stdt - Jl 2 

te-stdt 

integrando par partes, con u = t y 

L{g(t)} - ! e. -st 11 
0 

+ ! re-s 
0 

+ ; e-stl: ! ~>-std 

par lo tanto: 

III.3.1 TRANSFORMACION DE DERIVADAS 

La transformada de Laplace de la derivada de orden "n" de 
una fun~ion, se generaliza en el siguientel teorema: 

TEOREMA III.S 

Si f(t), f' (t), f'' (t) f(n- 1 ) (t) 
nuas para cualquier t > 0 y si f(n) (t) 
(0, oo) , entonces: 

sonlfunciones 
es e clase A en 

conti-

j 
:~ 

A) L{f' (t)} = sL{f (t)} f (0) (17). 

B) L{f'' (t)} = s 2 L{f(t)} - sf(O) - f' (0) 
(18) 

y en general: 

C) L{f(n)(t)} snL{f(t)} - sn-
1
£(0) - s - 2 £' (0) - •••• .,. 

- sf(n- 2
) (0) - f(n- 1 ) (0) 

• • • (19) 

La demostracion se hara solo para el caso (A); el procedi­
miento es similar para las derivadas segun~a, tercera, cuar­
ta, etc. El caso general (C) se puede de ostrar por indue­
cion matematica. 

L{f' (t)} = Joo f' (t) e-stdt 

0 
integrando por partes: 



-st u=e 

L{f'(t)} 

du - se 
-st 

0 - f ( 0) + sL { f ( t) } 

sL{f(t)}- f(O) 

dv f'dt, v = f(t) 

Este teorema es de gran utilidad en la resoluci6n de ec a­
ciones diferenciales lineales. 

Considerese la funci6n de clase A, f(t) 
do la derivada de la funci6n: 

L{f' (t)} = L{2e 2 t} = 

L{ f (t) } 1 
'5"='2 

e 2
t. Transfo man-

;,se tiene: 

sL{f(t)}- f(O) s --
1
-- 1 s - 2 

s - s + 2 
s - 2 

,, por lo tanto: 
i; 

st.{f (t)} - f (0) = L{f' (t)} 

Transformando ahora la segunda derivada de la funci6n: 

2t 4 L{f'' (t)} = L{4e } = s-=-! 

ademiis: 

s 2 L{f(t)} - sf(O) - f' (0) 

s 2 
- s 2 + 2s - 2s + 4 

s - 2 

por lo tanto: 

s 2 L{f(t)} - sf(O) - f' (OJ 

1 s-=-2- s(1) - 2 = 

L{f''(t)} 

Siguiendo este procedimiento se puede comprobar lo que es­
tablece el_teorema 111.2 

L{f(n) (t)} = snL{f(t)} - sn- 1 f(O) - •••• - f(n-t) (0) 
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III.3.2 TEOREMA DE CONVOLUCION 

El teorema de convoluci6n es util para ob ener la transfer 
mada inversa de Laplace de algunas funcion s. Antes de es7 
tablecerlo, es conveniente definir el cone pto de convolu­
ci6n entre dos funciones. 

Oefinici6n: Sean las funciones.f(t) y g(t) continuas 
en (0, oo), la convoluci6n de "f" y "g" se1 representa 
f *g y se define: 

h(tJ = J\ct- u)g(u)du = f * g ... (20) 
0 

NOTA: La integral de convoluci6n tiene u~a gran impor t 
tancia en varias ~reas de la f1sica y las: matem~ticas; j 
como teor1a de circuitos electricos, c~lc~lo operacio-
nal, an!lisis de Fourier, transformada de Laplace, etc. 

A continuaci6n se enlistan algunas de las p incipales pro­piedades de la convoluci6n. 

f, * fz = fz * f, (conmutativida~) (21) 
f, *(fz*f3) = Cf 1 *fz} *f3 (asociatividad} (22) 

f, •(f 2 +f 3 ) •f 1 •f2 +f 1 •f
3 (distributivi dad) (23) 

TEOREMA III.6 DE CONVOLUCION 

Si f(t) y g(t} son funciones de clase A, c n transfor­
madas F(s} y G(s} respectivamente, entonces 

L{f * g} = F (s} • G(s) ••• (24) 

Aplicando el operador inverse de Laplace a 1 expresi6n (24): 

L-
1
{F(s) • G(s)} = J

0
\(t- u)g(u)du 

... (25) 

donde: 

F(s) = t{f(t)} y G(s) = L{g(t)} 

por lo tanto, la transformada inversa de un pr ducto de fun­
ciones de "s", se obtiene por medio de la inte ral de convo­luci6n. 

·~ 

,,,.... •• , •• · rlt +et·rttror·-l.-_ 



Ejemplo III. 21 

Sea la funci6n: 

1 F(s) 
lsz + !)2 

la cual se expresa como un producto de funciones: 

1 1 1 
(sz + 1) 2 s2 + 1 s2 + 1 

t representando a cada uno de los factores con F 
1 

(s) y F 
2 

( ), 

. . se obtiene que la transformada inversa de i!stas es: 

-j 

L {F 2 (s)} = sen t 

entonces por e1 teorema de convoluci6n: 

L-
1 

j (s2 ~ 1 ) 2 f =- f\en(t- u) senu du 
0 

=·Jt<sen t cos u- sen u cost) senu du 
0 . 

Ejemp1o III. 22 

La funci6n: 

F (s) 

t . t . 
sen t J 

0 
cos u sen udu- cost So sen 2 udu 

sen 2 u It sent • ~ 
0 

-. 

sen t - t cos t 

1 
sz + 2s - :1 

... 

se expresa como un producto de funciones: 

1 F (s) 
3 sz + 2s 

como: 
I 

{ r l L-1 (s + 3) 

1 1 
(s + 3) (s - 1) (s + 3) 

y L-1 J (s 1 1) f 

1 
(s 1 

·t e 
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entonces la transformada inversa de F(s) se obtiene por 
me~io del teorema de convoluci6n: 

J t u -3 (t - u) du = e. e 
0 

ft -3t+~ud = e. u 
0 

111.3.3 TRANSFORMACION INVERSA MEDIANTE FRAC !ONES PARCIALES 

El uso de las tablas y propiedades permi ten btener la trans 
formada y antitransformada de algunas funcion s. Sin embar~ 
go, en el caso de funciones F(s), es frecuent que presenten 
formas extensas y complicadas cuya antitransf rmaci6n no es 
posible mediante el uso directo o inmediato d~ tablas o pro­
piedades; por ejemplo la antitransformaci6n d~: 

F,(g) s 2 + 2s + 3 
(s2 + 2s + 5) (s 2 + 2s + 2) 

En casas como este, la descomposici6n de la 
fracciones parciales facilita la soluci6n del 

unci6n en 
roblema. 

NOTA: El desarrollo en fracciones parciales se estu ) 
dia en los cursos de C&lculo Diferencial e I tegral, 
por lo que en estos apuntes, solamente se da! unabre 
ve explicaci6n del mismo. 

Siempre que se presenten fracciones funcional s impropias 
Q(s)/R(s), o sea, donde el grado de Q(s) es me or que el gra 
do de R(s), la fracci6n puede descomponerse en una suma de­
fracciones parciales de acuerdo a los siguient s casos: 

CASO A. EL DENOMINADOR R(s) .- Es.factorizabl en t~rminos 
de raices diferentes no repetidas: 

~._l_ I 



{: 

Q(s) Q(s) 
RTST= (s- md (s- m2 ) 

Ejemplo III.23 

La descomposici6n de F{s) = 
5 

_ 
3

: : ~ es: 

• A + B 
(s-2) (s-1) 

s+3 S+3 
s2 - 3s + 2 = (a - 2) (s - 1) 

CASO B. EL DENOMINADOR R(s).- Es factorizable 
de raices reales repetidas: 

Q(s) Q{s) AI 
RTsT ;= 

(s- m)n (s - m) 

Ejemplo III. 24 

La descomposici6n de F (s) 

s 2 + 5- 1 

s(s + 2) 2 

+ Az 
+ ..•• + (s - m)z 

s 2 + 5 - 1 
s3 + 4sz + 4s 

A_ + B 

s (s + 2) 

es: 

+ 

en tihmi 

An 
(s - m)fi 

c 

OS 

CASO C. EL DENOMINADOR R(s) .- Es un po1inomio de segun o 
grado: 

Q(s) 
R(s) 

Ejemplo III. 25 

La descomposici6n 

4 
s(.s 2 + 4) (s + 1)2 

Q(s) 
s 2 + ps + q 

de F(s) s (.g2 

A.+ B 
s (s + 1) 

As+ B 
s2 + ps + q 

4 es: 
+ 4) (s + 1)2 

+ c + Ds + E 
(s + 1) 2 52+4 

CASO D. EL DENOMINADOR R{s) .- Es factorizab1e en termi os 
de po1inomios de segundo grado con raices repetidas: 

Q{s) Q(s) 
R(s) = (s2 + ps + q)n 

+ (s' + ps + q) 2 

Ejt;!mplo III. 26 

La descomposici~n de F(s) 

A s + B n n + ••• + 
(s2 +'ps + q)n 

2s 3 + s + 3 
(s2 + 1) 3 

es: 
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2s 3 + s + 3 
(s2 + !) 3 

As + B + Cs + D 
---=-c ""'s""z -+--:-!-:--) - ( s z + 1) z 

Con las t~cnicas descritas, la antitransf rn,aci6n de fun­
ciones de "s" en forma de fracci6n racional!, donde el deno 
minador es un pilinomio en "s", es una !abo' accesible, co 
me se ejemplifica a continuaci6n: 

Ejemplo III.27 

La transformada inversa de: 

s 2 + 2s + 3 F(s) 
(s + 2s + 5) (s + 2s + 2) 

se obtiene descomponiendo F(s) en fraccione parciales: 

s 2 + 2s + 3 
--~A-'s-~+~=B-~+~~C~s~~+~D~~ 

s2 + 2s + 5 z + 2s + 2 
(s 2 + 2s + 5) (s2 + 2s + 2) 

para determinar los valores de A, B, C y D, suman las 
fracciones del miembro derecho y se igualan os numerado 
res de ambos miembros: 

s
2 

+ 2s + 3 = (As + B) (s 2 + 2s + 2} + (Cs + D) ( 2 + 2s + 5) 

s
2 

+ 2s +3 =(A+C)s
3

+(2A+B+2C+D}s 2 +(2A+2B+5C+2D)s+2B+5r 

A + C = 0 

2A + B + 2C + D = 1 

2A + 2B + SC + 20 2 

2B + 50 3 

resolviendo el sistema de ecuaciones, se· obti ne: 

A= 0, 2 
B = T 

con estos valor6s: 

F (s} 2/3 
s2 + 2s + 5 

c = 0, 1 
D = T 

1/3• 
+ s2 + 2s + 2 

la forma de los denominadores sugiere 
nomio cuadrado perfecto: 

F (s} 

tri 



~: 

simplificando: 

2/3 1/3 F(s) = 
+ (s + 1) 2 + 1 2 {s + 1) 2 + 2 2 

antitransformando: 

aplicando la primera propiedad de traslaci6n para la an 
titransformaci6n: 

de la tabla III.1: 

L -1 I 2 I 
52 + 4 f = sen 2t y sen t 

por lo tanto: 

f(t) ~ e-t(sen 2t + sen t) 

Ejemplo III. 28 

Para obtener la transformada inversa de la funci6n 
F(s) = s + 4 d t d" 

5 3 + 352 + 25 se pue e represen ar por me 10 

de fracciones parciales: 

s + 4 A 
F(s) = s(s + 2)(s + 1) = s+ B c + (s + 2) (s + 1) 

donde: 

s + 4 = A(s + 2) (s + 1) + Bs (s + 1) + Cs (s + 2) ••• (a) 

Debido a la factorizaci6n del denominador en t~rminos 
de raices reales, es ventajoso determinar A, B y C me 
diante la sustituci6n en (~) de dichas raices: 

para s = 0: 

4 A(2) (1) + 0 + 0 

A 2 
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I , I 

para s = - 1: 

3 0 + 0 + c {- 1) {1) 

c - 3 

sustituyendo s - 2: 

2 0 + B{- 2) {- 1) + 0 

B 1 

por lo tanto: 

F{s) 2 1 + 
{s + 2) 

1 
s 

1 
{s + 1) 

enton~s la transformada inversa es: 

f{t) 2 + e- 2 
- Je 

-t 

'rrr .4 LA TRANSFORMADA DE LAPLACE Y LAS ECIAcroNEs DIFEREB 
CIALES 

Los conceptos y propiedades de la transfo mada de Laplace 
directa e inversa, que se presentaron en 1 s incisos ante­
riores, se pueden aplicar en la resoluci6n1de ecuaciones d! 
ferenciales lineales. El procedimiento co~siste en obtener 
la transformada de Laplace de los dos miem~ros de la ecua­
ci6n diferencial, de esta manera se obtien~ una ecuaci6n al 
gebraica en donde la variable es la imagen F{s) de la inc6& 
nita f{t) • 

Si bien, el metodo de resoluci6n de ecuac 
les por transformada de Laplace, puede apl 
nes diferenciales lineales, ya sean ordina 
de coeficientes constantes o de coeficient 
estos apuntes solamente se aplicara a las 
rias de coeficientes ~o~stantes. Es preci 
campo, en donde la tr•nsformada de Laplace 
sus mejores aplicacicnes . 

Ejemplo III. 29 

ones diferencia­

carse a ecuacio- 1.):'

1 

ias, parciales, 
s variables, en 
cuaciones ordina 
amente en este ·.~,·.·. 
ha tenido una d~ J 

Para resolver el siguiente problema de va ores inicia­
les: 

y' I - Jy' + 2y y(O) -=- 3, y (0) 5 



i. 

(Se obtiene la transformada de Laplace en ambos miembros: 

L{y'' - 3y' + 2y} = L{4e 2t} 

L{y''}- 3L{y'} + 2L{y} = 

s~~Y"s ,_ sy < 0) - y' ( o) - 3 [ sy 8 - y ( o) J + 2y 
8 

,\ion de y 
8 L{y} , despejando y

8 

y 8 (s 2 
- 3s + 2) + 3s- 5-9 

Ys 
4 - (3s - 14) (s - 2) 
(s - 2) (s2 3s + 2) 

• como y(t) 

(t) = L-1{- 3s
2 + 20s- 24 

Y (s - 1) (s - 2) 2 

- 3s 2 + 20s - 24 
(s - 1) (s - 2) 2 

desarrollando y8 en fracciones parciales: 

Ys 

donde: 

-3s 2 + 20s - 24 
(s - 1) ( s - 2) 2 

A 
(s - ll + 

B C 
( s - 2 ) + ~( s--.....,2"")'"'2::-

A(s- 2) 2 +B(s- 1) (s- 2) + C(s- 1) - 3s 2 + 20s- 24 ••• ( ) 

para s = 1: 

A(-1) 2 +0+0 

A = - 7 

para s = 2: 

0 + 0 + C(2 - 1) 

c 

- 3(1) 2 + 20(1) - 24 

- 3(2) 2 + 20{2) - 24 

4 

Dado que 2 es una ra!z repetida, para obtener el valor 
de B, se puede dar un valor arbitrario a "s"; el mAs 
conveniente para sustituir en (a) es s = 0, con lo cual: 

l 
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- 7(0 - 2)2 + B(O - 1) (0 - 2) + C( - 1) - 24 
B = 4 

con los valores de A, B y C: 

7 1 
1 + 4 

1 
+ 4 Ys = - s - s - 2 

obteniendo la transformada inver sa de Ys= 

-1 
7L-1 I 1 1 + 4L "1 1 y(t) =L {y

5
} 

(s - 1) I + s -

+ 4L-' { 1 1 
. (s - 2)2 

Ejemplo III. 30 

Sea e1 siguiente problema de condiciones iniciales: 

Y111 
- Jyl I + 3y 1 - Y 1, Y 1 0) = 0, Y 1 I (0) 

resolviendo la ecuaci6n por transformada Laplace: 

L{y
1 11

} - 3L{y 1 1
} + 3L{y 1 } - L{y} L{t 2et} 

I esto es: 

sy(O) - Y1 (0) J 

+ 3 [sy
5 

- y(O) J - y
5 

= 

sustituyendo las condiciones iniciales 
se llega a: 

Ys = · (s 2 s 2 
- 3s + 1 

1) 3 (s- 1)3 + (s-· 1)• 

como: 

'~ 
spejando y

5 J 
+ s 2 

- 3s + 
(s - 1) 3 

s 2 
- 3s + 1 (s - 1) 2 - s (s - 1) 2 

- (s - 1) - 1 

ea.t<IIICeS: 

2 
(s - !) 6 + (s - 1) 2 

(s - 1)3 
s - 1 1 

(s - 1)3 (s - 1) 1 



t 
f , 

2 1 1 1 
(s - 1) s + (s - 1) (s-f)z- (s-1)3-

* ,en el desarrollo anterior se expres6 a y
5 

en t~rminos 
'.de transformadas cuyas funciones f (t) se pueden obte­
.ner directarnente de tablas, evit~ndose con ello el 
'·uso de la tecnica de fracciones parciales. Antitrans 
"formando: 

y (t) 

y(t) 1 5 1 2 t ERr t - 2: t - t + 1) e 

Ejernplo III. 31 

Para el siguiente problema' de condiciones iniciales: 

y(1v) +2y" + y = 0 y(O) = y' (0) = y' '' (0) = 0, y'' (0) 

la transforrnada de Laplace de la ecuaci6n es: 

- y' (0) J + Ys = 0 

sustituyendo el valor de las condiciones iniciales y des 
pejando y

5
: 

Ys (s~ + 2s 2 + 1) - s 0 

s 
Ys (s2 + 1)2 

En este caso la fracci6n es irreducible, ya que no pue 
de descomponerse mediante fracciones parciales, pero se 
puede aplicar el teorema de convoluci6n: 

-1 { s 
I -1 

f 
1 I * L-1~ (s2 

s L , 
1)2 = L 

1) (s2 + (s2 + 1) + 

o sea: 

L-1 
f 

s 
1)d t * cos t (s2 sen 

+ 
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r 
I' i ' ' 

donde: 

J
t. 

sen t * cos t = 
0 

sen u cos (t - u) 

usando identidades trigonom~tricas, se t ··ene: 

sen u cos (t- u) i ••n[u+ (t- ul]+ i •en[u- (t- ul] t 
~ 

~ sen t + ~ sen (2u - t) 

por lo tanto: 

sen t * cos t ~ sen t J: ~u + ~ [ en (2u - t) du 

I 

ul:-
1 sen t • 1 

T T" 

1 t sen t - 1 cos t T T 

1 t sen t T 

fina1mente: 

y {t) = sen t * cos t ..!... t sen t 
2 

t 

(2u- t) L s 

1 cos T {- tl 

111.4.1 LA TRANSFORMADA DE LAPLACE EN A RESOLUCION DE SIS 
TEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIA ES LINEALES 

En la resoluci6n de los sistemas de ec aciones diferencia­
les que se estudi6 en el capitulo II, 1 matriz: expone·1cial 
eAt, se calcula por un metoda desarroll do a partir del tee 
rema de Hamilton-Cayley. Otra forma de calcular dicha ~a­
triz es por media de la transformada de Laplace. 

Sea ~1 sistema lineal de ecuaciones di erenciales: 

. 
X 

aplicando el operador transformada de aplace al sistema· 

sx(sl - x(O) = AX(s) 



1
~.-. -! 

·, 

' ., 

de donde: 

I; x(s) = { [si - A J ,- 1
x(O) 

antitransformando: 

1: x = L-
1 

{ [ si (26) 

ademas, la soluci6n del sistema planteado es de la forma: 

X= 

por lo tanto, al comparar esta con la expresi6n_(26) obte­
nida anteriormente, se concluye que: 

Ejemplo UI.32 

Dada la matriz: 

Para obtener la matriz exponencial.eAt per transforma­
da de Laplace, se calcula primero la diferencia: 

,. 
si - A [1 J r -J [s 'oJ + [0 1] [ s 

1J 
s 0 1 -1_1 0 = 0 s -1 0 -1 s 

La matriz inversa de si - A es: 

s 
~ 

[si - A] -l 

1 

~ 
s 

' ' ••. .1 ••• _ 
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I 

I 
I 

por lo tanto la matriz exponencial_es: 

-1 } =[OS t - S n J L-1/{sr-A] 

sen t co t " 

~ El c!lculo de la matriz exponencial por medio de la trans~ 
formada de Laplace tiene sus inconvenien es, ya que lain-: 
versi6n de la matriz sr - A se va compli ando a medida que 
aumenta el orden de A. 

Utilizar la transformada de Laplace par 
triz exponencial, no es la unica forma d 
rador en la resolucion de sistemas. Otr 
el operador a cada una de las ecuaciones 
ra obtener un sistema de ecuaciones alg 

Ejemplo III. 33 

Aplicando el operador transformada 
una de las ecuaciones del siguiente 

x' 2x - 3y 

y' = y - 2x 

X (0) 

y(O) 

se obtiene: 

sxs - x(O) 

sys - y (0) 

8 

3 

calcular la ma­
aplicar este ope 
forma es aplicar 

diferenciales pa­
braicas. 

place a cada 
rna: 

sustituyendo las condiciones iniciales y factorizando: 

(s 8 

Como se mencion6 anteriormente, el siste a transforma 
do obtenido, constituye un sistema de ecu ciones alge= 
braicas cuyas variables son xs y Ys· Res lviendo el 
sistema por la regla de Cramer: 



I 8 3 
3 s-1 8s - 8 - 9 8s - 17 s-2 3 (s- 2) (s- 1) - 6 sL3s- 4 

~~, 
2 s-1 

s-2 8 I 2 3 3s - 6 - 16 3s - 22 .. 
s-2 

s~ 11 
s2 - 3s - 4 (s- 4) (s + 1) I It 

2 

desarrollando Xg Y Ys en fracciones parciales: 

I 
c + D y = 4 1 s s - s + 

A 
+ B xs s - 4 s + 1 

donde los residues son: 

A = 3, B = S, y 

por lo tanto, lasol~ci6n del sistema de ecuaciones dif~ 
renciales dado, se obtiene antitransformando las funci~ 
ries xs Y Ys= 

L-1 

I 
3 s 

3e 
~t + Se-t X = 

4 + 
1 s - s + 

L-1 I s -2 se-t - 2e~t y 
s + 1 + s - 4 

Ejemplo III.34 

-El siguiente sistema de ecuaciones diferenciales, es 
un sistema de orden superior y se puede resolver por 
transformada de Laplace: ~ 

;:-
Y 1 

I + Z + Y = 0 

z' + y' 0 y(O) = y' (0) 0, z (0) 

aplicando el operador transformada de Laplace a cada 
·una de las ecuaciones, se obtiene: 

s
2
y(s) + z(s) + y(s) = 0 

sz(s) - 1 + sy(s) = 0 

1 
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factorizando: 

(s2 + 1)y(s) + z (s) 0 

y(s) + z (s) =_!_ 
s 

de donde: 

y(s) 1 - ;r 

z (s) _!_+ 1 
s ~ 

antitransformando: 

y(x) 

z (x) 

I III. s TRANSFORMADA DE LAPLACE DE LAS FUNC IqNES: ESCALON, I~ 
PULSO Y RAMPA 

En algunos problemas de ingenieria se emilean las funciones: 
escalon, impulso y rampa, por lo que se d2ran las definicio­
nes de cada una de elias y se obtendra su transformada de La­
place. 

' A) FUNCION ESCALON UNITARIO.- Se define de la siguiente,il 
manera: 

0, t < 0 

u(t) 

1, t > 0 

su representacion grafica es: 

u( t l 

0 

Figura III. 12 

. •.~ _,,...,l,•<oiL; 



La transformada de Laplace de la funcion escalon unit rio 
se obtiene a partir de la definici5n: 

L{u(t)} = J<JJ e.-stu(t)dt 
' 0 

s:e.-st (1}dt 1 
s 

por lo tanto: 

1 L{u(t)} s > 0 -s 

B) FUNCION IMPULSO UNITARIO.- Se representa con la elta 
de Dirac c(t), su valor es cero para tiempos positives y n~ 
gativos, es infinito para t = 0 y su area es igual a u o, 
esto es: 

J(JJc(tldt = 1 
-(JJ 

c<t> 0 para . t # 0 y 

La funcion impulso se comprende mejor si se considera como 
el limite cuando ~ ~ 0 de la funcion impulso P6 (t) que ,apar~ 
ce graficada a continuacion: 

esto es: 

0 t < 0 

Pt. 
1 
-r , 0 < t 

0 t > ~ 

p6 ( t) 

----, 
I 

--- _j_-
I I 

I I 
...L 
(:, I 

0 

Figura. III .13 

I c (t) = lim P6 (t) 
~ ~ 0 

< ~ 

Como no es posible representar graficamente a la funci n 
impulso debido a su amplitud infinita y a su pequeffa du a­
cion, se conviene en represe~tarla graficamente de la s 
guiente manera: 
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8( t) 

0 

Figura III .14 

La amplitud infinita que tiene la funcion i 
crear confusion, por lo que cabe aclarar que 
la misma radica en su caracteristica de tene 
y pequena duracion. Su aplicaci6n es amplia 
se emplea como excitaci6n de sistemas y tamb 
las derivadas de funciones discont1nuas. 

pulso puede 
la utilidad de 
area unitaria 
por ejemplo, 

en aparece en 

La transfQrmada de L~place de la funcio~ im ulso se obtiene 
a partir de la definicion: 

donde para valores de "t" diferentes de cero, la funci6n im­
pulse vale cero, por lo tanto: 

I 
I 

y ~ara t 

J[~st6{t)dt = 0 
0 

para 

1, con lo cual:. 

L{6(t)} = s:6(t)dt 1 

t 0 

C) FUNCION RAMPA.- Se representa con r(t) y se define como: 

0, t < 0 

r(t) = 

t, t > 0 

su representaci6n grafica es la siguiente: 



r( t) 

I· 
0 

Figura III.15 

f. 

•· r 

Su transformada de Laplace se obtiene como· 

L{r (t)} = 100 

e -sttdt 

integrando por partes se tiene: 

[""e-sttdt 

por lo tanto: 

L{r(t)} 1 
52 

III.6 APLICACIONES 

s > 0 

1 
;r- s > 0 

l
~. Problema III. 1 

· .. ••. Sea una viga libremente apoyada en sus extremes I x = 0 I 
. x = l 1 que soporta una carga constantel "w" 

1 
uniformemen 

te distribuida. Se desea determinar una expresi6n para 
i calcular 1• deflexi6n de la viga entre o y "l". 

= 

. .1. J 
·--------- -----~. ---·-- I 

Figura III.16 

• 
X 

.'. ·J 

' 
f 
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El modele matem~tico para la deflexi6n y x), basado en 

el concepto de radio de curvatura, es el iguiente: 

donde E es el m6dulo de elasticidad 
inercia. 

~"!', 

I el memento de 

Como los extremes de la viga estan apoyad s, la defle 
xi6n en los extremes es nula, o sea: 

y(O) = 0 y(t) = 0 

Por otro lado, para una viga de este tipo el memento 
flexionante, Mx = Eiy 11

, es nulo en lose tremos, o 
sea: 

M(O) 

M(t) 

de donde·: 

yl I (0) 

0 

0 

Eiy 1 I (0) 

Eiy 1 I (t) 

0 1 yll (£.) 0 

las condiciones de frontera para el 
orden, son las cuatro representadas 

Aplicando el operador transformada 
ecuaci6n (27) : 

preble a de cuarto 
por (a)i y (b) . 

de Lap~ace a la 

(a) 

., .. 
" 

·~~ . 
i 

J 
·~ ''I 
:i 
1 

(b)' 

'{ 
,' ~ 

w 
E! 

1 
s 

••• (c), 

en esta ecuaci6n se desconocen y 1 (0) y y 
mo son constantes, se pueden represen~ar 
respectivamente: 

Y 1 "(0) = k 2 

.sustituyendo k 1 y k 2 en la ecuaci6n (c): 

despejando Ys= 

antitransformando: 

pero co 
Y k2 I -

.,. 
I. 

)
. :. 

(d 



!, 

Para obtener k
1 

y 
'frontera y(!) = 0 
·utilizado, para lo 
'da de y{x); 

k 2 ,· se emplean las condiciones de 
y y'' {!) = 0, que aun no se han 
cual se requiere la segunda deriv~ 

y'' (x) 

,'con la condici6n y (!) 0 en (d): 

-.:-;_ 

0 

y sustituyendo la condici6n y'' (!) 
(e): 

de donde: 

1 -y wl 
EI 

sustituyendo k 2 en (f) : 

0 

de donde: 

1 wl 4 

24E! 

1 wl 3 

24 E! 

1 -rr 

0 en la ecuaci6n 

por lo tanto, con los valores obtenidos de k
1 

y k
2

: 

" Problema III. 2 · 

En el siguiente circuito el~ctrico, la fuerza electro­
motriz (fern) es de 10 volts, la resistencia R de 2 n, 
la· capacidad "c" de 1 F y la inductancia L de 0.1 Hy. 
Se desea obtener una expresi6n para la carga "q" del 
circuito: 

( ) 

( ) 
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I ,, 

i' 

fem 

R 

L 

-..•. 

Figura III.17 

Por la ley de voltajes de Kirchhoff: 

como: 

Ri , 

se tiene: 

Ri + L di 
+ cq at 

ade~s: 

i = ~f 
por lo tanto: 

d 2 d L~+R-Tt-

fern 

+ cq 

di 
dt 

fern 

sustituyendo los valores de L, R y c: 

O.lq 1 
I + 2q 1 + q 10 

o sea: 

q 1 
I + 20q 1 + lOq = 100 

y 

c 

v .cq 

Las condiciones ini'ciales se obtienen cons "derando que 
en t = 0 el circuito no tiene corriente ni arga: 

q(O) 0 , i (0) 0 

(a) 

·I···· 
t. j 

' 

I . 



como: 

i q' 

se tiene: 

q' (0) .. 0 

p·or lo tanto, las condiciones iniciales de (a) ·son: 

q(O) q' (0) = 0 

Resolviendo la ecuaci6n (a) por transformada de Laplace 

s
2

q5 - sq(O) - q' (0) + 20 [sq
5 

- q(O)] + 10q
5 

= 1~ 0 
de donde: 

100 
~... Bs + c 
s s 2 + 20s + 20 

s(s 2 + 20s + 10) 

los valores correspondientes de A, B y C son: 

A 10, B - 10 1 c - 200 

con estos valores: 

10 JL - 10 8 200 qs = s 5 2 + 2os + 10 + 100 - 100 - s 

'·:. = 10 ; - 10 

ll antitransformahdo: 

s 200 
-~ (s+10) 2 - (/90) 2 

q(t) 

1:,. •-"-'·----....:....:~ 't±O' I •n*t ttttet 



:APITULO IV ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES 

1:' 
rV.l LA ECUACION EN DERIVADAS PARCIALES 

En una ecuaci6n diferencial ordinaria, la variable depen­
iiente es funci6n de una sola variable y por lo tanto, las 
:lerivadas que apare~en en la ecuaci6n son derivadas ordina­rias. 

Si la variable dependiente, es funci6n de dos o m§s varia­
,les, entonces las derivadas que aparecen en la ecuaci6n di 
ferencial son derivadas parciales, y en este caso, la ecua~ 
;i6n recibe el nombre de ecuac~6n en dekivada~ pakc~ale¢. 

Definici6n: Toda igualdad que relaciona a una funci6n 
desconocida con sus variables independientes y con sus 
derivadas parciales, se llama ecuaci6n en derivadas par 
ciales. Su representaci6n general es: -

F(x, y, .•• ' u, 
I • • • I 0 

donde u 
u(x, y, .•. ) es la variable dependiente. 

Ejemplo !V.l 

i Una barra inet~li~a de longitud l, tiene una temperatu-. 
f; ra T 1 en uno de sus extremes, y en el otro, una tempera t tura T2 • La temperatura T de la barra, es una variable 
~ que depende tanto del pun to "x" en el cual se mide, co 
"' rna del instante de tiempo "t" en el que se toma la lee= 

tura, por lo tanto T = T(x, t). El modele matem~tico 

que representa al problema es la ecuaci6n: 

a2
T(x, t) _ ~ dT(x, t) = O 

axz a at 

donde "c" es el calor especifico, p la densidad del rna 
terial y a la conductividad termica del_ mismo. 

(1) 

La expresi6n (1) es una ecuaci6n en derivadas parciales, en 
ionde la variable desconocida es la temperatura T, la cual 
!S funci6n de dos variables independientes: la posicion "x" 
' el tiempo "t". 

* -;.w • ·t t rt" , _ _..,, 
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Ejemplo IV.2 

En un problema de 11neas de electrica, en 
donde el voltaje "v" y la corriente " " son funciones 
de la distancia "x" y del tiempo "t", esto es: 

v = v(x, t), t) 

el modelo matem~tico 
ecuaciones: conjunto de '; 

1 
av(x, t) 

ax 
h (x, t) 

ax '"' K av(x, t) 
t 

6s-tas c:onstituyen un sistema de ecuaci 
parciales. 

j:jemplo IV. 3 

El Laplaciano de la funci6n e e(x, 

Si el Laplac:iano de e es c:ero, entonc 
e se le llama a.Jtm61t.ic.a. y a la ecuaci6n 

ae le llama ec.uaci6n de La.ptace. 

Otros ejemplos de ecuaciones en derivadas 
los siguientes: 

au + au + au 
ax ay az 

a 3 e + ae 
aST rr 
a 2 u - il 2 u 

X 3X2 ax-at 

a2 z 
rxz + (-#i 

a 2 u au +(a 2
u ) ~ ayT ax ":JY2 

' ........ i "~-- ..~ 

+ Ri (x, t) 

+ Sv(x, t) 

nes en derivadas 

, z) es: 

la funci6n 
se obtiene: 

parciales, son __ 

0 (4 

e ( 5 

au 
rr ... (E 

3
2 z 

···'" 
ayr 

a2 u ... (E axz 

I 

-} 

-· 

-~ 
' i 



•• 
NOTA: En este capitulo, el nombre de ecuaci6n en der 
vadas parciales se abreviar! como EDP. 

'IV.l.l DEFINICIONES 
~· 

~En la teoria ~e las ecuaciones en derivadas parciales, e is 
ten algunos conceptos que permiten clasificarlas; entre el os 

:los siguientes: 

f. \ a) orden 

b) grado 

IJ c) linealidad 

i 
\ 

El orden de una ecuacion en derivadas parciales se define 
similarmente al de una ecuaci6n diferencial ordinaria. 

Definici6n: El orden de una ecuaci6n en derivadas par 
ciales, es el de la derivada de mayor orden que aparece 
en la ecuaci6n. 

Por ejemplo, las ecuaciones (2) y C~J son de primer orden, 
las ecuaciones (1), (3), (6), (7) y (8) son de segundo or­
den y la ecuaci6n (5) es de tercer orden. 

El grado en una EDP; se define con base en la potencia de 
las derivadas q~e contiene la ecuaci6n. 

Definici6n: El grade de una ecuaci6n en derivadas par 
ciales, est& dado per la potencia de la derivada de rna 
yor orden, siempre y cuando la ecuaci6n se puede expr~ 
sar como un polinomio de esa derivada. 

~ Segun esta definicion, las ecuaciones (1), (2), (3), (4), 
• (5), (6) y (7) son de primer grado y la ecuaci6n (8) es de 

f,
''; cua rto grado. 

La linealidad de una ecuacion en derivadas parciales, de­
ende de la linealidad de la variable dependiente y sus de 

rivadas. Las EDP, ademas de clasificarse en lineales y no 
lineales, se clasifican tambien en cuasilineales. 

,P-------------------------------~----------------, 
Definici6n: Una ecuaci6n en derivadas parciales es li 

neal, si lo es en la variable dependiente y en sus d~ 
rivadas. 

171 
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' 
f 

I 
~·. 

... 

Definici6n: Una ecuaci6n en 
cuasilineal, si es lineal en 
den y no lineal en las otras 
ble dependiente. 

Una EDP que no satisface ninguna 
anteriores, es no lineal. 

es 

definiciones 

De acuerdo a lo anterior, las ecuaciones ( ) , (2), (3), 
(4}, (5) y (6) son lineales, la ecuaci6n 
y la ecuaci6n (8) es no lineal. Algunos 
les de ecuaciones cuasilineales son: 

a 2 u au 
ay2 + u ax 

a2 e 
ax3y sen e 

= 0 

IV.l.2 LA SOLUCION DE UNA ECUACION EN DERIV 

es cuasilineal 
los adiciona-

S PARCIALES 

El metoda de resolucion de una ecuacion en parcia 
les c.on variable dependiente "u", consiste e obtener una fun 
cion "u", tal que, junto con todas sus deriv das parciales,­
satisfagan a la ecuaci6n. A esta funcion "u' se le llama •o 
luc~6n de la EVP. 

Los conceptos de solucion general y soluci6 particular, tam .• 
bien estan definidos para las ecuaciones en .erivadas parci~ 
les. 

Definici6n: Una funci6n u(x, y, ... ) es soluci6n g~ ,. 
neral de una ecuaci6n en derivadas parcia~es de orden . 
"n", si la satisface al sustituirla en ella y adem~s ~ · 
involucra "n" funciones arbitrarias difer~ntes. 

A diferencia de lo que sucede en las ecuacio 
les ordinarias, en donde la soluci6n general 
tantes arbitrarias, en las EDP la soluci6n ge 
funciones arbitrarias. 

Ejemplo IV.4 

Sea la EDP lineal de primer orden: 

es diferencia 
contiene cons 
eral contiene 

au (x, y') 
ax - 2x 

au (x, y) 
ay "' 0 

t 

1· . 
. 

. 
(a) 

1 



, y la tunci6n: 
! 

u(x, y) t(ax2 + ay +b) 

_ 'Para comprobar s:t esta tunci6n es soluci6n de la ecua 
·ci6n dada, se obtienen las derivadas de la tunci6n res 
.pecto a x, y con respecto a "y": 

Clu 
2 a xt• ax 

' au 
at' ' ay ' "-

y se sustituyen en la ecuaci6n (a): 

2axt• - 2xat'= 0 

0 = 0 

Como la EDP s_e satistace -con la tunci6n dada, se con­
cluye que ~sta si es soluci6n, adem4s involucra una 
tunci6n arbitraria, por lo tanto, es la soluci6n gene­ra.!. 

Ejemplo IV.S 

l Sea la EDP de segundo orden: 

3 0 {a) 

~ Para veriticar si la tunci6n: ~; 

~ u = t 1 (ax + ay) + t 2 (2xa + ay) ••• (b) 

1'-es soluci6n de la ecuaci6n, donde "a" es constante, se 
~ -.,htienen las segundas derivadas de "u": 

au 
ax at; + 2at~ 

au ay =.at; + at~ 

3 2 u 
a 2 t;• + 4a 2 t~' axT 

3 2 u 
a 2 tl' + a 2 t~' ayT 

(b 



,. 
J 174 

··~--: ·, '., . ~ 

y se sustituyen en la ecuaci6n (a): 

factorizando: 

por lo tanto, la funci6n "u", satisface a 
que significa que "u" es su soluci6n gener 

0 

0 

0 

EDP, lo 

Como se puede observar, una EDP posee una oluci6n de es­
tructura mas compleja que la de otros ti s de ecuaciones. 
Una ecuaci6n algebraica es resuelta por os, una ecua-
ci6n diferencial ordinaria, por una familia curvas defini 
das por una funci6n, pero una EDP es resuel por una fun­
cion que involucra varias funciones arbi tra 

1 

as. 

En el caso de ecuaciones diferenciales ordi,arias,las solu­
ciones particulares se obtienen al valuar la constantes ar­
bitrarias de la soluci6n general, y en el ca o de EDP las so 
luciones particulares se obtienen al especif'car las funcio7 
nes arbitrarias de la soluci6n general. Por, ejemplo, a par-
tir de la soluci6n: I 

u = f 1 (ax + ay) + f 2 (2ax + a 

de la EDP del ejemplo IV.S, se pueden obtene soluciones pa~ 
ticulares, como las siguientes: 

U =X+ y + e 2X +·y 

u sen(2x + 2y) + cos(4x + 2y) 

u Ln(4x + 4y) + (8x + 4 

'las cuales se obtienen simplemente especifican 
f 1 y f 2 arbitrariamente. En un problema fisic 
particular se determina tomando en cuenta las 
ciales y de frontera del problema. 

METODO DE SEPARACION DE VARIABLES 

Un metoda de resoluci6n que se puede aplica 
mero de ecuaciones en derivadas parciales, e 
todo de aepa~ael6n de va~lable~. 

o funciones 
, la soluci6n " 
ondiciones ini : 

a un gran nii­
el llamado me 



. 

'' 

. 

El metodo consiste en suponer que la solucion de una EDP, 
on dos variables independientes, puede factorizarse en el 
roducto de dos funciones, cada una de las cuales depende 
olo de una de las variables. Es decir, si u (x, y) es la so ucion buscada, entonces: 

~~ u(x, y) = F(x) • G(y) (9) 

~ihondo "'' hip6to;;,, ;e ;u;tituye 1o funoi6n (9) en 
a ecuac1on, y se procede a determinar las funciones F y G 
ara que la ecuacion se satisfaga. Este procedimiento re­
uiere de separar las variables F y G e igualar a una cons­
ante. El metodo se describe en el siguiente ejemplo: •. •· 

Ejemplo IV.6 

Para resolver con el m~todo de· separaci6n de variables la siguiente EDP: 

• • • (a) 

se establece la siguiente hip6tesis: 

La soluci6n u(t, x) es tal, que se puede expresar co­
mo el producto de las funciones F(x) y G(t), esto es: 

,

.. u(t, X) G(t) • F(x) ••• (b) 

Si la funci6n "u ·• propuesta en (b) es soluci6n de la ~DP, debe satisfacerla. 

Derivando u = F(x) · G(t), para sustituir en (a): 

au 
at F(x) dG(t) 

dt 

F(x)G''(t) 

a3u 
atr= F(x)G'''(t) 

G' (t) dF(x) 
dx 

= F(x)G' (t) 

G' (t)F' (x) 

sustituyendo (c) y (d) en la EDP, se tiem!: 

G'''(t)F(x) = 4G'(t)F'(x) 

• ,J!, 1- 1. 

• • • (c) 

• • • (d) 

••• (e) 

175 
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separando las variables F y G: 

Gl I I (t) 
4G 1 (t) 

F 1 (x) 
F(x) 

Obsl!rvese que e.L miembro izquierdo (f) es funci6n 
s6lo de "t", per tanto el miembro de ho tambien debe 
ria serlo. Per otra parte, el miemb derecho es fun- ·,, 
ci6n s6lo de "x", per tanto, el mieml:jro izquierdo tam- i 
bien deberia serlo. La unica forma e darle validez a~ 
(f), es considerar que ambos miembro son iguales a una 

rr.isma constante, la cual sera llamad c.on.stante. de. .se.p~ 
kac.~6n. Esto es: ~ 

G" I (t) 
4G 1 (t) = a ; = (l 

·1 
i 

dado que la constante a es indetermin da, se deber1in 
considerar todos sus posibles valores: positive, nega­
tive y nulo. En un problema fisico, el valor de la 
constante se obtiene de las condicion s iniciales o de 
frontera del problema; en este caso, omo no fueron · 
proporcionadas, se analizaran los tre casos: 

k2 > 0 

a - k2 < 0 

0 

CASO A. (l = k2 

Sustituyendo a = kz, en {g): 

Gl I I (t.) 
kz 

4G 1 (t) 
F 1 

x) kz 
F x 

esto es: 

G 1 
I I (t) - 4k 2 G 1 (t) 0 , F 1 (x) - k 2 F (x) 0 

ambas ecuaciones diferenciales ordinar·as son homoge­
neas y per tanto pueden ser facilmente resueltas; sus, 
soluciones respectivas son: 

F(x) 

G(t) 

la soluci6n·de la EDP dada es: 

u(x, t) F(x)G(t) 



·i 

como se ~stableci6 en la hip6tesis. 

Para comprobar que la expresi6n anterior resuelve 
EDP del problema; se obtienen las derivadas uttt y 

de la comparaci6n de (i) con (j) se concluye que la 
ci6n (a) se satisface con la funci6n (h). 

CASO B. a = - k 2 

Sustituyendo a = - k 2 en (g) : 

esto es: 

G" 1 (t) 
4G 1 {_t) 

G
1 1 1 (t) + 4k 2 G 1 (t) = 0 

F 1 (x) 
F (x5 

cuyas soluciones son, respectivamente: 

· la soluci6n correspondiente en este caso es: 

u(x, t) 

CASO C. a = 0 

Sustituyendo a 

-k 2x 
c 1 e (c~ + c 3 cos 2kt + c~sen 2kt) 

0, en (g): 

G" I (t) 
4G 1 (t) 0 F 1 (x) 

F(x) 0 

177 
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• 
j· 

r 
(. 

f. 

j 

J 

l ' 

las soluciones de estas ecuaciones son: 

F{x) 

G{t) 

por lo tanto la soluci6n de (a) es: 

•' 

MatematicB.Jnente existen tres soluc-iones pa a la EDP. Sin 
embargo, para el caso de un problema ffsico modelado por 
una ecuaci6n de este tipo, con condiciones ciales y/o 
de frontera, s6lo debera existir una soluci En tal cir-
cunstan~ia, la aplicaci6n de dichas condici a cada una 
de las soluciones, permitira discernir cu.al 'es la verdade-
ra, determinandose de esta manera, el valor correspondien­
te de a. 

Analizando la soluci6n en cada uno de los 
por el metodo de separaci6n de variables, s 
ciar las siguientes caracteristicas: 

asos, obtenida 
pueden apre-

1. La forma de la soluci6n no esta de acu rdo con lade­
finicion de soluci6n general, ya que n aparecen fun-
clones, sino constantes arbitrarias. ~ 

2. El n6mero de constantes arbitrarias nri corresponde al ~ 
orden de la EDP. ~ 

Las constantes, cuya aparici6n se explica or el hecho de 
haber transformado la EDP original en un co junto indepen­
diente de ecuaciones diferenciales ordinarias, y la cir­
cunstancia de existir funciones especfficas ~ no arbitra­
rias en la soluci6n, conforman un esquema alrque se hade­
nominado 60luci6n completa de la EDP. Este ~ipo de solu­
ciones son especialmente utiles en problemas de valores 
iniciales o en la frontera, ya que siempre resulta mas fa­
cil determinar el valor de una constante, qu especificar 
una funci6n. 

Ejemplo IV.7 

Las siguientes EDP modelan un problem~ d 
transmisi6n electrica: 

av(x, t) L Cli (x, t) -- ax at 

Cli (x, t) 
K 

av(x, t) + ax at 

l!nees de 

... (a) 

(x, t) 



Se desea of;ltener una expresi6n para la 
trica "i", considerando los valores L 

K = JL y las condiciones de frontera: c 

Cli (0, t) 
at 

i(l, t) 0 

Sustituyendo los valores R, L, s y Ken (a), se ob­tiene: 

i 

JL av + v 
c at 

derivando la ecuaci6n (e) com respecto a "x•: 

s~stituyendo ~n esta dltima, la ecuaci6n (d): 

mul tiplicando por - 1: 

~ .ft. (- i) - i" 

1 3i + i cat • • (f) 

La ecuaci6n (f) es una EDP cuya variable dependiente 
i(x, t), es la funci6n que se desea conocer en el pro blerna. -

Por el rn~todo de separaci6n de variables, la soluci6n 
de la ecuaci6n (f), es de la forma: 

i(x, t) = F(x)G(t) 
• • • (g) 

por lo tanto, derivando (g) con respecto a "x" y con respecto a "t": 

a z . ax; = G(t)F" (x) 

# = F(.X)G' (t) 

y sustituyendo •n la ecuaci6n (f): 

G(t)F" (x) = JL F(x)G' (t) + F(x)G(t) c 

..... t-""N!ltl 1 b $ "')( t •ftt· J ..... 
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separando las variables F y G e igualan o a la constan­
te de separaci6n, se obtiene: 

F" (x) 
F(x) 

G' (t) 
cG (t) + 1 = a' 

A continuaci6n se analizan los tres cas s posibles: 

CASO A. a = k 2 

Con este valor de a, se tiene, de la ec aci6n (h): 

.cuya soluci6n es: 

(h) 

(i) 

el valor de las constantes c
1 

y c
2 

se de 
te la condici6n de frontera (c) : 

i(l, t) = Fjl)G(t) = 0 

median 

esta identidad se verifica si G(t) es cer o bien si 
F(l) es cero. Si G(t) = 0, entonces i = (x)G(t) = 0, 
esto es, la soluci6n de la ecuaci6n (f) e trivial, 
por lo tanto, lo que debe valer cero es F(l). 

Considerando F(l) = 0 en (i): 

F(t) 0 (j) 

como 
ra k 
cl = 
ci6n 

ekl y e-kl son cantidades positivas iferentes, pa 
'I 0, se concluye que (j) se satisfacei para valores 
c 2 = 0, esto suscituido en (i) condude a la solu­
trivial: 

F (x) = 0, ¥x 

lo que a su vez hace que: 

i (x, t) = F(x)G(t) = 0 

esta soluci6n trivial no es aceptable para el problema, 
por lo que el valor a = k 2 no es el adecua o. 

CASO F. a = - k 2 

Sustituyendo a=- k 2 en (h), se obtiene a ecuaci6n: 

F" (x) + k 2 F (x) = 0 

.. , ' t te·trn -~ 



,f. 
"· 

' cuya soluci6n es: 

utilizando la condici6n F(l) = 0: 

• • • (k) 

dado que el seno y coseno no son simult4neamente nulos 
para un mismo valor de~ argumento, se concluye que s6-
lo con c 1 = c 2 = 0, se verifica la identidad (k). Es­
to, como en el caso anterior, conduce a la soluci6n 
trivial, que carece de sentido en el problema. 

CAS') C. a = 0 

Con este valor de a, se obtiene de la ecuaci'6n (h): 

G' (t) + l 
CG1tT 0 ' g' (t) + cG(t) 0 

su soluci6n es: 

Para poder utilizar la segunda condici6n de frontera, 
se .precede de la siguiente forma: 

como: 

i (x, t) F(x)G(t) 

entonces: 

.<li F (x) G' (t) at 

por la condici6n (b): 

( ) 

h(O, t) = 'F(O)G' (t) at -c~ e ••• (m) 

derivando (1) y sustituyendo en (m): 

de donde: 

<li (0, t) 
at [ -ctl F(O) - cc

1
_e _ -ct e 

. • • • (n) 

para determinar el valor de F(O), se resuelve la ecua­
ci6n en ·F(x), que aparece en (h) con a= 0: 

L ______ ~-~., ........ 
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F' • (x) 
F(x) 0 

la soluci6n de esta ecuaci6n es: 

F.ix) == c
2

x + c
3 

valuanrlo esta soluci6n en x == 0: 

F(O) 

i por lo tanto, sustituyendo F(O) == c
3 

en 

-=..!.._ 

I cc 3 

de donde: 

-1 
c 

j !n el caso (A) de este ejemplo, se obtuvo 
por lo tanto, considerando esto en F(x) == c 

de donde: 

multiplicando por c
1

: 

sustituyendo en (p): 

-1 
c 

1 
lC 

la soluci6n de la ecuaci6n (f) , se obtiene mul 
las ecuaciones (1) y (o) : 

(o) 

1 
.Sc 
~~ 

J 
1 
·~ 
\i 
~ 
.is: 
$ 
:j 

., 
' -~ 

(p) i 
·~ 

F(l) "' o, 1 
X + c3: 

..... 

• • • (q) 



~ 

sustituyendo (p) y (q): 

i(x, t) 1 -ct _ .1:_ .. -ct tc xe. c ... 

Asta es la soluci6n particular del problema, ya que no 
contiene funciones arbitrarias, ni constantes arbitra­
rias. 

$ IV.3 SERIE TRIGONOMETRICA DE FOURIER 

f 
La serie t~igonomlt~iea de. Fou~ie.~ es utilizada para div. r 

sos problemas de ingenieria, en este capitulo se dara sola~ 
mente una introduccion a la misma; con el objeto de poder 
determinar la solucion particular de ciertas ecuaciones n 
derivadas parciales, las cuales se estudiaran mas adelant 

Sea el espacio vectorial w, de las funciones f(x) definid s 
en el intervale - L ~ x ~ L. Si se define el producto int r 
no como: 

entonces, 

(f I g) =JL f(x)g(x.)dx 
-L 

se puede demostrar que el conjunto de funciones 

•A = { (sen n1rx 
1' 2, ••• ) ' (cos DlTX 

0, 1, 2 .. ·>I -L- ' n -L- n = 

0 sea: 

A = j1, sen 'II' X 
¢08 

lTX 21TX 21TX 

I T ' r;- ' sen -L- ' cos -L- ' ... 

es un conjunto ortogonal de w, y por lo tanto, una base d 
W, donde cualquier funcion dew, puede representarse com$ 
una combinaci6n lineal de los elementos de la base, esto 
es: 

.. f (x) 
a> 

c + ~ 

n= 1 

( n11'X b nlTX ) ' ¥ f (X) E W • an cos ---L-- + n sen ---L--

Para demostrar que A es un conjunto ortogonal de w, bast ra 
verificar que el producto interno de todo par de vectores di 
ferentes del conjunto A, debe ser igual a cero, esto es: 

(10) 
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JL cos mrx 
cos ffi1fX 

dx r:- r:--L m 

( n1rx ffi1fX 
dx 

sen r:- sen r:- m 

J L sen n~x cos m~x dx = 0 
-L '11-n m 

Verificando la primera integral (a): 

L 

n1rx m1rx I = J cos 
-L 

r;- cos r;- dx; n 'I m 

si: 

1fX 
-y-B dB 1f 

L dx 

entonces para x L: 

B 1fL 
1f -y-

y para X - L: 

B -1fL 
r:- = - 1f 

con lo cual la in~egral se puede escribir: 

I ~ J rr cos nStcos mBdB' 
- T, 

ademas como:. 

cos nB cos mB.= ~ [cos (n + m)B +cos 
- m) B] 

se tiene: 

I l rr ~ [cos (n + m)B +·cos (n--1f J B ]dB 

..______ ____ "'--~-;...··""~.,:.,·""'llli""""··J...I.r,.,· • .:r~ ... ,., ... tillilrllli'b .. 'ISii' 'lii~IS.IIIriliH.i1 ·.~,· 

• • • (a) 

••• (b) 

• • • (c) 



~·. 

I' 
r 

L 
2if 

r sen (n +m) e + 
[ n + m 

sen (n -m) e 
n - m I: 0 

la verificaci6n de las integrales (b) y (c) se realiza en forma aniiloga. 

'· Para determinar los coeficientes an' bn y c de la serie 
i'• (10), se procedera de la siguiente manera: 
f 

Multiplicando ambos miembros de (10) por sen m~x d~; 
tegrando de - L a L: 

t 
· ffilrX f (x) sen r;- dx = 

. L 
ffi1TX d sen r;- x + r fnJLcos 

n=l 
-L 

t} 
+ bn J L sen n~x sen ";:" dx J 

-L 

;· en donde: 
·l 

t· 
i~· 
~·· 

- f.L c 

-L 

t, 
por (c): 

sen m~x dx 0 

n1TX ffi1TX dx cos ---L-- sen ---L--

n1TX ffi1TX dx sen ---L-- sen ---L--

=/ f_~ - L 

por lo tanto: 

JL f (x) sen 

-L 
~dx 

L 

0 .Y. n, m 

para n 7' m 

sen 2 ~ dx 
L 

para n m 

n1TX ffiliX r;- sen r;-

• • • (d 

L, para n 

185 
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de donde: 

o bien: 

L 

i J f (x) seh m~x dx, pa 
- L 

J
L . 

1 nrrx 
= L f (x) sen --y- dx; n = 1 

-L , 

analogamente, multiplicando (10) por cos 
grando de -L a L: 

I JL f(x) cos m~x dx = J:~ eos m~x dx + ' [-.J -L 
n= J -

L 

m~x dx J + bn f_L 
mrx sen r;- cos 

donde: 

-~ 
I 

n = m 

2, 3, ••• (l 

., 
dx, e inte- ~ 

J 

nwx ~ dx +1 eos Leos L c 
.; 

• • • (e) 

J L m11'x dx 2, 3, ••• 
c cos ---r;--

-L 

por (c): 

L ·. 

J n1Tx m11'x dx sen. --y-- cos --y--
-L 

0 ¥ n m 

por (a): 

para n 1 m 
cos n11'x cos --y--

L para n 

, .. 
m 1, 2, 3, ••• 



·:-

de donde: 

o bien: 

1 
L 

L 

JL f (x) cos 

-L 

m11x d -r;-- X n = m 

an= £ J f(x) 9os n~x dx, 

-L 
0=1,2,3, •••••• (12) 

cuando m = 0, en {e): 

L J f (x)dx 

-L I 
' I 

de donde: 

ex( = 2cL 
- L 

L . 

c .. 2i J f (x)dx 

-L 

'.si c 

£ JL f(x)dx 

-L 

Resumiendo, 1a serie: 

• • • (13) 

f ( ) 1 ~ ( ~ + n11x x ;r a 0 + ~ an cos L bn sen --r--) ... (14) 
n=l 

se llama serie trigonometrica de Fourier de 1a funci6n f(x) 
:,en el inter-valo - L .:::; x .:::; L, donde: 

L 

a 0 = £ J f(x)dx 

-L 

L 

an = ·i, J f(x) cos n~x dx; 

-L 

••• (15) 

n • 1, 2, 3, (16) 
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~· 

l .,. 
·\ 

L 

i J f(x) sen n~x dx 
-L 

n 

Para obtener los coeficientes de la seri 
de Fourier de una funci6n f(x), se puede 
proceso de integraci6n si se considera la 
funciones involucradas. 

Definici6n: Una funci6n f(x) definida 
- L ~ x .:S L, se llama funci6n par, si: 

f(-x) f(x) 

y se llama funci6n impar si: 

f(-x) -f(x) 

, 2, 3, ... (17 

trigonometrica 
implificar el 
simetria de ·Ias 

el intervale 

io 

Los ejemplos cl§sicos de funci6n i6n impar, son 
la funci6n cos x y la funci6n sen x respec ivamente. Ver fi guras IV.l y IV.l.l. 

COS X 

Figura IV.l Funci6n par 



~·' 

sen x 

Figura IV.l.l Funci6n impar 

La integral de una funti6n par se simplifica de .la siguien 
te manera: 

y la 

L 

I f(x)dx=2 

-L 

L J f(x)dx 
0 

integral de una funci6n impar: 
L 

J f(x)dx = 0 

-L 

t Ademas la multiplicaci6n de funciones pares e impares, obe 
j dece las siguientes reglas: 

(par) (par) = (imparl (impar) 

(par) (impar) = (impar) (par) 

par 

impar 

integral de un producto de funciones par e impar es ce­
De lo anterior, se concluye lo siguiente: 

En la serie trigonom~trica de Fourier de una funci6n 
par, el coeficiente bn es igual a cero, ya que: 

L 

Ll f f (x) sen mrx dx • -L --L-

y siendo f(x) par y sen n~x impar, su producto es un 
funci6n impar g(x), para la cual se sabe que: 
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b) 

•.·· •· 

L J g (x)dx 
-L 

Q 

En la serie trigonometrica de Four 
par, los coeficientes a

0 
y an son c 

puesta anteriormente. 

Ejemplo rv.s 

r de una funci6n ir 
, por la raz6n e: 

Determinar la serie trigonom~trica de Fourier de la 
funci6n f(x). (V~ase siguiente figura). 

f( X) 

--~----~------------~~------------~--~----~-.. -.,.1 7r X 
I 
I 

IL.-.-----~- I 

Figura IV.2 

Esta funci6n est& definida de -tr a tr, p r lo tantQ: 

f(x) 
(an cos nx + b, sen nx} 

Como f(x} es una funci6n impar, a
0 

bn = ! J: f (x) sen nx dx 
-1[ 

1T 

= .1... J f(x) sen nx dx 
1T 0 

I 
~· 

. ,, ... ,, L ·- t t'fJrl '' ,· · ..... 



ibn 

por lo tan to: 

: J: sen nx dx 

..l. (1 - cos nw) nn 

t 

0, n = 2, 4, 6, ..• 

..!.. nn , n • 1, 3, 5, ••• 

~ 
t f (x) • 
f ..!.. (sen x + 1 sen 3x + 1 

1T 3 5 sen Sx + ••• ) 
t-' 

En la siguiente figura aparece tanto la funci6n f(x), 
como los dos primeros t~rminos de la serie: 

f.-

• 
I 
~· 

..!.. (sen x + 1 sen 3x) 
1f T 

f{ X) 

-rr 

Figura IV.3 
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Como se puede a~reciar, a medida que 
minos de la serie, la aproximaci6n 

IV.3.1 CASOS PARTICULARES DE LA SERlE TRIGONOMETRICA 
DE FOURIER 

Dos casos especificos de la serie trigon metrica de Fou­
rier, se presentan cuando los coeficiente a

0 
y an son c~ .J 

ro.y cuando bn, es cero. En el primer ca o la serie reci J 
be el nombre de serie seno de Fourier y e el segundo, ei 
de serie coseno de Fourier. 

CASO A. SERIE SENO DE FOURIER 

' Sea f(x) una funci6n definida en el inte vale -L < x < L, ' 
si g(x) es una funci6n tal que: 

f(x) 0 < X < L 
g (x) 

-f(-x); -L <X < 0 

entonces g(x) es una funci6n impar, y como los coeficientes 
a 0 y an de la serie trigonometrica de Four er de una fun­
cion impar son nulos, se tiene: 

g(x) 

donde: 

00 n1rx E bn sen -L 
n=1 

L 

i J g(x) sen n~x dx 
-L 

-L < x < L 

n , 2, 3, ••• 

como g(x) y sen n~x son fu~ciones impares, su producto es 
una funci6n par, y entonces: 

L 

bn = i J g (x) sen n~x dx 
0 

Como g(x) f(x) para 0 < x < L, se tiene: 

f(x) 
0 < X < L (18)~ 

j 



donde: 

2 fL n'ITX d T f(x) sen --L- x, 
0 

n = 1, 2, 3, .•• 

La serie (18) se llama serie seno de Fourier de la funci n 
f (x). 

CASO B. SERlE COSENO DE FOURIER 

Sea f(x) una funci6n definida en el intervalo -L < x < L 
si g(x) es una funci6n tal que: 

I 
f (x) ; 

g(x) = 
f (-x) 

0 < X < L 

-L < X < 0 

entonces g(x) es una funci6n par, y como el coeficiente bn 
de su serie trigonometrica de Fourier es cero, se tiene: 

l g(x) 

i donde: 

1 00 n'lfx 
-2 a 0 + I: an cos -L 

n=t 
-L < X < L 

... 
·0 

an = ~ J J;. g (x) cos n~x dx 

-L 
n = 0, 1, 2, 3, 

n'ITX 
como g(x) y cos --L- son funciones pares, su producto es 
una funci6n par, entonces: 

J
L 

2 n'ITX ·an= T g(x) cos --L- dx 
0 . 

n 0,1,2,3, ••• 

como g(x) f(x)• para 0 < x < L, se tiene: 

1 00 n,.x f(x) z ;r a 0 + I: an cos --L-
n=l 

donde: 

2 
T 

L 

J f (x) cos 
0 

~dx 
L 

0 < X < L • • • (19 

n = 0, 1, 2, .•• 
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La serie (19) se llama serie 
cion f (x). 

Ejemplo IV.9 

rier de la fun 

Determinar la serie seno de Fourier e la funci6n 
f(x) = x, en el intervale 0 < x < 1: 

donde: 

, 

f {x) 

L 

bn .. 2 J x sen mr xdx t 

0 

0 X < 1 

n "' 1 2; 3, 

bn = 2 [ n~ cos mrx + ~ s n mrxJ: 

• 2[n; cos nw +~sen n1r] 

n = 1, 2, 3, ••• 

por lo_ tanto: 

f(x) 

: C- sen wx +~sen 2wx- ~sen 3wx + ..• ) 

Bjanplo IV.10 

Determinar la aerie coseno de Fourier de la funci6n f(x) = x, 0 < x < 1. 

La serie coseno es: 

f(x) 
0 < X < 1 

., ., ...... 



t: 

I 
~~ 

donde: 

1 

2 J x cos n'lfxdx , 
0 

para n .. 0: 

!
1 

a 0 "" 2 
0 

xdx • 1 

para n = 1, 2, 

xcos n'lfxdx • 

por lo tan to: 

f(x) • 1 + t T n=1 
2 

2 

[-1 + 

n=O,l,2, •.• 

[-1 + cos nw J 

[- 1 + (-1)n J 

(-1). J =· nwx 

t IV. 4 APLICACIONES 

' Consid~rese una cuerda tensa e inicialmente en reposo 
como se muestra en la figura IV.4. La cuerda, de lon­

,, gitud £., est§. fija en sus extremes (tal es el caso de 
luna cuerda de guitarra, por ejemplo). 

i 
~ 
t: 

u 

X 

Figura IV.4 
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t 

Si se le desplaza en el instante 
narle una condicion inicial, esto 
da flexible hasta que sufra un al 
vo y despu~s se suelta; la cuerda 
el plano 

, para proporcio 
estira la cuer 

y .......... ,,.to significaltT 
comenzar& a vibrar en 

u - x. ~ . 
Sea "u" el desplazamiento experimentad por la cuerda 

a partir de su posicion original, como e muestra en la figura rv.s. 

u 

Cuerdo en un·instont' 12:0 

X 

Figura IV.S 

Es un hecho que el valor de "u" depende e dos varia 
bles independientes. Para un instante "t cualquiera 
el valor de "u" depende del valor de "x" para el cual 
se mide; pero para otro valor de "t", la osici6n de 
la cuerda habr~ cambiado y el valor de "u' ser& dis­
tinto para un mismo valor de "x", por lo anto U=u(x,t). 

Para prop6sitos de derivar y obtener el odelo mate­
m~tico que represente a este problema, se considera 
en la siguiente figura, que la tension T s constante 
a lo largo de toda la cuerda en un instan~e "t" deter minado. 

u 

:.... 
l 

__ , 

X 

Figura IV.6 

I 
~~----------~"~-~··~-·~··~--~·~~*~'~•n•O .. -i--··•tlwt_. .... f.'lttl···ll?if'IS~-'-trl4'ti.INM·n~:: /,.., 



f 
Se obtiene entoncesl que la fuerza restitutiva de la 

cuerda es: 

Fr = rna 1 

la aceleraci6n de un elemento fis de la cuerda est! da­
da por: 

*' J 
a = 

la masa del elemento fis es: 

m = PAs 1 

; siendo p la masa de la cuerda por unidad de longitud, 
· se tiene: 

l Fr p •• ::~ (20) 

• Para calcular Fr.~ debed tener presente que la fueE 
I,:~: a efectival es decir 1 la fuerza que produce el despl~ 
zamiento "u" est§. dada por el desequilibrio entre las 
componentes de la tensi6n en los extremes del elemento 
As paralelas al eje "u"1 ya que el movimiento es en el 
plano x - u. Esto es, si se representa con TVA y TvB 
a las componentes verticales de la tensi6n en los ex­
tremos A y B del elemento, respectivamente, se tiene: 

II 
donde el signo menos indica que TvA se dirige hacia a­
bajo. 

1'. En la figu:t·a IV. 7, la componente vertical de la ten­
i6n en el punto A de la cuerda, es T sen a~ perc da­

do que a es un §.ngulo pequeno, entonces: 

r 
de tal manera que: 

· fiu 
sen a ~ tan a = Ax 

AU 
T """'XX 

en el 11mite, cuando Ax -+- 0,, dicha componente ser§.: 

au 
TvA = T ---ax 
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u 

/ 
I 

Figura IV.7 

T 

x+llx X 

Por otro lado, se puede ver que la e vertical 
de la tensi6n T en el punto B, puede iderada co 
mo la componente vertical de la tensi6n m&s el in= 
cremento de la componente en A cuando "x" se incrementa 
en ~x. Es decir: 

por lo tanto, la fuerza restauradora del. lemento lls, 
es: 

sustituyendo en (20): 

. " . Dado que el elemento ~s cons~derado es 
supondr& que ~x z ~s, con lo cual el model 
co de la cuerda vibrante, conocido como e~ 
onda. es: 

au) ax 

• • • (21) 

(2 



I f Como la tensiOn T y la masa p de la cuerda por unidad 

de longitud son positivas, ~ tambi~n es positivo. 
Por tanto, si: 

f t: 
l' 

I c2 • T 
p 

se tiene la forma con que com~nmente se presenta la e­
cuaci6n: 

• • • (23) 

Esta ecuaci6n no s6lo se aplica a la cuerda vibrante, 
sino tambi§n modela fen6menos como el de vibraciones 
longitudinales en una barra, propagaci6n de ondas sono 
ras en tuber1as, transmisi6n el€ctrica en cables aisla 
dos de baja resistencia, oscilaciones torsionales en­
una varilla, propagaci6n de olas en un canal sin cam­
bios de direcci6n y otros. 

La ecuac16n (23) puede ser escrita como: 

• • • (24) 

,, Problema IV. 1 

Consid€rese una cuerda elastica de longitud t, sujeta 
f en sus E!xtremos. Se toma la cuerda a la mitad y se 

desplaza verticalmente a unidades como se muestra en 
la figura IV.S. 

y 

J.. 
2 

cuerda en t=O 

0 

Figur• IV.8 
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La cuerda se suelta en t= 0 y comienza vibrar de tal 
manera que la magnitud de la vibraci6n e la variable 
y(x, t). El modelo matematico del problema esta repre­
sentado por la ecuaci6n de onda: 

como la cuerda est~ fija en sus extremes x =·0 y x = l, 
se establecen las siguientes condiciones de frontera: 

(a) 

y(O, t) 

y(.f., t) 

0 

0 
(b) 

(c) 

De los datos del problema, se tienen dos ondiciones iniciales: 

y(x, 0) f(x) --1--¥-- X 

¥ x+2a 

.e. 0 ~ X ~ 
2 

(d) 

3y(x, t) 
at I = 0 • •• (e) 

t=O 

la condici6n (e) representa la velocidad de la cuerda 
en el instante t = 0. 

Para resolver la ecuaci6n de onda (a), se plicar~ el 
m6todo de separaci6n de variables; por lo t nto, la so 
luci6n de la ecuaci6n es de la forma: 

y(x, t) = u(x)v(t) 

I 
• • • (f) 

sustituyendo (f) en (a): 

separando variables: 

de donde: 

-a 

u(x)v"(t) 

v" (t) ,. c~ 
v(t) 

'W't'Y't 

c 2u" (x)v(t) 

u" (x) 
u (x) 

., 
'· 



c2 u'' (x) 
k u(x) 

v" (t) = k v(t) 

I 
I .. donde "k" es una constante de separaci6n • 
'> ., 

... 

Para determinar el valor de la constante "k", se ana­
lizar~n los casos: 

k = 0, k > o.' y 'k < 0 

~· 

' CASO A. k = 0. 

Resolviendo la ecuaci6n (g) con k 0: 
} 
f 
~; 
~ t de donde: 

u" (x) 
u(x) 

u" (x) = 0 

t la soluci6n de esta ecuaci6n es: .. 

0 

• • • (i) l 
• donde c 1 y c 2 son constantes arbitrarias. Para deter-r minar el valor de estas constantes, se considerar~n las 

condiciones de frontera. 

Como: 

y(O, t) 0 

y 

y(x, t) u(x)v(t) 

se tiene: 

y (0, t) u(O)v(t) 0 • • • (j) 

como: 

y(l., t) 0 

y 

y(x, t) u (x)v (t) 

se tiene: 

y(l., t) u(l.)v(t) 0 ••• (k) 
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.. 

Las ecuaciones (j) y (k) se satisfacen on v(t) : 0, 
pero esto implicarta que y(x, t) = u(x)v(t) • 0, o sea 
que la cuerda no vibra. Como esto no es aceptable, en 
tonces para que (j) y (k) se satisfagan, se debe cum-­plir: 

u(O) 0 

u (l) "' 0 
• • • (1) 

Considerando las condiciones (1) en la unci6n (i) se obtiene: 

u(O) • c 1 + c 2 (0) = 0 

u(l) = c 1 + c 2 ! = 0 

de donde c 1 = c 2 = O, y en oonsecuencia u X) • 0. 

Este resul tado no puede ser aceptado, ya , que si u (x) ,. 0
1 implica que y(x, t) = u(x)v(t) = 0. Por o tanto k • 0 

no es aceptable para el problema. 

CASO B. k > 0. 

Con k > 0 la ecuaci6n diferencial (g) se epreeenta: 

u" (xJ k .,. ""CT" u (x) = 0 1 ): > 0 

y su soluci6n es: 

U (X) ••• (m) 

considerando lascondiciones (1). en esta f ci6n, se ob tienen: 

0 

este sistema de ecuaciones algebraicas es h mogeneo y 
su unica soluci6n para k > 0 es la soluci6n trivial: 

cl 0 

,.., ........ ,.""'w~m rtr ·• rsnr • · t t 1 Z' 'ltZS . Stt ::& . ' 
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Con c 1 = c 2 • 0, la funci6n (m) es u(x) = 0. Este re 
sultado implica que la cuerda no vibra, por lo tanto, 
k > O, tampoco es aceptable. 

CASO C. k < 0 

Considerando k 
ae representa: 

la soluci6n es: 

a 2
, para que k < 0, la ecuaci6n (g) 

u" (x) 

a 
c 

u(x) • 0 

a x + c 2 sen ~ x •. • (n) 

(•: Con las condiciones (l) en (n) se obtienen: 

u(O) • c 1 = 0 

u(t) = c 1 cos ~ t + c 2 sen ~ t "" 0 

Este sistema se satisface con c 1 = c 2 = 0; sin embar­
go, esto implicar1a que u(x) es igual a cero. 

Otra forma de satisfacer al sistema de ecuaciones, es 
con c 1 "" 0, c 2 # 0 y sen _g_ t = 0; de esta manera: c 

(o) 

l 8~~ valores del argumento, para los cuales sen ~ t .. 0 

~ 

li 

a 
c 

l ,. D'lf 
1 n • 0, 1, 3, ... 

,, de donde: 

a = cn1r 
-r 

como k • -a2 < 0: 

k n,. 1, 2, 3, ••• 

Obs~rvese que en la expresi6n para "k", no H ha con­
siderado el valor n = 0. La raz6n es que si n = 0, en 
tonces k = 0, lo cual contradice la consideraci6n de -
que k < 0. 

(p) 

Con el valor de "k" determinado, la soluci6n de la ecua 
ci6n diferencial (g) representada por (o), queda: -
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u(xi nn -r- X n !, 2, 3, •. 

La soluci6n de la ecuaci6n (h} con k 

v(t) c 3 cos cnn t + cnn t --:r- c ~sen --:r- n 

sustituyendo las funciones (q) y (r) en (f): 

y(x, t) en 
tl; n=l, 2, 3, .• 

o bien: 

y(x, tl (sen y x) (b cos T-t+ a sen ~t) 

I~ n = 1, 2, 3, •.. 

b 

Como se puede apreciar de la expresi6n (s), 
una soluci6n de la ecuaci6n de orida para ca 
de "n", y por ser la ecuaci6n lineal, la sum 
das las soluciones tambi~n es soluci6n, esto 

~ nn cnn 

(s) 

y(x, tl = E (sen -:r-x l (bn cos -:r- t+ an sen 
n=1 t) • • • (t) 

Para determinar una soluci6n particular del problema, 
se determinar~n las constantes bn y an de la soluci6n 
(t), utilizando las condiciones iniciales. 

Considerando la condici6n (d) en (t), se ob~iene: 

y(x, 0) f(x) nr. bn sen -r- x 

es~a expresi6n repr~senta la serie seno de Fo rier de 
la funci6n f(x) en el intervale 0 < x < l, po lo tan­
to el coeficiente bn se puede calcular: 

.t. 
2 f . T f(x) sen 

0 
mr x dx -r-

sustituyendo la funci6n f(x) definida en (d): 

'"*' + •··e+rr mr 21' ZT'Sh:t ......_ . ._, 

(u) 

''"""' ·-· 
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( -?fx> 
l 

mr 2! 2a sen T x dx + T ( - T x + 2a) sen 

!;2 

Sa mr 
Ii2rr2 sen 2 n = li 2, 3, ••• • •• (v) 

considerando la condici6n inicial (e) en la soluci6n 
(t), se tiene: 

11' X dx 

ay (x, t) 
senT x 0 

t= 0 

de donde an = 0. 

Sustituyendo las constantes an y bn en la soluci6n 
(t); se obtiene: 

.. 
y (x, t} = I: (sen nl x ) ( sen T cos -T- t ) 

Sa w we Sa 3rr 3rrc 
~ sen T x cos -z- t - ~ sen -z- x cos ~ 

Sa Srr Srrc 
+~sen -z- x cos~ t- ••• 

Esta funci6n (w) representa la soluci6n particular del 
problema • 

• •. {w) 

+ 
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CAPITULO V FUNCIONES DISCRETAS Y ECUACIONES EN DIFERENCIA 

V.l FUNCION DISCRETA 

El c.lflc.uto ln6~n.i..tu.i.mal estudia exclusivamente funciones 
continuas; otra rama de las matematicas llamada c.!lc.ulo de 
d.i.6e~enc..i.a~ 6.i.n.i.ta~. estudia tanto a las funciones conti­
nuas como a las funciones discretas. 

~ Una funci6n continua f(x), se caracteriza porque su varia­
ble independiente "x" puede tomar cualquier valor real den­
tro de un cierto intervale a < x < b. En cambia, una fun­
ci6n discreta f(x) se caracteriza porque "x" solamente toma 
determinados valores x 0 , x 1 , x 2 , ••• xk, dentro de un cier­
to intervale, por lo que el recorrido de la funci6n es: 

f' 
t. 
r.: En la figura V.l, aparece graficada una funci6n 
, en la figura V.1.1, se muestta la grafica de una rrota 

f( X I 

0 b X 

Figura V.l 

continua, 
funci6n di 
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f (X) 

f ( xk) --- - -- --- I 

f ( x, ) 
I ---- 1 ,. 

f (x2) 
I - - -
I t 

I 
f (xo) -, I 

I I 
I 

Xo x2 xk 
4 

! X 

Figura V.1.1 I 
~ 

\ El dominic de una funci6n discreta puede e tar formado por 
un conjunto de numeros reales, los cuales guardan ningu-
na relaci6n entre si, por ejemplo en la i6n: 

f(x) X + 1, donde X=- 1.1, 0.5, 2. 1 V 1 4.02, ••• 

Un case particular que se presenta en vari s problemas de 1 .. 
aplicaci6n, es cuando los valores del dominic de la funci6n 
estan equiespaciados, esto es, el valor xk+l es igual a xk 

mas una constante "a". Dos ejemplos de este tipo de funciQ.::4 
nes son las siguientes: ~ 

f(x) X •.. -2,-1, ,1,2, ••• 

g(x) a. 3 cos x, X 0, ·v, 2v, 311', 

Como se puede observar en la funci6n f(x), k+l = xk + 1, 

mientras que en g(x), xk+l = xk + v. En tod s estas funci£., 

nes, la diferencia xk+l - xk' es una constan~e finita "a", 
de ahi el nombre de valores equiespaciados. , . 

El estudio de las funciones discretas que s desarrolla en 
este capitulo, comprende exclusivamente func"iones cuyo do­
minic esta constituido por valores enteros no negatives y 
equiespaciados, las cuales se expresan como u a sucesi6n: 

{f(O), f(1), f(2), •.• , f(k), •.. 

esto es, funciones que se pueden representar on f(k) donde 
k = 0, 1, 2, •.. 

'7 nann ic 



Ejemplo V.1 
,., 

Debido a la depreciaci6n a la que est& sujeto un bien 
material que or~ginalmente cost6 $ 1,000.00, tiene un 
valor anual dado por la expresi6n. 

f(Jt) = 1000(1- 0.05)k k = 0, 1, 2; 3, ••. 

donde "k" representa el afio. Esta es una funci6n dis­
creta, donde los valores de su dominio estan equiespa­
ciados y su representaci6n en forma de sucesi6n es la 
siguiente: 

{1000, 950, 900, 850, ••. } 

FUNCIONES DISCRETAS: PULSO, ESCALON Y RAMPA 

En el capitulo III de estos apuntes, se dieron las defini­
ciones de las funciones impulso, escalon y rampa; estas dos 
ultimas, son continuas para t > 0. Funciones similares se 
definen para el caso discreto y se presentan a continuaci6 

A) FUNCION PULSO UNITARIO.- La funci6n discreta pulso 
~ ·u~itario se representa por medio de la delta de Kronecker 
~ 5(k) y se define de la siguiente manera: 

1, k = 0 
' 6 (k) (1) 

) 0, k , 0 

l 
~ Como la funci6n pulso unitario vale uno para k = 0 y cero 

para cualquier otro valor de "k", su representaci6n grifi­
ca aparece en la siguiente figura. 

8 ( k) 

~-- - -------~____,._.--- ~- - -;..-. 

I 2 3 k 0 

Fir;ur:: .. V. 2 

En la siguiente figura, se muestra la funci6n pulso unita­
rio desplazada o(k- a): 

209 
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8( k-o) 

--------- --

0-1 

I 
I 
I 

0· 

Figura V.2.1 

0 I k 

i B) FUNCION ESCALON UNITARIO.- La funcilin discreta escallin 
hnitario es similar a la continua, la diferancia consiste so 
lamente en el dominic discrete. Se representa con u(k) y se define: · I 

k = 0, 1, 2, 3, ••• , 

1

1 . 

u (k) .. 0 ' 
• • • (2) 

k < 0 

Su representaci6n grafica se muestra en' la ra: 
, 

iguiente figu-

u( k) 

.. - ··--. I I I 
I I I 
I I 

~ 
~ -2 -1 0 2 3 k 

Figura V.J 

f 

La funci6n desplazada "a" unidades, se represe ta grafica­mente en la siguiente figura . 

. ..._~•~-wmti::·A··'t?Ui· W'ta ztr£ 



u(k-a) 

0-1 a 

Figura V.3.1 

i- - T 
I I 

I 

0+1 0+2 k 

C) FUNCION RAMPA UNITARIA.- La funci6n discreta rampa uni 
.taria se representa con;r(k) y se define: 

k ·~ k 0, 1, 2, 3, .... , 
r(k) • • • • ( 3) 

0 .k < 0 

··. 
~~ 

f· En la figuni v:4, se muestra la representaci6n griifica de 
·~la funci6n r (k) y en la figura V. 4.1, la griifica de r (k- a). 

-I 

r ( k) 

3---- ---r 
'· 

2 

0 

---, 
1 
I 

2 

Figura V.4 

I 
I 
I 
I 
I 
I 

3 k 
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v .1. 2 

r ( k -a) 

3 --- ~- -

2-----------1 

a-1 

----1 
I 
I 

a a+l a+2 

Figura V.4.1 

OPERACIONES CON FUNCIONES DISCRETA 

Dei estudio de las operaciones binarias 
junto S, se sabe que la suma de numeros n 
raci6n cerrada, ya que la suma de dos nu 
lesquiera es siempre un numero natural. 
ciones discretas, su recorrido es un conj 
dos ellos elementos de un conjunto S, po 
den definir operaciones con estas funcione 

A) SUMA.- Dadas dos funciones 

f(k) = {f(O), £(1), £(2), ... } 

-j 

I 
I 
I 
I 
I 

a+3 k 

finidas en un con 
urales es una ope 

s naturales cua:­
el caso de fun­

to de numeros, to 
lo tanto se pue--

,( 

-
' 

),g(1),g(2), 

1a suma de las funciones f(k) y g(k), se d fine como la fun 
ci6n cuyo elemento k-isimo es la suma de los elementos co-­
rrespondientes de f(k) y g(k), esto es: 

f(k) +g(k) = {f(O) + g(O), f(l) + g(1), f 2) + g(2), ... } 

Ejemplo V.2 

Sean las funciones: 

f (k) 

g(k) 

2k - 5 k 

k 

0, 1, 2, 3, 

0, 1, 2, 3, 

-·-··• "** tttr I • tt'®Mtrtt ...,. 



el desarrollo en forma de sucesi6n es: 

f (k) {- 5, - 3, - 1, 1, •.. }. 

g(k) {0, 1, 4, 9, ... } 

la suma de f(k) y g(k) es la funcion: 

f(k) + g(k) {- 5, - 2, 3, 10, •.. } 

B) PRODUCTO POR UN ESCALAR.- El producto de una funci6n 
f(k) por un escalar A, es la funci6n cuyo k-esirno elernento 
es el producto de A por el k-esirno elernento de f(k), esto 
es: 

H(k) = {A£(0), H(1), Af(2), ••• } 

Ejemplo v. 3 

El producto del escalar A = 3 por la funci6n discreta 
escal6n unitario es la funci6n que se muestra en la 
siguiente figura: 

3u( k) 

3 .... --.- -· I I I 
I I I 

2 I I 
I I 
I I 
I I 

-I 0 2 3 k 

~ 

f 
f C) 
>f(k) 

Figura v.s 

COMBINACION LINEAL.- Dadas las funciones discretas 
y g(k), la cornbinaci6n lineal de elias se define: 

c 1 f(k) + c 2 g(k) 

~donde c'- y c 2 son constantes arbitrarias . 
. • 

. r
' 
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Como en el caso de las funciones continu 
c 1 f(k) + c 2 g(k) = 0 se satisface solament 
c1 = c 2 = 0, se dice que f(k) y g(k) son 
pendientes, pero si se satisface para al 
o c 2 diferente de cero, se dice que f(k) 
mente dependientes. 

ra constantes 
ealmente inde­
constante c 1 

g(k) son linea!_ 

Para un conjunto de funciones 
minante llamado Wronskiano, el cual int 
que establece una condici6n suficiente 
nes sean linealmente independientes. 

un deter­
e en un teorema , 

que las funcio-

NOTA: Este teorema se estudia en los cursos de Alge-
bra lineal. 

Para el caso de funciones discretas se def"ne un determi­
nante similar al Wronskiano, llamado Casora i. 

Definici6n: Para las funciones y 1 (k), ;.r 2 (k), •.• , Yn(k), 
al determinante: 

yl (k) y2 (k) ... y (k) 

yl (k + 1) y2 (k + 1) ... y (k + 1) 
. . . . . . 

y 1 (k + n- 1) y (k + n- 1) 
·2 

... y (k + n- 1) 

se le llama Casorati. 

;~ 

TEOREMA V.l 

Las "n" funciones y 1 (k), y 2 (k), 
independientes, si y solo si el 
ciones es diferente de cero. 

• •• , y '(k) son 1 inealmentJ .. 
Casonlti d~ las "n" fun--:, 

Ejemplo V.4 

Se de sea saber si las funciones: 

f (k) = k l k = 1, 2, 3, ... 
g(k) = k 2 

l k=1, 2, 3, ... 

son linealmente independientes. 

El Casorati de estas funciones es: 



f(k) g(k) 

k (k + 1) 2 - k 2 (k + 1) 

f(k + 1) g(k + 1) k + 1 (k + 1) 2 

por lo tanto para k = 1, 2, 3, ••• , el Casorati de la 
funciones es diferente de cero, y seg~n el teoremaV.1 
esto es condici6n suficiente para que las funciones 
sean linealme'nte independientes. Esta conclusi6n se 
puede observar tambi~n al formar la combinaci6n linea 
e igualarla a cero: 

0 ; k = 1, 2, 3, ..• 

como esta ecuac16n s6lo se satisface para c
1 

= c
2 

= 0, 
se concluye que las funciones son linealmente indepen-

(,. dientes. 

1~. ,,•D) CONVOLUCION,- La oonvoluoi6n entre do> funoione. di> 
; cretas f (k) y g(k) definidas para k = 0, 1, 2, 3, ••. , se re 

presenta: 

f(k) * g(k) 

y se define como la funci6n h(k) ~uyo k-esimo elemento es: 

' 
·-· 

,h(k) = f(k) * g(k) = f(O) g(k) + f(l) g(k- 1) + f(2) g(k- 2) + 

. - + ••. + f(k) g(O) 

esto es: 

k 
h(k) f (k) * g (k) E f(n)• g(k- R) ••• (4 

n=o 

I 
A?i para k = 0: 

0 
r f(n)•g(.;.n) f (0) •g (0) 

n=o 

-para k = 1: 

1 
- h (1) r f(n). g(1-n) 

n=o 
f(O) • g(l) + f(l) • g(O) 
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para k 7 2: 

2 

hC2J = r fCnJ • g(2-nJ =fCOlgC2J + fC n=o g(1) + f(2)g(O) 

h(k) {h (0) ' h(1), h(2), ... } 

Ejernplo v.s· 
Sean las funciones: 

f(k) 1 - k para k 0, 2, 3 
g (k) 2k para k 0, 2, 3 

f (0) 1 g(O) 0 
f (1) 0 g (1) 2 
f (2) - 1 g (2) 4 

f (3) - 2 g"(3) '6 

La convoluci6n entre f(k) y g(k) es la fu ci6n: 

h(k) = f(k) * g(k) 
k 
E f(n)g(k- n) 

n=o 

para k = 0: 

h (0) f(O) • g(O) 

: 0 

par-a k = 1: 

h (1) f(O)g(Ji + f(1)g(O) 

C1l C2J .. :o) co> 
2 

para k = 2: 

h(2) f(O)g(2) + f(1)g(1) + f(2)g(O) 

(1) (4) + (0) (2) + (- 1) (0) 

4 

....... ~iN!!·, rltrd rinrt'!t s±·t7f£C·.: 

(a) 

' 



para k = 3: 

h(3) f(O)g(3) + f(1)g(2) + f(2)g(1) + f(3)g(O) 

- (1) (6) + (0) (4) + (- 1} (2} + (- 2} (0) 

4 

por lo tanto: 

h(k) = f(k) * g(k) = {0, 2, 4, 4} 

definida para k 0,1,2,3 

V.2 DIFERENCIA DE UNA FUNCION 

Como el calculo de diferencias finita·s considera funciones 
.continuas y discretas, sera mas sencillo establecer el con­
cepto de diferenc\a de una funci6n, considerando primerouna 
funci6n continua. 

Sea la funci6n continua y(x) que aparece en la siguiente 
figura. 

Y (x) 

y( X) 

-~ 
I I 

--t---r--------lr------
X X+h X 

Figura v:6 
... 
~\> 

ill . 

fPartiendo del punto "x" del dominio 
~enta en una cantidad finita "h", de 
el valor de la funci6n es y(x +h). 
~ue exper~menta la funci6n es: 

"l 

de la funci6n, se• incre· 
tal manera que para x + -t 
Entonces el incremento 

Ji 4y(x) = y(x + h) - y(x) (5) 
1 
~ se le conoce como primera diferencia de la funci6n. 
f 
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Definici6n: El cambia de una funci6n y(x) debido a 
un incremento "h" de su argumento "x", .se llama prime­
ra diferencia de la funci6n y se repre~enta por 8y(x). 

i De la misma manera, si el punto x + 2h d 1 dominio de la 
funci6n, se incrementa en una cantidad "h • la primera dife· rencia de la funci6n es: 

t>y (x + 2h} 

Ejemplo V.6 

Se desea obtener la primera dif 
las sigui~ntes funciones: 

a) y (x) 2x 2 

b) f(x) en x•= 2 

+ 2h) 

de cad a una ·de 

y con. h 

De la misma manera como se obtuvo la pr mera diferen­
cia de la funci6n y (x) , se obtiene la se unda diferen- .. • 
ci• A2 y(x), esto es: 

l>·y(x) = y(z: +.b) - y(z:) 

1 



i: 

~~' 

adem!s: 

{y(x + h +h)- y(x+h)} -{y(x+h)- y(x)} 

y(x + 2h) - 2y(x + h) + y(x) 

ll.y(x +h) - L1y(x) ={ y(x + 2h) - y(x +h)} - { y(x +h) - y(x)} 

= y(x + 2h) - 2y(x + h) + y(x) 

por lo tanto: 

L1
2
y(x) = L1y(x+h)- ll.y{x) =y(x+2h) -2y(x+h) + y(x) 

La tercera diferencia de y(x) es: 

L1'y(x) 11.{11.2y(x)} 

L1{y(x + 2h) - 2y(x +h) + y(x)} 

y(x + 3h) - 2y(x + 2h) + y(x + h) 

- {y(x + 2h) - 2y(x +h) + y(x)} 

y(x + 3h) - 3y(x + 2h) + 3y(x + h) - y(x) 

y as! sucesivamente, de tal·manera que: 

m 
;=o (- l)n men y(x + mh - nh) 

= y(x + mh) - mc 1 y(x + mh - h) + 

+ c2 y(x + mh- 2h) + ••• + (- l)m c m m m y(x) 6) 

P~, donde: 
' 

. ~ 
l 

• c 
mn 

EjemploV.7 

. m! 
n! (m- n)! 

Se desea determinar: 

de la funci6n y(x) = x 3
1 con h = 1 • 

y 
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La diferencia de orden cero de la func 6n es: 

la primera, segunda y tercera diferencia son: 

~y(x) = (x + 1) 3 
- x 3 = 3x 2 + 3x + 1 

3(x + 1) 2 
+ 3(x + 1) + 1- (3x + 3x + 1) 

6(x + 1) + 6- (6x + 6) = 6 

6x + 

' ~1\ 

Si en lugar de una funci6n continua, se tiene una func~6n·~ 
discreta y(xk), con elementos equiespacia os del dominio: 

entonces la primera diferencia de la funci6n es: 

donde xk + h pertenece al dorninio de la fu ci6n. 

En el estudio de este capitulo y del sig iente, solamente · 
se trabajara con funciones discretas, don e todos los ele­
mentos del dominio estan equiespaciados y se representaran con: 

y(k) ; k "' 0, 1, 2, 3, 

Con esta representaci6n la primera difer ncia de y(k) se define: 

~y(k) = y(k + h) - y(k) 

ademas se considerara h 1, con lo cual: 

~y(k) = y(k + 1) - y(k) . • • (7) 

La segunda diferencia de la funci6n y(k)' s: 

~(~y(k)) 

[y(k + 2)- y(k + 1)]- [ly(k + 1)- y(kl] 

y(k + 2) - 2y(k + 1) + y(k) 

y asi sucesivamente: 

~'y(k) 



,_ 
~. 

I· 

= y(k + 3) - 3y(k + 2) + 3y(k + 1) - y(k) 

Otras formas de representar a una funci6n discreta son: 

6 

En la siguiente configuraci6n, aparecen las diferenci s de 
la primera a la cuarta, para una funci6n discreta f(k) 

f(k)~ 

flf(k) ...- ---......_ 
f(k+1) ll 2 f(k) 

............. -- '---......_ llf (k + 1) ll ~f (k) - ............. --- -............. f(k+2) ll 2 f(k+1) ll~f(k) 

............. -- ............. ---llf(k+2) ll 3 f(k+l) -- ............. ..-
f(k+3) ll 2 f(k+2) 

............. ..-

-­f (k + 4) 

Ejemplo V.S 

llf (k+ 3) 

La funci6n f(k) = 3k - k 2 ; k 
en la siguiente figura: 

0, 1, 2, 3, 4, aparece 

0 

-I 

-2 

-3 

-4 ---- ----

Figut:a V.7 
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y sus diferencias, de la primera 
sentan·en !a siguiente tabla. 

k f(k) !::.f (k) ll 2 f (k) 

0 0 2 - 2 

1 2 0 -2 

2 2 -2 - 2 

3 0 -4 

4 - 4 .. 
Tabla V.1 

V.2.1 OPERADORES 

En la primera diferencia de la funci6n y(k) 

lly(k) - y(k + 1) - y(k) 

ll esta operando sabre y(k) de una manera como el 
operador diferencial D opera sabre una func 

El simbolo ll es un operador y se le conoce op~~d-
doJt d-i6eJtenc.-ia. 

Algunas propiedades y leyes operador dife-
rencia, son las siguientes: 

A) PROPIEDAD DISTRIBUTIVA.- Sean y(k) 
nes, entonces: 

ll[y(k) + z(kl] = lly(k) + Az(k) 

Demostracion: 

ll[y(k) +z(kl] [ y (k + 1) + z (k + 1) J - [ y 

) dos funcio-

• • • (8) 

+ z (k) J 

y(k + 1) - y(k) + z(k + 1) - z(k) 

lly(k) + llz(k) 

B) PROPIEDAD CONMUTATIVA RESPECTO A UNA CO~ TANTE.- Sea 
y(k) una funcion y A una constante, entonces: 

ll[Ay(k) J : Ally(k) 
• • • (9) 



Demostraci6n: 

t::.[>..y(kl] >..y(k + 1) - >..y(k) 

>..[y(k + 1) - y(k) J 
>..6y(k) 

I 
I 

C) LEY DE LOS INDICES PARA 6.- Si "r" y "s" son niimeros 
enteros no negativos, entonccs: 

••• (10) 

D) LA ~RIMERA DIFERENCIA DE UN POLINOMIO.- La primera di 
ferencia del polinomio y{k) = a 0 + a

1
k + a

2
k 2 , + ••. , ankn-:-

ie grado "n", es otro de grado {n- 1). · 

Demostraci6n: 

~1 polinomio de grado "n" se representar& de la siguiente forma: 

mtonces: 

b.y(k) 

n 
1: 

n=o 

n 
= 1: 

n=o 

n 
= I: 

n=o 

y{k) 
n 
1: 

n=o 

s un polinomio de grado n - 1. 

n{n - 1) kn-2 + ••• } 

Por ejemplo, si se tiene uri polinomio de grado 3: 

I

t 
fi 

f {k) 

l primera diferencia sera un polinomio de grado 3- 1 2: 

' 223 
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la segunda dif!erenc ia sera un pol inomio d grado 3 - 2 1: 

I y la tercera diferencia es. un polinomio de grado 3- 3 ·o: 

E) LA DIFERENCIA DE UN PRODUCTO DE FUNCI 

ll[u(k)v(k) J =u(k)l!v(k) +v(k)llu(k) + v(k)llu(k) 

Demostraci6n: 

ll[u(k)v(k)] = u(k + l}v(k+1)- u(k)v() 

u(k+1)v(k+1)- u(k)v(k) + u(k)v(kl+1) - u(k)v(k+1). 

u(k) [v(k + 1)- v(k)] + [u(k + 1)v(k 11>]- [u(k)v(k + 1) 

u(k)l!v(k) +u(k+1)v(k+1)- u(k)v(k+1) +v(k)u(k+1) 

- v(k)u(k+1)- v(k)u(k) + v(k)u(k) 

u(k)llv(k) + v(k) [u(k+1)- u(k)]+ (k+1)v(k+1)­

- u(k + 1)v(k) - u(k)v(k + 1) + v(k u(k) 

u(k)llv(k) +v(k)llu(k) + [u(k+1)- u( >] [v(k+1)., v(k 

u(k)llv(k) + v(k)llu(k) + llu(k)llv(k) 

F) LA DIFERENCIA DE UN COCIENTE DE FUNCION S . 

. t~~~l ] " • • • (12) 

La demostraci6n es similar a la que se des rroll6 para lajl·. propiedad (E). 

Otro operador importante es el ope~ado~ eo ~~m~ento E. Es 
te operador E aplicado a una funci6n y (k), p rmite pasar dii 
valor de la funci6n y(k) en el punto "k" de u dominio, al 
valor de la funci6n en el punto k + h, esto s: 

Ey(k) = y(k + h) (13) 

considerando h 1: 

Ey(k) y(k + 1) (14) 

I 



~-

~. 
~~-,.,. 

:\ 

if. 

i" 
lt ,. 

de esta manera: 

Ef\y(k) 

Ejemplo V.9 

E[Ey(kl] = y(k + 2) 

E[E 2 y(k)= = y(k + 3) 

Los corrimientos E0 f(k), Ef(k) y E 3 f(k) de la funci6n 
f(k) = 3k - 1, conk= 2, son: 

E 0 f(k) f(k) 

3k - 1 

E 0f (2) 3(2) - 1 

5 

Ef(k) f(k + 1) 

3(k + 1) - 1 

Ef(2) = 8 

E 1 f(k) = f(k + 3) 

3(k + 3) - 1 

E 3 f (2) 14 

Algunas propiedades importantes del operador E, son las si 
guientes: 

A) PROPIEDAD DISTRIBUTIVA. 

E[y(k) + z(kl] = Ey(k) + Ez(k) 

B) PROPIEDAD CONMUTATIVA RESPECTO A UNA CONSTANTE. 

E [ >.y (k) J = >.Ey (k) 1 A = cte. ••• (16) 

-C) LEY DE LOS INDICES. 
no negativos, entonces: 

Si "r" y "s" son niimeros enteros 

~ Exi<to una ::::c:.:::r: ,:: ::oradore< 6 y B, 
~ puede obtener a partir de la diferencia de y(k): 

• • • (17) 

la cual se 

' j 
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'' 

y como: 

, entonces: 

por lo tanto: 

Ay(k) =,y(k + 1) - y(k) 

Ey(k) y(k + 1) 

Ay(k) • Ey(k) -· y(k) 

• (E - I)y(k) 

A = E - I o _bien 

donde I es el operador ideLtidad, tal que: 

Iy(k) = y(k) 

por el teorema del binomio: 

... 

Ejemplo V .10 

La expresi6n: 

m 
E C (- 1)m En 

n=o m n 

m 
E C An 

n=o m n 

y(k + 3) - 2y(k + 2) + y(k + 1) 

se puede representar: 

a) Por medio del operador E. 

b) Por medio del operador A. 

Esto es: 

• • • (18) 

&) y(k+3) -2y(k+2) i-y(k+1),. E 1y(k)- 2 y(k) + Ey(k) 

(E 3 
- 2E, + E)y(k) 



b) y(k+3) -2y(k+2) +y(k+l) (E 3 ,_ 2E 2 + E)y(k) 

E (E - I) 2 y (k) 

o bien: 

(ll + I) ll 2 y(k) 

(ll'. + ll 2 )y(k) 

ll 3y(k) + ll 2 y(k) 

y(k+3) -2y(k+2) +y(k+l) = (E 3 - 2E2 + E)y(k) 

= { (ll + I) 3 
- 2 (ll + I) 2 + (ll + I) }y (k) 

(ll
3 

+ 3ll
2 

+ 3ll +I- 2ll 2
- 4ll- 2I + ll + I):y(k) 

ll 3y(k) + 6 2 y(k) 

· Ademas de los operadores E y ll, existen otros que tambien 
se estudian en el calculo de diferencias, entre ellos los 
siguientes: 

l" A) EL OPERADOR DIFERENCIA HACIA ATRAS V. 

~ Vf(k) = f(k) - f(k- 1) 

EL OPERADOR DIFERENCIA CENTRAL c. 

Of (k) = f (k + ~ ) - f (k - + ) 
relacion de V y o con E y 6 e~ la siguiente: 

V.2.2 LA SUMATORIA 

II 
Si se conoce la derivada de una funcion f(x): 

II~ dj~x) = g (x) 

La funcion f(x) se puede conocer aplicando a g(x) la opera­
:ion inversa a la derivada, o sea integrando g(x): 

I
. 

l.__ 

f(x) = !g(x)dx 

' I - .. .-.t·. 
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De una manera similar, si se conoce la'lprimera de una funcion y(k): 

t.y (k) = f (k) 'j I 
entonces y(k) se puede con~cer aplicand a f(kj la opera- • 
cion inversa a la diferencia, esto es, I~ suma representa-, 
da por t.-

1
f{k) o bien Ef(k), por lo tantl: ! 

·~ 
y(k) = t.- 1

f(k) = Ef(k) t 
al proceso de obtener una suma se le lla a sumatoria. 

Ejemplo V.ll 

Si t.y(k) .= 3k, verificar si: 

k y(k) = E3 

donde "c" es una constante arbitraria. 

Se obtiene la primera diferencia dey k): 

y(k) 3k 
-r+ c 

t.y(k) 
3k + 1 

+ c - ( 
3k 

+ c) 2 -2-

3k + 1 3k 
2 

3k (3 - 1) 

3k 

por lo tanto: 

y(k) 

Como se observa en este ejemplo, al igual ue en la inte 
gral indefinida, en la suma de f(k), (Ef(k) , aparece una 
constante arbitrari-a, por lo que a este tipo de sumas se .­
les llama ~uma~ ~nde6~n~da~. 

En las sumas indefinidas de funciones disc etas, en lugar. 
de la constante arbitraria., puede aparecer na funci6n pe-. 
ri6dica de periodo "h", o sea, una funci6n (k) tal que: 

g(k +h) - g(k) = 0 

., ....., ...... ~ >I'·JL:· .... - d a 'M%5': 



en el ejemplo anterior, si ~y(k) = 3k, entonces: 

J 

k 3k 
y(k) = E3 = --2-- + g(k) 

'donde g(k) es una funci6n de periodo
3 
1~ y la primera dife­

rencia de y(k) sigue siendo igual a K como se comprueba 
a continuaci6n: 

~y{k) 

en donde: 

3k + 1 
---...2,-- + g (k + 1) -

3k + g(k + 1) - g(k) 

3k 

g(k + 1) - g(k) = 0 

3k 
-2- + g(k)) 

Si ~y(k) = f(k), entonces la funci6n y(k) se puede obtener 
de la siguiente forma: 

como ~y(k) = f(k), entonces: 

y(k + 1) = y(k) + f(k) 1 k=0,1,2, ••• 

:, para k 0: 

y(1) y(O) + f(O) 

I t para k = 1: 

{ y(2) = y(1) + f(1) 

'para k 2: 

y(O) + f(O) + f(1) 

y(3) = y(2) + f(2) = y(O) + f(O) + f(1) + f(2) 

y(k) = y(k-1) + f(k-1) = y(O) + f(O) + f(l) + f(2) + ••• + f(k-1) 

:'por lo tanto, la funci6n y (k) se puede expresar en t6rminos 
;de y(O) y de los valores conocidos de la funci6n f(k) en la 
siguiente forma: 

k-1 
y(O) + E f(r), 

r=o 
k 1, 2, 3, ••• 

y(k) -

y(O) k '"' 0 
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k-1 
donde se ha considerado que E f(r) = 0 cuando el 

r=1 
superior de la sumatoria es negative, o 

An~loga~ente, si k = M, M + 1, M + 2, 
expresi6n: 

y(k + 1) y(k) + f(k), k 
para k M: 

y(M + 1) y(M) + f(M) 

para k = M + 1: 

cuando 

se tiene en la, 

M + 1, M + 2, 

y(H+2) = y(M+l) + f(M+l) 
y (M) + (M) + f (M + 1) 

para k = M + 2: 

y(M+ 3) 

y(M + k) 

y(M+2)+ f(M+2) y(M) + f(M) 

y(M+k-1) +f(M+k-1) = y(M) 

+ f (M + 2) + ••• + f (M + k- 1) 

por lo tanto, la funci6n y(k) se puede 
de y(M) y de los valores conocidos 
siguiente forma: 

k-1 I 

f (M + 1) + f (M + 2'; 

) +f(M+1) + 

r en terminos 
f (k,l, de la 

y (M) + E f (r) , k 
r=M M+,1, M+2, 

y(k) 

y(M) 
k M 

A partir de esta expresi6n se puede llegar 1 concepto de suma definida. 

k-1 
De y(k) = y(M) + E f(r): 

se tiene: 

y haciendo k - 1 

r=M 

k-1 
E f(r) = y(k) - y(M) 

r=M 

N, o sea k = N + 1: 

N 
E f(k) 
M y(N + 1) - y(M) 

-.1w. ·' . , • ., s co; ·,~ 



I: f (k) .. y (k) N IN + 1 

M M 

y como y(k) Ef (k): 

N 
E f(k) 
M 

I:f (k) 1: + 1 ••• (19) 

fu . ... 

que representa la suma definida de f{k) yen donde I:f{k) e 
una suma indefinida de f{k). 

Ejemplo v. 12 

t· Si f (k) = 3k, determinar ~ f (k): 
~ 1 

t f {k) I: 3k 
I I 

como: 

3k 
-2- + c 

. entonces: 

+ 1 

t ,.,~ 

~ + c - { + + .c ) = 2 3 

~ Si se tiene una funci6n y(k), y se obtiene la primera dife I rencia, el resul~ado es otra funci6n de •k": 
t 
if 
~· Ay(k) • f{k) 

f,por lo tanto, la •uma do la funci6n f(kl •er§ la funci6n 
f,y(k): 
ti,: 

Ef(k) "'y(k) 

:por ejemplo, con la funci6n: 

y{k) = cos {ak + b) 

231 
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se tiene: 

llcos(ak +b) cos [a (k + 1) + b J- cos (ak 

cos (ak + b + a) - cos (ak + b 

= cos (ak + b) cos a - sen (ak + 
.. cos (ak + b) (cos a - 1) -sen 

cos (ak + b) (- 2 sen 2 +-sen 

2 sen a 
{cos (ak +b) a 2 sen 2 

- 2 a 
sen ( ak + b +~) sen 2 

2 

por lo tanto: 

1: sen ( ak + b + ~ ) 

2 

o bien: 

I:sen(ak +b) cos(ak + b-

2 senT 

De esta manera se obtendra'la suma de las les. 

En la tabla V.Z, se presentan algunas func 
prectivas sumas. 

b) 

sen a- cos (ak +l 

+b) sen a 
:J 

+b) (2 sen ~ cos-~ 

sen (ak + b) cos -} 



f(k) = 6y(k) 

k 
a 

1 

7 

sen (ak + b) 

cos (ak + b) 

ak sen bk 

k cos b k a 

sen 2 (ak +b) 

~ cos 2 (a k + b) 

' senh (a k + b) 

cosh (a k + b) 

k(rn) 

{a,k +b) (rn) 

k IJ (k) 

k 2 ll (k) 

--

.. 

' 

y(k) = Ef(k) 

ak 
a # 1 a-=r ; 

a 
a # 1 'K ; 

(1 - a)a 

-cos (a k + b a -2) 
a 2 sen 2 

sen (a k + b -
a ) T 

2 sen 1-
k+1 k 

a sen b (k - 1) - a sen bk 
a2 - 2 a cos b + 1 

k+1 b (k- 1) - ak bk a cos cos 
az - 2 a cos b + 1 

k ·sen {2 a k + 2 b - a) 
2- ~ sen a 

k sen (2 a k + 2 b- a) 
T• ~ sen a 

cos h (a k + b - EJ 
2 

2 sen h a 
2 

sen h (a k + b a ) --y 

2 sen h a 
2 

k(rn+ 1) 
rn # - 1 

rn + r I 

(a k + b) (rn + 1) 

a 1m+ Il I - a m # a 

k I: JJ(k) - I:2 IJ (k + 1) 

k2 Ell (k)- (2 k + 1) E2 ll(k+ 1) 

Tabla v.2 
I 

I 

" 

I 

+2E 3 !l(k 2) 

., ..J._ 
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Un tipo de funci6n que puede 
da 6unc~5n 6acto~~at k(m): 

k(m) = k(k- 1)(k- 2) ••• [k- (m- 1>] 
••• (20) 

: donde "m" es un entero positive. 

Para m = 0 se define: 

por ejemplo: 

k ( 3) = k(k- 1) (k - 2) 

k (5) 
k(k - 1) (k - 2) (k - 3) 

k ( 1) 
k 

Obteniendo la primera diferencia de la 

de donde: 

Ilk (m + 1) 

por lo tanto: 

Ek(m) = 

de la misma manera: 

Ek (- m) 

Ejetnplo V.13 

(m + 1) k (m) 

k (m + 1) 

m + 1 

k(1- m) 
1 - m 

Para obtener la suma de k 2 , conviene re 
en terminos de la funci6n factorial: 

(21)'' 

(k - 4) 

i6n se tiene: 

sentar k 2 



'\ 

~· 
t 
Ji, 
~: 

ya que: 

por lo tanto: 

k (k - 1) (k - 2) + 

2k 3 
- 3k 2 + k 

6 + c 

k(k - 1) + c 
2 

Algunas propiedades importantes de la sumatoria son las s -
guientes: 

A) E[A 1 1J(k) + ;l. 2 v(kl] = ;1. 1 I:IJ(k} + ).
2
I:v(k} 

I 
donde ;1. 1 y A2 son constanteso 

B) E)J(k)llv(k} = IJ(k}v(k)- I:v(k + 1}ll)J(k} 

[ 

• • • (2 } 

• 0 0 (23} 

Esta ultima propiedad se llama 4umazo4ia po4 pa4Z~4, y la 
demostraci6n aparece a continuaci6no 

lliJ(k)v(k) 

tlllJ(k}v(k} 

)J(k)v(k) 

)J(k + 1}v(k + 1} - IJ(k)v(k) 

v(k + 1}[lJCk+1)- lJ(kl]+lJ(k}[v(k+1}-v( >] 
v(k + 1) lliJ(k) + IJ(k)llv(k) 

I:v(k+1)lllJ(k) + l:)J(k)llv(k) 

Ev(k + 1)lliJ(k) +I:)J(k)llv(k) 

!, de donde: 

I:lJ(k) v(k} = lJ{k)v(k) - I:v(k + 1)ll)J(k) 

23!i 
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Ejemplo V.14 

La suma: 

se obtiene sumando por partes, para lo 
dera: 

).1 (k) 

entonces: 

t.JJ(k) 

v(kl 

k y 

(k + 1) - k 

r3k = 3k 
-2 

desarrollando por partes: 

donde: 

3k 113 k. -2-

por lo tanto: 

~ k. 3k 3k 
<. .. k·-2-

V. 3 LA ECUACION. EN DIFERENCIAS 

3 

1 

1 

a 
E 
1 

t.v (k)l 

, se consi-

La ecuaci6n en diferencias se define de man ra analoga a 
la ecuaci6n diferencial. 

Definici6n: Toda ecuaci6n que relaciona una funci6n 
desconocida con sus diferencias y su(s) va iable(s) in­
dependiente(s), recibe el nombre de ~cuac~6n ~n d~6~~~~ 
c~a~. 

'---------------------+-------' -~ 

.u .. k' . ~.. .f 
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De acuerdo a esta definicion, la ecuaci6n: 

y(x) - 2ny(x) + n 3y(x) = X 

es una ecuaci6n en diferencias. 

Con las diferencias: 

~y(x) = y(x +h) - y(x) 

~ 3y (x) = y (x + 3h) - 3y (K + 2h) + 3y (x + h) - y ( ) 

la ecuaci6n anterior, se puede representar: 

y (x) - 2{y (x +h) - y (x)} + y (x + 3h) - 3y (K + 2h) + 3y (x +h) - y (x = x 

o sea: 

y (x + 3h) - 3y (x + 2h) + y (x +h) + 2y (x) = x 

Si la funci6n desconocid~ es una funci6n discreta y(k); 
k = 0, 1, 2, ••. , la siguiente ecuaci6n: 

6 2 y(kl + 3ny(kl + y(kl = 2k + 1 

es una ecuaci6n en diferencias, y como: 

ny(kl y(k + 1) - y(k) 

y(k + 2) - 2y~k + 1) + y(k) 

se puede representar: 

y(k + 2) + y(k + 1) - y{k) 

Toda ecuaci6n en diferencias, donde la variable dependien­
te es y(k), se puede representar en forma general: 

F(k, y(k), y(k + 1), y(k + 2), ••• , y(k + r)} 0 • • • (24) 

Algunos ejemplos ,de ecuaciones en diferencias son los si­
.- guientes: 

A) n'f<kl + ~ 2 f(kl + 2f(kl = k 2 - 2k + 4 

B) 4y(k + 2) + y(k} = 2k 3 + 3k 

C) (k- 1}y(k + 2} - 4ky(k) = 0 

:. ' 
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D) 2ky{k + 2) + y{k + 1)y{k) - 2y 2 {k) • 

E) y{k + 3) + 2y{k +· 2) + y{k + 1) = 0 

F) f{x + 2) - 2y{x + 1) + 2y(x) • 2~ 

G) u{k + 1, m) + u{k, m + 1) = o 

Asi como en las ecuaciones diferenciales, en las ecuacio-
nes en diferencias tambien se define el or de una ecua-ci6n 

Definici6n: El orden de una ecuaci6n 
donde la variable dependiente es y(x), 
cia entre el mayor y el rnenor argurnento 
rece en la ecuaci6n, dividido entre "h" 

Ejemp1o V.15 

a) y{x + 3h) - 2y{x + h) + 3y{x) • x 

el orden de la ecuaci6n es: 

(x + 3h) - x = 3 

b) y(k + 2) + 4ky(k) 0 

e1 orden es: 

(k + 2) - (k) 
2 

c) y{k + 4) + 3y(k ~ 1) • 0 

e1 orden es: 

Ck + 4l - ck - 1> 

V.J.l SOLUCION D! UNA ECUACION EN DIFERENCIA 

La soluci6n de una ecuaci6n en diferencias 
de la siguiente manera: 

.•. ,' 

5 

diferencias 
la diferen­

"y'' que ap! 

definida 



Definici6n: Una funci6n f(k) ser~ soluci6n de una e­
cuaci6n en diferencias, si al sustituirla en la ecua­
ci6n la transforma en una identidad. 

Ejemplo V.16 

Dada la ecuaci6n: 

y(k + 1) - 2y(k) = 0 

comprobar que y (k) = 3 • 2k es soluci6n. 

Como: 

y (k) 3 • 2k 

entonces: 

y(k + 1) 

sustituyendo y(k) y y(k + 1) en la ecuaci6n en dife­
rencias: 

. por 1o tanto: 

s1 es soluci6n. 

3 • 2k + 1 - 2 (3 2k) 0 

3 • 2 • 2k - 2 • 3 • 2k 0 

0 0 

y(k) 

En este ejemplo, se puede comprobar que y(k) = - 5 • 2k, 

/y(k) = .f2 • 2k, etc., tambien son soluciones de la ecua-

l
ci6n. En general y(k) = c 1 • 2k, donde c 1 es una constan­

.te arbitraria, es soluci6n. A y(k) = c
1

• 2k se le llama 
llo.tu.c,L6n genelta..t, mientras que todas las soluciones obten.!_ 

;das de esta, asignando un determinado valor a c
1

, sella­
~•an ~o.e.u.c,Lone~ pa.~tt,Lcu.ta.~te~. 

I 
Ejemplo V.17 

Para cornprobar que: 
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es soluci6n de la ecuaci6n: 

y(k + 2) - 3y(k + 1) + 2y(k) 4k 

se obtienen y(k + 1) y y(k + 2): 

y(k + 1) 

y se sustituyen: 

y(k), y(k + 1) y y(k 2) 

en la ecuaci6n: 

_k 1 k k 
+ 2 (c1 + c 2 • r + 6 · 4. ) = 4 -

c 1 (1- 3 + 2) + c2 •~(22 - 3•2 + 2) + ~ 4k (42 3•4 + 2) = 4k 

4k:: 4k 

La soluci6n general de una ecuaci6n en difdrencias, tiene 
tantas constantes arbitrarias como sea el orden de la ecua ci6n. 

Ejemplo V.18 

k k Si y(k) = c 1 •2 + c 2 •4 es la soluci6n 
ecuaci6n en diferencias: neral de una 

a) Determinar la ecuaci6n en diferencia 

b) Determinar la soluci6n particular qu satisface 
las condiciones y(O) = 0 y y(1) = 4. 

Soluci6n 

a} Como la soluci6n general tiene dos c nstantes ar­
bitrarias, la ecuaci6n en diferencias es e segundo or den. 

Entonces: 



y(k + 1) 

y(k + 2) 

cl•2k+1 + c2•4k+1 

cl•2k+2 + c2·4k+2 

'· multiplicando la ecuaci6n (b) por -2 y el resultado su 
) mado a (c): 

y(k + 2) - 2y(k + 1) 

~ de donde: 
11:.; 

c = 2 
ly(k + 2) - 2y(k + 1) 

8•4k ... ( ) 

multiplicando (b) por -4 y el resultado sumado a (c): 

i 
y Ck + 2 > - 4y Ck + 1 l = c 

1 
• c - 4 l . 2k 

de donde: 

.-y(k + 2) + 4y(k + 1) 

4•2k • • • (e) 

y(k) 

sustituyendo (d) y (e) en (a): 

y(k + 2) - 4y(k + 1) 

4•2k 

simplificando: 

y(k+2)- 2y(k+1) 

8•4k 

By(k) = - 2y(k + 2) + By(k + 1) + y(k + 2) - 2y(k + 1) 

finalmente: 

y(k + 2) - 6y(k + 1) + By(k) 0 

b) y(k) k k 
y(O) o, y(1) 4, 

~~' Como c 1 •2 + c 2 •4 y 
entonces: 

y(O) cl + c2 = 0 

y(1) 2c 1 + 4c 2 4 

L___.___ .. ·.~- • • . 

• 4 
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de donde: 

- 2 I 2 

por lo tanto, la soluci6n particular cQr'resp•on.diente es: 

V.4 LA ECUACION LINEAL EN DIFERENCIAS 

La ecuacion en diferencias es lineal si se representa de la forma: 

a 0 (k)y(k+n) + aJ(k}y(k+n-1) + •.• + 

+ an-I (k}y(k + 1) + an (k) (k} Q(k) 

donde y(k) es la variable dependiente, "k" a variable inde 
pendiente y a 0 (k}, a 1 (k), ••• an (k) son los i coeficientes. -

Si a 0 (k} # 0 y 

( 2 

den 11 n". an(k) # O, la ecuacion es jineal y de 

las ecuaciones diferenc ial ,s: . 

or- 1 

Al igual ~ue en 

A) Si Q(k) # 0 la ecua'cion se llama .. ··~··"'"· B) Si Q(k) 0 la ecuacion se llama homog ne.a.. 
I C) Si a

0
, al, ... , an, son constantes, la cuaci6n se lla. rna de c. a e. 6.f.c.,Le.nt:u c. a nJ.t:ant:u. 

Utilizando el operador E, la ecuacion linea se representa · 

o bien: 

• 
(a 0E'l + a 1Jtl-·l + ••• + •n-

1
E + an)y(k} Q(k) 

representando el polinomio en E por 1 (E), es o es: 



If (E) 

se tiene: 

t 
If (E) y (k) Q(k) ••• (27) 

TEOREMA V. 2 
: 

La soluci6n geqeral de una ecuaci6n lineal en diferencias 
no homogenea: 

lf(E)y(k) Q(k) 
es: 

•• 0 (28) 

donde Yc(k) se llama 6otuei6n eomptemenza~ia yes la solu­
ci6n general de la ecuaci6n homogenea asociada: 

~ f. 
f 

9'(E)y(k) = 0 

r y· Yp(k) 
&. gene a: 

es una soluci6n particular de la ecuaci6n no homo-

lf(E)y(k) Q(k) 

t Demostraci6n 

t Susti tuyendo y Ckl = Yc (k) + Yp (k) en ja ecuaci6n en diferen 
cias lineal de arden "n": 

f 
se obtiene: 

fl(E)y(k) = Q(k) 

par ser el aperador lf(E) lineal: 

I 
0 + Q(k) .. Q(k) 
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por lo tanto, la ecuaClon se satisface ~on y(k) = Yc (k) + Yp {k) 
lo que demuestra que es su soluci6n. ' 

La soluci6n complementaria Yc(k) contie e "n" constantes ar bitrarias, por lo que: 

es la soluci6n general de la ecuaci6n. 

Ejempio V.19 

Para la ecuaci6n lineal y(k + 1) - 2y(k) = k + 1, pr~ bar si: 

a) y(k) 

b) y{k) 
c 1 •2k es la soluci6n.comp ementaria, 

- k - 2 es una soluci6n P1rticular. 

Si y(k) c 1 •2k es la soluci6n complem ntaria, enton­
ces deber! ser la soluci6n general de 1 ecuaci6n homo genea: 

y(k + 1) - 2y(k) = 0 

k entonces sustituyendo y(k) = c
1

•2 y 
en la ecuaci6n homogenea, se tiene: 

y(k + 1) - 2y(k) = 0 

2c •2k . 1 0 

0 - 0 

(k + 1) 

por 1o tanto y(k) = c 1 •2k s! es la soluc 6n compleme~ taria. 

Susti tuyendo y {k) = - k - 2 en la ecuaci6 no homoge­nea: 

y(k + 1) - 2y(k) 

- (k + 1) - 2 - 2 (- k - 2) 

k + 1 

k + 1 

k + 1 

k + 1 

por lo tanto y(k) k - 2 s1 es soluci6 particular de la ecuaci6n no homogenea. 

f 

• ,,,,,_.__ , ..... 2 



De lo anterior, se deduce que la soluci6n general de 
la ecuaci6n y(k + 1) - 2y(k) k + 1 es: 

y(k) 

En los incises siguientes se o~tendra la solucion general 
de una ecuacion en diferencias homogenea, as1 como la solu 
cion particular de una ecuacion no homogenea por el metoda 
de coeficientes indeterminados y por variacion de parame­
tres. 

,V.4.1 RESOLUCION DE ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS Dk COE­
FICIENTES CONSTANTES 

La forma general de una ecuac1on lineal en diferencias ho­
mogenea y de coeficientes constantes, es la siguiente: 

a 0y(k + n) + a 1y(k + n- 1} + .•• +~_ 1y(k +1) + ~y(k) = 0 (29) 

,if(E)y(k) = 0 

:~ ~i se propene como soluci6n de la ecuaci6n (29), a la fun­
~ c16n: 
f. 

! 
f, I 
"~'·, I 

y(k) = Ilk (30) 

~~donde B es una c6nstante; 
,.ecuacion (29) para que la 
$' 

esta funcion debe satisfacer a la 
proposicion sea v§lida. 

Como: .-

y(k) Bk 

ntonces: 

y(k + 1) 6k + 1 ssk 
y(k + 2) Bk + 2 B2Bk 

'y (k + n- 1) 6k + n -1 
6n-1 6k 

y(k + n) 6k + n 
13n 13 k 
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,, 
sustituyendo en (29): 

aol3nl3k + a1(3n-113k oo 
+ ••• + A'n-1"'P 

factorizando: 

Como Bk # 0, entonces de esta ecuacion se obtiene que 
y~J = sk es solucion de (29) si: 

a. esta ecuacion se le.llama eeuae~6n ea~~e~e~~4~~ea. 

Ejemplo v.2o 

Para la ecuaci6n en diferencias: 

y(k + 2) - 6y(k + l) + Sy(k) 
0 

la ecuaci6n caracter!stica es: 

13
2 

- 6(3 + 8 = 0 

en forma factorizada: 

(13 - 2) (13 - 4) 0 

cuyas raices son: 

!'l 

., 

por lo tanto y 1 (k) = 2k y y
2

(k) 
nes de la ecuaci6n homog~nea. 4k •on dos solucio 1 

TEOREMA V.3 

Si Y1 
(k) 1 Y2 (k) 1 ••• 1 Yn (k), son "n" solucion s linealmente 

independientes de la ecuaci6n lineal en diferEncias homoge­
nea de orden "n", entonces una combinaci6n lireal de ellas: 

es la soluci6n general. 

.. ·"~• 
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Ejemplo V.21 

Para la ecuaci6n en diferencias: 

E2y(k) - SEy(k) + 6y(k) 0 

la ecuaci6n ¢aracteristica es: 

a2 
- sa + 6 = o 

<a - 3) <a 2) = 0 

cuyas' ra1ces son: 

a I 3 y a2 2 

por lo tantoi 

yl (k) 3k y y2 (k) 2k 

son dos soluciones de la ecuaci6n, y su Casorati es el 
siguiente: 

3k•2k(2 - 3) 

- 3k•2k 

, 0 ¥ k 

como el Casorati de y 1 (k) y y 2 (k) es diferente de ce­
ro, las dos soluciones son linealmente independientes, 
y como la ecuaci6n en diferencias es de segundo orden, 
la soluci6n general es: ' 

Con lo anterior se establecera el siguiente teorema: 

L . 
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TEOREMA V.4 

Si la ecuacion caracteristica de la ec 
ferencias de coeficientes constantes y o 
tiene "n" raices reales y diferentes S

1

, 

ces la solucion general de la ecuaci6n e 

y(k) 

CASO A. RAICES IGUALES.- Si en la 
gundo orden 9(E)y(k) = 0, la ecuaci6n ca 
sus dos raices iguales S

1 
= 6

2
, entonces s 

luciones linealmente dependientes: 

y 1 (k) = 61 
k 

Al sustituir y(k) = Sk 9(E)y(k) = o, se tiene: 

y Yz (k) 

en Ja ecuaci6n de 

(S
2 

+ a 1 B + a
2

)Sk 

(S- S
1

) 2 sk 

10n lineal en di­
n "n", 1(E)y(k)., 0, 

62 1 ••• 1 S:o, enton-
diferenclas es: 

k 
2 

egundo 

de se­
tiene 
dos so 

orden 

}; 

J 
i 
.~ 
4 

para S 
~ • • • (32) ~; 

1 . ~ 
.j 
I 

de donde se concluye que y(k) = S
1
k es solu ion. 

Derivando ambos miembros de la expresi6n (3 ): 

3; 9(E)Sk =a~ (8- S
1

) 2 Sk 

ask k ask 9 (E) as = :~ ( B - B 1 ) B + ( S - B 1 ) 2 as 

multiplicando ambo~ miembros por S: 

k 

para S 6
1

: 

;. ... J... vets tntti?'?H · 

., 



f,J(E)kS
1
k = 0 

de donde se concluye que y(k) 
per lo tanto, la ecuaci6n de 
iguales tiene des soluciones: 

kS 1k tambien es soluci6n, 
segundo orden con raices 

k ~ Yi (kl = 6
1 

y 

las cuales, son linealmente independientes, entonces la so 
luci6n general es: • 

y(k) 

TEOREMA V.S 

Si para.la ecuaci6n en diferencias lineal, de coeficientes 
constantes y de orden "m", J(E)y(k) = 0, la ecuaci6n carac­
teristica tiene "m" raices iguales 6 1 = 62 = ••• 6m = S, e~ 
tonces la soluci6n general es: 

Ejemplo V.22 

Sea la ecuaci6n en diferencias: 

y(k + 3) - 3y(k + 2) + 3y(k + 1) - y(k) 0 

la ecuaci6n caracter!stica es: 

(6 - 1) 3 
1 

por lo tanto, la soluci6n general es: 

o sea: 

y(k) 

'1--~- ~' 
• • • I • 
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Ejemplo V.23 

Para la ecuaci6n en diferencias: 

y(k + 3) - 3y(k + 2) + 4y = 0 

la ecuaci6n caracter!stica es: 

• 8' - 38 2 + 4 = 0 

(8 + 1) (8- 2) 2 = 0; 
- 1, 82 = 8, = 2 

por lo tanto la soluci6n general es: 

k c ,k) • 2 

' ,( 

i; 

CASO B. RAICES COMPLEJAS.- Si se tiene ecuaci6n en ~ . ~· 
diferencias de segundo orden, 1 (E) y (k) = 0 tal que su ecua i 
ci6n caracter!stica tiene ra!ces complejas: 

8 1 = a + bi , 
13 2 = a - bi 

entonces se tiene dos soluciones: 

y 1 (k) = (a + bi)k 
y Yz (k), 

y su combinaci6n lineal es otra soluci6n: 

y(k) = d 1 (a+ bilk+ d
2 
(a- bi) 

en la forma de Euler, donde: 

y e = tan- 1 

se tiene: 

'rma ~rigonometrica: 

·nrc 

I 

b 
a 

(a- bi)k 

e - isen ka) 

·.i 

'l 



rk [ (d 1 + d 2 )c~s k6 + (d 1i - d 2 i)sen k6 J 
rk (c 1cos k6 + c 2 sen k9) 

1 f . I as unc1ones: 

y rk sen k9 

son soluciones linealmente independientes de la ecuaci6n n 
diferencias, por lo tanto: 

es la soluci6n general. 

Ejemplo V.24 

Se desea resolver cada una de las siguientes ecuacio-
nes: 

a) y(k + 2) - 2y(k + 1) + 2y(k) = 0 

b) (Es 4E~ + 6E 3 6E 2 + SE - 2) y(k) = 0 

la ecuaci6n caracter!stica del inciso (a) es: 

[3 2 - 2[3 + 2 = 0 

2 + .rr-s-
1 62 1 i [31'2 61 = + i -2 

r = I a 2 + b2 11 + 1 IT 

e tan 
-1 b tan -1 1 11 = = T T a 

por lo tanto,la soluci6n generales: 

La ecuaci6rt caracteristica del inciso (b) es: 

por divisi6n sintetica: 

' ·" 

J 

I 
I 
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1 -4 6 -6 5 
2 2 -4 4 -4 

1 -2 2 -2 1 
1 1 -1 1 -1 

1 -1 1 -1 0 
1 1 0 1 

1 0 1 0 
i i -1 

1 i 0 
-i -i 

1 0 

por lo tanto las ra!ces son 6
1 

= 2, 6
2 y 6 5 = - i. La soluci6n general es: 

y(k) 

V.4.2 METODO DE COEFICIENTES INDETERMINADOS 

-2 

2 

0 

1, B., 

+ essen 

El me~odo de coeficientes indeterminados s utiliz6 para 
obtener la soluci6n particular de algunas ec aciones dife­renciales lineales no homogeneas. 

Este metodo se aplicara para obtener una so uci6n particu 
lar de ecuaciones en diferencias lineales y de coeficien~ tes constantes: 

JJ(E)y(k) = Q(k) 

i 

donde Q(k) es soluci6n de alguna ecuaci6n en diferencias li~ 
neal y homogenea. 0 sea que Q(k) es una com inaci6n linear· 
de funciones, cada una de las cuales pueden er: 

k A) a a " .lR 

B) kp p = 0, 1, 2, ... 
C) sen bk 

D) cos bk 

'-·-- --'~-----""·'""""""",.~·.bl.~•tA.~o•zliltlli'lill'tiiiiSIIiitiltlil'•rrSi'l-llllt(L. 

I 
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En los ejemplos V.ZS, V.Z6 y V.Z7 se aplica el metoda de 
coeficientes indeterminados, a las ecuaciones en diferen­cias. 

Ejemplo V.25 

Sea la ecua6i6n: 

(E - 2)y(k) = k + 1 . . . ( ) 

la ecuaci6n homog~nea asociada es: 

y(k + 1) - 2y{k) 0 

cuya ecuaci6n caracter!stica es: 

s - 2 0 

s 2 

por lo tanto la soluci6n complementaria es: 

. . . ( ) 

como Q(k) k + 1 es soluci6n de la ecuaci6n en diferen 
cias homog~nea: 

y(k + 2) - 2y(k + 1) + y(k) 

(E 2 
- 2E + 1)y(k) = 0 

(E- 1) 2 y(k) = 0 

0 

.... . 
entonces se aplica el m~todo de coeficientes indetermi 
nados para obtener una soluci6n particular Yp(k). 

El aniqui1ador en este caso, se obtiene de 1a expre­
si6n (c), y es: 

g(E) = (E- 1) 2 

por lo tanto, al aplicar a la ecuaci6n original (a) el 
aniquilador, ~sta se transforma en una ecuaci6n homog! 
nea, esto es: (E _ 2)y (k) k + 1 

(E- 1) 2 (E- 2)y(k) (E - 1) 2 (k + 1) 

(c) 

(E 2 
- 2E + 1) (k + 1) 

(k+2+1) -2(k+1+1) + (k+1) 

0 

'.I' -.1 l 
• < 

253 

• ' . 



j 
I ., 

2:54 

·It liS a ts:; 

la soluci6n de esta ecuaci6n es: 

y(k) 

k en donde, como c
1

•2 
Yc(k), entonces: 

sustituyendo Yp(k) en la ecuaci6n or 
1 (a): 

(E- 2)yp(k) k + 1 

(E - 2) (cz + c 3 k) k + 1 

[c2 + c 3 (k+1l]- 2(c 2 + c
3
k) k + 1 

- c 3 k - c 2 + c
3 k + 1 

de donde: 

- c, 1 

- Cz + c 3 1 

ppr 1o tanto: 

c 1 =-1, y Yp ) =- 2- k 

finalmente la soluci6n general de (a) es: 

Ejemplo V.26 

Sea la ecuaci6n en diferencias: 

y(k + 2) ~ 3y(k + 1) + 2y(k) 

La so1uci6n complementaria es: 

la funci6n Q(k) 
mog~nea: 

r 

1 + ak es soluci6n de la cuaci6n ho-

,. 
·' 



I 
1E - ~} (E - 1}y(k} 0 

por lo tanto, el aniquilador es: 

g(E} : (E - a) (E - 1) 

aplicando a 1' ecuaci6n no homogenea e1 aniquilador: 

(E-a) (E-1) (E 2 -3E+2)y(k)=(E-a) (E-1) (l+ak) 

(E - a} (lj: - 1) (E - 2) (E - 1) y(k) 0 

la soluci6n de esta ecuaci6n es: 

a # 1, a # 2 

o bien: 

sustituyendo Yp(k) en 1a ecuaci6n no homogenea: 

(E2 - 3$ + 2)y(k) 1 + ak 

(E2 - 31i! + 2) (Ak + I:!ak) = 1 + k a 

A(k+2) +Bak+2 -3[A(k+1) + Bak+1 ]+2 (1\k+Bak) 1 + ak 

(A - 3A + 2A) k + (Ba2 
- 3Ba + 2B) ak + (2A - 3A) = 1 + ak 

t: de donde: 

• l, A=-1 y 

por lo. tanto: 

Yp(k) =- k + 

1 B 
2) (a 1) (a 

1 k 
(a- 2) (a - 1} a ; a ,J 2 

I 
y la soluci6n general es: 

1 ak;a#2 (a- 2) {a - 1) 

l. 

y a # 1 

y a.; 
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Ejemplo V.27 

Sea la ecuaci6n: 

' y(k + 2) + y(k) 4 cos 2k 

la ecuaci6n caracter!stica es: 

m2 + 1 = 0 ; 

por lo tanto, la soluci6n-complementaria es: 

Yc(k) 

como Q (k) = 4 cos 2k es soluci6n de la ecraci6n nea: 

(E2 - 2 COS' (2) E + 1)y(k) 0 
el aniquilador es: 

/I(E) E2 - 2 cos (2) E + 1 
la soluci6n particular de (a) es: 

Yp(k) =A cos 2k + 'B 

sustituyendo (d) en (a): 

(E2 + 1) Yp(k) = 4 cos 2k 
(E2 + 1) (A cos 2k + B sen 2k) 

cos 2 (k + 2) + B sen 2(k + 2) +A cos 2k + B se 2k = 

A [cos 2k cos 4 -
4] 

+ B [sen 2k cos 4 + cos 2k 
]+ 

+ A cos 2k + B sen 2k = 4 cos 2k 

de donde: 

A cos 4 + B sen 4 + A 4 

-A sen 4 + B cos 4 + B 0 

. . - to• · '* &Otrr 7 tt · 

homog! 

' .; 
;:,; 

... (c) 

... (d) 

4 cos 2k 

+ 

!-• 
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f 

resolviendo este sistema por Cramer: 

4 sen 4 

0 1 + 005 4 
1 + cos 4 sen 4 

- sen 4 1 + cos 4 

B 

por lo tanto: 

Yp(k) 

= 4 + 4 005 4 
(1 +cos 4) 2 + sen24 

4 sen 4 
2 2(1 +cos 4) 

sen 4 2 cos 2k + 2 1 + cos 4 

2 cos 2k + cos 2k 

2 cos 2k + cos (2k - 4J 
1 + cos 4 

y 1a so1uci6n general es: 

.4.3 METODO DE VARIACION DE PARAMETROS 

4(1 + 005 4) 
2 (1 +cos 4) 

sen 4 
1 + cos 4 

sen 2k 

sen 2k sen 4 

El metodo de variaci6n de parametros sirve para obtener 
la soluci6n particular Yp(k) de una ecuac1on en diferencias. 
Este metodo es general, ya que se puede aplicar a cualquier 
ecuaci6n en diferencias lineal, inclusive de coeficientes va 

~ riables. 

Antes de describir el metodo, conviene hacer un desarrollo 
:que se utilizari mis adelante. 

Si: 

y(k) Jllk)v(k) 

••+nttrtd fnrte·, .. , 
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entonces: 

~y{k) • ~(k)~v{k) + V{k)A~{k) +A {k)Av(k) 

desarrollando: 

y(k + 1}- y{k) = ll{k) (v{k+l) -v(k}) + (v(k) + ~v{k))~~(k) 
y(k+ 1)- ~{k)v(k) = ll(k)v(k+l)- ll 

- v {k) ).A~ {k) 

y(k + 1) = ll (k)v(k + 1) + v(k + l)A~ (k 

yen forma general: 

y(k + nJ = ~(k)v(k + n) + v(k + n) 

Si se considera una ecuaci6n lineal en 
do orden no homogenea: 

y(k + 2) + a(k)y(k + 1) + b(k)y(k) 

la soluci6n complementaria de esta ecuac 

v(k) + (v{k) + v(k + J 

Q(k) 

es: 

'?! 
(33) 

segt 

• • • (34) 

-~ 
(35) 

donde y 1 (k) y y 2 (k) son dos soluciones 1 almente indepen­
dientes de la ecuacion homogenea asociada a (34), hacie:ndo 
a c 1 y c 2 variables: 

y 

se f,prma la func ion: 

y(k) = IJ ("ly 1 (k) +·v(k)y
2 

(k) 

la cual se propone como solucion de la ec 

Para determinar las funciones IJ(k) y v(k) 
(36) sea solucion de (34), se obtiene y(k 
de (36) y se sustituye en (34). 

Consi.derando la expresi6n (33): 

estableciendo arbitrarlamente, que: 

ti6n (34) 

que hacen que:' 
1) y y(k + 2) 

0 • • • (3 

•'> ..... Ln r morn I 7 iSS. 
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se obtiene,: 

y (k + 1) 

a partir de la cual: 

k+2) =1J(k)y 1 (k+2) +v(k)y2 (k+2) +y
1
·(k+2}01J(k) +y

2
Ck+2)llv( 

sustituyendo y(k), y(k + 1) y y(k + 2) en (34): 

) 
~(k)y 1 (k+2) + v(k)y2 (k+2) + y

1
(k+2)l11J(k) + y

2
(k+2)llv(k)] + 

+ a(k) [ll(Jc}y 1 (k+1) + v(k)y
2 

(k+1) J + 

+ b(k} [ll(k)y 1 (k) + v(k)y
2 

{k) J = Q(k) 

.factorizando: 

~ 
IJ(k) [y 1 {k + 2) + a(k)y

1 
(k + 1) + b(k)y

1 
{k) J + 

: 1+ v(k)[y2 (k+2) + a(k)y 2 (k+1) + b(k)y
2
(kl]+y

1
{k+2)l11J(k) +. 

~+ y 2 (k + 2)llv(k) Q(k) 

tomo y 1 (k) y y 2 (k) son soluciones de la ecuaci6n homogenea 
asociada a (34), las expresiones entre parentesis de la ecua 
cion anterior, son igual a cero, por lo tanto, se reduce a: 

t . y 1 (k + 2)l11J(k) + y 2 (k + 2)llv(k) = Q(k) ••• (38) 

,Las·ecuaciones (l7) y (38) forman un sistema de dos ecua~ 
ciones condos incognitas: 

~~· lliJ(k) y t:.v {k) 

en forma matricial: 

yl (k +. 1) y
2 

(k + 1) llll {k) 0 

yl (k "+ 2) i 
+ 2) llv{k) Ya(k Q(k) 

al resolver este sistema se obtiene llll(k) y llv(kl, sumando 
cada una de estas diferencias se obtienen las funciones 
ll (k) y v(k). 

l .. 
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Con las funciones ~(k) y 
ral de la ecuaci6n (34): 

En general, la ecuaci6n lineal en "n": 

,II' (E) y (k) = Q (k) 

tiene como soluci6n complementaria a 

y como soluci6n particular a la funci6n: 

I 
+ J.iz(k)yz(k) + ·•'• 

la soluci6n 

de orden 

+ un(k)yn(k) 

donde ~ 1 (k), ~ 2 (k), •.. , ~n(k), se obtiene de la soluci6n del sistema: 

Y 1 (k + 1) y
2 

(k + 1) 

y 1 (k+2) y
2

(k+2) 

Ejemplo V.28 
I 

Sea la ecuaci6nz 

Yn (k + 1) 

Yn<k+2) 

Yn (k + n) 

t.~ l (k 

&~2 (k) 

6~n (k) I 

' - y(k + 2) - 6y(k + 1) + 8y(k) 

la soluci6n complementaria es: 

por variaci6n de par!metros, se tiene: 

Yp(k) 

I 0 

0 

Q(k) 
_J 

para determinar t.~(k) y t.v(k), se sustituy y
1 

(k) 2k 
y 2 (k) = 4k en el sistema: 

'! ,, 
:~ 
'?; 

7~ 



obteni6ndose: 

2 (k + 1) 4 (k + 1) 

f resolviendo por Cramer: 

#· 0 4• 4k ' f 
i t.JJ(k) 

2•2 

~ 4•2k' 16•4k ;:. 
i 
I 

I 2•2k 0 

f.V'(k)"' 4•2k 8•2k•4k 

16•2 • 4 

t lJ (k) = l:t.JJ(k) "' l:{-2•4k) 

I v(k) = l:t.v(k) = l:2k = 2k 

0 

t.v(k) 

-32·2k•4k·4k 

16•2k·4k 

por lo tanto la soluci6n particular es: 

I 
I 

Yp(k) - 2 ~k •2k + 2k•4k 

= ...!.. 2k•4k 
3 

y la soluci6n general es: 

y(k) 

.; ·~:....·- _;;,___ _ • ..,,~~ ... 1 ·.J 

' . . ••• :· .. --~,. . '; -- ' 
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Ejemplo V.29 

Sea la eouaci6n en diferencias: 

(E 1 
- 6£ 2 + llE - 6)y(k) 

la soluci6p complementaria es: 

por variaci6n de par!metros: 

Yp (k) k lit (k) + liz (k) •2 
- k 
ll s (k) • 3 

donde lit (k), 1i 2 (k) y lis (k) se obtien n a partir de la + 
soluci6n del siguiente sistema de ec aciones: ~ 

1 2k + 1 jk + 1 
~lit (k) 

1 2k + 2 3k + 2 
flll2(k) 

1 2k + 3 3k + 3 
flll,(k) 

reso1viendo esta ecuaci6n se obtiene: 

f.)..lt (k) 1 (30•2k + 6•k 2 ) u 
6)..12(k) 5 1 k2 

-2- T 7 
flli,(k) 1 5•2k + k.t 

6 3k 

obteniendo la suma correspondiente: -~ 

).11 (k) r A (30·2k+6·k 2 ) - 30 t2k -n 
2.. 2k 
2 

+ ..!.. r (k (z 1 
2 + k (t)) 

5 2k +..!.. 
k (I) k (2) 

2 2 -y- + --r-

5 2k + 1 2k 3 
- 3k 2 + k T T 

1 (30·2k + 2•k 3 
- 3k 2 + k) n 

-.: 
:~.;t 

6 
12 

0 
~ 

0 

5•2k + k2 

' 
I:k 2 



I 
f 

IJ2 (k) 5 1 k 2 

E(-T-TT 

2... k-..!.. (- 2 k
2 

+ 2k + 3 
2 2 2 

2... k + 
2 

k 2 + 2k + 3 

2 

~ (- 3 2k ) + (- 3 
k 2 + k "k + 

2•3k 3 

5 2k 1 ( k2 + k + 1 ) - T "7- T 
3 

+ 1 

i· 
por lo tanto la soluci6n particular es: 

~· 
t 

' ~: 
}I 

y la soluci6n q~neral es: 

y(k) 

It o bien: 

y(k) 
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V.S APLICACIONES 

Problema V.l 

lEn cuantas secciones se puede div 
dio de rectas no paralelas? r un plano por m 

En la figura V.B, se muestra un pl 
dos y tres rectas no paralelas. dividido por una, 

Figura V.B 

Representando con y(k) el ndmero de s cciones y con 
"k" el nG.mero de rectas, se tiene: 

k y(k) 

0 1 

1 2 

2 4 

3 7 

4 11 

de donde se observa que en general, con k + 1 rectas S4f 
obtienen y(k) + k + 1 secciones, esto e 

y(k + 1) y(k) + k + 1 

o sea: 

y(k + 1) - y(k) ; k + 1 

Asta es una ecuaci6n en diferencias line 1 no homog'­
nea de primer orden, la cual se puede re resentar co­mo: 

, 
; 
~ 
:~ 

,_ .... d ·k3Jea;,: m w· , tit 



g; 
~. 

!· 

(E - l)y (k) k + 1 

o bien: 

tJ.y(k) k + 1 

de donde: y(k) l:(k + 1) 

-E {k ( 1 ) + 1) 

- k ( 2) 
+ k + c 2 

so k (k - 1) + 2k 
+ c 

k..2 + k + c 2 

pero cuando k 0, y(O) = 1, por lo tanto c = 1: 

y(k) 

Problema V.2 

Por medio de una serie de censos en una poblaci6n "y", 
se obtuvieron los datos que se muestran en la siguien­
te tabla: 

k y(k) en 
en aiios millones 

0 /20 

1 30 

2 35 

3 45 

4 50 

Tabla V.3 

Se desea establecer una expresi6n matem~tica que permi­
ta determinar la poblaci6n para cualquier tiempo: 

k 0, 1, 2, .... 
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observando los datos del problema, 
que: 

y(k+2)- y(k) = 15; 
k = 0, 

esta expresi6n es una ecuaci6n en ias lineal y 
no homog~nea, cuya soluci6n se obtiene a continuaci6n. 

La ecuaci6n caracter'f.stica es: 

6 2 
- 1 = 0 ; 

por lo tanto, la soluci6n complementaria 

, • • • (b) 

' 
por coeficientes indeterminados se tiene 

Yp(k) = Ale 

sustituyendo (c) en (a)i 

A(k + 2) - Ale 

A 

15 

15 
2 

por lo tanto, la soluc16n general de (a) 

y(k) = c 1 + c 2 (-1)k + ¥k ••• (d) 

Para determinar la soluci6n particular de problema, 
se utilizan las condiciones: 

P(O) = 20 y P(1) = 3 

entonces, sustituyendo en (d): 

20 ., c, + Cz 

30 + 15 c, - Cz 2 

de donde: 

85 5 c, = T y Cz -T 

por lo tanto: 

y(k) 85 5 
(-l)k + 15 k T- T 2 

L __ ......... -'~~.-·*-"~* ...... ..., ....... t ill6 1liiil-nwtill. •••••·c•·•r•s•nlllltlillllilrrl:ct 

' 

11 j 
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Problem. V.3 

Los nG.meros binaries de un sistema digital se. puede 
transmitir a travl!s de una linea. Los pulsos de rna -
nitud V1 y V2 corresponden a los digitos 0 y 1 respe -
t:ivamente. 

Si e1 tiempo de transmisi6n de V1 es de 2 segundos 
Ell de ·v2 es de 1 segundo; determine de entre cu1i.ntos 
nG.meros binaries diferentes, se puede seleccionaru 
para transmitirlo en "t" segundos. 

En tres segundos se puede translllitir uno.de los si-quientes ndmeros binaries: 

0 1 

1 0 

1 1 1 

o sea, se puede seleccionar uno de entre tres nameros 
diferentes. 

En cuatro sequndos: 

0 0 

0 1 1 

1 0 1 

1 1 0 

1 1 1 1 

De esta man era se forma la tabla V. 4, do ride "t ·• e:;; 
el tiempo de transmisi6n de un nG.mero binario y N(t), 
la cantidad de nlirneros binaries diferentes, de entre 
los cuales se puede seleccionar uno para transmitirlo 
en "t" segundos: 

... 
t N <tl 

0 0 

1 1 , 
2 2 

3 3 

4 5 

5 8 

6 13 

Tabla V.4 
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t 
I 
t 

as!, en "t" segundos: 

N(t + 2) = N(t + 1) + N(t), 
t = 1, 2, 3, ••• 

o sea: 

N(t+2)- N(t+1)- N(t) = 0 7 t=1, 2, 3, 

Resolviendo esta ecuaci6n en diferencia 

B = 1 ± /1+4 

B
2 

- B - 1 = 0 

B 1 + 1-s-
2 B 

por lo tanto, la soluci6n general de (a) es: 

N(t) = c, ( 1 , ''T . c, ( 1 -, 9 r 
como N(1J = 1 y N(2) = 2, se tiene: I 

1- Is 
2 

+ Cz ( 1 - r5 ) 

+ c, (~)' 
1 = + rs-) 2 

de donde: 

f· 

+ rs-) 2 
2 

11+srs 

1s + 7 Is 

con lo cual, la soluci6n particular 

para t 1, 2, 3, .•. 

11 - s ;-r-
1S - 7 Is 
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., 
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r 
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Problema V.4 

Una mesa de billar de lade "a" y cuyas aristas son 
B, C y D, aparece en la figura V.9. Si est~ una bo a 
en el punto O(k) del lado AB, y se le da un impuls 
tal, que ~sta toma una trayectoria que forma un ~ngu o 
a con respecto al lade AB; la bola golpea luego al 1 -
do BC, y as! sucesivamente. Se determinar.1 el punto, 
donde la bola golpea al lade AB despu~s de cada eire i 
to. 

i ' 
I 

: 

D 

A 

c 

a 

Figura V.9 

t 
~ O(k)B 

Sea ay(k) = AOk, de la figura V.9: 

a - AO(k) = a - ay(k) = a(1 - y(k)) 

,, P(k)B [o(klB] tana a(1 - y(k)) tana 

P(k)C =a- P\k)B =a- a(l- y(k)) tana 

Q(k)C=.P(k)Ctan (90°-a) = P(k)C cota= [a-a (1-y(k})tana]c ta= 

=a cota- a(l- y(k)) 

i. Q(k)_D=a-Q(k)C=a- [acota-a(1-y(k)]=a(1-cota) +a(1- (k)) 

R(k)D=Q{k)D tana=a(tana- 1) + a(1- y(k)) tana 

R{k)A =a- R(k)D = a(2- tana) - a(1- y(k)) tana 

AO(k+1) =R(k)A tan (90°-~) = [R(k)A] cota=_a(2cota-1) -a(1- (k)) 

=ay(k+ 1) 
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despejando y(k +1) de esta 

y (k + 1) (2 cota - 1) - (1 - y(k) 

2 cota - 2 + y(k) 

o sea: c 

y(k + 1) - y(k) = 2(cota- 1) 

~sta es una ecuaci6n en diferencias 
nea de primer orden. Resolviendola: 

por variaci6n de par!metros: 

Yp(k) = Jl(k) 

sustituyendo (c) en (a): 

JJ(k + 1) - JJ(k) 2 (cota 

liJJ (k) 2 (cota 

JJ(k) Lll).J (k) r 2(cota-

1 no homog€!-

2(cota- 1) 1:(1) 

2k (cota -

por io tanto, la soluci6n general de {a) ~s· 

y(k) = Yc(k) + Yp(k) = c 1 + 2k (co~a- 1) 

para determinar el valor de c
1 

, si k 0 

y(O) c 1 + 2(0) (cota- 1) 

de donde: 

por lo tanto: 

y(k) y(0)+2k (cota --1) 

. d•Hstt c C'tb §$ en-

(b} 

I ., 
J 

(cJ~ 

i . . 
-

I 
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que sustituyendo en: 

ay(k) = AO(k) 

representa la soluci6n del problema: 

Problema V.S 

En el siguiente 
las terminales a 
desea conocer la 
circuito si c 1 .. 

• 
eire ult • 

ll '• 

II· 

circuito el~ctrico, se tiene entre 
- b, una tensi6n Vs = A cos wt. Se 
tensi6n en cada uno de los nodos del 
2c 2 • 

Figura V.10 

Efectuando la suma de corrientes en el nodo "k": 

i(k + 1) = i(k) - i(k) • • • (a) 

considerando que la tensi6n en el nodo •k• es: 

V(k) = V(~) cos wt • • • (b) 

se tiene que: 

i (k) 

I 
i(k) = c 1 d~ [v(k- 1) - V(k) J 

c.) 

=- c 1w(V(k- 1) - V(k)) sen wt d) 

1 (k + 1) V(k + 1) J I 

- c 1w[V(k) - V(k + 1)] sen wt e) 

271 

i 
l 

' I 



272 

su·stituyendo (c), (d) y (e) en (a): 

-c1w[VCkl -V(k+1) J 
sen wt = -clw[Y_C~-r -V(k)] sen wt + 

de donde: 

+ c, WV(kT wt 

c 1 [V(k+1)- 2V(k) ~ V(k-1)] r c
2
V(k) 0 

V(k + 1) - (2 + 2 ) V(k) + V(k cl 0 

como c 2 

V(k + 1) - 4V(k) + V(k - 1) 0 

o bien: 

V(k + 2) - 4V(k + 1) + V(k) 0 (f) 

~sta es una ecuaci6n en diferencias line 1 y homog~nea. 
Su ecuaci6n caracteristica es: 

13
2 

- 4 i3 + 1 0 

las raices son: 

6=2±,f] 

por 1o tanto, 1a so1uci6n de (f) es: 

I Para k 0; V0 = A, por 1o tanto (f) queda: 

y en e1 Gltimo nodo, cuando k ~ n, Vn 
to (f) queda: 

sustituyendo (g} en (h) cuando k 2 y 

0, por lo tan-

.. 1: 

~ 

·.~ 
'' 

•• (g) 

Jl 
(h) 



+ c 2 (2-/"1"")] +A= 0 
(j) 

sustituyendo (g)-en (i) cuando k = n- 1 y k n - 2:, 

[ · - n-1 r:. n-1 
-4 cd2+13) +c 2 (2->'3) ]+ 

••• (k) 

I 

la soluci6n del sistema de ecuaciones (j) y (k) es: 

(2 - IT )n 

c 2 = A 

por lo tanto, la amplitud de la tensi6n en un nodo "k" 
es: 

V(k) 

+A (2+/T)n (2-1"1"")k 
(2 + ,TJ) n- (2 -/'!")n 

! 

I 
donde "n" es el nGmero total de nodes. 
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APITULO VI SISTEMAS DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS 

(.1 SISTE~S DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS 

;· 
; 

~ sistema de ecuaciones en diferencias de pri•er orden, es 
I conjunto de estas ecuaciones que presentan la siguiente )rma: 

• • • (1) 

Ejemplo VI.1 

Las ecuaciones: 

y(k + 1) (k + 1)x(k) - y(k} + 2k 
, 

x(k + 1) • 2x(kl - x(k)y(k) 

constituyen un sistema de ecuaciones en diferencias de 
t primer orden, en el cual aparece un producto entre las 

t
'···· ... · .. variables dependientes x(k) y y(k), adem&s uno de los 

coeficientes es variable, por lo tanto, este sistema 
es no lineal y de coeficientes variables. 

£.1.1 SISTEMAS DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS LINEALES CON 
COEFICIENTES CONSTANTES 

.as funciones f 1 , f 2 , •• ·., fn que aparecen en la represe!!. 
1ci6n del sistema de ecuaciones en diferencias dada en el 
1ciso anterior, pueden ser lineales o no lineales. Al 
sUal que para las ecuaciones diferenciales, los metodos 
1aliticos de resoluci6n de ecuaciones en diferencias no 
ineales son mas complicados y carecen de generalidad; es­
) es, los rnetodos analiticos se desarrollan solamente pa­
l determinado tipo de ecuaciones no lineales. 

I 

l 

--
275 

'' .. I 



276 
En cambio, los sistemas lineales acep 

ral para su resoluci6n, de aqui la 
cer a continuaci6n la forma general qu temas: 

x 1 (k + 1) allxl (k) + al2x2 (k) + + 

x 2 (k + 1) a2lxl (k) + a2 2x2 (k) + + 

A) Si todos los cgeficientes aij son 
rna se llama de coeficientes constantes. 

I 

n una teor1a gene­
iencia de establE 

presentan estes s:l 

tnxn (k) + bl (k) 

J 2nxn (k) + b2 (k) 

onstantes, el sist 

t B) Si por lo menos algiin termino b. (k) no es cere, el s~ tema se llama no homogeneo. 1 

4 
' C) Si b 1 (k) = b 2 (k) = ... = bn(k) = 0, el sistema se 11J rna homogeneo. 

l Por lo tanto, un sistema lineal de ecua iones en diferen-' 
cias de primer orden y con coeficientes onstantes, se re-'' 
presenta en la forma matricial: 

x<k + ll = Ai<k> + b<k> 

donde: 

x<k+I> 

xi {k+ 1) 

X2 Ck+1) 

Ejemplo VI.2 

x(k> ;A= 

"n (k) 

El siguiente sistema es lineal y de 
tantes: 

• x(k + 1) x (k) - 2z (k) - 1 

y (k + 1) 2x(k) + y(k) z ( 
z (k + 1) x(k) - 3y(k) + 2k 

; b(k) 

con 



la representaci6n matricial correspondiente es: 

r:;: : :: l Z(k + 1) 

1 0 

2 1 

1 -3 

-2

1 
rx (k) r-1 

1 
-1 y (k) + 0 

0 Z(k) 2k 

1.2 TRANSFORMACION DE UNA ECUACION EN DIFERENCIAS DE ORDEN 
"n" EN UN SISTEMA DE "n" ECUACIONES DE PRIMER ORDEN 

~··· 

f En el capitulo anterior se han estudiado mStodos para re­
solver ecuaciones lineales en diferencias, resulta conve­
niente en la teoria de sistemas, representar a una ecuaci6 
de este tipo por media de un sistema de ecuaciones de pri 
mer orden. El procedimiento para lograr esta representa7 
cion se describe a continuaci6n . . : 

Sea la ecuaci6n en diferencias lineal de orden "n": 

(k+n) + a 1y(k+n-1) + ••• + a
0

_
1
y(k+1) + a

0
y(k) 

' 
Q(k) (4) 

{. cambiando la variable y(k) por x
1 

(k): 

y(k) = x 1 (k) 

;;· entonces: 

~­
f.;\ 

y (k + 1) = X 
1 

(k + 1) 

ala que se puede !lamar x
2 

(k), esto es: 

y (k + 1) = x 1 (k + 1) = x
2 

(k) t 
.continuando los cambios de variable como 
i''tiene: I _ . 

y(k + 2) x 2 (k + 1) 'x
3

(k) 

y(k + 3) X 3 (k + 1) X~ (k) 

y(k + n - 1) 

I-. 

hasta ahora, se 

• 
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• 
y(k + n) = xn(k + 1) 

despejando y(k + n) de la ecuaci6n 

y(k+n) =- anx 1 (k) - an_
1
x

2
(k) 

por lo tanto: - alxn (k) + on 

de lo anterior se tiene: 

X 1 (k + 1) 

x 2 (k + 1) 

x, (k + 1) 

X (k + 1) n-1 

x 2 (k) 

J(:s (k) 

• 

-que es Ull sistema de "n" ecuaciones en iferencias lineal• 
de primer orden, el cual se representa en la forma matr. cial: 

donde; 
x(k + 1) = AXCkl + b(k) 

A 

0 
0 

1 0 
0 

0 0 1 0 
0 

0 0 0 b(k) = 0 

Ejemplo VI.l 

Se desea ~·ntar la siguiente e aci6n por medio 
de un sistema de ecuaciones en diferencias de primer 

•. 

oroe., . I 
y(k + 3) - 6y(k + 2) + lly(k + 1) - 6y(k) - 5·2k + k 2 

- > ~: '+ g .- . 7 t rt nus an tn r rzn 
., 

., 



t 

se realiz~l los siquientes cambios de variable; 

y(k) = x 1 (k) 

y(k + 1) = x 1 (k + 1) x 2 (k) 

y(k + 2) ltl(k + 1) 

de la ecuaci6n en diferencias (a): 

y (k + 3) 

por lo ta.n to : 

6y(k) - lly(k + 1) + 6y(k + 2) + 5·2k + k 

6x 1 (kl - llx 2 {k) + 6x
3 
~) + 5•2k + k 2 

r <k + J> x 3 {k + 1) 

de las ecuaciones (b), (c) 'I (dl, se obtierut •1 siste• ·aa: 

x 1 (k + lj "'x2 (k) 

x 2 {k + 1) "' x, {k) 

x a<~ + 1) = ,x, {jc) - llx 2 (k) 

que en forma matricial &e representa: 

[
x,(k+lll [Q 
x 2 (k + 1) = 0 

x 8 {k + 1) 6 

.I 

I 
I 

1 

0 

-11 

+ ox 8 (k) + 5•2k + 

~SOLUC!ON DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES EN D!­
FER.ENCIAS CON COEFICIEN'l'ES COblSTAIIl'l'£5 

• La ><>luc""' ....... "' ~ ''''- .. ecoa<ioau en dif•­J rencias lineal: 

~· x<Jc + u '"' .AX{k> + ii"<k> 

Z79 

(b) 

(c) 

(d) ' 

k2 
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I 
~ 

se ~btiehe sumando la soluci6n general x 
mogeneo asociado con una soluci6n parti 
rna, esto es: 

del sistema ho­
Xp(k) del siste 

xc (k) · se llama soluci6n cornplementaria o s luci6n hornog€·­
nea, y xp{k) se llama soluci6n particular. 

Ejemplo VI.4 

El siguiente sistema de ecuaciones: 

X (k + 1) 2x(k) + y(k) 

y(k + 1) x(k) + 2y(k) + 1 
(a) 

'tiene por- solucic5n complementaria: 

x(k) 

y(k) 

donde c 1 y c 2 son constantes arbit~arias, y por solu­ci6n particular: 

por lo 

X (k) 

y(k) 

tanto, la 

~ (3k - 2k - 1) 

! (3k + 2k - 1) 

,:J.Luci6n general del 

x(k) c •]k + Cz + 1 (3k I T 

s 

2k 
y(k) c,. 3k - Cz +.1.. (3k + 2k -4 

VJ;. 3,.1 RESOLUCION DE S.L~T c:!AS HOMOGENEOS 

Sea el sistema homogeneo: 

x<k + 1> = AX'<k> 
para k = 0: 

x(1) AX(O) 

~· ·+·wn., a utsen, 'IMM · 

••• (c) 

1 .. 
(a) es: ·J 

• • • (d) 

• • • (5) 



k = 1: 

x<2> Ai'(1l AAX(O) A2 x(O) 

k = 2: 

i'<3> Ai'(2) AA 2 x(O) A 3x(O) 

x<k> = Ai'<k - 11 

la soluci6n x(k) del sistema (5) es: 

x<k> = Akx(o> 

~· donde Ak es la k-esima potencia de •. la matriz A, y x(O) es 
vector de condiciones iniciales. 

l 

t 
[. Vi.3.2 CALCULO DE Ak 

La ecuaci6n caracteristica f(~) = 0 de la matriz A de or­
den n x n es: 

0 

f· 
por el teorema de Cayley-Hamilton, se tiene que: ~' 

+ a A + a I n-1 n 0 

,, 
despejando An: 

••• (6) 

... (7) 

ecuaci6n que se puede representar tambien de la siguiente 
,,'forma: 

.,,.donde: 

' ~·: 

n-1 + b A n-1 

-··· _ ......... _;....;.....,....,_..._~l ..... : ... L.__.._~..Il~""'-.<:1.-f.~ .... :; ... b(.._;_tp,_,j.__;,_ 

••• (8) 

281 
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aultiplicando la ecuaci6n (8} por Ac 

+ ••• + c An-t 
n-1 

•ultiplicando nuevamente por Ar 

• C0A + CIA2 + + c 
n-1 

An 

= CeA + c 1A2 + + en-• (b0 r. + 

de I + d 1A + + d n-1 
An-a 

ell general: 

d.otlde: 

.••• e,, f3z, ••• , l:ln-1 

~~ 

soa coeficientes. 

Amalogamente. despejando A0 de la ecuaci6n {6 

An = - a - a A 
n n-1 

que se puede re·presenta.r como: 

~·· • · <:,aa4o po r A : 

,g, .. .,;"4 ... et.t,W +t···sse;s'* rz· 

• • • (t) 



l

l, 

. 
' 

= b 0 A + b 1 A2 + ••• + bn_
1 

(b 1 + b 1 A + ••• + b _
1
).n- 1

) 

• e, + 

1n+t • ;u. n+•. A(e1 

"' e 1 A + 

e 1 A + 

+ e 1 A + 

e
1
A2 + 

+ e ~.n-• 
n-1 

+ e ).n-l) 
n-a 

+ e ).n n-• 
• e 0 A + e•i.z + +en-a (b1 + b 1 A + ••• + b _

1
An- 1

) 

# d 0 + d 1 A + ••• + d ln-t n-• 
y en general: 

l 
(10) 

donde los coeficientes 8~ son respectivaaente, los •i s 
que los de la ecuaci6n l 9). 

Para las raices 11 de la ecuaci6n caracteristica (6) se tie 
ne: 

• • • (11) 

CASO A. RAICES DIFERENTES 

Si las •n• raices de la ecuaci6n caracteristica son d fe- · 
rentes, en~aces se sustituye cada una de elias en la cu! 
ci6n (11) y se obtiene un sistema de "n" ecuaciones co• 
•n• incognitas: 

A~ c e, + e,A., + a2 1! + 

l~ ~ a, + e,A 2 + t 2 A~ + ... (12) 

las •n• fu~~eiones ~., t 0 ,. '•, ••• , fl•-•, obtenidas co 
luci6n de este sis~, se sustituyen en ta ecuac.i61l ( 
ra determinar la matri~ Ak. 

so-
pa-

.·l. ~-
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Ejemplo vr.s 

Sea el siguiente sistema: 

x(k + 1) 

y(k + 1) 

Jx(k) - 2y(k) 

x(k) 

la matriz de coeficientes es: 

la ecuac16n caracter!stica de A es: 

las ra1ces son: 

X 0) 

y 0) 

1 

0 

sustituyendo cada una de estas ra!ces en la cuac16n (11) con n = 2: 

se tiene, para ~~ = ~: 

• • • (a) 

para ~ 2 2: 

k 
2 = 13 0 + 213t 

• • • (b) 

resolviendo el sistema de ecuaciones (a) y (b) se obtie ne: 

Jt 13 0 "' 2 - 2 

·,., ......... ".·• • *"*' ··m z• stt% 

y 



la ecuaci6n (9) con n = 2
1 

queda: 

sustituyendo los valores de ao y ~~= 

1 0 

r: 
Ak (2 - 2k). + (2k - 1) 

0 1 

A 

I k 
2 .. 2•21 

- - ·:k ~ 
1 

1 2 - 2~ 
y como la soluci6n del sistema homog~neo es de la for 
rna: 

se tiene: 

CASO ti. RAICES REPETIDAS 

2 

0 

Si la ecuaci6n caracteristica de la matriz ~. tiene m" 
raices iguales ~ 1 = ~ 2 = ... = ~m• y las restantes 
~ + 1 ~ + 1 •••1 ~ diferenteS, entOnCeS el SiStema de ecu~ m 1 m 2 n 
clones (12), est! formado porn- m + 2, ecuaciones li eal· 
mente independientes con "n" inc6gnitas, o sea, m!s in 6gni 
tas que ecuaciones. En este caso, con las n - m + 1 r ices 
diferentes, se establecen n - m + l ecuaciones, ya que: 

··•·· , .... 

.1;, I 

1'. • 
'· ·• .. 

285 
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1 = m, Ill + 1, a+ 2, ... , n 

y otras II - 1 ecuaciones, se forman ( 11) : 

).~ 
~ 

= B, + 81:\i + + 8n-1 11 
n-J ... 

con respecto a ;~. 1 , m - 1 veces: 

df (:\) 
d). 

pa~a ).j • :\1 = :\2 • ••• = :\m. 

= 0 

- 0 

- 0 

la ecuaci6n 

De esta manera se tiene un total de (n- m + 1) (m- 1) • n 
ecuaciones con "n" incognitas. 

Ejemp1o VI.6 

Para d~te~nar la soluci6n del aiguiente st ... : 

x(k + 1) • 3x(k) - y(k) 

y(k.+ 1) • x(k) + y(k) 

x( 

y( 

priaero se obtiene la matriz de coeficientes 

.. 1 

= 1 

. """"'•u = , .t I • t#ew r tsffr«n zz "StSf "' • 

·I t 



la ecuaci6n caracter1stica de A es: 

I 
jA- Ail • 

-1 

- a• - 41 + 4 • o 
1 1 - A 

las ra1ces ~ton: 

se tiene: 

derivando la ecuaci~n (a) con respecto a A1 : 

y para 12 .. 2: 

k•2k-1 -B1 I 

I 
la soluci6n ae (b) y (c') es: 

B, .. 2k - k•2k 

suetituyendo s. Y sl en: 

Ak = S0 I + SIA 

se obtiene: 

1 0 3 -1 

Ak (2k - k•2k) 

0 1 1 1 

a) 

b) 

c) 

287 
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I 
finalmente: 

k-1 ·2 

k k-1 2 -k·2 +k•2 

Ejemplo VI. 7 

Dado el siguiente sistema: 

I 
· la 

x 1 (k+l) 

x 2 (k + ll 

x 3 (k+1) 

3x 1 (k) + x 2 (k) - x
3 

(k) 

2x 1 (k) + 2x 2 (k) - x
3 

(k) I 

2x 1 (k) + 2x
2 

(k) 

matriz de coeficientes constantes es: 

r3 1 -1] A .. l: 2 -1 

2 0 

y su ecuaci6n caracter1stica es: 

lA- Ail = A1 
- 5A 2 + SA - 4 0 · 

"' 1 . .,.,, ··ar;; .,, 

x 1 (0) 

x 2 (0) 

x, (0) 

1 

-1 

o. 
1 :· 

·o i 

.. 



131 = 

las ra!oes son l 1 = 1, l
2 

• l
1 

• 2. 

Como e1 ~istema es de tres ecuaciones con tres 1nc6q nitas: 

para l 1 = 1: 

1 
• • • (b) 

para l 2 "' 2: 

k . 
2 = 80 + 28 1 + 48 2 ••• (c) 

como l 2 = l 1 , se deriva la expres16n (a): 

y para l 1 = 2: 

d) 

I 
reso1v1endo el sistema de ecuaciones (b), (c), (d): 

1 1 1 

1 2k 4 

0 k•2k-1 4 ,. 

-4 - 3k•2k- 1 + 4•2k k k 1 
_.:,--=:......::..._ ....... ..:.._.:......:::.__ = 4 • 2 - 3k • 2 - - 4 

·-·! ....... $' 
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1 1 1 

1 2 2k 

tl2-
0 1 k•2k-l 

sustituyendo /3
0

, /31 y /3 2 en: 

k 
BIA + 82A 2 A = /3 0 1 + 

se tiene: 

1 0 0 l 
Ak: ~ k-1 

0 :j + (4·~ - 3k• 
(4-3· + 2k·2 ) 1 

0 0 

3 1 -1 

- 4) 2 2 -1 

2 2 0 

9 3 -4 

8 4 -4 

10 6 -4 

1 + k•2k 2k - 1 k•2k-1 

Ak k•2k 2k k•2k-l 

2 (2k - 2) •2k 2
k+.l 

2 (1 k • + - - k)•2 

finalmente, como: x(oJ {~] 
.. , 

2k 

, j 

~ ., 

x<k> Akx(O) 2k ) -~ 

2k+1 
2 

........... +r. •*' tnr: · rntr< new w· 



.j 

' ~ 

( 
-~· 

f 
!' 
~r 

' 

t 

I. : 
' 

VI.3.3 RESOLUCION DE SISTEMAS NO HOMOGENEOS 

Para resolver matricialmente un sistema lineal de ecuacio 
nes en diferencias, se puede partir de la matriz de coefi7 
cientes A y con ella calcular la matriz Ak. De esta mane­
ra la soluci6n complementaria del sistema se obtiene multi 
plicando Ak por un vector de elementos constantes, y la so 
luci6n particular es la suma de convoluci6n de Ak con el -
vector de terminos independientes del sistema. 

Sea el sistema no homogeneo: 

x<k + 1) = Ai(k) + b(k) ... (13) 

para k 0: 

x<1> AX(Ol + b(O) 

para k 1: 

x<2> AiC1l + b(1) 

A(AXCOl + b(O)) + b{1) 

A2 ico> + Ab(O) + b(1) 

r para k 2: 

x C3l Ai(2l + b(2) 

A[A2 x(O) + Ab(OJ + b(l) ~ + b(2) 

Y~ 
x<3> A1x.(OJ + A2 b{O) + Ab"'~) + b(2) 

Aki((Q) 
k-1 

Ak-1-r b(r) ·,i:- xCkl + 1: ... (14) r=o 

, La expresi6n (14) representa la soluci6n general del sis­
'tema lineal no homogeneo (13), y esta formada por la suma 
de Akx(O), que es la soluci6n del sistema homogeneo asocia 

., , . k- 1 k-1-r-
do a (13), con el term1no 1: A b(r) que es una solu-

r=o 
cion particular de (13). Ademas, la sumat~ria: 

k-1 
1: Ak-

1
-r b(r) = 'A,k-l b(O) + Ak- 2 b(1) + Ak-s b(2)+ ••• + 

r=o 

+Ab(k-2) + Ib(k-1) 

'"'--·--~---........................ ,:...· ......... ,, ... 
0
,.. ...... "'wlli:.tHoilii!Oii-'dlllirtWMrlM' iillhMSPflll'•aiia..' 

291 

'-! 

t . ; 
'/<t 



292 

se puede expresar de la siguiente forma 

k-1 . 

E AJb(k-1-j) = Ib(k-l)+Ab(k-2) ••• +Ak- 3 b(2)+ 
j=o 

por lo tanto: 

Como A es una matriz de orden n x n y b 
nxl, el producto: 

k-I-r-
A b (r) 

n vector de 

es un vector de orden n x 1, y la suma de in ida de este: 

k-1 
E Ak-I-r b(r) 

r=o 

se define como la suma, desde r 
uno de sus elementos. 

t 0 hasta k - 1, de cada~; ~' 

Ejemplo vr.s 

Se desea determinar la soluci6n del si uiente sistema 
de ecuaciones: 

x(k + 1) 2x(k) + y(k) 1 x(O) = - T 
y(k + 1) x(k) + 2y(k) + k ~ y(O) = 0 

la matriz de coeficientes es: 

y su.ecuaci6n caracter1stica: 

lA - Ail = A2 - 4A + 3 = Q 

las ra1ces son A1 = 1, A
2 

= 3. 

nn rrw :arrt · tnmstrt< 



1-

Sustituyendo A1 y A2 en la expresi6n: 

se tiene: 

i = So + Sl 

3k = S0 + 36
1 

la soluci6n de (a) y (b) es: 

6 0 ; ( 3 - 3k) 

por lo tanto: 

Ak = ; . ( 3 - 3k ) 

1 
2 

[ 101 OJ +..!.. 
2 

Mu1tiplicando Ak por el vector x(O): 

Ahora: 

1 -T 

0 

1 
8 

I. + ·. ottt MHir!i +•· neet· ., 

[ 

21 ( 3k - 1) 
1 

2 

- 1 

Jj-
1

] 1 ° ] 
3j + 1 l k- 1 j 

293 
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1 =a-

1 
=2 

1 
=T 

(3j- l)(k-1-j) 

(Jj + 1)(k - 1 - j) 

k-1 . 
. r. [ (k- 1) (3] + 1) - j •3j - j J 
J =o 

k-1 k-1 
(k- 1) r. (3j - 1) - r. 

j =0 j= 0 

k-1 
j. j + r. 

j=o 
j 

k-1 k-1 
(k-1) r. (3j+l)- ~ j•3 

j=o J=o_ 

k-1 
r. j 

j =o 

(k-1) 
[ 

1 . lk] [ 1 . 3 . lk] .2- • lk ( 2 3J + j > o - . C 2 j •3J- T 3J > o - .L..j-1 ~o 

" ." . .,. ......... .,... *Men T r sttwttt: r 
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finalmente: 

' 

--f--1 

-f + 1 

+ 1 
8 

'VI.3.4 !!! 

f. 
I • 

RESOLUCION DE SISTEMAS POR MEDIO DEL OPERADOR CO 
RRIMIENTO "E" 

l 
Otro procedimiento para resolver un.sistema de "n" ecua­

ciones en diferencias con "n" variables dependientes, es 
eliminar n - 1 variables para formar una ecuaci6n en dife 
rencias -con una sola variable dependiente. En sistemas -
lineales, esta eliminaci6n se simplifica si se represen­
tan las ecuaciones con el operador corrimiento E. 

Considerese un sistema lineal de dos ecuaciones en diferen cias: 

x(k + 1) 

y(k + 1) 

ax(k) + by(k) + f(k) 

cx(k) + dy(k) + g(k) 
• • • (15) 

representando el sistema con el operador corrimiento: 

o sea: 

Ex(k) = ax(k) + by(k) + f(k) 

Ey(k) =·CX(k) + dy(k) + g(k) 

(E - a)x(k) - by(k) = f(k) 

- cx(k) + (E- d)y(k) = g(k) 

reso1viendo el sistema por la regla de Cramer: 

e&te• •ew\•; t I' Wt+ •+et .. . ,.;,.·. 
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X(k) 

de donde: 

E - a - b 

- e E - d 

f (k) 

g (k) 

E - a 

- e 

x(k) 

f(k) b 

9 (k) E d 

agrupando t~rminos: f 
[ (E - a) (E - d) - be J X (k) ~ (E - r) f (k) + bg (k) 

[E' - {a+ d)E + {ad- be J x {k) f {k + 1) - df{k~ + bq {k) {16)'J 

para y(lt): 

E - a f(k) 

I y (k) - e g (k) 

E - a 
- b I 

- e E - d 

de donde: 

'IE~: E~dbl y{k) •I E - a 

- c 

f(k) 

g (k) 

[E
2 

- (a + d)E + (ad - be) ]y(k) 
(E- a)g(k) + e (k) 

g (k + 1) - ag (k) ef (k) 

· Las ecuaciones (16) y (17), son ecuaciones lin~ales en di 
ferencias, cada una de las cuales tiene una sola variable­
dependiente, y su soluci6n se obtiene por los m~todos estu 
diados en el capituio anterior. Este procedimi nto de re7 
soluci6n se puede aplicar a un sistema lineal d "n" ecua­
ciones en diferencias de la forma: 

'*'·e"'ttnfCtisY ur s ntt'tT 7'1' ., 
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x<k + 1> Ai(kl 

Ejemplo VI.9 

Para determinar la soluci6n del siguiente sistema de 
ecuaciones: 

x(k + 1) 2x(k) + y(k) x(O) 
y (k + 1) x(k) + 2y(k) + k.; y(O) 

el sistema se puede representar: 

(E- 2)x(k) - y(k) = 0 

- x(k) + (E- 2)y(k) k 

resolviendo para x(k): 

• 
E - 2 - 1 

x(k) 

- 1 E - 2 

[<E- 2) 2 - 1]x(k) 

(E
2 

- 4E + 3)x(k} = k 

0 

k 

k 

1 -T 
0 

- 1 

E - 2 

la soluci6n complementaria de esta ecuaci6n en diferen cias es: 

y la soluci6n particular es: 

Xp(k) = - ! k2 

por lo tanto, la soluci6n general es: 

x(k) = cl + c ·Jk - ..l_ k2 ... 2 4 

Para y(k): 

I 
E - 2 - 1 E - 2 0 

y(k) 

- 1 E - 2 - 1 k 

(b 

297 



298 

1-

(E
1 

- 4E + 3)y(k) (E - 2)k 

k + 1 -

1 - k 

la soluci6n general es: 

sustituyendo x(k) y y(k) en la primera 
sistema original (a): 

de doride: 

c .. 

por lo tanto: 

las funciones (b) y (d) son la soluci6n 
tema de ecuaciones (a). 

Como x(O) =- ; , se ~iene de (b): 

. y como y(O) 
~ 

0, se tiene de (d): 

0 -c -..l...+c 
1 4 2 

resolviendo las ecuaciones (e) y (f): 

c 2 = 0 

por lo tanto: 

1 
c1 = - T 

1 -T 

1 k 
T 

• • • (c) 

~' 

(d) ~ 

al del sis 

(e) 

-(f) 



it 

es la soluci6n del sistema que satisface las condic 
nes iniciales dadas. 

VI~4 APLICAC!ONES 

Problema VI.! 

Un famoso centro vacacional se encuentra ·comunicado con 
la ciudad A por medio de una autopista de cuota y de un 
camino federal. En el mea de enero del aiio 1982, se ob­
serv6 que por la autopista circularon hacia el centro va 
cacional 20,000 veh!culos, mientras que por la federal -
4,000. Se ha detectado que el transite hacia el centro 
vacacional se incrementa mensualmente en 1%. Si cada mes 
un 8% de los veh!culos que en el mes anterior circulaban 
por la autopista, lo hacen por la federal y un 2% de los 
que circulaban por la federal, lo hacen por la autopista; 
determinar la circulaci6n de veh!culos en el mes de octu 
b~. I -

El modelo matem!tico del problema se establece de la si­guiente manera: 

Si ae representa con x(k) al ndmero de veh!culos que cir 
culan por la autopista en el k-~simo mes, y por y(k) al -
ndmero de veh!culos que circula por el camino federal, se tiene: 

x(k + 1) =< 1.01 [ (1- 0.08)x(k) + 0.02y(k)] 

y(k+l) 1.01 [0.08 x(k) + (1- 0.02)y (k)] 
•• • (a) 

x(O) = 20,000 y(O) • 4,000 

en forma matricial: 

: [x(k+l)] = [0 .• 9292 

y(k+1) 0.0808 

0.0~02l[x(k)] 
0. 9898J y (k) 

2'(0) 

000 

000 

la ecuaci6n caracter!stica de la matriz A de coeficien­tes es: 

0.9292- >. 
I A-U =· 

0.0808 

.. ,_1' • td g• ... Jitt? 

0.0202J 

0.9898-
).2 -i.919J. +0.91809 

~ 

f 
I 

1 
.. 

. . 
~ 
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f 

los valores oaracterfsticos de A son: 

).1 = 1.01 ).2 .. 0.909 

para ).1 .. 1.01 

• C1.01)k 

para ).2 .. 0.909 

(0.909)k = So + 0.909S 1 

la soluc16n de las ecuaqiones (b) y (c) es: 

So - 9(1.01)k + 10(0.909)k 

sl (l.01)k - (0.909)k 
0.101 

calculando Ak: 

.. [: :] r 0.9292 0.0202 
Ak = 

+ B1 

0.0808 0.9898 

'I r 0.2 (1 • .,, •• o •• (0. 909). 0.2[ (1.01) Ak 

o.8[ Cl.01)k- co.9o9)k] k 0.8(1.01) 

X{k) Akxco> .. 
[

4 800(1.01)k+ 15 200(0. 

19 200 (l.01)k -15 200 (0. 

como el mes de octubre es el d~cimo mes del 
blema pide determinar x(10) y y(10): 

x(10) = rx(O)] = rll 156 J 
y(O) 15 354 

... (c) 

- (0.909).]] 

0.2(0.909)k 

, el pro-

por lo tanto, por la autopista circular!n 11, vehfcu 
los en octubre y por la carretera federal 15, 4. -

mt ntctm · ·•··· 

:;: 

' J 
f 
.,\ 

,J 
¥-

;~1 



I Problema VI. 2 

Sean A y B dos bolas de igua1 masa "m", sobre una me 
sa de billar perfectamente lisa y cuyos lados no son­
el!sticos. Las bolas est!n colocadas de tal manera 1 

que la recta que pasa por su centro es perpendicular 
a uno de los !ados de la mesa. En t = 0, se da un im 
pulso a 1a bola A para que golpee a B y se establezca 
un cheque central directo. Se desea obtener la velo­
cidad de cada bola antes de cada choque. 

Se denota con ~(K} y v(k} la velocidad de las bolas A 
y B respectivamente, antes del k-~simo impacto. Enton­
ces por la conservaci6n de la cantidad de movimiento: 

r 

m~(k} 1

+ mv(k} = m~(k + 1} - mv(k + 1) . . . ( ) 

adem!s, con e1 coeficiente de restituci6n. E:: 

~(k + 1} + v(k + 1} = -E: (IJ(k} - v(k}) 

las ecuaciones (a} y (b) se pueden expresar tambi~n de 
la siguiente forma: 

IJ(k + 1} = ~ .(1 -E:}~(k} + ~ (1 +E:}v(k} 

v(k + 1} + (1 +E:)~(k}- + (1 -E:)v(k)"" 

con las condi~Jones iniciales: 

~(0} =a v(O} = 0 

el sistema de ecuaciones (c) se puede representar ma­
tricialmente, donde la matriz de coeficientes es: 

+ (1 -E:) + (1 + E:} 

A 

1 1 
-T(1+E:l -TCl-E:) 

la ecuaci6n caracter!stica de A es: 

jA- Hj 

! 

__ ... ,, .. , . ± r, ., tt we en 
I I 

(c) 
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k 
··cL2 cis kw 

2'"" 

;,,~··.·-· .. ·,· . ;~='~! . . . 
.. •. 

k 
E:T ....L 

(cos E + i sen kw ) .. s
0 

+ 2 
2 -2 

donde: 

k 
2 k 

flo =.E: cos+ 

k-1 
-2- kw 

fl 1 =.E: sen T 

1 0 1 
c1 -o T 

Ak. = flo + fl1 

0 1 1 - T (1-!:E: > 

k k -1 
2 

cos ¥- + f- (1 .;. (:) E: - 2- sen k2w + (1 + 

(1 + E:) 

{1-E:l 

kw 
senT 

k-1 
1 -2- k11 

- T ( 1 + (:) E: sen T 
k k-1 

E: 
2 

cos ¥ + + {1 - E:)E:~- sen 

finalmente: 

Jl(k) a 

v(k) 0 

yzpte 

i 
aE: 

2 
cos ¥ + T (1 -

k-1 

- ~ ( 1 + E ) E: 
2 

sen 

z·r tti'lL 

k-1 

) E:~ sen kll 
T 



CAPITULO VI I TRA:~SFORJ"1ADA GEOMETRI CA 

I 
VII.1 DEFINICXON DE TRANSFORMADA GEOMETRICA 

7 

r . En el capitulo III se estudi6 la transformada de L~place 
' mo una ~ransformaci6n lineal, que al aplicarse a una func 

continua f(t), se obtiene como imagen una funci6n complej 
F(s). Una de las ventajas que ofrece esta transformada se 
puesto de manifiesto en la resoluci6n de ecuaciones dife ciales. 

La transformada geomltrica es una transformaci6n que al 
carse a una funci6n discreta f(k) se obtiene como imagen funci6n compleja F(z). 

La transformada geomltrica es un operador de gran utilida 
en matematicas aplicadas. En este capitulo se aplicara en 1 la resoluci6n de ecuaciones en diferencias. 1~ 

NOTA~ En la mayor!a de la bibliograf!a, la transforma 
da geometrica se estudia bajo el nombre de 6unc~6n ge~ 
neJta..tJr.-iz. Sin embargo, dado que la funci6n generatriz 
es una transformaci6n que al desarrollarse adopta la 
forma de una serie geometrica, en este capitulo se tra 
bajar§ con el nombre de transformada geometrica. 

Definici6n: La transformada geometrica de una fun­
ci6n discreta f(k); k = 0, 1, 2, 3, •.• , se representa 
por r { f (k) } , o bien por F (z) y se define como la su­
ma dE!sde k = 0 hast a k + "' de los productos f (k) • zk, 
donde "z" es una variable compleja, esto es: 

r { f (kJ } = t f (k) • zk 
k=• • • • (1) 

De la definicion anterior se observa que la transformada 
geometrica de una'funci6n discreta f(k) es la serie: 

r{f(k)} = f(O)z 0 + f(1)z + f(2)z 2 + ••• 

' En el ~resente capitulo se abreviar( transforrnada geornetri­ca por T.G. 

t ' ,. 
-" 

,. ~--~ ...... - ...... _.~ ....................... ., ...... _.lll"'il"lil'*"iill·· -·· ........... ... A..,_j______ *"'!ir''o"t" - . -·~ - --··· •• -· 
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Ejemplo VII.1 

La transformada geometrica de la func;i.6n: 

f(k) = ak k = 0, 1, 2, 

es: 

1 + az + a 2 2 + ••• 

VII.l.l CONVERGENCIA DE LA TRANSFORMADA EOMETRICA 

Si 1a serie del ejemplo anteriorkconverge y tiene suma s, 
entonces la T.G. de la funci6n a serl: 

A continuaci6n se analizarl la convergen ia de la serie, 
si es el caso, se determinara el valor de suma s. 

Esta es una serie geometrica, y como se s be es converge~ 
te si jazj< 1, yen consecuencia su suma e. S = 

1 
2 az 

En el caso en que jazj~ 1 la serie es dive,gente. 

j 
I 

Por lo tanto: 

1 

• 4 
1 

~ { ak } = l: akzk 
k=O 

1 - az jaz I< 1 

divergente: jazj~ 1 



t 
· la funcion F (z) 

la funcion ak. 
1: az es la que se conoce como T.G. de 

De la desigualdad laz~< 1 se tiene: 

Ia 1·1 z I< 1 

' de donde: 

. por lo tanto: 

1 
.. I - az para 

En la figura VII.l, se muestra la region en el plano comp ~ 
: JO para la cual la serie es convergente. · 
~~ 

t , 
t .. 
f 
? 
:-1 ... 

/ 

ImZ 

ReQ1cln de diveroencia 

ReZ 

\ ReQ'cin de converoencia 

Figura VII.l 
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La serie que define a la T.G de una f 
converge para ciertos valores de "z" y 
como en el caso de la transformada de 
integral impropia converge para cierto 
verge para otros. Por ejemplo: la tra 

ncion discreta f(k), 
diverge para otros, 
aplace, en donde la 
valores de "s" y di 

sformada de Laplace-de la funcion eat: 

* > a 

Como sucede con la trllnsforlftlldA de Lap ace, al aplicar la 
T.G., como operador a un problema matem tico no son necesa 
rios los valores de convergencia de "z" 

VII.2 ~RANSFORMAoA GEOMETRICA DE FUNCI 
S DISCU~AS 

En el ejemplo VII.l, se obtuvo la f.G. e la funci6n f(k) = ak: 

lzl< Ia 

A continuacion se obtendr& la t.G. de ot as funciones dis 
cretas y se complementara con una tabla d transformadas.-

EjEniiplo Vft.2 

La T.G. de la funci6n escal6n unitario u(k) se obti~~ ne: 

.. 
!{ u(k)} = t u(k)zk 

Ejemplo VII. 3 

k=• 

""l+t+z 2 +t 3 + 

"' 

1 
1-Z I z I< 1 

\ 

sea la funci6n pulse unitii.rio desplazad 6 (k- m), co­
mo se recordara vale uno para k = m y ce o para cual­
quier otro valor de "k", su T.G. es: 

•-·ts+•ma•mnr ··e·, 

,• 

' 

(, 

·;;' 

·' 

j 



~-

,. 

~ { 6 (k- m) } t o (k- m) zk 
k=O 

0 + 0 + 0 + z• + 0 + ••• 

• • • (3) 

En el caso en que m = 0, se tiene: 

l- { 6 (k) } = 1 

Ejemplo VII.4 

La T.G. de la funci6n f(k) 
la siguiente forma: 

sen kw, ae obtiene de 

.. 
t {sen kw} (sen kw) zk 

como: 

entonces: 

i-{senkw} 

... 

sen kw .. 
eikw _ e.-ikw 

2i 

( 
!ikw _ e -ikw ) k 

r . 21 z 
k=O 

1 t (e.ikw zk e-ikw zk) =n 
k=D 

1 [ E eikw zk ;' e-ikw zk J = 2i k•O kso 

1 
""2i 

1 
2i 

1 
n 

[1 

[ 1 

J 1 1 
_ e.iwz -~w 

1 
1 - e. z 

_ e.-iwz + e.iwz J 
+ z2- z(e.~w + e.-~lll) 1 

I z I< 1 

I z I< 1 

1 [ 2iz sen w J I z I< 1 =n 1 + z2 - 2Z cos w 
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zsen w 
1 + z 2 - 2z cos w 

La transforrnada de la funci6n cos kw, 
nera similar. 

I z I< 1 (4) 

e obtiene de rna I 
La siguiente tabla contiene una lista las funciones dis 

cretas mas usuales y su correspondiente T. G . 

Funci6n discreta f(k) Transformada ',Georn~trica F (z) 

k 

sen kw 

cos kw 

Hkl 

o(k- rnl 

1 
1 - az 

z 
(1- z) 1 

Z (Z + 1) 
(1 - z) s 

az 
(1- az) 2 

za(az + 1) 
(1 - az) 3 

z 

z 

Tahla vrt.l 

.,.; t ·e·-·M'SMTWSSW$ $ 27 'OF F PFT $t· 

zj< 1 
laT 

I I< 1 

I z I< 1 

I z I< 1 

1 

zm 

1 
zj< JaT 

1 lzl< TiT 

lzl< ~ 



PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA GEOMETRICA 

~- Algunas de las propiedades mas importantes de la T.G. son 
las siguientes: 

t 
J 
T 

A) PROPIEDAD DE LINBALIDAD. 

Sean las funciones discretas f(k) y g(k) definidas para 
k = 0, 1, 2, 3, .•• , y las constantes "a" y "b". La T .G. es 
una transformaci6n lineal, ya que se cumple: 

r{af(k) + bg(k)} = a'l{f(kl l + br{g(k)} (5) 

donde la regi6n de convergencia que corresponde a 
r { af (k) + bg (k) } es aquella en donde r { f (k) } 'I r { .9 (k) } 
convergen simultaneamente. 

La comprobaci6n de esta propiedad se desarrolla a partir 4e 
la definicion de T. G. 

1 

I. 
r{af(k) + bg(k) 

Ejemplo VIIls 

E [af(k) + bg(kl]zk 
k=o· 

E af(k)zk + 
k=O 

E bg(k)zk 
k=O 

00 

=aE f(k)zk +bE g(k)zk 
k=O k=O 

ar{f(kl} +br{g(kl 

La T.G. de la funci6n: 

f(k) = 4·5k + 2k 

se obtiene utilizando la propiedad de linealidad: 

I 
-r f 4 • sk + 2k } = 4-r { sk J + 2-r { k } 
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y de la tabla VII.!: 

1 
4~+2 

B) PROPIEDAD DE LA MULTIPLICACION POR 

Si: 

i-{ f(k) } "'F(Z) 

entonces: 

r { ak • f (k) } F (az) 

Comprobaci6n: 

Ejemplo VII.6 

00 

k=o 

E f (k) (az)k 
k=O 

= F(az) 

Dada la funci6n discreta: 

g(k) 3k sen kw 

se puede representar: 

g (k) 3k f (k) 

donde: 

f (k) sen kw 

como: 

t{senk.w} F (Z) 
z 

~•ntonces: 



, 
C) PROPIEDAD D~ CONVOLUCION. 

,, Si: 

f{f(lt)} "'l'(Z:) y !-{ g(Jt)} = G{z), entonces! 

== F{Z) • G(Z) • • • (7) 

'" f (k) * q (k) I f (m) g {k - 111) 
aa• o 

entonces: 

T:: { f (k) * 9 (k) } 1: [f{k) * g{k) ]zit 
k=o 

k 
1: f(m)g(k- ml 

m=c 

representando zk de lt forma: 

k m -m k _-·=z •z •z 

se tiene: 

-l { f {k) * g {k:) } 
k.=o m=o 

1: f(m)•z111 

k=O 
1: g{k- ml•zk•m 

k-m=o 

·~ F(Z) • G{Z) 

D) TRANSFORMADA GEOMETRICA DE UNA FUNCION DESPLAZADA A 
LA IZQUIERDA. 

Sea u11a funci6n discreta, desplazada hacia la izquierda "m 
1,midades, la C\lal se representa por f(k+m), k=O, 1, 3, ••• 
la T. G. de esta funci6n es: 

donde: 

F(zl T:{f(k) 
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Comprobacion: 

. ~ { f (k + ml } = r f (k 
k=O 

con el cambia de variables k + m = n: 

~{ f(k + m) } = 
.. 
r f(n)zn-rn 

n=rn 

00 

z-rn r f(n)zn 
n=m 

z-m [ ~ f (n) zn 
rn-1 
r f(n) n=11 n=o 

-m F(z) -m 
G(O) + z - z rn-1.'' + • • • + f (m - 1 ) z ~ 

~-; 

"'z-m F(z)- z-mf(O) - z 1-mf 1)- ••• -z-1 f(m..,'f 

E) TRANSFORMADA GEOMETRICA DE UNA FUNCI 
DERECHA. 

f DESPLAZADA A LA ' 

d ·Sea una funcion discreta desplazada hacia la derecha "m" uni 
dades, la cual se representa por f(k- rn),lk = 0, 1, 2, ••• , 
la T.G. correspondiente es: 

donde: 

, Comprobac ion 

~ { f (k - m) } 

~ { f (k - m) } 

F(z) ~ { f (k) } 

I: f(k- mlzk 
k=o 

(9) 

. ;-
f ( - m) '- f (1- rn) z + f (2- rnl z 2 + ••• + f (0) zm + 

+ f ( L I ~.~+I + 

considerando que f(k) para k < 0, vale cero 

-r { f (k - nil J f(O)zrn + f(1)zm+l + 

zm ~(OJ + f(1)z + .•• J 
zm F(Z) 

wM!"+'eW ·7¢ p,, .• ,rt' · 'tt·· _¥ ;;; 
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Ejemplo VII. 7 

La T.G. de la funci6n: 

y{k + 2) - 2y{k) + y{k - 2} 

es: 

-t{y{k+2l- 2y{kl +y{k•2> }= r{y{k+2l} - H{y{kl }+ 

+ -r { y{k- 2) } 

[ z-
2 

y { z ) - z-
2 

y { 0 ) - z- 1 y { 1 J -
2y{z) + z 2 y{z} 

-1 
- z y (1) 

~II.4 TRANSFORMADA GEOMETRICA INVERSA 

Si se conoce la transformada. geometrica de una funci6n 
f(k), representada per F{z) y se desea obtener la funci6n 
discreta, la soluci6n es aplicar una transformaci6n inver 
.sa; especificamente la transiormada geometrica inversa. -

' La transformada geometrica inversa de la funci6n F{z) se re 

r-
1 

{ F{Z) } y se define per la regla de transforma-

(10) 

"c" es una trayectoria cerrada en la region de conver­
gencia. 

Para obtener la transformada inversa per medic de la regla 
·de transformaci6n, se requiere de la teor1a de la variable 
compleja *. 

* Objeto de estudio de un curse de variable compleja. 

Otra forma de obtener la transformada inversa de una fun­
cion F(z) es, como en el caso de la transformada de Lapla­
ce, utilizar tablas de transformaci6n. En este capitulo se 
cuenta con la tabla VII.l, la cual sirve para obtener la 
transformada inversa de las funciones F(z) que ahi aparecen. 
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La propiedad mas importante de 
inversa, es la de linealidad; a geometrica 

-l-
1 

{ aF(zJ + bG(zJ} = a-l- 1 
{ F{z)} + bi-, { G(z)} 

Ejemplo V:U.B 

Sea la funci6n: 

2 F (Z) 3 r-::-z- 1 - 3z 

PAra obtener la transformada 
la propiedad de linealidad: 

de la tabla VII.1, se obtiene: 

i-1 { 1 
lk = r:-z} • 

i-1 1 r:=-rz} 3k 

r-1 { 5 i-1 { m 
I por lo tanto: 

1 

1 

1 
+ 1 

5 

f(k) 3 - 2·3k + (- +)k 

VII.4.1 TRANSFORMADA INVERSA POR FRACCIONES 

! 

} 

~ 

I' 

En algunos casos en que se requiere obtener a transforma­
da inversa de una funci6n F(z), noes posible obtenerla di­
rectamente de tablas. Si la funci6n F(z) es na fracci6n 
racional, se puede desarrollar en fracciones arciales, de 
tal ~anera que la transformada inversa de F(z) es igual a 
la ~ •na de las transformadas inversas de esta fracciones. 

La transformaci6n inversa de una fracci6n rac·onal F(z) por; 
fracciones parciales, es un proceso similar al que se estu­
di6 en la transformada de Laplace. 

··-------~ ........ 4i,_llill~~~-llillilil'llnl· iL--" 



Ejernplo VII. 9 

.Sea la fWJ.citin: 

F(Z) = 2 
2z2 - 3z + 1 

Obaervando la tabla VII.1, se concluye que no est4 
contenida esta funci6n. Por lo tanto, como la funci6n 
es una fracci6n racional, la transforrnada inversa se 
puede obtener desarrollando en fracciones parciales: 

F (z) 2 1 
"'2..,z"''!,...._....;3o.,z=--+.,.....1"" = 3 1 

z2- 2 z + T 

1 
1 

(Z- 1) (Z - T) 

a z-=-r + 
b 

z - r 
calculando el valor de loa r-esidues "a• y ".b" se obtie­
ne: 

a = 2 

b - 2 

sustituyendo esto. valo~s en la• fraeeiones: 

2 - 2 
f ( z) - z-=-r + =----r 

z- T 

2· 4 r=-z + 1 - 2z 

\ por lo tanto1 

... t- 1 
{ FCz) } 

Ejemplo VII'.10 

H·-1 { 1 _1 z } + H·-1 { ~ 
1 - ..:z 

Para obtener la transformada inversa de la funci6n: 

I 
se desarrolla en 

F(Z) = 2z(z 2 - 1) 
(z2+ 1) 2 

fracciones parciales: 
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F {Z) 

.at !iEI!I.; ,t I&Q 

+ -(Z.._;;;~-i.,.......) ,j 
al calcular los valores de a, b, c, y d se obtiene: 

a = 0, b = 0, c = 1, d = 1 

sustituyendo estes valores en las 

F{z) = z[ (z 
1 

+ 1 
+ i) 2 {Z iP 

multiplicando y dividiendo entre 1 
i2 

1 1 
F (Z) T2 

+ IT {1 
IT (z + i)2 (z - i)2 

{u - 1 . 
+ (1 - iz)2 + iZ) 

1 - iz + ~ 
ll {1- iz)2 1 

de la tabla VII.! 

-1 r {F(Z)} -~k(i)k+~k(-ik 
1 1 

i k (i) k - i k { -.i) k 

ik [ (i)k- (-ilk] 

i k [ ekf i 

i k [ 2 i sen k T J 
- 2k sen k T 

J 



II! ,, 
VII.S RESOLUCION DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS POR MEDIO D LA 

TRANSFORMADA GEOMETRICA 

La transformada Geometrica es un operador lineal, una de 
sus principales aplicaciones esta en la resoluci6n de ecua 

~' ciones en diferencias, ya que al aplicar la T.G. a una ecua 

f c~:np::::::~i::t:r::s:::::u::6:n:ee:::c:::a::::b:::c:~dio e 
J_. la T. G., es similar al que se estudi6 para resolver ecuac ~ 

nes diferenciales por transformada de Laplace. 

Ejemplo VII.ll 

Sea la ecuaci6n lineal en diferencias: 

Y(k+2) - 3y(k+1) + 2y(k) = 4•3k y(O) 01 Y (1) 

aplicando el operador T.G. a 1a ecuaci6n: 

-t { y (k + 2 > - 3y (k + 1 > + 2y (k > } = r { 4. 3k } 

por la propiedad de linealidad: 

r{y(k+2l}- 3r{y(k+1l} + 2r{y(kl} = 4•r{3k} 

sustituyendo la transformada correspondiente en cada 
t~rmino de esta ecuaci6n: 

[ -2 -2 -1 J c -1 -1 J z y(Z) - z y(O) - z y(l) -3 Z y(z) - z y(O) +2y(z) =4 

sustituyendo y(O) 

despejando y(z): 

y (Z) 

y(z) 

0, y (1) 6 y factorizando y(z): 

-1 1 
6z 4 1 - 3z 

4 1 + 6z- 1 

1 - 3z 

4 + 6z-t- 18 
1 - 3z 

- 14z 2 + 6z 
1 - 3z 

1 - 3z + 2z2 

6 
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Para obtener la soluci6n y{k), se 
~a transforrnada inversa de y(z). Para es 
rrollara la fracci6n y(z) en fracciones p 

- 14z 2 + 6z 
y <z > .. n - 3 z ) c r - 3 z + 2 z 2 ) 

J
·~ 

I 

·. ' 

a b c 
..-1--.:::_--....+ + r-:-z + ... I.._;;--2.,..t · 

e&l~ulando los reaiduos a, b y c: 

a{1-z)(1-2z)+b(1-3z)(1-2z) +c(1-3z){l-Z)=- 14z 2 + h 

de don~:. 

2a + 6b + 3c - 14 

- 3a 5b 6 

a + b + c = 0 

i la soluci6n de este Sistema es: 

I 
• '"' 2, b = 4 y c = 2 

con estos valores de a, b y c se tiene: 

{ ) 2 -=..L + .,.._.::.2....,..._ Y z = r-=-rz + 1 - z 1 - 2z 

La transforrnada inversa de y(z) es: 

por 1o tanto: 

~ .. 
~ ------------~~··~ .. ~~·~·&t~··~···~b ..... , ••• "~)*--''~·t•••,··~ 

' ~ rt 
1 ibiib 



Ejernplo VII .12 

Sea el sistema lineal d~ e¢uaciories: 

x(k + 1) = 2x(k) + y(k) 

y(k + 1) x(k) + 2y(k) + 2k 

x(O) 

y(O) 

2 

0 

Aplicando la T.G. a cada una de las 60uacio~s del sis 
terna: 

i 
l: {X (k + 1) } "" 2~ { X (k) + ~ { y (k) } 

!- { y (k + 1) } ~ { ii:(k) + 2~ { y (k) } + !- { 2Jt } 

esto es: 

-1 
Z y (Z) 

z-
1
x(O) = 2x(z) + y(z) 

1 x(z) + 2y(z) + I _ ~z 

sustituyendo los valores de x (0) y y(O), y reacomodan 
do los t~rminos: 

-1 •i 
(z - 2)x(z) - y(z) .. 2z 

-1 1 
- x(z) + (z - 2)y(zi .. I_ 22 

~ltiplicando por z: 

(1- 2z)x(Z) - Zy(Z) "'2 
'. 

zx(z) + (1 - 2z)y(z) 

resolviendo este sistema se obtiene: 

x(z) 9z 2 
- 8z + 2 

~ (l - 2z) (3z 2 - 4z + 1) 

y (Z) - 6z 2 + 3z 
(1 - 2z) (3z2 - 4z + i) 

I 
Para obtener' la transforrnada inversa de x(z) y de y(Z), 

conviene desarrollar en fracciones parciales: 
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X (Z) 

y(z) 

- 9z 2 - 8z + 2 - (1 2z) (3z2 4z - - + lf"' 
1 9z 2 . - Bz T 

(1 - 2z) ( z 1) 

a b 
1 2z + z=-T + 

- 1 
1 - 2z + 

-1 t ; ~+ -z 
3 

+ 2 r-=-rz 
'-6Z 2 + 3z 1 n- 2z) (3z2- 4z +iT = T . - 6Z

2 + 3z 
(1-2z)(z 1) (z -

3
) 

a b c 1-2z + z-=-r 
1 z- T 

3 1 
2 T 

0 + z-::--r + --+--::..,1~ 
z T 

3 3 
-2 2 
r=-z + I - 3z 

de la tabla VII.1: 

• 
x(k) = :t-1 I -1 J 

1 - 2z + 

y(k) 

:t-1 { ~ / 
1 - z 

3 
2 

1 - 3z 

'': w 

+ :t-1 2 - .1 
( 

3 / ,f 
1 - 3z -1 
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