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En el documento sobre Evaluacién y Marco de Referencia para
los Cambios Académico-Administrativos de la ‘Universidad Nacional
Auténoma de México, se sehala como uno de los problemas impor-
tantes para el estudiante el no contar con suficiente material biblio-
" grafico para la adquisicion de conocimientos y lo facil preparacion
‘de las materias en los diversos niveles de ensefianza que la univer-

‘ sidad ofrece.

El Progroma Emergente de Libros de Texto demuestra que la
gcomunldcxd universitaria conociendo sus problemas busca mediante
solucnones sencillas respuestas para su beneficio.

El programa tiene por objeto editar los textos bdsicos para la
formacién integral del estudiante universitario, asi como aguellos que
- constituyen apoyos significativos al proceso ensefianza-aprendizaje en
las materias fundamentales y con mayor nOmero de alumnos en las

universidades del pais. eL
que este

La Universidad Nacional Auténoma de México des
‘esfuerzo editorial adicional venga a satisfacer expectativas y nece-
sidades de los estudiantes, quienes enfrentan la necesidad de contar
con textos bdsicos, sencillos y de precio accesible para su formacién
- basica como universitarios.

L RN Ty e

he sl

No preterden ser éstos los Gnicos materiales de consulta; el alum-
¢ no deberd hacer esfuerzos por ampliar los conocimientos|de la ma-
- teria, consultando otras bibliografias. Constituyen fundamentalmente
Eel principio bdasico de la educacién en los temas que contienen, como
un esfuerzo que intenta inducir hacia la bdsqueda de otros conoci-
- mientos, y no pretende ser totalizador en el sentido de que los alumnos
k puedan considerar que todo el conocimiento en relacién a|la materia
rse encuentra en los.textos bdsicos; si son concebidos y lentendidos
. asi pueden ser de utilidad a los alumnos que cursan diversas materias

-a diferentes niveles.

| GJG 10989 0% M RAZA HABLARA EL ESPIRITU"

Cd Universitaria, 15 de mt#:yo 1984,

DR. OCTAVIO RIVERO SARRANO
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- La Facultad de Ingenieria de la UNAM se ha distinguido siempre por
el gran interés de sus autoridades y profesores para elaborar material didac-
tico de apoyo a la docencia. En efecto, desde la- fundacién del Real |Seminario
de Mineria, en 1792, primer colegio antecesor de la Facultad, algunos cate-
driticos escribieron apuntes que complementaran o sustituyeran a |los libros
europeos que en esos tiempos estaban en uso, o que describieran |los proce-
dimientos, técnicas, inventos y descubrimientos que en su seno se iban desarro-
llando, como resultado de la investigacion cientifica que en él se llevd a cabo,
o de aportaciones tecnolégicas autdctonas, relacionadas fundamentalmente con
la mineria, que llegaron a tener aplicacién mundial importante.

Aun cuando en los tiempos modernos se ha facilitado la adquisicién de
libros importados, tanto por el idioma extranjero y el alto precio, como por
no ajustarse a los temarios de los programas de estudio de las asignaturas

de estilo de redaccién, y al aportar los recursos humanos y materisles para
su impresién y distribucién. |

Es asi como se ha logrado que algunos apuntes que han mdj' enrique-

cidos con los valiosos comentarios de otros profesores y de los alumnos, des-
pués de algunos semestres de utilizacién, se hayan formalizado como libros

E de texto, que han sido editados y distribuidos en Latinoamérica Espana

por la propia UNAM o por compafiias editoras comerciales, con lo | cual han
incrementado su prestigio académico tanto la Facultad como los autpres.
Vale la pena sefialar también, que en México la Facultad de Ingenieria

¢ fue una de las pioneras en la redaccion de libros de texto programados para
. autoinstruccién, que han sido editados por la UNAM, y de libros para ense-

fianza por correspondencia o a distancia, editados por la propia Facultad.

Por todo lo anterior, es muy satisfactorio para mi, que con éste y otros
libros la Facultad de-Ingenieria pueda contribuir significativamente al Pro-
grama Emergente del Libro de Texto, que ha puesto en marcha el doctor
Octavio Rivero Serrano, Rector de nuestra Universidad, el cual permitira
poner a disposicién de todos los estudiantes de México, libros de texto con
contenidos apropiados y de buena calidad e impresos en formatos econdmicos

. que contribuyan a lograr profesionistas cada vez mas preparados para que
- con su accién coadyuven de mejor manera al desarrollo social, clennflco y
E tecnologico de nuestro pais.

Dr. Octavio Agustin Rascén Chévez
Director de la Facultad de Ingenieria

UNAM.

Ciudad de México, 15 de‘mayogie 1084
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PROLOGO

Dentro de las matemiticas aplicadas, las ecuaciones dife-
renciales juegan un papel muy importante en las distlintas
disciplinas clentfficas. En sus inicios aparecen en pro-
blemas mecfnicos y geométricos, posteriormente su campo de
aplicacifn se va extendiendo a todas las ramas de la ffsi-
ca y en los filtimos afios es comfin encontrarlas aplicadas
a disciplinas tan diversas como la biologfa, la economia,
la sociologfa y la fisiologla.

De mé&s reciente aparicibn son las ecuaciones en difLren—
cias, las cuales han adquirido importancia relevante con el
estudio de problemas discretos.

Este trabajo ha sido utilizado como apuntes para laj asig-
natura de Ecuaciones Diferenciales y en Diferencias gue se
imparte en la Facultad de Ingenierfa de la U.N.A.M.

Log cuatro primeros capftulos, tratan de las ecuaciones di
ferenciales tanto ordinarias como parciales. Mientras gque
en los *tres filtimos se presenta el material relativoia las
ecuaciones en diferencias.

En el capftulo I se presentan los conceptos, la teoLla b&-
sica y algunas aplicaciones de las ecuaciones diferenciales
ordinarias lineales, en el capftulo II se estudian los sis-
temas de ecuaciones diferenciales y en el capitulo III se
presenta la transformada de laplace como un operador| que
permite resolver tanto las ecuaciones, como los sistemas 1i
neales. En este mismo orden se presenta la teorfa y|las
aplicaciones de las ecuaciones en diferencias, en los capi~
tulos V, VI y VII, solamente que en lugar de la transforma-
da de Laplace se presenta la transformada geométrica|ordina
ria. En el capftulo IV se presenta un breve desarrollo de
las ecuaciones en derivadas parciales.

La elaboracifn de este trabajo ha sido posible gracias a
la participacién de un grupo entusiasta de profesores gue
han impartido la materia, en especial del Ing. José A, Ce-
ballos Soberanis, quien fue uno de los profesores gue siem
pre se preocupb por contar con un material completo ue pg
diera auxiliar a los alumnos en el proceso ensefianza - apren
dizaje. Asf también queremos agradecer a Irma Hinoj sa F&-
lix por la adaptacibn pedag8gica.

A todos los demis un agradecimiento muy sincero y urla dis-

culpa pcr no mencionar sus nombres, pero serfa injusto que
alguno de ellos no se citara por un olvido involuntario.

ING, PROSPERO GARCIA MARQUEZ
ING, CARLOS DE LA LANZA ELTON
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INTRODUCCION

Los presentes apuntes tratan el aspecto tebérico de [las
ecuaciones diferenciales y de las ecuaciones en diferen
cias. Asimismo, se plantean algunas aplicaciones espe-
cificas, para que el estudiante pueda apreciar la rela-
€idn que existe entre el campo de las matemiticas apli-

cadas y las ciencias fisicas y de 1a ingenieria.

Para ayudar a comprender estas ecuaciones, se puede
cir que la diferencia fundamental entre las ecuacion
diferenciales y las ecuaciones en diferencias, radic
el tipo de funcién considerada; ya que en el primer (¢
so se trabaja con funciones continuas y en el segund¢
so con funciones discretas.

Miltiples problemas de significativa importancia en

de
es
3 en
ca-
pca

di-

versos campos del saber humano, requieren para su estu-

dio de la elaboracién de un modelo matemitico que los$ re
presente. Estos modelos estdn constituidos generaimente
por ecuaciones diferenciales o por ecuaciones en diferen

cias.

- . o
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CAPITULO T ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

I.1 LA ECUACION DIFERENCIAL

Con el fin de establecer el concepto de ecuaci
cial, se considerari e} Siguiente problema:

de tiempo.
tablecer un modelo matemitico de] mismo.

El problema Planteado es dinimico,
involucradas son: el tiempo, el des
Y la aceleracién. De éstas, el tiem
pendiente y 1as otras son dependientes,

Para cada valor de tiempo "t
desplazamiento "y", por lo ta

nto se concluye quel "
cién de "t", esto es: .

Y = y(t)

. El diagrama
- figura I.71.

Figura I.1

6n diferen-

La primera etapa para resolver el problema, coLsiste en es-

i Por 1o tanto, es

interyienen
¥cas.

|
en donde 1las variables

plazamiento, la velocidad
PO €s una variable inde-

» hay uno y sé10 upn valor
y" es fun-

de cuerpo libre correspondiente se muestra en la

Tt i 4t ik
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El movimiento del cuerpo estd regido por la segunda ley|de
Newton:- :

oo

EFY = ma ... (1)

del diagrama de cuerpo libre, se observa que la tinica fuer-
za externa que act{ia sobre el cuerpo es el peso del mismo
ya que la friccién se considera despreciable, por lo tanto,
la suma de fuer:zas en la direccién vertical es:

-

L T

ZFY = ~ mg

y sustituyendo en (1):

de donde:

cee (2)

pero la aceleracién puede expresarse en términos de la velo
cidad o del desplazamiento, y en cada caso la expresién (2
queda representada de la siguiente forma:

=-g ‘ ‘ ees (I3

dv

dt

2 o .
g—t¥=-g )

Cualesquiera de las expresiones (3) 6 (4) representa el Lo
delo matemitico del problema, es decir, la abstraccibn del
problema fisico. Se puede observar que dichas expresione
son igualdades que contienen derivadas de la incégnita, y
sea de la velocidad o del desplazamiento, y que a diferen
cia de las ecuaciones algebradcas, dicha inc6gnita es una
funcién y no una variable numérica. A expresiones de este
tipo se les llama ecuaciones diferenciales.

Definicibn: Toda igualdad que relaciona a una funcibn
desconocida con su(s) variable(s) independiente (s)
su(s) derivada(s), se llama ecuaci®n diferencial.

Otros ejemplos de ecuaciones diferenciales ligados a fend-
menos fisicos son los siguientes:

ol i EFT T ke
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D)

A) Oscilacibn de un péndulo de longitud

[o¥
9
+
[}
o
=
>3
i
o

Figura 1.2

B) Diétribucién de la temperatura en una pl
9t | 3t
+ = H = ’
57 2 0 T = T(x, y)
C) Ecuacién de

y fuente de tensién e(t) en s

di
L3 + Ri.

"

eft) ; i=1i(t)

e{t) ' (::::\

AAAAY

Figura I.3

Oscilacién libre,

con amortiguamiento de uma
pendida de un resorte:

+ h g% + ky = 0;

=]
3
[ d Y

Y = y(t)

} 6 = o(t)

un circuito eléctrico con res
ductancia 1,

L

Rca:

ves (6)
istencia R, in

erie:

.o (7)

masa sus-~

.. (8)

Y60l
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E) Ecuacién de Laplace:

Q2
~
-]

328 228
—_— 4+ - + = 0
ax? ay2 z

86 = 0(x, vy, 2) ces (9)

L

~

a

Diversos fendmenos fisicos se presentan en el campo de la
ingenieria, &stos pueden ser modelados matemiticamente p?r
medio de las ecuaciones diferenciales.

Todas las ecuaciones diferenciales presentadas hasta ahdra,
a excepcidn de las ecuaciones (6) y (9), contienen solaménte
derivadas ordinarias, debido a que sus incégnitas son funcio
nes de una sola variable. A ecuaciones de este tipo se les”
llama ecuaciones diferenciales ordinarias.

Las ecuacicnes (6) y (9) contienen derivadas parciales Je
la variable dependiente, la cual es funcién de dos o mis va-
riables. Tcdas las ecuaciones de este tipo se conocen don
el nombre de ecuaciores diferenciales en dendivadas parcidles
o simplemente como ecuaciones diferenciales parciales.

NOTA: Un estudio m8s detallado de estas ecuacicnes se
presenta en el capitulo IV.

I.1.1 CONCEPTOS DE ORDEN Y GRADO

La forma general para representar a las ecuaciones difernen
ciales ordinarias es:

F(x, Y, Y', ¥'"'y o ¥ ) =0

donde "x" es la variable independiente, y = y(x) la variable

dependiente o incégnita y. y', y'', ..., y“ﬂ sus derivadas
ordinarias.

De los ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias dp-
dos anteriormente, se observa que en cada una de las ecua
ciones (4), (5), (6), (8) y (9) el orden midximo de las deri
vadas involucradas es dos, mientras que en las ecuaciones
(7) y (3), el orden miximo es uno. Las cinco primeras eclha
ciones citadas, se dice que son de segundo orden y las dos
Gltimas son de primer orden.

PR ECELPT ST i el . QY 550 ©nmii
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Definicién: Bl orden de una ecuacién diferencial es el
de la derivada de mayor orden que aparece rn dicha ecua-
cién,

\

Con el fin de establecer el concepto de grado en una ecua-
cidn diferencial ordinaria, considérese la $siguiente ecua-

cidn:
a 3 2
x(ax) (gg) +y = sdnx

I
Definicibn: Si una ecuacibn diferencial ordinaria de
orden "n" puede expresarse como un polinomio de grado
"k" en la enésima derivada, se dice que es|de grado "k"
siempre y cuando "k" sea finito. l

es de segundoiorden y primer grado, y la ecuacién:

¥.1.2 S$OLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL OBRDINARIA

La ecuacidn:

a’y ay)? _
at? +2(dx =1

g%
Xl »~

2 . 3 7
(B0) - o) -
es de segundo orden y segundo grado.

En el caso de que la ecuacidén diferencial no pueda ser ex-
presada como un polinomio de grado "k" en suiderivada de ma-
yor orden, entonces su grado no estd definide, tal es el ca-
so de la siguiente ecuacidn: i

e ) .
Y - xy' +y=0 -,

pefinicibn: La solucién de una ecuacibn diferencial

ordinaria, es una funcidn escalar de una varﬁable es-
calar independiente, que sustituida en dicha ecuacién,
la transforma en una identidad.

oulibli o i

i i v AR e 1 o/ IO B o LR

esta ecuacidén estd expresada como un polinomio de grado tres %
en su primera derivada, que es la derivada de mayor orden 3
que aparece en la ecuacidn; por ello se dice que es una ecua 3
cién diferencial ordinaria de primer orden 1 de tercer grado. 4

e R
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En el problema del mévil lanzado verticalmente, se obtuvo
como modelo matemdtico a la ecuacidn (3):

[

v

F&="9 =0

en donde la incégnita es la velocidad v = v(t). Para deter-
minar la velocidad a partir de la ecuacidén diferencial, |se
representa & &sta en forma diferencial:

dv = - gdt

Yy se integra en ambos miembros:

Jdv = - fgdt

N v - gt +c «e. (10)

donde "c" es una constante de integraci6n y por lo mismo’,
esencial y arbitraria.

Derivando la expresién (10) y sustituyéndola en la ecuadién
diferencial (3), se llega a la identidad:

esto es, la funcidn (10) satisface a la ecuacidén diferenclial
(3), y por consiguiente es su solucidn.

Como 1la velocidad es igual a la derivada del desplazamiento
con respecto al tiempo, esto es:

en el caso visto anteriormente, donde la velocidad estd dada
por v = - gt + ¢, se tiene:

= - gt + c

2o

en forma diferencial:

‘dy = (- gt + ¢c) 4t

integrando ambos miembros:

y=—%gt2+ct+d ... (11

en donde "¢" y "d" son constantes arbitrarias.

13
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-3

(i?stituyendo la-expresién (11) en la ecuacibén diferencial

2

wF=-o

que representa también el modelo matemitico |del problema, se
llega a la identidad:

-g=-g

€-c0 es, la funcidn (11) satisface a la ecuagién diferencial
(4), y por consiguiente es su solucibn.

Geométricamente la ecuacibém (10) representa una familia de
rectas paralelas entre si con pendiente igual a -g. L

Cada una de estas rectas corresponde a un valor diferente
de "c" y cada una de ellas satisface a la ecyacién diferen-
cial (3). )

I
El enunciado del problema indica que el mﬁvﬂl es lanzado 3
inicialmente con una velocidad v,, es decir en t=0, v = v,,

o bien v(0) = v,. Considerando esta condicidn en la solu-
cidn v = - gt + @3

vy = - g(0) + ¢

de donde ¢ = v,, por lo tanto, la solucidn dell problema que.
satisface la condicidn iricial es:

vE - gt + v, ' e (12)

la cual pertenece a la familia de rectas representada por -
la ecuacidén (10). (Véase figura 1.4).

»

S

V&

v3-gtevg

Y

Figura I.4

Dado que la solucién v = = gt + v,, fue obtenLda para el ca 4
so particular planteado, y por lo tanto ya no contlene a la g
constante arbitraria "c®, se le llama solucddn particulanr.
En cambio, la solucidn (10) que representa al conjunto de tg
das las soluciones particulares (una para cada valor de "c"),.d
de 1a ecuacidn diferencial (3), se llama solucibén general.



Obsérvese que la ecuacidn diferencial (3) es de primer or

den y que su solucién general contiene solamente una constan

te arbitraria.

La solucidn general de la ecuacién diferencial (4) es:

y---%-gt’-kct-kd

donde "c" y "d" son constantes arbitrarias. Esta solucién
Yepresenta a la familia de parfbolas mostradas en la figura

1.5. Cada par4bola es solucidn particular de la ecuaci
diferencial.

y2 - attevel

Figura I.5

En este problema, se establecen dos condiciones, en t = 0

S Ym0y oy =y,

considerando la primera condicibn en la ecuacién (11), se
tiene:

o.--g.qm)'u:(m +a

de donde 4 = 0,

Derivando la ecuacion (11):"
Y' =~ gt + ¢’

en donde, con la segunda condicidn:

Ve = « gl + c
$e tiene que ¢ = Vg Por lo tanto, la solucidn particular cg
rrespondiente es: . :
R | 2 v /
Y = 5 gt + v,t ] cee (13)

Como en el caso anterio¥, la solucién particular se obtuvqg
de la solucién general por medio de las condiciones del pra
blema; ademds se puede observar que la ecuacidén (11) es 13
solucidn general de una ecuacién diferencial de segundo or-
den y contiene dos constantes arbitrarias.

15
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\

Definicibn: La solucibn general de una ecuacidn dife-
rencial ordinaria de primer grado, es una funcibn de una
sola variable gue contiene un nfimero de constantes esen
ciales y arbitrarias igual al orden de la ecuacién dife

rencial, y que sustitulda en ella la transforma en una
identidad.

Las soluciones particulares no contienen anstantes arbitra
rias. Sin embargo, algunas ecuaciones diferenciales tienen
soluciones que, al igual que las particulares, no contienen
constantes esenciales y arbitrarias, pero con la caracteris-
tica de que no se obtienen de la solucidn general.

. e e

NOTA: Tales soluciones se llaman soluciones singulares
y no serén tratadas en estos apuntes. -

. ) I . g
Definicidn: Una solucibn particular de una\ecuacién di -
ferencial ordinaria de orden "n" y primer grado, es una
funcibn de una sola variable gue se obtiene de la solu-
cibn general, valuando sus constantes esenciales y arbi-
trarias y que sustituida en la ecuacién diferencial la
transforma en una identidad.

=TT

G

Bjemplo I.1
Dada la ecuacién diferencial: , o ?

y'' o~ 3y + 2y = 2x + 1

Determinar si cada una de las siguientes funciones es so

lucibn de la misma, y en caso afirmativo decir qué tipo
de solucidbn es:

3
&

a) y=ce+ x|
by y=-2 X+ x + 2
c) y=e ¥

Solucibn

: ' crs . X x
a) Si al sustituir la funcibn y = c,e¢ + ¢c,e!l” + x + 2
en la ecuacidn diferencial, la transforma|en una
identidad, entonces la funcibén si es solucgidn.

Derivando la funcibn propuesta:

X X
y' o= c,e® 4 2¢,e* 41

e ' g



Ty

e

A

(c

g.

-,

X 2
y'' =, + 4c,e’*

sustituyendo en la ecuacibn diferencial:

1

simplificando:

(e, -3¢, + 2cl)ex-+(402-6c2-+202)e2x-3 + 2x + 4 = 2x

o sea:
2x + 1 =2x + 1

por lo tanto, la funcibn propuesta es solucibén de la
ecuacidn diferencialy Como la solucibn tiene dos cons
tantes eserciales y arbitrarias y la ecuacién diferen
cial es de seqgundo orden y primer grado, se trata de
la solucibn general.

b) Derivando la funcién y = ~ 2¢¥ + x + 2:

X

y' = - 2¢” + 1

y" = - 2%

i

sustituyendo en la ecuacibén diferencial:
—2¢%- 3(- 28 + 1) +2 (-2 4+ x+2) =22+ 1

simplificando:
(-2 +6=-4)e*-3+2x+4 =2x+1

2x + 1 =2x + 1

por lo tanto,. la funcifn propuesta es solucibn de la
ecuacibn diferencial y como no contiene constantes
arbitrarias, se trata de una solucidn particular, ade
mis &sta se obtiene de la solucibn general haciendo ~
c; =-2yc, =0.

c) Derivando la funcibn y = e ¥

yl = e a—x

y" =¥

&+ 4c,e®™) - 3(c, e+ 2c,e? ¥ + 1) + 2(c, ¥ +c,e? X e x+2) = 2x

+

+

17
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sustituyendo en la ecuacisn diferencial:

e " -3 (- g~X) + 2e7X = 2y 4+

de donde:

6 ¢ ¥ 2x + 1

Por lo tanto, 1la funcién

Propuesta no es solucién de 1la ,i
ecuacién diferencial.

J

I.2 Ecuacion DIFERENCIAL LINEAL

Una funcién f(x,

Y) es lineal €n "y" si para
Se cumple:

Y =cy, +c,y,

3
£lx, ¢y, + c,y,) = Cif(x, y) + c,E(x, Y - ‘ '

Para una ecuacién diferencial, se tiene 1a siguiente definj
ci6n de linealidad.

< e TR b

Definicién: uyna ecuacibn diferencial ordinaria de or
den "n" expresada como F(x,

Yo ¥y', ..., yln =0es T1
neal, si y s8lo 81 F es una funcién lineal en la varia-~
ble dependiente Y en sus derivadas.

. k.. )

" Ejemplo 1.2
Para saber si 1a ecuacidn (8);
my" + hy' + ky = 0

es lineal en “y",

8e representa por medio de la
te funcién:

siguieg

Py, y'y vy = my" + hy' + ky = 0

la ecuacibn sers lineal si ge cumple:

F&x,0,9+ o,y,,0,y! + C.¥yr Oy} + eyl = €\ Fly, vy, v + S, F .Y, .95 ,v)

e R

sl s _—,
igad, o TR, . P .
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Verificando la linealidad de la ecuacibn:

F(x'clyl+c2y2' cly; +c2y;, cly'l'+czy;) =m (cly’l'+c2y:) +h (cly;+c2Y2') +
+k (clyl + czyz)

= ¢, {(my}] + hy} +ky,) + c,(my} + hy; +ky,)

= C F(x,y,, ¥1s ¥7) + C,F{X, y,, ¥}, ¥%)
por lo tanto, la ecuacién (8), es lineal.

Entonces, la ecuacidn:

da N
Jr ttsens =1

i :
es no lineal, dado que sen 6 es una funcibn de la variablle de
pendiente no lineal. En cambio, la ecuacidn:

+ 8 sen t = 1

Q-lQ-:
|

s es lineal, ya que la funcibn no lineal sen t es funcifn-
de la variable independiente.

Las siguientes ecuaciones son no lineales:

R » (y')? + y sen x = x
yy' + xy = 3x?

y" - 2y' = Lny

la primera por el término (y')?, la segunda por el producto
yy' v la tercera por la funcién Lny.

En general, la ecuacibn diferencial:

F(x,y,y',---,y(“)) =a°(x)y(n) + al(x)y(n-l) t...+a (x)y =0

es lineal en "y" y en sus derivadas. Por ello la expresidn
mas general de la ecuacidn diferencial lineal de orden "n"
es la siguiente:

ao(x)y(n)-+al(x)y(n-')+ s A Y+ a (x)y = 0(x)

y

19
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esta ecuacién lineal es de primer grado. En general, toda
ecuacibn diferencial lineal es de primer grado. Lo inverso
€s falso; no toda ecuacién diferencial de primer grado es
lineal. .

ey
b

f

a I.2.1 LA EcUACION DIFERENCIAL LINEAL DE PRIMER ORDEN

Con base en 1la definicidn de ecuacibn diferdncial ordina-
Tria lineal, descrita anteriormente y cuya forma general es:

el v RN

(n)

a, 0y +a y®) L, 3,00y = 0fx),  a (x) #o0

seé puede establecer la forma general de la echacién diferen
cial lineal de primer orden, con n = 1, esto es:

’

SRt

a, (x)

' = _Q(x) '
+ W Yy = W ¢ a, (x) ¥ 0
1
denominando:
_a;(x) ) = _8(x)
P(x) = —EfT;T y gi{x) = —E;TET
entonces:

Y' + P(x)y = q(x) - o Cees (14)

Toda ecuacién diferencial lineal de'primer orden, tiene la
forma expresada en 1a ecuacidn (14).

Para llegar a 1a definicién de 1a ecuacidén diferencial ho-
mogénea y no homogénea se ilustrari por medio del siguiente
ejemplo.

i ’ : Supongamos que un hombre aborda un bcce de motor en el mue
B lle para hacer una travesia. El1 hombre y su bo‘g pesan jun

directamente proporcional a la velocidad del bote, de tal
forma que cuando 1a velocidad de éste es de 15§ m/s, la re-
sistencia del agua es equivalente a una fuerza de 25 kg. Lo
que interesa es conocer la velocidad del bote durante su
trayectoria,

s




Figura I.6

de la segunda ley de Newton. La resultante F que act
bre el bote es la suma algebraica entre el empuje del

El modelo matemitico del problema se establece por mea
Yy la resistencia que presenta el agua; esto es:

F =120 - kv

Aplicando la segunda ley de Newton, se tiene:

120 - kv = ma

Como la aceleracién es la rapidez de cambio de velocidad

con respecto al tiempo, entonces:

_ dv
E 120_— kv = m It .

ademds, como el peso del hombre y del bote es de 981 kg
masa es:

m—i:
g

= 100

cuando v = 15 m/s, lairesistencia del agua es ae 25 kg,
lo tanto:

k(15) = 25 donde k=2—g-=%

sustituyendo los valores de "m" y "k" en la ecuacidn (15
se tiene:

io

a so
otor

b

(15)

su

por

s
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0 bien:

§¥+é%v=-§’- _ ... (16)

Comparando (16) y (14) se observa que la ecuacidn (16) es
una ecuacidn diferencial ordinaria lineal de primer orden

con P(t) = é% y q(t) = %}.

En cuanto al desplazamiento del bote se dist nguen dos ca-
sos:

. 1) El bote se desplaza por efecto de su motor.

2) El bote se desplaza por efecto de una fuerza impul
siva aplicada en el tiempo t = 0.

En el caso (1), la fuerza que mueve al bote actfia durante
todo el tiempo que dura el movimiento, es decir, existe una
excitacién permanente en el sistema. En el caso (2), 1a
fuerza que provoca el desplazamiento se aplica instantinea-
mente y descparece, es decir, no existe excitacidn permanen
te en el sistema.

El modelo correspondiente al caso (1) es precEsamente la
ecuacidén (16). En el caso (2), el movimiento lesti regido por
la segunda ley de Newton, esto es, 1la resultante F que actiia
sobre el bote, es tan solo la resistencia que presenta el
agua al movimiento, ya que no existe excitacidn permanente en
el sistema:

3

. . 1

. 4

F = - kv - 3
Y por la segunda ley de Newton:

- kv = ma

sustituyendo los valores de "k" y "m” obtenidos para el caso

- -%— v'= 100 a

como a = g%, entonces:

dv 1 -
a-€-+F°-v—0 coe (17)

Obsérvese que la Ginica diferencia entre las ecuaciones

(16) ¥ (17) es el miembro derecho de ambas, ya lque en 1la pri
mera, €ste es diferente de cero, y en la segunda es igual a
cero; ademds la primera representa un problema con excita-
cidn permanente y 1la segunda un problema donde 1a excitacién
no es permanente. Esto conduce a distinguirlasj 1lamindolas
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. ecuacdbn diferencial ondinaria Lineal no homogénea y ecual

:'integrando:

cibn difernenzial ondinania Lineal hemogénea.

En general toda ecuacidn diferencial ordinaria lineal de
forma:

(n)

+ al(x)y(n-l)

a, (x)y + ...+ an(x)y = q(x)

se llama no homogénea y aquéllas de la forma:

(n) (n—;)

a, (x)y +a,(x)y + ...+ an(x) y=20

son llamadas homogéneas:

Como las ecuaciones (16) y (17) difieren solamente en el
miembro derecho debido a la excitacibn, pero ambas corres-
ponden al mismo problema, obsérvese que a partir de la ecu
cidén (16), se obtiene la ecuacidn (17), simplemente elimi-

nando la excitacifn permanente en el sistema. Para distin-

guir este hecho a la ecuacién (17) se le 1lama ecuacibén d4
ferencial homogénea asociada a (16),

En general toda ecuacién ordinaria lineal de la forma:

ao(x)y(n) + al(x)y(n-l) + ... + ap(x)y = Q(x)

tiene asociada a ella una ecuacidn de la forma:

(n-1)

a,(x)y + ... + anlx)y =0

(n) +a, (x)y

la cual se conoce como eccuacifn homogénea asociada. e

1.2.2 RESOLUCION DE LA ECUACION HOMOGENEA DE PRIMER ORDEN

Toda ecuacibn diferencial lineal homogénea de primer orde
dy 0 -
.dx + P(x)y- 0 e (1

puede ser resuelta separando las variables e integrando, c
mo se muestra a continuacién:

= - P(x) dx

ol

j‘-’ylz - IP(x) dx

la

jo

B)
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- [ P(x)dx + c,

Lny =

o bien:

y = o /P(x)Ax + ¢,

y=c e-fP(x)dx
la funcidén (19) es la solucidn general de 1
génea (18).

Continuando con el
se analizari el caso
mente bajo el efecto de
t =0, cuyo modelo
homogénea (17):

problema planteado en ¢

matemdtico es la ecuac

dv

a—t-‘f'%\/:o

separando las variables:

dv _ _ 1
integrando ambos miembros:
Lnv + ¢; = - -1 t +c
1 60 2
o bien:
Lnv = - L t +c,y ; Cy = ¢
60 3 7 I 2

el antilogaritmo en ambos miembros es:

= g_'i%t."'ca

: c
donde ¢ = ¢~a,

en el que el bote se mueve exclusiva-
una fuerza impulsiva aplicada en

(19)9

a ecuacidén homo-

1 inciso I.2.1,

i6n diferencial

-c

e o i

%k

(20)

.o

La funcidn (20) es la solucidn general de 1

S5i la fuerza impulsiva aplicada al bote en
na una velocidad inicial de 5§ m/s, la soluci
problema se. obtiene de la solucidn general
constante arbitraria con la condicién inicia

v(0) = 5§

4 ecuacidn (17).

t =0, proporcio
6n particular del
(20), valuando la
1
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sustituyendo la velocidad en (20) para t = 0:

5=c ¢ wr (0
de donde:

c =5

por lo tanto, la solucién particular del problema que sa
face la condicidn inicial dada es: )

y su representacidn grifica es:

Av(t)

-1

) ' Figura I.7

I.2.3 RESOLUCION DE LA ECUACION NO HOMOGENEA DE PRIMER

Sea la ecuacidén lineal no homogénea (14):

g¥ + P(x)y = g(x) ‘ ‘

como ya se demostrd en el inciso anterior, la solucién g
ral de la ecuacidén homogénea asociada es la expresidn (1

= c e-IP(x)dx

T s e oomigmeamke o L L e At

tis-

(21)

ORDEN

ene-
9):

25
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la solucién de 1a ecuacidn (14) se forma a partir de 1la solu
c€ibn de 1a homogénea asociada, cambiando la constante arbi- r
traria "c" por una funcidn de 1a variable independiente g(x), 7
esto es: ’

Y = g(x) ¢ /P(x)ax

para que esta expresisén Sea solucidn de (14)
cer, por lo tanto para obtener 1a fy
la expresién anterior en 13 ecuacién
es: i

la debe satisfa
ncién g(x) se sustituye
diferencjial (14), esto

"_g(x)p(x)e-fP(x)dx_Fg%%§l e-fP(x)dx_Fp(x)g(x>e~IP(x)dx==q(x)

.

g simplificando y despejando la derivada de g(x

»A;i“,i.‘f~,:,v',,‘r}"“':t “A ST

8900) _ o (x) /P (%) dx

P

integrando:

Eb gix) = fq(x)efp(X)dxdx +c. . i

sustituyendo en 1la solucién propuesta:

]

’ 3
& ' ‘ y g(x)e_fP(X)dx I

]

y [fq'(x)efP(X)dxéx+c] o~ /P (x)dx

v

. . ]
vy =c e-fP(x)dx_Fe—fP(x)dx fq(x)efp(x)dxdx .

Esta expresién es 1a soiucién
rencial no homogénea (14). Como se observa, la’ solucidn
(22) esti formada POr la suma de 1a soluci6n general de 1a

ecuacidn diferencial homogénea asociada mis otro término, el
cual se investigari a continuacidn.

general de la ecuacién dife-

La solucidn (22) se puede Trepresentar como:
Y = Yo *yp
donde:

Yo = ¢ e-fP(x)dx

.. . - P : o
es la solucidn de 1a ecuacidén diferencial homogénea asocia- a‘
da, y:

¥p = e_jP(x)dqu(x)efP(x)dxdi
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~ sustituyendo la solucién propuesta (23) y su derivada en

' de donde:

es una solucién particular de la ecuacién no homogénea (14)
porque al sustituirla en &sta, la transforma en una identit
dad, y ademds no contiene constantes esenciales y arbitra-
rias.

En el inciso anterior, se resolvid el problema planteado
correspondiente al caso en el cual, el movimiento del bote
se debe exclusivamente a una velocidad inicial producida
por una fuerza impulsiva. Se resolverd ahora, el problema
correspondiente al caso en el cual el bote se desplaza por
la fuerza impulsora de su motor, y cuyo modelo matemitico
es la ecuacidén_lineal no homogénea (16):

dv 1 _ 6
st vVTw

A partir de la solucidn de la ecuacidn homogénea asociada
a (16):

1
v=ce ®st

se cambia la constante "c" por una funcibn de "t" y se repre
sentard con gl{t), con lo cual se obtiene:
-t -
vi(t) = g(t)e” &% cee (23)

esta funcidn se propone como solucibén de la ecuacién (16).
Derivando la ecuacién (23):

.. 1 -t | dg(t) -4t
T 6 g(t) e %0 + 3t e

(16) :

- L -
- 6_]'0_g(t) g-'cj?t+ g%(tt_)e_ 50t+ Gl-b-g(t) e ‘Elo‘t=.§_

' odg(t) _ 6 Lt
dt EN
integrando:

N T
fdg(t) = —g—-feﬁt dt

Aot
g(t) =c + 72 e &9

27
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esta funcién g(t) es 1a que permite que la solucidn propues

ta (23), sea efectivamente solucién de la ecuacidn (16), por
lo tanto: :

' 1
Vv = g(t) ¢~ st
/ 1
v =<c + 72 aﬁt>e'7‘"t

= i S . - :
’ V=oce ©o + 72 . ces (24)

es la sqlucién general de 1a ecuacidn no homogénea (16).

Como se puede observar de la solucién general (24), en el
lado derecho aparece la suma de dos términps, uno de esos =
términos es precisamente la solucién general de la ecuacifén E
diferencial homogénea asociada. Entonces, se representa a .
la solucién (24) de 1a siguiente forma:

v(t) = ve(t) + vp(t) . : g

donde: . 5§
P I %

velt) =c e 3¢t o {

es la solucién de la ecuacidn general homogénea asociada y:

= 7.
vp(t) 2

€S una solucidn particular de la ecuacién diferenc@él no ho- -
mogénea (16) ya que al sustituirla en dicha ecuacidn, ésta
se satisface.

o -l it

'
< .

I.2.4 EL OPERADOR DIFERENCIAL

En el problema del bote que se ha estado tfiabajando y cu
yo modelo es: . .
| 1

: _ 6
Vitg vz

o bien:

a 1 _ 6 .
FEVregg V=7

+
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recordando que é% = D, se tiene:

nv+3%v=% : .e. (25)

Ademds, el operador diferencial D es una transformacién
lineal, es decir:

D(£,(x) + £,(x)) = Df, (x) + Df, (x)

Deg(x) = abDg(x)

En general, cualquier operador de tipo Dn, n = 6,1,2,3 o ofe

es una transformacién lineal.

Se puede verificar que a,(x)D es también un operador lineal.

En general aa(x)Dn es un operador lineal.

Por otro lado, el dlgebra de transformaciones lineales,

fine que la suma de dos transformaciones lineales es tambilén
una transformacidén lineal; es decir, dados D2 y D se tiene

que D? + D es un operador lineal.

La ecuacibn (16) puede escribirse como:

(D + é% )v = {%

También puede expresarse en términos del desplazamiento 1:

es decir: .

2 1
ae2 *te0 ITX=FT
empleando el operador D, se tiene:

2 1 px= .8
Dx + 60 Dx 5

o bien:

2 1 _i . - :
<D +—63D>x-— 5 v oa (26

En general, ecuaciones diferenciales lineales de mayor ox
den pueden ser representadas de manera similar, como se ob
serva en la siguiente ecuacidn:

y''' + 3y'' + 2y = sen x ; Yy = y(x)

su representacidn ep términos del operador D es:

]
x",

29
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»

(D* + 3D% + 2)y = sen x

En las ecuaciones (25), (26) y (27), ‘el gperador que actia 4
sobre la variable dependiente tiene 1a apariencia de una ex-#
presién polinomial en p con coeficientes constantes, por lo
que se puede representar como P(D). A €ste operador

llana operador polinomial .

La siguiente ecuacién:

1

)n-_ = .
Y'r -y 4y =0;

X

expresada en términos del operador D, queda:

xD? + Lp 4 )y

en donde:

P(D)=x‘D2+—i-D+1

En general, una ecuacién diferencial lineall no hopogénea de

orden "n", se puede escribir como:

)

(n-1)

.u,,(x)y(n +a, (x)y

o bien:
El,(x)Drl + l,(x)Dn" + ... +an(x):| y =
donde:
n n-1l
P(D) = a, (x)D" + a, (x)D + ...+ an(x)

la ecuacibn diferencial queda representada s

P(D)y = Q(x)

Definicibn: E1 operador lineal P (D) ser§ 11
rnadon difenencial Lineal de orden "n" en el j§

X € [a,b] 8l puede expresarse en la forma:
P(D) =a, (x)D" +a, (x)D™! + ... 4 a (x); a(x)

donde los coeficientes a,(x), a (x),.,., an(x
ciones continuas en dicho intervalo.

Y

+ he. + an(x)y * Q(x)

LA e

Q(x)

W At

implemente como:
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Al verificar que cualquier operador diferencial de la for-
ma (28) es lineal, se tiene:

"Sean ¥Y1(x), y,(x) dos funciones diferenciables de orden
n":

L SR e

T
.

P(D) [y, (x) +y,(x)]= &, 0% +a, ()0 4 ... +:.=1n'(x)j[yl (x) +
+ yz'(x) j =
= a, (x)p" [yl(x)-o-yz(x):]-o-al(:;)on’l Ly, (x) + y, () ]+ ... #
+a (x) [y, (x) +y,(x)]

= [a, 00" y,(x) + ... + a (x)y, () J+ Ca, (x)D%, (x) + |... +

+a (x)y, (x)]

= P(D)y, (x) + P(D)y, (x)

’

n-1

~N
.

P(D)ay, (x) = [a,(x)D" + a, (x)D +..o+a (x)] [ay, (x)]

= a, (x)D" [ay, (x)] + a, )0 [ay, () +... + a, (x) [ay, (x)]]

, 3xmw,,ﬁ.1
R PN s g

= aao(x)Dnyl(x) + aal(x)Dn-‘y,(x) * ... 4 0a (x)y, (x)

= aP(D)y, (x) /

&
k

por lo tanto el opérador diférencial es lineal.

I.3 LA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL GENERAL

I.3.1' SOLUCION GENERAL DE LA ECUACION HOMOGENEA

TEOREMA I.1
Sea la ecuacifn diferencial lineal homogénea de orden "n":

n-1

Capgx)p™ + a, x)D"" " 4 ... +a,(x) ] y=0

Yy -sean y;(x), Y, (%), ... yn(x), "n" soluciones linealmente
independientes ée la ecuacibén, entonces: , ?

Y(X) =y, (X) + ey, (x) + ... + cpy (x)

es la solucifn general de dicha ecuacién.
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Demostracién:

Sustituyendo la solucidn pPropuesta en la ecuacién diferen-

cial:

n n-1
(a,D” + a,D + ... +an)(C1Y1+

operando:

‘ n-1
aoDn(clyx tey, +... toy ) +a D ey, +cy, +.

+ a, ey, +C, Y, + ... +cyn) =0

de donde:

cl(aODn + aan-1 e tady # cz(aODn + aan—

n -
+ cn&%Dn +abD +...+ %ﬂyn =

como y,, y,, ... Y, son soluciones de la ecu

se tiene:

n n-1 =
(a,D" + a,D + ee. + an)yl =0
n n-1!
(a,D" + a,D + .. + an)yz’= 0
.n n-1 -
(a,D" + a,p + L. + an)yn =0
por lo tanto:
c,(0) + c,(0) + ... + cn(O) =0
0=0

Coy* ...+ cnyn) =0

1

0

+

we + C + ...+
; )

con esto queda demostrado que Y = C1¥, +Coy, + ool +ocpy,

es solucién de la ecuaciédn diferencial homogédnea. Ademis,
€s la solucién general, porque cualquier solucidén particu-

lar de la ecuacién, puede obtenerse a partir

Ejemplo 1.3

Dada la ecuacibn:

b chaenniiisdiigiabis. .l R

de ella.

A SR PR T s




et

'ﬁy dos soluciones dé ella:

Yy, =x+3

v, = % (x? - 4x + 6)

determinar la solucifn general.

Por el teorema I.1, se ve que para esta ecuacifn de se
gundo orden, se necesitan dos soluciones linealmente in
dependientes.

Una condicifn suficibnte para que un conjunto de "n"
funciones sea linealmente independiente, es que el
wronskiano de las mismas sea diferente de cero.

En este caso, y,, y, estén definidas para toda x ¢ R.
Determinandc el valor del wronskiano para Y, Y Y,¢

X

x + 3 e (x® - 4x + 6)
Wiy, ,y,) =
. 1 eX(2x - 4) + X(x? - 4x + 6)
. X + 3 eX(x? - 4x + 6)
1 eX(x? - 2x + 2)

5 = M(x+3) (x2 - 2x + 2) - ¢X(x? - 4x + 6) = T
h Wiy,, y,) # 0, ¥ x#0

; Por lo tanto y, =x + 3 y y, = eX(x? - 4x + 6) son

#. linealmente independientes y en consecuencia:

i

¥

% y(x) = c,(x + 3) + czex(x2 - 4x + 6)

g

e g e

es la solucibn general de la ecuacibén propuesta.

!

Ejemplo I.4

Sea la ecuacibn:

y'" + (tg x = 2 cot x)y* =0

33




Y 408 soluciones de ella:
Y,:(x) = gen?® x
1
Y,(x) = gen x - 3§ sen 3x

Para formar 1la solucibn general con estas ;olucibnes,

habrd que demostrar que y,(x) y y,(x) son linealmente
independientes, '

Para determinar la independencia lineal de Y, Y Y, se
utilizar§, en lugar del wronskiano, la definicién de
funciones linealmente independientes

La combinaci&n lineal de Y, ¥ ¥, 1gualada 4 cero es:

1

CIYI(X) + czyz(x) =0

considerando c, ¥0

se tiene:
C,y, (x) €, (sen? |x)
Y, G sen X--3 sen 3x
como sen 3Ix = sen (2x + x) = 3 cos? X sen x - sen? x,
se tiene:
c,sen? x c,sen? x c
C2=— E S—TL=
1-cos? x4l sen? x sen? x + L. sen? x ' ‘
3 3 3
3 o .
ST G ' '

POr lo tanto existen escalares €, Y ©; diferentes de ce
ro tales que:

c,y,(x) + c,y,(x) =0

donde y, vy Y, son linealmente dependientes, Y con ellas
no se puede “formar 1la solucibn general de la ecuacién
diferencial dada.

I.3.2 soLucion GENERAL DE 1A !CUACION NO- HOMOGENEA

La solucién general de una ecuacién no homogénLa se puede
establecer en el teorema I.3, que se estudiarid mis adelante.
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TEOREMA I.2 '

Si y,(x) y y,(x) son dos soluciones de la ecuacibén diferpn
cial lineal no homogénea: . -

p(D)Y(x) = q(x) ' ov. (2D)

entonces la diferencia y,(x) - y,(x) es solucidn de la ecpa
cidén homogénea asociada a (29). -

e R

ks oL

Demostracién:
Je

Como y, (x) y y,(x) son soluciones de 14 ecuacibn no homdg
nea, se tierne: T

P}y, (x) = q(x)
P(D})y, {x) = q(x)
restando:

P(D)y,(x) = P(D)y, (x) = q(x) - qix) -
P(D) [y‘(x) - yz(x)] =0 oo (30)

con 1o cual gueda demostrado que y, (x) ~ y, (x) es solucién
de la ecuacidon homogénea asociada a (29). .

Este teorema intervienhe en la demostracién del teorema 1.3,
el cual es muy importante para establecer la forma de la'so-
lucién general de una ecuacifn diferencial lineal no homogé -
nea.

TEOREMA 1.3

Cualquier solucién de una ecuacién lineal no homogénea de
orden "n":

P(D)y(x) = q(x)

puede expresarse COmMO:
~

y(x)==yp(x) +c,y, () + c,y,(x) +... + ¢y (x) ... (1)

donde y, (x), Yo )y oeuy yn(x) son "n" soluciones linealmen
te independientes de la ecuacién homogénea asociada, y
yp(x) es una solucién de la ecuacibén no homogénea. AL

.
R s S ) WU DR SR v S SN e e

35




36
Demostracién:

Como yix) vy yp(x) son soluciones de la ecuacidn lineal no

homogénea, entonces, con base en el teoremb 1.2, la diferen-

cia y(x) - yp{(x) es solucidn de la ecuacién homogénea asocia
da, esto es: i Sl

P(D) [y(x) = yé(x)] =0
pero de (31): "

Y(x)-yp(x) =c,y,(X) + c,y, (x)+... '+ cnyn(x) e (32fi

entonces:
PO) [c,y,(x) + ¢,y,(x) + ... +cy (0] =0

con lo cual queda demostrado el teorema.

En el teorema I.3, la combinaci6én lineal de las soluciones
Y, (x), y,(x), ..., yn(x) es la solucidn general de la ecua-
cién homdgénea asociada, y se representa con yy (x):

Yp(x) = ¢y, (x) + ey, (x) + ... + cnyn(x) - aee (33)

Al demostrar que la expresidén (31) representa la forma de 4
cualquier solucién de la ecuacidn lineal no homogénea de or-
den "n", significa que es precisamente la forma de la solu-
cién general, la cual se puede representar como:

RS i £

y(x) = yo(x) + ypix) k oo (30)

A la solucién Yo (%) se le llama sclucidn homogénea o sofu
cibn complementagia. -

La secuencia para obtener la solucién geneya\ de una ecua- g‘
cién lineal no hnmogénea se describe a continuacidn: M

A. Encontrar la solucién general y.(x) de lbB ecuacifn ho- ¥
mogénea asociada P(D)y = O. ot

B. Encontrar una solucién particular. Varié¢s autores con
cuerdan en que se puede prestar a confusidn el utili-
zar el término solucifn particular para referirse a y_, .
ya que puede aludir a una solucidén que satisfaga condi-.
ciones iniciales preestablecidas. Estrictamente Yp es’!
una solucidn cualquiera de P(D)y = g{x).

VC._‘Sumar las soluciones Yp ¥ Y¢ obtenidas.

i
&M

|
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El término g(x) puede ser complicado; sin embargo, en el
¢aso de que se represente como una suma finita de funciones
- mds simples, se puede aprovechar la linealidad del problema,
.~ Y entonces resolver la ecuacién mediante la solucién de ga-
‘. s0s mids simples:
°.'Sea por -ejemplo una ecuacién en donde q(x) = q,(x) + q, (x) :

P(D)y = q(x) = q,{x) + q, (x) Lo. (35) L,

. obteniendo a solucién particular Yp (x) de la ecuacién:
a 1

P(D)y = q, (x)

; y también la solucién particular Yp (x) de la ecuacién:
o ’ 2

P(D)y = q, (x)

entonces yp(x) = yp (x) + yp (x) es la solucién particular
de (35). Esta conciusién sezpuede comprobar de la sigui&n-

te forma:
P(D)ypl = q, (x)
Yy . =
. P(D)Ypz =q,(x)
sumando:
5: P(D)(ypl + ypz) =4q,x) +q,(x) = q(x)

- por lo tanto yp + yp
© cién (35). ! 2

es la solucidn particular de la etua

[N

El principio que se aplicé para resolver el caso descritg
es conocido como principio de superposicidn y es de gran uti
lidad en matemidticas.

£-o
-+
|

Finalmente, la forma de la solucidn general representadaien
(34), es la generalizacién de 1lo que se determind en el caso
de las ecuac:ones diferenciales lineales no homogéneas de |pri
mer orden.

LRI o

.1.3.3 EL PROBLEMA DE VALORES INICIALES Y DE VALORES EN LA
FRONTERA

Eﬂ. Sea la ecuacibn lineal planteada en el ejemplo I.3:

W

i e
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o

xy'" - (x+3) +y

y dos soluciones de ella:

y,(x} =x + 3

Y, (x) = ¢®(x? - 4x + 6)

como las dos soluciones son linealmente independientes, la
solucidén general de la ecuacién diferencial es:

yi{x) =c, (x + 3) + c,e"(x2 ~ 4x + st cee (37)

o BN

Para obtener una solucifn particular de lalecuacién diferen
cial, es necesario valuar las constantes que aparecen en la
solucién general; el niimero de ellas nos hace pensar en esta
blecer dos ecuaciones algebraicas cuyas incdgnitas sean 1las
constantes c; y c,.

R, e

Si por ejemplo, para la ecuacidn (36) se pide determinar 1a
solucifn que satisface las condiciones:

yl) =0 ; " y'(1) =1

gor medio de &stas y de la solucidn general |se pueden esta-
lecer las dos ecuaciones requeridas.  La primera condicidn
se sustituye en la expresidn (37) con el siguiente resulta-
do:

Wi SRRl R REAR L)oo BRI

0 = d4c; + 3eg, : ... (38)

para sustituir la segunda condicién es necesario derivar la
solucidn general, esto es:

y'(x) =c + czex(xz - 2% + 2) g

en la expresidn anterior se sustituye la condicién y'(1) = 1
con el siguiente resultado:

1 =c¢ + ec, ... (39)

Resolviendo para c, y ¢, el sistema de ecua¢iones algebrai-
cas formado por (38) y (39), se tiene:

c, = =3
o, = A
2 3

Entonces la solucidn particular que satisfade las condicio- &
nes dadas es: §

y (x) a—:— eX(x? - 4x + 6) = 3(3 + x)




1
5

s o o

? ra el mismo valer x, de la variable independiente, es por
¥ to que se les llama condiciones iniciales. .
4

Para obtener la solucién particular de una ecuacién diferen
cial de primer orden es necesario contar con una condicidn.
En el presente caso, dado que la ecuacién diferencial es . de
segundo orden, se requiere de dos condiciones.

Si se quiere obtener una solucidn particular de una ecuacién
diferencial de orden "n", entonces como la solucidén genergal
contiene "n" constantes arbitrarias, el problema se reduce a
determinar 1os valores de dichas constantes. : r

‘Los valores de las constantes se pueden asignar arbitrarfa-
mente, pero si la solucidn particular buscada debe satisfa-
cer determinadas conddiciones iniciales del problema, enton-
ces para determinar las "np" constantes, se requieren "n" con
diciones. T

Un problema de condiciones iniciales modelado por una ecua-
cibn diferencial de primer orden, queda representado de la
siguiente forma:

+

y' = £(x,y)
;

Yix,) =y,
si el modeln es una ecuacién de segundo orden su representa-
cidn es: "

y'' = flx,y,y")

N y{xy) =y,
y'(xg) =y,

Yy en general, si el modelo del problema de condiciones ini-
ciales es una ecuacién diferencial de orden "n", su represen
tacién es:

y(n) = f(x:y'y’ vy y(n_l))
y (%) = Y,

y'(x,) = ¥o.

y(n—l)(xo) = yén—l)

En todos los casos las condiciones impuestas estdn dadas Ha
es

Considerando nuevamente como ejemplo la ecuaci6n diferencijal
(36), pero ahora se determinard la soluciédn particular que sa
tisface las condiciones:

]
=}

y (1)
y(2)

il
-

o T ke dila s we o
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Dado que la solucidn general de (36) contliene dos constantes
arbitrarias, la solucidn particular correspondiente se obtie
ne valuando dichas constantes esenciales. .

Sustituyendo en 1la solucidn general:

Y(x) = cp(x + 3) + c,e®(x? - 4x '+ 6)

N

las dos condiciones dadas, se tiene, con 1% primera y (1) =

0 = d4c, + 3ec, +-. (40)
con la segunda, y(2) = 1:
1= 5¢c, + 2%, ee. (41)

Resolviendo para ci Y ¢, el sistema de ecuaciones (40) y
(41} se tiene:

c =
S L A T

€2 = 75, = 8.

por lo tanto la solucién buscada es:

3
8
g

X
‘Y"‘)=—rrf—se—(x+3>‘wf—f—m‘xz'4"*6"

Se observa que también en este caso se requiere de dos con-
diciones para establecer la solucidn particular, pero que a

diferencia de las condiciones usadas en el primer caso, és- i
tas estdn dadas para dos “valores diferentes de la variable ?
independiente: ¥

En las aplicaciones, estos dos valores representan los ex-~
tremos del problema en estudio Y por tal razbn se les cono-
C€e como puntos grontera; de ahi que los valores que adopta
la variable dependiente en dichos extremos SE conozcan con
el nombre de valores en fa grontera o condicfones de jronte
na. Para el caso en cuestidén, las condiciones de frontera™
son:

Yy =0 y  y(2) =1

En realidad, el término condiciones de frontera es mds ge- 3
neral, ya que si bien es cierto que la variable dependientel
es la incdégnita, esto no quiere decir que siempre sea posi-
ble medir su valor en los puntos frontera, por tal motivo,
en algunas ocasiones resulta mis facil conocer 1la primera
derivada de la variable dependiente, de modo que las condi-
ciones de frontera pueden ser los valores de &ésta en los
puntos frontera. Asi para este caso, unas nuevas condicio--
nes de frontera pueden ser por ejemplo: ;
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y'(1) =1 H y'(2) = ¢

Y

En general un valor en la frontera es el valor que adopt:
en dicho punto la variable dependiente y/o sus derivadas.

Las condiciones. en un problema, ya sean iniciales-o de fron
tera, permiten evaluar las constantes esenciales y arbitya-

rias de la solucidn general.

'

|()
H

I.4 RESOLUCION CE LA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE COEFI
ENTES CoNSTTES

En el inciso 1.2,3, de este capitulo, se determind que la
ecuacidn diferencial lineal de primer orden:

y'.+ p(x)y = q(xj

tiene como solucidén general a la funcidn:

y = e-fp(x)dx [ q(x)e./'p(x)dx + c:] ;

la cual fue obtenida siguiendo un método analitico 1llamad
variacdifn de pardmetros. Para el caso de ecuaciones dife
renciales lineales de orden "n", existe una teoria general
para determinar su solucidn.

[o]

En los incisos siguientes, I1.4.1, 1.4.2 y 1.4.3, se estuf
diardn este, tipo de ecuaciones y en especial el caso en
que los coeficientes son constantes. Esto se representa
frecuentemente en ingenieria y de ahi la importancia de es
tudiarlo con mayor detalle.

I.4.1 RESOLUCION DE LA ECUACION HOMDGENEA

Sea la siguiente ecuacidn diferencial lineal homogénea de
segundo orden y coeficientes constantes:

y'' + ay' + by.= 0 o ces (42)

La solucién general de esta ecuacidn es de la forma:

yx) = ¢y, (%) + c,y, (x)

donde y, (x) y y,(x) son soluciones de la ecuacién (42) 1i
nealmente independientes.

41
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Con el objeto de obtener las soluciones Y,(x) yy (x), se
harji referencia, rimero a 13 siguiente ecuacién diferen-

cial de Primer orden:

Y

Como se observa, 13 Solucién de 1a ecuacién‘diferencial li-

neal de primer orden homogénea con coeficienit

€S constantes

es de tipo éxponencial. Este tipo de solucipn también se

Presenta en 1a €cuacidn de Segundo orden,

Si y(x) = elx €S solucién de (42); e€ntonces! debe satisfa-
cer a dicha ecuacién, Sustituyendo en ella sge tiene:

O+ ax 4+ p)e?x o g

Ya que ¢Ax # 0, entonces esta ecuacidén solamente se satisfa

ce si:

A2+al+b=0

por lo tanto y(x) = ¢*X €5 solucién de 1a ecua
cial lineal y'" o+ oay'r 4 by = 0, si i es soluc
cidn:

A2 4 aa 4 b=y

La ecuacidn {43) tiene dos soluciones:

A, s A,

;

con ellas se obtienen 1as dos soluciones de la

Y,(x) = ellx Ty, (%) = CA,x

las cuales son linealmente independientes si A

Por 1o fanto, la solucién general de la ecuac
yix) = clzklx + czelzx
siempre y cuando A A A,.

En general, dada la ecuacién lineal homogénea

y(n) +'a

ly(n-!)

+... + any =0

o0 (43)

cifn diferen-
[i6n de 1a ecua

NERW

’

iBn (42) es:

de orden "

s (44)

ecuacién (42):

L
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donde a a, «ees Ay son ‘constantes reales, la funcién

12 T2

A - .
y=¢e¢ =, donde X es en general un niimero complejo, es una so-
lucidén de ella si se cumple que:

1 AX o

(" + a, 0"+ ..+ a)) e"" = i oeee (45)

aplicando el operador a la funcién exx, la ecuacidn qued

n

(" o+ a,x“" + o+ ag) Moo ... (16)

Ax . . .
Dado que e es siempre diferente de cero, se tiene que:

n n-1 .
AT+ a +\... +a, = 0 woe (47)

de 1o anterijor, se concluye que y = X es solucidn de 1
ecuacién  (44), si A es una raiz de la ecuacién 47. !

La ecuacién (47) se conoce como ecuacién caaactenidticalde
la ecuacibén diferencial (44). Obsérvese el miembro izquier-
do de la ecuacidn caracteristica, se puede formar a partir
del polinomio P(D), simplemente cambiando D por A por 1
tanto la ecuacidn caracteristica es P(A) = 0. La ecuaci
(47) tiene "n" raices; con &stas se forman las "n" funci

n
nes:

elax Ghax o Anx

cada una de las cuales es solucibn de la ecuacién (44).

Por el teorema fundamental del dlgebra, la ecuacifn (46
puede factorizarse quedando representada de la siguiente
forma:

=AM =3) wee A = ame** =0

donde X, X,, ... An son las "n" raices de (47).

De manera andloga, la ecuacifn (45), puede expresarse e
forma factorizada:

(D= 30 = 1,) ... (D=2n)e*™ =0 ... Us)

Esta factorizacibn del operador diferencial con coefici;&-
tes constantes seri de suma utilidad posteriormente, de
mento sirve para establecer que cada una de las solucionels

c,exlx, c,exzx, ooy cnexnx de la ecuacién diferencial (44),

es a su vez solucidn general de la ecuacidn diferencial de
primer orden que resulta de aplicar a una funcién "y" el fac

tor (D - i) correspondiente , es decir y = ciexix es solu-

cién general de la ecuacién diferencial (D - Ay)y = O, para
i=1,2, ..., n.
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Por Gltimo, las raices de 1a ecuacidn caracteristica pueden 7
ser reales o complejas, diferentes € iguales. En cada caso,
la estructura de 1a solucidn general tiene una forma caracte 4
ristica. A continuacién se analiza en detalle cada uno de :
estos casos.

'

CASO A. RAICES REALES DISTINTAS

Si las raices A Aps vy An de la ecuacidn caracteristi-
€a son "n" nilimeros reales distintos entre si, entonces

, vy X son "n" diferentes soluciones de (44).
Ademds se demuestra (calculando el wronskiano correspondien-
te o a través de 1a ecuacién de dependencia‘lineal) que es-
tas "n" soluciones son linealmente independientes, de manera
que con base en el teorema I.1, la solucién general de (44)

A

Anx
Yy =ce 1% 4 e n

Aax p s cne

Ejemplo I.5

Para determinar la solucibn general de la siguiente ecua
cibn:

y'rr - y'' o~ 2y| =‘0

Sé representa &sta en té&rminos del operador diferen-
cial:

et osn vl

v

(D® - p? - 2p)y

[]
o

la ecuacidn caracterfistica es:
Al-ataoa =0
o bien, en forma féctorizgda:
| X(h o+ 1)(1’- 2) =0

de donde:

por lo tanto, la solucisn general de la ecuacibn es:

Y=c +ce*tce
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CASO B. RAICES REALES REPETIDAS

En el énélisis de este
el cédlculo de 1a derivad
exponencial e-Ax

de no interrumpir
se demostrarf que:

€aso se hace uso de 1a
a k-ésima del producto

Por alguna otra funcién u(x),

pRe A%y o M p - vk

La demostracidn

ducto de funciones, esto es:
D™ .y = M p - Au
D? eMeya oA Xpz | 5p Au=e X (p a2y
pRe Ax., o M p ¥y
En el caso de ﬁue una de las raices de la ecuacibn caracte-
ristica (Al) sea de multiplicidad "k", dicha ecuacidn tiene
la forma:
k : Ax
(D -7 =-12,) ... (D - Ap-gs+ e = 0

Como se sefiald anteriormente,
€S una combinacién lineal
nes diferenciales, generadas a

partir de cada uno de los fac

tores en que se descompone el ‘operador diferencial P(D). En
este caso tales ecuaciones son:

(D - aky =9

(D - Ay =0

(D - An-k+,)Y =0
asi que la 'sclucidn general buscada estd dada por:

Yy = u{x) + ck+lexzx + ...+ cnexn'k+‘x ' «eo (50)

A

‘X Ano X
donde ¢ 2t L., c e’n k+1

k+:¢ son las soluciones genera-
les de las ecuaciones de primer orden:

(D - Az)y =0, ..., (D~ An_k_l)y =0,

u(x) es la soluciédn
"k " :

respectivamente y
general de la ecuacidn lineal de orden

f6rmula para
de la funcién -

Con oquto
posteriormente el desarrollo matemitico,

(49)

consiste en derivar sucesivamente el pro-

la solucién general de (44)
de las soluciones de las ecuacio-

FORFFRENCESET IS S T [ I Y

ikl
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D-)%u =0 e (51)

El problema se reduce a
tisface a 1a ecuacidn (51). Multiplicando
dicha ecuacién por ¢ *1%,

¢-A‘¥(D - A;)ku = 0

1)

esta ecuacién puede escribirse de la forma:

Dkenxlxou = 0

y bastari con integrar sucesivamente esta eéuacién para ob-
tener la funcidn u(x):

pRTrehx,y, c,

D" "e M1Teu = ¢ x + ¢,

see |+ Cray

cer Fogix + o

despejando u:

u = (c,x¥°% 4 QX k-1 X + ¢y ) eM1X

sustituyendo "u” en. 1a expresibn (50) se obtidne:

y = (o, x4 e,y L, CpayX + %k)exlx +

Ax —k+.,X
* x4 272% 4+ L.+ cpetn-k+)

que es la solucibn general de la ecuacién difeLenciaI lineal .
homogénea (44), en el caso de que una de las raices (i,) de

la ecuacién caracteristica sea de multiplicidad "k».

i 1la
ecuacibn caracteristica tiene raices mGltiples,

Ejemplo I.é6 3

Sea la ecuaci6bn difereqcial:

yllﬂ - 4y’ - 3y' + lsy =0

i

determinar esta funcidn u(x) que sa
mbos miembros de

s

g TR
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v donde k, ¥ k, son constantes arbitrarias.

La ecuacién caracterfistica correspondiente es:
: A - 4% - 3% + 18 =0, "

cuyas rafces son:

= = - A

A=A, =3, A, = -2 )"

por lo tanto, la solucibén general de la ecuacibébn dife-
rencial es:

Yy = (e1x + cy)e3% 4 cye~2X

=

Ejemplo I.7
Dada la ecuaci8n diferencial:
(D* + 2Dp° - 2D? - D¥)y = ¢

Para obtener la solucién general, se establece primero
la ecuacién caracterfstica:

A+ 2A% - 22 - a2 = 9,

las rafces son:

con estas rafces, la solucién general es:
Y= (% +c,)e’™ + ¢ eX + ¢o,x? + cgx + c)eX

O sea:

\ x 2 -
Y=o, x+c, +c,e" + (ex® +c,x+ ¢,)e

(2
'CASO C. RAICES COMPLEJAS

§i'alguna de las rafces de la ecuacién caracteristica (47)
es el nfimero complejo a + bi, entonces el complejo conjugado-
a - bi serd también raifz de acuerdo con la teorfa de ecuacjo
nes polinomiales. La parte de la solucidn general de (44)
correspondiente a este par de raices es:

kle(a+bi)x+ kze(a-bi)x eo. (52)

X '

47
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Sin embargo, es conveniente expresar las §oldciones mencio
nadas en términos de funciones reales. La teoria de varia~

ble compleja nos proporciona el medio para Jlograrlo, utilji-
zando la férmula de Euler:

K N eii e= cos 6 + igen ¢

La expresién (52) puede escribirse, empleando esta férmu-

- la: .
% kl(,_(a+bJ.)x . kz(,_(a-bi)x,= kle_axebix . k2(,_axe—bix
; . ~
0 - eax(klebix . kze-blx) k.
= 3% [:kl(cos bx + isen bx) '%
+ k,(cos bx - isen bx) 7] g
ax , 3
= e[ (k, + k,)cosbx + 1(kl—k2)senbxj 'g
= eax (clcos bx + C,sen bx)
donde: o

R N YT

Cr=ki+k, y ¢ =ik, - k)

Por otra parte, cualquier raiz compleja a + bi de 1a ecua-
€idn caracteristica puede tener una multiplicidad "k"; 1o
que implica 1la existencia de la raiz conjugada a - bi, tam-
bién con multiplicidad "kv», En este caso 1a solucidn gene- .
ral de la ecuacién diferencial incluye 2k términos lineal- i'
mente independientes, los Cuales, combinando los resultados
de los casos A y B) Presentan la estructura siguiente:

- -1
E(cl tCux +oeyx? o+, ckxk )sen bx

-1
(O, + g ,x + CppXi+ ... +c2kxk )coF bx ]

Ejemplo I.8

Dada la ecuacisn diferencial:

yv|v+y|| + 4y + 4y = ¢

la ecuacién caracteristica correspondiente es:

A°+A2+4x+4=0

Y sus ralces son:

DI k., SRCR TN




Ay = 2i =0 % 2§

>
il

=21 =0 - 2i

por lo tanto, la solucibn general es:

—-X . (]
Yy = ¢¢ " +' (c,sen2x + c,cos 2x) "X

O sea:

y = cle—x + c,sen 2x + c,cos 2x
Ejemplo I.9 -
Dada la ecuacibn:

(D® - 9D* + 34D® -~ 66D + 65D - 25)y = 0
la ecuacidn caracteristica es:

A% - 92% 4 3423 - 6612 + 651 ~ 25 = 0

factorizando:

L]

(A - 1)(A% - 4% +5)2 =9

~

sus rafces son:

A=l Ay=dy,=2+d, A=A, =2-i

por lo que la solucidn general de la ecuacién diferen-
cial es: .

x .
Y =cye” + [[(c, + cyx)senx + (e, + cgx)cos xJe?*

I.4.2 EL METODO DE COEFICIENTES IﬁDETERHINADOS

En el inciso anterior se estudid la resolucidén de 1las ecuya
ciones diferenciales lineales homogéneas de coeficientes
constantes. En el presente inciso se estudiari un método u-
tilizado para obtener la solucidn particular de una ecuacién
diferencial no homogénea.

Sea la ecuacidn diferencial lineal de coeficientes consth
tes: ,

y"+2y'+y=2x+3 . oo (L:’)

N [ O, OO PP Ty S bl B Y L =
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Para determinar su solucidn

eneral, se procederq a trans
formarla en una ecuacién diferencial homogénea.

Para esto

se deberi anular el miembro derecho de la ecuacidn (53).
En términos del operador diferencial, la ecuacidn queda re

presentada como:
(D #+ 20' + Y)y = 2x + 3
aplicando en ambos miembros el operador D?:
. p¥(D? + 2D + 1)y = 0
o sea:

y("V) + 2y' +y'' =0

€

la ecuacidn diferencial resultd de cuarto orden y su solu-

cidn general es:

-X -X
Y(x) = ¢ e 7 + c,xe " + cyx + ¢,

ademis, 1a solucibn de la ecuacidn diferencial homogénea aso

ciada a (53) ‘es:

~X -x
yc(x) =c, & " + c,xe <. (55)
la solucién general de (53) es de ta forma:
Yy =y, + ¥P ces (58)
sustituyendo las soluciones (54) y (55) en (56):
|
c,e r +cxe ™ vex o, =c e X oyxe ™ 4 Yp
de donde:
Yg = G4 * c, -e. (57)
€3 ¥ ¢, son ccnstantes a las que se denomind coeficientes .
de la dolucibn parnticulan Yp- 1
¢y y ¢, deben de tener un valor tal que y_ s tisfaga a la
efuacidn (53). P

Sustituyendo yp en la ecuacién no homogénea

2c3 +c,x+c, = 2% ¥ 3

esto es:

Cyx + (2c, +&,) = + 3

eee (54)

(53):

S 2 20

o R bl 4

A Y AR A e R ARRE-01




igualando coeficientes:

2¢, + ¢, =3
3 i

‘por lo tamto:

entonces y, = 2x - 1y la solucién general de la ecuacidn
diferencial (53) es:

Y ¥y =¥, + yp = clen* +c, xe X+ 2x - 1
Del problema anterior se obtuvieron dos resultados fund men
tales, a saber:

13 1. Un operador P, (D), en este caso D%, tal que al operar
t sobre ambos mlembros de la ecuacidn genero una ecua-
- cién homogénea. '

2. La solucibn de la ecuacidn homogénea resultante, en
este caso de cuarto orden, permitid obtener la form
de la solucibn particular de la ecuacidén original.

Sin embargo, cabe preguntarse si toda ecuacién diferencial
de la forma (D" + a, 0™ ' + ... + ay)y = gfx) admite un opera
dor P, (D) que genere a partir de ella, una ecuacibén homogé-
nea, esto es, un operador diferencial de la forma
p” + len-l + ... + by, que aplicado al segundo miembro
gi{x) de la ecuacidn no homogénea, lo anule:

|

Para responder a la pregunta se tiene presente que la eiua-
cidén es diferencial lineal homogénea de coeficientes constan
tes, la cual, evidentemente no se satisface para cualquier
funcidn de "x". Esto quiere decir que no cualquier funcién
de "x" se anula al ser afectada por el operador P, (D), slino
‘que exclusivamente aquellas que son soluciones de la ecua-
€idn.

m ;s'ml?'."v'v W
I

De lo anterior se deduce, para que una funcién q(x) dadaL
pueda ser anulada por algfin operador diferencial lineal, | es
xnd1spensab1e que dicha funcidn sea solucidén de alguna ecua—
cién diferencial. 1ineal homogénea.

.

El operador diferencial capaz de anular el segundo miembro
de una ecuacidén diferencial no homogénea, se denomina anulfa-
dor o andiquiladon.

En el inciso I.4.1, se obtuvieron las funciones que repre-
sentan la solucién general de una ecuacidn diferencial 1i-
neal como la (58), de acuerdo a la naturaleza de las ralc
de su ecuacidn caracteristica. T

sentarse, las s¢luciones de tales ecuaciones son siempre fun-
ciones del tipo: {

2 S e e, el T e e

IO T UL U PR SRR S

Teniendo en cuenta los tres casos que al respecto pueden pre

o + len_l + ... + b )a(x) =0 cee 1(58)

cankii TromA L Ta
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: xEM¥ " k20, XEN,

:E xkeaxsen bx k >0, k € N, a € R, b €R
£

t" xkeaxcos bx k20, k €N, a € R, b €R

y la suma algebraica de ellas. Por lo tanto %e puede asegu-
rar que solamente este tipo de funciones son anuladas por
operadores lineales. .

‘Para obtener un operador P, (D) apropiado que|anule a una
funcidn q(x) dada, se requlere determinar la ecuacién homo’
génea, de la cual la funcidén g(x) es solucidn.

Se determinarin a continuacidn los operadore$ aniquiladores .§
de algunas funciones de uso frecuente. %
. . . - 3
Considerando primeramente la funcién g(x) = k Yola fun- i
oz N k-1 . . .
cidn propuesta equivale a x e®* y este tipo/de funcifn es :
la solucién de una ecuacidn homogénea, cuya ecuacién carac- 4
teristica tiene una raiz A=0, y de multiplicidad "k" (caso 3

B). Como la raiz miltiple es A = 0, un operador diferen-
cial anulador es: .
(0 - o)k = p¥

se verifica que:

bl g 0.3

Dk xk'-l =0
siempre y cuando k - 1 > 0,
Considerando el caso en que g(x) = exlx, esta funcidn es soO-
lucién de una ecuacidn lineal de primer orden, cuya ecuacifn
caracteristica tiene por rafiz A = 2 El anulador de esta

funcién es por lo tanto (D - i), lo cual puede verificarse fi
B cilmente, aplicando el an1qu11ador a la funcib

vk AR

F ‘ (0 - aperi¥ = a M oy M¥ oo
Finalmente, analizando el caso de una combﬁna#ién lineal de
"n" funciones como la siguiente:

Ax A,x ApX 5
= 1 2”4 + n :
q(x) = c,e + c,e ce- tclle

ésta. corresponde a la solucidn general de una pcuacifn di- ‘
ferencial lineal homogénea de orden "n"; el opprador ani- +
quilador correspondiente es entonces, un operafor de orden

"n", el cual usando la representacidén factorizada es:

- . A0y e 0 A

Los resultados anteriores y otros, se presentan en la tabla
51gu1ente, a fin de que sirvan como aux111arec en la determi 2
nacidn del operador aniquilador.

comala, 1




£

eEg

1 R

LS

T q(x) ANULADOR
k41 k-
X o
ax
e , (D -~ a)
k-1 _ax
X [ (D - a)k
cos bx 8 sen bx (D? + b?)
k_ —
x*"'cos bx 6 x*'sen bx (0? + b2)k
ax ’ :
¢""cos bx <] ¢**sen bx D*- 2aD + (a? + b?)
k-1 ax -
x 'e®cos bx & XK 'e**gen bx [p? - 2ap + (a2 + b?)7] k
Tabla I.1
Los ejemplos siguientes muestran el método completo de coe-

ficientes indeterminados.

Ejemplo 1.10

Sea la siguiente ecuacibén diferencial: 4
y'' o+ 3y’ + 2y = ¢7X 4 7

la solucibn general de la ecuacibn es de la forma:
Y=Y * ¥p

la soluci6n de la ecuacién homogénea asociada es:

-2X

=X
Yo = @ + c,¢

Dado que q(x) = ¢ * + ¢”?* es solucién de una ecuacién

-diferencial lineal homog&nea de coeficientes constantes,
el operador aniquilador existe y se puede determinar:

como q(x) est§ formada con las ralices A, ==-1, %, ==-2,
se tiene que:

P, (D) = (D + 1>(D + 2)
es el aniquilador correspondiente.
Aplicando P, (D) a la ecuacibn diferencial:
(D+1)(D+ 2)(D? + 3D + 2)y = 0
resoiviendo esta filtima ecuacién homogénea:

-x -2% -x -2x
Yy =¢c,e" +c,e + cyxe T 4+ c,xe 7

i i B L

T k.. b v = SRR S A | 9~ R S PRSP

53




X

como:
Y=y, ty

se obtiene:

- -X ~2X
Yp = c3%e T + c xe

donde ¢, y ¢, son los coeficientes a determinar.

Sustituyendo Yp en la ecuaci8n original,
siguiente identidad:
“x -2x -X -2x

c,e " - c,e =e¢e " + ¢

de donde:

por lo tanto:

Xxe

se obtiene la

-2xX

L= -2x
Y, = Xe T - xe
¥p
Y entonces la solucifn general de la ecuacibn priginal
es:
Y =Yty = cre™ 45,07 4 xoX L

Ejemplo I.11

Enrla ecuacibén diferencial:

y'+2y=x+l+x<’_x
i

operador D? a la ecuacién:

D2(D + 2)y = xe¥

La fumci6n xe¢® es soluciédn de (D - 1)2y =

" la Anulécién del té&rmino x + 1, se logra aplicando el

0, pgr lo que

el aniquilador de x¢* eg (D - 1)%. Aplicando (Q - 1)2

a la ecuacidn no homogénea, se tiene:
D%(D - 1)2(p + 2)y =0

la sdlucibén de esta ecuacidn homogénea es:

v

e

ki

i s e b

[ ey "

e FRNI SV ety

3

il

4
p
:
b
4




X ~-2X
Y=oyt ex+ e, @ +oxe® 4 ocge

Como la solucibén de la ecuacidn homogénea asociada a
£, la original es:

-2x
Yo = Cs2
- entonces:
Yp = €; + C,x + c,e'x + c.xex

¢ sustituyendo ¥p en la ecuacifn original:

yé + 2yp =x+ 1 + x&*

x ¥
c, +ceX v xe® v e e+ 2c 4 2c,x+2c,e*+2c, xeX=x+1 + xe¥
simplificando:

2c, +c, + eX(3cy +cy) +x65(30,) +2c,x = x + 1 + xeX

donde:
2c; + ¢, =1 ;7 ¢g,=1/2
. 3c, +ec, =0 ; ¢, =1/3
3¢, =1 ; c, = 1/4
»
2c, =1 : cy == 1/9

por lo tanto la solucién general de la ecuacién no homo-
généa es: :

1
o YT ¥t ¥pTose Tt - gty

Ejemplo I.12
Sea la ecuacidn:
; y'' + 2y' + y = sen x

El operador aniquilador de la funcién sen:<.es:

F% T A, © et idade i s e vy e
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P, (D) = (D? + 1)

aplicéndolo a la ecuacién diferencial:

(D> + 1) (D% + 2D + 1)y = (D? + 1)sen x =

(O* + 2D° + 202 + 2D + 1)y = 0

Esta ecuacién diferencial lineal es homogénea de cuar

to orden y su solucién general es:

-X -X
Y = cle + szQ + C3COS X + c,sen x

[
ya que la solucidn de la ecuacién homogénea akociada es:

-X -X
yc = C,e + C,yxe
entonces:

i . YP = C,;C0s x + c,sen x

donde c, y c, 'son coeficientes a determinar.

Sustituyendo yp en la ecuacidn diferencial ng homogé-

rea:
2¢c,cos x - 2c;sen x = sen x

de donde:

por lo tanto:

Y, o o~ 1/2 cos x

.y la solucibén general de¢ ia ecuacibn diferenci

-X -X 1
Yy =c¢,¢e + szQ TT COSs X

PN

al es:




I.4.3 EL METODO DE VARIACION DE PARAMETROS

El método de coeficientes indeterminados es muy utilizado
en la resolucidn de ecuaciones diferenciales lineales, 1o
es un método general, ya que existen muchas ecuaciones pa-
ra las cuales el método no es aplicable. Esta limitacién
radica en el problema de obtener el operador aniquilador
para cualquier funcidn q(x), asi como en el tipo de coefi
cientes de la ecuacidn. )

4

Algunas ecuaciones para las cuales no es aplicable el mé-
todo de coeficientes indeterminados, son por ejemplo las |si

guientes:

a) y'' + 2y' + y = tan x

1
b) y' +y = < -

c) y''* + 2y = ILIn

E

d) y'' + 2xy' + y = sen x

Un método general que también sirve para resolver aquella
ecyaciones en donde el método de coeficientes indetermina-
dos no es aplicable, es el de variacidn de pardmetros. Es
te método se desatrrolld para determinar la solucidn de 1la
ecuacibén diferencial de primer orden, en el inciso I1.2.3
ahora se generalizard para la ecuacidn de orden "n".

Considérese la siguiente ecuacidén diferencial lineal:

1

S

y'' o+ a{y' + a,y = q(x) . e 59)

la solucién general de la ecuacidén homogénea asociada es:

yC = Clyl + czYz

TEOREMA I.4

Si y, ¥ y, son dos soluciones linealmente independientes| de

la ecuacidn homogénea asociada a la ecuacidén no homogénea

y'' + a,y' + a,y = qx)

entonces la solucidn particular de la ecuacién no haomogénea

es: -

Yp = ulxly, + v(x)yz\ o S .. (8D)

donde la primera derivada de u(x) y v(x) satisface el siste

ma de ecuaciones:
Y, ¥, At (x) 0

Y, Y, || v (&x) q(x) .e. (61)

B cooABSGal L e eRNEEg o Lo -SSP, BN |
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S,

Demostracifn:

Derivando Yé:

yﬁ =ulx)y) + vix)y: + u' (x)y, + v
‘considerando 1a primera ecuaciﬁn.dei sistema (
u'(x)y, + V'(x)yr2 =0

entonces:

yé = u(x)y! +‘V(x)y;
derivando nuevamente:

yll

o = u(x)y;' -;-v(x)y?'_' + u' (x)y; + v (x)y!

(x)y2

61):

oo (62)

-

considerando la segunda ecuacién del sistema (61):

u' (x)y; + v! ¥y, = g(x)
por lo taato:

yll

o = u(x)y;' + v(x)y;' + q(x)

sustituyendo Ypo yé‘y yb' en (59), se tiene:

u)ylt + vy +qx) + a,Cux)y! + vix)y,]

+oa,fumy, + vixly,] = q(x)
factorizando:

u(x) I___y'l' tayi+ay J+vix) [yl + a,y, + a,y, |

Pero dado'que Y, Y Y, son soluciones de la ecu
nea asociada a (59), entonces:

it ot ayy,

e

. . L ] 1
T Y, tay,

por 1lo tunto:

ce. (63)

t a(x) = q(x)

acién homogé-

S -

i

i




Ejemplo I.13
Sea la eecuacidn: .

-2X

y'' + 4y' + 4y =

La solucibn general tiene la forma:
Y = ¥o * vy

para determinar Yor se considera la ecuacibn homogénea
asociada:

y'' +4y' + 4y =0
" entonces, la ecuacién caracteristica es:
A2 +4x + 4 =0

donde:

_ -2x Lo —aK
Yo = ¢, + c,xe

Para encontrarvyp, se observa que no es posible apli-

car el método de coeficientes indeterminados. Por el
teorema I.4, Yp es de la forma:

2X 2X

y. = u(x)e ™ + vix)xe vee (b)

p

El problema consiste en determinar u(x) y v(x). Sé re-
cordard que (b) es una solucidn particular de (a) si se
cumple: :

Y, Y, u’' (x) 0
1 1 1 h
Y, v, v'(x) q(x) -
’ . : - ’ -2x
Sustituyendo en este sistema y = ¢ X y, = xe v

~“2X

e it i e i ke MV VFROI IR T NN - SN
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e Xe

- 2xe * v+ e

resolviendo el sistema anterior, se tiene:

u' (x)

F(l- 2x)e *¥ -xe ¥ 0
Z:T§

v' (x) ) &'22"'2)( e—ZX [4

por lo tanto:
u(x) = - Ldx=-L.nx=L.ni,
- X

v (x)

[
—
X'r—-
N
&
1]
|
xIH

entonces:

= e pp L em2X _ em2X 1.
Yy X (In =

la solucién general es:

Obsérvese que y, se obtiene a partir de Yoo
simple sustitucich de las constantes c, y'c2
ciones de x, u(x) y v(x), debido a esto, el m
empleado para encontrar y, en el problema ant
se conoce con el nombre de método
varniables ¢ variacibn de pardmetnros.

Al obtener u(x) y v(x) en el ejemplo anterio
consideraron las constantes de integracién.
éstas se consideran, se procede de la siguien

u(x) =-J‘%dx=Ln%_+c1

L]

-2X

x2

-

kon la
por fun
étodo
erior,

de Los pandmetnrnos

¥, no se
Ahora si
te forma:

I
3
:
E:

1

s ducsdbileis 34,



vix) = ,[;%'dx = - f% +c,

de donde:

O sea:

=c, e+ cxe ?E 4 T (Ln 1. 1)

P x

Como se observa, al considerar las constantes de integra-
cidn en la obtencién de u(x) y de v(x), se obtiene en Yp 1

a
solucidn general de la ecuacidén diferencial y no la solucié
particular como se propuso.

Entonces, dado-el conjunto fundamental de soluciones de la
ecuacibén homogénea asociada, se puede encontrar la solucidn
general de la ecuacién diferencial. Los resultados obteni-
dos se generalizan en el siguiente teorema.

n

TEOREMA I.5

Sea la ecuacién diferencial lineal no homogénea:

(n)

n-1) »
g 4 ay )

+ o.,. + ay = q(x)
donde:
Yo = C1Y, Sy, 4 .ty

es la solucidén de la ecuacidén homogénea asociada.

Y el sistema:

Y, Y, <. ¥ u; (x) 0
Y, Y, Y, uj (x) 0
fn—l) ;n—l) . én-l) ux,\(x) i {_q(x)

Entonces, la solucidén particular de la ecuacién no homogé-
nea es: i C e

Yp = u (Xy, + u, (x)y, + ...+ un(x)yn

U N C R I T 2 S S U b B
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Ejemplo I.l4

Para obtener la solucidn general de la sigujente ecua—~
oidn:

y"'+y'>=tgx

primero se obtiene la solucién complementaria, que ess:

¥o = C, + c,sen X + e¢,cos x

por el método de variacisn de parSmetros se tiene:

Yo, = 4, (x) + u,(x)sen x + u, (x)cos x

P

donde la primera derivada de ui, v, Yy u3 debe satisfacer
6l sistema de ecuaciones:

-
1 sen x cos X uj (x) 4]
[¢] cCos X =-gen X : u;(x) =]10 *ﬁ
0 -sen x =-cosx | | uj(x)| |tgx - o
resolviendo el sistema:
uy(x) = tg x
u, (x) = cos x - sec x
vy {x) = - sen x
integrando: ° B
n.(x)=ftgxdx=l.nsecx
u, (x) = f(cos X -sec x) dx= sen X - Ln(sec x + tg x}

u,(x) —fsenxdx=»cosx’

por lo tanto:

= Ln s€c X -~ seh X Ln (sec x + tg x) + san® x + cos? x

Yp

"

como sen? x + cos? x = 1 v -dado que esta fundibn ya exis
te en la solucibn complementaria, se tiene:

Yp = Ln sec x - sen x Ln(sec x + tg X)

k9
n
o,
Lﬁm&ww 5

i Tt el N B e e




la solucibn general de la ecuacién es:

Yy = ci + c,sen x + €30S X + Ln sec x - gen x Ln(sec x -

e

Bjemplo I.15

Sea la siquiente ecwacidn diférencial lineal de coeficien|
tes variables: : i

xy"-fx,+3)y'+Y5Ax“ "A'(... (a)

y dos soluciones de la ecuacibn homogénea asociada y; = (x +
Yy ¥z = eX(x? - &x + 6).

Su solucibén general es:
Y =Y ¥y,

donde:

L, = c tx ¥ 3) + c,e®(x? - 4x + 6)
Yo 1 2

.

?Eos métodos para obtener Ia solucibn particular de yP son:

r.2) Coeficientes indeterminados.

b) Variacibén de parimetros.

i El primero séle se aplica cuando la ecuacibén diferencial
‘ es de coeficientes constantes. Por las caracteristicas del

ejemplo, no es aplicable, por 1o cual se utiliza el segun-
do método:

Yp = ul0) (x +3) + v(xye*(x? - 4x + 6)

donde u(x) y v(¥) deben satisfacer al sistema de ecuaciones:

3

x+ 3 oFx? - 4x + 6) u' (x) 0

1 ex(x2 - 2x + 2) v' (x) x?

resolviendo este sistemas

2

u' (x) - (x* - 4x + 6)

xe ¥ 4 37X

v (x)

- - . B T o AL ik . & dime . L

tgx)
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integrando:
x3
u(x) = - — + 2x? - 6x
v(ix) = - xe X - 4%

por lo tanto:

s 4
yp=[— %+ 2x? - Gx:l (x + 3) + [- xe ¥ - 4%

4
X

Yo 5 T3 - 8x - 24

Para verificar que ( b) es una solucidn parti
ecuacidn (a), se deriva Yp*

= - %% x® -8

sustituyendo en (a):

cular de la

i » : 4 s x" .
- 4x® -(x + 3) -3 X - 8 > - = - 8x - 24 = x

N
x* + 8x + 4x® + 24 - X_ - 8x

- 4x? + A
4x° + 3 3

por lo tanto (b) si es solucibn de (a).

La solucidn general de la ecuacidén diferencia

Y=Y+ Yp = c (x + 3) + czex(x2 - 4x +

I.5 APLICACIONES

En el presente inciso se describen algunos pr
los considerados clisicos, con objeto de mostr
gama de aplicacidén de las ecuaciones diferenci
les.

Edie e J Dl ih o femddsdme o s e msemedier e

- 24 = x*
x* = x"
%l
1 (a) es: 7
. ;
6) - 5

LR AAR T e e R Y

pblemas de
ar la amplia
ples linea-

|l A L




‘Problema I.1

Sea el siguiente sistema masa - resorte - amortiguador
excitado con una fuerza f(t) = sen t:

donde:

m=1, B =2, k=1

Se desea determinar la expresidn para el desplazamien-
to x(t) en cualquier instante "t", suponiendo que:

£x:3
g7

x(0) = x(0) = 0

K
A VWN—— .
B ' |
—\
7 7 7

Solucidn

)
1
1
1
|

1 Del diagrama de cuerpo. libre se tiene:

Kx
i -]
: M F
: . B  ———
! -

{ ‘ Figura I.9
i

M¥ = F(t) - kx - Bx

o bien:
e +B -k _ _ F(t)
1 AR S

M

sustituyendo lés valores de B, M y k:

X +2x + x = sen t

: ‘ecuacién diferencial no homogénea, que constituye el mo
; delo del problema. -

Resolviendo la ecuacibén diferencial, se obtiene:

-t -t . ’
L xc(t) =c,e + c,te Y xp(t) = - -5 cos t

F . e e . . S
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. donde;

B . L N PN o e

pér lo qﬁe l§ solucién‘general ea:
x(t) = cle't + c,te't - -%‘— con t
derivando (a) se tiene;
x(t) = - ce”t - it 4 et ¢ -%— sen
sustituyendo las condiciones iniciales eﬁ (a

x(0) =0 =c, - 3

x(0) = 0 = - ¢, + ¢,

Cl'cz'-i'—
la gsolucién del problema es:

t

x(t) =-%-e' +31-t¢'t - —%—cos

veo (a)

t <ee (B)

Yy (b):

t

N&tese que cuando "t" tiende a infinito, las funciones
exponenciales tienden a cero, por lo que en la solucién

prevalecerd finicamente el t&rmino cosenoidal

lo cual

implica que la masa M oscilari indefinidamente con una

frecuencia igual a la de su excitacibn.

Problema I.2

Sea el siguiente circuito LRC, excitado con
de voltaje constante E.
R L
VAAAA YAV N

'fﬂi
£ ]

una fuente

'y

Figura I.10

ﬁrb. oL ek




- donde R=30, L=1H y C = 0.5F

Encontrar la expresifn para la calda de voltaje v, en
el capacitor en cualquier instante "t", suponiendo que:

Vo (0) = 0 = v (0}

Solucibn *

9

De la segunda ley .de Kirchhoff:

I% ‘ E=Ri +L "%%— + v,

"dondez
. i(t) = ch
por lo tanto: &
| E = Rev, + Lo¥, + v,
o bien:

) * R = 1 = ‘E_
| ‘ Vet T VeticVe T ic
| sustituyendo valores:

| . Ve + 3vg + 2vg = 2E ;

delo matemAtico del problema.

ecuacidn diferencial no homogénea, que representa el me

Resolviendo la ecuacibn diferencial, se obtiene:

-t . =2t
Vcc = cle + Cze

v = E
€p

por lo tanto, la solucifn general es:

velt) = ¢t 4 ¢t 4+ £ cen

para valuar ¢, y ¢, se deriva (a):

velt) = = c,e”t - 2¢,07%t ces

i sustithyendo las condiciones iniciales en (a) y (b):
0=c¢, +c, +E

0=-c¢, - 2,

(a)

(b) |
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B S

de donde:

¢, = - 2E y c, = E
la solucidn del problema es:

velt) = - 287" + Ee72F 4 E

nbtese que cuando "t" tiende a infinito, el
el capacitor tiende al valor del voltaje de

‘Problema I.3

Se tiene un tubo en U lleno de un liquido 4
8, como se muestra en la siguiente figura:

-

Figura I.1l1

S1 en t = 0 se abre la vilvula V, igualandg
nes P, y P,, encontrar el periodo de oscilac
quido en el tubo, suponiendo despreciable 1
entre el liquido y las paredes del tubo.

Solucibn

La masa del 1fquido es m = §AL, en donde A
de la seccibn transversal del tubo y L es la
la columna del liquido.

La fuerza que actfia sobre el liquido es:

f = 6A2 x,g - SA2xg ;

utilizando la segunda ley de Newton:

SAL¥ = 8A2x,g - SA2xg

voltaje en
la baterfa.

E

e densidad

E 1

las presio
i6n del 11~
a friccibn

s el &rea
longitud de

boasi-wen e L Lo PRI S IPAIEE TORE I N

Py S e
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ﬁ+—2Lg—x=__2I_Jg_.x°o .

;ecuacién diferencial no homogénea, que representa el mo
--delo matemftico del problema. -

Resolviendo la ecuacién: ,

X, = C,Co0s - t + ¢;sen 29 t

]

.= X
Xp 0

inla solucibn general de la ecuacibén diferenciai es:
x(t) = c,cos \/—%?— t '+ c,sen \/—%?— t+ X e (@)

Para determinar ¢; y ¢,, se deriva la ecuvacibn (a):

x(t) = - cl\‘/—zf—— sen /—ng—t + cz\/—gf-— cos \/-——ZLE-—t

% y sustituyendo las condiciones iniciales x{(0) = 0 - y
E %{0) = 0 se obtiene:
= €, T T X

c, =0

por lo tanto: - . ‘
x(t) = x°< 1 - cos \/—%?— t)

de la solucién, se deduce que la velocidad angulaf es:

Problema I.4

- Un cable flexibie de peso despreciable soporta un puen
f te (carga uniforme), como se muestra en la siguiente fi-

gura:

69




) ¥
A 8
P
| 10
Y A
1 X
: 60

Figura I.12

" Determinar la ecuacifn de la curva APB.

Solucidn

Considérese la parte del cable entre el punto P y cual

quier punto "c" de coordenadas (x, y).

Ay

- V .:___/'C(l',)

" |

Figura 1.13

La parte del cable estar& en equilibrio debido a la
tensién T en "c"; la fuerza horizontal H en P y lacar
ga vertical total sobre la porcién Pc del cable, a la
cual se denominari w(x) que actfia sobre algfin punto

del cable.

Figura I.14

L U L oy PP R

7




En estado de equilibric, la suma algebraica en la di-
reccibn "x" (horizontal), debe ser cerso y la suma alge-

braica en la direccibn "y" (vertical), también debe ser
cero.

Descomponiendo la tensifn T en sus dos# proyecciones,
como se muestra en la figura I.15,

T %
c. :b ITuna

Teos 8

- Figura I.15

Se tiene en el equilibrio:

T sen 8§ = w(x) Yy T cos 0 = H

. como tg 6 = g¥ ;i &8 igual a la pendiente de la tangen
. te en "¢" de la curva APB, entonces:

SRR

en donde H es una constante; derivando la ecuacién dife
rencial anterior, se obtiene:

d = 1 dw(x)
E?* H dx

La derivada de w(x), es el incremento de w por unidad
de incremento de "x", es decir, es la carga por unidad
de distancia en la direccién horizontal.

Como en el problema la carga est& uniformemente repar
tida, se representar§.

dw (:) = W ; w constante

con ‘lo cual, la ecuacién diferencial lineal no homogé-
nea es: ’

. ¢ S i - S Py T A=y e PN
Kot ca? o i Feirainte o L 5 w7 sl L - ehiacd

n
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e R

la solucibn general de esta ecuacién es:

Y = 5§ +c,x +c,

Para valuar las constantes ¢, Yy c, se consideran las
condiciories iniciales:

o y(0) = 10 y y(0) =0
con lo cual:

c, =0 ’ c, = 10

sustituyendo los valores de ¢, y c, en la- solucibn ge-

neral se obtiene la ecuacién de la curva APB:

2 .
y =~ + 10 - 30 < x <30

esto representa la ecuacién de una pardbola.

Obsérvese que si el origen del sistema de referencia
X - y, se coloca sobre el punto P; entonces las condi
ciones iniciales son:

en x =0, y =0, y en x = Q, g% =0
con lo cual:

€, =c¢c, =0

quedando la solucibén como:

? y = ﬁ;i ' - 30 < x <30
-
RTINS °T- - PN S = P L e

i
Lmﬁ»»}:,rfa
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CAPITULO IT1 SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

II.1 SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

En el capitulo anterior, se estudiaron las ecuaciones dife-
renciales lineales y ordinarias, en las cuales aparece una,
variable dependiente y una variable 1ndepend1ente En el
presente capitulo se estudiardn dichas ecuaciones considerh-
das en forma de sistemas. Naturalmente, tales sistemas esr
tdn caracterizados por la aparicidén de varias variables de-
pendientes, cada una de las cuales es una funcién de una mis
ma variable independiente.

Con51derese el circuito electr1co mostrado en la figura
II.1:

O (D) 3 () 3.

Figura II.1

al modelo matemitico le corresponde el 51gu1ente sistema de
ecuaciones:

T Sppeey wrur i S . P d et i el acd vl e Uit e te Cxsemsdam e
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L, —a——dt (4, - 1;) + R/i, = E
4 di, ,
- L‘ —ac (il - 12) + Lz W + Rzlz = 0

Este sistema se obtiene aplicando en cada malla la ley de
voltajes de Kirchhoff y considerando que en el elemento L,
comin a ambas, la intensidad de la corriente es 1, - i, en
la malla izquierda, y en la malla derecha i, i .

El conocido problema de Lotka y Volterra en ecologia matemé
tica es otro ejemplo de sistemas de ecuaciones diferenciales.
Tales investigadores plantearon un modelo mateémitico para
que dos especies, una A que devora a otra B se mantengan en
equilibrio, estando presentes simultineamente; Se denotar§
como A, a la especie de conejos y como B, a 1a de zorros. En i
ausencia de la especie rapaz, la presa se desarrollaria sin"
limite y en forma proporcional a su nfimero, o.sea, si B = 0O:-

%% = a A, donde a es la tasa de cticimiento."

T

La especie rapaz en cambio, en ausencia de 14 presa, final-
mente se extinguirf; o sea, si A = 0:

g% = - b B, donde b es la tasa de mortalidad.

En realidad, el incremento de zorros depende |del abasteci-
miento de comida (conejos) y la extincidn de la presa se.rea
liza con una rapidez proporcional al nlimero dd encuentros AB
entre zorros y conejos. Cada encuentro representa una dismi 1.
nucidén en el nGmero de conejos y un incrementd en el de zo-~
rros, matemiticamente:

aa : - #
N : &" aA - k’AB : .

as

&= bB +>k2AB

donde k, y k, son valores del efecto de la interaccién de zo
rros y conejos. .

En cada uno de los ejemplos anteriores, el modelo matemdti-
co estd representado por un sistema de dos ecupciones dife-
renciales, en donde aparecen dos variables dependientes y una
variable independiente.

RN




IT.2 SISTEMAS LINEALES DE PRIMER ORDEN Y COEFICIENTES (
TANTES

dientes x,, X34 «.., X, Y una sola variable independient
", Las variables dependientes constituyen las inc6gni

representacifén general de este tipo de sistemas es la si-
guiente:

Fl(t, X

X} = 1o Xgr o see 4 %)
x; =P, (t, x;, X,y o0, xXp) ces
= Fplt, X;, X,, eon 4 Xp)

Si las funciones F; presentan la forma:

entonces el sistema es lineal y de primer orden, su repre
tacibn general es:

x] = a,, (t)x, +a,,(t)x, +...+ ap(t)xy + b,(t)

x; = a“(t)xl + a“(t)x2 +i..t 32n(t)xn + bz(t) vee

. . . . .
. . . . -
. . . . . .

xp = ap, (B)x, +a  (t)x, +..+ ap,(t)x, + b (t)

. _. Un sistema de "n" ecuaciones diferenciales ordinarias de
’ primer orden, se caracteriza por tener "n" variables depen-

ONS

e

tas del sistema y cada una de ellas es funcién de "t". Una

(1)

Filt,X,, X,, «ous Xp) =24 (B)x; +ag, (£)x, +... 4 agn{t)hx, + by(t),

sen

2)

- Un sistema como el (2) tiene una solucidn dentro de un 1
ig “tervalo t; < &t < tp, si existe un conjunto de "n" funcion
X1, X2, +++, Xn, todas diferenciables de "t" en cualqu1er
punto de dicho intervalo. Al conjunto de funciomes, si e

te, se le 1llama solucibn del sistema de ecuaciones.

Ejemplo II.1

Para el siguiente sistema de ecuaciones:

™ A o i el . Pt G e ad oy e st o2 o el

n-
es

XlS
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dx,

qE - X

Considérese el conjunto de funciones Xir X,

[ X2 = ¢

Se desea comprobar si x, y X, es la solucibn del sisg-
tema: ‘

Si bien estas funciones son diferenciables para todos
los valores reales, no constituyen la solucidn del sis

tema, ya que no satisfacen a ambas ecuaciones. En eféé
to sustituyendo x; y x, en las ecuaciones del sistema:

et + 27t g (oF 4 o2f) - rt

20_2t - 2€2t

" como se observa, la primera ecuacién diferencial del sig
tema no se satisface, en cambio se puede verifilcar que
las funciones

t 2t
‘x, = 20°%

si constituyen una solucidr. del sistema.

El sistema lineal de ecuaciones (2), tiene la biguiente re- ) 1
presentacidén matricial:

= A{t)X + b (t) ' ee. (3)

L

donde : : .
. (’b,(t)_]

by, (t)

vector de término$ inde-
pendientes.

b(t)




n

X(t) = : e vector de incbgnitas. -

a;{t) ... a;p(t)

A(e) =| - - .

ap, (£) ... app(t)

’ matriz de coeficientes.

Es conveniente aclarar que el sistema (2) tiene solucién en

términos de funciones elementales inicamente en algunos cat
S0s particulares.

Si en el sistema (2) los elementos dé la matriz A(t) son
constantes se dice que el sistema de ecuaciones diferencia-
les lineales, de primer orden, es de coeficientes cohstan-
tes y se representari como:

Xy T ap X, + ... + a;px, + b, (t)

. e .
- .

. .
Xp = ap;X; + ...+ a X, + Dn(t)
/

0 en forma matricial:
X = AX + B(t) eer (5)

~ Este tipo de sistemas, son los que se estudiarin en el pre
: sente capitulo.

II1.2.1 MATRICES .DE FUNCIONES

Se llama matriz de funciones a una matriz en la cual todos
sus elementos son funciones de una variable real y su repre
sentacidn es:

A () a, () . an ()

a,{t) a;,(t) .... a,p(t)
Alt) = . . .

am; (£) amy (£) ... apg (t)

i . ¢ s - N - - e Bt kit L R esa L L sneodaksds .
R il s e e v FD e ke
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el concepto anterior se hace extensivo a los v

Si una matriz tiene funciones como elementos,
tener 1la derivada o la integral de dicha matri

I1.2.2 DERIVACION E INTEGRACION DE MATRICES D

La derivada de una matriz de funciones A(t) de orden mxn,es
~una matriz del mismo ordern y cuyos elementos s

derivar el elemento correspondiente de la matr
to es:

B - ()

Ejemplo II.2
pada la matriz de funeiones:

. t? t
A(t) =
3t -t

s8u primera derivada es:

gg (t?) g—t- (t) t
A'(t) = ’ ;
d -]

La integral de una matriz de funciones A(t) d

es una matriz del mismo orden y cuyos elementos

pctores.

g

E FUNCIONES

e obtienen

orden mxn
se obtienen

es posible ob

al

iz original, es

al integrar los elementos correspondientes de la matriz ori

ginal, esto es:

t, - t,
f A(t)dt = f (aij m) at
t, t,

Asi para la matriz A(t) del ejemplo anterior,
de 0 a "t™ es:

la integral

3
B
i

Ll

e

M e e

PR O

PRIy < CV

F |
<
b




t t
jtzdt , I tdt L;-i _g_f.
t (] (]
S A(t)dt = = :
o t t ) 2
- 3t -t
L itdt L tdt _—T —

Propiedades de la derivada e integral de matrices:

A Fa+n =P8

dB [+,

.B). (AB)_AE +3c B

%D-

. Ganrem aafR, g

tz tz
D). j aAdt = aj Adt.
. t,

FACULTAD INGENIER,

tz i tz tz
B). (A +B) dt = f Adt +f Rdt
/tl t"l tl

: t, t, t,
) r).j " (aA + BB)At = aj Adt + BI Bdt
F’ t, t, t,

Donde A y B son matrices de funciones conformables para la
suma o la multiplicacién segin el caso, y o, B son escala-
Tes cualesquiera.

, ; A
R (5~ 610939
Fl 11.2.3 SERIES DE MATRICES Y CONVERGENCIA .

El concepto de serie de matrices se define a partir de la
nocién de sucesidén de matrices de la siguiente forma:

Definicifn: Sea una sucesidn {Ax} de matrices de orden
mxXn cuyos elementos son nGmeros, entonces la serie de
matrices se expresa como:

ao
L Ay
k=1 _ -

- , a
S§1 en la serie de matrices I Ay se designa al elemento ij
k=1 i
de Ay por af?’ y todas las series correspondientes a cada
x

elemento (mn) son convergentes, entonces la serie I Ak es
i k=1
| . .
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convergente y la suma estd
m x n cuyo elemento ij estd dado por la serie:

~

? a?g), donde
k=1 13

(i=1,2,3, ..., m j =1,

Otra forma de analizar la convergencia de un

"definida como la m triz de orden

, 3, ,..n}

serie de matri
ces, es a través de la norma de una matriz (generalizacidn del

valor absoluto de un nimero), por esto, se presenta la si-

gulente definicidn:

Definicibfn: La norma de una matriz A de or;en mxn cu

yos elementos son nfimeros, se representa por

m n .

I I |aij|, es decir las sumas de los valo
i=1 j=1

tos de todos sus ‘elementos, por lo tanto:

m n
fall=z ¢ |

a,.
i=1j=1 1]

define como el nlmero no negativo obtenido pIr medio de

IA|l vy se

es absolu-

A partir de la definicién de norma, se podr5

aplicar el si-

. guiente teorema, con respecto a la convergencia de matrices.

es I Ay tam-
k=1

TEOREMA II.1 .
51 {Agles una sucesién de matrices de orden r:cn lales que
I || g |l converge, entonces la serie de matric
k=1
bién converge.

#La demostracidén del teorema se puede consultar en el volu-

men 2 de "Calculus'" de Tom. M. Apostol.

Aplicando el teorema II.1, se_demuestra que la serie L

converge para matrices cuadradas A, cuyos ele
meros (en estas series se entiende que el tér

K!

. k=o
entos sean ni
ino que le co

rresponde a k = 0, es la matriz identidad correspondiente).

El desarrollo de la funcién gx en serie de M
siguiente:
* 2 3

X _ X X X

['A —l+x+——2—!—+ 37 +...+—~k

Por similitud con este desarrollo, podemos d
la funcibén matricial eA, el desarrollo corres

- duas

aclaurin es el

ecir que para
pondiente es:

R

e




Q=I+‘A+2-|-+3_|+" +F!— T oee
o bien: ‘ : ~
k
(s ]
QA=E%-
k=o0""

el desarrollo de cA

queda formalizado a través de la sigui
te definicidn:

en

Definicifn: Sea A una matriz de orden nxn cuyos ele
mentos son constantes, se define la exponencial e® co
mo una matriz de orden nxn dada por la serie conver-
gente

k

[o.2]

eA = I
k=0

e

1

. . At . .
La matriz exponencial e es importante en la resolucidn
de sistemas de ecuaciones diferenciales, su desarrollo es:

2.2 3.3 k. k
eAt=I+At+%7+%+...+—Ak‘f—+

Con base en los desarrollos en serie de Maclaurin para la

funciones sen X y cos x, se pueden escribir los desarrollo
de las funciones matriciales sen A y cos A: -

~ 2n+1

_ A%  AS n A
senA—A—a—!+§!—+...+(l) W"---
2n
a?  a* n A
cos A =1 - 5T + IT + ee. + (fl) EIL + see

I1.2.4. SISTEMAS HOMOGENEOS Y LA FORMA DE SU SOLUCION

En el método que se presenta a continuacifén, para obtener
la solucidén de un sistema de ecuaciones diferenciales, se
utiliza la serie de Maclaurin para desarrollar la solucids
en un entorno del vector x(0):

[PPSR UP TS S SR LD W b s d e ke L el

[a¥]
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x, (0)
X, (0)
X(0) = :

x;(O)

al vector x(0) & le 1lama vector de condiciones iniciates.

Por lo, tanto, la solucidn que se obtiene es
particular que satisface condiciones en t =

El caso homogéneo del sistema (4) presenta 1
forma:

X = AX ;

derivando la eciuacibn anterior:

= AX

L8]

sustituyendo (6) en (7):

-

i = Alx

si este proceso de derivacién, con 1la sustitu
diente, se lleva hasta el enédsimo orden, se t

x|s

= A"

entonces, cada comMponente del vector solucibn

una solucién

a siguiente

’

ees(6)

vee (7)

£i6n correspon
iene:

ies (9}

X del sistemd Q

debe ser una funcibén diferenciable Y, por lo
nua para cualquier valor de la variable indep
en alglin intervalo dado que contenga al punto
esto y de acuerdo con la ecuacién (9), la der
de la soluciédn del sistema estudiado, serid ta
cidn continua para toda "t" en dicho interval
€s una matriz de coeficientes constantes. La
xij{i =1, ..., n) debe tener un desarrollo en
laurin de 1la siguiente forma:

= 2 n .
Xy = P‘i +Plit + Pzit + 0. + Pnit + o0 3

‘ve¢torialmente:

Xx=F, + Pt +F,t2 + ... + P "« ...

»

PEPT N YR PR

3vada enésima

tanto, conti-
éndiente "t",
t = 0; segin
bién una fun-

» Ya que AD
funcién )
'serie de Mac- _‘

(i=1,2,...,n)

... {(10) !




donde B,, B,, ..., P,, son vectores desconocidos que deben
determinarse. La ecuacién (10) representa la forma gene-
ral de 1la solucidn del sistema (6). Sin embargo, tiene
ciertos inconvenientes, primero por ser una serie infinita,
lo que impide conocer la solucién exacta y segundo, por la
gran_cantidad de trabajo que involucra evaluar los vectores
P+ P, ... Py, suponiendo que sdlo se quisieran conocer al
% gunos términos de la serie. Este @iltimo inconveniente se
. puede resolver en parte, representando a 1los vectores
P,, P,, ..., Ph en términos del vector de condiciones ini-
ciales 3,, como .se muestra a continuacién.

Premultiplicando (10) por la matriz de coeficientes A, se
obtiene:

AX = AP, + AP, t + AP, t* + ... + AP " + ..,

eee (11)
* derivando 1la solucién propuesta en (10):
]
X=F, +2F,t + 35,£? + ... + nPt""" ee. (12)

3 por lo tanto, igualando (11) con (12) debido a (6), e igua-
lando los términos correspondientes:

25, = aF, = A*F, ; B, = a2F,/2 oo (13)

-

— — — N 3=
3P, = AP, = A'F,/2 ; F, = A'F,/2x3

: n
i . = A
- | Ph=arF

: el interés por expresar todas las componentes Bl reees Py
en funcién de A y P,, se debe a que ambos son datos; A es

la matriz de coeficientes y P, es el vector de condicio-
F nes iniciales.

. Sustituyendo (13) en (10), la solucién del sistema homogé
£, neo es:

AZ -An

§=(I+At +grtte v ot ...)F, ve. (14)

" en donde se observa que .para determinar la solucién de un
sistema de la forma (6), basta con determinar el valor de
la serie matricial infinita: :

An

2
T+at+ Ft2a .+ BBy

83
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esta forma de obtener la solucidn x, implic
ro infinito de términos. Con el uso de una
posible considerar un gran nimero de términ
pero de cualquier modo, se llegaria a la so
ecuacidén diferencial en forma aproximada.

Ejemplo II.3

Dado el siguiente sistema de ecuaciones:

Para obtener el vector solucibn X por medi
(14), es necesario calcular las potencias d

4 0 O 8 0 0 2
aZ=10 1 o , AY=|0 1 O freeesnl=
0 0 9 0 0 27

10 0 2 0 0 4 0 0 8 o
2
x={lo 1 of + o 1 o] ¢+ Jo 1 o %T* 0 1
lo o 1 0 0 3 0 0 9 0 0
t? t?
F1+2t+‘77 + &E-+... 0 ) 0
. 2 3
X = 0 1+t-+%r +§r+... 0
0 0 143t +
- 2 3
l+2t+—£¥l—+—£%l? - 0
2 3
X e 0 1+t+52—+36-+...
0 0 1+ 3t +
como:
2 3
at at)
e = 1 4 at 4+ (2,) + (3, +

ER Y Tl L

A sumar un ndme- "
computadora, es

ps de la serie, .3
fucidon de la

0 0
1 0
0 3

o de la serie B
A:

14

n oo o
0 1 0
p o 3"

0 1
[ 3
o] 77+ +
27 2
1
3
tZ t!,
9-2—+ 27—6-4-. 2
0 1
0 3
2 3
—2——(3t) +T(3t) +... 2

B
L-e i e e 7




" la solucibn del sistema es:

e?t o o 1
¥x=] 0 <% o 3
0 o0 ot 2
X = 3eY
1207t
(.
por lo tanto:
X, = QZt, X, = 3et , X, = 2e3t

Si la matriz A es diagonal y no dispersa (cero en cualquier
posicidn, excepto en la diagonmal no nula) se facilita la rg
solucién del sistema. ’

i
Ealke
£

También se obtuvo en el ejemplo II.3, la suma de la serie .
matricial infinita de la ecuacién (14), la cual es una matriz
cuadrada que involucra elementos exponenciales de la forma

At
e s

e 4] 4]
0 of o
0 0 o't

por esta razdn se le denomina matriz exponenc{ial y se le de-

nota por Bt

. ' 2 n .
Pt -1 4 oAt + 2‘, €2+ ...+ ﬁ, P 1.

con esta nueva notacidén para la serie matricial infinita, se
puede expresar a la solucidn del sistema de la siguiente for
ma:

‘% = Mtx(0) ~ ... (186

85




Se puede observar la analogia con el caso escalar:

y' = ay

cuya solucibn es:

y = ¢2% y(0)

El problema para obtener la solucién (16) de un sistema de%
ecuaciones diferenciales homogéneas, consiste en calcular 143

matriz exponencial eAt, por lo que se debe analizar con mis
detenimiento sus propiedades y la forma de su obtencién.

I1.2.5 PROPIEDADES DE LA MATRIZ EXPONENCIAL

A continuacidén se presentan algunas propieda
tes de la matriz exponencial eAt.

A) Si en la ecuacidn (15) se tiene t = 0:
PALL

'B) . Derivando la ecuacién (15) con respecto

At
de A 2 ) 1 n~1
3T = A+A‘t+... + —YE_:_TTT_ AP +

N=1 1

A n-
A;[I +At+ ... + _TTT—:_ITT— t +

n-1
=[I+At+ S A — "7 4
n - H
por lo tanto:
At
de _ At _ At
TaE T Remea

C) Sean A y B dos matrices cuadradas del misJo orden, si

AB = BA entonces:

((B+B)t _ At Bt

i

des importan-

... (19)

Para comprobar lo anterior, se desarrollan las matrices ex-

pomenciales:

i § i g, - Db cuknallRREET L T et L coell




e(A+B)t

‘ ) ‘
=I+(A+B)t+ ‘A%B) t2 + (A;'!B’,i £+ ... (20

2 ' 2
gAtQBt=(I+At+ -9-,— tz+..,)(I+Bt+ -a.g—,g:%..,)

a? B? A%

y

=I+(A+B)t+th+ABtz+T!—t;3+—3—!t +
2-
A 2 3.3
+ BFe 4B 0, BE L, (21)

restando (21) de (20):
5  (A+B)t_, At Bt _ BA - AB

BA*+ABA + B?A + - 2A%B ~ 2
- +BAY BAYBAB-2h°B-2AB° .1, (22}

tz

£
% En la expresidém (22) si AB = BA se tiene:

£
JBHBIE _ At Bt _ o

»{ de donde:

o (A¥B)t _ At Bt

DY Si en la ecuacidén (19) se hace B = - A:

- At, At

por lo tanto:

At - - : :
l} :l = At co. (23)

" I1.2.6 SISTEMAS NO HOMQGENEOS

. A continuacidn se procede a determinar la forma que presen
ta la solucién del sistema no homogéneo:

X = Ax + b(t) , b(t) # 0 ;

e SIS P S T T S < |- RN [ P §
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“si se multiplica el sistema por e 2F:

At ¥ = R 4 RtB ()

como % ( C-At;) = C—At; - ‘At bnd
puede representar:

_At._

ae %) = ¢ P%(r) at

integrando la ecuacién entre 0 y "t", se tieng:

t
-At— — ~A8—
AR - %0) = J‘ P05 (s5)as
[e]

despejando X:

- At— A ¢ “Rg (5)as
X e x(0) + ¢ t o ¢

o bien:

— — t
x = P30 + j HAE-9gs5)as

o

la ecuacibn (25) representa la solucifn del sfistema no homo :
condiciones| iniciales

géneo que satisface al vector de
x(0). :

Si se integra la expresibn (24) entre un valpr to Yy t se

obtiene:
t

% = AE T T ey 4 5 At 7

t

.II.2.7 CALCULO DE I A MATRIZ EXPONENCIAL

yzra calcular cAt
método de transfor

Existen varios método:
de matrices dispersas;

s

¢ ""Ax, la expresifn anterior se

cee 2009

. (25)

8) B(s)as

aplicables a casos

da de Laplace,

el método de valores y vectores caracteristicos, el método
de conversidn matricial a la forma candnica de Jordan, etc.

El método aqui presentado tiene la suficient
para adaptarse a cualquier tipo de matriz con
lidad, sin caer en la complejidad de otrcs cu

matrices de valores caracteristicos repetidos|.

Antes de desarrollar el método para calcular

niente enunciar el siguiente teorema:

‘ B S PIU R s ebilhBbas o P

flexibilidad
relativa faci
ndo se tratan

A
A, es conve

S
]
k3
&
h’&&tuiil\'d vl




TEOREMA IT.2 DE BAMILTON-CAYLILY

Toda matriz cuadrada satisface su ecuacién caracteristicd.

Esto es si:

n n-1
+ by A+ L.+ b, =0

det (A - AI) = bpk .

es la ecuacifn caracteristica de la matriz A, entonces:

n n-1
bhA” + bpA + ... + b I =0

Ejemplo IIX.4

Fara la siquiente matriz:

2 -7
L =
3 6
se tiene: 2 -2 -7
. A~ AL =
3 6 -

por lo tanto:
det (A -AI) = A% - 8x + 33 ;

de modo que la ecuacibn caracteristica de la matriz es:

A2 - 8\ + 33 =0

2 -7ll2 -7 -17 -56

la
ya

matriz A satisface el teorema de Hamilton - Cayley,

que:

A? - B2 + 33I =0

F e T T T N
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esto es:

(=]

24 15

[

4

A continuacién se desarrolla un método para 4
triz exponencial e, empleando el teorema de
ley. .

Si la ecuacidén caracteristica de una matriz
orden "n" es:

por el teorema de Hamilton-Cayley 'se cumple:

n ZI1~1 .
A+ oA + .ot apl = 0 ;

3

pbtener la ma-
Hamilton-Cay-

ruadrada A de %

de donde:

R - 7Y R ... (28)
myltiplicando la ecuacidn (28) por A, se tiene: 'i.
s A" = g A" -, - L, - apA bes (29)

sustituyendo (28) en (29) resulta 1o siguiente:
- - n-
A"t = a,(—alAQ ‘-azAn o ... - apI)- ¢,A ... - apnh
agrupando términos:
+ n- -

Aoy APy, AT e o ey T

En general:
AR Ly AP ey ey T, K=0,142, .. .l (30)

por 1la definicién de matriz exponencial, la ¢
e« una serie matricial infinita:

cuacidén (15)

-

PRV PP PR
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2 ) 3 n
At e + At + ‘%T t? + —%T ti 4., 4 —27 th o+ ...

si en esta etuacidn se sustituye la ecuacién (30), se tiene:

At ) A"? n-1 1 n-1 ' n
e =I+At+.... 4+ mt + —HT(YI.OA +...+'Yn°I)t +
1 n-1 ne-2 n+1 ‘
+ —(n_-i——f)_!_—(yllA + YZIA + ... + 'YnlI)t + ...+
1

n=1 n+k
e T kP teeo 4y, Dt + .e0 ... (31)

En la ecuacidén (31) se observa que sélo éparecen potencials -
dg A_de la forma A" conm =0,1,2,3, ..., n-1; agrupando
términos se tiene:

COITI 15 RO 19 WP 10 R ST kNIRRT '3

donde "n” es la dimensidn de la matriz y B4, B, ... Bph-, SON
funciones de "t".

Para cada valor caracteristico Ai se tieme:

2 Ly n
Al ) Ai
t24...7+

n
5 77 th+ ... 2 ... (33)

=l+}\it§

de la ecuacifn (26), se tiene:
n
A = - edy T

realizando los mismos pasos que se efectuarosm para obtener
las ecuaciones (28) a la (32), se obtiene:

n+k n-1 n-2
i = Ygry Y,

Foeee + Y i k=0,1,2,.00 ... |(30)
donde los coeficientes vy, som 10s mismos que los de ecug-
cidén (30), y finalmente: -

Azt

e%5% = By + By # ByA 4 ... o+ B ] pe. (35)

donde los coeficientes 8; son los mismos que aparecen en la
ecuacifn (32).

] [ YONPTPRI TR SUEY BT SRR EY T SN SNCSPIPS MR SHBIE 7 VNP T PR LT I K RS



Para determinar la matriz exponencial eAt se
cer By, Bys «.n Bn-x’ para lo cual se plantea

del tipo (35) para cada valor caracteristico d
si estos valores son distintos se tendrd un si
ecuaciones con "n" incdgnitas del cual se obte
res B; necesarios en (32).

Cuando la matriz A tenga un valor caracterist
"k" veces, seri necesario derivar la ecuacién
ces respecto a A, para obtener las ecuaciones

‘que sean necesarias en la determinacidén de los

Ejemplo II.S

Dada la matriz: ~

. . At
Para obtener la matriz exponencial ¢, como

matriz de orden n = 2, por la ecuacibn (32) se tiene:

At - g1+ 8.

los valores caracteristicos de A son:

Ayo=-1

A, = 5

requiere cono
ina ecuacién

e la matriz A;
stema de "n" 3
ndrdn "n" valo %

ico repetido ¥
(35), k - 1 ve
adicionales ~ §
valores de 8.

A es una

Ccon estos valores se obtienen dos ecuaciones, una pa-

ra cada valor caracteristico, como indica la expresién

(35):

©
1]

B, + 5B,
e =8, - B,

resolviendo este sistema algebraico:

S | st -t
By = 5 (8- - e )
= 1 st -t
80 - (e + 5¢ )
por lo tanto:
1 0 -
- -t
At L (o5t ,se™h + L (et - ThH
K3 6
0 1
foeiind s G i B e s saPid@Ee. LR e . LEEhaa:




o e o - R L iaded £ dadan

2¢5% + 4ot 205t - 2¢-t
oAt - %

4e5t - ot 4e5t + 27
Ejemplo II.6&
pPada la matriz:

0 0 0

A = 1 0 0
1 0 1

Como la matriz A es de orden 3 y sus valores caracte-
risticos son:

la matriz Pt se calcula por medio de la expresibén (32):

Bt = g1 + B,A + B,A%;

de la expresibdn (35) para X; = 1, se obtiene:

la tercera ecuacifn se obtiene derivando la siguiente
acuacién con respecto a A:

. .
AT 25, # BA + ByA2

e.

esto es:

At

1K

te Bl’+ 228, ;

valuando para A, = 0, se tiene:

t =8, : .s. (€}

el e o i i ¢ e fa
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Resolviendo las ecuaciones (a), (b) y (c) se
los valores de B,, B; y B8;-

De las ecuaciones (b) y (c) se obtienen g, =
Sustituyendo estos valores en (a) se tiene:

B, = et -t -1

por lo tanto:

o
[=
o

1 0 0 0

et-t-1 |1

[~
o
+

e T=10 1 0]+t |1

Q

-

[

o o o

o 1] 1

efectuando operaciones:

1 0o o
At .l & 1 0
t

Ejemplo II. 7

. Dada la matriz:

que es una matriz de orden 2, se tiene:

At
e = ﬁoI + 81A

& ecuacidn caracteristica de la matriz es:

5

At +1=0

por lo que: . s

BRI . £ PR A R R O T S B

obtienen

1y B,=¢t.




e =B, + 1B, =cos t + isent

e = Bo - iBl = cos t « {1 sen t

resolviendo para B, ¥ B, se obtiene:
B, = cos t
By = sen t

con estas funciones la matriz exponencial es la siguien
te: -

’ 1 0 0 -1
e = cos t + sen t

por lo tanto:

cos t - sen t
At _ '
seh t cos t

TI.3 RESOLUCION DE SISTEMAS LINEALES DE PRIMER ORDEN Y COE
FICIENTES CONSTANTES

Con los planteamientos bdsicos dados, se pueden resolver
sistemas lineales de primer orden y coeficientes constan-
tes. Por medio de ejemplos concretos se presentarian los
dos casos: Resolucibén de sistemas homogéneos y resolucién
de sistemas no,homogéneos.

£ II.3.1 RESOLUCION DE SISTEMAS HOMOGENEOS

En la seccibn 11.2.4, se obtuvo la solucibn del sistema ho
o - - t—
mogéneo x = Ax, la cual es de la forma: x = P x(0)

SRR SRR - < TR | Ak B B P S rer A H
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Ejemplo II.8

Para el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

x, (0}

- 1 1 X,

x, (0)

]

1

la ecuacibn caracteristica de la matriz de coeficien-

tes es:

A -2x-8=0  ;

por lo tanto, los valores caracteristicos de
A son:

A, =4

Ay = - 2

como A es de orden 2, la matriz exponencidl
de la siguliente manera:

At
e’ = B, I + B,A

Con XA, vy A, se forma el siguiente sistema:

't =8, + 48,

)]

7t =g, - 28, &

resolviendo para B, y B, se obtiene:

=L et-Y Ty s =g e

la matriz

se calcula

“t, —2t)

sustituyendo los valores de 8, vy 8, en la expresi6n (a),

se tiene:

‘ 1 0
- Wt
At - %f (e“t + 2e zt) + %% (e -
0 1
efectuando operaciones:
~ 3e“t " 36—2t eut —_Q—Zt
At _ 1
¢ 3
9e*t - 977t 3¢t 4+ 377t
' sl & [N e e af




L]

por lo tanto, la solucién para el sistema dado con
x,(0) = x,(0) = 1 es:

97

X, 3e .+ 3e e - e

esto es:

gjempic II.9

Sea el siguiente sistema de ecuaciones diferénciales:

31 o |x %,(0) =1
=lo 3 1} |x, x2 (0) = 1

o o 3| |x, x,(0) =0

Como A es de orden 3, la matriz exponencial se calcula
de la siguiente forma:

At = 514 8.a+ 8,8

Los valores caracteristicos de la matriz A son:

como los valores se repiten, es necesario derivar dos ve
Ces para generar las tres ecuaciones de las que se obten

drén:
Bosr By ¥ B,
La primera derivada de la expresién e'' = By + B,A 4+ ByA2
es:
At
te = B8, + 28,%

y la segunda derivada:




t
t?e” = 28,
sustituyendo A = 3:
et = By + 38, + 98,
te’t = 8, + 68,

te = 28,

resolviendo estas tres ecuaciones se obtienen £
y sustituyendo en la matriz exponencial se tien

—

2
1t ot
At = 3t 0 1 t ;
o 0 1

la solucibn del Sistema es:

X, 1t ot ! 1
x,{=e’® Jo 1 ¢ 1
x, 0o o0 1 0
O sea:
X, = e’t (1 + t)
) X, = ast
x, =0

La teoria presentada, ha sido desarrollada
de valores iniciales, es decir, se precisa de
de un vector de condiciones iniciales en t =
ha representado como x(0).
fectamente aplicable a problemas en donde se
lucién general, o bien a problemas en donde 1

estin dadas en un instante de tiempo cualquiera, como se

muestra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo II. 10

Para el sistema:

§ = 9% + y ’ ,

Sin embargo, estal teoria es per /7

para problemas -4
1 conocimiento ¥
0, el cual se -

solicita la so
ias condiciones




Se desea obtener su solucibn general.

Los valores caracteristicos de la matriz son:

Y la matriz exponencial, calculada con el método descri
to (ver ejemplo II.B), es:

la solucidn genera} es:

donde:

.

es un vector desconocido de condiciones iniciales, esto
es:

XW , 3¢t &+ 3¢72t ettt k,
=L
6
v 9¢*t - 972t 30" 4 3¢72% | |k,
L J
x? _éi_(3kl + kpre t ¥ .%.(31(1 - ke 2t
y %— (3k, + 1<1)e."t - %-;(31‘1 - kyle 2t
b
como:
-2t
X = %—(31(1 + kz)e,"t +- %.(31(1 - k,)e z
B T VU I et -SSP e S S
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y= 33k, + ket - 33k, - k,)e"t

sic, = (3k, +k,)/g y cz2 = (3k, - k,)/g entonces:

t -
x=c,e't 4ot

y = 3¢,e*% - 3c,e7%t

Obsérvese que las constantes esenciales de la solucibn
no son directamente las coordenadas del vector de condi
ciones iniciales, sino una combinaci6én de ellas. E1

quid del problema estriba en poder formar esap combina-
ciones. 3

I1.3.2 RESOLUCION DE SISTEMAS NO HOMOGENEOS

En los prdéximos ejemplos, los conceptos funddmentales para |

resolver un sistema no homogéneo, son los mismos del homo-

géneo y se hace necesario finicamente completar la solucién
de la parte no homogénea, por lo que se hari uso de la teo
ria expuesta en el inciso I1.2.6; concretamente de la ex-

presién (25):

t _ .
% = e25(0) + I AR - psyas
[o]

que representa la solucidén de un sistema no hdmogéneo de la =

forma:
X = AX + b(t)

coh 1a condicién inicial X(0).

'

Ejemplo II.11

Para el sistema no homogéneo:

;‘1 -1 =2 }x, e:t
= +
X, -2 -1 ix, 0




con x;(0) =4 y x,(0) =0, la ecuacibn caracterfstica
de la matriz de coeficientes es:

A2+ 20 -3=0
donde:

Xl-l b4 11=-3

son los valores caracteristicos.

La matriz exponencial estd dada pot:

At = B8, + B,A

con A, y A, se genera el sistema:
et = By + B,
et < g, - 38,

resolviéndolo, se obtiene:

- 30% 4+ 70t ; B = et - 7't
0 4 1 4
entonces, la matriz exponencial es:
10 _ -1 =3
At 3¢t et I 1
¢ 3 * 7
0 1 -2 -1
o seas
20et + ot Lt it
. 3 p)
At L :
EAR Tk A I :
2 p]
por lo tanto la solucibn es:
et + ¢_'t zt - e-lt -
*) -z A A 4
- +
A A .
X2 3 T 0

B S N T
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ek dn

€ -3 (t- -8 -3 (td -
RECINEIC) S (e8|
2 -
+ . -5 . -3t
R L RO o8y o3 ETS) o
) 2
O - -

Ejemplo II. 12

Se desea obtener la solucibn del siguiente s
ecuaciones diferenciales:

0 1 0 x, 0
=10 -2 -5 X, | + 3
0 1 2 X4 0

Los valores

como A es de tercer orden:

At

e”" = ByI + B,A + B,A?

=g, 4 8,4+ 8,2

al sustituir los valores de A en la ecuacidn anterior se
obtiene el sistema:

istema de
x,(0) = 0
x,(0) =0
x3(0) = 1

1=38,
it R . B
- e =1+ 18, - B, =cos t + 1 sen t
Co-it . .
e =1-1iB8, - B, =cos t - i|sent




resolviéndolo, se tiene:

sen t

L]
[
]

- - B, =1-cost

At

1 0 o0 (] 1 0
eAt‘ =10 1 0| +sent 0 -2 -5} +
R 0o 0 1 o 1 2

0 1. 0 1 0
+ (1 -~ cos t) 0 ~2 -5 0 -2 -5
0 1 0 1 2

efectuando las operaciones y simplificando:

1 -2+ 2 cos t + sen t -5 + 5 cos t
At oo cos t - 2 sent . - 5sen t
0 ’ sen t cos t + 2 sen t

conoc1da la matriz exponencial, se obtendré la solucién
del sistema no homoqéneo.

N

X, 1 -2+ 2cost + sen t -5+ 5 cos t 0

%x,1=10 cost -2 sen t -5sen t 0

Xy ] sen t cost+2sent lj
t

-6+ 6 cos(t - 8) + 3 sen(t - §)
+ 3 cos(t -~ 8§) ~ 6 sen(t ~ §) ds

3 sen(t - §) . o "

EREIIN i L Edmaas o f P T
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104
integrando la matriz:

t - -

-6+ 6cos(t - &) + 3 sen(t - §)

3 cos(t - &) - 6 sen(t - §) asé =
’ 3 gen(t ~ ¢)

. (o]

—

& .
FS E6+6cos(t—6)+3sen(trA6):] as
o

t - ‘
- j 3 cos(t - 6) - 6 sen(t - §) 7] ds$

ot

J- [3 senit - &)7] 48

[«]

-6t + 3 + 6 sent -~ 3 cos t
= -6 + 3 sen t + 6 cos t

3 ~3co8 t ) -

Sustituyendo y simplificando se obtiene la solucibn:

X, = - 2 -~ 6t + 2 cos t + 6 sen t

-6 +6cost - 2 sent

X,

Xy = 3 - 2cos t + 2 sent

Ejemplo II.13

Para el sistema no homogéneo:

X, = 3x¥ + %, . x,(0) =0

X, = - x, +x, + €5 %0 =1

La matriz exponencial es:




3
(a3
~
ot
IS
(ad

e + te te

2t 2t
- te?t : et - e

" con la cual se calcula la solucién del sistema:

t .
x et tzzs 0 o2 (t-6) 2{t-4)

+t-8)e 2(£-4)

(t-6)e

x| |-t Faee®| L1l ) -eeae (& P8 g2 em8) | b

t

- ox, = ot - ee?t I ¢ [ez(t'é)- (t-é)ez“'“] ds

(o]

~ integrando v simplificando:

4 1t 1 a2t 1 -t

¥ =3te -5 e
13 at 4 . 2t 4 -t

o Xy T T T g ten - e

: I.3.3 TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD PARA SISTEMAS LINEA!

|

e ' L
x, = te?t +'[ "8 rtez(t_i) - éa’(b’s)] ds
o |

as

TEOREMA II.3

Sea el sistema lineal x(t) = AX(t); x(0) = B donde A es
una matriz constante de orden nxn y 5 es el vector de con=
diciones iniciales de nx 1, La solucidn dnica del sistema .

en el intervalo - » < t < » es x(t) = zAtb.
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Demostracidn:

A) Para demostrar que x(t) = P es soluci
se deberid comprobar que lo satisface.

Derivando la solucidn propuesta:
eAt

x(t) = Ae" b

sustituyendo x(t) = ¢*%% y su derivada en el

A— —
Ae tb = AeAtb

o sea, la ecuacidn se transforma en una ident
en t = 0:

.

7(0) = 2 0p

L d
=b
por lo tanto:
) = 2%
es solucién del sistema X = Ax, con x(0) = b.
. ¢
B) Para demostrar que x(t) = % es 1a dni

supone que existe otra solucidn a la que se 1
tonces como z(t) es solucidn, ‘se tendrd que:

“Z(0) = b

Nie
ct

1]

»
Nj
o

»

El producto e P2 (t) se representa por p(t),

pit) = ¢ Btz (p)

derivando esta funcidén matricial:

Q_At_ e*At—

B(t) = z(t) - A RZ(e)
como %(t) = AZ (t), se tiene:

'{S(t) = B5(¢) - acAZ ()

ademis Ae-At = e-AtA, por lo que:

6n del sistema g

sistema:

ca solucidn, se:
lamard z(t). En#

se tiene:

i . RO Do taEael - o



s PO AT P 1 0¥

plt) = B3 (e)
para t = 0: 5 = 203 0) =30 =5
0 sea

Blt) = 5(0) = ¢ Ptz (e)
de donde: )

ez ) =B
e s At

premultiplicando por e ":

zZ(t) = &%

- At— a _
£ pero como x(t) = ¢ b, se concluye que.z(t) = x(t), o sea
" que la Gnica solucién del sistemz es:

¥ ‘x(t) = &M%

E orden de la ecuacidn diferencial.

L}

pt) = ¢ Paz(t) - ¢ Ptaz ()
Be) = o0

lo que significa_que E(E) es una matriz de elementos constan
tes, por lo que p(t) = p(0). -

Entonces como:

-

%11.4 TRANSFORMACION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL DE ORDEN "n* A

UN SISTEMA DE "n" ECUACIONES DE PRIMER ORDEN

En el capitulo anterior se estudiaron las ecuaciones dife
renciales lineales; en &stas aparece como incdgnita uia va
riable escalar. Si el modelé de un problema es una ecuacidn
de este tipo y de orden "n", se puede transformar en un sis-
tema de "n" ecuaciones diferenciales de primer orden; de es-
ta manera se tendrdn "n" variables como incdgnitas. Las "g"
variables pueden o no tener una interpretacién fisica en el
problema.

El procedimiento para realizar dicha transformacién, consis

te en introducir tantas variables dependientes, como sea el

107
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x''"' o+ 2x'' - x' + 3x = 2t
i x = w,
entonces:
, x' = wi -
haciendo:
X' = wy
se tiene: . .

Ejemplo II.14

Sea la ecuacifn diferencial de orden tres:

X' = w! =y

derivando x' = w, y haciendo w) = w,;:

derivando (d), se tiene:

s x"'aw;

como ya se tiene tres nuevas variables; w,, W, y w,,
ya no se podrd hacer:

x''"' =W =W,
entonces en este caso, se despeja x''' de la ecuacibn

diferencial (a):

x''' = - 3x + x' - 2x'' + 2t

sustituyendo (b}, (¢), (d) y (e) en (£):

Wy o= 3w, +w, - 2w, + 2t

de las ecuaciones (c), (d) y (g) se forma el
te sistema: i

, .

wli=w,
L

W =W,

+ - -
w, = 3wx + W, Zw. +

en forma matricial:

siguien-

2t

i - . PPN P-p i




w! 0 1 0 w, 0 -
wy = 0 0 1 v, + 0
w; -3 1 ~2 W, 2t

&

teuya solucién w,, w, y w, representa:
[

E

¥y = x, Wa

x' y wy = x'!

% Ejemplo II.15

© Transformar la siguiente ecuacién diferencial a un sig
tema de ecuaciones diferenciales de primer orden: -

= y'Va3y' vy = Y0) = y'(0) = y''(0) =y'''(0) = 0

-Primerc se identifica la variable dependiente de 1la

'¢cuacidn, en este caso "yY", y se hace un cambio de va
‘riable, esto es:

y = v, .. (@)

‘@e esta manera la nueva variable es W,. Haciendo otro
cambio de variable para y', se tiene:

E‘ . ' Y' = w = w, T e.. (D)

Y asi sucesivamente con las derivadas de "y" hasta te-
ner cuatro nuevas variables

1]
£

y'' = w, s e (0)

y''!' = w; w, - ee. (d)

ﬁaespejando y'VY de la ecuacién diferencial original:

E; y“’:—y,-3y'+x

ecuacibn que, al introducir las nuevas variables co-
rrespondientes, queda;

y =w, = - w,- 3w, + x o ceo (€)

de las ecuaciones (b}, (c), {d) y (e) se obtiene el sis~
tema:
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L] —
W, =W,
W) = w
2 3
w! = w,
3 4
[ I ; -
w, = w, 3wz + x

— - —_ = 4
w) o 1 0 0 w,
W, 0 0 1 0 w,

= -
w; 0 0 0 1 w
3
w! “1 -3 0 QJ w,

como y = w; y y(0) =-0, entonces w, (0) = 0.

De la misma forma:

y'(0) = w,(0) =0
y''(0) = w,(0) =0

y'UI(0) = w,(0) =0

por lo tanto, las condiciones iniciales en el sistema de

ecuaciones son:

w, (0) = w, (0) = w,(0) = w,(0) £ 0

II.5 APLICACIONES

Problema I1I.1

En el circuito eléctrico que se muestra en [la figura II.2
s¢ desea determinar el voltaje en el capacitor vc(t) y la

corriente en la inductancia irp(t) para t > 0
tante t = 0 se sabe que vc(0) = 0 e ip(0) =

B T e )

. En el ins-
0.




Ve = vp, + VR,

dip
v = L ac Yy sz = Ryi, = RzlL
~8e tiene:
3 ai
Ve = L + R,ij,

4
t.de donde:

i B [CRAFESS S R e

R L
b AAYAY, R =1 g
c =1 F
e(t)(é) <f::‘\) ¢ L =1 H
R, =3 @
MALLA T MALLATL e(t) = 1 v
Figura II.2
f- Efectuando la suma de voltajes en la malla I:
e(t) = VR, + v,
ErComo le = R;i, entonces:
e(t) = Ryi, + vg
3 C R
B donde: )
; dvc
1l=1c+iL=C—at—'+iL
§ por lo tanto:
3 dvc .
e(t) = Ry (c et iL) + vg
;o bien, despejando la derivada de Vs
dve 1 1 1 )
&&= " Fc Ve " o i, + B nem e(t) ... (a)

111

ki ﬁ;rmaww,;“. .

e

- sl



-112

dir, 1 Rz
3t " T Ve " T4

Las ecuaciones (a) y (b) forman un sistema

clones diferenciales, donde las variables dependientes

son las variables que se desea conocer, o se

Estas dos ecuaciones en forma matricial Yy con los valo-

res correspondientes de L, C, R} y R; queda:

el vector solucibn x de este sistema es:

t
x = M50 +j A8 p 5y as
o _

Para obtener eAt, primero se calculan los valores carac

teristicos de A:.

- 1=-A -1
= (A +2)2 =0, A, a
1 =3-2
para A, = - 2:
<t =g, - 28
. para A, = - 2
te*t = g,
donde: ' ‘
. B, = te-ztv

B, = (1 + 20)¢" %%

‘La matriz exponencial es:

ces {b)

de dos ecua-

a ve e 1j.

b A, = -2




1 0 -1 -1
At - (1 + 2¢)e” 7t + et
0 1 1 -3
1+t ~t
eAt=¢-zt‘.
t 1=t
calculanda la solucién:
1L+t~ 6 “(t ~ 8) 1

¥ .
s A5 o ay a J’ 2 (£-6)
]

2814t~ 0y

X(0) =

t -6 1-(t-6) 0

t é
] e?%(1 + £t -6) ds
(o]

as = o~%t -
28 ’ t 28
e (t ~9) l eVt ~8) 4é
(=]

2t 1 3 3 1 -2t 3 -2t
T -~ t-7 T - Tt T-ge

2t 1 1 1 1 -2t 1 -2t

¢ -Fte-r T T te T -

P R S
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1

se tiene:
3 1
Ve T2
At— € a(e-s)o, ...
= =e"%(0) +1 e b(s)ds =
[o]
. 1 1
L T2

Problema II.2

Se tienen dos tanques cilindricos comunicado
te inferior, como se ilustra en la figura II.
ba eléctrica extrae un liquido de un depésito
ga al tanque 1 con un gasto constante. Parte

te 2t - %— e
-2t 1
te - —4— e

5 por la par
8. Una bom-

y lo entre-
i del fluido

que entrega al tanque 1 pasa al 2 por el orifficio infe—
rior, con un cierto gasto; y el fluido que entra al tan-
que 2 sale, con otro gasto, hacia el exterdor| del sistema.

8z

hz

Figura II.3

Los gastos q,, Y. q, son en general funciones

de las.alturas variables h ¥y h,, pero en algynas situa-

ciones précticas, puede considerarse que lasre

tre gasto y altura son lineales, en la forma siguiente:

qu = kl (hl - hZ)

a, = k,h,

Se trata de determinar el comportamiento en
las alturas del fluido en los tanques, consid

4
Kk, = 5
k, = 12

Apomba 5 unidades cftb

.
no lineales

laciones en

el tiempo de
erando que:

icas/s = g

by
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A; = Area de la seccibn transversal

del tanque 2 =8 unidades cuadradas

A, = Area de la seccibn transversal
E del tanque 1 =1 unidades cuadradas
Se sabe que en t = 6, el nivel del fluido en ambos tan-
E ques es igual a una unidad lineal.
4
£  Soluci6n

. Para el tanque 1, la rapidez de la variacifn del volumen
. del 1liquido contenido es:

dv, : L
£ = 9 - 9, ' S (e)

Dado que los tanques son cilindricos:
v, = Ah, .. (A

v, = A,h, . ... (e

: Sustituyendo (d) en (c) y considerando los datos del pro
¥ blema:

dAlhl 4
3t =3~ 35 (h; - hy)
' dh, _ 5 4
at = A&, &, (M - By)
dh, 4 : . .
=5 - = (b, = hy) <e. (£)
Para el tanque 2:
dv,
atr T 9 T Qq,
O bien:
~ dh; _ 1 4 ha
e TR, 3 (ooh) - 12—
dh 4 12
=t = ¢ By, - h) - —=—h,. ... {g)

Las ecuaciones (f) y (g) constituyen el modelo mateméti-
£ co del problema planteadc, matricialmente: '

N

b2 . B e d b E e o [EENIFRTIERS e N PSS i - Baee bon s *



116

: 4 4

h, -3 3 b, 5
= +

. 4 40

h, -7 - | |M 0

Resolviendo el sistema por medio de la matriz exponen

cial:
la = x| =0
4 4
| 3
A-AI =
4 40 _ , .

2T 1

La ecuacibn car&cteristica resultante es:

AZ 4+ 30 +2=0
las ralces son:

Dado que el sistema es de dos ecuaciones y
diferentes, se tiene:

Pt = g1+ BA

donde B, ¥ Bi son soluciones de:

resolviendo:

B, =e " -e

por lo tantdv se obtiene:

eAt - (Ze-t-ehzt)

PR TN, SR . RN S

las raices
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16 -t 8 - -

77 e +gpet P AR
At _

1, =t _ -2f 1 -t 2 -2t

e 2 ) Fe o+ S

E’ 16 -t 8 -2t 4 (-t _ -3t [
hl 57 e + ?4— e ﬁ(@ - e ) 1
= +
1ot _ - - -
ho g™ -e 2ty ; et +-%— eT2t s
t 80 - (t-¢6) 40 -2(t-¢)
+ dé
5 ,-(t-6) 5 - -8
o 2. -3 2 (t-§)

i
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CAPITULO T11 LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

III.1° DEFINICION DE TRANSFORMADA DE LAPLACE

Si V y W son dos espacios vectoriales, una transformacién
T : V + W con dominio en un subconjunto D de V, se llama
transformacién lineal de V en w si se cumplen las siguien-
tes propiedades:

L. TV, +¥,) =T, + () , ¥ vy, V,€D
2. T(cV) =cT(V); v ED A
o bien:
T(c,V, .+ ¢,¥,) = ¢,T(7,) + C2T(V,)

En general, una transformacién es una funcién entre espa-
cios vectoriales definidos sobre un mismo.campo, que asigna

. mediante una cierta regla, a cada elemento de V uno y sblo
un elemento de W; esto es:

S
i. T(V) = w

L. grificamente se representa como: °

|

CODOMINIO

Figura III.1

b e s e
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' Ejemplo ITI.1 i

Sea Vl =Lnx, x # 0, donde v,€v, Y sSea pna transfor-

macibn definida por la regla: .

=4
T = dx

33

el elemento del recorrido correspondiente q

Vi = Thnx) = L (1ny) o 1 %0 v, Cw
. 1 = I X < X y‘ w, €
E

En este ejemplo,
funcibn real de va
funcién real de 1a

al aplicar la transformac
riable real, se obtuvo co
nmisma variable,

i6n sobre una
mo imagen otra

; Ejemplo ITI.2 — ; , -

Sea v, = t?2, y 14 transformacién definida por 1a regla:

b
T(*) =.[ st (¥)dt ees (1)
a

donde "a" y "b" gon constantes, 0 < a < b, y "g"

parémetro. v,

es un
La imagen o transformada de v; es:

b 4 . u *
w, = T(v,) =L st (t?)yat = ﬂ—;—a—) : :

En este caso la transformacién c
imagen que no es funcién de "t*
no funcién de "g*“,
Vy ¥y W, se ilustran

onduce a obkener una
(como 1o es v,), si-
Las graficas correspondientes a
en las figuras ITTI.2 y 1r1.2.1.

‘ Figura 1II.2 Figura 11I.2.,1




In general, si v = f(t) € vy y la transformacién se define

como :
_ b . _ .
T (v) =~[ k(s,t) vat seq (2)
a ) .
éntonces:
T(V) = F(s)

Definicidn: Dados kis,t) y £(t), se llamarj transformas+
Ci6n integral lineal de f(t) sobre k(s,t) a la siguiente
expresidn; .

b ' .
kis,t)f(t)dt = F(s) cee (1 (3)
a

k(s,t) es conocido

como el kéanel o ndeleo de 1la trans-
formacién. .

Ejemplo TI11.3

Sea v; = t’ y la transformacién definida por:

T ARRR P

- .
T () =J. k(s,t) (*)dt

[s]

st,

A)

Si el ké&rnel d

e la transformacibn es k(s,t) =

la transformada de

Vi

es:

w)

=T(;l) = lim T_ =G).

b
st®

b-+w [e)

por lo tanto, no. existe la im
integral impropia resulta div

agen de Vv, debido a que la
ergente.

B) Si ge_considera el kérnel k(s,t)= QSt,

imagen de Vv, es:

W, = T(V)) =

lim

W, =
b=+

t

st
2¢

integrando por partes, se obtiene:

s >0, la
~t =
J St e2ge
(e}
b
2e5¢ 205t -
S2 S3

121
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"integrando por partes, se obtiene:

lo cual indica que con el kérnel seleccionado, la inte-

gral es divergente, pcr lo tanto la transfprmada de v,
no existe.

C) Sea el ké&rnel:

k(s,t) = e 5%, s> 0

14

la imagen o transformada de V, es:

w, = T(v)) =J 75 2ae
(o]

por lo tanto, con el kérnel seleccionado en
so la transformada sl existe. Adem&s, los elementos
del recorrido son funciones de "s", mlentras que los
del dominio son de "t".

La transformacién definida con el kérnel .del inciso C del

ejemplo anterior, es una transformacién llamada fransforma

da de lLaplace.

o o W e i o

Definicibn: Sea V un espacio vectorial de funciones
f(t) defintdas para t > 0. La transformacifn integral
que aplica a cada f(t) de V en su imagen F(s) de W, se
‘llama transformacifn de Laplace y gqueda def}nlda por
la siguiente regla:

" )
L{*} =j’ "3t myat - ')
[o]

para una funcibn f£(t), se tiene:

L : V->W

[o.]
Lif(t)) =f e Ste(ryat (5)

o
donde V es el comjunto de todas las funciones f(t),

t >0y W es el conjunto de las funciones transformadas
F(s) bajo L, es decir:

L{f(t)} = F(s)

L § . - Y e R Ei

R
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. A la regla de la definicidn anterior se le conoce con el

Fnombré de transformacidn unifateral de Laplace, para dife
E. renciarla de 1la bifateral que se define como: 7

o -
L{f(t)} =J’ e Ste(ryae

-0

i

& En la mayoria de 1los problemas, donde 1a transformada de
¥ Laplace se aplica, la variable tiempo es mayor o igual a ce
k.TO0, por lo tanto, la transformada de Laplace que se estudlia
g es la unilateral.

Ejemplo III.4

La transformada de Laplace de £(t) = 1 es:
L{1} =J’ 1e¢"%%at = 1im - L st

o b+

L{l}=%,§>o

Ejemplo III.5

%1 La transformada de Laplace de la funcidn f(t) = et de
© finida para t > 0, es: ’ R
% at ® -st at b -(s-a)t
£ Lie™ "} = e "Te Tdt = 1lim e dt
o b+wJ,
b
= lim _si.ae-(s—a)t =gz is>a
b+
- o

¥ Hasta este momento, la finica forma de wverificar si la tran
¢° formada de Laplace de una funcidn existe, es resolver la in
;. tegral que establece su definicidn y determinar los valcres
¢ de "s" para que la integral sea convergente. Este proceso
" puede ser laborioso para algunas funciones.

R

© Para simplificar et procedimiento. aniterior, existe un teorg
- ma que establece las condiciones suficientes que debe satis?
: facer una funcidn, para que su transformada de Laplace exist

E ta.

T
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III.1.1 14 EXISTENCIA DE LA TRANSFORMADA DE

Antes de establecer el teorema de existencia, se def
dos conceptos relativos a funciones, que |serdn necesg
para determinar 13 transformabilidad de gllas,

tos son:

1. La continuidad seccional de una funcisn.
2. El orden €xponencial de una funcién.

LAPLACB

inirﬁn,
rios
€stos concep:

Respecto g1 Primero, se eéstablece 13 sigpiente definicién:%

a) f(t) sea continua

es decir, que en un subintervalo ¢ <
ten:

~

lim f(t) y lim £ (¢
t+ct t+a”

Definici#n: Una funcién f(t) es seccipnalmente conti
nua en el intervalo a <t <b, si €ste dntervalo puede
ser dividido en yn nmero finito de subintervalos de

-

b) f£(t) se aproxima a un lfmite a medida que "t" ge
aproxima a cada uno de los dos extremos internos,

t <4 exis

Ejemplo 1171.6

Sea la funcién Cuya grdfica se ilustra a gontinuacién;

1} f(t)

- t
Figura III.3
En el interjor de 105'subintervalos (O,A%} y ( %} ;s o)
la funcidn es continua, adém&s en el subintervalo
0<t<l. - N :
- 2'
lim L) =0 y lim f(t) = ¢
t->0 £ - m-
2
adilihd.. -

X



¥ en el subintervalo t » %};

lim f(t) = 1 Yy Itm £(t) = 1
t > %}+ ’ . ,t'+x

por lo tanto, la funcién es Beccionalnente continua en
el intervalo (C, »),

La funcién periédica que aparece en la figura I1T.4, es
seccionalmente continua, ya que en el interior de cada sub
intervalo (n, n + Y, n=0, 1, 2, s++, la funcién es con-|
tinua y el limite existe en los extremos interiores de ca-
da subintervalg.

A}f(f)

<

ol
-

Figura III. 4

. Cuando una funcién es seccionalmente.continua en un cierto

;'intervalo, se garantiza la existencia de su integral en el
t'mismo, esto es:

b a, a, a, b
ff(t)dt=j f(t)dt +j f(t)t‘t+J- f(t)de + ... +j f(t)

a a, a, Ja,

donde a, a,, a,, a,, ... , an., b, son los extremos de los
h + 1 subintervalos en donde la funcién es continua,

; El coﬁcepto de funcién de orden eéxponencial, se establece
#n la siguiente definicién:

Definicibn: Se dice que una funcién f£(t) es de orden
exponencial cuanto t >®, sl existen constantes M Yby
un valor de "t" igual a t,, tales que:

l£0) ] < mePt,  para e 2t eee (6)

-

ke u:s

g
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La'definicién anterior puede interpretar

cién entre f(t) Y una funcién eéxponencial
Previamente,

Si existe una funcién Mebt, tal que, a pértir de un valoriy

to de "t", la funcign f£(t) crece mas lentamente que MePt alj

aumentar "t" hacia e] infinito; entonces f(t) es de orden
exponencial.

Ejemplo III.7

Sean las funciones £(t) =2 y ebt con b > 0, cuyas gré
ficas aparecen en la figura III.5. Como se observa, pa
“ra t <ty la funcién E(t) es mayor que la exponencial
¢"", pero en el intervalo t » ty, es menor que Pt Por
lo tanto f(t) = 2 eg de orden exponencial.

[P

'4f(t)

L o bt S v i

S 5T

bt

| \ .
I

.

L 4 1o

Figura III.5

Para verificar si una funcién f(t) es de orden exponencial,
es suficiente que 1a siguiente desigualdad se cumpla, dadosa

"b" y M constantes:

lim [e™Ptree)| < o \ e ()
t »o0 g

Ejemplo III.8

Para verificar si £(t) = ¢’
nencial, se tiene que |sen t]
y 1, entonces:

sen t, es de orden expo-
estd comprendida entre 0

le’t sen t] < le’tl




f. por lo tanto, en lugar de investigar si f(t) es de or-
j den exponencial, se hari con:

CE(E) = e

e vy si &sta resulta de orden exponencial, entonces:

e

. Si b > 3, por ejemplo b = 3.001 y M = 1, se cumple la
- desigualdad:

?Tpor lo tanto, f(t) es de orden exponencial.

3t

[

f(t) = eat sen t

con mayor razén lo ser§.

[e’tl < e(3'0°1)t, cuando t +

Definicibén: Las funciones que son seccionalmente con
tinuas y de orden exponencial son £lamadas funciones de
clase A.

La importancia de una funcidén de clase A, radica en que [la
transformada de Laplace de estas funciones siempre existel
Esto se establece en el siguiente teorema:

TEOREMA III.1

Si f(t} es una funcién de clase A, entonces su transforma
da de Laplace existe, por lo tanto:

L{f(t)} = F(s)

para s > s,, donde s, se llama la abscisa de convergencia.

Ay

";: .
£

Demostracién

[e 2] Do
L{f(t)} =/a_5tf(t)dt
o}

Como £ (t) es seccionalmente continua, entonces:

* -st a ®
I e STE(eyae =I ¢St (e)ae +I, ¢"Ste(tyat .. (8
[o] o} a

127
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La primera inte
te, dado que se
continua en el i
cidén. Falta pro
vergente. -

gral del miembro derecho de
trata de la integral defini
ntervalo definido por 1os 1
bar que 1la segunda integral

la igualdad exis
da de una funcién
imites de integra
impropia sea con

Por ser f(t) de orden eéxponencial, entonce#:

“lE(t)] < mePt
e-'tlf(t)l < Mebte-St - Me-(g-b)t
por lo tanto:

o0 ® v )
J. e 5% (¢)at 5‘{ e'Stlf(t)[dt < M.[ e'(s“b)tdt

a a a

\

R L L SN R Rl

Si la tercera integral de 1a desigualdad (9
mas razén lo hari 1la primera i
zando la conver

converge, con
ntegral. Por lo tanto, anali-
gencia de la tercera integral

. d
ﬁjle_(.-b)tdt’z M 1lim
a

_ 1 ~-(s-b)t
d+ o s - ¢

a
: ' Mo~ (8-D)a
si s > b, 1a integral converge al valor =%

s -b

i
Esta convergencia garantiza, a su vez, 1a de 1a integral:

. N 03_
Ie 5te(tyat

a

las dos integrales del
existen y por lo tanto:

oo
J e %t (t)ae

0

miembro derecho de 1a ¢éuac16n (8)

también existe.

El teorema III.1, establece la condicibn de ¢
funcibn como sufdledente, perno no necedaria, esto significa
que pueden existir funciones que, 8.in sen de clase A, pueden ’
den trnansformadas mediante Laplace. .

€ase A de una

Cuando una funcién
que se dispone para
investigar la conver

no es de clase A, el Gnicol|recurso de
verificar si es o no transFormable, es
gencia o divergencia de 1a integral.

ﬁn‘"l’
i
-
-
t
*
ﬁ
3



Ejemplo III.9

Se desea obtener 1la transformada de Laplace de la fun
cibn:

\]
’1
flt) = —=—
) e

k. En este caso f(t) no es de clase A, dado que es discon

= tinua en t = 0. por 1a definicién de transformada de
Laplace se tiene:

® —st o .
L{f(t)} =I er’?ﬁ‘jt:s St A g,

(¢} (¢}

3 ! -l
' con el cambio de variable t 2= z:

iy
_ t dt 2dz
dZ—T Yy dt -
t= 4
si:
-l -
t=2z y t/z=zl
se tiene:

® l/2 ® -sz? 'lzd @ 2 .
Q-Stt- dt = 'Q+E = 2J’ e"Sz dz : '
(¢}

[e] o

1
si y = s/2 2z, entonces:
y? = sz? y dz = ——%%——

o® o 0
- 2 -2 1 -1 2
feszdz=j 2eys/2'dy=2s,/2j eydy ;
(] o P

(o]

N

de las tablas de integraci6fn se obtiene:

o =)
Iewz T

(o]

129
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finalmente:

IR A y ki
L{1/YE } = 25 T="T

.Qon esto se comprueba que 1la transformadal| de una fuyn-
- eibn que no es de clase a, puede existir,

Bjemplo IIT.10

Se desea investigar si existe la’ transformada de Lapla

ce de la funcidn: -

Ly 2 e

£(£) = ot .

»

Esta funcién es 8eccionalmente continua en (0, =), pe

O no es de orden eéxponencial, por lo tanto|no es de
clase A. pe 1a3 definicién de transformada de Laplace

se tiene:

i
4
A
¥
g
3

, _ . )
i ‘ L{et"} =f e 5%t gt

o

camo esta integral eg divergente, la trangformada de La
place f(t) = ot no existe.

Con los ejemplos anteriores se ha comprobadg que cuando unaj
funcién no es de clase Ay puede o no existir |su transformada
de Laplace. La clase A, en cambio, garantizal 1a existencia #
de 1la transformada.

En general, el pardmetro "s" en la transformada de Laplace -
€s . un nGmero complejo de la forma 8. =% + yi;|sin embargo, ;
s6lo es tratado como tal, en cursos avanzados de matemiti-
€as. En este capitulo se considerari Gnicamente 1a parte
real, o sea, s = X, que es la abscisa del nimgro complejo.

Puede darse el caso de qQue una funcién, siendo de clase A,
no pueda ser transformada, debido a un valor del paridmetro
"s" asignado inadecuadamente. Esto puede verse con clari-

dad al obtener 1a transformada de f(t) = e3t,
® @ )
] L{est} =J eate‘stdt =I e-(s—3)\:dt
P | .

-

b2

H
kuj}.«eﬁuﬂ—“{ LT
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ﬂsi s < 3, la expresibén (s ~ 3) resulta negativa y el inte-

E grando pasa a ser una exponencial positiva. Asi, la inte-

gral impropia pasa a ser divergente. Al valor de s, = 3

se le llama pardmetrc o abscisa de convergencda. Para vya-

lores de s > s, se garantiza la transformacidén de la fun+

cidn, o sea, la convergencia de la intcgral impropia. Debi
p- do a esto, en el teorema III.1, se condiciona la transfo?mg
& cidn de una funcién de clase A, a la existencia de una abscli
sa de convergencia s,. -

In la siguiente tabla se enlistan las transformadas de al
gunas funciones:

f(t) F(s)
n c, ¢ € R c/s, s >0
t 1/s%, s > 0
t? 2/s%, s > 0
tn, n=90,1,2, .... . n!/sn+l, s >0
; eat 1/(s - a), s > a
fg sen at » a/(s? + a?)
3 cos at s/(s? + a?) :
;_ senh at a/(s?* - a%), s > a
' cosh at s/(s?* - a?), s > a

Tabla IIIr.1l

Todas las transformadas de esta tabla se obtuvieron a parr
tir de la definicidn de transformada de Laplace.

i

ITI1I.1.2 LA TRANSFORMADA DE LAPLACE COMO UN OPERADOR LINEAL

Siendo la transformada de Laplace una transformacidn, cum;
* plird con la propiedad de linealidad si se verifica:

L{f, + £,} = L{f,} + L{f,} oo (10)

X' Considérense por ejemplo las funciones::




132

-

Ry

= s

entonces:

L{f,} +L{£,} =L{t} - L{t} = 1/82 - 1/s?= |0, para s > 0

esto es:
L{f,} + L{f,} = 0 Y

pero no esta definida para valores de s < 0. Por otra par~'f
te: - ”

L{f, + £,} = L{0} = 0 para toda s

;

- entonces, se puede decir que:

n
Nt
e

L{f, + £,} y L{f,} + L{f

A Ty le

"son idénticas para aquellos valores de "s" |en que:

A

L{f,} 'y L{f,}

‘

R

estdn definidas, por lo que en general:

L{f, + £,} # L{f,} + L{f,}

De lo anterior se deduce que las funciones| transformadas
F,(s), F2(8), ..., Fo(s) en W, son idénticas, sbdlo si coin
ciden en un intervalo de 1la forma (0, x).

€on esta consideracién, -se establece una de las propieda-
des mds Gitiles e importantes de la transformacién de Lapla
ce, La propiedad de Linealidad.

Sicy, €4 ous, C€n €s un conjunto de constintes y ﬁ
£, (), £,(t), ..., £,(t), es un conjunto de|funciones de . *
clase A, cuyas transformadas son F, (s}, F,(s), ..., F,(s)
respectivamente, entonces: "

Lic,f, + c,f, +...4cpfpl =c,L{f,} + c,L{f } +... + enlify}

Lic,fy + c,f, +... + cpfpl=c,F,(s) +c,F,(s) 4... + c F(s)

Para "s" mayor que el miximo elemento del eonjunto:
{si| s; es una abscisa de convergencia)

i=1,2,3 ..., n

La propiedad de linealidad representada por|la ecuacién [QRD]
se demuestra a continuacién:




P Lic,f, +.c,f, +... + cpfnl =J e St(clf, +c,f, +

A cee + cpfy

n

® _op . oo _ ® _
c,j ¢ St e 4 czj %At L ae J ¢"Ste at
5 [e]

L{f} =.[¢-Stfdt
"eﬁtonées:

Lic,f, +c,f,+ ... +enfpl = o, Lif,} +c,L{f, }+ ... +cpLi{f

o bien:

o Lley ) e, f, 4., 4 cnfpl = c,F;(s) +CFo(s) + ... +cpFy

Esta propiedad es atil Para transformar funciones compues
tas con las funciones bidsicas que aparecen en la tabla ITI.T.

Ejemplo IIT.11

La transformada de Laplace de la funcién

£(t) = 3¢°F 4 16 - 3 cos 3 t, se obtiene utilizando la
propiedad de linealidad, esto es:

L{3e’t 4 16 - 3 cos 3t} = 3L{e’t} + 16L{1} - 3L{cos 3t}
i

I =3 6 _3s
- TEE3Y S Teryg 7 s> 3

Ejemplo III.12

Para obtener la transformada de f(t) = cos wt, sin
aplicar la definicién de la transformacién, se proce
de de la siguiente forma:

Por el teorema de Euler para funciones exponenciales
complejas:

iwt .
al = COs wt + 1 sen wt

e~iwt _

= cO8 wt - i sen wt
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sumando estas expresiones y despejando |cos wt, se obtie=
ne: 3

1wt + e-iwt

. cos wt=e—2——
aplicando el operador transformada de Laplace:

% L{ei%t) & % L{e A%ty .

L{cos wt} =
- las transformaciones del lado derecho, |se realizan en
) forma an&loga al caso ‘de exponenciales |reales, para

£,(t) = eat7y £, (t) = ¢7at, donde "a" és un nfmero com
plejo de la forma r + iq. Seleccionando s > r, se ob=
tiene la abscisa de convergencia, como 'se vio anterior
mente; en este problema, r = 0 y q = w,/ de modo que pa
ras > 0: -

_1 1 T 1 s
' Licos wt} = 5 - Iw ' T siiw |sT i 80

Ejemplo III.13

Para cbtener la transformada de f(t) o cos’wt, se uti-
liza la siguiente identidad trigonomé&trica:

2 = L . L
cos‘wt 5 + 5- cos 2wt

v

por lo tanto;

L{cos?wt} % L{1} + -;— L{cos 2wt}

S S B S
2s 2 s?2 + 4w2? .

]

III.2 LA TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE

El problema de obtener f(t) dada su imagen F(s), correspon-}
de al concepto de transformacibn inversa. Grdficamente:




CODOMINIO

Figura 1171.6

donde L : v » g y ™!

representa la tra
. rrido al dominio,

nsformacién del red
0 sea:

L : W v

Esta transformacién que permite obte
minio f£(t), dada 1a f

ner el elemento del do
uncién elemento ‘del recorrido correspo
diente, se 1lama thans formacibn {nversa de

Presenta como:

Laptace y se re-

=]

Ejemplo I11.14

s .
Co@o Licos 2t} = s? + 4 & entonces:

.

ﬁ' ‘= ¢o8 2t
8

similarmente, como L{1} = é} y L{e’t) = L
tonces:

s ene

1]
=

3

Cuandc se quiere determina

T los elementos del dominio
f(t), a partir de 1los del recorrido de 1la transformacién
F(s), se considera que é€stos se

gla:

generaron mediante la re-

N Pre ST
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@ -
F(s) =J ¢ 5% (v)at
0
En forma similar a como fue definida la transformada de La-3
place, la transformacién inversa de Laplace de una funcién %
F(s), se define: g
Sy + o
_ o= .1 st_.
f(t) =L {F(s)} = 33 [ e” "F{s)ds . (12)3
Sg = jw . ke
§ donde: g
; 7 S+ joo So +3A : *3
: ¢*tr(s)ds = lim | e5tF(s)ds
# / . A+ . )
; Sy~ jw S, ~ JA £
e *
£

Y s, es la abscisa de convergencia.

Aplicar la regla anterior para obtener anﬁitransformadas,

no es simple ni prdctico y es comin encontrar en la litera
tura la definicién de la antitransformada, |L”', en térmi-
nos de la transformacién directa:

t Definicibn: Sea W el espacio vectorial| de todas las
3 funciones F(s) definidas para s > s,. La transforma-

cién lineal que aplica a cada funcign F(s) de W en la
funcibn f(t) de V, y de la cual es imagen, se llama
transformada inversa de Laplace, designada como L7!,
Esto significa que si L{f(t)} = F(s), entonces:

£(t) = L7 {F(s))

De l1a definicidn anterior se deduge una priopiedad importan
te de la transformacién inversa L™', la de [linealidad:

L_l{chl(s) + C,Fls) + ...+ ann(s)}==c,L'1{Fl(s)} +
+ oL HF, ()} + ool + LT E (5) ) | cee (13)

Con la aplicacidn de esta propiedad y el uso de la. tabla .
ITI.t de transformadas, se puede obtener lal antitransfor--
mada de algunas funciones F(s). 5

: Ejemplo III.15 .

La antitransformada de:




- 15, 4 25
Fle) = -y

 por la propiedad de linealidad es igual a:

LHEe) = a5 A G -t |

*.de la tabla IIT.1:

L {Ps)) = 15 4 4t - 2 cos t ,

ya que:
L) =, ney = Ly Lcos t} = 5 - 55 ¢

I11.2.1 LA EXISTENCIA Y UNICIDAD DE I..‘.l

En los ejemplos correspondientes a 1la transformacién direc

- ta de Laplace, los resultados han sido Gnicos; a cada fun=-|
cidén del dominio le corresponde una y s8lo una funcién del

- recorrido. Sin embargo, esta propiedad de unicidad no siem
. PTe se cumple en la transformacidn inversa.

Ejempio III.16

R Y
TR

L .

Sean las funciones £ y £,(t);

1,0t #5
£,(t) = I,(t) =1, t >0
12, ¢ :

]
wn

- cuyas grificas se muestran a continuacién.

Af(t) ‘ . ?fgr)

~
1
{
|
|
|
i
1
oL 4

i
1

Figira III.7 Figura III.7.1




La transformada de f,(t) es:
Lif, ) =n{1y =L, s>o0

Para obtener la trdnsforwmada de f, (t), véanse las figu-
ras III.8 y III.8.1. -

[ 1) ) [ 4 f5(1)
- —— - 24— - - =
L A i b= lim L | '
§ | A—sQ ] {
) ‘ '
T . } +
0 5 t 0 5 $+A
\ J \
: "Figura 1II.8 . Figura III.8.1
esto es:
L{f, (£)} = 1im L{f, (t)}
A+0 .
como:
$ 5 4+A I
L{f, (t)) = f 1.2 5tae +j 2¢"5%at +I 14e 7St
(] s s +4

entonces:

L{f, (t)}

5 s o
i I 1-¢ 5tat +J' 2¢"5tae +§ 14e7 53¢
| L

por lo tanto: : , o ) : N

[o ]

L{f,(£)} = s 1-¢” 5%t = %? R s >0 ees (b)Y ,é.

j °
"De (a) y (b) se concluye gue, ademis de ser f, y f, dos
funciones distintas:

L{f,} =L{f,} =4 ; s>0 .

es decir, un elemento F(s) del recorrido es |imagen de
dos elementos del dominio, £, y f,. Esto significa
que la transformada inversa ée Laplace no es finica.




; Obsérvese que f, y f, son dos funciones idénticas, excep
7N un punto de discontinuidad. En general, la no unicidad
ide la transformada inversa se bresenta precisamente en e]
«€aso de funciones que sélo difieren en un conjunto discret
de puntos. Esto es generalizado mediante el teorema de
: Lerch, que establece lo siguiente:

to
i

o

TEOREMA. 111.2 DE LERCH

Sean f, y f, dos funciones de clase A:

Lif,} = L{£,}

para s > s,, si y sbélo si f, = f, para toda t > 0, except
en un conjunto de puntos de éiscontinuidad, si es que los
hay.* :

La falta de unicidad de 1a transformada inversa, no es im
portante en la mayoria de los problemas de aplicacién, dad
el tipo tan especial de funciones que la provocan.

* Una demostracién del teorema de Lerch, se puede consultar
en: '"Operational Mathematics™ de R. Churchil.

{.1I1.3 PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES L ¥ L~ °

Las propiedades de la transformacién de Laplace, directa
: inversa, son numerosas. En el presente inciso solamente
b estudiardn algunas de ellas.

A) Propiedades de traslacién. -

Antes de enunciar y estudiar formalmente estas propiedad
considérese el siguiente ejemplo: ‘

" Ejemplo III.17

F” Se desea obtener ;la transformada de f(t) = e?tcos 3t.

Por el teorema de Euler, cos 3t puede éxpresarsekcomo:

cos 3t =-%- (e’t1.+ z"?i) D o

Epor lo tanto:

L{e?tcos 3t} = 1

g2t edti ¢ 3td . _;_ L e(z-q-aj_)t;+e(.z—ai)t
————— p

es,

ey Lo e PO T P U EER N R A
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=1 1 + 1 =1l 8-2+3i+8-2- 3i _
2| (s-2) - 31 (s-2) +31i] 2 g2 -|4s + 4 + O
s ~ 2
=TG-z +3z=Fils)
como:
s
L{cos 3t} = ST+ 37 = F,(s) : .
comparando F, (s) con F, (s) se tiene:
F,(s) = F,(s ~ 2)
esto‘significa que:
L{e?tcos 3t} = F(s - 2)
donde F(s) es la transformada de la funcibén cos 3t.

El resultado anterior es importante, puest
plificar l1la transformacidn de funciones mul
funcién exponencial. Su generalizacidn se
el siguiente teorema:

o que permite sim-}
tiplicadas por una §
enuncia mediante

TEOREMA III.3 DE TRASLACION EN EL DOMINIO DE "s"
Si L{f(t)} = F(s), entonces:
L{e®®£(t)} = F(s - a) cer (1)
Demostracién
[o o] [o o]
L{e®%f (¢)) ='[ ¢75% 3% (¢)at =J (87t (1) ae = F(s-a)
0 0

Este teorema es conocido también con el nombre de primera

propiedad de thaslacibr o cornimiento de la
Laplace. N

Ejemplo III.18
Para obtener la transformada de f(t) = t

1

L{t} = =, = F(s)
S

aplicando la primera propiedad de trasl:

at, _ 1

L{te }—(S—‘?W=F(s-a)
En la sigquiente figura, se observa la ti1
la funcién transformada:

transformada de
a
te t, como:

acidn se tiene:

raslacifén de




AF(s-a)

Figura III.9

Del teorema de traslacién se obtiene la propiedad equi
valente para la transformacién inversa, esto es:

L{eatf(t)} = F(s - a) con F(s) = L{f(t)}
aplicando L™} en ambos miembros se obtiene:
-1 at
‘ L {F(s - a)} = %" £ (t) .es
~donde: -
f(t) = L "{F(s)}
Ejemplo III.19

La siguiente funcidén:

F(s) = S - 3
S T ST s v I0 T 3T - ¢s T ID

I se puede representar como:

s - 3 _ s - 3 . _
F8) s or e s 9y T o s mr o R s -

?b esto significa que:

£(t) = L"H{F(s)} =LMF, (s - 3)} = ¢’tq(t)

donde: DR

g;t) = L-ll f }= cos t

por lo tanto:

FISN - ST

(15

14]

BRSPS PR T
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La primera propiedad de traslacién en "s"|,

rrimiento de la funcién transformada. Una
lar puede establecerse, pero trasladando d
funcién en "t".

describe el co- %
propiedad simi-
irectamente la,

] TEOREMA III.4 DE TRASLACION EN EL DOMINIO DE "t“

0, t < t,

Si f(t)=
glt - t), t>'¢,

entonces:

L{f(t)} = ¢ to3g(s), donde G(s) = Lig(t)}

«o. (186)

Demostracidn

L{f ()}
to

Siz=1¢t - to; dz = dt, se tiene:
o 0 s o)

L{f(t)} =§ e Bt S ()42 = e‘t°'5§ 57
o] [e]

La utilidad de este teorema, conocido también como segunda *

propiedad de trasfaci{dn, consiste en recor
funcidén hasta hacerla adoptar una forma ta
teorema se obtenga la transformada de la f

Ejemplo III.20

Sea la funcibn cuya gr8fica se muestra a

£t e - . 1

o _ : - - 0

j ¢"%t (0)ae +§ ¢St (e - t,)at ==§ Bty (t - t,)dt ]
o

g(z)dz = e

rer o trasladar una
1, que aplicando el
uncidén original.

continuacibn:




i

R TR

rf(')

Mg —-——

t

ui

Figura III.19

Trasladando la funcién f(t) una unidad hacia la iz-
quierda, se obtiene una funcién g(t), cuya grifica se

muestra a continuacién.

4}9(1) r

n
w
-

Figura III.11

tal que:
f(t) = g(t - 1)

de la gridfica anterior se concluye que:

t, 0 < t«<1
g(t) ={ 2-¢t, 1<t <2
0, t > 2

teorema de traslacibn en "t":

L{E(e)) = Lig(t - 1)} = ¢"SL{g(t))

143
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1 2

te %tat +J’ (2-t)e Star
1 ‘

L{g(t)} = s

1 2 2
=J’ te Stat +s 2¢78%q¢ - I te Stat
0 1 1
; . integrando por partes, con u = t y ldv = e Stae i
¥ i .
. ‘ 1 1 2 %
Lg(t)} = - L 75t + —i-s ¢ Stae + 25 e Star 4+
o 0 1 5
2 2 ) o 'é
+ Lot - is e "Stat ;
S s
1 1 é
. 1 -2¢78 4 %S o4
s2 :
F ]
por lo tanto: 3
‘ =S -%s -s -28 -1s
' Lif(t)} = L= 2e - t e o8 L 2 -2 2+ e
s s

111.3.1 TRANSFORMACION DE DERIVADAS

La transformada de Laplace de la derivada de orden "n" de .
una funcién, se generaliza en el siguientel teorema: N

TEOREMA I11I1.5
Si f(t), £'(t), £''(t).... f(n-l)(t) son|funciones conti-
nuas para cualquier t > 0 y si f(n)(t) es de clase A en
(0, ®), entonces: .
A) L{f'(t)} = sL{f(t)} - £(0) : e anyt
B) L{E''(£)} = s’L{f(t)} ~ s£(0) - £'(0) | oo (18)

Yy en general:

O L™ (1)) = MLig(e)) - "oy - sT72g1 (0) - -

- s£(0=2) () _ gln-1) (g, ee (19)

La demostracidén se hard sélo para el caso [(A); el procedi-
miento es similar para las derivadas segunda, tercera, cuar-
ta, etc. El caso general (C) se puede demostrar por induc-
cidn matemdtica.

[e o]
L{f' (t)} =j. £' () e Stat ; integrando| por partes:
o




St av = f£'at, v = £(t)

u=e °°, du= - se

P©

L{ET(8)) = o Ste(e

ac
+ sj. ¢ Ste(t)at
o

o]

0 - £(0) + sL{f(t)}

sL{f(t)} - £(0)

Este teorema es de gran utilidad en 1la resolucidn de ecy
E. ciones diferenciales lineales.

L. Considérese la funcién de clase A, £(t) = 2%, Transfor
do 1la derivada de la funcién:

L{E' ()} = L{20%t} = 2

SLE(E)} - £(0) = s L -1 -8=-s*+r2_ 2
S?por lo tanto:

sL{f(t)} - £(0) = L{f'(t)}

%; Transformando ahora la segunda derivada de 1la funcién:

4

(K] _. 2ty _
L{f''(t)} = L{4e®*"} = s—>

v

ademis:
s’L{f(t)} - s£(0) ~ £'(0) = s? §_§_7 -s(l) - 2 =

s? - 52 + 25 - 25 + 4 - 4
s - 2 s - 2

pof lo tanto:

s?L{f(t)} - s£(0) - £'(0) = L{f''(t)}

Siguiendo este procedimiento se puede comprobar lo que
tablece el teorema III.2

{n)

L™ (0)} = s"Lif(e)} - s®7YE(0) - ... - £ (g

la -

man-

es-

re SR I ek T
¥
i
\
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II1.3.2 TEOREMA DE CONVOLUCTION

El teorema de convolucibn es Gtil para obtener 1a transfor
mada inversa de Laplace de algunas funciones, Antes de es=-

tablecerlo, es conveniente definir el concepto de convolu-
€ibn entre dos funciones. ’

"

Definicibn: Sean las funciones. £ (t) Y g/(t) continuas
en (0,o), 1la convolucibn de "f® y "g" se representa
f«g y se define:

t
h(t) =.y £t - wg(uwdu = £ . o

... (20)
- o

NOTA: La integral de convolucibn tiene una gran Impor
tancia en varias reas de 1la fisica y lasfmateméticas,
como teorfa de Circuitos eléctricos, cilc

ulo operacio-
¢ nal, anflisis de Fourier, transformada de Laplace, etc.
|

RN s

A continuacién se enlistan algunas de las principales pro-
piedades de 1a convolucién.

kb Wl

i £y «f, = £, o £, (conmutatividag) e (21).
|
£, % (f, % £,) =(f, «f,) »f, (asociatividan) .se (22)
Fyx(f,+f,) = foef,+ £« £, (distributividad) ... (23)

TEOREMA III.6 DE CONVOLUCION

Si £(t) y g(t) son funciones de clase A, cq¢

on transfor-
madas F(s) y G(s) respectivamente, entonces

L{f * g} = F(g) & G(s) .. (24)

Aplicando el operador inverso de Laplace a 1a expresién
24):

. :
L™ {F(s) « G(s)} =J £(t - u)g(u)du ee. (25)°
o

donde: .
" F(s) = t{f(t)} y G(s) = L{g(t)}

por lo tanto, la transformada inversa de un productoc de fun-

ciones de "s", se obtiene por medio de 1la integral de convo-
lucién.




Ejemplo III.21

Sea la funcién:

1
F(s) = ECEIa O]

p: la cual se expresa como un producto de funciones:

1 _ 1 . 1
(s2 + 1)2 s2 + 1 s?2 + 1

¢ representando a cada uno de los factores con Fl(s) Y
l} se obtiene que la transformada inversa de éstas es:

L-I{Fl(s)} = L—l{Fz(s)} = sen t

entonces por el teorema de convolucién:

: t
Go=1
¢ L ‘YEfgr_TTz} = .[ sen(t - u) senu du

(o]

t
—j (sen t cos u - sen u cos t) senu du
o .

F, (3),

? _ Sen t - t cos t
Z - 2

Ejemplo III.22

"La funcibn:

F(S) = s2 + s -

se expresa como un producto de funciones:

§ ‘ t . t '

= sen tj. cosusenudu-~ cost J sen?udu

: o o

- S , "

3 R sen‘u t - sen t cos it
3 ' = sen 't - — ~ cos t - )

1

_ 1 _ 1 _ 1
FI8) = o735 =3 o790 —1 = v

como:

(s - 1
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entonces la transformada inversa de F(s) se lobtiene por

medio del tecrema de ccnvolucidn:

L' {F(s)} = et » o0t

t
=.[ eue—s(t - u)du

III1.3.3 TRANSFORMACION INVERSA MEDIANTE FRACQ

|

El uso de las tablas y propiedades permiten o
formada y antitransformada de algunas funcione
g0, en el caso de funciones F(s), es frecuenta
formas extensas y complicadas cuya antitransfa
posible mediante el uso directo o inmediato de

piedades: por ejemplo la antitransformacidn de:

s2 + 2s + 3

Fds) (s2 + 25 + 5) (82 + 25 + 2)

En casos como éste, la descomposicién de 1la

btener la trans
s. Sin embar~
que presenten
rmacién no es
tablas o pro-

funcién en

fracciones parciales facilita la solucidn del problema.

NOTA: El desarrollo en fracciones parciales

se estu)

dia en los cursos de Cilculo Diferencial e Integral,”
por lo que en estos apuntes, solamente se dar4 una bre

ve explicacibdn del mismo.

Siempre que se presenten fracciones funcionalg
Q(s) /R(s), o sea, donde el grado de Q(s) es mer
do de R(s), 1la fraccién puede descomponerse en

s impropias
10T que el gra
una suma de

fracciones parciales de acuerdo a los siguientes casos:

CASO A. EL DENOMINADOR R(s).- Es , factorizabl
de raices diferentes no repetidas:

® en términos

IONES PARCIALES

+

léﬁg

AN NI P i | i

BRI YN

EERRP AN
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Q(s) _ Q(s) .M A, An
i R{s) ~ (s-my){(s-m,) .... (s-mp) ~ s—m1+s—m2+""+ 5 - My
Ejemplo 1IXI.23
La descomposicién de F(g) = P 3: I 3 es:
s + 3 - S + 3 = A + B
.82 -3 +2 T8 <2I(s -1 (s - 2} " (s - 1I)

CASO B. EL DENOMINADOR R(s).- Es factorizable en términos
de raices reales repetidas:

Q(s) _ _Q(s) _ Ay A, A
RS) ™ G-m? ~ GG-m " Teomz toet o

]

Ejemplo III.24

2
lﬁ P - s + 5 -1
La descomposicibn de F(s) = ST T ds 745 es:

s2 + 5 -~ 1 s?2+s5-1 A- ’ B + ' C
s +4s? +4s T s(s+2)2 - (s +2) - (s + 2)2

CASO C. EL DENOMINADOR R{s).- Es un polinomio de segundo
grado:

Q(s) _ Q(s)  _ As + B

R{(s) s2+ps+q s2+ps+qg

Ejemplo XII.25

La descomposicién d = 4 es:
posieidn de Fls) = s T OGO
4 - A, _B . _C , Ds +E
s(s?2 + 4) (s + 1)2 s (s + 1) (s + 1)2 s? + 4

CASO D. EL DENOMINADOR R(s).- Es factorizable en términos
de polinomios de segundo grado con raices repetidas:

g _
X Q(s) - Q(s) - A s + Bl R
5 R(s) (s2 + ps + q)B (s + ps + q)
§ : A,s + Bz . R Ans + Bn
3 + (s? + ps + q)z tee (82 + ps + q)n

gj Ejemplo III.26
2s® + s + 3

La descompssicifn de F(s) = (ST 7 J7 - st

[P NI SRR

il loa e

U U B TP GO
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28° + s +3_ As + B Cs+D || Es+F
(s?2 + 1)3 (s? + 1) (s + 1)2 (s? + 1)3

Con las técnicas descritas, 1la antitransformacién de fun-
ciones de "s" en forma de fraccién racionall, donde el deno
minador es un pilinomioc en “s", es una labor accesible, c§
me se ejemplifica a continuacién:

b A s g

Ejemplo III.27

. La transformada inversa de:

IR A

2

. _ S® + 25 +|3
: Flo) = mrs55 T35 T D)

se obtiene descomponiendo F(s) en fraccioneg parciales:
! s? + 25 + 3 _ As + B +4Cs + D
(82 + 25 + 5)(s2 ¥ 25 7 2)” "s? ¥ 25 + % s2 + 25 + 2

kPl o ¥ AR

para determinar los valores de a, B, C y D, se suman las
fracciones del miembro derecho y se igualan \los numerado
res de ambos miembros:

s* + 25 + 3= (as + B)(s? + 25 + 2) + (Ccs + D) (g% + 23 + 5)

s? + 25 +3 =(A+C)s’+(2A+B+2C+D)sz+(2A+2B+5C+2D)s+28+5[

A+ C=0
2A+B+2C+D=1

! 224+ 2B+ 5C+ 2D = 2
2B + 5D =3 ;

resolviendo el sistema de ecuaciones, se obtiene:
1 |
R : A =0, B=%, c =0, 1'_)=T

con estos valorés:

= ° 2/3 1/3:
F8) = o555+ ST ¥ 25 732
la forma de los denominadores sugiere completar un tri
nomio cuadradec perfecto:

_ 2/3 . 1/3
Fis) = o s+ I+ T " sryousrTe——




1 aplicando la primera propiedad de traslacifn para la an
. titransformacién: -

f _ - 1 _-1 2 1 -1
g £(t) = L {F(s)} = 5 L {(;;—rpr:7r-l+1r L ,(§fr17777r',

S

® * diante la sustitucibn en (4) de dichas rafces:

simplificando:

_ 2/3 i
F(s) = (s + 1)2 + 22 +(5+1)2+12

antitransformando:

1

£(t) = 5 e ! [ﬁ-,+ % Pk [—sz'l+—1'l

de la tabla III.1:

-1 2 - . -1 1 =
L ferd] s een e v o) s sen e

por lo tanto:

f(t) =1 e-t(sen 2t + sen t)

Ejemplo III.28

Para obtener la transformada inversa de la funcién
s + 4 .
= s d
F(s) 5T ¥ 337 + 35 Se puede representar por medio

de fracciones parciales:

B C

s + 4 +
(s + 2) (s + 1)

Fls) = o+ s 7D

=_A_+
S

donde:

+4==54(s+2)(s+1) +Bs(s+ 1) + Cs(s +2) ... (a)

Debido a la factorizacibén del denominador en t&rminos
de raices reales, es ventajoso determinar A, B y C me

para s = 0:

S
]

A(2)(1) + 0 + 0

A =2

i, sodt-wd citiiianeds ST CN
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Lo

para 8 = - 1:

w
]

0 +0+c(-1)(1)

sustituyendo s = ~ 2:

[ M
]

0+ B(~- 2)(- 1) +0
B=1
por lo tanto:

1 1
s+ ¢

1
= —
F(s) 2 P
enton~es la transformada inversa es:

£(t) = L™NF(s)} = 2 + ¢ 2F - 3¢

II1.4 LA TRANSFORMADA DE LAPLACE Y LAS ECUACIONES DIFEREN
CIALES -

Los conceptos y propiedades de la transformada de Laplace
directa e inversa, que se presentaron en 10s incisos ante-
riores, se pueden aplitar en la resolucidn|de ecuaciones di ¥
ferenciales lineales. El procedimiento consiste en obtener
la transformada de Laplace de los dos miembros de la ecua- 3}
cién diferencial, de esta manera se obtiene una ecuacién al
gebraica en donde la variable es 1la imagen |F(s) de la incég
nita f(t).

Si bien, el método de resolucidén de ecuaciones diferencia-
les por transformada de Laplace, puede aplicarse a ecuacio-
nes diferenciales lineales, ya sean ordinarias, parciales,
de coeficientes constantes o de coeficientes variables, en
estos apuntes solamente se aplicard a las ecuaciones ordina
rias de coeficientes rorstantes. FEs precisamente en este
campo, en donde la trinsformada de Laplace | ha tenido una de
sus mejores aplicacicunes.

Ejemplo III. 29
Para resolver el siguiente problema de valores inicia-
les: '

v'' - 3yt o+ 2y = 4e’Y; y(0) = - 3, y! (0) = 5

- Sl : P 7 O RIS I



obtiene la transformada de Laplace en ambos miembros:
L{y'' - 3y' + 2y} = L{4¢°t}

Liy''} - 3L{y'} + 2nly) = Ao

sf}yg’— sy (0) - y' (0) - 3[syq =y(0) ] + 2y = E%Z_

@gonde Ys = L{y} , despejando Yg !

2 _ -5 -9 = 4
YS(S 3S + 2) + 3s 5 9 m

4 - (3s - 14) (s - 2)

- _ =—3s%® + 20s - 24
Ys (s = 2)(sZ - 3s + 2) =

(s = 1}{s - 272

i ' (

como y(t) = L-lfys)

_ ;=1]-3s? + 20s - 24
y(t) =1 (s - I)(s - 272

desarrollando Ys en fracciones parciales:

= =3s® + 20s - 24 _ a B C
Ys -DGE-27 - -0 -7t =77

donde:

A(s-2)2+B(s - 1)(s - 2) + C(s - 1) = - 3s? + 20s - 24

o s

para s = 1:

A(-1)2 + 0+ 0 =~ 3(1)2 + 20(1) - 24

para s = 2:
0+ 0+ C(2-1) == 3(2)2 + 20(2) - 24

C

4

Dado que 2 es una rafz repetida, para obtener el valor
de B, se puede dar un valor arbitrario a "s"; el més

= conveniente para sustituir en (a) es s = 0, con lo cual:

3
<

(a)

153
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=700 - 2)2 + B(0 - 1)(0 - 2) + C(q

B =4

; con los valores de A, By C:

_ 1 1 ‘
e A A

- obteniendo la transformada inversa de Ysg:

y(t) =17 {yg} =- 7L-!,7ﬁ“}+41‘11 l—ﬁ)—,' *

+ 417! , sf 2' = - 7e + 40®% ¢ 4pett

R L A e B
™ 10 P VR WE L~

Ejemplo IIT.30 f
Sea el sigquiente problema de condiciones iniciales: g
| | }
YU 3yt 4 3y - y =t y) =1, y'{oy=0, y'r(0) = -

resolviendo ia ecuacibn por transformada de Laplace:
Liy'"'} - 3L{y''} + 3L{y'} - L{y} = |L{t?e%}
esto es:
i
s’yg - 82y(0) - sy'(0) - y''(0) - 3Cs%yg 1 sy(0) - y'(0) ]

, a
+ 3[syS - y(0) 7] - Ys = G -177 - - fQ

sustituyendo las condiciones iniciales y despejando Ys
se llega a:

s?-3s+1 _ 2 s? - 35 +

Ys='(s-1)3(s-1Tf+ s- D7 =~ Ts= R R O B
como: .
l sz—3s+1=.(s—l)2—s=(s—l)2 - s - 1) -1
entonces:
l (s - 1)2 s -1 1

R R RN (RIS RN G- 17
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2 + 1 - 1 - 1 .
(s - 1)¢ (s = 1) (s - L2 (s - Iye 7

ien el desarrollo anterior se expresd a yg en términos
k- de transformadas cuyas funciones f (t) se pueden obte-
t-ner directamente de tablas, evitindose con ello el

- uso de la técnica de fracciones parciales. Antitrans
¢ -formando: -

%
—_
o
1]
—_

Ejemplo III.31
Para el siguiente problema de condiciones iniciales:
(lv) LN ) 1 p ) L}
Yy +2y'' +y =0 ; y(0) = y'(0) = y'"'(0) =0, y''(0)=1
la transformada de Laplace de la ecuacién es:

8'ys - sy (0) - s2y'(0) - sy''(0) - y'''(0) + 2[ s?’yg - sy(0) -
Sy (O] +y =0

sustituyendo el valor de las condiciones iniciales y des
pejando yg:

) Ys (s* + 252 +1) - s =0

; - s

' yS (s2 + 1)2

|

b En este caso la fraccidn es irreducible, ya que no pue

de descomponerse mediante fracciones parciales, pero se
puede aplicar el teorema de convolucidn:

sy e

1
=

-1 s -1 1 -1 s
L ‘{(52+1)’,' l(52+1),*Lf(52+1)

O sea:

§

= sen t w cos t
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donde:

t
sen t = cos t = j
[}

usando identidades trigonom&tricas, se t

senucos(t-u) = —;- sen[u+ (£t - ul]+ —;—4 sen[u-'(t-; u)’]

= —1'—sent+—]=-sen (2u
2 2

por le tanto:

t t
sent*cost=—%—sentj du+%j

=-%-t sent——i‘-costi*—i—cos (- t)

finalmente:

y{t) = sen t xcos t = %? t sen t

III.4.1

sen u cos (t - u) du

——i--aos (2u—t)|

iene:

- t)

sen (2u - t) du

t

LA TRANSFORMADA DE LAPLACE EN LA RESOLUCION DE SIf

TEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

En la resolucidn de los sistemas de ecyaciones diferencia-

les que se estudib en el capitulo II, 13
, se calcula por un método desarrollado a partir del tec

At
e
rema de Hamilton-Cayley. Otra forma de
triz es por medio de la transformada de

Sea el

X = AX

aplicando el operador transformada de lLaplace al sistemaj

sx(s) - x(0) = Ax(s)

sistema lineal de ecuaciones diferenciales:

matriz exponencial

calcular dicha ma-

Laplace.




de donde: :

x(s) = {[sI - A} '%(0)

antitransformando: .

x=1"Y[s1- a7 %(0) L. (26

ademds, la solucién del sistema planteado es de la forma:

% = %%(0)

por lo .tanto, al comparar ésta con la ekpresién_(26) obte-
nida anteriormente, se concluye que:

S il S a]™

Ejemplo III.32

Dada la matriz:

Eﬁ 0

Para obtener la matriz exponencial.eAt por transforma-
da de Laplace, se calcula primero la diferencia:

TN

¥ r- S -1 ]
g s? + 1 s? + 1
& -1
s -2]7" =
1 S
s? + 1 s? + {J

s tdsadiie

157
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por lo tanto la ma

-l At

triz exponencial es:

cos t —sin t

i oo i -5 Sl

- -1
; " = LY [s1 - a] )=
R , m
l sen t cos t
’ l El cdlculo de la matriz exponencial por \medio de la transi

formada de Laplace tiene sus inconvenient

es, ya que la in-}

versidén de la matriz sI - A se va

complig

aumenta el orden de A.

ando a medida que

1 Utilizar la trans
. triz exponencial,

&

formada de Laplace para calcular 1la ma-

no es la Ginica forma dd

Ejemplo III.33

rador en la resolucifn de sistemas.
el operador a cada una de 1las ecuaciones

ra obtener un sistema de ecuaciones algebraicas.

sustituyendo las condiciones iniciales y

Otra

(s - 2)xg + 3y,

2xg + (s - 1)y

sistema por la regla de Cramer:

i e o .

foeke B

Como se menciond anteriormente, el sistefa trahsformg
do obtenido, constituye un sistema de ecuaciones alge-

braicas cuyas variables son X5 Y Yg- Res

aplicar este ope
forma es aplicar
diferenciales pa-

e T

Aplicando el operador transformada de Laplace a cada
una de las ecuaciones del siguiente sistema:

A

x' = 2x - 3y ; x(0) =8
y' =y=- 2x ; y(0) = 3 i
se obfiene: i
sxg ~ x(0) = 2xs - 3yq 4
syg = ¥(0) =y, - 2x_ .

factorizando:

blviendo el




A

s-11 _ 8s -8-9 _ 8s - 17 _ 8s-17
3 (s-2Y(s-1)-6 = 54-38 -4 ~ (s - {sH1)

s~ 1’
" |
3 !, 3s-6-16 _ 35-2
3 st - 3s - 4 I R ) I )

8~ 1,

desarrollando Xs Y Yg en fracciones parciales:

= C D
Ys * T -1t T
A B
*s T F -1 vt FFI
|
donde los residuos son: , ‘

A= 3, B=5 C==2 |y D=5

por lo tanto, la solucibén del sistema de ecuaciones difg
renciales dado, se obtiene antitransformando las funcio
nes xg y Yg:

vt -t

se”t - et

+n
|
N

[
+
n
|
ul>l
—
]

Ejemplo III.34

'El siguiente sistema de ecuaciones diferenciales, es
un sistema de orden superior y se puede resolver por
transformada de Laplace: 4

g
% Y''"'+z+y=0
é Z' 4y =0 ;  y(0) =y'(0) =0, z(0) =1

aplicando el operador transformada de Lavlace a cada
‘una de las ecuaciones, se obtiene:

s?y(s) + z(s) +.y(s) =0

sz(s) - 1 + sy(s) =0

159
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factorizando:

(s + 1)y(s) + z(s) = 0

1
y(s) + z(s) =5

de donde:
1
(‘s) = e e
Y o3
=1, 1 .
z(s) = S + T

antitransformando:

2

y (x) 5 x

2

]
[

z(k) +«%—x

gt

o I . R SO

III.5 TRANSFORMADA DE LAPLACE DE LAS FUNCIONES: ESCALON, IM

PULSO Y RAMPA

En algunos. problemas de ingenieria se emplean las funciones:
escaldn, impulso y rampa, por lo que se dardn las definicio-

nes de cada una de ellas y se obtendrd su
place.

A) FUNCION ESCALON UNITARIO. -
manera:

0, t <0

u(t) =
1, £t > 0

su representacidn grafica es:

L u(t)

Se define de la siguiente;

transformada de La-

it

Figura III.1
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La transformada de Laplace de la funcién escalén unitdrio
se obtiene a partir de la definicifn:

[ =} —t [ =}
L{u(t)} = J ¢ Stu(t)dt = j a-St(l)dt = %?
‘ o

por lo tanto:

L{u(t)} = %& : s >0

B) FUNCION IMPULSO UNITARIO.- Se representa con la delta
de Dirac §(t), su valor es cero para tiempos positivos,y ne
gativos, es infinito para t = 0 y su 4drea es igual a uno,
esto es:

[ =}
J §(t)dt =1 'y 8(t) = 0 para .t # 0

- o

) La funcidén impulso se comprende mejor si se considera |como
.. el limite cuando A + 0 de la funcién impulso P, (t) que lapare
% ce graficada a continuacién:

Py =f—g~, O0<tc<a

i dpr (1)

T TN

Di-

-9

Figura.III.13

-esto es:
| 6(t) = lim B, (t)
A~+0

NS L

Como no es posible representar grificamente a la funcidn
impulso debido a su amplitud infinita y a su pequefla duta-
cidn, se conviene en representarla griaficamente de la si-
guiente manera:

v

AN

B A

b

4
v
<
¢
N

N




2 . o ‘
8(t)

Figura III.14

-

La amplitud infinita que tiene la funcién impulso puede
.¢rear confusidén, por 1o que cabe aclarar quella utilidad de
la misma radica en Su caracteristica de tener irea unitaria
Y pequefid duracién. Sy aplicacién es amplia, por ejemplo,
se emplea como excitacién de sistemas y también aparece en
las derivadas de funciones discontinuas.

£
‘
¥
g

i T N AN '

v

La transfermada de Laplace de 1la funcién impulso se obtiene
a partir de 1a definicién:

® st
L{&(t)} =f e S5 (t)ae
o

'
P R L

donde para valores de "t" diferentes de cero,|la funcién im-
pulso vale cero, por lo tanto:

m .
fa‘Sté(t)dt =0 para  t £ 0
(o]

|
| ]
y Lara t =0, ¢St _ 1, con lo cual:,

o
L{s(t)} =.[ S(t)dt = 1
o

N

C) FUNCION RAMPA.- Se representa con r(t) y|se define
como:

|‘ B + [0, t <o
r(t) =
t, t >0

|

su representacidn grifica es la siguiente:

il



4 r(t)

-

Figura III.15

Su transformada de Laplace se obtiene como-

[0 o] - t
L{r(t)} =J ¢ Steat
(o]

integrando por partes se tiene:

[o0]
ja-Sttdt=;%—; 8>0

(o]
§
" por lo tanto:
1
L{r(t)}=s“27 s >0

s

III.6 APLICACIONES

Rt o

Problema III.1

~ te distribuida. Se desea determinar una expresién
# calcular la deflexidn de la viga entre o y "gv.

‘y - :
.

Figura III.16

¥ Sea una viga libremente apoyada en sus extremos, x = 0,
i X = £, que soporta una carga constante, "w", uniformemen

para
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i

El modelo matem&tico para la deflexifn y(x), basado en

el concepto de radio de curvatura, es el siguiente:

1

donde E es el mbdulo de elasticidad I el| momento de

inercia.

4

Como los extremos de la viga estén apoyados, la defle

Xibn en los extremos es nula, o sea:

y(0) =0 , y(£) =0

eee (27)3

oo (@)

Por otro lado, para una viga de este tipo, el momento
flexionante, Mx = EIy'', es nulo en los extremos, o

sea:
M(0) = 0 = EIy'' (0)
M(£) = 0 = EIy''(£)

de donde: .
y'') =0, . y''(g) =0

ees (bY

las condiciones de frontera paré el problema de cuarto

orden, son las cuatro representadas por (a) y (b).

Aplicando el operador transformada de Lapllace a la

ecuacidn (27):

W

s'yg = s%y(0) - s?y' (0) - sy''(0) —y''*(0) 5 BT

s

1

en esta ecuacibn se desconocen y'(0) y y ''(0), pero co
mo son constantes, se pueden representar por k; y k2,

respectivamente:

y'(0) = k,
yrvl(o) = kz

-Sustituyendo k, y kz en la ecuacién (c):
2

w
s"ys - Szkl -k, = W

despejando Yg:

antitransformando:

yix) = L—l{y b= Xox% ¢ kyx + k x
s 24 EI 6

P R : o kit el e

it o B R

s By,

el ()



X
%

Q“Para obtener k, vy kz,'se emplean las condiciones de
frontera y(2) =0 y ¥''(£) =0, que atin no se han

f:da de y(x);

?ton la condicibn y(£) = 0 en (a):

! Problema III.2

" motriz (fem) es de 10 volts, la resistencia R de 2 Q,

;: circuito:

‘utilizado, para lo cual se requiere la segunda deriva

Y"(X)=%E—“’I—x2+k,x o

_i w ) kz 3 E L
0—24—I£ +kl£+6—£ ee. (f
y sustituyendo la condicién y''(£) = 0 en la ecuacibn
(e):
= L W 2
0= > T L° ot k¢t
de donde:
. 1 w
k2 =- 5 g

- 1 we* 1 wt 5
0= 3 gt k¢ 7 g " ¢
de donde:
_ 1 ‘ wil
ki = 37 71

por lo tanto, con los valores obtenidos de kK, vy k,:

24 E

-

v(x) = L X o(x* & £3% - 20x?)

En el siguiente circuito eléctrico, la fuerza electro-

la’ capacidad "c" de 1 F y la inductancia I de 0.1 Hy.
Se desea obtener una expresidén para la carga "q" del

—
W




3.
4

= g,

i

Py L e

166

R

Figura IIT1.17

Por 1la ley de voltajes de Kirchhoff:

~ fem + VR + VL + Vc =0

como:

VR = Ri , Vp = L g1 v

t
se tiene:
. di _
Ri + L’—ag— + cq = fem
" ademis:
. dq
-t

por lo tanto:

i 2
i L —gzg— + R —g%— + ¢cq = fem

sustituyendo los valores de L, R Yy cC:
l 0.1q'' + 2q' + q = 10

O sea:

g'' + 20q' + 10q = 100

Las condiciones iniciales se obtienen considerando que

(]

£q

en t = 0 el circuito no tiene corriente ni carga:

q(0) =0 , i(0) =0

s d

L g IR K

Sareilont

i



q(t)

como:

i=gq'
se tiene:
qa'(0) = o

por 1lo tanto,
q(0) = g'(0) = ¢

s’qg - 8q(0) - q'(0) + 20 [sqg

de donde:

- 100
Iy 7= 10)

i

los valores correspondientes de a,

las condiciones iniciales de (a) ‘son:

Resolviendo 1a ecuacibn -(a) por transformada de Laplace

(0] + 10gg = 100

A Bs + C

§° + 20s + 20

3

B y C son:
A =10, B=- 10, C =~ 200 .
con estos valores:

1 s 1
105 - 10 e 100100 ~ 2% o~y 1ow
10 L -0 s _ 200 V90

8 (s+10)% - (/30,2 Y90 (s + 1002 - ¢
antitransformando:
= L7gg) = 10 - 100" " comn sure . 200 10

|

¢ "tsenn V]

OO0 t




APITULO IV ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

V.1 LA ECUACION EN DERIVADAS PARCIALES

En una ecuacién diferencial ordinaria, 1a variable depen-
liente es funcién de una sola variable y por 1o tanto, las
lerivadas que dparecen en la ecuacién son derivadas ordina-
rias,

Si la variable dependiente, es funcidén de dos o mis varia-
3les, entonces 1las derivadas que aparecen en la ecuacidn di
ferencial son derivadas parciales, y en este caso, la ecua-
$idn recibe el nombre de ecuacidn en denivadas parciates.

Definicibén: Toda igualdad que relaciona a una funcién
desconocida con sus variables independientes Y con sus
derivadas parciales, se llama ecuacibn en derivadas par
ciales. Su representacidn general es: -

E - 2 82
] F(x, Y, oo., ulg—;lzlg—;l-o-l gxu,ayu,-..)=0

donde u = u(x, Y, -..) es la variable dependiente.

Ejemplo IV.1

Una barra met&lica de longitud £, tiene una temperatu-.
ra T, en uno de sus extremos, y en el otro, una tempera
tura T,. 1ILa temperatura T de 1a barra, es una variable
que depende tanto del punto "x" en el cual se mide, co
mo del instante de tiempo "t" en el que se toma la lec-
tura, por lo tanto T = T(x, t). El modelo matem&tico

G R

quue representa al problema es la ecuacién:
3T (x, t) Sp dT(x, t) _ o

ox2 g - at ‘ o

(1)

» donde "c" es el calor especifico, p la densidad del ma
terial y o la conductividad térmica del mismo. -

La expresién (1) es una ecuacién en derivadas parciales, en
londe 1la variable desconocida es 1a temperatura T, la cual
i i i i la posicién "x*

;m‘j“s - e
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Ejemplo IV.2

En un problema de lfneas de transmisién eléctrica, ‘-en
donde el voltaje "y*" y la corriente "1" son funciones
de la distancia "x" y del tiempo "t", lesto es:

‘ o v=uv(x, t), 1i=i(x, t) «

el modelo matemitico correspondiente gs el conjunto de .
; ecuaciones:

vix, t)y _ L di(x, t)
X - ot

+ Ri(x, t)

di(x, t 9
l(gx ) = K V(gé t) + Sv(x, t) 'é

€stas constituyen un sistema de ecuaciones en derivadas
parciales.

BARLE LY R

Ejemplo 1IV.3

El Laplacianoc de la funcibn 6 = 8(x, y, 2) es:

3lg 3%e 3%0 £
2 -
Ve = a_z. + ﬁ + m ‘

Si el Laplaciano de 6 es cero, entoncgs a la funcién
8 se le llama aaménica Y a la ecuacidn |que se obtiene:

2 2 2
3°0 38 3°8 o
8e le llama ecuacifn de Laplace.

Otros ejemplos de ecuaciones en derivadas parciales, son.;‘
los siguientes: :

g_: + g% s .g_; = 0 ees (4
. 3 )
%Eg + %% * 8 ees (E
3%u 3%u u
*W T TOE 7% e (6
2
. 32z + 3z ) _ 3%z "
axZ oy oy? cee Ui
N
3%u | 3u + 3%u J 3%u el (€
. 0y?Z % dy? ax?




NOTA: En este dapitulo, el nombre de ecuacidn en der
vadas parciales se abreviard como EDP.

:IV.1.1 DEFINICIONES

. En la teoria de las ecuaciones en derivadas parciales, exis

‘ten algunos conceptos que permiten clasificarlas; entre elflos
- 1os siguientes:

Eﬁa) orden
b) grado
¥ ¢) linealidad

El orden de una ecuacidn en derivadas parciales se define
similarmente al de una ecuacidn diferencial ordinaria.

Definicibn: El orden de una ecuacién en derivadas par
ciales, es el de la derivada de mayor orden que aparece
en la ecuacibn.

Por ejemplo, las ecuaciones (2) y (+} son de primer orden,

las ecuaciones (1), (3), (6), (7) y (8) son de segundo or~
den y 1a ecuacifn (5) es de tercer orden.

El grado en una EDP; se define con base en la potencia de
* las derivadas que contiene la ecuacidn.

Definicidn: El grado de una ecuacidn en derivadas par
ciales, est& dado por la potencia de la derivada de ma
yor orden, siempre y cuando la ecuacibn se puede expre
sar como un polinomic de esa derivada. -

b
% Seglin esta definicibén, las ecuaciones (1), (2), (3), (4),
5 (5), (6) y (7) son de primer grado y la ecuacidn (8) es de
) cuarto grado.

;

La linealidad de una ecuacibn en derivadas parciales, de-
~pende de la linealidad de la variable dependiente y sus de
'rivadas. Las EDP, ademds de clasificarse en lineales y no
~lineales, se clasifican también en cuasilineales.

Gt

Definicibn: Una ecuacibn en derivadas parciales es 1i

neal, si lo es en la variable dependiente y en sus de
rivadas.

171
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Definicibén: Una ecuacién en derivadas p#rciales es
cuasilineal, si es lineal en la derivada’'de mayor or-
den vy no lineal en las otras derivadas ojen la varia-
ble dependiente. ¥J7

Una EDP que no satisface ninguna de las dos definiciones
anteriores, es no lineal.

De acuerdo a lo anterior, las ecuaciones ( Y, (2, (%),
(4), (5) y (6) son lineales, la ecuacién (7) es cuasilineal
y la ecuacidn (8) es no lineal. Algunos ejemplos adiciona-
les de ecuaciones cuasilineales son:

e
i

N 32u u 2
_-3y2 + u % =u
2 .
%;%; = gen 8
3%u dul /02wl _ 0 ¢
ox 7 3x | | §y?

IV.1.2 LA SOLUCION DE UNA ECUACION EN DERIVADAS PARCIALES

El método de resolucidn de una ecuacidn en derivadas parcia
les con variable dependiente "u", consiste en obtener una fun
cién "u", tal que, Junto con todas sus derivadas parciales,
satisfagan a la ecuacidén. A esta funcidn "u" se le llama 40
Lucibn de La EDP,

Los conceptos de solucifn general y solucidn particular, tam’
bién estdn definidos para las ecuaciones en derivadas parcia
les. |

Definicién: Una funcidn u(x, ¥y, «..) es’soiucién ge
neral de una ecuacidn en derivadas parciales de orden
"n", si la satisface al sustituirla en ella y ademds
involucra "n" funciones arbitrarias difereéntes.

I

A diferencia de lo que sucede en las ecuaciones diferencia 3
les ordinarias, en donde la solucidn general |contiene cons
tantes arbitrarias, en las EDP la solucién general contiene
funciones arbitrarias.

Ejémplo Iv.4

[

Sea la EDP lineal de primer orden:

du(x, y) _ 5, dulx,y) .|,
'_'"TEF}L” "—'_TETX_' . ..




ulx, y) = f(ax® + ay + b)

P Para comprobar si esta funcién es solucibn de 1la ecua
£'ci6n dada, se obtienen 1las derivadas de 1a funcibn res
f pecto a x, y con respecto a "y"; -

g% = 2axf!
%=af'

¥ se sustituyen en la ecuacién (a):

2axf' - 2xaf'= 0
0 =0
Como la EDP se satisfaée-con la funcién dada, se con-
" cluye que &sta s% es solucidbn, ademis involucra una

funcién arbitraria, pPor lo tanto, es 1a solucibn gene-
ral.

Ejemplo IV.5

Sea la EDP de sequndo orden:

g

3%u 3 2%u + 2 3%u _ 0
9x 2 X3y 3y? tee

Para verificar si la funcién:

B

u = f, (ax + ay) + fa(2xa + ay) ...

' @s solucién de la ecuacién, donde "a" €s constante, se
T'Obtienen las segundas derivadas de "u":

%5 = af! + 2af;
I =.af; + af}

= 2 T 2
3%z = a°f]" + da £

= 32¢1 2en
Iyz = a'fy + a?fy

- 2¢emn 2¢r
m—af]. + 2a fz

(b)

(a)

(b)
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Y se sustituyen en la ecuacifn (a):

a*f]' +4a’f) - 3(ater 4 2a%£1) + 2(a’f)

factorizando:

(@* - 3a% 4 2a%)gp 4 (4a2 - gg2 . 2a?)

por lo tanto, la funcién "u-»,

Como se puede observar, una Epp pPosee una g
tructura mis compleja que la de otros tipdg
Una ecuacién algebraica es resuelta por niime
€idn diferencial ordinaria, por una familia
das por una funcién, pero una Epp es resuelt
€ibén que involucra varias funciones arbitrar

En el caso de ecuaciones diferenciales ordi
ciones particulares se obtienen al valuar la
bitrarias de 1la solucidn genéral, y en el ca
luciones particulares se obtienen al especif

satisface a la EDP, lo
que significa que "u" es Su solucidn general.

4 S B i VR S

3

olucién de es-

s de ecuaciones.
ros, una ecua-
de curvas defini
a por una fun-
ias.

narias, las solu-
§ constantes ar-
so de EDP las so
icar las funcio-
ejemplo, a par-

u = f, (ax + ay) + f,(2ax + ay)

de la EDP del ejemplo IV.5, se pueden obtener soluciones par

ticulares, como las siguientes:

U=x+y+ e2X +'y

=4
f

sen (2x + 2y) + cos(4x

©
[

‘las cuales se obtienen simplemente especificando funciones A
En un problema fisicp, la solucién

£y, vy £, arbitrariamente.
particular se determina tomando en cuenta las
ciales y de frontera del problema.

IV.2 METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Un método de resolucidn queé se puede aplicar a un gran ni-
mero de ecuaciones en derivadas parciales, es el llamado mé- 4

todo de separacién de vardiables.

= Ln{dx + 4y) + (8x + 4y)?

+ 2y)

condicionesinifi

ek : o i " 5 .dk




Suponer que 1la solucidén de una EDP
ndlentes, puede factorizarse en el

ulx, y) = F(x) - g(y) eee (9)

Se sustituye 13 funcién (9) en
determinar las funciones Fyag
Satisfaga, Este Procedimiento re-
riables F Y G e igualar a upa cons-

Cribe en el siguiente ejemplo:

= Ejemplo IV.g

Para resolver €on el método de Separacién de variables
la siguiente EDP:

L ooy
Qo
-
e
-3
(-]
~
e

3EI% ‘ ce- (@)

' se establece la siguiente hip6tesis:

i La solucién u(t, x) es tal, que se puede expresar co-~
“'mo el pProducto de lag funciones F(x) Y G(t), esto es:

i

u(t, x) = G(t) « F(x) ves (b)

;“Si la funcién "y" Propuesta en (b) es solucibn de 1a
;EDP, debe satisfacerla,

3 Derivando u = F(x) - G(t), para 8ustituir en (a):

%E = Fix) %f;t(—t)— = F(x)G' (t) ,

g—:-‘,‘ ='F(x)G'" (t)

%= F(x)G''' (¢) - <. (0)
g:‘?x*G'(t) %=c'(t)r'(x) ; (@)

sustituyendo (c) Yy (d) en la EDP, se tiene:

G'"T(t)P(x) = 4G’ (£)F' (x) ) .o (e)

175
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separando las variables F y G:

Glll(t) _ Fl(x)
4G (v) F(x)

Obsérvese que el miembro izquierdo de (f) es funcién
s6lo de "t", por tanto el miembro dedecho también debe 3
ria serlo. Por otra parte, el miembio derecho es fun= 7
cibén s6lo de "x", por tanto, el miembro izquierdo tam- :
bién deberfa serlo. La finica forma de darle validez a'
(f), es considerar que ambos miembrog son iguales a una:
risma constante, la cual seri llamada constante de sepd
racibn. Esto es:

L

Glll(t) _ N F'(x)

I I A ) el

dado que la constante a es indeterminada, se deberin
considerar todos sus posibles valores| positivo, nega-
tivo y nulo. En un problema fisico, | el valor de 1la
constante se obtiene de las condiciones iniciales o de *
frontera del problema; en este caso, como no fueron
proporcionadas, se analizar&n los tres casos:

e i Ml o

e

4
’
|

k2 >0

R~
Q2
I
[}
=
N
A
(=]

CASO A. a = k?
Sustituyendo a = k2, en (g): : .

i Glll(t) - kz N Fl x) _ kz

e S ¢
esto es:

G''"'(t) - 4k%G'(t) = 0, F'(x) - k¥F(x) = 0

B ambas ecuaciones diferenciales ordinarjias son homogé-
! neas y por tanto pueden ser f&cilmente|resueltas; sus g4
soluciones respectivas son: ;

kZ
c,e X

F(x)

2 -2
c, + cje Kt 4 cpeT2kt

G(t)

la solucibn de la EDP dada es:

2 -
u(x, t) = F(x)G(t) = ¢, e X(c, + c,e?KF 4 c, okt
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T

A s

como se estableci6 en la hipbtesis.

Para comprobar que la expresién anterior resuelve a la

EDP del problema; se obtienen las deriyadas Uper ¥ 4utx:
u, = 2clekzxkc,¢2kt - 2c,ek2xkche-2kt
u, = 4c1c».kzxkzc3c’.2kt + 4c,c».k2xk2c.,a-Zkt
Uiee = 8kc,c,ef Xpzkt _ 8k3c,c, ok X 2kt cee (1)
4utx = 4(kc3e2kt . 2k2c1ekzx - kc,.e_Zkt -2k2c,ekzx)
4o, = 8k’c,c,¢k2x¢zkt - 8k’c1c.,?.kzxe_2kt cee dj)

de la comparacién de (1) con (j) se concluye que la ecua
cifn (a) se satisface con la funcién (h).

CASO B. q = - k2

Sustituyendo a = - k? epn (g):

G'''(t) - 12 F'ix) _ _
iG] - "k ¢ TTFEY -k

esto es:
G'''(t) + 4k2%G'(t) = 0 F'(x) + k?F(x) = 0

cuyas soluciones son, respectivamente:

F(x) = c,e

G(t) C; + Cc,c08 2kt + c, sen 2kt i

la solucién correspondiente en este caso es:

2
u(x, t) = c,e k%x

i

(cy + cycos 2kt + c,sen’ 2kt)

3

CASO C. a =0

0, en (g):

Sustituyendo a

G”'(t) _ F'(x) _
ey =0 . B 3 Ml

. Lo T TS
e i it bl R
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Matemiticamente existen tres soluciones para la EDP. Sin

emb
una
de
cun
de
ra,
te

Analizando la solucién en cada uno de los casos, obtenida
por el método de separacibn de variables, se¢ pueden apre-
ciar las siguientes caracteristicas: i

1.

2.

Las constantes, cuya aparicifn se explica por el hecho de
haber transformado la EDP original en un conjunto indepen-
diente de ecuaciones diferenciales ordinarias, y la cir-

las soluciones de estas ecuaciones son:

F(x) = ¢,

2 .
G(t) = c,t® + ot + ¢

por lo tanto la solucifn de (a) es:

u(x, t) = ¢, (cot? + cyt |+ cy)

nr

argo, para el caso de un problema fisico|modelado por
ecuacibén de este tipo, con condiciones iniciales y/o
frontera, s6lo deberd existir una solucidn. En tal cir-
stancia, la aplicacifn de dichas condici¢nes a cada una
las soluciones, permitird discernir cuil'es la verdade-
determindndose de esta manera, el valor correspondien-
de a. ‘

G R O s st R

st i

ENEE

La forma de la solucifn no estd de acuerdo con la de- 4
finici6n de solucin general, ya que ng aparecen fun-
ciones, sino constantes arbitrarias.

El nimero de constantes arbitrarias no |corresponde al
orden de la EDP.

R S E e Ay

riReer T Ee

cunstancia de existir funciones especificas no arbitra-
rias en la solucién, conforman un esquema all que se ha de-
nominado s0fucidn compfeta de La EDP. Este tipo de solu-
ciones son especialmente Gtiles en problemas de valores
iniciales o en la frontera, ya que siempre resulta mis fi-

cil

determinar el valor de una constante, que especificar

una funcidn.

Ejemplo IV.7

Las siguientes EDP modelan un problema de lineas de
transmisién elé&ctrica:

(o _avi(x, t) _ ai(x, t) |
; T L e+ R (x, t)
9i(x, t)
EES

_ avix, t)
= K e + (x, t)




Se desea obtener una expresibn para la corriente elécH
trica "ji", considerando los valores I = 0, R=§g = 1,

K = f? Y las condiciones de frontera:
91 (0, t) = ,—Ct

Tt T e '

i€, t) =0 e

Sustituyendo los valores R, L, g Y K en (a), se ob-
tiene:

= i coe

v

ax

3i 1 3y ' ,

H ?E-+v P

derivando la ecuacién (e) con respecto a "x*.

5 324 3%y 3v

1
Tz T T syt Ix

sustituyendo en esta Giltima, la ecuacifn (a):

3%i 1 3
Twr T oy 1) -1
multiplicando por -1:
. azi_lai+. ' (£
LESA N - ()

La ecuacidn (f) es una EDP cuya variable dependiente
i(x, t), es la funcién que se desea conocer en el pro
blema.

Por el método de separacién de variables, 1a solucién
de la ecuacién (f), es de la forma:

i(x, t) = F(x)G(t) cer (g)

por lo tanto, derivando (g} con Trespecto a "x" y con
i respecto a "t".

2. .
27% = G(t)F" (x)

R

Y sustituyendo en la ecuacién (f):
SOIF" (1) = L Fx)6' (6) + Fix)(E)

IR gy

'Y

(b)

(c)

4)

(e)

i* . il ‘ T b, .

179
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Separando las variables F Y G e igualando
te de separacibn, se obtiene:

F" (x) _ __G'(t)

Fx) cerey t

[=

A continuacién se analizan los tres casps posibles:

CASO A, o = k2

Con este valor de a, se tiene, de la ecunacién (h):

e e A

F'" (%) - k?F(x) = 0

.Cuya solucifn es:

ol |

F(x) = c,e + c,e ce. (1)

REAN = ET U RNy

el valor de las constantes c, y ¢, se detlermina median
te la condicibn de frontera (c):

i(e, t) = FU)G(L) = 0

esta identidad se verifica si G(t) es cerb o bien si
F(f) es cero. §i G(t) = 0, entonces i =B(x)G(t) = 0,
esto es, la solucién de 1la ecuacidn (f) es trivial,
por lo tanto, lo que debe valer cero es F(£).

SR e TR

Considerando F(Z) = 0 en (1):

I - F{L) = c,ekz + cze_kl =0 cee (3)

como ekz y e kt son cantidades positivas diferentes, pa
ra k # 0, se concluye que (j) se satisface para valores
€, = ¢, =0, esto sustituido en (i) conduce a la solu-

cidn trivial:

Fi(x) = 0, w%x

| lo que a su vez hace que:

ifx, t) = F(X)G(t) = 0

esta solucibn trivial no es aceptable para|el problema,
pPor lo que el valor a = k? no es el adecuado.

I3

CASO R. oA = - kz
Sustituyendo a = - k2 ep (h), se obtiene 1la ecuacibn:

F" (x) + k?F(x) = 0

SETERAERS: joseth w - i ' R




cuya solucibn es:

F(x) = ¢,coskx + €,sen kx

utilizando 1la condicién F(£) = g;

F(Z) = 0 = €1c0s k& + c,sen k¢ ... (k)

dado que el seno Y coseno no son simultdneamente nulos
para un mismo valor del argumento, se concluye que s&-
lo con ¢, = €, = 0, se verifica la identidad” (k). Es-
to, como en el c€aso anterior, conduce a la solucién
trivial, que carece de sentido en e] problema.

CASD C. g = ¢

Con este valor de a, se obtiene de 1a ecuacidn (h): .

: G' (t) =0 . ' =
. . ey tl=0: g'(t) + cG(t) 0

8u solucién es:

G(t) = ¢St cee (1)

Para poder utilizar 1la segqunda condicién de frontera,
Se procede de 1la siguiente forma:

como :

i{x, t) = F(x)q(¢)

entonces:

B re

por la condicibn (b):

3i (0, t) _ - . _ _=cT
T At - = F0)G'(t) = ¢ cee {m)

derivando (1) y sustituyendo en (m):

\ ai(ot,: t) = F(0) E_ ccle‘Ctj = Q_Ct

de donde: ! _ '

.o (n)

[¢]
-
]
2]
L |
O
~
.

i para determinar el valor de F(0), se resuelve la ecua-
cidn en F(x), que aparece en (h) con a = 0.
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F” (x)
Fix) =0

la solucién de esta ecuacibn eg:

Flx) = c,x + ¢,

valuando esta solucibn en x = 0:

i

F(0) = c,(0) + C,y, = ¢,

i Por lo tanto, Sustituyendo F(0) = C; en (n):

= —1 ‘
€ = cc,
|
"de donde:
- =1
€,¢, = c

|

En el caso (A) de este ejemplo, se obtuvo que F (L) =

por lo tanto, considerando esto en F(x) = ¢

F(L) =C2£+C3 =0
de donde:

C3 = - c,t

~

multiplicando por c,;:
C,c, == cyct ;

sustituyendo en (p):

: -1
{ c,c, i = -
1
€12 = Fo

la solucién de laecuacién (f), se obtiene mul

las ecuaciones (1) y (0);:
ct

I(x,t)= (c,x + c;) (c,e-Ct) = c;cpxe °" 4

5

X

q

+ cyt

-ct
1C3e

. (p)

o,

tiplicando

banke, TGN

D R AL Do Gt A Sz
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sustituyendo (p) y (q):

3 - 1 ~-ct 1l -ct

4 1(x, t) = 1? Xe c e

; &sta es la solucibn particular del problema, ya que no
“ contiene funciones arbitrarias, ni constantes arbitra-

rias.

IV.3 SERIE TRIGONOMETRICA DE FOURIER

PRI

La serie frigonométrica de Fourier es utilizada para diver
sos problemas de ingenieria, en este capitulo se darid sola”
mente una introduccidén a la misma; con el objeto de poder
determinar la solucibn particular de ciertas ecuaciones eén
derivadas parciales, las cuales se estudiarfin mis adelante.

ety

Sea el espacio vectorial W, de las funciones f(x) definidas
en el intervalo - L < x < L. Si se define el producto inter
no como: .

. L
(£ | q) =f £ (x) g (x)dx
-L

entonces, se puede demostrar que el conjunto de funciones

a={(sen X n-1,2,...), (cos B, 00,12 -]

o sea: ;
X § X 21X 27X
A = ll, sen I cos —1 r sen —f — + cos -1 ...,

es un conjunto ortogonal de W, y por lo tanto, una base deé
W, donde <cualquier funcién de W, puede representarse comd
una combinacién lineal de los elementos de la base, esto
es: i

-

;o . ‘
f(x) = c + % (a_ cos 2% 4+ b sen X,

. -5 n T, ¥ f(x)eW .J. (10)
n=1 .

Para demostrar que A es un conjunto ortogonal de W, bastar§
verificar que el producto interno de todo par de vectores |di
ferentes del conjunto A, debe ser igual a cero, esto es:
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L .
jcos%cosmL&dx=0; n
-L
CL
f sennL&senmL&dx=0; n
-L
L
f sennllicos%dx=o; ¥n
~-L

¢

Verificando 1a Primera integral (a):

L .
I=[cosnL&cosmL&dx; n ¥

Csi:

as

1
e

dx '

1

MR o T NN,
]
[

entonces para x = 1,;

. = L
| B=—T-=r
i

Y para x = - 1, '

con lo cual 1g inzegral se Puede escribir:

™
I = %f COs nB1cos mpdg"

-T

ademis como .

COS nB cos mB= % [cos (n + m)8 + cos (p - m)g 7]

E v ‘ 1=2L I" L [cos (n + m)g +.cos (n>— )8 ]ds
L] » 2 n
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o 5 O

. R
- L sen (n +m) B + _Sen (n-m)B
T 27 B+ m n - m

-

Fo. Ty o

la verificacién de 1las integrales (b) Y (c) se realiza en
forma aniloga.

! Para determinar los coeficientes a ., bn y ¢ de 1la serie
é (10), se procederi de la siguiente manera:
b

Multiplicando ambos miembros de (10) por sen mgx dx; e i
tegrando de -1 a L: ‘

[

[
[
S s B

L L L

j ™

) £f(x) sen~m£—x dx = Cc sen mL£ dx + ¢ a cos nmx sen mmx dx +
-L -L n=1 n -L

+
o
=]
7]
(1]
3
(ol ]
E
(2]
(]
=]
3
H
o)
H]
.
o
=3

¥

i
Yo
%w’

%"en donde:

mrx dx = 0 ; ¥n, m

0 ; para n # m

sen T sen T dx = fL 2 mmx

sen i dx = L, para n s m

por lo tanto:

L ; .
J. f(x) sen mgx dx = bpL ; para n = m
-L
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de donde:

L
1 .
| bp = Tf £(x) sen mgx dx, para
- L

nmx
—~— dx

o
=}
]
o
—
[
"
X
[}
4]
e
)
=}
]
[

andlogamente, multiplicando (10) por cos J& dx, e inte-
grando de -1, a [,: L

£

L L L !
, mrx - mmx * nnx mrx
; J £(x) cos X ax f ¢ cos T dx + r::=1 an/ cos = cos "X dx +.

-L -L -L :
L . .
nrx mmwx .
+ bp j sen—L-cosde = ee. (@) 4
~-L
‘donde:
L S0 s m=1, 2, 3,1,..
f ccos%dx=
-1 . 2cLl; m= 0
por (c):

L
f sen%cos—m&dx=0; ¥n, m

L
-L

por (a):
! ) ‘ 0 ; para n #'m

L
f cos n;r‘x ¢os m;r‘x dx = L nrx
-L cos’de=L;‘para
-L

pd:r 1o tamng:
dx=apfl s

1]
-]
(]
[y

~
%
~
w
~
.
.

fix): éos\ - ";L‘(

o i =




de dondé;

L
mm
. a"=TJ f(x)cos—Lx—dx; n=mn
L& _L
o bien:
L
i a""rlTJ £(x) cos 12X ax, n=1,2,3,... ... (12)
t{ -L
J cuando m = 0, en (e):
y L : L
it f f(x)dx = cx = 2cL
5 -L | -L
¥ : C
de donde:
L
% S f(x)dx
E -L
¥
. _ 1 .
l"SI Cc = Tao.
L
_ 1
a, = T f(x)dx o (13)
-L
i Resumiendo, 1a serie:
£(x) = L a + §. ( nmwx nwx
= 5 a, an cos T + bp sen - ) ... (14)
n=1

;. se llama serie trigonomét
gen el intervalo -, £ x <

rica de Fourier de 1a funcibn f(x)
L, donde:

... (15)

ne1,2,3, ... @16

P S T ERAN
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L

= 4 nmx . _
bn = 77.[ f(x) sen — dx ; n =1,
~-L

Para obtener 1los coeficientes de la seri
de Fourier de una funcidn f(x), se puede
proceso de integracién si se considera 1la
funciones involucradas. .

€ trigonométrica
simplificar el
simetria de ‘las

Definicién: Una funcidn f (x) definida

en el intervalo
“L £x <L, se llama funcidn par, si:

f(-x) = £(x) ; ¥ x € Dominio
Y se llama funcién impar si:

£f(-x) = -f(x) ; ¥ x € Daminio -

Los ejemplos cl4sicos de funcidn par y fuy
la funcién cos x

guras IV.1 y IV.1

Ncidn impar, son
Y la funcién sen x respectivamente. Ver fi
1 £

1}cosx

Figura IV.1 Funcién par

5 s
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& . ‘ dsenx

PN e

O e

Figura 1IV.1.1 Funcidn impar

3oer ey

La integral de una funcién par se simplifica de 1la siguien
te manera: ’

. ) L L
L . f f(x)dx = 2 f f(x)dx
-L

o

L2

o

y la integral de una funcién impar:
L

j. f(x)dx = 0
-L

Ademds la multiplicacién de funciones pares e impares, obe
dece las siguientes reglas:

““ﬂi’”*m&&“”‘ e

(par) (par) = (impar) (impar) = par - N
(par) (impar) = (impar) (par) = impar ?
La integral de un producto de funciones par e impar es ce- | : ﬂ

"ro. De lo anterior, se concluye lo siguiente:

En la serie trigonométrica de Fourier de una funcién '
par, el coeficiente b, es igual a cero, ya que:

‘ L
¢
by = -%—'f Lf(X) sen —EEL dx

y siendo f(x) par y sen n;x impar, su producto es una
funcién impar g(x), para la cual se sabe que:
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L
/ g(x)ax = ¢

~-L

b) En la serie trigonométrica de Fourier de una funcién ir

par, los coeficientes Ay Y a, son CfTro, por la razén e;
. bPuesta anteriormente. ;

Ejemplo 1v.8

Determinar la serie trigonométrica de Fourier de 1a
funcién f(x). (Véase siguiente figura).

‘Pf(“

-

Figura 1v.2

‘Esta funcibn estj definida de -r a T, POr lo tanto:

[+ 9]
f(x) = -%-ao + I (an cos nx + b, sen nx)

' =1

Camo f(x) es una funcién impar, 8, =ap, F 0 y:

. . -
. .bngTj_‘#f(x)sennxdx'

2 m
= __./' f(x) sen nx dx
™ Jo
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. 2 T
. =Tfsennxdx .
. o
- . 2
2 bn=n-?(1-cosmr)
| . (% n=2, 4,56 ...
i L o.on=1, 3,5 ...
¥

por lo tanto:

fx) = % (senx + —;‘— sen 3x + % sen 5x + ...)

R

. En la siguiente figura aparece tanto la funcién f(x),
f'como los dos primeros términos de la serie:

P
[

—:- (senx + 31— sen 3x)

4f(x)

=V

Figura IV.3
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.

Como se puede apreciar, a medida que [ge tomen mis tér
minos de 1la serie, la aproximacién a f{x) va mejorando. #

IV.3.1 casos PARTICULARES DE LA SERIE TRIGONOMETRICA

DE FOURIER

Dos casos especificos de la serie trigonométrica de Foy-

rier, se Presentan cuando 1los coeficientes

ro.y cuando by, es cero. En el primer caso 1a serie reci

be el nombre de serie seno de Fourier Yy en
de serie coseno de Fourier.

CASO A. SERIE SENO DE FOURIER

Sea f(x) una funcién definida en el intervalo -1, < x < L,

si g(x) es una funcidn tal que:
f(x) ; 0 <x <L
| gx) =

! ~f(-x}; -L <x <o

entonces g(x) es una funcién impar, y como

7
7
B
8, ¥ ap son ce ‘§
3

el segundo, =T

i

s SAR T

los coeficientes

2, ¥ a, de la serie trigonométrica de Fourjer de una fun-

€idn impar son nulos, se tiene:

o .
g(x) = ¥ bp sen —2%5— . =L < x <L
n=1
donde:
. L . .
b, = j%-J. g(x) sen n;x dx ; n =1
: -L
nwx

son fupciones impares
una funcidn par, Y entonces:

como g(x) y sen

| : |
i by = %f g(x) sen n::r“x dx
| °

Como g(x) = f(x) para 0 < x < L, se tiene:

. o ,
f(x) = b, sen —3%5— ’ 0 <x <L
n

» Su producto es
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donde:

EA b, = %% J. f(x) sen n;x dx , n=1, 2, 3, ...
o

# "La serie (18) se llama serie seno de Fourier de la funcién
£f(x).

CASO B. SERIE COSENO DE FOURIER

Sea f(x) una funcién definida en el intervalo -L < x <L
si g(x) es una funcién tal que: -
b | ~ -

F(x) ;1 0 <x <L

f(-x) ; -L<x <0

¢ entonces g(x) es una funcién par, y como el coeficiente bp
& de su serile trigonométrica de Fourier es cero, se tiene:
%

\

® )
g(x)é-;‘—ao+r§_ancos—ng—‘—; -L < x< L

‘donde:

‘ L
an = %f g(x) cos n1I|"x dax n=20,1, 2, 3, ...
J-L .

nwx .
como g(x) y cos T son funciones pares, su producto es

una funcién par, entonces:

L .
‘an=%‘[ g(x) cos-%dx; n=20,1,2,3,...
[e]

£. como g(x) = £(x)- para 0 < x < L, se tiene:

1 @ nrx
£(x) = a, + I ay cos8 —— ; 0 <x <L ess (19)
2R L
donde: \
. L .
an=%J £(x) cos mIr'x dx ; n=0,1,2,...
. ° .

e b e i e e b i P T N
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La serie (19) se 1lama serie coseno de
cidn f(x).

Ejemplo IV.9

Determinar 1a serie seno de Fourier
f(x)

de la funcisn
= X, en el intervalo 0 < X < 1;

o .
fi{x) = b, sen nmyx ; 0kx <y
n=1

donde: .
L .
bn=2f Xsen nixdx ; n = 3 2,3,...
o .
! x ' 1 1
by, =2 ha~ CO8 nmx + “RIyT— 8€n nn{]o ;
' -2 1 cos n¥ + ——7£7~ sen| nw
nm nZr
1 n |-
e = -:T(—l)", n=1, 2,3, ...
i Por lo. tanto:
@ 2 n
f(x) = g;l A (~1)" sen nnmx
=2 (-~ sen wx + .1 sen fokF 1 sen 3mx +
v z 3 T

% Ejemplo 1v.10

Determinar 1a serie'coseno de Fourier de |la funcién
f(x) = x, 0 < X < 1.

La serie coseno es:

£x) = Lo

o
+ I ay cos nmx H 0<x <1
n=




R

A I R

donde:
1 .
an=2f X cos nwxdx , n=20,1,2,...

o

g para n = 0: ‘

' !

i a, = 2 xdx = 1

b o :

&

b paran =1, 2, ...

1 : - -
anp = 2 j. XCos nMxdx = —H%?T_' -1 + cos nr

o - .
- -

ali ol RE SR Co i

por lo tanto:

"“, o
£0x) = 5 + T — [—1 + (-1)® | cos nwx -
j -

9

£

%IV.4 APLICACIONES

Considérese una cuerda tensa e inicialmente en reposo
% como se muestra en la figura IV.4. La cuerda, de lon-
gitud £, est§ fija en sus extremos (tal es el caso de

una cuerda de guitarra, por ejemplo).

du

U S TR o 1

" |

= S A
Figura 1V.4

RO NN Y FES SN R
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Si se le des

plaza en el instante t = (
narle una con

dicién inicial, esto es, g

I da flexible h n alargami

: Vo y después se suelta; la cuerda comen
el plano y - X.

» Para proporcio
€ estira la cuer
ento significaty E
zari a vibrar en

Sea "u" el des

a partir de
figura 1v.5,

pPlazamiento e

Xperimentad
Su posici8n orig

O pPor la cuerda
inal, como

$€ muestra en la

APu )

Cuerda en un-instante t>Q

.

»

Figura 1Vv.s

Es un heého que el valor de "
i bles independientes.

u" depende de dos varia
el valor de "y depend

Para un instante "tr cualquiery
e del valor de "x" | para el cual
O valor de "t", 1la Posicidn de
do y el valor de "u! ser§ dis-

tinto para un mismo valor de "x", por lo tanto
u = u(x, t).

odelo mate-
considera

S constante
e "t" dete£

a este problema, se
en la siguiente figura, que la tensi&n T
a lo largo de toda la cu
minado,

erivar y obtener el
que represente z

erda en un instant

P
—-
c

: . : ' v Figura IV.6




~

Se obtiene entonces, que la fuerza restitutiva de la
cuerda es:

¥ - .
g : ’ ' Fr = ma ;

‘1a aceleracifn de un elemento As de la cuerda est§ da-
da por:

e

la masa del elemento As es:

2
a = 9 uéxl t)

é ; m = pAs,

: siendo p la masa de la cuerda por unidad de longitud,
;se tiene:

X _ 2
é Fr = p As %‘;_ ' ee. (20)

¥ Para calcular Fr se deber§ tener presente que la fuer
%za efectiva, es decir, la fuerza que produce el despla
zamiento "u" esti dada por el desequilibrio entre las
componentes de la tensibn en los extremos del elemento
As paralelas al eje "u", ya que el movimiento es en el
plano x - u. Estc es, si se representa con TvA Yy Tvg

a las componentes verticales de la tensibn en los ex-
tremos A y B del elemento, respectivamente, se tiene:

’ﬁ Pr = TvB - TvA

donde el signo meros indica que TvA se dirige hacia a
bajo.

{xEn la figura IV.7, la componente vertical de la ten-
ﬁién en el punto A de la cuerda, es T sen a; pero da-
do que a es un &ngulo pequefio, entonces:

de tal manera que:
F TvA=T—2:—?~

en el limite, cuando 4x + 0, dicha componente ser4:

Ju

i\ ‘ ™Va =T 3%

. ; i I T Y T A i R
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RPN o

Figura 1IVv.7

RS skl 1

Por otro lado, se puede ver que la compohente vertical

de la tensibn T en el punto B, puede ser
mo la componente vertical de la tensibn e
cremento de la componente en A cuando "x"
en Ax. Es decir:

_ Ju 9 Ju
TVB_TK+HT(K)AX

du 32u
=T v T oaxT ox

considerada co
n A m8s el in-

P

se incrementa

por lo tanto, la fuerza restauradora del dlemento As,

es:
- 2
Pr=Tvg - Ty, = (1 M4 r 37 ox) - (m
2
Fr = T g;; Ax

sustituyendo en (20):

3

2 2
u 3°u
T m Ax = pls

at?

. ) , )
Dado que el elemento As considerado es pequefic, se
supondri que Ax = As, con lo cual el modelo mqtemati-

co de la cuerda vibrante, conocido como ecuacidn de

onda es:

) 3%u 3%u

Pt T T

PR




Como la tensifn T y la masa p de la cuerda por unidad

de longitud son positivas, %} también es positivo.
Por tanto, si: :

lcz:l
. o

se tiene la forma con

i que comfinmente se presenta la e-
cuacibn:

FET = C s;r . . cee (23’

Esta ecuacibn no s6lo se aplica a la cuerda vibrante,
sino también modela fen&menos como el de vibraciones
longitudinales en una barra, propagacién de ondas sono
ras en tuberias, transmisién eléctrica en cables aisla
dos de baja resistencia, oscilaciones torsiocnales en”
una varilla, propagacif6n de olas en un canal sin cam~
bios de direccidn y otros.

La ecuacibn (23) puede ser escrita como:

32u - 1 Dzu a
sEr ¢ 5zr =0 cee (24)

ALY

Problema IV.1

Considérese una cuerda elfstica de longitud ¢, sujeta
en sus extremos. Se toma la cuerda a la mitad y se

desplaza verticalmente a unidades como se muestra en
la figura 1V.8.

T eI

Y4 | l cuerda en 130

Figura IV.8

199
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La cuerda se suelta en t= ¢ Y comienza a vibrar de tal
manera que la magnitud de 14 vibracién efg 1a variable
y(x, t). E1 modelo matem&tico del problema estj repre-

§;¥ = ¢? §;¥ - (a)ﬁ

como la cuerda ests fija en suys eéxtremos [x =0 Yy x =2,
Se establecen las siguientes condiciones lde frontera:

¥
Y(OI t) = 0. ‘eee (b) :
Y, t) =0 cer (o)
De los datos del problema,se tienen dos ¢ondiciones
. iniciales:
Y(x, 0) = f(x) = : eee {(d)
-%‘Ex+2a; —g-<x5£

dy(x, t) =
~_-X3E““‘ 0 oo {e)

t=0

i

la condicién (e) representa la velocidad de la cuerda
*en el instante t = 0.
Para resolver 1a ecuacidn de onda (@), se aplicars el

método de separacidn de variables; por lo tanto, 1la so
lucidn de 1a ecuacibn es de 1a forma:

: . yi{x, t) = u(x)v{t) ‘e

!
lustituyendo (f) en (a)f

~ L uX)VT(t) = o2y (x)v'(t)
separando variables:

v (t) - c-z u' (X)
v(t u (x)

de donde: ' N
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3 . 2 _u''(x) -
& ) o] T(;)_ k ) e e (g
E
1 v (t) _
vTE =k ... (h
. donde "k" es una constante de separacién.
3 Para determinar el valor de la constante "k", se ana-
% lizar&n los casos: .
§ k=0, k>0 y k<o
i
? CASO A. k = 0.
i Resolviendo la ecuacisn (g) con k = 0:
;«
!.. 2 u' (x) _
R 3 Il
£ .
i de donde:
u" (x) = 0 o .
¥ la solucién de esta ecuacibn es:
w .
5 u(x) =c; + cx - ' el (1)
% donde c, y c; son constantes arbitrarias. Para deter-
i minar el valor de estas constantes, se considerarin las
7 condiciones de frontera.
¥
; Como:
y(0, t) = 0
Yy )
y(x, £) = u(x)v(t) . N
¥ se tiene:
¥
: Y0, €) = u(0)v(t) = 0 cee ()
como:
y(£, t) =0
Yy
y(x, t) = u(x)v(t) :
se tilene:
| y(£, t) = u(l)v(t) =0 ce. (k)
¢. i
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Las ecuaciones (3) vy (k) se satisfacen con v(t) = 0,

pero esto implicarta que y(x, t) = u(x)vi(t) = 0, o gsea

que la cuerda no vibra. Como esto no €s; aceptable, en

tonces para que (j) y (k) se satisfagan, se debe cum~—
plir:

u(0) =0

eee (1)
u(l) =0

Considerando las condiciones (1) en la fluncién (1) se
obtiene:

u(0) = ¢, + ¢c,(0) = ¢ ‘ i

u(f) =c, + c; =0

de donde c, = €2 = 0, y en cdénsecuencia ufx) = 0.

Este resultado no pbuede ser aceptado, Ya que si u(x)=0,
implica que y(x, t) = u(x)v(t) = 0. por 1o tanto k = ¢
10 es aceptable para el problema,

RS

CASO B. k > 0.

o 525

Con k > 0 la ecuacién diferencial (g) se representa; #
" k
u'(x) - —<r-ui{x) =0; x>p0

Y su solucibn es:

)

x

of

u(x) = c,e +ce €t cee m)

-

considerando las condiciones (1) en esta funcién, se ob
tienen: .

u0) =c, 4+¢, =0

7k ¢ X ¢

u(l) = ¢c,e€ 4 c,e € =9

este sistema .de ecuaciones algebraicas es homogéneo y
su Gnica soluci®n para k > 0 es la solucisn trivial:




ot

Con ¢, = ¢, = 0, la funcibn (m) es u(x) = 0. Este re
sultado implica que la cuerda no vibra, por lo tanto,”
k > 0, tampoco es aceptable.

CASO C. k < 0

Considerando k = - a?, para que k < 0, la ecuacién (g)
se representa: .

" al?
ut(x) + Z3 ulx) =0
la solucidn es:

a i a
u(x) = c, cos = X + ¢;sen - X eee (M)

Con las condiciones (1) en (n) se obtienen:

u(0) = ¢, =0

u{f) = c,cos %-L + c,sen %Z =0

Este sistema se satisface con ¢, = c, = 0; sin embar-
go, esto implicaria que u(x) es igual a cero.

Otra forma de satisfacer al sistema de ecuaciones, es
conc;, =0, c, # 0 y sen —%— 4 = 0; de esta manera:

u(x) = czsen {% X ; c, £ 0 " ees (0}

Los valores del argumento, para los cuales sen-{}-l=0
son:

'._g_z-mr, n=20,1,3, ...

.. de donde:

como k = - g2 < 0:

k=--——7—; n=1,2, 3, ... eee (P)

Obsérvese que en la expresifén para "k", no se ha con-
siderado el valor n = 0. La razén es que si n = 0, en
tonces k = 0, lo cual contradice la consideraci8n de

que k < 0.

Con el valor de "k" determinado, la solucién de laecui
cibn diferencial (g) representada por (o), queda:

203
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. nw
u(x; = c,sen 7 x: n=1,2,3, .,

La solucibn de 1a ecuacién (h) con k = -

v(t) =c,cos%—Lt+c.,sen—c—x£-Lt ; n¥l,2,3,...(r)

v

sustituyendo las funciones (@) y (r) en (f)

yix, t) = (c,sen %‘"— x) (c,cos %}l—t +c,sen —(:%1——t); n=1,2,3,..
o bien:
y(x, t) = (sen %P x) (b cos ERL con

7—-t+asen T—-t) : LI (S)

n=1,2,3,,...

. :
donde a = C,cy Yy b = c,cy. '

Como se puede apreciar de la e

Xpresibn (s),| se tiene
una solucibn de la ecuacibn de

onda para cafda valor 3
de "n", Y pPor ser la ecuacidn lineal, la suma de to- kS
das las soluciones también es solucibn, esto|es: 3
by nmw cnn cnw
Y(xX, t) = I (sen x ) (bn cos t+ a. sen —t) ... (t)
! n=j A T n ——%

Para determinar
se determinarin 1
(t), utilizand

una solucibén particular del
as constantes by y an de la
o las condiciones iniciales.

problema,
solucidn

Considerando la condicién (d) en (t), se obtiene:

nw

(x, 0) = f(x) = ; bp sen x
Y ix, n=, n N

oo (u)

es.a expresibn représenta
la funci6n f(x) en el inte
to el coeficiente by se pu

la serie seno de Fourier de
rvalo 0 < x < £, por lo tan-
ede calcular:

¢ )
bn=%f £ (x) sen—n}—xdx
o .

sustituyendo la funci6n f(x) definida en (d):




ey

205

: Q@ Y
L m=F ‘Tx’se“%xd“%f (= %+ 2 sen rxax
o ;
3 2
4
= —Egﬁr— lgL : n=1,2, 3, ... cee (V)

considerando la condicifn inicial (e) en la solucisn
(t), se tiene:

Iy (x, t) _ = ancmn nm
—__X—F%_—_' = I 7 0

(]
1]
=]
%
it

de donde ap = 0.

Sustituyendo las constantes an Y bn en la solucién
(t); se obtiene: .

A

S y(x, t) =z ( sen llz"'—x)(—n-g-:’T,—s:en%"—cos—"'"zrs-t) eoe (W)
¥ n=1

Ba 3nc

' ='%—sen—}xcos—ﬂz&t-msen—:?—xcos—z—t+

Snc

+—:-§%2—sen—sz"—xcos—l—-t-...

Esta funcifn (w) representa la soluci&n particular del
problema.
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© cibn discreta f(x) se caracteriza porque "x" solamente toma

sovtn.

CAPITULO V' FUNCIONES DISCRETAS Y ECUACIONES EN DIFERENCIAS

V.1 FUNCION DISCRETA

El cdfeulo infinitesimal estudia exclusivamente funciones
continuas; otra rama de las matemdticas llamada cdfculo de
diferencias §initas, estudia tanto a las funciones conti-
nuas como a las funciones discretas. :

Una funcién continua f(x), se caracteriza porque su varia-|
ble independiente "x" puede tomar cualquier valor real den-
tro de un cierto intervalo a < x < b. En cambio, una fun-

determinados valores Xor X1, X3, +.. Xy, dentro de un cier-
to intervalo, por 1lo que el recorrido de la funcién es:

£00), £(xy), £(x,), ..., £ix)

En la figura V.1, aparece graficada una funcién continua, y
en la figura V.1.1, se muestta 1a griafica de una funcién dig
. creta:

§ f(x)

[ e S,

Figura v.1
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l

f{x )}

f(l’)"J

f (x3)

' f(xo)q_—T
[
|

] — — ——

W |

x ¥

Figura V.1.1 3

El dominio de una funcién discreta puede estar formado por
un conjunto de nimeros reales, los cuales no guardan ningu-
na relacidn entre si, por ejemplo en la funTién:

\ B . .
' f(x) = x +1, donde x =- 1.1, 0.5, 2.3, W, 4.02, ...

Un caso particular que se presenta en varias problemas de :ﬁ
aplicacién, es cuando los valores del dominio de 1la funcién ™
estdn equiespaciados, esto es, el valor Koy €8 igual a Xy

mis una constante "a"., Dos ejemplos de estel tipo de funcigq‘
nes son las siguientes: E

£(x) =2+ x, x=...-2,-1,0,1, 2, ...

g{x) = 3 cos x, x=0,w, 27, 37, ...

Como se puede observar en la funcién f(x),
mientras que en g(x),

Kty = Xy + 1,

= x, + n. En todas estas funcio '
X1 = Xk t e uncig
nes, la diferencia Kpypr ~ Xy» €S una constante finita "a",

de ahi el nombre de valores equiespaciados.

El estudio de las funciones discretas que se¢ desarrolla en™

j este capitulo, comprende exclusivamente funciliones cuyo do- #
minio estd constituido por valores enteros no negativos y 3

equiespaciados, las cuales se expresan como una sucesidn:

{£(0), £(1), £(2), ..., £(k), ...

,,.

esto es, funciones que se pueden representar ¢on f(k) donde ¥
k=0, 1, 2, P T

. - 7 . . ) Py e
- s ik AR e



b

#

e

§

..

- Ca aparece en la siguiente figura.

Ejemplo V.1

. .

Debido a la depreciacidn a la que est& sujeto un bien
material que originalmente costd $ 1,000.00, tiene un
valor anual dado por la expresidn.

£(k) = 1000(1 - 0.05)% x=0,1, 2; 3,

donde "k" representa el afio. Esta es una funcisn dis-
creta, donde los valores de su dominio est&n equiespa-
ciados y su representacibn en forma de sucesidn es la
siguiente:

{1000, 950, 900, 850, ...}

V.1l.1 FUNCIONES DISCRETAS: PULSO, ESCALON Y RAMPA

En el capitulo III de estos apuntes, se dieron las defini
ciones de las funciones impulso, escalén y rampa; estas dos
Gltimas, son continuas para t > 0. Funciones similares se

definen para el caso discreto y se presentan a continuacidn:

A) FUNCION PULSO UNITARIO.- La funcidn discreta pulso
‘'umitario se representa por medio de la delta de Kronecker
§(k) y se define de la siguiente manera:

Como la funcidén pulso unitario vale uno para k = 0 y cero
para cualquier otro valor de "k", su representacién grafi-

j S5(k)

Figurs v,2

En la siguiente figura, se muestra la funcidn pulso unita-
rio desplazada é(k - a):

209
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Figura v.2.1 '

A B

discreta escalén
ncia consiste so
ta con u(k) y se

| B) FUNCION ESCALON UNITARIO.- La funcién
hnitario es similar a 1a continua, 1la difere

lamente en el dominio discreto. Se represen
define: '

l . ’ 1l; k=0, 1, 2,3, ... .
: u(k) = cee (2)

\ L4
Su representacién grifica se muestra en la siguiente figu-
ra:

ru(k)

Figura v, 3
i

La funcién desplazada "g" unidades,

5S¢ representa grifica-
mente en la siguiente figura.

ks - el
iut i




! - b ulk-a)

== == — = — e -1

0 1 '

’; | | '

' , | !

: T T T T -
3? a-t a a+l a+2 k
g |

f Figura Vv.3.1

%

© C) FUNCION RAMPA UNITARIA.- La funcién discreta rampa unji’
.taria se representa con r(k) y se define:

i k ; k=0,1, 2, 3, ...,
r(k) = ) e (3)
& 0 ; k<0 )

R

Y En 1a figuré V.4, se muestra la representacién grifica de
la funcién r(k) y en la figura V.4.1, la gréfica de r(k-a).

b rik)
- - — =y
| | .
24— — — — !
a0
| N . [ :
l 1
. | !
T i I i Bl
-1 o} } 2 3 k

21l
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l £ (k) 2%k -5, "x=0,1, 2,3

g (k)

*r(k-a)
S R e
29— — - — — 1
f
o |
1
| |
| ! :
* v =
Q- a Q+1 a+2

Figura v.4.1

vV.1.2 OPERACIONES CON FUNCIONES DISCRETAS

i

Del estudio de las operaciones binarias definidas en un con

junto S, se sabe que la suma de niimeros na

turales es una ope

racién cerrada, ya que la suma de dos ndmeros naturales cua-
lesquiera es siempre un nfimero natural, En el caso de fun-.
ciones discretas, su recorrido es un conjunto de niimeros, to

dos ellos elementos de un conjunto S, por
den definir operaciones con estas funcione

A) SUMA.- Dadas dos funciones f (k) y g{

£(k) =(£(0), £(1), £(2), ...} , g(k)= {g¢(

lo tanto se pue-"
5. ;

k):

0), g(1), g (2}, ...

la suma de 1as funciones f£ (k) Y g(k), se define como 1la fun

)

€i10n cuyo elemento k-&simo es la suma de los elementos co-_

rrespondientes de f(k) y g(x), esto es:

£(k) +g(k) = {£(0) + g(0), £(1) + g(1), £ 2) +g(2),...}

Ejemplo V.2

Sean las funciones:

k2 , k=0, 1, 2,3

7| o e w

7| = e




el desarrollo en forma de sucesibn es:

£(k) = {-5, =3, -1, 1, ...}

gk) = {0, 1, 4, 9, ...}

la suma de £(k) y g(k) es la funcibn:
k) + gtk) = {-5, -2, 3, 10, ...} ,

: B) PRODUCTO POR UN ESCALAR.- El producto de una funcidn
f(k) por un escalar X, es la funcidén cuyo k-ésimo elemento
es el producto de A por el k-ésimo elemento de f(k), esto
es:

Af(k) = {A£f(0), Af(1), Af(2), ...}

Ejemplo V.3

El producto del escalar X = 3 por la funcibn discreta
escalbn unitario es la funcibn que se muestra en la
siguiente figura:

SRR e ro T ehe b O 1

s A3U(k) ’ : [
. . 24— — o — - — —o
. l ‘ f ]
| I
' %] I l !
* [
“ I | I
.
5 S R SR B
, .
N | y -
T 1 T T —-
-1 , 0] 1 2 3 k
: Figura V.5

f:C) COMBINACION LINEAL.- Dadas las funciones discretas
f£(k) y g(k), la combinacidén lineal de ellas se define:

c,£(k) + c,g (k)

5. A . :
E&onde C, Y ¢, son constantes arbitrarias. .
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Como en el caso de las funciones continuas, si
¢, f{k) + c,g(k) = 0 se satisface solamente| para constantes
c; = ¢, = 0, se dice que £(k) y g{k) son linealmente inde-
pendientes, pero si se satisface para alguna constante c,
o c, diferente de cero, se dice que f£(k) y|g(k) son lineal
mente dependientes.

g
%

Para un conjunto de funciones continuas.seé define un deter-
minante llamado Wronskiano, el cual interviene en un teorema’,
que establece una condicidn suficiente para que las funcio- °
nes sean linealmente independientes.

NOTA: Este teorema se estudia en los|cursos de Alge—

bra lineal.

Para el caso de funciones discretas se defiine un determi-
nante similar al Wronskiano, llamado Casorati.

P T AP S

Definicibn: Para las func1ones vy k), ¥y, (k) .ot ¥Yn(k},
al determinante:

v,k y, (k) cev v (k)
y, (k +1) y, (k +1) cer ypik+1)

" . .

y,(k+n-1) y,(k+n=-1) ... ylk+n=-1)

se le llama Casorati.

T

TEOREMA V.1

Las "n" funciones y (k), y,(k), ..., ¥ (k) son 11nea1mente'
1ndepend1entes, si y sb6lo si el Casordti as "n" fun-
ciones es diferente de cero.

Ejemplo V.4

Se desea saber si las funciones:

£ (k) k

~
~
i
=
~
0
-~
W
~
.

"
=
n
=
"
-
N
w

g (k)

son linealmente independientes.

| El Casorati de estas funciones es:




e

AR s

N R

N R

P

Wit s

g para k = 1: ‘ ’

f (k) g (k) ‘ k k? . .
= =k(k+1)2-k2(k+1) = k2

f(k+1) gk+1) k+1 (k+1)2

por lo tanto para k = 1, 2, 3, ..., el Casorati de las
funciones es diferente de cero, y segfin el teoremaV.1l
esto es condicidn suficiente para que las funciones
sean linealmente independientes. Esta conclusibén se
puede observar tambi&n al formar la combinacibn lineal -
€ igualarla a cero:

4

c,k + ¢c,k? =0 ; k=1, 2, 3, ...
1 2

como esta ecuacibn sblo se satisface para c, =c¢, = 0,

se concluye que las funciones son linealmente indepen-

dientes.
.

D) CONVOLUCION.- La convolucién entre dos funciones dish
cretas f(k) y g(k) definidas para k = 0,1,2,3,..., se rer
presenta: -

f(k) » g(k)

y se define como la funcién h(k) cuyo k-&simo elemento es:

A\

‘hik) = £() » g(k) = £(0) g(k) + £(1) g(k - 1) + £(2) g(k < 2) +

+...+ £(k) g(0)

esto es: I

o2
r~
]

f(k) » g(k) = f(n)e g(k - n) «--(4)

|
Asi para k = 0:

|

h(0)

|

; f(n) +g(-n) = £(0)-g(0)
n=90

i

1 : '
~h(1) = £ f(n) *+ g(l-n) = £(0) - g{l) + £(1) ~ g(0)

215
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para k = 2;
2 .
h(2) = ¢ f(n) .
n=g
h() =

Ejemplo V.5

Sean las funciones:

3 f(k) =1 -
g(k) = 2k

£(0) = 1

£(1) =0

£(2) = -

£(3) = ~

1

2

{h(0), n(u), h(2), ...}

para

para

g(0)
g(1)
g(2)
g(3)

La convolucibén entre f(k) y g(k) es la

. k
h(k) = £(k) = gk) =

pPara k = 0:

h(0)

para k = 1:

h(1)

1]

para k = 2:

]

h(2)

£(0)

(L, (0)

0

I
n=o

* g(0)

£00)g(1) + £(1)g(0)

(1) (2;
2

+

£9) (0)

f(n)gk ~

9(2-n) =£(0)g(2) + £(1)g(1) + £(2)g(0)

1, 2, 3
1, 2, 3

fuhcién:

n) eee

£(0)g(2) + f()g(1) + £(2)g(0)

(1) (4) + (0)(2) + (-1) (0)

4

N N




para k = 3:

1]

f(P)g(3) +£(1)g(2) + £(2)g(1) + £(3)g(0)
(1) (6) + (0)(4) + (=1) (2) + (-2) (0)

h(3)

= 4

por lo tanto:
h(k)éf(k) * g(k) ={0, 2, 4, 4} ;

definida para k =0,1, 2, 3

V.2 DIFERENCIA DE UNA FﬁNCION

- Como el cdlculo de diferencias finitas considera funciones
continuas y discretas, serd mids sencillo establecer el con-
cepto de diferencja de una funcién, considerando primero una
funcidén continua.

" Sea la funcién continua y(x) que aparece en la siguiente
“figura.

N

i’*
LN y(x+h) -

y{x) 4

X x+h X

Figura V.6

L
¥
£
A
N
EY
b
? ,

Partiendo del punto "x" del dominio de la funcién, se: incre
menta en una cantidad finita "h", de tal manera que para x + i
el valor de la funcidn es y({(x + h) Entonces el incremento
‘que experimenta la funcidén es:

Ay (%) = y{x + h) - y(x) ce. (5)

se le conoce como primera diferencia de la funcién.

£
!

Q’
!'
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Definicién:
un incremento "h" de 8u argumento "x", se

El cambio de una funcién |y (x) debido a

ra diferencia de 1a funcibn y se representa por Ay(x).

llama prime-

AR A I

De la misma manera, si el punto x + 2h del
funcién, se incrementa en una cantidad "npr
rencia de la funcign es:

Ay(x + 2h) = y(x + 3h) - y{x + 2h)

Ejemplo V.6

Se desea obtener 1a Primera diferencia de cada una de

las siguientes funciones:
¥

a) y(x) = 2x2
b) f(x) z

]
H]
+
e

en x = 2

Solucibn
a) Ay(x) =¥(x + h) - y(x)

= 2(x + h)?2 - 242

~

= 2(x® + 2xh + h?) - 2x

= 4xh + 2h?
b) Af(x) .= f(x + h) - £(x)

con h = 1;

Af(x) = (x + 1)%2 + 1 = (x2 + 1)

Af(x) = 2x + 1
para x = 2:

Af(2) =5

De la misma manera como se obtuvo la perera diferen- J
cia de la funcién y(x), se obtiene la sequnda diferen-,i

cia 4%y (x), esto es:

bY(x) = y(x + B) - y(x)

A?y(x) = a{ay(x)}

s

dominio de 1a ;
la primera difej

AR s

y con.




219

{y(x + h +h) - y(x+h)} -{ y(x+h) - y(x)}

W

y(x + 2h) - 2y(x + h) + y(x)

‘ademis:

Ay (x+h) - Ay(x) ={ y(x + 2h) - y(x+h)} -{y(x+h) - ly(x)}

g = y(x + 2h) - 2y(x + h) + y(x)

por lo tanto:

i

Ay (x)

Ay(x +h) - Ay{x) = y(x + 2h) -2y (x+h) + y(x)

La tercera diferencia de y(x) es:

g 8%y (x) = A{A2y(x)}
= My(x + 2h) - 2y(x + h) + y(x)}
=¥(x + 3h) - 2y(x + 2h) + y(x + h) -
- {y(x + 2n) - 2y(x + h) + y(x)}
= y{x + 3h) - 3y(x + 2h) + 3y(x + h) - y(x)

y asi sucesivamente, de tal-manera que:
n m
Y 87y(x) =% (- 1" ¢ y(x+ mh - nh)
n=o mn
- = y(x + mh) - mcl y{(x + mh - h) +

m
+ €2 y(x + mh 2h) + ... + (- 1) nwlm YX) ... (6)

donde:

m!

» C = d A
mn n! (m - n) !

B i s e e o P N S A
TR T s

Ejemplo V.7

Se desea determinar:

A%y (x), Ay(x), A%y(x) y APy (x)

de la funcibn y(x) = x%, con h = 1. : i
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La diferencia de orden cero de la funcibn es:
A%y (x) = y(x) = x°
la primera, segunda y tercera diferencias son:
By(x) = (x + 1)° - %3 = 3x2 4 339 + 1
A%y (x) = 3(x + 1)2 + 3(x + 1) + 1 - (3 +3x 4+ 1) = 6x +
8% (x) = 6(x + 1) + 6 - (6x + 6) =6

Si en lugar de una funcién

continua, se
discreta y(xk),

con elementos equiespacia

Xp = Xo0 X0y Xy, Xy, 4u.,

entonces la primera diferencia de la func

Ay(xk) = Y(xk-+h) - yixg)

donde xk-+h pertenece al dominio de la fup

En el estudio de este
se trabajard con funcio
mentos del dominio estj
con:

capitulo y del sigy

N equiespaciados y

k=0,1, 2, 3

y(k) ;

’

Con esta re
define:

Ay (k) = y(k + h) - y (k)

ademids se considerari h 1, con lo cual:

by (k) = y(k + 1) - yk)

La segunda diférencia de la funcién y (k)

A%y (k) = A(Ay(k))

vk + 2) - 2y(k + 1) + y (k)

y asi sucesivamente:

8%y (k) = A(A%y(k))

tiene una funcién%
dos del dominio:

nes discretas, dong

presentacifn la primera diferd

[y(k+2)-y(k+1)j- r

o

]
ke

I

2 A <

i6n es:

s Wi A

hcidn.

1iente, solamente -
de todos los ele-
Se representarin

PO

ncia de y(k) se

(7)

£s:

vk + 1) = y(k) ]

!
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=ym-+3)-3ym-+2)+3ym4-n - y(k)

A"y (x) = sCa" 'y ]

Otras formas de representar a una funcién discreta son|:

yka y (k) o] Yy

En la siguiente configuracién, aparecen las diferencia
la primera a la cuarta, para una funcién discreta f£ (k) {

f (k)
\
Af (k)
— \
f(k+1) A% £ (k)
~ b
Af (k1) \/A’f(k)
£k +2) AZE (k + 1) AYE (k)
Af (k + 2) A (k +1)
) - ~ —
£(k +3) - A%f(k + 2)
~- — .
Af (kK + 3)
/
£(k + 4)

§

Ejemplo V.8

La funcidn f(k) = 3k - k?; k = 0, 1, 2, 3, 4, aparece
en la siqguiente figura:

'l

2T - t-- 1

t

o
14 I

) !

i
o 1 2 3 4 K
-1
-2

-
-34
4w ———————— —
Figura V.7

de

R

iR

S
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Y sus giferencias, de la primera a la cuyarta, se repre
sentan en la siguiente tabla. -

k | £(k) | af(x) A2 E(k) | A%f(k) | aMf(k)
0 0 2 -2 0 0 .
1 2 0 -2 0 I

2 2 -2 -2

3 0 -4 :
3
| 4] -4 i
' » E
Tabla V.1 X
V.2.1 OPERADORES ‘ ' ' 4

En la primera diferencia de 1a funcién y (k)
Ay(k) = y(k + 1) - y(k)

A estad operando sobre y(k) de una manera anfloga a como el
operador diferencial D opera sobre una funcién.

El simbolc A es un operador y se le conoce domo el opena-‘“ﬁ_
don difenencia. :

Algunas propiedades y leyes importantes del operador dife- ‘i
rencia, son las siguientes: ’

A) PROPIEDAD DISTRIBUTIVA.- Sean y(k) y z(K) dos funcio-
nes, entonces: ’

ACyx) + z(k) ] = ay(k) + Az(k) ceu (8)

Demostracién:

Ay (k) +z(k) ]

Cye+) +zk+1)] - [y + z (k) 7]

Yk + 1) - y(k) + z(k + 1) |- z (k)

]

Ay (k) + Az (k)

B) PROPIEDAD CONMUTATIVA RESPECTO A UNA CONSTANTE. - Sea
y (k) una funcién Y A una cdonstante, entonces:

aCAy(k) ] = ray(k) ‘ cre (9)




|

" Demostracidn:

ACAY() ] = ay(k + 1) - Ay (k)

ALy + 1) =~ y) ]

Ay (k)

i

t
C) LEY DE LOS INDICES PARA A.- Si v
enteros no negativos, entonces:

8

r" y "s" son nimeros

AT AB o pS AT TS ee. (10)

N A

D) LA PRIMERA DIFERENCIA DE UN POLINOMIO. - La primera di
ferencia del polinomio y(k) = a, + a,k + a,k?, + oo apk®y
le grado "n", es otro de grado (n - 1).

Demostracidn:

‘El polinomio de grado "n" se representara de la siguiente
forma: .

n n
(k) = a k
Y n=¢g 1

mntonces:
. n n
g Ay(k) =L dapk
, n=o
- n
' n
) = A
g;o anlk
n
= ap {(k+ 1™ - x"}
Y n=g
b3 n

i' =n).":=n a, {nx"7! + -Eiﬂ—i—il— k"2

S‘un polinomio de grado n - 1.
Por ejemplo, si se tiene un polinomio de grado 3:

%’ £(k) =a, + ak + a,k? + a,k?
. :

=*

i’primera diferencia seri un polinomio de grado 3~-1 = 2;

BEK) = (a, +a, + a,) + (22, + 3a,) K-+ 3a,k?

223
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la segunda diferencia seri un polinomio d¢g
A%f(k) = (2a, + 6a,) + 6a,k

1 Yy la tercera diferencia €s un polinomio del
A€ (k) = 6a,

-

E) LA DIFERENCIA DE UN PRODUCTO DE FUNCIQ

ACu(k)v(k) ] =u(k)av(k) + v (k) Au (k) +

i Demostracién:

ACu)IvD] = u(k + 1bv(k+1) = u(k)v(K)

=ulk+1)v(k+1) - u(k)v(k) + u(k)vik

=ulk)[vik+1) - v(k)J + [u(k +1)v(k +

=ulk)avik) +u(k+1)v(k +1) - u(k)v(k
= vikjuk +1) - vik)u(k) + v(k)u(k)
= u(k)av(k) + v(k) [u(k+1) - u(k) ]+

—ulk + v(k) - uk)v(ik + 1) + vk

= ulk)Av(k) +v(k)Au(k) + [u(k + 1) - u(k

= u(k)Av(k) + v(k)Au(k) + Au (k) Av (k)

grado 3-3

NES.

Av (k) Au (k)

y

u(k)

F) LA DIFERENCIA DE UN COCIENTE DE FUNCIONES.

v(k)au(k) - u(k)Av (K

—

‘ A [-u(k)
| v (k) viklvik + 1)

propiedad (E).

grado 3 -2 :

]
o

+1) - u(k)v(k +1):
D= Tu)vik +1)
+1) +v(k)u(k +1)

1k +V)v(k+1) -

)] [vik+1) = vk

. (12)

La demostracién es similar a la que se desaJrrollé para lafa

Otro operador importante es el operadon ¢
te operador E aplicado a una funcién v k),
valor de la funcidn y(k) en el punto "k" de
valor de la funcién en el punto k + h, esto

Ey(k) = y(k + h)

considerando h = 1:

Ey(k) = y(k + 1)

onnimiento E. Es

es:

permite pasar del
su dominio,

al

. (13)

. (14)




de esta manera:

EfEy()] = y(k + 2)

Ely(k) =

H | E'yx) = B[E*y ()T = y(k + 3)

E'y(k) = E[E" 'y(k)] = y(k + m)
Ejemplo V.9

£ Los corrimientos E°f(k), Ef(k) y E*£(k) de la funcibén
f(k) = 3k - 1, con k = 2, son:

ﬂ E°f(k) = £ (k)

¥ =3k - 1

‘ ES£(2) = 3(2) - 1°

=5

% Ef(k) = f(k + 1)

3

T =3(k+1) -1

¢ E€(2) =8

H | E£(k) = £(k + 3)

=3k +3) -1

&

I E'F(2) = 14

!

e

Algunas propiedades importantes del operador E, son las si
guientes: :

A) PROPIEDAD DISTRIBUTIVA.

E[y(k) + z(k) ] = Ey(k) + Ez (k) ... (15)

P S S

B) PROPIEDAD CONMUTATIVA RESPECTO A UNA CONSTANTE.

E[Ay(k) ] = AEy (k) A =cte. . «e. (16)

C) LEY DE LOS INDICES. Si "r" y "s" son niimeros$ enteros
. no negativos, entonces:

E'E® = ESE' = EF*tS : .. (M

* Existe una relacién entre los operadores A y E, la cual se
» puede obtener a partir de la diferencia de y(k):

£
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Yy como:
Ey(k) = y(k + 1)
. entonces: -
dy (k) = Ey(k) - y(k)
= (E - I)y(k)
por lo taﬁtd:
A=E-T o bien

donde I es el

Iy (k) = y(k)

i

por el teorema del binomio:

A" = (g - .
(a +VI)m =

Bn‘=

Ejemplo v.10

La expresién:

y(k + 3) -~ 2y(k + 2) +y(k +

se puede representar:

a) Por medio del operador E.

b) Por medio del operador A,

Esto es:

operador idertidad, tal que:

5

Ay (k) = y(k + 1) - y (k)

n m-n
EnCa 1)

°
m
L
=0

n._m-n
o mC A"

a) y(k+3)-2y(k+2) +y(k+1) = E’ (k) -

= (BE® - 2E

E=A+7T ces

~(ym-n_n
an( 1) E

(18)

EnIm—n

1)

AR 3




IR T

b) y‘(k+3) ~2y(k+2)+y(k+1) = (E? - 2E? + E)y (k)
' = E(E - I)2y(k)

i ‘ = (A + I) A%y (k)

o,

P ’ = (8 + A?)y(k)
’ = 8% (k) + A%y (k)
o bien:

Y(k+3)-2y(k+2) +y(k+1) = (E® - 2E? + E)y (k)

={(A+D)’-2(0+1)2 + (A +1)}y(k)

(A’+3A2+3A+1-2A2-4A-21+A+I)y(k)

A%y (k) + A?y(k)
|

A

. Ademis de los operadores E y A, existen otros que también
se estudian en el cidlculo de diferencias, entre ellos 1los
siguientes:

A) EL OPERADOR DIFERENCIA HACIA ATRAS v.

VE(k) = £(k) - £(k ~ 1)

e

© B) EL OPERADOR DIFERENCIA CENTRAL 6.

- _ 1 S
é. Sf(k) = £(k + = ) - £(k - ?T)

4 .
?rla relacién de Vy § con E y & es la siguiente:

%’.

V=1-E = AE

| 1
§ = E?

V.2.2 LA SUMATORIA

Si se conoce la derivada de una funcidn f(x):

s: o
i

la funcién f(x) se puede conocer aplicando a g(x) la opera-
:idn inversa a la derivada, o sea integrando g(x):

f({x) = Sg(x)dx

227
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De una manera similar, si se conoce la primera diferencig
de una funcién y(k):

Ay(k)‘=f(k) S

entonces y(k) se puede conocer aplicando a £(k) 1la opera- *
cibn inversa a 1a diferencia, esto es, la suma representa-;
da por A”!f (k) o bien If (k), por lo tantp: ;

MR vt

Yk = 27 (k) = zf(k)

.
Rt e

al proceso de obtener una suma se le llama sumatoria,

Ejemplo V.11

BrESS

3

S1i Ay(k) = 3k, verificar si:

y(k) = £3% =

donde "c¢" es una constante arbitraria.

Se obtiene la primera diferencia de yik):

3k
yk) = 5—+c
3k+1 ’ 3k
Ay(k)=j——+c'—(T+C)
_ 3k-+1 - 3k
- 2
_ 3k(3—1)
: R Ba—
=3k
por lo tanto:
- k
y(k) = r3¥ = 3+ c

Como se observa en este ejemplo, al igual que en la inte-g
gral indefinida, en la suma de f(k), (Zf (k)), aparece una‘}
constante arbitraria, Por lo que a este tipoe de sumas se 3
les 1lama sumas indefinidas.

En las sumas indefinidas de funciones discretas, en lugar}
de la constante arbitraria, puede aparecer una funcién pe -
ribédica de periodo "h", o sea, una funcién g (k) tal que: .3

gk + h) - g(k) =0

'
B
:4




en el ejemplo anterior, si Ay (k) = 3k, entonces:

X
yio = 23% = 34 g0

“donde g(k) es una funcidén de periodo lﬁ y la brimera dife-
3

rencia de y(k) sigue siendo igual a como se comprueba
a continuacién:

k +1

k
ayk) = " gk o+ 1) - 3+ g
= 3% 4 gk +1) - grk)
] - & |
- en donde:
-;*: gk + 1) - g(k) = 0

Si Ay (k) = f(k), entonces la funcién y(k) se puede obtener
de la siguiente forma:

vcomo Ay (k) = f(kf, entonces:

ylkk + 1) = y(k) + £(k) ; k=20,1,2,...

_Fpara k = 0:
S y(1) = y(0) + £(0)
gpara k= 1:

L
%
—_
TN
~
(]

y(1) + £(1) = y(0) + £(0) + £(1)

' para k = 2:
y(3) =y(2) + £(2) = y(0) + £(0) + £(1) + £(2)
y&) =yk-1) + £(k=-1) = y(0) + £(0) + £(1) + £(2) + ... + £(k-1)

?bor io tanto, la funcidn y(k) se puede expresar en términos
¢ de y(0) y de los valores conocidos de la funcidén £(k) en 1la
#'siguiente forma:

k-1 .
y(0) + ¢ f(r), k=1,2,3, ...
r=o

y(k) =
y (0) . , k=0

229
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k-1 L
donde se ha considerado que ¥ f(r) = 0|cuando el limite

r=1

superior de 1la sumatoria es negativo, o dea cuando k -1 < d

Analogamente, si

expresién:

vy + 1)
para k = M:

y(M + 1)

para k = M + 1,

Y(M+2) = yu

para k = M + 2.

y(M+3) = y(M+2)

. .

YM+k) = YyM+k -~

+fm+2)+...+fm+k—u

k=M M+ 1, M+ 2, ..d, se tiene en la:

= y(k) + f(k), k=M M+ 1, M+ 2,

=yM + £(m) HE - 3

- TATSRK

T o+ EMe1) = yu) 4 £iM) + £(M+1)

TEM+2) = y(M) + (M) 4 EM+1) + £(M+ 2

D+fM+k-1) = y (M) + £ (M) +f(M+1) +

por lo tanto, 1la funcién Y (k) se puede exprﬁsar'en términos

de y(M) y de los valores conocidos de la fu

‘siguiente forma:

cién f(&), de 1la

: 1
yM) + 1 f(r), k=M+1, M+2, ...
r

y (M) ’ k=M

A partir de esta expresidn se puede llegar a1 concepto de

suma definida,

De y(k) = y(M) +

se tiene:

Y haciendo k - 1 =

I f(r):
r=M

k-1
I f(r) = y(k) - y (M)
r=M .

N, o sea k = N + 1:

N
ﬁ f(k) = y(N + 1) - yM)




. N N+ 1
| L f(k) = y(k)
: M
y como y(k) = Lf(k):
. . N N+ 1
" . L f(k) = If(k) eee (19)
: M M

que representa la suma definida de f (k) Y en donde If(k) es
una suma indefinida de £ (k).

b - S

, Ejemplo V.12
3
: Si £(k) = 3%, determinar 1 f£(k):
s, 1
!
: 3 3
, I £(k) = g3k
‘v 1 . 1
i
¥ como:
X
kK _ 3
R )
;: . entonces:
?7 : k 341
¥ LY +
: z L +c
: 1 2 1

-%;- +c - (-%~ +c) =-81_-3 _ 3

T
1l

Si se tiene una funcifn y(k), y se obtiene 1la primera dife
. rencia, el resultado es otra funcidn de "k":

3

% . Ay (k) = £(k)

gpor lo tanto, la suma de la funcién £(k) ser4 la funcién
y (k) s

1 Lf (k) = y(k)

‘por ejemplo, con la funcién:

y(kk) = cos (ak + b)

a31
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se tiene:

Acos(ak + b) = cog Latk+1) + b7 -cos (ak ¥ b)

= cos (ak+b+a)—cos (ak + b

= cos (ak + b) cos a - sen (ak +b) sen a-~cos (ak +}

= cos (ak + b) (cos a - 1) -~ sen {
= cos (ak + b) (- 2 gsen? ja—-sen (al

a
2
a

ak +b)sen a ﬁ
k +B) (2 sen-;— cosv;ﬁ

= - 2 sen % {cos {ak +b) sen & 4 gen (ak + b) cos -;-
a,
2

sen(ak+b+7)

pPor lo tanto: 3
: i
Zsen(ak+'b+%) = - £0S (ak + b) l
a
2 senT
o bien:
. cos(ak+b—'-’—)
Isen(ak + b) = - 2

2 seng—

De esta manera se obtendrd ‘la suma de las
les.

En la tabla V.2, se presentan algunas funcipnes Y sus res

Prectivas sumas.

funciones usua-
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£(k) = Ay (k) y(k) = Lf(k) L
k
a® 2. a#1 ]
1 ___—i__1E : a¥l
ak ' (1 -a)a -
- cos (ak+b--§—)
sen {ak + b) 3
2 sen -
sen (ak +b-%—)
cos (ak + b)
2 sen %;
k ak"']'senb(k-l)-ak sen bk
a sen bk
a’ -2 acosb+ 1
k ak+lcos b(k—l)—ak cos bk
a’ cos bk T
a‘* - 2acosb+1
sen?(ak + b) %__'sen (Z :e§:2b-—a)
,, cos h (ak +b - 52) : 3
‘¥ senh (ak + b) 3 3
2 sen h >
! senh (ak +b - é% ) }
cosh (ak + b) 3
2 sen h =
(m+1) - ;
(m) k _ %
k =¥ T+ m¥-! :
(m + 1) | i
(m) {a k + b) -
{a. k + b) = m + 1) R anm#a ‘
- T
k u(k) k I u(k) - Z% utk + 1) \
X u (k) k? Tulk) - {2 k + 1) Z uck+ 1) + ZE’u(k% 2) ol
1

Tabla V.2
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Un tipo de funcién que puede ser de util
da funcidn factoniat k(m):
k™ k- -2 .. Ck- m
P ! Cxlm g 1
o : , k+1V k+2) . kT=w
i donde "m" es un entero positivo.
‘A Para m = 0 se define:

LY

POoTr ejemplo:

K C k- 1) k- 2 -

K 2k - 1) k-2 (k- 3) {(k - 4)

s Fae

k) oy

Obteniendo la primera diferencia de 1a fungibn se tiene:

a ™ _ o km - 1)

de donde:
™D ) @

por lo tanto:

(m + 1)
5 Ek(m) = _k
. . m+ 1
de 1la misma manera:
- (1 - m)
Zk( m)=kl-m7.m7‘l

Ejemplo V.13

| Para obtener la suma de kz, conviene representar k?
‘ o en términos de la funcién factorial:

L . ot oot e - ki X o . e




BB LA e T A o T

¥
¥
E.
i

LSRR

b Tau k) v ()

;?de donde:

K2 = k(2 , L (1)

ya que:

K ) ek - ek g2 o K+k = k2

por lo tanto:

- Ik? = E(k(z) + k(l)) - Ek(z) . Zk(l)

(s) (2)
53—+L2- tc

k(k - - -
-k 1) 2)+k(k21)+c

2k% - 32 4
= = + e

o
|

Algunas propiedades importantes de la sumatoria son las si-
guientes:

A ILAuk) + 4w = A2 u(k) + A2Zv(k) eee (22)

{
donde A, y X, $bn constantes.

B) Iu(k)av(k) = u(k)v(k) - Iv(k + 1) Au (k) ‘ «es (23)

I
Esta dltima propiedad se llama sdumatoria por pantes, y la
demostracién aparece a continuacién. ’

Ap (k) v (k)

ulk + 1})v(k + 1) - p(k)v(k)

vk + D[ uk+1) = (k) J+ulk) [vik+1) -v(k) ]
vk + 1) Au(k) + u(k)av(k)

Zvik + 1)Au(k) + Zu(k)Av(k)

u(k)v (k)

Iv(k + 1)Au(k) + Iu(k)av (k)

\

Zu(k) vik) = u(k)v(k) - Tvik + 1)Au (k)
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 Ejemplo V.14

La suma:

k

k*3

Lol o N

ge obtiene sumando POr partes, para lo c¢ual, se consi-
era:

, W =k oy ave =3k ¥

entonces:

i Au(k) = (k + 1) =k = 1 :
) i
vik) = z3¥ = 3 i

2 i

desarrollando por partes:

x |3

2 2 ‘k'+l
Zk'3k=k-3_. -zi .1
1 2 1 1 2
- donde:
3k +1 k _ 3 X

por lo tanto:

2 x |3 3
z k . 3k = k . 3_ - 3 . 3k = 2 1
1 2 |, T 1

V.3 LA ECUACION EN DIFERENCIAS

La ecuacibn en diferencias se define de mandra andloga a
la ecuacibn diferencial.

Definicibn: Toda ecuacién que relaciona a una funcién
desconocida con sus diferencias y su(s) variable(s) in-
q dependiente (s), recibe el nombre de ecuacidn en difenen
cias.
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De acuerdo a esta definicién, la ecuacidn:

y(x) - 20y (x) + A%y(x) = x

B4

$ es una ecuaci6n»en diferencias.

; Con las diferencias:

4

;; Ay(x) = y(x + h) - y(x)

! A% (x) = y(x + 3h) - 3y(x + 2h) +3y(x+ h) - y(x)
la ecuacifén anterior, se puede representar:
y(x) = 2{y(x+h) ~y(x)} +y(x + 3n) - 3y(x+2h) +3y(x+h) -y(x) = x
o0 sea:

gv y{x+3h) - 3y(x+2h) + y(x+h) + 2y (x) = x

Si la funcién desconocida, es una funcién discreta y(k);
k=20,1, 2, ..., 1a siguiente ecuacién:

A%y (k) + 38y (k) + y(k) = 2K + 1

e€s una ecuacién en diferencias, Y como:

Ay (k)
2, . Azy(k)

yk + 1) - y(k)
Yk + 2) - 2y¢k + 1) + y(k)

&€ se puede representar:

ylk +2) +yk+1) - yk) = 2% 4+ 1

' Toda ecuacién en diferencias, donde 1la variable dependien-
¢ te es y(k), se puede representar en forma general:

F(k, vk}, y(k + 1), y(k + 2), ..., ykk + 1)) =0 ... (24)

. Algunos ejemplos de ecuaciones en diferencias son los si-
f' guientes:

A) A*E(k) + A%f(k) + 2f(k) =k* - 2k + 4

B) 4y(k + 2) + y(k) = 2k® + 3%

C) k- 1yk +2) - 4ky(k) =0
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D} 2ky(k + 2) + y(k + 1)yqx) - 2y* (k) =

E) yk + 3) + 2y(k + 2) + yk +1) = ¢

F) flx+2) - 2y(x + 1) 4+ 2y(x) = 2%

G) u(k+1,m)+u(k,m+1)=0

Asf como en las ecuaciones diferenciales,

nes en diferencias también se define el ord
cién

en las ecuacio-
en de una ecua- 5

T T N -

Definicibn: El1 orden de una ecuacién e
donde la variable dependiente es yix), e
§ i cia entre el mayor y el menor argumento
. rece en la ecuacién, dividido entre "h".

n diferencias
s la diferen-
de "y" que apa

Ejemplo V.15

a) y(x + 3n) - 2y(x + h) + 3y(x) = x

el orden de la ecuacidn es: -

| (x + 3n) - x = 3

y

b) y(k +2) + dky (k) = 0 i

el orden es:

k +2) - (x)
T

€) y(k + 4) + 3y(k - 1) =90

el orden es:

k +4) - (k - 1)
T

V.3.1 SOLUCION DE UNA ECUACION EN DIFERENCIAS

La solucifn de una ecuacidn en diferencias queda definida
de la siguiente manera:




O

Definicibn: Una funcién f (k) ser& solucibn de una e-
cuacibn en diferencias, si al sustituirla en la ecua-
cidén la transforma en una identidad.

7 RN (R

Ejemplo V.16

Dada la ecuacién:

ylk + 1) -~ 2y(k) =0

comprobar que y(k) = 3 -2k es solucibn.
Como:

| y(k) = 3.2k

entonces:

ykk +1) = 3.2k+1

sustituyendo y(k) vy y(k + 1) en la ecuacidn en dife-

rencias:
3.2+v1 53005 2
1 3-2.2F-2.3.2%
g 0=0
E{ _pbr lo tanto:
¢
y(k) = 3.2

s! es solucién.

|

. En este ejemplo, se puede comprobar que y(k) = - 5 - Zk,
Sy(k) = /2 - 2%, etc., también son soluciones de la ecua-
. cién. En general y(k) = c,. 2k, donde C, €s una constan-
.te arbitraria, es solucidn. A y(k) = c,. 2K se le 1lama

s dolucifn genenal, mientras que todas las soluciones obteni
‘das de 8sta, asignando un determinado valor a c;, se lla-
i man s0fuciones particulares.

Ejemplo V.17

Para comprobar que:

yk) =c, +cp*2" + =

239
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es solucién de la ecuacifn:

yk + 2) - 3y(k + 1) + 2y (k) =

Se obtienen y(k + 1) Yy vk + 2);

Y=o 4 e, 02 s L. gk
y(k + 1) = c, +<:2_2k+1 +%_.4k+1
vk + 2) = c, + cz-zk'+2 + <. 4k'+2

Y se sustituyen:
| yk), yx+1) y Yk + 2)

"en la ecuacifn:

c,+c2-2k+2+ -é‘- -»4k+2 —3(cl+c2-2‘k+1+ -é- 4k+1)+

+20e, 40, 2 4 Lo gky o gk

C(l=34+2) +c,022 - 324 9 + 345 @ 34 g 2
_ 4k 2 gk
La solucién general

de una ecuacién en dife
tantas constantes arb

rencias, tiene
itrarias como sea el or
cién.

den de 1la ecua

Ejemplo V.18

51 y(k) = c1-2k + c,-4k es la solucibn general de una
ecuacidn en diferencias:

a) Determinar la ecuacién en diferencias.
b) Determinar la solucién

particular que satisface
las condiciones y(0) =0 y y(1) = 4, :
Solucién
a) Como la solucién general tiene dos cgnstantes ar-
bitrarias, 1la ecuacidn en diferencias es de segundo or
den.
Entonces:
ik i il

AN T




i yik) = c 2% 4 ¢, .qK
ykk+1) = c1-2k+l + c2-4k+1
yk+2) = ¢ -2K%2 o gk+2

multiplicando la ecuacién (b) por -2 y el resultado su
mado a (c): ‘ -

AP R o

y(k + 2) - 2y(k + 1) = c2-8-4k

de donde:

- -

c = XK +2) - 2y(k + 1)
)

8.4k

multiplicando (b) por -4 Yy el resultado sumado a (c):

vk +2) - 4y(k + 1) = c,( -4)-2k

de donde: . ' ) '

e = 7¥(k + 2) + dy(k + 1)
1
4.2

A e e

sustituyendo (d) y (e) en (a):

y(k) = - Yk +2) - ;:y(k+1)- .ok + Yk +2) -k2y(k+1)
4-2 8-4
simplificando:
8y(k}) = - 2y(k + 2) + B8y(k + 1) + Yk + 2) - 2y(k + 1)
finalmente: |

]
o

ylk + 2) - 6y(k + 1) + 8y (k)

b) Como y(k) = c1-2k + c2~4k y y(0) =0, y(1) = 4,
entonces:

y(0) =c;, +c, =0

y (1) 2c, + 4c, = 4

(d)

(e))

241
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de donde:

Por lo tanto, la solucibn particular correspondiente
es:

vk) = - 2.2K 4 5.,

e -
.
RNGOEFS S A

3
b
V.4 LA ECUACION LINEAL EN DIFERENCIAS ’ ;
@
s
7
La ecuacién en diferencias es lineal si se representa de 1a -
forma:
3
i

ag(k)y(k+n) + a;(K)ylk+n-1) + ... +

4-%_mem+1)+anmnum = Q(k) +.. (2

ve

donde y (k) es la variable dependiente, k" la variable inde
pendiente y a; k), a, k), ... an(k) son los coeficientes,

553

Siay(k) #0 y a (x) #.0, la ecuacién es lineal y de OT':Y
den "nn, n i

Al igual que en las ecuacignes diferenciales:
A) SiQ(k) # 0 1a ecuacién se 1lama no homogénea.,

B) SiQ(k) =0 1a ecuacién se llama homogénea.

C) Si a5, a4 ..a, 4n», SOn constantes, la ecuacibn se 115;
ma de coeficientes eonsdtantes,

Utilizando el operador ﬁ, la ecuacidn lineal se representa;
a,E"y (k) + a, B 'y(k) + ...+ 3, ,By(k) +a y(k) = Q(k) ... (

o bien:
. ;
AR ’. (3, + a " 4 .. 4 2, B+ a )y(k) £ Q(k)

representando el polinomio en E Por # (E), esto es:

. - Moo, | e oL oL L skt [N
% " PR =~ PR T




n n-1
+ a;E + ... + a E + a

o s

"J(B) = a,E

se tiene:

g (E)y(k) = Q(k) ee. (27)

1mwmm%

, TEOREMA V.2

| .
La solucidn gerieral de una ecuacién lineal en diferencias
no homogénea:

J(E)y (k) = Q(k)

Y TR

ylk) = y (k) + yp(k) . ... (28)

. donde Yo (k) se 1llama sofucdbn complementanid y es la solu-
ci6n general de la ecuacidn homogénea asociada:

#E)Y(K) =0

FvAEM
n <
o

yp(k) es una solucibén particular de 1a ecuacién no homo-
nea: ‘

FE)y (k) = Q(k)

ko

g’Demostracién

\

¥ Sustituyendo y(k‘ = yo (k) + yp(k) en la ecuacibén en diferen
cias lineal de orden "n": .

3 PE)y(k) = Q(k)
se obtiene:

#E)[yc k) + y (k) ] = (k)

por ser el operador F(E) lineal:

l? ‘ F(E Y (k) + F(B)y,(k) = Qlk)

(]

como F(E)yo (k) = 0 y FE)y k) = Qlk):

0 + Q(k) = Q(k)

1‘____.‘...._.__.__1“‘, SUNPICVE o A ' DRI AU SER Y
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; ylk + 1) - 2y(k) =k + 1

por lo tanto, la e

Cuacidn se satisface ¢
lo que demuest

Ta que es sy solucidn.

La solucign complemen

taria y, (k) contiehe "p»
bitrarias, POr lo que:

vk} =y (k) + Yp (k]

es la soluci6n geéneral de 13 ecuacidn.

Ejemplo v, 19

Para 1la e

Cuacibn lineal y(k + 1)
' bar si:

- 2y
a) y(k) = ¢, .2k
b) y&x) =

es la solucién,compl

~k ~2 es una solucién pd

Si y(k) = c,¥2k es la solucién compleme
ces deber§ ser 1a solucibén genera] de 1la
génea:

C¥k + 1) - 2yk) = o

entonces sustituyendo yk) = c,-2k
en la ecuacién homogénea, ge tiene:

Y+ 1) - 29(0) = ¢

IRE LR e
cyo2:2% o g0 Lok _ 0
0 =9

© Por lo tanto yk) = c,-zk
taria.

Sustituyendo Y (k)

=-k -2 en 1a ecuacién no homogé-~
nea:

~(k+1) - 2 - 2(-k - 2) = k+1

k+1=k4 1
por lo tanto y(k) =

=~k -2 si es solucién Particular
‘de la ecuacibn no )

homogénea.

Lementaria,

8! es la solucy

on y(k) =y, (k) +Yp (k)

constantes ar

(k) = k + 1, pro

rticular.

Pntaria, enton-
A ecuacidbn homo

L6n complemen




De lo anterior, se deduce
la ecuacién y(k + 1)

En los incisos
de una ecuacidn
cibén particular

. de coeficientes
tros.

Yo

y(k) = y (k) + y (k) =

siguientes se obtendri 1la
en diferencias homogénea,
de una ecuacién no homogén
indeterminados y por varia

.

~V.4.1 RESOLUCION DE ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS DE COE~-

FICIENTES CONSTANTES

. mogénea

%ﬂk+n)+%ﬂk+n-lhn”+gkym4ﬂ-+%ﬂm=0.n

o

"0 bien:

et

+ AR

5 Si se
2 .cibn:

St S

gy

O

j{donde B es una constante; esta funcién debe satisfacer a 1la
B ecuacidn (29) para que la proposicién sea vilida.

r

La forma general de una ecuacidn lineal en diferencias ho-
y de coeficientes constantes, es la siguiente:

g(E)y(k) =0

propone como solucién de la ecuacidn (29), a la fun-

y(k) = Bk

que la solucibn general de
- 2y(k) =k + 1 es:

k

c,°2" -k - 2

solucién general
asi como la solu
ea por el método
cidén de parame-

(29)

(30)

y(k) = Bk
vy +1) = gk+1l  _ ggk
vk +2) = gk+2 g2gk
!' ) i+n-1 ﬁ-lk
‘'ylkk+n-1) = B8 : 8 B8
y(k +n) = Bk-+-n - Ban
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sustituyendo en (29):

a,Ban + a,Bn-lsk + ...+ ah_lBBk + a Bk =0

factorizando:

n n=1 k
: . (a,8" + a,B + .0+ a _,8+ a ) 8 =9
[

Como Bk #0

s entonces de esta ecuacidn (se obtiene que
Foy(k) = gk eg solucién de (29) si:

n n-i ) :
a,8" + a8 "+, 4 a_,B+ a =0 e

a8 esta ecuacign se le 1lama ecuacdbn caadcte&iatéca.

l ! Ejempio V.20

Para 13 ecuacibn en diferencias;

2
.Lg
‘ , ﬂk+2)-6ﬂk+1)f8y&)=0 ‘

la ecuaciép caracteristica es:
' |

B2 - 68 + g = 0

en forma factorizada: .

(B - 2) (g - 4) =0

cuyas rafces son:

B ] Bl=2l B, = 4

y, (k) = 4k son dos solucio |

por lo tanto Y, (k) = 2k
nes de la ecuacisn homogé&nea

TEOREMA V.3

Si y, (ky, Yy, k), ..., Y (k), son wpnw
independientes de 1a ecuacién line

soluciongs linealmente
nea de orden "n", entonces una cop

al en diferdncias homogé -
binacién lineai de ellas:

S, (k) + c y k) + ... + ¢ ¥ (k)
17 2, n¥n

€s la solucién general,

) :
, s
. b




>
i

s e 0

¢

Ejemplo v.21

Para la ecuacibn en diferencias:
E?y (k) - 5Ey(k) + 6y(k) = 0

la ecuacibn ¢aracteristica es:
B2 - 58 +6 =0

(B - 3) (B - 2)

]
o

cuyas ralces son:

f por lo tantoi

k
v, =35y oy

"
N

son dos soluciones de la ecuacibén, y su Casorati es el
siguiente:

3 2
- 3k.2k+1__2k.3k+1 - 3k.2k(2 - 3)
k .k
= = 372
3k+1 2k+1 )

# 0%k

como el Casorati de vy, (k) y Yz(k) es diferente de ce-
ro, las dos soluciones son linealmente independientes,
y como la ecuacidn en diferencias es de segundo orden,
la solucibn general es: !

y(k) = c;-3% 4 ¢,.2K

i
I

S ;
Con lo anterior se estableceri el siguiente teorema:

i
3
i
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en la ecuacién de Segundo orden
P(E)y(k) = 0, se tiene; ‘

248
TEOREMA V.4
Si 1a ecuacién Caracteristica de la ecuacisn lineal en gi-
ferencias de coeficientes Constantes Y orden "n",ﬂUﬂy(k): 0,
tiene "pw raices reales Y diferentes B 21 +««, By, enton-
€es la solucign general de 1a ecuacién ep diferencias es:
) k
yk) = clB,k + czszk + ool + ¢n8,
CASO A, RAICES IGUALEs. - Si en 1a €cuacibdn linea] de se-
gundo orden Z(E)y(k) = 0, la eécuacidn Caracteristica tiene
Sus dos raices iguales g, = B2, entonces Se obtienen dos S0 4
. luciones linealmente dependientes: E
f Al sustituir y(x) - gk : |
3
1
t

———

O o
.

gEek o (g2, a8 + a,)gk
= (B - g,)2 gk

IR o0

e
oy

e (32)

RN

i g% < o

de donde se concluye que Y(k) = B,k

Derivando ambos miembros de 14 expresisn 32
a5 #(E) X - 35 (B = 8,)2 gk
2 (E) %= <2~ 88" + (8 - 8,)? %
gERe*L - 5 BIBY 4 (8 - g )2ggk-1

multiplicando ambos miembros por B:

| _
S L B(E)kS = 2(8 - g )gk+1

-

+ (B - 8,)3kg

' ’ para g = g .




TN

e

. e

?
)

gExs X = o

| .
de donde se concluye que y(k) = kslk también es solucién, -
por lo tanto, la ecuacién de segundo orden con raices

iguales tiene dos soluciones:

v (k) = gk y v,k = k8 X

las cuales, son linealmente independientes, entonces la SO+
lucién general es: ¢

yk) = c,B,k + csz,k

TEOREMA V.5

Si para.la ecuacién en diferencias lineal, de coeficientels
constantes y de orden "m", Z(E)y(k) = 0, la ecuacidn carac|-
teristica tiene "m" raices iguales B, = 8, = ... Bm = B, en

tonces la solucibén general es:

Ty = (e, + ek + cgk? o+ ... + cmkm_’)Bk

‘ Ejemplo V.22
Sea la ecuacibn en diferencias:
Y(k +3) = 3y(k +2) + 3y(k + 1) - y(k) = 0

la ecuacibn caracterfstica es:

| B® - 382 + 38 -1 =0

4

(B-1)%=90; By = B, = By =1
por lo tanto, la solucifn general es:
2 k
¥k) = (c, + c,k + c3k?2) (1)
o sea: ’ . v ‘

y (k)

2
c, + c,k + c,;k

249
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Ejemplo v.23 -
Para 1la ecuacibn en diferencias:
vk + 3) - 3y(k + 2) + 4y (k) = o
la ecuacién caracterfistica eg:
) s
B - 382 4 4= g
(s+1)(s-2)2=o; Bi=-1,|g,=8,=2

; ﬁbr lo tanto 1a solucibn general es:
E , : Y)Y =i -0k 4, + ey .ok

CASO B. RAICES COMPLEJAS.- sj Se tiene yna eécuacién en .2
d;ferencias de Segundo orden, B(E)y(k) = 0, tal que sy ecua ;

entonces se tiene dos soluciones: 4 ' :
.k .k
Y; (k) = (a + bi) y Ya(k) = (a - bi)
Y su combinacién lineal es otra solucién:

y(k) = (a+ bk, d,(a - bk

en la forma de Euler, donde:

r=y/3% ;57 y 8 = tan™!

oo

se tiene:

YO = d, wePhk L g 01k

-

‘Tma trigonométrica-:

{cos k0 + igen ke) + dzrk(COS‘ﬁe ~ isen ko)
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: = r® [(dl + d,)cos k8 + (d,i - d,1)sen ke:]

* (c,cos k& + c,sen ko)

&
¢
¢ las funciones:
i * cos k6 y * sen k6.
 son soluciones linealmente independientes de la ecuacién dn

diferencias, per 1o tanto: .
i | = ¥
5 4 ¥{k) =" (c,cos k& + c,sen k@)
i !
‘?'"5 L

es la solucién general.
k Ejemplo V.24

Se desea resolver cadabuna de las siguiéntes ecuacio~-

¥ nes:
i: a) y(k +2) - 2y(k + 1) + 2y(k) =0 ‘
oy b) (E® - 4E* + 6E® - 6E2 + 5E -~ 2) y(k) = 0 | i
: la ecuacibn caracteristica del inciso (a) es: 1 o

B2 - 28 + 2 =0

+ - ' E
6“2=2_2'3§ ; B, =1+i, 8,=1-|i i
; 1
r= vJaz +b?2 = y1+1 = v20 . . g
_ -1 b _ -1 1 _ =
6 = tan 2 = tan T s T

por lo tanto, la solucibn general es:

yk) = (/2 )* (c,cos %k + c,sen %k)

A}

La ecuacibn caracteristica del inciso (b) es:
B - 48* + 68% - 682 +58 - 2 =0

por divisibn sintética:

el . - ol
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2
1 ~2 2 -2 1 0
1 1 -1 1 -1
1 -1 -1 0
1 1 1
1 1 0
i -1
1 i 0
) -1 ~i
§ N 1 0

por lo tanto las ralices son g, = 2,

B, 38, =1, By = 1
Y Bsg = -4, 1a solucidn general es:
v b
} : y(k) = c1-2k tc, + ek + CyCcos -%;— + Cssen l;L '§
I
]

V.4.2 METODO DE COEFICIENTES INDETERMINADOS

El mé:odo de coeficientes indeterminados s4
obtener 1a solucién particular
renciales lineal

¥ utilizé para
de algunas €cuaciones dijife-
€s no homogéneas,

Este método se aplicarji
lar de €Cuaciones en dife
tes constantes:

Para obtener una sollucidn particu
rencias lineales Y | de coeficien-

| P(E)y(k) = Q(k)

donde Q(k) es solucidn de alguna ecuacigp en |diferencias 11y
neal y homogénea. 0 sea que Q(k) es una combinacién lineaT“;
‘ de funciones, cada up :
N

a de las cpales Pueden ser:

A) ak i ae R

=5}
—
bl
o]
~
o)
1l
o
~
[u
~
N
~
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|
|

E) akkp sen bk, akkp cos bk; ae R y p. N

En los ejemp;os V.25, V.26 y V.27 se aplica el método de
coeficientes 1ndeterminados, a las ecuaciones en diferen-

cias.

Ejemplo v, 25

Sea la ecuaé&ibn:

(E - 2)y(k) =k + 1

la ecuacibn homogénea asociada es:

y(k +1) - 2y(k) = 0

Cuya ecuacién caracterfstica es:

| B -2 0 )
B =2
‘ por lo tanto la solucidn complementaria es:

Yo (k) = c,.2K

como Q(k) = k' + 1 es solucién de la ecuacibn en diferen

cias homogénea:

| ¥k +2) - 29(k + 1) + y(k) =
. (B' - 2B+ yk) =0 |
(B - 1%y k) =0

sibn (c), y es:
g(E) = (E - 1)2

nea, esto ?s: (E - 2)yk) =k + 1

(E-1)?% (E-2lyk) = (E- 1)2(k + 1)

|

f

=0

0

‘

(E? - 2E + 1) (k + 1)

entonces se aplica el mé&todo de coeficientes indeterm
nados para obtener una solucién particular yp(k).

1

El aniquilador en este caso, se obtiene de la expre-

por lo tanto, al aplicar a la ecuacién original (a) el
aniquilador, &sta se transforma en una ecuacisn homogé

(b)

(c)

(k+2+1) -2(k+1+1)+ (k+1)

ot
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la solucién de esta ecuacidn es:

y(k) = cl-zk + ¢, + c3k

en donde, como cl~2k = Yo (k), entonces:

Yp(k) = ¢, + c,k

g sustituyendo yp(k) en la ecuacién original (a):

(B - 2)yp(k) = k +
(E - 2)(Cz + c3k) =k +
e, + c;(k+1)] = 2(c; + c;k)

“Ck -¢c, + C,

de donde:

por lo tanto:

C, ==-1, Cp =2

finalmente la solucidn general de (a) es:

1

1

4

¥plk) =-2-k

YO = yolk) + y (k) = c,»2% - 2|-

Ejemplo V.26

Sea la ecuacién en diferenciasg;

YO+ 2) < 3y + 1) 4 2900 <) 4 4

La solucibn complementaria es: -

Yo(k) = ¢, + cl-zk

la funcién Q(k) = 1 + ak es solucidﬂ de la ecuacisn ho-

mogénea:

:.\.\»';ms« S i

i id) L
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(E -a) (E~1)yk) =0
por lo tanto, el aniquilador es:
S v #(E) = (E-a) (E - 1)
aplicando a la ecuacién no homogénea el ahiquilédor:
: (E-a) (E~1) (E2-3E+2)y(k) = (E-a) (E-1) (1+a)
i (E-a) (B-1) (E-2) (E- Ly(k) =0
7. la solucibn de esta ecuacidn es:
k x
. y(k) = b, + bk + bya” +b,+2° ; a#1l, a#2
‘ de donde, como Ye(k) = e, + cz'Zk, entonces«
& vpk) = b,k + b,a¥
i. o bien:
‘ yp(k) = Ak + Ba*
¢
¥
sustituyendo yp(k) en la ecuacibn no homogénea:
i (E* - 38 + 2)y(k) = 1 + a¥
$ (E* - 3B + 2) (Ak + Ba®) = 1 + a
5 k k+1 X R
v A(k+2) +Ba *2-3"[A(k+1) + Ba :]+2 (Ak +Ba”~) = 1 + a
i (A - 32 + 2a) k + (Ba? - 3Ba + 2B) a* + (28 - 3A) = 1.+ ak
&k de donde: : » S ‘ ;
lA ==l vy B= (a -2y (a-17
por lo tanto: l ~
Ypl) ==k + b d®; ag2 vy ag1
y';a solucién general es:
y(k)=c,+c,-2k-k+ = la- ak;a;éz y a#1
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! Ejemplo v.27

Sea 1la ecuacibn:
| . . k!
Yk +2) + y(k) = 4 cos 2k

la ecuacién Ccaracteristica es:

m2+1=0; m =i, my: =

i por lo tanto, 1a solucién-complementaria

Ye(k) = ¢, cos ﬁ; + c, sen ﬁ; e (b) ﬁ

1 como Q(k) =

4 cos 2k es solucifn de 1a ecl
nea: -

2z
4
acién homogé& ‘i

(E2 - 2 cos (2) E+ )yk) = o ':‘Ii’

el ﬁniquilador es:

B(E) = E2 - 2 cog (2) E + 11 e (@)

la solucién particular de (a) es:

| Yp(k) = A cos 2k + B sen 2k ce. (d)

sustituyendo (d) en (a):

(E* + 1) yp(k) = 4 cos 2x

(E* + 1) (A cos 2k + B sen 2k) = 4 cog 2K.

©0S 2(k+2) +B sen 2(k+2) 45 COS 2k +B sen 2k = 4 cos 2k

' . A [cos 2k cos 4 - sen 2k sen 4] .
i

+ B [sen 2k cos 4 + cos 2k sen 4‘] +
+ A cos 2k + B sen 2k = 4 cos 2k
de donde:

' 2
% ) A cOs 4+ B gen 4 + 2

"
-

~A sen 4 + B cos 4 +B

]
o

T R




i resolviendo este sistema por Cramer:
! .
4 sen 4
- 0 1+ cosd | _ 4+4cos 4 - 40+cosd) I,
.| L+cos 4 sen I 7 (1 +cos 4)7 + sen’d ~ 2(L + cos
% l ~send4 1+ oos 4
. I
% 1 + cos 4 4
. B ~ sen 4 0] _ 4 sen 4 9 sen 4

2{(I'+cos 4y ~ 2 Fces )y ~ 1 + cos 4

por lo tanto:

sen 4

yp(k) = 2 cos 2k + 2 m sen 2k

= o Cos 2k + cos 2k cos 4 + sen 2k sen 4
1 + cos 4

¥
£
"

= g Cos 2k + cos (2k - 4)
1 + cos 4

Y la solucibn general es:

km + 2 S0s 2k + cos (2k - 4

_ kn
yk) = ¢, cos —% * ¢, sen — T Gos 32

.4.3 METODO DE VARIVACION DE PARAMETROS

. \ . B

- E1 método de variacién de pardmetros sirve para obtener
1la solucién particular ¥p (k) de una ecuacién en diferencias.
¥ Este método es general, " vya que se puede aplicar a cualquier
“ecuacibn en diferencias lineal, inclusive de coeficientes va
f riables. .

} Antes de describir el método, conviene hacer un desarrollo
f que se utilizari mis adelante.

b Si:
y(k) = p(k)vik)

T roE S P N

JEOUREE N S U
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entonces:

Ay (k) = u(k)av(k) + vi(k)Au(k) + Ay(k)Av(k)
desarrollando:
ﬂk+1)—ym)=u&Hv&+U-v&H4ﬁv&)+AvaAMH
Y+ 1) - pk)vix) = HO)VIk+1) - uik)v(k) + (vik) +v(k +1

= v{(k))Ap (k)

Y41 = W00V + 1) + vk + 1)ap k)
y en forma general:

. g
Yk +n) = ux)vix + n) + vk + n)Au (k) ... (33)

Si se considera una ecuacién lineal en diferencias de segy
do orden no homogénea:

Yk +2) +a(k)y(k + 1) + b(k)y(k) |= Q(k) «.. (34)

la solucién complementaria de esta ecuacién es: é
Ye(k) = ciy, (k) + c,y, (k) <e. (35)
donde Yy, (k) y Y, (k) son dos soluciones linealmente indepen-

dientes de 1a eCuacidén homogénea asociada a (34), haciendo
4 €, y ¢, variables:

c; = u(k) y c, = v(k)

se forma la funcién:

yk) = w(x)y, (k) *+-v(k)y, (k) T

la cual se propone como solucién de la ecyacibn (34)

Para determinar las funciones u(k) Y vi(k)}, que hacen quef
(36) sea solucidn de (34), se obtiene vk + 1) y y(k + 2)
de (36) y se sustituye en (34). ;

Considerando 1a expresibén (33):

Y+1) = u(k)y, (k+1) + VIRIY (k4 1) 4y, (ks 1 pu(k) +y, (k + 1) ay
estableciendo arbitrariamente, que:

Y, (k + 1)Au(k) + Yk + 1)av(k) + ¢




‘se obtiene; !

yk+1) = rlkly (k+1) + vik)y, (k + 1)

a partir de 1la chal:

~—

k+2) =uk)y, (k +2) +vDy, (k+2) +y,(k +2)au (k) +y, k + 2) Av (k

vsustituyendo yk), yk + 1) y y(k + 2) en (34):

¥

30y, (k+2) + viK)y, (k+2) + Yk +2)8u(k) +y, (k+2)avk) ]| +

¢ , +ak) Cut)y, (k+1) + vikly, k+1) ] +
? + b (k) [u(k)y,(k) + vikly, (k) ] = Q(k)

factorizando:

MO Ty, (k + 2) + akly, (k + 1) + b(kly, (k) ] +
3
4y, (k + 2)Av(K) = Q)

tomo Y, (k) y ' y, (k) son soluciones de 1la ecuacién homogénea
asociada a (34), las expresiones entre paréntesis de la ecua
€i6én anterior, son igual a cero, por lo tanto, se reduce a:

y,(k + 2)Au(k) + ¥, {(k + 2)Av(k) = Q(k) ce. (38)

kLaS'ecuaciones (37) y (38) forman un sistema de dos ecua-
ciones con dos incSgnitas:

Au (k) y Av (k)
en forma matricial:

Y, (k +.1) y, (k + 1) bu) 1o

Y,k + 2) yi(k + 2) Av (k) Q(k)

!
|

al resolver este sistema se obtiene Au (k) & Av(k), sumando
cada una de estas diferencias se obtienen las funciones
u(k) y v(k). .

E

s
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LS VO [Cy, (k+2) + akly, (xk+1) + bkly, (k) J+y, (k+2)8u(k)| +°

o kit
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) Con las funciones u{k) y v(k), se obtiehe la solucién gené’
ral de la ecuacién (34):

yk) =y (k) + Ypk) = ¢y, (k) +c,y, (k) + ulkly, (k) + vik)y,

En general, 1a ecuacidén lineal en diferencias de orden
“ N

n

F(E)y(k) = g(k)

tiene como solucién complementaria a 1a funcién:

L ‘ Ye(k) = ¢y, (k) + C¥. (k) + ..] + chy, (k)

Y como solucién pParticular a 1a funcién:

yp(k) = uy (kly, (k) + Mz (K)y, (k) + ... +’un(k)yn(k)

donde ¥, (k), u, (k), ..., up k), se obtienen de 1a solucién
del sistema: '

Fyl(k+1) Y2+ oy n) | au, ro,
Yik+2) y,(k+2) ..y (k42 bu, k) | = o

J . .

A i

yik+n) y (ken) ... yn(k+n)J Buy, (k) 0 (k)

Ejemplo v,28
Sea la ecuacién;

Yk +2) - 6y(k + 1) + 8y(k) =|geqk. X

la solucién complementaria es:
Yo (k) = c,-2k + cz-4k
- por variacién de parimetros, se tiene:

Yp (k) = 1'(k) 2% & v (k). ek

para determinar Ay (k) y &v(k), se sustituye y, (k) = 2
Y, (k) = gk en el sistema:




Yik+1) y, (k+1) A (k) r 0
_ Yy (k+2) g, (k+2) 8v (k) Q k)
i | L
obtenié&ndose:
% 2(k-l-l) 4(k+1) Ap (k) F 0
5 o
f 2(k+2) (k+2) Av (k) g4k ok
?‘resolviendo por Cramer:
; 0 4a*
% 3.4k.2k 16+4 -32-2k-4k"4k k
Au(k) = . 13 X = = 24
3 242 4.4 16-27-4
5 .25 ggu4k
s
."‘;‘ i .
2:2%
J 42K gk, gk 16.2%. gk, ok k
AV (k) = - VIR =2
16274 162" -4
u‘(k) = LA '(k) = p(-2-4% - _ 214f - _ u
u = = 3
v(k) = Zav(k) = 12X o ok

yp (k) =

solucibn particular es:

I

Y la solucibn general es:

i y(k) = c,-2k

! 4k :
-2 A ok, gk 4k
3
1 .k .,k
3 24
+c ek ¢ L gk ok

R K
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Ejemplo V.29

Sea la ecuacifn en diferencias:
(E' - 6B + 11E ~ 6)y(k) = 5

la solucién complementaria es:
Ye(k) =¢, + c2-2k + c,-3k

por variacifn de par&metros:

Yp &) = uy (k) + u, (k) 2% 4 4 () .3%

donde y, (k), u,
solucidn del siguiente sistema de ecyaciones:

1 2k+ 2 3k +2 Ay, (k) L
A 5.2%

resolviendo esgta ecuacidn se obtiene:

iy (k) = 5 (30-2% 4 g2
2
2
.ok 2
Au,(k)=—é—(52 k+k)
3
obteniendo la suma correspondiente: “

0 = 2L (300254 6ak2) o 30 gk

!
™~
~
+*

o

NI"‘
[ae ]
~

N

=32 Lra® 4,
‘ =_g_2k+ 1 (2k’—316<2+k y
= & 3025 4 2ekr - om 4 g

(k) ¥y uy,(k) se obtienen a partir de la ¢

&




- _ 5 _ 1 k? __ 5 1 k?
ul(k) E( 5 > —zr) = —2—2(1) Tt—zk-—
2
- NV NP S S )
2 2 2
2
; =_%k+k_IE.2_k_ti
H 2
: k 2 k '
. =g 1 5:2% + .5 2 1 k?
T e A
.
i =_§_<_3 2k)+1<3k2+k+1)
1 = - + | -
i 3 2.3
P .5 2k_}.(k2+k+1
¥ - 3k Tk
: 2 kT 3 ,
; por lo tanto la solucibn particular es: '
k) = & (30.2% + 2.k - 3k2 + k) +
: Yp 1z
2
+(——g-k+k—+%§__t_3.).2k+
2
k 2
: +(‘__5__2__1_k+k+1).3k
2 k7
. 3 3
3 kP 1., . 11 11 _ s K
® = —— + S k* + =k + 2= - 2 k+2
i 6 2 3 ] p) :
5’\
y la solucidn qlneral es:
k
_ k 1k, kP, k? 11k 11 _ 5k-2
5 y(k)fcl+c2-2 +c33+-—€-+—2-+ +T-—T'
éﬁobien: :
k3 k? 11k | 11
t =t YT
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V.5 APLICACIONES

Problema v.1

¢En culntas secciones se puede divid
dio de rectas no paralelas?

En la figura V.8, se muestra un plap
dos y tres rectas no paralelas.

/

\

- Figura v.8

Representando‘conyy(k) el n@mero de Secciones y con
"k" el nﬁmerq de rectas, se tiene:

k y (k)

N
H
4
2
E]

>
[
-

de donde se observa que en general, con k + 1 rectas séy
obtienen y(k) + k + 1 secciones, esto eg:

y(k+1)=y(k)+k+1
O Ssea:
vk + 1) - Y(kk) =k +1

B ' 8sta es una ecuacidn en diferencias lineal no homogé-
'l . nea de primer orden, la cual se puede representar co-
mo :

MRS e




£
H

z
5

gl A 3

TR ¢

o

i

-

e

(E - 1)y(k) =k + 1
o bien:

Ay(k) =k + 1

de donde: y(k) = L(k + 1)

- z(k“)

+ 1)
k(2)

= — +k +c

k(k - 1) + 2k
2

2
=k—‘5_k + C

pero cuando k = 0, y(0) = 1, por lo tanto c = 1:

2
ylk) = Kitk +2

Problema V.2

Por medio de una serie de censos en una poblacién "y",
se obtuvieron los datos que se muestran en la siguien-
te tabla:

k y(k) en
en arios millones

0 ,20

1 30

2 35

3 45

4 50

Tabla V.3

Se desea establecer una expresifn matemdtica que permi-
ta determinar la poblacién para cualquier tiempo:

k=20,1, 2, ...
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observando losg datos del Problema, se tiene que:

Y(k+2) - y(k} =15 ; o 0,1, 2

esta expresibén eg una ecuacién en diferepcias lineal
i no homogénea, Cuya solucibn se obtiene a continuacién.

La ecuacién caracteristica es:
B -1=0; g -, By = - |1
pPor lo tanto, 1la solucién complementaria |es:
_ k

Yelk) = ¢, + €, (-1)

por coeficientes indeterminadog 8¢ tiene que:

ypk) = ak e fe)

Sustituyendo (c) en (a): .
v

Ak +2) - ak = 15 1

_ 15 3

A_T “i

i

por lo tanto, la solucibn general de (a) es:

ces (d)

ﬂ Para determinar 1a sotucibn particular del problema,
Se utilizan las condiciones:

Y& = e ve, (-nk 15,

P(0) = 20 y P(1) = 30
éntonces, éustituyendo en (d):

20 = c, + c,

de donde:
c, =
por lo tanto:

y(k) =Tr-z¥(-1)k+7—k

H
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Problemd V.3

Los nGimeros binarios de un sistema digital se pueden
transmitir a través de una linea. Los pulsos de mag-
nitud V, y V, corresponden a los digitos 0 y 1 respec¢-~
tivamente.

Si el tiempo de transmisibn de V, es de 2 segundos y -
el de V, es de 1 segundo; determine de entre cu&ntos
nGmeros binarios diferentes, se puede seleccionar uno,
para transmitirlo en "t" segundos.

En tres segundos se puede transmitir uno de los si-
guientes nfimeros binarios:

0o 1
| 1 0
]

11 1

O sea, se puede seleccionar uno de entre tres nfimercs
diferentes.

En cuatro segundos:

0 0

0 ‘1 1
1 0 1
1 1 0

11 1 1

De esta manera se forma la tabla V.4, donde "t es
el tiempo de transmisién de un nimero binario y N(t),
la cantidad de nfimeros binarios diferentes, de entre
los cuales se puede seleccionar uno para transmitirlo
en "t" segundos:

t N(t)

oy

& W N e
[ N]

L= AT Y]
[
W

Tabla V.4
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]

asi, en "t". sequndos:

N(t + 2) = N(¢ &+ 1) + N(y), t

O sea: |
N(t +2) - N(t+i) = N(t) =0 ; t=1,
Resolviendo esta ecuacidn en diferencia
B* - B-1=0

g=_1* /174 1+ /35

—; 8 = ——;

por lo tanto, 1la soludién general de (a)

N(t) = cl(%‘_L)it + 02<i‘—7\

como N(1) =1 y N(2) = 2, se tiene:

°l(#'z§5) * e, (L'z

2= o, (L5 ), (25

1

de donde:

-1l +5 /5~ 11
cl = —— ’ cz T cm—
15+ 7 /5 15

r .
con lo cual, 1a solucidn particular del pro

=1L+ 5 V5V 14 /5 )
N(e) -(11+7/?‘)< 2 ) *

. 11-5-’“5‘)(1-/‘7
15 -7 /5 2

|

para t =1, 2, 3, ...




Problema V.4

do BC, y as! sucesivamente. Se determinari el punto

3
'Y
»,
i

to.
: i
: D Q, C
)
’ P
- k 0
: R
C
! i
; A Ok Ok+r B

Figura v.9

Sea ay(k) = A0y, de la figura V.9:

O(k)B

= a - A0(k) = a - ay(k) = a(1 - vik))
P(k)B = [[0(k)B] tana = a(l - y(k)) tana
P(k)C=a - Ptk)B=a - a(l - y(k)) tana

= a cota - a(l - y(k))
. Q(k)D=a-Q(k)C=a- [acota-a(l-y(k)]=a(l-cota) +a(l-y
“ R(k)D=Q(k)D tana = a(tana - 1) + a(1l - y(k)) tanva

R(k)A = a - R(k)D = a(2 - tana) - a(l - y(k)) tana

AO(k +1) =R(k)A tan (90°~gq) = [CR(k)A] cote =a(2cota-1) -a(l -

=ay(k+ 1)

Una mesa de billar de lado "a” Y cuyas aristas son h,
B, C y D, aparece en la figura Vv.9. Si estf una bola
en el punto 0(k) del lado AB, Y se le da un impulso
tal, que &sta toma una trayectoria que forma un &ngullo
@ con respecto al lado AB; la bola golpea luego al la-

donde la bola golpea al lado AR después de cada circui

Q(k)C=P(k)C tan (90°~¢a) = P(k)C cota = [:a-a (1 -y(k))tana]cotd=

(x))

v (k))
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¢

despejando y(k +1) de esta Gltima ecuad
y(k + 1) = (2 cota - 1) - (1 - y(k))
= 2 cota - 2 + y (k)
.o sea:
Yk + 1) - y(k) = 2(cota - 1)

ésta es una ecuacién en diferencias 1i;
nea de primer orden. Resolviéndola:

yc(k) = ¢, (1)k = ¢,

por variacibn de parfmetros:

Yp(k) = p(k)

sustituyendo (c) en (a):

!
o
~

(k + 1) - u(x) = 2 (cota
Au(k) = 2 (cota ~ 1)

u(k) = ZAp(k) = I 2(cota - ﬁ)

]

2(cota - 1) |z(1)

2k (cota - 1)
por lo tanto, la solucisn general de (a) Es:
Y(k) = yo(k) + Ypk) = c, + 2k (cota - 1)
para determinar el valor de c, , 81 k = 0f
y(@) = ¢, + 2(0) (cota - 1)
de donde:
c, = y()
por lo tanto:

y(k) = y(0)+2k (cota - 1)




i
i

que sustituyendo en:

a y(k) = AO(k)

representa la solucisn del problema:

Problema V.5

En el siguiente circuito eléctrico, se tiene entre
las terminales a - b, una tensibn Vg = A cos wt. se
desea conocer 1la tensién en cada uno de los nodos del
circuito si ¢, = 2c,.

&

) & v
— iy

3
»

circuite
X Yy

dL

~¢2  TC

Figura v.10

Efectuando la'suma de corrientes en el nodo "k":
i i(k + 1) = i(k) - i(k) oo
considerando que la tensién en el nodo "k" es:
V(k) = V(k) cos wt o | ces

se tiene que:

i(k) = oz_ﬂgéﬁl

i‘csz(k) sen wt ' ce.
1) =¢c, & [vk - 1) - vix) 3

‘f ==-c,W(V(k-1) -v(k)) sen wt .
1k+1) = c it [VK) - vik + n 7}

=-cw[ V(k) - v(k+1) 7] sen wt

(a)

(b)

{c)

(d)

e)

21
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sustituyendo (c), (d) Yy (e) en (a):

=cw[ V(k) -V(k+1)] sen wt ==-ciw[ V(k-1) - V() ] sen wt +

+ ¢ wV (k) sen wt

;

g de donde:

i B oo, [Vk+1) - 2v(k) + Vik-1)7] . c,Vik) = 0 '

; c : \
. V(k+1)-(2+ﬁ)v<k)+v<k--1)=,o *
como ¢, = 2 ¢,: é

Vik + 1) - 4V(k) + V(k - 1) = ¢ i

R BRREOT Yy

o bien:

Vik + 2) - 4V(k ¥ 1) + V(k) + 0 ver (£)

€sta es una ecuacibn en diferencias lineal y homogénea.
Su ecuacibn caracteristica es:

B - 48 +1 =0

las ralices son:

’ por lo tanto, la solucifn de (f) es:

| Vk) =, 2+ /Tk L oo, (5 -

'i Para k = 0; v, = a, por lo tanto (f) quedal

V, =4V, + A =0

Y en el Gltimo nodo, cuando k =n, Vp =0,
to (f) queda:

0 - 4Vn_l + Ve, =0

sustituyendo (g} en (h) cuando k

]

[ 8]
L<
=

L}

[




8 S

e

&

c(2+/ T )24 cz(z-;/T)z-4[’c,(2+/T)+
e (2-/3)] +Aa=0
sustituyendo (g) en (i) cuando k=n-1yk=n-2
~4lc, 2+ /T2, ;:2(2-/7)“":]+

+ ¢, (2+/3 )4 ¢, (2-/TF )02 =0 ..

t .
la solucibn del sistema de ecuaciones (i) ¥y (k) es:

¢ = -a (2 - v3)°

1 (2+/3 )8 - (2-73)n
_ (2 + y3_ )0

Cy =

(2 +/ 3 )0 2- /3)n

por lo tanto, la amplitud de la tensién en un nodo "k"
es:

- - (2-/3)" k
Vi = ERTEYs ST oy CA I I

n .
+A (2+/3) (2-vT)Hk

(2+/73)0- (2-/3)n

donde "n" es el nfimero total de nodos.

(3)

(k)
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APITULO VI SISTEMAS DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS

L

[.1 SISTEMAS DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS

i |
In sistema de ecuaciones en diferencias de primer orden, es

A conjunto de estas ecuaciones que presentan la siguiente
Srma: .

i X, (x+1) = £, x,(k), x,00), ..., x, k), k7]
C X k+1) = £, [x, (k), x, (), ..., x (k), k7]
Fo ‘ | |

X k+1) = £ [x,(k), x,(k), ..., x (k), k7]

ees (1)

Ejemplo VI.1 ;
i
Las ecuaciones:

x(k + 1) = 2x(x) - x(k)y(k)
Yk + 1) = (x + 1)x(k) - y(k) + 2¥

~constituyen un sistema de ecuaciones en diferencias de
- primer orden, en el cual aparece un producto entre las
. variables dependientes x(k) y y(k), ademis uno de los
: coeficientes es variable, por lo tanto, este sistema
es no lineal y de coeficientes variables.

i

[.1.1" SISTEMAS DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS LINEALES CON
COEFICIENTES CONSTANTES

.as funciones f£,, £,, ..., fn que aparecen en la represen
1citn del sistema de ecuaciones en diferencias dada en el
1ciso anterior, pueden ser lineales o no lineales. Al
gual que para las ecuaciones diferenciales, los métodos
1aliticos de resolucién de ecuaciones en diferencias no
ineales son mis complicados y carecen de generalidad; es-
> es, los métodos analiticos se desarrollan solamente pa-
1 determinado tipo de ecuaciones no lineales.

* i l - S T . e e
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En cambio, 1los sistemas lineales aceptan una teoria gene-
ral para su resolucidn, de aqui la conveniencia de estable

Cer a continuacién 1la forma general que presentan estos s
temas: ’

gm4n=a“ﬁ&)+ggﬁm+.”+am%m)+mm)

X, (k + 1)

X (k) +a,,x,(k) + ... + 2n¥n (k) + b, (k)

*nlk+1) = apx, (k) + ap,x, (k) + ... 4 annXy (k) + by (k)

~donde los coeficientes aij Pueden ser flinciones de "k",

En esta representacién: : .

A} Si todos los coeficientes aij Son constantes, el sist
ma se llama de coeficientes constantes. §

B) Si por 1o menos algln . término b, (k)-no es cero, el Sf
tema se llama no homogéneo. i

€) Siby(k) =b,(k) = ... =p (x) = 0, el sistema se 114
ma homogéneo. n .

3
Por 1lo tanto, un sistema lineal de écuaciones en diferen-!
cias de primer orden y con coeficientes ¢onstantes, se re--
presenta en la forma matricial:

X
X(k + 1) = A% (k) + B (k) ’ ...f

donde:

rxﬂk+n ) F;‘mﬂ Fﬁxau"'%n Fbﬂk
X, k+1) X, (k) 21 837 1. ay, b, k!

Xh+1) =| | px®)| . has| o - |ibog =
xn(k+1)_] an(k)J ahl_ai,12 annJ bn(k}

Ejemplo VvI.2

El siguiente sistema es lineal y de coFficientes con ;
tantes: !

¢ x(k +1) = x(k) - 2z(k) - 1
Yk + 1) = 2x(k) + yk) - z(k

~

‘ - 2k + 1) = x(K) - 3y(k) + 2k




la representacibn matricial correspondiente es:

x(k + 1) 1 0 -2 x (k) -1
. y(k + 1) = 2 1 -1 y(k) | + 0
’ z(k + 1) 1-3 o z (k) 2k

[¥

1.2 TRANSFORMACION DE UNA ECUACION EN DIFERENCIAS DE ORDEN
"n" EN UN SISTEMA DE "n" ECUACIONES DE PRIMER ORDEN

.

En el capitulo anterior se han estudiado métodos para re-
solver ecuaciones lineales en diferencias, resulta coénve-

niente en la teoria de sistemas, representar a una ecuacidn

de este tipo por medio de un sistema de ecuaciones de pri
. mer orden. El procedimiento para lograr esta representa-
} cidén se describe a continuacidn.

¢ Sea la ecuacidn en-diferencias lineal de orden "n":

(k+n) + ayyk+n-1) + ... + a _ yk+1) + a y(k) = Q(k) (4)

{ canbiando 1a variable y(k) por X, (k) :

y(k) = x, (k)

ATt

5 entonces:

g yk +1) = x (k + 1)
<«-‘“

;. a la que se puede 1lamar x,(k), esto es:

vk + 1) = x, (k + 1) = X, (k)
continuando los cambios de variable como hasta ahora, se

y(k +2) = x,(k + 1) ='x, (k)

3

tiene:

vk + 3) = x,(k + 1) = x, (k)

4 b S o SR ML it el
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y(k + n)

despejando Y(k + n) de 1a ecuacidn (4

Yk +n)

pPor lo tanto:

== oax, (k) - a X (k) 4

vk +n) = xn(k+1)

de lo anterior se tiene:

x,(k + 1)

X, (k + 1)

x,(k + 1)

X k+

Xnket) =- a, x, (k) Tag_ %, (k)

que es ua
de primer orden,

[

1)

sistema de “np*
el cual se representar

X,k + 1)

=T oax (k) - a

- a,xn(k) + Qfl

i'

Ko (k) -, .. T ax, (k)

n-t

%, (k) - :
X, (k)
x, (k)

x, (k) o ;

Teee - agx (k) e i

ecuaciones en iferencias linealy

en la forma matyr

cial: 3
Xk + 1) = AR (0 + by ;
donde;
¥
r 0 1 0 e 0 r 0 ]
0 0 1 . e V] » 0
A= 0 0 0 .. 0 ; b(k) = 0
U T, A .l it Qx) §
i —i i e
L | . g
i
Ejemplo VI.3 »
Se desea representar la siguiente ecyacibn por medio
de un sistema de ecuaciones en diferencias de primer‘
orden: 4
ylk + 3) - bylk + 2) + iy + 1) - 6y (k) = 5-2k + k2 o




se realizAL les siguientes cambios de variable;

y(k) = x, (k)

Yk + 1) = %, (k + 1)

x, (k) »edl
Yk ¢ 2) = %, (k +1) = x, (k) .o
de la ecuacidn en diferencias (a):

ylo ¢ 3) = 6y(k) - 1lylk + 1) + 6y(k + 2) + 5-2K 4 ¢

= 6x, (k) - Lix, (k) + 6x, (k) + 5.25 « k2

¥
7

por lo tanto:

I

Y(k+3) = x,(k+1) = 6x, (k) - 11x, (k) + 6x,(k) +5-25 & k?

- e

de las ecuaciones (b), (c¢) y (d), se obtieng el siste~
C@ma

x,k + 1) = x,(k)
X,{k ¢+ 1) = x, (k)
xgtk + 1) = éx,4k) - lix,(k) + 6x (k) + 5-2k +

|

que en forma matricial se representa:

T TR e T e SRR Ly WA N
-

x,dk +1) 0 1 0 x, (k) o

K, kel)]={ 0 o 1 " x, (k) +1 9

X, tk + 1) 6 -11 6 X, (k) 5.25 g2
-

FERENCIAS CON COEFICIENTES CONSTANTES

. La soluciba gemeral de un sistems de ecuaciones en dife-
: reacias lineal:

Xtk + 1) = ax{k) + b(k)

3 i ‘
VI.3 RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES EN DI~ |

(b}

(c)

(d)

k2
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se obtiene sumando 1a solucién general x

mogéneo asociado con una solucidn particgyl
ma, esto es:

k) del sistema ho-"
ar xp (k) del sistg

X(k) = % k) + %, ()

i&(ki'sg llama solucién complementaria o s

plucién homogé -
nea, y xp(k) se llama soluciédn particular.

+

Ejemplo vI.4

El siguiente sistema de €Cuaciones: et

g x(k + 1) = 2x(k) + y(k)
‘ vk o+ 1y

x(k) + 2y(k) + 1

: ‘tiene por solucisn complementaria:

xl) = e 3k * e c (b

yk) = ¢,+3% - c, . E

)

donde ¢, y €, son constantes arbitrarias,|y por solu- k|

cibn particular:

see ()

por lo tanto, 1la >2iucidn general del sistema (a) es:

I T2 A

x (k) = c1-3k +c, +

y(k)

k i
3 2k ) . ... (d)
(3K .

nba¢4H

cl-3k - c, + + 2k - 1)

VI.3,1 RESOLUCION DE SL5TIMAS HOMOGENEOS
Sea el sistema homogéneo:

Xk + 1) = AX (k) ) -(5)
Para k = 0:

X(1) = ax(0)




AAX (0) = A%X(0)

= A;(l) =
X(3) = AX(2) = AATR(0) = A%%(0)
{ F) =A%k - 1) = a5 5(0) = a%%(0)

la solucién x(k) del sistema (5) es:

;(k) = a%%(0)

donde Ak es la k-ésima potencia de 1a matriz A, y x(0) es
vector de condiciones 1n1c1ales

R . e

f vi.3.2 carcuLo pe aK

La ecuacidn caracteristica £(A) = 0 de la matriz A de or-
den nxn es:

-1
n+aA +...4+a_A+a =0 e, (6)

A n-1 n

"por el teorema de Cayley-Hamilton, se tiene que:

A" + a A + oo+ a A+ al=20 e (7)

n_ _ - _ _ n-t
A = a Il a _,A BN aA

. ecuacidn que se puede representar también de 1a siguiente
' forma:

»

A" =b,I +b;A+ ... +b_ A" +.. (B)

o
1]
|

]

2
it
}

[

o’
#
}

V]

dociat 2%y i PR T S T




multiplicando 1la ecuacién (8) por A:

A

+ -
e A" . A(BI + bA + .,, + b,_ A"
“PAFbAT ¢ . ep A"
= ) 2
PR 4B 4t b, +b
=CI+cA 4+ .., 4c AR

n-=1

multiplicando nhuevamente por A;

n+2 n+4
- = + LRI S +

AA Ac,I + c,A . cn—zA

' n

2
® CyA + ¢ +oae. + cn_lA

‘ =CoA + ;A 4+ ... 4+ Cpuy BeI + b A+, +b

= n-~1
“dI+dn + .. +a A

R general:

; Ak . B,L + B A+ BAT 4+ .., 4 Ba-1A

doade:

"Ber By, B2, ..., B

n~1

$0R coeficientes.

nri

Anilogamente, despejando A de la ecuacién (8D :

_—
AT o= - b TR T SR S a

que se puede representar como:

Vb, e px v e p a8

- 'caado poOY A:

A e b, b A 4. e b, _ A"

n
=byd + b7 4+ .., 4+ b A

(%)




2 ‘ .
by + bja* + ... + b {be +byd +, .+ b

+ aes n=1
=Ccy + ) + +c,_ 2
n+2 + -l
e P AR YCTIE - TS W e e AMh

n
l!"lA

=c, + clA‘ *+ ... + ¢

Cod + €02 4+ ...+ Ch-t(bg + DA + ... +b 2

!

=4, +ax+ .+

|

y en general:
g k ARt

- ) '
AT =B, 4+ B L+ 8,0 s LI oo (10)

donde los coeficientes 8; son respectivamente, 1los mismos
que los de 1la ecuacidn 69).

e

Para las raices A; de la ecuacibn caracteristica (6) |se tie
ne: : -

ot

k : . -
il T T e I (1)

WA . ces

CASO A. RAICES DIFERENTES

Si las "n" rafices de la ecuacidn caracteristica son djife-
rentes, entonrces Se sustituye cada una de ellas en la ecua
cién (11) y se obtiene un sistema de "n" ecuaciones con
*n" incfgnitas:

-1
Af =8, + BA, + B,A7 + ...+ an_‘x?

k n-1

Ay =By + Bydy + 8,07 + ...+ 8 %, .ow |(12)
x . -1

Ap = Bg + B A, +BA 4 .. B A

las "a™ funciones 8,, 8,, 8,, -.. 8, _, , obtenidas como se-

lucibn de este sistema, se sustitayen en la ecuacifn (9) pa-
ra determinar la matriz ak.

S5 i b B s R oo,
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Ejemplo vI.S5

Sea el siguiente Sistema:

x(k + 1) = Ix(k) -~ 2y(k) ; x
vik + 1) = x(x) ; Y

la matriz de coeficientes egs:

’A-AI’a = AT -3 +2ax9¢

las raices son: ‘ ‘ 4
A =1 Pod, =2

sustituyendo cada una de estas ralces en la ecvacién
(11) con n = 2:

AT =8, + 8.

1%
se tiene; para i, = 1:
* <8, 48,
N i ' 1 =38, + 8, ses (a)
para i, = 2; ’
¥ = g, 4+ 28, cer (b)

resolviendo el sistema de ecuaciones (a) y (b)| se obtie
ne:

By = 2 - 2K Y B, = 2Kk _




’

la ecuacibn (9) con n = 2, queda:

A = 5,14 8a

sustituyendo los valores de 8, y 8,:

[N
[=]
w
1
[V

4 -

L2* - 2-2"_J

Y como la solucibén del sistema homogéneo es de 1la for+
ma:

x(x) = a¥z(0)

se tiene:

x (k) 22X -1 gL g0k 1
y (k) ¥ . 2 - 2K 0
=
2:2% -3
X -

CASO 8. RAICES REPETIDAS

Si la ecuacibn caracteristica de la matriz A, tiene
raices iguales A, = A, = .., = Am» ¥ las restantes
Am+1' Xm+z, ceey An diferentes, entonces el sistema de

ecua

ciones (12), estid formado Por n - m + 2, ecuaciones lineal-

mente independientes con "n" incbgnitas, o sea, mis ind
tas que ecuaciones. En este caso, con las n -m + 1 ra
diferentes, se establecen n - m + 1 ecuaciones, ya que:

6pni
ices
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f(Xi) =0, i =m, m+ 1, ”+ 2,

y otras m - } ecuaciones, se forman derivandd la ecuacié6n

(11):
k _ n=1
AL = B, + B,Ai + ...+ I W

1 [ §

‘con respecto a Ai’ m - 1 veces:

daf (i) =0

da?f(n) =0
Y

l ‘ - A=)

para Aj =A== ., = An‘

De esta manera se tiene un total de n-m+1) 4 (m=-1) = n

ecuaciones con "n" incégnitas,

Ejemplo VI.6

Para determinar la solucién del sigquiente g

x{k + 1) = 3x(k) - y(k) ; x (0)
Yik -+ 1) = x(k) + y(k) i y(o) =

primerc se obtiens la matriz de coeficientes

k4

n

istema:

BT ORI o

Sl .«

R, 1

i




9
&
:f
b
4

B e

i g

la ecuacibn caracteristica de A es:

Y- -1
ja - A1) = =A@+ a=0

|
las raices son:

A, =, =2
sustituyendd X, = 2 en:
l: = B, + B,Ai cenf
se tiene: ; -
| X
I 20 = g, + 28, ‘ : ces

derivando la ecuaci®fn (a) con respecto a Ai:

k=1
k)i - Bl
y para A, = 2:
-1
x:2%7! < g, e

i
la solucién de (b) y (c) es:

By = X - k2K, g = x.2K?
suatituyendois, y B, en:
A% = 8,1+ 8,a
se obtiene:
l 1 0 3 -1
a* = (2% - k.2k + (k2%
| 0 1 1 1

a)

b)

c)
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finalmente:

X(k) = a%%(0) =

k-1

Ejemplo VI.?

- Dado el siguiente sistema:

X1k +1) = 3x, (k) + x, (k) - x, (k)

X, (k +1) 2%, (k) + 2x, (k) - X, (k)

X;(k+1) = 2x, (k) + 2x, (k)

|

" la matriz de coeficientes constantes es:

! ' I3 1 -1

Y Su ecuacibn caracterfstica es:

|A—A1|=A’-5A2+a>‘-4=o,,

-2 2% _ k. oK

.
7

x,(0) =

X, (0)
X, (0)

ik

[}




"las ralces son A, =1, A, = A, = 2,

Como el Qiatema es de tres ecuaciones con tres incég-

nitas:
AY =g, 4 é,xi sea -
Para A, = 1:
RN A A .
para A, = 2{
2 =8, + 28, + 48, ' ...

como A, = A,, se deriva la expresibn (a):

k-1
kAT = By + 28,1

k-1

! ke2 = B, + 48, : S|

resolviendo el sistema de ecuaciones (b), (c), (d):

1 1 1
X {
2 2 4 2
. ok=1 .ok . ok=1 - g
ke2 1 4 o 4 = 32" 4 2k.2 =4 - 3.2k + 2‘.2k 1
1 1 '
1 2 4
0 1 4
|
1 1 1
1 2k 4
k-1 -
0 k-2 4 - k-1 k
B, = . e Ao ke v 4r28 ok gkt




.
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Bz_

A= go3ak, %2 101 o

!

: finalmente, como: x(0J

11 1

1 2 2k

0 1 k.2k? oL+ ket ok
1 = 1

sustituyendo Bor B, ¥ B, en:

Ak - BoI + B,A + B,a?

se tiene:

100 T

+ e 31;-2k

00 1

x (k)

AR At s




VI.3.3 RESOLUCION DE SISTEMAS NO HOMOGENEOS

Para resolver matricialmente un sistema lineal de ecuacio
nes en diferencias, se puede partir de la matriz de coefi-
cientes A y con ella calcular la matriz aK., De esta mane-
ra la solucién complementaria del sistema se obtiene multi
plicando ak por un vector de elementos constantes, y la so
lucidn particular es la suma de convolucidén de AK con el
vector de términos independientes del sistema.

Sea el sistema no homogéneo:

. x(k +1) = AX(k) + b(k) _ e (13)
;'para k = 0: o
X(1) = ax(0) + b(0)

para k = 1:

X(2) = AX(1) + b(1)
A(Ax(0) + B(0)) + B(1)

BT

A’X(0) + AB(0) + B(1)

]

fpara k = 2: g

X(3) = AX(2) + b(2)

A[LA%%(0) + 2b(0) + B(1) 1 + B(2)

X(3) = A%%(0) + A25(0) + Ab4l) + b(2)

i . k-1 -
X(k) = AkZ(0) + 1 ak7'T Bp ee. (14)
r=o . ;

;; La expresifén (14) representa 1a solucidn general del sis-
f'tema lineal no homogéneo (13), y estd formada por la suma
£ de A"X(0), que es 1la soluc%?n del sistema homogéneo asocia
o -]
do a (13), con el término L Ak_l-rE(r) que es una solu-
. . r=0 .
€idn particular de (13). Ademds, la sumatoria:

! k=1~r — k k- k-

k- - -
I a b(r) =3 b(0) +
r=o »

By + A B2y ... 4

+Ab(k~-2) + Ib(k - 1)

291

.
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se puede expresar de la siguiente forma
k-1 _ _
I albk-1-5) = Ib(k - 1) +ab(k - 2)

j=o

+ 2572 1)+ 2kt g

por lo tanto:

- k=1 k-1 f
X = 2550 + 1 AXTIT g o 2*% (0) +2 a¥Bm -1 - gy

r=yp = -
Como A es una matriz d

e orden nxn y b un vector de ordeniw
nx1l, el producto:

b(r)

Ak-l-r =

€S un vector de orden nx1, y la suma deflinida de &ste:

k-1
£ ATg
r=0

se define como 1la suma, desde r = 0 hasta k - 1, de cada%®
uno de sus elementos,

Ejemplo VI.8

Se desea determinar la. soluci8n del sig

Juiente sistema
de ecuaciones:

x(k + 1) = 2x(k) + y(k) ; |x(0) = - L

y&+1)=x&)+wm)+k;YW)=0

la matriz de coeficientes es:

Y su ecuacidn caracterfstica:

IA-AI|=AZ-4A+3-=0‘

las rafces son Ay =1, A, = 3.




R

Sustituyendo A, y A, en la expresi6n:

X = 8y + ByA,

se tiene:

1 =28, + 8,

* =g, + 38,

|

~la solucién de (a) y (b) es:

Bo=5 (3-3%) ;g =1 (3*-q
por lo tanto:
1 0 2
=1 (3- 3k + 3 (3F -
0 1 1
F a1 3k
X _ 1
AL =5
ko1 3Ky
Multiplicando AK por el vector Xx(0):
-1 -3k _
1 3 1
A% () = AF -+
|
0 -3* 41
Ahora:
i 3 Jj_
N k- (| P 30
I A biry= £ Albk-1-1= 1 &
r=0 J=O j=0
3.1 334y
-— i ik i s ::‘»“i»l..r.m' )

(a)

(b)

k-1-3

293
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N

37 - Hk-1-4)°

37+ x-1-y)

,_k-x ’

z - 3 -
P Lak-1@ag) - j.40

k-1

3 - 3 qd
j=oE(k D341y - 4.33

r k-1

k-1

(k—l)'z (3j‘1)-2
j =0 j=°
=L
-2
’ k-1 : k-1
k-1 @345 - .. ad
j=0( + ) J'E=°>J 3
r
- i |
- (73-3)] =133 F-3
- 1 k o
&k-1) (T3J+J)’ - (-lfj.:’:,'%-ﬂ

F— 2k ¢ 3%

2'k2—4k+3k_.1

537 +




finalmente:

. k-1

. k— Jo . 1 1

k) =A%0) + £ Abk-1-9) = +
_ X o =7 } 3

-F 4 2k? - 4k + 3°
- -
- ®&k*+1)
1
T (kz-zk)J

e
N\

5 ' ' : ‘ R
3 VI.3.4 RESOLUCION DE SISTEMAS POR MEDIO DEL OPERADOR co
4 RRIMIENTO "E*

!
|

Otro procedimiento para resolver un sistema de "n" ecua-

ciones en diferencias con "n" variables dependientes, es
eliminar n - 1 variables para formar una ecuacidn en dife
. rencias .con una sola variable dependiente. En sistemas
. lineales, esta eliminacién se simplifica si se represen-
.’ tan las ecuaciones con el operador corrimiento E.

Considérese un sistema lineal de dos ecuaciones en diferen
- Cias:
i

|

x(k + 1) = ax(k) + by (k) + £ (k)

]

.. (15)

ylk + 1) = cx(k) + dy(k) + g(k) -

" representando el sistema con el operador corrimiento:
Ex(k) = ax(k) + by(k) + f(k)
Ey(k) =.cx(k) + dy(k) + g(k)

0O Ssea:
(E -~ a)x(k) - by(k) = f(k)
- ex(k) + (E - d)y(k) = g(k)

resolviendo el sistema por la regla de Cramer:

Ff -
L
A
3
i
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f (k) - b

_ (k) E -4

x (k) = E-a s

I - ¢ E - d’

de donde:
" ‘
E - a - b _ £ (k) B
x(k) =
~c E -4 g{k) ‘E A
[(E - a)(E - q) - bc:] x(k) = (E -

agrupando términos:

CE* - (a+a)E + (ad -be ] x (k)

para y(k):
i E -~ a £(k)
y(k) = —¢ __g(k)
E - a - b
P -c E-4
de donde:
E - a - b
i y (k)
- Cc E-d

|

CE? - (a + Q)E + (ag - be) Jy (k)

Las ecuaciones (16) y (17),
ferencias, cada una de las cy
dependiente, y sy solucidn se
diados en el capitulo anterio
solucidn se puede aplicar a u
ciones en dif

=£f(k+1) - ae(x

E -

= (E - a)gik) + ¢

[]

r.
n si

erencias de la forma:

gk +1) -ag(k) 4

Este procedimi
stema lineal d

d)f(k) + bg (k)

3

+ bg (k) . {16)

v R e

a f£(k)

c g (k)

£ (k)
cf (k)

eales en di
4 variable™
€todos estu
nto de re-
ecua-

"n"

5’{“
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x(k + 1) - AX (k)

Ejemplo VI.9

Para determinar la solucibn del siguiente sistema de
ecuaciones:

x(k + 1) = 2x(k) + y(k) x(0) = - 1
Yl + 1) = x(k) +2y(k) + k; y(0) =0
el sistema se puede representar:
(E - 2)x(k) - y(k) = 0
- x(k) + (E - 2)y(k) = k
—resolviendo para x(k):
»
E - 2 -1 0 -1
x(k) =
-1 E - 2 k E -2

CE-2)?-1]xm =k
(E* - 4E + 3)x(k) = x

la solucién complementaria de esta ecuacibdn en diferen
cias es: -

-

I . :

|

! Xc (k) = ¢, + c2-3k

y la solucién particular es:

: = - 1 2
| xp(k) = 3 k

por lo tanto, la solucibn general es:
k 1,2
x(k) =¢c, +¢,*3" - Tk fen

Para y(k): !
L

(b)
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(E* - 4g + 3y (k)

la solucién general es:

y(k)=c3+c~-3k+%k2—%k eee (0)

sustituyendo x (k) Y ¥(k) en la primera
sistema original (a);

cp + ¢ -3k F K+ 1% =20, 4 e 3 -1 k2 4 o
| de donde: E
{ c, --%—= 2c, + c,; Cy = -, - %;
3¢, = 2c, + ¢, ; - Cy = C,

por lo tanto:

vl = (-eyt Ay 4o gk, + k4 - Fk e (@
- f

i las funciones (b) Y (d) son la so

lucién general del sis |
i tema de ecuaciones (a). §
Como x(0) = —--%—, se tiene de (b): .

. Y como y(0) = 0, se tiene de (d):
a .

0= =-c, - -%—+ c,

resolviendo las ecuaciones (e)-y (£):

por lo tanto: i

| . . x(k) = - L _

R




TP

es la solucibn del sistema que satisface las condicio-
nes iniciales dadas.

| | .
VI.4 APLICACIONES

i
i

Problema VI.1

Un famoso centro vacacional 8e encuentra -comunicado con
la ciudad a por medio de una autopista de cuota Yy de un
camino federal. En el mes de enero del afio 1982, se ob-
serv8 qgue por la autopista circularon hacia el centro va
cacional 20,000 vehfculos, mientras que por la federal —
4,000. Se ha detectado que el tr&nsito hacia el centro
vacacional se incrementa mensualmente en 1%. §i cada mes
un 8% de los vehfculos que en el mes anterior circulaban
Por la autopista, lo hacen por la federal Y un 2% de los
que circulaban por la federal, 1o hacen por la autopista;
determinar la circulacién de vehfculos en el mes de octu
bre.

El modelo matemftico del problema se establece de la si-
guiente manera:

81 se representa con x(k) al nGmero de vehfculos que cir
culan por la autopista en el k-&simo mes, y por y(k) al
n@mero de vehfculos que circula por el camino federal, se
tiene:

X(k+1) = 1.01 [[(1-0.08)x(k) + 0.02y(x) ] .
cee a

yi(k +1)

1.01 [0.08 x(k) + (1-0.02)y(x)7]

x(0) = 20,000 B y(0) = 4,000

en forma matricial:

x(k +1) 0.9292 0.0202)( x(k) ‘ 20 000
. ®(0)
y(k +1) 0.0808 0.9898(| y(k) 4 000

-~

la ecuaciédn caracterfstica de la matriz A de coeficien-
tes es:

, 0.9292 -1  0.0202
| A-a1 | = = 22 -1.9191 +0.91809
0.0808 0.9898-
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los valores caracterfsticos de A son:
A; = 1.01 A, = 0,909

para 1; = 1,01

(r.onk - g, 4 1.018, -

*

para 1, = 0.909

i

(0.909)% = 5y + 0.909g,

la solucibn de lag ecuaéiones (b) ¥ (c) es:|

Bo = -~ 9(1.01)% + 10(0.909)k
s = L1.01)% - (0 999y
1 0.101
calculando Ak: :
7
]
1 o | 0.9292 0.0202 !
ak - 8o + By é
0 1 0.0808 0.9898 '

0.2(1.01)% +0.8(0.909)% 0.2 (1.01)% - (0.909)% 7] ; |
0.8 (1.01)* - (0.909)%* T  ¢.8(1.01)% + 0.2(0.909)%
4800(1.01)%+ 15 200(0.909)%

®(k) = a%5(0) = .

19200(1.01)k-15 200(0.909)

como el mes de octubre es el décimo mes del afio, el pro-
blema pide determinar x(10) y y(10):

x(0) 11 156
x(10) = =

¥ (0) 15 354

por lo tanto, por la autopista circular$n 11,156 vehIcu
o los en octubre Y por la carretera federal 15,354

e




Problema VI.2

Sean A y B dos bolas de igual masa "m", sobre una me
. sa de billar perfectamente lisa Y cuyos lados no son™
- eldsticos. Las bolas estin colocadas de tal manera

que la recta que pasa POr su centro es perpendicular
- a uno de los lados de la mesa. En t = 0, se da un im
" pulso a la bola A para que golpee a B Y se establezca

un choque central directo. se desea obtener 1a velo-
. cidad de cada bola antes de cada choque.

Se denota con p(K) Y v(k) la velocidad de las bolas a
y B respectivamente, antes del k-8simo impacto. Enton-
? ¢es por la conservacibn de la cantidad ge movimiento:

[

mu (k) '+ mv (k) = mu(k o+ 1) - mvik + 1) eee (a)

ademfis, con el coeficiente de restitucibn € ;

mk+1)+vm+1)=-€mm)-vmn : (b)

las ecuaciones (a) Y (b) se pueden expresar también de
la siguiente forma:

vk + 1) = 2 (1 -€uk) + + a+evm

vkt 1) = - 3 0 +OuK -+ 1 -e)va
con las condiciones iniciales:
H(0) = a v(0) =0 ]
el sistema de ecuaciones (c) se puede representar ma-
tricialmente, donde la matriz de coeficientes es:
r 1 1
> (1.-€) < (1 +€)
A=
i .
‘ -+ a+e -éu-c;_J
’ la ecuacién caracteristica de A es:
‘ |A-21] =22 +€ =9 , N, =/€i , X, = - VT1i

para x, = /€ l




-

(/1)
(VCeci

k
(s ci

~lp:-

€ (cos—+isen—)=8°+€,

donde:

k

1

k-1
- —;— (1 +€)¢€ 2 sen

finalmente:

u(k)

v (k)

k

cosl—(}+,—2— (1 46)6 z sen -

_1r_)k' o

s 3

s &) =g+ e g,

kn kn
2 2

-

k -
kw

k

2 c

i

1 .
> (1 +)e SenT

km

sen

N,.-

B, i

-1%— 1 +¢)

=

5 1 -)

cos—2-+—§-(1—€)€

B W UL C R L L

ok




CAPITULO VIT TRANSFORMADA GEOMETRICA

3

B

¢ En el-capitulq ITI se estudié 1a transformada de Laplace to

¥ mo una transformacisn lineal, que a1 aplicarse a una funcipn
continua f(t), se obtiene como imagen una funcién compleja
F(s). Una de 1as ventajas que ofrece e€sta transformada se ha

> Puesto de manifiesto en la resolucién de ecuaciones diferep-
+ ciales.

carse a una funcidn discreta f(k) se obtiene como imagen una™
funcién compleja F(z).

La transformada geometrica es un operador de gran utilidad
% en matemiticas aplicadas. En este capitulo se aplicari en
i la resolucién de €Cuaciones en diferencias. :

NOTA: En la mayorfa de 1la bibliografia, la transformg
da geométrica se estudia bajo el nombre de {funcibn ge-
neratriz. Sin embargo, dado que la funcién generatrijz
‘€S una transformacién que al desarrollarse adopta la
forma de una serie geométrica, en este capftulo se tra
bajarg con el nombre de transformada geométrica. -

l

Definicién: rLa transformada geométrica de una fun-
cibn discreta f(k); k = 0, 1, 2, 3, ..., se representa
por Z{f(k) }, o bien por F(z) y se define como la su-
ma desde k = ¢ hasta k + = ge los productos f(k)-zk,
donde "z" es una variable compleja, esto es:

Z{E(k)} = 1 g(k)-zX (1)

“s s
!

De la definicién anterior se observa que la transformada
geométrica de una’ funcidn discreta f(k) es la serie:

TOE(K) Y = £(0)2° 4 f(l)z + £(2)22 +

' En el presente capitulo se abreviarji transformada geométri-
ca por T.G.

r:ga,su,m 2
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B

Ejemplo VII.1
La transformada geométrica de la funcin:

k

f(k) =a~ ;  k=0,1, 2,3

es:

-Z'{ak } = ¢ akzk =
k=o¢

1 + az + a?

VII.1.1 CONVERGENCIA DE LA TRANSFORMADA GEOMETRICA

Si la serie del ejemplo anterior converge y tiene suma s,
entonces la T.G. de la funcién a" serj:

s
1

2{a"} =g

A continuacifn se analizari

si es el caso, se determinari el valor de |suma §s.

'I'{ak} = I akzk
k=0
= I (az)k
k=0
= 1 @kt
k=)

Esta es una serie geométrica, y como se sabe es convergen
te si |az|< 1, y en consecuencia su suma es § =

1 -az "’
En el caso en que |az|> 1 la serie es divergente.

Por lo tanto: -

I_%_EZ i lazl< 1
(-}
2{a}= 1 aK* -
k=0
divergente: |az|> 1
T S = e

la convergencia de la serie, y.

WG 2 e




k

la funcién a".

De la desigualdad |az|< 1 se tiene:

¢ de donde:

%
¥

Rt s S S

N gy

. por lo tanto::

| lal-lz]<1

%-{ak } = I_%—Ei

para fz|<

l‘ dImz

{

Regidn de divergencia

| 7

Tal

"1a funcién F(z) = I_%_EE es la que se conoce como T.G. de

L

lal

En la figura VII.1, se muestra la regifn en el plano compl
Jo para la cual la serie es convergente. -

Figura VII.1

Regian de convergencia

|o




La serie que define a 1,4 T.G de una funcién discreta f(k),
ara ciertos valores de mzv diverge para otros,

caso de 1a transformada de Laplace, en donde 1a
i valores de "g" y di

a
[ ]
—
©
H
s
=}
n .
.
o
=}
)
13
=

sformada de Laplace™
at 1 .
Lie }-m, 8> a
Como sucede €on la transformada de Laplace, al aplicar 1a
T.G., como operador a yn problema matemj
| Tios 1

itico no son necesa
0s valores de convergen

cia de "zn|

VIir.2 TRANSFORMADA GEOMETRICA DE FUNCIONES DISCRETAS

En el ejemplo VII.1, se obtuve la T.6. de 13 funcién
f(x) = ak, -

Z{a* } o= I—%—;; H lz|< Tl

Se obtendrd 1a T.6. de oty
lementars con una tabla d¢

]

r

O . -

A continuacign ras funciones dis
cretas y se comp

t transformadas,

Ejemplo vit.2 i 3
La T.G. de 1la funcién escalbn unitario u(k) se obtie=
he:

! L) k
’ Tluk)) = 3 u(k)z

=

=1l 424 22 4 59,

Ejemplo VvII.3

Sea la funcién pulso unftarie
{ MO se recordarj

desplazadg §(k-m), co-
quier otro valor

vale uno para k = m y cero para cual-
de "k", su T.G. es:




b - M4 Y
= f% Tw. = ) i lzl<a
, L1 - ¥z 1 - ¢
-k I Nt S St : Jzl<1
i L1+ 2% - z(eM 4 ¥
= 1 i 2iz sen w ;o lzl<1
i 1+ z?7 - 27 cos w !

I S(k-mzK
k=o

2{8k=-m)}

0+0+0+2%+04+ ...

- = ' . eee (3)
En el caso en que m = 0, se tiene:

Ejemplo VII.4

La T.G. de la funcién f£(k) = sen kw, se obtiene de’
la siguiente forma:

«©
Z{sen ku} = I (sen kuw) zk
. =0
como: i ix i
w ~ikw

| sen kuw = e - ¢

H 21
entonces:

© ikw -ikw
2{sen kw} = (—‘X——i—i—e-——)zk
) k=o

]
|
— 1
™8
]
o
P
©
E’ .
S——
L
~N
~
J
T
-]
P
©
!
-
~—£
x>
~
|
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.nera similar.

- zsen w I T

2

1+ 2° - 22 cos w

La transformada de la funcibn cos kw, |[se obtiene de ma

La siguiente tabla contiene una 1lista de las funciones dis
cretas mds usuales y su correspondiente|T. G.

)
Funcibn discreta f (k) TransformadalGeométrica F(z)

k 1

1
. i ;Xmm

z .
k Tor ¢ lEl<t 1
K2 z{iz 1) i zl<1

X! ) z(z® + 4z +41; lz21<1 3;

(1 -27% [
x a¥ [2]< :
= TaT :
|
2 gk zafaz + 1)
k° a 1 - az)a \Z‘< al
sen kw Z sen u X

3
: 1 - z cos m} . 15
cos ku ZT- 7% Gos & 1 1 RESN '[—?a .

4§ (k)

1
§(k - m) v zm[
\

Tabla VII.1l
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PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA GEOMETRICA

¢ VII.3

vy

gﬁ Algunas de las propiedades mids importantes de la T.G. son
las siguientes:

A) PROPIEDAD DE LINBALIDAD.

T 1 g

Sean las funciones discretas f(k) y g(k) definidas para
k=0,1,2,3,..., y las constantes "a" y "b". La T.G. es
§ una transformacién lineal, ya que se cumple:
#{af(k) + bg(k) } = az{f(k) } + bE{gk)} ... (5)

donde la regidn de convergencia que corresponde a
#{ af(k) + bg(k) } es aquélla en donde #{ f(k)} y Z#{g(k)
convergen simultidneamente.

La comprobacidén de esta propiedad se desarrolla a partir d
la definicidn de T. G.

'

£ [af®k) + bgk) Jz*
k=0

Z{af(k) + bg(k) }

L.
- af(k)z” + &
k=¢ k=

bg (k) ¥
[

£x)Z* + bT g(k)Z®
k=0 ;

k=0

ai-{f(k) } + bZ{g(k)}

Ejemplo VII.5

La T.G. de la funcién:

£(k) = 4-55 + 2k

se obtiene utilizando la propiedad de linealidad:

|
| .
2455 4+ 2k )= 42(5%) + 22(x}

el
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y de la tabla VIT.1:

‘Z‘{"Sk"'Zk} =4lﬁ_15-2+2—'

B) PROPIEDAD DE LA MULTIPLICACION POR

' Si:
i 2{f(k)} = F(z)
;
i
% I entonces:
5 k
f Z{a" « f(k)} = F(az)

Comprobaciép:
r aF f(k)zk
k=0 *

2{a% (k) 3

= I £(k)(ank
k =0

= F(az)

Ejemplo VII.¢

it A oot R

Dada la funcisn dincreta:

x
ST it

g(k) = 3" gen ku

[ TR S

8e puede representar:

o~ g (k) 3k

f (k)

donde:

£f(k) = sen ku

| como: -

Floen k) - Flz) = z: - ;Zsﬁgsww + 1

.entonces:

2&{3k-sen kw} = F(3.7)

3z - gan o
(32T =2(3ZVcos w+ 1

W ey




C) PROPIEDAD DE CONVOLUCION.

. si:

§ #{f(k)} =PFP(x) y #{g(k)} = G(z), entonces:
F{£(k) » g(k) } = F(z) - G(2) : e (7)
: Cémprobacién

{“como: ’

; £(k) » g(k) = ; f(m)g(k - m)

E n=0

; entonces:

|

Z{E0) » gk} = I [£k) »glk) ¥
. k=0
> . k
= I z I f(m)g(k ~ m)
k=0 m=¢

: representando zk de 13 forma:

f se tiene:

‘ . X .
Z{EG) + g} = I I £mez.gk - mez* "
k=0 m=0
- ; £ k+m
= (m) + 2 L gk - m)-2z
i k=20 k-m=0
l
Y = F(2) + G(2)

D) TRANSFORMADA GEOMETRICA DE UNA FUNCION DESPLAZADA A
LA IZQUIERDA.

t
Sea una funcién discreta, desplazada hacia la izquierda "m"

b unidades, la cual se representa por f(k+m),k=0,1,3, ...
la T. G. de esta funcidn es:

a

CEEk+mI=2""F(2) - 2 E0) -2V E) - -2 E(m-1)

donde:

| F(z) = #{ £(k) }
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Comprobacién:

Z{fk+m) = 7 f(k+
k =0

con el cambio de variables k + m = n;

Flfk +m} = 1 £(n)"™
n=m
\
-]
=2z ™ 5§ f£(n)"
, n=m
o 1
=" l:z £mz" - & £(n)N
n=g n=o

=z " F(z) - ;™ [f(O) + f(l)z+...+f(m—1)zm-l§

=2 T F(z) - 2ME) - 2 ey oL ot f‘m'%

E) TRANSFORMADA GEOMETRICA DE UNA FUNCION DESPLAZADA A LA i
DERECHA. g

:‘Sea una funcién discreta desplazada hacialla derecha "m” uni
dades, la cual se representa por f(k - m), k =0, 1, 2, ...,
la T.G. Correspondiente es: £

Z{fk -m} = Mp(y _ cer (9)
donde: i
;’%
F(z2) = #{ f(k) }
, Comprobacién . ¥
@ k ’;:
Z{f(kk -m} = 1 f(x - m)z

k=op

fi-m) + flem)z + £(2-m22+... +£(0)2™ &

+ E(L 2 o

considerando que f (k) para k < 0, vale cero

E{E(k - m) } = £(0)2™ + £(1)™!

A [f(O) + f()z + ]

sz(z) !




Ejemplo VII.?7

La T.G. de la funcibn:

R

Yk +2) - 2y(k) + y(k - 2)

es: 1

Z{yk+2) - 2y(k) +y(k=-2) )= Z2{y(k+2)} - 22 {y(k) }
’ + %{y(k-Z)}

[ = Ez'_" v(z) - Z *y(0) -2 'y1

- 2y (z) + z%y(2)

| . = [z_z -2+ z’]y(z) - 27y

- 27y

3VII.4 TRANSFORMADA GEOMETRICA INVERSA

£ Si se conoce la transformada. geométrica de una funcién
k£ (k), representada por F(z) y se desea obtener la funcidn
vdiscreta, la solucidn es aplicar una transformacién inver
$-sa; especificamente la transformada geométrica inversa.

.La transformada geométrica inversa de la funcién F(z) se Te

4presenta z {F(z) } y se define por 1a regla de transforma-
cidn:

{F(z)}—z——qﬁ'(z)z k+1q ' e (10)

f donde "c" es una trayectorla cerrada en la regidn de conver-
;~genc1a

liPara obtener la transformada inversa por medio de la regla
tf'de transformacidn, se requiere de la teoria de la variable
compleja * , .

* Objeto de estudio de un curso de variable compleja.

Otra forma de obtener la transformada inversa de una fun-
cidén F(z) es, como en el caso de la transformada de Lapla-
ce, utilizar tablas de transformacién. En este capitulo se
cuenta con la tabla VII.1, la cual sirve para obtener la
transformada inversa de las funciones F(z) que ahi aparecen.

|

I - . y

F
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La propiedad mis importante de 1a.
lnversa, es la de linealidad:

' {aF(2) + bo(2) } = a” {F(2) )} +pz Y

transformada geométrica

G(z) } ... (11) ¢
Ejemplo VII.S8
8ea la fuynciéa:
3 2 5
s A

pPara obtener

la trangformada inversa, prim
la propiedad

de linealidad:

2N F(2)} = 32°

ero 8e emplea

- 1 1 _ -1 1 - -1 5
de la tabla VII.1, se obtiene:
-1 1 k
* {‘i"-:v-z-}-l =1
-1 1 .
LR St S S - 1= (- )k
5% 2 1+7_,1-F 5
por lo tanto: 3
£
£k) =3 - 2.3k, (- +)*
:
”
VII.4. 1

TRANSFORMADA INVERSA POR FRACCIONES P

i
t N N

Seé requiere obtener |
F(z), no es posible
Si la funcién F(z) es y

]

En algunos casos en que
da inversa de una funcién
rectamente de tablas.

racional, se puede desarrollar en fracciones parciales, de

tal manera que la transformada inversa de F(z)

la = ma de las transformadas inversas de estag

La transformacién inversa de una fraccién rac
fracciones Parciales, es un Proceso similar al
di6 en 1a transformada de Laplace.

ARCIALES

a transforma-
obtenerla di-
na fraccién

es igual a
fracciones.

ional F(z) por #
que se estu-

by

A e )



Ejemplo VII.9

Sea la funcibn:

f - 2
F(z) 222 - 37 +

Observando la tabla VII.1, se cencluye que no estéd
contenida esta funcibn. Por lo tanto, como la funcifn
es una fraccibn racional, la transformada inversa se
puede obtener desarrollando en fracciones parciales:

- 2 - 1
F(2) = wrrg55T PER R
| L
- —
g I (z—l)(z--z—)
_ a + b
p)

calculando el valor de los residuos "a" y "b" se obtie-
ne:

a = 2

b=-2

sustituyendo estos valores en las fraeciones:

2 -2
Pl =01t 1
7
. 2. 4
=T T3zt 1=z
por lo tanto:
-1 _ -1 1 -1 1
AR} = - 227 { = )+ 4E { =93 ?
= -2+ 4.2% '

Ejemplo VII.10

" Para obtener la transformada inversa de la funcién:

2z(z2 - 1)

F(z) = Z2+ 1

se desarrolla en fracciones parciales:

315
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F(z)

- z’rz(zz - 1) ]
Tz F 1)z

C

al calcular los valores de a, b, c,

y 4,

Z+nz*t

se obtiene:

a=290, b =0, c=1, d =1}
sustituyendo estos valores en las fracciones:
F(z) = z 1 + 1
(z + 1)z (z - iin
, . A 1 .
multiplicando y dividiendo entre iz ¢
1 . 1
12 iz
F(2) = z| = i’ —
i—r(Z'f'i)z F—(Z"i)z
_ -1 -1
S wmTTIoT *aTin
_ 1 - iz + L -liz
T 1 T - in7? i (1 iz)?2
de la tabla VII.1
Flir@ ) = - Lk s Lok
=ik (WX - i1k (op)k

=ik [ekz 1

. b
=1k [2 i sen k > ]
= - 2Kk senk =

(z - 1i)2




b (v - 750 - Ty -3 F v - S0 v aym =4 pio

" sus principales aplicaciones esti en la resolucién de ecua

‘

VII.5 RESOLUCION DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS POR MEDIO DE LA

TRANSFORMADA GEOMETRICA

La transformada Geométrica es un operador lineal, una de

ciones en diferencias, ya que al aplicar la T.G. a una ecua
¢ibn lineal, la transforma en una ecuacién algebraica.

El procedimiento de resolucién de una ecuacién por medio de
la T. G., es similar al que se estudid para resolver ecuacio
nes diferenciales por transformada de Laplace.

'

Ejemplo VII.11

Sea la ecuacibn lineal en,diferencias:‘

Y(k+2) -~ 3y(k+1) + 2y(k) = 43 ;  y(0) =0, y(1) &
aplicando el operador T.G. a la ecuacibn:

Z{y(k+2) - 3y(k + 1) + 2y(k) } = #{4-3%)

por la propiedad de linealidad:

E{y(k+2)} - 3Z{y(k+1)} + 22 {y(k)} = -2 (35}

sustituyendo la transformada correspondiente en cada
término de esta ecuacibn:

sustituyendo y(O) =0, y(1) =6 vy faétorizando y(z):

Cz7% - 327 '+ 2y(z) - 627! =4 ﬁ

despejando y(z):

1
4 =337 + 62

y(z) = z72-3771 + 2

4 + 6271~ 18

Y@ = TS
l - 14z% + 6z

1.- 3z + 222
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R = = 1422 4 ¢z .
- 0 =3y 3753

Para obtener 1a solucién y(k), se tendr4l que obtener
$3 transformada inversa de y(z). Para esg ©, se desa-
rrollari 1la fraccién y(z) en fracciones parciales:

v(2) = = 1422 4 g2 ' - - 422 + 62 '
=3T3z 577y = (1 =32V (T = Z7r= 2z} 3
| -

a b [>]

=73 " 177 * r=o7d

calculando los residucg a, byec:
a(l -z) (1-22z) +b(1-3Z)(1~2Z) +c(l-~3z) (1l-2)= « 1422 + 6

de donde:

- 14
6

2a + 6b + 3¢
-3a ~ 5b - 4¢

i . a+ b+ ¢c=9

| .
la solucién de este sistema eg:

v

a=2, ba==xy Yy c¢=2

con estos valores de a, byec se tiene:

-4 2 B

_ 2
yiz) = IT-3zt1=3%+ 1-737
La transformada inversa de y(z) es:
=1 ; ~1 1 -1 1 p
2 {y(2)} = 22 { =33 } - 427y =3 }+ 2
Por lo tanto:

yk) = 2.3% 0 g, 5 0k
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Ejemplo VII.12

Sea el sistema lineal dé ecuaciores:

x(k + 1)

2x (k) + y(k) : x(0) = 2

k

y(k + 1) x(k) + 2y(k) + 2" ; y(0) =0

Aplicando la T.G. a cada una de las &fuaciones del sis
tema: =

i

l ,
F{x(k + 1)} = 2Z2{x(k) )} + £{y(k)}
Zly(e + D} = Z{%()} + 22{y(k)} + 2({2%}

esto es:

27 x(z) - 27'%(0) = 2x(z) + y(z)

2 y(2) - 27y (0) = x(z) + 2y(z) + r—f-"’;;

sustituyendo los valores de x(0) y y(0), y reacomodan
do los términos: . : -

o .
L@ x() - y(2) = 22"

- x(2) 4+ (27 2y () = pde

multiplicando por z: . 3

(1 -~ 22)x(2) - zy(2) = 2
- x(2) ¢ (1 - 20)y(2) = T : : ‘ g
resolviendo éste sistema se obtiene:

(2) = o 922 - 8z + 2
X T - 2Y(3zT 4z v Iy

- 6z + 3z
(1 - 2z)(3zz - 4z + 1}

y(z) =

Para obtener la transformada inversa de x (z) y de y(z),
conviene desarrollar en fracciones parciales:




IR

x(2) = 9z% - 87 + 2 I 9z% - 82 4+ 3 o
P - Z — - 3 o
(1 22) (3z 4z + 1) 3 (1 -]22)(z - 1)(2 _ TI)
- a (o] “’;
IT=m Y iort /T
Z—T -
-%_ -1
_ =1 2
BRI EIAN S Tt
T3
3 73_ .
- P
IT-2z% 1=3 M 7
_ ~6z2% 1+ 32 1 - 622 + 3
y(z) = =+ . 32
1732y (377 = )
{ 328 =475 -2z -1)(z - L)
_ a <]
TSIt oI Y —
S
e e
I Sl s S
3 .?,
-3 3
=2 ,_7 3
1 -7 1I=33 “
#
4
b
de la tabla VII.1: é
g
’
3 ERN
- 21 -1 -1 2 -1 2 ]
x(k) = 2 1“2_1— Zl+-z- ,1_2 + | i\l-h‘ :
o _ k. 3 3 ..k
2 +T+T 3
. -3 3
_ o= -1 2
y(k) = z {T_‘zl""z'll_-??,
“3:';_- - b xi‘!!‘
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