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CAPITULO I

INTRODUCCION

1. BOSQUEJO MISTORICO

Aunque los principios de Control se aplicaban desde mu-
cho antes (controles de nivel de agua para clepsidras, apa -
ratos posicionadores de molinos de viento para colocar las
aspas a favor del aire etc) los sistemas de control comenza-
ron su auge durante la revolucién industrial. En esa época

James Watt invent® el primer regulador automdtico de veloci-

dad para miguinas de vapor (ccmo un accesorio de su naguina
de vapor con condensador). A nediados del siglo XIX, J.C.-
laxwell analiz&§ por vez primera diversos tipos de gobernado
res de velocidad, y relaciond el problema de estabilidad de
los mismos con un problema algebraico. A fines de ese si--
glo, el problemna de estabilidad planteado por Maxwell fué
resuelto por Hurwitz. Alrededor de 1930, Nyquist y Bode =
desarrollaron té&cnicas de anflisis para sistemas retroali -
mentados, utilizando elldominio de la frecuencia y para -
1940, la mayor parte de las técnicas descritas en este libro
eran ya conocidas. Durante la segunda guerra mundial, el
interés en aplicaciones bé&licas hizo que se consideraran =
problemas de direccifn y gufa de proyectiles balisticos y
artillerfia y problemas estoclsticos, no lineales, y de esta
bilicad. Desde los (lt- mos afiog de la década de 1950, Yy
gracias primordialmente al adveninmiento de las computadoras
digitales, se han redescubierto las variables de estado, y
estudiando mis profundamente problemas de optimizacidn, de
control bajo incertidumbre, y apareciendo adem&s el control
nmerico y el control jerargquizado de sistemas. Tarbién,
en la Gltima década se ha notado un cambio en el campo de
aplicacién de la teorfa de control. Hoy en dfa los ingenie
ros de ccntrol analizan entre otros problemas ecoldgicos,
soclales y econfnicos.

i
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2. El problena de control = e -

2.1 Planteamniento del problema. R \

Dar definiciones generaies sobre una disciplina es una
tarea diffcil y arriesgada. Diffcil porqﬁe se trata de re-
sumir el contenido de varios millares de lfineas en unas =—--
cuantas y arriesgada porque siempre c¢abe la posibilidad de-
dejar fuera de la definicifn algunos aspectos importantes =
de la disciplina. Por ello heros optado por recurrir a u-
na serie de éjemplos Y ya formada una idea intuitiva de los
problemas que se pueden resolver con la ingenierfa de con--
trol, entonces se dar&n definiciones m&s exactas, empleando
un lenguaje matem&tico.

De una manera informal, el problema de control consis-
te en seleccionar de un conjunto especffico o arbitrario de
elementos (& parsmetros, configuraciones,funciones de tiem-
po, etc), aquellos que aplicados a un sistema fijo, hagan -
que &ste se comporte de una cierta manera deseada.

Asf pues, un problema de control serfa seleccionar el-
valor de la resistencia Rk de manera tal gue el amplifica-=
dor de la figura 1.1, tenga una ganancia uniforme para un -
intervalo de frecuencia dado

"FIGURA I. AYPLIFICADOR SEGUIDOR DE CATODO
EN EL QUE R, PUEDE VARIARSE PARA OBTENER CIERTA RESPUESTA —-~
DE FRECUENCEA.




Otro problema de control es el siguiente: Un inversio
nista posee cierta cantidad de dinero al principio del afio-
y desea invertirlo en el mercado de valores. Suponiendo —--
que gue el inversionista no puede solicitar préstamos y gque
su Gnica fuente de informacién son las cotizaciones que se-
publican en la seccién financiera del periddico, ¢Cudl debe
ser su politica de inversidn para tener la mayor cantidad -

de efectivo al finalizar el afio?

Un tercer problema de control es el que se plantea a =
continuacién:

Un reactor quimico tiene inicialmente una temperatura-
muy baja. La composiciﬁn‘de la salida es una funcifn de la
temperatura del torrente de entrada. ¢Cudl debe ser la va-
riacién de dicha temperatura para obtener una conversifn m&

xima a un cierto producto en la salida?

A pesar de que las disciplinas bajo las cuales caerfan
los ejemplos anteriores $on muy disfmiles, estos muestran -
" tres elementos en comln:

a) Un conjunto de elementos llamados entradas, que po-
denos modificar.

b) Un segundo conjunto de elementos llamados salidas,-
los cuales deseamos modificar de acuerdo con nues--
tros intereses.

¢) Un sistema gue relaciona las entradas ©on las sali-
das, llamado planta y gue no puede ser modificado.

Entrada Salid

Planta

FIGURA 1.2. REPRESENTACION ESQUENATICA DE UN SISTEMA

En la tabla 1.1,
identifican la entrada, la salida y la planta, de los ejen

Jue se muestra a continuacién, se

plos propuestos.

PROBLEMA ENTRADA SALIDA PLANTA

AMPLIFICADOR Valor de la re Respuestas Relaciones

‘ . . en frecuen eléctricas
sistencia R = del amoli-

! cia ficador.

INVERSTONISTA | Cantidad de ac- Cantidad 43 | Mesanismo

| ciones a comprar finalizar el de la bol.

! Yeggpder en clerta | .5o sa

. Temperatura del Composici6n Relaciones

REACTOR N . del torren- de balance y

. QUIMICO orrente de all te de sali~ | de cinética

! mentacién. da del reactor.

TABILIA 1.1

Cabe hacer notar que la planta se considerarf finicamente
como el sistema que liga las entradas con las salidas. Para-
los fines d= este libro, la planta no seri el sistema ffsico-

en s, sin~ 21 modelo matemitico del mismo. Dicho modelo, =--

puede ser parcialmente desconocido, como en el caso del meca- |

nismo de la irolsa, el que no puede determinarse tan solc a -~
partir de la informacién de los perifdicos.

Pecapitularndo, ¢l problema de control es el de escoger -
para un sistema dado, una entrada qgue haga responder a la ---
planta de una manera deseada; esto es, que se obtenga una sa-
lida que cumpla cierto objetivo. En el primer ejemplo este -
sarfa una respuesta en frecuencia sastante plana; en el segun

do, una cantidad mfxima de efectivo al final del aflo; en el -
tercero, una conversién m&ximea a un producto de salida.

[
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2.2 M&s sobre el problema de Control.

Al tratar de resolver para un caso concreto el proble=-
ma de control definido anteriormente, surgen las preguntas-
¢C6mo ha de modelarse la planta? ¢C&mn verificar el compor=-
tamiento de este modelo? ¢Qué hacer cuando la planta no s6-
lc es desconocida si no cue ademds hay efectos aleatorios?-
eCémo lograr éue el sistera se comporte de acuerdo a una --
polftica prescrita? Las interrogaciones anterjores plan---
tean las siguientes facetas del problema de control:

a) Modelado. Para poder hacer un anilisis es necesario ---

tener una representacién racional de le planta, mediante un
modelo. La decisidn de inclinarse hacia uno u otro tipo de
modelo depende fundamentalmente de los usos y el costo de -
ellos. Asf, en la figura 1.1 el circuito puede representar-
se como una red lineal RC con elamentus activos, o como una
red RC noAlineal, segln la utilizacidn que se le piense dar
al modelo.

b) Simplificacifn. Una vez planteado, el modelo puede re--
sultar demasiado complejo. En ese caso conviene saber las-
supogsiciones simplificadoras posibles, y su influencia so=~-

bre la verosimilitud del modslo. Por ajemplo, al analizar=-.

un circuito electrénico y hacer un modelo para altas fre---
cuencias, algunos condensadores suelen considerarse como ==

corto-circuitos o bien, al hacer el modelo econdnico de una

regién, se engiobhan las industrias de extraccisn de hierro,
zinc, nigquel, etc., en una sola industria ficticia de "mine
rales ferrosos".

¢) Simulacifén. Una vez elaborado el modelo, este puede ve-

rificarse analfticamente ccntra el caso real, o puede recu-
rrirse a sinular el modelo para comprobar su validez. Esta
simulacién se puede usar, adem&s, para tener una ldea acer-
ca del comportamiento del sistema formado por la planta y =
el sistema de control bajo diversas circunstancias. Por e-
jemplo, antes de probar un avién en el aire, se haceren «==

[

tierra simulaciones del vuelo. Las simulaciones pueden -
lograrse con modelos a escala, con computadoras analégicas o
digitales, a base de cflculos manuales, etc.

d) Estabilidad. Una de las preguntas de mayor Iinmportancia
sobre un sistema es el referente a su estabilidad o sea ¢Mo-
tivan en &1 pequefias perturbaciones, efectos pequefios? La
contestac:6n a esta pregunta puede hacerse através de simu -
lacifn o bien con estudios analfticos.

e} Estimacién. !Muchas veces es necesario indagar el valor
de costos variables internas de un sistema a partir del co -
nociniento de entradas y salidas, puesto que las decisiones
para controlar el sistema deben tomarse en funcién de dichas
variables. Por ejemplo un problema de estimacidn consiste
en determinar la temperatura en cierto punto de un reactor en
base a la composicifn de los productos de la entrada y la sa
lida.

f) Identificacibfn. Aquf el problema, consiste en estimar -~
ciertos parf@netros desconocidos de una planta, basindpse nd
camente la entrada y la salida. Por ejemplo, supongamo$ que
desconocemos los pardmetros del circuito de la Fig. 1.1 tene
mos una serie de datos de entrada y salida al circuito. In-
dagar el valor de Rk a partixr de dichos datos es un problema
de identificacifn.

g) Regulacién. Este es un problema de control en gue el ob-
jetivo consiste en mantener la planta en un estado o conjun-
to de estados prefijados. Un ejemplo serfa el de un frigo -
rifico, en el gue se guiere mantaner la temperatura en -5° C
+ 0.5° C.

h) Optimizacibén. Si la wmeta propuesta en el problema de con-
trol es maximizar cierto objetivo cuantizable, se tiene en-
tonces un problema de optimizacifn. Este es el caso de un

reactor quimico en el gue se desea maximizar la.conversién
4 clerto producto de salida.




Nuestro principal objetivo en este libro serd el estu-
diar los problemas de modelado, simplificacifn, estabilidad
y regulacién.

4 N
2.3 La variable tiempo: Sistemas algehraicos y sistemas
dindmicos. . '

Volviendo nuestra atencidn a los ejemplos anteriores,-
podemos notar -;ue ¢n el ejemplo d«l amplificador, la entra-
da fué el valcr de la.resistencia y no hay decisiones poste
riores que hacer. En el sistewa del inversicnista, este --
tiene que hacer 365 decisiones (una por dfaj, y cada una --
de ellas afecta a las que se tomardn en el futuro (por ejem
plo, puede guedarse sin dinero y n» invertir m&s). En este
ejemplo, las decisiones son mGitiples y secuenciales.

En 21 caso del reactor, las temperaturas pasadas del -
torrente de alimentacidn afectan las decisiones futuras gque
debe tomar acerca d= la temperatura de este torrente. Aqul
tambi&én el problema es de decisiones miltiples y sacuencia-
les, pero a diforencia del caso anterior, astas decisicnes-
deben,  hacerse continuamente y no a intervalcs discratos (de
un dfa en el cusc del inversioniste).

' Al hablar de decisiones secuenciales, hemos hablado de
"decisiones ant=riores”. Estc nos fuerza a introducir una-
variab}e, que llamaremns tiempo, coa respecto a la cual me-
direros la anterioridad & posterioridad de nuestras deciaio
nes.
Motivados por los ejemplos anteriores, podemos clasifi--
car a los sistemas asi:

a) Sistemas algebrficos; aquellos en que las decisio--

nes pasadas no afectan a las decisiones futuras y -.-

viceversa, y

pasadas influyen en las decisiones futuras. Estos a su'vez
pueden subdividirse en discretos, si las decisiones se toman
a intervalos discretos de la variable tiempo, ¥y continuos,-—
si las decisicnes han de témarse continugmente.

En este libro, estudiaremos primordialmente sistemas -

dindnmicos.

3. Control de mallas abiertas y cerradas.

Existen dos maneras de controlar un sistema: tomando -
en cuenta el comportamiento de la salida, © ignor&ndolo. =-
Para familiarzarnos un poco ccn ambas maneras, introducire-

mos un ejemplo.

El objetivo del alumbradc piiblico es mantener un ni=-«
vel mini mo de iluminacifn en las calles al menor costo posi
ble. Para lograr este objetivo, se podrian proponer dos sg
luciones: La primera, encender los focos del alumbrado a la
hora en gue comunmente empieza a obscurecer y apagarlos --—
cvando comienza a aclarar. Asf pues, se decidiria encender
el alumbrado a las 6.30 p.m. y apagarlo a las 6.30 a.m. =
En este zjstema, la entrada (camwio de posicibn del inte---
rruptor) es independiente de la salida (cantidad de luz en-
la calle). Este mecanismo, simple de llevar a cabo y econ
mico, puede acarrear dificultades, ya que la hora en que ~--

-empieza a obscurecer y aquella en Que empieza a aclarar, Va

rfan de azuerdo a la estaci®n del afo (en verano las noches
son m&s cortas), y lo mismo gue en el caso de un -dfa nubla-
do, se puede tener una obscuridad indeseable:

La segunda solucibn posible, m&s efectiva, consistirfa
en instalar un dispositivo para detectar la cantidad de i--
luminacitn (fotoceldas, fototransistores, etc) y de acuerdo
con esto ge encenderfa o apagarfan las luces del alunbrado-
pGblico.

b) Sistemas dindnicos; aquellos eh TUE las decisiones
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En este caso, la entrada (cambio de posicién de los
interruptores) seria modificada por la salida del siste-

ma (iluminacibn en las calles)

INTEVRUPTR I

ominACILON
TOTAL EMLA N,
SisTemA cALLE IntER@UPTIR | 54 ToTa, EA LA
— ] o& kel —_— ;;"‘ CALLeE
BN ALunBEADD Atomaize
REwod

FOTOTRANSISTORE S

a) Praprogramadd“‘ b) Con fototran

. sistores
(Malla abierta) (Malla cerrada)

Figura 1.3 Sistema de iluminacién.

De las consideraciones anteriores, puede intuirse gque
para resolver el problema de control bosquejado en la sec—
cidén 1.1.1, existen dos mé&todos general: El de malla abier
ta y el de malla cerrada. El primero consisteug;“;;;;tuég
el control precalculando las entradas del sistema de modo-
gue la salida presente las caracterfsticas deseadas. En -
este caso,el control aplicado es independiente de la sali-
da real. Por otra parte, el control de malla cerrada con-
siste en modificar la entrada en funcién de Lélgéiiéé%ﬂgg—
tenida. o

En el caso del inversionista de la seccifén 1.1.1, &l-
puede darle a su corredor de holsa dos tipos de Srdenes:=—-
a) "El 15 de abril vende todas las acciones que poseo del-
tipo "A", 6 b) "Vende las acciones tipo A, cuando lleguen-—
a 180 puntos". El primer tipo de orden, en 1la que no se to
ma en cuenta el valor de las acciones, equivale a un con--
trol de malla abierta. El segundo, en donde si se toma en
Ccuenta la salida (valor), equivale a uno de malla cerrada.

A no ser que el inversionista conozca muy bien el ---
nercado de valores, el seguir una polftica del primer tipo
puede producir resultados desastrosos.

La escritura de una lfnea manuscrita puede considerar
se como un sistema de malla cerrada, ya que a medida que =
sa escribe, se tiene conocimiento através de la vista. de-
la direccién de la linea (salida). Si la lfinea sale torci
da entonces el cerebro envfa una orden (entrada) al brazo-
(planta) para que este corrija el defecto. El mismo siste
ma en su versifn de malla abierta, consistirfa en tratar -
de escribir un dictado con los ojos cerrados. En los p&--
rrafos siguientes se dard un ejemplo mds detallado, para -
ilustrar las propiedades de los controles de malla abierta
y malla. cerrada.

4. Malla abierta y malla cerrada: Efectos y compafacién.

4.1 Efecto de la realimentacién.

El ejemplo que se presenta a continuacifn, ilustra me
jor algunas de las ventajas y desventajas de los sistemas-
de malla abierta y los de malla cerrada (llamados también=-
de realimentacifn o retroalimentacidn).

Considérese un amplificador electrfnico, por medio --
del cual se desea amplificar una sefial e(t); esto es, se -
desea qgue la salida s(t) del amplificador sea una réplica
exacta de la entrada e(t), pero de mayor amplitud. O sea=
s(t)=Ae(t), donde A es una constante positiva.

En la vida real, los amplificadores disponibles sue-~-
len presentar problemas indeseables, como son: '




lo. Los amplificadores no son lineales, por lo que la sali
da es una versién distorsionada de la entrada (Fig. 1.4).

W —=1 AmpPucichooe [ —

SWTRADA

SAUDA

Fig. 1.4. Distorsién del amplificador por no-linealidad.

20. Los amplificadores no responden lo mismo a entradas --
con cambios bruscos gue a entradas con cambios suaves, y -
por ello no pueden amplificar fielmente las sefiales gque -—-
tienen cambios repentinos (Fig.l).

—-r_—\— —= AMPLI\EICADOR | — 8=

ENTRATA

SALIDA

Fig. 1.5. Distorsifén producida por cambios repentinos en-
la seial. '

3o0. Las caracteristicas de los amplificadores varfan por-
causas externas, tales como cambios en la temperatura am—-
biente, envejecimiento de los componentes, malos contactos
6 variacién del voltaje de lfnea.

A continuacién se analizari la posibilidad de elimi--
nar cada uno de los problemas enumerados anteriormente uti
lizando un control de malla cerrada.

———

s(t) [

100/~ — —

]

Fig. 1.6. Caracterfstica no-lineal del amplificador.

b

c(t)

Como la relacién entre la entrada y la salida no es -

- lineal (es decir, la salida no es igual a una constante --

multiplicada por la entrada) se produce distorsidén.

Ftia realimentacién empleada consiste en reemplazar la-
entrada por una combinacifn de la entrada Yy la salida. En
el caso mis sencillo esta combinacién consiste en restar -
de la entrada, el producto de una constante k por la sali-

da, tal y como se indica en la figura 1.7fA\
-

sct)

U@ @Q({)ﬂ(t)—t‘(

AMPL\F lICADOR

Y{t)=Ksq

LXK

O

Fig. 1.7. Realimentacifn propuesta para eliminar la dig~—
torsidn.

Observando la Figura 1.7 se obtienen las siguientes -
relaciones.

e=u~-r

Problema 1. No-linealidad.

r=ks

Supongase que la caracterf{stica del amplificador es =
la dada por la figura 1l.6.




La figura (1.7) nos indica que la relacién entre --

e" y "s" dada por el amplificador es:
s=£(e) & s=(flod;.,

e

Despejando “s" en funcifn de "u" y de {(f(e)/e) se logra B
e ELO) L Ele) i
s={ e 4+ {u-r} (—;r—)(u-ks)

o sea

(Lledy

s 7t
1+k( 520

La anterior relacifn nos da a "s* en funcibn de la entra

da "u" y de "e"

Nos interesa ahora obtener “s™ en funciéfn de "u"

u” gola
mente, llamemos ahora "ganancia de malia al producto k f(e) /e

Si nosotros escogemos "k" de manera que k{f(e)}>>1 -

» € tiene que, muy aproximadamente €
£ 7,
(:éﬂl;u o
sz " ; = u/k . * .
£(el
k(220

Como la ganancia del amplificador (esto es, f(e)) es

: ] - . e
aproximadamenie 100, si se toma k=o0.l, se tendrf un ampli
ficador de menor ganancia pero lineal,ya gque se obtendria

uno en que la sa2lida es una constante nultiplicada por la
entrada. Se ha eliminado, pues, la distorsién.

Ha de notarse que el valor de "k" supuesto en el ~=~

* ( el signo @ significa "aproximadamente”).

p&rrafo anterior produce una "e" de valor aproximadamente-—

cero, puesto gue

e= u—ks:ks~ks-o‘

Problema 2. Mala respuesta a entradas

Consideremos ahora un aplificador

trada es un seno de frecuencia "u", su

Ver figura 8).

ripidas.

tal que, si su en--~-

salida es otro seno
de la misma frecuencia, multiplicado por un factor AQQQ‘_

1000 | s=2999 gan wt

e =sen wt —— 2 —P W +1

w +1

Fig. 1.8) Descripcibén de un amplificador

Este amplificador responde mejor a las senoides de =-
Laje frecuencia (esto es, a entradas gue varian lentamente)
que a las de alta frecuepncia (senoides que varian rapida--

mente). Si la senoide de entrada tiene

unidad. Este marcado descenso de las ganancias al aumen——
tar la frecuencia puede disminuirse mediante realimenta---

cibdn. (ver. fig~'1.9)

u Z=Urr" 1000

una frecueancia de-
0.1, la amplificacién es de 999. 'Si la entrada es una se-
noide de frecuencia 100, la amplificacidén es menor a la --

Fig. 1.9 El amplificador realimentado.

Si como la figura lo indica, se coloca una realimenta

w2+l

cién "k", entonces, bajo la suposicifn de gue todas las --
sefiales (u,e,r s) son senoides de frecuencia "w",

se ten--



drin las siguientes ecuaciones.

e= u-r i :
r=ks .
8= 1000 . e \ .
w+l ’

La relacifn entre "u" y "s" para el sistema realimen-
tado ser& dada por

§=1000 Loy
““yl
. s 1000 u 1000 u
k'2"_]_ 1+ 1200 k 1000 k+-2+1
T+l
Podemos ver que, para las frecuencias en que 1%225 -
w'+l

(la ganancia de malla) sea mucho mayor que la unidad, la -
salicda se expresa como

1000

£= - 2 1000 u = 4
wi+l 1+1200k (U2+1) . (lgOOK) k
wo+l w”+l

) Si escogeros una "k" igual a 0.1, la relacién entra--
da salida estari dada por

1000 u

. 100 + w

La figura 1.10 nos da una gr&fica de ganancia vs fre-
cuencia para los casos del amplificador con Y sin realimen
tacién.

s Py

1o 20 T

As!f pues, la curva de ganancia vs. frecuencia se ha-
hecho mas uriforme, aungque la ganancia de anplificador =--
ha disminuido. En capftulos posteriores, se ver§ que si-
la curva de ganancia vs. frecuencia se hace m&s uniforme,

las sehales "r&pidas" se distorsionarfn mucho menos.

Considerese ahora el problema 3) mencionado anterior
mente.

Supongamos un amplificador lineal, en que la salida-
esta cada por la entrada multiplicada por una funcién del
tiempo A(t)

Awy

‘ NN
ew) Sz AR)Q(t) oot - - '

— et ACO =

a) Relacién entrada salida b) Gr&fica de A(t) ‘

vs "t".
Fig. 1.11 Un amplificador cuya ganancia varfa con el tiempo
Si se arlica una entrada consistente en un tren de -
pulsos a un anmplificador con estas caracterfsticas, la sa
lida es la indicada por la figura

et) =(£i

—— AQ)

Fig. 1.12 Salida correspondiente a un tren de pulsos

En este caso la salida no es una réplica exacta de la
entrada. . .

.

FRezomanirs
Fig. 1.10 Ganancia de amplificador con ¥ sin realimentacién




El efecto de la variacifn de la ganancia con el tiem
PO puede disminuirse mediante realimentacién. Para ello,
realimentenos el amplificador como lo indica la fig. 1.13

sS=A@)>€ o

$ 4o Z=0-v

Al

rz=Ks

‘

Fig. 1.13 El amplificador realimentado. . !

Las ecuaciones gue describen el sistema son
e=u-r
r=ks * /
s=A(t)e

Eliminando r ¥ e de la ecuacién anterior se logra'

s=A(t) {u-ks} y por ende

_Alt)

S Itka(o) ©

Nuevanente si se escoge k de tal nodo gue kA(t) (la =--
gancia de malla) sea mucho mayor que la unidad, la relacidén
entre la entrada y la salida puede aproximarse por

slu/k ) Ny

La variacién de la amplificacién (ganancia) para el --
€aso no realimentado era de 1000 a 600 o sea un 40%. Examni
neros ahora qué sucede cuando se incluye la realimentacién-
con k=0.1. si A(t)=1000 la ganéncia para el sistema reali-=-
mentado es

\

A(t) 1000 - 1000 _ g
I+kn(ty I+(.1) (10G0) 101 .

y cuando Alt) = 600 se tiene

agy) _ 600
T+xA(t) ~ I+(.1) (600

. 600 _ .
= &3 9.8 ,

La variacién de la ganancia es ahora de aproximadamen-
te el 1%. NStese sin embargo, gue la ganancia del nuevo ==
siStema es un centé&simo (Sprox.Q) de la ganancia sin reali-
mentacién (aprox.909) Vemos rues, gue el sistema realimen-
tado es mucho menos sensible a la variacién de la ganencia-
del amplificador original

4.2 Conclusiones.

En los ejemplos anteriores se mostr$ gque por medio de-
la realirentacién se puede hacer gue un sistema se comporte
md&s linealmente,  gque sea menos sensible a variaciones de pa
rémetros vy, que su respuesta se haga mé&s r&pida. Las carac-
terfsticas anteriores emanan del hecho de gue, para altas
ganancias de mallas, el comportamiento del sistema realimen
tado estd determinado esencialmente por la realimentacidn -
(en los ejemplos, se lograba gue sZu/k). Por lo tanto, el
comportamiento de un sistéma'con alta ganarcia de malla, es

ta determinado por los elementos en la retroalimentacibn.




Capitulo 2

SISTEMAS Y ESTADOS

1.  Introduceibn

En el capftulo anterior se indic8 que para resolver algu
nos problemas de control es adecuado elaborar un modelo del
sistema en cuestifn, o sea obtener una abstraccién de este y

expresarlo en términos matemiticos.

Cabe aclarar que en este texto se tratar&n, indistinta-
mente, problemas relativos a redes eléctricas, redes mecéni-
cas, sistemas quimicos, sociales, etc. por lo que surge la pre
gunta de que si dichos sistemas tienen algo en comfin. La.res—
puesta es afirmativa porque, como se verd, todos pueden descri

birse mediante modelos matemiticos con la misma estructura.

También se verS que a partir de suposiciones muy simples,
puede llegarse a formular una estructura matemdtica adecuada pa
ra describir una gran diversidad de sistemas. A partir de la su
posicibén de que los sistemas son cauéales (no predictivos), se

definird el concepto de estado, cuyo papel es de gran importan-

.



cia en los desarrolos gue posteriotmeﬁte se efectuarén. El en
foque que aquf se presente difiere bastante de los gue se en-
cuentran en la literatura relativa al tema, a este nivel. El
enfoque propuesto consiste en desarrollar los conceptos en

ves de proporcionarlos en forma axiom&tica.

2. Definicién de sistema

El término "sistema®™ es ampliamente utilizado. Al respec
to, es fi8cil escuchar expresiones tales como "el sistema eco-
némico”, "el sistema métrico decimal®, "derrocar el Eistema',
"el sistema eléctrico central”, etc, por lo que surge la pre
gunta: 2Qué es un sistema?. Podrfa considerarse como "un con
junto de entes ligados por una relacién", pero es demasiado
general para nuestros prop8sitos; de ahf que conviene hacer una
divisién entre los entes separidndolos en dos categorfas, una
que llamaremos conjunto de entaadas y otra conjunto de salidas
por lo que la definicién factible es que se trata de"una rela-

cidén entre entradas y salidas”.

Un ejemplo de un sistema, de acuerdo con la definicién
anterior, puede ser una fdbrica de coches que transforma mate-
rias primas como lamina de acero, hule, pintura, etc; y mano de
obra, energfa eléctrica, etc (entradas) en automdviles (salidas)
Otro ejemplo serfa el de un motor de inducéién, que transforma

energia eléctrica (entrada) en energfa mecinica (salida).

Si la entrada se representa como u y la salida como y, el
tipo de sistemas que estudiaremos podrfa denotarse matem&ticamep

te por la relacién

yeSfuy , .

Gr&ficamente corresponde a la fig 1.

. v
N

[ 7 Q— S
(ENTRADA)

L Y

(SALDA)

Fig 1. Representacifn gr&fica de un sistema

Si,adem&s, se hace la suposicibn de unicidad (o determi-
nismo), esto es, que a cada entrada le corresponde una y solo

una salida, entonces la relacién(1l)es una funcién.

Nuestro mayor interés estar8 concentrado en aquellos sis-
temas en los cuales, tanto la entrada como la salida pueden ser
representadas por funciones de una variable independiente £,
que en la mayorfa de los casos serfi la variable tiempo. Sé con
siderari también que asociado a cada sistema, existe un tiempo
tc, tiempo de creaciQn, que representa el instante en que priﬁ-
cipia la existencia del sistema (no se excluye la posibilidad
que el tiempo tc sea -w), De esta manera, las funcioneg que
representan la entrada y la salida estdn definidas para cual-

quier tiempo £ que cumpla con tc L <= T

2.1 Notacién

Para evitar ambigtedades, conviene hacer algunas aclaracip.

nes de notacibn:

7




a) Siguiendo la nomenclatura matem&tica cl&sica, el

conjunto de todos los valores de & que satisfacen

z ' ;
» la desigualdad . : : iy
| : /E__\//\ |
a<it<b ' ’
-"- ] ’
. - .
' .

se denotari [a,b] , Y el de valores de ¢ que satis

facen la desigualdad .
' z
I’y o
a <i< b ’ : . Pl ZJ
se denominard [a,b) < ’

]
b) Tanto las funciones de entrada como de salida esta- . :-_\/

no definida
' \

]
' .
. . no ' .
r&n definidas en el intervalo [’tc' ®) , las cuales se ] detinida : ! '
sefialarin con una minGiscula sin argumento, por ejem te h k-
plo z, y, w, etc. El valor de una funcibn en un ins-
) tante determinado € se indicari mediante la letra mi- Fig 2. significado de la definicibn del
niscula correspondiente y el argumento #; por ejemplo, ' segmento z[t’,tz_] ‘
z(to) representa el valor de funcién z en el instante
’ 2,. ‘ . \
0 ! z . z' + "
z,,% t,,1,) z,,1
e) z t.,t ] Yepresentard el segmento de la funcién del ( r 3J ( 1" ( 2 3J
(2;,4,]
tiempo definido en el intervalo[t,,tz]que coincide con - donde la operacién ;, que comunmente se le da el nombre de con
la funcidn z, en dicho intervalo (fig 2). catenacibn de segmentos, se muestra en la f£ig 3. .
A partir de dos segmentos de funciones, z'[t £, Resumiendo, un 4{stfema consiste en:
1'™2 :
M . , 1. Un conjunto de entradas, {u} , cuyos elementos
z [t 2 J' puede construirse el segmento de funcién zu P ], .
23 . 173 son funciones del tiempo definidas en el interva
-AQe tal manera que s$6 cumpla . — . d d e B - [ -
: o lo [IC,U) - I o b
p ‘ z{2) = z'(2} 81 t; st <1, B 2. Un conjunto de salidas { ¢}, cuyos elementos son
z({2) = z"(t) si tz < 2 < ,ts funciones del tiempo definidas en el intervalo

[t or® )
3. Una funcién S, que-define una corraspondencia piu

i Las igualdades anteriores se expresarén:




nfvoca entre los elementos del conjunto de

entradas, u[t @) Y los elementos del con-~
e .

junto de las salidas,

y[tc") z s{uﬁc:.)}

i { N
. 'l' / A :n t,ﬁf
rzf,".] . o T )
N
— —
T T P L Y |
E : :;t

-
-
»
-
-

Fig 3. significado de la operacién +

'3. Sistemas causales

A lo largo de este libro se considerar&n aquellos sistemas
en que para cualquier t,, el valor de la salida y(t,) depen-

de Gnicamente de la funcifn de entrada u en el intervale

[tc' t,] - Estos sistemas se denominan cauwsales o no anticipato

ni0s, pues la salida en un instante dado no depende del valor
de la entrada en instantes posteriores. Usando la notacién se —_—
fialada en 2.1, es posible definir formalmente un sistema cau-

sal.

3.1 Definicidén de sistema causal

Un sistema es causal si para dos entradas cualesquiera

u'[tc,-) Ve “ftc.w),para todos_los valores de { en gue se .

cumple la igualdad
ul - ull . .
[tc,t] [tc,t]

las salidas correspondientes
y,[tc.')'S{u' t )
[c_'

y“[ ‘tc:") - s{u“[’tc'd d
satisfacen ‘ -
W' [e,, ] " Y [e, 4]

La figura 4 ilustra un sistema que no es causal, ya que
afin cuando las entradas uy Y 4, coinciden en el intervalo '
[tc,t,], resulta que ¢, f 4, en el mismo. Entonces, en los

sistemas causales, para cualquier t > tc se cumple que

y = ¥ }
fert] © T et
o sea que el segmento de salida y[t tJdepende Gnicamente del
de entrada [tc'zj

En particular, el valor de la salida en un instante t,



i arbitrario es una funcién del segmento de entrada aplicado
hasta entonces, esto es u« ; en cambio, los sistemas ’
[ztc,zt,_] .
anticipatorios tienen la caracterfstica que en algfn instante
" t,, ‘el valor de la salida y(tz) depende de cierto valor del

segmento de entrada u .,
2'

aad §
Ejemplo
i . Considérese un sistema creado en tc-ﬂ, en el cual la re
lacién entre la entrada y la salida es
i y(t) = ulat) ’ ' i
' .
] y donde a > 0
Te ; t Para que el sistema sea causal, de acuerdo con los comen
! . ) tarios anteriores, y(t,) debe depender finicamente de los valo-
N uy — —_— ____ xes de u(t) en el intervalo [O,tlj . Pero como y(t,) = u(atl),

a fin de que sea causal, resulta indispensable que let,. Es-

b ‘ ’ ' ta iltima desigualdad se cumple para valores positivos de a,

W cuando a < I, La fig 5 ilustra la relacibn entre la entrada y
! ’ ’

! la salida cuando a = 2 y a = 0.5 para dos entradas d, Yy uzvb P

- -
-

Nétese que en el caso en que a = 2, el sistema no es cau

sal, ya que las entradas Uy y uy an cuando coinciden en el
intervalo [ 0, 4] los segmentos de salida en éste son dife-
rentes, mientras que si a</, siempre que las entradas coinci

dan en un intervalo [0,1:1] las salidas correspondientes serdn

———

lguales en el mismo; inclusive coincidirén en el intervalo S I

-

[0, at,]

Fig 4. Sistema no causal V - o
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’ R Fig. 5 Comportamiento del sistema y(t} » ulai)
A
o
\

\ * Conviene aclarar que se analizardn, casi en forma exclusiva,

los sistemas causales y determinfsticos, los cuales comunmente se

i conocen en la literatura especializada como sisétemas dinmdmicos.
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4. Equivalencia entre entradas

Como el problema que con mayor frecuencia se tratar§ en
este texto es el de analizar las relaciones entre las entradas
¥y las salidas en un intervalo de tiempo [to,tIJ, donde
fosdy ety
exactamente « para obtener la salida ?. Por for

(.. t,] fe,0¢,]

< =, surge la pregunta:!es indispensable conocer

tuna la respuesta es negativa en un gran nfimero de casos, como

se ilustrard mediante ejemplos:

a) + T6mese por caso un banco, creado en el afio de i900. Desde
su fundacibn sus transacciones (entradas) han sido mllti-
ples: ha aceptado depésitos, recibido y pagado intereses,
comprado y vendido terrenos, etc. 81 se considera su ca-
pital como la salida del sistema y es deseable conocerfo
al 31 de diciembre de 1982, estando a primero de julio de
este afio, no es necesario revisar operacién por operacién
desde que se fundd, ya que la historia que afectard el au-
mento de capital puede resumirse en varias cifras (dinero
en inversiones, cuentas por cobrar, dinero en caja y otras

m&s) que forman el estado de cuentas al primero de julio

de este ano.

b) Supfngase que se cuenta con un circuito compuesto de resis
tencias y capacitancias. Si se desea conocer la corriente
que pasard por cierta resistencia, a partir de un instante
to en que se conecta al circuito una baterfa de 10 volts
de corriente directa, no habri necesidad de saber cudles
han sido los voltajes aplicados al circuitos desde su en-

samble hasta ta + Ya que bastar& con conocer los voltajes
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a través de las capacitancias en el instante to.

De los ejemplos anteriores se intuye que para cualquier
tiempo ta posterior a tc’ es posible agrupar los segmentos de
entrada en el intcrvaloﬁc,tol en clases, de modo tal gque dos
<¢ntradas que pertenecen a la misma clase, tienen igual efecto
en la salida a partir de to. De esta manera, en un instante de
terminado, to, para conocer cudl serd la salida para tiempos
posteriores cuando se aplique cierta entrada a partir de to,

" sers suficiente saber la clase a que pertenece la entrada que

se ha aplicado al sistema hasta entonces.

4.1 Definicifn de equivalencia o

. [

Para los sistemas causales y para cada ta > tc pueden de
finirse formalmente equivalencias entre segmentos de entrada

que se inician en tc Yy terminan en to, de la siguiente forma:

Dos segmentos de las entradas u y u son equivalentes en
.to > tc con respecto a un sistema S, si y solo si para toda %
y todo segmento de funcibn a[t t] : los segmentos de las sali
0'

das y y y , definidas como

Y[t,. 21" 5{ “l2,02,) ¢ "'[to,t]}

e, gt SR et ey

cepto, se incluirdn algunos ejemplos.

4.1.1 Ejemplos

Se presentan diversos casos con los cuales se puede ilus-

trar el concepto de entradas equivalentes::

Ejemplo 1
- Considérese un sistema definido pér la relaci6n entrada-sa-
lida
t .
ylz) -Jﬁ ulo)do
t , -

c

Para determinar si dos entradas w[tc’t@ Y w[tc'toj son

equivalentes, basta confirmar si para las funciones

son_iguales en el intervalg_[to,t]

M,
u = w + A i
z,1]  Uerte [t i
u - W + Ve
2 [£..2, [t,,t]
[t.,4] e’ c
se cumple la igualdad ) : ,
At, /t, r.‘f
y,(t,) . uy {o)do = , uzla)da - ”z(z,) :
e e
para : ' -
ta < t, <z g ,
[ ]
ro como !
pe % % % '
u;lo) do= u;lo) da+ uyloldo L
c c 0 -

es decir -— - —
Yty.2] ° Y[2,.2] ;
‘Informalmente esto significa que dos entradas definidas

en un intervalo [ic,toj son equivalentes si producen el mismo

efecto en la salida a partir de to . Para ilustrar dicho con

y en el intervalo [tc,to) » Uy coincide con w, mientras que en

[to,tJ colncide con 4, se tiene la identidad

[‘o /“1
y,(t,) "% wlo)do + it alo)do




'

De manera andloga, se deduce que
l“'a _ /“'1
Yoltql= w {o) do + rlo)do
24 e 1,
Restando las dos filtimas ecuaciones se tiene que
to to =
y,(t,) - yz(zt,), -_/; w(g)da -_4 w{o)de - -
c [
entonces, para que y’(t,) ~ yz(tll sea cero para toda n[t

0rt]
Yy todo t,en el intervalo [to,t] @8 necesario y suficiente que
(X

) %
w(a)do = wio)dyg !
tc tc .
asf se concluye que para el sistema en cuestién, dos entradas
son equivalentes en to, sl y solo si sus integrales de tc a to,
son iguales. En la fig 6 se muestran tres entradas, de las cua-

les las dos primeras son equivalentes, mientras que la tercera

no lo es a ninguna de estas.

Un sistema fIsico‘que puede representarse por la relacién
entrada-salida del ejemplo anterior se muestra en la fig 7, que
consiste en un tanque con agua. La salida corresponde a la altu-
ra del agua, medida de acuerdo con la escala indicada, mientras
que la entrada cérresponde al gasto ¢ (lt/seg) que puede ser po-

8itivo o negativo. Inicialmente h(tc) = 0,

e -
Fig 6. Para el sistema y(2) = 2[ u{o)ds, las en-

[

bt
to
fw. () de=1
te
'C ‘ 'c" fo
% :
o - Jusfe)dusl \
to' tc 'C : '
:
!
i
|
t
i
!
'c to
b w3 | o
ffwe’('t.)d't.ﬁ’
c
1
' - t
te 2 fo
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tradas Wy; y w, son equivalentes en to, mien

tras que Wz no lo es ni a w; ni aw

7°
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Pig 8. Dos entradas y sus correspondientes salidas para
Fig 7. Sistema ffsico en el,cual la relacién de entrada-

salida es h{t) = Iz qla) do;q(t) representa la . ___._ . . - @l sistema ¢t} = Mt Tg:t ula) - e
entrada, y hi{t) la saiida .
Ejemplo 2 ) ’ ‘ ‘ . . Férmense dos entradas definidas en el intervaIC)rtc,t)
» ansidérese ahora el sistema en que la relacién entrada- concatenando “[tc'to) y &[tc'to) con una entrada arbitraria, '
salida es ' ﬁ? ,tj' quedando dos entradas que se denominarén u;y u, res-
‘ yl(t) = mdx ulo) 7 pegtivamente.
tc<a§;

se ahora que
O sea que la salida en un tiempo t es igual al valor miximo de Supbnga 4

3 ) a = méx ulg)
la entrada en el intervalo [t ,4). En la fig 8 se muestran dos £ <g<t
¢ ) ; _Kglo<ty

entradas y sus correspondientes salidas.

+

En este sistema, dos entradas, u y u, serdn equivalentes en

tiempo to, 8i el valor miximo de u[t t,) ©8 igual al valor méxi . ‘ ' ,
: e’ e

mo de u 1 ,C0mO se muestra a continuacién:
[/tc,/to; )
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a = méx

“ala) ' /
tc:p<to -

y que

g = mdx hlo)
togp<t

entonces las salidas

y,(t) - md x u,(o)

1, 20<2

y,lt) = mdx u,lo)
\ 2 tycoct - !

para 1 > to estar8n dadas por las expresiones

a Si a8
y,(t) *Ys si gra

a 338
yz('t) = 8 B);

y para que y,(t) sea lgual a yz(t) para cualguier n[t 13
0’

(cualquier B), debe cumplirse que a = a, 0 saa que
mix ula) = md x ala)
tcio<to tc:y<zo

El sistema anterior puede corresponder al circuito de la
fig 9 formado por un diodo y una capacitancia, donde el voltaje
ve(t) representa la entrada y el voltaje vb(tl la salida, e ini-
cialmente la Eapacitancia estd cargada con up voltaje negativo

muy grande.

.- | N &

i . ﬂﬂqﬁ-

P

+ }9

¥

+
Vel t) == Vsit)

Fig 9. Sistema cuya relacifn entrada-salida corres

ponde a la del sistema del ejemplo 2

Ejemplo 3
Considérese ahora un sistema en el cual la relacién entre

12 entrada y la salida es

n
ylt) =[signo ult}]

donde 1 es el nimero de veces gque u{t] pasa de un valor positivo
a un valor cero o negativo(que llamaremos camb{od) en el inﬁerva-
lo [tc,t] , Yy sdigno ul{t! =23 una funcibn gue vale ! cuando ulft)}
@s positivo y -7 cuando u{i} es cero o negativc., La fig 10 mues~

trz unra entrada y su correspondiente salida.

Au(?) : ,
ff”\\\ .’//,//" \ -~ ”’.L"‘\\ /4
NS T U
y(t)‘ : :
| | :
+i ) r': | r—
" : d
- & : ;
=0 n=| ; n=2- ' n=3,

Fig 10, Una entrada y su correspondiente salida pa-
ra el sistema y{t)= [s4igno u(t)] ", donde n

es el nfimero de cambios de u(t) en el inter

valo[tc,tj

’
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Un sistema fisico que puede ser representado por esta

relacibén es el mecanismo de trabe que se utiliza en algunos in

-
3y

terruptores e inclusive en diversos tipos de boligrafos (fig 11)
8i {(2) representa la fuerza aplicada al botén y la salida es

la posicibn del mismo, usando la convencidén (-1} si est& afuera

y (+1) si se halla adentro, la relacibén entre la entrada y la sa arte movil 7 y="’|,/
R lida, cuando en ’tc el botén se encuentra afuera, es _ ranura- i e / _
- e o=
m ) . Wl — W
y(2] = [signo §(2)] esfera | //
de / /
acero .
donde m es el nGmero de veces (cambios) que desde tc hasta 4, §{2}) /.7
pasa de un valor positivo a uno negativo o cero en el intervalo resorte < | !
z ,1 . : : . .
[£e:4] , (a) (b) (c)
La explicacién del mecanismo es que cuando se aplica una
fuerza positiva al botén, la esfera de acero, que puede deslizar- ] . y=+l ’ y=-
se Gnicamente dentro de la ranura, gira respecto a la leva de for . //// / @
ma de corazbén en el sentido de las manecillas del reloj (b). Si et B A e e 1 — e /
se deja de presionar el botén (4(£) <0), la esfera se aloja en la @ : w/ //7//
parte superior de la leva, deteniendo la parte mévil (c). De esta / E
forma, el bot6n queda en la posici6n inferior allf permaneceré e———|
) y = —l
debido a la accibén del resorte. A partir de esta colocacidn, al
momento de presionar nuevamente el botén, la esfera se aloja en la . (d) ’ ( e) (f )
posicibn indicada en (d) y cuando cesa de aplicarse la fuerza, gi=-
rard con respecto a la leva por el lado derecho (e) hasta gquedar
oo .. ..Qepositada en la parte inferior de esta (f).
o T - Fig 11. Sistema fisico con la relacién entrada -
Para este sistema, dos segmentos de entrada son equivalen n
, salida y{£} =~ [ s4igno ul(t} ] ", donde n ) .

tes en kt, 8i la paridad del nfimero de cambios es la misma y si
es el nGmero de cambios de u({f) en el
uy (£4-} uylty-) es positivo como se verd a continuacibn* v
intervalo [ £,,4] P

* u.(t,-) indica el valor de u(t,- e)cuando e+¢

Pt
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Considérense dos entradas arbitrarias formadas por la ‘ para cualguier a{t), es necesario que ;‘1 y ;‘, sean ambos pares:
concatenacifn de '.‘[tc.t,)y a[tc,tlj con n[t,-,t_]‘ las mlidas co~ . . o impares, por lo que se concluye que
rrespondientes para el tiempo £, son ; {t) = ;{(t) t:t, R
y (2} = [signo n{t)] : para un a(t) arbitrario, si y sb6lo si R

(£) = [signo az]]" | : . a) ult,-) es-del mismo signo que u(z,-)

-

b) que l;l’ y m; tengan la misma paridad .

donde n y n representan el nfimero de cambios de los segmentos
En la fig 12 se ilustra cada una de las cuatro clases /

de funcién:
cuando se aplican dos entradas a partir de to, una negativa en

w = u Y y w o, +or t, y otra positiva en ¢
(.. 9" “[t,.1,) [£,,2] [, %] [t..t))" [2;,2] 0 0

ich c i r
respectivamente. De acuerdo con dichas ons:.deraf:}ones, para las entradas

mostradas en la fig 13 se tendri que

Si se denomina mg(t) al nfmero correspondiente' de cambios .
- - u, es equivalente a u' ue ambas tienen un nfimg
del segmento de entrada L[‘tl g mientras que m; Y m; se re- 1 q alen a 1porq 31 S
1
. - ) 1 ivame:
fieren a los cambios de los segmentos de entrada xo impar de cambios | y 3 respecg vamente) y

t 2,0 X
u [Eerty terminan con un valor positivo -
u[‘t ,t,] ¢ entonces se tendr&
e ' ‘'De manera similar
m, + m,(Z) si no hay cambio de W en , ’ ‘ u, es equivalente a u',
Sk B . uy es equivalente a u.'s ,
m; + mz(.t) + 1 81 hay cambio de w en 1t ) /
! Y - u, es equivalente a u', ,
de 1 1
¥ gual manera . ’ Sin embargo, u; no es equivalente ‘a u, porque aunque ambos termi
- m; + my(2) 81 no hay cambio de w en 1 nan en t, en un valor positivo, el nmero de cambios de u; es
ne= .
- impar y el de u, es par,

my + szt) + 1 8i hay cambio de W en t, -

Ejemplo 4

Para que haya cambio de w en t,, es necesario que w(%,-)
1 Por dltimo, considérese un sistema con una relacién entra-

- ﬁ(t,-) 863 positivo.- Ademis, a fin de que se cumpla . .
~ - i . da-salida dada por

T+ [signo a(z)] "

[signo 2(2)) " i '
yle) = [ult)] ,
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. clase ! :m_ par,u(t-)>o | | o ' _ \\//} . \UA /\U/E B

. Iy‘(t) . Fu) — ‘ ' o U !

'-.rﬂ L -.r° | | RO | ulft)

- clase 2:m, impar ,u(1;) >0 ) ' \ . 4 t - /-\ é t

250 0 ;
1

-l *1

“~ -

to . b

-1 e

‘ N ' - - -t ' .
clase 3:m, par, u(t;) <0 . : \ /\ .“' t ot : ‘
(1) (t _ )

. A . EE) - o \\~J// : ’//’——“\~_____,/4 - ‘ : i

% te
-1 -t ) Us(t) u‘(i)

. | - . ' ] |
clase 4 :m, impar, u(t5)€0 ' /\ /‘ /: $ : / t

Fig 13, u, es equivalente a u'i para el éistema

Pig..12. Salida para f>f. cuando se aplica al sistema una entrada N ., .. descrito en el ejemplo 3
gue es negativa en £, y una gque es positiva en % habien- )
dosele aplicado anteriormente al sistema cada unc de los : . ) ,
"diferentes tipos. : .
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para averiguar si dos segwmentos de entrada u y 4 sean equivalentes
en to, se forman las entradas w,y w2

w, & u r
1" ety [ty.%]

. « . )

+ ,‘[ta"tJ “ T

Wt e, i

con Ly M[to.i] arbitrarios.

Los valores de las salidas rorrespondientes (2 4 ¥, para

z >ta estardn dados por
y (81 = [n(21] "
y,(2) = [alt)] ?

y como y,(t) - yz(z) para todo 1, cualesquiera dos segmentos

de entradas ure 24) y ﬁ[t £)) son equivalentes.
e (N .

4.2 Clases de eguivalencia

Es fScil verificar que la relacién de equivalencia defi~

nida en 4.1 cumple con las siguientes tres propiedades: ' ”
Dado un sistema S, entonces

a) u, es equivalente a sf misma en cualquier ¢ > tc

b) " osi u’ es egquivalente a u, en to, entonces u, es
equivalente a u; en to

c) si en to, u, es equivalente a u, y u, es equivalen

te a as. entonces u, .es equivalente a u,

De las tres propiedades sefialadas es factible denmostrar *

que el conjunto de todas las entradas definidas en un intervalo

TItc,to) puede agruparse en clases, de modo que cada una esté

formada por todas las entradas egquivalentes entre si.
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De los ejemplos anteriores se tienen distintas clases

de equivalencia, entre otras

a) =~ Todas las entradas cuya integral de tc a to es
igual a un nGmero real k, forman una clase en ta
(ejemplo 1)

b) Todas las entradas cuyo valor miximo en el inter-

valo [zc,tl)es igual a un ntmero real a, forman

una clase de equivalencla en t, (ejemplo 2)

c) Todas las entradas que hasta {, han tenido un
nGmero impar de cambios y su valor en to es posi
tivo, forman una clase de equivalencia en ta
{ejemplo 3)

d) Todas las entradas forman una sola clase en to

{ejemplo 4)

Con base en el comentario que se hizo inmediatamente des
pués de la definicidn de equivalenc;a, dado un sistemg dos en-
tradas pertenecen a una misma clase si las “caracter[sticés' de
las entradas en [tc,to) que afectan el valor de la salida para
tiempos mayores que to son iguales. Estas "caracterfsticas" pue
den ser muy diferentes (como se ilustr$ en los ejemplos anterio
res): la integral de tc a to, el valor miximo en el intervalo
de tc a to, la paridad del ntmero de veces que la entrada pasa

de un valor positivo a uno no positivo junto con el signo en to,

etc.

Entonces, dado un sistema, pueden identificarse (también,
como se efectud en los ejemplos anteriores) las clases de equi-~ °*

valencia de las entradas para cada instante de tiempo. A su vez
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cada equivalencia puede identificarse con uno o varios nfime-
ros reales, de tal suerte que al decir que un sistema en to
estd en la clase de equivalencia X(to), se podrd determinar
" la salida a partir de to cuando se aplique cualquier entrada

definida en el intervalo [to,t]. Asf no es necesario conocer

la entrada que se le ha aplicado al sistema de £, _ a %,, sino

la clase de equivalencia a la cual dicha entrada pertenece en

to.

4.2.1 Propiedades de las clases de equivalencia

Como para los sistemas causales la salida en un tiempo &

estd determinada por la entrada u en el intervalo [tc,tj, esto

es
(2) =S {u }
y L-’tc_"t.] 4 e
y ademis
“Poed]” “Teeetp T “Ltpt]
-entonces

ylzy -;ZS}{.M.IIA"%) + “re vq}

De acuerdo con las consideraciones en secciones anterio

res, para € > to, “[t ) puede remplazarse por cualquier ele
e’ o

mento que pertenezca a su clase de equivalencia, entonces para

t>1 y(t) depende de la clase de equivalencia de la entrada

0’
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De la Gltima ecuacién y haciendo & = to, puede deducir

se que

ylty) = F{ X2y}, u[‘o"oJ}' §Lxiey), ult,)]

lo cual significa que §, la funcién que determina el valor de
la salida en cualquier tiempo to, depende - inicamente de la
clase de equivalencia de la entrada aplicada hasta entonces y

el valor de é&sta en to.

Volvicndo a hacer referencia a los ejemplos de 4.1.1,.se

ilustrarin para cada caso las funciones § yF. '

Ejemplo 1

En este caso, cada clase de equivalencia ¢n, un tiempo ar-
bitrario to se caracterizaba por la integral de la entrada des
de tc Yy to, por lo que resulta natural denominar a cada clase
por el valor de dicha integral. De esta manera, si al sistema
en cuestifn se ha aplicado una entrada u en el intervalo tc.to)
que pertenece a la clase h,, entonces la salida que se obténdr&

al aplicar un segmento de entrada “[t t] serf
ol

z
y{z) = k, + / ufo) do

en to y upo'” + 1o que se denota como

1 to
porque t f z, t
yit) = i u{c)do= * u{g)do+ g ulo)do=
c B c o 0

gla) = F IXigg), g o)

donde X(to) es la clase de eguivalencia a la .cual pertenece

u[tc't&

. z
= h, + I u{o)do
0

de esta forma

z
FORpU e e By ® [* woree
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y cuando t = t,, se tendri F{ky, u[tortal}g 6[k1'“(t0)J " &y

Un sistema fisico que tenig‘la relacién entrada-salida
/ z
y{t) = % u {o)de
c

consistfa en un tanque en el cual la altura del nivel de agua

————e———

representaba la salida, y el gasto q la entrada. Para ese sis
tema fisico, ¢qué significado tiene que hasta to se ha aplica
do al sistema una entrada que pertenece a la clase de eguiva-
lencia k ?. La respuesta es sencilla: significa que en to_lg

altura del agua en el tanque es k., Este rqsultado es inmediato

cuando se observa que la salida en el instante to es
to :
,y(Io) - l. ulo)do = k
c

entonces, en cualquier momento Z basta conocer la altura del

agua en el tanque para determinar la clase de equivalencia de
la entrada aplicada al sistema desde tc a 4. Conociendo dicha
clase y la entrada que se le aplicarid al sistema, puede deter-

minarse la salida futura mediante la funcién F.

Ejemplo f

En €1, las clases de equivalencia de las entradas se ca=-
racterizaban por el valor miximo de estas desde tc a to y cada
clase puede ser identificada por dicho valor. De acuerdo con
esa nomenclatnré, es factible entonces establecer la funcibn F
para el sistema en consideracifin. Conforme al desarrollo del
ejemplo, s8i al sistema se le ha aplicado hasta to una entrada
que pertenece a la ctlase de equivaléncia k, entonces la salida

en un instante ¢ > to cuando se aplica después de Io el seg-

‘

mento de entrada “[t tJ cuyo valor miximo es 8, estard dada
ol .
por
k si k>B
ylit) = ~
B si B>k

la cual puede escribirse como

ylt) = méx [ k,ulo}]

1, 20«

v

o0 sea que el valor de la salida es igual al mayor de k szdx :(a)
. <g <

0
as{ que

F{k, u = mixf[k,u (o)
{ » [ta , tJ} ) p ({ » J
Y cuando ¢ = to , entonces

v

F{ b., u[zarto.]}. 6[h' u(tO)J « mdx [h, u(ta)l

Bl sistema ffsico presentado en la fig 14 tiene la relacién

entrada-salida

ylt) = méx ulo)
1, so<i

cuando se identifica a Ve(t) como la entrada y VA(t) como la

salida.

En dicho sistema, la clase de equivalencia en t, a la cual
pertenece un segmento de entrada “[tc,t,) aplicado, es igual al A
valor del voltaje de la capacitanéia en t, Y, en cualquier ins
tante, basta medir el voltaje Vb(t) para establecer la clase
de equivalencia de la entrada aplicada hasta entonces; por tanto,
podra determinarse la salida futura cuando se conozca la entrada

que se aplicard a partir de %;-
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Ejemplo 3

Considérese ahora el sistema del ejemplo 3, en el cual

se tenfan cuatro clases de equivalencia en t, formados por:
entradas en que m; es par y u(t,—) > 0
) entradas en que m; es impar y u(t,-)> 0
entradas en que m; es par y u(t,-) <0
entradas en que m, es impar y u(t,-)< [}

51 las clases anteriores se denotan como 1, 2,.3 y 4 res-
pectivamente, entonces X(to) podrd tener finicamente estos va-
lores. Asf, cvon dicha nomenclatura, puede establecerse la fun-
citn ¥ {X(¢,), u

ol “pey,e17
S1 se significa como-nz(t) el ntmexw de veces que u
. [to,t]

pasa de un valor positivo a uno no positivo, entonces (fig 13)

[signo wiz) J™2E*T (o e 1« 0
F{1, “.[to,tj}' : i
[signo ufz)] mg (2] a4 ult)) <0

) mg { t)
[aigno ult) ] z 34 u(to) < 0

F{ 2, .
“[zo,q} ] my (211
[signo aulz) ] ~84 ulty) > 0
) m, () '
LS, upe, e [sdeno ult) )

i (1, u(to)] = adigno ulty)

L]
-—

§ [2, u(tO)]

"
—

§ [3, uityl]

§ [4, ulty)] = sdigno ule,)

Debido a que en cualquier instante to, la localizacién

relativa de la esfera con respecto a la leva, junto con la en

trada que se aplique a partir de entonces, determinqrén la sa |

lida para valores de 1 > to, es posible establecer una corres

pondencia biunivoa entre dichas posiciones y las clases de

equivalencia identificadas (fig 14).

-

——— .
- o = = —
A . . R

clase |

.~ clase 3 :

mz(t)+1

F{4, u[to'iﬂ} = [ signo ult) ]

Y cuando se tie = ) v
iene & = 2,, F{ N’u[to’toJ} = f [N,”(to)] y como

mzlt) es cero (no ocurren cambios), se obtienen las siguientes

‘igualdades :

Fig 14. Relacién entre las posiciones relativas

de la esfera y las clases de equivalencia

del ejemplo 3.
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5. El concepto de estado : -

La definicién de clase de equivalencia se circunscribi$

A sistemas causales: en dicho caso, las clases de equivalencia

se denominan comunmente estados del sistema.

Ahora bien, de acuerdo con las definiciones anteriores,____*;___.__;

se puede escribir la siguiente relacifn
(2) = F{ x{t,), u
y o)r ree)?

o sea que el valor de la salida en un instante £ > {0 depende
Gnicamente del estado en que se encuentra el sistema en el ins

tante £, y la entrada en el intervalo [%,,1]); ademis

yle, )= Fo{ Xitghoure 33" § [xity)), ulty)]

Esta Gltima ecuacién, como ya se dijo, significa que el va -

lor de la salida en cualquier tiempo to depende finicamente del

estado y el valor de la entrada .en ese instante.

‘Debido a que las clases de -equiwvalencias de las entradas
(o los estados) tienen un significado ffsico preciso, resulta
natural preguntar cSmo evolucionan &stos, o sea que dado un siste
mA'en dn estado X(t ), ten qué estado estarf el sistema en un

tiempo t, tv cuando .se aplica un segmento de u[ta'tlj

Lo anterior tiene importancia a trawés de la funcién {: si
8e vonocen en un instante el estado'y el valor de la entrada, se
podrd determinar el valoxr. .de salida.

Ya gue

ylt) = F{ X(to)f u[to,t,] + u[t,,d }
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el estado en t, de un sistema, que se halla en ta en el esta
do X(to) y se aplica el segmento de entrada ﬁ;a'tﬂ , estd
bien definido, pucs corresponde a la clase de equivalencia de
la entrada formada por la concatenacifn de cualquier elemento
que pertenece a X(t ) con “[t .t ).Entonces existe una fun- ]
cién ¢ gue relaciona el estado de un sistema en un instante con o
el estado del sistema en otro instante posterior cuando se le
aplica un segmento de entrada entre estos dos tiempos. Dicha fun
cién tiene como argumentos el tiempo final (t,), el segmento

de entrada (u), el estado inicial X(to) y el tiempo inicial (to).

Para denotarla se utilizari la nomenclatura: -
¢{‘t1' u, x('to)l ‘to} . -

5.2 Ley de evolucibn de estados. -

Para cada uno de los ejemplos tratados anteriormente es
posible describir en forma explicita esta ley:

a) En el ejemplo 1 como la salida (el nivel de agua
del tanque) era igual al estado, entonces la ley
de transicifn es Py

1
X{t,}) = ¢(t,, u, kR, £,] = k+ { ulo)do
1 1 0 0
b) Para el ejemplo 2, como también la salida en un
instante es igual al estado en ese momento, la
funcin ¢ es: x{f;) = oltyuya,t,) -tmax Lagulo.
029<%,
c) En el ejemplo 3, el estado del sistema no es igua

a la salida. La funcibn ¢ puede darse en forma

tabular como a continuacifn se indica:
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evolucibén del estado en dos etapas: de to a 'tl y de ‘tl a t,

ENT RA DA (£ig 15). )
fcanbios de u {41 PAR I MPAR , )
signo de u(¢,) + | - e - ’
signo de ult,-) + - + - + - 4 - . V . . i
1 _ " x(t,)=¢ft, 01, 0,1, ]=
1 . 1 3 ? 4 ? 4 ! 3 ' '
ESTADO . .
2 4 2 4 1 3 1 3 2 4
3 1 3 1 3 2 4 2 4 ’
INICIAL
2 4 2 4 1 3 1 3
asf, si el estado en {-0 es 3, y la entrada : ~
N
que se aplica es u(t)=¢-1 y el tiempo final '
2 ;
es {*4, el estado allf serd I, o sea : . . \
' . = . . s e - ey — P, . ] |
X(4) =1 = ¢ (4, £~-1, 3, 0) C }
’ Fig 15. Esquema de 1 lucibn d I
porque el segmento de entrada no tiene nin- g q a evolucibn de estados ‘
|
gén cambio de un valor positivo a uno no po
ivo, La ley de evolucidén de estados, junto con la funcibén 6~
laci i
wi4<) > 0y uldi<, que relaciona el estado y el valor de la entrada en un instan
te con el valor de la saiida, alll formen una descripcién equiva s
La ley %e ewvolucién de estados, ¢ ,cumple con la propie ' '
= lente a la original de entrada-salida cuando el sistema es cau
- dad X{t,)= ¢{ t,,u, X{t,),2 = oft,, u,oft,,u,xl(t,),2,],4,} .
1 { 1’ 9"’ 0} { 1 [ 2r Tt 0]' ' sal. La ventaja que se obtiene con esta nueva descripcibn es .
para cualquier £, en el intervaloe (¢,,¢;]. » que dado el sistema, es posible determinar la salida a partir
La relacifn anterior significa que si un sistema se en- de cualquier instante, si se conocen el estado en que se encuen

———

___cuentra en un estado X{f,}, y se le aplica una entrada Ure 20, : tra y el segmento de entrada que se aplicari a partir de enion-
) : [/ |

» ces. En la fig 1§ se muest 1 i ipci
. .+l estado en el tiempo X, Be-determina unfvocamente. Sin ambargo, g 1% muestran las diferentes descripciones de

] . un sistema:
dicha evolucién puede comsiderarse de otra forma equivalente, de
bid¢ a la propiedad-de unicidad del sistema: se toma um tiemw ak Se parte d¢ una descripciln emtrada-salida { i). .

bitrario 2, que pertensace .al intexvalo (t,,t,) Yy se considera la o : Con la propiedad de causalidad se pusde representar .




el sistema mediante una relacifén entrada-salida

. ' u
i [t @) — S y[rc,cn)
/ entre segmentos de funciones ii). Cuando se intro- }

} ) duce la definicidn de estado, es fa_c;iblc,, Geueri- 4 e T
bir el sistcma mediante una funcién que relaciona ' . ) +
. Propiedad de causalidad .
ol estado y un segmento de entrada con un segmento. ~ = 7
B o ————y
i« - e & salida (iii). Por filtimo, con la ley de evolu-
. ! /
cién de estados se describe €1 sistema a través de v — y
ii) [tct]—> S |—=> [tt]
dos funciones: una que determina el estado final a
partir del estado inicial y un segmento de entrada,
y otra que determina el valor de salida en el tiem ‘ +
] ) Definicion de estodo
po final a partir del estadeo final y el valor fi- . : Y

AR 4

nal de la entrada.

~ . S u[tc.t] = u[tc,to) u[to.t] ‘
i) ' \ | Lﬁ F—"[t1]

/ ‘ , v . | X (1)

i

+
Ley de transicion de estados

: ' ‘ : u[rc,t] = u[tc,to) * u[to.t) * u[t.t]
P - ‘ » o i . . \U/
: : ult)

v . v ' L——’ f }—e Y-
¢ ‘—xm——?

CL PR PR— .

Fig 16. Cuatro maneras de describir un sistema y

sus interrelaciones



Capitulo 3 |

CLASIFICACION DE SISTEMAS DINAMICOS
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1. 1Introduccién

Los sistemas dinSmicos, o sea aquellos que son causales y de~-

terministicos, pueden clasificarse de acuerdo a varios criterios:
nlmero de estados, linealidad de la relacién entrada-salida, inva=~

riancia con el tiempo de la relacifn entrada-salida, etc.

En este capftulo se establecerin dichas clasificaciones las

'cuales serfn ilustradas con ejemplos.

2. Clasificacién de acuerdo al nfmero de estados -

La primera clasificacién se hari de acuerdo con el nfimero de
estados diferentes en que se puede encontrar el sistema, o sea con
forme al ndmero de clases de equivalencia de segmentos de entradas;

asi es factible distinguir los siguientes tipos de sistemas:

a) Si golo hay una clase de equivalencia, o sea que todos los seg



mentos de entrada son equivalentes, entonces, el sistema es

\
algebraico.
b} Si el nGmero de clases de equivalencia es finito, se dice que
el sistema es un autdmata finito.
~ ¢) Si el nGmero de clases de equivalencia es infinito pero nume-

rable (esto es, que existe una correspondencia uno a uno en-
tre las clases de equivalencia y los n@mero natuéales 1, 2,
3...), el sistema es un autfmata dnfindito.

d) Si existe un nmero infinito no numerable de clases de equiva
lencia, pero se puede establecer una correspondencia biunivo-

ca entre los n@meros reales y las clases de equivalencia, en-

tonces se dice que el sistema es de parfmeinros concentrados.

e) Si existe un n@mero infinito no numerable ¥y adem&s no es posi-
ble establecer una correspondencia biunivoca entre los n@meros

reales y las clases de equivalencia, el sistcma es de pardre-

thos disinibuidos. S

A contincacibn se desglosarén las definiciones anteriores y cada

caso se ilustrari con un ejemplo.

———29.1 8istemas algebraicos

(%)

algebraico.

Ejemplo

considérese una bascula ideal cuya entrada es la funcién del
tiempo que representa el pesc que se coloca en ella, y la salida
se toma como la funcién del tiempo que representa la desviacién de
la aguja indicadora del peso. En dicho sistema, el valor de la
salida en el tiempo t, depende Gnicamente, si la b&scula es ideal,
del valcr de la entrada ethI y es independiente del peso de los
cuerpos que se hayan colocado sobre la b&scula anteriormente. Por
esta razdén, a los sistemas algebraicos también se les denomina

amnésicos.

En el ejemplo de de la sec. 4.1.1, cap. 2, se presenté un

sistema cuya relacién entrada-salida era:

ylt) = [ule]?

y como se demostré que todas las entradas pertenecen a la misma

clase de equivalencia, el sistema es algebraico.

2.2 Automdta finito
Si para cualguier tilempo %, el n@mero de calses de equivalen

cia de las entradas es finito, se dice que el sistema es un auté-

mata finito.

En el ejemplo 4 de la sec. 4.1.1, ap 2, se presenté un sis-

si para cualquier instante de tiempo, £, todas las entradas

perternccen a la misma clase, el estado eés Gnico, Y el sistena es

\

tema que tenia cuatro estados diferentes: por lo tanto, es un aut§

“mata finito. T v

7

4




2.3 Autbmata 1nf1n1to

Los autbmatas InfiAItds Sén aquellos s15temaskgggi8;¥cuales se
puede establecer una relacifén biunfvoca entre las clases de equiva
lencia y los n@meros naturales; por ejemplo, considérese el siste
ma creado en tc = 0 cuya relacién entrada-salida es

a(z)
ylt) » 7§

g u(h)} . ‘ v ' f
k=0 ’ ' ' ‘

donde la funcién g estd definida como

gla} = mayor nfmero entero menor o igual a a

de esta manera, el valor de la salida del sistema en un tiempo ¢
es igual a la suma de los valores enteros g[u(o)] , g[u(l)] yesay
g [u(N)] , donde tyN>2t-1,

No es diffcil verificar que dos entradas, U; y u,, pertene-

cen a la misma clase de equivalencia en to » 8i y solo si

g(zo

t,)
Q[u (hﬂ gz Q[uzlkﬂ

Pero como g[u, (h)] es un nfimero entero y la suma de estos
también lo es, a cada clase de equivalencia se le puede hacer co-
riesponder un nmeroc entero y viceversa, de tal manera que a dos
clases de equivalencia diferentes les corresponden dos nfimero dis

tintos, por lo que el sistema es aufomala infinito.

2.4 Sistemas de pardmetros concentrados

Cuando existe una correspondencia biunfvoca entre las clases
de equivalencia de las entradas para t>tc y la lfnea real (todos

los nfimeros reales), entonces se dice que el sistema es de pard-

. metrnos concentrados.

En los ejemplos 1 y 2 del cap 2 (sec 4.1.1), se presentaron
dos sistemas de pardmetros concentnados, porqué en ellos se podia
hacer corresponder a cada clase de equivalencia un nfimero real,
y viceversa. Sin embargo, como es factible establecer una corres
pondencia biunfvoca entre los numerus reales y los vectores de n
dimensiones cuyas componentes son reales, se puede, en un sistema
de par8metros concentrados, definir una correspondencia biunfvoca
entre las clases de eguivalencia y un vector de n dlmensiones con
componentes reales. Cuando la seleccibn de n- se hace de tal modo
que sea el nfmero mis pequefio con el cual la Ley de transicién de
estados es una funcién continua, el sistema de parfmentros concen
A contihuacién se presentar8 un ejemplo

trados es de dimensién n.

de un sistema de pardmetros concentrados, de dos dimensiones.

Ejemplo:

Considéresa el sistema esquematizado en la f£ig 1 que consiste en

una masa que se desliza sin friccibén sobre una superficie. .

ST RS
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. d
pero como la derivada de y con respecto al tiempo (a%), que es

Fuerza u(t) ) " 1a velocidad de la masa {v), estd dada por

M

77, IS 7

/ | | . . _
ﬁ-———» y(t) ‘ vit) = &2 yie) =jt ulo) do dv .
. [ !

Fig 1. sistema de dos dimensiones - : : 'y observando que el primer término del lado derecho de la ecua

" cibn es y(.to) y el segundo esjz v(to) dr, se concluye que
o .

i

En 'tc la masa esti en reposo (velocidad cero) y la posicién
inicial es y=0. Cuando se considera la fuerza ucomo la entrada t T
y la posicidén de la masa como la salida, la relacién entrada-salida y(e) - ‘-’“to) * “"o’ V('ta) +j.t jt ulo) do dx
‘ 0 0

esti dada por

B . -
Bt s R

' Llevando a cabo la integral del segundo t&rmino, se obtiene

jie) =S5 F o) do e
do M o e . : ' ) o
cuando a ] ) yit) = ‘-’“o’ *“t"to’ v(,to) +_[Zo f‘to ulo) do dr . B

si se divide el segundo intervalo de integracibén en dos par-

tes, de ‘tc a -to y de .to a 2, se tendrd
’ De la expresién anterior se puede conclulr que dos entradas,

w y 4, son eguivalentas en to, si y solo si las salidas correspon

1, % 1 T
y(t) ,f f ulo) do dr + j f ulo) do dr i dientes (%) y y(t) junto con sus derivadas son iguales en
tc .tc .to ‘tc- ’ / = .to, ya que para que se satisfaga la igualdad

v

—— del segundo término en dos partes, de 'tc. a to ¥y de -to art, se ten — —

ars gle) - gle) = Gley) - gley) ¢ (2-2,) Vlty) -(4-2p) vity) =0

t 1

1, 1

070

to % £ % . . . .
ylt) f f ulo) do dr + f / ulo) do dr +f S ute) do de : B N ‘
’ 1, -tc to 1, : . ! . .




para cualquier t>to es necesario y suficiente que

2,5 Sistemas de parfmetros distribufidos

y {2yl = gy (£,)

dj . dg (t,)

Gl = H e

De esta manera, para especificar la clase a la cual pertenece

una entradasbasta con determinar dos nGmeros reales y(ta) y g% (ta).
Esto es, dos segmentos de entradas (fuerzas) son equivalentes en to,
si tanto la posicifn como la velocidad de la masa en to debidas a
ellas son iguales, y por tanto, el sistema es de dos dimensiones,

porque cada estado se identifica por dos nfimeros reales.

Sin embargo, puede hacerse una identificacién distinta de los
estados; as? por ejemplo, si se especifican dos nGmeros reales,
. d
9, (ta) Y w, (to), que estfn relacionados con y(to) y 3% (tol

mediante
wplt,) = 3yle)) « 34 (2,)
wplty) = glegl - 4%4iz,)

dos entradas pertenecen a la misma clase cuando los valores de

wy (2, Yf"z“o’ que producen son iguales; por tanto, la represen-

tacién del estado no es dnica.

Son agquellos en los cuales a cada estado le corresponde un

segmento (o segmentos) de funcién y viceversa. Por ejemplo, con

sidérese el sistema esquematizado de la fig. 2 que consiste en una
. banda transportadora en la cual se deposita arena mediante una

tolva colocada a una distancia X del extremo de la banda, la gue

se mueve a velocidad v en el sentido de las manecillas del reloj.

Tolva

R

G e
° Velocidad
( |

Banda transportadorg \

. .a——— Gasto y (1)

=

Fig 2 Sistema de #ar&metros distribufdos

S§i se considera como entrada la funcién del tiempo que re-

. Presenta el gasto de arena en la boquilla de la tolva y la salida

el gasto en el extremo derechode la banda, la relacidén entrada-sa

lida del sistema en cuestifn es
v
ylt) = ufz I)

porque el gasto en el extremo en un instante es igual al gasto en

la tolva Y/x segundos antes,
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Un sistema que tiene una relacidn entrada-salida de la forma

y(t) = ult-T)

se denomina reiraso de T unidades, y para determinar cuando dos

entradas son equivalentes, se puede proceder asi:

'

Se toma un tiempo arbitrario to, y al observar que y(t) en el
intervalo [to, to + T] es una réplica desplazdda de la entra
.da uft) en [to-T, to] , entonces dos entradas serén equiva=
lentes Gnicamente si coinciden ‘en este Gltimo intervalo (fig,

3), por tanto, se requiere del segmento u[tO'to_T] para espg

11 !

En este libro se estudiardn coh particular &nfasis los siste
mas en los cuales la ley ce evolucidn de los estados se representa
por una ecuacidn diferencial vectorial de primer orden y de la for

ma

$exlt) = 2ie) = g [xi2), wit) , 2]

donde u es la entrada y X es el vector de n componentes reales que
representa el estado del sistema en el tiempo Z. Para estos siste
mas la salida y(t) se da mediante una ecuacibn de la forma

yit) = g xle), ale), 2] S

Estos sistemas son din8micos de pardmetros concentrados y de n di~

mensiones, que por brevedad se pueden denominar como "sistemas de

n dimensiones".

3. Sistemas lineales. Sistemas invariables con el tiempo

Existen dos propiedades adicionales cuya posesidn hace que
el anilisis de un sisfema sea particularmente elegante y sencillo: |
linealidad e invariancia con el tiémpo. Los modelos lineales e
invariables con el tiempo no solo son importantes por representar
uﬁa extensa clase de sistemas, sino ademis por el hecho de que

bajo ciertas restricciones muchos otros sistemas fisicos pueden

aproximarse por dichos modelos. . ) Q

En esta seccifn se supondri que el estado se representa por

" ecificar la clase de equivalencia de la entrada. —
U
~
] { ]
i to=T to to+T t
Uz
| 1 |
] to=T to 14T t
Y,
Y) o
e ! -
, 3| to-T to to+T 4
' .
Fig 3. Las entradas u, Y u para el sistema yi{tj = ‘w{Z-T)

{
)
pertenecen a la misma clase de equivalencia en % ,
porque coinciden en el intervalo rzo-T , tO]
. & B

un nfimero finito (o infinito) de nGmeros reales y se hard referen .
cia a las propiedades de linealidad e invariancia de las represen-
taciones y no de los sistemas mismos, porque como se comentd ante

riormente, la representacibn del estado de un sistema no es Gnica.
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Sin embargo, en algunas ocasiones se hablaiﬁ, por abuso del Una primera prop}gdad dice que la respuesta de un sistema lineal
’ S ———

. T é8'la suma de dos partes: una debida al estado inicial xlty) y

. i a entrada u. Pa ducir esta iedad b h
tiempo", queriendo realmente decir "representacidn lineal de un la otra a 1 rada ra deduc T esta propiedad basta hacer

sistema" o "representacién invariable de un sistema”. en la ecuaci6n de la definicién k = Tixg(t,) = 0,uy = O,u, = u,

y xy(£y)l-= x (£;), con lo que resulta:
\3.1 Linealidad » )
Se dice que la representacidn de un sistema dinimico es - o F fx(tol. u] - F [l(tolh01 + F [O,u]

Los dos términos a la derecha de dicha ecuacidn corresponden’

lineal si para cualguier to’tc’ tepdas las entrada %] Y 4y de=

finidas en [to,t] , todos los estado x,(to) Y xZ(to) y cual-

1 Gmero real k se cumple gue s ) respectivamente a la solucifn homogénea Y a la solucibfn particulanr
quier n g

. encontradas al resolver ecuaciones diferenciales lineales.
BF (x18)), u;} + kF (xy(2)), uy} « F {k[x,(to) + xz(toll. Riugjtug)) . N

Una segunda propiedad que se puede deducir de la definicibn

Uy ’ - de linealidad es gque
+ :
i Fof—Y
! U + F Lo, up v ug) =F {0,u;) +F (0,u,)
2 AN
.Y
- o Pt xteg), 0} - F [, 0]+ F [h10), 0]
-+

Estas indican que la salida debida a la suma de dos entradas,

Juando el estado inicial es cero, es igual a la suma de las sali-

«das debidas a cada una de las entradas Y, ademds, que la salida

3

Fig 4. Condiciones para linealidad de un sistema

. que se obtiene con la suma de dos estados iniciales Y entrada nu-

Se pueden deducir algunas propiedadés interesantes a partir de la es igual a la suma de las salidas debidas a cada estado inicial
e

la definicién anterior que ayudarfn a comprender mejor el concepto pPOor separado. Esta propiedad se llama ‘“p¢4poticiﬁn o aditividad.
a defini

tacién lineal de un sistema Por Giltimo, a partir de la definici8n fundamental, se obtienen lag
de representacidn .
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siguientes propiedades:-

F (o, kuld = rF lo, ugl

FLE xl2y), 0]« &F[ xlzy), o] !

que equivale a afirmar que si el estado inicial es cero, entonces
al multiplicar la entrada por un egscalar k se obtiene k veces la
salida debida a la entrada original y de igﬁal forma si el estado
inicial se escala por un factor k con entrada cero, la salida se
escala proporcionalmente. Esta propiedad se llama homogeneidad.
Debe hacerse notar que la. representacidén de un sistema dinimico es
homogénea y aditiva,si y solo si la representacién de &ste es 1i“

neal.

La importancia del concepto linealidad proviene de las siguien
tes consideraciones:

.Supéngase que para un éistema con una representacidn lineal se

conoce la salida preducida por un conjunto de n entradas Uy

Uy, J..un cuando el~estado inicial 1(10) es.cero, o sea se Cong

cen g,(t) tales que - _ .

15

z/;(t) =F Ax (2], 0); < = 1,2g....m
Supfngase ahora que se cuenta con una entrada 4 y un estado
inicial x(to), arbitrarios..- ¢Puede @ntonces conocerse, a
partir de las yilt) y las zi(t), la respuesta del sistema
cuando u es la entrada y x(to} el estado inicial?.
Es decir, se desea conocer ,
g(t) = F [ x(to), u] -
La respuesta es afirmativa si se puede expresar 4 como una
combinacién lineal de las Uio ¥ 1(:0) como una combinacidn
lineal de los li(zo), e8 decir, si se pueden encontrar ag ¥
ﬂi tales que
n
u = igl a, U,
m #
x(t,) = [ 8, x, (¢,) .
a il “‘ 4 0

81 éste es el caso, entonces, utilizando las propiedades de

linealidad de la representacién se tendri

. n n
e g L L e v

yilz)- F. (0, uil L= 1,2, ouun

Y ademds se conocen las salidas debidas a m condiciones iniéia

les i,(za), Ez(zo)'a cuando la entrada es cero, esto es

. - m EEU .
',21 8. F [l¢(t0)' 0] ARVLY: Folougle
‘-. ‘- -
\
m % !
- 8. + a . y
Lg, L “4 Lfl L 7L :
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3.2. Invariancia-een el tiempo

Algunos sistemas tienen la caracterfistica de que los andlisis~
que se efectfian en un tiempo determinado son vdlidos para cual-

quier otro tiempo, es decir, sus propiedades son invariables con

" traslaciones en el tiempo.

Ejemplo:

Considérese un sistema que en el tiempo £ = 0 se halla en

el estado X, Y que al aplicdrsele 1. enivada ¢ produce la sali-

da y (fig 5).

ol

Fig 5. Salida ¥ de un sistema a una entrada u

Por otra parte, sien el tiempo £ - T, el sistema se halla en .

el estado Xy, Y se le aplica la entrada u

alt - T) = ult)

" que produce la saliday,. si la relacidn entre las salidas es tal

que y(t - T) = y,(t) (fig 6); se dice que el sistema es {nvaria-

ble con el tiempo.

=2

! ~
N1
—s F |—»
P ///’—~\\\\ Pt
ol T v ? o7 ~ T

Xo

Fig 6 Eifecto producido en la salida al retrasar la en-

traca

PEES

Para introducir formalmente el concepto {nvaxiancia con-

viene dar la definicidén de #4ctraso.

Un sistema K. (retraso) es aquel enm el cual la relacién en

trada-salida es
ylt) = alt - T) = R {ult))

{(ejemplo de la sec 1.5)

'

La representacibén de un sistema es {nvariable con el tiempo

cuando

y(’t] =F {liov u[‘tort],} . .

‘implica
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ylz - 1) - Rr{yrz)]=r{xo;n_, luge,,2])?

Esto es, la salida retrasada es idéntica a la que se ob-

tiene con la entrada retrasada (fig 7).

s

tético gue envejece y que por ello cambia de caracterfsticas »
(por ejemplo, su elasticidad es K = Koe-t) no serd invariable
con el tiempo, porque una fuerza de magnitud 60 aplicada en 10

producird un desplazamiento: .

(=3

¢ : | .
, .

y0=

|

taY

Rt » F e = —L o F R1T1—-—-——4> —
N I pero cuando otra fuerza dela misma magnitud se aplica en £-25,
el desplazamientc serd
X (o] . Xo , - -
Y 0 ° bg
R e J— K o 25 — S

Fig 7 Sistema invariable

Ejemplo: ‘;

TSmese por caso un iesorte, de constante de elasticidad K,
Y supdngase que la entrada es la funcidn del tiempo que represen-—
ta la fuerza aplicada al mismo y la salida es la funcidn del tiem
PO que representa su elongacidn. S; el resorte es invariable con
el tiempo, cada vez gque se le aplica una fuerza ‘60,‘se alargara
una distancia Yyr independientemente del instante en que se apli-

que la fuerza, asf que

Yo" 2

Sin embargo, si se toma un resorte hecho de un material sin

gue es diferente al caso anterior.

4. Sistemas continuos y sistemas discretos

Hasta ahora se ha considerado que la variable & puede tener
cualquier valor real; Yy cuando &ste es el caso, se dice que
el sistema es coniinuo. Sin embargo, existe otro tipo de siste-

mas para los cuales el modelo que los representa admite que la

variable 1 tome Gnicamente valores discretos, por ejemplo: {0,
1, 2, ..., n, ...} o bien {1.25, 2.50, 3.75, ...}. En este caso,

se dice gque el sistema (o més correctamente, su modelo ) es di4-

crelo.
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Como ejemplo del dltimo caso considérese que en un banco - Si el sistema din&mico es lineal, cada una de diahas estruc
’ —

oq i1 -~ - - 3 " e s
se deposita el primero de enero un capital CO Supbngase ade~——— turas toma la fo .

—————

mds que dicha institucidn paga intereses el dfa ditimo de cada. -
, me; con una tasa < sobre el capital total acumulado hasta la i‘.(‘t) - .A.(‘"-) .’ﬁ(‘t) + B(2) i"t)' ’
fecha y que estés pasan a formar parte del capital. Si se lla- . ‘ )
ma 0 al mes de enero de 1972, y 1 al de febrero, etc., la ecua- ‘ . ,‘!_(‘t) = Cl2] x(2} + D(2) ulz)

cidn que determina el capital al principio del k-&simo mes es

donde Al%}, _B_(-t),' cltl y _?(t){ son matrices y
_ Clkl = (1+4) Clk-1) _ ) ~
) f 2ty ) = FU£) xity) + Gle,) uizy)

\ esto es, el capital en un mes determinado es igual a (71+<{} ve-

Ligy) = Kz alg) + 1ig,) aity)

cas el del mes anterior. ) » SR TS .
‘ : en las asuvezF(2L,), Gle,), Hit,) T
\ ' Como se menciond al final de la sec 1, los sistemas din&mi e = gl 2120, El&p), 301240 tanbidn son
! . matrices.

cos que serin objeto de estudio en este texto, tienen la siguiente :
Finalmente, si ademfis de la propiedad 4¢ linealidad sge afiade

estructura:
la de invariancia, se obtienen las sigulentes estructuras:
: 8 = grxle), wit), &) . ‘
' - x(2) = A x{t) + B ufz)
- ylel = g[xle), alz), 2] = =

donde x representa el escado, u la entrada y ¢ la salida. En
cuanto a la estructura correspondiente de los sistemas 'dj.scre- y(,th) . il(‘th) + J u,(,th)

tos &sta es

an este Gltimo caso, cada una de las matrioces oq-cultanto/.
2yt = fix(e,), ult,), k]

ylg,) = gfx(t,), ule,), o]
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5. Sistemas dinfmicos de par&metros concentrados

Aqui se verd que los sistemas continuos, en que la entrada
uit) v la salida y{i) cumplen la relacidén dada por la ecuacidn

diferencial*

: g s h g ), g, Ly, wte, ] ()
admiten una representacién mediante las ecuaciones

x(2) = § Txl2), u (2], 2] : 2a

yl() = g [xl2), u (2], 2] : 1)

donde ljt) es uh vector de n componentes, que bajo las suposicio
nes de determinismo y causalidad del sistema, representari el es-
tado en el tiempo £. De esta manera, estos sistemas son dindmi-

cos, continuos y ge dimensién n.

En forma similar, es posible demostrar que .los sistemas en que
la entrada ulk) y la salida y:2) cumplen con la ecuacibn de dife-

rencias

kel
[~
P
"
o
¢
=
-
=
~
w

donde xlk) es un vector de n dimensiones que representa al esta-
do del sistema en el tiempo k. Por esta razén son dinémicos y

discretos de dimensidn n.

Considérense inicialmente los sistemas continuos. Primero se
verd que es posible escoger Xy de tal manera que la ec 1 sea

eqguivalente a las ecs 2. En aefecto, si éstas se definen

x’(t) = y(1)

y(J)(t)

%

x, (2]

S
xe) = g "1
entonces, de la ec 1
(£}, ... x (2], wlt), t]

y(")(tl — {xn(z}, x

Ademés

ylhen) = h [ylesn-11, yleen-2), ... ylkl, wlkl, k) (3]

pueden describirse también mediante:

* La notacidn y[m)(t) indica d" i)
) ——izm




. It - " \ :
X"L ) = y‘n)(.{) = h “.X,n(;\_),xn_'z(»t), -..X; »Cj, U.,A_-l
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v la relacién entre la salida y los estados es simplemente
yle) = x, (2},

por lo que la ec 1 tiene una representacién de la forma de la

ec 2. También, si

XI'XZ

]
X2

X3

\r : ‘ (4)

. -
=X
*p-1"%n

-] - t]
X" h Py Xoog, =oes U,

y’.. x’ ) . J

implica que 4 y ¥y satisfacen la ec 1, la cual se logra elimin-

ando las variables X;; en efecto

y"‘]

N y = xy e x

y - xz - 13 .

° - -
g(")s x, = hix,, P T tl

rerxplazando las variables X, de las n anteriores, en la Gltima

ecuacibn, se obtiene

y(nl -k {y(ﬁ-ll' y (n-z), e 4w, t]
o sea la ec 1.

En conclusibn, las ecs 4 y 1 son equivalentes, esto es, cualquier

par {ul2}, y(¢]} que satisfaga la ec 1, debe hacerlo con las ecs 4

Y viceversa.

Para que el sistema en cuestidn sea dinfmico, basta suponer .
que la funcidén h es de tal naturaleza que dada cualgquier entrada
ur:c':] Y cualquier conjunto de r par&metros (a,, Qgy oue, anJ,
solamente existe una funcién y[: 2] que satisface la ecuacién

c
diferencial en el intervalo [:c » 1)y gue, adem&s, cumple con

las condiciones

ylze,) = a,
y(:c) - a,

ina
y e ) -

c s
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asf pues, para describir completamente el sistema dindmicc,
es necesario, ademds de especificar la ecuacidn diferencial, sumi-
nistrar les pardmetros Ajy eevy @, . /

No es diffcil comprobar que las condiciones anteriores impli
can que el sistema, ademds de ser deterministico, es causal: en
tonces, as posible definir las clases de equivalencia entre las
entradas. A continuacidén se versd cbmo existe una relacidn biunf-
voca entre estas clases en Io y el vector i(toi, démostrando aui

gue &ste puede representar el estado del sistema.

Antes de continuar, conviene hacer unas consideraciones pre-

muliminares a fin de facilitar la demostracidn: -- 2 T

[
d Al

Integrando n veces la ec 1, se obtiene que si a una entrada

o u le corresponde la salida y,&sta debe satisfacer las ecuzcicnes

z
("'7}1
Y (1) =
J;c

cme2) Lo L 2 et (n-7)
oo fzc.fzc {h Ly (o), -gla;),ulo; 1] do ”n}d“f"nﬂ

flesle 2

- -1 .
h[y" Vo, gtacd, ulog), a;) dsyea,

.
v

gl ficf::% ...J-""z (oo ile ™ ) ctadoategl, o o o

t‘\
-

ta, }doz R az} dcn * a,

Si el intervalo de iategracién a la derecha d~ la Gltima

ecuacién se divide ce zc a 1,y Ge Lo a 4y se jrocede de ranecs
¢

similar comc se nizo en el zjemplo de la sec 1.4, utilizendo las

ecuacicnes anteriores se logra el siguiente resuliadc:

: z T ’ g o .
4{z} -f f f h[lj“n-h(o’), ...y(a,),u(a,},u,]da? g
k tc to za
- n-1 : L n-1 .. .
7 Lo R P PO e P A L N PR PRSPPI I T
TR T
. Hiora bien, suptnyase que £e Gusea enconirar bajo qué cond?-

cicnes dos entradas, Ur, Cij Ty &}, pertenecen a la misma clase
tte! l o
de equivalenciz ern el tiem:o 7 . Para ellu deken iformarse doc en-

tradas

A -~

M 1
w[(c’ ﬂ)' [tc’t() * [ro'm)

+ 1

? -
(£ o) - ‘L[xc'iu} [~}

qon A[to'alalbitraria-

D+ acueréo con la definicidn, u y 4 son equivalentes s YL 4, )
6, )

Y y[f?,m), las salidas a snciadas a w y w, respectivamente, sow

v

lguales.

Conforme ia ec 5, se iendri gu:




R

z o - .
2 ~(p- ~ - -
} (2) =J~ ..Lf . h[ yiﬁ_7) (c,). e-Lyfvy)nw(G;)nq quf igf~;———-—-—» le que—es equivalente a ias siguientes n condiciones:
i 4 4
0 [

(2-% )"'2 ;(n'z)(,tolh.. (6)

n-1 .
coodo, e fEpl in1) eyt TamelT

*ylt,) )
y tambi&n
t 99 . ; . - ‘
Jit) f T REE R o (o), g, wloy)s ogJdoy doy,
g, e, v

)

n-1 _, _ e qn-2 -(n-2) N .o (7
v dogt {é;%%l LR NP IR {ﬁTégl 7 (£g) +...t G (2,)

S1 se impone la condicibén de que yl(¢) = y(t), para £>t, las inte
grales de las dos ecuaciones anteriores son iguales porgue en el

intervalo de integracibn [zo,z] se cumple que

glel « g0
olt) = a{e) = n(t)

As{ pues, 3i se restan las ecs 6 y 7 se obtiene que para

toda £ debe cumplirse la igualdad

_ n-1, ., _ -{n-1 (t-,t)n'z ~{n-2) _={n-2) \
LS A MU IR PR INE=2 kP L)

.

B ITARItR)

’ . v

yle,) = gley)

s e - g )

.

g ey < glnnilye )

con lo cual se demuestra que la clase de equivalencia en to
de una entrada queda especificada mediante los valores dé la

salida y sus n-! primeras derivadas en el instante to.

Ahora bien, como para obtener la representacién de la ec 1

mediante las ecs 4 se hizo la identificacién

x0¢) = g4y

\

se concluye que el vector x (%), representa el estado del sistema

en el tiempo £,

Para los sistemas descritos por la ec 3, puede hacerse un

razonamiento similar al empleado para los sistemas continuos.

Cuando la funcién h es de la forma : -
aly™ e,y i, e, uie, £

< a, (e g g an_z(z)y‘"‘z’(z)+...+ao(z)y(z)+b(;)u(z)
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la representacidn del sistema en variables de estado puede es-- ' ylz) -[1 0 ... 0 ] x,(tﬂ
s .
_ x, (2]

tructurarse como

[ -
x () = A (2)x[2) + B(2) alz) ‘ - . : ) |
- x,i¢) :

yle) = clt) x {¢)
Cuando los coeficientes a Y b son constantes, las matri

lo que se verd a continuacidn: ces A, By C también lo son y se obtiene un sistema lineal e in

variable con el tiempo como seri demostrado en capfitulos posterio

De las ecs 4, para el caso particular considerado ) res.
-

%y (2] 5 xy(2) :

. ' A lo largo de este capitulo se ha considerado que tanto las
X, (2) = x5l2) -

. .
exposicibn.

. A

- IR ’ ’ oo : " entradas como las salidas son escalares debido a la facilidad de

* .
x,_gl2) = x ()
Todos los argumentos que se han presentado para el caso es-

[ )
x, {t) = an_,(t)ln(t)+an_zft)ln_,(t)*...aolt)x,(t)+b(t)u(t] calar pueden extenderse sin ningfina dificultad al caso vectorial;.
esto es, cuando la entraday la salida (o ambos) son funciones vec

yiz) = x;(2)
toriales del tiempo.

o en forma matricial

‘Pi,"(;t) 1 To 1o 0 0 T {a ]
x, (2] 0 ¢ 1... o0 0 x, () 0 -
S T S : 1w ‘ . \
x,_, () |0 0 ... 0 r x, (2] of. . ‘
_an | Lot arteds agte) g | m0n || st | \ | ’ RN
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Capitulo 4

" MODELADO DE SISTEMAS



1. INTRODUCCION

En el capitulo anterjior sé definieron los sistemas dinsmi

" cos y se introdujeron los conceptos de linealidad e invariancia

con el tiempo. En este
obtencibén de modelos de
concepto de estado. La
den a sistemas lineales

tros concentrados.

se presentarfn algunos ejemplos de la
sistemas fisicos poniendo &nfasis en el
mayorfa de los casos tratados correspon

invariables con el tiempo, y de paré&me-

No se pretende en este capitulo dar una descripcibn profun

da del proceso de modelado para cada uno de los sistemas a tra-

tar: eléctricos, mec8nicos, hidrdulicos, etc, pues el objetivo

de los cursos correspondientes a cada una de estas disciplinas

es precisamente desarrollar las té&cnicas de modelado.

mas) est&n compuestos por elementos interconectados, y el ingenie.
ro se interesa en saber c6mo el valor de ciertas variaoles asocia
das a ellos (voltaje, velocidad, temperatura, etc) cambian en fun
cibn del tiempo cuando se aplica al sistema una entrada para cada
elemento existen leyes fisicas que pueden representarse por rela-
ciones matemdticas entre las variables asociadas a ese elemento.
Dichas leyes se denominardn feyes de elemento. Ademds de estas
existen otras, llamadas de conjunto, que relacionan variables de

diferentes elementos cuando estos forman parte de un sistema.

De acuerdo a lo tratado en el cap 2 los modelos en variables
de estado de los sistemas de par@metros concentrados, toman la
forma

R 5

x(t) = §, [x (8], x,02),..., x (2), ult), 2]

x,02) = §, [x 08, x,(8), .0, x, (2], uit], t] |

: ‘ - N

L0800 = g, [xg0e), xp0eh,ee, x (), uit), 2]

ylt) = g [x,(2), x,(th,..., x (2], ule), 2] : Bt

.
~

en donde u representa la entrada y y la salida. Las variables
x,(t), xz(tl,...xn(t) llamadas comunmente variabfes de estado re-
presentan el estado del sistema en el tiempo {. N&tese que cada
variable x, aparece derivada del lado izquierdo de alguna de las
ecs 1 y que en el lado derecho aparecen funciones de x,(t), xz(t),

eers 2 {t), ult)] y t. MAdemds,el valor de la salida en €l tilempo

Los sistemas que analizaremos-(y en general todos los siste-



t, ylt), es una funcién de los valores de las variables de estado se ve claramente que el sistema (de un elemento en este caso) es
en £t y el de la entrada ese instante. lineal. Ademds, debido a que para cualquier valor de LR se
’ puede conocer vp sin necesidad de ningfin antecedente de las en-

En este capitulo se verd cbmo construir modelos que tengan.la tradas pasadas, este elemento (O sistema) es algebraico.

; forma de lag ecs 1 y 2 para algunos sistemas fisicos a partir de

las leyes de los elementos y las leyes de conjunto. 2.2 capacitancia o capacitor

!
2. Sistemas eléctricos ‘

§
Se presenta gréificamente conforme la fig 2. ) \
Uno de los tipos de Bistemas que se tratarin brevemente, es el 1

. . te c
llamado eléctrico, en el cual las variables de interés son voltaje, —_— | l
corriente, flujo, carga, etc. Aunque existen muchos elementos (o com e I I *
‘ + - ‘ i
_ ponentes) eléctricos, nuestra presentacién se reduciri a los mis sim ’ Ve . |

ples: resistencias, capacita ncias e inductancias, considerandose
~ Fig 2. Representacibn grifica de una capacitancia . N ;
Ginicamente dos variables asociadas a estos elementos: voltajey - == . . L

corriente. P )
’ o La ley que relaciona la corriente que circula a través de &1

. i
' .

/
(£n) con la cafda de voltaj 1 t ‘
2.1 Resistencia ¢ Je en el elemento es

La representacibén gr&fica de este elemento corresponde a la que

dv
. N ¢
se presenta en la fig 1. , . ce : ‘o= € 4z (4)
iR R . . 3

—_—

"‘-‘—'—‘NAVVNAV\A—‘—"—-". ' donde C es el valor de la capacitancia. Si se considera nueva-

+ p— .

. Ve mente a la corriente, en este caso Lc’ como la entrada y v, como

Fig 1. Representacibn grédfica de una resistencia la salida, y debido a que para determinar v, de la ecuacién di-

[

ferencial de primer orden, ©5 Indispensableé conocer su condicién

————=—""""@donde vg es la cafda del voltaje en el elemento, e LR la corriente a

inicial, entonces vc(to), 0 sea el voltaje en el instante to, re-
través de 1. La ley que relaciona estas dos variables para el caso

) sumirfa los efectos de entradas pasadas que son relevantes para
de una resistencia lineal R es la ley de Ohm, que dice:

encontrar los valores de vc a partir de to, debidos a una entrada ’

Ve * ‘RR 13) Lc desde el instante indicado. Resumiendo lo anterior,se puede

Bntonces, si se toma LR como la entrada y vp como la salida, . =




decir que, la variable v, 6 representa el estado de la capacitanciar——m—r - A partizr de intereonexiones de elementocs el&CTYicos se inte

c

2.3 Inductancia o inductor
La representacibn grifica de este elemento se indica en la

fig 3.

i L
—
+ -
Vo ,

1t
L

Fig 3. Representacién grifica de una inductancia

Las dos variables que intervienen en su modelo matemitico est&n
relacionadas por la ecuacién.
di
. L

donde L es el valor de la inductancia. Con el mismo tipo de ra-
zonamiento que se hizo en el caso de la capacitancia, puede verse
que la variable iL(tO) representa el estado de dicho elemento en

el instante to.

Cabe sefialar, que 81 no se hubieran escogido las corrientes y
los voltajes como variables, sino otras tales como la carga (en el
capacitor) y el flujo # (en el inductor), las leyes propias de cada

elemento hubieran sido diferentes, pero también vélidas.

'

gra un sistema de tipo eléctrico, y las leyes de conjunto que re~-
lacionan las variables de los diversos elementos son las leyes de

Kirchhoff:

ley de corrientes: {LCK) La suma algebraica de las corrientes que

llegan a un nodo (punto de conexi6n de elementos) debe ser nula.

Ley de voltajes: (LVK] La suma algebraica de las cafdas de poten

cial alrededor de una malla cerrada debe ser cero.

Con las descripciones anteriores se est8 en condicién de plan

tear las ecuaciones de un sistema el&ctrico.

2.4 Ejemplo ‘
Supbngase gue se cuenta con un conjunto de elementos eléctri

cos interconectados (circuito) como se indica en la fig 4.,

ip R @
VWA~
* VR Sl +lbie
+ L
vit) v 8L Ve _C

Fig 4. Un circuito eléctrico

Y se quiere conocer la corriente iR que pasa por la resistencia




a partir de cierto instante £ = 0; ademis se supone que se sabe
el valor del voltaje de la fuente a partir del instante % = 0,

esto es,v(t) para ¢t > ¢.

Antes de proseguilr conviene hacer una observacién que no
solamente es valida para este caso particular: gi se determina
la manera en que los estados 1iniciales Y las entradas afectan
los estados futuros, seré posible determinar el valor de las va
riable de estado del sistema para cualquier tiempo futuro. Como
estas han sido escogidas apropiadamente, entonces la salida en
un instante dado debe ser una funcién de los valores de la entra
da y las variables de estado en ese-.instante.

/
S - e e

Con el comentario del pS&rrafo anterior, se tratarf de se-’
leccionar unas variables de estado del circuito én cuestibén, de-
terminar las ecuaciones que las rigen y por dltimo, expresar la
salida (LR) como una funcibén algebraica de los estados y'la en-

trada (en este caso vi{t})).

Escéjanse v, e LL como las posibles variables de estado, enton
ces, detlas leyes que rigen los elementos (ecs 3, 4 Y 5), se ob-

tienen las siguientes relaciones:

Ahora, de las leyes de Kirchoff de corriente y voltaje se
derivan las ecuaciones que interrelacionan las variables de los
elementos. Tomando la malla del lado izquierdo del circuito se

obtiene

V(«t)-vR+vL C )
y de la maya del lado derecho

Vc'

v .
L

GNE
del nodo 1 de la fig 4 e

ig m 4y * 4 \

¢ ( w /

Lag seis ecuaciones pueden manipularse para eliminar todas

las variables a excepcién de LL, Ve ¥ vizl. En efecto, de
{ / ) ( ) (‘) 5¢ [ »Ih" '

vit) = LRR tu, - (Lc + LL) R+ v,

€on(7) se obtiene

dv
vit) = RC—% + LR+ v,

Y ademé&s can 2




s 10

1 i 1
Las dos Gltimas ecuaciones son las del estado del sistema, ' [Vc T RC Y Ve RC N
' . d
porque la derivada de cada una de las variables v, e LL es fun- at ° ! * viz)
. £ - 0 L 0
N cibn exclusiva de la entrada Y ellas mismas,y la salida, iR,pug . L L L7t
N ) de expresarse en funcibén de la entrada y las variables de estado
’ : : : ‘ _ . 1 T 1]
como: . | = + =
‘ A ) ip [R 0] Ve {R vit)
v vit) - v vit) - v ’
L, = R = L - e 4
R R TR R L

€on lo gual quedarfia resuelto el problema de modelado, ya

que si se conocen los valores iniciales de v, e LL’ se puede en ¢ 3+ Sistemas meclnicos traslacionales en una dimensién ?
principio encontrar las funciones vc(t) e iL(t), De estas, y ' Este es el segundo tipo de sistemas que se describird breve- -
mediante una relacibn algebraica, es factible deteéminar el va- . mente, e igual que para el sistema eléctrico, se ver&n Gnicamente {
lor de la salida LR. o ' tres elementos (masa, resote y amortiguador viscoso), sin que esto ) i

implique que son los Gnicos existentes (hay otros elementos mec&-

Las Gltimas tres ecuaciones pueden expresarse de tal manera . nicos: engranes, poleas, plangas, etc). Se considerarin en la
. que tengan la estructura de un sistema din&mico lineal como se formulacifén que sigue dos variables fundamentales: fuerza y ve
expres$ en. 1, asf " locidad, y se darén las leyes de 1los tres elementos mencionados ,
. como relaciones entre estas dos variables.
dv £
1
FET R Ve - & apovit) )
3.1 Masa
’ dLL = ZE ’ y ’ - Se representa grificamente conforme la fig 5.
dt L
1 1 B - B ]
_ o Aprgvltl gy, R n —
v f
L 7 — M
y en forma matricial . , .
P——— )
v

Fig 5. Representacibn gr&fica de una masa
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Las dos variables asociadas a este elemento, fuerza neta . hy = g% . . . . . .
aplicada § y velocidad relativa v (con respecto a un eje de re-

ferencia) estén relacionada mediante .
Si se considera v como la entrada y § como la salida, puede

d vit) verse ficilmente que debe conocerse ‘(to), o sea la fuerza que !
inicialmente ejercia el resorte,para encontrar el valor de § para
22£,. Asi que ‘(to) representa el estado del resorte en t,:
donde M es el valor de la masa. Si se considera §{ como la entra .

da y v como la salida, para encontrar la respuesta debida a cierta
. 3.3 Amortiguador

" entrada es necesario conocer la velocidad inicial en el momento
/ Es un elemento mecénico cuya representacibn gr&fica se muestra
en el que se aplica la fuerza; por ello, la velocidad inicial u(to)
en la fig 7
es una variable que representa el estado de la masa en to.
B8
[ N—— ) - UNEES . | P : f ¢ . g

3.2 hesorte

Este elemento se representa‘cano en la fig 6

Eig 7. Representacifn gréfica de un amortiguador viscoso

. K ) ]

f : 't : '

- [ WWW—m——-e — ' . donde tanto v como § tienen el mismo significado que en el caso del
B B resorte. La relacibn entre las variables es
v
Fig 6. Representacibén gr&fica de un resorte . : § = Bv

donde § es la fuerza aplicada entre los extremos del mismo y v 77" " donde B es el valor del amortiguador. Debe notarse que este ele- o

es la velocidad relativa con que se mueven estos; k es la constan mento es amnésico, ﬁorque si se conaidera § como la entrada y v como
. te del resorte. La ley que relaciona las dos variables es la salida, el valor de esta para t>t0 es independiente de los. va- »

lores de aquella previos a ‘tO

W v
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El comentario posterior a las definiciones de los elementos

eléctricos, es también vilida aquf. Es decir que se hubiera po-~

dido seleccionar otro par de variables (tales como fuerza y des-

Plazamiento) parxa describr las leyes de los elementos.

En los sistemas mec&nicos traslacionales, las leyes que relg
cionan las variables de los elementos interconectados son: ter-
cera ley de Newton, que dice: "si un elemento, A, ejerce una fuerza
sobre otro elemento, B, este ejerce una fuerza opuesta y de igual
magnitud sobre el elemento A", y la suma algebraica de las velo-

cidades relativas alrededor de una malla es cero.

A continuacibn se presentari un problema de modelado de un

sistema mec&nico.

3.4 Ejemplo
Supbéngase que se cuenta con un sistema como el de la fig 8.

Se desea conocer el desplazamiento de la masa cuando se aplica

una fuerza ¢(¢) a partir de £ « L.

‘en la fig 9.

| para la masa

14

Los diagramas de cuerpo libre de los elementos se muestran

——— {(1)

Fig 9. Diagrama de cuerpo libre del sistema de la fig 8

De las leyes de los elementos se cbtiene: e

. Wz ite - bg - 43

pPara el resorte

dfp
aT " kv

k

) Yy para el amortiguador
—W o " | —
N M —
fg * Bvg
B _121.{ .
ademis

Fig 8. h sistema mecdnico VR " vg = vy - v &




De las ecuaciones anteriores dge obtienen las siguientes Si se hubiese seleccionado a ‘B(t, como la salida, o sea la

fuerza que opone el amortiguador al movimiento de la masa, la re-

‘ dv . _ SR _ By, f(2) (6)
) If ' ' R presentacibn del estade del sistema por medio de ‘R y v, seguirfa
) siendo adecuada, ya que ‘B es la funcibn de vt}
df g . ‘ ) - ‘
@ - o o | , .

ggltl = B viz)

La salida x(t) estd relacionada con ‘R y §(t] mediante la
4. Sistemas mec&nicos rotacionales

ecuacibn
Como en los 'sistemas anteriores, tambifn para estos finicamen
. i o te se consideran tres elementos y se tomar&n como variables funda
xlt) - xlgg)l =g [ (2] - gpl2g)]
mentales asociadas a estos el par torsional (7] y la velocidad
angular (w}.
la cual se obtieme al integrar la relacidn’ Lo
4.1 Inercia
dfp dx .
4 kv - kHTf . ) La fig 10 la representa grificamente
J
y como inicialmente z{¢,] = i— {(tal, entonces _ ’ " Tw C ‘ ‘ ‘
{R(tl
x(e) = —p—

Fig 10. Representacidn grdfica de una inercia
De esa manera, las variables ‘R Yy v representan el estado del )

sistema, porque si se conocen sus valores en t = £,y §(t) a par-

'~-——— - Las dos variables asociadas a este elemento, el par torsional ——— -
tlr de ese instante, mediante las ecuaciones diferenciales 6 y 7 '

neto y la velocidad angular, estfa relacionadas por medio de:

puede en principio determinarse v{t)y ‘R(’“ para t>%,; adenmis, la '

salida x(t) es una funcibn algebraica de {R(t). Tit) = 3 dw ()
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donde J es el valor de la inercia.

81 se considera T(t) como la entrada y w({f) como la salida,
para encontrar la respuesta debida a cierta entrada es necesario
conocer la velocidad angular en el instante ta, en que se aplica
el par torsional, por ello la velocidad infcial n(tal s una va-

riable que representa el estado de la inercia en ta.

4.2 Resorte

Considérese una flecha como la de la fig 11.

Fig 11. Flecha actuando camo resorte torsional

El lado derecho de la flecha se desplaza un &ngulo, o, con

respecto al izquierdo, debido al par T),. Este tipo 48 elemanto

seri modelado com0O un resorte torsional ¥y se represemta g:lf;ca-gﬁ

e

mente conforme a la fig 13.

18
s
Tl“’l we
(o A )
\/ k
Pig 12. Representacibn grifica de un resorte torsional
donde ‘

wit) L TR P

es la velocidad relativa entre los dos extremos del resorte tor-
sional. Las variables asociadas al elemento, el par torsional en
los extremos y la velocidad angular relativa, est$n relacionadas

madiante

L« bfo)12) - wy12)]

Si se considera w{t] como entrada y T{¢) como la salida, para
encontrar la respuesta debida a cierta entrada es necesario conocer
@l par torsional en el instante zo en que se aplica la velocidad
angular relativa w{t); por eeto el par torsional inicial, T(ta)-
es una variable que representa el estado del resorte torsional en

el instante £

0 ,

i
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4.3 Amortiguamiento
Existe una serie de elementos que sostienen una flecha (chu-
. maceras, baleros, soportes, etc) en los que se produce un par tor
sional, que se opone al movimiento y que es funcibén de la velocidad
i angular de ella.. Se supondri que el par resistivo es proporcional
a la diferencia de velocidades angulares entre elementos. Esto es
cierto en el caso de juntas con lubricacifén en las cuales el fluido

esti en el régimen viscoso.

to torsional y puede representarse gr&ficamente como en la fig 13.

Tow, . T wy
IC./

Representacifn gr&fica de un amortiguamiento tor-

| ©

Fig 13.

sional

Las variables asociadas al elemento, par torsional y veloci-

dades angulares de los extremos,estén relacionadas mediante:

T = B(u, - uz)

Este elemento se llamari amoaiiguamien

20

par sobre un elemento B, este ejerce sobre A otro par de igual
magnitud y sentido contrario; y la suma algebraica de las veloci

dades relativas alrededor de una malla es cero.

4.4 Ejemplo

Considérese el sistema esquematizado en la fig 14

‘ Tow, w;
7 N, N\
™ -
) ! 8 Ja

Fig 14. Sistema mec&nico rotacional

Se desea conocer la velocidad angular w; de la inercia J,

cuando se aplica un par torsional T a la inercia J;.

En la fig 15 se presentan los diagramas de cuerpo libre de

los cinco elementos que forman el sistema

En los sistemas mecdnicos rotacionales, las leyes que rela-
cionan las variables de los diferentes elementos, esto es, las le-

Yes de conjunto,son: la tercera ley de Newton aplicada a los sis-

temas mecfnicos rotacionales, 0 sea que si un elemento A, ejerce un -

, ws
w0 T, w, T Twy “’1 Te Wl w f-\
) Ky r) ::> ky
‘) Ml Ts \ : /
T o T, B Te Jy
Fig 15.

Diagramas de cue 1ib
tema nactnico de!f: £1gr:4d. los elementos del sisi

e o4 -



! - v
] I
*
21 22 . ~
; .
‘ ! '
De dicha figura, es factible obtener las relaciones entre .
. g ’ ) De acuerdo con las leyes de conjunto, se obtienen las si-
las variables asociadas a c?da elemento: ' guientes relaciones: . \
para el resorte k .
1 . _ T, =T, (13)
dr, ' ) C Ty Ty : (14) ,
=z ° - ke (s) ‘ v '
‘ - - Tg = T, ‘ - (15)
T, =T C )
para la inercia J, ‘ é 7 ' . (16]
‘ . T+T,-T;-= Jl%%i “ (9 ‘ Como T{Z) es la entrada y w,(#} la salida, deben escogerse
g unas variables que representen el estado de tal manera que la re
: lacibn entre T Y w2 tenga la estructura

, para el amortiguador B8

‘ . dx A (t) + . ' 4
T, - Tg = Bu {10) T A B T(z) : ‘ A
ylz) = wylt) = ¢ x(¢)
para el resorte hz -
vy ’ i A
dT6 ) Si se seleccionan las variables T,, Wy, T6 y W como las i
s kley - wy) o . {11 que representan los estados, es posible eliminar todas las demis 4
a excepciép de T(t) que representari la entrada. De esta manera
para la inercia J2 ) ) I ) se obtiene: . ,
7. o« 3. de2 — de la 5, 10, 13 2
N 7 ? ~df N 112} - ,s ecs 9, ' » 14 y 157

T*T,-Té-Bul-J dw : (17}

Y de las ecs 12 y 16




dw ; .
T, =9, 7% {18)

Las ecs 8, 11, 17 y 18 son las ecuaciones de estado del sis-

tema,que puestos en forma matricial, son

. -
7, 0 -k, 0 0 T, 0
d wy | = 1 B 1 0 @ 1 T
@t T; SR P ! '
1
\ ' +
T6 0 kz 0 ~kz T6 0
wy 0 0 1 0 w 0.
A T T, L
y la relacibn entre el estado y la salida resulta o
y.u,z-[a 0 0 IJ T’] .
w)
. Ts
w2

5. Sistemas hidrfulicos y neumdticos

En este tipo de sistemas se consideran finicamente dos va=-

-—————s———riables:

gasto, q, y presién, P. Los elementos que se describirfn

'son: resistencia y capacitancia flufdica.

\

5.1 Resistencia flufdica

Al tenerse un ducto, orificio, etc, con presiones PI,PZ en
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sus extremos, se estable un flujo o gasto ¢ que es funcidn de
P, vy Pz. Supdngase aquf que esta relacibén entre flujo y di-

ferencia de presiones es lineal

Este tipo de elemento ser§ llamado "resistencia" y su va-

lor es R; la representacién que serd utilizada corresponde a la

fig 16.
=
A el P
_- L R
Fig 16. Representacibn grafica de una resistencia fluidica

5.2 Capacitancia fluifdica

Otro efecto en sistemas hidr&ulicos o neumdticos es el que
presenta un tangue de gas cuya presién crece al incrementarse el
nimero de moles de gas almacenadas en &l, o por un tinaco en cuyo
fondo la presién aumenta al crecer el volumen de agua almacenada °

en &1 (fig 17)

—

q, ——> P

— q,

Fig 17. Representacibén gr&fica de una capacitancia flufdica




La ley que relaciona las variables asociadas al elemento es

U - a2t G gz (Py = Pa)

[
1 m_———" 9,

donde C‘ es la capacitancia flufdica. ' c

Cabe hacer notar que el nivel del fluido en el elemento es Fig 18. Un sistema hidrSulico

proporcional a la diferencia de presibn, P; - P,, esto es,

h ={1/al (P; - P;), por lo que la ley de elemento también se puede 81 se considera @y como la entrada y h la salida, las lgyes

de los elementos junto con las de conjunto dan las siguientes

escribir:
ecuaciones
d R
al a% Q1 - q2 -
/ f o . — . -
. — —— - : ; para la capacitancia
donde h es el nivel de fluido en el tanque. -
: ] 7 - a1 - cd(P - PL

Las Leyes de conjunto para los sistemas flufdicos y neumfti }

cos se derivan de las leyes de balance de presiones y conserva- para la resistencia . 3

ci6n de masa. Con la seleccibn de las variables q y P equivalen a : : ) ‘ . |
: i
Q- '3 (Pl = Pal
i) La suma algebraica de los gastos en un nodo es cero

{
Sustituyendo q; de la segunda ecuacibén en la primera, se jg
ii) La suma algebraica de las cafdas de presibn alrededor de obtiene . i . Co ‘é —

- N !
s

una malla es cero. ‘ ;

1
" -~ ag (P - P, ¢
5.3 Ejemplo t cx 07T
Considérese el sistema hidriulicc representado en la fig 18
Y la salida h est§ relacionada con P, - P‘ mediante la ecuacibn
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6. Sistemas térmicos

En los sistemas térmicos, dos de las variables gue se pueden
considerar son: temperatura, T,y flujo de calor,(. Solamente
se tomaran en cuenta dos tipos de elementos: resistencias y capa

citancias térmicas.

6.1 Resistencia térmica
El flujo de calor a través de una nesdidtencia téamica, cuyos
excremos se mantienen a diferente temperatura (fig 20) estf dada

por
Q- fL (ry - 7;)
*

Esta es la idealizacibn del flujo de calor a travéds de un

cuerpo que tiene un calor especffico muy bajo

n \
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6.2 Capacitancia térmica

No solo puede haber flujo de calor a través de los cuerpos,
sino es factible que estos almacenen calor, dando como resultado
un aumento de temperatura en el cuerpo. El cambio de temperatura
de un cuerpo de masa M, cuando recibe un flujo neto de calor 2,

estd dado por

M a

donde cp es el calor especffico del cuerpo y T su temperatura.

la cantidad Cr = Mcp se denomina capacitancia téamica (fig 21).

Q Mcp = Cy

Fig 21. Capacitancia térmica

En estos sistemas, las leyes de conjunto son: la de balance
de energfa,que equivale a decir que en la interfase entre dos ele

mentos el flujo de calor que emana de un cuerpo es igual al flujo

R}

de calor que recibe el otro cuerpo, y las cafdas de temperatura al

'

rededor de una malla cerrada es cero.

e

' Fig 20.

Representacidn de una resistencia t&rmica

6.3 Ejemplo .

Considérese el sistema t8rmiceo representado en la fig 22

[EPYEEFEI S
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Fig 22. Un sistema térmico

que consiste en tres capacitancias térmicas interconectadas me-
diante tres resistencias. Si la entrada es un flujo de calor

qo(t),se desea conocer el flujo de calor qj3. \

’

Las relaciones entre las variables indicadas en la fig 22
se deducen de las leyes de elementos y de la ley de conjunto.

Asi, para las capacitancias térmicas se obtiene

dT
U r R 7 B S N
dT, _
I 7 L N
dT
€ gg =9, "9
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[

Al eliminar las variables ay. q, Ya, se obtienen las ecua

ciones diferenciales P

dT ] !
& o - Ta) -y (T - LEYARSE el

L LU LI 7 U LER AL

dr, L1y - Tl e

@ TR " Tl

1
C3R;3 (T2
As! que si se conocen Ty, T Yy T3 en un instante dado y la

entrada, qo(t) , a partir de ese instante,pueden conocerse Tie

.T, .y T3 en instantes posteriores, y como el flujo de calor q3. ~

B

gue se ha tomado como la salida,est& dado por
q3 . T, - T3l
POl !

podr& determinarse a partir del conocimiento de T2 ¥ T3. De esta

manera, las temperaturas de las capacitancias térmicas representan

el estado del sistema.

P
Las leyes de elementos para gsistemas mecdnicos, eléctricos,

de fluidos y térmicos pueden résumirse en ta tabla—i:

y para las resistencias térmicas

1
g M- T2l =
Ty - T3) = q

(T, - Ta) -1

A= -




TABLA 1. RESUMEN DE LAS LEYES DE ELEMENTO

TIPD DE ELEMENTO ECUACION
, ELEMENTO FISICO REPRESENTATIVA SIMBOLO
INDUCTANCIA , L di —_i L
ELECTRICA Va1 dt — PN —
v, Vo
RESORTE 1 d
INDUCTANCIA v, = f e— & ANAN— —> 1
TRASLACIONAL 21 Rk d¢ — —]
M Ko Vg
RESORTE w o 1d7 wy wa
ROTACIONAL 21 K dt T K T
CAPACITANCIA dv i
o 21 Vie——" v
ELECTRICA i C— w————-[cl———* 2
MASA (- ow Tt 7
7 v
dw w
CAPACITANCIA | INERCIA T=13z
P.
CAPACITANCIA .o Y M
FLUIDICA 2y §dIE h—2_  # —+D
) Cy
CAPACITANCIA e
TERMICA =
2° C T A
t
RESISTENCIA N v .
ELECTRICA LT Vg 1= VVVN—* "2
R
AMORT T GUADOR ) t B f-
RESISTENCIA TRASLACIONAL § =8 Voq 4——0————[}17——4~—»
—
AMORTIGUADOR ) T T
ROTACIONAL T = By, D%—‘—thﬂ
uh wy
HESISTENCIA I p —————
~— > | FLUIDICA 3 P l___ @
§ Ry 2
' RESTSTENCIA L Lo ey
TERMICA 2% 'n n e T2
s Ry
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Donde:
F fuerza .
T par y temperaturat®
L corriente
Q gasto,
v velocidad traslacional, voltaje*
w velocidad angular
P presidn
L inductancia
k constante de resorte
c capacitancia \
M masa
J momento de inercia |
C6 capacitancia de fluido
Ct capacitancia térmica .
R resistencia eléctrica
B friccibn viscosa
R‘ resistencia fluidica
Rt resistencia térmica
9 £lujo de calorxr

* Los simbolos Ty v se utilizan para indicar variables

——gdistintag, pero su significadeeats implfcito en 8l contexto

gque ‘aparezcan.

El subindice 21 indica diferencia, por ejemplo u,; €8 la

— diferencia de velocidades angulares wj=u;

———
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7. Modelos no lineales

En las secciones anteriores se han presentado ejemplos de
elaboracién de modelos para algunos tipos de sistemas ffsicos.
En todos los casos tratados se ha considerado que la relacién
entre las variables asocliadas a cada elemento es una funcién 1li-
neal. Es un hecho, sin embargo, que en el mundo fisico dichas re
laciones, en su mayorfa, son no lineales y por tanto los modelos
que representarian fidedignamente el comportamiento fisico de-

berfan ser de este tipo.

A modo de ejemplo se presenta un sistema no lineal, en el

. cual dos de sus elemantos incluyen caracteristicas no lineales.

7.1 Ejemplo de un sistema no lineal

Considérese el sistema fisico de la fig 23

36 -

que consiste de dos tanques idénticos colacados en cascada, que
tienen una situacibén horizontal de &rea constante.
Por una tuberfa se descarga al primer tanque cierto liquido

(por ejemplo, agua) con un gasto de qo(t) unidades/seg.‘ Dicho

. tanque tiene un orificio en la parte inferior por el cual fluye

el 1fquido al segundo depbasito con un gasto de q, (%) unidades/seg.
Ademis hay una desgarga del segundo tanque de qp{%} unidades/seg.
si se considera qo(t) como la entrada y h, (%) (la altura del 1lf-'~
quido en el segundo depbsito) como la salida, se desea construilr

un modelo que describa el comportamiento del sistema.

S8e tiene adem&s que la naturaleza de los orificios es tal
que la relacibn entre la diferencia de presiones a los gastos

est&n relacionadas mediante las ecuaciones no lineales:

e lt) = /P L2} - P, -9
az(t) = &/Palt} - P, {zo)

k constante gue depende de la geometria del sistema

#,y P; -presiones ea las partes inferiores de los tanques

1 y 2 respectivamente S —

h TANQUE 1
1
e donda
, N
b R = | TanaquE 2
. _
.
i

Fig 23. Sistema hidriulico

PG presién externa

" La relacibn entre las presiones P, ¥y P, y las alturas dei
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liquido en cada tanque (h, y h,) son

Pilt) = pg hy (2) + Py (21}

Pyit) = og by (2] + P, ' (22)

donde o es la densidad del lfquido y g la constante de gravedad.
Para cada uno de los tanques la cantidad de liquido que entra
menos la cantidad que sale debe ser igual a la cantidad acumulada,

O sea que para el tanque 1

z z
[ a (t)dt—/ q1lt)dr = Ah;{t)

»
- -

Y para el tanque 2

. ‘ .
f Qi1ttldr - f‘ Q2{tldr = Ahy(2)

- -

donde A es el Srea de cada tanque.

Las dos ecuaciones‘anteriorea pueden escribilrse

. 38 -

A partir de estas, debe escribirse la dinfmica del sistema

mediante dos ecuaciones de la forma

%= flx, u, 2)

Y = gix, u, )

para lo cual deberin seleccionarse las variables de estado
correspondientes, como se indic6 en la seccién 5. Una seleccifn

adecuada de las variables de estado podrfa ser las alturas h! y hg.

N

De las ecs 19, 20, 21 y 22 y eliminando P, y P, se obtiene

Q1 lt) = k/og nytt) 7
Y
) q2(2) = k/ 9 ho{t)

Al reemplazar 9) Y 42 en las ecs 23 y 24 se obtiene .

A dh j:ﬁ = q,l2) - h,/:s— v/ Rtz
e [t - ]

Ggit) - qpit) = A G2l (73)

at -

Q1 le) - qalt) - A dhple) (24)

Para facilitar el &lgebra de los pasos subsigujentes, se

hard la suposicién que los valores numéricos de los parémetros

son




en un sistema adecuado de unidades. Por tanto, las ecuaciones

que describen el sistema son

dh,

Y A SN I W (25)
,%%z_. Shiit) - /hyit) (26)

gl = hote) [0 1] hite)
“hz(t)

Las ecuaciones anteriores son no lineales, porque la parte de

la derecha de las ecs 25 y 26 no tiene la forma aj;; h; + aj3p hy +

S8in embargo, el modelo que se obtuvo tiene la estructura de un

sistema dinamico como se hizo saber en el cap 3.

8. Elementos hibridos

24

/

Los elementos considerados a lo largo de este capftulo se han

descrito mediante una o mis relaciones entre las variables de un

solo tipo. Asi, los elementos eléctricos, esto es, resistencia,

capacitancia e inductancia se describieron como relaciones entre

las variables eléctricas consideradas: voltaje y corrienta.

mec&nicas el par torsional producido en la.flecha del motor,:

su velocidad angular (fig 24).

T, w

Fig 24. Esquema de un motor

Las relaciones entre las variables asociadas son

T= h‘L

kw

v e a

daonde h‘ Y h. son los parémetros del motor.

La enumeracién de los elementos mixtos serfa demasiado abun

dante para presentarla en este capitulo. Sin embargo, a lo largo

Existe, sin embargo, una extensa gama de elementos cuyas
variables asociadas no son de una sola clase; por ejemplo, un

motor eléctrico ideal de corriente directa y excitacibén constante
dos el§ctiricas y dC¢ mec8nicas.

P Lo as 5 as:
tiene asociadas cuatro variables:

Las elé&ctricas son el voltaje y la corriewnte I armuduss 'y las

~_de este libro algunos de ellos serdn introducidos en los ejemplos

- 1lustrativos.

Para cerrar este capftulo se presentar§ un ejemplo de un sis

tema compuesto por «lesentus eléctricos, mec$nicos y electromecéani *

cos (un motor).




8.7 LUjemplo
Considérese el sistema esquematizado en la fig 25. Se desea
obtener la velocidad angular wy de la inercia J cuando se aplica

un voltaje vi{t} «: circuito.

—>ig (:) —im w2
v vIV\N\: M T,wl
) + R +L +
vit) Ve 0= C Vm
Y
. J

Fig 25. Un sistema electromec&nico . ..

42

del motor
Vn ~ ha ¥
del resorte torsional

dr .
dx " Rlwy - wgl

De iguai manera como se procedib en los ejemplos anteriores
de las leyes de los elementos y las de conjunto se obtienen las

siguientes relaciones:

N De la malla izguierda del circuito

. ] ' \
‘2 z [v(tl - Vc} ‘ ‘

de la inercia J

T T

Seleccionando como las variables que representan el estado

av, , 4

e m Y Wor S€ puede eliminar el resto de las variables, a

excepciédn de v(t) gque es la entrada.

Las ecuaciones que se obtienen son:

dv, .
C—qx = " Ay

de ia malia derecha

k a
s o + w
T Ldﬁf Y. &L K EakA 2




que corresponden & la descripcidn del sistema por medio de varia=-

bles de estado, ya que la salida (w2) es una de las componentes

de este y la derivada de cada una de las variables de estado

(o oy, f?l) es una funcibn del valor las variables de esta

Tdfr TdE

do (Vc' £

? wy) y la entrada v(t}.

S = ¢ - - B
i ez




Capitulo 5

REOGRAMAS




1l.- Introduccibn

En el anflisis de un sistema es frecuente encontrar en
juego un gran nfimero de variables. Interrelacionarlas para
integrar un modelo completo del sistema y su posterior an&-
lisis son problemas arduos debido a la creciente laboriosi-

dad de los cilculos con el nfmeroc de variables involucradas.

El planteamiento de modelos matem&ticos de sistemas -
proporciona una serie de relaciones simultineas. Para los
Casos que se van a tratar en este texto las relaciones se -~

e

r&n lineales.

Con frecuencia las relaciones mencionadas consistirin
en ecuaciones diferenciales ordinarias o, con la ayuda de =

la transformada de Laplace, podrin reducirse a un conjunto

o2

At

de ecuaciones algebrdicas simulténeas. Sin embargo, dicho

conjunto de ecuaciones (que forman el modelo del sistema)




flujo".

no presentan de manera inmediata las relaciones causa-efec-
to de todo el sistema simultane;mente; desde el punto de -~
vista de percepcibn visual, las ecuaciones se ven como rela
ciones aisladas y es dificil lograr un panorama global del

sistema. Por esta razbn la estructura de las interrelacio;

nes del sistema, o mis correctamente, su topologfa, es diff

cil de descubrir.

Debido a ese tipo de inconvenientes se recurre,' en mu-
chas disciplinas, a descripciones gr&ficas de los sistemas,
bien por medio de “diagramas de bloque" o por “"diagramas de
Para el anflisis de sistemas din&micos también se
cuenta con medios similares: los reogramas, mediante los -

cuales la visualizacibn de la totalidad de las relaciones -

~ entre las variables se capta con mayor facilidad que con --

las descripciones matem&ticas convencionales.

De la misma manera que las ecuaciones simultdneas pue-
den manipularse y resolverse; los reogramas se manipulan y
ge resuelven como se veri mas adelante, los sistemas que -~
pueden describirse por relaciones lineales, tambi&n es fac-
tible describirlos mediante reogramas; adem&s, a partir de
esta descripcidn, las relaciones direcggs entre las varia -
bles pueden obtenerse por simple inspeccibn.

En resumen, =

los reogramas son una notacién gr&fica para describir con -

truir directamente modelos de sistemas lineales.

a)

b)

c)

a)

e)

f)

' siderarsn dichas operaciones lineales, entonces la

Definiciones fundamentales

Nodo. ﬁs la representacifn de una de las variables del

sistema, mismo que se indica mediante un punto.

kama. Representa la relacién efecto-causa entre dos =
variables (nodos) y se indica por una lfnea dirigida ~

que va desde el nodo causa hasta el nodo efecto.

Nodo fuente. Es un nodo del cual emergen todas las ra

mas conectadas a 81.

Nodo pozo. . Es un nodo del cual no emerge ninguna de -

_ las ramas conectadas a 8l.

Transmisién de una rama. Es el "valor” de la rama e =
indica la operacién que debe efectuarse sobre la varia

ble causa a fin de obtener la variable efecto. Se con

transmisifén puede ser una multiplicacién por un esca -~

~lar, una ecuacidn diferencial lineal, un retraso etc.

Reograma. ES un grupo de nodos interconectados por ra

mas que representa un conjunto de relaciones lineales.

Jjuntos de relaciones lineales, y siendo fitiles no solo para

la solucidn de dichas relaciones, sino también para cons -~

2.1 Ejemplo. Considerese el gistema de la'fiqura | QU

[V ——

v

e ————




En caso de tomar al voltaje Vv como la variable indepen- ~

+ 0 diente, la relacién anterior, representada mediante reogra-
il

: mas, se muestra en la fig 3.
v R : .

Fig 1 BSistema eléctrico.

v VR i
SupSngase que las.variables del sistema son el voltaje - *~— gl ®
Vv Y la corriente i. R
(causa) (efecto)
Por la Ley de Ohm, la relacifn entre dichas variables es:
(transmisién)

v = Ri

Fig 3 Otra representacién del sistema.

Si se toma a la corriente i como la variable independien

te (causa), la expresibn, mediante reogramas de la relacién En la representaci6n de un sistema en forma de reograma
anterior se indica conforme la £ig 2. cada variable debe repreaenta;se POr uno y solo un nodo; de
tal suerte que si se tiene un sistema como el indicado en -

la fig 4, donde v es la variable independiente:

L R v
’ {causa) (transmisién) {efecto)
{nodo fuente) . +

Re

<
I
-
-
—
4
-
——
AAAAA
VW
-

Fig 2 Una representacifn por un reogrima del sis

tema.

Fig 4 Sistema eléctrico.




.

se tendr&n las ecuaciones

en laé cuales la variable v se presenta dos veces: una por
cada ecuacidén. Sin embargo, al representar el circuito me-
diante reogramas, el voltaje v se presenta por un_solo nodo

tal como se indica en la fig 5.

Ly

R,

{nodo fuente) Ft

Fig 5 Representacién del sistema de la fig 4 median

te un reograma.

Esta economia en la representacibn de sistemas es una - -

de las ventajas que ofrecen los reogramas.

1

Cuando una variable dependiente es igual a la suma de -

dos o mis variables modificadas por un operador lineal, co-

mo por ejemplo X; = ax, + bx3.+ cx, (1)

su representacibén consistir§ en un nodo al cual llegan
ramas desde los nodos de las variables que la afectan, y la
transmisién de cada una de las ramas seri la operacibn que

se efectfia sobre cada una de las variables contributivas, =

~asi, para la expresifn 1 se tendri la representacién de la

tig 6.

Xg °
i
- b A
Xy ® X \
4 ..
X

Pig 6 Reograma para la ecuacién 1.

Entonces, e¢l valor de una variable representada por un

nodo es iqual a la suma de todas las variables transforma-

las _que llegan al nodo_en cuestibn.

2.2 Ejemplo: En la parte derecha de la fig 7 se mues-
tra un reograma que representa el sistema de ecuaciones que

8e encuentran en el margen izquierdo.

.

- e .
B -_— @




Xy = ax; + bx3 ) \
(X3 = CX, + d::4 b
o ‘//"——E"‘\\\- d
X, = ex ® > » y
4 2 x Xg X3 Xs

v

Fig 7 Conjunto de ecuaciones y su representa

ci6n por reogramas.

Con mucha frecuencia en el anilisis de sistemas se desea -

conocer el efecto que produce una variable sobre otra, sin -

Fig 8 Reograma por simplificar,

Se desea encontrar el valor de la transmisién h {(en fun

cién de a, b, ¢, 4, e, £, y g)en el reograma de la fig.9

interesar las relaciones que puedan existir entre otras va -
riables del sistema. En los sistemas complejos la relacién
que se busca puede encontrarse por métodos matem&ticos estan
dar al respecto, la alternativa que a continuacién se presen
ta consiste en la manipulacifn del reograma para eliminar to
das las variables "intermedias" y lograf una relacifn de efec

to-causa entre dos variables de interés.

A fin de ilustrar el problema que comfinmente se desea re

solver, puede tomarse el siguiente ejemplo:

Pig 9 Reograma sgimplificado.

de tal manera gque la relaciSn que exista entre X, Y x, sea

la misma para los dos reogramas.

En un xéogxama como el gue se indica en la fig 8.

En general, el problema de reduccién de un reograma con .

siste en obtener otro reograma en el que finicamente aparez-




10 : ‘ 11

N

can nodos fuentes y nodos pozo, y todas las ramas vayan de
:

' b
¢ : ac
un nodo fuente a uno pozo. . . c) * — e, :D x
/ xl x;\\\ii\\\‘ | N < 4
. xs
’ c

Para resolver el problema se presentan dos formas:

~

Por reduccién del reograma mediante absorcién
de nodos. o . . ) 4) . d —exy :>
X2 X3 e :
Por la f6rmula de Mason. = - .
. g / '

3.- Reduccibn de reogramas por absorcibn de nodos

Para aplicar el primer método es necesario presentar las Cada una de las transformaciones anteriores corresponde
reglas de manipulacién de reogramas, las que, como se vers - a la eliminacibn de una de las variables en el sistema de -
m&s adelante, corresponden a manipulaciones en el sistema de ecuaciones que representa el reograma correspondiente. A -
 ecuaciones que el reograma representa'. continuacibn se muestra por cada caso la equivalencia de --

o " las operaciones con reogramas y con ecuaciones simulténeas:
3.1 Transformaciones de reogramas. Las transformacio
nes elementales que reducen en uno el nfimero de nodos de un a) X2 T axy
eliminando x X, = abx
reograma son: x, = bx, 2 = *3 1
b) X, = ax; + hx2 + CXq e .
a b ab eliminando x x .=adx.+bdx.,+cdx
a) ° . Y ﬁ *~— ° xS = dx4 4=° S 1 2 3 ‘
X‘ Xz !' l‘ l' i

c} X, = ax

H\ o ] : .
b » 4 = — bd . — eliminando x . ' ‘
:> X / x, = cxz T 2=° x‘ - uvxi

b) X »
/ *a *s ¢ oL T 4 . | ‘
Xy : X3 : - . Xg = dx, : l xg = adx;




d) xy = ax; + bx2 . ) X, = acx; + bcx2
X4 = CXq
. o eliminando x3=$ xg = adx1 + bdx2
Xs 3 ’
X, = exqy X, = aex; + bex2

ademds la reduccibn del reograma

N a+b
. . = >
. ;<::::::::::::::>:z Xy Xz

corresponde a la equivalencia entre las ecuaciones
ax, + bx1 = x,
(a+b)x1 = X,
3.2 ﬁjemylo:

Considérese el reograma de la fig 10

12

13

Xq

X, ] Xz X5 X3

Fig 10 Reograma en el que se desea eliminar

los nodos Xyr Xy Y Xg

Se desea eliminar los nodos intermedios Xys X3 Y X5 pa-
ra obtener un reograma en el que finicamente aparezcan el no

/ do Xy (como fuente) y el nodo X3 (‘como pozo) .

Aplicando las reglas a para eliminar los nodos X, ¥ Xg

" se obtiene el reograma de la fig 11

de

a J///’/”;:__-\\\\

Xy X2 . X3

Fig 11 Eliminacifén de los nodos Xy ¥ X
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Con la regla b, para eliminar el nodo Xyr 8@ llega al -

reograma de la fig 12

i ’ debc

\

Xy abce Xy

Fig 12 Eliminacién del nodo X,

-

para continuar el proceso de eliminacién (3.4) es nece-
sario introducir el concepto de automalla y el procedimien-

1o para eliminar este tipo de rama.

3.3 Definicién de automalla.

Una automalla es una subgrifica de un reograma formada

por una sola rama que parte de un nodo y llega a &1 mismo.

La manera que pueden eliminarse las automallas es la si
guiente: Considérese una parte de un reograma que contiene
un nodo, con una automalla y varias otras ramas conectadas

a dicho nodo (fig 14}

’ %se tendri que para la fig 14 se cumple. .
e — - . . oo e

15

Fig 14 Parte de un reograma con una automalla.

Recordando que el valor de la variable representada por

‘el nodo en cuestibn es igual a la suma de los valores de --

glas transmisiones de las ramas gue llegan al nodo multipli-

! cadas por las variables en donde se originan dichas ramas,

i X =Dbx + a; z; + °2_22 + ay 24 + ees

De la ecuacién anterior puede desﬁejarse X y obtenerse:

{(1-b)x = a, z. + a, z + a, 2.+ . ¢ o

171 2 373

A
.

21 a2 a3 -
..x-(ﬁ-) Zl+(-l—_-s) 22+(‘1_—b) 33+...
La representacifn por reogramas de la ecuacién anterior
tes la que se indica en la fig 15

i
i

v




se
de
de

Fig 15 Eliminacién de la automalla, ' /

De lo anterior se deduce que una automalla de un nodo -
puede eliminar dividiendo cada una de las transmisiones
las ramas que llegan a 8l por (l1-b), donde b es el valor

la transmisién de la automalla.

3.4 Continuacibn del ejemplo 3.2

A partir del reograma de la f£ig 12 se obtiene el reogra

final de la fig 16.

|

abe
l-debc

Para verificar la validez de las reglas empleadas en la
reduccién del reograma original, se parte de las ecuaciones
que &ste representa, y a través de manipulaciones algebrii-

cas obtener la relacibn entre XY Xge

Las ecuaciones que representa el reograma de la fig 10

Xy = a x; +dx, (2)
Xg = b Xq (3) '
X3 = C Xg R (4)
X, = e X, : (5)

de las ecs 2 y 3 al eliminar X, se obtiene
Xz =ba ¥, +ba X, (6)

Yy de las ecs 6 y 5, eliminando X, se obtiene
Xz = b a X, +bade xq {7)

por Gltimo, de las ecs 4 y 7 si se elimina Xg, 8e obtiene
Xy = c b a %y +¢cbdex

3

O sea

Este resultado es equivalente al gque se og;ggg,mgdianto

Fig 16 Reograma final que se obtiene a eliminar o

los nodos intermedios del reograma de la

fig 10.

1 wanipulacién de los reogramas. N
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‘Eliminando la automalla

3.5 Ejemplo:
Considérese ahgra un ejemplo m&s complicado de reduccibn

he reogramas. En la fig 17 se desea transformar el reograma

de la izquierda al de la derecha.

o¥

L3

 'Eliminando x,

Yo

3%

19

Fig 17 Un reograma y su reduccién. ‘ : xy Xp Xg
; bcd
. 1-fc
Al respecto, se desea encontrar el valor de h. A conti
nuacién se muestran los diferentes pasos a seguir en la eli
minacién de los nodos intermedios Xgs Xqy Y X, Eliminando la automalla
‘,!ﬂggﬁleiminando X3
g
— _ ~— > 0 —/
1 a X2 T T o X o X
1 2 4
*
bed 1 - bcd
-fc |, ed 1-fc-ed
N 1-fc
W@
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\

&

;
’/ Fig 19 Reograma. T an
Como puede verificarse, par medio de la absorcién de no

dos incermedios, se llega a los sigulentes reogramas:

h e

1 - l1-e
*0 ° > X hy 1-ab-e+abe/\'/
h ! .
2, - a(l-e)
*9 o ® %2 ~h2 l-~-ab~-~etabe:
h
3. - ctad
%y o * X3 h3 1l -~-ab-et+tabe

la expresién 1 - ab - e + a b e, ‘es independiente del nodo

pozo y se denomina determinante del reograma. Para definir

la formalmente es necesario introduecir algunos conceptos ta
les como malla, trayectoria, etc.

4.2 Definiciones de trayectoria y mallas.

a) Trayectoria es una subgr&fica de un reograma formada -
por una sucesifn de ramas conectadas, una después de --
otra, sin contravenir el sentido de las flechas, de tal

manera que ningln nodo aparece mds de una vez.

b) Malla simple es una trayectoria cerrada en la que nin-

gn nodo aparece mis de una vez por ciclo.

‘23

c) Malla mGltiple de orden k es una subgréfica de uh reo-

grama formada por k mallas simples que no tienen nodos

en com@n.

4.3 Ejemplo:

Considérese el reograma de la fig 20

‘ -
o 24
p
X d X4 l, Xs
a > >
e i k m
- Xy cy 4 Y n
b R L1 "
X2 o X3 - xg
g h .
Xg

Fig 20 Reograma,

en el cual existen cinco trayectorias que van del nodo
%y al Xqe Estas se encuentran identificadas en la fig 21.
En la 22 se presentan todas las mallas simples, en la 23 to
das las dobles y en la 24 la Gnica malla triple del reogra-

ma.

b 1
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Eliminando el nodo x, se obtiene

gbed
1-fc-ed

! abed *4 o
1-fc-ed .

Por Gltimo, con la eliminacién de la automalla

—

Xy xq
abed 1 - abed
1-fc-ed bcdg 1-cf-ed- bedg
“T-cf-de
o hs= abcd

' i-cf-de-bcdg

4.- Solucibn de reogramas por inspeccibén. F6rmula de Mason.

Comp pudo apreciarse en el ejemplo 3.4 el método presen
tado en la seccibn anterior para reducir reogramas no ofre-
ce mayores ventajas sobre la solucién algebrdica de las ecua
ciones; asf, en el ejemplo mencionado, para llegar a la so-
lucién fue necesario pasar por cinco reogramas intermedios,

por lo que para reogramas como el de la fig 18 dicho proce-
A

dimiento se vuelve demasiado elaborado.

Fig 18 Reograma para reducir por absorcién de \
)

nodos. . \

Samuel J. Mason desarrollS un método por el cual es po- .

sible encontrar la relacidn entre dos variables de un reo -
grama por inspeccifén. as! como el método de absorcién de -
nodos corresponde a la solucién de ecuaciones lineales sis-
multé&neas éor eliminacibén sucesiva de variables, el método
de Mason corresponde a la solucién de estas ecuaciones usan
do determinantes y cofactores. .

.

Existen algunas expresiones en un reograma que Son inva

riables respecto a la seleccién del nodo pozo:

4.1 Ejemglo:.

Considérese el reograma de la fig 19

\

\
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H ——
X2 X3 * Xg
. N g h
Fig 21 Trayectorias del nodo xy al nodo xg. o Xg (7

Pig 22 Mallas simples del reograma de la figura 20,
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Fig 23. HMallas dobles del reograma de la figura
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X LY \\‘.e X k,’/ — -
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- ~ 7
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—— ] —
.
Xz X3 Xe
— g — , _
Xg A

Fig 24 Malla triple del reograma de la figura 20.

Cabe hacer la aclaracibn gque las mallas 1 y 2 no forman

una malla doble por tener el nodo X, en comiin.

4.4 Definiciones de ganancia, determinante y cofactor.

La ganancia de una trayectoria es el praducto de las ~-

transmisiones de las ramas que forman dicha trayectoria.

Asi pues la ganancia de algunas de las trayectorias del ejem '

plo anterior son:

de la trayectoria 1: cf
de.la trayectoria 3: dai

de la trayectoria 5: djml

' De acuerdo con la definicién anterior, la ganancia de =

una malla de orden kX ser§ el producto de las transmisiones

de todas las ramas que forman dicha malla. Del ejemplo an-

terior se deduce que las ganancias de las mallas sén:

de la malla simple 1: o

de la malla simple 3: adihgb
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— —_— — de la malla doble 2: omn

4.5 Ejemplo:

de la malla triple : ofghmn

SupSngase que en un reograma hay m, mallas simples, m,
mallas de orden 2, m, mallas de orden 3, etc, hasta mallas
de orden p. El determinante de este reograma, A, se define
como la unidad menos la suma de las ganancias de las mallas
simples, mis la suma de las ganancias de las mallas dobles,
menos la suma de las ganancias de las mallas triples'etc.

Matem&ticamente esta definicién puede expresarse como

m m m
1 2 3
A=1- g M(1)+tM(2)—£M(3)+...
jm1 J =1 J =1 b
m,
P J
’:P u P =1 + 1 b3 (-:l.)k M, (B
) k=l jml 3

donde Mj(k) denota la ganancia de la j-8sima malla de orden

k.

Como las ganancias de mallas de segundo o mis alto orden
son iguales al producto de ganancias de mallas simples que
no tienen ningfin nodo en comdin, una definicifén equivalente .

de determinante es
= _u (1) _u (1) _ (1)
A—[(lMl )(1M2 )...(:LMml Y |

donde la operacién | |% indica la supresién de todos los --

-~

términos que contengan productos de las ganancias de mallas

que posean al menos un nodo en comGn.

f

Para el reograma de la fig725

Fig 25 Reograma

8¢ tienen las siguientes mallas simples:

X1 X2 ganancia: ab

ganancia bcd

X3

e ganancia e
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3l

y la malla doble (
3

X1

X @t e —— — —

ganancia abe
' \ /
\ /
A S 4
~ ~
X3
e

-

De lo que se deduce que el determinante del reograma es

e e e -

A =1-ab - bcd - e + abe

N

Otro concepto necesario para presentar la f6rmula de Ma

son es el de cofactor de una trayectoria, o sea el determi-

nante del reograma que queda al suprimir del original los -

nodos de la trayectoria y las ramas conectadas a ellos.

En el reograma de la fig 25 se presentan dos trayecto =

rias del nodo X al nodo x,:

2
a
1 X
Xo 2 /xz Xo
VS e}
\ /
\ /
\ . /
\ y
~ Rl
~-
o< [X 3
/ , .
! \
i !
i \ 7 —_
~ ”’

Trayectoria 1

Traycctoria 2

El cofactor de la trayectoria 1 es (l-e), pues el re ~. _____;;_f__,
grama que queda al suprimir los nodos Xgr X) Y X, es la auto
malla del nodo Xqe Como no gueda ninguna malla al suprimir

los nodos de trayectoria 2, su cofactor es 1.

Con base en las definiciones anteriores se puede presen

tar la f6rmula de Mason. : - .

4.6 Fbrmula de Mason

La transmisién entre un nodo fuente Xg ¥y un no fuente Xnr s

estd dada por _

n
T T, A
S 5 Sl
Xg A

donde

n -es el n(mero de trayectorias diferentes entre Xg Y.
b
n
Tk La ganancia de la k-&sima trayectoria
. i
Ak Su cofactor
7/
a El determinante del reograma.

Para el reograma de la fig 25, la transmisién entre el

nodo fuente x, y el nodo x, serd

X2 a(l-e) + cd
Xg 1 - ab - bcd - e + abe




Las expresiones que intervienen en la formula de Mason

el ejemplo anterior.

Trayectorias Tk - Ak TkAk
1 1xa (1-e) a(l-e)
2 Ixexd 1 cd
4, determinante, = 1 - ab - bcd -~ e + abe. R

Debe sefialarse que la f6rmula de Mason es vdlida cuando
la transmisifn por encontrar surge de un nodo fuente y llega
a uno no fuente; en general cuando estas condiciones no se
s cumplen, los resultados que se obtiepen son errfneos. Para

ilustrar este Gltimo caso, considérese el reograma de la fig

26.
Fig 26 Ejemplo del mal empleo de la f&Srmula de
‘Mason.
81 se aplica la férmula de Mason para encontrar la trans

P misién del nodo X3 al nodo X, se obtiene .

3 x o
3 _ ¢ f

. By %, T Ted

N

33
y la transmisién del nodo Xy al nodo xg.
para B s .
- o X e N
e e T 2 a B
' 3™ %, < Itad

L8gicamente, los dos resultados son inconsistentes pues

1
hay ¥
327 B,y

El error radica en que ni x, ni x4 8on nodos fuentes.

Si se aplica la f6rmula de Mason para cbtener las trans
x

x
! misiones (;3 Y =32) se llega a los resultados
: 17 % ‘

X2 . a+hbe ¥3 . b +ad
Xy 1l - X . 1-¢
por tanto
X2
o

Este Gltimo resultado es correcto, pues s8i se trata el
problema algebraicamente se llega al mismo valor de la trans.

migidn, como se indica a continuacibn:

x2 = axl + Cx3

Xy = bx1 + dxé
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g» Despues de la elxm;naci§n de la variable x, se obtiene 5.1 Inversién de una trayectoria

(a + beo) xy = (b + da) Xy ) . La inversién de una trayectoria (como se verad después)

i

corresponde a intercambiar los papeles de causa y efecto em——— -~

.. % _a + be T . .
;; = v ag . (8) un reograma, o lo que es equivalente, a invertir la forma =

de variables dependientes a variables independientes. En -

5.~ Inversi§n de trayectorias. Inversidn de mallas. el ejemplo 2.1 se vio c6mo el reograma de la fig 2 era equi

Como se demostrs en el ejemplo anterior, la férmula de valente al de la fig 3, en el sentido que representan la ==

Mason generalmente no es vilida cuando el nodo inicial no - misma relacién algebraica entre las dos variables v e 1.

es un nodo fuente. Sin embargo, en muchas ocasiones se de-
g0, Antes de mostrar el resultado general, considérese el -

sea encontrar la transmxsién entre dos nodos no fuentes, Xa reograma de la fig 27

y xb, de un reograma dado.

- Para resolver el problema existen tres alternativas:

l.- Proceder como en el ejemplo anterior, esto es, encon -
trando la transmisién de un nodo fuente X a cada uno
de los nodos en cuestién y tomar la razbén entre las --

dos transmisiones obtenidas.

2.~ Replantear las ecuaciones del reograma y considerar X,

como una variable independiente a fin de construir nue

vamente otro reograma en el cual xa aparezca como un -

nodo fuente. v Fig 27 Reograma para la inversifn de una trayectoria

3.- Modifi u versidn ayectorias .
odificar el reograma usando invers de trayec ! Las ecuaciones correspondientes son
y convertir un nodo no fuente en uno fuente.
Xo = ax; + bx3 + ex,
En esta seccidn estudiaremos la alternativa nfimero 3. . )
. . X3 = Cx, + fx6

x, = dx3




Los nodos fuentes sOn ) ‘ : .

Xir Kgr X {variables independientes)

| S —

y los no fuentes son

Xy Xy Xy (variables dependientes)

1
Supbngase que se desea hacer de X3 una variable indepen

diente y de Xg una variable dependiente, lo que egquivale a

despejar Xg de la primera ecuacién

y dejar igual la Gltima

X, = dx3

s

el nuevo reograma que se obtiene es el de la fig 28

Xg
-f/c

' vaciones: — e e
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De dicho reograma se pueden hacer las siguientes obser-

a) el sentido de la trayectoria del nodo Xg al nodo Xy se
invierte:

b) el valor de las transmisiones de las ramas invertidas -
es el inverso de las transmisiones originales.

c) las ramas gue acudian al nodo X4 ahora llegan a Xor ¥ =
las que llegaban a Xy ahora lo hacen a Xg. ademds, el
valor de las nuevas transmisiones es el valor original
dividido- por el negativo de la transmisibn de la rama -~

de la trayectoria invertida con la que eran convergentes.

Siguiendo lo0s mismos lineamientos del caso anterior, si
se cuenta con un reograma arbitrario y se desea invertir --
una trayectoria de un nodo a otro, se invierte cada una de ‘
las ramas de esta. Las modificaciones que resultan del cam .

bio se ilustran en la fig 29.

X ) v » -o/d Roma

fa

)

Fig 28 Reograma que se obtiene al invertir la,trayec;o-
' ria Rg~X X3 del reograma de la fig 27

)

|

~

<&

Rama ¢
invertir

xk
Fig 29 Efecto de invertir una rama

invertida
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La justificacibn del proceso anterior se debe a que co-

39

lo que coincide con la ec 8.

T

5.3 Inversién de mallas - - 1

z = dy + axy + bx2 o +oox

entonces

[e7]eg

1
Y’E"%"l‘
5.2 Ejemplo;

Volviendo al ejemplo de la fig 26 para encontrar ;g al
3

invertir la‘rama de transmisifén b se obtiene el reograma

-d/b , : o
qa
X »>- Xy
1/b (3
\
X3

Ahora, aplicando la férmula de Mason para encontrar la

x
transmisidn (;3) se tiene

Las mismas reglas que se emplean en la inversifén de una
trayectoria pueden aplicarse a la inversibn de una malla, -
esto es, se aplica la regla general de la inversién a cada

una de las ramas de la malla en cuestidn.

L6gicamente el prop6sito de inversién de una malla es -
diferente al de inversibn de una trayectoria (cuyo propfsi-

to es cambiar un nodo no fuente en uno fuente), pues ningfn

- nodo que forme parte de una malla puede ser fuente. Sin em

bargo, existen dos razones por las cuales la inversién de -

mallas puede ser importante:

a) reducir el nfimero total de mallas (dobles, triples,
etc.) en un reograma.

b) cambiar los valores de algunas transmisiones.
Cada caso se ilustrard mediante un ejemplo.

5.4 Ejemplo del primer caso:

Considérese el reograma de la fig 30.
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Fig 30. Reograma para la inversién de una malla InversiSn de la rama de ganancia b '
en el cual se presentan cuatro mallas simples, tres mallas dobles . ‘ .

Y una triple, o sea un total de ocho mallas.

51 se invierte la malla que pasa por los nodos Xy, X, ¥ Xz
se reducird el n@imero total de mallas. Al respecto, en los dia-
gramas siguientes se ilustra la inversidn de cada una de las ra-
mas. NOtese que las ramas punteadas son las del reograma original
qle no han sufrido modificacién alguna, mientras que las continuas

son las ramas que formaran parte del reograma final después de in-

vertir la malla.

/7N
f

(\ /] Inversifn de la rama de ganancia c
- f .

h <
X P gl
, AY

Sumando las transmisiones de las ramas en paraleleo se ob

tiene el reograma de la fig 31.

-d/a L e

Inversibén de la rama de ganancia a
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donde las variables son funciones de la variable indepen --

diente s. )

H

Fig 31 Reograma que obtiene a partir de la fig 30 \

al invertir la malla X T Xy <Xy

en el cual hay una sola malla.

.

5.5 Ejemplo del segundo caso:

Considérese el reograma de la fig 32

Yo

Yo

x 9
—
—
[
-

Fig 32 Reograma para ilustrar la inversifn de

%, (8)

una malla.

x;(s)

Para prop8sitos de simulacidn sin embargo, solo se per—
miten multiplicaciones por un escalar e integraciones, esto

es, ramas que tienen transmisiones del tipo 51 Yy k2'

Si se invierte la automalla, es posible llegar a un reo
grama en el que aparecen finicamente estos dos tipos de trang

misiones (fig 33):

1/s

-4/s

! o

Yo

;ﬂs) ;gs) ‘ ZJS)

Fig 33 Reograma que se obtiene de la fig 32

. al invertir la automalla.

6.- Modelado de sistemas por medio de reogramas.

Una de las formas de analizar los sistemas fisicos es -
mediante reogramas que, como se explicé en pirrafos anterio

res, tiene sus ventajas utilizar esta metodologfa.

La manera mds usual y tradicional de obtener un reogra-

ma que represente el comportamiento de un sistema fisico es,



como primer pasgso, escribir las ecuaciones correspondientes,

despaiar ias variables dependientes (una diferente por cada

45

ecuacibn) y despuds construir el reograma; sin embargo, Se._ .

nan desarrollado métodos que permiten pasar directamente -=
del sistema fisico al reograma sin utilizar como paso inter
medic la escritura de las ecuaciones. Por ser un tanto di- /
ferentes las metodologias usadas para los sistemas eléctri-
cos, mecénicos, hidrafilicos etc, no se presentarin aqul en
forma explicita, aun cuando se insertard un ejempio en el -
cual se podrd apreciar la sencillez y sistematizacifn que ~

puede obtenerse cuando se utilizan directamente los reogra-

mas para modelar las diversas partes de un sistema.

— . . e

s

6.1 Ejemplo:

Un posicionador es un sistema.electromecénico que permi
te colocar una carga J (el timén de un barco, la torrecilla
de un telescopio, etc.) en una posicién deseada, mediante -
la manipulacién de un potenciometro, sistema que se repre -

senta en la fig 34.

i S

v, /\
g ¥ I de
e E El ganancia

= e

N\ "Amplificador

P

Fig. 34 Esquema de un posicionador.

Consta de un potencifSmetro de entrada en el que al &ngu

lo 8o que se desea colocar la carga J.

Por medio del potencifmetro se produce un voltaje Ee’ -

proporcional a ee, esto es, E_ = k.98

a 17e"
para con el voltaje Eyr el cual a su vez as proporcional al

Este voltaje se com
&ngulo de la carga J, o sea

E‘ - kle.

N

- La diferencia de los voltajes E. Y E, se alimenta a un
amplificador a f£in de producir, a la salida, un voltaje Bz, 3
que & su vez alimentari ia armadura de un motor de corrien- '

te directa de excitacién constante.
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Zi motor produce ua par torsor T = kzIa' donde Ia es la
corriente de armadura y una fuerza contraelectromotriz E3 =
k4m (dorde » e@s-la valocidad angular de ia carga). El par
torsor del motor cambiars el &ngulo O, ¥ a su vez el volta-
je E;. Cuando E > E,, el motor girari en sentido de incre-
mentar Os' y cuando Ee< El, 1o hara en sentido contrario.
%s(s)
e(s)

Se desea obtener la funcibn de transferencia

(o sea la razén de las transformadag de Laplace de los &n - -

gulos de entrada ¥ salidéa). -

Aun cuando una de las formas bara encontrar la funcién
de transferencia deseada es escribir las ecuaciones del sig
tema, pasar a un reograma y luego, por uno de los métodos -
bresentados en este capftulo, encontrar la relacién es(s) 4
Ge(s), aqu!l se resolverd el problema construyendo modelos -
parciales de los componentes del sistema después interconec

tandolos a fin de obtener el modelo global.

Modelo del amplificador €y ks £z
w ) 1/s 95

Modelo de la parte mec&nica

Modelo del circuito
eléctrico a la salida

del amplificador.

Modelo del motor ideal

Modelo de los poten-
cidmetros.

Modelo del sistema
eléctrico a la en-
trada del amplifi=~
cador.
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L A
Notese gue en cada uno de los modelos parciales los no- ast Que el determinante del reograma es
. dos fucntes corresponden a un nodo pozo de otro modelo o a -
- . ) - : k.kok k.k,
uac variccle independiente del sistema global, como lo es - o . A= 1+ ~ 2 32 + 7 :-é N
T ’ ) (sL+r) Js© JIs(si+ ) o
ae. [

i e Empr

. oM,

Los modelos anteriores, interconectados, procducen el =~

reograma global del sistema que se presenta en la fig 35

Fig 35 Reograma global del sistema.

\

La funcién de transferencia se puede obtener utilizando

la f6rmula de Mason:

Hay dos mallas simples cuyas ganancias son, respectiva=-

mente
v (L) o . iy 1 1,,1
Ml (-1) (}-3) (¢9] (gm-) (k2) (3‘;) (-s-) (kl)

) _ 1 1
2 ( 1)(-SL—+;-€) (kz)(J—s—) (k)

y la {inica trayectoria de 6, a es es

1l . 1,,1
Ty o= Oy (1) Gky) Q) (gpg) ey (53D (B (k)

Y el cofactor es la unidad, por lo que

2

1%2%3

]

e (sL+R)Js“ + k2 (klk3 + k,s)

@
=

2=
o
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7. Riagrama de blcaus

Ctra mansra cgrdfica de representar las relaciones entre las

v.riables de un sistcma es mediante diagramas de blogue. Este ——

31

butivas; asf la relacida y = 11-12+x3 se representa en la
nomenclatura del diagrama bloque como se ilustra en la figu

ra 372 y que equivale al reograma de la figura 37b

B —————

método aunque anterior al dc los reogramas aln se usa con frecuen

cia. Porgue la diferencia entre los métodos no es conceptual sino

maranente notacional, en lugar de presentar los métodos convencio- -

nales de reduccién de Giagramas de bloque, tan solo se ilustrarf

la equivalencia entre estos y los reogramas.

En los diagramas de blogue las variables se reproéentan por
ramas, las relaciones causa ~efecto por bloques, la suma de varia

bles por sumadores, como se detalla a coatinuacién.

a) Blogue. Es un elemento gue representa la relacibén causa-efecta =

entre dos variables y equivale a la rama de un recgrama. La re

presentacién de la relacién Xy ® Hx, se muestra en la figura 36.

X,_ x2 x,. H x:
E———" ] o————l————

(@) ' (b)

Pig 36 RepresentaciSn de la relacidn x, = Hx, (a] por dia-

gramas de blogue (b) por reogramas

b) Sumador. Es un elemento de un diagrama de blogue al cual con-

vergen ramas (fue representan variables) y emerge tan solo una

que representa la suma (con su signo) de las variables contri-

/

Xy

(a) ' (b)

FPig 37; Represantaciln de la relacién g=X;-XytXy. pOr medio ...
de (a) diagramas de bloque (b) reogramas

Con las definicicnes anteriores es factible coavertir un dia
grama da bloqus a un reograma y an las figuras 38 y 39 se presen-

tan dos ejemplos.



e h
z S Hy ,
.

r

Fig 38.

Diagrama de blogue Y su reograma eguivalente

52

- -

(a)

Fig 38.

(b)

Diagrama de blogue y su reograma equivalente

e !’ . T{_ — :
T
S Dt
. __F_s_A
(a)




Capitulo 6

SISTEMAS LINEALES DE PARAMETROS
CONCENTRADOS



A, B, C y U son matrices n por n, n por 2, m por n y m por

(2]

X respectivamente.

, . El problema que se tratard en la primera parte de este capitu

—r

lo es determinar la salida y(Z) a partir del conocimiento del

estado en el tiempo to, es decir i“o" y de la entrada en el

intervalo [to,i], O sea u [; t]
0’

Este valor se obtiene al determinar el estado en el cual estari
el sistema en el tiempo £ cuando se aplica la entrada u[t {]y el
=[t,,

sistema se encuentra en el estado X, en 1= to (ec 2). Esta Gltima

1. Introduccifn condicibn requiere conocer la ley de transicién de estados que im-
Considérese el sistema descrito por las ecuaciones plica la ecuacién diferencial (ec 1)
.
x(t) = Alt)z(t]+BltlulL] (., ‘ Para ser mis precisos en desarrollos posteriores, la ley de

transicibén de estados se indica como se hizo en el cap 2, median-

- ' 2
gle) = clelxltl+Dltlulel” (2) s

i
N

’

donde
i L,u,x,,1
x(2] es un vector de dimensién n que representa el estado del 1( LYY 0l

sistema en el tiempo %
que representa el estado en el cual estari el sistema en el tiempo

£ cuando se aplica la entrada u ] hallandose en to en el aesta
u{t) es un vector de 1 componentes gue representa la entrada —[to,t =
do x,. :
del sistema (algunas veces llamado control) =9

4 . 2. Ley de transici6n de estados.
1(:) es un vector de n componentes que representa-la salida . ;

del sistema
Para determinar en forma explfcita la relacién entrada-estado-

\



.

salida para un sistema descrito por las ecs 1 y 2, es necesario

conocer la ley de transicifn. Inicialmente se estudiar&n propie

dichas funciones satisfacen las identidades

dades de dicha funcibn.

Una de las propiedades que facilita el estudio de los siste

mas en cuestifn es la linealidad de la funcibn g, o sea

Rolt,uy,x1,25) + k_[2,u5,%;,2))
- i{tnk(ﬁl*!zz)' h(£1*_’£z).to}

]
Para comprobar lo anterior, Gnicamente hace falta notar que

si

S

entonces, integrando ambos lados de la ec 1 de ta a t, se obtiene

t t .
xit) - f Alaiatdee [ Blelaleldeex, (4)
o) 1, . '

si se indica mediante .
x (2] = glt,m,u, 2
y por .

i ib(t) = ilt;ﬁz.iz.to’

.

E_(‘tl - ﬁ(:ll‘_",:_x_o'zol '_m-’::f"’;::: (’)m s

£ e
i) = f‘o Ale)x, () des '{t Blv)uylv)diex, ——
t .
Alelxg(cidee [ Bleluyle)deex,

Multiplicando por k cada una de las ecuaciones anteriores,

sumindolas y utilizando el hecho de que

hf‘(r)g(r)dx + hfﬂ(t)h(r)dt . /ﬂ(t)h[g(r)*h(r)] dx

se obtiene la igualdad

i A . .

t .-
Bix, (£)exy (2]} =_/’t Alc) (ke (e (e)exy(ei] ) do

0 -
1
o[ Bl R fu (v)rga (] evkizy e x,)
%
que, de acuerdo con las igualdades 3 y 4, implica que
Rixg (£)+xy (2]) o ft, kluyruyd, k(g_wg),zo]
o sea el resultado deseado.

Entonces por la linealidad de la funcién §, se tendri que

i(tvﬂl-io'zoy * i(zvgrlvo'to) + l(trﬁlngﬂto)



es decir que el estado de un sistema en t>t0 buede calcularse

como la suma de dos términos: uno que corresponde al estado

y la evolucién de estados ¢, por ser funcién lineal, es, para este

caso J— JR— J— R — [

en que se hallari el-sistema cuando e encuentra en ta en el
estado 50 y se le aplica la entrada cero y otro en el cual es~
tard el sistema al tiempo £, cuando en to el sistema se encuen
tra en el estado inicial cero y se aplica la entrada u. Ast

es factible separar los efectos dehidos al estado inicial 50 Yy

los de la entrada u.

Inicialmente se analizari el témmino g(t,g,io,to), al que

se denominar§ x, [t}. Debido a que la entrada es nula en el in-

P
n

tervalo[to,f] » X, (t]) satisface la ecuacién diferencial
%, 12) = Alt)x, (2]
X altlx,

y la condicibn inical gh(to) =X,

El estado también se puede expresar mediante

n
Lt e |

donde e representa el vector cuya i-ésima componente es 1 y las

dem&s cero*

*Recuérdese que cualquier vector x puede escribirse como

Xy i 0 0

| =
[

= I
: I : :
X Lo 0 l’

-n

+ x,11 ooty = xje1txjzezt...x e

n n

——— e - ——————

n

2, (2) = 9l8,0,x,,85) = 0(2,0, ifl "o/;fi""o, g
u I
= iEI xo,(, Q_(trg'ﬂiﬂto)

donde i("ﬁvﬁi"o’ representa la evolucién del estado cuando la

entrada es nula y el estado inicial es el vector g,. As! pues

si se conoce la evolucién de los n estados iniciales &) ,e2,---» &,

cuando la entrada es nula, es posible determinar g(t.g,go,to)

para cualquier 50.
2.1 Matriz de transicibn

La ecuacién inmediata anterior puede escribirse en forma

més compacta, utilizando notacibn matricial:

x, () = gl2,2,) 2,

donde §(t,t0) es una matriz cuadrada cuya i-ésima columna es

O sea

Bit,ty) - [el60,e1,t)), slt.0,entpl,.-onalt gy, 2y

A la matriz é(t,to; se le denomina matriz de transicibén y .




jugar& un papel importante en desarrollos posteriores.

lLa matriz de transicifn_del sistema descrito por
[ ]
x{t) = Alt)x[z}
cumple las siguientes propiedades

4 eyt - 1

donde ] representa la matriz identidad

i) g Blety) < AlL) $lt,,) - e

La primera propiedad puede probarse fScilmente si se cbserva

que

b} La i-&sima columna de la matriz [ es e,

La segunda propiedad se deduce del hecho que la funcién $

satisface la ecuacidn diferencial

812,0,8,,25) = Alt) al2,0,e,,¢,)

Puede demostrarse, aunque no se har§ aquf, que solo existe

una matriz que satisface las condiciones { y <{.. De esta mane

ra, para.confirmar si una matriz @s la de transicidn, basta

comprobar que cumple dichas condiciones.

Otra propiedad qﬁe cumple la matriz é(t,to) es la siguiente
i) Sle,ty) - Ble, ) dley, ¢

Esta puede deducirse de la propiedad de la ley de evélucibn

de estados, enunciada en el cap 2!

i(tlg.'iolto’ d i[tlgl i(‘tl:_o_u_x_'_olto):tl] -

y como

8it, 0,29, 89) = Glt,tg)xy
se tendri que

é(t’to).‘!o = §(t:tl) i(tllgnio:to,

"

@f‘:,‘m §(t1,tol x,

Por ser la Gltima igualdad v&lida para cualquier X, se con

cluye que

git. eyl = Plt, 24 iy, 1))



ﬂ k,

y si ge particulariza para el caso I-to, se obtiene

10

- $tegty) - Blegt)) Ble,, 200

o0 sea que el inverso de Jamatriz de transicién §(t,r) as simple

mente §(t,t} .

A continuacifn se presenta un ejemplo de la matriz de transi
cibn de un sistema de dos dimensienes. Utilizando esa matriz, se

confiran las propiedades 4, {4, y 4i4.

2.2 Ejemplo de una matriz de trans_icién

e

Considérese el sistema descrito por las ecuaciones

X (2) 0 1 |.|x 12} )
= -+ ult)
%z (£} -1 0 x3(2) 1
ytey = 1 0] [xate)
Xz(t)

Ta matriz de transicidn asociada a este sistema es

coa(t-to) Aen(t-to}
g(t.tol -

-Aen(t-to) coa(t-to)

Ya que las propiedades i y ii se cumplen
“Propiedad i: o
cos (to-tol Aen(to-to) ! 0
é(»to,to) = ) - =1
-Aen(to-to) coa(to-to) 0 1
Propiedad ii:
r 9 /
dcos (t-2,) dsenit-2,)
. 3 ¢ FRES
a§(t,t0)
—_————
EX3
2 [- sen(t-2)] acos (£-2,)
5 3 1 2 2
. -Aen(t—to) coa(t—to)
-coé(t-to) -Aen(t-to)
Por otra parte
0 1 caé(t-to) Aen(t-to) '
ABlt t,) - .
-1 0 -Aent(t-to) +cos (t-to)
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-sentit-t,) cos {t-2,] cosla+b) = cos a cos b- sen b cos a
- cosf-a) = cos a
BT -cos (2-2,) -senit-t,) senl-a)l = -sen a —— — -
entonces la Gltima matriz es
ag(t,to)

=z - A(tli(z,z }

Propiedad ‘iii:

Por ser é(t,to) una matriz de tansicibén, resulta cierto que

Ble,t,) » lt, 1)) Py, ¢,
2144 4 *® 0

en efecto,

cos(t-24) sen{t-£,} coa(tl-to) Aen(tl-to)

§(t,t;)§(t1,tol-

-sen(t-£,) coslt-2) iaen(zl-tol cos (2,-2,)

coo(t-tl)coa(tl-to)-benlt-tl)Aen@l-to) cod(t-t,)aen(t,-to)o

ern(t-t,)cOA(t,-tO)

~4en(t—t1)coo(t1-t0)-coa(t-tl)aen(txéto) -Aen(t-t,)oen(t,-to)o

+coa(t-t,)coa(t,-to)

Ahora utilizando las igualdades trigonométricas

coé(t-t,+t1-ta) éen(t-t,tt,-ta)

—Aen(t—t,ft,-to) cOA(t-tlft,-to) '

- 1 - L)
cos (2 to) seniz to)

< it ty)
-sen(t-ty)  coslt-ty)| T

Conocida la matriz de transicién del sistema, se puede de-
terminar el estado para cualquier tiempo ¢ > ta cuando la entrada
es cero y el estado en ta es X,:

coo(t-to) Aen(t-to) Xg;

x(z) -

—Aen(t-to) coo(t—to) Xgq
o sea : . .
x,(t) . zOIcoA(t-ta) + x4 aen(t-to)

xp(t) = —xozéen(t-tbl + zozcoA(t-to)
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En resumen, la ley de transicibén de estados §, para una en

trada nula, puede escribirse como

0

i‘t;b_)ibtta, 'é(—t.ta) X

n
i('t’r U, lv 'ta) - .21 i(tl, e. ., 1' t
A

De esta forma, el problema de la determinacidn de la evo

que se conoce

donde §(t,tol es la matriz de transicifn del sistema que cumple
las condiciones

Celty, e u, 0, )

N

lucibn del estado nulo queda pr&cticamente resuelto una vez

y% quevcualquier funcién ¢ (que tenga un nGmero finito de dis
1) ey, 25 « 1

continuidades) puede aproximarse en el intervalo [ta,tﬂ

1) J7 Ble,t,) « Al18i2, 2,)

2.3 Evolucidn del estado nulo

siguientes operaciones

t

; ti-tp .
cada intervalo de longitud 1720 . a
En esta seccifn se analizar§ el segundo t&mmino de la ley de

transicidén de estados, o sea

b)
Q(tJ.g.Q.to)
Como se ha supuesto (sec 1) que la entrada es una funcibn
vectorial del tiempo con componentes, es posible expresar
___ - c)

wlt) = u,ftle, + “z(t)iz""'ia(t)ﬁa

donde los vectores ¢, son los unitarios definidos en la seccién
anterior y las funciones ui(t] son escalares. Aplicando la pro-

piedad de linealidad de la ley de transicién de estados se obtiene qa)

n

por la suma de unas funciones pulso, es posible efectuar las

a) Se divide el intervalo [to,t;] en n subintervalos iguales,

Se define la funcibn pulso pA(t) como (fig 1)

1 84 0gt < A
Iy <
pA(t) =

0 pana otros valones de t

' i xi
Entonces el..valor de u, en el intervaleo [tO'til puede aproxi

marse por (fig 2)

n
ult)=t u(toth) pA(t-to—kA)A
k=0

La evolucibn del estado nulo en el intervalo [ta,tJ] cuando

la entrada es eu puede aproximarse, debido

de ¢, por

a la linealidad
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Fig 1. Definicibnde la funcibn pA(tl

16
15
i
gley,e.u, 0,2,)) = g_[tl,kfo e ultyrhalp, (£-2,)-ka)a,0,¢,] *
(-
n —— S —.
s u ltgrhalagfty, e p, (2-2,-R8), 0, £,] o
§ ul®)
donde g(tl,pA(t-to-hA)gi,g_,to) es el estado del sistema en %,
cuando en to es 0 y se aplica la entrada pA(‘t”to'h“QL
La oltura del
pulso es:
u(tot k)
§ Palt) . : . § Palt-44) e o o o @
s ‘ L ) 1 -
‘ to IRV INENTYN totka ty t o
i/6 V7N B
i Fig 2. Aproximacidn-de una funcién u(¢]
Antes de continuar el desarrollo, conviene presentar un
| —
of a t 0 26 42 1 ejemplo.
Ejemplo

Considérese que la entrada u(t] es como se indica en la fig

3 ¥ que el intervalo [to,tl] se divide en tres partes iguales.

En este caso, la aproximacibén de u se ve en la fig 4.



.4
’ , 17 )
. 18 . . .
\ ! \
 uit)  u(t) : ‘
ok §p,l1-10)
: - 09 ———— i/8
orh-— N
0.5 C ’ 0.5
1 ! L - - 1o to+d r
to oot o & 1A A 1t
*pA(t-to—A)
1/8
Fig 3. La funcibn u[‘tof‘tl] Fig 4. Aproximacibn de u'[to,t]
e o Y -
Supbéngase anora que las funciones gl& ,p,(t-t4-Ra) e,,0,¢
[ A 0 LN o] palt-to-24) : [ ¢[1,p‘A(1-10-2A)§in.Io]
son como se muestran en la fig 5 1/ . -
04fF———————— p
- . /
, to to+2d  t to ] 1y r'
/ . . .
—_ —_— — _ _ Fig 5. Las evoluciones i[t,pA(t-to-hA)g‘-_,Q_,ta]
Entonces

i
i

i‘t’puLpELp on‘to)'(o-so‘t’,PA(t“tolgL,g,t )4‘0.70(t',PA(t’t0-A,£L'2.'tO,
.

+ 09008, ,p, [t-2,-28),2,,0,2,)} & =

= (0.5x0.1 + 0,7x0.3+0.9x.4)a= .55 &
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En general, para cualquier valor de & en el intervalo [to,t’) a =to+hA
el valor aproximado de i(t’“iii’o'to) se obtiene de manera simi
lar. *ﬁ‘ o E B T e se tendrd que - - - S e - T
3
La funcién g(t,hf’ A“(*o‘hA’PA("‘o'hA’iig"o’ se muestra en A= do
la fig 6.
y para el intervalo de valores de t entre to Yy t,, eg cierto que
. t’ .
' : ' ult) f ula)s(t-olda '
“ f("kz_lAui('O*'kA)pA(’-'O-kA)gi'Q"O)
. Y la aproximacién de gtt,,ué Ei,o,to) ge convierte en la igualdad
055 AF————— -— : . ’
| ‘tl .
- e e sty "f: ulo)glty, (-0} ¢,,0,8))ds 1)
i I 1 - ’ ' ; 0
to totd  tor2d to+3A 1 '
Entonces, es posible expresar la evolucién del estado cero

debido a una entrada u¢. en funcién de la evolucidn del estado

Fig 6. Aproximacibn de f(t,u,gi,O,t ]. L . -
v nulo cuando la entrada es el impulso §{t-a)e . que ocurre en t=o
Por las consideraciones anteriores conviene examinar la funcién
Cuando n, el nfimero de subintervalos en que se divide [to,til ;

\

se aproxima a =, entonces la funcibn p, se acerca a un impulso
(t,,8(t-0)e,,0,2,]
de Srea unitaria, o sea ity =L0=70

la cual se designar§ x_. {t.).
Lim p,lt) =si2) e 4]
A+ 0
. De acuerdo con la ec 4 de la sec 2 gq(tl’debe ser la
donde § es la funcibn generalizada impulso. 2

, Ginica funcién que satisfaga la ecuacidn

o De esta .forma, sl se hace el cambio de variables : < t
- ' x (¢) f Alt) x (1ld +j Bltlslt-ole dv (2]
-] t - - 1 s = =
[1] Q 4

0

E— . ——
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Como a continuacibn se ver&, por ser la entrada un impulso Considérese ahora el intervalo g-¢,o+e, donde € es un nl-
unitario que ocurre en el tiempo o, x_.(Z], serd cero para mero positivo arbitrariamente pequeifio.
2<o debido argue xqilto)-o, para t>o, _:golt) ser§ igual a la ] B
evolucibén del estado cuando en t=¢ es B(a)_g“._,que es la i-&sima ' En este caso E
columna de la matriz §_|0),Y la entrada es nula (fig 7).
ote
1) Alelx (x)dr = 0
[+ g 3
| X, (1)
\ - #(1,,0,8lc) i e) cuando e+0; asf que
N bilo)=Blole; F————— — - '
, gte
x lo+e) ’fa-: Blx)é{t-ale; do

Q
Y

pero de acuerdo con la propiedad de la funcién impulso

. Fig 7. Esquematizacifn g(tl,élt—c)g_i,o,tal para el sistema

+

[ d 3
j §itlelr-aldr=§(a)
2] = Alt)x(t1+B()ule) s-c

Considérese t<o: entonces, como §(g-c] es cero para valores se tendrf
de 1T en el intervalo [ta,c), se tiene que

x lote) - Blole,

¥

t
‘/t Blt)élt-ale, dr=0
En el intervalo [a+:,t]] la funcién §(t-¢] vale cero; por

0

y resulta ‘ _ ello
x (2] = g(2,0,Ble)e,,0)
50(“ .f:o ih)iﬂh)dr que de acuerdo con las consideraciongs de la seccién anterior
se puede expresar como

y la finica solucibén de esta ecuacibn es 5—0"” L )

x (2) - $lt,01Blole,
0 = <
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.donde g es la matriz de transicifn del sistema, alt,u,x5,2,) = glg, 0xg.ty) + l(;,g,g,tb)
" De est ibl ib 7 . 'L _
es era e - .
esta manera es posible escribir la igualdad ‘ g(t,talga + ¢l2, 4:::’ uig_k.l.to) . —
(£,60¢-a)e,,0,¢0- ° *% 7% :
212L,61L-0le;,0,¢,)- ’ ' “@lt,t )x, + & ¢lt,u.e.,0,2,)
= §lt,0)Blole, 44 o<t _ §.20)% i Y5
: d (olu lole. d
! « PlL,t,lx + = ‘[ {¢,0)Blolu {o)e do
Volviendo a la igualdad 1, se tendri que como . - é 0)_0 {=1] 2 = < *

t0
Gt t x lole. d
- &Blt,t Ix, + (¢,0)Blo) & u.log)e. do
l‘t:uLQL:g:‘ta) .f,ta u‘;(cli‘t.ﬁ‘t'ﬂlg‘:,a,‘ta)do . i 0 =0 I,to g A=l < “

en el intervalo de integracién ¢g<¢: por lo que se concluye que

- i(t,.t Iz, 4.[: i(t,o)g(clg(c)d
0

4 e it : -
slt,uge,,0,¢,) '/4: $(2,018(0)¢u, (o) do - ;
0 ’ . . O sea .

. .
2le,ux,20) - le,25) 2, ’]‘o $i¢,018l0)ulo)do

2.4 FbSrmuia de variacifn de parSmetros
De la propiedad de la matriz de transicibn

&t.0) - $lt,2)) Blty,0)

Conjugando los resultados de las dos Gltimas secciones,
Pyede escribirse en forma explfcita la ley de evolucién de eg.

tados, denominada comiinmente f6rmula de variacién de parfmetros:

la f6rmula de variacién de parimetros puede escribirse como:

: £
elt, u, xy £)) -§i2,2)) [x, +j‘t $ity,c18ls)ulo)ds]
- 0

Para saber si la ley de evolucibn de estados efectivamente
es la correcta, basta comprobar, de acuerdo con la sec 6 el

cap 2, que se cumplen dos condiciones:
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si x (2] = olt,u,x,,8,)
i) algg) = xa‘
)y X(t) = Alt)x(£)+Blolulo)

Para ello considérese la condicidn 1
como
oz,
xlt,) = g(to,tolifft $i2),9)8l0)ulo)do
Yy como 0

!(to,to) = I y el intervalo de integracién es nulo, se conclu
ye que x(2,] - x,

para la condicién i1, derivando los dos té&rminos de la f&rmula de
variacidén de parametros

t4
+

/.,

-yuiu,zouo@mguwf Alt)el(2,01Blo)ulo) do
= z
0

z
. 5(z)[§(z,to)xo+ft Pi,018(cluloldo]+Bl2Iult)
0

x(e) - a—}glt ty)x,+ R, 2)B(2)ulz) %Qu,aig(a)g(o)da

r Al2)x(2)+B(tlult).

La secuencia de pasos utilizados en la derivacién de la f6rmula
de variacién de pardmetros que representa en forma esquematiza-

da en la fig 8.
Conocida la ley de evolucién de los estados, puede entonces pre-~

sentarse la relacidn entre la entrada-salida-estado que correspon

(1 x+Bithu:x(tg)=xg

Y

$(1u.xg.10)

Ley de transicion de estados

l Linealidad

[ —

Y

f,: iZ:‘{Ui (o) [t] & 8(t-0),0 .ro] } do

5(t-0),0,1,)

-

$(1,0,B(o) e, o)

|| —————

Pt .o)1Bloledo

A

26
x=A
AU
Linealidad y definicion de
matriz de Transicion
== . =
L —» Pityitodxg®  +

! P, olBloluloglde

Esquema de la derivacion de la formula de variacion de parametros
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a8

de a la funcién F {"0' gl-_to't]}del cap 2.
Como : . . k del sistema es 0, el elemento {<,j) corresponde al valor
| ., de la i-fésima componente de la salida cuando la j-&sima — N
B T oyle) < clelx(t]+D (tli(tljf B e . componente de u(t] es un impulso unitario que ocurre en st

tiempo t y todas las otras componentes son nulas.
entonces, utilizando la.férmula de variaci®n de par&metros, se !
obtiene : La importancia del patrén de peso radica en que a partir

de €1 puede calcularse la respuesta del sistema debida a cualquier
l(tl . F[x U } - . : entrada cuando el estado inicial es cero, sin necesidad de rea-
= —[to,tj - ;

lizar ninguna otra medicidén sobre el sistema.

‘. + cl)it ,t0150+f cl£1@lt,01Blolulo)da+
. ; - ta - - = De esta forma el patrdn de peso caracteriza completamente la

: o . relacifn entrada-salida, con estado nulo,en los sistemas lineales
! + Dlt)ule) v . (3)
‘ ) ) : ’ de parémetros concentrados.

De la expresidn anterior puede comprobarse que los sistemas

descritos por .
- ) De la ec 3 se deduce que el valor de la salida para cualquier

2>t puede determinarse si se conocen el estado en'to, la entrada

0

R(e)=AlLlx(£]+B(¢)x(t)
en el intervalo [to,t] Yy la matriz de transicibén. En la siguiente

1 l(u-gm}_(tng(ugm ] ; seccifn se presentarin algunos métodos para obtener la matriz i(t,to)
para aquellos sistemas en que A es una matriz constante.

son lineales de acuerdo con la definicidn del cap 2.
3. Matriz exponencial

L trigk Considérese el caso enque la descripcién interna del sistema
a matriz
' tiene una matriz 1 constante. De acuerdo con la sec 2, la matriz

' de transicién debe ser la finica que satisfaga las condiciones
Tlt,0)= CltIPle, 2)Blclu_j{2-c1+D(c)s [£-c] :

conocida como patrén de peso o matriz de respuesta a impulso del : i) i(,t,,t‘) « 1

sistema tiene un significado especial y este es si en 1- el estado

* u_,(¢} indica un escalén unitario
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3G
FES

(£,£)) = AG(2,2,).

4 j . -

Considérese la matriz dada por la serie infinita

G (£,8,) = I+lt-tylhelt-2)? AT o e-2)Rabe
7! k!

la cual es uniformemente convergente. N&tese que
Q(to,to) = l

Si se toma la derivada parcial, con respecto a ¢ de cada uno

de los términos resulta la serie

0+A+  2(t-2)) 52 +oo.th(2-2

)h"Ah-’*
0 -
77 'Y !

N

Factorizando la matriz 5_y obgservando que %.‘ TE%TTT se obtiene

k-1
(-t M1 eer,

AlIr (t-gylAr...

que es igval a AG(t,%,}. como esta Gltima serie es también unifor
memente convergente, la derivada de g(t,,tol es igual a la serie

que se obtiene derivando cada uno de los términos. As{, puede con

cluirse que

- e . s

Por satisfacer g(t'to) las condiciones i y ii es la matriz

de transicién buscada luego entonces

Fit,2y) = 1 le-g)Ar Le-2)) A% (221 BAR
T R

Por 'similitud con la serie que define aat, esto es

+

e ak
T RT
se ha convenido en denotar como eﬂ, cuando M es una matriz, a la

serie

1+ e ud oo uk
i TR ] E

entonces, haciendo M = (£-f,) A se puede escribir la igualdad

L O ALt AL LSRR L LN

o sea que la matriz de transicidn puede escribirse en forma com

pacta como

él‘tl‘to) - e(t-to)¢ . "\
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P (£-25)A 12 matriz de transicién del sist - . ’
or ser e —, la matriz de transicion del sistema aunque vdlida para el caso en que a y b son escalares, no es en
general cierta para el caso matricial; esto es
[ ]
x(t) = A x [t} - p p .

A+B
Pyabi-d

. . q_i q_El

tiene las siguientes propiedades
’sin embargo, cuando A B = B A (las matrices A y B conmutan) en

1) olty, 1, = e(to‘to)ﬂ . 0L L0 ' tonces puede afirmarse que

3 L b Mt 1A, (t-t 1A | . ' A B, AB
i1) 5z elt,2,) = 57 e 0'= = Ae 0°= = Aelz, t)) , e e ’

1
iiif 3(12,10) . iftZ'tz) g(tl’to) . Por la forma de la serie que define la matriz exponencial,
. _ (t _ . (f"t 1A se cumple gque
A S RV T A
2.3

iv) haciendo t, = ¢, en la igualdad anterior se obtiene = - _ Ae W, EA A

-

T 1 (to-t,) A - (t,-to) A :
e - e - : ° esto es, la matriz exponencial de A conmuta con la matriz A porque

0 sea ue
e ‘ ) ' ' A[L + At - ’A[Z 2t . Aralerndels, . . : '
A[1 + A ) ArATLeA

7S LS 7}
[*4] e .[_1+A,t+%fz2+...]_4__

.

Debe tenerse presente que etﬁ es solo una convencibn de

t cuando a La serie que define e

(t-2,1A .
notacién, por eso algunas de las propiedades de et 0 puede utilizarse para encontrar

. la matriz de transicibn:
es un escalar, no se pueden extender a la funcidn eéﬁ excepto n

bajo condiciones especiales. Por ejemplo, la igualdad
Ejemplo

Considérese que un sistema est8 descrito por:
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33 , y
34 \
°
X 0 1 x 3 o -
1
! 1-¢8 -t L. t- 220 .
- + ult) T o 3T 3T
. .
X, o x, 5 JHA . : _ S
La matriz de transicibn es N ' ' ' B : ’ ) N .J S
, Identificando cada una de las series gue aparecen en la matriz
(2-2,)A 0
§(t,t0),- e 0'= = exp(s-2,) anterior resulta
- -1
cos t + sen 2 a
entonces ¢‘tﬂ. =
‘ -sen & cos £ , )
ZA 2 2 :
AN ¢ A ,
e 't.."zl.,__ MR c sea que
e
- = ! 0 0 1 , 0 1 AN | e cos (2-¢,) senlz-2,)
/
» +1 +£—
7! + ¢(t-4t0)k' .
- : “ T |-sen. (2= cosfz-2
0 1 -1 0 -1 0 -1 0 n.l 0l i 0)
ro ] r‘o ! r 0 | que, de acuerdo con la comprobacifn que se hizo en el ejemplo 2.2,
3 ., es la matriz de transicifén del sistema,
+3 dooen
T -1 0 -1 0 -1 oJ
3 - - - 3.1 Obtencibn de eit mediante la transformada de Laplace
- . o 2 1
! 0 0 t r‘ﬁr 0 0 - Se vib que la matriz de transicibén para un sistema en el que
7! 3T
\ . + * la matriz A es constante, es: : : : .
0o 1 -t 0 0o 22| Ped o '
77 3T
e b =

Efectuando la suma se obtiene

ﬁ(ttglia"ta)fii(‘t“tg'gaiora)

y esto es igual a§(t-t0,0) por lo que la matriz de transicibn de-
pende Gnicamente de la diferencia 1-4,, lo cual guiere decir yue

| !
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elt,0,%9,20) = 2l2-25,0,25,0)

36

Ademis, debido a la linealidad de la transformada de

Laplace |

De esta manera, si se conoce &(%,0), puede determinarse

g(t,,tzl para cualquier valor de t2 y t'l' ya que
i(tlotz) - !(‘t'-‘tzio)

A
Vale la pena examinar entonces 2{t,0), o sea e ~ Como esta

funcibn satisface

es posible tomar la transformada de Laplace a ambos miembros de —

la ecuacibn, o sea*
bk i

d A ' A
L[HZ e*4 L [ﬂe -
y de acuerdo con las propiedades de la transformada de Laplace
CEAC ZA
d ZA = = -eT=
L[_az e ‘] 6"[e ] \ ¢
- s []1

=0

* 13 transformada de l.aplace de una matriz se define como otra
matriz cuyos elementos son las transformadas de Laplace de cada
uno de los elementos de la matriz original, © sea

prrtel oyt ppat) T [Lggte] LRyl Ll tt]

Lip(2hyaL {p, 21 py,lt)..opy (2] [ =] L&, (2]] Ly, 02 Loy, (]

. - N . . ~

Pt (2) ' "’mn(u_] LL[PM (2] Llpmg (2] - £lpy, (4]

-

Pmi(t):

)

LA - a L1 —
se obtiene la ecuacibn

sL [et5 -1 L[eti]

Factorizando L[et-A—] se logra la igualdad
(o1 - A1 L[] -1

y se concluye que -

] e Y S

. th
De acuerdo con el resultado anterior, para encontrar ¢ — puede

determinarse primero (41-5)- y encontar su transformada inversa

'

de Laplace.

Ejemplo

Considérese nuevamente la matriz A del Gltimo ejemplo

la matriz (81 - 5) es, entonces



<
o
.
-~
-3
*
—
(-3

— -sen ¢ cos ¢

38

cos ¢ sden 2t

e

Para encontrar el inverso de la Gltima matriz puede utilizarse

la igualdad*
-1, Adj (M)
LY det K]

donde det(M) denota el determinante de la matriz M y Adj(M) es la

matriz adjunta {0 adjugada) de M que se define como la que se obtie

ne al trasponer ¥ y reemplazar cada elemento por su cofactor.

Asf que

det(Is - A} = 8" + 1

’ y adj(ls - A} «[s 1
-1 8

entonces
-1 ] r 8 1
(1s-A) - 7 R R -
- = 841 8°¢] 4°+1
-1 I
-1 : &
5201 5201

. Iy 1
Y como la transformadd inversa de 4201 es cos £, y la de 5201 es

sen , se concluye que

e

¢ Apéndice 2 ) ‘ }

e I &

resultado que coincide con el obtenido mediante la serie que

define e.“'1

Ejemplo

Considérese ahora la matriz

? -4 T
A .
- -1 5 .
para este caso - o v
s-2 4
(1s-A)-
1 4-5
) 1
det(Is-A) = (8-2)(8-5)-4= s°-75+46= (s-1)5-6) ’
* 8-5 -4
Adj{ls-A)~
-1 s-2
Y reuniendo estos resultados
8-5 : -4
: ls-T]s-6) (e-111{s-6]
(Ts-A)-1_ Adj{Is-A}
= 4“', aeéllp-ll ; .
- 4-2

l_“-”“-‘l 1s-115-6)
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y la transformada inversa de Laplace de la filtima matriz es:

40

ghAA - QAA = (QAA.’Z

N

Debe aclararse que al tomar la transformada inversa de una
funcibn de 4, la funcibn del tiempo que se obtiene estd definida

Gnicamente para £>0 '

Obtener la matriz de transicidn por medio de la transformada
de Laplace es de utilidad cuando la dimensién del sistema es pequeiia
Y se desea una expresibn analitica para ¢(£,0). En el caso de que

la dimensibn del sistema sea grande y se desea cbtener valores numé

ricos de la matriz, hay una manera eficiente para hacerlo utilizando-

la computadora digital. El m&todo se basa en la propiedad

t A t,A (t,+2,)A
P e L I !

’
asi pues si se desea calcular eéﬁ para valores de £t = A, 2a, 33,..

nA; mediante la serie que define la matriz exponencial, se calcula

a
e A. Conforme A es m&s pequefio, la serie se aproxima m&s ripidamen

te a su valor final. Conocido eAA, se puede calcular

2aA LY. L (eA'A)z

e = e

e iterativamente

es necesarlo utilizar la serie gque define eti solo una vez.

4. Sistemas invariables con el tiempo

En la seccidén anterior se demostrd que la matriz de transi-

cibén de los sistemas que tienen una matriz A constante era
. elt,o) = Blt-0,0] = oft-olA

Considérese ahora la relacibén entre la entrada-estado-salida

para los sistemas descritos-por ecuaciones del tipo

2it) = A xlt) + Bult) (1
glt) = € x{2} + D ult) (2)
donde A, B, C y D son matrices constantes.
De acuerdo con la férmula de variacién de parimetros
(2-2,1A o lt-0lA
ylt) = Ce 0'= _:gfft Ce ~ Buleldo+Dult)
0

Al cambiar ¢t por 2-T se logra

La ventaja de proceder de acuerdo al esquema anterior es que
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t-T e [£-T~d L-A-g_u (o Ldo+ u(2-T]

£-T-£,1A
yle-T) = ggL , a’-—xa+ft

0 I

.

Al sustituir la variable de integracfén o por £~T se obtiene

2+T
o Cett"léﬁu(t~Tldc
ter =

gttt Tl L f
g 0

+ P ult-T|

'Y por ello el sistema es invariable con el tiempo de acuerdo a la

definicién del cap 2, porque

gel = tfoepe, g -
implica

gle~Tl = £[X, R.r{&[’:a't]}]' &F{xa'u[ta"]}

El patrfn de peso (o la respuesta a impulso) de estos sistemas es

Hit-ol = ce!* M gy (e) + Ds(e-0)
Y como esta funcién depende Gnicamente de t-0, la respuesta a

impulso puede escribirse como

Hit) = ce®2 Bu_, (¢} + D sl2)

42

esto es, si el estado en £ = 0 es cero y se determina la salida
cuando cada componente de la entrada es un impulso que ocurre enAW
£*0* la salida asociada a cualquier entrada estando el sistema en
el estado 0 puede ser calculada sin necesidad de conocar aksolu-

tamente nada adicional del sistema, porque

1
ylt) f Hit-o) u(o}do
- to ‘-

Esta propiedad no abarca los sistemas variables con el
tiempo porque en ese caso la respuesta a impulso no solo es una
funcién de la diferencia £-¢ sino de £ y 0. Esto quiere decir
que debe determinarse la respuesta a impulso para cada valor de

g y no solo para o=0.

Ejemplo
Considérese un sistema lineal e invariable con el tiempo,

Al aplicarle un impulso en £:0 estando en el estadounulo, se

obtiene la salida que se muestra en la fig 9.

 yin)

r

Fig 9 Respuesta a impulso del sistema

* Recuérdense las consideraciones de la sec 2, cap 2
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casos es preciso recurrir a métodos numéricos. Sin embargo,

a diferencia de lo que sucede en los sistemas lineales*, en
Entonces si la entrada fuera u(t) = cos t, la salida serfa

los no lineales, para cada entrada y cada estado inicial se

t —{2-0) . ‘ debe recurrir a los m&todos numéricos a fin de encontrar la
yit) 'f ) coso do

[1} salida, porque esta no puede inferirse a partir del conoci-

z . R
-2 - z miento de las salidas debidas a otras entradas y otros esta-
= 5L 7 coso doe o7t %[ea(couuena)]
+ ¢ 0 dos iniciales. : -
= e t
7 {e {cost+sent) ~l} : !

Ante la dificultad de conocer el comportamiento de un sis

k - ] -1
! cos ¢ + - .
L ) 7 [ den 2 e J tema no lineal bajo todas las entradas posibles y todos los es

’ . ) ’ tados iniciales, se trata de describir su comportamiento alre-
Esta funcién se muestra en la fig 10 )
! dedor de una solucibn, esto es, que una vez conocida la salida

y*{t) del sistema debida a una entrada u*(2) y un estado ini-

' y(t) 1/2 (cost + sent)

77N
V \
\

i 2- 3 4
,,—" N ! ol ’ r- - Como Se verd a continuacién, es posible obtener una descrip
\ _. . : cién lineal del sistema cuya salida y(£), debida a la entrada
05¢"

d{t) = ule)-u*(2) y al estado inicial i(to) = xlt,) -x*(2)) es

cial _:5‘(t0) se requiere conocer la salida y(t) debida a una en

trada ult) "parecida” a u®{t) y un estado inicial "cercano" x(2).

-

: aproximadamente igual a la diferencia y{t)-y*(Z%)
Fig 10 Respuesta del sistema cuando la entrada es cosf P d ) z 4

5. Linealizacibn De esta forma

o . oL (2)=y*(£)+y(2)
Como se mostrs en la sec 7 del cap 3, es posible elabora.;u.n ‘ :

modelo de un sistema que no tenga la propiedad de linealidad.

®* ¢Como se vio en secciones anteriores, dichos sistemas tienen
) la propiedad que si se encuentra respuesta a unos cuantos
¢ estados iniciales y una entrada, se puede construir la res-

navr 1oui

Ya que no existen procesos generales para resolver analftica- . puesta para cualquier estado inicial y cualgquier entrada.

’

mente ecuaciones diferenciales no lineales, en la mayorfa de los
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Considérese un sistema no-lineal, invariable con el tiem

po descrito por las ecuaciones

xl2) = f [x(2), ule)]

46

%18 g 2, 4, gy £5) ~x®la)

gl2) = g [xie), ulz)]
La funcibn de evolucién de estados para este sistema,
(3 (t,g,xo,to), debe satisfacer: v

1) la ecuacibn diferencial; es decir

S+ - flew

i1) la condicién inicial '

2 (2, 8, x50 4y} = 2,
Supbngase que la evolucién del estado se ha determinado

cuando el estado inicial es 5‘0 Y la entrada es u®(t], esto es.

~ o #E, ut, X, 2] = x*(2)

La funcién ﬁf(t) debe satisfacer las dos condiciones

d x*{t), x*{2), u*(t) v
dt g [xrter, wtta] ' L
Yy N
xHEy) - 2
asf que ~

g*1e) « g [x*(t), u*i2}]

Ahora,si la entrada que se aplica al sistema es u{t) y el:

estado inicial es Xys pueden definirse las nuevas funciones

4plt) = £ 18, u) -g*(t)

Cuando las funciones { y 8 pueden expanderse en

\

una sarie de

Taylor alrededor de u*(t] y x*(%], entonces las siguientes re

. laciones son v&lidast

* . »
%é Y %ﬁ son la formas abreviadas de escribir las matrices
S , "
24; 24,
. 'rxT' axz *eve Tl;
a, | M2 2y 26
ax 3xy ax; st 3x,
26y 2, 26
, 3%, X, freree ax, ]
KT a4
3-;,— E srs 0. ?&;
af 362 3‘2 3‘2
3 Yo Fyree R vy
3u " 3y 3y Wy
' 36, 24, 3,
du, du, fereee du, J




.- : . ‘ 47

glxe),ulel] - g [xtte),u012)] + [2—5 (5‘.g‘z| [xie)-x* (2] »
*{g—&_ (5_‘,9_‘] [wle)-u*(2] +

48

816n de § (¢*,u*}, se obtiene

®
x(2) [g_g (x*, g"] X (t) + [%g (x*, y_')J ale)

:\ + [ﬁ— (_x_"g_.q [E(t’ -i.btni:i(t, -5‘{1}). T

3X3X
gfxter,ule]] = g [gm,ym] + [gg (g,y)][yu-y(z)] +

[
[—gﬁ (1‘,5‘)][5(::)-;(:3 [ xler-x)} ...

Las series que aparecen en las dos ecuaciones anteriores

pueden aproximarse por los tres primeros términos cuando las di

ferencias [5(:) - 5‘(:[] y[g(t) - g‘(tf]son suficientemente pe- .. .

quefias, lo que equivale a decir que é(t! Yy i(t) son pequefias.

81 es al caso, entonces és factible obtener un sistema lineal
que describa la evolucién de ;(t) y i(t). Dicho proceso se deno-

mina linealizacifn del sistema.

A continuacifén se determina el modelo lineal mencionado arri

ba y se presenta un ejemplo de aplicacifn de esta técnica:

Restando las ecuaciones diferenciales que satisfacen las fun

ciones ¢ y x* se obtiene

1:‘ - f[eu] - £ [enw?]

pero como i(t) - 1—5‘ y utilizando la aproximacién de la expan-

N6tese que una vez determinada la funcién x*{t), los éaé
ficientes de x(t} y ult] son funciones del tiempo que no de-
penden .i(t" De esta manera se obtiene una ecuacién del tipo

x(2) = Al£) x(£) + Bl2] alf) que es lineal.

Para determinar la ecuacifén que satisface i(t) se procede
de manera andloga:

Restando las ecuaciones que determinan y(t) 4*(t) se obtie
ne

L081410-4*12) + alg,ul,oglz®,a)
Yy utilizando la expansién de gl¢,u) se logra la ecuacibn lineal
2(2)- [%g (g,y)] ;m.[gg (}_'.g')] ulz)
que es de la forma ' J

gle)= cleizle)s Teials)

5.1 Punto de equilibrio

En los sistemas no lineales son de particular interés los
estados llamados de equilibrio, © sea aquellos para los cuales

existe una entrada u®(¢) tal que
¢l{t,u*,x*, 2,1 = x* para t>i0 (2)

Esto significa que el sistema permaneceri en el mismo esta



do mientras se aplique la entrada E.

De acuerdo con la ec 1, un punto de equilibrio cumple con

la condicibn

i! - 0 - “1" E.)

o sea, que el estado no cambia.

Ejemplo

Considérese nuevamente el ejemplo 7.1 del cap 4.

50

es pequefio y adem&s, h1(0)- 9464, h2(0)= 9*62, donde 6,y 6,

son cantldades pequefias, la evolucidn de A,(t) = h,(tl-9 Y

iz(t) . hz(t) -9 cumple con la ecuacién oy T

Las ecuaciones que describfan el sistema eran

dt

dh
Lo - vhytt) + ql2)

%- Vhy(2) - vkl

'

yle) = hgte) « [o1] [

Ry ()]
hyl),

donde qo(t) represantada la entrada, h,(t) Y hZ(t) los estados

y y(2) la salida. Si qo' * 3, entonces el punto de equilibrio

estf dado por los valores de h, y h2 que satisfacen las ecuacio

nes _
- «/2;" =39
o sea
Ry« 95 k.9
Ahora bien, si la entrada es 3+/a(t) Yy ‘;{tll <c donde ¢

hyl2) hyte)
d [3 {h* ‘] M . .] -
~ »q%) - {h*, t
@ hy(2) Eﬁ it hyle) +i3g Q') ulz)
pero como
- R g,
‘6. =
Jh, -th , :
entonces
- -~y
= ol -V, o+ 9 al-4/h) + 0
3k, 3k,
2. . ,
3h .
= sl v/, - 1y al Vi, -y
ah, 3h§
N '_ ' +
-1 0
T
- 1 -1
JVh; zVF?
3 ( d
aqo " h’ + Qo) 1
N _3‘_ - -
Y 22
0
= * (k- 0



al evaluar las derivadas parciales anteriores en el punto

de equilibrio se tiene

o] ()

—1 % 0

AN

. 3 .

; -3-9‘:' (ﬁ.,g.,

1 ul 0
é ¢

o sea que el modelo linealizado alrededor del punto de equi-
librio es

-1/6 0 i,(t)] 1
. + +

176 =176 | hyle) 0

i,(t)
aft)
hy(2)

y la salida ;(t) = y(2) - y*{2) « yl{t) -9 estard dada por

yle) [—g;‘} (h'.q')} hie) [g——g (h'.q')] ult)
- [o

17 Ritr

6. Controlabilidad

En ocasiones es necesario resolver el siguiente problema:
¢Dada la representacifn de un sistema por medio de variables de

estado y si en &t = ¢ estd en el estado Xgo existe una entrada

0
ury que lleve al sistema al estado x, en £=%,?
Hepot)) L 1

Utilizando la notacién que se introdijo en este capftulo,
el problema anterior puede plantearse asf{: dados X0 Xps to Yy ti

¢Existe una entrada ur, ] tal que
Lor~i

52
& (88, xg, t)) = xp 2 0 ;

Cuando la transferencia entre los estados definida arriba,
se puede realizar a partir de cualquier X, en to,
en un tiempo arbitrario tl>t0' se dice que la representacién o

a cualquier X,

del sistema en cuestibn es completamente controlable

o (por

brevedad) controlable.

Cuando la representacibén del sistema es linea;/si es posi-
ble transferir cualquier estado al estado cero,entoncesles con
trolable. Esto puede verificarse de la siguiente manera:

Para los sistemas lineales la igualdad

es equivalente a t
1
Xy = ele,2,)x, *Jﬁ; elt,,0] B o) u (o} do

Y como esta ecuacién puede escribirse como

4
A
9= ottty [ xp - eltgzyixy] # t, -&ltj.elBlalulolds
entonces la ec 1 es equivalente a
¢(t1p u, xo - f_(toytl)i,;to) * 2
Esto quiere decir que la transferencia de,}o ax; es equii

valente a la transferencia del estado 50'3(t0,t,)51 a cero.

Por ser 50,t0,t1 Y Xx; arbitrarios, la representacién li-
neal de un sistema es controlabre si dado cualquier estado ini
ciali& cualesquiera valores de to y t,:to es posible encon~ -

trar una entrada u, tal que

.‘;(’tl' u, x, ’to) '_g
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Puede probarse, aunque no lo haremos aquf, que un siste-

labre s1 y solo si

t
f ¢ 94 gg»
p 88

es no singular. Esta Gltima condicién es a su vez equivalente

- v
e aA do

a que la matriz :

(8 48,...,4"" 5]

tenga los renglones linealmente independientes.

6.1 Ejemplo

Considérese el circuito de la fig 11

Fig 11 Circuito para ilustrar el concepto de
controlabilidad

donde la entrada es el voltaje v{t}y las salidas son los vol

tajes Vi Y v,

Las ecuaciones que describen el sistema son

Y -1 1
Wl— 0 vy T
R,C, 1€
- + Cufz)
&2 0 :l—— uz !
k¢, R,Cy

(%Y
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Se desean conocer las condiciones que deben satisfacer
las constantes de tiempo % C' 4 R! C2 para que la re
presentacién del sistema sea controlable, esto es para que .
exista una entrada u(t} tal que los voltajes Vi Y v, puedan al
canzar cualquier valor a partir de cualesquiera valores inicia

les.

De acuerdo con el criterio mecionado, debe examinarse la

matris

(e, 4]

que para el caso especffico es

r ‘ .
!

R,C, R,C, R C

[, 48] -

1 -1 !

Ry RCy  RyCy )

! b

Esta matriz cuadrada tiene los renglones linealmente inde
pendientes si su determinante es diferente de cero.

Como

det[8,A8] - |-<1— ., 1 ] ’:. !
e[-—'] [“2‘32 /¢y Rep  R®C,

se obtiene que la condicién para que el sistema sea controlable

@8 que*

RZ C2 F R C

1 1

* Ademds de las condiciones triviales:

R fe, Ry #e, O fe, € fo
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si R,C, = 1y RZCZ = 1/ entonces el sistema es controla
ble y por tanto existe un control u{t) que transfiera el sis-

tema - —

56

se obtienen dos ecuaciones que satisfacen k, Yy hz

[(20'5 -1 Ry (! - 20.5) k -1

v, o) [ vy l1) 0
de = a =

v2(0) 0 v2(1) 1

Para determinar una u{t)que satisfaga las condiciones arriba
sefialadas se puede proceder asi: se determina la matriz de

transicifn,que en este caso es

. ot 0

0 o2t

El problema entonces se reduce a encontrar u para que se

satisfaga la siguiente ecuacién

e P L) 1 |- AL 1
= + ulo}de
1 0 el Jo] %0 0 e 2l1-al 11,
0 sea que
-1 1 e’
- ./f uf{o)de
0
22 20.20

Para este caso particular puede seleccionarse una u que sea

.constante a intervalos, esto es si

2
(e - 1) &, » (ef - o) g, e?
que numéricamente son
0.65 1.07 B [-1
1.72 4.7 kA" | 7.40
por lo que
R, = -10.39
kz‘ . 5.37

En la fig 12 se muestra un control u{t) que hace la trans=-

ferencia deseada

- b

10
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7. Observabilidad

!

otro concepto de importancia es el de la observabilidad,
el cual aparece cuando se plantea el siguiente problema: Dada
la representacifn de un sistema dinf&mico del que se conoce la
salida en un intervalo de tiempo [to,t,} debida a una entrada
conocida en ese mismo intervalo, ¢es posible determinar univo

camente el estado x(%,)?

El problema, planteado formalmente para-el caso de los

sistemas lineales, se traduce al siguiente:

Dados y(t) y ult) £, < < %;, existe un Gnico x, tal que se

satisfaga la ecuacién P

gle) « eltialz, 2yl + -{; #(2t,0)Blo} uloldo 2

& .
Si se define ylt} = y(1) :/ﬁ #{z,0) Blo) uf{oldos, la cual

= - z

0
se supone conocida, el problema se reduce entonces a determinar

las condiciones deben cumplir g(t,to) y C{2} para que dado g so

lo exista un x, que satisfaga la ecuacién:
ylz) = cle) alt, 2yl x, ‘ (2)
Cuando la ecuacidn anterior puede resolverse para un solo

X, para cualquier Q(t)‘en cualquier intervalo de tiempo [tO'tl]

se dice-que la representacién del sistema es completamente obser

vable o por simplicidad observable.

Si existiese un estado Inicial x* / 0 tal que

clt) Rue,e)) x* -0 ! (3)
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en el intervalo [to,t;} , el sistema no serfa observable por-
que ademds de x*, cualquier otro estado kx* para k arbitrario

producirfa la misma salida y{¢}, y por ende habrfa m&s de un

estado inicial que satisfaciera la ec 2.

Existe un criterio para determinar si la representacién de

un sistema lineal, invariable de dimensién n, es observable:

Si la matriz
t g -
J/ 798" oo 8 g
0
es no singular la representacién del sistema es observable y vi-

ceversa.
Dicho criterio es equivalente a:

S1 la matriz

tiene n columnas independientes, la representacién del siste-

ma es observable y viceversa.

7.1 Ejemplo

Considérese un sistema similar al presentado en la sec 5.3

del cap 4, que consiste de dos tanques interconectados (fig 13)
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- qo
— F_ —_— —
Fo hy 93 > h2 Po
-l | . —....
Ry Cy Rs3 Ca R2

Fig 13 Sistema hidr&ulico para ilustrar el
concepto de observabilidad

En este sistema se considerar8 al gasto qa(t) como la

entrada y al gasto qs(t) como la salida. A partir de las ecua

ciones
dh,
oCygx "% " "9
dk, ,
aC * ¢, - Q
3 dt 3 ?
a
T

u -
95 " _RS_ lh, hzl

se obtiene la siguiente representacién del sistema

60 - , .
1 1 1 1 ] ’
h S S ) h -
! G 5 3 [ ! oC,
d . —— + qo(ti
CE —r— SRR T 0
2 255 G KRH z

U(t) = Qs(/t) = [“E_ -'R:—] h, . . . L ‘

Para ciertos valores de las constantes,la representacifén obte=

nida no es observable. En particular si se supone que C,= C2=
CS' 1, %= &-'Rs- 1, e=] entonces la representacién del siste
ma es T
hl -2 1 hl 1
d
- + q,(2)
a1y Y N 0
2 2
ylt) = [1 -I] h,
hz : N ’

Y en este caso existe un estado inicial, diferente de cero, que
satisface la ec 3; este estado inicial es h,(o) = h2(0) = k., En
efecto, si inicialmente las alturas del lfguido en los tanques
son lguales, el gasto entre ellos, Yy por tanto la salida, ser§
cero. De allf se concluye que la representacifn obtenida no es
observable. Para verificar matem§ticamente que la ec 3 se satis

face para 5‘=[k;k] es necesario encontrar la matriz de transi-




cién. Esta, calculada de acuerdo con el método presentado en

la sec 3.1 de este capftulo, es

o3, ot ot o3t ~ \ )
At
At L s N ) X
et L3t 3t ot
Y entonces ' . s
ceAt yv . [.5 25] 3. ot et 3 k
Ve
et D3 3, ot k

« [s -.5] |2ee’® o

Este resultado es consistente con el criterio para determinar
el un sistema es o no observable, porque los renglones de la

matriz

[ [
-
[
—

A

"

-3 3

no son linealmente independientes.



Capitulo 7

SISTEMAS LINEALES E
INVARIANTES CON EL TIEMPO
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1. INTRODUCCION

En este capftulo se estudiar&n detalladamente los Qistemas
lineales e invariables con el tiempo. Como se dedujo en la sec
4, cap 6, en dichos sistemas, cuando son de n dimensiones, la
relacidn entre la entrada Yy la salida para un estado inicial
cero, estf dada por una integral de la forma

z
ylt) -fo Hit-a) ulo) d (1

donde H(¢) es el patrfn de peso del sistema.

En la primera parte se ver&n algunas propiedades de las in
tegrales de la forma anterior y posteriormente se introducir§ el
concepto de matriz de transferencia, que equivale a la transfor-
mada ée Laplace de la respuesta a impulso. También se estudiarén

las maneras de pasar de la funcién de transferencia de un siste-

ma a representaciones de &ste por medio de variables de estado.

Bn la Gltima parte del capftulo se estudiarf una caracterizacién

gréfica de los sistema lineales, invariables con el tiempo y de
dimensifn n que se denomina patrén de polos y ceros. Se verfn ——
algunos criterios de disefio de servomecanismos y se presentar§

el concepto de polos dominantes asf como las caracterfsticas de

los sistemas de segundo orden.

2. Integral de convolucifn

La integral que aparece en la ec 1, conocida cﬁmo integral
de convolucibn, juega un papel muy importante en el estudio de los
sistemas lineales e invariables con el tiempo, no necesariamente
de dimensién finita. Dicha importancia radica en que mediante es
ta integral puede determinarse la salida de un sistema debida a
un; entrada arbitraria cuando el estado inicial es cero y se cono
ce el patrdn de peso del sistema. La integral de comvolucién tie
ne algunas propiedades que.facilitan grandemente el ¢Slculo de
las salidas, conocidas las entradas. Algunas de estas propiedades

se demostrar&n para el caso en que el patr8n de peso es un escalar.
4
Se indicar8 por h{t) = u(t) 1la i.ntegralf f{t-0) ulo) da
: 0

Adem&s se considerard que tanto h como u son cero para tiem-

pos negativos.

2.1 Propiedades

La integral de convolucién cuando h{t) es:escalar posee las

siguientes propiedades:



e

i) Es conmutativa, esto es ’ . ;

hit) o ult) = uft) s h{t)

dlner vutn] = kier » ute)

la cual puede probarse con facilidad ya que el lado izquierdo de

la ecuacién es

. v
fo hit-o) ulo) do

y 8i se hace un cambio en la variable de integracién pbr ejemplo,

= £-g, se obtiene

z . ' 0
fo h{t-0) ulo}do = -f hiz) ult-g)dg -f’t hig) ult-cg)dg
i: 0

i
i

siendo esta fltima integral u{t) a« h(t} m—
1) 4 [h(t)ju(t)] . Ritleult)+h{0)ule) = ale)eh(t)+ul0)hlt)

Esta propiedad se comprueba efectuando la derivacién directa

mente:

t - t
‘—:,;_fo hit-olutolds = hiz-olutol] o fo 2 [h(t-olu(o)I do -

t :
= h{0}ul2) 0f0 [%2- h(t-o)] ulc) do =

s h{O)u(t) + I.t(tl » ule)

Si se utilizan los conceptos de funcién generalizada y se

supone que h(t) es discontinua en #«0 y vale cero para <0, la

propiedad puede escribirse como

[ ]
entendiendo que h({t)

= h{0+)5(£), donde &{¢) indica un impulso
unitario L20 ‘ )
Con la propiedad de conmutatividad de la convolucibn, se

obtiene

gz [h(t) * u(t)] = %I ult) » h(tﬂ . wlt)wh(t)

donde nuevamente se utiliza la convencién que si u(t) es dis-
continua en £+0,u(f) debe incluir un impulso en el origen cuya
magnitud es igual al valor de la discontinuidad de u.

Aplicando repetidas veces el resultado anterior se cbtiene
81 yl{t) = hit)wult)
entonces

g(n)‘t, - h(h)‘t).uln-hl(t)
1i1) La convolucibén de una funcibn con -un impulso unitario es
igual a la funcién, esto es
ulz) = alt)ns(2t)

La igualdad anterior es una consecuencia inmediata de la

definicifn de impulso, (Apf&ndice A), porque

ADE



. )
f ulo)s(t-c)do = u(o1 = ule)
0 ogel

[4
y como la integral .f hlp)dp=0 porque el argumento de h es
-z .

negativo se tendr&

7

Iv) Por Gltimd

t . £ .. :
(o)eh({o)do = hm--f‘l uloldo = h(s)da| sult)
fa uio g g 0 g [Ia 16‘ ]

La prueba de esta igualdad es: La integral del lado izquierdo

z [4 : .
e .fa fah(o-c)u(t)dcda :

z
pero comoJr hlo-tlulz)di=0 porque en el intervalo de integracién
c .

B -~ el argumento de h es negativo y h{t} = 0 para £<0, entonces
\ t :
: gle} = Jr hlo-clulz)dido ) -
0 0 .- . . ‘
td
ff hlo-clulc)dods
oY 0

Cambiando la variable de integracibn o por a, donde p se

p "o=¢

se tendrd que

Z At
§(2) ’fo[; hib Julc)dods

define como /

e

z
que no es mis quef hio)dosu(t), con lo que queda demostrada la
0

>4 Z-z
§12) -ja fa hiplu{z)dpdg

segunda parte de la propiedad iv.

cambiando los papeles de

2.2. " Comentarios

La propiedad i implica cue s un sistema de entrada y salil.
da escalares tiene una respuesta a impulso h(¢) ¥y se aplica una

entrada u{tj y el estado inicial es cero, la salida coincide con

uy h.

La primera parte se obtiene

'

la de otro sistema que teniendo a u(¢) como respuesta a impulso y

estando en el estado cero se le aplica la entrada h{t}; en resumen,

-los papeles .de respuesta a impulso y-entrada son intércamhiables.

SISTEMA

N

ESTA A IMPULSO

t

y(t)

o~

X

o/
RESPUESTA A IMPULSO

t

y(t)

SALIDA

u(t) h(t)
=>
Vo
Ot
ENTRADA RESPU
h{t) u(t)
\ >
t
ENTRADA
FPig 1.

Ilustracién de la propiedad 4

SALIDA
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Las propiedades iii y iv son consecuencias inmediatas de
dla linealidad del sistema Y las demostraciones dadas pueden —
‘extenderse sin mayor dificultad para los sistemas en que la

relacidén entre la entrada y la salida para estado cero es

t
ylt) -ja hit,clulo)do

donde h{t,c) es la respuesta a impulso.

La propiedad ii implica que si un sistema tiene una respues
ta a impulso h(Z) y se le aplica una entrada u(t}, cuando el es-
tado es cero, se obtiene una salida y(¢}; al aplicarsele otra
entrada que es la derivada de u{t), &(t), la salida correspon-
diente es ;(tl, la cual se obtiene cuando a otro sistema cuya
respuesta a impulso es z(t) se le aplica la entrada u{t) hallan
dose en el estado cero. Aalgo similar sucede con la integracibn
segfin la propiedad iv. Las propiedades ii, iii y iv pueden ser
extendidas al caso matricial, esto es cuando, tanto la entrada

como la salida son vectores y el patrén de peso es una matriz.

En el ejemplo siguiente se ilustra la aplicacibn de las pro

piedades mencionadas:

Considérese un sistema cuya respuesta impulso h{t)}esti dada

por N

o , t<f
hiz) = {e", 50

Si el sistema es lineal e invariable con el tiempo y se

halla en el estado cero, ¢Cudl seri la salida causada por la en

trada ul{t) = u_,(t]-u_l(t-l)?' \

Como la derivada de la entrada son dos impulsos unitarios,
uno en t=0 y otro en t=! (fig 2), de acuerdo con las propiedades

il y 1ii se tendr& que

e . 9 ohie) =[ale)-s(-1)] ehle) =sle)oh(t)-81t-T)ahlt)-

« hit)-hit-1) = e -y een)

-t
Yorie)

u(t)

. 3

NI

Fig 2. La entrada u{t} y su derivada

Integrando la ecuacién anterior, se obtiene que la salida

est8 dada por

t L - ) t - -
ylz) =f0 ylo)do =f( e %do -f e o ”u_,(o-])da
0 ,

0

* Recuérdese'que u-,(t) es un escalén unitario (Apéndice 1).
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Por 1o que el valor de la integral, o sea y(t,), es igual

N

al &rea bajo la curva de la funcibn ulg) h(t,-;) L o

/
[ ]
En la fig 3 se muestran y(zt) y ylt)
y(t) o . ‘y(t) o [
h{t)
Bt P L - o
,/
] ” il
i -
"7
v
. hit-4)
Fig 3.

Respuesta del gistema y su derivada

2.3 Convolucibn Gr&fica

Como la relacién entre la entrada y la salida para algunos
sistemas lineales e invariables con el tiempo, entre ellos los

de dimensibnn, estd dada mediante la integral
k4

y(2) = hizisatt) - hit-lulo)de
0

€sta puede interpretarse gr&ficaméhte como el &rea bajo una cur-
va. Considérese que se desea obtener el valor de la salida en
un tiempo t,, cuando al sistema se le ha aplicado una entrada

w{z).

Segfin la férmula de convolucifn, en el tiempo t, la salida se

halla dada porx

tl
yl,) =j. ulg) hit,-z) dg
0

\ ¥
. 4 ’

Para dar uﬁa interpretacifn grifica a la integral de convul
cibén hace falta observar que la funcién h{-;) es la imagen espejo
de h(z), o sea la funcibn dibujada para tiempos negativos en vez
de positivos, (de derecha a izquierda, en vez de ilzquierda a dere

cha). Adem&s, la funcién h(tj-;] es la funcién h(-;) corrida
t, unidades de tiempos hacia la derecha. Todo ello se expresa

en la fig 4.

\

o [h(;) o h-g)
Va b -0 : bt ,
h[-(g-10]= hit,-0) /
[@-10] = hi-0) .
’ Bely oty ¢ ‘ , |
Fig 4. Obtencibn de h(t,-¢)
A continuacién se multiplica i (g )por Ritrg) oy el &rea

bajo la curva asf obtenida es y(t,). En la fig 5 se muestran

dos funciones, de las que se desea obtener su convolucién
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12
11
ul(T) h(t-T) ult)hit-1)
— u(t) - M) e - —
) ‘ ' l T o i ho-7) |* : 1 Area =0 } (0)=0 N
Et=0 T et : ulr) h(-T) Y
t i i T -2 T T
1 i i
. Areo=0.0625 .
- N 1 0.5 o) I\h(o'sﬁr) e n(05.0 JY(0.51:006
0 n 1 0 1 2 t N _k.__.,
: . i T -18 0.5 T 0S8 T
i i i1 Are0=0.25 ‘
. - \ (1)=0.25
Fig 5. Dos funciones por convolucionar ) o |t=i.0 ulr) ‘\ h{i-1) ul(r) hii-7) }y )
o %%
i T -1 1 T i T
En la figura 6 se incluyen los valores de y(f} = u(t)*h(t) 1 ’ : i 1 Area=05
' . hid 5-7) e o)} YU.51205
obtenidos por el método grifico descrito, para los tiempos t=45 u(r) \\\\\\ ' .
t«0, 0.5, ...2.5, y en la nfimero 7, la funcibn y(1)}. - 1 T -05 Y e 4 T
» 1 4 1 Area=0.75 '
=0.7
_ 1220 u(r) (e U(r)h(Z-r)}y(Z)
i T 2 T i . T
i . i h(25'T) 1 Area=0438 2 5)=0438
=25 i) % phvespant LA
i os 25 0510
: 1 1 h(3-7) i Area:0 }y@=0
» 123 ulr) ulr) h(3-7}
i T i 3 T

Fig 6. Convolucién gr&fica de ult] y hiz}
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075 ————————

= osof} - —————

14

Cuando f[4) es escalar, comunmente se conoce con el nombre de

funcisn de taansferencia.

— T J——
R T

025 ~ ~ — —

- 1

. 1 1
I ! - o] 05 40 15 20 25 30 -

¢ Fig 7. Gr&fica de y(t}, de acuerdo a las.&reas de la fig 6.

3. Lla matriz de transferencia

\ } Mediante la transformada de Laplace se puede dar una carac-
terizacibn alternativa de los sistemas lineales e invariables con
. \ . el tiempo, en los cuales la relacidn entre la entrada y la salida

cuando el estado es cero resulta

ylt) :/j Hl{t-g)ufoldo,

en la que H[t} representa la respuesta a impulso del sistema. De
acuerdo con uno de los teoremas sobre la transformada de Laplace

8l u(t) y y(t) estén relacionadas por la ec 2, entonces
yls) = His)uls)

v donde ;, & Y i representan las transformadas de Laplace de las
variables ylt), H(t) y ult) respectivamente.* A la matriz EJA) se
le denomina matriz de transferencdia del sistema y corresponde a la

. transformada de Laplace del patrén de peso del sistema.

! % Véase sec 3.7 del Apéndice A.

Supbngase que se cuenta con un sistema lineal e invariable.

Si la entrada es un vector de dos dimensiones y la salida es uno

de tres, la matriz ﬁ(d) ser§ de 3x2. Si el sistema est§ en repo
80 y se aplica la entrada ’

1

UPRES .

ult) = ‘

up il

\ 'J

y la salida que se obtiene es

y,(t)'

g lth= 1y, : ) .

y,(t)l ‘

la matriz &(4) estarf dada por

v 1) gy ls)
T A~
u,(A) u2(4)

. 3,080 g, la)

Ha)y = | 2 2
uyls] u,m
ysls)  yyle)
a,(a) 32(4) J

L
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y al aplicarsele cualquier otra entrada .[%} al sistema en repg

so, la salida estar8& dada por

PRES -L_’[ﬁm ;(a)l

En conclusi6n, los sistemes lineales e invariables con el

Circuito fineal .
e Invariable - g /

tiempo, cuando estén en reposo, pueden caracterizarse completa-

" mente por cualquier par entrada-salida [E(t)'ii(tl]' (Debe hacer == \\\\\\\\~~
]

se notar aquf, que si la entrada es un vector de n-componentes,

cada una de ellas debe ser diferente de cero para poder determinar ' |
!

la matriz de transferencia). ‘v i
€ sent . . it v

o)

Esta propiedad tiene implicaciones parécticas muy importan

tes como la que se ilustra en el siguiente ejemplo. ] ' 5 L \\i\-//;/ . - .
) ) - o t : ) 1 k

Ejemplo

Considérese un ¢ircuito 1lineal, invariable con el tiempo y

\

en reposo. Si la entrada es el voltaje Vc y la salida la corrien
. Pig 8. Ilustracifn del uso de la matriz de transferencia

te {, se desea conocer 4{(¢) cuando Ve(t) es la funcifn sent.

Supbngase que al mismo circuito al aplicarle la entrada (fig 8).
) De las consideraciones anteriores, la :unciGn de transferencia

del sistema es
Velt) = u_,(t)
-z ]
g o LET e8]

sl AR

Yy como la transformada de Laplace de{[cnt}u-,(t) es —%——, la salida -
8§°+]

la salida obtenida fue

-1

Tl = P,

pedida tendrd la transformada de Laplace
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S S
(4%+1) (s41)

- LR

Considérense ahora los sistemas descritos por las ecuaciones

T

Ly : — -

La funcién del tiempo correspondiente es

xle) = Ax(t) + Bult) - (3)
_yle) = Cx(t) + Dule) T —

i(2) .{’\/;-' [ c04(t-‘—§-)] -% e't}u_l(t)

la cual se ilustra en la fig 9.

en las que x representa el estado, u la entrada y yl(t) la salida.
Si ademds A,B8,C y D son matrices constantes, el patrén de peso de

estos sistemas (como se vié en el capitulo anterior), es

ce™3 u_ (2) + ps(2) ‘ :

/

=== entonces como consecuencia de queﬁetA u_,(t)]= (41-5)", la lineali

dad de la transformada de Laplace y 6(t] = 1, se obtiene que

ce®Bgu_1t) + D () = ClIs-A)

O sea que la matriz de transferencia de los sistemas dinEmicos_deg

critos por las ecs 3 y 4 es Q(lb-ﬁ)‘lg*g

Ejemplo:

Considérese un sistema descrito por las ecuaciones

Fig 9. Respuesta del circuito cuando la entrada es {sentju (k)

L]

X, 1 -2 X, 1 )

- ‘ + ulz})
3 4 X, 0
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La funcién de transferencla de este sistema seri

a -1
h (s) = ClIs-A)7" 3+D =

-1

-1 -2 1 44 2
-3 s-4 - 4-41-6 3 &-1
Ontonées ﬁ (a) = _7_é_~ +5 552-254-7 !
8°-58-2 5°-55-2

4. Sintesis de sistemas (De la funcifn de transferencia a varia

bles de estado)

La matriz de transferencia caracteriza completamente a los
sistemas lineales e invariables con el tiempo y como fue comentado
en la seccibén anterior de este capftulo, puede obtenerse a partir
de cualquier por entrada-salida [ﬁ(t),l(t)]en que u (L) ¢/ 0. Ta-
ra propfsitos de andlisis y disefio de sistemas es conveniente . .n
tar con un método por medio del cual se pueda "construir" sist:-
mas que tengan una funcibén de transferencia prescrita, pues asi es

posible hacer m&s expedito el proczso, al contar con sistemas que

_ de variables de estado en esta seccibn también se incluirf la

manera de simular dichos sistemas con la ayuda de una computadora

analdgica.

Concretamente en esta parte, se analizari el problema inverso
al Gltimo tratado en la seccibn anterior; esto es, dada una funcibn
de transferencia, bajo qué condiciones y cbmo pueden obtenerse ma-
trices A,B,C y D para que dada EJA) se cumpla la igualdad

-1 A
cl1s-A) "B + D - His)

Como los términos de la matriz (61-A)-’ son funciones raciona
les propias de 4 (tanto el determinante como los cofactores de (Is-A)
son polinomiog, y los cofactores a lo mdximo son polinomios de grado
n-1, donde n es el nGmero de variables de estado) puede concluirse
que la matriz de transferencia de los sistemas descritos. por las
ecs 3 y 4 tiene todos sus elementos de la forma

n-1 n-2

18 * Y2 8 Feee

+h

Hi-j(b) = 4'-1

n n-
85 4 p, g8t ity

entonces la sintesis de sistemas que ser& presentada aqui estar§

restringida a aquellos en que H({4) es una matriz cuyos elementos

son funciones racionales de 4 y el grado del numerador no excede al

-—simule el comporamiento de otros.

v

En el cap 6 se presentd una manera de llevar .. u&h0 1z sico-

lacidén digital de un sistema lineal e inviyiakl- #A%.: i3 par medio

del denominador.

Debe hacerse notar jue no todas las *uncilones de transferencia

son expresaoles e ‘urma racional. For ej:mplo, si sn sistema con-
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\
siste en un retraso de T unidades de tiempo, su funcién de trang ﬁ(é) - 342 + 1 =3+ -35-1 . ds 3
-aT 82+ se1 sleset

ferencia es ¢ "~ ., la cual no puede ser expresable como un cocien

te de polinomios en sde orden finito. e y el problema se reduce a encontrar Gnicamente A,B y C.

Si se introduce una variable intermedia x{s) (fig 10)
Por facilidad de exposicidn se restringir$§ la teorfa al caso

en que la H{s} es un escalar, esto es una matriz de 1 x 1. A A A A A
uls) qls) y(s) u(s) 1 x{s) y(s) -
— e - = —] — q(s) p— 'V
pis) p{s)
Considerese un sistema cuya funcifn de transferencia puede
expresarse como cociente de los polinomios p(s) y q{s). Sea m
el grado del numerador y n el del denominador, donde n>m ' . Fig 10. Introduccibn de la variable s&. i
- ! —
his) = qls)/pls])
se tendr8
flo) o " gy e qis v gy .
& - (6 -~ -~
" n-1 n-2 . i L g__L « qls). .. yla) = qls) xla) (3)
87 Py b PPy b et R ‘ o x(s) :
) ) xls) 1 - -
. uls) = pls) xla (6}
donde los coeficientes p, ¥y ¢, son nlmeros reales. . ) ;(" - Y (3} pls) ,,
A
Al expresar H(s) como qls) / pls) se har& que el coeficlente
o sea
del termino " e p{s] sea unitario, lo cual siempre puede lo- - 1 -
oot ppst Pol xls)

als) ~ (8" s p ;"
grarse dividiendo numerador y denominador entre el susodicho coe-—

ficiente. . o : 1o cual, en el dominio del tiempo es

También se considerar§ tan solo el caso en que n>m, porque al u(i) . xfnl (£) + po_y L1 () ¢ ...+ p, (2} (7)
hacer la divisién del numerador entre el denominador se puede cb-

. n
tener directamente la matriz U para el caso en que m=n . donde x(', (£) significa d :i:l

Por ejemplo si
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De la e tiene
a ec 5, se en y(t) - qm x"", + qm-l x'm t ...t 4112 + qo X.’

-1 -
yls) = [q FL Q- 1 Lo a4 ¢ qo) x(s)

Las ecuaciones previas en forma matricial son:

F. - - - W
y en el dominio del tiempo l,w 0 1 0 eae 0 = X 0
(]
X 0 0 1 ceee 0 X 0
. 7 2
ylt) = q, £ (£) + q,_; 1(m—1%£]o_,,o qox(z) (8) ) . ale)
gi se hace un cambio de variable, definiendo un vector x de n . ) .
dimensiones, tal que su j-&sima componente xj sea: - L'n L_po -p; “Pg een “Py-1 X, L’
CLodi e : / :
) i1 : ' - 1
at Coglz) - [%0 [ PIRERREN 3 0.... 0] Xy
de manera similar a lo realizado en la sec 1, cap 3, la ecua- ' e : X2 ”
cibn diferencial 7 es eguivalente a las eouaciones : e
’ Xye1
] .
X, ¢ X :
sant P " . . N . X
[ 2 . H n
Xz - 15 A . v \, [ L } l
. ) . f
. . ' " Asy, dada una funcibén de transferencia 4(8) que es el co- i
. . . ' . ) ciente de polinomios Q(A)/bldl, existe un sistema cuya represen
* . tacién en variables de estado es
\ . ; ) XeAxebh
g ln . ‘p01, = p,‘f T see ¥ Pn-, 1" + u(‘t,p 1(:) - X, 5 . _i b o 7 »
—_— _ " Lo i ¥*exe du — . — I

entonces, la salida y(t}, dada por la ec 4 se puede expresar
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que ! Las ecuaciones anteriores pucden expresafnt i !wiue mruELGL
da como —
el1s=A) " Toed = hLs)
Ejemplo: :, * oK
Supfngase que se desea sintetizar por medio de variables de —_—
X = X
estado la funcifn de transferencia 4 3
[ 4
Xy r X,
(s _ao’+b5'¢c4+d : .
uts s v s *642+gé+h' < ) ’64"“,'912'613-0-14*!4
y = dx, +oex, + bx, + ax,
Solucifn o
- Tr ] M - . : y de allf se puede construir el reograma correspondiente (fig 11)
[ . s .
Xy 0 1 0 0 X4 0 e
(3
X 0 0 1 0 X 0
2. 2 ult)
1]
Xy 0 0 0 1 Xy 0
[ ]
X, -h -g -4 -¢J X, ! o
= - e . - e o
gte) » [ ¢ b a ]y,
X2
X3 \
; X
‘]

Fig 11. Reograma que representa las ecs 9

en donde las ramas que tienen la trasmisién f indican que debe

realizarse la operacién de integracidn sobre la variable causa
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para obtener la variable efecto.

Al tomar la transformada de Laplace del reograma, esto es,
otro reograma en el cual cada variable del original se reemplaza
por su transformada de Laplace y cada trasmisién por la opera-
cién correspondiente en el dominio de la frecuencia {de esta for
ma las ramas con trasmisiOnf en el rograma original tendré&n

trasmisidn % en el trarsformado) se obtiene el de la fig 12.

Fig 1l2.

Reograma de la fig 11 transformado

1
+
oo
+
& o
+
[T
+
| =

\

Se presentan cuatro trayectorias del nodo fuente hacia yls},
las cuales tocan al nodo x, cuyas ganancias son 5, 9 » &£, ; como
4 ; 3 ;7 34
dichas trayectorias tocan todas las mallas, entonces sus cofactores

son unitarios, por lo que

, a,b ,c ,d
2(5) 4 52 43 44 aas + bA2 + 4
f(s) I N Y T T
TN S R 44,_“3,“2,94,,‘

que es la funcién de transferencia original. Si se observa con
cuidado, puede verse en la Gltima figura, gue este reograma tiene

dos tipos de elementes:

integraderes, da&os per

%75——=0 i

amplificadores, dados por K e
y por ello es fécil sintetizar la funcién de transferencia en las
computadoras analbégicas, porque en su forma mis simple, son apara

tos que tienen dos tipos de elementos:

AN

_.-. __El reograma anterior tiene cuatro mallas, tocindose todas en

el nodo 424. Las mallas tienen ganancias '2/6,-6/42, - f?' fjr

Luago el determinante vale

-

a) TImtegradores, dades por

P

%(¢) .
2,08) ]>-——rfrz,z_e)+z,u))d£
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. b) Aplificadores, dados por

%1¢)
— e >___ WAL B

a los cuales le corresponde el reograma de fig 13

los cuales precisamente tienen el mismo tipo de transferencias que

el reograma de la fig 12.

Ejemplo

Us 4 X, &

Exprese por medio de un diagrama de alambrado de computadora ana-

16gica un sistema cuya funcién de transferencia es

7 . . s
s 45+ 4 + 3

Las ecuaciones en variables de estado song

Pig 13. Representacibn de la ec 10

El diagrama de alambrado de la computadora anal8gica se mues

tra en la fig 14.

u(t) iz

. y(h)
0———: -Xa| -X I |> N
i :

e
~

(10}

Fig 14. Diagrama de computadora analbgica para el ejemplo
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Se ha estudiado también cémo pasar de una descripcifn a otra.
En las secciones anteriores se ha visto como un sistema li- ) ) ) .
En este capitulo se tratard de caracterizar los sistemas en %
neal, invariable con el tiempo y de par&metros concentrados,
cuestidn de otra manera mis. Por este otro método es posible
cuyo estado inicial es cero, puede ser descrito mediante una
adquirir un gran conocimiento intuitivo sobre el comportamien
funcifn que relaciona la entrada u ) con la salida y[P ﬂ . ) :
[ .ﬂ ’ to de los sistemas, lo que facilita el anilisis y el disefio

Dicha funcifn puede representarse de diversas maneras:
de los sistemas de control.

a) Por una ecuacifn diferencial escalar de orden n ’

dn

de"

-1
d" d
ylt) + p, _, ;;IT] yl2) +....+ py gz 411+ pyyle)= . S, Patrbn de polos y ceros

4" dm-1 . : La funcién de transferncia de los sistemas lineales, inva
*q ult)+ q . — ult) + ...t
oM me1 ggm-1

riables y' de dimensifbn n es la razfn de dos polinomios en 4 con

+ q1du(t) + qou(t); y(k)(o) . 0 para ks0,..... n-1 coeficientes reales, aai que: m-1
dt Moy - als) e In-12 ¢ e Ut : 1
afls 4"+an_,4"'1+...a,4 ta, . |
b) Por una ecuacibn diferencial vectorial de primer orden :

Cada uno de los polinomios p(s}) y q{4) puede ser expresado en
y una ecuacifén algebraica

! forma factorizada como

wlth; x o)y =0 === - e =

x (2) = Azx(e) qla) = g ls-2,) (s-25) (s-24).0.(sm2,)

o
s

ylt) = ¢ x (2} + d

13

(2} v
- _ pla) «(s-p;) (s-p,) (s-p3) ... (4-'pn) y ,
c) Mediante la ecuacifn

£ son en general nfimero complejos.
ylt) = .4 h(t-o) ulo)do

donde z, ¥ p;

Como es sabido, si los coeficientes de los polinomios qf{4)
donde h(f} es la respuesta a impulso p{s) son nGmeros reales, las rafces complejas deben aparecer
en pares conjugados. Por ejemplo, si:

a) Por la fb6rmula algebraica

3 (8) = his) als) = el18-A)"Tbed (s)= %%%} als) z; ca+ {b es una rafz de q{s}, entonces

e ——————

—en la que u(s), his) v 7(s) representan respectivamente las z;= a - fb también debe ser una rafz de qfs}

transformadas de Laplace de la entrada, .la respuesta a im- picho de otra forma

pulso y la salida.

Q(Zi)' 0, implica que ¢ (Ei) =0 ‘ . Ei

§
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Los nimeros complejos

Z’: ZZ’ 23,;:'2"" P,, pz;ﬂ‘*‘}’n

junto con Qe caracterizan completaménte 1a funcidn de tran¥

ferencia de estos sistemas.

. . 34
A Porte imaginario
Y- 1 ~
|
i
i !
, X : ——O—
-3 -2 -1 1. 2__ 3 Parte real
|
VA I

T e el

Los nfimeros p; se denominan pofos y los z;, CeH0S del siste

ma.

Tanto los pofos4 como los ceros pueden ser representados grifi-
camente en el plano complejo (parte real vs, parte imaginaria),

utilizando la convencibn:

Los pofos sers&n representados par >

-t ——

y los cenros por O

Entonces, a excepcién de la contante Qs UR sistema puede ser

representado en el plano complejo por un conjunto de pofos y

cenos.
Ejemplo-
Consid&rese un sistema con una funcién de transferencia
hlsy = faz1) (s-3) . lo+1) (s-3)
(s“+28+2) (8+2) (8¢7-5) (s+1¢5) (8+2)

Entonces h(s) tiene un patrén de polos y ceros como lo indica

la fig 15

Fig 15 Gré&fica de polos y ceros

Existen casos en que algunas rafces del numerador o del de-

~
nominador de h(4) son mGltiples, entonces los polos (o los ce
#04) son mﬁltiples, lo que se indica explfcitamente =n el pa-

trén de polos y cenos.

Ejemplo

Sea
r 42+ 24 & 1 (4+1)2
h(s) =—g——=y . 3
87+ 65°+ 124+ 8 [a+2)

Su representacibén mediante pofos y cexos se indica en la fig 16

4 Parte imaginoria

Triple Doble
X O— - - ’
-2 -2 ‘ Porte reat

Fig 16 Patrbn de polos y ceros mfiltiples
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6. htencifn de la respuesta impulso a partir del

de polos y ceros.

En esta seccifn se presenta un método grifico para obte
ner la respuesta a impulso de un sistema a partir de su ca-

racterizaci®én por medio del patrdn de polos y ceros.

Como se recordari,una manera de encontrar la transformada inver

sa de Laplace de una funcidn racional era mediante la expansién
de h(s) en fracciones parciales*. Asf{, en el caso de polos sim-
ples y cuano n > m se tenfa

" (A-z,) (4-22) ...(A-Zm)

his) = (11)
(A-p,) (A-pzl ...(A-pn)

Yy los pardmetros A,, AZ' .+. A, se determinaban multiplican

n
do h(s) por (4;pil y evaluando 4 en el punto p;» © sea

AI_ b (A'Pi) h(A) i

‘ 4= p, (12)
Recordando que la transformada de Laplace es lineal y que
la de eat es Z%E’ se tiene que la transformada inversa de Lapla

ce de ﬁ(é) es
L.’[i:(d)] . [fA, epl’tdz eP2t v L4 A, epn't] u_,1¢} 413)

De la expresién anterior y de la ec 11 puede deducirse que las
funciones exponenciales gue aparecen en la expresién L:’[h(A)]

estén determinadas por los polos del sistema. M&s especificamen

te, la respuesta a impulso del sistema con una funcifn de trans

* Apéndice A

éoij
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4", donde p, es un polo de h(s). Como veremos a continua
ci6n, la combinacidén lineal de estas funciones est& deter-

minada por todos los polos y ceros del sistema.

Supbngase que se desea evaluar el coeficiente Ai' cuando las

rafces son simples; De acuerdo con la ec 12, se tendréd

(pemz;) lpo-z,) oov (pi-2,) (14)

e - - _ -
(Pi_‘Pﬂ (pl'. pz) e (pl: Pi__ﬂ (Pi pi,*” o--(pi pn)

Lo Que implica que para evaluar los parémetros Ai se necesitan
operaciones de resta, multiplicacién y divisién entre nlmeros
complejos, las que pueden realizarse gr&ficamente como se expli
card mis adelante. Antes de continuar, conviene recordar algu-

nos conceptos b&sicos acerca de los nimeros complejos.

Cualquier nfimero complejo a+fb donde J representa V-1" puede

ser expresado como
atib = ri’

dondeR es la "magnitud" del nfimero complejo, y viene dado por

Yy ¢ es el "&ngulo” del nfmero complejo, O sea

inf = %

- La justificacién de esta iqualdad se basa en

eJ‘ = cos P + 4§ sen

y en las igualdades trigonométricas
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coé‘-—.l— '-Aenﬂg_’_

/1+tn§¢ Yl+cot g

de tal suerte que utilizando las definiciones de K de # y las

) Parte imaginaria

jb-%———;ﬁ

38

»
~

K

A P

identidades anteriores se comprueba que

Parte real

4

it :
Re?" = Salip [cos § + § sen f)
. 2 +b. ( 1 s ] )
) 1+b T+a
al b7
- a+t jb

La representacién de un nimero complejo mediante Rej, se deno-

mina representacidn polan,

B S amTam o Lo

También es comin utilizar las convenciones:

R
/

| a+ b
¥ (asgb)

»

con lo cual un nimero complejo &j‘ también puede representarse
como
[a + ib| ¥ (a+jb)
o bien
Rk #
Si un nlmero complejo se interpretase como un vector en plano

complejo(£ig 17)

Fig 17 Interpretacién del nGmero

a+fb como un vector

la diferencia de dos nfimeros complejos puede interpretarse como ~

la diferencia de dos vectores. Entonces, si

e+ff = la+jb) ~ (e+fd) = Rk oy - R ¥ 4,

T ) o o= Rk,

Cada uno de los 4ngulos y magnitudes tendr& la interpretacién
indicada en la fig 18

[ Parte imaginaria

z=c+jd g——_|_ .
T—~—_0tjb=w
\
R $, @ \
z ¢1 \
A Lo
#3)\ Parte real

etjf=w-z

Fig 18 Interpretacidn gr&fica de la diferencia

de dos nfimeros complejos.

Asf, la diferencia de dos nfimeros complejos w y z puede inter-
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pretarse come un vector Jue une €l punto w con el puntc z.
En las figs 19a y 1%b se presentan Zaz vperacicnes c<eé muliitl~

plicacibén v divisibn de nGmeros complejos.
A las operaciones de multiplicaci6n y de divisidn puede d&rse-

les tarmbién una interpretacién- gr&fica.

Coneid8ranse dos nimewes-compiedme (z+/b] y o+ jd)

tonce : ferid) AIM y UP
entonces, S . (c+jd) _
a+ fb » Red¥y : ‘ , v a+jb
ek / te + ibllc + jd) | g A 2 latib)
y co Yo R g2 N 38
i \{.91"9? 3 & g
C'*jd'ch 2 S~ \ X 1 o
Re 6-62 Re
se tendrf que
. . , , , R
{a+fb) (e+fd) = (g1¢!9” (Rze"’z) . P,Rzﬁjul*’z) : Rz (a+b)
Te+id
o sea que el producto de dos nfimercs complejcs es otro nfimero . (a) (b)
complejo cuya magnitud es el producto de las magnitudes de los _—
factores y cuyo &ngulo es la suma de los 4ngulos de los factores.
) v . . . .
Utilizando la notacifn abreviada puede escribirse ) . Pig 19 ¢) - Multiplicacibn gréfica de némeros
v . . ]
4 = ) complejos
(RES) (R #,) = R Rk (4,4 6, , : _
: d) Divisién gréfica de nfimeros complelos
Similarmente, ,
14 .
R ef? R €.1 Evaluaci6n gr&fica de residuos
atfb . &y - J8y-0,) _ ot '
ety 5
Rpe’ "2 Regresando al problema de evaluacibn de los coeficientes ‘
es un nlmero complejo que tiene una magnitud igual a la razén Ai (1lamados también nesiduos), de acuerdo con la ec 13, se pue
entre las magnitud del numerador y denominador, cuyo &ngulo es - . den ohtener gr&ficamente. Si se desea evaluar el residuo en un .

——— l& diferencia entre los &ngulos del numerador y el denominador. ——w . polo simple p;» esto es Ai' de acuerdo con la ec 14 se debe calcu
Con la notacifn abreviada se tendr& que lar 1la diferencia entre el polo Py Zodos los cenos, efectuar
% r P . el productc @e dichas diferencias y dividirlo entre el produ.ro
i

. .
& - 3 - -,
R ¥ 52 @ k {’1 ’2’ : de. las difurencias éel refo ». v pofes estantes.




Considfrese la configuracibn de v lns v cetcs de la figqura 20
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el de las distancias a los pofos; el &ngulo serd igual a la

suma de los &ngulos y; y xg menos la suma de los &ngulos ¢; y

92 , esto es

PR

A UL

ferencia P1=2; ¥ Py-24, respectivamente, y los de P; Y P; a py
las diferencias P;=P3 ¥ Py-P, respectivamente, el nfimero comple

jo
(P1"Z1, (p1'zz’
Ao o

tendrd la representacién pofun dada por el producte de 1los seg
mentos punteados dividido por el producto de los .ax punteados.

Su magnitud serd igual a

& |

donde :.',c es el producto @8 las distanclszs & les ceror y ‘Rp es

A Parte imaginaria o e .
L4 \ & En el caso general se tendri entonces que el xesiduo es un polo
1C e -
\’lw; N simple p, estd dado por:
™ P, - A= preducto de 2as distancias diniaidas de cada cero al polo Pp
? g ; bk producto de Zas disfancias de Los demds pofos af poko Py
/ \3
/ J'\§ N - o0 lo que es equivalente {cuando hay n pofos y m ceros) a la si-
ro
/ 8, Py _ Parte real \ guiente expresién de Ah en forma abreviada:
/ -
m
/ P -
~V, 2 - U {Pe - ZL', m n
2 £=1
22d.-L - ‘ Ay = 2 ¥ ip, - z) - 32 &K(p, - p)
. k i Vs k £ Py’ k e
ﬂ,lpk ) pe‘ etk
~ Fig 20 Ilustracién como evaluar .el residuo etk .
AI_ En el siguiente ejemplo se Ilustra la manera grifica de evaluar
Como los seecrontos Mrigidosds - 2, z p, representan la di los residuos A, a partir de la representacidn #(4] mediante un
1Y T Ry 4

patrén de pofos y ceros , Una vez obtenidos los residuocs, se de-
terminard la funcién del tiempo cuya transformada de Laplace tie

ne el patrén de polos y ceros dado.

Ejemplo

Considérese el patrén de polosy ceros que aparece en la fig 21

A Porte imaginario

Po¥——-]
I
|
z ! P,
+ s
-2 —,1 Parte reol
}
Pa*-—__- -j

Fig 21. Un patrén ée poios vy ceros

’




Como existen tres polos (p,, pz y p3), habri necesidad de eva-
luar tres residuos (A,,A2 y A3). En la fig 22 se muestran los
segmentos dirigidos gque intervienen en la evaluacién de A,, el
residuo en el polo p; Y en la fig 23 el caso correspondiente

para la evaluacién del residuo en el polo P,

. . Parte imaginaria
) Parte imaginario 9
P, P,
Ja ©
2 N ‘ ‘/2/_/ V2| 1350
o P '
-___’:’__””‘; - - .__C(,\45° 2 \\
'S Parte real P, Parte real
45° ‘ 90°
Py B SRS N Py
A\

Fig 22 Evaluacién gréfica Fig 23 Evaluacién gréfica

del residuo Py del residuo en Py

Entonces, los residuos A, Yy A2 serén

.

mismas y el &ngulo de As es el negativo del &ngulo de Az), se
tendri que
1

Az - &
)

La funcién del tiempo corresponde al patrén de polos y cehros da

do que seri, de acuerdo con la ec 13

e . p,t p,t Pt
gley = L [h(éﬂ = AeT1T 4 A2 s Age”3

1.e‘”"-% e(-1+j)t_% RETEFIE:

=1 -% e t2cos ) = 1-¢ % cos t. L .
Para evaluar residuos por el método grifico descrito, y deter-
minar posteriormente la funcién del tiempo que corresponde al

patrén de polos y ceros dado, son necesarias las siguientes

observaciones:

Debido a que los coeficientes del numerador y del denominador
h{s) son reales, cuando un pofo ( o un cero) es complejo (parte
imaginaria no nula), habré otro pofo (o cero) cuyo valor sea el

complejo conjugado del primero por lo gque

i) Los residuos en los polos reales son reales como se apre-

cia en la fig 24

2 i

A= Fo(0°+45°-45%)= 1% 0°=1¢7 ey

T T komate

. T . o 1 L i T
- -90°- « Lo qarsee) - L.

A, oy ¥ (45°-907-13F3 = 7 & (-150°) = 7 e ~

Como As es el complejo conjugado de Az (las macgai‘:dew =man las




Parte imaginaria
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ponde a los términos de la expansifn en fracciones parciales

A A

gt p

o

Parte real

Fig 24 Los residuos en pofos reales

son reales

la contribucién de &ngulos de los otros polos y los ceros rea
les es un mGltiplo de 180°, mientras que la suma de los &ngu~
los desde dos polos (o ceros) complejos conjugados es cero. Asft
pues - '

. fnn
AL Mg

Yy como la parte imaginaria de eI es cero, el residuo es real.

11) fds residuos en dos polos que son complejos conjugados son
€también complejos conjugados. SupSngase gue dichos pofos son p y

p1 los residuos serén
A< Med®

A s M8

‘Yespectivamente, De esta manera, la funci®n del tiempo que corres

MedBePLyye=10,P2 '

y sl psa+jb, la funcibén anterior es T

Me®t [ei(e'btl + e'j(e'bt)] . 2Me®coslbed)

Aunque este método.grifico no necesariamente es la manera més
eficaz de obtener transformadas inversas de Laplace, sf es

dtil en la visualizacién de la forma de esta.

A continuacién se incluyen algunas configuraciones muy frecuen

tes y su respectiva funcién del tiempo cuando qul

jw 1\
i e—uf
2% - O — »> |
-a
i [
- O » t
oot
jw
1
.. >t
a




a7 @ 4 a8
Lo I ~sen o t N\ 7
jw) sen w; i
\\ /\ /
% \// \\/ - 7. Polos dominantes
t
Tlen =1 ) Es muy frecuente encantrar en los sistemas configuraciones
jo | ' ‘ de polos y ceros de ciertc ipo que hacen que este se comporte
w
) de manera similar a otro sistema de orden m&s bajo o sea con
Jw cos
! \ wy /\ /\ menor n@mero de polos que el sistema original. Por ejemplo si
- la configuracién es tal que existen dos polos complejos conjuga
s :
dos cuya parte real es menos negativa que la del resto de los
- jw -
! 1= \ polos del sistema su comportamiento estd esencialmente determi
jw[ ‘ nado por aquellos. Dicho par se conoce como polos dominantes.
IN
-t
P e .
3 B ~ e'sen w! Ejemplo
| -
] , — T [ Supéngase que la funcién de transferencia de un sistema es
-1 s - \/ SZ = -
1 \[ M- ! hls)etsr3] (8+20) (s+5) (8+3) (s+5) (s+20)
S BT N (8%+45+5) (8+10) (84100  (s#2-j)(8+2+5) (8+10) (8+100)
s
‘—lk ° La configuraci6n de polos ceros se muestra en la fig 25
J“%\ “ /
e/
d ' sen w,t
. f e w)
jwp ¥ ///
| -
L i 1b~="
I R V4 V -
~
~
-]w1 '—* AN ~100 A 4/%0 A _1;0
2 ~ O~ N >
AN
L \
- \
) T
fe‘d?
-a K2 l t Fig 25 Configuracién de polos Yy ceros
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La respuesta a impulso de este sistema estd dada entonces

= Ke

-2t

A

2

+

A;

(A+2)2+1 . &+10

-1 B,s+A
h(uu{[’ LI

N6tese que los exponenciales e~

mds répido que e 2%

la respuesta impulso serd en esencia Ke'

Los polos

¢ POr lo que, después de un corto tiempo,

Py = -2+4

Py = -2-4 ]

son dominantes.

Como para tiempos. grardes los polos dominantes describen el
comportamiento del sistema, es conveniente estudiar detalladg

mente los sistemas de segundo orden, o sea, aguellos que tienen

tan solo dos polos.

8. Sistemas de segundo orden

Considérese un sistema con una funcién de transferencia de

la formq

2(4) .

1

Tot

{ ?

4+a)2+ ™

Y

s§+100

den (t+d) + Aze"0t+ A3¢’100t

2-70

2

0z decrecen mucho

taznft+¢).

>~
en el que h{s) puede escribirse convenientemente como

50
entonces ;wn=a
wnz- a2+m2 o seaw * u, VY-CZ
- A 195~Pﬂrémetfeﬁ—ﬂ707sz_yt comunmente-se les dan los nombrei———--~———jf
a amortiguamiento real
w frecuencia real
4 amcrtiguamiento relativo o coeficiente de amortiguamiento
W frecuencia natural

La fig 26 muestra las relaciones geom&tricas suponiendo que la

parte real de las rafces de

.

3 ., 2
8 *chnérmn

es negativa

¢

Fig 26 Grifica de los parfimetros de

2 2 2
+ +
4 Cwnd w,
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Los polos del sistema estdn dados en funcidn de ¢ y w, por

pre=tu, *+ ju, f1-¢?

i

n

s - Cwn -fw Vl-cz

n

y dependiendo del valor de Z, se pueden distinguir . cuatro ca-

sos, pues el caricter de un sistema de segundo orden es drésti

camente distinto en cada uno de ellos:

i)

ii)

iii)

iv)

0<g<1

En este caso los dos polos son estrictamen
te complejos (tanto la parte real como la
imaginaria son diferentes de cero) y se de
nomina subamortiguade

Los dos polos coinciden y son reales, por
lo que se dice que el sistema esti crltica

mente amontiguado

Los polos son reales pero no coinciden, en cu
yo caso se dice que el sistema est& sobireamoir
ZAdguade |

Aquf sucede que los dos polos est&n exacta-
mente sobre el eje imaginaria y el sistema

se dice que es no amonrtiguado

Es conveniente visualizar grificamente lo gque sucede a los

" polos del sistema de segundo orden cuando se tiene wnfija Yy z

——vyarf{a continuamente entre los valores de ¢ y | para ello n&tese

que:

P1P1T PyPy * ["’1]2 = l"’zl.z"‘2 o

(ﬁi= confugade de pg

52

entonces, la distancia de los polos al origen permanece cons
tante (esto es, est&n en un cfrculo de radio wn)' Ademds, el
Sngulo que forma la lfnea que une al origen con los polos y
con el eje real esti dado por (fig 27)

Twn

codd = 2>2——— = ¢ \
w, ,

in

o
S
W\
\
\
\
\
\
]
vy
"
o

~

S
A

(s3]

~

v
\'
—
e
v
h
wr
€
2

-
P
€
)

-
Id

4 4 2 2
nte n('q‘ ey

)

AL

Fig 27 Efecto de la variacién de ¢ en la lo-
. calizaci6n de los polos.

3

o
s
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Para ; > | los polos se encuentran sobre el eje real, por tan

5

to 8§ = 0°. A medida que ; crece a partir de

los se iré&n separande del punto 4

1, los dos po

.

8.1 Respuesta a escalén de un sistema de segundo orden .

Se ha visto =n los pirrafos anteriores c6mo del patrén v
de polos y ceros es posible obtener la respuesta a impulso
del sistema; adem&s se ha hecho &nfasis en la importancia de
los de segundo orden. Sin mayor complicacién adiciocnal se pua-’
de obtener de la misma forma la respuesta a un escalén unitario

(o en general a cualquier otra entrada).

Considérese el caso en que el sistema es de segundo orden ccn

una funcibn de transferencia

2

w

;(4) Hy(b) - n

Py 7 7
ula) 4 +2;mn4+w n

Y que la entrada es un escalén unitario. Entonces la transfor-
mada de Laplace de la salida tendri un patrfn de polos y ceros

que se muestra en la fig 28. para el caso en que 0<g<l!
s

51

) jw

g)n ~/1— Cz

Polos del sistema

- O

Polo de la entrada

Fig 28a PatrSn de polos y ceros de

2

para 0<r<l1

4(62+2;wn4+wﬂz]

En el caso en que (=1 el patrfn aparece en la fig 28b

<—Polos de! sistema

N

fiw

/—Polo de la entrada

> O

X

Fig 28p Patrén de

polos y ceros de

2
w

n
{8+® j~
514 n;
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y para valores de ¢>1 el patr6én se muestra en la fig 28c

//~<:5ﬂjijilfﬂemc
' X

/~Polos de la entrada

X
Wn rwp
r

r=-{+ g1

Fig 28c Patrdn de polos y ceros de

para valores de g>1.

La transformada inversa de Laplace de la salida
2
“n
yla) = ——g————7
s(8™+2w s, )

para cada uno de los casos anteriores es:

i) si 0 <g<l

> O

s(&r2cn 340 ")

S

56

1i) si =1
e £t e 4 Y
yle) = [1-e7on® s w te™n" Ju _4l2) (16)
iii) s1i z>1

P ] thw t 2 ~w X
ylt) = [1—1_—2—— e Mt +e—,{"-]u_,(ﬂ (17)

¢

W
en donde 1= - G + 4

En la £i< 29 se muestra la respuesta a escalén, ¢y(t), para

diversos valores de ¢

-gw &
ylt) = [}— ¢ 1 sen (wn 1-:2

en donde a=cos r= aretan  —eeme—

(15)

*




e

y(t)

1,94
1.8

1,7
1.6

1.5
1.4

1.3
1,2

Za—

1.1
1,0

.8

\
\\\\

P
G

i

.l ~
S\ i N7

| \

C
T
L
T ——

H
-]
—
(o]
—
N

14

Fig 29 Respuesta a escalén de un sistema

de segundo orden

“n
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9. ParSmetros de disefio

Para diseflar un sistema de control es necesario especifi ———:
car algunas condiciones que este debe cumplir, las cuales pug
den darse de formas muy diversas, desde especificaciones direc
tas en el dominio del tiempo, hasta indirectas, en el dominio
4e la frecnencia. En esta seccibn se verdn algunas de las pri-
meras. \
Una de ias sefiales de prueba mds comunes en sistemas de control,
particulamente para servomecanismos (o0 sea aquellos sistemas
que tienen por objeto producir una salida que reproduce fielmen
te la ertrada) es el escalsdn unitario. La respuesta de un sis-

tema estable a dicho tipo de entrada, tiene en general la forma

mostrada en la fig 30

y(1}
2
1,9
1.0
1.7
1.6 4
1,5 —
1,9 '
1.9
1,2 ] Mo Valer final de y{t)
Lt //,\\\ //
1.9 T D =
.31 .- T
- 1
.1 1
|
A-EK H
sl
RN
1]
.34 fi}
21 /i
21 \
a4
R ol ,
e T
Fig 30 Respuesta a escalbn de un sistema

de segundo orden
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Si el propbsito es que la salida sea lo mids parecida a la camente cada uno de los pardmetros (M , tl’ y ta); no obstan-

entrada, ha resultado conveniente definir varias cantidades te, para sistemas de segundo orden puede hacerse.

que dan una medida de la fidelidad del sistema.

9.1 Sobrepaso (Mp)

Aqui Gnicamente se consideran cuatro de ellas que se refieren Para obtener (Mp) el sobrepaso en el caso que 0<z<! se de
al comportamiento transitorio del sistema, y posteriormente S riva la respuesta y(t] dada por la ec 15 y se iguala a cero a
se verdn condiciones referentes al estado permanente (fig 30) fin de encontrar el tiempo ¢ en el cual la funcién tiene un mixi
a) Sobrepaso (M p) Es la mixima sobredesviacién con mo © un minimo. Entre las posibles soluciones, debe extraerse
respecto al valor final de la respuestz del cistema. aquella que correspond2 al sobrepaso.

Generalmente se expresa como el porcenta;: de exce-

so del valor miximo de la salida con respecto al vz Se sabe que si y({f) es la rectuesta “c un sistema de segundo or

lor final den a un eccaldn unitario, tiene la transformada de Laplace

b) Tiempo de retardo (ta, Es el tiempo requerido para 2
A 1 wop ‘
que la respuesta alcance el 50 por ciento de su va- yls) - A !
. E - . 4 *zcwnA*w n [ e - . N -
lor final
c) Tiempo de levantamiento (tc) Es una medida del tiem Adem&s y(0] vale cero, por lo que
pc que le toma al sistema para que la respuesta pase z

[[%] = 65(4)-y(0)=2w#——- : !

del 10 al 90 por ciento del valor final 8§ +2zw A+wz
n n

a) Tiempo de asentamiento (¢t} Es el mfinimo valor del
a . Reacomodando algunos té&rminos
tiempo a partir del cual la respuesta estari dentro d w © 1-r
JC ¥ . n n .
de 5 por ciento de su valor final. [Hf Vﬁ-gll (4+;wn)2+( wivﬁ-;‘) z
y tomando la transformada inversa ; . \
Debe hacerse notar que hay muchos sistemas para los cuales di- d @, ‘Cwni
P A . . R Hl = e Csen [ V1=t I)
chas definiciones son de utilidad nula (por ejemplo, sistemas t 5 Cii [ n

i

— inestables}; sin embargo, va que en general son espeeificaciones S

b

. dy .
La expresién para H% vale cero cuando
de diseno, es fdcil verificar si un sistema dado las cumple o no.

N N0, 1,2

(.u‘1 1-C

1 =

Pocos son los sistemas en los cuales es ponible expresar analfti
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El valor méximo de y(t) ocurre cuando N = 1, o sea

t, - u
Mp wan-§27

62

cifén de ¢ y no de @,

9.2 Tiempo de levantamiento (tl; 7 7

evaluando en este tiempo la respuesta a escalén, se obtiene

J— -Cw

V-t

y(tM )= 1+
p

entonces -zm
M- 1-T

y(tM) -1 = e
P p

lo cual se muestra en la fig 31 ’ ’

) 1
02 04 06 08 10

)
N

Fig 31 Sobrepaso en funcién del amortigua-
miento relativo en un sistema de se

gundo orden

) ‘
Es interesante hacer notar gue el scbicpasw es Gnicamente fun-

<

Se ha definido como el tiempo que se reguiere para que la
respuesta pase de 10 a 90 por ciento del valor final. En siste
mas subamortiguados de segundo orden (0<z<!) generalmente se usa

-

2l tiempo necesario para pasar de 7 a 100 por ciento del valor
final. Este dltimo tiempo es solamen:ie un poco mayor que tl' Es
ta aproximacién no es vilida para sistemas sobreamortiguados,

(z>1) o gue no sean de segundo orden. i

Para calcular el tiempo d2 0 a 100 por ciento del valor final,
solo hace falta calcular el tiempo mds pequefio para el cual y(z)

es igual al valor final, esto es

~gw %
y(dtz)-1=!-e "L sen fw Vi-g? t, + of
1 n 1
1-g
por tanto !
-fw £
e n k) sen (mnq/l—;z zzl.+ ¢)= 0
1-¢

como e *Unfe, 4 0

se tiene que

sen (mn'\/‘l-cz tl

Utilizando conversiones trigonométricas resulta que debe cum-

+ &)=
1<>)o

plirse
2

/ 2
Leen lu, I+ tl’-x) * V12" cos lw, VI- % 2
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que puede ponerse en la forma

tng (w 1—;2 tll) = - Jl-c

n

y asf llegar al resultado

: 1
te = o008 T e

Wn 4

10. Tiempo de asentamiento

En un sistema subamortiguado de segundo orden, la respuesta

a escaldn es

-;mnt

e 2 ,
y{t) '{7'¢.——_7.[4€n w, 1 - ¢ &+ ¢]JU-_1“:)
I- ¢
e-;wnt
Las curvas I+ {7===7ﬁ son les envolventes de la respuesta a
RV

escalén unitario. La curva de respuesta y(t) permanece dentro

de dichas curvas como lo indica la fig 32

T

64

) 1
Las envolventes son exponenciales del tipo e-T, donde T se

denomina la constante de tiempo y es igual a La velo-

1
Lo,
cidad con que el transitorio deca depende de esta constante

de tiempo.

En la fig 30 se aprecia que para la misma w, Y para un inter

valo de ¢ entre 0 y 1, el tiempo de asentamiento disminuye con
forme ¢ aumenta.

Para calcular el tiempo de asentamiento puede procederse asf.

Ll&mese Yen
16n dada por

[(t) a la parte transitoria de la respuesta a esca

o sea
-tw 1
e "%
ytn(t’ = =g sen lw Af1- ¢ t+¢)
VI-;Z
Porque | sen(wnﬂl-? t+9)| <1, entonces-se tiene que la parte

transitoria cumplirg la desigualdad
e tupt

lytn(t)lf.lj-;z

como el tiempo de asentamiento (ta) es aquel a partir del cual

ytn es menor de 0.05 xy{=) entonces si t, es tal que

!

. 2.0
\ R
\ ~Swnt
1.6} N\ 1+
\S V1-g2
~ )
1.2} S~
0.8} e
“fwpt
_ SN
0.4} // ,/1_§2
: , i e
0 e

Fig 32 Curvas envolventes de la respuesta
a escalbn de2 un sistema de sosundo
orden

";wntl f—

Y ’ (4

1- ;2

se puede garantizar que {t} < .05 para t>t;, pudiéndose

Yt

>
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aproximar ta por tl

Solucibn: . . : 66

Los valores de ¢ y w, estin dados por

2
Prog = 1=em g

W —

Al tomar logaritmos naturales en ambos lados de la expresibdn

antertor résulta

Y “®Y sobrepaso po¥

Mp = exp l-l%_.’. exp | : )’(’.Xp'(“ﬂz“—l'" 0.333
-z o

tuti = bn 005 + tn 1o

[ / ?
comon/1-¢ es menor que la unidad, entonces fn ¢/I-i <0

Yy por tanto

- tw,d, < 1 0,05 = -2.9957

por lo que si . . - )

2.9957

t >
Cuw,

se garantiza que yta(t’ es menor que O.QSy(el por tanto ta pue

de aproximarse mediante

O sea, que ta es aproximadante tres veces la contante de tiempo

z

de la envolvente ¢ *“n’ del sistema

Ejemplo

Supfngase que un sistema de segundo orden tiene una funcién de
transferencia

9

~
Hi{s) = —
8" + 28 + 9

¢Cufles son los valores de MP, t( y ta? (esto es, los parémetros

de disefio)

v

El tiempo de levantamiento es
m 8 . \ R
B Y
tt w A= ¢
n

o= eos ' gecos TN [0.335]: 70 1,25 nad

ATV i - 241 2.4

3.14 - 1,23
Ly m S - 0.68

" El tiempo de asentamiento es

t e 3,

T3

Estos valores pueden verificarse de la curva correspondiente a

C» .33 que aparece en la fig 20.

11, Comportamiento asint6tico

Existen otros tipos de especificaciones que se refierén al
comportamiento asintético del sistema, esto es, la respuesta del
sistema cuando t+w, Lbégicamente, este comportamiento dependerd
no solo del sistema, sino adem&s de 1la entrada. Generalmente las
entradas que se utilizan como funciones de prueba para este pro-

pbsito son un escalén u_,(t)i una rampa u_zlt} y una entrada

/



parabblica u_slt). pichas funciones, como se verd, tienen in-
terpretacién fisica en algunos sistemas de control, tales como

posicionadores.

El tema se trata, parcialmente, en el Apéndice scbre transfor
mada de Laplace, por lo que aquf se utilizar&n algunos de los

resultados allf obtenidos.

'

[

Los sistemas modelados hasta ahora han tenido funciones de trans

. . : Tiaye alst

ferencia expresables como cocientes de polinomios h(4) —%TZT .

Raz6n por la cual se dardn las condiciones para que £im h(t)
14

exista, donde h(Z%) i:’ [ﬁ(b)]ﬁnicamente para este tipo de sis
temas .

Para quevﬁig hlt) exista los polos de ﬁ(é) deberén estar en el
semiplano Re [s)< 0 incluyendo el origen; si esto se cumple

"
h(s) pueden expanderse en fracciones parciales como

- B B B c
h{s) - A, r~41 T z T teeet 2 + g +
s Wrhy (s+p,) (s+p,) (840,19
1 ? ?
) + .....* etc en donde la parte real de p; es menor

que cero.

La transformada inversa de h(4) en este caso es del tipo

{constante + exponenciales amorntiguadas x {polinomigs en t)}“-;(t)
~

Cuando h{s] tiene por lo menos un polo en un punto del eje ima-

ginario que no sea el origen, entonces hlt) tendri términos de

la forma

G T

68

sen {(w t +¢ )

'

en dicho caso, 24m h(%t) no existe y cuando h{s) tiene un polo
-+

con parte real positiva Ah{t) tiene términos de la forma zbt

con b>0 y por tanto &im h{t) tampoco existe.
14w

Considérese el sistema de malla cerrada de la fig 33

A .
g(s) hols) 9(5) 1 9(5)

© cxg\\-—"//;;} e

A
uls) 1

----Fig 33 Reograma de un sistema con retroalimen .

tacién unitaria

La variablec que representa al nodo els) es la diferencia entre

la entrada y la salida y se dencmina error del sistema. La fun

r]
cién de transferencia %%i% obtenida por la f6rmula de Mason
uis
es
a
el(s} _ 1
dls) 1+ h (s)
o también
Sl Tuled
! 1+h (s)

El estado estable del error, dado por el teorema del valor fi-

nal es
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tim ait) - Linm s als) = pon 0L | (1 1
im e = 2im 5 els) = &im ——— . 8) o . o
% o 80 s+ 0 14R{s) . El error a estado estable cuando u{s} = ;—— es )
t
( L2y
Como ylt) = ult) - elt) y se conoce uft), se describiri el com ze(t) = eim © 4 = Lim 1 2im A’
: = — _ &0 1+ h (8] 520 s+sh(s) 850 & his)
portamiento asint6tico en funcidn del error &{t] para los tres N B ) . S —
- Una vez mis, el error depende de h{s), y por consiguiente del T

tipos estandar de entradas. )
tipo de sistema. Para un sistema tipo 0 {N=0), el error a es-

tado estable es infiniteo. Para un sistema tipo 1, N=f, 8l error — ——

11.1 Entrada escalén unitario u_,(t)

es
El error a estado estable para un escalbébn unitario es, se . 1 1 1
. - e{t) = Lim = m . =
gGn la ec 18 ' 890 Kw o (e+z,) K7 (s+2,) v
. . ; i=1 i=1
4= ’ . n n
e (t)s gom —BL . L . ] : : suon (sep,) B 80P
¢ s>= 1+h(s) Teh (0] T+K) : k=1
donde K se denomina como constante de ernon d C .
y Kp se denomina constante de error de vnosdicibn. NS v L e 0 e vetocidad

Cuando h(4) es de tipo 2 o mayor, el error a estado estable es

A
Claramente, la forma de h (4} es la que determina el error a s cero <

estado estable.

si se suﬁone que h{s} es de la forma

11.3 Entrada parab6lica u_z{¢]

, m
K ™ (s+z.) . 1
Iy (s) = i=1 < Cuando la entrada al sistema es 7 U (t), el error a estado
0 6N n estable es
T {s+P}
k=1 R . N
(£} *15%
" e ([t} = £im ——f— = 2f
se ve que cuando 47> 0, el valor de & [4) dependerd del nﬁmg‘ e s+0 1+h18) biy 575(5) ’

ro de integraciones N. Si N>0, h(0) seri infinita y el error ten

deri a cero para tiempos grandes. El error a estado estable para N<? es infinito; y para N-=2 se tiene

El nfmero ¥ de polos en el origen se indicar8 diciendo que el

e () = - %
sistema es de iipo N f . a

11.2 Entrada rampa u_, (%]

donde & se denomina coeficiente de ewrnon de acefenacdidn.



Los sistemas de control se describen frecusntemente en t&rminos

de su tipo y su coeficiente de error. La tabla 1 resume los re-

sultados obtenidos.

Tabla 1. Coeficientes de error y su relacién
con el error en estado permanente pa

ra diferentes tipos de sistemas

ENTRADA 1
u_ {2} u () u_,(1)
TPIPO -1 -2 7 "3
- DEL - 1 ] 1
SISTEMA uylsl= 51 = 3
4 4
e (i:)=7 — @ .,
0 T+K
p
. e (2) = 0 L -
P y
2 alt) = 0 0 L
a

Ejemplo

Supbéngase que un sistema estd descrito por un reograma cg
mo el de la fig 33 en donde la funcién de transferencia del sis

tema es
11446

holsl = 72 [5+6)

Debido a que los polos de la funcidn de transferencia de 4 a ¢
estin en el semiplano izquierdo es posible encontrar los coefi-

cientes Kp, KU Y Ka, as{ pues:

o . iiste .
K = tom —p8%6 o,
P s+0 4 (s+6]

K = Bfm ¢ 11546 . oprm 11846

£ 2Lim T -
) s2(s+6) 8(a+6)
K, = tom o7 12 8.y
8+0 57 {s+6)

A partir de los valores anteriores se puede obtener el compor
tamiento asintético del error e{t), para diversas entradas. ES
tos se indican en la tabla siguiente para los tres tipos de en

trada considerados anteriormente

r 1
—T7Z;——— = 0, cuando u = u_, (2]
, .
= 0, cuando u = u_, (%)
o ! = 1, cuando u = u_,{%]
K ’ -3
a
\

Asf pues si la entrada al sistema descrito es un escaldn
unitario, debido a que el error (la diferencia entre la entrada
y la salida) tiende a cero, entonces esta se acercar§ arbitra-
riamente a la funcién entrada. Algo similar sucede cuando la en
trada es una rampa: la salida para tiempos grandes se aproxima-
ré a la rampa de la entrada. Por Gltimo, cuando u{t] es una fun
cién patébélica para tiempos muy grandes de salida, tenderd tam

bién a una funcién de ese tipo, pero habr& una diferencia de

una unidad con la entrada (fig 3 )
4
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posicdibn.

Y(t)=u(t) -

ut) Y(h=u(t)
¥(t)

1T >t

(1)
error =1

11 -

uft)

Fig 34 Errores a estado permanente del sistema

del ejemplo para los tres tipos de en-

tradas

Ahora bien, si se supone que el sistema representa un ser-

vomecanismo de posicifn y tanto la variable de entrada como la

de salida son &ngulos, entonces, el error es una medida de la

diferencia entre estos. Cuando la entrada es un escalén, lo que

equivale a cambiar el &ngulo de entrada de un valor a otro ins-

tantineamente, entonces e¢(t) para t+» indica la diferencia

el valor deseado y el de salida; de allf =] nombre de eator de

entre

‘'constante, esto es, qué el servomecanismo tiene como entrada

Ademfs, si la raz6n de cambio del &ngule de entrada

74

.
~

[ S - e—
—

una velocidad angular constante (una rampa si la variable de

entrada es un &ngulo), el error seri la diferencia entre las

posiciones de la entrada y la salida Y por tener aguella una

velocidad constante se le da el nombre de error de velocidad

De un modo similar, cuando la entrada es un &ngulo producido

por una aceleracifn constante, o sea una funcién parabblica,

del desplazamiento,la diferencia entre la entrada y la salida

se denomina earor de aceferacién. Luego las constantes Kp, KV
’

y Ka son una medida de la capaciliad de un sistema a "seguir"

entradas de los tipos mencionados.

Ejemplo

En una planta quimica se quiere controlar la apertura de

ciertas vilvulas desde un puesto central de mando. Para ello se

sugiere un sistema como el indicado en la fig 35
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N
o [8) K —

33(6) slr5se8 . .

- La flecha del motor y la que abre o cierra la v8lvula est&n

acopladas por engranes de. inercia despreciable, Esta (ltima

flecha tiene acoplado un potencidmetro que produce un volta

je proporcional a la apertura real de la v&lvula, cuyo eje

tiene friccidén, asf que la funcién de transferencia entre el

&nculo de la flecha del rotor v el eje de la vdlvula est4

dado por . ' 1

.
)y

Z(4)

. 3
Y

g

Fig 35 Sistema controlador de posicién
Para facilidad de exposicibn, se considerard gque todas las cons

El sistema propuesto funciona de la siguiente manera: el tantes de prcpercionalidad son la unidad y que k = Z; el diagra
operador acciona un potencifmetro en el puesto de mando cuando ma que representard la dindmica del sistema de control se indica - '

desea abrir o cerrar la vdlvula. El Sngulo al cual coioca el mediante la fig 36

cursor del potencibmetro ser& proporcional a la apertura desea ) : ’ l

da de la vdlvula. Esto. produce un voltaje Vg (proporcional a Oﬂ

2
— 3
entre un par de terminales. Mediante un elemento comparador, se il ! i 1 Vs sr5s54+8 P s f? 1 V2
le resta al voltaje vy otro voltaje, Vys que es proporcional a
-1
la apertura real de la vdlvula (la manera de producir v, es idén
tica a la de vl). La salida del comparador es pues la diferencia h
vyt v, = vy este voltaje se amplifica y se aplica a un motor de
! z P ) ho(s)s —x8
corriente directa. 1 Vi s(s?+55+8) 1 V2
" O . - O

El angulo s de la flecha del motor estd relacionado al voltaje ’ ‘ ‘

,aplicado por medio de la funcibn de transferencia: . : ) ) ' .

. . Fig 36 PReograma del servomecanismo de posicién -




Se desea determinar si el sistema considerado es apropiado
para propSsitos de control de flujo de cierta componente quf-

mica gue pasa por la vdlvula.

78

Por tanto, el sistema cumple con las condiclones para las
cuales es aplicable el teorema del valor final. Como el siste

ma es del tipo 1, de la tabla 1, se obtiene

.

Para ello -se desea encontrar tanto-el comportamientotransito

rio como el asintético.

Kp = = error de posicién = ¢

El Gltimo reograma tiene retroalimentacidn unitaria por tanto:

fo ot
5(8°+548+8)

La funcién de transferencia de malla cerrada es
a . .
velel Ry . s 6

9,(4) 1+h(s) 4(42+54+8) 83458708806

Los polos de este sistema estfn dados por las rafces del polino

mio
3+ 547 s 55+ 6.0
o sea ’ .
2 A
(6+3) (s°+25+2) = 0 R
Entonces, el sistema tiene un polo real en 8 = 3 y dos polos com

plejos en & = -1+ 4 (fig 37)

i
.

-
Y9

*-
|
1
1

e N [Ep— N PR

Fig 37 Patr6n de pulios vy .:ros

Kv ‘—%~4** error de velocidad = %

error de aceleracién = =

Como los polos dominantes del sistema son los localizados en
-1+ 4§, el comportamiento del sistema estarid determinado esen
cialmente por ellos.

El coeficiente de amortiguamiento ¢ y la frecuencia natural w,

w, =\/?=1.41

]
L = —== 0.707
V2

Esto implica que ¢l sistema estd subamortiguado y que las ca-

s0n

racterfsticas de su comportamiento transitorio pueden obtenerse

de las expresiones para los sistemas de segundo qrden

VI-;Z V?(W -
M, e .e se” = 0.043
t . n . n * 7 =3,14 seg
Mp “’n'v/l'ip \/Z—-’V-H’
1, = L s 18 2= cos 'y = cos”! (0.707) = 0.79nad
W y1-z
n
14-0.79 o
t, = B0 55 e '

i



£ —3 23 s

n

As{, déspués de haber hecho un examen del sistema propuesto, se

pueden obtener las siguientes conclusiones:

v -a) El sistema tenderd a llegar a la apertura deseada por
ser del tipo 1 ’ ’ . C S i
b) Si se deseara abrir la v&lvula continuamente, de manera
tal gque el gasto en ella se incremente. en forma gradual,

el sistema de control propuesto no cumplirg fielmente

- con este cometido, por ser el error de velocidad casi la

unidad

c) El sobrepaso es suficientemente pequzfio para garantizar

que no se va a exceder demasiado la ap=rtura propuestz.

i Esto puede convenir en algunos cascs para evitar golpeteo ) ’ - e T

del vdstago en el asiento o cuando se corre peligro de

alguna explosién en caso de tener un excedente del compues

to controlado por v&lvula.

En los p&rrafos anteriores se han obtenido, pero no utilizando los - ) T S
tiempos de asentamiento, retraso y levantamiento. Estcs pueden ser - : oo
Gtiles al disefiador en criterios sobre rapidez de respuesta del sis

tema, suavidad de comportamiento del mismo, etc.
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Capitulo 8

ESTABILIDAD DE SISTEMAS

=




que la salida debida a una entrada pequefa sea arbitrariamente

grande, porque en caso de que se introduzcan perturbaciones al =~

sistema, &ste las amplifica.

1. Introduccién /

En capitulos anteriores se han puesto de manifiesto las ven
tajas que se logran con altas ganancias de malla en los sistemas
realimeﬁtados; pParticularmente en el primero se ilustr$ que a me-
dida en que se aumentaba el valor de la ganancia de malla, la re-
lacidén entrada-salida del sistema se hacfa menos sensible a las
caracteristicas de la planta. En el cap 5 se vio que es posible
incrementar la selectividad de los sistemas realimentados con res
pecto a perturbaciones externas cuando se aumenta la ganancia de
malla. En el nfimero 7 se demostrS que es posible disminuir los
errores permanentes de los sistemas unitariamente realimentados,
cuando se aumenta el factor de amplificaci®dn de la trasmisién dai
recta. Parece entonces natural pensar que siempre es deseable
tener valores altos de ganancia de malla. Sin embargo, como se

verd en este capftulo, al aumentarla se puede llegar a tener una

de las caracteristicas menos descables en los sistemas de control:

El propésito de este capitulo es estudiar los aspectés re-
lacionados con dicho problema y, particularmente, determinar

las condiciones bajo las cuales es posible garantizar que la sa
lida (o respuesta ) sea "pequefia", mientras la entrada, las per

turbaciones externas, y el estado inicial, lo sean.

Este problema, conocido como problema de la estabilidad, ha

tenido varios enfoques,

En el enfoque mds utilizado, mismo que consideraremos en es
te capitulo, se considera la descripcidn externa del sistema, o .
sea, la relacibén entrada-salida. El an&lisis de este tipo de es-
tabilidad fue tratado en detalle por Nyquist (1932), y considera
que un sistema es estable cuando la salida no crece indefinidamen

te debido a entradas o perturbaciones (ruido) pequeiias.

2. Definiciones fundamentales

Para simplificar algunos de los desarrollos y definiciones
de esta seccidn, es conveniente utilizar los conceptos de funcidn

acotada y funcidn absolutamente integrable.

Se dice que una funcidn {(£) es acotada cuando existe una

constante M$® tal gue |4{¢)]|<M para toda £. por ejemplo,



Una funcién h{t) es absolutamente integrable si

glt) = jrt[h(dll do es acotada

sent es una funcidn acotada porque |sent|<? para toda t; Y la’
R 2

funcid: = t* + 3t+8 no es acotada, ya que dada cual -
i6n gl § no acotada, ya q atdurer : st ki) = ¢* uy(t) es una funcibn absolutamente integrable

constante M siempre es posible encomtrar un tiempo t, para el .
! porque la funcién

? . . . o d
1z 31 4 1). ' - - -
cua r3e,e8oM {(fig 1) | glt) = Jf le °u_1(u)‘ do = J{ ¢ %dge 1 -7t

l ' es acotada.

Por otra parte(sen 't} u_l(tl no es absolutamente integrable

porque la funcién

gz} = ft I(Aenalu_,(a)\ do = _/t |4ena| do= 2n¥1-cos(£-2nn}

(en donde @ es un entero positivo que satisface n net<(n+lln)

no es acotada (fig 2)

t2+3t+8

A (sen thu_ (1) | [ollsen oido

o]

.

Fig 1 (a) funcidn acotada (b)

(b) funcidn no acotada . ' Fig 2 a) Funcifn absolutamente integrable
. b) Funcién no absolutamente integrable




2.1 pefinicifn de sistema estable

. Un sistema @;némicg es estable en el sentido entra&a-sa-
1iQa, ;i gstan@o en reposo: i) gualquie: ep;rada acotada pro
duce una salida agotada, ii) entradas suficientemente pequefas
producen salidas suficientemente pequeias.

Dicha definicifn puede darse mediante sfmbolos matemdticos:
si ult) representa la entrada y y(2} la salida, entonces

el sistema es estable, si (fig 3)

i) lu(t)l <M implica que existe una constante N tal que

[yte)] <N

ii) Para todo §>0 existe una ¢>0 tal que si [u(t)[<c, en

tonces ly(t)l <6

, u (en*rada) y {salida)
M"'"?i _____ A I
Sistema .
- en
~ VAN T e | T A@‘?
B I “Np———rmee o
ul{entrada) (a} Dado M existe N
| ‘ly(salido)
&2:ma Sp-——— -
reposo [ Y S, g

(b) Dado 3 existe €

Fig 3 Sistema estable en el sentido

entrada-salida

constantes, tal como se hizo en capftulos anteriores.

La definicifn de sistema estable es aplicable a cualquier
tipo de sistema: lineal, ng-linea}, distribuifdo, etc. Sin
embargo, nuestra atencifén se concentrard a los descritos por

ecuaciones diferenciales ordinarias lineales con coeficientes

— T

Antes de entrar a fondo en los detalles de las condiciones
para determinar la estabilidad de un sistema, las implicaciones

de la definici6én anterior se ejemplificar&n con caso® sencillos.

2.1.1 Ejemplo
Considérese un sistema lineal e invariable, cuya funcibn
de transferencia es h{a) = J/(a+]) . La respuesta a impulso

ofa -2
Rit) .(“,(4)) estd dada por hlt] = ¢™* u_; (2]

Ssi u{t)es una entrada arbitraria que vale cero para tiem -
pos negativos, la salida y(¢) correspondiente se expresa median

te la integral de convalucibn.

yle) - f: ult-g) ™% dg-
Para este caso fult]|<M implica la existencia de una cong

tante finita N tal que
lylt}| <N

como a continuacifn se demuestra:

Utilizando la desigualdad: ®“el valor absoluto de una inte



gral es menor o igual a la integral del valor absoluto del

: - Ji
integrandd', esto es 2.1.2 Ejemplo

Considérese ahora el caso en que la funcibén de transferen-

5 b
lfa x{t) dtlffa x{t)|de cia del sistema es

y la identidad

1 . . o
’ . h(é] = 77-]- !
l§ielgle)] = (§00)] lalt)] s .

. Aqui podr§ demostrarse la existencia de una entrada acotada ‘
de la integral de convolucibén, se obtiene que

que produce una salida no acotada. Como la respuesta a impulso
t - . : . .
lyit)l<s, lult-2) | e %] dz » - es h(t) - (sen tlu_;[t), al tomar como entrada la funcibn u(t} «

. = (cos ) u_;{t) se tendrd ‘
y como s¢ supone que u(t) es acotada, es decir que fulz) ] <N,

.se concluye que

- 1 d 1
‘ ylt) = yla) o« ——2 . 1
: (8¢} (8%e7) 7 45 7.,
. 1 --,d £ -r‘d
fyitiic 7 Mie Tidg - #MS oy e Tidg ‘
’ 0 % tsen t u_(t) sheslarcte L S e
y notando gue

- =Ax78r i
por tanto i : .
[

1 z . _ !¢ L
S |et de o= ! e"% dy = 1-¢ z Y £

0 ylz) '{% t sen t}) u_ylz)

resulta yue

+ ) Esta funcibn no es acotada pues no existe constante N
feM(1-e M para >0
‘ly(t) jgMl1-e ) Mp alguna tal que

de modo que, para este ejemplo, cualqguier entrada acotada que

se aplique al sistema, producird una salida acotada. . git] < N

e eeweiy . Haciendo ¢=§ Se encuentra que para cualquier g>o tal que __ __ _ para toda £. Asf que el sistema en cuestibén no es estable. __A

ju.t)|<c, se garantiza que ;yi¢), <8, ;

los sistemas que no son estables se les llama <{nestables.

El sistema por lo tanto es estable.
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La condicidn < no es redundante porgue hay sistemas que

) . . I Logicamente para cualquier entrada 1 i
aungue cumplen con la condicién x4 no satisfacen la segunda. UA———— = 9 g §(¢) la salida no podri

. - oxceder el valor ¢£-y por-tanto entradas acotadas producen salidas —
ejemplo se muestra a continuacién:

acotadas, o sea que el sistema satisface la condicidn <.

Ejemplo. 7
Considérese un péndulo invertido como .el mostrado en la figura Sin embargo si §(t)=¢>0 donde £ es arbitrariamente pequefio se
4a que consiste de una masa m sostenida por una barra. tendrd que para algunos valores de %, y({¢)>Z y por tanto no se cum

ple la condicibn L.

A partir de la definicién dada no es ficil determinar si
yit) . -
) un sistema es estable, porque afin para ciertos inestables, exis
ten entradas acotadas a las cuales les corresponden salidas del

i . mismo tipo. Sin embargo cuando el sistema es lineal e invaria-

ble la estabilidad del sistema puede caracterizarse coempletamen

te con la respuesta a impulso como a continuacidén se demuestra.

{a) . ' (b)

Fig 4. Péndulo invertido

si se supone que &sta no tiene peso, que no hay friccibn y que

el pénduio est& en un campo gravitacional, entonces cuando se o )
considera a la fuerza §({t) como la entrada y el desplazamiento

vertical y(t) como la salida, las ecuaciones que describen el

movimiento del sistema son (fig 4b).

2
2 d°s
met S = [§(t) + mg sen 8L
il ]

ylt)= 2(J1-cos0)
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2.2 BEstabilidad de sistemas lineales invariables.

W sistema Lineal e invariable cumple con 2a condicibn 4i
s4 y so0lo 44 su respuesta a impulso es absolutamente inte-
grable.
Demostracibn. Primero se probard que si la respuesta a
impulso es absolutamente integrable, entonces cualquier entrada
" acotada produce una salida acotada. Supongase que .ju(z}|<M

z
y que /s, |a{o) |do<K para toda 2.

Entonces

St /
ltadl =1 7 wlg-ciata) del e

<75 lalt-c)| |h(ch| de < K 7% [hig)| de< MK,
a Q

lo cual demuestra que la salida es acotada.

La segunda parte de la prueba consiste en demostrar que
cuando la respuesta a impulso no es absolutamente integrable,
entonces es posible encontrar |u{t)|<! para la cual la salida
y (1) exceda en valor absoluto cualquier valor prescrito. Su-

péngase que dicho valor es N. Debido a la no integrabilidad ab

12

soluta de la respuesta a impulso, existe un valor dcl tiempo,

digamos t,, tal que

JfIIIh(t)l dy > N,
0

Ahora se seleccionard una u{2] que en valor absoluto sea

igual a la unidad, que haga que ly(tﬂ>N.

Como el sistema es lineal e invariable, la salida est4

dada por la integral de convolucién

t 3
cogltl = s hlt - ) ulg) dgp ™=
[

Y particularmente para ¢ = ~t,

4
ylgg) =/  hlt; - ) ulg) dt
4]

Adem&s, si se escoge u(Zf) como
1 cuando h(t,-c)> 0

u{¥) =
-1 cuando h(t,-c)g 0

+

se tendra que

'

t, t,
Tylegl] = 7 "1 hitg-t)] dg = 77 jhig)lda> N-
[ . ]

por tanto y{t) excede al valor N prescrito,
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A continuaci6n se demostrar& que
44 un s4istema Lineal e invariable satisface La condicibn £

eitonces satisface La condicibn ii

'

Demostraci6n. Como el Sistema satisface la condicxdn 4 la res-

puesta a impulso es absolutamente integrable, O sea que existe

un valor K tal quo

P - . : oo

Al

f kie) | at <&

Yy como
z
yl(e) -f hit-o)ulo)do _

se concluye que

ol e[S e 1 @] sy ut

¢ K mix  Julo)]
0<act

Entonces, dado cualquier 6>0 existe un e¢>0 tal que julo) | <e
garantiza que ly(t)#<6. En efecto esto se satisface cuando sa

hace la seleccién

A partir de esta fltima demostracién puede concluirse que

un sistema Lineal e invariable es estable en el sentido
entrada-salida 84 y 8080 84 su resdpuesta a impulso es

absolutamente integrable

14

2.2.1 Ejemplo —

— -

Con51dérese un sistema lineal e 1nvariab1e cuya respuesta a

impulso as

‘

L4 LE

rig) et o e T 4y
ol 5 X ;

Dicho 51stema es estable en el sentldo entrada- sallda porque

la respuesta a 1mpulso es absolutamente integrable:

gle) f: |#io1] do fj !e'." - e“"’!{‘?’
2t

£ - -
- ]' (e - ¢ %) do v -0t 0.5¢

+ 0.5

y glt) es acotada para ¢>0.
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Debe hacerse énfasis en que aungue la respuesta a impulso de
un sistema lineal e invariable tienda a cero cuando £ tiende a
infinito no es una condicidén suficiente para garantizar la estabi

lidad del sistema.

2.2.2 Ejemplo

Considérese un gistema lineal e invariable con el tiempo

cuya respuesta a impulso se muestra en la fig §

e e '
hit) j;lh(t)ldt
|

1 —

~-Y

t

Fig 5 Respuesta a impulso de un sistema lineal
: . e invariable y la integral de su valor
absoluto

La integral del valor absoluto de la respuesta a impulso es
t para tgl

z .
i) f fato)] do -
1+Log 1 para 2>1 :

W

f

Si el sistema en cuesti6n ademis de ser lineal e invariable

es de parametros concentrados¥ su estabilidad queda determi-

) nada por la localizacién de los polos, porque comb fue comen

tado en el cap 7, la respuesta a impulso de estos sistemas es

una combinacion lineal de términos de 1la forﬁa

o,%
/ ke 4 sen {u 2+ )
asto es
n mi-l 0.1
hit) = A, the 4

donde los polos del sistema est&n localizados en

s, " 04+jw£; d=l,ivveu, n
Y mi es la multiplicidad del i-&simo. polo.

Entonces para que se cumpla gue

ftlh(o)l da<k
0

'para toda ¢ y alguna K es necesario y suficiente que g, < é

para toda 4£.
N

La prueba de suficiencia es simple:

si ]c£[<0 entonces ,

1

i

/.”h U.t
£ R !
olt e Aen(c£t+¢£)l dt< T;:FETTT

pero como &sta funcibn no es acotada (fig 5), el sistema es

inestable.

2.3 Estabilidad de sistemas lineales, invariables y de parémetros

concentrados

Y pPor tanto

foqlhml dt« f. l ﬁ mé:-’ Aihzhe i sen (w t+9 Jdt
o <1 ke ' )

* Debe recordarse que un sistema con estas tres caracteristicas
tiene un nmero de polos igual o mayor al de ceros.




2.3.1 Ejemplos ' P

0
7n1 mil ._*—F )
: P IA/th_;C':—hTT
i=1 k=0 __ . l"d

cuya funcidén de transferencia es

El sistema lineal, invariable y de parimetros coancentradosi———

Y por tanto la respuesta a impulso es absolutamente integrable.

La prueba de necesidad, en la que se demuestra que si hay al
menos un polo con parte real no negativa, entonces el sistema es

inestavle, es tamvidn muy simple, pero no serd incluida aqui.

En resumen
un scstema Loneal, gnvaniable y de pandmetros concentrados s s la
ole 54 y s0lo s todos Los pulos de Za funcidn de trhansgerencia

tienen parnte neal negativa.

{8 + 5) (& - 10)

(8 + 3) ls + 4 - 74) (8 + 4+ 7))

es estable porque las partes reales de los polos (=3, -4 y ~4) son

negativas.
El sistema cuya funcién de transferencia es

(6 + 1) (4 + 4)

s(s + 3) (8 + 7)

es inestable por tener un polo en el origen (su parte real no

es negativa)..

En los ejemplos anteriores fue sencillo determinar la estabili-
dad de los sistemas considerados ya que los polinomios caracta-
risticos (denominadores de las funciones de transferencia) esta-

ban dados en forma factprizada.

Podria entonces pensarse que para establecer la estabilidad de
un sistema lineal, invariable y de pardmetros concentrados es

necesario factorizar el polinomio caracteristico, sin embargo,

existen dos argumentos para no hacerlo.



a) En muchos problemas de control interesa conocer

el intervalo de valores que puede tomar un para- ! . s
pls) = pnlf LTS IR O ) P PR a; *+ jugl (A*cé -jmé)---

metro para el cual el sistema es estable. Si se =~ . o~
, n faclonres

utilizara la té&cnica de factorizar el polinomio

. . caracterfstico habrfa que realizar la tediosa ta- . . .
/ donde °L>o para toda & \
rea de obtener las rafces del polinomio caracteristico ,

para cada valor del pardmetro en cuestibn. . .
Al realizar la multiplicacibn . . |

b) Existen métodos que serdn estudiados en la préxima : 1

seccibn, mediante los cuales se puede determinar . . . 2 2 2 T
‘A*Oz*jwi_) (8 + 0, - fud = (8¢ 20,8 +g," + w,") . !
el nGmero de rafces de un polinomio que estén en el '

semiplano izguierdo Re [4]< 0.
se obtiene un polinomio de segundo orden con coeficientes positivos.

De esta forma, al efectuar todos los productos indicados en la fac
3. Condicidn’ necesaria para la estabilidad o . oo R .
: torizacién de pls), los coeficientes de s se forman mediante sumas / :
De acuerdo con la sec 2.3, para determinar si un sistema 1li y productos de nfineros positivos y por tanto son positivos.
neal invariable y de pardmetros concentrados es estable, es nece
sario y suficiente establecer que todos los polos de la funcién De acuerdo con dicha observacibn puede concluirse que los po-
.de transferencia tengan parte real negativa, pero antes de pre- linomios

sentar los criterios por los cuales se determina si esta condi-

¢ibén se cumple se har& una observacién: Para que todas las rafces a} 47 + 787 + 87 + 3 : 1
de un polinomio de grado nYy coeficientes reales tengan parte real . b} 52 - 3+ 8

. ' 7 6 5 4 3 2
negativa, es necesario que los coeficientes de las n: primeras ;- el 47 ¢ 587 ¢ 357 + 8o v 1887 + 118

potencias de & sean diferentes de cero Y del mismo signo. . _ - ‘ . .

tienen al menos una rafz con parte real no negativa.

Este hecho es fdcil de verificar, Supbngase que todas las

’ . s 3 .
rafces dei polinomio en cuestidn tienen parte real negativa, en ‘ El primero porque el coeficiente de 4° es cero; el segundo

tonces, como las rafces complejas aparecen en pares conjugados, por causa de que no todos sus coeficientes son del mismo signo y el

pls' es factorizable en la forma : . . Gltimo por no tener té&rmino independiente.




Sin embargo, cl hecho de que un polinomio de grado n cum

pla con la condicidn de que todos sus coeficientes sean distime™ ——

tos de cero y del mismo signo, no implica que todas las rafces

del polinomio tengan parte real negativa, como se demuestra en

los siguientes ejemplosi

Considérese el polinomio

3 2 2

pla) =82 v 8l v s v 1 = (s v 1) (8P e 1) = (a4 + 1) (8 4 4) s -4)

Dos de sus rafces tienen parte real igual a cero:

s 5 j, 8 = -f.
El polinomio

plal = 8% v s e i v 510 (s ¢ 3) (8% - 28 ¢ 17

« (8 + 3] {8 -1+ 45] (s -~ 1 ~ 44}
tiene dos rafces con parte real positiva:

4= &+ df, 8«1 - 4§

4. El criterio deé Routh

Por medio de &ste andlisis se puede determinar el nGmero
de rafces de un polinomio de orden n que tienen parte real po-

sitiva.

4.1 Preliminares

——— [ ‘

En el criterio de Routh interviene una cadena de polinomios

6n(6),_6n_’(4),....60(6) de grados n, n-7,..., respectivamen-

te que se forman como a continuacidn se explica.

Dado el polinomio p(s) de grado n, se toman dos polinomios:
uno par pp(A), formado por todos los términos de potencias pares
de 4 en p(s), y uno impar péld) integrado por las potencias im-~

pares.

Si n es par, se hace §, (s) - pp(a) Y f,_q18) = p.lel, ¥ en

caso contrario f,(s] = pi(bl Y 4, q08) = pp(a)

A partir de ‘n(a) Yy 6n_,(6) se generan otros n-! polinomios

.‘":-_2.‘.4, B ‘n_3‘4’ y e

la manera siguiente: .

60(AJ utilizando el algoritmo de Euclides de

§,-9(4) &8 igual al residuo que se obtfene de dividir g i8]

entre ‘n_,, £ sea §u-218) satisface
‘“(4) ' Qe 6”_;(41 + ‘u-l“_’
donde ¢; es una constante,
Y

A partir de los Gltimos polinomios obtenidos 6&

!
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6k_,(6), se toma f,_,{4) de manera andloga , como el residuo
’

de la divisién 6h(A) b4 ‘h_,(A)

De la cadena de polinomios

d.(8) = aoén + a,A"'zo

n-1 n-3
6"'_,(4, = 604 "‘blé ...

‘h(é) . c04h*c’4h-2 LI

fglal = dy
se toma el nfinero de cambios de signos de la sucesién

(ao, bo,...ca,...do) Y el criterio de Routh dice que el nGmero
de raices del polinomio pl4) con parte real positiva es igual al

\nﬁmero de cambios de signo de la sucesibn

4.1.1 Ejemplo

Considérese el bolinomio

pls) = 483 + 887 4 3349

24

y como el polinomio p{4] es de grado impar, se toma

f3le) = 453 4 3

§,18) = ta¥ e 9

para formar §, se efectfia la divisidn

0.54
(s} : —
iF) o sea “§3le9/ 457434
§o(8}
? -443-4.54
-~1.58

y el residuo es -1.5s, entonces
‘,(4) = -1.58

'por Gltimo 60(A) es igual al residuo que se obtiene al dividir
§4(4]) entre §114), o sex

_ 8
-1.54/84'*9
-84t

.o fgle) =9

- __en este caso

- 9
pp {s) $5° +

~p£(6) = 487 + 3

——pe esta forma puede conluirse que pl{s) tiene dos rafces.-

o

con parte real positiva porque en la sucesién

{4, 8,

-1.5,9 ]
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.

hay dos cambios de signo, de &§ a -1.5 y de -1.5 a ¢

Routh sistematiz6 las operaciones del algoritmo de Euclides,
formando un arreglb que lleva su nombre, il notar que los coefi

cientes del polinomio 6k-1 pueden obtenerse de forma sencilla a

Partir e los coefigientes de f,,, ¥ ‘h:

SupSngase gue

. k+1 k-1 - k-3
6&*1' a,s + a8 +oayd LR

al efectuar la divisién 6k+1 = 6h se tiene

oo . o emmms g - . J—

oA
/ R+ T R-T k-3
A b-2 k-4 a04 + a,é + aza oo
b04 +b,4 +b24 doe
T kel %by pop @by pp
_a04 - 0 -4 —57-4
a,b _ a,b .
(ay- —071) 4k 1,(42_ 072, k-3,
Entonces

{b,a,- a,b,) {b,a,-a,b,)
91 071 k-1 072 "0°2 k-3
6y _,18) = s te 4 7+ ...
k-1 450 N ba

26

La obtencidén de los coeficientes del polinomio 6h-1 se pue

de hacer en forma simplificada colocando en dos renglones log— v

coeficientes de 6k'1 i ‘h Y efectuando multiplicaciones cruzadas

de acuexdo con la regla . .
a a a .
bret PP
-~ _
s
” \\ ) / [l
-~
‘h bo b, b3 P .
‘h-l baa'-b'ao bOaS-bsaO ..
0 0 ’

4.2 El arreglo de Routh

Con esta observacibn se pueden calcular ripilidamente todos
los polinomio (ilé). Para ser mis especfficos, considérese que
el polinomio en cuestibfn estd dado por

1

n- ‘ n-2
pla) = p,a™ + p, ;s + P, 8" e ey

Los dos primeros renglones del arreglo som

bn P Pp-12 Ppgercee:
A R N '
‘n—l Pa-1 Pn-3 Pu-s......

A partir de estos dos se forma un tercero (con (n-)/2
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elementos si n es impar y #n/? elementos cuando n es par)
6n-2
donde los bi estdn dados por

b£= Pu-1 Pu-2i ™ PuPu-zi-1
pn-l i

Con los dos filtimos renglones obtenidos se procede a cal-

cular el siguiente rengldn dela.manera indicada:

£ i do d, d, e
| ¥ - SE,
!

bp-1 | %0 ¢ ¢ .

ko 1 % X, X,

y los X, est&n dados por

eod d,e

. . i1~ %%t
i DN
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De lo anterior se deduce que cuando todos los elementos de
la primera columna son del mismo signo, se cuenta con un polino

mio en el cual todas las raices tienen parte real negativa.

4.2.1 Ejemplos

a) Considérese el polinomio

5 4 3

pla)l = &7 + 287 + 387 + 242

+ 38 + 4

El arregio de Routh en este caso es

65 1 3 3
b4 ? z 4
; 5 2 1 __ o )
£ 1 i
cambio de signo_G: -7 0
8y 4 ' .

Puede asequrarse que el polinomio pl{s)tiene dos rafces con
parte real positiva debido a que hay dos cambios de signo (de
+]l a -7y de-7 a + 4)

b) El polinomio . . -

El proceso termina cuando se han obtenido n+! renglones.

El criterio de Routh dice que el ntmero de rafces con parte

real positiva del polinomio p(4) es igual al nfimero de cambios

de signo que hay en la primera columna del arreglo descrito.

pla) = PRAPEPYS SIS RN 3

tiene todas sus rafces con parte real negativa, pues en la pri-

mera columna del arreglo de Routh que se presenta a continuacién
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los elementos son Posxtivos: \ ’ : o 4.3.1 Ejemplo (caso singuiar 1) - -
- L I R G L ... Considérese el polinomio S
6‘ 1 & 3 :
i3 z 4 0 : . ' : pla} = ot . PR 4?4 48 + 6
61 3 0 . . S Lo . ] )
. . Los primeros tres renglones del arreglode Routh son
$o 3 ’
54 ! 4 6
) . ’ . £ 1 4
4.3 casos singulares
‘ . _ P 0 6 .
Comunmente la diferencia de grado de dos polinomios conse-
6; L4

cutivos en la cadena (6., 6 y +++4,) es la unidad, en cuyq
n n-1 0

caso es posible obtener el arreglo completo de Routh siguiendo ) . -
Y no se podrfa calculdr elcuarto porque implicarfa una divisidn

la regla de la seccibn anterior.
entre cero. ,

Hay sin embargo dos situaciones llamadas singulares. / . ) ,
i 4.3.2 Ejemplo {caso 8ingular 2)

; ) T6mese por caso el polinomio » ’
Caso 1 : ) A .

]

La diferencia entre el grado de ‘E Y ‘h-l e8 mayor due la . . 5 "
. pla) = &% + 847 + s

. ‘ ' v 2457 + 164 v 8d 4 s
unidad y §,_; (sl ¢ ¢ , _ " :

Los cuatro primeros renglonek del arreglo de kouth son

Caso 2
§p.q18) = 0 . '
‘6 I - ] 16 5
. . . 65 H 24 : 8
en los cuales no es posible continuar con el arreglo de
. . T 5 15 L
Routh m8s all& del renglén correspondienté a 6&-7' porque para - “ :
) ) T 0 0
obtener el siguiente nabria yue efectuar una divisidn entre cero. 3
'] .
2 7
\
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No seria posible continuar con los célculos de los coeficien

tes de ‘2, por implicar una divisibn entre cero.

Para cada uno de los casos singulares Routh dio una solucién.

4.3.3 Solucidn del caso singular 1

En el primer caso singular se remplaza el cero gue aparece
en la primera columna por un nfimero ¢ arbitrariameﬂte pequefio.
Se continfia el proceso de c8lculo de los renglones restantes,
cuyos elementos ser&n funciones racionales de ¢ y a continuacién
se examina el nfmero de cambios de signo de la primera columna

del arreglo en funcidén de €. -

Considérese nuevamente el ejemplo 4.3.1 si se remplaza ¢

"por ¢ el arreglo completo es:

‘ralces con parte rcal positiva.

‘cambios de signo, de

por una cantidad del mismo orden.

32 . ; - V

'

Si c<0 también se tendréan dos
la cydeca br, por lo que el poli

nomio p{s) tiene dos rafces con parte real positiva.

La razén del procedimiento sugerido por Routh para tratar

el primer caso singular se basa en la propiedad de que la loca

lizaci6n de las rafces de un polinomio varfande manera continua
con respecto a los coeficientes del mismo. El cambiar el cero
obtenido en la primera columna. por un nGmero pequeﬁo t¢,equivale
a cambiar uno o més de los coeficientes del polinomio original
En particular, para el ejem~
plo dado equivale a cambiar el polinomio, "

) e =

pla) = a7 + 87 + 48° + 45 + ¢

‘por el polinomio

b 1 4 6 pla) = 8% + &% ¢ (4se) ¥ v 45 + 6

63 1 4 '

6, c é ‘4.3.4 Solucibn del caso singular 2

6 4-6/¢ El segundo caso, o sea, cuando en el arreglo de Routh se

6o 6 tiene un renglén de ceros, ocurre cuando p{4) tie&e un factor,
‘\: R del tipo o

cuando ¢ es suficientemente pequefio se tiene la sucesibn (1, 1,
¢, - 6/:, 6}, si e>0 se presentan dos cambios de signo en ella:

- _ b . -
de ta - f¢ y de 6/€ a 6. Por tanto, se concluye gue hay dos

A (62m + a, LZ(m-I) N a4A2(m'2)

4 L “2m)

lo cual puede verse al examinar detalladamente la obtencién de
la cadena de polinomiocs:

‘n' ‘n-l' vee ‘h porque como

estos satisfacen las ecuaciones

B
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080 = @y 24, 4 (8] + § . (8] df, () . _d (584 + 1557 4+ 5
- = ; &5 "
Booptel = agbby_gl8) + 4, 408 - 20 8% + 308
6h+2(‘) " por-k A’61241(“ * ‘h(d) o sea que arreglo completo queda:
y si 5P(6) =, entonces de acuerdo con el algoritmo de Euclides, é ! 8 16 5
- [
se puede concluir que §,.,(s) es factor comln de 6”(f} Y §,.08) fs 8 24 8
Yy como 64 5 15 5
63 20 30
mis) = §, 18] + § _,(s) £ 15/2 5
- £ 50/3
éste es divisible por 6&*1(6) R 64 5 !

Routh demostr$ que si se continfia el arreglo remplazando el ren-
glén de ceros correspondiente a 6h(61 por el renglén formado a

partir de los coeficientes del polinomio

d fpeplel
L ds ’

el nGmero de cambios de signo de la primera columna corresponde
al de las ralces de p(4} con parte real positiva. En el ejemplo
4.3.2, los nlmero que deben colocarse en el renglén correspon-

diente a 63(6) serian los del polinomio

Yy se concluye que por no haber cambios de signo en la primera
columna, ninguna rafz de .

[ 5

pla) = &7 + 887 + 8s*

3

+ 2487 + 7652 + 88 + 5

tiene parte real positiva.

5. Utilizacidn del criterio de Routh en el diseifio.
Se presentan dos ejemplos en los cuales se utiliza el crite
rio de Routh para determinar el intervalo de valores de un par&-

metro que hacen estable un sistema
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5.1 Ejemplo a) Servomecanismo elé&ctrico

Considérese el sistema posicionador de vdlvula (fig 6) pre

sentado en el capitulo 7, sec 2.

91/. Amplificador
Vl V3 K ¢ \
" Ve - D 2

| .

____{ S

Fig. 6 Servomecanismo eléctrico
Supbngase ahora que el amplificador tiene una ganancia

K. El reograma que describe las relaciones entre las variables

es el de la fig 7.

_K
Vi sz+5;5+8‘

[ B°N
o
@
B
~
<
~

:——Fig 7 Reograma del posicionador
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. KG(a) 3
T+RC1sT en donde G(8) ~—7——

8(8°+58+8)

Como se recordar§,en el cap 7 se indicaba que el coefi-

ciente de érror a escalébn es

K = 2Im KG(s) = um'_g"__ .-
P sx0 4+0 s({a‘+58+8) ,

y el coeficiente de error a rampa:

Kv = Lim &KG(a) = Lim s 3K = 3K/8
4+0 820 sTisses)

por tanto, al aumentar K se incrementari KV, con lo cual mejora

el comportamiento asint6tico del sistema. Ademis como se enfati

26 en el cap,1l, es conveniente incrementar la ganancia de malla

para disminuir, entre otros, los efectos que puedan tener las no

linealidades de la planta.

Sin embargo, para valores de K muy grandes, el sistema puede ser

inestable. En este ejemplo se determinari la relacién entre los

valores de K y la estabilidad del sistema.

e . -

Simplificando el reograma mediante la f6rmula de Mason, la

funcibn de transferencia H{4) es

Como la funcibn de transferencia del sistema es
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KGls) . 3K

His) - T+KGTsT__~

S 43#542”“3(
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otro entre s-iﬁ

¥y K.

3 2

el polinomio caracteristico es 4° + 55°+84+3K, Si &ste tiene

una o mis rafces con parte real no negativa, implicar8 que el

sistema es inestable.

Para aplicar el criterio de Routh al polinomio caracteristico,

primero se obtiene el arreglo. IR .

‘, ) 8
‘2 5 3k . -
§ 3K 0 .
! 8- T .
‘0 3K

y de allf las siguientes consideraciones:

Cuando K<0, los primeros tres elementos de la columna ini=
cial del arreglo son positivos, mientras que el {ltimo es nega-~
tivo; por lo que habr4 un cambio de signo y el sistema tendria

un polo en el semiplano derecho (parte real positiva). Para

0<K<40/3, todos los términos de la primera columna son positivos;

por tanto, al no haber cambios de signo, el sistema es estable.

Para K>40/3, el primer t&mino del renglén correspondiente a 6,

es negativo, y hay doscambios de 8ign<: yne entre 5 y 3-%5 y

3

En este caso, dos polos est&n localizados en el semiplano

derecho y el sistema es inestable.
Para K=0, se tiene que 60(4) =0," 10 que significa que el
polinomio caracterfstico incluye a 4 como factor, o sea que exis

te una rafz en el origen y el sistema es inestable.

Para K= %g,‘,(b) = 0, Y como el renglén correspondientes a

62(4) es:

52 5 40
el polinomio caracterfstico tiene como factor a 542+40, o lo que
es lo mismo, a 8248, En efecto, 43+552+84+40 = (42+§) {s+5});

entonces se tienen dos raices sobre el eje imaginario.

La siguiente tabla resume los resultados anteriores.



Valor de K

i

Posicifn de polos Estabilidad

K <0 dos en el semiplano {izq. L{nestable
uno en el derecho

K=0 dos en el semiplano izq. inestable
uno en el onrigen '

0 < K < 40/3 Lrhes en el semiplano Lzq. estable

K = 40/3 uno en semiplano 4Lzq. “dnestable
dos polos complejos en
+ §AT

K > 40/3 uno en el semiplano {zq. inestable
dos en ¢l denrecho
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NN

e

N

40 . , i

Por tanto, para que el sistema sea estable, K deber&
estar en el intervalo 0¢K<40/3, por lo que el miximo coe-
ficiente de error a rampa posible ser& Ku = 3K/§<5

. mdx

Sin embargo, es aconsejable no usar valores de K cer
canos a 40/3, pues podria presentarse entonces un compor-
tamiento inadecuado del sistema (sobrepaso excesivo,

tiempo de asentamiento muy grande, etc}l.

Ejemplo b) Servomecanismo hidr8ulico

La fig 8 presenta un bosquejo de un servomecanismo
hidriulico de posicibén. Por medio de este sistema se pre-
tende que una masa, M, siga fielmente los desplazamientos

horizontales gque se apliguen a un punto de una palanca.

Presion Baja Alta Bajo
T l T Carrete

Carga
——e

Mecanismo de Actuador 2 y .

realimentacidn 0+ Q2
AP = Pl- Pz QL =

Fig 8 Servomecanismo hidr&ulico




El sistema consta escencialmente de cuatro partes: una servo-

e e vélvula,un actuador,una carga yun sistema mecénico de realimen-

tacibén. Su funcionamiento consiste en lo°siguiente:

Cuando el punto D se cambia de posicién (se desplaza horizon
talmente una distanciaxj, 1la palanca gira instantineamente con
respecto a B y el punto C se desplaza haciendo que los carretes
de la servovdlvula se muevan hacia la derecha. Esto permite que
un lfquido (generalmente aceite) fluya hacia la céméra izquierda
- del actuador. Al producirse una diferencia de presibn entre las
dos c8maras, el &mbolo del actuador se mueve, resultando un des-
plazamiento de la masa. Simultineamente a este movimiento, el
punto B se desplaza y la palanca gira con respecto a D. De esta
forma, ¢ se desplaza hacia la izquierda volviendo los carretes

de la servovdlvula a la posicién original.

Se desea examinar en este ejemplo la estabilidad del siste-
ma para diferentes localizaciones verticales del punto ? mas
especificamente, los valores de £’ para los cuales el sistema es

estable.

Antes de realizar el andlisis matem&tico correspondiente
debe observarse que si £ = L,. el sistema ser8 inestable porqué
en este caso los puntos D y € coinciden, y la servovilvula perma
nentemente estard abierta haciendo que la masa se desplace con=-

tinuamente.

42 ) . : .

Cuando £, es muy pequeiio, el sistema también es inestable, .

porque al producirse un pequefio desplazamiento de 0, la servo-
vdlvula se abre demasiado, lo que hace que la masa adquiera gran
velocidad; al desplazarse esta una §equeﬁa cantidad, la servoval
vula cambia de posicién y el flufdo hace gue la masa adquiera una

velocidad en el sentido opuesto y el ciclo se repite, producien-

do asi oscllaciones de amplitud cada vez mayores.

Las relaciones matemfticas entre las variables éue intervie
nen en el sistema son:

Si QL representa el gasto medio que fluye por la servovalvu
la,x,, el desplazamiento de los carretes con respecto a su posi-
cibn central, y aP,la diferehcia de presibn entre las cémaras del
actuador, La versién linealizada de la relacién entre estas varia

bles es:
Q = kyx;-kyap

81 vi{t) representa la velocidad con que se mueve el é&mbolo

del actuador, entonces

daP _ ) “
TE " k3 Q- Ry o ; ‘ 1

Si A @s el irea del &rea del émbolo, la fuerza aplicada a &1 debi

da a la diferencia de presibn de aceite entre las dos cfmaras es



S ) >~ !
43 44 o .
i
F - AaP . o : ' ! ' por triidngulos semejantes se deduce que
" Ademds si y(¢) es la posicidén de la masa, entonces ‘ x-y x,-x
o : / 1 -z
vit) «4 }_tl B ’ 2-2 2
-l xy s ! (x-y)*x=(l-1/£1)y+l—1-x

La relacidn entre la fuerza aplicada al pistén y la velocidad !

de la masa es
: ' ' De las ecuaciones anteriores se puede construir un reograma

Mdv F en el que se_presenta la relacifn entre todas las variables (fig 10)

dt ’ :
* 1 1 1
x, ki Q_ ks AP s AP A F Ms V sy
3 Q - o « p

NGV,

X

A
4

En cuanto al sistema mec8&nico de realimentacibn, si la dis-

tancia vertical entre los puntos By C es £, y entre los puntos

la relacibn geométrica es similar a la fig 9

By Des “"-Ll‘
X)X
7,
Lz (-
2 / ()
;1 . Fig 10 Reograma que representa las relaciones entre las
A .
Z variables del sistema.
Z
7
2; ) La funcién de transferencia %{%% se obtiene d?l reograma
g _ utilizando la re;;la de Mason y es
- 2 = *
- 7 - . 5
. : : (7)) leylshl (1,
) : yls) . ___ 14 4 —
Fig 9 Relacit N 5 o T - B R D e R R
g elacidn entre las variables de posicidn del mecanis- LK ] Iy 3 Y

mo de realimentacibn
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?
. ' -
45 46 - |
‘%) ‘(‘h,ﬁsfﬂ (15! N Para que el sistema sea estable es necesario que no haya
R : —— - S —
e, __! 7 : cambios de signo en la primera columna, 1o cual implica dos de :
8 hok.B A 1 (ko k,A) :
7 723 —:r- s+ Z,'” ___l_“}__ sigualdades:

[

15 - 10 (3150

1>

A

., Antes de continuar con el ejemplo, por facilidad de exposi-

éi&n se supondrfn los siguientes valores numéricos ‘ %7 - 10>0
- ’ Bty 10 que al resolverlas se obtiene » ‘
"""".“ -
Ele .5 % <&ys!
boky -1 S

Cuando 2)>) se tiene un solo cambio de signo en la primera

3

: . columna del arreglo, por tanto, la funcién de transferencia cuen
% ' Asf{ que la funcibn de transferencia del sistema queda

1 1 ' ' ta con un polo en el lado derecho del plano complejo. Si 0<l,<l/’
l : ' ‘ 17 ) ‘ hay dos cambios de signo en el arreglo, por lo que se concluye
: vls) - v '
| - 3T - 53 + 42 + 55 + 10 ! -1 ) que existen ‘dos zafces con parte real positiva. Finalmente cuando
T
' !
‘ &y * 2/3, el polinomio " (8) es cero y el caracterfstico presenta
\T- El arreglo de Routh para el polinomio caracterIstico es camo factor sl + 5, 0 sea que tiene dos rafces imaginarias, en
| + jaf 5; cuando L -, ‘0‘” * 0, resultando que la funcién de
i ! 5 . transferencia tiene un polo en el origem.
!
. 4 -1 1oty -1
2 Z, .
p s ‘0’; | En la fig 11 se presenta la respuesta del sistema para los va- i
9005 .
1 : iy lores de l, * .5, .7,3.9,]cuando la entrada es un escalén.
{ 19 ’
tlr

s —
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y(t)
15

14} . ' (N

13
12~
1,*»3

38
o
] o /
8}- ’ :
T+
e_ .

1,8

~
@«
©
B
S
o
3
a
@
S
13
3
8

-2}

3k

Fig 11. Respuesta a escalén del servomecanismo hidrfulico

para diferentes valores de L,
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1. INTRODUCCION

Al final delvcapItulo anterior se ilustrd la aplicacibn
del métodq de Routh para determinar la estabilidad de dos
sistemas; en el primero, un posicionador de v&lvula, el parg
‘metro por ﬁddificar era la ganancié k de un amplificador. El
'isteﬁa era estable para valores pequefios de k; al aumentar
el valor de ésta, mejoraba la constante de velocidad del gistema
(y por tanto su comportamiento asintdtico) sin embargo, al re-
basar la ganancia el valor k = 40/3 el sistema dejaba de ser
estable, En el segundo caso se examiné la estabilidad de un ser

vomecanismwo hidriulico, segfin se variaba el brazo £;de la palan

‘ca de realimentacién.

de Rputh. Sin embargo, a pesar de ser la estabilidad una con=-
dicibn gque deben satisfacer los sistemas de control, en la ma
yorfa de los casos, deben cumplirse otras especificacio;es. Es
tas pueden ser de varios tipos! por ejemplo, que el sobrepaso
a una entrada a escalén, no exceda un valor prefijado, que el
error cuadrftico a una entrada detefminada sea mfnimo o que
algGn parimetro del sistema (como puede ser la localizacibn de _
algGn polo) esté dentro de clerto intervalo de valores.

El criterio de Routh da informacién solamente acerca de la es-
tabilidad del sistema, sin suministrarla sobre el comportamien-~

to mismo ni sefialar formas para mejorarlo.

En este capftulo se considerarin dos temas:

1) ¢C6mo se modifica el comportamiento de un sistema bajo
diferentes realimentaciones?
4i) &COmo seleccionar subsistemas cuya introduccifn mejo-
re el comportamiento del sistema realimentado?
Se estudiarin solamente sistemas de par&metros concentrados,

los que pueden ser modelados por un nfimero finito de ecuaciones

‘diferenciales con coeficientes constantes. Para ellos, la funcifn

de transferencia (y por tanto toda la informacién necesarla para

describir el sistema desde el punto de vista de entrada-salidaf

:::::::::f:::::::::ii:i;a estabilidad de ambos sistemas de determiné por el mdtodo

consecuencia,si se desea conocer el comportamiento de un sistema
de control bajo diferentes condiciones de disefio, es necesario

sabey cOmo se modificard este patrbén de polos y ceros.

puede ser representada mediante un patrfn de polos y ceros. En I




En el siguiente ejemplc se iluslra la manera como varlia un pa
‘trén de polos y ceros cuando se modifica un parfmetro de la

realimentacibn.
Ejemplo 1

Para elevar la temperatura de un lfquido es comGn ‘usar un
intercambiador de calor, Este dispositivo tiene un arreglo si=
milar al mostrado en la fig 1.

Valvuio de control . .
de gasto— Liquido B, T?

Liquido A, Ty

Liquido A, Ty
Fig 1 Esquema de un intercambiador de calor

El lfquido A entra con una temperatura TA al intercam-
biador y el lfquido B, llamado de servicio entra a una tempera

tura constante TB‘ si TB > TA' la temperatura del liguido A a

la salida lTo) seri mayor gque TA debido a que el liquido de ser
vicio le cede calor a través de las paredes de los tubos del in-
tercambiador. Para mantener la temperatura TO constante a pesar

de las variaciones que TA pueda tener, se modifica mediante una

v8lvula el gasto ( de liguido de servicio. Esta operacién puede

llevarse a cabo de manera automitica usando el sistema de reali -

mentacibn que se muestra en la fig 2,

El sistema de realimentacién consiste en lo siguiente: T,se

mide con un termopar, dispositivo que produce un voltaje VT pro

porcional a TD' Este voltaje se compara con otro de referencia

V,- La diferencia de voltajes al =« V& - vt se aplica a un am-

plificador electrénico de ganacia &, la que ser§ el finico par§
metro libre para disefic. El voltaje a la salida del amplifica-
dor Va » k AV energiza el actuador de la vilvula, la que al

abrise o cerrarse regula el calor trasmitido de un lfquido a

otro.
Act iqui |
ctuador Liquido B, Tg \
- | Liquido A, Tp
{
i Gasto Q
i o
Vo
{
i A |

Intercambiador

AV
Voltaje de vy Vr
referencio ———u] et — — — — — — To
. + —
Termopar
Fig 2 Sistema de control de temperatura

) en un intercambiador de calor
La respuesta del termopar a un cambio en la temperatura

TO requiere algfin tiempo, lo que implica un cierto retraso, y

su funcién de transferencia es

T )

TN
»To“) 1+s

Se sabe ademds que los modelos linealizados del intercam

biador de calor y del conjunto actuador-vilvula tienen las si-




gquientes funciones de transferencia:

2 /T-9k /T-9k 1
' Py = "3t T3 ’ pp s - 5 - Hi-parate g
;o {8} ; * ‘ \ \ o '
- . . k=17 . YIE-T )
oI T+33) . . Py ® '% S P, = - % - § —3— para k>3

La fig 4 muestra la localizacifn de los polos v de los ceros

A
.de H(4) para diversos valores del par&metro'de disefio k

: A A X A 1 A

dim } Im him
2
¥ —-—- 4
R
v e - —O - —y-
7 1 /3 Rp 1 23 Re a e Rg
Fig 3 Reograma del sistema de control . e T #___4,%J
" Utilizando la f6rmula de Mason, la funcibn de transferencia es: k=0 k=—é— k =.§9’. b
3k -
floy o Tol8) | TEEET | kUiss)

; ' ‘ A

= T3 T T T ¢h) {
n AR STE7yh> ey BEELIRS Mas 1

Fig 4 Patr8n de polos y ceros de H({s) para
diversos valores de k

Como se ha dicho, el parimetro de disefio es la ganancia k del am

I
n Encontrado el patrdn de polos y .ceros de H{s) en funcibn de
plificador, y se desea conocer el comportamiento de H{s} para di

k, puede conocerse la respuesta en el tiempo a diversos tipos
ferentes valores del mismo. En la ec 1 se observa gue el Gnico

de entrada por métodos diversos, como el de fracciones parcia
cero de ﬁ(b}, sitvado en % = -1, no depende de la ganancia, mien

es. . ‘ —
tras que la localizacién de los dos polos del dencominador estd ———~————-——j ° ” " o e v
.. aeterminada por el valor de k. El polinomio del danominador es LTUZTTST para obtener, el comportamiento de un sistema realimentado, al
D sy éﬂ +k+% . (A-p,l (4_p2)' donde p; y p, son los polos del sis variar un par&metro de disefio k, se llegé a una ecuacién del
o tema y estin dados por . - T tlpo
. ‘ pis) + k qls) = 0 (2)
, s




ar los valores de § que satisfacen la ec
cuyas rafices deben extraerse para toda k.

2 puede plantearse de otra forma, al dividir los términos de

En el caso anterior en que p(s) = 82 % 5+ %' qls} = 1, fué esta ecuacién entre p{4) resulta

posible obtener las rafces en forma explfcita. Desafortunada- . 1+kGls) =0 . . L (4)
mente no es posible resolver el problema analfticamente en el donde Gls) = qls)/pls)

caso general y por ello es necesario recurrir a métodos aproxi ' La e¢ 3 tiene exactamente las mismas raf-
mados. Uno de ellos, llamado "lugar geométrico de las rafces® ces que la ec 2 y aparece en el problema de determinar los polés
serd el tema de las siguientes secciones. ‘ del sistema realimentado de la fig 5.

Este método tiene dos ventajas:

1) Proporciona sin muchas operaciones, el patrén de polos

Y ceros del sistema para cualquier valor de k R -

2) Permite determinar la sensibilidad del sistema y va-

riaciones en el parfmetro de disefio.

1. LUGAR GEOMETRICO DE LAS RAICES.

Definicién

Fig 5 Diagrama de bloque de un sistema
En esta seccifn se planteari formalmente el problema de en-

contrar las rafces de

En efecto, como la funcién de transferencia del sistema es
p (&) + kqls) = 0 : (3)

fits) - (8) _ _kGls)

conforme k varfa. 4 T+ ~[4]

Por ejemplo,si se deseara encontrar las rafces de si G(s) -—%%%% entonces )
4 2 ' ' .

s+ (ko118 ¢ 2057 4 ks +20k 4 2 - 0 ko (s) o
— H(4)=;E_liL_
en funcién de k, la expresi6n anterior se factoriza en la forma :

— kq(s)
1+_3T_T
de la ec 2, como pis

3 Después de multiplicar numerador'y denominador por p(s), se
(s + 43 4 2052 2)+ kb (87+s + 20)

. ) I obtiene




Lk 8]
His) pisl+rqgis]

De donde se puede concluir que

1) Los ceros de H(s) y los de G{s) coinciden,
- por ser ambos las rafces de qf{s) = 0
i1) Los polos de H(s] son las rafces de p{s)+kqls) = [

o sea las de 1 + kG (&)

Para que un ndmero complejo, 4y = % + jwo, sea una rafz de
1 + kG(s) = 0, es necesario que tanto la parte real como la ima

ginaria de esta eéuacién sean- iguales a cero, lo cual implica

que:
R ' -1
e (kG [85]) = -1 6 Re [6g)] - -
Im (kG (s,)]} = 0 6 mfGig] - 0

De all! la utilidad de la siguiente definicibn:-'el lugar geomé

trico de las rafces (o por brevedad lugar geomé&trico) de Gls}

es el conjunto de todos los puntos 4, en el plano complejo ta-
les que
Im {G(Ao)) =0

81 la parte real de -G(Ao) es positiva; entonces el lugar geo-
métrico correspondiente se denomina positivo, y cuando se tiene

la situacibn contraria, negativo.

Cuando Gls) =~%{%%—-, de la definici6n anterior se tiene que si
4, pertenece al lugar geométrico positivo (abreviado £ g p) de

G{s), entonces serf una rafz de

pls) + kqls) = 0 : -

10

para algfin valor positivo de k. En efecto si
1 [Glbo)] « 0
Re [615,1] = a<o

entonces

: Q(Ao)
p(Ao) + hg(ao) = p(Ao) [1+k ETZ;T]

- p(Ao) [lfk {RcG(40)+j1mG(AO)§]
= p(éo) {1+ka]
Si se hace k -‘% > 0, se tendrd el resultado deseado.

De manera similar puede demostrarse que si 4, pertenece al
lugar geométrico negativo (abreviado como £ g n) existe un va-

lor negativo de k para el cual
pla,) + kalay) = 0

A continuacifn se ilustrarf la definicifn mediante dos
ejemplos:
Ejemplo I. v
Se desea saber el lugar geométrico cuando la funcifén de trans-
ferencia es

'

m

(A-po)

G(A)‘-_

donde Py s real, y m un entero positivo.

4

La ec 2 es en este caso

\

" 1+ & (A-po)m =0

Despejando 4 de la ecuacibn inmediatamente anterior se obtiene




1
/ 12
] ','Im {
1 \
sevp e [-£]
dim ' dIm
. - . ' . rd
. Ahora bien, si & > 0, entonces o :
) . ‘ m=1
-i— . | é- | o fl2te) s Para £#0, 1, 2,.....* : ¥ : L
Ta‘o Re . " po Re
- O sea que - N
11/'" mh -jl2ter) 2 ’
[-E] = Alglt e mo Leo,1,2,.....
bim ‘ : ) bim
De esta forma el lugar geométrico positjue estard dado por to ‘
i [
dos los puntos . : . : T
P 1 o - |
_jlzeen)w ‘ ™\ - " -
m m : - . ey
. 1 po )
89 % py + q/]k-’ e teo, 0,2, ... po Re Re |
Y similarmente el £ g n estar§ dado por los puntos que satis
facen ' S e 1
. [e— ¢ |
m j(22) = ‘ |
VI e 1 B R e
4 * P e L=0,1,2, ..... )
En la fig 6 se ilustran los lugares geom&tricos para ms 1,2y 3 , oo m=3 120° ’ . . 1
. 6 = \
1
Los lugares geom&tricos de G{s) = (o' - zo)”| tienen la mis . po R7e po / Re . N j
m 60° 120° i
ma forma, que los anteriores, cambiando fnicamente % por ' , , . '
m .
/v | | |
\
) i 3 :
| o K»0 K<0
s — _twfL - ' : —
- ®Recuérdese que ¢ =1, L=0,1, .......0

Fig 6 Lugares geométricos de

1

Gls) = —
(4-0,)
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del lugar geom#trico.

-
Ejemplo 2 N
Encontrar el lugar geométrico de
6(s) = 241 _ Aim
s
Sustituyendo 4 = o + fu )
Gls) = !111121 = o+l+jy . lot1) (c2 —wz)+2uzu+ju{oz-m2-20(a*l)} " :' 41::
lo+fu) ol wl2jou (of —0l) s 4,242 P
= Y separando las partes real e imaginaria se obtiene
I ?2_2 2
[o+1) [0%-w") + 2u° o
Re {Gls)] =
( ] te? -uB)? 4 gl 2
im [6(4)] - wlo? -u? '20(9*1)7 ' Fig 7 Lugar geométrico de. i%l
. . . (C’z T )2 + 4uo 4

' — Al examinar Ra[C(A)J, se pueden separar las partes positiva
El lugar geométrico de G(4) estd formado por aquellos puntos
) Y negativa del lugar geométrico.
lotju) en el plano complejo que.satisfacen

Debido a que el denominador de la expresifn obtenida para Re[G(éﬂ

lm(Gfdﬂ = 0, 0 sea w [02 " -Zala+lfJ s 0 es positivo, el signo de ella queda determinado por el de

2 ?

{o+1) (o —uz) + 20" y para que Re [G(A)J sea negativa en el eje

cuyas soluciones son

real {u= 0}, es necesario que (o+l)oz <0 osea ¢ < -1
w e (esto es, el eje real), .

y ) 2 . B . Para que un punto en la circunferencia (c+l)2 + uz =1
‘2 ~w" -20° <20 = 0 =

. pertenezca al £ p g es forzoso que

. Esta Gltima ecuacién puede escribirse como 2 P 2
. (o*T] (o® +0® + 20) -2 (o + 20)0 < 0

- (q + ,,2 + mz = 1 - T

lo que equivale a

que es la f&érmula de un cfrculo con centrxo en -1 y radio I. En ? 2
o {o + 1) -g" {0+ 2} s g <0
la fig 7 se presentan grificamente estos resultados o sea los puntos
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Como la circunferencia est$ la izquierda del eje imaginario,

pertenece al £ p g

De las dos Gltimas condiciones se concluye que el lugar geomé-

trico positivo es como se indica en la fig 8.

%Im

Re

4 + 1
A2

Fig 8 Lugar geométrico positivo de

TR vt P WIS SMEES 0 TOmTTILImES O ERSETEOITICC S, - T &=

El lugar geométrico negativo estari sobre el eje real y es el

segmento ¢ > -1 (Fig 9)‘

‘ Im

16

Para saber a qué valor de k corresponde el punto o =-1,
w= 1 (que estd en el lugar geométrico) se hari el célculo

Re[G(Aa)] = Re[G(-hj)]. -%

Como

1+ k Ref6ls,1]= 0

R~ + 2

La otra raliz del polinomio para este valor de k estari en el

punto ¢ = -1, w = -1, por venir en pares conjugados (Fig 10).

‘ Im

'f'
4
/
I P
= e m——_+—— ) o : - T
-2‘\ -1 Re
'\
S

¥ig 10 Localizacién de las rafces para

k-2

Como puede notarse, los cilculos involucrados en ese ejemplo
no obstante tan simple, resultan algo laboriosos! como para

sistemas con mis polos o ceros los c&lculos aumentan de dificul

tad, se necesitaria una computadora digital. Hay sin embargo

Ol
-1 Re
Fig 9 Lugar geomftrico negativo de Q«%“L

4

resultados que facilitan la labor de encontrar el lugar geomé-
trico de las raices de una funcién de transferencia, y aungué

el resultado gue se obtiene es aproximado, ayuda grandemente tan




‘
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to en el an&lisis como en el disefio de sistemas de control.
Dichos resultados auxilian en la localizacibn de las rafces de-
1+ Iz[G(A)]- 0 en funcién de k, cuando G(4) es el cociente de

dos polinomios con rafces conocidas.

El anflisis del lugar geométrico es dtil para el estudio de sis
temas del tipo de la fig 5. Sin embargo hay sisteﬁas con otras
configuraciones que se pueden estudiar mediante dicho mé&todo.
Por e€jemplo si para el sistema de la fig 11, se desea indagar

1+ks q {s)
. 1410ks p (s)

- y(s)

Fig 11 Un sistema realimentado

como varfan los polos y ceros de H{s) en funcién de k. Para ello,

se procede asf

18

Los ceros de H{s} son las rafces de qfs) = 0 y el punto
s = - % + Los polos de H{s) son las rafces de 1 + k G,(A).

(s) + 10p‘a)
donde G,{s)=s % VS I ) por tanto, los polos de H{s) es

taré&n en el lugar geométrico de %(4).

En este capftulo se estudiari la manera de bosquejar el lugar
geométrico para valores de k > 0, pues las reglas correspon
dientes para el caso k < ¢ pueden deducirse f&cilmente a par

tir de las gue se presenten.
El lugar geométrico positivo de G(s) se ha definido como el
conjunto de puntos 40 tales que

10 1mfeis]- 0

1) Re [6lsg1)= -Lsie > 0)

Otra manera, en algunos casos mis conveniente, de expresar es-

tas condiciones es
¥ Gls,) = 180°+ 360°L32L =0, ¢+ 1, t 2,000
1
J6tsg)) - £
Debe recordarse ademfis, que el lugar geométrico positivo descri

be las trayectorias de las ralces de

pls) + kqls) « ¢

cuando k se varfa desde 0 hasta =,

1 + kg, R

. 4
His) = T+10ks  pls . {1+ Ra) - q {s)
1+ _1tks qls
T+T0ks" pTs [pls) + ats)] + ks [als) + 10p1s)]

2.  REGLAS PARA CONSTRUIR EL LUGAR GEOMETRICO POSITIVO

En los desarrollos que se har&n a continuacifén se har§ la
suposicién que p(4) y q(s8) son polinomios primos, esto es que

no tienen ninguna rafz en condn.

Ao -




Antes de presentar algunas reglas que simplifican la construc
cién del lugar geom&trico de una funcibén racional, conviene in

troducir el concepto de rama del lugar geométrico.

Se dice que una 1lfnea continua en el plano complejo es una rama
. 48] -
del lugar geométrico de G(s) %TZT si a cada punto 4, de di

cha lfnea le corresponde uno Y 80lo un valor de kque satisface
play) + &k qlsy) = 0

Esto es, hay una correspondencia biunfvoca entre los puntos de

una rama y los valores de k en el eje real.

Se entenderd ademfs por rama del £ p g si k en la definicifn an

terior £ se restringe al intervalo de valores positivos.

En el ejemplo 3 se pueden identificar cuatro ramas del £ pg co

mo se ilustra en la fig 12.

o T

-2 -1
—O0— - — —
-2 -1 Re Re
(a) ' (b)
%Im . ?Im
-2 -1
——— —_— S — —
-2 1 ~ Re "~ Re
(c) (d)

Fig 12 Cuatro ramas del £ p g de _fil
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En este ejemplo, aunque existen cuatro ramas diferentes,con
solo dos de ellas (ay b o c y d) queda determinado el lugar
geométrico positivo, por esta razén conviene introducir la

siguiente definicién: /

Dos ramas de un lugar geométrico son independientes
8i no tienen ningfin segmento en comfin. Asf en el
ejemplo en cuestifn las ramas a y 4 no son indepen-
dientes porque tienen en com@n el intervalo (o<-2),
mientras que ¢ y d son independientes por que

s88lo tienen en comn los puntos (-2,0) y (0,0).

Regla 1 Principio y fin de lugar geométrico
~+—— El lugar geométrico positivo (o negativo) comienza (k~0)

en los polos y termina (k » =) en los ceros, vy tiene tantas ra-
mas independientes como el m&ximo entre el n@mero de polos y el

de ceros de G(s)
Justificacién:

Para &k = 0, la ec 3 se convierte en
pla) = 0

Para k » =, la misma ecuacifn, reescrita como %}iLQ(A)-o

se vuelve qls) = 0,
" Esta regla se cumple también para el lugar geométrico negativo
(2 g n)

Por tanto el £ p g coincide con los polos de G(s] para k = 0 y
con los ceros de Gl4) para k = =. Supbngase ahora que se tiene un

polo de orden men & = Ppe Y que pls) se factoriza en la forma

il
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pisl » (& - pgl

1

Se desea saber el comportamiento de las solucionesde p(5i+Ak qla)=0

-en la cercanfa de P, Para una sk suficientemente pequefia. $i una

solucién en dicha cercanfa es Po + A4, la nueva ecuacifn resulta
m iy
{ as) p (po + 88) + Akq (po + 88) = 0

Al hacer la expansién en series de Taylor de p(po + A8) y

q(po + A8} alrededor de p, Y tomar Ginicamente el primer té&rmino

de cada expansién se obtiene

o~
(-AA)M P‘po) + A'ZQ(PO):' 0
y de allf

m \
( a8)™ -ak P!

GIRRRELARES S

pip,y)

Esta ecuacifn tiene m soluciones distintas (ejemplo 2), por tan

" to, para pequefios valores de Ak, se apartar8n del polo de orden

m, m ramas del lugar geométrico.

\

Como

1) el lugar geométrico coincide con los polos para k = ¢

11) Aﬁfz 28 = 0

_ 1i1) en el entorno de un polo de orden m existen m soluciones

diferentes

+

puede concluir;e que el luqaf'geoméﬁrico comienza en los polos

para B = 0 separidndose de cada polo una rama conforme k Crece.

Un razonamiento similar puede eféctuarse para el caso de un cero

b N A e Mk

e

22
1 . s 1 . ' N s
de orden m siltuadc en & = 2y, haciendo =~ = F Y observando el

pudiéndose concluir que los ceros de G(4) son limites, cuando
& tiende infinito, de las rafces de (3) y que a cada cero le

llega una rama.

Por tanto, el lugar geométrico comienza en los polos, termina
en los ceros, y tiene tantas ramas como el miximo orden del nu-

merador o denominador de G{4)

Regla 2 asintotas del lugar geométrico

Si el grado de p(4) (*n) es mayor que el de q{s) (=m)

existir&n n-m rafces de la ecuacibn .

pis} + k qla} = 0 : {5)

que, conforme k+e, son asintSticas a las rafces de la ecuacién

n .
{8 - ¢) + by (6}

. v -
en donde ¢ (llamado centroide*) est§ dado por

m
éf Py > zh ,
e - kol ke 1 ' n

n-mn

en donde.'pk Yz, corresponden a los polos y ceroé de Gla)~ %%%%

L - '

respectivamente. ) .

Debe recordarse que el £ p g (ejemplo %lﬁﬁe_

“ (4 -+ b=

* ¢ es llamado asf por coincidir con el centro de grayedad
de un conjunto de masas unitarias positivas y negativas, las
primeras localizadas en los ceros y las segundas en los polos.

comportamiento de ak*.p{s) + qls) = ¢ en las cercanfas de z,, \
i
\
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est8 formado por lfneas rectas que se cruzan en

gulos para toda R,
1"_2::1112‘_+” t=0,1,...,n-m1 De esta manera quedar$ establecido que §, se aproxima asint6£ica
e a
L _con el eje real, o B ' B mente a una rafz de la ec 5. - i -
| Justificacitm. v . B . Para la evaluacién de & G“e) se derivari una expresibn para el

&ngulo de 4, - 4, en donde a, es una singularidad de G(4) sobre

Se probarf que conforme k crece, las rafces de la ec 6 Yy n-m el eje real.

rafces de la ec 5 se aproximan asint&ticamente (las otras m rat

ces de la ec 5 tienden asintbticamente a los m ceros) Sea 4y una rafz de la ec 6 YA, = a5 - ¢. E1 8ngulo de 4, - a, es
td dado por (fig 13)

Para k>0 las rafces de la ec 6 (ejemplo 2) est&n dadas por

AL-R¥‘e+c

donde -
) R sen ¢
¢ '—L“%‘L—” L=0,1,2,....n-m-1 :
-
En el andlisis subsecuente se considerarin solamente singulari- Re

dades (polos o ceros) en el eje real. El desarrollo para el caso

complejo, aunque idéntico en forma, no se incluye para simplifi-
car la notacién.

si & es una rafz de la ec 6 se demostrar& que
L 4 Fig 13 Distancia y 8&ngulo entre una solucién de

¥ Gla,) = 180°(28+7) + € la ec 6 y una singularidad

T Y que T R . i . . S et - e S
e ;ilG(b o. 1 (1+ ¢e.) - » ' " - aactu[————r::::+ h] . ‘
L E ? o x %
2 . p? : A5
en donde €1 ¥ £, son tales que € R"y €9 R es_tan acatados Al hacer una expansibm en series de Taylor de ’ ‘
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\
p :
axetn 5%’—"4} {
‘g
- alrededor del punto x s cos4 se obtiene v, ""“""R_ +
A

+ 2{send) {cos “‘F’"'
. R

Por tanto

: A
K {4,-a) = ¢ -(seng) #* S

- - A s e e

en donde R’ lshl es ucotadv para toda R

De la sec 6 cap 7, kG(AZJ estd dado por

/ :
kK6ls,) = Jlangulos de Lot ceros a 8, - Zar’tguloé de L0s polosa's
2

e e s ma ek
s o ol R TR e S R

se concluye que

o sea ;
e 4618, ) = 3T (4rae,) - ST (o484, ' i
cenod polos {

. !

s (m - nH*Aen { Z Alz - Z Ak)* g Gk- = Gb. ,

peles eeacs ceros © polos 3

Pero debido a que E
(mnboe (mon) L80TQLIL | yppeqpp,g) !

¢

Y a que {
o n oy !

2 by s T a, U Pl - ome (e )eme - 0 (8) X

polos B oSibs ® &1 i1 f !
i

i

i

3G (s,) = -180°(22+7) *ey

en donde ] - o i

TkSy 11 %e o7
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C,‘ zdh'zsh

es tal que. R2|:7| es acotadc para toda R
cenos polos

En cuando a la magnitud de 8 - 2, de la fig 11

se obtiene que

Rg" YRisen’ye (Ak«chow)z . -R.\/nz;g cost +Afg
. 3 2’

Y al usar la expreesién para {G(ée){dada por (sec 6 cap 7)

lé(4 )|« Producto de fas distancias de Los cenos a s,
¢ Producto de fas distancias de £os polos a &

/A 4,2

” k k
R" 1+2 C04 +—y—
rce Py

e

se obtiena

04
[Gls 1] = £ — A, R

PE— e : a LYY -

= " Tr\/pzﬁ'ic_uw—g— ' ‘

polos R

O Bea 1/2
16(s )| -R™" cengy  (Xy X x5..0x | Ve

& -

e p;E}; (xm+;xm42‘..xn+m)

en donde
4 Akz
X, - "'R_ coaw—nf

Al hacer una expansién en series de Taylor de |Gl4¢’| alrededor

del punto x,-xz-.-.-xm'n-l se obtiene o

Ah,+ Ez}

en donde los términos agrupados en €y son tales que

,+_r(‘.06¢ ( TT- Ah - TT

cerod polos

Gls,) « n”’"{
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[:2|R2 estd acotado para toda R. Pero en vista de ec 8 y del

—
m-n n-m m-n 1

= h =
hecho que R { \//l | ) TET

_8e obtiene

. — e

28

[61s 01 == 1+e,)

qﬁe es el resultado deseado.

Un argumento similar al anterior puede utilizarse para el caso

en que m>n, en donde el resultado es.

N Las raices de
o . pls)+ Rols)= 0
para k>0,

se aproximan asint6ticamente, cuando k+0, a las rafces de

X 11
O— ‘. »— e * -
-3 -2 -1 1 Re
x 14

Fig 14 Patr6n de polos y ceros de G{s)

A-1 .
polos mds que ceros {n-m = 2} dos de las raices de la ec 5 tien

den a infinito a lo largo de las asintotas, conforme k crece;
las asintotas forman con el eje real &ngulos de

e Ceeas et < .

(s-c)"""+i--o

en donde ¢ esti definido por la ec 7.

Ejemplo 4

Se ilustrard la aplicacibn de las reglas hasta ahora descri

tas para el caso en que‘

[8+3)s . 52434

Gls) =
(47+24+2) [6+1) [a-1) 44+253+42-—24—2

180 °(2x0+1) _ 90 °

“180 °02x141) | 4qp e
2

El centroide ¢ estd en

e = Z;gotob - Zeenos
Z

e =144)+(-1-41+(-1}+(1)-(0-3) -2-(-3) !
' 7 7

Asi pues, segfin k crece, dos rafces de (5) se aproximan a las asin

= El patr6n de polos y ceros correspondiente se indica en la fig 14°

De acuerdo con la primera regla, el lugar geométrico comien-

Ta en los polos (k+0) y termiha en los ceros {ks='. Como hay dos

e

totas mostradas en la fig 15

‘Regla 3 Lugar geométrico scbre el eje real.

Pertenecen al £ gp  aquellos segmentos del eje real que tienen

- v




gla. Para ello, tbmese un punto cualquiera 4, sobre dicho eje.

Asintota La contribuci6n de un par de polos (o ceros) complejos conjugados al

—
~g{;;j;

. &ngulo ¥G{s ,)Jserd de cero grados, ya que si el &ngulo entre 4§
entroide 0 0

y una singularidad compleja es de 06, el &ngulo con la singula-

ridad conjugada serd de -0 (fig 16)

k=0 °
X E R } 90
|
k=0 k=0 ko) | k=0
+ * A - : .
-3 -2 -1 015 1 Re
’ k=0
X J-jg
\ 90° \

A

-
Re
: - Fig 15 Centroide y asintotas del lugar
geométrico
un nGmero impar de singularidades (polos + ceros) a su derechat ‘ *
Fig 16 Contribucién de polos ceros complejos
Justificacién: ' g p Y ple]

al &ngulo ¥ G(Ao) _ . . . .
Por definicibn, un punto 4, pertenece al £ gr si y solamente - : N

8i cumple con la condicifn Por tanto las singularidades sobre el eje real son la Gnicas

trib G{s,). Ademis de estas fltimas, las situa
6(40) - 180 °02.360 *5(2=0, + 1,4 1, que contribuyen a k Gl 0, emis de s imas, a

coase]

das a la izquierda de 4 participan con un &ngulo igual a cero

. ) A
Se demostrard que los Ginicos segmentos en el eje real que cumplen grados. De donde se deduce que las finicas singularidades que . <

. .. con lo anterior son aquellos descritos en el ewunciado de la re- . . _colaborarfn son aquellas a la derecha del punto en cuestién. La =

, aportacién de un cero a la derecha. de 4, es de 180 °y la de un
Para el lugar geométrico negativo, se necesita un n@mero polo de -180°, .ast que para tener un total de 180 %1:360° es ne
par de singularidades a la derecha. '

cesarjio que haya un n@merc impar de singularidades sobre el eje
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real a la derecha del punto en cu
Ejemplo 5

Para Gls) = (s+3) &

(8%425+42) (s41) (2-1)

/ €l lugar geométrico posi

tivo sobre el eje real se muestra en la fig 17.

Jiw

--2"

' X + i
B e —— ﬁJ — O
-3 -2 ) ( 1 2 3 o

, X 1.

Justificacibn: o

" Como se ha mencionado repetidamente, para que 40 perte-

nezca al lgp, es necesario y suficiente que k6(40)=180 42360 °

(L entero).

Para justificar i), considérese un polo complejo en Py ¥

un punto 60 perteneciente al £pg, muy préximo a pl, de tal forma

que para cualquier polo P; ¢ Py (o ceno ij), el &ngulo del vector
8y - pj (6 8, - zj) sea pricticamente el mismo que el del vector
Py - P (6 P - zj). Si se llama 6 el &ngulo de 49 - Ppr se tie-
ne

=8 -X k de otros polos + Xk de otros ceros =-180 °

Y al despejar © se logra la condicién 1.

v

En la fig 18 se ilustra el uso de esta regla.

se prueba de una manera aniloga .

s

b o

" La condicién ii

. 6:180°-6,-6,+¢,+¢,
Fig 17 Lugar geométrico positivo en el eje real ' N i
6
Regla 4. Angulos de partida Y llegada del £gp a singula-
ridades complejas, \ % -
i) En &ngulo de partida, e, del Lpg desde un polo comple N )
B jo es @ < 180° X} de otros polos + X't de 1los ceros -‘\\§? — - 0 — N
o ii) El &ngulo de llegada # del £gp a un cero complejo es . o L"__ ———
# = 180 4§ de polos - St de otros cercs*
* para el £gn —_ PN ; i i de 1 7
0 =k ceros - Tk otros polos ol Fig 18 Angulo de partida de un polo A
f =<5k polos - = } otros ceros ! %
- S
TN T T S A ST o




Ejemplo § !
b T

Considérese la funcién de transferencia

Gls) - 1822) (5% 4545)
(s+3) tals 1)

cuyo patrén de polos y ceros se muestra en la figura 19

jw

P -

________ 4 _j

Fig 19 @r&fica de polos y ceros

34
Para obtener el fngulo de llegada al cerc Z,, 8e procede como
se muestra en la fig 21' y por tanto el angulo de llegada al
Cero en cuestifn es ¢ = 180°+360 - 180 = 340°
jw ‘
¥ ?/‘ ’ . '
- ' g, = 135°
T Lyl ° 9, = aso
¢l = 90 2
$,= 90° 8, = 180°
T3 cerosz180° X34 polos = 360°
a1
- [
6,
\ N\ ‘
-

Al respecto, se evaluar&n los &ngulos de partida del polo

complejo situado en pl- f
ll = -2 4 j

En la fig 20 se muestran los 4ngulos de los polos y los

cexos al polo complejo by por tanto el &ngulo de partida desde

el polo Pp @8 0 = 180°197%+ 72%.145°

Y el &ngulo de llegada al cero

Fig 21 Determinacién del &ngulo de llegada al cero
2 )

Como el nlmerc de polos y el nfimero de ceros son iguales,
no hay asIntQtas.
El 2gp sobre el eje real existe en el intervalo (-2,-3). Con es-

tos datos, puede bosquejarse el £3p de G(s) @el ejemplo en la

fio

forma que se muestra en la fig 22.

AA’S P1 J . * = 450 N . . e 2 ; v ]
/ T cﬁ‘! =p 7 9‘ = 9p° ) Del lugar geométrico de Gls) = {4+1)7s {ejemplo 3) puede
= E T _$y=00 g,= 70 observarse que el punto s = -2 es un punto comfn a dos ramas in-
Zdceros=72° Z ¥polos = 107° :

FETDRB RTINSty 7 S yil

dependientes. Para s = -2, 1a & correspondiente es b, = 'ﬁJGT:T)“

y el polinomio p(s) + kgls] es 42+4u4 = (Hﬂz(raices repetidas).
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jiw

§=145°

$=360° K
o L. } ——
-3 -2 -1 o

36

pla) + pels) = pls) +'l0q(4) + (h-ko)q(“'(6-60)L‘(6)+(k-k0)q(6)=0

que, de acuerdo con la regla 2, tiene £ ramas que parten del pun=-

to 60.

Regla 5. Rafces miltiples

Bl valor de 4, para el cual existen rafces m@ltiples en el

lugar geométrico positivo* (1lamado punto silla), cumple con la

T~— 1" =

Fig 22 lgp de las rafces de G(s)

Cuando en 4, la ecuacibn pls) + kqls) tiene una rafz mgl-

.tiple de orden £, por é1 pasan £ ramas independientes del lugar
geométrico.

Esta aseveracién puede comprobarse factorizando

Pla) + koqls) = (s-8,)%50s)

- en donde

— W -pls,)

Q(Ao)

Y escribiendo la ec 5 como

condici6én
déls)
ds ‘ N
V8% -— : —
Justificacién:

Debido a que si 4y es una rafz mdltiple de

pla) + kqls) = 0
b4 - p
cuando k = ko, entonces es posible expresar el polinomio anterior

como

pls) + hoq(b)"(é-bo)ﬂ §{s), donde 1 > ¢

ademds, al tomar la derivada de la expresibn anterior con respec-

to a 4 y evaluarla en 4y se tendr&:

. | i e
—p—’d (s} + b &—q(“ e nls-s 0% Tg1s) ¢ (s-8,0" dgls)] .
- ds 0 ds 0 0 ’ 0

'-A=60 8=, sesy I 88

.

0

* Esta condicién se cumple también para el £gn o

S b
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d’.

e lo cual se concluye que 40 debe satisfacer las dos condi-~-

ciones siguientes

»plso) + kaq(aa) = 0

dHA” +%dﬂ4): .0

! e ‘s
18 LY 440

Al eliminar ka de las ecuaciones anteriores, se obtiene

que

dslél =0

- p(AO)
" 824,

la cual es el enunciado de la regla. Debe notarse que esta con-

. dicibn es solamente necesaria y no suficiente; su importancia ra

dica en que por medio de ellas es posible determinar los puntos en

los cuales hay cruces de ramas del ZLgp.
nuacién mediante un ejemplo.

Ejemplo 7

Encontrar el lugar geométrico positivo de la funcién e

Esto se ilustrar§ a conti

transferencia
(s+3) Y

618) T3

cuyo patrén de polos Y ceros se muestra en la fig 23.

De las reglas enunciadas se obtienen los siguientes datos:

a)  nGmero de ramas = 2
b) nimero de asfntotas = una, a 180°
c) lugar geométrico sobre el eje redl en los segmentos

.38
jw
3 2 4 1 o
Fig 23 Patrén de Polos y ceros de G(s)
(1, -1) y (-3, -«
‘ad) pPuesto que en el segmento (1, -7) hay lugar geo-

métrico entre polos, deber$ existir algfn punto
allf para el cual el Lgp tenga rafces dobles. Ese

punto estari dado por unas rafces del polinomio.

q(s) EE}AL - pls) gﬁ%iL =0

o sea e - I

(8+3) (28) - (s2-1) = ¢

esto es
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un punto silla en el intervalo {-7,7] localiza-
m
do 4y ° <0.17, que corresponde al lugar en el que los dos polos

se separan del eje real. La otra rafz (-5.83} corresponderi al
sitio donde se juntan las dos ramas del Lgp, pues una de ellas

debe terminar en el cero y la otra en -,

En la fig 24 se muestra el lugar geométrico positivo obteni
do.

qY

Fig 24 Lugar geométrico positivo de Gls)

40

49 = -0.17, Rk - 0.34 y para

4y = ~-5.83, k=117

Regla 6

Cruces con el eje imaginario

Por medio del criterio de Routh es posible determinar el
punto de cruce del £gp con el eje imaginario, asf con el valor de

b para el cual ocurre dicha interseccién.

Recuérdese que por medio del critefio de Routh es posible
determinar el nlimero de rafces con parte real positiva que tiene
un polinomio. Debido a que cuando el Lgp cruza el eje imaginario
generalmente cambia el nfimero de rafces con parte real positiva,
es posible entonces, saber el valor de k Cuando esto ocurre y ade
més determinar el punto de cruce. Para ilustrar el m&todo propues

to se analizard el caso que se indica en la figura 25,

A]w.

(a3 > > o
I I . o

Para encontrar los valores de k en los cuales ocurren las rafces
-pls,)
dobles se utiliza kb = _ETTET teniéndose como regultado para

Fig 25 Un patr6n de polos Y ceros
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esto es

Gla) » —— 1
{a+il{s+2](s+3)

De acuerdo con las reglas dadas, existiran tres asfintotas

formando &ngulos de 60°, 180° y 300°. El centroide estf dado por

~Zpokos - Xeoros 6 . -2
: "% 3
ademdis los intervalos del eje real (-1, -2} y (-3, -=} pertenecen

al lugar geométrico positivo; tambifn es posible encontrar el pun

to silla sobre el eje real utilizando

dG(s})
o 0
esto es
d6ls) _ _d ( 1 )_ 0
dz & 43+642+1]4+6

© lo que es équivalente

C 7 sst e ges 6 11 .0

Este polinomio tiene las rafces & -2+ Vfgﬂ pero como el punto
silla debe estar en el intervalo (-1,-2) se utilizar$ la rafz

§ = -2+ J;‘ = -1.422; el valor de k asociado estf dado, como
se ha visto, por

1
6(-1.422)]

El arreglo de Routh correspondiente es

. 42
53 H il .
‘2 [ b6+k
k
61 1e- 7 ~ \
1
6o | 6+t

Para k > 60 axisten dos cambios de signo, y por tanto dos
rafces con parte real positiva, como para 0<kh<60. no hay ningin
cambio de signo, se concluye que cuando & = 40 habri dos rafces
sobre el eje imaginario. Para encontrar el valor de wy Se usa
el hecho que cuando el arreglo de Routh produce un renglén de
ceros (para k = 60, en el renglén de @), entonces el polinomio
correspondiente al yengldn anterior, 662 + b+k, 0 sea 642466, es

factor del polinomio original; en este caso,

63+ 688 4 115 + 66 »

+ 11} [s+6)
i P 2

Yy el valor de wy correspondiente al cruce es

Cap s VIT

- Con esta informacidn adicional puede bosquejarse el Lgp del caso

.considerado (fig 26).

- A continuacifn se muestran algunos ejemplos de obtencién y

- Se encontrari ahora las frecuencias o en donde hay cruce
con el eje imaginario y los valores de k asociadas a esos puntos.

Para ello considérese

pla) + kqls) = (s#1)(5+2) (s+7 +2es> 5528115064k = 0

‘utilizacibn del tgp. e ——— —

e

Ejemplo 9

En ocasiones el método del lugar geométrico de las rafces pue
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. - . 44
de aplicarse para la determinacidn aproximada de los ceros de un : . :

io0. En este ejemplo se muestra como utilizar las reglas del N
lugar geométrico para obtener las rafices de un polinomio de tercer '

. siendo factible escribirlo como . N
orden, .

) 4
Jiw , sae5) ¢ kglavd) v 0
/ ;
. , ;
l , /

’ - i en donde ka - 3
t4)

'-31 w=3.32; k=60 Esta forma posee dos polos en el origen, uno en -5 y un ce-

2 ‘\ ro en -4, pudiéndose aplicar el método del lugar geométrico para
)
' encontrar las rafces del polinomio. El patrfén de polos y ceros

es conforme la fig 27,

Fig 26 Bosquejo del £gp del epmpo onleror . Co :
Se trata de determ}.nar las raIcésﬁ del polinomio

s . 6 -4 -z o
47 + 587 + 35 + 12 = ¢ . .
El primer paso es reordenar el polinomio en la forma ‘ ‘ - ! ]
pls) + haq(b) =0 . ) ]
. ' ‘ ' |
dond I3 I3 linomi factorizados. e 1 -
‘ e p(s) y qls) son polinomios factorizados. Una vez realiza ,  Pig 27 _Patrén de polos y ceros del polinomio reordenado  ——————
-eriw———-do esto, se aplican las reglas generales para encontrar el £gp. - i B
: El pclinomio puede reordenarse como sigue El lugar geométrico en el eje real estd en el segmento comprendi . t
s 2 do entre -4 y -5,
L 87 + 55 + 3(s+4) = 0




-Hay dos asintotas que forman &ngulos de 90° Y 270°. .El centrof

.de ests en

El valor de k para el cruce del Lgp con el eje imaginario est4

dado por el criterio de . Routh, Y ‘1la ecuacifn caracterfstica es

8%1845) + R(s+4) = 0

o 3 ?

87+ 557 + hs + 4k = @

El arreqlo de Routh es ’

G| 1 e o B ,
- ‘ 4+4
! . : . “ - - .Fig 28 Lugar geométrico de . .
Wl s w : v e .
- T h —— e . —— O
" ¥ - un método de ensayos, se encuentra €l valor
6| « ‘ r -

40 -4.89

Como ' 1 1
no puede haber dos cambios de signo sea cual fuere el valor Aun cuando es factible sequir usando este m&todo para en-

de k entonces el Lagp no cruza el eje imaginario. contrar las dos rafces restantes, también s posible factorizar

El Gnico punto de despegue es el origen (puesto que hay polos . el polinomio por medio de la divisi6n
dobles) .

(6305524350121 /15+4.89) = 8240.115+2. 462
Yy las rafces del cociente ggon

Con estos datos y utilizando la condicibn de magnitud y &ngulo, ) .
: ~.055 ¢+ '1.566§

es posible obtener el lgp(fig 28). . N — .

e —— Las reglas citadas anteriormente, permiten  bosquejar el ~——

- ?
-Usando la condicifn de magnitud k ,:L_T%_’S_) Lgp. Sin embargo para mayor precisibn, suelen usarse transporta-

dores especiales, a fin de verificar que la condici6én de &ngulo
se determinarsin los puntos del lugar geométrico con k=3. Usando
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en puntos determinados.

Ejemplo 10

Considérese el sistema posicionador de vdlvula de la fig

A partir del andlisis de la sec 2 del cap 7 se obtuvo que

la funcibn de transferencia del sistema es

710) 3k Gls)
29 a), mismo que ha sido analizado en el cap 7 sec 2, y el cap

"8 sec 5.

01/.

e,(a) 1+436G(s)

' 1 1
: donde G{s) = .
Amplificador ' - ' onde Gle] s(s245848) alis+2.5)241.32297)

El patr6n de polos y ceros de G(4) se muestra en la fig 30

|

12j

al

Fig 29

™

. Fig 30 Patrén de polos y ceros de G(s)

Servomecanismo posicionador Yy su
reograma Las reglas de construccifn del £gp arrojan los siguientes
. resultados:
El amplificador tiene una ganancia k ., Se desea:
. _ e 1) El £gp en el eje real est& definido en el intervalo
i) El lugar geométrico de los polos del sistema realimen-—
o<0
tado

ii)

El valor de p necesario para que los polos dominantes

i1) Existen tres asfntotas, a 60°, 180°y -60°, partiendo

de un centroide situado en
tengan un amortiguamiento g = 0.6

I P Qﬁh jﬁif ) 1g B R L i



- 49 50 i
. T putes - Ceivy o v - 4.0 - .5 -5 ’ . —
h ¢ n - m 3 3
1i1) El dngulo de partida del polo situado en {-2.5+1.33697) ‘
esta dado por 160°- 8, -6, = 180° - 90° - 152,13% -462.13° 1
iv) Como los puntos silla, cuando existen, satisfacen la
ecuacibn

pla) 48l oy dpls) L, | ,
is necesario investigar st alguna de las ralces del '
polinomzo anterior esta sobre el lugar geométrico, Yy
en dicho caso corresponderf a un punto silla; en el ca ‘
B0 en cuestibn q(8) = 1 y p(s) » 4(4 +55+8) como las
rafces del polinomio .

352 4+ 108 + gie g

son . ' ' . .
4y = -2 ‘ , ) . / \ =
4 ’ \ /
27 1 — . L—2.821,k=40/3 R
estin sobre el lugar geomftrico ( el eje real negativo), \
) serén puntos sillas del lugar geométrico. €=cos8:=0.6 )
‘v) Para encontrar la interseccién del £gp con el eje imagina- . // x\\
rio, es necesario construir el arreglo de Routh que para
el polinomio caracterfstico 43+552*86+3h que es
fs | 7 s .
c=-1.67
‘2 5 3k
; 3k
b &5 0
L 4y 3k — S
F. —_— D - 1 .
___ Fig 31 Z£pg de
Segln el ejemplo A de la sec 5.1 cap 8, cuando k el poli 6(62*54*8)

‘nomio caracterfstico tiene un par de rafces imaglnarias (dadas

por w = /3'). Ast pues, el £gp corta el eje lmaginario en

o = /E=52. 878,

\
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Ya dibujado el £gp, se traza una recta con pendiente

! : 4 EZ’ P ' tulo anterior con los valores
- 3 = fz = 1.333, que corta al £gp en el punto . %71 + 1.3b5

h, kS A/M = 10
. (fig 31). A este punto corresponde una ganancia dada por k=2.§

‘Puede averigﬁarse ficilmente que la tercera rafz est8 localizada ’ ) k2 h3 =5
en § = -3,37, ’ ky A/M =6

. L h , y
La respuesta a escalén unitario del sistema para el valor de ke2.8

8e muestra en la fig 32, ] : Se desea saber el valor de L, necesario para tener un sobrepaso

’ ' a un escaldén de 4%. Para lograrlo y suponiendo predominancia en
la respuesta de un par de polos complejos, las singularidades en
cuestibn deber&n tener, de acuerdo a la fig 21 del 'cap 7, un amor

tiguamiento de ¢.70.

A
La funcibn de transferencia %{%% : para los valores num&ricos su
y(t) :
4 u(t) puestos es R I R
‘ Entrada ' : ’ lo/L,
s +5se6se10(% 1) '
11— ————— 1 '
|
Haciendo & = ¢ (% -1}, queda qls)=1, p{s) = PEa 562+66 o sea
Salida 1
que los polos est&n localizados en 0, -2y -3 que son las ralces i
| " de 43+542+64 Y no hay ceros en el sistema.
0 | | - .
0 0.5 1 1.5 -t ‘ ¢

Aplicando las reglas, existe lugar geométrico positivo en los <1

» segmentos (fig 33)
Pig 32 Respuesta a escalén del posicionador
~2<5<0, &< -3 L R

-vllvula

e ———

e : . ) } Hay tres asiIntotas, a + 60° y a 71§0°, cuyo centroide yace en s~1.66 ‘ %G
——— " Ejemplo 11 , S : : - L
porque

Considérese el caso del servomecanismo hidriulico del capi-

ZpoLos - ZCQMM

n -m

L=

-5
i it -1.66
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Existe un punto de desprendimients en el L5p, dado por ia solu
cién de
. d 3 2
g (87 + 587 4 680 w0« 352 4 108 + 6

ecuacifn que tiene una rafz en 4 = -.7§ {la otra, en s= -2.,54,

corresponde al lugar geométrico negativo).

Los cruces con el eje imaginario se obtienen de la tabla de

Routh para 43 + 542+ 65 + &
§5 1 6
£ 5 k
& 6-k/5
fy k

Para k = 30 se tienen dos ralces complejas, soluci6n de 542+3o=0

{6 = + 2.45§), logrindose as! la interseccifn del £gp con el eje
Jiw

/
/
245

imaginario.

54

Una vez trazado el fLgp (fio 23), se dibuja una recta a 45° (lugar
geométrico de los puntos con amortiguamiento 0.70),que cruza al

Lgp en 8 = -.7 + .74, correspondiendo a estos valores una ke=3.514.
De este valor de k puede Jeterminarse el valor de Z, que es £,=.74.
La rafz restante puede obtemerse ficilmente, ya sea despejando de
pls} + kqls) = 0 las rafces conocidas, u obteniendo por aproxima-
clones sucesivas la 5 (Aa<-3) que corresponda al valor de k ante-

rior. Tal punto es &§ = -3.606.

Luego, la funcifn de transferencia para k = 3.5] estf dada por

vis) _ 13.514
28T (401, 46+9.8) (8+3.606)

siendc su respuesta a un escalén unitario:

-3.606% .72

[5.824-0.419¢ ¢ -3.27 ¢ co.s(.u-sz')]u'_,(t)

Foo :
De los coeficientes de la f6rmula anterior se observa que los po-
los en (-.7+.74] son dominantes, y que su posicibn es el principal

determinante del comportamiento din&mico del sistema. As{ pues, la

4-2]
-(-0.7,0.7}) k obtenida dard con aceptable aproximacifén el sobrepaso impuesto
7, .
- como condicién de disefio. Como puede comprobarse observando en la
fig 11 del cap 8, la respuesta de escaldn al sistema cuando L,- .7
o .

——0.784 y L, = .8.

- Ejemplo 12 . e e e
- Se tiene un sistema realimentado, cuyo diagrama de blogque se mues- o

-2 tra en la fig 34.

Fig 33 Lgp para pls} = ,53+5,57+54, qlali=1

Se quiere encontrar el valor de k tal gue se cumplan las siguien-




s+4

(5]

(s+1){s+2)s+3)

Pig 34 Diagrama de bloque'de un sistema
realimentado.

tes condiciones:

a) El tiempo de asentamiento debe ser menor o igual a 4

b) El sobrepaso a escalén debe ser menor o igual a 0.43

¢} La constante de error a escalén necesitar ser la mfni-

ma que cumpla las condiciones a) y b).

Siguiendo los pasos usuales para la construccién aproximada del

£gp, se obtiene el que aparece en la fig 35.

(%)

56

Las intersecciones entre el £gp y el iugar geométrico de
los puntos con amortiguamiento £ = 0.707 (correspondiente al
sobrepaso deseado) ocurren 49 = {-1.3+ 1.3) con un valor de
k ~ 1.2. No hay interseccifn con la recta s = -1,90, por ende,
la condicién a) es siempre satisfecha. Como para k > 1.2 el amor
tiguamiento de las rafces asociadas es menor que el deseado, el
punto 4 cumple con las metas del disefio. E1l polo restante, f&cil

mente obtenible dividiendo

plsl + 1.2 gls)

[(4+1.3)2+1.37J

o mediante aproximaciones sucesivas en el intervalo -4 < s < 3,

estd en -3.233

La funcifn de transferencia del sistema realimentado resulta

i

ST 10199 {a44)
[ta+1.31241.3%) (543.233)

Analizando esta funcién de transferencia ed aparente que 155 po-
los compleios en 4 =-1.3 + 1.3§ dominan la respuesta a escalén,
tanto por encontrarse mucho mis cerca del origen como por hallar~
se el polo remanente (4+ -3.233) mucho m&s préximo al cero (s=-4},
lo que préicticamente cancela su residuo. El anflisis de la respues

ta mediante polos dominante es adecuado.

En la fig 36 se muestra la respuesta a escaldn del sistema para

N : ﬁi“’
) :
/\ P
AN !
’ \\ |
‘ ! t2i
45°, \\a'
! .
(13,13 Y T
} N
Ot v P —-—
-4 -3 2 | nh o
|
.
I
I
L e
[ .
— - f— — ! =
- — — : {-3j
]
1
!
8+4

Fig 35 £gp para G(s)= T T 3777 5737

el valor de k = 1.7

En ambos ejemplos se tuvo como parfimetrc de disefio una ganan

cla, present&ndose en ellos dos fenémenos:

L)




Flg 36 Respuesta a escal6n para k=1.2 Cees SR R

1) Bl tiempo de asentamienté del sistema realimentado
no pudo disminuirse arbitrariamente incrementando k,
Ya que en el £gp los polos dominantes no se desplazan
hacia la izquierda al crecer la ganacia
i1) 81 se desea disminuir la constante de error a la velo
cidad, esto puede lograrse pPor un incremento en el so
brepaso a escalén, teniéndose asf, un sistema poco es

table.

>
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Capitulo 9

- ANALISIS DE SISTEMAS POR MEDIO
DE LA RESPUESTA EN FRECUENCIA
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1. Introduccién

Para el disefio y andlisis de sistemas de control es necesario
tener un modelo de la planta. Se ha visto en capitulos ante-
riores que cuando &sta es lineal e invariable con el tiempo y
ests en reposo, la respuesta a cualquier entrada puede ser ob-

tenida a partir de h(¢), 1la respuesta a impulso del sistema, o
de su matriz de transferencia H{S). En la nr&ctica, sin embar

go, no es f&cil obtener la funcién de transferencia H{S). T6-
mese como ejemplo la situacién en que se desea obtener la fun-
cibn de transferencia de un circuito que supuestamen
te funciona como un amplificador Ooperacional. Aunque se conoz-
ca las "interconexiones" internas de las componentes del cir-

#A
cuito (fig 1), es demasiado laborioso obtener H{S);Se podria

pensar entonces que experimentalmente es posible

AAA-

vt

AAA - i

LAY

<

Fig 1. Esquema de un amr“ﬁcadvr operac'wna;"

(X}

obtener la respuesta a impulso h(£), o la respuesta a escalén

y de esta manera obtener un modelo del circuito que permitiera
analizar los efectos que producirfa la inserci&n de este circui
to en un sistema de control. Esta alternativa, como se ilustra-
r& en el siguiente ejemplo, no permite obtener experimentalmente

una descripcién f&u de los sistemas. v

1.1 Ejemplo

Corsidérense dos sistema S, v SZ’ descritos por las funciones

de transferencia H,(S) y HZ(S) respectivamente.
!

: o |

2
Hotsvs — 2 W (s)-
! (s%+25+2) 2 (.18 +1) (6°+25+2)

La respuesta a escalén de cada uno de estos sistemas

g, () - L"[I—l— . ..7_2_'__]'. 1+ V70 e Loen'2-135%)

{a°+25+2)
g, ey = oML 1 2 1., 10t 10 4 141°)
z 4 41 42+24+2J 4 7}2’742 senfe-

Analiticasente las funciones g,(t) y gz(tl son distintas, sin em-
bargo las gr&ficas correspondientes como puede apreciarse en la

8¢
fig 2 son pricticamente iguales, asi que/Sé determinase experi-

mentalmen{:e la re;puesta a escaldén del sistema Jz’de acuerdo a —— i

un anflisis para un sistema de segundo orden, se pensarfa que la

funcién de transferencia correspondiente fuera

’

Hole) = — 2.
80124+ 2
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\

J . . . ﬂt(£5 . 3 ; 4
e | ‘ N
¥ N ' . . o .
: . Por las razones anteriormente expuestas se presentari en este
1 g 14 capitulo una manera altcraativa de caracterizar a los sistemas '
L
¢ H estables, lineales e invariables con el tiempo, que es particu
. : larmente adecuada para obtener modelos de dichos sistemas a par
]
’ . tir de datos experimentales. ' -
. .
. .
: » Esta caracterizacifn se denomina respuesta en frecuencia del sis 1
E : tema,ﬂconsiste en evaluar H{S) a lo largo del eje imaginario x
. . — & .
28 {g  y [ XY ;p t 8=jw, esto es H{jw) para 0< w<». El nombre respuesta en frecuen

(&‘) cia se debe a que H(jwo) caracteriza la respuesta del sistema >

para {+» cuando la entrada es una sinusoide de frecuencia wo.

—— —=Fig 2 (a) respuesta escal6n del sistema ﬁﬂ T La respuesta en frecuencia presenta las siguientes ventajas so-

(b) respuesta a escalén del sistema 5} bre las caracterizaciones estudiadas anteriormente:

Por esta razfn, podria concluirse que el sistema mostrado en la -

a) los modelos de la respuesta en frecuencia, obtenidos a partir
fig 3,es estable para cualquier

de datos experimentales, son mis fidediggos_que los que se -

' + \< »4 (S) ’ pueden obtener a partir de la respuesta a impulso o a escalén,
2 -

b) la dimensién del sistemz, tiene menos influencia en la comple

jidad de los anflisis cuando se usa la respuesta en frecuen-

cia que cuando se lleva a cabo en el dominio del tiempo.

¢} algunos anflisis en el dominio de la frecuencia, tales como

Fig. 3 Sistema realimentado unitariamente estabilidad, no requieren que las funciones de transferencia

. de las componenetes del sistema sean funciones racionales.
valor de K, en particular K=I15, Pero en verdad el sistemalfz re- . -

alimentado,como se propone,es inestable como puede comprobarse — —_ - — -

X 2. Respuestas permanent i
por el criterio de Routh aplicado al polinomio P P nte y transitoria

3

43”“24“+ 20(1+4K) = 4 *1242+226*320 Como se menciond anteriormgnte, la respuesta en frecuencia recibe
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Su nombre porque un sistema estable, lineal e invariable con

el tiempo, la salida debida a una entrada Aenw.t, cuando t-+= es
» . .
ylzt)= IH(;w0)| sen [bot + ¥ H(jwou
en donde H(S) es la funcibn de transferencia del sistema.

En el siguiente ejemplo se iluestra este resultado.

2.1 Ejemplo. Considérese un sistema lineal e invariable cun el

tiempo y en reposo en -0, cuya funcién de transferencia es

1
toa

His) = =

y ademis a >0

Cuando en £=0 se aplica la entrada Aenwot, de acuerdo a lo tra-

tado en el capftulo 6, la salida ylt) estd dada por
ylt) = 7 L { senw t} '
dta 0

- L-I 1wy
sta 62 Z

Por medio de la evaluacién gréfica de residuos y de acuerdo al

o

{ Im

JW,

. Re

X Jw.

. ] w
Fig.d.. Patrén de polos y ceros de i ;7357—
0

S2 obticae que

wo e-at

ylz) = 1
dlrwl A e ten (w t-¢ )
: a tw, VZZ:WS 0

cii donde tn¢ - _gﬂ_

I

Entonces la salida vz}, se compone de la suma de dos t&rminos:

y,(’t) = Wg Q-at Y
. a2+w3 )
w, .
y,lt) = senfw, t~¢p)
2 T ot f
Ta +w,

patrén de polos y ceros (fig 4)

9 A ST R B . O L Wi A

al término %(t} se le denomina respuesta transitoria porque

como a0, %(t)+0 para t-=




al término yz(t) se le denomina respuesta permanente porque

yZ(t)

es una funcibdn peribdica. i

En la figura & se ilustran las funciones y,(tl,yz(tl, y(t} y la

.entrada para el caso particular a=/ w0=2w

1 Y08

(a) . o
‘ Yt

N

Debe hacerse notar que el t&rmino permanente yz(t) es

[H(jwo)l sen (gt + ¥ Hijug)

porque
IH(ij)Izl w1+a : ’
1%y vwg +aB
¥ K HGwg) = ™! (-0 ) .

Las consideraciones anteriores pueden extenderse al caso general
eén que se cuenta con un sistema lineal, invariable, estable y en

reposo al cual se aplica una entrada sen wot.

La salida y(t), est$ dada por la integral dé convolucién
z
ylt)= h{o) sen wo(t-o) do
0
Y de acuerdo a la identidad trigonométrica

sen(a-b)= sen a cos b- cos a sen b

Fig £. (a) respuesta transitoria (b) respuesta per-

manente (c) respuesta global y entrada

la Gltima integral puede expresarse como

z
yit) = J. hic) Eden wot eo4 w,3 - cos wot den w o ] do
0 0




z z
) = {i} h{olcos wyo do ]Aen wot - D; hlc) sen woc,dU ]colswbt

10

De esta forma la salida puede expresarse como la suma

de dos términos

+ — _— N —_—

y expresando la integral de cero a £t como la diferencia entre

la integral de 0 a = y de £ a =, se obtiene

ylz) = {S‘ h(o)cobwocdo ]Aen wot - [S hioc)sen woodc ]caawot
0 0
k-] ® ‘
+ jt h{T) coawoGdO' 5enw0t - . h(a]Aenwoo doJ c04w0t

.

Cada uno de los dos primer:os términos representa una funcién pe-

ri6édica, mientras gue cada uno de los dos Gltimos términos . tien- -

de a cero conforme ¢+ porque

\S hio) cosw,o do
z .

< 5m| hiol| do
t .

Yy como la respuesta a impulso de los sistemas estables es absolu-

\ tamente integrable* esto es,

Som | h(c)l do <

Zimjwl h(o)ldc= 0 . :
100 ,
1 .

* Véase capitulo 7

se tendr& que

gtth—yy (it ~+—y, () . ' :

en donde.

y,(2)= r k{o) cosw,ods| sen w,t - hlo) sen w,odo|cosw,t
1 ) 0 0 0 0

0

es una funcibén peribfdica y en particular sinosoidal vy

yz(t) = 25; hio) cobwbcdo]aenwot - [St h(o)unwocdc]coéwot\

gue tiende a cero cuando £-~»

F1 primer término se denomina respuesta permanente y el segundo

respuesta transitoria.

Examinando m&s detalladamente la respuesta permanente, debe ha

cerse notar que

jomh(c) cobwocdc = Real [So e'j“’O’t h(c)dc]=Re[H(fw0)]

- 5‘ hio)éen wjodo= Imaginaria [S e %ot h(cx)dcx1
0 _ o

J

- ImE-{(_{wo)] : ' ‘ i

o .sea que -

yy(2)= nedpuesta permanente- Reqg [H(jwo) ]codwot



——— —

-
—

+In1E(jwo)]Aenwot

= lH(jw)’Aen [wot+ k H(jwo)}

En vista del resultado anterior, dado un sistema lineal, e inva-
riable aplic&ndole una entrada 4enwt puede determinarse experi-

mentalmente lH(jw)' y k Hljw) esto es H(jw). De esta manera pa
ra cada valor de w, se determinan dos parémetros del sistema: La
magnitud y el &nqulo de la funcién de transferencia evaluada en

8= fw.
Lo que hace especialmente Gtil a la funcién H{jw) es que de ella
se puede determinar la respuesta a impulso, o sea que H(j:)carag

teriza completamente al sistema como se ver3 a continuacién

3. Propiedades de H(jw)\

La respuesta en frecuencia de un sistema estable, esto es, su

funcién de transferencia evaluada en el eje imaginario, contiene
! toda la informacién pertinente al sistema. Para ver esto basta

probar que la respuesta a impulso h{%) puede calcularse a partir

de H{jw}. -

En el capftulo 7 se vi6 que un sistema era estable si y s6lo si

su respuesta a impulso era absolutamente integrable, esto es,

5 N i) de<o
0

esta Gltima relacién implica que la integral

\

S T oot Rit)| dee
o :

12

para o2 0 y por ello el eje imaginario pertenece a la regién de

convergencia de la transformada de Laplace. Siendo este el caso,

la transformada inversa de Laplace de H(s), L_I{ H(Aﬁ (ver apén

dice 1), puede definirse como

hitr= M {nisi} - ;wf e Y fw) dw

Yy pcr lo taito, basta con conocer H{jw) (H{s) evaluada en el eje

imaginario) para caracterizar al sistema.

La férmula anterior permite obtener la funciéa del tiempo que tie

ne una transformada H{jw} y existen mé&todos numéricos eficientes

para llevar a cabo la integracién indicada. Sin embargo el estu-

dio de los sistemas a través de la funcién d% fransferencia eva-

luada en el eje imaginario permite llegar a disefios de sistemas

de control sin necesidad de utilizar explfcitamente la respuesta

a impulso y en la prictica es m§s comfn dar especificaciones en

el dominio de la frecuencia que en el dominio del tiempo. Los

Indices de desempefio que sersn estudiados mis adelante estin ba

sados fundamentalmente en criterios de estabilidad.

El valor de H(jw) para una ”w," fija es un ntimero complejo del ti

po

X{w’) + jYiw,) ) (1)
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) 14
en donde X{w) = Re (H(jw)], Viw) = Im (H(jw)], , ’
: . por lo tanto ‘ ) ’
; ' —— it . 1 a-f§w
-La rebpuesta en frecuencia, H{jw), se suele representar tanto o ) ; Hijw) = FaF = P—;éz— ‘
s - P - JR—— . - a‘
‘en su forma cartesiana (1), como en la forma polar(2)
Yy entonces las partes reales e imaginarias de la respuesta en
hijw) = M{w) e'” (w) . (2) frecuencia resultan ser .

en la que la magnitud M{w] viene dada por

: S X =, e - , ”
M{w) = Xz(w)+yz(w] ‘ ) . aZr@ YT '

Aplicando las f6rmulas correspondientes; la magnitud M el
Yy el &ngulo #, llamado "fase" es igual a * P 9 ’ r Y

&ngulo ¢ son:

Mlw) = — )= - g
al+y?

-1

tw - g (Yl xtwy)

w
=

B

Para comprobar la equivalencia entre las representaciones (1) y :
Las grificas de X{w}, Y(w), M{w), #(w} vs. w se muestran en la

(2), basta recordar que .
. o .. figura 6‘ R —

eI o cos p o+ i seng
Notacifn: El nlimero complejo Me” como se hizo en el capftulo 6

3e representari como MZ 2 .

de un susTema
Veamos ahora un ejemplo de una representacibn/por medio de la res

puesta en frecuencia.

4./ Ejemplo

Sea la funcibn de transferencia

(a) ‘ b

N ‘ His) = -



)4

“
B 4 e
]

(b)

Fig #. Grificas de la respuesta en frecuencia

de H{s) =

Ala (a) Forma cartesiana (b)

forma polar

De la figura anterior se pueden apreciar ciertas propiedades de

simetrfa, que son v§lidas para cualquier sistema cuya crespuesta

a impulso h{t} sea una funcifn yeal:

—_ {y(w) i L) ;*~' -

Xlw) = X{-w) H
plw) = -f#(-u)

ii) N
Mlw) = M{-w)

Solamente demostraremos la propiedad de simetrfa i), ya que la
propiedad ii) puede ser obtenida f&cilmente expresando M{w) y

#{w]) en funcibn de Xiw) y yiw)

Para la demostraci6én de i) basta evaluar H{jw), lo que se har&
utilizando la definicibn de la transformada de Laplace.

/

Hifw) = 5 o Wt alt) dt =I (coswt - § senwt) h(t) dt =
0 0

)
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Apéndice A

TRANSFORMADA DE LAPLACE
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AVPENDICE A TRAJISTORIZADN OC LAPLACE

_([6 (21}

A.1. Introduccidn ' : 'y se define mediante la integral

La transformaca de Laplace es una de las aerramizntas més
pricticas en la solucibn de ecuaciones diferenciales ordinarias

de coeficientes constantes. Su utilidad se manifiesta al permi

({mn . 2m=f ¢34t dt (1
=]

tir resolverlas por métodos merameate algebraicos. ) En el texto se hari referencia a {(t} como la funcidn expresa

da "en el dominio del tiempo", y a ({4} como la funcibn expresada

2.1 Definicién ) "en el dominio de la frecuencia".

La transformada de Laplace convierte una funcidn Cel tiempo,

§(t), en otra funcién 3(6) donde 4 es una variable compleija.

i)
Por ejemplo, la funcibn §(&] éada por ) ) o o
0‘pana 2<0 ' : ) V —
‘(‘t) = -t -
- e ™ para 20
11)

Se transforma, como se veri en secciones subsecuentes, en una

1
s+1

nueva funcibn, Z(Al =

La variable compleja 4 es de la forma 4= +jfu, donde j=v-1,,j
tanto ¢ como w son nfimeros reales. La parte real de 4 es ¢ y se
denota como Re{s). La parte imaginaria ce 4 es fw la cual se desig

na como Im(s).

La transformada de Laplace de una funcién §{{t) se representa

como

A.2.1 Observaciones

La integral (1) se efectfa entre limites definidos, por
lo tanto la variable real £ dzsaparece completamente
quedando la integral en funcién de la variable 4 sola-
mente.

2 -

La integral (1) considera finicamente la parte de {{%)
definida en el intervalo t>0. Por ello, dos funciones
idénticas en este intervalo tendr&n la misma transforma
da de Laplace. Para evitar ambiguedades al respecto, se
supondrd que las funciones bajo estudio valen cero para

<0, Esto, aunque limita el campo de aplicacidn serd sufi

‘ciente para nuestros propbsitos, pues en la solucidn de

ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales en £=(
se requieren (nicamente funciones gque estén definidas

para >0
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A.2.2 Condiciones de existencia de la transformada de Laplace

t1th) (e
Se sabe de la existencia de funciones como &7, e , € '

que -no_tienen transformada de Laplace, por lo que surge-la pre

Cuan&al?&(t)) existe, puede definirse tambi&n como un

limite 7

gunta: ¢Que clase de funciones la tienen?

Puede responderse parcialmente a través de una condicibén sufi-
ciente, esto es, una que al ser cumplida garantiza la existen-
cia de la transformada de la funcidn. La condicibn es:*

"si existe unas>p tal que se cumpla

o

f [§0t) e % dtcw (21
o,

entonces existe una funcibn 2(571135(t]}
Se llamard regifn de convergencia = la parte del plarc comple
jo dada por Rel(s}>6 V
La mayorfa de las funciones de interés en la solucién de
ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes cumple la
condicién (2) para algn valor de é. Cuando este es el caso, la
integral él) existe y g(él es continua y posee todo tipo de deri
vadas en la regifn de convergencia. Se volveri a hablar de
esta regibn al tratar acerca de la transformada inversa de Laplace.
Fuera de Phi, se supondrd que (2) converge para algn valor de

§.

* Cabe hacer notar que dicha condicidn no es necésarié, es decir,

que hay funciones para las que esta no se curiple, y aun asf
tienen transformada de Laplace.

Ligtay = §ee) - tim irls) (3)
~donde ZT(A) es la integral propia
- T .
frs) - f e ttpna (4)
o

La funci’n ‘Tla) converge punto 2 punto (junto con sus deri

vados), hac:a {(4) ~onfzrme T -iende a ‘nfinito.

A.2.3 Troas7ornadae de Laplace de algunas funciones elementales

Ejemrlec .,

Escaldn unitario

Consi”3-ese un escalén uvaitario; denotado por u_y(t! (f1g A.2)

>
7

fih=u_ (4

f

1

0 t

Fig A.1l. Funcién escaldn unitario

Esta funcién, que ser3d usada frecuentemente, se define for

malmente como:

rO para £<0
u_;(£) =

1 parna 2£>0



5 ~ 6
Utilizando la definicidn dada por la ec 4, la transformada Si se toma una $ tal que Re(s-k)>0 (o sea 2{s)>Re(k)) , se
de Laplace de u_,(t) es ‘ tiene que . — N
- - — N - B ___T
T T T b1t
. -8t . -5t Iy J' o (s 21ty . 2im 1 ~{a-k)t
u_ 4421} = i.me e u (t)dt=£¢mf e “tdts im m - e
Lowyten Tow¥ o -l Tow ¥ o Too o Tow (°F] 0
| !
i e-bt T 9y e_bT-l utilizando un procedimiento similar al del ejemplo anterior,
. m e
-4 o0 -4
Teo ° T . : resulta que
. . . ltfekt} . 1
Puesto que § es una variable compleja: $20+fw , entonces ’ T

e:b'F:e-oT ¢-jmT’¢_c
se tiene que £im ¢~
T+

L

Ejemplo 2. Exponencial

‘eht para

para

sea {§(t)=
b

donde k es un nlmero complejo

Utilizando la definicién de transformada de Laplace

T {c-.ab wT-j sen oT}. Cuando o>0 (6 Rels)<0],

T
=0. Asi pues A.3 Propiedades de la transformada de Laplace
?_,zg::nz;,'~w A continuacidn se presentan alcunas de las propiedades mis
] -
]lt)} * 3 para Re{s]50 imocrtantes de la transformada de Laplace, que ser&n de gran

utilidad tanto para adquirir un cornc-imiento m4s profundo sobre
las relaciones de los dominios del tiempo y de la frecuencia,
como para tener herramientas adecuadas para la solucidn de ecua

>0 ciones diferenciales.

1<0 A.3.1 Linealidad A ’ ‘
La transformada de Laplace es lineal; esto es para
cualesquiera constantes ay, a4y, Y cualesquiera funciones ‘,(t)

y 62(tl que posean transformada de Laplace (dadas por ZI(A] y

22(4) }, se cumple que

. ‘
, -8t ht
L - ﬁf:fo et e ' Liagbyltiva g a0y = ay Logy(e1yea,fig, 2y -

. R Lt agdsleayd, ) (s)
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, f(e-T) &
Esta propiedad proviene de la linealidad de la isitegracibn
necesaria para valorar (1).
' T T K
Ejemplo 3. Transformada de un coseno
Es muy facil obtener la transformada de esta funcién aplicando Fig A.2. Gréfica de {(tl y de §(¢-T]

la propiedad de linealidad y el resultado del ejemplo 2. Nétese que §(t-T) es cero cuando 0<£<T por la suposicién que

: - : " se hizo al principio: §{tl=0 para <90
ajut ‘e jut

Por el teorema de Euler, c¢od4 wi = 7

Por aplicacibn directa de la definicién de transformada de

y aprovechando la linealidad de la transformada ‘ Laplace, se tiene
. ‘ Ligle-Thy = f §le-Tie 4 tde
. - ; . i o
L(c.owt) =£(%»e“"t + ;-e jut) . (-;—).(fef‘“t} ooty
- : e Si se efectfa 21 cambio de var:uble de integracién «t=2t-T,
=5y -1,_T P IT_lﬁ N _?_ﬁ__T se tendri - -
- srjel T T, - ' Legte-T1y = f gler 8T T gen Py 74T,
. . . o -7 °
: . El limite inferior de la Gltima integral se cambio de -T a
o sea E . ' P )
s cero debido a que {(1]=0 para 1<0, por lo cual puede procederse a
L{COA wl} = —7—-7 (6)
87 + o ) ) ) realizar la integracién »
N -8 (1+T) _ -&T -5T _-aTy
De un modo idéntico puede probarse que L{“t”T'} 'fo e flrldr=e joe lx] dr= e " 4(s]
LTy « TG o

= ] !
‘C{Aen wl} - 7 ;7
Ejemplo 4.
Para encontrar la transformada de Laplace de la funcién
A.3.2 Desplizamiento
: R b . definida por (fig A.3)
Si §{4} es la transformada de Laplace de §(%], ¢cual ec la
transformada de Laplace {§{t-T}? esto es,de la funcifn desplaza-

da a lo largo del eje del tiempo, tal como lo indica la fig A.2 N o ) . .



finj

) - N
9
' - 10
0 para 2<0, para £>T ' - / ‘ 14121} (a , (£]) w L { /
-~ . . - . R - _4(£-T))
g§it) = i L 4 1 t‘ 1 -
1 para #<t-7 . - L e tol
. t{‘(tl) hirolie < ; :
f“)‘ A.3.3. Transformada de ehtﬂftl
1 . 8i se conoce Z(él, la transformada de Laplace de {{£), es
sencillo obtener la transformada de aktgltl, ya que es Z(A-h)
-
0 T 1
Para demostrar esto, nétese que por definicién
Fig A.3 Gr&fica de una funcibén pulse - - n
Lie¥gueny - [ btperetae of o BMgityae o flaen
. [} ]
se utilizarf la propiedad de desplazamiento. En la fig A.4 puede . o e e s mm—
verse que la funcidn {(£) esta dada por © sea ‘ !

. ‘ . R i bt - . .
§16) = uy (th-u_y1-T) L g - §la-kl (9)

Queremos hacer notar al lector la semejanza que existe entre

U.‘(”“ ' u_l("T)“
las ecs 9 y 7

= + T L (fleTh - M) S

Puede verse en la ec 9 que multiplicando §(¢]) por eht, en el do

minio del tiempo, equivale a desplazar la funcién k unidades en

Fig A.4 Obtencién de la funcifn pulso a partir de dos : el dominio de la frecuencia. Asfmismo, la ec 7 indica que multi

. -s8T AN ;
escalones plicar por e en el domln%o de la frecuencia equivale a despla

zar la funcién T unidades en el doﬁinio del tiempo.

Utilizando la linealidad de la transformada de Laplace, se

tiene que R



De lo anterilor puede intuvirse que los dominfos del tiempo y

de la frecuencia son "duales", es decir, a grosso modo, e exis
grosso modo, qu

te clerto paralelismo en los efectos de una operacién en un domi

nio con respecto al otro. En las p&ginas subsecuentes se encon-~ _

trardn ejemplos que reforzardn esta idea.

A continuaci6n se incluye un ejemplo que indica la utilidad

de la propiedad A.3.3.

Ejemplo 5.
' Se dedujo que la transformada de ekt era 3%1? 8in embargo
también puede deducirse ese resultado obteniendo la transformada

de :ektu_,(tl. Usando la ec 9 resulta

o af.[‘u“-l‘“] ’(f“q-“l’}l '%1] o
A,"-h

A]-A-k

A.3.4. Multiplicacibn por potencias de £&.
A continuacibn se indagari la relacién entre 2(4) (la trans

formada de §(¢)] ) y la de t§{(t). Para ello, debe observarse que

d

et fre) b - oo™t g

de ahf que
Lixgtery - [ agpine®ae « -f o o7*% qrerde
-0

¢}

5

Como los limites de la Gltima integral no depeuden de g,

i

- puede extraerse %T de la integral, guedando

Loglar = - S f e g de - - S fer w0
]

Aplicando repetidamente este resultado puede obtenerse la

transformada de Laplace de t"&(t)

n _ n d" 5
Lty = (-1) Sw b / (1

Ejemplo 6. Funcidn rampa

Considérese la funcidn definida por

]
0 para %<0
N p

u_,lt) = fit} & para >0

—— —— b

la cual se conoce como rampa unitaria, muy frecuente por clerto.

en los problemas de control. Para obtener su transformada de
Laplace puede utilizarse la propiedad vista anteriormente, esto

es
P _d 1, 1
Liw ey = Lotu (21} = - G0 () - = (12)
A.3.5 Transformada de %f 4Lz}
Se desea evaluar

d st dilel
{a}_-mn-foe (2] 4
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/
C z sus (n-1 i i
e ulor dicha integral se emplea la férmula de inte- ) uando §{2) y { | primeras denyadas son cero en
I la expresidn anterior se reduce a ——
graniiu pur parto I : ; f— . LT
N - ) i . : . ‘ - -
@ «© @ . d n“
f udv = uv -I wdu (=7 fle}} = a7 §ls) (14)
o o o ‘ V7 . . dt

Se recomienda gque el lector note la evidente dualidad entre

conu = e 4% du - - a0 tt dt, du - gz' flede; v = §lt)

. . la ecuacibn anterior y la -ec nimero 11.

obteniendo .‘ : ’ n " . '
1" S gis) , (1)
ds

")

Lidz d1e) - 6(““'“\0’ ‘Ioum'“dt = -glolesgls)

-~ Ejemplo 7. Transformada de la funcifn coseno

) . ) La transformada de cc¢s wt,u ,(2) puede obtenerse directamente
ya que a) selec.ionar adecuadamente Re(s) puede lograrse que -1
como en el caso de la funcibn seno, aun cuando tambifn es factible
Lim ““2.41' 0 R obtenerla utilizando la propiedad anterior. Si §(t] se define co-
¥ . ) ' mo §{t] = sen wt.ul_,t]entonces
lem . .
' ‘ \ §la) -[{un mt} . g (15).
. : 87+
luego ‘ Y .
d X ) La transformada de Laplace de la funcifn coseno se obtiene en la
AL{HE §1£)) = sfla)-4l0) g ' {13) siguiente forma.
L{co.s wt} = L{gfl’lf“" wl} = %[42(4)-6(0)] . % (—-‘3—"’—-‘2- - 0=
Si se aplica n veces la regla anterior, se estableceri la . 8 tw
f6rmula general como s
i ’ (e) \
4 tw . X | . '
n - - -
L85 gl - ") - r a® M glidyg
di i=0 Ejemplo 8.
(i) dj ’ Se tiene la ecuacibén diferencial
donde gy s &2 1t)

de! . - ]

l‘l+y=0.

—
LY
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con las condiciones iniciales y(0}-1, yloy=2. ’

16

linealidad se obticne

/
H&gase
z
. gtt) = [ gl0) ds :
Transformandcola mediante la expresién 14 Y la propiedad de o :
Al respecto, nétese que - ’ :

LiTeyy = LidroLiyy = s2508)-sy101-y(0) 45081 = 0

Agrupando y factorizando resulta

(82411 4 (8) = 5 glo) + glo)

.

Ahors, sustituyendo y(0), y(0) por su valor, queda

Recordando las ecs 6 y 15, se tiene

N

y(2) = cos 2 + 7 sent

£
A.3.6 Transformada def §{t} dr \
°

En el pirrafo anterior se relaciond {{4), la transformada
3]
de Laplace de {{%), con la transformada de gﬁffj'AquI se ver&
la relacidn entre la transformada de una funcién y la de su in-

tegral

!ﬂé%L = 4lt) ‘ (17}

y ademids que

~ _ glo} = ¢

transformando los dos miembros de la ec 17

Agial - glo}) - 2(4)

y como g{0) = 0, resulta que °

-

5(4)- %#i

de lo cual se concluye

~

4 ,
Lif gteyar - L8l (18)
o 3
Aplicando la ec 18 repetidas veces puede deducirse que

t -1 20
‘Ujo le_,j:" e g) dryodepaef AL (19)
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Ejemplo 9. i

——— a) Es posible obtener la transformada de Laplace de E 7

]

] ¢ "dr, utilizando la propiedad anterior. Recordando que
B

z
-t 1 -t ] ! !
{‘{c Yoo 1ueg.o‘£_{.f° e “dr} - & Ta+IT * 3(a+T]

b) Puesto que la integral de un escalén u~’(t) es una-rampa
tu_;(t], al dividir la transformada de u_;(t) por s se

tendrd la transformada de )la rampa unitaria que es 17
hal ; s

A.3.7 Convolucidn
La convolucién es una operacibén frecuentemente utilizada

en el anilisis de sistemas lineales e invariables con el tiempo.

La convolucidn toma un par de funciones §(t} y g(¢) (ambas
con valor cero para tiempos negativos)yilas transforma en otra

funcibn h{t), definida por

hit) - Jﬂ glt) §{t-t)dr (20)

. 0

La ‘integral 20 suele tambi&n indicarse como

hit) = glz) » g(2)

18

.

En general no es fdcil obtener la convolucibn de dos fun-
ciones {(t) y gl(t} ; sin embargo, la operacidn de convolucibn . en . . __
el dominio del tiempo, corresponde en el de ‘la fecuencia a la mul

tiplicacibn de las transformadas de Laplace §(t) y glt)

M&s exactamente, se probarf que si §{¢) y g{t) son dos fun-

ciones del tiempo, y h(t) es su convolucién

hit) = fx glt)flt-t)de

1]

entonces

his) = gls) §ls) - '

donde E(A),Va(é) Y Z(A) son las transformadas de h{tl, glt) y §{¢},

respectivamente.

Prueba:

Se desea demostrar que

L - -
LU slx) §le-x1dey = g14) §la)
o

Apliquese la definicibn de transformada de Laplace

Loniery - fa‘“hmd.t -f e‘“{/:gm Jlt-tid<} dt =
] ]

o st

(r)flt-7}dr dt

—_—
(23
LY



e introdGzcanse dos nuevas variables de integracién

20

Liniz)) =j‘fe"“g(u1e"“’uv)dudv . (25)
o o _ . -

£ ] (23) :

ha de notarse que drdt=dudv.

La manera como cambian las regiones de integracidn puede

verse en la fig A.S.
' 7|

A -

v=0=t-T v

(a) (b)

- |

Fig A.5 a y b. Regiones de integracién para las variables

(¢,7) y (u,v)

Al introducir las nuevas variables dadas por la ec 23 en la

ec nlmero 22, gqueda
il SR ¢ L —s{utv) y
j fe gle)flt-nidude = [ [0 glu)fividudy  (24)
2 ] ) [+] 2

Los lImites de integracibn de la 22 cambian ambos de cero

a infinito para cubrir la regién sefialada en la £i1g A.5b

'

rearreglando el orden de integracién de la ec 25, queda

Linit)y « S e atuldu fe8turdy - Gla) fis) (26
o

o

A.3.8. Teorema del valor inicial

Muchas veces es importante conocer el valor inicial de 1la
funcién {(¢) (cuando t-04, partiendo del conocimiento de 8(4),
la transformada de 6(t).‘ La manera comGn de hacer esto es encon
trar la §(¢) que corresponde a Z(AJ Yy después evaluar la funcidén
§1¢) cuando =0+ Sin embargo, existe una forma m&s rapida de
conocer {(0). Para ello supbngase que §{t] es analftica, esto
es todas sus derivadas existen; por tanto puede expresarse como
una serie de Taylor. En estas condiciones se tendra

Fooa

a tz a3t3

§lt) = [a°+alt+ —%T— e s s ] u_; (2]

Légicamente 6(0H=a°. Este es el valor que se debe obtener
de Z(A). Para lograrlo solo hace falta observar que la trans-

formada de (), o sea 8(5) puede escribirse como

a a

§ls) = i +

-
A
W

)
N

a
L
4

o

Si se multiplican los dos miembros de la expresidn anterior

por &, se obtiene
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Lo a; &, a, L lms Gsfls)ma ) - ap Sy e (g
sgls) = a5 ¢ +4_I+4_5 ' e - 0% . :

y si se hace que s+», entonces se tiene la igualdad

tn s§ls) - a, (27)

F Rl d

que se conoce como teoaema del valor imieidl.
§i tambi&n interesa tonocer el valor de la derivada de ¢1{t)
cuando &=0% puede derivarse y obtenerse

d 2¢21 31312
Tz 818} = ap gy b gt

estando dado su valor en l=0¢ por

Procediendo de mamera similar, se podria obtener el vaber
inicial de todas y cada una de:tas derivadas de §[¢) sin nece-
sidad de evaluar explicitamente §{t). Esta es precisamente la

importancia del teorema anterior.

Ejemplo 10.

Considérese el siguiente parx

S §lt) = et gon wt; §ls) = (__‘"2__%

a+k)“+r W%

el limite de §{t) cuando £ = 0¢, es:

T 61 | eenm ¢

:sjendo a,; el valor injcial de la derivada de {[2).

Para obtener dicho valor a partir de la transformada de
laplace de §{%})., se multiplica (Azlbl—ao), o sea la transfor—-

mada de la derivada de §{t), por 4 a fin de obtener

- a, a,
6(6“4)-a°) =apt ¢ :{*

e

y 81 se hace que s+~ en el iimite, se tendri

bt — — . —

m ™ sem wt = 0

L+ob

S5i se utiliza el teorema del valor inicial se puede encon-

trar dicho limite aunque no se conozca §(¢)

Lim §l2) » Lim s§(s) - im s L 2 p— L8,
1+ {s6+h) "+ kz “2 ®
o - . 4o l R s+ 54-2&4-6_&7

que es el mismo resultado que se cbtuvo anteriormente.
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‘

A.3.9 Teorema del valor final

24

fle) = 1-e7% = ‘ : :
' T
Supbngase ahora que interesa tonocer el valor final de {(¢) i
esto es &im §(¢) entonces ‘
P

Para ello basta can observar que

t o,
tim [ § lo)do = tim (§1e)-§10)] wtam §le)-4(0) (29)
X+ " g L+ L+
! \
ademss ) ./ |
Lim jt § (o)do = £om f § (o)e ™49y
Lro 0 4+0 o
- tim [&4ls) - flol] - Lem sfis)-glo) (30)
440 4+0

De las ecs 29 y 30 se concluye que

im 43(4)

Lim §(t) =
Lrm 4+0

Y a esta Giltima relacibn se le conoce con el nombre de £eoagma del

valor §inal.

El teorema ante..or solo tiene aplicacibn en el caso.de que

Lim {(t) exista y sea finito
1re

Ejempleo 11

Considérese

floy » Lol

34T © F(s+T] ,
. . 5 . ]
¥y &im f{2) = 2im s4{s) = Lim =T = !
Ea L] Rl 840 %

lo cual puede comprobarse directamente obteniendo el eim §iz)
A+

=]
i

Considérese ahora {(t) - et cuyo Lim f{t] no ests definido

Lo

En este caso el teorema del valor final da un resultado

erréneo que predice que Lim s4(s8) = tiende a
‘ 4+0 -

infinito conforme ¢ aumental. A i ; !

Lim 4 a0, (ot

A.4. Transformada inversa de Laplace !

El problema que se tratari en esta seccién es encontrar una

funcibn de tiempo (£} de la cual se conoce su transformada de

Laplace.

Formalmente, la transformada inversa de Laplace est4 definida

con la ecuaclbs

C’ {{(4” . §(t) - ;_wf'e(oufju)thaooju)du

{31)



donde o, es un nlmero real que esti dentro de la regién de conver

gencla definida al principio de la sec A.1.3. La trayectoria de

integracibn de la ec 31 puede verse en la fig A.6

S

26

Ejemplo 12

si §(s) = % + Z%T + T?T%T?' entonces debido a que

T | I — T I T/
._C(u_,(zn-; , -

Trayectoria de integracian

jw “

Fig A.6. Trayectoria de integracién de la transformada inversa

de Laplace

La integral 30 se puede evaluar en forma cerrada par medio de -

tablas, o calcularse con computadora digitaf.

Se examinarf aquf un método para obtener la transformada inver
sa de cierto tipo de funciones que ocurren a menudo en ia préctica
Y que son las d&das por cocien;es de polinomios. El punto de vista
que 8@ adoptarf es el siguiente: si 2(4) puede expresarse como una
suma de términos de los cuales se conoce la funcifn del tiempo que

. les corresponde, entonces debido a la linealidad de la transformada
de Laplace, se podrd conocer la funcibn del tivwpo de la cual 8(4)

es transformada de Laplar:.

Lietu_ 21y oo

Lite My 12y L
-

por la propiedad de linealidad se tiene que
§i2) -.(,"[3(4’] . (,,e-t,te-u}u__,(tl

A.4.1 Método de fracciones parciales
) M g : .
ElnStodo que aetg.utilizado para obtengf la transformada invaer
sa de Laplace es el que se denomina de fracciones parciales. Al res

pecto , supbngase que

ila) = g-{ﬂ-

donde p(s) y ql(s) son polinomios de grados n Y m respectivamente,

siendo n>m. AdemSs considérese que la n rafces de p{4} son distin

tas; en tal caso
pls) = (4-a,) (A-uzf....(6~un)

En las condiciones anterjores es posible escribir la siguiente

v
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-
igualdad factorizando el denominador de §(4! se tiene que
. qls) = ql(s) A s A oo Ay l - 25+3
§8) * B0 " T e T T ToaT TEa T 88 T

28

t

El problema entonces se reduce a determinar los valores de A,, A

llamados nesiduos, a fin de que la igualdad anterior se cumpla.

Uno de los métodos para determinar estos residuos es:

tiplica la igualdad anterior por {4-ay), se obtendrS

: . fs4-a,)qls)
- » 1 -
(4 u‘) §le) (6-0,] (4-02)...(4-0‘)...(4-0", A
(&-u,) (A-al.)
e T, T et A T

y 8i se obtiene el lfimite de (8-a,] §1s] cuando 4+a. resulta

Un (s-a;) §ls) = Ay

é+a

i

por supuesto, lo anterior se puede hacer para cualquier valor de 4

Bjemplo 13.

Consid&rese la siguiente 3(4]

‘(4) - _24;3___
s°+35+2

S§i se mul

,

pudiéndose escribir

gle) = 3537 ¢ 537
Los valores de A] Y A2 est&n dados por la ec 31:

4 2(-1)+3
Ay = s+ uul‘__t- B

Al = (a+2) i[d)l‘-_zu —%4%%%}1 . ]

por tanto

- ] 1
8] = =7 * o7

correspondiéndole en el tiempo la funcibn
fle) = ety u e

A.4.1.1. Raices repetidas

En el caso de que p(s] tenga ralces repetidas se procede de

la siguiente manera: supdngase que una de ellas, ags esti repe

tida 2 veces, esto es

plal = (s-a)* (s-a,) (s~as)...l8-a, _, )
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30

B~ (s-a;1%¢ (s) _ —— (34)

la expansibén en fracciones toma entonces forma .

B B B A A .
2i.1.448) ! 2 X ? n-n+l
BT T Ty T * Tomag T2 * " Toma TR ¥ TamagT * Tara,rppT (32

N6tese que para obtener los residuos AZ' AJ""'An-aol' el
método presentado en el p&rrafo anterior es adecuado pues al

multiplicar Z(A) por‘(A-uI) donde (=2, 3,...,n-a+!, solo quedars

el término AL en el lado derecho de la ecuacibn! sin embargo, para

evaluar los residuos B’, 82,...., Ba' el procedimiento no funcio

na, ya que al hacer la evaluacién en A-a’, los términos

B2 3 Ba

4-ay " 4-a, ’ ""5_01,4-1

tienden a infinito. Por tanto hay que recurrir a otro artificio.

Al multiplicar 2(4) por (4-a,)4, la ec 32 queda
(6-a )™ §lo) « (s-a)* "84 (50,1 T8, ..
tta-a 1B, ,+B,+(s-a,1" [UA{?— . TA—A:_JT ¢ :f;:f;:-;T ] (33)
Para facilitar las manipulaciones posteriores se llamarf
gls) a ‘

3 Avner’

Tt T ASERRILE e
“q a3 : “p-ns+l

Al calcular el valor de la ec 33 cuando 4=ﬂ’, se obtendri

A'a’

’

pues los términos restantes son cero pPor tener como coeficiente

a (A-a’)ﬂ‘ Veamos ahora cbmo calcular los residuos B,, B

20 B3 -one,

-1

S1 se deriva la ec 33 con respecto a 4, se tendré

$ Us=a) ) 51613« (a1) La-a,1 % 2B ye (22

,a-l“

(80 )% %8, .08, e laag )t S Gl)ents-a ) 518)

al evaluar esta expresifn en A'u’, se obtiene la siguiente igualdad:

& (la-ap)* 6(4))L -8y (34)

o

Utilizando el mismo procedimiento, derivando de nuevo y
calculando el resultado en A-a’, se obtienen todos los residuos

Bi' Este resultado puede sintetizarse en la f6rmula

k
' a
T :_[E [ts-a))* uu], * 8,4
l'c»
ke« 0,1, ..., 21 {38)
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Ejemplo 14. : : SRR _ - correspondiéndole en el dominio del tiempo

[ TSR

T T si im estd dado por
§12) = w_y () - tu_ (e + g efu te) - e tu1e) -
1

fla) = 41—
3

87 (a+1) 2

T . {1-{ + % t? ot }u_’(t)

su expansién en fracciones parciales es
Cuando existe m8s de una rafz repetida, se utiliza el mismo

A2 procedimiento para cada una de ellas.,

: ' H t maneras de realizar la expansibdn en fraccione
Utilizando el método expuesto anteriormente para calcular ‘ay otras a exp * ones par

los residuos, se obtiene ciales, particularmente en aquellos caso en los cuales existen
’

rafces repetidas.

Ag = lael) §la) -1 -1
se-1 4 se-1 Puesto que la suma de los términos
3“ T T .
B,=47f(s) L | . 1 .
, 3*47 4 = A | ) I L5
as0 T3a-a,] _ ? ¥ ’n.
=0 1 (s u’) {s e,

d 39
82'32— (s ‘(4)}' .d
puede escribirse como

420 8+1)
8=0
4=0
-1 a-2
. ‘ Cp-p? + C, 98 ""’co.

1 d 34 1 d 1 1 2 A
Bys5r —5 (87§(a})} - - ] b =] (8-a,)
1777 7 7 ds| __f(“” T'—T‘“” . 1

av0 4= 0 4=0
- En lugar de evaluar los residuos BL podrfa pensarse en evaluar
por tanto ) A los coeficientes Ci. Para ilustrar como se procede en este caso,
nos valdremos de un ejemplo:
1 ] 1
fled =g -7 F- T

Ejemplo 15
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P 1
si {8} = 55—
g 43(A+1)

34
ciones lineales que determinarin los valores de los coeficien

tes Ci‘ En el caso particular que nos ocupa, esas ecuaciones

son:

[— fp— cz-y « 0 ':i;i:::::i : e

se plantea la ecuacibn

R ! Czaz + C,A +C A,
§ls) = 3 - 3 2+ T
37 (a+1) ) ) s

El valor de A, se puede calcular utilizando el método estu

diado anteriormente, esto es

A= la+1) §is) - 1 -1

s .
1a=-1 s=~1

una vez obtenido este valor, se suman las fracciones del lado

derecho
2 3
1 i (8+7) (Cpa7+C 84C )~ & .
83 (s+1) 821541
de donde se obtiene que )
1= la+1}) (C,alec aec )33
F4 1 o
P B T FPE A T DL T R S PR
v 2 172 "o 0

Los coeficientes de las potencias de 4 deber&n ser idénticos

C,+C,= ¢

[4 +C0- [}
Y B8u solucién es

entonces

r o afser 11, ]
43(4+1) 43 &+1 8 :T 53 a+1

que es el mismo resultado que se gbtuvo en el ejemplo anterior.
Veamos por Giltimo lo que sucede cuando el grado del nume-
rador es mayor o igual al del denominador siendo §(4} una fun-
cion'racional. En este casb se procede a hacer una divisién lar
Foo.
ga hasta que el residuo sea de grado menor que el del divisor.

Especificamente, si

a s™a ™l s a.sea
m-1

% 1 0
flats I ~ smar
b s"+b " 1+....+ b,stb, *
n n- 1 0

1

-
entonces, {{s) puede expresarse como

5 . m-n m-n-1 (4)
§ls) =0, 87 40, 18 """Do’_%TZT_

donde los ocoeficientes ¥ 1/ ...,Po, se obtienen por

en ambos lados de la ecuacibn. BEsto producird una serie de ecua m-n' “m-p-1°°""

medio de la divisién larga. La fraccién 7ue queda pertenece a
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la clase de funciones que fueron estudiadas anteriormente, Y

36

Se habfa definido el escalén unitario como

por tanto, puede expresarse en fracciones parciales.

Ejemplo 16
si §ls) 43+42+SA+I 63*62*36*1
(a+1){s+2) 87 e3442
la divisién larga se obtiene
4-2
62*34*2 87+87+34+1
-s3-35% 08
-28°+4+1
242+64+4
' 78+5
y §ls) = & uA Y -2 - St T

La Gnica dificultad que se nos presenta es identificar las
funciones del tiempo a las que corresponde una transformada de
Laplace 1,4,42, etc. Este es el tema que se estudiar§ en la si

guiente seccién.

A.5 Funciones generalizadas

Se desea encontrar la transformada inversa de !. Para ello

se utilizar8n dos resultados obtenidos anteriormente.

a) La transformada de Laplace de un escalén unitario

u_,(t) es }

b) si [L{‘(t)) es 3(5), entonces {: {—H%—é(t)} es
ts §ls) -4l0))

u_jhth = {0 para t<0
! para >0

Yy se tiene que

Lt

pero por la definicibn dada

du_,(t) 1
————)= (alg] -u_ 0}

u_ylo) 0

luego

LiGru 0y o1  (36)

Entonces la derivada de un escalén tiene una transformada
de Laplace igual a la unidad pero al examinar la funcién esca-
16n unitario se observa que la derivada es cero para £>0 y t<0,
no est8 definida en t=0, por haber una?discontinuidad:en ese -

punto (fig A.7)

uy () dus(n
dt

—

ol t .ol t
Fig A.7 Gré&fica de la funcibn escalén y de

su derivada

Para entender el significado de _%I u_,(t) es necesario

extender el concepto de derivada a funciones con discontinuida

des, y este es el tema que se tratari a continyacién.
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A.5.1 Obtencién de la derivada de un escalbdn unitario

funcibn es

La manera convencional en qﬁe se define la derivada de una

. partes, se tiene que—— == — ' -

38

Ahora, si se emplea en la ec 39 lafdrmulade integraci6n por

dg(t) . Lm fltre) - f12)
e+0 €

pero no es aplicable a funciones discontinuas en los puntos de

discontinuidad porque

es diferente cuando ¢ tiende a cero del lado positivo que cuando

2im

e+0

f(2+e) -4(2)
€

la hace del lado negativo.

Otra manera alternativa de definir la derivada de una funcién se
basa en la férmula de integracién por partes:% [t) es la derivada

de x{f! en el intervalo asisb, si para cualquier funcién v(t}(qgue

tenga derivadas) se cumple ‘que

La definicibn anterior ser§ utilizada para encontrar

b b
j Ult)x{tldt « vit)x{e)

a

a

b
f vit) 2{2)de

a

Considérese el problema de evaluar la integral

Jf’

-1

w_ l2) bitide

(38)

7#1'"‘.’(-“

(39)

Si se sustituye u_,(t) por su valor, la integral 39 gueda

! 1
f‘ w8l vterde - [ vierae « vinr-vio)

-1

(40)

1 1
f u_ l210(e)de « u_ l2)v(2) L - f d_j(eivitidt (41
-1 -1 -

"Al sustituir u_,(t) por su valor resulta que

1 ]
S uttroirae - u_,(l)vll)-u_,(-?)v(-l)-flz‘,(zt)v(,t)dt .

-1 -1
1.
vin - fE v (arae
-1

! 1, '
o [ tainde - vt 8 telv (214 (42)
% %1

Si las ecs 40 y 42 se igualan, entonces resulta

' [ ]
vil} -vi0) = v(1)~ / u_.,tt)v(t)dt
-1 '
o sea ‘
’ [ ]
vie) = f & teie)de : (43)
-1
por lo que se concluye que
a)  la derivada de ¢_,{%) deber§ ser cero para [2]>e

b)  la derivada de u«_,(f) deberd cumplir la ec 43

La manera de obtener una (A&_,{f) que cumpla con a} y b}
serd tomando i, [t] como el limite de una sucesién. La funcifn
u_ylt) se puede considerar como el lfmite de una sucesién infi-

nita de funciones u(il(t), u‘z’(t)‘..,.“("'(t),...dadas por
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oM 1 ul2(t)

. 1 1
I o L —
ol 1 ‘ t ol 12 iy

W . ’ : u(n)‘(,)

1} 1

. ..O
1 N P b

o] /3 ' 0] 1/n e

Fig A.8. Graifica de ul"l(g)

En la fig A.8 puede verse que conforme n crace, u‘")(t)
se semeja m&s a u_;[£). Esto implica que al aumentar n, la
integral

f u(")(t}v(t)dt se aproxima af u_y(tivit)de, esto es
1 . -1

40
0 para <0
1 ‘ \ 1 I
, u(")(tl .4 nt para O<tes ) (f4) . tim f u(",(t)V(t)dt . f u_ylt)vit)de
1 para 1 - = Awe O] -1 -
n e ——
Dichas funciones se muestran en la fig A.8. por lo cual es posible sustituir u_; (£) por £im u(")(t)
. new
/ {n)
La derivada de u'"'(t) esta dada por
0 para <0
« ) {n pare 0<:_<_;’1- ' (45)

' 0 para t);

La grifica de esta funcibn corresponde a la fig A.9

dMi)
n

ol 1/n

t

e Fig A.9. Gréfica de u(”)(t)

El objetivo ahora es probar que la derivada del escalén

unitario u_;(t] es el limite de u‘")(t), esto es

eom &My o w0 (461

n+o
Para ello basta probar que para toda funcién v(t) se obedece

la reqla de integracién por partes
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41
42
j’ 1 f’ . ' z
o vitla_;(tide = vitia_, () a3 - _'v(t)u_,(t)dt%* : Lm u(l/ni-m(ﬂ - 5000 = vio).
— T k 1/n+o ;
De la ec 43 se sabe que la regla de integracidn por partes - Esto indica que para toda funcifn vit)
8e cumplirf si es cierto que .
, L]
eon [ i eoitiae < vior 0 g
(0] = Ltm f' (e18tn) : nee “-1 ‘
viol P -]v thu (£)de (47) por tanto, se ve que
. Y
eon & ey o D e . 4w, il
n>o
La ec 47 se prueba asf: . (
) que es lo que. deseabamos probar.
;Al sustituir u'") {t) por su valor, dado en la 45, se tiene .
que Debe constatarse, sin embargo, que este lfmite no es una
V funcién, ya que u(") (U, vale cero en todo el eje excepto en un
timf’ u"")(tlv(t)dt'- Lom 1/n mvi{t)dt 148) . intervalo de longitud [ Y su integral es la unidad. Al tomar
! n
n oV <} ey 0 -

—_— el 1lfmite se tendrfa una funcibn que vale cero en todo el eje

. ) = excepto en un punto y tendrf Srea unitaria: Esto no puede ser,

Al definir shora una nueva funcién w{t) dada por Ya que todo rectfngulo de base cero tiene Srea-cero.

’

wlt) 'ff' vic) dr, Dicho conflicto se resuelve de una manera similar al surgide
o i con i’:T': inventando f. La respuesta consiste en ampliar el
entonces “:(t) * vi{g) - B concepto de funcidn, definiendo funcién generalizada como
Antroduciendo w(#] en la ec 48, se obtiene a} cualquier funcifn ordinaria es una funcidn generalizada
/n T N b) el lfmite de cualquier sucesién de funciones generaliza-
Ltllf’ nvitldt « Lim f nQUL)de « Lom 2L1/n) -wl0) das &s una funcifn generalizada
nr ¥ n>m 0 e, I/n :
n

Una funcién generalizada siempre tiene su derivada definida
lo cuall_por definicién convencions

[
i
"»
3
»
"
-
s
[4]

do estf tambign una funcidn generalizada.




43

En el caso en cuestidn, la derivada de u_,(t] es el limite

de la sucesidn de funciones de u("](tl cuando n tiende a infint
to. Este lfmite se llama "impulso unitario® y se representa
como uo(t). A veces tambi&n se denomina defta de Dirac y se

representa por §{t}.

A.5.2 Observaciones
1) cComo la funcidn generalizada uo(tl'vale cero para 1<0; y
para 1>0, los limites de la integral del lado derecho de la ec

42 pueden cambiarse a {0,~}, resultando entonces que

@

f uy(2lvitlde = v(o) (50
2

Se puede probar adem&s mediante un cambio de variable t+2-T,

que

-

-Y

0.5 1 2
{n) 1 -1%2" O para t<0
g = S e ) n?t para 0<t<1/n
2mn (1) = 2,
2/n-n"t para 1/n<tg2/n
O para t>2/n

- (o) 1) R —

Fig A.10. Dos sucesiones de funcidn cuyo limite es uo(tl

J ugle=Tivierde s viry- (50a]
o

il) Es factible lograr la misma funci8n generalizada a pastiy
de diversos procesos de aproximacidn. Por ejemplo ua(t) puede

obtenerse como Lim g(")(t) o como &im h(")(t) (fig A.10)

n+e nro

B

1i1). La transformada de’ un impulso unitﬁ;ib es ], lo cugl puedg
probarse utilizando la definicibn de transformada y la propiedad
de la ec 50

Lisgters] wptare tae - 4| (51)
o

o o n)
o bien definiendo 4t} como Li"‘ u'tl ()
. e

Obsérvese que

shligy - n{u_,(t)-u-y(t'%)}

Aprovechando la linealidad de la transformada se tiene que ~



45

Qe ey « nu_yle)-a_ te-Dppe n L8

Utilizando la regla de L'Hopital y haciendo a=!/n, puede

verse dJue
‘éa’

Lim(<3 &ln’(t)) = im (!il;%lilfl) « 2Im ("f . 1

LA n+e a+ o

£v} El impulso unitario uoft), al derivarse, genera una familia
du,(2)
0

de funciones generalizadas. Paraobtenar la derivada —aF

aproximese aott) por la serie de funciones h{")(t) de la fig AlOb

O Sea
wptt) = om kM pg)
Nrw
antonces
du, (1)
—L—  tm n'"h g

N+

' La derivada de u,lt) se llama a veces doblete unitario.y -

se representa como u,(t] (fig A.11)

dq(n g

2 1/n

2/n

|

2}~

=-n

Fig A.1ll. Grifica de nit ()

wy e = eom kM (e

Hr®

R 7 P R, P AP A N1 e A
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Empleando un m&todo parecido al utilizado al deducir las ecs

S0 y 50a, es flcil probar lo siguiente; -—-— —— - — — T

S wigieide - <gio)

. . ‘ (521
f ugle-T ) gle1de » -4(T))

-]

Nb6tese que h(")(t) se puede representar mediante una suma

de escalones unitarios con diferentes desplazamientos

4
P P VRN R PR P TR B
La transformada de 4;{¢] viena dada por

*
Lowgten = 2on ™ ieny o pp Lot fuy o1ty e-Diew 2200

7 -a/n, ~2s/n ) s

« ptm (nllfe e Ly o L oeimontr-o74Mt

R e 4 4 n+re

2 R S

Y . . . .
- ‘—— s g . 4 . :
luggo

Liugle)} = 8 : (53) -

Puede probarse gue en general, si se define
e - e
ug (L) = uy(t
Sy
entonces

Liwgtery - 8% ' (54)

Y que
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J wlarginge - -n*
[}

dt

i)

te0_

TABLA A.l. Transformada de Laplace de algunas funciones

48

"

g

»
flz) §la)
u:le) 1
euu_, (t) ‘—1[

$
leoswt) u_, (2] ;7::7
lsenut} u_, (2] ‘—1:{
k
d k
u,it) )
ack 0



