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CAPITULO I 

L~TRODUCCIOH 

1. ·BOSQU£.10 KIS'l'ORICO 

Aunque loa principioa de control sa aplicaban dasda mu­

cho antes (controles de nivel de agua para clepsidras, apa -

ratos posicionadores de molinos de viento para colocar las 

aspas a favor del aire etc) los siste~as de control comenza­

ron su auge durante la revoluci6n industrial. En esa epoca 

Ja~es Natt invent6 el primer regulador auto;:n.itico de veloci-. 

dad para :aaquinas de vapor (cone un accesorio ue su naquina 

de vapor con condensador). A nediados del siglo XIX, J.c.­

:Iaxwell analiz6 par vez pri.:>era diversos tipos de gobernad~ 

res de velociuad, y relacion6 el proble~a de estabilidad de 

los misnos con un problena algebraico. A fines de ese si-­

glo, el proble:aa de estabiliaad planteado po:::- Naxwell fue 

resuelto por Hurwitz. Alrededor de 1930, Nyquist y Bode 

desarrollaron tecnicas de an.ilisis para sistemas retroali 

mentados, utilizando el dominic de la frecuencia y para 

1940, hlmayor parte de las tecnicas descritas en este libra 

eran ya conocidas. Durante la segunda guerra mundial, el 
interes en aplicaciones belicas hizo que sa consideraran 

problemas de direcci6n y gu!a de proyectiles bal!sticos y 

artiller!a y problemas estocAsticos, no lineales, y de est~ 

biliciad. Desde los ult:·.mos afios de la decada de 1950, y 

gracias primordialmente al adveniniento de las computadoras 

digitales, se han redescubierto las variables de estado, y 

estudiando nas profundamente problemas de optinizaci6n, de 

control bajo incertiduDb:::-e, y apareciendo ad~~as el control 

n~~erico y el control jerarquizado de sistemas. Tambien, 

en la ultima decada se ha notado un cambio en el campo de 

aplicaci6n de la teor!a de control. Hoy en d!a los ingeni~ 

ros de centro! analizan entre otros probl~~•s ecol6gicos, 

sociales y econ6micoa. 

.! 4§¥4. .4@'!1 "i'f' ~· ..,... . 
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2. El problema de control 

2.1 Planteaniento del problema. \ 

Dar definiciones generales sobre una disciplina as una 

tarea dif!cil y arriesgada. Dif!cil porque se trata de re­

surnir el contenido de varios·rnillares de l!neas en unas 

cuantas y arriesgada porque sie~pre cabe la posibilidad de­

dejar fuera de la definici6n algunos aspectos irnportantes ' 
de la disciplina. Par ella henos optado par recurrir a u­

na serie de eje~plos y ya formada una idea intuitiva de los 

problemas que se pueden resolver con la ingenier!a de con-­

trol, entonces se daran definiciones mas exactas, empleando 
un lenguaje matematico. 

De una manera informal, el problema de control consis­

te en seleccionar de un conjunto espec!fico o arbitrario de 

elementos (6 parametres, configuraciones,funciones de tiem­

po, etc), aquellos que aplicados a un siste:aa fijo, hagan 

que este se cornporte de una cierta manera deseada. , 

As! pues, un problema de control ser!a seleccionar el­

valor de la resistencia ~ de manera tal que el amplifica-­

dor de la figura 1.1, tenga una ganancia uniforme para un­

intervale de frec~encia dado 

FIGURA I. A:,:PLIFICAOOR SEGUIOOR DE CATODO 
EN EL QL~ ~ PUEDE VARIARSE PARA OBTENER CIERTA RESPUESTA 
DE FHECUENCfA. 

! 

I, 



3 

Otro problema de control es el siguiente: Un inversi~ 

nista posee cierta cantidad de dinero al principia del afio­

y desea invertirlo en el mercado de valores. Suponiendo -­

que que el inversionista no puede solicitar prestamos y que 

su 6nica fuente de informaci6n son las cotizaciones que sa­

publican en la secci6n financiera del peri6dico, lCU§l debe 

ser su pol!tica de inversi6n para tener la mayor cantidad -

de e!ectivo al finalizar el afio? 

Un tercer problema de control es el que se plantea a 

continuaci6n: 

Un reactor qufmico tiene inicialmente una temperatura-

muy baja. La composici6n de la salida es una funci6n de la 

temperatura del torrente de entrada. lCual debe ser la va­

riaci6n de dicha temperatura para obtener una conversi6n m! 

xima a un cierto producto en la salida? 

A pesar de que las disciplinas bajo las cuales caer!an 

los ejemplos anteriores son muy dis!miles, estes muestran -

'tres elementos en comun: 

a) Un conjunto de elementos llamados entradas, que po­

demos modificar. 

b) Un segundo conjunto de elementos llamados salidas,­

los cuales deseamos modificar de acuerdo con nues-­

tros intereses. 

c) Un sistema que relaciona· las entradas -con las sali­

das, 11~.ado planta y que no puede ser modificado. 

., l Salidi. -----:--------~En:.:t;.:r;.,;a::.d=a---••1 P lanta r 
FIGURA 1. 2. REPRESENTACION ESQUE!·iATICA DE UN SISTE:1A 

~:·-;:.=·~ 

.cte±•"'; . er · 111 ... ~ lt':TftYf. ;··:'·-dtb ttt ;;*ttf''tl:# , ••. 
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En la tabla 1.1, que se muestra a continuaci6n, se 

identifican la entrada, la salida y la planta, de los ej~ 

plos propuestos. 

PROBLE:1A ENTRADA SALIDA PLANT A 

-
AHPLJ:FICADOR Valor de la r!. Respuestas Relaciones 

sistencia ~ 
en frecue!!_ el.::ictricas 

cia del am:oli-
ficador. 

INVERSIONISTA Cantidad de ac- Cantidad de Mecanisme 

ciones a COillprar efectivo al de la bo~. I finalizar el . Yf¥~S~~r en cierta a flo sa 

: I 

' i 

Te ... peratura del Composici6n Relaciones I 
REACTOR 

~orrente de ali- del torren- de balance y 
ouu;rco te de sali- de cinetic:J I 

I mentaci6n. da del reactor. 

TABLA 1.1 

Cabe hacer notar que la planta se considerarg anicamente 

co,no el sistema que liga las entradas con las salidas. Para­

los fines ~9 este libro, la planta no serl el sistema f!sico-

en s!, sin~ sl rnodelo rnatematico del misrno. Dicho modele, --

puede ser parcialmente desconocido, como en el case del meca­

nisme de la oolsa, el que no puede determinarse tan sole a -­

~artir de 1a informaci6n de los peri6dicos. 

P.ecapitulando, el problema de ~ontrcl es el de escoger -

para un sistema dado, una entrada que haga responder a la 

planta de una manera deseada; esto es, que se obtenga una sa­

lida que c~~pla cierto objetivo. En el primer ejemplo este -

ser!a una respuesta en £recuencia Oastante plana; en el segu~ 

do, una cantidad maxi~a de~fectivo al final delano; en el­

tercero, una conversiOn ~~xirna a un producto de salida. 

)I 
' ( 
,I 

I 

'Nti · uil:i'frh# "-•·nstrtr>• 'W,'tti· :iriJII'If 1 

"""' ·.fill 
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2.2 M!s sobre el probl~~• de Control. 

Al tratar de resolver para un caso concreto el preble~ 

rna de contr<>l d.,finido anteriornenteo, surgen las preguntas­

l.C6mo ha de modelarse la planta? ,oC6rnr~ verificar el cnmpor­

tamiento de este modele? l.Oe~ll hacer cuando la planta no s6-

lc es desconocida si no:> que ademas hay efectos aleal0orios?­

l.C6mo lograr que el sister.a se comporte de acuerdo a una -­

polltica prescrita? Las jnterrogaciones ant~riores plan--­

tean las siguicntes facetas del problema de control: 

a) l~odelado. Para pede~ hacer un an!l~sis es neccsario 

tener una represent:aci6n racional de ld planta, mediante un 

modelo. La decisi6n de inclinarse bacia uno u ot-ro tipo de 

modele depende funda:nentalmente de los uses y el coste de -

ellos. As!, en la fjgura 1.1 el circuito puede representar­

se como una red linEoal RC con elementus activos, o como una 

~ed RC no lineal, segGn la utilizaci6n que se le piense dar 

al modele. 

b) Simplificaci6n. Una vez planteado, el DOdelo puede re-­

sultar demasiado complejo. En ese caso conviene saber las­

suposiciones simplificadoras posibles, y su influencia so-­

bre la verosimilitud dnl modale. Per ejemplo, al analizar-· 

un circuito electr6nico y hacer un modele para altas fre--­

cuencias, algunos condensadores suelen considerarse como -­

corto-circuitos o bien, al hacer el modele econ6mico de una 

regi6n, se engloban las industrias de extracci6n de hierro, 

zinc, niquel, etc., en una sola industria ficticia de "min~ 
rales ferrosos•. 

c) Simulaci6n. Una vez elaborado el modele, este puede ve­

rificarse anallticamente centra el case real, o puede recu­

rrirse a sirnular el modele para comprobar su validez. Eata 

simulaci6n se puede usar, adern!s, para tener una idea acer­

ca del co~portamie~to del sistema formado por la planta y -

el sistema de control bajo diversas circunstancias. Por e­

jemplo, antes de probar un avi6n en el aire, se haceren ---

.. , 

•. 
.. ' 

~ 

_.,:,..\ . ~~&;]?A . ~uev.:," .,1"·~~~-.:< fi_ji}!~·?~,~ -:.:-~ ~~·?·"f 7Y'"!!t" ·lli!'E~-~~· ~~ rt ·~~r ;.~.~wv~ 
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tierra sirnulaciones del vuelo. Las sirnulaciones pueden 

lograrse con modelos a escala, con cocputadoras anal6gicas o 

digitales, a base de c~lculos manuales, etc. 

d) Estabilidad. Una de las preguntas de mayor irnportancia 

sobre un sistema es el referente a su estabiiidad o sea l~O­

tivan en ~1 pequenas perturbaciones, efectos pequenos? La 

contestaco6n a esta pregunta puede hacerse atr~ves de sirnu -

laci6n o bien con estudios anallticos. 

e) Estirnaci6n. :-luchalii veces es necesario indagar el valor 

de costos variables internas de un sistema a partir del co 

nacimiento de entradas y salidas, puesto que las decisiones 

para controlar el sistema deben to~arse en funci6n de dichas 

variables. Per ejemplo un problema de estimaci6n consists 

en determinar la temperatura en cierto punto de un reactor en 

base a la composici6n de los productos de la entrada y la s~ 

lida. 

f) Identificaci6n. Aqul el problema, consiste en estLmar 

ciertos parlmetros desconocidos de una planta, baslnd?•• ~ 

camente la entrada y la salida. Por ejemplo, supongamos que 

desconocemos los par~metros del circuito de la Fig. 1.1 ten~ 

mos una serie de datos de entrada y salida al circuito. In­

dagar el valor de Rk a partir de dichos datos ea un problema 

de identificaci6n. 

q) Regulaci6n. Este es un problema de control en que el ob­

jetivo consiste en mantener la planta en un estado o conjun­

to de estados prefijados. Un ejemplo ser!a el de un frigo 

rlfico, en el que •• quiere mantener la temperatura en -s• C 

± o.s• c. 

h) Ootimizaci6n. Si la tneta propuesta en el problema de con­

trol es rnaxirnizar cierto objetivo cuantizable, se tiene en­

tonces un probl~~a de optimizaci6n. Este es el caso de un 

reactor qu!mico en el que se desea maximizar la-conversi6n 

a cierto producto de salida. 

--
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Nuestro pr~ncipal objetivo en este libra sera el estu­

di~r los problemas de modelado, sirnpl~ficac~6n, estabilidad 
y regulaci6n. 

2. 3 I.a variable tiempo: Sistemas algehraicos y sistemas 
dinarnicos. 

Volv~endo nuestra atenc~6n a los ejernplos anteriores,­

podemo~, notar . o'Je .:n el ejemplo d 'l amplificador. la entra­
da fu~ el valcr ~e la.zes~stencia y no hay decisiones post~ 
riore5 que hac..;;..r. En el siste~~ del inversionista, este 

tiene que hacer 365 decisiones (una por d!a), y cada una 

de ellas afecta a las qUe se tomaran en el fl.:tur,, (por eje£! 
plo, puede quedarse sin dinero y no invertir mas). En este 

ej<>mplo., las decisiones son rnC.l tiples y secuenciales. 

En ·al ca<.>Q del reactor, las teror>eraturas pasadas del -
torrente de alimentacion afectan la.s decisiones f•.J'curas que 
debe tamar acerca de la temper~tura de estc torrente. Aqu! 
tambi~n el pr~b'ema es de decis~ones multiples y sacuencia­
les, perc a dif-<)r(~.n·.;ia del ca::;.o ant~r.i.or, ostae decisiones­

deben. hacerse C'.)ntinuamente y no a intervalcs d:..scr2tos {de 

un d!a en el <::~.~;c del inversioniste; 

Al hablar de decisiones "ecuenciales, hemos hablado de 
"decisiones anteriores''. Esto nos fuerza a introducir una-
Va:':iab,le, que llamare .. nos tie::np~, COi1 rt:specto a la cual me­

diremos la anterior~dad 6 posterioridad de nuestras decisi£ 
nes. 

Motivados po::: los ejemplos anteriores, podemos clas.ifi--

car a los sistemas as!: 

a) Sistenas algebrliicos; aquellos en que las decisio-­
nes pasadas no afectan a las decisiones futuras y -. 
v.iceversa, y 

8 

pasadas influyen en las decis~ones futuras. Estos a su vez 
pueden subdividirse en discretos, s~ las decisiones se taman 

a intervalos discretos de la variable tiempo, y continuos,-­
si las decisiones han de tomarse continuamente. 

En este libra, estudiarernos primordialmente sistemas -

dinSJ:Iicos. 

3. Control de mallas abiertas y cerrad~s. 

Existen dos maneras de controlar un sistema: tomando -
en cuenta el comportamiento de la salida, o ignorandolo. -­
Para familiarzarnos un poco con ambas maneras, introducire­

mos un ejemplo. 

El objetivo del alumbrado publico es mantener un ni--­
vel minima de ilurninaci6n en las calles al menor coste ~,>OS!_ 

ble. Para lograr este objetivo, se podrian proponer dos S£ 
luciones: La primera, encender los focos del alumbrado a la 
hora en que comunmente empieza a obscurecer y apagarlos --­
euando ~omienza a aclarar. As! pues, se decidir!a encender 

el alumbrado a las 6.30 p.m. y apagarlo a las 6.30 a.m. -
En este si sterna, la entrad3 (canwio de pos~c~6n del i.nte--­

rruptor) es independiente de la salida (cantidad de luz en·· 
la calle). Este mecanisme, simple de llevar a cabo y econ~ 
mice, puede aca~rear dificultades, ya que la hera en que -­

·enpie%a a obscurecer y aquella en Q~e. empieza a aclarar, v~ 
r!an de a"uerdo a la estaci6n del ano (en verano las neches 
son m&s cortas), y lo mismo que en el case de un d!a nubla­

do, se puede tener una obscuridad indeseable. 

en 

La segunda soluci6n posible, m!s efectiva, consistir!a 
instalar un dispositive para detectar la cantidad de i-­

luminaci6n (fotoceldas, fototransistores, etc) y 
con esto _. encender!a o apagar!an las luces del 

pGblico. 

de acuerdo 
alunbrado-

I . 

b) Sistemas dinSJ:Iicos; aquellos en qulJ las dec±siones-------~--~ 

... 
/;' 
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En este caso, la entrada lcarnbio de posici6n de los 

interruptores) ser!a modificada por la salida del siste­
ma (iluminaci6n en las calles) 

• 

:JimollliW~ _____..... ____ 
-;;., 

$1ST1!"'A 
0&: 

·~·fti~QIIl 
To"""L.. e!"Nt..4 
CJ\LLA lom.tzallf'Mie 

_/' ~··'"'"'" De 

IL..JMIHAClOII 
To'Tit.._. Elt Ll\ 
CALLe!' ----.--

A~<IMI!tWOOO 

-" ......... 

a) Preprogramadd-' 

(Malla abierta) 

Figura 1.3 Sistema de iluminaci6n. 

4WM-..oo 

b) Con fototran 
sistores -

(Malla cerrada) 

para 
c16n 

De las consideraciones anteriores, puede intuirse que 

resolver el problema de control bosqueJado en la sec-

1.1.1, existen dos m~todos general: El~-~~~~-~bieE 
~-~ y el d_e _ _l!l_alla cerrada. El primero consiste en efectua;­

el con_tro_~ preco~l.c~I.a:>.do. ~a_s entrad~S.-~<:1_ s_i~~~m~- d~~d~-
5~~-!a_ SC!!i:<:i_<l p:.:esf<!~t!!_ !a~-- c~ra_ct~ri_s!:_i~a~<;i_eseadas. En -
este caso,el control aplicado es independiente de la sali­

da real. ~~r otra ~~~te, el control de malla ~er~~?~ c~­
'!i_st'=._~__II;'?_dificar la entz:aci_a en .f!:ms:i,6n de l_<!_~i!lid~- .£1?­
tenida. 

En el caso del inversionista de la secci6n 1.1.1, ~1-
puede darle a su corredor de bolsa dos tipos de 6rdenes:-­
a) "El 15 de abril vende todas las acciones que poseo del­

tipo "A", 6 b) "Vende las acciones tipo A, cuando lleguen­
a 180 puntos". El priner tipo de orden, en la que no se t~ 

rna en cuenta el valor de las acciones, equivale a un con-­
trol de malla abierta. El segundo, en donde si se toma en 

cuenta la salida (valor), equivale a uno de rnalla cerrada. 

• 1.. 

~'!!~~ll'l]i'l 'r\¥. ;: !A§~}APW. _ -~@~~ .. ;~ ·!. '~ r~, J!?Jf:?!~'·rm~ , , ,. ~~~. ~~ _ .t "IK#9fV, _"!'fM,·~-. 
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A no ser que el inversionista conozca muy bien el --­
mercado de valores, el seguir una politica del primer tipo 

puede producir resultados desastrosos. 

La escritura de una linea manuscrita puede considera~ 
se como un sistema de malla cerrada, ya que a medida que -

se ascribe, se tiene conocimiento atrav~s de la vista de-
la direcci6n de la linea (salida). 51 la linea sale tore~ 

da entonces el cerebro envia una orden (entrada) al brazo­
(planta) para que este corrija el defecto. El mismo sist~ 

rna en su versi6n de malla abierta, consistiria en tratar -
de escribir un dictado con los ojos cerrados. En los p§-­

rrafos siguientes se dar§ un ejemplo m!s detallado, para -
ilustrar las propiedades de los_ controles de malla abierta 
y malla cerrada. 

4. Malla abierta y malla cerrada: Efectos y comparaci6n. 

4.1 Efecto de la realimentaci6n. 

El ejemplo que se presenta a continuaci6n, ilustra m~ 

jor algunas de las ventajas y desventajas de los sistemas­
de malla abierta y los de malla cerrada (llanados t~~i~n­

de realimentaci6n o retroalimentaci6n). 

Consid~rese un amplificador electr6nico, por medio 
del cual se desea amplificar una senal e(t); esto es, se­
desea que la salida s(t) del amplificador sea una r~plica 

exacta de la entrada e(t), pero de mayor amplitud. 0 sea­

s(t)=Ae(t), donde A es una constante positiva. 

En la vida real, los arnplificadores disponibles sue-­

len presentar problemas indeseables, como son: 

-;-'--; 

• 
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lo. Los amplificadores no son lineales, par lo que la sal! 

da es una versi6n distorsionada de la entrada (Fig. 1.4). 

~'TlL!>OI.I 
~ ~ cvv 

:C.IU..ioh 

Fig. 1.4. Distorsi6n del anplificador par no-linealidad. 

2o. Los amplificadores no responden lo mismo a entradas -­

con cambios bruscos ~ue a entradas con cambios suaves, y -
per ella no pueden ~~plificar fielmente las senales que -­

tienen carnbios repentinos (Fig.l). 

EHT!aADA --E::}--~ .SAL. IDA 

__r--t__ 

Fig. 1.5. Distorsi6n producida por cambios repentinos en­
la senal. 

3o. Las caracter!sticas de los amplificadores var!an por­

causas externas, tales como cambios en la temperatura am-­
biente, envejecimiento de los· componentes, malos contactos 

6 variaci6n del voltaje de l!nea. 

A continuaci6n se analizara la posibilidad de elimi-­

nar cada uno de los problemas en~~erados anteriormente ut! 
lizando un control de rnalla cerrada. 

------------------~oblerna 1. No-linealiCrad. 

Supongase que la caracter!stica del amplificador es -
la dada per la figura 1.6. 

~ 2 
s(t) 

ll(t...)v 

Fig. 1.6. Caracter!stica no-lineal del amplificador. 

Como la relaci6n entre la entrada y la salida no es -

lineal (es decir, la salida no es igual a una constante 

multiplicada per la entrada) se produce distorsi6n. 

.~a realimentaci6n empleada consiste en reernplazar !a­

entrada per una combinaci6n de la entrada y la salida. En 

el ·caso mas sencillo esta N>rnbinaci6n consiste en restar -

de la entrada, el producto de una constante k por la sali­
da, tal y como se indica en la figura 1.7.~\ 

...... 

l.l(t) ·T~) • IAMPL\FICAOCI2. ~t) 

r(.-t.)=K!)(J 

Fig. 1.7. 

torsi6n. 

K 

Realimentaci6n propuesta pa:a eliminar la dis--

Observando la Figura 1.7 se obtienen las siguientes -
relaciones. 

f'O\o, 

' 

e=u-r 

r=ks 

;.fA ... ~ 

~ 

\ 
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La figura tl.7l nos indica que la relaci6n entre 

"e" y ''s" dada por el ~wpli.ficador es: 

s=f(e) 6 s={~)}·e 
e 

Despejando "s" en funci6n de "u" y de {f(e)/eJ se .Iogra- -

s•{~) }·(u-r}• {~_)}{u-ks} 
e e 

o. sea {ill>} 
~-e- •u 
l+k< t rEi> ( - } 

s = 

La anterior relaci6n nos da a "s" en funci6n d• la entr~ 
da.''u'' y de ''e". 

Nos interesa ahara obtener "s" en funci6n de ·•u• so_!a 

mente, llamemos a.hora "gandncia de malla al producto k f(e)/e 

, se 
Si nosot:~;os escogarr:os "k" de manera que k{~) }>> 1 -

tiene que, muy aproximadaraente 

s: 
(.~(e) Ju 

e 

k{!~l J 
e '--

u/k 

.. 
* 

Como la qanancia del arnplificador (esto es, ~)} es 
e 

aproximadamen~e 100, si se toma k=o.l, se tendr~ un arnpl~ 

ficador de menor ganancia perc lineal,ya que se obtendria 

uno en que la s3lida es un~ constante rnultiplicada por la 

entrada. Se ha eliminado, pues, la distorsi6n. 

Ha de notarse que el valor de "k" supuesto en el ---

* ,( el. signa : significa "aproximadamente"). 

~ 4 

p.!irrafo anterior produce una "e" de valor aproximadamente­

cero, puesto que 

e• u-ks:ks-ks•o 

Problema 2. Mala respuesta a entradas r.!ipidas. 

Consideremos ahara un aplificador tal. que, si su en--

trada es un seno de frecuencia "w 11
, su salida es otro seno 

1000 ---.-de la misma frecuencia, multiplicado por un factor 

Ver figura 8). ..,2+1 

e sen wt 4 1000 I 5.;.1000 
w 2+1 i+l 

sen wt 

Fig. 1.8) Descripci6n de un arnplificador 

Este amplificador responde mejor a las senoides de -­

uaj~ frecuencia (esto es, a entradas que varfan lentarnente) 

que a las de alta frecuencia (s~noides que varian rapida-­

mente). Si la senoide de entrada tiene una frecuencia de-

o.l, la amplificaci6n es de 999. Si la entrada es una se-

noide de frecuen~ia 100, la amplificaci6n es menor a la -­

unidaa. Este rnarcado descanso de las ganancias al aumen-­

tar la frecuencia puede disminuirse mediante realimenta---

c16n. (ver. fig. 1.9) 

u 

r ... IC:; 

1000 

w•+l 

i< 

s 

Fig. 1.9 El arnplificador real.irnentado. 

51 co~o la figura lo indica, se col.oca una realirnent~ 

ci6n "k", entonces, bajo la suposic16n de que todas las -­

senales (u,e,r s) son senoides de frecuencia •w•, se ten--
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dr!n las siguientes ecuaciones. 

e• u-r 
r=ks 

S z 1000 
~ .. 
"' +l 

La relaci6n entre "u" y "s" para el sistema realimen­
tado ser! dada por 

s=1000 ;::y--­
+1 

1000 s=-­
<-2+1 

(u-ks} 

u = _l_o_o_o_u _
2 ~1-+~l~O~O~O'k 1000 k+- +1 

,_2+1 

Podemos ver que, para las frecoencias en que l~OOk -­
w +1 

(1a ganancia de nalla) sea mucho mayor que 1a unidad, la -
salida se expresa como 

•= 1000 
..,2+1 

u 
HIOOOk 

..,2+1 

- 1000 u 
(,.,2+1) ( HlOOk) 

w2+1 

= ~ 

51 escoger..os una "k" igual a 0.1, la relaci6n entra-­
da salida estarS. dada por 

1000 u 
s-l~ 

La figura 1.10 nos da una grS.fica de ganancia vs fre­

cuencia para los cases del amplificador con y sin realime~ 
taci6n. 

f 
~ 
1 

... 

w •• Jrt.le.:.,..e.o,o.;., .. 
Fig. 1.10 Ganancia de amplificador con ~· sin realinentac16n 
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As! pues, la curva de ganancia vs. frecuencia se ha­

hecho mas ur.iforme, aunque la ganar.cia de ~~plificador -­

ha disrninuido. En cap!tulos posteriores, se ver! que si­

la curva de ganancia vs. frecuencia se hace m!s uniforme, 

las senales "r!pidas" se distorsionarS.n mucho rnenos. 

Considerese ahora el proble~a 3) mencionado anteriO£ 
mente. 

.Suponganos un arnplificador lineal, en que la salida­

esta dada por la entra~a multiplicada por una funci6n del 
tiempo A(t) 

A£\ 

e~(t)~(tl 

• :» t . 

a) Relaci6n entrada salida b) Gr!fica de A(t) 
VS •t•. 

Fig. 1.11 Un amplificador cuya ganancia var!a con el tiempo 

Si se aplica una entrada consistente en un tren de -

pulses a un anplificador con estas caracter!sticas, 1a s~ 
lida es 1a indicada por 1a figura 

~,,, Jt:(L 
--fl---n- ... , A(t) I 0 

,..· z 11 

Fig, 1.12 Salida correspondiente a un tren de pulsos 

En este caso la salida no es una rGplica exact& de la 
entrada. 

f 

,_ .. ··ttnttu #1 rlCtlltlf'ttt;tw NN*''tt'ttr"tfflt"t !J' OMS!t:Y tll;r• Mf"f:tenmrfrtlllfrtri r ttri tn ; Y rh lilllililfrt, 7 !: +t iBt rewe· ·'1 I rtitdW S ·m 1' "tha· ·h 
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El efecto de la variaci6n de la ganancia con el ti~ 

po puede disminuirse mediante realimentaci6n. Para ello, 
realimentenos el a~plificador como lo indica la fig. 1.13 

S=A(-t)·<Z 

K t-----' 

Fig. 1.13 El amplificador realimentado. 

Las ecuaciones que describen el sistena son 

e=u-r 

r=ks 

s=A(t)e 

Eliminando r y e de la ecuaci6n anterior sa logra 

s=A(t){u-ks} y por ende 

A(t-l 
.. -l+k:A.ttl u 

:-:uevanente si se escoge k de tal node que kA(t) (la ---
gancia de nalla) sea nucho nayor que la unidad, la relaci6n 
en·tre la entrada y la salida puede aproximarse per 

s:u/k 

La variaci6n de la amplificaci6n (ganancia) para el -­
case no reali::-.entado era de 1000 a 600 o sea un 40%. Exam.!_ 

ne~os ahora qu~ sucede cuando se incluye la realinentaci6n­
con k=O.l. si A(t)=1000 la ganancia para el sistena reali-­
nentado es 

Jl.(t) 1000 
I+kA(t)= ~l~+~(~.~l~)~(~lAOAOAO) 1000 .. 9.9 

101 

. , • • _ r~~~:!t!.~:tt·,·~t~~~~~~~'"" ,, :t"!· .~~; .f. . .\i-.MVIW"'Tf·, ... ~~ 
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y cuando Altl • ~00 se tiene 

A(t) 
1+:-<A(t) 

600 
1+(.1) (600) 

600 = 9.8 
61 

La variaci6n de la ganancia es ahora de aproximadamen­

te el 1%. Notese sin enbargo, que la ganancia del nuevo -­
sistena es un cent~sino (a'prox.9) de la ganancia sin reali­

mentaci6n (aprox.900) Vemos pues, que el sistema realimen­
tado es rr.ucho menos sensible a la variaci6n de la ganancia­

del anplificador original 

4.2 Conclusiones. 

En los ejemplos anteriores se mostr6 que por medic de­

la realinentaci6n se puede hacer que un sistema se comporte 

m!s linealmente,.que sea menos sensible a. variaciones de p~ 
r!metros Y,que su respuesta se haga m!s r!pida. Las earac­
ter!sticas anteriores enanan del heche de que, para alta~ 
ganar.cias de nallas, el comportamiento del sistema realime~ 

tado est! deterninado esencialmcnte per la realimentaci6n -
(en los ejemplos, se lograba que s:u/k). Por lo tanto, el 

conporta~iento de ur. sistema con aita ganar.cia de ~alla, e~ 

ta oeterminado per los elenentQs en Ia retroalimentaci6n. 

"".,..... ... J!:oi 
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Capitulo 2 

SISTEMAS Y ESTADOS 

-~ ·!!!~~. > .;.~-~:.m+.~?.~~~~!t~~~~~· '=tfM!.Qif~fQOWM ~""~ r ---- .... ·--~ ·-· .,... "'"" 

1. Introducci6n 

En el cap!tulo anterior se indic6 que para resolver alg£ 

nos problemas de control es adecuado elaborar un modelo del 

sistema en cuesti6n, o sea obtener una abstracci6n de este y 

expresarlo en t~rminos matem~ticos, 

Cabe aclarar que en este texto se tratar,n, indistinta-

mente, problemas relativos a redes el~ctricas, redes mec~ni-

cas, sistemas qu!micos, sociales, etc. por lo que surge la pr~ 

gunta de que si dichos sistemas tienen algo en comun. La res-

puesta es afirmativa porque, como se ver~, todos pueden descr! 

birse mediante modelos matem~ticos con la misma estructura. 

Tambi~n se ver~ que a partir de suposiciones muy simples, 

puede llegarse a formular una estructur~ matem~tica adecuada pa 

ra describir una gran diversidad de sistemas. A partir de la S£ 

posici6n de que los sistemas son causales (no predictivos) , se 

definir~ el concepto de estado, cuyo papel es de gran importan-
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cia en los desarrolos que posteriormente se efectuar&n. El e~ 

foque que aqu! se presente difiere bastante de los que se en-

cuentran en la litero.tura relativa al tema, • ~te nivel. El ~~----~ 

enfoque propuesto consiste en desarrollar los conceptos en 

n.•.: .l.~ p1·oporcionarlos en forma axiomatica. 

2. Definici6n de sistema 

El t~rmino "sistema• es ampliamente utilizado. Al respe£ 

to, es f&cil escuchar expresiones tales como "el sistema eco-

n6mico•, "el sistema m~trico decimal", "derrocar el sistema•, 

"el sistema el~ctrico central", etc, por lo que surge la pr~ 

gunta: lOu~ es un sistema?. Podr!a considerarse como •un con 

junto de entes ligados por una relaci6n", pero es demasiado 

general para nuestros prop6sitos; de ah! que conviene hacer una 

divisi6n entre los entes separandolos en dos categor!as, una 

que llamaremos conjunto de en~~ad~ y otra conjunto de 4a~da4 

por lo que la definici6n factible es que se trata de"una rela-

ciOn en~re entradas y salidas". 

Un ejemplo de un sistema, de acuerdo con la definici6n. 

anterior, puede ser una f&brica de coches que transforma mate-

rias primas como lamina de acero, hule, pintura, etc; y mano de 

obra, energ!a el4ctrica, etc (entradas) en autom6viles (salidas} 

otro ejemplo ser!a el de un motor de inducci6n, que transforma 

energ!a el~ctrica (entrada) en energ!a macanica (salida). 

Si la entrada se representa como u y la salida como y, el 

tipo de sistemas que estudiaremos podr!a denotarse matematicame~ 

te por la relaci6n 

j' 

• -.~-. ~f~~~":'.'l.?lf'!f .\H~J_~~~~:m·~, ·~ 
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y•S[U] (1) 

Graficamente corresponde a la fig 1. 

1-l u • s • y 
(ENTRADA) CSAUOA) 

Fig 1. Representaci6n grafica de un sistema 

Si,ademas, se hace la suposici6n de un~e~dad (o determi-

nismo), esto es, que a cada entrada le corresponde una y solo 

una salida, entonces la relaci6n(1)es una funci6n. 

Nuestro mayor inter4s estara concentrado en aquellos sis-

temas en los cuales, tanto la entrada como 1a salida pueden ser 

representadas por funciones de una variable independiente ~. 

que en la mayor!a de los casos sera la variable tiempo. Se co~ 

siderara tambi4n que asociado a cada sistema, existe un tiempo 
I 

~e' tiempo de creaci6n, que representa el instante en que prin-

cipia la existencia del sistema (no se excluye la posibilidad 

que el tiempo ~e sea -~>. De esta manera, las funciones que 

representan la entrada y la salida est&n definidas para cual-

quier tiempo ~ que cumpla con ~ <~ < c. - -

2.1 Notaci6n 

Para evit~r ambigUedades, conviene hacer algunas aclaraci2• 

nes de notaci6n: 
/ 
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a) Siguiendo la nomenclatura matem~tica cl~sica, el 

conjunto de todos los valores de t que satisfacen 

- la desigualdad 

a~t~b 

se denotar~ [a,b] , y el de valores de t que sati~ 

facen la desigualdad 

a ~t< b 
se denominar~ [a, b) 

b) Tanto las funciones de entrada como de salida esta-

r~n definidas en el intervale ftc, •) , las cuales se 

senalar~n con una minascula sin argumento, por eje~ 

plo z, y, w, etc. El valor de una funci6n en un ins­

tante determinado t se indicar~ mediante la letra mi-

nascula correspondiente y el argumento t; por ejemplo, 

z(t0J representa el valor ~e funci6n z en el instante 

to. 
c) z(t

1
,t

2
] representar~ el segmento de la funci6n del 

tiempo definido en el intervalo(t 1,t2]que coincide con 

la funci6n z, en dicho intervalo (fig 2). 

5 

z 

... 

• • t 
~ . I ~ 

zp, .t2] 

~ 
no I • 

ldeflnlda : :no deflnlda 
0 

t 

~ ~ ~ 

Fig 2. Significado de la definici6n del 

segmento z[tl't2] 

z ]. 
[ tl ,t3 z' [tl ,t2) + z"ct2,t3] 

donde la operaci6n +, que comunrnente se le da el nombre de co~ 

catenac~6n de 4egmento4, se muestra en la fig 3. 

Resumiendo, un 4~4tema consiste en: 

1. Un con junto de entradas, { u.} , cuyos elementos 

son funciones del tiempo definidas en el interv~ 

A partir de dos segmentos de funcione~ z'(t
1
,t

2
) Y 

z"[t
2
,t

3
]' puede construirse el segmento de funci6n z[t

1
,t

3
]' 

--------48 t&l manera que- cumpl• 
----------~- lo [ tc,•) 

z (t) • z' (t) si t 1 ~ t < t 2 

z(t) • ~"(t) si t 2 ~ t ~ t 3 

Las igualdades anteriares se expresar.in: 

~--urit --ill i\11 Itt¥ '·thar-· • • ~ Wliit 'dr •. , • ., ...• • 

2. Un conjunto de salidas { 11} , cuyos elementos son 

funciones del tiempo definidas en el intervalo 

[te,• I 

3. Una funci6n S, quecdefine una correspondencia Di!!_ 

:ir'b I ' 'tt\ iillllitW:f'iUY f tt 'l'"tqt'Wr··&ttj '?" r'rf-~'tWlll·~·;tF~a'tUl;j 
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n!voca entre los elementos del conjunto de 

entradas, u[~ •) y los elementos del con-
e' -

junto de las salidas, 

11Ue••) ! s { "fte••)} 

I z' r .... J .. 0 
. tl : 

'( ..... ] .. '• = t 

~ I 
t -------t-----1~~ ~· t. -L---- tl 

zr; .... ]=>'~ .... t'f~;i____ ~ 
I~ I 
I I 

-+--------~~--------~---------t ~ t2 t 1 

Fig 3. Significado de la operaci6n ~ 

3. Sistemas causales 

A lo largo de este libro se considerar4n aquellos sistemas 

en que para cualquier ~,. el valor de la salida y(~ 1 1 depen-

de Gnicamente de la funci6n de entrada u en el intervalo 

f~e, t 1] • Estos sistemas se denominan ea~al£4 o no an~~e~pa~~ 

• "*if~~ .. }_rl~41l~,*.5!!*!'i"'~!*"''*' ·~t'- -~}P~~!_-~·~·-:1~ 
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~06, pues la salida en un instante dado no depende del valor 

de la entrada en instantes posteriores. Usando la notaci6n s~ 

nalada en 2.1, es posible definir formalmente un sistema cau-

sal. 

3.1 DefiniciOn de sistema causal 

Un sistema es eau4al si para dos entradas cualesquiera 

u' uJ! (~e••) y· L~e••), para todos_ los valores de~ en ~ue se 

c~le la igualdad 

u' r~e • .tJ • u' '(.te.~J 

las salidas correspondientes 

tJ' [.te.·) • s { u' r~e.-1 ) 

tJ''c.t ·I·· s{u"c.t -1 1 
e' · e' 

satisfacen 

II' • y" f.te,.tJ f.tc,.t) 

La figura 4 ilustra un sistema que no es pausal, ya que 

aGn cuando las entradas u 1 y u 2 coinciden en el intervalo 

(.tc,.t 1J, resulta que y 1 ; y2 en el mismo. Entonces, en los 

sistemas causales, para cualquier .t > .te se cumple que 

!I f.te,.tJ • S{'t~c•~J) 

o sea que el seqmento de salida "C~e•~Jdepende Gnicamente del 

de entrad"a "r~c • .tJ • 

En particular, el valor de la salida en un instante .t 7 
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arbitrario es una funci6n del segmento de entrada aplicado 

hasta entonces, esto es ~[t t]; en cambio, los sistemas 
c' 1 · 

anticipatorios tienen la caracter!stica que en algGn instante 

t 2 , el valor de la salida ylt2l depende de cierto valor del 

segmento de entrada ~(t2 ,. 1 

Ejemplo 

Consid~rese un sistema creado en te•O, en el cual la r~ 

laci6n entre la entrada y la salida es 

y(t) • ~(at) 

y donde a > 0 

Para que el sistema sea causal, de acuerdo con los come~ 

tarios anteriores, y(t 7l debe depender Gnicamente de los vale­

res de ~(t) en el intervale [O,t 1] • Pero como ylt 1l = u(at 1l, 

a fin de que sea causal, resulta indispensable que at 1!t1• Es­

ta filtima desigualdad se curnple para valores positives de a, 

cuando a! 1. La fig 5 !lustra la relaci6n entre la entrada y 

la salida cuando a • 2 y a • O.S para dos entradas ~ 1 y ~ 2 -

N6tese que en el case en que a • 2, el sistema no es ca~ 

sal, ya que_las entradas ~ 7 y ~2 aGn cuando coinciden en el 

intervale [0, 4] los segmentos de salida en este son dife­

rentes; mientras que si a~1, siempre que las entradas coinc! 

dan en un intervale [o,t 1] las salidas correspondientes ser~n ---------------------
________________________ iguales en el mismo; inclusive coincidir~ en el intervale 

4 tc tl t {o, at 1] 

Fig 4. Sistema no causal 

I 

~ 

M(h£tttri· )tht· tHf ·.'*'a, .al!:lldlw••* ·nw ili•a:t'll.iw, Yttttil•"*•'•. ntiilllrll ••· ~•·itt!rdt:nnmMt ·rr"iro~. •••·~r~wa B&'••lili 
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a) ENTRADAS 
li2(t) ul(t) 

.,_ L t:-r·-12 • t · . lo I I 1 
b)SALIDAS CuANDO ii•Z 4 812 tt 

r"'""l 
1,.. I. l::o 1., Ia Ia b. • t ~-~4-16-1.--:-- t 1" 

~ SAUDAS CUANDO o•O.!S 

"" tYi'~tst-J 

'1. '• ~ ., 
Ylfl=u.(.!ltj 

lo '" '• '•z :, • t-

Fig. 5 Comportamiento del sistema g(t) • u(atl 

Conviene aclarar que se analizar4n, casi en forma exclusiv·a, 

los sistemas causales y determin!sticos, los cuales comunmente se 

conocen en la literatura especializada como 4~4t~a4 d~Kim~co4. 

. l 

•• •• • • j,.J, ,i~li.iif-f.QW"_~wr:: Rf"ffl"~ ·ftM 
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4. Equivalencia entre entradas 

Como el problema que con mayor frecuencia se tratar! en 

este texto es el de analizar las relaciones entre las entradas 

y las salidas en un intervale de tiempo [t 0 ,t1], donde 

tc ~ t
0 

~ t
1 

~ •, surge la pregunta:les indispensable conocer 

exactam~nte u[c t ]para obtener la salida ~t t ]?. Por fo£ 
c' 0 T 0' 1 

tuna la respuesta es negativa en un gran ndmero de casos, como 

ee ilustrar4 mediante ejemplos: 

a) .: T6mese por caso un banco, creado en el aiio de 1900. Desde 

su fundaci6n sus transacciones lent~ada4) han sido mdlti-

b) 

plea: ha aceptado dep6sitos, recibido y pagado intereses, 

comprado y vendido terrenos, etc. Si se considera su ca-

pital como la salida del sistema y es deseable conocerlo 

al 31 de diciembre de 1982, estando a primero de julio de 

este aiio, no es necesario revisar operaci6n por operaci6n 

desde que se fund6, ya que la historia que afectar~ el au-

mento de capital puede resumirse en varias cifras (dinero 

en inversiones, cuentas por cobrar, dinero en caja y otras 

m!s) que forman el e4tado de cuentas al primero de julio 

de este afio • 

Sup6ngase que se cuenta con un circuito compuesto de resi~ 

tencias y capacitancias. Si se desea conocer la corriente 

que pasar4 por cierta resistencia, a partir de un instante 

t 0 en que se conecta al circuito una bater!a de 10 volts 

de corriente directa, no habr4 necesidad de saber cu4les 

han sido los voltajes aplicados al circuitos desde su en­

samble hasta t
0 

, ya que bastar' con conocer los voltajes 

~ 
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a trav~s de las capacitancias en el instante t 0 • 

De los ejemplos anteriores se intuye que para cualquier 

tiempo t 0 posterior a tc, es posible agrupar los segmentos de 

cntrad.l tJT\ el intcrvalo[tc,t0) en clases, de modo tal que dos 

~ntradas que ~rtenecen a la rnisma clase, tienen igual efecto 

en la salida a partir de t 0 • De esta rnanera, en un instante d~ 

terminado, t
0

, para conocer cu41 ser~ la salida para tiempos 

posteriores cuando se aplique cierta entrada a partir de t 0 , 

ser~ suficiente saber la clase a que pertenece la entrada que 

se ha aplicado al sistema hasta entonces. 

4.1 Definici6n de equivalencia :!...'_' 

Para los sistemas causales y para cada t 0 > tc pueden d~ 

finirse forrnalmente equivalencias entre segmentos de entrada 

que se inician en te y terrninan en t 0 , de la siguiente forma: 

Dos segrnentos de las entradas u y u son equivalentes en 

t
0 

> tc con respecto a un sistemaS, si y solo si para toda t 

y todo segmento de funci6n ll[t
0
,t] , los segrnentos de las sal! 

das Y y y , definidas como 

l 
Y[t t]• S{ "[t t l.j. ll[t t]} 

e' c' 0 0' 

Y[t .tJ 2 H u.[t t 1 ; Jl.[t t] 
c' c' 0· 0' 

_____ son iguales e11~1 interval~lt0 ,t] 
~~~~~ es decir 

y • y J [to,tJ fto,t 

Inforrnalrnente esto significa que dos entradas definidas 

en un intervale r~c.toJ son equivalentes si producen el mismo 

efecto en la salida a partir de t 0 • Para ilustrar dicho co!!_ 
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cepto, se incluirAn algunos ejemplos. 

4.1.1 Ejemplos 

Se presentan diversos casos con los cuales se puede ilus-

trar el concepto de entradas equivalentes:: 

Ejemplo 1 

Consid~rese un sistema definido por la relaci6n entrada-sa-

lid a 

y(t) • [ t u(a) da 

. tc ~ 

Para deterrninar si dos entradas w [t t _1 Y w[t · t l 
c' rr c' 0 

son· 

equivalentes, basta confirmar si para las funciones ....., 

u, . w + II. 
[tc't] [tc,to> [t0 ,t) 

':1 

u2 • w + ll 
[tc,t] [tc,tol [te,t] 

se cumple la igualdad 

para 

(t' 
y,lt,l • .{; 

e 

t 0 ~ t 1 < t 

u
1 

(a) da • 
ft' 

te 

.\ 
~ 

u 2 (a l da • Y 2 ( t 
1
1 

l, 

·" ' I 

,.. .. , 

pero como 

I
t, 

t ~ __ da• 
e 

{ t 0 ~l__d_<J_+ { t I u L( CJ} da~--~-·. ·__...__.:..___ __ _ 

y en el intervale (tc,t
0 

) , u1 coincide con w, rnientras que en 

[t
0
,t] coincide con 

y ,, t,l • 

11., se tiene la identidad 

J to 

~ 
[ .t, w(o)da + :t 

0 
.lt(a)da 

NPA:Jtt' ~~~ /Mille': rift"' I ·.fiN~~ ........ J I tfilib;WIJ«! Hllll t'd¢ Ha.i.iwul-:.t ililii'ii tr 1 rtu *•'*•'? dt'YfWJ:irtrttfr'f"'"•li•iiifl i·tf' ·--·~ 
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De manera analoqa, se deduce que 

r ~a 
Y2I~1J= i 

c. 
I ~, 

w (a) da + ~ ~(aida 
0 

Restando las dos Gltimas ecuaciones se tiene que 

Y1l~l)- Y 2 1~ 1 J ·k. ~O w(alda -£to w{a)da 
c. e 

-: ·~ 

entonces, para que y 1 lt 11 - y2 lt11 sea cero para toda ~[t0 .~] 
y todo ~ 1 en el intervale [t0 .~] es necesario y suficiente que 

' 
w(a)do< 

j to 

~c. 
w(al da • 

jto 

tc. 

as! se concluye que para el sistema en cuesti6n, dos entradas 

son equivalentes en t 0 , si y solo si sus integrales de ~c. a t
0

, 

son iguales. En la fig 6 se muestran tres entradas, de las cua-

les las dos primeras son equivalentes, mientras que la tercera 

no lo es a ninguna de estas. 

Un sistema f!sico que puede representarse por la relaci6n 

entrada-salida del ejemplo anterior se muestra en la fig 7, que 

consiste en un tanque con agua. La salida corresponde a la altu-

ra del agua, medida de acuerdo con la escala indicada, mientras 

que la entrada corresponde a~ gasto q (lt/seg) que puede ser po­

sitive o negative. Inicialmente h(~c.l = 0. 

~.· ' ,+,', • ·f\lio:x;e:A*:!A ..:4.W&M ,;:!l',f1i ---.:.. '/'~ ":' :""'fl- ::T 

WI 

i 

tc 

'2 

to- ~c 1 

w3 

Jto w
1 
('t.) d-e.= I 

tc 

. 

tc• • 

to. 
jw2C't. )d"t.•l 
tc 

to 
,[w3C"tJd "t.=3 
c 

1~----------------~ 

tc \:+ll 

to 

to 

to 

t 
Fig 6. Para el sistema y(tl • J u{alda, las en­

~c. 
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t 

tradas w1 y w2 son equivalentes en ~0 , mie~ 

tras que w3 no lo es ni a w1 ni a w
2

• 

~ 



.£ 

.cu 

q.( t l" - J' ! I ~' f f I h ( t l 

-I 

-2 
-ll 
-4 

-a 

Fig 7. Sistema f!sico en el.tcual la relaci6n de entrada­
salida es h(.t) • I. q(a) da;qltJ representa la 

tc 
entrada, y h(t) la salida 

Ejemplo 2 

Consid~rese ahora el sistema en que la relaci6n entrada-

salida es 

y(t) • m4x. u(a) / 
tc<d::_t 

o sea que la salida en un tiempo t es igual al valor m~ximo de 

la entrada en el intervalo (tc,.t). En la fig 8 se muestran dos 

M .. t uJt) 

I "Y 

- t 
tc •to 

s·~ 
\ 

c ",..,. _,/ 

f Yz( t) 

..---
' , 
' ' 

, .. , 

---ttc ' " I 
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t 
to 

I 

L-t 
•to 

Fig 8. Dos entradas y sus correspondientes salida& para 

el sistema y(t) • " mcfx ulol 
.t <d<.t c-

F6rmense dos entradas definidas en el intervalo[tc,.t} 

concatenando "(.t t ) 
c' 0 Y u£tc•to l con una entrada arbitraria, 

'!to·t·)' quedando dos entradas que se denominaran u1y u. 2 res­

pectivamente. 

Sup6ngase ahora que 

a = max. u.(a) 

----~~------------
.. tc.::_a<l._a_ 

entradas y sus correspondientes salidas. 

En este sistema, dos entradas, u y u, saran equivalentes en 

tiempo t 0 , si el valor maximo de u[t t ) as igual al valor max~ 
· c• 0 
mode u [t t 'Jcomo se muestra a continuaci6n: 

c.' 0 J 

MrrrnH• tMI We if''itfili't't·i:'\ t i'i I tthfWtW t:e¥:\\#t' tt±'t''f'!: · atf;'h''"x't!'t~t~iililfrlilt'MW'tnrt+t:wti·l 11:8'i•'ba5 ~' • 6it'tt¥Cinbvv·•bi!e'Sarie• 
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y que 

,,. .. 

a. ma~ "u(a) 
.tc-::_a<.to 

B " l>loh !r.(a) 
:t.J::_o<:t 

._, 

··~ 

entonces las salidas 

y,(.t.J. max u.,(a) 
:t <o<:t c-

y 

y2(.t). max u2(a) 
;t <o<.t c-

·~~!..,., ., 

) I 

para :t > t 0 estar4n dadas por las expresiones 

=[: 
si a~8 

y 7 (:t. I si 8>a 

y2(:t.) .. [: 
a~8 

S>a 

y para que y 7 (.t) sea igual a y2 (.t) para cualquier ~[to,t] 

(cualquier 8}, debe cumplirse que a • a, o sea que 

ma~ u(o) • 
.tc::_o<.to 

mlfx 
tc-::_a<:t 0 

u(a) 

• 

El sistema anterior puede corresponder al circuito de la 

fig 9 formado por un diodo y una capacitancia, donde el voltaje 

ve(t) representa la entrada y el voltaje v4 (.t) la salida, e ini-

·~ cialmente la capacitancia est~ cargada con un voltaje negative 
~ 

muy grande. 

,1' .......__.,\ 
·~~ 

~~.r 

• - ·?!'*'"' .>·:~ryt.' .. !7r:;R.~~~~y~--~~ ·-~-

+ t:;:i I 
T 

19 + 

V8 ( t) V5 (t) 

Fig 9. Sistema cuya relaci6n entrada-salida corre~ 

ponde a la del sistema del ejemplo 2 

Ejemplo 3 

Consid~rese ahora un sistema en el cual la relaci6n entre 

J.'l. entrada y la salida es 
n 

y(.t) = [ .1-i.gno u(t)] 

donde 11 es el n<imero de veces que u(t) pas.a de un valor positive 

a un valor cero o negativo(que llamaremos cam~io4} en el interva-

lo [ tc,t] , y · 4..i.gno u ( t) ·=s una funci6n que vale 1 cue.ndo u ( :t.) 

es positive y - i cuando ui.tl• es cero o negativu. La fig 10 mues_­

tr<'. una entrada y su c<'rrGspondiente sali-da. 

+ t 

I 

~ /~ ~ <• 
\J Ll. •V 

y { t) 

'c 
n=O 

. I I 
I I 

.--
' " · I 
• 
' .t 
I 

I 

I.___ 
I 
I I 

n=3: I n•l n=2· I 
- -- . .__-

Fig 10. l.ha entrada y su correspondiente salida pa-· 

ra el sistema y(t) • [ 4.i.gno u(t)] n, donde n 

es el nGmero de cambios de u(t) en el inte£ 

valo[t~,.t], 
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Un sistema f!sico que puede ser representado por esta 

relaci6n es el mecanisme de trabe que se utiliza en algunos i~ 

terruptores e inclusive en diversos tipos de bol!grafos (fig lll 

Si 6(~) representa la fuerza aplicada al bot6n y la salida es 

la posici6n del mismo, usando la convenci6n (-1) si esta afuera 

y (+1) si se halla adentro, la relaci6n entre la entrada y la sa 

!ida, cuando en ~c el bot6n se encuentra afuera, es 

m 
!f(~J • [ l>igno 61~1] 

donde n: es el n11mero de veces (cambios) que desde ~c. hasta t; 6 (~) 

pasa de un valor positive a uno negative o cero en el intervale 

c~c..tJ 

La explicaci6n del mecanisme es que cuando se aplica una 

fuerza positiva al bot6n, la esfera de acero, que puede deslizar-

se Gnicamente dentro de la ranura, gira respecto a la leva de foE 

rna de coraz6n en el sentido de ·las manecillas del reloj (b) • Si 

se deja de presionar el bot6n (6(t) ~OJ, la esfera se aloja en la 

parte superior de la leva, deteniendo la parte m6vil (c). De esta 

forma, el bot6n queda en la posici6n inferior y all! permanecera 

debido a la acci6n del resorte. A partir de esta colocaci6n, al 

memento de presionat nuevamente el bot6n, la esfera se aloja en la 

posici6n indicada en (d) y cuando cesa de aplicarse la fuerza, gi-

rara con respecto a la leva per el lade derecho (e) hasta quedar 

_____ ..,deposi.tada en_.la.__pa.rt.e. .in.fer.ior._ .de e.sta. .Lf.L 

Para este sistema, dos segmentos de entrada son equivale~ 

tes en t 1 si la paridad del nGmero de cambios es la misma y si 

u 1 (ti-l u2 !t1-J es positive como se vera a continuaci6n*. 

* u(~~-l indica el valor de u!~ 1 - c)cuando £+0 

t!tr rtait '\ hMir'':t;iMf, h'h•~r*tit '*' ~ 
' I. •. 

~ 
~' - ~~surrtwu• 

estero 
de 

acero 

4~ 

resorte 

"2'-fr-

. 

(a) 

y=+l 

(d) 

ttr·:tlliJ~ 

(b) ( c ) 

(e) ( f ) 

Fig 11. Sistema f!sico con la relaci6n entrada 

salida y(~J • [ 1>-i.gno u(:t)] 't, donde n 

es el nGmero de cambios de u(t) en el 

intervale [ tc,t] r-.- ... ;;~ 

~ 

I·''~~-'-' 
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Consid~rense dos entradas arbitrarias formadas por la 

concatenaci6n de u[:t :t ) !/ U[.t :t J con IL[:t . _,.; las Sllidas co-. 
c.' 1 ~· 1 J•":l 

rrespondientes para el tiempo :t, son 

ll 
!I (t) • [ 1>-i.gno IL(:t]] . 

'I l.tl •[1>-igno IL(:t.J] 11 
'., 

donde n y n representan el ndmero de ·Cambios de los segmentos 

de funci6n: 

;;, ·u +IL 
[:tc..tJ [:tc.,:tl] [:tl ,:t] 

y w t •u I+IL ] ftc., ] [:tc.,:tl [:tl't 

respectivamente. 

Si se denomina m
2

(.t) al ndmero correspondiente de cambios 

del segmento de entrada IL [tl ,t] 1 mientras que m! y "'! se re­

fieren a los can'bios de los segmentos de entrada u[t ,til Y, 
- c. 
u [t t J , entonces se tendr!. 

c.' 1 

" . { 
m1 + m2 (.t) sino hay cambio deW en t

1 

m1 + m2 (.t) + 1 si hay cambio dew en .t
1 

y de igual manera 

; ·{ ;I + m2 (:t) si no hay cambio dew en .t
1 

"'1 + m2(.t) + 1 si hay oambio d~ w en .t 1 

Para que haya cambio de wen :t1, es necesario que w{.t1-J 

• u(:t1-J sea positivo.·Ad~m4s, a fin de que ~e cumpla 
m · m 

[ 1>-i.gno IL(tJ] 1 • [ 1>-i.gno JL(:t.J] 1 

•' 

\ 

"""";"'!"''r - • J¥~-~~¥?' ?f6¥1tf§tf!¥¥" ~~~ 
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para cualquier IL(tl, es necesario que m1 y m1 sean ambos pares· 

o impares, per lo que se concluye que 

y {:t) • !f(:tl :t,.t, 

para wi IL(.tl arbitrario, si y s6lo si 

a) u(tl-l es del mismo signo que ~(t!-1 
-

b) que "'1 Y "'1 tengan la misma paridad 

En la fig 12 se ilustra cada una de las cuatro clases ( 

cuando se aplican dos entradas a partir de t 0 , una negativa en 

t 0 y otra positiva en :t0 

De acuerdo con dichas consideraciones, para las entradas 

mostradas en la fig 13 se tendr!. que 

u 1 es equivalente a u• 1 ~rque ambas tienen un nd~ 

ro impar de cambios ( 1 y 3 respectivamente) y 

terminan con un valor positive 

·De manera similar 

u2 es equivalente a u' 2 

u3 es equivalente a u' J 
y u., es equivalente a u' 4 

Sin embargo, u 1 no es equivalente a u4 porque aunque ambos term! 

nan en t 1 en un valor positive, el ndmero de cambios de u1 es 

impar y el de u4 es par. 

Ejemplo 4 

Por dltimo, consid~rese un sistema. con una relaci6n entra­

da-salida dada por. 

!f(:t.J • [ul:tl] 2 
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•• 

-· 

•• 

-· 

+I 

-· 

+I 

-· 
Pig •. 12. 

t*dHWtfb 

r,(t) p t If 

v~ 

close I :m por,u(t-)>o 
I 0 

Y
1
(t) 

JU t • t 
to 
1- .... 

close 2:m1 1mpar,u(t
0
-)>0 

)j(f) . 

··r I ·t ' t 
to 

-· 

~ ' ~ 

.. [j 
-· •• 

clas e 4: m 1 imp or, u(t0)(0 

~&) ·r I ' 
---

~. 

Salida para t>t
0 

cuando se aplica al sistema una entrada 
que es negativa en ~O y una que es positiva en ~ 0habien­
dosele aplicado anteriormente al sistema cada uno de los 
diferentes tipos. 

- ·rtllittl•_..._id illilia JJat(niiii •••.. ltf:!rn"' ... ' .. .. -~~ . 

25 

I U.(t) 
I 

I u,(t) 

I \ / I 

t I 1 l I I I II t ( 7 

I Ua(t) 1 u~(t) 

I '\ ., t . I I '\. -· t t I • • I 

I ~ I I 

Ktl I ~(I) . I 

... 

1\ ~. t, 
J ( I t t 

I U4( t) 1 u~C t) 

I \ l ) \ I 
7 

I t I L ' t 

Fig 13. ui es equivalente a u'i para el sistema 

descrito en el ejemplo 3 

·~• .... :&, w+ 'dautith tlitflltilt ·&: ..-llllilbY'fiJW1il:liueaiii M~Witt¥itPN.h 
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Para averiguar si dos seqmentos de entrada u y u sean equivalentes 

en t
0

, se forman las entrada& w1 y w2 

1111 • Uftc.,tO) + IL(tO~t] 

"t • ii[tc.,to> + IL[t0 ,t] 

con t y IL[to,tJ arbitrarios. 

Los valores de las salidas correspondientes y1y y2 para 

t >t
0 
estar~ dados por 

!/I (t) • (IL(t)) 2 

Y2 ltl • [ JL(tl 1 2 

y como y
1
(t) • y2 (t) para todo 11., cualesquiera dos seqmentos 

de entradas u[t t ) Y u[t t son equivalentes. 
c.'o eo> 

4.2 Clases de equivalencia 

Es f!cil verificar que la relaci6n de equivalencia defi­

nida en 4 .1 cumple con las si_quientes tres propieda.du: 

Dado un sistema S, entonces 

a} 

b) 

c) 

u
1 

es equivalente a s! misma en cualquier t > t~ 

si u
1 

es equivalente a u2 en t 0 , entonces u2 es 

equivalente a u1 en t 0 

si en t
0

, u
1 

es equivalente a u2 y u2 es equivale~ 

te a "J• entonces ·u 1 .es equivalente a u 3 

De las tres propiedades sefialadas es factible demostrar 

que e1 conjunto de todas las entradas -definidas en un intervaLe 

· ftc.,to> puede. agruparse en c1ases, de modo que cada una este 

formada por todas las entradas equivalentea entre s~. 

w ;~. ~-......-~ , l--J' 'tf'IPi .¥~ 

/ 
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De los ejemplos anteriores se tienen distintas clases 

de equivalencia, entre otras 

a) 

b) 

c) 

d) 

Todas las entradas cuya integral de tc. a t 0 es 

igual a un nGmero real k, forman una clase en t 0 

(ejemplo 1) 

Todas las entradas cuyo valor m&ximo en el inter­

vale [tc.,t 1)e& igual a un nGrnero re~l o, forman 

una clase de equivalencia en t 1 (ejemplo 2) 

Todas las entradas que hasta t 0 han tenido un 

nGrnero impar de cambios y su valor en t 0 es pos£ 

tivo, forman una clase de equivalencia en t 0 
(ejemplo 3) 

Todas las entradas forman una sola clase en t 0 
(ejemplo 4) 

Con base en el comentario que se hizo inmediatamente de! 

pu~s de la definici6n de equivalencia, dado un sistema, dos. en­

trada& pertenecen a una misma clase si las "caracter!sticas" de 

I 

las entradas en [tc.,to> que afectan el valor de la salida para 

tiempos mayores que t 0 son iguales. Estas "caracter!sticas" pu~ 

den ser muy diferentes (como se ilustr6 en los ejemplos anter-i£ 

res): la integral de tc. a t 0 , el valor m&ximo en el intervale 

de tc. a t 0 , la paridad del nGrnero de veces que la entrada pasa 

de un valor positive a uno no positive junto con el signa en t 0 , 

etc. 

Entonces, dado un sistema, pueden identificarse (tambi~n, 

como se efectu6 en los ejemplos anteriores) las clases de equi• 

valencia de las entrada& para cada instante de tiempo. A su vez 
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cada equivalencia puede identificarse con uno o varios n6me-

ros reales, de tal suerte que al decir que un sistema en t 0 

~st~ en la clase de equivalencia Xlt01, se podr~ determinar 

la salida a partir de t
0 

cuando se aplique cualquier entrada 

definida en el intervale [t0 ,t]. As! no es necesario conocer 

la entrada que se le ha aplicado al sistema de tc~O'~ino 

la clase de equivalencia a la cual dicha entrada pertenece en 

t:(>. 

4.2.1 Propiedades de las clases de equivalencia 

Como para los sistemas causales la salida en un tiempo t 

est~ determinada por la entrada u. en el intervale [tc,t], esto 

es 

yLtJ • ,S {u.[tc,t:J} 

y adem.is 
U. • LL ..,. . .a.[ 
.f:t_e_.J:] [tc..t:J t:o,t:J 

entonces 

y{t:t -::s i~.tc.,.t,> .,. uft.o .. tf 

De acuerdo con las ~nsideraciones en secciones anteri£ 

res, para .t > .t0 , u.[.t .t l puede remplQzarse por cualquier el~ 
c' 0 

mente que pertenezca a su clase de equivalencia, entonces para 

t: > t
0

, yltl depende de la clase de equivalencia de la entrada 

en t 0 Y ~0 ,t:] , io que se denota como 

y(t) • F {XIt 0 1 • u.[t
0
,t]} 

donde X{:t
0
l e'8 la ·clase de equivalencia .a .l.a .c.ual. pertenece 

u.ftc, tol 

tr+trh· ±'''!~' 
., 
~ M• ·~.·itldW&h i1itt····•iih 'dTNr•-
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De la 6ltima ecuaci6n y haciendo t • t 0 , puede deducir 

se que 

ylt0 l • F { Xlt0 l, u.[t
0

,t:
0
]}• 6 [ Xlt 01, u.lt01 J 

lo cual significa que 6, la funci6n que determina el valor de 

la salida en cualquier tiempo t 0 , depende · llnicamente de la 

clase de equivalencia de la entrada aplicada hasta entonces y 

el valor de esta en to. 

Volvicndo a hacer referencia a los ejemplos de 4.1.1,-se 

ilustrarS.n para cada caso las funciones 6 y F • 

Ejemplo 1 

En este caso, cada clase de equivalencia ~~ un tiempo ar-

bitrario .t
0 

se caracterizaba por la integral de la entrada de~ 

de tc y t:
0

, por lo que resulta natural denominar a cada clase 

por el valor de dicha integral. De esta manera, si al sistema 

en cuesti6n se ha aplicado una entrada u. en el intervale te,t0l 

que pertenece ala clase k 1 , entonces la salida que se ob~endr~ 

al aplicar un segmento de entrada u.[t:o,tJ ser4 

porque 

y(t) • k 1 + 
It 
:to 

u( a I da 

y(t) • 

t I u(a) da• 
c 

J .to 
u.(a)da+ 

tc 

Ill + It u.(a)da 
0 

de esta forma l t 
0 

u.(a)da F{ k,,u. [.to,t1• kr + 

t 
{ u.(a)da• 

0 

i 

~ ,,_.J>iililli«tW'&·Iiil.i \IJIIIII(IIlllaiOJl' .-.,iilllriew+w·~.o~ 
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y cuando :t. = :t. 0 , se tendd F{ k 1, u[:t.o,:t.oJ}= 6[kl'u(:t.
0

)] • k1 

Un sistema f!sico que ten!a la relaci6n entrada-salida -------------

y(.t) 
[ :t. 
~c 

u (o)do 

consist!a en un tanque en el cual la altura del nivel de agua ____________ _ 

representaba la salida, y el gasto q la entrada. Para ese si! 

tema f!sico, lqu~ significado tiene que basta .t
0 

se ha aplic~ 

do al sistema una entrada que pertenece a la clase de equiva-

lencia k ?. La respuesta es sencilla: significa que en .t 0~ 

altura del agua en el tanque es k. Este r~•ultado es inmediato 

cuando se observa que la salida en el instante .t0 es 

yltol • [
.to 

u(o) do - k 
c 

entonces, en cualquier memento .t basta conocer la altura del 

agua en el tanque para determinar la clase de equivaleneia de 

la entrada aplicada al sistema desde tc a .t. Conociendo dicha 

clase y la entrada que se le aplicar~ al sistema, puede deter­

minarse la salida futura mediante la funci6n F . 

Ejemplo 2 

En ~1, las clases de equivalencia de las entradas se ca-

racterizaban por el valor m&ximo de ~stas desde .tc a .t0 y cada 

clase puede ser identificada por dicho valor •. De acuerdo con 

esa nomenclatura1 es factible entonces establecer la funci6n f 

para el sistema en consideraci6n. Conforme al .desarro).lo ..del 

ejemplo, si al sistema se le ha aplicado hasta .t
0 

una entrada 

que pertenece a 1.a clase de equivalencia k, entonces .la salida • 

en un instante .t > t 0 cuando se aplica despu~s de .t0 el seg-

., 

~; • .. ., 
I 

mento de entrada u[.t
0
,t] cuyo valor m~ximo es a, estar~ dada 

por 

y(t) ·{ : 

si k>a 

si a>lz 

la cual puede escribirse como 

!{ ( .t) = mh [ k, u (a )] 

to ~ a < .t 

o sea que el valor de la salida es igual al mayor de k 6 m!x u(o) 
.to~a<.t 

as! que 
F { k, u [ .t ;t.j} • mh [ k, u ( a)] 

0' t 0 ~a<t 

y cuando .t • .t0 , entonces 

F{ k, u[t .t]}• 6[k, u(.to)]. m!x[ll, u(ie~)] 
0' 0 ' 

11 sistema f!sico presentado en la fig 14 tiene la relaci6n 

entrada-salida 

y(.t) • m!x u(o) 
t <a<.t 

c -

cuando se identifica aVe. (t) como la entrada y V 
4 

(t) como la 

salida. 

En dicho sistema, -la clase de equivalencia en t 1 a la cual 

pertenece un segmento de entrada u[t t l aplicado, es igual al 
c' I 

valor del voltaje de la capacitancia en t 1 y, en cualquier in~ 

tante, basta medir el voltaje V 
4

(.t) par~ establecer la clase 

de equivalencia de la entrada aplicada hasta entonces; por tanto, 

podr& determinarse la salida futura cuando se conozca la entrada 

que se aplicar& a partir de t1• 
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Ejemplo 3 

Consid~rese ahora el sistema del ejemplo 3, en el cual 

ae tentan cuatro clases de equivalencia en t 1 forrnados por: 

entradas en que m1 es par y u.!t1-l > 0 

entradas en que m1 es impar y u.tt 1-l> 0 

entradas en que m1 es par y u.(t 1-l < 0 

entradas en que m1 es impar y u.(t 1-l< 0 

Silas clases anteriores se denotan como 1, 2,,3 y 4 res-

.pectivarnente, entonces Xlt 0 ) podr~ teneT frnicamente estos va­

lores. As!, con dicha nomenclatura, _puede esta.b.lecerse la .fun-

cil5n f { X(t0 l, u. [t
0
,t]} 

Si se significa como 1112 { t1 el n~ de veon que u.[.t
0
.,.t]. 

pasa de un valor positivo a uno no positivo, entonces (fig 13) 

f { 1, 

f { 2, 

f {3, 

F { 4, 

{

[J>.igno 
}~ 

u.[t0 ,t] ( J>.igno 

[

[ 4-igno 

} . 
u.[:to,tJ [4-igno 

u.[t0,t]} • [4igno 
-~-

u.[.t
0

, .t;J} • .[ big no 

u.(t) ] m2 l:t)+ I J.i u.ltol "' 0 

u.itJ] m2ltl 4.i, u,lt
0

) < 0 

m2ltl 
u.(t) J 

.uUJ Jm2(.tJ+1 

u.(t) /2 (t) 

«t :t} J 
m2 (t)+7 

4i u.!t0J < o 

4-£u.tt0J> o 

y cuando se tiene t • :t 
0 

, F{N,u.(.,. t]}• ti(N,u(t J]y.r.omo 
"'o' o 1J 

m2 (t) es cero (no ocarren cambios), se obtienen las siguientes 

igualdades : 

• 
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t1 [1, u.lt0l] 4igno u.tt 0l 

t1 [2, u.!t0 l] 

t1 [3, u.!t0l) 

[4, u.!t01] 4igno u.!t01 
.... " 

Debido a que en cualquier instante t 0 , la localizaci6n 

relativa de la esfera con respecto a la leva, junto con la e~ 

trada que se aplique a partir de entonces, deterrnin~r~n la S! 

lida para valores de t > t
0

, es posible establecer una corre~ 

pcndencia biunivoa entre dichas posiciones y las clases de 

equivalencia identificadas (fig 14). 

' ' ·~-- -....,--~~ ~ ~...--

Fig 14. Relaci6n entre las posiciones relativas 

de la esfera y las clases de equivalencia 

del ejemplo 3. 

i 

I 

" 
~£- adl'f.?tlrtr-& llatwMf -~ ••. ,:.-., ... 'itl' · dlti'tt•;v• q'l$if'tit'i:M•tth•r · (;¥ ·rert'Wrlfiliii 7fritt titftt'flna..a#1f'''rfoJ*f'WnYi651n'Mfi'MZM 
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El concepto de estado - \ 

:k--1 5. 

La definici6n de clase de equivalencia se circunscribi6 

-a· sistemas causales·1 en dicho caso, las clases de equiva.J.encia 

I ' se denominan comunmente estados del sistema. 

! 

Ahora pien, de acuerdo con las definicicnes qnteTiores~--~------­

ae puede escribir la siguiente relaci6n 

y(t) • F{ Xlt 01 • u.[tg#tJ} 

o sea que el valor de la salida en un instante t > ~O depende 

dnicamente del estado en que se encuentra el sistema en el·ins 

tante t
0 

y la entrada en el intervalo [t
0
,t]; ademas 

:ylt.0 1· F { Xlt0l.u.T.t
0

,.tgJ} • ~ [J<It01, u.lt,JJ 

Esta dltima ecuac16n, como ya se dija. siqnifica que el v~· 

lor de la salida en cualquier tiempo t 0 depende ~ioamente del 

estado y el valor ne la entrada en ese instante. 

Debido a que las clases ue ~alencias de las entradas 

(o los estados) tienen un significado f!sico preciso, resulta 

natural preguntar c6mo evolucionan ~stos~ o sea que dado un sist.! 

rna en un estado X(t 01, len qu~ estado estar4 el sistema en un 

tiempp t 1 > :t, cuando .se aplica un segmento de u.[ tq• t ,l· 

Lo anterior tiene importancia a travfi de la funci6n ': si 

..se conocen en un imrtante el ·estado y el valor de ~a entrada, se 

podr.1 dete.rminar el va.lor . .de salida. 

Ya que 

yl.tl F{ X(tol• ufto,trl • u.[tl'.tJ} 

\ 

~ ,..,. 
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el estado en .t
1 

de un sistema, que se halla en t 0 eri el est~ 

do X(t 01 y se aplica el segmento de entrada ~O'tll , est! 

bien definido, pucs corresponde a la clase de equivalencia de 

la entrada formada por la concatenaci6n de cualquier elemento 

que pertenece a X(t01 con u.[to,t!I.Entonces existe una fun­

ci6n $ que relaciona el estado de un sistema en un instante con 

el estado del sistema en otro instante posterior cuando se le 

aplica un segmento de entrada entre estos dos tiempos. Dicha f~ 

ci6n tiene como argumentos el tiempo final (t11, el segmento 

de entrada (u.), el estado inicial X(t 01 y el tiemp~ inicial (t01. 

Para denotarla se utilizar.1 la nomenclatura: 

+{t 1, u., X(t 01, t 0 } 

5.2 Ley de evoluci6n de estados. 

Para cada uno de los ejemplos tratados anteriormente es 

posible describir en forma expl1cita esta ley: 

a) En el ejemplo 1 como la salida (el nivel de agua 

del tanque) era igual al estado, entonces la ley 

de transici6n es 

XCt 11 • + lt 1, u., II., t 01 • k+ 
£ t, 

0 
u.(a)da 

b) Para el ejemplo 2, · aQIIIO tambil!n la salida en un 

instante es igual al estado en ese mornento, la 

funci6n • es: x(t,J • +lt~1altol • max (a,a(a, 
t0~a<t 1 

a) En el ejemplo 3, el estado del sistema no es igua. 

ala salida. La funci6n.+ puede darse en forma 

tabular como a continuaci6n se indica: 

.... 
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ENTRAVA 

Fambios de u (.tO"tl I 'P A R IU'PAR 

signo de u(.t
0

1 + - + -
siqno de u(.t 1- I + - + - + - ·+ -

1 1 3 2 4 2 4 J 3 
ESTADO 

2 2 4 1 3 I 3 2 4 

3 1 3 1 3 2 4 2 4 
INICIAL 

4 2 4 f 4 1 3 1 3 

as!, si el estado en .t•O es 3, y la entrada 

que se aplica es ul.tl•.t-1 y el tiempo final 

es .t•4, el estado all! ser! I, o sea 

Xl41 • I • + (4, ~-1, 3, Ol 

porque el segmento de entrada no tiene nin-

gdn cambio de un valor positivo a uno no P2 

~vo, 

u(4-l > 0 y ul~)~, D 

La ley ae e~uci6n de estados, + ,cumple con .la propi~ 

dad Xl.t 11-. +{ .t 1,u, Xl.t11 1 ,.t0 } • +{.t 1, u,+(:t2 ,u,l(~.t 0 1,:t0),.t,} 

para cualquier .t2 en el intervalo l.t
0

,.t11. 

La relaci6n .ant.e:rii:lr siqnifica que si un sistema se en-

cuentra en un estadD Xlt,J~ y .se 1e aplica una entrada "[t
0
,.t,l, 

- ·-4.l -estado en e~ tiempo ::t1 -:se Jdetermina un!vocamente. Sin ambargo, 

dicha evoluci6n puede con&:ide.rarse de otra foraa equj.va.lente, d~ 

bid<:. a la pxopiedad ·de npjcjdad de} si.stmaa: •• tOJaa ..... tielllpO ~ 

bJ..tra.;·.:i.o .t2 que perte~ . .al. .J.Ilterv&lo ( t
1 

.. ~) y •• ~sj_:.te'ra 1a 

I 

evoluci6n del estado en dos etapas: de ~~ a :t
2 

y de .t
2 

a :t
1 

(fig 15). 

x, 

Fig 15. Esquema de la evoluci6n de estados 
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La ley de evoluci6n de estados, junto con la funci6n 6 

que relaciona el estado y el valor de la entrada en un inst&!!, 

te con e~ va~or de la salida, all! f~~~ ana deacripci6n equiv! 

lente a la original de entrada-salida cuando el sistema es ca~ 

sal. La ventaja que se obtiene con esta nueva descripci6n es 

que dado el sistema, es posible determinar la salida a partir 

de cualquier instante, si se conocen el estado en que se encue~ 

tra y el segmento de entrada que se aplicar! a partir de enton­

ces. En la fig 1~ se muestran las diferentes descripciones de 

un sistema: 

Se parte de una deacripci&a a.t:raGa-.al.ida ( i) • 

Cell 1a propiedad de causalida& - Jl88de representar 

~ 

ttfik1 fts ¥ wd?rrliii~ fl''?f 11 ... -:Crt wrbntt 'tM'il; .f:tih •rwcue·w· **-• wrttw I'd o&?r turr m1b6t#te , ....- ·H <i·eittMt!tl 
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el sistema mediante una relaci6n entrada-salida 
i) 

entre segmentos de funciones ii). Cuancl,o se ir.trc.-

duce la definicion de est~<:l.~__M__fi'l.tl;i.J;Uc ~,o(,;:.;cri- ____________ _ 

1 "[t,,a>J~ '[V'l l+---1---
bir el sistema mediante una funci6n que relaciona 

c~l estaclo y un scqm.::mto de entrada con un segment6 

---- d.:! salida (iii). Por O.ltimo, con la ley de evolu-

ci6n de estados se describe ~1 sistema a traves de 
ii) 

dos funciones: una que determina el estado final a 

partir del estado inicial y un segmento de entrada, 

y otra que determina el valor de salida en el tiem 

po ,final a partir del estado final y el valor h-

nal de la entrada. 

iii) 

-" 

iV) 

,. 

+ 
Propiedad de COUSOiidOd 

' '' 
,...------------------------.,-----~··-. 

u ( 'c • t ] 

u = 
( tc • t] 

u( 1c· 1 ] -w----. Y( 1c• 1] 

+ 
Definicion de estodo 

u + u 
( 1c• 1ol ( 1o• 1 ] 

~ ~Y('o·'] 

X(t0 l------
+ 

Ley de transicio'n de estodos 

u + u + [tc.t0 ) [t0 ,t) 
u 
[t .t] 

~ 
u (t) 

,......----.-. ~Y(t)­
-X(tl~ ~ 

X(t 0l------= 
Fig ~6. Cuatro maneras de describir un sistema y 

sus interrelaciones 
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1. Introducci6n 

Los sistemas dintmicoa, o sea aquellos que son cauaales y de­

term~n!sticos, pueden clasificarse de acuerdo a varios criterios: 

ndmero de estados, linealidad de la relaci6n entrada-salida, inva-

riancia con el tiempo de la relaci.6n entrada-salida, etc. 

En este cap!tulo se establecer4n dichas clasificacionea las 

cuales serln ilustradas con ejemplos. 

2. Clasificaci6n de acuerdo al ndmero de estadOs · 

La primera clasificaci6n se har4 de acuerdo con el ndmero de 

eatados diferentes en que se puede encontrar el sistema, o sea co~ 

forme al ndmero de clases de equivalencia de segrnentos de entrada&J 

as! ea factible distinguir los siguientes tipos de sistemas: 

a) Si aolo hay una claae de equivalencia, o sea que todoa loa ae.!l. 

'~ ~--'?21'*f"1!Jii:·*~.'W'· V/~lf·.J,"'f .. t.t{t'q\,'t"~ 

\ 
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mentos de entrada son equivalentes, entonces, el sistema es 

a..i.g ebl!.a..ico. 

b) Si el numero de clases de equivalencia es finito, se dice que 

el sistema es un a.ut6ma.ta. Jl.in.ito. 

c) Si el nfrmero de clases de equivalencia es infinite pero nurne-

rable (esto es, que existe una correspondencia uno a uno en-

tre las clases de equivalencia y los nfrmero naturales l, 2, 

3 ••• ), el sistema es un a.ut6ma.ta. .inn.in.ito. 

d) Si existe uo nfrmero infinite no n~~erable de clases de equiv~ 

lencia, pero se puede establecer una correspondencia biun!vo-

ca entre los na...eros reales y las clases de equivalencia, en­

tonces ae dice que el sistema es de pa.1!.4metl!.o~ concentl!.a.do~. 

e) Si existe un nU.nero infinite no numerable y ademas no es posi­

ble establecer una correspondencia biun!voca entre los n1meros 

reales y las clases de equivalencia, el sistema es de pa.l!.<he-

tl!.o~ d.i4tl!..ibu.ido4. 

A contin~aci6n se desglosaran las definiciones anteriores y cada 

caso se ilustrara con un ejemplo. 

.1 Siste~as algebraicos 

Si para cualquier instante d~ tiempo, ~, t~s las er.~radaS 
pertenecen a la misma clase, el estado es unico, y el sistema es 

3 

algebraico. 

Ejem;.:>lo 

Consid~rese una bascula ideal cuya entrada es la funci6n del 

tiempo que representa el peso que se coloca en ella, y la salida 

se toma como la funci6n del tia~po que representa la desviaci6n de 

la aguja indicadora del peso. En dicho sistema, el valor de la 

salida en el tiempo t
1 

depende 1nicamente, si la bascula es ideal, 

del valor de la entrada en-t1 yes inde~endiente del peso de los 

cuerpos que sa hayan colocado sobre la bascula anteriormente. 

esta raz6n, a los sistemas algebraicos tambi~n se les denomina 

a.mn~.icu. 

En al ejemplo de de la sec. 4.1.1, cap. 2, se present6 un 

sistema cuya relaci6n entrada-salida era: 

y(t] • [u.!tl} 2 

Por 

y como sa demostr6 que todas las entradas pertenecen a la misma 

clase de equivalencia, el sistema es a.tgebl!.a..ico. 

2.2 Automata finite 

Si para cualquier tiempo t, el nfrmero de calses de equivale~ 

cia de las entradas es finito, se dice que el sistema es un a.ut6-

ma.ta. 6-in.ito. 

/ 

En el ejemplo 4 de la sec. 4.1.1, ap 2, se present6 un sis­

Que ten~~atro estados~entes: por ~o tanto, es un aut~ 

mata finito. ---

'I 

t' 

h«t:ii re '* :'' Ttemnwamtre \~wr6ii*mrewt1e +wreerr. rentrtrrw · wrillilh .. tffttti&r~·~~··*tmermt'Wh'iflaftt·rf' • ·~'ii Mw r •r• 
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2.3 Aut6mata infinite 

Los aut6matas tnfinrEOs sonaquellos~sistemas en los cuales se 

puede establecer una relaci6n biunfvoca entre las clases de equiv~ 

lencia y los nGmeros naturales; por ejemplo, consid,rese el sist~ 

rna creado en ~e • 0 cuya relaci6n entrada-salida ea 

g{~J 
y(~) • I g{ulkl] 

k•O 

donde la funci6n s esta definida como 

g{a) • mayor nGmero entero menor o igual a a 

de esta manera, el valor de la salida del sistema en un tiempo ~ 

es igual a la suma de los valores enteros g r u { 0 }~ ' g r u ' 1 J J , ... ' 
g (utNJl , donde t~N>t-1. 

No es dif!cil verificar que dos entradas, u
1 

y u
2

, pertene­

cen a la misma clase de equivalencia en ~O , si y solo si 

glt0J 

I 
k•O 

g[u1 lkl] .glial g[u
2

lkl] 
k=O 

Pero como g[u 1 lkl] es un nGmero entero y la suma de estos 

tambien lo es, a dada clase de equivalencia se le puede hacer co­

rresponder un nGmero entero y viceversa, de tal manera que a dos 

clases de equivalencia diferentes les corresponden dos nGmero di~ 

tintos, por lo que el sistema es automata ~n6~n~to. 

<~~ --r - PPMMPJJu~ 
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2.4 Sistemas de parametres concentrados -----~ 

Cuando existe una correspondencia biun!voca entre las clases 

de equivalencia de las entradas para t>~e y la l!nea real (todos 

los nGmeros reales), entonces se dice que el sistema es de pa~4-

. me~~o4 eoneen~ado4. 

En los ejemplos l y 2 del cap 2 (sec 4.1.1), se presentaron 

dos sistemas de pa~4met~o4 eoneent~ado~ porque en ellos se pod!a 

hacer corresponder a cada clase de equivalencia un nGmero real, 

y viceversa. Sin embargo, como es factible establecer una corre~ 

pondencia biun!voca entre los ndmeros reales y los vectores de n 

dimensiones cuyas componentes son reales, se puede,en un sistema 

de parametres concentrados, definir·una correspondencia biunfvoca 

entre las clases de equivalencia y un vector de n dimensiones con 

componentes reales. Cuando la selecci6n de n se hace de tal modo 

que sea el nGmero m!s pequefio _con el cual la Ley de transici6n de 

estados es una funci6n continua, el sistema de paramentros_conce~ 

trados es de dim~n4~6n n. A continuaci6n se presentara un ejemplo 

de un sistema de par &metros concentrados·, de dos dimensiones. 

Ejemplo: 

Considerese el sistema esquematizado en la fi~ 1 que consiste en 

una masa que se desliza sin fricci6n sobre una superficie. 



~ 

- 6 

~~-l 

W///////7/// /7/7//7/.1''/>7////7//7//7.-'/ 

~ .. y (t) 

Fig ~. Sistema de dos dimensiones 

En ~e la masa est~ en reposo (velocidad cero) y la posic16n 

inicial es y•O. Cuando se considera la fuerza ucomo la entrada 

y la posic16n de la masa como la salida, la relaci6n entrada-salida 

est& dada por 

y[t) .f 
:te 

cuando M • 

T J LL [a) da d-e 
~ 

e 

Si se divide el segundo intervale de integraci6n en dos par­

tes, de :t.c a t 0 y de t 0 a t, se tendr~ 

y(~) 

:to 

·I :tc 

~ 

~ u[a) da dT + 
:t c 

t 1: 

j:t 
0 

f~ 
c 

u[a) da dT 

y si a continuaci6n se divide el primer intervale d~~n~egraci6n_ 

del segundo termino en dos partes,- de ~c a t 0 y. de :t 0 aT, se te~ 

~' 
:to Jt ~0 ;t T 

I 

y(~) .J ~ 
~ 

u(a) da dT + / 
:t 

0 
J u{a) da dT .,.f I u(o) dg d-e 

:t c c :t c :to :to 

tdf lilt' t5trb¥th'"tft(:Ue ,-uirileid'ft·r .~t t'dlli'urtrHtMI 

7 

pero como la derivada dey con respecto al tiempo {~),que es 

la velocidad de la masa {v), estA dada por 

v(:t.) d ;~ at y{~) = ~ u[a) da dT 
e 

y observando que el primer 

; ci6n es y [:t 0 ) y el segundo 

termino 

es/z 
0 

del lade derecho de la ecu~ 

v!:t
0
! dT, se concluye que 

y[:t) • y!~ 0 ! + 1~-~ 0 1 v!:t0 ) + j(~ ~T u[a) da dT 
:to to 

: Llevando a cabo la integral del segundo termino, se obtiene 

y[:t) • y!~0 ) +[~-~ 0 ) v[:t 0 ) +~ ~: u[a) da dT 
0 0 

De la expresi6n anterior se puede concluir que dos entradas, 

u y u, son equivalentes en t 0 , si y solo si las salidas correspo~ 

i dientes y[:t) y y[:t) junto con sus derivadas son iguales en 

:t = :t
0

, ya que para que se satisfaga la igualdad 

'y[:t) - y[:t) • yl~ol - yl~o) + (~-~ol iiltol -(~-~a) vl~o> • 0 

'I\., 

vtt• fttWtltfr • ilillilillfll:liaiirldlit#trkllilniiithtft'fwu·-rdn 
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para cualquier ~>~ 0 es necesario y suficiente que 

Y l.tol • Y L.tol 

~ (.tQI • ~ (.tal 

pe esta manera, para especificar la clase a la cual pertenece 

una entrada,basta con determinar do4 ndmeros reales .y(.t01 y ~ {~ 0 1. 
Esto es, dos segmentos de entrada& (fuerzas) son equivalentes en ~O! 

si tanto la posici6n como la velocidad de la masa en ~O debidas a 

ellas son iguale~y por tanto, el sistema es de dos dimensiones, 

porque cada estado se identifica por dos nGmeros reales. 

Sin embargo, puede hacerse una identificaci6n distinta de los 

estados; as1 por ejemplo, si se especifican dos ndmeros reales, 

w1 (t 01 y w2 (~ 0 1, que estln relaoionados~con y(~ol y ~ (t0) 

mediante 

w1(t
0
1 • 3y(t

0
1 + ~ (t0J 

w2ct01 • !1Ct01 - 4~Ct0 1 

dos entrada& pertenecen a la misma clase cuando los valores de 

w1Ct0 ) yw 2lt01 que producen son iguales; por tanto, la represen­

taci6n del estado no e4 un~ea. 

.ftl'r 'wewx: A!'§M.L AT t:ZJ6 JL'?i • ~,_ ~A I %!4J##?M. ~,,..,.. 
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2.5 Sistemas de par~metros distribu!dos 

Son aquellos en los cuales a cada estado le corresponde un 

segmento (o segmentos) de funci6n y viceversa. Por ejemplo, co~ 

siderese el sistema esquematizado de la fig. 2 que consiste en una 

banda transportadora en la cual se deposita arena mediante una 

tolva colocada a una distancia x del extremo de la banda, la que 

se mueve a velocidad v en el sentido de las manecillas del reloj. -----......-~ .. :. To Iva 

Gosto ~~ 
. 

-1,': .. ~/;C ;i,;;c.;>' ';i;,C;',''f~. 

transport a dora 

Fig 2 Sistema de par&metros distribu!dos 

Si se considera como entrada la funci6n del tiempo que re­

presenta el gasto de arena en la boquilla de la tolva y la~salida 

el gasto en el extreme derechode la banda, la relaci6n entrada-s~ 

lida del sistema en cuesti6n es 

y(t) • u(~ - .!!..) 
X 

porque el gasto en el extremo en un instante es igual al gasto en 

la tolva v/x segundos antes. 
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Un sist~~a que tiene una relaci6n entrada-salida de la fOrma 

y(.t) ~ u(.t-T) 

se denomina 4e.t4a~o de T un~dade~, y para determinar cuando dos 

entradas son equivalentes, se puede proceder as!: 

Se toma un tiempo arbitrario t 0, y al observar que y(t) en el 

intervale [t
0

, t
0 

+ r] es una replica desplazada de la entr~ 

da u(.t) en (.t 0-T, t 01, entonces dos entradas seran equiva­

lentes dnicamente si coinciden ·en este ~ltimo intervale (fig. 

3), por tanto, se requiere del segmento u[to,to-T] para esP,& 

cificar la clase de equivalencia de la entrada. 

"'j ~I 1., 
t 0 -T t0 t0 +T t 

" 

··~ 
I I ., 

~to .to+T t 
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En este libro se estudiaran co~ particular enfasis los siste 

mas en los cuales la ley ce evoluci6n de los estados se representa 

por una ecuaci6n ?iferencial vectorial de primer orden y de la fO£ 

rna 

h 3_(.t) = ~(.t) = .6.. [ 3_(.t), u(.t) , .t] 

donde u es la entrada y 3_ es el vector de n componentes reales que 

representa el estado del sistema en el tiempo .t. P~ra estos sist~ 

mas la salida y(.t) se da mediante una ecuaci6n de la forma 

y(.t) = 9(3_(.t), u(t), .t] 

Estos sistemas son dinamicos de parametres concentrados y de n di-

mensiones, que por brevedad se pueden denominar como "sistemas de 

11 dirnensiones". 

3. Sistemas lineales. Sistemas invari.ables con el ti.empo 

Existen dos propiedades adi.ci.onales cuya posesi.6n hace·~que 

el analisis de un sistema sea parti.cularmente elegante y:senci.llo; 

linealidad e invariancia con el tiempo. Los mode~o~ lineales e 

invariables con el ti~~po no solo son importantes por representar 

una extensa clase de sistemas, si.no ademas por el hecho de que 

bajo ciertas restricciones muchos otros sistemas fisicos pueden 

aproximarse por dichos modelos. l Y~ En ••"'- ••ecJ:6oc'"' ,upondr& que el e~tado ee repres~ta por 

~I ., un nfunero finite (o infinite} de nfuneros. reales y se harli referen 
· t0 -T t0 t0 +T cia a las propiedades de linealidad e invari.ancia de ·las represen­

taciones y no de los sistemas mismos, porque como se coment6 a~t~ 

riormente, la representaci6n del estado de un sistema no es ~ica. Fig 3. Las entradas u
1 

y u.
2 

pc1ra el sistema y(:tj -= ·u.{.t-TJ 
pertenecen a la misma clase de equivalencia en t , 

·I 

• 

porque coinci.den en el intervale [ t 
0

- T , t 0) 0 

rnt .,.., .... ;cege . k'i ftc trWtti. 'ft .... Trettr 'lirfethdbrn j:f~it li t'ttrerMrrwr. I fP'tt: Wt':*nllr - • 'iWWt! . t $¥)' ftttr :metM!t' ne M 
_J

t 
1 
. 
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Sin embargo, en algunas ocasiones se hablar!, por abuso del 

enguaje, de un "sistema lineal" o ae ·u-no "invariable conei 

tiempo", queriendo realmente decir "representaci6n lineal de un 

sistema" o "representaci6n invariable de un sistema". 

\3.1 Linealidad 

Se dice que la representaci6n de un sistema dinamico es 

lineal si para cualquier z 0 ~te, t.das las entrada u1 y u 2 de­

finidas en ( t
0
,t] , todos los estado x. 7 !t0 J y x. 2 (z.0J y cual­

quier ndmero real k se cumple que 

H £x. 1 (t 0J, u1}.,. ltF £x. 2!t0 J, u2 } • F £Hx.1 (t0J.,. x.2 !t 0 1~. klu1+u 2J} 

y '-" 
+1 y 

--- ~ 

xl 

x2 

• Fig 4. Condiciones para linealidad de un sistema 

Se pueden deducir algunas propieda~es interesantea a partir de 

la definicion anterior que ayudar!n a comprender mejor el concepto 

de representaci6n lineal de un sistema. 

·.am;;r - .. ~ · .. *21.4 ,II <' .. · .. Ji,lMfJ .AJ. I . ~;·'r~-·"'7~ 

~3 

Una primera propiedad dice que la respuesta de un sistema lineal 

es·ra suma de dos partes: una debida al estado inicial ~(t 0 J y 

la otra a la entrada u. Para deducir esta propiedad basta hacer 

en la ecuacion de la definicion k = l,x.2 !z0 J • o,a 1 • o,a2 • u., 

y x. 1 (t 0 J · c x. !t0 J, con lo que resulta: 

., 

F[JC!t0J, a)• F ["!t0J,,o)+ F(o,u.) 

Los dos t~rminos a la derecha de dicha ecuacion corresponden· 

respectivamente a la 4ola~6n homog€nea y a la 4ola~6n pa~eu.la4 

encontradas al resolver ecuaciones diferenciales lineales. 

Una segunda propiedad que se puede deducir de la definicion 

de linealidad es que 

F (0, u.1 t- u.21 • F. (O,u.1 l + F (O,u.
2

J 

.y 

F [x. 1 1.tal .. x.2 1z0 J, o] • F (x. 1 tt0J, oJ+ F [x.
2

1.tl, o] 

Estas indican que la salida debida a la suma de dos entradas, 

Juando el estado inicial es cero, es igual a la suma de las sali-

, das debidas a cada una de las entradas y, adem,s, que la salida 

que se obtiene con la suma de dos estados iniciales y entrada nu­

la es igual a la suma de las salidas debidas a cada estado inicial 

por separado. Esta propiedad se llama 4ape4p04~e~6n o ad~.t~v~aad. 

Por ultimo, a partir de la definicion fundamental, se obtienen las 

" 
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siguientes propiedades: · 

F(O,ku
1

J k F ( 0, u1 l 

y 

F [ k ~~:(.t0 J, o] • k F £ x(.t0J, o] 

que equivale a afirmar que si el estado inicial es cero, entonces 

al multiplicar la entrada por un escalar k se obtiene k veces la 

salida debida ala entrada original y de igual forma si.el estado 

inicial se escala por un factor k con entrada cero, la salida se 

escala proporcionalmente. Esta propiedad se llama homogeneidad. 

Debe hacerse notar que la. representaci6n de un sistema dinamico es 

homog6nea y aditiva;si y solo si la representaci6n de t1ste es li\.. 

neal. 

La importancia del concepto linealidad proviene de las siguie~ 

tea consideraciones: 

Supongase que para un sistema con una representacion lineal se 

conoce la salida producida por un conjunto de n entrada& u
1

, 

15 

zi(.t) 3 F (xi(.t), OJ;.£ • 1,~j ... ,m 

Sup6ngase ahora que se cuenta con una entrada u y un estado 

inicial x(.t0J, arbitrarios.- lPuede entonces conocerse, a 

partir de las IJ_£(-t) y las zi(.t), la respuesta del sistema 

cuando u es la entrada y x(.t
0

) el estado inicial?. 

Es decir, se desea conocer 

!I (.t) • F ( x(.t0J, u] 

La respuesta es afirmativa si se puede expresar u como una 

combinaci6n lineal de las ui' y ~(.t0 ) como una combinaci6n 

lineal de los ~4 t.t 0 J, es decir, si se pueden encontrar a-i. y 

~i tales que 

n 

u• l a.u. 
.£•1 -<- -<-

m 

~~:t.t 0 J • >: s · "- t.t0 l 
. .£•1 -<- "" 

Si ~ste es el caso, entonces, utilizando las propiedades de 

linealldad de la representaci6n se tendra 

u2 , : • • u11 cuando el-estado inicial ~~:(.t 0 ) es. cero, o sea, se con!:!__ • m 
11 

., 

. 

------------------- ceri ~~(.t) tales-~ ---· ---'-· ----
______ IJ_(.t_l_..,_~F_l x~~· 141:__!J_J

1 
s.i. ".Jto.), J, a-£ u-£] '! -~-­

r : ' w ·, t Mr't • 

!1-i(.:t)•F (0 1 U_£) .l • 1, 2, .. _.,n 

y ademas se conocen las salidas debidas a m condiciones inicia 

les ~1 (.t0), ~2 t.t 0 )., cuando la entrada es cero, esto es 

11 

• l 
-i•1 

, 
• l 
-i.•1 

s _ F [ "-L t.t0 J, 
-<-

n 
s-i z-i. + I' 

i;l 

m 

o] + >: 
-i•1 

"'-i IJ .f. 

. ....\. 

a-i ·F ,o,u4 J• 

' 

, ' ,,. " , .,_. . . , • •- ,{ • . c.' • ' . ., .... · ' - ... 

ft#tafii rt •twwne · ·ettMiiiii.T'i-ftttturertrtsQtx' ··'* t"ffmtrte·mrtrwwnw Th'itC"frWM:''· ttrMo: H¥1:" · · ·JMI·: Mttte~ame=th.f 
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3-.2. Invariancia ·eeft el ti,_,......,_~-----------------'---~------------------------------

Algunos sistemas tienen la caracter!stica de que los analisis~ 

que se efectuan en un tiempo deter~inado son validos para cual­

quier otro tiempo, es deci~ sus propiedades son invariable& con 

traslaciones en el tiempo. 

Ejemplo: 

Considerese un sistema que en el tiempo t = 0 ~a halla en 

el e~tado !::.o• y que al aplicarsele l:c enb:ada ,, produce la sali-

da IJ (fig 5). y 

T 
Xo 

Fig 5. Salida y de un sistema a una entra~a u 

Por otra parte, si en el tiempo t = T, el sistema se halla en 

el estado ~, y se le aplica la entrada u 

u(t - T) • u(t) 

que produce la salidayr Si la relacion entre las salidas es tal 

que y(.t- TJ • y 7(t} (fig 6); se dice que el sistema es inv~a­

ble eon el t~empo. 

u 

0 T 

yl 

-y 
{ ' c::==--. 

0 I T ""'" 7 a::w 
Xo 

Fig 6 Efecto producido en la salida al retrasar la en-

trada 

Para introducir formalmente el concepto inv~ane~~ con-

viene dar la definicion de ~~t~~o. 

Un sistema JY- (retraso) es aquel en el cual 1~ relacl.on e!l 

trada-salida es 

y(.t} u. ( .t - TJ • Rr ( u ( t) ) 

(ejemplo dela sec 1.5) 

La repr~sentaci6n de un ~i~.tema e4 inva~iabte con el tiempo 

cuando 

y!tl • F f!::.Q, 14[t
0
,tJ} 

implica 

/ 
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y(.t - T) 1)-[!! (.tl) = r {xo, Rr (uf.to,.:t])} 

Esto es, la salida retrasada es ide~tica a la que se ob-

tiene con la entrada retrasada (fig 7). 

Te--
Xo Xo 

Fig 7 Sistema invariable 

Ejemplo: 

T6mese per case un resorte, de constante de elasticidad K, 

y sup6ngase que la entrada es la funci6n del tier.~o que represen-

ta la fuerza aplicada al mismo y la salida es la funci6n del ti~ 

po que representa su elongaci6n. Si el resorte es invariable con 

el tiempo, cada vez que se le aplica una fueq:a · 6
0

,· se alargara 

una distancia y
0

, independientemente del instante en que se apli­

que la fuerza, as! que 
--------,--~---~~~-- ~---

!J 0. ~ 

Sin embargo, si se toma un resorte heche de un material sin 
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tetico que envejece y que per ello cambia de caracter!sticas 

(per ejemplo, su elasticidad es K • K
0

e-.:t) no sera invariable 

con el tiempo, porque una fuerza de magnitud no aplicada en .:t=O 

producira un desplazarniento: 

Yo = to 
Ko 

~ 

perc cuando otra fuerza dela mis~ magnitud se aplica en t=25, 

Gl desplazamiento Sera 

Yo 6o 

K -H oe 

gue es diferente al case anterior. 

4. SL:;temas con'::inuos y sistemas discretos 

Hasta ahora se ha considerado que la variable .t puede tener 

cualquier valor real; y cuando este es el .caso, se dice que 

el sistema es con.:tinLLO. Sin embargo, existe otro tipo de siste-

mas para los cuales el modele que los representa admite que la 
__:,_____ _ _ __:__ ___________ . ___ _ 

variable t tome Unicamente valores discretos, per ejemplo: {0, 

1, 2, .•. , n, ..• } o bien-{7.25, 2.50, 3.75, ···!· En este case, 

se dice que el sistema (o mas correctament~ su modele ) es ~4-

CJLe.:to. 

-- tntt:te· '· .iooOilii;, .... - 1 ', < t »t: · + 'ntn trf:t"rl • ibi'':!tt:'mj ~--1 tt' c tttu't' tte"ff "'"tinht:t.. r# '; lilllil'h!nil'if&·&r..-.il 
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~ 
Como ejernplo del ulti~o case considerese que en un ba~co 

se deposita el pri~ero de enero un capital C~~ _s~p6r~ adee~-----­

ffias que dicha institucion paga intereses el d!a ~~tirno de cada. 

I 
I 

I 

,. 

mes con una tasa ~ sobre el capital total ac~~ulado hasta la 

fecha y que est6s pasan a formar parte del capital. Si se 11!. · 

rna 0 al rnes de enero de 1972, y l al de febrero, etc., la ecua-

cion que determina el capital al principio del k-esirno rnes es 

C(k) • (1+~) C(k-1) 

esto es, el capital en un mes deterrninado es igual a (7+~) ve-

ces el del rnes anterior. 

Como se mencion6 al final de la sec l, los sistemas din~ 

cos que seran objeto de estudio en este text~ tienen la siguiente 

estructura: 

• .3_(t) • i[!lt) 1 ~(.t) 1 t] 

.l!.(.t) • .i[~l.t), ;:_(.t), .tl 

donde x representa el es~ado, u la entrada y y la salida. En 

cuanto a la estructura correspondiente de los sistemas discre­
. I 

tos 6sta es 

.!1tk.,.1l • i[~lt.),_~(tk),. k] 

.I!..(tk.) " ![!J.t .. ), ~(tk), k J 

..-;. 
-~--~ • "f'ifib$4Wh4,1AlJWVji,if ,'f:· ~· 
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Si el sisten1a dinuico es lineal, cada una de Giclhas estru.5, 
----~---~---

turas toma la forma 

!_ltl • ~(tl =.ltl + !!_l.tl .!,l.tl· 

y(.tl • C(.t) xltl + V(t) u(.tJ - - - - -
J 

donde ~(.t), !It), £ltl y J?l.tl, son matrices y 

!_(tk+1' • ! tiki ~ltk} + ~(.tk} ~1.tkl 

_!l.ttl • t!J.tkl A(.tkl + l_ltkl !,.ftil 

en las que a au vez.f l.tk), Q.l.tk), t!ltk), :!:tt._l tallb'* son 

matrices. 

Finalmente, si ademls de la propiedad de lLDealia&d •e anade 

la de 1nvar1ancia, se obtienen las siguientee ee~uras: 

. .!It) • ~ .!_l.tl + ! !!_l.tl 

y(tl • £ .!'ltl + .1? ~ltl 

.! 1 tk+ 11 • .f .! 1 tk' • !l.Jil.tk 1 

!,ltkl • li .!l.tk) + l !!,Itt I 

en este ~ltimo caso, cada una de las matrioee ••~tante: 
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5. Sistemas dinamicos de oaramet~os concentrados 

Aqui se vera que los sistemas continuos, en que la entrada 

u(~) y la salida y(~) cumplen la relaci6n dada por la ecuaci6n 

diferencial* 

y(n)(t) • h(y!n-l)(t), y(n- 2l(t), ••• y(t), u(tl,~] 

admiten una representaci6n mediante las ecuaciones 

x(:tl "6 :"x(.t), u (~) • .t] 
- l-

y(.t) = g [~!.t) 1 U (.t) 1 .t] 

{1) 

2a. 

2b 

donde ~!tl es un vector de n componentes, que bajo las suposici~ 

nes de determinismo y causalidad del sistema, representara el es­

tado en el tiempo .t. De esta manera, estes sistemas son dinami-

co~ continuos y de dimensi6n n. 

En forma similar, es posible demostrar que.los sistemas en que 

la entrada u(~) y la salida ,·:~J cumplen con la ecuaci6n de dife-

rencias 

y(~+n) • h ryl~+n-1), y(~+n-2), 
~ 

pueden describirse t~~ien mediante: 

La notaci6n y{m) (.t) indica ~{l 
~~ 

y(k), u(~) ,~j (3) 
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!!:_(1<~7) = 6t~_(~l. u:<l, izj 

y { !l.i = g L ~: icl • LL (kj 1 ;, j 

conde x{~) es un vector de n dimensiones que representa al esta-

do del sistema en el tiempo ~- Per esta raz6n son dinamicos y 

discretos de dimensi6n n. 

Considerense inicialmente los sistemas continuos. Primero se 

vera que es posible escoger x~, de tal manera que la ec 1 sea 

equivalente a las ecs 2. En efecto, si estas se definen 

"1 {t) • IJ {.t) 

"2{.t) IJ {1) {.t) 

"n {t) • y i n-1) (.t) 

entonces, de la ec 1 

y(n) {t) h[xn(.t), "n-1(~) ••.• xl{.tl, u{.t), t] 

Ademas 
___ __:• 

xl {.tl " If !.tl • "2 !.tl 

. 
x 2 i.tl 

X , (.t; 
n-1 

,( 2) {.t) , 

.,., 
X. \-1.-J 

" 

x3(.t) 

-bYt 'r d t rt@WitiliMilrilflnt#O'tlt~ '* ·., · ··ww· r'ntrW±b -· 'f'*#Mt'fttttid"*&'fif'i'tf.r.aalil:lilitirlitltllltW'iltttutwttrltitthta• · ·· W'dtfr*irmretmh·'ili · ew ~rw~ 
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I+', 
X l-1..-1 

;t 
:f (It} (.t) h [x (.t},x 1 (.t}, ... x.

1
:.tl, v.,t .. · • n n-

y .a relaci6n entre la salida y los estados es simplemente 

lj (.t} = "1 (.t}, 

por lo que la ec l tiene una representaci6n de la forma de la 

ec 2. Tambi€~ si 

"1 • "2 

• x2 • xs 

• 
"n-1·xn 

0 -

"n• h i"n,";;-1, 

y • x, 

... , u., t] 
I 
J 

(4) 

iffiplica que u. y 1J satisfacen la ec l, la cual se loqra elimin­

ando las variables x1i an efecto 

lj • "J 

IJ • "1 • "2 

•• • 
IJ • x2 • x3 

• ~ • ...... 
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y (n- 1) 0 

xn-1" "n 

( n) o ,. -
IJ = x = h \." , x I • . • , xI, v., .t I n n n- , .l 

re~plazando las variables x~ de las n anteriores, en la ~ltima 

ecuaci6n, se obtiene 

y ( n} • 1, ( IJ ln -11 , y ln- 2 } , .. • IJ, u., .( ] 

o sea la ec l. 

En conclusi6n, las ecs 4 y l sonequivalentes, esto es, cualquier 

par {u.(.t), y{.t)} que satisfaga la ec l, debe hacerlo con las ecs 4, 

y viceversa. 

Para que el sistema en cuesti6n sea dinamico, basta suponer 

que la funci6n h es de tal naturaleza que dada cualquier entrada 

v.f.t ,.tl y cualquier.conjunto den parAmetres {a
1
, a

2
, ••• , a

11
), 

c 
solamente existe una funci6n IJ[.tc,.tl que satisface la ecuaci~n 

diferencial en el intervale [.tc , .tJ y que, adem!s, cumple con 

las condiciones 

y(.tc) • 4 1 

y{tcl • a2 

'n-1),.,. J 
IJ' 1-<-c ar.. 

• 



75 

Asf pues, 2ara descr~bir conpletarnente el sistema dinamlcc, 

es necesario, ade1~as de especificar la ecuaci6n diferencial, surni-

nistrar los parametres a 1, ••• , ct
11 / 

No es dif!cil comprobar que las condiciones anteriores lm?I~. 

can que el sistema, ademas de ser deterrr.infstico, es caus~l; e~ 

tonces, 8S posible definir las clases de equivalencia entre las 

entradas. A continuaci6n sc vex! c6mo existe una relaci6n bi~~!-

voca entre estas clases en i. 0 y el vector ~( t 0 i, dernostrando e . .;i 

ecuaci6n se divj.de <'le ;tc ;; t.C y dt-: t 0 c. A y "'" ; .•e-c:ede <Jc IQar..,.-;; 

similar con;c sc hizo en el ejerr-;::.lo de la sec 1.4, utilizando h~ 

ecuaci.c.nes antel·iores sc logra el siguiente resultado: 

!f(.t) • J.t JC1 It •• • fa 2 
. :t • t t 

c 0 0 

c.:,~ ,.. •. ' 
I 

h [ lj \ r.- 1 ) I cr7) I ••• y I 0 1) 'IL I 0 1 ), cr a do; 

i .... ) r..- 1 ( ' ~ . J. . • I YL -7 , ~ r:) 
••• do+ _,_-;to y.f.-i)(t j+ l-·;Ca 0 11.-• l.t )+ ••• y(.t.) 

n Tn=Tf! :- [1,-:-o-! o " 
( 5 \ 

que 6ste puede representar el est. ado del sistema. . hJ,ora bien, Rup6r.;Jase q'lC '·"' d«sea enconi.xar bajo que coNi~-

Antes de continuar, conviene hacer unas cons:lderaciones pre-

,_, ;~:o lirninares a fin de facilitar la dernostraci6n: 

Integrando n veces la ec 1, se obtiene que si a una ent~ada 

. u. le correspond~· ln salida y, ~:;ta debe sat:i.sfaoe.c las ncu' c;ic,nes 
J_!:1. 

t 
(n-1) 1 .t) ·J 

y . . .tc h [. ( •:-I) I ' I ) ( I 1 
lj GJio••Y O; 1 U 01'' QJ riG 1+an 

'y!n.~2)(.t) ·Jt Jc2 {h { yln-l)lojl, ••. y{o:),u.(o.llJ da •an}do2+an~J 
r;,_,, .. , tc. . .tc. 

f . .t J
0 n ( 0 2 { ( r (n-1) -. ··j ... hL~ ~l~ 

_____ , .tc. .tc _· :tc · 
u (.tl. 

• a
11 

}dcr 2 ~- a.2} de :t .,. a1 

Si el intervale de integraci6n a la derecba "" J.a ul tj_rna 

ciones dos entradas, urt 
I c' 

o.>1j ;r l"-' ~-"'1' 
J, ~~ .I 

pertenecun a la mtsm~a c) iH'" 

de equ1valencia e>1• c: tiem•.o . Para ellv ael::en iormarse do::; '"n-

tradas 

U) (:f 1 a ) z 
11
'[ t 1 .t ) + 't [-f 1 ") c c. (. 0 

Ill 

[ .tc' •) ''[l ,t.). hp: .~) c ~· - r: • 

con .ll.[t
0

, .. ) a1bi lraria. 

D~ acucruo "''m la defjllic.i.6n, u y u. ii-<'on c:quivalunt~·s &:· u[t.u,•) 

y if('i!l,.,);~a,; saJi.Jas a sociadasa w y ~' rcsp.:ctivamtontc:, SO'' 

igu<~lt:s. 

Coaf()rme lit ec 5, s• >.endra <JW< 

rherthnt #s •neruh :r ·e· w' ttdtifi!uu. :'' ; tttft' I n::rrtl G'i'SW'*t: 'tfieffl lhi fhrt !tta:o&l•··r renrnw··e .l.r !t'tumnr:n is r1rnm:e*rer•uq wl 
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f t. Ja2 -
ll (t) = ... n[u~7 l 

· to t.o 
(a 1 l ' • . ._H {O" 1 J '~!a 1 l' '1 J da t ]J_a+--'----

( 
1
n·l _ n-2 - (n-2) 

•.• da + ~. f{(n-1l ( J + ~ Y !t.o}+ .•• 
n I n-Il • . t 0 1 n- 21 : 

'6) 

+y(t.o J 

y tambi6n 

f
t. a2 

y(t.) • .. . J 
t.o · to 

h(ii(n-1) (a,), ... y (a1), ~1), w(a1), at]da1 dar 

( n-1 2 
... dal+ ~~=fyl ii(n-1) !tol + ~~=h·)n- ;!n-2} !t.ol 

(1) 
+ ... + y. (to) 

81 se irnpone la oondici6n de que y(t) • y(t), para t>t
0 

las int~ 

grales de las dos ecuaciones anteriores son iguales porque en el 

intervalo de integraci6n [.t
0
,zJ se curnple que 

y (t) • y(t) 

w(t.) • w(t) • ll.(t) 

As! pues, si se restan las ecs 6 y 7 se obtiene que para 

toda t debe curnplirse la igualdad 

O=!t-~n-l[y!n-ll(t l-y·(n-l)(t. J] +~n-2[y'(n-2)!t )-u(n-2)(.t jJ 
-rn:TTT . o 0 ln-21: 0 ' o 

'· • + [ y(t.ol·ii!t.o l] 

' 

:~t•*.'!·~~ffl~· j 

a ·,:-r,, •• 
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lo ~ 11quivalente- a -bra' s±vufenter~diciones: -----------

y!t0! • ii!t 0 l 

!i(ll (to) • v' 1) (t.o) 

Y,!n-1) (.t l • ii(n-1) (t l 
0 0 

con lo cual se dernuestra que la clase de equivalencia en t.
0 

de una entrada queda especificada mediante los valores de 

salida y sus n-1 prirneras derivadas en el instante t.
0

• 

la 

Ahora bien, oorno para obtener la representaci6n de la ec 1 

mediante las ecs 4 se hizo la identificaci6n 

X. (t) • IJ(-4) (.t) 
.(. 

se concluye que el vector! (t), represent& el estado del s~sterna 

en el tiernpo t, 

Para los sistemas descritos por la ec 3, puede hacerse un 

razonarniento similar al ernpleado para los sistemas continuos. 

Cuando la funci6n h es de la forma 

h [Y (n-Il (t.) , y ( n- 2 l ( t) , •.. y ( .t) , "' ( t) , t.) • 

• an_l(.t) y!n-7) (.t) + an-2(t.)y(n-2) (.t)+ ... +ao(.t)y(.t)+o(t.)u(t.) 
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la representaci6n del sistema en variables de estado puede es-
/ 

tructurarse como 

• !... (t) • ~ (.t)!_(.t) + !(.t) u(.t) 

y(.t) • f(.t) !. (.t) 

lo que se ver~ a continuaci6n: 

De las ecs 4, para el caso particular considerado 

;1 (.t) • ":z (.t) 

• 
lo:z ltl • "3 ltl 

• 
"n-1 (t) • "n (.t) 

• "n (.t) • 4 n-7(.t)xn(t)+lln-2{t)xn-1(.tJ• ••• 4o(.t)xl(.t)+b(.t)u(tJ 

y(t) • ~~ (t) 

o en forma matricial 

~:f<J l r: 1 ... 0 0 1 r 'l ,,, 1 r ' 1 -
xz (tJ Q I ... 0 0 I x2 (.t) 0 

+ : 
u(.t) 

~n-1 (t)l 1 o o . . • o 1 I I xn-1 (.t) I I , I 
~n(.t) J l4o(.t) 41(.t) ••• lln-i(.t) ~~n-1(.tj l xn(.t) j l b (.tj 

30 

y(.t) ·[1 0 .•• 0] 
:; :~,nj 
xn(tl 

CUando los coeficientes 4~ y b son constantes, las matr~ 

ces ~, ! y f tambi~n lo son y se obtiene un sistema lineal e i~ 

variable con el tiempo como sera demostrado en cap!tulos posteri£ 

res. 

A lo largo de este capitulo se ha considerado que tanto las 

entradas como las salidas son escalares debido a la facilidad de 

exposici6n • 

Todos los arqumentos que se han presentado para el caso es­

calar pueden extenderse sin ninquna dificultad al caso vectorial;_ 

esto es, cuando la entradayla salida (o ambos) son funciones vee 

toriales del tiempo. 

" 

t, Mttt tt:ftb 'rti'M"t'i'S'#t , : ttnFt s tr# ,,t# · «· wsiw ·in r · + tr #trws , ·,• ·- aM r r:: .-di:,erni,"'flfeit·ere ':"terrrirwaftf&·•~.aj 



1 ,,·· r 

,, 
C7.l 

~ ~ 
t 

~
 

~
 

/ 

r;,j 
Q

 

~ 
..... :::i 
"loW

 
, ... 

c 
~ 

\ 

~
 

0 
~
 

~ ~ ~ 

1. ~.-·-



• 

I 

,.~~l\~··1~$TWih~/;lf?\l! '\~~.IJ\t 
,~,· -~ • 

1. INTRODUCCION 

En el cap!tulo anterior se definieron los sistemas dinim! 

cos y se introdujeron los conceptos de linealidad e invariancia 

con el tiempo. En este se presentartn algunos ejemplos de la 

obtenci6n de modelos de sistemas f!sicos poniendo 6nfasis en el 

concepto de estado. La mayor;a de los casos tratados correspo~ 

den a sistemas lineales invariables con el tiempo, y de par~e-

tros concentrados. 

No se pretende en este cap!tulo dar una descripci6n profu~ 

da del proceso de modelado para cada uno de los sistemas a tra-

tar: electricos, mec4nicos, hidr~ulicos, etc, pues el objetivo 

de los cursos correspondien·tes a cada una de estas disciplinas 

es precisamente desarrollar las t€cnicas de modelado. 

~~7¢. ,. ~ '". _ ... ' 
~~~·~'~1."\~;-':·.,.>P"t·'(i"J· \1 .... 

• 
2 

Los sistemas que an<:~,lizaremos: (y en general todos los siste-~~ 

mas) est~n compuestos por elemen~04 interconectados, y el ingeni~ 

ro se interesa en saber c6mo el valor de ciertas variaoles asoci~ 

das a ellos (voltaje, velocidad, temperatura, etc) cambian en f~ 

ci6n del tiempo cuando se aplica al sistema una entrada para cada 

elemento existen leyes f!sicas que pueden representarse por rela-

ciones matem~ticas entre las variables asociadas a ese elemento. 

Dichas leyes se denominartn teyu de elemen~o. Adem's de estas 

existen otras, llamadas de conjun~o, que relacionan variables de 

diferentes elementos cuando estos forman parte de un sistema. 

De acuerdo a lo tratado en el cap 2 los modelos en variableS 

de estado de los sistemas de par&metros concentrados, toman la 

forma 

:(~) • 61 [x 1 (~), x2 (~), ••• , xn(t), u(t), ~] 

; 2 (t) • 62 [x 1 (~), x2 !t), ••• , xn(t), u(t), ~] 

~n(t) • 6n [x 1(t), x2 (.t), ••• , xll(), u(.t), .t} 

!I (.t) • g [x, (.t), x2 (~), ••• , xn (.t), u (~), .t] 

\ 

'· ( 

' 
( 1) 

( 21 

en donde u representa la entrada y y la salida. Las variables 

x1 (.t), x2 (.t), •.. xn(~) llamadas comunmente vaJt.iabl.u de e4~ado re­

presentan el estado del sistema en el tiempo ~. N6tese que cada 

variable ".i aparece derivada del lado izquierdo de alguna de las 

ecs 1 y que en el lado derecho aparecen funciones de x1 (.t), x 2 (~), 

••• , xn (~), u(~) y ~. Adem&s, el valor de la salida en el tiel'lpo 

/ 
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t, y(t), es una funci6n de los valores de las variables de estado 

en t y el de la entrada ese instante. 

En este capitulo se vera c6mo construir modelos que tengan_la 

forma de las ecs 1 y 2 para algunos sistemas f!sicos a partir de 

las leyes de los elementos y las leyes de conjunto. 

2. Sistemas electricos 

Uno de los tipos de sistemas que se trataran brevemente, es el 

llamado electrico, en el cual las variables de interes son voltaje, 

corriente, fluja, carga, etc. Aunque existen muchos elementos (o com 

ponentes) electricos, nuestra presentaci6n se reducira a los mas si~ 

ples: resistencias, capacita~ncias e inductancias, considerandose 

unicamente dos variables asociadas a estes elementos: voltaje y 

corriente. 

2.1 Resistencia 

La representaci6n grafica de este elemento corresponde a la que 

se presenta en la fig 1. 

iR -
+ 

R 

4 

se ve claramente que el sistema (de un elemento en este caso) es 

lineal. Ademas, debido a que para cualquier valor de ~R se 

puede conocer vR sin necesidad de ningfin antecedente de las en­

tradas pasadas, este elemento (o sistema) es algebraico. 

2.2 Capacitancia o capacitor 

Se presenta graficamente conforme la fig 2. 

I _. 
vc 

Fig 2. Representaci6n grafica de una capacitancia 

La ley que relaciona la corriente que circula a tra~s de ~1 

(~cl con la ca!da de voltaje en el elemento es 

-i.e 
dvc_ 

Ill ( 4) 
c 

donde C es el valor de la capacitancia. Si se considera nueva-

VR 

Fig 1. Representaci6n grafica de una resistencia 

mente a la corriente, en este caso ~c.' como la entrada y vc_ como 

la salida, y debido a que para determinar vc_ de la ecuaci6n di­

-------------------------*&Eencial de pr±mex ox den, ----e-s--11\aispensable-conocer su condici6n 
aonde vR es la ca!da del voltaje en el elemento, e -i.R la corriente a 

trav~s ~ ~1. La ley que relaciona estas dos variables para el caso 

de una resistencia lineal R es la ley de Ohm, que dice: 

VR • .iRR ( 3) 

&ntonces, si se toma .iR como la entrada y vR como la salida, 

inicial, entonces vc_(t0 ), o sea el voltaje en el instante t
0

, re­

sumir!a los efectos de entradas pasadas que son relevantes para 

encontrar los valores de vc_ a partir de t 0 , debidos a una entrada 

-i.e_ desde el instante indicado. Resumiendo lo anterior,se puede 

bit' r · ·mtae -~ W'tit!o.llll Vf .. F,;'r hVit:!t!t ws&;ri*t•ztnirrT' MtrtTMtt q, 
lliH (' t'if'th t:-ttf1i"MM''ildiiii ... · ·• +fti -rrwrlfit'*dri 'd±w:eawlt!f' 
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decir que, la variable ve representa el eatado de La.capacitanc~iaaTo---- -~r~--4& int&FeOnexiones de-elementos el~ctr~cos se inte 

... 
"' ...... .. 

2.3 Inductancia o inductor 

La representaci6n grafica de este elemento se indica en la 

fig 3. 

lL 
- L 

• + \000000 1 -- _ 

VL 

Fig 3. Representaci6n grafica de una inductancia 

Las dos variables que intervienen en su modelo matematico est&n 

relacionadas por la ecuaci6n. 

VL • 
d.iL 

L?:l I 51 

donde L es el valor de la inductancia. Con el mismo tipo de ra-

zonamiento que se hizo en el caso de la capacitancia, puede verse 

que la variable .iL(t01 represents el estado de dicho elemento en 

el instante t 0 . 

Cabe senalar, que si no se hubieran escogido las corrientes y 

los voltajes como variables, sino otras tales como la carga (en el 

capacitor) y el flujo P (en el inductor), las leyes propias de cada 

elemento hubieran sido diferentes, pero tambi~n validas. 

gra un sistema de tipo electrico, y las leyes de conjunto que re­

lacionan las variables de los diversos elementos son las leyes de 

Kirchhoff: 

Ley de corrientes: (LCK) La suma algebraica de lalf corrientes que 

llegan a un node (punto de conexi6n de elementos) debe ser nula. 

Ley de voltajes: (LV~I La suma algebraica de las ca!das de pote~ 

cial alrededor de una malla cerrada debe ser cero. 

Con las-descripciones anteriores se esta en condici6n de pl~ 

tear las ecuaciones de un sistema electrico. 

2.4 Ejemplo 

Sup6ngase que se cuenta con un conjunto de elementos electr~ 

cos interconectados (circuito) como ae indica en la fig 4. , 

+ 
v(t) 

LR 
-R CD 

Fig 4. Un circuito electrico 

c 

y se quiere conocer la corriente .iR que pasa por la resistencia 
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a partir de cierto instante t • 0; adem~s se supone que se sabe 

el valor del voltaje de la fuente a partir del instante t • 0, 

esto es,v(t) para t >D. 

Antes de proseguir conviene hacer una observaci6n que no 

solamente es valida para este caso particular: si se determina 

la manera en que los estados iniciales y las entradas afectan 

los estados futures, sera posible determinar el valor de las v~ 

riable de estado del sistema para cualquier tiempo futuro. Como 

estas han sido escogidas apropiadamente, entonces la salida en 

un instante dado debe ser una funci6n de los valores de la entr~ 

da y las variables de estado en ese·-instante. 
' ., . ~. ~ ~ . 

.,...~,.... *'----...,=-- ~-· 

Con el comentario del plrrafo anterior, s' tratar! de se­

leccionar unas variables de estado del circuito en cuesti6n, de-

terminar las ecuaciones que las rigen y por dltimo, expresar la 

salida (.i.R} como una funci6n algebraica de los estados y'la en­

trada (en este caso v(t)}. 

Esc6janse ve e .i.L como las posibles variables de estado, ento~ 

ces, de las leyes que rigen los elementos (ecs 3, 4 y 5), se ob­

tienen las siguientes relaciones: 

VR • .i.RR 

dvc. 
.{,c. • c Ill' 

d.£ L 
vL • L d:i. 

8 

Ahora, de las leyes de Kirchoff de corriente y voltaje se 

derivan las ecuaciones que interrelacionan las variables de los 

elementos. Tomando la malla del lado izquierdo del circuito se 

obtiene 

v (t) • VR + v L 

y de la maya del lado derecho 

vc • vL 

del nodo 1 de la fig 4 

.lR • .i.e. + .i.L 

(, 

( 

<.. '-

) 

\ 
) 

Las seis ecuaciones pueden manipularse para eliminar todas 

las variables a excepci6n de .i.L' ve y v(t}. En efecto, de 
((.) \ I ) ( J 

( o ~ (1) se ohtiene 

y ademas 

5.; I~· J:--

u(t} • .i.RR + ve • (.i.e + .i.L) R + ue 

dv 
v{t) • RC-a:f + .i.LR + vc. 

·; , \.I ( t..:; ·, 
I - .. I 

d.£ L ve • L a:r 

,; 
'I 

I 
:.I 

.... 

\ 

"" ~ttatt '!'tt*t·r ·'t"!TtCt:#srttttf itt'iteiM't'e Wit ntitr'illtf'Ult it .. d* > swtezrrm:··ertrt, .. hriw i:tt =~~~ !'ft4liillll oilt±t" •.• :~'¥1"¢ •••• , '&hti¥it , .I ~ 
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Las dos ultimas ecuaciones son las del estado del sistema, 

porque la derivada de cada una de las variables ve e ~L es fun­

ci6n exclusiva de la entrada y ellas mismas,y la salida, ~R 1 pu~ 
de expresarse en funci6n de la entrada y las variables de estado 

como: 

. VR v (t) - v 
"R • If • ----.... L 

con lo qual quedarta resuelto el problema de modelado, ya 

que si se conocen los valores iniciales de vc e ~L' se puede en 

principia encontrar las funcion~s vc(t) e ~Lit). De estas, y 

mediante una relaci6n algebraica, es factible determinar el va­

lor de la salida ~R. 

Las ultimas tres ecuaciones pueden expresarse de tal manera 

que tengan la estructura de un. sistema din6mico lineal como se 

expres6.en. 1, as{ 

dv c 1 ~ L 1 
CU • - R vc - c + R viti 

a~L 
([.f 

vc 
L 

1 - 1 
iR • ~ v(t) - ~ vc 

y en forma matricial 

10 

r 

j [ 1 'j [ 1 ['j 
17 c -RC -'t vc R't 

h l ., . l: • ., • • v(.t) ' 

~R . [i 
[

vel 
~L 

+ [ i] v(t) o] 

~ 3. Sistemas mecanicos traslacionales en una dimensi6n 

Este es el segundo tipo de sistemas que se describira breve­

mente, e igual que para el sistema el~ctrico, se veran Unicamente 

tres elementos (masa, resote y amortiguador viscose), sin que esto 

implique que son los Unicos existentes (hay otros elementos meca-

nicos: engranes, poleas, planoas, etc). Se consideraran en la 

formulaci6n que sigue dos variables fundamentales: fuerza y v~ 

locidad, y se daran las leyes de los tres elementos mencionados, 

como relaciones entre estas doa variables. 

3.1 Masa 

Se representa graficamente conforme la fig 5. 

I -v 

Fig 5. Representaci6n gr!fica de una masa 

··'em·*'r'ltt'dt·'·'· u••ntNr·~en'"'S' • • • 

1 

71'1111Lillilntfff' C"ilft'M'ditik .~. 
~ • • ,· dt!'tdtt'ti 
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Las dos variables asociadas a este elemento, fuerza neta 

aplicada 6 y velocidad relativa v (con respecto a un eje de re­

ferencia) estSn relacionada mediante 

'"---'--'--- • 'It I 
, 

donde M es el valor de la masa. Si se considera 6 como la entra 

da y v como la salida, para encontrar la respuesta debida a cierta 

entrada es necesario conocer la velocidad inicial en el memento 

en el que se aplica la fuerza; por ello, la velocidad inicial v(t01 

es una variable que representa el estado de la masa en t 0 • 

~.,. 

3.2 Resorte 

Este elemento se representa como en la fig 6 

k ., - -
"V 

Fig 6. Representaci6n gr!fica de un resorte 

I 

12 

tv·M 

Si se considera v como la entrada y 6 como la salida, puede 

verse f6cilmente que debe conocerse 'lt0J, o sea la fuerza que 

inicialmente ejerc~a el resorte,para encontrar el valor de para 

t~t0 • As{ que 61t01 representa el estado del resorte en t
0

• 

3.3 Amortiguador 

Es un elemento .. c4nico cuya representaci6n gr!fica se muestra 

en la fig 7 

B 

- . [] . -
"V 

~g 7. Representac:16n grlfica de un amortiguador viscoso 

donde tanto v como 6 tienen el aismo significado que en el caso del 

resorte. La relaci6n entre las variables es 

' • Bv 
------~~-~--

donde 6 es la fuerza aplicada entre los extremos del mismo y v 

es la velocidad relativa con que se mueven estos; k es la consta~ 

te del resorte. La ley que relaciona las dos variables es 

,f .~, 

-:v.--7· ...... 

donde 8 es el valor del amortiguador. Debe notarse que este ele­

mento es amnesico, porque si se conaidera -~ como la entrada y v como 

la salida, el valor de esta para t>t
0 

es independiente de los.va­

lores de aquella previos a t
0 

,. 

• 

·•M~:ii·nnlllr1rt • ¢. iilflll''iiltnillldJt rte#ttnHttttth· dlt'W 
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El comentario posterior a las definiciones de los elementos 

el~ctricos, es tambien v&lida aqut. Es decir que se hubiera po­

dido seleccionar otro par de variables (tales como fuerza y des­

plazamiento) para ~scribr las leyes de los elementos. 

En los sistemas mec&nicos traslacionales, las leyes que rel~ 

cionan las variablesdelos elementos interconectados son: ter-

cera ley de Newton,que dice:"si un elemento, A, ejerce una fuerza 

sobre otro elemento, B, este ejerce una fuerza opuesta y de igual 

magnitud sabre el elemento A", y la suma algebraica de las velo­

cidades relativas alrededor de una aalla es cero. 

A continuaci6n se presentar! un problema de modelado de un 

sistema mec!nico. 

3.4 Ejemplo 

Sup6ngase que se cuenta con un sistema como el de la fig 8. 

Se desea conocer el desplazamiento de la masa cuando se aplica 

.una fuerza 6ft) a partir de t • t
0

• 

k 

14 

Los diagramas de cuerpo libre de los elementos se muestran 

en la fig 9. 

~
k ..2.... fR 

~-
2.~ 

8~ ~ 

f(l) 

~ig 9. Diagrama de cuerpo libre del sistema de la fig 8 

De las leyes de los elementos se obtiene: 

para la masa 
d 

u i?. Htl - 'R - 68 

para el resorte 

d6R 
ilT'" • kvR 

y para el amortiguador --------------------------
---' 

68 • Bv8 

8 ~ 
adem:is 

F.i.g 8. th sistema mec&nico .. 11R • 11 8 • 11M • 11\ 

/ 

Ptet'Wtitj!t'ttt* ,. ·e+tmwnwotxt riiln'i\ +< hmr 1 

; '*ft'tth r b' ·m em 1i) -_ blltlt tt!Mht e dritnrttrft# u . w ··ita rtr rre · · tmhr · emwuWt!ttfftfttt' 



De las ecuaciones anteriores se obtienen las siguientes 

dv 
iU 

d6R 
cu 

6R Bv + 6(.tl r-r -r-

• kv 

( 61 

( 71 

15 

La salida ~(.t) esta relacionada con 6R y 61.tl mediante la 

ecuaci6n 

x!.tl - ~l.t 0 1 • ~ [ 6R !.tl - 6R!.t0l] 

la cual sa obtieae al integrar la relaci6n 

16 

Si se hubiese seleccionado a 68 (.t) como la salida, o sea la 

fuerza que opone el amortiguador al movimiento de la masa, la re-

presentaci6n del eatade del sistema por medio de 6R y v, seguir!a 

siendo adecuada, ya que 68 es la fCci6n de v(.t) 

68 !.tl • B v(.tl 

4. Sistemas mecanicos rotacionales 

Como en los ·sistemas anteriores, tambi~n para estos Gnicame~ 

te se consideran tres elementos y se tomaran como variables fund~ 

mentales asociadas a estos el par torsional (T) y la velocidad 

angular ( od • 

4.1 Inercia 
d6R d~ 
(U • kv • kill La fig 10 la representa graficamente 

y como inicialmente x(.t 0 ! I £ 6!.t0 1, entonces 

6R(.t) 
~ (.t) • ---,z-

De esa manera, las variables 6R y v repreaentan el estado del 

sistema, porque si se conocen sus valores en .t • .t0 y 61.tl a par­

tir de ese instante, mediante las ecuaciones diferenciales 6 y 7 

puede en principio determinarse v(.t) y 6RI.tl para .t~.t0 ; ademas,la 

salida ~(.t) es una funci6n a1gebraica de 6R(.t). 

• • ... 

J 

'··» 
Fig 10. Representaci6n grafica de una inercia 

--Las dos variables asociada-s a este elemento, el pilr torsional 

neto y la velocidad angular, est&. relacionadaa por medio de: 

dw(.t) 
T{t l • J --err-

.. 

-. . ....... -- - ..... ; lllk trrliWW:'r?ttW -• • •ttrht't'e 'ilrllrl 
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donde J ea el •alor de la inercia. 

Si se eonsidera T(t) como la entrada y w(t) como la salida, 

para encontrar la respuesta debida·a eierta entrada es necesario 

eonoeer la velocidad angular en el instante t 0 , en que ae aplica 

el par torsional, por ello la velocidad inicial •lt0 ) ea una va­

riable que represent& el estado de la inercia en t 0• 

4.2 Resorte 

Conaid,rese una flecha coao la de la fig 11. 

T 

Fig 11. Plecha actuan4o ~ resorte torsional 

El lado derecho de la flecha se deaplaaa un in91alo, e, con 

respecto al iaquierdo, debido al par T 1 • Este tipo .. el~to 

sera modelado oo.o un resorte torsional y se repre ... ta gr'f~ca­

aente confo~ a la fig 12. 

18 

T,3 k CJ 
Pig 12. Representaci6n gr4fica de un resorte torsional 

don de 

.. (t) •• , - "'t 

es la velocidad relativa entre loa dos extremos del resorte tor-

sional. Las variables asociadas al elemento, el par torsional en 

los extremoa y la velocidad angular relativa, eat'n relacionadaa 

...at ante 

dT(.t) [ ] -zr-- ·a .. ,ttl - •tltl 

Si se conaidera w(.tl coao entrada y Tft) como la salida, para 

encontrar la respuesta debida a cierta entrada as necesario conocer 

el par torsional en el instante t
1 

en que se aplica la velocidad 
--------

angular relativa ~o~(.t); por esto el par torsional inicial, T(.t0J, 

ea una variable que represents el estado del resort• torsional en 

el inatante .t
0

• 

~ tfNitw'betifY jW .•• ~ my .. ;; illt:wri'e M"t 'ntt . W¥ . tsernthilewe'Minvett • f'i" .,. ·x re~e• ~ .... 's' wtrWHtrr• trutH 



19 

4.3 Amortiguamiento 

Existe una serie de elementos que sostienen una flecha (chu-

maceras, baleros, soportes, etc) en los que se produce un par to~ 

sional, que se opone al movimiento y que es funci6n de la velocidad 

i angular de ella •. Se supondra que el par resistivo es proporcional 

a la diferencia de velocidades angulares entre elementos. Esto es 

cierto en el caso de juntas con lubricaci6n en las cuales el fluido 

esta en el regimen viscoso. Este elemento se llamara amo~t~guam~e~ 

to to~~~onat y puede representarse graficamente como en la fig 13. 

T,wt T "'z 

~J=€J 
Fig 13. Representaci6n_grafica de un amortiguamiento tor-

sional 

Las variables asociadas al elemento, par torsional y veloci­

dades angulares de los extremos,estan relacionadaa mediante: 

20 

par sobre un elemento 8, este ejerce sobre A otro par de igual 

magnitud y sentido contrario; y la suma algebraica de las veloc! 

dades relativas alrededor de una malla es cero. 

4.4 Ejemplo 

Considerese el sistema esquematizado en la fig 14 

T,w1 

1/, 

kl 

Jl Jz 

Fig 14. Sistema mecanico rotacional 

Se desea conocer la velocidad angular w2 de la inercia J 2 

cuando se aplica un par torsional Tala inercia J 1 • 

En la fig 15 se presentan los diagramas de cuerpo libra de 

los cinco elementos que forman el sistema 

wz 

--'---------------------~-"'o=O Tt "'1 Tz . T,wt "'t Ts"' . ~ 

En'"" "••-•• -clnico• rotacio~loo, 1~ loyes q~ ~la- )~D 7G9~ 'liJQw' ~-
T • B(wJ - w2) 

cionan las variables de los diferentes elementos, esto es, las le- 0 ~J ~~ T~ JJ.. \:;!)) 
1 J 1 T 3 T s Jz 

yes de conjunto,son: la tercera ley de Newton aplicada a los sis-

temaa -c&nicoa rotacionales, o -• que ai un el-nto A, ejerce un 

--~~t 

l'iq 15. Diaqraaas de cuerpo libre de la. elementos del sis­
tema .. c&nico de la fiq 14 

.. liiilllU'IIldJ]jll: ,~.:-.w l:l'li~Mf L a ••• 

,-.,-· 

, . 
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De dicha figura, es factible obtener las relaciones entre 

las variables asociadas a cada elemento: 

para el resorte ~ 1 

dT 1 cu • - R}lll1 Ill 

para la inercia J1 

d . 
T + T2 - r 3 • 1 1~ I 9 I 

, para el amortiguador 8 

T 4 - T S • ltt1 I7Dl 

para el resorte ~ 2 

dT6 
""""ill • ~l1111 - wzl ( 171 

para la inercia J 2 . 

22 

De acuerdo con las leyes de conjunto, se obtienen las si-

guientes relaciones: 

T I = T 2 (/3) 

T 3 = T4 I 14) 

T5 : T6 (15) 

T6 • T7 (16) 

Como T{t) es la entrada y w2 {t) la salida, deben escogerae 

unas variables que representen el estado de tal manera que la re 

laci6n entre T y w2 tenga la estructura 

-~· -......,_~'"--

dx 
"ill • ~ xlt) + .!!_ T{t) 

!lit) • "'2 {.t) ~ !_{.t) 

Si se seleccionan las variables r
1

, w1, r
6 

y wz como las 

que representan los estados, es posible eliminar todas las dem~s 

a excepci6n de T{.t) que representar~ la entrada. De esta manera 

se obtiene: 

• 

~ 

dw2 
r7 • J'l ar {72) de las~, 10, 13, 14 y 15 

T + T1 - T6 - Bw1 • J ~ {17) 

y de las ecs 12 y 16 

~A&;Stftt:',l!:Mrile't""hft· Wri ·tte· i!WtH¢w iu: et · "-'"•'-"l18!1!.i; - ..... ··~ ••·w,••·• ifti t td{f ' •h I f1 
. _, • 8etht'MUMI 
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T6 = 12 ~ { 18) 

Las ecs 8, 11, 17 y 18 son las ecuaciones de estado del sis-

tema,que puestos en forma matricial,son 

T ,1 I 0 -k1 0 0 TJ 0 

Wj I = 1 
. 

d B 1 0 "'I 1 I .T 
iU I r; r; JJ JJ 

\ + 

r, j 0 lt2 0 -k2 T6 0 

"'2 l 0 0 1 0 I I 1112 I 1 o_ 
Ti 

y la relaci6n entre el estado y ~a salida resulta 

IJ • wz • [ 0 0 0 1 J T1 l 
"'lj T6 

"'2. 

5. Sistemas hidr&ulicos y neumaticos 

24 

sus extremes, se estable un flujo o gasto q que es funci6n de 

P
1 

y P2. Sup6ngase aqu! que esta relaci6n entre flujo y di-

ferencia de presiones es lineal 

1. 
_q • R(P2- PI) 

Este tipo de elemento ser~ llamado "resistencia" y su va-

lor es R; la representaci6n que ser~ utilizada corresponde a la 

fig 16. 

pl ~-Q 
~ 

R 

Pz 

Fig 16. Representaci6n gr~fica de una resistencia fluidica 

5.2 Capacitancia fluidica 

Otro efecto en sistemas hidraulicos o neum~ticos es el que 

presenta un tanque de gas cuya presi6n crece al incrementarse el 

nfimero de moles de gas almacenadas en ~1. 0 por un tinaco en cuyo 

fondo la presi6n aumenta al crecer el volumen de agua almacenada · 

En este tipo de sistemas se consideran finicamente dos va- en €1 (fig 17) 

Los elementos que se deseribir&n ----~ ---------~ ~iables: gasto, q, y presi6n, ~. 

son: resistencia y capacitancia flu!dica. 
Pz 

5.1 Resistencia flu!dica 
h 

q2 Al tenerse un ducto, orificio, etc, con presiones P1 ,P2 en 
ql PI 

Fig 17. Representaci6n gr,fica de una capacitancia flu1dica 

. I 

~ 

.. ,. lilt.. Ji;iri'f ?f u 
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La ley que relaciona las variables asociadas al elemento es 

d 
ql - q2 • c6 az !P1 - P2l 

~onde c6 es la capac~tancia flu!dica. 

Cabe hacer notar que el nival del fluido en el elemento es 

proporcional a la diferencia de presi6n, P1 - P2, esto es, 

h =(1/al (Pl - P2l, por lo que la ley de elemento tambien se puede 

escribir: 

ac6 ~ • ql - q2 

donde h es el nivel de fluido en el tanque. 

Las leye~ de eonjunto para los sistemas flu!dicos y neum&ti 

cos se derivan de las !eyes de balance de presiones y conserva­

ci6n de masa. Con la selecci6n de las variables q y P equivalen a 

i) La suma algebraica de los gastos en un nodo es cera 

26 

~ lqo r I ,--- P, 

I 

Po 
.. ql 

Fig 18. Un sistema hidr&ulico· 

Si se considera q0 como la entrada y h la salida, las ~tyes 

de los elementos junto con las de conjunto dan las siguientes 

ecuaciones 

para la capacitancia 

para la resistencia 

1 
ql • R (Pl - P01 

1 
r 

ii) 

i 

Sustituyendo ql de 1a segunda ecuaci6n en la primera,' se )f 
La suma algebraica de _l(lsuca!das de pre_~;i6n alrededor de_ -tiena u ... -~~-· , __ -__ 

_________ una malla es cero. · , 

5.3 Ejemplo 

Consid,rese el sistema hidr!ulicc representado en ~a fig 18 

Mtlftl.ltttih'tdft't!ri 1 &·zt~inh sl2'!.:tY5itbd ')t"Jt· 1'4ff1'71 ~ ~ ...... -~ 

d(P 1 - P
0

J 

dt 
1 1 
CR (Pl - 'ol + C qO 

y la salida It est& relacionada con PJ - P
4 

mediante ·la ecuaci6n 

• ~· v· wi· 111• / '§#'., 'tif 

... ,. 
811F IU ##¥ ' ' twit kii ef' 
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6. Sistemas termicos 

[
0 ~ l 

R2 j 
[ 

1t1 u)j' 
h (t) 

2 

29 

En los sistemas termicos, dos de las variables que se pueden 

considerar son: temperatura, T,y flujo de calor,Q. Solamente 

se tomaran en cuenta dos tipos de elementos: re~istencias y cap~ 

citancias termicas. 

6.1 Resistencia t~rmica 

F.l flujo de calor a traves de una ~e~~~tenc~a t~4m{ea, cuyos 

extremes se mantienen a diferente temperatura (fig 20) est& dada 

por 

I Q • R: !T1 - T2 ) 
t 

Esta es la idealizaci6n del flujo de calor a traves de un 

cuerpo que tiene un calor espec!fico muy bajo 

30 

6.2 Capacitancia termica 

No solo puede haber flujo de calor a traves de los cuerpos, 

sino es factible que estes al.macenen calor, dando como resultado 

un aumento de temperatura en el ..;uer'po. El cambio de temperatura 

de un cuerpo de masa M, cuando recibe un flujo neto de calor Q, 

est& dado por 

Me dT 
'pat Q 

donde cp e• el calor espec!fico del cuerpo y T su temperatura. 

La cantidad c, = Mcp se denom~na capac~tanc~a t~~m~ca (fig 21). 

Q 
Me p = c1 

Fig 21. Capacitancia termica 

q 

/ 
·- - _g.l 

.. 
En estes sistemas, las leyes de conjunto son: la de balance 

de energ!a,que equivale a decir que en la interfase entre dos el~ 

~entos el flujo de calor que emana de un cuerpo es igual al flujo 

-----------,-------=.:de cal()_I," ~eci_QE! el otro __g_u_erillh _y laa_caida.s_ de temperat.Y~ 

Jk'it W ifk it!i.!WM 

-------------~ededor de una malla cerrada es eero. 

Fig 20. Representaci6n de una resistencia termica 

..-.., 

·tn 'W :i±tiil:i1M' 'r1rfit·i1f'if <rid i t±wn•u• ' ~ • i*_ /.£::; ' ,I ' 

t ff'irbulldd tW · i Mi· 

6.3 Ejemplo 

Considerese el sist~~a t4rmico representado en la fiq 22 

... ~ ,tte 'f'ite#tttv .~ 
/~ 'iif1W6m'!ltid6U tflf' 
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Cz 

Tz qo ~I 

R~ 

c3 

Fig 22. Un sistema t~rmico 
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que consiste en tres capacitancias t~rmicas interconectadas me-

diante tres resistencias. Si la entrada es un flujo de calor 

q 
0 

(.t), se desea conocer el, flujo de. calor q 3• I 
"~':":-o-o· 

Las relaciones entre las variables indicadas en la fig 22 

se deducen de las leyes de elementos y de la ley de conjunto. 

As!, para las capacitancias t6rmicas seobtiene 

cl ~ = qo - ql - q2 

.Cz 
dT2 

= ql - q3 -ar 

C3 ~ • Q2 + q3 

y para las resistencias termicas 

1 (Tl - T2) 
~ 

• q 
1 

I (Tl - T 3 I R2 = Q 

2 
I (T 2 T 3 1 . r, 1 

1 

~ 

I 

.j 
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Al eliminar las variables ql, q
2 

y q3 se obtienen las ecu~ 

ciones diferenciales / 

~ 
dT 2 
ai 

dT 3 
il1 

• + 

• + 

I 
"C"jTl 

I 
CzRl 

1 
~ 

1 I 
IT1 - T2l - ...---..-- IT1 - T3) + C, qO 

I.J Kz I 

1 
IT1 - T2) - .,.-.,.--- IT2 - T3l 

1.2 K3 

1 
(Tl - T3) + -C R (Tz - T3) 

. 3 3 

As! que si se conocen T1 , T2 y T 3 en un instante dado y la 

entrada, q
0

(.t) , a partir de ese instante,pueden conocerse T1, 

=~c- .. T 
2 

.y T 
3 

en instantes posteriores, y como el flujo de calor q 3 , 

que se ha tornado como la salida,esta dado por 

Q3 • if3 IT2 - T 3 ) 

podra determinarse a partir del conocimiento de T2 y T3 • 
De esta 

manera, las temperaturas de las capacitancias t~rmicas representan 

--~-----

el estado del sistema. 

Las leyes de elementos para sistemas mecanicos, electricos, 

de fluidos y t~rmicos pueden resumirse en la tabla-!• 

,. 

~ • ·iii! It ·rtttt:lt '?tltJi h ''ttN'ft 'fil!r'W41 



TABLA 1. RESUMEN DE LAS LEYES DE ELEMENTO 

TTPO DE 
, ELEHENTO 

INDUCTANCIA 

CAPACITANCIA 

RESISTENCIA 

ELEMENTO 
FISICO 

INDUCTANCIA 
ELE:CTRICA 

RESORTE 
TRASLACIONAL 

RESORTE 
ROTACIONAL 

CAPACITANCIA 
ELECT RICA 

MASA 

INERCIA 

CAPACITANCIA 
FLUIDICA 

CAPACITANCIA 
TERMICA 

RESISTENCIA 
ELECT RICA 

AMORTIGUAOOR 
TRASLACIONAL 

AMORTIGUAOOR 
ROTACIONAL 

EESISTENCIA 
FLUIDICA 

RESISTENCIA 
TERMICA 

ECUACION 
REPRESENT AT! VA 

d< 
"z1" L fi-t 

1 d n 
vzl= 1\ crt 

1 dT 
W21= K iTf 

dv21 
-£=C-at 

dv 
6-M(ff 

dw r = 1 n 

d p21 
I( 2J a C 6(l":t 

Q. = c t dT 
en 

l 
i = p \1~ 1 

6 = B Vzl 

T = BW 21 

l 
Q = ll 

6 

1 
Q = R.t 

\ 

p21 

T21 

SIMBOLO 

i L 

~06'--
vl vz 

~-~-~ 
~ K~ 
w13 -0 Jw2 
Tl K ;_jT 

l 

-II .vz VI••--~ 

c 

~ _!_{~v 

=€Jffw 
L!u 

----1-. L___-- Q2 
pl Ql~ ~ 

~ 
c, 

VI -~Vz 
R 

f 8 f . • • 0 v •• -
w]T~)w2 

PI -Q 
R1 Pz 

T1\_~ "/- R
1 

Tz 

J.f 

Donde: 

* 

F 

T 

.i 

q 

v 

.. 
p 

L 

k. 

c 

M 

J 

c6 

c.t 
R 

B 

R6 
Rt 
Q 

fuerza 

par y temperatura* 

corriente 

gas to, 

velocidad traslacional, voltaje* 

velocidad angular 

presion 

inductancia 

constante de resorte 

capacitancia 

mas a 

mornento de inercia 

capacitancia de fluido 

capacitancia t6rmica 

resistencia el€ctrica 

fricci6n viscosa 

resistencia fluidica 

resistencia t€rmica 

flujo de calor 

Los simbolos T y v se utilizan para indicar variables 

_______ _..~istintas, ~r~ au ~qni£ieade esea,impl!eit~en el contexte 

que ·aparezcan. 

El sub1ndice 2~ indica diferencia, por ejemplo .. 21 ea la 

diferencia de velocidades anqulares '"1~'" 2 

iilti'Mr tf'twetrn •n r''t tt'i!tt1cit' ·v•J• · :tttrntr .. • ·rwil"¥ ~ • ·r trettbf' ttrxt en··wz It Mti'ir± \--~ .• f'' r tureen :rttmtm·:~ .ddb#tt# 
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7. Modelos no lineales 

En las secciones anteriores se han presentado ejemplos de 

elaboraci6n de modelos para algunos tipos de sistemas f!sicos. 

En todos los casos tratados se ha considerado que la relaci6n 

entre las variables asociadas a cada elemento es una funci6n li-

neal. Es unhech~ sin embargo, que en el mundo f!sico dichas r~ 

laciones, en su mayor1a, son no lineales y por tanto los modelos 

que representar!an fidedignamente el comportamiento f1sico de­

harlan ser de este tipo. 

A modo de ajemplo se presenta un sistema no lineal, en el 

cual dos da sua alemantos incluyen caracter1sticas no lineales. 

7.1 Ejemplo de un sistema no lineal 

Consid6rese el aistema f1sico da la fig 23 

' 

36 .? 

que consiste de dos tanques id6nticos colocados en cascada, que 

tienen una situaci6n horizontal de !rea constante. 

Por una tuber!a se descarga al primer tanque cierto 11quido 

(por ejemplo, aqua) con un gasto de q0 (t) unidades/seg. Dicho 

tanque tiene un orificio en la parte inferior por el cual fluye 

el 11quido al segundo dep6sito con un gasto de q1 (t) unidades/seg. 

Adem&s hay una desqarga del segundo tanque de q2 (t) unidades/seg. 

Si se considera q
0

(t) como la entrada y h2 (t) (la altura del 1!-· · 

quido en el segundo dep6sito) como la salida, se desea construir 

un modelo que describa el comportamiento del sistema. 

Se tiene ademas que la naturaleza de los orificios es tal 

que la relaci6n entre la diferencia de presiones a los gastos 

eatln relacionadas mediante las ecuaciones no lineales: 

donda 

ql ltl • ~t/P1ltl - P0 

qzltl • ~t/P2 1tl - P0 

l191 

I 201 

It constante que depende de la geometr1a del sistema 

'-------
2 

-------------.P... y J>r-. presiones en l&a partes inferiores de los tanques 

1 y 2 respectivamente 

Pig 23. Sistema hidr!ulico 

Po presi6n externa 

La relaci6n entre las presiones P1 y P2 y las alturas del 

-'t,~4t Ifill. """""· ._., . • i!M tt 'j ·Rt'J'it!ffli Wit' Uti, fHJ*"fnt'fKhtalitt srnirie • .,. 
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l!quido en cada tanqu~ lh1 y h2 ) son 

1'1(t) • P9 h1 (t) + P
0 

~2 1tl • P9 hz ltl + P0 

.t 
( 21) 

( 2 2) 

donde p es la densidad del l!quido y g la constante de gravedad. 

Para cada uno de los tanques la cantidad de l!quido que entra 

menos la cantidad que sale debe ser igual a la cantidad acumulada, 

o sea que para el tanque 1 

.t .t 

~f q0 (t)dt-~~ ql(t)dt. Ah1 (t) 

y para el tanque 2 

;~~qdtldt ~- q2ITI~T • Ak 21tl 

donde A es el .Srea de cada tanque. 

.~as dos ecuaciones .anteriores pueden escrib.il;·sa 

q O It) - q J ( t) • A dit, ~ t) ( 2 3) 

q1ltl - q2ltl =A dh~j.tl ( 241 

' 
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A partir de estas, debe escribirse la din&mica del sistema 

mediante dos ecuaciones de la forma 

! . 61.!• ~· ~I 

!L = g ~~. ~. t) 

para lo cual deberan seleccionarse las variables de estado 

correspondientes, como se indic6 en la secci6n s. Una selecci6n 

adecuada de las variables de estado podr!a ser las alturas h1 Y ha . 

y 

oe las ecs 19, 20, 21 y 22 y eliminando pl y P:2 se obtiene 

Ql (t) • kjpg h1 It J / 

Q2{t) • k/pg h2 (.t) 

Al reemplazar ql y q2 en las ecs 23 y 24 sa obtiene 

A dhaY) 

A dh2ltl 
d.t 

• q0 1tl - k;;; ~ 

k;;;[;h:ltl ~] 

--~----

Para facilitar el algebra de loa pasos subsiguientes, se 

hara la suposici6n que loa valores n~ricos de los par&metros 

son 

A 

l 
).~ 

ttt · nritDdlliHt'rti·tait rlrdr#t . ~ ttt'ttttr ttstt··~' ··m~o:rtt· & 'M'!Mfttttmlhi , s:tftf'rtttlt . c:··~t•·nett·,rrwrt r-; 
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en un sistema adecuado de unidades. Por tanto, las ecuaciones 

que describen el sistema son 

dh fh;-ill! • - hl (.t) + q 0 (.t) (2 5) 

~- jh:ltl -~ ( 26 J 

y(.t) • h2 (.tJ • [ 0 I ] 
[hl(.t}l 
'h2 (.t) 

Las ecuaciones anteriores son no lineales, porque la parte de 

la derecha de las ecs 25 y 26 no tiene la forma a11 h1 + a12 hz + q 0 • 

Sin embargo, el modelo que se obtuvo tiene la estructura de un 

sistema dinamico como se hizo saber en el cap 3. 

1. Elementos h!bridos 

Los elementos considerados a lo largo de este cap!tulo se han 

descrito mediante una o m&s relaciones entre las variables de un 

solo tipo. As1, los elementos el~ctricos, esto es, resistencia, 

capacitancia e inductancia se describieron ca.o relaciones entre 

las variables el6ctricas consideradas: voltaje y corrientd. 

I 

40 
;:J !) 
r~ 

mec!nicas el par torsional producido eri ·la- flecha del motor,· 

su velocidad angular (fig 24). 

-i 

Pig 24. Esquema de un motor 

Las relaciones entre las variables asociadas son 

T • kfi. 

v • k
4
w 

donde k' y k4 son loa parU!etros del motor. 

La enumeraci6n de los el..entos aixtos ser!a demasiado ab~ 

dante para presentarla en este cap!tulo. Sin embargo, a lo largo 
------------

Existe, sin embargo, una extensa gama de elementos cuyas 

variables asociadas no son de una sola clase; por ejemplo, un 

motor electrico ideal de corriente directa y excitaci6n constante 

t.iene asociadas cuatro variables: dos el6ctricas y :X~ mec!n:lct'\S. 

Las elktricas son el voltaje y la cor:,·!.,..,.,. :.:::: ax11.1.;;~.ct> 'Y las 

-

de este libro algunos de ellos ser&n introducidos en los ejemploa 

ilustrativos. 

Para cerrar eate capitulo ae presentarl an ejemplo de un si~ 

tema compuesto por ~le.ent~s el6ctricoa, ~fDicos y electromecini 

cos (un motor). 

'lilll'ffDiit·· · flillllltlliiiMltH'fiil •. llll~ • · d"shf'twillil' ., ... ;;;; ·w··hettvw• 
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Considerese el sistema esquematizado en la fig 25. Se desea 

obtener la velocidad angular wz de la inercia J cuando se aplica 

lUI voltaje v(.t) ui circuito. 

wz 

v(l~c':,:ic ~.,() 
J 

/ 

del motor 

d.t 
1 m • v cu c. 

T • k 6-im 

v,n • ka w1 

- v m 

del resorte torsional 

dT caT klw, - w2l 
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r~w 25. un sistema electromec6nico 
~====··-~--

De iguai manera ·como se procedi6 en los ejemplos anteriores 

de las leyes de los elementos y las de conjunto ae obtienen las 

aiquientes relaciones: 

De la malla izquierda del circuito 

,- • !.. r v It 1 - v J ·R R L c. 

lie la inerciil J 

J ~ • T 

Seleccionando como las variables que representan el estado 

a vc' .tm y w2 , se puede eliminar el resto de las variables, a 

excepci6n de v(tl que es la entrada. 

Las ecuaciones que se obtienen son: 
----~------~+~ +-----------------------------~------------------------------------~=--- --------- -~ ---

dvc. 
c ({f . 

de la malla derecha 

~~- -- ~e d·~·'tt.lflf h 1t' 'r 

- .t,. 

·-~ • 

dv c: ar-. 

.{(_ 
!'f 

"liT 

I 
n-

1 
v{.tl - n- ve 

;: !;. 
l{t""'-lf""''f'

1
-

<l ' 
~· 

1 • 
- '1: "m 

k ka 
Wz 

etnmttsa 
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que corresponden « la descripci6n del sistema por medio de varia-

bles de estado, ya que la salida (oo2) es una de las componentes 

de este y la der:fvada de cada una de las variables de estado 

I 
dv d-<. dW 6 . c m , Ll ~ una funci n del valor las var~ables de esta 
cu• cu -Cit 

do (vc, -<.m, w~) y la entrada v(.t). 
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1.- Introducci6n 

En el anAlisis de un sistema es frecuente encontrar en 

juego un gran nGmero de va~ables. Interrelacionarlas para 

integrar un modelo completo del sistema y au posterior anA­

lisis son problemas arduos debido a la creciente laboriosi­

dad de los cAlculoa con el nGmero de variables involucradaa. 

El planteamiento de modelos matemAticos de sistemas 

proporciona una aerie de relaciones simult!neas. Para los 

casos que se van a tratar en este texto las relaciones se -

r&n lineales. 

Con frecuencia las relaciones mencionadas consistir!n 

en ecuaciones diferenciales ordinarias o, con la ayuda de -

------------------~--------------------------------~la transformada de Laplace, podr!n reducirse a un conjunto 

ecuacionea algebrAicas s~ult!neas. Sin embargo, dicho 

conjunto de ecuacionea (que forman el modelo del sistema) 

~ .. slbtb:r*r !Wit ~~.c '@ fir'"ilh' - ..... - ....... 

... 

i 

... 

' 
,. ·'' ~ 

f 
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.. r 
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no presentan de manera inmediata las relaciones causa-efec-

to de todo el sistema simult~neamente; desde el punto de -­

vista de percepci6n visual, las ecuaciones se ven como rel~ 

c1ones aislaaae y •• a1f1cil lograr un panorama global del 

sistema. Por esta raz6n la estructura de las interrelacio-

nes del sistema, o m4s correctamente, su topolog!a, es diff 

cil de descubrir. 

Debido a ese tipo de inconvenientes se recurre,• en mu­

chas disciplinas, a descripciones gr4ficas de los sistemas, 

bien por medio de "diagramas de bloque" o por "diagramas de 

flujo". Para el an4lisis de sistemas din~micos tambi6n se 

cuenta con medios aimilares: loa reogramas, mediante los -

cuales la visualizaci6n de la totalidad de las relaciones -

entre las variables se capta con mayor facilidad que con -­

la• descripcionea matem!ticas convencionales. 

De la misma manera que las ecuaciones simult4neas pue­

den manipularse y resolverse, los reogramas ae manipulan y 

se resuelven como se ver4 mas adelante, los sistemas que 

pueden describirse por relaciones lineales, tambi~n es fac­

tible describirlos mediante reogramas; adem4s, a partir de 
~ 

esta descripci6n, las relaciones directas entre las varia -

bles pueden obtenerse por simple inspecci6n. En resumen, -

los reogramas son una notaci6n gr~fica para describir con 

juntos de relaciones lineales, y_siendo ~tiles no solo para 

la soluci6n de aichas ralaciones, sino tambi'n para cons --

3 

truir directamente modelos de sistemas lineales. 

2.- Definiciones fundamentales 

a) 

b) 

c) 

d) 

e) 

f) 

~· Es la representaci6h de una de las variables del 

sistema, mismo que se indica mediante un punto. 

~· Representa la relaci6n efecto-causa entre dos -

variables (nodos) y se indica por una 11nea dirigida -

que va desde el nodo causa haata el nodo efecto. 

Nodo fuente. B• un nodo del cual emergen todas las r~ 

mas conectadas a 61. 

Nodo pozo.. Es un nodo del cual no emerge ninguna de -

la• ramas oonectadaa a 61. 

Transmisi6n de una rama. E8 el "valor" de la rama e -

indica la operaci6n que debe efectuarse sobre la vari~ 

ble causa a fin de obtener la variable efecto. Se co~ 

siderar&n dichas operaciones linealea, entonces la 

transmisi6n puede ser una mul t_iplicaci6n por un esca -

lar, una ecuaci6n diferencial lineal, un retraso etc. 

~eograma. Es un grupo de nodoa interconectados por r~ 

mas que represent& un conjunto de relaciones lineales.· 

2.1. Ejemplo. Considerese el .sistema de la figura 1 
----------------

•. , •. m'fttrtitit¥d6rwi*rnt'leli ~.riM) t'~!Ft· ibt#'i ':tf 
I 

,4:~ ~~~thriTrre&ttttwt 't'Nwtre . 
...._ ta.iiirlt ·¥tat tilt 71 s ftrtt::rt1 
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Pig 1 Sistema el6ctrico. 

Sup6ngase que las. variables del sistema son el vpltaje 

v y la corriente i. 

Por la Ley de Ohm, la relac16n entre dichas variables es: 

v- JU 

Si se toma a la corriente i como la variable independie~ 

te (causa), la expresi6n, mediante reogramas de la relaci6n 

anterior se indica conforme la fig 2. 

R v 

--------------.--------------· 
(tranamisi6n) (efecto) 

5 

En caso de tomar al voltaje ~ como la variable indepen­

diente, la relaci6n anterior, representada mediante reogra­

mas, se muestra en la fig 3. 

v 1/R 

• • 
(causa) (efecto) 

(transmisi6n) 

Pig 3 Otra representaci6n del sistema. 

En la representac16n de un sistema en forma de reograma 

cada variable debe representarse por uno y solo un nodo; de 

tal suerte que si se tiene. un sistema como el indicado en -

la fig 4, donde ~ es la variable independiente: 

~- . 

(causa) 

(nodo fuente) 

------------------~·ig 2 Una representaci6n por un reoqrama del si~ 

tema. 

_·:? ··J ! " ~J ' •. ~ 

Fig 4 Siotcrna ol6ctrico. 

• I 

~-'t{? r*&i'tdtt-w fe;-eu # N' I tent w+ r'tr' ., h;y·arwttiere· \illtt<· ·f'WI"i" ~·ett' • · ·- •• - • iiC!ll ... , ·"''···· ·lih'ftt ... 
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se tendr~n las ecuaciones 

il.! v 
R1 

i -! v 2 R2 

6 

en las cuales la variable ~ se presenta dos veces: una por 

cada ecuaci6n. Sin embargo, al representar el circuito me­

diante reogramas, el voltaje ~ se presenta por un salo nodo 

tal como se indica en la fig s. 

L, 

, 

(nodo fuente) La 

Fig 5 Representaci6n del sistema de la fig 4 median 

te un reograma. 

Esta econom1a en la representaci6n de sistemas as una -

de las ventajas que ofrecen los reogramas. 

Cuando una variable dependiente es igual a la suma de -

dos o m&s variables modificadas por un operador lineal, co-

mo por ejemplo xl • ax2 + bx
3 

+ cx
4 (1) 

,. 

r' 
; 

7 

au representaci6n consistir! en un nodo al cua1 llegan 

ramas desde los nodos de las variables que la afectan, y la 

~ransmisi6n de cada una de las ramas ser& la operaci6n que 

se efectua sobre cada una de las variables contribut.ivas, -

lS!, para la expresi6n 1 se tendr! la representaci6n de la 

fig 6. 

Xe 

x1 e ; ~x, ''\ 
x4 

Fig 6 Reoqrama para la ecuaci6n 1. 

Entonces, el valor de una variable representada eor un 

nodo as iqual a la suma de todas las variables transforma-

ias que llegan al nodo en cuesti6n. 

2.2 Ejemplo: En la parte derecha de la fig 7 se ~ues-

tra un reograma que represent& el sist~ de ecuaciones que 

se encuentxan en el margen izquierdo. 

~ -~ - 8allld s '2 U' ee·tinw6wt"h'rf'ti ~ 
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x 2 • ax1 + bx3 

x 3 • cx2 + ru:4 b 

x4 • ex2 a~ d •x, 1 x;xa 7•• 
a 

Fig 7 Conjunto de ecuaciones y su represent~ 

ci6n por reogramas. 

Con mucha frecuencia en el anSlisis de sistemas se desea 

conocer el efecto que produce una variable sobre otra, sin -

interesar las relaciones que puedan existir entre otras va -

riables del sistema. En los sistemas complejos la relaci6n 

que se busca puede encontrarse por m'todos matem!ticos estS~ 

dar al respecto, la alternativa que a continuaci6n se prese~ 

ta consiste en la manipulaci6n del reograma para eliminar t2 

das las variables "intermedias" y lograr una relaci6n de ef~ 

to-causa entre dos variables de inter6s. 

A fin de ilustrar el problema que comGnmente ae desea re 

solver, puede tomarse el siguiente ejemplo: 

'-------En un reograma como al que se indica en la fig 8. 

I, 

9 
'I 

a • 

~ -~-. 
Q 

Fig 8 Reograma por simplificar. 

Se desea encontrar el valor de la transmisi6n ~ (en f~ 

ci6n de a, b, c, d, e, f, y g)en el reograma de la fig.9 

h 

•• lt4 

,ig 9 Reograma simplificado. 

de tal manera que la relaci6n que exista entre x1 y x 4 sea . 

k .m.i.allla para l.oa ~doa J:aOgr a:IQA&.. 

En g,neral, el problema de reducci6n de un reograma con 

sista en obtener otro reograma an el que Gnicamente aparez-

. . " . ' . . 

Wi'b YStr;t\ ·&Ht'ffl •'*·.i!artr'f :ter··wt'fi+n •M.t#rf't· tr' -..· +td !:ttW . "f I' •• - ·)c;- •• ,W,;, .. · obttr rd 
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can nodes fuentes y nodes pozo, y todas las ramas vayan de 

un nodo fuente a uno pozo. 

Para resolver el problema se presentan dos formas: 

Por reducci6n del reograma mediante absorci6n 

de nodes. 

Por la f6rmula de Mason. 

3.- Reducci6n de reogramas por absorci6n de nodos 

Para aplicar el primer metodo es necesario presentar las 

reglas de manipulaci6n de reogramas, las que, como se ver~ -

m~s adelante, corresponden a manipulaciones en el sistema de 

ecuaciones que el reograma representa: 

3.1 Transformaciones de reogramas. Las transformaci2 

nes elementales que reducen en uno el ndmero de nodes de un 

reograma son: 

a b ob 

~ a) x, •• X a ., •z 

.,~ d -
b •s •z •4 
c 

•• 

··~d bd -
-=--.1'\. ~ Xz )C 6 --v c . .. . 

b) ( 

I 

11 

-~ 

X3 ~x3 
a c · c 

c) • • ~· • x 4 -1\. x4 xl x2 d ---v' . x 

•s x5 

x4 ~ 

d) . . ... -~ xs 

x6 x6 

I 

Cada una de las transformaciones anteriores corresponde 

a la eliminaci6n de una de las variables en el sistema de -

ecuaciones que representa el reograma cotrespondiente. A -

continuaci6n se muestra por cada caso la equivalencia de -­

las operaciones con reogramas y con ecuaciones simult!neas: 

a) x2 ax1 } eliminando x2 ~ x.) = abx1 
x3 bx2 

b) + bx2 + cx3 } 
eliminando x4 ~ x5=adxi+bdx2+cdx3 

x4 = ax1 .~·-~ 

xs .. dx4 

c) x2 = ax1 

x3 .. bx2 j ~'""~ .... , ~ I x
3 

= abx1 

~-·-x4 = cx2 
x4 • a..,.-1 

x5 = dx2 

-----~. l 
x5 = adx1 

···j ,:-: itttfthi • !!t«Mt'ft 05'frtt .• ii!Oilil 



d) ., ... , + bx2 l 
x 4 = cx3 

xs .. dx3 
eliminando x3 ~ 

XG = ex3 J 

adem~s la reducci6n del reograma 

0 

\. X~z 'x, ~ 

b 

\ 

! x 4 = •ox1 + box2 

x5 = adx1 + bdx2 

x6 = aex1 + bex2 

a+b - X~ 

corresponde a la equivalencia entre las ecuaciones 

ax1 + bx1 = x 2 

(a+b)x1 .. x 2 

3.2 Eiemplo: 

Consid~rese el reograma de la fig 10 

12 

x, Xz Xc X a 

Fig 10 Reograma en el que se desea eliminar 

los nodos x2 , x 4 Y x
5 

13 

Se desea eliminar los nodos intermedios x 2 , x 4 y x5 pa­

ra obtener un reograma en el que ~nicamente aparezcan el n2 

1 do x1 (como fuente) y el nodo x3 (como pozo). 

Aplicando las reglas a para eliminar los nodos x
4 

y x
5 

se obtiene el reograma de la fig 11 

de 

, 0 , L:2J 
x, Xz X3 

Fig 11 Eliminaci6n de los nodos x4 y x
5 

Pr .:Wtoonthc%t ·et#'ihtth <'it:sr't'h # ··, ,ii'''MYt:!trfltWfW It ~•r:tt:~~· tt'twtztt7 Nt'tnr - ,, ...... &;,. fr:: .-:1" 

I 
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Con la regla b, para eliminar el nodo x2 , se llega al -

reograma de la fig 12 

O
de be 

··------~~-~----~~ x
1 

abc K1 

Fig 12 Eliminaci6n del nodo x2 

Para continuar el proceso de eliminaci6n (3.4) es nece-

sario introducir el concepto de automalla y el procedimien-

I 

\ 
15 

z3 

.. 
Fig 14 Parte de un reograma con una autornalla. 

Recordando que el valor de la variable representada por 

·el nodo en cuesti6n es igual ala surna de los valores de-­

to para eliminar este tipo de rama. 

!las transmisiones de las ramas que llegan al nodo multipli­

!cadas por las variables en donde se originan dichas ramas, 

ise tendr& que para la fig 14 se curnple. 
= I 

3.3 Definici6n de automalla. 

Una automalla es una subgr&fica de un reograma formada 

por una sola rama que parte de un nodo y llega a ~1 mismo. 

La manera que pueden,eliminarse las automallas es las! 

guiente: Consid~rese una parte de un reograma que contiene 

un nodo, con una automalla y varias otras ramas conectadas 

a dicho nodo (fig 14) 

x • b x + a1 z1 + a2 .z2 + a 3 z3 + •• • 

De la ecuaci6n anterior puede despejarse ~ y obtenerse: 

(l~b)x • a1 z1 + a2 z2 + a 3 z3 + · • • 

a1 a2 a3 
x • ( r=:bl z1 + (1-bl z2 + (1-bl z3 + • 

La representaci6n por reogramas de la ecuaci6n anterior 

les la que se indica en la fig 15 

------ j 

I 

I I 
I 

~ 

- • ili•iliafttbW ' ft 'ittitr:-e!ii:·h''W 
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16 

z 

. . 

Fig 15 Eliminaci6n de la automalla. 

De lo anterior se deduce que una automalla de un nodo -

se puede eliminar dividiendo cada una de las transmisiones 

de las rarnas que llegan a el por (1-b) , donde b es el valor 

de la transmisi6n de la automalla. 

3.4 Continuaci6n del ejemplo 3.2 

A partir del reograma de la fig 12 se obtiene el reogr~ 

ma final de 1a fig 16. 

xl x3 

abc 
1-debc 

.I 

~ 

17 

Para verificar la validez de las reglas empleadas en la 

reducci6n del reograma original, se parte de las ecuaciones 

que este representa, y a traves de manipulaciones algebrai-

cas obtener la relaci6n entre x
1 

Y x
3 

• 

Las ecuaciones que representa el reograma de la fig 10 

x 2 .. a x
1 

+ dx
4 

x5 = b x2 
x3 .. c x5 

x 4 • e x3 

de las ecs 2 y 3 al eliminar x
2 

se obtiene 

x 5 • b a x1 + b d x
4 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

y de las ecs 6 y 5, eliminando x
4 

se obtiene 

x5 • b a x1 + b d e x
3 (7) 

por ultimo, de las ecs 4 y 7 si se elimina x
5

, se obtiene 

o sea 

x 3 • c b a x1 + c b d e x
3 

x3 
c b a 
r=cbd'e xl 

Este resultado es equivalente ~u~ _se obt~~-ffi§diant• ------------~-----
--~-------------------------------------------~-

4• ~ipulaci6n de los reogramas. Fig 16 Reograma final que se obtiene a eliminar 

los nodos intermedios del reograma de la 

fig 10. 

wr:.'twetttrWMtt tmnriw- -.. • I ;#tiJRtt't'ire rftt , net· Htu 'tt"'t'rlm-ew "''t'ttttirmnutt . ·.. . 6<· tint atbtlt:'tWfirlr tUhf'dS!Ittrd Ml:iti itt"M"'IM trW'S 
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3.5 Ejemplo: 

Considerese ah~ra un ejemplo m~s complicado de reducci6n 

de reogramas. En la fig 17 se desea transformar el reograma 

de la izquierda al de la derecha. 

-~~ x1 x2. x3 x4 xs 

h 

xl 

Fig 17 Un reograma y su reducci6n. 

Al respecto, se desea encontrar el valor de h· A cont.!, 

nuaci6n se muestran los diferentes pasos a seguir en la el.!, 

minaci6n de los nodes intermedios x2 , x3 Y x4 

_,.,~--~~_;::-,J:l.J.minando x3 

xs 

• 

19 

Eliminando la automalla 

~ . .. 
)1.1 a )1.2. . .E.£_ 

1-fc 
)1.4 d )1.5 

Eliminando x 4 

G ~ a Xs 
• • xt bed 

IIJ. 1-tc 

Eliminando la automalla 

g 

. .· ... --~ ------'----. ~ -· ·/d 
)(1 0 )(2 be )(4 d Xs x1 Xz )1.4 

~~-1 )= 1-fc ed 
, r· -Hc 

~~' 
\''$l \:J 

;-;-~ -:<J. 
\-'$ .., 

bed 
1-fc-ed 

• 

~itMiitl Ottttlfliirittt'ufl'titil•r+iiart'ttft-'N'WMM tf:'t .. 



' 
1 

f 
·~ 

'· 

22 

a 

Xo 

~-

I Fig 19 Reograma. ,a. 

Como puede verificarsa, -par medic de 1a absorci6n de no 

dos incermedios, se llega a los siguientes reogramas: 

h1 I 
/ 

1 - e 
xo • x1 h - r:. 1 1 - ab - e + a b e 

h2 
r 

xo 
h • a(1-e) 

x2 . 2 1- ab ·-eta be· 

xu 
h3 

x3 
h c+ad 
3•1-ab-eta'be 

~.a expresi6n 1 - ab - e + a b e, es independiente del nodo 

pozo y se denomina determinante del reograma. Para definir 

la formalmente es necesario introducir algunos conceptos t! 

les como malla, trayectoria, etc. 

4.2 Definiciones de trayectoria y mallas. 

a~ Trayectoria es una subgrafica de un reograma formada -

por una sucesi6n de ramas conectadas, una despues de --

otra, sin contravenir e+ sentido de las flechas, de tal 

manera que ningGn nodo aparece mas de una vez. 

b) Malla simple es una trayectoria cerrada en la que nin-

gun nodo aparece mas de una vez por ciclo. 

I 
;/d 

.·:VJ'i-:-

~ 

23 

c) Malla multiple de arden k es una subgrafica de un reo-

grama formada por k mallas simples que no tienen nodes 

en comun. 

4.3 Ejemplo: 

Considerese el reograma de la fig 20 

' 

n 

.•'' 
X a 

Fig 20 Reograma. 

en el cual existen cinco trayectorias que van del node 

x1 al x3 • Estas se encuentran identificadas en la fig 21. 

En la 22 se presentan todas las mallas simples, en la 23 t~ 

das las dobles y en la 24 la unica malla triple del reogra-

rna. 

,..... 

) 

·~· 
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Eliminando el node x2 se obtiene 

gbcd 

. . 0 
l-fc- ed 

xl abed x4 

1-fc-ed 

Por ~ltimo, con la eliminaci6n de ia automalla 

abed 
1-fc-ed 

xl x4 

1 
bcdg 

1-l-cf-de 

abed 
1-cf-ed- bcdg 

abed 
:. h= 1-cf-de- bcdg 

20 

4.- Soluci6n de reogramas por inspecci6n. F6rrnula de Mason. 

Co~ pudo apreciarse en el ejernplo 3.4 el rn€todo prese~ 

tado en la secci6n anterior para reducir reogramas no ofre-

ce rnayores ventajas sobre la soluci6n algebr!ica de las ecua 

ciones; as!, en el ejernplo rnencionado, para llegar a la so­

luci6n fue necesario pasar por cinco reogramas interrnedios, 

por lo que para reogramas como el de la fig 18 dicho proce­

' 

2;1. 

dimiento se vuelve demasiado elaborado. 

\ 
\ 

Fig 18 Reograma para reducir per absorci6n de 

nodes. \ 
Samuel J. Mason desarroll6 un m€todo por el cual es po­

sible encontrar la relaci6n entre dos variables de un reo -

grama por inspecci6n. As! como el m€todo de absorci6n de -

nodes corresponde a la soluci6n de ecuaciones lineales si~-

mult!neas por elirninaci6n sucesiva de variables, el rn€todo 

de Mason corresponde a la soluci6n de estas ecuaciones usan 

do deterrninantes y cofactores. 

Existen algunas expresiones en un reograma que son inva 

riables respecto a la selecci6n del node pozoa 

4.1 Ejemplo: 

Consid€rese el reograma de la fig 19 

) 
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L 
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\ 
I 
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xa • -;f ', I /' I ' 
'' '-'e .'1' k,'/ \1 1 >-. x1ac:, c -~ L ·.,· ,v-- m't' /1\n 

-..,.. ', I , I I 
b\', ~~---k--...J...-/ 

X '- .,--;--:;; ' X 
2 "";"..;:· ~~ 3 6 

g' ...... , h 
x, 

( 1) 

0 
i'7' I, \ . 
\ I X4 • .J X5 

0 X~ ..._ --;;--;~ ... 
•• , I ' , I ' 
"/ I ' 'e k ' " • I \ 

X7Q.."" \,./c ~' i. It~ m',, ,t\n 
'..... ' ," I 
b\' I f ', , l I / .... .,. __ _::..._ __ ~- .... ~--~ 

x2'~- _, /_,"'x., .,., Xe 
ll.... ·-­..... ..,, h 

Xe 

(3) 

X7«~"/ \~/C l'-}" 'Y_" m\~/ l},n 
b\::..· I f I , , L I / .... .._ __ ~ ..... -- ::. _ __.::. __ _..... 

' ,, , ,.., X 
x2 :\"" ,., x3 6 

' r--Q ... .,, h 
x, 

( 2) 

0 • X 
(7"'1 d x4 ) ::A 
\ " ) . x1; .. , I 

-~T' I ', , e .\1
1 / ,' !~ ..._, L t 

X7«" \f C •• ', ! / ~-
',, I ,f --~---.,-b • .... ._,- -~,.. 

1 
,"x3 

Xz ...... ,v~-g\',_.. h 
x, 

(4) 

0 
~ .... 
\.' ) d x4 j. x~ 

0 Xt;~, ) i ) ,>9 
-;f ', . / x (1[, • .J. ,.,e .. r, k;J, 

7--.... 't'C .......... L 'f . F-
...... I ' I " b'.',..._ ___ -.t_ ......... ," ~ 

Xz'~- ,• ,',"x3 XI 
ll' ...... ,""h" 

xa 
( 5 ). 

Fiq 21 Trayectorias del nodo x1 al nodo x3 • 

x7 

( 1) 

- x4 • j xs 
Y"' ) y --000:---~ 

I ' ,' .,"' I', 
k ' " • I ~ ,, m'l ''" ~-• ' I \ 

,," l I I 
~- .... ~--~"' 

x3 ..... Xs 

xa 
(3) 

xa 

0 

tr' 1, ) ,d X 4 • 
O XJ,-,:---:+----i>--- .J X~ 
·;,f I ', , I ;;r--;-.lf-. 

II .," ' ' I • ' • " I ' ''"" ' 'c '• e . ' I ' k I , ' ' ...... r --", L '+' ,.(. m\1/ ,4, 
b '.' I f ' 1 ,, f • I • n 
'~>I' l I I xz ~--..;~--.-" 

g ~x3 x1 

h 

0 -,.-, 

( 2) 

I' I d · 
' " ., x4 • J x5 

?t I ', I ,-" 
axl;.-,- --:~- --9-- --,.. .... --!) 

,, •1, ,•e ,r, k,.,...,. 
X1«, yc ·-'. i 't' ):~- m n b,, I f ........ j ,, t I 

' .... ._ __ ~,--~-- ... ~--
X2'.,. ...... , / ,..... ..... X3 ,., X& 

0
., J,., __ 
• ....... , h 

xa 
(4) 

X7 

xa 

X7 

Xe (7) 

li'iq 22 

(8) 

Mallas simples del reograma de la figura 20. 
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xD d . 
a 1,-)' __ _:,. x4 . . /f I ', -- - --G>- __ _:) X~ 

i "' ' ~--7<X, \1/c . '-.e I , ,,..,..., 
..... T -~ i \I/ k • "' I , 
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r-A ,d x4 --~~--t\ x!l \.....) __ ~,...---;>- , / 

-;;r .1. ',\e i\1/ ,~-- _..:...._ __ .,.__ .. ,"' i-
b\',1 ' 't' ,:.-.:: •I•!.. 

~
. t ', 1 ...-"' m'r' .'1\n 

X ~).~ l,- I I -
X, ~~X3 -~---Jl_/ 

g· ~/h xs 

ax:,.·,',, , I k:,"' m!J n ···-
"' ,I.e ..... , T "' l ---X7Q. T ' I ...- ;.-

',,. I -! ::::~~- .... ,-- xs ~ b• '~---;,---:,"'x3 
Xz -- ~<--

Oo d x4 _:},_ __ Dxs 
- , / 

xvr-, • 1 k ., · n _..-__ 9,;;( l ',, \e ·\I/ ,.~-- m -
"' ' \ 1/c -~ L 'I' "' t 

X7«. T ', l "' • 

',>;:',.~--~<::-- '• 

. ...__.L 

0 
-IT, 

x, 
(1) 

t' ) .,9 X4 _i xs 
nxl~---·--~---~--~ 

.;;;.-r j ' -· I -- /\.II ). 17<//~~c ',:-..~, i \i/ ,~:i.e:"' my' 1 ,n 
~ -! ',I,"' ~-

---~--~-- ... ---Xz'.,. .... ~' ,' /,....x3 ..... x6 

0 

g., ~-­
• 'el'"' h 

xa 
('3) ~·· 

(5) 

g\',..,....- h 
xa 

(2) 

0 
7.7"'- . 

( ) ::-rd x4 
__ :L_ __ t\x5 

xl ~ . , .. / 
a I' "' 

~~ ',, \e .1JII k.?,:_"' m!J n x7 't' c ..... , ' ,,. 

-~ f ', ,"' t, 
b ----'+-::-~--·~---

Xz ~ •' /LX3 • X& 
g.~· 

xa 
(4) ~ 

0 tr,· 
I j d 

a xW.---> x4 . 
".?1" 1 ' ,'!"---<>- • J Xa X "' : ', I ---~,...-- " , 

70C, \tile ,,.,e I , ,"'V ..,__ __, 1·\1 ' k ' / . 
b"- I ' { /-"' . ''*Mt. ',I ,, -- m n 

X '$<."' l 2 './.. __ _.; 
Q '/ x3 •• ---

h Xs 

xa 
(6) 

Fig 23. .l·lallas do!>les del reograma de la figura 

xa 

Fig 24 Malla triple del reograma de la figura 20. 

Cabe hacer la aclaraci6n que las mallas 1 y 2 no forman 

una malla doble per tener el node x1 en com~n. 

4.4 Definiciones de ganancia, determinante y cofactor. 

La ganancia de una trayectoria es el praducto de las 

transmisiones de las ramas que forman dicha trayectoria. 

As! pues la ganancia de algunas de las trayectorias del ejem · 

plo anterior son: 

de la trayectoria 1: cf 

) de.la trayectoria 3: di 

'4e la trayectoria 5: djm1 

. 
De acuerdo con la definici6n anterior, la ganancia de • 

una malla de orden k ser~ el producto de las transmisiones 

de todas las ramas que forman dicha malla. Del ejemplo an­

terior se deduce que las ganancias de las mallas son: 

de la malla simple 1: o 

de la ~~lla simple 3: adihgb 

.. 

-~ 
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--,-de la malla doble 2: omn 

de-la malla triple 
----------------~4.~ Ejemplo: 

ofghmn 

Sup6ngase que en un reograma hay m
1 

mallas simples, m
2 

mallas de orden 2, m3 mallas de orden 3, etc, hasta mallas 

de orden p. El determinante de este reograma, A, se define 

como la unidad menos la suma de las ganancias de las mallas 

simples, m!s la suma de las ganancias de las mallas dobles, 

menos la suma de las ganancias de las mallas triples'etc. 

Matem4ticamente esta definici6n puede expresarse como , 

ml 
II • 1 - E 

j•1 

m2 m3 
M (1 ) + t M (2)- I M (3 ) 

j j=1 j j•1 j 

~ p 
I M (p) • 1 + I 

j•1 j k=1 

mj 
1: 

j•l 
(-1)k M (k) 

j 

+ ••• 

donde Mj (k) denota la ganancia de la j-6sima malla de' arden 

k. 

Como las ganancias de mallas de segundo o m~s alto orden 

son iguales al producto de ganancias de mallas simples que 

no tienen ningun node en comun, una definici6n equivalente 

de determinante es 

II = I (l-Ml (l)) (1-M2 (l)) • • • (l-Mml (l) l I * 

donde la operaci6n I I* indica la supresi6n de todos los 

t~rminos que contengan productos de las ganancias de mallas 

que posean al menos un nodo en comun. 

-.--~·-

Para el reograma de la fig 25 

a 

xo • ?)» •Q xz 

', 

~ 

Fig 25 Reograma 

•• tienen las siguientes mallas simples: 

a 

x1<=:>x2 qanancia: ab 

-....-

x1~x2 

C"-/d qanancia bed 

X;s 

X;s 

0· ganancia e 
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y la mall.!!,_ c!oble 
=~I'' 

-.--- \ ~-~ El cofactor de la trayectoria 1 es (l-e}, pues e1 re 

Xo.._----~~x2 :~,-- . · .. \:) :::::::::::ax:~ s::::m:: :::d:
0

:::g:~: :~l:ax~le:u::i:::~ 
·~ \ j ganancia abe los nodos de trayectoria 2, su cofactor es 1. 

\ I 
' I tJ 

De lo que se deduce que el determinante del reograma es 

A • l - ab - bed - e + abe 
\ 

Otro concepto necesario para presentar la f6rmula de M! 

son es el de cofactor de una trayectoria, o sea el determi-

nante del reograma que queda al suprimir del original los -

nodos de la trayectoria y las ramas conectadas a ellos. 

En el reograma de la fig 25 se presentan dos trayecto -

rias del nodo x 0 al nodo x2 : 

a 

~ 1 X1 ..... ------.. , 
Xo Xz Xo 1 " Ill lit x2 

.... \, _____ ..,.,...I 
\ I 
\ I 
\ I ' / ' / 

' '.;«" :x 3 
I / ' 

I I 
\ ) , __ ., 

Traycctori<:~ l 

/ 
I 
I 

Traycctoria 2 

Con base en las definiciones anteriores se puede prese~ 

tar la f6rmula de Mason. 

4.6 Formula de Mason 

La transmisi6n entre un nodo fuente xf y un no fuente xn, 

esta dada por ~· 

donde 

1 n 

Tk 

xn 
xf 

n 
E T t;. 

k=1 k k 
A 

es el n6mero de trayectorias diferentes entre xf y_ 

xn 

La ganancia de la k-6sima trayectoria 

Ak Su cofactor 

A El determinante del reograma. 

Para el reograma de la fig 25, la transmisi6n entre el 

nodo fuente x0 y el nodo x 2 ser4 

x2 = a(l-e) + cd 
xo l - ab - bed - e + abe 

"" 
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y la transmisi6n del node x2 al node x
3

• 

Las expresiones que intervienen en la formula de Mason para 

el ejemplo anterior. 

'l'rayectorias 'l'k 4k 'l'k4k 

1 1xa (1-e) a(l-e) 

2 1xcX'd l cd 

4, determinante, = 1 - ab - bed - e + abe. 

Debe sefialarse que la f6rmula de Mason es valida cuando 

la transmisi6n por encontrar surge de un nodo fuente y llega 

a uno no fuente; en general cuando estas condiciones no se 

cumplen, los resultados que se obtiepen son err6neos. Para 

ilustrar este ultimo caso, consid6rese el reograrna de la fig 

26. 

a Xz 

''~, 
XJ 

Fig 26 Ejemplo del mal empleo de la f6rmula de 

·Mason. 

Si se aplica la f6rmula de.Mason para encontrar la tran~ 

aisi6n del node x3 al. nodo x2 se obtiene 

x3 c 
h ·-=~ 23' x2 1-c.a 

-- -~--- ----

x2 d 
h32• x • r=Cci 

3 

L6gicamente, los dos resultados son inconsistentes pues 

h32 Jl 
1 

li2i" 

El error radica en que ni x2 ni x3 son nodes fuentes. 

Si se aplica la f6rmula de Mason para obtener las tran~ 
X X 

' misiones (_£ y -1) se llega a los resultados 
x1 x1 

por tanto 

x2 - • a+ be 
x1 l="C'd 

x3 --xl 

x2 

x1 x2 _=_.a+ be 
x3 x3 -~ 
xl 

b +ad :;::-::--ccy 

Este dltimo resultado es correcto, pues si se trata el 

problema algebraicamente se llega al mismo valor de la trans. 

misi6n, como se indica a continuaci6n: 

x2 ax1 + cx3 

Xj • bx1 + dx2 



~ 

\ 

~ 

34 

Despues de la eliminaci6n de la variable x1 •• obtiene 

(a + be) x3 • (b + da) x2 

x2 
X3 

a-+ be 
a + ad (8) 

5.- Inversi6n de tra¥ectorias. Inversi6n de mallas. 

Como se demostr6 en el ejemplo anterior, la f6rmula de 

Mason generalmente no es valida cuando el nodo inicial no -

es un nodo fuente. Sin embargo, en muchas ocasione~ se de­

sea encontrar la transmisi6n entre dos nodos no fuentes, xa 

Y xb, de un reograma dado. 

Para resolver el problema existen tres alternativas: 

1.- Proceder como en el ejemplo anterior, esto es, encon 

trando la transmisi6n de un nodo fuente xf a cada uno 

de los nodes en cuesti6n y tomar la raz6n entre las --

dos transmisiones obtenidas. 

2.- Replantear las ecuaciones del reograma y considerar xa 

como una variable independiente a fin de construir nu~ 

3.-

vamente otro reograma en el cual xa aparezca como un -

nodo fuente. 

Modificar el reograma usando inversi6n de trayectorias, 

y convertir un nodo no fuente en uno fuente. 

En esta secci6n estudiaremos la alternativa nfimero 3. 

I 
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5.1 Inversi6n de una trayectoria 

La inversi6n de una trayectoria (como se ver' despu€s) 

corresponde a interc~~biar los papeles de causa y efecto e:~nr=====~ 

un reograma, o lo que es equivalente, a invertir la forma 

de variables dependientes a variables independientes. En -

el ejemplo 2.1 se vio c6mo el reograma de la fig 2 era equ! 

valente al de 1a fig 3, en el sentido que representan la 

misma relaci6n algebraica entre las dos variables v e 1. 

Antes de mostrar el resultado general, considerese e1 -

reograma de la fig 27 

)(6 

d 

)(;, lt4 

)(5 

rig 27 Reograma para la inversi6n de una trayectoria 

Las ecuaciones correspondientes son 

x2 = ax1 + bx3 + ex5 
x3 = cx2 + fx 6 

x4 .. dx3 
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Los nodes fuentes son 

x
1

, x
5

, x
6 

(variables independientes) 

y los no fuentes son 

x
2

, x
3

, x
4 

(variables dependientes) 

Sup6ngase que se desea hacer de x3 una variable indepe~ 

diente y de x
5 

una variable dependiente, lo que equivale a 

despejar x5 de la primera ecuaci6n 

x =!.x -!!ox -!?.x 
5 e2 el e3 

al deapejar x2 de la segunda ecuaci6ft 

1 f 
x2 .. + c x~ - c x6 

y dejar igual la ~ltima 

x4 = dx3 

el nuevo reograma que se obtiene es el de la fig 28 
A 

xs 

d 

xa )(4 

Fig 28 Reograma que se obtiene al invertir la trayecto­
ria x5-x 2~x3 del reograma de la fig 27 

X 

~ ,. 9 ;;es.; 4.;X4M A;:t£1·: .l..14.A~,¥4@A.T ·~ -·ti#P r.~.·~~ 
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De dicho reograma se pueden hacer las siguientes obser-

vacionea; --

a) el sentido de la trayectoria del nodo x5 al nodo x3 se 

invierte,. 

b) el valor de las transmisiones de las ramas invertidas -

es el inverse de las transmisiones originales. 

c) las ramas que acud!an al node x3 ahara llegan a x2 , y -

las que llegaban a x 2 ahara lo hacen a x5 , adem4s, el 

valor de las nuevas transmisiones es el valor original 

dividido par el negative de la transmisi6n de la rama -

de la trayectoria invertida con la que eran convergentes. 

Siguiendo los mismos lineamiento& del caso anterior, si 

se cuenta con un reograma arbitrario y se desea invertir 

una trayectoria de un node a otro, se invierte cada una de 

las ramas de esta. Las modificaciones que resultan del c~ 

bio se ilustran en la fig 29. 

xk 

d 

z y 

Ramo o 
invertir 

X 

~k 
Fig 29 Efecto de invertir una rama 
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La just1ficaci6n del proceso anterior se debe a que co-

1110 

z • dy + ax1 + hx2 + .•• + cxk 

entonces 

l a b c 
Y '" d z - d xl - d x2 + • • • • • -:- k xn 

5.2 Ejemplo, 

X 
Volviendo al ejernplo de la fig 26 para encontrar ~ al 

x3 

invertir la'rarna de transmisi6n £ se obtiene el reograrna 

~d/b 

xl "=:: .. ::> Xz 

x3 

Ahora, aplicando la f6rrnula de Mason para encontrar la 
X 

transrnisi6n (~) se tiene 
x3 

ll- l + ~ a 

T1 • c ; ll - l 
l 

T2 .. b a; !.12 = l 

X C + ~ 
~ • ____ b_,_ = cb + a 
x

3 1 + da · b'"+""((i 
b 
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lo que coincide con la ec a. 

5.3 Inversi6n de rnallas 

Las mismas reglas que se ernplean en la inversi6n de una 

trayectoria pueden aplicarse a la inversi6n de una malla, -

esto es, se aplica la regla general de la inversi6n a cada 

una de las rarnas de la malla en cuesti6n. 

L6gicarnente el prop6sito de inversi6n de una malla es -

diferente al de inversi6n de una trayectoria (cuyo prop6si­

to es carnbiar un nodo no fuente en uno fuente) , pues ningUn 

nodo que forme parte de una malla puede ser fuente. Sin ~ 

bargo, existen dos razones por las cuales la 1nvers16n de -

rnallas puede ser irnportante: 

a) reducir el nUffiero total de mallas (dobles, triples, 

etc.) en un reograrna. · 

b) carnbiar los valores de algunas transmisiones. 

Cada caso se ilustrar~ mediante un ejernplo. 

5.4 Ejernplo del primer caso: 

Consid~rese el reograrna de la fig 30. 
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xoo • ~ 

x4 

d 

Fig 30. Reograma para la inversi6n de una malla 

en el cual se presentan cuatro mallas simples, tres mallas dobles 

y una triple, o sea un total de echo mallas. 

Si se invierte la malla que pasa por los nodos ~ 1 , ~ 2 y ~ 3 
se reduciri el ndmero total de mallas. Al respecto, en los dia-

gramas siguientes se ilustra la inversi6n de cada una de las ra-

mas. N6tese que las ramas punteadas son las del reograma original 

que no han sufrido modificacion alguna, mientras que las continuas 

son _las ramas que formaran parte del reograma final despues de in-

vertir la malla. 

..--.... 
f I \ 

h ' ) ' /. 
xo ____ .,.. ___ -;.."«~1 

/ ' b// \c 
I \ 
I \ 
I x2 x3 ,' 

-d/o 

Inversi6n de la rama de ganancia ~ 

x4 

~- l'·Et-~ .• . fJWt,f;"; ... l2$?MfFJ.tt~'f.~""it~ 
. . - I 

..... , 
' \c k _, .. -K4 

\ ,r' 
I _,-' x3y-, 
\ ye ,_/ 

-d/o 

Inversi6n de la rama de ganancia ~ 

XI 

x4 

-d/o 

Inversi6n de la rama de ganancia £ 

?.P J§M'f.JJif#.~·IJ·~~ 

• 
I 
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Sumando las transmisiones de las ramas en paraleleo se oe 

tiene el reograma de la fig ll. 

. ..... -
.... , 
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Fig 31 Reograma que obtiene a partir de la fig 30 

al invertir la malla x1 - x 2 - x3 

en el cual hay una sola malla. 

5.5 Ejemplo del segundo case: 

Considerese el reogrqma de la fig 32 

s 

4 6 

X
1 

{s) -- - x 2 {s) x3 (s) 

Fig 32 Reograma pa~a ilustrar la inversi6n de 

una malla. 

' . . ,.,A 
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donde las variables son funciones de la variable indepen --

diente s. 

Para proposi tos de simulaci~n s'in- eniliargo I so To se per-

miten multiplicaciones por un escalar e integraciones, esto 

as, ramas que tienen transmisiones del tipo ~1 y k2 • 
s 

Si se invierte la automalla, es posible llegar a un reo 

grama en el que aparecen ~nicamente estos des tipos de trans 

misiones (fig 33): 

Qll· 
-4/s 6 . .. .. . 

x
1
{s) x

2
{s) x3{s) 

Fig 33 Reograma que se obtiene de la fig 32 

al invertir la automalla. 

6.- Modelado de sistemas par media de reogramas. 

Una de las formas de analizar los sistemas f!sicos as -

mediante reogramas que, como se explic6 en p§rrafos anterio 

res, tiene sus ventajas utilizar esta metodolog!a. 

La manera m§s usual y tradicional de obtener un reogra-

rna que represente el comportamiento de un sistema fisico es, 

·_-='=:(: 
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como primer paso, escribir las ecuaciones correspondientes, 

despejar las variables dependientes (una diferente por cada 

ecuaci6n) y despui!!s co;1str1.J.:i.r el reograma; sin embargo~ _se_ 

l1an desarrollado mi!!todos que permiten pasar directamente --

del sistema f!sico al reograma sin ut.ilizar como paso inte£ 

medic la escritura de las ecuacioncs. Por ser un tanto di-

ferentep las metodolog!as usadas para los sistemas eli!!ctri­

cos, mecanicos, hidraulicos etc, no se presentaran aqu! en 

forma expl!cita, aun cuando se inserta:a un ejemplo en el 

cual se podra apreciar la sencillez y sistematizaci6n que -

puede obtenerse cuando se utilizan directamente los reogra­

mas para modelar las diversas partes de un sistema. 

6.1 Ejemplo: 

Un posicionador es un sistema electromec§nico que perm~ 

te colocar una carga ~ (el tirn6n de un barco, la torrecilla 

de un telescopic, etc.) en una posici6n deseada, mediante -

la manipulaci6n de un potenciometro, sistema que se repre -

senta en la fig 34. 

'-~ 

.; 

I 
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8\ + .1. 
e \ 7zt Ee E~ gcnancia 
y~- K3 

+ 
+ 
E2 

+ E4 

Fig. 34 Esquema de un posicionador. 
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Consta de un potenci6metro de entrada en el que al 4n~ 

lo ee que se desea colocar la carga.~. 

Por medio del potenci6metro se produce un voltaje E
8

, 

proporcional a ee' esto es, E
8 

• k1a
8

• Este voltaje se co~ 

para con el voltaje E4, el cual a au vea ea proporcional al 

&ngulo de la carqa ~· o sea 

E4 • kl&a 

La diferencia de loa voltajes ! 8 y E4 ·~ altme~ta a un 

amplificador a fin de producir, a la salida, un voltaje B
2

, 

que a au vez alimentara la armadura de ~~ motor 4e corrien-

te directa de excitaci6n constante. 

lV0 

) 
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El r.~otor produce u.1 ~~ar tor .oor T = k2Ia, donde I a es la 

corriente de armadura y una fuerza contraelectromotriz E
3 

= 
k 4 "' Uionde "' ~-~ 'l!alocidad an<Jular $ ±a carga). El par 

terser del motor cambiara el anq.1lo aa y a su vez el volta­

je E 4 • Cuando Ee > E1 , el motor "girara en sent1Cio de 1ncre­

mentar 0
5

, y cuando Ee< E1 , lo hara en sentido contrario. 

Se desea obtener la funci6n de transferencia 
0 s(s) 
0e(s) 

(o sea la raz6n de las transformadaf de Laplace de los an -

gules de entrada y salida) . 

Aun cuando una de las formas para encontrar la funci6n 

de transferencia deseada es escribir las ecuaoiones del si! 

tema, pasar a un reograma y luego, per uno de los metodos -

presentados en este capitulo, encontrur la relaci6n as(s) 

0e(s), aqu! se resolvera el problema construyendo modelos 

parciales de los componentes del sistema despues interconec 

tandolos a fin de oDtener el modele global. 

('f • 

Modele del amplrficador El k3 E 2 

Modele de la parte mecanica 
r· 
iJS 

~ 
T 

" .. 

i'Oodelo del ci:=cuito 
electrico a la salida 
del amplificador. 

11odelo del motor ideal 

Modele de los poten­
ci6metros. 

Modele del sistema 
electrico a la en­
trada del amplifi­
cador. 
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E2 1 E p - 1 E3 ~ C) ... 

I 
I 1 

-r S'L"7R 
I a 

r---, 
E3 I k4 I ~ 
o I • I • 

I k2 : 
r 0 o I ~ I •T 

I I L __ ..J 

Be kl Ee . .. . 
8s kl E4 . .. . 

Ee l E 1 -1 E4 
0 ... • .. • 

' 
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~ctcs2 q~e en caaa uno de los modelos parciales los no-

~os f~c:1tes corresponden a un nodo pozo de otro rnodelo o a 

u .. 1.:: v.::.ri;::::c i::C.cpe:1diente del sistema global, como lo es -

ee ·-----------·· 

Los rnodelos anteriores, interconectados, producen el 

reograma global del sistema que se presenta en la fig 35 

-1 

Be kl 1 1 Ep 1 k4 w l/s Bs k1 

Ee El Ez 

t •L1
•R 

E3 E4 

1 
~:1 s;. ~~s .. ~· Js 

J kz ... 
I a T 

Fig 35 Reograma global del sistema. 

La funci6n de transferencia se puede obtener utilizando 

la f6rmula de Mason: 

Hay des mallas simples cuyas ganancias son, respectiva-

mente 

Ml (l) m (-1) (}:3) ( .' _,_, 
(sL!R) 

1 l 
(k2) (Js) <s-l (kl) 

M (l) 
2 

1 1 
(-l) (sL+.<) (k2) Ss) (k4) 

-~·~ ,'-*Y:~W%.·x~.Bk 1 ·~ k?HP.~v·, ~- •.. ·:~"'~~~~~~:r~-,.,._,..~,....':1'1~ 
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asi que el determinante del reograrna es 

tJ. 

,~ ,~ . 
~ ...... ...... ?h k , 

1 + .c - 3 + · ~x,, 
(sL+R) Js 2 Js(sL+~) 

y la unica trayectori& de ee a es •• 

1 . 1 1 T1 • (k1 l (1) Oc:3 }_ tll (sL+R) (k2 ) (SJ) (s) (k
1

) 

y e1 cofactor es la unidad, por lo que 

2 
es k1k2k3 
9a ~ (sL+R)Js2 + k

2 
(k

1
k

3 
+ k

4
sl 

/ 

.• 
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7. o~~~ra~~ de blcq~a 

Otra manara grafica de rcpresentar las relacioncs entre laa 

\ .. ::iabl~s de U."l sistc:ua es medi.::.nte diagramas de bloque. Este 

~todo aunque anterior al ~ los reoqramas aGn se usa con frecuea 

cia. Porque la diferencia entre los m6todos no es conceptual sino 

meramente notacional, en lugar de presentar los metoeos convencio~ · 

nales de reducci6n de diaqrADas de bloque, tan solo se .ilustrar& 

la equivalencia entre estes y los reoqramaa. 

En los diaqramas de bloque las variables se representan por 

ramas, las relaciones causa-efecto por bloques, la suma de vari~ 

bles per sumadorea, como se detalla a continuac16n. 
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butivas; as~ la relaciSn y • x
1
-x

2
+x

3 
se representa en la 

nomenclatura del diagrama bloque como se ilustra en la fig~ 

ra 37a y que equivale al reoqrama de la fiqura 37b 

xl 
X1 

Xz y 
0 E:ll :::OY 

Xz 

(a) (b) 

a) lHoque. Es un elemento que represent& la relac16n cauaa-efecto=·~-­

entre dos variables y equivale a la rama de un reograma. La r~ 

presentac16n de la relac16n ltz • Hx1 se muestra en la fiqura 36. 

Fig 37. R.eplre&ent&ci6n de la relaci6n !(•x1-xr•x3.por -dio 

de (a) diagramas de blaque (b) reoqramaa 

Xz 
--c:-­

xl 

(a) 

X1 H x2 
0 I> • 

(b) 

Pig 36 Representaci6n de la relaci6n x 7 • Hx 2 (&) por dia­

qramas de bloque (b) por reoqramaa 

b) Sumador. Es un elernento de un diagr;;;.>';a de bloque al cual con-

vergen ramas (~ue representan variables) y emerge tan solo una 

que representa la s~a (con su signo) de las variables contri-

~ 

Con las definiciones anterior .. •• factible convertir un di~ 

qrama de bloque a un reograma y an las figuras 38 y 3t •• presen­

tan dos ejemplos. 
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I Fi r , ! f 

y 

(a) (a) 

1 

u 1 e Hl y u l e • r;:( • Qo::: ~- ~ ~~ ~Y 0 • 0::: .. ~ 

(b) 
(b) 

Fig 38. Diagran:a de bloque y su reograrna eguivalente Fig 39. Diagra:na de bloque y su reogra:na eguivalente 
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1. :'.:ntroducci6n 

Considerese el sistema descrito por las ecuaciones 

!ttl ~ l.t l !. t.t l + !!_l.t ).!£ ( .t l Ill 

JLl.tl • £_(.t)!_(.t)+£_l.tl~ltl l21 

don de 

!l.tl P.S un vector de dimensi6n n que representa el ~del 

sistema en el tiem?O .t 

Mltl es un vector de ~ componentes que representa la entrada 

del sistema {algunas veces llamado control) 

~(t) es un vector de ~ componentes que represent& la salida 

del sistema 

• ,, ~~~·ir •.£¥;~l}l'4?,&j;f R"'·!* ,q, 4W .. ' ~ 

2 

A ~· £ y 1 son matrices n por n, n por ~. ~ por ft y m por 

~ respectivamente. 

El problema que se tratar& en la primera parte de este cap!t£ ,. 

lo es determinar la salida ~(.t) a partir del conocimiento del ______ _ 

estado en el tiempo .t0 , es decir !_lt0J, y de la entrada en el 

intervale [.t 0 ,.t], o sea ~ [t
0
,t] 

Este valor se obtiene al determinar el estado en el cual estar! 

el sistema en el tiempo t cuando se aplica la entrada .!£[to•4y el 

sistema se encuentra en el estado !.o en t • .t0 (ec 2). Esta dltima 

condici6n requiere conocer la ley de transici6n de estados que im-

plica la ecuaci6n diferencial (ec 1). 

Para ser mas precisos en desarrollos posteriores, la ley de 

transici6n de estados se indica como se hizo en el cap 2, median-

te: 

.t!.t,:£,!.o·tol 

que representa el estado en el cual estar& el sistema en el tiempo · 

t cuando se aplica la entrada .!£[to,.t] hallandose en t 0 en el esta 

do !.o. 

2. Ley de transici6n de estados~ 

Para determinar en forma expl!cita la relaci6n entrada-estado-

f ,. 



J 

.i 
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salida para un sistema descrito por las ecs 1 y 2, es necesario 

Una de las propiedades que facilita el estudio de los sist~ 

mas en cuesti6n es la linealidad de la funci6n !• o sea 

1t,tlt,~1 .~1 ,t 0 J + k_!t,~.~2 ,t 0 J 

• .t(t,ld~ 1 +~J. ki~~+~2J,t 0 } 

• Para comprobar lo anterior, 6nicamente hace fnlta notar que 

si 

!ltl • t!t,~.~,t0 1 ( 3)=---;-= 

entonces, integrando ambos lados de la ec 1-de t 0 at, se obtiene 

t 
3.ltl • J t

0 

Si se indica mediante 

Jt . 
~(d!,hldt+ !hl~(T)dt+!.o 

to 

~ttl • .tlt,~,!.J· t 0l 

y por 

!.bltl .tlt,~2 .!.2•t 0 l 

" 

(4) 

4 

' 

dichas funciones satisfacen las identidades 

.J' t ... r 'hl~(T)dt+ 1 
~-- ~.to -- - .tu 

Jt 
t 

!,ltl • ~hl!.f,hldt+ f 
to to 

!hl~ (T)dt+!.2 

Multiplicando por k cada una de las ecuaciones anteriores, 

sum~ndolas y utilizando el hecho de que 

~t/ahlslddt + k[6hlhhld-r. ]atdk[shl+hhij dT 

se obtiene la igualdad 

k{~ (t) +!,b (.t)} ·Jt 
to 

~(t){k r~<1(T)+5b,T,1 } dt 

t 
+ 1 !(t){k [.!h hl+.!!-2 hl] }dt+k{!,j+,!2} 

to 

que, de acuerdo con las igualdades 3 y 4, implica que 

ft{.!.altl+%1tll ·.t[t,k<~~+~2}, k(!.J+.!2l,.t0] 

o sea el resultado deseado. 

Entonces por la linealidad de la funci6n.!1 ae tendr' que 

tl.t,~~·~o·.tol • tl.t,!,!..o•.tol + tl.t,~~·!·.tol 
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es decir que el estado de un sistema en t>t0 puede calcularse 

como la suma de dos t~rminos: uno que corresponde al estado 

6 

y la evoluci6n de estados 1• por ser funci6n lineal, es, para este 

caso 

en que se hallar! el-sistema cuando se encuentra en t 0 en el-----------­

estado ~O y se le aplica la entrada ee~o y otro en el cual as- !hltl • .t!t,!.~o·tol 
II 

t!tLo, .E x0 .e.,:t0 l • 
.L•l .(._.(. 

tar! el sistema al tiempo t, cuando en t 0 el sistema se encue~ 

tra en el estado inicial ee~o y se aplica la entrada u. As! 

es factible separar los efectos debidos al estado inicial ~O y 

los de la entrada u. 

Inicialmente se analizar! el t~rmino t!t,Q,~0 ,t0 ), al que 

se denorninar! ~h(t). Debido a que la entrada es nula en el in­

tervalo[t0,t] , ~h(t) satisface la ecuaci6n diferencial 

• !h(t) • t!tl~h(t) 

. ~ . 

y la condici6n inical ~(t 0 l • ~ 

El estado tambi~n se puede expresar mediante 

II 

!o • ,E xo. e. 
1~1 .(. -.(. 

donde ~~ representa el vector cuya i-esima cornponente es 1 y las 

demas cero* 

'Recu~rdese que cualquier vector ~ puede escribirse como 

~ • r::J · ., l il · .,lil·· ·"fi1· .,., .. , ... · · ·· ·· 

R 

. 1:1 xo~ t!t,!.~~·tol 

donde t!t,!,~~,t0 ) representa la evoluci6n del estado cuando la 

entrada es nula y el estado inicial es el vector ~~· As! pues 

si se conoce la evoluci6n de los 11 estados iniciales !1 ,e2, ... , !n 

cuando la entrada es nula, es posible determinar ~(t,!,!o•t 0 ) 

para cualquier ~o· 

2.1 Matriz de transici6n 

La ecuaci6n inmediata anterior puede escribirse en forma 

mas compacta, utilizando notaci6n matricial: 

~h!.t l • j!.t, to 1 !.o 

donde ~(t,~0 ) es una matriz cuadrada cuya i-~sima columna es 

.1_! t,.£., ~ .i' t 0 J 

o sea 

i!.t,.tol • [.t!I;~,!J • .to l • .t!.t,!.~2-,.tol • · · · •.! !t,!,~·toO 

A la matriz ~it,.t 0) se le denomina matriz de transici6n y 
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jugar~ un papel importante en desarrollos posteriores. 

La matriz de transic16n.del sistema descriLo par----------------

• ,!It! • ~ltl_!ltl 

cumple las siguientes propiedades 

.C:l itto,tol • ! 

donde I representa la matriz identidad 

que 

y 

.C:,il a.f f1t,t 0 J • ~It! f1t,t 0J 

La primera propiedad puede probarae ficilmente si se observa 

al.! tt0 ,~~!..c:~t 0 l • !..c: 

b) La 1-,sima columna de la matriz I es e. 
-.(. 

La segunda propiedad se deduce del hecho que la funci6n 1 

satisface la ecuaci6n diferencial 

tlt~~~!..c:~t 0 J • Altl .t1t~~~!..c:~t0 J 

8 

Puede demostrarse,aunque nose har~ aqu! 1 que solo existe 

una matriz que satisface las condiciones .£ y .£.£. De esta mane 

ra, para confirmar si una matriz es lade transicion 1 ba~­

comprobar que cumple dichas condiciones • 

otra prop~edad ~~e cumple la matriz !(t 1 t
0

) es la siguiente 

.i.Ul cil.t~t0 J - iltl.tll ~~t~~.t 0 ! - -
Esta puede deducirse de la propiedad de la ley de evoluci6n 

de estados 1 enunciada en el cap 2: 

1 (.tl ~~ !.o I to) • 1[.t I Q., 1 {tj I Q.l !.o I .t 0) I .t a 
ycomo 

.ti.tiQ.,!_0,t0 l • it.t~.t 0 l!Q - ' 

se tendr~ que 

iltl.t0 l!.o = !<t~td .t<t 1 ,Q.,!o~t 0 J 

&tt~td itt11t0 ! .!o - -
Por ser la tll tima igualdad v~lida par.a cualquier !o, se co!!. 

cluye que 

ilt~t 0 i • jlt,.tJl ~i.t 1 ,t0 J 
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y si se particulariza ~ara el caso t•t0 , se obtiene 

-t- = !t~ 0 .t0 J itt~1 J jtt1 ,t0 

o sea que el inverse dela·matriz de transic16n jtt,T) as simpl~ 

mente f!T,t). 

A continuaci6n se presenta un ejernplo de la matriz de trans£ 

ci6n de un sistema de dos dimensi~nes. Utilizando esa matriz, se 

confiran las propiedades ~. ~~. y ~~~. 

2. 2 Ejemplo de una matriz de trans_ici6n 

Consid~rese el sistema descrito por las ecuaciones 

[
xl l.tl] [ D 1 ]· [x1 l.tl] [D 
~zltl • -r 0 x2ltl + Jlu!tl 

y!tl • [r 
0 ] ["llt)] 

x2ltl 

T_~ matriz de transiciiSn asoci::tda a este sistema es 

[
co~ lt-t0l 

£!t,t0l • 

- -Hit !t-t0J 

Hn(t-t0 l] 

co~lt-t0 l 

~~f.'t'·"~" '''*I "r '"R\'k¥ .. ~·~M''ffTht41JW~:,o_uvt"'<".wFvt•';ll..;;w;sj\fi1':f.'"'·"""*''*"·lJI*W~·''1· l*iWH -~ 
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ya que las propiedades i y ii se cumplen 

-Propiedad i: 

["' lt,-<,J "•1<,-<,J]. [: :}1 jtt0,t0 l • . - -Hn!t0-t0 l co~ !t0-t 0 l 

Propiedad ii: 

r 
aco~lt-t 0 J aH~tlt-t 0 1 

a t ---a-:t 
I 

af!t,t0 J • 
at 

a [- Hit ft-t 0J} aco~ (t-t 0 l 

a t a t 

,I-... It-<,, 
-co~(t-t 0 l 

'" 1<-<, 11 
-Hn(t-t0l 

Por otra parte 

~It t 0 l . t : J 
Hit lt-t0 l] 

+~o~ lt-t 0l 
[
co~ lt-t0! 

-Hntlt-t0l 
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entonces 

Propiedad iii: 

'lit 

~ -Hn.t(.t-.t 0 ) 

~t-tol 

at(t,to I 
----a:t 

,A!b!/.tc. 
, .. ,.,,, 

co4 !t-t01] 

=~~:~~- t 0 I. 

~!tlf!t,t 0 1 

11 

Por ser i!l.t,.t.01 una rnatriz de tansici6n, resulta cierto que 

f! .t, .to I • f! .t, .t l I f! .t l , .to I 

en efecto, 

~
c.o4! .t-.t 1 I 

jlt,.tl 1f!.t1 ,.t0 1 • 

, Hll(.t-.t 1J 

4ell (.t-.tl '] r C.04 (.tl-tol 

c.M !t-tl 1 tH" l.t1 -t01 

Hn(tl-.tOJ• 

c.o4 !.t 1 -t0 1 

c.o4 !t-t 1 I co4 It 1 -t0 I -un.(:t-tl I Hn(tl -t0 I c.o4(.t-.t 114en!.t 1-t0 1+ 

t4en(:t-t 11c.o4(:t 1-t01 

-4en(.t-t 1 1c.o4(.t1 -.t01-c.o4(t-t114en(tx"tol -4en(t-.t 114en(t 1-t0J+ 

+c.o4(t-t 11co4(t 1-t01 

Ahora utilizando las igualdades trigonom~tricaa 

12 

c.o4 (a+b) = c.o4 a co4 b- 4en b c.o4 a 

c.o4 I -a I • c.o4 a 

4en(-a.l • -4en a -

la ultima rnatriz es 

[ 

c.o4lt-t 1+t 1-t0 1 

-Hn(t-t
1
+t1-t

0
1 

Hn(t-t 1+t 1-t01 
c.o4 lt-t 1+t 1-t 0 j 

• 

[ 

c.o4 1t-.t0 1 

-Hn lt-t 01 

unlt-t0 1]= 

c.o4 lt-t 0 1 
!(t,t0J 

/ 

Conocida la matriz de transici6n del sistema, se puede de-

~errninar el estado para cualquier tiempo t ~ t 0 cuando la entrada 

es cero y el estado en t 0 es !Q= 

[ 

c.o4 1t-t0 I 

X (t I • 

- -4en(t-.t0J 

unlt-t01] 

c.o4lt-t01 [ 

x01 

X02 

o sea 

x
1

1tl • x01 c.o4(t-t01 + x02 4en(t-t 0J 

x2 (t) • -x01 4en(t-t0J + x02 c.o4(t-t0J 
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En resumen. la ley de transici6n de estados ~. para una en - -
trada nula, puede escribirse como 

1tt,.Q.,!.vt0 J • jtt,t0 ! !.o 

donde ~t,t0 J es la matriz de transici6n del sistema que cumple 

las condiciones 

il ftt 0 ,t0 J • 

Hl -h ftt,t 0J • Attlftt,t0J 

2.3 Evolucion del estado nulo 

En esta seccion se analizar4 el segundo t~rmino de la ley de 

transicion de estados, o sea 

!It J'!±·.Q., t 0 1 

Como se ha supuesto (sec 1) que la entrada es una funci6n 

vectorial del tiempo con componentes, es posible expresar 

)±(t) • u 1 !t)~1 + u2 (tJ~2 + .. ,+~~(t)~ 

donde los vectores e. son los unitarios definidos en la secci6n 
-~ 

anterior y las funciones u~(t) son escalares. Aplicando la pro-

piedad de linealidad de la ley de transici6n de estados se obtiene 

~>PT .. ~. ::q:~ ·'-1""'1 ·i"'·"'T· ... ~ ... ·-~'P'!"".~) .,l,..iP*·Ifii{.*t)i ,. ~ ·• !'W:·i&.¥!jWQhiJ4!8.,flrlii4W·~· '"' ·.~ 
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f(tf' !±• .Q., to! • 
IL 
E ~(t 1 , e. u., Q, t.,J 

.i•l - ~ -A. - •. 

De esta forma, el problema de la determinaci6n de la evg, 

luci6n del estado nulo queda pr&cticamente resuelto una vez 

que se conoce 

1!t1, ~ u, .Q.. t 0 J 

ya que cualquier funci6n u (que tenga un n6mero finite de di~ 

continuidades) puede aproximarse en el intervale [t0,tJ 
por la suma de unas funciones pulse, es posible efectuar las 

siguientes operaciones 

a) Se divide el intervale [t
0
,ta en 11 subintervalos iguales, 

h:!a. • A 
II cada intervale de longitud 

b) Se define la funci6n pulse p6 (t) como (fig 1) 

pA(t) 
{

J 4.i O~t < A 

: paiL« otJLo~ v a.to1Le4 de t 

c) Entonces el .. valor de u.._ en el intervale [t 0,tJ puede aprox!_ 

marse per (fig 2) 

K 
u(t):E ult

0
+k6l p 6 lt-t 0-k6)A 

k•O 

d) La evoluci6n del estado nulo en el intervale [t 0,t1] cuando 

la entrada es ~.iu puede aproximarse, debido a la linealidad 

de 1• por 
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ll 

.tl.t 1 .~-iu, ~ • .t0 l ~ t[t 1 ,~t ~iui!t 0 +k,;)p6 (.t-t 0 -kt.)6,~,t 0J • ... o 

" t u.!.t0+kt.)At[.t!,IL;P .• I.t-.t
0
-kt.l, g_, .t~ __ .,.._ ____________ _ 

l·-o "' -~ -- - -· 

donde t!.t 1 ,p 6 (.t-.t 0 -kt.l~~·g_,.t 0 l es el estado del sistema en .t 1 

cuando en .t0 es g_ y se ap1ica la entrada p 6 (.t-.t 0 -kt.)~~ 

t P6(1) P6(t-46) 

i/6 :!/6 

-01 6 0 26 46 

Fig 1. Definici6n de la funci6n p6 (.tl 

u(l) 

t0+kt. 

Fig 2. Aproximac16n-de una func16n ul.tl 

La altura del 
pulso es: 

u(l0 t kt.) 

It 

Antes de continuar el desarrollo, conviene presentar un 

ejemp1o. 

Ejemplo 

Consid~rese que la entrada u(.t} es como se indica en 1a fig 

3 y que el intervale [t 0,tl] se divide en tres partes iguales. 

En este caso, la aproximaci6n de u se ve en la fig 4. 

, 
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u(t) u(t) 

!.0 

0.5 

to 1:1. t0 1 t. I t. 6 !:L 

Fig 3. La funci6n u [to, .t
1
] Fig 4. Aproximaci6n de u [.to, .tJ 

Sup6ngase ahora que las funciones £.[t ,pA(.t-.t0-kt.l ~.C:,Q.,.t 0) 
son como se muestran en 1a fig 5 

~ 

... -tllf .... ~-~._11 t.t;: i;f.¥W4. \1~~-·~t ·r--~ .·,~-~~ 
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i/6 
cf>[t. p6(1-t0 )~j.Q,t0] P

6
(t-t0 ) 

t0 J 10 +6 

1/6 
cp [t, p6 ( t-10 -t.l~:l. ,Q,t0] p

6
(t-t0-f).) 

0.2 

to t0 +6 to 

P~:.U-Io-2~ cf> [t, pA(t- t0 -2 t.)ilj,Q,to] 
!//), 

0.4 

to 10 +26 11 to 

Fig s. Las evoluciones t[.t,pA (.t-t
11

-kA)!_.c:,Q.,.to] 

Entonces 

--- --.-- ---·· 
t<.t 1 ,u.c:·~.c:·o,t0 J·<o.s,<t 1 ,pA!.t-.t0 J~.c:·!·t4J+0.7+!t 1 ,pAit-.t 0 -Al~.c:·!·tol 

+ o.9+1t1,p 6 !.t-.t0-2Al,!..c:·!·t0 Jl A • 

• (0.511:0.1 + 0,1x.0.3+0.9x.4)A• .55 A 
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En general, ~ara cualquier valor de ten el intervalo [t 0 ,t1 ) 

el valor apreximade de tlt,u~~~.o,t 0 ) se ebtiene de manera sim! 
lar. -- -~---~------ ----~ 

3 
La funci6n ~(t,ltt 4u(t0+kAip6 (t-t0 -k6 1~~~·t 0 1 se muestra en 

•I 

la fig 6. 

3 
tf (l.t.~u j(lo+ kt:.) Pt. (t -to- kt:.) li• Q 'lo) 

~-· 

to to+2C.. to+36 

Fig 6. Aproximaci6n de ilt,u,~~,o,t0 J. 

Cuande n, el nGmere de subintervales en que se divide [t0,tJ 
se aprexima a ~, entences la funci6n p

6 
se acerca a un impulse 

de 'rea unitaria, e sea 

Um p
6

(t) •6[tl 
A+IJ 

dende 6 es la funci6n generalizada impulse. 

De esta .forma, si se hace el cambie de variables 

20 

a =to+kli 

se tendr4 que ·,. 

A• da 

y para el intervale de valeres de t entre t
0 

y t 1, ea cierto que 

t, 
u(tl • J ulal6 It-aida 

. to 

y la apreximaci6n de ~lt 1 ,ui ~i,O,t 0 1 ae cenvierte en la igualdad 

~lt 1 ,u~~i'~.t 0 1 

t, 
. J to 

Ill ulaltlt1 ,6lt-al ~~~~,t0 lda 

Entences, es pesible expresar la evoluci6n del estado cero 

debide a una entrada ue. en funci6n de la eveluci6n del estado 
-.(. 

nule cuande la entrada es el impulse 6(t-al~i que ocurre en t•o 

Por las consideraciones anterierea conviene examinar la funci6n 

~lt 1 ,alt-al~i'~'t0 1 

la cual se designar' xai lt11. 

De acuerdo con la ec 4 de la sec 2 > !o (.tl ·debe ser la 

6nica funci6n que satisfaga la ecuaci6n 

X (tl 
-a 

t 

·! to 
(f) 

t 
~(t) !_ (T)dT+J~ !(T)6(T-a)~idT 

o ... D 

' 
~ 
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Como a continuaci6n se ver!, por ser la entrada un impulso 

unitario que ocurre en el tiempo a, ~ai!tl, ser! cero para 

t<a debido a que ~ai!t 0 )•0, para t>a, !o(t) ser! iqual ala 

evoluci6n del estado cuando en t=a es B(a)~,que es la i-~sima 

columna de la matriz !la11 y la entrada es nula (fiq 7). 

XCTj(ti) 

!!;1..-1= ~( .. )e; 
!1t1 ,0, ~(.,.)!.;,..-I 

CT 11 

Fiq 7. Esquematizaci6n ~!t 1 ,6(t-a]~,O,tQI para el sistema 

• !_(tJ • ~ltlxltl+!(t)~(t) 

Considerese t<a; entonces, como 6(~al es cero para valores 

de Ten el intervale [t0 ,al, se tiene que 

y resulta 

t j !hl6h-al~dPII 
to 

!a !tl .f. 
to 

~(TJ!o(t)dT 

y la dnica soluci6n de esta ecuaci6n es ~(T) • ! 

.... , 
~~~11"1" ·P'5l!'.f"-fl .. 'tt tf,~.-·.'~l'li:p.r;~-'fP "' ""~-d:·"'-...:PW·.!"··$'.>1~·'#.¥i•yr-...i$*":-ff.'f;~·· :"lt~ 
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Considerese ahora el intervale a- e: , a+£, donde E es un nd-

mero positive arbitrariamente pequeno. 

En este caso 

Ja+£ 
a-£ 

!hJ!.,(T)dT:! 

cuando £+11; as! que 

xa (a+d 
• Ja+£ 

a-£ !hI 6 h-a) !.i da 

pero de acuerdo con la propiedad de la funci6n impulso 

Ja+£ 

a-£ 
'(T}6h-aldP6(a} 

se tendrl 

X
0 

(a+£ I !(a]~ 

En el intervale [a+£,t1] la funci6n 6(T-al vale cero; por 

ello 

~ .(tl • "'(t,O,B(G")e..,a) 
-cJ.(. .L - -.(. 

que de acuerdo con las consideraciones de la secci6n anterior 

se puede expresar como 

~ (tl 
-0.(. 

!tt,al!lal!_.;: 



t 

it 

•• • 

.donde ! es la matriz de transici6n del sistema. 

De esta manera es ¥Osible escribir la igualdad 

0 .t..i.. a>t 
"(t,6lt-al!..e~•tol• .z:(t a)Biale . .t..i.. a<t ~ :z: • - -.(. 

Volviendo a la igualdad 1, se tendra que como 

~t 
~lt,u.e.,o,t0 1 .'f u-laltlt,6(t-ale.,o,t

0
Jda .(.-.(. - J t .c. -.(. 

0 
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en el intervale de integraci6n a<t; por lo que se concluye que 

.tlt,u.;_!..c:·!·t0J . ;;0 !'It, a l !Ia l!._.;_u.;_ Ia Ida 
'=-=·=·-

2.4 F6rmuia de variaci6n de parimetros 

Conjugando los resultados de las dos ultimas secciones, 

P~ escribirse en forma expl!cita la ley de evoluci6n de e! 

tados, denominada comunmente f6rmula de variaci6n de parfmetros: 

-P 
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~~~.~·!o•~ol • tl~. ~·!o•~ol + ~~~.~.~.~0 1 

o sea 

Jt 
• ilt,t01x0 +tit, E u.~ .• o,t01 

- - .1..•1 .(.-.(.-

Jt 
• f1t,t 0 1x., + E t.1t,u.~ .• o,t

0
1 

-v .;_. 7 .(.-.(. -

Jt Jt • §lt,t0 l! + E .a.lt,ol!!_la)u.lol!._-da 
- 0 .i..•l t ~ .(. .(. 

0 

~ Jt 
• ilt,t0 Jx .. + J f!t,o)!(a) E u.la)!._. da 

-v t - .1..•1 .(. .(. 
0 

• il~.t0 l!o +.~ !lt,o)!!_(o)~lold 
0 

., 

t 
~lt,~·!o•t0 1 •ilt,t01 !Q + Jt flt,al!lal!!lalda 

0 

De la propiedaa de la matriz de transici6n 

ft,a) • f~.t0 J f1t0 ~al 

la 'f6rmula de variaci6n de parametres puede escribirse como: 

~ 

~It, ~. !o· t 0 J =!lt,t0 J [!o + Jt itt0,cJ!!_Icrl!!lo)dc] 
0 

Para saber si la ley de evoluci6n de estados efectivamente 

es la correcta, basta comprobar, de acuerdo con la sec 6 Rel 

cap 2, que se cumplen dos condiciones: 
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s1 .! ltl & !_lt,~.~0 ,t 0 J 

-' 

1,_) -- .!l.:t11 J = 11:~-----------

H) • ,!It) • ~(tl!ltl+.!!_(o)~(o) 

Para ello consid~rese la condici6n 1 

como 
t 

,!lt0 J • ~lt 0 ,t0 l!0 + J't 0 !tt0 ,aJ~(ol~loldo 
0 y como 

f1t 0 ,t0 J • ! y el intervale de 1ntegrac16n es nulo, se concl~ 

ye que ,!lt0 J = .!o 

para 1~ co~dic16n 11, derivando los dos t~rminos de la f6rmula de 

variacion de parametres 

!ttl a Jt ·a • 37 fit t0 1!0 +~t,t).!!_(t)~(t)+ at flt,ol!lol~lolda 
- to -

~ (.tlf!.t, t 0 l ! 0+! lt l ~It l +r: _A It) !,It, a l !Ia) ~(aIda 
t 0 

! (tl[f1t,t0 l "o+ Jt flt,a J .!!_(a) ~(a I da]+.!!_(t)~(t) 
0 

r ~~~l!ltl+!ltl~ltl. 

La secuencia de pasos utilizados en la derivaci6n de la f6rmula 

de variac16n de par&metros que representa en forma esquematiza­

da en la fig 8. 

Conocida la ley de evoluci6n de los estados, puede entonces pre-

sentarse la relacion entre la entrada-salida-estado que correspo~ 

~~.~~~ 
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P 11t·2· !o·1ol 

~=£-(tl~+~(t)':'_; ~(t 0 l=x 0 

·<·.::r·,:;.-:·,,,,,,,::<:·.''">:,·:, '.:':,·, . . :· 
+ .~ 'f!fl.ui ~i·2· 1 ol i=l· .· ·.. ·: ., .. , . 

,, 
(tl=/10~:~i l.;rla l r-a-ld.;r 

··<·:.'y:·'""'·" 

r-
1 

/ l .~ { ui ( u) p [I l ·~i 8( 1- a- ),0, I 0 ] } d<T 
10 1-l 

I 

Lineolidod y definicion de 
motriz de Tronsicion 

+ 
"''' , .. ,l: ·. .:· 'L p{t 1 , a-)§ (a-) ':'_(cT) drr 
, .. '.:.to.:.,,<,:,:.,.:,.,,,:.''· .. :· '· :.. :: 

Esquema de Ia derivacio'n de Ia formu Ia de varia cion de para metros 
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de ala funci6n F [ x.0 , ~[!o,tJ}del cap 2. 

Como 
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del sistema es i• el elemento (~,j) corresponde al valor 

de la i-~sima componente de la salida cuando la j-~sima 
f..-...------ .!£.(~ .. f.lt)!_(tl +~ ltl~[tl.!.,·_-_______________ _ 

componente de ~(t) es ~ impulse unitario que ocurre enae~l------------~ 

tiempo T y todas las otras componentes son nulas. 

' 

entonces, utilizando la_f6rmula de variaci6n de parlmetros, se 

obtiene 

.!l.l.tl • F(!c·~rto,tJl· 
t 

• f.ltljtt ,tal ~o+ /t 
0 

+ ~(t)~(tl 

.£_lt l i( t, a I! (a I ~ (a l da + 

(3), 

De la expresi6n anterior puede comprobarse que los sistemaa 

descritos por 

_!(tl·~(tl_!(tl +!(tl_!ltl 

.!l_lt l• f. It l! It l + £! t J ~! t I 

son lineales de acuerdo con la definici6n del cap 2. 

La matriz* 

T(t,~l· £!tlglt, :JB(~)u_ 1 !t-z;!+~(~lo lt-d 

conocida como patr6n de peso o matrLZ de respuesta a impulse del 

siste~a tiene un significado especial y este es si en •- el estado 

• u_ 1 !t} indica un escal6n unitario 

La importancia del patr6n de peso radica en que a partir 

de ~1 puede calcularse la respuesta del sistema debida a cualquier 

entrada cuando el estado inicial es cero, sin necesidad de rea-

lizar ninguna otra medici6n sobre el sistema. 

De esta forma el patr6n de peso caracteriza completamente la 

relaci6n entrada-salid~ con estado nulo,en los sistemas lineales 

de par~metros concentrados. 

De la ec 3 se deduce que el_valor de la salida para cualquier 

t>t0 puede determinarse si se conocen el estado en t
0

, la entrada 

en el intervale [t0,t] y la matriz de transici6n. En la siguiente 

secci6n. se presentaran algunos m~todos para obtenerla matriz !(t,t
0
! 

para aquellos sistemas en que ~ es una matriz constante. 

3. Matriz exponencial 

Considerese el caso en que la descripci6n interna del sistema 

tiene una matriz ~ constante. De acuerdo con la sec 2, la matriz 

de transici6n debe ser la Gnica que satisfaga las condiciones 

i) ttt,tl • z 
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2!J 

iil af i(.t,t 0 1 ! f!t,t 0 J 

Considerese la matriz dada por la serie infinita 

. • +( 2 2 kIt G {t,t
0

1 !+1t-t 0 1~ t-t0 1 ~ + ... lt-t0 1 ~ + ... 

--rr- ~ 

la cual es uniformemente convergente. Notese que 

Q.l.to,.tol 1_ 

Si se toma la derivada parcial, con respecto a t de cada uno 

de los tErminos resulta la serie 

~.+~+ 2[t-tol ~2 + ••• +kl.t-tolk-J~k-1+ 
--rr- -rr- . 

Factorizando la matriz ~ y observando que~!· ~ se obtiene 

{ 11.-1 
A(1+(.t-.t)A+ ... t-t0 J Ak-1+ ) -- o- T1i=TTT - ••• 

que es igual a ~~{t,.t0 J. como esta altima serie es tarnbiEn unifo£ 

memente convergente, la derivada de ~l.t 1 ,.t 0 1 es igual a la serie 

que se obtiene derivando cada uno de los terrninos. As!, puede co~ 

_cluirse que 

30 

~ (ttl • AGit,t01. a.:t ' 0 -

Por satisfacer £lt,.t
0

) las condiciones i y ii es la matriz 

de transicion buscad~ luego entonces 

X · 22 kk ':r[.t,.t0 l • l+ 1.t-t 0 1~+ lt-t0 I ~ + .•. (t-.t0 J ~ 
- ---r:- ~ 

Por ·similitud con la serie que define e~, esto es 

ta 1 + a + a 2 

P." 
.,.. 0 0 0 + all. 

1iT 
+ ••• 

•e ha convenido en denotar como e~, cuando ~ es una matriz, a la 

serie 

1 + .u + u2 
- T! 

+ M'' 
J! 

+ ••• + .uk 
1f! 

entonces, haciendo M • (.t-.t 01 ~ se puede escribir la igualdad 

ttt·tol~ • 1_+1t-.tol~+lt-.tol2~t+ ..• +[.t-.tolll.~k + ••• 

---zy-

o Bea que la matriz de transic16n puede escribirse en forma co~ 

pacta como 

~lt,t0 1 • tlt-t0 !! 
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Por ser e(~-~ol~. la matriz de transici6n del sistema 

_!r~J ~ A x (~} 

tiene las siguientes propiedades 

i) 

H) 

iii) 

!(~0'~0 l 

3 u !l~.~ol 

e 1 ~o-~o 1 ~ • e 0~-e~ -e~l 

.2 e(~-~olA 
3~ -

Ae ~~-~ 0 1~ A~~~~~ 0 l 

!f~ 2 ,t0 l ~ !ft2,t2 J !ft 1 .~ 0 J 

e(~2-t1l~ e 1 t 1 -t 0 l~ =e(t"z-tol~ .,. 

-
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aunque v~lida para el caso en que a y b son escalares, no es en 

general cierta para el caso matricial; esto es 

e~ e~ ; A+!! 
e- -

j sin embar9o, cuando ~ ! • ! ~ (las matrices ~ y .! conmutan) e!!. 

tonces puede afirmarse que 

A 8 A+B r.- e- • e- -

Por la forma de la serie que define la matriz exponencial, 

se cumple que 

iv) haciendo t
2 

• t
0 

en la igualdad anterior se obtiene =-~==============~ tA ftA Ae - • r- A 

1 • ~.t~ 0 -t1 1 ~ i tt 1-t0! A 

o sea que 

[et~J 1 • e-t~ 

Debe tenerse presente que et~ es solo una convenci6n de 

notaci6n, por eso algunas de las propiedades de e14~ cuando a 

es un escalar, no se pueden extender a la funci6n e~t excepto 

bajo condiciones especiales. Por ejemplo, la igualdad 

e4 eb ea+b 

.... 

esto ea, la matriz exponencial de A conmuta con la matriz A porque 

~[! + A~ + A2 

2! 
t2 + ••• ] • A+A2t.+A3~2+ ••• 

-- 2! 

, [z + A ~ + A 2 ~2 
+ ••• J A 

- 2! -

La serie que define e(~-tol~ puede utilizarse para encontrar 

la matriz de transici6n: 

Ejemplo 

Considerese que un sistema est& descrito por: 
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, .· ~:1 r~:J [Jll~(tl ~ 
~ ~ -ut~:.::~:,:::~.-::~ . up!<·<, I [ o 1 J 

entonces 

'. 

- -1 0 

e.t~ • I + tA + t 2 A2 
- 2!-

+ ••• 

~: ,-,.... i#t .4§. ~Wit·· { 1 ,p ::r ·' Ff'"""'J*· u:,, d91JII ILJ:W,;;...,.,~· · •,,TJIW''.fiifiUliH '"* 

34 

J-tz - t.4 . . . t - t 3 + t 5 + ••• 
fT 4T JT 5T 

I tA e.-
I 

-t+t3 - ts ·~ J-t2-:,.t4 . .. 
JT v. IT 4T 

Identificando cada una de las series que aparecen en la matriz 

anterior resulta 

+ 4Ul 

:1 e.t.~ 
[ 

C.04 t 

• -4 en t C.04 

o sea que 

·[1 o]+t['. 'J+~;fo. 'J ['· .. ']~-
o I -1 0 -J 0 -1 0 

_ -~~ [ C!.o.S tt-t0 1 

t.-t I A• . 
e. I o - -un .. (t.-:t

0 
I 

anlt.-t01] 

c.o4.tt-t01 

+t3 
JT [: : ][: : ][: 11 

oJ4-· ... 

[
1 ~ 0

1 
ro tJ r-t

2 
0 

1 
[0 -t

3

1 0 J • _, 0 • ~ -? . ·f ~ 
Efectuando la surna se obtiene 

que, de acuerdo con la comprobaci6n que se hizo en el ejemplo 2.2, 

es la matriz de transici6n del sistema, 

3.1 Obtenci6n de e~t mediante la transformada de Laplace 

Se vi6 que la matriz de transici6n para un sistema en el que 

la matriz A es constante, es: 

!It,£_, !o, t 0 I·Jt-t0 , £., !o, a 1 

y esto es igual a flt-t 0 ,0l per lo que la rnatriz de transici6n de­

pende anicamente de la diferencia t-to, lo cual quiere decir que 
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!lt,~.!Q·tol c tlt-t0 ,~.~0 .ol 
Ademas, debido a la linealidad de la transformada de 

Laplace 

De eab manera, si se_ conoc;e !_(t, 0 l, puede deteJ:!l_i_!larse ---------------------- L [i- e1~] = ~ { [et~J----'----~---'--------~ 
jlt 

1
, .t

2
l para cualquier valor de t 2 y t 1, ya que 

* 

jlt 1,t2l • !lt1-.t2,ol 

tA 
Vale la pena examinar entonces !lt,Ol, o sea e - Como esta 

funci6n satisface 

a 
IT 

et~ d 
cu et~ =Aet~ 

es posible tomar la transformada de Laplace a amboa miembros de 

la ecuaci6n, o ~ea* '.,_, I 

L[h et~J 1..[~/~J 

y de acuerdo con las propiedades de la transformada de Laplace 

4lh et~] 6L[et~] -et~ I 
t•O 

.s( [et~] -I 

La transformada de J,aplace de una matriz se define como otra 
matriz cuyos elementos son las transformadas de Laplace de cada 
uno de los elementos de la matriz original, o sea 

PI! (t) 

l_{ p ( .t l } • ( I p 2 1 ( .t I 

P12(t) ... fln(t)1 r~lPJ1(tl] 
P 2 2 1 t 1 • • • P 211 1 t l = t(? 21 1 .t D 

.C[P 72 1tA···.C.[p 711 1.tiJ 

.Cp 2 2 ( .t 0 ... £.[iJ zIt ( d 

Pm;(~~: .. p~n(tlj ll..~,: 1 1t0 
.. 

PmJ (.t l .t VJm2 ( .t l] ... '-lEmH (.t n 

se obtiene la ecuaci6n 

.s( [e.t~] 1 f... [e.t~] 

Factorizando ~~t~] se logra la igualdad 

' 
1<~.!.- ~~ :.C.[et~J 

-I 

y se concluye que , ~ , ,-,~·o·'"f 

.t[/~1 (<~.!. .- ~~-1 

De acuerdo con el resultado anterior, para encontrar et~ puede 
-1 determinarse primero (<~1-~l y encontar su transformada inversa 

de Laplace. 

L 

Ejemplo 

Consid~rese nuevamente la matriz A .del ~ltimo ejemplo 

A • [ 0 : 'l 
-1 0 

la matriz (<~.!. - ~~ es, entonces 

I 

/ 
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I. 

[.~ O] [ O '1 [ ~ ·1] . . .tA • [ C04 t 
- • • (j 1 - AI t. -

0 ~ -1- 0 +1 - 4 - - ~· . --- " 4 11.11 .t 
--- - -

4 t.n .tJ 
COj .t 

.;;r:; 
Para encontrar el inverse de la dltima matriz puede utilizarse 

la iqualdad* 

~C 1 • Adj (,\!) 
- dt..t 1!!.1 

donde dt..tlgl denota el determinante de la matriz ~ y A.dj(~J ea la 

matriz adjunta ~o adjugada) de ~que ae define como la que ae obti~ 

ne altrasponer~ y reemplazar cada elemento por su cofactor. 

As! que 

entonces 

dt..tl!.4 - ~I 

y adj(!4 - ~~ 

(!4-~)-1 

4 2 + 1 

•[ 4 1] 
-1 4 

1 -

-;r;J l4 
-1 ·~] ·r ~· 

j2+1 
i:'j 
~ 

j 1 
y como la transformada inversa de ;r;J es COj .t, y la de ;r;J es 

4f.K .t, se concluye que 

• Ap6ndice 2 

\· 

resultado que coincide con el obtenido mediante la aerie que 

define t.t~ 

Ejemplo 

Considfrese ahora la matriz 

~. 
[ 

f ·4] 
-1 5 

... 
-i 

,J;.:.:..e-

para este caso 

·rj-f 4l 
(!4-~)· . 

1 j-$ 

dt..t(!j·!l •. (j·fl (j·$)~4· j 2 ·74+6• (j·Jh-61 t 

[
j-s 

Adj(!j·~l· 
-1 

-4] 
j-f 

y reuniendo estos resultados 

(!6-~)-1. 

., 

·'-· 

Adi(h-AI 
dt. l!j·!l r 

j-$ . 
• (j-J h-61 

-1 u·-" (j·'J 

-4 1 l•-11t•-6r 

4-! 
(4-114-61 
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y la transformada inversa de Laplace de la ultima rnatriz es: eiH.~ • et.~ (e6~)2 

t .. t + t f.6.t -- t t.t - t t6.t 1----_;_-~--------- La ventaja de proceder de acuerdo al esquema anterior es que ________ __ 

.. t~ • 
J,' •' 

I at I • 6t 
'f .. ·r .. 

es necesario utilizar la serie que define e.t~ solo una vez. 

I et + 4 e6t 
J' J' 

4. Sistemas invariables con el tiempo 

Debe aclararse que al tomar la transformada inversa de una En la secci6n anterior se demostr6 que la matriz de transi-

funci6n de 6, la funci6n del tiempo que se obtiene est! definida 

Unicamente para t>O ' 

Obtener la rnatriz de transici6n por medic de la transformada 

de Laplace es de utilidad cuando la dimensi6n del sistema es pequena 

y se desea una expresi6n anal!tica para tlt,O]. En el caso de que 

la dimensi6n del sistema sea grande y se desea obtener valores num! 

rices de la matriz, hay una manera eficiente para hacerlo utilizando 

la cornputadora digital. El m~todo se basa en la propiedad 

tl~ 
11. 

.t2~ 
~ 

(tl+t2J~ 
f. 

as! pues si se desea calcular e~t para valores de 
; 

t • A, ft., 3t., .. 

nt. ;· mediante la serie que define la rnatriz exponencial, se calcula 
t.A e-. Conforme A es m!s pequeno, la serie se aproxima m!s r!pidame~ 

te a su valor final. Conocido e 6 A, se puede calcular 

e2t.A • e.t.~ eAA • (e.AAJ 2 

e iterativamente 

ci6n de los sistemas que 'tienen una matriz A constante era 

,!(t,o) • ~(t-o,O] • e(.t-o)~ 

Considerese ahora la relaci6n entre la entrada-estado-salida 

para los sistemas descritos-por ecuaciones del tipo 

• _!(.tl ~ _!(.tl + ! ~~t l 

.fL(t] • .£ _!(t) + £. ~(t] 

donde ~. !, .£ y £. son matrices constantes. 

De acuerdo con la f6rrnula de variaciOn de par!rnetros 

.fL(t] • .£e(t-.tol~ .!o+ r; f.t.(.t-Ol~ B_!Ualdo+£.u(.t) 

0 

Al cambiar t por t-T se logra 

IJI 

(2 J 
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!£(t-~1 • g_e.l.t-r-t 0 r~xo•l·T 
to 

C..t~T..Ol~u(p [eta+ 1.1 C.t·TT 
Ce · ~ 

Al sust1tu1r la variable de !ntagrac!~n a ?Or ~~r se obtiene 

t!~t::p • :~.e. (t-ta-Tl~!o + J:+:r £e t.t~~I~t.t~~tct~ 
0 . . 

+ R ~o~t.t-Tl 

·y por ello el sistema es invariable con al t1empo de acuerdo a la 

defin1c16n del cap 2, porque 

t,ltl • qxa•!![t
0
,.t]) 

1mpl1ca 

.!l,(t~TI • ~(Xo, \ r~ (tvtJ)l• .V { x 0' u lta, .t]} 

11 patr6n de peso (o la respuesta a imp~so) de estos sistemas •• 

!!.lt·al •.£.e.(t·a)~!u. 1 (t) + .,P6(t·al 

y como esta funci~n depende Onicamente de t·a, la reapueata a 

impulso puede escribirse como 

HltJ • ce.t~ Bu_ 11tJ + _£altJ 

42 

esto es, si el estado en t = 0 es cero y se determina la salida 

cuando cada componente de la entrada es un impulse que ocurre en 

t·o• la salida asociada a cualquier entrada estando el sistema en 

el estado ~ puede ser calculada sin necesidad de conocer atsolu­

tamente nada adicional del sistema, porque 

.t 
.!f(tl •J Hl.t·al !!la)da 
- to -

Esta propiedad no abarca los sistemas variables con el 

tiempo porque en ese caso la respuesta a impulse no solo es una 

funci6n de la diferencia .t-a sino de .t y a, Esto quiere decir 

que debe determinarse la respuesta a impulse para cada valor de 

a y no solo para a•O . 

Ejemplo 

Consid4rese un sistema lineal·e invariable con_el tiempo, 

Al aplicarle un impulse en .t•O estando en el estado nulo, se 

obtiene la salida que se muestra en la fi9 9. 

y( I) 

Fig 9 Respuest;a a impulse del sistema 

* Recu6rdense las consideraciones de la sec 2, cap 2 
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Entonces si la entrada fuera u(t) z co4 t, la salida ser!a 

y(t) ·Jt 
0 

e-(t-o) co4o do 

-tJt a -t 1 [ a Jj t e e co4a da• e l e (co4a+4ena) 
0 0 

-t f {et(co4t+4ent) -1} 

t [ co4 t +. 4 en t -e -t ] 

Esta funci6n se muestra en la fig,io 

(t) . 

y _/ "'''"' .... ., 

/ ' \ 
i'' 4 

Fig,lO Respuesta del sistema cuando la entrada es co4t 

5. Linealizaci6n 

Como se mostr6 en la sec 7 del ca~ 3, es ~osible elaborar un 

modelo de un sistema que no tenga la propiedad de linealidad. 

Ya que no existen procesos generales para resolver anal!tica• 

mente ecuaciones diferenciales no lineales, en la mayor!a de los 

'\'~· 
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cases es precise recurrir a m~todos num~ricos. Sin embargo, 

a diferencia de lo que sucede en los sistemas lineales*, en 

los no lineales, para cada entrada y cada estado inicial se 

debe recu~rir a los m~todos num~ricos a fin de encontrar la 

salida, porque esta no puede inferirse a partir del conoci-

miento de las salidas debidas a otras entradas y otros esta­

dos iniciales. 

Ante la dificultad de conocer el cornportamiento de un si~ 

tema no lineal bajo todas las entradas posibles y todos los e~ 

tados iniciales, se trata de describir su cornportamiento a!~e-

dedo~ de una soluci6n, esto es, que una vez conocida la salida 

[*It) del sistema debida a una entrada ~'(t) y un estado ini­

cial ~*(t 0 J se requiere conocer la salida [It) debida a una e~ 

trada ~(t) "parecida" a ~·It) y un estado inicial "cercano" !It). 

Con;o se ver1i a continuaci6n, es posible obtener una descr12. 

ci6n lineal del sistema cuya sulida ylt), debida a la:entrada 

~It) • ~lt)-u*lt) y al estado inicial ilt0) • ~lt0 ! -~'lt0 J es 

aproxirnadamente igual ala diferencia !ltl-f*ltl 

De esta forma 

[ltl "!!' ltJ+.[Itl 

* Como se vio en secciones anteriores, dichos sistemas tienen 
la propiedad que si se encuentra respuesta a unos cuantos 
estados iniciales y una entrada, se puede construir la res­
puesta para cualquier estado inicial y cualquier entrada. 
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Consid~rese un sistema no-lineal, invariable con el tiem 

I~ ' po dooorito por lu ec=oi=e• 

,!ttl • ..6. [.!ltl, ~ltl] 

.!l.ltl • s. [.!ltl, ~ltl] 
(1) 

La funci6n de evoluci6n de estados para este sistema, 

1 lt,~,x0 ,t0 1, debe satisfacer1 

i) la ecuaci6n diferencial; es decir 

.....L.L. 6l~,u) 
a t - - -

i~) la condici6n inicial 

1 Ito, ~· !o• tol • .!o 

Sup6nqase que la evoluci6n del estado se ha determinado 

cuando el estado inicial es .!*o y la entrada es ~*It), esto es 

___ .... .f4t, ~·· x*
0

, t
0

1 • .!*ltl 

La funci6n ~*ltl debe satisfacer las dos condiciones 

y 

as! que 

d x•ltJ • ..6. [.!*It), ~·ltl] 
dt 

.!•tt01 • .!o 

.!l.•ltl • g [.!•(t), ~·ltl] 

Ahora,si la entrada que se aplica al sistema es ~It) y el: 

estado inicial es .!o• pueden definirse las nuevas funciones 

-- ;@.QI tt(UJr ·,~ ,r.J~l~'¥ ¥'?'¥~' • lt"· ii¥'Mi"···· ... ~ 
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~ltl • ~(t) - ~·ttl 

y 

.!oltl • 1 It, ~.- !o· t 0 J ~-.!•t.t~-_:___----'----· 

~ltl • ..6. If, ~~ -.!l.*ltl 

Cuando las funciones ..6. y S. pueden expanderse en una serie de 

Taylor alrededor de ~*It) y .!*It), entonces las siguientes r~ 

laciones son v~lidast 

t 
!...6. .y !...6. 
a.! a~ 

son la formas abreviadas de escribir las matrices 

-
~6, a~, a6 7 
"5"i""J ~ ...... ax

11 

!...6.. ,~ a~2 -a~2 
3! ax 1 a~l 

. ....... ax;-
. 

a 6
11 3611 a611 

iXj ax; ...... ax
11 

a~, a~, a~, 

3iLj"" au; ...... au
111 

!...6.. 
a6 2 a6 2 a6 2 I a~t a~2 

...... 
a~"' au . 

a 6
11 a611 a 6n 

3iiJ au2 
...... ail'" m 



, 

'· 

,' 

J 

r 

........ ~~;~· .;~':·~ .. 

,fi'l 

47 
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i[!l.tl,~lti] • i [!~l.tl.~*!.tl] + [tf 1!*·~·~ [!l.tl-!*l.tl] + 

+(if~~·.~·~ [u.l.tl-~*(.tl] + 

+ t~~~ ~. ~~·,~·~[!Itt-~· 1 .tTI(~Itt- ~·t.tJJ .. ~. 

i[!!.tl.~l.tl] • i [~*l.tl,~*l.tl] + [~ l,!·.~·~[!l.tl-~*l.tl] + 

[~ l!'·~·~[~l.tl-~*l.ti] + 

+ [-i;: ~~· ·~·~] [~l.t) -~· lti]
1 

[ ,!l.tl -~*(,t)}t •••• 

~as series que aparecen en las dos ecuaciones anteriores 

pueden aproximarse por los tres primeros t4rminos cuando las d! 

ferencias (!l.tl - !'l.tl] y~l.t) - ~·(.tl]son suficientemente pe-
- -

quenas, lo que equivale a decir que ~(.t) y !It) son pequenas. 

Si es ~1 caso, entonces es factible obtener un sistema lineal 

que describa la evoluci6n de il.tl y il.t}. Dicho proceso se deno­

mina linealizaci6n del sistema. 

A continuaci6n se determina el modelo lineal mencionado arr! 

ba y se presenta un ejemplo de aplicaci6n de esta t4cnica: 

Restando las ecuaciones diferenciales que satisfacen las f~ 

ciones 1 y ~· se obtiene 

• -x• i [.t.~] - i [.t··~·J 

pero como ,!l.tl • !-!' y utilizando la aproximaci6n de la expan-

\ 
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s16n de f l.t'.~*), se obtiene. 

~It) • [# 1,!*, ~·~1 i l.tl + [~ I!_*, ~·~J ~ltl 
N6tese que una vez determinada la funci6n ~*(.t), los co~ 

- -
ficientes de ~l.tl y ~(.t) son funciones del tiempo que no de-

penden xl.tl. De esta manera se obtiene una ecuaci6n del tipo 
! - - -
,!l.tl • ~It) ,!It) + !It) ~(.t) que es lineal. 

Para determinar la ecuaci6n que satisface [l.tl se procede 

de manera an&loga: 

Restando las ecuaciones que determinan [l.tl ['l.tl se obti~ 

ne 

il.tl•[l.tl-['l.tl • a.l.t.~l,-a,(~·.~·J 

y utilizando la expansi6n de a,l.t.~J se logra la ecuaci6n lineal 

tltl• [~ I!'·~·~J .il~l+[~ ~~·.~·tJ ~l.tl 
que es de la forma 

- - -
.fl.(t)• £ltl!,ltl+_fltl,!ltl 

5.1 Punto de equilibrio 

En los sistemas no lineales son de particular inter4s los 

estados llamados de equilibrio, o sea aquellos para los cuales 

existe una entrada u.*l.tl tal que 

.tlt,~'·!*,t0 1 • ~·para t>t0 (2) 

Esto significa que el sistema permanecer! en el miamo est~ 

... 
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do rnientras se aplique la entrada ~· es pequefio y adern~s, h 1 (0)• 9+6
1

, h
2

(0)= 9+6
2

, donde 6r Y 62 

De acuerdo con la ec 1, un punto de equilibria curnple con 
' -son eantidades pequefias, la evoluci6n de h

1
(t) • h

1 
(t)-9 y 

----------

la condici6n h 2 !t) • h2 (t) -9 curnple con la ecuaci6n 
/ 

-------------------··---
• !* • 0 • 61!*· ~·) 

o sea, que el estado no cambia. 

Ejernplo 

Consid~rese nuevarnente el ejernplo 7.1 del cap 4· 

Las ecuaciones que describ!an el sistema eran 

dh 1 • _ Jh;r;l + q
0 
!tl 

dt 

dhf -· dt 

y(t) • 

v'h,itl -~ 

h1 It! . [,. , ] [h ,, t) J 
hf(t)' 

donde q0 (t) represantada la entrada, h11t) y h
2

1t) los estados 

y y(t) la salida. Si q0 • • 3, entonces el punto de equilibria 

esta dado por los valores de h1 y h2 que satisfacen las ecuaci2 

nes 

-J;:;'·3•0 
-~ -Vh;·o 

0 ••• 

~t,• • 9; h2* • 9 

Ahora bien, si la entrada es 3+ u(t) y I ~(t) I <E donde E 

d 
ill 

pero como 

entonces 

...ll • 
a!!_ 

: 

y ___!L_ • 
aqo 

[ 

hi (t)l . 
h2 (t) .• [~ ~~· ,q*)1 

i{ ~ fh; 

al - Vh; + 

ah 1 

+ qo l 
-/h; 

qol 

a( F, - Vh';1 
ah1 

-1 

2lh7"· 
1 

:,.2 «, 

[

hi f.t)l 
h

2
!tl .J.[ff (h*,q•~ u(t) 

al-· .,[h; + qol 

ah 2 

a.l Jh;- {h;1 

0 

-1 

ah­
t 

2 f1l2 

1- fh; ... qo)] • r 1 J 
( r;:; -r;;;, l 0 

aqo 

aqo 



,. ~ ...... 
. \ . ~~!""""'T 

51 

al evaluar las derivadas parciales anteriores en el punto 

de equilibria se tiene 

[

-I 1 .. ' '. [ 6"·-· 0 . 1 

a6 (h• a•) • · li_ (h• a•) % aJ!: - '"" , a.i - ·~ 
1 -1 
6 6 0 

o sea que el modele linealizado alrededor del punto de equi­

libria es 

d 
Cll [ 

~~ (t)l 
h2 {t) l-l/6 0 1 r ;;,,t,, 

-l/6 - l/6 f l i, l<lj + [lit! 
y la salida y{t) • y{t) - y•(t) • y{tJ -9 estar~ dada por 

~-

y{t) ~[-if (h•,q•)J h{t) 

[o 1] ~It!· 

Controlabilidad 

+ [ H (h• ,q•)] u(t) 

,. 

En ocasiones es necesario resolver el siguiente problema: 

lDada la representaci6n de un sistema por medio de variables de 

estado y si en t • t 0 est6 en el estado ~O' existe una entrada 

~t0 ,t 1] que lleve al sistema al estado !r en t•t 1? 

Utilizando la notaci6n que se introd•ljo Em este cap!tulo, 

el problema anterior puede plantearse as!: dados ~0 , ~I' t 0 y t 1 

lExiste una entrada .!::. r.t t ] tal que 
VO' I 

• 

' '· 
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1 !tl ·.!::.· ~o· to! • 3-r ? 

Cuando la transferencia entre los estados definida arriba, 

se puede realizar a partir de cualquier ~en t
0

, a cualquier!
1 

en un tiempo arbitrario t 1>t
0

, se dice que la representaci6n 

del sistema_en cuesti6n es completamente controlable o (por 

brevedad) controlable. 

Cuando la representaci6n del sistema es linealJsi es posi­

ble transferir cualquiec estado al estado cero 1entonces
1

es co~ 

trolable. Esto puede verificarse de la siguiente manera: 

~ara los sistem~s lineales la igualdad 

!lt 1 ,.::..~,t 0 ! • ~, 

es equivalente a t 

!:J • !_lt 1,t0 )_l< 0 +J;
0 

1 
.!_{t 1,al ! (a) .1! (a) da 

y como esta ecuaci6n puede escribirse como 
t, 

o • !_!t 1,t0 J [ !o- !_lt0 ,~ 1 l~a +{
0 

. .!_!t 1,al!lal.::.lalda 

entonces la ec 1 es equivalente a 

+!t 1, .!::.· x0 - .!_lt 0 ,t 1 J~ 1 ,t0 J % £ 
Esto quiere decir que la transferencia de .;z

0 
a ,:

1 
es equ£_i 

valente ala transferencia del estado ~-.!_!t0 ,t 1 J~ 1 a cero. 

Por ser ~,t0 ,t 1 Y ~~ arbitrarios, la representaci6n li­

neal de un sistema es controlabre si dado cualquier estado ini 

cial :!_ cualesquiera valores de t
0 

Y t 1 :=t
0 

trar una entrada .!!• tal que 

!1t 1, ~· ~. t 0 J • ~ 

\ 

es posible encon-

~ 



~/lif!'~J.fiPtl <'1'--.<~'t""·-~-Wfl't·ij44'P.'*I'J!''''~~1:~+4'f'•·;~:4'fl~ ~'~~~~·f!GU/IIf ... F?I¥J!lt~i<tb.,+JY8.WJI!IiWJiP· 

53 

Puede probarse1 aunque nolo haremos aqu!, que un siste­

ma lineal invariable con el tiempo y-de dimensi6n n es centro 

labre si y solo si 
>-----------~ ---- t 

f e -cr~ 88' e -cr~' da 
Jo -

es no singular. Esta altima condici6n es a su vez equivalente 

a que la matriz 

[ n-1 J !• AS, •••• ~ §_ 

tenga los renglones linealmente independientes. 

6.1 Ejemplo 

Consid~rese el circuito de la fig 11. 

Rz Ri 

c,E ~·<3v, 
Fi9 11 Circuito para ilustrar el concepto de 

controlabilidad 
donde la entrada es el voltaje v(t)y las salidas son los vo1 

tajes v 1 y v2• 

Las ecuaciones que describen el sistema son 

r::J- I·::, -~:. J r ~:J · r :J·(t( 

ifl'!41,¥~··,M¥< :;,op .V.+>¥ P t!t¥9A£Xf_JiJ$W;4f$2A#;i;i.Q4P I i.I#Jl~,fPVU#.W@;t@.Jif4A#£.®§JG;#fi¥hMt J .;?.{~ 
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Se desean conocer las condiciones que deben satisfacer 

las constantes de tiempo 11r c, IJ l?t c2 para que la r!. 

presentaci6n del sistema sea controlable, esto es para que 

exista una entrada u (t) tal que los voltajes v 
1 

y v 
2 

puedan a_! 

canzar cualquier valor a partir de cualesquiera valores inicia 

les. 

De acuerdo con el criterio mecionado, debe examinarse la 

rna tria 

[§., AB J 
que para el caso espec!fico es 

[§., AB] 

1 

Rrc, 

_1_ 

~c2 

-1 
R1c 1 

-1 ....--
~c2 

J 

ll,c' 

1 

~c2 

Esta matriz cuadrada tiene los renglones linealmente ind! 

pendientes si su determinante es diferente de cero. 

Como 

det[!,~ s [~~2 + "Rr~r J . _,_ 
R,C I 

1 

~c2 

se obtiene que la condici6n para que el sistema sea controlable 

•• que* 

R2 c2 ~ R1 C I 

* Adem~s de las condiciones triviales: 

Rr ; .. , ~ ; .. , c1 ; .. , c2 ; .. 
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Si R7c7 % 1 y R2c2 = 1/2 entonces el sistema es control! 

ble y por tanto existe un control u(.t) que transfiera el sis-. 

tema ., ~ I v 1 
( 0 l] [ 1 1 [v 1 

( I} 1 [ 0 1 
de v 

2 
I 0) • 0 a v 

2 

( I) • 1 ; 

Para determinar una u(.t)que satisfaga las condiciones arriba 

sefialadas se puede proceder asi: se determina la matriz de 

transici6n,que en este caso es 

( 

e -.t o l 
0 e -2-t 

El problema entonces se reduce a encontrar u para que se 

satisfaga la siguiente ecuaci6n 

._.- -----
!

01 re-1 0 1 [']· [e:-11-:ci) 0 ] [7] 
1 =. 0 e-2 0 +fa' ~ e-211-ol 2 u(o)do 

o sea que 

[
-

1 

]· ~ 1 I e 

0 

] u 10
) do 

ef 2e2o 

Para este caso particular puede seleccionarse una u que sea 

constante a intervalos, esto es si 

ul.t! 
Jkl 
tb~ ?C. ~ ... 0 

;•ara J<:t.<O a 5 
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se obtienen dos ecuaciones que satisfacen k
1 

y k
2 

[ r~D_o 5 _-_ll k 1 

(e - I) k 1 

que n~ricamente son 

[

0. 65 

1. 72 

por lo que 

+ 

+ 

1. 07 

4.7 

k, • -10.39 

k2 • 5.37 

( e 

1 

--~~_I_ k
2
] • [ -7 l 

(e2 -e7)k e2 
2 

1 r:n-: ... J 

En la fig 12 se muestra un control ul.tl que hace la trans-

ferencia deseada 

u(t) 

iO 

~ 

5 

I 

0 0.5 i.O 

-5 

-iOF-----......1 

Fi(: 12 :~::·!"!.t!'ol -n~e transf:iere al sistemo. rJ.C 
........... ( .-. 0} er /~ f.: 3..1 r-:..s:-:..:J.5':' 

I 

• J 
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7. Observabi lid ad 

Otro concepto de importancia es el de la observabilidad, 

el cual aparece cuando se plantea el siguiente problema: Dada 

la representaci6n de un sistema din~mico del que se conoce la 

salida en un intervale de tiempo [t.
0

,t.J, debida a una entrada 

conocida en ese mismo intervale, les posible determinar un!v2 

camente el estado !:_(t0J? 

El problema, planteado formalmente para el case de los 

sistemas lineales, se traduce al siguiente: 

Dados iltl y ~(t) t 0 ~ t~ t 1, existe un dnico !o tal que se 

satisfaga la acuaci6n 

iltl • ~ttl!!t,t0 l!o + 

t 

~ !(t,o)!(o) ~(o)do? , 
t 

Si se define !ttl • t!t) -J( !(t,o) ~(o) ~(o)do, la cual 
to 

ae supone conocida, el problema se reduce entonces a determinar 

las condiciones deben cumplir !(t,t0l y £!tl para que dado i s2 

lo exista un !o que satisfaga la ecuaci6n: 

y(tl • £!tl !!t,t01!o (2) 

CUando la ecuaci6n anterior puede resolverse pa-ra un solo 

~ 1 para cualquier y(t), en cualquier intervale de tiempo [t0 ,t1] 

se dice· que la representaci6n del sistema es complet.amente oe~ 

~ o por simplicidad observable. 

Si existiese un estado inicial !• I 0 tal que 

f!tl ~tt,t0 1 5.• • o (3) 
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en el intervale ["t. 0 ,t.~J , el sistema no ser!a observable par­

que adem§s de~·. cualquier otro estado kx 0 para k arbitrario 

producir!a la misma salida !(t) , y par ende habr!a m~s de un 

estado inicial que satisfaciera la ec 2. 

Existe un criteria para determinar si la representaci6n de 

un sistema lineal, invariable de dimensi6n n, es observable: 

Si la matriz 

/t e.-oA' c' c e.-oA do 
0 - -

es no singular la representaci6n del sistema es observable y vi­
ceversa. 

bicho criteria es equivalente a: 

Si la matriz 

r r:_.J 
tiene n columnas independientes, la representaci6n del siste-

rna es observable y Viceversa. 

7.1 Ejemplo 

Consid~rese un sistema similar al presentado en la sec 5.3 

del cap 4, que consiste de des tanques interconectados (fig 13) 
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- - -
lqo 

~ Jrm ~rF ____ L P, 

qi- i Pi :: Pz -q2 

R3 c2 R2 

Fig 13 Sistema hidr~ulico para ilustrar el 
concepto de observabilidad 

En este sistema se considerar~ al gasto q0 (.tl como la 

entrada y al gasto q3 !tl como la salida. A partir de las ecu! 

ciones 

dhl 
ac,-a,r- • qo - qJ - q3 

dh2 
Olc 2-­

dt 
q3 - q2 

Q,·-r.-h, 
1 

q2 • -t- h2 

q3 • ~ !h' - hzl 

se obtiene la siguiente representaci6n del sistema 

• 
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I -CJ F7 I) ~ I a.c;- . lk l [ I 1 I • I 1 I ]rk l [I 
d -- + jq ( .t at ': !) 
t h I . __ 1 ( I + _I l h O 

2 ~ c2 ~ "'3 l 2 

y(.tl = q3(.tl = [ 'l; -t-] [ ::] 
Para ciertos valores de las constantes,la representaci6n obte• 

nida no es observable. En particular si se supone que c
1
= c

2
= 

c3• I, ~= ~· R3• I, a•l entonces la representaci6n del siste 

rna es 

h I:: 1 {: _: ]( ::J. [ l' ltl 
y(t) [7 

-11 [:: ] 

yen este caso existe un estado inicial, diferente de cero, que 

satisface la ec 3; este estado inicial es h 1(0) • h
2

!0! • k. En 

efecto, si inicialmente las alturas del l!quido en los tanques 

son iguales, el gasto entre ellos, y por tanto la salida, ser& 

cero. De all! se concluye que la rep;resentaci6n obtenida no es 

observable. Para verificar matem~ticamente que la ec 3 se sati~ 

face para ~*=[k;k] es necesario encontrar la matriz de transi-

.,.,....li?~ 
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ci6n. Esta, calculada de acuerdo con el rn~todo presentado en 

la sec 3.1 de este cap!tulo, es 

e~.t •• 5 [ 

e-3t + 

-.t - 3t e - e. 

e.-t 

y entonces 

Ce~t x• = [.s. ~s] [e-3t + e-t 

e-t : e-3t 

• [. s -. s] [ 2ke~:J. o 
He 

-t -3t e. - e 

e.-3t + e.t 

r - -- . --- ---
e-t _ e.-3.t] [ It l 
e- 3t + e -t k J 

Este resultado es consistente con el criterio para deterrninar 

si un sistema es o no observable, porque los renglones de la 

rnatriz 

[j:] t ·:] 
no son linealmente independientea • 
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1. INTRODUCCION 

En este capitulo se estudiar!n detalladamente los sistemas 

lineales e invariables con el tiempo. Como se dedujo en la sec 

4, cap 6, en dichos sistemas, cuando son de n dimensiones, la 

relaci6n entre la entrada r la salida para.un estado inicial 

cero, est! dada por una integral de la forma 

t 
!l,(t) • J

0 
!:!It-a) ~(a) d 111 

donde Kit) es el patr6n de peso del sistema. 

En la primera parte se ver!n algunas propiedades de las ia 

tegrales de la forma anterior y posteriormente se introducir! el 

concepto de matriz de transferencia, que equivale a la transfor­

mada de Laplace de la respuesta a impulso. Tambien se estudiar!n 

las maneras de pasar de la funci6n de transferencia de un siste-

rna a representaciones de este por medio de variables de estado. 

2 

Zn la dltima parte del cap!tulo se estudiara una caracterizaci6n 

gr!fica de los sistema lineales, invariables con el tiempo y de 

dimensi6n ft que se denomina patr6n de polos y ceros. Se verln 

algunos criterios de diseno de servomecanismos y se presentara 

el concepto de polos dominantes as! como las caracter!sticas de 

los sistemas de segundo orden. 

2. Integral de convoluci6n 

La integral que aparece en la ec 1, conocida como integral 

deconvoluci6n, juega un papel muy importante en el estudio de los 

sistemas lineales e invariable& con el tiempo, no necesariamenta 

de dimensi6n finita. Dicha importancia radica en que mediantees 

ta integral puede determinarse la salida de un sistema debida a 

una entrada arbitraria cuando el estado inicial es cero y se con2 

ce el patr6n de peso del sistema. La integral de convoluci6n ti~ 

ne alqunas propiedades que facilitan qrandemente el c!lculo de 

las salidas,conocidas las entradas. Algunas de estas propiedades 

se demostrar!n para el caso en que el patr6n de peso es un escalar. 

t 
Se indicar! por h(t) * u[t) la integral/ h[t-al u[al da 

0 

Adem!s se considerar! que tanto h como u son cero para tiem-

pos neqativos. 

2.1 Propiedades 

La integral de convoluci6n cuando h [t I es o.escalar posee las 

siguientes propiedades: 



~ 
t 
·'' 
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1) Es conmutativa, esto es 

h(t) • u(t) • u(t) • hit) 

la cual puede probarse con facilidad ya que el lado izquierdo de 

la ecuaci6n es 

J; hlt-al u(al da 

y si se hace un cambio en la variable de integraci6n por ejemplo, 

,. t-a, sa obtiene 

Jt . !0 Jt 
0 h(t-al u(alda • - h(,) u(t-tld' • h(,) u(t-,)d, 

t~ 0 

siendo esta ~ltima integral u(t) • h(tt 

11) h ( h(thu(t)J • h(t)u(t)+h(O)u(t) •. :(t).h(t)+u(Olhltl 

Bsta propiedad se comprueba efectuando la derivaci6n direct~ 

mente: 

t 

h-J hlt-a)u(a)da 
0 

t 

h(t-a)u(a)l + J a~ rh(t-a)u(a)I da 
a•t 0 l . 

•lt(O)u(t) +J: [h- hlt-al] u(a) da • 

• • lt(O)u(t) + hltl • ultl 

Si se utilizan los conceptos de func16n generalizada y se 

supone que h(t) es discontinua en t•O ·y vale cero para t~O, la 
--~~~ 

propiedad puede escribir~e caRO 

h(itltl * u(.tl} 
• 
h(t) * u(t) 

--- . -----------------------"-------

entendiendo que h(t)l• h(O+)&'(.t), donde 6 It) indica un impulso 

unitario t•O 

Con la propiedad de conmutatividad de la convoluci6n, sa 

obtiene 

~ [ h(t) * u(.t)] • h[u(t) * hltl] • ~(t)•h(.t) 

donde nuevamente se utiliza la convenci6n que si u(t) es dis­

continua en t•O,ultl debe incluir un impulse en el origen cuya 

magnitud es igual al valor de la discontinuidad de u. 

Aplicando rapetidas veces al rasultado ~terior_sa obtiana 

si y(t) • h(t)•u(t) 

entonces 

!l(ll) (t) • It (It) (tl•u(ll-k) (t) 

iii) La convoluci6n de una funci6n con un impulso unitario es 

igual a la funci6n, esto es 

u(tl • u(t)•&(t) 

La igualdad anterior es una consecuencia inmediata de la 

definici6n de impulse, (Ap~ndice A), porque 
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~ 

Jft u(cr)5(t-cr)dcr s u(crJ = u(t) 
0 1a•t 

6 

y como la integral .{
0 h(p)~:O porque el argumento de h es 
-c 

WJ Por llltim negative_~~ tendd. 

1: u(al•h(cr)dcr • h{tl•~ u(o)da =[[; _h{;)da] •ultl 

La prueba de esta igualdad es: La integral del J.ado izquierdo 

es 

Jt Ia 6(t) • hla-c)u(cldcda 
0 ' 0 

t 
pero comoJf hla-c)ulc)dc•O Dorque en el intervale de integr~ci6n 

c 

el argumento de h es negative y hltl • 0 para t<O, entonces 

6ft) ·~ ~t h(a~~;)u(~Jdcda 
0 0 • 

·~J': h(a-c)ulc)dad~ 

Cambiando la variable de integraci6n a por p. 1 donde P sa 

define como 

P •a-c 

se tendrS. que 

t t 
6{-t) ·J /_ h{p )u{ddpd~; 

0 - c 

Jt Jt-c 
61tl • h(p)u(c)dpdc 

0 0 

que noes mAs queJfth(p)dp•u(t), con lo que queda demostrada la 
0 

segunda parte de la propiedad iv. La prirnera parte se obtiene 

cambiando los papeles de u y h. 

2.2 .• · Comentarios 

La. propiedad i ilnplica ~;;ue s! un sistema de entrada y sal!: 

da escalares t.iene una respuesta a impulse h (tl y se apl!ca una· 

entrada u[tl y el estado inicial es cero, la salida coincide con 

la de otro sistema que teniendo a u(t) com~ respuesta a impulse y 

estando e11 el estado cero se "le aplica la entrada ld.t) i en resumen, 

~..los papeles de resp11esta .a impl.llso -y-entr-ada 5on intercambiables. 

~¢ 
ENTRADA 

~ 
I I 

c:> 

ENTRADA 

SISTEMA 

~ 
RESPUESTA A IMPULSO 

~~~- -
~~ 

RESPUESTA A IMPULSO 

c:> 

c:> 

Fig 1. Ilustraci6n de la propiedad i 

y(t) 

SALIDA 

h i --
SALIDA 
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Las propiedades iii y iv son consecuencias inmediatas de 

~a linealidad del sistema y las demostraciones dadas pueden -------------

extenders·e .. sin mayor dificultad para los sistemas en que la 

relaci6n entre la entrada y la salida para estado cero es 

y(t) • Jt 
0 

h(t,a)u(a)da 

donde h(t,o) es la respuesta a impulso. 

La propiedad ii implica que si un sistema tiene una respue~ 

ta a impulse h(t) y se le aplica una entrada u(t), cuando el es­

tado ea cero, se obtiene una salida y(.t); al aplicarsele otra 

entrada que es la derivada de u(t), ~(t), la salida correspon-

• diente es y(t), la cual se obtiene cuando a otro sistema cuya 
• respuesta a impulso es h(t) se le aplica la entrada u(t) halla~ 

dose en el estado cero. Algo similar sucede con la integraci6n 

segfin la propiedad iv. Las propiedade~ ii, iii y iv pueden ser 

extendidas al caso matricial, esto es cuando, tanto la entrada 

como la salida son vectores y el patr6n de peso es una matriz. 

En el ejemplo siguiente se ilustra la aplicaci6n de las pr~ 

piedades mencionadas: 

por 

Consid~rese un sistema cuya respuesta impulso h(t)est§ dada 

h(t) -t 
{

0 ' 

e ' 

t<O' 

t>O 

f; 

Si el sistema es lineal e invariable con el tiempo y se 

halla en el estado cero, lCual ser§ la salida causada por la en 

trada u(.t) = u_ 1!tl-u_ 1!.t-1)f.-- ---

Como la derivada de la entr~da son dos impulsos unitarios, 

uno en t=O y otro en t•1 (fig 2), de acuerdo con las propiedades 

ii y iii se tendr§ que 

~ * •h(t) =[Htl-o(.t-IJ] .h(t) •o(tl•h(t)-o(.t-l)•h(tl• 

-t 
• h(.t)-h(t-1) • e u-l(t) -lt-l)u (t-7) e -7 

·-- u (I) r(l) 

0 1 

Fig 2. La entrada u(t) y su derivada 

t 
8(1° i) 

Integrando la ecuaci6n anterior, se obtiene que la salida 

est6 dada por 

!I , t, = rt y , a , do = r e- a do - Jt e- , a - 1 ' u _ , , a -1 1 da 
0 0 0 

* Recu~rdese que u_ 7(t) es un escal6n unitario (Ap~ndice 1). 
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• En la fig 3 se muestran y(tl y y(t) 

y(t) y(t) 

Por lo que el valor de la integral, o sea y(t
1
l, es igual 

_____________ al !re_a bajo la curv_ade la
1 

~unci6n u(r;l h(t
1
-d _ 

0 ----..... -..... 

i "'\ ..... 
I / 
1/ 

v . h(t-:1.) 

0 :1. 

Fig 3. Respuesta del sistema y su derivada 

2.3 Convoluci6n Gr~fica 

Como la relaci6n entre la entrada y la salida para algunos 

sistemas lineales e invariable& con el tiempo, entre ellos los 

de dimensi6nn, est! dada mediante la integral 
/ 

t 
y(t) • h(t)•u(t) ·J

0 
lt(t-a)u(a)da 

~sta puede interpretarse gr~ficame~te como el !rea bajo una cur­

va. Considerese que se desea obtener el valor de la salida en 

un tiempo t 1, cuando al sistema se le ha aplicado una entrada 

u(t). 

SegGn la f6rmula de convoluci6n, en el tiempo t 1 la salida se_ 

halla dada por 

y(t 1) ·~: 1 u(r;) hlt1-cl dr; 

Para dar una interpretaci6n gr4fica a la integral de convul 

ci6n hace falta observar que la funci6n h(-r;) es la imagen espejo 

de h(r;), o sea la funci6n dibujada para tiempos negativos en vez 

de positivos, (de derecha a izquierda, en vez de izquierda a dere 

cha). Adem4s, la funci6n h(t1-r;l es la funci6n h(-r;) corrida 

t 1 unidades de tiempos hacia la derecha. Todo ello se expresa 

en la fig 4. 

h(tl h(-t) 

a -a t 

h[-rt-tt>] = h(tt-t> 

t 

Fig 4. Obtenci6n de h!t1-r;l 

A continuaci6n se multiplica-tdr;lporh(tr;l :·y el4rea 

bajo la curva asi obtenida es y(t1}. En la fig 5 ae muestran 

dos funciones, de las que se desea obtener su convoluci6n 
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u(r) h(t-'t") 

n i 

r-h(l) .• " I• ·a ., 

i T 

u{t) 

il----, 
~1.--' --

• -
T 

... 
01 :1. 

Fig 5. Dos funciones por convolucionar 

En la figura 6 se incluyen los valores de yltl • u(t)*hltl 

obtenidos por el m~todo gr~fico descrito, para los tiempos 

t•O, 0.5, ••. 2.5, yen la nUmero 7, la funci6n y(t). 

n ) jt=O. 

i T 

n I . l 
it= i.O 

I i T 

tJ: ) ! t=:!.. 

i T 

n ) 1=2.0 

1 T 

) tJ: 1•2.5 i ' 

n t=3 

:1. T 

L'{Oh) ' 
-:1..~ • 0.~ -l'kT) T 

-:1. i T 

~ 
-0.5 I :1..5 T 

·~·-__ 
2 T 

'JKT' 
I 0.5 2.5 

., ~ 
i 3 T 
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u(r) h(t-r) 

Area =0 
U(T)h(-T)} y(0)•0 

T 

Areo=0.0625 
U(T) h(0.5-T) }y(Q.5)•0.06 

T 

Area=0.25} y(i)=0.25 
U(T) h(!-T) 

T 

Area=0.5 } 
U(T) h(f,5-T) y(i.5)=0.5 

0.5 iO 

T 

Area =0.75 }y!2) =0.75 
u(r)h(2-T) 

T 

Areo=0.4j8} 
U(T)h(2.5-T) y(2.5)•0.438 

Area=O 
U(T) h(3-T) } y(3)=0 

T 

Fig 6. Convoluci6n gr~fica de ultl y h!tl 



!• 
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u 

y(t) 

Fig 7. Gr,fica de y(.t), de acuerdo a las-4reas de la fig 6. 

3. La matriz de transferencia 

Mediante la transformada ue Laplace se puede dar una carac­

terizaci6n alternativa de los sistemas lineales e invariables con 

el tiempo, en los cuales la relaci6n entre la entrada y la salida 

cuando el estado es cero resulta 

tit) ·~ ~(.t-a)~(a)do, 

en la que ~(.t) represents la respuesta a impulso del sistema. De 

acuerdo con uno de los teoremas sobre la transformada de Laplace 

si u(.t) y y(.t) est4n relacionadas por la ec 2, entonces 

f(4) • [14)~(4) 

gonde ~. ~ y ~ representan las transformadaa de Laplace de las 

variab~es ~(.t), ~(.t) y ~(.t) respectivamente.* Ala matriz Kl4) se 

le denomina ma.t~~z de t~an46t~en~~a del sistema y corresponde a la 

transformada de Laplace del patr6n de peso del sistema. 

* V€ase sec 3.7 del Ap€ndice A. 

14 

Cuando ~(4) esescalar, comunmente se conoce con el nombre de 

6unc~6n de t~an4't~en~~a. 
-----1----'--- ==~~====~~======== 

Sup6ngase que se cuenta con un sistema lineal e invariable. 

51 la entrada es un vector de dos dimensiones y la salida es uno 

de tres, la matriz !14) ser' de 3x2. Si el sistema est' en rep£ 

so y se aplica la entrada 

[•'It!] ~ltl • 
u2 (.tl . 

y la salida que se obtiene ea 

["'tl] .!l.ul.tl• y2(.t) 

y31tl 

la matriz Rl4) estar4 dada por 

. y7 14l !II (4 J 
,.---- -.--u, (4) u

2 
(4) 

. 
R1·1 = I !2 (4) y2 (4 J 

u, (4) ~2(4) 

y3(4) y3 (4) 

~,14 J ~2 (4) 
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y al aplicarsele cualquier otra entrada ~It} al sistema en rep2 

so, la salida estar! dada por 

1wltl =[
1
[Rr4l ~141} 

En conclu~i6n, los3istemas lineales e invariables con el 

tiempo, cuando est!n en reposo, pueden caracterizarse completa­

mente por cualquier par entrada-salida r~(t), -~(tJ]. (Debe hace£ 

se notar aqu!, que si la entrada es un vector de n-componentes, 

cada una de ellas debe ser diferente de cero'para poder determinar 

la matriz de transferencia) • 

Esta propiedad tiene implicaciones par~cticas muy importa~ 

tes como la que se !lustra en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 

Consid~rese un circuito lineal, invariable con el tiempo y 

en reposo. Si la entrada es el voltaje Ve y la salida la carrie~ 

te ~. se desea conocer ~(t) cuando Ve(t) es la funci6n 4ent. 

Sup6ngase que al mismo circuito al aplicarle la entrada (fig 8). 

Vt.(t) • u_ 1 1tl 

la salida obtenida fue 

-t 
~(t) = e u_ 1 (t). 

ulb't:r' rrrr mtn~ii±1h:!:rttt ~- JJ.ttre:#itrp· tft'nh r: ··':1!:¥¥. 

+ -----j'-
ve 

ve(t) 

ve (I) ........... 

Circ~ilo lineal 
e Invariable 

~· 

I 

c::::> 

16 

t(l) e·t 

I i 

l i (I) 

I ? 
0 

Fig 8. Ilustraci6n del uso de la matriz de transferencia 

De las consideraciones anteriores, la funci6n de transferencia 

del sistema es 

;.I 
h{4) • 

,l[e-t u_ 1 (tl) 

.{lu- 1 ttl) 

1 
m 4 
--,- ·-;+r 

r 
y como la transformada de Laplace de(4.ent}u_ 1 (tl es t• la salida 

4 +1 
pedida tendr! la transformada de Laplace 

f#tftrtft fitt·.tdl ·'it: t!*rtatt" '15'tr'dttri#t'tit · '6'" wHW'rt'ii 

.I 

l 
j 

1 
I 

J 
.:l 

y' 

-~ 

r;·:»~~ 
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<I 

[4 2+ 1 J (<~+ 1 I 
---

La funcion del tiernpo correspondiente es 

-i(t) ·{.fi, [ ca<1 (t-:-~)J- f e-t J u_
1 

(t) 

la cual se ilustra en la fig 9. 

i(l) :l 

/~~( v2 
f \ 

~ 
~ 

cos( I-*) 

5 

--~ 

Fig 9. Respuesta del circuito cuando la entrada es {<~ent]u.1 r.tJ 

• _.. .• 
'Jr I '"·'** .#.(1/!f!JI48¥QiiH¥i &J.!4fq~t4JWI!h;?~ 
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Considerense ahora los sistemas descritos por las ecuaciones 

.!_(t) Ax(t) + ~tl ( 3 J 

- _.!{.(t) ~rtJ + v~ r.tJ__ ________ _ HI 

en las que ! representa el estado, ~ la entrada y .!£(t) la salida. 

Si ademas ~~~~~ y E son matrices constantes, el patr6n 6e peso de 

estos sistemas (como se vio en el capftulo anterior), es 

Cet~~ u_ 1 (tl + £a(.tl 

I 

entonces como consec~encia de que)le.t~ u_
1

(.tl} = (~l-~J- 1 , la lineal! 

dad de la transformada d~ Laplace y a[tl • 1, se obtiene que 

~et~!!_u_ 1 (t) + V (t.) f(l<~-~l- 1 !!_+V 

o sea que la matriz de transferencia de los sistemas dinamicos de~ 

( -1 critos por las ecs 3 y 4 es f I<~-~) !!_+£ 

Ejemplo: 

Considerese un sistema descrito por las ecuaciones 

fl [: :J [ JfJ•Itl 
y(t) ( 0 

] [ :~] + 
Su(t) 
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La funci6n de transferencia de este sistema sera 

,.;' -1 
!!:. !6l • £.!16-Al 3+V 

-I 

o][ 6-l -2] ['] +5 
-3 6-4 0 

(r 

y tomando el inverse indicado en la expresi6n anterior 

[

6-1 

-3 
-2] -I 

4-4 (J-1) l!J-4) -6 3 4-1 [

lJ-4 2 ] 

A 3 
entonces h (6] • 2 t5 

6 -56-2 
5!J 2-256-7 
4 2-54-2 

4. Sintesis de sistemas (Ue la funci6n ae transferencia a vari~ 

bles de estado) 

La matriz de transferencia caracteriza completamente a los 

sistemas lineales e invariables con el tiempo y como fue comentado 

en la secci6n anterior ae este cap!tulo, puede obtenerse a par~ir 

de cualquier por entrada-salida [.!!.!.t) ,.!{_(tl] en que u,£ (t] ; 0. r•n­

ra prop6sitos de analisis y diseii.o de sistemas es conveniente .m 

tar con un m~todo por medic del cual se pueda "construir" sist-'­

mas que tengan una funci6n de transferencia prescrita, pues a&'\ es 

I 20 

de variables de estado e~ esta secci6n tambi~n se incluira la 

manera de simular dichos sistemas con la ayuda de una computadora 

anal6gica. 

Concretamente en esta parte, se analizara el problema inverso 

al ultimo tratado en la secci6n anterior; esto es, dada una funci6n 

de transferencia, bajo qu~ condiciones y c6mo pueden obtenerse rna­
~ 

trices A.~,£. y £ para que dada K(tJ) se cumpla la igualdad 

~!ltJ-Al- 7 ~ + £ • 2<61 

Como los t~rminos de la matriz (61-Al-l son funciones racion~ 

les propias de lJ (tanto el determinante como los cofactoras de (!tJ-1) 

son polinomio$, y los cofactores a lo maximo son polinomios de grado 

n-1, donde n es el nUroero de variables de estado) puede concluirse 

que la matriz de transferencia de los sistemas descritos por las 

ecs 3 y 4 tiene todos sus elementos de la forma 

n-1 n-2 
qn-1 6 + qn-2 6 + ••• + qo 

H •. (6 l • +k .. 
~J ~j 

n n-1 
6 + Pn-/6 + •••• +Po 

entonces la s1ntesis de sistemas que sera presentada aqu1 estara 

posible hacer mas expedite el proc:-Eso, a~~~~onta::__con ~s~stemas q:..e restringida a aquellos en q~~ _&!6] es una matriz cuyos elementos 

~imule el comporamiento de otros. son funciqnes racionales de 6 y el grade del numerador no excede al 

En el cap 6 se present6 una manera de llevar ;, Z:<.">o 1 o ,;i. 'l·· 

laci6n digital de un sistema lineal e inv.;.;,fnhJ ... -•~ ~-~ i.)::n: nh:~dio 

del denominador. 

Debe hacerse notar sue no todas las "·mcione.,; de transferencia 

BOll expf!OSdoles e,, c.>J:·na ra.::ionaJ.. For ej·••mplo, s: .m sistema con-

aiM rft terdt ntttt t sioiwo ·t tit ** mr ftrr trt st?t'flmr¥£iittt1H'O'n'Wtur &rw«nnce e ,..tii~fri·;:, •1r'*¥rMUt' '**"' ti tt#*'w t· r wuM'If:#' 
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siste en un retraso de T unidades de tiempo, su funci6n de tran~ 

ferencia es e-4~, la cual no puede ser expresable como un cocie~ 

te de polinomios en 4de orden finito. 

Por facilidad de exposici6n se restringir! la teor!a al caso 
~ 

en que la ~(4) es un escalar, esto es una matriz de 1 x 1. 

Considerese un sistema cuya funci6n de transferencia puede 

expresarse como cociente de los polinomios p(4) y q(4). seam 

el grado del numerador y n el del denominador, donde n>m 

h(4) = q(4)/p(4) 

,.. 
ll (4) • 

4m + q 
qm m-1 4m-l + ••• + q,4 + qO 

n n-J n-f 
4 + Pn-l 4 + Pn-f 4 +,,,+ Pt4 +Po 

donde los coeficientes pi y qi son nOmeros reales. 

A 
Al expresar H(4) como q(4) I p(4) se harl que el coeficiente 

del termino 4n de p(4) sea ~nitario, lo cual siempre puede lo­

grarse dividiendo numerador y denominador entre el susodicho coe-

ficiente. 

Tambi6n se considerarl tan solo el caso en que n>m, porque al 

hacer la divisi6n del numerador entre el denominador se puede ob-

tener directamente la matriz £ para el caso en que maft • 

Por ejemplo si 

~ • ~ !fh¥'{~4.!4!,(.:: 1i"i:f' ~~~ 
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,. 
H(4) 34 2 + I - 3 s- 7 =.3+---

.62 + .6+1 4 2 +4+1 
d • 3 

y el problema se reduce a encontr~r Gnicamente ~.! Y C. 
:::;:;=.o=== 

Si se introduce una variable intermedia ~141 (fig 10) 

" u(s) q(s) 

p(s) 
" " y(s) ulsl :1. 

p(s) 
" x(s) 

Fig 10. Introducci6n de la variable .6. 

se tendrl 

!1!1. • q(4) g(4) • q(4) ~(4) 
~(4) 

il4) . I ;(4) • p(41 iC4l 
;(4) PIT I 

o sea 

q(s) 

(S) 

,,, 

A • •-1 A 

u(4) • (4 + Pa-l 4 + ... + p 14 + Pol X(4) 

lo cual, en el da.inio del tie111p0 •• 

u(.tl • x<•l (.t) + Pa-l xl•-11 (.t) • ... • Pe xl.t) (7) 

don de 
(a) dn x (.t) Bignifica ~ 

d.t. 

" y(s) 
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De la ee s, se tiene 

m m-1 !f(41 • [q111 4 + q111 _1 4 + ••• q 14 + q0 J x(4) 

y en el dominic del tiempo 

y[.t) • qm x[m) (.t) + qm-1 .xlm-Ol.tl + .. ,+ qoxft) r ,, 

si se hace un cambio de variable, definiendo un vector ~de n 

dimensiones, tal que su j-~sima componente X· sea: • J 

dj-lx(t) 
d.ti-1 

X • • 
J 

de manera similar a lo realizado en la sec 1, cap 3, la ecua­

ci6n diferencial 7 as equivalente a las eouaciones 

• 
"I 

• x2 

• xf 

x3 ·f 

• ----c---- xll • -poxr - Prxf - L!- !_ 
- p

11
_

1 
x

11 
+ u.ltl; x(t) • x1 

===--=~-

entonces, la salida y(t), dada por la ec 4 se puede axpresar 

~· •• • ·•~·}arflr 

y[t) • qm xm+l + qm-1 xm + • • • + qlx2 + llo JC.I 

Las ecuaciones previas en forma rnatricial son: 

• x, 
• )(.2 

0 

0 tJ 

4 0 . .., '-'I 

0 xf 

~~~1 L -Po -p, -p2 .... -pn-l xn 

y(.t) • [qo ql .... · qm o .... o]l x1 

xr 

"'( xm+l 

xll 

+ 

I 
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0 

0 
u[.t) 

-·-=--.,_~ 

~ 

As~ dada una funci6n de transfereneia k(4) que as el co-

ciente de polinomios q[4)/p[4), exista un sistema cuya represe~ 

t&ci6n en variables de estado es 

• !·~~+!_u. 
""!!+cfu. 

donde los elementos de las matrices y vectores ~. ~ y ! son tales 

\ 

~ 

'1 ... dltllnlitt 'liftdn ·etrwiil· lttttr ;'rllr'fbttrr··!:, Utl' 



~-

25 

que 

! r.[4-=Al" 1 !+.[·~-It{~ l 
Ejamplo: 

Sup6ngaae que •• deaea aintetizar por medio de·variables de 

estado la func16n de tranaferancia 

!Ll~) • 
~ 

a~ 3 + b~ 2 • e4 + d 

~ 4 + t4~ 04 2 + g4 + h 

Soluo16n 

f" • 0 I 0 Q "I I I o x, 

• 0 0 I 0 I : I u(.tl 
"2 . xf I• • 0 0 0 I x3 x, 

• -I& ·o x4 "9 -t x4 

!.d.t) • [ci e b 
4 ] I "I 

"2 

"3 

x4 

._, 
·,~ 

u i 

~ 

26 

Las ecuaciones anttoriores pucden exprc.::;o,L "" <:.<. ! '-'!."·"" t:;. '-''"•'-!:. 

da como ======;:::========== 

• 
"I 

. 
"2 

i 

"z . 
"3 

• "3 .• "4 

• • - hx 1 - gx2 - ox3 - tx4 + u "4 

IJ . dx. 1 + ex2 + bx 3 + ax
4 

y de all1 se puede construir el reograma correspondiente (fig 11) 

0 

-h 

Fig 11. Reograma que representa las eca t 

en donde las ramas que tienen la trasrnisi6n~ indican que debe 

realizarse la operaci6n de integracion sobre la variable causa 

·--~ 

y 
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' 

para obtener la variable efecto. 

Al tomar la transformada de Laplace del reograma, esto es, 

otro reograma en el cual cada variable del original se reemplaza 

por su transformada de Laplace y cada trasmisi6n por la opera­

ci6n correspondiente en el dominio de la frecuencia (de esta fo~ 

rna las rarnas con trasmisi6n~ en el rograma original tendr'n 

trasmisi6n t en el tra~sformado) se obtiene el de la fig 12. 

0 

y-;r - ~ • • • . '1- - "f ~· • • ~ . .. " . . . . . . 

Fig 12. Reograma de la fig 11 transformado 

6.= 1 + e 
4 

+ .( ,. + g_ 
43 

h 
+ -4 

4 
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Se presentan cuatro trayectorias del nodo fuente hacia y(4), 
• a b c 

las cuales tocan al nodo x4 cuyas ganancias son -, =r' ~4 ; como 
.I 4 4 

dichas trayectorias tocan todas las mallas, entonces sus cofactores 

son unitarios, por .lo que 

! + !?. + ~3 + !! 4 a4 3 + b4 2 + c4 4 42 4 .I 

~ • e +-r +us:_ +h 4 3 ~ 642 .t 94 ,. h n r.~ l 1 + r 4 z 4 3 .~ 4 " ,t u -

que es la funci6n de ~rans~~rencia or~gin~~· ?~ s~ 9bse;rva con 

cuidado, puede verse en .la fl.lt:Lma ~igu):'a, g\le ~st~ reog;rama ~iene 

dos tipos de elementos: 

integrado):'~sr dados por 
~ls 

arnplifi9~~9r!ils, d~99s p9_r k _.._ , 

y por ello es facil sintetizar la funci6n de transferencia en las 

computadoras analogicas, porque en su forma IMs simp,le, son !lpar~ 

tos que tienen dos tipos de elementos: ,, 

' I . ' 
I 

:'::::=~=====11 reograma anter,ior 'tiena cuatromalla~ toc,ndose todas em ) Inwgg~s I d~99S por-----------'-...,--------

el nodo o£ 4• Las mallas tienen ganancias -e/4,-6/4 2, - ~· ~· 
' ~ 4 

Luego el determinante vale 
'X,(t} ' 

t,t~ ,.fcr.t¢)f'Xzt<).] dt 

J 

•• ~ 
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~9 

b) Aplifieadores, dados por a los euales le eorresponde el reograma de fig 13 

u~ r,~ -lt[t,tl)l-t,UJ] ... _ 
~-- ---~- ---:-------=--~~=·· 1~'-~-~ i 

-·---··· 

los eua1es precisarnente tienen e1 mismo tipo de transferencias que 

el reograma de la fig 12. 

Ejemplo 

Exprese por medic de un diagrama de alambrado de computadora ana-

16gica un sistema cuya funci6n de transferencia es 

llil 1ffil. 
4 + 2 

• 2 + 44 + s 

Las ecuaciones en variables de estado son1 

t~l l· [ 
0 1 

l [ x.l1.f' 1u 
x

2 
-3 -4 x2 ll 

y(t) [ 2 I 1 [:: l 
( 10) 

~(sl :i 
1\ 

~ - .. V • ~~ ... ~s) 
• • \ .. :;;>- • ;II' • .. -------

-3 

Pig 13. Representaci6n de la ec 10 

El diaqrarna de alambrado de la computadora anal6gica se mue~ 

tra en la fig 14. 

u(t) y(l) 

Fig 14. Diagrama de computadora anal6gica para el ejemplo 
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En las secr-iones anteriores se ha visto como un sistema li-

neal, invariable con el tiempo y de par!metros concentrados, 

cuyo estado inicial es cero, puede ser descrito mediante una 

funci6n que relaciona la entrada u [o, 1 con la salida 1J [o, .. ) 
Dicha funci6n puede representarse de diversas maneras: 

a) Por una ecuaci6n diferencial escalar de orden n 

n 
L y(t) + Pn-1 
dtn 

dn-1 d 
~ y(t) + •••• + p1 d1 glt)+ p0yltl• 
dt 

dm dm-1 
• q -- u(t)+ q 1 ~ u(t) + ••••• + 

m dtm m- dtm-• 

dultl 1 )· lkl 1 1 k o 1 +q
1
--+q

0
ut,y 0 •Opara •, ••••• n-

dt 

b) Por una ecuaci6n diferencial vectorial de primer orden 

c) 

y una ecuaci6n algebraica 

.! (t). A.!ltl + !~ (t);.! (OJ. 0 

IJ (t) • ~ .! (t) + !! ~ It) 

Mediante la ecuaci6n 
J 

y(t) • 1 hlt-al u(a)da 
0 

donde h(t) es la respuesta a impulse 

d) Por la f6rmula a~gebraica 

g (4) • h(4) u(4) • e(14-Al-
1

b+d ;(6)• :!!J ~(4) 

en la que ~(4), h(4) y y(J) representan respectivamente las 

transformadas de Laplace de la entrada, la respuesta a im-

pulso y la salida. 

•• 
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Se ha estudiado tambi~n c6mo p<3sar ne una dP."cripci6n a otra. 

En este capitulo se tratara de caracterizar los sistemas en 

cuesti6n de otra manera m&s. Por este otro ~todo es posible 

adquirir un gran conocimiento intuitive sobre el comportamie~ 

to de los sistemas, lo que facilita el an&lisis y el diseno 

de los sistemas de control. 

5. Patr6n de polos y ceros 

La funci6n de transferncia de los sistema~ lineales, inv~ 

riables y de dimensi6n n es la raz6n de dos polinomios en 6 con 

coeficientes reales, a~! que: m- 1 
h(4) • il!L • qm4 + qm-14 + 

a(4) 4 n+a 4 n-1+ 
n-1 

••• + q1 4 +q0 

a 14 + a 0 

Cada uno de los polinomios p(4) y q(4) puede ser expresado en 

forma factorizada como 

q(.\) • qm(6-z 1J (6-z 2 J (4-z_,l ••• (4-zml 

y 

p(4) •(4-p
1
1 (4-p21 (4-p3 l ••• (4-·Pnl 

donde zi y pi son en general ndmero complejos. 

Como es sabido, si los coeficientes de los polinomios q(4) 

p(4) son ndmeros reales, las ra!ces complejas deben aparecer 

en pares conjugados. Por ejemplo, si: 

zi • a + jb es una ra!z de q(4), entonces 

'i. • a - jb tambi~n debe ser una ra!z de q(4) 

Dicho de otra forma 

q(zil• 0, implica que q (zil • 0 

-':,·.- £wrinm·-rirrtr· . ' 
r~4~~ • 

i 

~ 

'!ttat:mt'ri 
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33 Porte imog inorio 

I 
Los numeros complejos l(.----

I 
I 
I z 1, z2 , =3 , ••• zm' p 1, p 2 , ••• pn 

========== ====================== ? I I I o----... 

' ':!'\ 

I 
I 

f 

-3 -2 1 
j\tnto con qm, caracterizan comp1.etament"' laTunci6n ae-~ran"..,.!,_-----­

ferencia de estos sistemas. 

-,1 
I 

~----1-l 

2 3 Porte real 

Los ndmeros pi se denominan poto~ y los z~, ~del sist~ 

rna. 

Tanto los polo4 como los cello4 pueden ser representados gr~fi­

camente en el plano complejo (parte real vs.parte imaginaria), 

utilizando la convenci6n: 

Los polo~ ser4n representados por >< 
y los cello~ por 0 

Entonces, a excepci6n de la contante qm, un sistema puede ser 

representado en el plano complejo por un conjunto de polo~ y 

cello4. 

Ejemplo· 

Consid~rese ~ sistema con una func16n de transferencia 

hl4l • l4+ll r~-31 
(4'+24+2) (4+2) 

A 

(4+1) (4-3) 

(~+1-j) (4+1+j) (4+2) 

Entonces h(~) tiene un patr6n de polo4 y cello4 como lo indica 

la fig 15 

Fig 15 Gr~fica de polos y ceros 

Existen casos en que algunas ra!ces del numerador o del de-
,.. 

nominador de h(~) son multiples, entonces los poto~ (o los C! 

Ito~) son multiples, lo que se indica expl!citament.e ...,, <>1 oa­

tr6n de poto~ y cello4. 

Ejemplo 

Sea. 
A 2 n 
h(~) • 4 + L~ + o 

4 3 + 64 
2 + 12 4 + 8 

(4+ I) 2 

~ 
Su representaci6n mediante polo4 y cello4 se indica en la fig 16 

Porte imaginoria 

Triple Doble I 
--------x----o . • 

-2 -2 Porte real 

Fig 16 Patr6n de poles y ceres multiples 

-·•,;f. 

~----
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de po!o4 y ee~o4. 

En esta secci6n se presenta un m~todo gr!fico para obte 

ner la respuesta a impulse de un sistema a partir de su ca­

racterizaci6n por medio del patr6n de polos y ceros. 

Como se recordar§,una manera de encontrar la transformada inver 

sa de Laplace de una funci6n racional era mediante la expansi6n 

de h(4) en fracciones parciales*. As!, en el caso de polos sim-

ples y cuano n > m se ten!a 

(4-z 11 (4-z 21 ••• (4-z I 
h(4) • m (ll) 

(4-pl) (4-p2) • •. (4-pn) 

y los par!metros A1, A2, •.• A
11

, se determinaban multiplic~ 

do h(4) por (4;p.i) y evaluando 4 en el punto pi, o sea 

A. • (4-p.) h(4),-
.c. .(. 4 • p .{. ( 12) 

Recordando que la transformada de Laplace es lineal y que 
at J la de e es 4 -a' se tiene que la transformada inversa de Lapl~ 

ce de h(4) es 

.(:" 1(h!41] • (A
1 

eplt+A2 t.Pzt + ••• + A
11 

epnt] u_ 11t1 UJl 

De la expresi6n anterior y de la ec 11 puede deducirse que las 

-' c· funciones exponenciales que aparecen en la expresi6n J:. h ( 4 I] 
est§n determinadas por los polo4 del sistema. M!s espec!ficame~ 

te, la respuesta a impulse del sistema con una funci6n de trans 

* Ap~ndice A 

oal ~;,., 
.~. ._, 

ferencia h(~J, es una cc~~inaci6n lineal de las f~~cicnes 

tp.it, 

ci6n, 

donde pies un polo de h(4). Como veremos a continu~ 

la combinaci6n lineal de estas funciones est! deter-

minada por todo4 los polo4 y ee~o4 del sistema. 
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Sup6ngase que se desea evaluar el coeficiente A.i. cuando las 

ra!ces son simples. De acuerdo con la ec 12, se tendr§ 

A. • 
.(. 

(p[z.£1 (p.i-z 2! 

(P[PJ) (p.i-pZ) 

(p.i-zm) (14) 

(p.i.-p.i-1) (p.i-p.i+J) ••· (p.i-pn) 

Lo que implica que para evaluar los par!metros A.i se necesitan 

operaciones de resta, multiplicaci6n y divisi6n entre numeros 

complejos, las que pueden realizarse gr!ficamente como se expli 

car§ m§s adelante. Antes de continuar, conviene recordar algu-

nos conceptos b§sicos aeerca de los ndmeros complejos. 

Cualquier numero complejo a+j6 donde j representa ~ puede 

ser expresado como 

a.+j& • »z.u 
dondeR es la "magnitud" del n6mero complejo, y viene dado por 

R•~ 
y ¢ es el •§ngulo" del ndmero complejo, o sea 

tn I • .!!. a 

La justificaci6n de esta igualdad se basa en 

ej' • eo4 , + j Hn , 

y en las igualdades trigonom~tricas 

I
' 

'· 

' 

'Mlfl JJillfd thtbnr fi!'@P ost•tr f rt'' ltii±m We rtiS:J'iffinH&c«iirt" :e 
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C.O<I ~ • 6 en P = 

II +tnt I ll+c.ot21 

de tal suerte que utilizando las definiciones de ~ de , y las 

identidades anteriores se comprueba que 

~J'. ~ 
[ C.O<I I + j H.n 

( ~'-~ + 

Fi!; 
a 

• .ra.r;by • _1 ~··) 
J Fi!:: 

IT 
a+ jb 

La representaci6n de un nlirnero complejo mediante T?!Lj, se deno-

rnina ~ep~e<1entac.~6n pola~. 

Tambi~n es comun utilizar las convenciones: 

R = I a+ jb I 
' ~ t [a+jbl 

con lo cual un nurnero complejo ~jl tambi~n puede representarse 

como 

[a + jbl t [a+jbl 

o bien 

R t , 

Si un narnero complejo se interpretase como un vector en plano 

complejo(fig 17) 

~- ;•d'i.$Q lll$.,114!1· ·~ -

Porte imoginaria 
38 

Porte real 

Fig 17 Interpretaci6n del numero 

a+jb como un vector 

la diferencia de dos numeros cornplejos puede interpretarse como 

la diferencia de dos vectores. Entonces, si 

e+j6 (a+jb) (c.+ jd} Rr t ,, - ~ t ,2 
R3 ~ I 3 

Cada uno de los ~ngulos y magnitudes tendr! la 1nterpretaci6n 

indicada en la fig 18 

z = c + jd 

Parte imoginorio 

---·---
R2 

0 + jb = w 
\ 

\ 
\ 

\ 

<1>3 \ Porte real 
etjf=w-z 

Fig 18 Interpretaci6n gr~fica de la diferencia 

de dos nlirneros complejos. 

As!, la diferencia de dos numeros complejos w y z puede inter-
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pr~tarS$ come un vector que un~ el punto w con el puntc L. 

A las o~eraciones de multiplicaci6n y de division puede darse-

lea tambi4n una interpretaci<Sn- gr&fica, 

Comt1<14tanM dol!!' m--.-coRIJ.,.liW {11:+jbt y k+jd}. 

entoA.ces~ s1 

a+ jb • R,,_u, 
y 

c.+ jd• ~It!' 2 

ae tendrl que 

(a.+jb! !ufdl • 1 "f1e.Nl) 1 ~e.fP 21 • '1 ~e.fi1 1 +1 2 J 

o sea qua el producto do dos ntimeros complejcs es ctrc namero 

complejo cuya magnitud es el producto de las magnitudes de los 

factores y cuyo angulo es la suma de los angulos de los fact.ores. 

Utilizando la notaci6n ab~eviada puede escribirse 

1 r1 ~,,J r ~~ 121 " ~ ~ ~ "'"' - 21 

S1m1larmente, 

a.+Jb • 
C+Tci 

~,e.HJ '1 
~. ,.. e.i",-' ) 

2e. 2 '1 2 

•• un ndmero complejo que tiene una ma~1itud igual a la raz6n 

entre las magnitud del numerador y denominador, cuyo angulo es 

la diferencia entre los angulos del numerador y el denominador. 

Con la notaci6n abreviada se tendra que 

R • 
J~c "'- 'zl l<,, 
• 

~ 

,::!; 

En las figs 19a y l9b se presenta;, .·.<>Z 0pe:.:acic:tes C:e :r,;..: ·.:::.-

plicaci6n y divisi6n de nameros complejos. 

(c+jd) Im 

ta + jbl(c -1- jd) \:13 
)f•-..J?J R \ 

~81-+8z 

------

(a l 

Fir; 19 

rm 
:1"';.. 

(c + jd) 

~ 
~ -------'-~81 ____. 
Re ----~8~2 Re 

R1 
Rz ..,.._ (a+ )b) 

1C+Jdf 
(b) 

c) . Multi~licaci6u grafica de n(imeros 

complejos 

d) Divisi6n gr&fica de ntimeros complejos 

6.1 Evaluaci.6n grafica de residues 

Regresando al problema de evaluaci6n de los coeficientes 

Ai (llamados tambi~n ~e~~duo~), de acuerdo con la ec 13, se pu~ 

den o!)tener graficamente. Si se desea evaluar el residue en un 

======~~_polo simple p~, esto es A~, de acuerdo con la ec 14 se debe calc~ 

lar la diferencia entre el polo p~ y todo~ los ee.~o~, efectuar 

el productc de dichas diferencias y divi<!irlo entre el prod1lcJ1:0 

de les dff.·:J-encias {.P~ r:,c,Lo ? . ':! :'!.'.·/c-6 J--.e:st-ante~ .. I 
lll1184ll'·rl· A'# 'rfrlrirmili•n·:.tiBut ttnrTth't c :ee ·tri trmt' '•{ tt·ttttt'tti tttt'ibtthWiihtb'Mt« 'liJjlft·rer• 1Mtrtwei:1tri'r*+·; 
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Ej~r..: .!..c 

Consid~rcse la ro~f1guraci6n do ncCa! V CC~Cl de la fiaura 20 

---~- --·.rv· Parte i magi n_o"-r --=io;...... _______ _ 

7Jc €; 

.. I Porte real I 

/IT 
/ Pz 

f'\'4'2 
Z-:1 d -L 

.Fig 20 ll.ustraci6n como .evalwu- .el residue 

A.l 

('orne Jr~ serrr•c'n~~" (1iriq'idescl<: ~ 1 -y 2i ., p
1

Te"presentan lad! 

ferencia p 1-z 1 y p 1-z2 , respectivamente, y los de p2 y p
3 

a p 7 

las diferencias p 1-p3 y p1-p 2 respectivamente, el nfimero compl~ 

jo 

(p 1-z 1) (p 7-z 2 J 

AI• T"P 1-P 2 l (p
1

-p3J 

ten drS: la represent.aci6n po tnJt dada per el 'PX'OChrc't.c de los ses: 

mentos punteados dilr.iiiido .pD-r_·al producto tie ·il:)!SoA~:. punteados. 

Su maanitud ser~ iJ:!ual a 

Rc 

R ·-p 

den de ~ es el pro'ducto Oe las distanci:,-5 (I 1ns f.'el·mc y "Rp ·es 

"*?' ., • 
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el de las di~tancias a los poto~; el !ngulo sera igual ala 

sum~de l()~~o5;.ulos x 1 y x2 mer.os la Sumo! de l_q~ __ !ns;~ulos e
1 

y 
'l 

2 
, esto es 

Rc 
A1 ·--r-1' fx 1+x2 -s 1 -s2 l 

p 

En el caso general se tendr! entonces que el residue es un polo 

por: 

• 

oto Pk 
pk 

o lo que es equivalente (cuando hay n poto~ y m celto~) a la si-

guiente expresi6n de Ak en forma abreviada: 

m 

All 
n !Pfl. - z.i.J 

-<.=1 

IT IPk - Pel 
e= 1 
elk 

( :Z cj; (PI< - z .£) -
-<.•I 

E 4:: (pi< - Pel) 
e=l 
elk 

En el siguiente ejemplo se ilustra la manera grafica de evaluar 
A 

los residues A.£ a partir de la representaci6n h(~) mediante un 

patr6n de polo~ y celto~. Una vez obtenidos los residues, se de­

terminara la funci6n del tiempo cuya transformada de Laplace tie 

ne el patr6n de polo~ y celto~ dado. 

Ejemplo 

Consid~rese el patr6n de polo~y celto~ que aparece en la fig 21 

Porte imoginorio 

P2Jf----
I 
I l pl 

z I 
) I 

-2 -,I Porte real 
I 

p3 *----! - j 

Fig 21. tin ''3tr6n C.e iJOios -" ceres , 
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Como existen tres polos (p 1, p2 y p3l, habra necesidad de eva­

luar tres residues (A 1,A 2 Y A3). En la fig 22 se muestran los 

segmentos dirigidos que intervienen en la evaluaci6n de A1, el 

residua en el polo p 1 y en la fig 23 el caso correspondiente 

para la evalu:1.ci6n del residua en el poto p2 

1 

Porte imaginario 

p2 

~0 
z 2 ~.r:\ ... 

--o--- :..;:/1 Porte real 

4-50 
p3 

Fig 22 Evaluaci6n grafica 

del residua P1 

Porte imoginaria 

p2 

P1 Parte rea I 

p3 

Fig 23 Evaluaci6n grafica 

del residua en p2 

Entonces, los residues A1 y A2 seran 

A • L ---~-----1 r(f"') ,,.-;;-> ~ (0.+45°-45!1~ 1' o• I jO ' L I' 2 ) ~ s e •'f 

A ~ [[__ .;: ( 4 5 • - 9 0'- 1 3 ~ .. 1 ~ 2 <t. '( -18 0 •) 
1 z/2' 2 

} e-1• 7~ 

Como A
3 

es el complejo conjugado de A2 (las mas-ni'>.de·; 10:.:1:: l0s 

y . . 

~ • 
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mismas y el ~ngulo de A
3 

es el negative del ~ngulo de A2>, se 

tendra que 
I A • - -

3 2 

La funci6n del tiempo corresponde al patr6n de polo~ y e~~o~ da 

do que sera, de acuerdo con la ec 13 

6(t) ~ .t 1 [h!~u A ~pit + A ~p2t + A ~p3t 
I 2 3 

• I.~(O)t_! ~(-l+j)t_! e(-1-j)t 
2 2 

I -t -t • I - 2 ~ (2eo~ t) = 1-e eo~ t. 

Para evaluar residues par el m~todo grafico descrito, y deter­

minar posteriormente la funci6n del tiempo que corresponde al 

patr6n de polo6 y ce~o~ dado, son necesarias las siguientes 

observaciones: 

Debido a que los coeficientes del numerador y del denominador 

h(~) son reales, cuando un polo o un e~~o) es complejo (parte 

imaginaria no nula) , habra otro polo (o c~~o) cuyo valor sea el 

complejo conjugado del primero por lo que 

i) Los residues en los palos reales son reales como se apre-

cia en la fig 24 

@'btr r ' r 1' '!t'ftf ttbtit*W I i"li:ttstteiwt . I ·nehd 

,, 

&miit·'!f'i.r 
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Porte imoginorio ponde a los t~rminos de la expansi6n en fracciones parciales 

A A 
-- + --6-p 6-p 

---~--

---------------------es 
----o---~~ ')( I ' ~ 

/ 
/ 

c(~l 

Fig 24 

Porte real 

Los residuos en polo6 reales 

son reales 

la contribuci6n de ~ngulos de los otros polo6 y los c.e~o6 re~ 

les es un mdltiplo de 180°, mientras que la suma de los ~ngu­

los desde dos polo6 (o c.e~o6) complejos conjugados es cera. As! 

pues 

A.£ • ueJnll 

y como la parte imaginaria de e.inn es cero, el residuo es real. 

ii) f.Os residuos en dos palos que son complejos conjugados son 

tambi~n cornplejos conjugados. Sup6ngase q~e dichos poto6 son p y 

PI los residuos ser!n 

A = Mtje 

y 

A " /.1e-je 

tespectivamente 1 be esta manera, la funcion del tiempo que corre~ 

/.lejeept+Me-jeep:t 

y si p•a+j~, la funci6n anterior 

Meat [ej(e+bt) + e-j(e+btl] • 2Me 4 tc.o6 (bt+BI 

Aunque este ~todo grafico no necesariamente e·s la manera m.!a 

eficaz de obtener transformadas inversas de Laplace, s! es 

dtil en la visualizaci6n de la forma de esta. 

A continuaci6n se incluyen algunas configuraciones muy frecuen 

tes y su respectiva funci6n del tiempo cuando qmsl 

iw 

--M--+----... (J" 
-a 

~~·-" .. 
jw 

---~~---.... (]" t .. 
0 

jw 

----~~-~~ .... (]" 
,~· .. 
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\ I \ I .. 

-jwl CT -1 \J v t 

jwt 

I 

j.wt 

jwl 

-jwl 

jwl 

(j 

-a-

-1 
I 

jw' a 
1 

I 
e I 

/ 

jw~f . . _.o< I ...-e' sen w 1 t 

I 

1 a-

- jwl l . I ' 

' ~ 

~\ Pl ~ -~· • 

-a 1 CT t 
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·1. Polos dominantes 

Es muy frecuente encQntrar en los sistemas configuraciones 

de po!o4 y ce~o6 de ciertc ipo que hacen que este se comporte 

de manera similar a otro sistema de orden mSs bajo o sea con 

menor nrtmero de poto6 que el sistema original. Por ejemplo si 

la configuraci6n es tal que existen dos polos complejos conjug~ 

dos cuya parte real es menos negativa que la del resto de los 

polos del sistema su comportamiento est4 esencialmente determi 

nado por aquellos. Dicho parse conoce como polos dom.<:nante-6. 

Ejemplo 

Sup6ngase que la funci6n de transferencia de un sistema es 

h(4)• (4+3} (4+201 (4+5} 

(4 2+44+51 (4+10} (6+100 

(4+31 (4+51 (4+201 

(6+2-n (6+2+ n (6+ 1 o 1 (6•-too) 

La configuraci6n de p9los ceros se muestra en la fig 25 

jw 

l'~ 

Fig 25 Configuraci6n de polos y ceros 
,ffi 
_;;;.__ 

' : . .,.,-._..! • · lltthr!tltfW ·'faritrt ·MO!i!6W#i tttri#t ~f'ritr¥imttcta1Jfitihtr't'''fri st her '•w 
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La respuesta a impulse de este sistema est~ dada entonces 

h(.t] .J..-1[BI'HA1 
I~>+Z l Z + 1 + 

A2 

!>+10 + .~-:-~ 0-.J =========-

- • 

entonces ~wf'Iza 

w 
2• a2+w 2 o sea 

f1 
w • 

'-. f}{h.X~, f.,Y"'!> '(f:.f,:'f.t"'"" .> ( ;w''YI (~<Jt*it:)jF,iiillili"'T !*J +,V'V • 
50 

Wit 
.r,:;y 

A la&· par~met~aa ", ... '"·-, ·;~ COiitUIUDen t:e - -s1! les dan los nombrree~•~-----~ 

" amortiguamiento real Kt-2t <len (t+,J + A e-10t+ A e-100t 
r-----:---'-----------;--- -- 2 - 3 --·-· --;-----------

"' frecuencia real 

N6tese que los exponenciales e- 10t y t- 100t decrecen mucho 

m~s r~pido que e-zt, por lo que, despu~s de un corto tiempo, 

la respuesta impulse ser~ en esencia Ke-Zt<lentt+,]. 

Los polos 

p1 -2+j 

Pz • -z-j .. 
son ~ominantes. 

Como para tiempos grandes los poles dominantes cescriben cl 

comportamiento del sistema, es conveniente estudiar detallad~ 

mente los sistemas de segundo orden, o 'sea, aquellos que tienen 

tan solo dos poles. 

8. Sistemas de segundo orden 

Consid~rese un sistema con una funci6n de transferencia de 

la forma 

~ 

,.. 1 
h l<~l • ---irz-•tr­

l~>+al + "' 

en el que hf~l puede escribirse convenientemente como 

2 .. 
~ •2r:wH~.,. wn t 

amortiguamiento relative o coeficiente de amortiguamient9 

w n frecuencia natural 

La fig 26 muestra las relaciones geom~tricas suponiendo que la 

parte real de las ra!ces de 

es negativa 

~> 2 +2~w !>+w 
2 

n n 

*:------
1', 
I ',% 
I ", 
I ' I 
I 
I C Wn 

I 
I 

* 

jw 

Wn~ 
0" 

Fig 26 Gr~fica de los par!metros de 
9 .. 

<l-+2~w 11 <1+wn' 
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Los ;ooL)s :lei sistema estan dados en funci6n de ~ y "'n por 

p!=-~wn + jwn ~ 

. p2= - ~"'n -jwn ~ 

y dependiendo del valor de ~. se pueden distinguir cuatro ca-

sos, pues el car~cter de un sistema de segundo orden es dr~sti 

camente distinto en cada uno de ellos: 

i) 0<~<7 

ii) ~ = 1 

iii) ~> 1 

iv) ;;=0 

En este caso los dos palos son estrictame~ 

te complejos (tanto la parte real como la 

imaginaria son diferentes de cera) y se de 

nomina •ubrurno~t~guado 

Los dos palos coinciden y son reales, por 

lo que se dice que el sistema est~ c41t~ca 

mente ama~tiguado 

Los palos son reales pero no coinciden, en c~ 

yo caso se dice que el sistema est~ 6ob~eamo~ 

t~guado 

Aquf sucede que los dos poles est~n exacta-

mente sabre el eje imaginaria y el sistema 

se dice que es no amou~guado 

Es conveniente visualizar graficamente lo que sucede a los 

palos del sistema de segundo orden cuando se tiene w fija y ~ 
--------- n . 

. -:-:=·varia continuamente entre los valores de Q y I para ella n6tese 

que: 

P1P1= P2P2 = [P:1 2 
I 1

2 2 2 2 2 2 p ... ~ w +w ( 1-~ l =w 
2 1t 1t n 

l 
ll•~, pi_. {jl i.,_= C.DHjLtga.dc 

• • 
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entonces, la distancia de los palos al origen permanece con~ 

tante (esto es, est§n en un c!rculo de radio w
11
). Ademas, el 

!ngulo que forma la l{nea que une al origen con los polos y 

con el eje real est~ dado por (fig 27) 

co69 = l;wn w-- I; 

n 

') -· 

tjw 
'-~ ----------1 ~=0 

o/ ,_.,:" I -~ . 
/·"' I . "-

I ' 
1 : ~n 

I • 
I ' 
I 

~>1 \~>1 I• ••. I ~ 
I 
I 
\ \ i /Wn 

'I 
0~' 'I'" ' 

.(',./ ' .............. _ 
---..J ~=0 

Fig 27 Efecto de la variaci6n de ~ en la lo­

calizaci6n de los palos. 

1 

t 
·1 

• · :y: rt't#rmmmtmeltwwrn wwrtfr"mmte?'i''tt'triirt,;•w'!trat 
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Para > 1 los palos se encuentran sabre el eje real, por ta~ 

to 8 o•. A m~dida que crece a partir de 1, los dos P£ 

los se ir:in sGparan~ ~l p\UltO 4 =-w 
It 

8.1 Respuesta a escalOn de un sistema de segundo arden 

Se ha visto en los p~rrafos anteriores c6mo del patr6n 

de palos y ceros es posible obtener la respuesta a imp~lso 

del sisterna1 adern:is se ha hecho ~nfasis en la irnportancia de 

los de segundo arden. Sin r..ayor complicaci6n adicional se pu.:-

de obtener de la rnisma forma la respuesta a un escal6n ~iLQrio 

(o en general a cualquier otra entrada) • 

ConsidErese el caso en que el sistema es de segundo arden ccn 

una funci6n de transferencia 

h(4) : illl 
u(&J 

2 
w n 
r-~ 

4 +2~;wn4+w n 

y que la entrada es un escal6n unitario. Entonces la transfor-

mada de Laplace de la salida tendr~ un patr6n de palos y ceros 

que se rnuestra en la fig 28. para el caso en que 
1-

0 <~; < 1 

"~',..,'t'TJ!i.'llif4i¥;ji .. € ..... i(i#Qll4t10¥#$111'~ 

jw 

Wn ./1- ~2 

---· 

Polos del sistema 
.. 
" ()" 

de Ia entrada 

Fig 28a P~tr6n de polos y ceros de 

2 
w 

4(4
2
+2'w 4+w 

2
) n n 

para 0<~<1 

En el caso en que ~=7 el patr6n aparece en la fig 2Sb 

iw 

..-Po~o~ del sistema I/Palo 

"")lr. n ~:-------- cr 

de Ia entrada 

w n 
2 

Fig 28b Patr6n de palos y ceros de 
4 i4+"' i 7 

n 

, . 
Si 

_._. __ 
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y para valores de ~>1 el patr6n se rnuestra en la fig 28c 

iw 

entrada ~istema ~~Palos de Ia 

--X X >l: a-
Wn rwn 
-r-

r=-~+~ 

w 

Fig 2Sc Patron de polos y ceros de 
11 

,,-
4 (/+2~;•» .:.+w ") n n 

para valores de ~;>1. 

La transforrnada inversa de Laplace de la salida 

!((.1) 
WI'! 

<~(4 +2 w 11<~+w 11 2 l 

P.ara cada uno de los casos anteriores es: 

i) Si 0 <~<1 

!f ( .t I 
[ _,,, .t 

= 1- e. n (w vf-"7 . j)J 
~--.ICH It ' 

(L 

1; 

en donde ~=c..o.6-1t= a.Jr.c.:tan ~ 

.t) (15) 

ii) Si ~;=1 

y(.t) • [1-e.-wn.t + w
11
.te.-wnt] u _1!.tl 

iii) Si i;> I 

y(.t) =- [1- 1 

~ 
~II.W .t 

e. 1'1 .,. 
1-l!.'l 

1!.2 -w .t J e+ u_ 11tl 

en dond~~ .II.= - ~ + W7_ 

En la firj 29 se rnuestra la r~spuesta a escal6n, y(.t), para 

diversos valores de ~; 
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(16) 

(17) 

.. ,. 
:i. 
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1,9 

1,8 

I, 7 

1,6 

I, 5 

1.~ 

1,9 

1,2 

1.1 
1,0 

,9 

,8 

,7 

,6 

.s 

.~ 

• 9 

,2 
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!• 

y( ,, 

"'n' 
16 

Fig. 29 Respuesta a escal6n de un sistema 

de segundo orden 

)· 
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9. Parametres de diseno 

Para disenar un sistema de control es necesario especif~===== 

car algun~s condiciones que este debe cumplir, las cuales pu~ 

den da!:"se de formas muy diversas, desde especificaciones dire£ 

tas en el dominio aei tiempo, hast~ indirectas, en el dominio 

-ie la frec,encia. En <:!sta secci6n se ver~n algunas de las pri-

meras. 

Una de las senales de prueba mas comunes en sistemas de control, 

particula~ente para servomecanismos (o sea aquellos sistemas 

que tienen por objeto producir •.:.na salida que reproduce fielme!!_ 

te 1'1 el"trada) e<J el escal6n unit"'rio. La respuesta de un sis-

tema estable a dicho tipo de entrada, tiene en general la forma 

mostrada en la fig 30 

1,9 

••• 
'·? 
'·' I,S .. ~ 

~c,, 

::;~ I \ "t• (VaiMfooat .. rltl 

t '1 ~ --~-----::j---1 v--~c:T,..::::::....=. ________ -==---_ -

.1 !: I 

·' .. 
,2 

.I 

··~~---------------------~------------------------~0 ~ 

Fig 30 Respuesta a escal6n de un sistema 

de segundo orden 
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Si el prop6sito es que la salida sea lo mas parecida a la 

entrada, ha resultado conveniente definir varias cantidades 

que dan una medida de la fidelidad del sistema. 

Aquf unicamente se consideran cuatro de ellas que se refieren 

al comportamiento transitorio del sistema, y posteriormente 

se ver~n condiciones referentes al estado perman8nte (fig 30) 

a) 

b) 

c) 

d) 

Sobrepaso (M ) Es la m~xima sobredesviaci6n con r-
respecto al valor final de la respuesta del sistema. 

Generalmente se expresa como el porcentaj~ de exce-

so del valor mSximo de la salida con respecto al v~ 

lor final 

Tiempo de retardo (t~) Es el tiempo requerido para 

que la respuest3 alcance el 50 por ciento de su va-

lor final 

Tiempo de levantamiento (tt) Es una medida del tie~ 

pc que le toma al sistema para que la respuesta pase 

del 10 al 90 par ciento del valor final 

Tiempo de asentamiento (ta) Es el mfnimo valor del 

tiempo a partir del cual la respuesta estarS dentro 

de 5 por cie.nto de su valor final. 

Debe hacerse notar que hay muchos sistemas para los cuales di-

chas definiciones son de utilidad nula (par ejemplo, sis_ieil\~S 

inestables); sin embargo, ya. que en gene:t:C~l son espeeirieaciones 

de diseno, es f&cil verificar si un sistema dado las cumple o no. 

Pocns son los sistemas en los cuales 2~ po~,i_L).e ~xpresar aaal!ti 
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camente cada uno de los par&metros (Mp' :t.t, y :t.a); no obstan­

te, para sistemas de segundo orden puede hacerse. 

9.1 Sobrepaso ( Mp) 

Para obtener (MP) el sobrepaso en el caso que 0<~<1 se de 

riva la respuesta y(t) dada per la ec 15 y se iguala a cere a 

fin de encontrar el tiempo :t. en el cual la funci6n tiene un ~x! 

mo o un mfr,imo. Entre las posibles soluciones, debe extraerse 

aquella que corr~sponde a} sobrepaso. 

Se s~be que si y(:t.) es la r~:~uesta ~o un sistema de segundo O£ 

d~n a un escal6n unitario, tiene la transformada de Laplace 

y(.~ I " ~ "' n ---z 
42+2~wn4+w n 

Adem~s y(O) vale cero, par lo que 

2 

LC~J w n 
.OIJ(<I)-!f(OI= _,2+2i;wn<l+w\ 

Reacomodando algunos t~rminos 

wn w·~ n v·-·-l.[dy] - _-r.--'[1 
crt - VI-~- ! o + ~ w I 2 + ( -w- v'1 - ~; 2 I 2 

n n 

y tomando la transformada inversa 

d~ wn -~wn:t. 
__ crt_ ~_;;::;:rr e. <1 en !J?w :t.) n 

-- ----
La expresi6n para ~ vale cera cuando 

:t ,__f!_r: 
w.,~:N 0. 1. 2' .•••.••• 

:r~i 

:il.' 

fltitft' it' tiiilt¥' Yttdd · ·.' ·ttr triim'tt et'h'tt8 ¥t' 1 t:ft ~er 't'tonbnt'ferrfri Nfliftn·rittsrew·tr•+rttne·••(rlir .,. feJ&tbrlltFemmttli 
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El valor m§ximo de y(tl ocurre cuando W = I, o sea 

t M 
p 

II 

"',/1--.. p 

evaluando en este tiempo la respuesta a escal6n, 3e obtiene 

-~11 

entonces 

y(tM l • 
p 

l+e~ 

MP y(tM l -1 
p 

-z;rr 

e Vi-~<' 

lo cual se muestra en la fig 31 

Es 

Mp(%) 
109 

0.2 0.4 0.6 0,8 1.0 
~ 

Fig 31 Sobrepaso en funci6n del amortigua­

miento relative en un sistema de s~ 

gundo orden 

interasante hacer notar que el ':~\.)J..Il.~- }Jd.~>fJ ~~ Unicamente £un-

• ~ 
. ....,. 

\ 14f?!..A. '-.4¥¥ u:.: '<##4: ¥< :;q:;q:;tf(d@ h)'lj.ii 
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ci6n de <. y no de w
11 

I 9.2 Tiempo ce levantamiento (tlf======= 
--~------------------------~----------------

~e ha definido como el tiempo que se requiere para que la 

respuesta pase de 1a a 9a por ciento del-valor final. En sist~ 

mas subamortiguados de segundo orden (0~~<1) generalmente se usa 

01 tiempo necesario para pasar de : a 100 por ciento del valor 

final. Este tlltimo tierr.po es solamen::e un poco mayor que tr E:! 

ta aproximaci6n no es v~lida para sistemas sobreamortiguados, 

(~>1) o q~e no sean de segundo orden. 

Para calcular cl tiempo de 0 a 100 por ciento del valor final, 

solo hace faltc. c:J.lcular e:.l tie•npo mas pequeno pa:t'a el cual y(t) 

es igual al valor final, esto es 

y(tl I 
I 

-t;w t 
• 1 • 1 - e. n l1 

~ 
41!.11 (w ....j;'7 t, + +f 

n ... , 

por tanto 

-t;w t e n l 1 

~ 
<11!.11 (,~ Vr7 t. _.,. 4>l. 0 

n -<-1 

Como e-t;wn:tll I 0 

se tiene que 

.sen(w~ t. +$)=0 
n . '-1 

Utilizando conversiones trigonom~tricas resulta que debe c~ 

plirse 

r; oen (w /1;-;r' t ) 
n ll 

. r----;;7 r---'"2' . 
+ Vl-~· CO<I (w V 1- ~· :t,-) • 0 

n - "-1 
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que puede ponerse en la forma 

tng (w N t.) 
n -<.J 

y as! llegar al resultado 

t.t = t 0 -Joo% • 

10. Tiempo de asentamiento 

-~ 
t 

tng 

-1 _,___.., 

(~ 
-~ 

En un sistema subamortiguado de segundo arden, la respuesta 

a escal6n es 

y(t) 

-~w t 

{ ~[~en R 7- • r----? 
VI- ~· 

wn~ t ~ 4>]Ju_ 1(t) 

-~w t 
Las curvas 1~ .er.-!'-'ti son l~.s er.volventes de la respuesta a 

vJ -c; 
escal6n unitario. La curva de respuesta y(t) permanece dentro 

de dichas curvas como lo indica la fig 32 

2.0 

' \ 
1.6 

1.2 

I 

' ' 

-/~1-
/ --

/ 

-~wn I e __ 

~ 

-~wnl e __ 

./1=12 
- ·-- -----. ---·-

QL-----------------------------~--

Fig 32 Curvas envolventes de la respuesta 

a escal6n de •J.n sisterr.n de :::;,~:";undo 

arden 

-

Las envolventes son exponenciales del tipo 

denomina la constante de tiempo y es igual a 

t 
-'f e , donde T se 

- 1-. La velo­
twn 

cidad con que el transitorio dec~depende de esta constante 

de tiempo. 
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En la fig 30 se aprecia que para la misma wn y para un inteE 

vale de ~ entre 0 y 1, el tiempo de asentamiento disminuye con 

forme c; aumenta. 

Para calcular el tiempo de asentamiento puede procederse as!. 

Ll~mese Yt~ (t) a la parte transitoria de la respuesta a esca 

16n dada por 

yH(.t) 1 - y(t) 

o lil&a 

Yt~(tJ 
e-~wn.t 

vJ"7 
Hn (wnJI7 t+4>) 

Porque I ~en(wn~t+4>) I ~1, entonces·se tiene que la parte 

transitoria cumplir~ la desigualdad 

,_-~wn.t 

I y .t~ ( t ) I ~ ..;1 - r. 2 I 

como el tiempo de asentamiento (tal es aquel 

Y.t~ es menor de 0.05 "y(®) entonces _si t 1 

a partir del cual 

es tal que 

_.._L__- ' -r.w t ---------------- -------
e n I 

0.05 

~ 
se puede garantizar que Yt~(.t) < .OS para t>.t 1 pudi~ndose 'i 

>t 

I 
\;'1!1 

·- .:i"A~W~rrteat ent · mtritwws-w r!··- ·\ .... ,t.Wf'f' w 1tfrii 
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aproximar t« por tt 

Al tomar logaritmos naturales en ambos lados de la expresi6n 

anterior resulta 

-r;~n-t--f • lit ~.~ + ht p 
comoP es menor que la unidad, entonces tn P <0 

y por tanto 

- ~"'nt1 < tn 0.05 • -2.9957 

por lo que si 

2.9957 t > --­
r;wn 

se garantiza que Yt~(tl es menor que 0,05y(~J por tanto t« pu~ 

de aproximarse mediante 

3 
t«= r;w

11 

o sea, que t« es aproximadante tres veces la contante de tiempo 

de la envolvente t-r;wnt del sistema 

Ejemplo 

Sup6ngase que un sistema de segundo orden tiene una funci6n de 

trans ferencia 
,.. 
H (4) • 9 

4
2

+24+9 

tCu!les son los valores de M , t. y t ? (esto es, los par!metros p <. « 
de disefio) 

{. _..,.. 

Soluci6n: 66 

Los valores de ~ y wn estan dados por 

"'n R. 3; 2 • ]_ 2r;wn=2~r;=L 3 __ _ 

y .~ sobrepaso por:--

M • up ~I· e:c.p(-
11-J•exp•{-T-rl· O.H3 

p 1- r; - 8 - .____----:-, -----------

El tiempo de levantamiento es 

tt 
TT e 

wn{!-~7 

e • c.o4 -
1 ~ • c.o4 - 1 [0.333]= 10•. 1.23 11.ad 

"'n{"l? • 3~ • 2V• 2.82 

t • 3.14- 1.23 • 0.68 
t 2. 82 

El tiempo de asentamiento es 

3 3 t·-·r·3 « 1;111" 

Estos valores pueden verificarse de la curva correspondiente a 

~· .33 que aparece en la fig 20. 

11. Comportamiento asint6tico 

\ 

Existen otros tipos de especificaciones que se refieren al 

comportamiento ~~nt6t~c.o del sistema, esto es, la respuesta del 

sistema cuando t+~. L6gicamente, este comportamiento depender4 

no solo del sistema, sino ademas de la entrada. Generalmente las 

entradas que se utilizan como funciones de prueba para este pro­

p6sito son un escal6n u_ 1(t!, una rampa u_
2

(t) y una entrada 

J 

·' 
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parab6lica u_
3
(t). Dichas funciones, como se ver!, tienen in­

terpretaci6n ffsica en algunos sistemas de control, tales como 

posicionadores. 

El tema se trata, parcialmente, en el Ap~ndice sobre transfoE 

mada de Laplace, por lo que aquf se utilizaran algunos de los 

resultados allf obtenidos. 

Los sistemas modelados hasta ahora han tenido funciones de trans 

ferencia expresables como cocientes de polinomios h(.6)=~ . p(.6) 

Raz6n por la cual se dar!n las condiciones para que t£m !t ( .t) 
t+~ 

exista, donde h(t) = ~~ [hf.6l]frnicamente para este tip~ de ~i~ 

temas • 
A 

Para que i~m h(t) exista los polos de h(6) deber!n estar en el 
t~ 

semiplano Re (~) < 0 incluyendo el origen; si esto se cumple 
~ 

h(4) pueden expanderse en fracciones parciales como 

" A 8! 
h(.~) ~ ~+ -~ 

+ ..... + etc 

que cero. 

... 82 

(.6+ n )2 • 1 

+ ••• t Bit~-. + 

(4+ p2) 

c 
(4+p2)q ... 

en donde la parte real de pies menor 

A 

La transformada inversa de h(6) en este caso es del tipo 

{con4tctnte + exponencictie4 ctmolt.t.<.guctdctt> x (poLingm{q_~ en t) }u. 1 (tl 

,.. 
Cuando It(.~) tiene por lo menos un polo en u.n pun to del eje ima-

ginario que no sea el origen, entonces K(t) tendr! t~rminos de 

la forma 

• 
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6 en ( w t + ,p J 

en dicho caso, '~m h(.t) no existe y cuando h(6) tiene un polo 
.t+~ 

con parte real positiva h(.t) tiene t€rminos de la forma eb.t 

con b>O y por tanto l~m h(t) tampoco existe. 
t+~ 

Consid€rese el sistema de malla cerrada de la fig 33 

1\ 1\ " 1\ " ulsl 1 els) hols) yls) 1 ylsl 

0 ·~ •0 

-1 

~=-=-~~ ··- · · - oFig 3 l Reograma de un sistema con retroalimen 

taci6n unitaria 

A 

La variable que representa al nodo e(6) es la diferencia entre 

la entrada y la salida 

ci6n de transferencia 

y se 

~(.6) 
tl(-6) 

es 

o tambi€n. 

41 
e(t> J 

iL ( l> J 

dencmina error del sistema. La fun 

obtenida por la f6rmula de Mason 

1+ h (6 J 

1+h (.6 J 

El estado estable del error, dado por el teorema del valor fi­

nal es 

* ·#'itttt: • w, ... , rt't'd'tf'" dillf a't'd!nt·ttfl1 
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Hm e.(.tl 
t --~ 

= l-im J.. 
6-+-0 

e.(41 • .t.Ltn -~~~(-~) 
<~ ... o l+li (4 I 

(18) El error a estado estable cuando u(J..I 

1 .!.2 I 

I 
Tes 
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Como y(tl = u(tl - e(tl y se conoce u(tl, se describir~ el com ========= 
ee.(tl Um 

J..->0 
4 4 • .t-im 
I+ h (41 4->0 o+oh(41 

um-J. 
4+0 4 h(4) 

portamiento asint6tico en funci6n -del err~ ~~o.(.t) para los tre..._s __ _ 

tipos estandar de entradas. 

11.1 Entrada escal6n unitario a_ 1 1tl 

El error a estado estable para un escal6n unitario es, se 

gtin la ec 18 

4 1.. I • _I e.e.(.tl= l-im --J!l- = 
4-+-~ l+h(4) 1+h ( 0) I+K 

p 

y "p se denomina canJ..tante. de. e.~~o~ de. oo4lci6n. ' / 

A 
Claramente, la forma de h (6) es la que determina el error a 

estado estable. . 
Si se supone que h(4) es de la forma 

\ 
m 

h
0 

(4 1 

I( n (6+z,) 
l= l .(. 

N n l 
6 n (6+P~ 

~·I 

seve que cuando 4+ 0, el valor de h (6) depender! del ntim~ 

rode integraciones N. Si N>O, h(O) ser! infinita y el error te~ 

der~ a cera para tiempos grandes. 

El ntimero .IJ de poles en el origen se indicar! diciendo que el 

sistema es de t~po ~ 

11.2 Entrada rampa u_ 2 !t) 

Una vez mas, el error depende de h(61, y por consiguiente del 

tipo de sistema. Para un sistema tipo 0 {N=o), el error a es­

tado estable es infinite. Para un ·sistema tipo 1, N•t, el error 

es 

e.(t) = Um 
. • 1 

= 
6 .. 0 I( 'il (6+zll I( 'il (4-:z:J = ~ 

~:-I l= 1 
-~~------ n 
s-.. w (HP .i) 

11 (4+P Ll 
~·1 

k= 1 

donde Kv se denomina como c.on6tante. de e.Jtllo!t de ve.loc.ldad. 

Cuando h(6) es de tipo 2 o mayor, el error a estado estable es 

cere. 

11.3 Entrada parab6lica u_ 3 (.t) 

, I 
Cuando la entrada al sistema es I u_ 3 (.t), el error a estado 

estable es 

6 1 .!.s1 
e. (.t) • Um -A-6-

e J..-+-0 7+h(6) 
Um 
4->0 6Th(4) 

\ 

El error a estado estable para N<2 es infinite; y para N=2 se tiene 

e. e. (tl = k'il . ' z ' .(.-1 .(. 

~ p 
~· 1 k 

= i<a. 

donde K
17 

se denomina c.ae.~Lc._,:en.te. de. c~Jto!t riP. ac.e.£urnc.i6n. 

.. 
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Cu~ndc N:3, el error del sistema a estado estable es cero. 

Los sistemas de control se describen freccentemente en t~rminos 

de su tipo y su coeficiente de error. La tabla 1 resume los re-

sultados obtenidos. 

Ejemplo 

TIPO 
DEL 

Tabla 1. Coeficientes de error y su relaci6n 

con el error en estado permanente p~ 

ra diferentes tipos de sistemas 

ENTRADA 1 
(L- 1 ( .t} u_

2 
(t} r u_3(t} 

• 1 1 1 
SISTEMA u_71~}= :6 

~ ;r 
7 

0 e It} =T+i- ' .. I .. 
fl +l(p 

1 I epltl = oj{v . I .. 

2 I epltl = o I ol}-
a. 

Sup6ngase que un sistema est~ descrito por un reograma c2 

mo el de la fig 33 en donde la funci6n de transferencia del si.!!_ 

tema es 
7 7 ~+6 

h 0 1~ l ~6} 

Debido a que los polos de la funci6n de transferencia de u a lf 

est&n en el semiplano izquierdo es posible encontrar los coefi-

cientes K , K y K , as! pues: 
p v a. 

--
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il •• 11&+6 
.. = -<--<-m ~ 

P ~-+0 ~-{.&+61 

11-~+6 - 17.&+6 -. 
I( = .Um .! --r;--. = .i'.-<.m 6 { 6 + 6 ) -

v 6-+0 6 16+6) 

2 11 , ... 6 6 
I( = Um ~ 2 = 6 

a. ~-+0 ~ 1.&+6) 

A partir de los valores anteriores se puede obtener el cornpor 

tamiento asint6tico del error elt), para diversas entradas. Es 

tos se indican en la tabla siguiente para los tres tipos de en 

trada considerados anteriormente 

1 m-- • o, cuando u • u 7 1 t J 
p -

1 • 0, cuando u = u_ 2 {t} 
Um eltl 

~~ 
l(v 

t -+ .. 

..,--~ 

1 7, cuando u = u_ 3 (t} -1(--. 
a. 

As! pues si la entrada al sistema descrito es un escalon 

unitario, debido a que el error (la diferencia entre la entrada 

y la salida) tiende a cero, entonces esta se acercar~ arbitra-

riarnente a la funci6n entrada. Algo similar su~ede cuando la e~ 

trada es una rampa: la salida para tiernpos grandes se aproxirna-

r~ a la rampa de !a entrada. Por filtirno, cuando ult) es una fun 

ci6~ parab6lica para tiempos muy grandes de salida, tender~ tam 

bi~n a una funci6n de ese tipo, pero habr! una diferencia de 

una unidad con la entrada (fig 3 ) 
/ 
"I • 

t 

n ··v··t r· d s ht rr dftrr -rt'tffttlt .. "'Lwn#''·;i b'l: F u 7 
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,G=S< ,.c:j ~--t. Y(t) E(t)=U(t) 

t 

Lf:wdC·: 
i l j ~/.:::'., 
~~----t 
Fig 34 Errores a estado permanente del sistema 

del ejemplo para los tres tipos de en­

tradas 

Ahora bien, si se supone que el sistema representa un ser-

vomecanismo de posici6n y tanto la variable de entrada como la 

de salida son !ngulos, entonces, el error es una medida de la 

di ferencia entre estos. Cuando la entrada es un escalon, lo que 

equivale a cambiar el &ngulo de entrada de un valor a otro ins-

tant!neamente, entonces e(~l para ~~~ indica la diferencia entre 

el valor deseado y el de salida; de all :r el nombre de eJtJto-t ck 
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po.6.ie.i.6n. 

Adem!s, si La raz6n ae carnbio dal ~ngulo de entrada ee~s~~,~:~======= 

~stante, esto es, que el servomecanismo tiene como entrada 

una velocidad angular constante (una rampa si la variable de 

entrada es un &ngulo) , el error ser!-ia diferencia entre las 

posiciones de la entrada y la salida y por tener aquella una 

velocidad constante se le da el no~bre de e!t!t~Jt de vetoe.i.dad 

De un modo similar, cuan~o la entrada es un !ngulo producido 

por una aceleraci6n constante, o sea una funci6n parabolica, 

del desplazamiento,la diferencia entre la entrada y la salida 

se denomina eJtJtoJt de a.eetetta.e.£6n. Luego las constantes K , K 
p v, 

y K a son una medida de la capaci.:.:.-1 de un sistema a "seguir" 

entradas de los tipos mencionados. 

Ejernplo 

En una planta qu!rnica se quiere controlar la apertura de 

ciertas v&lvulas desde un puesto central de mando. Para ello se 

sugiere un sistema como el indicado en la fig 35 

' 
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Fig 35 Sistema controlador de posici6n 

El sistema pr':l!"uesto funciona de la siguiente manera: el 

operador acciona un potenci6metro en el puesto de mando cuando 

desea abrir o cerrar la vli.lvula. El li.ngulo al cual coloca el 

cursor del potenci6metro serli. proporcional a la apertura dese~ 

da de la vli.lvula. E~t0. ;_::>roJuce un voltaje v 1 (proporcional a e 1) 

entre un par de terminales. Mediante un elemento comparador, se 

le resta al voltaje v 1 otro voltaje, v 2 , que es proporcional a 

la apertura real de la vli.lvula (la manera de producir v2 es id~n 

tica a la de v
1
). La salida del comparador es pues la diferencia 

v 1 - v 2 = v 3 este 

corriente directa. 

a un motor de 

El angulo ~ de la flecha del motor estli. relacionado al voltaje 

.aplicado por medic de la funci6n de transferencia: 

~ 

,.. 
~ 
"' v 3 (<I) 6 2~56~8 

K 

La flecha del motor y la que abre o cierra la vli.lvula estli.n 

acopladas por engranes ~· inercia despreciable. Esta ultima 

flecha tiene acoplado un potenci6metro que produce un volt~ 

je proporcional a la apertura real de la vli.lvula, cuyo eje 

tiene fricci6n, asf que la funci6n de transferencia entre el 

li.ngulo de la :lecha del rotor y el eje de la vli.lvula estli. 

dado por 

;2 161 • i 
,.--- 6 
, (6) 
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Para facilidad de exposici6n, se considerarli. que todas las cons 

tantes de p~cpcrcionalidad son la unidad y que k = 2; el diagr~ 

rna que representarli. la dinli.mica del sistema de control se indica 

mediante la fig 36 

8 2 3 
1 1 v1 1 v3 2 c? - 4>2 1 v2 s +55+8 s 

0 0 0 D ~0 0;:7 

Fig 36 Reograma del servomecanismo de posici6n 

- i 

•·•rtliltlt¢rt't1t Ctdt '· N't-.;H?!H · ·titittnrm1c 1 

''"-

.I 

, I 

I 

t 
i'¢Jlt'ri'Jt~ 
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Se desea determinar si el sistema considerado es apropiado 

para prop6sitos de control de flujo de cierta componente qu!-. . 

mica que pasa por la v~lvula. 

Para ~llo·se desea eneontrar tanto el comportamiento transit~ 

como el asint6tico. 

altimo reograma tiene retroalimentaci6n unitaria por tanto: 

6 hl~>l = ~+56+81 
La funci6n de transferencia de malla cerrada es 

" v 2 I~> I 

e 1 I~> I 

A 

h (& J 

1+h(& J 6(&
2
+54+8) 

6 6 
.. ;-r .. s&z+B&+6 

Los polos de este sistema est~n dados por las ra!ces del polin~ 

mio 

I 
4 3 + 54 

2 
+ 86 + 6 = 0 

o sea 

(4+31 (& 2
+24+2) • 0 

Entonces, el sistema tiene un polo real en 1> 3 y dos poles co~ 

plejos en • • -1+ j (fig 37) 

jw 

~-
I 
I I rT 

' I I ... 
-3 -2 1-1 

I 
~---1-j 

Fig 37 Patr6n de pr.;los y . •1.o~; 
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Pur tanto, el sistema cumple con las condiciones para las 

cuales es aplicable el teorema del valor final. Como el siste 

ma es del tipo 1, de la tabla 1, se obtiene 

K = oo 
p error de posicion = 0 

3 
error de velocidad = 4 

Kv -r- 3 
I( 

a = 0 error de aceleraci6n 

Como los poles dominantes del sistema son los localizados en 

-1~ j, el comportarniento del sistema estar~ deterrninado es~n 

cialrnentc por ellos~ 

El coeficiente de arnortiguarniento ' y la frecuencia natural wn 
son 

l&ln =J2•1.41 

I ·Vi'· o. 707 ~ 

Esto irnplica que el sjstema est~ subarnortiguado y que las ca-

racter!sticas de ·su cornportarniento transitorio pueden obtenerse 

de las expresiones para .los sistemas de segundo orden 

'n - n -- ~ 
~ v217F =e-"' .. 0.043 M =e •e --P 

t/.1 
p 

n 

wnvi? 
n 

• 11 

F'fr, 
rr-6 

tt "w ~ = n-6 
-1 

a = eo& ' 
n 

te 3.14-0.79 
2.35 H(j 

3. 14 ~>e.g 

eo& - 1 (0. 707) 0. 79Jr.ad · 

-
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3 

= 3 .se.g 
~"' n 

As!, despu~G de haber hecho un exarnen del sistema propuesto, se 

pueden obtener las siguientes conclusiones: 

a) El sistema tender& a llegar a la apertura deseaca por 

ser del tipo 1 

b) Si se deseara abrir la v&lvula continuamente, de manera 

tal que el gasto en ella se incremente.en forma gradual, 

el sistema de concrol propu~sto no curn2lir& fielme~te 

con este cometido, por ser e~ error de velocidad casi la 

unidad 

c) El sobrepaso es suficientemente peq~~no para garantizar 

que no se va a exceder demao;iado la ap-c:::-t.u::-:;~ prr"puesto:. 

Esto puede convenir en algunos caso3 para evitar golpeteo 

del v&stago en el asiento o cuando se corre peligro de 

alguna explosi6n en caso de tener un excedente d~~ compue~ 

to controlado por v&lvula. 

En los p&rrafos anteriores se han obtenido, pero no utilizando los 

tiempos de asentamiento, retraso y levantamiento. Esto~ pueden ser 

dtiles al disenador en criterios sobre rapidez de respuesta del sis 

tema, suavidad de comportamiento del mismo, etc. 

,~·· ... - ""'"** :r-·"\ l-oM) t'Jltf!ri' . ' .. ·. .. . .·· ·i*ft1iJjjJt'nlit; . e~zi~td t#t ,,..,;,~ ~··r:~ 
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1. Introducci6n 

En capitulos anteriores se han puesto de manifiesto las ve~ 

tajas que se logran con altas ganancias de malla en los sistemas 

realimentados; particularmente en el primero se ilustr6 que a me-

dida en que se aumentaba el valor de la ganancia de malla, la re­

laci6n entrada-salida del sistema se hacfa menos sensible a las 

caracterfsticas de la planta. En el cap 5 se vio que es posible 

incrementar la selectividad de los s.istemas realimentados con res 

pecto a perturbaciones externas cuando se aumenta la ganancia de 

malla. En el nGmero 7 se demostr6 que es posible disminuir los 

errores permanentes de los sistemas unitariamente realimentados, 

cuando se aumenta el factor de amplificaci6n de la trasmisi6n di 

recta. Parece entonces natural pensar que siempre es deseable 

tener valores altos de ganancia de malla. Sin embargo, como se 

vera en este capitulo, al aumentarla se puede llegar a tener una 

de las caracteristicas menos des01J.bles en los sistemas de control: 

2 

que la salida debida a una entrada pequefia sea arbitrariamente 

~>ra:1.i0, porque en caso de que se introduzcan perturbaciones al 
-----·--------

sistema, ~ste las amplifica. 

El prop6sito de este capitulo es estudiar los aspectos re-

lacionados con dicho problema y, particularmente, determinar 

las condiciones bajo las cuales es posible garantizar que la s~ 

lida (o respuesta ) sea "pequefia", mientras la entrada, las peE 

turbaciones externas, y el estado inicial, lo sean. 

Este problema, conocido como problema de la estabilidad, ha 

tenido varios enfoques. 

En el enfoque mas utilizado, mismo que consideraremos en e~ 

te capftulo,se considera la descripci6n externa del sistema, o _ 

sea,la relaci6n entrada-salida. El analisis de este tipo de es­

tabilidad fue tratado en detalle por Nyquist (1932), y considera 

que un sistema es estable cuando la salida no crece indefinidame!!. 

te debido a entradas o perturbaciones (ruido) pequefias. 

2. Definiciones fundamentales 

Para simplificar algunos de los desarrollos y definiciones 

de esta secci6n,es conveniente utilizar los conceptos de funci6n 

acotada y funci6n absolutamente integrable. 

Se dice que una funci6n o(~) es acotada cuando existe una 

constante M<m tal que 16(~) I<M para Lodd t. Por ejemplo, 
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~entes una funcion acotada porque l~enti<2 para toda t; y la 

funci6n g(t) = t 2 + 3t+8 noes acotada, ya que dada cualquier 

constante M siemp~e es posible encoatrar un tiempo t 1 para el 

2 cual t 1+3t 1+8>U (fig 1). 

,, 
sen 

t 2t _____ -----------

( 0) 

t'+3t+8 t 
8 c:::::::::: . 

0 1 2 3 

(b) 

I 

Fig 1 (a) funcion acotada 

(b) funci6n no acotada 

.; 

4 

Una funci6n h(t) es absolutamente integrable si 
/ 

g ( t) = /.. t I h (a II do es acotada 

As! h(t) = e-t u
1

(t) es una funci6n absolutamente integrable 

porque la funci6n 

g(t) • £t!e.- 0 u_ 11ol\ I t -a -t 
da • e do• 1 -e 

0 

es 'acotada. 

Per otra parte(~en t) u_
1

(t) noes absolutamente integrable 

porque la funci6n 

g ( t l • .(., t l' (&en a) u _ 1 (a l \ do ~t \4enol do• 2n+J-co4{t-2nnl 

(0;1 ,1Nide H es un entero positive que satisface n 1f<t:;:{n+l)n) 

no es acotada (fig 2) 

l:· . 
I t?="" "~·. 

1 ----

.. 
( 0) 

{sen tl u_ 1 (t) 
t 

/
0 

)sen uJ du 

4 

(b) 

Fig I a) Funci6n absolutamente integrable 
b) Funci6n no absolutamente integrable 

:·t:riil#tre· .• sttM", ,, tttt·- riu~tttir-r··-1r'·f#etd\,,~-•; -
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2.1 De~inici6n de sistema eatable 

. Un sistema din~mico es astable en el sentido entrada-sa-

lida, si ~stando e~ reposo: i) ~ualquier entrada acotada pr2 

duce una salida acotada, ii) entradas suficientemente pequenas 

producen salidas suficientemente pequenas. 

Picha definici6n puede darse mediante s!mbolos matem4ticos: 

u ( en•rodo) 

Si u(t) representa la entrada y y(t) la salida, entonces 

el sistema es estable, si (fig 3) 

i) jultlj <M implica que existe una constante N tal que 

I y(tlj <N 

ii) Para todo a>O existe una £>0 tal que si !ultll<£, e~ 

tonces I y(t) I <a 

.. ~ 
y (solido) 

M>------------- N 

=> 
Sistema 

==:>IcC \ ,' ... en 
reposo 

-M>------------- -N '-------------

u(entrodo) 
lo} Dodo M existe N 

y (solido) 

8'--------------_;r-ac;z-s:.>----- ~ => 
Sistema 

en 
reposo => ~ ~ 8L ----------­- --

(b) Oodt;~ 8 existe E 

Fig 3 Sistema estable en el sentido 

entrada-salida 

b 

La definici6n tie sistema astable es aplicable a cualquier 

tipo de sistema: lineal, no-lineal, distribu!do, etc. Sin 

embargo, nuestra atenci6n se concentrar' a los d~critos ~r 

ecuaciones diferenciales ordinarias lineales con co~ficientes 

constantes, tal co~ se hizo en cap!tulos anteriores. 

Antes de entrar a fondo en los detalles de las condiciones 

para determinar la esta~ilidad de un sistema, las implicaciones 

de la definici6n anterior se ejemplificar~ con caso~ sencillos. 

2.1.1 Ejemplo 

Consid~rese un sistema lineal e invariable, cuya funci6n . 
de transferencia es h(4} • J/(4+1) • La respuesta a impulse 

rt· h(tl • •(Jii (4}} esd dada por hit! = e -t ~- 1 (t) 

Si u(t)es una entrada arbitraria que vale cere para tie~ 

pos negatives, la salida y(t) correspondiente se expresa media~ 

te la integral de convaluci6n. 

y(tl ·lo u{t-r;l &-t dt · 

Para este caso I "It l I <M implica la existencia de una con~ 

tante finita N tal que 

I yltl I <N 

como a continuaci6n se demuestra: 

Utilizando la desigualdad: •el valor absolute de una int~ 
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gral es menor o igual a la integral del valor absolute del 

integrandd', esto es 

b b 
I! a Jt(.t) d.tl~!a lxltl !dt 

y la identidad 

!altlsltll. 1 n~-t:ll lgltll 

de la integral de convoluci6n, se obtiene que 

t 
ly!tl!:r

0 
lul.t-dl le-'1 d~ 

y como sc supone que u it) es acotada, es decir que I u (t) I </.1, 

.se c:oncluye que 

' ' ' .t 
;y,tll~ ;0 

y notando que 

11 1 e- ~I d~ 
t 

oil; 1 e-r,;d~ 
0 

t t 
f le-~1 dt • f e.;' dt • 1-e-.t 

0 0 

resulta yL.u 

I y(t) I ~/.111-e-.t) ~M pa!La .t>o 

de modo que, para este ejemplo, cualquier entrada acotada que 

se aplique al sistema, producira una salida acotada. 

8 

2. 1. 2 Ejemplo 

Considerese ahora el caso en que la funci6n de transferen-

cia del sistema es 

h (4 I • 1 

4r.r 
Aqu! i:JOdra demostrarse la exi.stencia <ie una entrada acotada 

que produce una salida no acotada. Como la resi:Juesta a impulse 

es h(t) = (4en t)u_ 11tl, al tomar como entrada la funci6n u(t) • 

• (co4 t) u_ 1 (t) se tendra 

y(t) 4 
• !f(4). (42+1)(42+1) 

1 
• 2 t 4t.n t u_1 (.t) 

por tanto 

y(t) •{} .t Hn .t} u_ 1 (.t) 

1 d 
2 ai 

I 

~ 

::,4o'l~4tl..,_ £. 

,'::;4'175-'i •\ 1.. 

'> 
:~ ~ j_ 

Esta funci6n no es acotada pues no existe constante N 

alguna tal que 

II (.t) < N 

Haciendo ••6. se encuentra que para Cuillquie~ W__gue para toda t._ As! que el aistema en cuesti6n no es estable. _ __. 
==========

1
u,t/ [<c, se garantiza que ,yitl, <o. os sistemas que no son estables se les llama ~n~~.tap~e4. 

El sistema por lo tanto es estable. 

• 
~ -. . .. , #itt rfnw t:!l't:Mt: 1 I rinwtnrwr:strt , . »l' ., . ettmt, rttt. 

~ 

,j 

............. 
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La concil.ci6n •k no es redunciante porque hay sistemas que 

aunque cumplert con la condici6n~ no satisfacen la segunda. 

ejemplo sa muestra a continuaci6n: 

Ejemplo. 

• 
10 

n,.,..-------~ L6gicamente para cualquier entrada & It) la salida no podra~~-

ux.::~dcr el valor ff-y por-tanto entradas acotadas producen sali"'d"'a"'s.------~-

acotadas, o sea que el sistema satisface la condici6n i. 

Considerese un pendulo invertido como el mostrado en la figura Sin embargo si 6it)=£>0 donde £ es arbitrariamente pequeno se 

tendra que para algunos valores de t, ylt)>.t. y por tanto nose cu~ 

ple la condici6n ~~. 

4a que consiste de una masa m sostenida por una barra. 

r
(t) ~ 

m T Y mC~--
1 I~ 

~ · f mg 

g~ _L_ 

(o) (b) 

Fig 4. Pendulo invertido 

~i se supone que esta no tiene peso, que no hay fricci6n y que 

el pendulo esta en un campo gravitacional, entonces cuando se 

considera ala [uerza 6ltl como la entrada y el desplazamiento 

vertical y(t) como la salida, las ecuaciones que descriuen el 

movimiento del sistema son (fig 4n). 
2 

m.t. 2 ~ • [Q!.t) + m g Hn a}.t. 
dt 

q!tl• .t.(1-co~a) 

A partir de la definici6n dada no es facil determinar si 

un sistema es astable, porque aun para ciertos inestables, exi~ 

ten entradas acotadas a las cuales les corresponden salidas del 

mismo tipo. Sin embargo cuando el sistema es lineal e invaria­

ble la estabilidad d~l sistema puede caracterizarse complctamc~ 

te con la respuesta a impulse como a continuaci6n se demuestra. 
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2.2 Estabilidad de sistemas lineales invariables. 

~ J~6te.ma. l~ne.a.t e ~nva.~a.ble. eumpte. con ta. eond~c~6n ~ 

6.£ IJ Jolo lt.i. 41L .._e.Jpu.u.ta. a. .i.mpul.J.o u ab6oluta.me.nte. ~n.te.-

glla.bte.. 

Demostraci6n. Primero se probara que si la respuesta a 

impulse es absolutamente integrable, entonces cualquier entrada 

acotada produce una salida acotada. Supongase que.iu.(tli<M 
t -

Y que !
0 

lh!a) ldo<K para toda t. 

Entonces 

t 
l11l.tll •l 1

0 
u(t-,lhl~;) dr;l I 

"'"""'~=-= 

! It ju(.t-cll !ldcll dr;! AI !.t !hid! d~,c AIK, 
0 0 

lo cual demuestra que la salida es acotada. 

La segunda parte de la prueba consiste en demostrar que 

cuando la respuesta a ~pulso no es absolutamente integrable, 

entonces es posible encontrar lu!tll~l para la cual la salida 

y(.t) exceda en valor absolute cualquier valor prescrito. Su­

p6ngase que dicho valor es N. Debido a la no integrabilidad ab 

• 

12 

soluta de la respuesta a impulse, existe un valor del tiempo, 

digamos t 1, tal que 

l_j; 1 I h ( ~) I d ~ > N. 
0 

Ahara se seleccionara una u.(tl que en valor absolute sea 

igual a la unidad, que haga que ly!.tli>N. 

Como el sistema es lineal e invariable, la salida est& 

dada por la integral de convoluci6n 

t 
yltl • ! h(t - ~I u(cl d~ --= 

0 

y particularmente para t • ·t1 

IJ ( .t II 
tl 

• ! 
0 

hl.t 1 - d u(d d~ 

Adem4s,si se escoge ulcl como 

1 cuando hl.t 1-r;)> 0 

IL I c I • 
-1 cuando hl.t 1 -~)~ 0 

----~~-- ------------

se tendra que 

.t, 
iyl.t 1ll = r I hl.t 1-dl d~ • 

0 

.t 
f 

1 I h (a Ji da> N · 
0 

por tanto y(.tl excede al valor N prescrito • 

-~''"""'' -
,._, lit 1111 c« irt'ttMt*h , .• S'll srtswiaiM ~. ·ere mtritrtt#tn frO: .,e;, i wee, - . ---.- - · --
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A continuaci6n se demostrar§ que 

.1.£ un JL.Itema £..tne.a.l e .invalUable. Jat.tJ 6ac.e. ta c.ond-ic..t6n .i.. 

e•t.tonc.u J at.tJ 6ac.e. £.a c.o•td.i..c..i6n -U 

Oemostraci6n. Como el sistema satisface la condici6n .(. la res-~ 2.2.1 Ejemplo~======~====================== 

puesta a impulso es absolutamente integrable, o sea que existe 

un valor K tal que 

J~ 
D 

y como 

y{t) 

•• \1:_: 

l•h(t) 
i ' '' 

. It 
6 

dt < K 
I' 

hlt-a)ula)da 

se concluye qua 

lyltll ::[it 
·o 

jhlt-o) I da1 md:x I u{o) I 
<a<t . 

~ K m4x ju{a) I 
O<a<t 

Entonces, dado cualquier 6>0 existe un t>O tal que ju{oll<t 

garantiza que jy{tlt<4. En efecto esto se satisface cuando sa 

hace la selecci6n 

6 
£ < if 

A partir de esta dltima demostraci6n puede concluirse que 

un 6.t~tema t-ine.at e bwa!Uabie. u e.Jtabte. en e.t Je.nt.tdo 

e.nt~ada•6al.i..da ~-i !I ~olo ~.i.. 4U ~e.4pue.4ta a .i..mpul4o e.~ 

abJolutame.nte. .i..nte.g~abte. 

-----~_;;, 

Considerese un sistema lineal e invariabie cuya respuesta a 

impulao as 
~_,.;.: ~ ~;± 

h(t) • e-t - e -ft, t>O 
;.- / 

Dicho sistema es eatable en al sentido entrada-~alida porque 

la respuesta a impulso es absolutamente integrable! 

g It) • I: ~hI") l I -a -·zaJ d e - e a da. r 
.· 0 

·t .0 

(e- 0 - e-ta) do • -e.-t + O.Se.-tt + O.J 

y g{t) es acotada para t>O. 
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Debe hacerse enfasis en que aunque la resf>uesta a impulso de 

un sistema lineal e invariable tienda a cero cuando ~ tiende a 

infinito no es una condici6n suficiente para garantizar la estab!_ 

lidad del sistema.· 

2.2.2 Ejemplo 

Considerese un sistema lineal e invariable con el tiempo 

cuya respuesta a impulso se muestra en la fig 5 

t 

[lh( t ljd t 
0 

----
ll---'"' 

Fig 5 Respuesta a impulso de un sistema lineal 

e invariable y la integral de su valor 

absoluto 

La integral del valor 

t 
g(.t} • J jh(olj 

0 . 

absoluto de la respuesta a impulso es 

f
t paJta t~l 

do • · 
. 7 +tog ~. paJta .t> 7 

pero como 4sta funci6n noes acotada (figS), el sistema es 

inestab-le. 

2.~ Estabilidad de sistemas lineales, invariables y de parametro~ 

concentrados 

.lo 

Si el sistema en cuesti6n ademas de ser lineal e invariable 

es de parametres concentrados~ su estabilidad queda determi­

nada por la localizaci6n de los polos, porque como fue come~ 

tado en el cap 7, la respuesta a impulso de estos sistemas es 

una cornbinacion lineal de terminos de la forma 

esto es 

k 0 . .t 
.t e. "' .un I w • .t++ .) 

.(. .(. 

I! 

hltl • ~ 
-i=l 

m .. -1 r 
k~ 0 

A .tk 0 
. .t 

.i.k e. .( 4el! lw-i.t+9-i.) 

donde los polos del sistema estan localizados en 

4.(. • a.i.+jw-i.; .i.•l, ••••• , n 

y m.i. es la multiplicidad del i-esimo polo. 

Entonces para.que se oumpla que 

t ' J jh (cdj do</( 

0 

para toda .t y alguna K es necesario y suficiente que a.(. < 6 
para toda .i.. 

" 
La prueba de suficiencia es simple: 

Si Jo .i.I<O entonces 

por tanto 

;,

CIO a.t 
tke. .(. 

0 

1a· 1hl.tll dt· .r· r 
n 
~ 
-i.=l 

Hnla4.t++.ill d.t< Ja}k+!) 

m .-1 

± k a . .t 
A.L.t e. .(. 4en (w • .t+ •. l!d.t 

.(.1<. .c. .c. 
k=O 

• Debe recordarse que un sistema con estas tres caracter!sticas 
tiene un nfunero de polos igual o mayor al de ceros. 

' 

* ' 

t'dttW·~ . a . Hnd fM'tt ~.c"' .. , . . . . W1 iil•lii•ltiW·r~ fr•it. Tit&M!!\iiiiric 
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0

-i..t. Hn (w-i..t + $.(i j dt 
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2.3.1 Ejemplos 

El sistema lineal 1 invariable y de par &.metros concentrillllotlt"'------
111 

mj:Y cuya funci6n de transferencia es 

L: jA-i.lclla:~~ 2: 
-i.=1 k.=O --- . -!.l -------------------

y por tanto la respuesta a impuls·o es absolutanlente integrable. 

La prueba de necesidad 1 en la qu<' se demuestra que si nay al 

menos un polo con parte real no negativa 1 entonces el sistema es 

::~dsta;.,le 1 es tarni>ien muy simple 1 pero no sera incluida aqu!. 

En resumen 

un 6-i.6-tema t-i.tte.a.t, -<.nvctJt.-i.abt.-·y de. pa!t.amet.~o-~ c.onc.e.ntJt.ado; e.; ;:.o.t.!!_ 

vi:.C. .;_( lj 6o.i.o o-i. todoo fu6 pu.Lu6 de .La 6U11C.-i.01l de. .tJta.,~-; oelt~•tC.ca. 

.t..Ltntn pa!t..t.t ~tat ntga.t..Lva. 

'<I + 5) (<I - 10) 

(<I + 3) (<I + 4 - 7j) (<I + 4 + 7j) 

es estable porque las partes reales de los palos (~~· -4 y -4) son 

negativas. 

El sistema cuya funci6n de transferencia ea 

(4 + • 1 J (<I + 4) 

4 (<I + 3 J (<I + 7l 

es inestable por tener un polo en el origen (su parte real no 

es negativa). 

En los ejemplos anteriores fue sencillo deterrninar la estabili-

dad de los sistemas considerados ya que los polinomios carac~e-

r!sticos(denominadores de las funciones de transferencia) esta-

ban dados en forma factQrizada. 

Podria entonces pensarse que para establecer la estabilidad de 

un sistema lineal, invariable y de parametros concentrados es 

~ecesario factorizar el polinomio caracter!stico, sin embargo, 

exi<>ten dos argurnentos para no hacerlo. 
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a) En muchos problemas de control interesa conocer 

el intervale de valores que puede tomar un para-

metro para el cual el sistema es estable. Si se 

utilizara la t~cnica de factorizar el polinomio 

caracter!stico habr!a que realizar la tediosa ta-

rea de obtener las ra!ces del polinomio caracter!stico 

para cada valor del parametro en cuesti6n. 

b) Existen m~todos que seran estudiados en la pr6xima 

secci6n, mediante los cuales se puede determinar 

el ndmero de ra!ces de un polinomio que· estan en el 

semiplano izquierdo Re [~]< 0. 

Condicion· necesaria para la estabilidad 

De acuerdo con la sec 2.3, para determinar si un sistema li 

neal invariable y de parametres concentrados es estable, es nece 

sario y suficiente establecer que todos los poles de la funci6n 

de transferencia tengan parte real negativa, pero antes de pre-

sentar los criterios por los cuales se determina si esta condi-

ci6n se cumple se hara una observaci6n: Para que todas las ra!ces 

de un polinomio de grade ny coeficientes reales tengan parte real 

negati va, es necesario que los coeficientes de las n · primer as ; . 

potencias de 4 sean diferentes de cero y del mismo signo. 

Este heche es f'cil de verificar, Sup6ngase que todas las 

ra!ces de: polinomio en c~esti6n tienen parte real negativa, e~ 

tonces, como las ra!ces complejas aparecen en pares conjugados; . 

p(4' es factorizable en la forma 

20 

p(4) • Pn(4 + o 11 (4 + o 2 ) ••• (4 + o,£ + jw,£1 

n 6ac..tollu 

(4+o. -jw.) ... 
.(. .(.. _, 

donde o l > 0 para tocia k 

Al realizar la multiplicaci6n 

(4 + o.t + jwil (4 + o .(. - jw,£1 ( 4 
2 + 2 0 .4 + 0 • 

2 + 
.{. .{. 

w. 2 I 
.(. 

se obtiene un polinomio de segundo orden con· coeficientes positives. 

De esta forma, al efectuar todos los producto~ indicados en la fa£ 

torizaci6n de p(4), los coeficientes de 4~ se forman mediante sumas 

y productos de nGmeros positives y por tanto son positives. 

De acuerdo con dicha observaci6n puede concluirse que los po-

linomios 

ll) 4 5 + 74 4 + 4 2 + 3 

b) 4 2 - 34 + 8 

c) 4 7 + 54 6 + 34 S + B 4 4 + I 84 3 + I 14 2 

tienen al menos una ra!z con parte real no negativa. 

El primero porque el coeficiente de 4 3 es cero; el segundo 

por causa de que no todos sus coeficientea son del mismo signo y el 

6ltimo por no tener t6rmino independiente. 

dd .e 'trrt nr fttt rr ?!:P?t'tr rrh"siit."trft?et:-'tttea;riwr. 
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Sin ombar9o, cl hccho de 9ue un polinomio de grado n cu~ 

pla con la condicion de que tol;los sus coeficientes sean dis tiC 4.1 Preliminares 

tos de cero y del misrno signo, no implica que todas las ra!ces En el criterio de Routh interviene una cadena de polinomios 

del polinornio tengan parte real negativa, como se dernuestra en 

los siguientes ejernplosJ _______ _ 

Considerese el polinornio 

p{4) • 4 3 + 4 2 + 4 + I {4 + 1) {4 2 + I) • {4 + 1) {4 + j l {a - j) 

Dos de sus ra!ces tienen parte real igual a cero: 

'- . _...,. ~~_._..,._,~ 
..1 • j, ..1 • -j. 

El polinomi.o 

p{,6) ..1
3 • -lz + Iii.>+ 5i = ,; . 3) (4 

2 
- 2..1 + ; 7 J • 

• (4 + ~I {a - 1 + 4jl I<~ - I - 4jl 

tiene dos raices con parte real positiva-a 

4 • 1 + 4j, 4 • 1 - 4j 

4. ~1 criterio de Routp 

Por medio de ~ste analisis se puede determinar el nGmero 

de ra!ces de un polinornio de orden n que tienen parte real po-

si_tiva. 

611 (4), o 11 _ 7 f<~l, ·· ··oo{<~l de grados n, "'"'··· ., 

te ~ue se forman como a continuaci6n se explica. 

respectivamen-

Dado el polinomio p(4) de grado n, se tornan dos polinomios: 

uno par pp(a}, formado por todos los terminos de potencias pares 

de 4 en p(4}, y uno impar p~(<~l integrado por las potencias 1m­

pares. 

Sines par, se hace 6
11

{4) • pp(..l} y 6
11

_
1 

(4} • pi(<~), yen 

caso contrario 611 {a} • p~{4} y 6 11 _)(<~} • Pp~4} 

A partir de 611 {a} y 611 _ 1{4) se generan otros n-1 polinomios 

(·-z{4},6n-3{4}, 60 {,6.) utilizando el algoritmo de Euclides de 

la manera siguienteJ 

611 _2 {4) •• igual al resiQuo que&$ obtiene de dividfr 011 {4} 

entre 611 _ 1, Cl sea 611-zC•J satiilface 

inial • q 1a 6"_ 1!•1 + '•-t{4l 

donde q1 es una constant•· 

A partir de los ultimos polinomios obtenidos ck!4) y 
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ok-1{4), se toma 'k-2(41, de manera an§loga, como el residue 

de la divisi6n oklal i 6k-l(a) 

Pe la cadena de polinomios 

, . l It n- 2 
~~~~ • a 0~ ~ a 1a + 

6n-1 {4) • bo4n-1+b14n-3., 

'k'4' 
k k- 2 

• eo4 +e,a + ••• + 

60 1al • d0 

se toma el n1l.'Tiero de cambios de signos de la sucesion 

la
0

, b 0 , ••• e0 , ••• d
0

) y el criterio de Routh dice que el nGmero 

de ra!ces del polinomio p(41 con parte real positiva es igual al 

nGmero de cambios de signo de la sucesi6n 

4.1.1 Ejemplo 

Consid~rese el polinomio 

p(41 • 44 3 + &a 2 + 34+9 

----- --------------~--~--
en este caso 

Pp (4 I • '' 
2 

+ 9 

· p . Ia I • 44 3 + 34 
.(. 

24 

y como el polinomio pial es de grade impar,se toma 

6 3 Ia I • 4-a 
3 

+ 3a 

6 2 1a 1 • &a 
2 · + 9 

para formar 61 se efectua la divisi6n 

0.54 
~ o sea --;:2.9/4;}+ 34 
62 (4 ~ 

-4a 3-4.5a 

-1. 54 

y el residue es -1.54, entonces 

e 1 I • I • - 1. sa 

'por ~ltimo o
0

(a) es igual al residue que se obtiene al dividir 

'r(41 entre 611al, o sea 

h - r.r 
·l.salir.9' 

-&•' ---,. 
60 1•1 •9 

---De esta forma puede conluiree que p(41 tiene Qo8 ra!~------------------~ 

con parte real positiva porque en la sucesi6n 

( 4, 8, -1.5, 9 

-

'•I 
. ,: ..... tttV\tu It't 1 :':li't l:i'i#fa :!tVttttC'ttr :StY·• dtttrb'iVh%!:Tritwt#tHreM'It'I<~Mrlil 
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hay dos cambios de signo, de 8 a -1.5 y de -1.5 a 9 

Routh sistematiz6 las operaciones del algoritmo de Euclides,~======== 

formando 1.1n arreglo que lleva su nombre, al notar que los coef£. 

cientes del polinolil\iO 6k-l pueden obtene~se de forma sencilla a 

p.1rti •. ,\,• 10,; ..:oJ..:fi.;i~ntes de 'It+ 
1 

Y ~It: ------

sup<Sngase que 
k+! k-1 . k-3 

6k+ 1= a04 + a 16 + a 26 

6k • b 06/t .,. b 6 k-2 
1 + ••••••• 

+ •••• 

al efectuar l,a divisi6n 6k+ 1 .;. 6k se tiene 

ao 
o..A 

~ 

"'-*~~ 

ao4 + a16 + az~ • ..... I . k+l li-1 Ji-3 

b 6k+b 6k- 2+b 6k- 41•·· 
0 1 2 • b b 

k+l ao 1 k-7 ao z k-3 - a 4 - --c-6 - ---.:---4 
. O 0 0 °0 

a b- k 1 a0°2 k-3 Ia - _0_1)4 - + (a2- --o-::-')6 •., •• 
1 b 0 

0 

Zntonces 

Oit-114) • (bOa!- aOb!l .i.-1.,. (bOa2-aObtl 

0 ~0 
k-3 

.6 + •••• 

26 

La obtenci6n de los coeficientes del polinomio 6k-! se pu~-------­

de hacer en forma simplificada colocando en dos renglones lo~ 

coeficientcs de Qk+l y 6k Y efectuando multiplicaciones cruzadas 

de acuerdo con la reg1a 

'k•l 

'It 
'/t-1 

4 0 a 

2< 
1 ... ~113. 
;' .... .... 

b ........ 
0 b 1 'b 

bOa,-& 1a0 

bo 

3 

b0a3-b3a0 

bo 

4.2 El arreglo de Routh 

Con esta observaci6n se pueden calcular rapidamente todos 

los polinomio 6i(6). Para ser mas espec!ficos, consid6rese que 

el polinomio en cuesti6n esta dado por 

n rt-1 n-2 
p{6) • Pn6 + Pn-16 .,. Pn-2• + ••• •po 

Los dc;>s p~~ro.s .fil~glones del a~rEl\1~0. ~9.n 

'" Pn Pn-2 Pn-4' .•• • • 

6n-l 

J/1/ t/ 
Pn-1 Pn~3 Pn-5 •.•.•• 

A partir de estos dos se forma un tercero (con (n-)/2 
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elementos si n es impar y n/2 elementos cuando n es par) 

6n-2 bl b2 b3 

donde los bi est!n dados por 

b.= Pn-1 Pn-2i - PnPn-2i-1 
~ Pn-1 

Con los dos Gltimos renglones obtenidos se precede a cal-

cular el siguiente rengl6n dela.manera indicada: 

~ 1: do d1 dz 

6/l-1 e.o e.] e.2 

kk-2 "o "1 "2 

y los "i est!n dados por 

"· ~ 
e.Odi+1 - d0e.i+1 

e.o 

28 

De lo anterior se deduce que cuando todos los elementos de 

la primera columna son del mismo signo, se cuenta con un polin2 

mio en el cual todas las ra!ces tienen parte real negativa. 

4.2.1 Ejemplos 

a) Consid~rese el polinomio 

p(4) = 4 5 + t4 4 + 34 3 + 26 2 + 34 + 4 

El arreg~o de Routh en este caso es 

6s 

64 2 2 4 

,63 2 1 0 

62 1 4 

cambio· de signo~ -7 0 

6o 4 

Puede asegurarse que el polinomio p(4)tiene dos ra!ces con 

parte real positiva debido a que hay dos cambios d~ ~igno (de 

+1 a -7 y de-7 a+ 4) 

b) El polinomio 
El proceso termina cuando se han obtenido n+l renglones. ,----------------~~ 

El criterio de Routh dice que el nGmero de ra!ces con parte 

real positiva del polinomio p(4) es igual al nGmero de cambios 

de signo que hay en la primera columna del arreglo descrito. 

• 

p ( 4) = 4 4 + 24 3 + 84 2 + 44 + 3 

tiene todas sus ra!ces con parte real negativa, pues en la pri­

mera columna del arreglo de Routh que se presenta a continuaci6n 

';.~··, ! t»t TliS:!f Tfet::r tti· 1 ftt*t J fW'tof'±YMti'Mitr: t'Wh"Wktun ...,,&1;. 
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los elementos son positives: 

64 1 8 3 

63 2 4 0 

62 6 
,----

3 

61 3 0 

6o 3 

4.3 Casos singulares 

Comunmente la diferencia de grado de dos polinomios conse-

cutivos en la cadena (on• 6n_ 1, ···6ol es la unidad, en cuyq 

caso es posible obtener el arreglo completo de Routh siguiendo 

la regla_ de la secci6n anterior. 

Hay sin embargo dos situaciones llamadas singulares. 

Caso i 

La diferencia entre el grado de ~k y dk-l es mayor que la 

Unidad y 'k-l (~1 I 0 

ca&o 2 

·k-1 (4.) • 0 

en los cuales no es posible continuar con el arreglo de 

Routh m!s all! del reng16n correspondiente a dk-f' porque para 

obtener el siguiente habrfa ~ue eicctuar una divisi6n entre cero. 

30 

4.3.1 Ejemplo (caso singular 1) 

Consid~rese el palinomio 

p ( 4) • 4 4 .. 4 3 .. 44 2 .. 44 + 

·"== 

Los prirneros tres renglones del arregloae Routh son 

04 
dj 

dz 

61 

0 , 

4 

4 

6 

6 

y no se podr!a caicular eleuarto porque implicar!a una divisi6n 

entre cera. 
I 

4.3.2 Ejemplo (caso Singular 2) 

T6mese par casa el polinomio 

p/41 4 
6 + 14 

5 
+ 14 

4 
+ 2 4i. 3 + I 64 2 + ~~ + 5 

LO• cuatro primeros renglones del arreglo de Routh son 

66 I I 16 5 

6$ • H 8 

64 5 15 5 

L 0 0 ., 
6 

2 
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No serra posible continuar con los calculos de los coeficie~ 

tes de 62 , por implicar una divisi6n entre cero. 

Para cada uno de los casos singulares Routh dio una soluci6n. 

4.3.3 Soluci6n del caso singular 1 

En el primer caso singular se remplaza el cero que aparece 

en la primera columna por un n6mero e arbitrariamente pequeno. 

Se continua el proceso de calculo de los renglones restantes, 

cuyos elementos seran funciones racionales de t y a continuaci6n 

se examina el nUffiero de cambios de signo de la primera columna 

del arreglo en funci6n de e. 
~·-=~="-~ ~-::---=-~ 

Consid,rese nuevamente el ejemplo 4.3.1 si se remplaza 0 

·por c al arreglo complete es: 

,!4 J 4 6 ,, J 4 

62 c 6 

'1 
4- ,,, 

6o 6 
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ra!ces con parte real positiva. Si c<O tambi'n se tendran dos 

cambios de signo, de J a t y dec a - 6,,·, por lo que el poli 

nomio p(4) tiene dos ra!ces con parte real positiva. 

La raz6n del procedimiento sugerido por Routh para tratar 

el primer caso singular se basa en la propiedad de que la loc~ 

lizaciOn de las ra!ces de un polinomio var!ande manera continua 

con respecto a los coeficientes del mismo. El cambiar el cero 

obtenido en la primera columna por un nUffiero pequeno c,equivale 

a cambiar uno o mas de los coeficientes del polinomio o~iginal 

per una cantidad del mismo orden. En particular, para el ejem-

plo dado equivale a cambiar el polinomio, 

p(6) ~ 4 ... 6 3 ... 46 2 ... 44 ... 6 

por el polinomio 

p(4) • 44 + 6 5 + (4+c) 6 2 + 44 + 6 

4.3.4 Soluci6n del caso singular 2 

Bl segundo caso, o sea, cuando en el arreglo de Routh se 

tiene un rengl6n de ceros, ocurre cuando p(6) tiene un factor, 

l ___ _..d.,.el Upo 

'-

cuando s es suficientemente pequeno se tiene la sucesi6n (1, 1, 

c , - 6 /c , 6), si c > 0 se presentan dos cambios de signo en ella: 

- - 6. -6, de '- a - t• y de " a 6. Por tanto, se concluye que hay des 

6~ (62m.,. 42 62(m-71 .,. a4421m-21 .,. .••• + 42ml 

lo· cual puede verse al examinar detalladamente la obtenci6n de 

·la cadena de polinornios: 011 • On-1' • • · , 6k porque como 

estos satisfacen las ecuaciones 

~ ~ ~ , !tilt' tn tn(t' :!ill 
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6nl~) • Cl1 ~6n-l (~) + 6n-2 {~) 

6n-11~) • qz<~6n-zl<~) + 6n-3 1 ~l 

61t+2{.6) • qn-1-lt ~+6/t+l{<~) + 6/t{<~) 

y si o,~(.l) =0, entonces de acuerdo con el algoritmo de Euclides, 

se puede concluir que Oft+l{~) es factor cornun de 6 11 (<~) y 6 11 _ 1 1<~) 

y como 

·~t(~J • 6n{~) + 0n-1 {~J 

~ste es divisible por Oft+ I{~) 

Routh dernostr6 que si se continua el arreglo rernplazando el ren­

gl6n de ceros correspondiente a 6/t{~) por el rengl6n forrnado a 

partir de los coeficientes del polinornio 

d 6/t+l (<~ J 

a~ 

el n6rnero de carnbios de signo de la prirnera col~a corresponde 

al de las raices de p{~l con parte real positiva. En el ejernplo 

4.3.2, los n6rnero que deben colocarse en el rengl6n correspon-

diente a 6 3 !~) serian los del polinomio 

34 

d64 {~) 

d.6 
d 

.iili" ( 5~ 4 
+ I 5.6 2 + 5) 

20~ 3 +30~ 

o sea que arreglo completo queda& 

66 7 8 76 

6s 8 24 8 

64 5 IS 5 

63 20 30 

62 15/2 5 

6 7 50/3 

6o 5 

5 

y se concluye que por no haber carnbios de signo en la prirnera 

col~a, ninguna ra!z de 

p{~) • ~ 6 
+ 8.6 5 

+ •~ 4 
+ 24.6 3 + 16.6 2 + 8~ + s 

tiene parte real positiva. 

5. Utilizaci6n del criterio de Routh en el diseno. 

Se presentan dos ejemplos en los cuales se utiliza el crit~ 

rio de Routh para determinar el intervalo de valores de un par~-

metro que hacen eatable un sistema 

,~. 
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5.1 Ejemplo a) Servomecanismo el~ctrico 

Considerese el sistema posicionador de valvula (fig 6) pr~ 

sentado en el capitulo 7, sec 2. 

,i 

Fig. 6 Servomecanismo el~ctrico 

Sup6ngase ahora que el amplificador tiene una ganancia 

K. El reograma que describe las relaciones entre las variables 

es el de la fig 7. 

K 

el 1 vl 1 v3 s2+5s+8 4> 3/s ¢2 1 v2 . . .. ~:7 
• 

-:- Fig 7 Reograma del posicionador 

Simplificando el reograma mediante la f6rmula de Mason, la 

funci6n de transferencia H(~) es 

£':. ~ 
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.. 2 ( 6 l. 

-eT\1 H(~) • KG(~) 
I+KG!~T 

3 
en donde G(~) ~~ 

~ (~ +5~+8) 

Como se recordara,en el cap 7 se indicaba que el coefi~ 

ciente de error a escal6n es 

K • ltm KG(~) • 
p ~+0 

Um 
~+0 

3K 

~ (~ 2 +5~+8) 

y el coeficiente de error a rampa: 

"v Um ~KG(~) • 
~+0 

tim 
~+0 

6 3K 

~ (6f+S~+B) 
3K/ 8 

por tanto, al aumentar K se incrementara "v• con lo cual mejora 

el comportamiento asint6tico del sistema. Ademas como se enfat~ 

z6 en el cap~l, es conveniente incrementar la ganancia de malla 

para disminuir, entre otros, los efectos que puedan tener las no 

linealidades de la planta • 

Sin embargo, para valores de K muy grandes, el sistema puede ser 

inestable. En este ejemplo se determinara la relaci6n entre los 

valores de K y la eetabilidad del sistema. 

Como la funci6n de transferencia del sistema es 

p rrr: ltt:tw''f'ndtttrt#nidet#tttHf:;'jrM nt atr'i£4.ii,oAWb7!ft'tililll'* I 
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H(4) KG(;~) • 
I+KG(4} __ 

3K 

4 3 +5~+84+3( 

37, 38 

3K otro entre 8-s- y 3K. 

------------ --------------------------------------

el polinomio caracter!stico es 4 3 + 54 2+84+lK. Si este tiene 

una o mAs ra!ces con parte real no negativa, implicara que el 

sistema es inestable. 

Para aplicar el criterio de Routh al polinomio caracter!stico, 

primero se obtiene el arreqlo. 

,, 
62 ,, 5 

3K s- r 

60 I 3K 

8 

3K 

0 

y de all! las siguientes consideraciones: 

Cuando K<O, los primeros tres elementos de la columna ini-

cial del arreglo son positives, mientras que el ultimo es nega­

tivo; por lo que habra un cambio de signo y el sistema tendra 

un polo en el semiplano derecho (parte real positiva). Para 

O<K<40/ 3 , todos los terminos de la primera columna son positivosy. 

por tanto, al no haber cambios de signo, el sistema es eatable. 

Para K>40/ 3, el p·rimer t4hmino del rengl6n correspondiente a OJ 

es negativo, y hay doscambios c;ie sign'): uno entre 5 y 3K s-r Y 

En este caso, dos polos est~n localizados en el semiplano 

derecho y el sistema es inestable. 

Para K=O, se tiene que 00 (4) .o,· lo que significa que el 

polinomio caracter!stico incluye a 4 como factor, o sea que exi~ 

te una ratz en el origen y el sistema es inestable. 

Para K= j!,o 1(4) • 0, y como el renql6n correspondiente~ a 

62 (4) es: 
' ~· -·~7~"*'>---·-

62 5 40 

el polinomio caracter!stico tiene como factor a 54 2+40, o lo 

es lo mismo, a 4
2

+8. En efecto, 4 3+54 2+84+40 • (4 2+8) (4+5); 

entonces se tienen dos ra!ces sobre el eje imaginario. 

La siguiente tabla resume los resultados anterior~ 

\ 

que 
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ValM de K Po6~~~6n de eolo6 E6tabLUda.d 

IC < 0 do6 en el 6em~plano ~zq. ~ne6table 

uno en el de4e~ho 

IC • 0 do6 en el 6em~plano ~zq. ~nutable 

uno en et o4~gen 

0 < K < 40/3 t.4e6 en el 6em~ptano ~zq. utable 

1C • 40/3 uno en 6em~plano ~zq. .l.nutable 
do6 polo6 eomplejo6 en 
+ j..[i' 

K > 40/3 uno en el 6em~plano ~zq. ~ne.6tabte 

do6 en cl dc~echo 

'\ 

39 40 

~ X1 

Por tanto, para que el sistema sea estable, K debera 

estar en el intervale O<K<40/ 
3

, por lo que el maximo coe­

ficiente de error a rampa posible sera Kvmax s 3K/8<5 

Sin embargo, es aconsejable no usar valores de K ce£ 

canos a 40/ 3, pues podr!a presentarse entonces un compor­

tarniento inadecuado del sistema (sobrepaso excesivo, 

tiempo de asentamiento muy grande, etc). 

Ejemplo b) Servomecanismo hidraulico 

La fig 8 presenta un bosquejo de un servomecanismo 

hidraulico de posici6n. Por medio de este sistema se pre-

tende que una masa, M, siga fielmente los desplazarnientos 

horizontales que se apliquen a un punto de una palanca. 

Presion 

PI Pz 
I 
I 
I 
I 

I ---- -- - ____ J 

Meconismo de 
reolimentocidn 

L---------- Actuodor 

QL"' Ql + Q2 
2 ll P'" P1 - P2 

Fig 8 •ervomecanismo hidriulico 

~ -- gf I :!H tt Pitt# t '( WU¥1,.: 'Miii!ll 
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El sistema consta escencialmente de cuatro partes: una servo-

v&lvula,un actuador,una carga y~ sistema mec&nico de realimen-
--------~--:---

taci6n. Su funcionamiento consiste en lo·siguiente: 

cuando el puntoV se cambia de posici6n (se desplaza horizo~ 

talmente una distancia~t. la palanca gira instant&neamente con 

respecto a 8 y el punto C se desplaza hacienda que los carretes 

de la servov&lvula se muevan hacia la derecha. Esto permite que 

un l!quido (generalmente aceite) fluya hacia la camara izquierda 

del actuador. Al producirse una diferencia de presi6n entre las 

dos c&maras, el ~mbolo del actuador se mueve, resultando un des­

plazamiento de la masa. Simultaneamente a este movimien~o, el 

punto 8 se desplaza y la palanca gira con respecto a P. De esta 

forma, C se desplaza hacia la izquierda volviendo los carretes 

de la servov4lvula a la posici6n original. 

Se desea examinar en este ejemplo la estabilidad del siste-

rna para diferentes localizaciones verticales del punto V mas 

espec!ficamente, los valores de t 1 para los cuales el sistema es 

eatable. 

Antes de realizar el an&lisis matematico correspondiente 

debe observarse que si t • t 1, el sistema sera inestable porque 

en este caso los puntos V y C coinciden, y la servovalvula perm~ 

nentemente estara abierta hac!endo que la masa se desplace con-

tinuamente. 

42 

Cuando t, es muy pequeno, el sistema tambi~n es inestable. 
~~--

---~ 

t?orque al producirse un pequeno desplazamiento de V, ta servo-

valvula se abre demasiado, lo que hace que la masa adquiera gran 

velocidad; al desplazarse esta una pequena cantidad,, la servova! 

vula cambia de posici6n y el flu!do hace que la masa adquiera una 

velocidad en el sentido opuesto y el ciclo se repite, producien-

do as! oscilaciones de amplitud cada vez mayores. 

Las relaciones matematicas entre las variables que intervi~ 

nen en el sistema son: 

Si QL representa el gasto medic que fluye por la servovalv~ 

la, ~I, el desplazamiento de los carretes con respec.to a su posi­

ci6n central, y AP,la diferencia de presi6n entre las camaras del 

actuador, La versi6n linealizada de la relaci6n entre estas vari~ 

bles es1 

\\ 

QL • kl~l-~2 AP 

Si v(t) representa la velocidad con que se mueve el ~mbolo 

del actuador, entonces 

dt.P zr- • k3 Qt - k4v 

Si A es el area del area del ~mbolo, la fuerza aplicada a ~1 de~1 

da a la diferencia de presi6n de aceite ent~~ la$ dos c~~ras es 
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F - Ab.P 

Adernas si y(t) es la posici6n de la rnasa, entonces 

v(t) • d~Y) 

La relaci6n entre la fuerza aplicada al pist6n y la velocidad 

de la rnasa es 

Mdv • F 
Ci"i 

En cuanto al sistema rnecanico de realimentacion, si la dis-

tancia vertical entre los puntos 8 y C es .t., y entre los puntos 

8 y 1) es ·,·tl" la relaci6n geom~trica es similar a la fig 9 

1 

ll 

~ 

44 

por triangulos sernejantes se deduce que 

¥. I 

XI 
t-tl 

""1"1 

x -x 
I 

• -z:-rl 

t 
lx - yl + x • 11 -u.e. 1 y + r. x 

1 I 

De las ecuaciones anteriores se puede construir un reograma 

en el que se_presenta la relaci6n entre todas las variables (fig 10) 

l 
xt"; 

• l 
t.P s 8P A 

-ul- l) 

1 l 
F Ms V s y 

Fig 10 Reograma que representa las relaciones entre las 

variables del sistema. 

La funci6n de transferencia ~~!l se obtiene del reograma 
- -

~======~========~utilizando la regla de Mason y es 

!Ll!l 
X~~) 

Fig 9 Relacion entre las variables de posici6n del rnecanis-

mo de realimentacion 

lj. ) (klk3A) tl3) 
I M <~ 
- (I- l ) (1i]T3AJ{I~-2k3 + k4A (7 

[I -~-, - ~ 3 -.~- """M i2 ) 

• ~­._.. rtf t ?n!h'trtiif'Pt ' 'hilt [ ~~. "lwii 
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; ' ' f'' 
ft I U 1k 3AI !-51 Par4 que el sistema sea eatable es neceaario que no haya ~-~-~ 

r,_ M 4 

4 .s + t 2 k 34 + k 4A 4 + I l _ 1 1 U< 1 k i- l 
T l, iA 

---------- --eambi~ 4e siqno en la primera columna, lo cual implica doa d~ 

aiqualdades: 

Antes de continuar con el ejemplo, por facilidad de expos!• 

c16n se supondrln los siguientes valores num6ricoa 

k1t 3A 
--. 10 
Jf 

k4~ 
T • s 

ltrfls ,. ' 
t 

As! que la funei6n de transferencia del sistema queda 

10 
r. 

!44. 
Xt41 

3 2 
1 

.I + 4 + 54 + I 0 G" 
' 

El arreglo de Routh para el polinomio caracter!stico es 

,, 
I I s 

6r 
_, , 

IO!z-11 
I 

~' I , 5 
_; 0! ~ J to, 

6o 10 
r, 

·; 

15 to 11 I,., z, ,, rr - 10:>0 

que al reaolvetlaa se obtiene 

i 
J <tr~' 

t/ 

Cuando tj>l se tiene un solo caabio de signo en la pri .. ra 

columna dal arreglo, por tanto, la func16n de transferencia cue~ 

ta con un polo en el lado derecho del plano complejo. 51 Oct1ct/5 
hay dos cambios de signo en el arreglo, por lo que se concluye 

que existen·dos ~a!ces con parte real positiva. Finalmente cuando 

t 1 • f~, el polinomio 6
1

14) as cero_y el caracter!stico presenta 
. f ' -como factor 4 + 5, o sea que tiene dos ra!ces imaginarias, en 

~ j~ cuando t 1 • I, 6ol•l • 0, resultando que la funci6n de 

transferencia tiene un polo en el origen. 

En la fiiJ 11 sa presenta la respuesta del sistema para los va­

lores de t 1 • .5, .7,1.9,Jcuando la entrada es un eaca16n. 



47 

ylt) 

15r---------------------------------~~------------------------~ 

·I 

·2 

·3 

-4 

-·•A 

Fig 11. Respuesta a escal6n del servomecanismo hidr,ulico 

para diferentes valores de t 1 

N t tMn.rttttr · , · · t'dll' nMM Jr .:~rittr:rMtt.'i'mtmf · · 
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1. IJI'l'RJDUCCION 

Al final del cap!tulo anterior se ilustr6 la aplicaci6n 

del m~todo de Routh para determinar la estabilidad de dos 

sistemas; en el primero, un posicionador de v&lvula, el par! 

--.etro por modificar era la gananci~ k de un a~~plificador. Bl 

sistema era eatable para valores pequefios de k; al aumentar 

el valor de ~sta, mejoraba la constante de velocidad del sistema 

(y por tanto su comportamiento asint6tico) sin embargo, al re­

basar la ganancia el valor k • 40/3 el sistema dejaba de ser 

eatable. En el segundo caso se examin6 la estabilidad de un se~ 

vomecanismo hidr!ulico, seqGn se variaba el br~o t 1 de la pal~ 

ca de realimentaci6n. 

-~ 

~~~==========~La estabilidad de ambos sistemas de determin6 por el ~todo 

2 

de Routh. Sin embargo, a pesar de ser la estabilidad una con-

dici6n que deben satisfacer los sistemas de control, en la m~ 

yor!a de los casos, deben cumplirse otras especificaciones. B~ 

tas pu~den ser de -varios tipos~ por ejemplo, que el sobrepaso 

a una entrada a escal6n, no exceda un valor prefijado, que el 

error cuadr!tico a una entrada detetminada sea m!nimo o que 

algGn par!metro del sistema (como puede ser la localizaci6n de r 

algGn polo) est~ dentro de cierto intervalo de valores. 

Bl criterio de Routh da informaci6n solamente acerca de la es-

tabilidad del sistema, sin suministrarla sobre el comportamien-

to mismo ni senalar formas para mejorarlo. 

En este cap!tulo se considerar!n dos temas: 

i) tC6mo se modifica el comportamiento de un sistema bajo 

diferentes realimentaciones? 

11) tC6mo seleccionar subsistemas cuya introducci6n mejo­

re el comportamiento del sistema realimentado? 

Se estudiar~n solamente sistemas de par~metros concentrados, 

los que pueden ser modelados por un nfimero finito de ecuaciones 

diferenciales con coeficientes constantes. Para ellos, la funci6n 

de transferencia (y por tanto toda la informaci6n necesaria para 

describir el sistema desde el punto de vista de entrada-salidaT 

__ . __ puede ser represent ada 1118diante un patr6n de polos y ceros. En 

===consecuencia,si se desea conocer el comportamiento de un sistema 

-.,--

de control bajo diferentes condiciones de disefio, es necesario 

sabe+ c6mo se modificar! este patr6n de polos y ceros. 

B.L , ~IIMi~M~'i'·Jrlertitftt'r:•!f:Httr··rrmrd·tn · r:trte+nttrirutht t :J.r'Otb irr·e-Wm"tttt'? ·tunl~u t i;,,~ ... 
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En el siguiente cj~rnplo se ilusLLa la manera como varia un p~ 

tr6n de polos y ceros cuando se modifica un par&metro de la 

realimentaci6n. 

Ejemplo ·1 

Para elevar la temperatura de un l!quido es comun usar un 

intercambiadpr de calor. Este dispositive tiene un arreglo si~ 

milar al mostrado en la fig 1. 
Valvula de cont(ol L' .d 8 T 

de gastn--.: • oquo 0 • a 

Liquido A, To 

Fig 1 Esquema de un intercambiador de calor 

El l!quido A entra con una temperatura TA a1 intercam­

biador y el ltquido 8, llamado de servicio entra a una temper~ 

tura constante r 8 • Si r 8 > TA, la temperatura del 1tquido A a 

la salida IT 0 ) ser! mayor que TA debido a que el l!quido de se! 

vicio le cede calor a trav~s de las paredes de los t~os d&in-

tercambiador. Para mantener la temperatura r 0 constante a pesar 

de las variaciones que TA pueda tener, se modifica mediante una 

vllvula el gasto Q de ltquido de servicio. Esta operaci6n puede 

1levarse a cabo de manera autom!tica usando el sistema de real£ 

mentaci6n que se muestra en la fig 2. 

El sistema de realimentaci6n consiste en 1o siguiente: T0 se 

mide con un termopar, dispositive que produce un voltaje Vr pr~ 

4 

porcional a T 0 • Este voltaje se compara con otro de referencia 

V~. La diferencia de voltajes 6V • V~- V~ se aplica a un am­

plificador electr6nico de ganacia k, la que ser& el unico par! 

metro libre para disefio. El voltaje a la salida del amplifica­

dor V
4 

• k 6V energiza el actuador de la v&lvula, 1a que al 

abrise o cerrarse regula el calor trasmitido de un l!quido a 

otro. 

I 
I 
I 
I I Vo 

I 
I 

B,Te 

Vollojo do 4, 
referencio~r . Vr - ---+ . --- To 

Termopor 
Fig 2 Sistema de control de temperatura 

en un intercambiador de calor 
La respuesta del tetmopar a un cambio en la temperatura 

r
0 

requiere algGn tiempo, lo que implica un cierto retraso, y 

su funci6n de transferencia es 

~-~--~-~- ~vT ~~ J 

r 0 t4l 1+4 

Se sabe adem!s que los modelos linealizados del interca~ 

biador de f:'alor y del conjunto ·actuador-v&lvula tienen las si-

1'"- . --~·-··=·'~·~· ., . -""'"""'"'""•' _ ..• ., .... ..,. ~............ ....... .... '. ' ' .... ' ... ,. 
' 

,._ :'t!rk 
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5 ,, 
quientes funciones de transferencia: 2 l"r-91i 

P1 = -3 + -3-
2 ~ , 

p2 • - J - - 3-- para k~ 9 
~ 

To ~~ l 
~- TT+Til 2 . lfr-T 2 . ;rr:T 7 

PI 2 -"J + J ~ p2 ·-J"-1-y- para k > 9 

Ll!L. 3 
~ La fig 4 muestra la localizaci6n de los polos v de los ceros 

El reograma del sistema de la fig 2 se muestra en la fig 3 

A 

Vr 1 
A 

l::,.V 

-1 

" Va 3 
h 
Q 

' Vr 

Fig 3 Reograma del sistema da control 

1+3s 

A 
To 

Utilizando la f6rmula de Mason, la funci6n de transferencia es: 

,. T 0 (~) 
H (~) • v;:TIT 

3k 
~ fdl+~) 

3/i • 2 4 1 
1•n+fi"T~ ~ +r+k+3 

(1) 

Como se ha dicho, el par~metro de diseno es la gana~cia k del a~ 
A 

plificador, y se desea conocer el comportamiento de H(6) para d! 

ferentes valores del rnismo. En la ec 1 se observa que el Gnico 

cero de M(4), situado en 6 = -1, no depende de la ganancia, mie~ 

tras que la localizaci6n de los dos p9los del denominador est~ 

determinada par el valor de k. El palinomio del denominadar es 

2 4 1 
6 + r<~ +t<+r (6-p 1J (4-p2J, dande p 1 y p2 son los palos del si~ 

tema y est~n dadas par 

ii.~~,~~w''.tM ,ac¥1r.itwe+wwwi#rii::w ' wrtm:f#dd new·m··-:teHie w wt 

,. 
.de H(6) para diversos valores del par~metro'de diseno k 

Im Im Im 

-1 -1/3 RR -1 -2/3 RR RR 

------------

k = 0 

Fig 4 

k = 1. 
9 

k = .§. 
9 

Patr6n de palos y ceros de H(~) para 

diversos valores de k 

~ 

Encantrado el patr6n de palos y ceros de H{~) en funci6n de 

k, puede conocerse la respuesta en el tiempo a diversos tipos 

de entrada par ~todos diversas, como el de fraccianes parcia 

les. 

Para abtener, el camportamienta de un sistema realirnentado, al 

variar un par&metro de diseno k, se lleg6 a una ecuaci6n del 

tipo 

p{4) + k q(~) 0. (2) 

/ 

•wt#·r • -
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cuyas ra!ces deben extraerse para toda k. 

En el caso anterior en que p(6) • 6 2 +} 6 + t• q{6) • I, fu~ 

posible obtener las ra!ces en forma expl!cita. Desafortunada-

mente no es posible resolver el problema anal!ticamente en el 

caso general y por ello es necesario recurrir a ~todos aprox! 

rnados. Uno de ellos, llamado "lugar geom~trico de las ra!ces" 

ser~ el tema de las siguientes seccione·s. 

Este ~todo tiene dos ventajas: 

1. 

1) Proporciona sin muchas operaciones, el patr6n de polos 

y ceros del sistema para cualquier valor de k 

2) Permite determinar la sensibilidad del sistema y va­

riaciones en el par!wetro de disefio, 

LUGAR GEOMETRICO DE LAS RAICES. 

Definici6n 

En esta secci6n se plantear4 forrnalmente el problema de en­

contrar las ra1ces de 

p {6) + kq(6) • 0 (3) 

conforme k varia. 

Por ejemplo,si se deseara encontrar las ra!ces de 

6
4 

+ (k+l)6
3 

+ 206 2 + k6 +20k + 2 • 0 

en funci6n de k, la expresi6n anterior se factoriza en la forma 

de la ec 2, como 

(4
4 

+ 4
3 

+ 204 2 + 2)+ k (4
3

+4 + 201 

8 

El prcblc~a de encontrar los valores de 4 que satisfacen la ec 

2 puede plantearse de otra forma; al dividir los t~rminos de 

esta ecuaci6n entre p(6) resulta 

don de 

I + It G(6) • 0 

G(6) • q(6l/p(6) 
(4) 

La ec 3 tiene exactamente las mismas ra!-

ces que la ec 2 y aparece en el problema de determinar los polos 

del sistema realimentado de la fig 5. 

:(,) ! ~ {~J--1 G(•) I I . 1\ 
Y (s) 

Fig 5 Diagrarna de bloque de un sistema 

En efecto, como la funci6n de transferencia del sistema es 

kG(6) 
l+fiG(6] Hl4l. ~ 

Si G(4) .~ 
PTIT entonces 

~ 
H(6) :1-ill 

I+~ 
p(6) 

Despu~s de multiplicar numerador·v denominador por p(6), se 

obtiene 

" 

~ .. *t,_,~-~~tiHS!:i.-'k·VJG:a!ewiifl·fj(~;~>,;. "·""}~*t:)~~3.:ia'i',..'M·--~·::tAr¥f;../;;~ ;A_ ···jj•··..l-*.i &o 'a>,'.\ "' .-'. ~· ~ 

f 

J 
__, 
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I 

k~ r~ 1 
Hl41 • pi4 1+~ql41 

oe donde ae puede concluir que 

i) Los ceros .de H(41 y los de G(41 coinciden, 

por ser ambos las ra!ces de q(4) • 0 

9 

til Los polos de H(4) son las ra!ces de p(4)+kq(4) • D 
o sea las de I + kG (4) 

Para que un ndmero complejo, ~O • a0 + jw0 , sea una ra!z de 

I + kG(41 • 0, es, necesario que tanto la parte real como la im~ 

ginaria de esta ecuaci6n sean· iguales a cero, lo cual implica 

que: 

Re {kG (4 0}} • -1 6 J -' Re [GI~I • T 

1m {kG (4 
0 

I} 0 6 Jm lG 1~0~ • 0 

De all! la utilidad de la siguiente definici6n:.· 'el lugar geom~ 

trico de las ra!ces (o por brevedad lugar geom~trico) de G(41 

es el conjunto de todos los puntos "o en el plano complejo ta­

les que 
Jm {G(4 0 1} • o 

Si la parte real de -GI~ 0 1 es positiva; entonces el lugar geo­

~trico correspondiente se denomina positive, y cuando se tiene 

la situaci6n contraria, negativo. 

Cuando G(4) =~ , de la definici6n anterior,se tiene que si 

"o pertenece al lugar geom~trico positivo (abreviado t g pt de 

G(4), entonces ser~ una ra!z de 

p(~} + llq(4) • 0 

para alg6n valor positivo de k. En efecto si 

entonces 

hi [GI4 0l] • 0 

Re [G1& 0J) • a<O 

p(4
0

J + kql4 0 l • pl4 0 1 

• pl4 01 

t qi4 0J] !+k~ 
P'"o' 

[l+k {ReGI4 0 I+jlmGI~> 0 !}] 
• pC4 01 t l+ka 1 

Si se hace k .·l > 0, se tendr~ el resultado deseado. 
a 

10 

De manera similar puede demostrarse que si "o pertenece al 

lugar geom~trico negative (abreviado como l g nl existe un va­

lor negativo de k para el cual 

P (4 0 l + kq (4 0 I • o 

A continuaci6n ae ilustrar4 la definici6n mediante dos 

ejemplos: 

Bjernplo I. 

Se desea saber el lugar geo~trico cuando la funci6n de trans-

ferencia es 

G(4} • m 
(4-Po I 

aende Po es real, y m 

La ec 2 es en este caso 

un entero positivo. 

+ k (4-p
0

Jm • o 

Despejando 4 de la ecuaci6n inmediatamente anterior se obtiene 

~ • • &:itiol!W'' ae•iirtllltttl ·rei¥ N '.,in'#· ii'±aMtliiP xfihE!:m it Attwr ten "dtlt''Strr n ~r thrN ~; tt"f(idJl; .... >.&-· • 



A • n .. + • u r -.!. 1 
L ll J 

,, 
.,m 

, Ahora bien, si k > 0, entonces 

- 1 • I 1 I e.- i 1 2t+ ll" * 1i 1i para l• 0, J , t, ..•.. 

o sea que 
1

1m ·Vifjlm 

[ 
'] ,,,, -j(2t+J) ! 

-i • If e. m l • O,J,t, •.••• 

11 

De esta forma el lugar geom~trico posit~ estar! dado por t2 

dos los puntos 

m (;";; - j ( 2l + J)'Tr 

J.o • Po + 'Vlf/ e m l. 0, J, 2, ..•. 

y similarmente el l g n estar! dado por los puntos que satis 

facen 

Jjo. p + ~,~,,- j(2t) n 
0 V 1£1 e m t•O,I,%, 

En la fig 6 se ilustran los lugares geom~tricos para m• 1,2 y 3 

M Los lugares geo~tricos de G{~) • (J._- z
0

J 

rna forma, que los anteriores, cambiando Gnicamente 

"';-;;' 

, _t~jl 
==---=~--·=- *Recuerdese que e • 1, t • o, J, 

tienen la mis 
mfj' 
Vi: por 

k ~ .,.,iifilli!!'-:..1.'~; ,; ... ,~-- IMti·-·.ili ' ''., •• I • ~ ' ·-~-

Im 

po 

Im 

po 

Im 

K ~Q 

Fig 6 

12 

Im 

m=l 

Re po Re 

Im 

m=2 

Re po Re 

Im 

m=3 

Re Re '• 

\ 

-------...ll.-~ Q __ ----------

Lugares geo~tricos·de 

G{~) • 
~~~P lm 

0 

~---'-'-''· 

I 
lao;_,i-_"'"-t~~~' 
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Ejemplo 2 

Encontrar el lugar geom~trico de 

6 + 1 
G(4) • --:-r-

4 

Sustituyendo 6 • a + jw 

13 

G(6) • o+l+_{w 
2 

= a+l+~w • (o+l) la 2 -w2 1+2w 2a+jw{a 2-w2-2a(a+ll} 
(a+jw) a2-w +2jaw (a2 ·_w2)2+ 4w2a2 

y separando las partes real e imaginaria se obtiene 

Re. [GI41] = 

Jm [GI4l) • 

(a+ll (a 2-w 21 + 2w 2 a 
2 2 2 2 2 (a -w ) + 4w a 

w[a 2 -w 2 -2a(p+ll1 
(a2 -w212 + 4w2a2 \ 

El lugar geo~trico de G(4) est! formado por aquellos puntos 

lo+jw) en el plano complejo que.satisfacen 

Im{GI4l} • 0, o sea w [ o2 
-w 2 -2a(a+ll] • 0 

cuyas soluciones son 

w • 0 (esto ea, el eje real), 

y 
~ 2 2 

,AT- -w -2a -fa • 0 =/ 
Esta 6ltima ecuaci6n puede aacribirse como 

I a + 11 2 + w2 • 1 

que es la f6rmula de un ctrculo con centro an -7 y radio 1. En 

la fig 7 se presentan gr!ficamente estos resultados o sea los puntos 

14 

del lugar geo~trico. 

4> 

Im 

Re 

Pig 7 6+1 

T 
Lugar ge~trico de 

A1 examinar Re.[G14U, se pueden separar las partes positiva 

y negativa del lugar geo~trico. 

/ 

Debido a que el denominador de la expresi6n obtenida para Re.[GI48 

es positive, el signo de ella queda determinado por el de 

(o+J) la
2

-w
2

) + 2w
2 

y para que Re. [GI4l] sea negativa en el eje 

real (w• 0), es necesario que (a+lla 2 < 0 o sea o < -1 

Para que un punto en la circunferencia (a+JI 2 + w2 • 1 

pertenezca al t p 9 es forzoso que 

(a+n la
2 

+a
2 

+ 2al -2 la 2 + 2ala < I 

lo que equivale a 

a (a + 11
2 

-a 2 (a + f) • a < 0 

~i.\~.;;, .. ;)t;,;"~· ...... ••• ~s~ .. ·wwrlft!!trew.'i¥f :"rlft'hiit.f#•w~~(rk't ·• ·sib r.tft2ttt'fte t1itttftnlft lttt''ti , • ~. 
·~· ~· 
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Como la circ~~fcrancia est~ a la izquierda del eje imaginario, 

pertenece al t p g 

De las dos dltimas condiciones se concluye que el lugar geom~-

trico positive es como se indica en la fig B. 

Im 

-2 Re 

Fig 8 Lugar geo~trico positivo de _!_f-­
~ 

El lugar geo~trico negativo esta~~ sobre el eje real y es el 

segmento a > -1 (Fig 9) 

Im 

-1 Re 

Fig 9 <I ., I 
-~r-· 

Lugar geom&tric6 negativo de 

~;.;-w..\~fw)!nMi.:wfrev : .... :.a-,( •. ·'ii:dti.· .. /'•ib\·;·;;: __ p _. : ··l.e:h~· 1 ~ i·•~~~ I 

16 

Para saber a quJ valor de k corresponde el punto a =-1, 

w= I (que esta en el lugar geom~trico) se har~ el c~lculo 

Re[G(~ 0 l] = Re[G(-I+j)]• -} 

Co100 

I + k Re[G!~ 0 l] • 0 

k • + 2 

La otra ra!z del polinomio para este valor de k estara en el 

punto a • -1, w • -1, por venir en pares conjugados (Fig 10). 

Im 

/ 
,, 

I ~ -~---+--<l f Re -2, -1 

\ , ... 

Fig 10 Localizaci6n de las ra!ces para 

k • 2 

Como puede notarse, los calculos involucrados en ese ejemplo 

no obstante tan simple, resultan algo laboriosos: como para 

sistemas con mas polos o ceros los calculos aumentan de dificul 

tad, se necesitar!a una computadora digital. Hay sin embargo 

resultados que facilitan la labor de encontrar e.l lugar geom~-

trico de las ra!ces de una funci6n de transferencia, y aunque 

el resultado que se obtiene.es aproximado, ayuda grandemente t~ 

J 

_ _____l 
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to en el an4lisis como en el disefio de sistemas de control. 

Dichos resultados auxilian en la localizaci6n de las ra!ces de· 

J + tt(GI.6l]• 0 en funci6n de It, cuando G(.6) es el cociente de 

dos polinomios con ra!ces conocidas. 

El an4lisis del lugar geo~trico es titil para el e.studio de sis 

ternas del tipo de la fig 5. Sin embargo hay sistemas con otras 

configuraciones que se pueden estudiar mediante dicho ~todo, 

Por ejemplo si para el sistema de la fig 11, se desea indagar 

..-r 2: l+ks r-- q (s) 

. . l+lOks PTsf 
J -

y{s) 

Fig 11 Un sistema realimentado 

como var!an los polos y ceros de H(.6) en funci6n de lt. Para ello, 

se procede as! 

H(.6) 

1 + fa ; llil_ 
1"+T01U rHI 

• 1 + 1 + k.6 ; il!.L 
rno7i.6 p(.6) 

( 1 + lt.6) • q ( .6) 

[p(.6) + q(4l]+ k.6 [ql.6) + 70p(.6l] 

" 
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Los ceros de Hi4i son las ra!ces de q(.6) = 0 y el punto 
1 

.6 = - f . Los polos de H(.6) son las ra!ces de 1 + It G1 (.6), 

donde G1 (4)•.6 ~~!J : ~O~~j~.Por tanto, los polos de H(.6) es 

tarSn en el lugar geo~trico de G(.6) • 
.1 

En este cap!tulo se estudiar4 la manera de bosquejar el lugar 

geo~trico para valores de It > 0, pues las reglas correspo~ 

dientes para el caso k < 0 pueden deducirse f4cilmente a Pa~ 

tir de las que se presenten. 

El lugar geom6trico positive de G(.6) se ha definido como el 

conjunto de puntos .6 0 tales que 

i) Im (GI4 0 l) • 0 

ii) Rt. (GI.6 0 l) = -.ft;!~t > 0) 

Otra manera, en algunos casos m4s conveniente, de expresar es-

tas condiciones es 

~ GI4 0 J • uo'+ 360't; t • o, !:. J, !:. 2, ••••• ' 

I G(4 0 ll = t 
Debe recordarse adem!s, que el lugar geom,trico positive descr! 

be las trayectorias de las ra1ces de 

p{.6) + ltq(.6) • 0 ·. 
cuando It se var!a desde 0 hasta •. 

2. REGLAS PARA CONSTRUIR EL LUGAR GEOMETRICO POSITIVO 

En los desarrollos que se har4n a continuaci6n se har4 la 

suposici6n que p(.6) y q(.6) son polinomios primos, esto es que 

no tienen ninqtina ra!z en comdn. 

~t..J .. ~illi'i··afe'"'h~~- .••• ,, .. iNN, .•• , ~ - mwtWtttillr • 
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Antes de presentar algunas reglas que simplifican la constru£ 

ci6n del lugar geo~trico de una funci6n racional, conviene i~ 

troducir el concepto de ~ del lugar geo~trico. 

Se dice que una l!nea continua en el plano complejo es una ~ 

del lugar geo~trico de G(~) • ~I!J si a cada punto ~O de di­

cha l!nea le corresponde uno y solo un valor de kque satisface 

pi~ 0 J + k qi~ 0 J • o 

Bsto es, hay una correspondencia biun!voca entre los puntos de 

una rama y los valores de k en el eje real. 

Se entender4 adem4s por rama del l p 9 si k en la definici6n a~ 

tei:'ior t se restringe al intervale de valores positives. ---····­

En el ejemplo 3 se pueden identificar cuatro ramas del l p 9 co 

mo se ilustra en la fig 12. 

Im Im 

/ -2 -1 
~ 

Re 

"-
Re 

-2 -1 

(a) (b) 

Im Im 

-2 -1 - .· :-c Re 

.• 

. -2 -1 

(e) (d) 

Fig 12 Cuatro ramas del t p g de 6+1 

7 

' ,. ···iii~ .•. ,~·:: . . ~' ' . :#f ~.Aii'f»:J,.....-.fj,.t·:. t$ y'\ tfWI ··~· j:$ · •' i .l!n¥ ~,.,.,~::,.,. ..._ 

,/ 
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Bn este ejemplo, aunque existen cuatro ramas diferentes,con 

solo dos de el1as (a y b o c y d) queda determinado el lugar 

geo~trico positive, por esta raz6n conviene introducir la 

siguiente definici6n: 

Dos ramas de un lugar geo~trico son independientes 

si no tienen ningdn segmento en comdn. As! en el 

ejemplo en cuesti6n las ramas a y d no son indepen­

dientes porque tienen en coman el intervale (cr<-2), 

mientras que c y d son independientes por que 

s6lo tienen en comdn los puntos (-2,0) y (0,0). 

Regla 1 Principio y fin de lugar geo~trico 

--~-:- El lugar geo~trico positive (o negative) comienza (k•O) 

en los poles y termina (k • •) en los ceros, v tiene tantas ra­

mas independientes como el m4ximo entre el n~mero de poles y el 

de ceros de G(~) 

i1ustificaci6n: 

Para k • 0, la ec 3 se convierte en 

pl~l • 0 

Para k • •, la misma ecuaci6n, reescrita como ~q(6)•0 
t 

se vuelve q(6) • 0, 

Esta regla se cumple tambi~n para el lugar geo~trico negative 

It 9 II) 

Por tanto el t p 9 coincide cori los poles de G(~J para fl. • 0 v 

con los ceros de G(6) para k • •. Sup6ngase ahora que se tiene un 

polo de orden m en 6 • p0 , y que p(6) se factoriza en la forma " ·!" .. 

,. 
~~., 

----
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"'~ 
pi4i • 14 - Pol pl4l 

Se desea saber el comportamiento de las solucionesde p(4)+ak q(4)•0 

en la cercan!a de p0 , para una ak suficientemente pequefia. Si una 

soluci6n en dicha cercan!a es Po + A-6, la nueva ecuaci6n resulta 

m;., 
I A4 I p I p ~ + A-6 , + A kq I p 0 + A-6 I • 0 

Al hacer la expansion en series de Taylor de p(p
0 

+ A4) y 

qlp0 + A4) alrededor de p0 y tomar 6nicamente el primer tErmino 

de cada expansi6n se obtiene 

N 
(-A4 J"' plp0J + Akq(p0J= o 

y de all! 

ul"' ·A._ q1Pol . -
pi pol 

Esta ecuaci6n tiene m soluciones distintas (ejemplo 2), port~ 

to, para pequefios valores de Ak, se apartar4n del polo de orden 

m, m ramas del lugar geom6trico. 

Como 

il el lugar geom6trico coincide con los polos para k • 0 

ii) t!m A-4 • 0 Ak+O 

111) en el entorno de un polo de orden 111 existen m soluciones 

diferentes 

22 

d 
~ ~ • • 7 • . • e oraen m s-tuadc en 4 • z

0
, hacienda R- • f y ocservanao eL 

comportamiento de Ak•.p(4) + q(4) • 0 en las cercan!as de z0 , 

pudi6ndose concluir que los ceros de Gl4l son !!mites, cuando 

t tiende infinito, de las ra!ces de (3) y que a cada cero le 

llega una rama. 

Por tanto, el lugar geomEtrico comienza en los polos, termina 

en los ceros, y tiene tantas ramas como el m!ximo orden del nu­

merador o denominador de Gl4l 

Regla 2 As!ntotas del lugar geomEtrico 

Si el grado de pl4l l•nl es mayor que el de ql4l (•ml 

existir4n n-m ra!ces de la ecuaci6n 

pl-41 + k ql4l • 0 (5) 

que, conforme k+•, son asint6ticas a las ra!ces de la ecuaci6n 

n-m 
(4 - e) + k • 0 

t 
en donde e (llamado centroide*) est4 dado por 

t Pk f! zk 
t • k• 7 k· 7 

K - Ill 

'(6) 

(7) 

en donde Pt y zk corresponden a los polos y ceros de Gl4l• :1!\ 
respectivamente. 

Debe recordarse que el t p g (ejemplo 2) de 
-----

~ede concluirse que el lugar geom~trico comienza en los polos 
====~ 

para k • 0 separ4ndose de cada polo una rama conforme k crece. 

Un razonamiento similar puede efectuarse para el caso de un eero 

• ,,,.,\<. ~~:~!~:-""~ ,;,.·•~v cr~mitttittt?tte1'f·frlrw tei&r&:+rttsw·evfenot'M't e nwtelbt -_ 

(4 - e) n-m + k • 0 -========= 

* ~ es llamado as! por coincidir con el centro de gravedad 
de un conjunto de masas unitarias positivas y negativas, las 
primeras localizadas en los ceros y las segundas en los polos. 

1 1 tft·'tO'tlilliMtlliiiEJliiJIJII'IIIIM: :4· 

', 
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est! formado por l!neas recta!; quf!i!: ~~ cruza."l en e l• fer::-~~ :in-

gulos 
para toda R. 

110°(2!+1) 
n-m 

~Qn_ el eje realL 

t • O,J, ••• ,n-m-1 
De esta manera quedar~ establecido que 4e se aproxima asint6tic~ 

_______ mente a_una ra!z de la ec 5. 

Justificaci6n 

Se probar4 que conforme k crece, las ratces de la ec 6 y n-m 

ra!ces de la ec 5 se aproximan asint6ticamente (las otras m rat 

ces de la ec 5 tienden asint6ticamente a los m ceros) 

Para k>O las ratces de la ec 6 (ejemplo 2) est4n dadas por 

.at .. ~ ~ •e. + c. 

donde 

R. n-mrTJir 

•t. ~~~·j_2.t+1) t • O,l,t, •••• n-m-1 

En el an4lisis subsecuente se considerar4n solamente singulari­

dades (polos o ceros) en el eje real. El desarrollo para el caso 

complejo, aunque id~ntico en forma, no se incluye para simplifi­
car la notaci6n. 

Si 4l es una ratz de la ec 6 se demostrar~ que 

~ Gl4tl • 11o ·ru+n + £ 1 

-- y que 

IG!.at) I I 
• r r 1 + 't1 

en donde £1 y £2 son tales que e:
1 

~ 2 y c
2 

R2 est4n acotados 

Para la evaluaci6n de ~ G(.ae) se derivar~ una expresi6n para el 

Angulo de 4k - ae. en donde ak es una singularidad de G(.a) sobre 

el eje real. 

Sea .a.Jl una ra!z de la ec 6 y ll11. • all. - c.. El l!.ngulo de 611. - ae. es 

tl!. dado por (fig 13) 

Im 

~sen cf> 

I 

ak c , Re 

I I I 
6. k R cos cp 

Fig 13 Distancia y Angulo entre una soluc16n de 

la ec 6 y una singularidad 

tk • a.tc.tn f. Hn+ 1 l C.OH+llfl. 
-r 

Al hacer una expansi~ en series de Taylor de 

--, \ 

~•'•n4:.i:I.J.t:.i~<ulJ ;r. · ·-···•;~"'·•'¥.1:1<1 .,l.\,\!'M, '""' ,:·e'dWiilji;-> 'O\o..ltililltUL.tfli'MS;>iiiO:lAMllit~lllfill 1' '' ., r ,· '· ,; --- -

! 

--.j 
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4~e.tn '!! e~i l 
l )( J 

alrededor del punto x • eo!!+ se obtiene 

25 

6 
tk •+-l4tn'J~ + 

Ilk i 
+ 2(Hn+Jieo6+l::-r-+··· 

R 

Por tanto 

Ill 
~ I "k- 4e J • ¢ - I Hll4> J r + ~ k 

en donde R
2 l~kl es ucotado para toda R 

De la sec 6 cap 7, ~G(6e) estA dado poL 

' ' . J<G(.Ie} • Za.ngu..l.o6 dt loJ. C.tlto.l a. 6&- Za.r.gu!o.l dt !o.l po!o6 a'.1 

I 
o sea 

-,= 4G(4e) :£ (++A+ Ill - 2:: ( ++t.+kJ 
c.t4o.l po!o.l 

.,=-==t 
• (m- n!++.IRnt 2:' A - k 6 )+ ~ ~ - Z ~ 

pc!c.1 k e&~C4 k c.&4o6 k polo~ k 

Pero debido a que 

lm-n)+• (m-n} JBO'(f!~ll • -110'(2!+11 
n-m 

y a que 

L" ,"­
po!o.l 

n m 
!:" Ilk • ( ~ p .£I - ne - ( :E t: .J +me • 0 

C.VL06 .i.•! i•J -<. 

•• coneluye que 

~G (.1 e J • -18 C • ( Z!+ i I + <: 
1 

en donda 

(8) 

f 
; 

i 
I 
.I 
! 
l 

~~· .,~·'·e_,~~l~~~~~~~~WA.~~~~·••i~t-,ili.i·tani*i·,-t, ?t·ie ~ 'iiiM'iW'' nSewe i:-1 
) U dift ti-
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tl~ 2:' ok- 2. ok es tal que. R21t 71 es acotadc• para toda R 
celto.l po!o.l 

En cuando a la magnitud de 6k - «e' de la fig 11 

se obtiene que 

R~t• 'I'R
2u-;;-2

t+ (Ak+Rco.l~} 2 , •R./1+2Ak c.o~ +~$ 
. r R" 

y al usa:t la expresiOn para j G (.1 e H dada por (sec 6 cap 7 J 

jG(.I J I· 'PJtoducto de (a..l d.£.1ta.nc.la..1 de !o6~-~.:~--~ 
e Plt.oducto de (a..l d-i:<~ta.nc.£46 de !o6 po!o6 a .1& 

se obtiene 

r h ,"2 

~--IGI<~ell • 
Rm rr 1/1 + z.,/:- co .I +R1-

ce40.6 
Rn 1T T--0'(; g- 2·-, 

II /1+2-co6~+ k 
po!o6 R ji2 

o sea 
TT 
e~ 

TI 
po:to6 

(X 7 X :t 7/2 2 3'. • xml 
(x x --., 

m+ 1 m+ 2 • • • x 1 •/2 n+m 

IG(l.e} I•Rm-n 

en donde 
2 

Ak Ilk 
"k • 1+r c.o<~++-:r 

R 

Al hacer una expansiOn en series de Taylor de IGI<~&I I al.rededor 

del punto x1•x2• •• ,•xm+~·1 se obtiene 
----~~ 

G(.l£) • Rm-n { I+TJ--- ( rr fla - rr Ak} + tz}· 
ce~o6 po.t.o6 

en donde los t~rminos agrupados en t
2 

son tales que 

. ,_.. ,~ . ._; 
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jE 2 1R 2 est! acotado para toda R. Pero en vista de ec 8 y del 

m-n n-m/---,l I m-n 1 hecho que R • ( \vi k ) = ~ 

ae obtiene 

IGI4~) I ·+ ( 7+£2) 

que es el resultado deseado. 

Un argumento similar al anterior puede utilizarse para el case 

en que m>n, en donde el resultado es; 

Las ra!ces de 

p ( 4) + ltq ( 4) • 0 

para lt>O 't 

se aproximan asint6ticamente, cuando k~o, a las ra!ces de 

(4 - e) m-Il + /; • 0 

en donde e est! definido por la ec 7. 

Ejemplo 4 

~e ilustrar! la aplicaci6n de las reglas hasta ahora descr! 

tas para el caso en que 

G( 4 l • (4+3)4 • 4
2

+34 
2 (4 2+24+2) (4+7) (4-7) 4 4+24 3+4 -24-2 
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Im 

X 

-3 -2 -1 1 Re 

X -J 

Fig 14 Patr6n de poles y ceres de G(4) 

A-1 
polos m!s que ceros (n-m = 2) dos de las ra!ces de la ec 5 tie~ 

den a infinite a lo largo de las as!ntotas, conforme It crece; 

las as!ntotas forman con el eje real !ngulos de 

lBO ·r txo+ '' • 9o • "2 

- uo ·r2xl+ll • 210 • 
2 

--=---~-· 
,..,~-~ 

El centroide e est! en 

e • 2:polo4 - ~ee~o4 
2 

(-l+j)+(-1-i)+(-1)+(1)-(0-3).-2-(-3) I 
2 r 

As! pues, segdn It crece, dos ra!ces de (5) se aProximan a las as!n 

~:c 

------------------~tas mostradaa 8A la f~ 15------------
----------- El patr6n de palos y ceros correspondiente se indica en la fig 14· ==================~================================ 

De acuerdo con la primera regla, el lugar geom~trico comien­

ita en los polo$ llt•Ol y tel.'Uiiha en los ceros (It="'. Como hay dos 

·Regla 3 Lugar geom~trico sobre el eje real. 

Fertenecen al l gp . aquellos segmentos del eje real que tienen 



I 
.,, .... 

.. 

':: ~~' 

• ... "'·,'ir.· 

k=CO 

-3 

Fig 15 

I~ / Asintoto 

V _rCentroide 

k=O I. I I 90° 
X 

k=O k·lb 

-2 -1 

k=O 
X -1-j 

Centroide y as!ntotas del lugar 

geom~trico 

Re 
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un ndmero impar de aingularidades (polo4 + e~~o4) a au derecha* 

Justificaci6n: 

Por definici6n, un punto 'o pertenece al l BP ai y solamente 

si cumple con la condici6n 

G(4 01 • tao•+t.36o•;lt•O,!. 1,!_ t, ..... 1 

Se demostrar& que los dnicos segmentos en el eje real que cumplen 

con lo. anterior son aquellos descritos en el enunciado de la re-

* Para el lugar geom~trico negative, se necesita un ndmero 

par de singularidades a la derecha. 

,~......,l6i..·~Z.I:..~ .... ~.t¢:.~~~ ·~..-~~i{tN'tftid tt'M· :M ~ •• 
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gla. Para ello, t6mese un punto cualquiera 4
0 

sobre dicho eje • 

La contribuci6n de un par de polos (o ceros) complejos cenjugados al 

lngule~G(4 0 )ser~ de cere grades, ya que si el lngulo entre 'o 
y una singularidad compleja es de e. el &ngulo con la singula-

ridad cenjugada sera de -0 (fig 16) 

Im 

Re 

Fig 16 Centribuci6n de polos y ceros complejo& 

al 4ngulo ~ G(4 0 ) 

Per tanto las singularidades sobre el eje real son la dnicas 

que contribuyen a ~ G(4 0). · Adem&s de estas dltimas, las situ~ 

das a la izquierda de 'o participan con un !ngule igual a cero 

grades. De donde se deduce que las dnicas singularidades que 

~----ccolaborarln son aquellas a la derecha del punto en cuesti6n. La 

aportaci6n de un cero ala derecha.de 'o es de 180 • y lade un 

polo de - 180 •, as! que para tener un total de lBO 0+l· 360 • es n!_ 

ces«rio que haya un ntimero impar de singu1aridades sobre el eje 

: $" · e 'r · 'irdtttdttr 
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real a la derecha del pa~tc en cuesti6n. 

Ejemplo 5 

(~+3) ~ , el luqar qeo~trico pos! r.s +2~+21 r~+ll r~-11 
Para Gl4) 

tivo sobre el eje real se muestra en la fig 17. 

jw 

2j 

I 
X 

0 I IE 
-3 -2 -1 Lj 1 2 3 o-

X 

-2j 

Fig 17 Lugar qeo~trico positivo en el eje real 

Regla 4 • Angulos de Partida y lleqada del tgp a singula­

ridades complejas. 

1) En lngulo de partida, e, del tpg desde un E?lo compl~ 

jo es <3 = 180 •- Z. i: de otros palos + L ~ de los ceros 

ii) El lnqulo de llegada ' del igp a un cero complejo es 

' • 7 80 •+ ~ ~ de polos - 2: ~ de otros ceros* 
* para el tgn 

0 -:--: 1: 
'•;i:j: 

ceros 
polos >-

~ otros polos 
~ otros ceros 
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Justi ficaci6n: 

Como se ha mencionado repetidamente, para que ~O perte­

nezca al lgp, es necesario y suficiente que ~G(~ 0 )=180 °+l·360 • 

It enteJto). 

Para justificar i), consid~rese un polo complejo en Pt y 

un punto ~O perteneciente al tpg, muy pr6ximo a Pt• de tal forma 

que para cualquier polo pi I Pt (o cello zj), el &ngulo del vector 

.s 0 - Pj !6 40 - zj) sea pr~cticamente el mismo que el del vector 

Pt- Pj !6 Pt- zj). Si se llama 9 el lngulo de ~O-pt, se tie­

ne 

- 9 -:!; J: de otros polos + 'E ~ de otros ceros • -1 BO • 

y al despejar 8 se logra la condici6n i. 

En la fig 18 se !lustra el uso de esta regla. 

La condici6n ii se prueba de una manera an4loga , 

iw 

8 = 180° - 6,- 82 + ¢, + ¢2 

82 

.Fig 18 Angulo de partida de un polo 

tr ~. .. "i>rlii1iil·~··~·i;·a!N·~it·~-·.;4;: -~- "~·-..t:.,--~:rrer .. ·- \ -' · - -.... --+--- ___ _::___ ____ _ 

'· 

t 

--~ 
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Ei.,mnlo 6 

Consid~rese la funci6n de transferencia 

G(4) • (4+2) (¢ 
2 +4<~+"S) 

1<~+31 ~4 2 + 1 I 

cuyo patr6n de po1oa y ceros ae muestra en la figura 19 

-3 

r---------
1 
I 
I 

~ ~ 
I 
I 
I 

L--------~ 

jw 

Pig 19 Gr!fica de polos y ceroa 

CT 
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Al respecto, se evaluar!n los !ngulos de partida del polo 

complejo situado en Pt• j 

't • -2 .. j 
y el fnqulo de llegada al cero 

En la fig 20 se muestran los !ngulos de los polos y loa 

ceroa al polo complejo Pt por tanto el !ngulo de partida desde 

el polo Pt ea e • llo'.:..lfH'+ 72°•"145" 

jw 

CT 

B, 
_\_ 

-J 

+, ::45° 
tl>r =I! 7• 
<1>3 = o• 

!~ce~• 

---e =-9o• 
·---~ 1 
···- 82 = 17• 

i: 4-polos = 107° 

ftMir,~4i. "~'~" ttbe,~•:,,•d6i¥Md1Nf·,,¥i+h·i1-,rf"ftiv!t5 fttitt ~~•\••·•• fete.,. '_., 

Para obtener el !ngulo de llegada al cero zt' se precede como 

se muestra en la fig 21" y por tanto el angulo de llegada al 

cero en cueati6n es + = 110'+360 - 110 • 360' 

, iw 
z1 
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. .p, = go• 
tPs = go• 

! ~ ceros = 1 eo• 

8, = 135° 
82 = 45 • 

83 = 1eo• 
! 4 polos = 360° 

- CT 

Pig 21 Determ1naci6n del !nqulo de llegada al cero 

t 

Como el ndmero de palos y el namero de ceros son iguales, 

no hay as!ntotas. 

El tgp sabre el eje real existe en el intervale (-2,-3). Con es­

tes datos, puede bosquejarse el tgp de G(6) del ejemplo en la 

forma que se mueatra E!n la fig 22. 1 

=======Del lugar ge~trico de G(6) • U+fl/6 2 (ejemplo 3) puede 1' 

observarse que el punta <1 • -2 es un punta coman a dos ramas in-

dependientes. Para <1 • -t, la II. correspondiente es II.~ • -dr-TJ •4 1 

I y el polinomio p(4) + ~q!<~) es 4 2+44+4 • (4+2) 2(ra!ces repetidas). · 

., wi'Mi , 'tt·trn nter·,,_. :illit2Jr;:;a,. ~ 
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jw 

8= 145° 

-3 -2 -1 a-

-J 

Fig 22 tgp de la• ra!ces de Gl~l 

Cuando en ~O la ecuaci6n p(6) + kq{~l tiene una ra!z mdl­

tiple de orden t, por '1 pasan t ramas independientes del lugar 

qeom!trico. 

Esta aseveraci6n puede comprobarse factorizando 

en donde 

pl~l + k 0 ql~l • 1~-~olt-&l~l 

ko • -pl~ol 
q (6 ~) 

y ••cribiendo la ec 5 como 

36 

pl6l + kQI6l • pl~l +k0ql~l + 1k-k 0 Jql~l·l~-~ 0 ltol4l+!k-k 0 Jql6l:O 

que, de acuerdo con la regla 2, tiene t ramas que parten del pun-

to 4
0

• 

Regla 5. Ra!ces mt1ltiples 

El valor de ~O para el cual existen ra!ces mdltiples en el 

lugar geom6trico positive* (ilamado punto silla), cumple con la 

condici6n 

dG(~) • 0 
d4 1 , ~ ·~o 

Justificaci6n: 

Debido a que si ~O es una ra!z mdltiple de 

pl~l + kql~l • 0 

cuando k • k 0 , entonces es posible expresar el polinomio anterior 

como 

p(~l + k0 ql~l· ·!~-~ 0 1.11. 614), donde .11. ~ t 

adem4s, al tomar la derivada de la expresi6n anterior con respec­

to a 6 y evaluarla en ~O se tendr4: 

~ +ko 
d6 I 

I ·6 :6 
0 
~ 

--

6 

~ ·~o 

.~~.r~-~o~~-'or~j + 

~ ·~o 

* Esta condicion se cumple tambi6n para el tgn 

.II. 1-
r~-~ol ~jl6li. o 

I ~ ·~ 0 

; 

l 
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de lo cual se concluye que 4
0 debe satisfacer las dos condi-

ciones siguientes 

p!4 01 + k
0

q !4
0
1 • o 

d~14': +todJ16' l ~. 0 
1 4•.s 0 ·6•40 

Al eliminar k0 de las ecuaciones anteriores, se obtiene 
que 

dp!.sll _ p!4
0

1 
Cl6"14•4

0 
dal6'/ = o 

4.40 

q !4 0 I 

la cual es el enunciado de la regla. Debe notarse que esta con-

dici6n es solamente necesaria y no suficiente; su importancia r~ 

dica en quepor medio de ellas es posible determinar los puntos en 

los cuales hay cruces de ramas del lgp, Esto se ilustrar! a cont£ 
nuaci6n mediante un ejemplo. 

Ejemplo 7 

Encontrar el lugar geom~trico positivo de la funci6n de 

trans ferencia 

G(.sl . \ 
11 

cuyo patr6n de POlos y ceros se muestra en la fig 23. 

De las reglas enunciadas se obtienen los s1gu1erttes datos: 

a) nGmero de ramas = 2 

b) ndmero de as!ntotas = una, a 180° 

c) lugar geom~trico sobre el eje real en los segmentos 

d) 

o sea 

38 

jw 

-3 -2 -1 cr 

Fig 23 Patr6n de polos y ceros de G(4) 

(1, -11 y (-3, _,., 

pueato que en el segmento (.J, -11 hay lugar geo­

~trico entre polos, deber! ~xi~tir algdn PUnto 

all! para el cual el lgp tenga ra!ces dobles. Ese 

punto estar! dado por unas ra!ces del polinomio. 

q(4) d~14' - p(4) ~ • 0 

(4+31 (24) - (4 2-n • 0 

----~-------------- 4
2 

+ 64 + 1 • 0 ~---1 
esto es 

4 = 0 r 
-3 - rr. 
-3 + .fs- • ..... 

-5.83 

-0. 17 

I 

••~~~.u:~\i~Mii~w'&i·h••• .. ·'·~~'"*IJ,il*~~~~--,neAAetft!ar&t!i·$?+t·weetrtwtttW¥tM#f#ii'n'U'::·nttWli'htUttt'JillrliYtilllillllflHIIi'lil. -
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~~!,existe ~~ p~ato silla en el intervalo i-i,ij localiza-
1~ 

do.~ 0 • -0.11, que corresponde al lugar en el que los dos polos 

se separan del eje real. La otra ra!z (-5.83) corresponder~ al 

sitio donde se juntan las dos ramas del !gp, pues una de ellas 

debe terminar en el cero y la otra en -~. 

En la fig 24 se muestra el lugar geo~trico positivo obten! 

do. 

jw 

cr 

Fig 24 Lugar geo~trico positive de G(4) 

Para encontrar los valores de k en los cuales ocurren las ra!ces 
-p(~ I 

dobles se utiliza k • ~ teni~ndose como resultado para q,4o' 

'· 

40 

"o • -0. 17, k • 0.34 y para 

"o • -5.83, k 7 7. 7 

Regla 6 Cruces con el eje imaginario 

Por medio del criterio de Routh es posible determinar el 

punto de cruce del !gp con el eje imaginario, as! con el valor de 

k para el cual ocurre dicha intersecci6n, 

Recu~rdese que por medio del criteria de Routh es posible 

determinar el nGmero de ra!ces con parte real positiva que tiene 

un polinomio. Debido a que cuando el !gp cruza el eje imaginario 

generalmente cambia el nGmero de ra!ces con parte real positiva, 

es posible entonces, saber el valor de k cuando esto ocurre y ad~ 

m4s determinar el punto de cruce. Para ilustrar el m~todo propue~ 

to se analizar4 er caso que se indica en la figura 25. 

Jw· 

-3 -2 -1 cr 

Fig 25 Un patr6n de polos y ceros 

•. ,.,...,..,;illilii ·l:i.itli~'•lJil4t-ilOitl»iL4o:i·••i WW~·do..:illoi·t~. ~a;~~&/il!J\.•,ulliibt~t.i""'~•ll•'~ . , 

' ! 

"+ 

;lr:ioo'!IJ!it••J t dl~-
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esto es 

G(4} • 
i4+ i j i4+2 j i4+3) 

De acuerdo con las reglas dadas, existir!n tres as!ntotas 

forman~o 4ngulos de 60°, lao• 1 3oo•. El centroide est4 dado por 

. Epoto.& - .r.'c.t~o4 
II - II ' ,. 

·- 6 3. -2 

adem4s los intervalos del eje real (-(, -2) y (-3, -•} pertenecen 

al lugar geom~trico positive; tambi~n es posible encontrar el pu~ 

to silla sobre el eje real utilizando 

esto es 

dG(4) 
~-o 

dG (4 I d ( 1 ) • 0 
~.iii"- 43+66 2+1)4+6 

o lo que es equivalente 

34 
2 

+ Ut. + J 1 • 0 

Este polinomio tiene las ra!ces 4 •-2~ ~ pero como el punto 

silla debe estar en el intervalo (-7,-2) se utilizar4 la ra!z 

4 • -2 + [f • -7.422; el valor de k asociado est4 dado, como 

se ha visto, ppr 

k c I e 2.6 
I G(-1.4221/ 

Se encontrar4 ahora las frecuencias w en donde hay cruce 

oon el eje imaginario y los valores de k asociadas a esos puntos. 

Para ello consid4rese 

p(4) + kq(o) e (4+7) (.6+2) (4+' ''<•·1 3 ' ,j 2+114+6+k. 0 

El arreglo de Routh correspondiente es 
42 

I I . 11 0,3 I . 
'2 6 6+k 

,, k 
10- 0 

'o 6+6, 

Para k > 60 existen dos cambios de signo, y POr tanto dos 

ra!ces con parte real positiva, como para O<k<60. no hay ningdn 

cambio de signo, se concluye que cuando ·k • 60 habr4 des ra!ces 

sobre el eje imaginario. Para encontrar el valor de w
0 

se usa 

el hecho que cuando el arreglo de Routh produce un rengl6n de 

ceros (para k • 60, en el rengl6n de 6>, entonces el polinornio 
I 

correspondiente al ~ngl6n ~nterior, 64 2 + 6+k, o sea 64 2+66, es 

factor del polinomio original; en este caso, 

4
3 

+ 64 2 
+ 114 + 66 • 

•(4 2 + ,, (4+6) 

Y el valor de w0 correspondiente al cruce es 

1110 • Vii 

· Con esta informaci6n adicional puede bosquejarse el lgp del caso 
.considerado (fig 26). 

. A continuaci6n se muestran algunos ejemplos de obtenci6n y 

utilizaci6n del tgp. 

Ejemplo 9 

En ocasiones el ~todo del lugar geo~trico de las ra!ces pu~ 

~.·~~~•;o\$-.~'<~'ir«twtkiMl,.i~tii~•·<A~~~ ... ,:jilfslltsitn~tw~.'i'fi•··,~·~~~·w®+:ftlt"'M'Mt'W1'*' 1111•1~••rtitdfe r~e¥ •ertnser 't'rttsttit<r·waw·~aan,• 
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de aplicarse para la determinaciOn aproximada de los ceros de un 

pclincmio. Eu est~ ejemplo se muestra como utilizar las reglas del 

lugar geomEtrico para obtener las ra!ces de un polinomio de tercer 

orden. 

s0 =1.42 

c=2 

-4 -3 

jw 

\4i 
\ 

\ 

wx 3.32; k•60 

2 3 (]'" 

' 
Fig 26 Bosquejo del lgp defejen1~ ~~r­

Se trata de determinar las ra!ces del polinomio 

4 5 + 54 2 + 34 + 12 • 0 

El primer paso ea reordenar el polinomio en la forma 

p!6l + k0q!6l • o 

donde p(6) y q(4) son polinomios factorizados. Una vez realiza­

___ : ---~ esto, se aplican las reglas generales para encontrar el lgp. 

El pclinomio puede reordenarse como sigue 

•' + 54
2 

+ 3(4+4) • 0 

I . . , - - ' . .. ' . --.. ·,-
~tU•IJUt WI >btadtr, ·•.-1~ 1 1othaw@44'i'$11o:•~"lli·i!Mt'~•,*'•~'~fM~- ... 

44 

siendo factible escribirlo como 

• 2 (6+51 + 1t0 !4+41 • o 

en donde k0 • 3 

Esta forma posee dos polos en el oriqen, uno en -5 y un ce­

ro en -4, pudi~ndose aplicar el m~todo del lugar geom~trico para 

encont.rar las ra!ces del polinomio. El patr6n de polos y ceros 

es conforme la fig 27. 

jw 

-6 -4 -2 (]'" 

:FJ.g n ...btr6n de poloa Y-~ 4el.-- polinomio reordenado 

El lugar geom6trico en el eje real est4 en el seqmento comprend! 

do entre -4 y -5. 

., 
1: 

--- ,.~jb ... ii'VtH!Ct -----41 
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. Hay dos as!ntotas que fonnan Anqulos de 90° y 270° •. El centro! 

de est.l en 

·e • -5+4 
-r-r r 

T 

El valor de ll para el cruee del tgp con el eje imaqinario est& 

dado por el criterio de.Routh, y la ecuaci6n caracter!stica es 

4
2(.r.+SI + ll(.r.+41 • 0 

4 
3 

+ 54 2 + ll.r. + 4/l • 0 

El arreglo de Routh es 

'3 ,, , ll 

'2 5 4/l 

,, ll 
J" 

'o 4/l 

Como no puede haber dos cambios de siqno sea cual fuere el valor 

de ll entonces el tgp DO cruza el eje imaginario. 

Bl Gnico punto de despegue ea el origen (puesto que hay poloa 

dobles) • 

Con estos datos y utilizando la condici6n de maqnitud y Angulo, 

es posible obtener el tgp(fig 2~. 

r 
Usando la condici6n de magnitud k .-.r. f.r.+SI 

se determinar4n los puntos del lugar geo~trico con k•3. Usando 

~ll~~ ···t+' .~:tht4-··w~i-.. lkaiMLt~~"~'--~~~~A-o: .. ,r~~~~#tJ&ifith~,.~ 

k=3 

k=3 

-5 -4 -3 -2 -1 

I 'l I ' -j 

2 cr 

,k=3-4' 
: l--2j 
I 

lit- 3j 

" 1H-4i I 
I 

F.ig 28 6+4 Lugar geo~trico de ~ 
4 (4+51 

un mdtodo 4a ensayos, se encuentra el valor 

4 • -4. 19 

46 

Aun cuando es factible seguir usando est:e lllltodo para en­

contrar las dos ra1ces restantes, tambi'n •• posible factorizar 

el polinolllio por medio de ~· diviai6n 

r.r.
3

+s.r. 2+3.r.+J2l/l.r.+4.19l • 4 2+o.Jr.r.+f.46f 
y las ra!ces del cociente son 

-.055 !. I.S66j 

Las reglas citadas anteriormente, parmiten·bosquejar el 

tgp. Sin embargo para mayor precisi6n, suelen usarse transporta­

dores especiales, a fin de verificar que la condici6n de Angulo 

'~~i·M'I:o wigatr~G!itrttfti&L' -~~~ ~-I Ylljli-: 
.... -. . . - .\ 

er: + tt±Miort&t''N'Cttcns~ d ·w 
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en puntos determinados. 

Ejemplo 10 

Consid~rese el sistema posicionador d~ v!lvula de la fig 

29 a), mismo que ha side analizado en el cap 7 sec 2, y el cap 

8 sec 5. 

Amplificodor 

K 
81 1 vl 1 v3 s2+5s +8 4> 3/s 4>2 1 v2 .... ~: 7 

Fig 29 

" 
Servomecanismo posicionador y su 
reograma 

El amplificador tiene una ganancia k • Se desea: 

---------"~--1 lugar geometrico de los poles del sistema- realimen-

ii) 

t:ado 

El valor de k necesario para que los poles dominantes 

tengan un amortiguamiento t = 0.6 

.... e"r'll~~•-.;iat•••:••;r 1#1Mirr"~~,·~·~t.:,'7~U·' ·~ .... ~--&\aStJI&.-· .--• .-~ . ., 
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A partir del an!lisis de la sec 2 del cap 7 se obtuvo que 

la funci6n de transferencia del sistema es 

+2 (4) • 311. G(4) 

e1 (4) 1+3kG(4) 

donde G(4) • 
6 (6!+54+8) 6[!6+2. 5! 2+1.3229 2] 

El patr6n de poles y ceres de G(6) se muestra en la fig 30 

t--------
1 
I 
I 
I 

jw 

2j 

I I I 1 t 
-3 I -2 -l -I (T 

I 
I f . ._ __________ , 

-2j 

Fig 30 Patr6n de poles y ceres de G(6) 

Las reglas de construcci6n del lgp arrojan los siguientes 

resultados: 

---~) El tgp en el eje real est& definido en el intervalo-----------------

. ii) 

a<O 

Existen tres as!ntotas, a 60°, 180"y -6o•, partiendo 

de un centroide situado en 

~,. ~ 

~- ~' 

• 
'~ 

f'htM 
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n m 3 
- <.5 -5 --=3 

49 e • . J-•lr ll'.l LoL ·;,.l: ~ v - ~ • .J 

iii) El ~ngulo de partida del polo situado en (-2.5+i.3369jj 

est! dado por 18 0 °- e 1 - 6 2 = 1 8 0 o - 9 0 • - 15 2. 73 • • -6 2. 73 • 

iv) Como los puntos silla, cuando existen, satisfacen la 

ecuaci6n 

J­
p(~) ~- a(~) d~1~) • 0 

es necesario investigar si alguna de las ra!ces del 

~olinomio anterior esta sobre el lugar geo~trico, y 

en dicho case corresponder! a un punto silla; en el c~ 

so en cuesti6n q(~) • 1 y p(~) • ~~~ 2 +54+8) como las 

ra!ces del polinomio 

que son 

3~ 2 
+ 104 + Sf• 0 

47 • -2 

~2 • 
4 

-J 

est!n sabre el lugar geo~trico ( el eje real negative) , 

eer!n puntas sillas del lugar geo~trico. 

·v) Para encontrar la intersecci6n del lgp con el eje imagina-

rio, es necesario construir el arreglo de Routh que para 

el polinomio caracter!stico 4 3+S4 2+84+3k que es 

63 I ' ' 

''I ' .. . Jk 
,, . 8-~ 0 

6o 3k ------

SegGn el ejemplo A de la sec 5.1 cap 8, cuando k·j0 el poli 

nomic caracter!stico tiene un par de ra!ces imaginarias (dadas 

por w • li'). As! pues, el lgp corta el eje imaginario en 

Ill. 18'=!.2.828. 

(=co, 8=0.6 

Fig 31 lpg de 

jw 

I 
I 

"r~2+S~+8l 

' 
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Jl . ..., 

2.82 j. k=40/3 

~ I 

-2.82j I 

I 
! 

-....-.. -~,rt-rir·•a~ ... .¢~ .... ~;..~. talilllt•iMiff·Mliilh!~ tF'f ••-*•xtmCMNtW.INII~•d hbt?ii#t'tl.»t·'t' ,;,._ 1f· i'fllllrM·!oD!tM'Mf 1 
,. ci&b'mtr f . ur······· 
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Ya dibujado el lgp, se traza una recta con pendiente 

11- £.
21 

• 8 1 D b • 
- ------ • --6 = .333, que corta al ~gp en el punto .81 + 1.3 j F. • 

(fig 31). A este punto corresponde una ganancia dada por k•2.8 

·Puede averiguarse f~cilmente que la tercera ra!z est! localizada 

en 4 • -3.37. 

La respuesta a escal6n unitario del sistema para el valor de k=2.8 

se muestra en la fig 32. 

1 

y ( t } 
u ( t} 

___ LEntrodo 

---- ~,~==~-------

Solido 

0~~--------~--------~~--------~~------~~ 0 0.5 
~ 1.5 

Pig 32 Respuesta a escal6n del posicionador 
__________ v5lvula 
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tulo anterior con los valores 

kl k3 A/lA . 10 

k2 lt3 = 5 

k 4 AliA • 6 

t • I 

Se desea saber el valor de ! 1 necesario'para tener un sobrepaso 

a un escal6n de 41. Para lograrlo y suponiendo predominancia en 

la respuesta de tm par de polos complejos, las singularidades en 

cuesti6n deberful tener, de acuerdo a la. fig· 21 del· cap 7, un amor 

tiguamiento de 0.70. 

.. 
La funci6n de tra~sferencia ~ 

-':(6} , para los valores n~ricos su 

puestos es 

IO/t 1 
, 3~-54 2 ~64+1o(i _,, 

I 

Haciendo It • 10 If -1), queda q(4)•7, p(4) • 4 3 + 54 2+64 o sea 
1 

que los poles est4n localizados en 0, -2 y -3 que son las ra!ces 

de 4
3

+54
2

+64 y no hay ceros en el sistema. 

Aplicando las reglas, existe lugar geom~trico positive en los 

segmentos (fig 33) 

-2<4<0, 4< -3 

Ejemplo 11 ------Hay tres as!ntotas, a~ 60° y a 180•, cuyo centroide yace en 4•1.66 

Consid~rese el caso del servomecanismo hidr~ulico del cap1-
porque 

e • Epolo4 - l: c.e.tt04 • .:i • - J. 66 
n - m 3 

~ 

• 
' 

._i 'll&r:a·,••• u=wr·-wa.:.,ll)i;l(i" -:.-"'"'" ¥fi•'•lll;d>~---.&·, '-'•x•.._ ~i•hitte'J~,;;••rt.it , --- •fftt·e6-di ,.,vde·t·:nrtt: I ,wcfi.toWtwtiSiftii'n'd i !,& 
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Existe Q~ pQ~to de desprendi~~ento an el l..gp, dado POr la solu 

ci6n de 

d 3 2 2 il6 { 4 + 5.6 + 64) • 0 • 34 + I 04 + 6 

ecuaci6n que tiene una ra!z en 4 • -.7& jla otra1 en 4• -2.541 

corresponde al luqar qeo~trico neqativo). 

Los cruces con el eje imaqinario se obtienen de la tabla de 

Routh para 4 3 + 54 2+ 6.6 + k 

63 I I 6 

62 I 5 k 

'I 6-k/5 

6o k 

Para ~ = 30 se tienen dos ratces complejas 1 soluci6n de 54 2+30=0 

(4 • ~ 2.45j) 1 loqr~dose ast la intersecci6n del .tgp con el eje 

imaqinario. 
jw 

2.45 j 

-3 (T 

54 

Una vez trazado el l.gp (f-L(I· 11) 1 se dibuja una recta a 45' (lugar 

qeo~trico de los puntas con amortiguamiento 0. 70)1 que cruz a al 

.tgp en 4 • -.7 ~ .7j 1 correspondiendo a estos valores una ~~3.514. 

De este valor de~ puede jeterminarse el valor de t
1 

que es t
1
=.74. 

La ratz restante puede obbenerse fScilmente 1 ya sea despejando de 

p (4 I + kq {4) " 0 las ratc·~s conocidas 1 u obteniendo por aproxima­

ciones sucesivas la 6 0 {.6
0
<-3) que corre_sponda al valor de k ante­

rior. Tal punto es 4 • -3.606. 

Luego1 la func16n de transferencia para k • 3.51 est4 dada por 

v (4) 
_iTIT 

13.514 
(6

2+1. 46+9. 8) (.6+3. 606) 

siendo su respuesta a un escal6n unitario: 

[3. 824-0.4194 ~~.- 3 • 606£-3.27 e-· n eo<~(. U-32•l]u:_
1

1.tl 

~ . 
De los coeficientes de la f6rmula anterior se observa que los po-

les en {-.7~.7j) son dominantes 1 y que su posici6n es el principal 

determinante del comportamiento din&ndco del sistema. As! pues1 la 

k obtenida dar~ con aceptable aproximaci6n el sobrepaso impuesto 

como condici6n de diseno. ~orno puede comprobarse observando en ta 

fiq 11 del cap 81 la respuesta de escal6n al sistema cuando t
1
• .7 

y .t1 ~ • B. 

----------~ ...... =-1.66 ------------- Ejemplo 12 --~-~ __________________ -~ -------
Se tiene un sistema realimentado1 cuyo diaqrama de bloque se mues-

tra en la fig 34. 

Se quiere encontrar el valor de k tal que se cumplan las siguien-
Fig 33 lgp para p{~i .6 

3 
+ 5~ 2 

+ 64, q ( 4) = I 

F' · , t('dtin: · «rriii••N•IIINM'ian .wr~·:arililtdllriM•IW•'!MJi:~··Mitt#•'rrrct'-llili:fmkwW•I','illtt•'etzf'st+he~~.~·+141'11111i'rilll~tr~W•rilri',.ill_.. 
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s+4 
I I ... y (s+l)(s+2)(s+3) 

Fig 34 Diaqrama de bloque de un sistema 
realimentado. 

tes condiciones: 

a) El tiempo de asentamiento debe ser menor o !qual a 4 

b) El sobrepaso a escal6n debe ser menor o igual a 0.43 

c) La constante de error a escal6n necesitar ser la mfni-

ma que cumpla las condiciones a) y b). 

Siquiendo 1os pasos usuales para la construcci6n aproximada del 

tgp, ae obtiene el que aparece en la fig 35. 

jw 

3] 

2j 

a-

-j 

-2j 
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Las !ntersecci~~es entre el tgp y el luqar geom~trico de 

los puntos con amortiguamiento ~ ~ 0.101 (correspondiente al 

sobrepaso deseado) ocurren ~O • (-1.3~ 1.3jl con un valor de 

1 • 1.2. No hay intersecci6n con la recta~ • -1.0, por ende, 

la condici6n a) es siempre satisfecha. Como para k > 1.2 el amo£ 

tiguamiento ,de las ra1ces asociadas es menor que el deseado, el 

punto ~O cumple con las metas del disefio. El polo restante, flci~ 

mente obtenible dividiendo 

- p(~l + 1.2 q(<l} 

((~+1,3) 2 +1.3] 

o med~ante aproximaciones sucesivas en el intervale -4 < ~ < 3, 

esta en - 3. 2 33 

La funci6n de transferencia del sistema realirr~ntado resulta 

1.199 1~+4) 

(!~o+J.3) 2 +1.3~) 1~+3.233) 

Analizando esta funci6n de transferencia e§ aparente que los po- _-

los complejos en ~O =-1.3 ~ 1.3j dominan la respuesta a escal6n, 

tanto por encontrarse mucho m!s cerca del origen como por hallar-

se el polo remanente (~+ -3.233) mucho m~s pr6ximo al cero 1~·-41, 

lo que pr~cticamente cancela su residuo. Bl an~lisis de la respue! 

ta mediante polos dominante es adecuado. 

Bn la fig 36 se muestra la respuesta a escal6n del sistema para 

-------------el valor de k • 1.2 

-3j 

Fig 35 1.+4 
tgp para G(~)· (~+11 {6+2) (<~d) 

.... ~•··~ ·~1'"*-h ... •~,....mu.~•-: ~·,;. .,,j.-:w.••iMIIw'll"ilm!r¥r·•• 

En ~~s ejemplos se tuvo como parfimetrc de disefio una gan~ 

cia, present~.dose en ellos dos fen6menos: 

·.t. 

• ,-"•' 

_{ 

. ____,_._ 
I ... "rl¥r'lit?Mi) -t M'i«whMiW'#Mtmt~ .M•Htr · inriiicrirwrw• 7 ""i'd-se M' ·r·+ 
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-'---~· 

~,-~,.;,.,{,...,,,.~~,., .. ~-'·IMIH~Mi'iliiol'lo.Wtiicf 

"' 

y(t) ...Entrada 
u (I) / 
________ 1 _______________ _ 

Solido 

0.5 1 1.5 

=---===-~-Fig 36 Respuesta a escal6n para k~l.2 

i) Bl tiempo de asentamiento del sistema realimentado 

no pudo disminuirse arbitrariamente incrementando k, 

ya que en el tgp los polos dominan~es no se desplazan 

hacia la izquierda al crecer la ganacia 

ii) Si se desea disminuir la constante de error a la ve12 

cidad, esto puede loqrarse por un incremento en el s2 

brepaso a escal6n, teni~ndose ast, un sistema poco es 

table~-~---------------------------------------;--~--~=======================:::~~ 
I 

* '", 'Wtt :r~#:Sbfrfth· ¥in ;,;+Wrte'htr :rdttdtft'·tttt!...,.,· tt dtri +rntWer' '\ill& t:f # #dfi:' Wr'N 'ttl# nib .) 
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I 1. Introducci6n 

Para el disefio y an&lisis de sistemas de control es necesario 

tener un modele de la planta. Se ha visto en capitulos ante-

riores que cuando ~sta es lineal e invariable con el tiempo y 

est& en reposo,la respuesta a cualquier entrada puede ser ob­

tenida a partir de h(t), la respuesta a impulse del sistema, o 

de su matriz de transferencia H(S). En la nr&ctica, sin embaE_ 

go, noes f&cil obtener la funci6n de transferencia H(S). T6-

mese como ejemplo la situaci6n en que se desea obtener la fun-

ci6n de transferencia <ie un circuito que supuestame~ 

te funciona como un amplificador operacional. Aunque se conoz-

ca las "interconexiones" internas de las componentes del cir-

cuito (fig 1), es demasiado laborioso obtener H(S);Se podria 

pensar entonces que experimentalmente es posible 

~ 

"J 
C;~ 

Vs 
J, 

F,g 1- ES9u~ma e:Je ~.Jn amrlif,"cadvr opert~I'!IOI!Cf 

~~7·:~.£"":-:~,..:&;~UJ.:J.rttJ.;.~~ .. ',t...4iwo\·&;a,~~·.J_~:~·~~-~~-~-··':'. ... ..A~il<¥ &·~g.-'~ .. ~~\Miia· it &Aw·Q 
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obtener la respuesta a impulse h(t), o la respuesta a escal6n 

y de esta manera obtener un modele del circuito que permitiera 

analizar los efectos que producirta la inserci6n de este circui 

to en un sistema de control. Esta altcrnativa, como se ilustra­

r& en el siguiente ejemplo, no permite obtener experimentalmente 

una descripci6n f~l de los sistemas. 

1.1 Ejemplo 

Cor<>id~rense dos si:;tema s 1 y s
2

, descritos por las funciones 

<ie
1 

transferencia H1 (S) y H2 1S) respectivamente. 

HI i ~ 1 = 
2 

H (-<~)= ··~ 
2 (.1.6+1)(.6+2.6+2) (.62+2.6+2) 

La respuesta a escal6n de cada 'lno de estos sistemas 

91 (t) L -I ( i 2 • I+ ·t ;; 2 J I<~ +26+2) iT' e .()('h (t·"I35•J 

9 2 ttl 
L- I [!_ _I_ ___g__) = I - _!_ 

6 
· .1.4 +1 · .~ 2 +2<~+2 J 41 

e-IOt+ ID -t ;n-:'-e <~ert(t-141•) 

Anal1tica..,'ente las funciones 9 1 ( t) y g 
2 

( t) son distintas, sin em­

bargo las gr&ficas correspondientes como puede apreciarse en la 
Si 

fig 2 son pr&cticamente iguales, asi qu~ determinase experi-

mentalmente la respuesta a escal6n ~l sistema .S 
2
1 Je acuerdo a 

un an&lisis para un sistema de segundo orden, se pensar!a que la 

funci6n de transferencia correspondiente fuera 

H 
2 

r ~: 

~ ·~~•e•w.fiMir····' 

_ _L 

.6?•2&+ z 

'Wi't·&tb'·WilW> Ui!IMt,j'(; tb.#tl 1~···-f''<ff' '':th;irMirtBtiWf· I 
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1#.El\ tl(t) 
I 

3 

i 1 

u 1~ ~ t.S 10 -t-

_, __ 

~ 
(.t:r.) 

~Fig 2 {a) respuesta escal6n del sistema ~I 

(b) respuesta a escal6n del sistema G
2 

Par esta raz6n, podr!a concluirse que el sistema mostrado en la 

fig 3,es astable para cualquier 

~ ;1-i H,(•) I I ~ 

Fig. 3 Sistema realimentado unitariamente 

valor de K, en particular Kcl5. Pero en verdad el sistemaJt
2 

re-
------~--
~=========alimentado~como se propone,es inestable como puede comprobarse 

par el criteria de Routh aplicado al polinomio 

~ 3 +12~ 2 +22~+ 20(!+K) ~ 3 +12~ 2 +22~+320 

iw t H#w'*dd6ftJ!IJ8' iiMffMP>r••·t·:~t·e~r ..... JII ,·.,.il~'·ii&li!;1't·riifr·~ NiJft·ftt··r fi·Nrtittlt'· tiM 
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Par las razones anteriormente expuestas se presentara en este 

capitulo una manera alt2rnativa de caracterizar a los sistemas 

eatables, lineales e invariables con el tiempo, que es partie~ 

larmente adecuada para obtener modelos de dichos sistemas a paE 

tir de datos experimentales. 

Esta caracterizaci6n se denomina respuesta en frecuencia del sis 

tema~consiste en evaluar H(S) a lo li1rgo del eje imaginario 

.4= jw, esto es H ( }"1) para 0:: W<ro. El nombre respuesta en frecue~ 

cia se debe a que H(jw 0 ) caracteriza la respuesta del sistema 

para t- cuando la entrada es una sinusoide de frecuencia w
0

• 

La respuesta en frecuencia presenta las siguientes ventajas so-

bre las caracterizaciones estudiadas anteriormente: 

a) los modelas de la respuesta en frecuencia, obtenidos a partir 

de datos experimentales, son mas fidedig?os_que los que se­

pueden obtener a partir de la respuesta a impulse o a escal6n. 

b) la dimensi6n del sistema, tiene menos influencia en la compl~ 

jidad de los analisis cuando se usa la respuesta en frecuen-

cia que cuando se lleva a cabo en el dominio del tiempo. 

c) algunos an!lisis en el dominio de la frecuencia, tales como 

estabilidad, no requieren que las funciones de transferencia 

de las componenetes del sistema sean funciones racionales. 

2. Respuestas permanente y transitoria 

Como se mencion6 anteriormente, la respuesta en frecuencia recibe 

-#rl *'*'#?;'* 
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su nornbre porque un sistema estable, lineal e invariable con 

el tiempo, !a salida debida a una entrada ~enw • .t, cuando .t+m es 

y(.t)= IH(jw0 J I <~en [w
0

.t + r H{jw
0
il 

en donde H(S) es la funci6n de transferencia del sistema. 

En el siguiente ejemplo se iluestra este resultado. 

2.1 Ejemplo. Consid~rese un sistema lineal e invariable cJn el 

tiempo yen repose en t:O, cuya funci6n de transferencia es 

H(-1) 
~--;-a 

y ademas a >0 

Cuando en .t=O se aplica la entrada 4enw
0
.t, de acuerdo a lo tra­

tado en el cap!tulo 6, la salida y!t} esta dada por 

y(.t) L- 1 (~~a ·L{<~e.nw0 .t\J 
= L-1 

[ _7 . w0 J 
~+a <~2+w~ 

Por medic de la evaluaci6n grafica de residues y de acuerdo al 

patr6~:_~l~s y ceres (fi~4> 

---~-----

\, 

rm 
jw. 

-· R~ 

Jt.fle 

Fig~·· Patr6n de polos y ceres de 
4

+a 

S"! ob-c :_~:le que 

( ) - wo -a.t 1 
Y .t --r---7 e.+ ~ <le.n {w .t-q>) 

en donde .tnrp = ~ 
a 

a +wo p:,~a 0 

~ 
-1 +wo 

Entonces la salida y(t), se compone de la suma de dos t~rminos: 

y 1 ( .t) w0 -a.t 
~e 

2 2 a +w
0 

y 

7 
Y2 (.t) = Hn{w

0
.t-<"p) 

al t~rmino ~(.t) se le denomina respuesta transitoria porque 

como a~ 0, YJI .t) ~o para .t~~ 

6 

II' ill~ ,;•' "<J u····lj..'"'~li~m.-~~•·•·:>l• 'ililt·i'ltiiioii> P!t~ Wfil!! ·nlifl· 'mi'htioM"7i'&iiFMit!!ri' ~fi{'(#tft* '·' r·tt·tm·rtit'Mf'ft re'bMlEiiirlllTflm'rnrw 
I 

I 
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al t~rmine y2 !tl se le denomina respuesta permanente perque 

y2 !tl es una funci6n peri6dica. 

7 

En la figura ,:: se ilustran las funcienes y
1 

(t:l ,y
2

(t:l, y(t:l y la 

entrada para el case particular a=l w0 =2~ 

'h:_ 
I ,. ... t. 

{a) 

~ 

'J{,t) 

~ 

Debe hacerse netar que el t~rmine permanente y
2
!tl es 

porque 

y 

rH(jwol I <len (wot + ~ H(jwol) 

IH(jw 0 1 1=/Jw>a I fw1-~;r 
-I 

~ H (j w 0 I • t11 (-~I • 
a 

8 

Las censideracienes anterieres pueden extenderse al case general 

en que se cuenta con un sistema lineal, invariable, estable y en 

repose al cual se aplica una entrada ~en w
0
t. 

La salida y(.tl, est~ dada per la integral d~ convoluci6n 

y(.tl = fo.t h{o) sen w
0

(t-al do 

y de acuerdo a la identidad trigonom~trica 

~en(a·b)= 4en a co6 b- co6 a 6en b 

(-c) ---,..-----------------------~-----~--------,-------------

Fig t.. (a) respuesta transiteria (b) respuesta per­

manente (c) respuesta global y entrada 

la filtima integral puede expresarse como 

y(.t) =Sot lt(o) (6en wot C06 Wocr - C06 wot 4en Woo ) do 

tt:t. .e;r&rn•··W'd&etn'ar•~&Amrtffl:, ~'W-1WtdMiiMh &i.'hlf#i'v=u 1 'tktfhtw·· ;i, *'ta.&M· wee':fftW':dN:t·Htft"t':ffltiiritMrtri"t i'tcm ;; rtumt · tf:nr · tft t ~evri" 
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= ~t h(a)c.o6 w0 a da ]6elt w0t- ~ t h(a) 6Hl W
0

ada }a6w
0

t 

y expresando la integral de cero a t como la diferencia entre 

la integral de 0 a ~ y de t a ~, se obtiene 

y(t) = lfo 
00 

h(a)c.o6WOada J6en w0t - [Sa~ h(a)6en w0ada Jc.o6w 0t 

{too h(lt} c.o6w0G"d0"] ~enw 0 t- ~.:t~ h(cr)6enw
0

a da] c.o6~ 0 .:t 

Cada uno de los dos prfmer:os t~rminos representa una funci~n pe­

ri6dioa, mientras que cada uno de los dos filtimos t~rminos ,· tien-

de a cero conforme t~~ porque 

. \S.:t 
00 

h( a) c.o6w0a da I < t~ I hla)l dcr 

y como la respuesta a impulse de los sistemas estables es absolu-

tamente integrable* esto es, 

Sa~ I hI a I I do <~ 

se tendrli. que 

* V~ase capitulo 7 

umJ~ 1 hralj de= a 
t->m 

t 

10 

De esta forma la salida puede expresarse como la suma 

de dos t~rminos 

!/~ {.tt +-tj2{t) 

en donde 

y 1(t)= [£m h(a) C.06WOoi:fcr] 6elt w0.:t- (fom h(o) 6elt w
0

ada)C.06W
0
t 

es una funci6n peri6dica y c.n particular sinosoidal y 

y2 (t) = [St~ h(ai c.o6w 0odo) Hnw 0t- [St~ h(a)6enw0ada]c.o6w0.:t, 

q~~ tiende a cero cuando t~= 

>~ primer termino se denomina respuesta permanente y el segundo 

respuesta transitoria. 

Exa~inando mli.s detalladamente la respuesta permanente, debe ha 

cerse notar que 

Sa~h(a) c.o6w0ada Rea..f. [Sa~ e-iwot h(cr)dcr 1=Re~(jw0 J) 

ro~ h(cr)6ell woada= Ima.g.ina.JrA.a. [So~ e-Jwot h(cr)dcr 1 
= Im ~(jw0 ) J 

o .sea que 

y 1 (tl = Jr.e6puuta. peJtma.nente= Rta.l. (H(jw
0

) J c.o6w
0

t 

) 
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+rmf(jw
0

) }enw
0
t 

s~- e-at I h(.tJI dt<.. -~----
IH(jw) loen (w .t+ ~ H(jw 0 J . • . . 

o para o~ 0 y por e1lo el eJe ~mag~nario pertenece a la reg~6n de 

En vista del resultado anterior, dado un sistema lineal, e inva-

riable aplic~ndole una entrada oenwt puede determinarse experi­

mentalmente IH(jw) I y ~ H(jwl esto es H(jw). De esta manera p~ 

ra cada valor de w, se determinan des par~metros del sistema: La 

magnitud y el !ngulo de la funci6n de transferencia evaluada en 

o• jw. 

Lo que hace especialmente Gtil a la funci6n H(jw) es que de ella 

se puede determinar la respuesta a impulse, o sea que H ( j .') car a~ 

teriza completamente al sistema como se ver! a continuaci6n 

3. Propiedades de H(jw) 

La respuesta en frecuencia de un sistema estable, esto es, su 

func16n de transferencia evaluada en el eje imaginario, contiene 

toda la informaci6n pertinente al sistema. Para ver esto basta 

probar que la respuesta a impulse h(t.) puede calcularse a partir 

deH(jw). 

En el capitulo 7 se vi6 que un sistema era estable si y s6lo si 

su respuesta a impulse era absolutamente integrable, esto es, 

)
0
"'1 h(.tJI d.t<oo 

esta Gltima relaci6n implica que la integral 

convergencia de la transformada de Laplace. Siendo este el case, 

la transformada inversa de Laplace de H ( o), L -I i H ( o 11 (ver ap~~ 

dice 1), puede definirse como 

h(.t)• t- 1{ H{ol} 
Zl'f I,. .. ejwt H ( jw) dw 

y per lo ta;.to, basta con conocer H ( jw) (H ( o) evaluada en el eje 

imaginario) para caracterizar al sistema. 

La f6rmu1a anterior permite obtener la funci6n del tiempo que ti~ 

ne una transformada H(jw) y existen m~todos num~ricos eficientes 

para llevar a cabo la i~tegraci6n indicada. Sin embargo el estu­

dio de los sistemas a traves de la f~nci6n de fransferencia eva­

l~ada e~ el eje imaginario permite llegar a disenos de sistemas 

de control sin necesidad de utilizar expl!citamente la respuesta 

a impulse y en la pr!ctica es m~s coma~ dar especificaciones en 

el dominic de la frecuencia que en el dominic del tiempo. Los 

!ndices de desempeno que ser!n estudiados m!s adelante est!n b! 

sados fundamentalmente en criterios de estabilidad. 

El valor de H(jwl para una "w 1" fija es un nGmero complejo del ti 

po 

H (jw
1

} X(w 1 i + jfiw
1
1 (1) 
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en donde X(w) Re (H(jwl). ~(w) = Im (Hijwl} 

por lo tanto 

.La r~puesta en frecuencia, Hljwl, se suele representar tanto 
---------~~-----------

H(jw) 
~ ~ a. +W ---~--~ 

en su forma cartesiana (1)' como en la forma polar(2) 

h(jw) = M(w) eil (w) 

en la que la ma~:g1itud M(w) viene dada por 

M(w)= t/x2 (w)+'f2 (w)' 

y el ~gulo I, llamado "fase" es igual a 

I (w) = tg- 1 !Yiw)/X(w)) 

CZl 

Para comprobar la equivalencia entre las representaciones (1) y 

(2), basta recordar que 

ejl = eo~ , + j &enl 

Notaci6n: El ntimero complejo Meil como se hizo en el cap!tulo 6 

se representar! como M {_J_ . 

de un sat~P 
Veamos ahora un ejemplo de una representaci6n~r medio de la res 

puesta en frecuencia. 

&. J Ejemplo 

Sea la funci6n de transferencia 
-\ 

H (& l s 
~ 

y entonces las partes reales e imaginarias de la respuesta en 

frecuencia resultan ser 

X(w) ct2+~2 • Ylw) 
-w 
az+W7 

Aplicando las f6rmulas correspondientes; la magnitud M, y el 

!ngulo ~ son: 

,'.i{ w J ~ ----
a2+w2 

"t~)=- tg- 1 (~) 
a 

Las gr!ficas de X(w), 'flw), M(w), ~ (w) vs. w se muestran en la 

figura f. __::__,. 

)C(UI) 
"'l(w} 

{0.) ' 
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'1.,. 

(b) 

Fig~. Graficas de la respuesta en frecuencia 

de H(~) =~!a (a)Forma cartesiana {b) 

forma polar 
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De la figura anterior se pueden apreciar ciertas propiedades de 

simetrfa, que son validas para cualquier sistema cuya respuesta 

a impulse h(.t) sea una funcif:1 :Leal: 

i) 
(

ffw) = -yf-w)_ 

Xfw) = )(f-w) 

f
l(w) = -1-hv) --, 

u M(w) = M(-111) 

----<;---------· 

I, 

Solamente demostraremos la propiedad de sirnetr{a i), ya que la 

propiedad ii) puede ser obtenida facilmente expresando M(w) y 

I (w) en funci6n de Xfw) y yfw) 

Para la demostraci6n de i) basta evaluar H(jw), lo que se hara 

utilizando la definici6n de la transformada de Laplace. 

hi;,<') So" e·jwt h(.t) d.t =J
0 

.. (co4wt - j <~e.nw.t) h(.t) dt = 

---

' 
---T 
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;,;•.c.;DIC~ A TRA.ISI"OR:IhD,'. J: :L.A?LJ\CE 

A:-r:--rntroduccJ.On 

La transforr.:ac:iCJ. de La,:>lacc e:; una de lus :1errar.ti~ntas mlis 

pr:!cticas en la soluci6n de ecuaciones diferenciales ordinarias 

de coeficientes constantes. Su utilidad se manifiesta al ~erm~ 

tir resolverlas por rn~todos merarnente algebraicos. 

2.1 DefL1ici6n 

La transformcua de La,:>lace conviertc una funci6n C:~l tiem,:>o, 

6ft), en otra funci6n 61-6) donde 6 es una variable com,)leja. 

2 

.(l6ttl} 

y se define mediante la integral 

z<6(t)} a 6t:,)=J~ e-~t6(t)dt 
0 

( 1) 

En el texto se hara referencia a 6(t) como la funci6n expres~ 

ca. "an el dominic del tiempo", y a 6(~) como la funci6n expresada 

"en el dominic de la frecuencia". 

A.2.l Observac~ones 

il La integral (1) se efectua entre !!mites definidos, por 
•==-- --~ - ··--=-

Por ejei:l,:>lo, la funci6n i ( t) dada r?Gr lo tanto la variable real t dssaparece completamente 

Htl 
·{0 paJta t<O 

-t e paJta t?_O 

Se transforma, como sever:! en secciones subsecuentes, en una 
• 1 

nueva funci6n, 61~1 = i+T 

La variable compleja 6 es de la forma 6= + jw, donde j=r-r', y. 

tanto a como w son nGmcros reales. La parte real de ~ es a y se 

denota como Rz(~J. La .,arte imaginaria de 6 es jw la cual se desis. 

na como 1m(<~). 

La transformada de Laplace de una funci6n 6(t) se representa 

como 

quedando la integral en funcion de la variable ~ sola-

mente. 

ii) La integral (1) considera dnicamente la parte de 6(t) 

definida en el intervale t?_O. Por ello, dos funciones 

id~nticas en este intervale tendran la misma transforma 

da de Laplace. Para evitar ambiguedades al respecto, se 

supondra que las funciones bajo estudio valen cero para 

t<O. Esto,aunque limita el campo de aplicaci6n sera suf~ 

ciente para nuestros prop6sitos, pues en la soluci6n de 

ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales en t=O 

se requieren unicar.:ente funciones que esten definidas 

para t>O 
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A.2.2 Condiciones de existencia de la transformada de Laplace 
2 t 

Se sabe de la existencia de funciones como tt, e(t I, e(~e __ l~---~-

_que .no-tienen transforlllild<L da Laplace-.-- por lo q~.~a- &Urge-~a pr~ 

gunta: LQue clase de funciones la tienen? 

Puede responderse parcialmente a traves de una condici6n sufi-

ciente, esto es, una que al ser curnplida garantiza la existen-

cia de la transforrnada de la funci6n. La condici6n es:* 

"si existe una:> o tal que se curnpla 

J: !6!.tl 1 e-otdt<~ l2l 

~- ~entonces existe una funci6n 6t~l·~f6[t)} 

Se llarnara regi6n de convergencia 2 la parte del pl~~ ~~pl~ 

jo dada per Re[&)>o 

La mayoria de las funciones de interes en la soluci6n de 

ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes CQ~ple la 

condici6n (2) para algun valor de o. Cuando este es el case, la 

integral (1) existe y 6 (.; l es continua y posee todo tipo de deri 

vadas en la regi6n de convergencia. Se volvera a hablar de 

esta regi6n al tratar acerca de la transformada inversa de Laplace. 

Fuera de ahi, se supondra que (2) converge para algun valor de 

6. 

* Cabe hacer notar que dicha cor.dici6n no es necesaria, es decir, 
que hay funciones para las que esta no se cur,ple, y aun as! 
tienen transformada de Laplace. 

Cuando .(_1 6 (t) } existe, puede definirse tarnbien como un 

limite 

.(!6{t)} 61&1 • .Um 6rl4) 
T+• 

( 3 J 

donde 6rl4) es la integral propia 

JT ~ 
6rl&l : e-~> ... HtlcU: ( 4 J 

0 

4 

La funci'Jn 6r(& l converge pun to <' punto (junto con sus deri 

vades), hac_a 5(&) ~'Jn:'::-rrne T -i_.,nde a ::.nfinito. 

!\ .. 2. 3 'l'r<..-.£ ~ orn:o.Ci"' de La,?:!.ace de algunas funciones elementale::; 

EJemFlc '. Escal6n unita=io 

Cons:F'3:-7ese un eoscal6n ~,itario, deaotado por u_
1 

(.t) {fig A.l) 

f(t)=u_ 1 (t) 

0 

Fig A.l. Funci6n escalon unitario 

Esta funci6n, que sera usada frecuentemente, se define foE 

malmente como: 

[o 
u_J(tl= ll 

paJt.a :t~O 

pall.a t>D 
'· 
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Utilizando la definicion dada por la ec 4, la transformada 

de Laplace de ~_ 1 (t) es 

l..(~_,(t)}. T IT Um J e- 6 t ~ _ 
1 

( t ) d.t • .t.i:m 
T-+co 0 T-+oo 0 

Um e-~t IT 
-~ 

0 T-+"' 

I 

-<IT 
Um~ 
T-+oo -6 

e-.~td.t" 

Puesto que 6 es una variable compleja: 6~a+jw 1 entonces 

-6 T -aT - j w T -aT ( ·l e-· •e e •e c.o6 wT-j <~en wT1 . Cuando a>O (6 Re(~)<0) 1 
-6 T 

se tiene que .t~m e •0. As! pues 
T+., 

/..<u._J (t)} ~ pa~a Re(6)>0 

Ejemplo 2. Exponencial 

sea 

fekt 

{(t)!!& 
P4~4 t::_O 

pa~a t>O 

donde k es Wl nGmero complejo 

Utilizando la definicion de transformada de Laplace 

T 
/_ { 6 It l } • Um J e- 6 t e kt dt 

T-+oo 0 

y 

6 

Si se toma una ; tal que Re(6-k)>O (o sea Z(<I)>Re(k)) 

tiene que 

o, J -( .; -Q l tdt "' ·I - ( 6- k) t T IT -<...<.m r • -v<..m ~ e 
T -+co o T +c:c o 

utilizando un procedimiento similar al del ejemplo anterior, 

resulta que 

1_ { ekt} • 1 
~ 

A.J Propiedades de la transformada de Laplace 

1 se 

A continuacion se presentan als~nas de las propiedades mas 

impo~·tantes de la transform.:~da de Laplace I que seran de gran 

uti.lidad tanto para adquirir un co:cc"imiento mas profundo sobre 

las relaciones de los dominies del tiempo y de la frecuencia
1 

; 

como para tener herramientas adecuadas 'para la solucion de ecua 

ciones diferenciales. 

A.J.l Linealidad 

La transformada de Laplace es lineal; esto es para 

cualesquiera constantes a 1, 4 2, y cualesquiera funciones 6
1
!t) 

y ~ 2 !tl que posean transformada de Laplace (dadas por 6
1

!6) y 

6 2 1<~) ), se cumple que 

I· 

J:.{a 161 (t)+a 2 62 !tl} • a 1 .(_{6 1 (t)J+4
2

./:£ 6
2

(-t)} 

a 16 1 (<~ l + 4 2 6 
2 

(.;) ( 5) 
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Est a propiedad provi e-nc de la lineali dad de la i>Jitegraci6n 

necesaria pata val ora~:· (l). 

Ejemplo 3. Transformada de un coseno 

Es muy facil obtener la transformada de esta func:i.on apliC.illldo 

la propiedad de linealidad y el resultado del ejemplo ·2. 

ejOJt 
Por el teorema de Euler, co4 wt • 

+ e- jw:t 
z 

y aprovechando la linealidad de la transformada 

l_<~.o~"''t} •[!iejwt + }e jwtl ( i loU e j wt} + L< e- j w.t J 0 

1 1 4 
n.1:"J .,- + m +JWT • ~~7 

o sea 

.(.< C04 wt} • 
4 

4 2 ----;-;;;t 

De un modo identico puede probarse que 

l{4en wt} OJ 
4. 2~--2 + OJ 

A. 3. 2 DE'sp I •· <:amiento 

(6) 

Si 614) es la transformada de Laplace de 6(:t), lcual es la 

t"T>tnsformada de Laplace 6 (:t- T1'? esto es, de la funci6.n desplaza­

da a lo largo del eje del tiempo, tal como lo indica l~ fig A.2 

8 

f ( t) f(t-T) 

0 T 

Fig A.2. Grafica de 6ltl y de 6lt-Tl 

N0tese que 61t-T) es cere cuando O<t~T por la suposici6n que 

se hizo al principia: 6(:t)•O para t<O 

Por aplicaci6n directa de la definici6n de transformada de 

Laplace, se tiene 

.DHt-TI l ·f 6 t.t-n e -4 td.t 
0 

Si se efectta 21 cambio de var·, ctble de integraci6n Pt-T, 

se tendra 

.(f6 {t-Tl} • !"' 
-T 

6 h l e - 4 {t+T] dT"/• 6 (T J e - 4 {t+T) dt 
0 

El lfmite inferior de la altima integral se cambio de ··T a 
t . 

cere debido a que 6(tl•O para t<O, por lo cual puede procederse a 

realizar la integraci6n 
"' . 

l<6(t-Ti} =/ e-4(t+TI4(t}dt=e-6T J e-6t6(tl 
0 0 

~{6(t)-T)} • e-4T6l4l 

Ejemplo 4. 

-4 r· dt= e 6{6) 

(7) 

Para encontrar la transformada de Laplace de la funci6n 

definida por (fig A.3) 



f ( t) 

9 

jltl • {: 

pa-t a t::_O, pa!ta t>T 

l<t::_T "~ 

f[l),l 

0 T 

Fiq A.3 Gr!fica de una func16n pulao 

ae utilizar! la propied4d de desplazamiento. En la fit A.4 puede 

verse que la funci6n '(.tl esta dada por 

'It) • u_ 1 ltl~u_ 1 !t-~J 

u.1(tl U.t(f-T) 

+ T 

T 

-1 

Fig A.4 Obtenci6n de la funci6n pulso a partir de dos 

escalones 

Utilizando la linealidad de la transformada de Laplace, se 

tiene que 

---'~ --
' 

tO 

.l,H ltl} ·l.{u_1 [tl }-~u_ 1 [t-Tl} 
~--~ 

/. 1 e-•T 1-e-•T 
~---- .. , 

{6[tl}.---. --
<I 4 4 

A,J.J. llt Transformada de e ,1~1 

Si se conoce 6[4}, la transformada de Laplaca de 'ltl, .. 
kt • sencillo obtener la transformada de e 61tl, ya que es 61•-fll 

Para demostrar esto, n6teae que por definici6n 

.l,{ekt6ltl} ·J"" ell.t6ltle-•tdt •[ e-l•-lllt6ltldt • fr•-fll 
0 0 

o sea 

:l{eflt6[tJ} • 6[4-kl (91 

Queremos hacer notar al lector la semejanza que existe entre 

las ecs 9 y 7 

{Ht-T)} • e-H,l•l 171 

Puede verse en la ec 9 que multiplicando 61tl por ek.t, en el d2 

minio del tiempo, equivale a desplazar la funci6n k unidades an 

el dominic de la frecuencia. As!mismo, la ec 7 indica que mult! 

plicar por e-•Ten el dominic de la frecuencia e~uivale a despl~ 

zar la funci6n T unidades en el dominic del tiempo. 
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De lo anterior puede int-uir~;e que los domini.os del tiempo y · puede extraerse ~ de la integral, quedando~-======================================== 
de la frecuencia son "duales", es decir, a grosso ~cdC?, que exi"s~------

d !' ~ 
te cierto paralelismo en los efect:.o<~ de una operaci6n en un domi 

nio con respecto al otro. En las p&ginas subsecuentes se encon-. 

trar&n ejemplos que reforzar4n esta idea. 

A continuaci6n se incluye un ejemplo que indica la utilidad 

de la propiedad A.3.3. 

Ejemplo 5. 
. kt 1 

Se dedujo que la transformada de e era ~· Sin embargo 

tambien puede deducirse ese resultado obteniendo la transformada 

de . \lltu_ 1 (tl. Usando la ec 9 resulta 

.L£t.ktu_ 1 {t)] =lfu_,J<~rl)l • f,l ·~ 
"r·<~-£ .~ 1 • .~-k 

A.3.4. Multiplicaci6n per potencias de t. 

.C{t6lt)} ([4 ~.-<It 61tl dt d • 
([4 6{<1) (1 0 l 

0 

Aplicando repetidamente este resultado puede obtenerse la 

transformada de Laplace de tn61tl 

,C{tn6(t)} 
n 

{-lin L 61<~1 
d<!n 

Ejemplo 6. Funci6n rampa 

Considerese la funci6n definida por 

' {

0 p1Vta 

• 6 (t) • t paJr.a t>O 

t<O 

IL_2(t) 

/ 1114 

la cual se conoce como rampa unitaria, muy frecuente por cierto. 
t 

en los problemas de control. Para obtener su transformada de 

Laplace puede utilizarse la propiedad vista anteriormente, esto 

A continuaci6n se indagara la relaci6n entre 61<~1 (la tran~ es 

formada de 6(t} I y lade t6(t!. Para ello, debe observarse que 

te-<lt 6(tl ~- ~ {e-<~t !{til 

l '- d 1 1 (12} {u_ 2 (tl} = {tu_
1 

{t}} • - 4i 14 1 = -r 
<I 

A.3.5 Transformada de ~ 6(-tl 

de ah! que 

l_{t61tll, J® .t61:tle-4 td.t ~ -/ ~ e-<~t 61tldt 
. 0 . 0 

Se desea evaluar 

Como los l!mi tes de la G.l tima integral no depem!cn de .1, 

{h 6(-tl} • Jw e-<l:t d~y) dt 
0 
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"" r·•.-1 ,· .. :,,. 9ir.h .. integral se emrlea la f6rrnula de inte-· Cuando 6(t) y sus (11-l) primeras derivadas son cera en 

grar~ it"L t)f.Jl part~.· la expresion anterior se reduce a 

--------------------

~~ u.dv • 
0 

U.V l"' -J"' •JdU 
0 0 

con u. • t -~t; du. • - ~e·~t dt, dv 

obteniendo 

d d.t 61t)dt; v = 'It) 

.(_ -i h 6 It l l • 6 I .t l e- ~ t \ ~ + ~ [ ~ 6 It l e-u dt • - 6 I o l + ~ 6 r 41_ 
0 0 

ya que al sele<."'i"nilt adecuadarnente Re.l~l puede lograrse qUe 

t.i.m 61.tle-~ 1 • D 

t ... 

luego 

. .(!~ 61tJ}. ~41~1-610) ( 13) 

Si se aplica n veces la regla anterior, se establecerA la 

formula general como 

don de• 

l dn n· 
( - .. - 6(tll '~ 61~1 

dtn 

,1Ul:li:, ~L 6(t) 
dt 1 

.t' 0 

rr- 7 
~ 

i. 0 
411·1-j & (j l I 0 l 

dl1 
(-
dtn 

6 It)} 4
11 6 (-6 J I 14 l 

Se recornienda que el lector note la evidente dualidad entre 

la ecuaci6n anterior y la ·ec nGmero 11. 

Ejernplo 7. 

.tn 6 (.tl (- 1)11 
dl1 

d~l1 
6 (~ l 

Transforrnada de la funcion coseno 

(Ill 

La transforrnada de eo,6 wt, u. _ 1 {.t) puede obtenerse directamente 

como en el casa de la funci6n sena, aun cJando tambiAn es factible 

obtenerla utilizando la propiedad anterior. 51 61.tl se define co­

mo 6ft) • ~en w.t.u.l_ 1 .tlent~nces 
6 ( ~ ) • f ( Hn wt} • T-r (I S I . 

' ~ +w 
La transformada de Laplace de la func16n coseno se obtiene en la 
siguiente forma. 

f' /_ d I 1 ( • ] I ~,. , .1 #.,.(c.o~ w.t} = (=-; Hn w.t} •- 461~1-610) •- 1-rz- 0 • 
a-t. , w w A +w 

Ejernplo B. 

4 

.62+.,2 

Se tiene la ecuacion diferencial 

'f + lj 0. 

(6) 

( 16 J 
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con las condiciones iniciales y(O)•l, y(OI•,2. 
H!gas-e 

Transforrnandola mediante la expresi6n 14 y la propiedad de 
g (t) =It 

0 6ftl d·~============~====~=?======== 
~~~~-.~-·~--~- ~-- -------------

linealidad se obtiene 

t " , •• f. 2· • ~{y+y} ·~{y}+ {y} • 6 1J(6)-6y(O)-y(O)+y(6) • 0 

Agrupando y factotizando resulta 

(6 2
+11 y (<I) • <1 y(O) + y(O) 

Ahor~ austituyendo y(O), y(O) por su valor, queda 

,. 
1J(6) 6 

T+i 
2 ' 

+~ 

Recordando las ecs 6 y 15, se tiene 

y(t) co.& t + Z ~!lent: 

.t 
A. 3. 6 Transforrnada de/ 6 ( r l dT 

0 

En el p!rrafo anterior se relacion6 6(6), la transformada 

d''tl de Laplace de 6 (t), con la transformada de T • Aqu! se vera 

la relaci6n entre la transformada de una funci6n y la de su in-

tegral 

\ 

/ 

Al respecto, n6tese que 

~· 6(tJ ( 17) 

y adernas que 

g ( 0) • Q 

transformando los des miembros de la ec 17 

6g.(<~) - g(O) 6 (6) 

y como g(O) • 0, resulta que 

g 16) .il!l 
6 

• de lo cual se concluye 

t L {1 6h )dT 
,o 

,. 
llil 

<I 
(18) 

Aplicando la ec 18 repetidas veces puede deducirse que 

'{ft JT l /It-/ llil 
"'- 000 6hn-J) dT

11
_J""odT 1dtJ= n 

0 0 0 <I 
(19) 
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Ejemplo 9. 

a) Es posible obtener la transformada de Laplace de--. ~, 

t J e-tdt, utilizando la propiedad anterior. Recordando que 
0 

/:) e -t} I 
m· 

t 
luego/_1/ e--rdt} 

. . 0 

J 7 7 r rr+TT • 4l4+1T 

b) Puesto que la integral de un escal6n u_
1 
[~) es una~rampa 

tu_ 1 [t), al dividir la transformada de u_ 1 [t) per 4 se 

tendra la transformada de 1a rampa ~itaria que es ~ 
4 

A.3.7 Convoluci6n 

La convoluci6n es una operaci6n frecuentemente utilizada 

~ 

I 

en el an!lisis de sistemas lineales e invariables con el tiempo. 

La convoluci6n toma un par de funciones oft) y g[t) (ambas 

con valor cero para tiempos negativos)y.las transforma en otra 

funci6n h[t), definida per 

h(.t) =t g(t) 61.t-t)dt 
. 0 

(20) 

La integral 20 suele tambi6n indicarse como 

h(t). g[.t) .. 6(t) 

18 

En general no es f!cil obtener la convoluci6n de dos fun­

ciones 6(t) y g(.t) ; sin embargo, la operaci6n de convoluci6n en 

el dominic del tiernpo, corresponde en el de ·la fecuencia a la mu1 

tiplicaci6n de las transforrnadas de Laplace 6(.t) y g[t) 

M&s exactarnente, se probara que si 6(.t) y g(t) son dos fun­

ciones del tiernpo, y hltl es su convoluci6n 

h[t) • ~ g(t)6(t-t)dt 
0 

entonces 

h(4). g{4) 6(4) 

donde h(4), g(4) y 6t4) son las transformada~ de h(tl, g(.t) y elt}, 

respectivarnente. 

Prueba: 

Se desea dernostrar que 

.t 
[.£/ g(t) 6{t-t)dt} g (4) 6 (4 I 

0 

Apl!quese la definici6n de transformada de Laplace 

.f..! Ht l l = = t /e-Hidtldt=/e-~t! g{r) 6lt-r]dd dt• 
0 . 0 0 

,= ,t -4.t J J e. g ( T } 6 ( .t- T } d 'r dt. { 2:?} 
0 0 
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e introdu~canse dos nuevas variables de integraci6n 

u. + v • 

~{h{t)l =f~J~e- 6 ug(u)e- 6 v6(v)dudv 
0 0 

{ 2 5) 

20 

(23) ____ _ 

U • T 

ha de notarse que dTdt=dudv. 

La manera como cambian las regiones de integraci6n puede 

verse en la fig A.S. 

v 

T=O u=r=O 

T v=O=t-r u 

(a) (b) 

Fig A.S a y b. Regiones de integraci6n para las variables 

{t,T) y {u,v) 

Al introducir las nuevas variables dadas por la ec 23 en la 

ec nUmero 22, queda 

• t co - if 

jo J/- 6
tghJ6(t-T)dTdt ·£ J/- 6 (u+v)g(u)6(v)dadv ( 24) 

Los 11mites de integraci6n de la 22 cambian ambos de cere 

a infinite para cubrir la region sefialada en la f•g ~.Sb 

/ 

rearreglando el orden de integraci6n de la ec 25, queda 

J({h(t)} • J~e- 6 ug(u)du ~~e-6 v6(v)dv 
0 0 

g(6) 6(6) {26) 

A.3.8. Teorema del valor inicial 

Muchas veces es importante conocer el valor inicial de la 

funci6n 6 ( t) (cuando t= Otl , partiendo del conocimiento de 6 (6), 

la transformada de 61t). La manera comun de hacer esto es enco~ 

trar la 6{t) que corresponde a 6{6) y despues evaluar la funci6n 

6lt) cuando t=Of. Sin embargo, existe una forma mas rapida de 

conocer 610~. Para ello sup6ngase que 6(t) es anal!tica, esto 

es todas sus derivadas existen; por tanto puede expresarse como 

una serie de Taylor. En estas condiciones se tendra 

6 lt) 
a t'l a t 3 

[a 0 +a 1t+-};- + -jy- + ... ] a_
1 

ltl 

L6gicamente 6l0~=a 0 • Este es el valor que se debe obtener 

de 6(6). Para lograrlo solo hace falta observar que la trans­

formada de 6ft), o sea 6[6) puede escribirse como 

6 { ~ ) L+ 
6 

a1 

~ 
a2 +-r 
6 

a3 
+~ + ••• 

Si se multiplican los dos miembros de la expresi6n anterior 

por 6, se obtiene 
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~ 

• .4 6 (<I) 
a.1 

a. • .. r 

~ 

42 
+-y 

4 

43 

~ 
+~ 

y si se hace que .!+ .. , entonces se tiene la igualdad 

Ulll 

.~-

... 
<~6 I<~) • 11 

0 

que se conoce como t~~ema d~ valo~ ~nicial. 

~-~ 

I 271 

Si tarnbi~n interes:a eonocer el valor de la derivada de ~ t"tl 

cuando t•Of, puede derivarsey obtenerse 

2 
d 2a.ft 3a.3.t 
(U 61.tl =a.,+ 2~- + --r:- + ••• 

estando dado su valor en .t•Ofpor 

h al.t) l.t·o·· a, 

l!ljendo a1 ef valor in.ic.ial de la derivada .de 6.l.tl. 

Para obtener dicho valor a partir de la ~ransformada de 

Laplace de 6 (;t 1., se .multiplica I .1 6 I<~)- a I , o sea la trans for­
o 

mada de la derivada .de ~ l.tl, por 4 a fin de obtener 

~ 112 
<~(<~61.&)-a ) • a1 + - + 

0 .I 

43 
-y+ 
4 

y.a~ se hace que <~+c en el limite, se tendra 

I 

~ 

\ 

22 

Ulll 4 {<~41.&)-a. 0 } __ .:_ a. 1 ·~ 'l.t)l . .+.. l.t--o""•,....-----
£21) 

·: .... t··'".r 

Procediendo de IUI'lera si•tl~, ae podr!a obtener el valaec 

inicial de todaa y cada una lf.e.tas derivadas de 61.t) sin nece­

sidad de evaluar expl!citamente '(.t). Esta es precisamente la 

importancia del teorema anterior. 

Bjemplo 10. 

Consid~rese el siguiente par 

al.tl • ~-~.t .len w.t; 61.&1 • wt ~ 
I<~+~) + ... 

el !!mite de al.t) cuando .t • Ot, es: 

Ulll e-~ .&en w.t • D 
.t+ot 

Si se utiliza el teorema del valor inicial se puede encon­

trar dicho l!mite aunque nose conozca 61.tl 

Um al.tl • Um .&61<~1 .. 
(.&+~~ • Um w cat 2 e W 

4+• .&+2k+k ,.2 ;; 
~4 

• D l..lm .I 

.t+o 4+• .1+• 

que es el mismo resultado que se obtuvo anteriormente. 
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A~3.9 Teorema del valor finaL-~·-=========-===~==·=================== 
su~ ahara que interesa conocer·:ei·vaior f'Inal dE!-1Ttl 

6 ( t l • 1- e -.t 

esto es £1m 6!tl 
t+~ 

Para ella basta. :.can observar que 

urn/ 
t-+oo 0 

I 

adem!a 

6 (aida • Urn (6!tl-6!01l•Urn 6!tl-6!0) 
.t'-+oo t+oo 

/ 

Jt • , .. • -<Ia 
!~m 6 (aida • !~rn 6 (ale da 
~+oo 0 ~+o o 

( 29) 

Um l4l[<~J - 6lol] • Um <~6(<~)-6101 (30) 
.6+o .6+o 

De las ecs 29 y 30 se concluye que 

Urn 61tl • Um <~61<~1 
t+• .6+o 

y a esta ultima relaci6n se le conoce con el nambre de ~eo~&ma de! 

va.toJt 6-ina.t. 

El teorema anle,~vr solo tiene ap~ica~ en el caao_ne que 

~m 61tl exist•.Y sea finito t+oo 

Ejemplo ~1 

Consid!!reae 

entonces 

6 I<~ 1 • L 
<I 

I 1 
i+T. 4W1T 

y Urn 61tl • Urn <~61<~) • Um Jr 
.t~• ~-+o 4+o 

lo cual puede comprobarse directamente obteniendo el .t1rn 6(t) 
t+~ 

Consid!!rese ahora 6(tl et CltyO tbn 61tl no est& definido 
t+• 

En este easo al teorama del valor final da un resultado 

err6nao que predice que !~m <~61<~1 • Um ~ • 0, [et tiende a 

.~-infinito conforme t aumental. 

A.4. Transformada inversa de Laplace 

El problema que se tratar& en esta secci6n es encontrar una 

funci6n de tiempo 61tl de la cual se conoce su transformada de 

Laplace-

Formalmente, la transformada inversa de Laplace est& definida 

con la ecuac1.61a. 

cr fi(<l)} • 61tl • f .. (e 1ao+i'"lt61ao+jw)d .. (31) 

..... 

~i.'+ 
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donde o
0 

es un n~ero real que estS dentro de la regi6n de conve~ 

gencia definida al principia de la sec A.1.3. La trayectoria de 

..-
26 

Ejemplo 12 
• 1 1 1 

Si 614) • :r + 4+T + wzrt"• entonaes debido a que 

integraci6n de la ec 31 puede verse en la fig A. 6 
1 1 .c • .<u 11.tl} • 4 

jw 
de integrocion . - - ---

(F 

Fig A.6. Trayectoria de integraci6n de la tranaformada inveraa 

de Laplace 

La integral 30 se puede evaluar en forma cerrada pqr medio de· 

tablas 1 o calcularae con ccmputadora digital. 

Se exalllinar& aqu! un m'todo para obtener la tra.nsfonuada inve~ 

sa de cierto tipo de funciones que ocurren a menudo c~r. .l!a pr&ctica 

y que son las dadas por cocientes de polinomios. El punto de vista 

que se adoptara es el siguiente: si 614) puede expresarse como una 

suma de t~rminos de los cuales se conoce la funci6n del tiempo que 

_las corresponde, P.ntonces debido a la linealidad de la transformada 

de Laplace 1 se podra conocer l.a funci6n del ti_,.;,.po dP. 1"' cual 614) 

ea transformad~ de Lap1a•'". 

"' " 

,l.£e-tu._11.t)}• ;h 

I Lfte-uu._,l.tl}• ~ 

par la propiedad de linealidad se tiene que 

& (.t) • J..- 1 
[ 614 l] • {l+e -t+te -t.t} u._

1 
l.t) 

A.4.1 M6todo de fracciones parcialea 
,j.i. ,;<. .-ltj 

Blm&todo que aer& Utilizado para obtenpr ~a transfo~da inV~£ 
sa de Laplace es el que se denomina de 6Jtacc.lonu paJtc.lal.u. Al re!. 

pecto 1 sup6ngaae que 

614) • q_l~) 
PITT 

donde pl4) y ql4) son polinomios de grados n y m respectivamente, 

siendo n>m. Adem&s consid~rese que la n ra!ces de pl4) son disti~ 

tas; en tal caao 

p(4) • l4-a1! 14-aff. ••• l4-a
11

) 

En las condiciones anteriores es posi~le escribir la siguiente 
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igualdad 

{61 • ql.sl Ar + 
&14) • ~ (.s-a

1
) (.s-a

2
) .. (&-a

1
,) ·~ 

===== 
A2 +... An 

~~ 

.El problema entonces se reduce a determinar los valores de A
1

, A
2 

.• An 

llarnados ~e&~duoJ, a fin de que la igualdad anterior se curnpla. 

Uno de los m~todos para determinar estes residues es: Si se mu! 

tiplica la ig~aldad anterior por (4-afl, s~ obtendr' 

• (.s-a
1

1q(41 (4-a I 
14-a I & (4) • • A ~ + 

I (.s-a 1 J (4-a 2 J ... (4-a
1

) ••• {4-a
11

1 JT4~I 

(.t-all +A -+.... -+At~ .c. 
(4-a 

1 
I 

+ An T4-all) 

y ai se obtiene el limite de (.s-a 11 6 !41 cu.azidO <6-+"'. resulta 
- I 

tbt (.s-a 11 61<~1 • A.£ 

.t+a 1 

(52) 

por supuesto, lo anterior se puede hacer para cualquier valor de 4 

Ejemplo ll. 

Consid!rese la siguiente ~(.sl 

61<~1 
24+ 3 

.t 2+j.s+2 

28 

A 

factorizando el denominador de &l.sl se tiene que 

• 24+ 3 
'{&) • .:.(::..4 --'+ 1;....)__,.(-.s-=-+ ""2 '-=='=~====:r 

--·----

pudi~ndose escribir 

• A1 A2 
H4 1 • 6+r • 4+f 

Los valores de A1 y A2 est!n dados por la ec 31: 

A 1 • (<~+I I 6 (4)1 • 
2(-1)+3 • 1· 

··-1 ( -1+21 

A2 • !4 + 21 i (411 • 
2(-21+3 • I 

.S•-2 [-2+11 

por tanto 

• 1 ' 6t•l • m • 4+f 

correspondi4ndole en el tiempo la func16n 

61tl • (e-t+e-tt} u_
1
!tl 

A.4.1.1. Raices repetidaa 

En el caso de que p(.s) tenga ratcea repetidas ae precede de 

la siguiente manera: sup6ngase que una de ellas, a 1, est! rep~ 

tida ~ veces, esto es 

pl.sl • (.s-a
7

1.t (.s-a
2

1 (<~-a 3 1 ••• (6-a
11

_.vJl 
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la axpansi6n en fracciones toma entonces form~~ 

• B B B A A 
6 ( ) il.ti 1 + 2 + + It + 2 + n-Jt+1 ( 32) 

4 •p(4)c~ (6-a])2 ''' (6-a 1 )Jt ~ ··' (6-an-11.+1) 

N6tese que para obtener los residues A2, A3, ••• ,An-it+l' al 

m~todo presentado en el plrrafo anterior es adecuado pues al 

multiplicar 6(4) por (4-a 1! donde {=t, 3, .•• ,n-Jt+1, solo quedara 

el t~rmino Ai en el lado derecho de la ecuaci6n; sin embargo, para 

evaluar los residues B7, B2, •••• , Bit, el procedimiento no funci2 

na, ya que al hacer la evaluaci6n en 4•a
7

, los t~rminos 

B 83 Bit 2 
2 , • • • 11.- I ~· (4-aJJ (4-a

7
) 

tienden a infinite. Por tanto hay que rec~rir a otro artificio. 
• It 

Al multiplicar 6(4) por (4-a 7 l , la ec 32 quada 

It • Jt-1 Jt-2 
(4-a,l ,(41 • (4-a,l s,+(4-a,l 82+ ... 

it [ A2 A3 An-it+ 1 J +(·4-a 1lB 1+8 +(4-a 1 l ...-:----> + ...-:----> + ••• +...-:a-T (33) 
It- It , .. -a2' , .. -a3' '"-"n-11.+1 

Para facilitar las manipulaciones posteriores se llamar& 

j(4l a 

A2 A3 

~·~+ •• 0 + "n-It+ 1 ' 
(6-an-11.+11 

Al calcular el valor de la ec 33 cuando 4·~ 1 , se obtendra 

30 

81t•(4-a 711t6(4) I 
------- 4•a

7 

!HI= 

pues los t~rminos restantes son cero por tener como coeficiente 

a (4-a 1)1t, veamos ahora c6mo calcular los residues B
2

, 8
3

, ...• , 

8~t-7' 

Si se deriva la ec 33 con respecto a 4, se tendra 

d It" 2 ii { (4-a,l 6141}. (Jt-71 (4-a,llt- s,+(it-21 

.t- 3 It d • Jt-7• 
(4-a 11 8 2+ .... +81t_· 7+(4-a 11 'li g(4)+it(4-a

7
) g(4) 

al evaluar esta expresi6n en 4•al' se obtiene la siguiente igualdad: 

~ {(4-a1 lit 6(4)} l • ~-f 
•a I 

(541 

Utilizando el mismo procedimiento, derivando de nuevo y 

calculando el rasultado en 4•a 1, se obtienen todos los residues 

Bi' Este resultado puede sintetizarse an 1a f6rmula 

, dll [ It • I iT ~ (4-al) 6141} • 811.-k 

4•a,. 

It • D, 1, ... , 11.-1 IHI 

--
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Ejemplo 14. 

Si ~14) estl aaao.~~------------------------~--~-----

n ~~ 1 • 
<I J (~+ 11 

su expansi6n en fracciones parciales es 

n I<~J 81 82 
·-·~ 6 6 

83 

~ 
A2 
4+T 

Utilizando el m~todo expuesto anteriormente para calcular 

los residuos, se obtiene 

A2 !~ + 1) 6 (~ l 

83·~ 3 ,,41 I 
4•0 

14.-1 
' I I • """'! 

I. 4• -1 

•- I 

• 1 I i+T 

6•0 

. ' 

8 .d ~~3,,4) }I .d 
2T4 T4 

6•0 
,~, 

4•0 

~, ·-J 

4•0 

por tanto 

d2 1 ~ 
81·rr d42 

3• I d [ I J 
{4 616!} ·r T4- ~J 

4•0 

' 1 1 (41 • - - -r 
0 4 4 

1 I •,--"i+T 
4 

' 2 ·r~ 

~· 0 4 • 0 

•I 
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eorrespondi~ndole en el dominio del tiempo 

nl.tl • "-I (.tl - .tu_, (.tl + f .t2u_l (.tl - e.-.t"-1 (.t) • 

{ 1 2 -.t } • 1-t + r.t -e. u_,(.t) 

Cuando existe mls de una ra!z repetida, se utiliza el mismo 

procedimiento para cada una de ellas. 

Hay otras maneras de realizar la expansi6n en fracciones pa~ 

ciales, particularmente en aquelloa caso en los cuales existen 

ra!ces repetidas. 

Puesto que la suma de los t~rminoa 
,-

., 82 · a .... 
l'i"='a.T + 2 + • • • • + ~ 

I (4-a1 J (4-a
1

Jit 

puede escribirse como 

c .... _, 4Jt-J Jt-2 
+ CJt_ 24 + ••• +C~ 

(4-a
1

)Jt 

En lugar de evaluar los residues Si podr!a pensarse en evaluar 

los coeficientes Ci. Para ilustrar como se precede en este easo, 

nos valdremos de un ejemplo: 

Ejemplo 15 

I, 
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Si 

-~-----

I 
61~) • ~3(~+1) 

se plantea la ecuaci6n 

I 61~) • ~+I) 
t + C

0 
AI c2~ • ~ 

4 

El valor de A1 se puede calcular utilizando el m~todo est~ 

diado anteriormente, esto es 

AI= I~+ I J 6 (4) I . 
I I ·-1 
~3 

4•-1 4•-J 

una vez obtenido este valor, se suman las fracciones del lado 

derecho 

4J (~+I) 

(4+1) (C 24 2+C
1

4+C
0
)- 4 3 

4 3 (4+ I) 

de donde se obtiene que 

. . . 
(4+1) (C

2
4 2+C

1
4+C

0
) -4 3 

(C 0 -I )4
3

+ (C
1

+C
2

J4
2

+ !C
1

+C
0

)4+C
0 

Los coeficientes de las potencias de -3 deberan ser identicos 

en ambos lades de la ecuaci6n. Bsto producir! una serie de ecua 

--- -------· 
34 

ciones lineales que determinar!n los valores de los coeficie~ 

tes Ci. En el caso particular que nos ocupa, esas ecuaciones 

son: 

y au soluci6n es 

entonces 

4 J ( 4+ I) 

c2-1 • o 
CI+C2• I 

CI+Co• I 

co· ·J 

c2 • 1, c1 • -1, c
0

-1 

4 2 -~ + 1 ---;;-- ~ _1_. 
4+1 

l - I 
4 ~ + 

1 
----:-1" -
~ 

1 

4+1 

que es el mismo resultado que se qbtuvo en el ejemplo anterior. 

Veamos por Gltimo lo que sucede cuando el grado del nume­

rador es mayor o igual al del denominador siendo 614) una fun-

cion ·racional. En este caso se precede a hacer una divisi6n laE 
~ 

ga basta que el residua sea de grado menor que el del divisor. 

Espec!ficamente, si 

6 (4). 

m m-1 
11m4 +<tm-1.1 + •••• + 

It It-' b
11

4 +b
11

_ 14 + •••• + 

entonces, 614) puede expresarse como 

a 14+a0 --- •m>r: 
b

1
4+b

0 
~ -

6r~J = U 4m-n+U 4m-n-I+ .... +U ._il!l_ 
m-n m-n-1 0 p{.s)-

donde los ooeficientes Vm-n' Um-n-J•······•u0 , se obtienen por 

medio de la division larga. La fracci6n sue queda pertenece a 
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la clase de funcionas que fueron estudiadas anteriormente, y 
Se hab!a definido el esca16n unitario como 

per tanto, puede expresarse en fracciones parciales;=====================~========~ 
"~a{Opara.t~O 

Ejempl<:? 16 

Si 6 (4) 4 
3 ~6 2 ~ 34 ~' 
(4~1)(4~2) 

6 
3 +& 2 ~34~ I 
4 +3.t>+2 

la divisi6n larga se obtiene 

4-2 

4
2

+34+2 ~+34+1 
-4 3-34 2-24 

-24 +4+7 

24 2+64+4 

1.1>+5 

74+5 2 2 y 6(4). 4-2+ r:--:: •4- - 4+T + 
6 + 34 +2 

9 
6+T 

La 6nica dificultad que se nos presenta es identificar las 

funciones del tiempo a las que corresponde una transformada de 

Laplace 1,4,4
2

, etc. Este es el tema ~ue se estudiar4 en las! 

guiente secc16n. 

A.S Funciones generalizadas 

Se desea encontrar la transformada inversa de 7. Para ello 

se utilizar!n des resultados obtenidos anteriormente. 

a) La transformada de Laplace de un esca16n unitario 

u_ 1 (.t) es ;r 

b) 
• d 

Si (l6(.t)l es 61~), entonces .( {---cr:t~(.t)i es 

{4 614) -6(0)) 

-T 1 para .t>O 

y se tiene que 

du 1 (.t) 1 
l_{ - l• {4(6) -u 1!0ll 

d.t -

perc por la definici6n dada 

u_ 1 (O) • 0 

luego 

1.. {{r "-1 (.t)} . ' (36) 

Entonces la derivada de un escal6n tiene una transformada 

de Laplace igual a la unidad perc al examinar la funci6n esca-

16n unitario se observa que la derivada es cere para .t>O y .t<O, 

no est~ definida en .t•O, per haber una'pi~continuidad ~n ese · 

punto (fig A. 7) 

u_ 1 (t) 

0 

d u.1 (I) 

d t 

0 
Fig A.7 Gr~fica de la func16n escal6n y de 

su derivada 

Para entender el significado de d 
(U u _ 1 ( .t) es necesario 

extender el concepto de derivada a funciones con discontinuid~ 

des, y este es el tema que se tratar~ a contin~aci6n. 
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A.S.l Obtenci6n de la derivada de un escal6n unitario 
Ahora, si se emplea en la ec 39 la f6rmula de integraci6n por 

------ partes, se tiene qu~=== La manera convencional en que se define la derivada de una 
----------- -- ------------- ---------

funci6n es 

d6(tJ • ~m ul.t+c) - 6ft) ---az- c+O -

pero no es aplicable a funciones discontinuas en los puntos de 

discontinuidad porque 

Um 61.t+t) -6ft) 
c+O 

es diferente cuando c tiende a cero del lado positivo que cuando 

la hace del lado negativo. 

Otra manera alternativa de definir la derivada de una funci6n se 

basa en la f6rmula de integraci6n por partes:! (.t) es la derivada 

de x(.tl en el intervale a~t~b, si para cualquier funci6n v(.t) (que 

tenga derivadas) se cumple ·que 

b lb b J il(t)~(t)d.t • v(t)~(t) -J v(.tJ!I.tlcU 
a a « 

La definici6n anterior ser& utilizada para encontrar 

Consid,rese el proble .. de evaluar Ja integral 

Jf1 
"-lf.tl &!tlcU 

·I 

(38) 

d -n-"-J (.t) 

(3t) 

Si ae sustituye u_ 11.tl por -su valor, la integral 39 queda 

11 
u_ 1!tl vftld.t .; 1 

v f .t l d.t • v f 1 l -vI o I (40) 
- 1 0 

/ u_ 11.t)CI(tld.t • u_ 71t)v(.t) - / ~. 7 f.tlv(.t)dt (41) 
1 ll I 

-1 I ·I 

Al sustituir u_ 1(.t) por su valor resulta que 
I I I u- I It I (I ( t) dt • u- I ( 1 ) v ( I ) - u- I ( - I) v ( - I ) - ! ~- I ( t) v ( t) d.t • 

-1 -1 

• v(l) -/ ~. 1 1-t)u (.t)dt 

-I 

/

1. 
•• u_ 11.tlil(t)dt 

-I 
/

1. . 
v(l)- u_ 1 1.tfv (tldt 

-I 

(42) 

Si las ecs 40 y 42 se igualan, entoncea rasulta 

v(f} -viOl • vJJI· 
J 

/ :_.,,tlv(tldt _, 
0 ••• 

/

1 • 
viOl • u_

1
1.tlll(t}clt CU) 

-I 

por lo que se concluye que 

a) 

~) 

la 4erivada de ". 11tl 4ebera ser cero para ltl>t 

la derivada de u. 11tl 4eber& cumplir la ec 43 

La manera de obtener una (Ja_ 1 ltl que cumpla con a) y b) 

ser1i tomando i'-l (t) como el U.mite de una sucesi6n. La funci6n 

u_ 11.tl se puede considerar como el limite de una sucesi6n inti­

nita de funciones uiii (.t), uiii (t), ••. ,uini (.t), ••• dadas por 

.~· 
~t~" ~ .. } 
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"In) (t) fr
ptvr.a. 

• P<Vr.a. 

pa.Jr.a. 

t<O 

O<t<.!.. 
-n 

t>!_ 
n 

Dichas funciones se muestran en la fig A.B. 

u' 11 (I) u121 (t) 

u' 31 (tl u1"1 (I) 

Ol l/3 011/n 

FLg A.B. Grafica de uln) ltl 

(44) 

En la fig A.S puede verse que conforme n crece, u(n)(t) 

se semeja m!s a ~_ 1 (t). Esto implica que al aumentar n, la 

integral 

I, u(n)(t)c•(t)dt se a:Jroxima a/ u_ 1!t;v(t)dt, esto es 
-I 

I I 
t~m J u(n) (t)v(t)dt • J u_ 1 (t)v(t)dt 
n .. ~ -I -I 

por lo cual es posible sustituir u_ 1 (t) por t~m '"(n) (t) 

La derivada de u(n) (t) esta dada por 

•''''" {: pa.JLa. 

pa.JLa. 

pa.JLa. 

t<O 

O<t<!_ 
-n 

t>L 
It 

It+• 

40 

( 45) 

La grafica de esta func16n corresponde a la fig A.9 

,}"l (I) 

n 

01 1/n 

Fig A.9. Grafica de u(~) (t) 

El objetivo ahora es probar que la derivada del escal6n 

unitario u_ 1 (t) es el l!mite de u(tt) (t), esto ~. 

Um :lnl (t) • £c u_
1 
(t) 

It+• 
(461 

Para ello basta probar que para toda funci6n v(t) sa obedece 

la regla de integraci6n por partes 

------
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/ vl.tlu._ 1 lthf.t • vltla_ 1 l.tl l ~ -f_ u{.tl:_
1 

l.tld.t .==== 
I I I ~----- ·--~--------~-----------~-----~ .Um w{!/nl-wlOI • :OtOI • u(OJ.---.-l-----------:-

7/n+o t/n 

Oe la ec 43 se sabe qua la regla de integraci6n por partes 

se cumpli~l si es cierto que 

que 

viOl • Um !' ultlul 11 ll.tldt 
ll- -J 

La 4C 47 se prueba as!: 

1471 

,Al sustituir u
1111 

{.t) por su valor, dado en la 45, sa tiene 

r t ''" UmJ U II) {t)v(t)d.t; • .f..Un J IIV(t)d.t; 
II+• •f A+• 0 

Al 4efi~ir ahora una nueva funci6n .,(.tJ dada por 

.,f.t;l • J v{T) fiT, 
-J 

,..,, 

entonces '!l.tl • viti 

,Jntroduciendo "'t.tl en la ec 48, .. obtiue 

_,1/n 1/n • 
Uwt J ~tv(.tl4.t • Um J lltl{t)d:t • ,u., .,IJ/11) -wiOI 
II+• 0 · ll+at 0 !_..;

0 
l/11 

ll 

lo cual;por definici6n convene!on&l de ~:::f.vada,implica que 

Esto indica que para toda funci6n vltl 

Um I' ci._(ll)(.t)v(.t)d.t • ·viOl 
n+• -1 1491 

por tanto, se ve que 

•I nl • d ·' 
Um u ltl • ""-J It I • ilt u_ 1 (.tl I!+• 

que es lo que. deseabamos probar. 

Debe constatarse, sin embargo, que este l!mite no es una 

funci6n, ya que u1" 1 
ltl, vale cera en todo el eje excepto en un 

intervale de longitud l y su integral es la unidad. Al tomar 

" el l!mite se tendr!a una funci6n que vale cero en todo el eje 

excepto en un punta y tendr4.lrea unitaria; Elto no PQede ser, 

ya que todo reat!ngulo de base caro tiene l~ea·aero • 

Dicho conflicto se resuelve de una manera similar al surgide 

con~: inventando i. La respuesta consiste en ampliar el 

concepto de funci6n, definiendo funci6n generali~&da c~ 

a) cualquLer funci6n ordinaria es una funci6n generalizada 

b) el l!mite de cualquier sucesi6n de~cion ... veneraliaa-

das es una funci6n generalizada 

Ona func16n generalizada siempre tiene au d~rivad~ def!n!4a, :ie~ 

do est6 tambian una funcion generalizada. 

. 

I 

1 
.. 

' 

' 

I 
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En el caso en cuesti6n, la derivada de "-l {.t) es el limit-===========~~ 

de la sucesi6n de funciones de «!nl (tl cuando n tiende~ infin·+----------

to. Este l!mite se llama "impulso unitario" y se representa 

como u0 {t). A veces tamb16n se denomina delta de Vi4ac y se 

representa por o{.t}. 

A.S.2 Observaciones 

1) Como la funcion generalizada u 0 (.t} ·vale cero para t<O; y 

para t>O, los !!mites de la integral del lado derecho de la ec 

42 pueden cambiarse a {O,~l, resultando entonces que 

~~ u0 !.tlv(t]dt • viOl 
0 

I so I 

Se puede probar adem.§.s mediante un cambio de variable. r • t-T, 

que 

J«> u0 lt-Tivltldt • vl.TI 
0 

!SO a I 

ii) Es factible lograr la misma funci6n generalizada a pa£tiL 

de diversos procesos de aproximaci6n. Por ejemplo u
0

{.t} puede 

obtenerse como l~m g{n) {t) o como l~m h{n) {t) (fig A.lO) 
n+«> n->~ 

0.5 2 

g<•l = e-tz/2" 

~ 

[

0 para t<O 

(n) n2 t pore 0 < t ~ 1/n 
H (t) = • 

2/n- n2 t pore lin< t ~ 2/r. 

0 para t > 2/n 

(o) (b) 

Fig A.lO. Dos sucesiones de funci6n cuyo limite es u 0!tl 

iii). La transformada de' un impulso unitario es 1,· lo cual pueda 
t • 

probarse utilizando la definicion de transformada y la propiedad 

de la ec 50 

.(<u0!t)}=J: u 0 !tle-~tdt = e-~t~ ·1 

.t•O 

o bien definiendo u
0 

(t) como l~m u {n) (t) 
•t~QO 

Obs~rvese que 

~ {n) (t) 1 
n{u_ 1 !t)-u_ 1 (t-;~ll 

( s 1 ) 

Aprovechando la linealidad de la transformada se t:iene que 
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f -4/K 
/. { U. nl f.tl} • n.{! u_ 1 (.CJ-u_ 7 f.t-klJ • n .!...:t-

Utilizando la regla de L'Hopital y haciendo a•l/n, puede 

verse que 

Um!{! ~fnlft)) • Um {nfl-e-4/11)} • Um (l·e·4al • 1 
n+oo ft+• .4 a+ 0 4 

iv) El impulso unitario u0 ftl, al derivarse, genera una familia 
du 0 rtJ 

de funciones generalizadas. Paraobtenar la derivada ~ , 

h fnl aproxtmese uo(t) por la serie de funciones (tl de la fig ~lOb 

o sea 

u
0

ftl • Um hfnl ftl 
n+• 

entonces 
du0 ftl 
---err- • Um h fnl ftl 

)t+CC 

La derivada de u0 ftl se llama a veces doblete unita~io. Y-~ 

ae repreaenta como u1 (tl (fig A.ll) 

u_, <, l 

n2 
1/n 

2/n 
0 

- n2 ·-

Fig A.ll. Gr&fica de hlnl (t) 

l[m h(nl (t) u 1 It: H-011 

_s 4!ttW~;:P.Mf~-w;;.:;: :;;z;c, .AQU$_ ¥(&4 .'"'' _~ ea ;;:u_*~~f,.,f''rw, -~~~~~~~Wtf~~:'.,,_JF~~ 

4f 

Empleando un m6todo parecido al utilizado al deduoir las eot 

50 y soa, ea tacil probar lo s1gu1ente: -------------

J: 
~ 

• u, (tl '(t)dt • -6101 

• 152 l 

fo u 1!t-T 1161tldt • -6(T11 

h fnl ( N6tese que tl se puede representar mediante una suma 

de escalones unitarios con diferentes desplazamientos 

kf 11 l(tl. n2 !u_ 1 ftl-2u_ 7 rt-kl + u_ 1 tt-~J} 
La transformada de u,ftl viene dada po~ 

l_<u 7r.tl} • ~i~ u;rnl !tl} • ~{!!!,t<n 2 [u_ 1 (.tl-tu_ 1 f.t-kJ+u_ 1 ft-~lJ }• 

2 -4/n -26/n 
Um 111 (1- 2 e . + e I} • 1 Um n (1- e -4/ n 1t • 

6 4 n+• II+• 

.2 
i""" 

lu9go 

• 4 

,(,!u1 (.tl} • 4 

Puede probarse que en general, a1 se define 

dk 
"kftl • ::£ uoftl 

dt 

entonoea 

.[.{uk(.t)} • 4k 

y que 

(53) ' 
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