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~OJ PRESENT A CION 

Este es un texto pensado para la ensefi.anza del calculo, concretamente del primer curso de 
calculo para estudiantes de ingenieria. El objetivo principal es ofrecer una presentaci6n que 
le facilite el acceso al conocimiento de las ciencias de la ingenieria. 

Si se analizan los textos de calculo de uso comlin en nuestras universidades, se encontrara 
que la mayoria estan escritos de manera que puedan ser utilizados por un mayor nllinero de 
estudiantes, independientemente de la carrera que estudien, de esta manera encontramos 
textos que pueden ser utilizados lo mismo por estudiantes de ingenieria, que de quimica o 
de fisica. 

·n 
Alin en los casos en los que el nombre del texto indica que esta dirigido a estudiantes de 
ingenieria, la presentaci6n de los conceptos es casi la misma que la encontrada en los otros. 
De esta manera, no resulta sorprendente que el estudiante resulte confundido cuando al leer 
un texto de ciencias de la ingenieria, digamos de termodinamica o electromagnetismo, por 
ejemplo, encuentre que las matematicas, y mas precisamente el calculo que se utiliza en 
este, no es muy parecido a aquel que aprendi6 en el curso correspondiente. 

Un aspecto en el que esta situaci6n es facilmente palpable, es el relativo al uso de las 
cantidades infinitesimales, las que son utilizadas con mayor o menor frecuencia en 
practicamente todos los textos de ciencias de la ingenieria, mientras que han sido 
desechadas en todos los textos de c alculo. 

Un analisis detallado de los textos, tanto de ciencias de la ingenieria. como de calculo, 
permite afirmar que la manera en la que los conceptos del calculo en los textos escritos para 
su ensefi.anza, no facilita el acceso al conocimiento de los conceptos propios de las ciencias 
de la ingenieria. 

Por tal motivo, desde hace aproximadamente tres afi.os, y como parte de los trabajos del 
grupo de investigadores que dirige el Dr. Carlos Imaz, en el Departamento de Matematica 
Educativa del Centro de Investigaci6n y de Estudios A vanzados del Instituto Politecnico 
Nacional, se ha venido desarrollando un proyecto cuyo objetivo fundamental es el de 
proponer una presentaci6n del catculo, acorde con las necesidades de los estudiantes de 
ingenieria. 

I 
En este grupo de investigaci6n se ha estado analizando el acercamiento infinitesimalista 
como una altemativa para la ensefi.anza del calculo. La parte de este trabajo que le 
corresponde al autor de este texto, es la de proponer una presentaci6n de los conceptos del 
calculo, utilizando el acercamiento infinitesimalista, de manera que esta presentaci6n 
efectivamente facilite al estudiante el acceso al conocimiento de las ciencias de la 
ingenieria. El presente libro es el resultado de dicho trabajo. 



El texto se presenta en tres capitulos, el primero corresponde a los conceptos basicos; 
aritmetica infinitesimalista, series de potencias para funciones algebraicas, continuidad y 
limite. El segundo contiene los temas de calculo diferencial que usualmente se tratan en los 
textos, sin embargo, en Ia mayoria de los casos se encontrara que Ia presentaci6n no se 
parece a Ia usual, lo mismo ocurre con el tercero y ultimo capitulo que corresponde al 
calculo integral. 

En esta primera-1edici6n no se ha incluido utta~' cantidad de ejercicios resueltos, se 
espera contar con las sugerencias de profesores y estudiantes para escribir una segunda 
edici6n que resulte bastante rica en ejemplos y ejercicios. 

AI final se incluyen dos apendices, el primero contiene los temas referentes a las funciones 
reales que son utilizados en el texto. En el segundo se incluyen algunos fragmentos de 
textos de ciencias de Ia ingenieria en los que se utilizan conceptos de calculo. 

Quiero agradecer finalmente a las siguientes personas: al Dr. Carlos Imaz J. 
(CINVESTA VIPN), por su apoyo y por ayudarme a entender las ventajas del acercamiento 
infinitesimalista, al Dr. Horacio Ramirez de Alba (Fl- UAEM), porIa confianza otorgada 
para Ia realizaci6n de este trabajo, a los ingenieros Amulfo Andrade Delgado y Carios Crail 
Corzas (FI-UNAM), asi como al ingeniero Santiago Martinez Hernandez (UI) por sus 
valiosas opiniones sobre el texto, con quienes me comprometo a desarrollar un mayor 
esfuerzo para que Ia proxima edici6n resulte mas acorde con sus expectativas, al ingeniero 
Armando Herrera Barrera (FI-UAEM), quien ha proporcionado valiosas opiniones, 
particularmente en lo referente a las aplicaciones del calculo en las ciencias de Ia 
ingenieria, y a los ingenieros Dolores Duran Garcia (FI-UAEM) y Lorenzo Contreras 
Garduno (UAEM), quienes participaron en Ia elaboraci6n del segundo apendice. 

Toluca, Mex., junio de 1997 
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PROLOGO A LA SEGUNDA ED/CION 

! I 
Desde la publicacion de la primera edicion, este libro ha sido utilizado por la mayor parte 
de los profesores que imparten el primer curso de calculo en la Facultad de Ingenieria de la 
Universidad Autonoma del Estado de Mexico (FIUAEM). En el se presentan los conceptos 
ba.sicos del calculo: continuidad, limite, derivada e integral, utilizando extensivamente la 
terminologia y la aritmetica infinitesimalistas. 

Lo anterior tuvo lugar luego de que un analisis de algunos textos de ciencias basicas 
-mecanica, electromagnetismo y termodinamica- revelara que tanto el lenguaje como la 
aritmetica infinitesimalistas son usados con frecuencia en tales textos. De esta manera, si se 
piensa en estudiantes de ingenieria, quienes habran de asistir a cursos de ciencias basicas a 
continuacion de los de calculo, resulta recomendable ofrecer una presentacion de los 
conceptos del calculo utilizando el acercamiento infinitesimalista. 

En esta segunda edicion, a la vez que se hicieron un buen numero de correcciones respecto 
de la primera, se han incluido mas ejemplos en el contexto de la fisica, particularmente en 
las areas que son comunes en las distintas carreras que ofrece la FIUAEM, esto es, 
mecanica, electromagnetismo y termodinamica. 

Considerando que algunos de los temas incluidos en la primera edicion, no son 
suficientemente importantes en las ciencias basicas, se han quitado del cuerpo del texto e 
insertado en anexos al final dellibro. Se incluyen ademas otros tres anexos, uno en el que 
se dan respuestas a algunos de los problemas propuestos al final de cada seccion, otro en el 
que se dan las referencias bibliograficas, y otro mas en el que se da una pequefia tabla de 
integrates. 

Debo agradecer nuevamente a todos aquellos que hicieron posible la publicacion de este 
libro, quienes son mencionados en la presentacion de la primera version. Ademas 
agradezco al Ing. Angel Albiter R., director de la FIUAEM, a Israel Mora, quien participo 
en la solucion de los problemas que se incluyen en el anexo de esta version, a los profesores 
de calculo que hicieron algunas correcciones y, particularmente, a Daury Garcia, asi como 
al personal del Departamento Editorial de la UAEM. 

Finalmente, invito a todos aquellos que deseen hacer alglin comentario, pregunta o 
sugerencia al respecto de la presente obra, a que lo hagan a traves de la pagina WEB: 
dmp.ing.uaemex.mx/arcos (no escribir www al principio), via correo electronico, en la 
direccion iaq@coatepec.uaemex.mx, o bien, personalmente, en el cubiculo 5 de la Division 
de Materias Propedeuticas de la FIUAEM. 

Ismael Arcos Q. 

Toluca, Mexico, septiembre de 1999 
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I. CONCEPTOS BASI COS 

La derivada y Ia integral son los dos conceptos fundamentales del calculo infinitesimal, a 
partir de los cuales se habla de calculo diferencial y de calculo integral. Ademas, 
dependiendo del conjunto de funciones con cuyos elementos se trabaje, podemos hablar de 
calculo para funciones en una o en varias variables. En este libro estudiaremos el calculo 
para funciones en una variable, o calculo elemental, para lo cual se asumira que el lector 
conoce las funciones reales en una variable. En cualquier caso, al final del texto se incluye 
un apendice que contiene el minimo material sobre las funciones reales (en una variable). 

Por otra parte, ademas del conjunto de funciones, tambien se requiere establecer un 
conjunto numerico de trabajo. Dicho conjunto es el de los nfuneros reales, sin embargo, el 
calculo infinitesimal, particularmente cuando se aplica al estudio de los fen6menos fisicos, 
recurre a numeros infinitamente pequefios e infinitamente grandes. 

1. ARITMETICA INFINITESIMALIST A Y SERIES DE POTENCIAS 

1.1 Aritmetica infinitesimalista 

Numeros grandes y numeros pequeiios 

Cuando se hacen operaciones aritmeticas con nfuneros reales, utilizando una calculadora, 
no siempre se obtienen los resultados con exactitud absoluta. Esto ocurre en particular 
cuando se opera con dos cantidades, una de las cuales es muy pequefia en comparaci6n con 
la otra. Por otro lado, en ingenieria es frecuente "despreciar" una cantidad que, comparada 
con otra, es demasiado pequefia. 

Ejemp/o 1.1 La variacion de Ia gravedad en pequeiias distancias puede despreciarse 

Cuando se estudia el movimiento de un proyectil sujeto a la acci6n de la gravedad, se 
considera que Ia magnitud de la fuerza de gravedad es constante, lo cual no es 
rigurosamente cierto, ya que la magnitud de tal fuerza de atracci6n de la Tierra sobre el 
proyectil varia en relaci6n inversa con el cuadrado de la distancia de este al centro de la 
Tierra. 



2 I. Conceptos btisicos 

Para cuantificar el tamafio del error cometido al despreciar Ia variacion de Ia magnitud de Ia 
fuerza de gravedad, supongamos que el proyectil se Ianza desde el suelo y se desplaza, 
digamos 5 km, en sentido vertical. Considerando que el radio de Ia Tierra es de 6.37 mil km 
(en el Ecuador es, aproximadamente, 6.374 mil km), y si F1 yes Ia magnitud de Ia fuerza en 
el punto mas bajo de Ia trayectoria, y F2 en el mas alto, entonces, estas magnitudes estan 
relacionadas por: 

Por lo tanto 

Lo cual quiere decir que Ia magnitud de la fuerza en el punto mas bajo de Ia trayectoria, 
excede al de la magnitud en el punto mas alto, aproximadamente, en un 0.03 %. 

Si esa variacion se desprecia, querra decir que se asume que ese error de 0.03% no resulta 
significativo. De hecho, Ia variaci.Sn de Ia fuerza de gravedad es, en terminos generales, 
mucho menos significativa que Ia resistencia del aire, por ejemplo. 

En ciencias basicas y de la ingenieria, con frecuencia se hacen suposiciones como las 
indicadas, es decir: "despreciando la variacion de la gravedad ... " o "despreciando la 
resistencia del aire ... " Si esto no se hiciera, los modelos matematicos resultantes serian 
mucho mas complejos, sin que ello garantizara mejorar, notablemente, el grado de 
precision. En el siguiente ejemplo se vera que, en ocasiones, el despreciar una cantidad 
respecto de otra, puede no ser una decision de quien estudia un problema, sino producto de 
las limitaciones de los instrumentos de calculo. 

Ejemp/o 1.2 La masa de Ia Tierra, 1,con gente o sin gente? 

l,Cual es la variacion de la masa de la Tierra si cae sobre ella un meteorito de 500 kg de 
masa? 

La masa de la Tierra es, aproximadamente, 5.976 x 1024 kg. Si aumentamos Ia del 
meteorito, la masa sera: 

Mrm = 5.976x 1024 +500 kg 

Si tratamos de obtener el resultado con 1m.a calculadora, el resultado sera: 

Mrm = 5.976xl024 +500 = 5.976xl024 

Esto ocurre debido a que la precision de Ia calculadora esta limitada a 1 0 cifras 
significativas (generalmente ), presentandolas de izquierda a derecha. De esta manera, 
comenzara con las cuatro cifras 5, 9, 7, 6, y las seis restantes las ocupara con ceros, asi que 
el "5" no alcanza a aparecer en la pantalla. Vamos a considerar entonces, una masa mucho 
mayor que los 500 kg del meteorito, por ejemplo, la de la gente que habita en la Tierra. 

Supongamos que en Ia Tierra hay 6 000 millones de personas con una masa promedio de 50 
kg. La masa de la Tierra "con todo y gente" sera: 



1.1 Aritmetica infinitesimalista 

MTg = 5.976 x 1024 + 6x 109 x 5 x 10 = 5.976x 1024 + 3 x 1011 

Haciendo los calculos a mano, obtenemos 

I M Tg = 59760000000003x1011 kg, 
! 

3 

de manera que, para retener el "3" que corresponde, en la suma, ala masa de todas las 
personas, debera utilizarse una calculadora con precision minima de 14 digitos; de otra 
manera, el "3" no aparecera, por lo que el resultado dado por una calculadora con menor 
precision sera: 

MTg = 5.976x1024 +3xl011 = 5.976xl024 

En otras palabras, con una precision maxima de 13 digitos, la masa de todas las personas 
juntas, es despreciable con respecto a la de la Tierra. 

Lo que observamos en el ejemplo anterior es que, para cualquier calculadora y cualquier 
cantidad fija a, podemos siempre identificar otra cantidad a. suficientemente pequefia, con 
respecto a a, tal que, efectuando la suma con esa calculadora, se obtenga: 

a+a=a 

De hecho, tambien podemos obtener cantidades suficientemente grandes (N), tal que: 

a+N=N 

Ejemplo 1.3 

Usando una calculadora de 10 digitos, si a= 1, a= lx10-10 y N = lxl010
, entonces 

a+a=aya+N=N. 

Ejemplo 1.4 

Vamos aver, ahora, las implicaciones de los problemas aritmeticos antes descritos en una 
situacion geometrica. Para ello, analicemos la grafica de la funcion f definida por 

1 
Y = f(x) = X+ -, X > 0 

X 

Si hacemos una breve tabulacion, o bien, recurrimos a una calculadora o una computadora, 
obtendremos que la grafica de f es como se muestra en la figura 1.1. 

Vemos que en la parte situada inmediatamente a la derecha del eje Y, es decir, la 
correspondiente a valores pequefios de la variable, la grafica parece "pegarse" al eje Y. Si 
hacemos una tabulacion, asignando a la variable valores dados por potencias negativas de 
10 (tabla 1.1), observamos que, utilizando una calculadora de 10 digitos, para valores 
menores que una diez milesima, el termino x resulta despreciable con respecto a 1 I x, es 
decir: 

Sixes "pequefio", entonces, 1/x es "grande" y x sera "despreciable" con respecto a 1/x, de 
maneraque 
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X 10·• = 0.1 

1 
X+-

X 10.1 

·,".,...... · I. Conceptos bdsicos 

1 1 
x + - = - para x "pequefio" (a) 

X X 

2 6 

Fig. 1.1 

10-:l = 0.01 

1 
y=x+

x 

8 10 

10-J 

100.01 1 000.001 

Tabla 1.1 

12 

10-1 10-s 

100 000 

10 000.0001 

Amilogamente, para valores "grandes" de x (ver tabla 1.2), tenemos que 1/x es "pequeiio", 
por lo que sera "muy pequefio" en comparaci6n con x, es decir: 

1 
x +- = x para x "grande" (b) 

X 

X 101 = 10 10-t = 100 103 104 10-s-

1 10.1 100.01 1 000.001 10 000.0001 100 000 
x+-

X 

Tabla 1'.2 

Las relaciones dadas por (a) y (b), indican que en Ia parte izquierda Ia gratica debe 
parecerse a Ia de Ia hiperbola y = llx, mientras que en Ia parte derecha debe parecerse a Ia 
recta y = x. En Ia figura 1.2 se muestra Ia gratica de fen el mismo sistema coordenado con 
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1.1 Aritmetica infinitesimalista s 

Ia recta y Ia hiperbola. Podemos observar que, efectivamente, en Ia parte izquierda, Ia 
gnifica de f se confunde con Ia hiperbola, mientras que en Ia parte derecha se confunde con 
Ia recta. 

12 

10 

8 

6 

1 
y=x+- -' 

X -?' 
\~-?' 

4 '/' y=x 
/"---/ ~· 1 

y=-1 X - --
4 6 8 10 12 

Figura 1.2 

Resumiendo: cuando una cantidad es suficientemente pequefia en comparaci6n con otra, el 
instrumento de calculo no podra distinguir entre Ia suma y el valor de Ia cantidad grande. 

Vamos a definir a continuaci6n una nueva clase de nfuneros que resulten infinitamente 
pequefios respecto de cualquier nfunero real, es decir, que Ia suma entre ellos sera igual al 
nfunero real, independientemente del nfunero real y del "instrumento de calculo". En el 
resto de este texto veremos c6mo utilizar estas nuevas cantidades para definir y utilizar 
nuevos conceptos. 

Los infinitesimales y los infinitamente grandes 

Primeramente, recordemos Ia propiedad arquimediana de los nfuneros reales: dados dos 
nfuneros reales (positivos) cualesquiera, no importa que tan pequefio pueda ser uno respecto 
del otro, siempre puede obtenerse una suma de n terminos iguales a este, siendo n 
suficientemente grande, de manera que Ia suma resultante supere al nfunero grande. Es 
decir: 

Siendo a y b dos nfuneros reales positivos cualesquiera, con a < b , existe 
siempre un nfunero natural n, tal que an > b . 

Equivalentemente, siendo a y b nfuneros reales positivos cualesquiera, con 
a < b , existe siempre un nfunero natural n, tal que b I n < a . 

Podemos tambien decir, que: 

Dados dos nfuneros reales (positivos) cualesquiera, no importa que tan pequefio pueda ser 
uno respecto del otro, siempre puede obtenerse una suma de n terminos iguales al primero, 
siendo n suficientemente grande, de manera que Ia suma resulte mayor que el segundo. 



6 <,~ I. Conceptos bdsicos 

Los nfuneros infinitamente pequeiios y los infinitamente grandes se definen, precisamente, 
de manera que estas nuevas cantidades no satisfagan la propiedad arquimediana: 

Sea b un nfunero real positivo cualquiera, si jJ es un nfunero positivo (no real), 
tal que, para todo n natural, P < b I n , entonces ft es un nfunero infinitamente ( 1.1) 
pequei'i.o. 

Por otra parte, 
I 

Sea b un nfunero real positivo cualquiera, si N es un nfunero positivo (no real), 
tal que, para todo n natural, nb < N , entonces N es un nfunero infinitamente 

grande. 
(1.2) 

Usualmente llamaremos infinitesimales o infinitesimos a los nfuneros infinitamente 
pequei'i.os. Las definiciones anteriores corresponden a infinitesimales y a nfuneros 
infinitamente grandes positivos. Los infinitesimales negativos y los nfuneros infinitamente 
grandes, pero negativos, son los negativos de las cantidades antes definidas. 

De las definiciones dadas en (1.1) y (1.2) se desprende que: 

Un nfunero positivo p tal que p < a , para todo nfunero real positivo a, es . ':~ 

infinitamente pequei'i.o, y reciprocamente, todo infinitesimal es menor que 
cualquier nfunero real positivo. 

Amilogamente, 

Un numero positivo N es infinitamente grande, si y solo si, es mayor que 
cualquier numero real positivo. 

Estas definiciones permiten afirmar, primeramente, que toda cantidad de Ia forma na, conn 
natural y a infinitesimal, tambien es infinitesimal. Ahora bien, convendni ver el conjunto de 
los infinitesimales, al igual que el de los infinitamente grandes, como una imagen del 
conjunto de los nfuneros reales, de manera que si Pt es el conjunto de los nfuneros de Ia 
forma ka, con a infinitesimal y k real, entonces pueden identificarse los elementos dePt 
con los puntos de una recta dirigida (ver figura 1.3). 

Hay que tomar en cuenta, que el cero no es un elemento de P., aun cuando en la recta se 
incluya para hacer la identificaci6n con Ia recta real. 

-3 -2 -1 0 1 2 3 ffi 

~ 'I 
~ 

-3a -2a -a 0 a 2a 3a 

Figura 1.3 
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1.1 Aritmitica infinitesimalista 7 

De acuerdo con esto, una cantidad como 17.6a, con a infinitesimal, tambien es 
infinitesimal, y esta ubicada, en la recta, entre 17 a y 18 a. Ademas, la definicion ( 1.1) 
indica que todos los elementos de P1 --es decir, toda la recta P1- se venin, en la recta real, 
como el nfunero cero, ya que ninguno de ellos alcanza algful nfunero real, por pequeiio que 
este sea. Amllogamente, toda cantidad de Ia forma 3 + ka , con a infinitesimal y k real, se 
vera, en la recta real, como el nfunero 3. En resumen, toda la recta P 1 se ve, en la recta real, 
como un punto, y todo punto en la recta real puede verse como toda una recta, cuyos puntos 
estan infinitamente pr6ximos entre si. 

infinitamente grandes(-) infinitesima/es infinitamente grandes( +) 
finitos(-) finitos( +) 

Fig. 1.4 

Las cantidades de la forma a+ba, con a y b reales y a infinitesimal, se llamaranfinitas y 
se identificaran, en la recta real, con el nfunero a, que se llamara parte principal, ya que ba 
resulta despreciable con respecto a a. De esta manera, en este nuevo conjunto numerico, se 
distinguen tres tipos de cantidades ( excluyendo al cero ), las infinitesimales, las finitas y las 
infinitamente grandes (ver figura 1.4). 

Cocientes y productos de cantidades de diferente tipo 

Veremos a continuaci6n c6mo es el cociente entre dos cantidades de diferentes tipos. Por 
ejemplo, siendo f3 infinitesimal y a un nfunero real, ambos positivos, entonces, f3 I a debe 

ser un infinitesimal, ya que 1 I a es un nfunero real por lo que f3 I a = (1 I a) f3 tam bien debe 

ser infinitesimal. Asi pues 

Si.fJ es infinitesimal y a un nfunero real, entonces f3 I a es infinitesimal. (1.3) 

Por otra parte, si a es un infinitesimal positivo, su reciproco 1 I a debe ser infinitamente 
grande. 

En efecto, suponiendo que 1 I a no es infinitamente grande, debe existir un nfunero real b, 
positivo, tal que 1 I a~ b, entonces, al multiplicar por a> 0, tenemos que 0 < 1 ~ ba. Pero 
ba es infinitesimal, asi que no puede ser mayor que 1, de manera que la hip6tesis de que 
1 I a no es infinitamente grande es falsa y, por lo tanto, 1 I a es infinitamente grande. Asi 
pues: 

Si a es un infinitesimal, entonces 1 I a es infinitamente grande. (1.4) 

y, por lo tanto: 

Si a es infinitesimal y a un nfunero real, entonces a I a es 
infinitamente grande y a I a es infinitesimal. (1.5) 
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De Ia misma manera, puede concluirse que: 

Si N es infinitamente grande y a un nfunero real, entonces N I a es 
infinitamente grande y a IN es infinitesimal. (1.6) 

Y, en consecuencia: 

Dados un infinitesimal ~ y un nfunero real c, podemos siempre suponer 
Ia existencia de un nfunero infinitamente grande N, tal que N a= c. (1.7) 

Ejemplo 1.5 1t puede verse como el producto de un infinitesimal y un infinitamente grande 

Consideremos dos nfuneros a, y b, definidos en funci6n de un nfunero natural n mediante 
a, =sen (180° In) y b, = n a,. Deseamos saber cuAl es el valor de b, para n infinitamente 

grande. 

Mas adelante estudiaremos algunos aspectos de los angulos infinitesimales, mientras tanto, 
utilizaremos Ia calculadora para tratar de identificar lo que pasa con a, y b, para valores 
"grandes" de n, lo que nos permitini tener una idea de lo que pasa cuando n es infinitamente 
grande. 

La tabla 1.3 consta de tres columnas; en Ia primera se muestran los valores asignados a n, 
en Ia segunda se indican los correspondientes valores de a, y en Ia tercera los de b,. 

n a, = sen(l80° In) b, =na, 

10 0.309017 3.09017 

20 0.156434 3.12869 

50 0.0627905 3.13953 

100 0.0314108 3.14108 

1000 0.00314159 3.14159 

. ; Tabla 1.3 

Observese que conforme el valor den es mas grande, el de a, es cada vez mas pequefio; sin 
embargo, el valor de b,, que es el producto de n y a,, casi no varia. De hecho, como se 
puede percibir en la tercera columna de la tabla, y como se probara mas adelante, para n = N 
infinitamente grande, bN = n. Tenemos pues, un caso particular de la proposici6n (1.7). 

Infmitesimales e infinitamente grandes de orden mayor .. 

Las proposiciones (1.5) y (1.6) permiten generalizar las definiciones (1.1) y (1.2) como 
sigue: 

I 
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Si p = p, con j3 infinitesimal, entonces p es infmitamente pequeiio 
q 

respecto de q, o bien, q es infinitamente grande respecto de p. 

0, equivalentemente: 

9 

(1.8) 

Si p = N , con N infinitamente grande, entonces p es infinitamente 
q (1.9) 

grande respecto de q ( o bien, q es infinitamente pequeiio respecto de p ). 

De esta forma, tenemos que si j3 es un infinitesimal, p 2 I p = p , asi que p2 es 

infinitamente pequeiio respecto de f3. De la misma forma podemos obtener que p3 es 

infinitamente pequeiio respecto de P2
, P4 es infinitamente pequeiio respecto de p 3

, y, en 

general, jJ" es infinitamente pequeiio respecto de P', siempre que m > n. Siendo p un 
infinitesimal, diremos que jJ" es un infinitesimal de orden m (respecto de p). 

Por otra parte, si N es infinitamente grande, entonces N 2 I N = N es infinitamente grande, 

por lo que N es infinitamente pequeiio respecto de N 2
• Analogamente, N 2 es infinitamente 

pequeiio respecto de N 3
, y, en general, Nk es infinitamente grande respecto de N 1 , 

siempre que k > j . Siendo N infinitamente grande, diremos que N k es un nfunero 

infinitamente grande de orden k (respecto de N). 
• L - • ~ 

De esta manera, si a es infinitesimal y N infinitamente grande, definimos los conjuntos P; 
como el conjunto de los infmitesimales de orden i, y G1 como el conjunto de los 
infinitamente grandes de orden j, por lo cual las relaciones entre estos conjuntos y 9t 
pueden ser indicadas como se muestra en la figura 1.5. 

-3N" -2N
2 -Nz Nz 2N

1 ~ _,, 
0 3N G2 

-3N~O~ 3N Gl 

-3~0~ 3 9t 

~~ ~ 
-3a~O~ 3a 

p2 
-3a~ -2a~ -a4 0 a1. 2a 2 3a2. 

Fig. 1.5 

I 

Asi, y de acuerdo con esta figura, en una suma en Ia que aparecen mimeros de distinto 
orden, aquellos ubicados en cada recta son despreciables (infinitamente pequefios) respecto 
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de cualquier otro ubicado en un "nivel superior". En una suma tal, se ordenanin los 
terminos "de arriba hacia abajo", de acuerdo con el nivel (orden) de cada uno de los 
terminos, llamando termino principal al que se ubique en el nivel mas alto. 

Generalmente estaremos interesados en identificar el termino principal de una cantidad, en 
cuyo caso, llamaremos residua al resto de los terminos, del cual solo se indicara e1 orden. 
Por ejemplo, si x = 3N 2

, escribimos x = 3N 2 +o(N) y si w = 3a, escribimos w = 3a + 
o(a 2

). 

En ocasiones resultara conveniente escribir explicitamente algunos terminos del residuo, 
ademas del principal. Por ejemplo, si x = r, donde res un numero real, podemos escribir: 

x=r+o(a), 

o bien 

Expresiones racionales: calculo del termino principal 

Para obtener el termino principal de una expresi6n irracional o trascendente, se requiere de 
algunos conceptos que seran estudiados mas adelante; por el momento, vamos a calcular el 
termino principal de una expresi6n racional. 

Ejemplo 1.6 

Si f es la funci6n definida por Ia regia de correspondencia dada y N es infinitamente grande 
y positivo, calcular el termino principal def(N), indicando el orden del residuo. 

Soluci6n 

Ejemplo 1.7 

2x2 +x-1 
f(x) = 3x2 +1 

f(N) = 2N
2 

+ N -1 2N
2 

+ N + -1 
3N 2 + 1 3N 2 + 1 3N 2 + 1 3N 2 + 1 

Si f es Ia funci6n definida por Ia regia de correspondencia dada y P es un infinitesimal 
positivo, calcular el termino principal de /(1 + p) e indicar el orden del residuo. 

X 
f(x)=

x-1 
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Soluci6n !0 + P> = 1 + p = 1 + p = _!_ + 1 =p-I + 1 
1+P-1 p p 

f(l+ P) = N t-o(N°) = N +o(1) 
."i 

donde N es el numero infinitamente grande y positivo que es el reciproco de ~-

Expresiones racionales: calculo de los terminos del residuo 

En el caso de las funciones racionales, y suponiendo que se desea calcular uno o mas de los 
terminos del residuo, puede utilizarse el algoritmo de la division de polinomios. 

Ejemplo 1.8 

Sifes la funcion con regla de correspondencia dada y N es infinitamente grande y positivo, 
calcular el termino principal y los terminos del residuo hasta del orden de If, es decir, hasta 
el termino real. 

Soluci6n 

f(x) = x
2 

+3x-1 
x+2 

Aplicando el algoritmo de la division de polinomios, y calculando el cociente hasta el 
termino de grado cero (respecto deN), obtenemos: 

I 2 

f(N)= N +JN-1 =N+1+~=N+l+o(N-1 ) 
N+2 N+2 

En el caso de dna funcion racional, si se desean mas terminos, pueden obtenerse al 
continuar con la division de polinomios, ignorando la regia que indica que la division 
termina cuando se obtiene un residuo parcial de grado menor que el divisor. Por supuesto, 
en tal caso, se obtendnin terminos con exponente negativo en el cociente. 

Asi, para la funcion del ejemplo anterior, al continuar con la division hasta el termino de 
grado x·3

, se obtiene el cociente x + 1-3x -I + 6x -z - 2x -3
, siendo el correspondiente residuo 

24 x·3
, asi que 

x2 +3x-1 1 3 -1 6 -2 12 -3 24x-3 
---=X+ - X + X - X +--
x+2 x+2 

De esta manera, para x = N infinitamente grande, obtenemos: 
;- -
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1.1 Ejercicios 

1-11 Siendo N infinitamente grande y a infinitesimal, ambos positivos, calcular el termino 
principal de cada una de las expresiones dadas. 

1) /(-2-a), /(-2+a), /(2-a), f(2+a), f(-N) y f(N), si 
4x . :-... ,~--

f(x) = x2 -4 

2) 

3) 

4) 

5) 

6) 

7) 

8) 

9) 

/(2-a), f(2+a), f(-N) y f(N), si f(x) = 4x 
2 (x-2) 

/(-a), f(a), f(-N) y /(N), si f(x) = ~ 
X 

Jc -a), f(a), /(-N) y f(N) , si f(x) = -
3x

2 

X 

. x 2 -2x+1 
/(1-a), f(l+a), f(-N) y /(N), Sl /(x) = 

3
x

2 
_

3 
I • x 2 -3x+2 

/(1-a),/(1+a), /(-N) y f(N) s1 f(x)= 
2
x 2 _ 4

x+
2 

j(-1-a), /(-1+a), · {x, ~-1, 
si f(x) = x 2 -1, -1 < x < 1, 

f(l-a) y /(-1+a) 
x 2 +3x-4, x~1 

/(-a), f(a), /( -N) y f(N), si f(x) = -J2x2 + 3 

-Jx2 +2 
g(-a), g(a), g(-N) y g(N) g(x)=--

x 

10-14 Utilizando una calculadora cientifica, obtener el minimo valor de n para el cual se 
cumple (de acuerdo con Ia lectura de Ia pantalla) la igualdad indicada. 

10) /(10")=10" si f(x)=-Jx 2 +25 

11) g(IO") = 2 x 10" si g(x) = V8x3
- 430 

12) ¢(10")=1.5 si ¢(x)=
3
x+

2 

2x ._-\ 

13) h(IO") = 3 si h(x) = .J9+x 

-~ --· ---- 4+x
3 

14) F(10") = 0.8 si F(x) = --
2 5-x 
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1.2 Desarrollo en serie de potencias: funciones algebraicas 

Los polinomios son funciones que se evaluan y con las que se pueden hacer operaciones 
facilmente. En esta secci6n veremos c6mo expresar las funciones algebraicas como 
polinomios de grado infinito, a los que se denomina series de potencias de Ia funci6n. Esto 
permitira, entre otras cosas, obtener el valor de Ia funci6n, para un valor dado de Ia 
variable, con tanta precision como se desee (y el instrumento de calculo lo permita). 

Veamos algunos conceptos relativos a las series de potencias. Primeramente, siendo f una 
funci6n real, si existen constantes reales Ci (i = 1, 2, 3, ... ), tales que, para cada x en un 
intervalo, se tiene que 

(1.10) 

entonces diremos que el segundo miembro de esta ecuaci6n es el desarrollo en serie de 
potencias de fen el intervalo. 

Los puntos suspensivos al final del segundo miembro de Ia ecuaci6n indican que Ia suma 
continua indefinidamente y que s6lo en tal caso, es decir, si el n\lmero de terminos es 
infinito, se cumplira la igualdad. De esta manera, si el n\lmero de terminos es finito, el 
segundo miembro de (1.10) es un polinomio, que al ser evaluado para un valor dado de la 
variable, proporcionara un valor aproximado de la funci6n, obteniendo un error que se 
espera sea menor en cuanto mayor sea el n\lmero de terminos considerado. Asi pues, si se 
toman n terminos, con n finito, y si P n es el polinomio 

(1.11) 

entonces, el error absoluto, cometido al evaluar Ia funci6n por medio de este polinomio 
sera: 

(1.12) 

Ahora bien, si para un valor dado de x, el error e8(x) puede hacerse tan pequefio como se 

qui era, haciendo n suficientemente grande, diremos que la serie co + c1x + c2x
2 + · · · 

converge para ese valor de x, en cuyo caso, en es infinitesimal para n infinitamente grande. 
En caso contrario se dira que Ia serie diverge. 

En general, tendremos que la serie convergera para toda x real en un intervalo al que, por lo 
tanto, se denomina intervalo de convergencia. Si la serie no converge para un valor de x, 
entonces se dira que diverge para ese valor de x. 

Cabe mencionar, por Ultimo, que el desarrollo en serie de potencias de una funci6n es 
Unico, es decir, el valor de cada uno de los coeficientes c; en (1.10) esta determinado, de 
manera Unica, por la funci6n misma. 
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Ejemp/o 1.9 

Como se vera mas adelante, el desarrollo en serie de potencias de la funci6n exponencial 
esta dado por 

/() 
1C 1 12 13 x =e = +x+-x +-x + ... 

2! 3! ' 

la cual converge para todo valor de x. De esta manera, al hacer x = 1, Ia serie debe 
converger a e, por lo tanto, el valor de la expresi6n 

1 1 1 
p =1+1+-+-+ .. ·+-

n 2! 3! n! 

debe ser mas p~ecido a e conforme aumenta et valor de n. En la tabla 1.4 se muestra el 
valor de P n, lo mismo que el correspondiente error ( obtenido por medio de Ia ecuaci6n 
1.12), para algunos valores den. Puede observarse que, efectivamente, el error disminuye 
conforme se incluyen mas terminos de la serie. 

n 4 6 8 10 

Pn 2.708333333 2.718055555 2.718278769 2.718281801 

en 9.95 X 10-3 2.26x 10--4 3.06x 10~ 2.84x 10-8 

Tabla 1.4 

Funciones racionales: serie geometrica 

Ejemp/o 1.10 Aquiles y Ia tortuga 

Sup6ngase que Ia velocidad de Aquiles, un conocido atleta ateniense, es el doble que la de 
una tortuga. Si se organiza una carrera entre ambos, en una pista recta, dando una ventaja d 
(distancia en metros) ala tortuga, l,que distancia debera recorrer Aquiles para alcanzar a Ia 
tortuga?, l,Cucinto tiempo tardara en alcanzarla? 

Primer planteamiento (paradoja de Zenon) 

Antes de alcanzar a la tortuga, Aquiles debera recorrer Ia distancia d que ha dado de 
ventaja. Sin embargo, una vez que recorre esa distancia, la tortuga recorre d/2 metros, 
distancia que ahora debera ser recorrida por Aquiles. 

Una vez que Aquiles recorre esa distancia, Ia tortuga ha recorrido d/4 metros, Ia cual es 
recorrida por Aquiles mientras la tortuga se desplaza otros d/8 metros, y asi, sucesivamente. 
En la figura 1.6, se han seiialado, en dos lineas, las posiciones sucesivas de Aquiles y de la 
tortuga, asignando el 0 a las posiciones iniciales, el 1 a las posiciones en el momento en el 
que Aquiles recorre la distancia d, el 2 a las posiciones de Aquiles y la tortuga una vez que 
el corredor recorre la distancia d/2, etcetera. 
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Continuando de esta manera, tenemos que Ia distancia que separa a Aquiles de Ia tortuga, 
despues de cada "etapa" es: d, d/2, d/4, d/8, d/16, etc. Como esa distancia nunca llega a ser 
cero, podemos concluir que jAquiles nunca alcanza a Ia tortuga! 

0 l 2 3 4 

A I I I I I 
T--------~1----~1--~1 ~II 

Segundo planteamiento 

0 
Fig. 1.6 

1 2 3 4 

Siendo x Ia distancia total que debe ser recorrida por Aquiles para alcanzar a Ia tortuga, t el 
tiempo que tarda en recorrerla, y v1 y Va, respectivamente, las velocidades de Ia tortuga y 
Aquiles, tenemos que 

i 

x-d=vt I 

(a) 

(b) 

Ahora bien, sabemos que va = 2v,, asi que Ia ecuaci6n (a) puede escribirse en la forma 

x = 2v,t (c) 

Dividiendo miembro a miembro la ecuaci6n (b) entre la (c), tenemos: 

x-d 1 -- = -, 2(x- d) = x, 2x- 2d = x 
X 2 

Por lo tanto, x = 2d , de manera que Aquiles recorre el doble de la distancia que ha dado de 
ventaja a Ia tortuga para alcanzarla. 

A continuaci6n consideraremos un procedimiento para calcular la suma de una cantidad 
infinitamente grande de terminos, para el caso de que estos correspondan a una sucesi6n 
geometrica. Esto peLmitini resolver la aparente contradicci6n entre los planteamientos antes 
citados. 

'9. . 'Sf 

Una sucesion geometrica es aquella en la que cada termino se obtiene multiplicando el 
termino anterior por un factor constante. Es decir, sip es el primer termino de la sucesi6n y 
r (raz6n) el factor comi:m, entonces los siguientes terminos son: 

pr, 

(pr)r = pr2
, 

(pr 2 )r = pr3
, etc. 

De esta manera, una sucesi6n geometrica sera de la forma 

2 3 n p, pr, pr , pr , ... ,pr , ... (1.13) 
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Lo que haremos ahora, es averiguar si Ia suma de todos los terminos de Ia sucesi6n 
geometrica puede ser finita. Para ello, consideraremos Ia enesima suma parcial de Ia 
sucesi6n, esto es, Ia suma de los primeros terminos, hasta el de orden n, inclusive: 

sn = p+ pr+ pr 2 + pr3 +···+ prn (1) 

Si multiplicamos ambos miembros de esta ecuaci6n por r, obtenemos 

(2) 

Observando que los segundos miembros de las ecuaciones (1) y (2) coinciden en todos sus 
terminos, excepto en uno, restamos miembro a miembro dichas ecuaciones, obteniendo 

rSn -Sn = prn+i- p .. 

p(rn+i -1) 
sn = 1 (1.14) 

r-
''I , ... "f 

I 
S = __l!_rn+i __ P_ 

n r -I r-1 
(3) 

y=r", r>l 

y=r", O<r <1 

5 -1 

Fig. 1.7a Fig. 1.7b 

Recordemos ahora que, si 0 < r < 1, Ia gnifica de y = rx (ver figura 1.7b) decrece 
asint6ticamente a cero, de manera que para 0 < r < 1 y n infinitamente grande, el primer 
termino en el segundo miembro de (3) es infinitesimal. Asi pues, Ia suma de Ia infinidad de 
terminos de (1.13), para 0 < r < 1, es 

S N = - __!!_ = __!!_ 
r-1 1-r 

De hecho, puede probarse que esta igualdad ~e ctimple tambien para -1 < r < 0 , es decir: 

lp+ pr+ pr' + pr' +··· = 6~ (lrl<l) (1.15) 
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Observese que para r = 0 la igualdad es evidente. 

Ejemplo 1. 11 

Obtener el desarrollo en serie y el correspondiente intervalo de convergencia de la funci6n 
definida por 

Solucion 

4 
g(x)=--

3-5x 

Dividiendo por 3 y comparando con el segundo miembro de (1.15) obtenemos: 

4 413 4 4(5 ) 4(5 )
2 

4(5 )
3 

3- 5x = 1- 5 I 3 X = 3 + 3 3 X + 3 3 X + 3 3 X + ... 

I 

la cual converge si I ( 5 I 3 xI< 1 , es decir, para val ores de x en el intervalo (- 3 I 5, 3 I 5) . 

Ejemplo 1.12 ! _ ~( • .. ~ 

Respecto al problema de Aquiles y la tortuga tenemos que la distancia recorrida por el 
atleta, para alcanzar a la tortuga es 

d d d 
x=d+-+-+-+··· 

2 4 8 ' 

que es una serie geometrica con primer termino d y raz6n Yl. Como la condici6n de 
convergencia indicada en (1.15) se cumple, tenemos que 

d d d d 
x=d+-+-+-+···= =2d 

2 4 8 1-112 ' 

tal y como se habia obtenido previamente. 

Por otra parte, considerando el tiempo invertido por Aquiles para recorrer cada distancia, 
tenemos que el tiempo total sera 

d d d d 
t=-+-+-+-+··· 

va 2va 4va 8va ' 

que es otra serie geometrica con raz6n Yl. Por lo tanto, el tiempo total empleado para 
alcanzar a la tortuga es 

d d d diva 2d 
t=-+-+-+···= =-

va 2va 4va 1-112 va 

Observese que este resultado pudo haberse obtenido, directamente, dividiendo Ia distancia 
recorrida (2d) entre la velocidad. 
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Funciones irracionales: serie binomial 

Vamos a considerar ahora el desarrollo en serie de potencias de una funci6n irracional. 
Particularmente interesara obtener el desarrollo en serie de una funci6n definida mediante 
una raiz, siendo el radicando un binomio, uno de cuyos terminos es constante y el otro 
depende de la variable. 

Ejemp/o 1.13 

Sup6ngase que se desea obtener el desarrollo en serie de Ia funci6n definida mediante 

f(x) = .J1+x 
I 

Esto quiere decir que se desea saber si existen constantes c0 , cP c2 , etc., tales que, para 

valores de x en un intervalo, se tiene que 

..J1 + x = c0 + c1x + c2x
2 + c3x3 + · · · (a) 

Esta igualdad se cumple, si y solo si 

(c0 + c1x+ c2x
2 + c3x

3 + · · ·)2 = 1 + x (b) 

Recordando que el cuadrado de un polinomio es igual a Ia suma de los cuadrados de sus 
terminos mas la suma de todos los dobles productos, obtenemos que el primer miembro de 
la ecuaci6n (b) es 

2 3 )2 2 2 (c0 + c1x + c2x + c3x + · · · = c0 + c0c1x + 

(c/ + 2c0c2 )x2 + (2c0c3 + 2c1c2 )x3 + 

+(2c0c4 +2c1c3 +c/)x4 +··· 

Identificando ahora esta serie, termino a termino, con el polinomio 1 + x , obtenemos: 

1: 
2 

=1 (c) Co 
. ~ 

;'' ... ,.., ~ . 

x: 2c0c1 = 1 (d) 

i: c1
2 + 2c0c2 = 0 (e) 

~: 2c0c3 + 2c1c2 = 0 (f) 
.-· r: .. ~r'<"') ..-;· ......... :"'"t;:· 

x4: 2c0c4 + 2c1c3 + c2 
2 

=0 (g) 

' I 

?"\ --:·· . f"~ 

A partir de este conjunto de ecuaciones, podemos calcular los coeficientes buscados. Asi, 
de la ecuaci6n (c) obtenemos que c0 = 1. AI sustituir este valor en la ecuaci6n (d) y despejar 
c1 se obtiene c

1 
= 11(2c0 ) = 112. Procediendo de manera similar con las siguientes 

ecuaciones, se tiene que c2 = -1/8, c3 = 1116, c4 = -5/128, etc. 

------------------------------------------------------------------
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De esta manera, el desarrollo en serie de la funci6n dada es 

~- 1 1 2 1 3 5 4 
"1/l+X -1+-x--x +-x --x ··· 

2 8 16 128 
(1.16) 

I 

Si, por ejemplo, x = 0.44 , entonces obtenemos: 

.JL44 = 1 + tco.44)- tco.44)2 + /6 co.44)3
- 1 ~8 co.44)4 + ... 

En la tabla 1.5 se muestran las sumas parciales para los valores enteros den de 1 a 6. 

n 1 2 3 4 5 6 

Pn(l.44) 1.22 1.1958 1.201124 1.1996599 1.200110843 1.199962032 

Tabla 1.5 

Observese que el "comportamiento" de Pn(l.44) es como se esperaba, puesto que 
.Jt.44 = 12. Sin embargo, six= 3, al sustituir en (1.16) se obtiene: 

r; 1 1 2 1 3 5 4 
'\/'"+ = 1+2(3)-g(3) +16(3) -128(3) +··· 

n 1 2 3 4 5 6 

Pn(3) 2.5 1.375 3.0625 -0.1015625 6.54296875 -8.40722656 

Tabla 1.6 

En la tabla 1.6 se puede observar que los valores calculados de Pn(3) se alejan, 
altemativamente, por exceso y por defecto, del valor al cual deberian acercarse, ya que 
J4 = 2. Asi pues, ( 1.16) no es valida para todo valor admisible de x (en este caso x ~ -1 ). 

Por otra parte, el procedimiento efectuado en el ejemplo anterior, para la obtenci6n de los 
coeficientes de la serie, tendria que llevarse a cabo para cada caso particular, lo que podria 
resultar muy complicado o, incluso, inaplicable. A continuaci6n se vera como obtener el 
desarrollo en serie para expresiones de la forma (a+ bY, donde alguno de los terminos, a o 

b, contiene una variable, y n es un nfunero real (no natural). 

Sabemos que al elevar un binomio al cuadrado y al cubo se obtienen, respectivamente, las 
igualdades 

(a +b)2 = a2 +2ab +b2 

(a+b) 3 =a3 +3a2b+3ab2 +b3 

----~--------------------------~--------------------/ 
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Podemos continuar haciendo los productos para potencias mayores, o bien, recurrir a una 
tecnica para la obtenci6n de los coeficientes, como el triangulo de Pascal. Si se hace para 
las dos siguientes potencias, se tiene: 

(a +b)4 = a4 +4a3b +6a2b2 +4ab3 +b4 

(a +b)5 
= a5 +5a4b + 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab4 +b5 

Si ahora escribimos la ultima de estas ecuaciones en la forma 

podemos observar que en el numerador aparecel a partir del segundo termino, el factor 5, 
que es el exponente del binomio, y que en cada uno de los terminos subsecuentes aparecen, 
como factores, sus enteros antecesores, 4, 3, ... Por otra parte, en el denominador aparece el 
1 a partir del segundo termino, que ademas se mantiene en los subsecuentes, multiplicado 
por sus enteros siguientes, 2, 3, ... ; asi pues, para n = 5, los coeficientes pueden obtenerse 
como sigue: 

5·4·3 5·4 3 n(n-1) 3 n-2 
C3 = m= rr·3= -J.-2-.J= c2 .-3-

5·4·3·2 5·4·3 2 n(n-l)(n-2) n-3 n-3 
C4 = ~= m·:r= 1·2·3 .-4-= C3 .-4-

5·4·3·2·1 5·4·3·2 I n(n-l)(n-2)(n-3) n-4 n-4 
C5 = 1·2·3·4·5 = 1·2·3·4 . S = 1·2·3·4 . -5- = C4. -5-

Consideremos ahora el caso general, es decir, la n-esima potencia 

en la cual se han indicado mediante c1, c2 , ... los coeficientes desconocidos. 

Puede probarse -lo que no es uno de los objetivos de este libro--, que es factible obtener 
tales coeficientes siguiendo el patron sugerido, de manera que 

( b)n n n n-Ib n(n-I) n-2b2 n(n-IXn-2) n-3b3 + 
a+ =a +Ta +}.2a + I·2·3 a ... 

o bien: 

b 
n n n n-Ib n(n-1) n-2b2 n(n-I)(n-2) n-3b3 + (a+) =a +Ifa +-2-!-a + 3! a ... (1.17) 
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Lo que aqui nos interesa es explorar Ia validez de esta ultima ecuaci6n cuando n no es 
natural. 

Antes de considerar algunos casos, observese que, si n no es natural, el segundo miembro 
de Ia ecuaci6n contiene una infinidad de terminos, debido a que nunca se cancela el 
numerador, como sucede cuando n es natural, ya que, en tal caso, en el termino n + 1 
aparece n- n como factor en el denominador, por lo que los coeficientes ck se anulan para 
k ~ n + 1 . Asi pues, si n no es natural, Ia ecuaci6n ( 1.17) da un desarrollo en serie para Ia 
potencia del binomio, raz6n por Ia cual se llamara serie binomial. 

Ejemplo 1.14 

Consideremos en ( 1.17) que a = 1 , b = x, y n = -1 . De esta manera, al hacer las 
sustituciones correspondientes, obtenemos 

(1 )-] 1-1 -1 1-2 (-1)(-2) 1-3 2 (-1)(-2)(-3) 1-4 3 +x = +If· x+ 2 , x + 3, x +··· 

es decir: 
1 2 3 

--= 1-x+x -x +··· 
1+x 

que es valida --observese que Ia serie es geometric~ para I xI < 1. 

Ejemplo 1.15 

Ahora supongamos que a= 1, b = x y n = YJ, obteniendo entonces: 

lf1 ( 

(1 )
"2 

1
112 1/2 

1
-1/2 (1t2X-1t2)

1
_3,2 2 (1t2X-1t2X-3t2)

1
_s,2 3 

+x = +-· x+ x + x +··· 

es decir: 

o bien: 

1 ~ ~ 

I ~ 1 I 1 2 1·3 3 1·3·5 4 I v1+x = +-x--x +-x ---x + ... 
: 2 23 24 ·3 24 ·3·4 

,:;-:-- -1 +lx-lx2 +..l..x3 _ _Lx4 +··· "Vl+X- 2 8 16 128 

(1.18) 

Resultado que coincide con el obtenido en el ejemplo 1.13, en el cual, ademas, se observ6 
que el desarrollo dado por la ecuaci6n (1.18) no converge para todo valor de x. De hecho, 
puede demostrarse que Ia serie binomial: 

(1 )
n 

1 
n(n-l) 2 n(n-l)(n-2) 3 

+X - +nx+--x + x +··· - 2! 3! (1.19) 

con n real y no natural, converge s6lo para I x I < 1. 

En este texto consideraremos Unicamente desarrollos en serie de funciones irracionales que 
puedan escribirse en Ia forma dada por Ia ecuaci6n (1.17), es decir, binomiales. Ademas, el 
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binomio de hera ser escrito en la forma 1 + x para determinar el intervalo de convergencia, 
tal y como se procede en los ejemplos siguientes. . •• 

La serie binomial en electromagnetismo: algunos ejemplos 

Al estudiar los fen6menos electromagneticos, con frecuencia interesa observar lo que 
ocurre con el valor del campo, o del potencial electrico, en puntos especificos del espacio, 
por ejemplo, lejos de una superficie cargada electricamente. 1 

Ejemp/o 1.16 Disco cargado uniformemente: campo e/ectrico2 

Puede probarse que el campo electrico producido por una superficie circular cargada, de 
radio r, en un punto situado sobre el eje de la superficie -es decir, sobre la recta 
perpendicular al plano que contiene el disco, y que pasa por su centro--, a una distancia b, 
esta dado por 

.. 
~ ;; (a) 

donde CY y &0 son constantes. Lo que interesa ahora es estimar el valor del campo electrico 

en dos situaciones particulares: en un punto proximo a la superficie y en uno muy alejado 
de lamisma. 

En el primer caso podemos decir que b es mucho menor que ro, lo cual se simboliza 
mediante b << r0 por lo cual, con fines de calculo, podemos decir que b es despreciable 

respecto de ro, de manera que el valor del campo se reduce a: 

E- 2:, [~] 
Analogamente, en el segundo caso, podemos asumir que b >> r0 • Sin embargo, si 

eliminamos b en la ecuaci6n (a), tenemos que el termino principal se cancela. Para evitar 
esto, escribimos la ecuaci6n en la forma 

E =...!!__ ((ro2 +b2)II2 -bJ 
2&o (ro 2 + b2 )112 

o bien, dividiendo numerador y denominador por b, obtenemos: 

_ u ((1+(r0 /b)
2

)
112 -1) E--

2&o (1 + (ro I b )2 )112 

De esta manera, las expresiones que aparecen elevadas a la potencia Yz, pueden 
desarrollarse utilizando el teorema del binomio, ya que corresponden a Ia forma dada por la 

1 Los ejemplos que siguen han sido tornados -y ligeramente modificados para incluirlos en este texto- de Ia 
fuente que para cada uno se indica. 
2 Jaramillo, pp. 25-27. 

~----------------------------------------------------------
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ecuaci6n (1.17) y satisfacen la condici6n indicada para tal caso, ya que, siendo b >> r0 , 

entonces (r0 I b)<< 1. De esta manera, tenemos: 

i 

I 
Como suponemos que b >> r0 , entonces, despreciando los terminos de orden 4 en adelante, 

tenemos que 

por lo que 

( 
2]1/2 2 

1+(~) =1+~(~) 

I+Htr -I 

I+H~)' 
~· .. . J1 

Ademils, Ia misma suposici6n de que b » ro, pennite, a su vez, afinnar que I » ~ ( ~) , 

de manera que el campo electrico, para puntos muy alejados de Ia superficie esta dado por 

t .. E=~!(~J2 
2&0 2 b 

Ejemplo 1.17 Disco cargado uniformemente: potencial e/ectrico3 

Analogamente, puede probarse que el potencial electrico en un punto situado sobre el eje de 
un anillo uniformemente cargado, de radio R, en un punto situado sobre su eje, a una 
distancia z, esta dado por 

(b) 

i 

Considerando un punto muy alejado del disco, tenemos que z >> R. Nuevamente, para 
poder aplicar el teorema del binomio, se saca z como factor comful (i dentro del radical), 
de manera que se satisfaga la condici6n de convergencia indicada en la ecuaci6n (1.18): 

Al usar esta aproximaci6n, la ecuaci6n (b) se reduce a 

3 Resnick, p. 78. 
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u ( R
2 J Utr R

2 
1 q 

V = 2e
0 

z+ 2z -z = 4tre
0
z = 4tre

0 
-;• 

en donde q = mrR 2 es Ia carga total del disco. 

Ejemplo 1.18 Campo electrico debido a un dipolo4 

Un dipolo ( electrico) esta constituido por dos cargas puntuales de Ia misma magnitud, una 
positiva y una negativa. Puede probarse que la magnitud del campo electrico debido a este 
dipolo, en un punto situado sobre la mediatriz del segmento que une los puntos donde se 
ubican las cargas, a una distancia x del punto medio del segmento, esta dada por 

E- 1 qd 

- 4treo [x2 +(d/2)r 

- = _1_ qd [1 + (d '2x} J3/2 
4tre0 x3 (c) 

Donde d es la distancia de separacion entre las cargas y q es la magnitud de cada carga. 
Asumiendo que d << x, al hacer el desarrollo binomial del factor entre corchetes se obtiene 

E = _
1 

1!_ [1 + (- ~)(!!_)
2 

+ .. ·] 
4tre0 x 3 2 2x 

Conservando solo el primer termino, hallamos una expresion para Ia magnitud del campo 
electrico debida a un dipolo en puntos distantes, situados sobre la mediatriz: 

E=-1_1!_ 
4tre0 x 3 

1.2 Ejercicios 

1. Como se vera posteriormente, el desarrollo en serie de la funcion seno esta dado por 

1 3 1 5 1 7 senx =x- 3,x + 5,x - 1,x +···, 

donde el argumento debe estar medido en radianes. 

1.1 Siguiendo el patron definido por los terminos dados, proporcionense los dos 
terminos siguientes de la serie. 

4 Resnick, pp. 19-20. 

~--------------------------------------------------------------~ 
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1.2 Dar unaf6rmula recursiva para la generacion de los terminos de la serie, esto es, una 
ecuacion a partir de la cual pueda obtenerse cualquier termino de la serie a partir del 
anterior. 

1.3 Dar una formula indicia/ para el termino general, es decir, una ecuacion a partir de la 
cual, cada termino de la serie se obtenga conociendo solamente el lugar que ocupa 
en la serie (se puede comenzar por 0 o 1). 

1.4 Mediante calculadora y conservando en cada operacion la totalidad de las cifras que 
aparezcan en la pantalla, completar la tabla mostrada. 

l,De que depende la precision con la que un polinomio aproxima la funcion? 

.. to> 
X ~(x) P3(x) P5 (x) P7(x) senx* 

0.2 0.2 

0.1 

0.01 

0.001 

• Escribir en esta columna los valores que da Ia calculadora, utilizando directamente Ia funci6n. 

2 
2. Considerese la funcion definida por cj>(x) = --

3 X+ 

I' 

2~ 1 Continuar Ia diVisi6n indicada hasta obtener, en el cociente, el termino de grado 7. 

;." 

2.2 Dar Ia f6rmula recursiva para la generacion de los terminos de Ia serie. 

2.3 Dar la formula indicia! para el termino general. 

2.4 Dar el intervale de convergencia (la serie es geometrica). 

2.5 Completese la tabla: 
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X ~(x) P3 (x) P5 (x) P7 (x) 

0.2 

0.1 

0.01 

0.001 

3. Expandir (a + b) 8 

4. Considerese la funci6n definida por f(x) = (1 + x) 312 

4.1 Obtengase el desarrollo de fen serie de potencias hasta el termino de grado 5. 

4.2 Completese la siguiente tabla: 

X ~(x) P2 (x) P3 (x) P4 (x) P5 (x) 

0.5 

0.2 

0.1 

0.01 

4.3 Utilizando el polinomio obtenido, calcular "los temiinos basta de grado 5 de 

[O + x)312 j. (.Se obtiene el resultado esperado? 

5. Si ~(x) = ~1 +x 

5.1 Obtener el desarrollo en serie de~, basta el termino de grado 4. 

5.2 Estimar el valor de ~1.331 utilizando Ia serie obtenida. Considerese el nfunero de 
terminos suficiente para obtener una aproximaci6n correcta hasta milesimas. 
Calcular el error relativo cometido en esa aproximaci6n. 

6. Si f(x) = (1 + xf y g(x) = (1- xf 

6.1 (,Cwil es la diferencia entre los desarrollos binomiales correspondientes? Observese 

que g(x) = f( -x), o bien, que g(x) = (1- x)n = [1 + ( -x)f. 

6.2 Calcular t[J(x) + g(x)] y t[J(x)- g(x)]. 

~--------------------------------------------------------------------------
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2. CONTINUIDAD 

2.1 Incremento y diferencial 

Los conceptos cambia y continuidad son sumamente importantes en las ciencias basicas y 
de la ingenieria. El cambia o incremento de una variable no es mas que la diferencia entre 
dos de sus valores, esto es, el valor "nuevo" menos el original. 

Por lo general, cuando se estudia un fenomeno natural, interesa hacer predicciones --con 
un grado aceptable de certidumbre-- de lo que ocurrira con el valor de alguna variable en 
particular (variable dependiente, o funcion), sabiendo como cambia el valor de otra de elias, 
previamente determinada (variable independiente, o simplemente, variable). 

Esto puede hacerse facilmente, cuando se conoce la regia de correspondencia entre las 
variables de interes, ya que, en tal caso, solo hay que evaluar la funcion en los puntos de 
interes y calcular la diferencia. Sin embargo, hay situaciones --durante el proceso de 
modelacion de un fenomeno, o cuando la informacion disponible es una tabla de valores-
en que no se conoce la regia de correspondencia. En estos casos resulta sumamente util 
poder estimar la magnitud del incremento de la funcion a partir de la magnitud del 
incremento de la variable y de la informacion disponible en el "punto de partida", es decir, 
de lo que se conoce de la funcion para el valor original o inicial de la variable. 

En esta seccion, comenzaremos a caracterizar el "comportamiento" de una funcion, 
indicando, para empezar, si su gratica consta de una o mas piezas, describiendo, ademas, lo 
que pasa con la curva, cada vez que esta se "interrurnpe". 

Como se ha indicado, el incremento de una variable es la diferencia entre dos de sus 
valores. Ahora bien, debido a que el eje de abscisas generalmente se recorre "de izquierda a 
derecha", el incremento de la variable sera, por lo general, positivo. 

De esta manera, sifes una funcion definida por y = f(x), y si interesa observar que pasa 
con la funcion cuando la variable x cambia su valor deb a w, entonces, el incremento de x 
es w- b. En general, se dira que 

incremento = valor final - valor inicial. 

Usualmente se simboliza un incremento mediante una letra 11 (delta may(tscula), de manera 
que el incremento de una variable x sera 

/1x = x1 -X; (2.1) 

donde X; y x1 son, respectivamente, los val ores inicial y final de la variable. 

Ahora bien, si e1 incremento de la variable es infinitesimal, es decir, silos valores inicial y 
final de la variable difieren en una cantidad infinitesimal, el incremento se llamara 
diferencial, en cuyo caso se usara una "d' en Iugar de la 11. Asi pues, dx denotara un 
incremento infinitesimal de x. 

~ I 
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Nota: en algunos libros de ciencias basicas y de la ingenieria, se utiliza el termino 
diferencial para referirse a un incremento o cambio finito, pero pequefto, de hecho, 
suficientemente pequeiio como para validar alguna suposici6n. 

Ahora bien, con referencia a una funci6nfdefinida por y = f(x), six tiene un valor inicial 
a y un incremento dx (por lo tanto un valor final a + dx ), entonces, el correspondiente 
incremento de la funci6n --el cual se espera que sea tambien infinitesimal- es el 
diferencial de la funci6n, es decir: 

ldy(a) = f(a+ dx)- f(a)j (2.2) 

Es importante indicar que, al suponer infinitesimal este incremento, para el calculo del 
diferencial, se conservara Unicamente el termino principal. 

Ejemplo 2.1 

Si y = x2 y a= 3, entonces dy(a) = (3 + dx)2
- 32 = 6dx + (dx)2 

Como dx simboliza una cantidad, y no el producto de d y x, suele eliminarse el parentesis 
cuando se tienen potencias de dx. Asi, en el ejemplo anterior podemos escribir 

dy(a) = 6dx+dx2 

Si se conserva s6lo el termino principal, tendremos: 

dy(a) = 6dx 

Ejemplo 2. 2 Area de un anillo circular delgado 

Calculemos el incremento infinitesimal producido en el area de un circulo de radio r, 
cuando este experimenta un incremento infinitesimal dr. 

2111' 
--------------~~----------------

Figura 2.1 
i' 

El area de un circulo de radio r es A(r) = 11T
2 

. Si el radio cambia su valor a r + dr , el area 

correspondiente sera A(r + dr) = 1t(r + dr)2
• Asi pues, el incremento correspondiente en el 

area sera 

d.A(r) = 7t(r + dr )2 
-1!T

2 = 7t(r 2 + 2r dr + dr2 
- r 2

) 

d.A(r) = 7t(2r dr + dr2
) 
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AI despreciar el infinitesimal de segundo orden, se obtiene 

dA(r) = 27TTdr 

29 

(a) 

Observese que esta ecuaci6n indica (ver figura 2.1) que el area de un anillo circular, de 
espesor infinitesimal, es igual al producto de Ia longitud de Ia circunferencia y el espesor. 
Es decir, si el espesor es diferencial, la diferencia entre las longitudes de las circunferencias 
interior y exterior es despreciable, de manera que puede calcularse el area del anillo como 
Ia del "rectangulo" que resulta de cortar y desdoblar el anillo. 

Si el incremento del radio es finito, pero pequefio, de acuerdo con Ia ecuaci6n (a) 
tendremos: 

M(r,Ar) = 2ttr Ar (b) 

En Ia tabla 2.1 se muestra que el error cometido al aproximar el area del anillo por medio 
de la ecuaci6n (b) es mas pequefio conforme el espesor lo es. 

Ar 1 0.1 0.01 

Me= :r(2rAr + Ar 2
) 65.9734 6.3146 0.628633 

M
0 

= 27TTAr 62.8319 6.28319 0.628319 

ea =IMe -Ma I 3.14159 0.0314159 0.000314159 

e, =I e,l Me I 4.76% 0.5% 0.05% 

Tabla2.1 

En el primer rengl6n se muestran los valores asignados a Ar. En el segundo se muestran los 
val ores "exactos" (con seis cifras de precision) del incremento, calculados como Ia 
diferencia entre las areas de las circunferencias exterior e interior. El tercer rengl6n muestra 
los val ores calculados para el incremento, usando Ia aproximaci6n dada por la ecuaci6n (b), 
el cuarto muestra el error absoluto cometido al utiiizar Ia aproximaci6n, es decir, Ia 
diferencia entre el valor exacto y el aproximado mediante el incremento. Finalmente, el 
quinto rengl6n muestra el error relativo, el cual se define como el cociente entre el error 
absoluto y el valor exacto, el cual se expresa, generalmente, como un porcentaje. Puede 
observarse que, tal y como se esperaba, el error es mas pequefio conforme el espesor del 
anillo lo es. 

I 

Ejemplo 2. 3 Ley del gas ide at 

La ecuaci6n de estado del gas ideal o "perfecto", tambien llamada ley del gas ideal, 
relaciona la presion p, el volumen Vy la temperatura T, de una masa m de un gas "ideal", 
mediante p V = mRT , donde R es una constante. Si consideramos ademas que m es 

5 Burghardt, p. 76 
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constante, entonces podemos expresar la temperatura, en funcion de la presion y el 
volumen del gas, mediante 

1 
T=-pV 

mR 

Si ahora suponemos que p y V experimentan incrementos infinitesimales 
respectivamente, entonces, el diferencial (incremento infinitesimal) de T sera 

dT = nuevo valor de T- valor original de T 

1 1 
dT =-(p+dp)(V +dV)--pV 

mR mR 

1 
= -(pV + pdV + V dp + dpdV- pV) 

mR 

1 
=- (pdV + V dp + dpdV) 

mR 

dp y dV, 

Al despreciar el ultimo termino, por ser un infinitesimal de segundo orden, obtenemos 
finalmente: 

1 
dT = - (p dV + V dp) 

mR 

Diferencial porIa izquierda y porIa derecha: funciones diferenciables 

Ahora bien, en la definicion de diferencial de una funcion, dada por (2.2), no se hizo 
ninguna indicacion sobre el signo del diferencial de la variable. Esto es porque, por un lado, 
suponemos que dx > 0 , y por otro, porque, por lo general, el termino principal de dy es el 
mismo, independientemente del signo de dx, o, lo que es lo mismo, el diferencial de la 
funcion, partiendo de a (X; = a ), tiene el mismo termino principal que cuando el valor final 

de la variable es a. 

Ejemplo 2.4 

Si y = x 2 + 3x, a e 9l y X; = a, entonces x 1 = a+ dx y 

dy = f(a + dx)- f(a) =[(a+ dx)2 + 3(a + dx)]- {a2 + 3a) 

= 2adx + dx2 + 3dx = (2a + 3)dx + dx2 

Si, en cambio, x 1 = a , entonces, X; = a - dx y 

dy = f(a)- f(a- dx) = (a2 + 3a)- [(a- dx)2 + 3(a- dx)] 

= 2adx-dx2 +3dx = (2a+3)dx-dx2 

. (1) 

(2) 

Observando las ecuaciones (1) y (2), tenemos que, efectivamente, el termino principal de dy 
es el mismo "partiendo de a" que "llegando a a", pues en ambos casos es (2a + 3)dx. Sin 



2.1 Incremento y diferencial 31 

embargo, si consideramos una funci6n definida por secciones, tendremos que, al considerar 
el punto donde la funci6n cambia su regia de correspondencia, el diferencial podra diferir, 
incluso en el termino principal, seg(m si el punto de interes es el inicial o el final. 

Para tales situaciones, convendra referirse al diferencial izquierdo y al diferencial derecho, 
(en un punto ), los cuales estaran denotados, respectivamente, por df_ (a) y df: (a) , y 
definidos mediante 

• r df_(a) = f(a)- f(a-dx) 

df+(a) = f(a+ dx)- f(a) 

(2.3) 

(2.4) 

Se dira que una funci6n f es diferenciable en un punto, si los terminos principales de los 
diferenciales izquierdo y derecho de J, en ese punto, son iguales. 

Ejemplo 2.5 Campo electrico: esfera cargada uniformementi 

Puede probarse que el campo electrico producido por una esfera de radio R, cargada 
uniformemente, en un punto situado a una distancia r del centro de la esfera, esta dado por: 

1 qr 
r~R 

4.7l'&o R3' 
E(r)= 

1 q 
r?:.R ---

4.7l'&o 2 ' r 

(la) 

(1b) 

donde q es Ia carga de Ia esfera. 

1 q 
E(r)=-- , r~R 

47l'&0 R 
1 q 

/ 
E(r)=---

2
, r?:.R 

47l'&0 r 

i 

~~ '~~"~c··.• . r.~;?''~ . .o- , ·i • R 

Fig. 2.2 

Vamos a calcular la diferencia, en el valor del campo electrico, entre un punto de la esfera 
cargada, y otro cuya distancia al centro es infinitesimalmente mayor o menor que R. 

Primeramente, si consideramos R como el valor final del radio, entonces, el valor inicial 
sera R - dr , y el incremento correspondiente, en el valor del campo electrico, sera 

6 Resnick, pp. 52-53. 
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dE_(R) = E(R)- E(R- dr) 

Haciendo los calculos correspondientes, utilizando la ecuaci6n (Ia), puesto que r $ R, 
tenemos que 

dE_(R) = _I_[q~ _ q(R~dr)] = _I_(qR-qR+qdr) 
47r&0 R R 47re0 R3 

i 

dE_(R) = _I_.!!_dr (2a) 
47r&o R3 

Analogamente, considerando R como el valor inicial del radio, el valor final sera R + dr . 
Utilizando ahora la ecuaci6n ( 1 b), el correspondiente incremento en el valor del campo 
electrico, sera 

dE+(R) = E(R + dr)- E(R) 

I [ q q] q [R
2 

-(R+dr)
2

] 

= 47r&0 (R+dr) 2
- R2 = 47re0 R2 (R+dr) 2 

I- ._j 

dE+(R) = _q_[-2Rdr-dr
2

] 

47r&0 R2(R+dr) 2 

Despreciando dr 2 en el numerador (por ser un infinitesimal de orden 2), y dr en el 
denominador (por ser infinitamente pequefio respecto de R), obtenemos 

2q I 
dE (R)=---dr 

+ 47r&o R3 
(2b) 

A partir de las ecuaciones (2a) y (2b ), puede concluirse, primeramente, que la funci6n E(r) 
no es diferenciable en r = R . Ademas, los diferenciales izquierdo y derecho difieren en 
signo, por lo que podemos decir que, en ese punto (ver figura 2.2), la curva "llega 
creciendo" (porque el incremento es positivo) y "sale decreciendo" (porque entonces el 
incremento es negativo ), lo que indica la presencia de un valor maximo de la funci6n en ese 
punto. 

Tabla de diferencias 

Sup6ngase que se cuenta con un conjunto de datos w1 , w2 , ••• , wn escritos como Ia primera 

columna de una matriz, tal como se muestra en la tabla 2.2. A continuaci6n se describe 
como se obtienen los elementos de las siguientes columnas de la matriz, a la que se llamara 
tabla de diferencias. 

Primeramente, la segunda columna se forma con los incrementos de cada par de datos 
consecutivos de la primera columna, es decir, 

0 sea, 
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j~w;=w;+1 -w;, i=l,2, ... j 

Portal raz6n, esta sera Hamada columna de primeras diferencias. 

~ ~2 ~3 

WI ~WI D.?w I &w I 

W2 ~w2 ~2w 2 &w 2 

WJ ~w3 ~2w 3 ~3w 3 

. . 
Wn ~Wn ~2w 

n &w n 

Tabla2.2 
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(2.5) 

... 

... 

... 

... 

. .. 

... 

La tercera columna se obtiene a partir de la segunda, de la misma manera que esta se 
obtuvo de la primera, es decir: 

I . 
(2.6) 

Como esta columna contiene los incrementos de los incrementos, es Hamada de segundas 
diferencias. Los elementos de esta columna pueden obtenerse directamente de la primera, 
como se muestra a continuaci6n: 

~2w1 = ~w2 -~w1 = (w3 -w2)-(w2 -w1) 

~2wl = w3 -2w2 +wl 

En general, 
(2.7) 

El resto de las columnas, es decir, lade terceras diferencias y las siguientes, se obtienen de 
la misma manera. Asi, la expresi6n general para cualquiera de los terminos de la matriz, a 
partir de la segunda columna, se obtiene por medio de la siguiente expresi6n: 

(2.8) 

Ahora bien, de acuerdo con lo anterior, los elementos de cada columna de la matriz se 
obtienen recursivamente de Ia columna precedente, sin embargo, si s6lo se cuenta con n 
elementos de la primera columna, s6lo se podran obtener n - 1 elementos de Ia columna de 
primeras diferencias, n - 2 de la de segundas diferencias, y asi sucesivamente. De esta 
manera, lo que obtenemos es una matriz triangular. 
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Ejemplo 2.6 

Vamos a construir la tabla de diferencias, partiendo de los val ores de la funci6n y = ex 
correspondientes a x = 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 y 1 . 

Los elementos de la primera columna senin e0
, e0

·
2

, ••• , que se han calculado con seis cifras. 

i y ~y ~2y ~3y ~4y ~sy 

1 e0 = 1 0.22140 0.04902 0.01086 0.00238 0.00058 

2 e02 = 1.22140 0.27042 0.05988 0.01324 0.00296 

3 e0
·
4 = 1.49182 0.3303 0.07312 0.0162 

4 e0
·
6 = 1.82212 0.40342 0.08932 

5 e0
·
8 = 2.22554 0.49274 

6 e1 = 2.71828 

Tabla2.3 

El resto de los elementos de la matriz se obtiene como se indic6 anteriormente; asi, por 
ejemplo, ~y2 = y 3 - y 2 = 1.49182-1.22140 = 0.27042, ~2y3 = ~y4 -~y3 =0.40342 -

0.3303 = 0.07312, ~4y2 = ~3 y3 - tPy2 = 0.0162-0.01324 = 0.00296, etc. 

El caso mas frecuentemente utilizado para Ia construcci6n de una tabla de diferencias es 
aquel en que la primera columna esta constituida, como en el ejemplo anterior, por los. 
valores de una funci6n, para un conjunto de valores equiespaciados de la variable, es decir, 
la diferencia entre cada par de valores consecutivos de la variable es constante. · 

Puede probarse que, en el caso de una tabla de valores para una funci6n polinomial de 
grado n, correspondiente a un conjunto de valores equiespaciados de la variable, la columna 
n es constante, de manera que todos los elementos de las siguientes columnas son ceros. 
Vamos a mostrar esto con un ejemplo, y despues se probara para el caso de un polinomio 
cuadratico. 

Ejemplo 2. 7 I 

La 2.4 es la tabla de diferencias de la funci6n y = f(x) = x 3 + 2x2 
- x + 3, considerando los 

valores de la funci6n correspondientes a x = 0, 1, 2, ... ,6. 

Observese que los elementos de Ia columna de segundas diferencias corresponden a una 
funci6n lineal (forman una progresi6n aritmetica), de manera que la columna de terceras 
diferencias es constante. 
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Supongamos, ahora, que se va a calcular la tabla de diferencias de un polinomio cuadratico 
definido mediante y = f(x) = ax2 + bx + c, considerando un conjunto equiespaciado de 

valores de x con valor inicial x0 e incremento constante h. De esta manera, los valores de la 

variable seran X0 , X0 + h, X0 + 2h, ... , es decir 

X; = X0 + ih, i = 0, 1, 2;::. 

i y L\y L\2y L\Jy L\4y 

1 /(0) = 3 2 10 6 0 

2 f(l) = 5 12 16 6 0 

3 /(2) = 17 28 22 6 0 

4 /(3) = 45 50 28 6 

5 /(4) = 95 78 34 

6 /(5) = 173 112 

7 /(6) = 285 

Tabla2.4 

Por lo tanto, los elementos de la primera columna de la tabla seran: 

Y; = f(x;) = f(x0 + ih), i = 0, 1, 2, ... 

Es decir 
Y; = a(x0 + ih)2 + b(x0 + ih) + c, i = 0, 1, 2, ... 

Los elementos de la columna de segundas diferencias, de acuerdo con la ecuaci6n (2. 7), 
seran 

l12 Y; = Yi+2 - 2yi+t + Y;, i = 1, 2, ... 

!12 y; =a[x0 +(i+2)h]2 +b[x0 +(i+2)h]+c 

-2a[x0 +(i+1)h]2 -2b[x0 +(i+1)h]-2c 

+ a[x0 + ih]2 + b[x0 + ih] + c 

L\2y; =(a- 2a +a)x0 
2 +[2ah(i + 2) +b -4ah(i + 1) -2b + 2ahi + b]x0 + 

+ a(i + 2) 2 h2 + b(i + 2)h + c- 2a(i + 1)2 h2 
- 2b(i + 1)h- 2c + 

+ai2h2 +bih+c 
- t 
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Asi pues, como esta expresion solo depende del coeficiente del termino cuadratico y del 
espaciamiento (constante) entre los valores de las variables, concluimos que los elementos 
de la columna de segundas diferencias son iguales entre si. 

Diferenciales de orden mayor 

Si se define un diferencial de segundo arden cbmo el diferencial del diferencial, entonces 
tenemos que, partiendo de x = a, · 

I 

d 2 f(a) = d(df(a)) = d(f(a + dx)- f(a)) = -····-··-
= [f(a + dx + dx)- f(a + dx)]- [f(a + dx)- f(a)] 

d 2 f(a) = f(a + 2dx)- 2f(a + dx) + f(a) (2.9) 

Esta ecuacion es equivalente a (2. 7), considerando que, en este caso, el espaciamiento 
(infinitesimal) de la variable es constante (igual a dx), lo cual era de esperar, ya que un 
diferencial no es mas que un incremento infinitesimal. 

De la misma manera en que se ha definido el diferencial de segundo orden, pueden 
definirse diferenciales de orden mayor (3, 4, 5, ... ). En la segunda unidad de este texto, se 
vera como utilizar estos infinitesimales, mientras tanto, en el siguiente ejemplo podra 
observarse una caracteristica importante de estos diferenciales. 

Ejemplo 2.8 

El volumen de una esfera de radio r esta dado por 

4 3 V(r) =-trr 
3 

Aplicando Ia ecuacion (2.9), tenemos que el diferencial de orden dos, o segundo diferencial 
del volumen, partiendo de un valor inicial r del radio, es 

d 2V(r) = V(r + 2dr)- 2V(r + dr) + V(r) = 

I 

4 4 4 
= -tr(r + 2dr)3

- (2)-tr(r + dr) 3 + -tr r 3 

3 3 3 

4 
d 2V(r)=-tr(r 3 +6r 2dr+12rdr 2 +8dr3 

3 

i 

I - 2r 3 
- 6r 2 dr - 6r dr 2 

- 2dr 3 + r 3 ) 

4 
d 2V(r) = -tr(6r dr 2 + 6dr 3

) 
3 

Finalmente, eliminando el diferencial de orden mayor, tenemos 

d 2V(r) = 8trrdr 2 

Observese que ~1 segundo diferencial de Ves un infinitesimal de orden dos, respecto de dr. 
Esta es una caracteristica que se observara en cualquier diferencial de orden mayor: el 
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diferencial de orden n, de una funci6n, es un infinitesimal de orden n, respecto del 
diferencial de la variable. 

2.1 Ejercicios 

1. Calcular d/(a, dx) para cada una de las funciones dadas y el valor indicado de Ia 

variable. I 

a) f(x) = x 2 +2x+l, a= 1 

b) 
1 

f(x) =-, a=3.5 
X 

c) f(x) =--Jx a=2 

2. Para cada una de las funciones con regia de correspondencia dada, indicar si es, o 
no, diferenciable en x = 0. 

a) f(x) =I xI 

b) f(x) = Vx 
c) f(x) = x 3 

d) f(x) = x2t3 

Sugerencia: observese que, si a= 0, y f(a) = f(O) = 0, entonces, las ecuaciones 

(2.3) y (2.4) indican que df_(O)=-f(-dx) y df+(O)=f(dx), asi que f es 

diferenciable en x = 0 si f(-dx) =-f(dx), es decir, sifes impar. 

I 

3. RecuerdesJ que el volumen de una esfera de radio r, es V(r) = 
4 

1!1"
3

• 
3 

a) Calcular el diferencial del volumen de Ia esfera, correspondiente a un 
incremento infinitesimal dr del radio. 

b) l,Cwil es el incremento en el volumen de Ia esfera, si el radio experimenta un 
incremento finito !J.r ? 

I 
c) Calcular el error relativo cometido al aproximar el incremento por medio del 

"diferencial", es decir, despreciando los terminos de orden mayor en la 
expresi6n obtenida el inciso anterior, si !J.r = O.lr y si !J.r = O.Olr. 

~I 
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4. Considerando la funci6n y = f(x) = senx, con x medido en radianes, obtener la 
tabla de diferencias partiendo de los valores de la funci6n correspondientes a 
0, "112, "I 6, "I 4, 7d3, 57r/12 y 7d2 . 

I 
I 

.•• ! . .J. 

'b ' 

L"' t ··• 

-~. f ,~ 

l I 
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2.2 Continuidad: definici6n y tipos de discontinuidad 

Hay dos situaciones, en las ciencias basicas y de la ingenieria, en las que la continuidad 
resulta sumamente importante. La primera tiene Iugar cada vez que se considera, por 
ejemplo, una pieza metalica como constituida totalmente de materia, sin huecos, aun 
cuando, a niveles microscopicos, la materia (del metal) ocupe solo una parte del espacio. 
En estos casos, la suposicion de la pieza como un medio continuo de materia es util para la 
obtencion de algunos resultados cuya validez importa solo en una escala macroscopica. 

La segunda situacion se presenta al suponer que una pequefta variacion en alguna de las 
variables que intervienen en un fenomeno produce variaciones, tambien pequeftas, en el 
resto. En tal caso diremos que las variables presentan una variacion continua. Esto sera 
estudiado con detalle mas adelante. 

Ahora bien, todos tenemos una idea intuitiva respecto de la continuidad en un contexto 
gnifico, pudiendo distinguir, por lo tanto, una curva continua de una que nolo es. Asi por 
ejemplo, si analizamos las curvas mostradas en la figura 2.3, podemos afirmar que 
solamente la curva a es continua, el resto presenta alguna discontinuidad. Esto es, puede 
identificarse a las curvas continuas como aquellas que constan "de una sola pieza". 

a b 

,_!;··, 

c 

Fig. 2.3 

Cuando se hable de una funcion, se dira que esta es continua si su grafica lo es. Interesa, 
entonces, poder identificar cuando una funcion es continua, conociendo su grafica o su 
regia de correspondencia. Para ello consideremos ahora las curvas mostradas en la figura 
2.4, todas las cuales son graficas de funciones reales. 

En este caso, nuevamente, solo una de las curvas es continua, Ia a, el resto son 
discontinuas. La d, por ejemplo, muestra un comportamiento asint6tico, como el de una 
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hiperbola, Ia b muestra un hueco y Ia c muestra un sa/to. Estos son los tres tipos de 
discontinuidad que aqui se estudiaran. , 

Si una curva consta de "dos o mas piezas", pero cada una de estas piezas es continua y 
entre estas no se presenta ninguna discontinuidad de tipo asint6tico, diremos que Ia curva, y 
por lo tanto Ia funci6n que Ia define, es continua por secciones. 

a b 

l} ,. .• [ 

c 

I I 
Fig. 2.4 

De esta manera, las curvas by c, mostradas en Ia figura 2.4, corresponden a graticas de 
funciones continuas por secciones. 

Continuidad: definicion 

Como se indic6 previamente, se dini que dos variables guardan una relaci6n de variaci6n continua, 
entre si, cuando una pequeiia variaci6n en una de elias produzca una variaci6n, tambien pequefia, en 
Ia otra. La siguiente definicion corresponde a los casos en que esta relaci6n se conserva aun a 
niveles infinitesimales: 

En una funci6n continua, a un cambio (incremento) infinitesimal de Ia variable, 
corresponde un cambio tam bien infinitesimal ( o nulo) de Ia funci6n. 

Ejemplo2.9 

(2.10) 

Siempre que dibujamos una parabola, Ia suponemos continua. Comprobaremos que esa 

suposici6n es correcta para el caso particular de Ia funci6n definida por f (x) = x 2 + 2x + 1. 
En el ejemplo siguiente se vera que tal afirmaci6n es correcta para cualquier polinomio. 

Tenemos pues, que si a es infinitesimal, entonces 

:• ..... , f(a+a) = (a+a)2 +2(a+a)+ 1 

=a2 +2a+ l+a(2a+a+2) 
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= f(a) +a(2a+ 2+a) 

= f(a) + a(2a + 2) + a 2 = f(a) + infinitesimal, 

de manera que, como se esperaba, la funcion es continua para todo valor de a, es decir, en 
todo su dominio. Ademas, el incremento de la funcion es un infinitesimal de orden mayor 
al de la variable, solo en el caso a = -1. Esto tiene un significado muy importante, que se 
analizani en el capitulo siguiente. 

1 
• 

j Ejemplo 2.10 
I 

I 

Si f ( x) = ex" con n natural y c real, y si a es infinitesimal, entonces, 

f(a +a)= c(a +a)" = c(a" + na"-1a + n<;-t> a"-2a 2 + ... +a") 

= ca" + Ca (nan- I + n(;-t) an-2 a+ • • • +an-I), 

lo que permite concluir que f, y por lo tanto cualquier funcion polinomial, es continua para 
todo valor real de la variable, y su gnifica es de una sola pieza. 

Observese, ademas, que el diferencial de Ia funcion, o sea, el incremento de la funcion 
correspondiente al incremento infinitesimal a de la variable, solo se anula en el caso de que 
c = 0 on= 0, es decir, solo si Ia funcion es constante. 

Tipos de discontinuidad 
, 

Veremos ahora como identificar el tipo de discontinuidad que presenta una funcion a partir 
de su regia de correspondencia. 

A. Discontinuidad asintotica 

A partir de Ia figura 2.5 podemos observar que la funcion presenta discontinuidades 
asintoticas en x = a , x = b , x = c , y x = d . Ahora bien, podemos decir que si x esta "muy 
cerca" de a, entonces f(x) es "muy grande", de manera que si esperamos que este 
comportamiento se conserve, aun si nos situamos infinitamente cerca de a, tendremos que, 
si x esta infinitamente cerca de a, es decir, si lx- ai es infinitamente pequefio, entonces, 
f(x) es infinitamente grande. 

Dicho de otra forma, si a es infinitesimal, f( a+ a) es infinitamente grande (y positivo ). 

Analogamente, podemos decir que si a es infinitesimal (y positivo ), 

f(b-a)=-M y f(b+a)=-N, con NyMinfinitamentegrandesypositivos, 

f ( c -a) = M y f( c +a) = - N, con N y M infinitamente grandes y positivos, y 

f(d- a)= -M y f(d +a)= N, conN y M infinitamente grandes y positivos. 
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Resumiendo, diremos que: 

Una funci6nftiene una discontinuidad asint6tica en x =a, si para a infinitesimal, 
f(a -a) y f(a +a) son infinitamente grandes (en valor absoluto). (2.11) 

,.·· .-. 

·fl 

Fig. 2.5 

Ejemplo 2.11 

3 ' 
Si f(x) = --

2
, reconocemos que Ia gnUica corresponde a una hiperbola cuya asintota 

x-
vertical se ubica en x = 2. En efecto, si a es infinitesimal, tenemos que 

f(2+a)= 3 =~={-N, sia<O 
(2+a)-2 a N, sia>O 

conN infinitamente grande, asi que el comportamiento def(como se esperaba) corresponde 
al de la funci6n de la figura 2.5, en x =d. 

Recordando el curso de geometria analitica del bachillerato, o recurriendo a una tabulaci6n 
y teniendo en cuenta todo lo anterior, podemos trazar facilmente la grafica de f, que se 
muestra en la figura 2.6. 

X 0 1 3 4 

f(x) -3/2 -3 3 3/2 4 5 

Tabla2.5 Fig. 2.6 
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Interesani en particular el caso en que la funci6n este definida como el cociente de dos 
funciones continuas. 

P(x) 
Asi pues, sup6ngase que f es una funci6n de:finida por f(x) = Q(x), siendo P y Q 

funciones continuas en x = a, entonces, 

!( 
P(a +a.) 

a+a.)= , 
Q(a +a.) 

y por ser P continua en a, P(a +a) es finito. Supongamos ademas que P(a +a) no se 

anula en a, entonces, para que f(a+a) sea infinitamente grande (en valor absoluto), se 
requiere que 

1 Q(a +a.) 
= 

f(a +a.) P(a +a.) 

sea infinitesimal, es decir, que Q(a +a) lo sea, lo cual ocurrira siempre que Q(a) = 0 y Q 
sea continua en a. 

Podemos resumir lo anterior, diciendo que: 

Si f(x) = P(x) I Q(x), siendo P y Q funciones continuas en a, y si Q(a) = 0 y 

P( a) * 0 , entonces f tiene una discontinuidad asint6tica en x = a . 

Ejemplo 2.12 

x-1 
Sea f(x) = 2 2 

, . 
X + X \- :._,. ..... --

(2.12) 

Tenemos entonces, en este caso, que el denominador se anula cuando x
2 + 2x = 

x(x + 2) = 0, es decir, si x = 0 o si x = -2. Ademas, como el numerador no se anula para 
ninguno de estos valores, concluimos entonces que la grafica deftiene asintotas en x = 0 y 
en x=-2. 

'UlO 1 7. 

I 
I 5 

2 

X -4 -3 -3/2 -1 -112 1 2 -2.5 

f(x) -5/8 -4/3 10/3 2 517 0 118 -5 

-7.5 

·10 

Tabla2.6 Fig. 2.7 
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Tomando en cuenta lo anterior y haciendo una breve tabulaci6n, podemos trazar la grafica 
def(figura 2.7). 

B. Discontinuidad de hueco 

I --·- . 
Seafla funci6n continua cuya grafica se muestra en la figura 2.8a, y sea g la funci6n que 
resulta de quitar defel par (a,f(a)). 

a b 

I.' 

Fig. 2.8a Fig. 2.8b 

La grafica de g sera, entonces, identica ala de/, exceptuando el punto (a,f(a)), en cuyo 
Iugar apareceni un hueco (figura 2.8b ). Ahora bien, resulta facil "agujerar" una funci6n 
continua en un valor deseado de la variable, segim se describe a continuaci6n. 

Sifes una funci6n continua y queremos "agujerarla" en x =a, definimos 

1 

g(x) = f(x;~:a) . . 

De esta manera, g(x) = f(x) para toda x :t: a, mientras que g(a) no esta definida, es 

decir, el punto (a,f(a)) no esta en Ia grafica de g. En otras palabras, Ia grafica de g es Ia 
de f con un hueco en x = a , tal y como ocurre con las funciones cuyas graficas se muestran 
en la figura 2.8. 

Ejemplo 2.13 I 

. 2 
· (x -l)(x-2) 

Si f(x) = x2 -1, y definimos g(x) = 
2 x-

entonces g(x) = f(x) para toda x :t: 2 y g(2) no existe, mientras que /(2) = 3. Asi pues, 

la grafica de g es la parabola de ecuaci6n y = x 2 -1 (ver figura 2.9), con un hueco en (2,3). 

En general, sifes una funci6n continua en x =a y definimos 

P(x) f(x)(x- a) 
g(x) = -- = .::...__:__;_;;__....:_ 

Q(x) x-a 

I I 

~------~-~-------------_J ________________________ __ 
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a b 

Fig. 2.9 

entonces g(x) = f(x) para toda x "*a, de manera que g presenta una discontinuidad de 

hueco en x =a. Observese que P(a) = Q(a) = 0, es decir: 

Si una fun cion g esta definida por un cociente de funciones continuas en x = a, si 
tanto el denominador como el numerador se anulan en a, y si esta funci6n es identica 
a otra funci6n f (que es continua en a), excepto en a, entonces g tiene una (2.13) 
discontinuidad de hueco en x = a y su gnifica es la misma que la de f, pero con un 
hueco en (a,f(a)). 

Ejemplo 2.14 

x2 -1 
Sea g(x) = 

2 
y sean P(x) = x2 -1 y Q(x) = x2 +2x-3. 

x +2x-3 
.q 

Vemos que el denominador Q se anula si x2 + 2x- 3 = (x + 3)(x -1) = 0, es decir, en x = -3 
y en x = 1 . Ahora bien, P(-3) = 8, asi que g tiene una discontinuidad asint6tica en x = -3 . 

Por otra parte, tenemos que P(1) = 0 y que 

I x2 -1 (x+1)(x-1) x+1 
g(x) = x2 +2x-3 = (x+3)(x-1) = _x_+_3 'Vx *1 

Y como Ia funci6nfdefinida por f(x) = (x+ 1)/(x+ 3) es continua en x = 1 y /(1) = 1/2, 
entonces g tiene una discontinuidad de hueco en x = 1 y su gnifica un hueco en (1, Yl). 

Tomando en cuenta lo anterior, y haciendo una tabulaci6n, podemos trazar Ia gr8fica de g, 
como se muestra en Ia figura 2.1 0. 
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10 

X f(x) 

-5 2 5 

-4 3 
I 

-2 -1 ·5 ·t.l ·1 
I 

-1 0 
·5 

2 3/5 

·10 

Tabla 2.7 Fig. 2.10 

Debe tomarse en cuenta que sifes una funci6n definida mediante el cociente 

P(x) 
f(x)=-

Q(x) 

y s1 P(a) = Q(a) = 0, entonces podemos afmnar que la funci6n presenta una disconti

nuidad de hueco, solo si podemos asegurar que f es identica a otra funci6n ¢, excepto en a, 
y que esta funci6n ¢ es continua en a. De hecho, 

Si f(x) = P(x)/ Q(x) y si P(a) = Q(a) = 0, no puede afirmarse nada acerca del 
comportamiento de la funci6n alrededor de a. En este caso diremos que se 
presenta laforma indeterminada 0 I 0. 

Por ejemplo, si consideramos las funciones 

x 2 3x2 5x2 

J;(x) = -2 ' f2(x) = -5 2 y J;(x) = -3 '--
x X X 

entonces, cada numerador y cada denominador se anulan para x = 0. Sin embargo, para 
X :;t: 0, 

X 3 5 
J; (x) = -, / 2 (x) =- y J; (x) =-, 

2 5 X 

de manera que la gnifica defies una recta con pendiente Y2 y un hueco en (0,0), y Ia deh es 
una recta horizontal con un hueco en (0, 3/5), mientras que la def3 es una hiperbola con una 
de sus asintotas en x = 0. 

El arco y Ia cuerda de un angulo central pequeiio se confunden 

Consideremos ahora un caso muy particular, el de la funci6n definida por: 

senx 
~(x)=-, 

X 
(x en radianes) 
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Observemos, primeramente, que el numerador y el denominador son funciones continuas, 
asi que la funci6n es discontinua solamente en x = 0, para el cual se presenta la forma 
indeterminada 0 I 0. Por otra parte, tenemos que: 

sen(-x) -senx senx 
cp(-x)= = =-=cp(x), 

-X -X X 

·; 
·' 

de manera que ¢ es par y su gnifica es simetrica respecto del eje Y. Asi pues, bastara con 
analizar el comportamiento de cp para valores infinitesimales y positivos. 

Ahora bien, en este caso, y por el momento, no tenemos manera de saber si hay un factor x 
en el numerador, sin embargo, si utilizamos valores pequefios de la variable, podemos tener 
una idea de cual es el valor de la funci6n para valores infinitesimales de la variable: 

l 
X cp (x) 

0.1 0.99833416 
0.01 0.99998333 
0.001 0.99999983 
0.0001 0.99999999 

Tabla 2.8 
I 

Asi pues, a partir de la tabla 2.8 podemos observar que, conforme x es mas pequefio, el 
valor de ¢ es cada vez mas proximo a 1, lo cual nos lleva a inferir que si a es infinitesimal, 

sena p 
--=1+ (a) 

a 

donde p es tambien infinitesimal, lo cual indicaria que la funci6n tiene una discontinuidad 
de hueco para x = 0, y que el hueco corresponde al punto (0, 1 ). 

,f; 

--"----

Fig. 2.lla Fig. 2.llb 

Ahora vamos a considerar el problema graficamente. En la fig. 2.11a se tiene una 
circunferencia de radio a en Ia que se muestra un angulo central de magnitud w (en 
radianes ), que intersecta a la circunferencia en A y B. Las magnitudes del segmento 
rectilineo y del arco de la circunferencia con extremos en A y B son: 

~ 

AB = 2asen(w I 2) y AB = aw 
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Ahora bien, la figura 2.11 b. sugiere que 

I Para valores pequeiios del angulo w, el arco y la cuerda se confunden. I (2.14) I 
Es decir, si w ::::: 0, A11 ::::: AB , o bien, 

2a sen(w I 2)::::: aw, sen(w I 2)::::: w I 2, 

lo que tambien puede interpretarse como: 

Si un angulo es pequeiio (y esta medido en radianes) este se confunde 
con su seno. 

Lo que nos lleva a inferir entonces que, si x (medidos en radianes) es infinitesimal, 
entonces sen x = x + A. , siendo f.. un infinitesimal de orden mayor que x, lo cual es 
equivalente a (a). 

Aun cuando lo anterior no es una demostraci6n rigurosa, en adelante utilizaremos el 
resultado obtenido. 

C. Discontinuidad de salto 

Consideraremos este tipo de discontinuidades (micamente en funciones definidas "a 
trozos". 

Ejemplo 2.15 

Sifes la funci6n esta definida por 

, i•c• ""'' f(x):{~ 2 s/~::l .-, • r _1 • .•7 

entonces su grafica consistira de la parte de la recta y = x - 2 que esta a la izquierda de la 

recta x = 1 (sin incluir el punto (1,-1)) y de la parte de la semiparabola y =..£que esta ala 
derecha de la misma recta (incluyendo el punto (1,1)), como se muestra en la figura 2.12. 

3 

2 

1 

-2 -1 

"'' ,- I 
/ I 

I I 
I 

t ,"2 
I / 

I" 

Fig. 2.12 

/ 

._f 

3 4 5 
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Observemos que la grafica tiene un "salto" entre los puntos (1,-1) y (1,1). Podemos decir, 
entonces, que si "leemos" la gnifica en el sentido creciente de los valores de x, es decir, de 
izquierda a derecha, un punto en esta se mueve ( desde "menos infmito") sobre la recta hasta 
que el valor de x es 1, en donde "salta" a la semipanibola. 

Es claro que la funci6n puede "redefinirse" de manera que ahora sf resulte continua, para lo 
cual podemos "subir" la recta o "bajar" la semiparabola. 

En general, podemos definir una funci6n mediante dos o mas reglas de correspondencia; 
aplicandose cada una de elias a diferentes subconjuntos del dominio: 

ft(x) si x<a1 
J;(x) si a1 :::;; x < a2 

f(x)= {2.16) 

fn(x) si an-l :::;; X <an 
......,. _____ _..., __ ,, - "......_.., , . 

La gnifica de esta funci6n esta constituida por: la parte de la grafica de ft que corresponde 

al intervalo (-oo,a1), la parte de la grafica de / 2 que corresponde al intervalo [apa2 ), etc. 

En tal caso, si conocemos el comportamiento de cada una de las secciones, el analisis de Ia 
continuidad de f se complementara observando si se dan saltos en cada uno de los valores 
de la variable en los que la funci6n cambia de regia de correspondencia. 

Si/ es una funci6n real y si a es infinitesimal positivo, usaremos la siguiente notaci6n: 

f_(a) = f(a -a) y f+(a) = f(a +a) (2.17) 

de manera que si f esta. defmida por (2.16), y si cada una de las funciones fi son continuas, 
entonces, 

yen tal caso,ftendra una discontinuidad de salto en x =a; si f_ (a;)* f+ (a;). 

Ejemplo 2.16 

Si rp es Ia funci6n definida por 

{

3-x2 

rp(x) = x + 1, , 

3-x, 

X :::;; 1, 

1 <X :::;; 3, 

x>3 

entonces, cada una de las funciones que definen ~ en cada secci6n es continua. Ademas, 
rp_ (1) = rp

1 
(1) = 3-12 = 2 y rp+ (1) = rp

2 
(1) = 1 + 1 = 2, asi que rp es continua en 1, por otra 

parte, rp_ (3) = rp
2 
(3) = 3 + 1 = 4 y rp+ (3) = rp3 (3) = 3-3 = 0, de manera que r/J tiene una 

discontinuidad de salto en x = 3 {ver figura 2.13). 
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1 2 4 5 6 

-1 

-3 

Fig. 2.13 

2.2 Ejercicios 

I -9. Para cada una de las funciones con regla de correspondencia dada, 

a) Obtener el dominio. 

I. Conceptos btisicos 

b) Analizar la continuidad de la funci6n, es decir, indicar en d6nde esta presenta 
discontinuidades y de que tipo son. 

c) Trazar la grafica. , , f'J-

I) 

3) 

5) 

7) 

j{ X 
f(x)=

x-I 

2x2 -x-I 
w(x)=---

2x+ I 

h(t)=~ 
It+ II 

2) 

4) 

6) 

8) 

(2 

g(t) = (2 + t 

2x2 -x-I 
z(x) = 4x2 +4x+l 

4-x 
p(x) = c 

2- -vx 

X <-I 

l
2x 

F(x)= ~~· 
X> -I 
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9) 
{

..!.., X< 1 
G(x) = x 

x 2 -1 x;;::: 1 
' 

10. Si el salario de una persona es de $ 3,000.00 y se le garantiza un aumento de $ 500.00 
cada 6 meses, 

a) Escribir una expresi6n para el salario s de la persona, en terminos del tiempo t 
transcurrido a partir de ahora, con t en meses . 

• t>.: b) Trazar la gratica de s(t) para t entre 0 y 24. 
'118. ,, 

c) Analizar la continuidad de esta funci6n en el intervalo indicado. 

11. Obtener el valor de la constante c para el cual la funci6n con regla de correspondencia 
dada sea continua en 9l e interpretar graficamente el resultado. 

{
x2 -1 

f(x) = 
3 

' 
x+c 

x~1 

X> 1 

12. Obtener el valor de la constante k para el cualla funci6n con regla de correspondencia 
dada sea continua en 9l e interpretar graticamente el resultado. 

{

kx+2, X~ 2 
f(x) = kx2 x > 2 

I ~. 
13. Obtener el valor de cada una de las constantes a y c para los cuales la funci6n con regla 

de correspondencia dada sea continua en 9l e interpretar graticamente el resultado. 

{

X, X~ -2 

g(x) = ax 2 + c, -2 < x < 1 

1, X;;::: 1 

------·-··· 
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2.3 Continuidad: graficacion y propiedades >l. 

Con el objeto de obtener el trazo de Ia gr8.fica de una funci6n, de una manera mas o menos 
precisa, en Ia primera parte de esta secci6n vamos a utilizar los conceptos antes estudiados, 
relativos a Ia continuidad, y un procedimiento para Ia obtenci6n de las asintotas de una 
curva. En Ia segunda parte se estudianin dos propiedades importantes de las funciones 
continuas, las cuales seran utilizadas en los siguientes capitulos. 

Graficacion 

En Ia secci6n anterior se vio c6mo identificar Ia presencia de una discontinuidad asint6tica, 
lo que a su vez indicaba que Ia gnifica de la funci6n tenia una asintota vertical. Ahora 
vamos a ver un procedimiento para obtener asintotas horizontales u oblicuas, e incluso 
asintotas curvas. 

Ejemplo 2.17 Caida libre1 s! 

En el curso de mecanica en bachillerato, se vio que Ia velocidad de un cuerpo en cafda 
libre, esta dada por v = gt , donde g es Ia aceleraci6n de la gravedad y t el tiempo 
transcurrido a partir de que el cuerpo se deja caer. 

De acuerdo con esta ecuaci6n, el valor de Ia velocidad de cafda crece indefinidamente con 
el tiempo. En realidad esta ecuaci6n es correcta s6lo si se desprecia la resistencia que opone 
el aire al movimiento del objeto. De hecho, puede demostrarse que, suponiendo que el aire 
ofrece una fuerza de fricci6n cuya magnitud es proporcional a Ia velocidad del cuerpo, el 
valor de Ia velocidad de caida, en terminos del tiempo, estara dado por 

gm --1 gm 1 
( k J ( ) v=k 1-e m =k 1- e;t 

donde m es Ia masa del objeto y k es una constante positiva. 

10 - - - =-------

2 ' 6 10 

Figura 2.14 
7 Simmons, p. 30. 
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Observese que el valor de la expresi6n exponencial, en el denominador de la fracci6n, crece 
indefinidamente conforme crece el tiempo, de manera que podria afirmarse que, si t es 
suficientemente grande, el reciproco de tal expresi6n puede despreciarse y el valor de la 
velocidad sera, aproximadamente, v = gm I k . 

Si consideramos un caso particular (utilizando el sistema de unidades MKS), digamos 
k = 1, m = 1, y, por supuesto, g = 9.8, de manera que gml k = 9.8, y se traza la gratica de 
v contra t, previa tabulaci6n, se obtendra una curva como la mostrada en la figura 2.14, en 
Ia que puede observarse claramente que, para valores de t mayores que 6, Ia curva no se 
distingue de Ia recta v = gm I k = 9. 8 . 

La grafica trazada, y un breve analisis de Ia expresi6n, parecen indicar que Ia recta 
v = gm I k es una asintota (horizontal) de Ia curva. Vamos a ver, a continuaci6n, como 
llegar directamente a este resultado. 

Asintotas horizontales, oblicuas y curvas ~. , 

En el curso de geometria analitica de bachillerato8 se ha definido cuando una recta es 
asintota de una curva: 

"Si para una curva dada, existe una recta tal que, a medida que un punto de Ia 
curva se aleja indefinidamente del origen, la distancia de ese punto a la recta 
decrece continuamente y tiende a cero, dicha recta se llama asintota de la 
curva". 

I 
f / 

/ 
/ 

/ 

'1'-.g 
I 

/ 
I 

/ 

Fig.2.15 

/ 
/ 

I 

I 
/ 

/ 
/ 

I 
I 

I 

/~ 
I g 

I 

I 
I 

I 
I 

A partir de esta definicion, y considerando la figura 2.15, en la que cada una de las curvas 
"g" representan asintotas de las curvas ''f', definimos: 

La grafica de una funci6n g es una asintota de la grafica de otra funci6nf(y (2.18) 
viceversa), si para N infinitamente grande, f(N)- g(N) es infinitesimal. 

8 Ver Lehmann, p. 41. 

--
,ij! 
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Asi pues, para obtener una asintota de la gratica de una funci6n dada/, se calcula f(N), 

con N infinitamente grande, reteniendo los terminos infinitamente grandes y el real, de 
manera que la diferencia entre f(N) y la expresi6n obtenida, es decir, g(N), sea 
infinitesimal. Una vez obtenida la asintota, y habiendo analizado la continuidad de la 
funci6n, puede hacerse un trazo mas o menos preciso de la gratica de una funci6n. 

Ejemplo 2.18 

Trazar la grafica de la funci6n definida mediante 

Soluci6n 

1 
y=h(x)=-2-x -1 

En este caso, D h = m - { -1,1} , y dado que el numerador no se anula para ning(m valor de la 

variable, entonces la gratica de h tiene asintotas en x = -1 y en x = 1. 

4 

2 

Fig. 2.16 

1 
y=-2-1 

X -

No hay intersecciones con el eje X y h es par, asi que su gratica es simetrica respecto del 
eje Y. Por ultimo, siNes infinitamente grande, 

1 
h(N) = 2 = p = 0 + p, 

N -1 

.siendo ~ infinitesimal, de manera que otra asintota de la gratica de h es la recta y = 0 (eje 
X). Con toda esta informacion, podemos trazar la grafica de h, la cual se muestra en Ia 
figura 2.16. 

En general, si f es una funci6n racional propia, tenemos que 

a xn +···+a 
f(x) = 0 

,. n , con n < m, 
b0x +···+b,. 
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De manera que, siendo N infmitamente grande, y conservando en cada parte de la fraccion 
solo el termino principal, se tiene que 

a0 N" a /b . . . 
f(N) = --= - 0

--
0 = 0+ mfimtestmal 

b Nm Nm-n 
0 

Es decir, 

Sifes unafuncion racional propia, entonces, una asintota de la gnifica defes 
la recta y = 0 ( eje X). (2.19) 

Ahora bien, para una funcion racional impropia, se aplica el algoritmo de la division de 
polinomios: 

P(x) · 
Si f(x) = -- , con gr(P) ~ gr(D), entonces, 

D(x) 

f (x) = P(x) = Q(x) · D(x) + R(x) = Q(x) + R(x) con (R) < (D). 
D(x) D(x) D(x) ' gr gr ' 

de manera que, siendo N infinitamente grande: 

f(N) = Q(N) + ~~~~ = Q(N) + infinitesimal 

Es decir, .. 
Si f es una funcion polinomial impropia, definida por f ( x) = P( x) I D( x) , 
entonces una asintota de f es el cociente (polinomio) que resulta de dividir P (2.20) 
entre D. 

Ejemplo 2.19 

Trazar la gratica de la funci6n definida mediante 

Solucion 

x2 
y=F(x)=--

2x-l 

Tenemos que~= 9t- {Yl}, y dado que el numerador nose anula en Y2, entonces x = Y2 es 
una asintota de la grafica de F. 

La fulica interseccion de la gratica de F con los ejes coordenados es el origen. Ademas, a1 
hacer la division, obtenemos que 

1 1 ~ 
F(x) =-x+-+--

2 4 2x-1 
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de manera que, si N es infinitamente grande, 

N 1 
F(N) =-+-+ infinitesimal, 

2 4 
por lo tanto, otra asfntota de Ia gnifica de F es Ia recta 

X 1 
y=-+-

2 4 

I. Conceptos bdsicos 

Con esta informaci6n, trazamos la gnifica de F, la cual se muestra en Ia figura 2.17. 

4 

2 

-2 

_, 

Fig. 2.17 

Ejemplo 2.20 

X I 
y=-+-

2 4 
2 4 

Trazar la gnifica de Ia funci6n definida mediante 

24 

16 

8 

-2 

' ' 

x3 
y=G(x)=

x-1 

I 

I 
I x 3 

y=-
1 x-1 
1/ 
I 

I 
.L-/ 

Fig. 2.18 

2 

..... '; .·. f"':~ . . 

4 
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Solucion 

En este caso, D0 = 9t- {1}, y considerando que el numerador no se anula en 1, entonces 

x = 1 es una asintota de Ia grafica de G. La fulica interseccion de Ia grafica de G con los 
ejes coordenados es el origen. Asimismo, 

x3 1 
G(x) =-- =x2 +x+1+--

x-1 x-1' 

por lo tanto, otra asintota de Ia gra.tica de G es la parabola de ecuacion y = x2 + x + 1. Con 
esta informacion trazamos Ia gratica de G, Ia cual se muestra en Ia figura 2.18. 

Por otra parte, tratandose de funciones irracionales, podemos utilizar Ia serie binomial para 
calcular las asintotas, como se muestra a continuacion. 

Ejemp/o 2.21 

Seafla funcion definida por: 

I f(x) ~ 1/2x2 -x'' . 

f(x)=(-x3 +2x2 )'~ =[-x3 (1-2x-1 )]~ =-x(1-2x-1 )~ 
tenemos que 

asi que si N es infinitamente grande -y por lo tanto 2x"1 infinitesimal-, entonces Ia 
condicion para Ia convergencia de Ia serie binomial se cumple y 

I f(N) = -N{1-2N-1 )~ 

~ f 1 t ) N 2 'nfi . . al =-N\.1-3(2N- )+ ... =- +3+ 1 trutestm , 

asf que una asfntota de Ia grafica de f es Ia recta y = - x + 2 I 3 . En Ia unidad 2 veremos 

c6mo obtener mas informacion para trazar Ia grafica de f. 

Ejemplo 2.22 

Recuerdese que las funciones hiperbolicas, seno y coseno, estan dadas por 

ilt -e-x ex+ e-x 
f(x) = senh x = 

2 
y g(x) =cosh x = 

2 

Asf pues, siNes infinitamente grande y positivo, entonces eN 

e-N infinitesimal (ver figura 1.7), por lo que 

es infinitamente grande y 

N 

senhN = ~- infinitesimal, 
2 

-- N 

y coshN = ~ + infinitesimal 
2 
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Por lo tanto, y = ex I 2 es una asintota de la gratica defy tambien de lade g. Considerando 
ademas que f es impar y g par, pueden trazarse sus graticas, las cuales se muestran en la 
figura 2.18. 

4 

-2 

-2 

-4 
.·'I 

Fig. 2.19 

Ejemplo 2.23 Potencial electrico: disco cargado uniformemente9 

Considerese un disco cargado unifonnemente. Si y es Ia distancia de un punto sobre el eje 
del disco a1 centro del mismo, puede probarse que el potencial electrico en ese punto esta 
dado por 

y 

¢(y) = 27ral~y2 +a2 
- yj, para y > 0 

¢(y) = 27ral~y 2 +a2 + yj, para y < 0 

Se desea trazar Ia grafica de ¢(y) . 

_,. t (a) 

(b) 

Observando que (b) resulta de cambiar y por -y, y que (a) define el potencial para valores 
positivos de y, mientras que (b) lo hace para los val ores negativos, podemos afinnar que Ia 
gratica de Ia parte definida por (b) es Ia reflexi6n, con respecto del eje Y, de Ia grafica de Ia 
parte definida por (a), de manera que solo hara falta analizar el comportamiento del 
potencial para valores positivos de Ia variable y. 

Ahora bien, un breve analisis de Ia ecuaci6n (a) pennite afinnar que Ia intersecci6n con el 
eje de ordenadas ocurre en el punto (0, 2traa) y que todos los valores del potencial son 

positivos, ya que y 2 + a2 > y 2
• Finalmente, para y >>a, se tiel}e que a 2 I y 2 << 0, de 

manera que, al expandir en serie Ia expresi6n irracional, se obtiene 

~y' +a'-y=y~l+ a' - y = y2 

9 Purcell, pp. 43-45. 
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Asi que, para y >>a, 

~ 2 2 (1 a
2

) a
2 

y +a -y~y -- =-
2 y 2 2y 

Por lo tanto, una asintota de la grafica de fjJ(y) es la hiperbola fjJ = m1
2u I y. 

Con esta informacion, y haciendo una breve tabulaci6n, asignando previamente valores 
particulares a las constantes a y u, puede trazarse la grafica del potencial, la cual se muestra 
en la figura 2.20 ( esta grafica fue trazada con a = 1 y u = 1 ). 

\ 
/ 

2 

1 

-2 -1 1 2 

Fig. 2.20 

Comportamiento oscilante y asintotico oscilante 

El comportamiento asint6tico observado en los ejemplos anteriores puede denominarse 
unilateral, en el sentido de que, a partir de un determinado valor de la variable, la grafica de 
la funci6n no intersecta Ia asintota, es decir, permanece del mismo lado de esta. En este 
caso, f(x)- g(x) tiene el mismo signo a partir del valor mencionado. 

Si en cambio Ia curva intersecta a Ia asintota infinitas veces, de manera que f(x)- g(x) 
cambia altemativamente de signo, diremos entonces que la funci6n presenta un 
comportamiento asintotico oscilante. Este se presenta, por ejemplo, cuando Ia regia de 
correspondencia de Ia funci6n es un producto, uno de cuyos factores corresponde a una 
funci6n de naturaleza oscilante ( digamos seno o coseno ), y el otro a una funci6n que 
observe un comportamiento asint6tico unilateral. 

Antes de ver un ejemplo en el que se presente este comportamiento, consideraremos 
primeramente el caso en que Ia grafica de una funci6n oscila entre otras dos, el cual se 
presenta, por ejemplo, cuando f es una funci6n definida por 

f(x)=g(x)senx, tal que g(x)~O paratodax. 

En tal caso, considerando que -15 senx 51, tenemos que -g(x) 5 g(x) senx 5 g(x), es 

decir, 
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-g(x) 5. f(x) 5. g(x), 

de manera que Ia gratica de f oscilara de acuerdo con Ia senoidal, entre las gr8.ficas de -g y 
g, intersectando el eje X en x = n1t, neE, Ia grafica de g en x =7t 12+2n7t, neE, y Ia de 

-gen x = 3Jt 12+2nJt, neE, tal y como se muestra en Ia figura 2.21. 

/ 

Fig. 2.21 

Ejemplo 2.24 

Trazar Ia gratica de Ia funci6n definida por 

Soluci6n 

senx 
y = f(x) = ,-;-

v1-x 

1 . 
Tenemos que g(x) = ,-;--, asi que Dg = D1 =< -oo,l > 

vl-x 

'·. 

I 
y--- .n-; 

Fig. 2.22 

/ 

senx 
y=--

.JI-x 
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Ahora, siendo N infinitamente grande, y a infinitesimal (ambos positivos), tenemos 
entonces que 

' 1 1 
g(-N) = .J1-(-N) = .J1+N = p (infinitesimal) 

I 
y 

' 1 1 
g(1- a) = 1 = r = M (infinitamente grande) 

-v1-(1-a) va 

Asi que y = 0 y x = 1 son asintotas de Ia gnifica de f. Ademas, esta oscila asint6ticamente 
1 1 

entre las gnificas de y = r;-- y y = ,.-- . 
v1-x vl-x 

Con toda esta informacion, podemos trazar Ia gnifica de f, 1a cual se muestra en Ia figura 
2.22. 

Ejemp/o 2.25 

Trazar Ia gnifica de Ia funcion definida por 

Solucion 

sell% 
y=s(x)=-

x 

f ·• 

Tenemos que Ds = 9t- {0} y $egUn lo visto en el capitulo anterior, sabemos que Ia gr&fica 
de s tiene un hueco en (0, 1 ). En este caso Ia gnifica oscilara entre las hiperbolas y = -1 I x 
y y = 1 I x. Podemos entonces trazar Ia gnifica des, Ia cual se muestra en Ia figura 2.23. 

;_ 

l >-

y=ll:x 

y=-1/:x 

\ 

I Fig. 2.23 
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Propiedades de las funciones continuas 

Para finalizar con el estudio de la continuidad, se mencionaran algunas propiedades de las 
funciones continuas que seran utilizadas mas adelante. 

Funciones continuas y valores extremos 

Sifes una funci6n real, definida en un intervalo I, diremos queftiene un valor maximo en 
c e I , si para todo x e I , f (c) ~ f ( x) . 

Amilogamente, si f es una funci6n real, definida en un intervalo /, diremos que f tiene un 
valor minima en c e I, si para todo x e I, f(c) ~ f(x). 

Los valores maximo y mfnimo de una funci6n en un intervalo se conocen como valores 
extremos de Ia funci6n en el intervalo. 

Las definiciones anteriores pueden extenderse a todo el dominio de Ia funci6n, el cual 
puede ser, inclusive, el conjunto de los nllineros reales. 

Ejemplo 2.26 

a) Sea f(x) = senx, x e [-27t,27t], entonces, el valor maximo defes 1, para x = -37tl2 y 
para x = 1t I 2, mientras que el valor minimo de f es -1 para x = -7t I 2 y para x = 37t I 2. 

b) Sea g(x) =e-x, x e [0,1], entonces, el valor maximo de g es 1 para x = 0, mientras que 
el valor minimo defes lie para x = 1. 

c) Sea h(x) = x2 -1, x e [ -3,2], entonces, el valor maximo de h es 8 para x = -3, mientras 
que el valor minimo de f es -1 para x = 0. 

d) Sea H(x) = x2 
- 2, entonces, el valor minimo de H es -2 cuando x = 0 , pero H no tiene 

valor maximo en su dominio (conjunto de los nllineros reales). 

Considerando las definiciones anteriores, tenemos que 

Si una funci6n real es continua en un intervalo ( cerrado ), entonces, tiene 
val ores extremos en ese intervalo. (2.21) 

Las funciones f, g y h de los incisos a, b y c, del ejemplo anterior, satisfacen la condici6n 
(2.21 ), por lo que tienen val ores extremos en el intervalo indicado. Ahora bien~ es claro que 
si la funci6n no es continua en el intervalo cerrado, ya sea porque presenta discontinuidades 
para valores intermedios, o porque no es continua en alguno de los extremos, entonces no 
puede asegurarse que la funci6n tenga valores extremos en el intervalo. 

Asi, por ejemplo, la funci6n definida por a(x) = cosx, x e< O,tr 12 > no tiene valores 
extremos en el intervalo, es decir, no tiene ni un valor maximo ni uno minimo en el 
intervalo. Lo mismo ocurre con la funci6n definida por p(x) = 1 I x, x e [ -2,2], x '* 0. 
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Teorema del valor intermedio 

Esta es una propiedad que presentan las funciones continuas y que tiene algunas 
aplicaciones importantes. Simb6licamente se puede expresar como sigue: 

Si f es una funci6n continua en un intervalo [a, b], entonces, para todo 
nfunero z, entre f(a) y f(b), existe otro nfunero c, en el intervalo [a,b], tal (2.22) 
que f(c) = z. 

En otras palabras, 

Una funci6n continua en un intervalo cerrado toma todos los valores 
contenidos en el intervalo cuyos extremos son las imagenes de los 
extremos del intervalo. 

La figura 2.24 ilustra el teorema. La gratica de cualquier funci6n continua debeni cortar Ia 
rectay = z, al menos una vez en "su camino", desde (a, f(a)) hasta (b, f(b)). 

f(a) I 

z ----~----- ----------
1 
I 
I 
I 
I 
I 

f (b) ----t----1-- -
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 

a c b 

z 
f (b) 

' ' I 
I 
I 
I 
I 
I -----r------ ---
1 I ---- ... ------+ -
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 

a b 

I Fig. 2.24 . 

Como caso particular, y que tiene aplicaciones importantes, sobre todo para Ia soluct6n de 
ecuaciones, tenemos que, 

Si f es una funci6n continua en un intervalo [a, b], y si f(a) y f(b) tienen 
signos diferentes, entonces, la ecuaci6n f(x) = 0 tiene al menos una raiz real 

en el intervalo < a, b >. 

La figura 2.25 ilustra Ia propiedad anterior. Sifes una funci6n continua y cambia de signo 
entre dos valores dados de la variable,. entonces, debe anularse al menos una vez en el 
intervalo. 
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f (b) 
f (a) 

f (a) 
f (b) 

Fig. 2.25 

Ejemplo 2.27 

a) La funci6n f(x)=cosx-x es continua en 9l, ademas, /(0)=1 y f(l)=cos1-1<0, 
asi que la ecuaci6n cosx - x = 0 tiene al menos una raiz entre 0 y 1. 

b) Si P es un polinomio de grado impar, entonces tiene al menos un cero real. 

En efecto, tenemos que P(x) = a0 xn + a1xn-l + · · ·, y sabemos ademas que para val ores 
"grandes" (en valor absoluto) de x, P(x) se comporta como su termino de grado 

mayor, entonces existen mimeros reales x1 y x2 (de signos diferentes) tales que f(x1 ) 

y f(x 2 ) tienen signos diferentes y como todo polinomio es una funci6n continua en 9l, 
entonces P(x) = 0 tiene al menos una raiz real. 

La propiedad anterior puede utilizarse, entre otras cosas, para "encerrar" una raiz real de 
una funci6n que satisface las condiciones indicadas, es decir, para calcular dicha raiz con 
cualquier precision predeterminada. 

Biseccion e interpolacion lineal, entre otros, son metodos numericos para resolver 
ecuaciones que se basan en el teorema del valor intermedio. 

,- -
a b f(a) f(b) c=(a+b) /2 f(c) 

0 1 +1 -0.459698 0.5 +0.377583 

0.5 1 +0.377583 -0.459698 0.75 -0.018311 

0.5 0.75 +0.377583 -0.018311 0.625 +0.185963 

0.625 0.75 +0.185963 -0.018311 0.6875 +0.085335 

0.6875 0.75 +0.085335 -0.018311 0.71875 +0.033879 

0.71875 0.75 +0.033879 -0.018311 0.734375 +0.007875 

Tabla2.9 

I~· ----------------~--~ 
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Ejemplo 2.28 

La tabla 2.9 ilustra la aplicaci6n del metodo de bisecci6n para calcular la raiz de la 
ecuaci6n cos x- x = 0, que de acuerdo con el ejemplo a) tiene una raiz entre 0 y 1. 

Podemos decir que una aproximaci6n de la raiz buscada es 0.734375. Sin embargo, com~ 
tambien puede observarse, este metodo es muy lento. En la siguiente unidad se estudiani 
otra que resulta mucho mas rapido. 

2.3 Ejercicios 

1-11. Para cada una de las funciones con regla de correspondencia dada, 

a) Indicar el dominio. 

b) Obtener las asintotas. 

c) Trazar la gratica. 

I 3 
1. f(x) = -2-1 

X -

x2 
3. rp(x)=--

x2 -2 

5. w(x) = X 

x2 +4 

7. q(x) = x
2 + 3x 

x-1 

9. 
x3 

v(x)=--
x+2 

2. 

4. 

6. 

8. 

10. 

3 
h(t) = t2 + 1 

3t2 

p(t) = t2 + 2 

s( t) = ,-,--: 
vt 2 +4 

z(t) = 12 + 1 
t 

11. J8 R(x)= -
5+x 

12-13. Esbozar la grafica de una funci6n que satisface el conjunto de condiciones dadas 
(N, M1 y M2 son infinitamente grandes y positivos). 

12. f es continua en ~-{-1,2} }, f(-N)=1, f_(-1)=M~' /+(-1)=-M2, 

f_ (2) = 0 = /(2), f+ (2) = -3 y f(N) = 0. 

13. f es continua en ~-{-1,2}, f(-N)=2, f_(-1)=Mp /+(-l)=M2 , 

f_ (2) = 3, f+ (2) = 3, /(2) no existe y f(N) es infinitamente grande. 
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14-16. Considerando las graticas mostradas, completar lo que se pide. 

14. f(-N)= 

f(-3) = 

/+(-3) = 

f(3)= 
·~· 

/+(3) = 

f(N)= 

15. f(-N) = 

f(-2) = 

·6 

~---~. 

Figura del problema 14 

/ 
/ 
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6 

/+(-2) = 
/ 

/ 
/ y=x-2 

f(2)= 
·10 

/+(2) = 

I 
f(N)= 

/ , 

·5 

/ 
/ 

, ·5 

, I -10 

16. f(-N) 

f(O)= 

f+(O) = 

f(N) y=x+l 

/ 

/ 

·• 

/ 
/ 

/ 
/ 

Figura del problema 15 

/ 
/ 

/ 

/ 

/ 

/ 
/ 

·2 

·• 

/ 
/ 

/ 

/ 

/ 

/ 
/ 

Figura del problema 16 

/ 

10 

/ 
/ 

/ 
/ 

y= x-l 
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17-28. Para cada una de las funciones definidas en el intervalo dado, indicar si tienen o no, 
un maximo y un minimo, y en caso afirmativo indicar su valor. 

17. l(x) = 2x -1 X E< -1,3] 

18. p(x) = 3x+f XE<-1,2> 
,.r 

I 

19. m(x) = -2x+ 3 X E< -1,4] 

c''J'· 20. 1(x)=-fx+4 X E(-2,5) 
I"!£. 

21. t;(x) = x2 + 2 X E (-3,3) 

22. w(x) = 1-x2 x e[0,2 > 

23. 'l'(x) = senx x e(o,%] 

24. f(x) = tanx (-~·~) 
25. g(x) = tanx (-%,%) 

26. t;(x) = tanx [-%,%] 

27. y = f(x) f creciente en [a,b] 

28. y = f(x) f decreciente en [a,b] 

29-31. Demostrar que la ecuaci6n dada tiene al menos una raiz real en el intervalo indicado 
y auxiliandose de una calculadora, obtener el valor de la raiz con precision de 
centesimas. 

29. x 3
- 4x+ 2 = 0, [0,1] 

30. x2 = .Jx + 2, [0,2] 

31. lnx+x = 0, < 0,1] 

32. Demostrar que existe un nUmero c tal que f(c) = 25 si f(x) = x 3
- 2 y calcular tal 

numero. 
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2.4 Def"mici6n y calculo de Hmites 

El concepto de limite -muy relacionado con el de Ia continuidad-- resulta sumamente util 
en las ciencias basicas y de Ia ingenieria. Ademas, el limite se utiliza para definir algunas 
propiedades fisicas, particularmente cuando su valor depende de Ia posicion en el espacio. 

Primeramente veremos Ia definicion correspondiente allimite de una funcion en un punto, a 
partir de Ia cual se generan otras. 

Lfmite en un punto 

Para las situaciones de interes en las ciencias basicas y de Ia ingenieria, este concepto busca 
responder a Ia cuestion: si Ia variable toma valores cada vez mas proximos a un valor dado, 
{..que valores toma Ia funcion? 

Considerando entonces una funcion definida mediante y = f(x), interesa saber que pasa 
con el valor de f(x) conforme x toma valores cada vez mas proximos a a. Si Ia respuesta 
es: el valor de f(x) se aproxima a L, entonces diremos que ellimite de Ia funcionf, cuando 
x tiende a a es L, lo cual se denotara: 

lim f(x) = L 
x-+a 

(2.23) 

Ejemplo 2. 29 

l.,Cual es ellimite de Ia funcion f(x) = tanx cuando x (medido en radianes) tiende a cero? 
X 

En Ia tabla 2.10 se muestran los val ores de Ia funcion dada, correspondientes a val ores 
relativamente proximos a cero. Puede observarse que, conforme el valor de x es mas 
cercano a 0, el valor de Ia funcion es cada vez mas proximo a 1 --de hecho, Ia calculadora 
que se utilizo indica que el valor de Ia funcion es 1 para valores de x menores que 
0.00001-, de tal manera que podria afirmarse que 

X 0.1 

tanx 
1. 003 346721 --

X 

I
, tanx 

1 tm--= 
x-+0 X 

0.01 

1.000033335 

Tabla2.10 

0.001 0.0001 

1.000000333 1.000000003 

Para aquellas situaciones en las ciencias basicas y de Ia ingenieria en las que se requiera 
conocer el valor del limite de una funcion en un punto, conociendo su regia de 
correspondencia, podria utilizarse el procedimiento anterior, sin embargo, conviene dar una 
definicion que no precise del uso de Ia calculadora y que ademas sea mas precisa. 
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Reconociendo entonces que interesa conocer el valor de la funci6n "alrededor" de un valor 
dado de la variable, y considerando que se pueden asignar a la variable valores incluso 
infinitamente pr6ximos al de interes, se propone la siguiente defmici6n: 

Decimos que ellimite de una funci6nf en a es L, si para a infinitesimal se tiene que 

i 

r-J , I 
f (a +a) = L + P con p infinitesimal (2.24) 

Observese que, si f es continua en a, entonces limf(x) = f(a), de manera que no resulta 
x-+a 

relevante preguntarse por el valor del limite de Ia funci6n cuando sabemos que esta es 
continua. Lo que verdaderamente interesa, es el calculo de limites cuando Ia variable tiende 
a infinito o cuando tiende a un valor para el cualla funci6n no es continua, particularmente 
cuando se tiene una forma indeterminada. 

Ejemplo 2.30 j 

x2 -x-6 
.. :::~..: .'' 

Siendo f(x) = 
2 4 

, calcular lim f(x) 
X+ x-+-2 

Solucion 

Si a es infinitesimal, entonces 

Otambien: 

de donde 

asi que 

2 . 2 (-2+a) -(-2+a)-6 4-4a +a +2-a -6 
f(-2+a) = 2(-2 +a) +4 = -4+2a +4 

- Sa + a 2 
- 5 +a 5 infi .t . al = = = -- + llll es1m 

2a 2 2 

x2 -x-6 (x-3)(x+2) x-3 
f(x) = 2x+4 = 2(x+2) =-2- X'* -2, 

-2+a -3 5 
f(-2 +a)= = --+ infinitesimal, 

2 2 

x2 -x- 6 5 
lim ---

x-+-2 2x +4 - 2 

Mas adelante se estudiaran otros metodos para el ca.Iculo de limites. 

Limite en un punto: definicion de un campo escalar 

Como se indic6 anteriormente, el concepto de limite resulta util cuando se desea definir un 
campo escalar, esto es, cuando se quiere definir una propiedad escalar como una fun~i6~ ,de 
Ia posicion. Por ejemplo, puede decirse que el valor de Ia temperatura, en una ?ab~ta~10n, 
depende del punto donde se coloque el term6metro, sin embargo, £,que s1gmfica 
temperatura "en un punto"? 

.· ,, i 



T 
70 I. Conceptos btisicos 

En realidad, no puede hablarse sino de la temperatura de una pequeiia region del espacio, 
sin embargo, en los textos de ciencias basicas y de la ingenieria, esta situacion se resuelve 
haciendo uso de la "aproximacion al continuo", como se muestra en los ejemplos 
siguientes: 

Ejemplo 2.31 Definicion de presi6n10 
_ 

La presion es una propiedad muy util para describir el estado de un sistema, ya que muchos 
de los sistemas estudiados en termodim'tmica comprenden gases o vapores. La presion se 
define como Ia fuerza normal a una superficie real o ficticia, ejercida por unidad de area en el 
sistema. 

En Ia termodinamica clasica no se consideran los efectos que puedan presentarse a escala 
microscopica; por lo tanto, solo se trata de presiones que existen sobre areas grandes respecto 
a los espacios intermoleculares. El fluido se considera un continuo y por lo mismo se le llama 
aproximacion al continuo, que puede cuestionarse en sistemas al vacio donde los espacios 
moleculares se vuelven grandes. 

Con Ia restriccion de que el area sobre Ia cual se aplica Ia fuerza no puede volverse menor 
que un cierto valor minimo a ( debido a Ia aproximacion al continuo), Ia definicion 
matematica de una presion local es 

Mi' 
P= lim

AA-+aM 

Ejemplo 2.32 Definici6n de volumen especijico 11 

En termodinamica clasica tambien se define el volumen especifico con base en Ia restriccion 
del continuo. Por Io tanto, Ia definicion matematica del volumen especifico es 

I
. ~v 

v= Jm
tw~-+p llm 

donde J.1 es Ia cantidad minima de masa que resulta grande respecto a Ia masa que compone a 
una molecula individual. De nuevo esta restriccion causa algunas dificultades cuando se 
examinan gases en condiciones de alto vacio o sistemas con volumen muy pequefio. El 
volumen especifico es el inverso de Ia densidad, o sea v = 1 I p . 

Limites laterales 

En Ia definicion dada por la ecuacion (2.23) no se especifica el signo del infinitesimal. En 
caso de que para cada signo se tenga una situacion diferente se requiere hablar, entonces, de 
los limites laterales: 

Diremos que ellimite por la izquierda, de una funcionf, en a, es L, lo cual se denotara 

lim_ f(x) = L 
x-+a 

si para a infinitesimal positivo, se tiene que 

10 Howell, pp. 38-39. 
11 Howell, p. 40. 
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f (a- a) = f_ (a) = L + P con p infinitesimal. (2.25) 

Analogamente, direthos que el limite por la derecha de una funci6n f, en a, es L, lo cual se 
denotara 

I lim f(x) = L, 
x~a· 

si para a. infinitesimal (positivo ), se tiene que 

f(a +a)= f+(a) = L + P con pinfinitesimal. (2.26) 

De esta manera, se dira que el limite de fen a existe, si los lfmites por Ia izquierda y por la 
derecha son iguales. 

Siempre que la funci6n este definida por secciones, sera necesario calcular los lfmites 
laterales, precisamente en los puntos en los que cambia la regla de correspondencia. 

Ejemplo 2.33 

Sea g la funci6n definida por g(x) = {

X
2 

+X + 1 , X ~ 1 

x+4, x > 1 , . 
I 

Entonces, siendo a infinitesimal, tenemos que 

g(l-a)=g_(1)=12 +1+1=3 y g(l+a)=g+(1)=1+4=5, 

de manera que .. " .: 

limg(x) = 3 y limg(x) = 5 
.t--+1- .t--+1+ 

Por lo tanto: limg(x) no existe. 
.t--+1 

Limite en infinito 

Una situaci6n de mucho interes en las ciencias basicas y de la ingenierfa, es el ana.Iisis del 
comportamiento de una funci6n cuando la variable toma valores infinitamente grandes, o 
bien, cuando la variable tiende a infinito. En la secci6n anterior se vio c6mo determinar las 
asintotas de una funci6n, con lo cual se describe con precision lo que ocurre con la funci6n 
cuando la variable es infinitamente grande. Sin embargo, en ocasiones interesara s6lo 
averiguar si la funci6n se hace infinitamente grande o no, y si se hace finita, determinar su 
valor. Para esto se utilizaran los limites en infinito. 

Decimos que el limite de f cuando x tiende a infinito es el nfunero real L, lo cual 

denotamos: 
lim f(x) = L, 

si para N infinitamente grande, f(N)- L es infinitesimal. (2.27) 
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Ejemplo 2.34 

Si 
3x 

f(x)=-,. 
x-I 

entonces, siendo N infinitamente grande, tenemos que 

f(N) = )N = 3 +infinitesimal, 
N-I 

de manera que 
. 3x 
lim--=3 
X-+00 X -I 

Ejemplo 2. 35 (vease ejemplo 2.18) 

Ejemplo 2.36 (vease ejemplo 2.19) 

Ejemplo 2.37 (vease ejemplo 2.21) 

Limite infinito 

lim-
1
-=0 

X-+ao Xl -1 

xl 
lim --=00 
x-+ao 2x -1 

lim ~2x2 -x3 = -oo 
X-+ao 

- - ~ - , 

I. Conceptos btisicos 

Como podemos observar, los conceptos antes estudiados, utilizando Ia terminologfa 
infinitesimalista, pueden interpretarse usando los lfmites. Eso es justamente lo que se hara 
en las definiciones siguientes. 

Primeramente se hara referencia a la existencia de una asfntota vertical, usando ahora el 
lenguaje de los lfmites. Ya que en este caso sabemos que una funci6n tiene una asfntota 
vertical en x = a , si, para valores de Ia variable infinitamente pr6ximos a a, los 
correspondientes valores de la funci6n son infinitamente grandes, entonces se define lo que 
stgue: 

Siendo f una funci6n definida mediante y = f(x), decimos que el limite de f cuando x 
tiende a a es infinito, lo cual se denota 

lim f(x) = oo, 
x-+a 

si parajJ infinitesimal, f(a + P) es infinitamente grande (y positivo). (2.28) 

Ejemplo 2. 38 

3x 
Siendo pinfinitesimal y qHa funci6n definida por rp(x) = (x _

4
)2 , 

._____-' --
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entonces, 

que es infinitamente grande, por lo que 

I 

Ejemplo 2.39 (vease ejemplo 2.11) 

lim (J(x) = oo 
x-+4 

3 3 . 
lim -- = -oo y lim -- = oo 
x-+2- X- 2 x-+2+ X- 2 

Continuidad y limite 

73 

' . 
. ' ' 

Tambien pueden definirse la continuidad y cada uno de los casos de discontinuidad antes 
considerados utilizando los limites: 

a) Una funci6nf es continua en a, si lim f(x) = f(a) (2.29) 
x-+a 

I 

b) La gratica de una funci6nftiene una asintota en x =a, si lim I f(x) I= oo (2.30) 
x-+a 

c) La grafica de una funci6nftiene una discontinuidad de hueco en a, si 

limf(x) "# f(a) o si lfm f(x) existe, y f(a) no. 
x-+a x-+a 

d) Una funci6nftiene una discontinuidad de sa/to en a, si 

lim f(x) "# lfm f(x) 
X-+a- x-..a+ 

Ejemplo 2. 40 (ve~ ejemplo 2.39) 

(2.31) 

(2.32) 

Siendo fla funci6n definida mediante f(x) = -
3

- y a un infinitesimal positivo, tenemos: 
x-2 

lim f(x) = /(2-a) = 
3 

= ~ = -oo 
x-+2- 2-a-2 -a 

y lim f(x) = f(2+a) = 
3 

= ~ = oo, 
x-+2+ 2 +a - 2 a 

asi queftiene una discontinuidad asint6tica en x = 2. 

Ejemplo 2.41 (vease ejemplo 2.14) . · 

Siendo g Ia funci6n definida mediante g(x) = 
2 

x
2 

-
1 

, tenemos que 
x +2x-3 
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(x + 1)(x -1) x + 1 
g(x) = ( 

3
) = -- para toda x :t: 1, 

x+ (x-1) x+3 

entonces, si a es un infinitesimal positivo, 

-3-a+1 -2 
limg(x)=g(-3-a)= =-=oo 

.x-+-r - 3 -a + 3 -a 

y 
-3+a+1 -2 

lim g(x) = g(-3+a) = =- = -oo 
.x-+-3. -3+a+3 a 

de manera que g tiene una discontinuidad asint6tica en x = -3 . 

Por otra parte, 

y 

, 1-a+1 2 1 
hm g(x) = g(I- a) = --- = - = -
.x-+1- 1-a+3 4 2 

, 1+a+1 2 1 
hmg(x) = g(1+a) = =- = -, 
.x-+1. 1+a+3 4 2 

I. Conceptos btisicos 

asi. que limg(x) = _!_. Sin embargo, g(l) no existe, de manera que g tiene una 
.x-+1 2 

discontinuidad de hueco en x = 1 . , 

Ejemplo 2.42 (vease ejemplo 2.16) 
f''=- ' 

{

3 -x2 si x ~ 1 

Siendo t/J la funci6n definida mediante t/J(x) = x + 1 si 1 < x ~ 3 

3-x six> 3 

Si se desea analizar la continuidad de t/J, entonces, observando que cada una de las 
secciones de la funci6n es continua --un arco de parabola y dos segmentos rectilineo~. 
debe verse lo que ocurre donde la funci6n cambia de regia de correspondencia, esto es en 
x=1 yen x=3. 

Primeramente, para x = 1 , siendo a un infinitesimal positivo, tenemos que 

limg(x) = g(1-a) = 3 -(1-a)2 = 2 
.x-+1-

y limg(x) = g(l +a)= 1 +a+ 1 = 2, 
.x-+1-

asf que lfmg(x) = 2. Ademas, g(l) = 3-12 = 2, por lo tarito, g es continua en x = 1. 

Por otra parte, para ver lo que pasa en x = 3, tenemos: 
-~: 
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limg(x) = g(3 -a)= 3 -a+ 1 = 4 
x-+r 

y limg(x) = g(3+a) = 3-(3+a) = 0, 
x-+r 

asi que g tiene una discontinuidad de sal to en x = 3 . 

Calculo de limites y series de potencias 

Cuando se calculan limites, particularmente cuando se presenta alguna forma indetermi
nada, puede resultar conveniente utilizar series de potencias, siempre y cuando, el valor al 
que tiende la variable pertenezca al intervalo de convergencia de la serie utilizada. Vamos a 
ver como utilizar las series en dos casos particulares, en uno se utiliza la serie geometrica y 
en el otro la binomial. 

Ejemplo 2.43 

Calcular hm-- ---- 1--x ' 1 [ 3 3( 5 )] 
x-+0 x2 2 + 5x 2 2 

f ' 
( observese que se presenta la forma indeterminada 0 I 0 ). 

Soluci6n 1 

Haciendo las operaciones indicadas, se obtiene: 

_!_[_3 _i_ ~(1 - ~x)] = _!_[6- 3(2 + 5x)(1- 5/2 x)] 
x2 2+5x 2 2 x2 2(2+5x) 

1 [ 75/2 x
2 

] 75 
= x2 2(2+5x) = 4(2+5x) 

Por lo tanto, 

Soluci6n 2 

Desarrollando Ia primera fracci6n del parentesis como una serie geometrica, tenemos: 

1 [ 3 3 ( 5 )] - 1 [ 3/2 ~ ~(1- ~ )] 
x2 2 + 5x - 2 1

- 2 x - x2 1 + 5/2 x 2 2 x 
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=- -x2 +o(x3
) = -+o(x) 3 [25 ] 75 

2x2 4 8 

Asi que lim_!_[-3 --~(1-~x)] = Ii··.J75 
+o(x)] = 75 

x~O X 2 2 + 5X 2 2 x~OL 8 8 

Ejemplo 2. 44 

Calcular 

(observese que nuevamente se presenta Ia forma indeterminada 0/0 ). 

Solucion 

Tomando en cuenta que el valor al que tiende Ia variable es, justamente, el punto medio del 
intervalo de convergencia de Ia serie binomial--de acuerdo con (1.19}--, tenemos que 

1 (113)(-2/3) 
V1+x =(1+xY' 3 =1+-x+ x2 +o(x3

) 
3 2 

1 1 2 3) = 1 + -x--x +o(x , 
3 9 

de manera que 

~ -(1 + tx) _ [1+ tx-~x2 +o(x3)]-(1+tx) 
x2 - x2 

Por lo tanto 

hm = tm --+ox =--, V1+x-(1+4x) 1, [ 1 ( >] 1 
x~o x2 x~o 9 9 

2.4 Ejercicios 

1-10. Calcular lo que se indica. 
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1. r x+1 2. lim 
~Jx 4 +1-~x2 +1 zm · 

x-+-J~6x 2 + 3 + 3x x-.o x2 

/' )1 +X -1 
limU9x 2 + 1 - 3x) 3. 4. zm 

x-+OV1 +X -1 x-.oo 

5. lim 
~x2 +1 

6. lim 
-Jx2 +1 

X+-00 x+1 X+--<0 X+ 1 

7. r 1-Vx zm 
x-.11- JX 8. I' 1-Vx zm 

x-+I1-Vx 

lim(x+~1-x3 ) { 3 2 2 ) 9. 10. /' X X zm ---
x-.ao x-+ 2x2 +1 4x-1 

I 
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II. CALCULO DIFERENCIAL 

La derivada --concepto fundamental del ca.Iculo diferencial- se vincula con situaciones 
de canicter geometrico, como Ia recta tangente a una curva; pero, principalmente, en las 
ciencias basicas y de la ingenieria, se relaciona intimamente con Ia raz6n de cambio, es 
decir, con la medida de la rapidez con Ia que cambia una variable (dependiente), cuando 
otra (la independiente) lo hace. 

3. CONCEPTOS FUNDAMENT ALES Y CALCULO DE DERIV ADAS 

3.1 Velocidad instantanea y razon de cambio 

, . . 

G- s12ata 

Uno de los conceptos del ca.Iculo mas utiles en las ciencias basicas y de Ia ingenieria es el 
de velocidad, entendida como la rapidez con que un objeto cambia su posicion conforme 
transcurre el tiempo. En un sentido mas amplio, interesara conocer la rapidez con que una 
variable (dependiente) cambia su valor conforme otra (variable independiente) lo hace. 

Por otra parte, el termino "instante" suele tener dos acepciones: como un intervalo pequefio 
o infinitesimal de tiempo, o como el "momento" correspondiente a un valor especifico del 
tiempo. En este libro se utilizaran las dos, aunque con predominio de la primera. 

Razon promedio de cambio 

Recordemos, primeramente, que si una variable y depende funcionalmente de otra variable 
x, es decir, si se define una funci6n f mediante Ia regia de correspondencia y = f ( x) , 
entonces x es Ia variable independiente, o simplemente variable, y y es Ia variable 
dependiente, o funci6n. Llamamos razon promedio de cambio de Ia funci6n, respecto de la 
variable, a la raz6n existente entre el incremento de Ia funci6n y el incremento de la 
variable. 

I 
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Asi, si f es una funcion continua en Ia variable t, y si esta variable cambia su valor de a a 
a+ At, entonces Ia funcion cambiara su valor de f(a) a f(a +At), de manera que Ia 

razon de cambio de f respecto a t, correspondiente a ese cambio en el valor de Ia variable 
sera 

(3.1) 

Ejemplo 3.1 
..... 

Siendo f Ia funcion definida mediante y = f ( t) = t t3 
- t T i 

a) Sit cambia su valor de -1 a 1, entonces, At= 1-(-1) = 2 y Ay = f(l)- f(-1) = 

- 2 I 3- (2 I 3) = -4 I 3, asi que Ia correspondiente razon de cambio de y respecto a t 
sera 

Ay -YJ' 2 
-=-= 
At 2 3 

b) Sitcambiade-1 a2,entonces At=2-(-1)=3 y Ay=/(2)-/(-1)=213-213 
= 0, asi que Ia correspondiente razon de cambio dey respecto a t sera 

Ay 0 
At =3= 0 

c) Sit cambia de -1 a 3, entonces At= 3 -(-1) = 4 y Ay = /(3)- f(-1) = 6-213 = 
1613, asi que Ia correspondiente razon de cambio dey respecto at sera 

. ...,.. Ay 1613 4 
= -- = -

~: ., .. r;:.:. - ~5n'?-

At 4 3 ' 

Nota: Recuerdese que normalmente "leemos" Ia grafica de una funcion de izquierda a 
derecha, es decir, asignando valores crecientes a Ia variable, de manera que el incremento 
de Ia variable es siempre positivo. Siendo asi, Ia razon de cambio sera negativa, cero, o 
positiva, segU.n si el valor final de Ia funcion es, respectivamente, menor, igual, o mayor 
que el valor inidal. 

Movimiento rectilfneo: velocidad promedio 

Cuando un objeto se mueve sobre una curva, ya sea en el plano o en el espacio, su posicion 
estara determinada por un vector, llamado vector de posicion. Sin embargo, si el objeto se 
mueve en linea recta, su posicion quedara determinada solo por Ia distancia desde un punto 
de referenda, acompafiada por un signo que indicara en que lado de Ia recta se encuentra el 
objeto, con respecto del punto de referenda. En tal caso, la velocidad promedio se define 
como la razon promedio de cambio de la posicion con respecto del tiempo, es decir, que tan 
mpido cambia su posicion con el tiempo. 

Ahora bien, si el objeto se mueve en Ia direccion asignada al eje de referencia, entonces la 
posicion (variable) aumentara con el tiempo, de manera que la velocidad sera positiva; en 
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cambio, si se mueve en direccion contraria a la asignada al eje de referencia, la velocidad 
sera negativa. 

Ejemplo 3.2 

En el ejemplo 3.1, t representa tiempo transcurrido (medido en segundos), a partir de un 
momento dado, y yes la posicion de una particula (medida en centimetros), en el tiempo t, 
con lo cualla posicion del objeto esta dada por: 

y = f(t) = tt3 
- t 

36.7 f(b) 

f(b)- f(a) 

17.3 

f(a) 

i · · · · · b- a · · · · i ·· 1 - • 

a b 

Fig.3.la Fig.3.1b 

De esta forma, la velocidad promedio del movil en el intervalo comprendido entre los 2 y 
los 5 segundos sera: 

~y 12S _ 5 :_! + 2 
3 3 = 12 cm/s -= 

3 

y entre los 2 y los 4 segundos: 

~y = y(4)- y(2) = (i43 -4)-(t23 -2) 
!:J 4-2 2 

~y 64 -4-!+2 
_ = 3 3 = 25/3 cm/s = 8.33 cm/s 
!:J 2 
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En Ia figura 3.1a se muestra Ia gratica1 de Ia ecuaci6n de posiciones dada, en Ia cual se 
marcan los segmentos que unen los puntos de Ia curva a los que se hace referencia en este 
ejemplo. Observese (figura 3.lb) que Ia velocidad promedio (y, en general, cualquier raz6n 
de cambio) viene dada por Ia pendiente del segmento que une los puntos de interes. 

Ejemplo 3.3 

Sup6ngase, ahora, que para analizar el movimiento de un objeto a lo largo de una linea 
recta, se han medido (en centimetros, a intervalos de 2 segundos ), las distancias desde un 
punto de referencia, obteniendose los datos mostrados en la tabla 3.1. 

t (s) 0 2 4 6 8 10 

x (em) 3.7 9.5 32.9 73.9 132.5 208.7 

Tabla 3.1 

x(cm) 3.7 9.5 20 32.9 50 60 73.9 90 100 110 120 132.5 

I I 
t (s) 0 2 4 6 8 

Fig. 3.2 

A partir de los datos de la tabla (vease tambien la figura 3.2), se puede concluir que, 
durante el movimiento observado, el objeto se ha desplazado en la direcci6n elegida para el 
eje de referencia, ya que los valores de la posicion crecen con el tiempo, de manera que el 
objeto se aleja del punto de referencia. Por la misma raz6n, la velocidad promedio, 
correspondiente a cada intervalo, es positiva. 

t (s) x(cm) ~(em) !12x (em) 

0 3.7 5.8 17.6 

2 9.5 23.4 17.6 

4 32.9 41.0 17.6 

6 73.9 58.6 17.6 

8 132.5 76.2 

10 208.7 

Tabla 3.2 

1 A Ia gnifica de posicion contra tiempo suele llamarsele historia del movimiento. 
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Para indagar mas acerca del movimiento, se puede recurrir ala tabla de diferencias de la 
funcion x(t), la cual corresponde a un con junto de val ores equiespaciados de la variable ( el 
tiempo ), ya que la medicion de la posicion se hizo cada dos segundos. 

En esta tabla (la 3.2), la columna de primeras diferencias muestra los desplazamientos 
obtenidos cada dos segundos, es decir, las diferencias entre dos valores consecutivos de la 
posicion. Puede concluirse, entonces, que el movimiento es acelerado, ya que los 
desplazamientos son cada vez mayores (ver figura 3.2). 

Finalmente, observese que la columna de segundas diferencias es constante, de manera que, 
al menos en el periodo considerado ---los prim eros diez segundos-- la funci6n de posicion, 
es decir, la funcion que da la posicion del objeto en terminos del tiempo, es un polinomio 
cuadnitico. Mas adelante analizaremos el significado de esta situacion. 

Velocidad instantanea 

Supongamos, ahora, que a partir de la ecuacion de postctones de una particula en 
movimiento, se desea obtener el valor de la velocidad en un instante dado. Esto es, si la 
funcion de posicion de la particula es x = f(t), se desea saber el valor de la velocidad de la 
particula en el punto correspondiente a t = a . 

Ahora bien, esta cuestion carece de sentido si solo se toma en -cuenta Ia dennici6n ·de 
velocidad promedio, ya que para calcular una velocidad promedio se requiere de dos 
valores del tiempo, puesto que esta es una medida del cambio de la posicion que tiene lugar 
en un intervalo de tiempo. Por otra parte, si consideramos el movimiento realizado por la 
particula en un intervalo de tiempo infinitesimal, las dos posiciones se veran, desde una 
perspectiva real, como una sola. 

Por tal motivo, llamaremos velocidad imtani&nea a Ia velocidad promedio oonespondiente 
a un intervalo infinitesimal de tiempo, es decir, a un instante. De esta manera, si x(t) es la 
funcion de posicion de una particula en movimiento rectilineo y si denotamos por v( a) la 
velocidad instantanea ( o simplemente velocidad) en el tiempo a, entonces 

v(a) = x(a + dt)- x(a) 
dt 

donde dt es un intervalo infinitesimal de tiempo. 

Ejemplo 3.4 

Si la funcion de posicion de una particula en movimiento rectilineo es 

x(t) = t2 -3t+4 

(3.2) 

con t medido en segundos y x en centimetros, entonces, la velocidad de la particula en el 
instante t = 3 s, es 

x(3 + dt)- x(3) [(3 + dt)2 
- 3(3 + dt) + 4]- [32 

- 3(3) + 4] 
v(3) = = 

dt dt 
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v()) = (9+6dt+dt
2 
-9-3dt+4)-4 = 3dt+dt

2 = 3+dt 
dt dt 

Eliminando el termino infinitesimal, tenemos 

v(3) = 3 cm/s --' 

--
Observemos ahora (ecuacion 3.2) que, siendo Ia posicion x una funcion del tiempo 1, 
entonces la velocidad instantanea es el cociente del diferencial de Ia posicion entre el 
diferencial del tiempo. Es decir: 

v(a) = dx(a) = x(a + dt)- x(a) 
dt dt 

(3.3) 

0 bien, utilizando limites, tenemos que 

( ) /
, Ax(a,M) 

1
, x(a + M)- x(a) 

v a = zm = zm ---=--------"---'--.:..1 
t.~ -+0 !l.t t.~ -+o M (3.4) 

Por lo tanto, una aproximaci6n del valor de la velocidad, para un valor dado del tiempo, 
puede obtenerse asignando valores pequefios al incremento del tiempo. 

Ejemplo 3.5 

Supongase que la posicion x de una particula en movimiento, en terminos del tiempo t, esta 
dadapor: 

x( 1) = 12 
- 21 con I en segundos y x en metros. 

La tabla 3.3 muestra los val ores de Ia velocidad promedio para intervalos cada vez mas 
pequefios, manteniendo constante el valor inicial del tiempo en 1.5 s. Los valores de Ia 
velocidad promedio, mostrados en el segundo rengl6n de Ia tabla, se obtuvieron mediante: 

_ Ax(l.5,M) _ x(l.5+M)-x(l.5) _ [0.5+M)2 -2(1.5+M)]-[1.52 -2(1.5)] 
vprom- 111 - M - M 

2.25+3M+(M)2 -3-2/l.t-2.25+3 M+(M)2 

= = =1+111 
M M 

(a) 

M 1.0 0.5 0.1 0.01 0.001 

vprom 2 1.5 1.1 1.01. 1.001 

Tabla 3.3 
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Observamos que, conforme Ill es mas pequefio, el valor de la velocidad promedio es cada 
vez mas parecido a 1, lo cual es evidente en Ia ecuacion (a), ya que, siendo Ill infinitesimal, 
Ia velocidad promedio sera 1. Resulta razonable, entonces, decir que la velocidad de la 
particula, para t = 1.5 s, es de 1 cm/s, es decir, la velocidad de la particula en el instante 
t = 1.5 s , es de 1 cm/s. 

Por otra parte, puede verse que el valor de la velocidad instantanea es una funcion del 
tiempo. Asi pues, considerando un instante t, es decir, un valor inicial del tiempo t y un 
incremento infinitesimal dt, tenemos que Ia velocidad sera: 

0 bien: 

Ejemplo3.6 

dx x(t + dt)- x(t) 
v(t) =- = -----• 

dt dt 

( ) 1
, llx 

1
, x(t +Ill)- x(t) 

v t = Im- = Im ----'---~ 
61--+0 !:1t 61--+0 Ill 

Para la funcion de posicion del ejemplo anterior, tenemos: 

x(t) = t 2 -2t - ,_ 

: ~::. 

dx x(t + dt) -x(t) [ (t + dt) 2
- 2(t + dt)]- (t2

- 2t) 
v(t) = - = = .!..,;..__..:__---=._~._;_-___;_ 

~ ~ ~ 

. ~ ' . : 

= t 2 +2tdt+(dt)
2 
-2t-2dt-t

2 
+2t = 2tdt+(dt)

2 
-2dt = 2t-2+dt 

Es decir: 

': ! 

dt dt 

dx 
v(t) = - = 2t- 2 

dt 

(3.5) 

(3.6) 

En particular, para t = 1.5 s, tenemos que v(l.5) = 2(1.5)- 2 = 1 cm/s, tal y como se obtuvo 

en el ejemplo 3.4. 

Ejemplo 3. 7 i 

En el ejemplo 3.3 se obtuvo que la funcion de posicion, dada ahi para el periodo de tiempo 
considerado, es un polinomio cuadratico, es decir 

x(t) = at2 +bt+c (a) 

Considerando, entonces, los datos correspondientes a los tres primeros valores del tiempo, 
tenemos que: 
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Para, t = 0 , x = 3. 7 , asi que 3.7 =c (b), 

para, t = 2, x = 9.5, asi que 9.5 = 4a + 2b + c (c) 

y para t = 4, x = 32.9, asi que 32.9 = 16a + 4b + c (d) 

AI resolver el sistema de ecuaciones {(b), (c), (d)], se obtiene: c = 3.7, a= 2.2 y b = -1.5, 
asi que, al sustituir en (a), se obtiene que Ia ecuaci6n de movimiento es 

x(t) = 2.2t2 -1.5t + 3.7 

Asi pues, sustituyendo en (3 .5), tenemos que 

(e) 

v(t) = dx = x(t + dt)- x(t) = 2.2(t + dt)2 -1.5(t + dt) + 3.7- (2.2t2 -1.5t + 3.7) 
~ ~ ~ ' 

v(t) = (2.2t2 + 4.4t dt + 4.84dt2 -1.5t -1.5dt + 3. 7)- (2.2t2 -1.5t + 3. 7) 
dt ' 

v(t) = 4.4t dt + 4.84dt
2 

-1.5dt = 4.4t _ 1.5 + 4.84dt, 
dt 

de manera que, al despreciar el termino infinitesimal, se obtiene, finalmente, que Ia 
velocidad, para cualquier tiempo, esta dada por 

v(t) = 4.4t -1.5 

Este resultado indica que la velocidad varia linealmente con el tiempo, de manera que, 
considerando dos valores cualesquiera del tiempo, el promedio aritmetico de las 
correspondientes velocidades (ver figura 3.3) es igual a la velocidad promedio en el 
intervalo. 

40 

30 

------------------ 1 
1 v = -(v + v6 ) = 

2 0 - - - - - - - - - - - -I- - - - - : 4-6 2 4 

1 = 2(16.1 + 24.9) = 20.5 
10 

I" 

2 4 6 8 10 

Fig. 3.3 

Por ejemplo, si consideramos el intervalo comprendido entre t = 0 y t = 2 , tenemos que 

v(O) = -1.5 y v(2) = 4.4(2) -1.5 = 7.3, 
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asi que la velocidad promedio en el intervalo comprendido entre 0 y 2 segundos, es 

Vo-2 = v(O) + v(2) = -1.5 + 7.3 = 2.9 cm/s 
2 2 

Si ahora consideramos la tabla de diferencias (tabla 3.2), tenemos que la tabla de primeras 
diferencias proporciona los desplazamientos efectuados por el objeto entre cada par de 
valores del tiempo. Asi pues, el desplazamiento efectuado en los dos primeros segundos es 
ill-0_2 = 5.8 em, de manera que la velocidad promedio en el mismo intervalo es 

Lll-0-2 5.8 
v0 2 = ~- = - = 2.9 cm/s 

- Ill 2 

Es importante tener en cuenta que el promedio aritmetico de los valores de la velocidad, 
correspondientes a dos tiempos cualesquiera, coincidini con el valor de Ia velocidad 
promedio en el intervalo, solo si la velocidad varia linealmente, como ocurre en el presente 
ejemplo. 

3.1 Ejercicios 

1. Las posiciones de una particula moviendose en linea recta fueron registradas cada 3 
segundos, obteniendose los resultados mostrados en la tabla siguiente. 

t (s) 0 2 4 6 8 10 12 

x(m) 0.7 8.7 -3.3 -11.3 8.7 80.7 228.7 

a) De acuerdo con los datos de la tabla, l,Cmmdo se mueve la particula en Ia 
direccion asignada al eje de referencia? y j,cuando en direccion opuesta? 

b) l, Cruiles son las velocidades promedio en cada intervalo de 2 segundos? 

c) l, Cmil es el promedio de las velocidades del inciso anterior? 

d) Haciendo una tabla de diferencias, j,es la posicion de la particula una funcion 
polinomial del tiempo?, si es asi, 1,de que grado? 

2. La posicion de una particula esta dada por 

x(t) = 4 + 5t- t 2 (ten segundos y x en centimetros) 

a) Calcular la velocidad de la partfcula en t = 2 por medio de la ecuacion (3.3). 

b) Calcular la velocidad de la particula en funcion del tiempo. Verificar el 
resultado obtenido en el inciso anterior. 

c) 1,Hay alg(m momento en que la particula se encuentra en reposo?, j,cual es? 

d) Trazar la grafica de Ia ecuacion de movimiento de la particula. 
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3.2 Derivada de una funcion y recta tangente 

Derivada: definicion 

Como se ha dicho anteriormente, en ciencias basicas y de la ingenieria, la raz6n de cambio 
es un concepto sumamente importante, del cual la velocidad es solamente un caso 
particular, de manera que resulta necesario generalizar la definicion dada para la velocidad 
instantanea, a una raz6n de cambio cualquiera, a la que llamaremos derivada. 

Si w es una funci6n de x, la derivada de w respecto a x, en x = a , se denotara por :t. y se calcula por medio de: . 

dwl w(a + dx)- w(a) 
dx x•a = dx (3.7) 

donde dx es un incremento infinitesimal de la variable. 

Asi pues, si x y w estan relacionadas mediante w = f(x), entonces la derivada de w 
respecto de x, es decir, la raz6n de cambio de w respecto ax, en x =a, que tambien se 
denotara por f' (a) , es 

f'(a) = dwl = f(a + dx)- f(a) 
dx x=a dx 

(3.8) 

0 bien, en terminos del limite: 

f'(a) = dwl = lim f(a +Ax)- f(a) 
dx x=a ~-->0 Ax 

(3.9) 

Estas ultimas ecuaciones se utilizaran suponiendo que la funci6n es diferenciable, por lo 
que no se indica nada acerca del signo del incremento infinitesimal de la variable, sin 
embargo, si la funci6n no es diferenciable en el punto, es decir, si los diferenciales por Ia 
izquierda y por Ia derecha son diferentes, entonces tampoco lo seran los cocientes obtenidos 
mediante tales ecuaciones. En tal caso se hara referencia a las derivadas laterales, es decir 
a las derivadas por Ia izquierda y por Ia derecha, las cuales, considerando las definiciones 
dadas para las diferenciales por Ia izquierda y por Ia derecha, se definen como sigue: 

(3.10) 

J:(a) = d+~a) = f(a+~- f(a) (3.11) 
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Ejemplo 3.8 1 

! {3-x
2

, x S 1 
Consideremos la funci6n definida por r/J(x) = x + 1, 1 < x s 3 

. 3-x, x > 3 

Entonces (ver ejemplo 2.16), ¢tiene una discontinuidad de salto en x = 3, pero es continua 
en x = 1 . Vamos a ver si es diferenciable en x = 1 . 

Observese primero que ¢(1) = 3 -12 = 2 . Ahora bien, al sustituir en (3 .1 0) y (3 .11 ), 
tenemos que las derivadas, por la izquierda y por la derecha, son, respectivamente, 

;' (1) = ¢(1)- ¢(1-dx) = 2 -[3 -(1-dx)
2

] = 2-3 + 1- 2dx + dx
2 

= -2 + dx 
- dx dx dx 

Y 
~'(1) = ¢(1+dx)-¢(1) = [(1+dx)+1]-1 = 1+dx+1-2 =1 
Y'+ dx dx dx 

Al despreciar el termino infinitesimal, en la derivada por la izquierda, se obtiene 

¢~(1) = -2 y ¢;(1) = 1' 

asi que ¢no es diferenciable en x = 1 , aunque si es continua. 

Por lo anterior, podemos hablar de 1afunci6n derivada de una funci6n/, que seria aquella 
con dominio en todos los elementos del dominio de fen los cuales es diferenciable y cuya 
regla de correspondencia es 

V 
f(x+dx)- f(x)i , (x) = =---:.----=---=:...._;_....;..., 

dx 

Ejemp/o 3.9 

Si y = f (x) = x3
, entonces, 

f(x+dx)- f(x) = (x+dx) 3 -x3 = x 3 +3x2dx+3x dx+dx
3 
-x

3 

<\•( ,,, ' dx dx dx 

= [3x
2 

+ 3xdx + dx }tx = 3x 2 + 3xdx + dx2 

dx 

Al despreciar la parte infinitesimal, se obtiene: 

I 
! .. ~ 
' . 

dy = f'(x) = 3x2 

dx 

(3.12) 

Nota: en ocasiones usaremos "D" antes de la letra que denota una funci6n, para simbolizar 
la derivada de dicha funci6n, y un subindice para denotar la variable respecto de Ia cual se 

deriva. Asi, para el ejemplo anterior tenemos: Dxx 3 = 3x
2

• 
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Recta tangente 

La recta tangente a una circunferencia se define como aquella que la intercecta exactamente 
en un punto. Esta definicion puede aplicarse igualmente, aunque con ciertas restricciones, a 
toda conica -elipse, parabola e hiperbola-. Si tomamos en cuenta que un conjunto de 
puntos de una curva, infinitamente proximos entre si, son vistos como uno solo cuando se 
miran con una escala real, podemos definir recta tangente a una curva en un punto dado, 
como aquella que pasa por ese punto y por cualquiera otro de la curva que se encuentre 
infinitamente cerca del mismo. V eremos a continuacion que esta definicion es valida para 
el caso de la circunferencia. 

Ejemplo 3.10 Consideremos Ia circunferencia definida por Ia ecuacion 

x 2 + y 2 = 25 · 

y supongamos ahora que se desea obtener Ia recta tangente en el punto (3, 4) . 

Tomando en cuenta que se conoce un punto de Ia recta, s61o hace falta determinar su 
pendiente. Consideremos Ia recta secante a Ia circunferencia que pasa por el punto (3,4) y 
por un punto cuya abscisa es h unidades mayor que 3 (ver figura 3.4). 

6 

-6 -4 

Fig. 3.4 

El punto de interes corresponde a Ia semicircunferencia superior, asi que Ia pendiente de 
esta secante es: 

f(3+h)-f(3) ~25-(3+h)2 -4 
m - - -

PQ- (3+h)-3 - h -

( ~25-(3+h)2 
-4) ( ~25-(3+h)2 

+4)- 25-(3+h)2 -16 
=------Tr======~~---

h ( ~25- (3+ h) 2 + 4) - h ( ~25- (3+ h)2 + 4) 
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-6h-h2 -6-h 

. mpQ= h(~25-(3+h)2 +4) = ~25-(3+h)2 +4 

SiP y Q estan infinitamente cerca, es decir, si h es infinitesimal, entonces 

-6 
mPQ =-g, 

por lo que Ia pendiente de Ia tangente a Ia circunferencia en P deben1 ser -3/4, lo cual puede 
comprobarse recurriendo a Ia geometria analitica. 

Se propone entonces Ia siguiente definicion (ver figura 3.5), 

Si C es una curva definida por Ia ecuaci6n y = f(x), entonces la recta 
tangente a C, en el punto de abscisa a, es aquella que pasa por los puntos (3.13) 
(a,f(a)) y (a+h,f(a+h)), conhinfinitesimal. 

a a+h 

Fig. 3.5 

De esta manera, Ia pendiente de Ia recta tangente, en el punto de abscisa a sera 

,.,. = f(a+h~- f(a)l 

con h infinitesimal, es decir, 

La pendiente de Ia recta tangente a la curva definida por una funci6n 
en punto dado, es Ia derivada de la funci6n evaluada en el punto. 

(3.14) 

(3.15) 

Ahora bien, si el valor de Ia derivada depende del signo del infinitesimal [ ver ecuaciones 
(3.10) y (3.11)], entonces se tienen derivadas por la izquierda y por la derecha, y, por 
consiguiente, dos rectas tangentes, lo que no corresponde a lo que se espera, puesto que se 
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habla de Ia recta tangente, por lo que esta debe ser Unica. Considerando, ademas, que la 
recta tangente puede asociarse con Ia direcci6n de Ia curva (ver figura 3.6), tenemos: 

Si una curva continua presenta un cambio de direcci6n en un punto, 
entonces, la funci6n que la define no es diferenciable en ese punto. 
Los valores de las derivadas por la izquierda y por la derecha, de esa 
funci6n, en el punto, corresponden, respectivamente, a las pendientes 
de las rectas tangentes por la izquierda y por la derecha. 

' ' ' ' ' ' 
I 

I 
I 

I 

Fig. 3.6 

(3.16) 

es continua, pero no diferenciable, en x = 1, ya que ;~ (1) = -2 y ;: (1) = 1. Viendo Ia 
gnifica de Ia funci6n (figura 2.13) puede observarse que Ia gnifica tiene un cambio de 
direcci6n en x = 1 . 

3.2 Ejercicios 

1. Considerando Ia tabla de tiempos y posiciones del ejercicio 1 de Ia secci6n 3.1 y el 
resultado obtenido en el inciso a) del mismo ejercicio, procedase como en el 
ejemplo 3. 7 para obtener la ecuaci6n de posiciones y derivarla a fin de obtener una 
expresi6n para Ia velocidad en terminos del tiempo. 
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2. Para cada una de las curvas dadas, obtener Ia ecuaci6n de la recta tangente en el 
punto indicado y graficar, en el mismo sistema coordenado, la curva y la tangente. 

a) y = x2 
- 2x + 1, punto de abscisa 2. 

b) y = 2-x3
, 

1 ' 
c) y =-, 

X 

punto de abscisa -1. 

punto de abscisa Yl. 

3. Obtener los 1valores de las constantes a, b, c y k, para los cuales la funci6n dada es 
diferenciable para todo nfunero real y dar una interpretacion grafica del resultado. 

{

lx+k x<-1 
2 ' 

f(x) = ax2 + bx + c, -1 5 x 51 

3, X> 1 

·'""!· 
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3.3 Calculo de derivadas 

La definicion de la secci6n anterior puede usarse para obtener la derivada de una funci6n 
con regla de correspondencia dada, sin embargo, esto puede resultar innecesariamente 
complicado. En esta secci6n obtendremos un conjunto de teoremas que permitiran calcular, 
con relativa facilidad, la derivada de una funci6n a partir de su regla de correspondencia. 
Comenzaremos primero por aquellos teoremas que permitiran derivar cualquier funci6n 
algebraica. 

Funciones algebraicas: teoremas basicos 

Para derivar funciones algebraicas, en las que no intervenga la composici6n de funciones, 
se utilizaran los teoremas siguientes. 

Funci6n constante 

Teorema 3.1 

Funci6n lineal 

Teorema 3.2 

Derivada de una potencia 

Teorema 3.3 

Derivada de una suma 

Teorema 3.4 

Derivada de un producto 

Teorema 3.5 

ld(x") •-1 --=nx , 
dx 

ID (f +g) = D f + Dgl 

lD(f ·g)= f ·Dg+g·Dfl 

Derivada de una constante y una .funcion 

Corolario (del teorema 3.5) lD(cf) = cDfl 

Derivada de un cociente 

(
/)- g·Df- f ·Dg 

D-- 2 
g g 

Teorema 3.6 
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Para demostrar estos teoremas, pueden utilizarse las definiciones de derivada y diferencial. 
Aqui se demostraran los teoremas 3.3 y 3.5, los restantes pueden verse en el anexo C. 

Prueba del teorema 3.3 

U sando la serie binomial, tenemos que 

Por lo tanto, 

(x+dx)" -x" = nx"-tdx+ n(n-1) x"-2dx2 + n(n-l)(n-2) x"-3dx3 + ... 
2 2·3 

I 
d(x") = (x + dx)"- x" = nx"-1dx + o(dx2) 

d(x") (x+ dx)"- x" n-1 (dx. ) = =n·x +o 
dx dx 

Al eliminar la parte infinitesimal se tiene, fmalmente, que 

d(x") n-1 
--=n·x 

dx 

Prueba del teorema 3.5 

Si u y v son funciones de x, entonces, suponiendo que se da un incremento infinitesimal dx 
en la variable x, u y v experimentaran incrementos, tambien infinitesimales, du y dv, asi que 
el producto de estas variables tambien cambiara su valor, de uv a (u + du)(v + dv). 

El incremento infinitesimal, es decir, el diferencial del producto sera entonces 

d(uv) = (u + du)(v+dv)-uv = uv+udv+vdu +dudv-uv 

d(uv) = udv+ vdu +dudv 

Eliminando el diferencial de orden mayor, se tiene 

d(uv) = udv+vdu 

Finalmente, dividiendo por el diferencial dx de la variable, se obtiene 

d(uv) u dv + vdu dv du = =u-+v-
dx dx dx dx 

Asf pues, si u = f(x) y v = g(x), Ia Ultima ecuaci6n nos indica que 

! 
I. 

' 

I 
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d~g) = (f g)'(x) = f(x)g'(x) + g(x)f'(x) 

Tal y como debia probarse. 

Ejemplo 3.12 

Ejemplo 3.13 

Ejemplo 3.14 

D(cxn) = cDxn = cnxn-t 

D(3x4 -7x2 +5x-IO) = 12x3 -I4x+5 

Calcular la pendiente de Ia tangente a Ia gratica de y = ---!--- en el punto cuya abscisa es 
X +4 

x=-Jfi. 
.~ ·• 

2 4 6 8 

Fig. 3.7 

Solucion 

De acuerdo con (3 .15), la pendiente buscada es la derivada de Ia funci6n dada en el punto 
indicado. Ahora bien, 

dy (x2 +4)Dxx-xDx(x2 +4) (x2 +4)(I)-x(2x) 
dx = (x2 + 4)2 = (x2 + 4i ,.,,_. · 

En el punto de interes, tenemos: 

dyl 4-12 8 I 
dx x•.Jfl = (12 + 4)2 = -256 = -32 

•. , ~"\r: 
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Asi pues, Ia recta tangente a Ia curva dada, en el punto indicado, es casi horizontal. En Ia 
figura 3.7 se muestra una porci6n de la curva dada (ver ejercicio 5 de Ia secci6n 2.3) y de Ia 
tangente en el punto de interes. Observese que, en este caso, Ia recta tangente "corta" a la 
curva, es decir, la parte de la recta ala izquierda del punto de tangencia, esta por encima de 
la curva, en cambio, a la derecha, Ia recta esta por debajo de la curva. Esta situaci6n, que se 
presenta s6lo en puntos muy particulares de una curva, sera estudiada mas adelante. 

Ejemplo 3.15 

La posicion de una particula, en movimiento rectilineo, esta dada por 

f . x(l) = !_13
- 212 + 31 + 5, I~ 0, 

3 

donde 1 esta. medido en segundos y x en centimetros. Si el eje de referenda esta dirigido de 
izquierda a derecha, l,durante que intervalo(s) la particula se mueve hacia Ia derecha?, 
l,hacia la izquierda? 

Soluci6n 

4 

2 
T 

~~1--~2--~3~~4--~5 

Fig. 3.8 

v 

I . 
La particula se mueve hacia la derecha en los instantes en que los desplazamientos son 
positivos. Ademas, de acuerdo con la ecuaci6n (3.5), el desplazamiento infinitesimal dx, 
correspondiente a un intervalo infinitesimal dl, es el producto de Ia velocidad por el 
intervalo. Ahora bien, Ia velocidad de la particula es 

dx 2 4 v(l) = - = I - I+ 3 
dl 

Por lo tanto, Ia particula se mueve hacia Ia derecha, cuando 12 
- 41 + 3 > 0 . 

.x(O)=O 

.1(3)=0 

I~ 
.1(3)=0 

x(2)= 5.7 

I 

Fig. 3.9 

.x(l)= 6.3 

x(l)= 6.3 

I 
X(4)=6.3 



T 
98 -~ II. Oilculo diferencial 

Resolviendo esta desigualdad, se obtiene finalmente (veanse figuras 3.8 y 3.9), que la 
particula se mueve hacia Ia derecha, durante el primer segundo, y despues del tercero, 
mientras que se mueve a la izquierda, entre el primero y el tercer segundos. 

Ejemplo 3.16 

Si y = f(x) = ~. es decir, si y = x~, entonces, de acuerdo con el teorema 3.3, 

_dy = d(x~) = .lx-X = _1_ 
dx dx 2 2~ 

Por otra parte, podemos entender Ia expresi6n xn, con n un nfunero real, y x > 0, como el 

limite de una sucesi6n de expresiones de Ia forma xn, con n un nfunero racional y asumir 
que el teorema 3.3 es valido para cualquier potencia con exponente real (y base positiva). 

Ejemplo 3.17 

Regia de Ia cadena 

Sup6ngase que las variables x, u y y estan relacionadas por medio de u = g(x) y y = f(u), 

de manera que y = h(x) = f[g(x)] = [/ o g](x). Deseamos calcular la derivada de y 
respecto de x, es decir, Ia derivada de una funci6n compuesta. 

Supongamos ahora que f y g son derivables (y por lo tanto continuas), de manera que 
cuando x cambia su valor de x a x + dx , siendo dx infinitesimal, u cambia de u a u + du y y 
de y a y + dy , siendo du y dy tambien infinitesimales (por continuidad). Tenemos, 

entonces, que: 

0 bien: 

Ejemplo 3.18 

h'(x) = dy = dy du 
dx du dx 

Dx f[g(x)] = f1g(x)] · g'(x) 

(3.17a) 

(3.17b) 

Si y = ~, siendo u funci6n de x, entonces, de acuerdo con el ejemplo 3.16, - . tr·,-,• -, , . 

dy d~ d~ du 1 du 
dx =~=du dx = 2~ dx 

en particular, 

d(-Jsx
3 -x) = 1 d(5x

3 
-x) = 1 (1sx2 _1) 

dx 2-JSx3 -x dx 2-JSx3 -x 
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Ejemplo 3.19 I . 

Para cualquier funci6n expresada como una potencia tendremos: 

d(un) d(un) du n-t du 
--=---=nu -

dx du dx dx 

de manera que, por ejemplo, 
3 2 . 

Dx { 3x4
- x2

) = ~ 3x4
- x2

) · Dx ( 3x4
- x2

) = 3(12x3
- 2x X3x4 

- x2
} 

y tambien, 

Dw (4 V2w2 -1) = nw[ 4(2w2 -1)K] = 

I 

Ejemplo 3.20 

Obtener el punto de la grMica de y = ~1 + x3 en el cual Ia recta tangente tenga una 
inclinaci6n de 45°. 

Soluci6n 

La pendiente de la recta tangente de Ia curva dada, en cualquiera de sus puntos, de acuerdo 
con (3 .15) y el ejemplo 3.18, es 

m = dy = 1 (3x2) = 3x2 
dx 2-J1 + x3 2-J1 + x3 

Si la tangente tiene una inclinaci6n de 45°, su pendiente debe ser 1, de manera que el punto 
buscado es aquel cuya abscisa satisface la ecuaci6n 

3x2 

-===1 
2~1 +x3 

Obien: 3x2 =2-J1+x3
, 9x4 =4(l+x2), 9x4 -4x3 -4=0. 

Utilizando un metodo numerico, 2 se encuentra que las raices reales de esta ecuaci6n son 
~ = -0.724 y x2 = 0.955, de manera que los puntos de Ia curva en los que Ia tangente 

tiene una inclinaci6n de 45° son ~ = ( -0.724, 0.788) y P,. = (0.955, 1.368). 

2 Al final de esta unidad, cuando se estudien algunas aplicaciones de la derivada, se vera el metodo de 
Newton, por medio del cual se podra hacer el calculo num6rico aquf indicado. 
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2.5 

2 

0.5 1 1.5 2 

-0.5 

Fig. 3.10 

En la figura 3.1 0 se muestra la curva dada y las rectas tangentes que satisfacen la condici6n 
pedida. 

Derivacion implicita 

Sabemos que si una relaci6n R esta defmida mediante una ecuaci6n de la forma 

R(x,y) = 0, (a) 

entonces podemos suponer que esta define, implicitamente, una 0 mas funciones de la 
forma 

Y = f(x) (b) 

Asi pues, si queremos calcular la derivada dey respecto de x, a partir de la ecuaci6n (a), 
podemos derivar cada uno de los terminos de la misma, suponiendo que y depende de x, de 
manera que habra de aplicarse la regia de la cadena en cada termino que contenga a y. 

Ejemplo 3. 21 

1 1 . , d fi "da 4 2. 3 1 d(4x2l) d(l) Si R es a re ac1on e 1m por x y = , entonces, dx = dx , 
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Ejemplo 3.22 

Obtener la pendiente de la recta tangente a la curva xy2 + 2x2y- x + 2y = 4, en el punto 
(1, 1) . 

Solucion 

Derivando ambos miembros de la ecuaci6n, implicitamente, respecto ax, se obtiene 

Despejando dy I dx , 

En el punto de interes, 

y 2 +2xydy +4xy+2x2 dy -1+2dy =0 
dx dx dx 

~I -1-4+1 -4 2 
d;](l,l) = 2 + 2 + 2 = -6- = -3 

Derivacion de funciones inversas 

Sabemos que una funci6n inyectiva tiene inversa. Consideremos, pues, que la inversa de 
una funci6n inyectivaf, es g, de manera que, para todo punto (x,y) de/, se tiene que 

y = f(x) y x = g(y) 
I 

Supongamos, ademas, que f y g son diferenciables, y que cuando X cambia su valor de X a 
x + dx , y lo hace dey a y + dy, de manera que 

Entonces 

Ejemp/o 3.23 

dy = f'(x) 
dx 

y 
dx . 
- = g'(y) 
dy 

g'(y)=~ (3.15) 

Si y = f(x) = x2 , x ~ 0, entonces f es inyectiva, y su inversa esta dada por 

x = g(y) = .JY. Tenemos entonces, que 

1 1 1 
' . ' . t~· ~ 

g'(y) = f'(x) = 2x = 2 .JY _, 

Es decir, . I 
1 

Dy .JY = 2../Y 

Resultado que, por supuesto, coincide con el obtenido anteriormente. 
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Ejemplo 3.24 

Calcular la pendiente de la recta tangente a la semiparabola y = Fx , que pasa por el punto 
(4, 3). 

Solucion 

Siendo T la recta tangente cuya pendiente se busca, Q el punto dado,fla funci6n que define 
Ia curva, y P =(a, b) el correspondiente punto de tangencia (ver figura 3.1la), entonces 

mr = mPQ = f'(a) (a) 
·.~·· 

Fig. 3.11a Fig. 3.11b 

~· 

1 Ahora, como f(x) = -lx, tenemos que f'(x) = 
1
c , por lo tanto, f'(a) = 

1~. 
2~x 2~a 

Ademas, b = f(a) = -ra, asi que al sustituir todo esto en (a), tenemos: 

b-3 -ra-3 1 

a-4 a-4 
= 2-ra' = 

Al resolver esta ecuaci6n (que es cuadratica en 1a ), obtenemos dos raices reales y 

positivas: -JO: = 3- -15 = 0. 764 y )a; = 3 + -J5 = 5.236, asi que: a1 = (3- -15 )2 = 0.584 

y a2 = (3 + -15) 2 = 27.42. 

Por lo tanto, hay dos rectas tangentes a Ia parabola (ver figura 3.11 b) que pasan por el 
punto (4,3), siendo los puntos de tangencia ~ ::(0.584,0.764) y P2 ::(27.42,5.236), y 

las correspondientes pendientes, 

1 1 
m1 = 

2
-JO: = 2(

3 
_ $) = 0.655, 
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y 
1 1 

m2 =--= ~ ::0.095 
2)li; 2(3 + )5) 

En la figura no se muestra el segundo punto de tangencia ya que queda muy lejos del punto 
(4, 3). 

Derivaci6n de funciones trascendentes 

Completaremos ahora la obtenci6n de los procedimientos para el calculo de derivadas, a1 
considerar las principales funciones trascendentes. Al igual que en el caso de las 
algebraicas, solo se incluyen aqui algunas demostraciones, las restantes pueden verse en el 
anexo C. 

Funciones trigonometricas directas 
.. -, ..... ~-

En la unidad anterior se obtuvo que, siendo dx infinitesimal, 

senh = 1 
h 

de donde, 
cosh -1 (cosh -1) ·(cosh+ 1) cos2 h -1 
---= = = 

h h· (cosh+ 1) h·(cosh+ 1) 

= -sen
2

h =--se_n_h. senh =-1·0=0 
h·(cosh+1) h cosh+1 

Asi pues, si h es infinitesimal, entonces 
cosh-1 = 0 

h 

(3.16) 

(3.17) 

Con este resultado, podemos ahora obtener la derivada de cada una de las funciones 
trigonometricas directas. Asi, para la funci6n seno: 

d(senx) = sen(x+dx)-senx = senx·cosdx+cosx·sendx-senx = 

dx dx h 

senx · ( cosdx- 1) + cosx · sendx cosdx- 1 sendx = = senx + cosx--
dx dx dx 

= senx · 0 + cosx ·1 = cosx 

Por lo tanto, 

lDx senx = cosxl (3.18) 

De manera similar puede obtenerse la derivada de la funci6n coseno. El resto de los 
teoremas, para la derivaci6n de las funciones trigonometricas directas, son una 
consecuencia inmediata (ver anexo C). 
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Funciones trigonometricas inversas 

Para obtener los teoremas referentes al calculo de Ia derivada de cada una de las funciones 
trigonometricas inversas, debe definirse la funci6n y aplicar los resultados antes obtenidos 
para las funciones directas. Por ejemplo, en el caso de Ia funci6n seno (ver anexo C), 
considerando Ia funci6n seno y = f ( x) = senx , con dominio en [ -tr I 2, 1r I 2] , se define la 

funci6n inversa correspondiente, es decir, x = g(y) = arcsen y, y al aplicar Ia ecuaci6n 
(3 .15) se obtiene que 

1 
Dwarc sen w = .J 

1-w2 
(3.19) 

De Ia misma manera se procede para cada una de las funciones trigonometricas restantes. 

Funciones exponenciales y logaritmicas 

Para las funciones exponencial y logaritmica, se comienza por obtener Ia derivada de Ia 
funci6n exponencial, posteriormente se aplica la derivaci6n inversa y el teorema para el 
cambio de base (ver anexo C). 

Ejemp/o 3.25 

Obtener los puntos de la grafica de y = x lnx en los cuales la tangente es horizontal 
(paralela al eje de abscisas). 

So/uci6n 

Siendo la tangente paralela a1 eje de abscisas, su angulo de inclinaci6n es 0 (o 1t), y, por lo 
tanto, su pendiente se anula. De esta manera, deben encontrarse los puntos de la curva en 
los que Ia derivada es cero. t-

0.6 

0.4 

0.2 

-!' .. 

0.2 .4 0.6 1.2 1.4 

Fig. 3.12 

Ahora bien, utilizando el teorema 21 del anexo C, tenemos que la derivada de la funci6n 
dadaes: 
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dy = xDx lnx + lnxDxx = x_!_ + lnx(1) = 1 + lnx 
dx X 

Asi pues, Ia derivada se anula en los puntos en los que 

1 + lnx = 0, lnx = -1, 

En la figura 3.12 se muestran la curva y la recta tangente a esta en el punto ( e -I, - e -I), 
que, tal y como se pedia, es paralela al eje de abscisas. 

Funciones hiperbolicas 

Los teoremas para el calculo de la derivada de las funciones hiperb6licas se obtienen de las 
definiciones de estas, y del teorema para la derivaci6n de la funci6n exponencial. 

Ahora bien, por lo general las funciones trascendentes se aplican en combinaci6n con otras, 
es decir, en una composici6n de funciones. Portal motivo, al fmal del anexo C se incluyen 
todos los teoremas para el calculo de derivadas de funciones trascendentes, indicando 
explicitamente la regla de la cadena en cada caso. 

Empleando tales teoremas se podra calcular la derivada de cualquiera de las funciones de 
uso en las ciencias basicas y de la ingenieria, a partir de su regla de correspondencia, como 
en los siguientes ejemplos. 

Ejemplo 3.26 
d(3x2 -1) 

Dx sen(3x2 -1) = cos(3x2 -1) dx = 6x cos(3x2 -1) 

Ejemplo 3. 27 
r:--; 1 r:--2 1 1 2 

Dxarc tan v 1 - x- = ( )2 Dx v 1- x- = --2 ,;---;- DA1- x ) 
1+ .JI-x2 2-x 2v1-x

2 

I 

Ejemplo 3. 28 I 
D ecosh.ffW = ecosh.ffW (senh-J2w~2 = -

1-senh.J2wecosh.ffW 
w 2-& -J2w 

Derivadas de orden superior 

Dado que la derivada de una funci6n es, a su vez, otra funci6n, entonces, puede derivarse 
nuevamente, obteniendo asi la derivada de la derivada, a la que denominaremos segundo 
derivada de la funci6n dada. 

Sifes una funci6n definida por y = f(x), denotaremos la segunda derivada de/mediante: 
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f"(x), 

Ejemplo 3.29 

Si y=f(x)=x4 -3x2 +6x-l 

entonces, dy = y' = f'(x) = 4x3 - 6x + 6 
dx 

y 
d2 
____l = y" = f"(x) = l2x2 - 6 
dx2 

II. Ctilculo diferencial 

D;y 

De Ia misma forma, podemos derivar sucesivamente una funci6n dada, obteniendo su 
tercera, cuarta, em!sima derivada, las que se denotanin por: 

n~ , n: , ni , ... , n: 
Ejemplo 3.30 

Si 
4 . 2 . 

y=f(x)=x -3x +6x-l 

entonces, 

y 

Ejemplo 3.31 

Si 

entonces, 

.. '; 

d
2
y = y" = f"(x) = l2x2 - 6 , 

dx2 

para k ~ 5 

y=f(x)=eax 

dy = y' = aeax 
dx 

\ 
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y, en general, 

3.3 Ejercicios 

1. Considerando como "suficientemente pequefio" el nfunero 0.0001 para sustituir el 
incremento infinitesimal de la variable en la definicion de derivada, estimar el valor 
de f'(x0 ) si: 

a) f(x) = sennx, x0 = 1 

b) f (x) = lnx , X0 = 4 

c) f(x) = 32
x , X0 = 0.6 

2. La potencia con exponente irracional no esta definida, sin embargo, podemos tener 
una idea de su significado si consideramos al irracional como el valor hacia el que 
converge una sucesi6n de nfuneros racionales. Por ejemplo, si recordamos el 
algoritmo aritmetico para calcular una raiz cuadrada tenemos que cada paso 
proporciona una cifra decimal de Ia raiz buscada, de manera que si deseamos 
calcular Ia raiz (cuadrada) de 2, obtenemos 1 en el primer paso, 1.4 en el segundo, 
1.41 en el tercero, etc. 

La sucesi6n { 1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, ... } converge a Ia raiz cuadrada de 2 y cada 
uno de sus elementos es un nfunero racional. 

p 2p 

1 

1.4 

1.41 

1.414 

1.4142 

Usando calculadora y reteniendo en cada operaci6n todas las cifras, llenar Ia tabla 
mostrada y contestar lo que sigue: 

a) 1.. Cual es el valor que da Ia calculadora para 2./2? 
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b) l,Que tienen que ver los nUm.eros obtenidos en Ia tabla con el valor de 2,fi? 

c) El valor dado porIa calculadora para 2,fi, l,es el valor exacto?, lY el de .J2? 

Por ultimo considerese la funci6n definida por f(x) = x,fi , entonces, 

(2 + h ),fi - 2,fi 
/'(2) = con h infinitesimal, 

h -(2 + h),fi - 2../2 
Definiendo g(h) = h (con h real), completar Ia siguiente tabla: 

h g(h) 

0.1 

0.01 

0.001 

0.0001 

Con base en esta tabla, i,Cwll es el valor de /'(2) con precision de milesimas? 

3. Si f(x) = x2 + 2x + 2, 

4. 

5. 

. 
a) Obtener Ia ecuaci6n de Ia recta tangente ala gnifica de f en el punto cuya 

abscisa es 2. 

b) Obtener la pendiente de la recta tangente a Ia grafica de f que pase por el 
punto (1.5, 0.5) 

Calcular f'(x) si: 

a) f(x) = 5x2ek 

cos5x 
b) f(x)=--

X ····--""'~ 

c) f(x) =(arctan 3x)2 

d) /(x)=.J1+3x 

e) f(x) = lnarcsen2x ~-- ... 

a) si f(x) = x2 sen2x, calcular /"(x) 

b) • () 23x stgx=xe, calcular g-'(x) 

c) si fjJ(x) = x.J x2 + 2, calcular ¢"( .fi) 
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d) 

e) 

6. Obtener y' si: 

a) 

b) 

s1 F(x) = x2 1nx, calcular F"'(1) 

Sl G(x) = x2
\ calcular n!G(n)(x) 

sen(x + y) = x + y 

c) exy-x-y=O 

109 

7. Calcular la pendiente de la recta tangente a la grafica de I en el punto de abscisa 
dada y trazar las graficas de I y de la tangente pedida si: 

a) f(x)=x 3 -x+l, x=l 

b) f ( x) = sen x , x = 0 

C) f(x) = ex-l, X= 0 

8. Obtener la ecuaci6n de la recta tangente: 

a) ala grafica de xeY - x 2 + 2y = 0 en el punto (1, 0). 

b) a la grafica de xy-2x - y- 3 = 0 en el punto de abscisa 2 

c) a la grafica de y 2 
- 2x + y - 4 = 0 tal que pase por el punto (1, 3). 

d) a la grafica de x 2 + 2l-2x + 8y = 0 tal que pase por el punto (0, 2). Trazar la 
grafica correspondiente. 

Figura del ejercicio 9 
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9. Siendofuna funci6n, Tla recta tangente a Ia gratica de fen x =a y b Ia abscisa del 
punto de intersecci6n de Ia tangente con el eje X (ver figura), Ia subtangente defen 
x =a, denotada por s, se define como Ia longitud del intervalo [b, a] (o [b, a]). 

Encontrar una expresi6n para calcular s dada la regla de correspondencia defy el 
valor de a y demuestra que para el caso de la funci6n exponencial, f(x) =ex el 
valor de la subtangente es independiente del punto. 

--- r -- '¥ r:-- ... ~ 

·'·.i 

. :. ' . -~. 
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4. SERIES DE POTENCIAS Y SERlE DE TAYLOR 

En la seccion 1.2 de Ia primera unidad, se estudiaron series de potencias para algunas 
funciones algebraicas. Ahora vamos a considerar el desarrollo en serie de potencias de las 
principales funciones trascendentes. 

En esta primera seccion se procedeni a obtener el desarrollo en serie, considerando cada 
tipo de funcion en forma particular, y en Ia siguiente se vera que tales desarrollos pueden 
obtenerse utilizando un procedimiento general. 

4.1 Series de potencias: funciones trascendentes 

Un procedimiento que suele resultar de mucha utilidad, cuando se desea obtener el 
desarrollo en serie de una funcion, es el de identificacion termino a termino, utilizado en el 
ejemplo 1.13 para obtener el desarrollo de una funcion irracional, solo que, en ese caso 
[ecuacion (b)], la serie estaba igualada a un polinomio y no a otra serie. 

Como se indico en la seccion 1.2, el desarrollo correspondiente es l.inico, de modo que cada 
uno de los coeficientes de Ia serie queda determinado por Ia funcion misma. Es decir, si 
cada una de las series 

y 

representa Ia misma funcion, entonces, necesariamente, los coeficientes correspondientes a 
cada una de las potencias de Ia variable son iguales: 

1 

X 

Tambien resulta muy util Ia derivacion termino a termino, que consiste en suponer que Ia 
serie puede derivarse como un polinomio (de grado infinito ). Vamos a ver como aprovechar 
ambos procedimientos para Ia obtencion del desarrollo en serie de Ia funcion exponencial. 

Supongamos que Ia funcion exponencial puede desarrollarse en serie de potencias, es decir 
que, para toda x, en algl.in intervalo se satisface la ecuacion 

x 2 3 n f(x)=e =Co+c1x+c2x +CJX +· .. +CnX +··· 

Suponiendo que Ia igualdad es valida para .t = 0 , tenemos 

f(O)=e0 =1=co, 

asi que, al sustituir en ( 4.1 ), se obtiene 

(4.1) 
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f (x) = ex = 1 + c1x + c2x2 + CJX3 + .. · + CnXn + .. · 

Derivando la ultima serie tennino a tennino, obtenemos: 

II. Ctilculo diferencial 

(4.2) 

f'(x) =ex = Ct + 2c2x + 3cJX2 + 4c4x3 + ... + (n + 1)cn+l xn + .. · (4.3) 

Teniendo en cuenta que Dxex = ex , podemos entonces identificar tennino a tennino las 

series dadas por (4.2) y (4.3) para obtener: 

Ct = 1 
Ct 1 

c2 =-=-
2 2 
c 1 I 

CJ=_l=-
3 3·2 

C 
_ C3 _ 1 

4---
4 4·3·2 

(n + 1)cn+l = Cn, 
_ Cn _ 1 Cn+l ___ _ 

n+1 (n+1)·n .. ·4·3·2 

De donde puede inferirse que 

1 
ck = k! , para k = 1, 2, 3, ... , n, ... 

Finalmente, al sustituir el valor de cada coeficiente en (4.2), obtenemos:3 

j? = 1+x+~x2 +ix3 +· .. +~xn + ... , (4.4) 

Utilizando este resultado, veremos ahora c6mo se relaciona la funci6n exponencial con una 
serie binomial; para ello, considerese que I x I< n, es decir, que I xI n I< 1 . Tenemos 

entonces que 

De manera que, si n = N es infinitamente grande, entonces, para todo n(Imero real k, se 
tiene que N - k = N y 

3 Puede demostrarse, lo que no corresponde a los fines de este libro, que el desarrollo en serie dado por (4.4) 
es valido para cualquier valor de Ia variable. 
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(
1 + ~)N = 1 + x + x2 + x3 + ... 

N 2! 3! 

desarrollo que coincide con el que aparece en Ia ecuacion (4.4), de manera que, siNes 
infinitamente grande, 

(4.5) 

Para la funcion exponencial con base diferente de e, tenemos: 

aw = (eLna)w = e<Lna)w 

Ademas, si x = (Lna)w = kw, con k = Lna, entonces, sustituyendo en (4.4), resulta: 

(k = Lna) 
w k2 2 k3 3 kn n 

a =1+kw+-w +-w +···+-w +··· 
2! 3! n! 

(4.6) 

Puesto que esta serie se obtuvo de (4.4), y como existe una relacion lineal entre las 
variables que intervienen en las mismas ( x = w Ln a), el desarrollo dado por ( 4.6) tam bien 
es valido para todo valor de la variable. 

Para el resto de las funciones trascendentes, solo se dara el desarrollo correspondiente, asi 
como el intervalo de convergencia. Si se desea ver como se obtienen tales desarrollos, 
puede consultarse el anexo D. 

En el caso de las funciones logaritmicas, se obtienen los desarrollos 

(4.7) 

y _; 

ltn(1+ y) = y--ty2 +1Y3 -ty4 +···I (4.8) 

que son validos en el intervalo < -1, 1 > '-es decir, panr -1 < y < 1 . 

Por otra parte, para las funciones trigonometricas directas, seno y coseno, se obtienen las 
ecuaciones 

y 

x2 x4 x6 
cosx = 1--+---+··· 

2! 4! 6! 

x3 x5 x1 
senx = x--+---+ · · · 

3! 5! 7! 

(4.9) 

(4.10) 

--

• 



114 II. Ctilculo diferencial 

que son validas para todo valor dey. 

Es importante sefialar que las funciones seno y coseno pueden relacionarse con la funci6n 
exponencial con argumento complejo, por medio de las ecuaciones siguientes: 

leix = cosx+isenxl (4.11) 

y le-ix = cosx- isenxl (4.12) 

En efecto, si en la ecuaci6n ( 4.4) se sustituye ix en Iugar de x, se obtiene 

ix 1 . 1 (. )2 1 (. )3 1 (. )4 1 (. )s e = +IX+- IX +-IX +-IX +-IX +"· 
2! 3! 4! 5! 

ix 1 . 1 2 1.3 1 4 1. 5 e = +IX--X --zx +-x +-IX + ... 
2! 3! 4! 5! 

L 

En donde se observa que las series incluidas entre parentesis coinciden con las dadas por 
las ecuaciones (4.9) y (4.10), por lo tanto 

eix = cosx + isenx 

tal y como lo indica la ecuaci6n ( 4.11 ). De manera similar, al sustituir - ix en Iugar de x en 
(4.4), se obtiene la ecuaci6n (4.12). 

Finalmente, para obtener el desarrollo en serie de las funciones hiperb6licas, seno y coseno, 
simplemente se utiliza la definicion de las mismas y Ia ecuaci6n (4.4) para obtener 

y 

Ejemplo 4.1 

x3 xs 
senhx =x+-+-+ ... 

3! 5! 

x2 x4 
coshx = 1+-+-+ .. · 

2! 4! 

(4.13) 

(4.14) 

En el ejemplo 1.9 se obtuvieron valores aproximados de e al sustituir x = 1 en Ia ecuaci6n 
(4.4), es decir, por medio de Ia serie numerica 

1 1 1 
1+1+-+-+ .. ·+-+ .. ·, 

2! 3! n! 
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Segful los resultados mostrados en el mismo ejemplo (tabla 1.4), se requieren 10 terminos 
de la serie para obtener una aproximaci6n correcta hasta 7 cifras despues del punto decimal. 
En tal caso, el primer termino de Ia serie que nose incluye en el polinomio, es decir, el de 
grado 11 es 1111!= 1/39916800 = 2.5 x 10-8

, que, al sumarlo con los anteriores terminos de 
Ia serie, no modifica ninguna de las 7 primeras cifras despues del punto decimal. 

Ahora bien, si se tiene el valor del polinomio que resulta de truncar Ia serie hasta un grado 
determinado, y se quiere entonces calcular la suma, considerando el termino siguiente, s6lo 
hay que sumar dicho termino a la suma que ya se tiene. Sin embargo, en caso de no contar 
con el valor de ninguno de los polinomios, deberan sumarse todos los terminos, a partir del 
primero. Si las operaciones se hacen con calculadora, el proceso puede resultar muy 
tedioso, y si se hace por computadora, habra que realizar el calculo utilizando un algoritmo 
que minimice el nfunero de operaciones aritmeticas. 

En este caso, sin embargo, puede calcularse una buena aproximaci6n del valor de Ia funci6n 
exponencial, utilizando la ecuaci6n (4.5), en Iugar de la serie (4.4). En efecto, considerando 
que la ecuaci6n mencionada es valida s6lo para N infinitamente grande, la aproximaci6n se 
obtendra asignando a n valores fmitos, pero grandes. 

n 100 10 000 1 000 000 1 000 000 000 

(1+~J 2.704 813 827 2.718 145 927 2.718 280 469 2.718 281 817 

Tabla4.1 

La tabla 4.1 muestra los valores de la expresi6n dada por (4.4), con x = 1, para algunos 
valores "grandes" de n. Tomando en cuenta que una calculadora con 10 digitos indica que 
el valor dee es 2.718 281 818, observamos que se requiere asignar valores muy grandes an 
para obtener una buena precision. 

Hemos visto c6mo obtener el desarrollo en serie de potencias de una funci6n mediante la 
identificaci6n de terminos. A continuaci6n se indica c6mo obtener la serie haciendo 
operaciones algebraicas con desarrollos en serie previamente obtenidos. 

Ejemplo 4.2 

Obtener el desarrollo en serie de potencias de Ia funci6n tangente. 

Solucion 
t.; 

Sabemos que tanx = senx y que, para todo valor de x, de acuerdo con las ecuaciones (4.9) 
cosx 

y ( 4.1 0), para todo valor de x, 

x2 x4 x6 
cosx= 1--+---+··· 

2! 4! 6! 
(a) 
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y 
x3 x5 x1 

senx = x--+---+ .. · 
3! 5! 7! 

(b) 

Considerando los primeros cuatro terminos de cada una de estas series, y dividiendo (b) 
entre (a), se obtiene que el desarrollo en serie de Ia funci6n tangente4 esta dado por 

Ejemplo 4.3 

1 3 2 5 17 7 
tanx=x+-x +-x +-x +··· 

3 15 315 

1 2 1 4 1 6 1--x +-x --x 
2 24 720 

1 3 1 5 1 7 x--x +-x ---x +· .. 
6 120 5040 
1 3 1 5 1 7 -x+-x --x +--x +· .. 
2 24 720 
1 3 1 s 1 7 
-X --X +-X + ... 
3 30 840 
1 3 1 s --x +-x 
3 6 

2 s -x 
15 

1 7 --x + ... 
72 
4 7 

--x +··· 
315 

2 5 1 7 
--X +-X +·" 

15 15 
17 7 
-X +"· 
315 

(4.15) 

Para obtener el desarrollo de Ia funci6n arco tangente, vamos ahora a utilizar un 
procedimiento similar al que se us6 para Ia obtenci6n de Ia serie de Ia funci6n exponencial. 

Supongamos que el desarrollo de dicha funci6n, en serie de potencias, esta dado por 

2 3 4 s arctanx = c0 + c1x + c2x + c3x + c4x + c5x + · · · 

Para x = 0 se tiene que 0 = c0 , de manera que Ia serie se reduce a 

(a) 

Derivando: 

( '. 

4 Observese que los otros tenninos de las series no influyen en el valor de los coeficientes calculados. 
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1 2 3 4 
---2 = c1 + 2c2x + 3c3x + 4c4x + 5c5x + · · · 
1+x 

(b) 

Ahora bien, el primer miembro de esta ultima ecuaci6n es una expresi6n racional que se 
puede expandir como una serie geometrica con primer termino igual a Ia unidad y raz6n 
- x2 

, obteniendo 

1 2 4 6 --=1-x +x -x + ... 
1 +x2 (c) 

Haciendo, entonces, una identificaci6n termino a termino entre las series dadas por (b) y 
(c), ya que representan Ia misma funci6n, se obtiene 

c1 = 1, 2c2 = 0, 3c3 = -1, 4c4 = 0, 5c5 = 1, etc. 

Asi pues, todos los coeficientes correspondientes a potencias pares son cero, mientras que 
los correspondientes a las potencias impares son 

1 
c1 = 1 , c3 = -- , 

3 

1 
c5 =-,etc. 

5 

Sustituyendo los coeficientes encontrados en (a) se obtiene, finalmente, que 

larctanx = x- ~x' +lx' -~x' +···I (4.16) 

Series de potencias y calculo de lfmites 

Las series de potencias, ademas de ser una herramienta usual para la aproximaci6n y 
evaluaci6n de funciones, tambien puede utilizarse para calcular integrates (lo que se vera 
casi al final del libro ), para resolver ecuaciones diferenciales, y para calcular limites. Esto 
ultimo se ejemplifica a continuaci6n. 

Ejemplo 4.4 

Soluci6n 

C 1 I /
, cosx -1 

a cu ar zm 
.x-.o X 

En 1a secci6n 3.3 se obtuvo que, para h infinitesimal, cosh-
1 

= 0 (ecuaci6n 3.17), lo cual 
h 

. . /' cosx -1 0 v '1' 1 . d . d 1 es eqmvalente a decu que zm = . amos a uti 1zar a sene e potenc1as e 
.x--.0 X 

coseno para llegar a este resu1tado. 

Asi pues, de acuerdo con (4.9), tenemos que: 

x2 x4 x6 
cosx= 1--+---+oo• 

2! 4! 6! 
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De donde 

y 

x2 x4 x6 

cosx -1 = --+---+ ... 
2! 4! 6! 

cosx-1 x ( 3 ) ---=--+ox 
X 2! 

II. Ctilculo diferencial 

Por lo tanto, al hacer tender x a cero ( o, equivalentemente, considerando x infinitesimal), 
tenemos que 

Ejemplo4.5 

Solucion 

2x -1 
Calcular lim--

x--+o X 

1
, cosx-1 

0 zm = 
X--+0 X 

Asi pues, de acuerdo con ( 4.6), tenemos que, para a = 2, 

2
'11' 1 kw k2 2 k3 3 k" , 

= + +-w +-w + .. ·+-w + ... 
2! 3! n! 

De donde 

(k = Ln 2) 

k2 k3 k" . . . 
2w -1 = kw+-w2 +-w3 + .. ·+-w" +... (k = Ln2) 

2! 3! n! 
y 

Por lo tanto 

2111 -1 
--=k+o(w) 

w 
(k = Ln2) 

2x -1 
lim--= k = Ln2 
x--+0 X 

Recuerdese que este resultado es equivalente a 

2h -1 
--=k=Ln2, con h infinitesimal 

h 

Sin embargo, si h no es infinitesimal, sino finito, pero pequefio, la expresi6n de la 
izquierda, en esta ultima ecuaci6n, debe ser, aproximadamente, Ln2. 

Por ejemplo, si h = 0.0001, entonces, una calculadora con 10 digitos indica que 

2h -1 --= 0.693171, 
h 

mientras que la misma calculadora indica que In 2 = 0.69314 718. 
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Series de potencias y aproximaciones geometricas 

En las ciencias basicas y de la ingenieria, suele utilizarse algunas aproximaciones de 
caracter geometrico, aceptando su validez mediante "evidencia visual". Vamos a ver dos 
casos de estos, recurriendo a las series de potencias para argumentar su validez y para ver el 
orden del error de aproximaci6n. 

Ejemplo 4. 6 Aproximacion de Ia cuerda por el arco 

En mecanica5 es frecuente indicar que, suponiendo un angulo central pequefio, Ia cuerda 
definida por dicho angulo es aproximadamente igual al arco correspondiente. En la secci6n 
2.2 se hizo alusi6n a esta aproximaci6n, indicando que "para angulos pequefios, el arco y la 
cuerda se confunden" (ver figuras 2.11 y 4.1). 

Figura 4.1 

Si el valor del angulo central es w, el arco sera aw, y Ia cuerda 2asen(w/2). 

Ahora bien, de acuerdo con ( 4.1 0), 

w w 1 (w)
3 

s sen 2 = 2 -
31 2 + o(w ) , 

por lo tanto, 

2asen- = 2a--2a - +o(w) = aw-o(w) w w (~J s 3 

2 2 48 

lo que quiere decir que el error resultante de aproximar la cuerda por medio del arco es de 
orden cubico, en relaci6n con el tamafio del angulo. Asi pues, si w es infinitesimal, la 
diferencia entre las longitudes de la cuerda y el arco es un infinitesimal de tercer orden. 

Si w es finito, pero pequefio, la diferencia entre la cuerda y el arco sera dos 6rdenes de 
magnitud mas pequefia que el angulo mismo. Por ejemplo, si el angulo es w = 0.001 
radianes, Ia longitud del arco es aw = 0.001a, y la de Ia cuerda es 2asen(0.0005) = 
00099999996 a, de manera que el error absoluto cometido al aproximar Ia cuerda por el 
arco es, aproximadamente, 4.16 x 10-11 a, y el error relativo, 4.16x 10-

8
• 

5 Ver, por ejemplo, Hibbeler, p. 30. 
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Observese, ademas, que el primer termino de Ia serie no incluido, es decir, el de tercer 
orden, es - aw

3 I 24, que para w = 0.001 tiene un valor aproximado de 4.17 x 1 o-11 a, que 
pnicticamente coincide con el valor del error absoluto, lo que quiere decir que la suma del 
resto de los terminos de la serie resulta despreciable con respecto del Ultimo termino que se 
tom6 en cuenta. Esta es una propiedad de las series de potencias a la que se hara referencia 
mas adelante. 

Ejemplo 4. 7 Aproximacion del arco por Ia perpendicular 

En mecaruca de materiales suelen considerarse deformaciones pequefias, e incluso 
infinitesimales. Esta situaci6n da Iugar, entre otras cosas, a sustituir un arco por medio de 
una perpendicular,6 ya que con eso pueden simplificarse los calculos. 

Vamos a ver cual es el orden del error cometido al hacer tal sustituci6n. Primeramente 
vamos a comparar las longitudes del arco y de Ia perpendicular (ver figura 4.2). 

p 

a 

Figura4.2 

Observese que el arco PQ y la perpendicular PT, que desean compararse, son las mitades, 
respectivamente, del arco y Ia cuerda que se compararon en el ejemplo anterior, de manera 
que sus longitudes, como se habia obtenido, difieren en una cantidad de orden cubico con 
respecto del tamafio del angulo central. 

Sin embargo, en los textos de mecaruca de materiales, con frecuencia se indica que Ia 
longitud del radio OQ puede sustituirse por la proyecci6n ortogonal OT, lo que equivale a 
considerar despreciable el segmento TQ con respecto del radio. Vamos a analizar esta 
sustituci6n. 

Si Ia longitud del segmento que gira es a, y si el angulo de giro es x (ver figura 4.2), 
tenemos que la longitud del segmento TQ es 

TQ = OQ-OT = a-acosx 

Recurriendo al desarrollo en serie de la funci6n coseno (ecuaci6n 4.9), obtenemos: 

TQ=a(l-cosx)=a[!+-; +o(x'>)]=a( ~ -o(x')) 

6 Ver, por ejemplo, Gere y Timoshenko, p. 90. 
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Por lo tanto, el tamaiio relativo de TQ, con respecto de OQ es 

TQ a ( x
2 

4 J x
2 

4 
OQ =-;; 2 -o(x) = 2 -o(x) 

Es decir, el tamaiio del segmento que se desprecia es dos 6rdenes de magnitud mas pequeiio 
que el tamaiio del angulo. 

4.1 Ejercicios 

1. Derivar las series de potencias de senxy cosx, "se obtiene el resultado esperado? 

2. Derivar las series de potencias de senhx y coshx, "se obtiene el resultado 
esperado? 

3. Considerando el desarrollo en serie dado por (4.16), 

1 3 1 s 1 7 
arctanx=x--x +-x --x +··· 

3 5 7 

Haciendo x = 1 y conservando hasta el termino correspondiente a ~5, "que 
aproximaci6n de 1t se obtiene? 

Observese que el termino nfunero 100 es 1/199 = 0.005, de manera que, utilizando 
esta serie, se requieren mas de 1 00 terminos para aproximar 1t con precision de 
centesimas. 

4. Consideremos ahora las siguientes series numericas: 

1 1 1 1 
81 = 1· 2- 3. 23 + 5. 25 - 1. 27 + · · · 

1 1 1 1 
82 = 1 . 3 - 3. 33 + 5. 35 - 7. 37 + ... 

Suponiendo que ambas convergen y que S1 + S2 = tr I 4, lCwil es la aproximaci6n de 

1t que se obtiene considerando 4 terminos de cada serie? 

5. Considerese la serie 

1 3 1 s 1 7 
f(x)=senx=x--x +-x --x +··· 

3! 5! 7! 

Sup6ngase que se desea aproximar f por medio de un polinomio de orden n ( es decir, 
considerando hasta el termino que contiene xn ) con precision hasta diez milesimas. 
Completar Ia tabla mostrada para cada valor dado den e indicar, de acuerdo con esa 
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informacion, cual es, aproximadamente, el maximo valor de x para obtener Ia 
precision deseada: 

a) si n = 7, b) si n = 5, c) sin= 3, y d) si n = 1. 

X P,.(x) f(x) (calculadora) 

0.1 

0.01 

0.001 

0.0001 

0.00001 

1-

. y 
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4.2. Serie de Taylor 

Recordemos (secci6n 2.1) que el diferencial de una variable se defini6 como un cambio o 
incremento infinitesimal de Ia misma, y que el diferencial de Ia funci6n se defmi6 como el 
incremento de la funci6n, correspondiente a un incremento infinitesimal de Ia variable, de 
manera que, suponiendo continuidad, el incremento de la funci6n, es decir, su diferencial, 
tambien sera infinitesimal. 

Sin embargo, tambien se mencion6 que el termino diferencial no se utiliza, en las ciencias 
basicas y de la ingenieria, para referirse a incrementos rigurosarn.ente infinitesimales, pero 
que, en tal caso, esos incrementos han de ser pequefios y que, por 1o tanto, el diferencial de 
Ia funci6n diferira del valor del incremento. 

En esta secci6n se continuara estudiando c6mo medir, lo mejor posible, el cambio en el 
valor de la funci6n, correspondiente a un determinado carn.bio en la variable. Esto podra 
utilizarse, entre otras cosas, para expresar el valor de la funci6n, correspondiente a un valor 
de la variable que se encuentra "proximo" a otro, al que se le llamara punto o valor de 
referencia. 

Incremento y diferencial: interpretacion geometrica 

Sabemos que, siendo f una funci6n diferenciable en x = a , entonces, para h infinitesimal, 

Es decir, 

Obien 

f(a +h)- f(a) = f'(a) + o(h) 
h 

lt<a +h)- f(a) = f'(a)h+ o(h2 )1 
I 

(4.17) 

(4.18) 

Ahora bien, sifes una funci6n diferenciable, defmida por y = f(x), y si Ia variable cambia 

su valor de x a x + h (con h infinitesimal), entonces, el diferencial correspondiente sera 

y la derivada, 

df(x,h) = f(x +h)- f(x) 

f'(x) = df(x,h) 
h 

De esta manera, el diferencial tambien puede escribirse como 

ldf(x,h) = f'(x)hl 

; ' 

(4.19) 

Esta ecuaci6n indica que, en caso de que h no sea infinitesimal, el diferencial de Ia funci6n 
tampoco lo sera. Por esta raz6n se utilizara esta expresi6n para calcular el diferencial de una 
funci6n, en los casos en que el incremento de la variable no sea infinitesimal. 
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Por otra parte, siendo l\f(a,h) el incremento defcuando Ia variable tiene un incremento h, 
partiendo de un valor inicial a, la ecuaci6n ( 4.18) dice que 

ll\f(a,h) = d f(a,h) + o(h2)j 
de manera que, como ya se habia indicado, para h finita pero "pequeiia", 

4f(a,h) = d f(a,h), 

ytambien 

f(a +h) = f(a) + f'(a)h 

(4.20) 

(4.21) 

(4.22) 

Vamos a dar una interpretacion grafica de lo anterior. Si consideramos una funci6n real 
defmida mediante y= f(x), y si la variable cambia su valor de a a a+h (h > 0), es decir, 
si Ia variable tiene un incremento h a partir de a, entonces la funci6n tiene un incremento 7 

l\f, desde f(a) hasta f(a +h) (vease figura 4.3a). 

f(a +h) f(a +h) . ... Q ' ·-' ,.·:--"ft"""'"'". 

T 

f(a) R 

a a+h a a+h 

Fig. 4.3a Fig. 4.3b 

Ahora bien, siendo L la recta tangente a Ia gn\fica de f en x = a , y observando que Ia 
grafica de la funci6n y de la tangente se confunden alrededor del punto de tangencia (ver 
figura 4.3b), puede decirse que: 

Si h = 0 , entonces 

Por otra parte, si a es el angulo de inclinaci6n de T, entonces 

RT RT 
tana=mL===-

PR h 
. ;· ... ~ 

(4.23) 

'~ ~ t ' . 

7 Por comodidad se utiliza Ia misma palabra -incremento-, aun y cuando el cambio pueda ser negativo, en 
cuyo caso deberia decirse decremento. 
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y como L es Ia tangente a Ia grifica de fen x =a, entonces mL = f'(a). Por lo tanto 

R: = f'(a), RT = f'(a)h 

De esta manera, al sustituir en ( 4.23) se obtiene que, siendo h pequefio, 

RT = f'(a)h = f(a +h)- f(a), 

es decir, lsi h = 0, entonces llf(a,h) = df(a,h)l 

Ejemplo 4.8 

125 

Considerese una propiedad p cuyo valor depende de Ia posici6n de un punto en un eje de 
referenda (vease figura 4.4.a). Si P, Q y V son los tres puntos cuya posicion se muestra en 
Ia figura 4.2.b, estimar: 

a) el valor de pen Q en terminos de su valor en P, 
b) el valor de p en Q en terminos de su valor en V, y 
c) el valor de p en P en terminos de su valor en V. 

Q p 

Fig. 4.4a 

y Q 0 p 

Fig. 4.4b I I ... 
-3 -2 -I 0 2 3 4 

\ 

-~-

Solucion 

Para el primer indso tenemos que, al considerar P como punto de referenda, el incremento 
de Ia variable correspondiente al cambio de posici6n desde P hasta Q es: 

h=xQ-XP =-1-3=-4 

asi que, sustituyendo en ( 4.22), encontramos 

p(Q) = p(P)- 4p'(P) 

Amilogamente, para los casos restantes, tenemos 

p(Q) = p(V) + 1.5p'(V) y p(P) = p(V) + 5.5p'(V) 
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La recta es Ia grafica de una funci6n lineal, por esta raz6n, cuando se utiliza Ia ecuacion 
( 4.22) para aproximar el valor de Ia funci6n en un "punto vecino" al de referencia (punto de 
tangencia), decimos que se ha~e una aproximacion lineal. 

Ahora bien, si nos alejamos del punto de tangencia, Ia curva puede alejarse de Ia tangente, 
entonces esta recta, en general, dejara de ser un "buen aproximador" de Ia funcion, 
conforme nos alejemos del punto de tangencia. 

Veremos a continuacion como mejorar esa aproximaci6n utilizando polinomios de mayor 
grado. Para ello, consideremos nuevamente Ia ecuacion (4.18), Ia cual puede escribirse en 
Ia forma: 

f(a +h)= f(a) + f'(a)h + k2h
2 + k3h3 + k4 h4 + · ·· + k,h" + o(h"+1) 

Derivando esta ecuacion sucesivamente (respecto de h por supuesto) obtenemos: 

f'(a+h) = f'(a)+2k2 h+3Jsh2 +4k4 h3 +···+nk,.h"-1 +o(h") 

f"(a+h) = 2k2 +3·2Jsh+4·3k4 h2 +···+n(n-l)k,.h"-2 +o(h"-1) 

f"'(a +h) = 3 · 2/s + 4 · 3 · 2k4 h + · · · + n(n -l)(n- 2)k,. h"-3 + o(h"-2
) 

f(n)(a +h)= n! kn + o(h) 

(4.24) 

Si suponemos que h es infinitesimal, y que J<k> es continua en x = a , para k = 1, 2, ... , n, 
entonces podemos despreciar las variaciones infinitesimales de cada una de estas derivadas, 
entre a y a + h . De esta manera, al despreciar los terminos infinitesimales en las ecuaciones 
anteriores, se obtiene 

f"(a) f"'(a) f"'(a) f(n)(a) 
k2 = ' k3 = = ' ... , kn = ' 

2 3·2 3! n! 

de manera que, al sustituir en (4.24) obtenemos 

f(a +h)= f(a) + f'(a)h + f"(a) h2 + f"'(a) h3 + ··· + f(n)(a) hn + ... 
2! 3! n! 

(4.25) 

Habiendo supuesto h infinitesimal, esta ecuacion proporciona el valor de f(a +h) con un 
error infinitesimal del orden que se quiera, a condicion de tener Ia informacion suficiente de 
Ia funcion en a. Ahora bien, si h es finita, pero suficientemente pequefia, esta ultima 
ecuacion nos da una aproximaci6n con un error tan pequefio como se desee. 

La serie de potencias dada por Ia ecuaci6n (4.25) se denominara serie de Taylor de f 
alrededor de a. Si solo se conserva un nt!mero finito de terminos, Ia expresi6n resultante se 
denominara entonces polinomio de Taylor de f alrededor de a. Asi pues, el polinomio de 
Taylor de orden n, de Ia funci6nfalrededor de a, esta dado por: 
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! "(a) f(n)(a) 
Pn(a+h)=f(a)+f'(a)h+ 

2 
h2 +···+ n! hn (4.26) 

Haciendo x =a+ h en las ecuaciones (4.25) y (4.26) se obtiene: 

f"(a) 2 f(n)(a) 
f(x)=f(a)+f'(a)(x-a)+ (x-a) +···+ (x-a)n+··· (4.27) 

2! n! 

y 
f"(a) f(n)(a) 

Pn(x) = f(a) + f'(a)(x- a)+ (x- a)2 + · · · + (x- a)n 
2 n! 

- J 

(4.28) 

Si usamos un polinomio de Taylor para aproximar una funci6n, entonces, el error absoluto 
correspondiente seni: 

(4.29) 

y el error relativo: 

e (x) = f(x)- P,(x) 
r f(x) 

(4.30) 

Ejemplo 4.9 
'"-

Si f(x) =ex y a= 0, entonces t<")(x) = eJt y t<k>(O) = 1, asi que la serie de Taylor de Ia 

funci6n exponencial, alrededor de x = 0, de acuerdo con (4.27) es 
1 

Jt 1213 1,. 
e =1+x+-x +-x +···+-x +··· 

2 6 n! 
(4.31) 

X Pt(X) P2(x) P3(x) f(x) (calc.) 

0.5 1.5 1.625 1.645833 1.648721 

0.2 1.2 1.22 1.221333 1.221403 

0.1 1.1 1.105 1.105167 1.105171 

0.01 1.01 1.01005 1.010050 1.010050 

Tabla4.2 
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y el polinomio de Taylor, de orden n, es 

, 1 2 1-3 1 n .z. 

'· Pn(x)=1+x+-x +-x +···+-x 
2 6 n! 

En particular, los polinomios de primero, segundo y tercer orden son: 

Pt(x)=1+x 

En la tabla 4.2 se muestran los valores de estos polinomios, as£ como de la funci6n 
exponencial (obtenidos con calculadora), para x = 0.5, 0.2, 0.1 y 0.01, yen Ia figura 4.5 se 
muestran las gnificas de la funci6n exponencial, as£ como de los polinomios de Taylor 
obtenidos. 

4 

Fig. 4.5 

Es claro que tanto Ia tabla como la figura muestran el comportamiento esperado: 

La aproximaci6n de una funci6n por medio de un polinomio de Taylor mejora 
conforme aumenta el grado del polinomio y conforme Ia variable se acerca al ( 4.32) 
punto de referenda. 

Lo anterior hace pensar que, si el nfunero de terminos del polinomio de Taylor es 
infinitamente grande, el error con que el polinomio aproxima a Ia funci6n es infinitesimal, 
y, por lo tanto, despreciable. Es decir, bajo ciertas condiciones, una funci6n f puede 
expresarse mediante ( 4.27). 

Siempre que una funci6n pueda expresarse para un determinado valor de la variable 
mediante una serie de potencias (serie de Taylor), se dira que Ia funci6n es analftica para 
ese valor de la variable. En este texto supondremos que toda funci6n derivable en un punto 
sera analitica en el mismo. 
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De esta man era, si f es una funci6n ( analitica) definida mediante y = f ( x) , y si llx es un 
incremento finito de la variable x, tendremos 

(4.33) 

En donde, para obtener el valor de la funci6n, con una precision dada, habra que incluir el 
nfunero de terminos necesario, dependiendo del valor de la variable. Por otra parte, si P es 
un polinomio de grado n, todas las derivadas, a partir de la de orden n + 1 , seran cero, asi 
que P podra expresarse en Ia forma 

P"(a) ?'(a) p<">(a) 
P(x + llx) = P(x) + P'(a)llx + --/lx2 + --/lx3 + ... + ---llx" 

2! 3! n! 
(4.34) 

Por otra parte, si comparamos las ecuaciones (4.4) y (4.31), observaremos que la serie de 
Taylor de la funci6n exponencial es la serie de potencias que habia sido obtenida 
anteriormente. Puede demostrarse que, en general, si una funci6n puede expresarse 
mediante una serie de potencias, esta tendra que ser Ia serie de Taylor. 

Tambien puede probarse que, si la funci6n es analitica, entonces, considerando un 
incremento de la variable finito, sera siempre posible despreciar los terminos de orden 
superior a alguno previamente determinado, a condici6n de que el incremento de la variable 
sea suficientemente pequeilo. En adelante, nos referiremos a esta propiedad de las 
funciones analiticas como propiedad /agrangiana. 

Ejemplo 4.10 Cantidad de pintura para pintar un ltipiz 

La cantidad de pintura que se requiere para pintar un lapiz puede verse c6fft8'~1 incremento 
que experimenta el volumen, al aiiadir la capa de pintura. 

El volumen de un lapiz, en forma de cilindro circular recto, de radio r y altura h, es 

V(r)=trr 2h .,)<I 

Si se afiade una capa de pintura de espesor llr, entonces, de acuerdo con ( 4.34), el volumen 
sera ahora: 

. v·( ) 
V(r + /lr) = V(r) + V'(r)llr + _r_!lr2 

2 

De manera que el incremento de volumen, es decir, Ia cantidad de pintura es 

V(r + /lr)- V(r) = 27trhllr + nhllr2 

Si el espesor de la capa de pintura es pequeilo comparado con el radio, entonces puede 
despreciarse el termino de orden 2, aproximando entonces la cantidad de pintura por medio 
de 

El error relativo, cometido al aproximar el incremento de volumen por medio de esta 
expresi6n, es 
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l ~v -~Jt:,~ mz!!.r2 I !!.r I 
er = ~V = 2trrhflr+mzflr2 = 2r+!!.r 

Asi, por ejemplo, si !!.r = 0.1 r, entonces ea = 0.1 I 2.1 ::: 4. 76%, y si & = O:Ot r, entonces 

ea = 0.01/2.01 = 0.5%. 

Ejemplo 4.11 Peso de una esfera hueca 

De Ia misma manera, Ia cantidad de metal necesaria para hacer una esfera hueca, de radio r 
y espesor &, puede considerarse como el incremento, en el volumen de Ia esfera, 
correspondiente al incremento del radio desde su valor inicial (radio interior) hasta su valor 
final, es decir, el inicial mas el incremento. 

El volumen de una esfera de radio r es 

4 
V(r) = -trr3, 

3 

asi que su incremento, correspondiente a un cambio h en el valor del radio, de acuerdo con 
(4.34), es 

V(r + &) - V(r) = V'(r)& + V"(r) &2 + V"'(r) &3 
2 6 

41l" 
V(r +c)- V(r) = ~V = 4trr2 & + 4trr &2 + -&3 

3 

Si & es pequefio en comparaci6n con r, pueden despreciarse los terminos de orden superior 
a 1 ( aproximaci6n lineal, por medio del diferencial), o solo el termino de orden 3 
(aproximaci6n cuadnitica, polinomio de Taylor de orden 2). Definamos tales polinomios 
aproximantes del incremento, por medio de 

~(r,&) = 4trr2 & , y 

& ~v ~ el ~ e2 

0.5 943.0 904.8 4% 942.5 0.05% 

0.2 368:0 361.9 1.7% 367.9 0.03% 

0.1 182.5 181.0 0.8% 182.5 0% 

Tabla4.3 

En Ia tabla 4.3 se muestran los valores del incremento, asi como cie los polinomios, para 
una esfera de 12 em de radio y distintos valores del espesor. En cada caso se incluye el 
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error relativo cometido al aproximar Ia cantidad de material (en cm3) por medio del 
polinomio. 

Si se conoce el peso especifico del material con el que habra de nacerse la esfera, bastara 
con multiplicarlo por el volumen obtenido para obtener el peso de Ia esfera hueca 
resultante. 

. <.f>=:h 
Observese, ademas, que Ia expresi6n correspondiente a Ia aproximaci6n lineal indica que, si 
e1 espesor es suficientemente pequefio, el volumen de la esfera hueca puede calcularse al 
muitiplicar el area de la esfera por su espesor (vease tambien el ejemplo 2.2). 

4.2 Ejercicios 

1. Considerese la-funci6n definida por (J(x) = sen(x/2) y sup6ngase que x cambia su 
valor de 1t 12 a 1.6. 

l.l.l,CuAl es el incremento de~? (escribir el resultado con 5 cifras significativas). 

1.2.l,CuAI es el diferencial de~ correspondiente al incremento dado en x ?, l,CuAl es 
el error relativo que se tiene al aproximar el incremento por medio del 
diferencial? 

1.3. Calcular el polinomio de Taylor de segundo orden correspondiente al 
incremento dado en x, l,Cual es el error relativo que se tiene al aproximar el 
incremento por medio de este polinomio? 

2. Usando la ecuaci6n (11.10), obtener la serie de Taylor de cada una de las siguientes 
funciones: 

3 
a) f(x)= 1+2x 

b) f(x) = senx 

c) f(x) = ln(l +x) 

l,Se obtienen los resultados esperados? 

3. Expandir una funci6n en serie de Taylor, alrededor de x =a, es escribirla como una 
serie de potencias de x - a . Si Ia funci6n es un polinomio, esto puede aprovecharse 
para expresar el polinomio como una suma (:finita) de potencias de x- a. 

Por ejemplo, sup6ngase que se desea expresar el polinomio 

P(x) = x4 +5x3 -7x2 +x-2 

como una suma de potencias de x -1 . 
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Vamos a utilizar, entonces, la ecuaci6n ( 4.27). Para ello debe derivarse 
sucesivamente el polinomio 4 veces (el polinomio es de grado 4), y evaluar cada 

_ ., . ., una de las derivadas obtenidas en x = 1 . Asi pues, 

P(x) = x4 + 5x3 -7x2 + x- 2, 

P'(x) = 4x3 + 15x2 -14x + 1, 

p•(x) = 12x2 +30x-14, 

P"'(x) = 24x + 30, 

piv(x) = 24, 

Sustituyendo en ( 4.27) se obtiene que 

P(l) = -2 , ~- L 

P'(1)=6, 

p•(l) = 28, 

p•(t) =54, y 

piv (1) = 24 ~- --·· 

28 2 54 3 24 4 

' .,.. 

P(x) = -2 + 6(x-1) + --(x-1) + -(x-1) + -(x-1) 
,... ' .; '"''"' "f 2 6 24 

·:~~ 

0 bien, 

P(x) = -2 + 6(x-1) + 14(x -1)2 +9(x-1)3 + (x -1t 
;-; i'' 

(puede comprobarse, haciendo los productos, que este resultado es correcto ). 

Procediendo de Ia misma manera, expresar cada uno de los polinomios dados como 
potencias del binomio indicado. 

a) P(x)=2x2 -5x+12, x-2 

b) 

c) 

P(x) = 4x3 -6x2 +5x-8, 
"-" 

P(x) = x4 +5x3 -8x+13, 

·. 

x+3 

x+1 
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4.3 Valores extremos y concavidades 

En la primera unidad se estudiaron algunos aspectos de las funciones que pueden utilizarse 
para describir parcialmente el fen6meno que modela la funci6n; por ejemplo, las asintotas 
de la funci6n describen el comportamiento de esta para valores grandes de la variable. 

En esta secci6n vamos a completar el estudio de las funciones, considerando ahora aquella 
informacion que se puede obtener a partir de la primera y segunda derivadas de la funci6n. 

Maximos y minimos: criterio de Ia primera derivada 

Funciones crecientes y decrecientes 

Decimos que una funci6nfes (estrictamente) creciente en un intervalo, si para cualesquiera 
x1 y x2 elementos del intervalo, 

(4.35) 

Es decir, si a valores mayores de la variable, corresponden valores mayores de la funci6n 
(ver figura 4.6a). Amilogamente, f es (estrictamente) decreciente en un intervalo, si para 
cualesquiera x1 y x2 elementos del intervalo, 

(4.36) 

Asi pues, en este caso, a valores cada vez mayores de la variable corresponden valores cada 
vez menores de la funci6n (ver figura 4.6b). 

_,,,;-''" . ..... 

Fig. 4.6a Fig. 4.6b 

Ahora bien, si x1 y x2 estan infmitamente pr6ximos, entonces, desde una perspectiva real, 

el intervalo comprendido entre ellos se veria como un solo punto, de esta manera, de 
acuerdo con la definici6n anterior, si XI y x2 estan infmitamente pr6ximos --digamos 
x

2 
=x

1 
+h, con h infinitesimal (positivo~, y si f(x2 ) > f(x1), entonces, siendo f 

derivable en x1 ,fes creciente en Xi, si f'(x1) > 0. 
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En efecto, si X2 = X1 + h, y si f(x2) > f(x1), entonces, siendo hun infinitesimal positivo, 

f(x2)- /(~) = f(~ +h)-/(~) > 
0 

"-, 5 " .. · ·~ 

X2 -X1 h 

Esta Ultima desigualdad equivale a decir que f'(x1) > 0. Analogamente, podemos decir que 
siendofderivable en x1 ,fes decreciente en~, si f'(x1) < 0. 

f{xJ) -. ··------. --------·-·······--

Fig. 4.7 

Lo anterior puede extenderse a todo un intervalo (ver figura 4.7): 

Si f es diferenciable en un intervalo I, entonces f es creciente en I, si y solo si 
f'(x) > 0, para todax en el intervalo. (4.37) 

Y: 

Si f es diferenciable en un intervalo I, entonces f es decreciente en I, si y s6lo si 
f'(x) < 0, para toda x en el intervalo. (4.38) 

Criterio de Ia primera derivada 

Sabemos que si f es una funci6n continua en un intervalo cerrado, entonces tendra val ores 
extremos en ese intervalo. Si ademas f tiene un maximo en el intervalo, entonces f tendra 
que ser creciente en algilll intervalo antes del punto, y decreciente en algilll intervalo 
despues del mismo. Siendo la funcion continua, esto solo podra ocurrir en dos formas (ver 
figura 4.8): 

a) La derivada de Ia .funcion tambien es continua. En este caso Ia derivada tiene que 
anularse en el punto donde la funci6n tiene el maximo, ya que pasa de valores positivos 
a negativos. 
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b) La grafica se quiebra justo en donde alcanza el maximo. En este caso la funci6n no es 
diferenciable en el punto. 

f{a) 
f{a) ················· 

a 

Fig 4.8a f'(a) = 0 Fig 4.8b f'(a) no existe 

Se pueden hacer consideraciones similares para el caso en que una funci6n continua tenga 
un minimo en un intervalo (ver figura 4.9). 

a a 

Fig 4.9a f'(a) = 0 Fig 4.9b f'(a) no existe 

Considerando, entonces, que en una funci6n continua los valores extremos se dan en 
aquellos puntos en los que la derivada no existe o se anula, conviene definir tales puntos. 

Llamaremos numeros criticos de una funci6n a aquellos elementos de su dominio en los 
cuales la derivada se anula o no existe. Si a es un nfunero critico de una funci6nf, entonces 
(a,f(a)) es un punta critico de f. Asi pues, podemos resumir las observaciones antes 

expuestas en la siguiente forma: 

Siendo a un nfunero critico de una funci6nf, tenemos que: 

a) Sifes creciente en alg\ln intervalo (abierto) con extremo derecho en ayes decreciente 
en alg\ln intervalo (abierto) con extremo izquierdo en a, entonces,ftiene un maximo en 
x=a. 
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b) Sifes decreciente en algllll intervalo (abierto) con extremo derecho en ayes creciente 
en algllll intervalo (abierto) con extremo izquierdo en a, entoncesftiene un minimo en 
x=a. 

Obien: 

Siendo a un mimero critico de f, I 
a) Sif' cambia su signo de"+" a"-" en x =a, entoncesftiene un 

maximo en X = a . 

b) Si en cambio f' cambia su signo de "-" a "+" en x = a , entonces 
f tiene un minima en x = a . 

c) Sif' no cambia su signo en x =a, entoneesfno tiene ni maximo 
ni minimo en x = a . 

u 
Ejemplo 4.12 

' i\ 

(4.39) 

Siendo f la funci6n definida por f (x) = x 2 + ~ , analizar su comportamiento y ~azar s~ 
X 

grafica. 

Solucion 

De la regla de correspondencia de f se obtiene que: 

a) D1 =in- {0}, 

b) la grafica de f tiene una asintota en x = 0 ( eje Y), aunque tambien lo es la curva 

y = 1 I x 2 
, para val ores infinitesimales de la variable. 

c) fes par, asi que su grafica es simetrica respecto del eje Y, y 

d) si N es infinitamente grande, f(N) = x2 + 1/ N 2
, asi que la parabola y = x2 es una 

asintota de la grafica de f 
Ahora bien, derivando f se obtiene 

2 
3 3 4 2(x +1)(x+1)(x-1) 

f'(x)=2x-2x- =2x- (x -1)= 3 , 
X 

asi que el con junto de numeros criticos de f es { -1, 1} (0 no esta en el dominio ). Ademas, 
como f' es continua en su dominio --que es el mismo que el de .f-, entonces, por el 
teorema del valor intermedio, no cambiara su signo en cada uno de los intervalos 
< -oo, - 1 > ' < -1, 0 > ' < 0, 1 > y < 1, 00 > . 

De esta manera, el signo de la derivada en cada uno de estos intervalos puede obtenerse 
asignando a la variable cualquier valor particular contenido en el intervalo. 
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intervalo <-oo,-1> <-1,0> <0,1> <1,oo> 

signo de f' + + 

comportamiento de f 

Tabla4.4 

La tabla 4.4 muestra, para cada uno de los intervalos antes referidos, el signo que tiene Ia 
derivada de la funci6n dada, indicando, segful sea el caso, si la funci6n es creciente o 
decreciente. Los resultados indican que la funci6n tiene un minimo en x = -1 y otro en 
x = 1 (en x = 0 la derivada cambia su signo, pero la funci6n no es continua, tiene una 
asintota). Con toda esta informacion, bastani con tabular unos cuantos valores positivos de 
la funci6n (aprovechando la simetria), para trazar la gnifica pedida, la cual se muestra en la 
figura 4.10. 

Ejemplo 4.13 

I I 
I I 

y=x2~, / 
II 

---
·3 ·2 

,, 
/ \ 

/ \ 

\ 

·1 

6 

5 

' 
3 

I 
I I 

I 

1 
\1 y=-

l ~\ l x2 
I ' / ... , 

.," -----
1 2 3 

Fig. 4.10 

Analizar el comportamiento de la funci6n con regia de correspondencia 

f/J(x) = x + senx 

Soluci6n 

En este caso, el dominio es 9t, y, tomando en cuenta que -1 :$; senx :$; 1, tenemos entonces 
que x -1 :$; f/J(x) :$; x + 1. 

Ahora, derivando fjJ obtenemos t/J'(x) = 1 + cosx, asi que t/J'(x) = 0 Vx = (2n + 1)1l', neE, 

de manera que el conjunto de nfuneros criticos es {C2n + l)1t, neE}, sin embargo, para 
cualquier otro valor de x se tiene que t/J'(x) > 0, por lo tanto, Ia derivada no cambia de 
signo en ninguno de los nfuneros criticos, por lo que se puede concluir que la funci6n no 
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tiene mrudmos ni minimos, a pesar de tener una infinidad de puntos en donde la tangente es 
paralela al eje X (ver figura 4.11). _ _ -,~--· , 

.J: 

31t 51t 

Fig. 4.11 

Concavidades y puntos de inflexion 

En las curvas de la figura 4.12, se puede observar que la posicion de las tangentes respecto 
de la curva es diferente en cada caso, ya que en a las tangentes estan por debajo de la curva, 
mientras que en b estan por encima. 

Fig. 4.12a Fig. 4.12b 

Diremos que la gnifica de una funci6n es concava hacia arriba (en un intervalo ), si las 
tangentes a la curva se encuentran siempre por debajo de la misma. Amilogamente, la 
grafica sera concava hacia abajo, si las tangentes se encuentran por encima de la curva. 

Consideremos el caso de una funci6n f cuya grafica sea c6ncava hacia arriba, en un 
intervalo que contiene un nfunero a (ver figura 4.13). Si L es la recta tangente ala grafica 
de fen x = a , entonces, 
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f 

L 

a a+h 

Fig. 4.13 

L(a +h) =f(a) + f'(a)h, 

y, por otra parte, expresando f(a +h) en serie de Taylor alrededor de a, tenemos que 

l(a +h)= l(a) + f'(a) h + I•( a) h2 + o(h3) . ..J, .. · 2 ... , .. 1 . :,;vc; ~ .. ::;~:. 

de manera que, al restar miembro a miembro estas ecuaciones, obtenemos que: 

l(a +h)- L(a +h)= I•~ a) h2 + o(h3) 

-, 
.. \ 

Asi pues, considerando la definicion dada, la propiedad lagrangiana y esta Ultima ecuaci6n, 
podemos concluir que la gnifica de I es c6ncava hacia arriba en una vecindad de a, si, y 
s6lo si, j•(a) > 0. 

Amilogamente, la gratica de I es c6ncava hacia abajo en una vecindad de a si, y s61o si: 
l"(a) < 0. Extendiendo este resultado a todos los puntos de un intervalo, tenemos que: 

La gratica de una funci6n, dos veces derivable, es c6ncava hacia arriba, o 
hacia abajo, en un intervalo, segful su segunda derivada sea positiva o ( 4.40) 
negativa en todo punto del intervalo. 

Por otra parte, si consideramos una funci6n cuya gratica sea como la mostrada en Ia figura 
4.14, tendremos que la "parte izquierda" de esta es c6ncava hacia abajo, mientras que la 
"parte derecha" es c6ncava hacia arriba. 

Suponiendo que la segunda derivada de esta funci6n es continua, y tomando en cuenta que 
en la parte izquierda es negativa, y en la derecha es positiva, entonces, de acuerdo con el 
teorema del valor intermedio, debe existir un punto en que la segunda derivada sea cero y 
ese debe ser el punto en que Ia curva cambia su sentido de concavidad. Cada uno de tales 

~ 

I 
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puntos sera llamado punto de inflexiOn. Suponiendo, pues, que Ia segunda derivada de una 
funcion es continua, los puntos de inflexion de su gratica se localizaran donde esta se anula. 

;• +· 
Fig. 4.14 

.:, +. 
Ejemplo 4.14 

X 
Tracese Ia gratica de la funcion definida por t/J(x) = ~4 X + 
Soluci6n 

Primeramente tenemos que ; es impar y continua en 9l y que Ia Unica interseccion de Ia 
gratica, con los ejes coordenados, es el origen. Ademas, el eje X es una asintota de su 
grafica. 

Tomando en cuenta lo anterior, y haciendo una tabulacion, puede trazarse Ia gratica de ; 
(ver figura 4.15). Esta nos sugiere que la curva tiene tres puntos de inflexion, uno en el 
origen, y los otros dos localizados simetricamente respecto al mismo, ya que Ia funci6n es 
impar. Derivando ; obtenemos: 

Observese que los nfuneros criticos son -2 y 2, que corresponden, respectivamente, de 
acuerdo con la figura, a un minimo y un maximo de la funci6n. Derivando nuevamente: 

t/J"(x) = (x2 +4)2 (-2x)-(4-x
2
)(2)(x

2 
+4)(2x) = 

(x2 +4)4 

(x2 +4)(-2x)-(4-x2)(2)(2x) 2x3 -24x 2x(x2 -12) 
= (x2 +4)3 = -(x2 +4)3 = (x2 +4)3 
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de manera que Ia segunda derivada de rp es continua en 9t y se anula para x = 0 y para 

x = ±...Jli, por lo que conserva su signo en cada uno de los intervalos 

< -<X>, - Jfi >, < --Ji2' 0 >, < 0, Jfi > y < Jfi' 00 > 

Fig. 4.15 

' 
Eligiendo elementos cualesquiera de cada uno de estos intervalos, obtenemos los resultados 
que se muestran en la tabla 4.5, a partir de los cuales concluimos, como se esperaba, que la 

grafica de rp tiene tres puntos de inflexion: en x = ----Jfi , en x = 0 , y en x = -Jfi . 

intervalo ~ 

)12, 0 > <0, Jfi > < -/fi,oo > < -oo,- -J12 > <-

signo de f" - + - + 
( 

concavidad de f f"'l u f"'l u 

Tabla4.3 

Criterio de Ia segunda derivada 

El analisis previo nos permite afrrrnar que: t i 

Siendo f una funci6n dos veces derivable en un intervalo abierto que contiene 
un nfunero critico a, ( 4.41) 
a) Si f"(a) > 0, entoncesftiene un minimo en x =a. 

b) Si f"(a) < 0, entoncesftiene un maximo en x =a. 
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Ejemplo 4.15 

Analizar el comportamiento de la funcion definida por f ( x) = x 3 - 6x + 2. 

Soluci6n 

C.omo esta funcion es un polinomio, su gnifica es una curva suave y continua, por lo que 
solo hay que calcular sus valores extremos y las coordenadas de sus puntos de inflexion. 
Derivando f obtenemos que f'(x) = 3x2 

- 6 = 3(x2 
- 2), de manera que f'(x) = 0, si 

x2 -2 = 0, es decir, six= ±J2. 

Fig. 4.16 

AI derivar nuevamente, se obtiene que f"(x) = 6x, asi que la segunda derivada de f es 

continua. Ademas /"( -fi) = -6J2 < 0, asi que f tiene un minimo en x = -J2 = -1.414. 

Analogamente, /"( J2) = 6J2 > 0, asi que f tiene un minimo en x = J2 = 1.414. 

Por otra parte, f"(x) = 6x = 0, solo si x = 0, de manera que el punto de la curva para el 
que x = 0 es un posible punto de inflexion. Ahora bien, f"(x) < 0, si x < 0, y f"(x) > 0, 
si x > 0, asi que f" cambia de signo, lo que permite concluir que f tiene un punto de 
inflexion en x = 0 . 

Con esta informacion, y mediante una tabulacion, puede trazarse la grafica de la fu.ncion 
dada, la cual se muestra en la figura 4.16. 

Para resolver la mayoria de los problemas de optimizaci6n, es decir, aquellos en los que se 
desea maximizar o minimizar una funci6n, el material de esta secci6n resulta suficiente. 
Ahora bien, debe tomarse en consideraci6n que el criterio de la segunda derivada no es 
concluyente en todos los casos y, siendo este precisamente el que puede generalizarse a 
funciones en varias variables, debe contarse con alg(m otro metodo que, siendo concluyente 
en todos los casos, pueda tambien generalizarse a funciones en varias variables. 
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Un metodo que cumple con tales condiciones es aquel que recurre ala serie de Taylor y ala 
propiedad lagrangiana. Si se desea saber mas sobre tal metodo puede consultarse el anexo 
E. 

4.3 Ejercicios 

Ejercicios 1 a 4. Para cada una de las funciones con regla de correspondencia dada, (a) 
obtener los intervalos en los que f es creciente o decreciente, (b) calcular los mrudmos y 
minimos locales de f, y (c) trazar la gnifica de f. 

5. 

6. 

7. 

1. f(x) = x3 
- 2x2 + x 

2. f(x)=x4 +4x+1 

3. f(x) = x"J6- x 

4. f(x)=x-2senx, xe[0,27r] ;tr, ... _. 

[,Para que val ores de a y b la funci6n 

f(x) = x3 +ax2 +bx+2 

tiene un maximo local cuando x = -3 y un minimo local cuando x = -1 ? 

Obtener una funci6n cubica f(x) = ax3 + bx2 +ex+ d que tenga un valor maximo 

de 3 en x = -2 y un valor minimo local de 0 en x = 1. 

Trazar la grafica de una funci6n que satisfaga, simultaneamente las siguientes 
condiciones: 

(a) /(1) = 5, /(4) = 2 

(c) f'(x) > 0 para x < 1 

I 
(b) /'(1) = /'(4) = 0 

(d) f'(x) < 0 para x > 1 

i ,, 
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5. APLICACIONES DEL CALCULO DIFERENCIAL 

Hemos visto que Ia derivada de una funci6n representa, en un contexto geometrico, Ia 
pendiente de Ia tangente a Ia gnifica de Ia funci6n, y, en un contexto fisico, Ia raz6n de 
cambio de Ia funci6n con respecto de Ia variable. En particular, si se trata de Ia funci6n de 
posicion (en terminos del tiempo ), Ia derivada es la velocidad. 

Ahora que hemos aprendido a calcular la derivada de las funciones de uso comful en las 
ciencias basicas y de Ia ingenieria, lo mismo que algunos aspectos utiles en el amilisis del 
comportamiento de las funciones, a partir de su regia de correspondencia, vamos a 
considerar, nuevamente, la derivada en cualquiera de sus contextos, geometrico o fisico. 

5.1 Problemas de razones de cambio relacionadas 

Como se mencion6 anteriormente, Ia raz6n de cambio es un concepto sumamente 
importante en las ciencias basicas y de la ingenieria. En esta secci6n se vera como resolver 
algunos problemas en los que interviene el concepto de raz6n de cambio. 

Ejemplo 5.1 

Por un crucero pasa un autobU.S hacia el Este, a las 3 de Ia tarde, a 75 km/h, y una hora mas 
tarde pasa un autom6vil hacia el Norte, a 90 km/h. Calcular la rapidez con la que se alejan 
los autos entre si, a las 6 de la tarde, suponiendo que ambos vehiculos contintian 
desplazandose en linea recta y con la misma velocidad. 

y 

~·-

90kmlh 4pm 

75 km/h, 3 pm x 

Fig. 5.1 

Solucion 1 1 

Denotando con x y y, respectivamente, las distancias que separan al autobus y al autom6vil 
del crucero, y con z la distancia entre los vehiculos, tenemos: 

El autobU.S se mueve con rapidez constante de 75 km/h, asi que la distancia de esta al 
crucero sera 

X =15t (a) 

Analogamente, la distancia que separa al autom6vil del crucero, considerando que pasa por 
ese punto una hora despues del autobU.S, es 

y=90(t-1) (b) 
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5.1 Problemas de razones de cambio relacionadas 

Por otra parte, de acuerdo con la figura 5.1, 

z=~x2+l (c) 

Sustituyendo (a) y (b), 

z = ~(75!)2 + 8100(t -1} 

= ~5625!2 + 8100(!2
- 2t + 1) 

= ~13725!2 -16200! + 8100 

Derivando esta expresi6n para obtener la raz6n de cambio buscada, tenemos: 

dz 1 
dt = 2~13725!2 -16200!+8100 (

274501
-

16200
) 

A las 6 de la tarde, es decir, cuando t = 3, I· _ .. 

Soluci6n 2 

dz 1 m 
-dt- 2~13725(9)-16200(3)+8100 (27450

(
3
)-!

6200
) = 114

'
8 
-h 
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Procediendo de igual manera, hasta obtener la ecuaci6n (c), y derivando esta ecuaci6n 
respecto de t, aplicando la regla de la cadena, obtenemos 

dz = 1 ( 2x dx + 2y dy) = (75t)(75) + 90(t -1)(90) 

dt 2~x2 +y2 dt dt ~(75t)2 +8100(t-1)2 

Asi pues, a las seis de la tarde, 

dz = - 752{3)+902 (2) = 1-14.8 m 
dt ~5625(9)+8100(4) hr 

Un caso de interes, es calcular dw I dt, cuando no se tiene una expresi6n para w en terminos 
de t, sin embargo, se conoce el valor de dv I dt , donde v es una variable que esta 
relacionada con w. Si se aplica la regla de la cadena, entonces 

dw dwdv (5.1) -=--
dt dv dt' 

de manera que, para obtener la raz6n de cambio buscada, s6lo hay que determinar la 
relaci6n algebraica entre w y v, calculando entonces dw/ dv y sustituir en la ecuaci6n (5.1). 

Ejemplo5.2 

Sup6n~ase que una bola de nieve se derrite de manera que su superficie decrece a raz6n de 
1.2 em /min. Calcular la raz6n con la que cambia el diametro cuando este mide 2.3 em. 
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Solucion 

Denotando con fjJ y A, respectivamente, el diametro y el area de Ia bola, se desea calcular 
df/J . dA cm2 

- sabtendoque -=-1.2-. 
dt dt min 

De acuerdo con Ia regia de Ia cadena, tenemos que df/J = df/J dA = -1.2 df/J (a) 
dt dA dt dA 

Ahora bien, el diametro y el area de una esfera se relacionan por medio de 

A~ 47rr2 ~ 41f(~)' ~ 1r¢2
, 

asi que dA = 27rt/J. Al sustituir en (a) se obtiene: 
dfjJ 

df/J = -1.2 df/J = -1.2_1 = -1.2 _1_ = _ 0.6 em 
dt dA dA 27rf/J 1rfjJ min 

Cuando fjJ mide 2.3 em, 

df/J 

df/J = 0.6 em = 0.083 em 
dt 7r(2.3) min min 

•• :-. • ~· \: ,, « .l 

Este resultado indica que, si Ia bola se derritiera a raz6n constante, su diametro disminuiria 
0,083 em cada minuto. Sin embargo, es claro que esta raz6n no es constante, de hecho, 
varia inversamente con el valor del radio. 

Ejemplo 5.3 

Se deja caer arena en el suelo, a raz6n de 6 m3 /min, formando un monticulo c6nico cuya 
altura es siempre igual al diametro de Ia base. l Como varia la altura del monticulo cuando 
esta mide 1.6 m? 

Solucion 

Denotando con r y h, respectivamente, el radio y Ia altura del cono, se debe calcular dh 
dt 

dV m3 

sabiendo que - = 6 -. 
dt min 

Aplicando la regia de Ia cadena, tenemos que 

dh = dh dV = 6 dh (a) 
··~·. ". dt dV dt dV 

Ahora bien, el volumen del cono, en terminos de Ia altura, es 
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v= ~1rr2h= HHh= ~h' 
De donde 

Asi que, al sustituir en (a), se obtiene 

Cuando h = 1.6 , 

Ejemplo 5.4 

dh =6 dh =6-1-=6-1-= 24 ~ 
dt dV dV tr h2 tr h2 min 

dh 4 

_dh- 24 ~::2.98~ 
dt n(l.6)2 min min 
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Cuando el aire se dilata adiabaticamente1 (sin ganar o perder calor), su presion, P, y su 
volumen, V, estan relacionados por la ecuacion PVn = C, donde C es una constante y n 
puede considerarse tambien constante. Supongase que n = 1.4 y que, en un instante en que 
el volumen es de 350 cm3 y la presion de 90 kPa, esta disminuye a razon de 8 kPa/min. "A 
que razon cambia el volumen en ese instante? 

Solucion 1 

~ ~ kPa . 
Se desea calcular sabiendo que - = -8-. . Aphcando entonces la regia de la 

dt dt mm 
cadena, tenemos: 

dV dV dP 
(a) -=--

dt dP dt 

Ademas, sabemos que 

PVu = C, ,, (b) 

y que V = 350 cuando P = 90, de manera que el valor deC es (90)(350)1.4 = 328 048.3. 

Despejando V de (b), se obtiene 

1 1 1 
v = (cP-1 )1.4 = cl.4 p-1.4 = s 708 .. 7 p-o·714 

' ' ru - t .., 

(c) 

y sustituyendo en (a), 

dV = ~ dP:: -6 218 p-1.714{- 8)= 49744.1 p-1.114 
dt ~ dt 

I 
8 Ver, por ejemplo, Zemansky, p. 120. 
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Cuando V = 350 y P = 90, 

Solucion 2 

dV = 49744.1 (90)-1.714 :: 22.24 cm
3 

~ mm 

Derivando implicitamente Ia ecuaci6n (b) respecto at, 

,~ dP VJ.4 + I.4PVo.4 dV = 0 
dt dt ' 

de donde, al despejar Ia raz6n de cambio buscada, se obtiene 

dV Vl.4dP I dt 8V 
= =--

dt I.4PV 0
·
4 I.4P 

Cuando V = 350 y P = 90 

_dV = __ 8V_ = _ 8(350) = _22.22 cm
3 

dt I.4P 1.4(90) mm 

Ejemplo5.5 

II. Oilculo diferencial 

Un aeroplano vuela a una altura de 5 km directamente sobre un observador en el piso. El 
avi6n mantiene una velocidad constante de 570 kmlh en vuelo horizontal. Cuando ya paso 
el punto que se encuentra directamente sobre el observador y ha recorrido 3 km, L,cwil es la 
raz6n de cambio del angulo entre Ia visual del observador hacia el avi6n, y Ia horizontal? 

h=5kmlh 

Fig. 5.2 

Solucion 

Deseamos calcular Ia raz6n de cambio del angulo t/J respecto al tiempo, dt/J I dt , sabiendo 

que Ia velocidad del avi6n, dx I dt , es 570 kmlh. De esta manera, podemos calcular Ia raz6n 
de cambio buscada por medio de: 

dt dx dt 
(a) 
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Ahorabien (vease figura 5.2), 

entonces, 

df/J 

h f/J = arc tan
x 

(b) 

= 
dx 

1 a(~) 1 ( h) 
( 

h ) 2 dx = x2 + h2 
- x2 = 

1+ -
x x2 

asi que, sustituyendo en (a), 

_df/J = _ h (S70) rad 
dt x2 + h2 h 

En el momento de interes, h = 5 km y x = 3 km, asi que 

df/J 5 rad rad 
dt - 32 +52 (570) h = 83.83 h:: 1.33" Is 

5.1 Ejercicios 
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1. Si P es Ia presion y Vel volumen de un gas ideal diatomico sometido a un proceso 
adiabatico, entonces se tiene que PV115 = c, donde c es constante. Suponiendo que 
V = 190 cm3

, P = 1.1 kg I cm2 y que el gas se comprime a razon de 1.6 cm3 Is. 
Calcular Ia razon con Ia que cambia Ia presion. 

2. Un hombre de 1.75 m de estatura camina alejandose de un farol de Ia calle que esta 
a 6.5 m del piso. Si el hombre camina a 0.8 m I s, calcular Ia razon con la que 
cambia Ia longitud de su sombra sobre el piso cuando se encuentra a 8 m de Ia base 
del poste. 

3. Un tanque conico, con el vertice hacia abajo, se encuentra inicialmente vacio. El 
tanque tiene 2.5 m de profundidad y el radio en la parte superior es de 0.9 m. Si se 
vierte agua desde una Have a razon de .12m3 I min, calcular la velocidad con Ia que 
aumenta el nivel del agua media hora despues de comenzar a llenarse. 

4. Un avion que vuela horizontalmente a una altura de 1 650 m y a una velocidad de 
800 km/h pasa directamente sobre una estacion de radar. Encontrar la velocidad a la 
que Ia distancia del avion a Ia estacion aumenta cuando el avion se encuentra a 3 km 
de Ia estacion. 

5. La altura de un triangulo aumenta a razon de 1 em/min, mientras que el area del 
mismo aumenta a razon de 2 cm2/min. ~A que velocidad cambia la base del 
triangulo cuando Ia altura es igual a 1 em y el area es de 100 cm2? 
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6. La ley de Boyle establece que cuando una muestra de gas se comprime a 
temperatura constante, la presion P y el volumen V satisfacen la ecuacion PV = C, 
en donde C es una constante. Supongase que en cierto instante el volumen es de 600 
cm3

, la presion es de 150 kPa y que esta aumentando a raz6n de 20 kPa/min. lA que 
velocidad cambia el volumen en dicho instante? 

.q 

.\ 
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5.2 Problemas de optimizacion 

Por razones de eficiencia o economia, resulta comful --en ingenieria y, en general, en 
cualquier actividad profesional-, buscar maximizar ganancias, utilidades, producci6n, 
duraci6n, etc., o bien, minimizar costos, tiempos de producci6n, perdidas, etc. Llamaremos 
problema de optimizacion, a cualquiera en el que se busque maximizar o minimizar una 
variable (funci6n). 

Si la variable a maximizar o minimizar puede expresarse en terminos de una sola variable 
independiente, entonces, podra aplicarse alguno de los criterios estudiados anteriormente 
(secci6n 4.3) para resolver el problema, esto es, encontrar el valor de Ia variable 
independiente, para el cualla funci6n tiene el valor maximo ( 0 minimo ). 

Ejemplo 5.6 

Obtener el punto de larecta 2x- y+2 = 0, mas cercano del punto (3,1). 

• A(3,1) 

Fig. 5.3 

Solucion 

Si P(x,y) es el punto buscado (ver figura 5.3), entonces, la distancia de este al punto 

A(3,1) es 

6(x,y) = ~(x- 3)2 + (y -1)2 (a) 

Sin embargo, P es un punto de la recta, de manera que sus coordenadas satisfacen la 
ecuaci6n 2x- y + 2 = 0, de donde, a1 despejar y, se obtiene 

y=2x+2 (b) 

A1 sustituir en (a), se obtiene Ia variable a minimizar, en terminos de x: 

o(x) = ~<x-3) 2 +[(2x+2)-1Y 

o(x) =[ex- 3)2 + (2x + 1)2 f2 (c) 

Como se desea el minimo de esta funci6n, deben obtenerse sus puntos criticos, para lo cual 
I bay que derivar la funci6n: 
!-
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o'(x) = lOx-2 

2[(x- 3)2 + (2x + 1)2 ~ 
Los puntos criticos en los que Ia derivada no existe, es decir, aquellos para los que el 
denominador se anula, no tienen coordenadas reales, ya que el denominador es el doble de 
la distancia 8, que, evidentemente, no puede ser cero (figura 5.3). Asi pues, los puntos 
criticos de interes deben obtenerse al igualar a cero Ia derivada. Tenemos, entonces, que 
6'(x) = 0, si lOx- 2 = 0; es decir, si x = 1/5. Por lo tanto, al sustituir en (b), y = 12/5. 

Ahora bien, siendo rigurosos, deberia verificarse que el punto critico obtenido 
efectivamente corresponde a un minimo, sin embargo, al observar Ia figura se puede 
concluir que el punto critico obtenido es el mas cercano al punto A. Ademas, es claro que 
no hay un punto de Ia recta que se encuentre mas lejos de A, lo que corresponderia a un 
maximo, ya que al desplazar un punto sobre Ia recta, puede alejarse de A tanto como se 
qui era. 

Asi pues, el punto buscado es (1/5,12/5)=(0.2,2.4), y Ia distancia minima, que se 
obtiene al sustituir en (a), es 

Omfn = ~(1/5 -3) 2 + (12/5 -1) 2 = .J144/25 + 49/25 

6 m(n = .J193 = 2. 78 unidades de longitud 
5 

En este caso, parece ocioso utilizar el calculo, ya que el problema pudo haberse resuelto 
con relativa facilidad utilizando geometria analitica; sin embargo, la ventaja del metodo 
utilizado consiste en que puede aplicarse de la misma manera con otras curvas, y no solo 
con una recta. 

Ejemplo 5.7 

Obtener el punto de Ia parabola x = y 2
, mas cercano al punto Q = ( 4, 1) . 

2 

• Q(4,1) 

2 3 ' 5 

-2 

Fig. 5.4 
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Solucion 

Procediendo como en el ejemplo anterior, tenemos: 

8(x,y) = ~(x- 4) 2 + (y -1) 2 

Pero P es un punto de la parabola, asi que 

x=y2 

Sustituyendo en (a) 
(b) 

t5(y) = ~(y2 _ 4)2 + (y _ 1)2 = [(y2 _ 4)2 + (y _ 1)2 J'2 

Derivando, 

(a) 

8'(y) = ![(y2 -4)2 + (y-1)2 t~[2(y2 - 4)(2y) + 2(y -1)] 
2 

8'(y) = {y
2 

-4)(2y)+{y-1) = 2y
3 
-7y-1 

(<y2 _ 4)2 +(y- 1)2J~ ((y2 _ 4)2 +(y- 1)2J~ 

Asique 8'(y)=0 si 2y3 -7y-1=0. 

AI resolver numericamente esta ecuaci6n, se obtienen tres raices reales: 

y1 :: -1.79483, y 2 ::-0.143705 y y3 ::1.93854 
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(c) 

Para las cuales, los correspondientes valores de x, que se obtienen a1 sustituir en (b), son: 

x1 = 3.22141, x2 = 0.0206511 y x3 = 3.75794 

Ahora bien, la figura 5.4 permite suponer --considerando la simetria de la parabola con 
respecto del eje X- que y > 0, de manera que el punto buscado debe ser 

:;ab-, 
Fig. S.S • 
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Sin embargo, los otros valores encontrados tambien deben corresponder a puntos criticos, 
situaci6n que puede analizarse en Ia grafica 5.5:9 

Sup6ngase que un punto se desplaza, sobre Ia parabola, de abajo hacia arriba, desde "el 
infinito". Inicialmente, el punto se acerca a Q, hasta llegar a ~ (rninimo relativo), a partir 

del cual el punto se aleja momentaneamente, hasta que llega a P2 (maximo relativo ), de 

donde vuelve a acercarse a Q, hasta que llega a P3 (minimo absoluto), a partir del cual el 

punto se mueve alejandose indefinidamente de Q. 

En Ia figura 5.6 se muestra la grafica de la distancia 8contray, trazada a partir de (c), en la 
cual puede confirmarse lo dicho en el parrafo anterior. 

-3 -2 -1 1 3 

Fig. 5.6 

Optimizacion en un intervalo 

En ocasiones, cuando se resuelven problemas de optimizaci6n, Ia.S variables a obtener estan 
restringidas por las condiciones mismas del problema. Si esto no se toma en cuenta, el 
proceso de soluci6n puede alargarse innecesariamente o, incluso, pueden darse, como 
soluciones, valores que resultan inadmisibles. 

Ejemplo 5.8 

Sup6ngase que Ia resistencia de una viga rectangular es directamente proporcional a su 
anchura y al cubo de su altura (o espesor). Si se va a obtener una viga de un tronco, cuya 
forma es, aproxirnadamente, Ia de un cilindro circular de 52 em de diametro, l,Cuales han de 
ser las medidas del corte transversal de la viga, para que su resistencia sea maxima? 

Solucion 

Siendo a y b, respectivamente, el ancho y la altura de Ia viga, Ia resistencia R de la misma 

sera 
(a) 

9 Si se desea analizar con mlis detalle esta relaci6n entre m8ximas y mfnimas distancias, con situaciones de 
tangencia, ver Arcos, capitulos 6 y 7. 
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Ahora, de acuerdo con Ia figura 5. 7, tenemos que 

(b) 
Dedonde 

Fig. 5.7 

Sin embargo, a no puede ser negativa, ya que es una longitud, asi que 

(c) 

De esta manera, al sustituir en (a), se obtiene que Ia resistencia de Ia viga, en funci6n de Ia 
altura es 

(d) 

Asi pues, para hallar los puntos criticos, hay que derivar esta funci6n: 

R'(b) = 3/cb2 J4(26}2 -b' + J kb' (-2b) 
2 4(26)2 -b2 

R'(b) = 3/cb2 ~4(26) 2 -b2 - lcb
4 

~4(26)2 -b2 

R'(b)= 3/cb2(4(26)2 -b2)-kb4 = lcb2 [3(4(26)2 -b2)-b2] 

~4(26)2 -b2 a 

Observemos ahora que hay dos nillneros criticos que no pueden tomarse en cuenta: el · 
primero, b = 0 -para el cual Ia derivada se anul~. ya que, en tal caso, no hay viga, y el 
segundo, a = 0 --en el cual Ia derivada no exist<r-, ya que tampoco en este caso habria 
viga. 

Asi pues, el Unico punto critico admisible es aquel para el cual 

------------~----------------------------------~ 
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Es decir, 

b = 26-13 . 
AI sustituir en (c), 

a= ~4(26)2 
- 3(26)2 = 26 - ·· '· 

Resumiendo, para maximizar la resistencia, el ancho de la viga debe ser de 26 em, y el alto 
de 26-13 = 45 em. 

2 .sx101 

500000 

Fig. 5.8 

En la figura 5. 8 se muestra la grafica de la resistencia en funci6n del espesor de Ia viga 
[dada por Ia ecuaci6n (d), con k = 1 ]. Observese que, en este caso, la misma regia de 
correspondencia define el conjunto de valores admisibles de Ia variable independiente --en 
este caso, la altura de Ia viga--, ya que el radicando no puede ser negativo. 

Ejemplo 5.9 
I ···~ •n 

Sup6ngase que la iluminaci6n que recibe un objeto es directamente proporcional a la 
intensidad de la fuente e inversamente proporcional al cuadrado de su distancia a la fuente. 
Si dos fuentes luminosas, una de elias tres veces mas intensa que Ia otra, se colocan a 10 m 
de distancia entre si, £,en que punto del segmento de recta comprendido entre las fuentes 
debe colocarse un objeto para recibir la minima iluminaci6n? 

111111 10m o-----o 
4olllllf---- X 2 

:\~! .. · -r~ ·· · Fig. S.9 '1 :.-·· -~ ~ ~-1 t 1 .-

Soluci6n 

Denotando con I la iluminaci6n, y con P la intensidad de la fuente, y siendo x la distancia 
del objeto ala fuente mas intensa (ver figura 5.9), tenemos que la iluminaci6n en el objeto 
debida ala fuente 2 (la menos intensa) es 
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I - /cP2 
2- (10-x)l 

y la debida ala mas intensa es 

/1 = ~ = 3/cP2 
x2 x2 

donde k es la constante de proporcionalidad. 
5 

4 

3 

2 

1 

4 

Fig. 5.10 
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(a), 

(b), 

6 10 

Por lo tanto, la iluminaci6n total en el objeto, debida a la acci6n conjunta de las dos fuentes, 
es 

(c) 

Derivando 

I'(x)=kP [ -2(-1) + -6]=/cP. [2x
3 

-6(10-x)
3
] 

2 (10-x)3 x3 2 (10-x)3x3 

= 2xP2 [x3 _ 3(10-x)3]= 2xP2[x
3 

-3(1000-300x+30x
2 
-x

3
) 

x3(10-x)3 x 3 (l0-x) 3 

_ 2xP2 [ 4x3 
- 90x2 + 900x- 3000] 

- x 3(10-x) 3 

Los puntos criticos correspondientes a x = 0 y x = 10 no se toman en cuenta ya que en 
ambos casos la iluminaci6n se hace infinita [lo cual se deduce de las expresiones (a) y (b)]. 
Asi pues, los puntos criticos de interes son aquellos para los cuales 

4x3 - 90x2 + 900x- 3000 = 0 ,, At,.."! 

Al resolver numericamente esta ecuaci6n, se obtiene que la Unica rafz real es 

x::5.905 
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En la figura 5.10 se muestra la gnifica de la iluminaci6n en tenninos de la distancia del 
objeto, respecto de la fuente mas intensa. Por supuesto, la gnifica se traz6 en el intervalo de 
valores admisibles, de acuerdo con el problema. Observese que, en este caso, la variaci6n 
de la funci6n (iluminaci6n), alrededor del punto critico, es muy pequefia. 

5.2 Ejercicios 

1. Un pasillo de a metros de ancho intersecta un corredor de b metros de ancho en 
angulo recto (ver figura). Determinar la longitud I del tramo recto de tubo mas largo 
que se puede pasar horizontalmente del pasillo al corredor. 

-a-

Fig. problema 1 

b 
I 

A 

a 

b 

B 

Fig. problema 2 

2. Sup6ngase que una falla geol6gica separa las ciudades A y B, segful se muestra en la 
figura. Se quiere construir un camino entre las ciudades, sabiendo que la distancia 
entre las proyecciones perpendiculares sobre la falla es I kil6metro, el costo de 
construcci6n es C1 (en miles de pesos por cada km) en ellado de la falla donde se 
encuentra A y C2 en ellado donde se encuentra B. Se desea ubicar la posicion de P 
de manera que se minimice el costo de la carretera. 

a) Mostrar que el costo es minimo cuando se satisface la ecuaci6n: 

C1 sen01 = C2 sen02 

b) Considerando que a = b = C1 = 1, C2 = 2 y I = 4, pro bar que la ecuaci6n 

r... · obtenida en el inciso anterior es equivalente a: 

f(x) = 3x4
- 24x3 +51x2

- 32x + 64 = 0 

3. Un faro esta a 6 km de distancia del punto A mas cercano de una costa recta. El 
guarda faros obtiene sus artfculos de consumo en un punto B ubicado sobre la costa 
a 8 km de A. Para ello, puede remar en el bote del faro a 3 km/h y puede caminar 
por la playa a 4.8 km/h. Suponiendo que el bote puede encallar en cualquier punto 
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de Ia playa entre A y B, l,en que punto de Ia playa debe arribar el guarda faros para 
, ~ r-.... minimizar el tiempo para llegar al almacen? 

4. Considerando Ia circunferencia cuya ecuaci6n es (x -1)2 + (y + 2)2 = 4 y el puntoA 
de coordenadas (-3, 1). 

a) l,Cual de los puntos de Ia circunferencia esta mas cerca de A? 

b) l. CuM de los puntos de Ia circunferencia esta mas lejos de A? 

c) 1,C6mo se resuelve este problema utiliza.ndo geometria analitica? 

d) 1,C6mo se resuelve usando regia y compas? 
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5.3 Graficacion 

En la seccion 2.3 se vio como emplear algunos conceptos relativos a Ia continuidad para 
obtener informacion util en el trazo de la gratica de una funcion, a partir de su regia de 
correspondencia. Despues, en la seccion 4.3 se vio como utilizar parte de la informacion 
que podemos obtener a partir de la primera y segunda derivadas de la funcion, en el trazo 
de la gratica. 

Tomando en cuenta lo que se estudi6 en las secciones mencionadas, podemos resumir el 
proceso para el trazo de Ia grafica de una funcion como se describe a continuacion. 

I 

1. A partir de la regia de correspondencia de la funcion dada, obtener la siguiente 
informacion: 

a) Dominio. 

b) Intersecciones y simetrias con los ejes coordenados y con el origen. 

c) Discontinuidades: asintotas verticales, huecos y saltos. 

d) Comportamiento de la funcion para val ores ,grandes de Ia variable ( asintotas 
horizontales, oblicuas y curvas ). 

2. A partir de la (primera) derivada de la funcion, obtener: 

a) Puntos criticos. 

b) Intervalos donde la funci6n es creciente o decreciente. 

c) Maximos y minimos relativos. 

d) Puntos de inflexion con tangente horizontal. 

e) Pi cos o puntos de quebradura (puntos donde Ia :funci6n es continua pero no 
derivable). 

f) Puntos con tangente vertical (pendiente infinita). 

3. A partir de la segunda derivada de la :funcion, obtener: 

a) Intervalos donde la :funcion es concava hacia arriba o hacia abajo. 

b) Maximos y minimos relativos. 

c) Puntos de inflexion. 

4. Hacer una tabulacion minima y trazar la grafica. 

Not as: 
1. La discontinuidad de salto solo se considera, en este texto, en caso de que la funcion 

este definida por secciones. Lo mismo ocurre con los puntos de quebradura. 

2. Los maximos y minimos relativos pueden obtenerse conociendo solo Ia primera 
derivada o utilizando tambien la segunda derivada, dependiendo del criterio 
utilizado. 
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3. Las diferentes situaciones que pueden ocurrir cuando se tiene un punto con tangente 
horizontal, es decir, uno en que la derivada se anule, se resumen en la tabla 5.1. 

"'''"!': 1 maximo 2 minimo 3 p. de inflexion 4 p. de inflexion 

1\ 
\ 
\ 

\ 

f'(a) = 0 f'(a) = 0 f'(a) = 0 f'(a) = 0 

/'+1- /'-1+ /'+1+ f' -I-
f"(a) < 0 f"(a) > 0 f"(a) = 0 f"(a) = 0 

/"-I+ /"+I-

Tabla 5.1 

4. Las diferentes situaciones que pueden ocurrir cuando se tiene un punto con tangente 
vertical, es decir, uno con derivada infinita, se resumen en la tabla 5.2. 

1 p. de inflexion 2 p. de inflexion 3 maximo 4 minimo 

~ 
~-;.f'Ti-4-';- "------

/'+1+ f' -I- /'+1- f' -1+ 
/"+I- /"-I+ /"+I+ /"-1-

la gratica defes la gratica defes Ia gratica de f tiene la gratica deftiene 

suave suave unpico un pico 

Tabla5.2 

5. No es necesario obtener toda la informacion indicada, en cada caso resultara mas 
relevante alguna informacion que otra. La practica y el conocimiento previo que se 
tenga del tipo de funcion que se desea graficar ayudan a reconocer cuRl es la 
informacion que permite hacer el trazo de la manera mas rapida. 

6. Para hacer la tabulacion, habiendo obtenido la informacion descrita, basta con 
incluir, ordenados de manera creciente, los puntos de interes grafico --es decir, los 
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maximos y minimos relativos, los puntos de inflexi6n y los picos--, un punto a Ia 
izquierda del menor de estos, uno a Ia derecha del mayor, y uno entre cada par de 
ellos . 

. 7: Aun si se utiliza calculadora con .. gmticos o computadora para hacer el trazo, 
convendni obtener parte de Ia informaci6n indicada, particularmente las ecuaciones 
de las asintotas y las coordenadas de los maximos y minimos, y los puntos de 
inflexion. 

Ejemplo 5.10 Polinomio factorizado 

Trazar la gnlfica de Ia funci6n definida por 

y = f(x) = (x+2)3(x-1)2 (a) 

Solucion 

A partir de la regia de correspondencia (polinomio de 5° grado ), se tiene que 

D, =9l 

La funci6n es continua en todo el eje real. 

La grafica no presenta simetrfas ni asintotas. 

Las intersecciones con los ejes son (-2, 0), (1, 0) y (0, 8). 

, Ahora bien, al derivar Ia funci6n, se obtiene 

f'(x) = 3(x + 2)2(x -1)2 + 2(x + 2)3(x -1) 

= (x + 2)2(x -1) [3(x -1) + 2(x + 2)] 

= (x+2)2(x-1) (5x+1) (b) 

Por lo tanto, los nfuneros criticos -todos ellos correspondientes a puntos con tangente 
horizontal-- ordenados crecientemente son - 2, - 1 I 5, y 1. 

Intervalo < -oo, -2 > <-2,-115> < -1/5,1 > < 1, 00 > 
:':l. 

Signo de f' (+)(-)(-) = + (+)(-)(-) = + (+)(-)(+) =- (+)(+)(+) = + 

Comportamiento / / ~ / def 

Tabla 5.3 

La tabla 5.3 indica los signos de Ia derivada en cada uno de los subintervalos del dominio 
definidos por los nfuneros criticos. Tal informaci6n permite afirmar (vease la tabla 5.1) que 
Ia funci6n tiene un maximo relativo en x = -1 I 5 , un minimo relativo en x = 1 , y un punto 
de inflexion con tangente horizontal en x = -2. 
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Calculando ahora la segunda derivada de la funci6n, partiendo de (b), tenemos: 

f"(x) = 2(x + 2)(x -1)(5x + 1) + (x + 2)2 (5x + 1) + 5(x + 2)2 (x -1) 

= (x+ 2)[2(5x2 -4x-1)+(5x2 + llx+ 2)+ 5(x2 +x- 2)] 

= (x+2)(20x2 +8x-10) = 2(x+2)(10x2 +4x-5) 
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Resolviendo la ecuaci6n que resulta de igualar a cero la expresi6n del Ultimo parentesis, se 
obtiene que sus raices son, aproximadamente, X;1 = -0.935 y xi2 = 0.535. Asi pues, los 

puntos para los cuales la segunda derivada se anulan son - 2, xil y xi2 . 

Intervalo < --oo, -2 > < -2, xil > < xil,xi2 > < xi2, oo > 

Signo de f" (-)(+) =- (+)(+) = + (+)(-) =- (+)(+) = + 
I 

Concavidad de f (1 u (1 u 

Tabla 5.4 

La tabla 5.4 indica que -2, x;1 y xi2 son, los tres, puntos de inflexi6n. Haciendo una 

tabulaci6n de la funci6n (tabla 5.5), utilizando la ecuaci6n (a), se traz6 la gratica de la 
funci6n que se muestra en la figura 5 .11. 

X f(x) 20 

-3 -16 15 

-2 0 

-1 4 

-0.935 4.524 

0 8 ·1 

0.535 3.524 -5 

1 0 ·10 

2 64 

Tabla 5.5 Fig. 5.11 

En dicha gratica se observa una propiedad de las funciones cuya regia de correspondencia 
es un polinomio factorizado: en una raiz de multiplicidad impar (como x = -2 en este 
ejemplo ), la gnifica tiene un punto de inflexi6n, siendo su tangente el eje X; en cambio, en 
una raiz de multiplicidad par (como x = 1 en el ejemplo ), la gnifica tiene un maximo o un 
minimo. 
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Ejemplo 5. 11 Funcion irracional con un pico 

Trazar Ia gratica de Ia funci6n definida por y = f(x) = ~hx2 - x3 (a) 

Solucion 

A partir de Ia regia de correspondencia de Ia funci6n, se obtiene que 

":' D1 = 91 (el indice del radical es impar). . -t.- .. -, _ ,

No hay simetrias con los ejes coordenados ni con el origen. 

La funci6n es continua en todo el eje real. 

La Unica intersecci6n con los ejes coordenados es el origen. -.. 

Ahora bien, para ver si Ia gratica presenta una asintota, debe utilizarse Ia serie binomial, 
puesto que se trata de una funci6n irracional. Interesa, por lo tanto, ver el comportamiento 
de Ia funci6n para valores grandes de Ia variable, por lo que sera necesario escribir Ia 
funci6n de manera que se tenga, dentro del radicando, un binomio de Ia forma 1 + w, donde 
w sea una expresi6n menor que 1 cuando x sea grande. 

Factorizando, entonces, - x3 dentro del radical, tenemos: 

f(x) = V-x3 +2x2 = v-x3(1-2x-1
) =-X V1-2x-l 

f(x) = -x(l- 2x-1 
)

113 = -x[t + ~( -2x-1
) + o(x _,)] 

f(x) = -x+~+o(x-1 ) 
3 

De manera que, para N infinitamente grande, 

f(N) = -N +~+infinitesimal 
3 

' 2 
Asi que una asintota de Ia gratica defes Ia recta y = -x + 3 

Derivando Ia funci6n, utilizando (a), tenemos que 

1 2 3 2/3 2 I x(4-3x) 4x-3x2 

f'(x) = -(2x -X r (4x-3x) = 3(2 2 3)2/3 = J(2x2 -x3)2/3 3 X -X 

x(4- 3x) x(4- 3x) 
f'(x) = 3[x2(2-x)]2t3 = 3x4'3(2-x)213 

- ~ 

4-3x 
f'(x) = 3xl'3(2- x)2t3 

{b) 
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Asi pues, los puntos criticos de la funci6n corresponden a x = 0, x = 4 I 3 y x = 2 . En 
x = 0 y en x = 2 se presenta una tangente vertical, mientras que en x = 4 I 3 se tiene una 
tangente horizontal. 

Intervalo < -oo, 0 > < 0, 413 > < 413, 2 > < 2, 00 > 

Signo de f' (+) (+) 
=+ 

(-) (-) 
=- =- =-

(-)(+) (+)(+) (+)(+) (+)(+) 

Comportamiento '\. / '\. '\. def 

Tabla 5.6 

De la tabla 5.6 se puede concluir que f tiene un maximo relativo en x = 4 I 3 , sin embargo, 
para precisar el comportamiento de la funci6n en los puntos con tangente vertical, 
obtendremos la segunda derivada, utilizando la ultima expresi6n de la ecuaci6n (b). 

f"(x) = 3(2x2 -x3)213(4-6x)-(4x-3x2)(2)(2x
2 
-x

3r 1
'
3
(4x-3x

2
) 

9(2x2 _ x3)4t3 ~,"9 iJ 

f"(x) = (2x2 -x3r 113
[3(4-6x)(2x

2 
-x

3
)-2(4x-3x

2
)
2
] 

9(2x2 -x3)4t3 

f"(x) = (4-6x)(6x
2 
-3x

3
)-2(4x-3x

2
)

2 
= 8x

2 

9(2x2- x3)513 9[x2(2- x)]513 

Intervalo < -oo, 0 > <0, 2 > < 2, 00 > 

Signo de f" (-) (-) (-) 
=+ =- =-

(+)(+) (+)(+) (+)(-) 

Concavidad de f ("'\ ("'\ u 

Tabla 5.7 . ., 
Los valores de x para los cuales la segunda derivada se hace infinita son x = 0 Y x = 2 . Por 
otra parte, al observar los resultados de las tablas 5.6 y 5.7, concluimos que la gnlfica tiene 
un minimo y un pico en el punto correspondiente a x = 0 (caso 4 de la tabla 5.2), Y un 
punto de inflexion con tangente vertical en x = 2 (caso 2 de Ia tabla 5.2). 
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X f(x) ' 
' 2 

-1 -1.44 ' 
' y=~hx2 -x3 

0 0 
'1 

1 1 
·1 ' ,1 

4/3 1.06 

5/3 0.975 
·1 

2 0 2 
·2 y=-x+-

3 
3 -2.08 

' 

Tabla 5.8 Fig. 5.12 

Complementando la informaci6n con una breve tabulaci6n, se traza la gratica de la funci6n 
dada, la cual se muestra en la figura 5.12. 

Ejemplo 5.12 Funciones periOdicas 

Trazar Ia gdfica de Ia funci6n definida por y = f(x) = 3sen2x- 5cos2x. 

Solucion 

A partir de Ia regia de correspondencia de Ia funci6n, se tiene que 

Dt =9t 

f es peri6dica y su periodo es 1t (por lo tanto, el aruilisis del comportamiento de Ia 
funci6n se hani para el intervalo [0, 1t] 

Ahora bien derivando Ia funci6n se obtiene que 

f'(x) = 6cos2x + 10sen2x 

Para obtener, entonces, los puntos criticos, tenemos 

6cos2x+ 10sen2x = 0, 

6+ 10tan2x = 0, 

tan2x = -3/5, 

2x = arctan(-3/5) = 2.60, 5.74, ... , 

X:: 1.30, 2.87 , ... , 

Y para los puntos de inflexi6n: 

t•(x) = -12sen2x + 20cos2x = 0 

-12tan2x + 20 = 0 
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tan2x = 20/12 = 5/3 

2x = arctan(5/3) = 1.03, 4.17, ... 

X :; 0.52, 2.09, ... 

167 

Haciendo una breve tabulaci6n en el intervalo elegido, se traza la gnlfica mostrada en la 
figura 5.13. 

X f(x) 

0 -5 
+ 

0.52 0 

1.30 5.83 

2.09 0 

2.87 -5.83 

" -5 
-6 ----- ~---------------------

Tabla 5.9 Fig. 5.13 

Tomando en cuenta que la funci6n es peri6dica, que su periodo es tr, y que en la figura 5.13 
se muestra precisamente un ciclo completo, entonces, si se deseara hacer el trazo de la 
gnifica para un intervalo mas amplio, simplemente se hacen tantas copias como se desee, en 
cada intervalo que comprenda un ciclo. Por ejemplo en la figura 5.14 se muestra la gnilica 
para los tres ciclos correspondientes al intervalo [ -tr, 2tr] . 

Fig. 5.14 
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5.3 Ejercicios 

Ejercicios 1-12. Obteniendo toda Ia informacion que resulte pertinente, traza.r la grafica de 
la funci6n con regia de correspondencia dada. 

1. y = x4-6x2 

2. 
l+x2 

y=--
1-x2 

\ ! 

3. y=x+-fX 

4. y = ~x2 +1-x 

s. x2 

y = ~1-x2 

6. y = XS/3 _ Sx2/3 

7. y = senx- tanx 

8. y = x2lnx 

9. y = senhx + coshx 

2 
10. y=e-x -··--- .. - ~ ...... ---

1 
}}. y=--X 

x-l 
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5.4 Movimiento rectilineo 

En la seccion 3.1 se estudio el concepto de velocidad instantanea, habiendo indicado que si 
x(t) es la fundon de posicion de una particula que se mueve en linea recta, en terminos del 
tiempo, entonces 

dx 
v(t) =- = x'(t) 

dt 

define la velocidad en funci6n del tiempo. 

(5.2) 

De acuerdo con esta ecuaci6n la velocidad es Ia raz6n de cambio de la posici6n respecto del 
tiempo, de manera que el valor (absoluto) de la veloddad es el indicador de la rapidez con 
que la particula cambia su posicion con el tiempo, y el signo de la velocidad indica si la 
particula se mueve en la direccion asignada al eje de referenda o en direccion opuesta, 
segU.n si la velocidad es positiva o negativa. 

Amilogamente, la aceleracion de una particula en movimiento rectilineo se define. como la 
razon de cambio de la velocidad con respecto del tiempo: 

dv 
a(t) = dt 

! 

(5.3) 

De esta manera, el valor (absoluto) de la aceleraci6n indica que tan nipido esta cambiando 
la velocidad, y su signo indica si el valor de la veloddad ( considerando su signo ), aumenta 
o disminuye. 

Por ejemplo, considerese el caso de un tiro vertical y supongase que se ha asignado como 
positiva la direccion "hacia arriba", es decir, alejandose del centro de la tierra (ver figura 
5.15). 

~ fuerza de gravedad 

-1--- nivel del suelo, y = 0 

centro de la Tierra 

Fig. 5.15 

0 0 

mov. de descenso 

En este caso la aceleracion es constante (ver ejemplo 1.1) y negativa, pues esta en direccion 
opuesta al eje de referenda. Puede considerarse el movimiento del proyectil en dos etapas, 
Ia primera de ascenso y Ia segunda de descenso; en la primera la velocidad es positiva, ya 
que el proyectil avanza en la direccion del eje de referenda, sin embargo, la fuerza de 
gravedad lava frenando, es decir, la velocidad va disminuyendo, hasta que se detiene en el 
punto mas alto de la trayectoria. 
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Cuando desciende, la velocidad aumenta (en valor absoluto) porque la gravedad ahora 
actUa en la direcci6n del movimiento, sin embargo, la velocidad sigue disminuyendo ya que 
ahora es negativa. 

lanzamiento del proyectil 

movimitmto de ascenso ( v > 0) 

punto mas alto de la trayectoria 

movimiento de descenso ( v < 0) 

regreso a1 suelo 

Fig. 5.16 

En resumen, la velocidad disminuye continuamente (ver figura 5.16) comenzando con un 
valor maximo y positivo ( cuando se Ianza el proyectil), disminuyendo hasta cero en el 
punto mas alto de la trayectoria, y tomando en seguida valores negatives cada vez mas 
grandes, hasta que regresa al suelo. 

Las ecuaciones fundamentales para un movimiento rectilineo son (5.2) y (5.3), y resultan, 
en general, suficientes para resolver una gran variedad de problemas, con el auxilio del 
calculo. 

Ejemplo 5.13 

Una particula se mueve sobre la parabola y = x2
, de manera tal que la abscisa del punto 

cambia a raz6n de 3.2 cm/s. Calcular la rapidez de la particula (medida sobre la curva) 
cuando esta se encuentra en el punto (2,4). 

dy 

X 

Fig. 5.17 

Solucion · 

En un intervale infinitesimal (de tiempo ), podemos considerar el arco recorrido por la 
particula (ver figura 5.17) como la hipotenusa de un triangulo cuyos catetos son los 
desplazamientos en las direcciones de los ejes coordenados. 

De esta manera, queremos calcular ds sabiendo que dx = 3.2 cm/s. 
dt dt 
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Ahora bien, de acuerdo con la figura 5.17, 

dsl = dxl + dy2 
ds = ~dxl + dy2 ···:-~---·","· :>-~ 

dividiendo por dt, 

ds = ~dxl + dyl = (dx)2 + (dy)2 
dt dt dt dt 

pero (x, y) es un punto de Ia parabola, de manera que 

y=xl 

aplicando la regia de Ia cadena y utilizando esta ecuacion, tenemos que 

dy = dy dx = 2x dx 
dt dx dt dt 

Sustituyendo en (a), y tomando en cuenta que dx = 3.2 cm/s, tenemos 
dt 

ds = (dx)
2 
+4x2(dx)

2 
dt dt dt 

ds = ~(3.2) 2 + 4x2 (3.2)2 = 3.2.JI + 4x2 
dt 

en el punto de interes, x = 2 , asi que la rapidez buscada es: 

.!.._,.,, .. 

Ejemplo 5.14 Movimiento rectilineo y polinomios de Taylor 
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(a) 

(b) 

La ecuaci6n de movimiento a lo largo de una linea recta, puede obtenerse utilizando un 
polinomio de Taylor, a condicion de tener Ia informacion necesaria en el punto de partida. 

Caso A. Movimiento rectilineo uniforme 

Si x(t) es Ia funcion de posicion y v = constante, entonces, v' = x" = 0, de manera que, al 
sustituir en (4.33), considerando a= 0 y a+ !lJ = 1lJ = t, entonces 

x(t) = x(O) + x'(O)t (a) 

ya que todas las derivadas de orden superior a dos se anulan, debido a que v = x' (t) es 

constante. 

Si x(O) = x
0 

y x'(O) = v(O) = v0 , entonces Ia ecuaci6n (a) puede escribirse en Ia forma 
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x(t) = x0 + v0t 

Caso B. Movimiento rectilineo uniformemente acelerado 

Si ahora a(t) = a=x"(t) es constante, entonces 

x"(O) 
x(t) = x(O) + x' (O)t + --t 2 

2 

siendo x(O) = x0 , x' (0) = v(O) = v0 y x" (0) =a, tenemos que 

( 1 2 x t)=x0 +v0t+-at 
2 

que es la ecuacion de movimiento buscada. 

Ejemplo 5.15 

Si la posicion de una particula esta dada por 

x(t)=2t3 -6t2 +15, t~O 

con ten segundos y x en centimetros, obtener: 

II. Oilculo diferencial 

(a) 

a) Los puntos en los que la particula se encuentra mas lejos del punto de referencia 
(origen). 

b) Los puntos en los que Ia velocidad es maxima o minima. 

Solucion 

a) Para obtener los puntos de maximo alejamiento con respecto del origen, hay que derivar 
Ia funcion de posicion e igualar a cero (en este caso Ia funcion es un polinomio ), asi 
pues, derivando (a) e igualando a cero 

x'(t) = v(t) = 6t2 -121 (b) 

( observese que, siendo derivable Ia funcion de posici6n, Ia posici6n es maxima cuando 
Ia velocidad es cero ). 

v(t) = 6t 2 -12t = 0, v(t) = 6t(t- 2) = 0, t = 0, t = 2 

Podemos ver (tabla 5.1 0) que en t = 0, x tiene el maximo relativo xmth = x(O) = 15 em; 

y el minimo relativo xmfn = x(2) = 2(2}3 
- 6(2) 2 + 15 = 7 em, en t = 2. A partir de ese 

momento, Ia particula se aleja indefinidamente del punto de referencia. 

Intervalo <0, 2 > < 2, 00 > 

Signo de v = x' (+)(-) =- (+)(+) = + 

Comportamiento de x '\. / 

Tabla 5. 10 
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X(cm) 

Fig. 5.18 

b) Para calcular los puntos donde la velocidad es maxima, se deriva (b) y se iguala a cero: 

v'(t) = a(t) = 121-12 = 0, t = 1 

Intervalo <0, 1 > < 1, 00 > 

Signo de v' = a - + 
Comportamiento de v '\. / 

Tabla 5. 11 

De la tabla 5.11 concluimos que la particula comienza. su movimiento disminuyendo la 
velocidad desde v(O) = v0 = 0, hasta v,.tn = v(1) = -6cm/s, a partir de lo cual, la 

velocidad crece indefinidamente. 

En la figura 5.18 se muestran, simultaneamente, las grtiicas de la posici6n, la 
velocidad, y la aceleraci6n, con respecto del tiempo. Observese que la posici6n x tiene 
un valor extremo en los puntos en que la velocidad v = x' = 0. 

Ademas, los puntos de inflexi6n de Ia posici6n corresponden a valores extremos en la 
velocidad y a ceros de la funci6n de aceleraci6n. 
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Ejemplo 5.16 Movimiento arm6nico simple10 

Un movimiento oscilatorio, como el de un resorte, en el que Ia fuerza restauradora y, por lo 
tanto, la aceleraci6n, es proporcional al desplazamiento, pero de signo contrario, es llamado 
movimiento arm6nico simple. En tal caso Ia posicion del objeto, con respecto al punto de 
equilibria, esta dada por 

x(t) = AsenKt + BcosKt (a) 

Vamos a calcular Ia magnitud de cada oscilaci6n, es decir, el valor del maximo 
desplazamiento respecto del punto de equilibria. 

Derivando la ecuaci6n (a), e igualando a cero: 

x'(t)=AKcosKt-KBsenKt=O (b) 

AK -KBtanKt = 0 

A 
tanKt =

B 

A 
Kt = ; = arctan

B 

Fig. 5.20 

A partir de esta relaci6n (ver figura 5.19) se tiene que 

B 
cos¢= cosKt = ~ 2 A2 +B 

10 Ver Meriam, pp. 23-24. 

B 

Fig. 5.19 

(c) 

(d) 

A 
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y 
A 

sen¢ = sen Kt = 1 \JA2 +B2 
(e) 

Sustituyendo en (a) estas Ultimas expresiones, que corresponden a los valores extremos de 
x, tenemos 

En Ia figura 5.20 se muestra Ia gratica de Ia funcion (a), con A= 1.2, B = 3.1 y K = 4.7, 

de manera que Ia amplitud del movimiento es -J A 2 + B 2 = -J1.22 + 3.12 = ~11.05 = 3.324. 

5.4 Ejercicios 

1. La posicion de una particula oscilante esta dada por la relacion y = A sen (pt + t/J). 
Siendo v0 = v(O) y Yo = y(O), demostrar que el valor maximo dey es 

Ymar = R +(vo I P)
2 

2. La posicion de una particula esta dada por s = 2t2 -10, con ten segundos y sen 
metros. 

(a) l,CuAI es el desplazamiento de la particula entre t = 0 y t = 4 s? 

(b) l. CuAles son la posicion y Ia velocidad de Ia particula en t = 0 ? 

(c) l. CuAles son Ia velocidad y Ia aceleracion de Ia particula en t = 4? 

3. Un cohete parte del reposo y viaja hacia arriba en linea recta. Su altura sobre el 
suelo se mide con un radar desde t = 0 hasta t = 4 s, y se puede expresar, de manera 

aproximada, por medio de Ia funci6n s = 10t2 m. 

(a) l,CuAI es el desplazamiento durante ese intervalo de tiempo? 

(b) l,Cwil es Ia velocidad en t = 4 s? 

(c) l. CuAI es Ia aceleraci6n durante los primeros 4 segundos? 

4. La posicion de una particula durante el intervalo de tiempo de t = 0 a t = 6 s es 

s = -!t3 + 6t 2 + 4tm. 

(a) l,CuAI es el desplazamiento del punto durante ese intervalo de tiempo? 

(b) l. Cwil es Ia velocidad maxima durante este intervalo, y en que momento 
ocurre? 

(c) l,CuAI es el valor de Ia aceleracion cuando Ia velocidad es maxima? 
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5. Sup6ngase que se quiere representar Ia posicion de un vehiculo que esta siendo 
probado, por medio de un polinomio de Ia forma s = A+ Bt + Ct 2 + Dt 3

, donde A, 
B, C y D son constantes. El vehiculo parte del reposo en t = 0 y s = 0 . En t = 4 s, 
s = 46 m, y en t = 8 s, s = 142m. 

(a) Determinar el valor de cada constante. 

(b) l, Cmiles son Ia velocidad y Ia aceleraci6n aproximada del vehiculo en 
t = 8s? 

-- ~ ....... . . . 

. • . ~ j· 

' ; 

. ' 
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5.5 Metodo de Newton 

En secciones anteriores del texto, se ha hecho alusi6n a la solucion numerica de alguna 
ecuaci6n, cuando esta no puede resolverse, de manera exacta, utilizando los metodos 
algebraicos conocidos. En esta secci6n vamos a ver uno de tales metodos, llamado metodo 
de Newton. 

Sup6ngase que se desea resolver una ecuaci6n de la forma 

f(x) = 0, (15.4) 

donde f es una funci6n real. 
,r. 

Sup6ngase, ademas, que una raiz real de la ecuaci6n es un nfunero desconocido a, pero que 
se sabe que x0 es un nfunero cercano a a. 

Expandiendo fen serie de Taylor alrededor de x0 , tenemos que 

En particular, si x =a, entonces 

f(a) = 0 = f(x0 )+ f'(x0 )(a-x0 )+ f"(xo) (a-x0 )
2 +··· 

2! 

Si ademas x0 esta su:ficientemente proximo a a, podemos conservar s6lo el primer termino 

de la serie, despreciando los terminos de orden dos en adelante 

0 = f(x0 ) + f'(x0 )(a -x0 ) 

de donde 

Como a es la raiz buscada, entonces esta ultima ecuaci6n nos indica que, si x0 es una 

"buena" aproximaci6n de una raiz real de (13.1), entonces x0 - f(x0 )/ f'(x0 ) sera aun 

mejor. 

Asi pues, si damos una aproximaci6n inicial xo de una raiz de (13.1), esperamos que los 
terminos de la sucesi6n {xn} con 

f(xn-I) 
Xn =Xn-1- /'( ) Xn-I 

(15.5) 

tengan valores cada vez mas pr6ximos ala raiz a. 

No es seguro que la sucesi6n generada mediante (15.5) converja a una raiz de (15.4), es 
decir, que a partir de un cierto momento, los terminos de tal sucesi6n tomen valores cada 
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vez mas pr6ximos a una raiz de (15.4). Sin embargo, este metodo nos permite hallar, en un 
buen nfunero de casos, una o mas de las raices reales de una ecuacion, con la precision que 
uno quiera, y siempre y cuando el instrumento de calculo lo permita. 

Ejemplo 5.17 

En el ejemplo 3.20 se debia resolver la ecuaci6n 

9x4 -4x3 -4 = 0 (a) 

Vamos a calcular sus raices reales utilizando el metodo de Newton. 

Tenemos pues, que 

Y, por lo tanto, 

f(x) = 9x4 -4x3 -4 

f'(x) = 36x3 -12x2 

(b) 

(c) 

Ahora bien, tomando en cuenta que /( -1) = 9 + 4-4 = 9, y que /(0) = -4, entonces, por 
el teorema del valor intermedio, la ecuacion (a) debe tener una raiz real en [ -1, 0], asi pues, 
se propone el punto medio del intervalo, es decir, --0.5, como aproximacion inicial. 

Asi pues, tenemos que x0 = -0.5, y al sustituir en (b) y (c), tenemos que 

f(x 0 ) = /(--0.5) = -2.9375 

Y f'(x0 ) = /'(-0.5) = -7.5 

Sustituyendo ahora en (15.5), con n = 1, · · 1 - '"'t ·' "·:~""'.. " 

xt = Xo- f,(xo) = --0.5--2.9375 = -0.891667 
f (x0 ) -7.5 

Para la siguiente iteraci6n se obtiene: 

f(x1) = f(--0.891667) = 4.52497 

y f'(x0 ) = /'(-0.891667) = -35.0626 

= - f(x1) ::-0.891667- 4·
52497 = --0.762613 

x2 x1 f'(x
1

) -35.0626 

Y para las dos siguientes: • 

x3 = -0.724469 y x4 = --0.724458 

Observese que estos Ultimos valores coinciden en las primeras cuatro cifras. Podemos 
suponer que el valor de la raiz buscada, con una precision minima de cuatro cifras, es 
X ;: -0.724458 . 

Por otra parte, observando que la suma de los coeficientes de Ia ecuaci6n (b), es decir, 
f(O), es 1, se propone x0 = 1. 

Procediendo de la misma manera, obtenemos: 
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f(x 0 ) = /(1) = 1, f'(x 0 ) = /'(1) = 24 y x1 = 0.958333, 

f(x 1) = /(0.958333) = 0.070629, f'(x1) = /'(0.958333) = 20.6641 y 
x2 =0.954915, 

f(x2 ) = /(0.954915) = 0.0004438, f'(x 2 ) = /'(0.954915) = 20.4047 y 

x3 = 0.954894, 

Asi que otra raiz real de la ecuaci6n (b) es, aproximadamente, x = 0.954894. 

Ejemplo 5.18 

Obtener una raiz real de la ecuaci6n: 
ex12 - x- 2 = 0 

Solucion 

Primeramente escribamos Ia ecuaci6n en Ia forma: 

ex/2 =X+ 2 

' .. 
(a) 

(b) 

De esta manera, vemos que las raices buscadas son las abscisas de los puntos de · · 
intersecci6n de las gnificas de (J(x) = ex

12 y g(x) = x + 2, las cuales pueden ser facilmente 

trazadas. 

X ex/2 x+2 

-2 0.368 0 

-1 0.607 1 

0 1 2 

1 1.649 3 

2 2.718 4 

3 4.482 5 

4 7.389 6 

Fig. 5.21 Tabla 5.12 

--

Observando la figura 5.21, podemos decir que la ecuaci6n dada tiene dos raices reales, una 
entre -2 y -1, y Ia otra entre 3 y 4. Aplicaremos el metodo de Newton para hallar Ia raiz 
negativa. 

Tenemos, pues, que de acuerdo con (a), 

f(x)=e"12 -x-2 (c) 
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por lo cual, 

f'(x) = tex/2 -1 (d) 

La figura sugiere que la raiz buscada es, aproximadamente, -1.6. Asi pues, se propone 
como aproximaci6n inicial, x0 = -1.6, de manera que, al sustituir en (c) y (d) tenemos: 

y 

f(x0 ) = e-1.612 
- ( -1.6)- 2 = 0.049328964 

f'(x0 ) = te-1.612 -1 = -0.77533551 

Ahora, usando (15.5), con n = 1, 

0.049328964 
XI =-1.6- ::-153637726 

-0.77533551 

De Ia misma manera obtenemos: 

f(x1)=2.29782x10-4, f'(x1) = -0.768074 

y x2 = -1.53608; 

para el cual, f(x 2 ) = 5.2x10-9, de manera que se considera que una buena aproximaci6n 

de Ia raiz es x = -1.53608 

Ejemp/o 5.19 

Obtener el punto sobre Ia gr8fica de y = In x que este mas proximo al punto (1, 2). 

Solucion 

Deseamos minimizar Ia distancia entre un punto P(x,y) de Ia gn1fica de Ia funci6n, y el 

punto f~o A(I, 2) (ver figura 5.22). 

2 '\ 
\ 

1 

-1 

-1 

A (1, 2) 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

P(x,y) 

2 

Fig. 5.22 

3 4 
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Deseamos, pues, minimizar la funcion definida por 

d(P,A) = ~(x -1)2 + (y- 2)2 

Ahara bien, dado que esta distancia es necesariamente un nfunero positivo, su valor minima 
se da cuando su cuadrado tambien es minima, asi pues, tomando en cuenta que P es un 
punta de la gnifica de la funcion, debemos minimizar la funcion: 

lc = (x -1)2 + (y- 2)2 = (x -1)2 + (lnx- 2)2 
, 

lc(x) = (x-1)2 +(lnx-2)2 

Para encontrar el minima de esta funcion procedemos a encontrar sus puntas criticos: 

((x) = 2(x -1) + 2(lnx- 2)(1 I x) = 0, 

de donde resulta necesario resolver la ecuacion: 

f (x) = x2 
- x + lnx- 2 = 0 

Utilizaremos el metoda de Newton pant resolverla, para lo cual debemos proponer una 
aproximacion inicial. Observando la figura 13.2, encontramos que la raiz de esta ecuacion, 
es decir, la abscisa del punta de la curva mas proximo de A, esta entre 1 y 2, de manera que 
proponemos 1.5 como aproximacion inicial. 

Tenemos entonces: 

f'(x) = 2x -1 + fl x ·, · ·'' ~ 

x0 = 1.5, 

f(x0 ) = -0.84453489, f'(x0 ) = 2.666666667, 

Por lo tanto, 

x, = 15 -0.84453489 = 1.816700584 
2.666666667 

De la misma forma, obtenemos: 

x2 = 1.79135 

y x3 = 1.79117, ~ 

.-- ; /: -_ -- - ~- ,- ; ~ 

., 

para el cual f(x
3

) = 2.53 x 10-s, asi que podemos considerar, entonces, que la abscisa del 

punta buscado es, con una precision de diez milesimas, x = 1. 7912 , de manera que el punta 
buscado es, aproximadamente, (1.7912, 0.5829). 
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5.5 Ejercicios 

1. Utilizando una grafica para dar aproximaciones iniciales, calcular con cuatro cifras 
significativas las dos raices reales de Ia ecuacion: 

lnx-x2 +2x = 0 

2. Empleando el metodo de Newton, podemos deducir un procedimiento para calcular 
Ia raiz cuadrada de un nfunero positivo cualquiera. Para ello debe considerarse la 
ecuacion f(x) = x2 -a= 0, donde a es el nfunero cuya raiz se desea calcular. 

a) Demostrar que al aplicar el metodo de Newton a la ecuacion dada se obtiene la 
formula recursiva: 

x •• 
1 
= ~ ( x. + :.) , -~= 0,1,2, .. :""' ··•wo, 

...._ • • -<t I ~ 

1!.'''"' • a) Utilizar esta formula para calcular Ia rafz cuadrada de 20 con 5 cifras decimales 
correctas, utilizando 4 como aproximacion inicial. 

3. Utilizar el metodo de Newton para resolver Ia ecuacion 

f(x) = x 3 + 5x2
- 4 = 0 

tomando como aproximaci6n inicial cada uno de los siguientes nfuneros: 

(a) 3.0 (b) 3.2(c) 3.25 (d) 3.5 (e) 3.51 (f) 3.6 

4. Utilizando una grMica para dar una aproximacion inicial, calcular (con precision de 
diez milesimas) una de las tres rafces reales de Ia ecuacion 

x3 - 3x2 
-X+ 4 = 0 · ·. r -v <7 

Reducir Ia ecuacion dada a cuadratica y calcular las dos rafces restantes, 
l,Concuerdan los resultados obtenidos con la gratica trazada? 

5. En el ejemplo 5.2 se llego a Ia ecuacion 

4x3 
- 90x2 + 900x- 3000 = 0 . 

Considerando el problema que se desea resolver, dar una aproximacion razonable 
para Ia raiz real de la ecuacion, y calcularla, con precision de milesimas, utilizando 
el metodo de Newton. 

6. Resolver la ecuacion que se obtuvo en el ejercicio 2 de la secci6n 5.2. 

7. Obtener, para cada una de las ramas de la hiperbola x 2 
- y 2 = 4, el punto mas 

cercano al punto {4, 1). 
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5.6 Regia de L'Hopital 

En Ia primera unidad se estudi6 el concepto de limite y se indic6 que si la regia de 
correspondencia de una funci6n es un cociente y si el numerador y el denominador se 
anulan para un valor a de Ia variable, no se puede decidir acerca de Ia existencia y, en su 
caso, del valor del limite de Ia funci6n cuando Ia variable tiende a a. 

Cuando esto ocurre, se dice que la funci6n presenta Ia forma indeterminada 0 I 0 para 
x = a . En esta secci6n veremos como utilizar la derivada para calcular el limite de una 
funci6n cuando se presenta esta 0 alguna otra forma indeterminada. 

Interesa, pues, estudiar el comportamiento de una funci6n definida por 

"'(x) = P(x) 
., Q(x) ' 

tal que, si x ~a, entonces P(x) ~ 0 y Q(x) ~ 0, es decir, si a. es infinitesimal, entonces, 
P(a +a) y Q(a +a) son infinitesimales. 

Sean pues f y g dos funciones tales que f(a) = g(a) = 0 (ver figura 13.3), deseamos 
calcular ellimite de f(x)l g(x) cuando x ~a. 

Fig 5.23 

Si se expanden ambas funciones en serie de Taylor alrededor de a, obtenemos 

f(x) = f(a)+ f'(a)(x-a)+ t;<~> (x-a)2 +··· 

y 
~ 2 g(x)=g(a)+g'(a)(x-a)+ 2, (x-a) +··· 

.. 
' 
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Haciendo ahora x = a+ a , entonces I i, 

y 

f(a+a) = f(a)+ f'(a)a+ f"(a) a 2 +··· 
2! 

g(a +a)= g(a) + g'(a)a + g"(a) a 2 + ... 
2! 

Asi pues, despreciando los terminos de orden 2 en adelante, y suponiendo que f' (a) y 
g'(a) no son simultaneamente nulos, tendremos: 

f(a +a) = f'(a) 
g(a +a) g'(a) 

asi que: 
lim f(x) = f'(a) 
x--+a g(x) g'(a) 

Si, en cambio, /'(a) = g'(a) = 0, y si f"(a) y g"(a) no son simultaneamente nulas, 
entonces 

f(a +a) f"(a) 
=---.: _ ___:_ = 
g(a +a) g"(a) 

asi que: 

I ! 

lim f(x) =/"(a) 
x--+a g(x) g"(a) 

Este proceso debeni continuarse hasta eliminar Ia indeterminaci6n, es decir, hasta que, para 
alguna k, J<k>(a) y g<k>(a) no sean, simultaneamente nulas. 

Ejemplo 5.20 

Calcular 

Soluci6n 

z2 
lim--
z--+0 1 - coshz 

Es facil ver que se tiene Ia forma indeterminada 0 I 0 , asi que, aplicando Ia regia de 
L 'Hopi tal, tenemos que 

z2 2z 2· 
lim = lim = lim = -2 
z--+0 1 - coshz z--+0 -sen h z z--+0 - coshz 

Existen otras formas indeterminadas que son equivalentes a 0 I 0 , como oo I oo e oo · 0 . Son 
equivalentes, porque cualquier funci6n cuya regla de correspondencia presenta una de tales 
formas puede escribirse en cualquiera de las otras, por ejemplo, la funci6n f definida por 
f(x) = xlnx puede escribirse como 

f(x) = x·lnx, 

X 
f(x)=--,o 

1/lnx 
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f(x) = lnx 
11x 
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pudiendo observar, entonces, que cuando x -+ o+, se obtienen, respectivamente, las formas 
indeterminadas oo · 0 , 0 I 0 e oo I oo . 

Ahora bien, puede probarse que la regia de L'Hopital puede aplicarse si la funci6n esta 
escrita de manera que se presente una de las formas 0 I 0 o oo I oo . 

Ejemplo 5. 21 

Trazar la gratica de la funci6n definida por f (x) = x ·lnx 

Solucion 

Tenemos que D1 =(O,oo) , y que la gratica defintersecta al eje X si lnx = 1, es decir, si 

x=e. 

Por otra parte, como ya se indic6, si x -+ o+ obtenemos la forma indeterminada oo · 0, de 
manera que, si se desea analizar el comportamiento de la funci6n para valores de la variable 
pequefios y positivos, se aplica la regla de L 'Hopi tal, intentando primero con la forma 0 I 0 : 

X X X 
f(x)= 

1
/lnx => lim xlnx= lim 1 =lim 2 

x--+0+ x--+0+ (lnx)- x--+0+ -{lnx)-

y el proceso no termina. 

Si intentamos entonces con la forma oo I oo , tenemos 

lnx 
f(x)=

llx 
I, ln 1, ln x 1, 1 I x 1, ( ) 0 zm x x = zm - = zm 

2 
= zm -x = , 

x-+0+ x-+0+ 1 I X x-+0+ -1 I X x-+0+ 

de manera que la funci6n tiene una discontinuidad de hueco en x = 0 y su gratica tiene un 
hueco en el origen. 

La derivada de la funci6n es 
1 ' 

f'(x) = x ·- + lnx = 1 + lnx , 
X 

a partir de lo cual resulta (ver ejemplo 3.25) queftiene un mfnimo en el punto (e-1 ,-e-1
). 

Derivando nuevamente se obtiene 

Asi que f"(x) > 0 para toda x en el dominio de Ia funci6n, que es < 0, oo >. Por lo tanto, la 

gnifica es una curva c6ncava hacia arriba. 

Completando esta informacion con una tabulaci6n, podemos trazar Ia gnifica de fla cua1 se 
muestra en la figura 3 .12. 
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5.6 Ejercicios 

1. Calcular los limites indicados: 

(a) 

(b) 

(c) 

senx-x 
lim-----:--
x-+0 x3 

6x -2x 
lim---
x-+0 X 

2. Tnicese Ia gnifica de: 

(a) 

(b) 

y = x2 lnx 

2x -1 
y=-

x 

II. Oilculo diferendal 

T ,_ 
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III. CALCULO INTEGRAL 

En esta unidad vamos a considerar el concepto de integral y algunas de sus aplicaciones a Ia 
geometria y la fisica. El concepto de diferencial --que, a su vez, da lugar al de derivad~ 
y el de integral son los conceptos fundamentales del caJ.culo y constituyen herramienta 
primordial en las ciencias basicas y de la ingenieria. 

6. CONCEPTOS FUNDAMENT ALES Y METOOOS DE INTEGRACI6N 

6.1 Integral indefinida y calculo de primitivas 

Primeramente estudiaremos la integraci6n como un procedimiento inverso de Ia 
diferenciaci6n, comenzando con la definicion de primitiva de una funcion: 

Si F es una funci6n cuya derivada es Ia funci6nf, entonces diremos que F es 
una primitiva o antiderivada de f 

Ejemplo 6.1 

(5.1) 

Sabemos que Dx(sen5x) = 5cos5x, entonces, una primitiva o antiderivada de 5cos5x es 
sen5x. 

Ejemplo 6.2 

Considerando que Dx (x2 + 5x- 7) = 2x + 5 , tenemos que una primitiva de 2x + 5 es 

x2 + 5x - 7 . Sin embargo, observemos que Dx (x2 + 5x + 16) = 2x + 5 y que, en general, 

Dx(x2 + 5x +c)= 2x + 5, con c constante, de manera que podemos afirmar que cada una de 

las funciones x 2 + 5x + c, con c constante, es una primitiva de 2x + 5 , es decir, 
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Si F es una primitiva de f, entonces, F + c tam bien es una primitiva de I 

En efecto, Dx ( F +c) = DxF + Dxc = F' + 0 = I . 

Asi pues, mientras que la derivada de una funci6n dada es Unica, puede haber una infinidad 
de primitivas de la misma funci6n: 

pero, 

l(x) = g(x) => l'(x) = g'(x) 

l'(x)=g'(x) => l(x)=g(x)+c 

Esta ultima ecuaci6n tambien puede escribirse en la forma: 

Si F es una primitiva de/, y si y' = l(x), entonces, y = F(x) + c 

(5.3) 

(5.4) 

Ahora bien, definiremos el proceso de integraci6n como el inverso de la diferenciaci6n, es 
decir, la integral de la diferencial de una funci6n debe ser la funci6n misma. Usando el 
simbolo de integraci6n f, tenemos: 

fdF=F 

Obien 

JdF(x) = F(x) 

De esta manera, si F es una primitiva de f, es decir, si 

F'=l, 

entortces;~·~,,.-.. 

dF(x) = F'(x)dx = l(x)dx 

Asi que 

Jl(x)dx = F(x) 

Finalmente, considerando (5.2), 

I jl(x)dx = F(x) + cl (5.6) 

en donde la funci6nles llamado integrando. 

Ejemp/o 6.3 

I 2 2 3 2x dx = 3x +c, 

(
2 3) 2 yaque d 3x = 2x 
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Problema de valor inicial 

Llamaremos problema de valor inicial al consistente en buscar una funci6n y que satisface 
las siguientes condiciones: 

{
y' = f(x,y) , 

y(xo) =Yo 

Un caso particular se da cuando la funci6nfs6lo depende de la variable independiente: 

· .. 

{
y' = f(x), 

y(xo) =Yo 

(6.4) 

(6.5) 

En tal caso, observese que cada primitiva de f satisface la primera condici6n, de manera que 
el problema consiste en hallar una primitiva de f que satisfaga Ia segunda condici6n. 

Ejemplo 6.4 

Resolver el problema de valor inicial: 

Solucion 

{
y' = 3x+4, 

y(2) = 112 
(a) 

Es facil obtener el conjunto de primitivas de f, el cual esta dado por 

y(x)=~x2 +4x+c (b) 

Fig. 6.1 
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Ahora, para que se cumpla Ia segunda condicion, tenemos que: 

y(2) = i<2)2 + 4(2) + c = 1 

III. Ctilculo integral 

de donde se obtiene que el valor de Ia constante es c = -27/2, de manera que la solucion 
buscada, obtenida al sustituir en (b), es 

y(x) = 1.x2 + 4x- 27 
2 2 

Observese que Ia solucion (general) dada por (b) es ima familia de curvas (parabolas, en 
este caso ), por lo que el problema de valor inicial consiste en buscar dentro de una familia 
de curvas (las definidas por las primitivas), aquella que pasa por un punto dado (ver fig. 
6.1). 

Calculo de primitivas 

Vamos ahora a estudiar algunas tecnicas para el ca.J.culo de Ia primitiva de una funcion. 
Primeramente, el caso en que el integrando pueda identificarse en una tabla, y mas adelante 
se veran algunos procesos que se utiliz.anln en funcion del tipo de integrando. 

Se han incluido solo algunos ejemplos porque, en Ia practica, las primitivas podran 
obtenerse mediante alg(m programa de manipulacion simbolica, como Mathematica, por 
ejemplo. 

Integrales elementales 

Utilizando las reglas o teoremas de derivacion podemos obtener formulas de integracion, 
como se muestra a continuacion. 

Sabemos que Dx senu = cosu u'(x), por lo tanto, 

d(senu) = cosu u'(x) dx = cosu du, 

es decir, 

Jcosu du = senu + c 

donde u es una funcion de otra variable, esto es, Ia variable independiente. 

Ejemplo 6.5 

Calcular 

Solucion 

Jx cos (3x2
) dx 

Comparando con (6.6), tenemos que: 

Si u = 3x2 
, du = 6x dx, entonces, multiplicando y dividiendo por 6, 

(6.6) 
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De igual manera podemos obtener formulas similares a (6.6), a las que denominaremos 
formas elementales, las cuales pueden encontrarse en cualquier libro que contenga tablas y 
formulas matematicas. 

Integracion de funciones racionales 

Usando una tabla podemos calcular una primitiva de cualquier funcion racional propia, con 
denominador lineal o cuadnitico. Sabemos, ademas, que todo polinomio puede factorizarse 
de manera tal, que cada uno de sus factores sea lineal o cuadratico. Finalmente, tambien 
sabemos que toda funcion racional impropia puede expresarse como la suma de un 
polinomio y una fraccion propia, y que esta fraccion propia puede a su vez expresarse como 
la suma de fracciones parciales con denominador lineal o cuadratico. 

De esta manera, el calculo de una primitiva de una funcion racional dada se reduce a la 
aplicacion de tecnicas algebraicas, como la de factorizacion (que puede a su vez requerir de 
la busqueda de raices), la division de polinomios y la descomposicion en fracciones 
parciales. En textos de algebra puede encontrarse la informacion para adquirir la habilidad 
necesaria en tales tecnicas. En este texto solo indicaremos como se emplean en el calculo 
de primitivas. ' -. . ~ . - ~-· f . .-

Ejemplo 6.6 

Calcular 

Soluci6n 

c -!- _·:-; 

. " :: .i 

·l • 

La fraccion del radicando es propia y se puede descompoiter en fracciones parciales: IP~ 

x + 1 x + 1 A B C Ax(x -1) + B(x -1) + C x2 

---:--7= =-+-+--= 2 
x3

- x2 x2(x -1) x x2 x -1 x (x -1) 

asi que: nc r"· -&.., 
x + 1 = Ax2 -Ax+ Bx- B + Cx2 = (A+ C)x2 + (B- A)x- B, 

de donde A+C=O, B-A=1 y B=1, 

de manera que 

Asi pues, 

B=-1, A=-2 y C=2. 

J X+ 1 ,_ ... J- 2 J- 1 -;:· J 2 1 I --=-------=- dx = - dx + - 2 dx + -- dx = -2lnlxl+- + 2lnlx -1 +c 
x 3 - x 2 X X X - 1 X 
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J 
x + 1 1 (x -1)2 l 
3 2 ttt=-+ln 

2 
+c · 

X -X X X 

Integracion por partes 
. .. .. ~ 

Integrar una suma de funciones resulta tan simple~ 0. comp"t!cado:como integrar cada unr;, 
de sus terminos, ya que la integral de Ia suma es la suma de las integrates. Sin embargo, 
cuando el integrando es un producto, no podemos hacer lo mismo, ya que la derivada de un 
producto no es igual al producto de las derivadas de los factores. 

n 
Sin embargo, de la regia de la derivaci6n de un producto podemos obtener lo que se conoce 
como metodo de integracion por partes: 

Sabemos que 

d(uv) = u dv + v du, 

de donde, 

u dv = d(uv)- v du, 

e integrando: 

I J u dv = uv- J v dul (6.7) 

Es claro que conviene utilizar (6.7) cuando la integral de vdu es mas facil de calcular que 
Ia de u dv , o bien cuando, al aplicarse repetidas veces, se puede calcular Ia integral buscada 
mediante un procedimiento puramente algebraico. Por otra parte, dada una funci6n 
integrando en forma de producto, es posible identificar los factores en mas de una forma, 
por lo que probablemente sera necesario pro bar varias opciones antes de tener exito. 

Ejemplo 6. 7 '·T ~r<' · 

Calcular 
: ! . .., 

Solucion 

Si se elige u = x3 y dv = lnx, el problema es encontrar, facilmente, una primitiva de lnx. 

Si, en cambio, se elige u = lnx y dv = x3
, entonces, du = 11 x y v = x4 I 4, asi que, al 

sustituir en (6.7), tenemos que 

Jx' lnx d< = (lnx)(x'/4)- (: )~ = x' :nx -~ Jx'd< ""' 
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Ejemplo 6.8 

Obtener una formula de reduccion para Jcos" ax dx 

't; y aplicarla para calcular J cori 3x dx . 

£oluci6n 
i 

Sea I= Jcosn ax dx , 

entonces, haciendo u = cos"-1 ax y dv = cosax dx, tenemos · · 

de manera que: 

du = a(n -1) cos"-2 ax (-senax) dx y 
1 

v = -senax 
a 

1 . . 
I=- sen ax cosn-1 ax+ (n -1) J cosn-2 ax sen2 ax dx , 

a 
·~ 

ycomo sen
2
ax=1-cos

2
ax,entonces: -:~.;.,.~" "'· , .-imr ... .,~. "''JH"'""*' 

I= ~ senax cosn-1 ax+ (n -1) [ Jcosn-2 ax dx- Jcosn ax sen2 ax dx] 
--~ .l 1 . ' 

I =- senax cosn-I ax+ (n -1) Jcos"-2 ax dx- (n -1) I 
a 

De donde, a1 despejar /, obtenemos la formula de reduccion: 

J 1 n-1 J cos" ax dx = -sen ax cos"-1 ax + -- cos"-2 ax dx 
na n 

asi pues, para el caso particular propuesto tenemos: 
. i 

Jcos5 3x dx = 
1

1

5 
sen3x cos4 3x +: Jcos3 3x dx 

1 4[1 2J ] = 15sen3x cos4 3x + 5 9sen3x cos2 3x + 3 cos3x dx 

193 

·. ·-1 

r 

J s 1 4 4 2 8 ... ~hr:")lr,'l 
cos 3x dx = -sen3x cos 3x+-sen3x cos 3x+-sen3x +c · ··'··" 

15 36 405 

, -
Integracion por cambio de variable "1. -- -

Sup6ngase que se desea calcular i 
- \. 
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para lo cual, se propone que 

de manera que 

x= ;(w) 

dx = t/l(w)dw 

Asi que, al sustituir en la integral, tenemos que: 

jJ(x)dx = JJ[q](w)] dw = Jg(w) dw 

donde g es la funci6n compuesta g = f o; .. "' 

(6.8) 

·~.:J=.t" 

Si g es mas facil de integrar quef, entonces, el cambio de variable (6.7) resulta conveniente. 
Ahora bien, la primitiva buscada debe ser una funci6n de la variable dada x, mientras que al 
integrar g obtenemos una funci6n en la nueva variable w. Esto puede corregirse side (6.7) 
despejamos w 

w=qj·(x) 
Xl-, . 

donde ¢* es la funci6n inversa de 9), y sustituimos en la primitiva encontrada. 

Para que pueda aplicarse este cambio de variable se requiere que 9) sea una funci6n 
inyectiva. El procedimiento antes descrito se muestra mediante el siguiente esquema: 

jJ(x) dx 
(I) 

) F(x)+ c 
\if "' \ 

J, t 
x = q)(w) w = q)·(x) .\ ){} 

-1-(2) 
,; 

t (4) 
"'l) ran:~ 1 

Jg(w) dw 
(3) 

) G(w)+c 

·;.....·~-- ........ .-·'"') ~. -. -, ' - ,. 

Cambio de variable, integral indefinida 

El cambio de variable podra aplicarse, entendiendo que la primitiva obtenida estara 
definida sobre un intervalo en el cualfsea inyectiva. 

Ejemplo 6.9 

Calcular 

So/uci6n 

Haciendo w = .JI- x , tenemos que w2 = 1- x , x = 1- w2 
, y dx = -2wdw; por lo tanto 
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= -2 J(l-2w2 +w4
) dw = -2 ( w- ~ w3 +~w5) +c 

' 

Jkx dx=-2[(1-x)~- 2
(1-x).% +.!.(l-x}%]+c 

1-x 3 5 

Hay casos particulares en los que se sugieren detenninados cambios de variable, uno de 
estos es aquel en el que el integrando es una funci6n algebraica, que contiene radicales de 

la forma .J a 2 ± u2 o .Ju2
- a 2 

Si por ejemplo en el integrando aparece el radical .J a 2 + u2 
, entonces, al hacer u = a tanz, 

tendremos: . , 

asi que en el radicando queda eliminada Ia raiz. 
.'f): 

Ejemplo 6.10 

Calcular 

(x+ 
Solucion 

En este caso se propone x = 2 cosw , de manera que: 
. . ; t' 

4- x2 = 4-4 cos2 w = 4(1-cOs2 w) = 4 sen2 w 

Ademas, dx = -2 senw dw, asi que al sustituir en la integral, obtenemos: 

. J.J4- x2 J2 senw Jsen
2 

w ---dx = (-2 senwdw) = -2 dw 
X 2 COSW COSW 

J
l-cos

2
w J J = -2 dw = -2 secw dw+ 2 cosw dw 

cosw 

= -2ln(secw+tanw)+2 senw+c 

(
2 .J4-x

2J 2 
= -2 1n X + X + .J 4- X + C 

,· 

. i 

I 
I 

1 
I 
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Uso de series de potencias 
-! 

Si se desea calcular una primitiva de una funci6n dada, podemos auxiliarnos de las series de 
potencias, considerando que Ia funci6n obtenida tiene como dominio el intervalo de 
convergencia de Ia serie utilizada, o Ia intersecci6n de los intervalos de las series, en el caso 
~~~~~~~ . 
Para algunas funciones no existen primitivas que se puedan expresar como combinaci6n de 
un conjunto finito de funciones elementales, por eso, en ocasiones resulta muy util el uso de 
las series de potencias. 

Ejemplo 6.11 

Calcular 

Solucion 

Jln(1 +x) dx 
X 

.... -._ "'! ~f ; -
Recurriendo al desarrollo (10.9), tenemos que 

1 2 1 3 1 4 
ln(1+x) = x--x +-x --x +··· 

2 3 4 

entonces, 
ln(1 + x) 1 1 2 1 3 _.:....._---'-=1--x+-x --x +··· 

X 2 3 4 

de manera que: 

6.1 Ejercicios 

Calcular: 

t. Jc9-x2)3/2 dx 

2. J( secw )
2 

dw 
1+tgw 

(-1<x<1) 
1 ___ : 

(-1<x<1) 



_6.1 Integral indefinida y calculo de primitivas 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

J dz 
.J3z-z2

- 2 

J ds 

i -s+l 

J cos(Jcos2(Jd¢ 

9. Jcos4 3x sen3x dx 

t 

,,, 
\. 

I 
_ _J 

197 
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6.2 Area bajo una curva y teorema fundamental del calculo 

Hemos visto que, en un contexto geometrico, Ia funci6n derivada, cuando se evaltl.a en un 
punto, es Ia pendiente de Ia tangente a Ia gra.fica de Ia funci6n en el punto. Veremos ahora 
que, dada una funci6n, Ia funci6n primitiva de esta --cualquiera de elias-- o mejor dicho, 
Ia diferencia entre los valores de Ia primitiva en dos puntos del dominio de Ia funci6n, esta 
relacionada con elarea comprendida porIa curva y el eje de abscisas. 

Altura promedio y area bajo Ia curva 

Sup6ngase que se tiene una pecera de 1 em de espesor, y que una banda de hule limita por 
arriba al volumen de agua (ver figura 6.2a). Si se retira Ia banda, Ia superficie libre del agua 
sera entonces horizontal (figura 6.2b). 

Fig. 6.2a Fig.6.2b. 

Suponiendo que no se tira agua al retirar Ia banda, su volumen permanecera constante: 

v; =~ =l·h·l cm
3 

Fig. 6.3a Fig. 6.3b 
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Considerando, ahora, una funci6n continua J, cuya gnlfica sea como la banda de hule, en un 
intervalo de longitud I= b- a (veanse figuras 6.3a y 6.3b), se propone la siguiente 
defmici6n: 

Llamaremos area bajo Ia grajica de f en [a,b], al area de la region 
comprendida entre la gnifica de J, el eje X y las rectas x = a y x = b , y 
llamaremos valor promedio (o altura promedio) de fen [a,b], denotado por 

!prom [a, b] , a la altura del rectangulo con base en el intervalo y cuya area sea 

igual al area bajo la gratica de fen [a,b]. 

Ejemplo 6.12 

Si f es una funci6n lineal, entonces, el valor promedio de f (vease figura 6.4) en cualquier 
intervalo, es la imagen del punto medio del intervalo. 

a b 

.,. 
Fig. 6.4 ,..-:;~ 

Si la gratica de f es una poligonal (figura 6.5), y si se divide [a,b] en subintervalos 
definidos por cada uno de los lados de la poligonal, el valor promedio en cada subintervalo 
corresponde al punto medio del mismo, de manera que el area bajo la curva sera 

n 

A= L f(x;p)llx; : (6.9) 
i=l 

donde llxi es el ancho del i-esimo subintervalo, X;p es el punto medio del subintervalo, y n 

el nfunero de subintervalos, es decir, el nfunero de secciones lineales de la grafica de f. 
Ahora bien, si queremos calcular el area bajo una curva cualquiera, y si dividimos 
igualmente el intervalo en un nfunero finito de subintervalos, el problema es entonces, 
determinar, en cada uno de estos, el valor de la abscisa a Ia que le corresponde el valor 

·• promedio. 
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X;-l: X; 
X;p 

Fig. 6.5 

III. Oilculo integral 

Sin embargo, si cada uno de estos tiene longitud infinitesimal, por ejemplo, 
dx = (b- a)/ N, conN infinitamente grande, y si f es continua en [a,b], las imagenes de 
dos elementos cualesquiera del subintervalo estaran infinitamente pr6ximas, de manera que, 
siendo X; * un nfunero cualquiera del subintervalo, arbitrariamente elegido, y /p; la altura 

promedio en el mismo, tenemos: 

(6.10) 

siendo ai infinitesimal, de donde: 

/p; dx=f(x/)dx+a1 ·dx (6.11) 

Si denotamos el area bajo la grafica de fen [a, b ], por A! (f), entonces: 

A!(f) = 'f /p; ~dx = 'f [f(x/) +a]dx 
ial i•l 

.)1 '. -, ,.,_ 

AI despreciar el termino infinitesimal que aparece en el parentesis rectangular, se obtiene 
que, siendo f continua, el area bajo su gratica en [a, b] esta dada por 

A!(f) = 'f f(x;")dx (6.12) 
i=l 

Nota: Observese que, para que el segundo miembro de esta Ultima ecuaci6n sea, 
efectivamente, el valor del area bajo Ia gratica de fen [ a,b], es necesario que Ia funci6n no 
tome valores negativos en el intervalo. De hecho, si g es positiva en todo el intervalo, y si 
f = -g, entonces todos los terminos de Ia suma en Ia ecuaci6n (7.4) son negativos y el 
"area bajo Ia grafica" de fen [a,b] seria negativa, lo que no puede suceder. Asi que Ia 
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expresi6n del segundo miembro puede no medir un area, debido a lo cual utilizaremos otro 
simbolo y otro nombre para tal expresi6n: 

Siendo f una funci6n continua 1 en [a, b] , Ia integral de f en [a, b] , 

denotada por [f(x)dx, esta dada por ~ 

[f(x)dx = ft(x1")dx 
l•l 

(6.13) 

Ejemplo 6.13 

Probaremos la validez de (6.123) para una funci6n lineal (ver figura 6.6). 

<iJ 

'U 

" 

! 

.l 

Fig. 6.6 
q 

~ea f(x) =lex con k > 0 y b >a> 0, y siendo dx = (b-a)l N, tenemos que Xo =a, 
x

1 
= a + dx, x2 = a+ 2dx, y que, en general, x1 = a + i dx, con i de 0 a N (para i = N, 

xN =a+ Ndx = a+(b-a) =b). 

Si ahora elegimos como x1 * al extrema derecho de cada subintervalo, obtenemos: 

x*=x. =a+idx I I 

f(x1 *) = f(x1) = f(a + idx) = k(a + idx), 

y al sustituir en (7.5), 
N N 

A!(f) = Lf(x/)dx = Lk(ir'-f·idx)dx 
i•l jaJ 

1En realidad s6lo se requiere que sea continua por secciones. 

I 
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N N 

A! (f)= kadx L (1) + k(dx) 2 L i 
i=l i=l 

= ka(N dx) + k(dx) 2 N(N + 1) 
2 

k k 
= ka(N dx) +2(N dx) 2 +2. N(dx) 2 

AI despreciar el ultimo termino, que es el Unico infinitesimal, resulta: 

b k 2 
Aa (f)= ka(b- a) +2(b- a) 

•C>·f'' k k .",. ,• . • o > , •• 

= 2(b -a)(2a +b -a)= 2(b -a)(b +a), 

tal y como se esperaba. 

Teorema fundamental del calculo 

El procedimiento efectuado en el ejemplo 6.13 puede aplicarse para calcular Ia integral de 
una funci6n en un intervalo dado, siempre y cuando se conozca, como en el ejemplo 
mencionado, una expresi6n para cada una de las sumas resultantes, lo cual, en general, no 
ocurre. 

Vamos a obtener un resultado que, como veremos, permitini calcular Ia integral de una 
forma mas simple y para una mucho mayor cantidad de funciones. 

Sea f una funci6n continua en [a,b], y sea G la funci6n que para cada we [a,b] 

proporciona el area bajofen [a, w] (ver figura 6.7a), es decir: 

G(w) = lwf(x)dx, 
a .. < j. -- '· (6.14) 

entonces, 
'_., t~ .... - '-

rw+h 
G(w+h) = J f(x)dx, 

a 

y G(w+h)-G(w)= t+J(x)ch
18 

Si dividimos entre h, obtenemos: 

(6.15) 

El segundo miembro de esta Ultima ecuaci6n es claramente, !prom [ w, w + h] (ver figura 
6. 7b ), de manera que si h es infinitesimal, esta altura promedio difiere infinitesimalmente 
de f(w), y de la imagen de cualquiera otro elemento de [w, w+ h]. 
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. d .r 

X X 

a w b a w w+h b 

Fig. 6.7a Fig. 6.7b 
. '' -- ~ 'l ,. 

Por otra parte, si h es infinitesimal, el primer miembro de Ia misma ecuaci6n difiere 
infinitesimalmente de G'(w), asi pues, al despreciar los terminos infinitesimales 
obtenemos: 

IG'(w) = f(w)l (6.15) 

es decir: la "funci6n area" (bajo la gratica de j), definida por (6.14), es la funci6n cuya 
derivada es precisamente f 
Por otra parte, si F es otra funci6n cuya derivada es f, es decir, otra primitiva de f, al menos 
en el intervalo, entonces: 

F'(w) = f(w), (6.16) 

y tendremos que para toda w e [a, b], G y F difieren por una eonstante: 

G(w) = F(w)+c (6.17) 

Ahora bien, de la definici6n de G, tenemos que G(a) = 0, asi pues, haciendo w =a en Ia 

ultima ecuaci6n, obtenemos: 
0 = F(a)+c ~ c = -F(a) 

y al sustituir en (6.17) se tiene: 
G(w) = F(w)- F(a) 

J. :· 

En particular, para el valor que nos interesa, es decir, para w = b, tenemos que: 

G(b) = F(b)- F(a) 

Observando la definici6n de G dada por Ia ecuaci6n (6.15), y esta Ultima ecuaci6n, 
obtenemos finalmente que: 

La integral de fen [a, b] estA dada por 

b 
j 

jf(x)dx = F(b)- F(a) 
0 
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donde F es cualquier primitiva de f. 

Nota: En textos de ingenierfa, es comful en, Ia siguiente notaci6n: 
-· 

I 
l ft(x)dx=F(x~:~ =F(x)l: =F(b)-F(a): (6.18) 

_, 

Por otra parte, de las ecuaciones (7.6) y (7.8) podemos concluir que: i 

(6.19) 

Ejemplo 6.14 < { :ai"l 

D, { cos(ex
1 
)dx = cos(e11

) 

Ejemplo 6.15 

Calcular el area eomprendida entre Ia parabola y = x2 
, el eje X y Ia recta x = a, a > 0 . 

a 

Fig. 6.8 

So/ucion · <;;: ·: - - 1 • • ··~ 1 t 
,. l':\ ~ (,;I\~ 

La parabola y = x2 esta por encima del eje X (ver figura 6.8), de manera que elarea que se 
busca puede calcularse por medio de Ia ecuaci6n (6.19). Ahora bien, tenemos que 
f(x) = x2

, y una primitiva defes F(x) = tx3
, asi que, 

Teorema del valor promedio 

Sifes una funci6n continua en [a,b], tendremos entonces (ver figura 6.3) que: 

A! (f)= [f(x)dx =-(b- a)fprom[a,b] , 



6.2 Teorema fundamental del calculo 205 

de donde, 

(6.20) 

" 0 
Ademas, dado quefes continua en [a,b], que el valor de f prom[a,b] esta entre el minimo y 
el maximo valor de fen el intervalo, y que estos corresponden a val ores de x en el mismo 
intervalo, entonces, por el teorema del valor intermedio, debe existir z en el intervalo, cuya 
imagen sea el valor promedio de la funci6n en el mismo, es decir: 

Sifes continua en [a,b], entonces existe z e [a,b] tal que 

f(z) = fprom[a,b] = ~ [f(x)dx (6.21) 

Ejemplo 6.16 -. 

Calcular el valor promedio de la funci6n senoidal en el intervalo [0, 1r] (ver figura 6.9a). 

Solucion 

Tenemos que f(x) = senx y [a,b] = [O,tr]. Ademas, una primitiva defes F(x) = -cosx, 

asi que fsenxdx = -cosxl~=-costr-(-cosO) = -(-1)-(-1) = 2. 

1 2 
El valor promedio es, entonces, f prom[O,tr] = -(2) =-

1r 1r 

Ademas, si f(z) = senz = 2/tr, entonces tenemos dos valores de z en el intervalo: 

z1 = 0.69 y z2 = 2.45 (ver figura 6.9b ). 

J 

Fig. 6.9a Fig. 6.9b 

Para finalizar esta secci6n, nos remitiremos a la definicion dada por (6.13). Para que Ia 
integral de una funci6n en un intervalo dado quede definida, es condici6n suficiente ~ue Ia 
funci6n sea seccionalmente continua en el intervalo, es decir, que tenga un nfunero fimto de 
discontinuidades y que ninguna de estas sea de tipo asint6tico. 

"+ ... 

Consideraremos algunos casos particulares: 
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a) Sifes continua y f(x) ~ 0 en todo el intervalo. 

Es claro que en este caso Ia integral proporciona el valor dei area bajo Ia curva. 

b) Sifes continua y f(x) S 0 en todo el intervalo. 

En este caso, Ia integral proporciona el negativo del valor del area bajo Ia curva. T6mese 
en cuenta que Ia definicion de "area bajo Ia curva" dada al principio de Ia secci6n no 
establece ninguna posicion relativa entre Ia graflca de la funci6n y el eje X. 

Lo anterior se debe a que Ia definicion de valor promedio ( o altura promedio) presenta 
un problema, yes que el valor promedio puede ser negativo, mientras que las alturas (asi 
como las areas) son magnitudes siempre positivas. 

. =-= [ "1, . 
. ~ 

Fig. 6.10 .rrx .. 

c) Sifes continua y cambia de signo una o mas veces en el intervalo. 

En este caso, los terminos de Ia suma que aparece en Ia ecuacion (7.5), no tienen todos 
ellos el mismo signo. Los que corresponden a valores de x con imagen positiva, seran 
positivos, mientras que seran negativos, los que correspondan a val ores de x con imagen 
negativa. 

- ,..,_ - -" ~~----

De esta manera (ver figura 6.1 0), las partes de Ia grafica que se encuentren por encima 
del eje X contribuyen, en el valor total de Ia integral, con un valor positivo, mientras que 
las partes que se encuentren por debajo contribuyen con un valor negativo. 

Por lo tanto, en este caso, Ia integral proporciona el valor de la diferencia entre las areas 
de las partes situadas por encima del eje y las situadas por debajo. 

d) Si Ia funcion es seccionalmente continua (ver flgura 6.11 ), entonces el area bajo Ia 
curva sera Ia suma de las areas correspondientes a cada secci6n. 

Es decir, si una funci6n f presenta discontinuidades de salto o de hueco en x = C1, 

X= C2 , ... , X= Cn, entonces: 
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[f(x)dx = r f(x)dx + r f(x)dx + ... + r. f(x)dx 
I • 

a b 

Fig. 611 

Ejemplo 6.17 

En el caso de una funci6n como la definida por f (x) = x3 
- 6x2 + 8x -1-(ver figura 6.12), y 

considerando el intervalo [0, 5], tenemos que algunas partes de la curva se encuentran por 
encima y otras por debajo del eje X. 

l 

-1 6 

Fig. 6.12 

Ahora bien, el valor de Ia integral de Ia funci6n en el intervalo indicado es 

lf(x)dx = tCx3 -6x2 +8x -1) dx = ix4 -2x3 +4x2 
-x ~~ 

I 

1 
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[f(x)dx = -4, 

de manera que, en este caso, Ia suma de las areas de las regiones que se encuentran por 
debajo del eje X es mayor que la suma de las que se encuentran por encima. 

Ejemplo 6.18 
I 

x+l, -l~x<O 

Sifes la funci6n definida por f(x) = 2, 

1 

O~x<1 

' 1~x~e 
X 

entonces (ver figura 7.12), tenemos que: rl f(x)dx = t y ! f(x)dx = 2 

Fig. 6.13 

Ahora, ft(x)dx = r ~dx = lnxl~=lne-ln1 = 1-0= 1' 

asi que r 1 7 
f (X) dx = - + 2 + 1 = - = 3.5 

I 2 2 

6.2 Ejercicios 

Hallar el area de Ia region limitada por el eje X y las graticas de las ecuaciones dadas 

1. y = x3 + 3x2 + 2x, x = -3, x = 3 
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2. x=4 

,_ 

.···• ~ f 

.. ' . ' ... -

t . ~ 
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6.3 Calculo de integrales defmidas 
I .~ r 

Si se aplica el teorema fundamental del cAlculo para obtener el valor de una integral 
definida, el problema se reduce al cAlculo de una primitiva de Ia funci6n integrando. Sin 
embargo, Ia integral definida puede calcularse utilizando algful metodo numerico. 

En esta secci6n, los metodos para calcular primitivas permitinm obtener el valor de una 
integral definida. Ademas, veremos un metodo numerico, el del trapecio, por ser el mas 
sencillo de aplicar. 

Integrales elementales 

Ejemplo 6.19 

Calcular el area de Ia regi6n sombreada en Ia figura 6.14 

Fig. 6.14 

Solucion 

Observese que Ia regi6n sombreada esta situada sobre el eje X, bajo Ia semielipse superior, 

cuya ecuaci6n es y = .J 3 - 2x2 
, y entre las rectas x = 0 y x = 1 , de manera que el area 

buscada es el area bajo Ia curva y = .J 3- 2x2 
, es decir, 

Area (R) = £ ..j3- 2x2 dx 

ahora, consultando una tabla, encontramos que: 

asi que, 
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Area (R) = ! ~3- 2x2 dx = -1 ! ~(-13} - (~x} ~dx 
Area(R)= ~(~x -JJ-2x2 +~ arcsen ~x)

1 

-v2 2 2 -J3 
0 

Integrales de funciones racionales 

Ejemplo 6.20 

Calcular el valor promedio de la funci6n con regia de correspondencia 

y= x2 +x-6' 
en el intervalo [ -2, 1] 

Solucion 

De acuerdo con (6.21), el valor promedio de Ia funci6n en el intervalo dadoes 

1 r x
3 

i 

Yprom = 1-(-2) 2 x2 +x-6dx 

Ahora bien, el radicando es una funcion racional impropia, de manera que debe aplicarse el 
algoritmo de Ia division para expresarla como Ia suma de un polinomio y una funcion 
racional propia. Asi pues, al hacer Ia division se obtiene que el cociente es x -1 y el 
residuo 7x- 6, de manera que 

x3 1x-6 7x-6 
----=--- =x-1+ = x-1+-----
x2 +x-6 x2 +x-6 (x+3)(x-2) 

Ahora hay que descomponer en fracciones parciales Ia expresi6n racional resultante. Asi 
pues, 

x3 A B · 
---=x-1+--+--
x2 +x-6 x+3 x-2 

Procediendo como en el ejemplo 6.6, se obtiene que A = 27 I 5 y B = 8 I 5, asi que 

y = !£ (x-1+ 2715 + 815 ) dx 
pro~~~ 3 2 x+3 x-2 



212 

1 ( 1 )' Yprom =- - X
2 
-X+ 27 /51n(x + 3) + 8/Sln(x- 2) 

3 2 -2 

i 

1 (- 3 . 27, 8 1) ·. f • 

Y =- ---3+-ln4+-ln- ::::0256 ·'I' 
prom 3 2 5 54-· 

Integraci6n por partes I ' ... 
--· . 

Considerando Ia derivada de un producto, tenemos: 

d(uv) = u dv+v du 

De donde 

u dv = uv-v du 

Asi que, a1 integrar en el intervalo [a,b], se obtitme 

b b b 

Ju dv = Jd(uv)- Jv du, 
a a a 

es decir, 

b b 

Ju dv = (uv) 1:- Jv du 
~~- a a 

~---------~~ 

Ejemplo 6.21 

Calcular 

Solucion 

III. Calculo integral 

.. '---;.r.-

(6.22) 

1 1 . 
Si u = lnx y dv = x3dx, entonces du = -dx y v = -x4

, de manera que, de acuerdo con 
X 4 

(6.22), 

3J 1 1 1
3 

1 1 .. - .. 
x3 lnx dx = -x4 lnx--x4 = -(81ln3) --(81-1) = 17.247 

I 4 16 I 4 16 
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Integracion por cambio de variable 

En la secci6n 6.1 se vio que, si se hace el cambio de variable 

x = ¢(w), 

entonces, la integral 

se transforma en 

Jt[¢(w)]dw= Jg(w)dw 

Ahora, si la integral es de:finida, entonces, tomando en cuenta que los limites de integraci6n 
indican el intervalo que recorre la variable de integraci6n, estos debenm ser sustituidos por 
los correspondientes valores de Ia nueva variable w. Es decir, sabiendo que w = ;• (x), 

entonces, cuando x = a , el valor de w sera ; • (a) , y cuando x = b , w valdra ; • (b) , de 

manera que los limites de integraci6n cambian seg(m se indica en el siguiente esquema 

[f(x)dx 
(I) 

) I 

-1. t 
x = ¢(w) • .~c' ... r. t . : t ,'>;';: .~ 

-1. t 
;•(b) 

Jg(w) dw ~ 
;•(a) 

Cambio de variable, integral definida 

Ejemplo 6.22 

Calcular 
10 2 

I X dx 

5 -Jx-1 

Solucion 

El radical del radicando en el integrando sugiere la sustituci6n 

w=-Jx-1, 
de manera que, 

w2 = x-1, x=w2 +1, dx = 2wdw 

Por otra parte, para los limites de integraci6n, tenemos que 



I 
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Cuando x = 5 , w = 2 , y cuando x = 10 , w = 3 . De manera que el valor de Ia integral es 

10 2 3 ( 2 2 3 I fx-=t dx = I w + 
1
) (2wdw) = 2 J (w2 + 1)2 dw 

s x-1 2 w 2 

10 2 3 [ 1 2 ]
3 

J fx-=t dx = 2 J (w4 + 2w2 + 1)dw = 2 -w5 +·-w3 + w 
5 x-1 2 5 3 2 

Io 2 [1 2 I ]3 2 J fx-=t dx = 2 -(35
- 25

) + -(33
- 23

) + (3- 2) = -(243- 32) + ~(27- 8) + 2 
s x-1 5 3 2 5 3 

.. 
"'f·-. 

I 
- '-

10 x2 dx 1676 

f Fx=1 =15 

Uso de series de potencias 

Ejemplo 6.23 

Calcular 

Solucion 

! senx 
-dx 

X 

Antes de proceder al catculo de Ia integral, observese que se busca el area bajo Ia curva 
y = (senx)/ x, en el intervalo [0, 1], y hay que recordar que esta funci6n tiene una 
discontinuidad de hueco en x = 0 , que es el extremo izquierdo del intervalo de integraci6n. 
Sin embargo, el area bajo un punto es Ia de un segmento de recta, es decir, cero, de manera 
que Ia existencia del hueco no altera el valor del area buscada. En Ia figura 6.15 tambien se 
puede observar que el area es ligeramente menor que Ia del cuadrado de lado 1, por lo cual 
el valor de Ia integral debeni ser ligeramente menor que 1. 

i- Fig. 6.15 ·"· 

sen x 
y=-

x 
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Ahora bien, de acuerdo con el desarrollo dado por ( 4.1 0), tenemos que: 

1 3 1 s 1 7 
senx=x--x +-x --x +··· 

3! 5! 7! 
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que converge para todo nfunero real, y por lo tanto, para todo elemento del intervalo de 
integraci6n. Dividiendo tal serie por x obtenemos: 

senx 1 2 1 4 1 6 -- = 1--x +-x --x +··· 
X 3! 5! 7! 

por lo tanto, 

£ senx £( 1 2 1 4 1 6 ) -- dx = 1--x +-x --x +··· dx 
X 3! 5! 7! 

F •.··--·:. • F' 

Si consideramos los cuatro primeros terminos, obtenemos: 

rsenx k-x- dx = 1-0.055555+0.001667 -0.000028 = 0.946084 

Integracion numerica: metodo del trapecio 

Como se indic6 al principio de Ia unidad, si una funci6n es lineal, entonces su valor 
promedio, en cualquier intervalo, es la imagen del punto medio del mismo, lo cual equivale 
(ver figura 6.16a) a decir que el area bajo la curva es Ia del trapecio limitado por abajo, por 
el eje X; lateralmente, por las rectas x =a y x = b; y por arriba, por el segmento que une 
los puntos de Ia curva definidos por los extremos del intervalo. 

a b a b 

Fig. 6.16a Fig. 6.16b 
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Si Ia funci6n no es lineal, y si subdividimos el intervalo en pequeiios subintervalos, 
entonces, cada una de las porciones de la curva que comprenden a tales subintervalos, 
parecenin segmentos rectilineos, de manera que el area bajo la curva podni aproximarse por 
medio del area bajo la poligonal (ver figura 6.16b ). 

Asi pues, si el intervalo [a,b] se divide en n intervalos, de Ia misma longitud, esta esiara 
dada por h = llx = ( b - a) In , y las abscisas de los extremos de estos subintervalos, por: 

. . b-a 
x. = l·h = ,.--
' n ' 

i = 1, 2, 3, ... , n, 

De manera que el area bajo Ia poligonal sera: 

por lo tanto, el valor de Ia integral podni aproximarse por: 

Ejemplo 6.24 

Vamos a estimar el valor de Ia integral del ejemplo 6.23, utilizando ahora el metodo del 
trapecio. 

senx ! • ' ;cttt ~ 
Asi pues. si f(x) = --, a= 0, b = 1, y sines, digamos 4, tenemos entonces, que 

X 

f(x 0 ) = /(0) = 1, f(x
1
) = /(0.25) = sen0.

25 = 0.989616, 
0.25 

sen 0.5 · sen 0. 75 
f(x2 ) = /(0.5) = 0.958851, f(x3 ) = /(0.75) = = 0.908852, 

0.5 0.75 

sen1 '· 
f(x4 ) = /(1) = -

1
- = 0.841471, 

asi que, al sustituir en (6.23), se obtiene 

rsenx dx = 0·25 [1 + 2(0.989616+ 0.958851 + 0.908851) +0.841471] 
j, X 2 

£se;x dx = 0.944514 
·:·! 
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Ejemplo 6.25 

Estimar el valor de 

Solucion 

2% 
Tenemos que f(x) =-,a= 1 y b = 3. 

X 

3-1 
Proponiendo n = 8, se tiene que h = - = 0.25, 

8 

asi que 
21 

f(xo) = f(l) = - = 2 , 
1 

f(x2 ) = /(1.5) = 1.885618, 

f(x4 ) = /(2) = 2 , 

, · f(x6 ) = /(2.5) = 2.262742 , 

Y f(x8 ) = /(3) = 2.666667. 

Por lo tanto, al sustituir en (6.23) se obtiene: 

21.25 

f(x1) = /(1.25) =-= 1.902731, 
1.25 

f(x3 ) = /(1.75) = 1.922049, 

f(x5 ) = /(2.25) = 2.114146, 

f(x1 ) = /(2.75) = 2.446244, 

(-32% 0.25 
~-;- dx = 2[2 + 2(1.902731 + 1.885618 + 1.922049 + 2 + 2.114146+ 

2.262742 + 2.446244) + 2.666667] = 4.216716 

Uso de tablas calculadora y software especializado 

217 

En realidad no se requiere ser un experto en los metodos de integraci6n, aunque es 
importante conocer cada uno de los metodos antes descritos. En Ia actividad profesional 
podemos recurrir a tablas de integrales, calculadoras, o bien, paquetes de computaci6n 
disefi.ados para el calculo numerico (para integrales definidas), e incluso simb6lico (para 
integrales indefinidas). 

Integrales impropias 

Como se ha visto, si una funci6n es continua por secciones en un intervalo, Ia integral de 
esta en el intervalo es una area, el negativo de una area o la diferencia entre sumas de areas. 
Cuando Ia funci6n presenta una discontinuidad de tipo asint6tico en uno de los extremos 
del intervalo, o en uno de sus puntos intermedios, se puede pensar que el area resultante es, 
necesariamente, infinitamente grande, sin embargo, no ocurre asi en todos los casos. 
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Consideraremos dos situaciones, Ia primera (figura 6.17a) en que Ia funci6n tiene una 
discontinuidad de tipo asint6tico en un punto del intervalo, y Ia segunda (figura 6.17b) en 
que Ia funci6n tiene como asintota al eje X ( o una recta paralela a este eje ), y uno de los 
extremos del intervalo de integraci6n es oo o -oo. 

a b a 

Fig. 6.17a Fig. 6.17b 

El problemas es, entonces, determinar si el area -de la region sombreada es infinitamente 
grande o finita, en cuyo caso se buscara calcular el valor correspondiente. En cualquiera de 
estos casos, diremos que se tiene una integral impropia y que esta converge cuando su 
valor no sea infinitamente grande; en caso contrario, diverge. 

Ejemp/o 6.26 

Indicar si Ia integral dada es infinitamente grande. En caso contrario, calcular su valor. 

Fig. 6. t 8a Fig. 6. t 8b 
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Solucion 

I es el area bajo la hiperbola y = 1/ x, entre x = 0 y x = 1 , la cual tiene una asintota en 
x = 0, que es el extremo izquierdo del intervalo (figura 6.18a). Si en Iugar del intervalo 
[0, 1] usamos el intervalo [a, 1], con a infinitesimal positivo, estaremos excluyendo el area 
correspondiente al intervalo [O,a] (figura 6.18b). 

Siesta area es infinitesimal, entonces la integral en el intervalo [a,1] sera la buscada. Si en 
cambio, es finita o infinitamente grande, entonces, el area total sera tambien infinitamente 
grande, y la integral dada divergini. 

Asi pues, dado que lo que interesa es el caso en que la integral converge, entonces 
calculamos la integral en el intervalo [a,1], despreciando infinitesimales en el resultado. 

De esta manera, 

I= fl.dx = lnxl1 = ln1-lna = -lna 
a X a 

que es un nUII1ero infinitamente grande y positivo, por lo tanto .la integral dada diverge. 

Ejemplo 6.27 

Igual que en el ejemplo anterior, pero ahora con I = r :2 dx . 

So lucian 

En este caso consideraremos la integral en el intervalo [ 1, N] con N infinitamente grande, 
asi pues, 

r 1 1 IN 1 ( 1) infi . . al I= --= -- = --- -- = 1+ mtestm 
x2 dx x 1 N 1 

entonces: I= f_!_dx =1 x2 

' . 
Ejemplo 6.28 

Igual que en los casos anteriores, pero ahora coh I = r (2x ! 3)2'3 dx · 

Solucion 

La funci6n del integrando (ver figura 6.19), tiene una asintota en x = 3/2, asi que 
consideraremos por separado las integrates: 

~/2 1 . 
It = .l, (2x- 3)2/3 dx e 

Tenemos entonces, 

i 
I 
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J ('12 1 dx _ ('12-a 1 dx _ ..!_ ('12-a (
2 3 

-2/ 3 2
dx _ 

1 = 1 -(2-x---3-)-21-3 - 1 (2x- 3)213 - 21 x- ) ( ) -

r 1 r 1 ,.,. 3 I /3 4 " 

e /2 = ~/2 (2x-3)2/3 dx= 12+a (2x-3)2/3 dx= 2(2x-3) 13/2+a 

·' ,tf'"' 

1 

Fig. 6.19 

6.3 Ejercicios 

Calcular cada una de las integrates dadas 

1. r sen
2 xdx 

3. £ 2x+5 dx 
x2 + 3x+ 2 

~~. 

4. r X"~/2~-x2 
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Estimar numericamente cada una de las integrales siguientes, mediante Ia regia del trapecio; 
utilizando el nfunero de subintervalos dado. 

6. fbn=4 
4+x3 

7. r .J 126 - x3 n = 8 

8. £ cos; - 1 dx n = 5 

Calcular cada una de las integrates dadas 

r dt 
9. 2 

t +1 

' '· 
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7. APLICACIONES DE LA INTEGRAL 

La integral es un concepto sumamente importante en la fisica y en las ciencias de la 
ingenieria. Para terminar este libro, dedicado al estudio del calculo diferencial e integral 
para funciones en una variable, veremos algunas aplicaciones de la integral en la geometria 
y en la fisica. 

7.1 Aplicaciones geometricas 

En la secci6n 6.2 se vio que la integral de una funci6n, en un intervalo dado, es el area bajo 
la curva, el negativo de la misma, o una diferencia de areas. Vamos a considerar 
nuevamente, ahora con un poco mas de detalle, el calculo del "area bajo la curva". 

Area bajo Ia curva: identificacion de Ia contribucion elemental 

Recordemos, primeramente, que, si en todo un intervalo [a, b] , entonces el area bajo fen 

[a, b] -es decir, el area de la region comprendida entre las graticas de y = 0 ( eje X), 

y = f(x), x =a y x = b-puede aproximarse por medio de 

n 

A!(f) = Lf(x; *)Ax (7.1) 
i=l 

con Ax= (b- a) In y X; = a+ i Ax, y donde X; * es cualquier elemento del subintervalo 

[ x i-1 , x;] . Esta aproximaci6n es mejor en cuanto mas grande sea n, y, por lo tanto, en 

cuanto mas pequefio sea Ax. 

Ahora bien, Ia suma de Ia derecha en Ia ecuaci6n (7 .1) es la suma de las areas de los n 
rectangulos con base Ax (longitud de cada subintervalo ), y altura f(x; *). 

Llamaremos contribucion elemental del area a la de cada uno de estos rectangulos, y Ia 
denotaremos por M; , es decir, 

M; = f(x;*)Ax (7.2) 

Asi pues, tenemos que si n es "grande", entonces 
n 

A! {f)= LM (7.3) 
i=! 

Si n = N es infinitamente grande, y por lo tanto, Ax = dx es infinitesimal, entonces, Ia 
suma dara el valor exacto del area, es decir: 

N N 

A!(f) = LM = Lf(x;*)dx (7.4) 
i=l i=l 

Lo anterior resume un procedimiento mediante el cual una magnitud -el area, en este 
caso-- se calcula como Ia suma de una infinidad de terminos infinitesimales 
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( contribuciones elementales ), cada una de las cuales forma parte de aquello que se desea 
calcular. 

Este procedimiento funciona muy bien, siempre que Ia suma de las partes que despreciamos 
siga siendo despreciable, es decir, que Ia parte que nose toma en cuenta sea infinitamente 
pequefia respecto de la contribuci6n elemental. En adelante asumiremos que la continuidad 
de la funci6n, en el intervalo de intenSs, es una condici6n suficiente para que esto ocurra. 

Ahora bien, sabemos que, entre dos nfuneros reales cualesquiera, tenemos un nfunero 
infinitamente grande de nfuneros reales, asi que, en el caso del area bajo la curva, podemos 
proponer, como contribuci6n elemental (ver figura 7.1), el area del rectangulo con base dx 
(infinitesimal) y altura f(x) (la imagen del extremo izquierdo del intervalo), para cadax en 
el intervalo de integraci6n. De esta manera, 

Lf(x)dx (7.5) 

sera una suma de un nfunero infinitamente grande (tenemos tantos tenninos como nfuneros 
reales en el intervalo) de cantidades infinitesimales, ya que f(x) es real, pero dx es 
infinitesimal. 

f(x) 

b 

x+dx 

Fig. 7.1 

Como Ia variaci6n de una funci6n continua, correspondiente a una variaci6n infinitesimal 
de la variable, es tambien infinitesimal (o nula), entonces, la parte del area bajo la curva 
que no se toma en cuenta en cada uno de los subintervalos es un infinitesimal de segundo 
orden, y por lo tanto, despreciable respecto de Ia parte que si se toma en cuenta. 

Tenemos por otra parte que, debido a lo visto en Ia secci6n 6.2, Ia suma dada en (7.5) es Ia 
integral defentre a y b, es decir, 

N 

Lf(x; *)dx = [f(x)dx 
1•1 

(7.6) 
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Finalmente, observando que en esta ecuacion el integrando es Ia contribucion elemental 
~da por (7 .5), podemos concluir que el area bajo f entre a y b puede calcularse como 
stgue: 

1) Cada x e [a ,b] define un intervalo [ x, x + dx] . La contribucion elemental del area, 
correspondiente a este intervalo, se propone2 entonces como 

dA = f(x)dx 

2) Al sumar todas estas contribuciones elementales, es decir al integrar, obtenemos el valor 
buscado: 

A! (f)= LdA = Lf(x)dx = [f(x)dx 

Resumiendo: 

La contribucion elemental del area A es 
_.,.,,<. 

dA = f(x)dx, 

y el valor de A, es decir, la suma de las contribuciones elementales es 

A= [f(x)dx 

Areas de regiones planas:. coordenadas rectangulares 

Vamos a utilizar el procedimiento antes descrito para el calculo de areas de regiones planas. 

Area de una region del tipo I 

SiRes una region plana, comprendida entre dos rectas paralelas al eje Y, y dos relaciones 
funcionales con x como variable independiente, diremos que R es una region del tipo I. 

Es decir, una region definida mediante 

R = {(x,y)la S x S b, f(x) S y S g(x)}, 

donde a y b son constantes y fy g dos funciones, es una region del tipo I (ver figura 7.2). 

En este caso, para cada x e [a ,b] proponemos la contribucion elemental del area mediante 

dA = [g(x)- f(x)] dx 

De manera que 

(7.7) 

" 2 Recuerdese que Ia funci6n detinida por A(x) =A; (f)= jf(x)dx• es una funci6n tal que A'(x)= f(x), de 

" 
manera que dA.(x,dx) = A'(x)dx = f(x)dx, o bien, dA(x) = f(x)dx, lo cual coincide con Ia propuesta. 
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a a X 

Fig. 7.2 

Ejemplo 7.1 

Calcular el area de la region comprendida entre las graficas de y = x 3 y y 2 
- x = 0 . 

Solucion 

Primeramente determinamos los puntos de intersecci6n de las graticas (ver figura 7.3), para 
lo cual debemos resolver el sistema de ecuaciones: 

Asi pues, si sustituimos lo indicado por la primera ecuaci6n en la segunda, obtenemos: 

(x3
)

2 =x, x6 =x, x6 -x=0, x(x5 -1)=0 

x(x-t)(x4 +x3 +x2 +x+ 1) = 0 

Fig. 7.3 
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De donde resulta que dos de las raices, que corresponden a las abscisas de los puntos de 
interseccion, son x = 0 y x = 1 . 

La figura 7.3 sugiere que no hay mas raices reales, como puede verificarse recurriendo a Ia 
teorfa de ecuaciones. 

Entonces Ia region de interes puede describirse mediante: 

asi que: 

Area de una region del tipo II 

Si R es una region plana, comprendida entre dos rectas paralelas al eje X y dos relaciones 
funcionales, cony como variable independiente, diremos que R es una region del tipo II. Es 
decir, una region definida mediante 

R = {(x,y)la ~ x ~ b, f(x) ~ y ~ g(x)}, 

donde a y b son constantes y fy g dos funciones, es una region del tipo I (ver figura 7.2). 

Ahora proponemos, para cada x e [a ,b] , Ia contribucion elemental del area mediante 

dA = [y(y)- r/J(y)] dy 

y por lo tanto 

Fig. 7.4 
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Ejemplo 7.2 

Resolver el ejemplo 7.1, identificando ahora a R como una region del tipo ll. 

Solucion 

Si ahora vemos a R, como una region comprendida entre paralelas al eje Y, tenemos: 

R = {(x,y)IO S y S 1, l s x S y113
} 

entonces, de acuerdo con (7.8), 

A(R) = l[Y113
- Y

2 ]dy = tY
413 -tl~= t-t =I~ 

' . 
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En los casos de mayor interes para las Ciencias de Ia Ingenieria, una region plana que no 
pueda identificarse ni como del tipo I ni como del tipo ll, podra ser identificada como Ia 
union de dos o mas regiones, cada una de las cuales sea del tipo I o del tipo ll, de manera 
que su area podni calcularse como Ia suma de las areas de cada una de esas partes. 

Areas de regiones planas: coordenadas polares 

Abordaremos el problema considerando un caso particular: 

Ejemplo 7.3 

Calcular el area encerrada por la cardioide r = 1 + cos9 

Solucion 

La gnifica de Ia cardioide dada se muestra en Ia figura 7.5 

Fig. 7.5 

Observemos que Ia curva es simetrica respecto del eje polar, de manera que sera suficiente 
con calcular el area encerrada por la mitad superior. 
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Proponemos ahora, como contribuci6n elemental del area, la del sector circular OPQO, es 
decir 

1 
dA = 

2 
[1 + cos8]2 d(}, 

don de (} es un angulo (en radianes ), que varia de 0 a 1r. 

Como vamos a integrar esta expresi6n, conviene transformarla como sigue: 

1 1 ( 1 + cos2(}) 
dA = 2 (1 + 2 cosO+ cos2 B)d(} = 2 1 + 2 cosO+ 

2 
d(} 

asf que, a1 sumar las contribuciones elementales, obtenemos: 

A= 2 r(! +cosO+! cos20)d0= 2(! 0+sen0+~sen2{ 
3 

A=-7r 
2 

Area de una region plana (coordenadas polares) 

(7.9) 

Consideremos, ahora, una region planaR comprendida entre los rayos (}=a y(} = b (con a 
y b en radianes), y las gnlficas de dos relaciones funcionales de la forma r = g(B) (ver 
figura 7 .6), es decir, 

(}=b 

B=a 

Fig. 7.6 
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Entonces, podemos proponer como contribuci6n elemental, el area del sector QRTP, cuyo 
valor es 

asi que 

.. , ... (7.10) 

Longitud de arco 

Sup6ngase que deseamos calcular la longitud del arco de la curva C, definido por 
y = f(x), x e [a,b] (figura 7.7a), al que denotaremos por L! {f). 

Para cada x e [a, b], definimos la contribuci6n elemental, como la longitud del arco 

infinitesimal comprendido entre los puntos P = (x, f(x)) y Q = (x + dx, f(x + dx)) (figura 
7.7b). 

- '-1-------------
1 I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 

a b 

- Fig. 7.7 

t 

...... 1 
,"' I 

...... I 
....... I dy 

.......... (is I 
...... I 

_. I 
,,' I 

I,' I -------------------r-· 
: dx : 
I I 
x x+dx 

Como estamos considerando un intervalo infinitesimal, podemos ignorar la curvatura, de 
manera que la contribuci6n elemental sera 

ds = ~dx2 +dy2 

Dividiendo y multiplicando cada termino en el radicando, por dx2, 

-Asi pues, 

ds=~l+ y' 2 dx 
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de manera que la longitud de arco buscada es 1 

IL:= r~1+y'2tal (7.11) 

Ejemplo 7.4 : · j . 
Calcular Ia longitud del arco de una parabola, comprendido entre el vertice y uno de los 
extremos de su lado recto. 

So/uciOn I I I · 
Consideremos la parabola de:finida por x2 =4py~. es decir, por y=(1/4p)x 2 (:figura 
7 .8), entonces y' = (1/2 p) x , asi que, de acuerdo con (7 .11 ), tenemos que: 

L:= Ot+ y''dx= f' l+C>)' = f' 2~ ~(2p)1 +x' tb; 

I I 
LC(f)= 2~ ~(x~x2 +4p2 +4p2 lnlx+~x2 +4p2 1):P 

I I 
L = [.J2 + ln(l + .J2 )]p = 2.296p 

p --------------- _ __j_ -------~ 
I 

v 
2p 

Fig. 7.8 

VolumeD de solidos de revolucion L . ' ' 
Supongase que se genera un solido, mediante la ro ion de una curva plana alrededor de 
una recta contenida en tal plano, por ejemplo, supongamos que la curva es la porcion de la 
gratica de la funcion definida por y = f(x), entre los puntos (a,f(a)) y (b,f(b)) (ver 
figura 7.9), y que el plano XY se gira con respecto al eje X, generando entonces un solido 
de revolucion. 
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Para calcular el volumen del s6lido asi generado podemos elegir, como contribuci6n 
elemental, el volumen del disco cilindrico con radio f(x), para cada x en el intervalo 
[a,b], y espesor infinitesimal dy, de manera que el valor de esa contribuci6n elemental sera 

de donde 

y 

z 

Ejemplo 7.5 

dV = 1r y 2dx = 1r[j(x)]2 dx, 

x=,b . f(x) 

Y = f(x) 

X 

Fig. 7.9 

(7.12) 

j 

X 

Calcular el volumen del solido de revoluci6n que se obtiene al hacer girar el arco de Ia 
1! 

senoidal y = 2 senx comprendido entre los puntos (0, 0) y (1t, 0) (ver figura 7.1 0). 

.. , .. - ',-,_. 

z 

1t/2 

-+--+--+-----+----+---+~X ! 

1t 

Fig. 7.10 
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Solucion 

Sustituyendo en (7 .11 ), tenemos que el volumen buscado es 

V = 1r r[ ~ senx r c/x = 1<: r sen' X c/x = ~· 
Observese que, de acuerdo con este resultado, el solido ocupa exactamente la mitad del 

volumen del cilindro en el que esta inscrito, cuyo valor es 1r ( ~) 
2 

1r = ~
4 

• 

Ejemplo 7.6 : - · I l 
Calcular el volumen del solido que se obtiene al girar la region plana comprendida entre las 
gnificas de y = x 5 +x+ 1, x = 0, x = 1 y y = 0, alrededor del eje Y (ver figura 7.11). 

y X 

{1,3) 

y 

--+------;f-----+-- X 
(1,0) 

z I -
Fig. 7.11 

Solucion , I -- _ 
En este caso podemos calcular el vo1umen como la diferencia entre el volumen del cilindro 
en el que esta inscrito el solido, y el del solido que se obtiene a1 girar la region comprendida 
entre las gnificas de y=x5 +x+1, x=O y y=3, alrededor del eje Y, el cual se puede 
calcular como en el ejemplo anterior. 

Tenemos pues que el volumen del cilindro es 

~i/ = tr(li(3) = 3tr 

Ahora bien, para calcular el volumen que se va a restar, a1 cual denotaremos por Vhueco. 

tenemos que 
2 I 

tfV=trX dy, 
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asi que 

Como no podemos despejar x de la ecuaci6n de la curva, para calcular esta ultima integral, 
hacemos un cambio de variable, el cual esta dado por la misma ecuaci6n de la curva: 

y=x'+x+1, dy=(5x4 +1)dx, 

de manera que cuando y = 1 , entonces x = 0, y cuando y = 3, tenemos que x = 1 , asi que 

( )

I 
2 4 5713 22 V. = 1t f X (5x + 1) dx = 1t -X +-X = -g 

hueco .l, 7 3 21 
0 

Por lo tanto, el valor del volumen buscado es 

22 41 
v = ~il - vhueco = 3tr - 211t = 211t 

[ -

Veamos ahora otro metodo: 

En Iugar de Ia contribuci6n elemental en forma de disco, consideraremos ahora una en 
forma de cilindro hueco, tal y como se muestra en la figura 7.12 . 

.... . f" 

y 

-x-
Fig. 7.12 

En este caso, el valor de Ia contribuci6n elemental es 

de donde, al despreciar in:finitesimales de orden 2, tenemos que 
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(7.13) . 

Asi pues, 

I ( 1 1 1 )• 
V = 27r £xydx = 27r £ x(x5 + x + 1)dx = 21r -x7 + -x3 + -x2 

7 3 2 0 

41 1 
V=-7r 

. 21 j 
l • ~J ' 

: l-

7.1 Ejercicios 
" • ;-. !- ~·· .- • ! .. t .. ,- : : 

1. Hallar el area de Ia region limitada por Ia circunferencia r = a cosO y las semirectas 

0=0 y 0=7rl3. 
I 

2. Hallar el area de Ia regi6n chtcerrada por Ia gnlfica de r = sen2 ~ • 
I 

3. Hallar el area de Ia regi6n interior a las gnlficas de r = 3cos0 y r = 1 +cosO. 

Hallar el volumen del s61ido obteiudo al girar, alrddedor del eje X, Ia regi6n encerrada por 
las gnificas de las ecuaciones dadas 

5. y=e-x, y=O, x=O, x=5. 

6. (x-1)y=2, y=O, x=2, x=5. 

Hallar el volumen del solido obtenido al girar, alrededor del eje Y, Ia region encerrada por 
las graficas de las ecuaciones dadas 1 

7. y=x3
, y=O, x=2. 

9. l=9-x, x=O. 

10. Hallar Ia longitud del arco de Ia curva ··a ecuacion es y 3 = x 2
, comprendida 

entre los puntos (0, 0) y (8, 4). 
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11. Estimar Ia longitud del arco de Ia curva 3 y = x3 
, desde el origen hasta el punto 

(1, 1 I 3) 
• I 

I 

12. Hallar Ia longitud total de Ia hipocicloide x% + y% =a%. 

13. Sin calcular ninguna integral, hallar el valor promedio de x(t) en el intervalo [0, 2] 

s1 x(t)=-J4-t 2
• 
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A 

Numeros reales 
(Propiedades) 

A continuaci6n se da una lista de las propiedades del conjunto de los nfuneros reales que 
mas se utilizan. Las propiedades de campo indican la manera de hacer operaciones con 
estos nfuneros reales, mientras que las de igualdad se utilizan, generalmente, cuando se 
resuelven ecuaciones. Tanto las de campo como las de igualdad son validas tambien en el 
conjunto de los nfuneros complejos. 

Las propiedades relativas ala relaci6n de orden y las de cuadrados y valor absoluto1 s6lo 
son validas para los nfuneros reales, y se utilizan, principalmente, en la soluci6n de 
desigualdades. 

A) Propiedades de campo 
.,_ -~ _;;~-

> ~~ 
., - ' 

At V a, be 9l, a +be 9l 

A2 V a, be 9l, a ·be 9l 

A3 V a, be 9l, a+b=b+a 

A.t V a, be 9l, a·b=b·a 

As V a, b, c e 9l, (a +b) +c =a +(b +c) ' 

~ Va,b,ce9l, (a ·b)· c =a· (b ·c) 

A1 3 0 e 9ll Va e 9l, a+O=a 

As 3 } E 9ll 'r;f a E 9l, a·I =a 

1 La propiedades Dl y 03 resultan validas para n6meros complejos, siempre que el signo de valor absoluto 
sea sustituido por el de m6dulo, sin embargo, en este libro interesan s6lo las variables reales. 

') 

1 
I 
l 
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t 
I 
r 

I 

A2 

~ "i/ae9l3-ae9lla+(-a)=O 

A10 "i/ a e 9l, a ~ 0, 3 a -I e 9ll a ·a -I = 1 

Au V a,b,ce 9l, a·(b+c) =a·b+a·c 

B) Propiedades de Ia igualdad 

BI 'r:/a e 9l, a=a 

B2 'r:/a,b e 9l, a=b=:)b=a 

B3 Va,b,c e 9l, a=bAb=c=:)a=c - B4 'r:/a,b,c e 9l, a =b =::) a+c=b+c . .,.. 

Bs Va,b,c e 9l, a =b =::) a·c=b·c 

C) Relacion de orden 

o' 

q 'r:/ a,b e 9l, a< b =::) b >a 

C2 V a,b,c E 9l, a< b A b < C =::)a< C 

I 
C3 'r:/ a,b,c E 9l, a <b =::) a+c<b+c I 

c4 v a,b,c e 9l, c > 0 a< b =::)a. c <b. c 

Cs 'r:/ a,b,c e 9l, c < 0 a< b =::)a· c > b · c 

D) Cuadrados y valor absoluto I 

Dt "i/ a, x e 9l, x = a =::) x2 = a2 
A lxl = lal 

~ "i/ a, x e 9l, a ·x > 0, x2 = a2 
=::) x ~ a 

D:; "i/ a, x e 9l, a ·x > 0, lxl = lal =::) x = a 

D4 "i/ a, x e 9l, a> 0, x2 < a =::) --JQ < x < .Ja 

Ds 'r:/ a,x e 9l, a>O, x2 >a =:)X<-.Ja vx>.Ja 

·~ "i/ a, x e 9l, a>O, lxl <a=::) -a <x <Ia 

D, 'r:/ a,x e 9l, a> 0, lxl > a =::) x < -a v x > a 

') 

I 
! 

Anexos 

<;· 
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Funciones reales 

En este anexo se incluyen los conceptos relativos a las funciones reales que mas se 
utilizan en el texto. Solo se agregan ejemplos o detalles en los casos en que sea dificil 
encontrarlos en los textos convencionales. 

RELACIONES Y FUNCIONES 

Producto cartesiano 

Sean A y B dos con juntos cualesquiera, el producto cartesiano de A y B (en este orden), 
denotado por Ax B ("A cruz B"), es el conjunto de pares ordenados (a,b), tales que 
a e A y b e B; es decir: 

AxB={(a,b)la eA,b eB} 

) 

En particular, 9l x 9l = 9l2 representara al conjunto de pares ordenados de nfuneros 
reales; como un par ordenado de reales puede representarse por un punto en un plano, 
entonces, 9l2 quedara representado, graticamente, por el conjunto de todos los puntos de 
unplano. 

Relacion 

Sean A y B dos conjuntos cualesquiera, una relacion de A en B (en ese orden) es un 
subconjunto cualquiera de A x B. 

Si (a, b) es elemento de una relaci6n R, se dice que "a esta relacionado con b ", lo que se 
escribini a R b. 

! 

Se llama dominio de una relaci6n al conjunto de sus primeros elementos, y rango, al 
conjunto de sus segundos elementos. 

' , 
. i 

' 
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Relacion real I 
Una relaci6n de 9t en 9t es Hamada relacion real. Asi pues, una relaci6n real es 
subconjunto de 9l2 y podni representarse, por lo tanto, por un conjunto de puntos del plano. 

Relaciones reales definidas por ecuaciones . 

Considerando una ecuaci6n en dos variables, cada thta de sus soluciones reales son pares 
ordenados de nfuneros reales, asi que el conjunto de soluciones reales de una ecuaci6n en 
dos variables es una relaci6n real. 

I 
Dada una ecuaci6n R(x,y) = 0, el conjunto de puntos de 9t2 cuyas coordenadas la 
satisfacen se denomina grafica de Ia relacion real. 

Si una relaci6n real esta definida por medio de una ecuaci6n, y no se especifica el dominio, 
o el rango, entonces estos estaran definidos por 

Fun cion 

D = {X E 9tj y E 9t} 

I 

y R = {y ~ 9tj x' e 9t} 

I 
Sean A y B dos conjuntos cualesquiera, una funcion de A en B, es una relaci6n de A en 
B, tal que cada elemento de A esta relacionado con un Unico elemento de B. 

Si f es una funci6n de A en B, lo cual se denotara por f: A --+ B, A es el dominio y B el 
contradominio de la funci6n f. El rango de f es el subconjunto de B cuyos elementos son 
los segundos elementos de cada par ordenado. 

En caso de no hacer referenda a los con juntos A y B, entonces puede decirse que una 
funcion es un conjunto de pares ordenados tales que, tornados dos diferentes de el/os, el 
primer elemento es distinto. 

Sea f: A--+ B, si (x,y) e f entonces se dice que y es Ia imagen de x bajo Ia funci6n f, lo 
cual se denotara por y = f(x). Si y e B, se llamani imagen inversa dey al conjunto 

f-1 (y) = {x e A I f(x) = y} 

Funcion inyectiva 

Una funci6n f:A--+ B es inyectiva si, para cualesquiera x1 y x2 elementos de A, se tiene 

que f(x1) = f(x2) ~ x1 = x2• 

En otras palabras, una funci6n es inyectiva si, y solo si, no existen dos elementos distintos 
del dominio con la misma imagen. 

Composicion de funciones 1 I 
Sean f y g funciones con dominios D1 y Dg, respectivamente, Ia (funci6n) composicion 

de f y g (en ese orden), denotada por f o g, tiene como dominio al conjunto 

D
1
.g = {x e Dg I g(x) e D1 }, y como regia de correspondencia, [f o g](x) = f[g(x)] · 
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Funci6n inversa 

Sea I una funci6n inyectiva, se define lafuncion inversa de I como aquella que se obtiene 
al intercambiar los elementos de cada uno de sus pares ordenados. 

Es decir, si I= {(x,y)ly = l(x)} es inyectiva, entonces, su funci6n inversa, denotada por 

I*, sera I*= {(x,y)iy = l(x)}. De esta manera, si y = l(x), entonces x =I* (y). 

FuNCI6N REAL DE VARIABLE REAL 

Definici6n, grafica y representaci6n usual 
.;~ 

Funcion real de variable real es toda funci6n I: A ~ 9l donde A c 9l. De esta manera, una 
funci6n real de variable real sera un conjunto de pares ordenados de reales, y su grafica sera 
un conjunto de puntos en el plano. 

En general se representa una funci6n real, por 

I= {(x,y)IY = l(x), x e A}, 

donde A sera el dominio, 9l el contradominio, y la ecuaci6n y = l(x) es llamada regia de 
correspondencia. Ahora bien, de manera general, una funci6n real podra ser definida 
mediante su regia de correspondencia, sin especificar su dominio, en cuyo caso se 
entendera que 

D = {x e 9ll l(x) e 9l} 

Funciones algebraicas 

Se dice que una funci6n es algebraica, si Ia variable independiente x es afectada 
Unicamente por un ntimero finito de operaciones algebraicas (adici6n, multiplicaci6n, 
potenciaci6n y sus inversas, sustracci6n, divisi6n y radicaci6n). En caso contrario, es decir, 
cuando Ia variable forme parte del argumento de un logaritmo, por ejemplo, o bien, cuando 
el ntimero de operaciones sea infinito, se dira que la funci6n es trascendente. 

Nota: Como se indic6 en el texto, hay funciones algebraicas (las racionales) que pueden 
expresarse como una suma de un ntimero infinito de terminos (serie de potencias). 

Una funcion po/inomial (de grado n), o polinomio, es una funci6n con regia de 
correspondencia de la forma 

l(x) = a,x" + a,_1x"-1 + ... + a1x + a0 

con a; e 9l para i = 0, 1, 2, ... , n, a, ::1: 0, n e E, n ~ 0. 

Unafuncion racional es una funci6n definida por l(x) = P(x)/Q(x), donde P(x) y Q(x) 
son polinomios, de manera que, en este caso, el dominio de esta dado por 
{x e 9l/ Q(x) * o}, ya que la division por cero no esta definida en 9l. 

Funciones hiperb61icas 

Las funciones seno hiperbo/ico y coseno hiperbolico se definen por medio de las reglas de 
correspondencia: 
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El resto de las funciones hiperbolicas se define de manera que las identidades de reciprocos 
y cocientes, que se satisfacen para las funciones circulares, se satisfagan igualmente para 
las hiperbolicas. Por ejemplo, las funciones tangente hiperb6lica y secante hiperb6lica se 
definen por 

h 
senh x 

tan x = h 
COS X 

1 
y sechx= h 

COS X 

Sin embargo, aun cuando las identidades de reciprocos y de cocientes se satisfagan, no 
sucede lo mismo con las otras identidades elementales, asi pues, a partir de la definicion 
anterior puede probarse que: 

senh2 x+ cosh2 x =cosh 2x y I cosh2 x- senh2 x = 1, 
I 

que no corresponden con las de las funciones circulares. 

GRAFICACION Y SUS APLICACIONES 

A continuacion, estudiaremos algunos conceptos geometricos que resultan utiles para 
bosquejar gnificas de funciones, lo cual a su vez puede usarse, entre otras cosas, para "leer" 
informacion de Ia funcion graficada, o para interpretar Ia solucion de ecuaciones y 
desigualdades en una variable. 

Traslaciones 

A. Grtiflca de y = f(x) ± k, k > 0 

Sabemos que los puntos A= (a, b) y B = (a,b ± k) estan situados sobre una recta paralela 

al eje de ordenadas y separados una distancia k, estando B por encima o por debajo de A, 
seg(ln si el signo es "+" o "-". , {. 

De esta manera, la gratica de y = f(x) + k se obtiene desplazando la grafica de y = f(x) k 
unidades hacia arriba o hacia abajo, dependiendo del signo mencionado (vease figura A1). 
Por ejemplo, las gratica de y = sen x, y = sen x + 1/2 y y = sen x -1 se muestran en la 

figura A2. 

"I 
j 

Fig. A I Traslaci6n "vertical" Fig. A2 Traslaciones verticales dey = sen x 



Anexo B. Funciones reales A7 · 

B. Grajica de y = f(x ±h), h > 0 :\_ 

Consideraciones similares a las mencionadas para Ia traslaci6n vertical pueden hacerse en 
este caso. Tenemos ahora que la gnifica de y = f(x ±h) se obtiene desplazando la gratica 
de y = f(x) hacia Ia izquierda o Ia derecha, segful si el signo es "+" o "-" (vease figura 

A3). En Ia figura A4 se muestran las grcificas de y = (x + 2) 2 y y = (x- 3)2 como 

traslaciones horizontales de Ia gnifica de y = x2
• ., r· r . 

Fig, A3 Traslaciones horizontales 

Retlexiones i 
_.,.j -_,__ .... ~ ~~"-~.:~-!'1ft~~ 

C. Grajica dey=- f(x) 

-4 4 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

y ~ (x-3)2 

I 

Fig. A4 Traslaciones horizontales dey = x2 

. -r. --:-· T . 

( 
Los puntos (x,y) y (x,-y) son simetricos respecto del eje X de manera que Ia gnifica de 
y =-f(x) se obtiene mediante la reflexi6n de lade y = f(x) respecto del eje X (vease 
figura AS). 

f(x) 

- f(x) 

f 

* I 

-------------~ 
_/ -1 

Fig. A5 Graticas defy -f Fig. A6 Reflexi6n dey= senx 

Las gnificas de y = senx y y = -sen x, para x e [-n, n], se muestran en Ia figura A6. 

D. Grajica dey= f(-x) 

Por otra parte, los puntos (x,y) y (-x,y) son simetricos respecto del eje Y; asi que Ia 
grcifica de y = f( -x) se obtiene reflejando la de y = f(x) respecto del eje Y. (ver figura 
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A7). Por ejemplo, las graficas de y=x2 -4x+2, x e[1,4] y de y=f(-x)=x2 +4x+2, 

x e [-4,-1] se muestran en la figura A8. N6tese que la reflexi6n del intervalo [1,4] respecto 

del eje Yes [-4,-1]. 

------ .. 
I' 

\ 

' 

1 

_, \ -3 -:z -1 1 :z 

y=f(~\J -1 

-:z 

Fig. A7 Graficas de y = f(x) y de y = f(-x) Fig. AS Graficas de y = f(x) y de y = f(-x) 

para f(x) = x2 -4x+2 
' t 

E. Grtijica de y =l f(x) I 
Considerando que I xI= x si x ~ 0 y I xI= -x si x < 0, tenemos entonces que 

I f(x) I= f(x) si f(x) ~ 0 y I f(x) I=-f(x) si f(x) < 0, 

asi que la grafica de y 9 f(x) I se puede obtener de lade y = f(x) , reflejando, respecto del 

eje X, la parte en la que f(x) < 0, es decir, reflejando Unicamente las partes de la grafica 

que se encuentran por debajo del eje X. Por ejemplo, la grafica de y =1 x 1 se obtiene 

reflejando las partes de la grafica de y = x (funci6n identica) en las que x < 0 (ver figura 

A9). 

./ 

y= nx 
' ' 'y ' ~ /\ ' ' 

' ' l 
-l I 

' 
I 

' I y = ln(x-1) 
' ' I I I 

' I 
-2 :, 

I 

-3 ~ 

Fig. A9 Grafica de y =I xI Fig. AI 0 Grafica de y =lln(x -I) I 
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AmUogamente, si se desea trazar la gnifica de y=lln(x-1)1, se puede trazar primero la 
gratica de y = ln x, despues trasladarla a la derecha una unidad, obteniendo por lo tanto la 
gratica de y = ln(x -1) y, finalmente, reflejar en esta ultima, respecto del eje X, la parte en 

la que ln(x -1) < 0 es decir, la que corresponde al intervalo (1,2) (ver figura AlO). 

F. Grafica de Ia funcion inversa 

Recuerdese que, si f es una funci6n inyectiva, su inversa t• se obtiene intercambiando los 
elementos de cada par ordenado de f. Por otra parte, como los puntos ( x, y) y (y, x) son 

simetricos respecto de la grafica de I --funci6n identica, y = x-, entonces las graticas de 
f y t• seran simetricas respecto de la gnifica de I (ver figura All). 

/ 

' . / 

(a,b)-.., ,·' 
,,." ':. 

/' 

/' 
/' 

/' 

, 
/ 

/ 

I 

/' ' , ' -
, 

, , , 

,,'' (b, a)-~ 
/ 

Fig. A II graficas de f y de f • Fig. Al2 graficas de f y f• con 

f(x) = x2 -I 

f* 

Por ejemplo, si f={(x,y)ly=x 2 -1, xe[0,3]}, entonces f es creciente -y, por lo tanto, 

inyectiva-, asi que su rango es R1 = [/(0),[(3)] = [-1, 8] = D1 •. Ahora, despejando x se 

obtiene x = ±~ y + 1, en donde debe elegirse el signo adecuado para que, por ejemplo, 

( -1, 0) y (8, 3) sean elementos de f*. 

Puede observarse que el signo es +,de manera que f* = {(x,y) I y = -Jx + 1, x e [-1, 9]}. 

Las graficas defy t• se muestran en la figura Al2. Observese, ademas, que para cada 

X E (-1, 8], 

[f 0 r•l X) = f [t (X)] = f ( -J X + 1 ) = ( -J X + 1 ) 2 -1 = X + 1 -1 = X , 

y, para cada x e [0,3], 

[r• 0 f~x) = r•[t(x)] = r•(x2 -1) = ~(x2 -1) + 1 = N =X 
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Recuerdese que, en general, noes cierto que .[;2 = x (ver anexo A). 

Funciones pares e impares y funciones periodicas 

F unciones pares e impares , , j , " 
Considerando la familia de funciones definida por y = l(x) = x", n eN, tenemos que, 

para n par, 1(-x) = (-xY = x\ asi que Ia gnifica delresulta simetrica respecto del eje Y, 
en cambio, para n impar I( -x) = ( -xY = -x" =-l(x), y la gnifica de I resulta, ahora, 
simetrica respecto del origen (ver figuras A13 y A14). 

n=2 

Fig. A 13 Graticas de y = x" con n par Fig. A 14 Graticas dey = x" con n impar 

Lo anterior sugiere la siguiente definicion: i 

Una funci6nles par si, para todax en el dominio de la funci6n, se tiene que I( -x) = l(x), 
en cambio, I es impar si, para toda x en el dominio de la funci6n, I (-x) = -I ( x) . Es claro 
que sil es par, entonces su gnifica es simetrica respecto del eje Y, mientras que si I es 
impar, entonces su grafica es simetrica respecto del origen. 

! I 
Fig. A15 Gratica de y = ~ + 1, x e< -2, 1] y su extensi6n peri6dica 

Funciones peritJdicas 1 
Una funci6n real I es periOdica, co perfodo p si 

ll(x) = l(x+np), neE, x e Dr I 
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Ahora bien, una funci6n f, defmida en un intervalo A de longitud p, puede extenderse 
periodicamente mediante f ( x + p) = f ( x). Por ejemplo, la funci6n definida por 

f(x) = x 2 -1, x e< -2, 1], puede extenderse peri6dicamente, definiendo f(x + 3) = f(x) 
para toda x real (ver figura A15). 

Funciones reales, ecuaciones y desigualdades 

Sean f y g dos funciones reales, entonces {x e 9l/ f(x) = g(x)} es el conjunto de 
soluciones reales de la ecuaci6n f(x) = g(x), y, por lo tanto, el conjunto de las abscisas de 
los puntos de intersecci6n de las graticas de f y g. Por otra parte, si las ecuaciones 
f(x) = g(x) y F(x) = G(x) son equivalentes, entonces 

{x e 9l/ f(x) = g(x)} = {x e 9l/ F(x) = G(x)} 

Por ejemplo, las ecuaciones x 2 
- 2x = 2- x y x 2 

- x- 2 = 0 son equivalentes, de manera 

que los puntos de intersecci6n de las graticas de y = x2 
- 2x y y = 2- x , y de las gnificas 

de y =x2
- x- 2 y y = 0, tienen las mismas abscisas (ver figura A16). 

/ 
F(x) = x2 -x-2 

y = f(x) = x2 
- 2x 

y = g(x) = 2-x 

G(x) =0 

Fig. Al6 las ecuaciones f(x) = g(x) y F(x) = G(x) son equivalentes 

Por otra parte, sup6ngase que f y g tienen como graticas las mostradas en la figura A 17. 
Se puede observar, entonces, que el conjunto soluci6n de f(x) = g(x) es {a,b,c} mientras 

que el de f(x) > g(x) es (-oo,a)u(b,c) y el de f(x) S g(x) es [~,b]u[c,7 >. 
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Fig. A 17 Lectura de Ia soluci6n de una desigualdad 

Por ejemplo, si se desea resolver Ia desigualdad: i 

.J 4 - x2 = lx + II, 
entonces, considerando las funciones f ( x) = .J 4- x2 y g( x) = x + 1, y trazando las graficas 
de f,g y -g (ver figura Al8), tenemos que el conjunto soluci6n de Ia desigualdad dada es 
[-2,a] u[b,2]. 

-g 

,, 
/ ' 

/ ' 
/ ' 

/ ' 
/ ' 

/ ' 
/ ' 

/ ' / -1 

Fig. Al8 

b 1 2 

Ahora bien, a= {x e 9t 1-g(x) = f(x)} = {x e 9tl-(x + 1) = -J4- x 2 
} , de manera que, para 

calcular a debeni resolverse Ia ecuaci6n )4- x 2 = -(x + 1). I 
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Sin embargo, al resolverla se obtiene, ademas del valor de a, el de b , lo cual se debe a que 
el procedimiento de soluci6n de una ecuaci6n con un radical, involucra un paso en el que se 
deben elevar a1 cuadrado ambos miembros de la ecuaci6n, asi que la ecuaci6n 

-(x + 1) = ~ 4- x2 se resuelve de la misma manera que la ecuaci6n (x + 1) = ~4- x2 
• 

De esta manera, a1 elevar a1 cuadrado se obtiene 

2 2 -1+J7 
(x+1) =4-x conraices 2 

Observando Ia gnifica, puede afirmarse; entonces, que 

a = ( -1 - .J7) I 2 = -1.82 y b = ( -1 + .J7) I 2 :: 0. 82 , 

de manera que Ia soluci6n buscada es: 

[ -1- .J7] [1 + -J7 ] [ ] [ ] -2, 
2 

U 
2 

,2 :: -2,-1.82 u L0.82,2 
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Calculo de derivadas 
(Teoremas) 

Funciones algebraicas: teoremas basicos 

a) Funcion constante 

Teorema 1 

;'f. 

Es decir, Ia derivada de una funcion constante es cero. Este resultado es obvio, ya que 
no importa cwil sea el valor del incremento de Ia variable, Ia funci6n ( constante) no 
cambia su valor, de manera que el correspondiente incremento (y por lo tanto Ia raz6n 
de cambio) sera siempre cero. 

b) Funcion lineal 

Teorema2 

Es decir, Ia derivada de todafuncion lineales constante, y su valor es el coejiciente del 
termino lineal ( o sea, Ia pendiente de Ia recta). 

d(ax+b) a(x+dx)+b-(ax+b) a dx 
---'--...:.... = =--=a 

dx dx dx 
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c) Derivada de una potencia 

Teorema 3 

Prueba: ver pagina 94. 

d) Derivada de una suma 

ld(x") •-' --=nx 
dx ' 

I 
. ' ; 

Teorema4 ID (f +g) = D I+ D gl 

Demostraci6n: 

A 15 

Sean u = f(x) y v = g(x), si h es un incremento infinitesimal de Ia variable, entonces 

rp'(x) = (f + g)(x +h)- (f + g)(x) = 
h 

f(x +h)+ g(x +h)- f(x)- g(x) 
= = 

h 

f(x+ h)- f(x) g(x+h)- g(x) f'( ) '( ) Df D = + = X +g X = + g 
h h 

e) Derivada de un producto I 
Teorema 5 lD(f ·g)= f ·Dg+g·Dfl 

Demostraci6n: ver paginas 94 y 95. 

f) Derivada de una constante y una funci6n 

Corolario (del teorema 5) D ( c ·f) = c · D f 

Demostraci6n: D ( c ·f) = c · D f +I· D c 

=c·Df+f·O=c·Df+O 

=c·Df _j 

i 

g) Derivada de un cociente 

Teorema6 n( f) = =-g-· D...;....if_--==-f-·_D=-g 
g g2 

{Teorema 5) 

(Teorema 1) 

- I 
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Demostracion: 

Sea (J = f , entonces f = + · g, asi que, por el teorema 5, 
g 

f'(x) = +(x) · g'(x) + g(x) ·+'(x) 

Despejando (J' de esta ultima igualdad, tenemos que 

··~· 

f(x) 
f'(x)-+(x) · g'(x) f'(x)- g(x) · g'(x) 

cj>'(x)= =--~~-
g(x) g(x) 

g(x) · f'(x)- f(x) · g'(x) 
= 

[g(x))2 

Funciones trigonometricas directas 

Teorema 8 lDx senx = cosxl 

Prueba: verpagina 101 del texto. 

Teorema9 

Prueba: 

d( cos x) cos(x + dx)- cosx cos x · cosdx- senx · sendx- cosx = = = 
dx dx dx 

i 

Anexos 

cosx · (cosdx -1)- senx · sendx cosdx -1 sendx = = cosx - senx--

Teorema 10 

Prueba: 

dx dx dx 

= cosx·O-senx·1 = -senx 

senx cosx · Dx senx - senx · Dx cosx 
Dx tanx = Dx --= 2 = 

COSX COS X 

cosx · cosx- senx · (- senx) 
= = 

cos2 x 
= 

. I 



r-

1 

Anexo C. Teoremas para el calculo de derivadas 

1 = 2 = sec2 x 
COS X 

\ .. 
Con base en los teoremas probados se muestran los tres restantes: 

Teorema 11 lnx cotx =- csc2 xl 
bn 

Teorema 12 IDx secx = secx ·tanxl 

Teorema 13 IDx cscx = -cscx·cotxl 

Funciones trigonometricas invenas 

Teorema 14 

y = s:enxf"\ 

·l . 

1 I 
DwflTC sen w =~ 

.Y1-w2 

I 

. I J. 

......... -1 

Fig. Al9 

A 17 

{' . \ 
y = senx 

Prueba: Para definir Ia inversa de Ia funci6n seno, su dominio debe restringirse a alguno en 
el que Ia funci6n sea creciente o decreciente. Asi pues (ver figura A19), si 

y=f(x)=senx, xe[-7t/2,7t/2], 

entoncesfes inyectiva, y, por lo tanto, tiene inversa. Siendo g esa funci6n inversa, tenemos 
que 

X= g(y) =arc seny 
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Por lo tanto, 
! 1 1 

D arc seny = g'(y) = --= --= 
Y f'(x) cosx 

1 1 

= ~1- sen2 x = ~1- y 2 

Es decir: 

De igual manera se definen las funciones inversas para las otras funciones trigonometricas 
(o circulares), para las cuales se obtiene: 

Teorema 15 

1 
Teorema 16 Dwarc tan w = 2 1+w 

1 
Teorema 17 Dwarc cot w = - 2 l+w 

Teorema 18 

l 

Teorema 19 

Funciones exponenciales y logaritmicas 

Teorema 20 

Prueba 

1! 1! 
- - ~ arc cosw ~ -

2 2 

1t 7t 
-2~ arctanw~2 

0 ~ arccotw ~ 7t 

0 < arcsecw < 7t, 

7t 
arcsecw::~: 2 

7t 7t -2 < arccscw < 2, 
arccscw::F-0 

Consideremos primeramente la funci6n exponencial en cualquier base, esto es, 

a> o, 
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Siendo h infinitesimal, Ia derivada seni 

es decir, 

f(x+h)-f(x) cr+h_tr axah-tr X ~-1 
= = =a ·--

h I h • h h' 
I 1 
l'-

; h 

/
'( ) _ x a -1 x -a--

En particular, si x = 0 , tenemos que 
h j .• -, 

ah 1 ah -I 
f'(O)=a0 · - = 

h h 
I 

A 19 

(Al) 

Ahora bien, esta ultima expresi6n corresponde al valor de Ia pendiente de Ia tangente a Ia 
gratica de fen x = 0, y sabemos que, para a = 1, ese valor es 0 (Ia funci6n es constante ). Si 
suponemos que Ia pendiente varia continuamente, tendremos que, si a es "ligeramente" 
mayor que 1, Ia pendiente dada por (Al) es "pequefia", pero positiva (ver figura A20a). 

Fig. A20a Fig. A20b 

Por otra parte, si Ia base es "grande", entonces Ia tangente es "casi vertical" (ver figura 
A20b), de manera que Ia pendiente es "grande". Podemos suponer, incluso, que si a es 
infinitamente grande, Ia pendiente de Ia tangente a Ia gratica de J, en x = 0 , tambien lo es. 

Entonces Ia continuidad de Ia pendiente nos permite suponer (por el teorema del valor 
intermedio) Ia existencia de alg\ln valor de a para el cual Ia pendiente valga cualquier 
cantidad positiva dada, particularmente 1. Definiendo como e el valor de Ia base para el 
cual esa pendiente es 1, se obtiene 

h 
f(x)=ex, f'(O)=e -

1
=1 

h 
f'(x) =ex 

Por lo tanto, 
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Teorema21 

Prueba: 

Sea y = f(x) =eX' X e 91, entonces,fes inyectiva (es creciente), y su inversa es <'' o""f 

X= g{y) = lny, 
asi que, 

1 1 1 
D lny=g'(y)=--=-=-

y f'(x) ex Y 
Es decir: 

U sando el teorema del cambio de base de un logaritmo, el corolario 1 ( despues del teorema 
8.5), y el resultado anterior, 

Es decir: 

C3 

lnx 1 1 
D log x=D -=-·D lnx=--

x a xlna Ina x xlna 

1 
Dw log0 w = -

1
-

w na 

Por ultimo, recurriendo nuevamente a Ia derivada de Ia funci6n inversa, y a este resultado, 
tenemos que, siendo y = f(x) = log0 x, x e< O,oo >, entonces, f es inyectiva (es 

creciente para a > 1 y decreciente para 0 < a <1 ), y su inversa es · " ~ 

X= g(y) = aY 

asi que 
i 1 1 

D aY = g'(y) = -- = -- = xlna = aYina 
Y f'(x) 1 

xlna 

o bien: 

C4 .. ;.. 

l'·. 

1-

";-; 
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Funciones hiperb61icas I I 

La obtenci6n de Ia derivada para estas funciones es mas simple, ya que estas se definen en 
terminos de Ia funci6n exponencial, de manera que s6lo hay que aplicar Cl y Ia reg/a de Ia 
cadena. Asi, por ejemplo, 1 · 1 

ex -e-x ex +e-x 
Dx senh x = Dx 

2 
= --

2
-- = cosh x 

Es decir: 

Dl IDx senh x =cosh xl 
De manera analoga se demuestra que: 1 

-·· -·I·· 

D2 

D3 

D4 

D5 

D6 

IDx cosh x = senh xl 

· ' lnx tanh x = sech2xl 
lnx cothx =-csch2xl 

IDx sech x = -sech xtanh xl 
IDx csch x = -csch xcoth xl 

1 

Por lo general, las funciones a derivar aparecen compuestas, por lo que debe aplicarse Ia 
regia de Ia cadena. A continuaci6n se da una tabla con las formulas de derivaci6n para las 
funciones trascendentes. 

Resumen de formulas 
1

de derivaci6n {tl.mciones trascendentes) 

•·. ·' du 
AI D senu = cosu-

X dx 

i du 
A2 Dxcosu = -senu-

dx 
. ' 

2 du 
'4 

~-\ ' . ~ 
A3 Dxfanu =sec u dx 

i I 2 du 
A4 D cotu =-esc u-

X dx ; 

du 
A5 D secu = secu·tanu-

X dx 

A6 
I I du 
Dxcscu = -cscu·cotu dx 
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Bl 

B2 

B3 

B4 

BS 

B6 

Cl 

C2 

C3 

C4 

Dl 

D2 

D3 

D4 

D5 

D6 

1 

I du 

..JI- u2 dx 

1 du 
Darctanu=---

x 1+u2 dx 

J arc cot u = __ I_ du 
x 1+u2 dx 

I 

' I du 
Dxarcsecu = ,.......,..---;-

uvu2 -1 dx 

D 
II II du e =e-

X dx 

I I du 
D lnu=--

x u dx 

I du 

u~dx 

1 du 
D log u=---

x a ulna dx 

I . I du 
Dx senh u = cosh u -

dx 
I I du 
Dxcosh u = senh u

dx 

du 
Dxtanh u = sech2u

dx 

I I du 
D coth u = -csch2u-

X dx 
I 

du 
Dx sech u = -sech u tanh u dx 

I I du 
Dx csch u = -csch u coth u dx 

Anexos 

i 
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Series de potencias: funciones 
trascendentes 

En este anexo se muestra como pueden obtenerse los desarrollos en serie de potencias para 
las principales funciones trascendentes. En buena medida, los procedimientos aqui 
expuestos se deben al matematico Leonard Euler, quien los publico en su Introductio in 
Analysis Infinitorum, en 1748. 

I 
Funciones exponencial y logarftmica 

Para Ia funcion exponencial, veanse las paginas 107 y 108. Ahora bien, si w = p es un 
infinitesimal, y asumiendo que la funcion exponencial es continua, tendremos entonces que 

Si ademas N es un nfunero infinitamente grande, tal que N p = x , con x finito, entonces 

. aNP = ax = 1 + y I . 

Usando ahora algunas propiedades de exponentes y estas Ultimas ecuaciones, tenemos: 

(l+y)liN =aNPIN =aP =l+kft 

kP= (1+y)IfN -1 

Aplicando la definicion de logaritmo ala ecuacion (A2), resulta: 

log0 (1 + y) = ,.;) = ~ (kp) = ~~(! +y)i!N -1] '; 

(A2) 

' . t 
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Si desarrollamos el binomio, considerando que -1 < y < 1, tenemos: 

log (1+ y) = N[(1+ 1 y+ t(¥)y2 + t(¥X¥)y3 +···) -1] 0 k 1 2! 3! ' 
I 

y como N es infinitamente grande, tenemos que 

1- N = _
1 

1-2N = _
2 

1-3N 
N ' N ' N = - 3 ' etc., 

de manera que ·-· 
(A3) 

de donde, si a= e, entonces, k = 1, y }; 

(A4) 

Observese que los desarrollos en serie dados por (A3) y (A4) se obtuvieron suponiendo que 

I y I < 1, de manera que el intervalo de convergencia de tales series es < -1, 1 > . 

Funciones trigonometricas 

Recuerdese que si i es Ia unidad imaginaria, entonces 
o."-' ··- """" ~r.:..~~l"--!1"''#!\ ; .'" """~r,.:_~ 

(a+ib)(c+id) = ac-bdli(bc+ad), . . . . 

y si tomamos en cuenta algunas identidades trigonometricas como: 

entonces, 

cos( A+ B)= cosA cosB- sen A senB 

sen(A +B)= senAcosB + cosAcosB, 

'f ' ·<1 .. ;: 
I 

(cosz + isenz)(cosy+ iseny) = coszcosy- senzseny+ i(coszseny+ senzcosy) , 

(cosz+ isenz)(cosy+ iseny) = cos(z+ y) + isen (y+ z) 

Y de manera analoga, 

(cosz-isenz)(cosy-iseny) = cos(z+ y)-isen (y+z) 
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Si en estas Ultimas ecuaciones hacemos z = y se obtiene: 

( cosz + i senz )2 = cos2z + i sen2z 

y ( cosz - i senz )2 = cos2z - i sen2z 110, , ,,~ . 

De Ia misma forma, podemos obtener que 
I 

y 

lo que nos lleva a inferir que 

y 

(cosz+isenz)3 = cos3z+isen3z 

(cosz- isenz)3 = cos3z- isen3z, 

I 
( cosz + i senz )" = cosnz + i sennz 

(cosz-isenz)" = cosnz-isennz 

A25 

ldentidades que pueden probarse por inducci6n matematica. Sumando y restando estas 
Ultimas ecuaciones se obtiene: 

1 I ] cosnz = 
2 

[ ( cosz + i senz )" + ( cosz - i senz )" 
j .. 

y sennz = ;i [ ( cosz + i senz )" - ( cosz - i senz )"] 

Si z es infinitesimal, entonces, sen z ~ z y cos z = 1 . ~i ademas n es infinitamente grande, 
de manera que nz = x n sea fmito, entonces tenemos que 

' :;>. 
cosx = ~ [ (1 + iz )" + (1 - iz )"] 

y senx = ;i [ (1 + iz)"- (1- iz)"] 

Desarrollando los binomios, obtenemos: . ~ 

y 

es decir, 

n2? n4z4 n6z6 
cosx = 1---+-----+ ... 

2! 4! 6! 

n3 z3 n5 z5 n 7 z 7 
senx=nz---+-----+ ... 

3! 5! 7! 

x2 x4 x6 
cosx = 1--+---+ ... 

2! 4! 6! 

(A5) 

(A6) 

(A7) 
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y 

--T 

x3 x5 x1 
senx = x--+---+ · · · 

3! 5! 7! 

Por otra parte, las ecuaciones (A5) y (A6) pueden escribirse en la forma 

y 

Si recunimos ala ecuaci6n (4.5), estas ultimas ecliaciones quedan: 

< 

1 ( . . ) cosx = 
2 

ea + e-a 

y senx = ;i ( eix - e -ix) 

De donde, al sumar y restar, obtenemos finalmente, I 

I eix = cosx + i senx I 

y 

~ Anexos 

(A8) 

(A9) 

(AlO) 

(All) 

(A12) 

Las cuales son conocidas como ecuaciones de Euler, que relacionan las funciones 
exponenciales (con argumento complejo) con las trigonometricas. 

Funciones hiperbolicas 
"I 
' 

El desarrollo de estas funciones es muy simple, ya que esta.n definidas en terminos de 
exponenciales. Asi pues, a partir de las definiciones y del desarrollo dado por la ecuaci6n 
(4.4), tenemos: 

?-~X J' . senhx = '. 2 . . ' 

= _!_[(l+x+ x2 + x3 + x4 + .. ·J -(l~x+x~- x3 + x4 - .. ·J] 
2 21 3! 4! I 21 3! 4! 
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Amilogamente, a partir de: 

obtenemos: 

x3 xs 
senhx = x+-+-+··· 

3! 5! 

I ex +e-x 
coshx=---

2 I 

x2 x4 
coshx = 1+-+-+ ... 

2! 4! 

A27 

(A13) 

(A14) 
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Serie de Taylor y valores extremos 
I 

Como puede observarse en el texto, el criterio de Ia segunda derivada no es concluyente 
para el caso en que Ia segunda derivada de Ia funci6n se anule en el nfunero critico. Vamos 
a obtener a continuaci6n, mediante el desarrollo en serie de Taylor de Ia funci6n, alrededor 
del punto critico, un criterio que nos permite identificar Ia naturaleza de un punto critico, 
aun en tal caso. 

Consideremos, entonces, el desarrollo en seri~ deTay~or defalrededor de a, dado por 

f(a +h)= f(a) + f'(a)
1

h + f"(a) h2 + f"'(a) h3 + · · · + t<k>(a) hk + · · · (Al5) 
2 3! k! 

I 
Recordemos ahora que, si Ia funci6n es analitica en a, su comportamiento alrededor de x = 
a esta determinado por su comportamiento en una vecindad infinitamente pequefia de a, es 
decir, por su comportamiento en el punto, por lo tanto, si deseamos determinar Ia naturaleza 
de un punto critico (maximo, minimo o punto de inflexion), basta con conocer el 
comportamiento de Ia funci6n en una vecindad infmitamente pequefia del nfunero critico. 
Para ello sera suficiente comparar el valor de Ia funci6n en el punto critico con su valor en 
puntos infinitamente pr6ximos situados tanto a Ia izquierda como a Ia derecha de tal 
nfunero. 

Si escribimos (A15) en Ia forma: . 
I 

f(a +h)- f(a) = f'(a)h + f"(a) h2 + f"'(a) h3 + · · · + t<k>(a) hk + · · · , (Al6) 
2 3! k! 

y si consideramos, ademas, que a es un nfunero critico defpara el cualf(a) = 0, entonces, 
esta ecuaci6n queda: 
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f•(a) f"'(a) f(k)(a) 
f(a+h)- f(a)=--h 2 + h3 +···+ hk +··· 

2 3! k! 
(A17) 

! I . 
A partir de Ia cual, observamos que el signo del lado derecho, y por tanto del izquierdo 
tambien, esta dado por el del primer termino no nulo de Ia serie (propiedad lagrangiana), 
entonces: 

I I 
a) Si f"(a) ::J:. 0, entonces el signo de Ia serie es el del termino t•(a)h2 /2, asi que, 

al) Si t•(a)>O, entoncesftiene un minimo J x=a, ya que f(a+h)-f(a) es 

positivo, por lo que f(a +h) se encuentra por encima de f(a) en ambos lados del 

punto (ver figura A2la). 

a2) Si f"(a)< 0, entonces f tiene un maximo en x =a, ya que f(a +h)- f(a) es 

negativo, por lo que f(a +h) se encuentra por debajo de f(a) en ambos lados del 
punto (ver figura A2lb). 

Observese que lo anterior equivale al criteria de Ia segunda derivada. 

f(a +h) ____ _ 
f(a) --------

a a+h 

Fig. A2la 

I 

f(a) 

f(a +h) 

a a+h 

Fig. A2lb 

b) Si f"(a) = 0, pero f"'(a) ::J:. 0 , entonces, el signo de Ia serie esta dado por el del 

termino f"'(a)h 3 I 3!, el cual es positivo o negativo, dependiendo del signo de f"'(a) 
(que es independiente de h) y del signo de h, es decir, dependiendo de si estamos ala 
izquierda o a la derecha del punto, asi que en este caso la funci6n tiene un punta de 

r: inflexion. Ver figuras A22a y A22b. 

c) Si fu>(a) = 0 para j < k, y t<k> (a) ::J:. 0, siendo k un nfunero par, entonces, 

cl) Si t<k> (a)> 0, entoncesftiene un minima en x =a. 

c2) Si t<k> (a) < 0, entonces ftiene un maximo en x = a . 
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d) Si JU>(a) = 0 para j < k, y J<k>(a)::;; 0, siendo k impar, entoncesftiene unpunto de 

inflexion en x = a . t , .. 

!( i 

a-----------------------------
-------------- ::,:o--=---_,..- I f(a) ------------------------~---

1 
I 
I 
I 
I I 

------------------------:-----:----

a+h a a+h 
h<O h>O 

I I 
I I 
I I 
I I 

a+h 
h<O 

Fig. A22a Fig. A22b 

Por ejemplo, considerese la funci6n definida por: 

tenemos entonces que 

f(x) = x5 -10x4 + 40x3
- 80x2 +SOx- 32 

(observese que f(x) = (x- 2)5
), 

I I 
f'(x) = 5x4

- 40x3 + 120x2 -160x + 80 

= 5(x4
- 8x3 + 24x2

- 32x + 16) 

(a) 

(b) 

Al igualar a cero la expresi6n entre parentesis y aplicando el teorema correspondiente a las 
raices racionales de un polinomio, puede obtenerse, por division sintetica, que una de las 
raices es 2, por lo que f' puede escribirse en la forma: 

f'(x) = S(x- 2)(x3 
- 6x2 + 12x- 8) , 

de manera que 2 es un nfunero critico de f 
Ahora, derivando (b) resulta 

. I 
f"(x) = 20x3 -120x2 + 240x -160 = 20(x3

- 6x2 + 12x- 8), 

de donde obtenemos facilmente que /"(2) = 0. 

Ademas, 
I 

f"'(x) = 60x2 
- 240x + 240 = 60(x2 

- 4x + 4) = 60(x- 2)2
, 

asi que J•(2) = 0, 
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f;v (x) = 120x- 240 = 120(x- 2), /iv(2) = 0, 

y finalmente fv (x) = 120 > 0 para toda x, de manera que f tiene un punto de inflexi6n en 
x = 2 . Con la informaci6n asi obtenida, podemos trazar la grafica de la funci6n dada, la 
cual se muestra en la figura A23. 

I 
. I 

I. 

\.' 
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F 

I I 

Tabla de integrales elementales 
F'ormas basicas j 

Judv = uv- Jvdu Jsec2 udu = tanu + C Jcscudu = Inlcscu -cotul +C 

Jundu = - 1-un+l +C, Jcsc2 udu = -cotu + C J du -1 u c· =sen -+ 
n+1 

'1 
-Ja2 -u2 a 

(n:;t-1) 

Jdu Jsecutanudu = secu +C J du = _!_tan -I ~ + C -=lnlui+C 
u I a2 +u 2 a a 

Je"du = e" +C Jcscucotudu = -cscu + C J du 1 -1 u c 
i u-Ju 2 -a 2 

=-sec -+ 
a a 

Ja"du = -
1
-a" +C 

Ina 
Jtanudu = Inlsecul + C 

I J du =-1 lnlu+ai+C 
a 2 -u2 2a u-a 

Jsenudu = -cosu + C Jcotudu = Inisenul +C 

I 

J du _ 1 ln~u-al C 
I u2 - a2 - 2a u +a + 

Jcosu du = senu + C Jsecudu = Inisecu + tanul + C 

F'ormas que contienen -J a 2 + u 2 

f/a 2 +u2 du = ~)a2 +u2 +a: 1nlu+~a2 +u 2
1 +C Ju2 ~a2 +u2du = j-(a2 +2u2)~a2 +u2 

- ~
4 

lnlu+~a2 +u2 I+C 

I 
• Por economia de espacio se utiliza Ia notaci6n sen -I u en Iugar de arcsen u . 

I 
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Formas que contienen ~ a 2 
- u2 I 

2 

J~a2 -u2 du = '!!_~a 2 -u2 +~sen-1 '!!_+C 
2 2 a 

Formas que contienen ~u2 
- a 2 

I 2 

J~u 2 -a2 du =~~u2 -a2
- a

2 
lnlu+-fu 2 -a2 1+C 

Formas trigonometricas inversas I 

Jarcsenu du = u arcsenu + -/1- u2 + C 

Jarccosu du = u arccosu- ~1- u2 + C 

Formas exponenciales y logaritmicas I 
1 I 

Jueaudu = -
2 

(au -I)eau +C 
I a I 

Jmudu =ulnu-u+C 

Formas hiperbolicas 

A33 

Jsenhudu = coshu +C Jcoshudu = senhu +C Jtanhudu = lncoshu +C 

Jcothudu = Inlsenhul + C Jsechudu = tan-'lsenhul + C Jcschudu = lnftanhtuf +C 
..J 
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Soluci6n ai problerhas selectos 
I 

En este anexo se dan las respuestas o sugerencias para Ia soluci6n de algunos de los 
problemas propuestos al fmal de cada secci6n del texto. Para algunas de las secciones no se 
da soluci6n a ninguno de los problemas, sin embargo, conforme se avance en el curso, se 
utilizara Ia pagina WEB2 para dar soluciones a todos los problemas que presentan alguna 
dificultad especial y para hacer comentarios al respecto de cada uno de los temas del curso. 

UNIDAD I. CONCEPTOS BASICOS 

Seccion 1.1, p. 12 

1. /( -2 +a) es infinitamente grande y negativo si a < 0; e infinitamente grande y 

positivo si a > 0 . I 

/(2 +a) es infmitamente grande y negativo si a < 0; e infinitamente grande y 

positivo si a > 0 . 1 I 

f(N) es un infinitesimal negativo si N < 0; y un infmitesimal positivo si N > 0. 

3. f(a) es infinitamente grande y positivo para cualquier infinitesimal a, sea cual sea su 

signo. 

f(N) es un infinitesimal positivo para cualquier N infinitamente grande, sea cual sea 

su signo. 

'Se dispone de una pag;na en Ia Divisil de M-., L de Ia Facultad de lngenierla de Ia 
Universidad Aut6noma del Estado de Mexico. Si se desea consultar algo al respecto de este libro, se debera 
entrar en la pagina "Arcos". 

I 
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5. f(l +a)= 1 (despreciando infinitesimales), para cualquier infinitesimal a, sea cual sea 

su signo. 
1 

I 
f(N) es un nfunero infinitamente grande, del mismo signo que N. 

6. /(1 +a) es infinitamente grande y positivo si a< 0, e infmitamente grande y negativo 

si a> 0. 

f ( N) = 1/2 ( despreciando infinitesimales ), para cJruquier N infinitamente grande, s~a 
cual sea su signo. 

8. f(a) = J3 (despreciando infinitesimales), para cualquier infinitesimal a, sea cual sea 
su signo. 

I 

f(N) =-fiN (despreciando infinitesimales), asi que f(N) es un nfunero 
infinitamente grande, del mismo signo que N. 

9. Observese que: 

s1 x<O 

si x>O 

de manera que si a es infinitesimal, entonces g(a)es un nfunero infinitamente grande 

del mismo signo que a. 

Por otra parte, tomando en cuenta Ia ecuaci6n anterior, tenemos que si N es 
infinitamente grande, y si despreciamos infinitesimales, entonces g(N) = -1, si N es 

negativo, mientras que g(N) = 1, siNes positivo. 1 

Seccion 2.2, pp. 50-51. 

X 
1. /(x)=

x-1 

·2 

I 
D1 =9f-{1} 

30 

20 

10 

·1 2 

·10 

·20 

·30 

3 4 

.. 

" 
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f_ (1) = -N1 f+ (1) = N2 , con Nt y N2 infinitamente grandes (y positivos), asi 
que Ia gratica de f tiene una asintota en x = 1 . 

2x2 -x-1 
3. w(x)=---

2x+1 

D1 = 9t-{-112} 

El numerador y el denominador se anulan x = -1/2 . Factoriza.ndo tenemos: 

w(x) = 2x
2 
-x-1 = (2x - 1)(x- 1) = x-1 , I excepto para x=-112, asi que Ia 

2x+1 2x+1 
gratica de w es Ia de Ia recta w = x -1 , con un hueco en ( -112, -3/2). 

·3.5 

·• •) ·2 ·1 

·l 

·3.5 ·2 

·3 ·• 
·3.5 

Figura del problema 3 Figura del problema S 

I I 
5. Aplicando Ia definici6n de valor absoluto, tenemos: 

t+ 1 , rl1<0 
h(t) = ~ = -<t+1) ·I ={-1, t<-1 

1, t ~ -1 lt+11 t+1 
-, t+1~0 
t+1 

Por lo tanto Dh = 9t . 

Ademas h_ ( -1) = -1 y h+ ( -1) = 1, asi que Ia gratica de h tiene una discontinuidad 
de salto en t = -1. 

7. s(t)=2t+-J25-t2 

Dll = {t E 9t 125 -t2 ~ 0} = [-5, 5] 

La funci6n s es continua en este conjunto. 
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9. 

. l 

I 

I 
..:~ ! 

Figura del problema 7 

{

_!_ x<1 
G(x) = x' 

x2 -1, x :2:::1 

10 I 

::: \_j 
-~s. "\.5 

\5 
I 

·7 ·\5 
·10 

o.s 2 2.5 

Figura del problema 9 

Da = 9l-{O} 

I 
El cero esta dentro del dominio que corresponde a la "parte izquierda" de la 
funci6n, Ia cual tiene como gnlfica a una hiperbola con una asintota en x = 0 . 

Por otra parte, G_(1) = 111 = 1 y G.(1) = (-1 = 0 :;t: G_(1), asi que la gratica de G 

tiene un sal to en x = 1 . 

11. La funci6n esta deflnida en dos pktes, cada una de las cuales es continua. Ahora, para 
que Ia funci6n f sea continua en todo su dominio, se requiere que f_ (1) = f. (1), es 

decir: 

12 -1=3(1)+c => c=-3 

1.5 

o.s 

·0.1 ... ·2 

·l· 

'-.:..-·-' 

Figura del problj II . j Figura del problema 13 

13. La funci6n esta definida en tres partes, cada una de las cuales es continua. Ahora, para 
que la funci6nf sea continua en todo su dominio, se requiere que f_ ( -2) =f. ( -2) y 

f_ (1) =f. (1), es decir: I f 
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-2=a(-2) 2 +c y a(1) 2 +c=1 

{
4a+c =-2 

a+c =1 
a=-1, c=2 

Seccion 2.3, pp. 65-67. 

2. 

4. 

6. 

8. 

! ! _, 
Asintotas: x = -2, x = 2. 

I ' I 
I ' I 
I I 
\ 2 \__ 

-~-
·2 I I I I 

I _, I 

I ·6 I 

Figura del problema 2 

D =91 s 

Asintotas: y = 0 

I 
Asfntotas: y = 3 

I 

Figura del problema 6 

Asintotas: observese que 

•• ·3 

l-

·1 

·1-

Figura del problema 4 

' ' ' ' ·• 

' ' 
' ' 

Figura del problema 8 

' ' 

Anexos 
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Desarrollando el binomio: 

s(t) = t' [1- ~(4r') + o(r')] = t' -2 + o(r') 

Por lo tanto, para N infinitamente grande: I 

s(N) = N 2 
- 2 + infinitesimal 

i 

Asi que una asintota de la gratica de s es Ia parabola s = 12 
- 2 . 

Finalmente, observese que s es impar, de manera que Ia parabola obtenida es 
asintota solo en Ia "parte derecha", en Ia parte izquierda tendni que ser Ia parabola 
s = -1 2 +2 

10. Dz=9t-{O} 

Asintotas: x = 0 y z = t 

-· ·3 -2 -1 1 2 3 

~\ 
. -I Figura, problema 10 

12. La informacion indica que la gratica de f. 
en la parte izquierda tiene por asintota a Ia recta y = 1 , 

tiene una asintota en x = -1 y una discontinuidad de salto en x = 2 , y 

en Ia parte derecha tiene por asintota a Ia recta y = 0 . 

14. f( -N) = 2, f_ ( -3) es infinitamente grande y negativa,[+(-3) es infinitamente grande y 
positiva, f_ (3) es infinitamente grande y positiva, [+(3) es infinitamente grande y 

positiva y f(N) = 2. j· 

16. f(-N)=N+l, f_(0)=2, /.(0)=0 y f(N)=N-1. 
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18. Minimo: 3(-1) + ! = - ~ 
2 2' 

Minimo: - !(5) + 4 = ~, 
2 2 

20. 

maximo: 3(2) + ! = !_ -
2 2 

maximo: 1_!(-2)+4=5 
2 

Anexos 

22. Minimo: -3, maximo: 1 

24. 

26. 

28. 

No tiene minimo ni maximo 
:"" ... --~ 

Minimo: tan ( -1r I 4) = -1, maximo: tan (1r I 4) = 1 

Minimo:f(b) maximo:f(a) 
I 

30. Definiendo Ia funci6n rp(x) = x2
- .Jx + 2, tenemos que rp es continua en su dominio y 

por lo tanto en el intervalo dado. Ademas, ¢(0) = -.fi < 0 y ¢(2) = 4- -J4 = 2 > 0, asf 

que Ia ecuaci6n rp(x) = 0 --.:y por lo tanto Ia ecuaci6n dada, ya que son equivalentes-
tiene una raiz en el intervalo [0, 2]. 

Para encontrar Ia raiz en el intervalo dado, pod~mos aplicar el metodo de bisecci6n, 
hasta encontrar que, con precision de centesimas, Ia raiz buscada es 1.35. 

32. Si f(x) = x 3
- 2, entonces, f es continua en todos los nfuneros reales. Ademas, 

f(O) = -2 y /(10) = 998. De esta manera, conforme x varia entre 0 y 10, Ia funci6n 
toma todos los valores intermedios entre -2 y 998, en particular 25. 

Secci6n 2.4, p. 77. , _ t 
~x4 +1-.)x2 +1 (1+x4)1'4 -(1+x2)1'2 . . 

2. Sea (J(x) = 
2 

= 
2 

, al desarrollar los bmomtos y 
X X 

simplificar, obtenemos: . I 
1 [ 1 2 4 ] 1 ( 2) rp(x)=~ (1-1)- 2x +o(x) =-2+o x 

asi que lim rp(x) = _ _!_ 
x-+0 2 

4. lim (.)9x2 + 1 - 3x )= 0 
X-+<0 

6. Recuerdese que para w < 0, J;2 =I w I= -w, de esta manera, para x + 1 < 0, tenemos: 

~ --~ --~ __ /_x+1--2-
x+1 - ~(x+1)2 - ~=--;=}- ~ x+l 
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.. , ~x2 + 1 
Por lo tanto, hm = -oo 

X-+-<0 X+ 1 

~ ·!)~ 

8. Si f(x)= 1-~, /(1+w)-1-(1+w)ll3 
1- 4 x - 1- (1 + w) 114 

' 

''t• 

de donde limf(x) = Hmf(w) = i 
X-+1 W-+0 3 

x 3 +o(x2
) 1 
=--

x3 + o(x2
) 8 

10. 
( 

3 22J 3 22. lim x __ x_ =lim -x - x =lim-
x-+oo 2x 2 + 1 4x -1 X-+oo (2x 2 + 1)( 4x -1) X-+oo 8 

·i 

UNIDAD D. CALCULO DIFERENCIAL 

Secci6n 3.3, pp. 107-110 

1. a)-3.141592548 

b) 0.2499968 

c) 8.2123541-

2. 
~ 

p 2p 

.. ' '.··,:;, ~ .. , 1 2 

1.4 2.639015821 

1.41 2.657371622 

1.414 2.66474965 

1.4142 2.6651119088 
"'.:.. .. r ,, 

-a) 2.665144142 I I 

b) La sucesi6n correspondiente a Ia primera columna 
Ia correspondiente a Ia segunda columna converge 

converge a J2 , por lo tanto 
a 2-fi. 

para nfuneros irracionales, es c) Ninguno de los val ores dados por la calculadora, 
exacto, tan s61o son aproximaciones, con el nfun ero de cifras que utiliza Ia 
calculadora. 

'ii 

{ 

' ' 

~ 

, 
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d) 
I 

h g(h) 

0.1 1.903869717 

0.01 1.8864911 

0.001 1.88473662 

0.0001 1.884561 

De acuerdo con esta tabla, el valor aproximado de /'(2) es 1.885. 

5. 

7. 

9. 

a) 2 sen 2x + 8x cos 2x - 4x2 sen 2x 

b) 18e3
x + 5xe3

x + 27x2e3
x 

c) 3 

d) 2 
I 

e) (2n)! x" 

a) 2 

b) 1 

c) 1 I e 

f(a) 
s=--

f'(a) .I 
Para Ia funci6n exponencial, s = 1 . 

Secci6n 4.1, pp.121-122 

5. a) n= 7 

P,(x) 

0.1 

0.01 
I 

0.001 

0.0001 
I 

0.00001 

' ___ -.._ ------

f(x) (calculadora) 

0.099833416 

9.999833284 X 10"3 

9.999998333 X 10-4 

9.999999983 x to-~ 

1 X 10"5 

I_ 

Anexos 

{I,· 
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b) n= 5 
I 

P,.(x) f(x) (calculadora) 

0.1 0.099833416 

0.01 9.999833334 X 10"3 

0.001 9.999983333 X 10"" 

0.0001 9.999999983 X 10"5 

0.00001 1 X 10"5 

c) n=3 I I 
P,(x) f(x) (calculadora) 

f 

0.1 0.0998333333 

0.01 9.999833333 X 10"3 

I 

0.001 9.999983333 X 104 

0.0001 
I 

9.999999983 X 10"5 

0.00001 1 X 10"5 

d) n= 1 I 
! 

P,(x) f(x) (calculadora) 

0.1 0.1 

0.01 0.01 

0.001 0.001 

0.0001 0.0001 

0.00001 0.00001 

Secci6n 4.2, pp. 131-132 

1. a) 0.01025 

b) 0.01032, 0.'70/o 
--+- . ~· .., __ _ 

c) 0.01025, 0 
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A44 Anexos 

Seccion 5.2, pp. 158-159 1 ·l 
1. Sugerencia: Considerese fija Ia longitud del o de tubo y variable el ancho b del 

corredor. Ahora obtenganse Ia ecuaci6n de la curva que describe el extremo libre del 
tubo cuando el extremo fijo se desliza sobre la pared del otro corredor y el tubo 
permanece en contacto con Ia esquina formada entre ambos corredores. 

Finalmente, determinese el maximo de la curva obtenida. El resultado dara la relaci6n 
entre la longitud 1 del tubo y el ancho b del corredor. 

4. a) ( -0.6, -0.8) 

b) (2.6, -3.2) 

Los puntos en cuesti6n son las intersecciones de Ia circunferencia y Ia recta que pasa 
por el punto dado y el centro de Ia circunferencia. 

Seccion 5.5, p. 182. 

3. 0.828427 

Seccion 5.6, p. 186. 

1. a) 0 

b) -1 I 6 

d) In 3 

UNIDAD III. C.ALCULO INTEGRAL 

Seccion 6.1, pp. 196-197. I 

I. ~t!x <) + 2:3 aresen( ~) + c 

2. 

4. 

5. 

(1 +tan w)tan w 

- arcsen(3 - 2z) + c 

![tn1+Jl+i2- Jl+i2]+c 
2 t 12 

_t. 



Anexo G. Soluci6n a problemas selectos 

Seccion 6.2, pp. 208-209 

1. 54 •, '. .~ ;;: .. ~ 

Seccion 6.3, pp. 220-221 

.. ' tr 
1. 

2 

7. 35.6896 

9. 
tr - = 1.5708 
2 

11. tr = 3.1416 

Seccion 7.1, pp. 234-235. 

2. 
3
tr = 1.178 
8 

4. 128tr = 57.446 
7 

6. 3n = 9.4248 

8. 
16

tr = 16.755 
3 

10. _!_(-1 + 10-JiO) = 9.0734 
27 

12. 6a 

I.· 

I 
I 
i . 

A45 
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Fundaci6n ICA es una asociaci6n civil constituida conforme a las !eyes mexicanas 
el 26 de octubre de 1986, como se hace constar en Ia escritura publica numero 
21 127, pasada ante Ia fe del Lie. Eduardo Flores Castro Altamirano, notario 
publico numero 33 del Distrito Federal, inscrita en el Registro Publico de Ia 
Pro pied ad en Ia secci6n de "Personas morales civiles", bajo folio 12 84 7. A fin de 
adecuar a las disposiciones legales vigentes los estatutos sociales, estos fueron 
modificados el 17 de octubre de 1994, como se hace constar en Ia escritura 
publica numero 52 025 pasada ante Ia fe del Lie. Jorge A. Dominguez Martinez, 
notario publico numero 140 del Distrito Federal. 

I 
Fundaci6n ICA es una instituci6n cientifica y tecnol6gica inscrita en el Registro 
Nacional de lnstituciones Cientificas y Tecnol6gicas del Consejo Nacional de 
Ciencia y Tecnologia, con el numero 99/213 del13 de agosto de 1999. 
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