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ol | PRESENTACION

Este es un texto pensado para la ensefianza del calculo, concretamente del primer curso de
calculo para estudiantes de ingenieria. El objetivo principal es ofrecer una presentacion que
le facilite el acceso al conocimiento de las ciencias de la ingenieria.

Si se analizan los textos de calculo de uso comiin en nuestras universidades, se encontrara
que la mayoria estan escritos de manera que puedan ser utilizados por un mayor nimero de
estudiantes, independientemente de la carrera que estudien, de esta manera encontramos
textos que pueden ser utilizados lo mismo por estudiantes de ingenieria, que de quimica o
de fisica.

i : I ) |
Atn en los casos en los que el nombre del texto indica que esta dirigido a estudiantes de
ingenieria, la presentacion de los conceptos es casi la misma que la encontrada en los otros.
De esta manera, no resulta sorprendente que el estudiante resulte confundido cuando al leer
un texto de ciencias de la ingenieria, digamos de termodinamica o electromagnetismo, por
ejemplo, encuentre que las matematicas, y mas precisamente el calculo que se utiliza en
éste, no es muy parecido a aquél que aprendio en el curso correspondiente.

Un aspecto en el que esta situacion es facilmente palpable, es el relativo al uso de las
cantidades infinitesimales, las que son utilizadas con mayor o menor frecuencia en
practicamente todos los textos de ciencias de la ingenieria, mientras que han sido
desechadas en todos los textos de ¢ alculo.

Un analisis detallado de los textos, tanto de ciencias de la ingenieria'como de calculo,
permite afirmar que la manera en la que los conceptos del calculo en los textos escritos para
su ensefianza, no facilita el acceso al conocimiento de los conceptos propios de las ciencias

de la ingenieria. ; ‘ |

Por tal motivo, desde hace aproximadamente tres afios, y como parte de los trabajos del
grupo de investigadores que dirige el Dr. Carlos Imaz, en el Departamento de Matematica
Educativa del Centro de Investigacién y de Estudios Avanzados del Instituto Politécnico
Nacional, se ha venido desarrollando un proyecto cuyo objetivo fundamental es el de
proponer una presentacion del calculo, acorde con las necesidades de los estudiantes de
ingenieria. "

| | |

En este grupo de investigaciéon se ha estado analizando el acercamiento infinitesimalista

como una alternativa para la ensefianza del calculo. La parte de este trabajo que le
corresponde al autor de este texto, es la de proponer una presentacion de los conceptos del
calculo, utilizando el acercamiento infinitesimalista, de manera que esta presentacién
efectivamente facilite al estudiante el acceso al conocimiento de las ciencias de la
ingenieria. El presente libro es el resultado de dicho trabajo.

i
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El texto se presenta en tres capitulos, el primero corresponde a los conceptos basicos;
aritmética infinitesimalista, series de potencias para funciones algebraicas, continuidad y
limite. El segundo contiene los temas de calculo diferencial que usualmente se tratan en los
textos, sin embargo, en la mayoria de los casos se encontrara que la presentacion no se
parece a la usual, lo mismo ocurre con el tercero y ultimo capitulo que corresponde al
calculo integral.

En esta primera‘edicion no se ha incluido ura~gran’ cantidad de ejercicios resueltos, se
espera contar con las sugerencias de profesores y estudiantes para escribir una segunda
edici6n qué resulte bastante rica en ejemplos y ejercicios.

Al final se incluyen dos apéndices, €l primero contiene los temas referentes a las funciones
reales que son utilizados en el texto. En el segundo se incluyen algunos fragmentos de
textos de ciencias de la ingenieria en los que se utilizan conceptos de calculo.

Quicro agradecer finalmente a las siguientes personas: al Dr. Carlos Imaz J.
(CINVESTAVIPN), por su apoyo y por ayudarme a entender las ventajas del acercamiento
infinitesimalista, al Dr. Horacio Ramirez de Alba (F1- UAEM), por la confianza otorgada
para la realizacion de este trabajo, a los ingenieros Amulfo Andrade Delgado y Carios Crail
Corzas (FI-UNAM), asi como al ingeniero Santiago Martinez Hernandez (UI) por sus
valiosas opiniones sobre el texto, con quienes me comprometo a desarrollar un mayor
esfuerzo para que la préxima edicién resulte mas acorde con sus expectativas, al ingeniero
Armando Herrera Barrera (FI-UAEM), quien ha proporcionado valiosas opiniones,
particularmente en lo referente a las aplicaciones del calculo en las ciencias de la
ingenieria, y a los ingenieros Dolores Duran Garcia (FI-UAEM) y Lorenzo Contreras
Gardufio (UAEM), quienes participaron en la elaboracion del segundo apéndice.

Toluca, Méx., junio de 1997
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"~ PROLOGO A LA SEGUNDA EDICION

Desde la publicacién de la primera edicién, !este libro ha sido utilizado por la mayor parte
de los profesores que imparten el primer curso de calculo en la Facultad de Ingenieria de la
Universidad Auténoma del Estado de México (FIUAEM). En él se presentan los conceptos
basicos del calculo: continuidad, limite, derivada e integral, utilizando extensivamente la
terminologia y la aritmética infinitesimalistas.

Lo anterior tuvo lugar luego de que un anilisis de algunos textos de ciencias basicas
~mecanica, electromagnetismo y termodinamica— revelara que tanto el lenguaje como la
aritmética infinitesimalistas son usados con frecuencia en tales textos. De esta manera, si se
piensa en estudiantes de ingenieria, quienes habran de asistir a cursos de ciencias basicas a
continuacion de los de calculo, resulta recomendable ofrecer una presentacion de los
conceptos del calculo utilizando el acercamiento infinitesimalista.

En esta segunda edicion, a la vez que se hicieron un buen nimero de correcciones respecto
de la primera, se han incluido mas ejemplos en el contexto de la fisica, particularmente en
las areas que son comunes en las distintas carreras que ofrece la FIUAEM, esto es,
mecanica, electromagnetismo y termodinamica.

Considerando que algunos de los temas incluidos en la primera edicién, no son
suficientemente importantes en las ciencias basicas, se han quitado del cuerpo del texto e
insertado en anexos al final del libro. Se incluyen ademas otros tres anexos, uno en el que
se dan respuestas a algunos de los problemas propuestos al final de cada seccidn, otro en el
que se dan las referencias bibliograficas, y otro mas en el que se da una pequeifia tabla de
integrales. | |

Debo agradecer nuevamente a todos aquellos que hicieron posible la publicacion de este
libro, quienes son mencionados en la presentacién de la primera versidn. Ademas
agradezco al Ing. Angel Albiter R., director de 1la FIUAEM, a Israel Mora, quien particip6
en la solucion de los problemas que se incluyen en el anexo de esta version, a los profesores
de calculo que hicieron algunas correcciones y, particularmente, a Daury Garcia, asi como
al personal del Departamento Editorial de la UAEM.

Finalmente, invito a todos aquellos que deseen hacer algin comentario, pregunta o
sugerencia al respecto de la presente obra, a que lo hagan a través de la pagina WEB:
dmp.ing.uaemex.mx/arcos (no escribir www al principio), via correo electronico, en la
direccion iag@coatepec.uaemex.mx, o bien, personalmente, en el cubiculo 5 de la Divisién
de Materias Propedéuticas de la FIUAEM.

Ismael Arcos Q.
Toluca, México, septiembre de 1999
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I. CONCEPTOS BASICOS

o - : o

La derivada y la integral son los dos conceptos fundamentales del calculo infinitesimal, a
partir de los cuales se habla de calculo diferencial y de célculo integral. Ademas,
dependiendo del conjunto de funciones con cuyos elementos se trabaje, podemos hablar de
calculo para funciones en una o en varias variables. En este libro estudiaremos el calculo
para funciones en una variable, o célculo elemental, para lo cual se asumira que el lector
conoce las funciones reales en una variable. En cualquier caso, al final del texto se incluye
un apéndice que contiene el minimo material sobre las funciones reales (en una variable).

Por otra parte, ademas del conjunto de funciones, también se requiere establecer un
conjunto numérico de trabajo. Dicho conjunto es el de los nimeros reales, sin embargo, el
calculo infinitesimal, particularmente cuando se aplica al estudio de los fenomenos fisicos,
recurre a nimeros infinitamente pequefios e infinitamente grandes.

1. ARITMETICA INFINITESIMALISTA Y SERIES DE POTENCIAS

1.1 Aritmética infinitesimalista
Numeros grandes y nimeros pequeiios |

Cuando se hacen operaciones aritméticas con numeros reales, utilizando una calculadora,
no siempre se obtienen los resultados con exactitud absoluta. Esto ocurre en particular
cuando se opera con dos cantidades, una de las cuales es muy pequeifia en comparacién con
la otra. Por otro lado, en ingenieria es frecuente “despreciar” una cantidad que, comparada
con otra, es demasiado pequeiia.

Ejemplo 1.1 La variacion de la gravedad en pequeiias distancias puede despreciarse

Cuando se estudia el movimiento de un proyectil sujeto a la accion de la gravedad, se
considera que la magnitud de la fuerza de gravedad es constante, lo cual no es
rigurosamente cierto, ya que la magnitud de tal fuerza de atracciéon de la Tierra sobre el
proyectil varia en relacion inversa con el cuadrado de la distancia de éste al centro de la
Tierra.

|




2 ' L. Conceptos bdsicos

Para cuantificar el tamafio del error cometido al despreciar la variacion de la magnitud de la
fuerza de gravedad, supongamos que el proyectil se lanza desde el suelo y se desplaza,
digamos 5 km, en sentido vertical. Considerando que el radio de la Tierra es de 6.37 mil km
(en el Ecuador es, aproximadamente, 6.374 mil km), y si F) y es la magnitud de la fuerza en
el punto mas bajo de la trayectoria, y F> en el mas alto, entonces, estas magnitudes estin
relacionadas por:

| ' F,(6375)=F, (6.370)?

Por lo tanto .

| 3752
) 7 _ (6375)

# . 4 ) 1

F, =1.00157F,

, Ag *\i " (6.370)2 e i . ,,I

Lo cual quiere decir que la magnitud de la fuerza en el punto mas bajo de la trayectoria,
excede al de la magnitud en el punto més alto, aproximadamente, en un 0.03 %.

Si esa variacién se desprecia, querra decir que se asume que ese error de 0.03 % no resulta
significativo. De hecho, la variacion de la fuerza de gravedad es, en términos generales,
mucho menos significativa que la resistencia del aire, por ejemplo.

En ciencias basicas y de la ingenieria, con frecuencia se hacen suposiciones como las
indicadas, es decir: “despreciando la variacion de la gravedad...” o “despreciando la
resistencia del aire...” Si esto no se hiciera, los modelos matematicos resultantes serian
mucho mas complejos, sin que ello garantizara mejorar, notablemente, el grado de
precision. En el siguiente ejemplo se vera que, en ocasiones, el despreciar una cantidad
respecto de otra, puede no ser una decisién de quien estudia un problema, sino producto de
las limitaciones de los instrumentos de calculo.

Ejemplo 1.2 La masa de la Tierra, ;con gente o sin gente?

(Cudl es la variacion de la masa de la Tierra si cae sobre ella un meteorito de 500 kg de
masa?

|
1

La masa de la Tierra es, aproximadamente, 5.976x10** kg. Si aumentamos la del
meteorito, la masa sera:

M, =5.976x10* + 500 kg

Si tratamos de obtener el resultado con una calculadora, el resultado seré:
M, =5976x10% +500 = 5.976 x10*

Esto ocurre debido a que la precision de la calculadora estd limitada a 10 cifras
significativas (generalmente), presentdndolas de izquierda a derecha. De esta manera,
comenzara con las cuatro cifras 5, 9, 7, 6, y las seis restantes las ocupara con ceros, asi que
el “5” no alcanza a aparecer en la pantalla. Vamos a considerar entonces, una masa mucho
mayor que los 500 kg del meteorito, por ejemplo, la de la gente que habita en la Tierra.

Supongamos que en la Tierra hay 6 000 millones de personas con una masa promedio de 50
kg. La masa de la Tierra “con todo y gente” sera:




1.1 Aritmética infinitesimalista 3

M, =5.976x10™ +6x10° x5x10 =5.976x10™ +3x10"
Haciendo los calculos a mano, obtenemos

| M, =59760000000003x10" kg,

|
de manera que, para retener el “3” que corresponde, en la suma, a la masa de todas las
personas, deberd utilizarse una calculadora con precisién minima de 14 digitos; de otra
manera, el “3” no aparecera, por lo que el resultado dado por una calculadora con menor
precision sera:

[ M;, =5.976x10* +3x10" = 5.976x10*
En otras palabras, con una precisién méxima de 13 digitos, la masa de todas las personas
juntas, es despreciable con respecto a la de la Tierra.

Lo que observamos en el ejemplo anterior es que, para cualquier calculadora y cualquier
cantidad fija a, podemos siempre identificar otra cantidad o suficientemente pequefia, con
respecto a a, tal que, efectuando la suma con esa calculadora, se obtenga:

| - at+a=a
De hecho, también podemos obtener cantidades suficientemente grandes (N), tal que:
a+N=N

Ejemplo 1.3

Usando una calculadora de 10 digitos, si @ = 1, @ =1x10"" y N =1x10", entonces
a+ta=aya+N=N.

Ejemplo 1.4

Vamos a ver, ahora, las implicaciones de los problemas aritméticos antes descritos en una
situacién geométrica. Para ello, analicemos la grafica de la funcion f definida por

| y=f(x)=x+-1—,x>0
| x

Si hacemos una breve tabulacidn, o bien, recurrimos a una calculadora o una computadora,
obtendremos que la grafica de f'es como se muestra en la figura 1.1.

Vemos que en la parte situada inmediatamente a la derecha del eje Y, es decir, la
correspondiente a valores pequefios de la variable, la grafica parece “pegarse” al eje Y. Si
hacemos una tabulacién, asignando a la variable valores dados por potencias negativas de
10 (tabla 1.1), observamos que, utilizando una calculadora de 10 digitos, para valores
menores que una diez milésima, el término x resulta despreciable con respecto a 1 / x, es
decir: _ v

Si x es “pequefio”, entonces, 1/x es “grande" y x sera “despreciable” con respecto a 1/x, de
manera que

}




‘waie - |, Conceptos bisicos

para x “pequefio” (a)

2 4 [ 8 10 12
Fig. 1.1
x 10°=0.1 | 10°=0.01 107 10° 10°
1 100 000
x+— , '
x 10.1 100.01 1 000.001 |10 000.0001
| ~ Tablal.l

Andlogamente, para valores “grandes” de x (ver tabla 1.2), tenemos que 1/x es “pequefio”,
por lo que sera “muy pequefio” en comparacion con x, es decir:

1
x+—=x

para x “grande” - (b)
X .
x 10' =10 10° =100 10° 10* 10°
e+l 10.1 100.01 1 000.001 |10 000.0001 100 000
X
Tabla 1.2

Las relaciones dadas por (a) y (b), indican que en la parte izquierda la grifica debe
parecerse a la de la hipérbola y = 1/x, mientras que en la parte derecha debe parecerse a la
recta y = x. En la figura 1.2 se muestra la grafica de fen el mismo sistema coordenado con

|




1.1 Anitmética infinitesimalista ' 5

la recta y la hipérbola. Podemos observar que, efectivamente, en la parte izquierda, la
grafica de f se confunde con la hipérbola, mientras que en la parte derecha se confunde con
la recta.

|

Resumiendo: cuando una cantidad es suficientemente pequefia en comparacion con otra, el
instrumento de célculo no podré distinguir entre la suma y el valor de la cantidad grande.

Vamos a definir a continuacién una nueva clase de nimeros que resulten infinitamente
pequeiios respecto de cualquier nimero real, es decir, que la suma entre ellos sera igual al
numero real, independientemente del nimero real y del “instrumento de calculo”. En el
resto de este texto veremos como utilizar estas nuevas cantidades para definir y utilizar
nuevos conceptos.

Los infinitesimales y los infinitamente grandes

Primeramente, recordemos la propiedad arquimediana de los nimeros reales: dados dos
nimeros reales (positivos) cualesquiera, no importa qué tan pequefio pueda ser uno respecto
del otro, siempre puede obtenerse una suma de »n términos iguales a éste, siendo n
suficientemente grande, de manera que la suma resultante supere al nimero grande. Es
decir:

Siendo a y b dos nimeros reales positivos cualesquiera, con a <b, existe
siempre un numero natural », tal que an>b.
Equivalentemente, siendo a y b nimeros reales positivos cualesquiera, con
a < b, existe siempre un nimero natural n, tal que b/n<a.

Podemos también decir, que:

Dados dos niimeros reales (positivos) cualesquiera, no importa que tan pequefio pueda ser
uno respecto del otro, siempre puede obtenerse una suma de » términos iguales al primero,
siendo n suficientemente grande, de manera que la suma resulte mayor que el segundo.




6 =»% [, Conceptos bdsicos

Los numeros infinitamente pequefios y los infinitamente grandes se definen, precisamente,
de manera que estas nuevas cantidades no satisfagan la propiedad arquimediana:

Sea b un numero real positivo cualquiera, si 8 es un nimero positivo (no real),
tal que, para todo n natural, S <b/n, entonces § es un nimero infinitamente | (1.1)
pequefio.

Por otra parte,

| . . .
Sea b un nimero real positivo cualquiera, si N es un numero positivo (no real),
tal que, para todo » natural, nb < N, entonces N es un nimero infinitamente
grande.

(1.2)

Usualmente llamaremos infinitesimales o infinitésimos a los nimeros infinitamente
pequefios. Las definiciones anteriores corresponden a infinitesimales y a ndimeros
infinitamente grandes positivos. Los infinitesimales negativos y los nimeros infinitamente
grandes, pero negativos, son los negativos de las cantidades antes definidas.

De las definiciones dadas en (1.1) y (1.2) se desprende que:

Un nimero positivo S tal que S <a, para todo nimero real positivo a, es
infinitamente pequefio, y reciprocamente, todo infinitesimal es menor que
<eme cualquier numero real positivo.

Analogamente,

Un niimero positivo N es infinitamente grande, si y sélo si, es mayor que
cualquier nimero real positivo.

Estas definiciones permiten afirmar, primeramente, que toda cantidad de la forma na, con n
natural y « infinitesimal, también es infinitesimal. Ahora bien, convendra ver el conjunto de
los infinitesimales, al igual que el de los infinitamente grandes, como una imagen del
conjunto de los nimeros reales, de manera que si P; es el conjunto de los nmimeros de la
forma ka, con « infinitesimal y & real, entonces pueden identificarse los elementos de Py
con los puntos de una recta dirigida (ver figura 1.3).

Hay que tomar en cuenta, que el cero no es un elemento de P;, aun cuando en la recta se
incluya para hacer la identificacion con la recta real.

¥

-3¢ -2 -a 0 a 2a 3a

Figura 1.3

5.




1.1 Aritmética infinitesimalista 7

De acuerdo con esto, una cantidad como 17.6a, con « infinitesimal, también es
infinitesimal, y estd ubicada, en la recta, entre 17 y 18a. Ademas, la definicioén (1.1)
indica que todos los elementos de P} —es decir, toda la recta P— se veran, en la recta real,
como el nimero cero, ya que ninguno de ellos alcanza alglin nimero real, por pequefio que
éste sea. Andlogamente, toda cantidad de la forma 3+ ka, con « infinitesimal y  real, se
vera, en la recta real, como el nimero 3. En resumen, toda la recta P; se ve, en la recta real,
como un punto, y todo punto en la recta real puede verse como toda una recta, cuyos puntos
estdn infinitamente proximos entre si.

Q
—_—
infinitamente grandes(-) infinitesimales infinitamente grandes(+)
Sfinitos(-) finitos(+)
R I " Fig 14 - o mermess Botae e

Las cantidades de la forma a+ba, con a y b reales y a infinitesimal, se llamaran finitas y
se identificaran, en la recta real, con el nimero a, que se llamaré parte principal, ya que ba
resulta despreciable con respecto a a. De esta manera, en este nuevo conjunto numérico, se
distinguen tres tipos de cantidades (excluyendo al cero), las infinitesimales, las finitas y las
infinitamente grandes (ver figura 1.4).

Cocientes y productos de cantidades de diferente tipo

Veremos a continuaciéon cémo es el cociente entre dos cantidades de diferentes tipos. Por
ejemplo, siendo A infinitesimal y a un mdmero real, ambos positivos, entonces, f/a debe
ser un infinitesimal, ya que 1/a es un numero real por lo que #/a=(1/a) f# también debe
ser infinitesimal. Asi pues

Si # es infinitesimal y a un nimero real, entonces f/a es infinitesimal. (1.3)

Por otra parte, si a es un infinitesimal positivo, su reciproco 1/a debe ser infinitamente
grande.

En efecto, suponiendo que 1/a no es infinitamente grande, debe existir un nimero real b,
positivo, tal que 1/a < b, entonces, al multiplicar por @ >0, tenemos que 0<1<ba.Pero
ba es infinitesimal, asi que no puede ser mayor que 1, de manera que la hipétesis de que
1/a no es infinitamente grande es falsa y, por lo tanto, 1/« es infinitamente grande. Asi
. pues:

Si a es un infinitesimal, entonces 1/a es infinitamente grande. (1.4)

y, por lo tanto:

Si a es infinitesimal y a un nimero real, entonces a/a es
infinitamente grande y @/ a es infinitesimal. ‘ (1.5)

|
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De la misma manera, puede concluirse que:

Si N es infinitamente grande y a un niimero real, entonces N/a es
infinitamente grande y a/N es infinitesimal. (1.6)

Y, en consecuencia:

Dados un infinitesimal @ y un nimero real ¢, podemos siempre suponer
la existencia de un nimero infinitamente grande N, tal que Na =c. (1.7)

Ejemplo 1.5 n puede verse como el producto de un inﬁnitesimal y un infinitamente grande

Consideremos dos niimeros a, y b, definidos en funcién de un nimero natural » mediante
a, =sen(180°/n) y b, =na,. Deseamos saber cudl es el valor de b, para n infinitamente

grande.

Més adelante estudiaremos algunos aspectos de los dngulos infinitesimales, mientras tanto,
utilizaremos la calculadora para tratar de identificar lo que pasa con a, y b, para valores
“grandes” de n, lo que nos permitira tener una idea de lo que pasa cuando n es infinitamente
grande.

La tabla 1.3 consta de tres columxias; en la primera se muestran los valores asignados a n,
en la segunda se indican los correspondientes valores de a, y en la tercera los de b,.

n a, =sen(180°/n) b,=na,
10 0.309017 3.09017
20 0.156434 3.12869
50 0.0627905 3.13953
~ [100 0.0314108 3.14108
emenzs= 17000 0.00314159 314159 | . o°
| ‘ . Tabla 1.3

Obsérvese que conforme el valor de n es més grande, el de a, es cada vez més pequefio; sin
embargo, el valor de b,, que es el producto de n y a,, casi no varia. De hecho, como se
puede percibir en la tercera columna de la tabla, y como se probara mas adelante, paran=N
infinitamente grande, b, = x . Tenemos pues, un caso particular de la proposicién (1.7).
Infinitesimales e infinitamente grandes de orden mayor .
Las proposiciones (1.5) y (1.6) permiten generalizar las definiciones (1.1) y (1.2) como
sigue: |
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si P= B, con f infinitesimal, entonces p es infinitamente pequefio (1.8)
q .

respecto de g, o bien, g es infinitamente grande respecto de p.

O, equivalentemente:

si 2=n , con N infinitamente grande, entonces p es infinitamente (1.9)
q .

grande respecto de g (o bien, g es infinitamente pequefio respecto de p).

De esta forma, tenemos que si B es un infinitesimal, B2/f8 =8, asi que B’ es
infinitamente pequefio respecto de 8. De la misma forma podemos obtener que B° es
infinitamente pequefio respecto de B, B* es infinitamente pequefio respecto de 8°,y, en

general, #” es infinitamente pequefio respecto de ", siempre que m > n. Siendo B un
infinitesimal, diremos que §” es un infinitesimal de orden m (respecto de ).

Por otra parte, si N es infinitamente grande, entonces N2> /N = N es infinitamente grande,
por lo que N es infinitamente pequefio respecto de N 2. Anslogamente, N’ es infinitamente
pequefio respecto de N°, y, en general, N* es infinitamente grande respecto de N,
siempre que k> j. Siendo N infinitamente grande, diremos que N* es un nimero
infinitamente grande de orden k (respecto de N).

De esta manera, si a es infinitesimal y N infinitamente grahde, definimos los conjuntos P;
como el conjunto de los infinitesimales de orden i y G; como el conjunto de los

infinitamente grandes de orden j, por lo cual las relaciones entre estos conjuntos y R
pueden ser indicadas como se muestra en la figura 1.5.

- o

// \\ N Z
/77 \\2\ ml
, /’/‘M P,
e NS

| Fig. 1.5
|

Asi, y de acuerdo con esta figura, en una suma en la que aparecen nimeros de distinto
orden, aquellos ubicados en cada recta son despreciables (infinitamente pequefios) respecto

|
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de cualquier otro ubicado en un “nivel superior”. En una suma tal, se ordenaran los
términos “de arriba hacia abajo”, de acuerdo con el nivel (orden) de cada uno de los
términos, llamando término principal al que se ubique en el nivel mas alto.

Generalmente estaremos interesados en identificar el término principal de una cantidad, en
cuyo caso, llamaremos residuo al resto de los términos, del cual sélo se indicara el orden.

Por ejemplo, si x= 3N?, escribimos x=3N? +0(N) y si w=3a, escribimos w=3a+
o(a?). ‘

En ocasiones resultard conveniente escribir explicitamente algunos términos del residuo,
ademas del principal. Por ejemplo, si x =r, donde r es un numero real, podemos escribir:

x=r+o(a),

. ToArn pesemmel peeeod

o 1 ; x=r+k1a+o(a2),

o bien ‘ x=r+ka+ k2a2 + o(a3) , etc.

Expresiones racionales: cilculo del término principal

Para obtener el término principal de una expresion irracional o trascendente, se requiere de
algunos conceptos que seran estudiados mas adelante; por el momento, vamos a calcular el
término principal de una expresion racional.

Ejemplo 1.6

Si fes la funcion definida por la regla de correspondencia dada y N es infinitamente grande
y positivo, calcular el término principal de f (%), indicando el orden del residuo.

2x2 +x—1
X)=—"—7>—"
‘ 7@ 3x2+1
Solucion - "'}:- . : T
N?+N-1_ 2N? N N . -1
3N2+1  3N?+1 3N*+1 3N?*+1

Fy =2

FN) = Bw.w" )]+oz (Ny+o(N?) = §+o(N")

Ejemplo 1.7

Si f es la funcién definida por la regla de correspondencia dada y B es un infinitesimal
positivo, calcular el término principal de f(1+ f) e indicar el orden del residuo.
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Solucion | fa+p)= 1+p —l+ﬂ=i+1=’3-*+1

) 1+-1 B B
fA+p)=N+o(N°)=N+o(1)

donde N es el nimero infinitamente grande y positivo que es el reciproco de p.

Expresiones racionales: calculo de los términos del residuo

En el caso de las funciones racionales, y suponiendo que se desea calcular uno o mas de los
términos del residuo, puede utilizarse el algoritmo de la division de polinomios.

Ejemplo 1.8

Si fes la funcidn con regla de correspondencia dada y N es infinitamente grande y positivo,
calcular el término principal y los términos del residuo hasta del orden de N°, es decir, hasta
el término real.

x2+3x-1
x)y=———
§ _ S x+2
Solucion

Aplicando el algoritmo de la divisién de polinomios, y calculando el cociente hasta el
término de grado cero (respecto de N), obtenemos:

o=

N+2

N+1+—_3—=N+1+0(N")
N+2

En el caso de una funcién racional, si se desean mas términos, pueden obtenerse al
continuar con la divisiéon de polinomios, ignorando la regla que indica que la division
termina cuando se obtiene un residuo parcial de grado menor que el divisor. Por supuesto,
en tal caso, se obtendran términos con exponente negativo en el cociente.

Asi, para la funcién del ejemplo anterior, al continuar con la division hasta el término de

grado x7, se obtiene el cociente x+1-3x"' +6x~> —2x, siendo el correspondiente residuo
24 x73, asi que

2 - 4x 3
X A3l o3 rext —12x + 2
x+2 x+2

De esta manera, para x = N infinitamente grande, obtenemos:

. 2 _ - o
f(N)= E;—y‘zf—l =N+1-3N"+6N2~12N> +o(N~*)
+
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1.1 Ejercicios

ERxY
Ty .

1-11 Siendo N infinitamente grande y a infinitesimal, ambos positivos, calcular el término
principal de cada una de las expresiones dadas.

1

2)

3)

4

5)

6)

7

8)

9

f(2-a@), f(-2+a), f(2-a), fQ+a), f(-N) y f(N),si

.; f(x)=x24i4 v R
f@2-a), f2+a), f(-N) y f(N),si f(x)=(x‘_b;)2
fa), f(@), f(-N) y f(N),si f(x)=xiz |
fea, @, FN) y fN).si £0)= -xxz
fU=a) fl+a), F-N) y S5 S =2 222!
fi-a) fa+a), f(-N) y f(N)si f(x)=2";'_3+;é
J _ x, <-l,
f(-1-a), f(-1+a), I

fd-a) y f(-1+a)

x?+3x-4, x2>1

f(=@), f(@), f(-N) y f(N),si f(x)=~2x*+3
Jxt+2
x

s 54 Y,omaer fe e

g(-a), g(a), g(-N) y g(N) g(x)=

10-14 Utilizando una calculadora cientifica, obtener el minimo valor de n para el cual se
cumple (de acuerdo con la lectura de la pantalla) la igualdad indicada.

10) £A0")=10" si f(x)=x?+25
11) g(10")=2x10" si g(x)=2%8x>-430

12)
13)

14)

3x+2
2x

h(10")=3 si h(x)=-9+x

l 4-|.x3 T R ¢ MR- e B pren

#(10")=15 si d(x)=

F(10")=08 si F(x)=-——

-X
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\ I
1.2 Desarrollo en serie de potencias: funciones algebraicas

Los polinomios son funciones que se evalian y con las que se pueden hacer operaciones
ficilmente. En esta seccion veremos como expresar las funciones algebraicas como
polinomios de grado infinito, a los que se denomina series de potencias de la funcién. Esto
permitira, entre otras cosas, obtener el valor de la funcién, para un valor dado de la
variable, con tanta precision como se desee (y el instrumento de célculo lo permita).

Veamos algunos conceptos relativos a las series de potencias. Primeramente, siendo f una
funcidon real, si existen constantes reales ¢; (i = 1, 2, 3,...), tales que, para cada x en un
intervalo, se tiene que

f()=co+epx+ox? o topx” 40, - (10

entonces diremos que el segundo miembro de esta ecuacidn es el desarrollo en serie de
potencias de f en el intervalo.

Los puntos suspensivos al final del segundo miembro de la ecuaci6én indican que la suma
continfia indefinidamente y que s6lo en tal caso, es decir, si €l nimero de términos es
infinito, se cumplira la igualdad. De esta manera, si el nimero de términos es finito, el
segundo miembro de (1.10) es un polinomio, que al ser evaluado para un valor dado de la
variable, proporcionard un valor aproximado de la funcién, obteniendo un error que se
espera sea menor en cuanto mayor sea el nimero de términos considerado. Asi pues, si se
toman n términos, con n finito, y si P, es el polinomio

i P(x)=co+epx+ext+-tepx” (1.11)

entonces, el error absoluto, cometido al evaluar la funcién por medio de este polinomio
sera:

en(x) =| £ () - B,@)| ;. (1.12)

Ahora bien, si para un valor dado de x, el error ex(x) puede hacerse tan pequefio como se

. . . . . 2
quiera, haciendo n suficientemente grande, diremos que la serie cp+cx +cx™ +---
converge para ese valor de x, en cuyo caso, e, es infinitesimal para » infinitamente grande.
En caso contrario se dird que la serie diverge.

En general, tendremos que la serie convergera para toda x real en un intervalo al que, por lo
tanto, se denomina intervalo de convergencia. Si la serie no converge para un valor de x,
entonces se dira que diverge para ese valor de x.

Cabe mencionar, por tltimo, que el desarrollo en serie de potencias de una funcion es
tinico, es decir, el valor de cada uno de los coeficientes c; en (1.10) esta determinado, de
manera tnica, por la funcién misma.
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Ejemplo 1.9 |

Como se verd mas adelante, el desarrollo en serie de potencias de la funcién exponencial
estd dado por

_ % 1 2 1 3
f(x)=e -1+x+5x +§ix +-eey

la cual converge para todo valor de x. De esta manera, al hacer x = 1, la serie debe
converger a e, por lo tanto, el valor de la expresion

P =1+1+l+l+---+l |
21 3! n!

debe ser més pa;recido a e conforme aumenta e{ valor de n. En la tabla 1.4 se muestra el
valor de P,, lo mismo que el correspondiente error (obtenido por medio de la ecuacion
1.12), para algunos valores de n. Puede observarse que, efectivamente, el error disminuye
conforme se incluyen mas términos de la serie.

n 4 6 8 10

P, 2.708333333 2.718055555 2.718278769 2.718281801

en 9.95x107° 2.26x107™ 3.06x107° 2.84x107®
Tabla 1.4

Funciones racionales: serie geométrica

Ejemplo 1.10 Aquiles y la tortuga

Supéngase que la velocidad de Aquiles, un conocido atleta ateniense, es €l doble que la de
una tortuga. Si se organiza una carrera entre ambos, en una pista recta, dando una ventaja d
(distancia en metros) a la tortuga, ¢qué distancia debera recorrer Aquiles para alcanzar a la
tortuga?, /cudnto tiempo tardara en alcanzarla?

- Primer planteamiento (paradoja de Zenon)

Antes de alcanzar a la tortuga, Aquiles debera recorrer la distancia d que ha dado de
ventaja. Sin embargo, una vez que recorre esa distancia, la tortuga recorre d/2 metros,
distancia que ahora deber4 ser recorrida por Aquiles.

Una vez que Aquiles recorre esa distancia, la tortuga ha recorrido d/4 metros, la cual es
recorrida por Aquiles mientras la tortuga se desplaza otros d/8 metros, y asi, sucesivamente.
En la figura 1.6, se han sefialado, en dos lineas, las posiciones sucesivas de Aquiles y de la
tortuga, asignando el 0 a las posiciones iniciales, el 1 a las posiciones en el momento en el
que Aquiles recorre la distancia d, el 2 a las posiciones de Aquiles y la tortuga una vez que
el corredor recorre la distancia d/2, etcétera.




1.2 Series de potencias: funciones algebraicas | " 15

Continuando de esta manera, tenemos que la distancia que separa a Aquiles de la tortuga,
después de cada “etapa” es: d, d/2, d/4, d/8, d/16, etc. Como esa distancia nunca llega a ser
cero, podemos concluir que jAquiles nunca alcanza a la tortuga!

0 | | 2 3 4
A
T |
-
‘ ) o . 0 1 2 34
23 i I S Toemate :
Fig. 1.6

Segundo planteamiento

Siendo x la distancia total que debe ser recorrida por Aquiles para alcanzar a la toriuga, tel
tiempo que tarda en recorrerla, y v, y v,, respectivamente, las velocidades de la tortuga y
Aquiles, tenemos que

x=vt ’ (a)

‘ x—d=vt - (b)
\

Ahora bien, sabemos que v, = 2v,, asi que la ecuaci6n (a) puede escribirse en la forma

| | x=2vt ; (c)

Dividiendo miembro a miembro la ecuacion (b) entre la (c), tenemos:

x—-d=_;_, 20x-d)=x, 2x-2d=x ' o

e | x
Por lo tanto, x = 2d , de manera que Aquiles recorre el doble de la distancia que ha dado de
ventaja a la tortuga para alcanzarla.

A continuacion consideraremos un procedimiento para calcular la suma de una cantidad
infinitamente grande de términos, para el caso de que éstos correspondan a una sucesion
geométrica. Esto permitira resolver la aparente contradiccion entre los planteamientos antes

citados. o - g

Una sucesion geométrica es aquella en la que cada término se obtiene multiplicando el
término anterior por un factor constante. Es decir, si p es el primer término de la sucesién y
r (razén) el factor comin, entonces los siguientes términos son:

prs |
(pr)r = pr’,
(pri)r = pr’, etc.

De esta manera, una sucesién geométrica seréa de la forma

P, pr, prl, pry.,pr',... . (1.13)
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Lo que haremos ahora, es averiguar si la suma de todos los términos de la sucesion
geométrica puede ser finita. Para ello, consideraremos la enésima suma parcial de la
sucesion, esto es, la suma de los primeros términos, hasta el de orden », inclusive:

S,=p+pr+pr’+pr’+-.-+pr

)

~ e

Si multiplicamos ambos miembros de esta ecuacion por r, obtenemos

rS, = pr+pr’+pr’+prt+...+ pr"!

@

Observando que los segundos miembros de las ecuaciones (1) y (2) coinciden en todos sus
términos, excepto en uno, restamos miembro a miembro dichas ecuaciones, obteniendo

rS,-S,=pr"' —p

S,(r-)=pr"'-p

S =

p(rn+l _ 1)

r—1

(1.14)

€))

1 2 3 4 5 -
Fig. 1.7a

1 2 3 4 5
Fig. 1.7b

Recordemos ahora que, si 0<r <1, la grifica de y=r* (ver figura 1.7b) decrece

asintoticamente a cero, de manera que para 0 <r <1 y » infinitamente grande, el primer
término en el segundo miembro de (3) es infinitesimal. Asi pues, la suma de la infinidad de

términos de (1.13), para O <r <1, es

S, =-L =P |

De hecho, puede probarse que esta igualdad se ¢

p p

r-1 1-r

© e g s b

umple también para —1 < r <0, es decir:

p+pr+priepr+...=

P
1-r

(1.15)

L (Il
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Obsérvese que para r = 0 la igualdad es evidente.

Ejemplo 1.11 b ey oL e "":t"?' ST AP T ER Y
Obtener el desarrollo en serie y el correspondiente intervalo de convergencia de la funcion
definida por

)=
W) =3 5

e - e o ; 4

Solucion

Dividiendo por 3 y comparando con el segundo miembro de (1.15) obtenemos:

4 __ 43 _i+i(§) i(z ) i(z ) .
3_sx 1-5/3x 3 337/ t3\3%) *33%) T

la cual converge si |(5/3x]|<1, es decir, para valores de x en el intervalo (— 3/5,3/ 5).

Ejemplo 1.12 |, _ 4.

e

Respecto al problema de Aquiles y la tortuga tenemos que la distancia recorrida por el
atleta, para alcanzar a la tortuga es
d d d
x=d+—+—+—+--,
_ 2 4 8 ‘

que es una serie geométrica con primer término d y razén %. Como la condicién de
convergencia indicada en (1.15) se cumple, tenemos que

| d d d d

x=d+_+__+_+...=———=2d,
8 1-1/2

tal y como se habia obtenido previamente.

Por otra parte, considerando el tiempo invertido por Aquiles para recorrer cada distancia,
tenemos que el tiempo total sera

d d d d
f=—+—+—+—+--,
v, 2v, 4v, 8y

a

que es otra serie geométrica con razén Y. Por lo tanto, el tiempo total empleado para
alcanzar a la tortuga es

d d d dlv 2d
| f=—+—+—+---= a _
v, 2v, 4y, 1-1/2 v

a a

Obsérvese que este resultado pudo haberse obtenido, directamente, dividiendo la distancia
recorrida (2d) entre la velocidad.
B <
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Funciones irracionales: serie binomial

Vamos a considerar ahora el desarrollo en serie de potencias de una funcion irracional.
Particularmente interesara obtener el desarrollo en serie de una funcién definida mediante
una raiz, siendo el radicando un binomio, uno de cuyos términos es constante y el otro
depende de la variable.

Ejemplo 1.13

Supéngase que se desea obtener el desarrollo en serie de la funcién definida mediante =

! ' f(X)=Vl+x

Esto quiere decir que se desea saber si existen constantes c,, ¢,, ¢,, etc., tales que, para
valores de x en un intervalo, se tiene que

VI+x =cp+ex+c,x’ +cx’ +-- (a)
Esta igualdad se cumple, si y sélo si
(co+ex+ex’ +ex’ +--) =1+x ®)

Recordando que el cuadrado de un polinomio es igual a la suma de los cuadrados de sus
términos mas la suma de todos los dobles productos, obtenemos que el primer miembro de
la ecuacion (b) es

(co+ex+ox’ +ex’ +-) =¢,” +2ccx +
‘ (€ +2¢,c,)x* +(2c,¢, +2¢,0,)x° +
|
| +(2¢,¢, +2c,c,+¢, )x! 4o

Identificando ahora esta serie, término a término, con el polinomio 1+ x, obtenemos:

1: ¢, =1 ©
R S @
P ¢ +2c,c, =0 ) . (e)
X dec, +200, =0 ®
x*: o 2c(,c4+2clc3+c22 =0 T €3] o

%
|

A partir de este conjunto de ecuaciones, podemos calcular los coeficientes buscados. Asi,
de la ecuacion (c) obtenemos que co = 1. Al sustituir este valor en la ecuacion (d) y despejar
¢, se obtiene ¢ =1/(2c,)=1/2. Procediendo de manera similar con las siguientes

ecuaciones, se tiene que ¢, =—1/8, ¢; =1/16, ¢, =-5/128, etc.
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De esta manera, el desarrollo en serie de la funcion dada es

| N1+x =1+%x—%x2 +1—16x3—%x‘--- . (1.16)
|

Si, por ejemplo, x = 0.44 , entonces obtenemos:
1
V144 = 1+5(044) - £(044)% +76(044)> - 32(044)* +- -

En la tabla 1.5 se muestran las sumas parciales para los valores enteros de n de 1 a 6.

n 1 2 3 4 5 6
Py(1.44) | 1.22 | 1.1958 | 1.201124 | 1.1996599 | 1.200110843 | 1.199962032

Tabla 1.5

Obsérvese que el “comportamiento” de Pn(1.44) es como se esperaba, puesto que
V144 =12. Sin embargo, si x = 3, al sustituir en (1.16) se obtiene:

= 1433-3 450 -+

n 1 2 3 4 5 6
F,(3) 2.5 | 1375 | 3.0625 | -0.1015625 | 6.54296875 | -8.40722656

Tabla 1.6

En la tabla 1.6 se puede observar que los valores calculados de Py(3) se alejan,
alternativamente, por exceso y por defecto, del valor al cual deberian acercarse, ya que

J4 = 2. Asi pues, (1.16) no es valida para todo valor admisible de x (en este caso x > —1).
Por otra parte, el procedimiento efectuado en el ejemplo anterior, para la obtencion de los

coeficientes de la serie, tendria que llevarse a cabo para cada caso particular, 1o que podria
resultar muy complicado o, incluso, inaplicable. A continuacién se vera como obtener el

desarrollo en serie para expresiones de la forma (a +5)", donde alguno de los términos, a o
b, contiene una variable, y # es un namero real (no natural). :
Sabemos que al elevar un binomio al cuadrado y al cubo se obtienen, respectivamente, las

igualdades
(a+b)% = a? +2ab+b?

(a+ b)3 = a® +3a%b +3ab® +b°
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Podemos continuar haciendo los productos para potencias mayores, o bien, recurrir a una
técnica para la obtencién de los coeficientes, como el tridngulo de Pascal. Si se hace para
las dos siguientes potencias, se tiene:

| (a+b)* = a* +4a3b + 64%b? + 4ab> + b*
(@a+by =a’ +5a*b + 10a3b2 +10a%b3 + 5ab* +b°

Si ahora escnblmos la Ultima de estas ecuaciones en la forma

S5 43 1544 54 432 4 543 4 5432 K4 4 5432115
(@a+b)’ =a” +3a’b+3Ja’b +35a 2p? +iaeab” + 353D

podemos observar que en el numerador aparece*, a partir del segundo término, el factor 5,
que es el exponente del binomio, y que en cada uno de los términos subsecuentes aparecen,
como factores, sus enteros antecesores, 4, 3, ... Por otra parte, en el denominador aparece el
1 a partir del segundo término, que ademas se mantiene en los subsecuentes, multiplicado
por sus enteros siguientes, 2, 3, ... ; asi pues, para n =35, los coeficientes pueden obtenerse
como sigue:

=5_n
G=177
: -
— 54 _ 5 . 4 _ n n-1 _ n—1 '
C T T 1T 2512 5673
T ) _543 _ 54 3 _mncl) 3 p-2
3= 1235 12°'3% T12 3= €273
_ 5432 _ 543 2 _n(n-i)}n-2) pn-3 ca 223
€4 = 1234 - 123 4° 1-2-3 T3
- 54320 5432 1 a(n-1)(n=2)(n-3) n-4 _ .  n2-4
€5 = 12345 1234 §5° 12-3-4 5 - €47

Consideremos ahora el caso general, es decir, la #n-ésima potencia

(@+b)" =a"+c,a"'b+c,a"*b* +¢,a"b +--,
}

en la cual se han indicado mediante c,, c,,... los coeficientes desconocidos.

Puede probarse —lo que no es uno de los objetivos de este libro—, que es factible obtener
tales coeficientes siguiendo el patron sugerido, de manera que

n(n-1Xn-2) n-3,3

(a+b)n - an n n—1b+ n(n ) n—2b2

1.2 12-3

o bien:

(a+b)" =a" +fya"” b+

CCIE N R e

(1.17)
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Lo que aqui nos interesa es explorar la validez de esta Gltima ecuacién cuando n no es
natural. |

Antes de considerar algunos casos, obsérvese que, si # no es natural, el segundo miembro
de la ecuacion contiene una infinidad de términos, debido a que nunca se cancela el
numerador, como sucede cuando »n es natural, ya que, en tal caso, en el término n+1
aparece n—n como factor en el denominador, por lo que los coeficientes ¢, se anulan para
k2n+1. Asi pues, si n no es natural, la ecuacién (1.17) da un desarrollo en serie para la
potencia del binomio, razén por la cual se llamara serie binomial.

Ejemplo 1.14

Consideremos en (1.17) que a=1, b=x, y n=-1. De esta manera, al hacer las
sustituciones correspondientes, obtenemos

o A+07 =12 - 1)( 2)1-3 2, NG 2)( 34,3,

es decir:

1
—=l-x+x? -3 +...

1+x

que es valida —obsérvese que la serie es geométrica— para |x| <l1. e

Ejemplo 1.15

Ahora supongamos que a=1, b =xy n = %, obteniendo entonces:

1/T2.1_1,2x+ (”2)(2"”2)1-3’2;:2 N (1/2)(—1/2)(—3/2)1_,,2x3

1+x)"*=1"2 + 3 oo
es decir: ; A _ _
1 x/l_-l-x_=1+—;-x——21§x2+214'?3x3 2143354x4+ . (1.18)
o bien: |

Vl+x = 1+:.12-x—%x2 +%x3 —ngx“ oo
Resultado que coincide con el obtenido en el ejemplo 1.13, en el cual, ademds, se observéd
que el desarrollo dado por la ecuacién (1.18) no converge para todo valor de x. De hecho,
puede demostrarse que la serie binomial.

(14 x)" = 14+ 2ED 2 MB35 | (1.19)

con n real y no natural, converge sélo para | x | <1.

En este texto consideraremos tinicamente desarrollos en serie de funciones irracionales que
puedan escribirse en la forma dada por la ecuacién (1.17), es decir, binomiales. Ademas, el
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binomio deberé ser escrito en la forma 1+ x para determinar el intervalo de convergencia,
tal y como se procede en los ejemplos siguientes. ik

La serie binomial en electromagnetismo: algunos ejemplos

Al estudiar los fenomenos electromagnéticos, con frecuencia interesa observar lo que
ocurre con el valor del campo, o del potencial eléctrico, en puntos especificos del espacio,
por ejemplo, lejos de una superficie cargada eléctricamente.'

Ejemplo 1.16 Disco cargado uniformemente: campo eléctrico®

Puede probarse que el campo eléctrico producido por una superficie circular cargada, de
radio r, en un punto situado sobre el eje de la superficie —es decir, sobre la recta
perpendicular al plano que contiene el disco, y que pasa por su centro—, a una distancia b,

esta dado por
o b N o .
E= 1 — et :
2, ( 45" } < @

donde o y g, son constantes. Lo que interesa ahora es estimar el valor del campo eléctrico

en dos situaciones particulares: en un punto préximo a la superficie y en uno muy alejado
de la misma.

En el primer caso podemos decir que b es mucho menor que rg, lo cual se simboliza
mediante b <<r, por lo cual, con fines de célculo, podemos decir que b es despreciable

respecto de ro, de manera que el valor del campo se reduce a:

sl

Analogamente, en el segundo caso, podemos asumir que b>>r,. Sin embargo, si

eliminamos b en la ecuacidén (a), tenemos que el término principal se cancela. Para evitar
esto, escribimos la ecuacion en la forma

5O ((ro2 +b?)" —b]

(r,> +b*)'"?

‘ . 2¢,

~ 0 bien, dividiendo numerador y denominador por b, obtenemos:

o ((1+(r,/b)*)"” -1
E:
230( (1+(r, 1 B)*)"” )

De esta manera, las expresiones que aparecen elevadas a la potencia 'z, pueden
desarrollarse utilizando el teorema del binomio, ya que corresponden a la forma dada por la

! Los ejemplos que siguen han sido tomados —y ligeramente modificados para incluirlos en este texto— de la
fuente que para cada uno se indica.
2 Jaramillo, pp. 25-27.
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ecuacion (1.17) y satisfacen la condicién indicada para tal caso, ya que, siendo b >>r,,
entonces (r,/b) << 1. De esta manera, tenemos:

| 2 /2 2 4 . Tl Y .
1 1+(’°) 14120 ) L ,fn |

} b '\ b b

‘ . - T : N - ‘

Como suponemos que b >> r,, entonces, despreciando los términos de orden 4 en adelante,
tenemos que

por lo que 1 ‘ _
| 1 ro)z

\ : 1+ = -1
gE="C 2\b

P ' . 5T

2
. ey . 1(r
Ademés, la misma suposicion de que b >> ry, permite, a su vez, afirmar que 1>> 5(»‘-’—) ,

de manera que el campo eléctrico, para puntos muy alejados de la superficie est4 dado por

2
“ i B se E:-g_l EO_ e L
; 2¢, 2\ b Ay e T e

Ejemplo 1.17 Disco cargado uniformemente: potencial eléctrico®

Andlogamente, puede probarse que el potencial eléctrico en un punto situado sobre el eje de
un anillo uniformemente cargado, de radio R, en un punto situado sobre su eje, a una
distancia z, estd dado por : :

g 2 2
V=— WR" +2z" -2z
‘ - ( ) ®)
Con51derando un punto muy alejado del disco, tenemos que z >> R Nuevamente, para
poder aplicar el teorema del binomio, se saca z como factor comin (z* dentro del radical),

de manera que se satisfaga la condicion de convergencia indicada en la ecuacion (1.18):

N 2 2
R
A R? + 22 =z(1+—RT) =z(1+%R—2+o(z'4)]zz+—
z z

2z

Al usar esta aproximacion, la ecuacién (b) se reduce a

3 Resnick, p. 78.
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2 2
y=9_ z+£_z on R 1 g’
2¢, dre,z 47:30

en donde g = o7nR? es la carga total del disco.

Ejemplo 1.18 Campo eléctrico debido a un dipolo4

Un dipolo (eléctrico) esta constituido por dos cargas puntuales de la misma magnitud, una
positiva y una negativa. Puede probarse que la magnitud del campo eléctrico debido a este
dipolo, en un punto situado sobre la mediatriz del segmento que une los puntos donde se
ubican las cargas, a una distancia x del punto medio del segmento, esta dada por

‘ E = 1 qd o -t
4re, [x2 +(d/2)z}’/2
qd 2|32
1+ d 2x
47r£o x* [ )]— ©

Donde d es la distancia de separacion entre las cargas y ¢ es la magnitud de cada carga.
Asumiendo que d << x, al hacer el desarrollo binomial del factor entre corchetes se obtiene

2
E= 1 % 1+(_§)(i) 4o S s P
dre, x 2N\ 2x

Conservando sdlo el primer término, hallamos una expresion para la magnitud del campo
eléctrico debida a un dipolo en puntos distantes, situados sobre la mediatriz:

E=_L 2P

dre, x°

1.2 Ejercicios
1. Como se vera posteriormente, el desarrollo en serie de la funcién seno est4 dado por

senx =x—%x3+%x5—%x7 +eeey

donde el argumento debe estar medido en radianes.

1.1 Siguiendo el patrén definido por los términos dados, proporcidnense los dos
términos siguientes de la serie.

4 Resnick, pp. 19-20.
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1.2 Dar una férmula recursiva para la generacion de los términos de la serie, esto es, una

ecuacion a partir de la cual pueda obtenerse cualquier término de la serie a partir del
anterior.

1.3 Dar una férmula indicial para el término general, es decir, una ecuacion a partir de la
cual, cada término de la serie se obtenga conociendo solamente el lugar que ocupa
en la serie (se puede comenzar por 0 o 1).

1.4 Mediante calculadora y conservando en cada operacion la totalidad de las cifras que
aparezcan en la pantalla, completar la tabla mostrada.

;De qué depende la precision con la que un polinomio aproxima la funcién?

x P,(x) P3(x) P,(x) Py(x) senx * o
0.2 0.2
0.1
0.01
0.001

* Escribir en esta columna los valores que da la calculadora, utilizando directamente la funcién.

' 2
2. Considérese la funcion definida por ¢(x) = 3

2.1 Continuar la divisién indicada hasta obtener, en el cociente, el término de grado 7.

\ 5

9.2 Dar la férmula recursiva para la generacion de los términos de la serie.
2.3 Dar la formula indicial para el término general.
2.4 Dar el intervalo de convergencia (la serie es geométrica).

2.5 Complétese la tabla:
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x A () Py (x) Py (x) P, (x)
0.2
0.1
0.01
0.001

3. Expandir (a + b)8
4. Considérese la funcién definida por f(x) = (1+ x)*'?

4.1 Obténgase el desarrollo de fen serie de potencias hasta el término de grado 5.

4.2 Complétese la siguiente tabla:

x P (x) P, (%) P, (x) P, (x) P (x)
0.5
0.2
0.1

0.01 cies

43 Utilizaniio el polinomio obtenido, calcular’los términos hasta de grado 5 de

[(1 +x)*? ]2 . {Se obtiene el resultado esperado?

- 1
5.8 ¢(x)=Y+x
5.1 Obtener el desarrollo en serie de ¢, hasta el término de grado 4.
5.2 Estimar el valor de 3«/1.331 utilizando la serie obtenida. Considérese el niimero de

términos suficiente para obtener una aproximacion correcta hasta milésimas.
Calcular el error relativo cometido en esa aproximacion.

6.5 f(x)=>10+x)"y gx)=(1-x)" . | 7
6.1 ;Cudl es la diferencia entre los desarrollos binomiales correspondientes? Obsérvese
que g(x) = f(-x), o bien, que g(x) = (1-x)" =[1+(-x)I".

6.2 Calcular L[f(x)+g(®)] v 1] f(x)-gx)].

)
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2. CONTINUIDAD

2.1 Incremento y diferencial

Los conceptos cambio y continuidad son sumamente importantes en las ciencias basicas y
de la ingenieria. El cambio o incremento de una variable no es mas que la diferencia entre
dos de sus valores, esto es, el valor “nuevo” menos el original.

Por lo general, cuando se estudia un fendmeno natural, interesa hacer predicciones —con
un grado aceptable de certidumbre— de lo que ocurrira con el valor de alguna variable en
particular (variable dependiente, o funcidn), sabiendo como cambia el valor de otra de ellas,
previamente determinada (variable independiente, o simplemente, variable).

Esto puede hacerse facilmente, cuando se conoce la regla de correspondencia entre las
variables de interés, ya que, en tal caso, sélo hay que evaluar la funcion en los puntos de
interés y calcular la diferencia. Sin embargo, hay situaciones —durante el proceso de
modelacion de un fenémeno, o cuando la informacion disponible es una tabla de valores—
en que no se conoce la regla de correspondencia. En estos casos resulta sumamente util
poder estimar la magnitud del incremento de la funcién a partir de la magnitud del
incremento de la variable y de la informacién disponible en el “punto de partida”, es decir,
de lo que se conoce de la funcién para el valor original o inicial de la variable.

En esta seccidon, comenzaremos a caracterizar el “comportamiento” de una funcién,
indicando, para empezar, si su grafica consta de una o mas piezas, describiendo, ademas, lo
que pasa con la curva, cada vez que €sta se “interrumpe”.

Como se ha indicado, el incremento de una variable es la diferencia entre dos de sus
valores. Ahora bien, debido a que el eje de abscisas generalmente se recorre “de izquierda a
derecha”, el incremento de la variable sera, por lo general, positivo.

De esta manera, si f es una funcion definida por y = f(x), y si interesa observar qué pasa

con la funcién cuando la variable x cambia su valor de b a w, entonces, el incremento de x
es w — b. En general, se dird que

incremento = valor final — valor inicial.

Usualmente se simboliza un incremento mediante una letra A (delta mayuscula), de manera
que el incremento de una variable x sera

Ax=x, -x, o @1

]

donde x; y xsson, respectivamente, los valores inicial y final de la variable.

Ahora bien, si el incremento de la variable es infinitesimal, es decir, si los valores inicial y
final de la variable difieren en una cantidad infinitesimal, el incremento se llamarad
diferencial, en cuyo caso se usard una “d” en lugar de la A. Asi pues, dx denotard un

incremento infinitesimal de x. 7
(
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Nota: en algunos libros de ciencias basicas y de la ingenieria, se utiliza el término
diferencial para referirse a un incremento o cambio finito, pero pequefio, de hecho,
suficientemente pequefio como para validar alguna suposicion.

Ahora bien, con referencia a una funcién f definida por y = f(x), si x tiene un valor inicial

a y un incremento dx (por lo tanto un valor final a+ dx), entonces, el correspondiente

incremento de la funcién —el cual se espera que sea también infinitesimal— es el
diferencial de la funcion, es decir:

ldy(a) = fla+dx)- f(a)] (2:2)

Es importante indicar que, al suponer infinitesimal este incremento, para el célculo del
diferencial, se conservara inicamente el término principal.

Ejemplo 2.1
Si y=xy a=3, entonces dy(a) = (3+ dx)* —3? = 6dx + (dx)’

Como dx simboliza una cantidad, y no el producto de d y x, suele eliminarse el paréntesis
cuando se tienen potencias de dx. Asi, en el ejemplo anterior podemos escribir

dy(a) = 6dx + dx*
Si se conserva s6lo el término principal, tendremos:

dy(a) = 6dx

Ejemplo 2.2 Area de un anillo circular delgado

Calculemos el incremento infinitesimal producido en el drea de un circulo de radio r,
cuando éste experimenta un incremento infinitesimal dr.

2mr

Figura 2.1

El 4rea de un circulo de radio r es A(r) = &2. Si el radio cambia su valor a r +dr, el drea
correspondiente serd A(r +dr) = n(r + dr)®. Asi pues, el incremento correspondiente en el
area sera

dA(r) = n(r +dr)’ —m® = m(r® + 2rdr +dr* —r?)

dA(r) = n(2rdr +dr?)
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Al despreciar el infinitesimal de segundo orden, se obtiene :
dA(r) =2mrdr : | (a)

Obsérvese que esta ecuacién indica (ver figura 2.1) que el 4rea de un anillo circular, de
espesor infinitesimal, es igual al producto de la longitud de la circunferencia y el espesor.
Es decir, si el espesor es diferencial, la diferencia entre las longitudes de las circunferencias
interior y exterior es despreciable, de manera que puede calcularse el area del anillo como
la del “rectangulo” que resulta de cortar y desdoblar el anillo.

Si el incremento del radio es finito, pero pequefio, de acuerdo con la ecuacién (a)
tendremos:

AA(r,Ar) = 277 Ar ()

En la tabla 2.1 se muestra que el error cometido al aproximar el area del anillo por medio
de la ecuacion (b) es mas pequefio conforme el espesor lo es.

Ar I 0.1 0.01

M. = n(2rhr + A7) |65.9734 63146 0.628633

M, = 2w Ar 62.8319 628319 0.628319

e <M -4, | |3.14159 0.0314159  [0.000314159

e e /M| 4.76% 0.5% 0.05%
Tabla 2.1

En el primer rengl6n se muestran los valores asignados a Ar. En el segundo se muestran los
valores “exactos” (con seis cifras de precision) del incremento, calculados como la
diferencia entre las areas de las circunferencias exterior e interior. El tercer renglén muestra
los valores calculados para el incremento, usando la aproximacién dada por la ecuacién (b),
el cuarto muestra el error absoluto cometido al utiiizar la aproximacion, es decir, la
diferencia entre el valor exacto y el aproximado mediante el incremento. Finalmente, el
quinto renglén muestra el error relativo, el cual se define como el cociente entre el error
absoluto y el valor exacto, el cual se expresa, generalmente, como un porcentaje. Puede
observarse que, tal y como se esperaba, el error es mas pequefio conforme el espesor del
anillo lo es. |

Ejemplo 2.3 Ley del gas ideal’® ) o
La ecuacién de estado del gas ideal o “perfecto”, también llamada ley del gas ideal,
relaciona la presién p, el volumen V'y la temperatura 7, de una masa m de un gas “ideal”,
mediante pV = mRT, donde R es una constante. Si consideramos ademas que m es

5 Burghardt, p. 76
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constante, entonces podemos expresar la temperatura, en funcién de la presién y el
volumen del gas, mediante
1
T=—pV o :
arrn mR Yo e b mn -
Si ahora suponemos que p y V experimentan incrementos infinitesimales dp y dV,
respectivamente, entonces, el diferencial (incremento infinitesimal) de T sera

dT = nuevo valor de T — valor original de T

1
dar =—(p+dp)(V+dV)—LpV
mR mR

' =LR(pV+pdV+Vdp+dpdV—pV)
3 - m :

= L(pdV +Vdp+dpdV)
. mR

Al despreciar el ultimo término, por ser un infinitesimal de segundo orden, obtenemos
finalmente:

darT = L(pdV+Van)
_ mR

Diferencial por la izquierda y por la derecha: funciones diferenciables

Ahora bien, en la definicion de diferencial de una funcién, dada por (2.2), no se hizo
ninguna indicacion sobre el signo del diferencial de la variable. Esto es porque, por un lado,
suponemos que dx > 0, y por otro, porque, por lo general, el término principal de dy es el
mismo, independientemente del signo de dx, o, lo que es lo mismo, el diferencial de la
funcidn, partiendo de a (x;, = a), tiene el mismo término principal que cuando el valor final

de la variable es a.
Ejemplo 2.4
Siy=x*+3x,aeRyx = a, entonces x, =a+dxy
dy = f(a+dx)—- f(a) =[(a+dx)’ +3(a+dx)]-(a’ +3a)
=2adx+dc’ +3dx = (2a+3)dx + dx* ()
Si, en cambio, x, = a, entonces, x; = a-dxy
dy = f(@)- f(a-dv) = (a" +3a)~[(a~dx)’ +3(a- )]
=2adx - dx* +3dx = (2a + 3)dx — dx* 2)

Observando las ecuaciones (1) y (2), tenemos que, efectivamente, el término principal de dy
es el mismo “partiendo de a” que “llegando a a”, pues en ambos casos es (2a +3)dx. Sin
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embargo, si consideramos una funcién definida por secciones, tendremos que, al considerar
el punto donde la funcién cambia su regla de correspondencia, el diferencial podra diferir,
incluso en el término principal, segun si el punto de interés es el inicial o el final.

Para tales situaciones, convendra referirse al diferencial izquierdo y al diferencial derecho,
(en un punto), los cuales estaran denotados, respectivamente, por df_(a) y df.(a), y
definidos mediante

e df(@=f@-fla-dx) . - ' 2.3)
‘ i , df.(a) = f(a+dx)- f(a) (2.4)

Se dira que una funcion f es diferenciable en un punto, si los términos principales de los
diferenciales izquierdo y derecho de £, en ese punto, son iguales.
Ejemplo 2.5 Campo eléctrico: esfera cargada uniformemente®

Puede probarse que el campo eléctrico producido por una esfera de radio R, cargada
uniformemente, en un punto situado a una distancia r del centro de la esfera, esta dado por:

| Lq—’;, r<R (la)
! 4re, R
| E(r)= .
L, r2r ()
4reg, r
donde g es la carga de la esfera. ‘
: |
1 g¢gr ! :
E(r)= —, r<R [ 1
)= e, ® | Br)=7 —%. r2R
! / nEy r
|
I
|
[
|
; |
st e A R
Fig. 2.2

Vamos a calcular la diferencia, en el valor del campo eléctrico, entre un punto de la esfera
cargada, y otro cuya distancia al centro es infinitesimalmente mayor o menor que R.

Primeramente, si consideramos R como el valor final del radio, entonces, el valor inicial
serda R —-dr,y el incremento correspondiente, en el valor del campo eléctrico, sera

¢ Resnick, pp. 52-53.
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dE_(R) = E(R)- E(R - dr)

Haciendo los calculos correspondientes, utilizando la ecuacién (1a), puesto que r <R,
tenemos que

dE_(R) = L[ﬂ— 9(R —dr)] _ 1 (‘IR —-qR +qer

4re, | R R’ 47e, R’
} 1 ¢ .
‘ dE (R) = ~—dr S 2

(R) ina, B | (2a)

|
Anilogamente, considerando R como el valor inicial del radio, el valor final serd R+ dr.
Utilizando ahora la ecuacién (1b), el correspondiente incremento en el valor del campo
eléctrico, sera

dE.(R) = E(R+dr)- E(R)
e _ 9 g9 |__g |R-(R+dr)’
drey | (R+dr)? R*| 4dze,| R*(R+dr)?

_ _ 2
dE_(R) = q 22R ar dr2
4re,| R°(R+dr)

Despreciando dr? en el numerador (por ser un infinitesimal de orden 2), y dr en el
denominador (por ser infinitamente pequefio respecto de R), obtenemos
2g 1

— 2b
4ng, R T (2b)

dE,(R) = -

A partir de las ecuaciones (2a) y (2b), puede concluirse, primeramente, que la funcién E(r)
no es diferenciable en r = R. Ademas, los diferenciales izquierdo y derecho difieren en
signo, por lo que podemos decir que, en ese punto (ver figura 2.2), la curva “llega
creciendo” (porque el incremento es positivo) y “sale decreciendo” (porque entonces el
incremento es negativo), lo que indica la presencia de un valor maximo de la funcién en ese
punto.

Tabla de diferencias

Supéngase que se cuenta con un conjunto de datos w,, w,, ..., w, escritos como la primera
columna de una matriz, tal como se muestra en la tabla 2.2. A continuacién se describe
cOmo se obtienen los elementos de las siguientes columnas de la matriz, a la que se llamara
tabla de diferencias.

Primeramente, la segunda columna se forma con los incrementos de cada par de datos
consecutivos de la primera columna, es decir,

Aw, =w,-w,, Aw,=w,—w,,. ,Aw, =W, , - W,

n

O sea,
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Aw,=w,,-w,, i=12,.. (2.95)

Por tal razon, ésta serd llamada columna de primeras diferencias.

A N N
w1 Aw, Aw, Aw,
' w2 Aw, Aw, Aw,
w3 Aw, A'w, A'w,
S Wn Aw, Aw, Aw,
Tabla 2.2

IR B

La tercera columna se obtiene a partir de la segunda, de la misma manera que ésta se
obtuvo de la primera, es decir:

i Aw, = A(Aw,) = Aw,,, —Aw,, i=12,.. (2.6)

Como esta columna contiene los incrementos de los incrementos, es llamada de segundas
diferencias. Los elementos de esta columna pueden obtenerse directamente de la primera,
como se muestra a continuacion:

Aw, = Aw, — Aw, = (w; —w,) —(w2>— w,)

2, —
A'w = w, =2w, + W,
En general,

2 o
A W, = .wi+2 - 2wi+l

+w, i=,2.. - 2.7
Fl resto de las columnas, es decir, la de terceras diferencias y las siguientes, se obtienen de
la misma manera. Asi, la expresién general para cualquiera de los términos de la matriz, a
partir de la segunda columna, se obtiene por medio de la siguiente expresion:

o [Mw = A, - AT, =12, k=12, T8

| Ahora bien, de acuerdo con lo anterior, los elementos de cada columna de la matriz se
obtienen recursivamente de la columna precedente, sin embargo, si sélo se cuenta con 7
elementos de la primera columna, sélo se podrén obtener n — 1 elementos de la columna de
primeras diferencias, n — 2 de la de segundas diferencias, y asi sucesivamente. De esta
manera, lo que obtenemos es una matriz triangular.

|
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Ejemplo 2.6

Vamos a construir la tabla de diferencias, partiendo de los valores de la funcién y =e*

\

i

correspondientes a x =0, 0.2, 0.4, 0.6,0.8 y 1.

» , 0 . ) o .
Los elementos de la primera columna seran e°, ¢°7, ..., que se han calculado con seis cifras.

Ty Ay A’y Ay A'y A’y
1 (=1 0.22140 [0.04902 [0.01086 |0.00238 |{0.00058
2 [e2=122140 [0.27042 [0.05988 [0.01324 [0.00296
3 |e =149182 [0.3303 [0.07312 [0.0162
4 % =1.82212 10.40342 |0.08932
5 |e" =2.22554 |0.49274
6 |e'=271828

Tabla 2.3

El resto de los elementos de la matriz se obtiene como se indic6é anteriormente; asi, por
ejemplo, Ay, =y, -y, =1.49182-1.22140 = 0.27042, A'y, = Ay, —Ay, =0.40342 ~—
0.3303 =0.07312, A'y, = Ay, - A’y, =0.0162 —0.01324 = 0.00296, etc.

El caso mas frecuentemente utilizado para la construccién de una tabla de diferencias es
aquel en que la primera columna estd constituida, como en el ejemplo anterior, por los.
valores de una funcién, para un conjunto de valores equiespaciados de la variable, es decir,
la diferencia entre cada par de valores consecutivos de la variable es constante. '

Puede probarse que, en el caso de una tabla de valores para una funcién polinomial de
grado n, correspondiente a un conjunto de valores equiespaciados de la variable, la columna
n es constante, de manera que todos los elementos de las siguientes columnas son ceros.
Vamos a mostrar esto con un ejemplo, y después se probard para el caso de un polinomio
cuadratico.

Ejemplo 2.7 |

La 2.4 es la tabla de diferencias de la funcién y = f(x) = x* + 2x* —x +3, considerando los
valores de la funcion correspondientes a x =0, 1, 2,...,6.

Obsérvese que los elementos de la columna de segundas diferencias corresponden a una
funcién lineal (forman una progresién aritmética), de manera que la columna de terceras
diferencias es constante.

| au
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Supongamos, ahora, que se va a calcular la tabla de diferencias de un polinomio cuadrético
definido mediante y = f(x) = ax’ +bx +c, considerando un conjunto equiespaciado de
valores de x con valor inicial x, e incremento constante A. De esta manera, los valores de la

variable seran x,, x, + A, x, + 2h,..., es decir
X, = X, + ih, i=0,1,2""

| I

i y Ay A%y Ay Aty

1| f0)=3 2 10 6 0

2 | f)=5 12 16 6 0
3 | f@)=17 28 2 6 0
4 | f(3) =45 50 28 6

o 5 | f(#)=95 78 34
6 | f(3)=173 112
7 | £(6) =285
| S Tabla 2.4

Por lo tanto, los elementos de la primera columna de la tabla seran:

Y, =f(x)=f(x,+ih), i=0,12,..
Es decir
y, = a(x, +ih)* +b(x, +ih)+¢c, i=0,1,2,..

Los elementos de la columna de segundas diferencias, de acuerdo con la ecuacion (2.7),
seran

Ay, =Yy =2Via* Y, i=12,.
Ay, = alx, + (i + K] +b[x, + (i +2)h] +¢
—2a[x, + i+ 1A —2b[x, + (i +1)h]-2c
| +alx, +ik]? +b[x, +ik]+c |
Ay, = (a-2a+a)x,’ +[2ah(i +2) +b—4ah(i +1) - 2b+ 2ahi + b]x, +
+a(i+2)* R +b(i+2h+c—2a(i+1)*h* —2b(i+Dh-2c+
+ai’h® +bih+c

Ay, =2ah’
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Asi pues, como esta expresion sélo depende del coeficiente del término cuadratico y del
espaciamiento (constante) entre los valores de las variables, concluimos que los elementos
de la columna de segundas diferencias son iguales entre si.

Diferenciales de orden mayor o

Si se define un diferencial de segundo orden como el diferencial del diferencial, entonces
tenemos que, partiendo de x =

d’f(a)= d(df(a)) d(f(a+dx) fl@y= ~
=[f(a+dx+dx)- f(a+dx)]-[f(a+dx)— f(a)]

d*f(a)= f(a+2dx)-2f(a+dx)+ f(a) ; (2.9)

Esta ecuacion es equivalente a (2.7), considerando que, en este caso, el espaciamiento
(infinitesimal) de la variable es constante (igual a dx), lo cual era de esperar, ya que un
diferencial no es mas que un incremento infinitesimal.

De la misma manera en que se ha definido el diferencial de segundo orden, pueden
definirse diferenciales de orden mayor (3, 4, 5,...). En la segunda unidad de este texto, se
vera cémo utilizar estos infinitesimales, mientras tanto, en el siguiente ejemplo podra
observarse una caracteristica importante de estos diferenciales.

Ejemplo 2.8 { - .. : -

El volumen de una esfera de radio r esta dado por
4 5
Virn)=—nxr

Aplicando la ecuacion (2.9), tenemos que el diferencial de orden dos, o segundo diferencial
del volumen, partiendo de un valor inicial r del radio, es

d*V(r)=V(r+2dr)-2V(r+dr)+V(r)=

= i7z(r +2dr)’ - (Z)Eﬂ(r +dry + Ao
| 3 3 3
dV(r)= gﬂ(r3 +6ridr +12r dr® +8dr’

-2r® —6r’dr—6rdr’ -2dr’ +r’)

d*v(r)= g-ﬂ(6r dr’ +6dr?)

Finalmente, eliminando el diferencial de orden mayor, tenemos

dWV(r)=8zradr’
|

Obsérvese que el segundo diferencial de ¥ es un infinitesimal de orden dos, respecto de dr.
Esta es una caracteristica que se observard en cualquier diferencial de orden mayor: el

i ]
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diferencial de orden n, de una funcién, es un infinitesimal de orden n, respecto del
diferencial de la variable.

2.1 Ejercicios

1.

)  f@=Ex] |
b f)=x |
) f)=x*

Calcular df(a,dx) para cada una de las funciones dadas y el valor indicado de la
variable. |

a)  f(x)=x*+2x+1, a=1

b )=, a=35
b
0 f()=Ax a=2 A

Para cada una de las funciones con regla de correspondencia dada, indicar si es, o
no, diferenciable en x = 0.

d  fx)=x" ! . _ |

Sugerencia: obsérvese que, si a=0,y f(a)= f(0)=0, entonces, las ecuaciones

(23) y (2.4) indican que df (0)=-f(-dx) y df (0)=f(dx), asi que f es

diferenciable en x =0 si f(—dx) = —f(dx), es decir, si fes impar. , |
| ‘

. 4
Recuérdese" que el volumen de una esfera de radio 7, es V(r) = —37717'3 .

a) Calcular el diferencial del volumen de la esfera, correspondiente a un
incremento infinitesimal dr del radio.

b) (Cual es el incremento en el volumen de la esfera, si el radio experimenta un
incremento finito Ar?

| . : ’ :
¢) Calcular el error relativo cometido al aproximar el incremento por medio del
“diferencial”, es decir, despreciando los términos de orden mayor en la
expresion obtenida el inciso anterior, si Ar =0.17 ysi Ar =0.01r.

\ |
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4. Considerando la funcién y = f(x)=senx, con x medido en radianes, obtener la
tabla de diferencias partiendo de los valores de la funcion correspondientes a
0,7/12, /6,7 /4, &3, 5212y n/2. |
|
&
|
oy n | y . )
<t b ,
x
e i} -~




2.2 Continuidad | B , ‘ 39

2.2 Continuidad: definicién y tipos de discontinuidad

Hay dos situaciones, en las ciencias basicas y de la ingenieria, en las que la continuidad
resulta sumamente importante. La primera tiene lugar cada vez que se considera, por
ejemplo, una pieza metalica como constituida totalmente de materia, sin huecos, aun
cuando, a niveles microscopicos, la materia (del metal) ocupe sélo una parte del espacio.
En estos casos, la suposicion de la pieza como un medio continuo de materia es 1til para la
obtencién de algunos resultados cuya validez importa s6lo en una escala macroscépica.

La segunda situacion se presenta al suponer que una pequefia variacion en alguna de las
variables que intervienen en un fendmeno produce variaciones, también pequeiias, en el
resto. En tal caso diremos que las variables presentan una variaciéon continua. Esto serd
estudiado con detalle mas adelante.

Ahora bien, todos tenemos una idea intuitiva respecto de la continuidad en un contexto
grafico, pudiendo distinguir, por lo tanto, una curva continua de una que no lo es. Asi por
ejemplo, si analizamos las curvas mostradas en la figura 2.3, podemos afirmar que
solamente la curva a es continua, el resto presenta alguna discontinuidad. Esto es, puede
identificarse a las curvas continuas como aquellas que constan “de una sola pieza”.

a N b

ﬁ eyt el - 'i.'"':' L e féf.'

W C o UFig23 i en e e
Cuando se hable de una funcién, se dird que ésta es continua si su gréfica lo es. Interesa,
entonces, poder identificar cuando una funcién es continua, conociendo su grafica o su
regla de correspondencia. Para ello consideremos ahora las curvas mostradas en la figura
2.4, todas las cuales son graficas de funciones reales.

En este caso, nuevamente, s6lo una de las curvas es continua, la a, el resto son
discontinuas. La d, por ejemplo, muestra un comportamiento asinfotico, como el de una
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hipérbola, la b muestra un hueco y la ¢ muestra un salfo. Estos son los tres tipos de
discontinuidad que aqui se estudiaran. :

Si una curva consta de “dos o més piezas”, pero cada una de estas piezas es continua y
entre estas no se presenta ninguna discontinuidad de tipo asintético, diremos que la curva, y
por lo tanto la funcién que la define, es continua por secciones.

/ ,

c : : d

-

/ |

| Fig. 2.4
|

De esta manera, las curvas b y ¢, mostradas en la figura 2.4, corresponden a graficas de
funciones continuas por secciones.

Continuidad: definicion S [

Como se indic6 previamente, se dird que dos variables guardan una relacién de variacién continua,
entre si, cuando una pequeiia variacion en una de ellas produzca una variacién, también pequeiia, en
la otra. La siguiente definicion corresponde a los casos en que esta relacién se conserva aun a
niveles infinitesimales:

En una funcién continua, a un cambio (incremento) infinitesimal de la variable, (2.10)
corresponde un cambio también infinitesimal (o nulo) de la funcién. )

Ejemplo 2.9 | ‘
Siempre que dibujamos una parébola, la suponemos continua. Comprobaremos que esa

suposicion es correcta para el caso particular de la funcion definida por f(x) = x2+2x+1.
En el ejemplo siguiente se vera que tal afirmacion es correcta para cualquier polinomio.

Tenemos pues, que si « es infinitesimal, entonces

e fate) =(a+0)?+2(@+0)+1

=a2+2a+1+a(2a+a+2)
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=f(a)+a(2a+2+a)

= f(a)+a(2a+2)+a’ = f(a)+ infinitesimal,

de manera que, como se esperaba, la funcién es continua para todo valor de a, es decir, en
todo su dominio. Ademas, el incremento de la funcion es un infinitesimal de orden mayor
al de la variable, solo en el caso a =-1. Esto tiene un significado muy importante, que se
analizara en el capitulo siguiente.

E
|

Ejemplo 2.10 - B

Si f(x) = cx" con n natural y c real, y si « es infinitesimal, entonces,

n(n-1)

fla+a)=c(a+a) =c(a" +na"'a+ 220 "2 +---+a")

=ca" +calna™ + a2 g 4+ 4 @),

lo que permite concluir que 7, y por lo tanto cualquier funcién polinomial, es continua para |
todo valor real de la variable, y su grafica es de una sola pieza.

Obsérvese, ademads, que el diferencial de la funcién, o sea, el incremento de la funcion
correspondiente al incremento infinitesimal & de la variable, s6lo se anula en el caso de que
¢ =00 n=0, es decir, sélo si la funcién es constante.

»

Tipos de discontinuidad

Veremos ahora cémo identificar el tipo de discontinuidad que presenta una funcion a partir
de su regla de correspondencia.

A. Discontinuidad asintética

A partir de la figura 2.5 podemos observar que la funcién presenta discontinuidades
asintéticas en x =a, x=b, x=c,y x =d . Ahora bien, podemos decir que si x esta “muy
cerca” de a, entonces f(x) es “muy grande”, de manera que si esperamos que este
comportamiento se conserve, aun si nos situamos infinitamente cerca de a, tendremos que,
si x est4 infinitamente cerca de a, es decir, si |x — a| es infinitamente pequefio, entonces,
f(x) es infinitamente grande.

Dicho de otra forma, si a es infinitesimal, f(a+ a) es infinitamente grande (y positivo).

Anélogamente, podemos decir que si a es infinitesimal (y positivo),

fb-a)=-M y f(b+a)=-N, con NyM infinitamente grandes y positivos,
f(c-a)=M y f(c+a)=-N, conNy Minfinitamente grandes y positivos, y
f(d-a)y=-M y f(d+a)=N, conNyM infinitamente grandes y positivos.
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Resumiendo, diremos que:

Una funcidn f'tiene una discontinuidad asintética en x = a, si para ¢ infinitesimal,
f(a-a) y f(a+a)son infinitamente grandes (en valor absoluto). 2.11)

Jé
o

| \ Fig. 2.5

Ejemplo 2.11

. 3 :
Si f(x) =T reconocemos que la grifica corresponde a una hipérbola cuya asintota

vertical se ubica en x = 2. En efecto, si o es infinitesimal, tenemos que

_ 3 3 -N, sia<0
_(2+a)—2_a— N, sia>0

f2+a)

con N infinitamente grande, asi que el comportamiento de f'(como se esperaba) corresponde
al de la funcién de la figura 2.5, en x = d.

Recordando el curso de geometria analitica del bachillerato, o recurriendo a una tabulacién
y teniendo en cuenta todo lo anterior, podemos trazar ficilmente la grafica de f, que se
muestra en la figura 2.6.

20
15
10

-5
-10

|
|
|
; |
fx) | 32| -3 3 |32 T 1: 3 4 5
I
|
i

-20

Tabla 2.5 ' Fig. 2.6
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Interesara en particular el caso en que la funcién esté definida como el cociente de dos

funciones continuas.

Asi pues, supdngase que f es una funcién definida por f(x)= gﬁx;, éiendo PyQ
x

funciones continuas en x = a, entonces,
Pla+a)
Qa+a)’

y por ser P continua en a, P(a+a) es finito. Supongamos ademés que P(a+a) no se

anula en a, entonces, para que f(a+ca) sea infinitamente grande (en valor absoluto), se
requiere que

| fla+o)=

1 Oa+a)
f(@a+a)  P(a+)

sea infinitesimal, es decir, que Q(a+a) lo sea, lo cual ocurrira siempre que Q(a)=0 y Q
sea continua en a.

Podemos resumir lo anterior, diciendo que: TR
Si f(x) = P(x)/Q(x), siendo P y Q funciones continuas en @,y si Q(a)=0y
P(a) # 0, entonces ftiene una discontinuidad asintéticaen x =a. (2.12)
Ejemplo 2.12 |
x-1
Sea f(x) =

Tenemos entonces, en este caso, que el denominador se anula cuando x2+2x=
x(x+2) =0, es decir, si x=0 o si x=-2. Ademas, como el numerador no se anula para
ninguno de estos valores, concluimos entonces que la grafica de ftiene asintotasen x =0 y
en x=-2.

10 '

—— i —e e — = —

x | 4|3 ]32(1]-12]1]2 .2.5( 2
fOo) | -581-437103] 2|57 [0]1/8 s |
-7.5
-10
Tabla 2.6 _ Fig. 2.7
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Tomando en cuenta lo anterior y haciendo una breve tabulacién, podemos trazar la grafica
de f(figura 2.7).

i

B. Discontinuidad de hueco
Sea f'la funci6n continua cuya gréfica se muestra en la figura 2.8a, y sea g la funcién que
resulta de quitar de f'el par (a, f(a)).

|
s
!
l

Fig. 2.8a Fig. 2.8b

La grafica de g sera, entonces, idéntica a la de f, exceptuando el punto (a, f(a)), en cuyo -

lugar aparecerd un hueco (figura 2.8b). Ahora bien, resulta facil “agujerar” una funcién
continua en un valor deseado de la variable, segun se describe a continuacién.

Si fes una funcién continua y queremos “agujerarla” en x = a, definimos

- L QGE=a)

_ g x—a

De esta manera, g(x)= f(x) para toda x #a, mientras que g(a) no estd definida, es
decir, el punto (a, f(a)) no estd en la grafica de g. En otras palabras, la gréfica de g es la

de fcon un hueco en x = a, tal y como ocurre con las funciones cuyas graficas se muestran
en la figura 2.8.

Ejemplo 2.13 ‘

2 -D(x-2)

x=-2 :
entonces g(x)= f(x) pai'a toda x #2 y g(2) no existe, mientras que f(2) =3. Asi pues,
la grafica de g es la pardbola de ecuacion y = x? —1 (ver figura 2.9), con un hueco en (2,3).

Si f(x) = x* -1, y definimos g(x) =

En general, si fes una funcién continua en x = a y definimos

() = Pix) _Sf(x)(x-a)
g T 0(x) x—-a
-

| | |
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{ l
AT | oA

|  Fig.29

entonces g(x) = f (x) para toda x # a, de manera que g presenta una discontinuidad de
hueco en x = a. Obsérvese que P(a) = Q(a) =0, es decir:

Si una funcién g est4 definida por un cociente de funciones continuas en x = a, si
tanto el denominador como el numerador se anulan en a, y si esta funcién es idéntica
a otra funcién f (que es continua en a), excepto en @, entonces g tiene una| (2.13)
discontinuidad de hueco en x = a y su gréfica es la misma que la de f, pero con un
hueco en (a, f(a)).

Ejemplo 2.14

2

Seag(x):—zx———yseanP(x)=x2—lyQ(x)=x2+2x—3. : o B |
x°+2x-3

Vemos que el denominador Q se anula si x% +2x-3= (x+3)(x-1)=0, es decir,en x =-3
yen x =1. Ahora bien, P(-3) =8, asi que g tiene una discontinuidad asintotica en x = 3.

Por otra parte, tenemos que P(1) =0 y que

| -1 (xrl)x=1) _x+l

= = Vx¢1
B = 03 (e 3)=]) x+3

Y como la funcién f definida por f(x)=(x+1)/(x+3) escontinuaen x=1y f(1)=1/2,
entonces g tiene una discontinuidad de hueco en x =1y su grafica un hueco en (1, ).

Tomando en cuenta lo anterior, y haciendo una tabulacion, podemos trazar la grafica de g,
como se muestra en la figura 2.10.
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| =
|
i . t 10
X | f(x) :
[}
-5 2 - : s
7 3 |
]
2 1 3 ~'B 1 1
-1 0 :
| -5
2 3/5 !
[}
! -10
Tabla 2.7 ~ : | Fig. 2.10

Debe tomarse en cuenta qué si f'es una funcién definida mediante el cociente

P(x)

‘ o(x)

y si P(a)=Q(a)=0, entonces podemos afirmar que la funcién presenta una disconti-

nuidad de hueco, s6lo si podemos asegurar que f'es idéntica a otra funcién ¢, excepto en a,
y que esta funcién ¢ es continua en a. De hecho,

S (OF

Si f(x)=P(x)/Q(x) ysi P(a)=0Q(a)=0, no puede afirmarse nada acerca del
comportamiento de la funciéon alrededor de a. En este caso diremos que se
presenta la forma indeterminada 0/0.

Por ejemplo, si consideramos las funciones : - Gt e
3x? 5x?

— X)= =5 o aen
5 fi(x) Rt s

entonces, cada numerador y cada denominador se anulan para x =0. Sin embargo, para
x=0,

fl(x)=;_’ f(x)=
X

N fz(x)=§ y fm=2,

X

de manera que la grafica de f; es una recta con pendiente 2 y un hueco en (0,0), y lade f; es
una recta horizontal con un hueco en (0, 3/5), mientras que la de f; es una hipérbola con una
de sus asintotas en x = 0.

El arco y la cuerda de un éngulo central pequeiio se confunden ‘
Consideremos ahora un caso muy particular, el de la funcion definida por:

senx

o(x) = (x en radianes)

’
X
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Observemos, primeramente, que el numerador y el denominador son funciones continuas,
asi que la funcioén es discontinua solamente en x =0, para el cual se presenta la forma
indeterminada 0/0. Por otra parte, tenemos que:

sen(—x) —senx senx

o d(-x)= =¢(x),

-x
de manera que ¢ es par y su grafica es simétrica respecto del eje Y. Asi pues, bastara con
analizar el comportamiento de ¢ para valores infinitesimales y positivos.

Ahora bien, en este caso, y por el momento, no tenemos manera de saber si hay un factor x
en el numerador, sin embargo, si utilizamos valores pequefios de la variable, podemos tener
una idea de cudl es el valor de la funcion para valores infinitesimales de la variable:
1
X ¢ (x) o ‘f..‘j‘
0.1 0.99833416
0.01 0.99998333
0.001 ]0.99999983
0.0001 ]0.99999999

| Tabla 2.8 ' b

s '!(: .

: T o :
Asi pues, a partir de la tabla 2.8 podemos observar que, conforme x es més pequefio, el
valor de ¢ es cada vez mas proximo a 1, lo cual nos lleva a inferir que si a es infinitesimal,

|
! sena

=1+ o Rl Te R (a)
donde B es también infinitesimal, lo cual indicaria que la funci6n tiene una discontinuidad
de hueco para x = 0, y que el hueco corresponde al punto (0, 1).

B

Fig. 2.11a ) Fig.2.11b

Ahora vamos a considerar el problema graficamente. En la fig. 2.11a se tiene una
circunferencia de radio a en la que se muestra un angulo central de magnitud w (en
radianes), que intersecta a la circunferencia en 4 y B. Las magnitudes del segmento
rectilineo y del arco de la circunferencia con extremos en Ay B son:

AB =2asen(w/2) y AB =aw

Jﬁ
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Ahora bien, la figura 2.11b. sugiere que

[ Para valores pequefios del dngulo w, el arco y la cuerda se confunden. | (2.14)]

Es decir, si w~0, 4B ~ 4B, o bien,

» 2asen(w/2)~aw, sen(w/2)=w/2,
, ) . SIRPY
lo que también puede interpretarse como:

Si un angulo es pequefio (y esta medido en radianes) éste se confunde| (2.15)
con su seno.

Lo que nos lleva a inferir entonces que, si x (medidos en radianes) es infinitesimal,
entonces senx=x+ A, siendo A un infinitesimal de orden mayor que x, lo cual es
equivalente a (a).

Aun cuando lo anterior no es una demostracidon rigurosa, en adelante utilizaremos el
resultado obtenido. '

C. Discontinuidad de salto

Consideraremos este tipo de discontinuidades unicamente en funciones definidas “a
trozos”.

Ejemplo 2.15

Si fes la funcién esta definida por ,
1 x-2 six<l1
L . fx)= J_ T T T

x six21

entonces su grafica consistird de la parte de la recta y = x—2 que esté a la izquierda de la

recta x = 1 (sin incluir el punto (1,-1)) y de la parte de la semiparabola y = Jx que estd a la
derecha de la misma recta (incluyendo el punto (1,1)), como se muestra en la figura 2.12.

3 P
rd
/7
7
2 7
/7
/7
1 7
\ /,’ ,//
Y i .2 3 4 5

Fig. 2.12
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Observemos que la gréfica tiene un “salto” entre los puntos (1,-1) y (1,1). Podemos decir,
entonces, que si “leemos” la grafica en el sentido creciente de los valores de x, es decir, de
izquierda a derecha, un punto en ésta se mueve (desde “menos infinito™) sobre la recta hasta
que el valor de x es 1, en donde “salta” a la semiparéabola.

Es claro que la funcién puede “redefinirse” de manera que ahora si resulte continua, para lo
cual podemos “subir” la recta o “bajar” la semiparabola.

En general, podemos definir una funcién mediante dos o mas reglas de correspondencia;
aplicandose cada una de ellas a diferentes subconjuntos del dominio:

|

. LH(x) si x<a

£ = fzgx) si a<x<a,

( f.(x) si a,,<x %an

(2.16)

L

La grafica de esta funcién esta constituida por: la parte de la grafica de f; que corresponde
al intervalo (~o,a, ), la parte de la gréfica de f, que corresponde al intervalo [a,,a, ), etc.

En tal caso, si conocemos el comportamiento de cada una de las secciones, el andlisis de la
continuidad de f se complementara observando si se dan saltos en cada uno de los valores
de la variable en los que la funcién cambia de regla de correspondencia.

Si f'es una funcién real y si a es infinitesimal positivo, usaremos la siguiente notacion:
| f@)=fla-a) y f(@)=fla+a) 217

de manera que si festa definida por (2.16), y si cada una de las funciones £ son continuas,
entonces,

f_(ai)=.fi(ai "'a)=f;'(a) Yy f+(ai)=f;+l(ai +a)=-fi+l(ai)

y en tal caso, ftendré una discontinuidad de salto en x =g, si f_(a,) # f.(a).

Ejemplo 2.16
Si ¢ es la funcién definida por
A 3-x?, x<1,
‘ ’ p(x)=1x+1, 1<x<3,
3-x, x>3

entonces, cada una de las funciones que definen ¢ en cada seccién es continua. Ademas,
6 ()=gN=3-1"=2y g ()=¢,(1)=1+1=2, asi que g es continua en 1, por otra
parte, ¢.(3)=¢,(3)=3+1=4y $.(3)=¢,3)=3-3=0, de manera que ¢ tiene una
discontinuidad de salto en x =3 (ver figura 2.13).
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ol —— - - -

Fig.2.13

2.2 Ejercicios

LN

a) Obtener el dominio.

¢) Trazar la gréfica.

(9% x
1) f(x)=':
2x? —x -1
, S
! ‘ t+1
5) h(f)=m

7)) s(t) = 2t + 251

2)
4)

6)

1-9. Para cada una de las funciones con regla de correspondencia dada,

b) Analizar la continuidad de la funcién, es decir, indicar en dénde ésta presenta
discontinuidades y de qué tipo son.

e

t2
t) =
40 £+t
2x —x—1
2x) = 4’ +4x +1
4-x
x) =
p(x) 2__\/;
_2_x, x<-1
Fx)={_ %
2
-, x>-1
x
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1
=, x<1
-9 G(x)=4x

x2 -1, x>1" "

10. Si el salario de una persona es de $ 3,000.00 y se le garantiza un aumento de $ 500.00
cada 6 meses,

a) Escribir una expresion para el salario s de la persona, en términos del tiempo ¢
transcurrido a partir de ahora, con f en meses.

#'"b) Trazar la grafica de s(¢) paraf entre 0 y 24. e er ' A

c) Analizar la continuidad de esta funcion en el intervalo indicado. L
11. Obtener el valor de la constante ¢ para el cual la funcion con regla de correspondencia
dada sea continua en R e interpretar graficamente el resultado.
x2 -1, x<1

3x+c¢ x>1

=

i

12. Obtener el valor de la constante k para el cual la funcién con regla de correspondencia
dada sea continua en R e interpretar graficamente el resultado.

kx+2, x<2

f(x)z{kxz x>2

| o - ;
13. Obtener el valor de cada una de las constantes a y ¢ para los cuales la funcién con regla

de correspondencia dada sea continua en R e interpretar graficamente el resultado.

g(x)={ax’+c, -2<x<1
1, x2>1

} x, x<-2

i
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2.3 Continuidad: graficacién y propiedades Sy

Con el objeto de obtener el trazo de la grifica de una funcién, de una manera mas o menos
precisa, en la primera parte de esta seccién vamos a utilizar los conceptos antes estudiados,
relativos a la continuidad, y un procedimiento para la obtenciéon de las asintotas de una
curva. En la segunda parte se estudiaran dos propiedades importantes de las funciones
continuas, las cuales seran utilizadas en los siguientes capitulos.

ey o O Y

Graficacion

En la seccién anterior se vio cémo identificar la presencia de una discontinuidad asintética,
lo que a su vez indicaba que la grafica de la funcion tenia una asintota vertical. Ahora
vamos a ver un procedimiento para obtener asintotas horizontales u oblicuas, e incluso
asintotas curvas.

Ejemplo 2.17 Caida libre’ C B

En el curso de mecanica en bachillerato, se vio que la velocidad de un cuerpo en caida
libre, estd dada por v=gt, donde g es la aceleraciéon de la gravedad y ¢ el tiempo
transcurrido a partir de que el cuerpo se deja caer.

De acuerdo con esta ecuacion, el valor de la velocidad de caida crece indefinidamente con
el tiempo. En realidad esta ecuacion es correcta sélo si se desprecia la resistencia que opone
el aire al movimiento del objeto. De hecho, puede demostrarse que, suponiendo que €l aire
ofrece una fuerza de friccién cuya magnitud es proporcional a la velocidad del cuerpo, el
valor de la velocidad de caida, en términos del tiempo, estard dado por

k

gm —;t grn 1

! . Lo V= k (l_e J=—k— 1- 5,
em

donde m es la masa del objeto y k es una constante positiva.

2 4 6 8 10

Figura 2.14

7 Simmons, p. 30.
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Obsérvese que el valor de la expresién exponencial, en el denominador de la fraccién, crece
indefinidamente conforme crece el tiempo, de manera que podria afirmarse que, si ¢ es
suficientemente grande, el reciproco de tal expresion puede despreciarse y el valor de la
velocidad sera, aproximadamente, v=gm/k.

Si consideramos un caso particular (utilizando el sistema de unidades MKS), digamos
k=1, m=1,y, por supuesto, g =9.8, de manera que gm/k =9.8, y se traza la grafica de
v contra ¢, previa tabulacién, se obtendra una curva como la mostrada en la figura 2.14, en

la que puede observarse claramente que, para valores de ¢ mayores que 6, la curva no se
distingue de larecta v=gm/k=9.8.

La gréfica trazada, y un breve andlisis de la expresion, parecen indicar que la recta
v=gm/k es una asintota (horizontal) de la curva. Vamos a ver, a continuaciéon, cOmo
llegar directamente a este resultado.

219 : - -5 O e o
Asintotas horizontales, oblicuas y curvas .

En el curso de geometria analitica de bachillerato® se ha definido cuindo una recta es
asintota de una curva:

“Si para una curva dada, existe una recta tal que, a medida que un punto de la
curva se aleja indefinidamente del origen, la distancia de ese punto a la recta
decrece continuamente y tiende a cero, dicha recta se llama asintota de la
curva”.

| Fig. 2.15

A partir de esta definicién, y considerando la figura 2.15, en la que cada una de las curvas
“g” representan asintotas de las curvas ¢“f’, definimos:

La grafica de una funcién g es una asintota de la grafica de otra fupcién f(y| (2.18)
viceversa), si para N infinitamente grande, f(N)-g(N) es infinitesimal.

§ Ver Lehmann, p. 41.
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Asi pues, para obtener una asintota de la grafica de una funcién dada f; se calcula f(N),
con N infinitamente grande, reteniendo los términos infinitamente grandes y el real, de
manera que la diferencia entre f(N) y la expresion obtenida, es decir, g(N), sea

infinitesimal. Una vez obtenida la asintota, y habiendo analizado la continuidad de la
funcidn, puede hacerse un trazo més o menos preciso de la grafica de una funcién.

Ejemplo 2.18

Trazar la grafica de la funcién definida media:ite

y=h(x)=

, )
prooy e 1143 Cone x -1 spems
Solucion

En este caso, D, =R —{-1,1}, y dado que el numerador no se anula para ningin valor de la
variable, entonces la grafica de 4 tiene asintotasen x=-1 yen x =1.

Fig. 2.16

No hay intersecciones con el eje X y & es par, asi que su grafica es simétrica respecto del
eje Y. Por tltimo, si N es infinitamente grande,

1 |
hN)=27—7=F=0+8,

siendo P infinitesimal, de manera que otra asintota de la grafica de h es larecta y = 0 (eje
X). Con toda esta informacién, podemos trazar la grafica de A, la cual se muestra en la
figura 2.16.

En general, si fes una funcién racional propia, tenemos que

ayx" +---+a
f(x)=;hb_", conn<m, _ R
0 . :
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De manera que, siendo N infinitamente grande, y conservando en cada parte de la fraccion
s6lo el término principal, se tiene que -

a,N" b
f(N )_. e = j\"/i_’? =0+ infinitesimal . = rrupe

Es decir, |

Si f'es una funcién racional propia, entonces, una asintota de la grafica de fes
larecta y =0 (eje X). (2.19)

Ahora bien, para una funcién racional impropia, se aplica el algoritmo de la division de
polinomios:

P(x)

Si f(x)= ek con bgr(P) > gr(D), entonces, “

P(x) _ Q(x)- D(x) + R(x)

T =5 = D(x)

=00+ 8 con gr(R) < gr(D),

de manera que, siendo ¥ infinitamente grande:

S(N)=Q(N)+ % = Q(N) + infinitesimal

Es decir, |

Si f es una funcién polinomial impropia, definida por f(x)= P(x)/D(x),
entonces una asintota de fes el cociente (polinomio) que resulta de dividir P| (2-20)

entre D.
Ejemplo 2.19
Trazar la grafica de la funcién definida mediante
2
x
= F =
y=F@x)=7""

Solucion

Tenemos que Dr = R - {¥2}, y dado que el numerador no se anula en ’z , entonces x = Yaes
una asintota de la grafica de F.

La tnica interseccion de la gréafica de F con los ejes coordenados es el origen. Ademss, al
hacer la divisién, obtenemos que
1 1
| Fx)=zx+7+ f

4 2x-1
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de manera que, si N es infinitamente grande,
N 1
F(N)= ) +Z + infinitesimal,

por lo tanto, otra asintota de la gréfica de F es la recta

.1
Y=2%

Con esta informacién, trazamos la gréfica de F, la cual se muestra en la figura 2.17.

Ejemplo 2.20
Trazar la gréfica de la funcién definida mediante
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P T I et e o e 2 - e e o Yo
re——

Solucion

En este caso, D; =R —{1}, y considerando que el numerador no se anula en 1, entonces

x =1 es una asintota de la grafica de G. La unica interseccion de la grafica de G con los
ejes coordenados es el origen. Asimismo,
3 1 nd

G(x)-x——x +x+1+—,
-1 x-1

por lo tanto, otra asintota de la grafica de G es la parabola de ecuacién y = x> +x+1. Con
esta informacion trazamos la grafica de G, la cual se muestra en la figura 2.18.

Por otra parte, tratindose de funciones irracionales, podemos utlhzar la serie binomial para
calcular las asintotas, como se muestra a continuacion.

Ejemplo 2.21 |

Sea f'la funci6n definida por:

f(x)= V2x? -x3,

tenemos que

fx)= (—x* +2x? )% = [—x3 (1-2x" )]% =-x(1- 2x—l)y3

asi que si N es infinitamente grande —y por lo tanto 2! inﬁnitesimal—, entonces la
condici6n para la convergencia de la serie binomial se cumple y

" fany=-N(1-28")"
1 2
\ =—N(1-—§(2N )+---)=—N +§+ infinitesimal,

asi que una asintota de la grafica de fes la recta y =—x+2/3. En la unidad 2 veremos
c6mo obtener mas informacién para trazar la grafica de f.

Ejemplo 2.22
Recuérdese que las funciones hiperbélicas, seno y coseno, estan dadas por
x —- -X x + -X
f(x)=senhx=e 2e y g(x)=coshx=e 2e

Asi pues, si N es infinitamente grande y positivo, entonces e” es infinitamente grande y
¥ infinitesimal (ver figura 1.7), por lo que
N B : N

senhN = %— infinitesimal, y coshN = 52— + infinitesimal
1
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Por lo tanto, y =e”* /2 es una asintota de la grafica de f'y también de la de g. Considerando

ademas que f es impar y g par, pueden trazarse sus graficas, las cuales se muestran en la
figura 2.18.

-4t
Fig. 2.19

Ejemplo 2.23 Potencial eléctrico: disco cargado unifo‘rmemente9

Considérese un disco cargado uniformemente. Si y es la distancia de un punto sobre el eje
del disco al centro del mismo, puede probarse que el potencial eléctrico en ese punto esta
dado por

¢(y)=27ralx/y’+a’—y], para y>0 .. (a
y | $() =275 |\[y* +a* +y|, para y<0 O

Se desea trazar la grafica de ¢(y).

Observando que (b) resulta de cambiar y por —y, y que (a) define el potencial para valores
positivos de y, mientras que (b) lo hace para los valores negativos, podemos afirmar que la
grafica de la parte definida por (b) es la reflexion, con respecto del eje Y, de la gréfica de la
parte definida por (a), de manera que sélo hara falta analizar el comportamiento del
potencial para valores positivos de la variable y.

Ahora bien, un breve analisis de la ecuacion (a) permite afirmar que la interseccién con el
eje de ordenadas ocurre en el punto (0, 27ac) y que todos los valores del potencial son

positivos, ya que y’ +a’ >y’. Finalmente, para y >>a, se tiene que a’/y* <<0, de
manera que, al expandir en serie la expresion irracional, se obtiene

2 2 a’ |
y'+a -y=y 1+;2——y=

® Purcell, pp. 43-45.
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Asique, para y >>a,
; 2, 2 1a a?
‘ - y2 + az -y=y =
| 2y 2y
Por lo tanto, una asintota de Ia grafica de ¢(y) es la hipérbola ¢ = ma’c/y.

Con esta informacion, y haciendo una breve tabulacion, asignando previamente valores
particulares a las constantes a y o, puede trazarse la grafica del potencial, la cual se muestra
en la figura 2.20 (esta grafica fue trazadacon a=1y o =1).

1469

| .~ Fig.2.20

Comportamiento oscilante y asintético oscilante

El comportamiento asintético observado en los ejemplos anteriores puede denominarse
unilateral, en el sentido de que, a partir de un determinado valor de la variable, la grafica de
la funcién no intersecta la asintota, es decir, permanece del mismo lado de ésta. En este
caso, f(x)— g(x) tiene el mismo signo a partir del valor mencionado.

Si en cambio la curva intersecta a la asintota infinitas veces, de manera que f(x)—g(x)

cambia alternativamente de signo, diremos entonces que la funcién presenta un
comportamiento asintédtico oscilante. Este se presenta, por ejemplo, cuando la regla de
correspondencia de la funcién es un producto, uno de cuyos factores corresponde a una
funcién de naturaleza oscilante (digamos seno o coseno), y el otro a una funcion que
observe un comportamiento asint6tico unilateral.

Antes de ver un ejemplo en el que se presente este comportamiento, consideraremos
primeramente el caso en que la grafica de una funcion oscila entre otras dos, el cual se
presenta, por ejemplo, cuando fes una funcién definida por

f(x) = g(x)senx, tal que g(x)>0 paratodax.

En tal caso, considerando que —1< senx <1, tenemos que —g(x) < g(x)senx < g(x), es
decir,
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-g(x) < f(x) < g(x),

de manera que la grafica de foscilara de acuerdo con la senoidal, entre las graficas de -g y
g, intersectando el eje X en x =nx, n €K, lagraficade gen x=7n/2+2nz, neE,ylade

-gen x=37/2+2nn, ne€ E, tal y como se muestra en la figura 2.21.

et

Fig. 2.21

Ejemplo 2.24
Trazar la grafica de la funcién definida por
senx
y=r(x)= J-x
Solucion ‘ s v A T S

. R .
Tenemos que g(x) = ——IJ————x’ asi que D, = D, =<-—,1>

r= 1-x |
|
[
/| _ senx
- -~ : Y 1-x
T —~__ -
—_ L L_/* i
— |
| J |
= |
Y 1-x \I
{
1
]

Fig. 2.22
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Ahora, siendo N infinitamente grande, y a infinitesimal (ambos positivos), tenemos
entonces que

‘ 1 1 S
g(-N)= N = N = f (infinitesimal)

. | 1 1 " o
y ' | g(l—a)=Jl—(l—a)=J;=M (inﬁnitamefltegrandé)

N K Tt

Asi que y =0 y x = 1 son asintotas de la grifica de £ Ademas, ésta oscila asint6ticamente

1 1
tre las gra dey=—F7— = ———.
entre las gréficas dey = = ¥V = " Vi=x

Con toda esta informacién, podemos trazar la grifica de £, la cual se muestra en la figura
2.22.

Ejemplo 2.25 |

Trazar la grafica de la funcién definida por

mx I = W oSreaT
y= S(X) = x '

Soluciéon

Tenemos que D, = R — {0} y segun lo visto en el capitulo anterior, sabemos que la gréfica
de s tiene un hueco en (0, 1). En este caso la grafica oscilar4 entre las hipérbolas y =-1/x
y y =1/x. Podemos entonces trazar la gréfica de s, la cual se muestra en la figura 2.23.

B - Y
YA L : P T B
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Propiedades de las funciones continuas , (I L e

Para finalizar con el estudio de la continuidad, se mencionaran algunas propiedades de las
funciones continuas que seran utilizadas mas adelante.
Funciones continuas y valores extremos

Si f es una funcion real, definida en un intervalo /, diremos que f tiene un valor mdximo en
cel,siparatodo xe I, f(c)= f(x).

Andlogamente, si f es una funcion real, definida en un intervalo I, diremos que f tiene un
valor minimoen ce I, siparatodo xe I, f(c)< f(x).

Los valores maximo y minimo de una funcién en un intervalo se conocen como valores
extremos de la funcion en el intervalo.

Las definiciones anteriores pueden extenderse a todo el dominio de la funcién, el cual
puede ser, inclusive, el conjunto de los nimeros reales.

Ejemplo 2.26 ' : : o

a) Sea f(x) =senx, x €[-2m,2n], entonces, el valor maximo de fes 1, para x =-3n/2 y
para x = n/2, mientras que el valor minimo de fes -1 para x = —n/2 y para x = 31 /2.

b) Sea g(x) =e™, x €[0,1], entonces, el valor maximo de g es 1 para x = 0, mientras que
el valor minimo de fes //e para x =1.

¢) Sea h(x) =x* -1, x e[-3,2], entonces, el valor maximo de A es 8 para x = -3, mientras
que el valor minimo de fes -1 para x = 0.

d) Sea H(x) =x” —2, entonces, el valor minimo de H es -2 cuando x = 0, pero H no tiene
valor maximo en su dominio (conjunto de los niimeros reales).

Considerando las definiciones anteriores, tenemos que

Si una funcién real es continua en un intervalo (cerrado), entonces, tiene
valores extremos en ese intervalo. (2.21)

Las funciones f, g y h de los incisos a, b y c, del ejemplo anterior, satisfacen la condicién
(2.21), por lo que tienen valores extremos en el intervalo indicado. Ahora bien, es claro que
si la funcién no es continua en el intervalo cerrado, ya sea porque presenta discontinuidades
para valores intermedios, o0 porque no es continua en alguno de los extremos, entonces no
puede asegurarse que la funcion tenga valores extremos en el intervalo.

Asi, por ejemplo, la funcién definida por a(x)=cosx, x€<0,7/2> no tiene valores
extremos en el intervalo, es decir, no tiene ni un valor maximo ni uno minimo en el
intervalo. Lo mismo ocurre con la funcién definida por f(x) =1/x, x € [-2,2], x # 0.
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Teorema del valor intermedio

Esta es una propiedad que presentan las funciones continuas y que tiene algunas
aplicaciones importantes. Simboélicamente se puede expresar como sigue:

Si f es una funcién continua en un intervalo [a,b], entonces, para todo
namero z, entre f(a) y f(b), existe otro nimero c, en el intervalo [a,b], tal (2.22)
que f(c)=z.

En otras palabras,

Una funcién continua en un intervalo cerrado toma todos los valores
contenidos en el intervalo cuyos extremos son las imagenes de los
extremos del intervalo.

La figura 2.24 ilustra el teorema. La grafica de cualquier funcién continua deberé cortar la
recta y = z, al menos una vez en “su camino”, desde (a, f(a)) hasta (b, f(b)).

\

f (a) ! f (a)
z |- s S
o N I
£ (D) pommmtomomie- T3 N -

]
[}
[
]
]
]
I

C b

m L -
Q4

\

oY

m D e -

Fig. 2.24

Como caso particular, y que tiene aplicaciones importantes, sobre todo para la solucion de
ecuaciones, tenemos que,

Si f es una funcién continua en un intervalo [a,b], y si f(a) ¥ f(b) tienen
signos diferentes, entonces, la ecuacién f(x) =0 tiene al menos una raiz real
en el intervalo < a,b >.

La figura 2.25 ilustra la propiedad anterior. Si f es una funcién continua y cambia de signo
entre dos valores dados de la variable, entonces, debe anularse al menos una vez en el

intervalo.




£ (b)

f(a)r

Ejemplo 2.27

Fig. 2.25

f (a)

£ (b)

A= 5

a) La funcién f(x) =cosx—x es continua en R, ademas, f(0)=1y f(1)=cosl-1<0,
asi que la ecuacién cosx — x =0 tiene al menos una raiz entre O y 1.

b) Si P es un polinomio de grado impar, entonces tiene al menos un cero real.

En efecto, tenemos que P(x) = ag x" +a;x"~

1

+---, y sabemos ademas que para valores

“grandes” (en valor absoluto) de x, P(x) se comporta como su término de grado

mayor, entonces existen nimeros reales x, y x, (de signos diferentes) tales que f(x,)

y f(x,) tienen signos diferentes y como todo polinomio es una funcién continua en R,
entonces P(x) = 0 tiene al menos una raiz real.

~ La propiedad anterior puede utilizarse, entre otras cosas, para “encerrar” una raiz real de

una funcién que satisface las condiciones indicadas, es decir, para calcular dicha rajz con
cualquier precision predeterminada.

Biseccion e interpolacion lineal, entre otros, son métodos numéricos para resolver
ecuaciones que se basan en el teorema del valor intermedio.

b f(@) f®) |c=a+th)/2|  f(o)
0 1 +1 -0.459698 (0.5 +0.377583
0.5 1 +0.377583 |[-0.459698 [0.75 -0.018311
0.5 0.75 |+0.377583 |[-0.018311 |[0.625 +0.185963
0.625 0.75 |+0.185963 1-0.018311 [0.6875 +0.085335
0.6875 [0.75 |+0.085335 |-0.018311 |0.71875 +0.033879
0.71875 [0.75 |+0.033879 |-0.018311 |0.734375 +0.007875
Tabla 2.9
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Ejemplo 2.28 \

La tabla 2.9 ilustra la aplicaciéon del método de biseccion para calcular la raiz de la
ecuacioén cosx —x = 0, que de acuerdo con el ejemplo a) tiene una raiz entre 0 y 1.

Podemos decir que una aproximacidén de la raiz buscada es 0.734375. Sin embargo, como
también puede observarse, este método es muy lento. En la siguiente unidad se estudiara
otro que resulta mucho mas rapido.

r— f e =

2.3 Ejercicios |

1-11. Para cada una de las funciones con regla de correspondencia dada,
a) Indicar el dominio.
b) Obtener las asintotas.
c¢) Trazar la grafica.

: | 3 t
1. = 2. )=
f(x) xz_l g() 12—4 .
3 p(r) = 4 K=
' ) ' 12 +1
X 3¢’
5. = 6. t) =
W =5 PO=573
x? +3x £
7. g(x) = 8. s(t) =
x-1 V' + 4
3 ' 2
1
9. V(x) = = 10. =2
x+2 t
‘ )
11. R(x) = |>
5+x

12-13. Esbozar la grafica de una funcién que satisface el conjunto de condiciones dadas
(N, M y M, son infinitamente grandes y positivos).

12. f es continua en R—{-1,2}}, f(-N)=1, f(-D)=M,, f.(-)=-M,,
f2)=0=1Q2), £.(D=-3y f(N)=0.

13. f es continua en R-{-1,2}, f(-N)=2, f(-D=M,, f.(-)=M,,
(=3, £.(2)=3, f(2) noexistey f(N) es infinitamente grande.

.
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14.  f(-N)=
f-3)=
f(-3)=

S A €) by
S3)=
SN =

15. f(-N)=
f-2)=
f(-2)=
f(2)=
f+2)=

f(N)=

16.  f(-N)
0=

- f0)=
f(N)

AR

14-16. Considerando las graficas mostradas, completar lo que se pide.

Figura del problema 14

10 ’
s
7
- 4
4
s
d
5 Vs
‘ y=x-2
4
Y/
4

BEESY

Figura del problemh 16
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17-28. Para cada una de las funciones definidas en el intervalo dado, indicar si tienen o no,
un maximo y un minimo, y en caso afirmativo indicar su valor.

17. I(x)=2x-1 x e<-13]
18. px)=3x+1 xe<-12>

|
19. m(x)=-2x+3 x €< -1,4] g

20, T A()=-ix+4  xe[-29] o
21. i dx)=x"+2 x €[-3,3]
22. wx)=1-x* xe€[02>

23. v(x)=senx xe€ (0,%]

28, f(x)=tanx (-77 %)
25. g(x) =tanx <—”4,%>

| 26. ¢(x) = tanx [—%,%]

27. y=f(x) f creciente en [a,b]

28. y=f({x) f decreciente en [a,b]

29-31. Demostrar que la ecuacién dada tiene al menos una raiz real en el intervalo indicado
y auxilidndose de una calculadora, obtener el valor de la raiz con precisién de

centésimas.

29.  xX*-4x+2=0, [0]]
30.  x’=+x+2, [02]
31, Inx+x=0, <0

32. Demostrar que existe un numero ¢ tal que f(c)=25 si f(x)=x>-2 y calcular tal
numero. : 2
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. 2.4 Definicién y cdlculo de limites

El concepto de limite —muy relacionado con el de la continuidad— resulta sumamente itil
en las ciencias bésicas y de la ingenieria. Ademas, el limite se utiliza para definir algunas
propiedades fisicas, particularmente cuando su valor depende de la posicion en el espacio.

Primeramente veremos la definicién correspondiente al limite de una funcién en un punto, a
partir de la cual se generan otras.

-

Limite en un punto

Para las situaciones de interés en las ciencias basicas y de la ingenieria, este concepto busca
responder a la cuestion: si la variable toma valores cada vez mas préximos a un valor dado,
{qué valores toma la funcién?

Considerando entonces una funcién definida mediante y = f(x), interesa saber qué pasa
con el valor de f(x) conforme x toma valores cada vez mas proximos a a. Si la respuesta
es: el valor de f(x) se aproxima a L, entonces diremos que el limite de la funcién /, cuando
x tiende a a es L, lo cual se denotara:

lm f)=L @.23)

Ejemplo 2.29
(Cudl es el limite de la funcién f(x) = fanx cuando x (medido en radianes) tiende a cero?
x

En la tabla 2.10 se muestran los valores de la funcién dada, correspondientes a valores
relativamente proximos a cero. Puede observarse que, conforme el valor de x es mas
cercano a 0, el valor de la funcién es cada vez mas préximo a 1 —de hecho, la calculadora
que se utiliz6 indica que el valor de la funcién es 1 para valores de x menores que
0.00001—, de tal manera que podria afirmarse que

Hmta_nx=1

x—0 x
x 0.1 0.01 ~0.001 0.0001
fanx | 1003346721 | 1.000033335 | 1.000000333 | 1.000000003
X

O - Tabla 2.10

Para aquellas situaciones en las ciencias basicas y de la ingenieria en las que se requiera
conocer el valor del limite de una funcién en un punto, conociendo su regla de
correspondencia, podria utilizarse el procedimiento anterior, sin embargo, cogviene dar una
definicién que no precise del uso de la calculadora y que ademas sea més precisa.
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Reconociendo entonces que interesa conocer el valor de la funcién “alrededor” de un valor
dado de la variable, y considerando que se pueden asignar a la variable valores incluso
infinitamente préximos al de interés, se propone la siguiente definicion:

Decimos que el limite de una funcion fen a es L, si para a infinitesimal se tiene que

| f(a+a)=L+B con Binfinitesimal (2.24)

N

Obsérvese que, si fes continua en a, entonces lim f(x) = f(a), de manera que no resulta
x—=a

relevante preguntarse por el valor del limite de la funcién cuando sabemos que ésta es
continua. Lo que verdaderamente interesa, es el calculo de limites cuando la variable tiende
a infinito o cuando tiende a un valor para el cual la funcién no es continua, particularmente
cuando se tiene una forma indeterminada.

Ejemplo 2.30 |
2

. x‘—-x-6
Siendo f(x) = —'27:4—-

, calcular lirn2 f(x)
Solucion
Si o es infinitesimal, entonces

(2+a)’ - (2+a)-6 4-da+a’+2-a-6

f(2+a)=

2(2+a)+4 - ~4+2a +4
1 2 . .
_Tata _-S+a S . finitesimal
2 2 2
. ' 2 )
x°-x-6 (x-3)(x+2) x-3 o
ién: = = = #-—2’
O también: f(x) vt a 26 +2) > x
-2+a-3 5 ...
de donde f (—2+a)=-—2——=—-2-+ infinitesimal,
( 1 x*-x-6 5
asf que = 2x+4 2

Mas adelante se estudiarn otros métodos para el calculo de limites.

Limite en un punto: definicion de un campo escalar

Como se indicé anteriormente, el concepto de limite resulta 1til cuando se desea definir un
campo escalar, esto es, cuando se quiere definir una propiedad escalar como una funf:iél}’de
la posicién. Por ejemplo, puede decirse que el valor de la temperatura, en una hab.ltacflon,
depende del punto donde se coloque el termémetro, sin embargo, ;jqué significa
temperatura “en un punto”?
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En realidad, no puede hablarse sino de la temperatura de una pequefia region del espacio,
sin embargo, en los textos de ciencias basicas y de la ingenieria, esta situacion se resuelve
haciendo uso de la “aproximacién al continuo”, como se muestra en los ejemplos
siguientes:

Ejemplo 2.31 Definicion de presién'® o

La presion es una propiedad muy util para describir el estado de un sistema, ya que muchos
de los sistemas estudiados en termodinamica comprenden gases o vapores. La presién se

define como la fuerza normal a una superficie real o ficticia, ejercida por unidad de area en el
sistema.

En la termodinamica clasica no se consideran los efectos que puedan presentarse a escala
microscopica; por lo tanto, sélo se trata de presiones que existen sobre areas grandes respecto
a los espacios intermoleculares. El fluido se considera un continuo y por lo mismo se le llama
aproximacion al continuo, que puede cuestionarse en sistemas al vacio donde los espacios
moleculares se vuelven grandes.

Con la restriccion de que el area sobre la cual se aplica la fuerza no puede volverse menor
que un cierto valor minimo a (debido a la aproximacién al continuo), la definicién
matematica de una presion local es

P=1lim AF
M-a A4

Ejemplo 2.32 Definicién de volumen especifico"!

En termodinamica clasica también se define el volumen especifico con base en la restriccion
del continuo. Por lo tanto, la definicién matematica del volumen especifico es

. AV
v=lim —
am—u Am
donde p es la cantidad minima de masa que resulta grande respecto a la masa que compone a
una molécula individual. De nuevo esta restriccién causa algunas dificultades cuando se
examinan gases en condiciones de alto vacio o sistemas con volumen muy pequeiio. El
volumen especifico es el inverso de la densidad, o sea v=1/p .

Limites laterales ) " : -

En la definicion dada por la ecuacién (2.23) no se especifica el signo del infinitesimal. En
caso de que para cada signo se tenga una situacion diferente se requiere hablar, entonces, de
los limites laterales:

Diremos que el limite por la izquierda, de una funcion £, en g, es L, lo cual se denotara

lim f(x)=1L

x—>a

si para o infinitesimal positivo, se tiene que

1 Howell, pp. 38-39.
' Howell, p. 40.
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f(@a-a)=f_(a)=L+pB con Binfinitesimal. (2.25)

Analogamente, direthos que el limite por la derecha de una funcién f; en a, es L, lo cual se
denotara

| lim f(x)= L,

si para « infinitesimal (positivo), se tiene que

f(a+a)=f.(a)=L+B con Binfinitesimal. | (2.26)

De esta manera, se dira que el limite de fen a existe, si los limites por la izquierda y por la
derecha son iguales.

Siempre que la funcién esté definida por secciones, serd necesario calcular los limites
laterales, precisamente en los puntos en los que cambia la regla de correspondencia.

Ejemplo 2.33

\ 2 x4l <
Sea g la funcién definida por g(x) = {x x+l,  xs<l
} x+4, x>1

Entonces, siendo «a infinitesimal, tenemos que
gl-a)=g.()=1+1+1=3 y gl+a)=g,()=1+4=5,

de manera que
lirfl gx)=3 y limg(x)=5
x=1" x-1*

Por lo tanto: linllg(x) no existe.
x>

Limite en infinito

Una situacion de mucho interés en las ciencias basicas y de la ingenieria, es el analisis del
comportamiento de una funcién cuando la variable toma valores infinitamente grandes, o
bien, cuando la variable tiende a infinito. En la secci6n anterior se vio cémo determinar las
asintotas de una funcién, con lo cual se describe con precision lo que ocurre con la funcién
cuando la variable es infinitamente grande. Sin embargo, en ocasiones interesara solo
averiguar si la funcién se hace infinitamente grande o no, y si se hace finita, determinar su
valor. Para esto se utilizaran los limites en infinito.

Decimos que el limite de f cuando x tiende a infinito es el numero real L, lo cual

denotamos:
i lim f(x)=L,

X—>®0

si para N infinitamente grande, f(N) ~ L es infinitesimal. _ 2.27)
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Ejemplo 2.34
. 3x
Si . f(X) ='le,~~ : ;o : N . s I T T T
entonces, siendo N infinitamente grande, tenemos que
N e
f(N)= SN = 3 + infinitesimal,
N-1
de manera que “lim =2 =3
X990 X —
Ejémplo 2.35 (véase ejemplo 2.18) T e
1 : lim 21 =0 oo
o ¢ —1]
Ejemplo 2.36 (véase ejemplo 2.19)
X
lim =00
o Dy —]

Ejemplo 2.37 (véase ejemplo 2.21)

lim ¥/2x2 —* =
imy2x°—x" =-o0

X

Limite infinito

Como podemos observar, los conceptos antes estudiados, utilizando la terminologia
infinitesimalista, pueden interpretarse usando los limites. Eso es justamente lo que se hara
en las definiciones siguientes.

Primeramente se hara referencia a la existencia de una asintota vertical, usando ahora el
lenguaje de los limites. Ya que en este caso sabemos que una funcion tiene una asintota
vertical en x=a, si, para valores de la variable infinitamente préoximos a a, los
correspondientes valores de la funcion son infinitamente grandes, entonces se define lo que

sigue:
Siendo f una funcién definida mediante y = f(x), decimos que el limite de f cuando x
tiende a a es infinito, lo cual se denota

lim f(x) =,

x—>a

si para # infinitesimal, f(a + £ ) es infinitamente grande (y positivo). ‘ (2.28)

Ejemplo 2.38

3x
Siendo S infinitesimal y ¢ la funcién definida por ¢(x) = G4y
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entonces, o o
| 34+8) 12438 12
4+ = = =—
Ry
que es inﬁnitamente: grande, por lo que li’? $(x)=0

|
Ejemplo 2.39 (véase ejemplo 2.11)

‘4 1im—3—=—oo y lim =00

- v i
-2 x=2 - x—2 L - LT b

Continuidad y limite

También pueden definirse la continuidad y cada uno de los casos de discontinuidad antes
considerados utilizando los limites:

a) Una funcién fes continuaen a, si lim f(x) = f(a) e (2.29)
| |
b) La gréfica de una funcién f tiene una asintotaen x = a,si lim | f (x)| =0 - (2.30)

¢) La grafica de una funcién ftiene una discontinuidad de hueco en a, si

limf(x)+ f(a) osi limf(x) existe,y f(a) no. (2.31)
d) Una funcién ftiene una discontinuidad de salto en a, si

é lim f (x) # lim f(x) _ B .32
Ejemplo 2.40 (véase ejemplo 2.39)

Siendo fla funci6n definida mediante f(x) = ii y a un infinitesimal positivo, tenemos:
x -—

3 2

lim f(x)=f(2-a)= = = —0
52" 2-a-2 -~a
‘ 3 2
li = fR+a)=———=—=m,
y m fR)=/@+a) =5 5=,

asi que ftiene una discontinuidad asintética en x =2.

Ejemplo 2.41 (véase ejemplo 2.14) .- A gl an

2
. -1
Siendo g la funcién definida mediante g(x) = 5———— :_ 53’ tenemosque
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_ (x+1)(x-1) _x+1
g(x) e+ 3)(x=1) =3 paratoda x #1,

~entonces, si a es un infinitesimal positivo,

lim g(x)= g(3—a)y= —2-@*L_-2_ 7 oot
o3 ~3-a+3 -a

x>-3 -3+a+3 «a

de manera que g tiene una discontinuidad asint6tica en x = -3.

Por otra parte, _
- g 4 by
l-a+1 2 1
11m x l-a)=———="=
gW=gl-a)="""="=
1+a+1 2 1
11m x 1+a)= =Z=—, -
y gx)=gl+a)= 1332

7' z 1 ° 0 . y -’ - o y » i
asi que Ll_r:‘ll g(x)=§. Sin embargo, g(1) no existe, de manera que g tiene una

discontinuidad de huecoen x=1. . . - .. . . -~ . . .. .
Ejemplo 2.42 (véase ejemplo 2.16)

o 3-x* six<l
Siendo ¢ la funcion definida mediante g(x) =<x+1 si l<x<3

3—x six>3

Si se desea analizar la continuidad de ¢, entonces, observando que cada una de las
secciones de la funcion es continua —un arco de parabola y dos segmentos rectilineos—,
debe verse lo que ocurre donde la funcién cambia de regla de correspondencia, esto es en
x=1yen x=3.

Primeramente, para x =1, siendo & un infinitesimal positivo, tenemos que

limg(x)=g(l-a) =3-(1-a)’ =2

x—1"

y limg(x)=g(l+a)=1+a+1=2, RO

x—=1

asf que img(x) = 2. Ademds, g(I)=3-1? =2, por lo tanto, g es continuaen x =1.

x—>1

't

Por otra parte, para ver lo que pasaen x = 3, tenemos:




|

2.4 Definicién y cdlculo de limite 15

limg(x)=gB-a)=3-a+1=4

x—37 =
y limg(x)=gB3+a)=3-3+a)=0,
x—37

asi que g tiene una discontinuidad de saltoen x =3,

r

Cailculo de limites y series de potencias

Cuando se calculan limites, particularmente cuando se presenta alguna forma indetermi-
nada, puede resultar conveniente utilizar series de potencias, siempre y cuando, el valor al
que tiende la variable pertenezca al intervalo de convergencia de la serie utilizada. Vamos a
ver como utilizar las series en dos casos particulares, en uno se utiliza la serie geométrica y

en el otro la binomial.

Ejemplo 2.43 |

Calcular m% 3 —E[I—Ex)
—=>0x | 24+5x 2 2

K -
(obsérvese que se presenta la forma indeterminada 0/0).

Solucion 1
Haciendo las operaciones indicadas, se obtiene:

1[ 3 _3(1_§x) 1 6_3(2+5'x)(1-5/2x)]
¥ 2+5x 2\ 2 x’ 2(2+ 5x)

| . _1[7s222)_ 75
r | 2| 202+5x) | 4@2+5x)

Por lo tant Cgim i3 3 1_§x) climP__ D
or lo o, ¥0 x2 2+5x 2 2 1404(2+5x) 8

Solucion 2 ‘
Desarrollando la primera fracci6n del paréntesis como una serie geométrica, tenemos:

b pe 1 3 3 5 1 3/2 - 3( 5 ) s e
— -J1-Zxl|l=—=| ———-={1-—x
x| 2+5x 2 2 x2|1+5/2x 2 2

| 3 1 ( 5 )
=2 |— ~|1-2x
; 2x*11+5/2x 2
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Asiqueliml2 3 —3(1-235 =i E+o(x) _5
=0x"| 24+5x 2 2 x>0 8 8

Ejemplo 2.44

tim N+x —2(1 +1x)

x50 x

Calcular

(obsérvese que nuevamente se presenta la forma indeterminada 0/0).

Solucion

Tomando en cuenta que el valor al que tiende la variable es, justamente, el punto medio del
intervalo de convergencia de la serie binomial —de acuerdo con (1.19)—, tenemos que

3«/1+x=(1+x)”3=1+%x+g3—)(2——@x2+0(x3)
1 1
=1+ -x--x*+o(x"),
3579 (x°)
de manera que

N+x-1+ix) [+ix—1x"+0(x’)]-(1+1x)
2 - 2

x x
Colytio(x) 1
=—2 = 4o(x
2 5 (%)
Por lo tanto . )
3/ _ 1
TAL e Gk . BTN —1+o(x) -1
x>0 xz x—=0 9 9

2.4 Ejercicios

1-10. Calcular lo que se indica.
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lim x+1

, N1+x-=1
lim———
=031+ x -1

2
lim Vx© +1

rce x+1

Iiml—Q/;
x—»ll_ \/—x—

Iz’m(x +31-x )

X—>x0

|

l ———— e
=1 /6x? +3 +3x

10.

e e
lim 5
x>0 X

lim{/9x* +1-3x)

X0

, x° +1
lim
re-o x4

1-3x
1-4/x

lim x _2x2
o 2x2 41 4x-1

lim
x-»l
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_II. CALCULO DIFERENCIAL

La derivada —concepto fundamental del calculo diferencial— se vincula con situaciones
de caracter geométrico, como la recta tangente a una curva; pero, principalmente, en las
ciencias basicas y de la ingenieria, se relaciona intimamente con la razén de cambio, es
decir, con la medida de la rapidez con la que cambia una variable (dependiente), cuando
otra (la independiente) lo hace.

>

3. CONCEPTOS FUNDAMENTALES Y CALCULO DE DERIVADAS
(3-612313
3.1 Velocidad instantdnea y razén de cambio

Uno de los conceptos del calculo més iitiles en las ciencias basicas y de la ingenieria es el
de velocidad, entendida como la rapidez con que un objeto cambia su posicion conforme
transcurre el tiempo. En un sentido més amplio, interesara conocer la rapidez con que una
variable (dependiente) cambia su valor conforme otra (variable independiente) lo hace.

Por otra parte, el término “instante” suele tener dos acepciones: como un intervalo pequefio
o infinitesimal de tiempo, o como el “momento” correspondiente a un valor especifico del
tiempo. En este libro se utilizaran las dos, aunque con predominio de la primera.

Razén promedio de cambio Rt : M
Recordemos, primeramente, que si una variable y depende funcionalmente de otra variable
x, es decir, si se define una funcién f mediante la regla de correspondencia y = f(x),
entonces x es la variable independiente, o simplemente variable, y y es la variable
dependiente, o funcion. Llamamos razon promedio de cambio de la funcién, respecto de la
variable, a la razén existente entre el incremento de la funcién y el incremento de la

variable.
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Asi, si f'es una funcién continua en la variable ¢, y si esta variable cambia su valor de @ a
a+At, entonces la funcién cambiara su valor de f(a) a f (a+At), de manera que la

razén de cambio de f respecto a ¢, correspondiente a ese cambio en el valor de la variable
sera

Af  fla+At)— f(a)] “Ewf* e e
Al o _ 3.1

Ejemplo 3.1 '
Siendo f la funcién definida mediante y = f(£) =3’ -¢r ¥ 3

a) Sit cambia su valor de -1 a 1, entonces, At =1—(-1)=2 y Ay=f(D)-f(-D=
—2/3-(2/3)=—-4/3, asi que la correspondiente razén de cambio de y respecto a ¢
sera

Y _-%_ 2

_ At 2 3 ‘
b) Sitcambia de -1 a 2, entonces At =2-(-1)=3 y Ay = fQ)-f(-D=2/3-2/3
= 0, asi que la correspondiente razén de cambio de y respecto a f serd
Ay 0

At 3
c¢) Sitcambiade -1 a3, entonces Ar=3-(-1)=4 y Ay = f(3)- f(-1)=6-2/3=
16/3, asi que la correspondiente razén de cambio de y respecto a ¢ sera

. . Ay 16/3 4

At 4 3

Nota: Recuérdese que normalmente “leemos™ la grafica de una funcién de izquierda a
derecha, es decir, asignando valores crecientes a la variable, de manera que el incremento
de la variable es siempre positivo. Siendo asi, la razén de cambio serd negativa, cero, o
positiva, segun si el valor final de la funcién es, respectivamente, menor, igual, o mayor
que el valor inicial.

Movimiento rectilineo: velocidad promedio

Cuando un objeto se mueve sobre una curva, ya sea en el plano o en el espacio, su posiciéon
estara determinada por un vector, llamado vector de posicion. Sin embargo, si el objeto se
mueve en linea recta, su posicion quedara determinada s6lo por la distancia desde un punto
de referencia, acompafiada por un signo que indicara en qué lado de la recta se encuentra el
objeto, con respecto del punto de referencia. En tal caso, la velocidad promedio se define
como la razén promedio de cambio de la posicidn con respecto del tiempo, es decir, qué tan
rapido cambia su posicién con el tiempo.

Ahora bien, si el objeto se mueve en la direccion asignada al eje de referencia, entonces la
posicion (variable) aumentara con el tiempo, de manera que la velocidad seréa positiva; en
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cambio, si se mueve en direccién contraria a la asignada al eje de referencia, la velocidad
sera negativa.,

Ejemplo 3.2 ,
En el ejemplo 3.1, ¢ representa tiempo transcurrido (medido en segundos), a partir de un
momento dado, y y es la posicion de una particula (medida en centimetros), en el tiempo ¢,
con lo cual la posicién del objeto esta dada por:

3

y=f)=4 -t
| . e
. 36.7 (b
17.3
f(a)
a b.
Fig. 3.1a | Fig. 3.1b

De esta forma, la velocidad promedio del mévil en el intervalo comprendido entre los 2 y

los 5 segundos sera:
 y_ye-y _(5-5)-(2-2)

o
, W_5_ 8.
Ay 5757542 1o emis
At 3
y entre los 2 y los 4 segundos: |
by = y@-y(2) _ (%43 _4)_(%23 __2)

At 4-2 2

4 _4_8
| & 5747542 _os/3 cm/s =833 em/s oo
o~ At
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En la figura 3.1a se muestra la grafica’ de la ecuacién de posiciones dada, en la cual se
marcan los segmentos que unen los puntos de la curva a los que se hace referencia en este
ejemplo. Obsérvese (figura 3.15) que la velocidad promedio (y, en general, cualquier razén
de cambio) viene dada por la pendiente del segmento que une los puntos de interés.

Ejemplo 3.3
Supéngase, ahora, que para analizar el movimiento de un objeto a lo largo de una linea

recta, se han medido (en centimetros, a intervalos de 2 segundos), las distancias desde un
punto de referencia, obteniéndose los datos mostrados en la tabla 3.1.

t(s) 0 2 4 6 8 10 .
x(cm)| 3.7 9.5 329 73.9 132.5 208.7
Tabla 3.1
xem) 37 95 20 329 50 60 739 9 100 110 120 1325
| | | | | | | 1 | 1 | |
P I | I I I | [ [ [ [
() 0 2 4 | 6 8
Fig. 3.2

A partir de los datos de la tabla (véase también la figura 3.2), se puede concluir que,
durante el movimiento observado, el objeto se ha desplazado en la direccion elegida para el
eje de referencia, ya que los valores de la posicion crecen con el tiempo, de manera que el
objeto se aleja del punto de referencia. Por la misma razon, la velocidad promedio,
correspondiente a cada intervalo, es positiva.

£(s) x (cm) Ax (cm) A’x (cm)

0 3.7 58 17.6

2 9.5 23.4 17.6

4 32.9 41.0 17.6

6 73.9 58.6 17.6

8 132.5 76.2

10 208.7

Tabla 3.2

! A la gréfica de posicion contra tiempo suele llamarsele historia del movimiento.
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Para indagar més acerca del movimiento, se puede recurrir a la tabla de diferencias de la
funcién x(t), la cual corresponde a un conjunto de valores equiespaciados de la variable (el

tiempo), ya que la medicion de la posicion se hizo cada dos segundos.

En esta tabla (la 3.2), la columna de primeras diferencias muestra los desplazamientos
obtenidos cada dos segundos, es decir, las diferencias entre dos valores consecutivos de la
posicion. Puede concluirse, entonces, que el movimiento es acelerado, ya que los
desplazamientos son cada vez mayores (ver figura 3.2).

Finalmente, obsérvese que la columna de segundas diferencias es constante, de manera que,

al menos en el periodo considerado —los primeros diez segundos— la funcion de posicién,
es decir, la funcién que da la posicién del objeto en términos del tiempo, es un polinomio
cuadratico. Mas adelante analizaremos el significado de esta situacion.

Velocidad instantinea ]

Supongamos, ahora, que a partir de la ecuacién de posiciones de una particula en
movimiento, se desea obtener el valor de la velocidad en un instante dado. Esto es, si la
funcién de posicion de la particula es x = f(¢), se desea saber el valor de la velocidad de la
particula en el punto correspondiente a t = a.

Ahora bien, esta cuestién carece de sentido si s6lo se toma en cuenta la definicién de
velocidad promedio, ya que para calcular una velocidad promedio se requiere de dos
valores del tiempo, puesto que ésta es una medida del cambio de la posicién que tiene lugar
en un intervalo de tiempo. Por otra parte, si consideramos el movimiento realizado por la
particula en un intervalo de tiempo infinitesimal, las dos posiciones se veran, desde una
perspectiva real, como una sola.

Por tal motivo, llamaremos velocidad instantdnea a la velocidad promedio torrespondiente
a un intervalo infinitesimal de tiempo, es decir, a un instante. De esta manera, si x(f) es la
funcién de posicién de una particula en movimiento rectilineo y si denotamos por w(a) la
velocidad instantdnea (o simplemente velocidad) en el tiempo a, entonces

wa) = x(a+ dz - x(a) _ 32)

donde dt es un intervalo infinitesimal de tiempo.

Ejemplo 3.4 |
Si la funcion de posicién de una particula en movimiento rectilineo es
| x(t)=1* -3t +4
con ¢ medido en segundos y x en centimetros, entonces, la velocidad de la particula en el
instante ¢ = 3s, es - ;
x(3+dt)—-x(3) _ [3+dt)? -3 +dt)+4] -[3%-3(3)+4]
dt dt

v(3) =
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v(3) =

(9+6dt+d* —=9-3di +4)-4 _3dt+d*

dt

Eliminando el término infinitesimal, tenemos

v(3)=3cm/s

Observemos ahora (ecuacién 3.2) que, siendo la posicién x una funcién del tiempo f,
entonces la velocidad instantinea es el cociente del diferencial de la posicién entre el
diferencial del tiempo. Es decir:

v(a) =

dx(a) _ x(a+dt)-x(a)

dt

dt

O bien, utilizando limites, tenemos que

dt

= fin

Ax(a,Al) _
At

li

- x(a+ At) — x(a)

Ar—0

=3+dt

1
B

(3.3)]

(3.4)

Por lo tanto, una aproximacién del valor de la velocidad, para un valor dado del tiempo,
puede obtenerse asignando valores pequefios al incremento del tiempo.

Ejemplo 3.5

Supéngase que la posicién x de una particula en movimiento, en términos del tiempo ¢, estd

dada por:

x(t) =1 -2t

La tabla 3.3 muestra los valores de la velocidad promedio para intervalos cada vez mas
pequefios, manteniendo constante el valor inicial del tiempo en 1.5 s. Los valores de la
velocidad promedio, mostrados en el segundo rengl6n de la tabla, se obtuvieron mediante:

con ¢ en segundos y x en metros.

_ Ax(1L5,A1) _ x(15+AN-x(15) _[a.5+ar° ~2(1.5+An)-[1.52 - 20.5)]

prom

At At At
225+3M1 + (A1) -3-2Ar-225+3  Ar+ (A1) _1‘+At
= " = =
At 10 0.5 0.1 0.01 0.001
V prom 2 1.5 1.1 1.01. 1.001
Tabla 3.3

@
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Observamos que, conforme At es mas pequefio, el valor de la velocidad promedio es cada
vez mas parecido a 1, lo cual es evidente en la ecuacion (a), ya que, siendo At infinitesimal,
la velocidad promedio serd 1. Resulta razonable, entonces, decir que la velocidad de la
particula, para t =1.5s, es de 1 cm/s, es decir, la velocidad de la particula en el instante
t=1.5s,esde 1l cm/s.

Por otra parte, puede verse que el valor de la velocidad instantinea es una funcién del
tiempo. Asi pues, considerando un instante ¢, es decir, un valor inicial del tiempo ¢ y un
incremento infinitesimal dt, tenemos que la velocidad sera:

PR

dx  x(t+dt)-x(t)
v(t) = - & (3.5)
O bien: R P A
| w(t) = lim 2% = Jim XU 40 =x() (3.6)
; . M0 At A0 At
o
Ejemplo 3.6 re )

Para la funcién de posicién del ejemplo anterior, tenemos:

Cx(t) =1 -2t

DU S

dc  x(t+dt)-x(t) [(t+dt)? -2t +dn)] - -20)
V() === =

df df
2 2 2 2 __
_t +2tdt +(dt)" -2t -2dt —t +2t=2tdt+(dt) 2d’=2t—2+dt
dt dt
: |
Es decir:
' » t -—ﬂ—2t 2
RTINS V( )— dt -

En particular, para # = 1.5 s, tenemos que v(1.5) = 2(1.5) -2 =1cmy/s, tal y como se obtuvo
en el ejemplo 3.4.

Ejemplo 3.7 B

En el ejemplo 3.3 se obtuvo que la funcién de posicion, dada ahi para el periodo de tiempo
considerado, es un polinomio cuadrético, es decir

X(t) = at* + bt +¢ @

Coﬁsiderando, entonces, los datos correspondientes a los tres primeros valores del tiempo,
tenemos que: |
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Para, t =0, x=3.7, asi que 37=c¢ (b),
‘ para, t=2, x=9.5, asi que 9.5=4a+2b+c (©
ypara t =4, x =329, asi que 329=16a+4b+c (@

Al resolver el sistema de ecuaciones {(b), (c), (d)], se obtiene: ¢ =3.7,a=22y b=-1 .5;
asi que, al sustituir en (a), se obtiene que la ecuacién de movimiento es

x(t) =22t -1.5t+3.7 (e)

Asf pues, sustituyendo en (3.5), tenemos que

de  x(t+df)-x(t) 2.2(t+dt): —1.5(t +df)+3.7- (2.2 =1.5t +3.7)
v(t) = = = .
at a at

(2.21* + 4.4t dt + 4.84dr* 1.5t —1.5dt +3.T)— (2.2 1.5t + 3.7)

)= 7
' 4.4¢ dt + 4.84dr* —1.5dt
V() =

=4.4t-1.5+4.844:,
dt

de manera que, al despreciar el término infinitesimal, se obtiene, finalmente, que la
velocidad, para cualquier tiempo, esta dada por

W) = 4.4t -1.5

Este resultado indica que la velocidad varia linealmente con el tiempo, de manera que,
considerando dos valores cualesquiera del tiempo, el promedio aritmético de las

correspondientes velocidades (ver figura 3.3) es igual a la velocidad promedio en el
intervalo.

40}

30

__________________ 1
20f === -e e 1 Vae = 5("4 +v) =
............ 1

=—(16.1+24.9) = 20.5
10} 2

B - - -
of-c---enn

Fig. 3.3

Por ejemplo, si consideramc;s el intervalo comprendido entre t =0 y f = 2, tenemos que
v0)=-15 vy v(2)=44(2)-15=173,
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asi que la velocidad promedio en el intervalo comprendido entre 0 y 2 segundos, es

_vO0)+v(2) -1.5+73
0-2 2 - 2
Si ahora consideramos la tabla de diferencias (tabla 3.2), tenemos que la tabla de primeras
diferencias proporciona los desplazamientos efectuados por el objeto entre cada par de
valores del tiempo. Asi pues, el desplazamiento efectuado en los dos primeros segundos es
Ax,_, =35.8 cm, de manera que la velocidad promedio en el mismo intervalo es

Ax, , 5.8

Vo2 = =

At 2

Es importante tener en cuenta que el promedio aritmético de los valores de la velocidad,

correspondientes a dos tiempos cualesquiera, coincidira con el valor de la velocidad

promedio en el intervalo, s6lo si la velocidad varia linealmente, como ocurre en el presente
ejemplo.

=2.9cm/s . N AN N

=29cm/s ., . G e

Tt

3.1 Ejercicios

1. Las posiciones de una particula moviéndose en linea recta fueron registradas cada 3
segundos, obteniéndose los resultados mostrados en la tabla siguiente.

x (m) 07 | 87 | -33 | -11.3] 87 | 80.7 | 2287 m 1)

a) De acuerdo con los datos de la tabla, jcuando se mueve la particula en la
direccion asignada al eje de referencia? y jcuando en direccién opuesta?

b) ¢Cuadles son las velocidades promedio en cada intervalo de 2 segundos?
¢) (Cual es el promedio de las velocidades del inciso anterior?
d) Haciendo una tabla de diferencias, ¢es la posicion de la particula una funcién

polinomial del tiempo?, si es asi, ;de qué grado?
2. La posicion de una particula esta dada por
x(t)=4+5t~1* (t en segundos y x en centimetros)

a) Calcular la velocidad de la particula en ¢ = 2 por medio de la ecuacion (3.3).

b) Calcular la velocidad de la particula en funcién del tiempo. Verificar el
resultado obtenido en el inciso anterior.

¢) ¢Hay algin momento en que la particula se encuentra en reposo?, /cual es?

d) Trazar la grafica de la ecuacion de movimiento de la particula.
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3.2 Derivada de una funcién y recta tangente

Derivada: definicién - : I

Como se ha dicho anteriormente, en ciencias basicas y de la ingenieria, la raz6n de cambio
€s un concepto sumamente importante, del cual la velocidad es solamente un caso
particular, de manera que resulta necesario generalizar la definicién dada para la velocidad
instantanea, a una razén de cambio cualquiera, a la que llamaremos derivada.

Si w es una funcién de x, la derivada de w respecto a x, en x = a, se denotard por

~— Yy se calcula por medio de:

k .
aw _ w(a+dx)-w(a)
E‘x-a = e | 3.7

X=a
donde dx es un incremento infinitesimal de la variable.

Asi pues, si x y w estdn relacionadas mediante w= f(x), entonces la derivada de w

respecto de x, es decir, la razén de cambio de w respecto a x, en x = a, que también se
denotara por f'(a), es

[ @ _ fa+d)-f@
Sf(a)= &l dx (3.8)
O bien, en términos del limite:
IS S f'(a)=%x=a - g_’?o f(a+AAxx)_f(a) (.9)

Estas ultimas ecuaciones se utilizardn suponiendo que la funcién es diferenciable, por lo
que no se indica nada acerca del signo del incremento infinitesimal de la variable, sin
embargo, si la funcién no es diferenciable en el punto, es decir, si los diferenciales por la
izquierda y por la derecha son diferentes, entonces tampoco lo seran los cocientes obtenidos
mediante tales ecuaciones. En tal caso se hara referencia a las derivadas laterales, es decir
a las derivadas por la izquierda y por la derecha, las cuales, considerando las definiciones
dadas para las diferenciales por la izquierda y por la derecha, se definen como sigue:

! "d'f(a)—f(a)—f(a—ﬁ') ' "
MO " dx (3.10)
o v d.S(@) _ fla+dx)- f(a) -
MO dx | - e
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Ejemplo 3.8 |
| 3-x%, x<1
Consideremos la funcién definida por g(x) =4x+1, 1<x<3
3-x, x>3

Entonces (ver ejemplo 2.16), ¢ tiene una discontinuidad de salto en x = 3, pero es continua
en x =1. Vamos a ver si es diferenciableen x =1.

Obsérvese primero que @(1)=3-1=2. Ahora bien, al sustituir en (3.10) y (3.11),
tenemos que las derivadas, por la izquierda y por la derecha, son, respectivamente,
40 = p()-g(l-dx) 2-[3-(1-dx)’] 2-3+1-2dx+dx’
B dx dx dx
, 1+ dx)-¢(1 l+dy)+1]-1 1+dx+1-2
i dx dx dx oo
Al despreciar el término infinitesimal, en la derivada por la izquierda, se obtiene

| g=-2y g1)=1,

asi que ¢ no es diferenciable en x =1, aunque si es continua. - |

=-2+dx

Por lo anterior, podemos hablar de la funcion derivada de una funcién f; que seria aquella |
con dominio en todos los elementos del dominio de fen los cuales es diferenciable y cuya :
regla de correspondencia es

S S+ ® E | |
( (%) = e | | : (3.12) |

Ejemplo 3.9 !
Si y=f(x)=x> entonces,

 fx+ax) - f(x) =(x+abc)3 -x° =x’+3x20bc+3x dx + dx® - x*

g dx ds dx
2
| pammeady g
| dx o
Al despreciar la parte infinitesimal, se obtiene: -
dy d 2
— = f'(x) =3x
. e f'(x)

Nota: en ocasiones usaremos “D” antes de la letra que denota una funcion, para simbolizar
la derivada de dicha funcién, y un subindice para denotar la variable respecto de la cual se

deriva. Asi, para el ejemplo anterior tenemos: D, x* =3x>. ‘ j
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Recta tangente

La recta tangente a una circunferencia se define como aquella que la intercecta exactamente
en un punto. Esta definicién puede aplicarse igualmente, aunque con ciertas restricciones, a
toda conica —elipse, parabola e hipérbola—. Si tomamos en cuenta que un conjunto de
puntos de una curva, infinitamente proximos entre si, son vistos como uno solo cuando se
miran con una escala real, podemos definir recta tangente a una curva en un punto dado,
como aquella que pasa por ese punto y por cualquiera otro de la curva que se encuentre
infinitamente cerca del mismo. Veremos a continuacion que esta definicién es valida para
el caso de la circunferencia.

Ejemplo 3.10 Consideremos la circunferencia definida por la ecuacién
x2+y2=25" | . Ly
y supongamos ahora que se desea obtener la recta tangente en el punfo 3, 4).

Tomando en cuenta que se conoce un punto de la recta, sélo hace falta determinar su
pendiente. Consideremos la recta secante a la circunferencia que pasa por el punto (3,4) y
por un punto cuya abscisa es 4 unidades mayor que 3 (ver figura 3.4).

6

Fig. 3.4

El punto de interés corresponde a la semicircunferencia superior, asi que la pendiente de
esta secante es:

_fG+R)-1() _25-G+h)? -

(G+h)-3 h

(\/25—(3+h)2 —4) (\/25—(3+h)2 +4) a5 (em?-
h(,/25-(3+h)2 +4) , ) h(\/25—(3+h)2 +4)
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o ~6h~h? —6-h
P 3 =
O h(V2s-Gem? +4) V25-Gei)? +4
Si Py Q estan infinitamente cerca, es decir, si 4 es infinitesimal, entonces

: -6
mPQ = ?,

por lo que la pendiente de la tangente a la circunferencia en P debera ser -3/4, lo cual puede
comprobarse recurriendo a la geometria analitica.

Se propone entonces la siguiente definicion (ver figura 3.5),

Si C es una curva definida por la ecuacién y = f(x), entonces la recta
tangente a C, en el punto de abscisa a, es aquella que pasa por los puntos
(a, f(a)) y (a+h, f(a+h)), con h infinitesimal.

(3.13)

a a+h

Fig. 3.5
g N

De esta manera, la pendiente de la recta tangente, en el punto de abscisa a serd

fath-7@| 514)

h 2 TR A PP S e SRR R T ¢ G

con A infinitesimal, es decir,

La pendiente de la recta tangente a la curva definida por una funcién (3.15)
en punto dado, es la derivada de la funcién evaluada en el punto. '

Ahora bien, si el valor de la derivada depende del signo del infinitesimal [ver ecuaciones
(3.10) y (3.11)], entonces se tienen derivadas por la izquierda y por la derecha, y, por
consiguiente, dos rectas tangentes, lo que no corresponde a lo que se espera, puesto que se
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habla de la recta tangente, por lo que ésta debe ser unica. Considerando, ademas, que la
recta tangente puede asociarse con la direccion de la curva (ver figura 3.6), tenemos:

Si una curva continua presenta un cambio de direccion en un punto,
entonces, la funcion que la define no es diferenciable en ese punto.
Los valores de las derivadas por la izquierda y por la derecha, de esa | (3.16)
funcién, en el punto, corresponden, respectivamente, a las pendientes
de las rectas tangentes por la izquierda y por la derecha.

Fig. 3.6

Ejemplo 3.11
3-x%, x<1
En el ejemplo 3.8 se obtuvo que la funcién ¢ definida por ¢(x) =qx+1, 1<x<3
3—-x, x>3

es continua, pero no diferenciable, en x =1, ya que ¢/ (1)=-2 y ¢,(1)=1. Viendo la
grifica de la funcién (figura 2.13) puede observarse que la grifica tiene un cambio de
direcciénen x =1.

3.2 Ejercicios

1. Considerando la tabla de tiempos y posiciones del ejercicio 1 de la seccién 3.1 y el
resultado obtenido en el inciso a) del mismo ejercicio, procédase como en el
ejemplo 3.7 para obtener la ecuacion de posiciones y derivarla a fin de obtener una
expresion para la velocidad en términos del tiempo.

; , .
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2. Para cada una de las curvas dadas, obtener la ecuacidn de la recta tangente en el
punto indicado y graficar, en el mismo sistema coordenado, la curva y la tangente.

a) y=x*-2x+1, punto de abscisa 2.
b) y=2-x", punto de abscisa —1.
) y= 1 R | punto de abscisa V2.
x
3. Obtener losivalores de las constantes a, b, ¢ y k, para los cuales la funcion dada es
diferenciable para todo nimero real y dar una interpretacion grafica del resultado.
1x+k, x<-1

f(x)={ax’* +bx+c, —-1<x<1

3, x>1
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3.3 Cilculo de derivadas

La definicién de la seccién anterior puede usarse para obtener la derivada de una funcién
con regla de correspondencia dada, sin embargo, esto puede resultar innecesariamente
complicado. En esta secciéon obtendremos un conjunto de teoremas que permitiran calcular,
con relativa facilidad, la derivada de una funcién a partir de su regla de correspondencia.
Comenzaremos primero por aquellos teoremas que permitiran derivar cualquier funcién

algebraica.
Funciones algebraicas: teoremas basicos

Para derivar funciones algebraicas, en las que no intervenga la composicién de funciones,
se utilizaran los teoremas siguientes.

Funcion constante

’ o dc
3.1 —=0
Teorema | T

Funcion lineal

3.2
Teorema o
Derivada de una poténcia
d(x"
Teorema 3.3 &) =nx""', VneQ
dx
Derivada de una suma _
Teorema 3.4 . [D(f+g)=Df+Dg|
Derivada de un producto
Teorema 3.5 [D(f-g)=f Dg+g-Df|

Derivada de una constante y una funcion
Corolario (del teorema 3.5) [D(cf)=cDf|

Derivada de un cociente

f_)=g-Df—f-Dg

g 2

Teorema 3.6 | i D(
g
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Para demostrar estos teoremas, pueden utilizarse las definiciones de derivada y diferencial.
Aqui se demostraran los teoremas 3.3 y 3.5, los restantes pueden verse en el anexo C.

Prueba del teorema 3.3 ] smmdere ajdsh nenn v laT

Usando la serie binomial, tenemos que
(x+dx)"‘= X" +nx"dx + n(n-1) "2 + n(n~1)(n-2) X3 e

Por lo tanto,

er ) o =iy £ MO agn M=)
2 2-3

(") = (x+ ) —x" = nx"dx + o(dx)

| d(x") _ (x+dx)" —x" _

| f i e n-x"+ o(dx)

Al eliminar la parte infinitesimal se tiene, finalmente, que

} d(x")
( dx

Prueba del teorema 3.5

Si u y v son funciones de x, entonces, suponiendo que se da un incremento infinitesimal dx
en la variable x, u y v experimentaran incrementos, también infinitesimales, du y dv, asi que
el producto de estas variables también cambiara su valor, de uv a (u +du)(v + dv).

El incremento infinitesimal, es decir, el diferencial del producto sera entonces

dwv)=u+du)(v+dv)—uv =uv+udv+vdu+dudv-uv
d(uv) =udv+vdu+dudy

Eliminando el diferencial de orden mayor, se tiene

duv)=udv+vdu

Finalmente, dividiendo por el diferencial dx de la variable, se obtiene

‘ d(uv) udv+vdu _ a’v+ du

dx dx & Vi

Asi pues, si # = f(x) y v= g(x), la ultima ecuacion nos indica que
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d(f r ’ (]
AL - (19Y() = 1) 8'x) + 800 £ )
Tal y como debia probarse.
Ejemplo 3.12 D(cx")=cDx" =cnx™"
Ejemplo3.13 = DQOx*-7x?+5x-10)=12x> —14x+5

Ejemplo 3.14

Calcular la pendiente de la tangente a la grifica de y = zx 2 en el punto cuya abscisa es
x'+

x=A12.

0.3}
0.2 !
1
1
i
1
0.1 )
t |
1
1
L "
2 4 6 8
021 apomn L om fp sEmeeri¥ra oo
Fig. 3.7

Solucion .
De acuerdo con (3.15), la pendiente buscada es la derivada de la funci6én dada en el punto
indicado. Ahora bien,

dy _(x*+4)Dx-xD (x’+4) _ (=" +4H1)-x(2x)

dx (x* +4)’ (x* +4)’ e

dy _ x*+4-2x  4-x
dx (x2 +4)2 (x2 +4)2

R I

En el punto de interés, tenemos:

& _4-12 8 1

dl_m (12+4)7 256 32

e 1 ,?ﬁf; ' B
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Asi pues, la recta tangente a la curva dada, en el punto indicado, es casi horizontal. En la
figura 3.7 se muestra una porcion de la curva dada (ver ejercicio 5 de la seccién 2.3) ydela
tangente en el punto de interés. Obsérvese que, en este caso, la recta tangente “corta” a la
curva, es decir, la parte de la recta a la izquierda del punto de tangencia, esta por encima de
la curva, en cambio, a la derecha, la recta esta por debajo de la curva. Esta situacion, que se
presenta s6lo en puntos muy particulares de una curva, sera estudiada mas adelante.

Ejemplo 3.15 |

La posicioén de una particula, en movimiento rectilineo, estd dada por

. ‘ 1 x(t)=%t3—2tz+3t+5, t2>0,

donde ¢ estd medido en segundos y x en centimetros. Si el eje de referencia est4 dirigido de
izquierda a derecha, ;durante qué intervalo(s) la particula se mueve hacia la derecha?,
Jhacia la izquierda?

X | /V o A
/\/ 3 ' / o
~_2_~"3 & 5 |

N B Oy
[8)]

Fig. 3.8

Solucién |
La particula se mueve hacia la derecha en los instantes en que los desplazamientos son
positivos. Ademas, de acuerdo con la ecuacion (3.5), el desplazamiento infinitesimal dx,
correspondiente a un intervalo infinitesimal dr, es el producto de la velocidad por el

intervalo. Ahora bien, la velocidad de la particula es

a
N=—=t'-4+3
w0 dt

Por lo tanto, la particula s¢ mueve hacia la derecha, cuando ?-4t+3>0.

x(00 : - x1)=63
I

x(3=0 x(2)=5.7 x(1)=6.3
[ I T

30 . X4)=63
r >

Fig. 3.9
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Resolviendo esta desigualdad, se obtiene finalmente (véanse figuras 3.8 y 3.9), que la
particula se mueve hacia la derecha, durante el primer segundo, y después del tercero,
mientras que se mueve a la izquierda, entre el primero y el tercer segundos.

Ejemplo 3.16

Siy=f(x)= Jx , es decir, si y = x% , entonces, de acuerdo con el teorema 3.3,

d_de?) | g 1
dc  dx ? 24x

Por otra parte, podemos entender la expresién x”, con 7 un nimero real, y x >0, como el

limite de una sucesion de expresiones de la forma x", con # un ntimero racional y asumir
que el teorema 3.3 es valido para cualquier potencia con exponente real (y base positiva).

Ejemplo 3.17 D, xV2 =2 x2-1 x50

Regla de la cadena .

Supdngase que las variables x, u y y estén relacionadas por mediode u=g(x) y y=f (u)
de manera que y =h(x)= f[g(x)]=[f°g)J(x). Desecamos calcular la derivada de y
respecto de x, es decir, la derivada de una funcién compuesta.

Supongamos ahora que f'y g son derivables (y por lo tanto continuas), de manera que

cuando x cambia su valor de x a x + dx, siendo dx infinitesimal, ¥ cambiade ua u+du yy
de y a y+dy, siendo du y dy también infinitesimales (por continuidad). Tenemos,

entonces, que:

iy D A au
h(x)= o du dx (3.17a)
O bien: | | D, flg®)]= f1gX)]-g'(x) (3.17b)

Ejemplo 3.18

Siy= Ju, siendo u funcién de x, entonces, de acuerdo con el ejemplo 3.16, - ..., -1 .

dy _dJu _dVudu_ 1 au
& & du dx 2u dx

en particular,

dfs=x)_ 1 de-n_ 1 (15x*-1)

dx T 2fsx-x T 258 —x
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2—
1 Dx</5x3—x=———1,5x !

2-/5x° - x

Ejemplo 3.19
Para cualquier funcién expresada como una potencia tendremos:

| o d@") _d") du n-1 du

! = —=nu" —

| dx du dx dx
de manera que, por ejemplo,

D, (34 -x?)’ 3(3x )b, (3" -x )=3(12x3—2xx3x4—x2)z

y también, | )
(4 \/2_w——) [ 2w2—l)x]=

(

16w
33(2w? - 1)2

.

(2w? -1)”.D,@w* -1 =
Ejemplo 3.20

Obtener el punto de la gréfica de y =-/1+x en el cual la recta tangente tenga una
inclinacién de 45°.

Solucion

La pendiente de la recta tangente de la curva dada,‘en cualquiera de sus puntos, de acuerdo
con (3.15) y el ejemplo 3.18, es :

‘ dy 1 2 3x?
m=-—= Bx)=———
‘ | dx 21+ x’ 2\1+x°
Si la tangente tiene una inclinacién de 45°, su pendiente debe ser 1, de manera que el punto
buscado es aquel cuya abscisa satisface la ecuacion

3x?
| Y T
O bien: =2J1+x%, 9x*=4(1+x?), 9x*-4x’-4=0.

Utilizando un método numérico,? se encuentra que las raices reales de esta ecuacién son
x, =~0.724 y x, =0.955, de manera que los puntos de la curva en los que la tangente

tiene una inclinacién de 45° son P, = (-0.724, 0.788) y P, = (0.955,1.368).

2 A1 final de esta unidad, cuando se estudien algunas aplicaciones de la derivada, se vera el método de
Newton, por medio del cual se podra hacer el cdlculo numérico aquf indicado.
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o s

Fig. 3.10

En la figura 3.10 se muestra la curva dada y las rectas tangentes que satisfacen la condicién

pedida.

Deﬁvaéién implicita

Sabemos que si una relacion R esta definida mediante una ecuacién de la forma
R(x,y)=0, (a)

entonces podemos suponer que ésta define, implicitamente, una o mas funciones de la
forma ‘

y=f(x) : : | ()

Asi pues, si queremos calcular la derivada de y respecto de x, a partir de la ecuacion (a),
podemos derivar cada uno de los términos de la misma, suponiendo que y depende de x, de
manera que habra de aplicarse la regla de la cadena en cada término que contenga a y.

Ejemplo 3.21
- ' 2.3
Si R es la relacion definida por 4x*y® =1, entonces, d@xy) _ dd(i) ,
d(’) d(x’)) 22\ D s
4|x? +y? =0, 3y*) =+2x' =0,
(x dx Y dx o ( 4 ) dx xy
d_ ., 2 2
dx d 3x?y? 3x
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Ejemplo 3.22 ‘

| ;
Obtener la pendiente de la recta tangente a la curva xy* +2x’y—x+2y =4, en el punto
Ly.
Solucién “
»Derivando ambos miembros de la ecuacién, implicitamente, respecto a x, se obtiene

y2+2xy2+4xy+2x2dy 1+2dy
Despejando dy/dx,

dy _~y —4xy+1
dx  2xy+2x*+2

En el punto de interés,

Derivacion de funciones inversas

Sabemos que una funcidén inyectiva tienc inversa. Consideremos, pues, que la inversa de
una funcién inyectiva f, es g, de manera que, para todo punto (x,y) def, se tiene que

‘, y=f(x) y x=g()

Supongamos, ademas, que fy g son diferenciables, y que cuando x cambia su valor de x a
x+dx,ylohace de ya y +dy, de manera que

‘ dy_l ' :E:r'
o }x——f(x) Y % g'0)

Entonces o g0 = —'le_) | (3.15)
\

Si y=f(x)= x? , x20, entonces f es myectlva, y su inversa esta dada por
x=g0) = J— . Tenemos entonces, que

Ejemplo 3.23

U S S SRS B
" B At S A
| 1
Es decir, . D, W= W

Resultado que, por supuesto, coincide con el obtenido anteriormente.
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Ejemplo 3.24

Calcular la pendiente de la recta tangente a la semiparébola y = +/x , que pasa por el punto
4,3).

Solucion

Siendo T la recta tangente cuya pendiente se busca, Q el punto dado, f1a funcién que define
lacurva,y P =(a,b) el correspondiente punto de tangencia (ver figura 3.11a), entonces

my =mpy = f'(a) (a)

N W
H N W

Fig. 3.11a o Fig. 3.11b

N ; ; , 1
. Ahora, como f(x) = Jx , tenemos que f'(x) = ——, por lo tanto, f'(a) = ——.
| £ que f'(x)="=.p f@=5r
Ademss, b= f(a)= Ja , asf que al sustituir todo esto en (a), tenemos:

b-3 a-3_ 1
“a-4 a-4 2Ja’

2a-6Ja=d-4,
a-6Ja+4=0

Al resolver esta ecuacion (que es cuadratica en Ja), obtenemos dos raices reales y
positivas: /@, =3—--/5=0.764 y \Ja, =3++/5=5236, asi que: @, =(3-+/5)" =0.584
y a, =(3++/5)* =27.42.
Por lo tanto, hay dos rectas tangentes a la parabola (ver figura 3.11b) que pasan por el
punto (4, 3), siendo los puntos de tangencia A = (0.584,0.764) y P, =(27.42,5.236),y
las correspondientes pendientes,

1 1

L. = 0.655,
M=l 26-5)
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1 1
= = —— = (.
2a, 2(3+-/5)

En la figura no se muestra el segundo punto de tangencia ya que queda muy lejos del punto
4, 3).

| y m, 095

Derivacion de funciones trascendentes

Completaremos ahora la obtencion de los procedimientos para el célculo de derivadas, al
considerar las principales funciones trascendentes. Al igual que en el caso de las
algebraicas, s6lo se incluyen aqui algunas demostraciones, las restantes pueden verse en el
anexo C.

Funciones trigonométricas directas i
En la unidad anterior se obtuvo que, siendo dx infinitesimal, ' Cogree el
| sen h ' ‘
| o | (3.16)
de donde, | |
f cosh—1 (cosh—1)-(cosh+1)  cos’h-1
A " h-(cosh+1) B h-(cosh+1) -
f —sen’h -~ senh senh
. =h-(cosh+1)=_ h co:h+1=_1.0=0
Asi pues, si & es infinitesimal, entonces cos: =1 o - 31D

Con este resultado, podemos ahora obtener la derivada de cada una de las funciones
trigonométricas directas. Asi, para la funcién seno:

d(senx) _sen(x+dx)—senx _ senx -cosdx + cosx -sendx —senx _

dx dx h
| senx - (cosdx — 1) + cosx - sendx cosdx -1 ~ sendx
= = senx————— + COSX
dx
| =senx-0+cosx-1=cosx
Por lo tanto, | | :
' [D,senx=cosx] (3.18)

De manera similar puede obtenerse la derivada de la funcién coseno. El resto de los
teoremas, para la derivacion de las funciones trigonométricas directas, son una
consecuencia inmediata (ver anexo C).
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Funciones trigonométricas inversas

Para obtener los teoremas referentes al calculo de la derivada de cada una de las funciones
trigonométricas inversas, debe definirse la funcién y aplicar los resultados antes obtenidos
para las funciones directas. Por ejemplo, en el caso de la funcién seno (ver anexo C),
considerando la funcién seno y = f(x) = senx, con dominio en [-7/2, z/2], se define la

funcion inversa correspondiente, es decir, x = g(y)=arcseny, y al aplicar la ecuacién
(3.15) se obtiene que

1 .
(3.19)

D arcsenw =

1-w?

De la misma manera se procede para cada una de las funciones trigonométricas restantes.

Funciones exponenciales y logaritmicas

Para las funciones exponencial y logaritmica, se comienza por obtener la derivada de la
funcion exponencial, posteriormente se aplica la derivacién inversa y el teorema para el
cambio de base (ver anexo C).

Ejemplo 3.25

Obtener los puntos de la grafica de y =xInx en los cuales la tangente es horizontal
(paralela al eje de abscisas).

Solucion

~ Siendo la tangente paralela al eje debabsc'isas, su dngulo de inclinacién es 0 (o 7), y, por lo
tanto, su pendiente se anula. De esta manera, deben encontrarse los puntos de la curva en
los que la derivada es cero. . "

0.6¢

o
N
— - - A
.
[ -3 ]
\

Fig. 3.12

Ahora bien, utilizando el teorema 21 del anexo C, tenemos que la derivada de la funcién
dada es:
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% =xD, Inx+InxD,x = xl+lnx(l) =1+Inx
x

Asi pues, la derivada se anula en los puntos en los que
l+lnx=0, Inx=-1, x=e

En la figura 3.12 se muestran la curva y la recta tangente a ésta en el punto (e, —e™),
que, tal y como se pedia, es paralela al eje de abscisas.

Funciones hiperbélicas

Los teoremas para el célculo de la derivada de las funciones hiperbdlicas se obtienen de las
definiciones de éstas, y del teorema para la derivacion de la funcién exponencial.

Ahora bien, por lo general las funciones trascendentes se aplican en combinacién con otras,
es decir, en una composicién de funciones. Por tal motivo, al final del anexo C se incluyen
todos los teoremas para el calculo de derivadas de funciones trascendentes, indicando
explicitamente la regla de la cadena en cada caso.

Empleando tales teoremas se podré calcular la derivada de cualquiera de las funciones de
uso en las ciencias basicas y de la ingenieria, a partir de su regla de correspondencia, como
en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.26
2 —
D, sen(3x* —1) = cos(3x* —1) &J;x—l)- = 6x cos(3x* -1)
Ejemplo 3.27
1
D.arctan1-x* =——i——2Dx - = : - D.(1-x%)
1+(Vl—x2) 2-x" 241-x
| | |
D.arctanVl-x* = - ad )
2 -x)V1-x
Ejemplo 3.28

senh+/ 2we°°’”2_"

1 1
D™ = goohV2¥ (qanh 2y ’———2 =
v ( 22w 2w

Derivadas de orden superior

Dado que la derivada de una funcién es, a su vez, otra funcién, entonces, puede derivarse
nuevamente, obteniendo asi la derivada de la derivada, a la que denominaremos segunda
derivada de la funcion dada.

Si fes una funcién definida por y = f(x), denotaremos la segunda derivada de f mediante:
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ay
=2 f'x), Dy
Ejemplo 3.29
Si y=fx)=x*-3%+6x-1 "
entonces, % =y =f'(x)= 4x3 -6x+6
dzy " n 2
y ?=}’ =f"(x)=12x“-6

De la misma forma, podemos derivar sucesivamente una funcién dada, obteniendo su

tercera, cuarta, enésima derivada, las que se denotaran por:
dx3 i dx4 ’ de 2 "
(n

"

Y Y, ¥y
), P, ) D)

p}, o}, p},., DI

Ejemplo 3.30
Si y=f(x)=x4;3x2+6x—1 -
d? |
entonces, —; =y"=f"(x)= 12x% -6,
dx
3 ~ 4
9y oy —oax 9y _ w24
dx® dx
d*y N
y —=y(k)=0 para k25
dx
Ejemplo 3.31
i L y=fm=e
@ ’ ax
— =y =ae
entonces, e y
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d’y 2
‘ 27 _ "=f"(x)=aeax,
. r{“ e dxz SRR (9
k
y, en general, f 4y _ Y8 = gke®
dxk

3.3 Ejercicios |
1. Considerando como “suficientemente pequefio” el nimero 0.0001 para sustituir el
incremento infinitesimal de la variable en la definicion de derivada, estimar el valor

de f'(x,) si:

a) f(x)=senm, x, =1
b) f)=Ihx, x,=4
c) fx)=3", x,=06

2. La potencia con exponente irracional no est4 definida, sin embargo, podemos tener
una idea de su significado si consideramos al irracional como el valor hacia el que
converge una sucesién de numeros racionales. Por ejemplo, si recordamos el
algoritmo aritmético para calcular una raiz cuadrada tenemos que cada paso
proporciona una cifra decimal de la raiz buscada, de manera que si deseamos
calcular la raiz (cuadrada) de 2, obtenemos 1 en el primer paso, 1.4 en el segundo,
1.41 en el tercero, etc.

La sucesion {1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142,...} converge a la raiz cuadrada de 2 y cada
uno de sus elementos es un nimero racional.

| p 2k
14
141

1414

14142

Usando calculadora y reteniendo en cada operacion todas las cifras, llenar la tabla
mostrada y contestar lo que sigue:

a) ¢Cudl es el valor que da la calculadora para 2¥29
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b) ¢Qué tienen que ver los niimeros obtenidos en la tabla con el valor de 2Y2?

¢) El valor dado por la calculadora para 2‘5, ces el valor exacto?, ;y el de +2?

s . 1 . . = V2
Por ultimo considérese la funcién definida por fG)=x , entonces, o

Definiendo g(h

Q+h)?-2"
h

)=(2+h)ﬁ-2ﬁ

f'@=

o

h 0)
0.1
0.01

0.001

0.0001

con A infinitesimal,

(con h real), completar la siguiente tabla:

~ Con base en esta tabla, ;cuél es el valor de f'(2) con precisi6n de milésimas?

3. Si f(x)=x*+2x+2,

a) Obtener la ecuacion de la recta tangente a la gréﬁE:a de f en el punto cuya
abscisa es 2.

b) Obtener la pendiente de la recta tangente a la grafica de f que pase por el
punto (1.5, 0.5)

4. Calcular f'(x) si:

a)
b)

c)

f(x)=5x2e"' T
cosSx

£ (x) = (arctan 3x)*
f@=V1+3
f(x)=Inarcsen2x
si_f(x) = x*sen2x, calcular f"(x)
si g(x)=x?¢, calcular g”(x)

si ¢(x)=xx*+2, calcular ¢"(2)
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d) si F(x)=x’Inx, calcular F~(1)
e) si G(x)=x*", calcular n!'G™(x)

6. Obtener ' si:
a) x*y+x-2y=0
b)  sen(x+y)=x+y

c) e?”-x-y=0

7. Calcular la pendiente de la recta tangente a la grifica de f en el punto de abscisa
dada y trazar las graficas de f y de la tangente pedida si:

a) fx)=x-x+1, x=1
b) f(x)=senx, x=0
c) fx)=€e", x=0
8. Obtener la ecuacién de la recta tangente:‘
a) ala graficade xe’ —x®+2y=0 enel punto (1, 0).
b) ala graficade xy—2x—y—3=0 en el punto de abscisa 2
c) alagrificade y* —2x+y—4=0 tal que pase por el punto (1, 3).

d) ala graficade x°+2y*—2x+8y=0 tal que pase por el punto (0, 2). Trazar la
grafica correspondiente.

ab-—--

/%

Figura del ejercicio 9
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9. Siendo funa funcién, T la recta tangente a la grafica de fen x =a y b la abscisa del
punto de interseccion de la tangente con el eje X (ver figura), la subtangente de fen
x = a, denotada por s, se define como la longitud del intervalo [b, a] (o [b, a]).

Encontrar una expresion para calcular s dada la regla de correspondencia de f'y el
valor de a y demuestra que para el caso de la funcién exponencial, f(x)=e" el
valor de la subtangente es independiente del punto.

g oh - sl ' : IR : ST RE

g

“
]
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4. SERIES DE POTENCIAS Y SERIE DE TAYLOR

En la seccién 1.2 de la primera unidad, se estudiaron series de potencias para algunas
funciones algebraicas. Ahora vamos a considerar el desarrollo en serie de potencias de las
principales funciones trascendentes.

. En esta primera seccién se procedera a obtener el desarrollo en serie, considerando cada

tipo de funcién en forma particular, y en la siguiente se vera que tales desarrollos pueden
obtenerse utilizando un procedimiento general.

4.1 Series de potencias: funciones trascendentes

Un procedimiento que suele resultar de mucha utilidad, cuando se desea obtener el
desarrollo en serie de una funcion, es el de identificacién término a término, utilizado en el
ejemplo 1.13 para obtener el desarrollo de una funcién irracional, s6lo que, en ese caso
[ecuacién (b)), la serie estaba igualada a un polinomio y no a otra serie.

Como se indico en la seccion 1.2, el desarrollo correspondiente es inico, de modo que cada
uno de los coeficientes de la serie queda determinado por la funcién misma. Es decir, si
cada una de las series

CoHCX+C X+ + o0 x" 1
y Ay +ax+a,x" +a.x° +--+a,x" +---

representa la misma funcidn, entonces, necesariamente, los coeficientes correspondientes a
cada una de las potencias de la variable son iguales:

1 ’ Co = Gy,
X G =46,
2 =
x ¢, =a,,etc.

También resulta muy util la derivacién término a término, que consiste en suponer que la
serie puede derivarse como un polinomio (de grado infinito). Vamos a ver c6mo aprovechar
ambos procedimientos para la obtencion del desarrollo en serie de la funcion exponencial.

Supongamos que la funcién exponencial puede desarrollarse en serie de potencias, es decir
que, para toda x, en algun intervalo se satisface la ecuacion

f(x)=ex=c0+clx+c2x2+c3,x3+---+cnx"+-~ TR @)

Suponiendo que la igualdad es valida para x = 0, tenemos
fO)=e’=1=c¢p,

asf que, al sustituir en (4.1), se obtiene
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f(x)=ex=1+c1x+c2x2+C3x3+---+c,,x"+--- 42)

P
Derivando la altima serie término a término, obtenemos:
f1(x)= € = +20x+3cx? +dcgx> +o o+ (Mt Degy x4+ (43)

Teniendo en cuenta que D.e* =e*, podemos entonces identificar término a término las
series dadas por (4.2) y (4.3) para obtener:

C]=1
2 q 1
) =q, Cz=—=—2-
(4] 1
3C3=6'2, C3=?=T2'
c 1
R e R
Cn 1

n+1)c =Cps Y = =
( )Cn+1 n n+1 n+l (n+1)-n---4.3.2

De donde puede inferirse que

. :
Torrrav et T Wi Ck =, », para k= 1’ 2’ 3’ see s Byeee
" k!
Finalmente, al sustituir el valor de cada coeficiente en (4.2), obtenemos:’
_ 1.2,1.3 1.n o
€ =1+ x 4o b He b onx e 4.4

Utilizando este resultado, veremos ahora cémo se relaciona la funcion exponencial con una
serie binomial; para ello, considérese que |x|<n, es decir, que |{x/n|<1. Tenemos

(102) < 1an(Z) s BB (2) 0 D=y (2,

n n 2! n 3t n

De manera que, si n=N es infinitamente grande, entonces, para todo numero real £, se
tieneque N-k=Ny

i
N 2 LI V2 3 T e U F e TR
1L X =1+N(1 +L(ﬁ)+i(_x_) e,
N N 2A\N 3I\N

FRTEN

entonces que

3 Puede demostrarse, lo que no corresponde a los fines de este libro, que el desarrollo en serie dado por (4.4)
es valido para cualquier valor de la variable.
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N 2 3

X X X
(1+—) =l+x+—+—+:--,

N 20 3

desarrollo que coincide con el que aparece en la ecuacion (4.4), de manera que, si N es
infinitamente grande,

(“%)N =e | @)

Para la funcién exponencial con base diferente de e, tenemos:

w
a” = (eLna) = (Ina)w

Ademés, si x = (Lna)w = kw, con k = Lna, entonces, sustituyendo en (4.4), resulta:

Y=l+hkw+—w +—w +od—p 4.0

- 3 — (k = Lna) (4.6)

Puesto que esta serie se obtuvo de (4.4), y como existe una relacion lineal entre las
variables que intervienen en las mismas (x = wLn a), el desarrollo dado por (4.6) también
es valido para todo valor de la variable.

Para el resto de las funciones trascendentes, sélo se dara el desarrollo correspondiente, asf
como el intervalo de convergencia. Si se desea ver como se obtienen tales desarrollos,
puede consultarse el anexo D.

~ Encel caso de las funciones logaritmicas, se obtienen los desarrollos

1 o
loga(1+y) =7 (y-3p2 +3y° - 4y* + @7

y . |
In(1+y)=y-4y2 +1)3-1,% 4. (4.8)

que son vélidos en el intervalo < -1,1>,%es decir, para -1 < y <1.

Por otra parte, para las funciones trigonométricas directas, seno y coseno, se obtienen las

ecuaciones
2 4 6 :
x x7 x
cosx=1- 5‘ T - E (49)
3 5 7
x> x° x
y senx=x-§!—+§——7! (410)
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que son validas para todo valor de y.

Es importante sefialar que las funciones seno y coseno pueden relacionarse con la funcién
exponencial con argumento complejo, por medio de las ecuaciones siguientes:

6 £ SR

™ = cosx +isenx 4.11)

y v e* = cosx —isenx \ , 4.12)

En efecto, si en la ecuacion (4.4) se sustituye ix en lugar de x, se obtiene

NP DRCTR PR DIV i
e --1+lx+2!(lx) +3!(lx) +5(Lx) +§(lx) -

e = lair—sxt -t Loy Lis i
! 3 4! St
e"=(l—lx2+—l-x‘—---)+i(x—lx3+lix’----)
G b 2 T 3 T L

En donde se observa que las series incluidas entre paréntesis coinciden con las dadas por
las ecuaciones (4.9) y (4.10), por lo tanto

e =cosx+isenx

tal y como lo indica la ecuacion (4.11). De manera similar, al sustituir —ix en lugai dexen
(4.4), se obtiene la ecuacion (4.12).

Finalmente, para obtener el desarrollo en serie de las funciones hiperbdlicas, seno y coseno,
simplemente se utiliza la definicion de las mismas y la ecuacién (4.4) para obtener

3 5
senhx = x + o—+ 2 4. (4.13)
. 3 s
y
.y 2 e O
coshx =1+2—+ 2 4... (4.14)
2! 4
Ejemplo 4.1

En el ejemplo 1.9 se obtuvieron valores aproximados de e al sustituir x =1 en la ecuacién
(4.4), es decir, por medio de la serie numérica
1 1 1
1+14+—+—+--+—+--,
21 3 n!




4.1 Series de potencias: funciones trascendentes : » : 115

Segun los resultados mostrados en el mismo ejemplo (tabla 1.4), se requieren 10 términos
de la serie para obtener una aproximacion correcta hasta 7 cifras después del punto decimal.
En tal caso, el primer término de la serie que no se incluye en el polinomio, es decir, el de
grado 11 es 1/11'=1/39916800 = 2.5x10°®, que, al sumarlo con los anteriores términos de
la serie, no modifica ninguna de las 7 primeras cifras después del punto decimal.

Abora bien, si se tiene el valor del polinomio que resulta de truncar la serie hasta un grado
determinado, y se quiere entonces calcular la suma, considerando el término siguiente, s6lo
hay que sumar dicho término a la suma que ya se tiene. Sin embargo, en caso de no contar
con el valor de ninguno de los polinomios, deberan sumarse todos los términos, a partir del
primero. Si las operaciones se hacen con calculadora, el proceso puede resultar muy
tedioso, y si se hace por computadora, habra que realizar el calculo utilizando un algoritmo
que minimice el numero de operaciones aritméticas.

En este caso, sin embargo, puede calcularse una buena aproximacién del valor de la funcion
exponencial, utilizando la ecuacidn (4.5), en lugar de la serie (4.4). En efecto, considerando
que la ecuacién mencionada es valida solo para N infinitamente grande, la aproximacion se
obtendra asignando a » valores finitos, pero grandes.

n 100 10 000 1 000 000 1 000 000 000

(l+l] 2.704 813 827 [2.718 145927 |2.718 280469 |2.718 281 817
n

Tabla 4.1

La tabla 4.1 muestra los valores de la expresion dada por (4.4), con x =1, para algunos
valores “grandes” de n. Tomando en cuenta que una calculadora con 10 digitos indica que
el valor de e es 2.718 281 818, observamos que se requiere asignar valores muy grandes a n
para obtener una buena precision.

Hemos visto cémo obtener el desarrollo en serie de potencias de una funcién mediante la
identificacién de términos. A continuacién se indica cémo obtener la serie haciendo
operaciones algebraicas con desarrollos en serie previamente obtenidos.

Ejemplo 4.2 v : 1
Obtener el desarrollo en serie de potencias de la funci6n tangente.
Solucion

£

Sabemos que tanx = senx y que, para todo valor de X, de acuerdo con las ecuaciones (4.9)
cosXx

y (4.10), para todo valor de x,

s
X X X
ST T
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x3 xS x7
y : oo senx =X ——4——-—+--- (b)

3 5 7

Considerando los primeros cuatro términos de cada una de estas series, y dividiendo (b)
entre (a), se obtiene que el desarrollo en serie de la funcién tangente* esta dado por

1, 2 . 17,
tanx=x+-x"+—x*+—x"+
3 15T Ta1s” (4.15)
i x+-—xX+—x"+ —x" +
150 7 315
1, 1 1 ] 1 1
1- x4+ —x*——x° -t —x -——x
25 T "0 | 76" T120T Ts0a0” T
LT S I S I
2" T T 70
3 1 | B

——xX+-x —-—x+

6 72
S SOV S, S0 S

15 315

2 e ley
15 15

17 oy
315

Ejemplo 4.3

Para obtener el desarrollo de la funciéon arco tangente, vamos ahora a utilizar un
procedimiento similar al que se usé para la obtencion de la serie de la funcion exponencial.

Supongamos que el desarrollo de dicha funcidn, en serie de potencias, esta dado por ~ _
arctan x = ¢, + ¢, x + ¢, x7 + x>+, x* +ox’ +---
Para x =0 se tiene que 0 = ¢,, de manera que la serie se reduce a
arctanx = ¢,x + ¢, x° +¢;x° + o x* +ox’ + -+ (a)
Derivando: T e

(-

4 Obsérvese que los otros términos de las series no influyen en el valor de los coeficientes calculados.
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_ 2 3 4
e ¢, +2c,x+3c;x" +4c,x” +5¢5x" 4+ (b)
Ahora bien, el primer miembro de esta ultima ecuacion es una expresion racional que se
puede expandir como una serie geométrica con primer término igual a la unidad y razén
—x?, obteniendo

1

=1-x +x' xS 4.0 c
1+x? : © i

Haciendo, entonces, una identificacion término a término entre las series dadas por (b) y
(c), ya que representan la misma funcidn, se obtiene

=1, 2¢,=0, 3¢;=-1, 4¢,=0, 5¢c;=1,etc.

Asi pues, todos los coeficientes correspondientes a potencias pares son cero, mientras que
los correspondientes a las potencias impares son

1 1
=1, ¢,=——, c5=—,e¢tc.

3 5

Sustituyendo los coeficientes encontrados en (a) se obtiene, finalmente, que

,""’,

arctanx=x—lx3+1x5—lx7+--- S (4.16)
3 5 7 '

Series de potencias y cdlculo de limites

Las series de potencias, ademas de ser una herramienta usual para la aproximacion y
evaluacion de funciones, también puede utilizarse para calcular integrales (lo que se vera
casi al final del libro), para resolver ecuaciones diferenciales, y para calcular limites. Esto
ultimo se ejemplifica a continuacion.

Ejemplo 4.4 | B
Calcular lt’mﬁ'—l
x>0 X
Solucion .
. P cosh—1 .
En la seccién 3.3 se obtuvo que, para h infinitesimal, — =0 (ecuacién 3.17), lo cual
. . , cosx—1 - . .
es equivalente a decir que lm(z’—— =0. Vamos a utilizar la serie de potencias del
X = x
coseno para llegar a este resultado.
Asi pues, de acuerdo con (4.9), tenemos que:
=1 ﬁ- + fi - ﬁ +
i TR -
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De donde

x* x* X

cosx—1=-"—
21 4 6

cosx-1 x 3
——E!'FO(X )

Por lo tanto, al hacer tender x a cero (o, equivalentemente, considerando x infinitesimal),
tenemos que

lim cosx—1 -0
PE . x—0 X
Ejemplo 4.5
, 2" —
Calcular lim
x—0 X
Solucion

Asi pues, de acuerdo con (4.6), tenemos que, para a =2,

w kz 2 3 3 " n ‘ -
2 —1+kw+5w +§w +---+;w +--- (k=Ln2)
De donde
’ 2 3 n ‘ 4 :
2‘”—1=kw+k—w2+k—w3+---+k—w"+--- (k=Ln2)
; 2 3! n!
y
, ™ _
1=k+o(w) (k=Ln2)
w
Por lo tanto
tim2—1 _k =1Ln2
x—0 X

Recuérdese que este resultado es equivalente a

2k 1

=k=Ln2, con A infinitesimal

Sin embargo, si h no es infinitesimal, sino finito, pero pequeiio, la expresiéon de la
izquierda, en esta wltima ecuacion, debe ser, aproximadamente, Ln2.

Por ejemplo, si 4 = 0.0001, entonces, una calculadora con 10 digitos indica que

2F -1

= 0.693171,

mientras que la misma calculadora indica que In2 = 0.69314718.
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Series de potencias y aproximaciones geométricas

En las ciencias basicas y de la ingenieria, suele utilizarse algunas aproximaciones de
caracter geométrico, aceptando su validez mediante “evidencia visual”. Vamos a ver dos
casos de éstos, recurriendo a las series de potencias para argumentar su validez y para ver el
orden del error de aproximacion.

Ejemplo 4.6 Aproximacion de la cuerda por el arco

En mecénica’ es frecuente indicar que, suponiendo un angulo central pequefio, la cuerda
definida por dicho dngulo es aproximadamente igual al arco correspondiente. En la seccién
2.2 se hizo alusion a esta aproximacidn, indicando que “para angulos pequefios, el arco y la
cuerda se confunden” (ver figuras 2.11 y 4.1). ’

Figura4.1

Si el valor del 4ngulo central es w, el arco serd aw, y la cuerda 2asen(w/2).

Ahora bien, de acuerdo con (4.10),

.
senz=2—l(zJ +o(w'),

2 2 32
por lo tanto, 7 = et omng ,
w w w s 3
—=2a—-2a| — |+o(w’) =aw—o(w
2asen2 02 a(48J W) (w’)

lo que quiere decir que el error resultante de aproximar la cuerda por medio del arco es de
orden cubico, en relacién con el tamaiio del angulo. Asi pues, s1 w es infinitesimal, la
diferencia entre las longitudes de la cuerda y el arco es un infinitesimal de tercer orden.

Si w es finito, pero pequeifio, la diferencia entre la cuerda y el arco sera dos Ordenes de
magnitud méas pequefia que el angulo mismo. Por ejemplo, si el angulo es w=0.001
radianes, la longitud del arco es aw=0.00la, y la de la cuerda es 2asen(0.0005) =
00099999996 a, de manera que el error absoluto cometido al aproximar la cuerda por el
arco es, aproximadamente, 4.16x10™""a, y el error relativo, 4.16x 1078,

$ Ver, por ejemplo, Hibbeler, p. 30. ] ,
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Obsérvese, ademas, que el primer término de la serie no incluido, es decir, el de tercer

orden, es —aw’ /24, que para w = 0.001 tiene un valor aproximado de 4.17x10™"'a, que
practicamente coincide con el valor del error absoluto, lo que quiere decir que la suma del
resto de los términos de la serie resulta despreciable con respecto del ultimo término que se

tomo en cuenta. Esta es una propiedad de las series de potencias a la que se hara referencia
mas adelante.

Ejemplo 4.7 Aproximacion del arco por la perpendicular

En mecédnica de materiales suelen considerarse deformaciones pequefias, e incluso
infinitesimales. Esta situacion da lugar, entre otras cosas, a sustituir un arco por medio de
una perpendicular,® ya que con eso pueden simplificarse los célculos.

Vamos a ver cudl es el orden del error cometido al hacer tal sustitucién. Primeramente
vamos a comparar las longitudes del arco y de la perpendicular (ver figura 4.2).

P

r g9

Figura 4.2

e

Obsérvese que el arco PQ y la perpendicular P7, que desean compararse, son las mitades,
respectivamente, del arco y la cuerda que se compararon en el ejemplo anterior, de manera
que sus longitudes, como se habia obtenido, difieren en una cantidad de orden cubico con
respecto del tamaiio del dngulo central.

Sin embargo, en los textos de mecanica de materiales, con frecuencia se indica que la
longitud del radio OQ puede sustituirse por la proyeccién ortogonal OT7, lo que equivale a
considerar despreciable el segmento TQ con respecto del radio. Vamos a analizar esta
sustitucion.

Si la longitud del segmento que gira es a, y si el dngulo de giro es x (ver figura 4.2),
tenemos que la longitud del segmento 7Q es

TQ=0Q-0T =a-acosx

Recurriendo al desarrollo en serie de la funcion coseno (ecuacion 4.9), obtenemos:

TQ =a(l-cosx) = a[l —(1 —x?z +o(x“))] = a(iz——o(x‘)]

¢ Ver, por ejemplo, Gere y Timoshenko, p. 90.
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Por lo tanto, el tamafio relativo de TQ, con respecto de OQ es
2 2
& =4 x——o(x‘) = x——o(x‘)
0Q a\ 2 2

Es decir, el tamafio del segmento que se desprecia es dos 6rdenes de magnitud més pequefio
que el tamafio del angulo.

P

4.1 Ejercicios

N I - »‘4_.,___..__: 1y

1. Derivar las series de potencias de senxy cosx, ;se obtiene el resultado esperado?
2. Derivar las series de potencias de senhx y coshx, ;se obtiene el resultado
esperado?

3. Considerando el desarrollo en serie dado por (4.16),

Haciendo x=1 y conservando hasta el término correspondiente a x*°, ;qué
aproximacién de ©t se obtiene?

Obsérvese que el término niimero 100 es 1/199 = 0.005, de manera que, utilizando
esta serie, se requieren mas de 100 términos para aproximar m con precisiéon de
centésimas.

4. Consideremos ahora las siguientes series numéricas:

111
12 32 sy Tt

1111
13 3.3 753 7.3

S,

S,

Suponiendo que ambas convergen y que S, + S, = 7/4, jcudl es la aproximacion de
7 que se obtiene considerando 4 términos de cada serie?

S. Considérese la serie

3 1 5 1 7
f(x)=senx=x—§x +§x T e
Supéngase que se desea aproximar fpor medio de un polinomio de orden » (es decir,

considerando hasta el término que contiene x") con precision hasta diez milésimas.
Completar la tabla mostrada para cada valor dado de » e indicar, de acuerdo con esa
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informacion, cual es, aproximadamente, el maximo valor de x para obtener la
precisioén deseada:

a)sin=7, b)sin=5,  c¢)sin=3,y d)sin=1.

x P (x) f(x) (calculadora)

0.1
0.01
0.001
0.0001
0.00001

e PP
.‘hg_,,:..-,:‘ v P R e e e . . R
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P _ - P J— . . ——— _ o R

4.2. Serie de Taylor

Recordemos (seccion 2.1) que el diferencial de una variable se definié6 como un cambio o
incremento infinitesimal de la misma, y que el diferencial de la funcion se definié como el
incremento de la funcién, correspondiente a un incremento infinitesimal de la variable, de
manera que, suponiendo continuidad, el incremento de la funcién, es decir, su diferencial,
también sera infinitesimal.

Sin embargo, también se menciond que el término diferencial no se utiliza, en las ciencias
basicas y de la ingenieria, para referirse a incrementos rigurosamente infinitesimales, pero
que, en tal caso, esos incrementos han de ser pequefios y que, por lo tanto, el diferencial de
la funcion diferira del valor del incremento.

En esta seccion se continuara estudiando como medir, lo mejor posible, el cambio en el
valor de la funcién, correspondiente a un determinado cambio en la variable. Esto podra
utilizarse, entre otras cosas, para expresar el valor de la funcién, correspondiente a un valor
de la variable que se encuentra “préximo” a otro, al que se le llamaré punto o valor de
referencia.

Incremento y diferencial: interpretacién geométrica

Sabemos que, siendo funa funcién diferenciable en x = a, entonces, para h infinitesimal,

Sla+h)-f(a)

| . = f'(a) + o(h)
Es decir, |
fla+h)-f@)=f@h+o(?)| @.17)
O bien B
. |fa+h) = f@+ f((@h+o(h)] - (4.18)

Ahora bien, si fes una funcién diferenciable, definida por y = f(x), y si la variable cambia
su valor de x a x + 4 (con A infinitesimal), entonces, el diferencial correspondiente sera

df(x,h)=f(x+h)-f(x) - s s N E
y la derivada,

o= LED

De esta manera, el diferencial también puede escribirse como

df (x,h) = f'(x) h| , (4.19)

Esta ecuaci6n indica que, en caso de que & no sea infinitesimal, el diferencial de la funcién
tampoco lo seré. Por esta razén se utilizara esta expresion para calcular el diferencial de una
funcién, en los casos en que el incremento de la variable no sea infinitesimal.
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Por otra parte, siendo A f(a,h) el incremento de fcuando la variable tiene un incremento A,
partiendo de un valor inicial g, la ecuacion (4.18) dice que

Af(a,h) = d f(a,h) + o(h?) ' (4.20)
de manera que, como ya se habia indicado, para 4 finita pero “pequeiia”,
A Af (a,h) =d f(a,h), 4.21)
y también '
. fla+h)= f(a)+ f'(a)h » . (4.22)

Vamos a dar una interpretacioén grafica de lo anterior. Si consideramos una funcién real
definida mediante y = f(x), y si la variable cambia su valor de aa a+ h (h > 0), es decir,
si la variable tiene un incremento 4 a partir de a, entonces la funcién tiene un incremento’
Af ,desde f(a) hasta f(a+ h) (véase figura 4.3a).

fla+h) fla+h) C e
f(a) f(a)
e _f//
a ath a a+h
Fig. 4.3a - Fig. 4.3b

Ahora bien, siendo L la recta tangente a la grifica de fen x=a, y observando que la
grafica de la funcién y de la tangente se confunden alrededor del punto de tangencia (ver
figura 4.3b), puede decirse que:

Si h =0, entonces OT =0 y RQ=RT o 4.23)
Por otra parte, si & es el dngulo de inclinacién de 7, entonces '

naem < KL _KT

ana =m; = ﬁ = h

7 por comodidad se utiliza la misma palabra —incremento—, aun y cuando el cambio pueda ser negativo, en
cuyo caso deberia decirse decremento.
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y como L es la tangente a la grifica de fen x = a, entonces m, = f'(a). Por lo tanto

ﬁ ’ 7Yl ?
e f'(a), RT=f'(a)h
De esta manera, al sustituir en (4.23) se obtiene que, siendo 4 pequefio,
RT = f'(@h= f(a+h)- f(a),

es decir, ’ si h=0, entonces Af(a,h)=df(a,h)

Ejemplo 4.8

‘Considérese una propiedad p cuyo valor depende de la posicién de un punto en un eje de
referencia (véase figura 4.4.a). Si P, Q y ¥ son los tres puntos cuya posicion se muestra en
la figura 4.2.b, estimar:

a) el valor de p en Q en términos de su valor en P,
b) el valor de p en Q en términos de su valoren V, y
¢) el valor de pen P en términos de su valor en V.

Q P
Fig. 4.4a )
g | 5
14 Q 0 P
Fig. 4.4b [ | |
T T T T T T T >
3 2 -1 0 1 2 3 4
Solucion

Para el primer inciso tenemos que, al considerar P como punto de referencia, el incremento
de la variable correspondiente al cambio de posicién desde P hasta Q es:

h=xg-xp=-1-3=—4
asi que, sustituyendo en (4.22), encontramos »
p(Q) = p(P)-4p'(P)
Analogamente, para los casos restantes, tenemos _
p(Q)=pW)+150' (V) y p(P)=p)+550' (V)
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La recta es la grafica de una funcién lineal, por esta razon, cuando se utiliza la ecuacién
(4.22) para aproximar el valor de la funcién en un “punto vecino” al de referencia (punto de
tangencia), decimos que se hace una aproximacion lineal.

Ahora bien, si nos alejamos del punto de tangencia, la curva puede alejarse de la tangente,
entonces esta recta, en general, dejara de ser un “buen aproximador” de la funcidn,
conforme nos alejemos del punto de tangencia.

Veremos a continuacién c6mo mejorar esa aproximacioén utilizando polinomios de mayor
grado. Para ello, consideremos nuevamente la ecuacién (4.18), la cual puede escribirse en
la forma:

f(a+h) - f@+ f(@h+ kR + kB +k h -+ kB + o(h™") (4.24)
Derivando esta ecuacion sucesivamente (respecto de / por supuesto) obtenemos:
f'a+h) = f'(a)+2k,h+3k,h* + 4k, +---+ nk, " + o(h")
f'(a+h)=2k,+3-2k,h+4 -3k, B +---+ n(n- Dk k"2 +o(h"™)
fT(a+h)=3-2k;+4-3-2k,h+---+n(n-1)(n-2)k k"> + o(h"?)

PO (athy=ntk, +o(h)

Si suponemos que 4 es infinitesimal, y que f* es continuaen x=a, parak=1,2, .., n,
entonces podemos despreciar las variaciones infinitesimales de cada una de estas derivadas,
entre ay a+h. De esta manera, al despreciar los términos infinitesimales en las ecuaciones
anteriores, se obtiene

b oL@ M@ @) )
272 " BT Ty T Ty

de manera que, al sustituir en (4.24) obtenemos

2

” " (n)
fla+h) = f@)+ fayh+’ 2("’) i+l 35") K +--.+f—n@h" oo (4.25)

Habiendo supuesto 4 infinitesimal, esta ecuacién proporciona el valor de f(a+ h) con un
error infinitesimal del orden que se quiera, a condicién de tener la informacion suficiente de
la funcién en a. Ahora bien, si & es finita, pero suficientemente pequeiia, esta ltima
ecuacion nos da una aproximacion con un error tan pequefio como se desee.

La serie de potencias dada por la ecuacion (4.25) se denominard serie de Taylor de f
alrededor de a. Si sélo se conserva un nimero finito de términos, la expresion resultante se
denominara entonces polinomio de Taylor de f alrededor de a. Asi pues, el polinomio de
Taylor de orden n, de la funcién falrededor de a, esta dado por:
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n (n)
P(a+h)= f(@)+ f@)h+ LD (“) PRI A C) Y. (4.26)

n!

Haciendo x = a+ h en las ecuaciones (4.25) y (4.26) se obtiene:

n (n)
@)= 1@+ S @@-a)+ D =) 4. A e Y

L&

” (n) » .
y P,(x) = f(a)+ f’(a)(x—a)+%(x—a)2+ f ()(x a)” (4.28)

Si usamos un polinomio de Taylor para aproximar una funcién, entonces, el error absoluto
correspondiente sera:

() = £ () - By(x)| | (4.29)
y el error relativo: _
f@)-P()
() === 4.30
“O= (#439)

Ejemplo 4.9

Si f(x)=e*ya=0,entonces fP(x)=¢*y f¥(0)=1,asiquela serie de Tayior dela

funcién exponencial, alrededor de x = 0, de acuerdo con (4.27) es 1

e‘=1+x+lx2+lx3+---+lx”+--- 4.31)
2 6 n! ‘

x | A(x) | B(k) B(x) | f(x) (calc.)

0.5 1.5 1.625 | 1.645833 | 1.648721

0.2 1.2 1.22 1.221333 | 1.221403

0.1 1.1 1.105 | 1.105167 | 1.105171

0.01 { 1.01 | 1.01005 | 1.010050 | 1.010050

Tabla 4.2
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y el polinomio de Taylor, de orden n, es

1 B . : A
Pn(x)=l+x+—x2+lx3+---+—l—x”
2 6 n!

En particular, los polinomios de primero, segundo y tercer orden son:

1 1
P3(x)=1+x+5x2 +ch3
En la tabla 4.2 se muestran los valores de estos polinomios, asi como de la funcién
exponencial (obtenidos con calculadora), para x = 0.5, 0.2, 0.1 y 0.01, y en la figura 4.5 se
muestran las graficas de la funcion exponencial, asi como de los polinomios de Taylor
obtenidos.

1
Px)=1+x Pz(x)=1+x+5x2

it Y e

P, _\2//1 1 2 3 ry
: Fig. 4.5

Es claro que tanto la tabla como la figura muestran el comportamiento esperado:

La aproximaci6n de una funcién por medio de un polinomio de Taylor mejora
conforme aumenta el grado del polinomio y conforme la variable se acerca al | (4.32)
punto de referencia.

Lo anterior hace pensar que, si el nimero de términos del polinomio de Taylor es
infinitamente grande, el error con que el polinomio aproxima a la funcién es infinitesimal,
y, por lo tanto, despreciable. Es decir, bajo ciertas condiciones, una funcién f puede
expresarse mediante (4.27).

Siempre que una funcién pueda expresarse para un determinado valor de la variable
mediante una serie de potencias (serie de Taylor), se dird que la funcién es analitica para
ese valor de la variable. En este texto supondremos que toda funcién derivable en un punto
seré analitica en el mismo.
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De esta manera, si f es una funcidn (analitica) definida mediante y = f(x), y si Ax es un
incremento finito de la variable x, tendremos

. ” (n)
fa+Ax) = f(a)+ f'(a)Ax+%Ax2 L@ 3('a)Ax3 PP A C) '(a)Ax" $ee (4.33)

! ! n!
En donde, para obtener el valor de la funcién, con una precisién dada, habrd que incluir el
numero de términos necesario, dependiendo del valor de la variable. Por otra parte, si P es
un polinomio de grado n, todas las derivadas, a partir de la de orden n+1, serdn cero, asi

que P podré expresarse en la forma

Mgy '
P(x + Ax) = P(x)+ P'(a) Ax + %Ax2 + _P"3('a) A+ + LG '(a—)Ax" 4.34)

! ! n!
Por otra parte, si comparamos las ecuaciones (4.4) y (4.31), observaremos que la serie de
Taylor de la funcién exponencial es la serie de potencias que habia sido obtenida
anteriormente. Puede demostrarse que, en general, si una funcién puede expresarse

mediante una serie de potencias, ésta tendra que ser la serie de Taylor.

También puede probarse que, si la funcién es analitica, entonces, considerando un
incremento de la variable finito, serd siempre posible despreciar los términos de orden
superior a alguno previamente determinado, a condicién de que el incremento de la variable
sea suficientemente pequefio. En adelante, nos referiremos a esta propiedad de las
funciones analiticas como propiedad lagrangiana.

Ejemplo 4.10 Cantidad de pintura para pintar un ldpiz

La cantidad de pintura que se requiere para pintar un lapiz puede verse c6th67%] incremento
que experimenta el volumen, al afiadir la capa de pintura.

El volumen de un lapiz, en forma de cilindro circular recto, de radio r y altura A, es
V(r)=nrth . WG

Si se afiade una capa de pintura de espesor Ar, entonces, de acuerdo con (4.34), el volumen
sera ahora:

| V(f +AF) =V(r) +V'(r)Ar + V—'Z(QM

‘De manera qﬁe el incremento de volumen, es decir, la cantidad de pintura es
V(r+Ar)-V(r) = 2mhAr + nh Ar?

Si el espesor de la capa de pintura es pequefio comparado con el radio, entonces puede
despreciarse el término de orden 2, aproximando entonces la cantidad de pintura por medio
de

AV, =2mrhAr

¥

El error relativo, cometido al aproximar el incremento de volumen por medio de esta
expresion, es




130 | ‘ 1L Cdlculo diferencial

AV -AV,|
AV |

mhar |

ar_|
2arh Ar + Th AF?|

2r+Ar|

r

e=]

Asi, por ejemplo, si Ar =0.1r, entonces e, =0.1/2.1=4.76%, y si Ar =0.01r, entonces
e, =0.01/2.01=0.5%.

o B e T SO fa e recs P e |
Ejemplo 4.11 Peso de una esfera hueca

De la misma manera, la cantidad de metal necesaria para hacer una esfera hueca, de radio r

y espesor & puede considerarse como el incremento, en el volumen de la esfera,
correspondiente al incremento del radio desde su valor inicial (radio interior) hasta su valor
final, es decir, el inicial mas el incremento.

El volumen de una esfera de radio r es
‘ 4
V(r)=—m?,
(r) 3

asi que su incremento, correspondiente a un cambio 4 en el valor del radio, de acuerdo con
(4.34), es

Vir+e)-v(r)=V'(r)e+ V"2(r) e+ V"'6(r) g

A
[

Vir+&)-V(r)=AV =4’ e+ 4mr &’ +4T7t.s‘3

Si ¢ es pequefio en comparacion con r, pueden despreciarse los términos de orden superior
a 1 (aproximacién lineal, por medio del diferencial), o sélo el término de orden 3
(aproximacion cuadratica, polinomio de Taylor de orden 2). Definamos tales polinomios
aproximantes del incremento, por medio de

B(r.e)=4m’e,y

e o
B(r,e)=4m’ e +4m &’

€ AV R € R, €
0.5 943.0 904.8 4% 942.5 0.05%
0.2 368:0 3619 1.7% 367.9 0.03%
0.1 182.5 181.0 0.8% 182.5 0%
Tabla 4.3

En la tabla 4.3 se muestran los valores del incremento, asi como de los polinomios, para
una esfera de 12 cm de radio y distintos valores del espesor. En cada caso se incluye el
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o . = . - - S P - —

error relativo cometido al aproximar la cantidad de material (en cm®) por medio del
polinomio.

Si se conoce el peso especifico del material con el que habré de hacerse la esfera, bastard
con multiplicarlo por el volumen obtenido para obtener el peso de la esfera hueca
resultante.

Obsérvese, ademas, que la expresion correspondiente a la aproximacién lineal indica que, si
el espesor es suficientemente pequefio, el volumen de la esfera hueca puede calcularse al

multiplicar el 4rea de la esfera por su espesor (véase también el ejemplo 2.2).

4.2 Ejercicios

e

1. Considérese lé‘ﬁzncién definida por ¢(x) = sen(x/2) y supéngase que x cambia su
valorde n/2 a 1.6.

1.1. ;Cual es el incremento de ¢? (escribir el resultado con 5 cifras significativas).

1.2. ;Cual es el diferencial de ¢ correspondiente al incremento dado en x ?, ;cuél es
el error relativo que se tiene al aproximar el incremento por medio del
diferencial?

1.3. Calcular el polinomio de Taylor de segundo orden correspondiente al
incremento dado en x, /cudl es el error relativo que se tiene al aproximar el
incremento por medio de este polinomio?

2. Usando la ecuacién (11.10), obtener la serie de Taylor de cada una de las siguientes
funciones:

3
a) f()=

1+2x

b)  f(x)=senx
) f(x)=In(+x)

¢Se obtienen los resultados esperados?

3. Expandir una funcién en serie de Taylor, alrededor de x =a, es escribirla como una
serie de potencias de x —a . Si la funcién es un polinomio, esto puede aprovecharse
para expresar el polinomio como una suma (finita) de potenciasde x—a.

Por ejemplo, supéngase que se desea expresar el polinomio
P(x)=x*+5x-Tx* +x-2

como una suma de potencias de x—1.
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Vamos a utilizar, entonces, la ecuacién (4.27). Para ello debe derivarse
sucesivamente el polinomio 4 veces (el polinomio es de grado 4), y evaluar cada
una de las derivadas obtenidas en x =1. Asi pues,

P(x)=x"+5x -Tx* +x -2, Py=-2, 1

P'(x)=4x +15x* ~14x +1, P =6,
P"(x) =12x? +30x - 14, P"(1) = 28,
P"(x) = 24x+30, P"(l)=54,y
e PY(3) = 24, C—— (1) = 24— e —

Sustituyendo en (4.27) se obtiene que
28 54 24
P(x)==2+6(x-D+ " (x-D*+ —=(x-D*+ —(x-1*
oy PO = 246G+ T+ LD D)
O bien, , , :
P(x)=-2+6(x-1)+14(x-1)* +9(x -1’ + (x-1)* -

(;;ﬁede comprobarse, haciendo los productos, que este resultado es correcto).

Procediendo de la misma manera, expresar cada uno de los polinomios dados como
.,, Potencias del binomio indicado.

a) P(x)=2x*-5x+12, x-2
b) P(x)=4x’-6x"+5x-8, x+3

c) P(x)=x*+5x-8x+13, x+1

TR
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4.3 Valores extremos y concavidades

En la primera unidad se estudiaron algunos aspectos de las funciones que pueden utilizarse
para describir parcialmente el fenémeno que modela la funcién; por ejemplo, las asintotas
de la funcion describen el comportamiento de ésta para valores grandes de la variable.

En esta seccion vamos a completar el estudio de las funciones, considerando ahora aquella
informacion que se puede obtener a partir de la primera y segunda derivadas de la funcion.
Madximos y minimos: criterio de la primera derivada

Funciones crecientes y decrecientes

Decimos que una funcion fes (estrictamente) creciente én un intervalo, si para cualesquiera
x, Y x, elementos del intervalo,

bi<x = J@m</x) (439

Es decir, si a valores mayores de la variable, corresponden valores mayores de la funcion
(ver figura 4.6a). Andlogamente, f es (estrictamente) decreciente en un intervalo, si para
cualesquiera x, y x, elementos del intervalo,

ki<x, = fx)>f(x) | o ‘(4.36)

Asi pues, en este caso, a valores cada vez mayores de la variable corresponden valores cada
vez menores de la funcion (ver figura 4.6b).

i e Loen I TR e

Fig. 4.6a ’ B Fig. 4.6b

Ahora bien, si x, y x, estan infinitamente préximos, entonces, desde una perspectiva real,
el intervalo comprendido entre ellos se veria como un solo punto, de esta manera, de
acuerdo con la definicién anterior, si x; y x; estdn infinitamente préximos —digamos
x, =X, +h, con h infinitesimal (positivo)— y si f(x,)> f(x), entonces, siendo f
derivable en x,, fes creciente en x,,si f'(x) > 0. \
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Enefecto, si x, =x, +h,ysi f(x,) > f(x,), entonces, siendo 4 un infinitesimal positivo,

f(xz)—f(xl)=f(xl+h)—f(x1)>0 5 o ,,Fg

Esta ultima desigualdad equivale a decir que f'(x,) > 0. Andlogamente, podemos decir que
siendo f derivable en x,, fes decreciente en x,,si f'(x,) <0.

fixp) fx) ...
: Yoy
et by 1
PR S S
fx1) ,
- : LED I E S :
¥ X X2

Fig. 4.7

Lo anterior puede extenderse a todo un intervalo (ver figura 4.7):

Si f es diferenciable en un intervalo /, entonces f es creciente en I, si y sélo si

f'(x) > 0, para toda x en el intervalo. (4.37)

Y:

Si f es diferenciable en un intervalo I, entonces f es decreciente en 1, si y s6lo si

f'(x) < 0, para toda x en el intervalo. (4.38)

Criterio de la primera derivada

Sabemos que si f es una funcién continua en un intervalo cerrado, entonces tendra valores
extremos en ese intervalo. Si ademas f tiene un maximo en el intervalo, entonces f tendra
que ser creciente en alglin intervalo antes del punto, y decreciente en algin intervalo

después del mismo. Siendo la funcién continua, esto s6lo podré ocurrir en dos formas (ver
figura 4.8):

a) La derivada de la funcién también es continua. En este caso la derivada tiene que
anularse en el punto donde la funcion tiene el maximo, ya que pasa de valores positivos
a negativos.
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b) La grdfica se quiebra justo en donde alcanza el mdximo. En este caso la funcién no es
diferenciable en el punto.

fla) fla)

REY

a

Fig4.8a f'(a)=0 : Fig 4.8b f'(a) no existe

Se pueden hacer consideraciones similares para el caso en que una funcién continua tenga
un minimo en un intervalo (ver figura 4.9).

irh

a N ' a

Fig49a f'(a)=0 : Fig4.9b f'(a) no existe

et B

Considerando, entonces, que en una funcién continua los valores extremos se dan en
aquellos puntos en los que la derivada no existe o se anula, conviene definir tales puntos.

Llamaremos niimeros criticos de una funcioén a aquellos elementos de su dominio en los
cuales la derivada se anula o no existe. Si @ es un niimero critico de una funcion f, entonces
(a, f(a)) es un punto critico de f. Asi pues, podemos resumir las observaciones antes

expuestas en la siguiente forma:
Siendo a un nimero critico de una funcién £, tenemos que:

a) Si fes creciente en algin intervalo (abierto) con extremo derecho en a y es decreciente
en algin intervalo (abierto) con extremo izquierdo en a, entonces, f tiene un méximo en
x=a.
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b) Si f es decreciente en algin intervalo (abierto) con extremo derecho en a y es creciente

en algun intervalo (abierto) con extremo izquierdo en a, entonces f tiene un minimo en
x=a.

O bien: . ; _ ‘ - A

Siendo a un nimero critico de f, /

a)  Sif cambia su signo de “+” a “~” en x =a, entonces f tiene un
maximoen x=a. '

b) Si en cambio f” cambia su signo de “~” a “+” en x = a, entonces (4.39)

f tiene un minimoen x=a.

¢) Sif’ no cambia su signo en x = a, entohces f no tiefie ni maximo
ni minimoen x =a.

Ejemplo 4.12

Siendo f la funcién definida por f(x) =x2 +—5 , analizar su comportamiento y trazar su
x

grafica.

Solucion
De la regla de correspondencia de f se obtiene que:
a) Dy =R-{0},

b) la grafica de f tiene una asintota en x =0 (eje Y), aunque también lo es la curva
y =1/x*, para valores infinitesimales de la variable.

c) fes par, asi que su grafica es simétrica respecto del eje Y, y
d) si N es infinitamente grande, f(N)=x?+1/N?, asi que la parabola y =x? es una
asintota de la grafica de f. '

Ahora bien, derivando f se obtiene

; 2(x2 + I)(x +1)(x -1)

X3 ’

frx)=2x-2x" =2x"2(x* -1)
asi que el conjunto de niimeros criticos de fes {-1, 1} (0 no esta en el dominio). Ademds,
como f* es continua en su dominio —que es el mismo que el de f—, entonces, por el
teorema del valor intermedio, no cambiard su signo en cada uno de los intervalos
<—-0,-1>,<-1,0>,<0,1>y<],0>.

De esta manera, el signo de la derivada en cada uno de estos intervalos puede obtenerse
asignando a la variable cualquier valor particular contenido en el intervalo.
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intervalo <—0,-1> | <=-1,0> | <0,1> | <],00>

signo de f' - + - +

comportamiento de f N / N /
Tabla 4.4

La tabla 4.4 muestra, para cada uno de los intervalos antes referidos, el signo que tiene la
derivada de la funcién dada, indicando, segin sea el caso, si la funcion es creciente o
decreciente. Los resultados indican que la funcién tiene un minimo en x =-1 y otro en
x=1 (en x=0 la derivada cambia su signo, pero la funcién no es continua, tiene una
asintota). Con toda esta informacion, bastara con tabular unos cuantos valores positivos de
la funcién (aprovechando la simetria), para trazar la grafica pedida, la cual se muestra en la
figura 4.10.

Fig. 4.10

Ejemplo 4.13
Analizar el comportamiento de la funcién con regla de correspondencia
¢(x) =x+senx
Solucién '
En este caso, el dominio es R, y, tomando en cuenta que — 1‘ < senx <1, tenemos entonces
que x—1<¢g(x) < x+1. ,
Ahora, derivando ¢ obtenemos ¢'(x) =1+cosx, asi que ¢'(x) =0 Vx=(2n+1D)z, ne E,
de manera que el conjunto de niimeros criticos es {(2n+1)1t, ne E}, sin embargo, para

cualquier otro valor de x se tiene que ¢'(x) >0, por lo tanto, la derivada no cambia de
signo en ninguno de los niimeros criticos, por lo que se puede concluir que la funcién no
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tiene méximos ni minimos, a pesar de tener una infinidad de puntos en donde la tangente es
paralela al eje X (ver figura 4.11). o ——- N

b - - - - - - - -

Ay
A
W
A

5n

Fig. 4.11

Concavidades y puntos de inflexiéon

En las curvas de la figura 4.12, se puede observar que la posicién de las tangentes respecto
de la curva es diferente en cada caso, ya que en a las tangentes estan por debajo de la curva,
mientras que en b estan por encima.

Fig. 4.12a Fig. 4.12b

Diremos que la grafica de una funcién es céncava hacia arriba (en un intervalo), si las
tangentes a la curva se encuentran siempre por debajo de la misma. Andlogamente, la
grafica ser4 concava hacia abajo, si las tangentes se encuentran por encima de la curva.

Consideremos el caso de una funcién f cuya grafica sea concava hacia arriba, en un
intervalo que contiene un numero a (ver figura 4.13). Si L es la recta tangente a la grafica
de fen x = a, entonces,
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o

f(a¢ h)
L(a+
A
P
a | ath
Fig. 4.13

Lia+h)=f(a)+ f(a)h,
Y, por otra parte, expresando f(a+ h) en serie de Taylor alrededor de a, tenemos que

f'()

\
i

fla+h)=f(+f(ah+——

3
+o(h) . =k tgve L semn

de marnera que, al restar miembro a miembro estas ecuaciones, obtenemos que:

fla+h) - Lia+h)= @ ( D 2 +o(K%) .
Asi pues, considerando la definicion dada, la propledad lagrangiana y esta Gltima ecﬁacién,
podemos concluir que la grafica de f es concava hacia arriba en una vecindad de a, si, y

s6lo si, f*(a) > 0.

Andlogamente, la grafica de f es concava hacia abajo en una vecindad de a si, y s6lo si,
f"(a) < 0. Extendiendo este resultado a todos los puntos de un intervalo, tenemos que:

La grafica de una funcién, dos veces derivable, es cOncava hacia arriba, o
hacia abajo, en un intervalo, segun su segunda derivada sea positiva o |(4.40)
negativa en todo punto del intervalo.

Por otra parte, si consideramos una funcién cuya gréafica sea como la mostrada en la figura
4.14, tendremos que la “parte izquierda” de ésta es concava hacia abajo, mientras que la
“parte derecha” es concava hacia arriba.

Suponiendo que la segunda derivada de esta funcién es continua, y tomando en cuenta que
en la parte izquierda es negativa, y en la derecha es positiva, entonces, de acuerdo con el
teorema del valor intermedio, debe existir un punto en que la segunda derivada sea cero y
ése debe ser el punto en que la curva cambia su sentido de concavidad. Cada uno de tales
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puntos ser4 llamado punto de inflexién. Suponiendo, pues, que la segunda derivada de una
funcion es continua, los puntos de inflexién de su grafica se localizaran donde ésta se anula.

5 + MY
Ejemplo 4.14 .
Tracese la grafica de la funcion definida por ¢(x) = 2x 2
x°+
Solucion o j ‘ : b

Primeramente tenemos que ¢ es impar y continua en R y que la tinica interseccién de la
grafica, con los ejes coordenados, es el origen. Ademads, el eje X es una asintota de su
grafica.

Tomando en cuenta lo anterior, y haciendo una tabulacién, puede trazarse la grafica de ¢
(ver figura 4.15). Esta nos sugiere que la curva tiene tres puntos de inflexion, uno en el
origen, y los otros dos localizados simétricamente respecto al mismo, ya que la funcién es
impar. Derivando ¢ obtenemos:

(?+4HD-xQ2x) _ 4-%° —
(P +4? (P +a) o

¢'(x) =

Obsérvese que los nimeros criticos son -2 y 2, que corresponden, respectivamente, de

acuerdo con la figura, a un minimo y un maximo de la funcién. Derivando nuevamente:
-~

(x* +4)° (=2x) - (4 - X*)(2)(x* + 4)(2x) _ -
(x> +4)° | |

#(x)=
_ (420 -(4-x)2)2x) _ 200 -24x _ 2x(x* -12)
- (x> +4)° T4 (P
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de manera que la segunda derivada de ¢ es continua en R y se anula para x = 0 y para
x = ++/12, por lo que conserva su signo en cada uno de los intervalos

<=0, - 12>, <=12,0>, <0,12> y <12, 0>

________

- - - - . = - —

Fig. 4.15

Eligiendo elementos cualesquiera de cada uno de estos intervalos, obtenemos los resultados
que se muestran en la tabla 4.5, a partir de los cuales concluimos, como se esperaba, que la

grafica de ¢ tiene tres puntos de inflexion: en x =—/12,en x=0,yen x =12

intervalo <—0~-12>| <-12,0> <0, 12 > <N12,0>
signo de f" - + (- ot
concavidad de f N v N U
Tabla4.3 -
e Lo Seme L hger o

Criterio de la segunda derivada

L

El andlisis previo nos permite afirmar que:

Siendo funa funcién dos veces derivable en un intervalo abierto que contiene
un namero critico a, @.41)
a) Si f"(a)> 0, entonces ftiene un minimoen x =a.

b) Si f"(a) < 0, entonces ftiene un maximoen x =a.

o
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Ejemplo 4.15
Analiza.r el comportamiento de la funcién definida por f(x) = x> — 6x +2.
Solucion

Como esta funcién es un polinomio, su grafica es una curva suave y continua, por lo que
solo hay que calcular sus valores extremos y las coordenadas de sus puntos de inflexion.

Derivando f obtenemos que f'(x)=3x%-6= 3(x? —2), de manera que f'(x)=0, si
x* =2 =0, es decir, si x = +/2.

10t

Fig. 4.16

Al derivar nuevamente, se obtiene que f"(x)= 6x, asi qué la segunda derivada de fes
continua. Ademés f"(—/2)=—-6v2 <0, asi que f tiene un minimo en x = —/2 =-1414.
Analogamente, f"(~2) = 642 > 0, asi que ftiene un minimo en x =~/2 =1414.

Por otra parte, f"(x) = 6x =0, sélo si x =0, de manera que el punto de la curva para el
que x =0 es un posible punto de inflexién. Ahora bien, f"(x) <0,si x<0,y f"(x) >0,
si x>0, asi que f” cambia de signo, lo que permite concluir que f tiene un punto de
inflexiénen x=0.

Con esta informacion, y mediante una tabulacién, puede trazarse la grifica de la funcién
dada, la cual se muestra en la figura 4.16.

Para resolver la mayoria de los problemas de optimizacion, es decir, aquellos en los que se
desea maximizar o minimizar una funcion, el material de esta seccidn resulta suficiente.
Ahora bien, debe tomarse en consideraciéon que el criterio de la segunda derivada no es
concluyente en todos los casos y, siendo éste precisamente el que puede generalizarse a
funciones en varias variables, debe contarse con algun otro método que, siendo concluyente
en todos los casos, pueda también generalizarse a funciones en varias variables.
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Un método que cumple con tales condiciones es aquel que recurre a la serie de Taylor y a la
propiedad lagrangiana. Si se desea saber mas sobre tal método puede consultarse el anexo

E.

4.3 Ejercicios

Ejercicios 1 a 4. Para cada una de las funciones con regla de correspondencia dada, (a)
obtener los intervalos en los que f es creciente o decreciente, (b) calcular los maximos y
minimos locales de f, y (c) trazar la grafica de f.

1.
2.

3.

f(x)=x"~2x*+x
f(x)=x*+4x+1
f(x)=x/6-x |
f(x)=x-2senx, xe€[0,27] ~ =
(Para qué valores de a 'y b la funcién
f(x)=x+ax? +bx+2
tiene un méximo local cuando x = -3 y un minimo local cuando x =-1?

Obtener una funcién clbica f(x) = ax® +bx* +cx+d que tenga un valor maximo
de 3 en x = -2 y un valor minimo localde Oen x =1.

Trazar la grifica de una funcién que satisfaga, simultineamente las siguientes
condiciones:

| ,
@ fM=s f®=2 O FO=r4=0
() f'(x)>0 para x<1 (d f'(x)<0 para x>1
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5. APLICACIONES DEL CALCULO DIFERENCIAL

Hemos visto que la derivada de una funcién representa, en un contexto geométrico, la
pendiente de la tangente a la grafica de la funcidn, y, en un contexto fisico, la razén de
cambio de la funcion con respecto de la variable. En particular, si se trata de la funcién de
posicidn (en términos del tiempo), la derivada es la velocidad.

Ahora que hemos aprendido a calcular la derivada de las funciones de uso comin en las
ciencias basicas y de la ingenieria, lo mismo que algunos aspectos utiles en el analisis del
comportamiento de las funciones, a partir de su regla de correspondencia, vamos a
considerar, nuevamente, la derivada en cualquiera de sus contextos, geométrico o fisico.

5.1 Problemas de razones de cambio relacionadas

Como se menciond anteriormente, la razén de cambio es un concepto sumamente
importante en las ciencias bésicas y de la ingenieria. En esta seccién se vera cdmo resolver
algunos problemas en los que interviene el concepto de razén de cambio.

Ejemplo 5.1

Por un crucero pasa un autobus hacia el Este, a las 3 de la tarde, a 75 km/h, y una hora mas
tarde pasa un automovil hacia el Norte, a 90 km/h. Calcular la rapidez con la que se alejan
los autos entre si, a las 6 de la tarde, suponiendo que ambos vehiculos continuan
desplazandose en linea recta y con la misma velocidad.

SRS R4 <\

90 km/h

. 75km/mh, 3pm  x
Fig. 5.1
Soluci5n 1 ‘ |
Denotando con x y y, respectivamente, las distancias que separan al autobts y al automévil
del crucero, y con z la distancia entre los vehiculos, tenemos:

El autobus se mueve con rapidez constante de 75 km/h, asi que la distancia de ésta al

crucero sera
x =75¢ , (a)

Anslogamente, la distancia que separa al automovil del crucero, considerando que pasa por
ese punto una hora después del autobus, es

y=90(-1) ®)
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Por otra parte, de acuerdo con la figura 5.1, RN
|
z=+x2+y? ()
Sustituyendo (a) y (b), |

z=+(75t) +8100(t -1}

= [56251* +8100(s* - 21 +1)

= /1372512 ~16200¢ +8100

Derivando esta expresién para obtener la razén de cambio buscada, tenemos:
dz _ 1
dr - 2.13725¢* 162001 + 8100

(27450t —16200)

A las 6 de la tarde, es decir, cuando ¢ =3, .

dz 1
dt 2./13725(9)-16200(3) + 8100

(27450(3)~16200) = 114.8 %“

Solucion 2

Procediendo de igual manera, hasta obtener la ecuacién (c), y derivando esta ecuacién
respecto de 7, aplicando la regla de la cadena, obtenemos

iz 1 (2 dx ay) (75t)(75)+90(t—1)(9(;) -
— | 2x—+2y— | =
dt 2 [x+y*\dt T dt) . [(750) +8100( - 1)}

Asi pues, a las seis de la tarde,

dz ~ 75*(3)+90°(2) ~ o km
— = =1148 —
dt ./5625(9)+8100(4) hr

Un caso de interés, es calcular dw/dt, cuando no se tiene una expresion para w en términos
de 7, sin embargo, se conoce el valor de dv/dt, donde v es una variable que esta
relacionada con w. Si se aplica la regla de la cadena, entonces
dw _dwdv
dt dvat’
de manera que, para obtener la razén de cambio buscada, sélo hay que determinar la
relacién algebraica entre w y v, calculando entonces dw/dv y sustituir en la ecuacion (5.1).

5.1)

Ejemplo 5.2

Sup()n%ase que una bola de nieve se derrite de manera que su superficie decrece a razén de
1.2 cm?/min. Calcular la razén con la que cambia el didmetro cuando éste mide 2.3 cm.
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Solucion

Denotando con ¢ y 4, respectivamente, el didmetro y el 4rea de la bola, se desea calcular

d¢ dA :

) cm
— sabiendoque —=-12—"—,
dt d dt min

dp_dpdd __, ,dp
dt dAdt T dA
Ahora bien, el didmetro y el 4rea de una esfera se relacionan por medio de

De acuerdo con la regla de la cadena, tenemos que

(a)

2
A=4zrt = 47:(%) = ng?,

!

asi que % = 27¢ . Al sustituir en (a) se obtiene:

4 _ 2% 5L 4, 1 06em
dt dA a4 2n¢  m¢ min
d¢
Cuando ¢ mide 2.3 cm, |
49 _ 06 cm _ 083"
dt 7(2.3) min min

Este resultado indica que, si la bola se derritiera a razén constante, su didgmetro disminuiria
0,083 cm cada minuto. Sin embargo, es claro que esta razén no es constante, de hecho,
varia inversamente con el valor del radio.

Ejemplo 5.3

Se deja caer arena en el suelo, a razén de 6 m*/min, formando un monticulo cénico cuya
altura es siempre igual al diametro de la base. ;Como varia la altura del monticulo cuando
ésta mide 1.6 m?

Solucion

Denotando con r y h, respectivamente, el radio y la altura del cono, se debe calcular %};

m3

sabiendo que av =6 —.
at min
Aplicando la regla de la cadena, tenemos que
dh _dhdv _ c dh

e dt dv dt  dv

(a)
Ahora bien, el volumen del cono, en términos de la altura, es
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2
V=l7[r2h=—7[(ﬁ) h—£h3
3\2 12
De donde
ﬂ = £h2
dh 4 o
Asi que, al sustituir en (a), se obtiene T il
d_h = 6—d£ =6 1 =6 1 = 24 m
dn 4 : Y )
dh 4
Cuando 7 =1.6,
@'—' 24 > i_§2.98£.
dt  7(1.6)" min min
| Ejemplo 5.4 ‘ P

Cuando el aire se dilata adiabéaticamente® (sin ganar o perder calor), su presién, P, y su

volumen, V, estan relacionados por la ecuaciéon PV" =C, donde C es una constante y n ,
puede considerarse tamblen constante. Supdngase que n =1.4 y que, en un instante en que , o
el volumen es de 350 cm’® y la presion de 90 kPa, ésta disminuye a razon de 8 kPa/min. (A

qué razén cambia el volumen en ese instante?

Solucion 1 -
dP kPa

Se desea calcular a sabiendo que —— =-8——. Aplicando entonces la regla de la ‘ |
dt dt min ~ ‘
cadena, tenemos: !
dv dV dP
@
dt dP dr
Ademaés, sabemos que
pr**=cC, (b)

y que ¥ =350 cuando P =90, de manera que el valor de C es (90)(350)l 4 =328048.3.
Despejando V de (b), se obtiene

1 1 1 LR
v =(cP ) =CT4 P4 =8708.7 PO ©
y sustituyendo en (a),
j dar dP dt
—

® Ver, por ejemplo, Zemansky, p. 120.
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Cuando V' =350 y P =90,

‘Z—It’ = 49744.1 (90)" ™ = 2224

cm?
min
Solucién 2

Derivando implicitamente la ecuacion (b) respecto a f,

. d—PV"4 +1.4PY% av =0,
‘ dt dt

de donde, al despejar la razén de cambio buscada, se obtiene

av _ V'dpr/dt _ 8¥
dt  14PV°* 14P

Cuando V' =350 y P=90

3 O
av__8 __3650) _ e’ .
dt ~ 14P 1.4(90) min

Ejemplo 5.5

Un aeroplano vuela a una altura de 5 km directamente sobre un observador en el piso. El
avion mantiene una velocidad constante de 570 km/h en vuelo horizontal. Cuando ya pasé
el punto que se encuentra directamente sobre el observador y ha recorrido 3 km, ;cual es la
razén de cambio del angulo entre la visual del observador hacia el avién, y la horizontal?

b=

| /
h=5km/ \ .

By

Fig. 5.2

Solucién

Deseamos calcular la razén dé cambio del angulo ¢ respecto al tiempo, d¢/dt, sabiendo
que la velocidad del avién, dx/dt, es 570 km/h. De esta manera, podemos calcular la razén
de cambio buscada por medio de:

a4 _dé &

a
d dx at ®
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Ahora bien (véase figura 5.2),

¢ =arc tang- : (b)

entonces,

{3)
dp _ 1 x)__ 1 ( h)__ h rad
dx 1+[”J2 & X+ X x? +h* km

asi que, sustituyendo en (a),
dp __ h
dt x*+K

rad
570) —
( )h

En el momento de interés, h=5kmy x = 3km, asi que

d¢ 5 rad rad .
i TS (570) h 83.83 —h— =133"/s

5.1 Ejercicios

1. Si Peslapresiony ¥ el volumen de un gas ideal diatdbmico sometido a un proceso

adlabétlco, entonces se tiene que PV = ¢, donde ¢ es constante. Supomendo que

=190 cm’, P = 1.1 kg/cm y que el gassecompnmearazondel6cm / s.
Ca]cular la razén con la que cambia la presion.

2. Un hombre de 1.75 m de estatura camina alejandose de un farol de la calle que esta
a 6.5 m del piso. Si el hombre camina a 0.8 m / s, calcular la razén con la que
cambia la longitud de su sombra sobre el piso cuando se encuentra a 8 m de la base
del poste.

3. Un tanque cénico, con el vértice hacia abajo, se encuentra inicialmente vacio. El
tanque tiene 2.5 m de profundidad y el radlo en la parte superior es de 0.9 m. Si se
vierte agua desde una llave a razén de .12 m® / min, calcular la velocidad con la que
aumenta el nivel del agua media hora después de comenzar a llenarse.

4, Un avién que vuela horizontalmente a una altura de 1 650 m y a una velocidad de
800 km/h pasa directamente sobre una estacion de radar. Encontrar la velocidad a la
que la distancia del avi6n a la estacién aumenta cuando el avion se encuentra a 3 km
de la estacion.

5. La altura de un tridngulo aumenta a razén de 1 cm/min, mientras que el area del
mismo aumenta a razén de 2 cm’min. jA qué velocidad cambla la base del :
triangulo cuando la altura es igual a 1 cm y el 4rea es de 100 cm 29
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La ley de Boyle establece que cuando una muestra de gas se comprime a

temperatura constante, la presion P y el volumen V satisfacen la ecuacion PV =C,
en donde C es una constante. Supongase que en cierto instante el volumen es de 600
cm’, la presion es de 150 kPa y que esta aumentando a razén de 20 kPa/min. LA qué
velocidad cambia el volumen en dicho instante?
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5.2 Problemas de optimizacién

Por razones de eficiencia o economia, resulta comin —en ingenieria y, en general, en
cualquier actividad profesional—, buscar maximizar ganancias, utilidades, produccién,
duracién, etc., o bien, minimizar costos, tiempos de produccion, pérdidas, etc. Llamaremos
problema de optimizacion, a cualquiera en el que se busque maximizar 0 minimizar una
variable (funcién).

Si la variable a maximizar o minimizar puede expresarse en términos de una sola variable
independiente, entonces, podra aplicarse alguno de los criterios estudiados anteriormente
(seccién 4.3) para resolver el problema, esto es, encontrar el valor de la variable

* independiente, para €l cual la funcion tiene el valor maximo (o minimo).

Ejemplo 5.6 _ |
Obtener el punto de la recta 2x — y +2 =0, més cercano del punto (3,1).

R I

T Fig. 5.3 et

Solucion

Si P(x,y) es el punto buscado (ver figura 5.3), entonces, la distancia de éste al punto
A@3,1)es

5(x,y) =/(x-3)* +(y-1)° (a)

Sin embargo, P es un punto de la recta, de manera que sus coordenadas satisfacen la
ecuacién 2x — y +2 =0, de donde, al despejar y, se obtiene

y=2x+2 (b)

Al sustituir en (a), se obtiene la variable a minimizar, en términos de x:

5(x)=/(x=3)? +[2x+2)-1]

s@=lx-3+@x+1?)r  ©

Como se desea el minimo de esta funcién, deben obtenerse sus puntos criticos, para lo cual
hay que derivar la funcion:
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5'(x) = %[(x ~3)? + Qr+1)2 [ 22(x - 3) + 222 + 1))

10x~2
2x-3)* + @x+1)2}?

Los puntos criticos en los que la derivada no existe, es decir, aquellos para los que el
denominador se anula, no tienen coordenadas reales, ya que el denominador es el doble de
la distancia &, que, evidentemente, no puede ser cero (figura 5.3). Asi pues, los puntos
criticos de interés deben obtenerse al igualar a cero la derivada. Tenemos, entonces, que
8'(x)=0,si 10x-2=0; es decir, si x=1/5. Por lo tanto, al sustituir en (b), y =12/5.

() =

Ahora bien, siendo rigurosos, deberia verificarse que el punto critico obtenido
efectivamente corresponde a un minimo, sin embargo, al observar la figura se puede
concluir que el punto critico obtenido es el mas cercano al punto 4. Ademas, es claro que
no hay un punto de la recta que se encuentre mas lejos de 4, lo que corresponderia a un
maximo, ya que al desplazar un punto sobre la recta, puede alejarse de 4 tanto como se
quiera.

Asi pues, el punto buscado es (1/5,12/5)=(0.2,2.4), y la distancia minima, que se
obtiene al sustituir en (a), es

8, =~/(1/5-3)* +(12/5-1)* =~144/25+49/25
J193

6, = — = 2.78 unidades de longitud

min

En este caso, parece ocioso utilizar el calculo, ya que el problema pudo haberse resuelto
con relativa facilidad utilizando geometria analitica; sin embargo, la ventaja del método
utilizado consiste en que puede aplicarse de la misma manera con otras curvas, y no sélo
con una recta.

Ejemplo 5.7

Obtener el punto de la pardbola x = y*, méas cercano al punto Q =(4,1).

K A CAY
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Solucion

Procediendo como en el ejemplo anterior, tenemos:

Sy =Jx-4 +(-1> (@)
Pero P es un punto de la pardbola, asi que
’ x=y’ (b)
Sustituyendo en (a)
s =07 =8 + (-1 =] -4+ (y-1)?]" ©
Derivando,

5'(y) = %[(yz —4)2 + (y-1* ]2y - H2y) + 2y 1))

O -H2N+-D _ 2y’ -Ty-1
-9 +o-12% [0 -9+ -]
Asi que 5'(y)=0si 2y’ -7y-1=0.

d'(y)=

Al resolver numéricamente esta ecuacion, se obtienen tres raices reales:
¥, = —-1.79483, ¥y, =-0.143705 y y,=1.93854
Para las cuales, los correspondientes valores de x, que se obtienen al sustituir en (b), son:

x, 322141,  x,=0.0206511 y x,=3.7579%4

Ahora bien, la figura 5.4 permite suponer —considerando la simetria de la parabola con
respecto del eje X— que y > 0, de manera que el punto buscado debe ser

P, =(x,, y,) =(3.75794,1.93854),

1 5

Fig. 5.5
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Sin embargo, los otros valores encontrados también deben corresponder a puntos criticos,
situacién que puede analizarse en la grafica 5.5:°

Supéngase que un punto se desplaza, sobre la pardbola, de abajo hacia arriba, desde “el
infinito”. Inicialmente, el punto se acerca a Q, hasta llegar a P, (minimo relativo), a partir
del cual el punto se aleja momentineamente, hasta que llega a P, (méximo relativo), de

donde vuelve a acercarse a Q, hasta que llega a P, (minimo absoluto), a partir del cual el
punto se mueve alejandose indefinidamente de Q.

En la figura 5.6 se muestra la gréafica de la distancia & contra y, trazada a partir de (c), en la
cual puede confirmarse lo dicho en el parrafo anterior.

Fig. 5.6

Optimizacién en un intervalo

En ocasiones, cuando se resuelven problemas de optimizacién, las variables a obtener estin
restringidas por las condiciones mismas del problema. Si esto no se toma en cuenta, el
proceso de solucién puede alargarse innecesariamente o, incluso, pueden darse, como
soluciones, valores que resultan inadmisibles.

Ejemplo 5.8

Supéngase que la resistencia de una viga rectangular es directamente proporcional a su
anchura y al cubo de su altura (o espesor). Si se va a obtener una viga de un tronco, cuya
forma es, aproximadamente, la de un cilindro circular de 52 cm de diametro, {cudles han de
ser las medidas del corte transversal de la viga, para que su resistencia sea méxima?

Solucion

Siendo a y b, respectivamente, el ancho y la altura de la viga, la resistencia R de la misma
sera
R = kab’ - (a)

9 Si se desea analizar con mas detalle esta relacién entre méximas y minimas distancias, con situaciones de
tangencia, ver Arcos, capitulos 6y 7.
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Ahora, de acuerdo con la figura 5.7, tenemos que

(4
2 2 ! R O U Y

4(26)* = a* +b? ()

a=1./4(26) - b’ S T g

De donde

52 cm

Fig. 5.7

Sin embargo, a no puede ser negativa, ya que es una longitud, asi que

a =+/4(26)* - b* : )

De esta manera, al sustituir en (a), se obtiene que la resistencia de la viga, en funci6n de la ‘
alturaes ‘

R=kb*[426)" =b* @ A |

Asi pues, para hallar los puntos criticos, hay que derivar esta funci6n:

kb ’ |
R'(b) = 3kb*+/4(26)* - b? -2b : :
) (26) +2 '———4(26)2—112( ) .
, i |
R'(b) = 3kb?./4(26)% - b - ————rx
()] \/4(26) a6 57

RB) = 3kb? (4(26)* - %) - kb* _ kb’
\4(26)* -b? a

Observemos ahora que hay dos numeros criticos que no pueden tomarse en cuenta: el
primero, b = 0 —para el cual la derivada se anula—, ya que, en tal caso, no hay viga, y el
segundo, a =0 —en el cual la derivada no existe—, ya que tampoco en este caso habria
viga.

Asi pues, el tinico punto critico admisible es aquel para el cual

[3(4(26)" -b*)~b°]
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3(4(26)* —b*)-b* =0, 12(26) —4b* =0, 12(26) = 4b>
Es decir, i
Al sustituir en (c),

o= [FGE7 307 =26

Resumiendo, para maximizar la resistencia, el ancho de la viga debe ser de 26 cm, y el alto
de 263 = 45cm.

2.5x10°

2x10%}
1.5x106[
: 1x106{
500000}

10 20 30 20 50
. e X
Fig. 5.8

En la figura 5.8 se muestra la grafica de la resistencia en funcién del espesor de la viga
[dada por la ecuacién (d), con k =1]. Obsérvese que, en este caso, la misma regla de
correspondencia define el conjunto de valores admisibles de la variable independiente —en
este caso, la altura de la viga—, ya que el radicando no puede ser negativo. =

Ejemplo 5.9 ) |

CoE

Supdngase que la iluminacién que recibe un objeto es directamente proporcional a la
intensidad de la fuente e inversamente proporcional al cuadrado de su distancia a la fuente.
Si dos fuentes luminosas, una de ellas tres veces mas intensa que la otra, se colocan a 10 m
de distancia entre si, jen qué punto del segmento de recta comprendido entre las fuentes
debe colocarse un objeto para recibir la minima iluminacion?

N 10m

O O

¢ —x —>
1
Bl D A e SR ) A X s P e

Solucion

Denotando con 7 la iluminacién, y con P la intensidad de la fuente, y siendo x la distancia
del objeto a la fuente més intensa (ver figura 5.9), tenemos que la iluminaci6n en el objeto
debida a la fuente 2 (la menos intensa) es

=
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2 (l 0-— x)z (a)s
y la debida a la mas intensa es
kP, 3kP, . . .. ~
Il = ;% = x22 (b)’ -

Fig. 5.10

Por lo tanto, la iluminacidn total en el objeto, debida a la accién conjunta de las dos fuentes,

es
kP,  3kP. 1 3
I(x)= 2 42k ———
2 10-x)*  x° 2l:(lO—x)2 +x2] ©
Derivando . : Cepwr 2
_ _> _ 3 _ — )3
') = kP, 2( 1)3 . _3§ kP, 2x 6(103 3x)
10-x)" «x 10-x)"x
3 _ - 2 3
- 2xP, : [x3 —3(10—x)3]= 2xP,[x 3(10:)0 3002c+30x x7)
x'(10-x) x (10 —x)
_ 2xP,[4x’ —90x* +900x —3000]
x*(10-x)* iy

Los puntos criticos correspondientes a x =0 y x =10 no se toman en cuenta ya que en
ambos casos la iluminacion se hace infinita [lo cual se deduce de las expresiones (a) y (b)].
Asi pues, los puntos criticos de interés son aquellos para los cuales

: 4x3 —90x% +900x —3000=0
Al resolver numéricamente esta ecuacion, se obtiene que la tinica raiz real es
x=5.905

noRies
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En la figura 5.10 se muestra la grafica de la iluminacién en términos de la distancia del
objeto, respecto de la fuente mas intensa. Por supuesto, la grafica se trazé en el intervalo de
valores admisibles, de acuerdo con el problema. Obsérvese que, en este caso, la variacion
de la funcién (iluminacién), alrededor del punto critico, es muy pequeiia.

5.2 Ejercicios

1. Un pasillo de a metros de ancho intersecta un corredor bde b metros de ancho en
angulo recto (ver figura). Determinar la longitud / del tramo recto de tubo mas largo
que se puede pasar horizontalmente del pasillo al corredor.

~

Fig. problema 1 ' | Fig. problema 2

2. Supéngase que una falla geolégica separa las ciudades 4 y B, segun se muestra en la
figura. Se quiere construir un camino entre las ciudades, sabiendo que la distancia
entre las proyecciones perpendiculares sobre la falla es 1 kilémetro, el costo de
construccion es C; (en miles de pesos por cada km) en el lado de la falla donde se
encuentra A y C; en el lado donde se encuentra B. Se desea ubicar la posicién de P
de manera que se minimice el costo de la carretera.

a) Mostrar que el costo es minimo cuando se satisface la ecuacion:
C,senf, = C,senb,

b) Considerando que a=b=C, =1, C,=2 y I=4, probar que la ecuacion
i obtenida en el inciso anterior es equivalente a:

f(x)=3%*-24x* +51x* ~32x +64 =0

3. Un faro estd a 6 km de distancia del punto 4 mas cercano de una costa recta. El
guarda faros obtiene sus articulos de consumo en un punto B ubicado sobre la costa
a 8 km de A. Para ello, puede remar en el bote del faro a 3 km/h y puede caminar
por la playa a 4.8 km/h . Suponiendo que el bote puede encallar en cualquier punto
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de la playa entre 4 y B, jen qué punto de la playa debe arribar el guarda faros para
-=r~~ minimizar el tiempo para llegar al almacén?

4. Considerando la circunferencia cuya ecuacién es (x—1) +(y +2)? =4 y el punto 4
de coordenadas (-3, 1).

a) ¢Cudl de los puntos de la circunferencia estid mas cerca de A?
b) ¢ Cudl de los puntos de la circunferencia estd mas lejos de A?
¢) {Coémo se resuelve este problema utilizando geometria analitica?

d) ¢Cémo se resuelve usando regla y compas?

N T Ok L L Tt s o ROk TN
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5.3 Graficacion

En la seccion 2.3 se vio como emplear algunos conceptos relativos a la continuidad para
obtener informacion util en el trazo de la grafica de una funcién, a partir de su regla de
correspondencia. Después, en la seccién 4.3 se vio como utilizar parte de la informacion

que podemos obtener a partir de la primera y segunda derivadas de la funcion, en el trazo
de la gréfica.

Tomando en cuenta lo que se estudié en las secciones mencionadas, podemos resumir el
proceso para el trazo de la grafica de una funcién como se describe a continuacion.

1. A partir de la regla de correspondencia de la funcién dada, obtener la siguiente
informacién:

a) Dominio. |
b) Intersecciones y simetrias con los ejes coordenados y con el origen.
¢) Discontinuidades: asintotas verticales, huecos y saltos.

d) Comportamiento de la funcién para valores grandes de la variable (asintotas
horizontales, oblicuas y curvas).

2. A partir de la (primera) derivada de la funcién, obtener:
a) Puntos criticos.
b) Intervalos donde la funcién es creciente o decreciente.
¢) Maximos y minimos relativos.
d) Puntos de inflexion con tangente horizontal.

e) Picos o puntos de quebradura (puntos donde la funci6n es continua pero no
derivable).

~ f) Puntos con tangente vertical (pendiente infinita).
3. A partir de la segunda derivada de la funcion, obtener:
a) Intervalos donde la funcién es concava hacia arriba o hacia abajo.
b) Méximos y minimos relativos.
¢) Puntos de inflexion.

4. Hacer una tabulacién minima y trazar la grafica.

Notas:

1. La discontinuidad de salto s6lo se considera, en este texto, en caso de que la funcién
esté definida por secciones. Lo mismo ocurre con los puntos de quebradura.

2. Los maximos y minimos relativos pueden obtenerse conociendo solo la primera
derivada o utilizando también la segunda derivada, dependiendo del criterio
utilizado.
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3. Las diferentes situaciones que pueden ocurrir cuando se tiene un punto con tangente

TR

horizontal, es decir, uno en que la derivada se anule, se resumen en la tabla 5.1.

1 méximo 2 minimo 3 p.deinflexion | 4 p. de inflexién
\
\ h
N\
\
\
\
f(@=0 f@=0 f@=0 f@=0
f+1- f-1+ fi+l+ f-1-
f"(@) <0 f"@>0 f@=0 f@=0
-1+ [T+ -
Tabla 5.1

4. Las diferentes situaciones que pueden ocurrir cuando se tiene un punto con tangente

ajﬂm: R

vertical, es decir, uno con derivada infinita, se resumen en la tabla 5.2.

1 p.deinflexién | 2 p. de inflexién 3 méximo 4 minimo
fi+l+ f=1- f+l- -1+
fi+1- f-1+ [+ + i

lagraficadefes | lagraficadefes |la grafica de ftiene| la grafica de ftiene
suave suave un pico un pico

Tabla 5.2

No es necesario obtener toda la informacién indicada, en cada caso resultard mas
relevante alguna informacién que otra. La practica y el conocimiento previo que se
tenga del tipo de funcién que se desea graficar ayudan a reconocer cudl es la

informacion que permite hacer el trazo de la manera més rapida.

Para hacer la tabulacién, habiendo obtenido la informacion descrita, basta con
incluir, ordenados de manera creciente, los puntos de interés grdfico —es decir, los
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" Ahora bien, al derivar la funcién, se obtiene

maximos y minimos relativos, los puntos de inflexién y los picos—, un punto a la
izquierda del menor de éstos, uno a la derecha del mayor, y uno entre cada par de
ellos.

7. Aun si se utiliza calculadora on gréficos o computadora para hacer el trazo,
convendra obtener parte de la informacién indicada, particularmente las ecuaciones
de las asintotas y las coordenadas de los maximos y minimos, y los puntos de
inflexion.

Ejemplo 5.10 Polinomio factorizado

Trazar la grafica de la funcin definida por )
y=f(x)=x+2y’(x-1* - @
Solucion v ‘ o
A partir de la regla de correspondehcia (polinomio de 5° grado), se tiene que
D, =%
La funcién es continua en todo el eje real.
La grafica no presenta simetrias ni asintotas.

Las intersecciones con los ejes son (-2, 0), (1, 0) y (0, 8).

F1(x)=3(x+2(x-1)* +2(x+2)*(x-1)
=(x+2) (x=-1D) [3(x-1) + 2(x + 2)]
=(x+2)(x-1) (5x+1) ; ®)

Por lo tanto, los niimeros criticos —todos ellos correspondientes a puntos con tangente

horizontal— ordenados crecientemente son —2, -1/5, y 1.

Intervalo <=0, —2> <=-2,-1/5> <-1/51> <1,0>

Signo de f 3 HEE) =+ | HOEO) =+ | HDEOH)=- | HHH =+

Comportamiento
de.f / / N /

Tabla 5.3

La tabla 5.3 indica los signos de la derivada en cada uno de los subintervalos del dominio
definidos por los niimeros criticos. Tal informacion permite afirmar (véase la tabla 5.1) que
la funcion tiene un maximo relativo en x = —1/5, un minimo relativo en x =1, y un punto
de inflexién con tangente horizontal en x = -2.
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Calculando ahora la segunda derivada de la funcién, partiendo de (b), tenemos:
ST =2(x + 2)(x = D(5x + D) + (x + 2)*(Sx +1) + 5(x + 2)*(x - 1)
= (x+2)[2(5x* —4x 1)+ (5x% +11x +2) + 5(x* + x = 2)]
= (x +2)(20x? +8x -10) = 2(x + 2)(10x> + 4x - 5)

Resolviendo la ecuacién que resulta de igualar a cero la expresi6én del Gltimo paréntesis, se
obtiene que sus raices son, aproximadamente, x, =-0.935 y x,, = 0.535. Asi pues, los

puntos para los cuales la segunda derivada se anulan son -2, x,, y x,, .

Intervalo | <—00,-2> <-2,x,> <Xy, X > <Xx,,0>
Signo de f* )+ =~ (+)+) =+ () =- )=+
Concavidad de f N v N v

Tabla 5.4

La tabla 5.4 indica que -2,x, y x,, son, los tres, puntos de inflexién. Haciendo una

tabulacién de la funcion (tabla 5.5), utilizando la ecuacién (a), se trazd la grafica de la
funcién que se muestra en la figura 5.11.

x f(x) 2

-3 -16 15 N
2 0 TRTe neT o 4 to REiale
-1 4
5
-0.935 [4.524
0 8 - 1 1 2 ‘
0.535 3.524 -5
1 O Y 0 S ST I | .":
2 64 I o
Tabla 5.5 P Fig. 5.11

En dicha grafica se observa una propiedad de las funciones cuya regla de correspondencia
es un polinomio factorizado: en una raiz de multiplicidad impar (como x =-2 en este
ejemplo), la gréfica tiene un punto de inflexion, siendo su tangente el eje X; en cambio, en
una raiz de multiplicidad par (como x =1 en el ejemplo), la grafica tiene un méximo o un
minimo.
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Ejemplo 5.11 Funcion irracional con un pico

Trazar la grafica de la funcién definida por y = f(x)=32x* -x* = (a)
Solucion _ ‘
A partir de la regla de correspondencia de la funcién, se obtiene que

.- D, =R (el indice del radical es impar). e S I S

No hay simetrias con los ejes coordenados ni con el origen.
La funcién es continua en todo el eje real.
-— La1inica interseccion con los ejes coordenados es el origen. =

Ahora bien, para ver si la grafica presenta una asintota, debe utilizarse la serie binomial,
puesto que se trata de una funcioén irracional. Interesa, por lo tanto, ver el comportamiento
de la funcién para valores grandes de la variable, por lo que serd necesario escribir la
funcién de manera que se tenga, dentro del radicando, un binomio de la forma 1+ w, donde
w sea una expresion menor que 1 cuando x sea grande.

Factorizando, entonces, — x* dentro del radical, tenemos:

F0=A=P 42 =422 = xfi-2eT

f(x)=-x(1-2x""= —x[l + %(—Zx") +o(x? )}

f(x)=-x+ % +o(x™)
Pe manera que, para N infinitamente grande,

f(N)==N+ % +infinitesimal

' ' 2
Asi que una asintota de la grafica de fes larecta y = —x + 3

Derivando la funcidn, utilizando (a), tenemos que

1 ) | 4-3 4x - 3x
fi(x)= 5(2352 - x*)3(4x - 3x") = 3(;)52 _x;c))z/s = 3(2:; _;)2/3 (b)
o X(A4-3x) - x(4-3x)
S'(x)= 2 -0P" 3 P2 -x)"°
£ = 4-3x
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Asi pues, los puntos criticos de la funcién corresponden a x=0, x=4/3 y x=2. En
x=0 yen x =2 se presenta una tangente vertical, mientras que en x = 4/3 se tiene una

tangente horizontal.
Intervalo <—00,0> <0,4/3> <4/3,2> <2,0>
Signo de f” @ __ @ __, O __ O __
(=)(+) (+)(+) (+)(+) (+)(+)
g:}nportamiento N Ve \ \
Tabla 5.6

De la tabla 5.6 se puede concluir que ftiene un maximo relativo en x =4/3, sin embargo,
para precisar el comportamiento de la funcion en los puntos con tangente vertical,
obtendremos la segunda derivada, utilizando la dltima expresion de la ecuacion (b).

3(2x — x*)?3(4 - 6x) — (4x - 3x7)(2)(2x* — x*)"*(4x - 3x?)

f'x)= 9% —2)*" 19 &
b (@x? - ) 34— 6x)(2x - x%) - 2(4x = 3x7)]
f(x)= 9(2x _x3)4/3
von  (4—6x)(6x" -3x")-2(4x-3x")" 8x?
fi(x) = 92x* —x°)*"° = 2 -xT"°
[ | 8x? 8 i | ‘ =
f'(x)=-9xw/3(2—x)5/3 =-9x4/3(2—x)5/3 A
Intervalo < —00, 0 > <0,2> <2,00>
Signo de /” 0. | o__ | o._
() (+)(+) ()
Concavidad de f N N U
Tabla 5.7

Los valores de x para los cuales la segunda derivada se hace inﬁnita} son x=0yx=2 ..Por
otra parte, al observar los resultados de las tablas 5 .6y 5.7, concluimos que la grafica tiene
4 un minimo y un pico en el punto correspondiente a x = 0 (caso 4 de la tabla 5.2), y un
l punto de inflexién con tangente vertical en x = 2 (caso 2 de la tabla 5.2).
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x | f(x) : 2 -

-1 |-1.44 | y=2x <
0 [0 N

1 |1 o | " :

473 |1.06 S

5/3 10975 A *

2 [0 | o y=-xs?

3 [-2.08

Tabla 5.8 | | o Fig. 5.12

Complementando la informacién con una breve tabulacidn, se traza 1a gréfica de la funcién
dada, la cual se muestra en la figura 5.12.

Ejemplo 5.12 Funciones periddicas
Trazar la gréfica de la funcién definida por y = f (x) 3sen2x —5cos2x.

P,

Solucion , _
A partir de la regla de correspondencia de la’ ﬁ1n<£i6n, se tiene qilé R
D, =%
fes periédica y su periodo es z (por lo tanto, el analisis del comportamiento de la
funcion se hara para el intervalo [0, 7]
Ahora bien derivando la funcién se obtiene que ,
f'(x) =6cos2x +10sen2x o o e
Para obtener, entonces, los puntos criticos, tenemos |
6cos2x+10sen2x =0,
6+10tan2x =0,
tan2x = -3/5,
2x = arctan(-3/5) = 2.60, 5.74,...,
x=1.30,2.87,...,
Y para los puntos de inflexién:
f"(x)=-12sen2x +20cos2x =0

-12tan2x+20=0
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tan2x =20/12=5/3
2x = arctan(5/3) =1.03, 4.17,...

x =0.52,2.09,...

Haciendo una breve tabulacién en el intervalo elegido, se traza la grafica mostrada en la
figura 5.13.

x | f®)
0 -5
052 |0
1.30 |5.83
2.09 [0
2.87 |-5.83 -
T -5
Tabla 5.9 _ Fig. 5.13 :

Tomando en cuenta que la funcién es periédica, que su periodo es 7, y que en la figura 5.13
se muestra precisamente un ciclo completo, entonces, si se deseara hacer el trazo de la
grafica para un intervalo mas amplio, simplemente se hacen tantas copias como se desee, en {
cada intervalo que comprenda un ciclo. Por ejemplo en la figura 5.14 se muestra la grafica SR
para los tres ciclos correspondientes al intervalo [-7, 27]. '
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5.3 Ejercicios I

Ejercicios 1-12. Obteniendo toda la informacién que resulte pertinente, trazar la grafica de
la funcién con regla de correspondencia dada.

1. y=x'-6x?
2
5 p=lt x2 R
1-x
3. y=x+x

6. y=x"7-5x*"

7. y=senx-—tanx
8. y=x'Inx

9. y=senhx+coshx

10, y= e

1
11. y=—-x
Y x-—1
‘—
12. y="=
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5.4 Movimiento rectilineo

En la seccion 3.1 se estudié el concepto de velocidad instantinea, habiendo indicado que si
x(t) es la funcidn de posicién de una particula que se mueve en linea recta, en términos del

tiempo, entonces

& _
)= T x'(t) | (5.2)

define la velocidad en funcidn del tiempo.

De acuerdo con esta ecuacion la velocidad es 1a razén de cambio de la posicién respecto del
tiempo, de manera que el valor (absoluto) de la velocidad es el indicador de la rapidez con
que la particula cambia su posicién con el tiempo, y el signo de la velocidad indica si la
particula se mueve en la direccién asignada al eje de referencia o en direccion opuesta,
segun si la velocidad es positiva o negativa.

Anilogamente, la aceleracién de una particula en movimiento rectilineo se define como la
razon de cambio de la velocidad con respecto del tiempo:

” R
a(t) = E : : (53)

De esta manera, el valor (absoluto) de la aceleracién indica qué tan rdpido estd cambiando
la velocidad, y su signo indica si el valor de la velocidad (considerando su signo), aumenta
o disminuye.

Por ejemplo, considérese el caso de un tiro vertical y supdngase que se ha asignado como
positiva la direccion “hacia arriba”, es decir, alejandose del centro de la tierra (ver figura
5.15).

l fuerza de gravedad - O O
movimienfo
de ascens

mov.}de descenso

nivel del suelo, y =0

centro de la Tierra

Fig. 5.15

En este caso la aceleracion es constante (ver ejemplo 1.1) y negativa, pues est4 en direccién
opuesta al eje de referencia. Puede considerarse el movimiento del proyectil en dos etapas,
la primera de ascenso y la segunda de descenso; en la primera la velocidad es positiva, ya
que el proyectil avanza en la direccion del eje de referencia, sin embargo, la fuerza de
gravedad la va frenando, es decir, la velocidad va disminuyendo, hasta que se detiene en el
punto mas alto de la trayectoria.
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Cuando desciende, la velocidad aumenta (en valor absoluto) porque la gravedad ahora
actua en la direccion del movimiento, sin embargo, la velocidad sigue disminuyendo ya que
ahora es negativa.

lanzamiento del proyectil

movimiento de ascenso (v>0)

punto més alto de la trayectoria

movimiento de descenso (v < 0)

regreso al suelo

Fig. 5.16

En resumen, la velocidad disminuye continuamente (ver figura 5.16) comenzando con un
valor maximo y positivo (cuando se lanza el proyectil), disminuyendo hasta cero en el
punto mas alto de la trayectoria, y tomando en seguida valores negativos cada vez mas
grandes, hasta que regresa al suelo.

Las ecuaciones fundamentales para un movimiento rectilineo son (5.2) y (5.3), y resultan,
en general, suficientes para resolver una gran variedad de problemas, con el auxilio del
calculo.

Ejemplo 5.13 o . . ey

Una particula se mueve sobre la parabola y = x?, de manera tal que la abscisa del punto

cambia a razén de 3.2 cm/s. Calcular la rapidez de la particula (medida sobre la curva)
cuando ésta se encuentra en el punto (2,4).

R s

\

Fig. 5.17
Solucion™ =

En un intervalo infinitesimal (de tiempo), podemos considerar el arco recorrido por la
particula (ver figura 5.17) como la hipotenusa de un tridngulo cuyos catetos son los
desplazamientos en las direcciones de los ejes coordenados.

dx
De esta manera, queremos calcular % sabiendo que i 3.2 cms.
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Ahora bien, de acuerdo con la figura 5.17,
ds* = dx’ +dy’
ds = de -i-dy2 Pesttee w0 l

dividiendo por 4, _ ,
ds_Nax'+dyt _ axY (@Y |
dt a  \\a dt @
pero (x, y) esun punto de la pardbola, de manera que
y=x o (b)
aplicando la regla de la cadena y utilizando esta ecuacién, tenemos que o
& _dyd_, &

dt dedr dt

Sustituyendo en (a), y tomando en cuenta que % = 3.2 cm/s, tenemos

i) ()
= _ +4x -
dt dt dt

%s{ =327 +4x*(3.2)* =321+ 4x’

en el punto de interés, x = 2, asi que la rapidez buscada es:

%‘t_ =321+ 4(2)" =3.2/17 2132 cs

';;""!3_ B T

Ejemplo 5.14 Movimiento rectilineo y polinomios de Taylor

La ecuacién de movimiento a lo largo de una linea recta, puede obtenerse utilizando un
polinomio de Taylor, a condicion de tener la informacion necesaria en el punto de partida.

Caso A. Movimiento rectilineo uniforme

Si x(t) es la funcién de posicién y v = constante, entonces, v' = x" =0, de manera que, al
sustituir en (4.33), considerando a =0 y a+ At = Ar = ¢, entonces

x() = x(0) + x' (O} | | (2)
ya que todas las derivadas de orden superior a dos se anulan, debido a que v= x'(t) es
constante.

Si x(0) = x, y x'(0) = v(0) = v,, entonces la ecuacion (a) puede escribirse en la forma
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x(t) =x, + vt
Caso B. Movimiento rectilineo uniformemente acelerado

Si ahora a(r) = a=x"(t) es constante, entonces

x(t) = x(0) + x'(0)¢ + @ﬁ P b

siendo x(0) = x,, x'(0) =v(0) =v, y x"(0) =a, tenemos que

1
x(f) = xy + v t + —at?
2 I S L N

que es la ecuacién de movimiento buscada.

Ejemplo 5.15 ) ‘ o
Si la posicion de una particula esta dada por o

x(®)=2t -6t +15, t20 (a)
con ¢ en segundos y x en centimetros, obtener:

a) Los puntos en los que la particula se encuentra mas lejos del punto de referencia
(origen).

b) Los puntos en los que la velocidad es mdxima o minima.
Solucion

a) Para obtener los puntos de maximo alejamiento con respecto del origen, hay que derivar
la funcién de posicion e igualar a cero (en este caso la funcién es un polinomio), asi
pues, derivando (a) e igualando a cero

X =v)=6-12t (b)

(obsérvese que, siendo derivable la funcién de posicién, la posicién es méxima cuando
la velocidad es cero).

w)=6t2-12t=0, v(@t)=6t(t-2)=0, t=0, t=2
Podemos ver (tabla 5.10) que en 7 =0, x tiene el méaximo relativo x,,,. = x(0) =15¢m;
y el minimo relativo x,, = x(2) =2(2)’ —6(2)’ +15=7cm, en t=2. A partir de ese
momento, la particula se aleja indefinidamente del punto de referencia.

Intervalo <0,2> | <2,0>
Signo de v=1x’ BHE=-|(HHFH =+
Comportamiento de x N /

Tabla 5. 10
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X(cm) 25
20
15
1

V (cm/s)

40
30
20
10

A (cm/s?)

Fig. 5.18

b) Para calcular los puntos donde la velocidad es méxima, se deriva (b) y se iguala a cero:

De la tabla 5.11 concluimos que la particula comienza su movimiento disminuyendo la
velocidad desde v(0)=v, =0, hasta v, =v()=-6cm/s, a partir de lo cual, la
velocidad crece indefinidamente.

En la figura 5.18 se muestran, simultineamente, las gréficas de la posicién, la
velocidad, y la aceleracién, con respecto del tiempo. Obsérvese que la posicion x tiene

V() =a@)=12-12=0,  t=1
Intervalo <0,1> <l,0>
Signode v' =a - +
Comportamiento de v N\, /

Tabla §. 11

un valor extremo en los puntos en que la velocidad v=x'=0.

Ademés, los puntos de inflexién de la posicién corresponden a valores extremos en la

velocidad y a ceros de la funcién de aceleracién.
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Ejemplo 5.16 Movimiento arménico simple'’

Un movimiento oscilatorio, como el de un resorte, en el que la fuerza restauradora y, por lo
tanto, la aceleracion, es proporcional al desplazamiento, pero de signo contrario, es llamado
movimiento arménico simple. En tal caso la posicion del objeto, con respecto al punto de
equilibrio, esta dada por

x(t) = Asen Kt + Bcos Kt » (a)

Vamos a calcular la magnitud de cada oscilacién, es decir, el valor del méaximo
desplazamiento respecto del punto de equilibrio.

Derivando la ecuacion (a), e igualando a cero:

\ x'(t)=AKcos Kt - KBsen Kt =0 (b)
‘ AK - KBtan Kt =0

tanKr = 2

B 4
B
, Fig. 5.19
Kt =4 = arctan 2 ’ ©
B

-

'
-

.
N

'
w

A partir de esta relacion (ver figura 5.19) se tiene que

B @

cosd =cos Kt = ———
¢ ~JA* + B?

10 yer Meriam, pp. 23-24.
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4 ©
Ja2+B:

Sustituyendo en (a) estas tltimas expresiones, que corresponden a los valores extremos de
X, tenemos

y seng =sen Kt =

X oy =amplitud=A——i—+B—B——=x/A2 + B?

JA? + B? JA? + B?

En la figura 5.20 se muestra la gréfica de la funcién (a), con 4=12, B=3.1y K =4.7,
de manera que la amplitud del movimiento es /A% + B> =+1.22 +3.1% = 4/11.05 = 3.324.

5.4 Ejercicios

1. La posicién de una particula oscilante estd dada por la relacién y = Asen(pt + ¢).
Siendo v, =v(0) y y, = ¥(0), demostrar que el valor maximo de y es

Ymax =\/;07"'("0/P)2
2. La posicién de una particula est4 dada por s =2t —10, con ¢ en segundos y s en
metros.
(a) (Cudlesel desplazémiento de la particulaentre 1 =0 y t =45s?
(b) (Cuales son la posicion y la velocidad de la particulaen £ =07?
(c) ¢Cuéles son la velocidad y la aceleracion de la particulaen ¢ =47

3. Un cohete parte del reposo y viaja hacia arriba en linea recta. Su altura sobre el
suelo se mide con un radar desde ¢ = 0 hasta ¢ = 45, y se puede expresar, de manera

aproximada, por medio de la funcién s =10’ m. |
(a) (Cuadl es el desplazamiento durante ese intervalo de tiempo?
(b) (Cual es la velocidad en =4 s?
(c) (Cual es la aceleracion durante los primeros 4 segundos?
4, La posicién de una particula durante el intervalo de tiempo de r=0 atr=6ses
s=-1£ +6* +4rm.
(@) ¢Cuil es el desplazamiento del punto durante ese intervalo de tiempo?

(b) ;Cuil es la velocidad méxima durante este intervalo, y en qué momento
ocurre?

(c) (Cual es el valor de la aceleracién cuahdo la velocidad es méxima?
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5. Supdngase que se quiere representar la posicién de un vehiculo que estd siendo

probado, por medio de un polinomio de la forma s = A4+ Bt +Ct? + Dt*, donde A4,
B, Cy D son constantes. El vehiculo parte del reposoen 1=0 y s=0. En t=4s,

o s=46m,yen t=8s, s=142m.

(a) Determinar el valor de cada constante.

(b) (Cuales son la velocidad y la aceleracién aproximada del vehiculo en
t =8s?

S e o ases o
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5.5 Método de Newton

£

En secciones anteriores del texto, se ha hecho alusién a la solucion numérica de alguna
ecuacion, cuando ésta no puede resolverse, de manera exacta, utilizando los métodos
algebraicos conocidos. En esta seccién vamos a ver uno de tales métodos, llamado método
de Newton.

Supdngase que se desea resolver una ecuacion de la forma
f(x)=0, - (15.4)

donde fes una funcioén real.

i - . -

Supéngase, ademas, que una raiz real de la ecuacién es un numero desconocido a, pero que
se sabe que x, €s un numero cercano a a.

Expandiendo fen serie de Taylor alrededor de x,, tenemos que

SF(xX) = f(x)+ f(xNx—x,) + f"gf°)(x—x0)2 4o
En particular, si x =a, entonces - .
F@=0= 7G)+ £y Xa-5)+ L0 (@) -

Si ademds x, estd suficientemente préximo a a, podemos conservar s6lo el primer término
de la serie, despreciando los términos de orden dos en adelante
0= f(xo)+ f'(xp)(a—x,) |
de donde ‘ O
- f(x,)
=X, — RPYPIRN
(%)

Como a es la raiz buscada, entonces esta ultima ecuacién nos indica que, si x, €s una
“huena” aproximacién de una raiz real de (13.1), entonces x, — f(x,)/ f'(x,) sera aun
mejor.

Asi pues, si damos una aproximacién inicial xo de una raiz de (13.1), esperamos que los
términos de la sucesién {x,} con

(15.5)

tengan valores cada vez més préximos a la raiz a.

No es seguro que la sucesion generada mediante (15.5) converja a una raiz de (15.4), es
decir, que a partir de un cierto momento, los términos de tal sucesion tomen valores cada
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vez mas proximos a una raiz de (15.4). Sin embargo, este método nos permite hallar, en un
buen numero de casos, una o mas de las raices reales de una ecuacion, con la precisién que
uno quiera, y siempre y cuando el instrumento de célculo lo permita.

Ejemplo 5.17
En el ejemplo 3.20 se debia resolver la ecuacion

9x* —4x*-4=0 (a)
Vamos a calcular sus raices reales utilizando el método de Newton.
Tenemos pues, que - f(x)=9x*-4x> -4 ®
Y, por lo tanto, f'(x) =36x" —12x? ‘ (c)

Ahora bien, tomando en cuenta que f(-1)=9+4-4=9,y que f(0)=—4, entonces, por
el teorema del valor intermedio, la ecuacién (a) debe tener una raiz real en [-1, 0], asi pues,
se propone el punto medio del intervalo, es decir, —0.5, como aproximacion inicial.

Asi pues, tenemos que x, =-0.5, y al sustituir en (b) y (c¢), tenemos que

f(x)) = f(-0.5)=-2.9375
y fi(x))=f(-0.5)=-75

Sustituyendo ahoraen (15.5),con n=1, - | ~m - raemar iy e
5, =x, - L) o 5 2975 . 891667
S(x,) =715

Para la siguiente iteracién se obtiene:
f(x,) = £(-0.891667) = 4.52497 -

y f'(x,) = f'(-0.891667) = —35.0626

x, =% -2 = 9891667 - 45297 . 0762613
£(x) ~35.0626

Y para las dos siguientes: ' .:- . . Lo
x, =-0.724469 y x, =—0.724458

Obsérvese que estos tltimos valores coinciden en las primeras cuatro cifras. Podemos
suponer que el valor de la raiz buscada, con una precision minima de cuatro cifras, es
= —0.724458.

Por otra parte, observando que la suma de los coeficientes de la ecuacion (b), es decir,
f(0), es 1, se propone x, =1.

Procediendo de la misma manera, obtenemos:
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fx)=fM=1, fi(x)=f1=24 y x, =0958333,
S(x,)= £(0.958333) =0.070629,  f'(x,)= f'(0.958333) = 20.6641
x, =0.954915,
S(x,) = £(0.954915) = 0.0004438, f'(x,)= f'(0.954915) = 20.4047
' x;, =0.954894,
~ Asi que otra raiz real de la ecuacion (b) es, aproximadamente, x = 0.954894.
Ejemplo 5.18
~ Obtener una raiz real de la ecuacién: B ’
e’ —x-2=0 ' ey (a)
Solucion
- Primeramente escribamos la ecuacién en la forma: rrmn
e?=x+2 (b)

De esta manera, vemos que las raices buscadas son las abscisas de los puntos de -

interseccién de las graficas de @(x) =e*'? y g(x) = x + 2, las cuales pueden ser facilmente
trazadas.
x e +2
2 0.368 0
-1 0.607 1
0 2
1 1.649 3
2 2.718 4
3 4.482 5
4 7.389 6
Fig. 5.21 ‘ ‘ Tabla 5.12

Observando la figura 5.21, podemos decir que la ecuacion dada tiene dos raices reales, una
entre -2 y -1, y la otra entre 3 y 4. Aplicaremos el método de Newton para hallar la raiz

negativa.
Tenemos, pues, que de acuerdo con (a),
f(x)=e"*-x-2

(©)
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por lo cual, o S e _
C fi(x)=5e" -1 , @

La figura sugiere que la raiz buscada es, aproximadamente, -1.6. Asi pues, se propone
como aproximacion inicial, x, = —-1.6, de manera que, al sustituir en (c) y (d) tenemos:

f(x,)=e"*?* —(~1.6) -2 = 0.049328964
y fl(x)=1e™*? —1=-0.77533551

Ahora, usando (15.5),con n=1,

0.049328964
x=-16- 077533551 =-153637726

De la misma manera obtenemos: ‘ ,
f(x,)=229782x107, f'(x,) = —0.768074
y : x, =-1.53608;

para el cual, f(x,)=5.2x 10, de manera que se considera que una buena aproximacion
delaraiz es x =-1.53608

Ejemplo 5.19
Obtener el punto sobre la grafica de y =Inx que esté mas proximo al punto (1 2).

Solucion

Deseamos minimizar la distancia entre un punto P(x,y) de la grafica de la funcién, y el
punto fijo A(1,2) (ver figura 5.22).

A(,2)
1

Fig. 5.22
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Deseamos, pues, minimizar la funcién definida por

d(P,A)=1(x-1)} + (y -2y a

Ahora bien, dado que esta distancia es necesariamente un niimero positivo, su valor minimo
se da cuando su cuadrado también es minimo, asi pues, tomando en cuenta que P es un
punto de la grafica de la funcién, debemos minimizar la funcién:

= -1+ (-2 =(x-1)+(nx-2),
L(x) = (x-1)* +(Inx - 2)’

Para encontrar ¢l minimo de esta funcién procedemos a encontrar sus puntos criticos:
L(x)=2(x-1)+2(nx-2)(1/x)=0,

de donde resulta necesario resolver la ecuacion: i,

f@)=x’-x+Inx-2=0
Utilizaremos el método de Newton para resolverla, para lo cual debemos proponer una
aproximacion inicial. Observando la figura 13.2, encontramos que la raiz de esta ecuacién,

es decir, la abscisa del punto de la curva mas préximo de 4, esté entre 1 y 2, de manera que
proponemos 1.5 como aproximacion inicial.

Tenemos entonces:
fix)=2x-1+17x,

G IR
x, =15,

f(x,)=-084453489, f'(x,)=2.666666667 ,
Por lo tanto,

_084453489

15— ~1816700584
%=1 = 6666667

De la misma forma, obtenemos:
x, =1.79135 : . e I L TR R
y x, =1.79117, -

para el cual f(x;)=2.53x 107*, asi que podemos considerar, entonces, que la abscisa del

punto buscado es, con una precision de diez milésimas, x =1.7912, de manera que el punto
buscado es, aproximadamente, (1.7912, 0.5829).
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3.5 Ejercicios

1.

Utilizando una gréfica para dar aproximaciones iniciales, calcular con cuatro cifras
significativas las dos raices reales de la ecuacion:

Inx-x2+2x=0

Empleando el método de Newton, podemos deducir un procedimiento para calcular
la raiz cuadrada de un niimero positivo cualquiera. Para ello debe considerarse la

oy 2 , ’
ecuacion f(x) =x° —a =0, donde a es el numero cuya raiz se desea calcular.

a) Demostrar que al aplicar el método de Newton a la ecuacion dada se obtiene la
formula recursiva:

Y o pTevasTa s Lty moe Ty ¥

1

Xy = -z-(x,, + xi) , n=0,12,...

n

- @) Utilizar esta férmula para calcular la raiz cuadrada de 20 con 5 cifras decimales

correctas, utilizando 4 como aproximacion inicial.

. Utilizar el método de Newton para resolver la ecuaciéon

f)=x*+5x*-4=0
tomando como aproximacién inicial cada uno de los siguientes nimeros:
(@) 3.0 (b) 3.2(c) 3.25 @) 3.5 (e) 3.51 ® 3.6

Utilizando una gréfica para dar una aproximacién inicial, calcular (con precision de
diez milésimas) una de las tres raices reales de la ecuacion

x3 —3x2 —x+4 = O VR |

Reducir la ecuacién dada a cuadritica y calcular las dos raices restantes,
Jconcuerdan los resultados obtenidos con la gréfica trazada?

En el ejemplo 5.2 se llego a la ecuacion
4x* —90x? +900x —3000=0.

Considerando el problema que se desea resolver, dar una aproximacion razonable
para la raiz real de la ecuacién, y calcularla, con precision de milésimas, utilizando
el método de Newton.

Resolver la ecuacién que se obtuvo en el ejercicio 2 de la seccién 5.2.

Obtener, para cada una de las ramas de la hipérbola x* —y’ =4, el punto mas
cercano al punto (4, 1).
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5.6 Regla de L’Hépital

En la primera unidad se estudi6 el concepto de limite y se indicé que si la regla de
correspondencia de una funcién es un cociente y si el numerador y el denominador se
anulan para un valor a de la variable, no se puede decidir acerca de la existencia y, en su
caso, del valor del limite de la funcién cuando la variable tiende a a.

Cuando esto ocurre, se dice que la funcién presenta la forma indeterminada 0/0 para
x =a. En esta secciéon veremos cdmo utilizar la derivada para calcular el limite de una
funcién cuando se presenta ésta o alguna otra forma indeterminada.

Interesa, pues, estudiar el comportamiento de una funcién definida por
P(x)
o)’

$(x) =

tal que, si x - a, entonces P(x) > 0 y O(x) = 0, es decir, si a es infinitesimal, entonces,
P(a+a) y Q(a+ a) son infinitesimales.

Sean pues fy g dos funciones tales que f(a)=g(a)=0 (ver figura 13.3), deseamos
calcular el limite de f(x)/ g(x) cuando x — a.

Fig 5.23

Si se expanden ambas funciones en serie de Taylor alrededor de a, obtenemos

@ =f@+f@x-a)+ L2 x-a)? +---

y 7 g(x)=g(a)+g'(a)(x-a)+3:2(—!a2(x—a)2+...
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Haciendo ahora x = a + a, entonces ] .

fla+a)= f(a)+f’(a)a+f() 14,

y gla+a)= g(a)+g(a)a+g( D g2 4

Asi pues, despreciando los términos de orden 2 en adelante, y suponiendo que f'(a) y
g'(a) no son simultineamente nulos, tendremos:

fla+a) f'(a) L . S fla)
gla+a) g'(a) = ater e~ ga)

Si, en cambio, f'(a)=g'(a)=0,y si f"(a) y g"(a) no son simultineamente nulas,
entonces

fla+a)_ @) i 1@ _["@
gla+a) g'(a) e | 0 " g@

Este proceso debera continuarse hasta eliminar la indeterminaci6n, es decir, hasta que, para
alguna k, f®(a) y g% (a) no sean, simultineamente nulas.

Ejemplo 5.20

22

Caleular 81 "coshz |

Solucion

Es facil ver que se tiene la forma indeterminada 0/0, asi que, aplicando la regla de
L’Hoépital, tenemos que
7 2z S 2

im——=1Iim = Ilim =-2
20 1—-coshz :-0 —senhz :-0 —coshz

Existen otras formas indeterminadas que son equivalentes a 0/0, como o/ € «-0. Son .
equivalentes, porque cualquier funcién cuya regla de correspondencia presenta una de tales
formas puede escribirse en cualquiera de las otras, por ejemplo, la funcién f definida por
f(x) = xInx puede escribirse como

f(x)=x-Inx,

x
f(x)=f7—ln—’
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Inx
f(x)=—
1/x
pudiendo observar, entonces, que cuando x — 0%, se obtienen, respectivamente, las formas
indeterminadas -0, 0/0 € /.

Ahora bien, puede probarse que la regla de L’Hopital puede aplicarse si la funcién estd
escrita de manera que se presente una de las formas 0/0 o o/

Ejemplo 5.21
Trazar la grafica de la funcién definida por f(x) =x-Inx

Solucidn

Tenemos que D, =<O, oo) , Y que la grafica de fintersecta al eje X si Inx =1, es decir, si
x=e.

Por otra parte, como ya se indicd, si x & 0* obtenemos la forma indeterminada «- 0, de
manera que, si se desea analizar el comportamiento de la funcién para valores de la variable
pequefios y positivos, se aplica la regla de L’Hdpital, intentando primero con la forma 0/0:

fx)=

X = Ilim xlnx= lim lim ————=
1/Inx 20 0t (Inx)™' x50t «(Inx)2 ’

y el proceso no termina.

Si intentamos entonces con la forma oo/ , tenemos

Inx _ , e Imx . 1/x _
f@=1n sl =i e T eI =0,

de manera que la funcidn tiene una discontinuidad de hueco en x = 0 y su grafica tiene un
hueco en el origen.

La derivada de la funcién es

1 !
f'(x)=x-;+lnx=1+lnx R

a partir de lo cual resulta (ver ejemplo 3.25) que ftiene un minimo en el punto (e”',—¢™).

Derivando nuevamente se obtiene

f@=1

X

Asi que f"(x) > 0 para toda x en el dominio de la funcién, que es < 0, « >. Por Io tanto, la

grafica es una curva concava hacia arriba.

Completando esta informacién con una tabulaci6én, podemos trazar la grafica de fla cual se
muestra en la figura 3.12.

R
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5.6 Ejercicios
1. Calcular los limites indicados:
(a) limxe™ '
senx —x
®  lim———
x—0 X
l’ 6! —- 2!
©  lm—
2. Trécese la grafica de: 4
(@ y=xInx
2" -1
®  y=—
-, R
U & *
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En esta unidad vamos a considerar el concepto de integral y algunas de sus aplicaciones a la
geometria y la fisica. El concepto de diferencial —que, a su vez, da lugar al de derivada—
y el de integral son los conceptos fundamentales del célculo y constituyen herramienta
primordial en las ciencias basicas y de la ingenieria.

6. CONCEPTOS FUNDAMENTALES Y METODOS DE INTEGRACION - _ R

6.1 Integral indefinida y cdlculo de primitivas

Primeramente estudiaremos la integracion como un procedimiento inverso de la
diferenciacién, comenzando con la definicién de primitiva de una funcién:

1. CALCULO INTEGRAL

Si F es una funcién cuya derivada es la funcién f, entonces diremos que F es .1)
una primitiva o antiderivada de f. )

Ejemplo 6.1

Sabemos que D, (sen5x) = ScosS5x, entonces, una primitiva o antiderivada de Scos5x es

senSx.
Ejemplo 6.2

Considerando que D, (x2 +5x=T)=2x+5, tenemos que una primitiva de 2x+5 es

x%+5x~7. Sin embargo, observemos que D, (x2 +5x+16)=2x+5 y que, en general,
D, (x* +5x+c)=2x+5, con ¢ constante, de manera que podemos afirmar que cada una de

las funciones x2 + 5x + ¢ , con ¢ constante, es una primitiva de 2x + 5, es decir,
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Si F es una primitiva de f, entonces, F' +c¢ también es una primitivade f [(5.2)

Enefecto, D(F+c¢)=D,F+Dc=F'+0=f.

Asi pues, mientras que la derivada de una funcidn dada es unica, puede haber una infinidad
de primitivas de la misma funcién:

f@=gx) = fE)=g®k (5.3)
pero, flx)=g'(x) = fx)=gx)+c ‘ (5.4)

Esta ultima ecuacion también puede escribirse en la forma:

Si F es una primitiva de f, y si J' = f(x), entonces, y = F(x)+c¢ |(5.5)

Ahora bien, definiremos el proceso de integracién como el inverso de la diferenciacion, es
decir, la integral de la diferencial de una funcion debe ser la funcion misma. Usando el
simbolo de integracion [, tenemos:

de =F
O bien ’
[aF(x)=F()

De esta manera, si F es una pr'imitiva de f; es decir, si T e MNT.‘W B

- F'= f, V = ’ ) #
entorices,” ™' ¢ T L ‘

dF(x) = F'(x)dx = f(x)dx
Asi que

[£ @) = F(x)

Finalmente, considerando (5.2), |

Sombo If(x)dx=F(x)+c S (5.6)

en donde la funcién fes llamado integrando.

Ejemplo 6.3 ... ... = i b e e e
I2x2dx=§x3+c,

ya que d(%x’) =2x’
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Problema de valor inicial

Llamaremos problema de valor inicial al consistente en buscar una funcién y que satisface
las siguientes condiciones:

{y' =f(xy), -

6.4
y(x0) =¥o 4

Un caso particular se da cuando la funcién f'sélo depéride de 1a variable independiente:

N {y' =f(x) , SEL -~

y(x0) = ¥o (©3)

En tal caso, obsérvese que cada primitiva de f satisface la primera condicién, de manera que
. el problema consiste en hallar una primitiva de f que satisfaga la segunda condicién.

Ejemplo 6.4 . ... 8t

Resolver el problema de valor inicial:

e s {y’ =3x+4,

y(2)=1/2 ®

Solucion

Es fécil obtener el conjunto de primitivas de £, el cual est4 dado por

y(x)=%x2+4x+c (b) |

/
iy
Iy

44
<D

W
N\\&
N

Fig. 6.1




190 ’ ' . . 111. Cdlculo integral

Ahora, para que se cumpla la segunda condicién, tenemos que:
YD) =52 +4@)+c=7

de donde se obtiene que el valor de la constante es ¢ = -27/2, de manera que la solucién
buscada, obtenida al sustituir en (b), es

y(x) = %xz +4x——2§1

Obsérvese que la solucién (general) dada por (b) es una familia de curvas (parabolas, en
este caso), por lo que el problema de valor inicial consiste en buscar dentro de una familia
de curvas (las definidas por las primitivas), aquella que pasa por un punto dado (ver fig.

6.1).
Cilculo de primitivas

Vamos ahora a estudiar algunas técnicas para el cdlculo de la primitiva de una funcién.
Primeramente, el caso en que el integrando pueda identificarse en una tabla, y més adelante
se veran algunos procesos que se utilizaran en funcion del tipo de integrando.

Se han incluido solo algunos ejemplos porque, en la prictica, las primitivas podran
obtenerse mediante algiin programa de manipulacién simbdlica, como Mathematica, por
ejemplo.

Integrales elementales

Utilizando las reglas o teoremas de derivacion podemos obtener formulas de integracion,
como se muestra a continuacion.

Sabemos que D, senu = cosu u'(x) , por lo tanto,

d(senu) = cosu u'(x) dx = cosu du,
es decir,

Icosu du=senu+c (6.6)

donde u es una funcion de otra variable, esto es, la variable independiente.

Ejemplo 6.5 o ;
Calcular Ix cos (3x?) dx

Solucion ' e -

Comparando con (6.6), tenemos que:

Si u = 3x?, du = 6x dx, entonces, multiplicando y dividiendo por 6,
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[x cos (3x%) ax = j%(6x) cos (3x?) d

1 1
=gjcos (3x2)(6xa§c)=gsen Gx*)+c¢ P
De igual manera podemos obtener férmulas similares a (6.6), a las que denominaremos
formas elementales, las cuales pueden encontrarse en cualquier libro que contenga tablas y
férmulas matematicas.

Integracién de funciones racionales

Usando una tabla podemos calcular una primitiva de cualquier funcién racional propia, co:
denominador lineal o cuadratico. Sabemos, ademas, que todo polinomio puede factorizarse
de manera tal, que cada uno de sus factores sea lineal o cuadratico. Finalmente, también
sabemos que toda funcién racional impropia puede expresarse como la suma de un
polinomio y una fraccion propia, y que esta fraccién propia puede a su vez expresarse cOmo

la suma de fracciones parciales con denominador lineal o cuadratico.

De esta manera, el cdlculo de una primitiva de una funcién racional dada se reduce a la
aplicacion de técnicas algebraicas, como la de factorizacion (que puede a su vez requerir de
la bisqueda de raices), la division de polinomios y la descomposiciéon en fracciones
parciales. En textos de algebra puede encontrarse la informacién para adquirir la habilidad
necesaria en tales técnicas. En este texto sélo indicaremos cémo se emplean en el célculo

de primitivas. ) _
[P o T : e

Ejemplo 6.6 : - : S
-~ x+1 ‘

Calcular Ix’ 7 dx

Solucién K

La fraccion del radicando es propia y se puede descomponer en fracciones parciales: qreaid

x+1 x+1 A B C _Ax(x—1)+B(x—1)+sz

Y-x xx-1) x 221 x*(x-1) T
asi que: . . e v A v
‘ x+1=Ax*—Ax+Bx—B+Cx*=(4+C)x*+(B- A)x- B,
de donde A+C=0, B-A4=1y B=1,
de manera que B=-1, A=-2yC=2. . s
Asi pues,

g+ - - : 2 1 '
j—xil— d'= I—% dx + j'—z—l de + [—— dx = —21In|xp—+2In|x — I+c
X X X

x* - x? x—1
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P ST - P

Integricién por partes o

Integrar una suma de funciones resulta tan simple, o complicado, como integrar cada uno
de sus términos, ya que la integral de la suma es la suma de las integrales. Sin embargo,
cuando el integrando es un producto, no podemos hacer lo mismo, ya que la derivada de un
producto no es igual al producto de las derivadas de los factores.

Sin embargo, de la regla de la derivacion de un producto podemos obtener lo que se conoce
como método de integracion por partes:

Sabemos que ,
dw)=udv+vdu,
de donde, _
S e ~ udv=d(uw)-vdu, : ,
e integrando: )

fudv=uw-[vay | X))

Es claro que conviene utilizar (6.7) cuando la integral de vdu es mas facil de calcular que
la de udv, o bien cuando, al aplicarse repetidas veces, se puede calcular la integral buscada

mediante un procedimiento puramente algebraico. Por otra parte, dada una funcién
integrando en forma de producto, es posible identificar los factores en mds de una forma,
por lo que probablemente sera necesario probar varias opciones antes de tener €xito.

Ejemplo 6. 7 T 71')’:{;1’ ey 1?"!"?"}-: s T R Lop s h‘ L T A G
Calcular Ix3 Inx dx

2Ty o
Solucion : i . { -

Si se elige u = x’ y dv = Inx, el problema es encontrar, ficilmente, una primitiva de Inx.

Si, en cambio, se elige u=Inx y dv=x’, entonces, du=1/x y v=x*/4, asi que, al
sustituir en (6.7), tenemos que

4 4
[ Inx dx = (nx)(x* 14) - j(x—)ﬁ _ ¥ lnx —% fax . smeb
X . -

4 4

o e A

lx‘lnx——l—x4 +c
16

Ix’lnxdx— x‘lnx_l(x‘)

4 4\ 4
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Ejemplo 6.8
Obtener una férmula de reduccion para h Icos" ax dx

y aplicarla para calcular Icos’ 3x dx. * ) | ' t9b

Solucion
3
Sea [= Icos"ax dx ,

entonces, haciendo u = cos"'ax y dv = cosax dx,tenemos

® du=a(n-1)cos" >ax (-senax)dx y v=—senax
; a

de manera que:

1 v .
I=—senax cos"'ax+(n-1) j‘cos"‘2 ax sen’ ax dx ,
a

2 _ 2 . ’ 'Q ) '
y como s€n ax = 1-cos” ax, entonces: | . : . :
oy : v 4mpn atl- &.—”!‘)??"‘" L _t:‘:.‘\ x’*""Pq

1 i

I =—senax cos" ' ax +(n-1) [ Icos"'2 ax dx — Icos" ax sen’® ax dx
a

1 - T

I= - senax cos"'ax +(n-1) .rcos"'2 axdx—(n-1)1

De donde, al despejar I, obtenemos la formula de reduccién:

n

1 -1
: Icos" ax dx = —senax cos" ' ax + _rcos"'2 ax dx
na n

asi pues, para el caso particular propuesto tenemos:

s _ 2 4 — 3 ’ '
Icos 3x dx = 15sen3x cos” 3x + 5 Icos 3x dx 5 .. "]
3

T

1 411 2
= Esen?»x cos'3x + g[gsen3x cos’3x + 3 I cos3x dx]

1 4 8 vrlremin™
Icos’ 3x dx = -lgsean cos'3x + -gsean cos’3x + msen3x 4o Teleolel
Integraéién poni cambio de variable * Y- =" v oo cot

Supéngase que se desea calcular EERE

[reove, .

"
B
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para lo cual, se propone que

x = $(w) L)
de manera que | dc=¢'wyaw - . nor
Asi que, al sustituir en la integral, tenemos que:

[reoa = [figom aw= [g(w) aw
donde g es la funcién compuesta g = fo¢ .. = Lt

o tenst

=y :
Si g es mas facil de integrar que f, entonces, el cambio de variable (6.7) resulta conveniente.
Ahora bien, la primitiva buscada debe ser una funcién de la variable dada x, mientras que al
integrar g obtenemos una funcién en la nueva variable w. Esto puede corregirse si de (6.7)
despejamos w

w=¢(x) e
donde ¢’ es la funci6n inversa de @, y sustituimos en la primitiva encontrada.

Para que pueda aplicarse este cambio de variable se requiere que ¢ sea una funcién
inyectiva. El procedimiento antes descrito se muestra mediante el siguiente esquema:

[royar —25 Fey+c

Vil :. =\
¢ 1 |
x = $(w) w=g'x | - g
Yo - T w

Ig(w)dw @, Gw)+c

Cambio de variable, integral indefinida

El cambio de variable podri aplicarse, entendiendo que la primitiva obtenida estara
definida sobre un intervalo en el cual f'sea inyectiva.

L

-
rey
i

Ejemplo 6.9

3 x?
Calewlar - . % f—d -; ’g
Solucion

Haciendo w = /1—x , tenemos que w? =1—-x, x=1-w’,y dx =—2wdw; por lo tanto

jJi—x dx = I@(—dew)= -2 j({iw:z)2 aw
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2 1
=—2I(1—'2w2+w4)dw=—2 (w—§w3+gw5)+c

2
77— dx=—2[(1-x)%_%(1_x)%+%(1_‘x)%]+c

Hay casos particulares en los que se sugieren determinados cambios de variable, uno de
éstos es aquel en el que el integrando es una funcién algebraica, que contiene radicales de

la forma va +u? o Vi? - @

Si por ejemplo en el integrando aparece el radical va® + u? , entonces, al hacer u = a tanz,

tendremos: A

Va* +1? =Ja* +d*tan’z = a1+ tan’z = a+/sec’ z = a secz,

vt
asi que en el radicando queda eliminada la raiz. B
Ejemplo 6.10 ; : :
= Rt T SO I A

4-x ; , i
Calcular J dx }
: ‘ v+ , e
Solucion ’ * ‘ T ' '
|
En este caso se propone x = 2 cosw , de manera que: i Ll L ET R ,

4-x*=4-4cos’w=4(1—cos’w) =4 sen’w
Ademais, dx = -2 senw dw, asi que al sustituir en la integral, obtenemos: ' ]

2 . ;
sen” w ~ . |
aw o !

N

(-2 senw dw) = —2‘[

I 4—x2dx I2sen

2co cCOoSwW

X

- J-l cos’ w

dw = -2 |secw dw + 2 |cosw dw vt ¥ 3
cosw I I zofvintar ¥ 5 A

= -2 In(secw + tanw) + 2 senw + ¢ » |

[4_ %
—21n(-2-+ xJ+«/4 2 +e

LA €

U A
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Uso de series de potencias

Si se desea calcular una primitiva de una funcién dada, podemos auxiliarnos de las series de
potencias, considerando que la funcidn obtenida tiene como dominio el intervalo de
convergencia de la serie utilizada, o la interseccién de los intervalos de las series, en el caso

de que se use mas de una.

Para algunas funciones no existen primitivas que se puedan expresar como combinacion de
un conjunto finito de funciones elementales, por eso, en ocasiones resulta muy util el uso de
las series de potencias.

Ejemplo 6.11 : , T - .
In(1+ S
Calcular jolas) . y
. : AT N
Solucion
=zwel i gpee o abges s me cee lag

Recurriendo al desarrollo (10.9), tenemos que

In(l+%) = x—+x? 45’ =t ( 1<x<1)*w“zmﬂ
(l1+x)=x 2x 3x 4
1 g
entonces,
In(1+ 1 1 1
%ﬂ_aﬂ?z_?sw,
de manera que: ' ' : . ~
In(1+x) _I(l 1, 1, )
I—x—dx— 1—§x+3x ~2* +---] dx \
SO . 1 (52 1 1 e * .
=x—?x2+?x3—27x4+--- (-1<x<1)

6.1 Ejercicios L =
Calcular:
1. I(9—x2)3/2dx

secw ) e : o
, dw ,
2 I(l +tgw) :

: g
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3. J'aeo +bd0

ae® - b
f dz

N3z-22-2

ey

) ds
O e

7. | Icos¢cos2¢d¢

8. Isen23xdx

9. Icos‘ 3x sen3x dx

T S

is .

20N 513

S o

REL R20oQ9Mp

158
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6.2 Area bajo una curva y teorema fundamental del célculo

-

Hemos visto que, en un contexto geométrico, la funcion derivada, cuando se evalda en un
punto, es la pendiente de la tangente a la grafica de la funcién en el punto. Veremos ahora
que, dada una funcién, la funcién primitiva de ésta —cualquiera de ellas— o mejor dicho,
la diferencia entre los valores de la primitiva en dos puntos del dominio de la funcién, esta
relacionada con el area comprendida por la curva y el eje de abscisas.

Altura promedio y drea bajo la curva Y 1 >

Supdngase que se tiene una pecera de 1 cm de espesor, y que una banda de hule limita por
arriba al volumen de agua (ver figura 6.2a). Si se retira la banda, la superficie libre del agua
sera entonces horizontal (figura 6.2b).

| — T | ase ‘1&3 Rig

Fig62a Fig 6.2b.

Suponiendo que no se tira agua al retirar la banda, su volumen permanecera constante:
Vi=V,=1-h-1cm’

Fig. 6.3a - Fig. 6.3b




6.2 Teorema fundamental del cdlculo 199

Considerando, ahora, una funcién continua f, cuya gréafica sea como la banda de hule, en un

intervalo de longitud /=b-a (véanse figuras 6.3a y 6.3b), se propone la siguiente
definicion:

Llamaremos drea bajo la grdfica de f en [a,b], al area de la regién

comprendida entre la grafica de f, el eje X y las rectas x=a y x=b,y
llamaremos valor promedio (o altura promedio) de f en [a,b], denotado por

Soroml@,0], a la altura del rectangulo con base en el intervalo y cuya area sea
igual al 4rea bajo la grafica de fen [a,b].

Ejemplo 6.12

Si fes una funcién lineal, entonces, el valor promedio de f (véase figura 6.4) en cualquier
intervalo, es la imagen del punto medio del intervalo.
i P

TS

/ \

Fig.64

Si la grafica de f es una poligonal (figura 6.5), y si se divide [a,b] en subintervalos
definidos por cada uno de los lados de la poligonal, el valor promedio en cada subintervalo
corresponde al punto medio del mismo, de manera que el area bajo la curva sera

A=2, flx,) 05| o (6.9)

donde Ax; es el ancho del i-ésimo subintervalo, x,, es el punto medio del subintervalo, y n
el niimero de subintervalos, es decir, el nimero de secciones lineales de la gréfica de f.
Ahora bien, si queremos calcular el drea bajo una curva cualquiera, y si dividimos

igualmente el intervalo en un numero finito de subintervalos, el problema es entonces,
determinar, en cada uno de éstos, el valor de la abscisa a la que le corresponde el valor

- promedio.
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X.
L A

Fig. 6.5

Sin embargo, si cada uno de éstos tiene longitud infinitesimal, por ejemplo,
dx =(b-a)/ N, con N infinitamente grande, y si f es continua en [a,b], las iméagenes de
dos elementos cualesquiera del subintervalo estaran infinitamente préximas, de manera que,
siendo x; * un numero cualquiera del subintervalo, arbitrariamente elegido, y f, la altura

promedio en el mismo, tenemos:

[i=fE)+a, e (6.10)

siendo «; infinitesimal, de donde: ‘
fo &=f(")dx+a, -dc 6.11)

Si denotamos el 4rea bajo la grafica de fen [a, b], por 42(f), entonces:

4(f)= 2 Joirdx= i [f(x)+ald
RS BETE = = , )
Al despreciar el término infinitesimal que aparece en el paréntesis rectangular, se obtiene
que, siendo f continua, el 4rea bajo su gréfica en [a,b] estd dada por

R

4(f) = i f(x")ax (6.12)

cognie e e b : R e .
Nota: Obsérvese que, para que el segundo miembro de esta Gltima ecuacién sea,
efectivamente, el valor del 4rea bajo la gréfica de fen [a,b], es necesario que la funcién no
tome valores negativos en el intervalo. De hecho, si g es positiva en todo el intervalo, y si
f =-g, entonces todos los términos de la suma en la ecuacion (7.4) son negativos y el
“4rea bajo la grafica” de f en [a,b] seria negativa, lo que no puede suceder. Asi que la




6.2 Teorema fundamental del cdlculo __ ‘ o : ~ 201

expresion del segundo miembro puede no medir un 4rea, debido a lo cual utilizaremos otro
simbolo y otro nombre para tal expresion:

‘Siendo f una funcién continua’ en [a,b], la integral de fen [a,b],
denotada por J: S (x)dx, esta dada por

R AR | (6.13)
[roa=Y 1)
i=l
Ejemplo 6.13 ! o

Probaremos la validez de (6.123) para una funcién lineal (ver figura 6.6).

. nbon} coweesT

Fig. 6.6

Sea f(x)=kx con k>0 y b>a>0, y siendo dv=(b—a)/N, tenemos que x, =4,
x, =a+dx, x,=a+2dx, y que, en general, x, =a+idx, con i de 0 a N (para i=N,
xy=a+Ndx=a+(b-a)=0b). ,

|
H

Si ahora elegimos como x, * al extremo derecho de cada subintervalo, obtenemos:

x*=x,=a+idx

ommsetas gz o TR
f(x*) = f(x;)= f(a+idx)=k(a+idx),
Y
y al sustituir en (7.5), " _
: A: (f) = if(xi.)dx = ZN:k(a’.j_ iddyde et ahesnas

i=l i=l

'En realidad sélo se requiere que sea continua por secciones.
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A = Radsy () + k() S

NN +1)

= ka(N dx) + k(dx)! ==

w | k k |
= ka(N dx) (N dx)? +§N(dx)2

Al despreciar el Gltimo término, que es el unico infinitesimal, resulta: . .

A =ka(b-a)+5 6 -a)’

e T

tal y como se esperaba.

Teorema fundamental del cilculo

El procedimiento efectuado en el ejemplo 6.13 puede aplicarse para calcular la integral de
una funcién en un intervalo dado, siempre y cuando se conozca, como en el ejemplo
mencionado, una expresion para cada una de las sumas resultantes, lo cual, en general, no
ocurre.

Vamos a obtener un resultado que, como veremos, permitira calcular la integral de una
forma mas simple y para una mucho mayor cantidad de funciones.

Sea f una funcién continua en [a,b], y sea G la funcién que para cada we[a,b]
proporciona el drea bajo fen [a,w] (ver figura 6.7a), es decir:

e oo G(W) = J:f(x)(k sope S ERRTICE RTINS (614)
entonces, ' S v g

Gow+hy = [Fxar,

' : Swrh s L omoo zomiy. L sYeds iR
y | Glw+ - Gow) = [ 7y dx
Si dividimos entre h, obtenemos:
CnienW iy el =0, = {F Wy
h - G 1 L&
G(w+ 2 (w) - L o) dx N | 6.15)

El segundo miembro de esta ultima ecuacion es claramente, f,,[w,w+h] (ver figura

6.7b), de manera que si 4 es infinitesimal, esta altura promedio difiere infinitesimalmente
de f(w),y de laimagen de cualquiera otro elemento de [w,w + h].
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\ — .

N ‘ .

ETE VN %N \7\
7 Dol N

Fig. 6.7a : Fig. 6.7b e
S
Por otra parte, si A es infinitesimal, el primer miembro de la misma ecuacién difiere
infinitesimalmente de G’'(w), asi pues, al despreciar los términos infinitesimales
obtenemos:

P

- ;1 -~ i .
i LA T R i tafaa Ta S ONIE

G =1 6.15)

es decir: la “funcién area” (bajo la grafica de f), definida por (6.14), es la funcién cuya
derivada es precisamente f.

Por otra parte, si F es otra funci6n cuya derivada es f, es decir, otra primitiva de £, al menos
-en el intervalo, entonces:

F'(w)=f(w), (6.16)
y tendremos que para toda w € [a,b], G y F difieren por una constante:
Gw)=F(w)+c ' (6.17)

Ahora bien, de la definicién de G, tenemos que G(a) =0, asi pues, haciendo w=a en la
ultima ecuacién, obtenemos:
0=F(a)+c = c=-F(a)

y al sustituir en (6.17) se tiene: :
Gw)=F(w)-F(a) .

e
En particular, para el valor que nos interesa, es decir, para w = b, tenemos que:

G(b) = F(b)- F(a)

Observando la definicién de G dada por la ecuacién (6.15), y esta ultima ecuacion,
obtenemos finalmente que:

[f () = F8)-F(a)

el \ SUETINRE RN a1 o7 niaWh

Laintegral de fen [a,b] estddadapor | “= oF oo

e e e e <
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donde F es cualquier primitiva de f.

Nota: En textos de ingenieria, es comun en, la siguiente notacion:

¥ 5 J:f(x)dx=F(x)|jj=F(x)j=F(b)—F(a)§ ; | (6.18)

4

Por otra paxte,‘de las ecuaciones (7.6) y (7.8) podemos concluir que: Ri

x = DG =D, [fmd=fm| ~ - (619
) o R
Ejemplo 6.14 R . 3
x? - 2
| D, J:cos(e )dx = cos(e' ) o e s
Ejemplo 6.15 ' S ' S e

Calcular el 4rea comprendida entre la parédbola y = x*, el eje X y larecta x = a, é >0.

= y2 :
y=x , . . 3h 20
r- --------
[ nd i
3
:,L
VRann R T L e e
" 3)

Blas oo ubem o - N a - CimTinly et

Fig. 6.8 S i
w, =D

Solucion ' T R B R R L 7

- [ 15;1\:\
La pardbola y = x? estd por encima del eje X (ver figura 6.8), de manera que el 4rea que se

busca puede calcularse por medio de la ecuacién (6.19). Ahora bien, tenemos que
f(x) = x*, y una primitiva de fes F(x) = 3x°, asi que,

Sl s owsnin /b A(f) = fxzdx =%x3lz = -;—a3 I N N BTN 2

Teorema del valor promedio

Si fes una funcién continua en [a,b], tendremos entonces (ver figura 6.3) que:

£ = [ 1) dx = b -0) fpulab] ,
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de donde,

1 v R
S oroml@56] = -2 ff (x)dx i (6.20)
s 0 ’
Ademas, dado que fes continua en [a,b], que el valor de f,,,[a,b] estd entre el minimo y

el maximo valor de fen el intervalo, y que éstos corresponden a valores de x en el mismo
intervalo, entonces, por el teorema del valor intermedio, debe existir z en el intervalo, cuya
imagen sea el valor promedio de la funcion en el mismo, es decir:

Si f'es continua en [a,b], entonces existe z € [a,b] tal que

1
f@=fmlabl=3— [f0a&| . 62

Ejemplo 6.16 S

Calcular el valor promedio de la funci6n senoidal en el intervalo [0,7] (ver figura 6.9a).
Solucion » L

Tenemos que f(x)=senx y [a,b]=[0,7]. Ademas, una primitiva de fes F(x)=—cosx,
asi que fsenxdx = —cosx|‘;= —cost—(—cos0) = —-(-1)-(-1) =2.

i

1 2
El valor promedio es, entonces, f,,,[0,7]= ;(2) =_

Ademas, si f(z)=senz=2/x, entonces tenemos dos ‘valores de z en el intervalo:
z,=20.69 y z, =2.45 (ver figura 6.9b).

R

Fig. 6.9a Fig. 6.9b

Para finalizar esta seccién, nos remitiremos a la definicién dada por (6.13). Para que la
integral de una funcion en un intervalo dado quede definida, es condicion suficiente que la
funcién sea seccionalmente continua en el intervalo, es decir, que tenga un nimero finito de
discontinuidades y que ninguna de éstas sea de tipo asintético.

+ e o3

Consideraremos algunos casos particulares:

e ——— e e R
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a) Sifes continuay f(x) =0 en todo el intervalo.

Es claro que en este caso la integral proporciona el valor dei area bajo la curva.

b) Si fes continuay f(x) <0 entodo el intervalo.

En este caso, la integral proporciona el negativo del valor del 4rea bajo la curva. Témese
en cuenta que la definicion de “4rea bajo la curva” dada al principio de la seccién no
establece ninguna posicion relativa entre la grafica de la funcion y el eje X.

Lo anterior se debe a que la definicién de valor promedio (o altura promedio) presenta
un problema, y es que el valor promedio puede ser negativo, mientras que las alturas (asf
como las areas) son magnitudes siempre positivas.

et

LA olyeal
T e T 0 I TR
T
N\
N
= (? E HRER - TSRO . B/ SRS ¢ £ 4. at4) j!;“;;ﬁt; fq
Fig. 6.10 - i D A

¢) Si f'es continua y cambia de signo una o més veces en el intervalo. -
En este caso, los términos de la suma que aparece en la ecuacion (7.5), no tienen todos
ellos el mismo signo. Los que corresponden a valores de x con imagen positiva, seran
positivos, mientras que seran negativos, los que correspondan a valores de x con imagen
negativa.

De esta manera (ver ﬁgura 6.10), las partes de la graﬁca que se encuentren por encima
del eje X contribuyen, en el valor total de la integral, con un valor positivo, mientras que
las partes que se encuentren por debajo contribuyen con un valor negativo.

Por lo tanto, en este caso, la integral proporciona el valor de la diferencia entre las areas
de las partes situadas por encima del eje y las situadas por debajo.

d) Si la funcién es seccionalmente continua (ver figura 6.11), entonces el drea bajo la
curva sera la suma de las areas correspondientes a cada seccion.

Es decir, si una funcién f presenta discontinuidades de salto o de hueco en x=c,,

X=Cy,.., X=C,, €ntonces:
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[rea= [ rmds+ [ rdes-ot [ foo

-

. ;
~ ¥ +

Ejemplo 6.17

En el caso de una funcién como la definida por f(x) =x® — 6x* +8x —1 (ver figura 6.12), y
considerando el intervalo [0,5], tenemos que algunas partes de la curva se encuentran por
encima y otras por debajo del eje X.

15¢

10¢

-1 /5 1 NN

Fig. 6.12

oy

| Ahora bien, el valor de la integral de la funci6n en el intervalo indicado es

ff(x)dx= f(x3—6x2+8x—1)dx=%x'—2x3+4x2—x ;

N
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- [rede=—4,

o

de manera que, en este caso, la suma de las areas de las regiones que se encuentran por
debajo del eje X es mayor que la suma de las que se encuentran por encima.

Ejemplo 6.18

Si fes la funcién definida por f(x) =12 ,

\ X

0$¥<1

|
|
(x+1, -1<x<0

-, 1<x<e

entonces (ver figura 7.12), tenemos que: J: f(x)dx=1%y I f(x)dx=2

y

-1 1
Fig. 6.13
1
Ahora, [fxyax= r;dx =Inx
asi que

3

‘=Ine-Inl=1-0=1,

1 7
Lf(x)dx=—2-+2+1=5=35

6.2 Ejercicios

Hallar el 4rea de la region limitada por el eje X y las graficas de las ecuaciones dadas

1. y=x3+3x2+2x, x=-3, x=3
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1
2. y=2x+F, x=1, x

-
¢ ]

N s L To LI IR S P | )
.
¥

h(} e
. . . 3
S e e R frev - >
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6.3 Célculo de integrales definidas o .

| ¥ .F ;
Si se aplica el teorema fundamental del calculo para obtener el valor de una integral
definida, el problema se reduce al célculo de una primitiva de la funcién integrando. Sin
embargo, la integral definida puede calcularse utilizando algun método numérico.

En esta seccion, los métodos para calcular primitivas permitiran obtener el valor de una
integral definida. Ademas, veremos un método numérico, el del trapecio, por ser el mas
sencillo de aplicar.

Integrales elementales
Ejemplo 6.19 |
Calcular el area de la regién sombreada en la ﬁgura 6.14

NG

7

1

Fig. 6.14

Solucion
Obsérvese que la regién sombreada esté situada sobre el eje X, bajo la semielipse superior,
cuya ecuacion es y = ~3-2x?, y entre las rectas x=0 y x =1, de manera que el area

buscada es el drea bajo la curva y = N3 —-2x" , es decir,
Area (R) = £J3 —2x* dx

ahora, consultando una tabla, encontramos que:

' 2
u a u
_[\/az —ul du= Ew/az -’ +=-arcsen—+c¢

2

asi que,
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Area (R) = I«/3—2x2ﬁ=%fx/(ﬁy—(ﬁxy V2ds

— !

Area(R)=_l'{££\/3—2xz +2 arcsen@}

J2\ 2 2 3 .
Area(R):jl—i(%+%mcsen%};lsl:; o FR r

Integrales de funciones racionales

Ejemplo 6.20
Calcular el valor promedio de la funcién con regla de correspondencia
I S
Y x-6"

en el intervalo [-2, 1]
Solucion
De acuerdo con (6.21), el valor promedio de la funcién en el intervalo dado es

1 x’
Yoom =1_(22) [, 1162

Ahora bien, el radicando es una funcién racional impropia, de manera que debe aplicarse el
algoritmo de la divisién para expresarla como la suma de un polinomio y una funcién
racional propia. Asi pues, al hacer la divisién se obtiene que el cociente es x—1 y el
residuo 7x — 6, de manera que
x’ Tx-6 Tx-6

—2————' =x—1+—2—— =x——1+—————

x"+x-6 x+x-6 (x+3)(x-2) _
Ahora hay que descomponer en fracciones parciales la expresi6n racional resultante. Asi
pues,

Procediendo como en el ejemplo 6.6, se obtiene que 4 =27/5y B=8/5,asique

=1[ (x—1+£7£+ 8/5 )dx
342

Y prom x+3 x-2
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1

Voon = %ze — x+27/5In(x +3) + 8/5In(x - 2))

| -2
1( 3 .21 8 1) .
=={-=-3+—In4+=In—| = 0256 "*
Y prom 303 5 I +51n4 0.256
Integracién por partes | _ . ‘ ‘ - .
Considerando la derivada de un producto, tenemos: N
duw)=udv+vdu
De donde : ) | ToonTieyger s T b e
udv=uv-vdu
Asi que, al integrar en el intervalo [a,b], se obtiene e
b ] b
Iudv= Id(uv)—jvdu, \
es decir, |
ps nhalb. b b groie - o P b .
Iu dv = (uv) |: - Iv du (6.22)
Ejemplo 6.21  wppy one. e T TR
3 .
Calcular Ix’ Inx dx
1

Solucion e

Si u=Inx y dv=x’dx, entonces du = ldx y v= %x‘ , de manera que, de acuerdo con
x

(6.22),

3 3

1
Ix’ Inx dx = Zx‘ Inx

1

3 3
1 1 1
——Ix’dx (4x lnx—Ex)

1
—(81 ——@81-1 ~17247
4 16 4(8 1n3) ( )

y 1 1
Ix lnx dx=—x'Inx-—x*
1
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Integracion por cambio de variable
En la seccion 6.1 se vio que, si se hace el cambio de variable
x = ¢(w),
entonces, la integral |
[fea
se transforma en

j fTg(w)law = [g(w)dw

Ahora, si la integral es definida, entonces, tomando en cuenta que los limites de integracién
indican el intervalo que recorre la variable de integracién, éstos deberan ser sustituidos por

los correspondientes valores de la nueva variable w. Es decir, sabiendo que w = ¢’ (x),
entonces, cuando x =a, el valor de w serd ¢'(a), y cuando x =5, w valdra ¢ (b), de
manera que los limites de integracion cambian segun se indica en el siguiente esquema.

™

[ros —2s 1 | o
l 1
. x=gw) e
l 1 |
#°(d) .
[swdw —s :
#°(a)

Cambio de variable, integral definida

Ejemplo 6.22

x2

10 .
Calcular I dx
] .

x—1

Solucién

El radical del radicando en el integrando sugiere la sustitucion

w=+x-1,

de manera que, 7
wl=x-1, x=w+1, » dx =2wadw

Por otra parte, para los limites de integracién, tenemos que
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Cuando x =5, w=2,ycuando x =10, w=3. De manera que el valor de la integral es

x-1 w

10 2 3 2 2 ' 3
[ X = j(w ) @wdw) =2 [ (W? +1)% dw
5 2 2

frogen s >

3

10 2 3
x 1 -2
d=2 W +2w +Ddw=2| -w' +=w*
;[«/;c?l J(w w”+1) 5w +3w +w

2

wj x* dx=2[l(3’—2’)+2(3’—2;)+(3—2)j|
N 5 3

3

2 4
=—(243-32)+—(27-8)+2
— =5t )+5@27-8)

|

10 2 |
[ -2 - 1676
J Jx-1 15

.
JURCY S .

o

Uso de series de potencias

Ejemplo 6.23

Calcular Esenx dx
X

Solucion

Antes de proceder al célculo de la integral, obsérvese que se busca el drea bajo la curva
y=(senx)/x, en el intervalo [0,1], y hay que recordar que esta funcién tiene una
discontinuidad de hueco en x = 0, que es el extremo izquierdo del intervalo de integracion.
Sin embargo, el area bajo un punto es la de un segmento de recta, es decir, cero, de manera
que la existencia del hueco no altera el valor del 4rea buscada. En la figura 6.15 también se
puede observar que el area es ligeramente menor que la del cuadrado de lado 1, por lo cual
el valor de la integral debera ser ligeramente menor que 1.

sén x

7.

Fig 6.15 - - N t, e ity s Aeat ,7,,‘_9%“

o4
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Ahora bien, de acuerdo con el desarrollo dado por (4.10), tenemos que:

senx = dosls 1o
SETHFRSEF T e
que converge para todo nimero real, y por lo tanto, para todo elemento del intervalo de
integracion. Dividiendo tal serie por x obtenemos:

senx 1, 1, 1

=l gt e
por lo tanto, -
_E . dx—£(1—3!x +5!x —ﬁx +---] dx

(oo Lo, Lo L, )|

‘(’“3-31" Yest Tt T,
111
£senxdx=l_

x 3t ss 7t

Si consideramos los cuatro primeros términos, obtenemos:

Ise: % dx =1- 0055555+ 0001667 — 0.000028 = 0.946084 |

Integracion numérica: método del trapecio

Como se indic6 al principio de la unidad, si una funcién es lineal, entonces su valor
promedio, en cualquier intervalo, es la imagen del punto medio del mismo, lo cual equivale
(ver figura 6.16a) a decir que el 4rea bajo la curva es la del trapecio limitado por abajo, por
el eje X; lateralmente, por las rectas x =a y x = b; y por arriba, por el segmento que une
los puntos de la curva definidos por los extremos del intervalo.

N

Fig, 6.16a Fig. 6.16b
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Si la funcién no es lineal, y si subdividimos el intervalo en pequefios subintervalos,
entonces, cada una de las porciones de la curva que comprenden a tales subintervalos,
pareceran segmentos rectilineos, de manera que el 4rea bajo la curva podra aproximarse por
medio del area bajo la poligonal (ver figura 6.16b).

Asi pues, si el intervalo [a,b] se divide en n intervalos, de la misma longitud, ésta estard
dada por h = Ax =(b—a)/n, y las abscisas de los extremos de estos subintervalos, por:

' b-a
x,=i-h=i. s i=12,3,..,n,
n

-

B .

De manera que el drea bajo la poligonal sera:

3

[0+ fE), S)* S ) A )+, St ),

por lo tanto, el valor de la integral podré aproximarse por:

h |
[r@ = [fa)+ A0 @+ fE)+ -+ fo N+ f@)| 629)

Ejemplo 6.24 , ‘
Vamos a estimar el valor de la integral del ejemplo 6.23, utilizando ahora el método del
trapecio.

senx . { 5“;: : BT
,a=0, b=1,ysines, digamos 4, tenemos entonces, que

Asi pues. si f(x) =

f(x)=f(0)=1, | f(x) = £(0.25) = Se(‘)"gfs = 0.989616,
f(x,)= £(0.5) se(‘)‘(s"s = 0.958851, f(x;) = £(0.75) = 56323575 = 0.908852,

~.

fx)=fQ) = s—elnl = 0841471,

asi que, al sustituir en (6.23), se obtiene j

| |
Isenxdx = 0‘225 [1+2(0.989616 + 0.958851+0.908851) + 0.841471]

X

f)senx
X

dx = 0.944514
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Ejemplo 6.25 -
. ’ 3 2x ‘ ' ' . o 3@
Estimar el valor de ‘ I — dx LT gy
| * "6 | s

Solucion

x

Tenemos que f(x)=2—,a=1 y b=3.
x

Proponiendo 7 =8, se tiene que / = 3;—1 =025,
asi que flx) =)= 21 C f(x)=fQ125)= 12122; =1.902731,
f(x,) = £(1.5) =1.885618, f(x)= £0.75) =21.922049,
f&x)=f=2, ' f(x) = f(2.25) = 2.114146,
S f(x) = f(2.5) 22262742, - - f(x,)= f(2.75) = 2.446244 ,

y S (xs) = f(3) = 2.666667 .

Por lo tanto, al sustituir en (6.23) se obtiene:

— dx = —[2+2(l 902731+1885618+ 1922049 +2 +2.114146 +

2.262742 +2.446244) + 2.666667] = 4.-21671 6

Uso de tablas calculadora y software especializado

En realidad no se requiere ser un experto en los métodos de integracion, aunque es
importante conocer cada uno de los métodos antes descritos. En la actividad profesional
podemos recurrir a tablas de integrales, calculadoras, o bien, paquetes de computacion
disefiados para el célculo numérico (para integrales definidas), € incluso simboélico (para
integrales indefinidas).

Integrales impropias

Como se ha visto, si una funcién es continua por secciones en un intervalo, la integral de
ésta en el intervalo es una érea, el negativo de una éarea o la diferencia entre sumas de éreas.
Cuando la funcién presenta una discontinuidad de tipo asintdtico en uno de los extremos
del intervalo, o en uno de sus puntos intermedios, se puede pensar que el drea resultante es,
necesariamente, infinitamente grande, sin embargo, no ocurre asi en todos los casos.
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Consideraremos dos situaciones, la primera (figura 6.17a) en que la funcién tiene una
discontinuidad de tipo asintético en un punto del intervalo, y la segunda (figura 6.17b) en
que la funcién tiene como asintota al eje X (0 una recta paralela a este eje), y uno de los
extremos del intervalo de integracién es co 0 -c0.

" Fig.6.17a Fig. 6.17b
El problemas es, entonces, determinar si el 4rea de 1a regién sombreada es infinitamente
grande o finita, en cuyo caso se buscara calcular el valor correspondiente. En cualquiera de
estos casos, diremos que se tiene una integral impropia y que ésta converge cuando su
valor no sea infinitamente grande; en caso contrario, diverge.

Ejemplo 6.26

Indicar si la integral dada es infinitamente grande. En caso contrario, calcular su valor.

1= E%dx

Fig. 6.18a ‘ ~ Fig. 6.18b
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Solucion

I es el éarea bajo la hipérbola y =1/x, entre x=0 y x =1, la cual tiene una asintota en
x =0, que es el extremo izquierdo del intervalo (figura 6.18a). Si en lugar del intervalo
[0, 1] usamos el intervalo [a, 1], con a infinitesimal positivo, estaremos excluyendo el area
correspondiente al intervalo [0,a] (figura 6.18b).

Si esta area es infinitesimal, entonces la integral en el intervalo [a,1] sera la buscada. Si en

cambio, es finita o infinitamente grande, entonces, el area total sera también infinitamente
grande, y la integral dada divergira.

Asi pues, dado que lo que interesa es el caso en que la integral converge, entonces
calculamos la integral en el intervalo [a,1], despreciando infinitesimales en el resultado.

De esta manera,

I=[~dr=Intl = Inl-Ina = ~Ina
ax a

que es un numero infinitamente grande y positivo, por lo tanto la integral dada diverge.
Ejemplo 6.27

- 1
Igual que en el ejemplo anterior, pero ahoracon I = r?dx

Solucion

En este caso consideraremos la integral en el intervalo [1, N] con N infinitamente grande,
asi pues,

u 1 1
- (.. -l-) =1+ infinitesimal

1 1
1=-|'wx2dx__-.7;l N

entonces: I= rJ;dx =1 : |
. ,

ot v . [ 2 . )

Ejemplo 6.28 ‘ RS S S

1
Igual que en los casos anteriores, pero ahora con [ = _[W dx .

Solucién

La funcién del iritegrando (ver figura 6.19), tiene una asintota en x=3/2, asi que
consideraremos por separado las integrales:

2 1 ' 1
1l=f de e ]2=J:/2 ——‘—(2x_3)2,3dx "

Tenemos entonces,
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2 1 /2-a 1 1 @/2-a
I = ——dx = _— — _\-2/3 _
=1 (2x -3 [ 23 ¥ =7 {7 @x-3" @ax) =

333

- —(2x 3)”32 3/2-a _ [(_2a)1/3 _ (_3)1/3];_2_ ~2163

1 1
= — 4 _ - /3
¢ L -[/2 (2x -3)?"? & = '[/2+a (2x—3)2’3 (2 -3 |3/2+a

Coabre s 3 o / s .
2 ;

6.3 Ejercicios

Calcular cada una de las intégrales dadas

1. .E Senz xk e e }"f“,’}i Riasdaa B e 99?-,,—-:.‘ P Lt N

3. .c 2x+5
x+3x+2

ijw/ZS—x2
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5. foseczgdx

Estimar numéricamente cada una de las integrales siguientes, mediante la regla del trapecio,
utilizando el nimero de subintervalos dado.

6 ,[ & n=4 ' BRI ST R 2

4+ .
7. lezs—x’ n=8

-1
8. f“’sx & n=S x
X

Calcular cada una de las integrales dadas
f dt
1 +1
xdx
10.
fw/5--x

dz
ll'-[f:vzz+22+2

i
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7. APLICACIONES DE LA INTEGRAL C A S S

La integral es un concepto sumamente importante en la fisica y en las ciencias de la
ingenieria. Para terminar este libro, dedicado al estudio del célculo diferencial e integral
para funciones en una variable, veremos algunas aplicaciones de la integral en la geometria
y en la fisica.

7.1 Aplicaciones geométricas , i

En la seccion 6.2 se vio que la integral de una funcién, en un intervalo dado, es el 4rea bajo
la curva, el negativo de la misma, o una diferencia de 4areas. Vamos a considerar
nuevamente, ahora con un poco mas de detalle, el calculo del “area bajo la curva”.

Area bajo la curva: identificacién de la contribucién elemental

Recordemos, primeramente, que, si en todo un intervalo [a,b], entonces el drea bajo f en
[a,b] —es decir, el area de la region comprendida entre las graficas de y=0 (eje X),
y=f(x), x=a y x=b— puede aproximarse por medio de

AN = if(xi*)Ax (7.1)
i=1

con Ax=(b—a)/n y x,=a+iAx, y donde x,* es cualquier elemento del subintervalo
[x,,x,]. Esta aproximacién es mejor en cuanto mas grande sea n, y, por lo tanto, en
cuanto mas pequefio sea Ax. ‘

Ahora bien, la suma de la derecha en la ecuacién (7.1) es la suma de las 4reas de los n
rectangulos con base Ax (longitud de cada subintervalo), y altura f(x;*).

Llamaremos contribucion elemental del 4rea a la de cada uno de estos rectangulos, y la
denotaremos por A4, , es decir,

A4, = f(x*) Ax - (12)

Asi pues, tenemos que si n es “grande”, entonces

4= ZAA. | (1.3)

Si n=N es infinitamente grande, y por lo tanto, Ax=dx es infinitesimal, entonces, la
suma dara el valor exacto del area, es decir:

N N o
A =20 =2 f(x2) e (7.4)

Lo anterior resume un procedimiento mediante el cual una magnitud —el érea, en este
caso— se calcula como la suma de una infinidad de términos infinitesimales
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(contribuciones elementales), cada una de las cuales forma parte de aquello que se desea
calcular.

Este procedimiento funciona muy bien, siempre que la suma de las partes que despreciamos
siga siendo despreciable, es decir, que la parte que no se toma en cuenta sea infinitamente
pequeiia respecto de la contribucion elemental. En adelante asumiremos que la continuidad
de la funcion, en el intervalo de interés, es una condicion suficiente para que esto ocurra.

Ahora bien, sabemos que, entre dos nimeros reales cualesquiera, tenemos un nimero
infinitamente grande de niimeros reales, asi que, en el caso del area bajo la curva, podemos
proponer, como contribucion elemental (ver figura 7.1), el area del rectangulo con base dx
(infinitesimal) y altura f(x) (la imagen del extremo izquierdo del intervalo), para cada x en
el intervalo de integracion. De esta manera,

> S (x)ax S , (1.5)

‘serd una suma de un nimero infinitamente grande (tenemos tantos términos como nimeros
reales en el intervalo) de cantidades infinitesimales, ya que f(x) es real, pero dx es
infinitesimal.

1)

/ a b /
e : Fig. 7.1 o

Como la variacién de una funcién continua, correspondiente a una variacion infinitesimal
de la variable, es también infinitesimal (o nula), entonces, la parte del 4rea bajo la curva
que no se toma en cuenta en cada uno de los subintervalos es un infinitesimal de segundo
orden, y por lo tanto, despreciable respecto de la parte que si se toma en cuenta.

Tenemos por otra parte que, debido a lo visto en la seccién 6.2, la suma dada en (7.5) es la
integral de fentre a y b, es decir,

ul . :
Yrand=[rwa a8

im]
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Finalmente, observando que en esta ecuacion el integrando es la contribuciéon elemental
dada por (7.5), podemos concluir que el 4rea bajo f entre a y b puede calcularse como
sigue:
1) Cada x €[a,b] define un intervalo [x,x+dx]. La contribucién elemental del 4rea,
correspondiente a este intervalo, se propone? entonces como
d4 = f(x)dx

2) Al sumar todas estas contribuciones elementales, es decir al integrar, obtenemos el valor
buscado:

A =2 dd=Y f()de= [ ()

Resumiendo:

La contribucion elemental del area 4 es
dA= f(x)dx,

y el valor de 4, es decir, la suma de las contribuciones elementales es

4= [

Areas de regiones planas: coordenadas rectangulares
Vamos a utilizar el procedimiento antes descrito para el calculo de areas de regiones planas.

Area de una region del tipo 1

Si R es una region plana, comprendida entre dos rectas paralelas al eje Y, y dos relaciones
funcionales con x como variable independiente, diremos que R es una region del tipo I.

Es decir, una region definida mediante
R={(x,p)as<x<b, f(x)<y<gk)},

donde a y b son constantes y /'y g dos funciones, es una region del tipo I (ver figura 7.2).

En este caso, para cada x €[a,b] proponemos la contribucion elemental del area mediante
dA = [g(x)- £ (x)] dx |

De manera que

a=[le-renal - an

2 Recuérdese que la funcion definida por 4( x)= A5 (f) = ] £(x)dx» €S una funci6n tal que A'(x)= f(x), de

manera que dA(x,dx)= A'(x)dx= f(x)dx, o bien, dd(x)= f(x)dx, lo cual coincide con la propuesta.
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y=g(x)

Fig. 7.2

Ejemplo 7.1

Calcular el 4rea de la regién comprendida entre las gréficasde y=x* y y’-x=0.

Solucion

Primeramente determinamos los puntos de interseccion de las graficas (ver figura 7.3), para
lo cual debemos resolver el sistema de ecuaciones:

y=x ' ’ o |
yz =X . ) e T gl ey

Asf pues, si sustituimos lo indicado por la primera ecuacién en la segunda, obtenemos:
2
(x3) =x, x*=x, x*-x=0, x(x’-1)=0

x(x=-DE+x° +x* +x+1)=0

I VP
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De donde resulta que dos de las raices, que corresponden a las abscisas de los puntos de
interseccion, son x=0y x=1.

La figura 7.3 sugiere que no hay més raices reales, como puede verificarse recurriendo a la
teoria de ecuaciones.

Entonces la region de interés puede describirse mediante:
o R={(x»0<x<1, x¥*<y<x"?},
asi que:

1/2 3 2 372 1.4 2 1 5
A(R)=£[x =Xl =3x" —gxth=5-4=7

Area de una regién del tipo I

Si R es una region plana, comprendida entre dos rectas paralelas al eje X y dos relaciones
funcionales, con y como variable independiente, diremos que R es una region del tipo II. Es
decir, una region definida mediante

R={(x,))|la<x<b, f(x)<y=<g)},
donde a y b son constantes y /'y g dos funciones, es una region del tipo I (ver figura 7.2).

Ahora proponemos, para cada x €[a,b], la contribucion elemental del area mediante

dd=[y(»)-9¢]ady
y por lo tanto |

a=fro)-gons| 7 a9

| P 5
A - L
~ \‘—\x =¢(y) ~ ) )

Fig. 7.4
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Ejemplo 7.2
Resolver el ejemplo 7.1, identificando ahora a R como una region del tipo II.
Solucion

Si ahora vemos a R, como una region comprendida entre paralelas al eje Y, tenemos:

R={(xy)N0<y<1, yZ styl/s}

entonces, de acuerdo con (7.8),

AR = [0 - Y ldy =35 - yth=4-

[y

=3
=1

En los casos de mayor interés para las Ciencias de la Ingenierfa, una regién plana que no
pueda identificarse ni como del tipo I ni como del tipo II, podré ser identificada como la
unién de dos o mas regiones, cada una de las cuales sea del tipo I o del tipo II, de manera
que su area podré calcularse como la suma de las areas de cada una de esas partes.

Areas de regiones planas: coordenadas polares

Abordaremos el problema considerando un caso particular:r o
Ejemplo 7.3

Calcular el 4rea encerrada por la cardioide » =1+ cos@

Solucion

La grificade la cardioide dada se muestra en la figura 7.5

1.2

7/.

-1.2
- Fig. 7.5

Observemos que la curva es simétrica respecto del eje polar, de manera que sera suficiente
con calcular el 4rea encerrada por la mitad superior.
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Proponemos ahora, como contribucién elemental del area, la del sector circular OPQO, es
decir

(7.9)

'3

1 2
d4 =Z[r6)] a6

1
dA = 5[1 +cosfde,

donde & es un 4dngulo (en radianes), que varia de 0 a .
Como vamos a integrar esta expresion, conviene transformarla como sigue:

1+ cos28
cos )de

1 1
dA = 5(1+2c059+ cos’ )d6 = 5(1+2cos9+ 5

1(3 1 ) (3 1 )
dA—2 2+2cos0+2cos20 do = 4+cos6’+4cos2¢9 dé

asf que, al sumar las contribuciones elementales, obtenemos:

A_zf(4+cose+4cos20 d0=2| 7 0+sen6+£sen20 o

3
A=—2'7t

Area de una region pldna (coordenadas polares)

Consideremos, ahora, una region plana R comprendida entre los rayos 8 =a y@ =5 (cona
y b en radianes), y las graficas de dos relaciones funcionales de la forma r = g(8) (ver

figura 7.6), es decir,
R={(r.|a<0=<b, g0)<r<g ()}

6=>

r=g,)




|
\
\
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i
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Entonces, podemos proponer como contribucion elemental, el drea del sector QRTP, cuyo
valor es

1 1 1
d4 = E[gz (0)]’d6’—5[g1(9)]’d0 = 5( [2,(OT —[gl(H)]’)dH,

asi que

1
A=IdA=Ef([g2(0)]2—[g1(0)]2)d0 @00

I : 2
Longitud de arco : o

Supéngase que deseamos calcular la longitud del arco de la curva C, definido por
y = f(x), x €[a,b] (figura 7.7a), al que denotaremos por L° (f).

Para cada xe[a,b], definimos la contribuciéon elemental, como la longitud del arco

infinitesimal comprendido entre los puntos P =(x, f(x)) y Q= (x+ dx, f(x + dx)) (figura
7.79). 5

- Fig. 7.7

Como estamos considerando un intervalo infinitesimal, podemos ignorar la curvatura, de
manera que la contribucién elemental sera

ds = \|dx? +dy?

Dividiendo y multiplicando cada término en el radicando, por dx?,

...dg==\(r%+%)¢c’ = [‘*(gﬂdx

ds'=«/1+y'2 dx

- Asf pues,
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de manera que la longitud de arco buscada es |

LZ:fl+y'zzbc o

Ejemplo 7.4

Calcular la longltud del arco de una parébola, comprendido entre el vértice y uno de los
extremos de su lado recto.

Solucion

Consideremos la pardbola definida por x? =4pyx?, es decir, por y=(1/4p)x* (figura

7.8), entonces y’' =(1/2p)x, asi que, de acuerdo con (7.11), tenemos que:

L= oy de = {’ 1+(—2;) f”l Q2p) + 5 dx

: | ]
11
L{,’(f):ZE(x,/xz +4p* +4p In|x +/x? + 4P |):p

L=[V2 +In(1+2)]|p=2296p

Volumen de sélidos de revolucién

Sup6ngase que se genera un sélido, mediante la rotacién de una curva plana alrededor de
una recta contenida en tal plano, por ejemplo, supongamos que la curva es la porcién de la
grafica de la funcién definida por y = f(x), entre los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)) (ver
figura 7.9), y que el plano XY se gira con respecto al eje X, generando entonces un solido
de revolucion.
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Para calcular el volumen del sélido asi generado podemos elegir, como contribucién
elemental, el volumen del disco cilindrico con radio f(x), para cada x en el intervalo

[a,b], y espesor infinitesimal dy, de manera que el valor de esa contribucién elemental serd

- dV=ay'd=alf(0ldx,

de donde 1

v=[av= fnyzdx; [rlrera )

i
|

)

y=fx

{

X

,

Fig. 7.9

Ejemplo 7.5

Calcular el volumen del sélido de revolucion que se obtiene al hacer girar el arco de la

senoidal y= %senx comprendido entre los puntos (0, 0) y (=, 0) (ver figura 7.10).

/2

= —x‘se’lx ~1
=3

| Fig. 7.10
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Solucion : |
Sustituyendo en (7.11), tenemos que el volumen buscado es
. z 2 P ) zt
—nfl:zsenx] =3 hsen xdx=?
Obsérvese que, de acuerdo con este resultado, el sélido ocupa exactamente la mitad del

2 4
oys . . %
volumen del cilindro en el que est4 inscrito, cuyo valor es ”(E) = ”T

Ejemplo 7.6 : ' - ‘

Calcular el volumen del sélido que se obtiene al girar la regién plana comprendida entre las
graficasde y=x’+x+1,x=0, x=1y y=0, alrededor del eje Y (ver figura 7.11).

Y y=x"+x+1 | *
<) \}m) Y

X | /™
1,0) 7

Fig. 7.11

Solucién

En este caso podemos calcular el volumen como la diferencia entre el volumen del cilindro -
en el que esta inscrito el solido, y el del s6lido que se obtiene al girar la regién comprendida

entre las graficas de y=x’+x+1, x=0 y y=3, alrededor del eje Y, el cual se puede
calcular como en el ejemplo anterior.

Tenemos pues que el volumen del cilindroes
| Vu=m()}@3)=3x

Ahora bien, para calcular el volumen que se va a restar, al cual denotaremos por Vhueco,
tenemos que |
| dVv = nx’dy,
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asi que

View =7 fxzdy

Reareq

Como no podemos despejar x de la ecuaci6n de la curva, para calcular esta dltima integral,
hacemos un cambio de variable, el cual esta dado por la misma ecuacion de la curva:
| y=x"+x+1, dy=(5"+1)dx,

de manera que cuando y =1, entonces x=0, y cuando y =3, tenemos que x =1, asi que

5, 1, 22
I,hm.’m =7"-‘[-x2(5x4 +1)dx=7¢'(7x7 +.§x3)0 =E

Por lo tanto, el valor del volumen buscado es
' 22 41 f
V=V, -V, =3r——n=—

Cll hueco ” 21 ” 21 ”

E
Veamos ahora otro método:

En lugar de la contribucién elemental en forma de disco, consideraremos ahora una en
forma de cilindro hueco, tal y como se muestra en la figura 7.12.

.}’=x5+x+1 /ﬁ h
(3

il
|

i
)

| ]
— N
Fig. 7.12 "

En este caso, el valor de la contribucion elemental es |
e AV =g(x+dx)’y—nxly=n(x* + 2xdx + (dx)’ —-x*)y

de donde, al despreciar infinitesimales de orden 2, tenemos que
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dV =2rxydx (7.13)
Asi pues, l |
V=2”_[:x}’d"=2”_[:JC(JCS+x+1)dx=27t(lx7+lx’+lx2)l '
77 T3 T2, |
i J ' 41
V=—
| 21"
7.1 Ejercicios l P R R .

I

1. Hallar el 4rea de la region limitada por la circunferencia » = acosé y las semirectas
6=0yO=nxn/3. 1

| 6
2. Hallar el 4rea de la regién c|3ncerrada por la graficade 7 = sen’ 5

3. Hallar el drea de la regi6n interior a las gréﬁcas de r= 3cbs¢9 y r=1+cosf.

Hallar el volumen del sélido obterllido al girar, alre‘deddr del eje X, la regi6én encerrada por
las graficas de las ecuaciones dadas

4, y=x*,y=0yx=2. i -

5. y=e*, y=0, x=0, x=5. | R

6. x-y=2, y=0, x=2, x=3.

Hallar el volumen del s6lido obtenido al girar, alrededor del eje Y, la region encerrada por
las graficas de las ecuaciones dadas |

7. y=x,y=0,x=2.
8. x’+4y'=4.

9. »¥»=9-x, x=0.

10. Hallar 1a longitud del arco de la curva cuya ecuacién es y* =x’, comprendida
entre los puntos (0, 0) y (8, 4). .
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11. Estimar la longitud del arco de la curva 3y = x*, desde el origen hasta el punto
1,1/3) |

12. Hallar la longitud total de la hipocicloide x% + y% =

%-

a

13. Sin calcular ninguna integral, hallar el valor promedio de () en el intervalo [0, 2]

si x(t)=4-1.
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Numeros reales
| (Propiedades)

A continuacidn se da una lista de las propiedades del conjunto de los nimeros reales que
mas se utilizan. Las propiedades de campo indican la manera de hacer operaciones con
estos numeros reales, mientras que las de igualdad se utilizan, generalmente, cuando se
resuelven ecuaciones. Tanto las de campo como las de igualdad son validas también en el
conjunto de los nimeros complejos.

Las propiedades relativas a la relacién de orden y las de cuadrados y valor absoluto' s6lo
son validas para los niimeros reales, y se utilizan, principalmente, en la solucién de
desigualdades.

s

A) Propiedades de campo

4 VabeR a+be®R
A VabeR, abeR
Ay VYa,beR, a+b=b+a
Ay Va,beR, a-b=b-a

- As VabceR (a+b)+c=a+(b+c)
A Y a,b,ceR, (a-b)-c=a-(b-c)
Ay EIOGERIVaeiR, a+0=a

43 I1eR|VaeR, a-l=a

! La propiedades D1 y D3 resultan validas para niimeros complejos, siempre que el signo de valor absoluto
sea sustituido por el de médulo, sin embargo, en este libro interesan sélo las variables reales.

JEERIT RS L

pu= T
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Ag VaeiREl—aeSRla+(—a)=O
Ao VaeiR,a#O,E!a_leiR!a-a'l=1
41 Vab,ceR, a-(b+c)=a-b+a-c
B) Propiedades de la igualdad |
B, Vae®R, a=a I Qi

~<= B, Vab,ceR, a=b=>a+c=b+c ™

C) Relacion de orden

G

By VabeR, a=b=>b=aqa

By Vab,ceR, a=bab=c>a=c

Bs Vab,ceR, a=b>a-c=b-c

|
i N b
C VabeR, a<b=>b>a

G VabceR a<bab<ca<c

C; VabceR a<b=>a+c<b+c |

Cy VabyeceRc>0 a<b=>a-c<b-c
C VabeceRc<0 a<b=a-c>b-c

D) Cuadrados y valor absoluto

2=a® Al =ld

YVaxeR, a-x>0, x2=a2$x=l=a

Va,xeR, x=a>=>x

Va,xe®R, ax>0, =ld=>x=a
YaxeR, a>0, x?
Va,xeR, a>0, K<a=-a<x<a

Va,xeR, a>0, d>a=>x<-avx>a

i}

£

>a=>x<-— avx>w/;

Dy
D,
Dy
Dy Va,xeR, a>0, x2<a=—\/;<x<w/-a_
Ds
Dy
Dy
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- Funciones reales

En este anexo se incluyen los conceptos relativos a las funciones reales que mis se !
utilizan en el texto. Sélo se agregan ejemplos o detalles en los casos en que sea dificil
encontrarlos en los textos convencionales.

RELACIONES Y FUNCIONES
Producto cartesiano

Sean A4 y B dos conjuntos cualesquiera, el producto cartesiano de A y B (en este orden),
denotado por Ax B (“A cruz B”), es el conjunto de pares ordenados (a,b), tales que

ae€Ayb eB;esdecir:
Ax B={(a,b)/aeA,beB}

En particular, SR x R = R? representard al conjunto de pares ordenados de niimeros
reales; como un par ordenado de reales puede representarse por un punto en un plano,
entonces, R* quedaréa representado, graficamente, por el conjunto de todos los puntos de
un plano.

Relacion | o :
Sean A y B dos conjuntos cualesquiera, una relacion de 4 en B (en ese orden) €s un '
subconjunto cualquiera de 4 x B.

Si (a,b) es elemento de una relacién R, se dice que “a esta relacionado con 47, lo que se

escribiraa R b. ‘

Se llama dominio de una relacién al conjunto de sus primeros elementos, y rango, al
conjunto de sus segundos elementos.
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Relaci6n real . o |

Una relacion de R en R es llamada relacién real. Asi pues, una relacién real es
subconjunto de R? y podra representarse, por lo tanto, por un conjunto de puntos del plano.

Relaciones reales definidas por ecuaciones

Considerando una ecuacién en dos variables, cada una de sus soluciones reales son pares
ordenados de nimeros reales, asi que el conjunto de soluciones reales de una ecuacién en
dos variables es una relacion real.

Dada una ecuacién R(x,y)=0, el conjunto de puntos de R? cuyas coordenadas la
satisfacen se denomina grdfica de la relacién real. |

Si una relacién real esta definida por medio de una ecuacién, y no se especifica el dominio,
o el rango, entonces éstos estaran definidos por

D={xeRlye®} y R={yé‘Rlxieﬂi}

Funcién |

Sean A y B dos conjmitos cualésquiera, una funcion de Aen B, es una relacién de 4 en
B, tal que cada elemento de A est4 relacionado con un tnico elemento de B.

Si f es una funcién de 4 en B, lo cual se denotara por f:4— B, A es el dominioy B el
contradominio de la funcion f . El rango de f es el subconjunto de B cuyos elementos son
los segundos elementos de cada par ordenado. |

En caso de no hacer referencia a los conjuntos 4 y B, entonces puede decirse que una
funcion es un conjunto de pares ordenados tales que, tomados dos diferentes de ellos, el
primer elemento es distinto.

Sea f:A— B, si (x,y) € f entonces se dice que y es la imagen de x bajo la funcién f, lo
cual se denotara por y = f(x). Si y € B, se llamar4 imagen inversa de y al conjunto

o) ={xe 4/ f(x)=y}
Funcién inyectiva | . l
Una funcién f: 4 — B es inyectiva si, para cualesquiera x, y x, elementos de A, se tiene

que f(x))=f(x,) = x,=x,.

En otras palabras, una funcién es inyectiva si, y s6lo si, no existen dos elementos distintos
del dominio con la misma imagen.

Composicion de funciones o
Sean f y g funciones con dominios D, y D,, respectivamente, la (funcién) composicion
de f y g (en ese orden), denotada por fog, tiene como dominio al conjunto
D,,, ={xe D,/g(x)e D,},y como regla de correspondencia, [f > g](x) = f[g(x)]-
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Funcién inversa

Sea f una funcién inyectiva, se define la funcion inversa de f como aquella que se obtiene
al intercambiar los elementos de cada uno de sus pares ordenados.

Es decir, si  f ={(x,y)|y = f(x)} es inyectiva, entonces, su funcién inversa, denotada por
S *,serd f*={(x,y)|y = f(x)}. De esta manera, si y = f(x), entonces x = f *(y).

FUNCION REAL DE VARIABLE REAL

Definicion, grafica y representacion usual

. .y 2
Funcion real de variable real es toda funcion f: 4 - R donde 4 c R. De esta manera, ur;a
funcién real de variable real serd un conjunto de pares ordenados de reales, y su grafica sera
un conjunto de puntos en el plano.

En general se representa una funcion real,r por
f={Gny=f(x), xe 4},

donde A ser4 el dominio, R el contradominio, y la ecuacién y = f(x) es llamada regla de

correspondencia. Ahora bien, de manera general, una funcién real podra ser definida
mediante su regla de correspondencia, sin especificar su dominio, en cuyo caso se
entendera que

D={xeR| f(x)eR}
Funciones algebraicas

Se dice que una funcién es algebraica, si la variable independiente x es afectada
unicamente por un numero finito de operaciones algebraicas (adicion, multiplicacion,
potenciacion y sus inversas, sustraccion, divisién y radicacion). En caso contrario, es decir,
cuando la variable forme parte del argumento de un logaritmo, por ejemplo, o bien, cuando
el nimero de operaciones sea infinito, se dird que la funcion es trascendente.

Nota: Como se indicé en el texto, hay funciones algebraicas (las racionales) que pueden
expresarse como una suma de un nimero infinito de términos (serie de potencias).

Una funcién polinomial (de grado n), o polinomio, es una funcién con regla de
correspondencia de la forma

fx)=a,x"+a, x"" +..+ax+a,
cong € Rparai=0,1,2,.,n a,#0,neE, n20.

Una funcién racional es una funci6n definida por f(x) = P(x)/Q(x), donde P(x) y O(x)
son polinomios, de manera que, en este caso, ¢l dominio de estd dado por
{x e R/ Qx) # 0}, ya que la divisién por cero no esta definida en R.

Funciones hiperbélicas

Las funciones seno hiperbdlico y coseno hiperbélico se definen por medio de las reglas de
correspondencia:
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e —e™” e'+e™”
senhx=——— coshx=——
2 y 2 2
El resto de las funciones hiperbdlicas se define de manera que las identidades de reciprocos
y cocientes, que se satisfacen para las funciones circulares, se satisfagan igualmente para
las hiperbdlicas. Por ejemplo, las funciones tangente hiperbélica y secante hiperbélica se
definen por ‘

senh x 1
y sechx =

tanh x = T A wvand

cosh x cosh x

Sin embargo, aun cuando las identidades de reciprocos y de cocientes se satisfagan, no
sucede lo mismo con las otras identidades elementales, asi pues, a partir de la definicién
anterior puede probarse que:

senh’ x + cosh® x = cos h 2x y | cosh? x—senh?x = 1,
l
que no corresponden con las de las funciones circulares.

|

GRAFICACION Y SUS APLICACIONES J

‘ :
A continuacion, estudiaremos algunos conceptos geométricos que resultan utiles para
bosquejar graficas de funciones, lo cual a su vez puede usarse, entre otras cosas, para “leer”
informacién de la funcidon graficada, o para interpretar la solucién de ecuaciones y
desigualdades en una variable.

N
[ £y
. Y

Traslaciones

1 ' - . .\]. g awfri 2 S a4

A. Grdficade y= f(x)tk, k>0

Sabemos que los puntos A=(a,b) y B=(a,btk) éstén situados sobre una recta paralela
al eje de ordenadas y separados una distancia &, estando B por encima o por debajo de 4,
segun si el signo es “+” 0 “-*, »

De esta manera, la grafica de y = f(x)+k se obtiene desplazando la graficade y = f (%) k

unidades hacia arriba o hacia abajo, dependiendo del signo mencionado (véase figura Al).
Por ejemplo, las grafica de y=senx, y=senx+1/2 y y=senx—1 se muestran en la

figura A2. y

o ) y=senx
— - y=senx+}4 1
A X /]
) +H I A
[ . \/]( y =senx—1
X ' | e
. . ) J

Fig. Al Traslacién “vertical” ‘ Fig. A2 Traslaciones verticales de y = sen x
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B. Grdficade y= f(xth), h>0 .~ T T R DRt

Consideraciones similares a las mencionadas para la traslacion vertical pueden hacerse en
este caso. Tenemos ahora que la grafica de y = f(xt h) se obtiene desplazando la gréfica
de y = f(x) hacia la izquierda o la derecha, segun si el signo es “+” o “-“ (véase figura

A3). En la figura A4 se muestran las graficas de y=(x+2)> y y=(x-3)* como
traslaciones horizontales de la grafica de y = x.

y=f(x+h)

Fig. A3 Traslaciones horizontales Fig. A4 Traslaciones horizontales de y = x*

Reflexiones ;

el e anggr : L iy

C. Grdficade y =-f(x)

v 1 : S
Los puntos (x,y) y (x,—y) son simétricos respecto del eje X de manera que la gréfica de
y=—f(x) se obtiene mediante la reflexién de la de y = f(x) respecto del eje X (véase
figura AS).

S(x)

- f(x) \““'"/
N f

Fig. A5 Gréficas de fy —f : Fig. A6 Reflexién de y = senx

Las graficas de y=senx y y=—senx, para x € |- 7, 7], se muestran en la figura A6.
D. Grdficade y = f(—x)

Por otra parte, los puntos (x,y) y (—x,y) son simétricos respecto del eje Y; asi que la
grifica de y = f(—x) se obtiene reflejando la de y = f(x) respecto del eje Y. (ver figura
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A7). Por ejemplo, las graficas de y=x’—4x+2, x €[l,4] yde y= f(-x)=x* +4x+2,
x € [-4,~1] se muestran en la figura A8. Nétese que la reflexion del intervalo [1,4] respecto
del eje Y es [-4,-1].

2

[
1 .

- 1 2 3 ¢

S

: %\ -
y = f(-x) \/ = y=f(x)

/ \ . ~~—{ , i e

\

Fig. A7 Gréficasde y = f(x) yde y = f(-x) Fig. A8 Gréficasde y = f(x) yde y = f(-x)
para f(x)=x>-4x+2

P4
E. Grificade y < f(x)| |

Considerando que |x|=x si x20 y |x|=—x si x <0, tenemos entonces que
A

If@I=f) si f®20 y  |f®E-f s £(x) <0,

asi que la grafica de y = f(x)| se puede obtener de la de y = f(x) , reflejando, respecto del
eje X, la parte en la que f (x) <0, es decir, reflejando tinicamente las partes de la grafica
que se encuentran por debajo del eje X. Por ejemplo, la grifica de y= x| se obtiene

reflejando las partes de la grafica de y =x (funcién idéntica) en las que x <0 (ver figura
A9). - o

Fig. A9 Gréficade y = x| | Fig. A10 Gréficade y = In(x-1)|
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Anélogamente, si se desea trazar la grafica de y=|In(x-1)|, se puede trazar primero la
grafica de y =Inx, después trasladarla a la derecha una unidad, obteniendo por lo tanto la
grafica de y = In(x —1) y, finalmente, reflejar en esta Gltima, respecto del eje X, la parte en

la que In(x — 1) < 0 es decir, la que corresponde al intervalo (1,2) (ver figura A10).
F. Grafica de la funcién inversa

Recuérdese que, si f es una funcién inyectiva, su inversa f~ se obtiene intercambiando los
elementos de cada par ordenado de f. Por otra parte, como los puntos (x,y) y (y,x) son
simétricos respecto de la grafica de / —funcidn idéntica, y = x—, entonces las graficas de
fy f° seran simétricas respecto de la grafica de I (ver figura A11).

Fig. All graficas de f yde [~ Fig. A12 gréficasde f y f con
: flx)=x*-1

Por ejemplo, si f={(x,y)|y=x*-1, xe[0,3]}, entonces f es creciente —y, por lo tantb,
inyectiva—, asi que su rango es R, =[f(0), /()] =[-1,8]= D rx Ahora, despejando x se

obtiene x =+./y+1, en donde debe elegirse el signo adecuado para que, por ejemplo,
(-1,0) y (8, 3) sean elementos de f*.

Puede observarse que el signo es +, de manera que f*={(x,y)|y=~x+1,x€[-], 91}.
Las graficas de fy f* se muestran en la figura A12. Obsérvese, ademas, que para cada
xe[-1,8],

[ror ko =sIf @l= F(x+D) =(fa+1) ~1=x+1-1=x,

y, para cada x €[0,3],

[f'°f](x)/=f'[f(x)]=f‘(x2-1)=.;/(x2—_1)_+7'=\/x—2=x
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Recuérdese que, en general, no es cierto que ¥ x? = x (ver anexo A).

Funciones pares e impares y funciones periédicas

Funciones pares e impares | : 4 . S

Considerando la familia de funciones definida por y = f(x)=x", ne N, tenemos que,
para n par, f(-x)=(-—x)" =x", asi que la grafica de f resulta simétrica respecto del eje Y,

en cambio, para » impar f(-x)=(-x)"=-x"=—f(x), y la grafica de f resulta, ahora,
simétrica respecto del origen (ver figuras A13 y A14).

f =5 n=3
=1
-2 -1 :Il 2
Fig. A13 Graficasde y=x"connpar - , Fig. A14 Griéficas dey = x" con n impar

Lo anterior sugiere la siguiente definicién: | |

Una funcién fes par si, para toda x en el dominio de la funcion, se tiene que f(-x) = f(x),
en cambio, fes impar si, para toda x en el dominio de la funcién, f(—x)=-/(x). Es claro
que sif es par, entonces su grafica es simétrica respecto del eje Y, mientras que si f es
impar, entonces su grafica es simétrica respecto del origen.

P37
| | |
| 2t i
| |
! 1t |
| |
| | o

% \.b/‘\\/*\/

Fig. A15 Gréficade y=x*+1, x e<-2,1] y su extensién periédica

Funciones periodicas l
Una funcién real f es periddica, con periodo p si

[f(x)=f(x:+np),neE, xeDf
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Ahora bien, una funcién f, definida en un intervalo 4 de longitud p, puede extenderse
periodicamente mediante f(x+ p)= f(x). Por ejemplo, la funciéon definida por

f(x)=x*-1, xe<-2,1], puede extenderse periédicamente, definiendo f(x +3)= f(x)
para toda x real (ver figura A15).

Funciones reales, ecuaciones y desigualdades

Sean f y g dos funciones reales, entonces {x € R/ f(x)= g(x)} es el conjunto de

soluciones reales de la ecuacion f(x) = g(x), y, por lo tanto, el conjunto de las abscisas de

los puntos de interseccion de las graficas de f y g. Por otra parte, si las ecuaciones
f(x)=g(x) y F(x)=G(x) son equivalentes, entonces

{x e R/ f(x)=g(x)} ={x € R/ F(x) = G(x)}
Por ejemplo, las ecuaciones x> -2x=2-x y x> —x-2=0 son equivalentes, de manera

que los puntos de interseccion de las graficas de y = x?-2x y y=2-x,y de las graficas
de y=x*-x-2 y y =0, tienen las mismas abscisas (ver figura A16).

y=fx)=x"-2x

y=8g(x)=2-x

R/G(x) =0

| ,
Fig. A16 las ecuaciones f(x) = g(x) y F(x) = G(x) son equivalentes
Por otra parte, supéngase que f y g tienen como gréficas las mostradas en la figura Al7.
Se puede observar, entonces, que el conjunto solucion de f(x)=g(x) es {a,b,c} mientras
que el de f(x)>g(x) es (—oo,a)u(b,c) yelde f(x) < g(x) es [c{,b]u [c,7>.
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Fig. A17 Lectura de la solucién de una desigualdad

Por ejemplo, si se desea resolver la desigualdad: |

Va-x? =|x+1],

entonces, considerando las funciones f(x) = V4-x? y g(x) =x+1, y trazando las graficas
de f,g y -g (ver figura A18), tenemos que el conjunto solucion de la desigualdad dada es

[-2,a]U[b,2].

AN
\
7/ ' _1\.

Fig. A18

T

Ahora bien,a = {x e R|-g(x) = f(x)} = {x e R —(x+1) =~/4—-x* }, de manera que, para

calcular a debera resolverse la ecuacion ~/4—x? =-(x+1).

|

l
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Sin embargo, al resolverla se obtiene, ademas del valor de g, el de b, lo cual se debe a que
el procedimiento de solucién de una ecuacion con un radical, involucra un paso en el que se
deben elevar al cuadrado ambos miembros de la ecuacién, asi que la ecuacion

—(x+1)=v4—-x? se resuelve de la misma manera que la ecuacion (x +1) = V4 -x?.
De esta manera, al elevar al cuadrado se obtiene

(x+1)2 =4—-x? con raices #

Observando la grafica, puede afirmarse, entonces, que
a=(-1-7)/2=-182 y b=(-1+7)/2=082,

de manera que la solucién buscada es:

[— il ﬁ]u[l +2ﬁ ,2] = [-2,-1.82]u[0.82,2]

2




~ Cilculo de derivadas
‘ (Teoremas)
\

Funciones algebraicas: teoremas basicos

a) Funcion constante

Teorema 1 } —=90

Es decir, la derivada de una funcion constante es cero. Este resultado es obvio, ya que
no importa cudl sea el valor del incremento de la variable, la funcién (constante) no
cambia su valor, de manera que el correspondiente incremento (y por lo tanto la razén
de cambio) sera siempre cero.

i
|

b) Funcién lineal Lo

[

d@+b) _

T 2
eorema =

Es decir, la derivada de toda funcion lineal es constante, y su valor es el coeficiente del
término lineal (o sea, la pendiente de la recta).

dlax+b) a(x+dx)+b—(ax+b) adx
& dx dx .
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AlS
¢) Derivada de una potencia | |
d(x") el
Teorema 3 —==nx"", VneQ
dx
Prueba: ver pagina 94. ‘ i Ty
d) Derivada de una suma A
Teorema 4 |[D(f+g)=Df+Dg|
Demostracion: a o e e
Sean u = f(x) y v= g(x), si  es un incremento infinitesimal de la variable, entonces
+g8)x+h)-(f+g)x
poy- LD rg)e)
_ St +gbc+h) - f(x)-gkx) _
h
| |
x+h)— f(x x+h)-g(x
=f( z f()+g( z g()=f'(x)+g'(x)=Df+Dg
e) Derivada de un producto
Teorema 5 |D(f-g)=f-Dg+g-Df| P

g)

Demostracion: ver paginas 94y 95.

Derivada de una constante y una funcion
Corolario (del teorema 5) D(c-f)=c-Df
Demostracion: D(c-f)=c-Df+f-Dc (Teorema 5)
=¢cDf+f-0=c-Df+0 (Teorema 1)
=c¢-Df
Derivada de un cociente I
.Df=f-D
Teorema 6 D(i) =& A ng &
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Demostracion:

Sea ¢ = i, entonces f =¢ - g, asi que, por el teorema 5,

e
F'(x)=¢(x) - g'(x) + g(x) -¢'(x) i
Despejando ¢’ de esta ultima igualdad, tenemos que |
o L@-@-g@ T g FP L.
¢'(x)= = DR
- &) | g(x)
; _E® S M-S 8®  aemewes: e ol
- [s)]?
Funciones trigonométficas directas
Teorema 8 \ [Dy senx = cosx]

Prueba: ver pagina 101 del texto.

Teorema 9 D, cosx = —senx

Prueba:

d(cosx) _ cos(x+dx)—cosx _ cosx-cosdx —senx - sendx —Cosx _
dx dx dx
: i
| _ cosx-(cosdx —1) — senx - sendx

_ xcosdx—l s sendx
dx dx dx

=cosx-0—senx-1=—-senx

Teorema 10 D, tanx = sec’ x

Prueba:

senx cosx-D, senx —senx-D, cosx
D, tanx = D, = > =
COosXx cos“ x
.’»-\l:f~ - - B - CELsotee st tiatewe
2 2
cosx-cosx—senx-(—senx) cos“x+sen”x
cos? x cos? x




by e

Anexo C. Teoremas para el cdlculo de derivadas

Al7
1
= 2 =sec2x
cos™ x ‘ .
RIS =

Con base en los teoremas probados se muestran los tres restantes:

Teorema 11 D, cotx=—csc®x| |
br: i mdﬂ ‘ & trracea(]
Teorema 12 [D, secx = secx - tan x| '
%
Teorema 13 [D, cscx = —cscx - cot x| LA

Funciones trigonométricas inversas

T n
Teorema 14 D, arcsenw = ~—<arcsenw<
‘ 1—w? 2 2
/ | |
y =ai‘csenx :
S L .
| ' Q
: y=senx
€ v oomesy
: -4 PR e §
y=senxf\
m‘i ~ T L g. .< ..... -1

en x
THEE L -

| Fig. A19 | ~— -

Prueba: Para definir la inversa de la funcion

i-

seno, su dominio debe restringirse a alguno en

el que la funcion sea creciente o decreciente. Asi pues (ver figura A19), si

y = f(x)=senx,

x€[-n/2,n/2],

entonces fes inyectiva, y, por lo tanto, tiene inversa. Siendo g esa funci6n inversa, tenemos

que

x=g(y)=arcseny
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Por lo tanto, | [
‘ 1 1
D,arcseny=g'(y)=——=—= \
Y y=¢80) f'(x) cosx i
_ 1 _ 1
V1-sen?x \/l—y2 diosh 8
Es decir: ;
!
D arcsenw = v rvernt - .
1—-w?

De igual manera se definen las funciones inversas para las otras funciones trigonométricas

(o circulares), para las cuales se obtiene:

Teorema 15 D, arc cosw = — !
1-w?
i 1 \
Teorema 16 Dyarctanw = 3 |
+w '
1
Teorema 17 Darccotw=— 3
l1+w
1
Teorema 18 D, arcsecw = >
- w2 - 1
‘ 1
Teorema 19 D, arccscw = ————=——=
R w? -1

Funciones exponenciales y logaritmicas

Teorema 20

D, & =¢"

Prueba |

V4
—ESarccost

(SRR

T aretanw< ¥
———=sarcianw = _
2 2

O0<arccotw<n

O<arcsecw<m,

(L

arcsecw# 5

T

n
—-—<arccscw<—
2 2’

arccscw#0

Consideremos primeramente la funcién exponencial en cualquier base, esto es,

f(x)=d",

a>o,

LS R o)
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l
f(x+h)-f(x)=a’+"-a’ =axah—a“' _ a1

Siendo 4 infinitesimal, la derivada sera

a .
h R h h’
es decir, c : | | :
i ah -1 By
f'x)=a" ;
En particular, si x = 0, tenemos que LA
h h
, a -1 -1 .
fO=a s = : | (A1)

|
Ahora bien, esta dltima expresion corresponde al valor de la pendiente de la tangente a la

grafica de fen x = 0, y sabemos que, para a =1, ese valor es 0 (la funcién es constante). Si
suponemos que la pendiente varia continuamente, tendremos que, si a es “ligeramente”
mayor que 1, la pendiente dada por (A1) es “pequeiia”, pero positiva (ver figura A20a).

-4 . TosEertuRrs

(0,1}

- - s s

Fig. A20a = Fig. A20b

Por otra parte, si la base es “grande”, entonces la tangente es “casi vertical” (ver figura
A20b), de manera que la pendiente es “grande”. Podemos suponer, incluso, que si a es
infinitamente grande, la pendiente de la tangente a la grafica de £, en x = 0, también lo es.

Entonces la continuidad de la pendiente nos permite suponer (por el teorema del valor
intermedio) la existencia de algun valor de a para el cual la pendiente valga cualquier
cantidad positiva dada, particularmente 1. Definiendo como e el valor de la base para el
cual esa pendiente es 1, se obtiene -

e’ -1

f®=¢, fO=——=1 yi [f@=¢
Por lo tanto, : .
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D, &* =¢*
Teorema 21 s
1
Dw Inw= ;
Prueba:
Sea y = f(x) =€*, x € R, entonces, fes inyectiva (es creciente), y su inversaes < =7
x=g(y)=Iny, : ‘a
asi que,
1 1 1
D, Iny=g()=——=—=—
Y E0 =T ey
Es decir: ' : _ e
} D, Inw= " e

Usando el teorema del cambio de base de un logaritmo, el corolario 1 (después del teorema
8.5), y el resultado anterior,

Inx 1 1 ”"
D, 1 =D —=— =
x %Ba¥ = s " Ina Dy Inx xlna o
Es decir: ’
; ‘ 1 s e g
Cc3 D, log, w= wing

Por ultimo, recurriendo nuevamente a la derivada de la funcién inversa, y a este resultado,
tenemos que, siendo y= f(x)=log,x, x €<0,0>, entonces, f es inyectiva (es

creciente para a > 1 y decreciente para 0 <a <1), y su inversa es

x=g(y)=a .
1
asi que D, a = =—-——=xlna a’ Ina
q g'®y) 71 , EA
xlna

o bien: | ’ | o |

C4 | - D, a* =a*Ina

.
b
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Funciones hiperbélicas

| !

La obtencion de la derivada para estas funciones es mas simple, ya que éstas se definen en
términos de la funcion exponencial, de manera que sélo hay que aplicar C1 y la regla de la
cadena. Asi, por ejemplo, | 2|

Dx senh x = D, ¢ __2e—x = ¢ +2e_x =coshx | A
Esdecir: ot i e - e Wom g T
D1 ': | |Dy senh x = cosh x| S .
De manera analoga se demuestraque: L. _,. | .. 7
D2 | ‘ | |D, cosh x = senh x|
D3 ‘ o D, tanh x = sec h’x
D4 - * ' D, cothx =—csch’x
D5 | »  |Dysechx =—sech xtanh x| ’
D6 | . |D, csch x =—csch xcoth x| |

.
1

Por lo general, las funciones a derivar aparecen compuestas, por lo que debe aplicarse la
regla de la cadena. A continuacion se da una tabla con las férmulas de derivacion para las
funciones trascendentes.

‘ .
- Resumen de férmulas de derivacién (anciones trascendentes) g
D o du e
Al senu = cosu —
| ; dx
- du
A2 D, cosu=—-senu —
oot o P . du v B ) 8
, D tanu = sec’ u —
A3 | 4 dx
| ! | du
Ad - | D, cotu = ~csc’ u— , 3
| D, secu=secu Itanu du !
u= . —
AS ), S &
' D, » cu-cotu au
A6 ) cSCu = —CS o
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B1

B2

B3
B4

BS

B6

C1
C2

C3

C4
D1
D2
D3
D4
D5

D6

D.arcsenu = 1 _du
VI-i ax
A 1 du
 arccosu = — —
| V-3 dx
D.arctanu = 5 du
1+u° dx
é 1 du
) arccotu = — —
1+ dx
|
ll)arcsecu—;ﬂ
’ uvut -1 dx
1') arcescu = 1l
lx uvut -1 ax
D, e" =¢e" au
dx
|
D, lnu=l£
u dx
D, log,u= I au
ulna dx
| :
D, b* —b'inp &
dx

.
)), senh u = cosh u du
| | &
D, cosh u =senh u au
dx

D._tanh u = sech’u au
¥ dx

| |
D, coth u=—cschu au

l

du
D_sech u=~sech u tanh u —
) sech u sech u tan udx

| |

: du
D hu=-csch th u —
) cschu csch u cothu =

| S

|
|




Series de potencias: funciones
trascendentes L

En este anexo se muestra cdmo pueden obtenerse los desarrollos en serie de potencias para
las principales funciones trascendentes. En buena medida, los procedimientos aqui
expuestos se deben al matematico Leonard Euler, quien los publicé en su Introductio in
Analysis Infinitorum, en 1748.

LAl : 3 3 . . (315 i £ ALATHNRETI e - { ]
Funciones exponencial y logaritmica

Para la funcién exponencial, véanse las paginas 107 y 108. Ahora bien, si w= es un
infinitesimal, y asumiendo que la funcién exponencial es continua, tendremos entonces que

a? =1+kp oo

LA B T4 ,; [ fa o AR R S B

Si ademas N es un nimero infinitamente grande, tal que NS = x, con x finito, entonces

.

“aVB=g* =14y (A2)

Usando ahora algunas propiedades de exponentes y estas ultimas ecuaciones, tenemos:

A+ )N =a"'¥ =af =1+kp

K=+ )N 1 ans maes

Aplicando la definicion de logaritmo a la ecuacién (A2), resulta:

loga(1+) = Ng =2-(kg) = [+ V¥ 1]
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Si desarrollamos el binomio, considerando que —1 < y <1, tenemos:

loga(1+y)=—];£ 1+iy+ﬁy2+%(%)(l;§l)y3 +...]_1 ,

1 3!
|

y como N es infinitamente grande, tenemos que . ) 1
1-N 1-2N 1-3N T

__=—1’_=—2’-———=_3, .

N N N e
de manera que l Q...J l o L o

 lloggy)=~(y-Ly2 +1y3 -1y |

. Jloga( +y)—k y=2y +3y -3y +) , (A3)

de donde, si a = e, entonces, k =1,y }: ‘

In(1+y)=y-3y* +3y° -4y +-- (A4)

Obsérvese que los desarrollos en serie dados por (A3) y (A4) se obtuvieron suponiendo que
| y| < 1, de manera que el intervalo de convergencia de tales serieses < -1,1>.

Funciones trigonométricas ) L .
Recuérdese que si i es la unidad imaginaria, entonces v e

(a+ib)(c+id) = ac—bdli(bc+ ad),

y si tomamos en cuenta algunas identidades trigonométricas como:

-
cos(A+ B) = cosAcosB —sen AsenB

y ~ sen(A+ B) = senAcosB+ cosAcosB,

entonces, .. , ;e een L e S Y Y

{

(cosz +isenz)(cosy +iseny) = COSzCOSY — senzsen y +i(coszseny + senzcosy) ,
(cosz +isenz)(cosy+iseny) = cos(z+ y)+isen (y +z)
Y de manera analoga, 5 |- '
(cosz —isenz)(cosy—~iseny) = cos(z+y)—isen (y+2z)




|
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Si en estas ultimas ecuaciones hacemos z = y se obtiene:

(cosz +isenz)? = cos2z +isen2z

|
i
|
|
i

y o (cosz —isenz)? = cos2z —isen2z A6 as .
De la misma forma, podemos obtener que |
(cosz + isenz)3 = cos3z+isen3z
y | -~ (cosz—isenz)’ = cos3z—isen3z,
lo que nos lleva a inferir que ‘ 4
(cosz +isenz)” = cosnz +isennz , ,

y ‘ (cosz —isenz)” = cosnz —isennz

Identidades que pueden probarse por induccién matematica. Sumando y restando estas
ultimas ecuaciones se obtiene:
l

cosnz = %[(cosz +isenz)” + (cosz — isenz)"] -

: 1 . : |
y ; sennz = -é—.[(cosz +isenz)" ~ (cosz—i senz)"]
\ i
|
Si z es infinitesimal, entonces, senz=2z y cosz=1. éi ademas n es infinitamente grande,
de manera que »nz = x n sea finito, entonces tenemos que

| cosx = l[(1 +iz)" +(1- iz)"] (AS)
2. 2 Lo mne pater
y . senx= %[(1 +iz)" - (1-iz)" ] ' ~ (A6)
i
Desarrollando los binomios, obtenemos: : i: - 1o
2 ntz2t nb8

| cosx =1- + - +

| 20 46

A _ _n3z3+n525_n7z7+“_
y S TR I T
es decir,

’ 2 4 6 ,
2! 4 6 ‘
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senx=x-E s DX, o
Y » RN (A%)
Por otra parte, las ecuaciones (AS) y (A6) pueden escribirse en la forma , M

() (-5

| cosx=—||1+—| +{1-—

! o 2 N N
Pt

| Yy s\ x\V v
y senx=—||1+— -1-= sl g Tnrue wregy £
: ' 2i N N o o A

Si recurrimos a la ecuacién (4.5), estas ultimas ecuaciones quedan:

L)
| s COSX = 2(e +e e ab (A9)
1 . _ :
y | senx = —.(e"r -e ”‘) (A10)
2i o
De donde, al sumar y restar, obtenemos finalmente,
| SRl Lt
e” = cosx +isenx (Al1)
y ‘ e ® = cosx — isenx (A12)

Las cuales son conocidas como ecuaciones de Euler, que relacionan las funciones
exponenciales (con argumento complejo) con las trigonomeétricas.

kd
Funciones hiperbélicas 1 |

El desarrollo de estas funciones es muy simple, ya que estan definidas en términos de
exponenciales. Asi pues, a partir de las definiciones y del desarrollo dado por la ecuacion

(4.4), tenemos:
&—e”*

2

—_1_ 1+x+ﬁ+£+_x_4_+... —_ 1_x+£2__x_3+ﬁ_...
T2 20 31 4! | 21 31 4

senhx =

ey
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!
|

Andlogamente, a partir de:

|
'
|

obtenemos:

3 5
x° x
senhx =x+—+—+
3t 5
| e +e*
coshx =
2
| ;
2 x4

coshx=1+—+—+---
2!

41

(A13)

(A14)




Serie de Taylor y valores extremos

' 1 ‘ : H
Como puede observarse en el texto, el criterio de la segunda derivada no es concluyente
para el caso en que la segunda derivada de la funcién se anule en el nimero critico. Vamos
a obtener a continuacién, mediante el desarrollo en serie de Taylor de la funcién, alrededor
del punto critico, un criterio que nos permite identificar la naturaleza de un punto critico,

aun en tal caso. ‘

Consideremos, entonces, el desarrollo en serie dekTayhor de falrededor de a, dado por

3

| -
f(a+h)=f(a)+f'(a)h+fz(a)h2+f
|

Recordemos ahora que, si la funcion es analitica en a, su comportamiento alrededor de x =
a esta determinado por su comportamiento en una vecindad infinitamente pequefia de a, es
decir, por su comportamiento en el punto, por lo tanto, si deseamos determinar la naturaleza
de un punto critico (médximo, minimo o punto de inflexidn), basta con conocer el
comportamiento de la funcion en una vecindad infinitamente pequefia del nimero critico.
Para ello sera suficiente comparar el valor de la funcién en el punto critico con su valor en
puntos infinitamente préximos situados tanto a la izquierda como a la derecha de tal
numero.

| |

i

'

|a)h3+.“+%h‘+..- (A15)

Si escribimos (A15) en la forma:

' f(a+h)—f(a)=f'(a)h+fﬂéa)h2+f;('a)h3+~-+L:'(—a—)h"+--- , (Al6)

y si consideramos, ademds, que @ es un nimero critico de f para el cual f(a) = 0, entonces,
esta ecuacion queda:
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f'@ e S7@ s SP@

fa+h)-f@)="— & .

(A17)

! . |
A partir de la cual, observamos que el signo del lado derecho, y por tanto del izquierdo
también, esta dado por el del primer término no nulo de la serie (propiedad lagrangiana),

entonces: | l

a) Si f"(a) # 0, entonces el signo de la serie es el del término f*(a)h®/2, asi que,

al) Si f"(a)>0, entonces f tiene un minimo en' x=a, ya que f(a+h)— f(a) es
positivo, por lo que f(a+ h) se encuentra por encima de f(a) en ambos lados del
====- punto (ver figura A21a).

a2) Si f"(a)<0, entonces f tiene un mdximo en x=a , yaque f(a+h)— f(a) es
negativo, por lo que f(a+ h) se encuentra por debajo de f(a) en ambos lados del
punto (ver figura A21b).

Obsérvese que lo anterior equivale al criterio de la segunda derivada.

\ | o kw ————————

fla+h)___ N ____
f@

Fhomm e
+ e P — - —-————

]
]
b o
]
]

|
Fig. A2la _ , \  Fig. A21b

b) Si f"(a)=0, pero f™(a)=0 , entonces, el signo de la serie estd dado por el del

término f"(a)k’ /3!, el cual es positivo o negativo, dependiendo del signo de f"(a)

(que es independiente de k) y del signo de A, es decir, dependiendo de si estamos a la

izquierda o a la derecha del punto, asi que en este caso la funcion tiene un punto de
¢ inflexion. Ver figuras A22a y A22b. |

¢) Si f¥(a)=0 para j<k,y f*(a)# 0, siendo k un namero par, entonces,
c1) Si f®(a) >0, entonces ftiene un minimoen x=a.

c2) Si f*® (a) <0, entonces ftiene un mdximoen x =a.
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d) Si fP(a)=0 para j<k,y f*(a)=0, siendo k impar, entonces f tiene un punto de

inflexionen x =a. _ 1 . + o

fla) [T

/ ath a a-'l-h
h<0 h>0

Fig. A22a , Fig. A22b

Por ejemplo, considérese la funcién definida por: _
f(x)=x>—10x* + 40x> — 80x2 + 80x — 32 (a)
(obsérvese que f(x) =(x —2)%), |

tenemos entonces que |
F1(x) = 5x* — 40x> +120x% — 160x + 80 - (b)
=5(x* —8x> +24x2 —32x + 16)
Al igualar a cero la expresion entre paréntesis y aplicando el teorema correspondiente a las

raices racionales de un polinomio, puede obtenerse, por division sintética, que una de las
raices es 2, por lo que f’ puede escribirse en la forma:

f1(x)=5(x-2)(x* - 6x> +12x - 8) ,

de manera que 2 es un ntimero critico de f.

Ahora, derivando (b) resulta |

F7(x) =20x> —120x2 + 240x — 160 = 20(x> — 6x* +12x - 8),

de donde obtenemos facilmente que f"(2) =0.
Ademas,

| i
F7(x) = 60x? — 240x + 240 = 60(x? — 4x + 4) = 60(x - 2)?,

asf que f"(2) =0, ; ’
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fPx)=120x-240=120(x-2), f™(2)=0,

y finalmente f"(x)=120>0 para toda x, de manera que f tiene un punto de inflexién en

x=2. Con la informacién asi obtenida, podemos trazar la grafica de la funcién dada, la
cual se muestra en la figura A23.

20[
15

10

-10

-20

Fig. A23
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Tabla de integrales elementales

Formas bésicas

|

j‘udv=uv— vdu Iseczudu=mnu+C Icscudu=ln]cscu—cotu|+C
2 —
j‘undu=n_l_iun+|+c’ Icsc udfz‘——cotu+C j‘ —sen” —+C
(n#-1) N ‘

I@=ln}u\+C Isecutanudu=secu+C j‘ du =ltan-lf‘_+c

u | a+u’ a a

e'du=e"+C cscucotudu=-cscu+C du 1 au

I .[ I—uvm—;sec a+C

J‘audu=_1_au+c Itanudu=ln\secu|+C | j‘ du 1 1, juta -
Ina . a’—u’ 2a |u-a

Isenudu=—cosu+C Icotudu=ln[senu|+C j‘ au_ _ 1, u-al_ -~

| u’—-a’ 2a |u+a

Icosudu =senu+C

Isecudu = In|secu + tany| + C

Formas que contienen /a’ +u’

:
J'ﬂ.}a2 +u’a'u=g~/az +u? +a7ln‘u+x/az +uz‘+C

|

J'uzx/az +uldu= 18‘—(0z +2u*)a* + it

4
a
—?ln‘u+\/az+uz’+c

* Por economia de espacio se utiliza la notacién sen'u en lugar de arcsenu .

|




Anexo F. Tabla de integrales |

A33
I |u+\/a +u |+C 1
a® +u?
Formas que contienen /a* —u> ,
2
jx/a2 —utdu="a? -u* + L sen' L4 C
2 2 a
4
Iu’ Nva* —utdu= %(2u2 —a*)a* -u* + %arcsenz +C
a
Formas que contienen /u’ — a*
i 2
- I\/uz-—azdu=%x/u2—a2 —a?ln'u+x/u2—az‘+c
4
Iu’x/uz -adu= %(2"2 -a*Wut-a* - %ln‘u+x/u’ —a" +C
Formas trigonométricas inversas 1 .
Iarcsenudu =wuarcsenu +1-u? +C
Iarccosudu =wuarccosu —/1-u? +C
Formas exponenciales y logaritmicas ‘
\
Iue”"du = Lz(au -De™ +C
9 |
Ilnudu =ylnu-u+C
Formas hiperbélicas _ ’ T J e
Isenhudu=<;oshu+C Icoshudu=senhu+C Itanhudu=lncoshu+C

Icothudu =In|senhy|+C Isechu du = tan”'|senhu|+ C Icschudu =Injtanh 14|+ C




Soluci6n a problemas selectos
| |

En este anexo se dan las respuestas o sugerencias para la solucién de algunos de los
problemas propuestos al final de cada seccidn del texto. Para algunas de las secciones no se
da solucién a ninguno de los problemas, sin embargo, conforme se avance en el curso, se
utilizara la pagina WEB? para dar soluciones a todos los problemas que presentan alguna
dificultad especial y para hacer comentarios al respecto de cada uno de los temas del curso.

UNIDAD 1. CONCEPTOS BASICOS

Seccién 1.1, p. 12
1. f(-2+a) es infinitamente grande y negativo si @ <0; e infinitamente grande y
positivo si @ >0. |

f(2+a) es infinitamente grande y negativo si a < 0 e infinitamente grande y
positivo si & > 0. | |

f(N) es un infinitesimal negativo si N <0; y un infinitesimal positivo si N > 0.

3. f(a) es infinitamente grande y positivo para cualquier infinitesimal a, sea cual sea su
SlgIlO | ‘
f(N) es un infinitesimal positivo para cualquier N infinitamente grande, sea cual sea
su signo.

2 Se dispone de una pagina en la Divisién de Materias gedéuticas de la Facultad de Ingenieria de la
Universidad Auténoma del Estado de México. Si se desea consultar algo al respecto de este libro, se debera
entrar en la pigina “Arcos”.
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5. f(1+a)=1 (despreciando infinitesimales), para cualquier infinitesimal o, sea cual sea
su signo.

] |
f(N) es un nimero infinitamente grande, del mismo signo que N.

6. f(1+a) es infinitamente grande y positivo si a <0, e infinitamente grande y negativo
sia>0.

. '_'%.
f(N)=1/2 (despreciando infinitesimales), para cv.Lalquicr N infinitamente grande, sea
cual sea su signo. | |

8 flo)= /3 (despreciando infinitesimales), para cualquier infinitesimal a, sea cual sea
su signo.

' . . ‘ . .
f(N)= J2 N (despreciando infinitesimales), asi que f(N) es un némero

infinitamente grande, del mismo signo que N. }
9. Obsérvese que: , TP
' 2
Cox? _W=—1/1+-—22— si x<0
x“+2 x x
g)=———= ’

2
4/x :2=,/1+% si x>0
x x

de manera que si a es infinitesimal, entonces g(a)es un nimero infinitamente grande
del mismo signo que a. | I

Por otra parte, tomando en cuenta la ecuacién anterior, tenemos que si N es
infinitamente grande, y si despreciamos infinitesimales, entonces g(N)=-1, si N es
negativo, mientras que g(N) =1, si N es positivo. ‘

Seccién 2.2, pp. 50-51. |

1. f(x)=;c"Tl | D, —R_1)

30
20

10

-10

-20

-30
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S D==N, f.(1)=N,, con Ny y N, infinitamente grandes (y positivos), asi
que la grafica de f tiene una asintotaen x=1.

2x% —x-1 ‘
P |
D, =R-{-1/2}

El numerador y el denominador se anulan para x =—1/2 . Factorizando tenemos:

_2xt-x-1_ (2x-1(x-1)
A T S
grafica de w es la de la recta w=x-1, con un hueco en (-1/2, -3/2).

o |

-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1.5 ’ ) b
-0.5 3
- o 1“
; . | !

=x-1 ,lexccpto para x=-1/2, asi que la

!

Figura del problema3 Figura del problema 5

. . [
5. Aplicando la definicién de valor absoluto, tenemos:

i+l tl1<o
h(t) = t+1 _ |-(t+1) ‘ _{-1, t<-1
: | - T, t=2-1
. T e+l e+l 50
t+1

Por lo tanto D, =R. l

Ademés h_(-1)=-1y h (-1)=1, asi qﬁé la gréafica de A tiene una discontinuidad
desaltoen t=-1.

7. s(t) =2t +25-12 k
D, ={teR|25-1* 20} =[-5,5]

La funcién s es continua en este conjunto.

|

.
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Figura del problema 7

1 .
-, x<1
G(x)=3x

x2-1, x21

o

Figura del problema 9

|

D, =R-{0}

El cero estad dentro del dominio que corresponde a la “parte izquierda” de la
funcién, la cual tiene como gréfica a una hipérbola con una asintotaen x=0.

Por otra parte, G_(1)=1/1=1Yy G+(l)=ll’—1=0¢G_(1), asi que la grafica de G

tiene un salto en x=1.

11. La funcién est4 definida en dos plartes, cada una de las cuales es continua. Ahora, para
que la funcién f sea continua en todo su dominio, se requiere que f_(1)=f,(1), es
decir: ‘ |

2-1=31)+c = c¢=-3

Figura def problema 11

Figura del problema 13

13. La funcién estd definida en tres partes, cada una de las cuales es continua. Ahora, para
que la funcién fsea continua en todo su dominio, se requiere que f (-2)=f,(-2) y

f£.() = £, (1), es decir: |

L8
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-2=a(-2’+c y a()*+c=1

{4a+c=—2 |

a=-1, c=2
a+c=1

Seccién 2.3, pp. 65-67. [
2. D, =R-{-2,2}

Asintotas: x=-2, x=2.

-

-l—\z\-a -1 -2‘1\ 3 [

\\ . \\
I

|

Figura del problema 2 ‘

4. D, =R, Asintotas: y=0

6. D

v |
, =R, Asintotas: y=3
| |

\
\a

1"'-,‘;
-18 -10 -5 : 1 10 15
Figura del problema 6

8. D, =R
Asintotas: obsérvese que

£ £

Figﬁfa del prdbiema 4

Figura del problema 8

s() = = . =’ (1+4r7%)""?
® JiP+a tQ+ahy? ( )
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Desarrollando el binomio; ' l

s@t)=1t* [l —%(4t’2)+o(t'4)] =t2~2+0(t™%)

Por lo tanto, para N infinitamente grande: ’

[
i

s(N) = N? -2+ infinitesimal
Asi que ﬁna asintota de la grafica de s es la pardbola s =2 - 2.

Finalmente, obsérvese que s es impar, de manera que la pardbola obtenida es
asintota solo en la “parte derecha”, en la parte izquierda tendrd que ser la pardbola

s=—t2+2

10. D, =R-{0}
Asintotas: x=0 y z=t -

. ! Figura, problema 10

12. Lainformacién indica que la grafica de f: { ‘
en la parte izquierda tiene por asintota a larecta y =1,
tiene una asintota en x = —1 y una discontinuidad de saltoen x=2,y
en la parte derecha tiene por asintota a larecta y =0.
14. f(-N)=2, f.(-3) es infinitamente grande y negativa, fi(-3) es infinitamente grande y

positiva, f.(3) es infinitamente grande y positiva, fi(3) es infinitamente grande y
positivay f(N)=2. o i

16. f(-N)=N+1, f(0)=2, f,(0)=0y f(N)=N-1.

N
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18.  Minimo: 3(—1)+%=—%, maximo: 3(2)+%=-;~ "
, 1 3 .1
20. Minimo: -5(5)+4=5, méximo: -5(—2)+4=5

22.  Minimo: -3, ; maximo: 1
24.  No tiene minimo ni méximo
26. Minimo: tan (-7 /4)=-1, méximo: tan (z#/4) =1

28.  Minimo: f(b) maximo: f(a) |

30. Definiendo la funcién ¢(x) = x2 —+/x+ 2, tenemos que ¢ es continua en su dominio y
por lo tanto en el intervalo dado. Ademas, ¢(0)=—/2 <0y ¢(2)=4—-/4=2>0, asi
que la ecuacién ¢(x) =0 —y por lo tanto la ecuacién dada, ya que son equivalentes—
tiene una raiz en el intervalo [0, 2]. | -

Para encontrar la raiz en el intervalo dado, podemos aplicar el método de biseccién,
hasta encontrar que, con precision de centésimas, la raiz buscada es 1.35.

32.Si f(x)=x’-2, entonces, f es continua en todos los nimeros reales. Ademds,
f(0)=-2y f(10) =998. De esta manera, conforme x varia entre 0 y 10, la funcién
toma todos los valores intermedios entre -2 y 998, en particular 25.

Seccién 2.4, p. 77. B ]

Yt +1-Vx2 41 (1+x)" -1+ x?)"
: =

x2

2. Sea ¢(x)= , al desérrollar los binomios y

simplificar, obtenemos:

| ¢(x)=—1—2|:(1—1)—lx2+o(x‘)]=—l+o(x2)
1 x 2 2

i
asi que y_!."l(} #(x) =-3
4 m(ox?+1-3x)=0 '

6. Recuérdese que para w<0, ~/w’ = w|=—w, de esta manera, para x +1 <0, tenemos:
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/ 2
Por lo tanto, lim * +1 = —00
- x4 1

. 1-3x 1-(1+w)'?
8- S = W=
@) 1-4/x° Fa+w) 1-Q+w)"*’

de donde linlm f(x)= H“} fw)= g

—x3 —2x?

3 2
10, lm|-% -2 | iim =
2a(2x7 +1 4x—1) = (22 +1)(4x-1)

UNIDAD II. CALCULO DIFERENCIAL

Seccién 3.3, pp. 107-110 x
1. a)-3.141592548

b) 0.2499968

c) 8.2123541.

-x’+o(x?) 1

lim =
- 8x% 4 o(x?) 8

-—

2. i
P 2 )
P 1 2
1.4 ; 2.639015821
141 2.657371622
1.414 2.66474965
| 1.4142 | 2.6651119088 .
|

a) 2.665144142

b) La sucesion correspondiente a la primera

co

la correspondiente a la segunda columna converge a 272,

lumna converge a 2, por lo tanto

¢) Ninguno de los valores dados por la calculadora, para nimeros irracionales, es
exacto, tan s6lo son aproximaciones, con el numero de cifras que utiliza la

calculadora.
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d) |
h g
0.1 1.903869717
0.01 1.8864911
0.001 1.88473662
0.0001 1.884561

De acuerdo con esta tabla, el valor aproximado de f'(2) es 1.885.

5. a) 2sen2x+8xcos2x —4x*sen2x

b) 18¢* +5xe* +27x%*
c) 3
d 2
e) (2n)|!x"
7. a2
b) 1
c) 1/e
9 s= @

" f'(a)

Para la funcién exponencial, s =1.

Seccién 4.1, pp.121-122

5. a) n=7
P(x) f(x) (calculadora)
0.1 0.099833416
0.01 | 9.999833284 x 107
| 0.001 9.999998333 x 10™
| 00001 9.999999983 x 107
| 0.00001 1x107

.
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b) n=5 |
P, (x) f(x) (calculadora)
0.1 0.099833416
0.01 9.999833334 x 107
0.001 9.999983333 x 10
0.0001 9.999999983 x 10°
0.00001 1x10°
c)n=3
P.(x) f(x) (célculadbra)
0.1 0.0998333333
0.01 9.999833333 x 107
0.001 9.999983333 x 10™
0.0001 9.999999983 x 107
0.00001 1x%10°
d) n=1 ,
P(x) £ (x) (calculadora)
0.1 0.1
0.01 0.01
0.001 0.001
0.0001 0.0001
0.00001 0.00001

Seccién 4.2, pp. 131-132

1.  a) 0.01025
b) 0.01032,0.7%
¢) 0.01025, 0

l
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Seccién 5.2, pp. 158-159 |

1.

Seccién 5.5, p. 182. - |

3.

Seccion 5.6, p. 186.

Sugerencia: Considérese fija la longitud del tramo de tubo y variable el ancho b del
corredor. Ahora obténganse la ecuacion de la curva que describe el extremo libre del
tubo cuando el extremo fijo se desliza sobre la pared del otro corredor y el tubo
permanece en contacto con la esquina formada entre ambos corredores.

Finalmente, determinese el méximo de la curva obtenida. El resultado dara la relacién
entre la longitud / del tubo y el ancho b del corredor.

a) (-0.6, -0.8) | - -
b) (2.6, -3.2) } | ]

Los puntos en cuestion son las intersecciones de la circunferencia y la recta que pasa
por el punto dado y el centro de la circunferencia.

0.828427

3
L a0
b) -1/6
d) In3
| o | .
UNIDAD III. CALCULO INTEGRAL | ; BTN Ol

Seccién 6.1, pp. 196-197. ‘

[
.

3
gy | X _X +%§arcsen(£)+c
8 4 8 3

(1+tanw)tanw

—arcsen(3-2z)+c¢

2 2|
l{ln1+Jl+t _«/l-lz-t :‘+c

2 t t

|
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Seccién 6.2, pp. 208-209
1. 54

Seccién 6.3, pp. 220-221

42
2

7. 35.6896
Z ~1.5708
2

11. = =3.1416

Seccién 7.1, pp. 234-235.

2. Z 1178
8
s, 1287 57446
7
6.  37=94248
8. 1—635 =16.755

10. —2§7-(—1+10Jﬁ)z 9.0734

12. 6a
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