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En el capitulo 6, se hace un compendio de todo lo visto, pero ahora para sefiales de tipo
discreto, destacandose la importancia del teorema del muestreo en la aplicacion de toda la teoria
vista con antelacion. Es importante destacar que este ultimo capitulo es de fundamental
trascendencia, debido a que la mayoria de las seifales con las que trabajamos en la practica
profesional son de tipo discreto. Si se desea profundizar en alguno de los temas, se sugiere al
lector que consulte la bibliografia que aparece al final del texto.

Por otra parte, cabe hacer menci6n que este libro no ha sido desarrollado con la rigidez
que un tratado formal de matematicas requiere, sino con objeto de mostrar el significado y forma
de aplicacién de una herramienta matemadtica, como lo es el analisis de Fourier. Por lo cual
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| CAPITULO 1

| TEORIA DE LA APROXIMACION DE FUNCIONES

11 APLICACION DE LA TEORIA DE LA APROXIMACION

La teoria de la aproximacidén de funciones nos sirve para
' encontrar una funcidén analitica a partir de datos discretos.
\

| Las técnicas para aproximar funciones que se detallan a

' continuacidén, se utilizan cuando tenemos una forma de onda conocida,

1pero de la cual no se tiene su expresidn analitica, o bien, cuando
‘ésta es muy complicada. Para aproximar una funcidén, utilizamos
\ . . . . .
'expresiones de tipo polinomial que pueden ser reales o complejas.
|

|

|

\
\‘1.2 APROXIMACION DE FUNCIONES POR POLINOMIOS REALES

‘ Una funcidén de aproximacidédn fa(t)

puede estar dada por un
\polinomio de cualquier grado de la forma:

2 3 n
) = a +at +at+at+ . . . +at 1.
‘ . i [¢] 1 2 <)

donde el problema principal consiste en determinar las constantes
|

a

A, a, ... a para un tiempo t definido, de manera que fa(t) sea
o .
una "buena aproximacidén'.

1 Un criterio para que una aproximacién sea buena consiste en
|

imponer la condicién de que la funcidén original f(t) y la funcidn
&proximada fa(t) tengan un nimero finito de puntos en comin.

E Si se tienen n puntos en comin,
cada punto; el grado de cada polinomio

| . Pe
qprox1mada sera ,de (n-1).
|

se genera un polinomio para

para determinar la funcién

Por ejemplo, si se tienen tres puntos (n=3)

|
#1empos t1’ tz, Y t3, se

en estos puntos:

en comin en los
iguala la funcidén original a la aproximada



‘ f(tl) = fa(tl)

it

| , £(t,)) = fa(t)) 1.2

f(t3) fia(ta)

‘ donde:

2

| fa(tl) = a + axt1 + a2t1

‘ 2
fa(tz) =@k alt2 + azt2 1.3

2

fa(ta) = a  + alt3 + a2t3

Obteniéndose de este modo un sistema de tres ecuaciones con
tres incdgnitas, del cual se obtiene el valor de los coeficientes
a, a, a, y se genera la funcidén de aproximacidn fa(t) .

Para establecer qué tanto se parece la funcidn original a

la funcidén aproximada se realiza un estudio del error, el cual se
calcula mediante

e(t) = f£(t) - fa(t) 1.4

Ejemplo 1.1

Si f(t) = cos % t , Yy queremos un polinomio que coincida en
tres puntos (-1,0,1), se toma a la funcidén original

f(t) = cos L

y la funcidén aproximada

falt) Z at'
i

Il

I
(@]




A f(t)=cos Lt

~Y

Figura 1.1

Sustituyendo los puntos dados,

obtenemos un sistema de tres
ecuaciones con tres incdgnitas:

fa(-1) = cos (-n/2) = 0 = a -a + a
fa(0) = cos (0) = 1 = a_
fa(l) = cos (n/2) = 0 = a +a + a,

resolviendo el sistema, nos queda que

por lo tanto, la funcidén aproximada estara representada como

fa(t) = 1 - t°
y la funcidén de error estara dada por

e(t)
e (t)

lt

f£(t) - fa(t)

m 2
cos 5 t - (1 - t%)

Si evaluamos el error en (-0.5) y (0.5),

It

€(-0.5)
£(0.5)

0.7071 - (1 - 0.25)
0.7071 - (1 - 0.25)

~-0.0429
-0.0429

i



y si ademéds evaluamos para otros puntos,

donde la funcidn porcentual de error estara determinada por

- fa(t)

_ f(t)
B f(t)

€% (t)

x 100 1.5

obtendremos la grafica de

' la funcién de error.

' e(t) €% (t) A
| k1 0 0
. -0.5 ~0.042 | 5.96 B
0 0 0
0.5 -0.042 | 5.96
1 0 0

-1 -0.05 - 0.0% 1
<0,042}

~~0.05 .

~ Y

- - 0.1

Figura 1.2

De los ejemplos anteriores, podemos observar que:

a)

b)

En este método de aproximacidn, al

el grado del polinomic,

de

se

aumentar el numero

puntos en comin y, por tanto,

obtiene una mejor aproximacidn, pero el sistema de ecuaciones

es mas grande y los valores de los coeficientes del polinomio
de 1la de

coeficientes del polinomio de la funcidén de aproximacidn de
distinto grado.

funcién aproximacién son diferentes a 1los

En este método, el calculo del error se realiza punto por

punto.

Otra forma de evaluar la calidad de la aproximacidn es a

ttxravés del error promedio.




El error promedio evalia la calidad de la aproximacién en
.~ todos los puntos dentro de un rango, por lo que

| - C tz

‘ €o = F—T[ C(t) dt = E——:_lf-t—'[ [f(t) = fa(t)]dt 1.6
\ 2 1 v 2 1 t

1 1
|

~ Ejemplo 1.2

‘ Si queremos un polinomio que coincida en tres

puntos
\ (0,1,2) para una funcién original de la forma

|

|

“ . ‘f(t)=cos-—'§ t
\

|

\ f(t) = cos g t 1

|

|

|

|

| . 1 1 T
\ 1 2 t
|

|

|

|

| - Y

|

|

\ Figura 1.3

|

‘\

%y una funcién aproximada dada por

\ n

!‘ fa(t) ==Z aitl

| 1=0

\entonces,

\ fa(0) = cos (0) = 1 = a,

\

\ fa(l) = cos (n/Z) =0 = a, +a +a,

\ fa(2)‘= cos (m) = -1 = a oF 2a1 + 4a2

\

'resolviendo el sistema, nos queda



por lo tanto, la funcidén aproximada queda representada como

fa(t) =1 -t

v la funcidn de error estarad dada por

e(t) = cos

t - (1 -t)

Nl

En la figura 1.4 se muestra la grafica para otros puntos.

b gt
t e(t) _
0 0
0.5 0.2071
1 0
145 -0.2071 LR oL by
2 0

1\\\\////2 t
-0.207i -

Figura 1.4

Si ahora calculamos el error promedio:

t t
2 2
1 1 -
Eo = T ¢ [ e(t) dt = +— J [£(t) - fa(t)ldt
2 1 2 1
t t
1 1
2 2
1 1 1L
€o = 35 [ e(t) dt = 5 J [cos 3 t - (1-t)ldt
Y0 0
2 2 5
1 1 12 T 1
€o = 5 J COS-é t dt - 3 J (1-t)dt = 5 = sen 5 t 5 (t
0
0 0
€o = = (senmn - sen 0) - % (2-2) 0 =0




. por lo tanto,

.‘esto puede hacer suponer que el error real es cero, lo cual como se

cbserva en la figura 1.4 no es verdad. Lo anterior nos indica que el
‘ N

- error promedio en algunos casos no es un buen criterio para evaluar

'a la aproximacidén, ya que en el proceso se cancelan errores

positivos con negativos.

Un método para evitar que se cancelen errores positivos con
|

' negativos es el del error cuadrético medio, que se define como

\

| "

‘ 2 1 2

\‘ £ = Ft-t— [ E(t) dt 1.7
2 1 t

1
\
'por lo que:
) t
\ 2
‘1 82 = 'E—‘:_I:T J [(fF(t) - fa‘(t)]z dt 1.8
\ 2 1
\ tl

\

& Al desarrollar el binomio al cuadrado de la expresidén 1.8 y
\

|

suponer una aproximacidén para tres puntos, se sustituye la funcidn

\aproximada por el polinomio correspondiente.

t t
\ 2 2
\
S { [£(£)1%dt - 2 { (a_+a t+a t®) f(t)dt +
} 2 1, 2 1 )y
! 1 1
!
\ t
| 2

1 2,.2

1 . 1.9
| + Tt [ [ao+a1t+a2t] dt
] t

1
\

| Para conseguir que este exrror cuadridtico medio sea minimo,
se imponen las siguientes condiciones:



| t, t.
2 “
8¢ _ 8 1 2 2 2
| aau aak ta't1 (f(t)]°dt - ¢ (a0+a1t+a2t yE(t)dt +
| t 2 ve
| 1 1
| i 1.11
t
\ 2 '
\ 1 ) 242
‘ + Q‘T [ [ao+a1t+a2L ] dt]
| t
| 1
dado que la primera integral se toma como la derivada de una
‘ constante,
|
) t, t,
ée 38 |_ _ 2 ' 2 1 2l2 .,
| 5a, ~ Ba, l Tt J [a()+a1t+a2t ]f(t)dt + tz"tzj [ao+a1t+a2t] dt.]
\ t t
y 1 1
| 1 12
|
. por lo tanto, para k = 0, 1, 2, tenemos que:
t t
5 2 2
dE 2 1 2 -
¥ T~ T J f(t)dt + - tI 2[a0+a1t+a2t ]dt = 0 1.13
0 2 1 2 1
t t
‘ 1
) t, £l
ae 2 1 2 B
‘ e = % J tf(t)dt + E—T_f[ 2t [ao+a1t+a2t ]dt = 0 1.14
1 2 1 2 1),
| - t t
‘ 1
‘ t t
B} 2 2
3¢ 2 2 1 2 2 B
| = " E-t ‘{ t°f(t)dt + 1 t[ 2t [a0+a1t+a2t ]dt = 0 1.15
\ 2 2 "1 ), 2 e
\ 1 1
| ;



despejamos las expresiones anteriores, considerando que tratamos de

encontrar wuna funcidén aprcximada por tres coeficientes que

represente a la original. A continuacidén se realiza la integracidn
de la funcidn aproximada:

t, t,
f(t)dt = a +a t+a t’|ldt = a (t - t ) + i{(tz- t?) az(t3 t%)
o 1 2 0'"“2 1 i\ by o mE,
t t
1 1
1.16
t, t,
2 aO 2 2 a‘l 3 3 a2 4 I
tf t t = t £ —_— =5 N S— — P —
(t)d [ao+a1t+a2t ]dt 2(t2 tl) + 3(t2 tl) + 4(t2 tl)
t t
1 1
1.17
& iy
2 2 2 aO 3 3 al 4 4 a2 5 5
t°r(t)dt = |t [ao+a1t+alzt]dt = —g(tz- t1) + -4~(t2~t1) + —S(t?‘-tj)
1t t
1 1
1. 18

Y para dos puntos cualesquiera gque cumplan con t2 >t , se

obtiene que la segunda derivada siempre serd mayor que cero, ya que

(t2~t1) > 0 y, por lo tanto, se cumple con la segunda condicidén para
que el error cuadritico medio sea minimo:

522

— = tz—tl > 0 1.19

4 a
o

2_2

gde 1L (t3-t3) > 0 1.20
2 3 2 1

4 a
1

2 2

9e _ 1 (¢5.¢5) > 0 1.21
2 5 2 1

d a



Ejemplo 1.3

Usando 1la funcién dada

e€Xpresiones
aproximacidn
Dada

}V

1.16,
tal,

1.17 vy 1.18 para

encontrar

que el error sea minimo.

14
f(t) = cos 3 t

fa(t) = a, + alt

para t e (-1, 1), tenemos que:

1

£(t)dt = a_(t_- t) o+ =i

2

{de = £ (m

—
~+
Y
)
O
9]
ST
w

10

2
+ azt

N
V]

en el ejemplo 1.1, aplicamos 1las

una funcién de



Al resolver el sistema de ecuaciones,

3
a = —3(20 - )
T
a =20
1
15 2
a, = 1 (m™-12)

por lo tanto,

Fa(t) = 33(20 - ) 4+ X3
w ¥ T

(n2—12)t2

por lo que el error cuadratico medio minimo estard dado por
expresiodn:

si evaluamos la integral

e = 0.017

y el porcentaje de error dado por la expresidn,

2
€

2 (%) = —= x 100 1..

F
/

donde F° es el valor cuadritico medio de la funcién f(t),

2
/ 2
A [ [£(t)]1°dt 1
t

1

por lo que

1
. 1 L4 2 _ 1
F2=—§[[COS~2-t]dt-2
-1

la

.23



Es conveniente hacer notar que para obtener una mejor
aproximacién por este método es necesario aumentar el nGmero de
puntos en comin y, por lo tanto, derivar e igualar a cero la
expresién 1.8, que representa a la funcién de error cuadratico
medio, con el nuevo grado del polinomio y obtener las expresiones
equivalentes a la 1.16, 1.17, 1.18, etc., para determinar los nuevos

valores de los coeficientes.

1.3 APROXIMACION DE FUNCIONES POR FUNCIONES: ORTOGONALES REALES

1.3.1 Funciones ortogonales

El concepto de ortogonalidad de funciones es una
generalizacién natural del concepto del sistema ortogonal de
vectores.

Un sistema ortogonal de vectores puede describirse como

tres vectores unitarios mutuamente perpendiculares y cuyos productos
interiores son

(¢ , ¢n) =8 (m, n =1, 2, 3) 1.24
0 sim=#=n

§ = 1.25
m" 1 sim=n

donde ¢1, ¢2 Yy ¢3 son perpendiculares entre si.

Cualquier funciédn g¢q(r), que tenga valores reales cuando

r =1, 2, 3, representard a un vector si se acepta que estos valores

sean las componentes del vector.

Si el espacio es de k dimensiones, la funcidén ¢(r) tendra

valores para cuando r =1, 2,...k.

Si wuna funcién g¢(t) estd definida para un intervalo
a =t = b, y la consideramos como un vector, sus componentes deben
consistir en todas las ordenadas de su grafica.

La "magnitud" de 1la funcién g¢g(t), lo mismo que para
cualquier vector, es la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de
sus componentes.

12



| b

le(e) | H

172

[q(t)]zdt} 1.26
| a

Lo mismo que para los vectores, la condicidén para que dos
| funciones sean ortogonales se expresa como

| {q]&f;), qz(t)] = 0 1.27
'y, por lo tanto,

b

‘ J "1(‘) g (t) dt = 0 1.28
‘ 2

‘ a

| Dado lo anterior, una sucesidén de funciones es ortogonal en
‘el intervalo (a, b) si sus productos interiores

| (5.0, 9, @) =0

cuandom # n (m , n =1, 2, 3 ...), y tendrd un valor determinado

‘(dado por el tipo de funcidén de que se trate) para cuando m = n.

|
' 1.3.2 Aproximacion por funciones ortogonales reales

| Para realizar esta aproximacidén se utilizan funciones

}reales, las cuales tienen la caracteristica de ser ortogonales para

un intervalo dado. Es decir, la variable t es ahora sustituida por

‘una, funcidén ortogonal a la que llamaremos G(t).

\ Sea la funcidén f(t), la que va a ser aproximada en el
‘intervalo t € (t,, t, + T).
| Para realizar la aproximacidn se utilizard una serie finita

‘de la forma:
|

i
| fa(t) = AG (t) + 4G (t) + AG,(t) + ... + AG (t) 1.29
|

‘donde Gk(t) es el k-ésimo miembro de una cierta clase de funciones y
‘Av el coeficiente que se desea obtener con el método del error

13



cuadratico medio minimo (ECMM) ; por 1lo tanto,
del error cuadrético medio,
aproximacién, de modo que:

Se usa la ecuaciédn 1.8
Pero aplicando este nuevo polinomio de

t
2
2 1
E = t=F J (£(t) - fa(t)]%dt 1. 30
2 1
t
1
t
1 2 tz tz
2 - 2 2
2 1 t 2 1 t t2~t1
1 1 tl
1.31
donde :
t representa el valor'cuadrético medio
. : de f(t) o el contenido de potencia
f‘%{" [ [£f(t))%°dt = F2 de la funcién para toda te(t , t ).
2 1),
1 1.32
y
t representa el valor cuadrdtico medio
. ' de fa(t) o el contenido de potencia
?;“%T:‘ [f (£)]1%dt = F? ge la funcién aproximada para toda
2 ‘ 1 @ = € (tl ’ tZ) .
t1 SP3S

Para minimizar el error, se obtiene nuevamente la primera

derivada y se iguala a cero:

t t
2 : :
3E° 3 1 2 2
k k 2 2 1
t, L
1.34
t
2
1 2
s [fa(t)]3dt
2 1 t

1

14




Dado que la derivada de la primera integral es cero,

OE. _ o 2
EY Sy S f(t)fa(t)dt
k k 2 1 t

1

t
2

1
= [ [fa(t)]zdt] = 0
t

2 1
1

Al tomar las integrales por separado, tenemos que la
primera integral de 1.35 es

tz t2 t2
J f£(t)rfa(t)dt = AbJ £{t)e (t)de + A‘J £(t)G (t)dt
¢ £ 4
t
2
+... +A5J r(t)e (t)dt 1.36
t
1
Y, por lo tanto, su derivada es
t, t,
lé)
EZ;J f(t)fa(t)dt = J f(t)Gk(t)dt 1.37
t t

1 1

por otro lado,

la derivada para la segunda integral de la expresién
1.35 es

tz t t
A

2 2 2
KB ) 2 N a n N
a“u J {fa(t)]dt = I J [Zaicl(t)} dt = 2 J {ZAIG (t)] G (t)dt
t k t i=0 t i ! .

1 1 i



desglosando la serie, ge tiene:

t

2 2

)

-(.;ka [AoGo(t) * 4,6 (t) + 4,G, (t) Pt 4G (L) 4.4 AnGn(t)] dt =
t

1
t

2
= 2[ [AoGo(t) + A1G1(t) + Asz(t)+”.+Aka(t)+..nh%Gn(t)]Gk(t)dt
t

1

1.39
Sustituyendo 1.37 y 1.39 en la ecuacién Original 1. 35,
tz tz
or” — | ft)e (t)ar 4.G,(t) + 4G (t) + ac (¢)
EY t -t - “0% 46 ARG
2 1 2
t t
1 1
oo+ 4G (t)+...+2 G (t)]G (t)dt = ¢ 1.40
k k n n k
al despejar 1.40, tenemos que:
.tz tz
] f(t)e (t)dt = J‘ (A G (t)+...+a ¢ (t)+...+2 @ (t)]G (t)dt 1.41
k 0 0 k k n n k
t
1 1
Y separando las integrales,
tz t2 t2
J f(t)Gk(t)dt = AOI GB(t)G&(t)dt +.o. 0+ Ak] Gk(t)Gk(t)dt +...4
t1 t1 t1
t
2
+ AJa th)G(t)dt 1.42
t

Si consideramos que las Gk(t) pertenecen a una clase de
funciones ortogonales que cumplen con la condicidn de ortogonalidad, .

16



t,

0 ; k=j
_ 1.43
[ G, ()G, (t)dt = [to : kej
't
1

tiene que todas las integrales de 1.42 son cero, menos cuando
k=j, por lo que

tz tz

J £(t)e (t)dt = AJ [Gk(t)]zdt 1.44
t t

1 1

despejando el coeficiente a .,

la segunda derivada debe ser mayor que cero,

t
2

J f(t)Gk(t)dt
t

1

. T 1.45
2

J [Gk(t)]zdt
t

1

Para que el error al usar los coeficientes Ak sea minimo,

por lo gue obteniendo

' la segunda derivada de la expresidn 1.44, tenemos que:

t ‘ t
2E2 2 2
E_ 8 | .| ftye(t)dt + 4| [6 (t)]1%dt 1.46
6112 aAZ k k k
k t t
1 1
t
-] o
LI I G (t)1%dt > O 1.47
2 k
oa> ],

1

expresién que se cumple, ya que al estar elevada al cuadrado, la
- integral es positiva.

17



Si Gb(t), Gx(t)' GE(t),.“,’ Gk(t),.“, GL(t) cumplen con 1a
condicidn de ortogonalidad en el intervalo te(tl,tz),

Puede ser aproximado por fa(t)
siguiente manera:

entonces f(t)

e€n ese intervalo con el ECMM de 1a

fa(t) = AoGo(t) + 'A1G1(t) + AZGZ(C) + .0+ AnGn(t) 1.48

- donde:

t,

J f(t)Go(t)dt
t

1

0 t2

J (6, (t)]%de
t

1

=
2

J f(t)Gi(t)dt
t

1

X £ 1.49
2

[ [c, (t)]°%dt
It

1

t
2

‘J f(t)Gn(t)dt
t

1

n t
2

| J e (t)]%at
7 t

1

Es importante hacer notar, que el valor de cada uno de los
¢oeficientes

Ak se mantendra constante,
|

no importa el nidmero de
coe

Es decir, los coeficienteg Ak
lo cual se debe a 1la propiedad de

ficientes con los que se trabaje.
son independientes uno del otro,

18



ortogonalidad de las funciones con las que se trabaja. Lo que es una
ventaja respecto a los métodos de aproximacidén anteriores.

Para obtener 1la funcién de aproximacién por medio de
funciones ortogonales, es necesario que cada una de las funciones

G, (t), G (t), G,(t),..., G (t),..., G (t) sea un polinomio, donde
iGm(t) es el polinomio de n-ésimo grado:

GO(t) - aOO
G1(t) = 8, t a“t
B 2 1.50
Gz(t) =a, + alzt +a,t
- - 2 n
Gn(t) = a _ + alnt + aZnt + ...+ annt

y ademds que formen un conjunto ortogonal en el intervalo te(tl,tz) .

1.3.3 Aproximacién de funciones por polinomios de Legendre

Un conjunto de funciones que satisfacen las condiciones
anteriores en el intervalo te(-1,1) son los llamados polinomios de

Legendre, que se establecen de la ecuacidén diferencial de Legendre,

2

(1-t2) -4 p (¢) - 2t —19 P (t) + n(n+1)P (t) = 0 1.51
dtz n dt n n
donde:
P (t) =1
Pl(t) =t
P,(t) = % t2- % 1.52
_ 5,3 3
PB(t) =3 t 5 t
y . 35 .4 15 ,2 3

P (t) = 2t == t%+ 3

19



Estos polinomios

forman un
intervalo te(-1,1),

conjunto ortogonal

en el
cumpliendo con lo siguiente:
J'1 0 ; m#n

P ()P (t)dt = 2 B 1.54
J, " " 2n+1 ¢ M=n

usando la ecuacién 1.45 para los polinomios de Legendre, tenemos:
1 )
J f(t)Pk(t)dt
4 = —= 1.55
) 1

2 ..
J’ [Pk(t)] dt

-1

Y Por la condicién de orto

gonalidad dada en 1.54 para los polinomiosg
de Legendre,

1

. = > j f(t)F}(t)dt
-1

Ejemplo 1.4

Aproximar la funcién

20



en el intervalo te(-1,1) por la suma de los tres primeros polinomios
de Legendre,

fa(t) = AOPO(t) + AlPl(t) + Asz(t)
3 2 1
fa(t) = AO + A1t + Az(i- to- 5)
cde la expresidn 1. 56,
1

s '
J cos(g t)dt =
1

LY

i
N
=]

1
3 T
A = 5 [ t cos(g t) dt = 0

-1

) 3 .2 1 T 10 12
Az-——z-j (-it --2—)COS(-2- t)dt——-ﬁ (1 ;—2')
=1
por lo que
2 10 12, ,3 ,2 1
fa(t) =-ﬁ+—ﬁ (1 """"2“)(‘2'1:'5)
4
reagrupando términos, tenemos que:
fa(t) = 33(20 - 7)o+ 1% (n®- 12)t?
n n

3
s

que es el mismo resultado que el obtenido cuando no se usaron
funciones ortogonales (ejemplo 1.3); sin embargo, ahora se tiene la

opcién de mejorar la aproximacidén, calculando sdlo los nuevos
coeficientes a .

21



Para 13 evaluacién de

P " 2 "
1l error cuadritico medio E°, ge tiene
que:

t
2
E*= £ %t f (f(t) - fa(t)]1%qt 1.57
2 1 ||
t
1
t2 t2 t2
2 1 :
E =* WJ [f(t)]zdt - E‘%—J f(t)fa(t)dt + t }t [,fa(t)]adt
2 1 ¢ 2 71, 2 1)y
1 1 1
1.58
donde 1la Primera y tercera integral se han definido ya como
t2
1 5 representa el valor cuadratico
F* - T (£ (t)]=dt medio de f(t)
o t, 1.59
ke
2 1 B, I'€presenta el valor cuadratico
F° = [f (t)1°at medio de f (t)
a t -t a a
2 1 t
1 1.60
por la expresién 1.36, la segunda integral de 1. 58 queda expresada
como

t t t

2] 2 2

I £(t)rfa(t)dt =AOJ f(t)Go(t)dt + Ail[ f(t)Gl(t)dt

t t t

1 1

22



Por otro lado, de la ecuacidn 1.45, tenemos:

t
2

[ f(t)Gk(t)dt
L=

1

B 1.62
Ak B t
2
[ (e, (t)]%dt
t
1
por lo que, al despejar la ecuacidén anterior,
t t
2 2
J £(t)G (t)dt = 4 [ (G, (t)1°%at 1.63
t;1 t1
multiplicamos por Ak Yy agregamos sumatorias en ambos miembros,
t t
2 2
z ' o a2 2
) Ak[ £(t)G (t)dt = § Ak[ [, (t)]17dt 1.64
k=0 t k=0 "
1 1
ahora bien, para la tercera integral de la ecuacidn 1. 58,
t (£
2 2
2
J [fa(t)]"dt = J [ AOG'O(t) + A1G1(t) + AZGZ(t) +...
t (5
1 1
2
+ AG (t) +...+4 4G (t)| dt 1.65
k k n n

y por condicidén de ortogonalidad, al elevar la funcidn aproximada al
cuadrado, todos los términos cruzados se anulan, guedando sdlo los

siguientes:
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t
2

1

De manera que

|
itenemos que:
[
|

t, t t
2 2
j [fa(t)]%dt = 11(2)] (G ()12 gt + Afj [G,(t)1% dt + AE_J' (6, ()12 dt
L .
t, t, t,
t‘)
+ ... s Ajj [6 (£)1% at 1.66
t
1
t2 t2
2 " 2 2
f (fa(t)]°dt = ) AJJ [Gj(t)] dt 1.67
t, =9 t

1

al sustituir 1.e64 Y 1.67 en 1la €cuacidn 1. 58,

t t
2 . 2
L [ [£(e) 1% - 2 5,2 [G (t)]1%dt +
t -t t -t k k
2 71 2 "1 k=0
t t
1 1
t
. 2
=) AEJ [, (t)1%t 1.68
2 1 k=0
t
1
t t
2 . 2
1 2., 1 2 2 .
E = w23 j (F(e))%ae - = ¢ A“,[ 5, () 1%t 1.69
2 1 2 1 k=0 ’
t t
1 1
por lo tanto,
E® = p?_ p? 1.70
a
El error cuadri

cuadratico medio de 1la

tico medio es la diferencia entre el wvalor
funcién y el de su aproximada, la cual es

expandida en términos de funciones ortogonales.
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Donde

t2 t
2 1
F = e [ [fa(t)1%dt = =2 § AZJ [e, (t)17at - 1.71
t t

2
1 1

Si las funciones ortogonales utilizadas son los polinomios
de Legendre, entonces

1.72
oo K 2k+1
por lo que
nooas
Foo= L 2k+1 Lo
k=0
Continuando con el ejemplo 1.4, calculamos su error
cuadratico medio:
E® = F?- F°
£(t) = cos 3t ; te(-1,1)
t.
- @ 1
2 1 2., 1 n 2 1
F* = +—¢ (£(t)]7dt = 3 [ [cos 5 t]%dt = 3
2 1
t =1
1
(& =
.2 2
2 1 2 1 o 2 2
. T TE [fa(t)]®dt = += L 4| [G (t)]°dt
CHRE N 2 71 k=0 ),

1 1

N R

0.40528 + 0.09441 = 0.4997

finalmente,
~ E® = 0.00031
E2(%) = 0.062%

25



| desean encontrar los coeficientes de manera que el error sea minimo.

| IA.APRﬁDﬂhLACRﬁNIHEFUNCWONESlTHlFUNCTONESNJRT(KHDNALES(KHWPLEJAS
E Dada una funcién f(t),

ésta puede aproximarse mediante
. funciones complejas que sean ortogonales, de manera que

fa(t) = DOEO(t) + [ Doﬁo(t)] + Dlﬁl(t)

+ DG ()] + ..«
| + 96 (t) + (36 (£)]°

1.74

. donde Dk representa a un coeficiente complejo; 6 , a una funcién
H compleja, y * simboliza el conjugado de la funcidén compleja. Como

nuestra funcidén original es real, se suma el conjugado de la funcién
|

| compleja para que la parte imaginaria sea cero, aunque se obtenga
‘\
| dos veces la parte real.

De manera similar a la desarrollada en el tema 1.3.2, se

|

| Para las funciones ortogonales complejas, se obtiene 1la derivada
|

| respecto al coeficiente Dk y se iguala a cero.
|

\ Si partimos de 1la expresidn 1.58,
\

\ tz tz tz

E = E-l—t-j [£(t))%de - 2 j £(t)Fa(t)dt + g5 J [fa(t)]%dt

\ 2 "1 2 1 2 1

‘ t t t

| 1 1 1

g 1.75
|

Qa derivada es

| Y o ) 1 e 2 i

| 2 2

3 = 3D [ Tt J [f(t)]1°dt - ¢ F [ f(t)fa(t)dt

\ K K a2 1), 2 1),

ﬂ 1 1

| t

\‘ 2

| +§ ft [ [fa(t)]?dt 1.76
\ 2 "1 ),

E "1

t, t,

‘ 2

eE® _ 8 | 2 1 X 2 -
=z .3 [ - J £(t)fa(t)dt + =z J [fa(t)] dt]

\‘ Ik k 2 1 t 2 1 t

| 1
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Dado que el complejo conjugado de una funcién compleja es
conmutable en las operaciones de integracidén y derivacidn, se tomara
la derivada de la funcidén de error (E®) con respecto al coeficiente
conjugado de Dk, por asi convenir para el tipo de funcién que méas

adelante aplicaremos.

Separando las integrales de 1.77 y sustituyendo la funcidén
aproximada, tenemos que:

t

t
2 2
Ohuab » * *
) [ f(t){.gosj(ﬁj(t) + (D6 ()] } dt = J £(t)6 (t)dt 1.78
t b t
1 1
y' {
t t
2 2 2
a 2 d n »*
ED }’ [fa(t)]"dt = R “ [zz)j@j(t) + [Dj@j(t)] ] dt} 1.79
k k -j=0
t t
1 1
t
2 n
- 2J [gDJ(ﬁj(t) + 6 (£)] ]@k(t)dt 1.80
t I=°
1
t
2
~ 2{ fa(t)®;(t)dt 1.81
t

1

Sabiendo que por condicidén de ortogonalidad en un intervalo

dado, las funciones ortogonales complejas cumplen con la ecuacidn

t, L0 si i#j

1.82
@i(tm*(t)dt -
i 20 si i=j
tl

27



donde a1l tomar a 14 funcién Yy
Nuestra integral siga siendo real,

a su conjugado se garantiza que
que la expresidn 1.80 se reduce a

ademds de ser ortogonal
t

t

2 . 2

2L [EODJGJ(U + [chij(t)l ]@k(t)dt= 2y [ @k(t)gk(t)dt
1

t1 1.83

Sustituyendo 7. 78y 1.83 en 1la €Xpresidn 1.77 e igualando a
cero, tenemos

t t
2 2 2
) 2 * *
3 = T J f(t)@k(t)dt = J Qk @k(t)®k(t)dt = 0
k 2 1 ¢ 2 1),
1 1 1.84
pPor lo que, despejando,
t
*
J £(t)6 (t)de
t
T

1.85
2 .

*
J ®k(t)@k(t)dt
t

1

que es la expresidn para obtener los coeficientes D

pProduciendo un
error cuadritico medio minimo.

1 4.1 Serie finita de Fourier en su forma compleja
Un conjunto de funciones

condlclon de ortogonalidad son las fu
deilnldas como

complejas que cumplen con 1la

nciones €xponenciales comple jas
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| i2mkt _iankt

6(t) =e ; 5 (t) =e T 1.86
en donde

|

t1+T i2¥kt TiZgjt 0 si k=#j

| [ e e dt = . y 1.87
| &

| donde T representa la longitud del intervalo en el que la funcidén

‘ toma valores, y que ma&s adelante se reconocerd como el periodo o

| intervalo de aproximacidn.

\ Retomando la expresidn 1.74,

| F (t) ='so®o(t)+[socao(t)]* + nl®1(t)+{91®1(t>]" o+

‘ a
| + snmn(t)+[§>n<sn(t>]* 1. 88

| y sustituyendo las funciones complejas exponenciales, tenemos que:

i2nt (0) _ia2nt (o) iznt _i2nt
‘ f (t) = De o +) e - +D e T +D e ) +
‘ a 0 0 1 =
| i2nnt _iznnt
‘ + . . . + 3 é B + 9D e o4 1.89
‘ n -n

' por lo tanto, la funcién aproximada queda definida como

. i2nkt _i2nkt
| F(t) = + v{ve T +9e T 1.90
‘ a (0] 1k

k
|

. ’ * - .
‘ si consideramos que 3k= %U y reacomodamos los subindices de la
sumatoria para incluir a los conjugados, partiendo desde -N a N y

| pasando por cero, tenemos que:



Como serie de Fourier de la

funcié
se

bPuede obtener sj partimos de 1a eéXpresidn 1. g5,
considerarse 13

en donde debe
ortogonalidad de

las funciones exponenciales
Gomplejas dada en 1.87, por 1lo que tendremos que:
e _i2nkt
D =L | £ty e T dt 1.92
S, T .
¢
donde t_ = ¢ 4 ¥ o}
2 1
Por otro lado, tenemos que:

i2nkt i2nkt i2nkt

T e -
e = Rel|d e + Im|Y) e 1.93

k Sk k
iznkt]’ i2nkt i2nkt
T - T T
Y e = Re|d e - Imid e l.94
k k X
por lo que, al Sumar 1.93 con 1.94, obtenemos que
i2nkt

2Re[Dke ! ] 1.95

Y, Por lo tanto, 1la expresidn 1. 90 puede Ser representada por

~

S i2nkt
T
2@):DO+22R4%e ] . 96
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La evaluacién del error cuadridtico medio minimo para la

aproximacién por funciones ortogonales complejas

retomando la ecuacidén 1.70,

complejas:

donde

Y

2 2

2 1

2

2 1 N
Fa = -t——T J [fa(t)] dt = —t-'-Tt— J’ fa(t) [fa(t)] dt
1 t 2 1 t

1 1

si usamos funciones ortogonales complejas.

se

efectia

pero ahora para funciones ortogonales

Por lo que si consideramos la serie de Fourier como la

funcidén aproximada

i2nkt
T
£ (t) = F de
k=-~N
y sustituimos en 1.99, obtendremos que:
t . . .
2 i2nkt i2mnjt
1 ! T || X T
F° = = T De T D e dt
a T k -
k=-N j==N
t ’
1
Desarrollamos la sumatoria para k = -1,0,1:
t, iz2nt izmt iamt
2 1 T T T
I«a = T J [9_13 + . . .+ Dle ] [Dle +
. .
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desarrollando el producto,

t2 Jdi2nt  iope i2nt i2ne
F': = % f lD‘lgl e e N Dlnl e T - T .
tz
-dant  iant _iz;ft -lzgt
+9 ) e T T + D D-le e dt 1.103
-1 -1

Por la condicién de orto

gonalidad dada en 1.87,
las integrales cuando j

sSlo tendran valor

=-Joj=-i, por lo tanto,
t i2nt i2nt
231»q 2 7F T
F2 . 1 e e dt + . . . = 299 . 1.104
a T 1 -1
¢
generalizando,
. “2 iamkt  iamke
ﬁ:%z»kn_k[e T e T 4 1.105
- k=0 .
1
por lo que
N . N
. = ' % . 106
Fo=27 50, =314 27 5 1.10
k=0 k=1
siendo,
i¢g -i¢
k k .
Dk = lele ; i)_k = lele 1.107
tenemos
F? = 9% 4 2;; [2 |2
a o oy K 1.108
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donde

L, _iznot t,
1 T 1
DO_TJ f(t) e dt =TJ f(t) dt 1.109
t t

Es necesario remarcar que la serie compleja de Fourier,
como medio de aproximacién sobre los

métodos descritos
anteriormente,

presenta la ventaja de ser muy general porgue permite
aproximar cualquier funcidén en cualquier intervalo,

ya que no esta
limitada a un intervalo dado,

como es el caso de los polinomios de
Legendre que son funciones ortogonales reales.

Ejemplo 1.5

Dada s(t) = t en te(-n,m),

obtener su funcidén aproximada
mediante la serie de Fourier.

De la ecuacidn 1.91 y 1.92, tenemos que:

(s i2nkt
9 =—5[ te 2T at
k 21
-T
\
1 E -ikt (_1)k
Dk=—2—n t e dtz-lk
~TT

por lo que
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Por otro 1lado,

SO g BTt
Dk B ik I = k
Y en forma de Euler,
1 i(-1)* X
D = '—E-, ©
pPor lo tanto,
1
lgkl = k

Por lo que

NVE
=
i
=
R
(9]
S
i
NS
x
I
o
IN)
-8

¢ = -

donde ¢k €s el &ngulo que representa a ]a fase.

D se evalda en forma independiente, usando la expresién

1.109:

por lo tanto,
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N N N
- a2 . 2 1 2 1
Fo=3% +21 s )% - 0+2§;|-_k_.~|==.:_»z__2
k=1 k=1 k=1 K
por lo que
: N
E® = % - 2 Z'jé
k=1 K
Si N = 2
pf = 2(1+1/4) = 2.5
B = % - 2.5 = 0.79
E° (%) = 24%
Si N = 4
Ff =2(1L + 1/4 + 1/9 + 1/16) = 2.84
- % n° - 2.84 = 0.443
2 0, Q,
E°(%) = 13.45%

Si N =6

|
f

2(1 + 1/4 + 1/9 + 1/16 + 1/25 + 1/36) = 2.982

0.307
9.33%

55}
o
o

Como puede observarse, si aumentamos el ndmero de

coeficientes Dk, el error tiende a disminuir, por 1lo que si k vwva

desde - a +», entonces podemos decir que la serie de Fourier

representa a la funcién original Y no es sdlo una aproximacidn, por

lo que f(t) queda representada totalmente mediante 1la serie de
Fourier,
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12kt

o
£(t) = 3 e T ~ 1.110

k=-m

Cuando k va desde -w 3 +0,

1.4.2  Serie finita de Fourier en sus formas trigonométricas

a) Primera forma trigonométrica de Ia serie de Fourier

La serie .de Fourier puede Tepresentarse de varias formas.
'Retomando 13 expresidn 1.90, tenemos

. 12nkt _i2nkt
£,(8) =5 + pi{se T , v, e T 1.111
N k=1
donde
i¢k -i¢k . .
Dk = ]Dk]e ; D_k = [Dk]e 1.112
Sustituyendo 1.111 en 1.110,
., ig  d2mke ig . dzmkt
T 1.113
£,(8) =5 . ):{]Dkle e T o le % e }
k=1
K
. itg, + 22 “ite, + 2K, 1.114
£ (t) = Do+ T le]e + [D |e
k=1
! (9, + zgkt) ile, + ngt) 1.115
£ (t) = Do+ k)_:1 3| |e + e

descomponiendo 1a €Xponencial, obtenemos que:
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i(¢k . znkt)

T 2
e £ cos((bk + 4¥kt) +.isen (¢k + —§¥EE) 1.116
8 2nkt
—i(p + =0T
k T
€ = cc>S(¢k + -3%}{-’;) ~ isen (q&k + -‘—2¥~k£) 1.117

Y sustituyendo 1.116 Y 1.117 en 1,115, obtenemos:

N
- 2nkt
£ (t) = D+ ki\jlzlbk[cos (¢, + ) 1.118

Ahora, si decimos que

=% v 8 =2|3|

entonces

N
S 2nkt
fa(L) = 6’0 + k)zlt;’kcos { = + ¢k) 1.119

expresidén que répresenta la primera forma trigonométrica de la serie
de Fourier.

b) Segunda forma trigonométrica de la serie de Fourier

Para definir wuna nueva forma de 1la serie de Fourier,

consideramos 1la parte real e jimaginaria del E& de la siguiente
manera:

%

1 ]
Dk-iﬂk-ligk 1.120
dcnde
tz _i2nkt
9 =2 | fit) e T gt 1.121
" T .
t
1
_iz2mkt
e = = cos 2¥kt - isen ngt 1.122
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Poxr lo que

t
2

-1 2nkt . 2nkt
Dk = T f f(t) [COS T~ - 1S8Sen 7.—-]
t

1.123
1
| Séparando lag integrales,
t2 tz
<1 2nkt .1 2nkt
Dk =7 [. r(t) [&os “T—“] dt - j T ]. r(t) [sen _T“f] dt 1.124
t1 ‘ t1
comparando 1. 120 con 1.12¢, tenemos que:
t,
- _ : < 2nkt
5 sak = -Tf r(t) {cos -h—:l 1.125
tl
t
2
1is ~f £ [aen 28] 4, 1. 126
tl
Por lo tanto,
t2
4 = ;”f] £(t) [cos ZL}(E] d 1.127
L
}P
t2
B .= 2 ]. £(t) [sen 3555] d 1.128
Kk T
t

Si Sustituimos

1.120 y 1.122 ep LY
definida por la expresidn

serie de Fourier
1.1112 como
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N
£ (t) =9 « Z{Dke T 9 e T } 1.129
k=1

tenemos que:

fa(t) =9 + kg?{(% 4 - i % B ) (cos §¥E£ + isen 2¥kt)
+ (% ﬂk + i‘% £k)(cos 2¥k§ - isen ngt)} 1.130
r (t) = o, 0+ ké{% 4 cos ngt —12- 4 sen ngkt - %— B cos 2171‘kt +
+ % ﬂksen E%EE %-ﬂ cos 2¥kt - % &k n ngt + 1 %-ﬂkcos ngt
+ % B sen 21;'kt} 1.131

al realizar la suma de las expresiones entre paréntesis de la

ecuacidén 1.131, y definiendo a Ab = Do, obtenemos

N
fa(t) = ﬂb’+ k¥1 ﬂkcos

2nkt + B sen ST 1.132
T k 7y

'expresidn que representa la segunda forma trigonométrica de la serie
de Fourier.
En resumen, las expresiones que nos permiten pasar de la

'serie compleja a la primera forma trigonométrica son:

6, =9,
k k
i¢
9 = |9 |e *
k k

Las expresiones que nos permiten pasar de la serie compleja

a la segunda forma trigonométrica son:
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4
k

= 2 Real (%J

Primera a 14 Seégunda forma de

x = = 2 Imag (Dk) = % jn f(t) [sen

N
Gb + }jﬁkcos (

2
% ]' £(t) [cos 3;52]

n

1.134

tl

t

onkt
T
t

2kt
T

f;(t) = + ¢k) 1.135
k=1
Por identidades trigonométricas,
cos (74B) = COSY cosp - seny senp 1.136
por 1lo tanto,
" 2nkt 2nkt
f,,“:) = 6’0 + ,EIG"{COS T') cos ¢k - sen ( - ) sen ¢k} 1.137
" 2nkt 2nkt '
;t‘a(t) = 6’0 + u)—:1 l‘,’k{cos (?-—) cos ¢k} - t?k{sen ( T ) sen ¢k}
1.138

compardndola con la segunda
tenemos que 1as €Xpresiones

td
0

o
k

]

il

forma trigonométrica exXpresada en 1.132,
buscadas son:

6’0

3
chos ¢k 1.139
-Gksen¢k
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Por otro lado, de 1.139 tenemos que:

4
2 cos ¢, =g
; k
-B_

sen ¢ = % 1.140

_.ka

por lo que las expresiones para pasar de la segunda forma a la
| primera forma trigonométrica son:

| ¢ = tan o
| - 7,

€=V 4 + B
k

1.141

® N

\1.-4.3 Interpretacion de la serie de Fourier

\ La forma en que la serie de Fourier reconstruye a una

funcién es a través de la suma de funciones cosenoidales. Estas
|

| o »

funciones tienen diferentes amplitudes y periodos, las cuales al

sumarse con diferentes 4&angulos de fase van reconstruyendo a la
funcidén original. Cada una de estas seflales tiene una amplitud

definida por el coeficiente de la serie €k y por el édngulo de fase

¢k que indica el desplazamiento que la sefial tiene con respecto al
origen.

\ En el ejemplo 1.5, se obtuvo que para

\ s(t) =t ; t € (-m,m) , =0 €, = 0
T =21 ; » =1 LGN € = — ; ¢ = (-1
\‘ ' 4 k k '] k k s
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por lo que la serie de Fourier, para el ejemplo mencionado, en su
primera forma trigonométrica quedard representada por

N
fa(t) = 80 + Y €k cos

[ant
k=1

T N ¢k]

Sustituyendo,

N
£ (t) =% % cos [kt +g (—l)k]
k=1

En la tabla 1.1 se encuentran los valores de los primeros

| 24 coeficientes de la serie.

En la figura 1.5 se muestran las primeras
' cosenoidales que se generan,

segin se muestra para t € (-m,m).

k Dk Ck PHI(k)

1 -1 2 | -1.5707963

2 0.5 11 1.5707963

31 -0.3333333 | 0.6666667 | -1.5707963

4 0.25 0.5 1.5707963

5 -0.2 0.4 | -1.5707963

6 | 0.1666667 | 0.3333333 | 1.5707963

\ 7 | -0.1428571 | 0.2857143 | -1.5707963
\ 8 0.125 0.25 | 1.5707963 |

‘ 91-0.1111111 | 0.2222222 | -1.5707963

10 0.1 0.2 | 1.5707963

11 | -0.0909091 | 0.1818182 | -1.5707963

12 | 0.0833333 | 0.1666667 | 1.5707963

13 | -0.0769231 | 0.1538462 | -1.5707963

14 | 0.0714286 | 0.1428571 | 1.5707963

15 | -0.0666667 | 0.1333333 | -1.5707963

16 0.0625 0.125 | 1.5707963

17 | -0.0588235 | 0.1176471 | -1.5707963

18 | 0.0555556 | 0.1111111 | 1.5707963

19 | -0.0526316 | 0.1052632 | -1.5707963

20 0.05 0.1 | 1.5707963

21| -0.047619 | 0.0952381 | -1.5707963

22 | 0.0454545 | 0.0909091 | 1.5707963

23 | -0.0434783 | 0.0869565 | -1.5707963

24 | 0.0416667 | 0.0833333 | 1.5707963

Tabla 1.1
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Sefial graficads
= (2)cos (¢t - g)

Sefial graficada
= (L)cos (2t g)

Para Kk = 3
C3 = 0.6666
-7
¢, = 5

Sefial graficada
= (0.6666)cos(3t

Figura 1.5
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. Para K = 4

| Seflal graficada
= (0.5)cos (4t + %)

 Para K = 5

\ _

‘ Cg = 0.4
\ _ -

‘ ¢s - T2

Sefilal graficada
] = (0.4)cos (5t

| Para K = 6
C = 0.3333
6
1[4
¢6 -2

' Sefial graficada

= (0.3333)cos (6t +

wLﬁ

-

4
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Los valores de estas funciones se encuentran en la tabla
1.2.

Sumando las seflales de 1la figura 1.5, se obtiene 1la
construccién de 1la sefial aproximada (figura 1.6). Como podemos
observar, al incrementarse el numero de coeficientes sumados que

representan funciones cosenoidales, se aumenta nuestra aproximacién
a la seflal original.

f(l)‘ (1)
‘4

c) d)

Figura 1.6
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En las dltimas tres columnas del lado derecho de la tabla
1.2, se muestran los valores calculados para la suma de los primeros
dos coeficientes de la serie de Fourier (figura 1.6a), para la suma
de los primeros cuatro coeficientes de la serie de Fourier (figura

1.6b), y los valores para la suma de los primeros seis coeficientes
‘de la serie de Fourier (figura 1.6c).

En la figura 1.6d se muestra la funcidén aproximada para
N = 6 representada por

6
2 14 k
£ (t) =f § cos [kt + 5 (-1)]
k=1
y la funcidn original s(t) =t ; t € (-m,m).

El error cuadridtico medio minimo y su porcentaje ya han
sido calculados en el ejemplo 1.4, obteniéndose que para N = 6 el

rorcentaje de error es de 9.33%.
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t k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 suma2 suma4
-3.141593 | -3.68E-16 | -1.84E-16 | -2.86E-16 | -2.14E-16 -9.8E-16 | -8.17E-16 | -5.51E-16 | -1.05E-15 sq;‘.aBGSE-1 5
-3.063053 | -0.156918 | -0.156434 -0.15563 | -0.154508 | -0.153073 -0.15133 | -0.313353 | -0.623491 | -0.927895
-2.984513 | -0.312869 | -0.308017 -0.30266 | -0.293893 | -0.282843 | -0.269672 | -0.621886 | -1.218439 | -1 770954
-2.805873 | -0.466891 -0.45398 | -0.432965 | -0.404508 | -0.369552 | -0.329225 | -0.02088%1 | -1 758355 | -2.457136
-2.827433 | -0.618034 | -0.587785 | -0.539344 | -0.475528 -04 | -0.317019 | -1.205819 | -2.220692 -2.83771
-2.748894 —0.765367 -0.707107 | -0.615919 -0.5 | -0.369552 | -0.235702 | -1.472474 | -2.588393 | -3.193647
-2.670354 | -0.907981 | -0.809017 | -0.658458 | -0.475528 -0.282843 | -0.103006 | -1.716998 | -2.850984 | -3.236833
-2.591814 | -1.044997 | -0.891007 | -0.664611 -0.404508 | -0.153072 | 0.0521448 | -1.936004 | -3.005123 | -3.106052
-2.513274 | -1.175571 | -0.951057 | -0.634037 | -0.293893 2.205E-16 | 0.1959284 | -2.126627 | -3.054557 | -2.858628
-2.434734 | -1.298806 | -0.987688 | -0.568426 | -0.154508 0.1530734 | 0.2070022 | -2.286584 | -3.009519 | -2.550444
-2.356194 | -1.414214 -1 -0.471404 | 1,531E-16 | 0.2828427 | 0.3333333 | -2.414214 | -2.885618 -2.269442
-2.277655 | -1.520812 | -0.987688 | -0.348332 | 0.1545085 0.3695518 | 0.2870022 -2.5085 | -2.702324 -2.03577
-2.199115 | -1.618034 | -0.951057 e -0.206011 | 0.2938926 - 04| 01959284 | -2.569091 | -2.481209 | -1.885281
-2.120575 -1.70528 | -0.891007 | -0.052306 | 0.4045085 | 0.3695518 0.0521448 | -2.506287 | -2.244084 | -1.822388
-2.042035 | -1.782013 | -0.809017 | 0.1042895 | 04755283 0.2828427 | -0.103006 -2.58103 | -2.011212 | -1.831375
-1.963495 | -1.847759 | -0.707107 0.255122 0.5 | 0.1530734 | -0.235702 | -2.554866 | -1.799744 | -1.882373
-1.884956 | -1.902113 | -0.587785 | 0.3918564 | 0.4755283 | -1.72E-16 -0.317019 | -2.489898 | -1.622514 | -1.939532 |
-1.806416 -1.94474 -0.45399 | 0.5069368 | 0.4045085 | -0.153073 { -0.329229 -2.39873 | -1.487285 | -1.969588
-1.727876 | -1.975377 | -0.309017 | 0.5940038 | 0.2938926 | -0.2682843 -0.269672 | -2.284394 | -1.396497 | -1.949012
-1.649336 | -1.993835 | -0.156434 0.648246 | 0.1545085 | -0.369552 -0.15133 | -2.150269 | -1.347515 | -1.868397
-1.570796 -2 | 6.126E-17 0.666666 | -9.19E-17 -04 | 1.021E-16 -2 1 -1.333334 | -1.733334
-1.492257 | -1.993835 | 0.1564345 0.648246 | -0.154508 | -0.369552 | 0.1513302 -1.8374 | -1.343663 | -1.561884
-1.413717 | -1.975377 0.309017 | 0.5940038 | -0.293893 | -0.282843 | 0.2696723 -1.66636 | -1.366249 | -1.379419
-1.335177 -1.94474 | 0.4539905 | 0.5069368 | -0.404508 | -0.153073 | 0.3292294 | -1.490749 | -1.388321 -1.212165
-1.256637 | -1.902113 | 0.5877853 | 0.3918564 | -0.475528 | 1.225E-16 | 0.3170188 | -1.314328 -1.398 | -1.080981
-1.178097 | -1.847759 | 0.7071068 0.255122 -0.5 | 0.1530734 | 0.2357023 | -1.140652 -1.38553 | -0.996755
-1.098557 | -1.782013 0.809017 | 0.1042895 | -0.475528 | 0.2828427 | 0.1030057 | -0.972996 | -1.344235 | -0.958386
-1.021018 -1.70528 | 0.8910065 | -0.052306 | -0.404508 | 0.3695518 | -0.052145 | -0.814274 | -1.271088 | -0.953681
-0.942478 | -1.618034 | 0.9510565 | -0.206011 | -0.203893 |. - 04 | -0.195928 | -0.666977 | -1.166881 -0.96281
-0.863938 | -1.520812 | 0.9876883 | -0.348332 | -0.154508 | 0.3695518 _-0.287002 | -0.533124 | -1.035964 | -0.963414
-0.785398 | -1.414214 1| -0.471404 | 3.063E-17 | 0.2828427 | -0.333333 | -0.414214 | -0.885618 | -0.936108
-0.706858 | -1.298896 | 0.9876883 | -0.568426 | 0.1545085 | 0.1530734 | -0.297002 | -0.311208 | -0.725125 | -0.860054
-0.628319 | -1.175571 | 0.9510565 | -0.634037 | 0.2938926 | -7.35E-17 | -0.195928 | -0.224514 | -0.564658 | -0.760587
-0.549779 | -1.044997 | 0.8910085 | -0.664611 | 0.4045085 | -0.153073 | -0.052145 | -0.153991 -0.414093 | -0.619311
-0.471239 | -0.907981 0.809017 | -0.658458 | 0.4755283 | -0.282843 | 0.1030057 | -0.098964 | -0.281894 | -0.461731
-0.392699 | -0.765367 | 0.7071068 | -0.615919 0.5 | -0.369552 | 0.2357023 -0.05826 | -0.174179 | -0.308029
:0.31 4159 | -0.618034 | 0.5877853 | -0.539344 | 0.4755283 -0.4 | 0.3170188 | -0.030249 | -0.084065 | -0.177046
-0.235619 | -0.466891 | 0.4539905 | -0.432965 | 0.4045085 | -0.369552 | 0.3292294 -0.0129 | -0.041357 { -0.081679
-0.15708 | -0.312869 0.308017 -0.30266 | 0.2938926 | -0.282843 | 0.2696723 | -0.003852 | -0.012619 -0.02579
-0.07854 | -0.156918 | 0.1564345 -0.15563 | 0.1545085 { -0.153073 | 0.1513302 | -0.000484 | -0.001605 | -0.003349
0| 1.225E-16 | 6.126E-17 | 4.084E-17 | 3.063E-17 245E-17 | 2.042E-17 | 1.838E-16 | 2.552€-16 | 3.002E-16
0.0785398 | 0.1569182 | -0.156434 | 0.1556301 | -0.154508 | 0.1530734 -0.15133 | 0.0004837 | 0.0016053 | 0.0033485
0.1570796 | 0.3128689 | -0.309017 0.30266 | -0.293893 | 0.2828427 | -0.269672 | 0.0038519 | 0.0126193 | 0.0257897 }
0.2356194 | 0.4668907 -0.45399 | 0.4329649 | -0.404508 | 0.3695518 | -0.329229 | 0.0129002 | 0.0413567 0.081679
0.3141593 0.618034 | -0.587785 | 0.5393441 | -0.475528 0.4 | -0.317019 | 0.0302487 | 0.0940646 | 0.1770458
0.3926991 | 0.7653669 | -0.707107 | 0.6159191 -0.5 | 0.3695518 | -0.235702 | 0.0582601 | 0.1741792 | 0.3080287
0.4712389 0.907981 | -0.809017 | 0.6584582 | -0.475528 | 0.2828427 | -0.103006 0.0968964 0.281894 0.461731
0.5497787 | 1.0449971 -0.891007 | 0.6646109 | -0.404508 | 0.1530734 | 0.0521448 | 0.1539906 0.414093 | 06193112
0.6283185 | 1.1755705 | -0.951057 0.634037 | -0.203893 245E-17 | 0.1959284 0.224514 | 0.5646584 | 0.7605868
0.7068583 | 1.2988961 | -0.987688 | 0.5684262 | -0.154508 | -0.153073 | 0.2970022 | 0.3112078 | 0.7251255 | 0.8690543
0.7853982 | 1.4142136 -1 0.471404 | -9.19E-17 | -0.282843 | 0.3333333 | 0.4142136 | 0.8856176 | 0.9361082
0.863938 | 1.5208119 | -0.987688 0.348332 | 0.1545085 | -0.369552 | 0.2970022 | 0.5331236 | 1.0359641 | 0.9634145
0.9424778 1.618034 | -0.951057 | 0.2060111 | 0.2938928 -0.4 | 0.1959284 | 0.6669775 | 1.1668812 | 0.9628096
1.0210176 | 1.7052803 | -0.891007 | . 0.052306 { 0.4045085 | -0.369552 | 0.0521448 | 0.8142738 | 1.2710883 | 0.9536813
1.0995574 1.782013 | -0.809017 -0.10429 | 0.4755283 | -0.282843 | -0.103006 | 0.9729961 | 1.3442348 | 0.9583864
1.1780972 | 1.8477591 -0.707107 | -0.255122 0.5 | -0.153073 | -0.235702 | 1.1406523 | 1.3855303 | 0.9967546
1.2566371 1.902113 | -0.587785 | -0.391856 | 0.4755283 | -7.35E-17 | -0.317019 | 1.3143278 | 1.3979996 | 1.0809808
1.3351769 | 19447398 -0.45399 | -0.506937 | 0.4045085 | 0.1530734 | -0.329229 | 1.4907493 1.388321 1.212165
1.4137167 | 1.9753767 | -0.309017 | -0.594004 | 0.2938926 | 0.2828427 | -0.269672 | 1.6663597 | 1.3662486 | 1.3794189
1.4922565 | 1.9938347 | -0.156434 | -0.648246 | 0.1545085 | 0.3695518 -0,15133 | 1.8374002 | 1.3436627 | 1.5618844
1.5707963 2| -1.84E-16 | -0.666666 | 1.531E-16 0.4 | -1.43E-16 2 1.333334 1.733334
1.6493361 | 1.9938347 | 0.1564345 | -0.648246 | -0.154508 | 0.3695518 | 0.1513302 | 2.1502691 | 1.3475147 | 1.8683966
1.727876 | 1.9753767 0.309017 | -0.594004 | -0.293883 | 0.2828427 | 0.2696723 | 2.2843937 | 1.3964973 | 1.9490123
1.8064158 | 1.9447398 | 0.4539905 | -0.506937 | -0.404508 | 0,1530734 | 0.3202294 | 2.3987303 1.487285 | 1.9695879
1.8849556 1.902113 | 0.5877853 | -0.391856 | -0.475528 | 1.225E-16 | 0.3170188 | 2.4898983 | 1.6225136 | 1.9395324
1.9634954 | 1.8477591 | 0.7071068 | -0.255122 -0.5 | -0.153073 | 0.2357023 | 2.5548658 | 1.7997438 | 1.8823727
2.0420352 1.782013 0.809017 -0.10429 | -0.475528 | -0.282843 | 0.1030057 259103 | 2.0112122 | 1.8313752
2.120575 | 1.7052803 | 0.8910065 0.052306 | -0.404508 | -0.369552 | -0.052145 | 2.5962869 | 2.2440844 | 1.8223877
2.1991149 1.618034 | 0.9510565 | 0.2060111 -0.293893 -0.4 | -0.195928 | 2.5680905 2.481209 | 1.8852806
2.2776547 | 1.5208119 | 0.9876883 0.348332 | -0.154508 { -0.369552 | -0.297002 | 2.5085003 | 2.7023238 | 2.0357698
2.3561945 | 1.4142136 1 0.471404 | -2.14E-16 | -0.282843 | -0.333333 | 2.4142136 | 2.8856176 | 2.2694416
24347343 | 1.2988961 | 0.9876883 | 0.5684262 | 0.1545085 | -0.153073 | -0.297002 | 2.2865844 | 3.0095191 | 2.5594436
2.5132741 { 1.1755705 | 0.9510565 0.634037 | 0.2938926 | -1.72E-16 | -0.195928 2.126627 | 3.0545567 | 2.8586283
2.5918139 | 1.0449971 | 0.8910065 | 0.6646109 | 0.4045085 | 0.1530734 | -0.052145 | 1.9360037 3.005123 | 3.1060516
2.6703538 0.907981 0.809017 | 0.6584582 | 0.4755283 | 0.2828427 | 0.1030057 1.716998 | 2.8509845 | 3.2368329
2.7488936 | 0.7653669 | 0.7071068 | 0.6159191 0.5 | 0.3695518 | 0.2357023 | 1.4724736 | 2.5883927 | 3.1936468
2.8274334 0.618034 | 0.5877853 | 0.5393441 | 0.4755283 0.4 | 0.3170188 | 1.2058192 | 2.2206916 | 2.9377105
29058732 | 0.4668907 | 0.4539905 | 0.4329649 | 0.4045085 | 0.3695518 | 0.3292294 | 0.9208812 | 1.7583547 | 2.4571359
2.984513 | 0.3128689 0.309017 0.30266 | 0.2938926 | 0.2828427 | 0.2696723 | 0.6218859 | 1.2184386 | 1.7709536
3.0630528 | 0.1569182 | 0.1564345 | 0.1556301 | 0.1545085 | 0.1530734 | 0.1513302 | 0.3133527 | 0.6234912 | 0.9278948
3.1415927 | 1.225E-16 | 3.063E-16 | 2.042E-16 | 2.757E-16 | 2.205E-16 | -3.27E-16 | 4.288E-16 | 9.087E-16 8.025E-16
Tabla 1.2
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Dada la funcidén f(t) = sen(—gE) ent e [-1, 1]:
a) Aproxime la funcidén, usando el polinomio
F(t) =a +at + at?
a 0o 1 2
de tal forma que f(t) = fa(t) en t = -1, 0y 1.

b) Construya la funcidén de error y error relativo.
¢Es la aproximacién de buena calidad?
Evalie el error promedio. De acuerdo al error promedio, ¢qué

podemos decir sobre la calidad de la aproximacidn?

c) Aproxime 1la funcidén f(t), wusando el criterio del error
cuadratico medio minimo. Escoja el numero de puntos de
coincidencia adecuada, de tal manera que el error cuadratico
medio producido en la aproximacidén sea menor que el 5%
respecto al valor cuadratico medio [F’] de la funcién f(t).

d) Aproxime la funcién, usando el método del polinomio de
Legendre, de tal manera que el error cuadratico medio minimo

producido en la aproximacidn sea menor que el 5% respecto al
valor cuadritico medio [F?] de la funcién f(t).

Dada la funcién g(t) = e t ; 0=t = 2:

a) Obtenga la funcidén aproximada para tres puntos, usando el
polinomio

2
F (t) = a_ + alt + azt

b) Obtenga y grafique las funciones de error y error relativo (%)
para valores espaciados cada 0.1.
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c) Establezca si la aproximacién es de buena calidad, si se toma

como criterio de buena calidad que para ninguno de los puntos
el valor del error relativo sea mayor del 10%.

d) Aproxime la funcién,  usando

el método de polinomios de
Legendre si es posible, y si no, establezca por qué.

3. Obtenga la representacidén de las funciones mostradas en la serie
de Fourier compleja y en la

primera vy
trigonométricas.

segunda formas
b , :
i1+
a)
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -l i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 il 2 13 14 16 t
t € (0,8)

Observe que

el periodo de esta funcidn no es
intervalo integrable, ya

igual al del
integrable esta entre 1 y

que el periodo T = 8 y el intervalo
7.

b) T =4
t e (-2,2)
4 £(t)
1 ' |
i | - t e (-1, m)
7y A
1 1 t
‘ |
L, R
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como

que  satisface la

f(t) = £(t+T)

donde T €s un intervalo Constante,

queno de 7 que cumple 1g condicién sge conoc
beriodo de f(t).

121kt
. T
£(t) = y de 2.1
k=-00
se Sustituye ¢t por t+T,
. i2nk (t+T) i2mnkt . 12kt
£(t+T) = 5y pe T = Loe T izmkt _ ve T 2. 2
k=~ k=-00 k=-00
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i 2k .
como et<™t - cos(2nk) + i sen(2mk) = 1 + 0, entonces f(t+T) = f(t).

| Por lo que la serie de Fourier es periddica para cualquier
periodo T.

Si por otro lado, si tenemos una funcién f(t) que es

peridédica con un periodo T y se quiere representar por la serie de
\ y
Fourier

i2nkt
T

£f(t) = Y D e

k=-00

erntonces con que se obtenga la serie de Fourier para un solo periodo
ide te(t,t+T), serd suficiente para que todos los valores de t queden
representados y no sélo los de te(t,t+T), por lo que bastard obtener
la serie de Fourier para un intervalo T para que la serie vuelva

periddica a la funcidén que estd representando.

2.2 TEOREMA DE LA SERIE DE FOURIER (O CONDICIONES DE DIRICHLET)

1. Cualquier funcidén peridédica f(t) con periodo (T) que sea
integrable en cualquier intervalo puede ser representada por la
lserie de Fourier. Esto es si

t +T
1
J f(t) dt = valor finito
t
1
implica que puede ser representada por

‘ i2nkt
| o) T
\ f(t) = z Dke

k=-00

2. Si ademds [f(t)1® es integrable, entonces la serie de
Fourier converge al valor f(t) en cualquier punto donde f (&) es
continua.

Si en t = t1 la funcidén periddica f(t) no es continua, de
manera que el valor de la funcidn por la derecha es diferente del

lvalor de la funcidén por la izquierda, esto es f(t;) * f(t;),
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entonces en ese punto (t ) la serie converge al valor medio de 1la
discontinuidad:

2.3 PROPIEDADES DE LA SERIE DE FOURIER

La serie de

i

Fourier posee

ciertas caracteristicas o
propiedades que nos permiten simplificar pasos al momento de obtener
la serie para algunas funciones.

Dichas propiedades se describen a
continuacidn.

2.3.1 Desplazamiento en el tiempo

Esta propiedad nos permite obtener de una forma simple vy

directa la serie de Fourier de una funcidn desplazada en el tiempo a

|
|
|
|

§ )

1 o V4
‘//: ; 7 | l
\ | o // ! [ !
| L y | >
\‘ f(t-t,) t
‘ ) A
R ,/4 ! ._.' //1 |
| | ] "/ | !
‘\ | ty '
\ | )
\ ' T R ! |
\ : EE IV Y ; |
\7/ l-" V l .
\ — A t
| t, T
\

Figura 2.2
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partir de la serie de Fourier de la funcidn original y viceversa.
\

Funcién
original

Funcidn
retrasada
(llega después
en el tiempoc)

Funcidn
adelantada

(llega antes en
el tiempo)



|

|
|
|

|

Si tenemos una funcidén periddica  F(t) cualquiera,
representada por la serie de Fourier

iznkt

L de 8 2.3

k=-00

f(t)

it

y desplazamgs la funcidén f(t), como se muestra en la figura 2.2,
r (t) = f£(tzxt )
s 1

de

entonces, su serie de Fourier sera:

iz2nk (txta) i2nkt + A2nkta

: T - T Wil T
£ttt ) = ¢ de = L De € 2.4
. k=-00 k=~ ‘
i2nkt + i2mkta
= L de T e ! 2.5
k=-00
= [Dke 8 ] e T 2.6
k=-00

Comparando 2.3 con 2.6, se puede observar que

. di2nkt:
- ve T 2.7
k des k

Y si representamos en su forma de Euler al coeficiente Dk,

i¢k . 12¥kt1
3 = |9 |e e 2.8
k des k
por lo tanto,
£ ( ) + ngtl)
b)) = | |e 2.9
k des k




como puede observarse, en lo Gnico que cambia el coeficiente » en
una funcidn desplazada es en que el angulo de fase se ve aumentado
(adelanto) o reducido (retraso) en 2n¥t1 (En sistemas fisicos
reales se habla de retraso en el tiempo, ya dque no existe

fisicamente el adelanto).

2.3.2 Simetria de funciones

Existen algunas funciones que por su simetria presentan
propiedades muy Gtiles cuando se quiere obtener de éstas la serie de
Fourier. Como se explicard mds adelante, esto se debe a que la serie
de Fourier se puede descomponer en funciones de tipo simétrico. A

continuacidén se describen estas funciones y sus propiedades.

a) Funciones de simetria par

Una funcidén es de simetria par respecto a un eje t = to si:
f(to+t) = f(to-t) 2.10
b o)

~¥

Figura 2.3

Si el eje de simetria es to = 0,

£(t) = £(-t) 2.11
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Bown  ms  went weEE dam
j -«
-
¢
-
S —

b=0

Figura 2.4

| a.1) Suma de dos funciones de simetria par

Sean f(t) y g(t) dos funciones, tales que

| £(t) = f(-t) 2.12

! g(t) = g(-t) 2.13
al calcular

h(t) = g(t) + £(t) 2.14

) h(-t) = qg(-t) + f(-t) 2.15

y sustituir 2.12 y 2.13 en 2.15, tenemos que:

h(-t) = g(t) + £(t) = h(t) 2.16

por lo tanto,
h(-t) = h(t) 2.17

lo que implica que la suma de dos funciones de simetria par es una
funcidén de simetria par.

| @.2) Producto de dos funciones de simetria par

Sean f(t) y ¢(t) dos funciones, tales que

f(t) f(-t) 2.18
Y

g(t)

i

g(-t) 2.19
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calculando

h(t) = g(e) . f£(t) 2.20
Y
hi-t) = g(-t) . £(-t) 2.21
Y sustituyendo las €Cuaciones 2, 3g Y 2.19 en 5, 21, tenemos que :
Il(—t) = g(t) . f(t) = h(t) 2. 22
por lo tanto,
h(-t) = h(t) 2.23

b) Funciones de simetria impar
Una funcién ©s de simetrig impar r'especto a] eje (t = to)
Cuando

I(to+t) = (-tho»t)) 2.24

Tf(t)

Figura 2.5

Si to = 0,
£(t) = (-£(-t)) 2.25
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Figura 2.6

b.1) Suma de dos funciones de simetria impar g

Sean f(t) y ¢(t) dos funciones, tales que

£(t) = -f(-t) 2.26

i g(t) = -g(-t) 2.27
al calcular

h(t) = g(t) + £(t) 2.28

Y h(-t) = q(-t) + £(-t) 2.29

y al sustituir las ecuaciones 2.26 y 2.27 en 2.29, tenemos que:
h(-t) = (-g(t)) + (-f(t)) = -(g(t) + £(t)) = -h(t) 2. 30

por lo tanto,
h(t) = -h(-t) 2.31

lo que implica que la suma de dos funciones de simetria impar es una
funcidén de simetria impar.

b.2) Producto de dos funciones de simetria impar

Sean f(t) y g(t) dos funciones, tales que

f(t)

-f£(-t) 2.32

g(t)

-g(-t) 2.33
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definiendo a
h(t)

]

g(t)-f(t) 2.34
Yy

h(-t)

]

q(-t)-f(-t) 2.35

Y sustituyendo las €Cuaciones 2, 33 Y 2.33 en 2. 35, obtenemos

hi(-t) = ("q(t))'(~f(t)) =g¢(t)-f(t) = h(t) 2.36

por lo tanto,

hi(t) = h(-t) 2. 37

lo cual implica que el producto de dos funciones (e simetrig impar
€8 Una funcign de simetria par,

¢) Producto e integracién de funciones simétricas

¢.1) Producto de una funcion de simetria Par con una funcién de simetria impar

Sean f(t) Y ¢(t) dos funciones, tales que

£(t) = f(-t) 2. 38
Yy
g(t) = -g(-t) 2.39
considerando a
h(t) = g(t) f(t) 2. 40
y
h(-t) = q(-t)-f(-t) 2.41

Y sustituyendo las €Cuaciones 2, 38 Y 2.39 en 2.41, tenemos que:
h(-t) = (-q(t))-(f(t)) = -g(t)-f(t) = -h(t) 2.42

por lo tanto,



c.2) Integracion de funciones simétricas

|
|
[
|
|
|

Deseamos encontrar la integral de f(x) cuando f(x) es una

funcién de simetria par o una de simetria impar, es decir,

+0

[ f(x) dx

- 00

si f(x) es de simetria par

si f(x)

es de simetria impar

Separando los limites de integracidén, tenemos que:

+00 0 +00
[ f(x) dx = J f(x) dx + J f(x) dx 2.44
0 -0 [0}
si igualamos x = -y en la primera integral del segundo miembro de
la igualdad 2.44, entonces tenemos que dx = -dy, Yy cuando X - -u,
Yy - +», por lo tanto,
0 0 +00
[ f(x) dx = - I f(-y) dy = I f(-y) dy 2.45
L) ) 0]
al cambiar otra vez la variable y por x
(0] +00
I f(x) dx = j f(-x) dx 2. 46
=~ 00 o
| Y sustituir 2.46 en 2.44, tenemos que:
+00 +00 +00 )
J f(x) dx = J f(-x) dx + J f(x) dx 2.47
-0 0 (o]

Si f(x) es una funcién de simetria par, entonces

f (x)
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resultado final cero.

F)Sc

Por 1lo tanto,

+00 +00

f(x) dx = 2]. f(x) dx
[o]

f{x) = -f(-x)
r lo tanto,
+00 +00 +00
j f(x) dx = j~ f(-x) dx + ]. F(x) dx 2.49
0 (o] (o]
+00 +00
= - ]. f(x) dx + j. f(x) dx = 0 2. 50
0

gra un &areg posi

rie de Fourier de funciones simétricas -

Si retomamos ]a serie de Fourier de la forma:

(+4]

2nkt 2nkt
‘ £(t) = 4+ k);l (.dkcos T - + Bsen T )
QOHde:
| ‘2
2 2nkt
| .dk = -T-f f(t) (cos ‘T——) dt

tZ

2 2nkt
$k = ,i: J’ f(t) (sen ﬁT“)
t

1
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. t L . -
Yy sabiendo que cos 2¥k es una funcidén de simetria par y sen ngt

una de simetria impar, tenemos que si f(t) es una funcién de
simetria par, entonces

t 12

2 2

4, = 2(3) [ £(t) (cos 2MHL) gt - 2J' £(t) (cos 2MEL) gt 2. 54

T T T
0 )

Y por las propiedades de las funciones simétricas expresadas en 2.42

y 2.50, obtenemos |

B =0 2.55

por lo tanto, la segunda forma trigonométrica de la serie de Fourier

para funciones de simetria par queda definida como

-]

2nkt

£(t) = sdo + Zsakcos 7 2.56
k=1
lo que implica que para funciones de simetria par:
1
B =34
E = 4 2. 57
k k

Por consiguiente, la primera forma trigonométrica para una
funcién de simetria par es

®
£f(t) = G‘O + k);li?kcos (

2nKt
T

) 2.58

Por otro ladec, si f(t) es una funcidén de simetria impar,
entonces por las propiedades de las funciones simétricas expresadas
en 2.42 y 2.50,
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" S 2.59
t2 t2
2 2kt
B = 2(3) J £(t) (sen 2EL) ar - %J £(t) (sen L) qr  2.60
(o 0
por lo que
z 2nkt
f(t) =Y Bsen 25 2.61
| o1 K T

gue representa la segunda forma trigonométrica de
|

la serie de
Fourier para funciones de simetria impar.
‘ Dado lo cual:

1
Dk = —liﬂk
€, =3B, 2.62
‘\ -1 —Bk n
b = tan { —5) = -3

\ Por lo tanto, la primera forma
funcién de simetria impar es e
\

trigonométrica para una

[o2]
| £(t) = $6cos (ZEEE

H
mﬂ;

2“5‘.3.3 Superposicion

Algunas funciones peridédicas pueden ser expresadas como la
suma de varias funciones periddicas mas simples.
|

Es posible entonces encontrar la serie de Fourier para esta
| » . - . 3 . .
suma por la adicidn de las series de Fourier de varias funciones.
|
|



de la cual deseamos obtener

f(t)

i

Ejemplo 2.1
Sea una funcidén a la que llamaremos fa(t) definida
4 ; te(0,T1)
a8l =4 0 ; te(r1, 1)
“fn(t)
—— e —r —
= ; rse 3]l
1 i 1 i 3 { i 1 i i -
-3 -2T, -Ty “——‘_‘T T 2%y 3% 4T, 5T, 6T, 7T, t
1
‘r'rb(t)
l ! : ! i I |
| —_ — : I | -
I I I I !
i : | ! ! | !
i i i | : )
I ! I | ! ‘
1 1 | i | 1 i
1 n 1 1 i ] 1 ] | ] i -
-37, -2T, -T, T 2T, 3T 4T, 5T, 6T, 7T, 8T, %
T hl
T,
Figura 2.7

la serie de Fourier:

. i2nkt
T
¥ Ske
K==
vtz _i2nkt
1 T
t
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por lo que

-T1 _i2nkt T _iankt
Dak = -%%J ae T dt + % f (0)e T dt
0 T
_i2mkt |7y
Yak = 1;#k (e ' J

Y, por lo tanto,

12k i2mkt
o y:| T T
fﬂ (t) = k§.miﬁm_ [l = ] (S

Observando 13 figura 2.7, se puede determinar que

fb(t) = fa(t),T1 g e 2fa(t)|T1 = 2 T
3 3
por lo cual
. 2 : -
_i2mnkt 37 _i2nkt F
y . -4 e T — e T
bk ~ I2mk iz2nk
0 0
~ink2 -inkg
1 £ 2 3 _
b = i2nk [e i l] - izmk le 1”
-ink2 -inkg
-4 3 3
b« T IZnk [e Lo - 3]
Y, por lo tanto,
. —j.T[k_z_ .._inkg iZTrkE ¢
-2 3 T
£ (6) = L onk (e voe 3} )
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2.3.4 Derivacién de funciones periédicas continuas -

El teorema de la serie de Fourier establece que para
cualquler valor de la variable t en una funcién continua, la serie
@e Fourier converge al valor de su correspondiente funcién periédica
£(t). |
Si f(t) es continua implica que es diferenciable, pcr 1lo
que

o e i2nkt . i2nkt
t) d S d T
- a LA = L d—r e 2.64
=—00 k=-00
i2nkt
| - i2nk T
| B kz:_mgk( T ] 2. 65
por lo tanto,
| ) i2nkt
de(e) |} ople T 2. 66
k=-00
donde
4 i2nk
Dk Dk[‘T ] 2.67

Lo que implica que si conocemos los coeficientes de la
serie de Fourier de una funcidn, podemos determinar los coeficientes
de la serie de Fourier de la derivada de esa funcidén y, por 1lo
tanto, la derivada de la funcién.

|

Generalizando,
) . R i2nkt & . i2nkt
d f(t) d T B i2nk T
o k): > - e = k): ka[ 7| € 2.68
=-00 ==
por lo que
. i2nkt

df(t) _J ye T 2. 69
dat" k=-00
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donde

n o n
121k .
5, =, (12K 2.70

2.3.5 Derivacién de funciones periddicas discontinuas ‘

Si f(t) no es continua, el teorema de la serie de Fourier

establece que en los puntos de discontinuidad de f(t) la serie
converge a

2 (£(8) + £(0))

que corresponde al valor medio de la discontinuidad.
Para poder obtener 1la derivada de estas funciones
discontinuas es necesario conocer y establecer las propiedades de

otxro tipo de funciones, las cuales se describen a continuacidn.

a) Funcién impulso

Un impulso en el tiempo simula causas que tienen
comparativamente poca duracidén, pero que son suficientemente fuertes
para dar lugar a un efecto observable.

Matematicamente, la funcién impulso se puede definir
partiendo de un pulso rectangular de base t=a y altura h=1/a que
tiene un Aarea unitaria; dicho pulso puede ser considerado como una
funcién impulso cuando a - 0.

O
ct
Q,
(al
Il

o
V]
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(1) ° M
' |
|
; I
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] |
| i
a t a0 t o t
Figura 2.8
b) Propiedades de la funcién impulso
b.1) Primera propiedad
Se define de la siguiente manera:
+00
[ 3(t-T) dt = 1 2.73
-0
o ; t =T
4 2.74
8 (t-T) ={o it T

y representa a una funcién impulso desplazada.

A
1 3
§t(1) | i
Ly
by
— i
|
i
; | i
| 1 |
I ! |
] | . L | - .
T (a+T) t a->0 t T t
Figura 2.9
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b.2) Segunda propiedad

La siguiente propiedad de la funcién impulso es

+00

I d(t)f(t)dt = £ (0) 2.75

b.3) Tercera propiedad

Una propiedad més de la funcién impulso es

f(t)s(t) = £(0)&(t) “ 2.76
por lo tanto,
J (s(t)f(t))o(t)dt = J d(t)(f(t)p(t))dt = £(0)¢(0) 2.77
-00 ~00

Nota: La segunda, tercera y, mas adelante, 1la quinta
propiedad de la funcién impulso pueden ser facilmente entendidas si
consideramos que la funcidén impulso vale cero en cualquier punto,
excepto en el punto en el que esta definido y, por lo tanto, al
multiplicarla por cualquier otra funcidén sdlo existird el producto
- en el punto donde esta el impulso.

' b.4) Cuarta propiedad

Otra propiedad de la funcidén impulso es

+ 00 + 00

J §'(t)e¢(t)dt = -J' ¢’ (t)s(t)dt ='-¢'(o) 2.78

- 00 -0

Dempstracidn:

Integrando por partes, tenemos que:

+00 +00 +00

[ ' (t)e¢(t)dt = ¢(t)s(t) = J ¢’ (t)s(t)dt
donde
‘ u = ¢(t) v = 8(t)
du = ¢’ (t)dt dv = 8’ (t)dt
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evaluando los limites de integracidn, tenemos que:

+00 +00

J ' (t)¢(t)dt = 0 - J ¢’ (t)s(t)dt

-00 -0
y por la propiedad expresada en 2.75,

+00 +00

[ 8’ (t)¢(t)dt = - J ¢ (e)s(t)dt = -¢’ (0) 2.79

0 - 00

b.S) Quinta propiedad

De manera andloga a la segunda propiedad, tenemos que:

+00

I s(t-T)f(t)dt = £(T)
00
b.6) Sexta propiedad

Un tren de impulsos unitarios es la repeticidén periddica de
un impulso y se define como

6k(t) =Y & (t-t-KT) 2.81
k=-0
Iy Bk(t)
.
T —% '
T

Figura 2.10
decnde T es el desplazamiento a la derecha, respecto al origen, del

primer impulso del tren de impulsos.

Si T = 0, entonces:

70




8 (t) =T &(t-kT) 2. 82
k=-o00

ASk(t)

Figura 2.11

¢) Serie de Fourier de un tren de impulsos unitarios

La funcién impulso, si se repite periddicamente,

se puede
representar mediante una serie de Fourier,

pero no sera convergente,
pues no cumple con la segunda condicién de Dirichlet.
Como el tren de impulsos es peridédico se considera a 1la

funcidén como tal, por lo que para obtener su serie de Fourier sdlo
sera necesario calcular los coeficientes

') para un solo intervalo
Kk
Tl = 1-3.31 :
1 2’2
e _iamkt
1 T
Dk =T [ f(t) e dt
~T/2

de este modo, los coeficientes de la serie de Fourier de un tren de
impulsos desplazado dei origen seréa

B _i2mkt
9 =% | s(t-me T at 2. 83
Kk T
~-T/2
Y por la quinta propiedad de la funcién impulso,
_i2nkt
1 T

Por lo tanto, la serie de Fourier para un tren de impulsos
(6,) con un desplazamiento Tt queda definida como
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_i2nkt i2nkt i2nk(t-1)
T

0
Y e 8 e T =
kK==-0 k

ak(t)

N

e

- 00

|
It~ 8

Para obtener la sexrie en su forma trigonométrica

£(t) =6 + LEcos (2L | )

Kot T k
donde
T/2
8 =9 =z | £(t)dt
o] (o] T
~T/2
se tiene que
T/2
1 1
Do =7 J d(t-Tt)dt = 5
~T/2
Y gue
_i2mkt
1 T
Dk = 'T e
Yy, por consiguiente,
1
151 =5
. 2nk
KT
¢ =~ 77
por lo que si
€ = 2|9 |
k "
entonces
2]
1 2. 2nKt _ 2mKT
Sk(t) =5 + 2i T cos ( T 7

que representa a la serie de Fourier para un tren de
unitarios.

Evaluando t = T para determinar su convergencia,

| que:
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o (ng't B ZTtk‘C)

(Y
x
5
I
=
-+
jit8
/LY

2.91
f K
| 1 - 2
6k (t) = 7o+ kg F Ccos (0) 2.92
por 1lo tanto,
Gk('t:) = = 4+ ,12 (1+1+1+ ) 2.93

utiliza la serie de Fourier:

Ts2 T/2
) N 1 2 2nkt  2ukt N
| J Gk(t)dt -] [T + .Tk?x cos (7— = -—T..)}dt =
LY S1/2 -
T/72 . T/2
1 2 T 2nKt 2nKT
‘['f't) ¢ Toam L jsen ( T )
-~T/2 N -T/2
[+o] -
T 2
AT AR E R O 2n))
k=1
1 2 1 2nkT 2nKT
=1 4+ ;l-kz:ll?[sen (vrk-\T) sen (-mk - T)J
0
= 1 4+ % T ’lt (sen nk‘cos-(zL;ft) - Cos mnk sen(zn\},lft)
k=1 '
+ sen mk cos (32"#) + COs mk sen (ZL;ft)]
12 1-(]
=1+ =7 = o
n k=1}(
pbr lo tanto,
' T/72
f Sk(t)dt = 1 2. 94

-Ts2
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d) Funcion escaléon unitario

| La funcidén escaldn unitario estd relacionada con la funcidn

impulso, por lo que serd conveniente conocerla y observar sus
propiedades (figura 2.12).

h (1)

Figura 2.12

¢) Propiedades de la funcion escalén unitario

‘e.l) Primera propiedad

Se define de la siguiente manera:

+00 +00

J p(t) f(t)dt =J f(t)dt 2.96

. 00 0

ya que la funcidén f(t) queda multiplicada por cero de (-w,0) y por 1
de (0,w).

e.2) Segunda propiedad
La siguiente propiedad es la que relaciona a la funcidn
'impulso con la funcidn escaldén unitario:

5(t) = g.f u(t) 2.97
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Demostracién: ’

Sea f(t) = c|: + donde ¢ puede Tepresentar a una variable

¢ @ una constante que existe s6lo en el intervalo (a,b)
Por el origen.

0 b —

Figura 2.13

Si partimos de la integral

2]

I K’ (t) r(t)de

-00
e integramos Por partes, tenemos que:

+00 +00 +00

J u' (L)F(t)dt = u(tff(t)dt - J m(t)f’ (t)dt
-0 -0 ~00
'donde
' u = f(t) vV o= u(t)
du = £’ (t)dt dv = u’ (t)dt

Y que pasa

debido a que 1la funcién f(t) no existe en -w o *©, tenemos que:

- -f(t)lo - f(w) + £(0) = 0 + £(0)

]

por lo que

+00 +00 +00

[ u’ (t)f(t)de 0 - [ u(t)f'(t)dt = —I £’ (t)dt
)

-0 0

]
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por lo tanto,

+00

J u' (t)f(t)dt = £(0) 2.98

si como se habia definido en 2.75,

[ s(t)f(tydt = £(0) 2.99

-0

por analogia entre 2.98 y 2.99, tenemos que:

d(t) = ' (t) 2.100

f) Obtencién de la derivada de funciones peri6dicas discontinuas
De la ecuacidén 2.67, tenemos que:

! i2nk
SRS

de modo que la derivada de la serie de Fourier para una funcidn

continua queda representada como

. 12kt o i2nkt
af (t) _ 'y D e T _ (1$”k]§)ke T 2. 101

k== -00 k=~00

Si consideramos ahora una funcidédn de la forma:

A f(t)

didddddddeddes

-6 -5 =14 -3 -2 3 0 1 2 3 4 5 .6 7 {

Figura 2.14
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donde existe una discontinuidad con periodo T = 1, y de

la cual

deseamos obtener su derivada. Para poder derivar una funcién de este

tipo, primero necesitamos remover la discontinuidad, sumando una

serie de funciones escalén de la siguiente forma:

4 alt)

Figura 2.15

donde:
f(t), funcidn original discontinua
g(t), funcidén sin discontinuidad

a , representa la magnitud del escaldn

por lo que

o0
g(t) = £(t) - ¥ a wu(t-kT)

k=-00

2.102

(el signo menos es porque el salto para hacer la funcidn continua es

hacia abajo). Derivando la funcibén, obtenemos gque
N d
g’ (t) = £f'(t) - Y a, g¢ u{t-kT)

k=-00

y por la propiedad representada en la ecuacidén 2. 100,

g'(t) = £'(t) - L a_&(t-KT)

k=-00

por consiguiente, despejando a la derivada de nuestra
original discontinua, tenemos que:
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£'(t) =4q'(t) + ¥ a_8(t-KT) 2.105
k=-00

Por lo tanto, en el caso de funciones discontinuas, la

derivada de una funcién discontinua aflade un pulso de magnitud a,

en
los puntos de discontinuidad.
Ejemplo 2.2
‘ Se tiene a la funcidén periddica discontinua
F(t) =e* te (0, 2m)
A f(t)
-4 -2 27 4 61 B'7rrt
Figura 2.16
para hacerla continua, tenemos que:
(2]
f (t) = f(t) + ¥} a u(t-KT)
“ k=-00
por lo tanto,
d t -
fc(t) =FF € + Y a, S (t-Kt) 2";06
k=-~00
Para evaluar a . que representa el valor de la

discontinuidad o salto, tomamos el valor de la funcidén por la

derecha y luego el valor de la funcidén por la izquierda en el punto
de la discontinuidad:
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2.107

a = f(tk) (+)derecha _ f(tk)"fizq“‘?’da
a = e~ eM. 1 - 2.108
por lo qﬁe
£ (t) = -e™t 4+ E (1-e72" 2.109
k=-0

Como se muestra en la figura 2.17,
b

A

’-ook :]-ez”

-

///féw -4 -2

Figura 2.17

G,- G/2325

COHKD ak es una constante,
0

£:(t) = -e" +a I 8(t-kt) 2.110

k=~00

gque representa a la derivada de la funcidn.
Si ahora sumamos
w
£1(t) + £(t) -e"+a T s(t-kt) + e 2.111

=-00

tendremos que:
00

£7(t) + £(t) = a_ ¥ &(t-kt)

k=~00

2.112

que representa el tren de impulsos que remueve a la discontinuidad. -
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Por otro lado, si una funcién es continua y derivable
#mplica que puede ser representada mediante la serie de Fourier vy,

éorglo tanto, se puede obtener su derivada, como se describid en las
'Txpresiones 2.66 y 2.67,

‘ i2nkt - i2nkt
‘ £(t) = ¥ De T ; £(t) = ¥ [ig-“-’i]nk FEL
|

k=~00 k=~0

onde

pero si obtenemos la serie de Fourier de una funcién discontinua, en

este caso para la funcién e te(0,2m), tenemos que:

2n _i2mkt : _ _
1 -t 21 - ¢
Dk = —2—7!_- J e e dt 2.113
o]
2n 2n 10 o
o oL [ eime, 1 -1 _-(eine| _ 1-e” (127
k21 T 2n 1+ik B 2 (1+1k)
0 (o]
g - 1 -e?’" 2.114
x 2n (1+ik)
por lo tanto,
fity » Lo v 1 ikt
h 2n - 1+ik 2,115
k:==~00
Al calcular su derivada a partir de 2.66 y 2.67, tenemos
gue:
s =9 [12nk]
k k| 21

por consiguiente,

80




» = ik O 2.116
por lo que

) 1 - e o ik ikt )

k=-00

Ahora bien, si sumamos 2.115 y 2.117,

-21 +00
1 - e 1 . ikt

‘ £f2(t) + f(t) = —r—"— e .
| (t) (t) T )X (11K (1+ik)e 2.118
| k=-00
‘\ "ZTl' +00 .
£(t) + £(t) = 5 E  § MMt 2.119
“ k=-00
\ Por otro lado, sabemos de la expresién 2.85 que la
| representacién en serie de Fourier de un tren de impulsos es
\ iz2nkt-t )
i A :
\ _ 1 T
| s (t) = T L € 2.120
“ k=00
\ si no existe el desplazamiento vrespecto al origen t1 = 0; vy
|
| 81 T = 2m, entonces
\
\ 1 o ikt
| Sk(t) 5T Z e 2.121
\‘ K=-00
| v sabiendo que para el ejemplo 2.2
|
| a=1-¢e "
\ K
Ey considerando 2.120, la expresidén 2.119 puede quedar expresada
“w‘como
| £1(t) + £(t) = a_ 8 (t) 2.122
\

donde 8 (t) es la serie de Fourier de un tren de impulsos.
\
|

Al cowmparar 2.112 con 2.122, podemos observar que se obtuvo
el mismo resultado cuando se realizd la derivada de la funcidn
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original, removiendo la discontinuidad (ec. 2.112),
obtuvo la serie de Fourier de
(ec. 2.122).

que cuando se
la funcidén y después se derivd

De lo anterior, podemos concluir que cuando derivamos la

serie de Fourier de una funcién discontinua se remueve

automidticamente la discontinuidad y se afiade el tren de impulsos del
tamafio adecuado a, .-

Por lo tanto, cuando calculamos la derivada de la serie de

Fourier, el coeficiente 9’ que se obtiene es el de la derivada de la
funcidén, aunque la funcidén no sea continua.

2.3.6 Determinacion de la serie de Fourier de una funcién periédica por medio de la
derivacion

Para explicar esta propiedad, se presenta a continuacidn
una demostracidn grafica.

Ejemplo 2.3
Si tenemos una funcidén, tal que (figura 2.18a)
r L& 0 <t <1
£(t) = 1 1 <t < 2
\—]21 t+2 2<t < 4
. de la cual obtenemos su derivada por tramos (figura 2.18b),
1 0 <t <1
f'(t) = 0 1 <t <2
_% 2 <t <4

al calcular la segunda derivada, como se muestra en la figura 2.18c,

' se obtiene una serie de impulsos, aplicando la propiedad demostrada
en 2.100.

£'’(t) = 1.58(t) - &(t-1) - 0.568(t-2)
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- b)

c)

g T

1 1 { 1 A .
| 2 3 4 5 6 7 8 9 10 t
A (1)
7 Inm — —
| [ i
} [ | i
[ ! | |
i | ' i
[ A ta ! | .
LY. t
_1/2
4¢'(1)
3/2 A A

l -1/2 1

Figura 2.18

kdonde la magnitud de los impulsos se obtuvo restandole al valor de

la funcidén escaldn de la derecha el de la izquierda en el punto de

discontinuidad. E1 signo del impulso depende de si el salto es hacia

arriba

o hacia abajo (-).
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’ * ’ - 1 3
£r(t) - £/(t) = 1-(- 5) =35 8(t)

f'gtz) - f'(tz)" =0 -1 = - &(t-1)
’ + 7 S :_l: - e 1‘ -
f (tg - f (tg = - 0 = 5 8 (t-2)

cdonde t1 = 0, t2 = 1y t3 = 2.

A continuacién se obtiene el coeficiente de Fourier para la

sequnda derivada de la funcidn que se representa por los impulsos:
¢ q P P

4 __i2mkt
D;’(t) = % J (1L.58(t)-8(t-1)~-0.58(t-2))e T ge

0

y si aplicamos las propiedades de 1las funciones impulso (2.75 vy
2. 80),

_i2mk (1) _i2mk(2)
=3 [1.5 eo— e ° - 0.5e “ ]
4
por lo que
/ _ink
-l lis-e 2 - o0.se 1Tk ]
4
e _ink
A - i . 2 . . k
9 '(t) =7 |1.5 - € 0.5(-1) ]
de 2.70 obtenemos que:
’ i2mk a iznk)®
= [ T ]gk y 3, = { T ] >,
por lo cual
T )%, 16 )o'' 4 e
D = [—.———] D = T D = = D
k iz2nk k [ 4n2k2] k 12K«
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por lo tanto,

por
o _ink inkt
£(t) = - 2§ —} (1.5 - e 2 - o0.5(-1)%e 2
T~ k=-0 K

2.4 ESPECTRO DISCRETO DE FRECUENCIA

2.4.1 Espectros discretos de amplitud y de fase
Cuando una

funcién periddica de
mediante la serie

periodo T se
de Fourier

representa

i2nkt
+00 T
f(t) = Y de
k=-00
el inverso del periodo de la funcidn que se esté representando
q 1
sera T = fo ,

donde a fo se le conoce como la frecuencia fundamental
de la serie de Fourier y a los coeficientes Dk como los armbénicos

de la funcidén. Algunos autores trabajan con la variable w, donde
w = 2n/T, de modo que w = 2nfo.

Para obtener lo que se denomina espectro de amplitud y de
fase de una funcidn, se grafica su

]Dk| vs Kkfo , espectro de amplitud

¢ vs Kfo

N , espectro de fase

k = 0, + 1,2, *3.
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“¢k

Figura 2.19

2.4.2 Importancia de los espectros discretos de amplitud y de fase

| Los espectros son otra forma de representar una funcidén en
' un nuevo dominio que es el de la frecuencia; dicha representacidn es
univoca.

Cada valor lel representa la amplitud de una componente
sinusoidal, 1la cual tendr& su correspondiente angulo de fase ¢n'
Este angulo de fase nos indicarad con qué angulo o defasamiento entra
' la sefial respecto al origen. Por lo tanto, al efectuar la suma de
todas las funciones cosenoidales podremos reconstruir la funciébén
original (véase figura 1.15).

4 El espectro de amplitud representa la amplitud de cada

componente sinusoidal como una funcidén de la frecuencia y es de

‘simetria par; el espectro de fase, de simetria impar, nos indica el

tiempo de retraso respecto al origen que tiene cada una de las
!componentes.

‘ Los espectros de amplitud y de fase correspondientes a la

‘funcién. de las figuras 1.5, cuyos valores estadn tabulados en la
' tabla 2.1, se muestran en la figura 2.20.



—~———

"Espectro de amplitud

M1

a)

—e—a—o-o-"
Lo an an o o o

-4

-2

Espectro de fase

e o

b0 16,57 %.-Bw-h—ow
19~
12+
10—
08
06+
04

=12

-14
e e WP Rt Dol P

=16 —0—..~—0~——-——'--0——’-—_-0-—--—-.*‘—'—~‘

Figura 2, 20
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KFo MOD Dk k PHI K
-3.8197186 | 0.0416667 -24 -1.5707963
-3.6605637 | 0.0434783 -23 | 1.5707963
-3.5014087 | 0.0454545 -22 -1.5707963
-3.3422538 | 0.047619 -21 1.56707963
-3.1830989 0.05 -20 -1.5707963
-3.0239439 | 0.0526316 -19 1.5707963
-2.864789 | 0.0555556 -18 -1.5707963

-2.705634 | 0.0588235 -17 1.5707963
-2.5464791 0.0625 -16 -1.5707963
-2.3873241 | 0.0666667 -15 1.5707963
-2.2281692 | 0.0714286 -14 -1.5707963
-2.0690143 | 0.0769231 -13 1.5707963
-1.9098593 | 0.0833333 -12 -1.5707963
-1.7507044 | 0.0909091 -1 1.56707963
-1.5915494 0.1 -10 -1.5707963
-1.4323945 | 0.1111111 -9 1.56707963
-1.2732395 0.125 -8 -1.5707963
-1.1140846 | 0.1428571 -7 1.5707963
-0.9549297 | 0.1666667 -6 -1.5707963
-0.7957747 0.2 -5 1.6707963
-0.6366198 0.25 -4 -1.5707963

1-0.4774648 | 0.3333333 -3 1.5707963
-0.3183099 0.5 -2 -1.5707963
-0.1591549 1 -1 1.5707963

0 0 0 0

0.1591549 1 1 -1.5707963
0.3183099 0.5 2 1.5707963
0.4774648 | 0.3333333 3 -1.5707963
10.6366198 0.25 4 1.5707963
0.7957747 | 0.2 5 -1.5707963
0.9549297 | 0.1666667 6 1.5707963

1.1140846 | 0.1428571 7 -1.5707963

1.2732395 | 0.125 8 1.5707963

1.4323945 | 0.1111111 9 -1.5707963

1.5915494 0.1 10 1.5707963

1.7507044 | 0.0909091 11 -1.5707963

1.9098593 | 0.0833333 12 1.5707963

2.0690143 | 0.0769231 13 -1.5707963

2.2281692 | 0.0714286 14 1.5707963

2.3873241 | 0.0666667 15 -1.5707963

2.5464791 0.0625 16 1.5707963

2.705634 | 0.0588235 17 -1.5707963

2.864789 | 0.0555556 18 1.6707963

3.0239439 | 0.0526316 19 -1.5707963

3.1830989 0.05 20 1.5707963
13.3422538 | 0.047619 21 -1.5707963

3.5014087 | 0.0454545 22 1.5707963

3.6605637 | 0.0434783 23 -1.5707963

3.8197186 | 0.0416667 24 1.5707963

Tabla 2.1




Como otro ejemplo, tomaremos a la funcidn:

| Am)

b e e e e . — — -

Nlﬂ-—-————-————-—l
J>
Mok e e e — |

o
'
o~
-

Figura 2.21

para la cual

los coeficientes de 1la
. definidos como

serie de Fourier quedan

_ sen mKfo.d
| D = Afo d rygeg——

T
} A este tipo de funcién

donde fo = —

se le conoce como la funcidén
| "sampling" o muestradora por tener la forma [—Egﬂi—]
En la figura !

2.21 tenemos una funcidén de simetria par,
| g
| lo

por
que el angulo de fase es cero para todas las componentes de
frecuencia; por lo tanto, el espectro de fase es cero y sblo
ttendremos valores en el espectro de amplitud. Todas las cosenoidales
|

| que tedricamente son infinitas y reconstruyen esta sefial son de
| simetria par, aunque tengan diferentes amplitudes representadas por

los |Dk|, y distintos periodos que dependen de la posicidn kfo que
los coeficientes ocupen en el espectro de frecuencia.
I

Si ahora asignamos los siguientes valores:
|

1 1
‘\ d.—-§-6-, T-——4—' Y A =1

'Y obtenemos el valor de DO , calculandolo por separado,
|

tenemos que
‘nuestros primeros valores quedarin como:
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|§)1| = 0.187 ’D—1l = 0.187
|9,] = 0.15 [d ] = 0.15
9, = 0.2 |9, = 0.1
[9,] = 0.05 |5, = 0.05
‘DSI =0 ID_SI = 0
Espectro de amplitud
+AleI
0.2
048
/

0.16

0.4 ~

/

0,12 4

" 10.1-

0.08

0.06

0.04 . .

Tttt T T T T e e —
-i00  -80 -60 -40 -20 20 40 60 80 100
o -0.02 4 K fo
-0.04
-0.06--J

Figura 2. 22

Si la seflal reconstruida no tiene simetria par, las seifiales

que la van a formar mediante Su suma, ademds de tener diferentes

valores de amplitud |Dk|, presentan distintos &ngulos de fase; es
Fecir, cada una de ellas tiene un dngulo diferente al pasar por el

origen. Por lo cual esta sefial tendra espectros de amplitud y de.

fase.
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2.4.3 Espectros discretos de amplitud y de fase paralas formas trigonométicas

En la primera forma trigonométrica:

€ = 2[3 |

[os]

- 2nkt
f(t) = 6’0 + k~1l‘;"kcos (——T———— + ¢ )

Para esta forma trigonométrica,

s6lo tienen valor para las frecuencias positivas,
el subindice k va de 0 a o.

esto se debe
Debe notarse que la amplitud [9 | esta

2.123

los espectros de frecuencia

a que

multiplicada por dos, para compensar el que la sumatoria de la

expresidén 2,123 va de 0 a w.

Con lo que respecta a la segunda forma trigonométrica,

cuando se grafican los armdénicos ﬂk vs Kfo

Y @k vs kgo
obtiene no es un espectro de amplitudes,

la parte real y la parte imaginaria del espectro.

lo que se
sino la representacidén de

~El1 espectro de amplitud es muy importante porque aqui se

puede observar en qué frecuencias se encuentran las componentes mas

tanto,

grandes o importantes que reconstruyen a nuestra funcidn vy,

mayor parte de energia de nuestra funcidn.

2.5 CONTENIDO DE POTENCIA DE UNA FUNCION PERIODICA

. 2.5.1 Definicién de contenido de potencia
‘ En 1la

expresidén 1.32 del

capitulo anterior
Ldefinido

T/2

J [£(t)]% dt

~T/2

Nl

donde F° es el valor cuadritico medio, también conocido

contenido de potencia de la funcidén f(t) en un periodo.
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Demostracidn:

En un circuito eléctrico donde i representa la corriente

2léctrica y q la carga, existe una diferencia de potencial entre el

punto A y B:

i s
2 J

W

|5
donde la corriente eléctrica estd definida por

dq

1 =gt

pcr lo que

dg = idt

'y la diferencia de potencial estard dada por
dw = dq(VA- Vé) = dg VvV

donde V representa el voltaje.

Si
V = Ri

' entonces, sustituyendo 2.125 y 2.127 en 2,126,

dwv = dqV = idt (Ri)

£i R=1, entonces

si hacemos i = f£(t),
dv = [f(t)]%dt

Por consiguiente, para un intervalo de tiempo dado,

+T/ 2 +T/2
[dw - { [£(t)]%dt
-T/ 2 ~T/2

92

AN}

\V]

.125

.126

.127

.128

. 129

.130

. 131



por lo tanto,

+T/72

W o= [f(t)]%dt 2.132

=Tr72

que representa la energia liberada.

Si definimos a la potencia p como la cant
liberada en un determinado tiempo, al que
tenemos que:

idad de energia

llamaremos periodo,

W .
P = 'T- 2.133
jpor lo tanto,
! +T/2
P = %J [f(t)]3%dt 2.134
“T/2
| en un

i i ién f£(t)
'que representa el contenido de potencia de la funcidén (

iperiodo.

%2..‘5.:2 Teorema de Parseval

Si consideramos el contenido de potencia de una funcién

+T/2
1 2
P = T J [(£f(t)]1°dt 2.135
; “T/2
Y a la serie de Fourier
i2nkt
+00 T
£(t) = ¥ D e 2.136
k=-m .
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y si sabemos que para funciones complejas,

172 T/72

J (f(t)1°%dt =J [F(e)][£(t)] de 2.137

=172 ~T/2

sustituimos 2.136 en 2.135, por lo que

e i2mkt izmnjt
1 400 T +00 ___._.T___.
P =5 T d e r D e dt 2.138
k=-00 j=-o -J
~T/2
e ionkt  i2njt
l 400 +00 T T
P =z ¥ T 9 9 e e dt 2.139
. k =j
k=-00 j=-00
=-T/2
IO s 12nkt i2mjt
1 :
P=2 7 ):skz)J' [e T ¢ T ]dt 2.140
K=~00 j=-00 -J
~T/2
por condicidén de ortogonalidad,
+T/2 . . .
12¥kt 12¥Jt T si j=k
= A 2. 14
e e dt 0 si jek 2.141
= T/2
por lo tanto, la integral en 2.140 sbélo tendra valor cuando k=j, de
manera que
1 +00 +00
P== Y YO O (1) 2.142
T k -j
k=-~00 j=-00
y siendo k=j, podemos reducir nuestra expresidn a
+00 :
P=Y D 3 2.143
kK -k
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E donde

k] e 2.144
por lo que

- 2.145

‘ dJue representa al teorema de Parseval .
J

‘ El teorema de Parseval nos dice que el
|

| potencia de un periodo seri igual a la suma
. médulo de los armdénicos:

contenido de
de los cuadrados del

+T/2
+0)

P=y |p|* - lj [£(t)1%dt = F?

‘ l =
‘ k=~c0 T

2.146
=T/2

reacomodando 1la Sumatoria para esta primera serie de Fourier,

1

' obtenemos

? 2 +00 5

| P=3 +217 || 2.147
| k=1

;

! para la primera forma trigonométrica de 1la serie de Fourier,

| D, = 6 y & =2|d|

’ por lo tanto, el teorema de Parseval se expresa como

l

| . © 6,

‘ . R— . 148
? p GO + § > 2.1

Todo lo anterior implica que el contenido de potencia

i depende sé6lo de los arménicos de una funcidén.

El contenido de energia (ec. 2.149) Y de potencia (ec.

2.150) en una banda Qe frecuencias se puede obtener por
‘g f2 n sz |
5 Wl =T y X | 2.149
| 2
f k=m

Contenido de energia en una banda de frecuencias.
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Contenido de potencia en una banda de frecuencias,

%I%
-

o

3
it
S P

(o]

2.5.3 Espectro discreto de potencia

donde:

, O el nimero entero mayor mas prdximo.

;, O el nimero entero menor mas proximo.

El espectro discreto de potencia se obtiene al graficar el

contenido de potencia contra las frecuencias, es decir:

19 1% v ko

Especiro de potencia

1DxlI?
0.04

‘QOBS“
0.03
0.025-
0.02-
0.015

Q.01+

En esta figura

funcién de la figura 2.22.

Figura 2.23

se muestra el espectro de potencia de lag
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Elabore un Programa de computadora que realice las sumas

Sucesivas de los arménicos de 1a serie de Fourier para las
funciones:

1 -m=t¢t =g
a) w(t) =

0 V!

t> -2 s¢ <o
b) c(t) =

0 Vi

Grafique las sumas Sucesivas para los primeros 2, 4, 6 y 12
arménicos de la serie para cada una de las funciones.

Grafique los eéspectros discretos de frecuencia de 1lag funciones,
tanto para la forma compleja como para la trigonométrica de cada
una de las funciones.

Obtenga vy grafique el contenido de energia Y Ppotencia de cada

funcién en las bandas de frecuencia.

a) b= 456 i ¢, =10f, donde fo - —L_

b) . =0 ; f. =8.7k

2

Dada la siguiente funcién:
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v T T
-3 -2 N

u{'q .
FER
5
~
3
o
g
r‘v

Obtenga su representacidn en serie de Fourier, utilizando las

propiedades de desplazamiento y simetria.

6. Dada la funcidn:
v

42

T T T T
[io - -8 -7 -6 5 }a -3 2 |4 Jo 1 12 3 4 |s s 718 » 10 t

B N SRR

Obtenga su representacidén en serie de Fourier, empleando las

propiedades de desplazamiento, superposicidn y simetria.

7. Dada la siguiente funcidn:
hnw
e 4 /_—V\

v T T fi———

'9-3'7'5-6-4-3‘240123456769t

Obtenga su representacién en serie de Fourier, utilizando la

propiedad de derivacidn.
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| CAPITULO 3

\ANALISIS DE FRECUENCIAS DE FUNCIONES NO:PERIODICAS CONTINUAS

|
‘\ 3.1 INTEGRAL DE FOURIER

Para obtener la integral de Fourier, partimos de la serie
|

. de Fourier para funciones periddicas con base en las siguientes
\ ' .
‘ consilderaciones.

| Dada la funcidén periddica f(t) de 1la figura 3.la, se
]obtiene que el coeficiente 9 queda definido como

‘ P

|

l sen dmnkfo

\ Dk = Adio dnk{o

| b (1) )

| 0]

| A | |
\ ] m~ - -KAdfO

\ ': i T A1N

\ L . L] - / \

\ -T/2 d/2| d/2 T/2 t —>
\

l

|

\

|

\

|

| a) b)

\ Figura 3.1

|

y cuyo espectro de amplitud se muestra en la figura 3.1b. Para poder
|

qonvertir una funcidén peridédica en una no periddica, debemos
donsiderar qgque el periodc T de esta funcidn "periddica" es infinito.
|

|

| Por lo que si para esta funcidn tomamos sbé6lo un periodo y

queremos convertir a la funcién f(t) en no periédica, entonces

tenemos que considerar que T -» o (figura 3.2) y como
| 1

\ fo = 7  entonces fo> 0O
\

|

|

cuando T 5



‘T =00

8
8y ¥

Figura 3.2

por lo tanto, en el dominio de 1la frecuencia, el espectro de
amplitud se vuelve continuo al hacerse fo infinitesimal.

Para obtener la serie de Fourier vy sus
tenemos que:

coeficientes,

+00 J'.Zn'}{ﬂot
£f(t) = § D e 3.1
k=-00 “
donde
T/2
-121tkfot
1 3.2
Dk = -,1: J( f(t)e dt
~T/2
sustituyendo 3.2 en 3.1,
T/2
+00 1 -1i2mnkfot i2nkiot 3. 3
f(t) = Y T £(t) e dt e ’
k=00
ST/2

Si hacemos
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1
K o= M =3

T/2
\

| s -iznkAft iz2nkAft
| £(t) = ¥ F(t) e dt| e Ag 3.4

k=-00
' \ =T/2

| 81 T 5> o implica que Af - 0 Y como K - o;

implica que (Af) (k)
\ tiende a un valor definido finito,

por lo que kAL -» ¢, la que
por lo tanto, sustituyendo KA{

una integral, y a Af por un diferencial,

representard una variable continua;
 por ¢, a la sumatoria por
tenemos que:

‘ + 00 + 00

-iz2mpt iz2mpt
J f(t) e dt| e dg 3.5

| =00 ~ 00

Q f(t)

Il
S

\expresién conocida como identidad de Fourier,

donde la integral
| entre paréntesis

wepresenta a la transformada de Fourier que nos permite transformar
‘ R o

R § R T TR o M e

\forma contlnua; Introduciendo la expre81on 3.6 en 3.5,
‘ » . -

\que :

una funcién del domlnlo del tlempo al domlnlo de la frecuenCLa en

obtenemos

ianft
x f(t) = F{fle dg

ue representa la transformada inversa de Fourier, expresidn que nos

permite transformar la funcidén del domlnlo de la frecuencia

al
?oanlo del tlempo

A continuacidén se describe la notacidén utilizada para la
transformada de Fourier de las funciones g(t) y f(t):
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it
(!
=

Transformada de Fourier de la funcidn g(t)
Transformada inversa de Fourier de la funcidén G ({)
Transformada de Fourier de la funcidn £ (t)

"= f(t) Transformada inversa de Fourier de la funcidn F(§)

(3]

i

-

—

Q

P

3 <
— — — ~
—— e Y

i It

moQ

/'\’-\

s

~ ~

Debido a que la transformada de Fourier se deriva de la
serie de Fourier y ésta se define a partir de funciones complejas,
la transformada de Fourier de una funcidén est& compuesta pcr una

parte real y una imaginaria. Sea G({) la transformada de Fourier de
la funcidn ¢(t):

entonces
G(f) = R(f) + iI(§) 3.8
donde R(f) es la parte real e I(f) es la parte imaginaria de la

transformada de Fourier de la funcién g¢(t), por lo que al

representarla en su forma exponencial
cp) = |e|et?¥ 3.9
.donde, graficando |G({)| contra la frecuencia, obtenemos el espectro

continuo de amplitud vy, graficando ¢(f) contra 1la frecuencia,
oktenemos el espectro continuo de fase.

Condicién de existencia:

La condicidén suficiente, pero no necesaria, para gue una
funcidn tenga transformada de Fourier es
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| Demostracidn:

\ Tomando la parte interior de la integral de

Fourier,
| podemos decir que:
\
|
| -iz2mpt -iz2mft
\‘ |[f(t) e | = |£(t)|]|e | 3.11
|
. donde
\
‘ -izmpt .
“ e | = |\/¢0522m1t + sen22n£tl =l 3.12
\
\ por lo tanto,
\
| -iznft
\‘ |[£(t) e | = |£(E)] 3.13
\
B
| +00 + 00
“ -iznft
| |[f(t) e | dt =J |£(t) | dt 3.14
| -0

—00
\

\ . . . . - . .
'por lo que si la integral existe y tiende a un valor finito, implica
\que la transformada también existe, de modo que si

|

“ +00 +00
.

-i2nft
\ |£(t)| dt < » implica que |£(t) e | dt < « 3.15

\ -0 -00

Pueden haber funciones que no cumplan con esta condicidn y
|

'para las que, sin embargo, su transformada exista.
\

|

\

\12 ESPECTRO CONTINUO DE FRECUENCIAS
\ Si graficamos |G(f)| vs ¢, representamos el espectro
\continuo de amplitud en el dominio de la frecuencia; si graficamos

9 (f) vs £, representamos el espectro continuo de fase (figura 3.3).
\



A |o(1)]

]

a) Espectro de amplitud

e

3.2.1 Simetria de la transformada de Fourier

b) Espectro de fase

Figura 3.3

Para observar la simetria de la transformada de Fourier,

Lenemos que considerar que la transformada estd compuesta por una

parte real y una imaginaria:

F{r(t)} = F(§)

Separando,

+00 +00

-i2nft
F{g) = J F(t) e dt = J f(t)[cos(2mft) - isen(2mft) ]dt

-0 -0

tenemos que:

+ 00

F(f) = [ f(t)cos(2nft)dt - i { f(t)sen(2nft)dt

-0

per lo que

R(f) = [ f(t)cos (2nft)dt




+0

I(f) = J f(t)sen(2nft)dt

=0

Para observar 1la simetria de la funcidén, sustituimos { por -¢

+ 00

| R(-f) = J_ f(t)cos(-2npt)dt 3.21
—00

\

\

como cos 8 = cos (-8), entonces

+ 00
i R(-§) = J f (t)cos (2nft)dt 3.22
~00
por lo tanto,
R(f) = R(-{f)

lo que implica que R(-f) es una funcidén de simetria par (véase
Tigura 3.4c¢).

‘ Por otro 1lado,

} + 00

5 I(-4) = J f(t)sen(-2nft)dt 3.23
| -

l

#omo sen 6 = -sen (-8), tenemos que :

|
i + 00
| I(-f) = - J £(t) sen(2mft)dt 3.24

=00

por lo que

I(f) = -I(-f)
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lo que implica que I({) es una funcidn de simetria impar (véase
figura 3.4d).

Para determinar la simetria del espectro de amplitud y de
fase, se toma la transformada en la forma de Euler.

F{E£(t)) = F(B) ; F(p = |[F(p|ei?® 3.25
F(-§) = |F(-£)|ei¢(-£) 3.26
F (f) = IF(#)le_id’m 3.27
por otro lado,
F(g) = R(§) + iI(§) 3.28
F(-f) = R(-§) + iI(-f)= R() - iI(p= F (P 3.29
por lo que
F(-0) = F(}) 3.30
entonces
(-0 20D o rp e i?W 3; 31

o

lo que implica que

IF(-p)| = |F(D)| 3.32

vy, por lo tanto, el espectro de amplitud es una funcidn de simetria

par (figura 3.4a) y el espectro de fase es una funcidén de simetria

impar (véase figura 3.4Db).

o(-p) = -9 3.33

donde ¢ (f) puede definirse también como
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3.34
- Ejemplo 3.1
Obtener la transformada de Fourier de f(t).
5 4 -dt
£(t) = LY
| 0 t <o
+ 00 + 00
-i2nft -(a+i2mp) t
- -at _ _ i
F(e) = J’ e e dt = J e dt = o ¥ i3nf
(o] (o]
donde
1 1 o - i2nf o iz2nf
E(ON= B ' = 2 2 2
a + i2nf o + i2nf o - i2nf o+ (2nf) oa“+ (2uf)
’ & 2 2nf v2y 172
|F(¢) | = l -+
\ «® + (2nf)? o® + (2nf)2_
= — 1 e [03 N (2nt)2]1/2
o + (2mg)
y
IF(2)]| = -
Vi o+ (2mp)?
¢(p) - tan™ (“2E)
donde la parte real es
RF(D) = —s—Fee ;  I(F(p) = - ——2TE
o + (2ng) a” + (2ng)

N
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Figura 3.4
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' 3.3 PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER

' 3.3.1 Propiedad de linealidad

\‘ Sean F (§) = F{f (v)} y F () = #{f (t)} las
\transformadas de Fourier de dos funciones, tales que multiplicadas
 por las constantes a, ya,
\

Fla f(t) +a f (t)} = aF () + aF, ()
\

%cumplen con las condiciones de homogeneidad y superposicidn que a

‘continuacidén se describen.

% Condicién de homogeneidad:
|

\

| g{af(t)} = aF(f) 3.36
|

Sl oSiS)

\ Condicidn de superposicidn:

| F{f(t) + g(t)} = F() + G(f) 3.37

| Si una transformada cumple con las dos condiciones

anteriores, se habla de una transformacién lineal.
1

|

\

\

3.3.2 Propiedad de desplazamiento

Y‘u) Propiedad de desplazamiento en las frecuencias

|

| Sea una funcién f(t), tal que F{f(t)} = F().

Si a esta
kuncién la definimos ahora como
1
[ 0
‘\ £ (t) e12met 3.38
\
entonces
\
‘ +00
\ : [ : —i5
| g{f(t)elzﬁbt} N f(t)812n£ot - i2nft dt S oo
\
\ +00
\ [ —i _
| - | fyei2nli-telt 44 3. 40
\

-00
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si hacemos que q = {-fo,

+00

)
=
li

-0

por lo tanto,

g{f(ueiz”ﬁ“} = F (o)

Esta iltima ecuacidn representa

J ) e 2@ g L Rg) = F (o) 3

la propiedad

desplazamiento en las frecuencias de la transformada de Fourier.

b) Propiedad de desplazamiento en el tiempo

Sea una funcién f(t), tal que F{f(t))}
obtener la transformada de Fourier de

f(t-to)
entonces

?{f(t—to)} = J f(t-to)e_izngt dt

considerando t-to = x y dt = dx, tenemos

+00

F(f(t-to)} = J £ (x)e 12Me(x+to) gy

~00

+00

F{f(t-to)) = e—iszto[ £ (x) -2 g

~00

v, por lo tanto,

.41

.42

de

= F(f). Si deseamos

.43

. 44

.45

.46



| F(f(t-to)} = F(p) e 12mte 3. 47

?xpresién que representa la propiedad de desplazamiento en el tiempo
de la transformada de Fourier.

3%.3..3 Propiedad de escalamiento
| Sea una funcién f(t), tal que F{f(t)} = F(f) y f(at) otra

funcién en donde a es una constante mayor que cero, entonces

‘ + 00

| | F{f(at)} = J f(at)e 12t 4¢ 3.48

(0]
4i consideramos que at = x, entonces dt = dx/a,
|

| + 00

| | iomg £
a ;
| g{f(at)} = 3 f(x)e dx 3.49
| ~ o0
\
i
sh hacemos w = %
\
‘ + X0
| 1 -i2nwx
| F{f(at))}) = = f(x)e dx 3.50
| Yo
\
\
yk por lo tanto,
|
\ 1 -
| F{f(at)} = 5 F(w) 3. 51
\
t#mando la variable original,
1
| 1l gt
| F{f(at)} = 3 F(3) 3.52
\
si a < 0, entonces a = |a|, por lo que
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| 1 }
F{f(at)} = TaT F(2) 3.53
Esta propiedad lo que nos indica es que una contraccidn en

el dominio del tiempo equivale a una expansién en el dominio de la
frecuencia y viceversa.

3.3.4 Propiedad de simetria de la transformada de Fourier

Si tenemos una primera funcidén f(t) cuya transformada esta
definida por F(f) y si por otro lado tenemos una segunda funcidn en
el tiempo F(t) con las mismas caracteristicas que la transformada de
la primera funcidén, es decir, F(t) es similar a F({), pero en
diferente dominio, entonces la transformada de esta segunda funcidn
gsera de forma similar a la primera funcidn en el tiempo f(t), pero

con signo negativo en la frecuencia f(-{). Es decir,

f(t) e F(§

F(t) & f(-§)

Demostracidn:

Sea la funcidn f(t) la transformada inversa de Fourier de
F ({), donde

+00

i2mft
{(F(D)} = J F({) e df 3.55

=00

por otro lado, haciendo una analogia, sea f(f) la transformada de
Fourier de F(t)

g1 ahora sustituimos { por -{,



+00

i2mft
f(-§) =J F(t) e dt 3. 57

donde las ecuaciones 3.55 y 3.57 son similares, pero en diferente
dominio.

Por lo tanto, por simetria podemos decir que si 1la
transformada de Fourier de f(t) es F({), entonces la transformada de
Fourier de una funcidén que es idéntica a F(f), pero ahora en el
dominio del tiempo F(t), serd igual a 1la funcién inicial en el

dominio del tiempo, pero ahora estard en la frecuencia con signo
negativo f(-¢).

Ejemplo 3.2
Sea f(t) = e~at, cuya transformada de Fourier es la
siguiente: ‘
~at 1

Fle ) = gvizmg - FW

gi ahora
1
Fit) o + i2nt

entonces, la transformada de Fourier de F(t) sera

F(F(t)) = £(-p = e ¢ H

3.3.5 Transformada de Fourier de funciones simétricas

a) Sea una funcidén f(t) real que tiene simetria par:

+00

-i2mnft
F(¢) =[ £f(t) e dt 3.58

-00

ii13



g1 separamos la funcidén exponencial de la tranformada de Fourier en

sus componentes cosenc, seno, tenemos que:

+ 0 + 00

F(f) = { f(t)cos(2nft)dt - i J f(t)sen(2mft)dt 3.59

—0 —00

cdonde el producto de la primera integral es una funcidén de simetria
par, y el producto de la segunda integral es una funcidén de simetria
impar; por simetria de funciones tenemos que la segunda integral de

la expresidén 3.59 es cero, y que la primera integral es la integral

de una funcidn de simetria par, por lo tanto,

+00

F({)

it

2 J f(t)cos(2nft)dt 3.60
o]

donde

|F () |

it

W

[R(£) | b% () =0 -61

lo gque nos indica que la transformada de Fourier de una funcidn de
simetria par es una funcidn real.

b) Sea una funcidén f(t) real que tiene simetria impar

+00

-iz2nft
F (f) ='[ f(t) e dt 3.62
por lo que
F(f) = J f(t)cos(2mft)dt -~ i J f(t)sen(2nft)dt 3.63

por simetria de funciones tenemos que la primera integral de la
expresién 3.63 es cero y que la segunda integral corresponde a una

funcidén de simetria par, por lo tanto,
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|

F(f) = -21 J f(t)sen(2mwft)dt 3.64

| 0

| |F ()| = |T(8)| Y (L) = -m/2 3.65

to cual nos indica que la transformada de Fourier de una funcidén de

imetria impar es una funcidén imaginaria pura.

.3.6 Propiedad de derivacién de la transformada de Fourier

‘ Sea F{f(t)} = F({), donde f(t) » 0 si t - %w, lo gue nos
Tndica que es una funcidén finita, entonces:

F{£' (t)} =" i(a2nf)F () 3.66

F{£’ (t)} 3.67

il
_ﬁ
’.h
-
0
I
e
[\
=
b
ﬁ
Q
ct

[
%emostracién:

Ti integramos por partes:

-i2nft -i2anft
! u = e ; du = -(i2mg) e dt ; v = f(t) ; dv = £’ (t) dt
4or lo que
‘ +00 +C0o
‘ -i2mnft -i2mft
‘ F{£' (t)} = f(t) e + i2nf| f£(t) e dt
‘ -00 Y —m 3.68
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como f(t) -» € cuando t - *w entonces, al evaluar los limites, 1la

primera expresidén de 3.68 es cero. Por lo tanto,

+00

-i2nft
F{£' (t)} = ian[ f(t) e dt = i2nf F({) 3.69
y de manera generalizada
g (G EEOL _ (iomp® F(p) 3.70
dat”

3.4 TRANSFORMADA DE FOURIER DE FUNCIONES ESPECIALES

3.4.1 Transformada de Fourier de la funcién impulso

Sea f(t) = A8 (t-to)
4 f(1)
A1 4

ty t

Figura 3.5

si consideramos que
+00
-iz2nft
F(f) = F(t) e dt 3.71




tenemos que:

il

F{A8 (t-to) )

por lo que

dado lo cual,

A
' F(e) |

+00

~00

+00

-i2nft

F{as (t-to)} = [ A8 (t-to) e _dt 3.72

y aplicamos las propiedades de la funcién impulso

-iz2mft -i2mfto
A J' S(t-to) e dt = 2e 3.73
-izn@to
F{A3 (t-to) } = Ae 3.74
IF(®) | =4 vy o) = -2nfto 3.75
A (t)

B

si to = 0, entonces

-~ Y

a) Espectro de amplitud

Figura 3.6

IF()| =2 vy
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m=—2wto

b) Espectro de fase

o) =0 3.76



3.4.2 Transformada de una constante

Sea f(t) = 4. Por propiedad de simetria,

F{f(t)} = F({
F{F(t)} & £(-f)
por lo que, si
F{as(t)} = a
entonces

F{a} = 248 (-§)

debido a que la funcidén impulso se encuentra en el origen,

7{a)} AS(@(?KK)

Il

si A = 1, entonces

"

F{1} = s(p)

3.4.3 Transformada de Fourier de la funcién escalén unitario p(t)

Dada la funcidén p(t) definida como

Figura 3.7
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C

o

enemos que su transformada estard dada por

+00

-0

apitulo anterior, obtenemos que

+00

-iz2npt o-iamit
0
por lo tanto,
1
Fl{u(t)} = 1o

ransformada no esta definida,

|
z
a
g
l
1

E
!
|
|

£ (t) = 1/2

A t(t)

1/2

-i2mft
Flu(t)} =J’ pu(t) e dt

+00

De la expresidn anterior se observa que para ¢{

e descompone a la funcidn escaldn de la siguiente forma:

Figura 3. 8a

119
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y por la propiedad de la funcién escalédn unitario, descrita en

= 0,

3.83

el

.84

. 85

la

por lo que para determinar este valor

. 86



1/2 ; t > 0
f (t) = / 3.87
2 -1/2 ; t < 0

v FRALY
| i/2
,1
e L 2
Figura 3.8b
donde
m(t) = £,(t) + £ (t) 3.88
pox lo tanto,
Flu®) },_,= Fle ()} _, + F{£, ()} 3.89

y siendo f1(t) una constante, sgu transformada queda definida como
una funcidén impulso.

Flut)}| _ =3 8B + F{£ ()] 3.90

Por otra parte, al evaluar e integrar la transformada de
Fourier de fz(t), tenemos que:

-i2mft
?{fz(t)}|f=o = J £ (t) e dt

-~00

| debido a que fz(t) es una funcidn de simetria impar.
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Flu(t)} =

Por lo que finalmente tenemos que:

4.4 Transformada de Fourier de funciones simétricas

a) Transformada de Fourier de la funcién f(t) = cosZ7 fot)

o W Vol

F{cos(2nft))} = ¥

1

Tomg ¢ v 0

1

8 i t=0

{eiZHht . e-iZHbt}
2

enemos que, por la propiedad de desplazamiento,

?{f (t) eiz"g"t} = F(f-fo)

onstante es una funcidén impulso,

tenemos que:

3.92

.93

121

g{% eiZH&t} . g{% e~i2n#t} = 2 5(te) + 5 8 (frbo) 3
A . }etnso
18(f+1,) £8(f-f,)
1/2
“fo f,,° f f
a) b)
Figura 3.9

.94

/ pcr linealidad, considerando que la transformada de Fourier de una

BEE)



b) Transformada de Fourier de la funcién f(t) = sen2x fot)

Considerando que

i Znﬂot
F{sen (2nfot) } = %{e

—J'.ZTl'got
- e
21

tenemos que, por la propiedad de desplazamiento,

?{f(t)eizmt} = F({-fo)

y por linealidad

(1 _i2mpet) _ of1 _-izmpet) _
9{.21’ © } g{?fe }'

por lo que

Il—'

- 8 (p-fo) - %‘I 5 (f+£o)

N

F(O = = 2 606-4) + 5 50t

g1 consideramos que

. -im/2 . in/2
-i = e / ; i=-e€ /
tenemos que:

F({)

il

-9 iar /
%- 5(p-go) e im/2 % 5 (p+fo) 2T 2

por lo que

"y
&~
S~

i

N HE
[a7]
~

U

L)
[=]
-+
N

S (f+fo)

Loew = [ THE

ANV
[eNe]

.96

[N)

W

.99

3.100

3.101
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MF(?)I

' ¢(f)
3(f +fo) 1172 8(f-fo)
w/2
-fo fo f | Tt
-7 [ 2 [—
a) Espectro de amplitud b) Espectro de fase

Figura 3.10

¢) Transformada de Fourier de la funcién g(t) = f(t) cos(2= fot)

Si expresamos la funcibén en su forma exponencial,

* - ,eianot L, e~i2mpet
Fl{g(t)} = F{f(t)cos(2nfot)} = F f(t)[ > ]

3.103
Eor propiedad de desplazamiento,
?{f(t)eizn‘e"t} = F(f-fo) 3.104
y por linealidad,
?{%- f(t)ei2n£°t} + ?}{% f(t)e"12"£°t} = 2 F(f-fo) + 5 F(f+o) 3.105
For lo tanto,
|
1 1
G(f) = 3 F (£-fo) + 5 F ({+fo) 3.106.
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d) Transformada de Fourier de la funcién g(t) = f(t) senCx Jot)
Si expresamos la funcién en su forma exponencial,

i2nfot _ e"iZ'ﬂ'{fot
N = B - ) \
Fl{qg(t)} F({f(t)sen(2nfot) }= F{£(t) [ 53 ] e
por propiedad de desplazamiento,
?{f(t)ei2"£°t} = F{({-{o) 3.108
y por linealidad,
1 iz2nfet) _ 1 -i2mfet) 1 B 1 :
g;{"z“_‘i' f(t)e } g{‘é‘f f{t)e } = 37 F(ﬂ Ko) X F(£)+{Z )
3.109
Y, por lo tanto,
G(£) = 27 F(f-bo) - 5t F(f+o) 3.110
T 21 21
R TR i 3.111
G(f) = 5 F(f-fo) + 3 F ({+{o)
vy sl consideramos que
Li o= etim/2 - i - elf/2
entonces
G = % F (2-fo) -im/2 | _21_ F(£+£o)eln/2 3.112
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\
\

\ 3.4.5 Transformada de Fourier de una funcién periddica

| Una funcidén periédica se puede representar por la serie de

\Fourier
\ 4
+00 .
| £(t) = § p e 12MHRL 3.113
| k=-00
\
donde
| T/2
| 1 -i2nk{t
| ) =5 | £(t) e dt 3.114
|

| ~T/2
|

For lo que la transformada de Fourier de una funcién periédica puede
fer representada por
|
|

+00

-i2mnft
F{§) = J £(t) e dt 3.115

-0

\
%1 sustituir la funcidn representada por su serie de Fourier,

k=00

\ +00 . -i2mft
F(f) = J { ) 3 e lz"m"t] e dt 3.116

-00

i intercambiamos el orden de la sumatoria,

. ) -i2nft
F(f) = L 9 [ e 12mkiet dt 3.117

1
\
1
\ k=~
-00
Jonde la integral representa la transformada de. Fourier de una
ﬁonstante con valor wunitario, y cuya multiplicacién por 1la

qxponencial nos indica un desplazamiento en la frecuencia de kfo,
éor lo que
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+00

F(§) = Y Dk S (£-Kfo) 3.118

k=-00

Lo que nos indica que la transformada de Fourier de una
funcién peribédica es una sumatoria que depende de los 9,
multiplicados por un tren de impulsos (Este es un caso particular de

la transformada de Fourier) .

3.4.6 Transformada de Fourier de un tren de impulsos
Consideremos &ahora un tren de impulsos como una funcidn

periddica.

+00
Y &(t-KT) 3.119

k=~00

It

s _(t)

S(t-kT)

ro-w

F“':"_—'i

Figura 3.11

La representacidn en sgerxie de Fourier de un tren de
impulsos sin desplazamiento, como se habia demostrado en el capitulo

anterior (expresidn 2.85), es

(00} .

donde
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Por tratarse de una funcidn periddica y segin la ecuacidn
3.118,

) F(§) = L 9 3 (¢-h) » 3.121

k=—00

gor lo tanto,

+
g

Fls ()} = 8 (p-kio) 3.122

~j =

=
]

!

8

% Por lo que 1la transformada de Fourier de un tren de

ilpulsos es otro tren de impulsos escalado en 1/T y cuyo periodo en
1

la frecuencia esta definido por f = —5

Eﬁemplo 3.3

Obtener la transformada de Fourier de la funcidén f(t).

feh

) = ealtl

| Figura 3.12

Esta funcidén es de simetria par, por lo que la transformada

de Fourier sblo tendrd parte real. De la ecuacidén 3. 60,

+00

F(f) = 2 [ f (t)cos (2nft)dt

o
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. por lo tanto, al sustituir tenemos que:

+00

F() = 2 J Rl cos (2nft)dt

(o]

integrando y evaluando, llegamos a que:

?{e-a|t|} J 2a
a® + (21[{!)2

Ejemplo 3.4

Obtener la transformada de Fourier de A(t).

h(t) =

Si observamos con cuidado, notaremos que la funcidn h(t) es

muy parecida a la transformada de Fourier obtenida para el probiema

1 anterior, por lo que podemos aplicar la propiedad de simetria de la
transformada de Fourier a esta funcidén, siguiendo los siguientes

| pasos.

Dada la propiedad de simetria de 1la transformada de
Fourier:

f(t) < F(§)
F(t) & f(-§)

Primero, suponemos una funcidén F(t) definida como

F(t) =

2a
a® + (2mt)?
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\ Seqgundo,

[ A

que

£(-p) = e 2l

Tercero,

ransformada de Fourier apoyandonos en el ejemplo anterior,

usamos la propiedad de simetria para obtener su

por 1lo

una vez resuelta la transformada de Fourier para

ya funcidén F(t), encontramos la relacidén entxe la funcidén h(t) y

ﬁ(t). De manera que
1 gt
U 2a F[Zﬂ]
cbmprobando,
1 2a 1
h(t) = = =!
ra a® + (2nt)? a® + t°
2n
Aor lo tanto,
. - {1 pit
F{h(t)} = 9{2a F(ZH)}

165}

obtenemos que:

| Flclfbt)]) = ¢ £ F[%]

1
donde 55 Y b = o

aplicando la propiedad de simetria 3. 54,

c = para nuestro ejemplo.

tenemos que:

i aplicamos la propiedad de escalamiento 3.52 y de linealidad 3. 35,

Sustituyendo vy

e o e} - () - |2 ] )
j 2n 2n
pFr lo que

|

() pe g e

129



por lo tanto,

Bl

Ejemplo 3.5

Obtener la transformada de Fourier de la funcidén A(t).

h(t) A

— T T T 7

Figura 3.13

Su transformada estard definida como

+to +to
r ~ianft 1 -iamnft
H({) = A e dty = “Iant e
~to ~-to
2 -i2mfto i2nfto
= “izmnf|€ -

si separamos las funciones exponenciales de la siguiente manera:

= cos(2nfte) - 1 sen(2nfto)—- [cos (2mfto) + i sen(2mfto) ]

130



tlnemos que:

A
12nf

H({) [-2i sen(2mfto)]

- _%z—-[sen(2n£to)]

mTltiplicando y dividiendo por 2to, obtenemos

‘ H(D = 2A4Ato ;igéfngto)

Lpresién conocida como la funcidén sampling o muestreadora.

H(f)

AMPLITUD

0.8 -

0.6

SO AAAIIINVIAAAAAAS
0.2

0.4 T T T T | — T T | L B |
10 8 6 4 2 o 2 E 6 8 10

FRECUENCIA

Figura 3.14




Ejemplo 3.6

Obtener la transformada de Fourier de la funcién h(t) .

h(t) A
2
= 2
—z—;l—t+,42 |t] < 2T A
h(t) = N
0 i |t] > 2Te
1B
—2To ZTO' t

Figura 3.15

Como se puede observar, se trata de una funcidén de simetria

par, por lo tanto,

+T/2
H(f) = 2 [ h(t)cos(2nft)dt
0

+2To +2To

2
H(f) = - %; [ tcos (2mft)dt + 24° J cos (2nft)dt =

0] o]

31 realizamos el proceso de integracidn por partes para la primera
integral, de integracidén sencilla para la segunda y evaluamos 1los

limites, llegamos a que

22°To sen® (21fTo)

H(p = :
(21{To)

conocida como la funcidén sampling cuadrada.
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'y
| H(f)
\
\
| » 0.2
|
\
|
0.1
|
“ -10 -8 -6 -4 -2 0 2. 4 6 8 10
| Frecuencia
| .
‘ Figura 3.16
|
|
ljfiemplo 3.7

\ Obtener la transformada de Fourier de h(t).

\ 2 2
| h(t) = 2A.Io sen® (2ntTo)

‘ (2ntTo) -

\ Sabiendo que h(t) = F(t), donde
|

\ 2 2
| F(t) = 24°To sen” (2ntTo)

| (2ntTo) &
\

podemos aplicar la propiedad de simetria en el ejemplo anterior,

f(t) = F(§
F(t) & f(-§f)

dE manera que

|

2 2
‘ ?{F(t)} . {ZA To sen (Ztho)} -
(ZntTo )
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\por lo tanto,

‘ 2

| £p - [;é‘g (-8 + 2 |~g] < 270
0 G |-g| > 2T
‘por lo que

| 2

| H(p) = [ o5 W+ 45 |8 < 2T
0 M |{3| > 2To

Ejemplo 3.8

‘ Obtener la transformada de Fourier de g(t) .

Sr (t-te)®+ 2% |t-te]| < 2To

| 0 ; |t-to| > 2T

‘ Podemos observar que esta nueva funcidén es igual a la del
(jemplo 3.6, pero desplazada en el tiempo.

g(t) = A(t-to)

sabiendo que

F{h(t)} = H({)

or la propiedad de desplazamiento en el tiempo 3.47, tenemos que:

F(h(t-to)} = H(pe T3Mte

or lo que

2 . 2 e
Flg(t)} = F {h(t-to)) = 24 Tc sen (§”£T°>e i2mfto
(ZTIﬂTo)

134
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\
“Ejemplo 3.9

\ hit) = e *“Csen bt n(t)
|

Obtener la transformada de Fourier de A(t).

al estar multiplicada por la funcién up(t), nuestra funcidn qgueda
definida de 0 a », por lo que

+00
— -i2mnft
\ H({) = e sen bt e dt
‘ (0]
y como
\
\

| [eibt 3 e—ibt]
sen bt = -
| 21

%enemos que

+ 00

|

\
\
\
\
\
\
|
|
éor lo que, separando las integrales,
|
|
|
|
|
|
|

Il

H ({)

_ ibt _ _-ibt -i2nft
- at [e 2ie ] " dt

0

+00 +00

1 j -(o¢ + i2mf + ib)t
e

H[(e) = dt = e

21

1 ~-{o + i2mf - ib)t
e J e dt
21

0] [¢)

ﬁuestra transformada queda definida como

i

H({)

1 1 . 1
21 o + i(2nf - b) o + 1(2nf + b)
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‘ y desarrollando algebrdicamente, tenemos que:

| H(p = b
‘ (¢ + iz2ng)® + b

2

| .
‘ Ejemplo 3.10

‘ Obtener la transformada de Fourier de

2 2,2
‘ a + 4t

‘ Trataremos a esta funcidn como una funcidén de la forma

‘g(t) = f(t)cos(2nft), cuya transformada fue obtenida en la expresidn
3.106

| | : 1

‘ F{f(t) cosanft} = 5 F({-fo) + 5 F({+fo)

‘y donde

I
gt a® + an’t?

‘por lo tanto, igualando,

\ cos 2mfot = cos 8ut = 2mpet

‘tenemos que:

-

‘ bo = 4

‘ Por lo que ahora s6lo queda obtener la transformada de
‘ Fourier de

£(0) = s

‘ 136




|
éon31derando el resultado obtenido en el ejemplo 3.3 y aplicando
ﬁa propiedad de simetria de la transformada de Fourier,

1
, £(t) = 5= H(t)

ﬁor lo que

| F{f(t)) = % F{H(t))

_ .1 _-al¢]
| F(f) = 55 ©
| .
ppr lo tanto,
|
|
|
| g [ _cos et | 1 1 ajg-e) 1 1 _-alted]
| az . 4n2t2 2 2a 2 2a
| |
| cos 8nt _ 1 _-al|¢-4] 1 _-a|tg+4]
‘ . aa N 4TI2t2 4a © N 4a

|
|
|
Ejemplo 3.11

|
\ Obtener la transformada de Fourier de

_ sen 8nt
| gl{t) = —F——"—

| a® + am’t?

dq acuerdo con el procedimiento del ejemplo 3.10 y la expresidn
3.110,

F{£(t) sen 2mpt) = 3= F(f-fo) - 2= F(f+fo)

i%ualando,

|
\ sen 2mnfolt = sen 8nt =» 2mnft = 8nt
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- por lo tanto,

| & ='a

| Por lo que ahora sdlo queda obtener la transformada de
- Fourier de

‘ f(t)=_—‘}——2-‘2“
\ a + 4nt

' del ejemplo 3.3

' por lo que

1
“ F{£(t)} = 5= F{H(L)]
|
| Y
|

_ 1 _-al¢|

\por lo tanto,
|
|
|
| g sen 8nt 1 1 _alg-4] 1 1 o-alf+e]
\‘ 2 . an’t? | 21 2a 21 2a
|
| sen 8nt 1 -al|f-4| 1 -a|{+4|
\ o | T e

\Eﬁernplo 3.12

| Obtener la transformada inversa de Fourier de la funcién

‘ H(#) =

| a + i2nf

| 138



| separando la parte real y la imaginaria,

o - i2nd o i2nf
H(@) = = 5 — 5
o + i2m¢ o = i2nd o+ (211{1)2 o (2mg)
+0
. iznft
h(t) = F {H({)) = H(f)e dg
- 00
. por lo que
+00
[ o i2ng iznft
h(t) = B - e da¢
) o+ (21[{1)2 o (2n£)2
separando la funcidén exponencial en sus componentes coseno, seno,
tenemos que:
+ 00 .
o iznf
h(t) = B 2 =~ =3 5 [cos 2nft + isen 2m{t] df
. o+ (2mf) o+ (2mg)

'y, considerando la simetria de las
\

funciones, sd6lo quedan los

| siguientes términos:

+00

o
~[ Bl 3 . ] cos 2nft d{ +
o La"+ (2mf)

iz2n{
+ 1 [ B[ ] sen 2nf{t df

o’y (2mg)?

h(t)

1l
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Resolviendo por tablas,

A(t) = g e—at -ot

N

v, por lo tanto,

3.5 TRANSFORMADA DE FOURIER BIDIMENSIONAL

Hasta ahora se ha considerado a la transformada de Fourier

en funci®%n de una variable: el tiempo. Sin embargo, también es

posible definir a la transformada de Fourier en funcidén de la
distancia x, en donde los espectros estardn dados en el dominio del

numero de onda (véase tabla 3.1), en vez del de la frecuencia.

Asimismo, es importante destacar que 1la transformada
Fourier se puede obtener en funcién de dos o mas variables

pueden ser espaciales, temporales o ambas).

de

(que

La siguiente expresiodn:

+00 +00

—i2n(xkx,yk )
F(kx,ky) =J [ fix,y) e Y dx dy

-00 —-00

representa a la transformada de Fourier bidimensional para dos

variables espaciales, y la expresidn

i2n(xkx,yky)
fix,y) = j [ F‘(kx,ky) e dkx dky

representa a la transformada inversa de Fourier bidimensional.
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Para efectuar esta transformacidn es necesario realizar la

integral primero respecto a una variable y a continuacidén con la
otra. De esta manera hacemos la transformacién en una direccidn y
clespués en la otra.

Tabla 3.1

Concepto Unidades Equivalencia
Velocidad distancia/tiempo N o= % = fA
Frecuencia 1/tiempo g = w/2n = 1/T = /A
Frecuencia angular 1/tiempo w = 2nf{ = 2n/T
Periodo tiempo T = 2n/w =-“1/¢{
Longitud de onda distancia A =2n/k = n/f = uT

. . w

NGmero de onda 1/distancia k = 2n/Ax = =
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‘\ EJERCICIOS PROPUESTOS

|

( 1. Determine las partes real e imaginaria de la transformada de
\ Fourier de cada una de las siguientes funciones:

\ 7 hit) = e—a|t| ; ~w < t< o
‘ A cos (2mfot) ; t > 0
w wor - | 2 .
¥ 0 ; t <0
| .

c) h(t) = 4 e sen (anot) H t =
| ; .

2. Determine el espectro de amplitud y de fase de la transformada de
Fourier de las siguientes funciones:
|

al h(t) = e”altl
b) h(t) = A sen (2mft) ; 0 =t < o
c) h(t) = A4 e"“tcos (2mfot) ; 0 =€ < o
3. Sean las funciones
| a4 ; |t} < 2 -4 |t] <1
hit) = {2 ; ¢t =2 e(t) = {-—4-; t 1
0o ; |t] > 2 o ; Jt| =1
Obtenga la transformada de Fourier de las funciones h(t), «(t) y
g(t) = [A(t) - x(t)].




| 4.

Usando la propiedad de simetria,

determine la transformada de
Fourier de

2) nit) - A sen® (2mTot)
(mt) ?
2

b) h(t) = =

Sea la funcidn

2
2 - A ItL e < 2
0 ;o |t] > 2Te

Obtenga la transformada de Fourier de las funciones h(t),

h(2t),
h(4t) y h(8L).

Empleando la propiedad de desplazamiento, obtenga la transformada
de Fourier de

_ A sen [2mfo (t-to)]
e Tt -to)

Utilizando la propiedad de desplazamiento en la frencuencia,
obtenga la transformada inversa de Fourier de

2

a) H () -
o+ 4n2(e+£o)2

2 2
k) H(p) = A" sen [2nTo(ﬁ«£o)]
[ﬂ(@—go)]
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|
|

\

8§ . Encuentre la transformada de Fourier de 1la siguiente
considerando su simetria.

B T
A

T

|

|
.
Al
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| CAPITULO 4

| INTEGRAL DE CONVOLUCION
\

|
\‘4.1 DEFINICION DE LA INTEGRAL DE CONVOLUCION

La integral de convolucidén se define como

+00

\ a(t) = [ e(t)h(t-T)dt = e(t) *A(L) 4.1

\ -0

| N . N . . 'y . - .
‘ Para visualizar el significado de la operacidén matemitica

\de la convoluciédn que se representa en la ecuacidn 4.1, donde el

Farécter * se emplea como el operador que simboliza la operacién de

Fonvolucién, es conveniente mostrar grédficamente el desarrollo de

Ficha operacidn.

4.1.1 Evaluacién grafica

‘ Sean e(t) y h(t) dos funciones dadas representadas en las

?iguras 4.la y 4.1b. Para realizar la convolucidédn es necesaric

reemplazar a la variable t por t (figuras 4.1c y 4.1d), lo cual no

altera a la funcidén ya que sdlo estamos cambiando el nombre de la
Yariable, por lo que ahora tenemos e(t) y A(T).

\ Como siguiente paso plegamos la funcidn h(t) para obtener
%u imagen con lo cual tenemos hA(-t) (figura 4.1le)

y la desplazamos
#n intervalo t de manera gue nuestra funcidn ahora la representamos
como h(t-t), como se observa en la figura 4.1f. Para realizar la
#onvolucién, como se establece en la definicidén, es necesario
ﬁultiplicar la funcidn e(t) por cada valor desplazado de la funcidn

h(t-T) e integrar el producto. El valor del desplazamiento t se toma
Qe -0 a o (figura 4.19) .

N

Para nuestro ejemplo, si tomamos un desplazamiento cada
| .

0.25, podemos observar gradficamente como se va comportando nuestra
convolucién en estos puntos. Por ejemplo, si @se tiene un

desplazamiento t=0, el drea de interseccidn entre las dos funciones
| > .
es cero (véase figura 4.2a).
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I
i
A e(t) !
|
I
/2 = |
{ L .
a) l I t b)
o
“h(T)
I |
|
“e(T) E
| %
/2 - I -
c) i T d)
)
T 4 n(-p
T e
A h(t-1)
I .
|
|
|
{
|
| _ )
p t T
Ah{t-1)
[
i
} e(t)
{
|
i
! ' - )
- > g)
i T

Figura 4.1

Pero si desplazamos a la funcidén, se puede observar que
existe un &area de interseccidén a medida que la funcidén A(t-T) se
superpone y multiplica por la funcidn e(t) para cada desplazamiento,
véase figura 4.2. En este ejemplo, debido a las caracteristicas de
las funciones mostradas, se puede decir que el area de interseccidn
representa a la integral de convolucidn.
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d)

a)

SRR

|
i
|
1
!

b)

1/2

t=0

—
w
——~
-
[

c)

l/z%ggé

>
—
w
—
—
~—

~Y

|
}
|
I
|
|
1
I
L

[
=
[
—
-
—

|
f——

o

LY

~Y

/2

t=0.75

?sﬂ)

Para

a2 (0. 25)

Para

2 (0. 5)

Para

2(0.75)

Figura 4.2
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it

It

= 0

= 0.25

(0.5) (0.25) = 0.125
= 0.5

(0.5) (0.5) = 0.25

= 0.75

(0.5) (0.75) = 0.375



A s(t) Para t = 1.25
14 ] ' 4(1.25) = (0.5)(0.75) = 0.37S
f) !
S M —— .
t=1.25 -
}s() Para t = 1.5
o — a(1.5) = (0.5)(0.5) = 0.25
1 i
I |
[}
.g) 1/2 7/ E
Afﬁ [
t=1s T
4 s(1)
Para t = 1.75
| ———
; 2(2.75) = (0.5) (0.25) = 0.125
|
i/ 7 ]
/l |
]
h) 4% : L
t=1.75 N
A s(t)
Para t = 2
: -
1/2 a(2) = (0.5)(0) =0
i) o
=2 ;
\ Por lo que 1la funcidn
s(t) convolucidén a(t) es:
t a(t)
0 0
0.5 0.25 0.125
0.5 0.25
0.25 0.75 0.375
0.125 1.0 0.5
> 1.25 0.375
0 | 2 t 1.5 0.25
J) 1.75 0.125
2 (0]

Figura 4.2 (continuacién)
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| El procedimiento descrito para la evaluacidn de la integral
de convolucidn tiene lcs siguientes pasos:

1. Plegamiento: Cuando se obtiene A(-T), es decir,

la imagen de la
| funcién A(t) respecto al eje de ordenadas.

' 2. Desplazamiento: Consiste en desplazar un intervalo t a la funcidn
\ h(-t), es decir, obtener A(t-T).

' 3. Multiplicacidn:

Cuando se obtiene el producto de la funcién e(t)
| por A(t-T).

' 4. Integracidn: Consiste en calcular el &rea bajo la curva del

\ producto anterior. Esta area es el valor de la convolucidn

para
‘ un desplazamiento t.

4.1.2 Evaluacion analitica

| Los valores de 1la convolucidén para 1las dos funciones

 anteriores son fécilmente obtenidos a través de una evaluacidn

‘gréfica en puntos definidos; sin embargo, cuando se tienen otro tipo
‘de funciones, el obtener estos valores se complica, por lo que es
' necesario deducirlos de manera analitica.

‘ Para la evaluacidén analitica de la operacidén de convolucidén

entre dos funciones se siguen los pasos 1, 2 vy 3;

sin embargo, para
la etapa final de integracidén se requiere la evaluacidn analitica de

una integral definida, por lo que es necesario fijar adecuadamente
’los limites de integracidn.

| Para determinar 1los limites de integracidén de la
' convolucién primero se investigan los valores wminimos de T, para los
|

cuales las funciones e(t) y A(t-Tt) son no nulos y se selecciona como

ilimite inferior de la integral el mayor de los dos; a continuacidn
'se investigan los valores maximos de T para los cuales las funciones
e(t) y h(t-t) son no nulos y se selecciona como limite superior al
%menor de los dos. Para la obtencién de estos limites,

lauxiliaremos de la grafica de la convolucidén de las funciones.

nos
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Ejemplo 4.1

Utilizando las funciones del ejercicio anterior, tenemos

que para

e(T)

Limite inferior Limite superior
0 1

h(t-T)

t-1 t

Por lo que
variando como sigue:

los

1A

1A

limites de 1la integral definida iran

Ya que no existe interseccidn
entre las funciones, por lo que
el producto es cero (véanse
figuras 4.3 a,b).

Ya que para este intervalo el
limite mayor entre 0 y ¢t-1 es
0, y el menor entre 1 y t es t
(véanse figuras 4.3 c,d). '

Ya que para este intervalo el
limite mayor entre 0 y t-1 es
t-1, y el menor entre 1 y t es 1
(véanse figuras 4.3 e, f).

Para t>2 no existe interseccidn
entre las dos funciones, por lo
gue el producto es cero (véanse
figuras 4.3 f,9).
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t-1i
e)

} st

e e o o

‘} S (t)

a)

0

t
I‘t 4

t-

b
)
||||| -
-
-7
-
!
=
«
- O
~
&
i~
3 [
P —= o
I -
=
-d

)

b)

bos(t)

t-1

— e

Ot

L4

A s(t)

t-1

g)

c)

4 s(t)

4 s(t)

/21

h)

d)

Figura 4.3
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81 resolvemos analiticamente,

+ 00
a(t) = I e(t) h(t-T) dt
-
t t
N 1 - 1 - 1 R = 1
In = [2] (1) dt = 5 J dct = 5 (t 0) = 5 t
M ¢) 0
1 1
N 1 = 1 - 1 B . -1
T2 = [2)(1)dt—2[dt_2(1 t+1) = 1-2¢
Yt-1 t-1
Por lo que
0 ; t =0
%—t ; 0 < t =
a(t) 1—%t,1<ts
0 ; t = 2

donde s(t) estd representada en la figura 4.3h.

4.2 PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DE CONVOLUCION

La convolucidén de dos funciones tiene la propiedad de ser
una operacidn conmutativa, esto es

ml(t) * ma(t) = mz(t) * wl(t) 4.2

donde * representa a la operacidén de convolucién de ml(t) * o (t).

Demostracién:
+00

x (t) * « (t) = ]‘ c (t) « (t-T) dt 4.3

-0

81 cambiamos la variable t-t por x en la integral de convolucidn
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‘ +00

\ ml(t) * ma(t) = J‘ ml(F—x) xz(x) dx

-

\
'y sustituimos x por T, tenemos que:
\

| +00

| ml(t) * mz(t) = J~ mz(r) ml(t*t) dt = aé(t) * ml(t) 4,

~-00

\COH lo que podemos decir que la operacidén de convolucidn es
. Dty el . -
|conmutatlva.

‘ Ry

4‘4.3 TEOREMA DE CONVOLUCION
\ Una de las herramientas mds importantes para el analisis de
los sistemas lineales se debe a la relacidén que existe entre la

#ransformada de Fourier y 1la operacién de convolucidn. A esta
#elacién se le conoce como teorema de convolucidn.
|
| |
4.3.1 Teorema de convolucién en el dominio del tiempo
| si
\
\ ?{hl(t)} =H () vy ?{hz(t)} = H_({) 4.6
\
Tntonces
\ Flh (t) * A ()} = H () - H ({) 4.7
\ | La convolucidén de dos funciones en el dominio del tiempo es
quivalente a la multiplicacién de las transformadas de estas
unciones en el dominio de la frecuencia.‘
#emostracién:
\
\ +00 +00
-i2nft
\ ?{hl(t) * hé(t)} = { [ [ i%(t) hz(t-t) dt ] et ¢ dt 4.8
‘\ -0 -00
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si cambiamos el orden de integracidn,

+0 +00

g{hl(t) * hé(t)} = J J h () h (t-T) elemt g gc 4.9
o0 -0
+00 +00
- }- A () [ [ h, (t-T) e 12mt dt] dt 4.10
-00 v —-00
la integral
+00
I‘ hy(t-T) e1ZM gp - p (p e 1ETT 4.11
-00
representa a la transformada de Fourier de la funcidn h?(t)

desplazada; por lo que, sustituyendo 4.11 en la ecuacién 4.10,
tenemos que:
+00
Flh (t) * h (L)} = J h (T) H, (D) 12T gp 4.12
-0
por lo que
+00
= H_(§) [ h (x) e 12T ap 4.13
-0
= H_ () - H () S
por lo tanto,
Flh () * A ()} = H () - H () 4.15
4.3.2 Teorema de convolucién en el dominio de las frecuencias
Si
Flh ()} = H () y  F{r (&)} = H_(f)
entonces
?{hl(t) . hz(t)} = Hl(g) * H2(£) 4.16




\ La convolucidén de dos funciones en el dominio de la

frecuencia es equivalente a la multiplicacién en el dominioc del

tiempo de la transformada inversa de Fourier de estas funciones.

En otras palabras, la transformada de la multiplicacidén en
el dominio del tiempo de dos funciones es

equivalente a la
\convolucién de las transformadas de Fourier de dichas funciones.

bemostracién:

‘ +00 +00

| s»;z“‘{nI (&) * Hz(tl)} - J [J H (t) H ({-T) dr] el2mt g 4.17
\

‘ ~00 -0

$i cambiamos el orden de integracidn,

‘ 9:-1{“1 (g) * HZ(‘Z)} = /" J H (’C) Hzlg -C) eizngt d@ d.c
“ Lo WG 4.18
\
‘ +00 +00 )
\‘ = J H1(t) [ J Ha({l»t‘) elzngt d{l] dt 4.19
| -00 ~00
#onde la integral
| -
\ \[ H, (¢-T) el2mit dg = hé(t) eilntt 4. 20
\ -0
|
sustituyendo en la ecuacidn anterior,
\
\ .
| gUH () * H.(D) = H (t) A_(t) e*?™T g
“ 1 2 1 2 4,21
\ +00
\‘ = h_(t) [ H (T) el2MtT 4 4.22
‘ - 00
|
: 4,23
\ = hz(t) . hl(t)
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por lo tanto,

g"{a1 (&) *H_ (D)} = & (¢)

Ejemplo 4.2

-th) 4,24

Obtener la convolucidén de las funciones e(t) y h(t).

t ; 0 = = 1 ; t > 0
e(t) = h(t) =
-t + 2 " 1 < =< 0 ; =0
A e(t) An(t)
1‘—
1 e Jpo-
1 3t t
Figura 4.4
Limite inferior| Limite superior
e(T) 0
h(t---'C) -

definiendo los limites de integracidn, tenemos que:

o(t) = ¢ J ; 0 <t =

Ya que no existe el producto de las
funciones (véase figura 4.5b).

Ya que el limite mayor entre -o y 0 es
0 vy el menor entre 2 y t es t (véanse
figuras 4.5¢c y 4.5d).

Ya que para este intervalo el 1limite
mayor entre -« y 0 es 0 y el menor
entre 2 y t es 2 (véanse figuras 4.5d
y 4.5e).



As(t)

h{t-T)
( T7 e(t)
: > -
a)
s(t)
!
|
:
| 1 2 T
b)
4ks(t) ,
1 ( =
I {
| _J,
+ 1 2 T
c)
Ads(t)
}
‘\\\\\\;
|
; ; ) '::
d)
A s(t)
; '/- <
I
| - -
1 2 T
/Zl
FeaW, e) G

Figura 4.5
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Debido a que la funcidn e(t) estd dividida en dos funciones

para el intervalo 0 < t = 2, entonces la primera integral también se

separara en dos intervalos.

)
0 ; Lt =0
t
T (1) dr ; 0 <t <1
Y0 a4 ‘ - A !
J Me Vi / :765 '
a(t) = A a1 ! B g A
T (1) dt + (-t + 2)(1) dt ; 1 <t =2
Jo . ! ,
~1 ) | Pz . A . :
L] P
T (1) dt + (-t + 2)(1) d ; t > 2
S A

Por lo que, realizando las integrales correspondientes,

funcién de convolucidn queda definida como

0 it =0
2
—%— ;0 <t =1
t2
=42t -1 ; 1<ts2
L 1 it o> 2

Ejemplo 4.3

Obtener la convolucidn de las funciones A(t) y g(t).

o

Ah(t)

|

't 1 t

L g(t)

Figura 4.6

158

la




h(t)

a(t)

]

Definiendo los limites de integracidén, tenemos que:

Limite inferior| Limite superior

h(t-T) -
q(T) 0
t <
0 =t =1 (Véanse figuras 4.7a y 4.7b).
t 'sia (Véanse figuras 4.7¢ y 4.7d).

a)

b)

d)

/U ‘ A s(t) \,(\
(&) 1 //;
- . 1 T
A s(t)
1
l}
I
{ o
- OT t 1 T
s(t)
1
|
{
i
- I 1 T
A s(t)
1_
}
|
! e
Figura 4.7
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Sustituyendo las funciones, tenemos que:

4
0 Mo vel ; t <0
t | /\\\/k/— \
\(1 - T e ; 0 =t =1
.:),(t) = 4 Jo ,,A\V»f
{ ‘_]"‘
1
(1 - T e =T g ; t >1
\ : 0

realizando las integrales correspondientes, obtenemos

0 ;o t <0
—37[1-6'“t]+——1-5[1—'“t]—~§— ; 0 =t =1
a(t) = A P
. emt (e™ - 11 - et ; t > 1
2 4
o<
\

Ejemplo 4.4

Obtener la convolucién de las funciones u(t) y g(t).

1 ; t =0 et ; t =20
() ={ g(t) =
0 ; t <0 0 ; t <0
A op(t) A oft)

-1

Figura 4.8
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Definiendo los limites de integracidn, tenemos que:

Limite inferior| Limite superior
g (T) 0 -
u(t-t) -
0 ; t =0
a(t) = -
H t >0
(0]
s(t)
i
!
o
]
-t I

Figura 4.9

Por lo que la integral queda definida como

0 ; t =0
a(t) = b by
e (1) dt ; t >0
(6]
y evaluandola,
0 ; t =0
a(t) =
1-et ; tso
161




Ejemplo 4.5

Obtener la convolucidén de las funciones hA(t) y g(t).

A h(t) A olt)
i 1, T ™t
z
Figura 4.10
sabiendo que
00
a(t) = g(t)h(t - T) dt
-0
,,oo
to to
a(t) = [S(t il ) + 8(T - 5 )] hA(t - tT) dt

por propiedades de la funcidén impulso (expresidén 2.80)

alt) = A(T + Z"-) + AT - ‘2:")
T =t
al(t) = Al + Z") + AL - =2

Lo que indica que obtenemos 1la funcidn original A(t)
colocada en el lugar donde estaban ubicados los impulsos. Esto es
importante, ya que nos muestra que cuando convolucionamos un impulso
o tren de impulsos con otra funcidn, lo que obtenemos es la funcidn

repetida en cada punto donde estaba el impulso o el tren de
impulsos.
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4 s(t)

n

o

Figura 4.11

4.4 APLICACION A LOS SISTEMAS LINEALES:
4.4.1 Definicion de un sistema lineal

Un sistema puede definirse como cualquier proceso que
provoque la transformacidén de una seifial.

Esquemdticamente lo podemos representar como

Sefial de entrada Seflal de salida

e(t) -3 | SISTEMA | ———> a(t)

4.4.2 Relacién entre las seiiales de entrada y de salida de un sistema lineal

Se dice que un sistema estd completamente caracterizado, si
se conoce la forma en que la seflal de salida depende de la sefial de
entrada.

Un sistema es lineal, si y sb6lo si, cumple con las

propiedades de homogeneidad y superposicién.

o el(t) e SISTEMA

LINEAL |~ @ & (t) + B8 ¢, (t)

B eé(t) —_—

@onde o y B son constantes.
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Un sistema lineal, cuyas seflales de entrada y de salida son
e(t) y a(t), es invariante en el tiempo si para la seflal de entrada
e(t-to) produce la seflal de salida a(t-to).

Matematicamente, un sistema lineal puede ser descrito a

través de una ecuacidn diferencial lineal de coeficientes constantes
de la siguiente manera:

n n-1
. d O(C) + a -ld O‘ftll) 4 rvee e + a1 _d_.._.a_(E.)_. + a Q(t) =
dc” oatt ot
m m—1
p Lelt)  , o7 elt) ... + b LEE) L e 4.25
"oat” g™ bode

donde
e(t) es la funcidn de entrada,

s(t), la funcidén de salida,

a vy b son los coeficientes constantes.
1

Los grados de n y m, asi como los valores de los
coeficentes a 'y bi de la ecuacidén 4.25, dependeran del sistema
fisico particular que se esté representando.

La solucién de 1la ecuacidédn diferencial puede llevarse a
cabo por distintas técnicas matemdticas, entre ellas el andlisis de

Fourier. Para ello, si consideramos que

Fle(t)} = E() y Fla(t)} = S(f)

y que la transformada de la derivada de wuna funcidén, segin lo

descrito en el capitulo anterior (expresidén 3.70), es

g [ )Y | (iomp® H
dat”

podemos sustituir la transformada de Fourier en ambos miembros de la
ecuacidn diferencial:

an(iZH{;)“S(@) + an_l(i2n£)""1S({l) # o+ oa (i2mp) S+ a S =

= b (i2np)"E()) + b_ (i2np)"TE() + --- + b (L2THE) + DEE)
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Factorizando,

\ s [ an(i2n'£)n + an__l(i2rt1€)"'1 f e o+ oa (d2md) o+ a ] =

\

= E() [ b (i2mp)" + 1:)111_1(:'L21T£)m”1 + ---+ + b (i2nf) + b ]

\‘ 4.27
despejando,

1

\

| R .

| b (i2mf)" + b (i2n)™" + ---- + b (i2mf) + b
ST(“ = E (£) 4,28
\ an(i2n{1)n + an_l(i21t{l)n"1 + cecc o+ oa (i2mf) + a

\

\
ionde

|

| b (i2mf)"™ + b (i2m)™" + .-+ + b (i2m}) + b

‘i H(p) = 4.29
} an(izn#)n + an__l(iZTI{i)'""1 R al(izng) + ag

que es 1llamada funcidn caracteristica del sistema lineal en el
dominio de la frecuencia o funcibén de transferencia, Yy cuya
e#presién matemdtica depende de las caracteristicas del sistema
fisico.

| Por lo tanto,

\‘ S(¢) = H() - E(§) 4. 30
d¢nde

\ .

| (- SW) 4.31
| E(f)

y cuya transformada inversa es

a1

| F{HW} = AlL)

\

\ La ecuacidn 4.30 nos muestra la relaclidn que existe entre
lé sefial de entrada y la de salida en un sistema lineal, donde se
p#ede observar como la funcidén caracteristica del sistema H({) es la
f%ncién. modificadora o ponderadora de la seflal de entrada en el

d#minio de la frecuencia.
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Para establecer la relacidén que existe entre la seflal de

entrada y la de salida en el dominio del tiempo,

transformada inversa de la ecuacidn 4. 30.

Sean H(f) y E(f) dos funciones en el
frecuencia, en el que

H({) - E(f) = S(§)

se obtiene la

dominio de la

4, 32
Por lo que
FH{HE - EW® } = [ H{{) - E({) eizngtdﬂ 4.33
]
donde
E(f) = Fle(t)} = J e(T) e_izn@tdt 4, 34
00
por lo tanto,
FUHQ - EW@) { H (f) [J e(T) e‘iz’“dr] el2mit 5 4.35
si intercambiamos el orden de integracidn,
FHHP) - E@]) = e(t) e 12T y(p) 12ty ge 4.36
A+ +00 )
- e(T) [ H(p) el2TFt e‘lz"“dg] dt 4.37
+00 400 )
= e(T) [ H({) elzn#(t't)dg] dt 4,38

donde por la propiedad de desplazamiento en el tiempo,

descrita en

el capitulo anterior (expresién 3.47), la expresidén entre paréntesis

se define como
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i‘ [ H(f) eiZTttl(t-t)dg - h(t-T)

4.39
\ -0
Epor lo tanto,
| -
\ _ ‘
\ §71{H(£) - EWQ)]} = J~ e(t) h(t-tT) dT 4.40
\‘ -00
'y como consecuencia:
|
| +00
‘1 ?rl{s({f)} = 2(t) =J e(t) h(t-t) dT 4.41
|
|

-C0

Las ecuaciones 4.40 y 4.41 establecen que la relacidén que

! ; - ~ . :
existe entre la seflal de entrada y la seflal de salida de un sistema
\

lineal, estd dada por la convolucidén entre la sefial de entrada y la

‘ b - . . .

funcidén caracteristica en el dominio del tiempo, la cual se puede
1

representar como

| a(t) = e(t) * A(t) 4,42

\
donde * representa a la operacidén de convolucidn y, por convencidn,

A(t) a la funcidn que se pliega y se desplaza A(t-tT) .
\ . '

\
2l‘.4.3 Respuesta de un sistema lineal al impulso unitario

\ De 1las propiedades de la funcidn impulso,

descritas en
capitulos anteriores, sabemos que

| +00

| [ 5 (t-to) g(t) dt

‘ -—00

g (to) 4.43

Qe esta misma manera,
| .
\ J S(t-to) g(t-T) dt

i

(}(t—to) 4. 44
|

\ ‘ -
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por lo tanto, cuando convolucionamos una funcidn cualquiera g (t) con

una funcién impulso, lo que obtenemos es la funcidn g(t) posicionada
en el punto donde se encuentra la funcién impulso.

Si consideramos que la funcidén de entrada es una funcidn
impulso,

e(t) = 8(t) 4.45

v que la integral de convolucidn estd dada por

+00

a(t) = [ e(t) h(t-Tt) dt 4. 46

-0

entonces,

a(t) = [ d(t) A(t-t) dt = A(Tt) = A(L) 4,47

lo gue se aprecia mejor si se considera que la operacidn de
convolucidédn es conmutativa

+00

a(t) = J S(t-t) h(t) drt = A(T) = A(L)

-0

por lo tanto,

a(t) = A(t) 4.48

lo que implica que la respuesta de un sistema lineal al impulso

unitario es la funcidn caracteristica o funcidén de transferencia del
sistema.

4.4.4 Transmisién sin distorsion

Como se explicd anteriormente un sistema lineal, lo podemos
representar como

+00

a(t) = [ e(t) A(t-T) dt 4.49

~00
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‘ .
\
dcnde por el teorema de convolucidn tenemos

| |
| S(f) = H() E(P) 4.50
| |

i e .
Yy la representacién en su forma de Euler de las funciones de

entrada, salida y transferencia son:

| s@ = | s | el%® 4.51
\ .

| H(p) = | H(D | 1@ 4.52
i

| E() = | E(p | el9® 4.53

por lo que, sustituyendo 4.51, 4.52 y 4.53 en la expresidén 4. 50,
\

2 | s | el _ | HD | | E@ | elPn) ided 4.54
S| H@ | | E@ | el deh) 4.55
por lo tanto,

‘\ | s | = | HE) | | EW) | 4. 56
1 ¢s () = ¢n(f) + ¢e(f) 4.57

| Considerando lo anterior, podemos preguntarnos:
cQué caracteristica debe tener la funcidn de transferencia
éormada por | H(§) | y ¢n(f) para que la funcidn de salida a(t)
éresente la misma forma que la sefial de entrada e(t)?

| Observando las ecuaciones 4.56 y 4.57, se puede concluir
iue o(t) vy e(t) son iguales si

| H(f) | =1 y ¢én(f) =0 4.58

dntonces

“ e(t) = a(t) 4.59

i
\ . . - =
| Sin embargo, si para una sefial de entrada tenemcs una sehal

d% salida de la forma:
| a(t) = Ho e(t-to) 4. 60
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donde Ho representa una constante y to un cierto desplazamiento,

entonces la forma de o(t) es la misma que e(t), sdlo que e(t) esta
desplazada y su magnitud cambia por un factor He.

Cuando un sistema produce una funcidén de salida
a(t) = Ho e(t-to)

para una entrada e(t),

se dice que transmite la sefial e(t) sin
distorsidn.

Do)

Si obtenemos la transformada de este sistema, tenemos que:

Flo(t)) = F{Ho elt-to )} = Ho E(p) e L2Mhto 4.61

donde la funcidén de transferencia estd representada por

H(ﬂ) = Ho e-1'.2Tl'{3to

pcr lo que
Ho = |H({) | ;@ () = i2mfto

Por lo tanto, la condicidén necesaria y suficiente para que

sistema transmita sin distorsidén consiste en que
caracteristica debe tener la forma de la

un la funcidn

expresidén 4.63, cuyo
espectro de amplitud y fase se representa en la figura 4.12.
b Imen]
bulf)
Ho
' K

Figura 4.12
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|
#.4.5 Filtros ideales
[

Se llama filtro ideal a aguel que tiene la propiedad de
ransmitir sin distorsién las componentes de frecuencias contenidas
entro una banda dada de frecuencias y que fuera de esta banda anula
1l resto de las componentes.

|
ab Filtro pasa-todo

| Este filtro, como su nombre lo indica, tiene la propiedad

[V

qe transmitir sin distorsidn en toda la banda de frecuencias. B8Su
erresién matemdtica es

H(ﬂ) = Ho e—iZn(ﬁto

H o < £ < ® 4. 64
\
‘ L] » -
ylsu espectro es el mismo que el mostradoe en la figura 4.12.
|
‘\

a.1) Respuesta de un filtro pasa-tode al impulso unitario

‘ Sea
‘ H({) = Ho e~12ﬂ¥to F -0 < f < w

la funcién caracteristica de un sistema lineal en el que la sefal
de entrada es

| e(t) = s8(t)

y\donde el sistema lineal estd representado por

‘ +00

| a(t) = [ e(t) h(t-Tt) dt

‘ -0

y lcuya transformada, de acuerdo con la ecuacidén 4.30, es

\ S(§) = H({) - E({f)
cﬁnsiderando que
\

Fle(t)} = F{s(t)} = E(f) =1
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tenemos que:

S(§) = H({)

Si obtenemos su transformada inveérsa:

7 s }

b) Filtro pasa-bajas

i

g H) ) = -
R(t) = Ho J+meizng(t"t°)de
A(t) = Ho 8(t-to)

|

ot

Este filtro sdlo

definiéndose como

||

Ho

S (t—to) t

Figura 4.13

deja pasar a las bajas

sk s s st o il

— e e 2 g

Pulf)

{ Ho e~12n{to elZﬂ#tdg

frecuencias,

—~
O

Figura 4.14
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\
\
\
\donde

\
'b.1) Respuesta de un filtro pasa-bajas al impulso unitario

\ Sea

e-i 21fto

| n<£>={“° TR

0 H '{fl >£c
\

ﬁa funcidn caracteristica de un sistema lineal donde 1la
entrada es
|

\ e(t) = 8(t)
\

\
y el sistema lineal esta representado por
\
\
\

| +fe
¥ a(t) = J e(t) h(t-t) dt
\ +

¢ cuya transformada de acuerdo con la ecuacidn 4.30 es
.

\ S(f) = H() E({f)
\
\

#onsiderando que

\

\

\

\

-
entonces:

l

|

\‘ S = H({)
|
\

\ Si obtenemos su transformada inversa,

«
—
®
ﬁ
—
I
9
——
(7}
rf
——

]

E({)

H
=
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a(t) =

que

+fc

Ho 2{c

?-1{ s } = ?-1{ H(D ) = o e-i2n£to ei2n{td£
—_f;c
+fc
2(t) = A(t) = Ho ei21rt3(t—to)dg
Lfe
+fc
a{t) = h(t) = Ho i2n(%—to) o12m (t-to)
—-ﬁc
A(t) = Ho iZn(;E--to) [eizwc(t—to) - e—izﬁc(t-to)]

realizando las operaciones algebraicas correspondientes,

sen 2mnfc (t-to)

¢) Filtro pasa-aitas

Figura 4.15

2nfc (E—Co)
cque es una funcidn de tipo sampling.
h(t)=s(t)
Ho 2f¢
/\\/ E
=3 —1 | t0=0 1 | t
e Tl 2f; 2, o 7?3

Este filtro sélo deja pasar las altas frecuencias.
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descomponiendo la funcidén exponencial en funciones coseno-seno vy

obtenemos
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1 }H(f)l

H(p), = { i
0

¢.1) Respuesta de un filtro pasa-altas al impulso unitario

b b(f)

W o = o e

Figura 4.16

e~i 2nfto

H || = £
; 2] < &

Para determinar la respuesta de un filtro pasa-altas al
impulso unitario, consideramos lo siguiente.

De las figuras 4.12,

4.14 y 4.16, tenemos que:

Hilreg,~ Hllmz, i e, R

por lo tanto,

H(¢) rasz

entonces, considerando la propiedad de linealidad, la

inversa nos queda como

h(t)pasa = Ho & (t-to)
altas

y para to = 0

= H(ﬁ)pfégao'- H({) PRS3.e 4. 81
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| hit)=s(t)

el
i |
o ny
o

—3~—7 =1 a8 I t
“2fe 1?: fe 2f¢ fe 21,

2Hofc

Figura 4.17

d) Filtro pasa-bandas

Este filtro sb6lo deja pasar una banda de frecuencias.

Figura 4.18

bl | PE)
}
i
| { } 1 : ,

! ; : : i : f f
L 1 L | 1 1 1 2 .
o, ry f, £, f =2 =3 ! ! T

‘ :

|

|

|

|

]

i

I

\

por lo que su expresidn matematica es

H(P) = Ho e—iZn#to ;o e s P s Pos e
0 A
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~ d.1) Respuesta de un filtro pasa-bandas al impulso unitario

| la funcidén caracteristica de un sistema lineal donde la

Sea

el 2nfto

H({):{Ho i e sfis=s-ho; b=l os e
0 ; Vo!og

. entrada es

e(t) = &8(t)

y @l sistema lineal estd representado por

| cuya transformada, de acuerdo con la ecuacidn 4.30, es

S() = H() E(§)

| Si consideramos que

1 entonces:

FH{Hw)
\

|

|

i
‘?'l{H(ﬂ)}
|

|

|

hA(t) =Ho

Fle(t)} = F{s(t)} = E{) =1

S(¢) = H(})

Al obtener su transformada inversa,

-f, _ _ L, ' .
- I Ho 8-12n£to elZﬂltdg_FJ Ho 6-12n£to elzn#tdg
-, £,

- ¢,
= Ho J eiZTl@ (t*to)de + Ho [ ej2n£ (t-to)de

¢, £,

_gl
1 el2mb (t-to) + H 1 el2mt (t-to)

12mn(t-to ° Ion(E-to)

-¢

2
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por lo que

a(t) = A(t) = Ho Té‘n‘(%‘lfo‘)‘ [e-izwl(t-to) - e-iZn{iz(t-to)]
+ Ho iZn(i—to) [eiZnﬂz(t—to) N eiZn{ll(t--to)] PR
factorizando,
A(t) = Ho iZTt(-l},-to [e-iZn{ll(t-to) _ e~i2mf (t-to)
+ el2md (t-to) _ eiZTI@l(t—to)] 4.92

descomponiendo las funciones exponenciales en sus componentes

cosenoidales Yy realizando las operaciones algebraicas
correspondientes, tenemos que:

sen 2n£2(t~to) sen 2n£1(t—to)
Zmf, (E-te) 2t Zrf, (€-Co)

a{t) = h(t) = Ho 2&

Las respuestas de los filtros ideales representados por las
ecuaciones 4.68, 4.78, 4.82 y 4.93 permiten determinar cual sera la
respuesta del filtro para cualquier sefial de entrada e(t) .

Dentro de las caracteristicas importantes de estos filtros
estan:

a) Para los filtros pasa-bajas, pasa-altas y pasa-bandas,
el valor maximo de la respuesta es proporcional a la
frecuencia de corte.

b) La respuesta al impulso unitario de los filtros ideales

es de duracidn infinita en el dominio del tiempo.

Por otra parte, se dice que un sistema lineal es de tipo
pasivo, si para una sefilal de entrada

e(t) nula para t<to
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| tenemos una sefial de salida

| aft) nula para t<to

| A los sistemas lineales pasivos también se les conoce como

| sistemas causales. Estos sistemas son los fisicamente realizables

| mediante componentes electrdnicos, eléctricos, mecénicos, etc.

Los sistemas lineales de filtros ideales no
\

son causales,
| puesto que para una sefial de entrada

| x(t) ; t

v
o

\ 0 ; t <0
\

| LLa sefial de salida tendra valores distintos de
| t<0, puesto que los funciones h(t)
para ~o = t = ®

cera para
(filtros ideales) estan definidas

y por lo tanto, la sefial de salida también estarza

definida para estos mismos valores. Como fisicamente no podemos

tener una sefial de salida antes que la sefial de entrada se produzca,
\

' entonces los filtros ideales no son fisicamente realizables.
|

\
i
\‘ Ejemplo 4.6

\ Obtencidén de un filtro inversor. Sea un sistema lineal dado
\‘ poxr

\ y(t) = a(t)*h(t)
| donide
|

} y(t) es la sefial de salida,

\ x(t), la seflal de entrada,

! y h(t), la funcidén caracteristica del sistema.
\

\ Dada la funcidén de salida

| 1-e’t  ;o0=t <1
% y(t) = o~ (t+1)
[

\y la funcién caracteristica
\

1A
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ht) = et ; t >0
calcular el filtro inversor hd(t), de tal modo que

w(t) = g(t) * A7 (t)

y de esta manera obtener «(t).

Sabemos que la convolucién en el dominio del tiempo eg una
multiplicaciédn en el dominio de la frecuencia; por lo tanto, nuestro

sistema en el dominio de las frecuencias se representa por

Y(¢) = H(§) X(f)

por lo tanto, despejando la ecuacidédn anterior,

- Y

es de notarse que este despeje sbélo es posible realizarlo en el

dominio de las frecuencias, ya que en el dominio del tiempo las

funciones no pueden despejarse en la operacidén de la convolucidn.
Si consideramos

-1 1
H ({f)=m

entonces

X(p) = H (DY ()

Para obtener A (t),
Fourier de hA(t).

debemos calcular 1la transformada de

L

g (A(t)) = HB) =% {etu(t)} = 751
Y. por lo tanto,
H () =1 + i2f

obteniendo la transformada inversa de H_l(@,

g U m () = F{1+i2mp) = 8(t) + & (T)
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por lo tanto,

RTE(E) = 8(t) + & (t)

dado lo anterior,

x(t) = y(t) * A ()

realizando la operacidén de convolucidn para obtener «(t),

+00

ac(t) = [‘ y(t) A (t-T) dt

v ~00

considerando que 1la convolucidén es conmutativa,
funcidn de salida y el filtro inversor

( +00
J (1-e" D) (s(t) + & (t)ldt . 0st <1
x(t) = A .
J (e T _ oty se) + 8 (E)1dE ; 1<t <
L =00

al efectuar 1las operaciones correspondientes,

propiedades de la funcidén impulso, obtenemos

8
t
N
i
—A—
o [
ol o
IA IA
o o
7Y A
8 =

al proceso desarrollado para encontrar a la sefilal de entrada,
llama deconvolucidn.
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L.

Determine

funciones:

Determine

funciones:

a) h(t)

b) h(t)

it

c) h(t)

i

d) h(t)

Obtenga

graficamente

EJERCICIOS PROPUESTOS

la

convolucidn entre las
A~
x (t)
1 1
T e i .-’
I 1 2 t t
analiticamente la convolucidn entre las
e-at ; t >0 (t) = e-bt ; C
0 it <0 ¢ =1 o ; t
te’t ; t=0 o et .t
0 ;t<oO ¢ 0 ; t
1 . _
sen (2TIt), 0=t = "-—2—— a4 ; 0 <
g(t) =
0 ; VIt 0 ; t <
1-t; 0 <t <1
] t) = h(t
{O;t<0,t>1 g(t) (t)

la convolucidn

| x(t)

de

I n(t)

siguientes

siguientes

> 0
< 0
> 0
< 0
t < _%—
1
o, t > 5

las funciones «(t) y hA(t) mostradas.
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| 4. Use el teorema de convolucidén para determinar graficamente

| transformada de Fourier de las siguientes funciones:

| A )

| 1'

\ sen(t+To sen t sen{t-To)
\ (t*‘To t (t-To)
| ) .

\ _ \

| O A AR S
\ To t
|

\

\ ‘ g(t)

|

| e 11+Tol
\ b)

| - T

\5. Emplee el teorema de convolucidén para obtener:
l

| . 1

\ F -

\ (1 + i2m§)

\

\

l

\

|

\6- Utilice el teorema de convolucidén para obtener:
\

| 2

\ F { A cos” (2mfo t)}

|

\70 Se sabe que en un sistema lineal la funcidn de respuesta es
|

\

| olt) = et - e qt] <=

l

\

\
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cuando la funcidn de entrada es

e(t) = e't t

v
o

Obtenga la funcidén caracteristica del sistema en el dominic del
tiempo y de la frecuencia.
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CAPITULO 5

INTEGRAL DE CORRELACION

5.1 DEFINICION DE LA INTEGRAL DE CORRELACION

La integral de correlacidén se define como

+00

Rﬂjt) = J a(t) h(t-t) dt 5.1

-00

que es una expresidn muy similar a la integral de convolucidén, la
unica diferencia es que en esta operacidn no se efectila el
plegamiento en ninguna de las dos funciones.

S.1.1 Evaluacion grifica

Para observar cuadl es la diferencia que existe entre la
integral de convolucidén y la de correlacidn, analicemos ambas

operaciones graficamente, para ello desarrollemos la convolucidn y
la correlacidn de las siguientes funciones:

L x L

e e e e e s o o

Figura 5.1
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a)

b)

c)

d)

g)

Convolucidn

h(r)
1
i
i
1
i
I
i
1 T
h{-T)
1
]
i
1
I}
1}
1
T
h{t-7)
1
i
!
|
I
i
1
b T
1
s{t)
] pr—————
i i
i |
% . |
i |
] 1
s-——t-ﬂ 1 T
T
=
s(t)
T

Figura 5.2
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Correlacidn
h(r)
1
/|
i
i
i
i
H
1 T
h(x)
1
)
]
|
|
., i
|
T
h(T-t)
1
A\
1
1
{
////u
¥ H
— T
Ren (1)
l h
I
]
| %
i I
i 1
1 1
T
th (u
' g
Q\
SN\ .
1=0 1 T
Rxh (0
1 )
ya
]
i
|
-
O'T" 1 T



En ambas operacicnes cambid la variable t por T (figura
5.2a). En la integral de convolucidén existe el plegamiento al
obtener A(-t), mientras qgue en la de correlacidén sbélo se cambia a la

variable obteniéndose A(tr) (figura 5.2b). Por 1lo que
observar que la

se puede
integral de convolucidn requiere de plegamiento,
mientras que la de correlacidén no.

A continuacidén para la correlacidén desplazamos a la funcidn
h{T), quedando como A(t-t) si el corrimiento es a la derecha, y como
hi{t+t) si el desplazamiento es a la izquierda. Por otro lado, se
desplaza a la funcidn A(-t) en la convolucidn, obteniendo A{t-tT),
donde t representa el desplazamiento a la derecha de la funcidn
(figura 5.2c¢). Obsérvese que la forma en que se toma t es diferente
para la convolucidén que para la correlacidn (figura 5.2d4).

Luego se realiza el producto de la funcidn «(t) con cada
una de las versiones desplazadas de la funcidén A(t), tanto para la
correlacidn como para la convolucidn (figura 5.2, £ vy g).

Finalmente, para cada uno de 1los casos anteriores se
integra la funcidén producto, la cual, para este ejemplo, se
como el &rea achurada.

muestra

#De lo anterior se desprende que la operacidén de convolucidn
v la de correlacidén difieren Unicamente en que para la convolucidn
es necesario plegar una de las dos funciones, y que los demés pasos

de desplazamiento, multiplicacidédn e integracidn son similares.

5.1.2 Evaluacién analitica

Para la evaluacidn analitica, nos auxiliaremos, como 1lo
hicimos en la convolucidén, de grédficas que nos ayuden a determinar

lcs limites de integracién, los cuales se obtienen de la misma forma

que en la convolucién.

IEjemplo 5.1

Calcular la correlacién de «(t) y h(t), véase figura 5.1.
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0 =t =1 t ; 0=t
h(t)

Vit 0 ; Vit

RXh(t) = x(t) h(t-t) dt

Limite inferior

Limite superior

c)

Figura 5.3
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i
1
1
]
t 11 1 T
a)
Rxh(t)
L e
1
1
|
1}
i
|
!
t t+1=20 1 s
- b)
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Ryn (1)
1
= 1 T
L t+1 T
d)
P Ry (1)
! | ]
i ]
' i
1
1
i
i
t 1 t+1 T
€)
Rxh (t)
i 1
' |
! |
; I
i i
i
1 t4l T
f)
Rxh (1)
e
| I
i |
! |
1
I |
1 H
Tt t+] T}
g)

Figura 5.3 (continuacién)

Por lo que los limites de la integral de correlacidn

variando de la siguilente manera:
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[0 i ts a1 Fig. 5.3 a,b
tel
[ i ~1l<t=0 Fig. 5.3 c,d
o
| R, (t) = 4 1
‘ J ; 0<t=1 Fig. 5.3 e, f
| .
| o ;i t > Fig. 5.3 g
| por lo tanto,
b
2 b
R _(t) = l(z-t)dt = 5 - tt
xh 2
a a
para cada intervalo determinado.
Evaluando,
2 t+1 2 2
1 _ (t+1) B t +2t+1 2_ B
It = - tT A t(t+l) = 5 t =
2 1 . 2 2 2
T _ (1 t 2 t7-2t+1 _ (t-1)
Iz‘i'trt"[i”tj'[i“t]“ 2
[ 0 ; t o= -1
~]2'~(1-t2) i "l<t=0
R (t) = «
- se-1?; o0<t=1
| 0 ; t > 1

Ejemplo 5.2
Determine la funcidén de correlacidn:

+

ﬂmxt) = J x(t) h(Tt-t) dt

e}

donde
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Limite inferior

Limi te SuperiOr

«(T) ; E
h(t-t) ; =
a)
_t
Ryn () _
b) ///
| /
’ } /
|
|
|
I
R )
[N— )
c)
T
d)
_T

Figura 5.4
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con lo cual

e T g AL 4 t <0 Fig. 5.4 b,c

e 8T g aTL) 4o t >0 Fig. 5.4 c,d

si resolvemos la integral,

d
at
-at _-a(t-t) e -2atT
[ e e dt = ~>a e

c

evaluando para los limites de la correlacidn,

{
at
e
--2—5— H t <0
R (t) = 4
XX at
€ -2at ; t >0
a
L
S.1.3 Significado de la funcién de correlacion
La funcidén de correlacidn
+00
. R _(t) = a(Tt) h(t-t) dt

es considerada como una medida de la similitud o interdependencia
entre las funciones «(t) y A(t). Para ilustrar este punto,

consideremos las funciones:
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a(t) = sen t y h(t) = cos t

Sabemos que las funciones sen t y cos t son muy parecidas
\

'entre si, por lo cual en forma intuitiva esperamos una correlacidn

\fuerte entre ambas.

\ Para observar el grado de

similitud, evaluamos la
\

correspondiente funcidn de correlacidén para el intervalo de 0 a 2m,

\ o i< .
'yva que los valores de la correlacidn se repetiran para cualqguier

lotro intervalo, debido a la periodicidad de ambas funciones.

400
| 2T

E Rﬂjt) = j sen T cos (t-t) dt = [ sen T cos (t-t) dt

\ =0 (o]

‘ 2TT

{ sen T [(cos T cos t + sen T sen t] dt
\
\ 0

\ 27T 21T

2
J sen T cos T cos t dt + [ sen"t sen t dt
\ )

it

0

‘ 27T 2TT

2
\ = cos t J sen T cos T dt + sen t J sen” T dt
\

0 0
\

2 21 21 o
= cos t R + sen t i'c-—l—sen2t = 0 + [—4] sen t
‘ 2 2" 2

\ 0 0

ﬁor lo que
\

R (t) = m sen t
\‘ xh
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A Ryh(1)=7 sen t

4 -

i T 2 3 47 57 e T
|

: -1 4

|

|

| -2+

|

| =]

-4
0

CORRELACION
o

Figura 5.5

Como se puede observar, la funcidn de correlacidn es no
nula para la mayoria de los valores. Esto es, en la operacidn de
correlacidédn se comparard a la funcidn «(t) con todas las versiones
desplazadas de h(t) y se obtiene una medida de similitud entre ambas
funciones. Por 1lo tanto, la wvariable t es considerada como un
parametro de blsqueda que nos dice cudl es el desplazamientc mas
apropiado para que la similitud entre las dos seflales
correlacionadas sea maxima. Para nuestro ejemplo, la similitud mas
grande entre la funcidén sen t y cos t se alcanza cuando la funcidn
|h(t)'= cos t tiene un desplazamiento de t = —%— , mientras el punto
ert el cual la similitud es menor es cuando el desplazamiento de la
funcidn cos h(t) t vale cero (figura 5.5). Debido a la periodicidad

de las funciones originales, la correlacidén también es periddica.

5.2 TEOREMA DE CORRELACION

El teorema de correlacidn sefiala la relacidn que existe
entre la integral de correlacidn y la transformada de Fourier.
Para ello obtengamos la transformada de Fourier de la

integral de correlacidn.
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+00

W“Jt) = J «(t) h(tr-t) dt 5.2

=00

' con la consi 18
| sideracién de que t puede tomar valores positivos o

| neg i 3 i
gativos, dependiendo del desplazamiento; la integral de
correlacidn también puede ser representada por

+C0

Rmxt) =‘[ x(t) h(T+t) dt 5.3

-0

por lo tanto,

+00 +00

1 g {.‘Rxh(t)} = J J a(t) h(t+t) dr| e 12mt . 5.4

“ -0 ~00

x
}si intercambiamos el orden de integracién,
\

+00 +00
F{R_ ()} = J z () J h(o) e 12M (0-T) g | o 5.6

-0 -0
y reescribimos la integral dentro del paréntesis,

+00
+00

J H (o) e—isz (o-r)do ~ eiZnJltJ' hio) e -izwodo _ eiZTI{f'C

-0

H({)
-0 5.7
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por lo

pero

FAR

vy 5.10,

(t)} =

por lo que

Por otro lado,

X)) =

por lo que

vy, por lo tanto,

tenemos

cual tenemos ahora que:

+00

+00

X = [ m(ti e ~i2mit g,

-0

+00

-~00

X)) = [ R X()] - iI [X(P]

X = [ R [XMP] + iT [X(P]
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+00

J‘m(t)cos 2nft dt + 1 J'm(t) sen 2mft dx H (£)

-0 -00

(L)} = HE [ R X + il [X(]

+00

[a:(t)cos 2t dt - 1 Jm(t) sen 2nf{t dt

-00

que es el conjugado de la transformada; de esta forma,

sabemos que la transformada de Fourier

{
(3]

.10

de

.11

.12

.13

.14

retomando 5.9




F{R_(t)} = B X (D) 5.15

que es la expresidén que representa al teorema de correlacidén, el
cual nos dice que la correlacién en el dominio del tiempo de dos
funciones es equivalente a la multiplicacidén de la transformada de
Fourier de una funcidén con el conjugado de 1la transformada de

JFourier de la otra, todo esto en el dominio de la frecuencia.

5.3 FUNCIONES DE CORRELACION

Si «(t) y A(t) son la misma funcidn, entonces a la funcidn
de correlacidén se le llama autocorrelacidén. Si «f(t) y h(t) son

funciones diferentes, entonces la funcidén de correlacidn se denomina
croscorrelacidn o correlacidn cruzada.

5.3.1 Propiedades de la funcién de correlacion

Sean las siguientes correlaciones:

+00

Rﬂ“t) = J.m(t) h(t-t) dt 5.16
?hx(t) = J h(t) x{t-t) dt 5.17
?mjt) = J x(t) a(t-t) dt 5.18

-00

'si en las expresiones anteriores sustituimos T por =T+t,
|representa un desplazamiento,

donde t
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[ +00

Wﬂ“t) = J x(Tt+t) h(T) dt 5.19
\ -
|
\ +o0
% %mxt) = J‘ h(t+t) «(t) dt 5.20
-00
i
+00
Rmxt) = I c(t+t) «(t) dT 5.21
-00
E igualamos 5.16 y 5.19,
+00 +00
Rﬂxt) = J‘m(t) h(t-t) dt = J x(T+t) h(t) dt 5.22
~00 =00
realizamos lo mismo con 5.17 y 5.20,
+00 +00
ﬂhx(t) = J. h(t) x(Tt-t) dt = { h(t+t) =(t) dt 5.23
-0 -00
y también igualamos 5.18 y 5.21,
+00 +00
Rmxt) = J x(t) «(t-t) dt = j c(Tt+t) a(T) dt 5.24
-00 -0

Esta propiedad lo que nos muestra es que en la operacidn de
correlacidén es indiferente si se desplaza A(t) una cantidad -t, o si
desplazamos la funcidén «(t) wuna cantidad +t. Es decir, cuando
correlacionamos dos funciones podemos desplazar cualgquiera de las
dosg, conservando el movimiento relativo de una respecto de la otra,

y el resultado sigue siendo el mismo.
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Si retomamos la ecuacion 5. 23,

+00 +00

R, (t) = J h(t) m(t{ﬂ) dt =\[ h(t+t) «(T) dr LRl
-00 ’ ~00
Y si ahora obtenemos ﬁmk}t) £ -k
+00 +00
%hx(~t) = J‘ h(T) «(t+t) dt = J‘ h(t-t) x(t) dt = Rxh(t) 5.26
-00 ~00
por lo tanto,
.‘Rxh(t) = thx(—t) 5.27

Este resultado nos indica que la operacidén de correlacidn
no es conmutativa, puesto que la funcién de correlacidén de las
funciones «(t) y h(t) dadas por ijt) no es igual a la funcién de
correlacién de las funciones h(t) y «(t) dadas por met).

Otra forma de demostrarlc es a través del teorema de
correlacidn, obtenido en 1la expresidn 5.15.

F{R_(t)) = H(D) X" (p)
= [RIBWD)) - i 1(H(@P]] [RIX(] + i T[x(p)]] 5.28

= R[H(@J-R[x(m]+r[n(@]-I[X(MJ+1[R[H(@]-I[X(&]—I[H(&]-R[x(w]]

5.29
de manera similar,
F{R_(t)} = x(p) H (p) 5.30
= [RIX@I - i 1xX(®1] [RIHMQ] + i THE]] 5.31
= R[X(ﬂ)]-R[H(£)1+I[X(£)]~I[H(£)]+i[R[X(£)]-I[H(£)]—I[X(£)]-R[H(ﬂ)]]
5.32
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Comparando 5.29 con 5.32, obtenemos que:

9{fnhx(t~)} + F{R (t)} 5.33

ior lo tanto, la transformada de Fourier de la correlacidn no es

ronmutativa y por linealidad la correlacidn tampoco lo es.

R (t) = R _(t) 5.34
hx xh

‘ Como caso especial estan las funciones con simetria par,

ias cuales sdlo tienen parte real.

F{c(t)}

= X(§) =R [X(P] G
F{n(t)} = H{Y) = R [H(] 5.36
por lo tanto,
F{R_(t)} = H() X () =R X R HY] 5.37
F{R_(£)) = X() H (D) =R HPI R X)) 5.38
asi que
th(t) = Rxh(t) 5.39

io gque se cumple s6lo si las funciones que correlacionamos son de

simetria par.

5.3.2 Funcién de correlacién promedio
Hasta ahora se ha definido a la funcidn de correlacidn

como

+00

R _(t) =J a(t) h(T-t) dT 5.40

~C0
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|

l
\

|

|

\
|

|

sin embargo, para las funciones que existen para un intervalo de

tiempo de (-»,0), es obvio que la funcibén de correlacidén no tendré

un valor finito. Para estos casos es necesario considerar a 1la

funcidén de correlacidén promedio dada por

T/72

Rxh(t) = lim

Nl

J x(t) h(Tt-t) dT 5.41
T = o =T/2

llamada funcidn de croscorrelacidén promedio, y

denominada funcidn de autocorrelacidén promedio.

La correlacidn promedio tiene 1la caracteristica de

ser
periddica si A(t)

es periddica con periodo T:i.
esta funcidn es la misma para cada periodo,
el

Como la integral de

entonces no es necesario
integrarla para un intervalo muy grande

(infinito), sino sdlo
para un periodo Ti.

Demostracidn:

T /2
Ts72 1

|
-
I

lim
xh

e R

x(t) h(t-t) dT =% { c(t) h(t-t) drt
1

T = © -T/72 -T1/2

'si sustituimos t por t-Ti,
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T /2
l 1

| i&h(t~T1) = % [ a(t) hlt-(t-T1)] dt 5.44
| Vs
1
T /2
1
= J € (t) h(T-t+T1) dt 5.45
i iy e
1
lpero como A(T-t+T1) = h(T-t), va que h{trt) es periddica con periodo
| Ty :
T 72
1
R (t-T1) = % J c(t) hA(Tt-t) dr = Rxh(t) 5.46
Vg o
1
| por lo tanto,
| o . -~ = A
: Rxh(t) = foh(t T1) 5.47

i
Fpara cuando h(t) es periddica, o para cuando las dos funciones son

‘periédicas con periodo Ti. Lo mismo sucede con la autocorrelacidn:
|

R _(t) =R _(t-T1) 5.48

XX XX

por lo tanto, la autocorrelacidébn también es periddica.

5.4 TEOREMA DE PARSEVAL
| En el capitulo 2 (expresiones 2.135 y 2.145), se establecid

el teorema de Parseval para funciones periddicas como

T/2

1
P =z [ [ £(t) 1%t

=-T/2

.49

S4]

l2 5.50
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Yy el mismo razonamiento lo podemos

aplicar para funciones no
periddicas,

siendo un concepto dtil el del contenido de energia
definido en 2.132, como:

W o= J' [F(t)]? 4t

-0

|

i

\

z

\

|

J

\] 00
i 5.51
|

|

3 Una forma adicional para ob

|

tener el contenido de energia de
una funcidén £ (t) es me

diante la funcién de autocorrelacién, dado

que
+00
R () = J f(tr) f(r-t) dt 5.52
-0
evaluando para t=0,
|
+00 +00
2
| R (0) = J f£f(t) f(t) dr = J [f (t)]“dz 5.53
-0 ~-00
por lo que
W = Wrr(O) 5.54

[ Por lo tanto, el contenido de energia de una funcidén f(t)
‘e" igual al valor de la funcidn de autocorrelacidn de f(t) para
t=0.

Para una funcién periddica se sigue el mismo desarrollo,

pero ahora se consideraria la autocorrelacién promedio, que al estar

dividida entre el intervalo T, genera el espectro de potencia.
[

1 T/2 T, /2
- . 1 1
R”Jt) = lim 7 J f{t) f(t-t) dr = Tl_[ f(t) f(r-t) dt
T 5 o “T/2 R 5.55
T /2 T s2
1 1
— 1 1 2
e (0) = ¥ J f(t) f(t) dt = T1 J [ f(T)]°dzT
—T{Q -T/z 5.56
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or lo que el contenido de potencia para una funcidén queda definido

g

través de la autocorrelacién promedio, como

P = R”(O) 5.57

Para encontrar el espectro de energia de una funcién por la

autocorrelacidn, partimos del teorema de correlacidn.

-
e
Il
B
=
>
=
n
&
[5+]

F{R_ ()} = F() F () 5.59
en forma de Euler,
FR_()) = | F(p | 9 | pep | 10D 5.60
pcocr lo tanto,
F{R_(O)} = | F() |” 5.61
si tomamos la transformada inversa,

\
+00

| - 2 _izmft
\ R () = [ |F(8)|° e dt 5.62

- 00

‘por lo tanto, evaluando para t=0, y considerando las ecuaciones 5. 51
y 5.54,

+00 +00

R (0) = |F(p) | dp = J [£(t)]? dt

()
a\
W

ff
- 00 -

llamaremos a la expresidén anterior teorema de Parseval para
funciones continuas no periddicas, la cual establece que el

contenido de energia de una funcidén f(t) puede evaluarse a partir de

'1la funcidén de autocorrelacidn de f(t), o a través de la transformada

fde Fourier de dicha funcién.
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- 5.5 ESPECTRO CONTINUO DE ENERG]A
|

| El espectro continuo de energia se obtiene al graficar

\ [F )| vs ¢
\

\ En la figura 5.6 se muestra el espectro de
' correspondiente a una funcidén tipo sampling.

‘ ESPECTRO CONTINUO DE ENERGIA

energia

0.04
\ TIGIY

0.01 -

R S i S Sy B S S Sy I I Rt M iy iy e R -
-100 ~-80 -60 ~-40 -20 -ofo 20

~0.01 ~f

| Figura 5.6

Y el contenido de energia se obtiene al evaluar el

area bajo la
curva. Es decir, se evalia la integral

| -

\ W o= J |F () |® dp 5.64

\ L.

\|5.1s APLICACION DE LA CORRELACION

5.6.1 Determinacion del espectro de energia

El contenido de energia se puede obtener a través de la
uncidén de correlacién, 1la cual se evalida para t=0,

como se
epresentd en la expresidn 5.63.
+00 + 00
2 2
R (0) = J [F() |7 dt = Jb[f(t)] dt 5.65
0 -0
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5.6.2 Deteccién de seiiales en presencia de ruido
a) Tipos de ruido

Como se explicd en el capitulo anterior, una sefial de
entrada introducida en un sistema produce una correspondiente sefial
de salida.

Los sistemas no tienen este comportamiento tan sencillo, la
sefial producida por un sistema generalmente va fcrmada de una parte

dtil y otra indtil; a esta parte inGtil o contaminada se le denomina

ruido.

fe(t) ———— |SISTEMA| ———3 fs(t)

por lo que la seflal de salida serad igual a la sefial de salida

deseada mas ruido.

donde

fe(t) es la sefial de entrada,
a(t), la sefial de salida deseada o util,
n(t), la sefial de ruido,

fs(t), seflal gque recibimos como salida.

Denominamos ruido a cualquier perturbacidén inducida que
Ltienda. a encubrir u obscurecer la seflal deseada. El1 ruido puede
clasificarse en dos tipos:

* Ruido coherente: si la sefial no Gtil tiene similitud o

correlacidn con la seflal Gtil.

+00

R (t) = [ a(t) n(t-t) dt = O 5.67

-0

« Ruido no coherente: si la seflal no Util no tiene ninguna
similitud con la seflal dtil.

+00

R (t) = J a(t) n{(r-t) dt

sn

1
o
€]

.68

-0
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b) Identificacién de sefiales mediante autocorrelacién
La autocorrelacién nos sirve también Para recuperar 13
sefial  Gtil de 1a sefial obtenida, usando el proceso que a
continuacidn se describe.
La sefial de salida de un sistema esti dada por
£(t) = o(t) + n(t) 5.69
si obtenemos 1la autocorrelacidn,
T/2
o . 1 .
, _ 1 . - .70
Rﬂjt) lim 7 J f(t) f(T-t) dt 5
T ® “T/2
T/2
= lim Z | [ a(t) + () ] [ ale-t) + a(z-t) ] de 5.71
T - o -T/2
T/2 T/2
= lim % { f a(T) a(t-t) dt + J a(T) n(t-t) dt +
T - o =T/2 -T/2
T/2 T/2
+ J n(t) o(T-t) dt + J n(t) n(rt-t) dt } 5.72
~T/2 -T/2
por lo tanto,
R () =R _(t) + T (t) + ® (t) + R (t) 5.73
ff ss sn ns nn
si consideramos que la sefial dtil ao(t) Y el ruido a(t)

no estan
relacionados, es decir,

que se trata de ruido incoherente,

entonces:
R _(t) =R (¢) = o0 5.74
sn ns
|
por lo cual,
R (L) =R (t) + & (t) 5.75
£f 3S nn
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Lo anterior nos indica que para poder detectar la sefial
util mediante la autocorrelacidn es necesario conocer la naturaleza
@el ruido, un ejemplo de esto seria el conocer el espectro de

| . ¢ 2 @D
potencia, pues si éste se conoce, podemos evaluar R (t) como
nn

2|

-1

() = F{P (P} 5.76
donde P (f) es el espectro de potencia del ruido. BEs comin
congiderar el ruido como blanco o aleatorio, es decir, gue ocurre en

un instante en el tiempo (como un pulso) y, por lo tanto, se

\ .
considera que

por lo que
R =k &(t) 5.78

81 comparamos ?mxt) con %“Jt) y si

Rff(t) # Rnn(t) 5.79

se puede concluir que existe seflal Gtil en la sefilal recibida f(t).

¢) Identificacion de sefiales mediante croscorrelacion

La croscorrelacién o correlacidén cruzada nos sirve también
para recuperar la seflal Util de la sefial obtenida. Para ello esg
necesario conocer la seflal transmitida g(t) y la sefial recibida o de
salida f£(t), donde

f(t) = a(t) + n(t) 5.80

si obtenemos la funcidn de croscorrelacidn de f(t) vy gl(t),
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T/72

‘ fg(t) = lim % J £(t) g(t-t) dr
\
|
|

T - o ~Trs2
T/2
= R |
ng(t) = lim T J [o(T) +n(T)] g(t-t) dt
T > o ~T/2
j T/72 T/72
| .
iﬁﬁ@(t) = lim % { J a(t) g(t-t) dt + [ n(t) g(t-t) dt]}
‘ T 2 o =T/2 =T/2
lpor lo tanto,
|
ng(t) = ng(t) + Rng(t)
si @l ruido es incoherente,
R (t) =0
ng
entonces
. t) = ng(t)
si la sefial de salida es s6lo ruido, quiere decir que & (t)

por lo tanto,

|
)
]
o

ct

SN
]

(@}

5. 88

lo cual significa que no se tiene seflal Gtil en la sefial recibida.

Qe lo

croscorrelacidén promedio

anterior, podemos  concluir que si la

entre la sefial

funcién
recibida f(t)

de
la

transmitida g(t) no es Cero, entonces existe una sefial Gtil en la

sefial recibida.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Evalde la funcién de correlacién de las funciones mostradas.

a) 5 |
sen (2mt); 0 = t = —5— 1 0=t = —5
h(t) = 1 g(t) =
0 ; t <0 ; € > 5 0 ; Vit
b)
- < =
h(t) = { N g(t) = h(t)
c) g
-at )
e ; t » 0 - e ; t >0
h(t) = { 0 ; t <0 g(t) = { 0 ; t <0
ad) _t
- : ; t >0
te i t =20 v B e , >
h'(t)={o ;i t <0 q(t)”{o it <O

Obtenga el contenido de potencia, usando la autocorrelacidn para

cada una de las funciones dadas en el ejercicio anterior.
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| CAPITULO 6

| ANALISIS DE FRECUENCIAS DE FUNCIONES DISCRETAS

' 6.1 MUESTREO DE FUNCIONES

' 6.1.1 Funciones discretas
El estudio de las seflales de tipo discreto es muy
importante, porque en la practica la mayoria de las sefiales que se

\obtienen_ son de tipo digital o se digitalizan para su estudio
| :

‘apcyandose en el gran avance que han tenido las

\sistemas digitales.
\ Matematicamente obtenemos una funcidén discreta a partir de

computadoras Yy

\ . . . q 2 .

una continua cuando multiplicamos a la funcidn continua por un tren
\de impulsos unitarios, como se muestra en la figura 6.1. Debe
botarse que la funcidén se vuelve discreta con el mismo intervalo

.Mperiodo) que tenga el tren de impulsos; a este intervalo se le

|
ccnoce como intervalo de muestreo. Es muy importante escoger un

intervalo de muestreo adecuado, como

Figuiente punto.
\

se podrd estudiar en el

Como hemos observado a través de nuestro estudio, cuando
|

hosotros aplicamos a una funcién algin cambio en el dominio del
tiempo, ésta sufre cambios también en el dominio de la frecuencia;
Esto es, cuando adelantamos o retrasamos una funcidén en el tiempo,
%rovocamos un cambio de fase en la frecuencia; cuando derivamos una

funcién en el tiempo, ésta se multiplica por un factor en la

%recuencia; cuando convolucionamos dos funciones en el tiempo, las
@ultiplicamos en la frecuencia.

Todo lo anterior nos lleva a concluir gque cuando hacemos

discreta una funcidén en el tiempo, debe de haber una repercusidn en
el dominio de la frecuencia.
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Figura 6.1 Figura 6.2
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\ Sea la funcidn continua A(t), la cual volvemos discreta al

\ multiplicarla por un tren de impulsos (figura 6.1). Por el teorema

\de convolucidn en el dominio de la frecuencia, al multiplicar en el
%dominio del tiempo convolucionamos en el dominio de la frecuencia;

\por lo tanto, si obtenemos la transformada de A(t) y la de A(t),

\como se puede observar en la figura 6.2, H(f) de ser una funcidén nc

‘periédica en el dominio de la frecuencia, se vuelve periddica en la
| frecuencia,

debido a la discretizacidn que realizamos en el dominio
"

'del tiempo (véase ejemplo 4.5).
\ . : A .
‘ Ahora bien, es necesario observar qué es lo que sucede si

‘aumentamos o disminuimos el intervalo de muestreo At que representa

\el periodo T del tren de impulsos en el dominio del tiempo.

\ Si consideramos un tren de impulsos en el dominio del

\tiempo con un intervalo de muestreo At=T, el tren de impulsos de su

transformada se vera escalado en el dominio de la frecuencia por

1/T, con una frecuencia fundamental f = 1/T (véase transformada de

un tren de impulsos, tema 3.4.6). Por lo tanto, si el intervalo de

muestreo At es muy grande en el dominio del tiempo,

en el dominio de

la frecuencia la frecuencia fundamental fo serd muy pequefia, lo que

provocara gque al convolucionar este nuevo tren de impulsos con la

funcién H({) se produzca el fendmeno de enmascaramiento conocido
|

ccmo aliasing, como se puede observar en la figura 6.3.
|

Por el contrario, si

disminuimos el intervalo de muestreo
\ )
At (figura 6.4a),

entonces en la transformada del tren de impulsos

\ . . : - - .
la frecuencia fundamental {o estd mds espaciada, lo cual provoca que

bl convolucionar el tren de impulsos con la funcidn H(f) ésta Gltima
| s - . . . . -~
se vuelva periédica sin enmascaramiento, pero con un espaclo mas
?rande de lo necesario entre funcidén y funcidn (figura 6.4Db).

2 Por lo tanto, es necesario encontrar el intervalc de

muestreoc mads adecuado, de tal manera que no exista enmascaramiento
\

en el dominio de la frecuencia (figura 6.3), pero tampoco exista un

eriodo tan grande en el dominio de la frecuencia,
uestra en la figura 6.4,

como el que se
ya que esto significaria un intervalo de
uestreo mas pequeilo de lo necesario en el dominio del tiempo y, por
To tanto, un mayor nUmerc de muestras de lo necesario,

?réctica significa tiempo y dinero invertido de més.

lo cual en 1la
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/
Por lo tanto, el intervalo de muestreo mas adecuado

figuras 6.1 y 6.2) para una funcién de banda limitada es

1 -
2@ = TN 6.1

c

onde TN es conocido como el intervalo de muestreo de Nyquist, y fe
s la frecuencia de corte de la funcidén discretizada.
| Por otro lado, si H(f) no es de banda limitada, es decir,
ﬁ(m tiene valores para cuando § = % o, tendriamos que reducir al
minimo posible el intervalo de muestreo At=T para evitar en lo
posible el alising.
Resumiendo, el proceso que se sigue para hacer discreta una
uncidén es:
1) Muestreo de la funcidén en el tiempo que tiene como
consecuencia
2) la modificacidén de la transformada de Fourier de la
funcidén original continua en la que:
a) la funcidn se vuelve periddica con un periodo 1/T.
b) la funcidn es multiplicada por la constante 1/T, que
es la magnitud del tren de impulsos en el dominio de
la frecuencia.

| Por lo tanto, la modificacidén de la transformada de Fourier

dependera exclusivamente del intervalo de muestreo seleccionado.
\

1.2 Teorema del muestreo

Si la transformada de Fourier de una funcidn continua es de

banda, limitada, es decir,

=0 e < fe 6.2
H) = 0 |t > te

y si esta funcidén continua es muestreada, usando el intervalo de
: 1 . - .
%uestreo .de Nyquist TN=: 30 entonces la funcion continua A&(t)
puede, ser univocamente reconstruida a partir de los valores
A

Fiscretos o muestreados h(nt), mediante
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N A sen 2n{c (t-nT)
h(t) = nznmh(nT) BT e e

conde:

es el valor de la abscisa en el dominio del tiempo de la sefial
\ que se quiere reconstruir;
Q e, la frecuencia de corte de 1la
w

funcidn que se quiere
i

reconstruir y estd dada en funcidén del intervalo de muestreo
W . . P
; usado cuando se hizo discreta a la funcidn;

T, el intervalo de muestreo o periodo del tren de impulsos usado
u al hacer discreta a la funciédn.
\
|
|
Demostracioén:
E Si partimos de 1lo explicado anteriormente, al volver
\discreta una funcién en el dominio del tiempo, hacemos periddica a
\la transfomada en el dominio de 1la frecuencia. Para obtener

nuevamente nuestra funcidén original en la frecuencia, necesitamos
kvitar la periodicidad; para ello multiplicamos a nuestra funcidn

beriédica en el dominio de la frecuencia por una funcidén caja de

| . . .
magnitud T, como se muestra en la figura 6.5a.
|

|

| Realizando el desarrollo matematico, tenemos que:

Dominio del tiempo:

Dominio de la frecuencia:
(

Funcion original. H(ﬂ)
L :

(
[o0]

| A(t) o
\
\

Tren de impulsos
' por los que se mul ~ 1
{ =] - A = e
\A 't) z 6 (t DT) 5 tiplica la funcion (@) T
n=-0 k
~ L original.

‘ Funcion caja por
d(t) _ sen 2n{ct la que se multipli-
\ . 2nfct ca la funcion en { FI |£‘ = fc

0 5 lgl > fe 6.6

la frecuencia para Q (g) -
‘ evitar la perio-
\ dicidad.

por lo tanto, 1la

funcidén muestreada o discretizada gqueda definida
como
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CR(E) = () -A(D) H(D) = H(D) *A (D) 6.7

'y £inalmente,

| después de multiplicarla en la frecuencia por

una
\funcién de tipo caja con el fin de eliminar la periodicidad en el

\dominio de la frecuencia.

\

i

2 h(t)= [h(t)-A(t)]*g(t) H(f)

= [H()*A()]-Q(p) 6.8

\
| Considerando que ahora lo que queremos obtener es la sefial
} ) para cualquier valor de t a partir de la sefial discreta hA(t).

| Sustituimos en 6.8 las expresiones 6.4
Pbtenemos que:

LY

, 6.5 vy 6.6, Y

h(t) [2 a(t-nT)H*ie—g-m?’:—ﬁi‘l 6.9

reordenamos la convolucién dentro de la sumatoria y tomamos los
Yalores de la funcidén discreta en cada punto nT.

| h(t) =Y hwnr)[ 8 (t-nT) * Eﬁgﬁégﬁiﬁ} 6.10
‘ n=-0

\ Si sabemos que la convolucidén entre una funcidén y un tren

#e impulsos es la funcidén posicionada en cada punto donde esta el
#mpulso, obtenemos que la funcidén A(t) para cualquiexr punto t Quede
$er reconstruida mediante los valores muestreados h (nT)

. : s sen x .
@ultipllcados por una funcién de la forma — conocida <como
&uestreadora o "sampling”, por esta razbén (figura 6.5b).

\ Al realizar la convolucidén expresada en 6.10, se llega como

ﬁesultado final a

S sen 2mnfc (t-nT) _
| h(t) =)  h(nT)=pmr ey o

[ n=- 00
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con lo que obtenemos la ecuacién que representa al teorema del
muestreo.

Para aplicar esta férmula debemos considerar cuintos
alores muestreados tenemos. Si por ejemplo, nuestra funcidn ha sido

v
muestreada tomando el intervalo de Nyquist TN, y tenemos una funcidn

de cinco muestras, donde la muestra central estid en el origen,
egtonces podremos reconstruir a la funcidn para cualquier valor t
diferente a los muestreados. Por ejemplo, si queremos saber cuidl es
ell valor de la funcién en t1’ entonces tenemos que nuestra expresidn
quedara definida para este punto como
|
2
N sen 2n£c(t1*nT0
h(t = h
( 1) 24 (nTN) 2nfc (t —nT )
n=-2 1 N

L 1
considerando que {c = 5T

Para t =t

A sen Znﬂc(ta-nTQ
miep =3 byt h

n=-2

Es decir, para encontrar el valor de la funcién A(c) en
acda punto tn que deseemos obtener, tenemos que efectuar la
umatoria usando los cinco valores (o los n valores dependiendo, del
amero de muestras de la sefial discreta) dados.

‘ En el caso de que la funcién no sea de banda limitada, es
%ecir, exista para una banda de frecuencias infinita, entonces se
deberéd escoger una frecuencia de corte {c lo suficientemente amplia
para evitar en lo mas posible el enmascaramiento provocado por la
#epeticién periddica de la funcidén transformada, pero considerando
gque entre mayor sea la frecuencia de corte, menor serd el intervalo
de muestreo y, por consiguiente, mayor el nimero de muestras con las
due se requiere trabajar; por lo gque esta eleccidn dependera
%ntonces de lo gque =se quiera obtener a partir de la sedal
estudiada. Para este tipo de funciones, debido a que no existe una

frecuencia de Nyquist definida por la misma funcidn, sino tomada
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| arbitrariamente, el teorema del muestreo reconstruirid a la funcidn,

pPero con un cierto error que dependerd de qué tan pequefio sea el
|

| intervalo de muestreo: entre mds pequefio sea el

intervalo de
nmuestreo, menor serd el error de reconstruccidn.

6.2 TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER
\ ¥

' 6.2.1 Desarrollo grifico

‘ La transformada discreta de
|

Fourier al igual que 1la
Econtinua es reversible,

pero tiene 1la caracteristica de ser

\ L2 . Qs
gPEllOdlca. A pesar de que en algunos casos esta periodicidad no sea

\evidente en una seifial,

la transformada asumird que la sefial es
Eperiédica con un periodo igual a la longitud de la sefial usada para
'la transformacién.

\ Considerando, por ejemplo,

la funcidén continua A(t) y su
transformada de Fourier H(p)

ilustrada en la figura 6.6a,

si
\queremos determinar la transformada de Fourier de A(t) por medio

de
kun analisis discreto, es necesario muestrear para la frecuencia de
\corte mas alta que queramos encontrar, esto es debido a que la
funcién h(t) no es de banda limitada (figura 6.6a).
E E1l muestreo se produce, como se habia indicado, al

hultiplicar la funcidn h(t) por un tren de impulsos (figura 6.€6b).

Pa funcién muestrada y su transformada se ilustran en la figura

6.6C.
|

| Este primer par transformado (figura 6.6c)

representa la
rimera modificacién al par original

(figura 6.6a). Notese que en
este primer punto el par transformado difiere del original sélo en
il efecto de enmascaramiento aliasing, que resulta del muestreo. Si
#a gseflal A(t) es de banda limitada y es muestreada con un intervalo
m 1

\

enor o igual a 5Fe donde {c es la mayor componente de frecuencia
c

#e h(t), no hay pérdida de informacidén dedido al muestreo. Si la

funcién de h(t) no es de banda limitada, entonces H({{)#0 para

|€]>f<, y el muestreo introducird el enmascaramiento ilustrado en la
ﬁigura 6.6c. Para reducir este error, es necesario tomar al
i ” - .
Hntervalo de muestreo lo mas pequeiio posible.
\
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A

| Si la funcidn h(t) estd definida para un intervalo muy
- grande o infinito, debido al c&lculo computacional, es necesario
- truncarla, de tal manera que s6lo un nfimero finito de puntos (N)
- sean considerados. La funcién de truncamiento Y su transformada se
- representan en 1la gigura 6.6d. El1 resultado del productc entre la

tsecuencia infinita A(t) por la funcién de truncamiento se muestra en
' la figura 6.6e.

El truncamiento introduce la segunda modificacidén al par
original. Este efecto se debe a la convolucidén de la transformada de
|

| la seiflal, que puede ya tener enmascaramiento en el dominio de
|

la
}frecuencia con el espectro de la funcidn de truncamiento (figuras
' 6.6c ¥y 6.6d). Como se observa, el espectro ahora se ha rizado
X(figura 6.5e). A este efecto se le conoce como fendmeno de

‘rizamiento o fendmeno de Gibbs.

| Para reducir el error por rizamiento, se considera gJgue

'cuando la funcién de truncamiento crece en el dominio del tiempo, la
|

| . sen { :
transformada de esta funcidn que es de la forma ~—7—£ en el

dominio
de la frecuencia, se aproxima a un impulso y de
|

esta manera se

\reduce el rizamiento o error introducido por la convolucidén qgue

lresulta del truncamiento.
\

\ Sin embargo, sb6lo los valores muestreados pueden ser

%procesados; por lo que es necesario modificar el espectro de

}frecuencias, que hasta ahora es continuo (figura 6.6a a la 6.65e),
}muestreéndolo en la frecuencia por la funcidn ilustrada en la figura
@.Gf, donde el intervalo de muestreo en la frecuencia estda dado por

F/To, este Ultimo paso provoca que la funcidn en el tiempo se vuelva
periédicaq

| El par transformado de la figura 6.6g es el deseado, ya que

tanto en el tiempo como en el dominio de la frecuencia se tiene

las funciones representadas por valores discretos.
\ Notese que el muestreo en el dominio del tiempo da como

a

resultado una funcidén periddica en el dominio de la frecuencia y que
el muestreo en dominio de la frecuencia da

como resultado una
ﬁ ncién periddica en el dominio del tiempo. Por lo tanto, un periodo

en el dominio del tiempo y otro en el dominio de la frecuencia estéan

qonstituidos por un nlGmero N de muestras.
\

i

|

;

|

| 223



.2.2 Desarrollo tedrice de la transformada discreta de Fourier

ecesario observar los cambios matemdticos que resultan de cada una
e las modificaciones requeridas que son: a) muestreo en el dominio
el tiempo, b) truncamiento en el dominio del tiempo vy c) muestreo

6
J Para obtener la transformada discreta de Fourier es
d
en el dominio de las frecuencias.

La primera modificacién en este par de Fourier (figura

(o)}

.7a) es el muestreo de la funcidén en el dominio del tiempo, donde

o (t) (figura 6.7b) es la funcidn que hace discreta a la funcidn en

1 dowminio del tiempo, quedando asi desarrollada la primera
modificacidn (figura 6.7c).
00
Ao(t) = ) &(t-KT) o
k=-00
h(t) = A(t) -Ao(t) 6.13
[20]
h(t) = h(t) - ) &(t-KkT) 5.14
k=-00
[5¢]
h(t) = h(KT) - &(t-KT) 6.15
k'=—00
h(t) o
a) %T i:
X *
Dolf)
L
fe o o T
1)) 1 1 ?
T — T
[H(E %A ()]
c) (s -
' —{Tr— t = 1 f
2T 2T
Primera modificacidn
Figura 6.7 (Modificada de Brigham, 1974)
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‘ La segunda mwmodificacidén que debe
|
i

| €.8a) por la funcidén de truncamiento «x(t),

| 5
0 t<-T/2 t>To-T/2

' por el intervalo de muestreo T

figura 6.8b.

aplicarse es el
truncamiento de la funcidén muestreada en el dominio del tiempo.
|

. EBsto se logra multiplicando la funcidén wmuestreada A(t)

(figura

‘donde To es el periodo de la funcidn hA(t) y estd determinado tanto

como por el nimero de muestras N,
|

por lo que, To =

NT. Y de esta manera queda efectuada
'modificacidén (figura 6.8c).

| h(t) A1) [HF)*A o(f)]

| !

| N

“ ) f1 ff AMLoio- .

\ e Ll t

| X

|

\ A x(t)

| B |

Y

b) )

| g T,L ot 4L a
\‘ 2: ° 2 T?__To

| A1) Aot xit) LIHER A% (D)]
|

| N

| M

c) b

| — N— -1
|

A
2T 2T
i

Tt

|
de la siguiente manera:
|

\ g(t) = A(t) -Ao(t) x(t)
| hit) = | S A(KT) - 8(t-KT) |a(t)
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| Figura 6.8 Segunda modificacibén (Modificada de Brigham,

la segunda

1974 )

Hasta ahora la funcidén muestreada estd dada por N muestras



y| 8i aplicamos el truncamiento, restringiendo la sumatoria,
obtenemos que (figura 6.8c):

N-1
R(t) = )  h(kT) - 8(t-KT) 6.19

k=0
Por otra parte, la tercera modificacidén que debemos aplicar
eg el muestreo en el dominic de 1las frecuencias de la funcidn

C|H () *Ae (§) *x () | dada en la figura 6.9a.
La funcidén de muestreo en el dominio de la frecuencia es el

tren de impulsos mostrado en la figura 6.9b y cuya expresidn es

o -
A1 () = 8 (f-r/To) €. 20
r=-o
pero, como 1/To = f{o,
00
A (g) = z 8 (f-14o) 6.21
r=-0
La correspondiente funcidén en el dominio del tiempo estara
dada por
] .
Ai(t) = To ) &(t-rTo) 6.22
r=~
“ h(t) & (t)x(t) ' [HF %A D)X ()]
| R N \ )
11*11]1:7 - -
—— N——mt -1 1 f
a) t 2t AT
%* X
At) Aff)
1 1
! I T ittt
P m S
- —To
() At x (114, (1) | THE Do) X (D] A (£)]
/IT // 1 /T]\\
c) . T Tﬂ\'iﬂﬁ Tl‘nﬂ? .
F——N—— 1 F——N-—— ¢
Figura 6.9 Tercera modificacidn (Modificada de Brigham, 1974 )
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| Por el teorema de convolucién en el dominio del tiempo,

la funcién en el tiempo que resulte del muestreo en el dominio de
la frecuencia estard dada por

\‘ h(t) = [A(t)-Ao(t) -ax(t)] * A1(t)

6.23
|
|
\
\y considerando la expresidn 6.19,
|
\
\ N-1 .
\ h(t) = . - .
| (t) kZO h (KT) s (t kT)]*[ To Z 8 (t-rTo) A 6. 24|
\ = r=-00
|
\ :
¥eacomodando términos y desarrollando la convolucidén en el tren de
%mpulsos;
\ [ N-1
\ - -~
| h(t) =To ) )  A(KT)- 8(t-KT-rTo) 6.25

4
\ r=-w k=0

|

donde el subindice k maneja a las muestras y el subidice r da la
P P L .

eriodicidad de la funcién (figura 6.9c).

Para encontrar la expresidén matemdtica de la transformada

de la ecuacidén anterior, tenemos que considerar que la transformada

Qe una funcidén periddica A(t), véase el tema 3.4.5, es una secuencia

de impulsos equidistantes multiplicados por los Dn , de modo que
\

‘1 ;I(n/To) = z Dna(g-ngo) 6.26

n=-0
|

|
y si consideramos dque
|

227



entonces

©  N-1 iznnt
1 Lot
3n 3 TZ\{ Lﬂ> 2 z h (KT) - 6(t-kT-rTo)}.e B dt 6.28
r=-0 k=0
~T/2
coho la integracién debe ser sélo sobre un periodo, tenemos que:
To-1/2 . _iZnnt
D ) TO -3
o= ) h(KT)- 8(t-kKT)| e dt 6.29
k=0
~T/2
\
cambiando el orden de integracidn,
N-1 To-Trs2 -;1_;2—1@9
» = 2 h (KT) J e T° &s(t-kr) dt 6. 30
" k=0
-T/2
v aplicando propiedades de la funcidén impulso, obtenemos
N-1 _i2nknT
> = Y hkm e T 6. 31
i k=0
como To=NT, entonces T/To = 1/N; por lo gue
N-1 _1i2mkn
» = ) hkT) e v 6.32
" k=0

in
de

troduciendo la expresidén 6.32 en 6.26, tenemos que la transformada

Fourier se representa como
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H(n/NT)

De esta

N-1

h(KT)

n=-0 k=0

expresidn no

es

adecuada para la transformada de Fourier discreta,

e

tan facil visualizar
#ransformada de Fourier tiene sbdlo N valores distintos calculables,
corresponden a la sumatoria interior.

_i2nkn

N

3 (L - nfo) 6.33

que la

Para obtener una expresidn

es necesario

ﬁemostrar que la ecuacién anterior es una funcién periddica con

|
qerlodicidad igual a N muestras; para esto tenemos que n=r donde r

ds un ndmero entero arbitrario.

N-1
H(r/NT) =
k=0
ahora tomamos n = r+N
N-1
H[ (r+N) /NT] = z h (KT)
* k=0
N-1
H[ (r+N) /NT] = z A (KT)
k=0
N-1
H[ (r+N) /NT] = h(KT)

\
pdr lo tanto,
\

\
\
I
\
i
\

|

ﬁ [(r+N) /NT]

_i2nkr
h(KT) e v 6. 34
_i2nk (r+N)
- N 6.35
_i2nkr
_iz2nkr
e N [cos 2tk - 1 sen 2nk)
6. 37
_i2nkr .
o S H(r/NT) 6. 38
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Esto implica que cuando obtenemos la transformada de
Fourier de una funcidén discreta, sélo podemos obtener N muestras
distintas, ya que como se explicd, las demds son repetidas debido a
la periodicidad de la misma transformada.

Dado lo anterior, cuando se obtiene la transformada sdlo se
representan las N muestras distintas a través de una sola sumatoria
que va de 0 a N, si se desea representar a la transformada en una

forma periddica, entonces se agrega la segunda sumatoria que ira de

-0 a w,

| Expresion que define a la transformada discreta de Fourier,
dﬁnde n=20, 1,2, ... N-1 (que representa un sdlo periodo).
El espectro de amplitud y el de fase estaré&n definidos en

la misma forma que en la transformada continua por
|

A

Amplitud = |H(n/NT) | 6. 40

Fase =

. I [H(n/NT)]
tan A
R [H(n/NT)]

6.;3 PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER

Las propiedades de la transformada discreta de Fourier son

basicamente las mismas de la transformada de Fourier continua, Yya
que como hemos visto, la primera es simplemente un caso especial de

l% segunda .
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|

|
6.3.1 Propiedad de linealidad

Sean F (n/NT) = #{f (kT)} y F,(n/NT) = F{f (kT)} las

transformadas de Fourier de dos funciones, tales que multiplicadas

or las constantes a, ya, cumplen con

|
|

\ #{a f (kT)+a f (KT)} = a F (n/NT)+a,F,(n/NT) 6.42

\
|
Eondiciones de homogeneidad y superposicidn gque a continuacidn

se
escriben.
\ o + Condicidén de homogeneidad:
\ F{af (kT)} = aF (n/NT) 6.43
|
|
\

+ Condicidén de superposicidn:

§{f (KT) +¢ (KT)} = F(n/NT)+G (n/NT) 6. 44

Si una transformada cumple con las dos

condiciones
%nteriores, se habla de una transformacidén lineal.

|
\
!
T.&.Z Propiedad de desplazamiento

a) Propiedad de desplazamiento en las frecuencias
p

Sea una funcidén f(kT), tal que F{f(kT)} = F(n/NT). Si a
sta funcidén la definimos ahora como

£ (kT) e12MHI/N 6.45

entonces su transﬁﬁrmada estard definida como

\ F[(n-j)/NT] 6.46
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b) Propiedad de desplazamiento en el liempo

Sea una funcién f(kT), tal que F{f(kT)} = F(n/NT). Si

deseamos obtener la transformada de Fourier de

fl(k-j)t] 6.47
entonces

F{f[(k-j)t])= F(n/NT)ei2™i/N 6.48

6.3.3 Propiedad de simetria de la transformada de Fourier

Sea f(KT) en el dominio del tiempo una funcidn, tal cue

9ﬁf(kT)} = F(n/NT) en el dominio de las frecuencias, y sea F (KT)

otra funcidn en el dominio del tiempo, entonces su transformada en

eP dominio de las frecuencias serd una funcidn del tipo f (-n/NT) .

Por lo tanto, si existe una correspondencia tal, que para

f(KT) < F(n/NT) €. 49

entonces

F(KT) < f£(-n/NT) 6. 50

6.3.4 Transformada de Fourier de funciones simétricas

a) Sea una funcidén f(kT) real que tiene simetria par,

ePtonces su transformada discreta de Fourier se puede expresar como

N-1 _iZHkn
N i
z f (KT)

k=0

.51

®
o)

Il

F (n/NT)

sﬁ separamos la funcién exponencial de la tranformada de Fourier en

sus componentes coseno, seno,
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F(n/NT) = Y  £(kT)cos 2"’1;“ + i Y f(KT)sen 35’;7’3 6.52
k=0

| por simetria de funciones tenemos que la segunda sumatoria
expresidn 6.52 es cero,

de la
vy que la primera sumatoria es la sumatoria
de una funcidn de simetria par, por lo tanto,

cque es una funcidén real, por lo tanto,

|
\ ¢ (n/NT) = 0 vy |F(n/NT)| = |R(n/NT) | 6. 54
\

lo cual nos indica que la transformada de Fourier de una func:dén de

| simetria par es una funcidn real.

| s . o
‘ b) Sea una funcién f (kT) real dque tiene simetria impar,
| entonces su transformada discreta de Fourier es

\ N-1 _i2nkn

.55

\si separamos la funcidén exponencial de la transformada de Fourier en

sus componentes coseno, seno,

\ N-1

‘ F(n/NT) = Z £ (KT) cos 2n§n + i Z f (KT) sen éﬂ%ﬂ 6. 56

=
il
o

por simetria de funciones tenemos que la primera sumatoria de 1la

lexpresidén 6.56 es cero, y que la segunda sumatoria es la de una

‘funcién de simetria par, por lo tanto,
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F(n/NT) = i Z f (KT) sen 2"};’ 6.57
k=0

que es una funcidn imaginaria pura y, por lo tanto,

¢ (n/NT) = —— y |F(n/NT) | = |I(n/NT)| 6.58

=,

.4 APLICACION DE LA TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER

6.4.1 Aplicacién de la transformada discreta de Fourier directa

En la figura 6.10 se muestra la funcidn e—t,,la cual se

desea transformar haciendo los cdlculos en un programa de

gomputadora. Para obtener la transformada deben considerarse los
siguientes aspectos:

1) Primeramente, seleccionar el ndmero de muestras N y el
intervalo de muestreo T. Para el ejemplo de la figura
6.10, N = 32 y T = 0.25.

2) A continuacidn es necesario observar si existe alguna
discontinuidad para algin valor de la funcidn. Para
nuestro ejemplo, tenemos una discontinuidad en t=0, por
lo cual el wvalor de la funcién en este punto debe
definirse como el valor medio de la discontinuidad.

3) Después se programa la expresidn 6.59 de la transformada

de Fourier discreta.

N-1 _12nkn
H(n/NT) = T z eh e K 6.59
k=0
n=20, 1, , N-1

Nétese el factor T que se introduce para conservar la
escala entre la transformada continua y la discreta. Este factor
uede ser interpretado como el dt de la integral que ahora en la
sumatoria indicarada el tamafioco del incremento del intervalo de

uestreo.
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| Funcion exponencial muestreada N= 32

| T=0.25
Tf(t)=e“t '

1.0t

0.9
| os

\ 0.7
0.6
\ 0.5¢

0.3}
0.2

L 1 1 1 )

0 05 40 45 20 25 30 35 40 45 50 53 60 65 7.0 7.
- L 1 1 i L 1 1 £ ) 1

1 L 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14

1 1

5" Tiempo(KT)
-
16 18 20 22 24 26 28 30 n

\ Figura 6.10
\

\ Una vez que se

realiza el calculo de la transformada
para poder determinar

el orden de los datos de salida,

se debe
considerar que la transformada de Fourier discreta es

gimétrica

respecto al origen; por lo tanto, los datos de salida seran
imétricos en n = N/2 muestras, debiéndose considerar a 1los
alores restantes (n > N/2)

como los correspondientes a las

recuencias negativas. Si se grafica por separado las partes real e

imaginaria de la funcidén, tendriamos

los siguientes resultados
(figura 6.11).

¥ Notese que la parte real de la transformada de Fourier es
e simietria par respecto de N/2 y la parte

imaginaria es de
imetria impar.
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Figura 6.11

En la figura 6.12 se muestra la parte real e imaginaria de

| . s . -t
la transformada continua de la funcidn exponencial e ~, en donde se

considera este efecto de la salida de los datos transformados, que

es la misma forma en que debemos acomodarlos para obtener 1la

transformada discreta de Fourier inversa.
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Figura 6.12

6.4.2 Aplicacién de la transformada discreta de Fourier inversa

Para abtener la transformada de Fourier inversa se deben

considerar dos tipos de casos. Cuando los datos de entrada son
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T Y P T

| . . . .
qados a partir de una funcidén continua en las frecuencias vy a

continuacién discretizados, como es el caso en la figura 6.12, o

cuando tenemos datos discretos provenientes de una transformada de
Fourier discreta y en la que sdlo se desea hacer el procesc inverso

para los datos discretos ya obtenidos (figura 6.11). Para ambos

casos, se deben tomar en cuenta los siguientes puntos:

1) Los datos deben darse como valores complejos, es decir,

que cuenten con una parte real y otra imaginaria.
2) Debido nuevamente a la simetria de las funciones real e

imaginaria de la transformada de Fourier, se deben dar

primero los wvalores correspondientes a las frecuencias
positivas hasta N/2 y a continuacién los valores de las

frecuencias negativas, de wmanera gue se comporten como
un espejo después de la muestra N/2 para la parte real,
y como un espejo girado para la parte imaginaria, por lo
que debemos ademds cambiar de signo a partir de la N/2

muestra (figura 6.12).

Transformada Inversa Discreia de Fourier

0.8 N= 32
T=0.25

°

0.0 L TS TS TR S { . = WP I N ® L

00 05 40 156 20 25 30 35 40 45 50 55 60 6.5 7.0.7.5.11-|emp0(
Lo

01! L 1 1 { i i 1 1 1 i 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16

ES

)

Z

18 20 22 24 26 28 30H n

Figura 6.13
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A continuacidén se realiza el calculo de 1la
|

transformada
F inversa discreta de Fourier mediante la ecuacidn
|
i
\
\ N-1 i2nkn
| atkT) = A ¥ [R(mAD + il (naple 6.60
‘\ n=0
|
|
\‘ kK =20, 1, 2, 3, , N-1
\
|

| donde Af es el intervalo de muestreo en las frecuencias, el cual es
importante para obtener la transformada inversa discreta de Fourier,

\ va que de él depende la aproximacidén que tenga la transformada

inversa del espectro con la funcidn continua en el dominio

|

del
. tiempo (figura 6.13).

| En la figura 6.14

se muestra el registro de una onda
| sismica.

La quinta sefial de arriba hacia abajo fue discretizada y
| transformada, y su espectro de amplitudes se muestra en la figura
' 6.15,

| en donde se puede observar la frecuencia de corte en la
| salida.
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%.4.3 Transformada rdpida de Fourier

} La transformada rdpida de Fourier, FFT (Fast Fourier
ransform), es un algoritmo que permite calcular la transformada de
iourier discreta mucho mids rdpido de lo que se hace cuando se emplea
1a expresion 6.59. Debe su éxito al hecho de que reduce el nimero de
%dLClones b multlpllcac1ones requeridas para su calculo.

Si sustituimos KT por k y n/NT por n, para simplificar 1la

notacidn tendremos que:

l

N-1 121TKn
X(n) = z xo(k) e N 6.61
k=0
B n =20, 1, , N-1
|
* 51 calculamos
{ _i2m
f W=e N 6.62
podemos ahora reescribir
N-1
X(n) = Z %o (k) WK 6.63
k=0
n=20, 1, ..., N-1

27

si decimos que N = vy desarrollamos para el caso de que N = 4,
|
entonces ¥ = 2, por lo que podremos representar K y n como nimeros
binarios con dos valores.
—p N1 = ‘
k=0, 1, 2, 3 b = (ki,ko) = 00, 01, 10, 11
n=0,1, 2, 3 e} n = (m,ne) = 00, 01, 10, 11
Ly N1 =y, ) 0tpr 4020
o Z/‘L-- A
otra forma de escribir kK y n es Y 2¢1to=2
204
kK = 2K1 + Ko n = 2n1 +no 6.64

bonde kKo, Ki, no y ni pueden tomar sblo valores de O y 1.
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Ahora nuestra ecuacidén 6.63, para el caso de N = 4, ge
bPuede reescribir como

X(m,no) = ¥ Y xo{ki, ko) w(2Mi+no) (2kK1+Ko) 6.65
Ko=0 k1=0
donde
W(2n1+no)(2kHJm) N W(2n1+no)2kxw(2n1+no)ko
[W4n1kJ] WZnokl (2n?+??1§{ 6.66
w2n0k1w(2n1fpo)k?
ya que
[w4n1k1] ~ [W4]n1k1: [6—12n4/4]n1k1 -3 5. 67
la ecuacidn 6.65 puede escribirse como
1 1
X(m,no) _ Z Z %o kl ko) WZDO}{I W(2H1+no)ko 6.68

ko=0 K1=0

esta ecuacidn representa el fundamento del algoritmo de FFT.
Considéremos ahora cada una de las sumatorias de manera
lnd$v1dual Observemos primero lo que estd dentro del) paréntesis,
para cuando la sumatoria exterior toma valores de no v ko

X, (no,ko) = §  xo(k1, ko) w2k 6.69

k1=0
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| ¥ al desarrollar esta ecuacidn,

Q

De manera similar,

uya matriz quedara

Para No

Para o

Para no

Para no

x1 (0, 0)
x1(0,1)
x1(1,0)
x1(1,1)

Para no

Para no

Para no =

Para ne

== O, ko £
x1(0, 0)
= O, ko =

O -
= Xxo(0,0)

=)

AT S

x1(0,1)
= 1, Ko =
x1(1,0)
= 1, Ko =
x1(2,1)

O ~ O K

de la ecuacidn 6. 68 como

Jque al desarrollar la ecuacidn

=0, m =
x2(0,0) =

0, m =
x2(0,1)

I

1, m =
x2(1,0) =
=1, m =
x2(1,1) =

como

It

Xo (O,l)

(@]

i

Xo (0,0)

=

It

Xo (0, 1)

Xo (0, 0)
X0 (0, 1)
Xo(l,of
Xo(1,1)

podemos reescribir la sumatoria

(no ko) W(2n1+n0)ko

x1(0,0) +

0

x1(1,0) +

1

x1(1,0) +

244

x1(1,0)W°

x1(0, 1) w?

x1(1,1)w"

x1(1,1)w’

externa



x2(0,0) 1 W o o x1(0,0)
x2(0,1) 1 W o o x1(0,1)
x2(1,0)| 1 o o0 1 wt x1(1,0) oo
x2(1,1) o o 1 W x1(1,1)

De las ecuaciones 6. 68 Y 6.72, llegamos a la transformada

X(ni,ne) = x2(no,m) 6.75

Esto es, de las ecuaciones 6.69, 6.72 Y 6.75, obtenemos que

x1 (No, ko) = Z Xo (K1, ko) iK1
, ki=0
1
x2 (no,m) = Z X1 (no, ko) W(2n1+n°)k° 6.76
Ko=0
X(n1,n0) = x2(no,n1)

|

l El conjunto de ecuaciones de 6. 76 representa el algoritmo
original de Cooley-Turkey de la transformada rapida de Fourier de

FFT para N = 4. Estas ecuaciones son llamadas recursivas,

ya que la

;segunda S€ genera en términos de la anterior.
| Si se hace extensivo este método, el algoritmo de
kooley~Turkey para N = 27 ge representara como
|
; 1 1 1
|

= ...,k -
\EX(DW_I,T)?‘Z,...,DO) z Z . Z Xo (k'l‘l’k?"Z' o )
| = = =
io Ko=0 Kki1=0 k?"l-o
\ ¥=-1 -1
1 ) (WZ (Dokv_l)w(2n1+no)? k'{"l)' .
| ¥-1 ¥-2
f -(W(Z n,_;+ 2 n, _o*...+no) ko ) 6. 77
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y en donde las ecuaciones recursivas estan definidas por

1
-1

. 2 (nok )

X = B

x (no,k__, ... Ko Y xo (ko qoKoy g oo Ko W ¥-1

Hy-170
1 -2
_ B (Zni+no) 2 K_
X, (no,n ,k__o,...,Ko) = ) ¥ (ne, k... ko)W -2
=2l
\
; ¥-1 y-2
(2 n 2 n + +no) k
x_(n - -
yMosn L. n )= x, o (no,n ..., ko )W 7-1 ¥-2
Ko=0
X(nv_l,n7_2+ . +No ) = xv(no,n , ’nw—l)
6.78
ste conjunto de ecuaciones recursivas representa la forma en que

booley—Turkey definieron la FFT para N = 27
L El interés de este método de célculo es su rapidez. Pues si

\valuamos el nGmero de multiplicaciones que demanda una transformada

e Fourier discreta, debemos hacer N multiplicaciones para cada

ndice, o sea, un total N x N multiplicaciones.

Sin embargo, en la FFT existen ¥ ecuaciones de sumatoria,

ada una de las cuales representa N ecuaciones.

Cada una de estas
cuaciones contiene dos multiplicaciones

llas es por 1.

complejas, pero una de

Esto se debe a que la primera multiplicacidn es de
a forma

1 . Por lo que sélo se requieren Nxy multiplicaciones.
Por otra parte, se puede probar que si

|

#onde kW = 0
\ n=p+ N/2 6.79
|
|
|
|
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donde p varia entre 0 y N/2-1, entonces W* = -2, por lo que

estos datos se pueden manejar en un mismo lugar de memoria y de

hanera simulténea, por lo que el nidmero de multiplicacicnes

Fomplejas se puede reducir en otro factor de 2, y por lo tanto se

Fealizan Nxy/2 multiplicaciones complejas. De manera similar, se

Fuede razonar que se realizan Nxy sumas complejas.

‘ En el caso de que el numero de puntos no sea una potencia

e 2, podemos aumentar con ceros el nimero de puntos hasta llegar a
‘a siguiente potencia o formular el algoritmo de la transformada

Fépida de Fourier para otra base, siguiendo un proceso similar

(véase Brigham, 1974).
\
\
\

1
\
%.5 CONVOLUCION DISCRETA

La convolucidén discreta sigue los mismos pasos que la
éontinua, realizando la secuencia de plegamiento, desplazamiento,
ﬁultiplicacién e integracién, sb6lo que este Gltimo paso, por

ratarse de funciones de tipo discreto se convierte en sumatoria, en

ornde la diferencial se toma como el intervalo de muestreo T.

\ Por lo tanto, la convolucidn discreta se define como
\

‘ N-1
| y(KT) = T }:m(iT) hl(k~-i)T] 6. 80

‘ i=0

\
qLe se puede representar como
|

\
\

| y(KT) = a(KT)*h(KT) 6. 81

\ Para que se pueda realizar la convolucidn es necesario que
\

sf tomen en consideracidén los siguientes puntos:

| —
\

|
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1) El intervalo de muestreo de 1las dos funciones

por
convolucionar debe ser el mismo, pues es el usado para

hacer el desplazamiento punto por punto.

Cuando exista una discontinuidad en la o las funciones

por convolucionar, el valor asignado a la funcién en el
punto de discontinuidad es el valor medio de 1la
discontinuidad.

6‘h5.1 Convolucién discreta de funciones de duracién finita

Como se puede observar en la figura 6.16, si deseamos

lb funcidén discreta se aproxime a la continua es necesario:

1)

que

Muestrear las dos funciones «(t) y A(t) con un intervalo
T, por lo cual se asume que las dos funciones sgon
periddicas con un NT (segin lo visto en el teorema del
muestreo) para cada funcidn periodo.

Escoger el periodo para la convolucidn lo suficien-
temente grande para las dos funciones, de manera gque no

exista traslape en la funcidén (figuras 6.16b y 6.16c),
de acuerdo con la relacidn

N

It

P +Q -1 6. 82

donde P y Q representan el nuUmero de muestras de cada
funcién. Para el ejemplo Q = 6 y P = 6, por lo tanto,
N = 11, ya que si se escogen méds muestras (figura 6.16d)
no existe traslape, pero se obtienen més muestras de lo
necesario, lo que implica mayor costo y trabajo.

Si se desea obtener una aproximacidn mejor a la
convolucidn continua, el intervalo de muestreo T que se

escoja deberda ser muy pequeflo (figura 6.16f) .
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b)

c)

d)

e)

4 x(t)

-----

x(kT)
14....

o P:él-jJ l:;T

N=11

i,

o
— P:8— _J KT
T N=15

x(kT)

1 b Se—

4 h(t)
G
TR
h(kT)
Yol -...

4y

5

h(kT)

)

B sl
N=t1
h(KT)

i

A e
-6 F— T
—“iQG __lval

N=15
h(kT)

1

“~1P‘~’ kT
N

/2 s o )
Q —
e

Figura 6. 16

y(t)

3Y

(Tomado de Brigham, 1974)
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| Como se puede observar en figura 6.17,
convolucionamos una funcidn de duracidn

6.5.2 Convolucidén discreta de una funcién finita con una funcién infinita

cuando

infinita «(t) con una

funcidén de duracidn finita h(t), se debe efectuar lo siguiente:

| A AN

o LT
T

. H
1§
-

a) 4 5 " 1 "y
1 -
! )
“ Convolucion
| y(t) Continua
| . a)y b)
b) e
\ t
|
\ gk h(kT)
| B ol e | ks 7 R -
#:) ) o . L
P kT -"EJ:H—— kT
| J(KT) Conyoluéio’n
\ Discreta
1k e poey
| TN c)y d)
) _"11 TN ol
N

\ Figura 6.17
i (Tomada de Brigham, 1974)

| 1) Debido a que la funcidén «(t) es infinita, debemos

| cortarla en algln punto, tomando sdbélo los

valores
\ correspondientes al periodo NT (figura 6.15a).
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‘ 2) Muestrear a las funciones «(t) y A(t) con el mismo

| intervalo de muestreo T, por lo que se considera que las
| dos funciones son periddicas con un periodo NT

(figura
6.17c) para cada una de ellas.

W

Al realizar la convolucidn, debida a la periodicidad que

| se adquiere en el muestreo, se produce lo gque se conoce

\ como efecto de frontera. Este efecto se puede observar
|

\ al comparar la figura 6.17d con la 6.17b, donde el

\ resultado de 1la convolucidn concuerda razonablemente
|

\ bien con la discreta, excepto en los Q-1 valores de las

‘ primeras muestras. Este efecto se manifiesta en la

| frontera izquierda de las N muestras.

| Una forma rapida de calcular la convolucidn discreta de dos

funciones, sin el uso de programas de cédmputo, es hacer una tabla de
\valores como se plantea en el siguiente ejemplo.
\

\

Ejemplo 6.1

Para las funciones «(t) y A(t) de la figura 6.18 y cuyos
valores muestreados «(kT) y A(KT) que se dan en la tabla 6.1, para
}un intervalo de muestreo de T = 0.25.

A x(t) | 4 h{t)

Figura 6.18
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kK kT « (KT) h(KT) | y (KT)
o0 0 0] 0 0]
1 0.25 1/2 0.7071 0]
2 0.5 1 1 0.088
3 0.75 1/2 0.7071{0. 301
4 1 0] 0] 0.426
5 1.25 0 0] 0. 301
6 1.5 0] 0] 0.088
7 IR75 0 0] 0]

8 2 (] 0 0

Tabla 6.1

se desea obtener la convolucidn, que podemos efectuar mediante un

arreglo matricial a partir de los valores muestreados.

(E(kT) \ k=0\ k=,1A k=2 \ k=3‘“ k=4A k=5“ k=6A k=-'7‘ k=8A

h Uct) ﬂ o % 124 1 4 1,24 o 0 od o 4 o

0 0 0 0 01T 0 0 0~
0.7071| 0—-|.3537.707 353| 07| ~o7| 0 0 0
1 0 172 17172 07| 07| 0 0 0
0.7071| 0~.353].707|.353| 0| 07| © 0 o)
| o | 1o o~ 0 ol o[ o 0 0
0| o o 0 o) ol o o 0 0
| 0 {{ /o o) 0| o o) o)
\ o | o1 o 0 0 0| © 0 0 o)
| 0| o o 0 0 0 ol o 0 o)

A continuacidn se trazan unas lineas diagonales a cada uno
e los elementos. La suma de los valores de cada diagonal
ultiplicados por el intervalo de muestreo T, es el valor de 1la

onvolucidn para cada correspondiente valor de k (tabla 6.1).

jemplo 6.2
Para las funciones «(t) y h(t) de la figura 6.19 y cuyos
alores muestreados «(kT) y A(KT) gue se dan en la tabla 6.2, para

v
%n intervalo de muestreo T = 0.25.
|
|
|
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e

A x(1)

e
t

Figura 6.19

desea obtener la convolucidn,

J74 KT « (KT) h(KT)| y (KT)
(0] (0] 0.5 0.5 10.0625
1 0. 25 0.7788 1 0.2223
2 0.5 0.6065 1 0. 3955
3 0.75 0.4723! b 0. 5303
4 1 0.3678 0.5 |0.5729
5 1.25 0. 2865 (0] 0.4948
6 1.5 0. 2231 (0] 0. 3853
7 1.75 0.1737 0] 0. 3001
8 2 0.1353 (0] 0. 2337
Tabla 6.2

rreglo matricial a partir de los valores muestreados.

|
|

\

que podemos efectuar mediante un

ll:(kT) k=0A k=1“ k:ZA k=3‘ k:llA k=5A k=6“ k=7“ k=8‘
A y
h(kt)\ 0.5 L7784 6064%. 4724, 3674%. 286 % 2234 1734%. 135
0.5 |0.25].38971.30371.23671.1837|.1437].1117].0867|. 067
ol _ — ~ / — — _
0.57.7781.6067.4727.367|.2867].2237.1737. 135
~ - / ~ / -
0.571.7781.6067.4727.3671.28671. 22371.173 |. 135
~ -~ ~ -
0.57.7781.6067.47271.3671(.28671.223 {.173 {.135
0.5 |0.25].38971.30371.23671.1837].143}.111 |.086 |.067
(0] (0) (0] 0 9) 0 0 0] o] (0]
(0] 0] (0] Q (0] (0] (0] (0] (0] (0]
(0] (0] 0] (0] (0] (0] (0] (0] (0] (0]
(0] (o) (0] (0] (o] (0] (0} (0] (0] O
253



| A continuacidén se trazan unas lineas diagonales a cada uno

de los elementos. La suma de los valores de cada diagonal
‘multiplicados por el intervalo de muestreo T, es el valor de la

\convolucién 4 (KT) para cada correspondiente valor de k (tabla 6.2).

6.5.3 Teorema de convolucion

\ Al igual que en la convolucidén continua, se puede demostrar

que la convolucidn discreta se relaciona con la transformada de
Fourier como

|

“ .
| T Y «(iT) hl(k-i)T] &  X(n/NT) H(n/NT) 6. 83
‘\ i=0

0 que nos indica que la convolucién discreta en el dominio del
iempo de dos funciones es equivalente a la multiplicacidén de la

ransformada de Fourier discreta en el dominio de la frecuencia de

efinida sdélo para funciones periddicas, se considera gque las
unciones por convolucionar en el tiempo son periddicas; por lo
anto, la convolucidn discreta requiere gue ambas funciones sean

stas funciones.
Debido a que la transformada de Fourier discreta esté
|
%iscretas y consideradas como periddicas.

5.4 Convolucion ciclica

Lo mismo que para la convolucidn continua, la convolucidn
#iscreta se puede obtener a partir de las transformadas de Fourier
qiscretas de 1las funciones involucradas aplicando el teorema de
ﬁonvolucién.
\ Debido a las caracteristicas de la transformada de Fourier
&iscreta, cuando oObtenemog la convolucidn discreta a través de la
dransformada de Fourier discreta, la transformada inversa de 1la
ﬂultiplicacién de 1las transformadas discretas de 1las funciones
%nvolucradas sera una funcidén de tipo periddico con N muestras. En
este caso se puede observar con claridad la periodicidad de la
cbnvolucién, por lo qgue se le llamard convolucidén ciclica. Y es en
\

254




| este tipo de proceso

‘tienen que hacer para realizar esta operacidn son exactamente

en donde queda de manifiesto el efecto de
frontera y enmascaramiento de la convolucidén discreta.

6.6 CORRELACION DISCRETA

La correlacién discreta difiere de la convolucidén en que no

‘existe el plegamiento. Por lo que sdlo se efectia el desplazamiento,
'la multiplicacién y la sumatoria,

pero las consideraciones que se

las
mismas que para el caso de la convolucidn.
La correlacién discreta se define como
N-1
4 (KT) = T za:(iT) Rl (k+i)T] €. 84
i=0

y lo mismo que para la convolucidén existe una manera facil de

realizarla. Sé6lo que tenemos que observar cdmo colocar la funcidn
que se desplazard en la tabla.
|

®

Ejemplo 6.3

Para las funciones «(t) y h(t) de la figura 6.20 Yy cuyos
valores muestreados «(kT) y A(KT) que se dan en la tabla 6.3, para
un intervalo de muestreo de T = 0.25.

Tm) A h(t)

1 1 1 i 1 5 1 ». 1 1 1 1 1 i 1 i
| t P
Figura 6. 20
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k kKT « (KT) h (KT)
‘ o o] 0.5 0.5
‘ 1 0.25 1 0.7788
i 2 0.5 1 0. 6065
2 3 0.75 1 0.4723
‘ 4q 1 0.5 0. 3678
‘ 5| 1.25 0 0.2865
‘ 6 1.5 (0] 0. 2231
‘ 7 1.75 0] 0.1737
} 8 2 0] 0.1353

Tabla 6.3

'se desea obtener la correlacidn, que podemos efectuar mediante un
|

\arreglo matricial a partir de los valores muestreados.

| ’

\ k=-8 k=-7 k=-6 k=-5 k=-4 k=-3 k=-2 k=-1 k=0
« (KT)

\ A A A A A 4 A 4 A

| (k) ™ 0.5 1 1 1 0.54 o o4 o o}

| .135 [.067|.135(.135].135|.067] 0] 07 07 0~

| 173 |.0867.1731.1731.1731.08 | 0°1 0-] 0 O e

‘ _ ~ L~ - - ~ k=2

| .223 [.11T|.223(.223].223|.111| 07| 07 0| 0

| .

| 286 |.1431.2867.286 . 28611437 0-] 0 [0 | O o

“ 367 |.183].367|.367].3671.183] 0 |0 | o | o | **
- _

| 472 |.236|.472|.472].4721.236] 0] o[ o o | *°

| 606 |.303|.606].606].60¢6|.303] o| o | o o | *°

‘ / ~ _~ k=7

| 778 |.3897.7781).778 | 778 |389 |0 |0 |0 |O

| 0.5 [0.25]0.5 |0.5 | 0.5]0.25] 0] 0] 0] 0 | “°

|

\ Nétese que la funcidn A(KT) se coloca de manera descendente
#ebido a que no existe plegamiento, por lo que los primeros valores
gque se traslapan con la sefial «(kT) son los Gltimos de la seiial
éesplazada h(KT) .

\ A continuacidén se trazan unas lineas diagonales a cada uno
#e los elementos. La gsuma de los valores de cada diagonal
Tultiplicados por el intervalo de muestreo T, es el valor de la

correlacidén 4 (KT) para cada correspondiente .valor de k (tabla 6.4).
\
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| k | kT o (KT)
| 8 | =2 0.016
\ -7 |-1.75| 0.055
\ -6 |~1.5 0. 104
| -5 |~1.25| 0.168
\ -4 | -1 0.233
| -3 {-0.75| 0.299
\ -2 |~-0.5 | 0.384
| -1 |-0.25| 0.494
1 0 o 0.572
\ 1 0.25| 0.530
\ 2| 0.5 | 0.395
| 31| 0.75| 0.222
| 4 1 0.625
| 5| 1.25| o

| 6 | 1.5 0

‘ 7 | 1.75 )

\ 8 2 0]

|

\

\ Tabla 6.4

\
F.(».I Teorema de correlacion discreta

\ El teorema de correlacidén discreta nos dice que la
#orrelacién discreta en el dominio del tiempo es equivalente a la
@ultiplicacién del conjugado de la transformada de Fourier discreta
#e la primera funcién por la transformada de Fourier discreta de la

#egunda funcién. Este par transformado se puede expresar CoOmo

N-1
| T Y «(iT) hl(k+i)T] & x* (n/NT) H(n/NT) 6. 85
i=0

\
$.6.2 Correlacion ciclica

\ La correlacién ciclica es la que se obtiene a partir del
ﬂeorema de correlacidn. Y debido a que tiene el mismo proceso que
la convolucidn, considerando solamente que se trata del conjugado de

a transformada de una de las funciones, las reglas para su

desarrollo son las mismas que las de la convolucidn.
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“ 6.6.3 Transformada bidimensional de Fourier discreta

\ Como se explicdé en el capitulo 3 (Tabla 3.1), la
| transformada de Fourier puede efectuarse en el dominio del tiempo,

‘pero también en el dominio del espacio, correspondiendo a esta

‘transformacién el dominio del numero de onda.

\
|

‘637‘APIJCHXCICHJIHEIA&TIUXNSF(HUNDKDALDEEFCHJREER.DJSCIU?PA

\ A DATOS BIDIMENSIONALES

| Cuando tenemos datos discretos en arreglos bidimensionales,

\ya sea en el espacio o en el tiempo, o como una combinacién de ambos

'dominios,
\

la transformada bidimensional discreta al igual que 1la

continua debe efectuarse primero en una direccidén y luego en otra.
Para dos variables espaciales,

la transformada bidimensional de

\Fourier discreta quedara definida como

|

\
N-1 M-1

\ . nk ml

' -12ﬂ(—ﬁ— A )
\le;u,nzmx, miy) = RZO IZO a(kh, 1) e A, A,
|

1 Si tenemos una matriz "A" de datos de la cual deseamos

obtener su transformada de Fourier, lo primero que se tiene que

| . - . ~ -
hacer es considerar a cada "renglén" como si fuera una sefial

}independiente y obtener la transformada para

a a
‘ azx’ 12’ 13’

a continuacién para

\ a1 45 23

|

y asi sucesivamente.

|

! Los resultados obtenidos de esta transformacidn deben
guedar posicionados en otra matriz "B" transformada
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11 12 ) R

asi como

21! 221 23, o etC.

Una vez aplicado este proceso en todos los renglones,
cdlebe hacer una nueva transformacidén a los datos,

matriz B, considerando ahora

se
pero ahora de 1la

a las columnas

como el wvector
correspondiente de la sefial a transformar

b11 b12
b b

21 22
b b

31 32

de manera que la transformacidn se realice en las dos direcciones,
eg decir, primero sobre los renglones de la matriz original y luego

scbre las columnas de los datos obtenidos en la primera

La matriz de datos obtenida después de este proceso
serd nuestra sefial transformada.

transformaciodn.

El proceso de transformacidén puede hacerse considerando

primero a las columnas y luego a los renglones siempre y cuando se
aplique en ambas direcciones.
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EJERCICIOS PROPUESTOS
Obtenga la transformada de Fourier continua H({) de la funcién:

h(t) = et . ¢t =0

v

Tabule y grafique las partes real e imaginaria de la funcidén

H({), asi como los espectros continuos de amplitud y de fase.

Elabore un programa de computadora para obtener la transformada

de Fourier discreta. El1 programa debe presentar los datocs de

salida de la siguiente forma:

TRANSFORMADA DISCRETA DIRECTA

Nimero de Frecuencia Parte Parte

Espectro Espectro
Muestra Real

Imaginaria de de
Amplitud Fase

. . .

TRANSFORMADA DISCRETA INVERSA
Nimero de Tiempo Parte Parte

Muestra Real Imaginaria

. . °

. . .

Muestree adecuadamente la funcidén A(t) y obtenga su transformada

discreta directa, aplicando el programa de computadora. Grafique

los resultados obtenidos para las partes real e imaginaria,
espectros discretos de amplitud y de

y los

fase. Compare estos

resultados con los obtenidos en el inciso 1), explique la causa

de 1las diferencias vy sugiera la forma

para mejorar los
resultados.
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Muestree adecuadamente la funcién continua H(f) y obtenga su
transformada discreta inversa, aplicando el programa de
computadora. Grafique los resultados obtenidos para las partes
real e imaginaria. Compare estos resultados con los
Correspondientes valores de la funcién continua h(t), explique la

causa de las diferencias Y sugiera la forma para mejorar los
resultados.
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