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En el capítulo 6, se hace un compendio de todo lo visto, pero ahora para señales de tipo 

discreto , destacándose la importancia del teorema del muestreo en la aplicación de toda la teoría 

vista con antelación . Es importante destacar que este último capítulo es de fundamental 

trascendencia, debido a que la mayoría de las señales con las que trabajamos en la práctica 

profesional son de tipo discreto. Si se desea profundizar en alguno de los temas, se sugiere al 

lector que consulte la bibliografía que aparece al fmal del texto. 

Por otra parte, cabe hacer mención que este libro no ha sido desarrollado con la rigidez 

que un tratado formal de matemáticas requiere, sino con objeto de mostrar el significado y forma 

de aplicación de una herramie:nta matemática , como lo es el análisis de Fourier . Por lo cual 

agradeceré los comentarios o sugerencias que los lectores me hagan llegar para mejorar el 

contenido de esta obra. 
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CAPÍTULO 1 

TEORÍA DE LA APROXIMACIÓN DE FUNCIONES 

ll. Jl APLICACIÓN DE LA TEORÍA DE LA APROXIMACIÓN 

La teoría de la aproximac i ón de funciones nos sirve para 

encontrar una función analítica a partir de datos discretos . 

Las t écnicas para aproximar funciones que se detallan a 

continuación, se utilizan cuando tenemos una forma de onda conocida, 

pero de la cual no se tiene su expresión analítica, o bien, cuando 

ésta es muy complicada. Para aproximar una función, uti lizamos 

expresiones de tipo polinomial que pueden ser rea les o complejas. 

11.:� APROXIMACIÓN DE FUNCIONES POR POLINOMIOS REALES 

Una función de aproximac i ón fa(t} puede estar dada por un 

polinomio de cualquier grado de la forma: 

n 

fa(t} = ¿ a 1t 1 
i=O 

2 3 
= a0 + a t + a t + a t + 

1 2 3 

a , a , a 
O 1 n 

para un tiempo t de f inido , de manera que fa(t) 

una 11buena aproximación11• 

1.1 

Un criterio para que una aproximación sea buena consist.e en 

imponer la condición de que la función origina l f (t) y la función 

�p:roximada fa(t) tengan un número finito de puntos en común . 

Si se tienen n puntos en común, se genera un po linomio para 

cada. punto¡ el grado de cada polinomio para determinar la función 

aproximada será .de (n-1} . 

Por ejemplo, si se tienen tres puntos (n=3} en común en los 

tiempos t1, t2, y t3, se iguala la función origina l  a la aproximada 

en estos puntos: 

1 



f (tl ) = fa (t1 ) 

f (t ) = f,a ( t ) 1.2 2 2 

f (t ) = fa (t3) 
3 

dlonde: 

fa (t ) + a t 2 
= a + a t 1 o 1 1 2 1 

fa (t ) + a t 
2 

1.3 = a + a t 2 o 1 2 2 2 

fa (t ) + a t 2 
= a + a t 3 o 1 3 2 3 

Obteniéndose de este modo un sistema de tres ecuaciones con 

tres incógnitas, del cual se obtiene el valor de los c6eficientes 

a0, a1, a2 y se genera la función de aproximación fa(t). 
Para establecer qué tanto se parece la función original a 

la funci ón aproximada se realiza un estudio del error, el cual se 

calcula mediante 

e (t) = f(t) - fa(t) 1.4 

Ejemplo 1.1 

Si f{t) = cos � t , y queremos un polinomio que coincida en 

tres puntos (-1,0,1), se toma a la función original 

f (t) Tl 
= cos 2 t 

y la función aproximada 

n 

fa{t) =I 
1=0 

2 



f(t)=cos � t 

t 

Figura 1.1 

Sustituyendo los puntos dados, obtenemos un sistema de tres 

ecuaciones con tres incógnitas: 

fa(-1) = cos (-rc/2) = o = a -

fa (O) = cos (o) = 

o 

1 = a 
o 

fa (1) ·- e os (Tl/2) - o = a + a 
o 

resolviendo el sistema, nos queda que 

a = 1, a = o y a -1 
() 1 2 

a + a 
1 2 

+ a 
1 2 

por lo tanto, la función aproximada estará representada como 

2 fa(t) = 1 - t 

y la función de error eBtará dada por 

e(t) = f(t) - fa(t) 

e ( t ) = e os � t - { 1 - t 2) 

Si evaluamos el error en (-0.5) y (0.5), 

E(-0.5) = 0.7071 - (1 - 0 . 25) = -0.0429 

E(O.S) = 0.7071 - (1 - 0.25) = -0.0429 

3 



donde la función porcentual de error estará determinada por 

= f(t) - fa(t) 
X lOO f(t) 1. 5 

Y si además eva luamos para otros puntos, obtendremos la grá fi c a de 

la función de error. 

t e ( t) c%(t) 
e ( t l 

-l o o 
-0.5 -0.042 5.96 0.1 

o o o 
0.5 -0.042 5.96 

l o o 

--1� 
__ __..,. 

t 

-0.1 

Figura l. 2 

De los ejemplos anteriores, podemos observar que: 

a) En este método de aproximación, al aumentar el número de 

puntos en común y, por tanto, el grado de l polinom i o , se 

obtiene una mejor aproximac ión , pero el sistema de ecuaciones 

es más grande y los valores de los coefic ientes del polinomio 

de la función de aproximación son diferentes a los 

coe f ic ientes del polinomio de la función de aprox imac ión de 

distinto grado. 

b} En este método, el cálculo del error se realiza punto por 

punto . 

Otra forma de eva luar la calidad de la aproximación es a 

t ravés del error promedio . 

4 
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El error promedio evalúa la calidad de la aproximación en 
t<:l>dos los puntos dentro de un rango, por lo que 

1aernplo 1.2 

1 
e o = ..,..--.,..-t -t 

2 1 
c(t} dt 1 

= t -t 
2 1 

( f ( t } - fa ( t ) ] dt 1.6 

Si queremos un polinomio que coincida en tres puntos 
(0,1,2} para una funci6n original de la forma 

f(t} 1t 
= cos 2 t 

f (t) = cos ; t 

------------��--L---� __ ._ __ ._ __ � 

-1 

Figura 1.3 

y una función aproximada. dada por 

entonces, 

n 

fa(t} == L a1t1 
i=O 

fa(O) = cos (O) = 1 = a0 
fa(l) = cos (rr/2 } = O = a

0 
+ a

1 
+ a2 

fa(2) = cos (rr) = -1 = a 0+ 2a
1 

+ 4a2 

res;olviendo el sistema, nos queda 

= -1 

5 

y a = o 2 

2 t 



por lo tanto, la función aproximada queda. representada como 

fa(t) := 1 - t 

y la función de error estará dada por 

Tr 
c(t) = cos - t - (1 - t) . 2 

l�n la figura 1.4 se muestra la gráfica para otros puntos. 

t. c(t) 

o 
0 .5 

1 
1.5 

2 

o 
0 .. 2071 

o 
- 0 . 2 0 7 1  

o 

€ { t) 

0.2071 

-0.2071 

Figura 1.4 

Si ahora calculamos el error promedio: 

t 
t 

1 
e (t) clt 

1 

r [f {t) - fa (t)) dt Co = 

t-=t 
= 

t -t 
2 1 2 1 

t t 
1 1 

2 2 

1 

L e (t) crt 
1 

L [cos 
Tl 

t - ( 1-t)] dt Co = = 

2 2 2 - o 

2 2 
2 

1 

L 
Tl 1 

L 
1 2 Tl t j o 

t dt ( 1-t) dt sen Co ::: 2 cos - -
2 

::: 
2 2 2 rr 

1 
(senrr - sen O) 

1 
{2-2) o o e o = -

2 
- ::: 

Tl 

6 

1 

2 
(t 

2 

t2 1 - -) 2 
o 



por lo tanto, 

Co = O 

esto puede hacer suponer que el error real es cero, lo cual como se 

observa en la figura 1.4 no es verdad. Lo anterior nos indica que el 

error promedio en algunos casos no es un buen criterio para evaluar 

a la aproximación, ya que en el proceso se cancelan errores 

positivos con negativos. 

Un método para evitar que se cancelen errores positivos con 

neqativos es el del error cuadrático medio, que se define como 

por lo que: 

1 
=�y 

2 1 

1 
t -t 

2 1 

[f(t) - fa(t)]2 dt 

1.7 

1.8 

Al desarrollar el binomio al cuadrado de la expresión 1. 8 Y 

suponer una aproximación para tres puntos, se sustituye la función 

aproximada por el polinomio correspondiente. 

2 
e = 

1 
t -t 

2 1 

1 
+ 

t -t 
2 1 

2 
t -t 

2 1 

2 2 
[a +a t+a t] dt 

o 1 2 

2 
(a +a t +a t ) f ( t ) dt + 

o 1 2 

1.9 

Para conseguir que este error cuadrático medio sea mínimo, 

se :imponen las siguientes condiciones: 

7 



obteniendo la primera derivada, 

8 
= 

aak 

1 
+--

t -t 
2 1 

2 - t-=t 
2 1 

1.10 

1 .. 11 

dc!ldo que la primera integral se toma como la derivada d.e una 

cc:mstante, 

[-
t �t 2 1 

pc'r lo tanto, para k = O, 1, 2, tenemos que: 

1. 12 



,\ 

despejamos las expresiones anteriores, considerando que tratamos de 

encontrar una función aproximada por tres coeficientes que 

represente a la original. A continuación se realiza la integración 

de la función aproximada: 

t 2 L f (t)dt • 

1 

t 2 L tf(t)dt = 

1 

t '2 J�2f (t) dt = 

1 

t 2 . 

L t [a0+a1t+a2t2Jdt 
1 

t 

J t�[a0 +a1 t+a2t2] dt 
t 1 

-

a 
�(t2-2 2 

a 
�(t3-3 2 

t2) 
1 

t 3) 
1 

+ 
a 
_2..(t3-t3) 3 2 1 

a 1 4 4 + -- (t -t ) 4 2 1 

J.16 

a 
+ 2(t4 4 2 

·- t 4.) 
1 

a 
+ -2(ts-ts) 5 2 :1 

1. 17 

. 1. 18 

Y para dos puntos cualesquiera que cumplan con > t , se 1 
obtiene que la segunda derivada siempre será mayor que cero, ya que 

(t -t ) > O y, por lo tanto, se cumple con la segunda condición para 2 1 
que el error cuadrático �edio sea minimo: 

a2c2 
= 

a a 2 
o 

a2c 2 - = 

a a� 

a2c2 
·a a 2 2 

t 2 

1 
3 

1 
5 

-t 1 

(t3-t.3) 
<! 1 

(ts-ts) 
2 1 

9 

> o 1.19 

> o 1. 20 

> o l. 21. 



Ejemplo L3 , 
Usando la función dada en el ej emplo 1.1, aplicamos las expresiones 1.16, 1.17 y 1.18 para encontrar una función de aproximación tal, que el error sea mínimo. 
Dada 

y 
f ( t) 1l 

= cos 2 t 

fa(t) 2 
= a0 + a t + a t 1 2 

para t e (-1, 1), tenemos que: 

1 J f(t)dt = 

- 1 

1 J tf (t) dt ·-

- 1 

1 Jt2f(t)dt --
- 1 

a (t -o 2 

a �(t2-2 2 

a o 3 
·-- (t -3 2 

t ) 1 

t 2) 
1 

t 3) 
1 

+ 

+ 

+ 

a 
_1 (t 2_ 

2 2 t2
) 1 

a 
_1 (t 3 -t3) 3 2 1 

a 
_1 (t4-t4) 4 2 1 

a 
+ 2(t3-t3) 3 2 1 

a 
+ 2(t4-t4) 4 2 1 

a 
+ 2(t5-t5) 5 2 1 

Si sustituimos y evaluamos las integrales del sistema, 

feos 1l dt 2 
- 1 

1 J teas 1l dt 2 
- 1 

1 Jt"eos !!..'dt 2 
- 1 

= 

= 

4/rr 

o = 

4 ( -- rr 3 
rr 

10 

2a 
2a 2 

= + 3 o 

2a 
1 

-3-

2a 2a 2 -8) o 2 
"""3 + --5 



Al resolver el sistema de ecuaciones, 

por lo tanto, 

fa{t) 

a 
o 

a 
1 

a 2 

-- i (20 - rr2) 
3 

rr 

= o 

por lo que el error cuadrático medio mínimo estará dado por la 

E=::x:presión: 

2 1 

J
1( rr 

e = 2 cos 2 t 
-1 

si evaluamos la integral 

2 
e = O. 017 

y el porcenta j e de error dado por la expresión, 

1 
donde F2 

es el valor cuadrático medio de la función f(t), 

po:r lo que 

y 

1 
t -t 

2 1 

t 
2 I [f(t)]2dt 

t 
1 

3.4% 

11 

1 
== 2 

l. . .  22 

l . •  23 



Es convenien·te hacer notar que para obtener una mej or 

aproximación por este método es necesario aumentar el número de 

puntos en común y, por lo t.anto, derivar e igual ar a cero la 

expresión 1. 8, que representa a la función de error cuadrático 

madio, con el nuevo grado del polinomio y obtener las expre s i ones 

equivalentes a la 1.16, 1.17, 1.18, etc . 1 para determinar los nuevos 

valores de los coeficientes. 

1.3 APROXIMACIÓN DE FUNCIONES l?OR lFUNCIONES· · ORTOGONALES REALES 

1.:�.1 Funciones ortogonales 
El concepto 

ge neraliz ación natura l 

vec tores . 

de ortogonalidad 

del concepto del 

de funciones una 

sistema ortogonal de 

Un sistema ortogonal de vectores puede describirse como 

tres vectores unitarios mutuamente perpendiculares y cuyos productos 
interiores son 

(� 1 � ) m n mn 

"� = { : 

{m, n 1, 2, 3) 

si m * n 

si m = n 

donde � , � y� son perpendiculares entre sí. 
1 2 3 

l . •  '24 

1.25 

Cualquier función q(r), que tenga valores rea les cuando 

r ""1 1, 2, 3 1 representará a un vector si se acepta que estos valores 

sea,n las componentes del vector. 

Si el espacio es de k dimensiones , la función q(r) tendrá 

val ores para cuando r = 1, 2, . . .  k. 
Si una función q(t) está definida para un intervalo 

a :s t :s b, y la consideramos como un vector , sus componentes deben 
consistir en todas las ordenadas de su gráfica. 

La " magnitud " de la función q(t), lo mismo que para 
cualquier vector, es la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de 

sus componentes . 

12 



1.26 

Lo mismo que para los vectores, la condición para que dos 

t:unciones sean orto.gonales se expresa como 

1.27 

y, por lo tanto, 

b 

J q,(t) q.2(t) dt - o 

a 

1.28 

Dado lo anterior, una sucesión de funciones es ortogonal en 

el intervalo (a, b) si sus productos interiores 

cuando m :;. n (m , n = 1, 2 1 3 ... ) , y tendrá un valor determinado 

(dado por el tipo de función de que se trate) para cuando m = n. 

1..3.2 Aproximación por funciones ortogonales reales 

Para realizar esta aproximación se utilizan funciones 

reales, las cuales tienen la característica de ser ortogonales para 

un intervalo dado. Es decir 1 la� variable t es ahora sustituida por 

1
una función ortogonal a la que llamaremos G(t). 

Sea la función f(t) 1 la que va a ser aproximada en el 

intervalo t e (t1, t1 + T). 
Para realizar la aproximación se utilizará una serie finita 

de la forma: 

fo(t) = AG (t) + AG (t} + A2G2(t} + ... + AG (t) 
o O 1 1 n n 

l. 29 

don.de Gk(t) es el k-ésimo miembro de una cierta clase de funciones y 

A el coeficiente que se desea obtener con el método del error 
11: 

13 



c1r.,radrático medio mínimo (ECMM}; por lo tanto, se usa la ecuación 1. 8 dtel error cuadrático medio, pero aplicando este nuevo po l i nomio de a¡proximación, de modo que: 

1 
t -t 2 1 

donde : 

1 
t-=t 2 1 

t 
2 J [ Í ( t ) l 2 dt = F' 

t
1 

1 
t -t 2 1 

t 
2 J [i (t) 

t 1 
2 - fa (t)] dt 

2 
t -t 

2 1 

t
2 L Í ( t ) Í a ( t ) dt + 
1 

1 
t -t 2 1 

representa el valor cuadrático medio 
de f(t} o el contenido de potencia 
de la función para toda te(t

1
, t

2
}. 

representa el 
de fa(t) o el 
de la función 
te(t , t ) . 1 2 

valor cuadrático medio 
contenido de potencia 
aproximada para toda 

1. 30 

1. 31 

1.32 

1. 33 

Para minimizar el error, se obtiene nuevament e la primera 

derivada y se iguala a cero: 

1 
t -t 

2 1 
t 

+ t � t J 2 [fa ( t ) J 2 dt l 
2 1 

t 
1 

14 

2 
t -t 2 1 

t 
2 J Í ( t ) Í a ( t ) dt 

t 
1 

1. 34 



Dado que la derivada de la primera integral es cero, 

1 
+ t -t 2 1 

t2 
·:--2--:---- J f {t) fa (t) dt t -t 2 1 tl 

= o 

1.35 

Al tomar las integrales pQr separado, tenemos que la 

primera integrral de 1. 35 es 

t2 
J f' ( t ) f'. ( t ) dt = 

tl 

t2 
+ A1J f'(t)G1 (t)dt 

tl 
t2 

+ ... +A J f(t}G (t)dt 
n n 

tl 

y, por lo tanto, su derivada es 

a 
8A k 

t2 

J f' ( t ) f'. ( t ) dt 
tl 

1.36 

1.37 

poJ:- otro lado , la derivada para la segunda integral de la expresión 
1. ��5 es 

15 

G (t) drt k 

1 • .::18 



desglosando la serie, se tiene: 

a 
i9T 

k 
+ A1G.t (t) + A  G (t) + ... +A G (t) + ... + A G (t)]

2
dt = 

· 2 2 
k k 

n n 

11 ., k k 
n n k 

+A G (t) + A2G ., (t)+ ... +A G (t)+ ... +A G (t)]G (t)dt 

Sustituyendo 1. 37 y 1. 39 en la ecuación original 1. 35, 

L 39 

t 
2 t J f(t)G,(t)dt 

t 
+ 

tz�t, J
t

z

[AoGo(t) + A G (t) + A G (t) + 1 1 2 2 1 1 

... + A G ( t ) + ... +A G ( t ) ] G { t ) dt = O k k 
n n k 

al despejar 1.40, tenemos que: 

t 

I 2
[A G (t)+ ... +A G (t)+ ... +A G (t)]G (t)dt o o k k 

n n k t 
1 

y separando las integrales, 

lt 
2 L f(t)G

,
(t)dt 

1 

+ ... + 

t
2 

A J G ( t) G ( t) dt k k k 

t 
1 

t 2 
+ A J G ( t ) G ( t ) dt n n k 

t 
1 

1. 40 

l. "'11 

+ ... + 

.1. 42 

L. 
Si consideramos que las G

k 
(t) pertenecen a una clase� d�::! fun<;:iones ortogonales que cumplen con la condición de ortogonalid.ad,, 

16 



t2 
r G 

J 
( t ) Gk ( t ) dt = 

·t 
1 

1.43 

SE� tiene que todas las integrales de 1. 42 son cero, menos cuando 

,k== j ,, por lo que 

dE�spejando el coeficiente A , 
k 

t 
2 

J f(t)G• (e)de 

tl 
A = 

k t 
2 

J [G.(e)J2de 

t 1 

1.44 

1.45 

Para que el error al usar los coeficientes Ak sea mínimo, 

la segunda derivada debe ser mayor que cero, por lo que obteniendo 
la segunda derivada de la expresión 1.44, tenemos que: 

1.46 

donde 

> o l. 47 

e:xpres1on que se cumple, ya que al estar elevada al cuadrado, la 

integral es positiva . 

17 



Si G0 (t) 1 G1 (t) 1 G2 (t) 1 . . .  1 Gk (t), . . .  , G
0 

(t) cumplen con la condición de ortogonalidad en el intervalo te (t , t ) , entonces f (t) 1 2 puede ser aproximado por fa ( t) en ese intervalo con el ECMM de la siguiente manera: 

fa ( t ) == A0G0 ( t ) + .11 G ( t ) + A G ( t ) + . .  . + A G ( t ) 1 1 2 2 n n 

dlonde: 

A o 

A 1 

A = 
n 

== 

t 
2 J f ( t ) G 0 ( t ) dt 

t 
1 

= 
t 

2 J [ G 0 ( t ) 1 2 dt 
t 

1 

t 2 J f ( t ) G 1 ( t ) dt 
t 

1 

t 
2 

r [ G 1 ( t ) 1 2 dt 
. t 

1 

t 
2 . J f ( t ) G n ( t ) dt 

t 
1 

l. ·48 

.1. 49 

Es importante hacer notar, que el valor de cada uno de los OE�f icientes A se mantendrá constante, no importa el número de 
k 

,OE�ficientes con los que se trabaj e. Es decir, los coeficientes Ak �on independientes uno del otro, lo cual se debe a la propiedad de 

18 



m::-togonalidad de las funciones con las que se trabaja. Lo que e�s una 

·vEmtaj a respecto a los métodos de aproximación anteriores. 

Para obtener la función de aproximación por medio de 

funciones ortogonales 1 es necesario que cada una de las funciones 

1G01(t), G1(t), G2(t), . . .  l Gk(t), . . .  l Gn(t) sea un polinomio, donde 
tG (t) es el polinomio de n-ésimo grado: 

1'11 

G (t) = a 
o 00 

G (t} = a + a t 1 01 11 

G (t) = a + a t + a t2 
2 02 12 22 

1.50 

G ( t) = a + a t + a t2 
+ + a tn 

n On ln 2n nn 

y además que formen un conjunto ortogonal en el intervalo te(t 1t). 
1 2 

1.3.3 Aproximación de funci(JJnes por poiRnomios de Legendre 
Un conjunto de funciones que satisfacen las condiciones 

;anteriores en el intervalo te ( -11 1) son los llamados polinomios de 
J .. egendre, que se establecen de la ecuación diferencial de Lege:ndre�, 

(1-t2) d2 
( t) d 

+ n(n+1)P (t) o p - 2t dt Pn (t) = 

dt2 n n 

1.51 

t::londe: 
p (t) 

o 
= 1 

pl (t) = t 

p2 {t) 3 t2- 1 
= 2 2 l. 52 

p3 (t) 5 t3- 3 t = 2 2 

p (t) 35 t4 15 t2+ 3 
8 - 4 8 4 

19 



en los que el n-ésimo miembro está dado por la fórmula de Rodriguez, 

p (t) = n 1 dn (t2_1) n 
2nn! dtn 1.53 

Estos polinomios forman un conjunto ortogonal en el 
intervalo te(-1,1), cumpliendo con lo siguiente: 

J
l 

-1 
p (t) p (t) dt n m 

= [ 
o 
2 

2n+1 m=n l. 54 

usando la ecuación 1.45 para los polinomios de Legendre, tenemos: 

A 
= k 

r f ( t) p k ( � ) dt 
-1 

J
l 

- 1  

[P (t)]2dt k 

l. 55 

y por la condición de ortogonalidad dada en 1. 54 para los polinomios de Legendre, 

Jemplo 1.4 

l -

1 
2k+1 I A

k -- -r f ( t) P k ( t) dt 
-1 

Aproximar la función 

f(t) =: cos � t 

20 
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em el intervalo te(-1,1) por la suma de los tres primeros polinomios 

de Legendre, 

fa(t) = AP (t) + AP {t) + AP (t) o o 1 1 2 2 

fa (t) = A + A t + A (� t 2- !) o 1 2 2 2 

de la expresión 1.56, 

A = 2 

por lo que 

A = o 

A 3 
= 2 1 

5 

f(i e 2 
- 1 

2 

1 

r cos(� t)dt 2 = 

-1 

r t cos(� t) dt 
-1 

-
1 1T -)cos(-2 2 t) dt = 

fa (t) - + 1T 

reagrupando términos, tenemos que: 

fa (t) 

2 
1T 

= o 

10 (1 1T 
12) 

- 7T2 

que es el mismo resultado que el 

funciones ortogonales (ejemplo 1.3); 
opci6n de mejorar la aproximaci6n, 

coeficientes Ak . 

obtenido cuando no se usaron 

sin embargo, ahora se tiene la 

calculando sólo los nuevos 

21 
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que: 

1 
t -t 

2 1 

Para la evaluación del error cuadrático med io E2
, se� tiene 

E2== 1 

t 
2 

J [.f(t)]
2

dt 

t 
1 

t -t 
2 1 

2 
t -t 2 1 

t 
2 

J [f(t) 

t 

2 - fa (t)] dt 

1 

t 
2 

J f ( t ) f. ( t ) dt + 

t 
1 

1 
t -t 

2 1 

t 
2 J [fa(t)]2

dt 

t 
1 

1.57 

l. 58 

donde la primera y tercera integral se han def i nido ya como 

t 
2 J [f(t) ]

2
dt 

t 
1 

representa el valor cuadrático medio de f(t) 

representa el valor cuadrático medio de f (t) 
a 

1. 59 

1. 60 

por la expresión 1. 361 la segunda integral de 1.58 queda expresada como 

t 
2 

J f ( t ) f. ( t ) dt 

t 
1 

t 
2 

= A J jf ( t ) G ( t ) dt o o 

t 
1 

t 

t
2 

+ A J f ( t) G ( t) dt 1 1 

t
1 

2 

+ . . .  +A J f(t)G (t ) dt n 
n 

t 
1 

22 
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+ 

Por otro lado, de la ecuación 1.45, tenemos: 

A k 

t2 J f ( t ) G k ( t ) dt 

t1 

por lo que, al despej ar la ecuación anterior, 

multiplicamos por A y agregamos sumatorias en ambos miembros, k 

t 2 

[ Ak J .f (t) Gk (t) dt = E A� 
k=O t k=O 

1 

ahora bien, para la tercera integral de la ecuación 1. 58, 

t 2 J [fa(t)]2dt 

t 1 = C¡ 1 

A G (t) + A G (t) + A G (t) + ... o o 1 1 2 2 

+ A G ( t ) + ... + A G ( t ) ]2 dt k k n n 

l.. 62 

J. 63 

1.64 

1.65 

y por condición de ortogonalidad, al elevar la función aproximada al 

cuadrado, · todos los términos cruzados se anulan, quedando s6lo los 

siguientes: 

23 



t 
2 

J (fa(t)]2
dt == 

t 
1 

t 
2 

A2J [G (t)] 2 dt + o o 
t 

t 
2 

A2J [G {t)] 2 dt + 1 2 

t 
2 

A2J [G (t)]2 dt 2 2 1 

t 

t 
1 

t 
2 

+ . . . + A
2J [G (t}]

2 
dt n n 

t 
1 

2 J [fa(t)]2dt ·- E A� 
t j=O 

1 

t 
1 

1.66 

1.67 

De manera que al sustituir 1.64 y 1.67 en la ecuación 1.58, t enemos que: 

t 
2 

1 J [f { t) ] 2dt -

E
2 

=::: 

t -t 2 1 
t 

1 

1 n 

+ tT ¿ 
2 1 k=O 

t 
2 

1 J [f{t)]2
dt 

� = 

t -t 2 1 
t 

1 

t 
2 

2 n J (Gk { t)]2dt ¿ A
2 

t -t k 2 1 k=O 
t 

1 

t 
2 J [G k { t ) l 2 dt A2 

k 
t 

1 

1 
- t=t-2 1 

n 

¿ 
k=O 

t 
2 

J [Gk {t) ] �dt A
2 
k 

t 
1 

+ 

l. 68 

l. 69 

1 ror lo tanto, 

J. 70 

El error cuadrático medio es la diferencia entre el Véillor �uadrrático medio de la funci6n y el de su aproximada, la cua.l eS' xpandida en términos de funciones ortogonales. 
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+ 

Donde 

1 
t -t 

2 1 

L 71 

Si las funciones ortogonales utilizadas son los polinomios 
de Legendre, entonces 

1 
n 

[ 
2 

l F2 
= 

2 ¿ A2 
2k+1 a k 

k=O 

1. 72 

por lo que 

n A2 
F2 

¿ 
k = 

2k+1 a 
k=O 

l. 73 

Continuando con el ejemplo 1.4, calculamos su error 

cuadrático medio: 

F2 1 
t -t 

2 1 

� 1 = a t -t 
2 1 

n 

F2 ¿ = 
a 

k=O 

finalmente, \ 

.f ( t) = cos � t te(-1,1) 

t 
2 1 

J · [f (t) ]2dt 1 J [cos rr t]2dt 1 = 2 2 2 
t -1 

11. 

t t 

J 2[fa(t)]2dt 1 :::: 
t --t 

2 t 1 

2 

i': A2J [G (t) ]2dt 
k k 

k=O t 
1 

A2 
k 

21af (�r ( 1 J + (1� ( 1 

:::: 0.40528 + 0.09441 

E2 = 0.00031 
E2(%) = 0.062% 

25 
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l.4 APROXIMACIÓN DE FUNCIONES POR FUNCIONES10RTOGONALES COMPLEJAS 
Dada una función f (t) , ésta puede aproximarse mediante 

funciones complejas que sean ortogonales, de manera que 

fa(t) = D QJ (t) . o o 
• • 

+ [ D0lJ)0 ( t) ] + » QJ ( t) + [D QJ ( t) ] + • . . + 
1 1 • 1 1 

+ D QJ ( t) + (D QJ ( t) ] l. 74 
n n n n 

dc1nde Dk representa a un coeficiente complejo; Qík , a una función 

c:ompleja, y * simboliza el conj ugado de la función compleja. Como 
nuestra función original es real, se suma el conjugado de la func ión 

c:omplej a para que la parte imaginaria sea cero, aunque se obtenga 
' dlos veces la parte real . 

De manera similar a la desarrollada en el tema l. 3. 2, se 

de1�ean encontrar los coeficientes de manera que el error sea mínimo. 

1 PaJ�a las funciones ortogonales complej as , se obtiene la derivada 

r'especto al coeficiente » y se iguala a cero. 
1 k 

�� 

la 

1 

Si partimos de la expresión 1.58, 

t t t 
2 2 2 

1 J [f (t) 1 
2
dt -

2 J f(t)fa(t)dt 
1 J [fa(t)12dt := 

t -t + t -t t -t 
2 1 2 1 2 1 

t t tl 1 1 

derivada es 

t t 

[ 
2 2 

a J.? a 1 J [f ( t ) 1 2 
dt -

2 J f ( t ) f. ( t ) dt 
·a.tr = aD t -t t -t 

k k 2 1 2 1 
t t 

[-él Ea a 
a»- = aD 

1( k 

1 

1 
+ t -t 

2 1 

t 

1 

t 

I 2 

[fa(t)12dt) 
t 

1 

2 
2 I f , t ) t'. , t ) dt t -t 2 1 

t 

+ 
1 

t - t 
2 1 

1 

26 

t 

J \r.(tl1
2dt) 

tl 

1.75 

l. 76 

l. 77 



Dado que el compl ejo conjugado de una función compleja es 
conmutable en las operaciones de integración y derivación, se tornará 
la derivada de la función de error (E2) con respecto al coeficiente 
conj ugado de » , por así conveni r para el tipo de función que más k 
adelante aplicaremos. 

Separando las integrales de 1.77 y sustituyendo la función 

aproximada , tenemos
.

que: 

t 2 

8� J t<t> { I:».(S) <t> 
k t j =O J j 

+ [.D (S) ( t) ] *} dt j j 

y 

a 
an 

1 

k 

a {Jtt2 
an · k 

2 

[ I: :D. (S) ( t) + [:D. (S) ( t)] *] dt } 
j=O J j J j 

1 

[E :D G (t) + [:D G (t) J *]G* (t)dt 
j =O j j j j k 

t 2 ::: 2J f ( t) (S)* ( t) dt 
a k 

t 1 

1.78 

l. 79 

l. 80 

l. 81 

Sabiendo que por condi ción de ortogonalidad en un intervalo 

dado, las funciones ortogonales complejas cumplen con la ecuación 

t 

r t 1 

+ • 

* 

G ( t) G (t) dt i j 

. o si i:t:j 
= 

l. 82 

:t:O si i=j 

27 



donde al tomar a la función y a su conjugado se garantiza que 
nuestra integral siga siendo real, además de ser ortogonal, con lo 
que la expresión 1.80 se reduce a 

[ 1: .D �. {t) + [.D (!? (t)] ·J�·· (t)dt= 2 .D
k J=O j J j j k 

• 

� (t} � ( t )  dt k k 

l. 83 

Sustituyendo I.78 y 1.83 en la expresión 1.77 e igualando a CE� ro, tenemos 

aE?-
a» 

= 

k 
2 

-t::t· 2 1 

por lo que, despejando, 

.n k 

2 
+ t -t 2 1 

t 

f\. 
t 1 

J f ( t ) (!;: ( t ) dt 
t 

=-------

l. 84 

l. 85 

f:Iue es la expresión para obtener �rror cuadráti co medio m:ínimo. 

los coeficientes .D , produciendo un k 

1 
�.41.1 Serie finita de Fourier en su forma compleja 

Un conjunto de func iones complejas que cumplen con la cfondición de ortogonalidad son las funciones exponenciales complejas definidas como 
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+ 

� (t) k 

en donde 

t +T 

I' e 

t 1 

= e 

i2rrkt 
--;¡;--

i2rrkt 
T e 

i2rrjt 
-:-y-

dt ::: 

i2rrkt 
* T 

� (t) = e k 

1 : 
si k�j 

si k=j 

J. 86 

1. 87 

donde 
T repre senta la longi t ud del intervalo en el que la fun�ión 

toma valores, y que más adelant e  se reconocerá como el período o 

intervalo de aproximación. 

f (t) 
a 

Retomando la expresión 1.74, 

. * * 

= :D � (t)+[I)(� {t)] + :D � (t)+[:D � (t)] + . .. + 0 0  0 0  1 1  1 1  

+ :D � ( t) + [:D � ( t) ] 
n n n n 

* 

l. 88 

y sustituyendo las funciones complejas exponenciales, tenemos que: 

i2rrt(O) i2rrt{O) i2rrt i2rrt 
f ( t) :D e 

--T-
+» e 

- --T-
+íl e 

--T-
+» 

---

T
-

e + 
a o o 1 -1 

i2rrnt i2rrnt 

:D e T » T + . + + e 
n -n 

por lo tanto, la función aproximada queda de fin ida como 

f (t) 
a 

IJ o + 
N { i2rrkt 

L :D e T + »* 
k k k=l 

l. 89 

1.90 

* 

si consideramos que IJ = Ilk, y reacomodamos los subíndicei3 de la -k 
sumatoria para incluir a los conjugados, partiendo desde -N a N y 
pasando por cero, tenemos que: 

29 



N 

f (t) 
a = E 

i2nkt 
T 

1.91 
donde la función aproximada de la expresión 1.91 es lo que se conoce 
como serie de Fourier de la función original f(t). El coeficiente », se puede obtener si partimos de la expresión 1. 85, en donde debe 
considerarse la ortogonalidad de las funciones exponenciales 
complejas dada en 1.87, por lo que tendremos que: 

' 

» 
k 

Por otro lado, tenemos que: 

De 
k 

i2nkt 
T 

= 

::: 

[ i2�kt ] 
Re Dke 

' . 

i 2nkt 
T 

dt 1. 92 

1. 93 

1.94 

por lo que, al sumar 1.93 con 1.94, obtenemos que 

[ i2nkt] 
2Re Dke T 

1.95 

y, por lo tanto, la expresión 1.90 puede ser representada por 

1.96 
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.. 1 1 

La evaluación del error cuadrático medio mínimo :para la 

aproximación por funciones ortogonales complejas se efectúa 
;retomando la ecuación 1. 70, pero ahora para funciones ortogronales 
complej as: 

donde 

y 

1 

t -t 2 1 

1 
t -t 2 1 

t 2 J (fa(t)]2dt 

t 
1 

1 
t -t 

2 1 

t2 J fa ( t) (fa ( t) ] 0 dt 
t 

1 

si usarnos funciones ortogonales comple j as. 

1.. 97 

1.. 98 

l. 99 

Por lo que si consideramos la serie de Fourier como la 
función aproximada 

f (t) a 

N 

L » e k k=-N 

i2rrkt 
T 

y sustituimos en 1.99, obtendremos que: 

F
2 1 

a T 

Desarrollamos la sumatoria para k =  -1,0,1: 

t 

r t 
1 

[ _í2�t 
» e + 

-1 

i2�tl + » e 
1 
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[ i2�t 
» e + 

1 

l. 100 

1.101 

_
i2Tl�l n e T dt + 

-1 

1.102 



desarrollando el producto, 

t 
1 r �� = 

T a 

t 
1 

i2nt i2rct -
-T [ -� 

D D e T + D D T ,e e -1. 1 

+ D D e -1 - 1 

i2nt 
----r-

e 

i2nt 
----r 

1 1 

+ D D e 1 - 1 

i2nt 
-r e + ... 

i2nt 
---;¡-

e T dt: 
_gntJ 

l .. 103 

po:r· la condición de ortogonalidad dada en 1. 87, sólo tendrán valor las integrales cuando i = -j o j = -i, por l'o tanto, ' 

2» D It 2 i2nt i2nt 1� 1 -1 --;¡-- "--y--
a

== 

T e e 

tl 

�e:neralizando, 

2 N 
� = 

T ¿ DD a k -k k=O 

or lo que 

N 
� = 2 r; DD 

a k k::::O 

s,iendo, 

i<t> 
D l»kl e 

k = 

k 

t �nt�mos 

dt + . . . = 2D D 
1 -1 

¡\i2;k� i2nkt 
T e dt 

t 
1 

N 
= »

2 
+ 2}: DD -k o k -k k=l 

-i </> .D l»kle = 

-k 

N � = D� + 2 L 1 Dk 12 
k=l 

1 

l 
32 
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1.105 

l • .  :lt06 

k 
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• 1 

donde 

D 
o 

t 
2 

� J f(t) 

t 
1 

i2rrOt 

e

-· ·---T-
dt 

t 
2 

" � J f (t) 

t 
1 

dt 1.109 

Es necesario remarcar que la serie compleja de Fourier, 

como medio de aproximación sobre los métodos descritos 

anteriormente, presenta la venta j a de ser muy general porque permite 

aproximar cualquier función en cua l quier intervalo, ya que no está 

limitada a un intervalo dado, como es el caso de los polinomios de 

Legendre que son funciones ortogonale s rea les . 

Ejemplo 1.5 

Dada � ( t) = t en t1:: ( -rr, rr) , obtener su función aproximada 

mediante la serie de Fourier. 

De la ecuación 1.91 y 1.92, te nemo s que: 

sustituyendo la 

por lo que 

D 
k 

N 

f (t)=2: De 
a k 

k=-N 

.i2rrkt 
T 

t 
2 

� L f ( t) e 

i2rrkt 
T 

1 

función dada, 

r 
i2rrkt 

D 
1 

t 
2rr 

dt 
2rr 

e 
k 

-rr 

1 

r t 
-i](t 

D 2rr 
e dt 

k 

-rr 
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po.r otro lado 1 

y em forma de Euler 1 
1 

1 
por lo tanto, 

t 

1 

�or lo que 

N 
f (t) a == r 

k=-N 

A. == (-l)k Tr 
V'k 2 

ikt 

.k=-� 1 k =  1,3,51 ... Tr 

f/Jk = 2 1 k = o 1 21 41 • • •  

d ndE� cpk es el ángulo que representa a la fase. D se evalúa en forma independiente, usando la expresión 

o 
l. 1091: 

pdr ltD tanto, 

Tr 

}JI :: � .. 1 f t dt = 0 o 4Tr 

- Tr 

Calculando el error mediante las expresiones l. 97, l. 98 y . 
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1 
. 1 

+ 

por lo que 

N 

1 

J
t2 

2n 
t 1 

t2 dt 

»� + 2 E 1 :Dk 1 2 
k=l 

N 
o + 2 E 1 � 1 2 

= k=l 
= 

N 
2 E¿_ 2 k=l k 

N 
2 E¿_ 2 k=l k 

Si N = 2 

F2 2(1+1/4) = 2.5 a 

E2 = 1 rr2 - 2.5 = o 79 3 . 

2 E (%) = 24% 

Si N = 4 

F2 
= 2(1 + 1/4 + 1/9 + 1/16) a 

E.,,2 = 1 rr2 2 3 - .84 = 0.443 

Si N = 6 

2.84 

F2 2(1 + 1/4 + 1/9 + 1/16 + 1/25 + 1/36) 2.982 a 

E2 0.307 E2(%) = 9.33% 

Como puede observarse, si aumentamos el número de coeficientes :D , k 
desde -oo a +oo, 

el error tiende a disminuir, por lo que si k va 
entonces podemos decir que la serie de Fourier representa a la función original y no es sólo una aproximación, por lo que f(t) queda representada totalmente mediante la serie de Fourier, 
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<::utando k va desde -co a +co. 

(O 

f(t) = ¿ Dke 
k=-ooo 

i2rrkt 
T 

1.4�.2 Serie finita de Fourier en sus formas trigonométricas 

a) F�rimera fo1rma trigonométrica d11! la serie de lFourier 

1.110 

:La serie .de Fourier puede representarse de varias formas. · Rtet;omando la expresión 1. 90, tenemos 

donde 

f {t) 
a 

N --
{ i2rrkt 

= D + ¿ De T + o k k=l 

Sustituyendo 1.111 en 1.110, 

D e -k 

• { i� i2rrkt -irp e
_i2�kt} f' (t) .D 

+ k�l l»k 1 
e k T 

j.Dkje k 
= 

e + a o 

f (t) == J[) 
N { Í ( if>k + 

+ r l»k 1 e 

_ 2rrkt
) T -i (rp + 

,,. o 
k=l 

+ l»kje k 

2rrkt ) _ i ( rp 
+ T k + e 

f0(t) � D0 + J,{/Dk/ [/(�k+ 

d�scoompo�iendo la exponencial, obtenemos que, 
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i ( cp  + -�) T e k 
= cos(cp 

k + 2rrkt) 
T 

2rrkt
) + isen ( cpk + 

T 

-i(cp 
o k 

·� 

+ 2rrkt
) T 

= cos(cp 2rrkt) isen ( cpk 
+ -

+ k T 

y sustituyendo 1.116 y 1.117 en 1.115, obtenernos : 

f (t) = 
a 

Alhora, si decirnos que 

entonces 

r; = .D o o y 

N 
f ( t) = r; + L r; cos ( 

2rrkt + cp ) 
a O le T k k=1 

2rrkt
) 

T 

1, 116 

1.117 

1.118 

1.119 

expresión que representa la primera forma trigonométrica de la serie d•� Four i er . 

b) Segunda forma trigonométrica de la serie de Fourier 
Para definir una nueva forma de la serie de Fcn . .llrier, consideramos la parte real e imaginaria del .D de la sig·uiente k manera: 

.D 1 
tll i 1 

11 1.120 
= 2 -

2 k k k 

donde 

t 
i2rrkt 2 

.D 1 J f (t) T 
dt 1.121 

= f e k 
t 

y 
1 

i2rrkt 
T 2rrkt 

isen 2rrkt 
1. 1,22 

e = e os ¡_;--- -
¡_;---
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pc>r lo que 

[ 2rrkt cos -;¡-- isen 2;kt] dt 

separando las integrales, 

t 
2 

Dk = � I f(t) 
t 

1 
[sen 2;kt] dt 

comparando 1. 120 con 1 . 1.24 , tenemos que : 

-i 

t 
2 

� "'• = � J E(t) [cos 2�kt] dt 
t 

1 

t 
2 1 73 -i 1 f f(t) 2 :::: 

T k 

t 

[sen 2;kt] dt 

Pfr lo tanto, 

1 

y 

t 2 
"'• = �� J f(t) [cos 2�kt] dt 

t 
1 

:z. 1.23 

.l .. l24 

1.125 

l . .:l26 

l. 1.27 

1. 1 :as 

Si sustitui�s 1.120 y 1.122 en la serie de �urier 
de 'inida por la expresión 1.111 como 
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N 
{ !_2rrkt i2rrkt } f (t) = » + L »ke 

T 
+ » 

T 
e 

a o -k 
k=l 

tenemos que: 

t' (t) = » N { 1 
A i 

1 2rrkt 2rrkt) + ¿ <2 - 2 :Bk) (cos --;¡--- +  isen + a o k T k=l 

+ (! A i 1 
:B

k
) {cos 2rrkt 

isen 
2�kt) } + .2 ---;¡-- -

2 k 

f (t) » 
N {1 

A cos 
2rrkt i 2rrkt 1 2rrkt 

= + ¿ - -T
- + - A sen --;¡---- - i 2 :8 cos -T- + 

�· o 
k=l 2 

k 2 k k 

1 2rrkt 1 2rrkt i 2rrkt . 1 en 2rrkt + 2 :B
k

sen 'f'- + 2 A
kcos -T- - 2 A

k
sen -T- + � 2 .okcos -T- + 

1.129 

1.130 

1.131 

al realizar la suma de las expresiones entre paréntesis de la 

ecuación l. 131, y definiendo a .il. = D , obtenemos 
o o 

f (t) 
a 

k=l 
+ 11 sen 

2rrkt 
k -T- 1.132 

expresión que representa la segunda .forma trigonométrica de la serie 
de Fourier. 

En resumen, las expresiones que nos permiten pasar de la 

serie compleja a la primera forma trigonométrica son: 

� = » o o 

� 21»kl = 

k 
icp 

» l »
k 

¡e k 
k 

1 Las expresiones � la segunda forma trigonométrica son: 

que nos permiten pasar 
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t4 == .D o o 

t2 
"• = 2 Re"l ClV = ; J f(t) 

[cos 

2�kt] dt 
tl 

- 2 Imag (.D ) k [sen 

2;kt] dt 

.L 1.14 

Para encontrar las expresiones que nos permiten pasar de la 
Primera a la segunda forma de la serie trigonométrica, tenemos que, 

identidades trigonométricas, 

pbr lo tanto, 
cos (o+P) = coso cosp - seno senp 

rl <t> = t' 
+ k�l 

t'k { cos •• o 1 
1 

;f (t) = t' + E [�.{ cos a o 
k=l 

(���) T 

(�:t) 
T 

cos (/Jk - sen (�) T sen (/Jk} 

cos 
(/Jk} 

- t'k {sen (2nkt) 
--;¡;-- sen �.}] 

1.135 

1 .. ,:l36 

1. ]�37 

co�parándola con la segunda forma trigonométrica expresada en 1,132, 
tepemos que las expre sione s buscadas son: 

1. :l .. JB 

1 
+ � 

t4 = t' o o 

t4 = t' cos (/J k k k 

40 
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Por otro lado, de 1.139 tenemos que: 

tll 
e os "'k 

k 
= tf"" 

k 

-11 
sen q,k 

k 
= "tf"" 

k 

-· iJ k tan t/Jk T k 

1.140 

por lo que las expresiones para pasar de la segunda forma a la 

primera forma trigonométrica son: 

1.4 • .3 Inte•·p•·etación de la sede de Foutrier 

1.141 

La forma en que la serie de Fourier reconstruye a una 
función es a través de la suma de funciones cosenoidales. E�3tas 
�unciones tienen diferentes amplitudes y períodos, las cuales al 

• 

�umarse con diferentes ángulos de fase van recon?truyendo a la 
función original. Cada una de estas señales tiene una amplitud 
�efi.nida por el coeficiente de la serie �k y por el ángulo de fase 

�k que indica el desplazamiento que la señal tiene con respecto al 
�rigen. 

En el e j emplo l. 5, se obtuvo que para 

-t9(t) - t t e: (-rr,rr) D = o � = o 
o o 

T 2rr D i ( -1) k � 2 
t/Jk :!'!(-l)k --k-

}{ = k k 2 

41 



por lo que la serie de Fourier, para el ejemplo mencionado , en su 
primera forma trigonométrica quedará representada por 

N 
( 2�kt + </>k) f {t) = r; + ¿ r; cos 

a o k 
k=l 

Sustituyendo , 

N 
2 (kt + {-l)k) f (t) =I: Tl 
k cos 2 a k=l 

En la tabla 1.1 se encuentran los valores de los primeros 

24 coeficientes de la serie. 

En la figura l. 5 · se muestran las primeras seis señales 

cosenoidales que se generan, según se muestra para t e (-n,n). 

k Dk Ck PHI{k) 
1 -1 2 -1.5707963 

2 0.5 1 1.5707963 

3 -0.3333333 0.6666667 -1.5707963 

4 0.25 0.5 1.5707963 

5 -0.2 0.4 -1.5707963 

6 0.1666667 0.3333333 1.5707963 

7 -0.1428571 0.2857143 -1.5707963 

8 0.125 0.25 1.5707963 

9 -0.1111111 0.2222222 -1.5707963 

10 0.1 0.2 1.5707963 

11 -0.0909091 0.1818182 -1.5707963 

12 0.0833333 0.1666667 1.5707963 

13 -0.0769231 0.1538462 -1.5707963 

14 0.0714286 0.1428571 1.5707963 

15 -0.0666667 0.1333333 -1.5707963 

16 0.0625 0.125 1.5707963 

17 -0.0588235 0.1176471 -1.5707963 

18 0.0555556 0.1111111 1.5707963 

19 -0.0526316 0.1052632 -1.5707963 

20 0.05 0.1 1.5707963 

21 -0.047619 0.0952381 -1.5707963 

22 0.0454545 0.0909091 1.5707963 

23 -0.0434783 0.0869565 -1.5707963 

24 0.0416667 0.0833333 1.5707963 

Tabla 1.1 

42 



Para K = 1 
e 2 1 

SE:�ñal graf.icada 
= ( 2 ) cos ( t  - !!) 

2 

Para K = 2 
e = 1 2 

Tl 

rp2 == -2 

Señ;;ü graticada 
:::: (1) co.s (.2t + !!) 

2 

P.$-ra K = 3 
C3 = o. 6666 

Sefial graficada 
= (0.6666)cos(3t - !) 2 

a) 

4 

3 

b) 

e) 
Figura 1.5 
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lPatra K = 4 
e4 = 0.5 

�4 
Tl 

= -r 

Señal gra:Eicada 

Para 

Tl 
= (0.5)cos(4t + 2) 

K = ,. .) 

es = 0.4 

�5 
-n 

= -r 

S:e:ñal graí: icada 

Para 

= (0.4)cos(St - rr) 2 

K = 6 
e == 0.3333 6 

�6 
n 

= ·-2-

Sefial graf icada 
= (0.3333)cos(6t + �) 

Figura 1.5 (continuación) 
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Los valores de estas funciones se encuentran en la. tabla 

1.2. 

Sumando las señales de la figura 1.5, se obtiene la 

construcción de la señal aproximada (figura 1. 6) Como podemos 

observar, al incrementarse el número de coeficientes sumados que 

representan funciones cosenoidales, se aumenta nuestra aproximación 

a la señal original. 

-14 
1 

1 

1 
1 

f(t) 

3 -

-3 

-4 

N = 2 

a) 

f(l) 

-4 

N = 6 
e) 

--
• t 

-4 

Figura 1.6 
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4 

N = 4 

b) 

f (1) 
4 -

-4 

d) 



En las últimas tres columnas del lado derecho de la tabla 

l. :2, se muestran los valores calculados para la suma de los primeros 

dos coe f icientes de la serie de Fourier (figura 1. 6a), para lat suma 

de los primeros cuatro coeficientes de la serie de Fourier ( figura 

1.6b), y los va lores para la suma de los primeros seis coeficientes 

de la serie de Fourier (figura 1.6c). 

En la figura 1. 6d se muestra la función aproximada para 

N - 6 representada por 

y la función origina l �(t) = t ; t e (-rr,rr). 

El error cuadrático medio mínimo y su porcentaje ya han 

sido calculados en el ejemplo 1. 4, obteniéndose que para N = 6 el 

porcentaje de error es de 9.33%. 
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l. 

EJERCICIOS PROPUESTOS 

l. Dada la función f(t) rrt 
= sen (.,.2-) en t e [-1, 1] 

a) Aproxime la función, usando el polinomio 

:f (t) 
a 

de tal forma que f(t) = 

a + a t + a t2 
o 1 2 

f {t) en t = -1, 
a 

o y l. 

b) Construya la función de error y error relativo . 

¿Es la aproximación de buena calidad? 

Evalde el error promedio. De acuerdo al error promedio, ¿qué 

podemos decir sobre la calidad de la aproximación? 

e) Aproxime la función f(t), usando el criterio del error 

cuadrático medio mínimo. Escoja el ndmero de puntos de 

coincidencia adecuada, de tal manera que el error cuadrático 

medio producido en la aproximación sea menor que el S% 

respecto al valor cuadráti co medio [F2J de la func i ón f{t). 

d) Aproxime la función, usando el método del polinomio de 

Legendre, de tal manera que el error cuadrático medio m:í.nimo 

producido en la aproximación sea menor que el 5% respecto al 

valor cuadrático medio [F2] de la función f(t) . 

2. Dada la función �(t) = e-t o :S t :S 2: 

a) Obtenga la función aproximada para tres puntos, usando el 

polinomio 

f (t) 
a 

b) Obtenga y grafique las funciones de error y error re lat ivo (%) 
para valores espaciados cada 0.1. 
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1 

1 

1 

e) Establezca si la aproximación es de buena calidad, si se toma 

como criterio de buena calidad que para ninguno de los puntos 

el valor del error relativo sea mayor del 10%. 

d) Aproxime la función, usando el método de polinomios de 

Legendre si es posible, y si no, establezca por qué. 

3. Obtenga la representación de las funciones mostradas en la serie 

de Fourier compleja y en la primera y segunda formas 

trigonométricas. 

,. 
f ( t) 

a) �l 
-7 -6 -11 -4 -3 -l -1 

t 

t E (0,8) 

Observe que el período de esta función no es igual al del 

intervalo integrable, ya que el período T = 8 y el intervalo 

integrable está entre 1 y 7. 

b) 

f( t) 

e) 
1 

_.,. 1 111" 
1 1 
1 1 
1 1 
l.- -1 
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CAPíTUL02· 
ANÁLISIS DE FRECUENCIAS DE FUNCIONEs PERióDICAS CONTINUAS 
2.1 SERIE DE FOURJER DE FUNCIONES PERIÓDICAS Una función periódica es aquella que satisface la 

condición: 

f(t) ::: f(t+T) 
donde T es un intervalo constante. 

f {t) 

,.,.___,._____._ ·--L-..!_ _ _ -L...._ . .!._+-. .1_-.L_-.I__.L__..___.&_.. ____ _, .. I,• 

co 

t 

Figura 2.1 

El valor más pequeño de T que culÍJple la condición se conoce 

como períocto de f(t). 
Para determinar si la serie de Fourier es periódica, 

00 i2nkt 
f(t) ::: r .De 

k 
T 

2.1 k=-oo 

J. e sust ituye t 1 por t+T, 

1 
i2nk (t+T) i2nkt 

i2nkt 

00 

00 

-y-
ei2nkt 00 

T 

T 
r .D e 

r .D e 
a.2 

f<t+n ::: r .D e ::: 
::: 

k 
k 

k 

k=-oo 
k:;-oo 

k=-oo 
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i2rck 
como e = cos{2rrk) + i sen{2rrk) = 1 + O, entonces f(t+T) = f{t). 

Por lo que la serie de Fourier es periódica para cualquier 

período T. 

Si por otro lado, si tenemos una función f (t) que es 

periódica con un período T y se quiere representar por la serie de 

Fourier 

f (t) = 

IX) 

¿ De 
k 

k=-IXl 

i2rrkt 
T 

entonces con que se obtenga la serie de Fourier para un solo período 

de te{t,t+T), será suficiente para que todos los valores de t queden 

representados y no sólo los de te{t,t+T), por lo que bastará obtener 

la serie de Fourier para un intervalo T para que la serie vuelva 

periódica a la función que está representando. 

2.2 TEOREMA DE LA SERIE JDE FOURIER (0 CONDICIONES DE DffiiCHLET) 

1. Cualquier función periódica f{t) con período {T) que sea 

integrable en cua lquier intervalo puede ser representada por la 

serie de Fourier. Esto es si 

t +T 
1 

J f(t) dt � valor finito 

t 
1 

implica que puede ser representada por 

f (t) = 

IX) 

¿ De 
k 

k=-IXl 

i2rckt 
T 

2. Si además [f (t)] 2 es integrable, entonces la s er i e de 

Fourier converge al valor f {t) en cualquier punto donde f(t) es 

! cont i nua . 

manera 

valor 

Si en t = t la función periódica f(t )  no es continua, de 
1 

que el valor de la función por la derecha es diferente del 

de la función por la izquierda, esto es f {t:) ;t; f (t�), 
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entonces en ese punto 

discontinuidad: 

(t ) 1 la serie converge al valor medio de la 

2.3 PROPIEDADES DE LA SERIE DE J�OURIER 

La serie de Fourier posee ciertas características o 

propiedades que nos permiten simplificar paso s al momento de obtener 

la serie para algunas funciones. Dichas propiedades se describen a 

continuación. 

2.3.1 Desplazamiento en el tiempo 

Esta propiedad nos permite ob t ene r de una forma simple y 

directa la serie de Fou r i er de una función desplazada en el tiempo a 

partir de la serie de Fourier de la función original y viceversa. 

1 ,/1 
/1 

� ¡ 
1 

1 //1 
/ : 

1 

f { t ) 

.1 

, · .  1 
1 

t 

/1 
/ 1 

/ / 1 
�----L-------��-----4-�-------J�-------L-----------.· 

1 

', � 
/ 1 

_¿____ . 
T 

Figura 2.2 
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retrasada 
(llega después 

en el tiempo) 

Función 
adelantada 
(llega antes en 
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p '  ul tenemos una función 

representada por la serie de Fourier 

ro 

f(t} " D e ¡_, k 
k=-00 

periódica 

i2rrkt 
T 

f (t) cualquiera, 

2.3 

y desplazam�s la función f (t), como se muestra en la figura 2.:2, 

f ( t) = f ( t ±t ) 
des 1 

entonces, su serie de Fourier será: 

y si 

por 

f (t±t ) 
1 

00 

[ D e 
k 

k=-00 

00 

i2rrk(t±tl) 
T 

i.2rrkt --
T
-

¿ De e 
k 

k:=-ro 

± 

:!:: 
i2rrktl 

k�-ro ( 
Dk e 

T 
. ) 

00 

[ De k 
k=-00 

i2rrktt 
T 

i2rrkt 
T 

i2rrkt 
-----.¡-

e 

e 

Comparando 2.3 con 2.6, se puede observar 
i2rrktl 

D :::: De 
k des k 

± T 

que 

representamos en ::;u forma de Euler al coeficiente 

ir/> ± 
i2rrktl 

D !Dk!e 
k 

--T-
e 

k des 

lo tanto, 

i ( f/>k ± 
2rrkt1

) 
J) ID je T 

k des k 
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como puede observarse, 

una función desplazada 

( adelanto) o reducido 

en lo único que cambia el coeficient1e D en 
k 

es en que el ángulo de fase se ve aumentado 

( reti;·a.so) en 
2rrktl 

T (En sistemas :físicos 

reales se habla de retraso en el tiempo, ya que no existe 

físicamente el adelanto) . 

2\.3.2 Simetría de funciones 
Existen algunas funciones que por su simetría pr,esentan 

propiedades muy útiles cuando .se quiere obtener de éstas la serie de 

Fourier. Como se explicará más adelante, ·esto se debe a que la serie 

d•�:� Fourier se puede descomponer en funciones de tipo simétrico. A 
continuación se describen estas funciones y sus propiedades. 

�1) Funcion� de simetría par 
Una función es de simetría par respecto a un eje t to si: 

f(to+t) = f(to-t) 2.10 

1 t , .. O 
t 

Figura 2.3 

Si el ej e de simetría es to = O, 

f(t) = f(-t) 2.11 
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'o= o 
.t 

Figura 2.4 

a.l) Suma de dos funciones de sim��tría par 

Sean f(t) y q(t) dos funciones, tales que 

y 

al calcular 

y 

f(t) = f(-t) 

q(t) = q(-t) 

h(t) - q(t ) + f(t) 

h(-t) = q(-t) + f(-t) 

y lmstituir 2. 12 y 2. 13 en 2. 15, tenemos que: 

h(-t) = q(t) + f(t) = h(t} 

po:r lo tanto, 

h(-t) = h(t) 

2.12 

2.13 

2.1:4 

2.15 

2.16 

2.17 

lo que implica que la suma de dos funciones de simetría par es una 

f'u:nción de simetría par. 

111.2,) Producto de dos funciones de simetría par 

y 

Sean f(t) y q.(t) dos funciones, tales que 

f(t) = f(-t) 

q(t) -- q( - t) 
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calculando 

h(t) :::: q.(t) 
• f(t) 

h{-t) ::: q.(-t) . f(-t) 
.';L 20 

y sustituyendo las ecuaciones 2.18 y 2.19 en 2.21, tenemos que, 

2. 21 

por lo tanto, 

h(-�) - q(t) . f(t) - h(t) 
2.22 

h(-t) ::: h(t) 
2.23 lo cual impli ca que el producto de dos funciones de simetría par es 

ur.ta función efe simetría: par. 

b) ll"unclones de simetría impar 

cuando 

Una función es de simetría impar respecto al eje (t - to) 

f(to + t) ::: (-f(to-t)) 
.2. 24 

f ( t) 

t 

Figura 2.5 

Si to = O 1 

t'(t) == (-f(-t)) 
2 .. .:25 
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t 

Figura 2.6 

l�.:n) Suma de dos funciones de simetría impar 

Sean f(t) y q(t) dos funciones , tales que 

y 

al calcular 

y 

f(t) = -f(-t) 

q(t) -- -q(-t) 

h(t) = q(t) + f(t) 

h(-t) = q(-t) + f( - t) 

y al sustituir las ecua ciones 2.26 y 2.27 en 2.29, tenemos que: 

h(-t) = (-q(t)) + (-f(t)) = - (q(t) + f(t)) = -h(t) 

por lo tanto, 

h ( t ) = -h ( -t ) 

2.26 

2.27 

2.28 

2.29 

2.30 

2.31 

lCI que implica que la suma de dos funciones de simetría i mpar es una 

t·o:nción d1e simetría impar. 

b.:!�) Producto de dos funciones d�: simetría impar 

y 

Sean f(t) y q(t) dos funciones, tales que 

f(t) = -f(-t) 

q ( t) = -q (- t) 
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definiendo a 

y h{t) = <¡(t) •f(t) 

h(-t) = <¡(-t) ·f(-t) 
2 . 34 

Y sustituyendo las ecuaciones 2.32 y 2.33 en 2.35, obtenemos 

.2. 35 

h(-t) = (··<¡(t)). (-f(t)) == <¡(t) •f(t) == h(t) por lo tant<>, .:a. 36 

h(t) = h(-t) 
2. 37 lo cual impli ca que e;l producto de dos !'unciones de simetría impar 

e.sr una funci ón de simetría par. 

e) Producto •� inte1gracif)n de funciones simétricas 
<O.l) l>roducto de una runción de simetría par con una función de simetría impar 

Sean f (t) y <¡(t) dos funciones, tales que 

y 

considerando a 

y 

f(t) = f(-t) 

<¡(t) = -<¡(-t) 

h ( t } == <¡(t) ·f(t) 

h(-t} == <¡(-t) ·f(-t) 

r sustituyendo las ecuaciones 2.38 y 2.39 en 2.41, tenemos que, 
h(-·t) = ( -<¡(t ) ) . (f(t)) = -<¡(t) ·f(t) = - h (t) 

�or lo tanto, 

h ( t) = -h (- t) 

2. 38 

2.39 

02.40 

a. 4�z 

2.42 

lf> cual implica que el producto de una t'unci6n de si metr ía par por 
u¡,a t'unci6n de simetría ilopar es una t'unci6n de sime t r í a impar. 

. 2 .. 43 
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c •. 2) Integración de funciones simét1ricas 

Deseamos encontrar la integral de f (x) cuando f (x) es una 

función de simetría par o una de simetría impar, es decir, 

+CO 

J f(xl 

-co 

{ si f(x) es de' simetría par 
dx -

si f(x) es de simetría impar 

Separando los límites de integración, tenernos que: 

+CO 

J f(:rc) dx 

-co 

0 +CO 

e J f(X) dx + I f ( x )  dx 

-oo o 

2. ��4 

si igua lamos x = -y en la primera integral del segundo miembro de 

la igualda,d 2. 44, entonces tenernos que dx = :-dY, y cuando x --� -<1), 

y � +co, por lo tanto, 

o J f(x) 

-oo 

o 

dx = - L f( -y) dy 

+00 

= J f(-y) dy 

o 

al cambiar otra vez la variable y por x 

o J f(xl dx 

-oo 

+CO 

= J f(-x) dx 

o 

y sustituir 2.46 en 2.44, tenernos que: 

+CO J f (x) dx 

-oo 

+00 +CO 

= J f(-xl dx + J f(xl dx 

o o 

Si f(x) es una función de s imetría par, entonces 

f (x) = f ( -x) 
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]por lo tanto, 

+ca 

J f(x) dx 
-ca 

+ca 

= 2¡ f(x) dx 
o 

;:�. 48 

lo que implica que se evalúa el área bajo la curva de cero a ., y se 

multiplica por dos. 
Si f(x) una función de simetría impar, entonces 

por lo tanto, 

+ca 

J f(x) dJr = 

-ca 

= 

f (x) = -f ( -x) 

+ca 
+ca J f ( -x) dx + J f(x) 

o 
o 

+ca 

dx 

+ca - J f (x) dx + J f(x) dx 
o 

o 

2 • . g,9 

= o 2. 50 

Y" que se integra un área positiva con una negativa, lo que da como 
resultado final cero. 

d) Sc�1rie de Foul"ier de funciones simétl'icas 
Si retomamos la serie de Fourier de la forma: 

lXI 

2nkt 2nkt 
t' { t) = A + r (Akcos - + �sen r- 2.51 

o 
T k k=l 

d¡onde: 

t 
2 

A 2 J f(t) (cos 2nkt) dt 2. 52 
= T k 

T t 
1 y 

t 
2 

!Bk 
2 J f (t) (sen 2nkt) 

dt 
2. 53 

1 == ir r-
·1 t 

1 
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Y sabiendo que cos 2;kt_ es una función de simetría par y sen 
2;Jrt 

una de simetría impar, tenemos que si f (t) es una función de 

simetría par, entonces 

t 
2 

A. = 2(�} J f(t) 
1� T 

o 

t 
2 

(cos 2rrkt) dt 4 J f(t) T = T 
o 

(cos 2nkt) d't T 2.54 

y por las propiedades de las funciones simétricas expresadas en 2. ·�2 
y .2. SO, obtenemos 

B = O 
k 

2.55 

por lo tanto, la segunda forma trigonométrica de la serie de Fourier 

para funciones de simetría par queda definida como 

f(t) -· A o + 
2nkt 

¿ Akcos -T-
k=l 

lo que implica que para funciones de simetría par: 

D = � lil 
k 2 k 

A 
k 

2.56 

2.57 

Por consiguiente, la pr imera forma trigonométrica para una 

función de simetría par es 

f(t) 
IXJ 

'G' + L 'G' cos 
{ 2rrkt

) o k T 
k:l 

2.58 

Por otro lado, si f (t) es una función de simetría impar, 

entonces por las propiedades de las funciones simétricas expresadas 

en 2. 42 y 2. 50,' 
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t4 -· t4 = o :a. 59 
k o 

y 
t t 

z 2 

� = 2{�) J f(t) (sen 2rrJrt) dt 4 J f (ti (sen 2rrkt.) dt 2.60 k T �r = T T 
o o 

por lo que 

00 2nkt f(t) =E 11 sen 2.61 
k 

-T-
k=l 

que representa la SeHunda forma trigonométrica de la serie de 

l?ourier para funciones de simetría impar. 
Dado lo cual: 

Por lo tanto , la 

función de simetría impar es 

f(t) = 

2.3.3 Superposición 

1) = -i!:s 
k 2 k 

b = � k . k 

-73 
-1 k rr tan { -cr> = -2 

primera forma trigonométrica 

(· 

00 

(2rrkt E b'kcos - �) T 2 k=l 

2.62 

para una 

2.63 

Algunas funciones periódicas pueden ser expresadas como la 
suma de varias funciones periódicas más simples. 

Es posible entonces encontrar la serie de Fourier para esta 

suma por la adición de las series de Fourier de varias funciones. 
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F.Jiempllo 2.1 

Sea una función a la que llamaremos f (t) definida por 
a 

r----1 
1 1 

1 1 

-3T, -ZT, 

r---"1 
1 1 

1 

-T, 

1 ¡____ 1 1 

f (t) 
a 

- { Ao te(O,Tt) 

te (Tt ,T) 

...L_ 

2T1 

1 

1 
L-., 

1------+ 2T1 

,........._.... 

3T1 
4T1 

Figura 2.7 

5T1 

r----"1 
1 

1 

6T1 7T1 

¡--" 
1 1 
1 � 1 

t 

de la cual deseamos obtener la serie de Fourier: 

f (t) = 

D k 

+lXI 

k=-llO 
D e k 

i2nkt 
T 

t 2 

� J f(t) e 

tl 
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1 ' 

por lo que: 

JTt = -!_ A T 
o 

i2rrkt 

e 
-----;¡----

dt + 

-A [
e 
_i2;]!-t Jo T t 

» 
ak = i2rrJ{ 

T i2rrkt 
� J (Ole---r- dt 

Tt 

.i2rrkTt 
»a k = i 2:Jc [ 1 - e T ) 

y, por lo tanto, 

+00 i 2rrkTt i 2rrkt 
T ) e T 

A 
= r j[2rrk k=-oo 

Observando la figura 2.7, se puede determinar que 

por lo cual [ _i2rrkt 1 T i2rrkt �2 T r [e- ]� »l)k 
-A 7' 2A T 

= 
i 2rrk e - i2rrk 

».bk A [ -1 
[e -irrk� - 1] 2 Firrkj - 1]] = 12rrJ!í 

- i2rrk [ -irrk� -irrk4 - 31 .Dbk 
-A 

+ 2e 3 = 

i 2rrk 
e 

y, por lo tanto, 

f (t) 
b 

+oo 
-A 

[e -i rrk� 
= E ]�2rrk + 2e k=-oo 
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2.;J.-'I Derivac:ión de funciones periódica� continuas · 

El teorema de la serie de Fourier establece 

cualquier valor de la variable t en una función continua, 
que para 

la serie 
de :l?'ourier converge al valor de su correspondiente función periódica 

( (t) . 

Si f (t) es con·tinua implica que es diferenciable, po1::· lo 

que 

df(t} d 
dt = dt 

pqr lo tant:o, 

donde 

i2nkt 
+00 T 
¿ »e 

k 
k=-00 

= :�-oo »k ( i�nk) 

df(t) 
dt 

+00 

k=-00 

+00 d 
= ¿ »k dt 

k=-oo 

i2nkt 
e 

T 

i2nkt 
T 

i2rrkt 

e 
T 

2.66 

.2. 67 

Lo que implica. que si conocemos los coeficientes de: la 
sE�:t'ie de Fourier de una función, podemos determinar los coef icie:ntes 

de la serie de Fourier de la derivada de esa función y, por lo 
téll1lto, la derivada de la. función. 

Generalizando, 

pmr lo que 

• 

+00 dn 
= L » - e k dtn 

k=-00 

dnf(t) 

dtn 

i2nkt 
T 

+00 n 

= ¿ Dke 
k=-00 

66 

i2nkt 
T 

i2nkt 
T 

2.68 
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• 

donde 

n 

D 
k 

2.3.5 DeriYación de funciones periódicas discontinuas 

2.70 

Si f(t) no es continua, el teorema de la serie de Fourier 

E�stablece que en los puntos de discontinuidad de f (t) la serie 

converge a 

que corresponde al valor medio de la discontinuidad. 

Para poder obtener la derivada de estas funciones 

discontinuas es necesario conocer y establecer las propiedades de 

otro tipo de funciones, las cuales se describen a continuación. 

' t�l) Función impulso 

Un impulso en el tiempo simula causas que tienen 

comparativamente poca duración, pero que son suficientemente fuertes 

1 pa.ra dar lugar a un efecto observable. 

Matemáticamente, la función impulso se puede definir 

partiendo de un pulso rectangular de base t=a y altura h=l/a que 

tiE:!ne un área unitaria; dicho pulso puede ser considerado como una 

función impulso cuando él � O . 

�(t) = { � t = o 

t "' o 

+C:O J � (t) dt = 1 

-c:o 
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f ( t) 

o 

----------+-------�--� 

o t 

b:� ll,ropiedades de la función impullso 

b.l]i Primera ¡,ropiedad 

1 

o 

o-+o 

Figura 2.8 

Se define de la siguiente manera: 

+m J 6 (t-T) dt = 1 

-m 

6 (t-:r) = { : t = T 

t "* T 

t 

y :t�epresenta a una función impulso desplazada. 

.l 
ri a 

f{ t) 1 1 

1 
1 
1 

1 
1 

1 
r-

1 1 
1 1 
1 

1 1 
1 1 
1 

1 
� 

T (a+ T} t o-+o 

Figura 2.9 
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b.2) Segunda pr·opiedad 

La. siguiente propiedad de la función impulso es 

+m 

J ¡¡ ( t ) f ( t: ) dt: = f ( o ) 

-m 

b.3) Tercera propiedad 

Una propiedad más de la función impulso es 

f(t)Ci (t) = f(O)cS {t) 

por lo témto 1 

+m +m 

J ( ¡¡ ( t ) f ( t: ) )  41 ( t ) dt = J ll( t ) ( f ( t ) of> ( t )) dt = f( o ) of> ( o 1 

-oG -m 

2.75 

2.76 

2.77 

Nota: La segunda 1 tE�rcera y 1 más adelante 1 la quinta 

pz:opiedad de la función impulso pueden ser fácilmente entendidas si 

cc•nsideramos que la función impulso vale cero en cualquier punto 1 

ex,cepto en el punto en el que está definido y 1 por lo tant:o 1 al 

multiplicarla. por cualquier otra función sólo existirá el producto 

e:n el punto donde está el impulso. 

b .. 4)1 Cuarta propiedad 

Otra propiedad de la función impulso es 

+m +m 

J ll' (t:)cf>(t)dt = -J of>' (t:)ll (t:)dt = -cf>' (O) 

- m  -m 

Demostración: 

�onde 

t 

Integrando por partes, tenemos que: 

+m +m 

J ¡¡ ' ( t: ) of> ( t ) dt = !ji ( t ) ¡¡ ( t ) 

-m -m 

U =  f/J(t) V 

du = r/J' (t)dt dv 
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+m 

- J !ji ' ( t ) ¡¡ ( t 1 dt 

-m 

= o (t} 
= o, ( t) dt 
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evaluando los límites de integración, tenemos que: 

+lXI +ro 

J 8 • ( t ) � ( t ) dt � o _ J � . ( t ) 8 ( t ) dt 
-oo -ro 

y por la propiedad expresada en 2.75, 

+lXI +lXI J � · 1 t > � 1 t: > dt � - J .p • 1 t > a 1 t > dt � - � • 1 o > 
-oo -ro 

b.S:� Quinta propiedad 
De manera análoga a la segunda propiedad , tenemos que: 

+ro La <t-Tlfltldt � f(T) 

b.6)� Sexta propiedad 

2 .. 80 

Un tren de impulsos unitarios es la repetición periódi c a  de 

un impulso y se define como 

o (t) =Eo(t-1:-kT) 
k 

2. Bl 
k=-IXI 

8k( t) 

J 1 I 1 --. ... 

r---y-¡ 1 
T 

t 

Figura 2.10 

donde 1: es el desplazamiento a la derecha , respecto al origen, del 

primer impulso del tren de impulsos. 

Si 1: = O, entonces: 
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1 1 1 

Q) 
c5k (t) = L c5 (t-kT) 

k=-ClO 

l 8k{ t) 

T 

Figura 2.11 

•�) Serie de Fourier de un tren de impulsos unitarios 

.... t 

2. 82 

La función impulso, si se repite periódicamente, se puede 

representar mediante una serie de Fourier, pero no será convergente , 

pues no cump le con la segunda condición de Dirichlet. 

Como el tren de impulsos es periódico se cons idera a la 
función como tal, por lo que para obtener su serie de Fourier sólo 

será necesario calcular los coeficientes ·» para un solo intervalo 
k 

¡:r¡ = 1-���1: 
T/2 

D• = � J f(t) e 
-T/2 

i2rrkt 
T dt 

, de• este modo, los coeficientes de la serie de Four ier de un tren de 

impulsos desplazado del origen será 

». = � r• Ht-,;) e _i2;kt dt 

-T/2 

Y por la quinta propiedad de la función impulso , 

i2rrk-r: 
1 T Dk = T e 

2. 83 

2. 84 

Por lo tanto, la serie de Fourier para un tren de impulsos 

((5 k) con un desplazamiento -r: queda definida como 
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<Sk (t) = 

1 
T k=-IXI 

i2rrk't: 

e T e 

i2rrkt 
T 

= 

1 
T e 

k=-IXI 

i2rrk<t-'t:> 
T 

Para obtener la serie en su forma trigonométrica 

f(t) 

donde 

se tiene que 

y que 

y, por consiguiente,· 

y 

por lo que si 

entonces 

lXI 

t.;" + E t.;" e os ( 
2rrkt + c/J ) 

o k=t k T k 

T/2 

b » 
1 J f (�)d� = = T o o 

-T/2 

T/2 

» 
1 J 8(t-1:)dt ;:;: T = 

o 
-T/2 

i2nk't: 

» 
1 T 
T e k 

P\1 
1 

= T 

c/Jk 
2Tlk't: 

= --
T
-

lXI 

+ � �· cos 
(2rrkt 

L. T T k=l 

1 
--;¡-

2rrk't:) 
T 

2. 85 

2. B6 

2.B7 

2 .. 88 

2. B9 

2.90 

que representa a la serie de Fourier para un tren de impulsos 

uTilitarios. 

Evaluando t = 't: para determinar su convergencia, se tiene 

que: 
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1 

1 Q) 
2 (2nkr: 21lk1:) 

c5k (1�) = f + r f cos --;¡;-- -y k:::t �L 91 
1 Q) 

2 c5k('t) = 
T + r f e os (O) k==l P•or lo tante>, 2:.92 

c5k('T:) 1 2 ( 1+1+1+ .... ) = f + T 2.93 
lo Cual impli ca que la serie de Fourier de un tren de impulsos es 
divergente. 

Para comprobar que el área de un impulso es unitaria, se 
utiliza la serie de Fourier: 

·r 1'<?. T 1'2 J a. Ctldt Lr 1 2 Q) 
(2nkt - 21l�'T:) J dt 

= 
f + ·- r e os :r r-··T,f2 

1 -
T 

= 

p: + ��) 2 .� 

( 1 
T 

+ 

= 1 + 

= 1 + 

k==t = 

T/2 
T/2 t] ( 2 T Q) 

1 (2nkt 21lk1:) J + f 2ñ r k sen --;¡_;--- -r k=l - T/2 
-T/2 

2 T Q) 
1 [sen (� �) ( _2rrkT T 2n r k - sen -2T T 2T k=l 

1 Q) 1 [ 21lk't) 7l r k sen (re k - -r 
k=l - sen (-nk - 2n�1:) ) 

._1 � 1 [ (21lk'T:) k (21lk'T:) 
L k- sen rrk cos --r¡- - cos rr sen --rrr k= 1 

.21fk1: + sen nk cos <·-r> 

�:·rr 
T 

1:.) 
.. , k- ) 

L 
= 1 + � E j� [o) k=l 

lo tanto, 

27lk1: J + cos nk sen<--r-> 

1 
t 

T/2 

I �. (t)dt � 1 
-u a 
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d) FKmción �calón unitario 

La función escalón unitario está relacionada con la función 

impulso, por lo que será conveniente conocerla y observar sus 

propiedades (figura 2.12). 

fL ( t} 

ll(t) = { � 
t 

FJ.gura 2.12 

e) F1ropiedad� de la función escalón unitario 

e.l) Primera p1ropiedad 

Se define de la siguiente manera: 

+ro +ro J 11 ( t ) f ( t ) dt = J f ( t ) dt 
-ro o 

t > o 

t < o 
.2. 95 

2. 96 

ya que la función f(t) queda multiplicada por cero de {-ro,O) y por 1 

de (O, ro} • 

e.Z) Segunda propiedad 

La siguiente propiedad es la que relaciona a la función 

impulso con la función escalón unitario: 

o {t) a 

= 8t ll ( t) 2. 97 
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J�>emostracióJrl: 

Sea f'{t) = cjb , donde e puede representar a una variable 
a o a una constante que existe sólo en el intervalo (a,b) y que pasa 

por el origem. 

f(t) 

r-
1 
1 

·! 
a 

t 

Figura 2.13 

Si partimos de: la integral 

lXI J ll' (t) f(t)dt 
-lXI 

e integramos por parte s , tenemos que: 

dc::>nde 

J ll • ( t ) f ( t ) d't = ll ( t i f ( t ) dt 

+�o 

1 +
lXI 

-lXI 
-lXI 

u =: f(t) 

+lXI - J ll ( t ) f • ( t ) dt 
-lXI 

V = /-L(t ) 
du -· l' � ( t ) dt dv = 1-L ' ( t ) dt 

de�bido a que la función f(t) no existe en -OCJ o +lXI, tenernos que: 
lXI 

= -f ( t ) 1 o = - f ( lXI ) +. f ( o ) = o + f ( o ) 

+lXI J ll • ( t ) f ( t ) dt 
-lXI 

+lXI 

= o - f_�" ( t ) f • ( t ) dt 

+lXI 

= -J f' (t) dt 

o 
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por lo tanto, 

+00 J ¡J.. ( t ) f( t ) dt 

-oo 

f (o} 

si como se había definido en 2.75, 

+00 J � ( t ) f ( t ) dt � f ( o ) 

-00 

po:1:- analogía entre 2. 98 y 2. 99, tenemos que: 

o(t) = IJ.'(t) 

f) Obtención de la derivada de funciones periódicas discontinuas 

De la ecuación 2.67, tenemos que: 

2.98 

2.99 

.;� . .100 

de modo que la derivada de la serie de Fourier para una función 

continua queda representada como 

1 

.D e 
k 

i2nkt 
T .2. 101 

Si consideramos ahora una función de la forma: 

f ( t) 

fíííííí 
-....I.--....J---.l...---1--1-�..l..--+---.I...---1--1.--.L.---'--�--::----.. _,... 

5 . 6 7 t -6 -5 -4 -3 -�� -1 o 2 3 4 

Figura 2.14 
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donde existe una discontinuidad con periodo T = 1, y de la cual 

deseamos obtener su derivada. Para poder derivar una función de este 

t,ipo, primero necesitamos remover la discontinuidad, sumando una 

serie de funciones escalón de la siguiente forma: 

g ( t) 

��--._--�---L--.-L--�----�--�--�--�--��--�--�--�----� 
-6 -5 -4 

dto.nde: 

por lo que 

-3

 

-

2

 - t 

o 

2 

Figura 2.15 

3 

4 

5 

6 

f(t), función original discontinua 

q (t ) , función sin discontinuidad 

7 

ak, representa la magnitud del escalón 

00 

q{t) = f(t} - L: ak J..L (t-kT) 
k=-oo 

t 

2.102 

(el signo menos es porque el salto para hacer la función cont i n ua es 

hacia abaj o) . Derivando la función, obtenemos que 

q' (t) = f' (t) -
d 

L a
k 

dt J..L (t-kT} 
k=-00 

;�.103 

y por la propiedad representada en la ecuación 2.100, 

00 

q! (t) == f' (t) - L: a

k 

eS (t -kT) 2.104 
k=-00 

por consiguiente, despejando a la derivada de nuestra función 

original discontinua, tenemos que: 
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00 

f' ( t) = q' ( t) + E a k o ( t-kT) ;z .. 105 
k=-oo 

Por lo tanto, en el caso de funciones discontinuas, la 

derivada de una función discontinua añade un pulso de ma9nitud 

los puntos de discontinuidad. 

Se tiene a la función periódica discontinua 

f (t) = e,..t te(0_.2rr) 

f{ t) 

a 

-------��L-----��-----���-----��----���----��------��� 
-417" -217" 217" 417" 617" 81r t 

Figura 2.16 

en 
k 

para hacerla continua, tenemos que: 
1 

por lo tanto, 

f 
e 

00 

( t) == f ( t) + ¿ a k IJ. ( t-kT) 
k=-oo 

ro 

f' (t) d -t 
dt e 

+ E ak o ( t -kt) 
e 

k=-oo 

Para evaluar 

discontinuidad o salto, 
ak 

que 

tomamos el 

representa el valor 

valor de la función 

2 .. 106 

de 

por 

la 

la 

derecha y luego el valor de la función por la izquierda en el punto 

de la discontinuidad: 
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por lo que 

ak = f (tk) (+)derecha- f (t ) (-)lzquierda 
k . 

-27l 1 - e 

f' (t) 
e 

-t 
= -e + 

llO AACU!TM ll88larA 
( 1- e -2rr) eS ( t-kt ) 

k=-llO 

Como se muestra en la figura 2.17, 

f' ( t ) 

-2TT/ 

( 
pomo ak es una constante, 

f' (t} 
e 

Figura 2.17 

llO -t 
= -e + a E k k=-llO 

5(t-kt) 

4uE� representa a la derivada de la función. 

Si ahora sumamos 
llO 

f' (t) + f(t) = 
e 

-t. 
·- e + ak E eS (t-kt) 

k=-llO 

tendremos que: 
llO 

f' (t} + f (t) = ak E eS (t-kt) 
k=-llO 

-t. + e 

2.107 

2.108 

2.109 

\t 

2.110 

2 . .111 

2.112 

q\}e 1:·epresenta el tren de impulsos que remueve a la discontinuidatd. 
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Por otro lado, si una función es continua y derivable 

que puede ser representada mediante la serie de Fourier y, �'mplica 

or,lo.tanto, se 
xpres�ones 2.66 

puede obtener su derivada, como se describió en las 
y 2. 67' 

�onde 

+00 

f(t) = ¿ De k 
k=-00 

i2rrkt 
T f' (t) 

tero si obtenemos la serie de Fourier de una función discontinua, en 

�ste caso para la función e-t te(0,2rr), tenemos que: 

) O r lo tanto, 
r 

1 

J
2rr -t 

Dk = 2rr e e 

i2rrkt 
2rr dt 

f (t) --

1 
2rr 

o 

-1 -(1+ik)t 
1+ik e 

-2rr 1 - e 
2n:(1+ik) 

2rr 

o 

1 -2rr 
- e 

+00 

¿ 
1 'kt 

e� 2rr 
k==-00 

(1+ik) 

2 .. 113 

-(1+ilf)2rr 1-e 
2rr (1+i11:} 

2.114 

�L 115 

Al calcular su derivada a partir de 2.66 y 2.67, tenemos 

por consiguiente, 
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por lo que 

f� (t) 

.D 
k 

1 - e-2rr 
-2rr--

ik .D 
k 

+00 ik 
( l+ik) 

Ahora bien, si sumamos 2.115 y 2.117, 

1 
-2rr +00 

f� (t) f(t) 
"" e 

¿ 
1 

+ 2rr (l+ik) 
k=-00 

1 -2rr +00 
e

ikt f� (t) f(t) 
- e 

¿ + �----
k=-00 

ikt 
e 

( l+ik) e 
ikt 

2.116 

2.117 

2.118 

2.119 

Por otro lado , sabemos de la expresión 2.85 que la 
representación en serie de Fourier de un tren de impulsos es 

o {t) 
k 

1 

f ¿ 
00 

k=OO 

e 

i2rrk<t-t l 
1 

T 

si no existe el desplazamiento respecto al 
si T = 2rr, entonces 

o (t) 
k 

1 00 ikt 
2ri L e 

k=-00 

sabiendo que para el e j emplo 2.2 

a = 1 - e 
-2rr 

k 

origen t 
1 

2.120 

O; y 

2.121 

1 y considerando 2. 120, la expresión 2. 119 puede quedar expresada 

como 

f' (t) + f{t) = a o (t) 
k k 

donde o (t) es la serie de Fourier de un tren de impulsos. 
k 

2. 122 

Al comparar 2.112 con 2.122, podemos observar que se obtuvo 
el mismo resultado cuando se realizó la derivada de la función 
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. 1 

original, removiendo la discontinuidad (ec. 2. 112) , que cuando se 

obtuvo la serie de Fourier de la función y después se derivó 

(ec. 2.122). 

De lo anterior, podemos concluir que cuando derivamos la 

serie de Fourier de una función discontinua se remueve 

automáticamente la discontinuidad y se añade el tren de impulsos del 

tamaño adecuado a . 

Fourier, 

función, 

k 

Por lo tanto, cuando calculamos la derivada de la serie de 

el coeficiente .D' que se obtiene es el de la derivada de la 
k 

aunque la función no sea continua. 

1 :2 . .3.6 Determinación de la sede de Fou.-ier de una función periódica por medio de la' 

derivación 
' 

Para explicar esta propiedad, se presenta a continuación 

una demostración gráfica. 

Si tenemos una función, tal que (figura 2.18a) 

f(t) = ¡ 1� 
--- t + 2 

2 

de la cual obtenemos su derivada por tramos (figura 2.18b), 

f' (t) = ¡ 
al calcular la segunda derivada, como se muestra en la figu::ca 2.l8c, 

se obtiene una serie de impulsos, aplicando la propiedad demostrada 

en 2.100. 

f"(t) = l.Só(t) - ó(t-1) - O.Só(t-2) 
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1 

" - 1 

1 -

1 

t\ tJ 

1 
a) 

-3 -2 -r o 

t' ( t) 

-, 
1 1 1 1 1 1 1 ¡ 1 1 1 

.1 
b) .... 

t1 tz 

,_1¡2 

t"(t) 
3/2 

e) 

-1/2 

-1 

_l. 

2 3 

t� 
1 
1 
1 

4 5 

ll 1 1 1 1 1 1 
! 1 
1 1 

1 1 

1 
1 

_j 

Figura 2.18 

6 7 a 9 

n 1 1 1 1 
1 1 
1 1 

1 1 
1 
1 
1 

-� .... 
10 t 

-------· 

t 

\donde la magnitud de los impulsos se obtuvo restándole al valor de 
la func-ión escalón de la derecha el de la izquierda en el punto de 
discontinuidad. El signo del impulso depende de si el salto es hacia 

�rriba (+) o hacia abajo (-). 
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f' (t ).¡.- f' (t ) ;:::: 1-(- !) ;:::: ; � (t) 
1 1 2 

f' (t ) +- f' (t ) - = o - 1 ;:::: - o {t-1) 
2 2 

f'(t )+-
3 

f' (t ) 
3 

donde t = O , t = 1 y t = 2 . 
1 2 3 

= - 1 o 1 � (t-2) 2 
- -

2 

A continuación se obtiene el coeficiente de Fourier para la 

se9unda dE=rivada de la función que se representa por los impulsos:. 

4 

l>�' (t) - i I (l. 55 (t) -5 (t-1) -O. 55 (t-2)) e 
o 

i2rrkt 
T dt 

y si aplicamos las propiedades de las funciones impulso (2. 75 y 
¿� . .80) ' 

o 
i2rrk(1) 

4 e - e - o.se 

por lo que 

[1.5 1 :::: 4 
-

[1.5 D' , ( t) 1 ;:::: 4 
-

k 

de1 2. 70 obtenemos que: 

D k 

por lo cual 

D 
k 

= 

= 

( i2�k) Dk 

( 
T 

r , i2rrk Dk 

irrk 
-ink ] - -2-

0.5e e -
irrk 

0.5(-1)k l --
2
-

e -

, ' (i2�k) 2Dk y D k 

[ 
16 

l 
, 

, 
4 = - -- D 

4rr2k2 k rr2k2 
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por lo tanto, 

n k 
1 

irrk 
-� k] e - 0.5(-1) 

y la serie de Fourier estará representada por 

f(t) = 

1 
2 

1l 

00 

L: 
k=-00 

irrk irrkt 
1 (1.5 - e

- -2 -
- 0.5{-1)k)e --2-

k2 

2,.4 ESPECTRO DISCRETO DE FRECUENCIA 

2,4.1 Espectros discretos de amplitud y de fase 
Cuando una función periódica de período T se representa 

mediante la serie de Fourier 

f (t) = 

+!Xl 

L: De k 
k=-oo 

i2rrkt 
T 

el inverso del período de la función que se esté representando 

será � = fo , donde a fo se le conoce como la frecuencia fundamental 

de la serie de J?ouri er y a los coeficientes D como los armóni cos 
k 

de la fun ción . Algunos autores traba j an con la variable w, donde 

ú.1 == 2rr /T, de modo que w = 2rrf o. 
Para obtener lo que se denomina espectro de ampli t ud y de 

fase de una función, se grafica su 

1 Dk 1 vs kfo , espectro de amplitud 

y 

f/Jk vs kfo , espectro de fase 
k =  o, ± 1,±2, ±3 . . .  
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Figura 2.19 

2.4.2 Importancia de los espectros discretos de amplitud y de fase 

Los espectros son otra forma de representar una función en 

un nuevo dominio que es el de la frecuencia; dicha representac1ón es 

un:[voca. 

Cada valor 1 :Dk 1 representa la amplitud de una componente 

sinusoidal, la cual tendrá su correspondiente ángulo de fase el> • 

le 

Este ángulo de fase nos indicará con qué ángulo o defasamiento entra 

la sefial respecto al origen. Por lo tanto, al efectuar la suma de 

todas las funciones cosenoidales podremos reconstruir la función 

original (véase figura 1.15). 

f El espectro de amplitud representa la amplitud de cada 

componente sinusoidal como una función de la frecuencia y es de 

simetría par; el espectro de fase, de simetría impar, nos indica el 

tiempo de retraso respecto al origen que tiene cada una de las 

componentes. 

Los espectros de amplitud y de fase correspondient.es a la 

función de las figuras l. 5, cuyos valores están tabulados en la 

tabla 2.1, se muestran en la figura 2.20. 
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a) 

1' 

b) 

.... ...
.................... ...-.....-

l 
0.6 

1 
0.4 

_) . 

·Espectro de amplitud 

·2 r--·----r-----.�----�----��----�-----r-----,------��---1 
o 

Espectro de fose 

--�---..... -·----·---.-· .... _.._ . ........ -... .. 16._ -.__._...___ · - ----·-..-.-..�.---... -· ---. 14 

12 

10 

OB 

06· 

04· 

.02 

1 

K fo 

-2 r----·��----T-·-----r----�------T-----,-------------T-�---4 

"04-

"06 

-os 

-10 

-12 
-14 

Figura 2.20 
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KFo f---MOD Dk k PHI K 
-

r:'Í.570i963 -3.8197186 0.0416667 -24 
-3.6605637 0.0434783 -23 1.5707963 
-3.5014087 0.0454545 -22 -1.5707963 
-3.3422538 0.047619 -21 1.5707963 

¡..::_�.1830989 
�----

-=1.5707963-0.05 -20 
--

r--:¡-:-5707963 -3.0239439 0.0526316 -19 
-2.8647139 0.0555556 -18 -1.5707963 
-2.705634 0.0588235 -17 r- ---------1.5707963 

-2.5464791 0.0625 -16 -1.5707963 
-2.3873241 0.0666667 -15 1.5707963 

-----·-- -

--=1. 576-7963--2.2281692 0.0714286 -14 
-2.0690143 0.0769231 -13 1.5707963 

----- ---

0.0833333-
- ----- ·-----

-1.5ioi963--1.9098593 -12 
1---1.7507044 0.0909091-- -11 1.5707963 

------------

-1.5915494 0.1 -10 -1.5707963 
-1.4323945 0.1111111 -9 1.5707963 

-----------

-1.2732395 0.125 -8 -1.5707963 
--------- ---------- --- - ----- -

-1.1140846 0.1428571 -7 1.5707963 
-0.9549297 t--- -0.1666667 -6 -1 .5707963 
-0.7957747 
-0.6366198 

__ .,. .. __ 

-0.4774648 
-----

-0.3183099 
_-0.1591549 

o 
0.1591549 
0.3183099 

---

0.4774648 
- --

0.6366198 
--- ------ --

0.7957747 
----------

0.9549297 
------

1.1140846 
-- -- . --�=-=--1.2732395 
------------

1.4323945 

0.2 
0 .25 

0.3333333 

-5 
--- �-

-4 
-3 

1 .5707963 
-

-1.5707963 
1.5707963 

1---- - 1 . 5707963 0.5 
1 

-

o 
--- --

1 
---

0.5 
-

0.3333333 
0.25 

,.------- ---0.2 
- -- ---

0.1666667 
� ---

0.1428571 
-- ----

0.125 
0.1111111 

-2 
--------¡------- ---1 1.5707963 
--

o o 
1 -::-f:5707963 
2 

··-------

3 
-

-- --------

1.5707963 
-1.5707963 

- ---- -----

4 1.5707963 
------------�-----.--

r:_-:¡�5707963-5 
6 

---

7 
r-------8 

9 
- -

1.5707963 
---------

-1.5707963 
------ -------

1.5707963 
------ -

-1.5707963 
--�- ---- -- ---- ------ ----- --·- -- --

1.5915494 
----- ---

1.7507044 
1.9098593 

--.. -------· · 

2.0690143 
2.2281692 
2 .3873241 

------------

2.5464791 
2.7056�l4 

--------- ---·----

2.864789 
3.0239439 
3.1830989 

--- ---

3.3422538 
--------

3.5014087 
------

3.6605637 

0.1 10 1.5707963 
0.0909091 11 -1.5707963 

-�- ---
--

0 . 0833333 12 1.5707963 
--- -------- -------------

0.0769231 13 -1.5707963 
0.0714286 14 1.5707963 

----------

r:_--;¡-_5707963 0.0666667 15 
·-----

0.0625 
- ------

0.0588235 
0.0555556 
0.0526316 

0.05 . - ----------

0.047619 
----- --

0 . 0454545 f-0�0434783 

--

16 
-

17 
18 

-

19 

1.5707963 
--- ---· 

-1.5707963 
1.5707963 

-1.5707963 
--

20 1.5707963 
21 -1.5707963 

--- -

22 1.5707963 
23 -1.5707963 

-3 . 81971--86 ro. 0416667 
----- -- --

�5707963 24 

Tabla 2.1 
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Como otro ejemplo, tomaremos a la función: 

----, 

t 

f(t) 

A 

d 

T 

Fi.gura 2. 21 

t 

para la cual los coeficientes de la serie de Fourier quedan 

definidos como 

donde fo 1 
= --;¡-

D = Afo d ��en rrkfod 
k - rrkfod 

A este tipo de función se le conoce como la fu.nción 

"sampling" o muestradora por tener la forma 
[ s�nx ] . 

En la figura 2.21 tenemos Una función de simetria par, por 

lo que el ángulo de fase es cero para todas las componentes de 

frecuencia; por lo tanto, el espectro de fase es cero y sólo 

tendremos valores en el espectro de amplitud. Todas las cosenoidales 

que teóricamente son infinitas y reconstruyen esta señal son de 

simetria par, aunque tengan diferentes amplitudes representadas por 

los 1 nk 1 1 y distintos period�s que dependen de la posición klfo que 
los coeficientes ocupen en el espectro de frecuencia. 

Si ahora asignamos los siguientes valores: 

T 1 
4" 

y A = 1 

y obtenemos el valor de n 
o 

calculándolo por separado, tenemos que 

nuestros primeros valores quedarán como: 
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» 
1 

:::; 

·s-o 

1 » 1 1 0.187 1 » -1 1 0.187 

1»21 0.15 1 » -2' 0.15 

1»31 0.1 1 » -31 :::: 0.1 

1»41 0. 05 1 » -4' 0.05 

1»51 o 1 »_51 := o 

Espectro de amplitud 

-100 -80 -60 -40 -20 
·0.02 

20 40 60 80 100 
K fo 

-0.04 

-0.06 

Figura 2.22 

Si la sefial reconstruida no tiene simetria par, las sefiales 
que la van a formar mediante su suma, además de tener diferentes Calores de amplitud 1 »k j, presentan distintos ángulos de fase; es 
decir, 
oriqen. 
�as:�. 

cada una de ellas tiene un ángulo diferente al pasar por el 
Por lo cual esta sefial tendrá espectros de amplitud y de 
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1 
1 
1 
1 

J 
1 
1 

1 

2.4.3 Espectros discretos de amplitud y de fase para: las fonnas trigonométicas 

En la prime�ra forma trigonométrica: 

f(t) = � 
o 

+ 

� = » 
o o 

(XI 

L � cos 
(2rrkt + q, ) 

k T k 
k=l 

2.123 

Para esta forma trigonométrica, los espectros de frecuencia 
sólo tienen valor para las frecuencias positivas, esto se debe a que 

el sub í ndice k va de O a !XI. Debe notarse que la amp litud 1» 1 está 
le 

multipl icada por dos, para compensar el que la sumatoria de la 

expresión 2.123 va de O a oo. 

Con lo que respecta a la segunda forma trigonométrica, 

cuando se graf ican los armónicos dlk vs k&o y 'Bk vs k&o lo que se 

obtiene no es un espectro de amplitudes, sino la representación de 

la parte real y la parte imaginaria del espectro. 

...,El espectro· de amplit'!ld es muy importante porque aquí se 

pued_e observar en qué frecuencias se encuentran las componentes más 

grandes o importantes que reconstruyen a nuestra función y, por lo 

tanto, el rango de frecuencias en que se encuentra concentrada la 

mayor parte de energía de nuestra función. 

2.;5 CONTENIDO DE POTENCIA DE UNA FUNCIÓN PERIÓDICA 

1..S.l Definición de contenido de potencia 

En la expres i ón 1.32 se había capítulo anteri o r  del \ definido 

T/2 

1 � J [f ( t) J 2 

-T/2 

dt 

1 
1 
\donde F2 es el valor cuadrático medio, también conocido como el 

contenido de potencia de la función f{t) en un periodo. 
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Demostración: 

En un circuito eléctrico donde i representa la corriente 
eléctrica y q la carga, existe una di ferencia de potencial entre el 
punt o A y B: 

______ Í··-----4A ��----------��--B ____ i ____ -4 

donde la corriente eléctrica está de finida por 

por lo que 

dq 
i 

- dt 

dq i dt 

y la di ferencia de potencial estará dada por 

donde V representa el voltaje. 

Si 

V = Ri 

entonces, sustituyendo 2.125 y 2.127 en 2.126, 

dw dqV idt (Ri) 

s:i R=l, entonces 

si hacemos i = f{t), 

Por consiguiente, para un intervalo de tiempo dado, 

+T/2 +T/2 
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2.125 

2. 1.26 

;2. 1.27 

.:2. 1.28 

2.1.29 
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por lo tanto, 

w == 

+T/2 

J [f(t)]2dt 
-T/2 

/ 1 
� } 

2.132 

que representa la energ'ía liberada. 
Si definimos a la potencia P como la cantidad de energía liberada en un determinado tiempo, al que llamaremos período, tenemos que: 

por lo tanto, 

w P == 'f 

+T/2 

2 .. 133 

p "� J [t'(t)]2dt 2.134 
-T/2 

quEI representa el contenido de potencia de la función f (t) en un 

período. 

2.5.2 Teorema de Parseval 
Si consideramos el contenido de potencia de una función 

y a la serie de Fourier 

1 

� 

+T/2 

p " � J [ (f (t) ]2dt 
-T/2 

+00 

f{t) ==,, ¿ llk e 
k==-oo 
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y si sabemos que para funciones complejas, 

T/2 J [f(t)]2dt 

-T/2 

T/2 J [f(t)] [f(t)]
.

dt 

-T/2 

su:stituimos 2. 136 en 2 . .  135, por lo que 

p 

p 

p 

por condición 

+T/2 

L 1 
:::= 

T 

+T/2 

L 1 
= 

T 

+00 
1 

E T 
k=-00 

¡·� 
i2rrkt 

k�-oo»k 
e 

T 

¡·� ·� E E» » . e 
. k -J k=-oo J=-oo 

+T/2 
+00 

L [ ¿ }) » 
k -j J=-oo 

de ortogonalidad, 

+T/2 
i2rrkt i2rrjt 

L [ 
-

T T 
e e 

] [:L»
_, 

i2rrkt 
T 

i 2rrkt 
e 

T 

l dt [ 

i2rrjt 
-

l dt T 
e 

i2rrjt 
-

l dt 
T 

e 

i 2rrjt 

l dt 
T 

e 

T si j=k 

o si j:;tk 

:::?.137 

�L 138 

:a. 139 

por lo tanto, la integral en 2.140 sólo tendrá valor cuando k=j, de 

manera que 

p 
1 
T 

+00 +00 

E » 
k=-00 J=-00 

k 
}) 

-j 
(T) 

y siendo k=j, podemos reducir nuestra expresión a 

+00 

P = ¿ 
k=-00 

}) » 
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1 
+ 

donde 

por lo que 

» k y 

+CO 

P = ¿ 

/
l>k 1

2 
'k=o-co 

que representa al teorema de Parseval. 

» -k .�L 144 

2.145 

El t eorema de Parseval nos dice que el contenido de potencia de un periodo será igual a la suma de los cuadrados del módulo de los armónicos: 

+00 p == ¿: 

j
l>k 1

2 
k=-ro 

+T/2 
� J [ f ( t ) l 2 dt 

-T/2 2 . 14 6 
xeacornodando la surnatoria para esta primera serie de Fourier, obtenemos 

2 +00 

P = l>  + 2[ o k=ol 
para la primera forma trigonométrica de la serie de Fourier, 

1) == 'G' y 'G' 211>k 1 o o k 
por lo tanto, el teorema de Parseval se expresa corno 

00 t?2 
p 'G'2 

¿ 
k + 

2 o k=l 

2.147 

.�. 148 

Todo lo anterior implica que el contenido de potencia depende sólo de los armónicos de una función. 
El contenido de energía (ec. 2.149) y de potencia (ec. 2.150) en una banda de frecuencias se puede obtener por 

f 

W 1 f 2= T k�m 1 

'G' 2 k 
2 

1 

Contenido de energía en una banda de frecuencias. 
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&2 � 
2 

n • 
PI 

= 
¿ 

k 
.2.150 2 el k=m 

Contenido de potencia en una banda de frecuencias, donde: 

m 
el 

el 
e o 

, o 

&2 
el 

e o 
, o n 

2.5.3 Espectro discr·eto de potencia 

número entero mayor más próximo. 

número entero menor más próximo. 

El espectro discreto de potencia se obtiene al graficar el 

contenido de potencia contra las frecuencias, es decir: 

I.D k 1 2 vs k&o 

r-r-----r--¡• .. --r--T----
-100 -80 -60 -40 

0.0'3 5 

1 
0.03 

1 
O.OZ5 

1 
o.oz 

1 
0.015 

1 0.01 

1 0.005 

-20 

Espec1ro de potencio 

o . zo 40 
¡---*f'*'"f*'-11 1 ------

60 80 10() 
K fo 

Figura 2.23 

En esta figura se muestra el espectro de potencia de la,.. 

función de la figura 2.22. 
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1. 

E;JERCICIOS PROPUESTOS 

Elabore un programa de computadora que realice las sumas sucesivas de los armónicos de la serie de Fourier para las funciones: 

a) 

{ 
1 -rr :$ t :$ 1l -tll(t) == 

o V! 

{ 
t2 

-2 :$ t :$ 2 b) 
!t: ( t) ::: 

o V! 

Grafique las sumas sucesivas para los primeros 2, 4, 6 y 12 armónicos de la serie para cada una de las funciones. 

2. Grafique los espectros dis c retos de frecuencia de las funciones, tanto para la forma compleja como para la trigonométrica de cada una de las funciones. 

L . Obtehga y grafi�e el espectro discreto_de potencia de cada una r de las funciones. 

Obtenga y grafique e1 contenido de energía y potencia de cada función en las bandas de frecuencia. 

a) e =: 4.5&o 1 

b) 
o 

& ==lOCo, 
2 

& = 8. 7&o 2 

donde &o 1 
::: 1' 

5. Dada la siguiente función: 
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x( t) 

Obtenga su representación en serie de Fourier, utilizando las 

propiedades de desplazamiento y simetria. 

6. Dada la función: 

y (t) 

2 

-� 1 
1 1 
�¡¡ la 

-

l-10 -9 -e -T ·6 -ti -4 -3 -2 -1 o 1 4 ti 6 7 9 10 t 1 1 1 1 
1 � 

Obtenga su representación en serie de Fourier, empleando las 

propiedades de desplazamiento, superposición y simetria. 

7. Dada la s iguiente función: 

Obtenga su representación en serie de Fourier, utilizando la 

propiedad de derivación. 

98 



CAPÍTULO 3 

A.N.�\LISIS DE FRECUENCIAS DE FUNCIONES NO:PERIÓDICAS CONfiNUAS 

].1 INTEGRAL DE FOURIER 

Para obtener la integral de Fourier , partimos de la serie 
de Fouri er para funciones periódicas con base en . las siguientes 
consideraciones. 

Dada la función periódica f(t) de la figura 3.1a, se 

obtiene que el coeficiente D queda definido como k 

f ( t) 

A 
il r¡ 
1 1 1 1 1 o 1 

-T/2 d/2 d/2 T/2 

a) 

D == Ad&o sen drrk&o 
k drrk&o 

.... 
t 

Figura 3.1 

Adf0 
/ ' 

----.. 
- sf0-3f0- f0 fo 3t0st0 kf o 

b) 

1 cuyo espectro de amplitud se muestra en la figura 3.1b. Para poder 

1onvertir una función periódica en una no periódica, debemos 
¡onsiderar que el período T de esta función "periódica" es infinito. 

Por lo que si para esta función tomamos sólo un período y 
queremos convertir a la función f(t) en no periódica , 

denemos que considerar que T � oo {figura 3.2) y como 

1 
Ca 

= -
T 

entonces cuando 
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f ( t) 

t 
-E---

-00 

Figura 3.2 

por lo tanto, en el dominio de la frecuencia, el espectro de 

amplitud se vuelve continuo al hacerse &o infinitesimal. 

Para obtener la serie de Fourier y sus coeficientes, 

tenemos que: 

donde 

sustituyendo 3. 2 en 3.1, 

f(t) 

D 
k 

T/2 

+oo i2rrk&ot 
¿ D e 

k 
k=-00 

T/2 

J -i2rrkfot 
1 f(t)e dt T 

-T/2 

+00 

f(t) == ¿ 
k=-00 l � L:(t) e dt 

-i 2rrk&ot l i2rrk&ot 
e 

Si hacemos 
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3.1 

3.2 
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&o 

T/2 

+00 ¡ L: (ti f(t) ::: ¿ 
k=-00 

11& 1 ::: = 

T 

e dt 
-i 2rrkli(t l i2rrk11&t 

e 11& 3.4 

si T � oo impl ica que 11& � o y como k � oo; implica que (IJ.f) (k) 

tiende a un valor definido finito, por lo que kt.& � &, la que 

representará una variable continua; por lo tanto, sustituyendo kt.& 

por e, a la sumatoria por una integral, y a 11& por un diferencial, 

tenemos que: 

f(t) 

+00 +00 

i2rr&t 
e d& 3. 5 

expresión conocida como identidad de Fourier, donde la integral 

entre paréntesis 

+00 

F' (f) L -i2rr&t 
f(t) e dt 3.6 

�epresenta a la transformada de Fourier que nos permite trans formar 

una función del dominio del tiempo al dominio de la frecuenc i a en 

forma c ont inua �  Introduciendo la expresión 3. 6 en 3. 5, obtenemos 

que: 

+00 

J i2rr&t 
f ( t ) -= F ( & ) e df 

-00 

3.7 

�ue representa la transformada i nversa de Fourier, expresión que nos 

permite transformar la función del dominio de la frecuencia al 

dominio del tiempo. 

A continuación se describe la notac ión utilizada para la 

transformada de Fourier de las funciones q(t) y f(t): 
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�{q(t)} G(C) Transformada de Fourie r  de la función q ( t) 

�;-l{G(C)} q(t) Transformada inversa de Fourier de la función G(t) 

�{f(t)} -- F (f) Transformada de Fourier de la función f (t) 

:J;-1 {F (C) } . f(t) Transformada inversa de Fourier de la función l" ( f) 

Debido a que la transformada de Fourier se deriva de la 

serie de Fourier y ésta se define a partir de funciones complejas, 

la t rans formada de Fourier de una función está compuesta por una 

parte real y una imaginaria. Sea G(f) la transformada de Fourier de 

la función q ( t ): 

entonces 

+00 

J 
-i2n&t 

G(f) q(t) e dt 

-oo 

G (t) = R (f) + ii (f) 3 .. 8 

donde R (f) es la parte real e I (f) es la parte imaginaria de la 

transformada de Fourier de la función q{t), 

representarla en su forma exponencial 

por lo que al 

3. 9 

.donde, graficando !G(f) 1 contra la frecuencia, obt enemos el espectro 

continuo de amplitud y, graficando c/J(f) c ontra la frecuencia, 

obtenemos el esp e c tro continuo de fase. 

Condición de existencia: 
La condición suficiente, pero no necesaria, para que una 

función t enga transformada de Fourier es 

+00 

L f(t) dt < 00 3.10 
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Demostración: 
Tomando la parte interior de la integral de FouriE�r, 

podemos decir que: 

donde 

por lo tanto, 

y 

-i2rrft 
lf(t) e 

-i2rr&t 
= lf(t) lle 

-í2rrft 
1 e 1 = 1 / cos22rc&t + sen22rrft

'
¡ 

+00 

-í2rr&t 
lf{t) e 1 = lf(t) 1 

+00 

J 
-í2rrft 

jf {t) e 1 
-oo 

dt J lf(t) 1 
-oo 

3.11 

1 3. 12 

3.J3 

dt 3.14 

por lo que si la integral existe y tiende a un valor finito, implica 

que la transformada también existe, de modo que si 

+00 +00 

J 1 f ( t ) 1 dt < 00 

-oo 

implica que I 
-i2rr&t 

!f(t) e 1 dt < 00 3.15 

-oo 

Pueden haber funciones que no cumplan con esta condición y 

para las que, sin embargo, su transformada exista. 

3.2 ESPECTRO CONTINUO DE FRECUENCIAS 

Si graficamos 1 G (C) 1 vs &, representamos el espectro 

continuo de amplitud en el dominio de la frecuencia; si graficamos 

�[C) VS e, representamos el espectro continuo de fase (figura 3.3). 
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f 

a) Espectro de amplitud 

Figura 3.3 

3.2.1 Simetría de la transfon111ada de Fourier 

cp( f) 

b) Espectro de fase 

Para observar la simetría de la transformada de Fourier, 

tenemos que considerar que la transformada está compuesta por una 

parte real y una imaginaria: 

�{f(t)} F(f) == R(f) + ii(f) 

Separando, 

+00 +00 

f (t) e dt J -i2rrft J f(t) [cos(2rrft) - isen(2rrft) ]dt 

-oo -00 

tenemos que: 

+00 +00 

F W � Loo f (t) cos (2rrft) dt - i Loo f (t) sen (2rr{t) dt 

por lo que 

+CO 

R (f) 
" Loo f (t) cos (2rr&t) dt 

104 

3.16 

3.17 

3.18 

3.19 



e 

+00 

I(l) - Lm f(t)sen(2rr&t)dt 3. �w 

Para observar la simetría de la función, sustituimos & por -J� 
+00 

R ( -ll � J f ( t ) e os ( - 2rr&t ) dt 
·-oo 

3.21 

como cos e - cos {-e) , entonces 

+00 

R(-1} � Lm f(t)cos(2rr&t)dt 

or lo tanto, 

R(&) == R(-&) 

o que impl i c a  que R ( -n es una función de simetría par (véase �:i9ura 3. 4c) . 

Por otro lado, 

+00 

I ( -&) Lm f (t) sen ( -2rrlt) dt 3 . 23 

domo sen e -- -sen (-e), tenemos que: 

+00 

I(-C) � - Lm f(t) sen(2rr&t)dt 3. 24 

p r lo que 

I(f) == -I(-C) 
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lo que implica que I (f) es una función de s ime t r ía impar (véase 
fi9ura 3.4d). 

Para determinar la simetría del espectro de amplitud y de 
fase, se toma la transformada en la forma de Euler. 

�{f{t)} = F <e> 3. ;�s 

F <-e> = 1 F ( -f) 1 eíif> (-e) 

• IF<&> le-íif>(C) F (f) = 3.27 

po:r: otro lado, 

F (f) = R (f) + ii <e> 3 .;28 

F <-e> = R ( -&) + ii(-f)= R(C) - • 

ii <&> = F <e> 3.;29 

por lo que 

F <-e> 
• 

= F (C) 3.30 

entonces 

3. 31 

lo que implica que 

1 F (-e) 1 = 1 F <e> 1 3.32 

y, por lo tanto, el espectro de amplitud es una función de simetría 
par (figura 3.4a) y el espectro de fase es una función de simetría 

impar (véase f igura 3.4b). 

3.33 

donde 1> (C) puede definirse también como 
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donde 

y 

cfJ <e> = tan -l ( r <e> ) 
R <e>  3.34 

Obtener la transformada de Fourier de f(t). 

+lXI 

F (f) = L e -o:t 

1 
F (t) = 

o: + i2rrf 

1 F {C) 1 

[ -o:t t >O f(t) e = 
o t <0 

+lXI 

-i2rr &t L - (o:+i2rr&> t 1 e dt = e dt = i2rcf 0: + 

1 o: - i2rrf i 2rr;f = -'-----
o: + i2rr.f' o: - i2rrf 

= _o:_2_+_( _2 _
rr
_
f
_
) 2·- �2 + ·(:�rrf)2 

= 

r [ -0:2_0:_-
+ (2rrf) 2 

2rrf ]2] 1 /2 

o:2 + (2rrf) 2 

, ___ 1__ [0:
2 

+ ( 2rr&) 
2
] 

1/2 
r1.2 + ( 2rrl) 2 

IF<&) 1 -· 

c/J{f) -· 

1 
,¡ 2 

( 2rr&> 2 0: + 

tan ---1 ( -2rr&) 
0: 

donde la parte real es 

oc 2rr& R(]:i•(t)) = I (F (f)) = o:2 + (2rrf) 2 
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Para ex 

Parc'l q:r/ 

JF(fll 

0.8 

0.6 

7 
-••--'--x .. L __ ,__, __ 

¿o.2L�_.__:;:::r:::::�=="'-�-�""'="""'��,___ 

-lo -n �c. -4 -2 o "' 6 " \0 
Frecuencia 

a) 

_ ... __.J----.->....-L__, __ l _ _t.._L _ __.____l_ 
·10 •8 -r; -4 -2 10 

f,tcuenclo 

= 1 

__ _ .1 
·lO 

• -1 
·ft 

RIF(r)l 

� 
E o.-e .. 
E .. 

0.6 

o.• 

e) 

0.� 

0.5 

--.J... __ .__..l___. __ l__.___.___... 

I IF(fll 

4 6 8 10 
lFnc.uenclo 

-1-'-Fq=-¡-=-t�;---
Frftcuenctu 

b) d) 

Figura 3.4 
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3.3 PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER 

3.3.1 Propiedad de linealidad 
Sean F1 {f) !'f{f {t)} y F (C) 1 2 !'f{f (t)} 2 las 

transformadas de Fourier de dos funciones , tales gue multiplicadas 

por las constantes a y a , 1 2 

3.35 

cumplen con las condiciones de homogeneidad y superposición que a 

continuación se describen. 

Condición de homogeneidad: 

�{af{t)} = aF(&) 3.36 

Condición de superposición: 

!'f{f(t) + q(t)} = F(f) + G(f) 3 .3'7 

Si una transformada cumple con las dos condiciones 

anteriores, se habla de una transformación lineal. 

3.3.2 Propiedad! de desplazamieltlto 

a) Propiedad d(! desplazamiento en llas frecuencias 

Sea una func ión f{t), tal gue :>F{f(t)} = F(f). Si a esta 

función la definimos ahora como 

f (t) ei2rr&ot 3.38 

entonces 

+00 

I , ( t ) ei 2rr � • t e-i 2n e t 
dt 

-oo 

.3. 3.9 

+00 

= I f(tie-i2n(&-&oit dt 

-00 

3. 40 
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si hacemos que q = &-�, 

+00 

J f(t)e-i2n(q)t dt 

-oo 

F (q) F (q) F(C-&o) 3.41 

por lo tanto, 

F(C-Co) 3.42 

Esta última ecuación representa la propiedad de 

desplazamiento en las frecuencias de la transformada de Fourier. 

b) !Propiedad de desplazamiento en el tiempo 

Sea una función f(t), tal que �{f(t)} 

obtener la transformada de Fourier de 

F(C). Si deseamos 

f(t -to )  

entonces 

+00 

:> { f ( t - to) }  = L f(t-to)e-i2n&t dt 

considerando t-to X y dt dx, tenemos 

!1-{f(t-to)} 

+00 

J f (x) e -i2n&lx+to) 
dx 

-00 

+00 

"{f(t-tol} = e-i2n(to J f(x)e-i2n&x dx 

-oo 

y, por lo tanto, 
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:q;{t"(t-to)} -- F(l) e-i2rr&to 3. 47' 

fXJP:t:·esión que representa la propiedad de desplazamiento en el tiempo 

�e la transformada de Fourier. 

1 
1 

�.3 .. 3 Propiedad de escalamiento 

J. Sea una función f(t), tal que :q;{f(t)} = F(C) y f(at) 
�unción en donde a es una constante mayor que cero, entonces 

+OCI L f (at ) e -i2rrlt dt 

si consideramos que at == x, entonces dt = dx/a, 

S hacemos w· ·- 1_ a 

+OCI 

1:. 

J 
-i2rc& ! 

�{f(at)} = a -ro f(x)e a dx 

+OCI 

:q;{f(at)} 
-i2rcwx 

f(x)e 

y r pc)r lo tanto, 

1 :q;{f(at)} = 

t�mando la variable original, 

l 
�{f(at)} 

s. a <  O, entonces a =  !al, por lo que 

111 

1:. F (w) a 

dx 

otra 

3.48 

3.49 

.31.50 

3.51 

3'.52 



?i{f(at)} 1 F (.f_) 
laT a 

3. 53 

Esta propiedad lo que nos indica es que una contracción en 

el dominio del tiempo equivale a una exp ansión en el dominio de la 

frecuencia y viceversa. 

3.3.4 Propiedad de simetría de la transformada de Fourier 

Si tenemos una primera función f(t) cuya transformada está 

definida por F(f) y si por otro lado tenemos una segunda función en 

el tiempo F(t) con las mismas característ icas que la transformada de 

la pr imera función, es decir, F(t) es similar a F(C), pero en 

diferente dominio, entonces la transformada de esta segunda función 

será de forma simi lar a la primera función en el tiempo f(t), pero 

con signo negat ivo en la frecuencia f(-C). Es decir, 

Demostración: 

f(t) � F(C) 

F(t) � f(-C) 
3. 54 

Sea la función f (t) la transformada inversa de Fourier de 
F <&l , donde 

+00 

I 
i2rr&t 

F (C) e 

-oo 

d& 3. 55 

por otro lado, haciendo una analogía, sea f (C) la transformada de 

Fourier de F(t) 

E:i ahora sustituimos & por -&, 

+00 

J 
-i2rr&t 

F(t )  e dt 

-00 
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' 

+CO 

I 
i2n&t 

f ( -&> = tn t) e dt 
-co 

.3.57 

donde las ecuaciones 3. 55 y 3. 57 son similares, pero en diferent.e 

dominio. 

Por lo tanto, por simetría podemos decir que si la. 

transformada de Fourier de f(t) es F{&), entonces la transformada de 

Fourier de una función que es idéntica a F (f) 1 pero ahora en el 

dominio del t iempo F (t) 1 será igual a la función ini c i a l en el 

rom in�o del tiempo 1 

regatl. VO f ( -f) . 
pero ahora estará en la frecuencia con signo 

Jg;je�mplo 3.2 

Sea f(t) 
ti9uiente: 

-cxt 
= e cuya transformada de Fourier es la 

1 
= F (f) 

�i ahora 

a + i2n& 

F (t) 1 
= 

ex + i2nt 

e�tonces1 la transformada de Fourier de F(t) será 

�{li'(t)} = f(-&) = e-cx(-f) 

J.1J.S Transformada de Fourier dE! funciones simétricas 

a) Sea una funci6n f(t) real que tiene simetría par: 

+CO 

I 
-i2n&t 

F(f) = f(t) e dt 
-co 
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si s eparamo s la función exponencia l  de la tranformada de Fourier en 

sus componentes coseno, seno, tenemos que: 

+00 +00 

F(f} - I __ f(t}cos(2�t}dt - i I __ f(t}sen(2n�}dt 3.59 

donde el producto de la primera integral es una función de simetría 

par, y el produc t o de la segunda integral es una func ión de simetría 

impar; por simetría de funciones tenemos que la segunda integral de 

la expresión 3. 59 es cero, y que la primera integra l es la in·teg-ral 

de una función de simetría par, por lo tanto, 

F (f) 

donde 

+llO 

2 J f (t l. cos (2n{t} dt 

o 

y 

3.60 

o 3.61 

lo que nos indica que la transformada de Fourier de una función de 

simetría par es una función real. 

b) Sea una función f(t) real que tiene simetría impar 

por lo que 

F (f) 

+00 

F (f) I 
· -i2n&t 

= f(t) e 

-00 

dt 

+00 +00 

J f(t}cos(2rr&tldt - i 

-oo 

J f(t}sen(2n&tldt 

-oo 

3.62 

3.63 

por simetría de funcione s tenemos que la pr imera integral de la 

expresión 3.63 es cero y que la segunda integra l corre sponde a una 

función de simetría par, por lo tanto, 
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+00 

F({) � -2i L f(t)sen(2rr&t)dt 

jF(C} j = ji(&) 1 y </> (f) == -rr/2 3.65 

t� cua� nos indica que la transformada de Fourier de una función de 

funetrla impar es una función imaginaria pura. 

1 
r.3.(í; Propiedad de derivación de la transfonnada de Fourier 

1 
Sea :'i{f(t)} == F'(f), donde f(t) -? O si t -? ±oo, 

fndi ca que es una función finita, entonces: 

emostración: 

l integramos por partes: 

-i2n&t 
u e du 

or lo que 

:'i{f' (t)} == 

:'i{f' (t}} i (2rrf) F {f) 

+00 

I -i2rr&t 
f' (t )  e dt 

-00 

-i2rr&t 

+00 

dt V f ( t) dv 

+00 

+ i 2rrC f ( t) e dt 
f -i2rrCt 

-00 
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lo que nos 

3.66 

3 • 6r1 

f' (t) dt 

3.68 



como f(t) -7 O cuando t -7 ±oo entonces, al evaluar los lí.mites, la 

primera expresión de 3.68 es cero. Por lo tanto, 

+00 

J 
-i2rr&t 

i2rr& f(t) e dt 

-00 

�{f' (t)} i2rr& F (C) 

y de manera generalizada 

3 .. 4 TRANSFORMADA DE FOURIER DE FUNCIONES ESPECIALES 

3 .. 4 .. 1 Transformada de Fourier de la función impulso 

Sea f (t) = Ao (t-to) 

f ( t) 

A 

Figura 3.5 

si consideramos que 

+00 

J 
-i2rr&t 

f (t) e dt 

-oo 

F(C) 
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3.69 
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r 

penemos que: 

+OCJ 

�{Ao (t-to) } = Ao (t-to) e dt I 
-i2rc&t 

-oo 

·y aplicamos las propiedades de la función impulso 

�{Ao (t-to)} = 

�o:r lo que 

�ado lo cual, 

1 F( f) 1 

A 

+CO 

I 
- i 2rc&t 

A o (t-to) e 

-co 

-i2rc&to 
dt = Ae 

-i2rc&to 
�{Ao(t-to)} = Ae 

1 F' (f) 1 A y -2rr&to 

c/>(f) 

... 

f 

a) Espectro de amplitud b) Espectro de fase 

Figura 3.6 

l to = O, entonces 

1 F (C} 1 = A y <f>(f) = o 
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3 .. 4 ... 2 Transformada de una constante 
Sea f(t) � A. Por propiedad de simetria, tenemos que: 

por lo que, si 

ent�onces 

�{f(t)} <=} F(f) 

�{F(t)} <=} f(-C) 

� { .Aó ( t ) } = A 

� { A} � Aó ( -C) 

debido a que la función impulso se encuentra en el origen, 

�{A} � Aó (f)[? �) 

si A = 1, entonces 

�{l}� o(t) 

3 ... 4"3 Transformada de Fourier de la función escalón unitario �t(t) 
Dada la función �(t) definida como 

¡J.(t) = o : 
[ 1 . 

¡.L( t) 

Figura 3.7 
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t < o 

t 

3.7'7 

3.78 

3. 7'9 
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tenemos que su transformada estará dada por 

+00 

J - i2rc&t 
J.L(t) e 

-oo 

dt 3. 83 

� por la propiedad de la función escalón unitario, descrita en el 

capítulo anterior/ obtenemos que 

+00 
= 

J 
e-i2rc&t 

dt ?f{J.L(t)} 
o 

por lo tanto, 

?f{J.L(t)} 

e -i2rcft l 
i2rcC 

1 

i2rc& 

+00 

o 

1 

i2rrC 3. 84 

3. 85 

De la expresión anterior se observa que pa ra C = O, la 

transformada no está definida, por lo que para determinar este valor 

se descompone a la función e sc a l ón de la siguiente forma: 

f (t) = 1/2 
1 

3. 86 

1/2 

t 

Figura 3.8a 
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l;' 

donde 

por lo tanto, 

[ 1/2 t > o 
f (t) 

2 -1/2 t < o 

fz{t) 

1/2 

t 
-1/2 

Figura 3.8b 

JJ.(t) =: f (t) + f (t) 
1 2 

';g; { J.1 ( t } } 1 f = O = ';g; { f 1 ( t ) } 1 f = O 
+ ';g; { f 

2 
( t ) } 1 f=O 

3 .. B7 

3. 88 

3.89 

y siendo f (t) una constante, su transformada queda definida corno 
1 

una función impulso. 

3.90 

Por otra parte, al evaluar e integrar la transformada de 

Fourier de f (t), tenemos que: 
2 

+00 +00 

I -i2rr&t 
= f 2 (t) e dt = J , , ( t ) dt = o 

-oo f=O -oo 

debido a que f (t) es una función de simetría impar. . 2 
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Por lo que finalmente ten�mos que: 

�{ll(t)} [ 
1 

i2rr& 
1 
-- o (C) 2 

�.4,4 Transformada de Fourier de funciones simétricas 

�) Transformada de Fourier de la función f(t) = 1cos(211" fot) 

; e o 

� { cos ( 2rr&ot) } = � _e ____ ;----

{ i 2rr&ot e -i2rr&ot } 

ienemos que, por la prop iedad de desplazamiento, 

F (C-Co) 

,3.92 

3.93 

3. 94 

y por linealidad, considerando que la t rans formada de Fourier de una 
1onstante es una función impulso, tenemos que: 

-t o 

1/2 

a) 

"Í8(f- f ) o 

1 2 O (C+Co) 3.95 

c¡,(f);: o 

------------�--------� 

f f 

b) 
Figura 3.9 
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b) Transformada de Fourier de la función f(t) = sen(27r fi,t) 
Considerando que 

e - e { i2n&ot -i2n&ot } 
�{sen(2rr�t)} = � 2i 

tenemos que, por la prop iedad de desplazamiento, 

y por linealidad 

por lo que 

F (f) 

F (C-Co) 

1 1 
21 o (e- &o ) - 2 i o (&+&o ) 

4 o <&-Co) + � Ci <&+Co) 

E:i consideramos que 

tenemos que: 

F (t) 

por lo que 

y 

_.; -irr/2 - .... "' e irr/2 i == e 

1 . 12 
= � Ci (C-Co) e -in 2 + � Ci (C+Co) e�n. 

1 F (C) 1 
1 1 
2 (5 ( & -&o ) + 2 (5 ( &+&o ) 

( -n/ 2 
n/2 
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e > o 
& < o 

3.96 

3.97 

3.98 . 
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a) Espectro de ampl�[tud 

�(f) 

------l'ff'/2 

-r/2 --

b) Espectro de fase 

Figura 3.10 

e) Tmnsformada de Fourier de la función g(t) = f(t) cos(27r fot) 
Si expresamos la función en su forma exponencial, 

'!F { <J ( t) } = '!F { f ( t) cos ( 2rr&ot) } = '!F f ( t ) '--.e __ ---::::-----{ [ i2rr&ot ; e-i2rr&ot] } 
�or propiedad de desplazamiento, 
1 

� por linealidad, 

er{� 1 2 
f(t)ei.2�rr&ot} + '!f{� f(t)e-i2rr&ot} 

= 

�or lo tanto, 

G(f) 
1 

F (C-Co) -- 2 + 
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F <&-Co) 

1 F(C-Co) 1 
F <&+Co) 2 + 2 

1 
F (C+Co) 2 

3.103 

3 .. 104 

3 .. 105 

3 .106 .. 



�!) Transformada de Fourier de la función g(t) = f(t) sen(2;r fot) 

Si expres amos la función en su forma exponencial/ 

�{q(t)} �{f (t) sen (2rr&ot) }= '!f f (t} [ e ;i e 
{ i2rr&ot -i2rr&ot

J
} 

por propiedad de desplazamiento/ 

y por l inea lidad 1 

y/ por lo tanto, 

G (f) 

G (C) 

y si consideramos que 

-i 

entonces 

F {C-&o) 

1 
2i F {f-fo) -

�Í Jo� (f-fo) - 2� F (f+fo) 

4 F (f-fo) + 4 F <&+Co) 

-irr/2 e e 
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i 
irr/2 e 

1 
2i F (f+fo) 

3.107 

3.108 

3.109 

3 . .110 
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3.112 



3 .. 4 .. 5 Transformada de Fourier de una función periódica 

Fourier 
Una función periódica se puede representar por la serie de 

donde 

+00 
f (t) = L D e 

i2nk&ot 
k 

k=-00 

T/2 

J 
-i2nk&ot 

Dk = � f ( t) e dt 

-T/2 

.3.113 

or lo que la transformada de Fourier de una función periódica puede 
rer representada por 

+00 

J 
-i2nCt 

F(C) = f(t) e dt 
-oo 

3.115 

l sustituir la función representada por su serie de Fourier, 

+00 

F (C) 
- i 2nCt 

e dt 3.116' 

i intercambiamos el orden de la sumatoria, 

+00 

k:::-00 
L D k 

í2nkCot 
e 

-i2nCt +00 

F (C) = dt 3.117 

conde la integral representa la transformada de. Fourier de una 

onstante con 

xponencial nos 

or lo que 

valor unitario, y cuya 

indica un desplazamiento 

125 

multiplicación por la 
en la frecuencia de 1í&o, 



+00 

F (f) L Dk O (f-kfo) 3.1.18 
k"'-IXI 

Lo que nos 
'
periódica 

indica que la transformada de Fourier de una 

función es una sumatoria que depende de los D 
k 

multiplicados por un tren de impulsos (Este es un caso particul.ar de 

la transformada de Fourier) . 

31.4.6 Transformada de Fourie1r de un tren de impulsos 
Consideremos ahora un tren de impulsos como una función 

periódica. 

+00 

o ( t ) = E o ( t - kT) T 
k=-oo 

8(t- kT) 

Figura 3.11 

3.119 

La representación en ser ie de Fourier de un tren de 

impulsos sin desplazamiento, como se había demostrado en el capitulo 

anterior (expresión 2.85), es 

donde 

o ( t) T 

+00 

1 \' i 2rrk&o t 
T L e 

D 
k 

k= -ro 
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Por tratarse de una función periódica y según la ecuación 

3. 118, 

p¡er lo tanto, 

+ro 

F(f) - L »k eS (f-kfo) 
k=-ro 

+OC! 

:1 { c5 
T 

{ t) } = � L eS (e-kfo) 
k=-00 

3. 121 

3.J22 

Por lo que la transformada de Fourier de un tren de 
i pulsos es otro tren de impulsos escalado en 1/T y cuyo período en 

11a frecuencia está definido por fo = � . 

�jemplo 3.3 
1 

Obtener la trans:Eormada de Fourier de la función f (t) . 

----------------�---------------� 

t 

Figura 3.12 

Esta función es de simetría par, por lo que la transformada 

� Fourier sólo tendrá parte real. De la ecuación 3.60, 

+OC! 

F(C) - 2 L f(t)cos(2rr/t)dt 
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por lo tanto , al sus t i tuir tenemos que: 

+00 

F !&l � 2 J 
o 

-at 
e cos (2rr&t) dt 

integrando y evaluando , llegamos a que: 

Ejemplo 3.4 

Obtener la transformada de Fourier de h(t) . 

h(t) = 

1 

2 
a + 

Si observamos con cuidado, notaremos que la función h(t) es 

muy pare c i da a la transformada de Fourier obtenida para el problema 

anterior, por lo que podemos aplicar la propiedad de simetría de la 

transformada de Fourier a esta función , sigu iendo los siguientes 

pasos. 

Fourier: 

. 
Dada la propiedad de simetría de la transformada de 

f ( t) � F (C} 
F (t) � f ( -f) 

Primero, suponemos una función F (t ) definida como 

F (t) = 

2a 

a
2 + (2rrt)2 
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Segundo, usamos la propiedad de simetría para obtener su 
Jransformada de Fourier apoyándonos en

. 
el ejemplo anterior , por lo 

Jue 
1 

f (-e> 
= 

e 
-a 1-e 1 

ji Tercero, una ve:;:: resuelta la transformada de Fourier para 
a función F(t), encontramos la relación e�tre la función h(t) y 

' ( t:) . De manera que 

�omprobando, 

h(t) 

por lo t<;mto, 

h (t) 

1 
= ��a-

1 F (2trc) = 2a 

2a = 

�� { h ( t ) } = !f{ 2! F { 2�) } 

1 

si aplicamos la propiedad de esca lamiento 3.52 y de l inealidad 3.35, 

ojbtenemos que: 

�{e[f{bt)]} = e � F(/,) 

1 1 dond�:� e = y b = ·-- para nuestro ejemplo. Sustituyendo y 
1 2a 2rr 

aplicando la propiedad de simetría. 3. 54, tenemo s  que: 

�{h{t)} 
1 

2a 
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por lo tanto, 

!!F{h(t)} 

Ejemplo 3.5 

Obtener la transformada de Fourier de la función h(t). 

hit) = [ � t < 1 to 1 
t > 1 to 1 

-t o 

h ( t) 

A 

Figura 3.13 

Su transformada estará definida como 

H (f) 

+to 

I e 
-i2rr&t 

A 
-i2rr&t 

= A .. dt = 

- i2rr& e 
-to 

= 
-�-

[
e 

-i2rr&to _ e i2rrfto l 
i2rrC 

t 

+to 

Lo 

si separamos las funciones exponenciales de la siguiente manera: 

= cos(2rr&to) - i sen(2rr&to)- [cos(2rr&to) + i sen(2rr&to)] 
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"<e> A 
== -�i2rr& [ -2i sen (2rr&to)] 

= --;�&- [sen (2rr&to)] 

myl1:ipl.icando y dividiendo por 2to, obtenemos 

H (f) = 2Ato sen ( 2rr&to) 
2rr&to 

e�cp:resión conocida como la función sampling o muestreadora. 

·� 
·� 

1.1B 

1.•6 

1.4 

1.:2 

0.13 

0.•6 

0.4 

0.2 

o 

o.;� 

0.4 
10 8 

¡;/-lo. " 1'\ (\ (\ . ""' V V\J\0 

6 4 

__ __i__ -� - -

o 
::> 
¡....; 
..J 
a.. H( f) 
:E 
<t 

2 o 

FRECUENCIA 

Figura 3.14 
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J�jemplo 3.6 

h(t) 

Obtener la transformada de Fourier de la función h(t). 

1 t 1 

1 t 1 

< 2To 

> 2To 

h( t) 

----..L...-----1-----�-------
21;) t 

Figura 3.15 

Como se puede observar, se trata de una función de simetría 

par, por lo tanto, 

H (C) 

+T/2 

H<el 2 L h(t)cos(2nft)dt 

+2To 

A2 

J - - tcos (2rr&t) dt To 
o 

+2To 

+ 2A2 J cos ( 2n{t) dt 

o 

si realizamos el proceso de integración por partes para la primera 

integral, de integración sencilla para la s egunda y evaluamos los 

limites, llegamos a que 

H (t) 
2A2To sen 2 ( 2rrfTo) 

(2rr&To)2 

conocida como la función sampling cuadrada. 
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....... 1 ..::=--L. 
-10 -8 

1Jemplo 3.7 

-6 -4 

0.2 

0.1 

-2 o 

Figura 3.16 

Obtener la transformada de Fourier de h(t). 

h(t) 

Sabiendo que h{t) 

F(t) 

2 2 2A To sen (2rrtTo) 
(2ntTo) 2 

F(t), donde 

2 2 2A To sen (2rrtTo) 
(2rrtTo)2 

8 
Frecuencia 

podemos aplicar la propiedad de simetría en el ejemplo anterior, 

de manera que 

1 
+---

�{F(t}} 

f(t) <=* F(f) 
F ( t) <=* f ( -&) 
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por lo tanto, 

[ 
-A

2 
< -C) A2 

1-& 1 2To + < 2To 
f ( -&) = 

o 1-&1 > 2To 

po:r lo que 

[ 
A2 

(C) A2 
1 e 1 2To + < 2To 

H(C) = 

o 1 e 1 > 2To 

Obtener la transformada de Fourier de q{t). 

q(t) 
1 t-to 1 

1 t -to j 

< 2To 

> 2To 

Podemos observar que esta nueva función es igual a la del 

ej emplo 3. 6, pero despla:zada en el tiempo. 

q(t) -· h(t-to) 

sabiendo que 

�{h(t)} H(C) 

or la propiedad de desplazamiento en el tiempo 3.47, tenemos que: 

oor lo que 

� { h ( t -t o) } = H ( & ) e 
- i 2rr&t o 

�{q(t)} = � {h(t-to)} 
2 2 2A To sen (2rr&To) -í2rr&to 

2 
e 

(2rr CTo) 
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Ejemplo 3.9 

Obtener la transformada de Fourier de h(t). 

h(t) = e-atsen bt �(t} 

al estar multiplicada por la función � (t) , nuestra función queda 

definida de O a ro, por lo que 

+ro 

-i2nft 
H(&) sen bt e dt 

como 

sen bt 

fenemos que 

[
e

ibt _ e -ibt] 
--

2i 

+ro 

H (f) 
-ext e 

�or lo que, separando las integrales, 

+ro 

L -(ex + i �!nf - ib) t 
H(f) 

1 dt = 
2{ 

e 
1 -

2i 

1uestra transformada queda definida como 

1 
2i 

1 
i(2nf- b) 

135 

+ro 

L -(a 
e 

1 
ex + i (2n& 

dt 

+ i 2nf + ib) t 
c!t 



y desarrollando algebrá.icamente, tenemos que: 

H (f) = 
b 

(a + i2rrf) 2 + b2 

Ej¡emplo 3.10 

Obtener la transformada de Fourier de 

g (t) 

Trataremos a esta función como una función de la forma 
q(t) = f(t)cos(2rrft), cuya transformada fue obtenida en la expresión 
3.106 

:1{f (t) cos2rr&ot} 1 1 2 F (f-fo) + 2 F (f+fo) 

y donde 

f (t) 1 

por lo tanto, igualando, 

cos 2rrfot = cos 8rrt => 2rr&ot = Brrt 

tenemos que: 

&o = 4 

Por lo que ahora sólo queda obtener la transformada de 
F'ourier de 

f (t) = 

1 

136 



qonsiderando el resultado obtenido en el ejemplo 3. 3 y aplicando 
ia propiedad de simetría de la transformada de Fourier, 

por lo que 

y 

por l o  tanto, 

<,J• { 
cos Brrt 

} 2 
+ 4rr2t2 a 

� { 
cos Brrt 

} 2 
+ 4rr2t2 a 

Ejempllo 3.11 

f { t) 
= 2! H { t) 

�{f{t)} = 2! �{H(t)} 

F{C) = 2! e-al&l 

1 1 
e-al&-41 1 = 

2 2a + 2 
1 e-a 11+41 

2a 

¿_ e-a 1 &-41 1 -a 1 &+41 = +-e 4a 4a 

Obtener la transformada de Fourier de 

q(t) = 

d� acuerdo con el procedimiento del ejemplo 3.10 y la expresión 
3.110, 

1. ualando, 

1 
+ 

'.J{f(t) sen 2rr&ot} 1 1 
= 2I F (C-fo) - 2Í F (f+Co) 

sen 2rr&ot = sen Brrt ") 2n&ot = Brrt 
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por lo tant.o, 
&o = 4 

Por lo que ahora sólo queda obtener la transformada de 
Pourier de 

del ejempJ.o 3.3 

por lo que 

y 

por lo tanto, 

<g; { 
sen Brrt 

} == 

2 
+ 4rr2t2 a 

� { 
sen 8rrt 

} = 

2 
+ 4rr2t2 a 

Ejemplo 3.12 

f (t) 1 

f(t) 2� H(t) 

�{f(t)} 
1 

2a �{H(t)} 

1 1 e-a!&-41 
2i 2a 

1 -al&-41 
i4a e 

1 1 e-ale+4l 
- 2i 2a 

1 -al&+41 
i4a e 

Obtener la transformada inversa de Fourier de la función 

H (C) 
o: + i2n& 
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1 

:separando la parte real y la imaginaria, 

(3 ttX - i2rr& H (f.) -- :;: 
ex + i2rr & a - i2rr& 

h (t) ·- :q;-1 {H (f.)} 

por lo que 

+ro 

h (t) 

p[ ex i2rr¡ l 
2 

{2rr&} 2 2 {27lf.) 2 ex + ex + 

::; 

+ro J H(&)e 
i2rr&t 

df. 
-ro 

i2rr& l ei2rr&t 

ex2 + ( 2rrC) 2 
d& 

separando la función exponencial en sus componentes coseno 1 seno 1 

tenemos que: 

+ro 

h (t) [cos 2rr&t + isen 2rr&t J d& 

y 1 considerando la simetría de las funciones 1 sólo quedan los 

siguientes términos: 

+ro 

Lp[ a ] cos 2rr{t d& + h (t) = 

2 (2rrf.) 2 a + 

+ro 

J p[ i2rr& l + i sen 2rr&t d& 
ex 2 + ( 2rr &> 2 

-ro 
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Resolviendo por tablas, 

h (t) 

y, por lo tanto, 

(3 -at (3 -at 
= e + - e 2 2 

h (t) 

21.S TRANSFORMADA DE FOURIER BIDIMENSIONAL 

Hasta ahora se ha considerado a la transformada de Fourier 

en funcit:>n de una variable: el tiempo. Sin embargo, tarrbién es 

posibl e definir a la transformada de Fourier en función de la 

dis tancia x, en donde los e spec tros estarán dado s  en el dominio del 

nümero de onda (véase tabla 3.1) 1 en vez del de la frecuencia. 

As imi smo 1 es important.e destacar que la transfor-mada de 

Fourier se puede obtener en función de dos o más variables (que 

pueden ser espaciales,, temporales o ambas) . 

La siguiente expresión: 

F (k 1 k ) 
X y 

+00 +00 

I I f (x. y) 

-00 -00 

-i2rr (xk 1 yk ) 
e 

x Y dx dy 

representa a la trans:Eormada de Fourier bidimensional para dos 

variables espaciales� y la expresión 

f(x1y) 

+00 +00 

L L 
i2rr (xk 1 yk ) 

F (Jf 1 k ) e x Y dk dk 
X y X Y 

representa a la transformada inversa de Fourier bidimensional. 
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Para efectuar esta transformación es necesario realizar la 

integral primero respecto a una variable y a continuación con la 

otra. De esta manera hacemos la transformación en una dirección y 

después en la otra. 

-· 

1 
� 

Concepto 

Velocidad 

Frecuencia 

Frecuencia angular 

Período 

Longitud de onda 

Número de onda 

Tabla 3.1 

Unidades 

distancia/tiempo .u 

1/tiempo e 

1/tiempo w 

tiempo T 

distancia A. 

1/distancia k 

141 

Equivalencia 

w 
fA. = 

k 
= 

= w/2n = 1/T = .u/A. 

= 2nf = 2n/T 

= 2n/w = .. 1/f 

= 2n/k = .u/& == .uT 

2rr/A. 
w 

= = -
.u 



EJERCICIOS PROPUESTOS 

1. Determine las partes real e imaginaria de la transformada de 

Fourier de cada una de las siguientes funciones: 

a) h(t) e
-a 1 t 1 -oo < t < (10 

{ � cos (2n&ot) t > o 

b) h{t) t = o 

i t < o 

{A 
-<Xt (2n&ot) t o 

e) h (t) e sen 2: 
= 

o t < o 

2. Determine el espectro de amplitud y de fase de la transformada de 

Fourier de las siguientes funciones: 

a} 

b) 

e) 

h ( t ) = e -·a 1 t 1 

h ( t) = A sen ( 2n&ot) 

-<Xt ) h(t) A e cos (2n�t 

3. Sean las funciones 

h(t) " { � ltl < 2 

t ± 2 

1 t 1 > 2 F� ! t 1 < 1 

a: ( t) == t ± 1 

1 t! > 1 

Obtenga la transformada de Fourier de las funciones h(t), a:(t) Y 

q(t) = [h (t ) - a:{t)]. 
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4. Usando la propi edad de simetría , determine la transformada de 

Fourier de 

a) J�2 2 
(2nTot) h (t) sen 

= 

(rrt)2 

2 
h (t) ex 

== -b) 
2 

4rr2t2 a: + 

5. Sea la función 

Lt_u_ 
2To 1 t 1 < 2To 

h (t) 

o i 1 t 1 > 2To 

Obtenga la transformada de Fourier de las funciones h (t) , h ( 2t) ,, 

Jl(4t) y h(Bt). 

:Empleando la propiedad de desplazamiento, obt enga la transformada 

de Fourier de 

h(t) == 

A sen [2rr&o(t-to)] 
rr (t-to) 

Utilizando la prop i edad de desplazamiento en la frencuencia, 
obtenga la transformada inversa de Fourier de 

a) H (C) == 

b) 

2 ex 

A2 sen2 [2rrTo (C-Co)] 

[rr(C-Co)]2 
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B. Encuentre la transformada de Fourier de la siguiente función, 

considerando su simetría. 

r----·--IA 
T 

-T 

9 ( t) 
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CAPÍTULO 4 

INTEGRAL DE CONVOLUCIÓN 

4.1 DEFINICIÓN DE LA INTEGRAL DE-CONVOLUCIÓN 

La integral de convolución se define como 

+00 

�(t) = I e(-r)h(t--r)d-r = e(t)*h(t) 

-oo 

4.1 

Para visualizar el signi ficado de la operación matemática 

de la convolución que se representa en la ecuación 4.1, donde el 

carácter * se emplea como el operador que simboliza la operación de 

convolución, es conveniente mostrar gráficamente el desarrollo de 

dicha operación. 

4.1.1 Evaluación gráfica 

Sean e(t) y h(t) dos funciones dadas representadas en las 

fi·�ruras 4 .la y 4 .lb. Para realizar la convolución es necesar i o 

reemplazar a la variable t por -e ( figuras 4.lc y 4.ld), lo cual no 

altera a la función ya que sólo estamos cambiando el nombre de la 

var i able , por lo que ahora tenemos e(-c) y h(-c). 

Como siguiente paso plegamos la función h(-c) para obtener 

su imagen con lo cual tenemos h ( -1:) (figura 4 .le) y la desplazamos 

un intervalo t de manera que nuestra función ahora la representamos 

como h (t--e) , como se observa en la figura 4 .lf. Para realizar la 

convolución, como se establece en la definición, es necesario 

multiplicar la f unción e(1:') por cada valor desplazado de la función 

h(t--c) e integrar el producto. El valor del desplazamiento t se toma 

de -oo a oo (figura 4 .lg). 

Para nuestro ejemplo, si tomamos un desplazamiento cada 

O. 25, podemos observar gráficamente como se va comportando nuestra 

convolución en e stos puntos. Por ejemplo, si se tiene un 

desplazamiento t=O, el área de intersección entre las dos funciones 

es cero (véase figura 4.2a). 
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e(t) 

. 1/2 .., 

a) 1 
1 t b) 
1 

t 
h ( T) 

e ( T} 

1/2 ..., ... 

e) 1 
T d) 1 

1 
1 
1 ... 

T h(-T) 

e) ---'------1-----------
T 

h(t-T) 

----k---+--+-----------� 
f) 

t 
T 

h(t-T) 

1 1 
1 1 

e( T) 1 1 

1 
1 1 
1 1 

1 1 1 

r---:---J T g) 
t 

Figura 4.1 

Pero si desplazamos a la función, se puede observar que 

existe un área de intersección a medida que la función h ( t -·1;) se 

superpone y multiplica P'or la función .e(T} para cada desplazamiento, 

véase figura 4. 2. En este ejemplo, debido a las característica!:; de 

las funciones mostradas, se puede decir que el área de intersección 

representa a la integral de convolución. 
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f) 
1/2 

q) 1/2 

1/2 

11) 

1/2 

j:) 

0.5 

0.25 

o 

j) 

S { t} 

t= l. 25 

s<t> 

s( t) 

r-------, 1 
1 

1 1 
1 
1 
1 

t= 1.5 

r-----, 1 
1 1 
1 1 1 
1 
1 
1 
1 
1 

---------1 

t=1.'7'5 

S ( t) 

r 
1 
1 
1 

t= 2 

S { l) 

T 

T 

2 

Figura 

... 

T 

... 

t 

4.2 

Para t 1.25 

<1.(1. 25) (0.5) (0.75) o .. 375 

Para t = 1.5 

<�.(1.5) = (0.5) (0.5) = 0.2:> 

Para t = l. 75 

<�.(1.75) = (0. 5) (0. 25) = 0.125 

Para t = 2 

<�.(2) = (0.5) (O) = o 

Por lo que la función de 
convolución <�.(t) es: 

t <l. ( t) 
o o 

0.25 0.125 

0.5 0.25 

0.75 0.375 

l. O 0.5 

l. 25 0.375 

1.5 0.25 

l. 75 0.125 
2 o 

(continuación) 
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El procedimiento descrito para la evaluación de la integral 

de convolución t iene los siguientes pasos: 

1. Plegamiento : Cuando se obt iene h(-T), es decir, la imagen de la 
función h(t) respecto al eje de ordenadas. 

2. Desplazamiento: Consiste en desplazar un intervalo t a la función 
h(-T), es decir, obtener h(t - T ) . 

. :st. Multiplicación: Cuando se ob·tiene el producto de la fur1ciór1 e(--c) 
por h(t-T). 

4. Integración: Consiste en calcular el área bajo la curva del 
product o anterior. Esta área es el valor de la convolución para 
un desplazamiento t. 

4.1.2 Evaluación analítica 

Los valores de la convoluc ión para las dos funciones 

anteriores son fácilmente obtenidos a través de una evaluación 

gráfica en punto s definidos; sin embargo, cuando se tienen otro tipo 

de func iones, el obtener estos valores se complica, por lo que es 

necesario deducirlos de manera analítica. 

Para la evaluación ana l ít ica de la operación de convolución 

entre dos funciones se siguen los pasos 1, 2 y 3; sin embargo, para 

la etapa final de integración se requiere la evaluación analítica de 

una integral definida, por lo que es necesario fijar adecuadamente 

los l imites de integración. 

Para determinar los limites de integración de la 

convolución primero se investigan los valores mínimos de T, para los 

cuales las funciones e(T) y h(t-T) son no nulos y se selecciona como 

limite inferior de la integral el mayor de los dos; a continuación 

se investigan los valores máximos de T para los cua les las funciones 

e(T) y h(t-T) son no nulos y se selecciona como limite superior al 

menor de los dos. Para la obtención de estos límites, 

auxiliaremos de la gráfica de la convolución de las funciones. 
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Ejemplo 4.1 

Utilizando las funciones del ejercicio anterior, tenemos 

que para 

L1mite 1nfer1or L1m1te super1or 
.e{"t") o 1 

h{t-1:") t-1 t 

Por lo que los límites de la integral definida irán 

variando como s igue : 

o t � o 

t 
; o < t � 1 

o 

�(t) 

r:_l 
1 < t � 2 

o t > 2 

Ya que no existe intersección 
entre las funciones, por lo que 
el producto es cero (véanse 
figuras 4.3 a,b). 

Ya que para este intervalo el 
límite mayor entre o y t -·1 es 

O, y el menor entre 1 y t es t 

(véanse f iguras 4.3 e, d) . 

Ya que para este intervalo el 
límite mayor entre o y t-1 es 

t-1, y el menor entre 1 y t es 1 
(véanse figuras 4.3 e, f) . 

Para t>2 no existe intersección 
entre las dos funciones, por lo 
que el producto es cero (véanse 
f iguras 4.3 f' g) . 
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, S (t) 
S (t) 

r-
1 

, 1 

1 
1 

1/2 1 
1 1 
1 1 

1 
1 1 
1 �� 

1 t ·-1 t o ,... T 
o t-1 t �r 1-t 

t f 

a) e) 

S ( t) 
S (t) 

1 .., 1 1 1 
1 1 1/2 
1 1 
1 1 
1 1 

�-· _...J.. 
- o 1 t T t-1 t-0 T 

t-l ' 1 t ---1 

b) f) 

S ( t) S { t) 

"l 
1 
1 

l 1 
1 1 
1 1 -

_j_-l•� t-1 o t T o t-1 1: T 
t-l -¡ 

e) g) 

S ( t) 

S { t) 

1/2 

� 
o T 
l-·1 t 

... ' 1 ¡-- t -------1 2 t 

d) h) 
Figura 4. 3 

151 



si resolvemos analíticamente, 

<>(t) � rme(-r) h(t--r) d-r 
-m 

It = r [�) 
o 

( 1) d-e 1 
:;:: 

2 rd1: 1 
(t - o) = 

2 
o 

1 
= 

2 

r [�] ( 1 ) d-e 
1 

r d-.: 
1 

(1 - t + 1 )  = 
2 

= 
2 

t-1 t-1 

Por lo que 

o t :S o 
1 

t o t 1 
2 

< :S 
4(t) 1 

1 -
2 

t 1 < t :S 2 

o t :?:: 2 

donde 4(t) está representada en la figura 4.3h. 

4.2 PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DE CONVOLUCIÓN 

t 

1 -
1 
2 

La convolución de dos funciones tiene la propiedad de ser 

una operación conmutat:iva, esto es 

(C (t) * a: (t) = a: (t) * a: (t) 1 2 2 1 
4.2 

donde * representa a la operación de convolución de a: (t) ,,.. a: { t) . 1 2 

Demostración: 

+00 

"'• (t) • "'• (ti � I "'• (T) "'• (t-T) dT 

-oo 

4. 3 

si c amb iamos la variable t--e por x en la integral de convolución 
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+m 

oc1 (t) * oc2 ( t) " J oc1 (� -x) oc2 (x) dx 

-oo 

y sustituimos x por �, tenemos que: 

a: (t) * a:: (t) 1 2 

+m 

- J 11:2 (1:) "', (t-1:) dl: = 

-m 

a:: (t) * a:: (t) 2 1 

4.4 

4.5 

con lo que podemos decir que la operación de convolución es 

conmutativa.. 

1 

k.3i TEOREMA DE CONVOLUCIÓN 

llos 1 

Una de las herramientas más importantes para el análisis dE� 

sistemas lineales se debe a la re lación que existe entre la 

¡transformada de Fourier y la operación de convolución. 

felación se le conoce corno teorema de convolución. 

r.!l.l Teorema de convolución en el dominio del tiempo 

Si 

y 3i { h (t) } 2 

ntonces 

A esta 

4.6 

4. 7' 

La convolución de dos funciones en el dominio de1 tiempo es 

quivalente a la multiplicación de las transformadas de estas 

unciones en el dominio de la frecuencia. 

lemostración: 

+m +00 

!1{h1(t) * h2(t) } "J [J h1(1:) h2
(t-1:) d1: J e-i2rr&t dt 

-m -oo 
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si cambiamos el orden de integración, 

J
+IXI 

J
+IXI 

�{h (t) * h (t)} = h (-�) 
1 2 1 

-lXI -lXI 

h ( t --r;) ei2rrCt 
2 

d-r; dt 

+lXI 

[ I h2 (t--.:) e -i2rrft dt] d-e 
-m 

la integral 

+lXI 

J h2 (t--.:) e-i2rr&t dt 
-lXI 

4. 9 

4.10 

4.11 

representa a: la transformada de Fourier de la función h {t} 
2 

desplazada; por lo que, sustituyendo 4.11 en la ecuación 4. 10, 
tenemos que: 

por lo que 

por lo tanto, 

:q;{h {t) •k h (t)} 
1 2 

+lXI 

+lXI 

= H2 W I h, (-.: ) e -i2rr(-.: d-e 
-lXI 

�{h (t) * h (t)} 
1 2 

H (f) · 
H (C) 1 2 

4.3.2 Teorema de convoluciión en el dominio de las f1·ecuencias 

Si 

entonces 

y �{h (t)} = H (&) 
2 2 

?f{h (t) . h (t)} 
1 2 

H (C) * H (C) 1 2 
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La convolución de dos funciones en el dom:inio de la 

frecuencia es equivalente a la multiplicación en el dominio de.l 
tiempo de la transformada inversa de Fourier de estas funciones. 

En otras palabras, la transformada de la multiplicación en 

el dominio del tiempo de dos funciones es e quivalent e a la 
convolución de las transformadas de Fourier de dichas funciones. 

emostración: 

:¡o-1 { H, (&) * H, (C)} � roo [ rooH, (-.:) H, <&--.:) d-.: J ei 2rr&t d& 
-oo -oo 

�i cambiamos el orden de integración, 

+00 +00 

� I H, (-.:) [ I H, 
<&--.:) i2rr&t d&] d-r; e 

-00 -00 

� onde la integral 

+00 I H, <&--.:) ei2rr&t d& h (t) 
2 

ei2rrt-r 

-oo 

ustituyendo en la ecuación anterior, 

j:-1{H (f) 1 * H2 (&} } == 

== 

+00 J H, (-.: ) h2 (t) 

-ro 

+00 

h (t) J H (-¡;) 
2 1 

-oo 

== h (t) . h (t) 2 1 
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ei2rrt-r 
d-r; 

e 
i2rrt-r d-r; 

4.17 

4. 18 

4.1.9 

·:1= .. 20 

4 .. 21 

4 . 22 

��- 23 



por lo tanto, 

Ejemplo 4.2 

�-1{H (C) * H (t)} = h.  (t} · h (t} 
1 2 1 2 

4.24 

Obtener la convolución de las funciones .e(t) y h(t). 

.e(t)  
+ 2 

h(t) = { : 
t :S () 

t > () 

e{t} h{t) 

----JC----A--.�.---1 ........ ----i-------·-----!JIIooo 
2 3 t t 

Figura 4.4 

Límite in ferior Límite superior 

.e(-r) o 2 

h(t-·1:) -oo t 

definiendo los límites de integración, tenemos que: 

o 

ó.(t) - r o 

r o 

t :S o 

t �·, > ,¿, 

Ya que no existe el producto de las 
funciones (véase figura 4.5b). 

Ya que el límite mayor entre -oo y O es 

O y el menor entre 2 y t es t (véanse 
figuras 4.5c y 4.5d). 

Ya que para este intervalo el límite 
mayor entre -oo y O es O y el menor 

entre 2 y t es 2 (véanse figuras 4.5d 
y 4.5e). 
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s{t.) 

h (t-r) 

a) 

-., 
1 

1 
1 
1 

t 

b) 

s( t) 

.J 
'"' 

e) 

s(t) 

d) 

e) 

Figura 4. 5 
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2 T 

2 T 

( 
J 

r 1 

é. 
\ 
\ 
'r 

1 t 

\ 
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Debido a que la función e(t) está dividida en dos funciones 

para el intervalo O < t :s 2, entonces la primera integral también se 
separará en dos intervalos. 

o t :S o 

r -e ( 1) d-e o < t < 1 

1'' ' 1 o ' b4o ,/¡ r y 1· ¡} { 
�(t) = 

r 
1 

r 
J ;.. " 

-e (1) d-e + (--e + 2) ( 1) d-e 1 < t :S :a 
o � (. 1 

r 
' 

a. + r 
., 

.. 

-e ( 1) (--e + 2) (1) d-e t > 2 
o 1 

Por lo que, realizando las integrales correspondientes, la 

función de convolución queda definida como 

o t :S o 

� (t) = 

1 t > 2 

l�emplo 4.3 
Obtener la convolución de las funciones h(t) y q(t) . 

. g { t) 

Figura 4.6 
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= 
{ e

o
-<Xt 

h(t:) 
. 1 t 2: 

o 

t < o 

{ 1 - t 

= o V!t 

q.(t) 

Definiendo los límites de integración, tenemos que: 

� (t) = 

h(t--c) 

q.(-c) 

o t < o 

r o 

r o 

t > 1 

a) 
-cv 

b) 

e) 

d) 

Límite inferior Límite superior 

-(:0 t 
o 1 

(Véanse figuras 4.7a y 4.7b). 

(Véanse figuras 4.7c y 4.7d). 

s{t) \'..( 

1 

Figur-a 4.7 
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Sustituyendo las funciones, tenemos que: 

o fV'tv'l t < o 

r 
� 

(1 1:') 
-cx<t-l:'l dl:' - e 

,.;, { t) = 1 
o T , 1"' 

r (1 1:') -cxct-l:'l d't: - e 

o 

t > 1 

realizando las integrales correspondientes, obtenemos 

o t < o 

1 [1 e··oct] 1 [1 
-cxt] t 

- + - e -

l.l.(t) 
oc 2 ex 

= ex 

1 ext [e ex 1) 1 -oct e - --- e 
2 ex 

t > 1 

oc 

Ejemplo 4..4 

Obtener la convolución de las funciones �(t) y q(t). 

�(t) -- { 
l

o 

J-L( t) 

t ;::: o 

t < o 

.... 
t 

-
{ 

e

o

-t 
9 (t) 

g{t) 

Figura 4.8 
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Definiendo los límites de integración, tenemos que: 

Límite inferior Límite 

q(¡;) 

IJ.(t-¡;) 

{). ( t) = 

o 

-ro 

o t ::S o 

r o 

t > o 

s( t) 

t=o 

ro 

t 

T 

t T 

Figura 4.9 

Por lo que la integral queda definida como 

<>-(t) 

y evaluándola, 

<>(t) � { 

o 

Jt
. 

o 

o 

-1:" 
e 

1 
-t 

- e 
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ll��jemplo 4.5 

Obtener la convolución de las funciones h(t) y q(t). 

sabiendo que 

hlt} g{t} 

....... t 

Figura 4.10 

00 

a(t) J q(�)h(t - �) d� 

-oo 

J
oo 

<>-(t) [o ("t + -�0-) + o (T - �0) J h(t - T) dT 

-00 

t 

por propiedades de la función impulso (expresión 2.80) 

<>-(t) h("t + �-) + h("t - �) 4 2 t "{; ::: 

<>-(t) h (t + �) + h(t - �) 4 2 

Lb que indica que obtenemos la función original h(t) 
colocada en el lugar donde estaban ubicados los impulsos. Esto es 

importante, ya que nm:; mue s t ra que cuando convolucionamos un impulso 

o tren de impulsos con otra función, lo que obtenemos es la función 

repetida en cada punto donde es t aba ,el impulso o el tren de 

impulsos. 
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s{t) 

Figura 4.11 

4.4 APLICACIÓN A LOS SISTEMAS LINEALES· 

4.4.Jl Definición de un sistema lineal 

t 

Un sistema pue de definirse como cualquier proceso que 

provoque la transformación de una señal. 

Esquemáticamente lo podemos representar como 

Señal de entrada Señal de salida 

e ( t) ·----:, 1 SI S TEMA 1 ---� -á. ( t ) 

4.41.2� Relación entre las señales de entrada y de salida de un sistema lineal 

Se dice que un sistema está completamente caracterizado, si 

se c onoce la forma en que la señal de salida depende de la señal de 

entrada. 

Un sist ema es lineal, si y sólo si, cumple con las 

propi edades de homogeneidad y superposición. 

a e (t) 
1 

(3 e (t) 
2 

SISTEMA 
LINEAL 

donde a y f3 son constantes. 
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Un sistema lineal, cuyas señales de entrada y de salida son 

��(t) y .o.(t), es invariante en el tiempo si para la señal de entrada 

e(t-to) produce la señal de salida .o.(t-to). 

Matemáticamente, un sistema lineal puede ser desc:cito a 

través de una ecuación diferencial lineal de coeficientes constantes 

de la siguiente manera: 

dn 
a 

n 

b 
dm 

m 

donde 

.0. ( t) + a 
dtn n-1 

e(t) + b 
dtm m-1 

dn-1 
.o.(t) 

--· 

d'tn-1 

dm-1 
e(t) 

dtm-1 

+ 

+ 

. .. . . .  11 

...... 

+ a 

+ b 

e(t) es la función de entrada, 

.o.(t), la función de salida, 

d .o.(t) + a 1 dt o 

d e(t) 
b + 1 

dt 
o 

a1 y b son los coeficientes constantes. 

Los grados de n y m, así como los 

.o.(t) 

e(t) 4. 25 

valo res de los 

coeficentes a y b de la ecuaci ón 4.25, dependerán del sistema 

físico particular que se esté representando. 

La solución de la ecuación diferencial puede llevarse a 

cabo por di s tintas técnicas matemáticas, entre ellas el análisis de 

Fourier. Para ello, si consideramos que 

�{e(t)} = E(&) y �{.o.(t)} 

y que la transformada de la derivada de una función, según lo 

descrito en el capítulo anterior (expresión 3.70), es 

podemos sustituir la transformada de Fourier en ambos miembros de la 

ecuación diferencial: 

4.26 
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fact:orizando, 

S (C) [ an ( i2rrf) n + an_1 ( i2rr&l n-1 + · · · · + a
1 

( i2rrf) + a0 J 

[ b {i2rrC)m + b (i2rrf)m-1 + · · · · + b (i2rrf) + b J m m-1 1 O 

despejando, 

S (f) 

donde 

H (f) 

b (i2rrf)m 
m 

+ b (i2rrf)m-1 
m-1 + 

a n ( i2rrf) n + 

b (i2nC)m m 
= 

a (i2n&ln 
n 

a ( i2n&) n-1 
n-1 + 

+ b (i2nf)m-l 
m-1 

+ a (i2nC)n-1 
n-1 

.... + b ( i2rr&} + b 1 o 
E <&l 

... . + a ( i2nf) + a 1 o 

+ .... + b ( i2n&) + b 1 o 

+ . ... + a (i2n&l + a 1 o 

4.27 

4. 28 

4. 29 

que es llamada función característica del sistema lineal en el 

dominio de la frecuencia o fun ción de transferencia, y cuya 

expresión matemática depende de las características del sistema 

f ísico. 

Por lo tanto, 

donde 

S (f) == H (f) · E (f) 

H (f) = �lil._ 
E (f) 

y cuya transformada inversa es 

?f-1{H(f)} = h(t) 

4. 30 

4. 31 

La ecuación 4. 30 nos muestra la relación que existe entre 

la sefial de entrada y la de salida en un sistema lineal, donde se 

puede observar como la función característica del sistema H(f) es la 

función modificadora o ponderadora de la sefial de e ntrada en el 

dqmin.io de la frecuencia. 
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Para establecer la relación que existe entre la sefíal de 
entrada y la de salida en el dominio del tiempo, se obtiene la 
transformada inversa de la ecuación 4.30. 

Sean H(C) y E(C) dos funciones en el dominio de la 
frecuencia, en el que 

H (C) · E(&) = S(&) 

Por lo que 

donde 

+00 

J H (f) • E (f) ei 2n&t dl 

-oo 

�-1{H(C) · E (C) } 

E (C) = �{e(1:)} r�e(l:) e -i 2n&"L d"L 

-oo 

por lo tanto, 

+00 

[ re(l:) �-l{H(C) E (C) } -· I H({) e-i2rn::d1: J ei2rr&tdC 
-oo -oo 

si intercambiamos el orden de integración, 

�-l{H(&) · E (C) } 

= 

= 

rr 
-oo -oo 

r�e(l:) 
-oo 

r�e(l:) 
-oo 

e{1:) 
e - i 2rr C -e H ( C) 

ei2rr& t
d& d1: 

[r H ( C) 
ei2rr&t e-i2rr&"Ldc ] d1: 

-00 

[ rH(t) e
i2rr& ct-"L>de] d1: 

-oo 

4. 32 

4. 33 

4 .. 34 

4. 35 

4. 36 

4. 37 

4. 38 

donde por la prop i e dad de desplazamiento en el tiempo, descrita en 
el capítulo anterior (expresión 3.47), la expresión entre paréntesis 

.se define como 
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por lo tanto, 

+00 J H ( &l 
ei 2rr&tt-Ll df 

-oo 

h (t -1:") 

+CO 

I e(-.;) h(t--.;) d-.; 
-co 

y como consecuencia: 

:f-1{SW} " <>(t) " r00e(-.;) h(t--.;) d<: 
-ca 

4. 39 

4.40 

Las ecuaciones 4. 40 y 4. 41 establecen que la relación que 

existe entre la sefial de entrada y la sefia l de salida de un sistema 
lineal, está dada por la convolución entre la sefial de entrada y la 
función característica en el dominio del tiempo, la cual se puede 

epresenta:r como 

.o,(t) :=: .e(t) * h ( t )  4.42 

onde * representa a la operación de convolución y, por convención, 
í!.(t) a la función que se pliega y se desplaza h(t-T:) 

Respuesta de un sistema lineal al impulso unitado 
De las propiedades de la función impulso, descri t:as en 

.apítulos anteriores, sabemos que 

+CO 

J Ó (t-to) g(t) dt • g(to) 

-00 

•.1..43 

e esta misma manera, 

+00 

J O (<:-to) g(t-1:) d<: • g(t-to) 

-co 

4.44 
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por lo tanto, cuando convolucionamos una función cualquiera q(t) con 

una función impulso, lo que obtenemos es la función q(t) posicionada 

en el punto donde se encuentra la función impulso. 

Si consideramos que la funtión de entrada es una función 

.impulso, 

e(t) = o {t) 4.45 

y que la integral de convolución está dada por 

r00e(-.:) h(t--.:) do; 

-ro 

.o,(t) 4.46 

entonces, 

+OJ 

<> ( t ) � J 8 ( -.:  ) h ( t --.: ) d-.: � h (-.:) 

-00 

h(t) 4. ·<'17 

lo que se aprecia mejor si se considera que la operación de 

convolución es conmutativa 

+00 

<> ( t ) � J 8 ( t -e ) h (e ) de 

-ro 

h(t:) = h(t) 

por lo tanto, 

.Q(t) = h(t) 4. 48 

lo que implica que la respuesta de un sistema lineal al impulso 

un.itario es la función característica o función de transferencia del 

sistema. 

4.4.4 T..ansmisión sin distorsión 

Como se explicó anteriormente un sistema lineal, lo podemos 

representar como 

+00 

<> ( t ) � J e (-.: ) h ( t -e ) de 

-oo 
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donde por el teorema de convolución tenemos 

S (C) = H (&) E (C) 4.50 

y la representación en su forma de Euler de las funciones de 

entrada, salida y transferencia son: 

S (C) S (f) ei4>s<&> 
4.51 

H (f) = H (f) ei4>h<&> 
4. 52 

E (f) = E (f) ei4>e<&> 
4. 53 

por lo que, sustituyendo 4.51, 4.52 y 4.53 en la expresión 4. 50, 

4 . 54 

1 H (f) 1 1 E (f) 1 ei (q>h<&> + 4>e<&>) 
4. 55 

por lo tanto, 

S (f) 4. 56 

y 4>s (e) 4>h (j) + 4>e (&} 4.57 

Considerando lo anterior, podemos preguntarnos: 

¿Qué característica debe tener la función de transferencia 

formada por 1 H (f) y q>h ({) para que la función de salida o ( t) 
presente la misma forma que la sefial de entrada e(t)? 

Observando las ecuaciones 4. 56 y 4. 57, se puede concluir 

que a.(t) y e(t) son iguales si 

H ( & ) j == 1 y (/>h ( &) == O 4. 58 

ent on c e s 

e(t) <l.(t) 4.59 

Sin embargo, si para una sefial de entrada tenemos una sefial 

de salida de la forma: 

<l.(t) Ho e ( t -to) 4. 60 

' 
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donde Ho representa una cons tant e y to un cierto desplazamient:o, 

entonces la forma de <dt) es la misma que .e(t) 1 sólo que .e(t) está 

desplazada y su magni tud cambia por un factor Ho. 

Cuando un sistema produce una función de salida 

.O. ( t ) = Ho e ( t - t o ) 

para una entrada .e(t) 1 se dice que transmite la señal .e(t) sin 

distorsión. 

Si obtenemos la transformada de este sis tema , tenemos quE�: 

:'f{.o.(t)} :'f{Ho .e(t-to ) } = Ho E(C)e-i2rr&to 4.61 

donde la función de transferencia está representada por 

4.62 

por lo que 

Ho i2n&to 
4. 63 

Por lo tanto, la condición necesaria y suficiente para que 

un sistema transmita sin distorsión c onsiste en que la función 

característica debe tener la forma de la expre sión 4. 63, cuyo 

espectro de amplitud y fase se representa en la figura 4.12. 

Ho 

f 

Figura 4.12 
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1�-4.5 Filtros ideales 

Se llama filtro ideal a aquel que tiene la propiedad de 

ransmitir sin distorsión las componentes de frecuencias contenidas 

entro una banda dada de frecuencias y que fuera de esta banda anula 

1 resto de las componentes. 

�) l'iltro pasa-todo 

Este filtro, como su nombre lo indica, tiene la propiedad 

de transmitir sin distorsión en toda la banda de frecuencias. Su 

e¡presión matemática es 

H'(&l == Ho e-i2rr&to 
-oo < C < oo 

y su espectro es el mismo que el mostrado en la figura 4.12. 

a.l) Rr�puesta de un filtro pasa-todo al impulso unitario 

Sea 

H (#) == Ho -i2rr{to 
e -oo < e < 00 

4. 64 

1 función característica de un sistema lineal en el que la sefial 

d entrada es 

e(t) == o (t) 

y donde el sistema lineal está representado por 

�(t) r00e(1:) h(t-1:) dl: 

-ro 

y cuya transformada, de acuerdo con la ecuación 4. 30, es 

S (C) == H (t} · E (t) 

c1nsiderando que 

�{e(t)} �{o(t)} E({) 1 
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tenemos que: 

S (t) H (/) 

Si obtenemos su transformada inversa: 

�-1 { S (C) } �-1{ H(C) 

.Q.(t) h(t) Ho 

.Q.(t) == h (t) Ho 

lb) Filltro pasa-bajas 

} r Ho - i2rr&to 
e 

-oo 

+00 

J 
ei2rrf(t-to)d& 

-oo 

o (t-to) 

Ho 

8<t-tol t 

Figura 4.13 

4.65 

ei2rr&td& 
4 .. 66 

4. 67 

4.68 

Este filtro sólo deja pasar a las bajas frecuencias, 
definiéndose como 

IH(Oj 

Ho 

�-------��-------.---� 

Figura 4. 14 
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do:nde 

H(t) ; 

h.l) Respuesta de un filtro pasa-bajas al impulso unitario 

Sea 

-&e < & < Ce 

1& 1 >Ce 
·L 69 

-&e < C < &e 

1& 1 >&e 

a función característica de un sistema lineal donde la señal de 

�ntrada es 

e(t) = o (t) 

t el sistema lineal está representado por 

+Ce 
a(t) , J e(•) h(t-•) d• 

-&e 

y cuya transformada de acuerdo con la ecuac i ón 4. 30 es 

S (t} == H (f) E (C) 

onsiderando que 

:g;{e(t)} :g;{o (t)} = E (f) 1 

S (t) == H (C) 

Si obtenemos su transformada inversa, 
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ó.(t) h(t) 

1.1{t) h ( t) == Ho 

ú(t) = h ( t) = 

J 
�-� 

i 2TC {i: -to) Ho 

+Ce 

J Ho e 
-i2n&to ei 2nCt dC 

-Ce 
+Ce 

Ho J ei2n{(t-to) dC 

-Ce 

1 ei2rrC{t-to) 
i2rr(t-to) 

+Ce 

e -( i2rr&e (t-to) e-i 2rr&e ( t- to) ) 

4. 74 

4. 75 

4. ?6 

4. 77 

descomponiendo la función exponencial en funciones coseno-seno y 

realizando las operac i one s  algebraicas correspondientes, obtenemos 

que 

ú(t) == h(t) == 

sen 2rr&e (t-to) Ho 2fe 2rr&e (t-to) 

que es una función de tipo sampling. 

h {t) = s(t) 

�--- -----

e) Fillro pasa-·altas 

-:J-. -:1_ � - 1 2fe � � e e 

to=O 

Figura 4.15 

t 

Este filtro sólo de j a pa sar las altas frecuencias .  
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~ 1 
1 
l 
1 1 -�--+-� -fe: 

----�------��------�---- ·---� 

f -fe fe l f 

Figura 4.16 

<�.1) Respuesta de un filtro pasa-a:rtas al impulso unitario - -

1 &1 :?: Ce 
1&1 < &e 

1 
1 

� 
. '·"-

' 

4. '19 

Para determinar la respuesta de un filtro pasa-altas al 

impulso unitario, consideramos lo siguiente. 

De las figuras 4.12, 4.14 y 4.16, tenemos que: 

por lo tanto, 

H (C) pasa = H (C) pasa + H (C) pasa 
todo bajas altas 

H (&)pasa = H (C) pasa - H (C) pasa altas todo bajas 

4. BO 

4. 81 

entonces, considerando la propiedad de linealidad, la transformada 

inversa nos queda como 

h(t)pasa = Ho o {t-to) - Ho 2&e 
sen 2n&e {t-to) 

altas 2n&e ( t-to ) 
y para to = O 
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h {tl = s{t} 

Ho 

Figura 4.17 

d) Filtro pasa-bandas 

Este filtro sólo dej a pasar una banda de frecuencias. 

IH (f)l 

,.....__-----r Ho r 1 1 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 

-f� 
-f1 f, f2 

cpH ( f) 

f - f2 
- f, 

f, f2 
-+------±----+--·-.....=-----···¡--,-

Figura 4.18 

1 
1 

�¡ 
\ : 

\J 

por lo que su expresión matemática es 

-i2nfto 
e 
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d.Jl) Respuesta de un filtro pasa-b:andas al im¡mlso unitario 

Sea 

R <e> = { � 

la función característica de un sistema lineal donde la seña.l de 

entrada es 

e(t) = eS {t) 

y 12:1 sistema lineal está representado por 

+&e 
a(t) � J e(�) h(t-�) d� 

-Ce 

cuya transformada, de acuerdo con la ecuación 4.30, es 

S(&) == H (C) E (C) 

Si consideramos que 

�{e(t)} = �{o {t)} = E(C) 1 

entonces: 

lü obtener su transformada inversa, 

c;¡.-l{H(C)} 

-e 1 

:1'
-'{RW} = Ro I ei2rr&(t-to)

d& 
- e2 

1 i2ne<t-to) h (t) = Ho ;i2n (t-to) e 

e2 

+ Ro I ei2rr& (t-to) 
d& 

el 

-e 1 

-e 2 

+ Ho 1 e i 2n & ( t - t o ) 
i2n (t-t o) 
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por lo que 

�(t) == h(t) == 

'1 Ho i2rr (t-to) 
1 

+ Ho i2rc (t-t o) 2 - e "'1 
(ei2rc& (t-to ) i2rc 0 (t-to) ) 

4 . 9 1 

factorizando, 

h (t) -- H o ,,1-:---:--,-i2rr {t-t o ) 
(e-i2rr& (t-to )  -i2rr& {t-to) 1 - e 2 

4. 9 2  

descomponiendo las funciones exponencial es en sus componentes 

cosenoida les y realizando las operaciones algebraicas 

correspondientes, tenemos que: 

�(t) h (t) 
sen 2rr& (t-to) 

2 
= Ho 2&2 - 2rr& (t-to) 

2 
- Ho 2& 

1 

sen 2rr& (t-to) 
1 

2rc& (t-t o) 
1 

4. 9 3  

Las respuestas de los filtros ideales representados por las 

ecuaciones 4.68, 4.78, 4 . 82 y 4.93 permi ten determinar cuál será la 

respuesta del filtro para cual quier señal de entrada .e(t). 

e stán : 

Dentro de las características importantes de estos filtros 

a) Para los filtros pasa-bajas, pasa-altas y pasa-bandas, 

el valor máximo de la respues ta es proporcional a la 

frecuencia de corte. 

b) La respue sta al impulso unitario de los filtros ideales 

es de duración infinita en el dominio del tiempo .. 

Por otra parte, se dice que un sistema lineal es de tipo 

pasivo, si para una señal de entrada 

.e{t) nula para t< to 
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tenemos una señal de salida 

�(t) nula para 

A los sistemas lineales pasivos también se les conoce como 

sistemas causales. E stos sistemas son los físicamente realizables 

mediante componentes electrónicos, eléctricos, mecánicos, etc. 

Los si stemas lineales de fil tros ideales no son causales, 

puesto que para una señ.al de entrada 

{ a:(t) 

.e(t) = o 

t 2:: o 

t < o 

La señal de salida tendrá valores dist intos de cero para 

t.<O, puesto que los funciones h(t) (filtros ideales) están def:l.nidas 

1 para -oo s t s oo y pOl:- lo tanto , la señal de salida también estará 

definida para estos mismos valores. Como físicament e no podemos 

tener una señal de salida antes que la señal de entrada se produzca, 

entonces los filtros ideales no son físicamente reali zabl es . 

J;jemplo 4.6 

por 

donde 

Obtención de un filtro inversor. Sea un sistema lineal dado 

�(t) = a:(t)*h(t) 

�(t) es la señal de salida, 

a:(t), la señal de entrada, 

y h(t), la función característica del sistema. 

Dada la función de salida 

�(t) 
� { 1 - e - t 

- (t+1) 
e 

y la función característica 
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h (t) = e -t t > o 

calcular el filtro inversor h-1(t), de tal modo que 

a:(t) = �(t) * IJ.-1 (t) 

y de esta manera obtener a:(t). 

Sabemos que la convolución en el dominio del tlempo es una 

multiplicación en el dominio de la f recuencia ; por lo tanto, nuestro 
sistema en el dominio de las frecuencias se representa por 

Y <e> = H (e) X (e) 

por lo tanto, despej ando la ecuación anterior, 

x <e> - Y <e> 
- ii1&T 

es de nota rse que este despeje sólo es posible realizar lo en el 

dominio de las frecuencias, ya que en el dominio del tiempo las 

funci ones no pueden despejarse en la operación de la convolución. 

Si consideramos 

entonces 

1 
= 

HTIT 

x <e> = " - 1 <e> Y <e> 

Para obtener h-1 ( t) , debemos calcular la transformada de 

Fourier de h(t). 

• 

'!f { h { t ) } = H<e> 

y, por lo tanto, 

-1 • H <e> = 1 + �2rre 

= 

- 1 
obteniendo la transformada inve rsa de H <e>, 

1 
1 + i2rre 

?J-1 {H-1 <e)} = '!f-1{1+i2rre} = c5 (t) + c5 (t) 
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por lo tanto, 

' 

= cS(t) + eS  {t) 

dado lo anterior, 

a:(t} = �(t) * h-1(t) 

realizando la operación de convolución para obtener a:(t), 

+lXI 

= I 'J ,.) 
-lXI 

a:(t) -1 
h ( t - "[;' } d't' 

considE�rando que la convolución es conmutativa, sustituimos la 

función de salida y el filtro inversor 

+lXI 

L 
(1-e-ct-T>¡ [8(t) + 8

' 
(t)]dt 

a:(t) 

+lXI 

al efectuar las operaciones correspondientes, considerando las 

propiedades de la función impulso, obtenemos 

a:(t) � { 1 0 S t < 1 

o 

al proceso desarrollado para encontrar a la sefial de entrada, se le 

llama deconvolución. 
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l�JERCICIOS PROPUESTOS 

l. Determine gráficamente la convolución entre las 

funciones: 

X (t) 
,U( t) 

11--------

1 2 t 
-t-------1-

t 

:?. • Determine analíticamente la convolución entre las 

func iones : 

{ 
-at t o 

{ 
-bt t 

a) h (t) e > 

q (t) 
e 

= 

o t o 
= 

o t < 

{ 
t e  

-t t o 

{ 
-t t 

b) h (t) 
� 

q(t) 
e 

o t < o o t 

{ 
(27irt) ; 

1 

{ 
1 o sen o !:: t !:: -2

- < 

e) h (t} = q(t) = 

o V!t o t < 

d) h (t) { 
1-t; o < t < 1 

q(t) h(t) = 

o t o t 1 < > 

s igu ientes 

siguientes 

> o 
< o 

> o 
< o 

t 
:L 

< 
--8 

1 
o t > -8-

]. Obtenga la convolución de las funciones a:{t) y h(t) mostradas. 

X ( t} h(t) 

1 

-To 
� 

To t - To To t 
2 2 
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Use el teorema de convolución para determinar gráficamente la 

transformada de Fourier de las siguientes funciones: 

h{t) 

a) 

�����·--�-+��--���--�-��F����-+--�--�-T� • ._ 

t 

g ( t) 

b) 

-----�-------��-=--------�------�-=------�------�--
t 

. Emplee e l teorema de convolución para obtener: 

�-> {� :2rr&)2} 
. Utilice el teorema de convolución para obtener: 

.. Se sabe que en un sistema lineal la función de respuesta es 

.o.(t) -t -2t 
e - e 
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cuando la función de E�ntrada es 

e(t) 
-t 

·- e t =:: o 

Obtenga la función característica del sistema en el dominio del 

tiempo y de la frecuencia. 
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CAPÍTULO S 

INTEGRAL DE CORRELACIÓN 

5 .. 1 DEFINICIÓN DE LA INTEGRAL DE CORRELACIÓN 

La integral de correlación se define corno 

'R .  (t) 
xh 

r00<l:('t) h('t-t) d't 
-oo 

5.1 

que es una expresión muy similar a la int egral de convolución, la 

Gnica diferencia es que en esta operación no se e f ectGa el 

plegamiento en ninguna de las dos funciones. 

5 .. 1.1 Evaluación g1·áfica 

Para observar cuál es la diferencia que existe entre la 

integral de convolución y la de correlación, ana l icemo s ambas 

operaciones gráficamente, para e l lo desarrollemos la convolución y 

la correlación de las siguientes funciones: 

x(t) h (t) 

t 

Figura 5.1 
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Comrolución Correlación 

h(TI h(T} 

a) 

h(-T) h(T) 

b) � 1 
1 
1 

--
T ------r 

!(" 
h(T-l) 

e) /Í 
-- _j _ ____ .. l ....... T � T 

s(t) R,h (t) 

....., 
d) 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

__;__ __ ,. ____ 
-e-l 1- 1 T 

s(l) R•h (t) 

e) 

-
'"T"' T T 

R•h (ti 

f) 

T T 

s(tl 

g) 1 
1 
1 
l 
1 

_L _____ 
T 1-r--� T 

Figura 5.2 
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En ambas operaciones cambió la variable t por 1: ( t igura 

5. 2a ) . En la integral de convolución existe el plegamiento al 

obtener h(-'t), mientras que en la de correlación sólo se cambia. a la 

Vé;triable obteniéndose h(-c:) {figura 5.2b). Por lo que se puede 

observar que la integral de convolución requiere de plegamient:o 1 

mi entras que la de correlación no. 

A continuación para la correlación desplazamos a la función 

h(-c:), quedando como h(T-t) si el corrimiento es a la derecha/ y como 

h {-c+t) si el desplazamiento es a la izquierda. Por otro lado, se 

desplaza a la función h(--c) en la convolución, obteniendo h(t--c), 

donde t representa el desplazamiento a la derecha de la función 

(figura 5.2c). Obsérvese que la forma en que se toma t es diferente 

para la convolución que para la correlación (figura 5.2d). 

Luego se realiza el producto de la función �(-e) con cada 

una de las versiones desplazadas de la función h(-c), tanto para la 

correlac ión como para la convolución (figura 5.2e, f y g). 

Finalmente, para cada uno de los casos anteriores se 

integra la función producto , la cual, para este ejemplo, se muestra 

como el área achurada. 

MDe lo anterior se desprende que la operación de convolución 

y la de correlación difieren 6nicamente en que para la convolución 

es necesario p lega r una de las dos funciones, y que los demás pasos 

de desplazamiento, multiplicación e integración son similares. 

5.1.2 Evaluación analítica 

Para la evaluación analítica, nos auxiliaremos 1 como lo 

hicimos en la convolución, de gráficas que nos ayuden a determinar 

1 los límites de integración, los cuales se obtienen de la misma forma 

que en la convolución. 

Ejlemplo 5.1 

Calcular la correlación de �(t) y h(t), véase figura 5.1. 
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{ 
1 o <: t � -· 

a:(t) 
o V!t 

1{ ( t) 
xh 

Límite 

a; ( 1:") 

h("t"-t) 

1 
h (t) 

+00 

J a:("L) h("t"-t) 

-co 

-
inferior 

o 

t 
-

Rxh (l) 

--..., 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

l+l 

a) 

Rxh (t) 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

l+l=O 

. b) 

Rxh (l) 

e) 

Figura 5. 3 
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o Vlt 

d"t" 

Límite superior 
-

1 
----

t + 1 
-

-
r 
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d) 

Rxh (t) 

e) 

Rxh(t) 

f) 

Rxh {t) 

g) 

1 
t 

t+l 

Fi�rw:--a 5. 3 (continuación) 

T 

T 

Por lo que los limites de la integral de correlación irán 

variando de la siguiente manera: 
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... .. .,.. l 

o t � -1 Fig. 5.3 a,b 

r 
o 

-1 < t :S o Fig. 5.3 c,d 

'R. (t) = 

r 
xh 

t 

Fig. 5. 3 e, f 

o t > 1 Fig. 5.3 g 

po:r lo tanto, 

'R. ( t) 
xh 

para cada intervalo determinado. 

Evaluando, 

1:2 
1 :+1 (t+1)2 

t(t+l) t2+2t:+l t2- 1 ·- t
2 

lll 2- t-e = - - t -=� 2 2 

2 11 (� <l (%2
-

t2) t2-2t+1 (t-1) 2 
I2 -e tlC' = 

2-
= - - = = 2 2 

t 

o t :S -1 

-1 < t :S o 

'R. (t) = 
xh 

o t > 1 

Ejjemplo 5.2 
Determine la función de correlación: 

+00 

'R { t ) = I a: ( "[; ) h ( "[; _ t ) d't" 
xh 

-ro 

donde 
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a;(¡;) 

' .\ . 
h(-r-t) 

a) 

b) 

e) 

d) 

e \ ; t � o  
a;(t) ::: h(t) { -"'e-� 

L.ímite 

i o t < o 

inferior Límit e 

o 

t 

h(l)=x(t) 

� 
e-ot 

Rxh {t) 

/ 

Rxh (t) 

e-o(r-t) 

( 
� 

Rxh (t) 

l 

Figqra 5.4 
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-
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con lo cual 

<R_ (t) = 
XX 

J
CXI 
o 

r t 

e
-a1: 

e-ac1:-t> d1: 

-a1: -ac1:-t> 
e e dT. 

si reso lvemos la integral, 

d 

J e-a·, e-arr-tJ d-.: 

e 

t < o 

t > o 

-2a1: e 

evaluando para los limites de la correlación, 

e a
t 

2a 
<R_ ( t) 

XX 

at e -
2a 

S.Jl.3 Significado de la función de correlación 

La func ión de correlación 

+lXI 

t 

e 
-2at 

t 

11 .. (t) � L «:(1:) h(-.:-t) d1: 

< 

> 

d 

e 

o 

o 

Fig. 5.4 b,c 

Pig. 5.4, c,d 

es considerada como una medida de la similitud o interdependencia 

entre las funciones oc(t) 

consideremos las funciones: 

y h(t). 
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a::.(t) = sen t y h(t) = cos t 

Sabemos que las funciones sen t y cos t son muy parecidas 

entre sí, por lo cual en forma intuitiva esperamos una correlación 

fuerte entre ambas. 

Para observar el grado de similitud, evaluamos la 

correspondiente función de correlación para el intervalo de O a 211, 

ya que los valores de la correlación se repetirán para cualquier 

otro intervalo, debido a la periodicidad de ambas funciones. 

+00 

"R. ( t) 
xh 

• J sen e cos (e-t)  de . J2rrsen e cos (c-t) de 

o -ro 

rrr sen e [cos e cos t + sen e sen t ]  de 

o 

rrr sen e cos e cos t de 
o 

211 

+ J sen2e sen t de 

o 

cos t J2rrsen ecos e de +sen t 

o 

or lo que 

rrr sen2 e de 

o 

o + (2}) sen t 

"R. ( t) - rr sen t 
xh 
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z 
Q 
u 
<{ 

Rxh (t)= 7T sen t 

4-

3 

2 

� o�------4r----
n: 
n: 
o 
u -1 

-2 

-3 

-4 

o 

Figura 5.5 

Como se puede observar, la función de correlación es no 

nula para la mayoria de los valores. Esto es, en la operación de 

correlación se comparará a la función a: (t) con todas las vers:Lone:3 

desplazadas de h(t) y se obtiene una medida de similitud entre ambas 

funciones. Por lo tanto, la variable t es considerada como un 

parámetro de búsqueda que nos dice cuál es el desplazamiento más 

apropiado para que la similitud entre las dos seftales 

correlacionadas sea máxima. Para nuestro ejemplo, la simi l itud más 

grande entre la función sen t y cos t se a l can za cuando la función 

h(t) cos t tiene un desplazamiento de t � mientras el punto 

en el cual la similitud es menor es cuando el desplazamiento de la 

función cos h(t) t vale cero (figura 5.5). Debido a la periodicidad 

de las funciones originales, la correlación también es periódica. 

5.2 TEOREMA DE CORRELACIÓN 

El teorema de correlación señala la relación que existe 

entre la integral de correlación y la transformada de Fourier. 

Para ello obtengamos la transformada de Four:Ler de la 

integral de correlación. 
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7( ( t ) = I+CO«: ( 1:) h ( 1:- t ) dt: xh 

-co 

5.2 

con la c onsi de ración de 
ne9ativos, dependiendo 

que 

del 

t puede tomar valores positiv·os o 
desplazamiento; la integral de cm::-relación también puede ser represent ada por 

7( ( t) xh r00a:(-c) h(-c+t) d-e 

-co 

por lo tanto, 

';j {7?. (t)} xh 

si intercambiamos el orden de integración, 

. 
cambiando de variable, cr = t+t: => t <T-T 

y reescribimos la integral dentro del paréntesis, 

+!Xl I h(<T) 

-(O 

+CO 

e-i2rr& (a---c)d<T � ei2rr&-.:J h(a-) e -i2rr&a-d<T � ei2rr&-c H((J 
-co 
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�or lo cual tenemos ahora que: 

pero 

bor lo que 

e:; {:R (t)} -· 
xh 

+00 J a: ("C) ei2rr&"C d"C 
-oo 

H (f) 

+00 +00 J a: ( "C) cos 2rr&"C d"C + i J a: ( "C) sen 2rr&• d"C 
-00 -00 

5.8' 

H (f) 

5.9 

5.10 

Por otro lado, sabemos que la transformada de Four i e r  de 
(t) es 

X (f) == 

por lo que 

y, por lo t:anto, 

X (f) 
+00 

I a: ( t) 
e - i 2rr&t dt 

-oo 

+00 J a:(t) cos 2rrft dt -
-00 

+00 

i J a: (t) sen 2rr&t dt 
-oo 

X (f) [R [X(f)] - ii [X(f)] 

• 

X (f) = [ R [X (f)] + ii [X (f) J 

5.11 

5.13 

5.14 

que es el conjugado de la transformada; de esta forma, retomando 5.9 
y 5.10, tenemos 
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:r-{:R (t)} == H <&> x· (f) 
xh 

5.15 

que es la expresión que represent a al teorema de correlaci6n, el 

cual nos dice que la correlación en el dominio del tiempo de dos 
jfrmciones es equivalente a la multiplicación de la trans:formada de 
Fourier de una funci ón con el conjugado de la transt·orma.da de 
Fourier de la otra , todo esto en el dominio de la frecuencia. 

:5.:3 FUNCIONES DE CORRE1�ACIÓN 

Si �(t) y h(t} son la misma función, entonces a la función 

de correlación se le llama autocorrelación. Si � (t} y h (t) son 

funciones diferentes, entonces la función de correlación se denom ina 

croscorrelación o corre l ación cruzada. 

S.��.l Propiedades de la función de correlación 

Sean las siguientes correlaciones: 

:R ( t ) = r+: ('·e) h (-e - t ) d-e 
xh 

-oo 

+00 

:R { t, I h , -e) � (-e_ t} d-e 
hx 

-oo 

<.R. ( t. ) = I+OO a: (-e ) a: (-e- t ) d-e 
XX 

-oo 

5 .1.6 

5.17 

5.18 

s:L en las expresiones anteriores sustituimos -e por -c+t, donde t 
representa un desplazamiento, 
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+00 

nxh (t) � J a:(nt) h(-r:) d-r: 
-00 

<R. (t) 
hx 

+00 

J h (-¡; + t ) a: (-¡; ) d-r; 
-00 

+00 

<R. ( t ) = J a: ( 't" + t ) a: ( 't") d't" 
XX 

-oo 

e iijualamos 5.16 y 5.19, 

+00 

'R { t ) =o J a: ( ¡; ) h ( ¡;- t ) d¡; = 
xh 

-00 

realizamos lo mismo con 5.17 y 5.20, 

+00 J a:(-r:+t) 

-00 

h(¡;) d¡; 

+00 

<R. {t) = J h(¡;) a:(¡;-t) 
hx 

-oo 

+00 

d-r; � J h ( 1:+ t ) a: (-¡; ) d-r; 

-oo 

y también igualamos 5.18 y 5.21, 

<R. ( t )  
XX 

+00 

a:(-r;-t) d-r; � J a:(<:+t) 

-00 

a: ( 't" ) d't" 

5.19 

5.20 

5.21 

5.22 

5.23 

5.24 

Esta propiedad lo que nos muestra es que en la operación de 
correlación es indiferente si se desplaza h(¡;) una cantidad -t, o si 

desplazamos la función a:(t) una cantidad +t. Es decir, cuando 
correlacionamos dos funciones podemos desplazar cualquiera de las 
dos, conservando el movimiento relativo de una respecto de la otra, 
y el resultado sigue siendo el mismo. 
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Si retomamos la ecuación 5.2-3, 

+ro 
+ro 

�'<hx(t) � J h(-r:) <t(-r:itl) d-r: � J h(-r:+t) a:(-r:) d-r: 
-ro 

-ro 

y s1 ahora obtenemos � (-t) 
h><: 

+ro 

J h(-r:) a:(-r:+t) d-r: � 

-ro 

� {-·t) 
hx 

por lo tanto, 

+ro 

J h ( T:- t ) a: ( 1:) d-r: � 

-ro 

� �t) 
xh 

5.25 

5 . . 26 

� ( t) "" � ( -t) 
5. ;�7 xh hx 

Este resultado nos indica que la operación de correlación no es conmutat.iva, puesto que la función de correlación de las funciones x{t) y h(t) dadas por � (t) no es igual a la función de xh correlación de las funciones h(t) y x(t) dadas por fi (t). 
hx Otra forma de demostrarlo es a través del teorema de correlación, obtenido en la expresión 5.15. 

* �{� (t)} = H{CJ X (C} xh 

= [R[H(C}] - i I[H(C)J] [R[X(C)J + i I[X{CJJ] 

F.' [H {C)] ·R [X (C}] +I [H {C)] ·I [X (C)] +i [R [H (C)] ·I [X (C)] - I [H {C)] ·R [X (C)]] 

de manera similar, 

* �{:R (t) } "" X{CJ H (C) hx 

= [R [X {C)] - i I [X (C)] J [R [H (C)] + i I [H (C))] 

R [X (&J] ·R [H (C)] +I [X {f)] ·I [H (C}] +i [R [X (&J] ·I [H (C)] -I [X (C)] ·R [H ([)]] 
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Comparando 5.29 con 5.32, obtenemos que: 

�{7� (t-)} * �{<.R (t)} 5. 33 
hx xh 

*or lo tant:o, la transformada de Fourier de la correlación no es 

tonmu t ativa y por l inealidad la correlación tampoco lo es. 

1{ (t) * 1{ (t) 5.34 
hx xh 

Como caso especial están las funciones con simetría par, 

tas cuales sólo tienen parte real. 

�{a:(t)} == X(C) = R [X(C)] 

�{h(t)} H(C) = R [H(C)] 

Jt>or lo tanto, 

�{:R (t ) } 
xh 

?f{:R (t)} 
hx 

sí que 

* 

H (C) X (C) R [X (C)) R [H (C) J 

* 

X (C) H (C} = R [H (C) ] R [X (C) ] 

:R (t) = e¡{ (t) 
hx xh 

5.35 

5.36 

5.37 

5 . .38 

5.39 

¡� que
� 

se cumple sólo si las funciones que correlacionamos son de 

1metr1a par. 

1 

�.3.2 Función de cm·relación promedio 

Hasta ahora se ha definido a la 

e¡{ ( t) 
xh 

roo a: ( " ) h ( " - t ) de 

-co 
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sin embargo, para las funciones que existen para un intervalo de 
tiempo de ( -oo, oo ) , es obvio que la función de correlación no tendrá 
un valor finito. Para estos casos es necesar i o  considerar a la 
función de correlación promedio dada por 

"R (t) = lim 
xh 

T ·� oo 

1 

f 

T/2 

J a:(L) 

-T/2 

h(T:-t) d-e 

llamada función de croscorrelación promedio, y 

T/2 

"R (t) 
XX 

== lim 
� I a:(L) 

-T/2 

a:(T:-t) dl: 
T � oo 

denominada función de autocorrelación promedio. 

5.41 

5.4,2 

La correlación promedio tiene la característica de se r  
periódica si h(t) es periódica con periodo T1. Como la integral de 
esta función es la misma para cada periodo, entonces no es necesario 
el integrarla para un intervalo muy grande (infinito), sino sólo 
para un periodo T1. 

Demostración: 

T/2 T /2 
1 

"R (t) = lim 1 J a:(o) h(T:-t) dl: 
1 J OC(L) h(T:-t) dl: 

T 
== 

T xh 
1 

T � oo -T/2 - T /2 5.43 1 

si sustituimos t por t--Tl, 
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'R ( t -Tt) xh 

T /2 

l ·rl �(1:) h[L-(t-Tt)] d� Tl - T /2 1 

T /2 

! Il �(L) h(L-t+Tl) d� T 1 - T /2 1 

5.44 

5.45 

pero como h(T-t+Tt) 
Tl: 

h(-r:-t), ya que h(-r:) es periódica con período 

'R (t-Tt) xh 

por lo tanto, 

T 12 
1 Il �(1:) h(-r:-t) dL 
"1\ - T /2 1 

'R ( t) xh 'R ( t -Tt) xh 

'R (t) xh 
5.46 

5.47 

para cuando h(t) es periódica, o para cua�do las dos funciones son 

periódicas con período T1. Lo mismo sucede con la autocorrelación: 

'R ( t) 'R ( t -T1) 
XX XX 

por lo tanto, la autocorrelación también es periódica. 

5.4 TEOREMA DE PARSEVAl .. 

En el capítulo 2 (expresiones 2.135 y 2.145), 
el teorema de Parseval para funciones periódicas como 

T 12 

p 
1 

L [ f(t) ] 2dt 
T 

m 

p ¿ D 12 
k 

n 
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/ 

y el mismo 

periódicas, 
razonamiento lo podemos 

siendo un concepto útil 
definido en 2.132, como: 

aplicar para funciones no 
el del contenido de energía 

00 

w � J ( f (t ) ] 2 
dt 5.51 

-oo 

Una forma adicional para obtener el contenido de energía de una función f (t) es mediante la función de autocorrelación, dado que 

evaluando para t=O, 

'R. (t:) 
{'C 

+oo J f(o) f(o-t) do 
-00 

'R. (O) = 
{'{' 

+00 J f ( 1: ) f ( 1:) d-e � 

-oo 

por lo que 

W = 'R. (O) 
{'f 

5.52 

5.53 

5.54 

Por lo tanto, el contenido de energía de una función f(t) 

es igual al valor de la función de autocorrelación de f(t) para 
t==O. 

Para una función periódica se sigue el mismo desarrollo, 
pero ahora se considerará la autocorrelación promedio, que al estar 
dividida entre el intervalo T, genera el espectro de potencia. 

T/2 
T /2 

'R. (t) = lim 1 I f 
(1:) 

f(-c-t) d-e 1 

I:/2 f(-r) f(-c-t) d-r r = 

r 
fC 

1 T � oo -T/2 

1 5.55 

T /2 
T /2 

7?_ (O) 
1 

L/2 f(-c) f(-c) d-r 1 

I:} f(-r)]2d-r r = 

r {'{' 
1 

1 
1 

1 5.56 
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por lo que el contenido de potencia para una función queda definido 

a través de la autocorrelación promed io , como 

p 'R (O) ff 5 .5'7 

Para encontrar el espectro de energia de una función por la 
autocorrelación, partimos del teorema de correlación. 

Para la autocorrelación, 

en forma de Euler, 

?l{'R (t)} ff 

por lo tanto, 

si tomamos la transformada inversa, 

+00 

11" (t 1 " J 1 F W 12 
ei2rr&tdt 

-ro 

5.58 

5. 59 

5 t>O 

5.61 

5.62 

por lo tanto, evaluando para t=O, y considerando las ecuaciones 5. 51 

y 5. 54, 

'R (o) ff 

,+00 

J 1 F (11 1 2 df " 
-00 

+00 

J [f (t 1] 2 dt 
-oo 

5.63 

llamaremos a la expresión anterior teorema de Parseval para 

funciones continuas no periódicas, la cual establece que el 

contenido de energia de una función f(t) puede evaluarse a partir de 

la función de autocorrelación de f(t), o a través de la transformada 

de Fourier de dicha función. 
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.5i.S ESPECTRO CONTINUO DE ENERGÍA 
El espectro continuo de energía se obtiene al graficar 

En la figura 5.6 se muestra el espectro de energía 

co:r:-respondiente a una función tipo sampling. 

ESPECTRO CONTINUO DE ENERGIA 

0.04 

1 F 11) 11 

o.oz 

1 
0.01 

���.�-�.--
-100 -e.o -&o -"'o -2o �o o 2o 40 so so too r 

.. 0.01 

Figura 5.6 

y el contenido de ener�¡ía se obtiene al evaluar el área ba j o la 

curva. Es decir, se evalüa la integral 

+OJ J IF w ¡• di 
-co 

S.j) APLICACIÓN DE LA CORRELACIÓN 

5.6.:1. Determinación del espectro de energía 

5 .. 64 

� 
El contenido de energía se puede obtener a través de la 

· unción de correlación, la cual se evalGa para t=O, como se 

epresentó en la expresi6n 5.63. 

'R (o) 
ff 

+00 

J 1 F (/) 12 d& = 

-co 
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5.(».2 Detecci6n de señales en presencia de ruido 

a) Tipos de ruido 

Como se explicó en el capítulo anterior, una señal de 

entrada introducida en un sistema produce una correspondiente señal 

de salida. 

Los sistemas no tienen este comportamiento tan sencillo, la 

señal producida por un sistema generalmente va formada de una parte 

ütil y otra inütil; a esta parte inütil o contaminada se le denomina 

ruido. 

fe(t) \siSTEMA\ fs(t) 

por lo que la señal de salida será igual a la señal de salida 

de seada más ruido. 

don de 

f s ( t ) .a.(t) + n(t) 

fe(t} es la señal de entrada, 

.a.(t), la señal de salida deseada o ütil, 

n(t), la señal de ruido, 

fs(t), señal que recibimos como salida. 

5.66 

Denominamos ruido a cualquier perturbación inducida que 

tienda a en cubr i r  u obscurecer la señal deseada . El ruido puede 

clasificarse en dos tipos: 

· Ruido coherente: si la señal no útil tiene similitud o 

correlación con la señal útil. 

1?. (t) 
sn 

r·00�(•1 n(•-tl d• • o 

-00 

5.67 

• Ruido no coherente: si la señal no ütil no tiene ninguna 

similitud con la señal útil. 

1?. (t) = J+00.a.(-r) n(-r-t) d-r = O 
sn 

-00 

5.68 
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b) J[dcntificadc'ín de señales mediante autocorrel:ación 
La autocorrelación nos sirve también para recuperar la sei1al útil de la señal obtenida, u s ando el proceso que a continuación se describe. 
La señal de salida de un sistema está dada por 

f'(t) : <>.(t) + n{t) 

si obtenemos la autocorrelación, 

T/2 

1<" (t) � lim � J f(-c) f (-c-t) d-e 
T -7 oo -T/2 

T/2 

lim 
T -7 oo 

� L[ ó. ('t' ) + n ( T ) ] [ ó. ( T- t ) + n ( T- t ) ] d·r; 

T/2 

lim �{ L 
T/2 

I 4(-c) 

-T/2 

n(-c-t) dT. + 
T -7 oo 

T/2 

+ J n(-c) 

-T/2 

por lo tanto, 

'R ( t) 
ff 

T/2 

4 (-e-· t ) d-e + J ll (-e) 
-T/2 

'R (t) + 'R {t) + 'R (t) + 'R (t) ss sn ns nn 

5.6:9 

5.70 

.5i.71. 

5.72 

5 .. 73 

s consideramos que la señal útil .o.(t) y el ruido n(t) no están r lacionado s ,  es decir, que se t rata de ruido incoherente, entonces: 

Jr lo cual, 

'i[ (t) = 'R (t) : o sn ns 

'R ( t) 
fT 

'R (t) + 'R (t) ss nn 
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Lo anterior nos indica que para pode r detectar la señal 
ütil me diante la autocorrelación es necesario conocer la naturaleza 
del ruido, un ejemplo de esto sería el conocer el espectro de 
potencia, pues si éste se conoce, podemos evaluar n (t) como 

nn 

n (t) = �-1{P <&l} 5.76 
:nn n 

donde P (f) es el espectro de potencia 
n 

considerar el ruido como blanco o aleatorio, 

un instante en el tiempo (como un pulso) 

considera que 

k 

por lo que 

k o (t) 
nn 

si comparamos 'R (t) con ·n (t) y si 
nn ff 

'R (t) e�= n (t) 
ff nn 

del ruido. Es común 

es decir, que ocurre en 

y, por lo tanto r se 

5.77 

5.78 

5.79 

se puede concluir que existe señal útil en la señal recibida f{t). 

e) Identilicaci6n de señales mediante croscorrelación 

La croscorrelac.ión o correlación cruzada nos sirve también 

para recuperar la señal útil de la señal obtenida. Para ello es 

necesario cono cer la seña l transmitida q(t) y la señal recibida o de 

salida f(t), donde 

f(t) .o.(t) + n.(t) 5. 80 

si obtenemos la función de croscorrelación de f(t) y q(t), 
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T/2 

'R ( t) 
f'g 

lim � J f(o) q(o-t) do 
-T/2 T � oo 

T/2 

'R (t) == 

f'g 
lim � J (a(o)+n(c)] q(c-t) do 

-T/2 

3� ( t) 
f'g 

lim 

T � oo 

por lo tanto/ 

T � oo 

T/2 T/2 

� { L �(T) q(T-t) dT + L2 n (o) q (e- t) do) } 

'R ( t) 
f'g 

'R (t) + 'R (t) sg ng 

si el ruido es incoherente/ 

ntonces 

'R ( t) 
ng o 

'R (t) == 'R (t) f'g sg 

5. 81 

5.82 

5.83 

5.84 

5.85 

5.86 

1 la sefial de salida es sólo ruido1 quiere decir que 6(t) = O Yt or lo tanto1 

'R ( t) 
sg o 5.87 

'R ( t) 
f'g 

o 
5 .. 88 

�o cual significa que no se tiene sefial Gtil en la sefial recibida. 9e lo anterior, podemos concluir que si la función de 
c roscorrelación promedio entre la sefial recibida f(t) y la 
transmitida q{t) no es cero, entonces existe una sefial Gtil en la 
señ.al recibida. 
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EJERCICIOS PROPUESTOS 

l. Evalúe la función de correlación de las funciones mostradas. 

a) 1 1 

{ 
sen (2rrt) ,; o :S t :S 

-2-

{ 
1 o :S t :S 

-s-·· 
h (t) == q{t)  = 

1 
o ; t < o t > -- o V!t 

2 

b) 

h (t) { 
1-t o :S t :S 1 q(t) h (t) 
o V!t 

== 

e) -at -bt 

h (t) { 
e t > o q(t) { 

e t > o 

=: 

o t o 
::: 

o 
< o t < 

d.) -t -t 

h(t) { 
te t :� o q(t) { 

e t > o 

o t < o o t < o 

2. Obtenga el contenido de potencia, usando la autocorrelación para 

cada una de las funciones dadas en el ejercicio anterior. 
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ANÁLISIS DE FRll.i:CUENC][AS DE:FUNCIONES DISCRETAS 

6.1 MUESTREO DE FUNCIONES 

6 .. 1.1 Funciones discretas 

El estudio de las señales de tipo discreto es muy 

importante, porque en la práctica la mayoría de las señales que se 

obtienen son de tipo digital o se digitalizan para su estudio 

apoyándose en el gran avance que han tenido las computadoras y 

sistemas digitales. 

Matemáticamente obtenemos una función discreta a partir de 

una continua cuando multiplicamos a la función continua por un tren 

de impulsos unitarios, como se muestra en la figura 6 .1. Debe 

notarse que la función se vuelve discreta con el mismo intervalo 

(periodo) que tenga el tren de impulsos; a este intervalo se le 

conoce como intervalo ele muestreo. Es muy importante escoger un 

:int��rvalo de muestreo adecuado, como se podrá estudiar en el 

siguiente punto. 

Como hemos observado a través de nuestro estudio, cuando 

tosot ros aplicamos a una función algún cambio en el dominio del 

iernpo, ésta sufre cambios también en el dominio de la frecuencia; 

�sto es, cuando adelantamos o retrasamos una función en el tiempo, 

�revocamos un cambio de fase en la frecuencia; cuando derivamos una 

� unción en el tiempo, ésta se multiplica por un factor en la 

f r ecuencia; cuando convolucionamos dos funciones en el tiempo, las 

lultip licamos en la frecuencia. 

Todo lo anterior nos lleva a concluir que 

�isc re ta una función en el tiempo, debe de haber una 

t l dominio de la frecuencia. 

211 

cuando hacemos 

repercusión en 



h(t) 

4T -4T 

+---------1-
To 

1 

e 
1 

X 

J� b ( t) 

\ 

----'----J<---�---"1---------... -� 

t f 

lb(f)l 

t t� 1· .... 

\ 
\ 

-----���4-��-4-�---------��----�--��L-----�· 

Dominio del Ciempo 

F.igura 6. 1 

t 
- 3f e 
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Sea la función continua h{t), la cual volvemos discreta al 

multiplicarla por un tren de impulsos (figura 6.1). Por el teorema 

de convolución en el dominio de la frecuencia, al multiplicar en el 

dominio del tiempo convolucionamos en el dominio de la frecuencia; 

po;�· lo tanto, si obtenemos la transformada de h(t) y la. de A (t), 

como se puede observar en la figura 6. 2, H {f) de ser una función no 

periódica en el dominio de la frecuencia, se vuelve periódica en la 

frecuencia, debido a la discretización que realizamos en el dominio 

del tiempo (véase ejemplo 4.5). 

Ahora bien, es necesario observar qué es lo que sucede si 

aumentamos o disminuimos el intervalo de muestreo llt que representa 

el período T del tren de impulsos en el dominio del tiempo. 

Si consideramos un tren de impulsos en el dominio del 

tiempo con un intervalo de muestreo l1t=T, el tren de impulsos de su 

transformada se verá escalado en el dominio de la frecuencia por 

1/T, con una frecuencia fundamental � = 1/T (véase transformada de 

un tren de impulsos, tema 3.4.6). Por lo tanto, si el intervalo de 

muestreo 1'1t es muy grande en el dominio del tiempo, en el dominio de 

la. frecuencia la frecuencia fundamental {o será muy pequeña, lo que 

\provocará que al convolucionar este nuevo tren de impulsos con la 

\función H (.0 se produzca el fenómeno de enmascaramiento conocido 

como aliasing, como se puede observar en la figura 6.3 . 

Por el contrario, si disminuimos el intervalo de muestreo 

llt (figura 6. 4a) , entonces en la transformada del tren de impulsos 

a frecuencia fundamental &o está más espaciada, lo cual provoca que 

1 convolucionar el tren de impulsos con la función H ({) ésta últ.ima 

e vuelva periódica sin enmascaramiento, pero con un espacio más 

rande de lo necesario entre función y función (figura 6.4b). 

Por lo tanto, es necesario encontrar el intervalo de 

tuestreo más adecuado, de tal manera que no exista enmascaramiento 

�n el dominio de la frecuencia (figura 6.3 }, pero tampoco exista un 

eriodo tan grande en el dominio de la frecuencia, como el que se 

uestra en la figura 6.4, ya que esto significaría un intervalo de 

uestreo más pequeño de lo necesario en el dominio del tiempo y, por 

.. o tanto 1 un mayor número de muestras de lo necesario 1 lo cual en la 

\ r�ictica significa tiempo y dinero invertido de más. 
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h{ t) 

.... 

X 

� .Ó.(t) 

_jlJJ .... 

� t 

[h(t)] [.ó.(t)] 

!H (f )j 

, 
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-5 
fe 

Figura 6.3 
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h(t) 

To 

X 

Ó{t) 

·Jill 
1 

--1 1--

T 

[h{ 0][6 ( t l] 

a) 

Domin.Jto del tiempo 

t 

1 

L 
t 

.. 2 f 
e 

Figura 6.4 

.. 
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Por lo tanto , el intervalo de muestreo más adecuado 

( figuras 6.1 y 6.2) para una función de banda limitada es 

6.1 

donde T 
N 

es conocido corno el intervalo de muest reo de Nyquíst, y &e 
es la frecuencia de corte de la función discretizada. 

Por otro lado, si H (f) no es de banda limitada, es decir, 
H (C) tiene valores para cuando e = ± co, tendríamos que reduci r al 

mínimo posible el intervalo de muestreo At=T para evitar en lo 

posible el alising. 

Resumiendo, el proceso que se sigue para hacer discreta una 

func ión es: 

1) Muestreo de la función en el tiempo que t1.ene como 

consecuencia 

2) la modificación de la transformada de Fourier de la 

función original continua en la que: 

a) la función se vuelve periódic a con un período 1/T. 

b) la func i ón es multiplicada por la constante 1/T, que 

es la magnitud del tren de impulsos en el dominio de 

la frecuencia. 

Por lo tanto, la modificación de la transformada de Fourier 

dependerá exclusivamente del intervalo de mue s t reo seleccionado. 

6.1.2� Teorema del muestreo 

Si la transformada de Fourier de una func ión continua es de 

banda limitada, es decir, 

H (f) { 
:1; o 

o 

1 & 1 < fe 

1 & 1 > &e 

y si esta función continua es muestreada 1 usando el 

muestreo de 

puede ser 

Nyquist T == 

N 

unívocamente 

1 
entonces 2fe 

reconstruida a 

discretos o muestreados h(nt) 1 mediante 

216 

la función 

partir de 

6. 2 

intervalo de 

continua h (t) 

l os valores 



\ 

00 

h (t) = 
\" h (nT) sen 2rr& e (t-nT) 
L 2rr& e (t-nT) 

6. 3 

n=-oo 

donde: 

t es el valor de la abscisa en el dominio del tiempo de la señal 

que se quiere reconstruir; 

&e, la frecuencia de corte de la función que se quiere 

reconstruir y está dada en función del intervalo de muestreo 

usado cuando se hizo discreta a la función; 

T, el intervalo de muestreo o período del tren de impulsos usado 

al hacer discreta a la función. 

Demostración: 

Si partimos 

¡discreta una función 

la transfomada en 

de lo explicado anteriormente, al volver 

en el dominio del tiempo, hacemos periódica a 

el dominio de la frecuencia. Para obt:ener 

nuevamente nuestra función original en la frecuencia, necesitamos 

evi't.ar la periodicidad; para ello multiplicamos a nuestra función 

periódica en el dominio de la frecuencia por una función caja de 

magnitud T, como se muestra en la figura 6.5a. 

Realizando el desarrollo matemático, tenemos que: 

Domi.nio del ti empo : Dominio de la frecuencia: 

h(t) iFunci on original. H (&} 6.4 

00 i T•on do impulsos 00 

1'1(t) ¿ 8(t-nT) por 1 os que se mul- 1'1 <e> 
1 

¿ O (C-kCo) 
tiplica la funclon T 

n=-oo k=-00 6.5 
origina l. 

Funcion caja por 

ql (t) sen 2rr& c t la que se mul tlpll-

{ 
= 

2rr&ct T 1 &1 :S &e ca la funcion en 
Q(t) ; 

la fr e euene la para 
o ; 1 e 1 > &e 6.6 

evitar la perlo-
dicldad. 

por lo tanto, la función muestreada o discretizada queda definida 

como 
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A 

h (t) h(t)·A(t) 
A 

H (f) = H (f) *A (f) 6.7 

y finalmente, después de multiplicarla en la f re cuencia por una 

función de tipo caja con el fin de eliminar la periodicidad en el 

dominio de la frecuencia. 

h(t)= [h(t) ·A(t)]*q(t) H {C) = [H (C) *A (f) ] · Q (C} 6.8 

Considerando que ahora lo que queremos obtener es la señal 
A 

h(t) para cualquier valor de t a partir de la señal discreta h(t). 

Sustituimos en 6. 8 las expresiones 6. 4 6. 5 y 6. 6, y 

obtenemos que: 

h(t) �[ h(t) sen 2n&ct 
2n&ct 6. 9 

rem::denamos la convolución dentro de la sumatoria y tomamos los 

valores de la función di s creta en cada punto nT. 

00 

h(t) = ¿ 
n=-oo 

� (nT) [ o(t-nT) * sen 2n&ct l 
2nfct 

6.10 

Si sabemos que la convolución entre una función y un tren 

de impulsos es la función posicionada en cada punto donde est¡i el 

impulso, obtenemos que la función h ( t) para cualquier punto t �uede 

ser reconstruida mediante los valores muestreados h(nT) 
sen x conocida multiplicados por una función de la forma 

X 

muestreadora o "sampling", por esta razón (figura 6.5b). 

como 

Al realizar la convolución expresada en 6.10, se llega como 

resultado final a 

00 

h (t) h (nT)sen 2n&c (t-nT) 
2n & e (t-nT) 
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con lo que obt enemos la ecuación que representa al teorema deJ 

muestreo. 

Para aplicar esta fórmula debemos cons iderar cuántos 

valores muestreados tenemos .  Si por ejemplo, nuest ra función ha sido 

muestreada tomando el intervalo de Nyquist T , y tenemos una función 
N 

de cinco muestras , donde la muestra central está en el orig-en, 

entonces podremos reconstruir a la función para cualquier valor t 

diferente a los muestreados. Por e j emplo, si queremo s  saber cuál es 

el valor de la función en t
1

, entonc es tenemos que nuestra expresión 

quedará definida para este punto como 

h (t ) 
1 

considerando que � 

Para t t 
2 

h (t ) 
2 

2 

=I 
n=-2 

1 
2T 

N 

2 

=I 
n=-2 

A sen 2rr 0 e ( t -nT ) 
• 1r 2 N 

h(nT
N

) 
2rr&e (t -nT ) 

2 N 

Es decir, para encontrar el valor de la función h ( t) en 

cada punto 
n 

t que deseemos obtener, tenemos que efectuar la 

sumatoria usando los cinco valores (o los n val ores dependiendo, del 

nómero de muestras de la sefial discreta) dados. 

En el caso de que la función no sea de banda limitada, es 

decir, exis t a para una banda de frecuencias infinita, entonc e s  se 

deberá escoger una frecuencia de corte &e lo suficientemente amplia 

para ev i tar en lo más posible el enmascaramiento provocado por la 

repetición pe r iódica de la función transformada, pero considerando 

que entre mayor sea la frecuencia de corte, menor será el intervalo 

de muestreo y, por consiguiente, mayor el nómero de muestras con las 

que se requiere trabajar; por lo que esta e l e cción dependerá 

entonces de lo que se quiera obtener a partir de la sefial 

estudiada. Para este tipo de funciones, debido a que no existe una 

frecuencia de Nyquist definida por la misma función, sino to11ada 

220 



arbitrariamente, el teorema del muestreo reconstruirá a la función, 
pero con un cierto error que dependerá de qué tan pequeñ,o sea el 

intervalo de muestreo: entre más pequeño sea el intervalo de 
muestreo, menor será el error de reconstrucción. 

�i.2: TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER 

6 .. 2 .. 1 Desar1·ollo gráfico 

La transformada discreta de Fourier al igual que la 
continua es reversible, pero tiene la característica de ser 
periódica. A pesar de que en algunos casos esta periodicidad no sea 
evidente en una señal, la transformada asumirá que la señ.al es 
periódica con un período igual a la longitud de la señal usada para 
la transformación. 

Considerando, por ejemplo, la función continua h (t) y su 

transformada de Fourier H(f) ilustrada en la figura 6.6a, si 

queremos determinar la transformada de Fourier de h (t ) por medio de 

un análisis discreto, es necesario muestrear para la frecuencia de 

corte más alta que queramos encontrar, esto es debido a que la 

función h(t) no es de banda limitada (figura 6.6a). 

l 
El muestreo 

�ult ip licar la función 

ta función muestrada 

6.6c. 

se produce, como se había indicado, al 

h(t) por un tren de impulsos (figura 6.6b). 

y su transformada se ilustran en la figrura 

Este primer par transformado (figura 6. 6c) representa la 

�rimera modificación al par original (figura 6. 6a) . Nótese que en 

tste primer punto el par transformado difiere del original sólo en 

� 1 efecto de enmascararniE:mto aliasing_, que resulta del muestreo. Si 

a �>eñal h (t) es de banda limitada y es muestreada con un intervalo 

enor o igual a 
2 
�e , donde Ce es la mayor componente de frecuencia 

e lt (t) , no hay pérdida de información dedido al muestreo. Si la 

unción de h(t) no es de banda limitada, entonces H(f):;t:Q para 

el muestreo introducirá el enmascaramiento ilustrado en la 

igura 6.6c. Para reducir este error, es necesario tomar al 

· nt;ervalo de muestreo lo más pequeño posible. 
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A 

Si la función h {t) está definida para un intervalo muy 
9rande o infinito, debido al cálculo computacional, es necesario 
truncarla, de tal manera que sólo un número finito de puntos (N) 
sean considerados. La función de truncamiento y su transformada se 

representan en la figura 6.6d. El resultado del producto entre la A 

secuencia infinita h(t) por la función de truncamiento se muestra en 

la figura 6.6e. 

El truncamiento introduce la segunda modificación al par 

original. Este efecto se debe a la convolución de la transformada de 

la sefial, que puede ya tener enmascaramiento en el dominio de la 

frecuencia con el espectro de la función de truncamiento (figuras 

6. 6c y 6. 6d) . Como se observa, el espectro ahora se ha rizado 

(figura 6.5e). A este efecto se le conoce como fenómeno de 

r.izamiento o fenómeno de Gibbs. 

Para reducir el error por rizamiento, se considera que 

cuando la función de truncamiento crece en el dominio del tiempo/ la 

transformada de esta función que es de la forma 
sen e 

en el dominio 
e 

de la frecuencia 1 se aproxima a un impulso y de esta manera se 

reduce el ri z ami ento o error introducido por la convolución que 

resulta del truncamiento. 

Sin embargo , sólo los valores muest reados pueden ser 

procesados; por lo que es necesario modi f i c ar el espectro de 

frecuencias, que hasta ahora es continuo (figura 6. 6a a la 6. 6e) , 

muestreándolo en la frecuencia por la función i l u s t r ada en la figura 

6.6f, donde el intervalo de muestreo en la frecuencia está dado por 

1/To, este últi mo paso provoca que la función en el tiempo se vuelva 

per:iódica. 

El par transformado de la figura 6.6g es el desea do , ya que 

tanto en el tiempo como en el dominio de la frecuencia se tiene a 

las funciones representadas por valores discretos. 

Nótese que el muestreo en el dominio del tiempo da como 

resultado una función periódica en el dominio de la frecuencia y que 

el müestreo en dominio de la frecuencia da como resultado una 

función periódica en el dominio del tiempo. Por lo tanto, un período 

en E'l dominio del tiempo y otro en el dominio de la frecuencia están 

constituidos por un número N de muestras. 
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6.2 .. 2 Desanollo teó1·ico de la transformada discreta de Fourier 

Para obtener la transformada discreta de Fourier es 

necesario observar los cambios matemáticos que resultan de cada una 

de las modificaciones requeridas que son: a) muestreo en eJ dom�ínio 

del tiempo, b) truncamiento en el dominio del tiempo y e) muestreo 

en el domi ni o de las frecuencias. 

La primera modificación en este par de Fourier (figura 

6.7a) es el muestreo de la f unción en el dominio del tiempo, donde 

flo (t) (figura 6. 7b) es la función que hace discreta a la función en 

el dominio del tiempo, quedando así desarrollada la primera 

modificación (figura 6.7c) 

é:t) 

b) 

e) 

b.o ( t) 

A 

h(t) 

h (t) 

A 

h (t) 

00 

¿ o (t-kT) 
k=-00 

h ( t ) · b.o ( t ) 

00 

h ( t ) ¿ o ( t - kT) 
k=-00 

00 

¿ h ( kT) · o ( t - kT) 
k=-00 

� --------�----------======� 
t 

X 

-1T
1--

t 

t 
-1 

'f 

,· 

-.1. 
2T 

Primera modificación 

..1.. 
2T 

.1. f 
T 

� 
' 

\ 

Figura 6.7 (Modificada de Brigham� 1974) 
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La segunda modificación que debe apl ica r se es el 
t:runcamiento de la función muestreada en el dominio del tiempo . 
E�sto se logra multiplicando la función muestreada h(t) (fi9ura 
6.8a) por la función de truncamiento �(t), figura 6.8b. 

{. lo � ( t )  = 
; -T/2 � t � To-T/2 

; t<-T/2 t>To-T/2 
6.16 

donde To es el período de la función h(t) y está determinado tanto 
po:::- el intervalo de muestreo T como por el número de muestras N, 
por lo que, To = NT. Y de esta manera queda efectuada la segunda 
modificación ( figura 6.8c). 

a) 

b) 

e) 

h(t)6o(t) 

.,. ¡ .- - ... 
t 

L 
T I t 

o. 2 

1---N --4 t 

-..1. 
2T 

..1. 
2T 

- ' \ 
f 

-1 1 f 
2T 2T 

Figura 6.8 Segunda modificación (Modificada de Brigham, 1974) 

Hasta ahora la función muestreada está dada por N muestras 

de la siguiente manera: 

h (t) 

h ( t ) = h ( t ) · !lo ( t ) • � ( t ) 

Y' [ {() k?;" -00 h(kT) · l(t-kT} )E(t}  
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y Sl aplicamos el truncamiento, 

obtenemos que (figura 6.8c): 

restringiendo la sumatoria, 

.N-1 

h(t) I 
k=O 

h (kT) · o (t -kT) 6.19 

Por otra parte, la tercera modificación que debemos aplicar 

es el muestreo en el dominio de las frecuencias de la función 

IH(C)'��a{C)*a:(f) 1 dada en la figura 6.9a. 

La función de muestreo en el dominio de la frecuencia es el 

tren de impulsos mos trado en la figura 6.9b y cuya expresión es 

00 

�1 (f) =I o (f-r/To) 6. 20 
r =-oo 

pero, como 1/To &o, 

da.da. por 

a) 

b) 

e) 

00 

�1 (f) =I o (C-rCo) 6. ;n 

r=-00 

La correspondiente función en el dominio del tiempo estará 

00 

�1 (t) To I o (t -rTa) 

----------������ 
f--N--l t 

r=-oo 

6. 22 

1 [H(f)*l\0(f)li-X( f)}61(f)l 

\ 

Figura 6. 9 Tercera modificación (Modificada de Brigham, 1974) 
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Por el teorema de convolución en el dominio del tiempo, 

la función en el tiempo que resulte de l  muestreo en el dominio de 

la frecuencia estará dada por 

h (t) (h{t} ·/lo {t) ·a;{t)] * fl1 {t) 

y considerando la expresión 6.19� 

h(t) 

6. 23 

6. 24. 

reacomodando té rminos y desarrollando la convolución en el tren de 
impulsos, 

h (t) 

Ol N-1 

To 2� L 
r=-ro k=O 

h(kT) · o (t-kT-rTo) 6. 25 

donC.e el subíndice k maneja a las muestras y e l subí dice r da la 

periodicidad de la función (figura 6.9c). 

Para encontrar la expresión mat emá t ic a  de la transformada 

de la ecuación anterior, tenemos que considerar que la transformada 

qe una función periódica h{t), véase el tema 3.4.5, es una secuencia 

de impulsos equidistantes multiplicados por los D , de modo que 
n 

ro 
A 

H {n/To) ¿ D 
n 

o (C-n&o) 6.26 
n=-ro 

Y¡ si consideramos que 

To -T/2 i2rrnt 

�- J 
A 

To 
D h (t) e dt 6.27 

n To 

-T/2 
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To-T/2 

-T/2 

ro N-1 

I I 
1'=-oo k=O 

h(kT) · 8(t-kT-rTo) l e 

i21Tnt 
To 

dt 

coftO la integ:ración debe ser sólo sobre un período, tenemos que: 
To-T/2 

N-1 

J [ h(kT) · 8(t-kT) l e I 
k=O 

n 

-T /2 

carbia.ndo el orden de inte9ración, 

1 To- T/2 
i2rrnt N-1 

i2rrnt 
To 

dt 

J D I h (kT) 
--._¡;-;;-

o (t -kT) dt e 
n 

k=O 

-T/2 

y aplicando propiedades de la función impulso, obtenemos 

n 

c�mo To=NT, entonces T/To 

n 

N-1 

I h (kT) 
k=O 

e 

i2nknT 
To 

1/N; por lo que 

N-1 

I h(kT) 
k=O 

e 

i2nkn 
N 

6. ;.:!8 

6. 29 

6. 30 

6. 31 

6 . .32 

i¡troduciendo la expr e s i ón 6. 32 en 6.26, tenemos que la transformada 

de Fourier se representa como 
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H(n/NT) = 

oo N-1 

I I 
n=-co lc=O 

h(kT) e 

í2rrkn 
N 6. 33 

De esta expresión no es tan fácil visualizar que la 

ransformada de Fourier tiene sólo N valores distintos calculables, 

corresponden a la sumatoria interior. Para obtener una expresión 

adecuada para la transformada de Fourier discreta, es necesario 
la ecuaci6n anterior es una función periódica con 

eriodicidad igual a N muestras; para esto tenemos que n=r donde r 

s un nümero entero arbitrario. 

A 

H(r/NT) 

y ahora tomamos n r+N 

N-1 

N-1 

I h (kT) 
k=O 

e 

i2rrkr 
N 

A 

H [ (r+N) /NT] I h (kT) e 

i2rrk(r+N) 
- ---¡¡---

k=O 

N-1 
A 

H [ (r+N) /NT] I 
k=O 

N-1 
A 

H [ (r+N) /NT] === L 
k=O 

p r lo tanto, 

h(kT) e 

i2rrkr 
N 

i2rrkr 

-i2rrk 
e 

- -N--
h(kT) e [cos 2rrk - i sen 2rrk] 

N-1 
A 

H [ (r+N) /NT] = , I1�� .h (kT) e 

i2rrkr 
N 

A 

H(r/NT) 
�t=O 

229 

6. 34 

6. 35 

6. 36 

6. 37 

6. 38 



Esto implica que cuando obtenemos la transformada de 

Fourier de una función discreta, sólo podemos obtener N muestras 

dist.intas, ya que como se explicó, las demás son repetidas debido a 

la periodicidad de la misma transformada. 

Dado lo anterior, cuando se obtiene la transformada sólo se 

representan las N muestras distintas a través de una sola sumatoria 

que va de O a N, s.i se desea representar a la transformada en una 

forma periódica, entonces se agrega la segunda sumatoria que irá de 

-oo a co . 

N-1 

H(n/NT) I h (kT) 
k=O 

e 

i2rrkn 
N 

6. 39 

Expresión que de f i ne a la transformada discreta de Fourier, 

donde n = O, 1, "2, N-1 ( que representa un sólo período) . 

El espectro de amplitud y el de fase estarán definidos en 

la misma forma que en la transformada continua por 

A 

Amplitud 1 H (n /NT) 1 

Fase 

A 

[ I [ H ( n / NT ) ] l 
tan-1 

R [H (n/NT)] 

6.3 lPROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER 

6 .. qo 

6. ·41 

Las propiedades de la transformada discreta de Fourier son 

básicamente las mismas de la trans f ormada de Fourier continua, ya 

q1.,1e como hemos visto, la primera es simplemente un caso especial de 

la segunda. 
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6.3.Jl Propiedad de linealidad 

Sean F (n/NT) 
1 

�{f (kT)} y 1 

F
transformadas de Fourier· de dos funciones 1 

or las constantes a y a 1 cumplen con 

F (n/NT) 
2 

� {f (kT) } 
2 

tales que multiplicadas 

1 2 

:1;{a f (kT) +a f (kT)} 
1 1 2 2 

a F (n/NT) +a F (n/NT) 
1 1 2 2 

6. 4a 

ondiciones de homogeneidad y superposición que a continuación se 

e.scriben. 

• Condición de lwmogeneídad: 

�{af (kT)} = aF(n/NT) 6.43 

Condición de superposición: 

�{f(kT)+q,(kT)} = F(n/NT)+G(n/NT) 6. 44 

Si una transformada cumple con las dos condiciones 

nteriores, se habla de una transformación lineal. 

�.3.2 Propiedad de desplazamiento 

�) Propiedad de desplazamiento en ln.s frecuencias 

Sea una función f (kT) 1 tal que � { f (kT) } = .  F (n/NT) 

� sta función la de f in i mos ahora como 

f(kT)e
i2rrkj/N 

entonces su transformada estará definida como 

F [ (n- j) /NT] 
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b) Pro:piedad de desplazamiento en e!t tiempo 

1 
Sea una función f (kT) , tal que � { f (kT) } d¡seamos obtener la transformada de Fourier de 

f [ (k-j) t] 

�{f[(k-j)t] }= F(n/NT)ei2rrnj/N 

= F' (n/NT) . Si 

6. 47 

6.48 

6 133 Propiedad de simetría de la transfot·mada de Fourier 

Sea f (kT) en el dominio del tiempo una función, tal que 

:q; l{f (JeT)} = F (n/NT) en el dominio de las frecuencias, y sea F (kT) 

obr a función en el dominio del tiempo, entonces su transformada en 

e � domin i o de las frecuencias será una función del tipo f(-n/NT). 

Por lo tanto, si existe una correspondencia tal, que para 

+ton ces 

f (kT) � F {n/N'I:} 

F (kT) � f ( -n/NT ) 

6. 49 

6. 50 

6t .4 T.-ansformada de Fourier de funciones simétricas 

a) Sea una función f(kT) real que tiene s i me t r í a par� 

e tonces su transformada discreta de Fourier se puede expresar corno 

N-1 

F (n/NT )  I f(kT) 
k=O 

e 

i2nkn 
N 

6 .. 51 

si separamos la función exponencial de la tranformada de Fourier en 

sus. componentes coseno, seno, 
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N-1 

F ( n /NT) I 
k=O 

f(kT}cos 2rrkn 
-N- + 

N-1 

i I 
k=O 

f(kT)sen 2rrkn --N- 6. 52 

por simetría de funciones tenemos que la segunda sumatoria de la 

expresión 6. 52 es cero, y que la primera sumatoria es la sumatoria 
de una función de sime tría par, por lo tanto, 

F(n/NT) 

N-1 

\ f(kT)cos 2rrkn 
¿ -¡r 

k=O 

6. 53 

que es una función real, por lo tanto, 

rj> ( n/NT) = O y 1 F (n/NT} 1 IR(n/NT) 1 6. 54 

lo cual nos indica que la transformada de Fourier de una func:cón de 

simetría par es una función real. 
b) Sea una función f (kT ) real que tiene simetría impar, 

entonces su transformada discreta de Fourier es 

N-1 

F(n/NT) L f (kT) 
k=O 

e 
i2rrkn 

N - 6. 55 

si separamos la función exponencial de la transformada de Fouricr en 

sus componentes coseno, seno, 

F(n/NT) 

N-1 

\ f(kT)cos 2rrkn 
¿ -N-

k=O 

N-1 

+ i L f (kT) sen 2rr�n 
k=O 

6. 56 

, por simetría de funciones tenemo s  que la primera sumatoria de la 
expresión 6. 56 es cero, y que la segunda sumatoria es la de una 

función de simetría par, por lo tanto, 

1 
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F(n/NT) 

N-1 

i L f(kT)sen 2n�n 
k=O 

6.57 

que es una función imaginaria pura y, por lo tanto, 

<f;(n/NT) y 1 F (n/NT) 1 II(n/NT) 1 6. 58 

6.4 APLICACIÓN DE LA TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER 

6.4.1 Aplicación de la transfo1·mada discreta de Fourier directa 

desea 

En la figura 6. 10 se muestra la función 
-t 

e 

transformar haciendo los cálculos en un 

la cual se 

programa de 

computadora. Para obtener la transformada deben considerarse los 

siguientes aspectos: 

1) Primeramente, seleccionar el número de muestras N y el 

intervalo de muestreo T. Para el ejemplo de la fig·J.ra 
6.10, N =  32 y T = 0.25. 

2) A continuación es neces ario observar si existe alguna 

discontinuidad para algún valor de la función. Para 

nuestro ejemplo, tenernos una discontinuidad en t=O, por 

lo cual el valor de la función en este punto debe 

definirse como el valor medio de la discontinuidad. 

3) Después se programa la expresión 6. 59 de la transformada 

de Fourier discreta. 

A 

H(n/NT) 
N-1 

T L [e-kT] 
k=O 

e 

i2rrkn 
N 

n o, 11 • • •  , N-1 

6. 59 

Nótese el factor T que se introduce para conservar la 

escala entre la transformada continua y la discreta. Este factor 

puede ser interpretado corno el dt de la integral que ahora en la 

sumatoria indicará el tamaño del incremento del intervalo de 

muestreo. 
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0.9 

0.6 

0.5 

0.4 

0.3 

0.2 

Función exponencial muestreada N= 32 
T=0.25 

0.1 

o 
o 0.11 i.O 1.11 '---'----1--'----..1..--� ' • ............. • • • • • • ' • • • • . .... 

z.o 2.:1 3.o 3.5 4.o 4.!! 5.0 5.5 s.o 6.5 1.0 7.511 TiempoU<T) 
o 2 4 6 

Una vez 

8 10 12 '14 16 18 20 22 24 26 28 30 n 

Figura 6.10 

que se realiza el cálculo de la transformada 

para poder determinar el orden de los datos de s alida , se debe 

considerar que la transformada de Fourier discreta es simétrica 

r e sp ect o al or igen ;  por lo tanto, los datos de salida serán 

imétricos en n = N /2 muestras, debiéndose considerar a los 

a lores restantes (n > N /2) como los correspondientes a las 

recuencias negativas. Si se grafica por separado las partes real e 

maginaria de la función, tendríamos los siguientes resultados 

( f i sru r a 6 . 11 ) . 
Nótese que la parte real de la transformada de Four i e r es 

e simietria par respecto de N/2 y la parte imaginaria es de 

imet.ria impar. 
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a) 

J) 
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•• �· Parte Imaginaria de la Transformada• de Fourier • 

N= 32 • 
T= 0.25 • • 

Discreta 

... . .  
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�
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.25 .so .75 1.oo 1.2¡ • • • • -1.1� __ ·- ___ -----

( n ) 
• •  • • ------ Frecuencia N T 
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Figura 6.11 

En la figura 6.12 se muestra la parte real e imaginaria de 
-t a transformada continua de la función exponencial e , en donde se 

onsidera este efecto de la salida de los datos transformados, que 

s la misma forma en que debemos acomodarlos para obtener la 
ransformada discreta de Fourier inversa. 
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Figura 6.12 

6..4.2 Aplicación de la ti·ansformada discreta de Fourier inversa 

{n6f) 

Para obtener la transformada de Fourier inversa se deben 
considerar dos tipos de casos. Cuando los datos de entrada son 
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dados a partir de una función continua en las frecuencias y a 

continuación discretizados 1 como es el caso en la figura 6 .12, o 

�uando t enemos datos discretos provenientes de una transformada de 

Fourier di s c re t a y en la que sólo se desea hacer el proceso inverso 

para los datos discretos ya obtenidos (figura 6 .11) Para ambos 

casos, se deben tomar en cuenta los siguientes puntos: 

1) Los datos deben darse como valores complejos, es decir, 

que cuenten con una parte real y o tra imaginaria. 

2) Deb ido nuevamente a la simetría de las funciones real e 

imaginaria de la transformada de Fourier, se deben dar 

primero los valores correspondientes a l as frpcuencias 

positivas hasta N/2 y a continuación los valores de las 

frecuencias ne gat ivas 1 de manera que se comporten como 

un espejo después de la muestra N/2 para la parte real, 

y como un espejo girado para la parte imaginaria, por lo 

que debemo s  además cambiar de signo a partir de la N/2 

muestra (figura 6.12). 

1.0 

0.9 

0.8 

0.7 

0.6 

0.5 

0.4 

0.'3 

0.2 

0.1 

Transformado Inverso Discreta de Fourier 

N= 32 

T =O. 25 

Figura 6.13 
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A continuación se realiza el cálculo de la transformada 
lnversa discreta de Fourier mediante la ecuación 

N-1 i2rrkn 

h (kT) = .ó& I [R (nllC} + ii (nllC) J e N 
n=O 

k = o� 1� 2� 3� . . . � N--1 

6.60 

donde ll& es el intervalo de muestreo en las frecuencias, el cual es 
importante para obtener la transformada inversa discreta de Fourier, 
ya que de él depende la aproximación que tenga la transformada 
inversa del espectro con la función continua en el dominio del 
tiempo (figura 6.13). 

En la figura 6.14 se muestra el registro de una onda 

sísmica. La quinta señal de arriba hacia abajo fue discret.izada y 
transformada, y su espectro de amplitudes se muestra en la figura 
6 .15, en donde se puede observar la frecuencia de corte en la 
¡:;:alida. 
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1 

�.4.3 Transformada rápida de Fourier ! La transformada rápida de Fourier1 FFT (Fast Fourier 
ransform) 1 es un algoritmo que permite calcular la transformada de 
ourier discreta mucho má.s rápido de lo que se hace cuando se emplea 

_ a expresión 6.59. Debe su éxito al hecho de que reduce el número de 
td:Lciones y multiplicacio

,
nes requeridas para su cálculo. 

Si sustituimos JrT por k y n/NT por n1 para simplificar la 
rtotación tendremos que: 

N-1 i.2rrkn 

X(n) :;= ¿ Xo(k) e 
N 

6.61 
k=O 

n o 1 1, , N-1. 

y S l. calculamos 

i2rr 

w -· -¡¡-e 6.62 

�odemos ahora reescribir 

N-1 

X(n) I xo (k) Wnk 6.63 
k=O 

n "" O, 1, ... ' N-1 

i decimos que N = 2r y desarrollamos para el caso de que N = 4, 

ntonces o 2, por lo que podremos representar k y n como números 

�inarios con dos valores. 

f [\)· 1 

k o, 1,  2, 3 

n o, 1 ,  2, 3 
! ' /1/ 1 

tra forma de escribir k y 

k 2k1 + 

ó 

ó 

n 

k o 

k = 

n = 

es � 

n = 

(k1, ko) 

(nl,no) = 

v, :: 1.. 

z (<" ' 1 - 1 

l (,. ' • z 

2 ( 1 1 4 1 ... t, 

2n1 +no 

00, 01 , 

00, 01, 

donde ko, k1, no y n1 pueden tomar sólo valores de O y l. 
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Ahora nuestra ecuación 6. 63, para el caso de N "" 4, se puede reescribir como 

donde 

ya que 

ko=O kt=O 

Xo (kt, ko) W 
(2m+no) (2kt+ko) 

W 
(2m+no) (2kt+ ko) == 

W 
(2nt +no) 2ktW (2nt +no) ko 

[W
4ntk1

] W
2nok t

W
(2n1+no)ko 

V' 

la ecuación 6.65 puede escribirse como 

1 

X(m,no) = L 
ko=O 

[ .� Xo (kl, ko) W
2nokl ] 

W 
(2m+no) ko 

.kl=O 

�sta ecuación representa el fundamento del algoritmo de FFT. 

6.65 

6.66 

6.67 

6.68 

Consideremos ahora cada una de las sumatorias de manera 
· nd:" vi dual. Observemos primero lo que está dentro del, paréntesis, 

ara cuando la sumatoria exter ior toma valores de no y ko 

X (no, ko) 
1 

1 

¿ 
kt=O 

Xo(kt,ko) W
2nokl 
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y al desarrollar esta ecuación, 

Para no ·- o, k o =: o 
X1 (0, O) Xo(O_,O) o + Xo(l_,O)W 

Para Do -- o, k o :::: 1 
Xl (O_, 1) Xo(0_,1) o == + Xo(1_,1)W 

Para no 1., k o :::: o 
6. �70 

Xl ( 1, 0) ==: Xo(O,O) + Xo (1_, O) W 
2 

Para no -- 1, k o :::: 1 
Xl ( 1, 1) :::: X o (O_, 1) + Xo(l_,l)W 

2 

la que podemos reescribir en su forma matricial como 

X1 (0, O) 1 o wo o Xo {0, O) 
Xl (O, 1) o 1 o wo 

Xo (O, 1) 
X1 (1_, O) 1 o w2 o X o ( 1, O) 6. 71 
Xl (1, 1) o 1 o w2 

X o (1 ,, 1) 

De manera similar, podemos reescribir la sumatoria externa 

de la ecuación 6.68 como 

u e 

u ya 

X2 (no, n1) \ ( k) �,(2n1+no)ko L Xl no_, o w 

ko==O 

al desarrollar la ecuación 

Para no = o' D1 o 

X2 (O, O) :=: Xl (0_, O) + Xl (1, O) W 
o 

Para no = o 1 Dl 1 

X2 (0, 1 ) Xl (O_, 0) + X1 (0, 1) W 2 

Para no = 1' n1 o 
X2 (1, 0) Xl (1, O) + Xl ( 1, 1 )  W 1 

Para Do = 1, Dl = 1 

X2 (1, 1) = Xl (1, 0) + Xl (1, 1) W 
3 

matriz quedará como 
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X2 (O� O) 
X2(0�1) 
X2 (1 �O} 
X2 (1; 1) 

= 

1 wo 
1 w2 

o o 
o o 

o o Xl (O� O) 
o o Xl (O� 1) 

1 wl 
X1 (1� O} 6. 74 

1 w3 X1 (1_, 1) 

De las ecuaciones 6.68 y 6.72, l l egamos a la transformada 

X ( m�no) = X2(no�m) 6. '15 
Esto es, de las e cuac iones 6.69, 6 . 72 y 6. 75, obtenemos que 

Xl (no, ko) = ¿ Xo (kl�ko) w2nokl 

kt =0 

X2 (no, m) = ¿ X1 (no, k o) W (2nl+no) ko 
6. ír6 

ko=O 

X(nt�no) = X2(no�nt) 

El conjunto de ecuaciones de 6.76 representa el algoritmo 
original de Cooley-Turkey de la transformada rápida de Fourier de ,FFT para N =  4. Estas ecuaciones son llamadas recursivas, ya que la 
segunda se genera en términos de la anterior. 

Si se hace extens ivo este método, 
Cooley-Turkey para N = 27 se representará como 

el algoritmo de 

l. 
X(n7-1'nr-2�·. ·�no) = L L 

ko==O kt=O 

1 

kr-1=0 
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Y en donde las ecuaciones recursivas están definidas por 

1 

k =0 r-1 
1 

7!-1 
� (k k k )M2 (nok� _ 1 ) 
.... o 1; 2; . . .  ; o w o -r- 7!-

'({--2 
x_ (no;n ,k J'''"Jko} "' \ X (no,k 2'" . .  ,ko)W(2nt+no)2 k?f-2 ¿ 1 o- L 1 0-

k71_2=o 

1 

\X 1Cno,n , ... ,ko 
L 0-. 1 

7!-1 7!-2 
) r.r 

( 2 n 1 + 2 n � + . 
w ?t- ?f - ¿ 

ko=O 

X(n 1,n 2+ . . .  +no) 
7!- o- x (no,n ;···;n 1) 

7f 1 7!-

+no) k o 

6. '78 

Este conj unto de ecua ciones recursivas representa la forma en que 
fooley-Turkey definieron la FFT para N = 271• 

El interés de este método de cálculo es su rapidez. Pues si 

valuamos el número de multiplicaciones que demanda una transformada 
e Fourie r  discreta, debemos hacer N multiplicaciones para cada 
ndice, o s ea, un total N x N multiplicaciones. 

Sin embargo, en la FFT existen 7f ecuaciones de suma.toria, 

ada una de las cuales representa N ecuaciones. Cada una de estas 

.cuaciones contiene dos multiplicaciones comple j as, pero una de 

1 

llas es por l. 

a forma 
Esto se debe a que la primera multiplicación es de 

k 7!-1 w 

�onde k = O. Por lo que sólo se requieren Nx?f multiplicaciones. 7!-1 
Por otra parte, se puede probar que si 

n = p + N/2 6. 79 
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donde p varía entre O y N/2-1, entonces wP = -Wp+Nn, por lo que 
estos datos se pueden mane j ar en un mismo lugar de memoria y de 
¡anera simultánea, por lo que el número de multiplicaciones 

complejas �>e puede reducir en otro factor de 2, y por lo tanto se 

f"eal izan Nxo /2 multiplicaciones complejas. De manera sim1lar, se 

�uede ra z onar que se rea l i zan Nx0 sumas complejas. 

En el caso de que el número de puntos no sea una potencia te :2, podemos aumentar con ceros el número de puntos hasta lle9ar a 

a siguiente potencia o formular el algoritmo de la transformada 

ápida de Fourier para otra base, siguiendo un proceso similar 
(véase Brigham, 1974). 

�.5 CONVOLUCIÓN DISCRETA 

� 
La convolución discreta sigue los mi smo s pasos que la 

ontinua , realizando la secuencia de plegamiento� desplazamiento� 

ultiplicación e integración� sólo que e s te último paso, por 

�ratarse de funciones de tipo di s c re to se convierte en sumatoria, en 

�onde la diferencial se toma como el intervalo de muestreo T. 

1 

Por lo tanto, la convolución di s cre ta se define como 

N-1 

� (kT) ·- T I a; (i.T) h [ (k-i) T] 

i:=O 

q�e se puede representar como 

1 

� (kT) a:(kT)*h(kT) 

6. 80 

6. 81 

Para que se pueda realizar la convolución es necesario que 

st tomen en consideración los siguientes puntos: 
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1) El intervalo de muestreo de las dos funciones por 

convolucionar debe ser el mismo, pues es el usado oara 

hacer el desplazamiento punto por punto. 

2) Cuando exista una discontinuidad en la o las funciones 

por convolucionar, el valor asignado a la función en el 

punto de discontinuidad es el valor medio de la 

discontinuidad. 

6.5.1 Convolución discreta de funciones de duración finita 

Como se puede observar en la figura 6 .16, si deseamos que 

la función discreta se aproxime a la continua es necesario: 

1) Muestrear las dos funciones �(t) y h(t) con un intervalo 

T, por lo cual se asume que las dos funciones son 

periódicas con un NT (segün lo visto en el teorema del 

muestreo) para cada función período. 

2) Escoger el pe r íodo para la convolución lo suficien

temente grande para las dos funciones, de manera que no 

exista traslape en la función (figuras 6.16b y 6.16c), 

de acuerdo con la relación 

N = P + Q - 1 6. 82 

donde p y Q representan el nümero de muestras de cada 

función. Para el ejemplo Q = 6 y p = 6, por lo tanto� 

N = 11, ya que si se escogen más muestras (figura 6. 16d) 

no existe traslape, pero se obtienen más muestras de lo 

necesario� lo que implica mayor costo y traba j o. 

3) Si se desea obtener una aproximación mejor a la 

convolución continua, el intervalo de muestreo T que se 

escoja deberá ser muy pequeño (figura 6.16f). 
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a) 

b) 

e) 

d) 

e) 

1 

+ 

15_ 
1 t 

x(kT) 

---r-=6� kT 
N=9 

x(kT) 

-��5� kT . 
N�11 

f(k�
) 

t �(t) . 

%� 
· �  

1¡ 
2 

1 t 

h(kT) 

.. .. .  

��q 

�

r(k
�) 

�6�--J 
N=11 

h(kT} 

Y. 2 
. . .. 

kT 

.... 
kT 

�¡ �:6f--
N=15 

-1 kT 10=6�� kT. 
N=15 • 

x(kT) 

f "'·--·-

1 p ¡_ 1 . 
N 

kT 

� 1�-�-:-�) :·---. 
__ __,... 

¡_o �J kT 

Figura 6.16 

(Tomado de Brigham� 
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6.5.:2: Convolución discreta de una función finita con una función infinita 

Como se puede observar en figura 6.17, cuando 

convolucionamos una función de duración infinita a:(t) con una 
función de duración finita h(t), se debe efectuar lo siguiente: 

a) 

�) 
1 

1 

� ) 

_j__ 

f 2 f 4 5 6 t 

_ _ _ r l, )
. .. .. . ·-· __ _ �,vC"=--� 

1- N 
.. ¡ 

1 �··· •••. 
.� ......... ••• '1, 

.... . 
kT 

·

r

(

k

T

) 

. · ·. .,. .............. · "' ,.... ... ... 
.. 

t 

h(t) 

�-11--
N 

Figura 6.17 
(Tomada de Brighamy 1974) 

t 

ConyoluciÓn 
Continuo 

a) y b) 

.. 

kT 

ConvoluéiÓn 
Discreta 

e) y d) 

1) Debido a que la función a:(t) es infinita, debemos 

cortarla en algún punto, tomando sólo los valores 

correspondientes al periodo NT (figura 6.15a). 
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2) Muestrear a las funciones �(t) y h(t) con el mismo 

intervalo de muestreo T, por lo que se cons i dera que las 

dos funciones son periódicas con un período NT (figura 

6.17c) para cada una de ellas. 

3) Al realizar la convolución, debida a la periodicidad que 

se adquiere en el muestreo, se produce lo que se conoce 

como efecto de frontera. Este efecto se puede observar 

al comparar la figura 6.17d con la 6.17b, donde el 

resultado de la convolución concuerda razonablemente 

bien con la discreta, excepto en los Q-1 valores de las 

primeras muestras. Este efecto se manifiesta en la 

frontera izquierda de las N muestras. 

Una forma rápida de calcular la convolución discreta de dos 

funciones, sin el uso de programas de cómputo, es hacer una tabla de 

valores como se plantea en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 6.1 

Para las funciones �(t) y h(t) de la figura 6.18 y cuyos 

valores muestreados � (kT) y h (kT) que se dan en la tabla 6. 1� para 

un intervalo de muestreo de 1' = 0.25. 

x(t) h ( t) 

._���-----------------

t t 

Figura 6.18 
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Jrc kT a: (kT ) h(kT) 1J (kT) f-· o o o o o 
1 0.25 1/2 0.7071 o 
�, ¿, 0. 5 1 1 0.088 
-· ._j¡ 0.75 1/2 o. 7071 0.301 
4· 1 o o 0. 426 
5 1.25 o o 0. 301 
6 1. 5 o o o. 088 
7 1.75 o o o 
8 '--·- 2 o o o 

Tabla 6.1 

se desea obtener la convolución, que podemos e fectuar mediante un 

arreglo matricial a partir de los valores muestreados. 

- -
k=l k=2 k=3 k=4 k=S k=6 k =7 k=8 

)-� o .1/2 1 .1/2 o o o o o �a: (kT) koO 

a y y/---- y Yvo"'va---./ __ a"' /a---1/a/ 
0,7071 y :)-53 :J-07 /353 /o v O" l/0/ O"' /' o 

.1 y 1/2 y 1/2 /o 67 67 o o 
/ v !/' 

0.7071 y 353 ;]07 
v-353 /o va o o ó-

o y 7/ y /0/ va o o o o 

o y 7/ y Q/ 
/. 

o o o o o 
o y 7/ []V o o o o o o 
o y 7� o o o o o o o 

o y o o o o o o o o 

A continuación se trazan unas lineas diagonales a cada uno 

e los elementos. La suma de los valores de cada diagonal 

ultiplicados por el intervalo de muestreo T, es el valor de la 

onvolución para cada correspondiente valor de k (tabla 6.1). 

1 

�jemplo 6.2 

\ 
. Para las funciones a:(t) 

ralores muestreados a:(kT) y h(kT) 

pn intervalo de muestreo T = 0.25. 

y h(t) de la figura 6.19 y cuyos 

que se dan en la tabla 6.2� para 
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X ( t) � h( t} 

�. 
�.�������.L� --

2 t 2 t 

Figura 6.19 

k kT a: (kT) h (_kT) f.J(kT) 
o o 0.5 0.5 0.0625 
1 0 . .25 o. 7788 1 0 . 2223 
2 0.5 0.6065 1 0.3955 
3 0.'75 0.4723 1 0.5303 
4 1 0.3678 0.5 0.5729 
5 1. ;�5 0.2865 o 0.4948 
6 1.5 0.2231 o 0.3853 
7 1.'15 0.1737 o 0.3001 
8 2 0.1353 o 0.2337 

Tabla 6.2 

s,e desea obtener la convolución, que podemos efectuar mediante un 

a¡rre,glo matricial a partir de los valores muestreados. 

�� 
k=O k=l k=2 k=3 k=4 k=S k=6 k=7 k=B 

h (kt) 0.5 . 778 . 606 . 472 . 367 . 286 . 223 . 173 . .135 

0.5 _:;: 25 . 389 . 303 :)36 . 183 :J--43 :)-1Y :J86� .067 
/ / /" __./'=,...-:-

1 
?

5/ 
;J7B ;_J06 :_j72 

;Y-67 :)86 :)-
23 . 173 .135 

/ 
1 ?

5"' 
;J7B �06 :)_72 . 367 2_86 �23 . 173 .135 

/� 

1 
?

5_., 
;J7B :,j06 :_}72 :)67' :J86 . 223 . 173 .135 

0 . 5 ;!;- 25 ;)89 ;)03 ;)36 .183 .143 .111 . 086 . 067 
/ 

o 
y y- y y 

o o o o o 

o 
y y� y 

o o o o o o 

o y y-
o o o o o o o 

o y 
o o o o o o o 

--0 
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A continuación se trazan unas lineas diagonales a cada uno 

de los elementos. La suma de los valores de cada diagonal 

multiplicados por el intervalo de muestreo T, es el valor de la 

corvolución �(kT) para cada correspondiente valor de k (tabla 6.2). 

6.5.3 Teorema de convolución 

Al igual que en la convolución continua, se puede demostrar 

que la convolución discreta se relaciona con la transformada de 

Fourier como 

N --1 

T ¿a:(iT) h[(k-í)T) X (.n/NT) H (n/NT) 6. 83 

i=O 

\1 o que nos indica que .la convo.Iución discreta en el dominio del 

[iempo de dos funciones es equivalente a la multiplicación de la 
bransformada de Fourier discreta en el dominio de la frecuencia de 

rstas funciones. 
Debido a que la transformada de Fourier discreta está 

fefinida sólo para funciones periódicas, se considera que las 

unciones por convolucionar en el tiempo son periódicas¡ por lo 

anta, la convoluc ión discreta requiere que ambas funciones sean 

�iscretas y consideradas como periódicas. 

�.5.4 Convolución cíclica 

j 
Lo mismo que para la convolución continua, la convolución 

d i scr et a se puede obtener a pa rtir de las transformadas de Fourier 

otü,cretas de las funciones involucradas aplicando el teorema de 
lonvolución. 

Debido a las características de la transformada de Fourier 

iscreta, cuando obtenemos la convolución discreta a través de la 

t<ransformada de Fourier discreta, la transformada inversa de la 

1ultiplicación de las transformadas discretas de las funciones 

involucradas será una función de tipo periódico con N muestras. En 

este caso se puede observar con claridad la periodicidad de la 

convolución, por lo que �>e le llamará convolución ciclica. Y es en 
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est.e t ipo de proceso en donde queda de manifiesto el efec1:o de 

frontera y enmascaramiento de la convolución discreta . 

6 .. 6 CORRELACIÓN DISCRETA 

La correlación disc reta difiere de la convolución en que no 

existe el plegamiento. Por lo que sólo se efectúa el desplazamiento, 

la multiplicación y la sumatoria, pero las consideraciones que se 

1 ti enen que hacer para realizar e sta operación son exactamente las 

mismas que para el caso de la convolución. 

La correlación d i screta se define como 

N-1 

"f(kT) T ¿a:(iT) h[(k+i)T] 6. 84 

i=O 

1 
y lo mismo que para la convolución existe una manera fácil de 

realizarla. Sólo que tenemos que observar cómo colocar la función 

que se desplazará en la t:abla. 
� 

Ejemplo 6.3 

Para las funciones a:(t) y h(t) de la f igura 6.20 y cuyos 

yalores muestreados a: (kT) y h (kT) que se dan en la tabla 6. 3J para 

Ún intervalo de muestreo de T = 0.25. 

¡ X ( t) 

t 2 t 

Figura 6.20 
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k kT a:(kT) h(kT) 
o o 0.5 0.5 
1 0.25 1 0. 7788 
2 0.5 1 0.6065 
3 0.75 .1 o. 4'723 
4 1 0.5 0.3678 
5 .1.25 o 0.2865 
6 1.5 o 0.2231 
7 1.75 o 0.1737 
8 2 o 0.1353 

Tabla 6.3 

se desea obtener la correlación, que podemos efectuar mediante un 

arreglo matricial a partir de los valores muestreados. 

�f� 
k=-8 k=-7 k=-6 k=-5 k=-4 k=- 3 k=- 2 k= - 1 k= O 

h (kt) 0.5 1 1 1 0.5 o o o o 

.135 ;Y67 . .135 :)35 . 1 35 ::!_67 0/ O" 0/ ()/' 
/' ¿____ // // L / .173 ¿_86 . 173 :)-73 :)73 vo86 O" 0/ 

/
0/ o 

/" // / 
. 223 ;.}11 . 223 _:323 v223 ;)-11 O" O" o o 

_,./ / /. . 286 )- 43 . 286 :_386 :_386/ 143" y/ o o o 
_,.,-· / 

. 367 ;) 83 . 367 ;)67 . 367 .183" o o o o 
/ ¿_ / . 472 ;Y36 . 472 ;J72 . 472 . 236 o o o o 
/ .,..-· 

. 606 ;)03 . 606 ;_}06 .606 .303 o o o o 
/ 

. 778 ;)-89" .7'78 . 778 778 389 o o o o 
/ 

0.5 0.25 0.5 0.5 0.5 0.25 o o o o 

k=l 

k=2 

k=3 

k=4 

k=S 

k=6 

k=7 

k=8 

/ 

Nótese que la función h (kT) se coloca de manera descendente �ebido a que no existe plegamiento, por lo que los primeros valores 

ue se traslapan con la señal a:(kT) son los últimos de la señal 

esplazada h(kT). 

A continuación se trazan unas lineas diagonales a cada uno 

e los elementos. La suma de los valores de cada diagonal 

ultiplicados por el intervalo de muestreo T, es el valor de la 

orrelación �(kT) para cada correspondiente .valor de k (tabla 6.4). 
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k kT r.¡(kT) 
-8 -2 0.016 

-7 -1.75 0.055 

-6 -1.5 0.104 

-5 - .1. 25 0.168 
-4 -1 0.233 

-3 -0.75 0.299 

- 2 -0.5 o. 384 

-1 -0.25 0.494 

o o 0.572 

1 0.25 0.530 

2 0.5 0. 395 

3 0.75 0.222 

4 1 0.625 

5 l. 25 o 
6 1.5 o 
7 1.75 o 
8 2 o 

Tabla 6.4 

1 

f.6.1 Teorema de correlación di.creta 

! 
El t eorema de correlación discreta nos dice que la 

o rrelación discreta en el dominio del tiempo es equivalente a la 

ultiplicación del conjuqado de la transformada de Fourier discreta 

�e la primera funci6n por la transformada de Fourier discreta de la 

kequnda función. Este par transformado se puede expresar como 

N-1 

T ¿ a::(iT) h[(k+i)T] 
* 

� X (n/NT) H (n/NT) 6. 85 

i=O 

l.6.2 Correlación cíclica 

La correlación cíclica es la que se obtiene a partir del 

de correlación. Y debido a que tiene el mismo proceso que 

convolución, considerando solamente que se trata del conjugado de 

transformada de una de las funciones, las reglas para su 

e::: arrollo son las mismas que las de la convolución . 
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6.6.3 Transformada bidimensional de Fourier discreta 
Como se explicó en el capítulo 3 (Tabla 3 .1), la 

transformada de Fourier puede efectuarse en el dominio del tiempo , 

pero también en el domi n io del espacio , correspondiendo a esta 

transformación el domin io del nümero de onda. 

6.7 APLICACIÓN DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER DISCRETA 

A DATOS BIDIMENSIONALES 

Cuando tenemos datos discretos en arreglos bidimensionales, 
ya sea en el espacio o en el tiempo, o como una combinac ión de ambos 
dominios, la transformada bidimensional di scret a  al i gua l que la 
continua debe efectuarse primero 
Para dos variables espaciales, 

Fourier discreta quedará definida 

en una dirección y luego en otra. 

N-1 M-1 

'J' (nflC , m?l¡) == 
X I ¿ 

k=O 1 =O 

a (JlC!J. , 111 ) 
X y 

la transformada 

como 

.2 (nk 
-� rr -

N 
e 

+ ml) 
M 

X 

bidimensional 

/}. 
y 

1 

de 

Si te nemos una matriz 11A11 de datos de la cual deseamo s 

obtener su transformada de Four ier , lo primero que se t iene que 
hacer es considerar a cada "renglón" como si fuera una señal 
independiente y obtener la tran sformada para 

a continuación para 

� asi sucesivamente. 

1 Los resultados obtenidos de esta transformación deben 

bue dar posicionados eh ot:ra matriz "B" transformada 

1 
_j__ 
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así como 

b b 
111 

121 

b b 
211 

221 b
23

, • • •  etc. 

Una vez aplicado este proceso en todos los renglones, se 

debe hacer una nueva transformación a los datos, 

matriz B, cons iderando ahora a las columnas 

correspondiente de la señal a transformar 

b b 
1 1 1 2 

b b 
21 2 2 

b b 
31 3 2 

pero ahora de la 

como el vector 

de manera que la transformación se realice en las dos direcciones , 

es decir, prime ro sobre los renglones de la matriz original y luego 

1 sobre las co lumnas de los datos obtenidos en la p:r-.imera 

transformación. La matriz de datos obtenida después de este proceso 

será nuestra señal trans formada . 

El p:r.:oceso de transformación puede hacerse considerando 

primero a las columnas y luego a los renglones siempre y cuando se 

aplique en ambas direcciones. 
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EJERCICIOS PROPUESTOS 

l. Obtenga la transformada de Fourier continua H(C) de la función: 

h (t) -2t 
e t :!: o 

Tabule y grafique las partes real e imaginaria de la función 

H(C), así como los espectros continuos de amplitud y de fase. 

2. Elabore un programa de computadora para obtener la transformada 

de Fourier discreta. El programa debe presentar los dat os de 

salida de la siguiente forma : 

Número de 
Muestra 

TRAJ�SFORMADJI� DISCRETA DIRECTA 

Frecuencia Parte 
Real 

Parte 
Imaginaria 

Espectro 
de 

Amplitud 

Espectro 
de 

Fase 

TRANSFORMADA DISCRETA INVERSA 

Número de Tiempo Parte 
Muestra Real 

Parte 
I maginaria 

3. Muestree adecuadamente la función h(t) y obtenga su transformada 

discreta directa, aplicando el programa de computadora. Grafique 

los resultados obtenidos para las partes real e imaginaria, y los 

espectros discretos de amplitud y de fase . Compare estos 

resultados con los obteni dos en el inciso 1), explique la causa 

de las diferencias y sug i era la forma para mejorar los 

resultados. 
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+ 

tJ,. Muestree adecuadamente la función continua H (C) y obtenga su transformada discreta inversa, aplicando el programa de computadora. Grafique los resultados obtenidos para las partes real e imaginaria. Compare estos resultados con los correspondientes valores de la función contínua h (t) , expliq,l:le la 
causa de las diferencias y sugiera la forma para mejora:�::· los resultados. 
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