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Objetivos.

e Caracterizar por métodos tedrico-experimentales de instrumentacién acustica los pardme-
tros fisicos: velocidad de propagacién, longitud de onda, densidad lineal, tensién, fre-

cuencias y modos normales de vibracién en cuerdas con discontinuidades de densidad.

e Construir un dispositivo para generar los distintos modos normales de vibracién en

cuerdas con discontinuidades de densidad que permita visualizarlos.

e Proponer un modelo tedrico-experimental para las cuerdas con discontinuidades de

densidad y que tenga potencial de ser usado como una herramienta didactica.

Resumen.

En este trabajo se presenta un estudio experimental de vibraciones en cuerdas con dis-
continuidades de densidad, denotadas en este texto como SMC. Este tipo de sistemas han
sido de interés recientemente porque pueden servir como un modelo didactico que sirve para
ilustrar propiedades fisicas (longitud de onda y frecuencias propias) de vibracién en cuerdas.
También la tesis presenta una propuesta de instrumentacién para estudiar el SMC mediante

visualizacidn de los modos de vibracién y medicién de las frecuencias propias.

En el primer capitulo de la tesis se describen los fundamentos tedricos de los modos de vibra-
cién de SMC, algunos resultados reportados en la literatura y una propuesta de aplicacién

didactica.

En el siguiente capitulo se describen los métodos experimentales y la instrumentacién usada

para producir y visualizar los modos de vibracién de SMC.

En el capitulo tres se presentan los resultados y se muestran y se discuten las caracteristicas
de las frecuencias propias de los SMC, como el hecho que las frecuencias propias de los SMC

no necesariamente obedecen una relacién lineal a pesar de que la vibracién es arménica.

Es importante remarcar que la investigacién de este trabajo se puede aplicar a los cursos de

vibraciones que se estudian en las distintas maestrias y licenciaturas de la UNAM.
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Capitulo 1

Teoria de los sistemas de masa
concentrada (SMC).

De forma usual, cuando se comienza a investigar los fenédmenos de ondas mecéanicas en
los cursos de fisica o ingenieria se analizan las vibraciones en cuerdas pues proporcionan un
modelo simple para comprender modelos mas complejos. Debido a su sencillez, la teoria de
vibraciones en cuerdas ha sido extensamente estudiada y ha aportado importantes aplica-
ciones en musica e ingenieria acustica [1, 2]. Durante los cursos, un ejercicio comdn para
los estudiantes es obtener los modos y las frecuencias propias de vibracién de la cuerda, una
interesante propiedad de las vibraciones que es consecuencia de las condiciones de frontera
fija, la propuesta frecuente es usar una cuerda con densidad lineal. En los cursos es muy raro

estudiar el caso en el que la cuerda presenta otro tipo de densidades.

La propuesta de esta tesis es un modelo tedrico-experimental con discontinuidades de
densidad, proporcionado por efecto de colocar sobre la cuerda masas de magnitud comparable
a la masa de la cuerda y volumen pequeno. Debido a esto en esta tesis a la cuerda con

discontinuidades de densidad se le da el sinénimo de sistema de masas concentradas SMC.

El modelo de cuerda con discontinuidades de densidad o sistema de masa concentrada
fue comenzado a estudiar en instrumentos musicales [2, 3] y presenta propiedades fisicas
interesantes que podrian complementar el tema de vibraciones en cuerdas de los cursos de

instrumentacién aclstica que se estudian en el posgrado.

Para una cuerda finita con discontinuidades de densidad o sistema de masa concentra-
da, se encuentran modos de vibracién a frecuencias especificas y aparece cuantizacién de

frecuencias como consecuencia de las fronteras del sistema [3, 4]. La cuerda tiene la misma
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densidad lineal en todos los puntos, excepto en donde se coloca la masa. La masa concen-
trada genera ondas transmitidas y reflejadas que tienen la misma velocidad de propagacion

y no violan principios de conservacién.

Un problema andlogo al de una cuerda con masa concentrada consiste de un par de tubos
idénticos conectados por medio de un tubo corto de seccidn transversal pequeiia. El problema
del tubo ha resultado interesante recientemente para algunos grupos de investigacidn pues
su espectro de energias guarda similitudes con el caso cuantico de un pozo cuadrado con un

potencial tipo delta de Dirac [5].

En este capitulo, se presentan la teoria basica de la ecuacién para cuerdas con disconti-
nuidades de densidad o sistemas de masa concentrada 1.12, que seran referidos como SMC

en lo que sigue.

1.1. Modos normales y frecuencias propias de una cuerda fija

en sus extremos.

Antes de comenzar a de deducir la ecuacién de para los SMC, es importante aclarar que

son los modos normales de vibracién y las frecuencias propias de una cuerda.

Suponga una cuerda fija en ambos extremos, lo cual implica que las condiciones de

frontera en la cuerda son:

0

(1.1)
0.
Entonces dada la ecuacién de onda 1.2 se propone para k y w arbitrarios la solucién 1.3:

Py(t) K 0%y(x.t)
0x2 w?2 otz

(1.2)

y(X, t) _ Aej(wt—kx) + Bej(wt-}-kx). (13)

La sustitucion de 1.3 en 1.2 y las condiciones de frontera 1.1 producen las siguientes

ecuaciones para A y B:

B=-A

(1.4)
2jAsin(kL) = 0.
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La condicién 1.4 puede ser satisfecha de dos maneras: si A = 0 entonces y(x, t) = 0 que

significa que la cuerda esta inmévil. Si A # 0 entonces sin(kL) = 0 lo cual ocurre cuando:

kL=nm , n=1273, .., (1.5)

se omite el valor n = 0 ya que indica como en el caso anterior que la cuerda esta esta inmovil.

La ecuacién 1.5 muestra que solo valores discretos k = k, = ”T” permiten soluciones. Como

la velocidad de propagacién ¢ = ¢ = 2ka entonces, las frecuencias permitidas son:
nc
fn=—. 1.6
oL (16)
Por lo tanto, hay un conjunto de soluciones cada una de la forma:
Yn(x, t) = A, sin(knx)e/nt. (1.7)

El valor A, es la amplitud de la n-ésima solucién y se determina de las condiciones iniciales.

Las soluciones posibles de la ecuacién de onda 1.7, se llaman funciones propias o mo-
dos normales [1]. Las cuales siempre estdn determinadas por las condiciones iniciales y de

frontera.

Asociada con cada una de las soluciones y, hay una tnica frecuencia propia f, de vibracidn
para la cuerda. Las frecuencias propias estan definidas por la ecuacién 1.6. El modo normal
con la frecuencia mas baja es n = 1, de forma usual se le llama modo fundamental f; = 2—LC
y las frecuencias propias n = 2,3, ... son llamada sobre tonos [1]. Para el caso de la cuerda

con extremos fijos los sobretonos son miltiplos de la frecuencia fundamenta f;:

f,=nfi , n=273, ... (1.8)

La soluciéon completa para la cuerda con fronteras fijas es la suma de todos los modos

individuales:

y(x, £) = Ansin(knx)ent. (1.9)

n=1

La ecuacién 1.9 indica que el desplazamiento transversal de la cuerda para cualquier tiempo

t es una combinacidén lineal de todos los modos normales.
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1.2. Ecuacidén para los sistemas de masa concentrada.

Se propone tedricamente el siguiente sistema fisico en una dimensién: una cuerda de
longitud L sobre el eje X, a la cual se le han colocado N masas M; donde i = 1,2,..., N,
la cuerda estd sometida a una tensién T y estd fija en un extremo en x = L, mientras que
en el otro en x = 0 es excitada por una fuerza arménica Fe/*t. Entonces, las condiciones de

frontera dadas en los extremos de la cuerda con estas caracteristicas son [1, 3]:

Fejwt: _Tay(X' t) ,

Ox x=0 (110)

Aqui la funcién y(x, t) describe el desplazamiento transversal de la cuerda. La densidad de

una cuerda con masas concentradas M; estd dada por la siguiente expresién [3]:

N
p(x) = po + > Mid(x — x;), (1.11)
i=1

donde g es la densidad de masa lineal de los segmentos de cuerda que conectan las masas
y el término M;6(x — x;) representa una densidad puntual de la i-ésima masa concentrada.

Usando 1.11, la ecuacién que describe la oscilacién transversal de la cuerda es [3]:

0 dy\ 02y

La ecuacién 1.12 es conocida como ecuacién para masas cargadas en una cuerda [3]. Si

se integra en x desde x; — € hasta x; + € (¢ > 0) se obtiene:

dy ke &y
T = M; i t),
Ox Ix;—e ot2 (X )

cuando € — 0, la ecuacidn representa una discontinuidad de la derivada de y en x;:

Oy
Tox

x;i+0 82_)/

La ecuacién 1.13 proporciona una condicidn sobre la tensién que se aplica en la cuerda del
lado izquierdo (x; — 0) y del lado derecho (x; + 0) de x;. Otra condicién que debe cumplir

es la continuidad de y(x, t) en x;:
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y(xi —0,t) = y(x; + 0, t). (1.14)

De lo anterior, la formulacién completa del problema consiste en encontrar la solucién de
la ecuacidén 1.12 que satisface las condiciones de frontera 1.10 y continuidad 1.13 y 1.14.
Un problema con estas caracteristicas se puede resolver si se sustituye la solucién de onda

viajera 1.3 en 1.13 para encontrar la condicién dindmica en cada masa M;:

x;+0

_jkT (Aej(wt—kx) - Bej(wt+kx)> — I\/I,-w2 (Aej(wt—kx,-) + Bej(wt—l—kx;)) . (115)

X,'—O

Ahora, usando la condicién de continuidad 1.14 en 1.15:

. X,‘+0 . .
— 2Bk TR = g2 <Aef(°”_kx") + Bef(wt+ka)> = Mw?y(xit).  (1.16)

x;—0

Como la tensién es constante a lo largo de la cuerda entonces la forma de la cuerda a la
izquierda (x; — 0) y a la derecha (x; + 0) de x; debe satisfacer que e/k(i—0) = _e/k(x+0) —

—e/k(xf), por tanto la ecuacién 1.16 se reduce a:

— 4Bjk T/ @tHh) — Miw?y(x;, t). (1.17)

Con la ecuacién 1.17 y la condicién y(x = L, t) = 0 de 1.10 se verifica que los SMC presentan

modos de vibracién:

—4BjkT/ kD) = 0,

tomando la parte real y B # 0:
= cos(kL) =0,

:>kL:g(2n—1) . n=1,23 .,

por lo tanto:

k= ky = 2 (2n—1). (1.18)
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Por tanto, de forma similar a la ecuacién 1.5, 1.18 induce un conjunto de frecuencias propias.
Para determinar las constantes A y B usamos la ecuacién 1.17 y la condicién en x = 0 de

1.10, con lo que se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

4kT
- i (1.19)
_j— =A—-B.
T

La solucidn del sistema 1.19 nos proporciona dos conjuntos de constantes A= A; y B = B;

que dependen de cada masa M;:

F (4kT —j/\/l,-w2>

PTOKT \ M2 + j2kT
DL (1.20)
B — JVIiw
"2kT \ Mjw? + j2kT )
Por lo tanto, los modos normales del sistema son:
yi(x, t) = Ajd @tk 4 gei(wtthn), (1.21)

La ecuacién 1.17 es clave para este trabajo, pues permiten obtener de manera implicita

las frecuencias propias del SMC. Si desarrollamos 1.17 usando las constantes 1.20:

4By KT = Me? (Aie ™ 4 B )

; 4kT
— 2kX,‘ . . .
= Aje /RN = _B; (1 +JM,w2> . (1.22)

La funcién 1.18 indica que las frecuencias de resonancia del SMC ocurren en k =
m(2n—1)/2L. Sin embargo, debido a que k tiene que satisfacer al mismo tiempo la ecuacién
trascendental 1.22, las frecuencias propias no pueden ser obtenidas de forma analitica, pues

se generan ecuaciones trascendentales para las frecuencias de vibracién que dependen de las
masas M; [1, 4].

Con el fin de entender un poco mas el comportamiento de las frecuencias propias del

SMC vy la ecuacidén 1.22 se presentan a continuacién dos ejemplos para una y dos masas.
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[ . |

|
0 L 2L

Figura 1.1: se muestra el SMC1 para una cuerda de longitud 2L con una masa de valor M
localizada en x = L.

1.3. Frecuencias propias de sistemas con una y dos masas con-
centradas (SMC1 y SMC2).

En esta seccidn se discuten las frecuencias propias de los SMC para los casos de una y
dos masas. Es importante mencionar que en el desarrollo de esta seccién se tomé algunas
partes de los ejemplos del articulo [4], en este articulo se obtienen las frecuencias propias
de los sistemas SL, SMC1 y SMC2 midiendo los valores de manera grafica. A diferencia del
articulo, en esta seccidn se hace énfasis en las soluciones de las ecuaciones de SMC1 y SMC2.
Las soluciones son las frecuencias propias y estas satisfacen ecuaciones trascendentales que

no se pueden determinar de manera analitica.

Considere el sistema de masa concentrada mostrado en la Figura 1.1 con una cuerda de
densidad pg y longitud 2L y una masa de valor M localizada en el punto medio en x = L

SMC1. Se puede verificar que las soluciones del sistema son [4]:

| Asin(kx) si0<x <UL,
Pl = Bsin(k(x —2L)) si L < x < 2L. (1.23)

Si en la ecuacién 1.23 aplicamos las condiciones'de frontera 1.10 y las de continuidad 1.13

y 1.14, se tiene que:

#(L—0)=¢(L+0) = Asin(kL) = Bsin(—kL),

— A= -8B,

! Aunque usar la condicién de frontera 1.10 en x = 0 parece ambigua, la justificacién fisica experimental
que fue observada en la mayoria de los modos es |a siguiente: el vibrador ubicado en x = 0 tiene una amplitud
de oscilacién menor comparada con la amplitud de los modos de vibracién generados, por lo que de manera
aproximada es una frontera fija para al menos los diez primeros modos de vibracién. Por ejemplo, de manera
experimental se observé que la oscilaciéon del vibrador es orden de algunos milimetros mientras que la amplitud
del modo fundamental es de algunos centimetros. La aproximacién deja de ser vélida para modos de vibracién
de frecuencia muy alta en los que la amplitud de las vibraciones son del orden de las del vibrador, este no es
el caso del trabajo.
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| | Ni

e tan(kL)

1
1

: m/MkL
, s m>> M
| e m=M
|

|

|

1
1

m<<M

0 w2 312 511/2 “Tmi2
kL

Figura 1.2: se muestran algunas soluciones para el SMC1 de la ecuacién 1.24 para tres
casos: M > m, M = my M < m. Los puntos de interseccién de las curvas rojas con la
negra representan las frecuencias propias del sistema.

<TGI¢)L+0 = (ke Mo(L) = T2 cos(kL) = M(kc)?sin(kL),
L-0

Mk
— ——sin(kL) — 2 cos(kL) = 0,
Ho

m
= —— =tan(kL). 1.24

= tan(kL) (1.24)

En la ecuacién 1.24 se sustituyd o = m/2L , donde m es el valor de la masa de la cuerda. La
ecuacion trascendental anterior define de manera implicita las frecuencias propias de SMC1,
los valores de estas frecuencias son los puntos de interseccidn de las dos funciones dadas en

1.24.

Como ejemplo, en la Figura 1.2 se muestran algunas frecuencias propias para los casos
M>m M= my M < m, las frecuencias son los puntos de interseccién de las curvas
rojas con las curvas negras. Se observa en todos los casos que, cuando kL — oo que indica
que los valores de frecuencia son altos y la tan(kL) ~ 0, esto implica que: kL = nm donde n

es un nimero natural. Si se reescribe k en términos de frecuencias:
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M M
— S
l l | X
0 L 2L 3L

Figura 1.3: se muestra el SMC2 para una cuerda de longitud 3L con dos masas de valor M
localizadas en x = Ly x = 2L.

nc

f=—.
2L

(1.25)

La ecuacién 1.25 representa las frecuencias propias de un sistema de cuerda libre con
extremos fijos [3]. Quiere decir que el SMC1 converge al sistema de cuerda libre a partir
de un valor n suficiente grande. De manera intuitiva indica que el SMC1 vibra basicamente
como el SL para frecuencias altas. Se puede ver de la Figura 1.2 que el valor n puede ser
reducido por medio de la masa M, si se aumenta la masa concentrada valor de las frecuencias

propias se reduce.

Por otro lado, de forma completamente andloga para el caso de una cuerda de longitud

3L con dos masas de valor M, como se muestra en la Figura 1.3 se propone ahora la solucién:

Asin(kx) si0<x<IL,
é(x) =< Bsin(k(x — L))+ Ccos(k(x — L)) si L<x<2L, (1.26)
Dssin(k(x — 3L)) si2l < x < 3L.

Entonces, es relativamente sencillo verificar por medio de la condiciones de continuidad en

M; que las condiciones 1.13 y 1.14 en x; = L dan lugar a:

M (kc)?

B=A (cos(kL) - sin(kL)> , (1.27)

C = Asin(kL), (1.28)
y las condiciones 1.13 y 1.14 en x; = 2L dan lugar a:

M (kc)?

(D — B)cos(kL) + <C — D) sin(kL) = 0, (1.29)
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(D + B)sin(kL) + Ccos(kL) = 0. (1.30)

Sustituyendo 1.27 y 1.28 en 1.30:

D=A (M(Tkkc) sin(kL) — 2cos(kL)> , (1.31)

y sustituyendo 1.27, 1.28 y 1.31 en 1.29 y usando po = m/3L:

<1 - <3MkL>2> tan(kL) | ML ovk). (1.32)
m 3 m

Como en la ecuacién 1.24, se puede ver que 1.32 genera nuevas frecuencias propias que
no pueden ser determinadas de forma analitica. Las frecuencias se muestran en la Figura 1.4
como puntos de interseccién de las curvas en color con la funcién cot(kL). Se ha indicado las
curvas en distinto color para mostrar tres casos de interés: M > m, M =my M < m. Se
observa en la Figura 1.4 que el factor M/m es critico pues determina los puntos de corte de
las curvas y por tanto la aparicién de frecuencias propias del SMC2. Por ejemplo, se observa
que la curva M < m no corta a cot(kL) en el intervalo kL usado. Se observa en los casos
M > my M = m los puntos de interseccién aparecen de dos en dos en intervalos especificos
de kL, esto es una propiedad fisica de los SMC que se verifica de manera experimental: e/
nimero de frecuencias propias que aparecen en intervalos de kL depende del nimero de
masas del SMC.

Esta pendltima afirmacion sera justificada ampliamente en la seccién de resultados.
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cot(kL)

Ec. (1.28)

. \ i .
2 m 3m/2 21

kL

Figura 1.4: se muestran algunas soluciones para el SMC2 de la ecuacién 1.32 para tres
casos: M > m, M = my M < m. Los puntos de interseccién de las curvas rojas con la
curva negra son las frecuencias propias del sistema.

1.4. Modos normales de vibraciéon de los SMC reportados en

la literatura.

Cuando el sistema SL estd vibrando, como cualquier sistema real sufre amortiguamiento
debido a fuerzas internas de torsidén de la cuerda, las cuales son despreciables comparadas
con la fuerza de excitacién. Pero las fuerzas de torsién se vuelven mas significativas si al
SL se cargan masas concentradas. Para hacer el andlisis sencillo de este tltimo enunciado,
consideremos el hecho fisico de que los sistemas SMC se comportan de manera aproximada
como los sistemas masa resorte. Donde la constante de rigidez s tiene su andlogo con la

tensiéon T.

Para un movimiento arménico amortiguado de una masa M que se mueve bajo la in-
fluencia de dos fuerzas una que depende del coeficiente de rigidez s y otra que depende
del coeficiente de amortiguamiento D del material, la frecuencia de oscilacién f y el tiempo

medio de amortiguamiento 7 estan descritos por las siguientes ecuaciones [2]:

f= (1.33)

>
M ’
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3-MASS CHAIN

| MASS 2 MASSES

MODE | MODE 2 MODE 3

4-MASS CHAIN

ONE_MODE MODE | MODE 2
OF VIBRATION TWO MODES OF VIBRATION MeoE | MODEZ MODES MOBE 4

(a) Modos SMC con una y dos masas.  (b) Modos SMC con tres y cuatro masas.

Figura 1.5: modos de vibracién tedricos de los SMC para 1,2,3 y 4 masas. Las figuras
fueron tomadas de [2].

olz

(1.34)

La ecuacién 1.33 indica que si M es constante, f crece si se aumenta la rigidez s, o de
manera equivalente f crece si se fija s y se reduce M. De forma andloga, el tiempo medio
1.34 es menor si M es constante y D es grande. Como ejemplo, en la Figura 1.5 se muestran
los posibles modos de vibracién de una cadena de masas concentradas, que se rigen por las

ecuaciones 1.33 y 1.34.

En general, para los SMC existen al menos tres posibles formas de vibracién[2]: oscilacién
transversal, oscilacién longitudinal y oscilacién de torsién debida a un giro alternante (levégiro
y dextrdgiro) de la masa. Sin embargo, la oscilacién por torsién y la oscilacién longitudinal
pueden ser despreciadas si la masa concentrada tiene un volumen esférico y la tensién es
suficiente y no produce deformacién en la cuerda. Entonces, si la amplitud de oscilacién es
pequeiia comparada con la longitud de onda tendremos solo oscilacién transversal armdnica

[2]. Esta condicién se puede lograr bien de manera experimental.

La frecuencia de oscilacién estd determinada por el pardmetro s que de forma implicita
vincula a la tensién de la cuerda. Si incrementamos la tensién de la cuerda incrementamos

la frecuencia y por su parte, si disminuimos la masa incrementamos la frecuencia.

Para un SMC de mudltiples masas en las que todas son de la misma magnitud, los modos
de vibracién presentan simetria vertical y horizontal. La simetria vertical se pierde si las
masas son de distinto valor, en este caso, los nodos se recorren en direccion de las masas de

mayor magnitud. Algunos de los modos posibles se muestran en la Figura 1.6.
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Figura 1.6: cuando en el SMC hay una cadena de masas de distinta magnitud, los nodos se
desplazan en direccidn de las masas de mayor magnitud. Las figuras fueron tomadas de [2].

Por otro lado, en el articulo [4] se han generado los modos de vibracién que se muestran en
la Figura 1.7 los cuales fueron obtenidos de manera experimental. En el articulo se menciona
que en lugar de cuerda se usaron resortes (no se menciona el valor de s) que se acoplaban
por medio de rondanas. La magnitud de la masa de los resortes y las rondanas era de un
par de gramos. Como se observa en la Figura 1.7, los primeros modos retratados en estas
imagenes tienen formas de las similares a los indicados en la Figura 1.5, no obstante que en
las figuras 1.7 se observa una clara curvatura de los modos respecto a la horizontal debido
a que el sistema es afectado por la gravedad, sin embargo el autor del articulo no menciona
que esto sea significativo para las medidas. Se puede evitar el efecto de la gravedad sobre la
cuerda si en lugar de colocar el sistema de forma horizontal se coloca vertical, entonces si la
tensién es suficiente la gravedad puede ser despreciada. Con esta orientacidn, los modos de

vibracién deberian ser muy similares a los de las Figuras 1.5 y 1.6.

1.5. Aplicaciones didacticas para los SMC.

Durante la investigacidén se encontré en la literatura[5] que el SMC con una masa (SMC1)
presenta correcta analogia con un sistema de dos tubos cerrados en los extremos de idéntica
seccion transversal y acoplados por medio de un tubo corto de seccién transversal variable.
También de acuerdo con los mismos autores el SMC1 tiene su modelo analogo cuantico, con

un pozo de potencial cuadrado infinito superpuesto con un potencial tipo delta de Dirac.

En el modelo de tubos mostrado en la Figura 1.8, se tienen dos tubos de longitud L y

seccidn transversal S; acoplados por un tubo corto de longitud d < L y seccidn trasversal
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(a) Modos SMC con una masa. (b) Modos SMC con dos masas.

Figura 1.7: modos de vibracidn experimentales de los SMC. Las figuras fueron tomadas de
la referencia [4].

—!

— (L+d/2) (L+d/2) X

0
- d
—

Figura 1.8: se muestran dos tubos de la misma seccién transversal S; y longitud L acoplados
por otro tubo de seccidn transversal S, < S; y longitud L > d. La figura fue tomada de

[5].
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Sy. Los valores propios del sistema son funcién de la seccién transversal variable S,. Las

frecuencias propias del sistema de tubos se obtienen a partir de la ecuacién trascendental:

2
kL) = — 1.
tan(kL) AL’ (1.35)
donde 8 = S1d/S,L. La ecuacién trascendental 1.35 es idéntica a la ecuacién 1.24 obtenida

antes para el sistema SMCL.

Respecto al pozo cuadrado cudntico infinito se supone de ancho 2L y se propone un

potencial delta de Dirac de la siguiente manera:

00 six < —L,
V(x) =4 ad(x) si —L<x<L, (1.36)
00 six> 1L,

donde « es la magnitud de la funcién delta. Se resuelve la ecuacién estacionaria de Schrodin-

ger independiente del tiempo:

d’¢ 2
O A E- V)=, (1.37)

para encontrar los valores propios de 1.37 con el potencial 1.36 y se obtiene la siguiente

ecuacion trascendental [5]:

tan(kL) = —2&, (1.38)
s

donde 8 = (2m/h?)alL el valor h> = h/2m y h es la constante de Plank. La ecuacién 1.38
también es similar a aquella obtenida para el SMC1. Es importante considerar que la analogia
entre los tubos y el caso cuantico, aunque resulta en equivalencia si se usa un potencial §
atractivo (implica 5 < 0) no es completa porque la dependencia de kL en cada ecuacién
trascendental proviene de ecuaciones de distinto grado en la parte temporal (la ecuacién de

Schrodinger es de primer grado y la de ecuacién de onda en tubos es de segundo grado).

De manera didéctica, los SMC representan buenos ejemplos de sistemas de vibraciones
con discontinuidades en frecuencias, en el que un sistema con frecuencias propias pasa de
un estado a otro de forma abrupta en funcién del nimero de masas. Por toda la discusién
anterior, se puede afirmar que el modelo de SMC puede ser una herramienta atil para uso

didactico en problemas de fenémenos ondulatorios en fisica e ingenieria.






Capitulo 2

Metodologia

El sistema usado se muestra en la Figura 2.1. Consta de una cuerda fija en los extremos y
estirada por medio de una masa y una polea de tal modo que tenga una tensién constante. A
la cuerda se le transmite una fuerza de vibracién arménica por medio de una punta acoplada
a un altavoz. La sefial que recibe el altavoz es suministrada por medio de un generador
de funciones conectado a un amplificador (ver nota técnica en apéndice A.1 para saber las
caracteristicas técnicas de los equipos). Al sistema que consiste de la punta junto con el

altavoz se le designa en el texto como vibrador.

Se estudid la vibracién de la cuerda desde la punta del vibrador a uno de los extremos
fijos, en estas condiciones la cuerda esta fija en un extremo y en el otro estd sometida a una
fuerza de vibracién!, la longitud de la cuerda entre el extremo fijo y la punta mévil fue de

0.56 m (+£0.5 mm). En la Figura 2.1 estos extremos se indican con los circulos rojos.

Para mantener contacto entre el vibrador y la cuerda, es necesario que la punta aplique
una pequena fuerza sobre la cuerda. Esta fuerza es adicional y se considera en los resultados
que estén relacionados con la tensidn. Se usé el valor de la aceleracién de la gravedad en la
Ciudad de México que es 9.78 m/s? para las medidas de tensién. En todas las medidas se

suministré al vibrador un voltaje de 7 V,ms2(ver Vims en apéndice A.3).

En general las medidas fueron realizadas a una temperatura ambiente de 22 °C. Para
cada modo generado se considerd que la frecuencia normal de vibracién como aquella en que
se observé méaxima amplitud (o resonancia). Se trabajé con cuerdas de guitarra de acero y

nailon.

1Como se observa en la Figura 2.1 hay dos extremos fijos, uno superior y otro inferior. La distancia entre
la punta y el extremo inferior, fue de 0.09 m y no fue considerada en los resultados de este trabajo. Se
observé en las fotografias que en este segmento de la cuerda, la amplitud de las vibraciones eran pequefas
comparadas con la amplitud de las vibraciones en el segmento de 0.56 m.

2Este es el voltaje de operacién éptimo del altavoz.

16
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Retomando la ecuacién 1.16 o bien la ecuacién 1.33 es importante recordar que la velo-
cidad de propagacién de onda con fronteras fijas es: ¢ = ’/;77; y se puede combinar con la

ecuaciéon: ¢ = f A donde f es la frecuencia de oscilaciéon y A la longitud de onda por lo que

1 /T
f= A\/;. (2.1)

Entonces, la frecuencia de vibracién depende de los pardmetros de tensién, densidad lineal,

se tiene:

longitud de onda ademas de las posibles masas con las que carguemos a la cuerda. Para cada
cuerda se calculd su densidad lineal y se trabajé en cada una de la forma que se describe a

continuacién.

(6)

Qoo

\LY)

‘rl(
k3 -

- LTI 1717727707277

Figura 2.1: arreglo experimental usado para producir los modos de vibracién de los SMC.
Representa una cuerda con un extremo fijo y otro sometido a una fuerza de vibracién, los
extrmos se indican en rojo. Se genera una sefial senoidal (1), se amplifica (2) y se manda a
un altavoz a un voltaje constante de 7 V,ns (3). La vibracién (4) es transmitida a la cuerda
con la masa concentrada (5) para generar los modos de vibracién. La cuerda se mantiene a
una tensién ajustable y que es igual al peso de una masa (7) transmitido por poleas(6).

2.1. Generacion de modos de vibracion en SMC1.

Primero se obtuvieron los modos normales de vibracién de la cuerda sin masas con-
centradas, para tener modos de referencia. Este sistema en el que la cuerda vibra sin masas

concentradas es definido en el texto en lo sucesivo como sistema libre SL.
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Con el vibrador se excité la cuerda y se determinaron los primeros siete modos de vibracién
y se usé el segundo modo para determinar el punto medio de la cuerda (el punto medio es
un nodo del segundo modo de vibracién). Las frecuencias normales de vibracién de SL
fueron aproximadas con ayuda de la ecuacién 1.25. Para usar esta ecuacién se tomé en
cuenta que las vibraciones en el extremo mdvil son pequefias (del orden de milimetros). Por
tanto se consideré adecuado buscar las frecuencias normales de SL en valores cercanos a las

frecuencias del sistema de una cuerda con condiciones de fronteras fijas.

Ya que los modos de vibracién del SL dividen la longitud de la cuerda por medio de
sus nodos de acuerdo a la serie armdnica, se decidié usar estos puntos para colocar masas

concentradas.

Para construir el SMC1, se colocé en el punto medio de la cuerda una masa de plastilina
epodxica aproximadamente esférica. Se excité el sistema con el vibrador y se observé el segundo
modo de vibracién de la cuerda. Como se agregd masa a la cuerda, entonces el SMC1 presentd
modos de vibraciéon de menor frecuencia respecto a los del SL. De manera especifica, los
modos impares 1, 3, 5y 7 presentaron menores frecuencias, los valores fueron encontrados por
medio del generador de funciones usando como referencia las frecuencias pares del sistema
SL. Cada una de las frecuencias impares del SMC1 fue localizada haciendo un barrido entre
las frecuencias pares de SL. Por ejemplo, para obtener el valor de la frecuencia 3 de SMC1
se obtuvo al hacer un barrido entre la frecuencia 2 y 4 obtenidas del SL. Los valores de
SMC1 se identificaron por un notable aumento de la amplitud de la vibracién en frecuencias

especificas, es decir, se presentaban claras resonancias.

2.2. Cambio de la masa concentrada y la tension en SMCI1.

El cambio de la masa concentrada y la tensiéon en SMCL, se hizo para encontrar el valor
de masa y la amplitud adecuadas. También para verificar y contrastar con el modelo tedrico

de la seccién 1.2 en el laboratorio.

Se midieron las primeras siete frecuencias de vibraciéon del SMC1 manteniendo una
tensiéon T = 16.3 N constante y variando la masa concentrada M. Los valores de M fueron:
0.0,0.2,0.4,0.7,1.2,2.0 y 4.0 g. Luego, manteniendo una masa concentrada constante M =

1.2 g se redujo la tensidn tres veces, los valores de fueron: 16.3, 10.5y 5.8 N.
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2.3. Sistemas de mas de una masa concentrada.

Se extendié el estudio a 2, 3, 4 y 5 masas concentradas. Como en los procedimientos
anteriores para SMC1, en los cuatro casos se usaron los nodos naturales del SL como re-
ferencia. Para el sistema de dos masas SMC2 se usé el tercer modo de SL para ubicar las
dos masas, para el sistema de tres masas SMC3 se usé el cuarto modo para ubicar las tres
masas y asi de manera sucesiva para los sistemas de cuatro y cinco masas (SMC4 y SMC5).
En los cuatro casos se usaron masas constantes de 1 g (£0.1 g) y la masa de la cuerda fue
de 5.6 g excepto en dos casos particulares para SMC2 y SMC3 en que se colocaron masas
distintas en los nodos. Estos casos son de interés, pues proporcionan asimetrias distintas a

los casos SMC2 y SMC3 con masas constantes.

2.4. Fotografia de los SMC.

Para la fotografia del SMC se usé un ambiente de baja iluminacién. Se usaron dos
|amparas: una estroboscépica y otra fluorescente, la luz estroboscépica fue usada para una
correcta identificacién de los modos y la ldmpara fluorescente para visualizacién de la cuerda
para con la cdmara fija. La disposicidén de los instrumentos para la captura de imagenes se
muestra en la Figura 2.2. Para obtener una buena imagen, para cada modo de vibracién se

tomaron varias fotografias y luego, en la revisién se seleccioné la mejor.
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Figura 2.2: se muestra la disposicién de los elementos para la captura de las fotografias.
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Resultados y Discusion

Se trabajaron con cuerdas de acero y nailon para guitarra acustica de todos los valores
estandar (tipo: 1, 2, ... y 6). Al analizar los valores y contrastar las tendencias de los resultados
entre cada cuerda, mostraron ser independientes del tipo de cuerda. Es por ello que en este
capitulo se presentan los resultados mas significativos para una cuerda de nailon de masa
m = 3.3 g (+0.06 g) con densidad lineal 5.84 g/m (+0.01 g/m) que corresponde a una

cuerda tipo 6 entorchada.

) T T T T
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5; B Teorico SL $
S o /
\‘; 6 - Experimental SL /. _
> ®  #6-nailon
- ® #1-nailon
‘_6 v  #6-acero (
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Modo

Figura 3.1: frecuencias relativas medidas para el SL. Las cuerdas usadas fueron nailon y
acero.
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Por ejemplo, la Figura 3.1 muestra la frecuencia relativa de SL para cuerdas de acero
y nailon comparada contra el modelo teérico dado por la relacién 1.8. Se observa que los
valores de las frecuencias fueron bastante consistente con el modelo. Es importante remarcar
que las masas se colocaron en los nodos del SL por lo que los resultados presentados aqui
son consecuencia de esta configuracién, ademds las medidas fueron hechas cuando el sistema
se encontraba en la condicidon de resonancia, en este estado, la frecuencia de la excitacién

externa es igual a la frecuencia de alguno de los modos normales de vibracién.

En este capitulo muchos de los resultados obtenidos hacen referencia a la frecuencia re-
lativa, este término significa que se compara la frecuencia del modo fundamental f; respecto

a cualquier otra frecuencia medida f;, por lo que su valor es:

fi
—. 3.1
: (31)
Se uso la frecuencia relativa porque en la revisién de referencias fue el pardmetro que se
usaba en la caracterizacién de los sistemas y fue necesario comparar los resultados de este
trabajo con los valores reportados. La ventaja de usar este valor es que se evita el uso de

unidades y se puede caracterizar el sistema en términos de sus cualidades analiticas.

Tension[N] | 16.3 | 10.5 | 5.8

Modos Frecuencia [+ 0.05Hz]
1 36.5 | 28.8 26.8
2 76.8 | 63.0 54.0
3 112.0 | 85.5 80.0
4 144.0 | 117.0 106.0
5 179.0 | 144.0 132.1
6 214.4 | 173.0 167.8
7 250.0 | 202.0 183.4

Tabla 3.1: frecuencias propias en funcién de la tensién para SL. La incertidumbre de la
frecuencia se obtuvo del generador de funciones.

Tension[N] | 16.3 | 10.5 [ 5.8

Modos Frecuencia [+ 0.05Hz]
1 24.6 25 215
2 64.0 | 61.3 50.0
3 80.0 | 74.0 63.8
4 126.2 | 115 106.8
5 143.0 | 126.3 110.6
6 188.0 | 175.5 155.0
7 205.0 | 192.0 180.7

Tabla 3.2: frecuencias propias en funcién de la tensién para SMC1 (masa de 1 g). La
incertidumbre de la frecuencia se obtuvo del generador de funciones.
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f;/f | [sin unidades] | Desv.Est.
f/fi 1 -
h/h 2.102 0.086
f/f 3.007 0.054
fa/f 3.995 0.061
fs/fi 4.944 0.050
fo/fr 6.047 0.197
f7/f 6.902 0.097

Tabla 3.3: frecuencia relativa f;/f; en funcién de la tensién para el SL, la razén es indepen-
diente de las tensiones: 16.3,10.5 y 5.8 N. Se encontrd una baja desviacién estandar.

f;/fi | [sin unidades] | Desv.Est.
h/f 1 -
h/h 2.471 0.123
f/h 3.060 0.166
f/f 4.899 0.272
fs/fi 5.336 0.415
fo/fi 7.291 0.319
f/fi 8.139 0.399

Tabla 3.4: frecuencia relativa f;/f; en funcidn de la tensién para el SMC1, se encontré que
la razén fue independiente de las tensiones: 16.3,10.5 y 5.8 N. La desviacién estandar fue
baja y hay dependencia con la masa concentrada.

3.1. Cambio de la tensién y de masa concentrada en la cuerda
para SMC1.

Los resultados de las primeras siete frecuencias normales para cada tensién se muestran
en las Tablas 3.1 y 3.2. Cuando se cambid la tensién, no se observé cambio significativo en la
amplitud y si un cambio en la frecuencia de los modos normales de vibracién en SL y SMC1.
Esto se obtuvo al analizar y medir en las fotografias las amplitudes de los modos normales
de ambos sistemas, para lograr estas medidas se uso el software libre Tracker!. Varias de

estas imdgenes se muestran en la seccién 3.3.

Las Tablas 3.3y 3.4 muestran que en SL y SMC1 la frecuencia relativa (fj/f1), mostré una
tendencia a aproximarse a un valor constante que fue independiente del cambio de tensién,
pues se observé a que las medidas tuvieron baja desviacién estdndar (Desv.Est.). Estos
resultados son importantes, ya que garantizan que las frecuencias relativas no dependen de

la tensidn que se uso en el experimento y que las medidas fueron reproducibles.

La Figura 3.2 muestra la frecuencia relativa para SMC1 con diferentes valores de masas
concentradas. Los valores obtenidos son consistentes con los valores reportados en la refe-

rencia [4] en la que se indica un crecimiento lineal de f;/f; respecto al nimero de modo.

Esto se verificé analizando las mejores fotografias con el programa Tracker. Este software es una herra-
mienta libre que se utiliza de manera popular en los cursos de laboratorio de Fisica pues es muy versatil para
analizar experimentos que requieran el uso de fotografia o video [6].
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Figura 3.2: frecuencia relativa (f;/fi) de SMC1 en funcién del modo para distintas masas
concentradas. Estos patrones son independientes de la tensién. En la figura la etiqueta Ref
indica los valores reportados en la referencia [4].

Los valores de referencia se indican como Ref en la Figura, de acuerdo con los resultados
mostrados cuando aumenta la masa concentrada disminuye la frecuencia fundamental f;, lo
cual es independiente al cambio de tensién. El valor f; se reduce debido a que el vibrador con
la misma fuerza tiene que mover a un objeto con mayor masa, el aumento en la pendiente
es una propiedad del SMC1.

A las gréaficas mostradas en la Figura 3.2 se les hizo un ajuste lineal, los parametros
de pendiente y ordenada al origen se muestran en el apéndice A.4 en la Tabla A.l. Se
observa que el aumento en la pendiente, se debe al aumento en la masa, la cual disminuye la
frecuencia del modo fundamental. Se observa que SMC1 converge al SL conforme la masa
concentrada tiende a cero. Es decir, en el limite donde la masa anadida es despreciable
las frecuencias de los modos superiores son miltiplos de la frecuencia fundamental. De
acuerdo con los resultados de la Figura 3.3 las frecuencias relativas comienzan a “perder”
linealidad conforme se aumenta la masa lo cual se refleja en una disminucién del coeficiente
de correlacién R2. Entonces, el modelo de SMC1 descrito en las referencias [1, 3], deberia
tener una pendiente ain mayor debido a que f; es mds baja y un coeficiente de correlacién

atin menor, que indicaria que la relacién ya no es lineal.
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Figura 3.3: coeficiente de correlacién y pendiente de SMC1 en funcién del la masa concen-
trada.

Por otro, lado la presencia de la masa concentrada afecta solo a los modos impares del
SMC1, la longitud de onda en funcién de la masa concentrada para estos modos se muestra
en la Figura 3.4. Como el valor de k = 7 entonces, la longitud de onda de los modos
correspondientes a SL es: A = % donde n es el nimero de modo, en la Figura 3.4 estos
valores estdn indicados como curva de referencia de 0 g. Se verifico estos datos midiendo en
las fotografias de los modos de SL con el programa Tracker. La longitud de onda del SMC1
fue obtenida por medio de la ecuacién \ = % donde f; son las frecuencias propias medidas

del SMC1 y c la velocidad de propagacién del SL que es la misma en ambos sistemas.

De la Figura 3.4 se observa que los valores de longitud de onda del SMC1 convergen a los
valores de SL si la masa concentrada tiende a cero, para las masas concentradas de mayor
valor 2 g y 4 g, el SMC1 tiene mayor variacién en su longitud de onda en los modos 3 y
5, pues se observa una pendiente mds pronunciada en las curvas. La Figura 3.5 proporciona
un poco mas de informacién de la longitud de onda en funcién de la masa concentrada, se
observa que a partir del tercer modo de vibracién, sin importar la masa el SMC1 tiende a
tener longitud de onda constante conforme sus modos de vibracién crecen, esto fisicamente
indica que en frecuencias altas el sistema vibra como si no existiera la masa concentrada:

para modos de vibracién altos, las vibraciones de SMC1 corresponden a SL.

Como la masa fue colocada en el punto medio de la cuerda, ésta afectd solo al antinodo
central de cada modo de vibracién impar. Esto tiene el claramente el efecto de disminuir
la amplitud de vibracién y para masas lo suficiente grandes se suprimen modos nones. Los

modos pares no son afectados, ya que el lugar donde se coloca la masa es un nodo. La Figura
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Figura 3.4: longitud de onda en funcién de los modos normales impares del SMC1. Se ha
indicado la curva de referencia del SL (0 g).

3.6 muestra el comportamiento de la distancia internodal, es decir, entre nodos vecinos, para
distintos valores de masa concentrada. Se observé un comportamiento tipo 1/n (con n el
ndmero de modo) conforme se aumentd la masa. Los valores de esta gréafica se muestran en
la Tabla A.3 en el apéndice A.4.

Modo | Long. Onda [+£0.005m] | Frecuencia [+0.05Hz] | Vel. Prop. [+1m/s]
1 1.107 31.4 34.76
2 0.554 68 37.67
3 0.371 96.6 35.81
4 0.276 128.9 35.58
5 0.222 159.1 35.34
6 0.189 191.9 36.17
7 0.161 224.6 36.18

Tabla 3.5: valores de longitud de onda, frecuencia y velocidad de propagacidn para el sistema
SL, con una tensién fija de 5.8 N. La velocidad de propagacién coincide con la del SMCL1.

A partir de los resultados anteriores, se verificé que la velocidad de propagacién de onda

del SL es constante para todos los modos normales de vibracién y se asume que es la misma

para SMC1. Por ejemplo, para la tensién de 5.8 N los valores medidos de longitud de onda
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Figura 3.5: longitud de onda en funcién de la masa concentrada para los primeros cuatro
modos impares del SMC1. Conforme el nimero de modo crece la longitud de onda tiende a

mantener un valor constante, esto implica que las vibraciones del SMC1 son muy parecidas
al SL.

y frecuencia se muestran en la Tabla 3.5, las longitudes de onda se obtuvieron después de
analizar las fotografias por medio del programa Tracker. De estos valores se tiene que la
velocidad de propagacién promedio en la cuerda es de 35.9 m/s de acuerdo con la ecuacién

c = Af (con error de £1 m/s por desviacién estdndar).

3.2. Sistemas de mas de una masa concentrada
(SMC2, SMC3, SMC4 y SMC5).

En estas seccidn se presentan los resultados de SMC de 2, 3, 4 y 5 masas concentradas,
denotados respectivamente como: SMC2, SMC3, SMC4 y SMC5.

Se observa en la Figura 3.2 que el SMC1 mantiene entre sus frecuencias propias una
relacién lineal, respecto a su frecuencia fundamental y esta relacién se mantiene en todos
sus modos de vibracién. Sin embargo, se encontré que para los SMC de mds de una masa
las frecuencias propias del sistema son lineales solo en intervalos especificos de modos, como

se observa en la Figura 3.7.
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Figura 3.6: distancia entre nodos vecinos en funcién de los modos 3,5 y 7 para cinco
distintas masas concentradas del SMCL.

Como lo predice (en parte) el modelo tedrico propuesto en la ecuacién 1.32, la cantidad de
frecuencias propias en un intervalo de modos depende del nimero de masas en el SMC; en
la figura se observa que las frecuencias propias en el primer intervalo de SMC1, SMC3 y
SMC5 coincide con el nimero de masas N = 1, 3 y 5, adyacente a este intervalo aparece un
discontinuidad de escalén en un intervalo de longitud igual a N 4 1, a continuacién de este
ultimo aparece otro escalén sobre un intervalo la misma longitud y este patrén de crecimiento
por escalones se repite conforme crecen los modos. De acuerdo con estos resultados: en cada
SMC las frecuencias propias mantienen linealidad por intervalos de modos definidos por el

niimero de masas.

Por ejemplo: para SMC2 como se ve en la Figura 3.8 las primeras dos frecuencias relativas
son cercanas a las del SL y cada dos modos se observan discontinuidades de tipo escalén
a partir del tercer modo. Estas discontinuidades mantienen una relacién lineal durante un
intervalo de tres modos y después aparece un nuevo salto en un intervalo de tres modos
consecutivos. Este comportamiento coincide bien con los valores reportados en el articulo
[4] en la figura estos valores estan indicados como Ref. Este patrén de “escalonamiento”se

observé también en el SMC3, ademas los escalones se observan cada tres modos como se ve
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Figura 3.7: frecuencias relativas en funcién del modo para los sistemas SMC1, SMC3 vy
SMC5. Cada masa en el sistema fue de 1 g.

en la Figura 3.9, en el apéndice A.5 se pueden consultar otras configuraciones de SMC3, en

esta seccién solo se reportan los mas significativos (ver Figuras A.2, A3y A4).

Es importante ver que en ambas figuras 3.8 y 3.9 los patrones de escalonamiento no
dependen de la cantidad de masa concentrada. En general, si el valor de masa concentra-
da respecto a la masa de la cuerda es significativamente mayor hard que la amplitud de
cada escalén sea también mayor y esto simplemente se debe a que se redujo la frecuencia
fundamental f; del SMC.

De los patrones que presentan las Figuras 3.7, 3.8 y 3.9 se puede hacer la siguiente
inferencia del los SMC: Dado un SMC con N masas en el que es posible ver modos normales
de vibracion, habrda N frecuencias propias que mantienen una relacion lineal durante un
intervalo de N modos, en el modo N + 1 aparecerd una discontinuidad de escalén en la cual

las frecuencias propias del SMC volverdn a ser lineales en un intervalo de N + 1 modos.

Se puede tener una interpretacién diferente de los “escalonamientos”si en lugar de usar la
frecuencia fundamental f; de cada SMC se usa como frecuencia de comparacién solo una?,
- . / .
en este trabajo se propone usar solo la frecuencia fundamental f; del SL. Por ejemplo, para

fll = 34 Hz que corresponde a la frecuencia fundamental de la cuerda de nailon tipo 6 usada
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Figura 3.8: frecuencias relativas en funcién del modo para el sistema SMC2. En la figura
Ref indica los valores reportados en la referencia [4].

se obtienen las graficas de la Figura 3.10. Entonces, debido a que las masas estan colocadas
en los nodos de SL se observa que hay frecuencias de los SMC fijas (o difieren poco) respecto
al SL y hay otras que se reducen debido a la presencia las masas concentradas. Por ejemplo,
para SMC1 se observa que las frecuencias pares coinciden con las del SL y que las frecuencias

impares se reducen debido a las masas de 1 g.

De la Figura 3.10 se observa que debido a que las masas fueron colocadas en los nodos del
SL, algunas de las frecuencias del SMC son las mismas frecuencias del SL. Estas frecuencias
se identifican con facilidad ya que son los modos donde ocurre la discontinuidad de escalén.
Las frecuencias propias sobre el escalén son frecuencias del SMC que tienen un valor menor

respecto a las de SL por la presencia de las masas concentradas.

La Figura 3.11 muestra el comportamiento de la longitud de onda para los siete primeros
modos de vibracién de los SMC desde una masa hasta cinco masas y se compara con la
longitud de onda del SL (indicada con una curva de color negro). Las curvas mostradas
presentan un patrén: a partir de un modo especifico cuyo valor depende claramente del

nimero de masas, los valores de longitud de onda del SMC parecen converger a los valores

2En el primer caso se us6 f; de cada SMC, para poder comparar con los valores reportados en las referencias.
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Figura 3.9: frecuencias relativas en funcién del modo para el sistema SMC3.

del SL. Por ejemplo, para el SMC3 se observa que exceptuando las tres primeras, todas las

longitudes de onda tienden a las del SL este efecto es mds notable en SMC5.

La Figura 3.11 es importante por que nos muestra de manera experimental un fenémeno

interesante e intuitivo de los SMC. Vemos que conforme vamos agregando una masa del

mismo valor al sistema, el SMC se va convirtiendo en una nueva cuerda. Por tanto, las seis

curvas mostradas en 3.11 muestra la progresion desde el sistema SL hasta un nuevo sistema

que llamaré SL'. Por tanto, se puede decir que el SMC se convierte en un nuevo sistema SL’

conforme el nimero N masa crece. Asi sin proponerlo, el SMC muestra de manera didactica

un proceso de limite.
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Figura 3.10: frecuencias relativas en funcién del modo para los cinco SMC. En este caso se
uso f; = 34 Hz del SL como frecuencia de referencia.

3.3. Fotografias de los modos de los SMC.

Se presentan a continuacién las fotografias de los modos normales de vibracién. Se en-
contraron las siguientes caracteristicas: en los casos de las Figuras 3.12, 3.13 y 3.14 se puede
ver en los modos una simetria vertical y horizontal debido al hecho que todas las masas
son iguales (todas de 1 g). Se han indicado en todas las figuras las frecuencias propias de
vibracién, note que no son miiltiplos de la frecuencia fundamental. Cuando las masas son
de distinta magnitud, como ocurre en las Figuras 3.15 y 3.16 se pierde la simetria vertical
y ademas aparecen desplazamientos en la posicién de los nodos. Por ejemplo, compare la
Figura 3.12 (B) con 3.15 (F), donde se observa que los nodos tienden a desplazarse a hacia
la masa de mayor magnitud. Se observa en cada conjunto de fotografias A y B que los modos

generados por medio del vibrador coinciden bien con los descritos en la seccién 1.4.
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Figura 3.11: longitudes de onda en funcién del modo para los sistemas: SL, SMC1, SMC2,...
y SMC5.



Resultados y Discusién 33

184.4Hz

—= =

204.1Hz

= —

152.3Hz

158.5Hz

| 273.2Hz

Figura 3.12: modos de vibracién de los sistemas: (A) SMC1 y (B) SMC2.




Resultados y Discusién

34

Figura 3.13: modos de vibracién de los sistemas: (C) SMC3 y (D) SMC4.
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Figura 3.14: modos de vibracién del sistema (E) SMC5.

19.0H;_
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Figura 3.15: modos de vibracién de los sistemas asimétricos: (F) SMC(4,1) y (G)
SMC(1,4,1).
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Figura 3.16: modos de vibracién de los sistemas asimétricos: (H) SMC(4,1,4) y (1)
SMC(4,4,1).



Capitulo 4

Conclusiones

Se midieron los modos normales de vibracién de los sistemas con discontinuidades de
densidad (SMC). Los valores encontrados son consistentes con los resultados que se reportan
en los articulos recientes y que han sido comentados durante el texto. De acuerdo con los

resultados obtenidos para el SMC1 tenemos que:

Sus frecuencias propias no son miiltiplos de la frecuencia fundamental.

Las frecuencias propias mantienen una relacién lineal con respecto al nimero de modo

para masas concentradas de orden comparable a la masa de la cuerda.

La correlacién lineal pierde fuerza conforme la masa concentrada crece.

Conforme las frecuencias propias del SMC1 crecen se convierten en las frecuencias del

SL.

Son mas significativos los modos de vibracién de bajas frecuencias.

Para los sistemas SMC2, SMC3, SMC4 y SMC5 y posiblemente los de mds masas concen-

tradas:

e Las frecuencias propias del sistema son lineales solo en intervalos especificos de numero
de modos y aparecen discontinuidades de escalén o un patrén de crecimiento por

escalones que se repite conforme crece el nimero de modos.

e El patrén de crecimiento es consistente con el modelo de frecuencias propias siguiente:
Dado un SMC con N masas en el que es posible ver modos normales de vibracion,
habra N frecuencias propias que mantienen una relacién lineal durante un intervalo de

N modos, y en el modo N + 1 aparecera una discontinuidad de escalon después de la

38
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cual las frecuencias propias del SMC volveran a ser lineales en un intervalo de N + 1

modos.

e Los patrones de escalonamiento son independientes de la magnitud de masa concentra-
da y dependientes del nimero de masas. Si el valor de la masa concentrada respecto a
la masa de la cuerda es significativamente mayor harad que la amplitud de cada escalén

sea mayor debido a la disminucién de la frecuencia fundamental f;.

e Con referencia a la frecuencia fundamental f; del SL: si las masas estan colocadas en
los nodos de SL se observa que hay frecuencias de los SMC que coinciden con las del
SL y las otras se reducen debido a la presencia las masas concentradas. Las frecuencias
que coinciden con SL son los modos donde ocurre la discontinuidad de escalén. Las
frecuencias sobre el escaldn pertenecen al SMC y tienen un valor menor respecto a las

de SL por la presencia de las masas concentradas.

e Los SMC de mas de una masa son importantes pues muestran de manera experimental
Va . . I . . /7

un fendmeno interesante e intuitivo: el SMC se convierte en un nuevo sistema SL
conforme el nimero N de masas crece. Asi sin proponerlo, el SMC muestra de manera

didactica un proceso de limite.

e Sus modos normales tienen simetria horizontal y vertical si las masas son del mismo
valor, si son de distinto valor aparecen asimetrias. En estas asimetrias los puntos

nodales se desplazan hacia las masas concentradas de mayor magnitud.

En términos de los objetivos de esta tesis, se logro una caracterizacién adecuada tedrico-
experimental general de los modos normales de vibracién y frecuencias propias en los SMC
y sus parametros: velocidad de propagacién, longitud de onda, densidad lineal y tensién. Se

construyé dispositivo diddctico para poder general y visualizar los modos de los SMC.

Con todos los argumentos anteriores, considero que es valido proponer el SMC como un
modelo didactico, ya que pose las cualidades que se buscan en estos modelos: es sencillo de

entender y pude ser usado para describir caracteristicas de sistemas fisicos.



Apéndice A

Complemento

A.1. Nota técnica.

Material usado para desarrollar este trabajo:

Altavoz Marca Bomber, impedancia: 8 €2, Potencia: 100 watt, didmetro: 4".

Generador de Funciones: Stanford Reserch Systems model DS345, SN:32103.

Amplificador, KRELL Model KAV-300i, SN: 8979073238.

Bascula OKAUS, Triple Beam 750SW.

Cuerdas de guitarra de acero y nailén.

Para las masas concentradas se usé plastilina epéxica.

40
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A.2.

Visualizacion de vibracion de
cuerdas con masas concentradas.

Péster presentado en el LIX Congreso Nacional de Fisica.

UN/Mgs

P r‘-lil.j’ 1))

Saulo Gonzalo Carmona Contreras™, Pablo L. Rendén Garrido™, Antonio Pérez Lopez™.
1) P osgrada Ingeneria Eléciica, campo instrume riaciln, Universidad Macional Auiénoma de Misico, Cirouifo Escolar 8'n, Ciudad Universitara, 04510 Méxica DLF.
Z)Contm da Clendas Aglicadas y Desa rallo Tecnaldgioa (UM M) Cirouita Extenar a'n CP. 04510 Cd. Unive mitarka Médca, 70-188, Mexico DF.

152.3Hz

Sistema de masa concentrada
I

El problema de una cuerda vibrante con densidad
discontinua ha sido estudiado por Lagrange,
Helmholtz y Rayleigh & ntre muchos otros.

La colocacidn de un nomero arbitrario de masas
sobre una cuerda homogénea fija en ambos extre-
mos da lugar a modos no-armdnicos de vibracidn.

En este trabajo colocamos una, dos y tres masas
en posiciones simétricas con respecto al centro de
la cuerda para visualizar las vibraciones libres de
una cuerda no-homogénea, lo que permite identi-
ficar las funciones proplas del sistema, asi como
las frecuencias de la oscilacién.

Para llevar a cabo los experimentos se ha montado
una cuenda de guitarma verticalments, sujeta en
ambos extremos detal modo que la longitud de la
cuerda es S6om.

Se ha utilizado la quinta cuerda, que tipicamente se|
afina a La2 (110 Hz), y que estd entorc hada con -

Figura A.1: pdster presentado

fissgcarmonai@gmail.com

un recubrimiento plateado, lo que pamite visualizar
més ficilmente las vibraciones transversales de la
misma.

Ademds la cuenda fue tensada con unafuerza cons-
tante, y s excitdé con una vibracién arménica por
medio de un sistema de vibracién,

Primero se astudian las vibraciones libres de la
cuerda homogénea, y posteriormente se afiaden
una, dos y tres masas pequedias, slempmre colocadas
simétricamente con respecto al punto medio de la
cuerda.

La frecuencia de la excitacién, que & da 8

trawés de un generador de funciones, se varia lenta-
mente hasta observar que la amplitud de la oscilacién
del primer modo es méxima. La cuendase pesa en
una balarza de precisién, obteniendo una masa de
3.5gr. Como la cuenda tiene una longitud total de
10Zem podemos concluir que la densidad de la
cuerda #s de 5.39grem’.

Dispositivo experimental
T

Lalongltud de onda del primer modo de vibra-
chin es 204em, por lo que la frecuancla del
mode fundamental de vibrackon es 464Hz
Por tante, como la velocidad de propagaciin
a8 53ms, podemos obtener Indirectamente la
tenslén alaque sa encuentra sujeta la cuerda,
y que es 10.TH.

Poleas

Senoidal

Masa

en el LIX Congreso Nacional de Fisica en Leon Guanajuato

en Octubre de 2016.
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A.3. Voltaje RMS.

En muchos procesos de medicién se cuantifica un voltaje variable con el tiempo que es
proporcional a la variable fisica a medir. Una manera de cuantificar este voltaje indepen-
diente de la forma de la onda de la sefial, es determinando su valor raiz cuadritico medio
Vims (también voltaje efectivo). Un medidor de V,ns es no lineal, por tanto, no se puede
caracterizar con una curva de respuesta en frecuencia, y entonces lo que se hace es comparar

el V,ms medido con uno de referencia.

El voltaje cuadratico medio V,ns de una seiial se define como el valor constante que debe
llevar la misma potencia promedio de la sefial [7] (el V,ms es mayor que voltaje promedio) y

esta dado por la siguiente ecuacién:

.
Vims = ,/;/O v(£)2dt. (A1)

Donde v(t) es el voltaje de la sefial medido en el tiempo ty T es el periodo de observacién

de la senal.

A.4. Tablas complementarias a la seccion de resultados.

Masa Pendiente \ error pendiente \ Ordenada \ error Ordenada \ R?
[+0.05 g] [sin unidades]

0 1.012 0.01 0.048 0.046 0.999
0.18 0.937 0.025 0.073 0.11 0.996
0.42 0.955 0.04 0.098 0.18 0.989
0.7 1.043 0.049 -0.021 0.22 0.987
1.18 1.088 0.059 -0.012 0.265 0.983
1.59 1.285 0.139 0.032 0.62 0.934

2 1.381 0.115 -0.153 0.513 0.96

4 1.695 0.139 -0.294 0.623 0.961

Tabla A.1: se muestran resultados de los valores de la pendiente respecto a la masa con-
centrada del SMCL.

En la referencia [4] para un SMCL, se compara la frecuencia del modo fundamental con las
frecuencias de los modos superiores. Estos valores se muestran en Tabla A.2 . Los resultados

obtenidos por el procedimiento propuesto estdn de acuerdo los valores obtenidos en [4].



Complemento 43

Modo | Frecuencia [Hz] | f;/f
1 6.1 1
2 17.7 2.902
3 21 3.343
4 35.5 5.82
5 38 6.299
6 53.2 8.721
7 55.71 8.133

Tabla A.2: valores experimentales tomados de la referencia [4] para un SMCL.

Masa[+0.05g] | 0 [0.18 | 042 ] 0.7 [118] 2 | 4
Modo Distancia internodal [£ 0.5mm]
3 0.185 | 0.171 | 0.158 | 0.138 | 0.105 | 0.078 | 0.055
5 0.111 | 0.981 | 0.078 | 0.068 | 0.056 | 0.041 | 0.025
7 0.081 | 0.067 | 0.057 | 0.057 | 0.039 | 0.034 | 0.022

Tabla A.3: se muestran los valores de la distancia internodal para los modos 3, 5y 7. Se
observa un decrecimiento de la distancia conforme aumenta la masa.

f;i/fi | # 6-nailon | #1-nailon | #6-acero | #1-acero
f/h 1.000 1.000 1.000 1.000
f/f 2.166 2.047 2.042 2.015
f3/f 3.076 3.044 2.890 3.012
fa/f 4.105 3.998 3.861 4.018
fs/f 5.067 4.999 4.876 4.969
fo/f1 6.111 5.943 6.040 5.946
f2/f 7.153 6.951 7.147 7.007

Tabla A.4: comportamiento de la frecuencia relativa fj/f; ( error de £0.001) para el SL en
cuatro cuerdas dos de nailon y dos de acero.

Frec. relativa SMC1[f;/fi]

Teo. ref. Exp. ref. | Exp. tesis. | error[ %]
1.000 1.000 1.000 0
2.917 2.902 3.119 6.97
3.383 3.443 3.358 2.54
5.835 5.820 5.913 1.57
6.109 6.229 6.261 0.52
8.752 8.721 8.803 0.93
8.942 9.133 9.128 0.05

Tabla A.5: valores de f;/f; del SMC1 tedricos y experimentales de referencia y valores

obtenidos en este trabajo. En la referencia se usé una masa concentrada y una masa de

cuerda de valor 6.9 g mientras que en este trabajo se uso una masa concentrada de ~ 1 g
y una masa de cuerda de ~ 3 g.
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Frec. relativa SMC2[f;/ ]

Teo. ref. Exp. ref. | Exp. tesis.SMC(1,1) | Exp. tesis.SMC(2,1) | error[ %] | error|[ %]
1.000 1.000 1.000 1.000 0 0
1.897 1.886 2.217 1.898 17.57 0.64
4.295 4.202 4.361 4.398 3.78 4.67
4.670 4.660 4.870 5.000 4.50 7.30
5.268 5.316 5.348 5.454 0.60 2.59
8.590 8.404 8.378 9.157 0.31 8.96
8.799 8.806 9.217 9.583 4.67 8.83

Tabla A.6: valores de f;/fi del SMC2 tedricos y experimentales de referencia y valores

obtenidos en este trabajo. En la referencia se usé dos masas concentradas y una masa de

cuerda de valor 4.2 g mientras que en este trabajo se usaron dos masas concentradas de

~ 1 g en un primer caso y luego en un segundo caso dos masas de ~ 1 gy ~ 2 g, en
ambos casos se uso una masa de cuerda de ~ 3 g.

A.5. Figuras complementarias de la seccion de resultados.

fiff1)
\

8 -8 SL - 7
- v -(1,1,1) I */’* 4
-+ -(21,2) ,r-" I |
6- -. (4,14) AR i
// r/ / |

/,’ ~

'S
1
AR
\
X
N ~
N

\

Frecuencia Relativa(

A

Modos

Figura A.2: frecuencias relativas en funcién del modo del SMC3. En este caso se mantuvo fija
la masa intermedia y se aumento las masas de los extremos. Se observan escalonamientos
en intervalos de cuatro modos.
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Figura A.3: frecuencias relativas en funcién del modo del SMC3, para distintas masas. En
este caso se mantuvo fijas las masa del los extremos y se aumenté la masa intermedia. Se
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observan dos escalonamientos en intervalos de cuatro modos.

10

Modos

Figura A.4: frecuencias relativas en funcién del modo del SMC3.
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