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1.- INTRODUCCIÓN 

ANÁLISIS DINÁMICO DE SISTEMAS DE 
UN GRADO DE LIBERTAD 

Dr Octavio A Rascón Chávez * 

Cuando ocurre un sismo en una .localidad, éste excita a las estructuras que ahí se 

. ubican y las hace vibrar. Las características del movimiento de cada estructura 

dependen tanto de las propiedades geométricas como de los materiales de que estén 

construidas; asimismo, se relaciona estrechamente con ·la evolución de los 

· desplazamientos del terreno durante el temblor en el lugar donde éstas se desplantan. 

( fi 
Por tanto, para calcular los desplazamientos que sufre una estructura ·durante ub· 

temblor, es necesario "modelar" su geometría, así como el comporta.miento de 1~ 
materiales, de los componentes estructurales y de las conexiones entre ellos. Asimismo, 

se requiere contar con información acerca del movimiento del terreno, en términos de 

"acelerogramas", que son registros de aceleraciones versus tiempo (Figs 1.1 y 1.2) ~ 
de· los "espectros de respuesta" (respuestas máximas versus periodos naturales de\ 

las estructuras) que se calculan con los acelerogramas, como se verá más adelante. 

Por otra parte, si bien se reconoce que todas las estructuras de edificios están 

conformadas por vigas, columnas, losas y muros que son de naturaleza "continua", en 

la práctica profesional se acostumbra simplificar su topología mediante la formulación 

de modelos reológicos que idealizan su comportamiento, produciendo sistemas 

discontinuos o "discretos" como se ejemplifica a continuación, con lo cual se 

simplifican considerablemente los procesos de análisis que se realizan para calcular el 

comportamiento dinámico de las estructuras. 

En estos apuntes se presenta un resumen de los aspectos conceptuales básicos del 

comportamiento dinámico de estructuras idealizadas con un solo "grado de libertad", 
cuando son excitadas por sismos y fuerzas dinámicas externas. En la exposición oral 

que se da en la clase se amplían y comentan muchos de los conceptos. 

* 01rector General del Instituto Mex1cano del Transporte y Profesor en la DIVISIÓn de EstudiOS de Posgrado, Facultad de 
Inaen1eria. UNAM 
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Definición 

Grado de libertad es el número de coordinadas generalizadas (desplazamientos o 

giros) que se requiera para ubicar la posición de un sistema vibratorio en cualquier 

instante. · 

Ejemplos 

·1. Estructura de un nivel, simétrico en masas y rigideces laterales, para análisis 

dinámico en ~Jna dirección· horizontal. Si se considera razonable suponer que la masa 

(o piso) se puede concentrar en el nivel superior (azotea), y que los movimientos 

. verticales se pueden despreciar por ser muy pequeños, la estructura se puede 

idealizar o modelar como si fuese un sistema vibratorio de un grado de libertad, 
en que la coordenadc: · "neralizada es el desplazamiento x, como se_ ilustra en la 

f1gura La. 

2. Estructura de un piso con asimetría en masas y/o rigideces en dos direcciones 

ortogonales. En este caso el sistema es de tres grados de libertad, .dos. de 

traslación con coordenadas generalizadas x y z, y uno de rotación torcional con 

coordenada angular 8, como se muestra en la figura 1.3. 

3. Estructura de n pisos con simetrías en masas y rigideces en todos ellos, para análisis 

dinámico en una dirección. Si se considera razonable suponer que el peso de la 

estructura se concentra en los niveles de piso, entonces se puede idealizar (modelar) 

como un sistema de "n grados de libertad", todos en traslación, como se ilustra 

en la figura 1.4. Por otra parte, si hubiese excentricidades de masas o rigideces, 

entonces cada nivel tendría 3 grados de libertad y el sistema 3n. 

4. Estructura continua en masas y rigideces, como vigas, losas o chimeneas. La 

estructura tiene un número infinito de grados de libertad, pero se puede 

"discretizar" considerando que las masas se "concentran" en cierto número de 

puntos (Figs 1.sa y l.Sb). 
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2. SISTEMAS ESTRUCTURALES DE UN GRADO DE LIBERTAD 

Se define a un sistema de un grado de libertad a la estructura discreta más simple 
representada mediante el concepto de la partícula, según se muestra en la Rg 2.1(a). En 
dicha figura, la masa de la estructura (m) se considera concentrada en un punto, que se 
mueve en una sola dirección (medida mediante la función desplazamiento u(t)), y se 
encuentra sometida a las fuerzas elásticas o restauradoras, J, , a las fuerzas disipadoras o 

amortiguadoras, f., a las fuerzas externas o excitadoras, f,, y desde luego a las fuerzas 

de inercia, /,,como se indica en la Fig 2.1(b). 

De acuerdo con la mecánica estructural, las fuerzas que actúan en el sistema de un grado 
de .libertad, en el contexto lineal, se pueden cuantificar l)lediante las siguientes 
expresiones: 

Fuerza restauradora = J, = ku(t) (2.1) 
•,' 

Donde k es el coeficiente de rigidez del sistema de un grado de libertad 

Fuerza amortiguadora . (2.2) 

.. : ... 
···~· Donde e es el coeficiente de amortiguamiento viscoso del sistema· de un gr.ado de 

.. ·libertad -''·' · 

do'nde:· 

:: .. ~. ;-, 

Fuerza de inercia 

Fuerza externa 

d' 
= f =-m-. u(t) 

dr 

= !, = p(l) 

d 
- u(t) = velocidad del sistema de un grado de libertad 
dt 

< u(l) = aceleración del sistema de un grado de libertad 
dt' 
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2.1 Ecuaciones de equilibrio dinámico 

De acuerdo con la mecánica estructural, la ecuación de equilibrio del sistema de un grado 
de libertad de la Fig 2.1(b) se puede representar mediante la siguiente expresión: 

/,+J.+f,+/,=0 (2.7) 

Al sustituir las ec 2.1 a 2.4 en la ec 2.7 se obtiene la siguiente expresión 

d' d 
m-,u(t)+c-u(t)+ku(t) = J, = p(t) 

dr dr ' 
(2.8) 

que es la representación formal de las leyes de la mecan1ca newtoniana para la 
estructura que representa al sistema de un grado de libertad, denominadas también, 
ecuaciones:de_equilibrio dinámico del sistema de un grado de libertad. Tales ecuaciones 
corresponden, desde el punto de vista matemático, a un problema de valores iniciales: 
para su solución se necesitan establecer las siguientes condiciones iniciales: 

(2.9) 

!!.__ u(r)/ = Ú0 
dt 1•0 

(2.10) 

Cuando la fuerza externa del sistema de un grado de libertad se debe a la acción de un 
sismo, la Ec 2.4 se expresa de la siguiente manera: 

(2.11) 

donde 

.. ( ) d' u t = -.u (t) = aceleración del terreno 
' dr ' 

(2.12) 
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Al sustituir la Ec 2.11 en la Ec 2.8, se obtiene la ecuación de equilibrio dinámico de ún 
sistema lineal de un grado de libertad sometido a la acción de un sismo, y resulta ser: 

d' d 
m-,u(t)+c-u{t)+ku(t) = -mü,(t) 

dt' dt 

que puede escribirse de la siguiente manera 

d' e d k .. 
-,u{t)+--u(t)+-u(t) = -u,(t) 
dr m dt m 

En la ec 2.14 se acostumbra definir los siguientes conceptos: 

2h= ~ 
m 

k 
wg = - = cuadrado de la ji-ecuencia circular natural del sitema 

m 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

(2.16) 

Al sustituir las ec 2.15 y 2.16 en la ec 2.14, se obtiene la forma usual de las ecuaciones 
de equilibrio del sistema de un grado de libertad sujeto a un sismo, y resulta ser: 

(2.17) 

2.2 Vibración libre 

Se.dice que un sistema de un grado de libertad está sometido a un régimen de vibración 
libre cuando la fuerza externa es nula. De acuerdo con la ec 2.11, esta condición se indica 
como: 

f..=p(t)= -mü,(/}=0 (2.18) 

Al sustituir la ec 2.18 en la ec 2.17, se obtiene la ecuación de equilibrio dinámico para el 
problema de vibración libre, y resulta ser: 

d' d . 
-.u(t)+2h-u(t)+w0u(t) =O 
dr dt 

(2.19) 
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De acuerdo con la teoría-de las ecuaciones diferenciales lineales homogéneas, la solución 
general de la ecuación diferencial dada por la ec 2.19 se puede escribir como: 

u(t) = A, e~' + A,e"'' (2.20) 

donde ;., y A, son las raíces del polinomio característico de la ecuación diferencial ( ec 
2.19), es decir: 

(2.21) 

cuyas raíces resultan ser: 

A =-h+iw 1 Q 
(2.22) 

1 =- h -iúJ /v 2 a (2.23) 

donde: 

w" = ~wg -h' =frecuencia circular natural amortiguada del sistema (2.24) 

Al sustituir las ec 2.22 a 2.24 en la ec 2.20, y al utilizar la fórmula de Euler, se obtiene la 
solución de la ecuación diferencial (ec 2.19). 

u(t) = e-ht (C,sellú!) + C, COSWJ) (2.25) 

Las constantes de integración C1 y C2 se obtienen al hacer que la solución dada por la ec 
2.25 satisfaga las condiciones de iniciales (ec 2.9 y ec 2.10) y resultan ser: 

(2.26) 

(2.27) 

Al sustituir las ec 2.26 y 2.27 en la ec 2.25, y al reordenar términos, se obtiene la 
siguiente solución de la ecuación de equilibrio dinámico para el problema de vibración 
libre: 

(2.28) 
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donde las nuevas constantes de integración, A y e, resultan ser: 

(2.29) 

(2.30) 

En la Fig 2.2 se muestra la representación gráfica de la ec 2.28, en donde se destacan los 
siguientes conceptos: 

periodo natural amortiguado (2.31) 

1 w ~w~-h' f. =-=_a = =frecuencia natural amortiguada 
a J:

1 
2;r 2tr 

2.3 Caso límite de la vibración libre 

Para el caso en que se presente la siguiente condición: 

(2.33) 

al sustituir la ec 2.33 en las ec 2.24 a la ec 2.27 se obtienen las expresiones siguientes: 

úJ(J =o (2.34) 

C,=oo (2.35) 

C 2 = u0 (2.27) 

e • • 

u(t) = 
_,, 

(2.36) ... " U 0 C 
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En la Fig 2.3 se muestra la representación gráfica de la ec 2.36, en donde se puede 
observar que no representa a un movimiento de vibradón. Por tanto, para el caso -
definido por la ec :2.33, el amortiguamiento correspondiente al sistema de un grado de 
libertad se le conoce como amortiguamiento crítico, cuyo coeficiente de amortiguamiento 
crítico, Ca, se obtiene de las ecuaciones 2.15, 2.16 y 2.33, es decir: 

2w,= e" =2 {k 
· m f;;; (2.37) 

por lo que el coeficiente de amortiguamiento crítico, e", resulta ser: 

(2.38) 

De acuerdo con las ec 2.15 y 2.16, la definición de la fracción del amortiguamiento crítico, · 
q, se puede expresar de .la siguiente manera: 

e 2hm h h 
q=-=--=-=-

c" 2,Jk;, K w0 

(2.39) 

de donde el parámetro, h, de la definición dada por la ec 2.15 se puede expresar, 
también, mediante la siguiente ecuación 

(2.40) 

La frecuencia natural amortiguada, w,, del sistema de un grado de libertad se puede 
expresar como: 

(2.41) 

y la solución de la ecuación de equilibrio dinámico para el problema de vibración libre, 
dada por la ec 2.28 se puede representar como: 

u(t) = Ae-w""cos(w.r-B) (2.42) 
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El valor de la fracción del amortiguamiento crítico usualmente se encuentra en el rango: 
o<;< 0.1. Para el caso ; = 0.1, úla = 0.995úl0 , lo que indica que en el rango indicado 

ambas frecuencias prácticamente son iguales, según se indica en la ec 2.41. 

2.4 Determinación experimental de la fracción del amortiguamiento crítico, ; 

Desde el punto de vista teórico, se define como decremento logarítmico, L, al logaritmo 
natural del cociente de dos amplitudes consecutivas del movimiento de vibración libre. De 
acuerdo con el inciso 2.2, L se puede expresar como: 

L=ln u(t) 
u(t+Ta) 

In A e-'""'" cos(úlal -B) 

Ae·"";"·T.l cos[úl, (t + T ,) - B] 

que también se puede escribir como: 

L 1 "' ·T T 2Tr 2Tr =neO'>" =w ( ={J) c-=OJ r--==~ 0- a 0- o~ 1 ., 
Wu w0 v1-;-

2Tr; 

~1-;' 
(2.43)b 

Desde el punto de vista experimental, la vibración libre se provoca con la aplicación de 
alguna o ambas de las condiciones de frontera especificadas mediante las ec 2.9 y 2~10. 
Para· el caso de que se registren las aceleraciones del movimiento de vibración libre 
amortiguado, en la Fig 2.4 se muestra, de manera, esquemática este proceso. Y de 
acuerdo con la ec 2.43b se puede escribir que: 

(2.44) 

2.5 Ejemplo de problemas de vibración libre 

A la estructura mostrada en la Fig 2.5 se le aplica una fuerza horizontal de J, = 20000 kgf 

en su masa, y le provoca un desplazamiento estático horizontal, u(t =O)= 0.2 cm. Al 
liberar la fuerza aplicada se genera un movimiento de vibración libre, con un periodo 
T, = 0.2 s y la amplitud del segundo ciclo, u(t = O+ T") = 0.14 cm . Calcular: · 

9 
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2.5.1 La rigidez, k, de la estructura 

De acuerdo con la ec 2.1 se puede escribir que: 

k= /, = 20000(kgf) =IOOOOO(kgf) 
u(t) 0.2 (cm) (cm) 

(2.45) 

2.5.2 El peso, w, de la estructura 

La ec 2.31, de acuerdo con las ec 3.16 y 2.41, se puede escribir como: 

T = 2;r "' 2;r = 2;r = 2;r./W 

a (l)a Wo ff -Jik 
(2.46) 

de donde el peso de la-estructura, W, resulta ser: 
T' (0.2 s)' , gf 

W=~gk= · , (981cm/s-)(100,000kgflcm)=99,396k 
4;r" 4(3.1416)" 

(2.47) . 

2.5.3 Las frecuencias naturales amortiguadas, m" y fa, del sistema 

De acuerdo. con la ec 2.31, la. frecuencia natural amortiguada,. m", del sistema -se puede 

expresar como: 

w, = 2
;r = 2(3.1416) = 31.46 rad 1 s 

T, 0.2 
(2.48) 

1 1 
/, =- = -- = 5.0 cps=5.0Hz 

Ta 0.2 S 
(2.49) 

2.5.4 Cuantifrcar el decremento logarítmico, L, la fracción del amortiguamiento 
crítico, ~ y los coeficientes de amortiguamiento viscoso del sistema, e" y e. 

De acuerdo con la ec 2.433 se tiene que: 
u(O) 0.20 · 

L=1n =1n--=1n1.43=0.357 
u(O+T,) 0.14 

(2.50) 
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Con base en la ec 2.44 resulta que: 

~ "'!:_ = 
0357 

= 0.0568 = 5.68% 
27r 27r 

De acuerdo con la ec 2.38 se tiene que: 

(2.51) 

e" = 2}k;; = 2~!00,000(kgf 1 cm)X99,396(kgf)1981(cm 1 s') = 6.366 (kgf)(s) 1 cm (2.52) 

De acuerdo con la ec 2.39 se tiene que: 

e= ~ca= 0.0568X6.366 = 362 (kgf)(s)/ cm (2.53) 

2.6 Vibración forzada 

De acuerdo con la teoría de las ecuaciones diferenciales, la solución general de las 
ecuaciones de equilibrio dinámico del sistema de un grado de libertad, ec 2.8, se puede 
expresar de la siguiente manera: 

- --=. 

u(t) = u ,(t) +u /1} (2.54) 

donde, u,(l), denominada solución homogénea, es la solución de la ecuación diferencial 

para el caso en que la fuerza excitadora es nula ( f, = p(t) = o), es decir, la solución para 

el caso de vibración libre, dada por la ec 2.25, que al tomar en cuenta la ec 2.33 se puede 
escribir como: · 

(2.55) 

y, u /O, denominada solución particular, es una función que satisface la ecuación 

diferencial ( ec 2.8). 
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Entonces, la solución general de las ecuaciones de equilibrio dinámico del sistema de un 
grado de libertad se puede expresar, al tomar en cuenta las ec 2.54 y 2.55, de la 
siguiente manera: 

(2.56) 

donde las constantes de integración C1 y C2 se obtienen al hacer que la solución dada por 
la ec 2.56 satisfága las condiciones iniciales (ec 2.9 y ec 2.10), que se rescriben a 
continuación: 

u(tJI,., = u0 (2.9) 

!!_u(t)l = u0 
dt ,., 

(2.10) 

2.6.1 Vibración forzada sin amortiguamiento debida a una función escalón infinita· 

La Fig 2.6 muestra la fuerza excitadora función escalón· infinita. Puesto que el 
amortiguamiento es nulo, se tiene que: 

;=c=O (2.57) 

(2.58) 

y las ecuaciones de equilibrio dinámico resultan ser: 

d' 
m-. u(t) + ku(t) = p

0 
dt' 

(2.59) 

Al observar la ec 2.59 se puede establecer que la solución particular, u itJ, resulta ser: 

u (1) = Po 
f k 

(2.60) 
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Al sustituir las ec 2.57 y 2.58 en la ec 2.56, se obtiene la siguiente expresión: 

(2.61) 

Al considerar nulas las condiciones iniciales, las ec 2.9 y 2.10), que se escriben como: 

u(tJI,.o = O (2.62) 

3_u(t)l = O 
dt ,.o 

(2.63) 

Al hacer que la ec 2.61 satisfaga las condiciones iniciales dadas por las ec 2.62 y 2.63, las 
constantes de integración resultan ser: 

C,=O (2.64) 

e,= _E2._ 
- k 

(2.65) 

Al sustituir las ec 2.63 y 2.64 en la ec 2.61 se obtiene que 

u(t) (2.66) 

En la vibración forzada se acostumbra denominar como factor de amplificación dinámica, 
B, al cociente de la respuesta dinámica entre la respuesta estática, es decir: 

B 
Po {1- cos w

0
t} 

u(t) k 
=--"-----

uf'J( Po 
k 
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B~ = 2 'V 1 = T/2, 3T/2, ... (2.68) 

En la Fig 2.7 se muestra la variación del factor de amplificación dinámica de la ec 2.67. 

2.6.2 Vibración forzada sin amortiguamiento debida a una función escalón finita 

La Fig 2.8 muestra la fuerza excitadora función escalón finita. Este problema tiene las dos 
etapas siguientes: 

2.6.2.1 Vibración forzada o::; 1::; 1, 

En esta región, la solución de las ecuaciones de equilibrio corresponden a las del inciso 
anterior. (inciso 2.6.1), es decir: 

2.6.2.2 

u(l) 

d 
-u(/) = 
di 

Vibración libre 1 > 1, 

(2.69) 

wp 
-

0
-

0 senw t k o 
(2.70) 

En esta región, la solución de las ecuaciones de equilibrio es la correspondiente a las de 
vibración libre, es decir: . 

u(l) = C,senw01 + C, cosw,l (2.71) 

con las siguientes condiciones iniciales: 

u(I)J =u= f!2..(1-cosw010 ) 
t=to O k (2.72) 
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!!_u(t)l 
dt t~tn 

- u - WoPo senw 1 
- 0- k o o (2.73) 

Las constantes de integración, de acuerdo con las ec 2.26, 2.27, 2.72 y 2.73, resultan ser: 

(2.74) 

e, = .12. (1 - e os (J) 1 ) - k o o (2.75 

1 : : Po / o ( )' Po / ( ) A=ye, +e, =-,sen W 010 + l-cosw010 =-,21-cosw010 k k 
(2.76) 

A=- 2sen-w 1 Po ( 1 ) 
k 2 o o 

(2.77) 

e- _,(e,)- _,( senw0t 0 ) -tan - -tan e, I-COSW010 

(2.78) 

_u(t') = Acos(w0t'-B) = !!..2_(2sen.!.w0t0 )cos(w0t'-B) 
k 2 

(2.79) 

donde: 

t'=t-10 (2.80) 
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El factor de amplificación dinámica, B, resulta ser: 

u.,, 

Bm.a.r 

donde: 

Po 
k 

1 7r 10 = 2sen-ú!010 = 2sen-
2 T 

lfl ;r = 2 cuando - 0 = -
T 2 

En la Fig 2.9 se muestra la representación gráfica de B""" 

2.6.3 Vibración forzada debido a un impulso 

Si en la función escalón del inciso anterior se tiene la siguiente condición: 

lo 
Sl - << 1 entonces 

T 

y de acuerdo con la ec 2.79 se puede escribir: 

16 
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T T 

(2.81) 

(2.82) 

(2.83) 

(2.84) 

(2.85) 

(2.86) 



u . (1') = 2po Trio= 2po üJolo = Polo = _1_ 
m•• k T mk 2 mwo mwo 

(2.87) 

m 

donde: 

Impulso= 1 = Po 10 =Área bajo la excitación (2.88) 

Si la función impulso es arbitraria, como se muestra en la Fig 2.10, el Impulso, 1, se 
cuantifica como se indica a continuación: 

Impulso= 1 = r p(t )d1 (2.89) 

De acuerdo con la representación de la segunda ley de Newton en términos del impulso, 

1, y la cantidad de movimiento, m:!._u(t), se puede escribir la siguiente expresión: 
dt 

d 
1= m-u(t) 

dt 
(2.90) 

La velocidad que le imprime el impulso, 1 , al sistema de un grado de libertad que queda 
vibrando libremente, es la velocidad inicial dada por la siguiente expresión 

u = o :!._11(1)¡ = 
di ,.o 
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2.6.4 Vibración libre debido a un impulso 

La magnitud del desplazamiento que un impulso, 1 , le provoca al sistema de un grado de 
libertad es despreciable, es decir: 

u0 = u(tJJ,., = O (2.92) 

A continuación se describen los casos amortiguados y no amortiguados. 

2.6.4.1 Vibración libre con amortiguamiento 

De acuerdo con las ec 2.25 y 2.33, la solución de las ecuaciones de equilibrio dinámico 
resulta ser: 

(2.93) 

Las constantes de integración C1 y C2 se obtienen al hacer que la solución dada por la ec 
2.92 satisfaga las condiciones de iniciales (ec 2.9 y ec 2.10) y resultan ser: 

1 
-+0 
.!!]__=_!_ 

(J)o mwo 

C=O 

Al sustituir las ec 2.94 y 2.95 en la ec 2.93 se obtiene que: 

u(t') 
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2.6.4.2 Vibración libre sin amortiguamiento 

En este caso se tienen las siguientes condiciones: 

.;=c=O (2.94) 

(2.95) 

Al sustituir las ec 2.94 y 2.95 en la ec 2.93 se obtiene que: 

u(t') = 1 ' --senw0t (2.96) 
mw0 

2.6.5 Vibración debido a una fuerza ar!_>itraria 

En la Fig 2.11 se muestra la fuerza excitadora arbitraria. La fuerza aplicada en un tiempo, 
t= r, para una diferencial, dr << T, le provoca un incremento instantáneo en la velocidad 
de la masa igual a: 

u = o 
d p(r)dr 
-u(r) = 
dt m 

y un incremento instantáneo nulo en el desplazamiento inicial, es decir: 

u = u(r1 = O o . 1 
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De acuerdo con las ec 2.25 y 2.33, la solución de las ecuaciones de equilibrio dinámico 
para el tiempo, 1- r, resulta ser: 

(2.99) 

Las constantes de integración C1 y C2 se obtienen al hacer que la solución dada por la ec 
2.99 satisfaga las condiciones de iniciales (ec 2.97 y ec 2.98) y resultan ser: 

p(r)dr +O 
C = uo +huo m p( r)dr 

1 
w, w, mwu 

C=O 

Al sustituir las ec 2.100 y 2.101 en la ec 2.99 se obtiene que: 

u,(t) = p(r)dr senw.,(1-r)e-w,;r,_,¡ 't/t"<!r 
mw, 

"(2.100) 

(2.101) 

(2.102) 

Puesto que el sistema es lineal, es posible superponer los efectos ocasionados por los 
impulsos aplicados en cada, r, que hayan ocurrido antes del instante de interés, 1, lo 
que conduce a obtener la solución particular del sistema, y resulta ser: 

(2.103) 

A la ec 2.103 se le conoce con el nombre de integral de Duhamel. De acuerdo con la ec 
2.54, la solución general de sistema lineal de un grado de libertad resulta ser, al tomar en 
cuenta la solución particular dada por la ec 2.28: 

20 



(2.104) 

Las constantes de integración, A, e, se determinan de acuerdo con las ec 2.29 y 2.30 
con base en los valores de las constantes, e, y e,, que se obtienen al hacer que la 
solución dada por la ec 2.102 satisfaga las condiciones iniciales (ec 2.9 y ec 2.10), que se 
rescriben a continuación: 

u(t)J = u0 1•0 
(2.9) 

!!....u(t)l = u0 dt ,., 
(2.10) 

2.6.6 Vibración debido a una fuerza excitadora senoida/ de duración indefinida 

La fuerza excitadora senoidal de duración indefinida se representa mediante la siguiente 
expresión: 

p(t) = p 0 senflt (2.105) 

donde: 

Po = Magnitud de la fuerza (2.106) 

Q =Frecuencia circular de excitación (2.107) 

Al sustituir la ec 2.103 en la ecuación de equilibrio dinámico dada por la ec 2.17 se 
obtiene la siguiente expresión: 

d' d 
-. u(t) + 2w0;-u(t) + wgu(t) = Po senQt 
dr dt m 

(2.17) (2.108) 
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sometida a las siguientes condiciones iniciales: 

u(tJI,..o = u0 

!!_u(t)l = Ü0 
dt 1..0 

2.6.6.1 Obtención de la solución particular para sistemas amortiguados 

(2.9) 

(2.10) 

De acuerdo con la teoría de las ecuaciones diferenciales, la solución particular, u r (t), de 

la ec 2.106 es de la forma siguiente: 

u ltJ = e,senflt +e, cosflt (2.109) 

Al sustituir la ec 2.109 y sus correspondientes derivadas en la ec 2.108, se obtiene la 
siguiente expresión: 

(-n'e,- 2w,n;e, +wgeJenflt ~(-n'e, + 2w,n;e, +wge.)cosnt =Po senrlt (2.110) 
m 

Para que se cumpla la ec 2.110, se deben satisfacer las siguientes ecuaciones: 

( -n' + wg )e,- 2w,n;e, = Po 
m 

c:C ' ' 2w,n_ , +(-n- +w,;)e, =O 

Al resolver el sistema de ecuaciones se obtienen los siguientes valores 
coeficientes, e, y e, 
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_l'_Q_(2w
0
í2;) 

e, = [(wg -n~ )' +(2w,n;)'] 
(2.114) 

Al sustituir las ec 2.113 y 2.114 en la ec 2.109, se obtiene la siguiente expresión: 

Po 

ll /1} = [( , , r m , l[(wg- n' ~enQ/- 2w,n;cosí21 J 
Q)' - n· + (2w Qr)-

0 e ' 

que puede escribirse como: 

Po 

= _ m,, sen(í21-¡fi) 
[(wg- n' r + (2won; )' J . 

que también puede escribirse como: 

donde: 

Po 

upfl}= _k ,,,sen(Qr-¡fi) 

[ [ 1 - ~J + ( 2; ~ J] 
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1--
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(2.115) 

(2.116) 

(2.117) 

(2.118) 



2.6.6.2 Obtención de la solución particular para sistemas no amortiguados 

En este caso se tiene que: 

,;=O (2.119) 

(2.120) 

Al sustituir las ec 2.119 y 2.120 en las ec 2.117 y 2.118 se obtienen las siguientes 
ecuaciones: 

donde: 

2.6.6.3 

Po Po 

u Jt) = m , senQI = k , senf:lt 
,. 2 -n· n~ 

úio 1--
w' o 

o 
=0 n' 

1---
ú)" o 

Obtención de la solución general para sistemas no amortiguados 

- (2.121) 

(2.122) 

Al sustituir las ec 2.119 a la 2.121 en la ec 2.56 se obtienen la expresión de las 
ecuaciones de equilibrio dinámico del sistema siguiente expresión: 

Po 

u(l) = C,sellúJ/ +e, COSúJI + , m ' senru 
wó -n-

24 
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sometida a las siguientes condiciones iniciales: 

u(tJ[,.0 = U 0 

!!__u(t)l = u0 
dt ,.o 

(2.9) 

(2.10) 

Al hacer que la ec 2.123 satisfaga las ec 2.19 y 2.10 se obtienen los siguientes valores 

para las constantes, e, y C~. 

(2.124) 

e, =o - (2.125) 

Al sustituir las ec 2.124 y 2.125 en la ec 2.123 se obtiene la siguiente expresión: 

- ~ ( n ) u(t) - ( • • ) senOt-- senw0t · 
w~-n- w0 

(2.126) 

En la Fig 2.12 se muestra la representación de la ec 2.126 

2.6.6.4 Excitación armónica en la base de la estructura 

Si la solicitación del apoyo de la estructura corresponde a una solicitación armónica como 
la mostrada en la siguiente ecuación: 

(2.127) 
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Entonces la aceleración del terreno resulta ser: 

G{2 , 
-, u (t) =- an- sennt 
dr • 

(2.128) 

Al sustituir en la ec 2.117 el término, Po, por la ·cantidad, -an', se obtiene la siguiente 
m 

expresión: 

n' 
w' 

u/t) = 0 ,.,asen(Ot-1/J) 

[(~-~;J +(2~~J'r 
(2.129) 

Al cuantificar el factor de amplificación dinámica de desplazamientos, Bd, se obtiene la 

expresión siguiente: 

(2.130) 

En la Fig 2.13 se muestra representación gráfica de la ec 2.130 

2.6.6.5 El fenómeno de resonancia 

Se define ala fenómeno de resonancia cuando la frecuencia de excitación es igual a la 
frecuencia natural del sistema, es decir, cuando se cumple la condición dada por la 
siguiente expresión: 

E_=! 
Wo 

Al sustituir la ec 2.131 en la ec 2.129 se obtiene la siguiente expresión: 

1 
u/1) =-asen(Ot-1/J) 

2; 
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La respuesta máxima ocurre cuando: 

Se observa que si: ; =O, entonces (Bd )~, = oo 

1 

2; 
(2.133) 

(2.134) 

(2.135) 

Al establecer la solución de las ecuaciones de movimiento del sistema para -el caso de 

resonancia, _g_=1, se necesita la solución particular, ur(r), para tal Caso. La ec 2.117 ~e 
úJo 

transforma en: 

Po 1 
=---COSúJ / 

k 2; o 
(2.136) 

Al sustituir las ec 2.136 en la ec 2.56 se obtiene la expresión de las correspondientes 
ecuaciones de equilibrio dinámico del sistema: 

u(/) = e-w .• o (C1sei!OJ) + C, COSúJ,/) -:o 21~ COSúJ0/ , 

sometida a las siguientes condiciones iniciales: 

u1rj! = u 
(' 11::0 o 

!!_u(/}' = u0 
dt 1=0 
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Al hacer que la ec 2.123 satisfaga las ec 2.19 y 2.10 se obtienen los siguientes valores 

para las constantes, e, y e,. 

Po Wo Po 1 
e, =-k -2w-a = k 2~1- ~' 

= 1!..9.__1 e, 
k 2; 

Al sustituir las ec 2.138 y 2.139 en la ec 2.137 se obtiene la siguiente expresión: 

u(t) = P_
0

-
1 

[e-w""lhsenWJ+coswar)l-cosw0r] 
k 2~ 1- --> 

(2.138) 

(2.139) 

(2.140) 

Para el caso de amortiguamiento pequeño, (;-+o), la ec 2.140 se puede escribir como: 

u(t) 1(-w-) = - e ' "' - 1 e os av Po ,_ 
(2.141) 

k 

En la Fig 2.14 se muestra la variación de la ec 2.141 

Al obtener el límite de la ec 2.141 para, (; =o), al aplicar la regla de L' Hospital se obtiene 
la siguiente expresión: 

u(l) 

Po 
k 

1 -(senfu0t -w,rcosw
0
r) 

2 
(2.142) 

En la Fig 2.15 se muestra la variación de la ec 2.142, donde se puede observar que la 
respuesta tiende a infinito gradualmente. 
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2.7 Características dinámicas de los dispositivos para registrar sismos 

d' 
Si la aceleración de la base de un instrumento, dr' u, (1) , es armónica, dada por la 

siguiente expresión: 

d' 
-, u, (1) = asennr 
dt" 

(2.143) 

Al comparar las ecuaciones 2.128 y 2.143 se puede establecer que el factor de 
amplificación dinámica de desplazamientos, lJd, se obtiene de la ec 2.130 y resulta ser: 

B" (2.144) 

En la Fig 2.13 se muestra el factor de amplificación dinámica de desplazamientos, B,1 , y 

n 
en ella se observa que para ; =O. 7, se tiene que B" = 1 , en el rango o:;- :; 0.6 , se 

concluye que el desplazamiento de la masa de un sistema es proporcional a la 
aceleración de su base, si se tiene un amortiguamiento del 70% y si las excitaciones 
que se tratan de registrar tienen frecuencias inferiores al 60% de la frecuencia natural 
del sistema. Si esto se cumple el dispositivo de medición resulta ser un acelerómetro. 

En ingeniería sísmica, la máxima frecuencia de interés es del orden de 10 cps (T=0.1s), 
por lo que los acelerómetros tienen frecuencias naturales de 16 cps a 20 cps. 

Si la excitación del suelo está dada por la ec 2.127, es decir: 

u,(t) = asennr (2.127) 
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la aceleración del terreno está dada por la ec 2.128, es decir: 

d' , 
-u (t) = -an- senD.t 
dt 2 • 

(2.128) 

entonces, el factor de amplificación dinámica de desplazamientos, s;1 , resulta ser el de la 

ec 2.129, y sus valores están dados por la siguiente ecuación: 

n' 
(2.145) 

Su representación gráfica se muestra en la Fig 2.16, en donde se observa que si ; = 0.5 y 
n > W

0
, el desplazamiento de la masa es proporcional al del suelo, si esto se· 

cumple, el dispositivo de medición resÚita ser un desplazómetro, también conocido 
como sismómetro. 

2.8 Determinación experimental del amortiguamiento mediante pruebas de vibración 
forzada 

Si se determina experimentalmente el factor de amplificación dinámica de 
desplazamientos, Bd, mediante una serie de pruebas de vibración forzada con fuerzas 

armónicas, se puede determinar la fracción del amortiguamiento crítico, ~, mediante el 

método conocido con el nombre del ancho de banda de la mitad de potencia. Se basa en 
determinar las frecuencias que corresponden al valor de la rms (raíz cuadrada del valor 

medio cuadrático) de la amplitud de la resonancia, el cual vale: (B,¡ )-¡:n_. 

Sean, /3, y /3,, las correspondientes relaciones de frecuencias y, de acuerdo con la 

expresión de B,¡ se tiene que: 
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(2.146) 

Al resolver la ec 2.146 se obtiene que: 

fJ ' -1-2·' +2~ 1,1, -' - ~ - '='\ ;-':' (2.147) 

Al despreciar el término cuadrático(;') del radical de la ec 2.147, se puede escribir que: 

/3 : -1-lr-2·' 
1 - .... '=' '=' (2.148) 

/3 , -1_¡.'l,--2;' 
2 - ' --=- (2.149) <(\ 

cuyas raíces resultan ser: 

/3, "' 1-;-;' (2.150) 

fJ - 1 ' - _, 
2 - -:- ':'- '=' (2.151) 

De acuerdo con las ecs 2.150 y L..151, resulta que: 

fJ fJ 
_.,_ 

:- ¡ - .... ';> (2.152) 

por lo que la fracción del amortiguamiento crítico, ; , se puede estimar mediante: 

- - f3: - /3, 
~ -

2 
(2.153) 

En la Fig 2.17 se ejemplifica este método. 
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2.9 Vibración debida a la acción de un sismo 

La ecuación de equilibrio ante la acción de un sismo se presenta en la ec 2.17. Al tomar 
en cuenta la ec 2.40, se puede escribir como: 

d' d , 
-, u(t) + 2w0.;- u(t) + w¡, u(t) = -u, (t; 
dr dt 

(2.154) 

La integración de la ec 2.154 en el intervalo, t, :S 1 :S 1, + ill, donde !'J.1 representa el 

tamaño del paso o intervalo de integración, se hace con las siguientes condiciones 
iniciales: 

u(l) 1 

1/""1, 

d ' 
-u(l}, 
df Íta/

1 

(2.155) 

= ¡¡ 
' 

(2.156) 

2.9.1 Solución general para acelerogramas representados con variación lineal en cada 
paso de integración. 

En la Fig 2.18 se muestra un registro típico de la aceleración en un terreno duro debido a 
un sismo. Si se selecciona el paso de integración de tal manera que la variación de la 
aceleración del terreno se pueda representar como una variación lineal, entonces, su 
ecuación se puede expresar como: 

'i 1, :S 1 :S 1, + !'J.I (2.157) 

En la Ec 2.157 se define lo siguiente: 

u,(O= p(t-1,) (2.158) 

donde: 

p=!'J.u, =U,(I,+ill)-U,(I,)=ug¡-u,, 

!'J.I Ó1 !'J.I 
(2.159) 
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Al sustituir la ec 2.158 en la ec 2.157 se obtiene que: 

u-.-(1) =u,,+ p(t-1,) 'V 1, $1$1, +ót (2.160) 

Al sustituir la ec 2.160 en la ec 2.154 se obtiene la ecuación de equilibrio de un sistema 
lineal de un grado de libertad, sometida a la acción de un sismo representado por un 
acelerograma con variación lineal en el paso de integración, y resulta ser: 

d' d ' 
-, u(l) + 2w0;-u(t) + w0u(t) = -u,,- p(t-t,) 
dr dt 

'Vt, :Ó,/$1, +ót (2.161) 

La solución general de la ecuación de movimiento (ec 2.161) está dada por Ja_ec 2.56, es 
decir: 

(2.56) 

Al observar la ec 2.161, la solución particular de la ec 2.56, u (t) , resulta ser de la forma 
- p . 

siguiente: 

u /1} = C3 + C,r \;¡'¡ <t<t +ót 
¡- - 1 (2.162) 

Al sustituir la ec 2.162 en la ec 2.161 se obtiene: 

O+ 2w,;C, + wg (C, + C,t) = -u,,- p(t -t,) 'V 1, $/ $1, + ót (2.163) 

Al hacer que se cumpla la ec 2.163 se establecen las siguientes ecuaciones: 

(2.164) 

wgc, = - p 'V r, ::,1 ::,t, + ót (2.165) 
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Al resolver el sistema de ecuaciones dado por las ec 2.164 y 2.165 se obtiene: 

1 e, = --P 'd 1, ::o 1 ::o 1, + lll 
m' o 

Al sustituir las ec 2.166 y 2.167 en la ec 2.162 se obtiene: 

'd 1, ::; 1 ::; 1, + tJ.I 

Al sustituir la ec 2.168 en la ec 2.56 se obtiene que: 

Al derivar respecto al tiempo la ec 2.169 se obtiene la expresión de la velocidad. 

u(l) = e-w,.o e, (m, COSm)- m0;sen m,t )- e-w,.o e, (m, senm,t +m0;cosm.,t ) 

1 
--,p 'dl,:!ol:!ol,+tJ.l 

m o 

(2.166) 

(2.167) 

(2.168) 

(2.170) 

Al hacer que las ec 2.169 y 2.170 satisfagan las condiciones iniciales dadas por las ec 
2.155 y 2.156 se obtienen las siguientes expresiones: 

u(/).,., = u,=e-w"''• (e,senm,t, + C, COSm,,t,) )+ ~ (2 p;- U,,J 
' mo mo 

1 
--, p 

m· o 
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Las ec 2.171 y 2.172 se pueden escribir como: 

(2.173) 

(2.174) 

La solución del sistema de ecuaciones algebraicas dadas por las ec 2.174 y 2.175 resultan 
ser: 

C¡ = ó.C¡ 
e, 

(2.175) 

e, = 
D.C, 

e, 
(2.176) 

donde: 

e, = ¡ sen w,t, 
!Wa COSW) 1 -m0;senúJ)1 

(2.177) 
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J
' 1 2 ' 

u,+-, (u,,--p; 
mQ Wo 1 

. + p u, -2 
ll.lo 

' 

= ew" ~. {[ ~t :: -w, (u, + :g J] COSll.IJ, + [ w0;( u, + :g J +u, + ~ (1- 2;' )}enw,t,} 

(2.179) 

Al sustituir las ec 2.177, 2.178 y 2.179 en las correspondientes ec 2.72 y 2.73 se obtienen 
las siguientes expresiones: ' 

- - w - D.e1 e = ew,., e = e ,., -- = 
1 1 D. 

{[
2pc 1 ( u,,)] [w0 ( u,,) u, p 1 ( ')l } = ----- u+- senw 1- -'u+- +-+-- 1-2-- •lcosw 1 

, 1 , 01 '=' 1 , .., '=' J "' 
OJQ Wo úJQ Ola ú.JQ úJa CVQ úJ:: 

(2.180) 

- - w - D.e, 
C~ = ew(l~'· C ... =e o~·. --- = 

- - D. 

{
Í "2pc 1 ( u,,)] [w~, ( u,,) u, p 1 ( ')l } 

.., 1 .., 11 1 ' ., 1 ' .., .., --=- ' 11 1 
= ~--· -- U+- COSllJ 1-'- --U-'-- +-+-- 1-7-· SC/llü / 

... úJQ Wo ú.JQ w,¡ Wó úJa úJQ úJ~~ J 
(2.181) 

Al cuantificar las ec 2.169 y 2.170 al final del paso de integración, se obtiene que: 

(2.183) 
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Puesto que: 

(2.184) 

Al sustituir las ec 2.180, 2.18i y 2.184 en las ec 2.182 y 2.183 se obtienen las siguientes 
expresiones: 

7111, +llt) = e-w,~C,[wacosw,(t, +tll)-úi0 ;senwJt, +6.1)] 

-e-w'~c,[w, senw,(t, +tll)+w0;cosw,(t, +6.1)]-_!,. p 
úló 

(2.186) 

Al cuantificar la ecuación de equilibrio dinámico dada por la ec 2.161 al final del paso de 
integración, se obtiene la siguiente expresión: 

ti(!, +ó.t)+2w0 ;:z1(1, +6./)+w;u(t, +ó.t) = -u,(t, +ó.t) (2.187) 

Al usar las ecuaciones 2.185, 2.185 y 2.187 se puede cuantificar la aceleración al final del 
paso de integración mediante la expresión siguiente: 

ti(t, -,.ó.t) = -2w0 ;:zl(t, +6.1)-wgu(t, +6.1)-u,(r, +llt) (2.188) 

2.9.2 Resumen del algoritmo de la solución cerrada para acelerogramas con variación 
lineal en el paso de integración. 

A continuación se resume la secuencia de cálculo para la integración de la ecuación de 
equilibrio dinámico de un sistema lineal de un grado de libertad, sometido a la acción de 
un sismo representado por su acelerograma, considerando variación lineal en el paso de 
integración: 

a) Definir los datos del sistema lineal de un grado de libertad: 

Datos del sistema: k, :; , m 

37 



b) Cuantificar las propiedades dinámicas del sistema: 

úJ ~ = ~ =cuadrado de la frecuencia circular natural del sistema 
m 

T 
2'7 

. d l d 'b .. , =- =peno o natura e VI racwn 
úJ, 

T 
Seleccionar ll! < ---"- y calcular e -w.::. 

lO 

e) Para el inicio de cada paso de integración, t,, cuantificar: 

ll (t) ,.,, =u, 
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d) Para el final de cada paso de integración, t 1 = t, +M , cuantificar: 

{ 
·w,a, ( 2 J} u(t, +D.t)=e·w,;=.t [C,senw,(t, +M)+C,cosw,(t, +M))+elll~ llio p.;-u,,+pt.t 

(2.185) 

(2.186) 

U(t, + D.t) = - 2w;tl(t, + D.l) -w~u(t, +M)- U g (t, +M) (2.188) 

2.9.3 Solución numérica mediante el método J3 de Newmark 

Newmark considera que si la aceleración relativa del sistema lineal de un grado de 
libertad tiene una variación lineal en el intervalo de integración, 1, :s; 1 :s; 1, + t.1, y al 

suponer que se conocen los valores de la respuesta dinámica al inicio de cada paso 

[u(l),=, =u,, i_u(1),=, =u, y d'_ u(t),= =u,], por integración directa se obtienen las 
. dt . dt-

siguientes ecuaciones: 

d' 
-u(t) -u dt:! ',,,, ... .::,¡ - l,+.l: (2.189) 

. . Do/( ) u . =u.+- u +U 
1,+<'~• • 2 1 ~··.=il (2.190) 

é.t t.t' ( ) u =u+-u+-2U+U 
1 +.::.t 1 2 1 6 l / +t.J (2.191) 
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De acuerdo con su experiencia numérica Newmark propuso las siguientes aproximaciones 
para las ecuaciones 2.190 y 2.191 - -

u,., =u, +(1-r)ruu, +r!!.tu,., . ' 
(2.192) 

( 
1 ) , , u,.,=u,+illu,+ --/3 f!.r·u,+jJru·u ' 2 ,,.~ 

(2.193) 

El parámetro j3 está relacionado con la estabilidad del método (para j3 = ~ , el método 
4 

es incondicionalmente estable) y el parámetro r está relacionado con la estabilidad y la 

convergencia del método debido a la aproximación matemática que se induce (para 

1 't . -· ·-) p 1 j3 1 1 1 r = 2 , no ex1s e aproxJmacJon matemat1ca . ara e caso en que = 6 y y= 2 , as 

ecuaciones del método j3 de Newmark coinciden con las respectivas ecuaciones 2.190 
y 2.191 

Al cuantificar la ecuación de equilibrio dinámico, dada por la ec 2.161, al final del paso 
de integración, se obtiene la siguiente expresión: 

(2.194) 

y la expresión de la aceleración al final del paso de integración y resulta ser: 

(2.195) 

Al sustituir las ec 2.192 y 2.193 en la ec 2.195 se obtiene 

(2.196) 
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que puede escribirse como: 

(2.197) 

2.9.4 Resumen del algoritmo del método fJ de Newmark 

a) Definir datos del sistema las propiedades del sistema lineal de un grado de 
libertad: 

datos del sistema: k, ;,m 

b) Cuantificar las propiedades dinámicas del sistema: 

w; =~=cuadrado de la frecuencia circular natural del sistema 
m 

T 
2;r . d 1 d . . . , =- =peno o natura e \'lbracwn 
(V o 

~, ~ ,, --, 
w =-Jw· -h- =-:w· -w·:· =w -JI -e "'úJ u • o ' o o. o. . o 

Establecer valores para tJ.r < T, fJ y v 
1 o' . 

e) Calcular: a,= 1 + 2w
0

;-¡tJ.r + w; fltJ.r' 

41 

(2.16) 

(2.31) 

(2.41) 

(2.198a) 

(2.198b) 

(2.19Bc) 

' 



(2.198d) 

a. =I/ ao (2.198e) 

a,= (1 -y)!:J.t (2.198f) 

(2.198g) 

(2.198h) 

a,=(~-P)~t' (2.198i) 

a,= PM' (2.198j) 

d) Para el inicio de cada paso de integración, 1,, cuantificar: 

(2.155) 

d . 
-d u(t),,., =li, 

1 ' 
(2.156) 

e) Para el final de cada paso de integración, 1,. = t, + ill, cuantificar: 

u,,., =-a,u, -a,u, -a,u, -a,u,(t, +ill) (2.199) 

(2.200) 

(2.201) 

42 



2.9.5 Espectros de respuesta estructural 

Cuando la fuerza excitadora corresponde a un sismo, su expresión está dada por la ec 
2.11, y de acuerdo con la ec 2.104, la integración de las ecuaciones de equilibrio 
cuando, actúa un sismo, está dada por: 

(2.202) 

De la observación de la ec 2.202 se concluye que el desplazamiento relativo, u(t) , es 
función del tiempo, r , de la fracción del amortiguamiento crítico, ; , y la frecuencia 

circular natural, w, (o del periodo natural de vibración T, = 
2

:r ), es decir: 
Wo 

(2.203) 

Se establece el siguiente procedimiento para cuantificar la ec 2.203: 

a) Se fija un valor de ; , por ejemplo: ; =o 
b) Se le asignan valores a w,, por ejemplo: w,,, w,,, w,,, etc, hasta cubrir un 

intervalo de interés 
e) Para cada caso se cuc:ntifica la ec 2.203, y se obtiene: 

u, (1) = J, (t. w,,) = J, (t) (2.204)1 

u' (1) = J, (l. ú) ,, ) = J, (1) (2.204)2 

(2.204)3 

d) Se definen las siguientes cantidades: 

(2.205)1 

(2.205)2 

D, = máx:J, (t)' = D(w03 , ;) (2.205)3 
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e) Se construye una gráfica, como la Fig 2.19, con los valores dados por las ec 
2.205, en donde el eje de las abscisas corresponde a w0;, y el eje de las 

ordenadas corresponde a las cantidades D, . A esta gráfica se le denomina

espectro de respuesta de desplazamientos para ; = o . 

f) Se repite el proceso al fijar otros valores de ; , por ejemplo: 
; = 0.02, 0.05, 0.1 o. 0.20, etc, y se obtienen los espectros de respuesta de 
desplazamientos correspondientes 

g) De manera análoga se ·pueden obtener los espectros para otros tipos de 
respuesta, tales como: velocidad relativa, aceleración absoluta, etc, que 
son, respectivamente: · 

V= máxiu(t)1 

' •;.Cl.l¡, 
(2.206) 

• ' 1 A=max;U(t)+U (/)! 
! g •.;.% 

(2.207) 

2.9.6 Pseudo espectros 

Estadísticamente se han encontrado las siguientes relaciones: 

(2.208) 

(2.209) 

A S, se le llama pseudo espectro de velocidades y a s,, pseudo espectro de 
aceleraciones. 

De la ec 2.208 se puede escribir la siguiente ecuación: 

log D = iogV -logw0 = logV + logT -log2tr (2.210) 

De la ec 2.209, se puede escribir la siguiente ecuación: 

log A= iogV + logw0 = logV -logT + Iog21l' (2.211) 
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Las ecuaciones 2.210 y 2.211 corresponden a líneas rectas en papel logarítmico. La ec 
2.210 con pendiente igual a -1, y la ec 2.211 con pendiente igual a +1, si se usa a la 
frecuencia circular natural de vibración, w0 , como variable independiente. Si se usa 

como variable independiente al periodo natural de vibración, T, la ec 2.210 tiene 
pendiente igual a +1, mientras que la ec 2.211 pendiente igual a -l. En la Fig 2.20 se 
muestran los espectros de respuesta en este formato, para el acelerograma de la Fig 
2.18. 
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\ 

SISTEMAS /JO LINEALES VE Wl GRAVO VE LIBERTAD 

' ECUACION DE NOVI11IE~lTO: 

-Hx + Q(y,y) = P(t) 

SI 6(y, y) = KY + CY 

y = x-x 
o 

= DESPLAZN1IENTO RELATIVO 

SE TIENE EL SISTEMA ELASTICO LINEAL 

110DELOS PARTICULARES 

l. 

2 . 

' ' 
RIGIDO-PLASTICO 

() =-Ql + Cy, SI y<O 

,, 
Ql 

' ,, 
' 

,_ 
02 

'" 

Q = Q2 + Cy, SI y<O EN DONDE C = CONSTANTE. SE HA E~!PLEADO COMO 

HODELO EN EL ANALISIS DE TALUDES Y CORTINAS DE PRESAS DE TIERRA 

y ENROCA!!IEI:To 

' EL."'.STO-PL.n.sTICO 

-----+---'------'--.y 
ye yu 

-Q = Ql (y) + Cy 

' SE E11PLEI-. C0'10 I!ODELO n; EL ANALIS IS DE ESTRUCTU?.AS DUCTILES. 

:.n.CTOR DE DUCTI LID.~D = ~ = v /v ·u ·e 

v = DESPL.'\ZA!HENTO ll.ÁXI'10 '"'UE PUEDE SOPORTAR EL SISTEHA SIN • u '"' 

FALLAR. 



3. SISTEMA BILINEAL 

Q 

Yo Y 
CON ENDURECI~IENTO 

, 
SE USA COMO MODELO PAR~ ANALISIS 

DE PUENTEo COLGANTES 

---+-.,-;'(;~0---.... y 

CON ABLANDAMIENTO 

SE USA COMO MODELO DE SISTEMAS 

QUE SE DEGRADAN POR AGRIETA

MIENTO (HUROS DE HAMPOSTERÍA, 

POR EJE!1). 

4. TIPO HASING 
-~ 

Q4 (INCLUYE A LOS ANTERIORES COHO CASOS ESPECIALES) 

QL 

am'"''":yd' lo ¡- curva 
n = ~UERZA EN y = v ·o -o 

, , 
v = DESPLAZA'HENTO EK EL CUAL EL PROCESO SE INVIRTIO (y CAMBIO -o 

DE SIGNC') POR ULTHI.l'._ VEZ 

CASO PAR7ICULAR DEL ESQUJ.LETO 

V -y 
1 

DONDE y
1

, Q
1

, a y r so~ 

{!lODELO RJI.'lBER - OSGOOD) 

CONSTANTES POSITIVAS 
~ ... e 

, 
/ 

,""'2-o(= o 



\ 

···~· 

EJEHPLO: CASO BILINEAL 

Q • 

y 

EJE~!!' LO CASO ELASTOPLÁSTICO 

' METODC E DE NEWMARK 

PARA EL ANÁLISIS DE SISTEI-IAS NO LINEALES SE PUEDE USAR EL METODO 8 

DE 'lE~·T'·'.l;R::: DESCRITO ANTE'UD>t.'\ENTE. 



EJEMPLO 

p ( t ) 

\ 

Qtons 

30 

'--+-K= 32. ton/cms 

/TT1 

,4~P {t) tons 
50 f--------, 

~~~4-=--------------.y 
O 0.9375 cms 

5--- --------r-------
--::-ot-------*~------• t segs. 

0.5 

ECUACIÓN DE EQUILIBRIO DIN.r,:!'IICO , !'!Y+ Q(Y) = P(t) 

V 
P (t) Q(Y) 

= 
P(t) (')(v) = 2 

( I) 

' 
PARA LA APLICACION DEL HETODO DE NET'i'l'!ARK SE TIENEN LAS SIGUIENTES 

EXPRESIONES: 

ti+l = t. + .ll.t 
l. 

yi+l = V + (Y + y i+l) t>t/2 -i l. 

(H) 2 
.. 

(H) 2 yi+l = Y. + Y. Clt + (o. 5 - B) yi + B yi+l l. l. 

CONSIDERANDO 6t = 0.10 SEG. Y B = 1/6 SE PUEDE ESCRIBIR; 



•• 1 
V = Y. + 20 (Yi + yi+1) (II) -i+1 l. 

. 1 
yi+1 = Y. + Y. (0.10) + 600 (2Yi + yi+1) . -J. l. 

(III) 

-EL PROCEDIMIENTO DE CALCULO ES COMO SIGUE: 

SE ASUME yi+1 

SE C.".LCULA yi+1 

SE CALCULA yi+1 

SE CALCULA UN MEJOR. 

ETC. 

' PARA LA FUNCION DE RESISTENCIA 

• Q 

• y>O 

O o 
__ ¡ 

o¡ 'jo 

' l. COMPORT~.IENTO ELASTICO 

2 o C.l\.'1BIO DE RIGIDEZ 

3 o DESCARGA Q = ~áx -

' CON LA ECUACION (II) 

CON LA ' (III) ECUAC!ON 

VALOR DE Yi+ 1 CON LA ECUACIÓN ( I l, 

Q SE TIENEN LOS SIGUIENTES CASOS: 

Qmáx 

y 

Q = 32 y TONS 

Q = 30 + 18 (Y-Y ) o TON 

3 2 (Y '1AX-Y) TONS 

ESTA ÚLTI~~ EXPRESIÓN MANTIENE SU VALIDEZ HASTA QUE,(YMAX-Y) ~2Y0 



PARA t =o, 

Y = 0.9375 CMS 
o 

p so 
y = M = T = 25 

\ 

• 

i Q
0 

= 30.0 TON 

Y= O¡ Y = O 

PARA t = 0.10, yi = yi = 0 ; yi = 25 

1er. CICLO 

SEA yí+1 = 20 COMO PRIMER TAc:TEO. EN TAL CASO 

yi+1 = o + 1 
20(20 + 25) = 2.25 

2o. CICLO 

3er. CICLO 

o 0.10 o + 1 
yi+1 = + X 600 

Q = 32 X 0.1167 = 3.7330 

y 
i+1 = 

so- 3.733 
2 

= 23.134 

y - (/".!.')~ ¡~4) 17 =? 407 i+1 - _) '--'· .) ,_ -· 

(2 X 25 + 20) 

;:ó 20 

yi+1 = 73.134/600 = 0.1219 <0.9375 

Q = 32 X 0.1219 = 3.9000 

yi+1 = (50 - 3.9)/2 = 23.050 ;:ó 23.134 

= o .1167 < 0.9375 



4o. CICLO 

= 23.052 

= (25+23.052)/2 = 2.4026 

V. 1 = 73.052/600 = 0.12175 <0.937' - ~+ -' 

Q = 32 X 0.12175 = 3.8960 

v = ( 50 - 3 . 8 9 6 0 ) /2 = 2 3 . 0 52 • . . ETC • 

o 



' ' LOS CALCULOS BASICOS SE MUESTRAN EN LA TABLA SIGUIENTE: 

.. . 
t p y _, V y Q 

SE!:;S TONS cr-1 SEG -- Cl'! SEG-1 
c~s TONS 

0.0 1 SO.QO 1 25.000 0.00 0.()0 0.00 

0.10 50.00 20.000 2.2500 0.1167 3.7330 
23 .134 2.4070 0.1219 3.9000 
23.050 2.4025 0.12175 3.3960 
23.052 2.4026 0.12175 3.8960 

0.20 50.00 20.000 4.5552 0.4722 15 .110 
17.445 4.427() 0.46793 14.970 
17. 513 4.4310 0.46804 14.977 
17. 511 4.43075 0.46204 14.977 

0.30 50.00 10.000 5.8060 0.98610 30.8750 
9.560 5.7840 0.98540 30.8620 

-- 9.569 5.7848 o. 98 54 3/0.f3j ~ 30.8630 

0.40 5O. DO 0.00 6.2630 1.5958 . 41.849 
4.0750 6.4670 1.6026 41.972 

1 

4.0141 6.4640 l. 6025 41.970 
4.0150 6.4640 1.60250 41.970 

-0.50 50.00 0.00 6.6650 2.2623 53.846 
-l. 9230 
-1.9000 6.56975 2.2591 53.789 
-l. 8944 
-l. 8946 6.5700 2.25912 53.789 

1 
O.SO+ 

1 
5.00 

1 
-24.394(; 

1 
6.5(00 

1 
~.25912 53.789 

0.60 s.ao -30.000 3.8503 2.7848 63.251 
-29.121) 3.894() 2.78626 63.278 
-29.136 3.89347 2.78624 63.277 
-29.138 3. 89347 2.78624 63.277 

0.70 5.00 -32.000 0.83657 3.025127 67.577 
-31.289 
-31.320 0.87057 3.02626 67.598 
-31.299 

\ 
-31.301 0.871117 3.02641 67.600 

0.7278 5.00 -31.620 -0.00313 3.03850 67.818 
-31.409 
-31.420 -8.000352 3.03853 67.818 
-31.4093 -0.000205 3.03853 67.818 

En t=0.5 + SEG, !JY =-45/2 = -22.5 :.-22.5-1.8946 = -24.3946 

e :J,.,¡,,o eh 
~r_j'"'O dc

y 
:Jrn 1 el~ e 

(};)e 



CONTINUACION DEL CUADRO NlTERIOR 

~· 
-· .. 

t p y y y Q 

0.80 5.0 -28.000 -2.1449 2.959611 65.293 
-30.146 
-30.000 -2.21708 2.957874 65.237 
-30.118 

' -30.117 -2.22127 2.95777 65.234 

o. 90 5.0 -27.00 -5.07712 2.59025 53.473 
-24.236 
-25.00 -4. 97712 2.59358 53.580 
-24.290 
-24.294 -4.94182 2,59476 53.617 
-24,308 -4.94242 2.59474 53.617 

l. DO 5.0 -14.00 -6,85782 l. 99614 34.461 
-14.7305 
-14.7200 -6.89382 l. 99494 34.423 
-14.7120 -6.89342 l. 99495 34.423 

EN EScOS CÁLCULOS SE INTRODUJO t = 0.50 Y 0.50+,PORQUE PA~". ESTE 

INST.".NTE SE PRODUCE UN CN!BIO BRUSCO EN LA CARGA P (t) DE 50.00 TONS 

A 5.00 TONS, CON LO CUAL SE P~ODUCE UN Ck~BIO BRUSCO EN LA ACELERA-

/ 

Cim; DEL SISTE~tA Y. EN ESTE INSTANTE NO SE PRODUCEN CANBIOS EN Y 

Y Y. EL TIP!PO t = O. 7273 SEG, SE INTRODUJO POR LA NECESIDAD DE 

CALCl'LXR LOS VALORES DE Y Y DE (), PUES A PARTIR DE DICHO INSTANTE 

SE IliiCIJ.. LA DESCARGA DEL SISTEt~A. ESTA CONDICION SE ENCONTRÓ SOBRE 
/ 

LA BASE DE APROXI~~.R Y A CERO, OBTENIENDOSE Y~~X=3.03853 CMS y 

Q .. ~x = 6i.818 TON. 
! . i.t-1. •• 

E~ EL CUADRO SIGUIENTE SE PRESENTA UN RESUMEN DE LOS RESULTADOS. 



o o o o o 

t Y(supuestil) p y 0. Y(calculado) y N O T A S 
SP-q. Cm -2 

Ton Cm Seg 
-2 

Cm Seg -1 Seg Cm. Ton 

0.0 - - 5fJ.OO 0,00 0.00 25.00 o.oo 
O. lO 23.0520 50.00 0.12175 3.896 23.0520 2.40260 
0.2(} 17.5110 50.00 0.46R04 14.977 17.5110 4.43075 
0.30 9.5690 50.00 0.98543 30.863 9.5690 5.78480 - t- CAMBIO DE RIGIDE' 
o o 4 o 4.0150 50.00 1.60250 41.970 4.0150 6.4640 -0.50 -1.8946 50.00 2 o 25912 53.789 -1.8946 6.5700 
0.50+ - - 5.00 2.25912 53.789 -24.3945 6.5700 - -CAMBIO DE CARGA 
0,61) -29 .13RO 5.'10 2,78624 63.277 -29,1380 3.89347 
0.70 -31.3010 s.oo 3,02641 67.600 -31,3010 0.87147 
0.7278 -31.4093 5,1)0 3,03853 67,R18 -31,4093 -0.000205-t- Qm~x, Ym~x. 
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1. INTRODUCCIÓN 

Uno de los temas del Curso Internacional de Ingeniería Sísmica que cada año organiza la 
División de Educación Continua de la Facultad de Ingeniería, UNAM, es la cuantificación 
de las fuerzas que un sismo de diseño le ocasiona a un edificio, de acuerdo con los 
métodos que recomienda algún código que refleje las experiencias del comportamiento 
de tales edificaCiones ante la ocurrencia Sistemática de dichos fenómenos naturales de 
magnitudes significativas, como es el Reglamento de Construcciones para el Distrito 
Federal v1gente (RCDF). 

El hablar de edificios implica una geometría muy especial (trabes, columnas, muros, losas, 
etc) construida con determinados materiales (concreto, acero, mampostería, etc) que 
durante su vida útil va a estar sometida a una serie de solicitaciones que tiene que 
resistir, entre las que se cuenta las debidas a los sismos. Durante el desarrollo de la 
tecnología que conduce a constrUir edificaCiones seguras y económicas, el ingeniero ha 
desarrollado una sene de métodos que involucran los conceptos señalados (geometría, 
material y cargas), que en conjunto conducen al concepto de estructura; y ,desde luego, 
que el concepto de cargas, a medida que se define con mayor precisión se tiene que 
relacionar cada vez mas con los otros dos (geometría y material). 

El tratar de cuantificar a uno (fuerzas) de los tres conceptos que definen a las estructuras 
(geometría, material y fuerzas) independientemente de los modelos estructurales del cual 
forman parte, es prácticamente imposible sin mvolucrar hipótesis simplificadoras que 
necesariamente deben conducir a resultados conservadores. 
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Los métodos basados en hipótesis simplificadoras y modelos estructurales simplificados se 
utilizaron con mucha frecuencia cuando la henramienta para operarlos consistía 
únicamente, en calculadora, papel y lápiz. Todavía existen algunos métodos y modelos 
que aún se utilizan tanto con las henramientas originales como con las computadoras. Es 
necesario aclarar que la programación de estos métodos es menos integral que los que se 
desarrollaron para ser utilizados con una computadora. 

En este tema se presentan los conceptos que permiten aplicar los métodos que el RCDF 
recomienda para la cuantificación de las fuerzas que un sismo de diseño le ocasiona a un 
edificio, a fin de determinar los elementos mecánicos y cinemáticos que dicho sismo de 
diseño provoca y poder así determinar los estados límites de falla y de servicio que el 
mismo RCDF establece para lograr un diseño racional de dichas edificaciones. 
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2. MODELACIÓN ESTRUCTURAL DE LAS EDIFICACIONES 

De acuerdo con el análisis estructural, que es la teoría que involucra a los conceptos de 
geometría, material y cargas con las leyes de la mecánica newtoniana, se pueden 
construir modelos que son extraordinariamente s1mples o bien extraordinariamente 
refinados, según la herramienta de trabajo (calculadora, computadora, etc) de que se 
d1sponga para su manejo. Desde luego que los modelos refinados (grandes geometrías, 
fuerzas d1námicas, no linealidad geométrica, no linealidad del material, etc.) implican, 
necesariamente, el uso de la computadora. 

Art 189 del RCDF establece que: Las fuerzas internas (elementos mecánicos) y las 
deformaciones (elementos cinemát1cos) producidas por las acciones se determinarán 
mediante un análisis estructural realizado con un método reconocido que tome en cuenta 
las propiedades de los materiales ante el tipo de cargas que se consideren". 

Las normas técnicas complementarias (NTC) para diseño y construcción de estructuras de 
concreto y de estructuras metálicas del RCDF, establecen que dichas estructuras se 
pueden analizar con métodos que supongan un comportamiento elástico, lineal. 

Con base en lo antenor el RCDF permite utilizar el modelo mas simple del análisis 
estructural: Material elástico lineal (material de Hooke), desplazamientos pequeños 
(tensor de deformaciones infinitesimales), que es un modelo matemático lineal basado en 
la teoría de la elastiCidad lineal y la teoría de la mecánica de materiales. 
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2.1 Representación esquemática 

A fin de tener una referencia de Jos elementos que definen a un edificio, en la Rg 2.1 se 
representa, de manera esquemática, a los siguientes elementos. 

2.1.1 Elementos de la superestructura 

De acuerdo con la Fig 2.1 los elementos que conforman a la superestructura son aquéllos 
que sobresalen del suelo en el que se apoya el edificio, y son: 

a) Trabes (elementos barra tridimensionales contenidos en planos horizontales 
denominadas losas). 

b) Columnas (elementos barras tridimensionales contenidos en planos verticales). 
e) muros (elementos sólidos tridimensionales contenidos en uno solo o en varios 

planos verticales). 
d) Losas (Elementos tridimensionales contenidos en planos horizontales, idealizados 

ya como diafragmas flexibles o bien como diafragmas rígidos). 

Los elementos de la superestructura se construyen con materiales especificados y 
controlados por el ingeniero. 

2.1.2 Elementos del suelo 

El soporte de la estructura lo constituye el suelo, material de dos fase (fase sólida, 
denominada esqueleto, y fase fluida, generalmente agua y gas) construido de manera 
natural, por lo que el ingeniero ha desarrollado la tecnología apropiada para su 
modelación. 

2.1.3 Elementos de la cimentación 

Los elementos de la cimentación se construyen con materiales especificados y controlados 
por el ingemero y pueden ser los siguientes. 

a) Contratrabes (elementos barra tridimensionales contenidos en planos horizontales 
denominadas losas de cimentación, trabes de liga, etc.). 

b) Zapatas aisladas o corridas (losas y contratrabes). 
e) Muros verticales contenidos en planos verticales. 
d) Losas y cascarones (elementos tridimensionales contenidos en una superficie). 
e) Pilas y pilotes. 

2.2 Elementos estructurales 

Con base en los elementos estructurales de las edificaciones indicados de manera 
esquemática en la sección 2.1, en esta sección se resumen los conceotos formales de 
tales elementos estructurales en relación con su participación en la cc:1strución de las 
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ecuaciones de equilibrio de la edificación. 

El método mas versátil y poderoso para formular, resolver y manejar las ecuaciones de 
equilibrio de las estructuras, es el método de las rigideces o de los desplazamientos (para 
los elementos barras, asociados a las estructuras esqueletales o marcos) y el método del 
elemento finito en su formulación de los desplazamientos (para los elementos sólidos 
bidimensionales, placas planas y cascarones de las estructuras denominadas continuas). 
La versatilidad y poderío de los métodos anteriores están asociados a su adecuación al 
uso de las computadoras. 

Las ecuaciones de equilibrio de los elementos estructurales se establecen en términos de 
los puntos nodales que se requieren para definir su geometría. A los puntos nodales de 
cada elemento finito le corresponden diferentes grados de libertad (número de 
componentes de desplazamiento lineales y angulares). 

Para el caso de fuerzas estáticas, las ecuaciones de equilibrio de cada elemento 
estructural se puede escribir, de manera general, de la siguiente manera: 

' f' = ¡"+ka 

= ¡"-.f' 
(2.1) 

donde los vectores y la matriz de la ecuación anterior están asociados a los elementos 
mecántcos y cinemáticos de los puntos nodales del elemento estructural, y los nombres 
mas comunes que reciben son los siguientes. "' 

f' = Vector de fuerzas equilibrantes 

!" = Vector de fuerzas de empotramiento 

1" = KO = Vector de fuerzas de desplazamiento 

k = Mamz de rig1deces 

a = Vector de desplazamientos 

(2.2) 

En las Ec 2.1 y 2.2 la magnitud y el número de los componentes de los vectores y de la 
matnz dependen del número de puntos nodales y de sus correspondientes grados de 
libertad que definen al elemento estructural. 

2.2.1 Elementos barra 

Son elementos tridimensionales para representar a trabes, columnas, tontratrabes, pilas y 
pilotes (Fig 2.2). Geométricamente bastan dos puntos nodales que def::1en un eje (casi 



siempre recto) y sus secciones transversales (casi siempre constantes y, por tanto, con 
una basta). Sus ecuaciones de equilibrio se obtienen con base en la teoría de la mecánica 
de materiales y para su integración no se requiere del método del elemento finito (MEF), 
para las barras de eje recto y sección constante. A cada punto nodal se le consideran seis 
grados de libertad, tres lineales y tres angulares. Se presentan caso particulares como son 
las barras planas con tres grados de libertad por nudo (dos lineales y un angular), las 
barras de retícula de entrepiso con tres grados de libertad por nudo (uno lineal y dos 
angulares), las barras de_armaduras (barras axiales o barras doblemente articuladas) con 
tres (tridimensionales) y dos (bidimensionales) grados de libertad por nudo (que son 
desplazamientos lineales, ya que los angulares son linealmente dependientes por 
corresponder a articulaciones). En general, los vectores tienen seis componentes. 

2.2.2 Elementos sólidos bidimensionales (muros planos) 

Son elementos tridimensionales que únicamente pueden soportar cargas y 
desplazamientos contenidos en su superficie media (plana). Geométricamente se pueden 
definir mediante un triángulo (tres o mas puntos nodales) o un cuadrilátero (con cuatro o 
mas puntos nodales), según se indica en la Fig 2.2. A cada punto nodal normalmente se 
le asignan dos componentes de desplazamiento lineal. Las ecuaciones de equilibrio se 
establecen mediante alguna de las teorías de la mecánica del medio contjnüo (como la 
teoría de la elasticidad lineal) y para su solución se utiliza el MEF. 

2.2.3 Elementos placas planas (losas) 

Son elementos tridimensionales que generalmente se utilizan para soportar cargas 
transversales a su superficie media (plana). Geométricamente se pueden definir mediante 
un triángulo (tres o mas puntos nodales) o un cuadrilátero (con cuatro o mas puntos 
nodales), según se indica en la Fig 2.2. A cada punto nodal normalmente se le asignan 
tres componentes de desplazamiento (uno lineal y angulares). Las ecuaciones de 
equilibno se establecen mediante alguna de las teorías de la mecánica del medio continuo 
(como la teoría de la elasticidad lineal) y para su solución se utiliza el MEF. 

2.2.4 Elementos cascarones (muros tridimensionales) 

Son elementos tridimensionales que generalmente se utilizan para soportar tanto cargas 
transversales a su superfiCie med1a (losa) como cargas contenidas en su superficie 
(membrana). Geométncamente se pueden definir mediante un triángulo (tres o mas 
puntos nodales) 
o un cuadrilátero (con cuatro o mas puntos nodales), según se indica en la Fig 2.2. 
Además de los tres componentes de desplazamiento correspondientes a los elementos 
losas se le adic1onan los tres desplazamientos del elemento membrana(dos lineales 
contenidos en su superficie y uno angular normal a su superficie). Las ecuaciones de 
equilibrio se establecen mediante alguna de las teorías de la mecánica del medio continuo 
(como la teoría de la elasticidad lineal) y para su solución se utiliza el MEF. 
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2.2.5 Diafragmas flexibles 

Los diafragmas son elementos planos (en los edificios) que unen a varios elementos 
estructurales que los obliga a desplazarse en conjunto, como si fuera una membrana. 
Desde luego que existen desplazamientos relativos entre los elementos unidos por el 
diafragma. A cada punto nada! de los elementos estructurales contenido en el diafragma 
le corresponden dos desplazamientos lineales y un angular, que desde luego son 
independientes para cada punto nada! (Fig 2.2). Los diafragmas flexibles se modelan 
mediante el elemento finito cascarón del inciso 2.2.4. 

2.2.6 Diafragmas rígidos 

Cuando los desplazamientos relativos entre los elementos unidos por el diafragma 
(descrito en el inciso 2.2.5) son pequeños y se pueden considerar nulos, se d1ce que el· 
diafragma es rígido y, por tantp, los desplazamientos de los puntos nodales contenidos en 
el diafragma son linealmente dependientes de los tres desplazamientos del diafragma 
(dos lineales y un angular). Desde luego que el número de desplazamientos 
independientes del diafragma rígido (únicamente tres, Fig 2.2)) resulta ser mucho menor .. ;,; 
que el correspondiente a los del diafragma flexible (seis por el número de puntos nodales ,.~; 
contenidos en dicho diafragma). ' ·' 

2.3 Modelos estructurales 

Con el ensamble de los elementos estructurales descritos en el inc1so 2.2 se puede 
construir una gran variedad de modelos estructurales que se pueden utilizar en el análisis 
estructural de los edificios. Independientemente de los elementos estructurales que 
participan en su ensamble, las ecuaoones de equilibrio de los modelos estructurales 
sometidos a cargas estáticas resultan ser. 

R O = F (2.3) 

Los vectores y la matriz de los modelos estructurales dados por la Ec 2.3 se denominan. 
El número de componentes de los vectores de la estructura (Ec 2.4) es igual al número de 

O = Vector de desplazamientos de la estructura (desconocido) 

F = Vector de fuerzas de la estructura (conocido) 

R. = Matriz de rig1deces de la estructura (conocida) 

(2.4) 

componentes de desplazamiento (lineales y angulares) desconocidos, linealmente 
independientes, de los puntos nodales de la estructura (grados de libertad de la 
estructura). Los modelos estructurales mas comunes se describen a continuación. 
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2.3.1 Marcos tridimensionales 

Es un modelo estructural formado exclusivamente con los elementos barras barra 
descritos en el inciso 2.2.1. Necesariamente debe contener barras tridimensionales, pero 
también pueden existir combinaciones de barras planas, barras de retícula de entrepiso y 
barras axiales. --

2.3.2 Muros tridimensionales 

Este modelo se construye con el ensamble de elementos sólidos bidimensionales (inciso 
2.2.2), elementos placas planas (inciso 2.2.3) y elementos cascarones (inciso 2.2.4), 
según el tipo de carga que actúa en sus respectivas regiones. 

2.3.3 Muromarcos tridimensionales 

El modelo de muromarcos tridimensionales es una combinación de los modelos marcos 
tridimensionales y muros tridimensionales. 

2.3.4 Marcos planos 

Este modelo es un caso particular de los marcos tridimensionales y se obtiene mediante el 
ensamble de barras planas, por lo que su geometría y cargas están contenidas en un· 
plano. 

2.3.5 Muros planos 

Este modelo es un caso particular de los muros tridimensionales y se obtiene mediante el 
ensamble de elementos sólidos bidimensionales, por lo que su geometría y cargas están 
contenidas en un plano. 

2.3.6 Muromarcos planos 

El modelo de muromarcos planos es una combinación de los modelos marcos planos y 
muros planos. 

2.3.7 Rigideces de entrepiso (resortes) 

Este modelo estructural únicamente sirve para simplificar el análisis de marcos planos 
ante fuerzas honzontales. Con algunas hipótesis simplificadoras se hace extensivo a 
muros planos y a muromarcos planos. 

Como se muestra en la Fig 2.3, la estructura plana original (marco, muro o muromarco) 
se reemplaza por una estructura a base de resortes. La constante del resorte, 
denominada rigidez de entrepiso, se cuantifica de acuerdo con la siguiente expresión. 
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V, R .. d d . k, = - = 1g1 ez e entrepiso 
t, u, 

Los elementos de la Ec 2.5 se muestran en la Fig 2.8 y se definen como. 

L'l. u, = Desplazamiento relativo del i- ésimo entrepiso = u, -u, .1 

u, = Desplazamiento horizontal del i - ésimo nivel 

u,., = Desplazamiento horizontal del (i -1)- ésimo nivel 

V, = F Jerza cortante del i- ésimo entrepiso 

(2.5) 

(2.6) 

Desde luego que en la Ec 2.5 no se conocen los desplazamientos horizontales de los 
niveles y para cuantificar los valores de las rigideces de entrepiso se hacen hipótesis 
respecto a los desplazamientos angulares y fuerzas cortantes en los entrepisos y niveles 
adyacentes (como es el caso de las fórmulas de Wilbur). 

Por supuesto que las rigideces de entrepiso se pueden cuantificar mediaf1te-el uso de la 
computadora al estimar las fuerzas horizontales que actúan en las estructuras planas, 
pero resulta mucho menos eficiente que utilizar los métodos de análisis que existen y que 
fueron diseñados para ser manejados por una computadora. 

2.4 Modelos estructurales para el análisis de edificios ante fuerzas sísmicas 

Un concepto básico para cuantificar las fuerzas sísmicas en las edificaciones es el modelo 
estructural utilizado. En este inc1so SE: describen, de manera esquemática, los modelos 
estructurales que se utilizan en el análisis sísmico de las edificaciones. 

2.4.1 Marcos y muromarcos tridimensionales unidos con diafragmas flexibles 

El modelo estructural del edificio se forma con los modelos estructurales correspondientes 
a marcos y muromarcos trid1mens1onales (1ncisos 2.3.1 y 2.3.3) unidos mediante un 
diafragma flexible (inciso 2.6), según se muestra en la Fig 2.4. 

El número de ecuaciones de equilibrio está asociado a los componentes de 
desplazamiento (lineales y angulares) linealmente independientes de los puntos nodales 
del edificio, que aún para edificios relativamente pequeños resulta ser un número grande 
comparado con otros modelos. Este modelo puede provocar problemas de aproximación 
deb1do a que la modelación de la rigidez en el plano del diafragma resulta ser muy 
grande. 

Desde luego que este modelo estructural únicamente se puede manejar con una 
computadora y se construye al utilizar los programas de propósitos generales basados en 
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el MEF (NISA, SAP2000, etc). 

2.4.2 Marcos y muromarcos tridimensionales unidos con diafragmas rígidos 

Algunos programas de propósitos generales basados en el MEF (SAP2000) contemplan la 
posibilidad de hacer que puntos nodales contenidos en un diafragma sean linealmente 
dependientes respecto a un punto (centro de masas). Esto obliga a que cada diafragma 
tenga tres grados de libertad, lo que reduce significativamente el número de ecuaciones 
que genera el modelo del inciso anterior (inciso 2.4.1) y elimina los problemas de 
aproximación debido a las rigideces grandes en el plano del diafragma. 

2.4.3 Subestructuras formadas con marcos y muromarcos tridimensionales 
unidos con diafragmas rígidos (ETABS) 

Existen programas de computadora de propósitos especiales (La sigla ETABS se refiere a: 
Extended Three dimensional Analysis of Building System) en los que se toma en cuenta 
las particularidades de los elementos que confonman a un edificio (muros, trabes, 
columnas, juntas, diafragma rígido). 

La construcción de este modelo se basa en considerar a los marcos y muromarcos 
tridimensionales como una subestructura, según se observa en la Fig 2.5. De las 
ecuaciones de equilibrio de los marcos y muromarcos tridimensionales se condensan las 
ecuaciones de los grados de libertad que no están asociados a los tres desplazamientos 
del diafragma rígido, mediante una triangulación parcial. El número de ecuaciones de 
equilibrio de este modelo es igual a tres veces el número de diafragmas rígidos, que es 
mucho menor que el modelo descrito en el inciso 2.4.1 y también menor que el del inciso 
2.4.2 en caso de existir muros en el edificio. 

Al considerar varias subestructuras unidas con el diafragma rígido, existen elementos que 
forman parte de dos o mas subestructuras que, desde luego, se proporcionan 
desplazamientos independientes, a menos que se establezca un criterio que reduzca este 
problema característico de este modelo. Otra forma de evitar este problema es considerar 
una sola subestructura que resulta del tamaño del edificio. 

2.4.4 Subestructuras formadas con marcos y muromarcos planos unidos con 
diafragmas rígidos (TABS) 

Este modelo corresponde a la versión original del modelo anterior (inciso 2.4.3) en donde 
se utilizan como subestructuras a las estructuras planas (marcos, muros y muromarcos), 
como se muestra en la Fig 2.6. La Sigla TABS se refiere a: Three dimensional Analysis of 
Building System. 

En este modelo siembre existe la incompatibilidad de los desplazamientos en los 
elementos comunes de las estructuras planas, a menos que se establezca un criterio que 
reduzca este problema. 
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3. PARÁMENTROS QUE DEFINEN LA MAGNITUD DE LAS FUERZAS-SÍSMICAS 
-

A continuación se resumen los parámetros que el Reglamento de Construcciones para el -. 
Distrito Federal (RCDF) considera para cuantificar la magnitud de las fuerzas que un 
sismo de diseño ocasiona a una estructura. 

3.1 Uso de las edificaciones 

De acuerdo con el RCDF se tiene que: 

Art 174. Para los efectos de este Título (VI, Seguridad estructural de las 
construcciones) las construcciones se clasifican en los siguientes grupos: 

I. GRUPO A. ConstruCCiones cuya falla estructural podría causar: 

La pérdida de un número elevado de vidas, o 

Pérdidas económicas o culturales excepcionalmente altas, o 

Que constituyen un peligro Significativo por contener sustancias tóxicas o 
explosivas, 

Así como construcciones cuyo funcionamiento es esencial a raíz de una emergencia 
urbana como: 
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Hospitales y escuelas, 
Estadios, 
Templos, 
Salas de espectáculos y hoteles que tengan salas de reunión que pueden 
alojar mas de 200 personas; 
Gasolinerías, 
Depósitos de sustancias inflamables o tóxicas, 
Terminales de transporte, 
Estaciones de bomberos, 
Subestaciones eléctricas y centrales telefónicas y de telecomunicaciones, 
Archivos y registros públicos de especial importancia a juicio del DDF, 
Museos, 
Monumentos y 
Locales que alojen equipo especialmente costoso 

II. GRUPO B. Construcciones comunes destinadas a: 

Vivienda, 
Ofic1nas y locales comerciales, 
H~esy _ 
Construcciones comerciales e industriales no incluidas en el grupo A, las que 
se subdividen en: · 

a) SUBGRUPO 81. Construcciones de más de 30 m de altura o con más 
de 6,000 m2 de área total construida, ubicadas 
en las zonas 1 y 11 según se define en el artículo 
175, y 
Construcciones de más de 15 m de altura o 
3,000 m2 de área total construida, en zona III, 
y 

b) SUBGRUPO 82. Las demás de este grupo. 

3.2 Coeficiente sísmico 

De acuerdo con el RCDF se tiene: 

Art 206. El coeficiente sísmico, e, es el cociente de la fuerza cortante horizontal que 
debe considerarse que actúa en la base de la construcción por efecto del 
sismo (V o) entre el peso de ésta sobre dicho nivel (W0 ). 

Con este fin se tomará como base de la estructura el nivel a partir del cual 
sus desplazamientos con respecto al terreno circundante comienzan a ser 
significativos. Para calcular el peso total se tendrán en cuenta las cargas 
muertas y vivas que correspondan según los capítulos IV Y V de este Título 
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(VI). 

El coeficiente sísmico para las construcciones clasificadas como grupo B en 
el artículo 174 se tomarán los siguientes valores: 

Zona No. 

1 

II 

III 

Coeficiente sísmico (e) 

0.16 

0.32 

0.40 

A menos que se emplee el método simplificado de análisis en cuyo caso se 
aplicarán los coeficientes que fijen las NTC, y a excepción de las zonas 
especiales en las que dichas NTC especifiquen otros valores de c. 

Para las estructuras del Grupo A se incrementará el coefic1ente sísmico en 
50 por ciento. 

De acuerdo con lo anterior se puede escribir 

e = ~ = Coeficiente sísmico 
Wo 

-...on11 

v" = ¿: f, = Fuerza cortante en la base 
'onn 

Vh = I w, = Peso de la construcción 
1: 1 

(3.1) 

F. = Fuerza sísmica en el iésimo nivel 
w, = Peso de la construcción en el iésimo nivel 

3.3 Zonificación sísmica 

De acuerdo con el RCDF se tiene 

Art 175. Para fines de estas disposiciones, el DF se considera dividido en las zonas I, 
II y III, dependiendo del tipo de suelo. 
Las características de cada zona y los procedimientos para definir la zona 
que corresponde a cada predio se fijan en el capítulo VII (Diseño de 
cimentaciones) de este Título (VI. Seguridad estructural de las 
construcciones). 
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Art 219. Para fines de este Título (VI) el DF se divide en tres zonas con las siguientes 
características generales: 

Zona I. LOMAS, formadas por rocas o suelos generalmente firmes 
que fueron depositados fuera del ambiente lacustre, pero en 
los que pueden existir, superficialmente o incrustados, 
depósitos arenosos en estado suelto o cohesivos 
relativamente blandos. En esta zona, es frecuente la presencia 
de oquedades en rocas y de cavemas y túneles excavados en 
suelos para explotar minas de arena. 

Zona II. TRANSICIÓN, en la que los depósitos profundos se 
encuentran a 20 m de profundidad o menos, y que está 
constituida predominantemente por estratos arenosos y 
limoarenosos intercalados con capas de arcilla lacustre; el 
espesor de éstas es variable entre decenas de centímetros y 
pocos metros, y 

Zona III. LACUSTRE, integrada por potentes · depósitos de arcilla 
altamente compresible, separados por capas arenosas con 
contenido diverso de limo o arcilla. Estas capas arenosas son 
de consistencia firme a muy dura y de espesores variables de 
centímetros a varios metros. 
Los depósitos lacustres suelen estar cubiertos 
superficialmente por suelos aluviales y rellenos artificiales; el 
espesor de este conjunto puede ser superior a 50 m. 

La zona a que corresponda un predio se determinará a partir de las investigaciones que 
se realicen en el subsuelo del predio objeto de estudio, tal y como lo establecen las NTC. 
En caso de construcciones ligeras o medianas, cuyas características se defin1rán en dichas 
normas (NTC para cimentaciones) podrá determinarse la zona mediante el mapa incluido 
en las mismas (ver Rg 1 NTC para cimentaciones), si el predio está dentro de la porción 
zonificada; los predios ubicados a menos de 200 m de las fronteras entre dos de las zonas 
antes descritas se supondrán ubicados en la más desfavorable. 

Art 220. La investigación del subsuelo del sitio mediante exploración de campo y 
pruebas de laboratorio debe ser suficiente para definir de manera confiable: 

Los parámetros de diseño de la cimentación. 
La variación de los mismos en la planta del predio. 
Los procedimientos de construcción. 
Además deberá ser tal que permita definir: 

I. En la zona I a que se refiere el artículo 219 del RCDF, si 
existen en ubicaciones de interés materiales sueltos 
superficiales, grietas, oquedades naturales o galerías de 
minas, y en caso afirmativo su apropiado tratamiento, y. 
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II. En las zonas II y III del artículo mencionado en la fracción 
anterior, la existencia de restos arqueológicos, cimentaciones 
antiguas, grietas, variaciones fuertes de estratigrafía, historia 
de carga del predio o cualquier otro factor que pueda originar 
asentamientos diferenciales de importancia, de modo que 
todo ello pueda tomarse en cuenta en el diseño. 

Las NTC para cimentaciones en su capítulo 2 (Investigaciones del subsuelo) establecen en 
la tabla I los requisitos mínimos para la investigación del subsuelo para las construcciones 
ligeras o medianas de poca extensión y con excavaciones someras, y para las 
construcciones pesadas, extensas o con excavaciones profundas. 

Las NTC para sismo en su capítulo 3 (Espectros para diseño sísmico) establecen que el 
coeficiente, e, que se obtiene del Art 206 del RCDF salvo en la parte sombreada. de la 
zona II (ver Fig. 3.1 de dichas NTC) toma los Siguientes valores: 

e = 0.4 para las estructuras del grupo B, y 

e = 0.9 para las estructuras del grupo· A. 

3.4 Condiciones de regularidad 

De acuerdo con las NTC para el diseño por sismo, en su capítulo 6, para que una 
estruaura pueda considerarse regular debe satisfacer los siguientes requisitos: 

l. Su planta es sensiblemente simétrica con respecto a dos ejes ortogonales por lo 
que toca a masas, así como a muros y otros elementos resistentes. 

2. La relación de su altura a la dimensión menor de su base no pasa de 2.5. 

3. La relación de largo a ancho de la base no excede de 2.5. 

4. En la planta no tiene entrantes ni salientes cuya dimensión exceda de 20 por 
ciento de la dimensión de la planta medida paralelamente a la dirección que se 
considera de la entrante o la saliente. 

5. En cada nivel tiene un sistema de techo o piso rígido y resistente. 

6. No tiene aberturas en sus sistemas de techo o piso cuya dimensión exceda de 20 
por ciento de la dimensión en planta medida paralelamente a la dimensión que se 
considere de la abertura, las áreas huecas no ocasionan asimetrías significativas ni 
difieren de posición de un p1so a otro y el área total de aberturas no excede en 
ningún nivel de 20 por ciento del área de la planta. 

7. El peso de cada nivel, que incluye la carga viva que debe considerarse para diseño 
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sísmico, no es mayor que el del piso inmediato inferior ni, excepción hecha del 
último nivel de la construcción, es menor que 70 por ciento de dicho peso. 

8. Ningún piso tiene un área, delimitada por los paños exteriores de sus elementos 
resistentes verticales, mayor que la del piso inmediato inferior ni menor que 70 por 
ciento de ésta. Se exime de este último requisito únicamente al último piso de la 
construcción. 

9. Todas las columnas están restringidas en todos los pisos en dos direcciones 
ortogonales por diafragmas ortogonales y por trabes o losas planas. 

10. La rigidez al corte de ningún entrepiso excede en más de 100 por ciento a la del 
entrepiso inmediatamente inferior. 

11. En ningún entrepiso la excentricidad torsional calculada estáticamente, e,, excede 
del 10 por ciento de la dimensión en planta de ese entrepiso medida paralelamente 
a la excentricidad mencionada. 

NOTA: En el capítulo 4 (Reducción de fuerzas sísmicas) de las NTC para diseño por 
sismo (inciso 4.4.2 de estas notas) se especifica que: " ••• En el diseño 
sísmico de las estructuras que no satisfacen las condiciones de 
regularidad que fija la sección 6 de estas normas, se multiplicará · 
por 0.8 el valor de Q:" · 

3.5 Factor de comportamiento sísmico 

De acuerdo con el RCDF se tiene que 

Art 207. Cuando se aplique el método estático o un método dinámico para análisis 
sísmico, podrán reducirse con fines de diseño las fuerzas sísmicas 
calculadas, empleando para ello los cnterios que las NTC, en función de las 
características estructurales y del terreno. Los desplazamientos calculados 
de acuerdo con estos métodos, empleando las fuerzas sísmicas reducidas, 
deben multiplicarse por el factor de comportamiento sísmico que marquen 
d1chas Normas. 

Los coeficientes que especifiquen las NTC para la aplicaéión del método 
simplificado de análisis tomarán en cuenta todas las reducciones que 
procedan por los conceptos mencionados. Por ello las fuerzas sísmicas 
calculadas por este método no deben sufrir reducciones adicionales. 

De acuerdo con las NTC para sismo del RCDF en su capítulo S, los valores de los factores 
del comportamiento sísm1co, Q, se especifican a continuación: 

I. Se usará Q=4 cuando se cumplan los requisitos siguientes: 
. -, 
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1. La resistencia en todos los entrepisos es suministrada exclusivamente: 
Por marcos no contraventeados de acero o concreto reforzado, o bien 
Por marcos contraventeados o con muros de concreto reforzado en los que 
en cada entrepiso los marcos son capaces de resistir, sin contar muros ni 
contravientos, cuando menos 50 por ciento de la fuerza sísmica actuante. 

2. Si hay muros ligados a la estructura en la forma especificada en el caso I 
del artículo 204 del RCDF, éstos se deben tener en cuenta en el análisis, 
pero su contribución a la capacidad ante fuerzas laterales sólo se tomará en 
cuenta si estos ·muros son de piezas macizas, y los marcos, sean o no 
contraventeados, y los muros de concreto reforzado son capaces de resistir 
al menos 80 por ciento de las fuerzas laterales totales sin la contribución de 
los muros de mampostería. 

3. El mín1mo cociente de la capacidad resistente de un entrepiso entre la 
acción de diseño no difiere en más de 35 por ciento del promedio de dichos 
cocientes para todos los entrepisos. Para verificar el cumplimiento de este 
requisito, se calculará la capacidad resistente de cada entrepiso teniendo en 
cuenta todos los elementos que puedan contribuir a la resistencia, en 
particular los muros que se hallen en el caso I a que se refiere el artículo 
204 del Reglamento. 

4. Los marcos y muros de concreto reforzado cumplen con los requisitos que 
fijan las normas técnicas complementarias correspondientes para marcos y 
muros dúctiles. 

S. Los marcos rígidos de acero satisfacen los requisitos para marcos dúctiles 
que fijan las normas técnicas complementarias correspondientes. 

IJ. Se adoptará Q=3 cuando se satisfacen las condiciones 2,4 y S del caso 1 y en 
cualquier entrepiso dejan de satisfacerse las condiciones 1 ó 3 especificadas para 
el caso I pero la resistencia en todos los entrepisos es suministrada: 
Por columnas de acero o d2 concreto reforzado con losas planas, 
Por marcos ríg1dos de acero, 
Por marcos de concreto reforzado, 
Por muros de concreto reforzado, 
Por combinaciones de muros de concreto reforzado y por marcos o por diafragmas 
de madera contrachapada. 
Las estructuras con losas planas deberán cumplir los requisitos que sobre el 
particular marcan las normas técnicas complementarias para estructuras de 
concreto. 

III. Se usará Q=2 cuando la resistencia a fuerzas laterales es suministrada 
Por losas planas con columnas de acero o de concreto reforzado, 
Por marcos de acero o de concreto reforzado, contraventeados o no, 
Por muros o columnas de concreto reforzado, 
que no cumplen en algún entrepiso lo especificado por los casos I y II de esta 
sección, o 
Por muros de mampostería de piezas macizas confinados por castillos, dalas 
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columnas o trabes de concreto reforzado o de acero que satisfacen los requisitos 
de las normas técnicas complementarias respectivas, o diafragmas construidos con 
duelas inclinadas o por sistemas de muros formados por duelas de madera 
horizontales o verticales combinados con elementos diagonales de madera maciza. 
También se usará Q=2 cuando la resistencia es suministrada por elementos de 
concreto prefabricado o presforzado, con la excepciones que sobre el particular 
marcan las normas técnicas complementarias para estructuras de concreto. 

IV. Se usará Q=l.S cuando la resistencia a fuerzas laterales es suministrada en todos 
los entrepisos 
Por muros de mampostería de piezas huecas, confinados o con refuerzo interior, 
que satisfacen los requisitos de las normas técnicas complementarias respectivas, 
o 
Por combinaciones de dichos muros con elementos como los descritos para los 
casos II y III, o por marcos y armaduras de madera. 

V. Se usará Q=l en estructuras cuya resistencia a fuerzas laterales es suministrada 
al menos parcialmente por elementos o materiales de los arriba especificados, a 
menos que se haga un estudio que demuestre, a satisfacción del Departamento 
del Distrito Federal, que se puede emplear un valor más alto que t?l que aquí se 
especifica. 

En todos los casos se usará para toda la estructura en la dirección de análisis el valor 
mínimo de Q que corresponde a los diversos entrepisos de la estructura en dicha 
dirección. 

El factor Q puede diferir en las dos direcciones ortogonales en que se analiza la 
estructura, según sean las propiedades de ésta en dichas direcciones. 

3.5.1 Condiciones para marcos dúctiles de concreto 

Con base en los puntos 1.4 y II del inciso 3.5, se reproduce el capítulo S, Marcos dúctiles, 
de las NTC para diseño y construcción de estructuras de concreto del RCDF. 

3.5.1.1 Requisitos generales 

Los requisitos de este capítulo se aplican a marcos colados en el lugar, diseñados por 
s1smo con un factor de comportamiento sísmico, Q=4. También se aplican a los marcos 
de estructuras coladas en el lugar diseñadas con Q=4, formadas por marcos y muros de 
concreto reforzado que cumplan con el inciSO 4.5.2 {de las NTC para diseño y 
construcción de estructuras de concreto del RCDF), que debe incluir el inciso b) de esa 
sección, o marcos y contravientos que cumplan con el inciso 4.6 (de las NTC para diseño 
y construcción de estructuras de concreto del RCDF), en las· que la fuerza cortante 
resistida por los marcos sea, al menos, el 50 por ciento de la total y, así mismo, a los 
marcos de estructuras coladas en el lugar, diseñadas con Q=3 y formadas por marcos y 
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muros o contravientos que cumplan con el inciso 4.5.2 (de las NTC para diseño y 
construcción de estructuras de concreto del RCDF), que debe incluir el inciso b) de esa 
sección, o marcos y contravientos que cumplan con el inciso 4.5.2 (de las NTC para 
diseño y construcción de estructuras de concreto del RCDF), que debe incluir el inciso b) 
de esa sección, o el inciso 4.6 (de las NTC para diseño y construcción de estructuras de 
concreto del RCDF), en las que la fuerza cortante resistida por los marcos sea menor que 
el 50 por ciento de la total. En todos los casos anteriores, los requisitos se aplican también 
a los elementos estructurales de la cimentación. 

Sea que la estructura esté formada sólo de marcos o de marcos y muros o contravientos, 
ningún marco se debe diseñar para resistir una fuerza cortante horizontal menor que el 
25 por ciento de la que le correspondería si trabajara aislado del resto de la estructura. 

La resistencia especificada del concreto, fe, no debe ser menor de 200.kgf/cm2
• 

Las barras de refuerzo deben ser corrugadas de grado no mayor que el 42 y deben 
cumplir con los requisitos de las normas NOM-86. Además, las barras longitudinales de 
vigas y columnas deben tener fluencia definida, bajo un esfuerzo que no exceda al 
esfuerzo de fluencia .especificado en mas de 1300 kgf/cm2, y su resistencia real debe ser, 
al menos, igual a 1.25 veces su esfuerzo real de fluencia. 

Se deben aplicar las disposiciones de estas normas (NTC para diseño y construcción de 
estructuras de concreto del RCDF) que no se modifiq'uen en este capítulo. 

3.5.1.2 Miembros a flexión 

Los requisitos de este inciso se aplican a miembros principales que trabajan 
esencialmente a flexión. Se incluyen vigas y aquellas columnas con cargas axiales 
pequeñas, tales que. 

(3.2) 

3.5.1.2.1 Requisitos geométricos 

a) El claro libre no debe ser menor que cuatro veces el peralte efectivo. 

b) En sistemas de viga y losa monolítica, la relación entre la separación de apoyos 
que eviten el pandeo lateral y el ancho de la viga no debe exceder de 30. 

e) La relación entre el peralte y ancho no debe ser mayor que 3. 

d) El ancho de la viga no debe ser menor de 25 cm, ni debe exceder al ancho de las 
columnas a las que llega. 
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e) El eje de la viga no debe separarse horizontalmente del eje de la columna mas de 
un décimo de la dimensión transversal de la columna normal a la viga. 

3.5.1.2.2 Refuerzo longitudinal 

En toda sección se debe disponer de refuerzo tanto en el lecho inferior como en e!! 
superior. En cada lecho el área de refuerzo no debe ser menor que. 

-bd 
0.7·.'f~

' f, 
(3.3) 

y debe constar, al menos, por dos barras corridas de 12.7 mm de diámetro (No 4). El área 
de acero a tensión no debe exceder del 75 por ciento de la correspondiente a la falla 
balanceada de la sección. 

El momento resistente positivo en la unión con un nudo no debe ser menor que la mitad 
del momento resistente negativo que se suministre en esa sección: En ninguna sección a 
lo largo del miembro el momento resistente negativo, ni el resistente positivo, deben ser 
menores que la cuarta parte del máximo momento resistente que se tenga en los 
extremos. 

En las barras para flexión se permiten traslapes solo si en la longitud del traslape se · 
suministra refuerzo transversal de confinamiento (refuerzo helicoidal o estribos cerrados); 
el paso o la separación de este refuerzo no debe ser mayor que 0.25 d, ni que 10 cm. Las 
uniones por traslapes no se permiten en los casos siguientes: 

a) Dentro de los nudos 
b) En una distancia de dos veces el peralte del miembro, medida desde el paño del 

nudo, y 
e) En aquellas zonas donde el análisis indique que se forman articulaciones plásticas. 

Con el refuerzo longitudinal pueden formarse paquetes de dos barras cada uno. 

Se permiten uniones soldadas o con dispositivos mecánicos, que cumplan con los 
requisitos del inciso 3.9 (NTC para diseño y construcción de estructuras de concreto del 
RCDF), a condición de que en toda sección de unión, cuando mucho, se unan barras 
alternadas y que las uniones de barras adyacentes no disten entre sí menos de 60 cm en 
la dirección longitudinal del miembro. 

3.5.1.2.3 Refuerzo transversal para confinamiento 

Se deben suministrar estribos cerrados de, al menos, 7.9 mm de diámetro (No 2.5) que 
cumplan con los requisitos de los párrafos que siguen, en las zonas siguientes: 

a) En cada extremo del miembro sobre una distancia de dos peraltes medida a partir 
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del paño del nudo, y 
b) En la porción del elemento que se halle a una distancia igual a dos peraltes (2h) de 

toda sección donde se suponga, o el análisis lo indique, que se va a formar una 
articulación plástica (si la articulación se forma en una sección intermedia, los dos 
peraltes se deben~tomar a cada lado de la sección). 

El primer estribo se debe-colocar a no mas de S cm de la cara del miembro de apoyo. La 
separación de los estribos no debe exceder los valores siguientes: 

a) 0.25 d 
b) Ocho veces el diámetro de la barra longitudinal mas delgada 
e) 24 veces el diámetro de la barra del estribo 
d) 30 cm 

Los estribos a que se refiere esta sección deben ser cerrados, de una pieza, y deben 
rematar en una esquina con dobleces de 135 grados, seguidos de tramos rectos de no 
menos de 10 diámetros de largo. En cada esquina del estribo debe quedar, al menos, una 
barra longitudinal. Los rad1os de doblez deben cumplir con los requisitos del inciso 3.8 
(NTC para diseño y construcción de estructuras de concreto del RCDF). La-localización del 
remate del estribo debe alternarse uno a otro. 

En las zonas definidas en el primer párrafo de esta sección, las barras longitudinales de la 
periferia deben tener soporte lateral que cumpla con el inciso 3.3 (NTC para diseño y 
construcción de estructuras de concreto del RCDF). 

Fuera de las zonas definidas en el primer párrafo de esta sección, la separación de los 
estribos no debe ser mayor que O.Sd a todo lo largo. En toda la viga la separación de 
estrioos no debe ser mayor que la requerida por fuerza cortante. 

3.5.1.2.4 Requisitos para fuerza cortante 

Los elementos que trabajan prinCipalmente a flexión se deben dimensionar de manera 
que no se presente falla por cortante antes que puedan formarse las articulaciones 
plást1cas en sus extremos. Para ello, la fuerza cortante de diseño se obtiene del equilibrio 
del miembro entre caras de apoyo; se debe suponer que en los extremos actúan 
momentos del m1smo sentido valuados con las propiedades del elemento en esas 
secciones, sin factores de reducción, y con el esfuerzo en el acero de tensión, al menos, 
1gual a 1.25 fy. A lo largo del miembro deben actuar las cargas correspondientes 
multiplicadas por el factor de carga. 

Como opción, pueden dimensionarse con base en la fuerza cortante de diseño obtenida 
del análisis, s1 el factor de resistencia FR, se le asigna un valor de 0.6, en lugar de 0.8. 
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El refuerzo para fuerza cortante debe estar formado por estribos verticales cerrados de 
una pieza, de diámetro no menor de 7.9 mm (No 2.5), rematados como se indica en el 
inciso 3.5.1.2.3. 

3.5.1.3 Miembros a flexocompresión 

Los requisitos de esta sección se aplican a miembros en los que la carga axial de diseño 
sea tal que. 

p,>O.lA,f, 

3.5.1.3.1 Requisitos geométricos 

a) La dimensión transversal mínima no debe ser menor que 30 cm. 
b) El área ~' debe cumplir con la condición. 

A, 2! ~ 
Ü.) f~ 

(3.4) 

(3.5) 

e) La relación entre la menor dimensión transversal y la dimensión transversal . 
perpendicular no debe ser menor que 0.4. 

d) La relación entre la altura libre y la menor dimensión transversal no debe exceder 
de 15. 

3.5.1.3.2 Resistencia mínima a flexión 

Las resistencias a flexión de las columnas en un nudo deben satisfacer la siguiente 
condición. 

(3.6) 

ZMe = Suma de los momentos resistentes de d1seño de las columnas que llegan a ese 
nudo, referidas al centro del nudo 

ZM9 = Suma de los momentos resistentes de diseño de las vigas que llegan al nudo, 
referidas al centro de éste 

Las sumas antenores deben real1zarse de modo que los momentos de las columnas se 
opongan a los de las vigas. La condiCión debe cumplirse para los dos sentidos en que 
puede actuar el s1smo. 

Al calcular la carga ax1al de d1seño para la cual se valúe el momento resistente, Me, de 
una columna, la fracción de dicha carga deb1da al s1smo se debe toma~. :gua! al doble de 
la calculada, cuando esto conduzca a un momento resistente menor. En tal caso, la 
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columna se debe dimensionar al tomar en cuenta el incremento de carga mencionda. El 
factor de resistencia por flexocompresión se debe tomar igual a 0.8. 

Como opción, las columnas pueden dimensionarse con los momentos y fuerzas axiales de 
diseño obtenidos del análisis, si el factor de resistencia por flexocompresión se le asigna el 
valor de 0.6. 

3.5.1.3.3 Refuerzo longitudinal 

La cuantía del refuerzo longitudinal, p, debe satisfacer la siguiente condición. 

O.O!Sp$0.04 (3.7) 

Solo se deben formar paquetes de dos barras. 

El traslapa de barras longitudinales solo se permite en la mitad del elemento; estos 
traslapes deben cumplir con los requisitos del inciso 3.9 (NTC para diseño y construcción 
de estructuras de concreto del RCDF). Las uniones soldadas o con dispositivos mecánicos 
que cumplan con los requisitos del inciso 3.9 (NTC para diseño y construcción de 
estructuras de concreto del RCDF), pueden usarse en cualquier localización ·con tal de que 
en una misma sección cuando mas se unan barras alternadas y que las uniones de barras 
adyacentes no disten entre si-menos de 60 cm en la dirección longitudinal del miembro. 

El refuerzo longitudinal debe cúmplir con las disposiciones del inciso 3 (NTC para diseño y 
construcción de estructuras de concreto del RCDF) que no se modifican en este inciso. 

3.5.1.3.4 Refuerzo transversal 

Debe cumplirse con los requisitos del inciso 3.3 (NTC para diseño y construcción de 
estructuras de concreto del RCDF) y los del inciso siguiente (inciso 3.5.1.3.5), y con los 
requisitos mínimos que aquí se establecen. No debe ser de grado mayor que el 42. 

Se debe suministrar el refuerzo transversal mínimo que se especifica enseguida en ambos 
extremos de la columna, en una longitud no menor que. 

a) La mayor dimens1ón transversal de ésta 
b) Un sexto de su altura libre 
e) 60 cm 

En la parte Inferior de columnas de planta baja este refuerzo debe llegar hasta media 
altura de la columna, y debe continuarse dentro de la cimentación, al menos, una 
distancia 1gual a la longitud de desarrollo en compresión de la barra mas gruesa (en los 
nudos se debe cumplir con los requisitos del inciso 3.5.1.4 que se indican posteriormente. 
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a) En columnas de núcleo circular, la cuantía volumétrica dé refuerzo helicoidal o de 
estribos circulares, P5, debe cumplir con la siguiente relación. 

p, <: 0.45( A, -1) f~ 
A, f, 

(3.8) 

b) En columnas de núcleo rectangular, la suma de las áreas de estribos y grapas, Ast,, 
en cada dirección de la sección de la columna debe cumplir con la relación. 

donde: 

A:: = Área transversal del núcleo, hasta la orilla exterior del refuerzo transversal 

!\¡ = Área transversal de la columna 

fv = Esfuerzo de fluencia del refuerzo transversal 

he = dimensión del núcleo, normal al refuerzo de área Ast,. 

s = Separación del refuerzo transversal 

(3.9) 

Este refuerzo transversal debe estar formado por estribos de una pieza, sencillos o 
sobrepuestos, de diámetro no menor que 9.5 mm (No 3) y rematados como se indica en 
el mciso 3.5.1.2.3. Puede complementarse con grapas del mismo diámetro que los 
estribos, espaciados igual que éstos a lo largo del miembro. Cada extrerr.o de una grapa 
debe abrazar a una barra longitudinal de la periferia con doblez de 135 grados, seguido 
de un tramo recto de, al menos, 10 diámetros de la grapa. 

La separación del refuerzo transversal_ no debe exceder de la cuarta parte de la menor 
dimensión transversal del elemento, ni de 10 cm. 

La distancia ·centro a centro, transversal al eje del miembro, entre ramas de estribos 
sobrepuestos no debe ser mayor de 45 cm, y entre grapas y ramas de estribos 
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sobrepuestos no debe ser mayor de 25 cm. Si el refuerzo consta de estribos sencillos, la 
mayor dimensión de éstos no debe exceder de 45 cm. 

En el resto de la columna el refuerzo transversal debe cumplir con los requisitos del inciso 
3 (NTC para diseño y construcción de estructuras de concreto del RCDF). 

3.5.1.3.5 Requisitos para fuerza cortante 

Los elementos a flexocompresión se deben dimensionar de manera que no fallen por 
fuerza cortante antes que se formen las articulaciones plásticas en las vigas. Para ello la 
fuerza cortante de diseño se debe obtener del equilibrio del elemento en su altura libre al 
suponer en cada extremo un momento igual a la mitad de 1.5IM9 (definida en la sección 
3.5.1.3.2. En el extremo inferior de columnas de planta baja se debe usar el momento 
resistente de diseño de la columna obtenido con la carga axial de diseño que conduzca al 
mayor momento resistente. En el extremo superior de columnas del último entrepiso se 
debe usar 1.5IM9. 

Cuando las columnas se dimensionen por flexocompresión con el procedimiento optativo 
incluido en el inciso 3.5.1.3.2, el dimensionamiento por fuerza cortante se debe realizar a 
partir de la fuerza de diseño obtenida del análisis, y utilizar un factor de resistencia igual a 
0.5. . 

En elementos a flexocompresión en que la fuerza axial de diseño, incluyendo los efectos 
del sismo, sea menor que Agf J20, al calcular el refuerzo para fuerza cortante, si la fuerza 
cortante de diseño causada por el sismo es igual o mayor que la mitad de la fuerza 
cortante de diseño calculada según los párrafos anteriores, se puede despreciar la 
contribución del concreto V,. 

El refuerzo para fuerza cortante debe estar formado por estribos cerrados, de una pieza, 
rematados como se mdica en el inciso 3.5.1.2.3, o por hélices continuas, ambos de 
diámetros no menor que 9.5 mm (No 3) y de grado no mayor que el 42. 

3.5.1.4 Uniones viga-columna 

3.5.1.4.1 Requisitos generales 

Las fuerzas que intervienen en el dimensionamiento por fuerza cortante de la unión se 
deben determinar al suponer que el esfuerzo de tensión en las barras longitudinales de 
las v1gas que llegan a la unión es 1.25 fv. 

El refuerzo longitudinal de las v1gas que llegan a la unión debe pasar dentro del núcleo de 
la columna. 

En los planos estructurales deben incluirse dibujos, acotados y a escala, del refuerzo en 
las uniones viga-columna. 

26 



Una unión viga-columna o nudo se define como aquella parte de la columna comprendida 
en el peralte de las vigas que llegan a ella. 

3.5.1.4.2 Refuerzo transversal 

En un nudo debe suministrarse el refuerzo transversal mínimo especificado en el inciso 
. 3.5.1.3.4. Si el nudo está confinado por cuatro trabes que llegan a él y el ancho de cada 
una es, al menos, igual a 0.75 veces el ancho respectivo de la columna, puede usarse la 
mitad del refuerzo transversal mínimo. · 

3.5.1.4.3 Resistencia a fuerza cortante 

Se debe admitir revisar la resistencia del nudo a fuerza cortante en cada dirección 
principal de la sección en forma independiente. La fuerza cortante se debe calcular en un 
plano horizontal a media altura del nudo. 

En nudos confrnados como se dice en el inciso 3.5.1.4.2, la resistencia de diseño a fuerza 
cortante se debe tomar igual a 

s.sF • . r:b,h (3.11)' 

En otros nudos se debe tomar igual a. 

4.5 F R •• r: b, h (3.12) 

be es el ancho efectivo del nudo 
h es la dimensión transversal de la columna en la dirección de la fuerza. 

El ancho be debe tomar igual al promedio del ancho de la o las vigas consideradas y la 
dimensión transversal de la columna normal a la fuerza, pero no mayor que el ancho de la 
o las vigas mas h. · 

3.5.1.4.4 Anclaje del refuerzo 

Toda barra de refuerzo longitudinal de vigas que termine en un nudo debe prolongarse 
hasta la cara lejana del núcleo de la columna y rematarse con un doblez a 90 grados, 
seguido de un tramo recto no menor de 12 diámetros. La sección crítica para revisar el 
anclaje de estas barras debe ser el plano externo del núcleo de la columna. La revisión se 
debe efectuar de acuerdo con la sección 3.1.lc (NTC para diseño y construcción de 
estructuras de concreto del RCDF), donde es suficiente usar una longitud de desarrollo del 
90 por ciento de la allí determinada. 
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Los diámetros de las barras de vigas y columnas que pasen rectos a través de un nudo 
deben seleccionarse de modo que cumplan las relaciones siguientes: 

h(columna)/db (barras de viga) ~ 20 

(3.13) 

h(viga)/db(barras de columna) ~ 20 

donde h(columna) es la dimensión transversal de la columna en la dirección de las barras 
de viga considerac-:JS. 

Si en la columna superior del nudo se cumple que: 

(3.14) 

se puede tomar la relación siguiente: 

h(viga)ld, (barras de columna) ~ 15 (3.15) 

La relación dada por la Ec 3.15 también es suficiente cuando en la estructura los muros 
de concreto reforzado res1sten más del 50 por c1ento de la fuerza lateral total. 

3.5.1.5 Sistemas losa plana-columnas para resistir sismo 

Si la altura de la estructura no excede de 20 m y, además, existen al menos tres crujías 
en cada dirección o jay trabes de borde, para el d1seño por sismo se puede usar Q=3; 
tamb1én puede aplicarse este valor cuando el sistema se combine con muros de concreto 
reforzado que cumplan con 4.5.2, incluyendo el inciso b de esa sección (NTC para diseño 
y construcción de estructuras de concreto del RCDF), y que resistan no menos del 75 por 
ciento de la fuerza lateral. Cuando no se satisfagan las condiciones anteriores, se debe 
usar Q=2. Con relación a los valores de Q, debe cumplirse, además, con los 
correspondientes incisos anteriores (que es el Cap S de las NTC para diseño y 
construcción de estructuras de concreto del RCDF). En todos los casos se deben respetar 
las disposiciones siguientes: 

1 Las columnas deben cumplir con los requisitos de 3.5.1.3 para columnas de 
marcos dúctiles, excepto en lo referente al dimensionamiento por flexocompresión, 
el cual sólo se debe realizar mediante el procedimiento optativo que se establece 
en el inciso 3.5.1.3.2. 

28 

/ 



II Las uniones losa-columna deben cumplir con los requisitos de 3.5.1.4 para uniones 
viga-columna, con las salvedades que siguen: 

No es necesaria la revisión de la resistencia del nudo a fuerza cortante, sino basta cumplir 
con el refuerzo transversal prescrito en 3.5.1.4.2 para nudos confinados. 

Los requisitos de anclaje de 3.5.1.4.4 se deben aplicar al refuerzo de la Josa que pase por 
el núcleo de una columna. Los diámetros de las barras de la losa y columnas que pasen 
rectas a través de un nudo deben seleccionarse de modo que se cumplan las relaciones 
sigu1entes: 

h(columna)idb(barras de losa) ?. 20 

(3.16) 

h(losa)/ d, (barras de columna) ?. 15 

donde h(columna) es la dimensión transversal de la columna en la dirección de las barras 
de losa consideradas. 

3.5.2 Condiciones para estructuras dúctiles de acero 

Con base en los puntos 1.4 y II del inciso 3.5, se reproduce el Capítulo 11, Estructuras 
dúctiles, de las NTC para diseño y construcción de estructuras metálicas del RCDF. 

3.5.2.1 Alcance 

En este capítulo se indican los requisitos que deben cumplirse para que puedan adoptarse 
valores del factor de comportamiento sísmico Q iguales a 4.0 o 3.0. 

3.5.2.2 Marcos dúctiles 

3.5.2.2.1 Requisitos generales 

Se indican aquí los requisitos que debe satisfacer un marco rígido de acero estructural 
para ser considerado un marco dúctil. Estos requisitos se aplican a marcos rígidos 
diseñados con un factor de comportamiento sísmico Q igual a 4.0 o a 3.0, que fonmen 
parte de s1stemas estructurales que cumplan las condiciones enunciadas en el capítulo S, 
partes 1 y Il, de las NTC para diseño por sismo, necesarias para utilizar ese valor del 
factor de comportamiento sísmico. 

Tanto en los casos en que la estructura está fonmada sólo por marcos como por aquellos 
en que está compuesta por marcos y muros o contravientos, cada uno de los marcos se 
debe diseñar para resistir, como mínimo, fuerzas horizontales iguales a;· 25 por ciento de 
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las que le corresponderían si trabajase aislado del resto de la estructura. 

La gráfica esfuerzo de tensión-deformación del acero empleado debe tener una zona de 
cedencia, de deformación creciente bajo esfuerzo prácticamente constante, 
correspondiente a un alargamiento máximo no menor de uno por ciento, seguida de un 
endurecimiento por deformación. El alargamiento correspondiente a la ruptura no debe 
ser menor de 20 por ciento. 

3.5.2.2.2 Miembros en flexión 

Los requisitos de esta sección se aplican a miembros principales que trabajan 
esencialmente en flexión. Se incluyen vigas y columnas con cargas axiales pequeñas, 
tales que Pu no exceda de Py/10. 

3.5.2.2.2.1 Requisitos geométricos 

Todas las vigas deben ser de sección transversal I o rectangular hueca, excepto en los 
casos cubiertos en el inciso 3.5.2.2.5. 

El claro libre de las vigas no debe ser menor que cinco veces el peralte de su sección 
transversal, ni el ancho de sus patines mayor que el ancho del patín o el peralte del alma 
de la columna con la que se conecten. 

El eje de las vigas no debe separarse horizontalmente del eje de las columnas más de un 
décimo de la dimensión transversal de la columna normal a la viga. 

Las secciones transversales de las vigas deben ser tipo 1, de manera que han de 
satisfacer los requisitos geométricos que se indican en los incisos 2.3.1 y 2.3.2 (NTC para 
diseño y construcción de estructuras metálicas del RCDF). Sin embargo, se permite que la 

relación ancho/grueso del alma llegue hasta 53001., F~ 12si en las zonas de formación de 

articulaciones plásticas se toman las medidas necesarias (refuerzo del alma mediante 
atiesadores transversales o placas adosadas a ella, soldadas adecuadamente) para 
impedir que el pandeo local se presente antes de la formación del mecanismo de colapso. 

Además, las secciones transversales deben tener dos ejes de simetría, una vertical, en el 
plano en que actúan las cargas gravitacionales, y otro horizontal. Cuando se utilicen 
cubreplacas en los patines para aumentar la resistencia del perfil, deben conservarse los 
dos ejes de simetría. 

Si las v1gas están formadas por placas soldadas, la soldadura entre almas y patines debe 
ser continua en toda la longitud de la viga, y en las zonas de formación de articulaciones 
plásticas debe ser capaz de desarrollar la resistencia total en cortante de las almas. 

Cuando se empleen vigas de resistencia variable, ya sea por adición de cubreplacas en 
algunas zonas o porque su peralte varíe a lo largo del claro, el momento resistente nunca 
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debe ser menor, en ninguna sección, que la cuarta parte del momento resistente máximo, 
que se tendrá en los extremos. 

En estructuras soldadas_ deben evitarse los agujeros, siempre que sea posible, en ls zonas 
de formación de articulaciones plásticas. En estructuras atornilladas o rémachadas, los 
agujeros que sean necesarios en la parte del perfil que trabaje en tensión se d_eben 
punzar a un diámetro menor y se agrandan después, hasta darles el diámetro completo, 
con un taladro o un _escarificador. este mismo procedimiento se debe seguir en 
estructuras soldadas, si se requieren agujeros para montaje o con algún otro objeto. Para 
los fines de los dos párrafos anteriores, las zonas de formación de articulaciones plásticas 
se consideran de longitud igual a un peralte, en los extremos de las vigas, y a dos 
peraltes, medido s uno a cada lado de la sección en la que aparece, en teoría, la 
articulación plástica, en zonas intermedias. 

En aceros cuyo esfuerzo mínimo especificado de ruptura en tensión, Fu, es menor 1.5 
veces el esfuerzo de fluencia mínimo garantizado, Fy, no se debe permitir la formación de 
articulaciones plásticas en zonas en que se haya reducido el área de los patines, ya sea 
por agujeros para tornillos o por cualquier otra causa. 

No se deben hacer empalmes de ningún tipo, en las vigas propiamente dicha o en sus 
cubreplacas, en zonas de formación de articulaciones plásticas. · 

3.5.2.2.2.2 Requisitos para fuerza cortante 

Los el~mentos que trabajan principalmente en flexión se deben dimensionar de manera 
que no se presenten fallas por cortante antes de que se formen las articulaciones 
plásticas asociadas con el mecanismo de colapso. Para ello, la fuerza cortante de diseño 
se obtiene del equilibrio del miembro entre las secciones en que se forman las 
articulaciones plásticas, en los que se supone que actúan momentos del mismo sentido y 
de magnitudes iguales a los momentos plásticos resistentes del elemento en esas 
secciones, sin factores de reducción, y evaluados al tomar el esfuerzo de fluencia del 
material igual a 1.25 Fy. Al plantear la ecuación de equilibrio para calcular la fuerza 
cortante se deben tener en cuenta las cargas transversales que obran sobre el miembro, 
multiplicadas por el factor de carga. 

Como una opción se permite hacer el dimensionamiento al tomar como base las fuerzas 
cortantes de diseño obtenidas en el análisis, pero utilizar un factor de resistencia FR igual 
a 0.7, en lugar del valor de 0.9 especificado en el articulo 3.3.3 (NTC para diseño y 
construcción de estructuras metálicas del RCDF). 

Las articulaciones plásticas se forman, en la mayoría de los casos, en los extremos de los 
elementos que trabaJan en flexión. Sin embargo, hay ocasiones frecuentes en las vigas de 
los niveles superiores de los edificios, en que una de ellas se forma en la zona central del 
miembro. Cuando esto suceda, la fuerza cortante debe evaluarse al tener en cuenta la 
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posición real de la articulación plástica. 

3.5.2.2.2.3 Contraventeo lateral 

Deben soportarse lateralmente todas las secciones transversales de las vigas en las-que 
puedan formarse articulaciones plásticas asociadas con el mecanismo de colapso. 
Además, la distancia entre cada una de estas secciones y la siguiente sección soportada 
lateralmente no debe ser mayor que la dada a continuación. 

Lp = 1250 r, 
-.JF, 

(3.17) 

Este requisito se aplica a un solo lado de la articulación plástica cuando ésta se forma en 
un extremo de la viga, y en ambos lados cuando aparece en una sección intermedia. La 
expresión anterior es válida para vigas de sección transversal I o H, flexionadas alrededor 
de su eje de mayor momento de inercia. 

En zonas que se conservan en el intervalo elástico al formarse el mecanismo de colapso, 
la separación entre puntos no soportados lateralmente puede ser mayor que la indicada 
en el párrafo anterior, pero no debe exceder el valor de [.,¡ , calculado de· acuerdo con el 
inciso 3.3.2.2 (NTC para diseño y construcción de estructuras metálicas del RCDF). 

Los elementos de contraventeo deben proporcionar soporte lateral, directo o indirecto, a 
los dos patines de las vigas. Cuando el sistema de piso proporcione soporte lateral al patín 
superior, el desplazamiento lateral del patín inferior puede evitarse por medio de 
atiesadores verticales de rigidez adecuada, soldados a los dos patines y al alma de la viga. 

3.5.2.2.3 Miembros en flexocompresión 

Los requisitos de esta sección se aplican a miembros que trabajan en flexocompresión, en 
los que la carga axial de diseño, Pu, es mayor que PullO. La mayoría de estos miembros 
son columnas, pero pueden ser de algún otro tipo; por ejemplo, vigas que forman parte 
de crujías contraventeadas de marcos rígidos han de diseñarse, en general, como 
elementos flexocompnmidos. 

3.5.2.2.3.1 Requisitos geométricos 

Si la Sección transversal es rectangular hueca, la relación de la mayor a la menor de sus 
dimensiones exteriores no debe exceder de 2 y la dimensión menor debe ser mayor o 
igual a 20 cm. 

Si la sección transversal es H, el ancho de los patines no debe ser mayor que el peralte 
total, la relación peralte-ancho del patín no debe exceder de 1.5, y el ancho de los patines 
debe ser mayor o igual a 20 cm. 
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La relación de esbeltez máxima de las columnas no debe exceder de 60. 

3.5.2.2.3.2 Resistencia mínima en flexión 

La resistencia en flexión de las columnas que concurren a un nudo deben satisfacer la
condición dada por la Ec 5.8.5 del inciso 5.8.5 (NTC para diseño y construcción de 
estructuras metálicas del RCDF), con las excepciones que se indican en este inciso. 

Como una opción, se permite hacer el dimensionamiento al tomar como base los 
elementos mecánicos de diseño obtenidos en el análisis, y reducir el factor de resistencia 
FR utilizado en flexocompresión de 0.9 a 0.7. 

3.5.2.2.3.3 Requisitos para fuerza cortante 

Los elementos flexocomprimidos se deben dimensionar de manera que no fallen 
prematuramente por fuerza cortante. Para ello, la fuerza cortante de diseño se obtiene del 
equilibrio del miembro, al considerar su longitud igual a la altura libre y suponer que en 
sus extremos obran momentos del mismo sentido y de magnitud igual a los momentos 
máximos resistentes de las columnas en el plano de estudio, que vale!! Zc(Fyc-fa). El 
significado de las literales que aparecen en esta expresión se explica con referencia a la 
Ec 5.8.5 del inciso 5.8.5 (NTC para diseño y construcción de estructuras metálicas del 
RCDF). 

Cuando las columnas se dimensionen por flexocompresión con el procedimiento optativo 
del inciso 3.5.2.2.3.2, la revisión por fuerza cortante se debe realizar con la fuerza de 
diseño obtenida en el análisis y utilizar un factor de resistencia de O. 7. 

3.5.2.2.4 Uniones viga-columna 

Las uniones viga-columna deben sat1sfacer las recomendaciones de la sección 5.8 
"Conexiones rígidas entre vigas y columnas" (NTC para diseño y construcción de 
estructuras metálicas del RCDF), con las modificaciones pertinentes cuando las columnas 
sean de sección transversal rectangular hueca. 

3.5.2.2.4.1 Contraventeo 

Si en alguna junta de un marco dúctil no llegan vigas al alma de la columna, por ningún 
lado de ésta, o si el peralte de la viga o vigas que llegan por alma es apreciablemente 
menor que el de las que se apoyan en los patines de la columna, éstos deben ser 
soportados lateralmente al nivel de los patines inferiores de las vigas. 

3.5.2.2.4.2 Vigas de alma abierta (armaduras) 

En esta sección se indican los requisitos especiales que deben satisfacerse cuando se 
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desea emplear vigas de alma abierta (armaduras) en marcos dúctiles. Deben cumplirse, 
además, todas las condiciones aplicables de este capítulo. 

Las armaduras pueden utilizarse como miembros horizontales en marcos dúctiles, si se 
diseñan de manera que la suma de las resistencias en flexión ante fuerzas sísmicas de las 
dos armaduras que concurran en cada nudo intermedio sea igual o mayor 1.25 veces la 
suma de las resistencias en flexión ante fuerzas sísmicas de las columnas que llegan al 
nudo. En nudos extremos, el requisito anterior debe ser satisfecho por la única armadura 
que forma parte de ellos. 

Además, deben cumplirse las condiciones siguientes: 

a) Los elementos de las armaduras que trabajan en compresión o en 
flexocompresión, sean cuerdas, diagonales o montantes, se deben diseñar con un 
factor de resistencia, FR, igual a 0.7. Al determinar cuales elementos trabajan en 
compresión o en flexocompresión deben tomarse en cuenta los dos sentidos en 
que actúa el sismo de diseño. 

b) Las conexiones entre las cuerdas de las armaduras y 
capaces de desarrollar la resistencia correspondiente 
cuerdas. 

las columnas deben ser 
al flujo plástico de las 

. .. 

e) En edificios de más de un piso, el esfuerzo en las columnas producido por las 
fuerzas axiales de diseño no deben ser mayores de 0.30 Fy, y la relación de 
esbeltez máxima de las columnas no debe exceder de 60. 

3.6 Espectros para diseño sísmico 

De acuerdo con las NTC para diseño por s1smo, cuando se aplique el análisis dinámico 
modal que especifica la sección 9 de sus normas, se adoptan las siguientes hipótesis para 
el análisis de la estructura: 

La ordenada del espectro de aceleraciones para diseño sísmico, a, expresada como 
fracción de la aceleración de la gravedad, está dada por las siguientes expresiones: 

a = e 
. \' 1 T, , 

a = 1 1 e 
' T J 

'v'T <T, 

(3.18) 
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Tes el período natural de interés; T, Ta, y Tb están expresados en segundos; e es el 
coeficiente sísmico, y r un exponente que depende de la zona en que se halla la 
estructura, y se especifica en la tabla 3.1 de las NTC para diseño por sismo, reproducida a 
continuación. 

El coeficiente sísmico e se obtiene del Art 206 del RCDF, salvo que la parte sombreada de 
la zona II de la Fig 3.1 de las NTC para diseño por sismo (NTC-sismo) se debe tomar e = 

r 
0.4 para las estructuras del grupo B, y e = 0.6 para las del grupo A. 

Zona 

I 

u· 
III+ 

Notas: 

Tabla 3.1 Valores de e, Ta, Tb, y r 

e Ta(s) Tb(s) 

0.16 0.2 0.6 

0.32 0.3 1.5 

0.40 0.6 3.9 

Coeficiente sísmico para construcciones del Grupo B 
* No sombreada (Fig 3.1, NTC-sismo) 
+Y parte sombreada de zona II (Fig 3.1, NTC-sismo) 
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4. FUERZAS SÍMICAS 

En este capítulo se describen los métodos que considera el RCDF para- cuantificar las 
fuerzas que se deben considerar en el diseño de una edificación para soportar los efectos 
de un s1smo. 

4.1 Análisis dinámico 

De acuerdo con las NTC para diseño por sismo, toda estructura puede analizarse 
med1ante un método dinámico. Se aceptan como métodos de análisis dinámico: 

a) El modal (modal espectral) 

b) El paso a paso de respuestas a sismos específicos 

A fin de explicar los métodos para analizar las estructuras ante cargas dinámicas, se 
presentan los Siguientes desarrollos: 

4.1.1 Ecuaciones de equilibro dinámico de las edificaciones 

Las ecuaciones de equilibrio dinámico de los modelos estructurales lineales para 
edificaCiones se pueden expresar como: 

d' d M - Q(l).,. e U(t).,. R.a(t) = t(t) 
dt- dt 

(4.1) 
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Con las siguientes condiciones iniciales 

;t D(t>:,.0 = V 0 = vector dé velocidades conocido 

D(tJ:..o = Do= vector de desplazamientos conocido 

donde, para la edificación en particular, se definen los siguientes conceptos. 

M = Matriz de masas 

C = Matriz de arnoniguarnientos 

K = Matriz de rigideces 

o(t) = vector de desplazamientos 

~ D(t) = vector de velocidades 
dt 

d' 
-, D(t) = vector de aceleraciones 
dt" 

f(t) = vector de cargas 

{4.2)a 

(4.2)b 

{4.3) 

En el caso de fuerzas sísmicas, el vector de cargas se puede expresar en términos del 
vector de aceleraciones del terreno (acelerograma), u, (tJ, de acuerdo con la expresión 

siguiente: 

F = - r\"11 Ug(t) (4.4) 

donde 

T T = [1 1 ... 1)= vector con componentes unitarias (4.5) 

4.1.2 Métodos directos de integración paso a paso 

Los métodos que actualmente se utilizan para integrar paso a paso las ecuaciones de 
equilibrio d1nám1co de las edificaciones se agrupan en: 

a) métodos directos 

b) métodos de superposición modal 

El método directo que mas se utiliza es el denominado método ~ de Newmark. Este 
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método se basa en la aproximación lineal de la aceleración en el tamaño del paso de 
integración, según se muestra en la Fig 4.1. 

De acuerdo con la hipótesis de la aceleración lineal, los elementos de las ecuaciones de 
equilibrio dinámico (Ec 4.1) al final del paso de integración se pueden escribir como. 

. ' d" d" 
- .. Dc·t.t = -, Oc·t.t 
dt" dt" 

d d . 1 ct' . ct' 
-d u,.A, = -d u,.,_:; L'!.t(-. u,.A,.,. -. u,) 

t t ¿ d!" dt" 
(4.6) 

d 1 • d d 
u,.A, = u,+llt- u,+-(L'!.t)"(-u,.,,+2-u,) 

dt 6 dt dt 

La aproximación de Newmark consiste en: 

d d . ct' ct' - ct' 
- u,.A, =-u, -(1-y)l'!.t -.u,.,. yl'!.t -.u,.,,= a.,. yl'!.t-. u,.A, 
dt dt dt" dt" dt" 

. d . 1 : ct' . ' ct' - . ' ct' u,.A, = u,.,. L'!.t -· u,.,. (- · Pl(L'!.t) -.u,- P<~'>t) -.u,.,,= b.,. P(~'>t) -. u,.A, 
dt 2 dt" dt" d!" 

(4.7) 

donde: 

d ct' 
a= d u,-(1-y)L'!.t ··-;u, 

t dt. 

- d 1 • ct' 
b = o,-L'!.t-d· u,.,.(:_ -PH~'>tr-.u, 

t .:. d!" 

(4.8) 

El parámetro ~ está relacionado con la estabilidad del método (para ~ = 1/4, el método es 
incondicionalmente estable) y ei parámetro y se relaciona con la estabilidad y 
convergencia del método debido al amortiguamiento matemático que puede inducirse 
(para y = 1/2, no se presenta el amortiguamiento matemático).Para el caso en que ~ = 
1/6 y -~ = 1/2, las Ec 4.7 se reducen a las correspondientes Ec 4.6. 

Al valuar las ecuaciones de equilibrio dinámico (Ec 4.1) al final del paso de integración (en 
t = t + M) y al sustituir en la ecuación resultante a las Ec 4.7 se obtiene la siguiente 
ecuación. 
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' ( ')( , ) - d" d" - ' d" M-, o, •• ,+ C a+ yt!.t -,o, •• , +K b + PCt!.t l -, u, •• , = F, ... 
dt' dt" dt" 

La Ec 4.9 puede escribirse como: 

donde: 

¡:( = M+ )'t.tC" + p(t.t l' K 

il = F •.• ,· Ca- Kii 

(4.9) 

(4.10) 

(4.11) 

La Ec 4.10 permite cuantificar la aceleración al final del paso es un sistema de ecuaciones 
algebraicas lineales, simétricas, de coeficientes constantes, si el paso de integración se 
conserva constante durante el proceso de integración. · 

En la dinámica estructural se acostumbra cuantificar a la matriz de amortiguamientos de 
la estructura de acuerdo con el criterio de Rayleigh, expresado mediante la siguiente 
ecuación. 

Al sustituir la Ec 4.12 en las Ec 4.11 se obtiene. 

R. = (1- ar~t)M- (;·J.!t.t + p(t.t ¡')z 
p = F,.,,-aMa-R~+ii) 

( 4.12) 

(4.13) 

El algoritmo del método de integración paso a paso del método p de Newmark, resumido 
por las Ec 4.10 y 4.13, necesariamente se debe llevar a cabo en una computadora debido 
al número de operaciones que involucra. 

4.1.3 Método directo paso a paso de superposición modal 

Otra forma de integrar paso a paso las ecuaciones de equilibrio dinámico de las 
estructuras (Ec 4.1) es mediante la solución del problema de eigenvalores, según se 
indica a continuación. 
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4.1.3.1 Solución del problema de valores característicos (eigenvalores) de 
las ecuaciones de equilibrio dinámico 

Este caso corresponde a un problema de vibraciones libres no amortiguadas, cuyas 
ecuaciones resultan ser. 

M d'_ o(t) _,_ Ko(t) = O 
dt' 

En las vibraciones libres el movimiento es armónico, es decir. 

d' -
-, O(t) = -w· O(t) 
dt' 

y las ecuaciones de vibración libre resultan ser 

R.o = w' M o 

que es el clásico problema de eigenvalores usualmente expresado como: 

k: = /.Bx 

(4.14) 

(4.15) 

(4.16) . 

(4.17) 

Varios son los métodos que existen para resolver el problema de eigenvalores. Los 
utilizados con las computadoras, entre otros, se pueden nombrar a 

. El método de Jacobi 

. El método de la iteración del subespacio 

Cuando se emplean calculadoras de escritorio para los modelos estructurales mas simples 
(rigideces de entrep1so y masas con· movimientos unidireccionales) se utilizan los 
Siguientes métodos: 

. El método de Stodolla-Vianello-Newmark 

. El método de Holzer 
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4.1.3.2 Desacoplamiento de las ecuaciones de equilibrio dinámico 

La transformación que permite desacoplar las ecuaciones de equilibrio dinámico se puede 
expresar como. 

donde 

a= Ry 

_i' = vector del nuevo sistema coordenado 

R = [r' r' r' --· r"] = Matriz modal 

r" = n- éstmo eigenvector 

(4.18) 

(4.19) 

De acuerdo con la transformación de coordenadas anterior (Ec 4.18) las expresiones de 
los vectores de velocidad y de aceleración resultan ser: 

d d 
- U(t) = R · ~(t) 
dt dt o 

d' d' 
-. a(t) = R -. y(t) 
dr dt-

(4.20) 

De acuerdo con las Ec 4.18 y 4.20 las ecuaciones de equilibrio dinámico (Ec 4.1) en el 
sistema de referencia transformado se expresan como: 

: d 
MR d. y(IJ -C'R y(tJ- R.Ry(l) = F(t) 

dt" dt 
(4.21) 

Al premultiplicar la Ec 4.21 por la transpuesta de la matriz modal se obtiene la siguiente 
expresión. 

(4.22) 

Al definir los siguientes conceptos 
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J'Vj" = RT !VlR =Matriz de masas transformada 

( = R r CR = Matriz de amoniguamientos transformada 

¡::_ • = R T f:.R = Matriz de rigideces transformada 

F" (t) = R T F(t) =vector de cargas transformado 

(4.23) 

De acuerdo con la propiedad de ortogonalidad de los eigenvectores respecto a las 
matrices de masas y de rigideces, la matriz de masas transformada y la matriz de 
rigideces transformada resultan ser matrices diagonales. Si la matriz de amortiguamientos 
se selecciona de tal manera que también la matriz de amortiguamientos transformada sea 
una matriz diagonal, las ecuaciones de equilibrio dinámico transformadas (Ec 4.22) se 
pueden escribir como. 

!Vl. d=, Y<tl +e·~ Y<tl + ¡::_· Y<tl = F. <tJ 
dt- dt 

(4.24) 

y resulta ser un sistema de ecuaciones diferenciales desacoplado, cuya ecuación i-ésima 
se puede escribir como: 

. d' . d . • 
m, -,Y, (t) +e, d- Y, (t) +k, Y, (t) = f, (t) 

dt- t 
(4.25) 

La Ec 4.25 representa la ecuación de equilibrio dinámico de un sistema de un grado de 
libertad. Por lo antenor se puede decir que un sistema de N grados de libertad se 
transforma en N sistemas de un grado de libertad. Los coeficientes de las ecuaciones de 
un grado de libertad resultan ser: 

' ._, (·" m, - _m~. n .. J (4.26) 
' 1 

(4.27) 

(4.28) 
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en donde: 

S 

~m, r~ d' - d' . ~ r: -- ' 'u,(t) --c,---,u,(t) 
~ ( '\' dt dt 
~m~. n.J ,_, 

m1 =masa asociada al grado de libenad k - ésimo 

r~ =componente k- ésimo del i- ésimo eigenvector(modo) 

w, = frecuencia natural de vibración del i - ésimo modo 

~. = fracción del amoniguamiento critico del i - ésimo modo 

' 
LmLr~ 

e,= ;o' =coeficiente de panicipación del i- ésimo modo 

Lm• (r~J 
'•1 

(4.29) 

(4.30) 

4.1.3.3 Integración paso a paso de las ecuaciones de movimiento 
desacopladas 

Como las ecuaciones de movimiento desacopladas (Ec 4.25) corresponden a las de un 
grado de libertad, los métodos de integración son los tradicionales. 

Exacto, para el caSo de aproximar la función f(t) en tramos seccionalmente 
continuos con una variación lineal (que es lo usual). 

Aproximado, mediante un método numérico como el método 13 de Newmark
Wilson. 

El paso de integración se define en el inciso 4.1.2 

4.1.3.4 Cuantificación de la respuesta de la estructura 

De acuerdo con el inciso anterior para el tiempo de integración considerado se 
cuantifican, para cada paso de Integración, los siguientes vectores. 
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y(t) = vector de desplazamientos transformado 

~ y(t) = vector de velocidades transformado 
dt 

' 
d-, y(t) = vector de aceleraciones transformado 
dt" 

(4.31) 

Al sustituir las Ec 4.31 en las Ec 4.18 y 4.20 se obtiene la respuesta de la estructura 
representada por los vectores de desplazamiento relativo, de velocidad relat1va, y de 
aceleración relativa, es decir. 

4.1.3.4' 

O(t) = Ry(t) 

d d 
- U(t) = R- Y(t) 
dt dt 

(4.32) 

d' d' 
-, U(t) = R -, y(t) 
dt" dt"" 

Obtención de los elementos mecánicos y cinemáticos de la 
estructura debidos al sismo 

Conocida la historia del vector de desplazamientos de la estructura (segun se indica en el 
inciso anterior) se puede determinar la historia de los elementos mecánicos y cinemáticos 
en los puntos que se requieran de la estructura. 

4.1.4 Método de la respuesta espectral 

Este método corresponde al denominado análisis en, las NTC para diseño por sismo. Su 
secuencia se resume a continuación. 

4.1.4.1 Solución del problema de valores característicos (eigenvalores) de 
las ecuaciones de equilibrio dinámico 

El procedimiento es el mismo que el descrito en el inciso 4.1.3.1 del método directo de 
superposición modal. 

4.1.4.2 Desacoplamiento de las ecuaciones de equilibrio dinámico 

El procedimiento es el mismo que el descrito en el inciso 4.1.3.2 del método directo de 
superposición modal. 
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4.1.4.3 Obtención de la respuesta espectral de cada una de las ecuaciones 
de equilibrio desacopladas 

De acuerdo con el RCDF se calcula mediante la siguiente expresión. 

donde: 

) •' 
"'" 

- A, -e,-, 
Wi 

(4.33) 

Y' = respuesta espectral de desplazami:ntos rransfonmdos del modo i - és1mo 
"'" 

w. = Frecuencia natural de vibración del modo i- ésimo 

A, = Ordenada del espectro de aceleracimes para el periodoT, = 2¡¡ 
w. 

e, = Coeficiente de: participación del modo i- ésimo 

(4.34) 

4.1.4.4 Cuantificación de los vectores de respuesta máximos de la 
estructura para cada modo 

De acuerdo con la Ec 4.32a, el vector de desplazamientos máximo 
correspondiente al modo i-ésimo, o~~·, resulta ser: 

donde: 

r' = Eigenvector asociado al modo i - ésimo 

de la estructura, 

(4.35) 

(4.36) 

De acuerdo con la Ec 4.36, a cada modo de la estructura le corresponde un vector de 
desplazamientos máximo. Con base en la formulación de las ecuaciones de equilibrio de 
las estructuras, a cada vector de desplazamientos le corresponden un conjunto de 
elementos mecánicos y onemáticos (fuerzas normales, fuerzas cortantes, momentos 
flexionantes, momentos de volteo, desplazamientos relativos, etc.) 
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4.1.4.5 Obtención de la respuesta total de la estructura 

Una vez conocidos los elementos mecánicos y cinemáticos (fuerzas normales, fuerzas 
cortantes, momentos flexionantes, momentos de volteo, desplazamientos relativos, etc) 
asociadas a cada modo, representado por S,, para obtener la respuesta de la estructura, 
representada por S, se procede como se indica. a continuación. 

4.1.4.5.1 Método de !CJ raíz cuadrada de la suma de los cuadrados (SRSS) 

,, 
S = _''5' s,' ...... (4.37) 

\ t"'l 

4.1.4.5.2 Método de la combinación cuadrática completa (CQC) 

.K!'... 

S= .:L;I;S.p,,S, (4.38) 
\ t•l r·l 

donde: 

8 .. L:~ SI w~ wJ~~ oo1 + SJ w) WJ wJ 
-------·-
(w,'- w; )' T 4~, ~ 1 w, w,(m'.,. w;) + 4(( + ~:) w: w; (4.39) 

Valor del amortiguamiento crítico del modo i-ésimo (que se supone constante para 
todos los modos) 

w, frecuencia natural de vibración del modo i-ésimo 

4.2 Análisis estático 

Las NTC para Diseño por Sismo del RCDF proponen un método relativamente simple para 
cuantificar las fuerzas horizontales que un sismo de diseño ocasiona a una edificación 
cuya altura no exceda de 60 m. 

4.2.1 Distribución de las aceleraciones horizontales 

De acuerdo con el inciso 8.1 de las NTC para Diseño por Sismo del RCDF, la hipótesis 
sobre la distribución de aceleraciones en las masas de las edificaciones se muestra en la 
Fig .:.2. Para la masa del nivel i-ésimo, la fuerza que la distribución de aceleraciones le 
ocas1ona a la masa se puede escribir como. 

46 
46 



w E = m, u~ = -' u, (4.40) 
g 

donde se definen los componentes respectivos. 

F, = Fuerza horizontal del nivel i- <;:simo 

m, = masa del nivel i- <;:simo 

(4.41) 

W, = = m, g = peso del nivel i- <;:simo 

ü, = aceleraci n del nivel i- <;:simo 

De acuerdo con la Fig 4.2, la expresión de la aceleración de la masa i-ésima resulta ser. 

( 4.42) 

Al sustituir la Ec 4.42 en la Ec 4.40 se obtiene. 

(4.43) 

4.2.2 Fuerzas sísmicas horizontales 

De acuerdo con la definición de fuerza cortante basal, se puede expresar la siguiente 
ecuación. 

' 
V = 'F ,, -' ,., 

Uo ( ' ) 'Wh - '' l!h 1·1 - " 

(4.44) 

Al considerar la definición de coeficiente sísmico, e, se puede esc~ibir la siguiente 
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expresión. 

~(±:w.h.) 
Yo gh, ,., e = - = "'----''--'-'-, ..:...._ _ _:__ 
Wo '\\' .:.... ' ,., 

Con base en la Ec 4.45 se obtiene la expresión siguiente. 

' 
u, Iw~ 

= e 
,., 

gh, ' 
IW.h, 
1 ~ l 

(4.45)_ 

(4.46) 

. 
Al sustituir la Ec 4.46 en la Ec 4.43, la expresión de la fuerza sísmica estática se puede 
expresar como. 

' 
'W - ' 

F. = e<-'-- W, h, ( 4.47) 

IW.h, ,., 

4.2.3 Estimación del período fundamental de la estructura 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF recomienda una expresión para estimar el 
período de vibración del primer modo, T1, de acuerdo con la modelación estructural a 
base de ng1deces de entrepiSO, según se 1nd1ca a continuación. 

a) Los datos de partida se muestran en la Fig 4.3 y son. 

k, = R1gideces del entrepiso i- ésimo 

W, = Pesos del mvel i- ésimo 
(4.48) 

b) Cuantificación de las fuerzas sísmicas, F, de cada nivel de acuerdo con la Ec 4.47. 
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e) Cuantificación de las fuerzas cortantes/ V,1 de cada entrepiso. 

(4.49) 

d) Obtención de los desplazamientos/ llu11 asociados a las fuerzas cortantes de 
entrepiso. 

(4.50) 

e) Obtención de los desplazamientos/ x,, que provocan las fuerzas sísmicas/ con base 
en la Ec 4.50. 

Xi = Q 

x, = x,_, .,. !:J. u, Ti i = 2 ... N 
(4.51) 

f) Obtención de las aceleraciones armónicas correspondientes a los desplazamientos 
del moso anterior {Inciso e)1 asociados a la frecuencia natural de vibración, W¡. 

(4.52) 

g) obtención de las fuerzas dinámicas asooadas a las aceleraciones armónicas del 
1nciso anterior (inciso f). 

\\ .. , x, ' 
F~r = m, x. = wi (4.53) 

g 

h) Cuantificación de los trabaJOS que realizan las fuerzas F,(Ec 4.47) y Far (Ec. 4.53) 
deb1do a los desplazamientos x, (Ec 4.51). 

i) 

' 1 

' ' 
\1' - (JJ¡ "<:' \1! ' 
VY hu - - ~ YY' X, 

g ,-¡ 
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i) Obtención de la frecuencia natural de vibración T1, al igualar los trabajos dados por 
las Ec 4.54. 

' 

,., 
" ')W x' 27t :- 1 1 

T, = - = 2n -"'"ce_' -
' 

4.2.4 Reducción de las fuerzas cortantes estáticas 

(4.55) 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF establecen que las fuerzas sísmicas descritas .en 
el inciso 4.2.2, obtenidas con la Ec 4.55, pueden adoptarse valores los menores que se 
indica a continuación. 

a) El período fundamental de vibración se obtiene con la Ec 4.55. 

b) Si T1 s Tb el valor del coeficiente sísmico, e, en la Ec 4.47 se sustituye por el valor 
de la ordenada del espectro de aceleraciones, a, dado por la Ec 3.38, y resulta ser. 

' 
)W, -F. = a-_;-'------ W, h, 

LV..'Iht ,., 

e) Si T, > Tb las fuerzas sísmicas se cuantifican con las expresiones siguientes. 

donde: 
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(4.57) 
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4.3 Método simplificado 

~ 

I;w. 
k1 = q(l-r(l-q))..:'-~-'-'-1 -

I;w.h, ,., 
' ,w, 
~ 

k, = l.Srq(l - q) -:-~"'-'."1--

'Wh' .... '' ,. 1 

q = ( ~~ )' 

(4.58) 

Las NTC para diseño por sismo establece el cumplimiento simultáneo de las siguientes 
condiciones para que sea aplicable el denominado método simplificado de análisis. 

4.3.1 Consideraciones generales 

l. En cada planta, al menos el 75 por ciento de las cargas verticales están soportadas 
por muros ligados entre sí mediante losas monolíticas u otros sistemas de piso 
suficientemente resistentes y rígidos al corte. Dichos muros tendrán distribución 
sensiblemente simétrica con respecto a dos ejes ortogonales y deben satisfacer las 
condiciones que establecen las NTC correspondientes. Es admisible cierta asimetría 
en la distribución de los muros cuando existan en todos los pisos dos muros de 
cargas perimetrales paralelos, cada uno con longitud al menos igual a la mitad de 
la dimensión mayor en planta del edificio. Los muros a que se refiere este párrafo 
pueden ser de mampostería, concreto reforzado o madera; en este último caso 
deben estar arriostrados con diagonales. 

II. La relación entre longitud y ancho de la planta del edificio no excede de 2.0 a 
menos que, para fines de análisis sísmico, se pueda suponer dividida dicha planta 
en tramos independientes cuya relación longitud a anchura satisfaga esta 
restricción y cada tramo resista según el criterio que se indica en la tabla 7.1 de las 
NTC para diseño por sismo. 

III. La relación entre la altura y la relación mínima de la base del edificio no excede a 
1.5 y la altura del edificio no es mayor de 13 m. 

4.3.2 Consideraciones específicas 

Para aplicar este método se hace caso omiso de los desplazamientos horizontales, 
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torsiones y momentos de volteo. 

Se debe verificar únicamente que en cada piso la suma de las resistencias al corte de los 
muros de carga, proyectados en la dirección en que se considera la aceleración , sea 
cuando menos igual a la fuerza cortante total que obre en dicho piso, calculada según se 
especifica en el inciso 4.2.2. 

Los coeficientes sísmicos que se deben emplear se indican en la tabla 7.1 de las NTC para 
diseño por sismo, correspondientes a las construcciones del grupo B. Para las 
construcciones del grupo A dichos coeficientes se deben multiplicar por 1.5. 

* 

Tabla 7.1 Coéficientes sísmicos reducidos para el método simplificado, 
correspondiente a estructuras del grupo B (NTC para diseño por 
sismo RCDF). 

MUROS DE PIEZAS MACISAS O MUROS DE PIEZAS HUECAS O 
DIAFRAGMAS DE MADERA DIAFRAGMAS DE DUELAS DE 
CONTRACHAPEADA MADERA* 

. ZONA 
ALTURA DE LA CONSTRUCCIÓN 

-

(m) 

H<4 4sHs7 7<HS13 4<H 4sHs7 7<H::::13 

1 0.07 0.08 0.08 0.10 0.11 0.11 

Ilyiii 0.13 0.16 0.19 0.15 0.19 0.23 

Diafragmas de duelas de madera inclinadas o sistemas de muros formados por 
duelas de madera verticales u horizontales arriostradas con elementos de madera 
maciza. 

4.3.3 Consideraciones de las NTC para diseño y construcción de estructuras de 
mampostería 

En el inciso 4.1.3 de las NTC para diseño y construcción de estructuras de mampostería 
se establece lo siguiente. 

El análisis para la determinación de los efectos de las cargas laterales debidas a sismo se 
hace con base en las rigideces relat1vas de los distintos muros. Estas de determinan 
tomando en cuenta las deformaciones de cortante y de flexión. Para estas últimas se 
considera la sección transversal agrietada del muro cuando la relación de carga vertical a 
momento flexionante es tal que se presentan tensiones verticales. Se debe tomar en 
cuenta la restricción que 1mpone a la rotación de los muros la rigidez de los sistemas de 
piso y techo y la de los dinteles. 
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Es admisible considerar que la fuerza cortante que toma cada muro es proporcional a su 
área transversal, ignorar los efectos de torsión y de momento de volteo. 

La contribución a la resistencia a fuerzas cortantes de los muros cuya relación de altura 
de entrepiso, H, a longitud, L, es mayor que 1.33 se debe reducir al multiplicar 1a 
resistencia por el coeficiente ( 1.33 L/Hl 

4.4 Reducción de fuerzas sísmicas 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF establecen que las fuerzas sísmicas descritas en 
los incisos 4.1 y 4.2 se pueden reducir al dividirlas entre el factor reductivo Q'. 

4.4.1 Estructuras regulares 

Para las estructuras que satisfacen las condiciones de regularidad indicadas en el inciso 
4.2.4, Q' se obtiene con las siguientes expresiones. 

donde: 

Q' = Q 

Q' = Q 

si T se desconoce 

'v'T?.T, 

Q' = 1 ~ T (Q- 1) ':" T < T. 
T, 

(4.59) 

a) Tes igual al período fundamental de vibración (inciso 4.2.3) cuando se emplee el 
método estático (inciso 4.2.2) e igual al período de natural de vibración del modo 
que se considere cuando se emplee el método de análisis modal (inciso 4.1.4). 

b) T. es un período característico del espectro de diseño utilizado (inciso 4.2.6). 

e) Los desplazamientos de diseño sísmico se obtienen al multiplicar por el factor de 
comportamiento sísm1co, Q, a los desplazamientos obtenidos con las fuerzas 
sism1cas reducidas. 

d) Cuando se adopten dispositivos especiales capaces de disipar energía por 
amortiguamiento o comportamiento inelástico, se pueden emplear criterios de 
d1seño sísmico que difieran de los aquí especificados, pero congruentes con ellos, 
con la aceptación del DDF. 

4.4.2 Estructuras irregulares 

Para las estructuras que no satisfacen las condiciones de regularidad indicadas en el 
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inciso 4.2.4, Q' se obtiene con las expresiones del inciso anterior (Ec 4.59) multiplicado 
por 0.8. 

4.5 Efectos de torsión 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF establecen que para fines de diseño, el 
momento torsionante se debe tomar por lo menos igual a la fuerza cortante de entrepiso 
multiplicada por la excentricidad que para cada marco o muro resulte mas desfavorable 
de ls siguientes 

donde: 

e,= !.Se, +O.lb 

e, = e,- 0.1 b 
(4.60) 

e, = Excentricidad torsional de rigideces calculada del entrepiso, igual a la 
distancia entre el centro de torsión ·del nivel correspondiente y la fuerza 
cortante en dicho nivel. 

b = Dimensión ·de la planta que se considera,· medida en la dirección de e,. 

La excentricidad. de diseño,~~ en cada sentido no se debe tomar menor que la mitad del 
máximo valor de la excentncidad calculada, e,, para los. entrepisos que se hallen abajo del 
que se·considera, ni se debe tomar el momento tors1onante de ese entrepiso menor que 
la mitad del máximo calculado para los entrepisos que están arriba del considerado. 

4.6 Efectos de segundo orden 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF establecen que se deben tomar en cuenta 
explícitamente en el análiSIS los efectos de segundo orden, esto es, los momentos y 
cortantes adicionales provocados por las cargas verticales al obrar en la estructura 
desplazada lateralmente, en toda estructura en que la diferencia en desplazamientos 
laterales entre dos niveles consecut1vos, tlu, dividida entre la diferencia de altura 
correspondientes, h, es tal que: 

-"u \' ·. u.os 
h w 

(4.62) 

donde: 

V = Fuerza cortante en el entrep1so considerado 
W = Peso de la construcción enc.ima del entrepiso, que incluye cargas muertas y vivas 
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4.7 Efectos bidireccionales 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF establecen que los efectos de ambos 
componentes horizontales del movimiento del terreno se deben combinar al tomar en 
cada dirección en que se analice la estructura, el 100 por ciento de los efectos del 
componente que- obra en esa dirección y el 30 por ciento de los efectos del que obra 
perpendicularmente a ella, con los signos que para cada concepto resulten mas 
desfavorables. 
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S. FUERZAS SÍSMICAS EN LOS ELEMENTOS ESTRUCTURALES RESISTENTES 
DE LAS EDIFICACIONES . 

El concepto de fuerzas sísmicas en elementos estructurales resistentes de una edificación 
es la manera de especificar la .magnitud de las fuerzas sísmicas que actúan en cada uno 
de los ejementos. estructurales resistentes en los métodos- que utilizan simplificaciones 
estructurales para cuantificar las fuerzas sísmicas. 

5.1 En los modelos estructurales donde se utilizan las ecuaciones de 
equilibrio dinámico de las edificaciones 

En los modelos estructurales que formulan las ecuaciones de equilibrio a través del 
concepto de subestructuras un1das a un diafragma (nivel), rígido o no, la información que 
se maneJa de manera s1stemát1ca es el equilibrio de cada uno de Jos elemer.tos 
estructurales que la forman. Entonces, el concepto de fuerzas sísmicas en los elementos 
estructurales es transparente ya que se cuenta con la información integral de cada uno de 
los elementos estructurales de la edificaoón, al establecer las ecuaciones de equilibrio. 

5.2 En los modelos estructurales donde se utiliza el concepto de rigidez de 
entrepiso 

El modelo donde se emplea el concepto de rigidez de entrepiso es el modelo mas simple 
donde se utiJ¡za el concepto de diafragma rígido. Es un modelo en extinción ya que Jos 
modelos a que hace referencia el inciso 5.1 son mas generales. Se presenta porque el 
RCDF hace referencia a algunos conceptos que utiliza. Se basa en las siguientes hipótesis: 
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a) Se considera el equilibrio en un solo diafragma (nivel) rígido en donde la carga que 
actúa es la fuerza cortante en el entrepiso correspondiente, localizada en su centro 
de masas. 

b) Las fuerzas que resisten a la fuerza cortante las proporcionan las rigideces de 
entrepiso (resortes) del entrepiso correspondiente que definen el centro de torsión 
(o de rigideces). 

e) Las rigideces de entrepiso las forman los marcos (o muromarcos) planos, 
sensiblemente paralelos en dos direcc1ones ortogonales. 

d) En los desarrollos que siguen se considera que el edificio tiene una distribución de 
rigideces regular en elevación. Es decir, que las columnas de un diafragma (nivel) 
únicamente están unidas con niveles consecutivos. 

En la Fig 5.1 se muestra la idealización del modelo estructural descrito en los incisos 
anteriores. 

5.2.1 Centro de rigideces (de torsión) del entrepiso 

Debido a que los elementos resistentes de un entrepiso se representan mediante las 
rig1deces del mismo, se define como centro de rigidez (o de torsión) al punto en donde al 
actuar las fuerzas cortantes únicamente provocan desplazamientos lineales. .. 

5.2.1.1 Fuerzas cortantes directas en los resortes paralelos al eje y de 
referencia 

Con base en la F1g 5.2, la fuerza que soporta cada resorte (ngidez de entrep1so) paralelo 
al eJe y resulta ser 

\'' = 1 \ 
" 1\ 1• 

(5.1) 

De acuerdo con la condición de equilibno de fuerzas paralelas al eje y se puede escribir 
como. 

" " 
\'' = '\'" -. ,, "'k - )' 

(5.2) 
1: 1 1 

Con base en las Ec 5.1 y 5.2 se obt1enen las s1gu1entes expresiones. 
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5.2.1.2 

V, 
\' = ~~ (5.3) 

2: k¡, 
¡•1 

(5.4) 

Fuerzas cortantes directas en los resortes paralelos al eje x de 
referencia 

Al seguir un razonamiento similar al inciso 5.2.1.1 y utilizar la Fig 5.3 se obtienen las 
siguientes ecuaciones. 

" V = "\' V" 
' ~ 1\ 

' •1 

u = 
V, 

" "k .,;.,. l\ 

··1 

k" 

" Uik,, 
' •1 

\'J = \', " " 
"k - " 
' : 

5.2.1.3 Coordenadas del centro de torsión 

(5.5) 

(5.6) 

(5.7) 

(5.8) 

Se denomina centro de torsión (CT) o centro de rigideces (CR) al punto localizado sobre el 
diafragma rig1do donde al actuar la fuerza cortante correspondiente únicamente le 
provoca desplazamientos lineales. 

Al aplicar la definición de CT a la fuerza cortante paralela al eje y, al establecer el 
equilibrio de momentos resulta. 

" 
\ . = "\' ' >..1 , _x1\. 1, 

'1 -,,--V, (5.9) 
J 1 

Lk,~ 
J 1 J 1 
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De acuerdo con la Ec 5.9 se obtiene la expresión de la abscisa del centro de torsión. 

~:\ 

'xk ~ J J~ 
J" 1 x, = (5.10) 

Al aplicar la definición de CT a la fuerza cortante paralela al eje x, se obtiene la siguiente 
expresión de la ordenada del centro de torsión. 

Y,= 

5.2.2 Excentricidades 

S'! 

'"k ~.JI n ,., ----
" 'k .... 1\ 

' 1 

(5.11) 

Las fuerzas sísmicas asociadas a los diafragmas rígidos actúan en el punto ·denominado 
centro de masas (CM) y no en el centro de torsión, que pueden ser diferentes. A las 
distancias paralelas a la dirección de las fuerzas cortantes se les denominan 
excentnodades. 

5.2.2.1 Excentricidades calculadas 

Las excentricidades correspondientes a las dos fuerzas cortantes ortogonales se pueden 
escribir como. 

donde: 

donde: 

e" = Excentricidad de la fucrLa Cortante V, 

x,_ = Absc1sa del centro de masas 

x, = Absc1sa del centro de torsión 
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e,, = Excentricidad de la fuerza Cortante V, 

y m = Ordenada del centro de masas 

y, = Ordenada del centro de torsión 

5.2.2.2 Excentricidades de diseño 

(5.13)b 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF establecen que a cada excentricidad calculada 
se le debe asociar dos excentricidades de diseño, según se indica a continuación. 

a) Excentricidades asociadas a la fuerza cortante V y. 

donde: 

e0, = 1.5 e,, + 0.1 b, 

e.,,= e .. - O.lb, 
(5.14) 

b, es la dimensión de la planta que se considera medida en la dirección de esx 
(perpendicular a la fuerza cortante Vy). 

b) Excentricidades asociadas a la fuerza cortante V,. 

donde: 

C0 . = 1.5 c .. - 0.1 b, 

e,. = e" - 0.1 b, 
(5.15) 

b, es la d1mensión de la planta que se cons1dera medida en la dirección de esv 
(perpendicular a la fuerza cortante V,). 

5.2.3 Fuerzas cortantes debidas a la torsión 

De acuerdo con el inoso 5.2.2 para efectos de d1seño se deben considerar los efectos de 
un momento tors1onante, M, cuantificado con las Siguientes expresiones. 

(5.16) 

Con base en la F1g 5.4 se puede afirmar que el momento torsionante se equilibra con las 
fuerzas cortantes que provoca en todos Jos resortes. El movimiento de cuerpo rígido que 
el par tors1onante le provoca al diafragma ríg100 se mide mediante el desplazamiento 
angular (giro), e. 
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Los correspondientes desplazamientos lineales en los resortes paralelos a cada uno de los 
ejes de referencia resultan ser, al considerar que el desplazamiento angular 8 es 
pequeño, de tal manera que el seno y la tangente del mismo se pueda aproximar por el 
valor del ángulo: 

,. = e-x 
J J 

donde: 

Las fuerzas cortantes debidas al par torsionante resultan ser. 

Al establecer el equilibrio de pares respecto al centro de torsión se obtiene que. 

'\Y '' 

M = " \'' " .,. "\'' . - ¡,.,, - J'XJ 
1"1 ! 1 

l'' ~ "' ,l 
= 8 1 ~k"y;-~kJ'X~ 1~ 

L, 1 J 1 ....: 

(5.17) 

(5.18) 

(5.19) 

(5~20) 

De las Ec 5.20 se obt1ene el valor del desplazamiento angular (giro) de cuerpo rígido. 

o = 
M 

(5.21) ') ,, 
"1 ,'-"k : 
- 1'\" • 1 - 1• :\1 

1 1 '1 

Al sust1tu1r la Ec 5.21 en las Ec 5.19 se obtienen las expresiones de las fuerzas cortantes 
que el momento tors1onante ocas1ona a los resortes (ngideces de entrepiso). 

Ly 
'i ,, M (5.22) 
" 1 \':-" k : -ti,.,, . 1 - ,, :\ 1 

1 ¡ 



(5.23) 

5.2.4 Fuerzas cortantes de diseño en los resortes (rigideces de entrepiso) 

Con base en los desarrollos de los incisos anteriores, la fuerza cortante que cada resorte 
(rigidez de entrepiso) soporta es la suma de la fuerza cortante directa mas la fuerza 
cortante debida a la torsión, como se expresa a continuación. 

\ ' ~ \'' - \'' !\ 1\ 1\ 

(5.24) 
\ ' - \'' \"' 'JI - JI; JI 

Para cuantificar la Ec 5.24a se hace uso de ls Ec 5.8 y 5.22, mientras que para la Ec 5.24b 
se utilizan las Ec 5.4 y 5.23. 

·· 5.3 En el método simplificado 

En este método se hace case omiso del efecto de torsión, por lo que únicamente se 
consideran las fuerzas cortantes directas. 

Las NTC para d1seño y construcción de estructuras de mampostería establecen que es 
admisible considerar que la fuerza cortante que toma cada muro es proporcional a su área 
transversal 



6. EJEMPLOS DESARROLLADOS PASO A PASO 

En este capítulo se presentan los ejemplos que permiten aplicar los conceptos descritos 
en este curso. Los ejemplos, por tratar de aplicar paso a paso los aspectos operativos de 
los métodos, corresponden ún1camente a métodos que se pueden desarrollar sin un 
número exagerado de operaciones, de tal manera que se pueden llevar a cabo.'con 
calcul¡;¡dora, lápiz y papel. 

6.1 Edificación utilizada 

En la F1g 6.1 se muestra la planta y elevación de un edifiCIO de interés social que sirve de 
base para llevar a cabo los eJemplos de aplicación. Las particularidades del edificio se 
mdican a continuación. 

6.1.1 Uso de las edificaciones 

Con base en ellnCJso 3.1, el uso de la edificación es vivienda, por lo que le corresponde el 
Grupo B. 

Por tratarse de una edificación de 667 m2 < 6000 m2, con una altura de 12.5 m < 30 m, 
se ubica en el subgrupo 82. 

6.1.2 Zonificación sísmica 

La edificación se localiza en la zona l. 
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6.1.3 Coeficiente sísmico 

De acuerdo con el inciso 3.2, y los datos especificados en los incisos 6.1.1 y 6.1.2, el 
coeficiente sísmico que le corresponde a la edificación es e= 0.16. 

6.1.4 Condiciones de regularidad 

Con base en los datos de la edificación (Fig 6.1) se obtienen los siguientes parámetros en 
relación con el inciso 3.4, a fin de definir el coeficiente de reducción de las fuerzas 
sísmicas, Q'. 

a) Planta sensiblemente simétrica respecto a dos ejes ortogonales (respecto a masas 
y elementos resistentes). 

b) Altura/dimensión menor en planta= 12.5/8.4 = 1.49 < 2.5. 
e) Largo/ancho = 15.9/8.4 = 1.9 < 2.5. 
d) De acuerdo con la tabla 6.1 la relación entre los pesos de los niveles superior a 

inferior es igual a uno, con excepción del quinto nivel (último) que es 1gual a 0.88. 
e) Todos los pisos tienen la misma área, igual a 133.56 m2

• 

f) En relación con los conceptos de rigidez al corte y excentricidades se discuten en 
los incisos correspondientes. · 

6.1.5 Factor de comportamiento sísmico 

La resistencia a las fuerzas laterales se suministra por: 

a) muros de mampostería de piezas huecas. 
b) confinadas en toda la altura. 
e) de 15 cm de espesor. 
d) resistencia al esfuerzo cortante de 2.5 kgf/cm2

• 

Con base en el inciso 3.5, el factor de comportamiento asociado a las dos direcciones 
ortogonales resultan ser. 

Q, = 1.5 
Qy = 1.5 

6.1.6 Espectro de diseño 

Con base en el inciso 3.6 y la tabla 3.1 de la NTC para diseño por sismo, los parámetros 
del espectro de respuesta de d1seño en la zona 1 junto con el coefiCiente sísmico 
especificado en el inciso 6.1.3, resultan ser. 

Ta = 0.2 S 
T0 = 0.6 s 
r =: 1/2 



6.2 Análisis estático 

De acuerdo con el inciso 4.2.2 las fuerzas horizontales que un sísmo de diseño ocasiona 
a una edificación están dadas por la Ec 4.39, reproducida a continuación. 

F =e ,., W h 
1 S 1 1 

( 4.39) 

~W,h, ,., 

En este método no es necesario hacer uso de un modelo estructural para el edificio, 
exc~pto si se desea estimar el período fundamental del mismo. 

6.2.1 Fuerzas cortantes 

Con base en los datos de la geometría y pesos del edificio, así como los datos '·:· 
especificados en el inciso 6.1, los elementos de la Ec 4.39 se resumen en la tabla 6.1. 

Tabla 6.1 Fuerzas sísmicas (método estático) 

Nivel W; h; W;h; F; V; 
(tf) (m) (tfm) (tf) (tf) 

S 91.2 12.5 1140.0 24.73 24.73 

4 104.0 10.9 1040.0 22.57 . 47.30 

3 104.0 7.5 780.0 16.92 64.22 

2 104.0 5.0 520.0 11.28 75.50 

1 104.0 2.5 260.0 5.64 81.14 

¿ 507.2 3740.0 

De acuerdo con los valores de las columnas 2 y 4 de la tabla 6.1 se puede cuantificar el 
siguiente coeficiente. 
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,., 
e ' 

,., 

= 0.16. 
507

·
2 

= 0.0217 
3740.0 

6.2.2 Estimación del periodo fundamental de vibración 

(6.1) 

De acuerdo con el inciso 4.2.3 la estimación del período fundamental se obtiene mediante 
la Ec 4.47b, reproducida a continuación. 

' 
)W x' - '' T, = 2ll -'-"'''.,..-, - (4.47b) 

gi;F.x, 
l 1 ~ 1 

Los valores especificados en las tablas 6.1, 6.5 y 6.6 sirven de base para la cuantificación 
de la Ec 4.47b. 

6.2.2.1 En la dirección del eje x 

Las operaciones numéricas para determinar los elementos de la Ec 4.47b se resumen en 
la tabla 6.2. 

Tabla 6.2 Estimación del período fundamental, T 1x1 en la dirección del eje x 

Nivel k¡. l!.U;x X¡ F;X¡ W;x? 
(tf/cm) (m) (m) (tfm) (tfm2) 

5 203.65 0.00121 0.00531 0.13132 0.00257 

4 372.46 0.00127 0.00410 0.09254 0.00175 

3 528.42 0.00122 0.00283 0.04788 0.00083 

2 749.62 0.00101 0.00161 0.01816 0.00027 

1 1363.69 0.00060 0.00060 0.00338 0.00004 

.L 0.29328 0.00546 

Al sustituir los valores de las columnas 5 y 6 de la tabla 6.2 en la Ec 4.47b resulta. 
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= 6 ?8 i 0.00546 o 7736 
T,, ·- \ 9.81 * 0.29328 = ·- S 

(6.2) 

6.2.2.2 En la dirección del eje y 

Las operaciones numéricas para determinar los elementos de la Ec 4.47b se resumen en 
la tabla 6.3. 

Tabla 6.3 Estimación del período fundamental, T 1y, en la dirección del eje y 

Nivel k; y ~U;y X; F;X; W;x/ 
(tf/cm) (m) (m) (tfm) (tfm2

) 

5 65.93 0.0037 0.0159 0.3932 0.0231 

4 121.28 0.0039 0.0122 0.2754 0.0155 

3 173.85 0.0037 0.0083 0.1404 0.0072 

2 253.15 0.0030 0.0046 0.0519 0.0022 

1 515.28 0.0016 0.0016 0.0091 0.0003 

·r 0.8699 0.0483 

Al sustituir los valores de las columnas 5 y 6 de la tabla 6.3 en la Ec 4.47b resulta. 

0.0483 
T" = 6.28. - . - . -·- = 0.4724 S 

. 9.81 * 0.8699 

6.2.3 Factores reductores de las fuerzas sísmicas 

(6.3) 

De acuerdo con el inc1so 4.3 los factores reductores de las fuerzas sísmicas resultan ser. 

6.2.3.1 Factor reductor para fuerzas paralelas al eje x 

Al comparar el período fundamental T~x con el valor de Ta resulta. 
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T,. = 0.2736 > T, = 0.2 

donde: 

Q; = Q, = 1.5 

Al comparar el período fu_Ddamental T1y con el valor de Ta resulta. 

T1, = 0.4724 > T. = 0.2 

donde: 

Q, = Q, = 1.5 

6.2.4 Fuerzas sísmicas reducidas 

(6.4) 

(6.5) 

Al dividir las fuerzas sísmicas estáticas de la tabla 6.1 entre Jos correspondientes factores 
reductores dados por las Ec 6.4 y 6.5 se obtienen las fuerzas sísmicas reducidas de la 
tabla 6.4. 

Tabla 6.4 Fuerzas sísmicas estáticas sin reducir y reducidas . 

Nivel F; V; F;xr V;xr F;yr V;vr 
(tf) (tf) (tf) . (tf) (tf) (tf) 

5 1 24.73 24.73 16.48 16.48 16.48 16.48 

4 22.57 47.30 15.05 31.53 15.05 31.53 

3 16.92 64.22 11.28 42.81 11.28 42.81 

2 11.28 75.50 7.52 50.33 7.52 50.33 

1 5.64 81.14 3.76 54.09 3.76 54.09 

6.2.5 Reducción de las fuerzas cortantes con base en el período fundamental 
de vibración 

De acuerdo con el 1nciso 4.2.4 ex1ste la posibilidad de reducir las fuerzas sísmicas de la 
tabla 6.4, con base en el valor de los períocas fundamentales de vibración. 

6.2.5.1 En la dirección del eje x 

Al ubicar el periodo fundamental en el espectro de diseño sísmico se tiene que. 
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T.= 0.2 < T" = 0.2736<T, = 0.6 (6.6) 

De acuerdo con la Ec 6.6 se concluye que no deben reducirse las fuerzas estáticas en la 
dirección del eje x de la tabla 6.4. 

6.2.5.2 En la dirección del eje y 

Al ubicar el período fundamental en el espectro de diseño sísmico se tiene que. 

T.= 0.2 < T,, = 0.4724<T, = 0.6 (6.7) 

De acuerdo con la Ec 6.7 se concluye que no deben reducirse las fuerzas estáticas en la 
dirección del eJe y de la tabla 6.4. 

6.3 Método dinámico (análisis modal espectral) 

Este método se describe en el inciso 4.1.4 y su aplicación implica un modelo estructural 
·para el edificio. 

6.3.1 Modelo estructural del edificio 

En este ejemplo se utiliza el modelo estructural descrito en el inciso 2.4.5, construido a 
base de subestructuras formadas con ngideces de entrepiso (resortes) un1das con 
diafragmas rígidos. Este modelo no es el recomendable, pero se utiliza porque permite 
ejemplificar algunos conceptos del RCDF y el número de operaciones que se t1enen que 
realizar resultan ser mucho menor que el de los modelos donde se utiliza una 
computadora. 

El modelo estructural del edificio se construye med1ante subestructuras planas formados 
por muros planos, constru1dos con mampostería. La definición de los muros planos se 
hace en las dos d1recc1ones ortogonales en que están orientados los ejes de la planta del 
edificio. Los 9 ejes letra (muros 1-x, 2-x, 3-x, 4-x, 5-x, 6-x, 7-x, 8-x y 9-x) y los 3 ejes 
número (muros 1-y, 2-y y 3-y). 

En las F1g 6.2 y 6.3 se muestran las Idealizaciones de los muros planos mediante rigideces 
de entrep1so, y en la Fig 6.4 se representan los dos modelos estructurales del edificio 
asociados a las dos d1recoones ortogonales. cada estructura unidimensional tiene 5 
grados de libertad. 

Las rigideces de entrepiso de los muros planos se determinaron con el método del 
elemento finito, al cons1derar que actúa un sistema de fuerzas horizor::aies igual al que 
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proporciona el método estático (inciso 6.2). Los valores que resultan se muestran en las 
Fig 6.2 y 6.3, así como en las tablas 6.S y 6.6. 

6.3.2 Solución del problema de valores característicos 

Las formas modales (eigenvectores) y las correspondientes frecuencias naturales de 
vibración (eigenvalores), según el inciso 4.1.3.1, se pueden obtener con métodos que 
utilicen calculadoras o computadoras. En este ejemplo el problema de valores 
característicos se resolvió al utilizar el método matricial de Jacobi. Las matrices de 
rigideces y de masas para cada modelo unidimensional se construyen como se indica en 
las Ec 6.8 y 6.9. 

Tabla 6.5 Rigideces de entrepiso de los muros paralelos al eje x (tf/cm) 

Entrepiso 1-x 2-x 3-x 4-x 5-x 

1 310.4S 127.S7 97.S3 97.S3 97.S3 

2 194.4S 60.92 47.74 47.74 47.74 

3 144.19 41.07 31.S8 31.S8 3l.S8 

4 104.88 28.21 21.2S 21.2S 21.2S 

S S9.04 1S.06 11.09 11.09 11.09 

Tabla 6.5 Rigideces de entrepiso de los muros paralelos al eje x (tf/cm) 
(continúa) 

Entrepiso 6-x 7-x 8-x 9-x I 

1 97.S3 97.S3 127.S7 310.4S 1363.69 

2 47.74 47.74 60.92 194.4S 749.62 

3 31.S8 3l.S8 41.07 144.19 S28.42 

1 4 21.2S 21.2S 28.21 104.88 372.46 

S 11.09 11.091 1S.06 S9.04 203.6S 
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Tabla 6.6 Rigideces de entrepiso de los muros paralelos al eje y (tf/cm) 

Nivel 1-y 2-y 3-y I 

1 249.88 114.32 151.08 515.28 

2 125.33 53.84 73.98 253.15 

3 87.23 35.96 50.66 173.85 

4 63.14 25.12 33.02 121.28 

1 
5 33.86 13.04 19.03 65.93 

6.3.2.1 Matriz de rigideces de los modelos unidimensionales 

Al establecer las ecuaciones de equilibrio de los modelos estructurales mostrados en las 
Fig 6.4 se obtiene la siguiente matriz de rigideces. 

k,+ ko -k, o o o 
·-

-k, K,.,. k-' - kJ o o 
R. = o -k· k' 4- k, -k, o (6.8) 

o o -k, k,+ k, - ks 

o o o - ks ks 

6.3.2.2 Matriz de masas de los modelos unidimensionales 

Al es-..ablecer las ecuaciones de equilibrio de los modelos estructurales mostrados en las 
Fig 6.4 se obtiene la sigu1ente matnz de masas (concentradas). 

lw. o o o o 
! (; w, o o o 

- 1 1 

~1 = g 1 
(! o w, o o (6.9) 

l 
o o o w, 

w~J o o o o 

6.3.2.3 Eigenvalores y eigenvectores 

Al sustituir los valores de la tabla 6.1, 6.5 y 6.6 en las ecuaciones 6.8 y 6.9, para cada uno 
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de los modelos estructurales asociados a las dos direcciones ortogonales, y resolver los 
correspondiente problemas de valores característicos, se obtienen Jos eigenvectores 
(formas modales) mostradas en la Fig 6.5. 

Los valores de los períodos, frecuencias naturales de vibración y valores característicos 
correspondientes a los eigenvectores de la Fig 6.5 se se presentan en la tabla 6.7 

Tabla 6.7 Períodos y frecuencias naturales de vibración de los modelos 
estructurales del edificio 

M o Modelo estructural, eje y Modelo estructural, eje x 
do -

T;y (l)¡y 2 
T;x W;x 

2 
W;y W;x 

(s) (rad/s} (rad/s}2 (s) (rad/s} (rad/s}2 

1 .4719 13.31 177.28 .2735 22.97 527.77 

2 .2006 31.32 981.06 .1158 54.26 2944.03 

3 .1302 48.26 2328.83 .0752 83.55 6981.10 

4 .0945 66.49 4420.75 .0548 114.66 13146.15 

S .0676 92.95 8639.06 .0401 156.69 24551.10 

6.3.3 Respuesta espectral de desplazamientos de cada modo para el modelo 
estructural paralelo a eje y 

Con base en los 1ncisos 4.1.4.3 y 4.1.4.4 la respuesta espectral desplazamientos de cada 
modo se obt1ene con las Ec 4.25 y 4.27, y de acuerdo con el inciso 4.1.3.3 el coeficiente 
de participación se obt1ene con la Ec 4.22e, que se reproducen a continuación. 

c. = 
. ' (4.22e) 

. ' 

A. 
) m. ::. e, . (4.25) 

w: 

O' - r' v' 
m' - ~m' (4.27) 



6.3.3.1 Primer modo 

Las operaciones de las Ec 4.25 y 4.27 se presentan en la tabla 6.8. La columna 2 de dicha 
tabla se obtiene de la columna 2 de la tabla 6.1. 

Tabla 6.8 Respuesta espectral de desplazamientos: Primer modo 

Nivel m k rk1 mkrkl mk~rk1)2 . 1 Ukmax 
k-ésimo tfs2 /cm tfs2/cm tfs /cm cm 

1 0.106 1.0000 0.1060 0.1060 0.1127 

2 0.106 2.9613 0.3139 0.9295 0.3337 

3 0.106 5.4973 0.5827 3.2034 0.6195 

4 0.106 8.2805 0.8777 7.2681 0.9332 

S 0.093 11.0399 1.0267 11.3348 1.2442 

¿ 2.9070 22.8418 
,, 

Con base en las columnas 4 y 5 se obtiene el valor del coeficiente de participación del <· 
modo 1, que resulta ser. 

e,= 2.9070 = 0.1273 
22.8418 

(6.10) 

La ordenada del espectro de aceleraciones de d1seño del primer modo de vibración, de 
acuerdo con el incisos 3.6 y 6.1.6, es. 

T. = 0.2 < T, = 0.4719 < T, = 0.6 

:\, = ag = cg = 0.1(,*981 = 156.96 cm/ 5° 
(6.11) 

La respuesta espectral de las ecuaoones de equilibno desacopladas para el primer modo, 
de acuerdo con la Ec 4.25 resulta ser. 

1' = e A: = 0.1273l_5_ó 96 = 0.1127 cm 
~nl' 'w 177.28 

La sexta columna de la tabla 6.8 es la expresión de la Ec 4.27. 
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6.3.3.2 Segundo modo 

Las operaciones de las Ec 4.2S y 4.27 se presentan en la tabla 6.9. La columna 2 de dicha 
tabla se obtiene de la columna 2 de la tabla 6.1. 

Tabla 6.9 Respuesta espectral de desplazamientos: Segundo modo 

Nivel m k rk2 mkrk2 mk~rk2)2 Ukmáx 
2 

k-ésimo tfs2/cm tfs2 /cm tfs /cm cm 

1 0.106 1.0000 0.1060 0.1060 0.0208 

2 0.106 2.624S 0.2782 0.7301 O.OS46 

3 0.106 3.4198 0.362S 1.2397 0.0711 

4 0.106 1.6282 0.1724 0.2803 0.0339 

S 0.093 -4.2387 -0.3942 1.6709 -0.0882 

r O.S249 4.0270 

Con base en las columnas 4 y S se obtiene el valor del coeficiente de participación del 
modo 2, que resulta ser. 

. = OS~.fY = 0.1303 
c. 4.0~70 

(6.13) 

La ordenada del espeáro de aceleraoones de diseño del segundo modo de vibración, de 
acuerdo con el1nosos 3.6 y 6.1.6, es. 

T. = U.~ ··. T.· = 0.~00(>..: T, = 0.6 

A:= ag = cg = U.I(J*'!SI = 15(J.9(J cmfs' 
(6.14) 

La respuesta espeáral de las ecuac1ones de equilibrio desacopladas para el segundo 
modo, de acuerdo con la Ec 4.2S resulta ser. 

· A· ,·15(J.9(J 
\ · = e· · = 0.130-' = 0.0208 cm -"" · w; 981.0(J 

(6.1S) 

La sexta columna de la tabla 6.9 es la expresión de la Ec 4.27. 
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6.3.3.3 Tercer modo 

Las operaciones de las Ec 4.25 y 4.27 se presentan en la tabla 6.10. La columna 2 de 
dicha tabla se obtiene de la columna 2 de la tabla 6.1. 

Tabla 6.10 Respuesta espectral de desplazamientos: Tercer modo 

-

rk3 3 mk~rk3)2 3 Nivel m k mkrk Ukmáx 
k-ésimo tfs2 /cm tfs2/cm tfs /cm cm 

1 0.106 1.0000 0.1060 0.1060 0.0074 

2 0.106 2.0606 0.2184 0.4501 0.0152 

3 0.106 0.6797 0.0720 0.0490 0.0050 

4 0.106 -2.6831 -0.2844 0.7631 -0.0197 

5 0.093 1.1754 0.1073 0.1285 0.0086 

í: 0.2213 1.4967 -

Con base en las columnas· 4 y S se obtiene el valor del coeficiente de participación del 
modo 3, que resulta ser. 

0.2213 
C' = .. _ = 0.1479 
. 1.4967 

(6.16) 

La ordenada del espectro de aceleraciones de diseño del tercer modo de vibración, de 
acuerdo con el inosos 3.6 y 6.1.6, es. 

T, = 0.130~ < T. = 0.~ 

1 
, T, e 

A, = ag = g( - ~ · ) 
T. 4 

= 981 ( 1 - 3 O.IJO~) O.ló = 115.88 cm/ s' 
0.~ 4 

6.17) 

La respuesta espectral de las ecuaciones de equilibrio desacopladas para el tercer modo, 
de acuerdo con la Ec 4.25 resulta ser. 

.·' = A'=QJJ 1,II5.88 =OOIIO Ynn C1 - --- .) • cm 
w: ~328.83 

(6.18) 

La sexta columna de la tabla 6.10 es la expresión de la Ec 4.27. 
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6.3.3.4 Cuarto modo 

Las operaciones de las Ec 4.25 y 4.27 se presentan en la tabla 6.11. La columna 2 de 
dicha tabla se obtiene de la columna 2 de la tabla 6.1. 

Tabla 6.11 Respuesta espectral de desplazamientos: Cuarto modo 

Nivel m k rk4 4 mk~rk4) 2 4 mkrk Ukmáx 
k-ésimo tfs2 /cm tfs2/cm tfs /cm cm 

1 0.106 1.0000 0.1060 0.1060 0.0039 

2 0.106 1.1851 0.1256 0.1489 0.0046 

3 0.106 -1.7383 -0.1843 0.3203 -0.0068 

4 0.106 0.7849 0.0832 0.0653 0.0031 

5 0.093 -0.1501 -0.0140 0.0021 -0.0006 

:L 0.1165 0.6426 -

Con base en las columnas 4 y 5 se obtiene el valor del coeficiente de participación del 
modo 4, que resulta ser. 

0.1165 c. ~ - . . ~ o. 1813 
0.6426 

(6.19) 

La ordenada del espectro de aceleraCiones de diseño del cuarto modo de vibración, de 
acuerdo con el1nc1sos 3.6 y 6.1.6, es. 

T. = 0.0945 < T, ~ 0.2 

1 - T, e A. = a~ = g( - -' ) 
- T. 4 

= 981 ( 1 - 3 °·0945
) o.l

6 ~ 94.86 cm/ s' 
0.2 4 

(6.20) 

La respuesta espectral de las ecuac1ones de equilibno desacopladas para el cuarto modo, 
de acuerdo con la Ec 4.25 resulta ser. 

' :\, 94.8(> 
) = e, . = 0.1813 - = 0.00389 cm 
"" w~ 4420.75 

(6.21) 

La sexta columna de la tabla 6.11 es la expresión de la Ec 4.27. 
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6.3.3.5 Quinto modo 

Las operaciones de las Ec 4.2S y 4.27 se presentan en la tabla 6.12. La columna 2 de 
dicha tabla se obtiene de la columna 2 de la tabla 6.1. 

Tabla 6.12 Respuesta espectral de desplazamientos: Quinto modo 

Nivel m k rk5 mkrk5 mk~rk5)2 Ukmáx 
S 

k-ésimo tfs2 /cm tfs2 /cm tfs /cm cm 

1 - 0.106 1.0000 0.1060 0.1060 0.0038 

2 0.106 -O.S787 -0.0613 0.03SS -0.0022 

3 0.106 0.1678 0.0178 0.0030 0.0006 

4 0.106 -0.0282 -0.0030 0.0001 -0.0001 

S 0.093 0.002S -0.0002 0.0000 0.0000 

:L O.OS97 0.14461 

Con base en las columnas 4 y S se obtiene el valor del coeficiente de partiCipación del 
modo S, que resulta ser. 

0.0577 
(; = ------- = 0.4129 
. 0.1446 

(6.22) 

La ordenada del espectro de aceleraciones de diseño del quinto modo de vibración, de 
acuerdo con el incisos 3.6 y 6.1.6, es. 

T- = O.Oú7o < T. = 0.2 

1 
, T. e 

A. = a~ = l!( - -' ) 
- - T. 4 

(6.23) 

98 
'0.0676 0.16 ' 

= 1( 1 - _, ) = 79.03 cm/ s· 
0.2 4 

La respuesta espectral de las ecuaoones de equilibrio desacopladas para el quinto modo, 
de acuerdo con la Ec 4.2S resulta ser. 

. ;. 79.03 
) = c.· = U 4129 = 0.003777 cm 

"'. w: 8639.06 
(6.24) 

La sexta columna de la tabla 6.12 es la expresión de la Ec 4.27. 
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6.3.4 Respuesta espectral de fuerzas cortantes de cada modo para el modelo 
estructural paralelo al eje v 

Con base en la respuesta espectral de desplazamientos de cada modo (cuantificados en la 
columna 6 de las tablas 6.8 a 6.12, que se repiten en la columna 2 de las tablas 6.13 a 
6.17) se pueden cuantificar las fuerzas cortantes correspondientes, al utilizar los 
conceptos relacionados con la definición de rigidez de entrepiso (Ec 2.5 y 2.6), 
reproducidos en la forma en que se utilizan. 

v, = k,D.u, 
D. u, = u, - u,., 

(2.5) 
(2.6) 

Los valores de las rigideces de entrepiso para el modelo estructural paralelo al eje y se 
muestran en la columna 2 de la tabla 6.2 o bien en la columna 12 de la tabla 6.5, y se 
repiten sistemáticamente en la columna 3 de las tablas 6.13 a 6.17. 

En la revisión del cumplimiento de las condiciones de regularidad del edificio respecto a la 
rigidez al corte (inciso 3.4), la relación de rigideces entre el primer y segundo entrepisos 
es igual a 2.035. Aunque excede del 100 por ciento (103.5), se considera que la rigidez 
del primer entrepiSO está sobrevaluada por la condición de frontera de empotramiento. 
Por tanto, el edificio es regular y los factores reductores Q' no sufren reducciones 
adicionales. 

6.3.4.1 Primer modo 

Las operaciones de las Ec 2.6 y 2.5 se presentan en las columnas 4 y S de la tabla 6.13. 

Tabla 6.13 Respuesta espectral de cortantes: Primer modo 

Nivel/ Ukmáx 
1 

~ .dUkmáx 
1 

vkmáx 
1 

vkmáxr 
1 

Entrepiso cm tf/cm cm tf tf 

1 0.1127 515.28 0.1127 58.12 38.75 

2 0.3337 253.15 0.2210 55.95 37.30 

3 0.6195 173.85 0.2858 49.68 33.12 

4 0.9332 121.28 0.3137 38.05 25.37 

S 1.2442 65.93 0.3110 20.50 13.67 

La sexta columna representa los valores de la fuerza cortante reducida al dividir los 
valores de la quinta columna entre el factor reductor Q'1v, que resulta ser. 
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T 1, = 0.4 719 > T. = 0.2 

Q. = Q = 1.500 
1) ) 

(6.2S) 

6.3.4.2 Segundo modo 

Las operaciones de las Ec 2.6 y 2.5 se presentan en las columnas 4 y S de la tabla 6.14. 

Tabla 6.14 Respuesta espectral de cortantes: Segundo modo 

Nivel/ Ukmáx 
2 kq. b.Ukmáx 

2 
Vkmáx 

2 
vkmáxr 

2 

Entrepiso Cm tf/cm cm Tf tf 

1 0.0208 SlS.28 0.0208 10.72 7.1S 

2 O.OS46 2S3.1S 0.0338 8.S6 S.71 

3 0.0711 173.8S 0.016S 2.87 1.91 

4 0.0339 121.28 -0.0372 -4.S1 -3.01 

S -0.0882 6S.93 -0.1221 -8.0S -S.37 

La sexta columna representa los valores de la fuerza cortante reducida al dividir los 
valores de la quinta columna entre el factor reductor Q'2v, que resulta ser. 

T,, = 0.2006 > T. = 0.2 

Q,. = Q, = 1.500 
(6.26) 

6.3.4.3 Tercer modo 

Las operaciones de las Ec 2.6 y 2.5 se presentan en las columnas 4 y S de la tabla 6.1S. 

Tabla 6.15 Respuesta espectral de cortantes: Tercer modo 

Nivel/ Ukmax 
3 i<ky b.Ukmáx 

3 
Vkmáx 

3 
vkmáxr 

3 

Entrepiso cm tf/cm cm Tf tf 

1 0.0074 515.28 0.0074 3.81 2.87 

2 0.0152 2S3.15 0.0078 1.97 1.49 

3 o.ooso 173.8S -0.0102 -1.77 -1.33 

4 -0.0197 121.28 -0.0247 -3.00 -2.26 

5 0.0086 6S.93 0.0283 1.87 1.41 
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La sexta columna representa los valores de la fuerza cortante reducida al dividir los 
valores de la quinta columna entre el factor reductor Q'3y, que resulta ser. 

T3, = 0.1302 < T, = 0.2 

Q. = 1 + T '' (Q - 1) = 1 326 :h 1 1 • . T, . 

(6.27) 

6.3.4.4 Cuarto modo 

Las operaciones de las Ec 2.6 y 2.5 se presentan en las columnas 4 y 5 de la tabla 6.16. 

Tabla 6.16 Respuesta espectral de cortantes: Cuarto modo 

Nivel/ U1cmáx 
4 kq 6U1cmáx 

4 
V~unáx 

4 V~unm4 

Entrepiso cm t/cm cm T tf 

1 0.0039 515.28 0.0039 2.00 . 1.62 

2 0.0046 253.15 0.0007 0.18 0.15 

3 -0.0068 173.85 -0.0114 -1.98 ~1.60 

4 0.0031 121.28 0.0099 1.20 0.97 

5 -0.0006 65.93 -0.0037 -0.24 -0.19 

La sexta columna representa los valores de la fuerza cortante reducida al dividir los 
valores de la qumta columna entre el factor reductor Q'.y, que resulta ser. 

6.3.4.5 Quinto modo 

T ,, = U.OlJ~5 < T. = 0.2 

Q, = 1- T, (Q. ·1) = 1.236 
T. 

(6.28) 

Las operaciones de las Ec 2.6 y 2.5 se presentan en las columnas 4 y 5 de la tabla 6.17. 
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Tabla 6.17 Respuesta espectral de cortantes: Quinto modo 

Nivel/ Ukmáx 
5 !<¡.y 6Ukmáx

5 
vkmáx 

5 
vkmáxr 

5 

Entrepiso cm tf/cm cm tf tf 

1 0.0038 515.28 0.0038 1.94 1.66 

2 -0.0022 253.15 -0.0060 -1.52 -1.3 

3 0.0006 173.85 0.0028 0.49 0.42 

4 -0.0001 121.28 -0.0007 -0.08 -0.07 

5 0.0000 65.93 0.0001 0.01 0.01 

La sexta columna representa los valores de la fuerza cortante reducida al dividir los 
valores de la quinta columna entre el factor reductor Q'5y, que resulta ser. 

T,, = 0.0676 < T, = 0.2 

Q. = 1- T"(Q -1) = 1.169 
s, Tj ' 

(6.29) 

6.3.5 Respuesta total para el modelo estructural paralelo al eje y 

Conocidos los elementos cinemáticos (inciso 6.3.3) y los elementos mecánicos (inciso 
6.2.4) del modelo estructural en estdio para cada modo de vibración, se procede a 
determ1nar la respuesta total de dicho modelo estructural. 

Las NTC para d1seño por sismo del RCDF establecen que debe incluirse el efecto de todos 
los modos naturales de vibración con período mayor o igual a 0.4 s, pero en ningún caso 
se pueden considerar menos que los tres pnmeros modos de traslación en cada dirección 
de análisis. 

Las NTC para d1seño por s1smo del RCDF recom1enda utilizar el método de la raíz 
cuadrada de la suma de los cuadrados (SRSS), para calcular la respuesta total, siempre 
que los períodos de los modos naturales en cuest1ón difieran al menos 10% entre si, que 
es el caso. el método SRSS se 1nd1ca mediante la Ec 4.29, que se reproduce a 
continuación. 

' 
S = . ~S~ (4.29) 

1 1 •l 
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6.3.5.1 Respuesta total de desplazamientos 

En la tabla 6.18 se resumen las operaciones indicadas por la Ec 4.29 para los vectores de 
desplazamientos máximos de cada modo mostrados en la columna 6 de las tablas 6.8 a 
6.12. En la columna 2 se muestra la combinación de un solo modo (el primero), en la 
columna 3 la combinación de los dos primeros, y así sucesivamente. 

El primer elemento de cada casillero representa el componente de desplazamiento total 
mientras que el segundo elemento representa el cociente de ese desplazamiento entre el 
desplazamiento total obtenido con la combinación de todos los modos del modelo 
estructural, dados por la columna 6. 

Tabla 6.18 Respuesta total de desplazamientos (cm) 

Nivel 1 modo 2 modos 3 modos 4 modos 5 modos 

1 0.1127 0.1146 0.1148 0.1149 0:1150 
0.98 0.99 1.00 1.00 1.00 

2 0.3337 0.3381 0.3385 0.3385 0.3385 
0.97 1.00 1.00 1.00 1.00 

3 0.6195 0.6236 0.6236 0.6236 0.6236 
0.99 1.00 1.00 1.00 1.00 

4 0.9332 0.9338 0.9349 0.9340 0.9340 
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 

S 1.2442 1.2473 1.2474 1.2474 1.2474 
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 

6.3.5.2 Respuesta total de fuerzas cortantes 

En la tabla 6.19 se resumen las operaoones indicadas por la Ec 4.29 para los vectores de 
fuerzas cortantes máximos de cada modo mostrados en la columna 6 de las tablas 6.13 a 
6.17. El ordenamiento de esta tabla es enteramente Similar al de la tabla 6.18. 
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Tabla 6.19 Respuesta total de fuerzas cortantes (tf) v, 
Escala 

Entre pi lmodo 2 modos 3 modos 4 modos S modos 

1 37.75 38.42 38.53 38.56 38.60 43.28 
0.98 0.99 1.00 1.00 1.00 

2 37.30 37.73 37.76 37.76 37.79 42.37 
0.99 1.00 1.00 1.00 1.00 

3 -33.12 33.18 33.20 33.24 33.24 37.27 
0.99 1.00 1.00 1.00 1.00 

4 25.37 25.55 25.65 25.67 25.67 28.78 
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 

S 13.67 14.69 14.75 14.76 14.56 16.55 
0.93 0.99 1.00 1.00 1.00 

6.3.5.3 Revisión por cortante basal 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF establecen. que si con el método de análisis 
dinámico que se haya aplicado se encuentra que, en la dirección que se considera, la 
fuerza cortante basal calculada, V0 , debe ser tal que debe cumplir con la siguiente 
condición. 

V .. 2 O.Sa W,,; (0.8)(0.16) 50¡:~ ; 43.28 tf 
() 1 .5 

(6.30) 

En caso de no cumplirse la condición anterior, Las fuerzas de diseño y los 
· desplazamientos laterales correspondientes se deben Incrementar en la proporción para 

que el cortante basal calculado, V0, cumpla con la igualdad. 

De acuerdo con la tabla 6.19, el cortante basal que proporciona el método dinámico es, Vo 
= 38.60 t, por lo que las fuerzas cortantes que proporciona el método dinámico (columna 
6 de la tabla 6.19) se deben multiplicar por el coeficiente, 43.28/38.6 = 1.12. El 
escalamiento se indica en la columna 7 de la tabla 6.19. 

6.3.6 Comparación de las fuerzas cortantes obtenidas con los métodos 
estático y dinámico 

A fin de tener una idea comparativa de los valores de las fuerzas cortantes que cada 
método proporciona se construye la tabla 6.20 donde se establecen tales comparaciones. 
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Tabla 6.20 Comparación de fuerzas cortantes sísmicas 

Entrepiso Vest vdin Vest/Vd;n 
{tf) {tf) 

1 54.09 43.28 1.25 

2 50.33 42.37 1.19 

3 42.81 37.27 1.29 

4 31.53 28.78 1.10 

S 16.48 16.55 1.00 
' 

6.4Fuerzas sísmicas en los elementos estructurales de la edificación 

6.4.1 Resumen de las ecuaciones utilizadas 

En el inciso 5.2 se presenta el procedimiento para cuantificar las fuerzas sísmicas para el 
modelo estructural que utiliza el concepto de rigideces de entrepiso. Las ecuaciones que 
se utilizan se reproducen a continuación. 

6.4.1.1 Coordenadas del centro de torsión 

6.4.1.2 Fuerzas cortantes directas 

\'~. = 

" L x1kj, 
'1 

" 
"k - 1• 

1 ' 

" 
" " k .;,. ) 1 1\ 

Y, = . : 

': 

k1' 
,, \' 1 

"k - )' 

': 

k.. \' 
" ' 
'k .. -•·1 
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6.4.1.3 Excentricidades calculadas 

donde: 

donde: 

e., = Excentricidad de la fuerza Cortante V, 

x., = Abscisa del centro de masas 

x, = Abscisa del centro de torsión 

e,, = Excentricidad de la fuerza Cortante V, 

Y., = Ordenada del' centro de masas 

y, = Ordenada del centro de torsión 

6.4.1.4 Excentricidades de diseño 

e ... = 1.5 e,, - 0.1 b, 

donde: 

(5.12)a 

(5.12b) 

(5.13)a 

(5.13)b 

(5.14) 

b, es la dimensión de la planta que se considera medida en la dirección de esx 
(perpendicular a la fuerza cortante V y). 

b) Excentricidades asociadas a la fuerza cortante V,. 

e,,= !.Se" -O. lb, 

e0 , = e,. · 0.1 b, 

donde: , 

(5.15) 

b., es la dimensión de la planta que se considera med1da en la dirección de esv 
(perpendicular a la fuerza cortante V,). 

6.4.1.5 Fuerzas cortantes debidas a la torsión 

(5.16) 
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-

v:,. - """:--_k_u-7.)~~7.-x--M (5.22) 

I k" )·~ + I k, -x; 
P=l rJ 

(5.23) 

donde: 

(5.18) 

6.4.1.6 Fuerzas cortantes de diseño en los resortes (rigideces de entrepiso) 

\ 1 = \'' - \'' 1\ 1\ l\ 

(5.24) 
V - \'' V' J~ - . 1'- J• 

Las fuerzas cortantes que se utilizan son las obtenidas con el método estático, ya que con 
el método dinámico se obtuvieron para el modelo estructural paralelo a la dirección del 
eJe y. 

6.4.2 Diafragma del nivel 1 

En la Fig 6.6 se muestra la geometría del diafragma del nivel 1 así como la distribución de 
las rigideces de entrepiso que llegan a d1cho nivel y la posición del centro de masas. Con 
base en d1cha figura y las ecuaCiones resumidas del capítulo 5 se construyen las tablas 
6.21 y 6.22 

Con base en la tabla 6.21 y la Ec 5.11 se obt1ene el siguiente valor de la ordenada del 
centro de torsión. 

\' . ' 
1 os~ 1 14 
· · = 7. 95 m 
1 J6J6'J 

(6.31) 

Con los elementos de la tabla 6.21, la fuerza cortante correspondiente y la Ec 5.8 se 
obtienen los elementos oe la columna 2 de la tabla 6.21a. 

Los elementos de la columna 3 de la tabla 6.21a se obtiene mediante la Ec 6.31 y la tabla 
6.21. 
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Tabla 6.21 Fuerzas sísmicas en las rigideces del Entrepiso 1, paralelas al eje 
X 

Eje y¡ k;x y;k;x 
i-x (m) (tf/m) (tf) 

1-x 0.00 31045.00 O.Ob 

2-x 2.85 12757.00 36357.00 

3-x 4.20 1 9753.00 40963.00 

4-x 6.60 9753.00 64370.00 

5-x 7.95 9753.00 77536.00 

6-x 9.30 9753.00 90703.00 

7-x 11.70 9753.00 114110.00 

8-x 13.05 12757.00 166479.00 

9-x 15.90 31045.00 '493616.00 

¿ 136369.00 1084134.00 
',•· 

Tabla 6.21a Fuerzas sísmicas en las rigideces del Entrepiso 1, paralelas al eje 
x (cont) 

Eje v' Y, Y, k.x }·: k.x ' In 

i-x (t) (m) (t) (tm) 

1-x 12.31 -7.95 -246808.0 1962121.0 

2-x 5.061 -5.10 -65061.0 331810.0 

3-x 3.87 -3.75 -36574.0 137152.0 

4-x 3.87 -1.35 -13167.0 17775.0 

5-x 3.87 0.00 0.0 0.0 

6-x 3.87 1.35 13167.0 17775.0 

7-x 3.87 3.75 36574.0 137152.0 

8-x 5.06 5.10 65061.0 331810.0 

9-x 12.31 7.95 246808.0 1962121.0 

¿ 54.09 4897715.0 
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A fin de cuantificar la abscisa del centro de torsión y las demás elementos de las restantes 
ecuaciones del capítulo S se construye la tabla 6.22, con base en la Fig 6.6 

Con base en la tabla 6.22 y la Ec 5.10 se obtiene el siguiente valor de la abscisa del 
centro de torsión. 

. = 174921 = 3_40 m 
x, 51528 

(6.32) 

Con los elementos de la tabla 6.22, la fuerza cortante correspondiente y la Ec 5.4 se 
obtienen los elementos de la columna 2 de la tabla 6.22a. 

Los elementos de la columna 3 de la tabla 6.22a se obtiene mediante la Ec 6.32 y la tabla 
6.22 

Tabla 6.22 Fuerzas sísmicas en las rigideces del Entrepiso 1, paralelas al eje 
y 

-
Eje Xj k¡y . X¡k¡y 
j-y (m) {tf/m) (tf) 

1-y 0.00 24988.0 0.0 

2-y 4.20 11432.0 48014.0 

3-y 8.40 15108.0 126907.0 

¿ 51528.0 174921.0 

Tabla 6.22a Fuerzas sísmicas en las rigideces del Entrepiso 1, paralelas al eje 
y (cont) 

Eje \'t~- x, ); k¡y ;;;k¡y 
J·Y (tf) (m) (tf) {tfm) 

1-y 26.23 -3.40 -84459.0 288861.0 

2-y 12.00 0.80 9146.0 7316.0 

3-y 15.86 5.00 75540.0 377700.0 

¿ 54.09 673877.0 

De acuerdo con las coordenadas del dentro de masas especificado en la Fig 6.6 y las Ec 
6.31 y 6.32 se obtienen los siguientes valores de las excentricidades calculadas, de 
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acuerdo con las Ec 5.12 y 5.13. 

e1., = ;x 1m- x1, = 14.20-3.40 = 0.80 m 

e,,, = IY,m- y" = 7.95-7.95 = O.OOm 
(6.33) 

Con base en las Ec 6.33, 5.14 y 5.15 se obtienen las excentricidades de diseño 
correspondientes. 

e1d, =!.Se,,. ~O. lb,= 1.5(0.8).,-0.1(8.4) = 2.04m 

e,., = e,,. ·O. lb, = 0.8-0.1(8.4) =-0.04m 

e1d, = !.Se,,,+ 0.1 b, = 1.5(0.0) + 0.1 ( 15.9) = 1.59 m 

e,d, = e, .. -O.Ib, = 0.0-0.1(15.9) =-1.59m 

(6.34) 

(6.35) 

Con base en las Ec 6.34, 6.35 y 5.16 se obtiene el momento torsionante que las fuerzas 
sísmicas le ocasionan al diafragma rígido del nivel l. 

M"' = e,., V,, = 2.04(54.09) = 110.34 tm 

= e,., V,, = 0.04(54.09) = 2.20 tm 

M"' = e10 , V,.·= 1.59(54.09) = 86.00 tm 

= e", V,, = 1.59(54.09) = 86.00 tm 

(6.36) 

(6.37) 

Las NTC para d1seño por Sismo, en su inciso 8.6, establece que de los dos momentos 
torsionantes de d1seño en cada dirección (Ec 6.36 y 6.37) se debe tomar para cada marco 
o muro el que resulte mas desfavorable. Para cuantificar las fuerzas cortantes debidas a la 
tors1ón se utilizan las Ec 5.22 y 5.23, que de acuerdo con las tablas 6.21a y 6.22a y las Ec 
6.36 y 6.37 resultan ser. 

v;;, = 
k..:. ,., ,, ~1¡,, 

'k v'-'k ·' - ''·• - ''·'• 

110.34 -
= 4897715 't" 673877ku Y¡ 

(6.38) 
' ' 

= o.oooo 19S04k,. Y, 

\ :'· ,,, " k,.~, 11.1,. = o.ooool9so4k""' (6.39) 

'' v'-'k x' ~ ...... .,., - }' t 

1 1 1 : 
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'' 
k,)' 86.00 -

y- ' M- ky 1
"- ~y -o. N\ _, lt>- 4897715+673877 " 0 

2: k;, y, .,. 2: h x, (6.40) 
t•t r= 1 

= 0.0000154354k, y, 

V~, = " k,, x~, M1" = 0.0000!54354k,, x, (6.41) 
2: k, y> 2: k,,;:; 
1"' 1 j= 1 

En la Fig 6. 7 se presentan las fuerzas cortantes, cuando el sismo de diseño actúa en uno 
de sus sentidos, dadas por las Ec 6.38 a 6.41 al utilizar los valores de la columna 7 de las 
tablas 6.21 y 6.22. Tales valores se presentan en las columnas 9 a 12 de las tablas 6.21 y 
6.22, en donde se incluyen los dos sentidos en que puede actuar el sismo de d1seño. 

Las tablas 6.21b y 6.22b se cuantifican de acuerdo con las Ec 5.24, de tal manera que se 
obtenga la fuerza cortante mayor. 

Tabla 6.21b Fuerzas sísmicas en las rigideces del Entrepiso 1, paralelas al eje 
x (cont) 

Eje v::\ 1 -v'' 2 In \'" 3 ¡" -V" 4 In V1 .. 5 
i-x (tf) (tf) (tf) (tf) (tf) 

1-x -4.89 4.89 3.81 -3.81 17.20 

2-x -1.29 1.29 1.00 -1.00 6.35 

3-x -0.72 0.72 0.56 -0.56 4.59 

4-x -0.26 0.26 0.20 -0.20 4.13 

5-x 0.00 0.00 0.00 0.00 3.87 

6-x 0.26 -0.26 -0.20 0.20 4.13 

7-x 0.72 -0.72 -0.56 0.56 4.59 

8-x 1.29 -1.29 -1.00 LOO 6.35 

9-x 4.89 -4.89 -3.81 3.81 17.20 

¿ 

90 



Tabla 6.22b Fuerzas sísmicas en las rigideces del Entrepiso 1, paralelas al eje 
y (cont) 

Eje v'~ - \i'\ vl' -v" Y11, 
'J' IJ' lJ~ lJ~ 

j-y (tf) (tf) (tf) (tf) (tf) 

1-y -1.67 1.67 1.30 -1.30 27.90 

2-y 1 0.18 -0.18 -0.14 0.14 12.18 

3-y 1.50 -1.50 1 -1.17 1.17 17.36 

1 
¿ 

1 1 

,, 

),: 
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A. EUUILIBRIO DINÁMICO. 

la ecuación básica que expresa el equilibrio estático para sistemas de un grado de libertad, empleada en el método de 
análisis estructural de 'desplazamientos' o 'rigideces' tiene la forma: 

p = k V 11.11· 

donde pes la fuerza externa aplicada, k es la rigidez de la estructura v ves el desplazamiento resultante. Si la fuerza 
aplicada estáticamente se remplaza por una fuerza dinámica dependiente del tiempo p{t), la ecuación de equilibrio 
estático se convierte en una de equilibrio dinám1co v es: 

p(t)=mv(t)·cv(t)-kv(t) 11.21 

donde el punto represen! a el orden de diferenciación con respecto al tiempo. la comparación de las dos ecuaciones 
anteriores muestra dos cambios significativos, los cuales distinguen el problema estático del dinámico. En primer' lugar 
la carga aplicada v la respuesta resultante ahora son función del tiempo, v por tanto la ecuación 1.2 debe satisfacerse 
para cada instante durante el lapso de estudio. Por esta razón usualmente se refiere a esta ecuación como ecuación 
de movimiento. En segundo lugar la dependencia del desplazamiento con respecto al tiempo genera dos fuerzas 
adicionales que interactúan con la carga aplicada v que han s1do sumarias aliado derecho de la igualdad. 

la ecuación de movimiento es consecuencia de la segunda ley de Newton. la cual establece que una partícula sobre 
la cual obra una fuerza se mueve de forma tal que la rapidez de variación de su momento lineallan_gular) es 1gual a la 
fuerza ltorquel aplicada: 

_ e' dv . 
pi!l=-(rr:-. 

d." íJ.' 
11.31 

donde la rap1dez de variación del desplazamiento con respecto al !lempo, dv/dt. es la velocidad, v elf!1omento está dado 
por el producto de la masa y la veloc1dad. Recordando que la masa es 1gual al peso dividido entre la aceleración de la 
gravedad. Si la masa es constante. la ecuación 1.3 se convierte en: 

e c. 
-,:r- :mv[l: 
C.' C.' 

11.41 

la cual establece que la fuerza es 1gual al producto de la masa y la aceleración. Oe acuerdo con el principio de 
o· Alambert. la masa desarrolla una fuerza de mema oue es proporciOnal a la aceleración v de sentido opuesto. Por 
tanto el pnmer termmo del m1embro derecho de la ecuac10n 1.2 se llama fuerza de inerc1a. 

la eXJStencta de fuerzas disipadoras o de amort1guam1ento se mf1ere de la observación de que las oscilaciones en una 
estructura uenden a disminUir con el t1empo una vez que la fuerza exclladora cesa. Estas fuerzas se representan 
med1ante fuerzas de amortiguamiento v1scoso. proporciOnales a la veloc1dad, con una constante de proporcionalidad 
conoc1da como coefiCiente de amort1guam1ento. El segundo m1embro del lado derecho de la ecuación 1.2 se conoce 
como fuerza de amorttguamlento. las fuerzas de 1nerm son las más significativas de las dos v son una primera 
dtstmc1ón entre los análisis dmám1cos y los estát1cos. Cabe señalar que todas las estructuras están sujetas a cargas 
deb1das a la gravedad tales como el peso prop1o 1 carga muerta l y el de los ocupantes 1 carga viva ) además del 
mov1m1ento de la base. En un Sistema elast1co. el pnnc1p1o de superpoSICión es aplicable, de manera que las respuestas 
a cargas dmám1cas y estát1cas pueden cons1derarse por separado v luego combinarlas para obtener la respuesta 
estructural completa. Sm embargo SI el comportamiento estructural no es lineal, la respuesta se convierte en 
depend1ente del mecamsmo de cargas y las cargas debidas a la gravedad deben considerarse conjuntamente con los 
mov1m1entos dmámicos. 
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Bajo fuertes movimientos sísmicos, la estructura desarrollará un comportamiento más semejante al no lineal.·· el cual 
puede deberse a comportamiento no lineal de los materiales y/o no linealidades geométricas. El comportamiento no lineal 
del material se presenta cuando los esfuerzos en ciertas regiones críticas de la estructura exceden el límite elástico 
del material. La ecuación de equilibrio dinámico para este caso tiene la forma general: 

p{t)=mv(t)-cv(t)-k{t)v{t) 11.51 

donde la rigidez k es función de las propiedades geométricas y del comportamiento de los materiales, que a su vez 
pueden serlo del tiempo. La no linealidad geométrica es causada por las cargas debidas a la gravedad actuando en 
posiciones deformadas de la estructura. Si el desplazamiento lateral es pequeño, éste efecto, conocido como P·delta, 
puede ser ignorado. Sin embargo, si los desplazamientos se vuelven mayores, este efecto debe tomarse en cuenta. 

Para definir las fuerzas de inercia por completo, sería necesario considerar la aceleración de cada partícula de masa 
de la estructura y los correspondientes desplazamientos. Tal solución sería prohibitiva por el tiempo requerido para su 
solución. El procedimiento de análisis puede ser simplificado si la masa de la estructura considerarse concentrada en 
un número finito de puntos y la respuesta dinámica de la estructura puede ser representada en términos de este 
limitado número de componentes del desplazamiento. El número de componentes del desplazamiento requeridos para 
especificar la posición de los puntos en la masa se conoce como número de grados de libertad. El número de grados 
de liberta requeridos para obtener una solución adecuada depende de la complejidad del sistema estructural. Para 
algunas estructuras un solo grado de libertad puede ser suficiente, mientras que para otras pueden requerirse varios 
cientos o miles. •· 

B. SISTEMAS DE UN GRADO DE LIBERTAD. 

La estructura más s1mple que puede considerarse en un análisis dinámico es una estructura de un nivel en la que el 
único grado de libertad es la translación lateral del nivel del techo, como se muestra en la figura l.l.a. Erí'esta 
idealización se han hecho tres hipótesis fundamentales. Primera: la masa se supone concentrada en el mvel del i~cho; 
segunda: se idealiza al sistema de piso como rígido en su plano; y tercera: son despreciables las deformaciones axiales 
en las columnas. De las hipótesis anteriores se concluye que la ngidez lateral es proporcionada por los elementos 
verticales como son columnas. muros y contrav1entos ubicados entre el techo y la base. La aplicación de estas hipóteSIS 
da como resultado una estructura discretlzada como se muestra en la f¡gura l.l.b con una fuerza dependiente del 
t1empo aplicada en el mvel del techo. La r1gidez total k es la suma de las rigideces de los elementos del nivel. 

Las fuerzas actuando sobre la masa de la estructura se muestran en la figura l.l.c. Al sumar las antenores fuerzas 
se obtiene la ecuación de eqU1I1br1o Siguiente, la cual debe satisfacerse en todo instante de tiempo: 

11.61 

donde: 

1, 1 t 1 - fuerza de inerm 

f, 1 t 1 - fuerza de amort1guam1ento ld1sipadora1 

f, 1 t 1 - fuerza elástica restauradora 

p 1 t 1 - fuerza externa aplicada, dependiente del tiempo 
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Rescribiendo la ecuación 1.6 en términos de los parámetros involucrados: 

mü(t)•cv(t)•kv(f)op(t) 11.71 

Se observa que las fuerzas de amortiguamiento v la de los elementos resistentes dependen de la velocidad v 
desplazamientos relativos, respectivamente, entre los extremos de estos elementos, mientras que la fuerza de inercia 
depende de la aceleración total de la masa. La aceleración total de la masa puede expresarse como: 

ü(t)"d,(t)·v(t) 

donde 

v 1 : ¡ e aceleración de la masa relativa a la base 

a, 1 1 ! e aceleración de la base 

11.81 

En este caso, se ha supuesto que la base está fija v sin movimiento, v por tanto la ecuación 1.7 para una fuerza 
depend1ente del tiempo queda de la forma: 

mv-cv·k>·op(t) 11.91 

7. Excitación sísmica del terreno 

Cuando una estructura de un nivel. como la de la figura 1.1.c. se somete a excJtac1ón sísmica del terreno. no se aplican 
fuerzas externas a mvel del techo. En lugar de esto, el sistema experimenta una aceleración de la base. La ecuación 
de equilibriO dmám1co queda de la forma: 

11.101 

Al substituir los parámetros físicos para f, ( t) , f, 1 t 1 y 1, 1 t 1 en la ecuación 1.1 O la ecuación de equilibrio dinámico 
resulta: 

mutí· · c~i./l ~ ~r(/.1 =0 tl.ttl 

Esta ecuación puede ser rescrita en la forma de la ecuación 1.9 s1 se substituye la ecuación 1.8 en la 1.11 y 
rearreglando térmmos se 11ene: 

mv í ! · · C1 '. : , • -4T ( ! l :-. ·: . , t1.121 

donde 
p, 11 1 • fuerza efectiva depend1ente del t1empo - m e, : : ; 

Por tanto la ecuación de mov1m1ento de una estructura sujeta a mov1m1ento en la base es similar a la de una estructura 
su1eta a una luerza depend1ente del t1empo. SI el mov1m1ento de la base se representa como una fuerza efectiva 
depend1ente del t1empo, e 1gual al producto de la masa y la aceleración del terreno. 

2. Vibración libre 

La vibración libre se presenta cuando una estructura oscila por la acción de fuerzas inherentes a la estructura sin la 
presenc1a de fuerzas externas dependientes del t1empo o mov1m1entos del terreno. Estas fuerzas inherentes pueden ser 
resultado de una velocidad y ro un desplazamiento iniciales que t1ene la estructura al inicio de la e:apa de vibración libre, 
como cond1ciones IniCiales. 
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a. Sistemas no amortiguados. 

la ecuación de movimiento para sistemas de un grado de libertad sin amortiguamiento y en vibración libre es: 

mi'(l)-kv(I)=O 

la cual puede ser rescrita como: 

v ( ! ) - W 2 v ( 1 ) = 0 

donde cJ - k 1m. Esta ecuación tiene la solución general: 

v( 1) = Asenw 1- Seos w 1 

donde las constantes de integración dependen de las condiciones iniciales: 

V ( ! 

v ( ' 

= o ) 
= o ) 

V ( 0 ) 

i· i o ) 

v, = desplazamiento inicial 
v = velocidad inicial 
' 

Al aplicar las condiciones miciales, la solución queda de la forma: 
,. 

v ( t l = _;_ sen w t - v" ces w t 
w 

11.131 

11.141 

11.151 

11.161 

Varios conceptos importantes del movimiento oscilatorio se desprenden de este resultado. la amplitud de vibrac[ón es 
constante, por lo que la vibración en teoría continuaría indefm1damente con el tiempo. Esto no es físicamente posible, 
deb1do a que la vibración libre t1ende a d1smmu1r con el tiempo, introduciendo el concepto de amortiguamiento. El tiempo 
que le toma a un punto sobre la curva para completar un ciclo y regresar a su posición original se conoce como periodo 
de vibración T. La cantidad {úeS la frecuencia c1rcular de v1bración y se expresa en radianes por segundo. La frecuencia 
de vibración f se define como el reciproco del periodo y se establece en ciclos por segundo o hertz. las anteriores 
propredades dependen solo de la masa y de la rrgrdez de la estructura, y se relacionan como sigue: 

, i m 
~ n :-

\ ¡ 
11.171 

f 

Se observa en la expresión anterior que si dos estructuras trenen rgual rigidez, la que tenga mayor masa tendrá el mayor 
perro do de vrbracrón y la menor frecuencra Por otra parte. sr dos estructuras tienen igual masa, la que tenga mayor 
rrgrdez tendrá el menor perrodo de vibración y la mayor frecuencra. 

b. Sistemas amortiguados. 

En una estructura sujeta a vibración libre ba1o la acción de fuerzas la amplitud de vibración tiende a disminuir con el 
trempo y eventualmente el movrmrento decrece y cesa. Este decremento con el tiempo se debe a la acción de las fuerzas 
de amortrguamrento viscoso las cuales pueden rdealrzarse como proporcionales a la velocidad. La ecuación de 
movrmrento para esta condrción trene la forma. 

ti' ¡. , • · [ .- , r .l - Á v ( r . : e 11.181 

ésta ecuacrón trene , para las condiciones míciales •· .. y v, , la solución general: 

s~n w; t 
11.191 
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donde: 

y 

- _e_ = porcentaje del amortiguamiento con respecto al crítico · 
2mw 

wa = w 11 1 - q>2 = frecuencia circular amortiguada 

El-amortiguamiento del oscilador se expresa como porcentaje de amortiguamiento, donde el amortiguamiento critico 
se define como 2m w y es la menor cantidad de amortiguamiento que permitiría al oscilador desplazado regresar a 
su posición original sin oscilación alguna. Para la mayor parte de las estructuras, la cantidad de amortiguamiento 
viscoso en el sistema varia entre 3 porciento y 15 porciento del crítico. Si se substituye el valor de 20 porciento, 
0.20, en la expresión anterior para la frecuencia circular amortiguada se obtiene w, = 0.98 w. Dado que los dos 
valores son casi iguales para valores de amortiguamiento encontrados normalmente en sistemas estructurales, en la 
práctica la frecuencia circular no amortiguada se emplea en lugar de la frecuencia circular amortiguada. 

3. Respuesta a cargas de impulso 

·· Con objeto de desarrollar un método de evaluación de la respuesta estructural de un SIStema sujeto a una carga 
dinámica cualqUiera, es convemente considerar primero la respuesta de la estructura a una carga de impulso de corta 
duración como se muestra en la figura 1.2.a. Si la duración, l:J.t , del pulso p ( T ), aplicado en el tiempo T es 
relativamente corta con respecto al periodo fundamental de vibración de la estructura, T, entonces los efectos del 
impulso pueden considerarse como un cambio mcremental de la velocidad. Empleando las relaciOnes del principio del 
impulso y cantidad de movimiento: 

D ( T ) Ól o rr b.v ( T ) 11.20) 

se obtiene, como velocidad inicial equivalente: 

. 1 
l:J.v:, T \ : - p '· T ~ l:J.t 

m 

Luego de la aplicación del impulso, el sistema se comporta con movimiento en vibración libre y su respuesta está dada 
por la ecuación 1.16. Aplicando las cond1c1ones imc1ales al com1enzo de la fase de vibración libre, 

V ,' / J 

.- w 
e · T st-n w 1 '! · T 1 ttr 11.2t 1 

Para un SIStema con amor11guam1ento.la respuesta de vibración libre está dada por la ecuación 1.19. Sustituyendo las 
condiciOnes m1c1ales. de manera seme1ante al caso anterior. se tiene para sistemas amortiguados: 

rr:w 
se.I"J W: 1 ,' - T ) ttr 11.221 r \ / 1 

4. Respuesta a carga general dinámica 

El desarrollo anterior de la respuesta dinámica a una carga de impulso de corta duración puede fácilmente extenderse 
al caso de SIStemas su¡etos a una h1stona arb1trana de cargas. Cualquier historia arbitraria de cargas puede 
descomponerse en una serie de impulsos de corta duración como se muestra en la figura 1.2.b. Considérese uno de 
estos 1mpulsos que termma en el tiempo t después de imciada la historia de cargas y con una duración dt. La 
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amplitud de este pulso diferencial es p ( r) d r. y produce una respuesta diferencial que está dada por la expresión: 

, ( ) p ( T ) sen wt ' d T 
O V T = 

mw 

La variable tiempo t' representa la fase de vibración libre que sigue al impulso y puede expresarse como: 

t'=t-T 

Al sustituir esta expresión en la ecuación 1.23 resulta: 

d V ( T ) = p ( T J sen W ( ¡: T Í dT 
mw 

11.231 

(1.241 

11.251 

La repuesta total puede obtenerse sumando las respuestas de los impulsos diferenciales en toda la historia de carga. 
Al integrar la ecuación 1.25. el desplazamiento total para sistemas sin amortiguamiento es: 

• 
v(t)=-

1
- J p(T) senw(t-T) dT 

mw 
e 

11.261 

la cual se conoce como mtegral de Duhamel. Al considerar sistemas amortiguados. la respuesta diferencial está dada 
por la ecuación 1.22 y la mtegral de Duhamel queda: 

lf.271 

5. Respuesta sísmica de estructuras elásticas. 

a. Historia de respuesta. 

La respuesta a carga deb1da a sismo puede obtenerse directamente de la integral de Duhamel si la fuerza dependiente 
del tiempo p f 1) se remplaza con la fuerza efectiva dependiente del tiempo p, ( 1 ), la cual es el producto de la masa 
y la aceleración del terreno. p, f 1) - m d, f 1). Realizando las sustituciones anteriores en la ecuación 1.27 se 
obt1ene la s1guiente expresión para el desplazamiento: 

/ ¡ [ ) 
¡·; ¡'~ \ _. __ 

w 

donde el parámetro 1. f 1! representa la integración, con un1dades de velocidad y está definida como: 

T ser.w 1l·TICT 

11.281 

11.291 

El desplazamiento de la estructura en cualqUier instante puede obtenerse empleando la ecuación 1.28. Es conveniente 
expresar las fuerzas que se presentan en la estructura durante un s1smo en términos de las fuerzas efectivas de inercia, 
la fuerza de mermes el producto de la masa y la aceleración total. Empleando la ecuación 1.11. la aceleración total 
puede expresarse como: 

--'-. •· 1 t 1 v ¡ r ' 
rr m 

(1.301 

S1 el término de amort1guam1ento puede ser despreciado ya que su contribución a la ecuación de equilibrio es pequeña, 
la aceleración total es aproximadamente: 
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ü ( 1 ) = - w' v ( 1 ) 11.311 

La fuerza sísmica efectiva está dada entonces por: 

Q ( 1 ) = m w2 v ( 1 ) 11.321 

La expresión anterior da el valor del cortante en la base de una estructura de un nivel en un instante cualquiera de la 
historia del sismo en cuestión. El momento de volteo actuando en la base de la estructura puede calcularse 
multiplicando la fuerza de inercia por la altura de la estructura: 

M ( 1 ) = h m w2 v ( 1 ) 11.331 

b. Espectro de respuesta. 

El cálculo de desplazamientos y fuerzas en cada instante, t. durante la historia de un temblor puede requerir un 
esfuerzo computacional considerable, aún para estructuras sencillas. Como se mencionó anteriormente, para muchos 
problemas prácticos y especialmente en d1seño estructural, solo se requieren los valores máximos de la respuesta. El 
valor máx1mo del desplazamiento, calculado conforme la ecuación 1.28, se denomina desplazamiento espectral: 

S, = V ( 1 )~ 11.341 

Sustituyendo este resultado en las ecuaciones 1.32 y 1.33 da como resultado las expresiones del cortante en la base 
máximo y momento de volteo máximo de un sistema de un grado de libertad: 

m w' S 
' 

11.351 

11.361 

Un examen de la ecuación 1.28 muestra que la velocidad máx1ma puede calcularse aproximadamente multiplicando el 
desplazamiento espectral por la frecuenm circular. El parametro así definido se conoce como pseudovelocidad 
espectral y se expresa como: 

11.371 

De manera s1milar.la ecuac1ón 1.31 ind1ca que la aceleración total puede calcularse aproximadamente como el producto 
del desplazamiento espectral y el cuadrado de la frecuenc1a wcular. Este producto se conoce como pseudoaceleracíón 
espectral y se expresa como: 

S · w S 
"' 

11.381 

Una gráf1ca de los parametros espectrales contra la frecuenc1a o el penado constituye el espectro de respuesta para 
ese parámetro. 

6. Coordenadas generalizadas 

Hasta ahora solo se han considerado estructuras de un mvel que pueden ser idealizadas como sistemas de un grado 
de libertad. El análiSIS de la mayoría de los SIStemas estructurales requiere de una idealización más complicada aún si 
la respuesta puede representarse en térmmos oe un solo grado de libertad. El método de coordenadas generalizadas 
perml!e representar la respuesta de SIStemas estructurales más complejos en términos de una sola coordenada 
dependiente del tiempo, conocida como coordenada generalizada. 
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Los desplazamientos de la estructura se relacionan con la coordenada generalizada como: 

v(x,l)=cjl(x)Y(I) (1.391 

donde Y ( t) es la coordenada generalizada y t/J ( x) es una función espacial de forma que relaciona los grados de 
libertad de la estructura, v ( x, t ), con la coordenada generalizada. Para un sistema de un grado de libertad 
generalizado, es necesario representar las fuerzas de amortiguamiento y restitutivas en términos de la velocidad relativa 
y desplazamiento relativo entre los extremos del elemento: 

!::, v(>.l) =!::.cjl(x) Y(l) (1.401 

!::, V ( A , 1 ) = !::, cjJ ( X 1 y ( 1 1 11.411 

La mayoría de las estructuras puede idealizarse como un voladizo vertical, lo cual limita el número de func10nes de 
desplazamiento que pueden emplearse para representar el desplazamiento horizontal. Una vez que la función de 
desplazamiento es seleccionada, la estructura es obligada a deformarse de esta forma. Lo anterior implica que la 
función de desplazamiento debe ser seleCCionada cuidadosamente para obtener una buena aproximación de las 
propiedades dinámicas y de la respuesta del SIStema. 

a. Funciones de desplazamiento y propiedades generalizadas. 

La formulación de la ecuación de movimiento en términos de una coordenada generalizada se restringirá a sistemas que 
consisten de masas concentradas y elementos discretos. La resistencia lateral está dada por los elementos discretos 
y sus fuerzas son proporcionales a los desplazamientos relativos entre los extremos del elemento. Las fuerzas de 
amortiguamiento son proporcionales a las velocidades relativas entre los extremos del elemento discretizado. La 
ecuación de equilibno dinámico está dada por la ecuación 1.6, la cual representa un sistema de fuerzas en equilibrio 
en todo momento. El principio del trabajo virtual en la forma de desplazamientos establece que "si a un sistema de 
fuerzas en equilibrio se les aplica un desplazamiento virtual consistente con las condiciones de frontera, entonces el 
trabajo realizado es 1gual a cero". 

Aplicando este principio a la ecuación 1.6. se t1ene una ecuación del traba¡o virtual de la forma: 

< ( r 1 r; ~· - /~ : r 1 ó. v - ·~ 1. : ¡ ~ , - p ( l ) O •. :: o 11.421 

donde se sobrentiende que v - v 1 x, t J y que los desplazamientos wtuales aplicados a la fuerza de amortiguamiento 
y elástiCa de restitución son desplazamientos relat1vos virtuales. El desplazamiento virtual puede expresarse como: 

t:J ¡.• ( .X • / : ~ ~ ( X 1 0 Y ( { ) 

y el desplazamiento relat1vo v1rtual como. 

o!::. V'·'.!; '!::. <)¡ i ';o Y¡ 11 

donde: 

Las fuerzas de inerCia. amortiguamiento y restauradoras pueden expresarse como: 

/(ti= m¡:¡:·· o_ m4J Y\ t'• 

11.431 

(1.44) 

(1.451 
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f ( 1 ) = k f:. V ( 1 ) = k f:. (jl Y ( 1 ) 
' 

Sustituyendo las ecuaciones 1.43, 1.44 y 1.45 en la 1.42 se obtiene la siguiente ecuación de movimiento en términos 
de la coordenada generalizada: 

m' Y ( 1) • e' Y ( 1) • k' Y ( 1) = p' ( 1) 

donde m', e', k. y p' se conocen como parámetros generalizados y se definen como: 

m· = ~ m 4> 1 

( = ~ ( !:. 4>' 

k' ~k/:.4> 2 . . ' 

p = ~ p 4>. 

Para una aceleración de la base función del tiempo la fuerza generalizada se transforma en: 

r'=d,S! 

donde: 

S! = ~ m 4> = factor de participación 

11.461 

11.471 

11.481 

11.49! 

Es conven1ente expresar al amort1guam1ento generalizado en térmmos del amoruguam1ento critico de la manera que 
s1gue: 

( 11.501 

donde ,., representa la frecuencia c1rcular del Sistema generalizado y dado oor: 

w \ J • m 11.511 

El efecto del método de coordenadas generalizadas cons1ste en transformar un sistema dinámico de múltiples grados 
de libertad en un sistema eqUivalente de un grado de libertad en térmmos de una coordenada generalizada. Esta 
transformación se muestra esquemáticamente en la figura 1.3. El grado en que la respuesta del Sistema transformado 
represente al sistema ongmal dependerá de que tanto se aproxime la forma deflectada supuesta a la real. Una vez 
obten1da la respuesta dmam1ca en térmmos de la coordenada generalizada. la ecuación 1.39 puede emplearse para 
determmar los desplazamientos en la estructura. y estos a su vez para calcular las fuerzas en los miembros 
estructurales. En principio. cualqu1er función que represente las características deformadas generales de la estructura 
y satisfaga las condiciOnes de apoyo podría serv1r. Sm embargo. cualqwer forma deformada distinta de la de la 
conf1guracuin natural de vibración requema de restriCCiones externas adicionales para mantener el equilibrio. Estas 
restriCCiones ad1c1onales tienden a ngid1zar el s1stema y por lo tanto a mcrementar la frecuencia calculada. La 
conf1gurac1ón real no tendrá restnwones adicionales y por lo tanto tendrá la menor frecuencia de vibración. 

b. Método de Rayleigh. 

El método de Rayle1gh se emplea para analizar SIStemas v1bratonos empleando la ley de la cons:irvación de la energía. 
Se emplea para calcular con mucha premión la frecuencia natural de un estructura. Además de estimar el periodo 
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fundamental el procedimiento puede emplearse para estimar la función de forma f/X x /. 

En un sistema elástico no amortiguado, la energía potencial máxrma puede expresarse en términos del trabajo externo 
realizado por las fuerzas aplicadas. En términos de una coordenada generalizada esta expresión puede escribirse como 

y . y 
(EPI =-"p<!J=-p-

•r:-..u 2 L ' ' 2 11.521 

Similarmente. la energía cinética máxima puede expresarse en términos de la coordenada generalizada como: 

11.531 

De acuerdo con el prir.:ioio de la conservación de la energia para un sistema elástico no amortiguado. estas dos 
cantidades deben ser iguales entre si e iguales a la energía total del sistema. Igualando las ecuaciones 1.52 y 1.53 se 
obtiene la siguiente expresión para la frecuencia circular: 

m· y 11.541 

Substituyendo este resultado en la ecuación 1.17 para el periodo resulta en: 

T=2n\r'm·r,.p· 11.551 

Multiplrcando el numerador y denomrnador del radical por Y, y empleando la ecuación 1.39 se obtiene la expresión para 
el perrada fundamental: 

i 
T =- :: n i 11.561 

\ 

Las fuerzas que deben aplicarse lateralmente para obtener la forma deflectada f/X x Jo el desplazamiento v ( x J son las 
fuerzas de rnercia. Si se asume una varración lrneal de la aceleración con la altura de un edificio. se tiene una 
drstribución de las fuerzas de rnercra en forma de triángulo invertido. Las deflecciones resultantes pueden usarse 
drrectamente en la ecuación 1.56 para estimar el periodo de vibración o pueden normalizarse en términos de la 
coordenada generalizada para obtener la función espacial de forma a emplear en el método de coordenada generalizada. 

c. Análisis en el tiempo. 

Sustrtuyendo los parámetros generalizados de las ecuaciones 1.47 y 1.48 en la solución de la integral de Duhamel. 
ecuacrón 1.27. se obtrene la solucrón para el desplazamrento: 

el) , 1 1 :.:. V t . 

rr· W 11.571 

Empleando la ecuación 1.31. la fuerza de rnercra en cualqurer posrción x sobre la base puede calcularse como: 

C:.z.!J ~ m()j ~·(,,.",1 ~m: XIW ~·1 I,(j 11.581 

la que, empleando la ecuación 1.57. se convrerte en: 

tT: i X '¡ 4:J : X ) ~ W ~~ · t ' 

m 11.591 

El cortante en la base se obtiene sumando las fuerzas de rnercia distribuidas en la altura H de la estructura: 
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"'' Q ( t) = J q ( t, t) dA = :. W V ( t) 11.601 

Las relaciones anteriores pueden !!mplearse para calcular los desplazamientos y fuerzas en un sistema generalizado de 
un grado de libertad en cualquier instante. 

d. Análisis de la respuesta espectral. 

El valor máximo de la velocidad dado por la ecuación 1 .29, se define como la pseudovelocidad espectral, S,.,, que se 
relaciona con el desplazamiento espectral, S,. mediante la ecuación 1.37. Al substituir este valor en la ecuación 1.57 
se tiene la expresión para el desplazamiento máximo en términos del desplazamiento espectral: 

m 

Las fuerzas en el sistema pueden calcularse de las fuerzas de inerCia, y pueden expresarse como: 

q ( t )~, = m ( x ) i' ( t )_. = m ( t ) w' v ( x )_ 

Rescribiendo este resultado en términos de la pseudo aceleración espectral, S"' , se tiene 

q l , ¡_ =. Ql 1 ' ·, m 1 x 1 Si 5,., 

fTi 

11.6t 1 

11.621 

11.63) 

_De considerable interés es la determinación del cortante basal. Este parámetro es clave para determinar las fuerzas 
sismicas de d1seño en la mayoría de los reglamentos. El cortante en la base O, de la expresión anterior, sumando las 
fuerzas de mercia y empleando la ecuación 1.49: 

Sl· S 171,,., __ _ 
...... m· 11.641 

Es de interés expresar el cortante basal en términos del peso efectiVO, definido como 

! 
,- • Ql 

U" ,- • Ql 
11.651 

Por lo que la expresión del cortante basal máx1mo queda de la forma 

Q•W'_(c 
~.... ... - 11.661 

Esta es s1mllar a la ecuac1ón bás1ca empleada en los reglamentos, la cual t1ene la forma 

lt.67J 

La fuerza sism1ca efect1va puede determmarse distribuyendo el cortante en la base en la altura de la estructura. Esta 
distnbución depende de la forma de la func1ón de desplazamiento y !lene la forma 

m Ql 
q • Q .•. ----=- 11.681 

Y el momento de volteo como la suma de los productos de las fuerzas de inercia y sus alturas a la base respectiva: 

11.691 
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C. SISTEMAS DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD 

En muchos sistemas estructurales no es posible modelar la respuesta dinámica en términos de una sola coordenada 
del desplazamiento. Estos sistemas requieren un cierto número de coordenadas independientes de desplazamiento para 
describir el movimiento de las masas en cualquier instante. 

Con objeto de simplificar el problema normalmente se supone para edificios que la masa de la estructura está 
concentrada en el centro de masa de cada nivel individual. Esto da por resultado una matriz diagonal de propiedades 
de masa. También conviene desarrollar la matnz de rigideces en función de las matrices de rigideces individuales de 
los elementos de cada nivel. la más sencilla idealización para un edificio de varios niveles se basa en las siguientes 
hipótesis: (il el sistema de piso es rígido en su plano; (ii)las vigas son rígidas í:on respecto a las columnas y (íiillas 
columnas son flexibles en la dirección horizontal pero rígidas en la vertical. Sí se emplean estas hipótesis, el edificio 
se idealiza con tres grados de libertad para cada nivel: un grado de libertad traslacional en cada una de dos direcciones 
ortogonales, y una rotación alrrededor de un eje vertical que pasa por el centro de masa. Si el sistema anterior se 
reduce al plano, este tendrá un grado de libertad traslactonal en cada nivel. Ver figuras 1.3.a. y 1.3.b. 

1. Modos de vibrar y frecuencias. 

la ecuación de movimiento para un sistema de varias grados de libertad sin amortiguamiento puede es~ribirse en forma 
matrtcial cama: 

11.701 

Dada que el movimiento de un ststema en vibración libre es armónico. el vector desplazamiento puede representarse 
como: 

: v ( t ) : = : v · sen w r 11.7tl 

Diferenetando das veces con respecto al ttempo se ttene: 

; ~- ( { .\ ' ~ - w . ¡• t ! ) 11.721 

Substituyendo las ecuaciOnes 1.71 y 1.72 en la 1.70 se obtiene la ecuactón de valores características: 

t:;-w ,.~·~ ~'': . o . 11.731 

En vtrtud de tener un con¡unta de ecuactanes de equilibna homogéneas el determinante de la matnz de coeficientes 
debe ser tgual a cero· · 

a~: ; K ·o 11.741 

De donde se obttene un polinomiO de grada N. las N raíces del polinomio representan las frecuencias de los N modos 
de vtbrar. El moda que ttene la menar frecuencia !mayar penado) se conoce como primer modo a modo fundamental. 
Una vez conocidas las frecuenctas. se sustituyen una a la vez en la ecuación de equilibrio 1. 73, la cual puede ser 
resuelta para las amplitudes de movtmtenta de cada componente del desplazamiento del modo particular de vibración. 

2. Ecuaciones de movimiento en coordenadas normales. 

El teorema de los traba¡os reciprocas de Betti, puede emplearse para desarrollar dos propiedades de ortogonalidad de 
los modos de vibrar que stmpltfican stgniftcativamente las ecuac10nes de movimiento. la primera de éstas establece 
que las modas de vtbrar son ortogonales con respecto a la matriz de masas y se expresa en forma matricial coma 
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14> 1 ' 1 M J 1 4> 1 , 1 O i , r.: 11.751 

Empleando las ecuaciones 1.73 y 1.75, la segunda propiedad puede expresarse en términos de la matriz de rigideces 
como: 

14> 1' 1 K ' 1 4> 1 • lO 1 r J r: 11.1sr 

la cual establece que los modos de vibrar son ortogonales con respecto a la matriz de rigideces. Ademas se supone que 
los modos de vibrar son también ortogonales con respecto a la matriz de amortiguamiento: 

( m= n) 11.771 

Dado que cualqu1er sistema de varios grados de libertad temendo N grados de libertad tiene a su vez N modos de vibrar 
independientes, es posible expresar la forma deformada de la estructura en términos de las amplitudes de estos modos 
tratándolos como coordenadas generalizadas len ocasiones llamada coordenadas normales). Dado que el desplazamiento 
de un sitio particular, v, {t), puede obtenerse sumando la contribución de cada modo se tiene: 

' 
V, ( 1 ) = ~ 4> r q_ ( 1 ) 

r • . 

De manera similar. el vector de desplazamientos puede expresarse como: 

' 
1 V ( 1 1 ; = ~ ; <jl ) q, ( 1 ) = 1 Cl> ) i q ( 1 ) ~ 

Es conveniente escribir las ecuaciones de movimiento de manera matricial como 

(M' v(l]i-[(i'.v(:J:-[Kj:v(I)I•:P(I)i 

11.781 

11.791 

11.801 

la cual es s1milar a la ecuación para un SIStema de un grado de libertad. ecuación 1.9. Las diferencias se deben a que 
la masa. amor11guamiento y rigidez se representan ahora por matrices que representan los diferentes grados de libertad, 
adicionales. y la aceleración, la velocidad. el desplazamiento. y las cargas aplicadas, por vectores que contienen los 
grados de libertad adicionales. La ecuación de mov1m1ento puede expresarse en térmmos de las coordenadas normales, 
q 1 t ); substituyendo la ecuac1ón 1. 79 y sus derivadas en la ecuación 1.80 da como resultado: 

; . '<l>:: q{ 1) 1 = 1 P( 1) 1 11.811 

Multiplicando la ecuación antenor por la traspuesta de cualqUier vector modal.~,. se tiene: 
,(IJ 11.821 

Empleando las cond1ciones de onogonalidad de las ecuac10hes 1. 75 a 1. 77, el conjunto de ecuaciones se reduce a una 
ecuac1ón de mov1m1ento s1milar a la de un SIStema de un grado de libertad. en términos de las propiedades generalizadas 
para el enés1mo modo de v1brar y de la coordenada normal q, ( t 1. Así: 

~-:_· q_ ( r .. e r;_ 1, ' 1 • ;,_· q_ \ t ) .e: 1, 1 .' 11.831 

donde las propiedades generalizadas para el enés1mo modo de vibrar son: 

F. 4>. 

(=:4>. (·.<j>_: 2<P,W.f'_' 11.841 
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p' = 1 Q>, Ir 1 P ( 1 ) } 
" .. 

Las relaciones anteriores pueden emplearse para simplificar aún más la ecuación de movimiento a la forma 

Íl, ( 1 1 - 11.851 

Debe notarse que las expresiones para las propiedades generalizadas de cualquier modo son equivalentes a las definidas 
previamente o ara el sistema generalizado de un grado de libertad. Por tanto el uso de los modo normales transforma 
un sistema de N grados de libertad en N sistemas generalizados de un grado de libertad; ver figuras 1.3.c. y 1.3.d. La 
solución completa del sistema se obtiene por superposición de las soluciones modales independientes. El empleo de este 
método implica un ahorro significativo en tiempo, ya que en la mayoría de los casos no es necesario emplear los N 
modos de respuesta para representar con adecuada precisión la respuesta de la estructura. En la mayor parte de las 
estructuras los pnmeros modos son los de mayor contribución en la respuesta modal. Por tanto. la respuesta puede 
obtenerse con suficiente precisión en términos de un número limitado de respuestas modales. 

a. Análisis de la respuesta sísmica. Como en el caso de los sistemas de un grado de libertad, para el análisis 
sísmico la fuerza dependiente del tiempo debe reemplazarse por la carga efectiva. la que está dada por el producto de 
la masa en cada n1vel. M •• y la aceleración del terreno 2, 11 1. El vector de cargas efectivas se obtiene como el 
producto de la matriz de masas y la aceleración del terreno: 

P,(:)= w:r:2,111 11.861 

donde { r: es un vector de coeficientes de influenCia, del que la componente i representa la aceleración de la 
coordenada i debida a una aceleración umtaria en la base. Para el modelo estructural en el que los grados de libertad 
están representados por los desplazamientos horizontales de los niveles, el vector { r l es 1gual a un vector con 
elementos un1dad. dado que para una aceleración umtana de la base en la dirección horizontal todos los grados de 
libertad t1enen una aceleración homontal umtana. Empleando la ecuación 1.82.1a carga efectiva generalizada para el 
enésimo modo es 

P; 1 1 ) • ~ _ e, : 1 1 11.871 

donde ;.i,- {9,}' IMI {r}. 

Sustituyendo la ecuación 1.87 en la 1.85 se obt1ene la expresión para la respuesta sísmica del enésimo modo de un 
sistema de vanos grados de libertad: 

q_ '· : : • : <P. w_ e;_ í 1: · w·. e;. : 1 ¡ • ~ _ e_ 1 1, t< 11.881 

De manera s1milar a la empleada para el sistema de un grado de libertad, la respuesta de este modo para cualquier 
instante r puede obtenerse empleando la mtegral de Duhamel. así: 

q_ \ í 1 -

':.! - .' •• ( ! 1 

f'_· w_ 11.891 

donde /'" 1 r J representa la integral: 
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El desplazamiento completo de la estructura para cualquier instante t se obtiene por la superposición de las 
contribuciones individuales de cada modo; empleando la ecuación l. 79: 

• 
1 V ( 1 ) f = L { 4> e } Q, ( 1 ) = [ <ll 1 1 q ( 1 ) l 11.911 

e-. 

Las fuerzas sísmicas resultantes pueden expresarse en términos de la aceleración efectiva, la cual para cada modo está 
dada por el producto de la frecuencra circular y la amplitud del desplazamiento de la coordenada generalizada: 

q~ ( 1 ) = w: q_ 1 1 ) = 
~-w~l.,..(t) 

u· ,.,_ 

La aceleración correspondiente al enésimo modo esta dada por: 

; V_ ( 1 ) 1 = l qJ e 1 q_ Í 1 1 

y las correspondrentes fuerzas sísmicas efectivas: 

; f, ( 11 ; = ; M 1 i i-, ( 1 1 1 = 1 M 1 i 4>. 1 w_ Si,!~ ( 1 1 

La fuerza sísmica total se obtiene sumando las fuerzas modales individuales: 

El cortante en la base se obtiene sumando las fuerzas sismrcas en toda la altura de la estructura: 

i'_ ( : : · L .'. ( 1 1 = 1 ' :' 1 f ( 1 1 : = M w 1 ( 1 ¡ . - ("" .... 

donde M,. - ;{,: · M: es la masa efectiva del enésimo modo. 

11.921 

11.931 

11.941 

11.951 

11.961 

La suma de las masas efectrvas para cada modo es rgual a la masa total de la estructura. Lo anterior permite 
determinar el número de respuestas modales necesano para calcular adecuadamente la respuesta estructural completa. 
Sr la respuesta toral ha de ser representada por un número finrto de modos y la suma de sus correspondrentes masas 
modales es mayor que un porcentaje predefrnido de la masa total. el número de modos considerado en el análisis es 
adecuado. Sr este no es el caso. deben consrderarse modos adrcronales. El cortanre en la base para el enésimo modo, 
ecuacrón 1.96. puede expresarse en termrnos de el peso efectivo, W ~ . como: 

11' 
w_ : .... : ·': 11.971 

donde 

,-wq,_, 

11.981 

El cortan1e en la base puede drstribuirse en la altura del edificm de manera similar a la ecuación 1.68, con las fuerzas 
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sísmicas modales expresadas como 

1 f í 1 l } = [ M] 1 <P, } V, ( 1) 
n ' . Sfr 

b. Análisis de la respuesta espectral. 

11.99} 

Las ecuaciones anteriores para la respuesta de cualquier modo de vibración son exactamente equivalentes a las 
expresiones desarrolladas para el sistema generalizado de un grado de libertad. Por tanto, la respuesta máxima de 
cualquier modo puede obtenerse de manera simrlar. Por analogía con las ecuaciónes 1.28 y 1.37 el desplazamiento 
modal máximo puede escribrrse como: 

. . . - 1 ~ ( ! ) -.,.. . ' 
e;~~:;~&>- w --::· 11.1001 

Haciendo esta subslilución en la ecuación 1.89 se obtiene 

11.1011 

La drstribución de los desplazamientos modales en la estructura puede obtenerse multiplicando esta expresión por el 
vector modal 

!4J_I;f_5c· 

M; 11.1021 

Las fuerzas sísmicas efectivas máximas pueden calcularse a partir de las aceleraciones modales dadas por la ecuación 
1.94 

-.. 11.103} 

Sumando estas fuerzas en la altura de la estructura se obtrene la sigUiente expresión para el cortante máximo debido 
al enesimo modo: 

1' . -~· 

la cual puede expresarse en termmos del peso efectrvo como 

" . 
donde W .-se defme en la ecuación 1.98 

Fmalmente. el momento de volteo en la base del edrfrcro para el enesimo modo puede determinarse como 

f', • •• 

donde {h} es un vector fila de las alturas de cada entreprso. por encrma de la base. 

3. Combinaciones modales. 

11.1041 

11.1051 

11.1061 

Empleando el análisis de la respuesta espect·al en un sistema de varios grados de libertad.la respuesta modal máxima 
se obtiene con el conjunto de modos que se seleccronaron para representar la respuesta espectral. La cuestión ahora 
es como combinar estas respuestas modale> máxrmas para estimar de la mejor manera la respuesta total. Las 
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ecuaciones de la respuesta modal como la 1.91 y 1.95 dan resultados precisos en tanto que sean evaluadas en el 
tiempo. En el análisis espectral. el tiempo ha sido substituido por la respuesta modal máxima. Las respuestas máximas 
de cada modo no necesariamente ocurren al mismo tiempo; por tanto se deben combinar de manera que las respuestas 
combinadas se aproximen lo suficiente a la respuesta total máxima. 

Una combinación que se ha empleado es tomar la suma de los valores absolutos de las respuestas modales ISVAI. Esta 
combinación puede expresarse como: 

_,. 

R · ' R ' SVA_,._ ,1 • 11.1071 

Dado que esta combinación supone que los máximos ocurren al m1smo tiempo y con el mismo s1gno, se t1ene un limite 
superior de la respuesta muy conservador para diseño. 

Un estimador más razonable, basado en la teoría de las probabilidades, puede obtenerse empleando la raíz cuadrada 
de la suma de los cuadrados IRCSC); se expresa como: 

1 ' 
R - ' ' R: 
'liS - \' - • ... 11.1081 

Este método ha mostrado dar buena aproximación para SIStemas estructurales con frecuencias poco parecidas entre 
si. o remotamente a~opladas. Esto es: 

1 
1 w - K' 

!---

Para s1stemas estrechamente acoplados. se ha propuesto el cnterio de la combmación cuadrática completa ICCCI que 
permite incrementar la precisión en la evaluación de la respuesta de Ciertos SIStemas estructurales. la combinación 
cuadrática completa se expresa como: 

11.1091 

donde para amortiguamientos modales constantes. <.' - '',. ·: 1, j: 

S <D • • !- ' !- •. 
~ . 11.1101 

" (j) ' ' : • ' :· 

' w w 

El empleo del método RCSC para s1stemas en d·os d1mens10nes y el método de CCC para sistemas en dos o tres 
dimens10nes da buenas aprox¡mac1ones a la respuesta sism1ca de SIStemas elásticos sin requem de un análisis completo 
de la h1stona de cargas. 

4. Valuación de fuerzas sísmicas. 

Una manera de comparar los efectos de los s1smos es empleando espectros de respuesta, los cuales muestran las 
características de los s1smos en func1ón de sus efectos !desplazamiento, velocidad, aceleración) sobre las estructuras. 
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Es evidente que durante la vida útil de una estructura, más de una vez estará sujeta a la acción de sismos. Si interesan 
los espectros para obtener las aceleraciones máximas, conviene considerar no sólo el espectro de respuesta de un solo 
sismo, sino los de todos aquellos que pudieran tener efecto sobre la estructura. Para cubrir esta posibilidad se utilizan 
Espectros de Diseño que en co_mbinación con algún método de análisis sísmico proporciona las fuerzas sísmicas de 
diseño o revisión de la estructura. 

Los diferentes métodos para determinar las fuerzas sísmicas que actúan en la estructura se especifican en el articulo 
203 del RCDF93, en función deJas características especificadas en la sección 2 de las NTC's de Sismo. 

a. Análisis estático. 

El análisis sism1co estático es aplicable a edif1cios cuya altura no excede 60 m. Para efectuar el análisis se procede de 
la manera siguiente : 

• Se considera que las fuerzas de inerc1a a diferentes niveles de la estructura forman un conjunto de fuerzas 
horizontales actuando sobre cada uno de los puntos donde se suponen concentradas las masas, incluyendo 
apéndices. 

• Cada una de las fuerzas se considera 1gual al peso de la masa que corrresponde multiplicado pQr un coeficiente 
proporc1onal a la altura de la masa en cuestión sobre el desplante lo nivel a partir del cual las deformaciones 
estructurales son apreCiables). 

La forma como se especifica el cálculo de fuerzas horizontales expresa en forma algebraica la variación lineal de 
aceleraciOnes. de magnitud a¡ustada para que la fuerza cortante en la base sea igual a: 

.-
...: - ~~' 
n 
' 

La aol1cación de los párraios antenores conduce a que la fuerza horizontal, F,. aplicada en el centro del nivel n está 
dada por la expresión: 

F • ( 

donde: 

¡,. " 
' ' 

C. Coef1cente sísmico de d1seño. art. 206. RCDF93 y sewón 3. NTC's de Sismo. 

e, - e; o 
W. Peso del mvel1. 
h Altura del mvel1 sobre el desplante. 

11.1111 

Puede demostrarse que el análisis estát1co es un caso particular del análisis dmámico; en efecto, a partir de la ecuación 
1.88 se t1ene 

e;_ · ' · · :: c.p w_ e;_ ( t) • w·_ q_ ,. ¡ ' ~ _ < 1 ! 1 M_ 

La amplitud modal máxima está dada por la expresión 1.101: 
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qmv. n =-

Para el primer modo: 

~: s,., 
qmv.l= 2M· 

w, ': 

>f, S., 

w 2 M" 
" " 

El vector de desplazamientos máximos de la estructura, para ese modo, es: 

El vector de fuerzas de inercia correspondiente resulta: 

;{. ' ;{: 
F ·~, = K O~. = K <IJ. -,---- S = M <IJ. w.· --- 5,. 

w.· M.· 1M w: M.· 

El vector de fuerzas cortantes respectivas es: 

de donde: 

V 
~· 

;f: 

así, el vector de fuerzas de inercia es: 

por lo que la fuerza de merc1a en la masa j es: 
¡· • -., 

~M<IJ.- S 
M" "' 

' 

Como se menc1onó en I.B.6.a. se reqUiere conocer la forma delormada de la estructura para conocer las fuerzas que 
se generan, en este método se supone que la conf1guración deformada correspondiente al pnmer modo es lineal, así: 

t 

<P ' -
H 

y la fuerza de me!Cia en la masa j es· 

F ~ K 
w: 

F = { K' f. 

' K /1 
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La expresión anterior es equivalente a la de la ecuación 1.111 

Los aspectos sobresalientes del método estático son los siguientes: 

• Solo se considera el modo fundamental. 
• La configuración approximada de este modo es lineal; $11 ~ h; 1 H 
• La masa equivalente del primer modo es 'igual' al total de la estructura (Carga Muerta + Carga Viva Máxima) 
• Se emplea la ordenada espectral máxima ·e· del espectro de diseño, independientemente del penado estructural. 

b. Método simplificado de análisis. 

Este tipo de análisis es aplicable a estructuras que cumplan simultáneamente los siguientes requisitos: 

• En cada planta. al menos el 75 porciento de las cargas verticales están soprtadas por muros ligados entre si por 
un sistema de piso sufiCientemente rígido y resistente al corte. 

• La relación entre longitud y ancho en planta es menor que 2.0 
• La relación ente la altura y el ancho de la base no excede de 1.5 y la altura del edilicio es menor que 13 m. 

La razón de las limitaciones anteriores obedece al buen comportamiento sísmico que en generai han tenido las 
estructuras que cumplen con estos requisitos. Con este método sólo se necesita verificar que la resistencia al corte 
en cada dirección es suficiente; no es necesario calcular la distribución de elementos mecánicos en los distintos muros 
que formen la cosntrucción. tampoco se hace necesario verificar desplazamientos, torsiones y momentos de volteo. 

Los coeficentes de diseño para obtener las fuerzas cortantes en cada nivel se presentan en las NTC's de Sismo. Estos 
se obtuvieron de acuerdo con el método estático. aplicando la reducción que alli se permite en función del valor de Q 

y del penado fundamental de VIbración del inmueble. Se tomó Q ·1 ó 1.5 según el tipo de muros. El periodo 
fundamental se estimó en función de la altura y del tipo de suelo de cimentación. Los coeficientes para edificios en las 
zonas 11 y 111 resultaron muy próximos entre si. así que se adoptó su promedio para ambas zonas a fm de simplificar las 
tablas !Instituto de lngemeria. UNAM. comentanos a las NTC's de Sismo). 

c. Análisis sísmico dinámico modal. 

Conforme con las NTC's de S1smo toda estructura puede analizarse con un método dinámico. pero con caracter 
obligatorio aquellas cuya altura exceda 60 m. Los métodos aceptados de análisis dinámico son el análisis sísmico 
dinámico modal espectral. ASOME y el cálculo paso a paso de respuesta a temblores específicos. 

(1). Análisis sísmico dinárílico modal espectral. 

Este método es de aplicac1ón general cuando se requiere determinar la respuesta lineal de estructuras de varios grados 
de libertad: se basa en el hecho de que la respuesta total es la superposición de las respuestas de los diferentes modos 
naturales de vibración. 

Da acuerdo con las NTC's de Sismo en este método de anális1s debe incluirse el efecto de todos los modos naturales 
de vibración con peno do mayor o igual a 0.4 seg y es obligatorio considerar los tres primeros modos de translación en 
cada d1rección de análiSIS. 
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Una vez que se han determinado los modos de vibrar de la estructura, es necesario combinarlos para conocer su 
comportamiento ante una excitación dinámica específica, tomando en cuenta la contribución de cada modo. La 
respuesta final será la combinación de las respuestas independientes de cada uno de los modos, multiplicadas por un 
factor, denominado coeficiente de participación, ec. 1.88. que al desarrollarla, se convierte en la siguiente expresión: 

' 
CJ" 

[ m <P . . 
{ = ..... ~ 
' 

11.1121 
M' 
' 

' : ! 

donde: 

m; Masa del n1vel i. 
el> " Amplitud del modo n para la masa i. 
n Número de niveles. grados de libertad. 

Con este coefic1ente de participación se calculan las respuestas modales y se combinan como se establece en las 
NTC's de Sismo. para calcular las respuestas totales con las expresiones 1.108 o 1.109: 

' 
RRC5[ o 

1 L: Rr: 
~ " . 

' ' Re:: o ' ' R P .. R 
~ 

para sistemas remotamente acoplados y estrechamente acoplados. respectivamente; ésto es, que los periodos de los 
modos naturales en cuestión difieran al menos 10% entre si. o no. La fuerza cortante basal calculada con este método 
no debe ser menor que 80% de la que corresponde al análisis estático. 

12). Análisis paso a paso. 

Para apl1car este método las NTC's de S1smo ex1gen que se usen por lo menos cuatro movimientos representativos. 
Con esto se pretende evitar que se adopten diseños que puedan resultar mseguros porque la estructura en cuestión 
sea poco sens1ble a las caracteristicas detalladas de un temblor particula1, pero responda en condiciones más 
desventa1osas ante otro. que difiera en los detalles. pero que sea representativo de la misma mtensidad. duración y 
contemdo de frecuencia que el pnmero. 

En general no se aplica para !mes de diseño. por los t1empos de computadora requeridos. sino más b1en para fines de 
revis1ón del comportamiento de ediflc1os que han s1do sometidos a s1smos intensos y han tenido o no daños importantes. 

En este método se puede suponer comportamiento elásllco de la estructura o bien comportamiento no lineal. según 
d1versas 1deahzaciones. 

Al1gual que en el método antenor. la tuerza cortante basal calculada con este método no deberá ser menor que SO 
porc1ento de la que pred1ce el anáhs1s estátiCO. 
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EJEMPLOS SISTEMAS DE UN GRADO DE LIBERTAD VIBRACIONES LIBRES SIN AMORTIGUAMIENTO 
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EJEMPLOS SISTEMAS DE UN GRADO DE LIBERTAD VIBRACIONES FORZADAS SIN AMORTIGUAMIENTO 
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MÉTODO DE STO O OLA · VIANELLO · NEWMARK. 

Este método, en adelante denominado simplemente como método de Newmark, converge al primer modo de vibrar. 

Procedimiento: 
l. Suponer una configuración deformada de la estructura:<!>',, 4>' 1,. 
2. Valuar las fuerzas de inercia asociadas a<!>', dejando w2 como factor comun ya que no se conoce: 

F =m w= w' 1 . In 

3. Valuar la fuerza cortante en la estructura 

VI= L F,ln 
1 =n 

4. Calcular los desplazamientos correspondientes: . 

8 =V /k =L m m' ('uncióndew 2 ) In In n n't' In 1~ 

5. Obtener la configuració calculada 4> • como la suma acumulativa de los incrementos de deformación de abajo hacia 
arriba: 

<pe = L 8 
le In 

1 ~n 

6. Normalizar: 

e 
< <p 1 n 

<p --

7. Comparar: 

. ' <p"=<p" 

con un error de: 

r 1 

1 <¡1 , - ~' 1 i 
e,=¡ , ¡ $ To/eranciaV1 

l <p 1 J 

si no se cumple, repetir el proceso desde el paso 1, haciendo: 4>' • 4>' 
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Aplicación del método de Newmark al cálculo de los modos superiores 

Para calcular el segundo modo de vibrar con este método, se tiene que quitar a la configuración supuesta la 
participación del pnmer modo: a,cp,, para lo cual es necesario conocer cp, y a,. cp,, se calcula con el procedimiento 
ya conocido; para conocer a, se recurre a la propiedad de ortogonalidad de los modos. 

<P'""'""', - a,cp, + a2<P 2 + ... + a,<P, + ... + a,IP, + a,<P, + ... + a.<P. 

Premultiplicando por <)>r,M: 
cp r,M <)>'"""", - a, <)> r,M cp, + a2 cpr,M <P2 ~ ••• + a, cpr,M ¡p, + ... + a, cpr,M <P, + a, cpr,M <P, + ... + a. cp r,M <P. 

Aplicando la condición de orotogonalidad: 
. <)>r,M 4J"'""", • a1 X 0 + a2 X 0 + ... + a, X 0 + ... +a, X 0 + a, X 0 + ... + aN X 0 

Se desconoce a,: 

Por ejemplo, para el 2do modo: 
conocidos 1f! 1• w 1 

r=J:s=:! 

qr 1 =e:/_.- a1cp.r 

Para el tercer modo: 
conoc1dos: o 1. w 

rp :· (U: 

r=J.s=3 

r="'\·s=3 

a, 
cpT M.+,S 

r 'i' s 

,t,T M.+,S 
a='+'' 'i'¡ 

1 T ¡p ,M<P, 
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EJEMPLO 1. Calcular la frecuencia y configuración modal del primer modo de vibrar de la estructura representada por 
el modelo matemático siguiente: 

.. ·-" ..... ·-· 

-·~ .• ,_ '' •! 

.. ,_;: ., ... ·-· --
-·· . . __ , 

. ·- ~ ...... . 

- ..... '·. 

Solución: 

Antes de proceder a realizar la tabulación para seguir los pasos del método, conviene uniformizar a un mismo valor las 
masas y las rigideces. 

En este caso se uniformará A. 

m = 178.39 :r /()· 3 
( ton/seg:; 1 cm 

k = 6-1.995 ton1 / cm 

El modelo matemático simplificado resulta: 

Cálculo del primer modo de vibrar 
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1'" iteración 

N E m k cjl' 1 11 1 w2 7:'1 W2 l5 1 w2 cjl' 1 W2 cp·c 1 

6 0.334 m 3940 1.316 m 54.577 m 1 k 3349 

6 0.566 k 1.316 m 2.325 m 1 k 

5 m 3824 3.824 m 52.252 m 1 k 3207 

5 k 5.140m 5.140m/k 

4 m - 3412 3.412 m 47.112m/k 2891 

4 k 8.552 m 8.552 m 1 k 

3 m 2765 2.765 m 38.560 m 1 k 2366 

3 k 11.317m 11.317m/k 

2 m 1941 1.941 m 27.243 m 1 k 1672 

2 1.211 k 13.258 m 10.948 m 1 k -

1 m 1000 m 16.295 m 1 k 1000 

1 
1 0.875 k 14.258 m 16.295 m 1 k 

' 
1 o 

k = 6-1.995 ton, cm 

111 = /78 39 X/([·' /0/I.S!'g-. C/11 
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2'' iteración 

N E m k $', t,/ w2 l' 1 w2 15 1 w2 $' 1 W2 q¡ ·,, 

6 0.334 m 3349 1.119 m 46.403 m 1 k 3313 

6 0.566 k 1.119 m 1.977m/k 

5 m 3207 3.207 m 44.426 m 1 k 3172 

5 k 4.326 m 4.326 m 1 k 

4 m - 2891 2.891 m 40.100 m 1 k 2863 

4 k 7.217 m 7.217 m 1 k 

3 m 2366 2.366 m 32.883 m 1 k 2348 

3 k 9.583 m 9.583 m 1 k 

2 m 1672 1.672 m 23.300 m 1 k 1664 

2 1.211 k 1 1.255 m 9.294 m 1 k - . 
1 m 1000 m 14.006 m 1 k 1000 

1 0.875 k 12.225 m 14.006 m 1 k ,,., .· 

o 
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3~' iteración 

N E m k <P', t, 1 w' 1' 1 w2 /51 w2 <P' 1 W2 <P ·,, 

6 0.334 m 3313 1.107 m 45.968 m 1 k 3309 

6 0.566 k 1.107 m 1.956 m 1 k 

5 m 3172 3.172 m 44.012 m 1 k 3169 

5 k 4.279 m 4.279 m 1 k 

4 m 2863 2.863 m 39.733 m 1 k 2861 

4 k 7.142 m 7.142 m 1 k 

3 m 2348 2.348 m 32.591 m 1 k 2346 

3 k 9.490 m 9.490 m 1 k 

2 m 166-l 1.664 m 23.101 m/k 1663 

2 i.211 k 11.154m 9.211 m/k 

1 m 1000 m 13.890 m 1 k 1000 

1 
1 0.875 k 12.154m 13.890 m 1 k 

o 
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4" iteración 

N E m k 4>\ t, 1 W2 U 1 w2 /51 W
2 4>' 1 w2 

6 0.334 m 3309 1.105m 45.923 m 1 k 

6 0.566 k 1.105 m 1.952 m 1 k 

5 m 3169 3.169m 43.971 m/k 

5 k 4.274 m 4.274 m 1 k 

4 m 2861 2.861 m 39.697 m 1 k 

4 k 7.135 m 7.135m/k 

3 m 2346 2.346 m 32.562 m 1 k 

3 k 9.481 m 9.481 m 1 k 

2 m 1663 1.663 m 23.081 m 1 k 

2 1.211 k 11.144m 9.202 m 1 k . 

1 m 1000 m 13.879 m 1 k 

1 0.875 k 1 12.144m 13.879 m 1 k 

o 

w-": = (O ./39;6 ¡ ( k/m 1 = 0.072 x 6./.995/ 178.39x W 3 = 26.658 radlsef! 

w 1 = 5. 163 rad :ses; 

T = ' 1 w = ' ' ; /63 = ' '/7 sea 1 _, .' - -· -·- ~ ... 

HID1 
1.ffi31 

l23t3i 
4> = 1 

, 2EHl' 

~,~ 
l~nlJ 

4> ·,, 

3309 

3168 

2860 

2346 

1663 

1000 
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EJEMPLO 2. Para la estructura representada por el modelo matemático del Ejemplo 1, calcular la configuración modal 
del segundo y tercer modo y sus respectivas frecuencias naturales y periodos asociados al segundo y tercer modo de 
vibrar 

Cálculo del segundo modo de vibrar: 

E m k 4J, 4J', al$! 

0.334 m 3309 ·1377 109 

6 0.566 k 

m 3168 ·1093 104 

5 k 

m 2860 ·127 94 

4 k 

m 2346 915 77 

3 k 

1 
m 1663 1385 55 

2 1.21rk 

m 1000 1000 33 

1 1 o 8 75 k 

1 

at · a1<P1 ti w' !·Jw' 

·13879 ·0.4636m 

·0.4636m 

·11034 ·1.034m 

·1.5670m 

·1364 ·0.1364m 

·1.7034m 

9073 0.9073m 

·0.7961m 

13795 1.3795m 

0.5834m 

967 O 9967m 

1 5801m 

a = 
0

·
102 

=0.0033 
1 31.142 

O 1 w' ~c¡w2 4l ', 

·2.5980mlk ·14387 

·0.8191mlk 

·1.7789m/k ·9581 

·1.5671mlk 

·0.2110mlk ·1173 

·1.7034m/k 

1.4915m/k • 8259 

·0.7961mlk 

2.2876m/k 12668 

0.4818rruk 

1.8058mlk 1000 

1.8058m/k 

o 

JL TRIGOS Fl UNAM EDUCACIÓN CONTINUA CURSO INTERNACIONAL INGENIERÍA SÍSMICA ANÁLISIS DINÁMICO NEWMARK p 8/12 



2'' iteración 

E m k <!>, <!>', a,<t;, 

0.334 m 3309 '14387 ·2 

6 0.566 k 

m 3168 ·9851 ·2 

5 k 

m 2860 ·1173 ·2 

4 k 

m 2346 8259 ·2 

3 k 

m 1663 12668 .¡ 

2 1.211 k 

1 m 1000 1000 ·1 

1 0.875 k 

1 1 1 

a1 • a,<P, 

·14385 

·9849 

·1171 

8161 

12669 

10001 

a = 1 

flw' /·Jw' O 1 w' 

·0.4805m 

-0.4805m ·0.8489m/k 

·0.9849m 

·1.4654m ·1.4654m/k 

·0.1171m 

·1.5825m ·1.5825m/k 

0.8261m 

·0.7564m ·0.7564m/k 

1.2669m 

0.5105m 0.4216m/k 

1.0001m 

1.5105m 1.7263m/k 

-0.0021 = -0.0001 
31.1422 

4>' 1 w1 

·2.5053m/k 

·1.6564m/k 

·0.1910mlk 

1.3915mlk 

2. 1479mlk 

1.7263mik 

o 

w'- - 13.5457 1611 k 1m 1- 0.5910 x 64.9951 178.39 x 10 1
- 215.308 rad 1 seg1 

w, - 14.673 rad 1 seg 
T, - 2 1 w, - 2 1 14.673 - 0.428 seg 

r l.aD 1 

11.~ 1 
<P- ~! QErE 1 

' i-Q111 
' 
-Q93) 

l -1.451 

41\ 

·14513 

-9595 

-1106 

8061 

12442 

-
10000 
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Cálculo del tercer modo de vibrar 

E m k q,, <P, 

0.334 m 3309 ·1451 

6 0.566 k 

m 3168 ·960 

5 k 

m 285, ·111 

4 k 

m 2346 806 

3 k 

m 1663 1244 

2 1.211 k 

1 m 1000 1000 ,, 
0.875 k 

1 

q,·, a1<P1 a,<P, q,·, t 1 w' l' Jw' 

12731 168 ·192 12755 0.4260m 

0.4260m 

6893 160 ·123 6856 0.6856m 

1.116m 

·11880 145 ·15 ·12010 ·1.2010m 

·0.0894m 

10385 119 107 ·10611 ·1.0611m 

1.1505m 

8424 84 165 8175 0.8175m 

·0.3330m 

10000 51 133 9816 0.9816m 

0.6486m 

01 
= Í: m,(jl,,(jl,, = 0.1577 =O.OOSI 

'111 (tn )2 31.1412 ¿_ 1 "'11 

= 0.0641 =0.0133 
4.8343 

Olw' 4>c 1 w2 4>·cl 

1.0907m/k 14713 

0.7527m/k 

0.3380m/k 4503 

1.1116m/k 

·0.7736m/k ·1043 

0.0894m/k 

·0.6842m/k ·9230 

1.1505m/k 

0.4663mlk 6290 

0.2750m/k . 

0.7413m/k 10000 

0.7413m/k 

o 
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2'' iteración 

E m k <!J, <!J, 

0.334 m 3309 ·1451 

6 0.566 k 

m 3168 ·960 

5 k 

m 28Eó 1 ·111 

4 k 
1 

m 2346 606 

3 k 

m 1663 1244 

2 1.211 k 1 

m 1000 1000 

1 0.6 75 k 

<!J', aAl1 a2ql, <!J', flw' 1·1 w' l'ilw' 

14713 ·55 ·27 14795 0.4942m 

0.4942m 0.8731mlk 

4503 ·52 ·18 4573 0.4573m 

0.9515m 0.8515mlk 

10436 -47 ·2 ·10387 ·1.0387m 

·0.0872m 0.0672mlk 

·9230 ·39 15 ·9206 ·0.9206m 

·1.0076m 1.0076mlk 

6290 ·27 23 6294 0.6294m 

·0.3784m 0.3125mlk 

10000 ·17 19 998 0.9996m 

0.6214m 0.7102mlk 

a ~ -=L=-_m_:_l _(!)_:_1 lc..(!J....:'..:..I ~ -O. O 5 1 ~ ~ _O. OO 1 7 1 L m
1

i!j>
11 

¡' 31.1~22 

a,= ~ 0.0090 ~ 0.0019 
~.83~3 

<ll' 1 w' $·c1 

1.1273mlk 15873 

0.2542mlk 3579 

1·0.6973mlk ·9616 

·0.6101mlk ·8591 

0.3977m/k 5600 

.. 
0.7102mlk 10000 

o 
' 
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3'" iteración 

E m k <ll, <ll, q,·, a,<)l, a,<ll, <ll', flw' 1' 1 w' 1i 1 w' 

0.334 m 3309 -1451 15873 -4 ·1 15878 0.5303m 

6 0.566 k 0.5303m 0.9369m/k 

m 3168 ·960 3579 -4 ·1 3584 0.3584m 

S k 0.8887m 0.8887m/k 

m 2860 . 1 1 1 9818 -4 o ·9814 ·0.9814m 

14 k ·0.0927m 0.0927m/k 

m 2346 806 8591 ·3 1 ·8589 ·0.8589m 

3 k ·0.9516m 0.9516mlk 

m 1663 1244 5600 ·2 1 5601 0.5601m 

2 11.211 k ·0.3915m 0.3233m/k 

1 m 1000 1000 10000 ·1 1 10000 m 

1 1 0.875 k 0.6085m 0.6954m/k 

1 1 

a,= L mlq>llq>)l = -0.0040 =-0.0001 
'\ m (m )' 3l.l..j22 
4-.- 1 "'11 

w',- 18.91541611 k 1m 1- 1.4859 x 64.995/178.39 x 10 3
- 541.376 rad 1 seg2 

w3 - 23.267 rad! seg 

T,- 21 w. - 2 i 23.267- 0.270 seg . . 

tan¡ 
1 0.5351 ! 

1-o.a:d 
cp_ • j 1 

~ i -Q.g:e)i 
1 0.31131 
~ 1 

~ l.ffiE 1 
e ' 

<ll' 1 w' 41"' 1 

1.1534mlk 16586 

0.2165m/k 3113 

·0.6722m/k ·9666 

·0.5795mlk ·8333 

0.3721mlk 5351 

0.6954mlk 10000 

o 
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~E~ODOS DE STODOLA-VIANELLO-NEW~ARK Y DE HOLZER PARA EL CALCULO 

DE FRECUENCIAS Y CONFIGURACIONES MODALES 

ENRIQUE DEL VALLE C* 

Para calcular las :recuencias y configuraciones moda

les de estructuras idealizadas como una serie de masas unidas 

por resortes, sin amortiguamiento, en vibración libre, se puede 

s~~oner que cada masa se mueve en movimiento armónico s~mple d~ 

:1nido por X=x 0 r.os wt o X=Xo sen wt donde x
0 

define la 3mpll

tud y w la frecuenc1a circular del movimiento. 

La 

wt 
. • 2 

ó X=-w x
0 

sor.1e':.1da cada 

rá:; Fi -: mX = 

aceleración estará dada entonces por 
, • 2 
X y = -w ··e cos 

2 sen wt:=-w X y las fuerzas de inercia a que estará 

masa, de 
2 

-mw X. 

acuerdo con la secunda ley de Ne-..·ton, se 

Por otro lado, la fuerza rest~tutl•Ja que aparece en ca

da resorte estará dada por Fe:R6X, donde R es la ri~idez de en

~repiso, que podemos definir como la fuerza cortante que es ne

cesarlo apl1car para produc1r un desplazamiento unitario entre 

~r.~ r;Ivr·lrs ~nnsecutiv~~= R = V/AX, par~ 6X=1. 

Vemos er.~onces, que las fuerzas a que se verá SuJeta 

cada casa dependerán de X 2 
I' de w ún~camente. 

?or otro lado, sanemos que para conocer un modo de vi 

!::>ra~ necesitamos conocer t.ant.o la frecuencia w (o periódo T) co 

~o ia con~1guraci~n modal relativa, y que si la estructura está 

v1~rando en un modo dado, la frecuencia del movimiento de cada 

masa será la misma. 

Tomando en cuenta lo anterior, se pueden emplear dos 

mé:odos numéricos para el cálculo de las frecuencias y configu

ra=lones modales. 

•:::>..,.r-&eso ....... 1•··1 .- · " d - d 
· ~....). ~ • ._ ... ar, L11v1s:or. e ~st:..: 1os de Posarado. Fac. rie !noenie:ría UNA~. 



siste en: 

2. 

El método propuesto por Stodola-Vianello-Newmark, con 

1. Suponer una configuración deformada de la estructu 

2. 

ra: 

X. ¡supuesta 

Valuar las fuerzas de inercia 

figuración Fi= -mw
2

Xi, dejando 

mún cuyo valor no conocemos. 

asociadas a esa con-
2 w como factor co-

J. Valuar la fuerza cnrtante en la estructura, como 

la suma acumulat1va de las fuerzas de inercia de 
i 2 

arriba abaJO del edificio: V.= L Fi (función de w ) 
1 1 =n 

4. Calcular los incrementos de deformación correspon-

d1e~tes a las fuerzas cortantes. 

6X i (función 2 
w ) . 

Vi 
=-

R1 
de 

5. Obtener la conf1guraci6n calculada de la estructu-

ra como la suma acumulativa de los incrementos de 

deformac1ón, de abaJo hacia arriba. 

n 
X = t.xi = coef. 

2 
w 

i cale 1=1 

Esto no 5 d u r .:i ll n coefic1entc multiplicado por 

para cada masa. 

2 
w 

6. Si la estructura está vibrando en un modo la confi

guraclÓn calculada será proporcional a la supuesta, 
2 

y el factor de proporcionalidad será w Estn es. 

para cada masa podremos calcular. 

2 X 
w supuesta 

= 
Coe f. 

En general, 

de X 
cale. 

2 los valores de w calculados para cada 

masa, no serán iguales en el primer ciclo, pero el 



m~Lndo es de r5pJna cnnverqencia si se usa como 

n1Jeva confiqurac.:ión supue~ta la obtcnjdu al f1nc1l 

de cada cic:lcJ, dr. preferencia normalizándolu., es

to es, haciendo que la deformación de una de las 

mas~~, por ejemplo la primera, tenga siempre el 

3. 

mismo valor, con obJeto de observar como 
•. & • se :':i.OC.l ... l-

ca la configurac1Ón relativa después de cada ciclo. 

Los valores de w
2 obtenidos en cada ciclo nos dan 

tambi~n un intervalo de valores que se va cerrando 

hasta que se obtiene finalmente los mismos valores 

para todas las masas. 

El método descrito anteriormente converge siempre ha

c~a el modo mis bajo que esti presente en la configuración su

puesta, y dado que al suponer una configuración ésta estará fo~ 

mada por una c9mbinación lineal de todos los modos posibles, el 

modo más baJO será el pr1mero o fundamental. Más adelante se 

lnd1ca como hacer para calcular modos superiores. 

EJemplo. Calcular la frecuencia y configurac16n mo-

dal del primer modo de vibrar de la estructura representada por 

el modelo matemát1co sigu1ente. 

1 1 • 1 

16 



' 

1 
i 
1 
' 

1 
1 

1 

1 

' 

1 
' 
1 

' 1 
! 

1 
' 
' 
1 
1 
1 

4. 

Para realizar los pasos antes indicados 

usar una tabulación como la siguiente: 

conviene 

le:-. Ciclo. 

1 
2 1 

1·2 1 ••• 
ton ses ton 

1 --
Nivel! 

cm cm cm• 
. 2 

1 xsup t.x.2 m R Xsup F~=mw X V Xcalc 1"' 
1 R ' 
' . 

1 aw
2 4 1 4 0.52w2 7.692 5.2 4 ! 

2 
1 

= 
50 aw

2 O .16w< 
0.52 

1 

1 
! 

1 

6w
2 

0.36w2 3 1 2 3 8.333 = 3 3.6 
1 14w2 0.14w2 --
1 

100 0.36 

1 " 1 2 4w
2 

0.22w2 9.091 
2 

2.2 2 = --• 1 0.22 

1 
150 1 18w2 ~.12w2 -

' " 1 2w 2 2 
0.0 .]_ 1 l " O.lw = 

2UU ;¿Qw2 p.l¡.,2 0.1 

o 
1 

o 
1 1 

Nótese que los valores R, V y 6X están defasados, pues corresponden 

a: ent:repiso. 

• Para ~n1c1a:r el cálculo puede usarse cualquier valor de X. En 

general, el mitodo converg1r~ m&s r&pido entre mis acertada sea 

:a conf1gurac1Ón supuesta, pero Sl se supone por ejemplo .una con

f1gurac1Ón que se parezca a un segundo, tercero o cuarto modo, de 

cualqu1er manera, al térm.J..!"IO de algunos ciclos más, llegaremos al 

pr1:ner modo. 

** Nótese que en este 

tre 

7.692 
1 

seg2 
y 10 _]___ 

seg" 

2 
casa, el valar de w estará comprendido en-

*** En un segundo ciclo, usuremos como nueva configuración supues-

ta la obtenida al final del primer cicla normalizada de tal modo 



1 

1 

1 
1 
1 

1 

1 
1 
1 

1 
1 

1 

1 

1 

5. 

que la deformaci6n del primer nivel, sea unitaria, esto es, div 

d1endo la configuraci6n calculada entre 0.1w
2 en cada n1vel. 

2o. :~el o 

Ni-
1 1 vel m 

1 
4 1 2 

1 
1 

3 2 

1 < ;, 
1 1 

1 
1 

1 2 

1 

o 
1 
1 

1 

1 1 1 

2 
1 

R 
1 

xsup Fi V 6X X w Xsup 

1 

5.2 10.4wL 0.65lw¿ 7.988 5.425 
2 2 

50 10.4w 0.208w 

3.G 7.2w2 2 8. U6 3. ó92 
2 2 

0.443w 
lOO 1 17.6w O .176w 

1 
1 1 

2. 2 1 2 2 1 
4.4w 0.267w 8.~40 1 1.2.:!5 

2 2 1 
1~0 22w 0.147w 

1 

2 o .12Dw 2 
1 l. O 2. w 8.333 l. O 

24w2 ? l. 200 1 0.12Dw" . 1 
1 

1 
o 

1 

2 
Obsérvese que el 1ntervalo de var1ación de ~ se redu-

JO a 7.968 y 8.333 y que las variaciones en la configuración mo

.d~l fuerun mucho menores que las que tuvo el primer ciclo. 

Tom~nd0 como b~se de part1da nuevamente 1~ configura-

c16~ c¿1lculad", en un tercer Clclo se tiene: 

1 1 

tt~lvel 
1 1 i ! 2 
1 m 

1 
R 1 X su e ! f' 1 V t.x X w x1 1 

1 ' 1 

1 
: i 

1 

::: ~ i e; lC.EJSw:: 0.6739w2 8.050 5.461 1 ~ .............. 
10.85w2 

1 ! 50 0.217Dw2 
1 

1 
1 1 ' 2 

0.4569w 
2 

3 
1 

2 
1 

1 3.692 7.384w 
2 8.081 3.703 

100 
1 

116. 234w 2 0.1823w 1 
1 

1 ' 
1 

1 
2 2 

2 2 
1 ""> ... ., .. 4.45w 0.2746w 8.103 2.225 ......... :l ' 2 

150 
1 

1 

22.684w 2 0.1512w 
1 

2 
2 

1 

l. O 
1 

2.0 0.1234w 2 
l \ol 8.104 1.00 

1 

200 24.684w 2 .o .1234w2 

1 1 1 
i 

1 
1 

i 0 o ; 1 
1 _] ' 

!' !~nalmente, en un cuarto c1clo, la aproximaci6n se considera su-

!l.Cl.en't.e: 

. 

1 Q 



6. 

-
~ !Nivel 

1 1 

1 

;¿ 
Xi m R X V ~X X cale w 

1 
sup 1 

4 

3 

1 
1 

; 
2 

1 

1 1 
1 
1 

i 
1 

o 

1 

1 
S .4~1 10.'l2:2w 

2 2 
8.061 5.468 2 

2 0.2JB4w;¿ 
0.6775w 

~o 10.922w 

3. 703 
2 

0.459lw
2

1 8.066 3.705 2 7.406w 
2 2 lOO 18.328w 0.1833w 

1 

2 2 
2 2.225 4.45w 0.2758w 8.067 2.226 

2 2 
1 150 22.778w 0.1519w 
1 

1 2 2 
8.071 1.00 2 LOO 2.00w 0.1239w ! 2 2 

1 

200 
1 

24.778w 0.1239w 
1 

1 1 

o 
1 r 12.389 r~ l. 5363w- 8.064* 

1 

1 
1 
1 1 

• El valor f 1nal 2 
de w lo obtenemos con más precisión dividiendo lu 

suma de X entre la sup 
prec1so que promediar 

suma de-coeficientes de Xcalc Esto 
2 los valores de w de cada n1vel. 

w=j8.064 = 2.8397; T= 2 " 
w 

= 
6.2832 
2.8397 

= 2.213 seg. 

Cálculo de modos suoeriores empleando este método 

es ~nás 

Como se ind:có antes, el método converge al modo más ba

jo presente er. la configurac1Ón supuesta, y al suponer una combina

ción cualquiera ésta, estará constituida por una cori:linaci6n lineal de los distin 

tos modos de vibrar: 

Xsup = c 1x11 +c2xi 2+c3xi 3+c4x14 , donde Xil a xi4 son las configuraciones 

modales y C son coef1cientes de participación. 
l 

S: queremos calcular el segundo modo de vibrar empleando 

este método, tendremos que qu1tar a la configuración supuesta la 

partic1pación del primer modo:C x.
1

, para lo cual necesitamos cono 
1 l 

la calculamos como se indicó antes y C lo pode-
1 

mos calcular recurriendo a la propiedad de ortoaona~idad de los mo-

dos de vibración que indica que 

X son configuraciones modales. 1m 

l!m. X. X. =O si 
1 l.n ltn 

n~m. donde x_ y 
1n 



7. 

Si multiplicamos la expresión anterior de X por r sup .1 

y sumamos para todas las masas, considerando que los coeficiences 

de ~articipación son const~ntes y pueden salir de la sumatoria; 

tendremos: 

;.m X Z 
l ~1 .:iUp 

?. 
= c

1
z: m. x 

~ il 

donde los térm1nos que multiplican a c
2

, c
3

, etc. son nulos por la 

prop~edad de ortogonalidad de los modos, quedando entonces 

l:m.X ,X 
1 ~.;. sup 

o 
m. x- i 1 

l 

Estü exprestón es válida para cualquier modo n. 

Por tanto, si queremos calcular el seguñdo modo de v1-

~;rar, supondremos un~ conf1guraci6n que se parezca ~ e&te modo, 

e:... dr:r .. r, '{U(~ tcny<J un punttJ de del J exiún nuld, r..1l cu 1 u remos l.' 

valo~ de c
1 

con la expresión anterior y restaremos a la configu

·ración supuesta para el segundo modo la participación del primer 

modo c
1 

X~:' lo que da por resultado una nueva configuración su

pues~a para el segundo modo en la que el modo más baJO presente 

es el segunde y por lo tanto, al aplicar el método habrá conver

ge~=la hac1a este rnodc. A la operaci5n antes descrita se le lla-

ma ''!1mp1a'' de modos. 

S1 qu~s1éramos calcular el tercer modo de vibrar, ten

d=íarncs que conocer de antemano las configuraciones ~orrectas de 

pr1mero y segunde modú, y suponer una configuración que se pare~ 

ca al tercer modo, (que tenga dos puntos de deflexión nula); cal 

cularíamos dos coef~c1entes de participación c
1 

y c
2

, correspon

dlentes a los modos pr1mero y segundo, en la conf~guración supue! 

~~ y la l~mpiariamos par~ que el modo más bajo presente en ella 

sea el tercero y el métodG converJa a este modo. 

Esto es: 



e 
1 

í.mx.i.l xi3suo = --~--~~~ 

- 2 
'·m X 

.i. 1 

X -
i3su¡.. 

e = ¿ 

e. x . 
1 l l 

8. 

+ ••• 

r. mx X 
i2 l]SUD 

2 
¡; mx i 2 

= 
-+ ••• 

De manera semejante se procede para calcular otros mo

dos superiores. 

En la práctica, y debido a errores numéricos o de apr~ 

xirr,ac~ó:-. que van acarréandose no basta con una sola limpia. Para 

lograr convergencia adecuada da buen resultado limpiar la confi

guración calculada al cabo de cada ciclo, antes de calcular los 
2 

valores de w . Esa misma configuración l1mpiada, normalizada, 

nos s~rve como nueva configuración para un nuevo ciclo. Es con-

ver.1en-:c llevar cuando menos tres cifras s1gnificativas en los 

c6.1culos. 

Para foJar ideas, calcularemos tres ciclos del segundo 

mnri(J de v1nrar c.lc l<~ <:~.tru(turo~ puru )o~ cuu1 calcula~s ante-

r.1.0rmtntt: c..:l pr1mer mvif(,, 

kl 
·1·1 ¡ ..... ¡ 
J ! 2 11 so 1¡'·'"'! 
2 ' 

100 1 

2.2261 
ISO 

1 2 LOO 

e 1 l'oo 
1 i 1 

ax1 11 

10.9l6j 59. 7'91 

1 

7.41 : 27.4S4 

' 
'·'" ¡ •. 910 

1 
2.0 t 2 .o 

¡-
z:,.M.162 

! 

X • Uoup 

-1 .o 

o 

2.0 

1.0 

0.974 

-10.9)6 ~.OS4 -1.0S4 

o ~.0)6 ~.0)6 

9.910 .0.022 1.971 

2.0 -o.010 0.990 

¡- 0.97C 

cl•tt--:-rn o.oot82 

• .. Z C.lc. 

-2.1_.. ........... -z.1oo.' 

o.ooaa.> -o.o1~ 
-2.1__. -o.021a.rl ....... 
1.7-' o.011aw2 

0.01_.. l.__. 
0.01 ... 

*La configuración supuesta puede ser cualquiera, pero desde luego en conveniente 
e;-...: e se :oare.:::a a u:-. secru ... --:do iTIO::io. esto es ::;ue tenaa 1.;r, catrbio de si ano en la 



1 

1 
1 

1 

l 
! 
i 
' 
1 

' 
1 
1 

: 
' 
1 

1 

-
1 
i 
1 
1 

"'. 
~ :rn.x 

1 
Xcu e·¡ -e x1 

1 
w• 

i2sup i2sup"' j 1 l. 
1 1 2calc 

v ... 
1 

1 'X •• V r --
1-0.3653·.-

' ) 2 2 2 2 
-0.03l4· 4 +0. 00696w -0.02644w 39.86 -1.3042 -2.6084w ,/ 2 

t-2. 608<1 .... ro. 05217~ 
1 

2 2 2 1 ú.OC5'Lw 
2 

0.00472w 0.01352w -2. r)r. 0.66f>') 1.3J)flw 0.0207 ~ ' 

1 

"1 " 1-1. 274lll•- -o. 01270>,... 
i ' 1 

2 

1 

2 2 2 
2! 1 2 : O.l362w 0.002&4w O.OJ344w S9 .15 1.6495 3.2990w o 0.0335, 

' 1 L0244w ' e. o1250w" 1 

1 
1 1 

' o 2 1 ¿ 
O. 02007w' 0.0200: J • (j J 7 r,-.,., ' ú. fJ0127 .. ~ 

1 

49.33 O.'J'JO 

1 

1.9800w ., 
1 

2 
' 

1 

4.0044w 
1 

o.o2oo2W" 
1 

1 1 
' 
1 1 

! 1 
' ! 1 2 
1 

i 1: 1-C. :¿t,.:!w ' 1 

~;1-

ve: 

~ 

3 

-

99 . .ió2 
; -0.0012736w

2 

** ~;ormal1zando con respecto a 0.99 en el primer nivel, para comparar la evolu
Cl.Ór. de ¡rJ cor.:1guración. 

! • 1 1 - 2 1 rr.;: 
:l;.:cul -c.>. x2 .... ••• 

1 

X. mX. w l 'J t. X 
" 1 J cal 12sup 12sup 1 

' 
., ¿ ¿ 

1 

o .- (, . ; ~ ~ J 9~ -.G.OOO')l2w -0.031388w· 41. SS -1.5520 -3 .104w" 
2 2 1 -3.104w l-0.06208w 1 

' ol 
c.4s391 .... +O. OOOOOR·: O. 02G77R•" 3L. lO 1 .0¿74 2. 054Bw" ; . l 

2 1 ;¿ ' , -1 .G4'J2w -0.01049w 

" •, 

3.3154 .. 2 1 Q. :4:,2:;,.,:-- .,.Q.CGOC:JS;.. - o. 033 525..- 49.20 l. 6577 
1 

2 2 2.2662w O.Ol51lw 

- 2 o. 04004;..."" +0. 000002;..- O. 020022w" 49.45 0.99 l.98w 
2 2 4.2462w 0.02123w 

Z =-C.0002lw" '· ; 2.1231 
í. 1!5.2271 

r = -. 
" 

-C.0002lw" 
99. l ó~ 

·, 
-0.0000021177w" 

2 
••• ~átese que el intervalo de w queda comprendido entre 32.1 y 49.49 y que el 

aJuste en la curva ocurre casi entre las dos últimas masas. Obsérvese que·la 

corrección al l~p~ar es muy pequeña. 



1 

1 

1 

1 

' ! 
i 
' 
1 

: 

1 
1 

1 
1 

i 
1 

Ni- X 
cale 

vcl 
--

1 

2 

" -0.0362Jw 

3 1 0.02585w 2 

1 

¡ 
2 

1 

o·.03634w2 

1 
1 

0.02123w2 
~ 

' 
! o 

1 

o 

- **** 
mXi1Xcalc -e,\, X 

cale 2 
w 

! 
1 

-0. 39621w 
2 +0.000023 -0.036207w 

2 42,86 

1 
0.19155w 

2 
+0.000015 o.025B65w 

2 
39.72 

1 

0.16179w2 +0.000009 0.036349w2 45.61 

1 

+O. 0000041 
2 1 2 46.62 1 0.04246w 0,021234w 

1 

2 2 
I -0.00041w ¡: =0.047241w prorn. 

43.70 
44.94 

1 ' 
T= 1 1 ;,z 4 o. 9655 3. 68 

C.= 
l 

2 -0.00041w 
99. 162 

(vals. abs) 
-0.0000041w2 

1 o. 
-
XlSUp 

-1.705 

1. 206 

1 .695 

0.99 

••*-El intervalo de variación de w
2 

se ha reducido a 39.72 - 46.62 (di f. = 

6. 9) 

eles 

para 

y lns aJUStes en la curva son menores. 

más se lleoaría al valor correcto de w
2 

estimar un valor de w
2 

procediendo como 

En uno o dos ci-

y X .• 
l 

Nótese que 

se indicó anterior 

mente podemos hacer las sumas de X y de los coeficientes de 
sup 

z tomando valores absolutos o tomando en cuenta el signo c_o_ 'ca 1 e 

rrespondiente. La variación que se obtiene en este caso es de 

3% aprox. S1 sacamos el promedio de w2 se obtiene un valor ca-

51 1qual al obte~ido ce~ las sumas de valores absolutos, que es 

más correcto. 

5: ~e hubi~ramos hecho la :1mpia en n1nguno de los ciclos, al 

ca~o de 8 habríamos l:eaado a la confi~uración del primer modo 

(e~ vez de 4 Clclos que se neces1taron cuando la confiquraci6n 

supues~a se parecía a la del pr1mer modo}. 

'• 
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;.:olicaciÓl' del Método de Stodola-V1anell,.,-Newmark para 

EstructtJra!: '.le Flexión 

c,.,n,r¡ ~.,. ver5 má~ üñrdantc, cuando );:¡s Lrabc.s rle lo.s m.Jrros son 

r~y !lexibles en comparaci6n con las columnas, o cuando las 

:uerzas la~erales son resistidas por muros que trabajan esen

Clalmente a flexión, la rigidez de entrepiso no es independien

te de la distribución de fuerzas a que esté sometida la es~ruc

~~ra y por tanto no puede suponer~e constante para el cálculo de 

lGs d1~t1ntns mo1os de vibrur. En general, la pseudoriq1dez 

equivalente que se obtendría 9ara un segundo modo será mayor que 

la ~orrespond1ente al primer modo, pues los efectos de flexi6n 

r!r_· t:CJn)untr. ~;e reducen considerablemente al no tener todas las 

fu~rz~s actiJando en el m1smo sentido. Lo mismo podría decirse 

para moñns c;ur>eriores (ref. 1). 

E~ eso~ ~aso~. las prop1edades elástico geom~tricas de la estruc 

t~~a no queCarár. definidas por rigideces de entrepiso s~no por 

la var~ación de los productos EI y GA con los cuales se podrán 

calcular las deformaciones debidas a flexión y a fuerza cortante 

?ora :alcular l~s dcfnrmac1oncs por flexión es conveniente el em 

?~ec de los teoremas de la v1qa conJugdda, que es, para el caso 

~~ ~~ volad1za, otro volad1zo empotrado en el extremo opuesto 

car~a~c co~ ~~ ~iagrama de momentos entre EI, y en el cual lo5 

momentos flex1onantes corresponde~ a las deformaciones de la viga 

:as d~for~ac1ones por cortante, que en el caso de estructuras a 

base de muros ?ueder. se:- 1mpor<:antes en comparación con las de 

flex:ón, sobre todo en 

te la expres1ón óX = 
V. 

l 

formac:ón por cortante 

: 
so:-:., respect~vamente 

loo; n1ve les 
Vihl 

A.G 
l 

donde 

1nferiores, 

t.x es el 
V. 

se calculan median 

incremento de de-
1 

entre dos niveles consecut2vos, V. 
1 

la fuerza cortante, la altura y el 

h. y 
1 

área 

o l. 



, 2. 

efectiva de cortante entre esos mismos niveles y G es el módulo 

de elasticidad al cortante del material de la estructura. 

T,ara ~alcular los modos de vibraci6n, se supone una confiqura-

r: i ñn morlal, se ca] culan las 

ciadas a la configuración y 

fuerzas de inercia F. 
1 

las fuerzas cortantes 

) 

= m ......... x. aso-
l ' 

correspondien 

tes y a partir de ellas se valúan los incrementos de momento de 

cada entrepiso y los momentos de volteo acumulados de arriba ha 

cia abajo, los cuales se dividen entre EI (habrá dos valores de 

M/El en un mismo nivel en los casos en que haya cambio de sec-

ción de los nuros}. La integración nu~érica del diagrama de 

M/EI nos permiti~á transformar ese diagrama en una serie de ca~ 

gas concentradas equivalentes a él aplicadas en los distintos 

niveles con los cuales es muy fácil calcular los cortantes equ~ 

valentes correspondientes a cada entrepiso y los incrementos de 

mome~to flex1onante en la v1ga conjugada que serán iguales a 

los in~rementos de deformaci6n.por flexi6n entre dos niveles con 

sec~t1vos les el equivalente de AX • V/R del caso visto anterior 

ment.el. A estos 1ncrementos de deformación por flexión se suma-

rán los correspondientes a la deformación por cortante y con esa 

suma se podrá calcular la nueva confiquración, que será como an-
2 

tes func1ón de w y de donde podremos despejar este valor y en 

.caso de que no sea 1qual para todas las masas volver a hacer 

otro ciclo tomando como conf1guración de partida la encontrada 

an:er1ormente normal1zándola con respecto a una de las masas pa

ra poder comparar la evoluc1ón de las configuraciones de cada ci 

ele. 

Para fiJar 1deas, a continuación se presenta un ejemplo de anál~ 

sis de una es.tructura en que las fuerzas laterales son resisti

das por muros, cuyos valores de I y A son los indicados en la fi 

gura sigu1ente: 
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1Y"-:.0.1S 

• Í, '-.4 ...,...-.,A= 1.Z~ 

E=200 
2 ? ;.. .... 

oon kg/cm =2 000 000 Ton/m-=2x1 :. · Ton/m~ 
1 1 1 :.. 
1 ' t ==i=====: ""' ~ ". '"' • 
1 /'fL r , ..... ·, .. ,•, "'" '·'-"" 6 2 
1 1 G=O. t. F.=n. Rx 1 O Ton/m 

-7rn, ,.-n;-

1 

--,.-

1 

1 ' i 
' ¿ 1/m .. 

' 
¿ 

1 Xcrr, ' X 2 Ton fiM=Vh Ton-m ~ c. ·~ 0:': -r.. "' :Ton m lm w 
- 7:! A ' GA h , SU!JI sup V ~ e: 

1 6 
1 2 ' 

! lo i 
1 ! ! G ¡ 5 .o 1 O. 50w 2 i 12.~x1C0 ' 1 n.96x10 O.Sw 11 • Sw 

2 1 E . .; 1 . 2 3 1 
1 i 

' 1 

¡;_.; 
' 1 

" = 

1 
1 1 

1 

1 
1 

1 
1 2.5 

(. ' 1 6 ' 1~ 4 ;x1C 1. 2 . n. 96x 1 O 

1 

3 
! 1 

! 
1 

1 
1 1 

_6 ' 6 
1 . - . 

, 1 • Clx 1 u 1 .E 1.20x10 

2 
1 0.38 .. 
! 2 2 

O.BBw 2.64w 

2 o. 1 s .. · 
21 2 1.03w 1<:.12w 

1 

1 . Sw 
2 ¡ 

2 
4.1 4w 

1 

-f, 
0.1172x10 w 

2 

-6 2 
0.3234x10_6~2 
0.2435x10 ' 

-6 0.4859x10 w 

~~~~pl~ ~~ ·:§l~ulo rl~ ]~!. ~or¡¿cntraciones equivalentes al dJayra-

rr.e de ~./E! 

?ara e: r:1·Je~ j 

. r 2 x e o. ~ 7 2 1 1"\ -E 2 -6 2 F = • 1 X " w 1 = 0.058E.x10 w 
e= . 

(Ver aclarac1ór. al p1e de la tabla de la página siauiente) 

1 

1 

1 

26 
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-----··------¡ 
m 

~· 

el 

3 

Peq* 

-6 2 
0.0586x10 w 

-6 2 
O. 11 72x 1 O w 

-6 2 
C.2739x10 w 

-6 2 i 
G. 5020x10· w· 

-6 2 
0.6~fl6x10 w 

¡ 
-6 2 

2.2369x10 w 

-6 2 
1.8408x10 w 

6 M= Veq 

1 
-fi21 -62 

6.7107x10 w 1.5625x10 w 

-6 2 
5.5224><10 w -6 2 

2.75x10 w 
-6 2 

8.2724x10 w 

-6 2 -6 2 -6 2 -6 2 
O.A102x10 w 3.2408x10 w 3.2188x10 w 6.4596x10 w · 

-6 2 
23.0052x10 w 

. -6 2 
!14.732x10 w 

-6 2 
6.4596x10 w 

-fi o 
., l O.P.102x10 w" o 

¡ 
2 

1/seg 

2 
w 

**** 

2173.42 

169ó.99 

1548.08 

~.56 

, ~"'"1./z b 
2.28 af"h~ --- -- --

,A tP_. 6 
1 . o L __ _j?6 

* Para obtener r.ar9as concen~radus equivalentes al diagrama de 

M/EI se puede usar la fórmula siquiente: 

p 
a 

h 
6 ( 2 a +b) ( 2b+a l 

óor.de h es la distancia entre dos puntos A y B con ordenadas de 

M/LI iguales a a y b respect1vamente. La variación de M/EI entre 

A y E es lineal, por lo que esta expresión se obtiene consideran

do dos triángulos con alturas a y b respectivamente y base h. Pa 

y Pb son las concentrac~ones correspondientes en los puntos A y B. 

( Ref. 2 l . 

•• Recuérdese que el empotramiento de la viga conjugada es el ex

tremo superior, por lo que emp1eza de abajo hacia arriba el cálcu 

lo. 
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***Obs€rvese que en el primer entrepiso la deformación por cor

tante es prácticamente iqual a la de flexión por lo que despre-

c~arla conduciría a errores muy orandes, Al ir aumentando la 

altura de la estructura la deformaci6n po.r cortante va reducien

do su impor~ancia en comparación con la de flexión y puede lle-

gar a ser despreciable. En este caso la deformación por cor~ante 

en el tercer en~repiso es 23~ de la debida a flexión. 

**** Debe ~enerse cuidado con las unidades al valuar 
2 

w pues es 

equivocarse, obsérvese que X está 
sup 

en cm y X cale resul-

t:a t:r. rnet:ros. 

Método de Holze!" 

Como se ~ndicó anteriormente, para conocer completamente un mo

ric dE v1b~a: necesitamos conocer tanto la configuraci6n modal co 

rno la frecuencia del modo. Hemos visto que en el método Stodola-

'/lanelln-Newmark se supone una configuración relativa y a partir 
2 

1ie ella se calcula el valor de w Holzer procede exactamente 

.2-lrevés, esto es, supone la ~recuencia y a partir de ella se calcu 

la lü cnr.f1ouración relativa de abajo hacia arriba de la estruc-

turñ.. Dado que la conflaurac16n es relativa se puede suponer 

:a~~l~~ lQ dcformac16~ de la p~1mera masa (por consiguiente el 

1r.2remento de deformac>Ór. entre la base y la prim_era masa). El 

rné~~do :1e~e las sicu1e~:es etapas: 

~os datos sor. las masas y las ~1gideces de entrepiso, igual que 

a:-.:.es. 

1 . Suponer un valor de 2 
"' 

2. Ob~ener los valores de 2 
mw para cada masa. sup 

3. Suponer la deformac1Ón del primer n~vel: X • 1 ; conviene supo-

ncr un valor unitar1o. 

JO a suroner óX .. 

' 

Esto equivale también, ~amo ya se di 



4. calcular la fuerza cortante en la base de la estructura, 

(Primer entrepiso) que será por definición de rigidez de 

entrepiso: 

v1 si <'J(1 = 1,V
1

=R
1 

S. Calcular la fuerza de inercia asociada a la masa del pri-

mer nivel: 

r1 
2 

== m w X 
1 sup 1 

16. 

6. Por defin1ción de fuerza cortante, como la suma acumulativa 

de las fuerzas arriba de un cierto nivel, podremos calcular 

la cortante del segundo entrepiso restando a la cortante en 

la base la fuerza de inercia del primer nivel, esto es: 

= V 
1 

- F 
1 

1. Conocida la fuerza cortante en el entrepiso 2 podemos cale~ 

lar el incremento de deformación en ese entrepiso dividien-

e . 

do la cortante entre la rigidez de entrepiso 

Sumando x
2 

a la deformación del primer nivel obtendremos 

la deformación del sequndo n1vel y podemos 

rcvetir los pasos 5 u B raro todas las masas hasta llegar 

al extremo super~or de la estructura. 

la frecuencia supuesta corresponde a un modo de vibrar, obte~ 

dremos que la fuerza de inercia del último nivel es igual a la 

fuerza cortante del entrepiso correspondiente (por equilibrio d~ 

nám1co). Si la frec~encia supuesta no es la correspondiente a 

un modo de vibrar, se obtendrá una diferencia entre el valor de 

la fuerza de inercia y el de la fuerza cortante en.el extremo de 

la estructura. En este caso el método no es convergente, pero 

"h "l 1 2 . s1 acemos otro c~c o con otro va or de w relat1vamente cercano 
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al anterior, encontraremos otra diferencia y podremos trazar 

ana crlfica que nos relacione las frecuencias supuestas (absci 

sos) r.on las diferencias entrP fuerza dP. inercia y fuerza COr

Lilntl? cr. el extremo superior de la estructura (ordenadas). Una 

vez que tenernos dos puntos áe esa gráfica podremos buscar un 
2 

valor de w supuesto en la intersecci6n con el eje de las abs-

Clsas de la línea que une los puntos antes obtenidos, o su pr~ 

longación Sl ambas diferencias tienen el mismo signo. Con es-
2 

te tercer valor supuesto para w seguramente obtendremos otra 

diferencia, menor que las anteriores, que nos definirá un ter-

cer punto en la gráfica. Podremos entonces trazar una curva 

entre los 
2 

tres puntos y definir así un nuevo valor de w que 

seguramente estará muy próximo a la frecuencia correcta de uno 

de los modos de vibrar de la estructura. 

:uando ya se est§ cerca del valor correcto, se puede me)or~r el 
2 

valor suoucsro de w empleando el coc1ente de Crandall s1guien-

t.e: 

-2 2 :v /'_X 
w = .. 

LFX 

do:;de w ... es el val o:- que debemos suponer en el ciclo s1guiente. 

método prese;.tado s1rve para calcular cualquier modo natural 

óe vibración teniendo corno datos las masas y las rigideces de en 

trep~so de la estructura. El modo de que se trate se obtendr~ 

de la 1nspecc:ón de la co~:lguración modal, tomando en cuenta 

que en el pr1mero todas las deformac1ones tienen el m1smo signo, 

e~ el seaundo. hay un cambie de s1gno, en el tercero dos cambios 

de signo y así sucesivamente. 

S1 se conoce :a frecuencia del pr1mer modo de vibrar (por haberlo 

ca:ccolado empleando el método Stodola-Vianello-Ne1o-nark, por eje 

plol, se puede estimar gruesamente el valor de las frecuencias de 

los modos super1ores empleando la relación w~ = 9w~ w~ • 25w~, 
etc. 
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(Esta aproximación pueáe ser áemasiaáo burda depenáiendo áe los 

valores relativos de las masas y rigiáeces en cada caso partic~ 

lar, pero sirve como orientación). 

Ejemplo: 

Calculemos el segunáo modo áe vibrar áe la estructura que se 

usó en el método de Stodola-Vianello-Newmark, suponiendo 

= 9 X 8 = 72 2 
seg 

Usaremos la tabulaci6n siguiente, 

1 

lm 1 

1 

¡ 1 Ni-

1 

-

1 

2 
vel R 1 mw !§. X* F V 

1 1 
sup 

' 
1 

¡ i ' 

~2.707 
1 

~ ' 2 
1 

144 -2.751 -396. 1 Dif = 260.7 
: 

50 -135.4 
i 1 

1 

1 1 

1 

3 2 144 -0.044 - 6.3 
' 1 100 

1 

r-1.417 -141.7 
' ' 
1 

1 1 

1 

2 1 
1 

1 
2 1 144 1 1 . 37 3 -197.7 

¡ 
1 

150 1 o. 373 56 

¡ ____ F.OJ 1 1 
1 

2 1 144 144 
1 200 ~ 200 

\ 1 1 ! 

2 
72 1 w = 

su p 

*Obsérvese que aunque la diferenc1a encontrada es fuerte, la configuraci6n se 

parece a un seaundo ~odo, pues tiene un cambio de signo. 

"' 
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Usando un nuevo valor de 
2 2 

w de 50.1/seg , tendremos 
sup 

~ 1 2 1 

) 
1 1 m¡ R m"\;up / t:.X X F V 1 

1 
1 

1 
1 

1 

1 
1 

1 
1 

1 
' 1 

' 
1 
1 

' 

1 

1 

1 
~ 1 

4 2 1 
' 
1 

; 2 
1 

' 

2 2 
' 

: 

i ! 1 2 
1 

' 1 ' • ! 1 

Tr-azando 

1 
' -- 1 

1 
100 1 -2.334 -233.4 Di f. 66.7 

1 
-166.7 50 -3.334 

100 1 . o o 100 
100 -0.667 -66.7 

100 1.667 166.7 
150 0.667 100 

100 1.00 1 . o 100 
2 oc 1 200 

2 
la gráfica w -diferenc1as encontramos: 

? 

sup 

1 

1 
t...:..] 

;~ 

1 

1 

l-2t.D.7 
!' 

n .. 

1 

' 

que el valor de w- que hace cero las diferencias es aproximadame~ 

te ~~ (podrla obtenerse por triánaulos semejantes, pero sabemos 

que aún cuando se hiciera as1 ~l valor no nos llevará exactamP.n

te a cero diferencia pues la variaci6n no es lineal como estamos 

supon1endo, excepto en intervalos muy cerrados). 



1 

1 
1 
1 

1 

! 

1 

1 
1 
1 

1 
1 

1 

1 
1 

1 

2 
Suponiendo entonces w = 44 

Ni-

1 m' 
R 1"""2 1 

óX 
1 

X 
vel 1 1 

1 

¡ 
1 

1 2! 1 

4 88 -1 • 844 
1 50 1-3.174 
1 1 

3 1 2 8B 1 • 33 
1 100 -0.417 
1 1 

! 2/ 2 88 1 • 747 

1 
150 0.747 

1 21 88 1 • o 
1 1 200 1.0 
1 1 

1 
1 

1 
o 1 

1 1 1 
1 

' 1 

-2 
4<: 

80<:.76 
43.64 1/seg 2 w = = 

81 1. 35 

Usando 
2 

43.64 1/seg 2 w = 
sup 

f Ni- 1 m 1 P 

1 
' 1 /:,Y. X """ 1 

! vel ! / 
' 

1 

1 1 
1 

1 1 

1 

1 
1 

1 

1 4 1 2 187.28 j-1 .809 
1 

1 1 50 ' 1-3.159 

1 
1 

1 

1 
1 1 

1 2 187.28 
1 

1 
3 ! 1 . 350 

1 1 1 100 ¡ -0.401 
1 1 1 1 

2 
1 2 

1 87.28 1 ' 1 . 7 51 1 

1 0.751 1150 
1 2 87.28 1.0 

1 

200 1. o 

o 

20. 

1 

F 

1 
V 

1 
FX 

1 

VóX 

1 

1 

1 Di f. =3. 57 
-162.27 299.23 

-158.7 503.71 

1 1 7 155.61 
- 41 • 7 17. 39 

153.7 268.51 
112 83.66 

88 88 
200 200 

1 
:l:81 1.35 

1 
804.76 

1 

1 
F V 

1 
1 1 

1 

1 

¡-157.89 Dif. = 0.05 
-157.94 

1 
1 117.83 
1 - 40. 1 1 1 

1 
152.83 

112.72 

87.28 
200 



Como puede verse, la diferencia al final óe este últ~mo ciclo 

es desprec1able, por lo que: 

w~ = 43.64 1/seg 2
, w2 = 6.606 1/seg. T 2 = 0.951 seg 

y la configuración modal es la indicada. 

21. 

supon1endo o~ro valor mayor que w2 podr!a calcularse el tercero 

/ '.uarto morl:o~. Puede también verificarse que la frecuencia 

del primer modo obtenido con el método Stodola-Vianello-Newmark 

es correcta. 

Comentarios adi=ionales 

E~ los métodos presentados para las estructuras a base de mar

cos rígidos se tiene como datos las masas y las rigideces de en 

trepisc. Las masas so~ relativamente fáciles de calcular y de-

pender. exclusivamente del peso de los materiales con que esté 

~echa la estructura y de la carga viva que se considere para f~ 

nes de anilis1s sísm1co. Las rig1deces serán funci6n de las pr~ 

p1edades elástico-aeométrlCüS de los materiales empleados, que 

no es sencillo def1n1r y de la estructuración, sobre todo de la 

relac1ón que guarden las riq1deces relativas de las ~arras que 

:arman la es:ructura, trabes y columnas. 

Dado el modelo matemát1cc de un edificio como una serie de masas 

u~1das por resortes, de::n:mos como sistema estrechamente acopl~ 

do a aquel en que la rig1dez de entrepiso es independiente de la 

d:str1bución de cargas laterales a que se vea sometido el modelo, 

esto es, la rididez de entrep1so es invariable independienteme~ 

te de la elást1ca que adquiera la estructura al ser sometida a 

cargas laterales. Aqu! se entiende por rigidez de entrepiso, co 

mo se indicó anteriormente, la fuerza necesaria para producir el 

despla~amiento unitario de un nivel con respecto al otro, esto 

es 

R = 
para l>X=1, R=V 

¡, 
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r.n la ficura 2 se mues~ra ~l modelo matemático dP. un edific1o 

de ~ niveles sometido a distintos sistemas de fuerzas. oe 

~cuerdo cnn lo antes dicho, lu rigidez debe ser indep~ndiente 

tlt• t<..l:. furrz.1~. dpllc:ac.las (este Lipa Uro ~structuras se conoce 

~~mbi~~ como nstructura ''rlc cortante'') 

¡=-

H '4~~ ~~:1 
(771 ~ 

o ~\ 

e ~1 

o 

¡-
' ' 1 
1 

4--" 1 

V 
1+--

J., 
1 

..-.-! 

\-

Para que esto se cumpla, la r1qid~z de entrepiso debe ser fun-

r 1Ón i"'1nl r:.1 y cxclus1vament e tlc.: las en 1 umnas de cada ent rcpl!=iO, 

para lo cu;~l, los q~ros de los nudos deber ser nulos, lo que se 

lacra si las trabes son 1nfin1tamente rígidas en comparación 

con las columnas, en cuyo caso la elástica de cada una de las 

columnas es la most~ada en la figura 3, y los elementos mecáni-

cos que 

secc1Ón 

aparecen son 

constante. 

los. que ahí 

"'" 
T ~F 
~ / _r:.-F 

se muestran, para barras de 

12Eit.X F ___ .;::__ 

h J 

F i g. 3 

E~ la prác~1ca, es di!Ic:! que la r1g1dez relativa de las trabes 

IK=I/t' sea muy grande en cornparaci6n con la de las columnas, lo 

que hari que los g1ros de los nudo~ no sean cero, relajindose el 

s1stema y reduciéndose la r1o1dez del marco para un m1smo tamaño 

de columnas. Debido a es~o. el caso de trabes infinitamente rí-

~idas e~ comparaci6n con las columnas recibe a veces el nombre 

de cota superior de ri~idez. 

Al ser signi!icativos los giros de los nudos, la rigidez de en

~repiso ya no será independiente del sistema de fuerzas horizon 
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tales aplicadas. En el límite inferior, lleoaremos al caso del 

voladizo mostrado en la fioura 4, paia el cual no tiene sentido 

hablar de ri9idez de entrepiso, pues será diferente para cada 

una de las posibles configuraciones de fuerzasaplicadas. 

~e caso lo definiremos como s1stema remotamente acoplado. 

o 
' 
1 

' <l> 

l 

--7¡ 
1 

~1 
1 

~ 
_l 

:4 
; 1 

~ 
·1 

l_ 

·-7 ' 

~ 1.-
1 ' 

' \ ' 

\~ 
·, 1 

:r 
1 

)~-
~ 

L 
1 ' 

' ' r 
_ _L 

A es 

K0~ese que er. ambos casos se trata de estructuras aparentemente 

1auales, constltuídas por marcos ríqidos formados pnr trabes y 

culumnas unirins en los nur.o:., s1n embaroo, como p11ede apreciar-

se: en L.~~_ fi gurus y i, lu~ deformaciones de la estructura 

c~ando ~odas las fue~zas se aclican en el mismo sentldo son muy 

C::erer.tes en uno y otrc caso. En la fiaura 2, la tangente en 

e: ex:remo superior es vertl=al, m1entras que en la figura 4, 

la tangente en el extremo superior tiene la inclinación máxima. 

La :igura S 1lustra la forma en que variarían los momentos fle

xlonantes er. las columnas del mar=o en los casos extremos y en 

uno intermed.:.o. Nótese que la apl1cación de métodos aproxima-

dos para la obtención de mnmP.r.~os en trabes y columnas sin verl 

f1car cual es la s1tuac1ón del marco, puede conduc1r a errores 

Muy irr.portantes de subest1mac1Ón de momentos en las columnas y 

de desplazaffiientos hor1zontales de la estructura. 



f 
/l 

marco con trabes r~ 

qidas en comparació~ 
cor. las columnas. 

/ 

1 

1 
/ 

/ 
/ 

/ 

marco en situa
ci6n intermedia. 

/ 

1 
1 

/ 

1 
1 

voladizo 

,' 1 
' i 

1 1 
'1 1 . 

1 1 

1 1 

' 1 1 
--·-- -¡ 

1 1 
1 . 

(trabes muy :lexl
blcs comparadas con 
las columnas 1 • 

Momentos flex1onantes en columnas. F 1 e. 5 

ya que los métodos aproximados en general suponen la.formación 

24. 

de ar~i=ulaciones {puntos de momento nulo) en cada entrepiso, y 

la situaci6~ puede ser tal que los puntos de inflexió~ del dia

grar.,a de ·mamen:os desaparezcan en uno, var1os o todos los niveles. 

Cualqu1er ed1ficio de la prác~ica estará en una posición interme 

d1c cor. respecto a los casos descritos. 

Para conocer cual es la s1tuación en cada caso part1cular, John 

A. E:ume (referenc¡a 1) suq1erc el er,ple() de un ind1ce de rota

:: ión no:iu l. que de: in e como: 

= !:l:/ll ~rabes 

:II/l,ccls 

y se puede val~ar e~ cualqu1er en~rep1so. (Blume lo hace para el 

entre¡:nso medio!. Aquí ÍII/¡ )trabes es la suma de r1g1deces rela 

ti vas de las trabes de un cierto n1vel y !: (I/tlcols es la suma de rigid!:_ 

ces relativas de las columnas en que se apoyan las trabes antes 

menc1onadas. 



Blume encontró que si p>0.10 hay runtos de momento nulo en las 

columnas de todos los entrepisos mientras que, para valores de 

D menores de C.01 la estructura se asemeja más a un voladizo. 

Pura valore~ de p entre 0.01 y 0.10 la situación es intermed1a 

y habri entrep1sos en que no haya puntos de momento nulo, por 
1 

lo que los métodos aproximaoos de análisis pueden conduc~r a 

:utrtes errorés éel ~ado de la insequridad por lo que respecta 

25. 

a los valores de los momentos flexionantes para los que debe di 

señarse así como respecto a los desplazamientos laterales de la 

es~ructura: la rigidez de entrepiso pierde significado y con

vlene emplear métodos matriciales para analizarla. 

Sl la estructura t1ene variaciones 1mportantes con la alt~ra, 

convendrá valuar o en dist1ntos niveles. 

E~ectas dP de~ormaci6~ axial de las columnas 

Hasta aqui se hn cons1derado que las deformaciones ax1ales de 

las column~s. en el caso de marcos ríairlos, son desprec1ables y 

no contr!buye~ a la deformación horizontal. Esto es válido só-

~8 si la relac1ón er.:~e altu~a y ancho de la estructura es pequ~ 

ña, ~al vez menor sue 3. Al aumen~ar el valor de esa relación, 

el efe=~o de momento de volteo en el edificio aáquiere mayor im

pr-~~a~c¡a y se pueden comete~ errores importantes al despreciar 

les a~~r:amientos y al~rnarnlcntos de las columnas debido a fuer-

za ax1al. 

C~andc las ~rabes se vue·lven rnuy flexibles en comparación con las 

=clumnas. cada una de l~s colu~nas trabajar~ como voladizo y la 

fuerza axial en ellas será pequeña. 

E~ el caso de marcos con~raventeados, la cruj!a o crujias contr~ 

ve~:eadas tendrá~ comportamiento similar al de un muro y deberán 

por ta~to cons~derarse como estructuras de flexión, calculando 

sus perlados como se 1ndicó en el método Stodola-Vianello-

Newmark. 

38 



Cuando se tienen marcos y muros trabajando simultáneamente la 

situación se complica pues la interacción entre ambos sistemas 

estructurales hace que var!e la fuerza que toman u~o y otro en 

cada entrepiso; los muros suelen tomar la mayor proporción de 

la ~ortante total en los entrep~sos inferiores mientras sue la 

s1tua=1ón se invierte en los niveles superiores. Ver referen

Cla 1. Esto hace difícil la aplicación de métodos numér~cos 

para calcular los modos de v~bración de este tipo de estructu

ras, s~endo más conveniente el empleo de métodos matriciales 

para este =in. 
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Columns 

1 - 5 

6 - 10 

11 - 15 

16 - 20 

21 

'v 

Note* Entry 

r·:r Number of stories in the complete building (not 
including the footing linel. 

<ll '·': .~ .-umber of frames with different properties or 
different vertical loading. 

<ll · · 'e Total num.ber of frame or shear wall elements in the 
structure. 

< 2 l 1 l e Total number of load con di tions. 

1 ·'' Analysis type cede (See Fig. Bll: 

(3) EQ.O; Static .loads only. 

(56) 

( S&J 

(56) 

(56) 

EQ.l; 

EQ.-1; 

Mode shapes and frequencies only. 

Input and/or generation of approximate mode 
shapes and periods plus static analysis 
using lateral force cases (A and Bl for tt.e 
solution of the gross response quantities. 

EQ.2; Static load analysis plus modeshapes and 
frequencies. 

EQ.3; Lateral eartbquake response spectrum 
analysis for tbe solution of individual 
framc displacemcntz and member forces in 
addition to analysis type 2, above. 

EQ.5; 

EQ.6; 

EQ.~ 

Lateral earthguake time history response 
analysis for the solution of individual 
fr~~e displacements and member forces in 
aódition to analysis type 2, above. 

This option is not available for use. 

Lateral earthouake response spectrum 
analysis for tne solution of the gross 
response quantities. 

Input and/or generation of approximate mode 
L;hi!pcs anc peoods plus lateral earthquake 
rcsponze L;pcctrum analysis for the gross 
response quantities. 

IMPORTANT NDTATJONS 

• See Section 8 for notes. 
+ Indicates new data for SUPEP-ETABS enhanc~nt. 

. . 
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Columns Note 

26 

31 

(56) 

(56) 

- 30 (4) ,.~;q 

- 35 (5) w.o 

36 

37+ )(8DG': 1 ) 

35+ c:crx:(: l 

39+ (52) 

~e: c:c:l;) 

41 - so+ <SI> 

51 - 80 

Entry 

EQ.7; Both analysis types 3 and 6, above. 

EQ.B; Lateral earthquake 
analy!oiis for 

time history response 
solution of the gross response 

quantities. 

EQ.-8; Input and/or generation of approximate mode 
shapes and periods plus lateral earthquake 
time history response analysis for the gross 
building response quantities • 

EQ.9; Both analysis types 4 and 8, above. 

Number of frequencies to be calculated (NFQ) • 

Allowable story degrees of freedom: 

EQ.O; X, Y translations + story rotations. 

X translation only EQ.l; 

EQ.2; 

Blank 

<for symmetrical buildings onlyl. 
Y translation only 

(for symmetrical buildings only) • 

Lateral load case A force generation 
UTERAL FORCE GENERATION CARDSl : 

--- ---
' EQ.O; No force generation. ·. 
------ ---- ------ -- . ----- 1 

EQ.l; Generate forces in X direction. 

EQ.2; Generate forces in Y direction. 

cede (se e 

EQ.3; Generate forces in both X and Y directions. 

Lateral load case B force generation code. 

Element stress ratio calculation cede <see FRAI'IE 
DATA): 

EQ.O; No stress ratios calculated. 
----------- .. 

EQ.l; Stress ratios calculated for column, beam and . 
diagonal brace elements. 

Execution code: 

EQ.O; --- ·--
Full Execution ¡ 

---- -
EQ.l; Data check. 

Acceleration of gravity for use in calculation of 
P-t. effects. 

Building ideptification infor~ation to be printed 
with the output. 

42 



2A. S'roRY Dm- Prepare two C2l cards per story level; data is 
entered in sequence from top to bottom of the 
structure. 

First taLd CAS,I5,7Fl0.0) 

Columns Note 

1 - 5 

'l - ~ 
6 - 10 

11 - 20 

21 - 30 (6) 

31 - 40 (6) 

41 - 50 (7) 

51 - 60 (7) 

61 70 ( 8) 

71 80 (8) 

Entry r . ) .,.,.,.. 
(o' 1"'' 

Five characters to be used for level 
identification. 

Blank 

Story height [distance from the floor Cor roofl 
level to thc floor (or foundationl lcvel bclowl. 

Translational mass. 

Rotational mass moment of incrtia about a vertical 
axis through the center of mass. 

-X-distance to the center of mass measurcd .from thc 
reference point. 

Y-distance to the center of 1r.ass measured from the 
reference point. 

External story stiffness in tbe X-direction. 

Externa! story stiffness in the Y-direction. 

Second ~ (SFlO.Ol 

1 - lO (481 

11 - 20 (48) 

21 - 30 

31 - 40 

41 - so (481 

51 - 60 (48) 

61 - 70 

71 - 80 

FxA; load for lateral load case A. 

FyA; load for lateral load case A. 

X-ordinate at the point of load application 
for load case A <see Figure B2l. 

Y-ordinate at the point of load application 
for load case A Csee Figure B21. 

Fx8 ; load for lateral load case B. 

FyB; load for lateral load case B. 

X-ordinate at the point of load application 
for load case B Csee Figure B2l. 

Y-ordinate at the point of load application 
for load case B Csee Fig~re B2l. 
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2B. LI\TERAL FORCE. GDiERATIDN 

UBC and/or ATC type lateral force generation are available. See Part A 
for description of force generation procedures. No cards required if 
force generation not requested; otberwise, input ene card for each 
lateral load case for which force generation is requ~~ted <see CONTROL 
INFOR~IATiotl eARD, columns 37-38). If force generation requested for 
both load cases A and B, then first card is for case A. Format 
according te a or b below, óepending upon type. 

a. ll5C Force r~neratjon <IS,SX,7Fl0.0l 

eolumns 

1 - s+ 

6 10 

11 - 20+ 

21 - 30+ 

Note 

(49) 

(49) 

31 40+ (49) 

u - so+ <49l 

51 - 60+ (49) 

61 

71 

70+ (49,50) 

so+ <49,50> 

Entry 

Punch 1 to indicate UBC force generation. 

Blank 

Fundamental period value. 

Acceleration of gravity. 

Z coefficient. 

I coefficient. 

K coefficient. 

e coefficient. 

S coefficient. 

b. ~ Force r~neratjoo (I5,5X,3FlO.Ol 

ColwrJ1s Note Entry 

1 - 5+ Punch 2 to indicate ATC force generation. 

S 10+ Blank 

11 - 20+ (49) Fundamental period value. 

21 - 30+ (49) Acceleration of gravity. 

31 - 40+ ( 49) es seismic coefficient. 

3. bPPROXItvJE NW,YSIS DAlA 

For analysis types -1, -6, and -8, replace FRAME DATA and fRA~E 
LOCATION CAROS w~th the following data. See Part A for descr~pt1on of 
mode shape generation procedures. 

a. Period .a,nd ~ Shape C"~neratjoo Dlrds 



Pirst taid <IS,SX,7P10.0) 

Co1umns 

1 - s+ 

6 - 10 

Note· 

(57,59) 

(59) 

11 - 20+ (59) 

21 - 30+ 

71 - so+ 

Entry 

Mode shape generation code: 

EQ.O; Empirica1 rule generation. 

EQ.1; Shear beam rule generation. 

EQ.2; Mode shapes input. 

Blank 

First period va1ue 

Second period value 

• 

Seventh period value 

Addjtjona1 Perjoa Cards (8Fl0.0) 

s many cards as required to define NFQ periods (see CONTROL 
INF'ORMATION CARD, Colwr.ns 26-30). 

Columns Note Entry 

1 Eighth period value 

• 

• 

11 - so+ • 

b. ~ Shape Cards (2I5,3F10.0l 

Required only if mode shape generation code equals 2 <see section 3a 
above, Columns 1-Sl. Modes are input in the same arder corresponding 
to the periods (see section 3a above). The prooram will arder the 
perioas and mode shapes in descending arder accoróing to period value. 
The mode shapes are mass normalized within the program; thereforc, any 
relative magnitude can be used to define the shapes. Each mode shape 
is input starting from the top to the bottom of the structure. Por 
story levels omitted, a straight line interpolation is ~rformed using 
'ie modal component values of the closest flO?r levels above and below 
.le omi tted floor that ha ve modal components defined. For ea eh morie 

shape, thc top floor lcvel ano the first floor lqvel modal components 



must be in¡;:ut. 

Columns 

1 - s+ 

6 - 10+ 

11 - 20+ 

21 - 30+ 

31 - 40+ 

4. E RAM E 

Note 

IlAIA -

Entry 

Mode niii!Iber 

Floor level 

X translational modal component 

Y translational modal co~ponent 

Rotational modal component 

One set of data must be entered for each different 
frame. Prames with diffcrcnt locations but idcntical 
properties and vertical loading need be entcred only 
once. 

·M. AJS, NC., ..vB 1 NCP, ..ve. P. N F"L= F' /oJ P~ ;,¡. N Te u , ¡:: ~ r:;"O 
(~l$ •. 7AA) ~, a. Frame Control~ !9I5,7A5) 

Columns 

1 - 5 

6 - 10 

11 - 15 

16 - 20 

21 - 25 

26 - 30 

31 - 35 

36 - 40 

41 - 45 

46 - 80 

Note Entry 

(9) \{, Frame ióentification nlllllber. 

<10) ~ '-> Number of levels above foundation for this frame. 

( 11) ~:.. Number of vertical column lines in frame. 

~\~ . ' Nwr.ber of bays in frame. 

(12) ¡-.;tt? Number of sets of óifferent column properties. 

(13) N¡;,(' Number. of sets ot differcnt be a m <o:¡iraerl 
propert1es. 

<14) 'r\·:'-Number of sets of different fixed end moments and 
shears to be applied as vertical loads to beams 
<girciersl • 

<15) .'1 ·~t,'- Number of infill shear panels in this frame. 

<16) ,<;¡o,:·.' Number of bracing elemcnts in this frame. 

Label to be used to identify this frame ti~· 



b. vertical Columo Line. Coordjnates CIS,2Fl0.0) 

Colwr.ns Note Entry 

1 - S (17) Column line identification number. 

6 - 15 <lB) x-distance to column line frou: frame reference 
point. 

16 - 25. y-distance to co1umn line from frame reference 
point. 

c. Colump Property Cards 

One column property set must be suppliee for each different co1umn in 
this frame. 

Fjrst ~ (I5,F1S.O,Fl0.0,2F5.0,3Fl0.0,2F5.0) 

Columns Note Entry 

1 - 5 (19) Identification number for this column property se t. 

6 - 20 Modu1us of elasticity, E. 

21 - 30 Axial area, A. 

31 - 35 (24) Shear are a associated with shear forces in maJDr 
axis direction, KA.J. SA. 

36 - 40 (24) Shear area associated with shear forces in minar 
axis direction, Jo\ IN SA. 

41 - 50 ( 23) Torsional inertia. 

51 60 Flexura! inertia for bending in the major axis 
direction, KA.). I. 

61 - 70 Flexura1 inertia for bending in the minor axis 
direction, !UN I. 

71 - 75 (20) Rigici zone depth at to¡; of column < f or both 
axes), DT Csee Figure B]). 

76 - 80 (21) Rigid zone 
Figure B3). 

depth at bottom of column, DB C~ee 
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SecanO ~ CSF10.0) 

Ou.it if stress ratio calculation not requested Csee CONTROL 
INFORI'íATION CARD, Column 391. 

ColUit.DS Note Entry 
. _, 

1 - 10+ (53) Allowable axial stress. .-.,..,J.'',. \·nt:~ 
~ '· - ' .•. ¡ - ' #' ' ' t. ,, 

11 20+ (531 Allowable major axis bending stress. ~ - .. .:. ~ '¡, .. 
j. 

21 30+ (531 Allowab1e minar axis bending stress. 
..... 

31 40+ ( 531 Kajor axis section modu1us. '. 
_, 

41 so+ (53) Kinor axis section modulus. \e ~~ e 

d. .ae..a.t¡¡ Property Cards 

One beam property set must be supplied in tbis section for each 
different beam in the frame; skip this input if the frame has only one 
column line, or no bays. 

F ir S t l:.llli C !5 ,FlS. O ,,f,~~~9J,F5. O; 2Fl0. O, SFS. 01 
1 

Columns Note Entry 

1 - 5 ( 22) Identification number for this ~eam property set. 

6 - 20 Modulus of elasticity, E. 

21 - 25 (24) Shear area, SA. 

26 - 35 (23) Torsional inertia. 

36 - 45 Flexura! inertia, l. 

46 - 50 KII - stiffness factor Ce.g. 41. Se e Figure B4. 

51 - 55 KJJ - stiffness factor Ce.g. 41. See Figure B4. 

56 - 60 K¡J- stiffness factor Ce.g. 21. See Figure B4. 

61 - 65 ( 25) Rigid zone at end I, wi. 

66 - 70 Rigid zone at end J, wJ. 

.. '•'. 

-
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Secpnd ~ C2FlO.Ol 

Omit if stress ratio calculation not requested (see CONTROL 
INFORKATION CARO, Column 39). 

Col\ll!\1\s Note 

1 - 10+ (53) 

11 - 20+ (53) 

Entry 

Allowable bending stress. 

Section modulus. 

e. Fjxed-End ~ IQads C2IS,SFlO.Ol 

One cara must be suppliec for each different type of vertical beam 
loading; omit if this is a single column line frame. 

Columns 

1 - S 

6 - 10 

11 - 20 

21 - 30 

31 - 40 

41 - so 
51 - 60 

Note 

(26) 

(27) 

(28) 

Entry 

Identification number for this vertical loading set. 

Input code: 

EQ.O; Fixed-end forces are applied at the column 
·' faces • 

EQ.l; Fixed-end forces are appliec at the co1umn 
center-lines. 

Fixeó~nd reaction, r.1 (see Figure ESJ. 

Fi~ed~nó reaction, V1 (see Figure BSl. 

Fixed~nd reaction, M2 (see Figure BSJ. 

Fized~nd reaction, v2 (see Figure BSJ. 

Uniform force per unit length, w, acting downward 
to be adóeó to fixecl~d reactions. 

f. ~ Cprós (8!5) 

One card per girder must be input from top to botto1:1 and from bay to 
bay in the frame (unless the data generation option is usedl. See 
Figure B6(c) for sigo conventico of member forces. 

Co1umns 

1 - S 

6 - 10 

11 - 15 

16 - 20 

Note 

(29) 

( 30) 

Entry 

Bay·identification number for this beam. 

Column line number at end I. 

Column line number at end J, 

Beam property set identification number for this 
girder. 

f.O 
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21 - 25 (31) 

26 - 30 (32) 

31 - 35 

36 - 40 

Number of beams in sequence below te be generateó 
ha~ing the same properties and vertical loading as 
tb1s beam. 

Yertical loading set identification number for 
vertical load case I. 

Vertical loading set identification number for 
vertical load case II. 

V~rtical loading ·set identification number for 
vertical load case 111. 

g. Colmnp Cards (415) 

One card per column must be input fro~ top to bottom and from column 
line to column line of the frame (unless the data generation option is 
usedl. See Figure B6(al for sign convention of member forces. 

Columns 

1 - 5 

6 - 10 

11 15 

16 - 20 

Note Entry 

Column line identification number for this column. 

(331 Column property set identificution number. 

(34) Column line number defining direction of major 
axis. 

(35l Number of column~ in sequence below te be generated 
having the same properties as this column member. 

b. PApel Elewent Cards (3I5,5Fl0.0) 

Lnter ene cará per panel in any oróer; no generation is alloweó. See 
Figure B6(bl for sign convention of member torces. 

Colwru1s Note Entry 

1 - 5 (36) Level identification number at the top of this 
panel. 

6 - lO Column line number at the I si de of this panel. 

11 - 15 Column line number at the J si de of this panel. 

16 - 25 Modulus of elasticity, E. 

26 - 35 Gross sectional area, A. 

36 - 45 (45) Moment of inertia, l. 

46 - 55 Effective shear area, Av· 
56 - 65 Shear modulus, G. 

50 
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i. Bracjpg Elemept earós C3I5,3FlO.Ol 

Enter one card oer brace in order; no generation is allowed. See 
Figure B6Cdl for"sign convention of m~r forces. 

Colwnns Note Entry 

l - 5 Level identification number at tbe top of this 
brace. 

6 - lO ColUI!Ul line nUIDber at tbe upper end of this brace. 

ll - 15 COlUI!Ul line nUIDber at the lower end of this brace. 

16 25 Modulus of elasticity, E. 

26 - 35 Cross-sectional area, A. 

36 45+ (53) Allowable axial stress. Omit if stress ratio 
calculation not requested Csee CONTROLINFO~~TIO~ 
CARO, Column 39). 

5. FRME IDC}.TIOti CARDS C2I5,4Fl0.0,4AS) ) 
-y-+ 

( z : :..-, ;. r= I·J. e , ~1 A a 

One card must be entered in this section for each frame (or single 
columnl in the building; the total number of frame locations to be 
read is controlled by the entry in card columns 11-15 of the CO!:TROL 
I!lFQru;ATIQt; CARD. 

Colun:ns 

1 - 5 

6 10 

!\o te 

(37) 

( 3 8) 

11 - 20 (39) 

21 - 30 

31 - 40 ( 40) 

41 - 60 

Entry 

Frame identification number. 

Force calculation code: 

EQ.O; Frame torces will be calculateó ano Frinted. 

EQ.l; Frame torces wi11 not be calculateó. 

Distan-ce, X¡ <se e Figure B7l • 

Distance, Y¡ <see Figure B7) • 

Ang 1 e ~ between the frame x axis and structure (Global) 
X axis Ccounter-clockwise X to xl. See Figure 87. 

Information to be printed with the output which 
will ióentify this particular frame. 
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6A. EAATHQ!i: 1\E ACCEI.EMTION SPEC'l'R!Jl:l CARIJS 

These data cards are required if the analysis type coóe is set eoual 
to three <3>, six (6), seven <7), or minus Slx <-6); se e cm:TROL 
I~:ORMATION CARO, Columns 21-25. 

a. Control~ (2I5,2Fl0.0,2F5.0,5Il,7A5l ~- .. ~ ~ r ,.:._, .., ....... -

Columns 

1 - 5 

6 - lO 

11 

21 

20 

30 

Note 

(41) 

31 - 35+ (46) 

36 - 40+ (46) 

41 + (42) 

( 4 2. 54) 

.u+ (42,54) 

44+ (42) 

45+ 

• 1 • f - .(} 

Entry 

Number of period cards to define response spectrum 
<see section b belowl. 

Tbe number of modes, in sequence, starting with the 
lowest, to be printed scparatcly. 

Acceleration, units/sec/sec. 

Direction of earthquake input. e, in degrees and 
dccimals (0.000). See Figure B8. 

Damping ratio (modal da~ping/critical dampingl te 
be used in the calculatlon of the double sum {DSCl 
and complete quadratic combination <CQCl modal 
cross-correlation coefficient matrices. -

Earthquake strong motion duration used for the 
calculation of the DSC modal cross-correlation 
coefficient matrix. Default te vaJ.ue of l.OE+03. 

Output cede for SRS.S of modal gross building 
responses (for analysis types 6, 7, anó -6). 

EQ.O; Response values not printed. 

EQ.l; Response values printed. 

Output cede for ~ of modal responses <for 
analysis types 3, 6, 7, and -6). Scc note 54 
regarding use of cede in type 3 analysis. 

Output cede for ~ of modal responses (for 
analysis types 3,6,7, and -6). See note 54 
regarding use of cede in type 3 analysis. 

OUtput cede for abSolutP aum of modal gross building 
responses (for analysis types 6, 7, and -6), 

Analysis types 6,7, and -6 gross building response 
direction output cede: 

EQ.O; 

EQ.l; 

Response quantities are calculated and 
printed with respect te global structural 
cooróinatc system <X,Yl. 

Response quantities are calculated and 
print~d with respect te coordinate system 
1R,Sl óefined by direction of earthquake 
input Csee Figure 88) • 
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46 - 80 -·MI , í?J 
b. Period Cards 

Co1umns Note 

1 - 10 

11 - 20 

EQ.2; Response quantities are ca1cu1ateó ano 
printed with re:spect to both CX,Y> ano CR,sl 
cooróinate systems. 

Cser information to be printed with output. 

12F10.0) 

Entry 

Period entered in increasing numerical sequence. 

Spectrum acce1eration. 

6B. :I:.U:1I: H I SIDRY CII.RDS 

These data cards are required on1y if the analysis type 
to four (4), eight 18), nine (9), or minus eight 1-8); 
INFORI9.TION CARD, Co1umns 21-25. · 

cede was set 
scc CONTROL 

a. Control ~ (2!5,3F10.0,5I1,7A5l ( 2: ; , ~ f tO. O, :; 1 

Colwnns 

1 - 5 .. 

6 - 10 

11 - 20 

21 - 30 

31 - 40 

Note 

(44) 

141) 

41.. (47) 

Entry 

Number of acceleration values !NPCl. Two different 
input formats are available lsee section e belowl. 

Number of time steps to be used in the analysis. 

Scale factor for accelerations. 

Direction of earthquake input, e. See Figure se. 
Time increment,~t, for response eva1uation <see 
Columns 6-10 abovel 

Output cede for ti~e history print of story 
deffectjons lfor ana1ysis types 8, ~. and -Bl. 

EQ.O; Response va1ues not printed. 

EQ.l; Response va1ues printeó at time increments 
llt lsee Columns 31-40, abovel. 

OUtput code for time history print of story drjfts 
lfor analysis types 8, 9, and -8>. 

OUtput code for time history print of cumulative 
story sbears lfor analysis types B, 9, and -8l. 

Output cede for time,history print of cumu1utive 
story oyerturning momgnts lfor analysis types 8, 9, 
and -8>. 

Analysis types 8, 9, and -8 gross building response 



46-80 
d{b-")',..,..¡,· 

direction output code: 

EQ.O; 

EQ.l; 

EQ.2; 

Response quantities ·are calculated and 
printed with respect to global structural 
coordinate system OC,Yl. 

Response quantitics are calculated and 
printed witb respect to coordinate system 
(R,Sl defined by direction of earthguake 
input lsee Figure B8l. 

Response quantities are calculated and 
printed with respect to both OC,Yl and lR,Sl 
coordinate systems. 

User information to be printed with output. 

b. Damping cards IIS,Fl0.2l 

One card must be supplied for cach frequcncy in the analysis !See Note 
4l • 

Columns 

1 - S 

6 - 15 

Note 

(4) 

Entry 

Mode number !in ascending orderl • 

Damping ratio? Modal Damping/Critical Damping. 

c. Ground Motion Acceleratjon I&ta 

Two formats for input of ground acceleration data are available. The 
format used is dependent upon the sign of NPC lsee card a, columns 1-
5, abovel. 

If ~~.GT.O then: 

One card tr.ust be supJ?lied for each time increment, at which ground 
acceleration is spec1fied in increasing time arder. The time span 
must be greater than the number of time steps multiplied by '"t. 

lime~ Acceleration cards 12FlO.Ol 

Columns 

1 - lO 

11 - 20 

Note 

If NPC.LT.O then: 

Entry 

Time 

Ground acceleration 

The ground acceleration points are input at equal time intervafs. The 
number of acceleration points input is equal to NPC • The t1me span 
must be greater than the number of time steps multiplied by u~· 

Acceleration Time Interval ~ (FlO.Ol 

Columns 

1 - 10+ 

!'iote Entry 

Time interval between acceleration input points. 

54 
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Acceleration Cards !8F9.0) 

As many cards as necessary to define NPC acceleration values. 

Columns 

1 - g+ 

10 - ¡a+ 

• 

64 - n+ 

Note Entry 

Ground accelerations 

7. LOAn CASE OEFINITION CAROS (5Fl0.0,4FS.O,FlO.Ol 

Load cases for the complete building are defined as a combination of 
vertical conditions (1, II and Illl, lateral loading conditions ~~-and 
Bl, and earthquake spectrmr. or time history loadings. One card must 
be entered in this section for each different building load case; the 
total number of building load cases is controlleó by the entry in card 
~olumns 16-20 of the CON1~L I~FO~V\TlO~ CARO. Omit thi~ data if thc 
analysis type cede is set equal to one <ll; six (6); eight !Bl; minus 
one (-ll; 1r.1nus six 1-6); or, minus eight (-6). Se e note 56. 

Col=s Note Entry 

1 - lO •;ul tiplier or vertical load case I. 

11- 20 Multiplier for vertical load case II. 

21 - 30 Mul ti¡:.lier for vertical load case III. 

31 - 40 Multiplier for lateral load case A. 

41 - so Multiplier for lateral load case B. 

51 - 55 (42) Multiplier for 
moóal combination. 

spectruc 1 loading SRSS 

56 - 60 (42) Multiplier for spectrum 2 loading - Absolute SUIIl 
modal combination. 

61 - 65+ (42,55) Multiplier for spectrum 3 loading - DSM modal 
combina ti en. 

66 - 70+ ·(42,55) Multiplier for 
combination. 

spectrum 4 loading - CQC modal 

71 - 60 (43) Multiplier for time histo•y earthquake response. 



ll. t:o'l.'ES 

(1) Input data for frames vitb identical properties and vertical 
loading are given only once-see Section 5, FRN;E LOCf,TIOt: 
CARDS. 

(2) 

(J) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(6) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

Load conditions are óefined as combinations of the seven (7) 
basic load cases-see Section 7, LOAD CASE DEFINITION CAROS. 

Mass ~roperties of the structure are not required for 
analys~s type •o•. 
The number of frequencies must be le!<s than the numbcr of 
stories times the number of degrees of f•eedom per story. 

For symmetrical bui!dings, the capacity and speed of 
solution of the pr~ram is improved if the story rotation is 
set to zero; i.e., 1• or •2• in card column 35. 

The translational mass has u ni ts of force di v ided by 
acceleration CW/gl. The rotational mass moment of inertia 
is not requireó if the allovable story degrees of freedom do 
not incluoe rotation. Mass properties need not be supplied 
if this data case is for static loading only. 

The location of the center of mass (X~, Yml need not be 
given if this data case is for static loaos only. 

The externa! story stiffnesscs act on lines through the 
center of mass. These stiffnesses can bP. used to rcpresent 
restraints <or bracesl at the story level or can be used to 
represent soil stiffness below the ground level. 

Frame ióentification numbers must be entered in numerical 
sesuence, beginning with number ene <ll. This frame ~ay be 
located Crepeatedl at different positions in the structurc. 

If a frame does not extend the full height of the building, 
then only those story levels actually existing in the frame 
are input below. 

An isolated shear vall is a single column line frame. For 
this case all data pertaining to beams Cgirdersl is 
meaningless and must be omitted in the data input section to 
follow below. 

Column properties may be referenced to any number of columna 
in the frame. 

The number of beam property sets controla the number of 
cards to be read in Sect~on 4.d, below. 

If no vertical static loads act on tbe structure, tben omit 
tbis number, and skip Section 4.e, below. 

If no panel elements are included in this frame, then omit 
this entry, and skip Section 4.h, below. 

If no bracing elements are included in this frame then omit 
this entry, and skip Secti.on 4. i, below. 



1 
' 1 (17) One card must be included for each column line in the frame. 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

For trames with a single column linea seconó column line 
shouló be specified to define the majar axis ~or column 
properties entered in Section 4.g. 

Coordinates of column lines are measured from tht frame 
Clocall axis. 

Property set identification numbers must be in increasing 
numerica~ sequence beginning with one <ll. 

The rigió zone depth is used to reduce the effective length 
of the column about both axes. 

Usually zero unless beam extends above floor level. 

Property set identification numbers must be input in 
increasing numerical sequence beginning with onc (lJ. 

Torsional inertias ~Y be omitted. 

Shearing defo~tions are ·ignored if shear areas are zero. 

The beam rigid zone lengt~ are used to reduce the effective 
length of tbe beam Cgirderl. 

Load set nu:mbers must be input in cequence. 

Reactions act on the beam ends and are positive as shown in 
Figure BS. 

{20) Additional fixed-end torces due to the uniform load. w, are 
calculated using: 

(29) 

(30) 

{31) 

(32) 

M= wi 2/l2; V= Wi/2 

an¿ are aóóeó to any specified fixed-enó reactions. The 
torces due to w are exact only for prismatic be~~. 

Position of I and J ends defines local coordinate axes with 
local •y• positive trorn I to J and local •z• positive 
vertically upwards. A right hand screw rule sign convention 
applies. 

Beams with zero COl stiffness Cmissing girdersl may be input 
as having a property set number of zero; it thc beam hac 
fini te stiffness, the set nul!".ber must refcrer.·cc lll1 existing 
property set óefined previously in Section 4.d, above. 

The 9eneration option can only be used to define girders 
with1n the current bay; a new bay must be r.tArted with a new 
beam card. 

The vertical loading sets defined in Section 4.e, above, are 
a:¡::plied to the girders via the references in card colur:mc 
11-25. Three (3) independent vertical load distributions 
CI, II, and IIIl are allowed, and tbese distributions are 
combined with the lateral load case (A an~ Bl and the 
earthquake analysis to form load cases for the complete 
building; see Section 7, below • 

. ' 



(33) Missing colucns may be input as having a property set number 
of zero <O>: if the column has finite stiffness, thcn the 
set nurr.ber referenced must correspond to one of the próperty 
sets ·áefined previously in Section 4.c, above. 

(34) 

(35). 

(36) 

!37) 

!38} 

!39) 

( 40) 

{41) 

( 4 2) 

(43) 

(44) 

{45) 

(46) 

(47} 

Defines óirection en local •y• axis and local 
the vertical plane with positive upwards. 
screw rule convention appl1es. 

"z" axis is in 
A right band 

Generation is allowed only·within the current column line; 
begin a new column line with a new column card. 

The foundation line is defined as level zero, and thc roof 
level number is equal to the total number of storics in the 
building. 

Frame identification numbers may be repeated, but location 
caras must be input in frame identification number sequcnce. 

A frame force calculation code of one Cll will suppress 
output for the frame. 

Distance from structure !Global) axis to origin of frame 
!local> axis. 

Angle is input in degrees and deci.J:lal f:-actions; e ;g. 36 12 ,. 
cntered as 36.2. 

The angle ~ is measured positively clockwise between the 
global Y-direction and the line of action of the earthquake 
direction; see Figure BB. · 

Four óifferent response spectrum modal combination methods 
are available. See discussion in Part A rPgarding 
situations where the DS~l or CCC methods shoula be used. 

Multipliers should be specified either for response spectrum 
analysis or for time historv analysis a~ specified in 
Sect1on 1, CONTROL INFORMATION CARO as only ene of these 
analysis types may be performed in a Elnglc program 
execution. 

The total time span of the computed response is equal to the 
number of time steps multiplied by the time incr~ment ~t • 
Output is given at each time step. Since explicit 
integration is used in computing the response, nurncri~al 
instability problems are never encountered and thc time 
increment may be any desired sa~ling value. 

A zero COl value for the moment of inertia selects the pure 
shear deformation panel model. The pure shear panel uses 
the gross sectional area, nQ.t the effective shear area, to 
calculate stiffness and stress values. 

The DSC ano CQC matrices are used for combininG ~he 
indivióual modal res?Qnscs to estímate the total re~pons~. 
If DSC anó/or CQC of modal responses are not requeste~, 
leave this entry blank. 

Envelope values of ~r.aximum and minimum reliponse ·<alues, and 



(48) 

(49) 

(50) 

(5ll 

(52) 

(53) 

(54) 

(55) 

(56) 

(57) 

(58) 

(59) 

the associateci times of occurence. are always pr inteó when 
using analysis types 8 or 9. 

If force generation requested, then the generated forces 
replace any entries in these columns. 

No default value. 

The user must ensure that values of C, S, C*S are withln 
code specified limits. 

No default value, if zero then geometric stiffness (P-6) 
effects not included in stiffness and response calculation. 

See Part A for description of stress ratio equation. 

No default value. If less than or equal to zero (bla~~~. 
stress ratios will not be calculated for meu:.bers with this 
property set. 

lf DSC and/or CQC is required for type 3 analysis, enter the 
value one (1) in the appropriate columns. When blank or 
zero, the DSC ami/or CQC eiement response calculations are 
skipped and are not available for use in load case 
def1nition Csee LOAD CASE DEFINlTION CARDSl, whereas the 
SRSS and ABS element responses may be calculated 
irrespecti ve of their output cedes. The purpose of this k. e~' 
is to omit unnecessary internal DSC andlor COC calculations 
when these combination type:; are not used. Note, for ty-pe 
seven C7l analysis, if DSC/CQC l!lement response lS 
requesteci, the CSC/COC gross response must also be output. 

If DSC and/or CQC is requested, then the appropriate key 
must be set in the EARTHQUARE ACCELERATIQt¡ SPECTRml CAP.DS 
(Control Card, Columns 42-43). 

The gross response quantities frou. lateral static anó 
dynarr.ic analyses cannot be combinec to form new load cases. 
The results from each lateral static and/or dynaclic an.alysis 
are output separately.· 

Note that when using the empirical rule to automatically 
9enerate mode shapes in approximate analysis, irregularities 
1n higher mode shapes may result if a large number of modes 
is incluóed in the anal:rsis. The user shouló use only that 
number of modes which 1nsures that the smallest internodal 
distance (h) of the highest mode CNFOl will be greater th.:ln 
the typicai story height for the building. 

In analysis type 4, only peak envelope member response 
values are printed. 

For 3-D approximate analysis, the arder of mode generation is as 
follows: first X translational, first Y translational, fir·st 
torsional, second X translational, second Y translational, second 
torsional, etc. Therefore, period values must be input acco~ding to 
this pattern. Also, in 3-0 mode generatlon, the number·.of modes NFQ 
must be a multiple of three (3). 
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Figure 82: Definition of Positive Loads 
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Figure B3: Column Gcometry 
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Figure 84: Beam Stiffness Factors 
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Figure BS: Beam Fixed End Forces 
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