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PRÓLOGO 

En esta publicación se presentan 44 números del Boletín 

COPAD/ con 188 ejercicios res.ueltos de asignaturas de la 

Facultad de Ingeniería, en su mayoría de las que se cursan 

en su División de Ciencias Básicas. El objetivo de este trabajo 

es proporcionar a los estudiantes una amplia variedad de 

problemas en los que se aplican diversos conocimientos que 

adquieren en las aulas. También contiene exhortos a los 

estudiantes para que se esfuercen y alcancen sus metas 

académicas, así como información del Programa "Tutoría 

para todos" y cápsulas culturales. Todo ello con la finalidad de 

nutrir la vida académica de la Facultad y alentar la superación 

y el éxito de sus alumnos en su formación científica básica y 

en su crecimiento como seres humanos. 

lng. Pablo García y Colomé 



-�----------------------------------------------------------------� 

EDITORIAL 

BOLETÍN COPAD/ 
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FACULTAD DE INGENIERÍA. UNAM 
COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE 

ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS 

NÚMERO 1 2 DE MAYO DE 2000 

ESTE BOLETiN DE LA COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS TIENE 
COMO OBJETIVO APOYAR LA FORMACIÓN DE LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD, POR LO QUE SU CONTENIDO 
ESTARÁ CONSTITUIDO, ESENCIALMENTE, POR EJERCICIOS Y EJEMPLOS DE APLICACIÓN DE LAS DIVERSAS 
ASIGNATURAS QUE SE IMPARTEN EN TODAS LAS CARRERAS DE INGENIERIA, ADEMÁS DE INCLUIR ALGUNOS 
AVISOS SOBRE ACTIVIDADES DE LA COORDINACIÓN, DE SUS PROGRAMAS Y ALGUNA MANIFESTACIÓN CULTURAL 
QUE SIEMPRE ALIMENTA El ESPÍRITU. 

CÁLCULO 1 
EJEMPLO DE LA DERIVADA DE UNA FUNCIÓN TRASCENDENTE 

du 
1-sen x . . . dy dx f(x) =In 11 -- , •........ fÓRMULA . . y -In u, u= f(x) => -

� 1+ senx dx u 

Si se aplica la fórmula se tiene que: 

f'(x) = 

(1 + senx)(-cosx}-(1-senx)(cosx) 
(1+senx)2 
2 ; 1-senx 

� 1 +_��'!X 
1-senx 

_ - ; .... .f'(x) _ 
-cosx-senxcosx-c�sx+senxcosx 

2(1 )2 f1-senx M- senx 
, 1+senx 

+senx --
�1+senx \ 1+senx 

- 2 COS X 1 COS X , - COS X f'(x)= · . . .  ::::> .. .{ (x)= - -- ... => .. f (x)=-2- .=>f'(x)=- secx 
20 + se n x)l 1- sen� - (1 + sen x)(l-sen x) co s x 

1 + se nx 

Nota. Seria interesante resolverla mediante la aplicación de las propiedades de la función logaritmo natural y ver cómo se llega 
al mismo resultado. 

CÁLCULO! 
CONSIDÉRESE EL SIGUIENTE PROBLEMA DE MAXIMOS Y MÍNIMOS: 

Un depósito de petróleo ha de contener 90,000 litros de crudo y debe ser de forma cilíndrica, con base semiesférica y sin tapa. 
El costo del material usado en la base es de$ 100.00 por m2 y para los lados, de$ 60.00 por rn2. ¿Cuáles deben ser sus 
dimensiones para que el costo de su fabricación sea mínimo y cuál es este costo mínimo? 



Solución. En este problema se pretende que el costo en la fabricación del tanque sea mínimo. lo primero que se h; 
construir un modelo geométrico: 

y 

8 modelo matemático preliminar es la siguiente función del costo: 
C = Costo de la base +Costo de los lados 

de donde, de acuerdo con la figura se tiene que: 

C = 27tX2(10Q) + 27tXy(60) ... ::::;> ... C = 200 7tX2 + 120 1tXY 

Como se sabe, el volumen es de 90,000 litros, que equivalen a 90 m3.luego, la ecuación auxiliar está dada por: 

2 3 2 
90-3_7tX3 

J 7t X  + 7tX y = 90 ... ::::;> ... y = 3 
1tX 2 

Y, si se sustituye esta expresión en el modelo matemático preliminar, se tenci'á entonces el modelo matemático definitivc 

- - 1tX --1tX 10 800 (90 2 
3 J (90 2 3 J C=2001tx2+1207tx 

1t;2 
... ::::;> .. . C=2007tX2+120- ; ... ::::;> ... C=2001tx 2+-' x--801t 

10 ,800 
::::;> ••. e = 120 1t x 

2 + ---
X 

Ahora se resuelve el problema de optimización y se obtiene: 

dC - - 10,800 . . . -10,800 - 3 - - 3 r45 -- 2401tX 2 , .. se.Jguala .. a .. cero .. y .. 2401tX 2 - 0 . .. => .. . 2407tX -10,800 ... ::::;> ... x - , / � 2.43 dx X X 'i 1t 

luego, x � 2.43 es un valor crítico. Se obtiene la segunda derivada y se sustituye en ella el valor crítico. Así, 

d2C 21,600 d2C 
dx2 = 240 7t+ x3 ; ..... x � 2.43 . .. ::::;> . .. . dx2 >O 

Por lo que se tiene un mínimo relativo y si se calcula Y se llega a: 

... y � 3.23 

Finalmente, el radio de la base deberá ser de 2 .43 m y la altura de 3.23 m, y el costo mínimo de: 

C = 120 1t (2.43)2 + 10,800/2.43; Costo mínimo=$ 6,670.54 



CINEMÁTICA 

CONSIDÉRESE EL SIGUIENTE PROBLEMA RELACIONADO CON EL TIRO PARABÓLICO: 

Desde el punto A de la figura, se lanza una pelota pequena dentro de un recinto de 3.5 m de altura, con una cierta velocidad 
vo, la ccual forma un ángulo de 300 con respecto a la horizontal, tal como se muestra en la figura. Detenninar: 

a) La máxima rapidez con la que puede lanZéfSe la pelota de modo que no toqué el techo y, 
b) La mínima distancia L a la cual se debe estar retirado de la pared vertical para que, después de lanzar la pelota y no 

tocar el techo, ésta no chonue con dicha pared antes de tocar el piso. 

1m 

/ 
/ 

/ 
.1( .. A(líJ 

/ 
-;' 

L 

Solución. Las condiciones iniciales en el punto A son: e = 300, t =O, x =O, y= O; y se puede esaibir que: 

a=- g, de donde a=- 9.81 y si se integra se llega a: V=- 9.81 t + e, y e= Vo sen 300 = Vo /2. Luego V= -9.81 t +Vo /2. Si 
se vuelve a integrar, se tiene 

-- 9.81 t2 V ot C - 4 905 t2 0 5 t 
y- 2 + T+ -- . + . V o 

oonde la constante e = o por las condiciones iniciales. 

a) Para calcular la velocidad inicial se utilizan como condiciones: e= 300, v =O, y= 2 .5 m y entonces: 

O= -9.81 t + 0.5 vo � vo = 19.62 t. 

se utiliza la ecuación obtenida para calcular y·, y se sustituye en ella la última expresión de la velocidad inicial, se llega a: 

2.5 =- 4.905 t2 + 0.5 (19.62 t) t � 2.5 = 4.905 t2 � t = 0.7139 S � Vo = 19.62 (0.7139) = 14m/ S 

b) Para y= - 1, en la misma expresión de y·, se tiene que: 

- 1 = - 4.905 t2 + 7 t � 4.905 t2- 7 t -1 = 0 � t = 1 .5579 S. 

y en el sentido ·x· se tiene que: 

Vx = 14 cos 300 = 12.124 m 1 s. Luego, finalmente, x = L = 12.124 (1 .5579) = 18.89 m. 

ECUACIONES DIFERENCIALES 

Si y1 = x , Y2 = x lnx , y Y3 = x (1 + lnx) son soluciones de la ecu�ón diferencial x2 y'' - x y' +y = O , obtener la solución 
general de la ecuación diferencial x2 y''- x y' +y = 4 x lnx. 

¡ 



4 
Solución. Una solución de la homogénea asociada es YH = c1 x + c2 x lnx y, si se utiliza el método de variación de parámetros, 
se tiene que: 

y = u1 x + u2 x lnx; donde u1 y u2 son funciones de x. Si se divi� la ecuación diferencial original entre x2, se llega a: 
.. y' y 41n x y- + ---

X X 2 X 
De acuerdo con el método, es posible construir el sistema 

o bien, 
u 1 ' x + u 2 ' x In x = O 

. 4 In X u 1 • + u 2 
• ( 1 -t In x ) = --

X 

Se multiplica la primera ecuación por(- 1) y se divide entre "x" y : 
-u1'-u2'1n x=0 

• • ,1 41n x u, + u2 + u2 n x= --
x 

de donde, se obtienen las derivadas de las funciones que definen a u1 y a u2. Para obtener éstas, se integran las expresiones 
U1' y U2'. Así 

u2 '= 
41n x 

... => 
.

.. u2 = J 41n x dx = 21n2 x + c2; ........• . u,'=_ 41n2 x 
... => 

.
.

. u,= -J 41n2 x dx = -41n3 x +e, X X X X 3 

Se sustituyen estos valores en la expresión y = u1 x + u2 x lnx y entonces se llega a: 

Finalmente, la solución general de la ecuación diferencial es: . 

CULTURA 

2 
Y = C 1 X + C 2 X In X + - X In 3 X 3 

Gabriel Zaid es un mexicano nacido en Monterrey, Nuevo León, el 14 de octubre de 1934, que estudió ingeniería, 
administración y finalmente se dedicó al ensayo, a la prosa y a la poesía. Se dtce que su escritura ha derivado hacia una lírica 
de la brevedad y la concentración en que la ironía, ia nostalgia, el sentimiento del tempo, se expresan con un tono cada vez 
más personal y con una economía de medios admirable. Uno de sus poemas, cuyo nombre es Práctica Mortal, dice así: Subir 
los remos y dejarse llevar 1 con los ojos cerrados. 1 Aoor los OJOS y encontrase 1 vivo: se repitió el milagro. 1 Anda, levántate y 
olvida 1 esta ribera oculta 1 en que has desembarcado. 

AVISO. ESTUDIANTES DE INGENIERlA GEOLÓGICA DE PRIMER !NGR[SO O PRIMEROS SEMESTRES. REUNIÓN CON 
COMPAÑEROS DE SEMESTRES SUPERIORES, EL JUEVES 4, A LA.S 14·00 HORAS, EN EL SALÓN 121 DE LA DIVISIÓN 
DE CIENCIAS BÁSICAS. 
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EDITORIAL 
ESTE BOLETIN DE LA COORDINACION DE PROGRAMAS DE ATENCION DIFERENCIADA PARA ALUMNOS ES UNA 
PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO ES 
APOYAR SU DESEMPEÑO ACADÉMICO. POR ELLO, CONTIENE EJERCICIOS RESUELTOS DE LAS DIFERENTES 
ASIGNATURAS. OJALA SEA DE UTILIDAD PARA REFORZAR SUS CONOCIMIENTOS. SE ACERCA EL FINAL DEL 
SEMESTRE Y ES TIEMPO DE "ECHARLE TODAS LAS GANAS" PARA ACREDITAR LAS ASIGNATURAS QUE SE 
CURSAN. ¡MUCHA SUERTE Y A ESTUDIAR! 
CÁLCULO 11 
ÁREA ENTRE CURVAS 

l 
• • 2 X 2 2 8 CALCULAR EL AREA LIMITADA POR LA GRAFICA DE LAS PARABOLAS: y = x , . .  y = 8 � . . . y = x � . . .  y = x 

SOLUCIÓN. LA GRÁFICA DE LA SUPERFICIE LIMITADA POR ESTAS PARÁBOLAS SE MUESTRA EN LA FIGURA Y LOS PUNTOS DE 
INTERSECCIÓN ENTRE ELLAS SE OBTIENEN MEDIANTE SENCILLOS PROCESOS DE IGUALACIÓN Y/0 SUSTITUCIÓN 

y 

x2 y=s 
1 l= 8X 

X 
PARA DETERMINAR EL VALOR DEL ÁREA, SE DIVIDE ÉSTA EN TRES PARTES PARA QUE SEA FACTIBLE APLICAR LA EXPRESIÓN QUE 

DEFINE EL ÁREA ENTRE DOS CURVAS, LA QUE SE EXPRESA COMO: f (f(x)-g(x)lJx. Y PARA CADA PARTE SE CONSTRUYE Y 
REALIZA LA CORRESPONDIENTE INTEGRAL DEFINIDA, TENIENDO CUIDADO EN ESCOGER ADECUADAMENTE LOS LIMITES DE 
INTEGRACIÓN ASI, SE 11ENE QUE: 

1 l 2 2 2 2 X . 2 X 8 4 2 1 2 4 �< 2 2 
• , [ 3]2 A , = J, ( � -_: ) dx = 3 - - 3 ' = ( 3 - 3 ) - ( 3 - 3 ) = 

3 - -3 - � 1 . 1 14 u 

r .l ] 4 

4 - 1 .!.. 2 x T - 16 4 2 A , � f, ( 2 2 X ' - X ' }x = . (2 2 - 1 ) 3 - = (2 2 - 1 { 3 - -3 -) � 6 . 304 U ' 

L 2 

a � X 2 4 2 X 2 X 3 1 2 8 64 32 2 8 2 [ 3 
] S A ' = L ( 2 2 X - 8 }x = 3 - - 24 • = ( -3- - 3) - ( -3 - 3) = 8. 91 5 u 

FINALMENTE, EL ÁREA PEDIDA ES A= A1 + A2 + A3 = 1.114 + 6.304 + 8.915""' 16.333 u2. 



CALCULO 11 . 
CALCULAR El VOLUMEN QUE SE GENERA AL HACER GIRAR, ALREDEDOR DEL EJE Y= 3, V.. SUPERFICIE LIMITADA POR LAS GRAFICAS DE 

y '< 
y = -t 1 , . . X - 0 ,. . . X 2 

SOLUCIÓN EN LA FIGURA SE OBSERVA LA SUPERFICIE LIMITADA POR LA PARABOLA Y LA RECTA, ASI COMO 1 '"'RECTA Y 3, QUE ES El 
EJE ALREDEDOR DEL CUAL GIRA PARA GENERAR EL VOLUMEN PEDIOO 

y 
2 y=X +2 

-- Tr-- ------- e eje: Y= 3 

"-�- lj X= 1 

x=O t V. X V y=- +1 V 2 
/ 

X 

PARA CALCULAR EL VOLUMEN, SE DEBE EFECTUAR LA RESTA DE DOS VOLÚMENES. EL QUE SE GENERA AL GIRAR ALREDEDOR DEL EJE 
LA SUPERFICIE LIMITADA POR ÉSTE Y LA RECTA MENOS EL GENERADO AL GIRAR SOBRE DICHO EJE, LA SUPERFICIE LIMITADA POR EL 
Y POR LA PARÁBOLA SI AMBOS VOLÚMENES SE CONSIDERAN EN LA MISMA INTEGRAL DEFINIDA SE TIENE QUE 

V - X J:{l 3 ( ; + 1) r - [> - (x ' 1 2 )]' }dx - X J:ll2 ; ) ' Q X ' ) Id< 

12 V ,__ n J 01 ( J - 2 x -+ : x 2 - x 4 ) dx 9 X l 
rru 

ÁLGEBRA 
DETERMINAR UNA MATRIZ ·x:. SI EXISTE, QUE SATISFAGA LA ECUACION fJ:X. = BC, DONDE 

A = [ 1 

- 1 o o 2]· B = 
[ 2 1 ' o - l o _z 

4 1 
11 J 

SOLUCIÓN. POR CONFORMABIUDAD SE PUEDE ESTABLECER LO SIGUIENTE COMO LA MATRIZ 'A' ES DE ORDEN 2 x 3, LA 'B' DE 
ORDEN 2 x 4 Y LA ·e• DE ORDEN 4 x 1, ENTONCES EL PRODUCTO 'BC' ES DE ORDEN 2 x 1 Y POR LO TANTO LA MATRIZ "X' DEBE SER 
DE ORDEN 3 x 1 POR OTRA PARTE, LA MATRIZ 'X' NO PUEDE "DESPEJARSE' YA QUE 'A' NO TIENE INVERSA POR NO SER CUADRADA. 
SIN EMBARGO PUEDE ESTABLECERSE LO SIGUIENTE: 

o o � J[: �: ] = [ � X 31 
POR IGUALDAD DE MATRICES: 

DONDE: 

x11 + 2x31 = 1 

-xll +x31 = -4 

o r 2 - 21l- 4 => [X 11 + 2 X 11 l = [ 1 l 
0 ] X 11 + X ,1 - 4 

- 1 

Y SE APLICA EL MÉTODO DE GAUSS A ESTE SISTEMA DE ECUACIONES, DE 



f 1 
1 - l l 

El SiSTEMA EQUIVALENTE ES. x 1 1  + � x 11 - 1 

1 1 r 1 � - 4 J o 

ENTONCES 

3 

"( ll = -1 
l X ll J X 1 1  , = 3 

COMO lA VARIABLE "x2," NO INTERVIENE. PUEDE TOMAR CUALQUIER VALOR ESTO SIGNIFICA QUE UNA INF IN IDAD DE MATRICES ·x· 
SATISFACEN LA ECUACIÓN Y SU FORMA GE NERAL ES 

DINÁMICA DE SISTEMAS FrSICOS 

X 

PROOLFMA SE fii:NE UN OBJETO o¡:: MASA m QUE SE DEJA CAER EN UN RECIPIENTE QUE CONTIENE UN FLUÍOO CON COEFICIENTE DE 
FRICCION VISCOSA ·s· . CALCULAR LAS CARACTERÍSTICAS CINEMÁTICA$ (ACELERACIÓN, VELOCIDAD Y POSICIÓN) DEL OBJETO 
DENTRO DEL RECIPIENTE SI SE DEJA CAER CON UNA VELOCIDAD INICIAL vo . 

• 

SOLUCIÓN SI ·r ES LA FUERZA DE FRICCIÓN VISCOSA. F LA FUERZA INERCIAL Y "W EL PESO DEL OBJETO, ENTONCES El DIAGRAMA 
DE CUERPO UBRE QUEDA COMO 

DE DONDE: W + f + F, -O .. :=> W - f + F, (1) 

f F, 
t t 

0 
.J.,W 

COMO. SE SABE QUE W 
LLEGA A: 

mg f - Bv , f. = m dv . ENTONCES SE SUSTITUYEN ESTAS EXPRESIONES EN (1) Y SE 1 dt 

dv mg Bv +m .... . . (2) 
dt 

SI AHORA ESTA ECUACIÓN DIFERENCIAL SE RESUELVE MEDIANTE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE, SE OBTIENE LA SIGUIENTE 
EXPRESIÓN· 

mg 
S 

BV(s) 1 m[sV(s)-v0] • .., (B+ms)V(s)= mg +mv0 � V(s) 
S 

mg_+ mv 0s => V(s) = _g + V0� 
s(B + ms) ( B) S S+ m 

SE DESCOMPONE EL SEGUNDO MIEMBRO DE ESTA EXPRESIÓN EN FRACCIONES PARCIALES, SE LLEGA A 

V (S )· = g + " o S - a. + B 
s(s + ! )  s s+! 

B a.s .... a. + Bs 
m 

s(s +  !) 
B 

=>a 
m 

g · a. + n - v :=> a = mg · n = v • � o B . � o mg 
B 



SE SUSTITUYEN LOS VALORES DE " Y � EN VoY SE TIENE QUE. V ( s ) = m: ! + ( v 0 - m: ) 
s + 

l 
B ( 3 ) 

m 
SE APLICA LA TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE A ESTA EXPRESIÓN (3) Y SE OBTIENE: 

v ( t )  = m: + ( v o - m: ) e - ! ' VELOCIDAD DEL OBJETO 

SE DERIVA v(t) Y SE ENCUENTRA LA ACELERACIÓN: 

a(t) = --=- V 0 --g e m � a(t) = g--0 e m 
dv(t) B 

( m J 
.!, 

( 
Bv ) _.!, 

ACELERACIÓN DEL OBJETO dt m B m 
Y SI SE INTEGRA v(t) , SE ENCUENTRA LA POSICIÓN: 

x·(t)= mg t+ (m
2g_mvo

Je-�' - (m
2g_ mv�

J � x(t)= mg t+ (m
2g_ mvo

J(e-�'. l l 
B B2 B B2 B B B2 B j 

EXPRESIÓN QUE DEFINE LA POSICIÓN DEL OBJETO. 

PROBABIUDAD 
SUPONGA QUE LA FUNCIÓN DE DENSIDAD CONJUNTA TIENE LA FORMA: f XY {x, y)= k(x 2 -y+ 1) PARA O e:; X� 1,0 �Y� 1 Y 

fxv {x, y)= O PARA CUALQUIER OTRO VALOR. LA PROBABILIDAD DE QUE ·x: Y "Y" ESTtN EN LOS INTERVALO 

[a , b }v [e, d ] ES: 

P(a 5 X ,; b, e,; Y ,;; d] = J.' J.' k(x' - y + 1 }tydx = k[� ; a' (d - e)- b ; a (d' - e')+ (b - a Xd -e). 

LA CONSTANTE •k• SE OBTIENE DE LA CONDICIÓN: Fxv {1,1) = 1, EN DONDE Fxy {1,1) SE VALÚA CON LA EXPRESIÓN ANTERIOR 

PARA a= e= O y b = d = 1; POR LO TANTO: k( l _!_ + 1J = 1 � k = � . SI EN EL PLANO XY SE ESTABLECEN CUATRO REGIONES DI 
3 2 5 . 

LAS MISMAS DIMENSIONES, LA PROBABILIDAD DE QUE UN PUNTO ESTÉ EN CADA UNA DE ELLAS SERA: 
P(O �X � 0.5,0 � Y �  0.5]= 0 . 25 
P(O �X � 0.5,0 5 � Y �  1 ]= 0.10 
P [o. 5 � x � 1 , o < Y � o . 5 ] = o. 40 
P [o. 5 � x � 1, o. 5 � Y � 1] = o. 25 

LAS FUNCIONES DE DENSIDAD MARGINALES SON: 

f X ( X ) = J � k (X 2 - y + 1 )iy = � ( 2 X 2 + ) ) f y (y ) = J: k (X 2 - y + 1 )ix = � ( 4 - 3 y ) 
Y LAS FUNCIONES DE DENSIDAD CONDICIONALES ESTÁN DADAS POR: 

(X ) = f XY (� 2..11 = � (x 2 - y + 1). f ( ) 3 X 2 + l . 5 f XJY > y f y (y ) 4 - 3 y > XIY X '0 . 5 = 2 . 5 
6 X 2 + 3 

5 
( ) _ f XY (x, y) _ � 2 - y + 1). ( ) _ 2 . 5 - 2 y _ 5 - 4 y f YlX X ' y -

-f X (x ) - 2 X 2 + J > f YIX 0 . 5 > y - -) . 5 -
3 

-

PR()()IXCION ING PABlO GARClA Y COLOME REVISiÓÑ ING ENRIQUE ARENAS SANCHEi 
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EDITORIAL 
ESTE BOLETÍN DE LA COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS ES UNA 
PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERÍA Y SU OBJETIVO ES 
APOYAR SU DESEMPEÑO ACADÉMICO. FALTAN DOS SEMANAS PARA QUE TERMINEN LAS CLASES. ES TIEMPO DE 
PONERSE A ESTUDIAR CON DEDICACIÓN Y EMPEÑO PARA ACREDITAR LAS ASIGNATURAS. OJALÁ LOS 
EJERCICIOS QUE AQUÍ APARECEN, LES SEAN DE UTILiDAD. ¡MUCHA SUERTE Y A ESTUDIAR! 
QUfMICA 
EL TITANIO, UN METAL FUERTE, LIGERO Y RESISTENTE A LA CORROSIÓN, SE UTILIZA TANTO EN LA CONSTRUCCIÓN DE AVIONES Y 
NAVES ESPACIALES, COMO EN LA FABRICACIÓN DE BICICLETAS. SE OBTIENE POR LA REACCIÓN DE CLORURO DE TITANIO (IV) CON 
MAGNESIO FUNDIDO, A UNA TEMPERATURA ENTRE 950 oC Y 1150 oC 

TiCl4 (g)+ 2Mg(l )  � Ti(s)+ MgCl2 (1) 
EN UNA OPERACIÓN INDUSTRIAL, 3.54xl0 7 (g) DE TiCl4 REACCIONAN CON 1-. 13xl07 (g) DE Mg. CALCULAR EL PORCENTAJE 

DE RENDIMIENTO SI REALMENTE SE OBTIENEN 7.9 lxl06 (g) DE Ti. 

SOLUCIÓN. PRIMERO SE CALCULA EL NÚMERO DE MOLES DE TiCl4 Y DE Mg PRESENTES AL INICIO: 

MOLES DE TiCl 4 = 3.54x l0 7 (g)riC14[ lmo( ��4 ] = 1.87xl05 mol DE TiCl4 
189.7 g iCl.¡ 

MOLES DE Mg = 1 . 13 xlO 7 (g)Mg [ lmol{g)g ] = 4.65 xlO 5 mol DE Mg 
24.31 Mg 

A CONTINUACIÓN SE DEBE DETERMINAR CUÁL DE LAS DOS SUSTANCIAS ES EL REACTIVO LIMITANTE. A PARTIR DE LA REACCIÓN 
BALANCEADA SE PUEDE VER QUE 1 mol DE TiCl4 REACCIONA CON 2 mol DE Mg; POR LO TANTO, EL NÚMERO DE moles DE Mg 
QUE SE NECESITA PARA REACCIONAR CON 1.87moles DE TiC14 ES: 

1.87xl05 mol TiCl 4 [ 2mol Mg ] = 3.74xl05mol Mg 
lmol TiC! 4 

DEBIDO A QUE ESTÁN PRESENTES 4.65xl05 moles . .DE .. Mg, MÁS DE LO QUE SE NECESITA PARA REACCIONAR CON LA CANTIDAD 
DE TiCI4 QUE SE TIENE, EL Mg DEBE SER EL REACTIVO EN EXCESO Y EL TiCI4, EL REACTIVO LIMITANTE. 

LA REACCIÓN MUESTRA QUE 1 mol DE TiCl4 REACCIONA CON 1 mol DE Ti; POR LO TANTO, LA MASA TEÓRICA DE Ti QUE SE 
FORMA ES: 

MASADETi FORMAD0=3.54xl07 (g)DETiCl4 [ lmo()iCI , 1[ lmolTi ][47·88gTi ] =8.935xl06(g)Ti 
189.7 g TiC14 J lmol TiCl4 lmol Ti 

PARA CALCULAR EL PORCENTAJE DE RENDIMIENTO, SE HACE LO SIGUIENTE: 

(%)DE RENDIMIENTO= 
RENDIMIENTO �AL-x!OO = 7·9lxiO'�

) 
x!OO = 88.5(%) RENDIMIENTO TEORICO 8.935xl06 



QUIMICA 
SE COLOCAN 2 gmol DE ÁCIDO ACtTICO EN 1UTRO DE AGUA. ¿OUt VALOR TENDRÁ EL pH? 

SOLUCIÓN 

INICIO 
.REACCIONA• 

EQUILIBRIO 

ÁCIDO ACtTICO CH 3COOH 
CH3 -C-OH, IÓN ACETATO CH, -e O 

IJ . 11 
o o 

C 2 H 3 O 2 H ; mm = 60 g 1 gmd 
� . C2H302H+H10 H +C 2H302 
�-

(ac) (ac) (ac) 

PARAEL ACIDO ACtTICO· k,,= 1.8x10 '(M
) 

LA CONCENTRACIÓN INICIAL DEL ÁCIDO ACtTICO ES 2M = e o 

ANÁLISIS DEL DESARROLLO 
� e 2 H 3 O 2 H ( ac ) H • (a e ) + C 2 H 1 O 2 1 ( ac ) � 

Co 
(X. 

Co-a. 
(X. 
(X. 

o. 

o. 

k A = (a 
X
a
) 
=> k A e o -k A a = a 2 => o = a l + k A a - k A e o C0-a 

[ ·] -1.8xl0�(\1)± 
¡¡-

x10-10
{M

1
)
+4

{
18xl0 

�
(!vt
j}2(

M) 
_6 ( ) [ ·) a-H ::. -- -- - - =:>a=9xl0 M = H 2 

DE LA DEFINICIÓN DE pH pH = -log 10 lH {ac )j=> pH =- log 10 
(
9x 10 6 (M

))
=> pH = 5.045 

2 

CALCULO 111 
DETERMINAR EL TRABAJO QUE SE REALIZA AL MOVER, EN CONTRA DE LA GRAVEDAD, UNA PARTICULA DE MASA •m•, A LO LARGO DE LA 
CURVA ·e· DADA POR 

x = cos t; . . . . .  y = sen t, . . . . .  z = t 

DEL PUNTO A ( 1, O, 1t) AL PUNTO 8 (O, -1, 3f) 



SOLUCIÓN. PARA CALCULAR EL TRABAJO SE UTILIZA LA EXPRESIÓN: W = fe F ·d r = fe (f · T ) d s  

SE TRATA DE UN TRABAJO PARA VENCER UN CAMPO DE FUERZA, EL CUAL ESTÁ DADO POR 

F = -mg k 
dr 

POR OTRO LADO, RECUtRDESE QUE T = rºt- ; LUEGO, SI r( t) = cos t i +sen t j + t k ENTONCES SE TIENE QUE: 
dr 

ADEMAS, 

dt 

f'(t) = -sent i +cost j +k::::) r'(t) =, sen2 t +co� t + 1 = ,2::::) 1' = l.(-sent i +cost j +k) 
,2 ( dx ) 2 ( dy ) 2 ( dz ) 2 

ds = dt + 
dt 

+ 
dt = '(-sen t)2 +(cos t)2 +1 = 2 

PARA ENCONTRAR LOS LIMITES DE INTEGRACIÓN SE VE QUE: 
31t 

x=O::::)t=-2 
FINALMENTE, SE SUSTITUYE EN LA INTEGRAL Y SE LLEGA A 

311 [ 1 
J 

311 
W = L2 (- mg k)· 

2 
(- sen t i + cos t j + k) '"'2 dt = -LT mgdt = - mg � 

3 

RESULTADO QUE ES EQUIVALENTE A LA EXPRESIÓN mgh QUE HABLA DE LA ENERGIA POTENCIAL Y EN LA CUAL "h" ES LA DIFERENCIA 
31t 

ENTRE LAS COTAS - .. Y. 1t. 2 
CÁLCULO 111 

3 ,9-x1l+x2+y2 
CALCULAR LA INTEGRAL REITERADA f f dydx -30 ,X2+y2 

SOLUCIÓN. DE ACUERDO A LOS LIMITES DE INTEGRACIÓN, LA REGIÓN •R" ES LA QUE SE MUESTRA EN LA SIGUIENTE A GURA 

y. 

COMO SE OBSERVA EN LA FIGURA. SE TRATA DE UN SEMICÍRCULO Y, SI ADEMÁS SE TOMA EN CUENTA QUE EL INTEGRANDO CONTIENE 
LA SUMA DE LOS CUADRADOS DE ·� Y DE y, SE VE LA CONVENIENCIA DE CAMBIAR A COORDENADAS POLARES, DONDE EL FACTOR DE 
CAMBIO, DE ACUERDO A LO ESTUDIADO EN SISTEMAS DE COORDENADAS CURVILINEAS, ES • r •. ADEMÁS, PARA FIJAR LOS NUEVOS 
LIMITES DE INTEGRACIÓN, SE VE CÓMO VARIAN LAS VARIABLES r Y O. ASI, SE TIENE QUE: 

J
3

J 
9-x2I+x2+y2 

J
1l

J
Jl+r2 - dy dx = r dr d e 

J o  "x'- + y2 o o r "[ rl ] 3 
,. 

· = fo r + 3 o d e = fo (3 + 9 )de = [12 e ]� = 12 1t 

¡IMAGiNEN LAS INTEGRALES EN COORDENADAS CARTESIANAS! 



CÁLCULO 111 
---------------------------------------------------·--------------�4 

UN SÓLIDO TIENE LA FORMA DE LA REGIÓN QUE ESTÁ DENTRO DEL CILINDRO r- a Y LA ESFERA r2 + z2 = 4a 2 Y SOBRE El 
PLANO x:f. CALCULAR LA MASA Y EL MOMENTO DE INERCIA 12 SI LA DENSIDAD EN UN PUNTO "P" ES DIRECTAMENTE PROPORCIONAL A 
LA DIST ANClA DE ÉL AL PLANO x:f 

SOLUCIÓN SI SE HACE UN TRAZO APROXIMADO DE LA REGIÓN DESCRITA SE TIENE LA SIGUIENTE FIGURA. 

z 

-

L __ 

r= a 

y 

·x 

SE UTILIZARÁN COORDENADAS CILINDRICAS. COMO LA DENSIDAD EN EL PUNTO P(r, e, z) ES DIRECTAMENTE PROPORCIONAL A LA 
DISTANCIA DEL PUNTO AL PLANO XY, ENTONCES SE PUEDE EXPRESAR COMO p- k z. DONDE " k " ES LA CONSTANTE DE 
PROPORCIONALIDAD. ENTONCES LA MASA "M" PUEDE SER CLACULADA MEDIANTE LA INTEGRAL TRIPLE. 

M = J 2 11 J • J 4-. '_-;, k z r dz dr d e = � J 2 11 J • [z 2 r 1 4 •' o o o 2 o o r' dr d e 
M= k J2"J•(4a2r- r3}ir de= k J111[2a2r2- r�l· de- k J2ll(2 a4- a"' Jde 20 o 20 4 20 4 o 

M = 
7 a 4 k 8 I l 1t o d e = 7 a "' k [e ln 

= 
_7. a 4 1t k 8 4 

PARA CALCULAR EL MOMENTO DE INERCIA 12 SE UTILIZA LA INTEGRAL TRIPLE 

J 2 11 J • J .' � f 7 2 k Jo2 n Jo• [r 3 z 1 1J"' • ' - r ' dr 1 7 ::::: r k z r dz dr d e .., d e o o o 2 
k f,2n ( 6 a 6 J a - de 2 o 6 

6 
EL BOLETIN COPAD! LES INFORMA QUE EL PROGRAMA DE APOYO ACADÉMICO ENTRE ESTUDIANTES AYUDARA PARA LOS FINALES DE 
ALGUNAS ASIGNATURAS CON LA RESOLUCIÓN DE EXÁMENES COLEGIADOS FINALES ANTERIORES ESTÉN PENDIENTES DE LOS AVISOS 
EN LAS MAMPARAS DE LA COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE ATENCIÓN DI FERENCIADA PARA ALUMNOS. 
EL BOLETlN COPAD! AGRADECE UNA COLABORACIÓN DEL ING. ERJK CASTAÑEDA DE ISLA PUGA EN EL PASADO NÚMERO 2 Y LA DE LA 11 
QFB. VIOLETA LUZ MARIA BRAVO HERNÁNDEZ EN ESTE NÚMERO. 

PROOUCC ION IN() PABLO GARCIA Y COLOME REVISióN ING ENRIQUE ARENAS SANCI-fZ
I 1 



BOLETÍN COPAD/ F FACULTAD DE INGENIERIA. UNAM 

1'-./1 COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE. 
ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS r---

AÑO 2000 NÚMER04 17 DE JUNIO DE 2000 

EDITORIAL 
ESTE BOLETIN DE LA COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS ES UNA 
PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACUL TAO DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO ES 
APOYAR SU DESEMPEÑO ACADÉMICO. ·No QUEDA OTRA• QUE ESTUDIAR MUCHO ESTOS OlAS Y HACER TODO LO 
POSIBLE POR ACREDITAR LAS ASIGNATURAS. SE NECESITA VOLUNTAD, DEDICACIÓN Y CONFIANZA EN UNO 
MISMO. ASI QUE . .. ¡MUCHA SUERTE Y A ESTUDIAR! 
CÁLCULO! 
UNA BIELA ES UN MECANISMO ELEMENTAl QUE CONVIERTE UN MOV:MIENTO CIRCULAR EN RECTILINEO O VICEVERSA LA BIELA DE LA FlGURA SE PUEDE INTERPRETAR 
DE CUALQUIERA DE ESTAS DOS MANERAS A) EL EJE DE lJ.l MOTOR SE Et.CUENTRA EN 'O' Y HACE GIRAR EL BRAZO PEOUEfb DE LA BIELA, tSTA A SU VEZ CONSIGl..E 
QUE EL PISTÓN 'P' SE MUEVA RECTILiNEA Y ALTERW.DAMENTE HACIA ARRIBA Y HACIA ABAJO (ESTE PISTÓN PUEDE SER EL DE UNA BOMBA RECIPROCANTE, POR 
EJEMPLO) B)EL PISTÓN ES EL DE UN CILINDRO DE MOTOR DE EXPLOSIÓN INTERNA (COMO EL DE LOS AUTOMÓJILES} Ql.E, Al DESLIZARSE DE ARRIBA ABAY:J, HACE 
GIRAR EL BRAZO MENOR DE LA BIELA Y tSTE A SU VEZ, Al EJE DE UNA RUEDA EN 'rJ 

/;�y 50c 1 

B : w=900 RPM 
Á --x 

PARA ESTE PROBLEMA SE ACEPTARA LA INTERPRETACIÓN (A) SI EL �TOR ORA COO UNA VELOCIDAD ANGU..AR DE !nl RPM Y LAS DIMENSIGES SOO LAS DE LA F�. CALCllAR LA VELOCIDAD DEL PISTÓN CUANDO EL PUNTO 'B' SE E�RA SOORE El EJE DE LAS ABSCISAS 

SOLUCIÓN. LA VELOCIDAD DEL PISTÓN 'P' SERA LA DEL PUNTO 'A' PARA UNA POSICIÓN CUAI.QJIERA DEL t.ECAtaSMO SE PUEDE HACER LA SIOOIENTE FIGURA 

A 

B 

LA ORDENAD/ DE A ES 'y'  Y SE CALCULA POR LA LEY DE LOS COSENOS. 2 500 = y 2 + 100 -20y COS 9 , DE DONDE 

e 100+y1 -2500 cos = => 2oy cos e = y 2_ -2400 
20y 

lA VElOCIDAD DE 'A' SERA ENTOI>.CES 
dy 

POR LO QUE. SI SE DERIVA IMPLICITAMENTE LA EXPRESIÓN ANTERIOR. SE TENOAA 
dt 

20cos e dy-20y sen e de= 2y dy 
dt dt dt 



2 

de 900x2x rad Ltf DATO DEl � ES W = - = 900 RPM = = 301t - . SE PIDE CALCUAA LA VELOCIDAD CLWOO '9' ESTÉ EN EL EJE DE LAS dt 60 S 
A8SCISAS, ESTO ES. CLWOO 8 = 90° EN ESTE INSTN-ITE y = J2400 Y SUSTITUYENDO ESTE VALOR Y El DE dO EN LA DERIVADA. SE TIENE QUE 

dt 

20(0)dy -20-J2400(t}307t=2-J2400 dy � dy =-942 cm =-9.42 m 
dt dt dt S S 

El SI(H) �TIVO fOCA QUE EL PISTOO OESC!e.DE 

CALCULOI 
� SEfW. EXPERM:NTAl PARA MARCAR ¡ALTO TOTAL!, EN UNA VIA OE CIRClJ.ACIÓN, CONSTA OE UN CI�ULO CON UN TRIANGuLO ISÓSCELES EN SU INTERIOR. 
PMAOO OE ROX> Y, MIENTRAS MAYOR SlJlERFCIE TIBE EL TRIÁH3U.O,LA SEÑrl.l F� t.AE..oR. CALCUAA LAS DIMENSIONES DEL TRIANoot.O ROJO OE MAYOO 
�QUE SE MOE IHSa8R EN Ltf ciR<llo OE RADIO IGlW. A 20 CM. 
soux;(H. EN LA F� SE t.U:STRA ELIO)ELO �OMfTRJCO OE LA SEÑAL CON SUS DATOS Y MAGNITUDES VARJABLES 

y �20 y-20� 
X 

LA OO'RESIÓN PARA El� DEl TRWo.l.O ES A = 
2 xy = xy Y TIEMO DOS AAGt.M:NTOS. PERO SI SE APliCA EL TEORE� DE PIT� Al TRIANru.O 2 

RECTANcll.O SCMlREAM OE LA FIGLRA, SE P\SlE ESCRIBR QUE: 

x2 +(y-2oY = 202 � X= �400-(y-2oY � X =�40y-y2 
� SE SUSTITUYE ESTE VAL� EN LA EXPRESIÓN QUE DEFN: El � Y SE PROCEDE A OERNAR, K3UAl.AR LA DERIVADA A CERO Y OBTENER LOS VALORES 
cRtncos. ASI. 

A=y�40y-y2 � dA= 40y-2y2 +�40y-y1 � 40y-2y2 +80y-2y2 =O dy 2�40y-y2 2}40y-y2 
Y -o 120y-4y2 = 0 � y(30-y)=0 � VALORES CRITICOS :  1-
Yl =30 

ES EVIDENTE QUE El PRt.tER VAL� NO C0t0X:E A U'l � IMxitM YA QUE NI SIQUIERA SE FORMA UN TRIÁNGULO PARA El SEGUNDO VALOR, MEDIANTE EL 
CRITERIO OE LA PRIMERA DERIVADA PARA ..WCIMOS Y MINM()) SE TIEMO QUE 

y = 25 :::> 
dA > O dy 

y =35 =:) dA <0 dy 
� MAxlMORELATIVO y=30 =:) X=IO-J3�I732 

POR LO TANTO, EL TRIÁNGLl.O ISÓSCELES ROX> DE MAYOR� QUE SE PUEDE INSCRIBIR EN UN CiRCULO OE RADIO IGUAL A 20 CM ES EL QUE TIENE 30 CM CE 

ALTURA Y 34.64 CM DE BASE 
COMPUTADORAS Y PROGRAMACiOÑ 
EN LA NATURAI.EZA EXISTEN PROCESOS QUE SE �LVEN REPETITIVOS Y QUE ADEMÁS M'I..ICAN RESULTADOS DE UNA EVALUACIÓN ANTERIOR DEL MISMO PROCESO 
A ESTE C<H:EPJO DE FU'ICOES QUE NECESITAN DE si MISMAS SE LE DENOMINA RECURSIVIDAD. ESTAS FLN:IONES SON UTILES EN LOS MÉTOOOS NUMÉRICOS, 
POR SU NATI.JW.EZA ITERATIVA CON ESTE C<H:EPTO LOS PROCESOS O FU'ICIONES SE VUElVEN MÁS COMPACTOS Y EFICIENTES HE AOUI UNA DE LAS VIRTUDES DE 
LA �IÓN EN lENGl.JAJE C. 

/IFACTORJAL DE UN NÚMERO ENTERO. 
//El� DEL ARCHIVO ES N! H 

1) linctlde <stdo h> 2) ftoet n_flld(llll n); 3) void maer() 
{ 4) fll n. 

5) tc:an�'M,&n), 6) printt{'Vt � • �.or,n,n_�n)): 
} 1) ftoet ILfllc( 1111 n) 
{ 

8) ftoet fad-n; 



EXPLICACIÓN 

9} 1f ( 11"..0 ) relool1, 10) else 
retum tecrrUad(n-1), 

} 

1) SE INCLUYE EL �IVO DE Fl.KIONES DE ENTRADA Y SALIDA ESTANDAR 
2) SE DEFINE EL PROTOTIPO DE IJ.lA FLNCIOO LLAMADA' n_tact' DE ARGUMENTO ENTERO Y QUE DEVI..eLVE l.t4 FLOTANTE. ( n_lac:t nt W ftoet} 
3) SE INICIA El PROGRAMA f'RIIICIPAL 
•1 SE DEClARA l.t4A VARIABlE ENTERA QUE ES EL ARGUMENTO DE LA FLNCIÓN 
5) SE LEE EL NÚMERO DEL CUAL QUEREMOS OOTENER EL FACTORJAL. 
6) SE IMPRIME EL ARGU.AENTO Y SU FACTORIAL. 

EN ESTE PASO SE LLAMA A LA FUNCióN ' n_fact '. 
LA IMPRESióN EN PANTAlLA SERA �� • ...xr:tYrí YA QUE DEJA UNA SANGR1A IZQUIERDA DE DOS ESPACIOS PARA El ARGJMENTO Y l.t4A DE � PARA 
EL FACTORIAL 

1) INCIA LA OEFNCIOO DE LA FLNCIÓN • n_fact' 
8} SE DEFII'I: IJ.lA VARIABLE AUXILIAR PARA LAS MUI. TIPLICACIONES SUCESIVAS 
9) SI EL ARGUMENTO ES O, POR DEFINICIÓN El FACTORIAL ES 1. 10) SI NO ES ASI, LA FUNCióN REGRESA EL ARGUMENTO n MUL T IPLICAOO POR EL FACTORIAL DE (n-1). 

ES AOJI DONDE SE APLICA EL CONCEPTO DE RECURSMDAD YA QUE ni• n(n-1)1, y (n-1)1· (n-1Xn-2)1, Y ASI SLICESIVAMENTE 

MÉTODOS NUM�RICOS 
ltj PROBLEMA QlE ENFRENTA EL INGEt-IERO ES EL DE LAS APROXIMACIONES EN EL CÁLClA.O SE TOCA ESTE TEMA CON LAS SERIES DE POTENCIAS Y MÁS 
ESPECÍFICAMENTE CON LAS SERIES DE T A YLOR Y MACLAURIN, DONDE ADEMÁS SE HACE USO DEL PROOLEMA DEL FACTORIAL RESUELTO EN EL EJERCICIO ANTERKR 
S�SE OJE SE REQUIERE LA APROXIMACIÓN DE LA FUNCIÓN COSENO POR MEDIO DE LA SERIE DE MACLAURJN. 
RECORDEMOS QUE LAS SERIES DE MACLAURIN SE DEFINEN COMO SIGUE 

Cll) r<t>(o)xt x2 x• x6 x1 Cll) (- l)t+1xn 
f(x) = L . ENTa-us cos(x) = 1--+ --- +--. . . . . .. Yoe.ERALIZNOO cos(x) = L ,.!__o___ 

\::0 k! . 2! 4! 6! 8! t o (2k)l 
SI SE APLICAN ESTOS GUNCEPTOS A LA PROGRAMACIÓN EN LENGUAJE C. SE TIENE QUE 

1) finc1ude <stdio.h> 
2) ldefine TOL 0.000000000001 
3) void main() 

{ 
4) int. n•1,k�l; 
5) double x,aux,tn•l,suma•O; 

print.f("\nD� QU� ANGULO QUI�R�S OBT�N�R �L COS��O? "); 
6) scanf ("llf",,x); 
7) do( 

aux•suma; 
8) suma•suma+n•tn; 
9)' tn•(t.n•x•xJ/((2•lc-1)•(2•k)); 

n--n; 
k++; 

10) }wh11e (fabs((suma-aux))>TOL); 
111 printf("\nCOS (lfl • tf \nCon los td primeros t,rminos",x,suma,k); 

getch( l; 

EXPLICACIÓN: 
11 S� INCLUY� EL ARCHIVO DE FUNCION�S O� �NTRADA Y SALIDA �STÁNDAR. 
2) S� D�FINE UNA CONSTANTE D� TOL� R ANCIA. 
3) S� INICIA �L PROGRAMA PRINCIPAL. 
4) SE D EFIN� EL ÍNDIC� O� LA SUMATORIA Y S� INICIA �N l. 

LA VARIABL� n NOS SERVIAA PARA IR ALT�RNANDO LOS SIGNOS �N LAS SUMAS. 
5) S� D EFINE EL ARGUMENTO, Y DOS VARIABL�S PARA LAS SUMAS PAACI.a.L�S. 
61 S� L�� �L ARGUM�NTO �N RADIANES. 
71 COMI�NZA �L PROC�SO ITERATIVO O� SUMAS PARCIAL�S. 
81 SE: MANTI�N� LA SUMA PARCIAL (!> •• ti . 
9) S� CALCULA �L TtRMINO ENtSIMO. 

10) S� S�GUIRÁN SUMAN[)() TtRMINOS "Ml�NTRAS" QU� LA R�STA O� LAS SUMAS S�A MAYOR A LA TOL�RANCIA. 
111 IHPRIH� �L R�SULTADO APROXIMADO, Y �N PANTALLA S� L��RA: 

COS (x) • suma 
CON LOS k PRIM�ROS Tt��INOS 

NOTA: ESTE PROGRAMA DI�RG� PARA VALORES MAYOR�S A 35 RADI ANES. 

ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO 
PAAA El CIRCIJTO QUE SE t.«..ESTRA EN LA FIGLRA. 
&1 =12(V�eR =Io(V� r=O.s(n��� =2R2 =22(Kn�C1 =4C2 =l��para t =0, Va =Vc2 =<(V) 

3 



4 
acao.cn:�DEcaH ESDECALISAE AWG # 40, d = 0.079(mm), Pe. = 1.72xl0 • (nm� ex c. = 0.0039°e-• ¡roooESTOA20'Cl 

PAAA ESTO, EL INTEFRPT� ESTA ABIERTO COO BASE EN ELLO, CALCll.AR 
A) LA RESISTOCIA EUCTRICA DE CADA AlAMBRE DE COORE A YC Y A OC DESPRECIAR EL EFECTO DE LA DILATACIÓN TffiMCA 
8) LA POTOCIA ELtCTRCA �DISIPA EL RESIST� R SI SU V&� FUESE DE 73(0) A 00 TEMPERATURA OE OC 
C) EL V&� DE t ( t) PARA O� (S) OES�S DE HABER CERRADO EL INTERRUPTOR S 0) LA E� �CENADA EN EL CAPACIT� Ct, EN EL INST N-ITE EN QUE 1• O 00 (s) 

8) 

lt----2<"l..--..j 

''f [ r la 

l 
Cobr• 

1 
¡.----..<<1'1� 

7.56511 33 o 
.u, o. ••. 

33a 
.. 

� !·}-'· 
o 22'., , ·� 

t=O Co 
... 11----l S 

"] Ra 

• ¿;d 

NODO a ( LCK ) Í 1 - Í 2 + i 3 = 0 

MALLAa(LVK) 15.63li1 +73i2 +0i3 =10 
MALLA � ( LVK) 0 Í 1 + 73 Í 2 +55 Í 3 = 12 

i 1 = 0.0672(A) 
= i2 =0.1226{A) 

C) 

O) 

i3 -0.0554(A) 
P = R i / = 73(0.122)2 = 1 W 

7.565n o 22 n 

e= e,cl = QoX2.5) = � = 2(¡.tF) e, +C1 10+2.5 12.5 
a 12 o� 

i= �e t, · t =R C=66xi0-3(s)=0.066(s) ::::) i(O.OS )= e 0·066 = 0.1705(mA) R. ' 0 0 33x l03 

v,(t)= { -•< ) =12 (1-e-:;:, )= 71653 (v) 

e 2 Vc1 = C Yc = 2 5 (7.1653 )= 5.7322(V) 
l 

Uc1 = (o.sXc2Xvc12 )= (o.5X2. 5xto 6X5.73Y = 4I{j.tJ) 
ESTE NÚMERO DEL BOLETIN COPADI AGRADECE LA PARTICIPACIÓN CON UN PROBLEMA DE LOS PROFESORES GABRIEL JARAMILLO 
MORAlES Y MART1N BARCENAS ESCOBAR. 

EL BOLETIN NÚMERO 5 SALDRA EL LUNES 3 DE JUUO - PROOUCCióÑ ING PASLO GAACIA Y COI.ot\i REVISíóÑ ING E�IOUE ARENAS SAÑCHEZ 



BOLETIN COPAD/ 

(C ¡ FACUL TAO DE INGENIERIA. UNAM 
COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE 

.........___... ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS 

AÑ02000 NÚMEROS 2 DE JUUO DE 2000 

EDITORIAL 
ESTE BOLETIN DE LA COORDINACióN DE PROGRAMAS DE A TENCION DIFERENCIADA PARA ALUMNOS ES UNA 
PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO ES 
APOYAR SU DESEMPEF40 ACADÉMICO. BIENVENIDOS A ESTE NUEVO SEMESTRE. LES DESEAMOS LO MEJOR. 
ECUACIONES DIFERENCIALES 
RESCl.VER LA ECUACIOO DFERE�lAL y ln y dx + (x -ln y ) dy = 0 
SCl.�IÓN SE HACEN ARREGLOS MATEMÁTICOS Y: 

( x -In y ) dy + y In y = O => dy + y In y = O => dx + x -ln y = O => dx + 1 x = _!_ 
dx dx x-lny dy y lny dy y lny y 

COMO SE OBSERVA, SE TRATA DE UNA ECUAc!OO DIFERE� <R)INARJA, Ut-.EAL Y DE PRI�R ORDEN. POR LO� SE PROCEDE A RESQ.VERLA: 1 P(y)=-. 
y ln y 

POR SER UNA ECUACIÓN DIFERE�IAL LINEAL, EL FACTOR INTEGRANTE ES IP{y)dy e = e I __!!___ Y .. Y = e .. < .. Y>= In y 
SE� TI PLICA LA ECUACIÓN DIFERE�lAL POR EL FACTOR INTEGRANTE Y SE LLE� A 

dx lny lny lny -+ x =- => dy y ln y  y 
dx X lny lny -+-=-­
dy y . y 

EL PRIMER MIEMBRO DE ESTA ECUACIÓN EQUIVALE A LA DERIVADA CON RESPECTO A' y' DEL PRODUCTO X ln y ,li..EOO LA E�IOO SE PlE)E E� ca«>: 

� (x ln y ) = l_n y 
dy y 

AtmA SE INTEGRAN AMBOS MIEMBROS Y SE OBTIENE LA SCX.UCIÓN 

Jd
d (xlny )iy =xlny +C1� J

lny dy � u= lny � du= dy 
y y y 

FINALMENTE SE TIENE QUE 

ECUACIONES DIFERENCIALES 

J 
u1 

J
lny ln2y => udu=-+C1 => -dy =--+C1 

2 y 2 

� TAtQJE CllN>Rico CJRCUAR CONTIEI'E 50 �<N:S DE UNA SCX.UCIÓN COMPUESTA DE� DE AGJA Y 1� DE Alea-n.. UNA SEGHl.'. SQ.UCIÓN � 
CO�rriEI'E �DE AGLIA Y� DE Alea-n. ES mADIDA Al TANQUE A RAZÓN DE 4 �<N:S POR Ml!UTO Al � TIB.f'O � LA SEGlNlA sa.uc!OO ES� 
EL TANQUE ES VACIADO A RAZÓN DE 5 �ONES POR MINUTO, COMO SE VE EN LA F�. SI SE ASlM: � LA sa.uc!OO EN El TN-Q.e SE t.EZaA 
CONSTANTEMENTE, ¿CUÁNTO AlCOHOl HAY EN El TANQUE DESPUÉS DE 10 MINUTOS? 

sot.�IÓN SEA ' y ' EL NÚMERO DE �ONES DE AlCOHOL EN EL T ANOUE EN CUALQUIER TIEMPO ' 1 ' . SE SABE QUE y = 5 CLW-00 t = 0. ca.«> El T ANQlE 
RECIBE 4 �ONES 1 MIIUTO Y SACA 5 �ONES 1 MINUTO, ENTONCES PIERDE 1 �ÓN 1 MINUTO, POR LO QUE El IU.ERO DE �<N:S DE SO..UCÓ<I EN El TANQI.E, 

EN CIERTO TIEMPO, ES 50- t ADEMÁS, ca.«> PIERDE 5 �ONES DE sa.UC!á--1 POR MINJTO, SE PlE)E DECR � PIER)É 
---·- __ _ _______________ ____¡ 



( so
5
- t) 

y 
�CHS DE ALCOO. POR t.AIMJTO POR OTRO LAOO, COt.40 RECIBE 2 Go'.LOOES DE ALCOHOL POR MINUTO, LA VARIACIÓN DEL ALCOHOl EN EL TANQUE ESTÁ CWII 
PCR 

: 
=2 -

(so
5
-t)Y => : +(so

5
-t)

y=2 
Cl.E ES Lt4A � DIFERENCIAL <H>NARIA Ut-EAL. DE PRIMER oo:lEN CON 

a. FACT� HTE<JWnE ES e Jr<•>- = 

S 
P(t) = 

50 -t 
I ' 

• e �-· 
= 

e '111 ¡-'0-•l = e '•<�-·) = 1 
(so-t)' 

SE t.U.TIPUCA LA �Ól DFEREt-.CIAL POR EL FACT� INTE�E Y SE TIENE CU: 
1 dy 1 S 2 

(so - t )' di"+ (so - t )' so -t Y = (so -t )' 

CCK> EL PRittER t.41Et.mo DE ESTA Ect.IACOJ ES LA DERIVADA DE 
( ) 

y CON RESPECTO A' t' , ENlOCES LA EC�CIÓN DFEREOCIAL SE FUDE 
50-t' 

ESCR8R CCK>. 

! [ (so � t )' Y] = -(s-o -�-t )- ' 
SE MEffiAN At.8lS Mla.IROO CON RESPECTO A ' t ' Y SE UfG.'. A 

J ! [(so � t )' +1 = J (so � t )' dt => 
y 1 = - +e 

(so -t r 2 (so- t t 
POR LO Cl.E LA SCl.IXIÓN GEt.ERAL. ES 

so-t e (so )' y= 
2 

+ -t 

DE LAS COND�S DEL PRCB.Et.AA y(O) = 5 LLEOO 5 = 2 5  + e(50 )' :=) e =- 2� , LUEOO LA SOLIXIÓN PARTICULAR ESTA DADA POR. 
50 

= 50 -� -20 
( 

50 - t 
) 
' 

y 
2 50 

FINAUoENTE, ClW{)() t • 10 t.4HJTO.S SE antE� 

ALGEBRA 

= 50-10 -20
(

50-10
)
' 

y 
2 50 

:=) y= 13.45 Go'.LONES DE ALCOHOl 

(BO)TRAR POR NX.J:CÓl t.AATBMTCA CLe a+ b ES FACTOR DE a la-l + b la-l PAAA TODO VAl.ffi DE n E Z + 
SCl.IXÓl SI SE Sn.E El PROCEO,.IENTO USUAl. SE TI� QUE 

PAAA n =k 

PAAA n = 1 a+ b 
= 1 a+b 

a n-1 +bu 1 
----- = p E Z + 

(HIPóTESIS DE INDUCCIÓN) a+b 

PAAA n = k+ 1 se debe probar que 
a l(t+l}-1 + bl(t+l}-l 

a+b 
a H+l 

+ 
b lt+l 

= = qEZ• 
a+b 

SI SE Slt.fl.IFCA ESTA EXPRESÓl Y SE SlJAA Y RESTA EN SU �RAOOR EL MOOOMIO a 2 b 2 k 1 SE UfGA A 

alt+l +b2k+1 alt•1 +a2bn-1 -a2bn-1 +blk+l alt+2-l +a2blk 1 -a2bn 1 +bn•2-1 
----- = -------------= ------ ---a+b a+b a+b 

= 
a 2 (a n 1 _ b u-1 )- b 2t-1 (a 2 _ b 2 ) 

= 
a 2 (a u 1 _ b n 1) _ b n 1 (a 2 _ b ) 

a+b a+b a+b 



3 
El PRIMER stJ.Wm ES DMSIBlE ENTRE a+  b � LA HPóTESIS DE INDUCCIÓN Y EL SEGlNXl sut.WOO TAMBI�N � LA EVIDE� DE LA DIFEREN:IA DE 

CUADRADOS �LO TANTO, SE CUMPLE LA DIVISIBILDAD PAAA n = k + 1 Y TERMI� LA DE�TRACIÓN 

GEOMETRIA ANALhlCA 
� ATLETA CORRE A LO LAROO DE LNA PISTA CIRCULAR QUE TIENE 4 M DE RADIO SI CUANDO INICIA SU MOVIMIENTO ESTA EN EL PUNTO ( 4 ,  0 , - 4 ) CGl 
RESPECTO A �  SISTEMA COORDENADO CARTESIMO. ¿CUÁLES SERAN SUS COORDENADAS ESF�RICAS ClJAtO) HA RECOORIDO TRES CLAATAS PARTES DE LA PISTA. 
EN EL SENTIDO QUE SE �STRA EN LA FIGI.RA? 

z 
't / 1 /  

- - - - - ?!'-- - - ..... ., 
/ 

SOLUCIÓN COMO SE OBSERVA EN LAS DOS FIGURAS, LAS ECUACIONES DE LA CI�UNFEREt-CIA SON , DE DClt{)E LAS COORDENADAS 
{X 2 + y  2 = 16 

z = -4 
CARTESIANAS DEL PUNTO EN EL QUE ESTA DEWS DE RECOORER TRES CUARTAS PARTES DE LA PISTA SON ( 0 , - 4 , - 4 )  PAAA TRANSFOOMAR ESTAS 
�AS AL SISTEMA COORDENADOCLRVILMO ESF�RICO SE UTILIZAN LAS RESPECTIVAS ECUACKHS DE TRANSFORMACtOO Y SE TIE� QUE 

p = �x 2 + y 2 + z2 . =>  p = �02 + (- 4Y +(- 4)2 => p = --)16 + 16 => p = 4� 
y - 4  e =  angtan - => e =  angtan - => e =  angtan (- 00 ) => e =  270 o 
X 0 

cp = ang cos � => cp = ang cos 
-4 . => cp = ang cos(- �J => cp = 135 ° p 4� 2 

�LOTANTO,LASCOORDE�AS ESFERlcASDELPUNTO (0,-4,-4) SON (4-12,270 ° ,135 ° )  
ESTÁTICA 
LA VIGA AB TIENE UNA MASA Y At-CHO DESPRECIABLES Y ESTÁ SUJETA A UNA CARGA DISTRIBUIDA TRIANGI..I.AR ESTA SOPORTADA EN � EXTREMO � UN PE m:> Y 
EN EL OTRO. POR UN POSTE CUYA MASA ES DE 50 [kg) Y ESPESOR DESPRECIABLE. DETERMINAR LA FUERZA MNIMA 'P' NECESARIA PAAA MOVER El POSTE. LOS 

COEFICIENTES DEFRICCIÓNESTATICA EN 8 Y C SONRESPECTIVAMENTE, J.l o  = 0.4 y J.lc = 0.2. 

p 

SOLUCIÓN LA CARGA DISTRIBUIDA TRWGJLAR ES EQUIVALENTE A LNA sQ.A FUERZA CON MAGIITUD F IGJAL. AL ÁREA DEL TRIAoo.A.O DE LA FIG.&. APliCADA A 
LOS 2 / 3  DE LA DISTANCIA ENTRE .\ Y B ASI, 

F = � · 2 [m].soo [:] � F = 800 [N) ;  aplicados a d = �· 2 [m) � d = 1333 [m) 

EN LA SIGJIENTE FIGI.RA SE �STRAN LOS 'DIAGRAMAS DE CUERPO LIBRE' DE LA VIGA AS Y DEL POSTE OC (SE COOSIDERA LOS MOMENTOS POSITIVOS SI EL GAO 
ES CONTRAR:O AL DE LAS MANECILLAS DEL RELOJ) 

800 N 

A 1 B 
A. �r�----------------�-----4� F r• 

1 Na 1.33 m 
A, 2 m  



L M A :2N B - 1 .333(800 ) = o  ::::) N B = 1067 ::::) N B = 533.3 [N] . 
2 

F'ra = 0.4(533 .3) ::::) F'ra � 213 . 3  [N) 
L F z : F r 8 - A 1 = O ::::) A x = F r 8 ; L F y : A y + N 8 - 800 = O ::::) A y = 266 . 7 [N) 

L M e : 0.7F,8 - 0.3 (: P) = O  

SI SE� 0U: F,8 = F, 8 , ES DECIR. ClJE EN B SE PRESENTA El MOVIMIENTO INMINENTE, ENTONCES: 

0.7(2 13.3)= 0.24P; ::::) P = 622.2 (N] 
POORiA SLfQ'..ERSE OLE ESTE VAL� ES El QUE SE PREGUNTA, PARA C�O. SE �SUELVEN LAS DEMÁS ECUACIONES Y 

4 L Fx : - F,8 - F,c + -P = O  
5 

AQUI TAMBI�N SE CONSIDERA QUE SE PRESENTA EL MOVIMIENTO INMINENTE EN B Y C POR lO TANTO 

F,8 = F',8 y F,c = F'rc ::::) - 213.3-F're + 0.8 (622.2)= O ::::) F' re � 497.7-213 .3 ::::) F',c = 284.4 (N) 

LFY : Nc +� P-N8 -W = 0::::) N e +0.6 (6222)-533.3-50(9.81) =O::::) N e = 533.3+490.5-373.3::::) N e = 650.5 [N) 
5 

POR LO TANTO SE VERIFICA EL VAL� DE LA FI..:RZADE FRICCK). niMrrE F' re : F' re = J..l.e N e ::::) F' re = 0.2 (650 .5)::::) F' re = 130. 1 [N) 
¡ESTE VAL� ES ��QUE El OBTENIDO ANTERIORMENTE COMO f',c = 284.4 [N]! (ESTE RESULTADO IMPLICA QUE SI p = 622.2 [N]. EN B ESTÁ A 
PUNTO DE MOVERSE, PERO EN C YA SE MOVIÓ), POR LO TANTO. EN B NO PUEDE PRESENTARSE El MOVIMIENTO INMINENTE; SÓ..O SE PRESENTA EN C, QUE PAAA 
ESTE CASO ES El PUNTO CRITKX>, ENTOtCES, SI SE REPI.ANTEAN TODAS LAS ECUACIONES, SE TIENE QUE 

0.7F,8 -0.24P = 0  . .  · (1} -F,8 -F',c +0.8P =0  . . · (2} Nc +0.6P-N8 - W = 0  . .  · (3} de(l):F,8 = 0·24 p . . . (4) 
0.7 

(4) en (2)::::) - 0·24 P - F',c +0.8P ::: O ::::) F'rc = 0.4571P . . .  (5) 0.7 
eot.«) F',c = JJ.cNc ::::) N e =  -1 F',c ... (6� (5) y (6)en (3)::::) -1 (0.4571P)+ 0.6P - 533.3 - 490.5 = O  0.2 0.2 

SE VERIFICAN LOS DEMÁS VALORES Y: 

2.286P + 0.6P = 1023 .8 ::::) P = 1023 ·8 ::::) P = 354.8 (N] 
2.886 

F',c = 0.4571 (354 .8)::::) F',c = 162.2 (N} F,8 = 0·24 (354 .8)::::) F,8 = 121 .2 (N] 0.7 
VAL�OU: ES MEta QUE LA Ft.:� DE FFOCCIÓN LIMITE F' r a  = 213 .3 [N]. Y SE COOROeORA OLE EN B NOSE PRESENTA EL MOVIMIENTO 

lttn-.ENTE; FINALMENTE· N e =  -1-(162 .2)::::) N e =  8 10 .96 (N] ; VAL� QUESECOMPRUEBAA PARTIRDE 
0.2 . 

N e = 533.34 + 490. 5- 0.6(354 .8)::::) N e = 810.96 [N) 
COO LOCLW.SE VERFICAOLE EFECTIVAMENTE F,c = 0.2(8 10.96)::::) F,c 162.2 [N). 
CULTURA 
CUANDO PIENSO COMO DEBE SER UN INGENIERO O INGENIERA CON UNA VIDA PLENA Y UN QUEHACER PROFESIOt-W. 
PLENO, RECUERDO AQUELLAS VIEJAS Y SABIAS PALABRAS DE FRANCIS BACON, CON LAS QUE ME ATREVO A DEFINIR 
COMO INGENIERA O INGENIERO A QUIEN POSEE 'UNA MENTE LO SUFICIENTEMENTE DESPIERTA Y MALEABLE PARA 
e1PTAA LA SEMEJANZA DE LAS COSAS Y A LA VEZ LO SUFICIENTEMENTE LISTA COMO PARA FIJAR Y DISTINGUIR SUS MAs 
SUTILES DIFERENCIAS; DOTADA POR LA NATURALEZA DEL INTERtS POR INVESTIGAR, PACIENCIA PARA DUDAA, AFICIÓN 
PARA MEDITAA, PRUDENCIA PARA AFIRMAR, CUIDADOSA PARA DISPONER Y ORDENAR ... , QUE NO LA DESLUMBRE LO QUE 
ES NUEVO NI SE APEGUE A LO QUE ES VIEJO Y QUE ODIE TODA CLASE DE IMPOSTURA ... , EN UNA ESPECIE DE 
FAMILIAAIDAD Y RELACIÓN CON LA VERDAD'. 

PABLO GARCIA Y COLOM� 
PROOUCCÍÓÑ· ING. PABLO GAAClA Y COLOME. REVISIÓÑ. ING. ENRIQUE ARENAS SAtit-EZ 



EDITORIAL 

BOLETÍN COPAD/ 
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FACULTAD DE INGENIERÍA. UNAM 
COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE 

ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS 

NÚMERO 6 1 7  DE JULIO DE 2000 

ESTE BOLETIN DE LA COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS ES UNA 
PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACUL TAO DE INGENIERlA Y SU OBJETIVO ES 
APOYAR SU DESEMPEÑO ACADtMICO. A PETICIÓN DE ESTUDIANTES DE LA FACULTAD, SE PUBLICARÁN TAMBitN 
EJERCICIOS DE LAS DIVISIONES PROFESIONALES. SI ALGUNOS EJERCICIOS QUE APAREZCAN NO LOS HAS 
ESTUDIADO, COLECCIONA EL BOLETlN Y YA LOS NECESITARÁS. !FELICES VACACIONES! 
CÁLCULO 11 
CALCULAR EL ARiA LIMITADA POR LA GRAFICA DE LA FOCIÓN y ;;;; f (X) = X 2 + 1 EL EJE DE LAS ABSCISAS Y LAS RECTAS X = -1 y X - 1 
MEDIANTE LA INTEGRAL OEFINDA QUE SE OBTIENE A TRAVÉS DEL LiMITE DE LA SUMA DE RIEMAI\N CONSIDERANDO SUBINTERVALOS DE IGUAL LONGITUD EN LA 
PARTICIÓN Y TOMANDO LA ORDENADA CORRESPONDIENTE AL VALOR PROMEDIO DE LA ABSCISA DE LOS EXTREMOS DE CADA SUBINTERVALO 

SOLUCióN EL DOMINIO DE ESTA FUNCI()-j ALGEBRÁICA ES EL INTERVALO ( X, X) LUEGO ES CONTINUA EN EL INTERVALO [ - 1 , 1 ] . Y POR TANTO, LA 
INTEGRAL DEFINIDA CORRESPONDIENTE EXISTE PARA CALCULARLA SE CONSIDERA UNA PARTICION DE ·n· SUBI�TERVALOS DE IGUAL LONGITUD 

[- 1' X 1 ] ,  [x 1 , X 2 ] , [X 2 ' X 3 ] , · . , [X 1 1 , X 1 ] , • • •  , [X n 1 , 1 ] 
Y LA LONGITUD DE CADA UNO DE ELLOS ES IGUAL A !1 X -

l - (- 1 ) -
2 

LAS COORDENADAS DE LOS EXTREMOS DE CADA SUBINTERVALO ESTÁN DADAS 

POR 
n n 

X o = -1 ; X, = -1 +e), X 1 = -1 + 2( �) , . , X , , = - 1  + (i -t} X , = -1 + { �} • • • ; X , � -1 + n( �) = 1 
SE TOMA COMO ABSCISA 11 a. 1 11 

AL VALOR P.ROMEDIO DEL SUBINTERVALO 1-ESIMO, LUEGO SE TIENE QUE 

" ; = :; + x  • •  = � 1 + { �) . 1 + (
i - 1  ( � L - 1 + ;( 2 ) 1 

2 2 n n 

f(a, ) - [ - 1 +{J �r + 1 - 1 + i t, ) + ni' 
- 2{�) + � -t, ) + 1  = (.

4
, ) ' - (� + n

4
' ) 

+ (  2 + � + ni' ) 

f(a , }óx = [( .4, ) • - (> 
n
4'-} + ( 2 +  � + n

i' )]( � ) 
Y, MEDIANTE EL LIM:TE DE LA SUMATORIA, LA INTEGRAL DEFINIDA PARA CALCULAR EL AREA PEDIDA ESTA DADA POR 

J1 (x2 + 1)dx = lim I 2 [( 4 )¡ 2 -(4
n + n )¡ +(

2n 1 + 2n ..!.!)] ;;;; lim 2 [ 4 � ¡ 2 -(4n +4)�¡ -+ (
2n 2 +2n + 1)� 1] 1 n '" n n l n l n l 0�" n n 2 � nl � n l � 1 1 1 1 1 1 1 1 

= lim 2 [ 4 .
n(n + IX2n +l ) 4n +� _ n(n · 1) + 2n 2 � 2� + 1 _ 0] = lim

�
[4
n 2 +6n + 2 _ 2n 2 +4n+ 2 + 2n2 +2n +�] 

• ,., n n 2 6 n 2 2 1 n 2 • •' n . 3n n n 

- Jim 2 (�
n 2 - 1) - tim 8n z - 2 _ 8  :. JI (x z + l)dx = 8 u z -

• •' n 3n o--+"' 3n 2 
-
3 1 3 

QUE ES EL VALOR DEL AREA MOSTRADA EN LA FIGURA 



y 

CÁLCULO 111 
DETERMINAR EL MÁXIMO ABSOlUTO Y EL MINIMOABSa.UTO DE LA Ft..t-CIÓN f(x, y) X 2 - X +  2y2 CUYO OOMIOOSE RESTRINGE A 

{(X , y ) X 2 + y 2 < } � X , y E 9l } 

SOLLX:IóN SE CAi.CULAN LAS DERIVADAS PARCIALES Y SE IGUALAN A CERO PARA BUSCAR PUNTOS CRITICOS ASI 
ar 1 ar = 2x · 1  · 2x 1 - O =>  x = y - = 4y · 4y .;... O -=>  y - O  ax · 2 ay • 

DE [)()l'.oE EL P\JNTO CRiTICO ES ( � , 0 ) Y SATISFACE LA RESTRICCIÓN X 2 + y  2 � l .  SE DETERMINA SU NATURALEZA Y 

a2f a2f o2f a2f D2f  ( r2f 
J
l 

( 
1 

) ax l  2 . ay2
= 4 , ayax = o  � g(x, y)=

ax2 . ay l - ayax � g 2
'o = 8 > 0  Y 

POR LO TANTO LA FUNCIÓN TIENE UN MINIMO RELATIVO EN EL PUNTO ( � , 0,- : ) 

PARA ANALIZAR LA FRONTERA, ES DECIR. X 2 + y 2 = 1, SE UTILIZA EL MtTOD DE LOS MUL TIPLICAOORES DE LAGRANGE CUYA ECUACIÓN ESTA DADA POR 

L(x, y, A) X 2 X + 2y 2 + A.(x 2 +y  2 l) Y SUS DERVADAS PARCIALES SON 

aL - = 2x - 1  + 2xA. 
ax 

aL 
' - = 4y + 2yA. 

ay 
y aL 2 2 = x  + y  - 1  

a A. 
SE IGUALAN A CERO Y SE RESUELVE EL SISTEMA RESULTANTE LUEGO 

l 2x · 1 + 2xA. = O � X - 2 + 2A. 
4y + 2yA. - o  => 2y(2 + A.)c::" o 

A. = -2 

y = O  � 

1 � x - - -
2 

X =  ± 1  � 

3 => y - ± 2 

f(l,O ) = O 
r( t ,o )=  2 

r( � ,  
� 

r(- � ,  

y 

2 

P<liUO TANTO SE CCJOK:LUYE QlHL M!JOMO ABSC1U10 ES : Y SE I'RESENT A EN LOS IWTOS ( 
� , 

-
; ) Y ( · i 

, ; ) Y El """"' ABSll.UTO ES 

-� Y SE PRESENTA EN EL PUNTO ( � , 0 } 

ANÁLISIS DE SISTEMAS Y SEÑALES 
OIGA SI LAS SIGUIENTES SEÑALES SON PERióDICAS O NO, EN CASO DE SER PERIÓDICAS ENCONTRAR SUS PERIODO FUNDAMENTAL 



"' 

A) x(t) Le (2' ,¡ 

11 .... 
AL EFECTUAR lAS PRO>IEOADES DE LA SLMATCRA TEt-l:t.m 

"' .., 
x(t)- ¿e 2'e• = e  21 ¿e• c e  2' 

. .(() . "' 
SE OBSERVA QUE ES UNA EXPOOENCIAL DECRECIENTE MUlTIPLICADA POR UNA 
CONSTANTE, POR LO TANTO ES NO PERIÓDICA 

. . J B) x(t)- 2e4 cos(3t+ 2x) 
SE OBSERVA QUE LA SEf.W. TIENE LA FORMA X (t)- A cos(ro 0 t + �). 
DONDE (1)0 ES LA FRECUENCIA NATURAL, A ES LA AMPLITUD Y � ES EL 
ÁNGULO DE FASE SE TIENE ENTONCES QUE 

. T. 27r 2 
Wo -3-=> o = - = -7r . 

Wo 3 
POR LO CU SE OBSERVA CM SI ES UNA SEf.W. PERIÓDICA 

"' 

c¡x[n] Io[n- 4k)-o[n- l 4k) 
t "' 

ESTÁ SENA!. REPRESENTA UN TREN DE IMPULSO. AL ANALIZARLA VEMOS QUE El 
ARQJMENTO OE LA SUMATORIA SON IMPllSOS DESPlAZADOS CUATRO UNIDADES 
POR LO CM SE CONCLUYE CU SON PERIÓDICAS, C()J PE ROO N, = 4 

O) EXPRESAR X(T) EN T�RMINOS DE LA FRECUENCIA NATURAL Y CALCULAR SU 
PERIOOO, EN CASO DE SER PERIÓDICA 

x(t) Seo{ 3m + :)+ 2 sen( �x t + �) 
PARA CALCULAR LA FRED.J:NCIA NATI.&l SE EMPLEA LA RELACJOO 

f (l)  1 0 
DONDE (1) 1 Y ro 2 SON LAS FRECUENCIAS NA TLRALES DE CADA 

'zWo 
SUMANDO, Rt Y R, SON FACTORES DE PROPORCIONALIDAD Y ro 0 ES LA 
FRECUENCIA NA TLRAL DE LA SUMA DE FUNCIONES 

' 31r 
LUEOO ENTONCES, SE TIEI'I: QJE 

1 
'z 4 

8 
1r 

6 POR LO TANTO 

ro, x 2x 2x 
(1)1 rl roo :::) roo = = � roo - :::) To = = 4 

r1 2 T0 (1)0 

1ft 

\ 1 \ . ' \, ... ----•.--.. . . . . . - . 1 

•r-��------------� 

.. �,��, -.�, -0��. �,�. �. �.�. 
1 

FINALMENTE LA ECUACIÓN QUEDA COMO X ( t) = 5 ca{ 6ro 0 t + ¡.) + 2 sen( ro 0 t + �) 

3 



TEORIA ELECTROMAGNÉTICA 

UN VOlUMEN CILINORICO ESTÁ ENTRE r 2 m Y r = 4 m SU LONGITUD fS " l" Y CONTIENE lJI',;A DENSIDAD UI'JIFORME DE CARGA p l � ] UTILK:C 

) 
LA LEY DE GAUSS PARA ENCONTRAR D EN TODAS LAS REGIONES 

SOLUCIÓN LA FIGURA ES LA SIGUIENTE 

) � � Q " 
DE LA LEY DE GAUSS LA CARGA ENCERRADA EN EL Clllt\ORO ES Q .,.. = f 0 · ds MR LO Q\.H1UEDE COMPROBARSE QUE 0 - r DONOE 'A' ES 

S A 
EL ARf:A DE LA SUPERFICIE ADEMAS LA CARGA ENCFRRDA PUEDE CALCULARSE CON Q V p DONDE 'V' ES EL VOLUMEN DEL CILINDRO Y E JIJ'VALE A 

V (r 2 2 -r1 2 )  1t L ENTONCES, SE ANALIZAN TODAS LAS REGIONES DONDE VARIA EL RADIO Y SE llENE QU[; 

0 < r < 2 ; Q "" O  � 0 = 0  l A2 l 
m .J 

2 � r < 4 � Q - (r 2 - 2 
2 ) 1t L p � 0 _ (r1 4)n L p r _ p (r� 4) r [ AJ 

2 n r L  2 r m J 

Q - (4 2 - 4) 1t L p � 0 _ (42 -4) 1t L p r 2 n r L  r - r 1 1 2 p  6 p • Í A ] 
2 r  r Lm l 

TEOR A ELECTROMAGN TICA 

CALCULAR B EN EL CENTRO DE UNA ESPIRA CUADRADA DE 2M DE LADO EN LA QUE CIRCULA UNA CORRIENTE [)F 3 [Al 
SOLUCION LA SIGUIENTE FIGURA ILUSTRA El PROBcEMA 

1--.!r!_ -1 

Ly 1=3AG-dl 8 
z ll 

POR LA LEY DE BIOT - SAVART, SE TIENE QUE ) l f 1 dL !< a 1 • ) 
- 1 EL VLCTOR R ESTA DADO POR R 

4 1r r y J POR LO QU\ a 1 

ADf:MAs d L - d y E:Nl ONCE S SE CALCULA H PARA UN LADO DE LA ESPIRA • 

1 i "" J 1 dy X R 
4 7t r> 

A 

1 3 j dy X ( i - V j ) 
J � = � -' 4 1t r z .j1 + y 2 

SE RESL.ELVE LA INTEGRAL POR SUSTITUCION ;RIOONOMETRICA Y "J RFSULTAOO tS 

3 1 dv " 
4 1t J 1 ( • 1 )'1 � 1 + V  1 

- 3 y 1 H - --. - k [ , ¡ ' 4 7t fl+ y 2 J 1 

. � (  !_ -t  1-J k - - _2  k 
4 1t \. h h 2 -J2 1t 

--J 6 . , ,. 
Y COMO SON GUA TRO LAOOS DE LA ESPIRA H = - -=-- k B - ¡..t 0 H � B 

h n  

¡HAY UNAM, QUÉ EMOCIÓN VIVIRTEI 

1 697 x 1 o 11 " [r] 

-------1· 
PRODUCCION. ING. PABLO GARCIA Y COLOME. REVISION ING. ENRIQU[ ARE AS SANCHEL 



BOLETÍN COPAD/ 
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� '  
COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE 

ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS � 
AÑO 2000 NÚMERO 7 17 DE AGOSTO DE 2000 

EDITORIAL 
ESTE BOLETÍN DE LA COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS ES UNA 
PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACUL TAO DE INGENIERÍA Y SU OBJETIVO ES 
APOYAR SU DESEMPEÑO ACADÉMICO. A PETICIÓN DE ESTUDIANTES DE LA FACULTAD, SE PUBLICARÁN TAMBIÉN 
EJERCICIOS DE LAS DIVISIONES PROFESIONALES. SI ALGUNOS EJERCICIOS QUE APAREZCAN NO LOS HAS 
ESTUDIADO, COLECCIONA EL BOLETÍN Y YA LOS NECESITARÁS. YA ACABARON LAS VACACIONES. AHORA, ¡A 
ESTUDIAR! UN SEMESTRE BIEN APROVECHADO SER(A UNA GRAN FORMA PARA TERMINAR ESTE AÑO 2000. 
CINEMÁTICA 
SE ARROJA UNA FROTA DESDE lM POSICIÓN 'O' A 15M SOORE EL PISO, HACIA EL TECHO DE lJ.l EDIFICIO DE 12 M DE ALTI.R4 COMO SE VE EN l) F!GlRA SI LA 
VELOCIDAD INICIAL DE LA BOLA ES DE 21 MIS, CON UN ÁNGULO DE fn CON RESPECTO A LA HORIZONTAl. CALCULAR LA DIST ANClA HORIZONTAl 'R', �SOE El MTO EN 
QUE SE ARROJA LA PELOTA, HASTA EL PUNTO DONDE CHOCA CON EL TECHO Y DESPU�S DETERMINAR LA AlTURA MÁXIMA ·�· QUE ALCANZA LA PELOTA 

R __ 1 
SOLUCIÓN SE CONSIDERA EL ORIGEN DE COORDENADAS EN 'O' Y ENTONCES LAS COMPONENTES DE LA VELOCIDAD INICIAL SON 

m m 
V0" 21 cos60° - 1 0.50 y v0 - 2 1 sen 60° = 18 19-

s > S 

m 
COMO SE SABE, l). COMPONENTE EN 'X' DE LA VELOCIDAD FINAL EN EL PUNTO 'A' ES V A x V 0 = 1 0.5 0 , Y LA ACELERACióN EN 'Y' ES LA DE LA X 

S 

m 
ffiAVEDAD, ES DECIR. a y = g = - 9 8 1-2 

S 
MOVIMIENTO HORIZONTAL 

MOVIMIENTO VERT CAL 

xA = R  , X0 = 0  y V0 = 10.50
m => R = 10.50 t0A . . .  (1) X 
S 

YA - y0 + V0Y t0A +� ayt
2
oA => (12-1.5)= 0+18. 19t0A +1 ( 9 8 l) t

2
oA => 4.905 t2oA 1 8. 1 9 t0A + 10.5 =0 

SE RESUELVE ESTA ECUACióN CUADRÁTICA Y SE LLEGA A LOS VALORES O 716 S Y 2 99 S EL PRIMER VALOR. QUE ES EL TIEMPO MÁS CORTO, SE IDENTIFICA COMO 

t08 , YA QUE REPRESENTA El TIEMPO NECESARIO PARA QUE LA PELOTA ALCANCE El PUNTO 'B' QUE TIENE LA MISMA ELEVACIÓN QUE EL MTO 'A' Y EL TIEMPO 

t0A ES EL TIEMPJ EN El QUE LA PELOTA VUELVE A PASAR POR LA MISMA ALTURA DEL MTO '8', QUE ES (A ALTURA DEL EDIFICIO LUEOO, tOA = 2. 99 S. SE 

SUSTITUYE EN LA ECUACióN (1) Y SE OBTIENE QUE R = 1 0.5(2.99) = 3 1 .40 m. 

PARA DETERMINAR LA ALTURA MÁXIMA. SE TIENE QUE EL TIEMPO EN El QUE LA ALCANZA ES LA MITAD DEL TIEMPO EN QUE SE DESPLAZA DE 'B' A 'A' ES DECIR, 

tk - 2.99-0 716 - 2.274 S. LUEOO N 

hM = 5+voy tbr.� + � ay t2h"' => h M  = 1 .5 + 1 8. 19(2.274)+ � ( 9.81){2.274Y => hM = 1 7. 5m. 



CÁLCULO ! 
CALCULAR EL VALOR DE LOS SIGUIENTES LIMITES 

' ) li - x + l - 1  
1 m - __ 

x �o 2 - Jx + 4 
.. ) li 8 - x + 64 
n m -- ­

" �o 3 x + 64 - 4  
. x + l - 1  O SCX.UC� t) SE TIENE QUE hm - -= = QUE ES UNA FORMA I�ETERMI�DA PARA DESAPARECER LA INDETERMINACIÓN, SE MULTIPLK:AN 

X •0 2 - ' X  +4 o 
Al MISMO TIEMPO, NUMERADOR Y DENOMINADOR POR SUS RESPECTIVOS 'BINOMIOS CONJJGADOS' ASI -- -- - - r-

lim _. x � _ lim � + 1 - 1 . . ; + 1 + 1 . 2 + · x + 4 
x •O 2 - , x + 4 x -.o 2 ...: X + 4 x + 1 + 1 2 + . x + 4 

� um (x + 1 - 1� + - x + 4) � 1im x (r . ' + 4  )f lim 2 :: x .._ � -
4 

� -2 
x >0 [4 - (x + 4)X /X + } + 0 x ---+O - X  'x + 1 + ) X >O , X + 1 + )  2 

0U: ES EL VALOR DEL LIMITE 

. 8 - x + 64 O 
n) SE TIENE QUE hm --= ·-==- = - QUE ES UNA FORMA INDETERMINADA PARA DESAPARECER LA INDETERMINACIÓN, SE HACE LO 

X -.0 � X + 64 - 4 0 
SIGJIENTE SE SIMPLIFICA LA EXPRESIÓN MEDIANTE UN CAMBIO DE VARIABlE EN EL QUE EL RADICANDO C�UN DE AMBAS RAleES SE CAMBiA POR UNA tUV� 
VARIABLE A LA QUE SE LE COlOCA COMO EXPONENTE EL MINIMO COMlJ.l W..TIPLO DE LOS iNDICES DE LAS OOS RA!cES, QUE EN ESTE CASO ES 6 ENTONCES SE 
PUEDE ESCRIBIR 

X + 64 = y 6 EL LIMITE DE X + 64 CUANDO X � 0 ES 6-4 LUEGO, PARA QUE El LIMITE DE y 6 
SEA 6-4, LA NUEVA VA�E y DEBE TENDER A 2 ASI SE 

REALIZA El CAMBIO DE VARIABLE Y SE LLEGA A 

l. 8 - X + 64 . 8 - Y 
6 

8 - y ' 0 1m - = hm -- - = lim - -- = 
, ... o � x + 64 - 4 y > 2 J y 6 - 4 y • z y 2 - 4 O 

PARA QUITAR L A  INDETERMINACIÓN, SE FACTORIZAN M..JMERAOOR Y DENOMINADOR SE REALIZAN LAS SIMPLIFICACIONES CORRESPONDIENTES Y SE LLEGA Al VAL� 
DEL LIMITE LUEGO, 

QUE ES EL VALOR DEL LIMITE 

. � l+ x3 oc 
tu) SE TIENE QUE hm = - QUE ES UNA FORMA INDETERMINADA PARA QUITAR LA INDETERMINACIÓN, SE DIVIDEN NUMERADOR Y 

x---+ao 5x oo 

DENOMINADOR ENTRE LA VARIABlE CON MAYOR EXPONENTE. QUE EN ESTE CASO ES X 1 = X  ESTO SE HACE PARA BUSCAR QUE DESPU�S DE LA DM 
�NTE QUEDE LA VARIABLE COMO DENOMINADOR Y. AL HACERLA TENDER A 00 ,  COMO SE SABE, LA DIVISIÓN ENTRE 00 ES CERO Y DESAPARECE · INDETERMINACIÓN ASÍ, SE TIENE QUE 

QUE ES EL VALOR DEL LIMITE 

\'t + x 3 '¡ + X 3 ( 1 
- -- 3 --- 3 1- + 1 

x x 3  , x 3 
- = lim - = lim 

5 x  , .• f.( 5 , . �r  

X 

5 

ÁLGEBRA·GEOMETRIA ANAÚTICA 
1 

DEMOSTRAR QUE EL lilMERO DE DIAGONALES DE UN POLÍGONO DE. n '  LADOS ES D 0 = 2 n (n 3) 
SCX.UCIÓN UN TRIANGU.O NO TIENE DIACXlNALES LO QUE SE VERIFICA AL APLICAR ESTA EXPRESIÓN ASI. 

D 3 = 
1 

(3 )  (3 - 3 )  = O 2 
SI SE UTILIZA EL MÉTODO DE DEMOSTRACIÓN CONOCIDO COMO 'INDUCCIÓN MATEMÁTICA SE TIENE QUE. 

1 
PARA n "" k  ::::> D t  = k (k - 3) HIPóTESIS 

2 

1 
PARA n = k  t 1 ::::> Dt•l - (k + 1){k -2) TESIS 2 

3 ·o + f 1 
= = 

5 5 

UN POLINOMIO DE· k· LADOS, AL AUMENTARSE UN V�RTICE, SE AUMENTAN k -2 + 1 = k - 1 DIAGONALES LUEGO SE SUMA ESTE BINOMIO A LA HIPóTESIS Y SE 
LLEGA A 



D L 1 = 1 k (k - 3)+ (k 1 ) - l k (k 3)+ 2 (k - l ) - k (
k - 3)+ 2 (k_- l ) - k 1 -3k

+ 2k - 2  
2 2 2 2 2 

= 1 (k 2 - k + 2)= 1 (k + l) (k 2) 2 2 
EXPRESIOtl QUE ES IGUAL A LA TESIS POO LO QUE LA FÓRMULA DADA ESTA DEMOSTRADA 

ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO 

3 

SE lENE UNA LINEA MUY LARGA, COO DENSIDAD liNEAl DE CARGA U"F<lRI'" '. = -2.0 [ �] lA auE SE CONSIDERA OJE OOOODE COO El EJE y DE UN 

DETERMINADO SISTEMA COORDENADO. COMO SE OOSERVA EN LA FIGURA, EN CADA UNO DE LOS PUNTOS A ( 2, 0, 0 ) m Y B ( 2, 6, 0 ) m SE COLOCA 

� CARGA  Pl.MOO DE Q = 4 [J..lC] TODAS LAS CARGAS DE ESTE CONJLMO ESTAN LO SUFICIENTEMENTE ALEJADAS COMO PAAA DESPRECIAR EL EFECTO DE 

W..CCIÓN SUPÓOOASE QUE SE ENCUENTRAN EN EL VACIO DETERMINAR 

a) EL CAMPO ELtCTRICO TOTAL EN EL PUNTO C ( 6, 3, 0 ) m. 

b) EL TRABAJO �CESARlO PARA TRASLADAR LNA CARGA q = 1 [nC] DESDE EL PUNTO ' C '  HASTA EL PUNTO 

D ( 2, 3, O ) m. 

y( m] 

5a.UCIÓN 

a) CON EL PRINCIPIO DE SUPERPOSICIÓN Y COOSIDERAtro QUE f CE = r <'E , SE PLANTEA LO SIGUIENTE 

... -+ '"1> .. 
E c = En+ EcQ A + ErQ 8 

� 1 2 A 1 QA  " O a  � E e = -- - r rE + -- -- r A<' + --2 r oc 
4 7tE O f CE 4 7tE O f AC 2 4 7t& O f BC 

� 
Ec = 

47tt0 

ro,() Q A 1 - Q B ; Y f AC = f BC ENTONCES SE PUEDE ESCRIBIR 

-E• _ 1 [ 2 A � Q A ( 8 , )] _ g O 9 [ - 2 (2 x 10 6 )  i 4 x 10 - 6  ( 8 �)] 
e - -- - - 1 + 2 1 - x 1  - - ---+ 2 1 

47tE o f CE f AC 5 6 (5) 5 

Ec = 9 x !O '  (- : i + 1� i) = 9 x !O '  ( - 04107 i) = 3,696 i [� ] 

b) PARA CALCUlAR El TRABAJO REQUERIDO SE CONSIDERA LO SIGUIENTE 

e W 0 = EP 0 - EP e = q V oc 

�INSPECCIÓN SE OBTIENE QUE V oc A < o ' V OCQ A > O ; VocQ 8 
1 

V oc = -4 7tt o 
2A Ln re Q A ( 1 

r0 
+ 

4 7te 0 rAO 
SE OBSERVA QUE r AO = f 80 Y, COMO f AC = f ac , ENTONCES SE PUEDE ESCRIBIR 

1 
J rae 



1 re 2 Q A ( 1 1 ) ( 1 ) [  6 Voc = -- 2A. Ln - +  - - - = 2  -.- - 2 x l0 Ln 47tE 0 ro 47tE o f AD f Ae 4 1tE o 

V oc = -39,950 + 9,600 , V oc = -29,950 [v) 

6 6 ( 1 1 )] 
2 

+ 4 X 10 - J - S 

Y FINALMENTE, EL TRABAJO ES IGUAL A 

e W o = (1 X 10 -9 ) (- 29,950 ) , e W D = -29.95 X 10 6 [J] 
MATEMÁnCASAVANZAOAS 

SERIES Y COEFICIENTES DE FOURIER EN [- 1t , 1t ] 
SEA T UNA  F�IÓN INTEGRABLEEN EL EINTERVALO CERRADO [- 1t , 1t ] ENTONCES 

1 LOS COEFICIENTES DE FOURIER DE ' f' EN [- 1t , 1t ] SON LOS NÚMEROS 

a0 = -1 jx f(x )dx , a . = 1 Jx f(x ) cos(nx ) dx , n = l,2,3, . . .  ; b 11 = _!_r f(x ) sen (nx ) dx , n = l,2,3, ... 21t -x 1t 71 1t 71 
<C 

2 LA SERIE DE FOURIER DE ' f '  EN EL INTERVALO [- 1t ,  1t ]  ES: a0 + ¿[ao cos(nx)+  b0 sen(nx)] , DONDE LOS COEFICIENTES SON LOS 
o=l 

COEFICIENTES DE FOURIER DE' f' EN [- 1t , 1t ] . 
EJEMPLO ENCONTRAR LA SERIE DE FOURIER DE f (X) = X 4 EN [- 1t , 1t ] 
COMO X 4 ES PAR EN [- 1t , 1t ] , b 0 = 0 . SE CALCULAN LOS iTROS DOS COEFICIENTES Y SE TIENE QUE 

a o = _!_ f71 X 4 dx = _!_ [�] 71 = 1t 4 1t Jo 7t 5 5 o 
Y, PARA n = 1,2,3, .. SE TIENE QUE a • = � .r: X 4 cos(nx) dx , INTEGRAL QUE SE RESUELVE POR PARTES (4 VECES) Y DA POR RESULTADO 1t 

\ 

t 
a . =  _3_ [x 4  sen (nx )t - 8 [Jn 2x: - 6  sen {nx: )- 0 2 x 3  3- 6x cos (nx )] x = � (n 2 7t 3 - 67t)cos (nr ' l  n7t n1t n n 0 1tn J 

YSE LLEGAA a. = 84 (n 27t2 -6X- 1)• PORLOQUELA SERIE DEForniER PARA f(x)= x4 EN [- 7t ,  7t ] ES n 

UTOP(A CIENTfFICA 

4 "" 8 � + L -4 (n 2 7t 2 - 6 :X- 1 t cos (nx ) 
5 N = J  n 

¿SON LOS SERES HUMANOS DEMASIADO INTELIGENTES PARA SU PROPIO BIEN? 
A PRINCIPIOS DEL SIGLO XXI LOS SERES HUMANOS SE PREGUNTAN SI ESTAN ESCLAVIZADOS POR LAS MAQUINAS QUE UTILIZAN, LASI 
COSECHAS QUE HACEN CRECER O EL DINERO QUE GANAN. PERO HAY DOS POSIBILIDADES LATENTES EN LA CIENCIA Y TECNOLOGlA 
ACTUALES UNA ES EL DESAFIO DE LAS COMPUTADORAS QUE, EN CIERTO SENTIDO PRACTICO, SERAN MAS INTELIGENTES QUE LOS 
SERES HUMANOS. OTRA IDEA ES QUE EL CONOCIMIENTO DE LA GENtTICA Y LA INGENIERIA GENÉTICA PODRIAN OFRECERNOS LOS 
MEDIOS PARA CREAR UNA NUEVA ESPECIE O RAZA DE SERES HUMANGS SUPERIORES AL HOMO SAPIENS SAPIENS EN PODERES TANTC 
FISICOS COMO MENTALES. EN CUALQUIER CASO, LA GENTE PUEDE CREER QUE SE LE HA CONDENADO A LA MISMA RELACIÓN C� 
SUPERCOMPUTADORAS O SUPERHOMBRES, QUE LA QUE TIENEN LOS CHIMPANCÉS CON LOS SERES HUMANOS. ESTAS POSIBILIDADES 
EXTREMAS TRAEN A COLACIÓN MUCHAS PREGUNTAS: ¿EN QUÉ MEDIDA EL TRABAJO CREATIVO DEL HOMBRE. EN LAS ARTES Y EN L'.¡ 
TECNOLOGIA. SERIA MANEJADO POR LAS COMPUTADORAS? ¿DÓNDE ESTA LA LINEA DIVISORIA ENTRE LA CURACIÓN DE DEFECT�I GENÉTICOS EN PACIENTES Y EL TRATAR DE CREAR SERES HUMANOS SUPERIORES? ¿CUAL ES LA ESENCIA DE LA NATURALW,1 HUMANA QUE LA HACE DIFERENTE A LAS MAQUINAS O A LOS SUPERHOMBRES? CON EXCEPCIÓN DE LA EXTERMINACIÓN, NO PODRl� 
HABER NADA TAN EMPOBRECEDOR COMO ROBAR A LOS SERES HUMANOS EL CONTROL SOBRE SUS PROPIOS ASUNTOS, Y DIRIGIRl.OI TODO DESDE COMPUTADORAS SUPERINTEUGENTES O SUPERHOMBRES. Y TÚ, LECTOR. ¿QUÉ CREES AL RESPECTO? . f 

¡ HA  Y UNAM, QUÉ EMOCIÓN VIVIRTEI 
SE AGRADECE LA COLABORACIÓN DE LOS INGENIEROS ERIK CASTAÑEDA Y GABRIEL JARAMILLO. 

PRODUCCIÓN: ING. PABW GARCÍA Y COLOMÉ. REVISIÓN: ING. ENRIQUE ARENAS SÁNCHEZ 



BOLETÍN COPAD/ 

t i FACULTAD DE INGENIERÍA. UNAM 
COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE 

ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS � 
AÑO 2000 NÚMERO 8 2 DE SEPTIEMBRE DE 2000 

EDITORIAL 
ESTE BOLETIN DE LA COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS ES UNA 
PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO ES 
APOYAR SU DESEMPEÑO ACADÉMICO. A PETICIÓN DE ESTUDIANTES DE LA FACULTAD, SE PUBLICARÁN TAMBIÉN 
EJERCICIOS DE LAS DIVISIONES PROFESIONALES. SI ALGUNOS EJERCICIOS QUE APAREZCAN NO LOS HAS 
ESTUDIADO, COLECCIONA EL BOLETlN Y YA LOS NECESITARÁS. ¡YA VIENE LA "SEMANASEFIINGENIERIA UNAM 
2000" CON SUS FABULOSAS "SEFIOLIMPIADAS 2000" DEPORTE·CUL TURAi tPARTICIPA Y GANA" 
QUIMICA 

1 . l 
El ut TIMO ELECTqOO DE LtJ A TOMO TIENE LOS NWEROS CUANTICOS SIGIJENTES n = 4 , = 1 , m = -1 y gtrO + - . SUPONGA QUE AL A TOMO SE LE 

2 
QUITAN ELEClRO'JES DE TAL MANERA QUE SOlAMENTE CONSERVA UNO CALCULE LA FRECUENCIA DE LA SEÑAL ELECTROMA�TICA QUE SE EMITE CUANDO EL 
ELECTRÓN SAl TA DE LA SEXTA ORBITA A LA TERCERA 

., 

,¡ SlllUCIÓN PARA El cAl. CULO OELA FRECUENC� SE UTILIZA LA ECUACIÓN e - Á f EN LA CUAL e - 2. 997924 X J 0 1 [ : ] . Á = LC>IGITL<l DE ONO.O 

t f = FRECUENCIA COMO SE OBSERVA. SE: REOUifRE LA LONGITUD DE ()II()A Y COMO SE TRATA DE TRANSICIOOES ELECTRÓ'JICAS EN UN A TOMO HIDROOENOIDE, _.VF PIENSA INMEDIATAMENTE EN LA ECUACIÓN DE BOHR 

� - Z 2 R [ �- 1
1
] donde R - 10,973,731 53 [_!_] A. n ,  n ,  m 

DE IGUAl FORMA SE APRECIA QUE HAY VARIABlES DESCOI'JOCIDAS COMO EL N'JMfRO ATÓM.Cv (z) n 1 (NIVEL FINAL) Y n ¡ (NIVEL INICIAL) VEAMOS CÓMO 

CALCULARLAS 
PARA Z 

P . 1 
EN EL PROBLEMA SE MENCIONA QUE PARA El UlTIMO ELECTRÓN DEL AlOMO n = 4 ,  = 1 , m = - 1  y g1r0 = + ESTA INFORMACIÓN P�RMITE 

2 

IDEtHFICAR AL ELEMENTO DEL QUE SE TRATA. CON EL ANALISIS SIGUIENTE PARA n 4 P PUEDE TOMAR VALORES DE 

0 - s , t - p  , 2 - d  : 3 = f  

EN ESTE CA� �f TRATA DEL ORBIT�L 11 
p 

11 EN tSTE: 11 m 11 PUEDE ADQUIRIR VALORES DE ) , 0, + 1 QUE CORRESPONDAN A LAS TRES ORIENTACIONES 

( np, , np � , np 1 ) DEL ORBITAL 11 p " EN EL ESPACIO SE DFOUCE QUE s, m - -1 EL ELECTRóN SE UBICA EN np x 

fiNALME NTE Y SEGúN El PRif.OIP� OHXCLUSIÓN D"AULI UN

·

OR.T Al PUEDE CONTENER 2 ELECTRONES CON !>ROS OPUESTOS ( + � y - � ) SI EL QRO 

1 
ES + . LA REPRESENTACIÓN PUEDE PLANTEARSE DE LA MANERA SIGUIENTE 

2 

- 1 o + 1 

ASI QUE SE TRATA DE UN ELEMENTO CUYO ULTIMO ELECTRÓN SE UBICA EN EL ORBITAL 4p 1 QUE ES EL GALIO, CON NUMERO ATÓMICO 3 1  Y COOFIGURACIÓN 

ELECTRÓNICA Js2 2S1 2p
6 

Js 2 Jp6 4s2 Jd10 4p1 



PARA···-n f y n ¡ 

COMO SE TRATA DE UN FENÓMENO DE EMISIÓN, S!t� QUE n f ::::: 3 y n ; = 6 . YA QUE EL ELECTRÓN SALTA DEL NIVEL 6 AL NIVEL 3 
'emla l6n  

8 ) ) n=1 n=2 n=3 
.­
r.-e 

SI SE SUSTITUYE EN LA ECUACIÓN DE BOHR, SE TIENE QUE 

� = (3 1]' (10,973 ,73 1 53] [ �] [ 
(3
;, - (ó

l)' ] => � = 878 813 x 106 [�] 
DE TAL FORMA QUE A = l .  13 79 X 1 0-9 [m] Y LA FRECUENCIA CORRESPONDIENTE SE CALCULA COMO 

2 .  997924 x 10 8 [ m 

J · 

f = C = S = 2 .6346 X 1017 [!] 
QUE ES EL RESULTADO FINAL DE LO SOLICITADO 

C LCULO I 

A 1 . 1 379 X 10-9 [m ] S 

UNA 'RUEDA DE LA FORTUNA' COMO LA MOSTRDA EN LA FIGURA, DA UNA VUELTA Y MEDIA CADA DOS MINUTOS. ¿CON QUE VELOCIDAD SE ELEVA UNA PERSONA CUYO 
ASIENTO ESTÁ A 29 M  SOBRE EL NIVEL DEL SUELO? Y, ¿CUÁL ES LA VELOCIDAD TANGENCIAL DE LA PERSONA CON RESPECTO A LA TRAYECTORIA CIRCULAR QUE 
DESCRIBE? 

de l .  5 (21t) rad rad 
SOLUCióN. LA VELOCIDAD ANGULAR DE LA RUEDA ESTÁ DADA POR (¡) = - = = l .  5 1t -- Y, DE ACUERDO CON LA FIGURA EN LA QUE SE 

dt 2 min min 

dy . 
HAN FIJADO MAGNITUDES VARIABLES Y CONSTANTES, LO QUE SE PIDE EN EL PROBLEMA ES LA RAPIDEZ CON LA QUE VARíA ' y · , ES DECIR, - Y LA SEGUNDA. 

dt 
PREGUNTA ES CON RESPECTO AL VALOR D E  LA VELOCIDAD TANGENCIAL, LA QUE, EN RELACIÓN CON E L  TRIÁNGULO RECTÁNGULO DE L A  FIGURA ES · V  1 '  

LA DISTANCIA ' y ' SE EXPRESA COMO. 

DE LOS DATOS 

LUEOO 

y= l 8 sene DE DONDE 
dy de - = 1 8 cose ­
dt dt 
9 y = 9 m => e = ang sen- => e = 30° 18 

dy = 18 cos 3 o o (1. 5 1t) => 
dt 

dy 
= 73.46 

dt 
POR OTRO LADO, DEL TRIÁNGULO RECTÁNGULO DE LA FIGURA, SE TIENE QUE· 

e 73 .46 co s = -- => v, = 84.82 

m m 
POR LO QUE LA PERSONA SE ELEVAA RAZÓN DE 73.46 -- Y SU VELOCIDAD TANGENCIAL ES DE 84.82 --

min min 

2 



ECUACIONES DIFERENCIALES 
RESQVER EL SIGUIENTE PR<JelEMA DE CONDICIONES INICIALES 

y" - ,2 y' + y = O  ; y (0) = -.2 ; y' (O)= O 
SOLUCIÓN LA ECUACIÓN CARACTERISTICA ES m 2 - • 2 m + 1 = 0 . LUEGO 

2 
DEOONDE a = -

2 

m =  2 ± 2 - 4  
2 

r- ,.-- . r-- --2 ± "\,2 1  "\,2 ...., 2 = ---- = ± 
2 2 2 

2 y b = - POR LO QUE LA SOLIXIÓN GENERAL DE LA ECUACIÓN DIFERENCIAL ES 
2 

' X ' •  2 2 2 ( ) y = e 2 e 1 COS � X + e 2 sen �- X 
DE LA PRIMERA CONDICIÓN 

SE DERIVA ESTA EXPRESIÓN Y SE TIENE QUE 

2 ( -
- x 2 y' = e 2 sen -·- X + e 

2 2 
-

,..- ) r.-
-.f2 ( ,--

2 ��2 J2 - x r;:: '\!2 
COS -·- X + e 2 , 2 COS - X + e 2 sen 

2 2 2 2 
Y, DE LA SEGUNDA CONDICIÓN 

y' (O) = O  => o=  e 2 -
2 (1) + � {. 2) 
2 2 . .,'2 ( '2 h J y = �.'2 e 2 x cos "

2 
x - sen 2 x 

MATEMÁTICAS AVANZADAS 
SI LA FUNCIÓN ANALÍTICA f ( Z) = U (X, y ) + i V (X, y ) SE EXPRESA EN TERMINOS DE LAS COORDENADAS POLARES r y e , DEMOSTRAR QUE 

ou 1 OV ov 1 ou = y = :.... 
or r ae ar r ae 

scx.uci6N f (z) = u  (x ,  y) + v (x, y) i donde 
Cu ()y COMO 11 f 11 �S ANALiTICA �NTONC�S - = - y . Ox Oy 

X = r COS e y y = r sen e 
av au - = --Ox Oy 

SE DERIVAN 
11 U 11 y " V 11 CON RESPECTO A 11 r 11 y 11 e 11 Y SE TIENE QUE 

au = ou ox + ou
. 
oy = ou cos e + o u sen e (1) or ex cr fly ar ox ay 

ov = av ex + flv ay = av cos e +  OV sen e (2) or OX cr cy or ax ay 
ou ou ex ou oy ou ( ) au ( 

) - = --- + = - - r sen e + - r cos e 
ae ax ae oy ae ax oy 
OV av ex cv cy cv ( e ) 

av ( e ) = - + - = - r sen + r cos 
ae ax ce ay ae ax ay 

DE LAS ECUACIONES (1) y (3) REPRESENTADAS EN FORMA MATRICIAL, SE OBTIENE 

[ cos e 
- r sen e ,��. 99 ] [ !n = [ !l l 

(3 ) 

(4) 



ECUACIONES DIFERENCIALES 
RESOLVER EL SIGUIENTE PR08LEMA DE CONDICIONES INICIALES 

y"- ,2 y' + y = 0  ; y (0)= �.2 ; y ' (O)=O  
SOLUCIÓN LA ECUACióN CARACTERISTICA ES m 2 - 2 m + 1 = 0 . LUEGO 

2 
DE OONDE a ;:; -

2 

- 2 ± 2 - 4  m =  ;:; 
2 

2 ± '"2 i �.2 "'2 . 
-- ;:; - ± - 1 
2 2 2 

2 y b = - POR LO QUE LA  SOLUCióN GENERAL DE LA ECUACióN DIFERENCIAL ES 
2 ">!2 X ( • 12 '2 ) y = e 2 e 1 COS � X + e 2 sen 2 X 

DE LA PRIMERA CONDICióN 

y (O)= 2 ::::> 
� "  � '-2 v2 '2 (  

� ,- ) y = e 2 , 2 COS 2 X + e 2 sen 2 X 

SE DERIVA ESTA EXPRESIÓN Y SE TIENE QUE 

2 ( � - ' ) ,- fi ( r- � )  - "  - 2 2 '\ 2 2 .:...._ " '- 2 ' 2 y' = e 2 - sen - x + C 2 '- cos -'- x + - e  2 -. 2 cos - x + e 2 sen -·- x 
2 2 2 2 2 2 

Y. DE LA SEGUNDA CONDICIÓN 

(, 2 2 ( -) y\ O)= o ::::> o =  C 2 (1) +  =- . 2 
2 2 

,- ... 2 " ( -v2 Ji ) y = .... 2 e 2 cos 2 x - sen 
2 

x 

MATEMAncASAVANZADAS 
SILAFUfiiCióNANALÍTICA f(z)=  U (x , y ) +  Í V (x, y )  SE EXPRESA EN TÉRMINOS DE LAS COOROENADAS POLARES r y e , DEMOSTRARQUE 

ou 1 fJv fJv _ 1 ()u = - - y - = - -ar r ae ar r ae 

SOLLICIÓN f (z) = u  (x, y)+ v (x, y) i donde 
au av 

COMO " f " ES ANALiTICA, ENTONCES = - y 

X = r COS e y y = r Sen e 
av au 

SE DERIVAN " U " y 
ax ay = ax ay 

" V 11 CON RESPECTO A 11 r 11 y 11 e 11 
Y SE TIENE QUE 

ou = au_.ax + ou ay = au 
cos e +  

au sen e 
or ex cr ?y or ax ay 
av av é!x fJv ay av e av e = - + - = - cos + - sen 
ar ax ar fJy ar ax 8y 

(1 ) 
(2) 

au 8u ax au ay au ( ) au ( ) = - - + -- = - - r sen e + r cos e ae ax ce cy ae ax ay 
av fJv ex av ay fv ( e )  OV ( e ) - = + = - - r sen + - r cos 
ae ax ae 8y ae ex oy 

DE LAS ECUACIONES (1) y (3) REPRESENTADAS EN FORMA MATRICIAL, SE OBTIENE 

[ cos e 
- r sen e 

sen e ] [ : � ] - [ � � ] 
r cos e :� - :� 

(3) 

(4) 



SE RESUELVE EL SISTEMA POR KRAMER DE LA SIGUIENTE FORMA 

a u 1- sen e 1 
ar 
au au au 

r cos e - r cos e - - sen e a_u_ = __ a_e _____ 
= ar ae 

-- = 
ou 

cos e - cu sen e 

r cos 2 e + r sen 2 e cr ae r ax cos e sen e 

j- ( sen e r cos e 1 

cos e 
a u -
ar 
a u - ou au 

- r sen e 
a u a e - - ---- - = 

- cos e + - r sen e 
ae _ ª-r__ _ 

r cos 2 e + r sen l e 
= au cos e cu e - - + - sen 

ay cos e sen e 

- r sen e r cos e 

a e r 

SI SE PROCEDE EN FORMA ANAl.OGA CON LAS ECUACIONES ( 2) y ( 4) SE OBTIENE 

a u 
COMO " f " ES ANALITICA 

ax 

!!._v = ov 
cos e 

- av sen e 
• • • ( 7) 

ax ar ae r 

ov = av 
sen e + 8v co� . . • ( 8 )  

ay ar oe r 

= av 
DE DONDE, AL IGUALAR ( 5) y ( 8) 3E LLEGA A 

ay 

au 
cos e _ au sen e _ !}_

v 
sen e + Dv cos e 

ar ae r or ae r 

( au - 1 av ) cos e - ( � ou + CV ) sen e = o 
ar r ae r ae or 

cr 

(s ) 

. . .  (6) 

COMO LAS FUNCIONES COSe y sen e SON LINEALMENTE INDEPENDIENTES, PARA QUE UNA COMBINACIÓt� LINEAL DE ELLAS SEA CERO. SE REQUIERE QUE 

DE DONDE, FINALMENTE, DE TIENE QUE 

QUE ES LO QUE SE QUERÍA DEMOSTRAR 

au - � ov = o 
y 

1 au + av 
= 

o 
ar r ae r ae (lr 

a u 

ar 

1 ov 
r oe 

y 
ov l élu 

= -

ar r ae 

(N Ou 
NOTA t.JNRESUL TAOO IGUAL SE 0611LNE SI SE CONSIDERA LA'IGUALOAO 

- = - -

CIENCIA Y TECNOLOGIA 
ex ay 

CUÁNTA RAZÓN TENIA LEIBNIZ CUANDO EN SU ÉPOCA EXPRESARA: 

4 

•NO ES ADMISIBLE QUE LOS ESTUDIOSOS Y CIENTIFICOS EN LUGAR DE ELABORAR Y CONFRONTAR NUEVAS TtCNICAS PIERDAN SU TIEMPJ, 
COMO ESCLAVOS EN LAS FATIGAS DEL CÁLCULO, QUE PODÍA SER CONFIADO A CUALQUIERA S/ SE PUDIERAN UTILIZAR MAQUINAS PARA ELLO't 

ESTUDIANTES: APROVECHEN LOS APOYOS ACADÉMICOS DE LA COPADI HAY SESIONES EN QUE SE RESUELVEN EXÁMENt.: 
COLEGIADOS ANTERIORES. SON MÁS DE 90 MINUTOS DE EJERCICIOS PARA PREPARAR TUS EXÁMENES. ADEMÁS ESTÁN LAS "AAO 
(ACCIONES ACADÉMICAS INDIVIDUALES) EN LAS QUE COMPAÑEROS TE AYUDAN EN DUDAS DE MUCHAS ASIGNATURAS. CONSULTA LC: 
HORARIOS EN LAS VENTANAS DE LA COPAD! Y ENTRA. AHí TE ESPERAN ESTUDIANTES COMO TU QUE QUIEREN AYUDARTE Y APOYAA 
ASÍ TU APRENDIZAJE PARA QUE ALCANCES EL ÉXITO EN TUS ASIGNATURAS. 

¡HAY UNAM, QUé EMOCÍÓNVIVIRTEI 
SE AGRADECE LA COLABORACIÓN DE LA QFB VIOLETA L. M. BRAVO HERNÁÑDEZ Y DE LOS INGENIEROS 

ERIK CASTAÑEDA DE ISLA PUGA, GABRIEL JARAMILLO MORALES Y ENRIQUE ARENAS SÁNCHEZ. 
PRODUCCIÓN: ING. PABLO GARciA Y COLOME REVISIÓN ING ENRIQUE ARENAS SANCHEL 

COLABORACIÓN: LIC. ANA MARIA VIEYRA ÁVliJ. 



BOLETiN · COPAD/ e· � FACULTAD DE INGENIERIA. UNAM 
COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE 

ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS � 
�0 2000 NÚMER0 9 1 7  DE SEPTIEMBRE DE 2000 

EDITORIAL 
ESTE BOLETIN DE LA COORDINACION DE PROGRAMAS DE A TENCION DIFERENCIADA PARA ALUMNOS ES UNA 
PUBLICACióN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO ES 
APOYAR SU DESEMPE�O ACADÉMICO. A PETICIÓN DE ESTUDIANTES DE LA FACULTAD, SE PUBLICARÁN TAMBIÉN 
EJERCICIOS DE LAS DIVISIONES PROFESIONALES. SI ALGUNOS EJERCICIOS QUE APAREZCAN NO LOS HAS 
ESTUDIADO, COLECCIONA EL BOLETIN Y YA LOS NECESITARÁS. ¡YA VIENE LA "SEMANASEFIINGENIERIA UNAM 
2000" CON SUS FABULOSAS "SEAOUMPIADAS 2000" DEPORTE·CUL TURAI ¡PARTICIPA Y GANA" 
PROBABIUDAD (EJERCICIOS DE OPCÍÓN MÚLTIPLE) 
J. DADOS LOS EVENTOS A Y B :  CUY A REPRESENTACIÓN EN UN DIAGRAMA DE VEJI..'N ES 

ENTONCES, PARA LAS SIOUJENTES PROPOSICIONES: 
1) SON EVENTOS INDEPENDIENTES. U) SU INTERSECCIÓN ES EL V ACIO. 
111) SON MUTUA.MENTE EXCLUYENTES. 

SE PUEDE AFIRMAR DE A y B QUE: 1) SÓLO (1) ES CIERTA 2) SÓLO (D) ES CIERTA 3) SÓLO (DI) ES CIERTA -4) SÓLO (II) Y (111) SON CIERTAS. �) TOD...S SON CIERTAS. 

1.- SEA X UNAVAR.IABLE ALEATORIA D1SCRETACON FUNC1ÓN DE DISTRlBUCIÓ� 

· Fx(X)-

ENT� p( � <X' � )  ES: 

1) 0.1 2)0.7 3)08 

O x<O 
0.1 0 5. x < l  
0.8 15.x<2  

1 x�2  

-4)0 ·� 5) NINOUNA DE LAS ANTERIORES. 

J.. EL VALOR DE LA CONSTANTE C , PARA QUE LA FUNCIÓN 

_ { e • si x1 + l 5. 1 
fxr( x ,y)-

0 en otro caso 

SEA UNA FUNCIÓN DE DENSIDAD CONJUNTA ES: 

1 1) 1 2) 1( 3) -
1( 

4)2 �) llo'INOUNA DE LAS ANTERIORES. 

D 

D 

D 



4.- EL TIEMPO QUE TOMA REPARAR UNA COMPtrr AOORA PERSONAL ES ,UNA VARIABLE ALEATORIA CON FUNCIÓN DE DENSIDAD 

O< x< 2 

en otro easo 

2 

EL COSTO DE LA -REPARACIÓN DEPENDE DEL TIEMPO, Y ES IOUAL A 40 + 30 X . EL COSTO ESPERADO AL REPARAR UNA 

COMPUTADORA PERSONAL ES. � 
1)6828 l) 70 3) 1 4) 16.56 

SOLUOONES DE WS EJEROCIOS DE PROBABILIDAD 

t.- RESPUESTA: 4 

5) NINGUNA DE LAS ANTERIORES. 

NO DEBE CONFUNDIRSE EL CONCEPTO DE INDEPEI'.'DENCIA CON EL DE EVENTOS EXCLUYENTES DE HECHO, DOS EVENTOS 
EXCLUYENTES SON DEPENDIENI'ES 

1.- RESPUESTA: l 
DEBE OBSERVARSE QUE SE TRATA DE UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA,QUESÓLO TOMA LOS VALORES 0,1 Y l. 

X 

P ( � < X < %  ) - P ( X = 1 )  = O. 7 
J.. RESPUESTA: C 

RESOLUC1ÓN 

o 

0.1 

DE LA CONDICIÓN r.., r.., j X Y ( X  y )d X d  y 1 

0.7 O.l 

INTEORAL QUE SE. PUEDE INTERPRETAR COMO QUE EL VOLUMEN BAJO LA SUPERFICIE j xr ( X , y ) = e  Y DENTRO DE LA 
1 . 

REGIÓN i + y � 1, PUESTO QUE SE TIENE EL VOLUMEN DE UN CIUNDRO CIRCULAR RECTO DE ALTURA e Y RADIO l. 

4.-

ENTONCES: 

1 e 1C 1 ENTONCES: e = -
1C 

RESPUESTA: A 

E ( 40 + 30 --vX )= 40 + 30 E ( •, X ) 
PERO E ( .[;:  )= J2 Fx _!_ d  x = -

2
- x� I 

o 2 3 ( 2 ) 
POR LOQUE 

E ( 40 + 30 -vX )= 68.28427 

ESTADiSTICA (OPCIONES MUL TIPLES) J.. EL ERROR ESTÁNDAR DE UN EST ADISTICO ES. 

D 
LA DESVIACIÓN ESTÁNDAR ENTRE LA MEDIA. 
EL ERROR EN LA ESTIMACIÓN PUNTUAL. 

2 '2 
3 

A) 
B) 
C) LA DESVIACIÓN ESTÁNDAR DE SU DISTRIBUCIÓN MUESTRAL. 

O) 

E) 

1 - 1 � (  - \1 S,. . ¡ - J k.. X1 - X J n - , - 1  
NINGUNO DE LOS ANTERIORES. 

= 0. 9428 

l.· s1 T Es UNA v ARJABLE ALEATORIA CON DISTRIBUCióN t DE STUDENT coN v GRADOS DE 1.nw RT AI>. t::.NToNn.s T 2 'llr.>r 

DISTRIBUCIÓN: D 
A) B) N (  O , 1 ) 



J .. 

4. 

C) 

E) /,. 

O) F 1 .•· 

SI SE DEFP.-.'E!I< LOS I.STI\tADORFS Dr:. LA \' AR 1·\1'\CIA 1 1 I ( X, - X f v S� 
n - ' ' 

S·' 11·1 1 ir x, - x / 
11 '= 1 

E:-."lO"CES IJ IN'n·R\ Al O f)F CO'\fiAN/ \DI DOS LADOS DI:! 

A) 

C) 

E) 

[ 11 - 1 2 2 .Sn 1 ,  
n- 1 2 ] 2 Sn - 1  

X a . 11  

[ 1n � XI 0 , n o } 2 [ :' s/ . 
X o n 2 

XI u · "  

1 11 - 1  1 ] s, . 1 '  2 s, . 1 
X a 11 - 1 

] '  

11 1 ] -]- sll · l  
XI - (l , 11  2 

Fl ERROR CUADRÁTICO MEDIO DE UN ESTIMADOR é ES 

A) 
C) 
E) 

[ e - E (  é )r E [ é ]-e 
E l( é-e r J  

B) 

D) 

100 ( 1 - a )% PARA LA VARJi\NCIA LS 

B) 

D) 

[_11 5 2  
2 11 ' 

X a , 11 .  1 } 

2 S, ' } s,. [ 11 -1 1 
X o 

11 - 1 1 ] 
X u 1 . 2 , 11 2 ' 11 

Yar ( é ) 
E {[e -E( é )r } 

D 

3 

D 

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS DE ESTADÍSTICA 
l. 

l.· 

Rf.SPt:ESTA: C 
. El FRROR ESTA�DAR DF UN ESTADISTICO ES LA DESVlACIÓ" ESTA.."''D.'\R DE St: DISTRIBl'CIÓN Ml'ESTR.\1 

RES PUI:ST A. D 

l;NA VARJ A.BLE AlEATORIA T SE DEFINE COMO UNA V.A 1'\0RMAI. ESTÁNDAR EI'ITRE LA RAÍZ CLIADRACA DEL COCIE�TE DI: l�A JI 
CUADRADA ENTRE SUS GRADOS DE I.IBERTAD. ESTO ES: 

T z 

, v  
Al. EL!:: V ARLA Al. U' ADRADO SE TU:NE 

T]_ z2 
X] 
V 

Y Pl'F.STO Qt'E l"\A \'.A JI Ct:ADRADA ES LA Sl'MA DE NORMALES ESTA.'-.'DAR AL CUADRADO. E!lo"I'ONCES E?\ EL \t \IER \OOR SE 

TlEli.'E OTRA V A. JI Cl·ADRADA. E�"I'O,CFS 7'2 ES EL COCIENTE DF DOS JI Cl AJ>RADAS E'\"I'RE SLS ORADOS Dli UBERT U>. 1 O QL'E 
DEFTNE L� VA F 

J. RFSPllESTA B LA ESTIMACIÓN I'OR INTERVALOS ESTÁ Di\.DA TRAJ)ICIO:-.:AI.�li-Nir POR [ '� - 1 s,. 1 .  '� - 1-s/ 1 ] 
Xa X a - · " .  1 1 · " .  1 } 2 • 



LA CANI'IDAD 

" 
( n ) s! = L ( x, - X 1 

" 
¿r x. - x 1 

" . ] - "" X ] ( n - 1 ) S,..1 - L./ X. - } . 

ES DECIR, LA DISTRIBUCIÓN DE .!..:1.:..!.1----- EN JI CUADRADA CON n - 1  ORADOS DE LIBERTAD ] CT 
RESPUESTA E 

QUE ES IGUAL 

EL ERROR CUADRÁTICO MEDIO PUEDE INTERPRETARSE COMO LA DIFERENCIA (ERROR) ENTRE EL ESTADISTICO Y EL PARÁMETRO 
ESTIMAJl ELEVADA AL CUADRADO (CUADRÁTICO) Y PUESTO QUE ESTO SE PUEDE HACER VARIAS VECES SE TOMA EL PR.OMEDt 
(MEDfO). QUE PARA EL CASO DE UNA DISTIUBUCIÓN ES EL VALOR ESPERADO. 
EL ERROR CUADRÁTICO MEDIO PARA UN ESTIMADOR SE DEFINE COMO 

ECM ( é ) = E  ( é - O )1 = Var ( é ) + sesgo2 
ALGEBRA LINEAL { 1 si x :S 2  
PARA EL CONJUNTO D = {f (x } ,  g (x } ,  h (x }} , DONDE: f(x)= 

x - 1  si x > 2  

g(x)= {sen
x
2 x  si x :S O

; h(x)= {cos 2x si 
SÍ X > O  X 3  SI 

x � O  
x > O  

OE'ffiR.MJ.NAR UN INTERVALO DE VALORES DE Mx" pARA EL CUAL LAS FUNCIONES DEL CONJUNTO MD" SON· 
A) UNEAI..MENn: DEPENDIENTES 

EN EL INTERVALO X �  0 :  
a (1)+ J} (sen 2 x)+ 'Y (cos2x)= 0 ; COMO sen 2 X = .!_ _ .!_  COS 2X , CON a =  -1 ; J} = 2 y 'Y =  1 SE OBSERVA QUELA 2 2 
FUNCIÓN sen 2 X SE PUEDE ESCRIBIR COMO UNA COMBINACIÓN LINEAL DE LAS OTRAS DOS FUNCIONES. POR LO TANTO, LAS ' 
FUNCIONES SON LINEALMENTE DEPENDIENTES EN EL INTER.V ALO X :S 0 

8) UNEALMEN'ffi INDEPENDIENTES 

· EN EL INTERVALO 0 < X <  2 :  
a (l)+JJ (x)+ r (x3 )= 0 � a = O , JJ = O , r = O  

ENTONCES LAS FUNCIONES SON UNEALMENI'E INDEPENDIENTES. SI SE COMPRUEBA LA INDEPENDENCIA UNEAL CON EL 

l t  x x 3 1 
WR.ONSKIANO. SE TIENE QUE W (x)= O 1 3x2 = 6x � O  entre O y 2 

O O 6x 1 
· EN  EL INTERVALO X > 2 
a (x - 1)+ JJ (x)+r (x3 )= O � a x -a+JJ  x + r  x3 = O  x 3 +0  x + 0  

y = O ; a +JJ = O ; - a = O  � a = O ; JJ = O ; y = O  
ENTONCES LAS FUNCIONES SON LINEALMENTE INDEPENDIENTES EN EL INJ'ERV ALO. SI SE COMPRUEBA LA INDEPENDENCIA UNEAL 

1 

¡x - 1  x x 3 1 
CONEL WR.ONSKJANO, SE TIENE QUE W (x)= 1 1 3x2 ¡ = 6x (x - l - x) = -6x � Q  en X > 2  PORLOTA."'''.I 

1 O O 6x 
LAS FUNCIONES SON UNEALMENTE INDEPENDIENTES EN X > Q. 
NOTA CABE RECORDAR QUE SI EL WR.ONSKJANO ES DIFERENTE DE CREO, SE PRESENTA LA INDEPENDENCIA LINEAL. 

"LA UBERTAD te) ES SOLO UN SUEAo. ESTA DETRAS DE LAS CERCAS QUE ERIGIMOS NOSOTR>S lisa«> S• 

¡HAY UNAM, Q� EMOCIÓN VMRTEI 
SE AGRADECE LA COLABORACIÓN DE LOS INGENIEROS ÁÑGEL LEONARDO BAÑuaos SAUCEDO Y RICARDO MARñNEZ GÓMEZ 

PRODUCCIÓÑ: ING. PABLO GARClA Y COLOMé. REVISIÓN: ING. ENRIQUE ARENAS SAÑCHE1 
COLABORACIÓN: UC. ANA MARIA VIEYRA AWJ 



BOLETIN COPAD/ 

F FACULTAD DE INGENIERÍA. UNAM 

� 1  COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE 
ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS � 

Af:JO 2000 NÚMER0 10  2 DE OCTUBRE DE 2000 

EDITORIAL 
ESTE BOLETIN DE LA COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS ES UNA 
PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO ES 
APOYAR SU DESEMPEf:JO ACADÉMICO. ¡EL LUNES 9 DE OCTUBRE COMIENZA LA "SEMANASEFIINGENIERfA UNAM 
2000" CON SUS "JORNADAS DE INGENIERIA", SUS FABULOSAS "SEFIOUMPIADAS 2000" DEPORTE·CULTURA", SU 
CONGRESO Y SU EXPOSICIÓN ¡PARTICIPA, APRENDE Y GANAI ¡INVITA A TUS PROFESORES! 
DIÑÁMICA 

¿CUÁL ES LA VELOCIDAD V 0 A LA OLE SE DEBE LANZAR UN BLOOUE DE 40 [N] DE PESO CONTRA UN RESORTE LINEAL DE CONSTANTE k = 3,584 [:] 
PARA OLE DESPUÉS DE COMPRIMIRLO. REGRESE EXACTAMENTE A lA POSICIÓN DE LANZAMIENTO? ¿CUÁNTO VALE LA ACELERACIÓN DEL BLOQUE JUSTO EN El 
MOMENTO CI.W'OO EL RESORTE EXPERIMENTA LA MÁXIMA COMPRESIÓN? 

)4 = 0.4 

5a.OCIÓN SEA O m LA COtJI'RESIÓN MÁXIMA PRO!X.X;IOA AL RESORT!: EL TRABAJO TOTAL DE (1) A (2) LO REALIZAN EL PESO ( +) , LA FRICCIÓN (-) Y LA 

FUERZA DEL RESORTE ( -) (LA FUERZA NORMAL NO REALIZA TRABAJO) LA SUMA DE ESTOS TRABAJOS ES IGUAL A LA VARIACIÓN DE LA ENERGIA CINtTICA POR OTRO 

LADO. LA RAP1DEZ EN (2) ES NU..A. 

Uw + U11 +Ut = EC 2 - EC1 � (EC2 = 0) 

W (om +0.7) sen 6 - ¡l W (om + 0.7) cose - 1 k o 2m = 0 - .!_  W v2o . . .  (1) 2 2 g 
DE LA MISMA MAtERA SE F� EL TRABAJO TOTAL DE LOS PUNTOS (2) Al (1) . ClA: LO REALIZAN LAS SIGUIENTES FU:RZAS a PESO (-) • LA FRJCCIOO 

(-) Y "'LI �SORTE (+) EN ESTASC()t.I)ICKHS, ECI = EC2 = o  
- W (om + 0.7) sen e - ll w (om + 0.7) cose+ .!. k o2m = O  . . .  (2) 2 

AL SUSTITUIR LOS DATOS W = 40 [N], ¡l = 0.4 , cose = 0.6 , sen ij  = 0.8 y k =  3,584 [:] EN LAS ECUACKHS (1) Y (2) Y 

SI'*LIFICAA, SE TIENE LO SIGUIENTE SE SUSTITUYEN LOS VALORES EN lA ECUACIÓN (2) Y SE LLEGA A 

22 4 om + 15.68- 1,792 02m = -2.038 v2o � 1,792 02m - 41 .6 om - 29. 12 = 0  

SE RESUElVE ESTA ECUACIÓN Y SE OBTIEt.E CU: Om = 0.1 396 CON ESTE VALOR, DE LA ECUACIÓN (1) SE TIENE CU: V 0 = 2.81 [ 7] 
El DIAGRAMA DE OJERPO LIBRE (DCL) CUANDO SE TIENE COMPRESIÓN MÁXIMA DEL RESORTE. ES DECIR. CUANDO El BLOQUE ESTA A PUNTO DE SUBR. SE MUESTRA 
EN LA SIGUIENTe FIGl.RA 



DE DONDE 

CÁLCULO III 

N -w cose = o . . . (3) y 

( 5) , SE UTILIZAN EST � TRES ECUACIOt..eS Y SE OBTIENE FINALMENTE QUE � = 1 1 2.5 [ � J 
1\ 1\ 

�CAMPO DE Ft..eRZA ESTA DADO� LA ECUACIÓN F (r , e ) = -4 sen e i + 4 sen e j OONOE X = r cos e y = r sen e  
CALCLlAR El TRA&.JO NECESARJO PAPA MOVER � PARTicUlA DEL PUNTO A (1,0) Al ORIGEN, A LO lAROO DE LA ESPtRAL WYA ECUACIÓN PaAA e 
r = e-e . 
sa.LCIÓN El TRA8.'.JO SE OBTIENE A PARTR DE LA EXPRESIÓN 

W = fe F · d r = fe M(x , y) dx + N(x, y ) dy 
DE DCN>E, SI SE APliCA El CONCEPTO DE DIFEREI'-CIAI.. DE UN CAMPO ESCALAR DE VARIABLE VECTORIAl, SE TIENE QUE 

dx = cos e dr - r sen e de dy = sen e dr + r cos e de 
� LO QUE LA EXPRESIÓN QUE DETERM� El TRABAJO QUEDA COMO 

W = fe M(r, 9 } (cos 9 dr - r sen e d9 ]+ N(r, 9 }[sen 9 dr + r cos e d9] 
. . W = fe [M(r, a ) cos 9 + N(r, 9) sen a]dr + r [- M(r, 9}sen e +  N(r, a) cos a]da 

PAPA El CASO DEL PRESENTE PROBLEMA SE TIENE QUE M (r, e)= -4 sen e y N (r, 9) = 4 sen e 
Lt..eOO W = fe [- 4 sen 9 COS 9 + 4 sen 1 9 ] dr + r[4 sen 1 9 + 4 sen 9 COS 9] d9 
�OTRO LADO, � ECUACIONES PARAMÉTRI� PAPA LA TRAYECTORIA · C · SON �  SIGUIENTES 

e = t r = e - l 
de = dt dr = - e - 1 dt 

PAPA DEFINR LOS EXTREMOS DE INTEGRACIÓN, SE HACE LO SIGUIENTE 

DE DON:>E, El TRA&.JO EOOIVAI..E A 

9 = 0  =::) t = O  =::) r = 1  Y SE TIENE ELPUNTO( l , O ) 
9 � 00 =::) t � 00 =::) f = 0 Y SE TIENE El PUNTO ( 0 , 0 ) 

W = fo"" (4e - •  sen t cos t - 4e -• sen 2 t + 4e -• sen 2 t + 4e • sen t cos t ) dt 

W = 8 Jo"" e - •  sen t cos t dt 

. 

Y, COMO sen t cos t = k sen 2 t , ENTONCES LA INTEGRAL QUEDA COMO W = 4 r e -• sen 2t dt , QUE lü. INTEGRAASE 

(CABE RECORDAR QUE ES UNA INTEGRAL IMPROPIA) MEDIANTE EL MtrOOO POR PARTES, DA POR RESULTAOO 

W = lim - - e  1 (2 cos 2t + sen 2t) = - UNIDADES DE TRABAJO. 
[ 4 . J R 8 

R-+«> 5 
O 5 

•CALCULO I 
x 2 + x + l 

ESTL.OIAR LA VARIACIÓN DE LA F�IÓN y = --­X 2 - 1  
1 )  INTERSECCIONES 



1) CON El E.E • y ' : x = O => y = -1 
•} CON El E.E • X • : y = 0 :::) X 2 + X  + 1 = 0 => NO TIEt-.E SCl.UCIÓN REAL 

2) SIMETRIAS 

CONELE.E "x '  

í) CON EL E.E ' y ' 

CON El eRIGEN 

3) ASINTOTAS 
� VERTICALES 

y POR · Y => 

X POR · X => 

X POR ·X => 

y POR - y  

x 2 + x + 1  - y =  x 2 - 1  NO HAY SIMETRIA 

x2 - x + 1  y =  x 2  - 1  NO HAY SIMETRIA 

x2 - x + 1  -y = x 2 - 1  NO HAY SIMETRIA 

lim x 2  + x + 1  3 lim x 2 + x + 1  1 1 --,----= - � 00 y = - � 00 ENTONCES X = 1 y X = - SON ASINTOTAS VERTCALES 
1-+1 X l - }  0 l<-+-1 X 2 - }"  0 

i} 1-«)RtZONT ALES 

lim x 2 + x + 1 = 1 entonces y = 1 
1-+ t ao  x l - 1  

4) EXTENSIÓN 

ES ASINTOTA 1-«)RlZONTAL 

1) EN El EJE ' x '  X E 91 - {- 1 , 1} 
1) ENELE.E ' y ' 

1 ± '\'¡ + 4(Y + 1 XY - 1) x =  => 2(y - 1) 

PRIMERA POSIBILIDAD 

1'00 LO TANTO, LA EXTENSIÓN EN ' y ' ES 

-v3 => y 2: --2 
. 3 => y 2:-2 

,SEGUNDA POSIBILIDAD 

5) EXTREMOS RELATIVOS, PUNTOS DE INFLEXIÓN Y CONCAVIDAD. 

(2y -r '3)(2y - 3)2: o 

2y + 3 � o  ,3 => y � --2 
3 2y - 3 � o  => y �  2 

y =  x2 + x + l => dy = (x 2 - 1X2x + l)-(x 2 + x + 1X2x) => 
dy = 2x3 +x 2 -2x - l - 2x3 -2x 2 - 2x x 2 - 1 dx · (x 2 - 1 Y dx (x 2 - 1  Y 

dy - x 2 - 4x - 1  � x 2 - 4x - 1  -- - O :::::> - x 2 - 4x - 1  =.0 :::::> x 2 + 4x + 1 = O 
dx 

- (x 2 - 1  Y (x 2 - 1  Y -
- 4 ±  ,42 - 4  x =  = -2 ±"3 => x 1 = -2- -. 3 = -3.732 y x 2 = -2 +  3 = -0.268 2 

3 

<U SOO LOS VAllORES CRITICOS [)()t{)E SE PUEDE PRESENTAR UN EXTREMO RELATIVO PARA LOS PI.MOS DE INflEXIÓN SE DERIVA POR SEGLJ.IOA OCASIÓN Y SE 
ANALIZA SI EXISTEN VALORES PARA LOS CUALES ESTA SEGLJt..OA DERIVADA ES NU.A u NO EXISTE ASI, 

d2I_ _ (x 2 - 1!- 2x - 4)-(- x 2  - 4x - 1)2(x 2 - t)2x d2y = - 2x 3 - 4x2 + 2x +4 + 4x3 + 16x 2 + 4x dx 2 - (x 2 - 1}" dx 2 (x 2 - Ir 
d�y = -2x_3_+..,...12_x_2 +6x + 4 2x3 + 12x 2 +6x + 4  = O => 
dx 2 (x 2 - 1} (x 2 - 1 J 

<U ES LA l)IICA RAIZ REAL Y DONDE POSIBLEMENTE SE PRESENTA UN PI.MO DE Ir--FLEXIÓN 



AHORA SE CONSTRUYE LA TABLA CORRESPONDIENTE Al ESTUDIO DE LO QUE SUCEDE EN LOS VALORES CRITICOS Y EN EL POSIBLE PUNTO DE IIIFLE.XIOO CCU: 
OBSERVA. SE DEBE VER SI EXISTE VARIACIÓN DEL SIG.Q DE LA DERIVADA PARA VER SI HAY EXTREMOS Y EN EL POSIBLE PUNTO DE IIIFLEXIÓN SE ANALIZA SI 
CAMBIO DE SIG.Q EN LA SEGUNDA DERIVADA, ANTES Y DESPU�S. LO QUE COIIFIRMARIA SU EXISTENCIA ADEMÁS, SI EL SIGNO DE LA PRIMERA DERIVADA CM6A 
MÁS A MENOS HAY UNA MMIMO RELATIVO Y EN CASO CONTRARIO SE TENORA Ltl MINIMO RELATIVO POR OTRO LADO, EL SIG.Q MÁS O MENOS DE LA SEW 
DERIVADA HABLARA DE COI'CAVOOAD 'HACIA ARRIBA' O 'HACIA ABAJO' RESPECTIVAMENTE A CONTINUACIÓN SE PRESENTA LA TABLA 

X y y' y" CARACTERISTICA 

(-oo,-5 522} DECRECIENTE NEGATIVA NEGATIVA CCH:.AVA HACIA ABAX> 

X = -5.522 PUNTO DE INFLEXIóN o p l. (- 5 522,0 88) 
(-5.522,-3 732) DECRECIENTE NEGATIVA POSITIVA CONCAVA HACIA �� 

X =  -3.732 MINIMO RELATIVO o MIN(- 3.732,0 866) 

(- 3.732,-1} CRECIENTE POSITIVA POSITIVA 1 cx:H;AVA HACIA��� 

X = -1 NO ESTA DEFINIDA ASINTOT A VERTICAL 

(- 1,-0 268) CRECIENTE POSITIVA NEGATIVA Cc:H:.AVA HACIA A8AJ) 
X = -0.268 W.XIMO RELATIVO o w.x (-O. 268,-0. 866) 

(- 0.268,1) DECRECIENTE NEGATIVA NEGATIVA CONCAVA HACIA A8AJ) 

X = 1  NO ESTA DEFINIDA ASINTOTA VERTCAI. 

(l,oo} DECRECIENTE NEGATIVA POSITIVA CONCAVA HACIA � 

LUEOO LA CURVA REPRESENTA UNA FUNCIÓN QUE ES CRECIENTE EN LOS INTERVALOS (- 3.732,-l} y (- 1,-0 268) DECRECIENTE 

(-oo,-3.732}, (- 0.268,1}y (l,oo) . C(M;AVA HACIA ABAJO EN (- oo,-5.522) y (-1,1) COOcAVA HACIA ARRIBA EN (- 5 522,-1) 

(1 , 00) ,  TIENE lJo.l MMIMO RELATIVOEN EL Pl.Jo.ITO (-0.268,-0.866) . UN MINIMO RELATIVO EN EL PUNTO (- 3 .732,0.866) Y UN Pl.Jo.ITO DE IIIFLEXI 
EN EL PUNTO (- 5 . 522 ,0 88 ) 

6) REPRESENTACIÓN GRÁFICA COO LA IIIFORMACIÓN DE LOS INCISOS (1) Al (5) Y LA OBTENIDA DE LA TABLA ANTERIOR. SE TRAZA LA GRAFICA ll FUNCIÓN OBJETO DEL ESTl.{)IO, EN LA CUAL SE OBSERVA TODA SU VARIACIÓN 

. y  
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 1 1 1 1 Aafntota 
: : Af 1 1 J V 

- - - - - - - - - - - -�- - - - - - _ J _ _ � J  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ' . P.l. fñ.r. l l 
:� : l Í\ : 

Aafntota _:s-.l 1 \ : .-z:_ Asfntota 
1 1 1 1 1 1 
1 1 
1 1 

¡AY UNAM, QUE EMOCION VIVIRTEI 

... 

SE AGRADECE LA COLABORACIÓN DEL PROFESOR HUGO GERMÁN SERRANO M RANDA 
PRODUCCION: ING. PABLO GARCIA Y COLOME. REVISION: ING. ENRIQUE ARENAS SANCHEl 

COLABORACIÓN: LIC. ANA MARIA VIEYRAAVIL 
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ESTE BOLETIN DE LA COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE A TENCION DIFERENCIADA PARA ALUMNOS ES UNA 
PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO ES 
APOYAR SU DESEMPE�O ACAO�ICO. PRONTO TERMINARÁ EL SEMESTRE Y ESTÁS A TIEMPO DE CERRAR MUY 
BIEN. lA ESTUDIAR CON MUCHAS GANASI VALE LA PENA EL ESFUERZO. 1Y LLEGARÁS A SER INGENIERO! 
ECUACIONES DIFERENCIALES 

DEl-lA SO.l.ColN <ENERAL DEL SISTE"' NO �NEO X' ; ( -2) _
1
4) X + (: _: ) EN El MERvoii.O (-oo, oo) 

SOlUCIÓN PRIMERO SE RESUELVE EL SISTEMA �NEO X ' = (-
3 1 ) X 2 - 4  

- 3 - A. 1 1 
lA MATRIZ DE COO'ICIENTES ES det (A - A 1 )= = (A. + 2){A. + 5)= 0 . DE  [)()to{)E, LOS VALOOES CARACTERlsTICOS 500 2 - 4 -

A. A1 = -2 y A2 = -5 AHORASE OOTIENEN LOS VECTORES CARACTERlSTICOS CORRESPONDIENTES 

A.1 = -2 � - k1 + k 2 = 0  � k 1 = k 2 
2k l - 2k 2 = o  

A.2 = -5 � 2kl +k l = 0  � k 2 = -2kl 
2k l +k 2 = 0  

�LO TANTO, LOS VECTOOES CARACTERlSTICOS 500 ( : ) y ( _1
2 ) Y LOS VECTORES SCX..UCIOO DEL SISTEMA 00 �NEO 500 

DE ACUEROO CON EL METOOO DE VARIACIÓN DE PARAMETROS. LA SOLLICIÓN DEL SISTEMA 00 HOMC:lGENEO EQUIVALE A LA DEL HOMC:lGEt-1:0 MAs UNA 5a.UCIÓN 
PARTICULAR DEL 00 HOMC:lGENEO LA SCX..UCIÓN DEL SISTEMA HOMC:lGENEO ES X =  C 41(t) [)()II()E 41(t) SE FORMA CON LOS VECTORES SCX..UCIOO DEL 

( -21 SISTEMA �t-1:0 LUEGO 41 ( t) = : _ 21 

Y lA SOLUCIÓN PARTICULAR DEL SISTEMA ES 

( 2 21 1 21 

J 
"' - e  - e  e _, 1 J Y SU INVERSA ES 4l -l (t) = f 3

1 - 2e -e"' - -e" '  3 3 ( 2 21 1 21 

J 
(2 21 1 1 

J 
e_,, - e  - e  31 e -21 e_,, te + - e 

- 2e "1 J J i "' 
31 "' 

(
e 1 ) dt = (e - l r  - 2e _,, 

J f ,. 13 ., dt - e - - e  te - - e  3 3 3 



= (e
-l• 

e - 1 1  

[ 1 1 1 1 1  • 1 1 

J 
[ 6 27 1 - 1  

J 
_ ,, te - - e  + - e  - t - - + -e e 2 3 _ 5 50 4 

- 2e _ ,, ) 1 , , 1 ,, 1 4, - 3 2 1  1 _ , - te - - e - - e - t - - + - e 
5 25 12 5 50 2 

Y ENTONCES, ANAL.MENTE, LA SOLUCIÓN GENERAL. DEL SISTEMA NO HOMOG�NEO ESTA DADA POR 

ClicuLo n 

X = C 4l (t ) + f (t )J f - 1 (t ) F (t ) dt 

[ 6  27 1 -1 ] [6] [ 27 ]  [ 1 ]  
e_,, ) (e ' ) + S t - 50 

+ ¡ e 
= e (l) e-1' + e  ( 1 ) e-'' + 5 t - 50 + ¡ e-' - 2e _,, e 3 21 1 -1 1 1 2 - 2 3 21 1 1 - t --+- e  - - -

5 50 2 5 50 2 

( ) ,----; Ow Ow f)w 
SEA W = yz 2 - X 3 , y SEAN X = e r-t , y = In f + 2s + 3t y Z = '\1 fS + t . CALcu.AR éJr , Os Y 0t 
SQOCIÓN SE UTUZA LA REG.A CE LA CADENA PARA FlJIICIONES ESCAlARES CE VARIABLE VECTORIAL Y SE TIENE QUE 

2 

Ow = Ow Ox. + aw ()y + aw & = -3x2er-t +z2 ( 1 )+2yz ( �) =-3e3(• t) + rs+t  +s In(r+2s+3t) 
éJr Ox. 0r ()y éJr & 0r r+2s+3t 2-..rs+ t  r+2s+3t 

Ow = Ow Ox. + Ow iJy + ()w oz = -3x l  · O + z l __ 2 __ + 2yz( �) = 2{rs + t) + r ln (r + 2s + 3t) os Ox. os iJy éJs oz os r + 2s + 3t 2-vrs + t r + 2s + 3t 
aw = aw Ox. + 

Ow Oy + Ow & = -3x2 {-er-t )+z2( 3 )+ 2y{ 2---) = 3e3{r t) + 3(rs+t} + ln(r+2s+3t) 
c3t Ox. éJt ()y éJt & éJt r+2s+3t 2"rs+ t  r+2s+3t 

CALCULO II 
� EL  va.UMEN DEL SÓ.IOO LIYTADO POR EL PARABOLOIDE CIRClUR X = y 2 + Z 2 Y EL PlANO X = 1 
SQOCIÓN EL va.UMEN QUE SE PIDE SE WESTRA EN LA FIGI.& (A) TAL VEZ LA MEJOR MANERA DE OBTENERLO ES MEDIANTE OTRA PERSPECTIVA DE LA �r.A. 
ca.tO SE OOSERVA EN LA FQRA (B), COO EL E.E "i: VERTICAL 

X 

z 

y 

z 

X y 

ASl, <niSIOEJWI)() LA REGIOO EN EL PLANO ' y  z' , SE OBSERVA QUE LA Fl.Jt.CIÓN DEL INTEGRANOO EQUIVALE AL VCX.UMEN BAJO EL PlANO HORIZONTAL x • 1 Y El 
va.UMEN BAJO El PARABOLOIDE CIRCU.AR. ENTotCES, APROVECHANDO LA SIMETRIA, EL VCX.UMEN SE CALCULA MEDIANTE LA SIGUIENTE INTEGRAL DOBLE 

1' 1.Jkl 11 1.¡¡::;; r, ) r' [ Y 3 ].J).:";f V = 4 0 0 (1 - x ) dy dz = 4 0 0 \1 - y 2 - z 2 dy dz = 4 Jo y - T - yz 2 0 

' ' 1 - z 2 2 1 
= 4 Jo 6 - z 2 )2 - � 

3 
) - z 2 6 - z 2 )2 dz [ 

3 

] 
ESTA INTEGRAL SE PI..EOE RESQVER MEDIANTE LA SUSTITUCIÓN Z = sen 9 , DE LA SIGUIENTE FORMA. 



V � 4 f,: ( cos e - co�' e - sen ' e cos e) cos e de � 4 f,: [ cos e {1 - sen ' e)- co�' e ] cos e de 

= o cos 4 e de = r2 (1 + cos 2e )2 de = G (1 + 2 cos 2e + cos 2 2e) de = - r2 1 + 2 cos 2e + + cos 4e de 8 "  2 "  2 "  2 " ( 1 1  ) 
3 .lo 3 .lo 3 Jo 3 .lo 2 2 

ll 

= 2 [�e +  sen 2e + sen 4e ] 2 = � (� 1t + sen 7t + sen 27t ) = 2 . 3 . 1t = 1t u 3 
3 2 8 o 3 2 2  8 3 2 2 2 

CÁÍCULO I 
lJlA SERIE TELESCÓPICA 

00 2 
USAR LA SOCESIÓN {s n } PARA DETERMINAR SI LA SERIE L -2 - CONVERGE o DJVERGE SI CONVERGE. CAI.OJ..AR su SLtM 

n 1 4n - 1  
SQUCIÓN LOS PRIMEROS TÉRMINOS DE {s n } . ES DECIR, LAS PRIMERAS SUMAS PARCIALES DE TÉRMINOS SERIAN 

2 s .  = � 0 .667 3 
2 2 S 2  = + - = 0 .8 3 1 5 
2 2 2 

S - + -+ � 0 .857 
3 3 1 S 35 

2 2 2 2 S = - + - + + - l't: 0 .889 
4 3 15 35 63 

2 2 2 2 2 
S = + -+ -+-+ - � 0 .909 

S 3 1 5  35 63 99 
SI SE CALCULARAN OTRAS SUMAS PARCIALES, SE LLEGARA A 

S10 l't: 0.952 ; S so l't: 0.990 ; S100 � 0.995 ; S500 l't: 0.999 
_LO CU HACE SOSPECHAR QUE LA SERIE CONVERGE A ' 1 ' PARA COMPROBARLO. SE DESARRCXlA UNA EXPRESIÓN PARA S n BASADA EN QUE. 

2 2 a - - --77--� 
n 
- 4 n 2 - 1 - (2 n - 1 X2 n + 1 ) 

L�. DESCOMPONIENDO EN FRACCIONES RACIONALES SIMPLES, SE TIENE QUE 

1 1 
a n  = --2n - 1  

ASI, LOS TÉRMNOS DE {s n } SE PUEDEN ESCRIBIR EN LA FORMA 

S = ( 1 - .!_) = 1 - 1 1 1 3 3 
S = ( 1 _ 1 ) + ( 1 _ 1 ) = l - .!_ 

2 1 3 3 5 5 

2n + 1 

S = ( 1 _ 1 ) + ( 1 _ 1 ) +( 1 _ 1 ) = 1 _ .!_ 3 1 3  3 5  5 7  7 

S = ( 1 _ 1 )  + (.!. _ .!.) + n 1 3 3 5 
( 1 1 ) 1 + 2n - 1 - 2n + 1 = 1 - 2n + 1 

Y AtmA SE PUEDE VER QUE LA SERIE CONVERGE AL VALOR ' 1 '  YA QUE 

� 2 1. S 1• ( 1 ) L.,¡ --- = 1m = 1m 1 - -- = 1 
R 1 4 n  2 - 1 R -+ 00  

n 
R -+ 00  2 n + 1 

�RIJESE QUE CADA TÉRMINO TRAS EL PRIMERO, ES CNCELADO POR EL SIGUIENTE ESTO ES 

3 



f 2 = f (-1 - - _1 -� ) = (! -!) + ( 1 - 1 ) + (! - !) + (! - !) + . . .  = 1 - 1 
+ 

1 - 1 + 1 - .!.  + 1 - _!_ + . . .  
D�l 4n 2 - 1  n=l 2n - 1 2n + 1 1 3 3 5 S 7 7 9 3 3 5 5 7 7 9 

l-"lA SERIE � SE ESCRIBE DE ESTA FORW., SE DENOMINA SERIE TELESCÓPICA 
ÁLGEBRA 
SEAN ( A ,  • ) y ( B ,  �) OOSGRUPOS, DOf'{)E a *  b = a +  b - 1 , a, b E  A Y SEA LA FLJo.ICIÓN f :  A ---+ B TALQUE 

f(a) = r \1 a E A � ESTABLECE UN ISOMORFISMO ENTRE AMSOS GRUPOS 
" " " 

1) DETERMINAR EL RESULTADO DE a *  a *  b * a • b DONDE a SIGNIFICA EL INVERSO DE a 
b) DETERMINAR El ELEMENTO INVERSO OE X E B CON RESPECTO A LA OPERACIÓN � 

SQUCIÓN 

1) EL I�NTICOOEL GRL.f'O ( A , • ) , e • a = a e + a - l = a 
" " 

EL INVERSO DE a E A a •  a = 1 a + a - 1  = 1  
ENT<N:ES 

e =  1 
" 
a = 2 - a 

a • a • b • ;. b = a  • a • b • ( ;. b) = (a • a}• b • (2 - a • 2 - b ) = {a + a - 1 ) •  b • (2 - a +  2 - b - 1 ) 

= (2a - 1 )•  b • (2 - a + 2 - b - 1 )  = (2a - 1 )•  b • (3 - a - b )  
= (2a - 1 + b - 1 ) •  (3 - a - b )  = 2 a  + b - 2 + 3 - a - b - 1 
= a  

b) CCM> f\O SE CCN)CE LA OPERACIÓN � ,SE HACE USODE UN TEOREMA SI ; ESEL INVERSO DE a E A , f(;) ESEL INVERSODE f(a) CON 

RESPECTO A LA OPERACIÓN � 

•ruTORIA PARA TODOS" 

¿QI�N ES UN TUTOR? 

f {a ) =  x f {a - 2 )  = 3 • 2 

4 

• UN PROFESOR QUE TIENE LA VOLUNTAD Y VOCACIÓN PARA ESTABLECER UN viNCULO ENTRE EL ESTUDIANTE Y LAS 
DIVERSAS PROBLEMATICAS ESCOLARES Y EXISTENCIALES QUE ENFRENTA DURANTE SU VIDA UNIVERSITARIA, ES UN TUTOR 

• UN PROFESOR QUE SE PRESENTA ANTE EL ESTUDIANTE COMO UN SER HUMANO CON VIRTUDES Y DEFECTOS, FUERZAS Y 
DEBILIDADES, SEGURIDADES E INSEGURIDADES, PROBLEMAS Y LOGROS, ES UN TUTOR 

• UN PROFESOR QUE MANIR ESTA AL ESTUDIANTE SU PLENA DISPOSICIÓN A ESCUCHAR, A COMPRENDER Y A REFLEXIONAR 
JUNTO CON EL. ES UN TUTOR 

• UN PROFESOR QUE FACILITA LA INTEGRACIÓN DEL ESTUDIANTE CON LA UNIVERSIDAD, ES UN TUTOR 
• UN PROFESOR QUE DEMUESTRA AL ESTUDIANTE UN GENUINO INTERÉS POR SU DESEMPEÑO ESCOLAR Y POR SU 

CRECIMIENTO PERSONAL, ES UN TUTOR 
• UN PROFESOR QUE ORIENTA Y AliENTA LA FORMACIÓN TÉCNICA Y CULTURAL DEL ESTUDIANTE, ES UN TUTOR 
• UN PROFESOR QUE SE PREOCUPA Y OCUPA DEL DESARROLLO DEL ESTUDIANTE COMO SER HUMANO, ES UN TUTOR 
• UN PROFESOR QUE PROPICIA EN EL ESTUDIANTE SU COMPROMISO SOCIAL DE FRENTE A LA REALIDAD NACIONAL, ES UN 

TUTOR 
• UN PROFESOR QUE ENCAUZA AL ESTUDIANTE HACIA EL ÉXITO EN SU DEVENIR PROFESIONAL, ES UN TUTOR 
• UN PROFESOR AL QUE INTERESA QUE EL ESTUDIANTE SEA CREATIVO. INNOVADOR Y CON ESPIRITU LIBRE Y CRITICO. ES 

UN TUTOR 

¡AV UNAM QUÉ EMOCIÓN VMRTEI 
SE AGRADECE LA COLABORACIÓN DEL PROFESOR ERIK CASTAÑEDA DE ISLA PUGA 

PRODUCCIÓN: ING. PABLO GARCIA Y COLOME. REVISION: ING. ENRIQUE ARENAS SANCHEZ 
COLABORACIÓN: LIC. ANA MARíA VIEYRA A VI LA Y LIC. NIDIA IBARRA OJE� 
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COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE 

ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS ......__.... 
AÑ0 2000 NÚMER0 1 2  2 DE NOVIEMBRE DE 2000 

EDITORIAL 
ESTE BOLETIN DE LA COORDINAC10N DE PROGRAMAS DE A TENCION DIFERENCIADA PARA ALUMNOS ES UNA 
PUBUCACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO ES 
M>OYAR SU DESEMPE�O ACADÉMICO. VALE LA PENA UN ÚLTIMO ESFUERZO PARA TERMINAR BIEN EL 
SEMESTRE. ASI QUE: ¡A ESTUDIAR SE HA DICHO! 
ESTÁTICA 
LA PlACA DE LA FIGI.RA TIENE UN PESO ()) POR UNIDAD DE SUPERFICIE. SE ENCUENTRA ARTICULADA EN 'A' Y M'OYADA LIBREMENTE COOTRA UNA PARED VERTICAl 

LISA. DETERMINAR LA MAGNITLO DE LAS CCM'CH:NTES DE LA REACCIÓN EN 'A' SI 0 8 DEBE PERMANECER HORIZONTAl 
, A .... 
f;1 r a o i,-r //. 

ll 

'<d./ 
ESTE EJ:RCICIO CONJ.JGA LOS TEMAS DE CENTROIDE Y EQUILIBRIO DE CUERPOS PARA PODER RESOLVERLO ES t-.ECESARIO UBICAR EL CENTROIDE Y 
POSTERIORMENTE TRAZAR EL DIAGRAMA DE Cll:RPO LIBRE ( DCL ) PARA PODER PLANTEAR LAS ECUACKJt.ES DE EQUILIBRIO SI SE CONSIDERA EL OOIGEN DE 
c:ocR>ENADAS EN '(Y SE TIEt-.E QUE 

W1 = 1t r1 m =  3 . 1416 r 1 m 
1t r2 x 2 = r + � !_  = r (1 + 0.4244)= 1 .4244 r • W2 = -m =  0.7854 r 2 m , 4 3 1t 

PLACA 
W; X¡ Y;  W¡ X¡ W¡ Y ;  

CIRCULO 3 . 1416 r2 m r o 3 . 1416 r3 m o 
- CUARTO DE CIRCULO -O. 7854 r2 m 1 .4244 r 0.4244 r - 1 . 1 1 87 r 3 m - 0.3333 r3 ro 

¿ 2.3562 r2 m 2.0229 r3 m -0.3333 r3 m 

2.0229 r3 m = 0.85854 r - - 0.3333 r3 m = -0. 14 146 r e (0 .85854 r , - 0. 14146 r) x =  2.3562 r 2 m , y = => 2.3562 r 2 m 
DIAGR..tJIA DE CUERPO UBRE Ax ..... (bN -

' 
/ 

ECUACIONES DE EQUIUBRIO 
LMA = 0 => 2.3562 r2 m (1 - 0.85854) r -N r = O  => N =  0.3333 r 2 m 

LF,. = 0  => A ,.  - 0.3333 r 1 m =  O => A ,.  = 0.3333 r 2 m 
LFr = O  => A Y = 2.3562 r2 m 

GEOMETRfA ANAÚTICA 
SE DESEA OBTENER LA ECUACIÓN CARTESIANA, UNAS ECUACIONES PARAMETRICAS Y UNA ECUACIÓN VECTORIAL DEL PARABOLOIDE CIRCULAR QUE TIENE SU vERTICE 

EN EL PUNTO V (1 , 2 , 3 )  Y QUE COOTIENE A LA PARÁBOLA ' O '  DE ECUACIONES 

/ 

{ X = 1 D :  2 z - 3 = 2 (y - 2 ) 



2 

-

V(U.It 
SO.�� PAAA OBTE�R LA ECLIAC� CARTESWIA, SE TOMARA COMO �RA TRlZ A LNA CRCI.N'ERENCIA PARALELA 1J... PI.»() '  xy ' CU SE DESPlAZA 

{X = 1 ,-
VERTICALMENTE DE MOOO Qt)E SU CENTROSIEtof'RE EST� SOBRE LA RECTA L :  Y CON RAOIOVAR!AaE I()JAL A  -va ENTON;ES, LAS Ecu.+.c!CMS DE 

1 y = 2  
{(x - tY +(y - 2)2 =a . . .  (a) 

LAGENERATRlZ SOO G :  ( ) Z = � . . .  b 

�STO CU EN LAS ECUAC!Ot.ES DE LA GENERATRIZ SE TIENEN DOS PARÁMETROS, a y � , SE REQUIERE 5a.O DE LNA DIRECTRIZ LA PAAÁW:V. '!Y DE 

{x - 1  . . .  (e) 
ECUAC!Ot.ES D :  

z � 3 = 2 (y - 2Y . . .  (d) 
DEBIDO A CU lt41CAMENTE HA Y LNA DflECTRIZ, SE TEI'mÁ LNA SÓl.A ECUACIÓN DE CCJt.OCIÓN PAAA OBTENERlA, SE SUSTITUYE (b) EN (d) Y (e) EN (1) : 

� -3 = 2 (y - 2 )1 

(y - 2)1 = a 
=> � - 3 = 2 a · · · (ECUACIÓN DE COIOCIÓN) FINAU.ENTE, PAAA OBTENER LA ECUAC� CARTESIANA DEL PARAeO-OtDE, SE 

SUSTITUYEN (1) y (b) EN LA ECUA� DE <Xlf)ICIÓN Y SE llEGA A 

Z- 3 = 2 (X- 1Y +2 (Y -2Y 
ANTES DE OBTENER LNA ECUA� VECT� DEL PARAeO-OtOE, ES CONVENIENTE RECORDAR CU EN �STA DEBEN APARECER DOS PARÁMETROS, Y CU DCHA 
ECUAC� ES LA REPRESENTACIÓN MA TEMATICA DE l.-"1 VECTOR DE POSIC� CU SE MLEVE DE MOOO CU SU EXTREMO RECORRE TOOOS LOS PlMOS DE LA 

Sl.J'ERFICIE PAAA OBTENER DICHO VECTOR DE POSIC� p , CONSD�RENSE LOS VECTORES V , h y W CU SE Ml.ESTRAN EN LA SWENTE F� 
-

� 
r li 

�� o 
V =  (1,2,3) , h = (o,o,z . - 3 ) , w = ((y. - 2 )cos 9 , (y . - 2 )sen 9,0) ; w = Y . 

p (x, y, Z) ES l.-"1 PUNTO CUALQUIERA DE LA Sl.J'ERFICIE 

LARELAC� ENTRE ESTOS VECTORESES p = v + h + w = (1 + (y 1 - 2)cos 9, 2 + (y 1 - 2)sen 9, zJ.  
PERO Z 1 - 3 = 2 (y 1 - 2 )2 , POR LO CU LA ECUA� VECT� OlA: SE OBTIENE ES 

p = (1 + (y 1 - 2 ) cos 9, 2 + (y 1 - 2 ) sen 9. 3 + 2 (y 1 - 2 Y ) 
Y. FNALMENTE, LAS ECUAC!Ot.ES PARAMÉTRICAS DEL PARAeO-O!DE. QUE SE OBTIENEN D�CT AMENTE DE ESTA ECUACIÓN VECT� 500 \ { X = J + {y 1 - 2 )  COS 9 { y l 2:: 2 S : y = 2 + (y 1 - 2 ) se

1
n 9 • O s 9 S 21t z = 3 + 2 (y 1 - 2) 

eot.f'ROBACIÓN LA ECUACIÓN CARTESIANA DEL PARABOLOIDE SE �DE OBTENER POR ELIMINACIÓN DE LOS PARÁMETROS y 1 y 9. 
DE LAS ECUAC!Ot.ES PARMÉTRICAS Y TOMMOO EN CONSIDERACIÓN LA IDENTIDAD sen 1 9 + COS 1 9 = 1 

cos 9 = x - 1 
, sen 9 = Y - 2 , (y 1 - 2 Y = z - 3 => y . - 2  y l - 2  2 

CU ES LA ECUACIÓN CARTESIANA DEL PARABOLOIDE 

SE TIENE <:U 

(x - 1  Y + (y - 2 )1 
z - 3  = --2 



3 IQU(r.tCA 
EL ANALISIS DE UNA MUESTRA DE CRISTALES APARENTEMENTE PUROS. OOTENIOA POR EVAPORACIÓN DE �  Ml.ESTRA DE AOOAS t.EGRAS MI.NCIPALES. N>CA a..E 
COOIEI'.EN 63 97 [%] DE C�IO. 24.28 [%] DE OXIGENO Y 1 1 . 7 5 [%] DE FÓSF� CALCL.UR LA F� EMPIRICA 

SOllX:IÓN CONVIENE CONVERTIR LOS DATOS DE COMPOSICIÓN PORCENTUAL EN RELACIONES DE tAASAS. TOMM{)() 100 (g) DE SUSTANCIA COMO B6SE PARA LOS 

CÁI.ClA.OS EL I"Ó.ERO DE MOLES DE cADMIO OXIGENO Y FÓSF� SE CALCULAN COMO S� 

63 97 g Cd ( 1 mol Cd ) = 0 .5691 mol de Cd 
1 1 2 .4 g Cd 

24 28 g O ( 1 mol 0 ) = 1 . 5 1 76 mol de O 1 5 .999 g o 

1 1  75 g P ( 1 mol p ) = 0 .3794 mol de P 
\ 30 .973 g p 

lA RELACIÓN DE MOLES. 0 5691 . 1 5 1 76 0 3794 ES TAMBI�N LA RELACIÓN DE ÁTOMOS ELOBJETIVO C0051STE EN OOTEI'.ER LA RELACIÓN DE 
ATOMOS EN NUMEROS ENTEROS PEQUEÑOS PARA TAL FN. SE DIVIDE CADA !'UMERO DE MOLES ENTRE EL MÁS PEQUEÑO DE ELLOS ASI PAAA EL CADMIO 
0 5691 mol 5 . 1 5 1 76 mol 4 0.3794 mol 1 = 1 PAAA EL OXIGENO ----- = Y PAAA EL FósF� = EN ESTA ETAPA SLELE SER 
0.3794 mol O 3794 mol · 0.3794 mol 

FRECLENTE QUE LA RELACIÓN NO SEA EN LA FORMA DE �'-UMEROS ENTEROS POR LO QUE ES NECESARIO t.U. TIPUCARLA POR �  Nl.t.ERO PEQUEÑO ( 2 ,  3 Ó 4 ) 
OO SI'*LE NSPECCIÓN BASTA PAAA SELECCIONAR EL FACTOR DOS Y ENTONCES SE TIENE QUE PARA EL CADMIO 1 . 5  X 2 = 3 . PAAA EL OXIGENO 4 X 2 = 8 ,  
Y PARA EL FÓSF� 1 X 2 = 2 DE TAL FORMA QUE LA FORMULA MAS SIMPLE O EMPIRICA ES Cd 3 01 p 2 

ÁLGEBRA UNEAL 
SEA EL OPERADOR LINEAL T (x , y ) =  (2 X + 2 y ,  X + 3 y ) 
1) DETERMINAR SI El OPERADOR LINEAL ' T ' PUEDE SER REPRESENT AOO CON UNA MATRIZ DIAGONAL 
b) EN CASO AFIRMATIVO, DETERMINAR LA MA TRIZ DIAGONAL Y LA MATRIZ DIAGONALIZADORA 
SOllX:IÓN UN OPERADOR LINEAL FU: DE SER REPRESENT AOO POR �  MATRIZ DIAGONAL SI EXISTE UNA BASE DE VECTORES CAAACTERisTICOS UNA MA TR1Z 
�lADA AL OPERADOR PARA LA BASE B = {(1 , 0 }  ( 0,1 )} SE OOTIENE COMO 

T (1 ,0 ) =  (2,1 )  T (0,1 ) =  (2,3 )  
(2,1) = a (1 ,0)+ p (0,1) � a =  2 .  p = 1 (2,3) = a (1,0)+ p (0,1) � a = 2 ;  p = 3 

HNTONCES LA MAT .. Z ESTA IWJA I'OO M (T) = [ � �] Y El I'Ol'""'K> CARACTER�TO:O ES El llETE ... INAHTE DE LA MATRO 
[ 2 � A 

3 
� A] 

ES OECIR (2 - A. XJ - A. )- 2 O SEA ).. 2 - 5 ).. + 4 LAS RAicES DE ESTE Pa.INOMIO CARACTERISTICOSON 

).. = 5 ± _3_5 - 1 6  � ). 1  = 4 2 
PARA 

A. =  4 en 
[2 - 4 2 ] = ¡- 2 2 

J
� 

1 3 - 4  l - 1  X - y = 0 � X =  y� E = kx, X) X E �}  
PARA 

A = l  en [2 �
A 

3 � A] � [2 �
1 

3 � 1] = [: a x + 2y = O � x = -2y; E = t- 2y,y} y e 91} 

EL a'ERAOOR � SE PUEDE RfPAESENT AR CON ""' MATRIZ DIAGONAl 0 = [: �] Y LA MATRIZ 0"""""-IZAOO<A SERIA p = [ � �] CABE RECORDAR 

(H LA MATRIZDIAGONAL · o ·  SE OOTIENE A PARTIRDEL f>R()()OCTO 0 = p-1  M(T) P 
ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO 
PARA El CIRCUITO RL DE LA FIGURA. SE TIENE UN SCX..ENOIDE DE II'()UCTANCIA L 1  = 0. 1 [H] Y �  E'-480BINAOO DE IDJCTN-CIA L 2 = 0.2 [H] , AMBOS 

DE RESISTENCIA DESPRECIABLE SI El COEFICIENTE DE II'()UCCIÓN WTUA (M) SE DESPRECIA CALCL.UR 

a) EL NUMERO DE VUELTAS QUE TIENE EL sa.ENOlOE 

b) EL VALOR DE LA RESISTENCIA ' R '  , SI LA CONSTANT E DE TIEMPO ES tL = J 0-1 [s] 



e) LA MRZA ELECTRCUJTRIZ ltO.CIDA EN L 1 ClJNoOO f = 't L 
d) LA EhERGiA MAG.ÉTICA ALMACENADA � El CCUITO EN t = OO. 

V _l�· 
,,V L . '{lJID.Ull.I_J------' 

L 2  
5a.UCIÓN 

. 

•) El MOOELO MATEMATICO PARA El CÁLCU.O DE LA IDXTANCIA PROPIA DE lJ'j sa.ENOIDE DE SECCIÓN CIRCULAR. ENROLLADO UNIFORME Y DE LONGITl.O f ES 

N2  A Wb -,:. L5 = J..lo [H] EN[)(N)E J..lo = 41tx l0-7 -- (PERMEABILIDAD MAGNETICADEL VACIOJ L ESLA it-.OUCTANCIA PROPIADEL SOLEI'()(DE 
l A·m 

(H) , N ES EL tó.ERO DE VUELTAS. A ES El AA9. TRANSVERSAL DEL SOLENOIDE (m 2 ). Y t ES LA LONGITUD DEL SOLENOIDE (m) 
1 

SE DESPEJA N YSEUE�� - (Ls l , )i - [ (o. J) (41tx l0-2 ) H m  J'i � N = SOO VUELTAS - � - (wo)(41txl0-7}(4x l0-•) Wb m 2 
A ·m  

b) LACONSTANI'EDETIEMPOENUNCJRcurro RL Es tL =
L

.,. [s] , EN  DONDE tL ESLA CONSTANI'EDETlEMPO (s) . L"" ESLA R 
INDUCTANCIAEQUIVALEN"ffi DEL CIRCUITO (H) ; Y R ES LA RESISTENCIA DEL CIRCUITO (0) DE LA EXPRESIÓN SE TIENE QUE 

R = L "" = O . 3 (H ) 
= 300 (n ) 

't L 1 X 10 3 (s ) 
e) LA FIA:RZA ELECTROMOTRIZ AUTOI�IDA PRIMERO SE CALCIAA LA AUTOl�T ANClA EQUIVALENTE DEL CIRCUITO 

L""  = L 1 + L 2 = 0. 1 + 0. 2 = 0 3 [H ]  
El MOOELO MA TEMA TICO PARA El CÁL.Cl.lO DE LA FUERZA ELECTROMOTRIZ AUTOI�IDA ES 

di L 1  
E '  = -L 1 

dt 
= 

L
- E e 

cq 
E , = 3 7 (V )  

1 E 30 ( ) 
d) LA Et-ERGIA MAGNETICA ALMACENADA ESTA DADA� U = - L cq 1 2 rau , DONDE lmax = = - = O. 1 A � LO TANTO 2 R 300 

U = (0 . 5 ) (0 . 3 ) (o . I Y = 1 . 5 x l 0  3 (1 ) = 1 5 {m J )  
PROGRAMA .. TUTORfA PARA TODOS" 
TUTORIA ES UNA LABOR EDUCATIVA DE ORIENTACIÓN, AYUDA Y SEGUIMIENTO, QUE REALIZA UN PROFESOR DE MANERA PERSONAL Y 
QUE DIRIGE A SUS ALUMNOS -PARTIEÑDO DE SUS NECESIDADES EDUCATIVAS-, PARA FACIUTAR SU APRENDIZAJE ESCOlAR Y 
PROMOVER SU DESARROLLO INTEGRAL 
a ESTUDIANTE QUE ACUDE A TUTORIA PUEDE BUSCAR EN SU TUTOR ORIENTACIÓNES ACADtMICAS. CONSEJOS PARA SU 
CRECIMIENTO CULTURAL Y OPINIONES, BASADAS EN LA EXPERIENCIA, SOBRE SUS PROBLEMÁTICAS EXISTENCIALES SÓLO ES 
CUESTIÓN DE ACERCARSE Al TUTOR Y PEDIRLE SER ESCUCHADO, HACIENDO LO MISMO CUANDO EL TUTOR COMENTE ALGO AL 
ESTUDIANTE, SOBRE EL ALUMNO O CON RESPECTO DE SU VIDA 
CONSOLIDAR LA rruroRfA• EN LA FACULTAD ES UNA ARDUA LABOR PERO VALE LA PENA TODO LO QUE SE HAGA POR LOGRARLO SE 
TRATA DE ESTABLECER UN CANAL IMPORTANTISIMO DE COMUNICACIÓN ENTRE PROFESORES Y ESTUDIANTES FUERA DEL SALÓN DE 
CLASES, LO QUE LE FAL T N3A Al PROCESO DE ENSEÑANZA-APRENDIZAJE PARA ESTAR COMPLETO 

¡TODO ES QUE SE SIENTEN TUTOR Y ESTUDIANTE Y COMIENCEN A HABLAR! 
¡AY UNAM, QU� EMOCIÓÑ VIVIRlE! 

SE AGRADECE LA COLABORACIÓN DE LA QFB VIOLETA LUZ M. BRAVO HERNÁNDEZ Y LOS INGS BERTHA FRANCO ROSAS. 
MANUEL DE J. VACiO GONZAI..EZ, LUIS HUMBERTO SORIANO SANCHEZ Y RICARDO MARTINEZ GóMEZ 

PRODUCCIÓN: ING. PABLO GARCIA Y COLOMÉ. REVISIÓN: ING. ENRIQUE ARENAS SANCHEZ 
COLABORACIÓN: LIC. ANA MARIA VIEYRA Á VI LA Y PSIC NIDIA IBARRA OJEDA 
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BOLETiN 

AÑO 2000 

EDITORIAL 

COPAD/ 
FACULTAD DE INGENIERIA. UNAM 

COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE 
ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS 

NÚMER0 1 3  2 DE DICIEMBRE DE 2000 

ESTE BOLETIN DE LA COORDINACION DE PROGRAMAS DE A TENCION DIFERENCIADA PARA ALUMNOS ES UNA 
PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO ES 
APOYAR SU DESEMPEÑO ACADÉMICO. ESTÁ COMENZANDO EL SEMESTRE 2001-1 . ESTE BOLETIN LES DA LA 
BIENVENIDA A LOS ALUMNOS DE PRIMER INGRESO Y LES DESEA LO MEJOR. ESTÁN EN LA MEJOR FACULTAD DE 
INGENIERIA DEL PAIS. APROVECHEN TODO Y ESTUDIEN MUCHO. EN LA UNAM PUEDEN ENCONTRAR TODO PARA 
SU FORMACIÓN INTEGRAL, QUE COMPRENDE EL ASPETO TÉCNICO Y EL HUMANO. 
ÁLGEBRA 
DE AC�ROO CON LA LEYENDA. EL AUTOR DEL AJEDREZ LE PIDIÓ A SU REY COMO RECOMPENSA POR SU INTERESANTE CREACióN UN GRANO DE TRIGO EN EL PRIMER 
ESCA� (CUADRITO DEL TABLERO). OOS EN EL SEGUNOO. CUATRO EN EL TERCERO Y AS! SUCESIVAMENTE HASTA COMPLETAR LOS SESENTA Y CUATRO ESCA�S 
CU Ca.f'ONEN EL TABLERO SE(Ú.I LA HISTORIA. LOS "MATEMÁTICOS" DEL REY SE PASARON LA NOCf-E CALCUI.ANOO EL Nlt.1ERO DE GRANOS �  SE DEBíAN 
PAGAR 1SI HUBIERAN CONOCIDO LA EXPRESIÓN QUE PROPORCIONA LA SLJM DE LA CANTIDAD DE GRANOS PARA CUALQUIER • n .  NATURAL• Y SOBRE TODO, SI 
IU!IERAN CONFIADO EN ELLA AOUI SE PRESENTA Y SE DEMUESTRA POR II'VUCCIÓN MA.TEMATICA 

1 + 2 + 4 + · · · + 2"-1 = 2n - 1 V n E N  
DEMOSTRACIÓN PARA n = 1 1 = 2 l - 1 :::> ) = 1 SÍ SE CUMPLE 

SE SlJ'ONE LA EXPRESIÓN VALIDA PARA n = k 1 + 2 + 4 + · · · + 2 k -J = 2 k - 1 (HIPóTESIS DE INDUCCIÓN) 

A PARTIR DE LA HIPóTESIS DEBE DEMOSTRARSE QUE LA EXPRESIÓN SE Cl.I.1PLE PARA n = k + 1 
1 + 2 + 4 + · • · + 2 k-J + 2 k  = 2k+l - 1  (TESIS) 

EN LA HIPóTESIS SE TIENE QUE LOS PRIMEROS " k" SUMANOOS VALEN 2 K - 1 SE SUSTITUYE EN LA TESIS Y SE LLEGA A 

¿ 2" - 1 + 2k = 2k+l - 1 ? 

¿ 2 (2k )- 1  = 2k+! - 1  ? 
2k+l - 1 = 2k+l - 1  

VEMOS QUE SI SE CUM PLE Y POR LO TANTO LA EXPRESIÓN ES VÁLIDA PARA TODOS LOS NWEROS NATURALES EN PARTICULAR 

n = 64 :::> 264 - 1 :::::: 1 .84 X 1 019 GRANOS DE TRIGO 

PROBABIUDAD 
1 s. P ( A ) O. 6 y P ( B ) O. 5 y P ( A B ) O. 9 

ENTCN::ES p ( A V B ) ES 
1 ) 0 1 2) 0 45  

RESOLUCIÓN: 
3) 0 3  5) 0 2  

D 
RESPUESTA 4 · 

SE SABE QUE P (  A I B )  P (  A n B )  
DE OONOE P (  A n B ) = P (  B ) P (  A B )  0. 5 ( 0.2J.. 0. .15 P( B )  

POO LOauE 
P( A v B )  P (  A ) -+ P (  B ) - P (  A n B )  0.6 • 0.5 - 0. .15 0.65 

2 SI X y Y SON VARIABLES ALEATORIASCONJUNTAS CON f.J.x JO . J.Jr 20 . ax 1 ar 2 y px r 0. 5 . ENTC>f'.K:ES Var ( X - 2 Y ) Es 

D 



1 ) - �  2) - 1 1  3) - 7  4) 13 5) 21 
RESPUESTA 4 

Var ( X - 2Y ) = { l ) Var { X )  + ( - 2 )2 Var ( Y )  + 2 ( 1 )  ( - 2 )  ax a Y Pxv  
1 -1 ( -1 ) � 2 ( 1 ) ( - 2 ) ( 1 ) ( 2 ) ( O. 5 ) - 13 

3 SEA X UNA VARIABLE ALEA TOO lA CON FUNCIÓN DE PROBABILIDAD 

X - 1  

fx ( x ) 0 2  

ENTONCES, V ar ( X ) ES 

1 ) 0 5  2) 2 1  

o 

0 3  

1 2 

0 3  0 2  

D 
3) 1 05  4) 1 36  5) 3 42 

RESPUES,TA 3 
RESOlUCION: 

Px · - 1 ( a 2 ) + 0 ( a 3 ) + 1 ( a 3 ) + 2 ( a 2 )  a5 

a� ( - J / ( 0. 2 ) + 02( 0. 3 ) + J2 ( 0.3 ) + 22 ( 0.2 ) - ( 0. 5 /  1.05 
4 CIERTOS AUTOOUSES LLEGAN A UNA PARADA ESPECIFICA A INTERVALOS DE 15 MINUTOS COMENZANDO A LAS 7 00 A M ESTO ES 7 00, 7 15. 7 � Y ASI 

SUCESIVAMENTE SI EL TIEMPO DE LLEGADA DE UN PASAJERO ESTA DISTRIBUIDO UNfOOMEMENTE ENTRE LAS 7 00 Y LAS 7 �- LA PROBABILIDAD DE QUE lJj 
PASAJERO TENGA QUE ESPERAR MENOS DE 5 MINUTOS PARA TOMAR EL AUTOOUS ES 

/ D 
1 

1 ) -
6 

1 2) -
3 

2 
3) 

3 
5 

4) 
6 

5) NINGUNA DE LAS ANTERJOOES 

RESPUESTA 2 
RESOluaON 

SEA X LA V.a. QUE REPRESENTA EL TIEMPO DE LLEGADA EN MINUTOS DESPUÉS DE LAS 7 00 

X �  uniforme ( O , 30 ) 
PARA QUE TENGA QUE ESPERAR 5 MINUTOS O MENOS, SIGNIFICA QUE LLEGA 5 MINUTOS .O MENOS ANTES DE QUE PASE EL CAMióN DE LAS 7 15 O EL DE LAS 7 �. ESTO 
ES 

P ( 10 < X < 15 )+ P ( 25 < X < 30 )- .!_ + .!_  1 
30 30 3 

5 DADA LA FlK� DE DISTRIBlC� Aa.M.A..ATIVA 

F ( X ) =  JC 

o 
0.3 
0.4 

e 

x < O  
0 5: x < J 
l 5: x < 2  

X �  2 

EL VALOO ESPERAOO DE X , E ( X ) , ES EL QUE APARECE EN LA OPCióN 

RESQUC� 

1) 1 2) 1 
3) 1.5 

3 

DEBE OOSERVARSE QUE LA v.a. ES DISCRETA Y SU FlK� DE PROBABlLIDAD ES 

X. o 

fx ( X ) 0.3 

EL VALOO DE o 6 SE OBT\NO AL UTIUZAR LA PROPIEDAD L f X ( X ) = 1 
V x  

4) 3.25 5) 1 3  

1 2 
0.1 0.6 

D 
RESPUESTA 5 



IYEL VALOR ESPERADO ESTÁ DADO POR E ( X  ) = ¿ x fx ( x ) = O  ( 0.3 ) + 1 ( 0. 1 ) + 2 ( 0 6  ) :  E ( X  ) = 1 3 
'I X  

DINÁMICA 
:;E DtSEA ANALIZAR UN MOVIMIENTO RECTILÍNEO Y PARA TAl FIN SE HIZO DESCENDER UN MOVIL CUYA MASA ERA DE 900 [g] POR UNA RAMPA, RECTA Y lARGA, 

CON UNA PENDIENTE CONSTANTE LA RAMPA FORMABA UN ÁNGULO DE 30° CON RESPECTO A LA HORIZONTAL SE MIDIERON LOS TIEMPOS EN QUE El MÓVIL 
ALCANZÓ DIFERENTES VALORES DE RAPIDEZ LOS DATOS OBTENIDOS DEL EXPERIMENTO SE ANOTARON EN UNA TABlA DETERMINAR. EN UNIDADES DEL S 1 

A) EL MODELO MATEMÁTICO EXPERIMENTAL QUE RELACIONA ALAS VARIABLES RAPIDEZ (V) Y TIEMPO {t ) . 
B) El SIGNIFCADO FÍSICO DE LA PENDIENTE DEL MODELO MATEMATCO ANTERIOR. ASÍ COMO SU EXPRESIÓN DIMENSOoW. 

C) LA RAPIDEZ INICIAL DEL MÓVIL, ASÍ COMO SU ENERGÍA CINÉTICA EN ESE INSTANTE (EN ( = 0 )  
D) El MODELO MATEMATICO EXPERIMENTAL QUE RELACIONA LAS VARIABLES DISTANCIA (x) Y TIEMPO (t ) CONSIDERE QUE EN t = 0 , X = 0 
El LA ACELERACIÓN GRAVITATORIA EXPERIMENTAL DEL LUGAR Y El PESO DEL MÓVIL 

t ls J 2 3 

1 4.9 2 1 . 1  

4 . 5 

24.8 30 

3 

A) COMO SE TRATA DE UN MOVIMIENTO UNIFORMEMENTE ACELERADO, ENTOOCES v(t) = jJ ( + b SI SE UTILIZA EL MtTOOO DE PARES DE PUNTOS. SE TIENE 

cu 

[(30 - 21 . 1 )+ (24.8 - 1 4.9){m ] [ ] [ ] 
= � V = S = 1 8.8 m = 4 7 !!!_ 

J.i � �  [(5 - 3)+ (4 - 2)1s] 4 s2 · s2 

OOM) V = 22.7 [: l 1 = 3.5 [s] ; ENTor.<:fS 

v = 1' t + h =:. h = v - 1' 1 = 22.7 [: J - ( 4.7 [;, ]) <3 .5 [s D = 6.25 [; J v eoouo rANTo. EL ..:xJELo w.rEMI.riCO 

ES 

v [7 ] = 4.7 [;,} (s ]+ 6.25 [: J 
B) COMO ES UN MOVIMIENTO UNIFORMEMENTE ACELERADO, SE TIENE QUE EL MODELO TEÓRCO QUE RELACIONA LA RAPIDEZ CON EL TIEMPO ES V = a { + V o , 

COMPARANDO ESTE ÚlTIMO MODELO CON El OBTENIDO EN El PRIMER INCISO, SE TIENE QUE 

a = JJ  J.i = aceleración del móvil como[JJl = � 
S 

entonces (JJ) =  LT-2 

C)SISE COMPARA EL MOOELOTEÓRICO V =  a 1 + V0 CONEL MODELO EXPERIMENTAL, SE OBSERVA QUE b = V0 Y POR LO TANTO 

V o = 6.25 [; J SI S€ CAI.CW LA ENERGiA CINETICA EN 1 = Ü . SE OIITIEIE 

Ec = � m Vo 2 = ; (0.9 [Kg� 6.25 [; Jr = 17 .5781 [J] 

dx 
O) SE SABE QUE V = - � dx = V dt SE INTEGRAN AMBOS MIEMBROS DE ESTA IGUALDAD Y 

dt 

x = f v di = f {4.7 [;} (s]+ 6.25 [:]} di , x{l )=  4.7G} 2 + 6.25 1 + x0 (en el SI) 

"""" x0 = O '"'"""" x(1 ) = 2.35 [;, } 2 [s2 ] + 6 25 [;} (s J 



E) SE SABE 0-.e EN � MOVIMIENTO �FORMEMENTE ACELERADO EN UNA RAMPA Q = g Sen a . DE DClfoa g = _a_ COMO O = 4. 7 [S� ] 
sen a 

MATEMAncAS AVANZADAS 
' 

EXPRESAR LA FUNCIÓN Sen Z EN FORMA BINÓMICA 

e' z - e-' z SOLuci6N sen z = 
2 i  

z = X +  i y ::::> sen z = ;¡ [e '(x+¡y) - e-,(x+¡y) 1 = ;
¡ 
(eix+I2Y - e-u-'2Y ) 

� i2 = - 1  ::::> sen z = ;
¡
(e u-y - e -u+ y )= �/e -y+u - eriX ) = �/e -y e IX - e Y e u- ) 

= �
¡
[e-y (cosx + i sen x )- eY (cos x - i sen x )] = ;

¡
[(e-y cos x - eY cosx )+ i(e-y sen x + e  Y sen x )] 

= ;
¡
(e-y cos x - eY cos x )+ � (e-y + e  Y )sen x = ;

¡
(e-y - eY )cos x + � (e-y + eY )sen x 

= -
1 i (e -y - .e  Y )cos x + _!_{e-Y + e Y )sen x = cosh y sen x + i senh y cos x = u + i v 
2 2 

OONOE u =  cosh y sen x y v = senh y cosx 
1 1 .,J-1 .¡::¡ . 

NOTA - = - X -- = - = -1 
i _,¡::¡ _,¡::¡ - 1 

MTUTORIA PARA TODOS" 

4 

LA TUTORIA, COMO ACTIVIDAD DOCENTE, PUEDE APOYAR AL ESTUDIANTE A CONFIRMAR SU VOCACIÓN; A 
INFORMARSE SOBRE LAS CARACTERISTICAS DE LA CARRERA Y LAS CONDICIONES DE ESTUDIO EN LA 
FACULTAD; A CONOCER LOS SERVICIOS DE LA FACULTAD Y DE LA UNIVERSIDAD; A CANALIZARLO A LAS 
INSTANCIAS APROPIADAS DEPENDIENDO DE LA PROBLEMÁTICA PLANTEADA; A INCREMENTAR SU DESARROLLO 
CIENTIFICO, CULTURAL, HUMANISTICO Y DEPORTIVO; A ESTIMULAR EN Él LA CRITICA Y El ANÁLISIS PARA LA · 
GENERACIÓN DE CONOCIMIENTO; A PROPICIAR EN SU FUTURO ACTITUDES PROFESIONALES úTILES PARA EL 
MEJORAMIENTO DE LA REALIDAD NACIONAL; Y A RESOL VER PROBLEMAS ACADÉMICOS Y EMOCIONALES. 

LA TUTOR/A NO ES UNA ACCIÓN AISLADA SINO COLECTIVA Y DEBE SER PARTE INHERENTE 
DE LA ACTIVIDAD COTIDIANA DE TODO PROFESOR DE CARRERA. 

¡AY UNAM, QUE EMOCIÓN VIVIRTEI 1 
SE AGRADECE LA COLABORACIÓN DE LOS PROFESORES ERJK CASTAÑEDA DE ISLA PUGA, LEONARDO BAÑUELOS SAUCEDO, 

RIGEL GAMEZ LEAL Y VERÓNICA GARCIA CAS�OVA 
PRODUCCIÓN: ING. PABLO GARclA Y COLOME REVISIÓN ING ENRIQUE ARENAS SÁÑCHEZ , 

COLABORACIÓN: LIC. ANA MARIA VIEYRA Á VI LA Y LIC. NIDIA IBARRA OJEDA 

, 1  
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EDITORIAL 
ESTE BOL.ET1N DE LA COOR.DINACION DE PROGRAMAS DE A TENCION DIFERENCIADA PARA AlJJIH)S ES UNA 
PU8l..ICACióN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO ES 
MlOYAA SU DESEMPE� ACADBAICO. ESTA PUBUCACION LES DESEA UN FEUZ 00 2001,  PlENO DE 
SATISFACCtONES, FEUCIDAD, AMOR Y P/t\1.. OJAlA SE LES CUMPLAN SUS MÁS PRECIADOS ANHELOS y QUE 
UEGUEN A SER UNOS GRANDES PROFESIONALES DE LA INGENIERIA MEXICANA, PERO SOBRE TODO, MUJERES Y 
HOMBRES DE BIEN. 
CALCiJLO I  
CALCUAA a VAI..M I'I.AÉ.RIOO DE LOS SIGJIENTES L._.ITES 

•J i) lim 1-8x3 ü) lim x2 +3x- 10 iü ) lim 3x2 +6x+ 2  
x ... .!. 6x3 -7x1 +2x x-+2 2-VtO-x .. x-- 6x2 + Sx + l 

2 l iv) lim sen x cos x 
x-.- X tanx 

2 secx 
. 1-8x3 O 1) SE SUSTITUYE LA VARIAII..E � a VAl..� Al <U: TtellE Y SE TIEif¿ Q..E Jim 

3 1 
= - , <U: ES � x...!. 6x -7x +2x O l HJETERMINottCJá.l SE FACT� N..t.ERADOO Y DE� Y SE LLE� A. 

1-8x3 = (1 -2xX1 + 2x +4x2 ) ; 6x3 -7x2 +2x = x(6x2 -7x+2)= x( x-�J6x-4) 
ll: IXN)E a �ITE a.mA CCft40 

-J. 2) - 2(x - .!..)(t + 2x + 4x 2 )  ,(, 1J lim {1 - 2x Al + 2x + 4x = lim 2 = lim -� + 2x + 4x = -6 = 12 
x ... 1 ( 1 )'6 ) ..... .!. ( 1 )' ) x-..!. xl6x - 4\ 1 

2 x x - 2 \: x - 4  2 x x - 2  ,6x - 4 1 .,. ., - 2 
CU: ES El VALOR N\JtJÉRJCO DEL LIMITE 

. x 2 +3x- 10 O 1) Al SUSTITUR LA VARWI.E � a  VALOR Al <U: Te.tlE SE LL.EGA A ) lim � = - , a..E ES LNA FCR.44 � 
x-.2 2-3 10-X 0 

Y, PARA OOTe.ER El VALOR DEL LWE, SI EXISTE, SE FACTORIZA a �  Y OESPI..ES SE t.U.TREAN. tu.I:RADCR Y � �  a TRNMO a..E 
RACDW.IZA (CCJ'MERTE Al OENCMNAI)OO eoJ lfi\ 'DIF'BeCIA DE CUlOS') Y SE RESLELVE a f'RJEl..ElM DE LA �ION ASI, SE LLEGA AL. LMTE  

lim {x - 2Xx + 5�14 + 2V10 - x + V{to - x )2 :: lim (x - 2Xx + 5� + 2V10 - x + \/{to - xY J 
x-+2 (2 -ViO- X ,14 + 2V10 - X + V{10 - X Y . _ . 1  X - 2 

lim {x +S�+ 2Vl O- x + V{t O- x )2 J= 84 OlE ES a. VAL.� BlJSCAOO "-+2 

•1 SI SE SUSTITUYE LA VARIABLE � " ao "  SE Ttef: <U: lim Jx 2 + 6X + 2 = 00 ca.«> SE �TA DE � �  SE 
,._..., 6x 2 + Sx + 1 oo 

DIVIDEN LOS POOMJMIOS DE tUtERAOOR Y DEtOdiNADOR ENmE LA  VARIAaE CON Mol. Y� EXPG'ENTE, SE REA1..1ZAN LAS S�� � Y 
SE OOTEJE· 



1 
6 12 3 + - +-2 

= lim X X 
:a -.... S 1 6 +-+­

x x 2  

3 + 0 + 0  3 1 = = - = -
6 + 0 + 0  6 2 

2 

1 
ENTCN:ES B. VAl� tu.ERico DEl. lMTE ES - CABE CCMNTAR QLE lO QLE SE HIZO FlE 1-W:ER QLE lA VARIABlE a.E>AAA ca«> �  SIEWAE Y 2 
ca«> TIEHlE A " oo " , LOS COCIENTES RESPECTIVOS SE NUABAN Y El VAl� DEL út.tTE, SI SE OOSERVA, FlE El COCIENTE DE LOS CCUICIENTES el: LA 
VARWI.E DE MA� <JWX>. ESTO � PENSAR QLE CUWX> SE Tle.E l.tl ÚMfTE DE COCIENTE DE PCU.a..IOS Y lA VARIAB.E Tle.DE A " oo 11 , ENTOtaS SE 
ffGENTAH TRES CASOO SI LOS PQ.HMOS Te.EN B. MISK> <JWX>, B. RESLUAOO DEl llt.ITE ES El COCIENTE DE LOS CCUICIENTES DE lA VARIAB..E COl 

MA� QW)(); SI B. <JWX> DEl f'CUol'MO DEl oea.t� ES MAYOO, lA RESPlESTA SERÁ IINARIASlB.ENT'E " 0 " .  Y SI El PQ.I!OoliO DEL �ES 
DE MA � <JWX>, ENTCN:ES El lMTE t«:l EXISTE 

sen2 x cos1 x O 111) � ESTE CASO, Al SUSTTTUR lA VARIAEJ.F. � " 0 " SE TIE� QLE lim = PARA RESCX..VER ESTE ÚM'TE SE 
:a--.G X tanx 0 

secx 
lim 1 lim sen x 0 IO..« A LAS ilENTIWlES � Y Al CCNXMENTO DE LOSSQJIENTESút.tTEs· COSX = y -- = ASI, SE LLEG\A 
"-.o :a -.o X 

lim sen 1 x cos 1 x  __ lim sen x cos 1 x  sen x  
----- = lim -- X (lim COS x)1 = 1 X 1 2 :: 1 

:a--.0 X seD X :a--.0 X :a-+0 X :a-+0 

C0S X 
1 

COS X 

x - 5  dx 
-Jx - 1 

sen x 
---- dx 1 - sen x 

SE OOT� PRIMERO lA INTEG1W. lt«FINDA, PARA LO CUAL SE REALIZA El SQJIENTE CA.ao 11 

x - 5  ---=== dx EN ESTE TIPO DE INTEGW.ES, El CAMBIO DE VARWl.E QLE COtOJCE A SU �  ES SUSTITI.JR El RADICMDO � l.NA tU'tl � 
VARWU, LO QLE CQoNERTE A lA INTEGW. EN VARIAS INTEGRALES ' ltKDI,ATAS' DE ESTE .o>ü SE T� QLE 

I
u+ l -5 ¡u-4 J 

u J du u = x- 1  :=> du=dx ; x = u+ 1  => .Jü du = .Jü du = .Jüdu-4 .Jü 
3 1 

1 . 
J - -

I - I 
-- u 2 u 2 2 < >3 < >J = u 1du - 4 u 1 du = -- 4 ·-+ C = - x - 1 2 - 8 x - 1 2 + C 3 1 3 - -2 2 



= I sec X tanx dx + f tan 2 x dx = I sec X tanx dx + I sec 2 X dx - I dx = sec X +  tanx - X +  e 
CliCULo• 

xJ 4y3 
em-ITRAR LOS EXTREMOS RELATNOS Y LOSPUNTOSSIUADE LA FLNCIOO f(x, y)=-+--X 2 -3x -4y -3 

3 3 
SO..LCÓ"-1 LAS PRHRAS DERNADAS PARCIALES SOO f 11 (x, y)= X 2 -2x- 3 y f 1 (x, y)= 4y 2 -4 

3 

CCM) AJ.IWi DERIVADAS EXISTEN PARA TOOO PUNTO (x, y) LOS PlffiOS CRITICOS, Cl..E SE anaEN DE LA SOlUCtOO DEl SISTEMA FOOt.WX> � LAS 
OOWADI\5 PARCIALES IGI..WADAS A CERO, SOO {x 2 - 2x - 3 = 0 ::::) (x - 3Xx + l ) = O ::::) x = 3 ; x = -1 ::::) (3,11 (3,_ 11 (- 1,11 (- 1,- 1 )  

4y 2 - 4 = 0  (y - 1xY + 1) = 0 y = l ; y = - 1 
LAS SEG.Nlf.S DERNADAS PARCIALES Y LA MIXTA EST AN DADAS  PCR 
fu(x,y)=2x - 2  ; f11 (x,y)= 8y y f:ry = 0  ::::) quee1 Hessíanoseag(x,y)= (2x - 2X8y)- (0)2 = 16xy - 16y 

EN lA SQIIENTE TABLA SE PLEDEN VER LOS AESlUADOS l.t4 MÁXIMO Y l.t4 MINM:> RELATIVOS Y DOS P\.MOS SillA 

PUNTOS CRITlCOS VALOR Y SIGNO DE " g " VALOR Y SIGNO DE f,.,. NATURALEZA OB. PUNTO CRITlCO 

( 3 , 1  ) g ( 3 , 1  )= 32 > o  f,.,. ( 3 , 1  ) = 4 > 0  MINMO RB.ATlVO ( 3 , 1 ,  - 14.67 ) 
( 3 , - 1 ) g ( 3 , - 1 )= -32 < 0  IRRElEVANTE PUNTO SIUA ( 3 , - 1 ,  -9.33 ) 
( - 1 , 1 ) g (  - 1 , 1  ) = -32 < 0  IRRElEVANTE PUNTO SIUA ( - 1  , 1 , -4 ) 
( - 1 , - 1 ) g ( - 1 ,  - 1  ) = 32 > o fu { - 1 , - 1  ) = -4 < 0 MÁXIMO RBATTVO ( - 1  , - 1  , 1 .33 ) 

CÁLCULO• 
SEA lA Fl.t4CÓ"-I f (X, y, Z) = 4 X 2 + y 2 + 5 Z 2 ENCONTRAR El PUNTO DEL f'lAt«) 2 X + 3 y + 4 Z = 1 2 !XH)E LA FlJCOl f TeN.\ SU 
� VAleR Y CAlcu.AR �SlE 

SCl.LCIOO SE ESTABLECE C(M) Fl.t4Ct00 ce.ETJVO A f (X, y, Z) = 4 X 2 + y 2 + 5 Z 2 StJ.E A A LA AESTRICCtOO 

g(x,y,z)= 2x + 3 y  + 4 z  - 12 = 0. MEOIANTE El t.éOOO OE LOS t.u.TIPli('..A[)(H.S OE L.AGRAHGE SE POOE ESCRI!IUA SOJIENTE �  

CCHX:� CCM> .  ECLW;lOO DE LAGRANGe ' 

L = 4x 2 + y  2 + 5z 2 + A  (2x + 3y + 4z - 12 ) 
Y SUS OOWADI\5 PARCIALES. CCJ.I RESPECTO A x , y , Z , A IGlJAI.AI),\5 A CERO, FOOW.N l.t4 s¿slfMA ClJ'(A RESOlucD.I � LOS 
P\MC6 CRITICOS, DE LA SIGAENTE F� 

a, = 8x + 2A = O ::::) A = -4x 
Ox 
éL Oy = 2y + 3A = o ::::) 

iL = 10z+4A = O  ::::) & 

2 A = - - y  
3 
5 A = -- z  2 

(L éfA. = 2x +3y +4z- 12 = O  

2 ::::) -4x = - - y  
3 
5 -4x = -- z 
2 

32 
::::) y = 6x ::::) 2x+ l8x+- x- 1 2=0 

5 
8 5 30 8 ::::) z = - x  x =li ; y =íl ;z = li 5 



C(M)scl..O SE Te.E l.t4 PlMOcRITICO SE SIGlE Q..E ElMNMoV/Ii.OR DE LA Fl.M;IÓN SE � ENElf'l.M'O ( 5 
• JO • _!_ )  Y SU V/Ii.OR APROXIt.WX> . 

1 1 1 1 1 1  

ESDE 10.91 

ECUACIONES DFERENCIALES 
RESCl.VER LA�� DFEREtCW. X 2 y'+ 5xy + 3x ' = 0 [)(N)E X -:¡:. 0 

SCl.l.C� SE mATA DE �  ECUICIÓN OIFEREI'CIAL LMA1.. DE PRIMER ORDEN Y PARA EI'CONTRAR El �OR tlTEGRANTE, SE EXPRESA DE LA SIGJIENTE FORMA 1 
5 y '+ - y = - 3 x 3 X 

J P(:r. )b ' �  l:r.l  = e • l :r. l '  = x j ' li,EGO. DO«> FACTOR EClJIVAI..E A e = e 

SI X > 0 , ENTClaS lxl 5 = X ' SI X < 0 , ENTCH;ES lxl 5 = -X '  EN AMOOS CASOO, t.UTIPI.ICN'f)()MI!OOMIEMBROS DE LA ECUAC� POR xl' 

x ' y'+5 x 4 y = -3x 1 � � (x ' y }= -3 x 1  
dx 

SE MEGRAN NmA � t.IEMlROS Y SE UEGt. A LA SCl.lX:&.i GeERAl DE LA E� DlfEREIICIAI. Lf.EAL DE PRJt.ER ORDEN ASI, 
x 9  X 4  e x ' y = J - 3x 'dx = - - + e =::> y = - - + -3 3 x '  

ECUACIONES DIFERENCALES 
RESa.VER LA� DFEREtCIAL y '+ y tanx = sec X +  2x  COS X 
SCl.� SE TRATA DE �  ECUACIÓN DIFEREI'CIAL Utt:Al. DE PRit.ER ORDEN, POR lO QUE EL FACTOR INTEGRANTE EaJIVALE A 

e J ...,. a = e � 1- " = j sec x 1 
SE ..U. TIPUCAN � MIEt.tlROS DE LA �C&.i DFERENCIAI. POR ESTE FACTOR Y SE TIEPE QUE 

d y ' sec x + y sec x tanx  = sec 2 x + 2x � - (y sec x } = sec 2 x + 2x dx 
SE � AM9JS MEMROS Y SE UEGt. A LA SCl.� <EER/11. DE LA ECUACIÓN DIFEREOOAL DADA. ASI, 

y sec X = tanx +X  2 + e  � y = sen X +  (x 2 + C )cos X 
iüTóRIA 
CONSOUOAR "UNA Cll..TURA DE LA TUTORiA" EN LA FACULTAD ES UNA ARDUA TAREA EN LA QUE ESTAMOS INMERSOS MUCHOS 
ALUMNOS, PROFESORES -DE CARRERA EN SU MAYORIA- Y LA COPAD!. 
sE TRATA DE � LOS ESTUDIANTES Al ENTRAR CUENTEN, DURANTE SU PRIMER SEMESTRE CURRICULAR, CON UN TUTOR Y 
DESPll:S, a RESTO DE SU CARRERA, PUEDAN ACUDIR CON ÉL O CON OTRO, CON LA PLENA SEGURIDAD DE QUE LES SERA ÚTlL PARA 
LA CULMINACIÓN EXITOSA DE SU CARRERA. 
CON UN TUTOR UN ESTUDIANTE PUEDE Pl.NflEAR SUS PROBLEMAS ACADÉMICOS Y PEDIR ORIENTACIÓN PARA RESOLVERLOS DE LA 
MEJOR t.WERA PERO TM131EN PUEDE ACUDIR Al TUTOR CON CUESTIONES EXISTENCIALES QUE TENGAN QUE VER CON SU 
CRECIMENTO, CON SUS RElACIONES HUMANAS, CON PROBlEMATlCAS FAMIUARES Y, EN GENERAL, CON CUALQUIER ASUNTO, POR 
OIÁCIL QUE SEA, Y SE TRATARA INVARIABlEMENTE DE N>OYAR. AYUDAR Y ENCONTRAR LA MEJOR SOLuaON. 
TODO ES CUESTIÓN DE ABRIRSE Y PEDIR MJOYO. PARA ESO ESTAN lOS TUTORES, PARAM'(J(AR Y AYUDAR 
CUlllJRA 
SI \lEN a UBRO "TE DOY . PALABRA DE AMOR• DE FERNANDO DIEZ DE URDANMA, CÓMPRENLO. SON ESCRITOS DE 329 AUTORES DE 
LA UTERATURA UNVERSAl SOBRE a SENTIMIENTO AMOROSO. AlGUNOS DE EU.OS: 
'ERES CCK> EL sa: CUANDO TU VIEIES SE HACE DE DIA eJ MI CORAZ.ótr (M. MACHADO); "QUIERO HACER CON17GO LO QUE LA 
PRAIAVERA HACE CON LOS CEREZOS" (P. NERUDA); "EL AJ.IOO ES LA MAs FUERTE DE T� LAS PASIONES, POOQUE ATACA AL MISMO 
1'BFO A LA CABEZA, AL CORAZóN Y AL CUERPO" (VOLTAIRE); "A NADIE TE PARECES DESDE QUE YO TE A1rKY (P. NERUDA); 7US 
FWABRAS � 1M  AIAENTO Y TU ALE:NTO MI VINO" (S. BERNHARDT); "SÓLO EN TORNO DE UNA MWER QUE SE SIENTE AJ.WJA PUEDE 
FORMARSE <.M FAAMLIA" (F. SCHL.EGEl..); 'WAs TARDE. EN UN MUNOO MEJOR QUE �STE, DESEAR� AMARTE MÁS Y COOOCERTE MM' 
(SHAKESPEARE); "EN AMOR, SÓl.O ES GRANDE EL QUE PERDONA" (E ARO NIEGA); "DEEO ESTAR VIVO, AMOR 1 PARA SABERTE TOOA, 1 
PARA BEBERTE TOOV EN UN VASO DE NKR" (EFRAIN HUERTA) 

PRODUCCIÓN: ING. PABLO GARCíA Y COLOMÉ. REVISIÓN: ING. ENRIQUE ARENAS sANCHEl 
COLABORACIÓN: UC. ANA MARIA VIEYRA AVILA Y PSIC. NIDIA IBARRA OJEOA 

�-----------------------------------------------------------J 
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FACULTAD DE INGENIERIA. UNAM 
COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE 

ATENCIÓN DIFERENCIADA 
.
PARA ALUMNOS 

NÜMER0 15 17 DE ENERO DE 2001 

ESTE BOLET1N DE LA COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE A TENCION DIFERENCIADA PARA ALUIM)S ES UNA 
PUBUCACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO ES 
M'OYAR SU DESEMPEÑO ACADtMICO. COLECCIÓNALOS Y TENDRÁS UN GRAN NúMERO DE EJERCICIOS DE 
VARIAS ASIGNATURAS. 
llGEBRA. 
OOTEt-E.R El f'a.lt0.410 DE COO:ICIENTES REAl.fS DE t.t:NOO cmEN CUYA GRAFICA PISA Pffi LOS PLMOS A ( - 1  , 0 ) , B ( - 2.fi , 0 ) , e ( 0 ,  3 ) 
Y Ove TIEt-E. ca.«> 1.& DE SUS RAleES A a = - 1 + 2 Í 
SCX.tx;IOO LA OTRA RA1z DEL f'a.lt0.410 ES fl = -1 - 2 i Pffi OTRA PARTE, DE LOS DA TOS DEL PROO..EtM SE TBEN OTRAS DOS RAk:es. OlA: � "( = - 1  

Y Ó = -2v3 POORiA PENSARSE OlA: OTRA RAlz ES 2"'- 3 . SIN EMBAROO, ESTO NO ES ASI, NO SE TeE � EN El SENTIOO DE OlA: LOS 
C<E=ICIENTES DEL f'a.lt0.410 SEAN RACIOOALES, LIA:OO EL f'a.lt0.410 ES 

F�. SE TIEt-E. OlA: 

. PiiiÁ-PR'Ac'TiCAA ,_EL.-Di:SARR<ii.o_Di:_ 'EsfE- � -�- �-MAS 'SEÑC1Ü.os� se -¡ij)RfA-R[5QiiER" ca( a -Misii>-eiHiAOO�l.os -R.Ma; 
A ( -1  , 0 ) , B ( 0 , 5 ) , e ( 2 , 0 ) Y LA RAiz CCHJCIDA a = - 1  + 2 i ENTOOCES, LA SOllX:tOO SERIA 

ca.«:> El F'Cl.INOMIO TIENE REffiESENTACIOO GRAFICA, SUS COO:ICIENTES � REAl.fS Y OTRA DE SUS RAleEs ES fl = -1 - 2 i DE LOS DATOS SE TENEN 

OTRAS DOS RAicES CU: � "( = -] y Ó = 2 EL f'a.INOMIO ES ENTOOCES 

p (x ) = a 4 (x + 1 ) {x - 2 ) (x + 1 - 2 i) (x + 1 + 2 i) 
= a 4 (x 4 + X 3 + X 2 - 9 X - 1 0 ) 1 

PERO POO El PLMO 'B' SE TIENE OlA: p ( 0) = 5 , ENTGICES 5 = - } 0 a 4 :::) a4 = - Y,Fl� SE L.LEGA A  2 

( ) ) • 1 3 1 l 9 p X = - - X  - - X  - X + X + 5  
2 2 2 2 



2 
GEOIIETRIA ANAÚTICA 

X 3 + 3 11 X = - 2  + 2 t 2 
SEAN LAS RECTAS L I y 1 y L 2 y 7 + 5 t2 

z = - 11 z = 12 
SU�SEA I:JETERMt.IAR LASCOCKlENA[W) DE LOS P\MTOS A y B PERTE'tECENTES A LAS RECTAS Ll y Ll , RESPECTIVAMENTE, TALES Ql.E LA 
DISTANCIA ENTRE DICHlS P\MTOS SEA MNMA. 
SCl..l.CÓII SEAN { XI = 3 + 3 1 1  
A(.rl ,yl ,zl )e �  y B(x2,y2,z2 )e �  . .  LI : Y 1  = 1 

Z¡ = - 1¡ 
DE L. : UJ = ( 3 , 0 , - 1 )  Y DE  Ll Ul = ( 2 , 5 , 1 )  

y 

LOS PtMTOS A y B �LOS EXTRB«lS DEl SEGJ.ENTO DE RECTA AB Ql.E ES Slt.U.TÁI'EAMENTE f'ERPEI'I)ICllAA A L1 y L2 POR LO <U 

AB · u• = O  y AB :u2 = 0  EN[)(H)E AB =b-a = ( x2 , y2  , z2 )-( x1 , y1 , z1 ) = ( x 2 -x1 , y2 - y1 , z2 -z1 ) 

La 

La 

AB · ut = ( x2·-x1 , y2 - y1 , z2 -z1 ) · ( 3 , 0 , - 1 )= 3 ( x2 -x1 )-z2 +z1 = 0 · · · (1) 
AB · u2 = ( x2 -xp y 2 -y1 , Z2 -Z1 ) ·  ( 2 , 5 , 1 )= 2 ( x 2 - X1 )+5 ( y2 - y1 )+ 1 ( z2 - z1 )=0 · · ·  (2) 

� ce.ETO DE REDUCR El. �  DE lf'CÓGNTAS EN El. SISTBAA DE ECUACrot.ES FORMADO POR (1) y (2) , SE SUSTITUYEN LAS ECUACI<HS 

PARAMElRJcAS DE L 1 y L 2 Y SE LlEGA A 

3 [ ( - 2 + 2t2 )- ( 3 + 3t 1  )]- t 2 - t , = O  � St2 - IOt1 - I S = O  (r) 
2 ( (- 2+2t2 )-( 3+ 3t1 ) )+ 5 ( ( 7 + 5t2 )- 1 )+ t2 + t1 = 0  � 6t2 - t1 + 4 = 0  · · · (2') 

Al RESO...VER ESTE � SISTEW. DE ECUt.Crot.ES (1') y (2') SE OBTIHEN LOS VALORES t1 = -2 y t2 = -1 , LOS CUALES SE 

SUSTITUYEN EN LAS ECUACrot.ES PARAMÉTRICAS DE RESPECTIVAMENTE. PARA OBTHER FINALMENTE LOS PI.MOS 

A ( -3 , 1 , 2 ) y B ( -4 , 2 , - 1 )  
Cha..llO I 
C8TBER LA DERIVADo\ DE LAS FlK:ICH::S SIGUENTES A PARTR DE LA DEFINe� (t.IETOOO DE LOS "CUATRO PASOS1 

. .  X +  1 i ) y = 2 x 2 - 5 x + 8  u ) y = iii ) y X - 1  "'./3 - X 
SOLLCÓII PARA DERIVAR A PARTIR DE LA OEFINK:ÓII, LO QUE SE HACE ES SEGUIR LA SECUELA DE PASOS QUE SE ENCUENTRAN EN ELLA Y QUE SON PRit.t:RO. SE 
ltoSENTA LA Fl.N:�. SEGlNX>, SE LE RESTA A LA R.tClÓN N;REMENTADA LA fi.J'CIÓN ORIGINAL, TER;ERO, SE DIVIDE ESTA DIFERENCIA ENTRE EL 
ltCREKNTO DE LA VARIABLE NlEP91>1ENTE, Y CUARTO Y lt. TIMO, SE CALCULA EL LIMITE DEL COCIENTE OBTENIDO ESTO NO ES OTRA COSA CU: TRANSFORMAR LA 

f( ) dy 1. f (x + L1 x ) - f (x ) F� y = X EN SU OERI'H.DA - = un PARA DERIVAR ASI LAS FlKICH:S DADAS SE SEGUIRAN LOS 
dx .ó.s -+ 0  /i x  

PASOS DEFINIDOS ANTERIORtlf3fTE CABE N;;tAAAR Ql.E EXISTEN VARIAS FORMAS DE HI.CERLO. ÉSTA ES UNA DE ELLAS QUE OJAlÁ GUSTE A LOS LECTORES 



i )  y = 2 X 2 - 5 X + 8 
PRIMERO y + A y = 2 (x + A x 'j - 5 (x + A x )+ 8 

= 2 X 2 + 4 X A X + 2 (A X 'j - 5 X - 5 Ó. X � 8 
SEGUNDO 

TERCERO 

CUARTO 

.. ) X + )  ll y = -
x - 1  

- y = - 2 x 2  + 5 x - 8  

A y = 4 X A X + 2 (A X y - 5 A X 

A y = 4 X A X + 2 (A X y - 5 A X = 4 X + 2 A X - 5 
A x  A x  

lim A Y = lim ( 4 x + 2 A x - 5 ) 
.i .x � o A x  .i .x -+ 0 

dy = 4 x - 5  dx 

... x + !J.x + 1  PRIMERO : y +  ay = ---
x + !J.x - 1  

X +  1 SEGUNDO : - y  = - -
x - 1 

Ay = x + !J.x + 1 x + 1 (x + !J.x + tXx - 1)-(x + 1Xx + !J.x - 1) 
x + &x - 1 - x - 1  = (x + &x - tXx - 1) 
X1 - X +  X !J.x - !J.x + X - } - X1 - X !J.x + X - X - !J.x + 1 - 2Ax 

TERCERO : 

CUARTO : 

= (x + &x - 1  Xx - 1) = (x + &x - 1  Xx - 1) 
Ay _ - 2&x _ - 2  
!J.x - &x (x + &x - 1Xx - l) - (x + &x - 1Xx - 1) 

lim Ay = lim - -2�_____, 
.u�o !J.x .u ... o (x + !J.x - tXx - 1) 
dy - 2  = 
dx (x - tY 

iii ) y = 3 - X 

-PRIMERO 

SEGUNIXJ 

y + Ay = .._ 3-=-- (x + ó.x) = """3 - x - Ax 

- y  = - "3 - x  

Ay = """ 3 - x - Ax - -v 3 - x 

Tb.'RCERO 
Ay , 3 - x - Ax - 3 - x = - -
Ax ó.x 

3 



CUARTO : 
. Ay . ,J3 - x-tu --v3-x  llm - == lzm --------

.1z�o tu .1z-.o tu 
. Ay . -J3- x - Ax - ,J3-x  ,}3- x - Ax +---./3 -x llm - == lzm · -;::::===,...-----==-.1z� L\x .1z� L\x "·J 3- X - L\x + '\/ 3- X 

dy . (3 -x-tu)-(3-x) 
- =  llm ( 
dx .1z-.Q L\x ,)3 - X - tu + -, 3 - X) 

3 -x-Ax-3+x  - lim -,-;=====-�=='l 
- .1z-.Q L\x (,J3 - X  - L\x + "', 3 - X) 
= lim -Ax 

.1z-.Q /1x (---J3 - X  -tu + '\J3 - X) 
- 1  - 1  -

= lim = r--= .1z� --. 3- X - L\x + ,)3 - X 2"'. 3- X 
CÁLCULOI 

ESTlDIAR lA cctNER(E.CIA O DIVERGEr'-CIA DE LA SIGJIENTE INTEGRAI.. It.f'ROPIA J ao 
dx 

-CI) e x + e - x 
SCl.UCIÓN lA F\H:1ÓN DEl iNTEGWIX> ES CONTNJ.\ EN LOS REALES PERO Al SER I�INrTO (• Y -) LOS LÍ�S DE lA INTEGRAL, ENTONCES ESTA SE EXPRESA 
� 

J.., 
dx _ lim JO dx + lim r N _dx __ '"' e "' + e - •  111 -+ -«>  111 e " + e " N .... .., Jo e "' + e " 

� SE �Sl.e. VE, EN FRltoER LOOAR, lA INTEGRAl ltaFIN�. PARA PODER OBTENER LOS LIMITES ANTERKH:S aJYA EXISTENCIA DETERMINARÁ SU 

�lA O DIVERGEr'-CIA. ASI, SI SE ..U. TIPUCAN tu.lERADOO. Y DENCM� POR ex , SE TIENE CL'E 

1 e x  e x  dx f e x  + e - x · e x  
dx == f e 2x + l 

Y CON a CAAI!IO OEVARIAIU. U2 == elz , U ==  ex , du == exdx , a2 == }  , a == ) 

J du 1 u 
SE LLE�A 2 2 == - angtan - + e == angtan e X + e 

u + a  a a 
y EN CONSECL90A 

J
.., dx 
"' e " + e - "  = lim �gtan e " t + lim [angtan e "  1' 

N -+ -«>  N • ""  

= lim (angtan e 0 - angtan e 111 ) + lim (angtan e N - angtan e 0 ) 
N -+ -«>  N -+ ""  

1t 1t 1t 1t = - - 0 + - - = 
4 2 4 2 

Y lA JtolTEGRN; M'RCFIA ES CONVERG3fl'E 
TüTóRIA 

4 

UN PROFESOR QUE ENSEÑA, TRANSMilE, APRENDE Y CONVIVE CON LOS ESTUDIANTES, N.. GRADO DE ESCUCHARLOS Y TRATAR DE 
AYUDARLOS EN SU DESARROllO ACADÉMICO Y EN SU CRECIMIENTO ESPIRITUAL, ES UN SER HUMANO QUE REAL.1ZA SU NOBLE LABOR 
CON AMOR 

¡AY UNMI, � EK>CION VMRTEI 
SE AGRADECE LA COLABORACION DE LOS PROFESORES ERIK CASTANEDA DE ISLA PUGA Y HUMBERTO SORIANO SANCHEZ 

PRODUCCION: ING. PABLO �lA Y COLOMÉ. REVISIÓN: ING. ENRIQUE ARENAS sANCHEZ. 
COLABORACION: LIC. ANA MARIA VIEYRA A VI LA Y PSI C. NIDIA !BARRA OJEDA 
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EDITORIAL 
ESTE BOLETIN DF. LA COORDINACION DE PROGRAMAS DE ATENCION DIFERENCIADA PARA ALUMNOS ES UNA 
PUBLICACIÓN QL INCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA. 
ESTÁTlCA. UN SISTBIA DE TRES FUERZAS A� S08RE LA cuM COIIO SEIIUESTRA EN LA FIGURA.SI F, = 100 N ,  Fl = 58.31 N Y SUS  ÚNEAS DE 

SOPORTE PASAN POR LOS PUNTos e y B RESPECTIVAIIENTE, y F3 = 1 so N . QUE ES PERPBiliCtl..AR Al PlANO INCUNADO DE LA cuAA y w 
COORDENADAS YECTONAJ.fS CANONicAs DEL S1S1B1A SON (1 50 i , 130 j , 50 k , - 520 i - 1 50 j + 0 k) (N , Nm) DETa.wt 

•l F3 ' b) LAS CCOU)ENAI)AS DE p PARA lJo.L6. COTA MINIMA OOt..oE F3 CORTE EL F'I..AOO 1� DE LA CI..JAA 

z 

F"l•IOON 
f2•:58.31N 

41'1 f3•1:SON 

'r+-+-+=-+-- 'Y A <3.0,0) 
B <3,3,0> 
e <0.0,4> 

OOTENCIÓN DE FIA:RZAS EN FORMA VECTORIAL F 1 = 100 j F2 = 58.3l ecB => F 2 = 58.3 1 3 ; + 3 j - 4 k = 30 i + 30 j- 40 k 
.J9 + 9+  16 

i 
CA x AB =  3 

o 

j k 
o - 4  = 12 i + 9 k 
3 o 

OOTENCIÓN DE t.OAENTOS CON RESPECTO A 
11 0 11 . 

i j k 
M t  = o o 4 = -400 i 

o 100 o 
i j k 

=> F 3 = 1 50 12  ¡ + O j + 9 k = 1 20 i + 90 k 
-J144 + o +  81 

k 
4 = i(- 120 ) - J(- 120 )=  -120 i + 120 j 

30 30 - 40 

...-c=-
M 3 = x y z = i (90y)-j (90x- 120z)+k (- 120y)= 90y i+ (120z -90x)j- 120y k 

1 20 o 90 
M o = M  1 + M  2 .f. M 3 = (-400- 120+90y) i+ (120+ 120z -90x)J -120y k ; PERO M o =  -520 i- 1 50 j+O  k .  
Lt.eoo -120y = 0 =>  y =  O ;  - 1 50 =  1 20+ 1 20z-90x ; -270= 1 20z-90x ; si z = O=>x  = 3 :::> :.P(3,0,0) 

DINÁMCA a BlOQUE OON 30 (N] DE PESO QUE SE IIIJESTM EN LA FIGURA, SE COLCOCA EN EL EXTRfiiO UBRE DE UN RESOfm LINfAL CUYA 

CONSTANTE DE RIOUz ES k = 1 500 [ � J , Y POSTERIORMENTE SE COMPRIME mE UNA CIERTA LONGITUD 11 d 11 • CONSilERANDO QUE fniCAIIENTl: SE 

TBIE FRICCION (SECA) ENTRE EL CUERPO Y EL PlANO EN EL TRAillO RECTO (LOS TRAMOS CURVOS SON USOS), DETERIIINAR: 1) EL VALOR 11 d :• en [m] , 
QUE SE DBIE CO. RMR EL RESORTE PARA QUE EL ll.OQUE LLEGUE JUSTO Al PUNTO B CON RAPIDEZ N\l.A. ; bt LA fiiAotml) DE LA ACB..ERACION TOTAL EN 

aPUNTO A. 



2 

Longitudes en Metros. 
S:A.l.CJOO ESTE f'ROilBo4A PI.E>E RESOLVERSE E� • ECUACIONES DE IIOVIIIENTO" O El "IIÉTOOO DE TlWIAJO Y ENERGIA• SI SE APLICAN LAS 
'!ClJof.CIONES DE �lENTO", CGNIENE ANALIZAR DE ATRÁS HACIA DELANTE, YA QUE SE CONOCEN LAS CCH>ICIONES FNALES, Y SE DESEA CALCLlAR lJII VALOR 

INICIAL, LA eot.f'RESJOO 11 d " DEL RESORTE DADO �  SE CONOCE LA RAPIDEZ EN B . SE P1.E>E DETERMINAR LA RAPDEZ EN A. 

·de 1 '  DEL TRAMO CLRVO ENTRE A y B 

2 
S .. .. ¿F, = W cosO- N = m- ; dado que :  s = -RO R 

(El SKN> �TIVO ES � EN ESTE �lt.tENTO El SENTOO DEL �!MIENTO ANGll.AR, (} , ES HORARIO, Y POR TANTO, NEGATIVO, Y Al t.U. TIPLICAR POO EL 
SKN> CITAOO SE OBTIENE LA MAGNITLO, EN ESTE CASO, DE LA ACELERACJOO LINEAL - POSITIVA) Y COMO 

. . 
-

·· · d (} · d (} · · rO fJs · 
(} = (} - ; - W sen (} = -mR (} - ; mg sen (} d (} = mR (} d (} ; Jo 8 g sen (} d (} = J R (} d (} 

d(} d(} B A (JA 

��� ·� z 

cosO Á = 0.5 � O =  angcos 0.5 ::::> O =  60° 1 

[ 2 ] o 
o . . o o 5 . 

g sen O dO = J R O d O ::::> [- g cos O :(: 0 = -·- O 
(J 2 . 

fJ A  

- g COS 0° + g COS 60° = 0 - 0.25 8 A 2 ::::) - 9.8(1 - 0.5)= -0.25 8 A 2 

::::> 
0 A l = 9·8 (O. S) ::::> 0 Á 2  = 19 .6 ::::> 0 A = -4.427 [rads J (EL SIGNONEGATIVO ES � El �IMIENTO 0.25 

ANGU..AR ESEN SENTOOHORARIO) . S A = -R 0 Á ::::> � Á  = -0.5 (- 4.427 ) :. �A = 2.214 [: J 
LLeOO, SE P1.E>E OBTEtER LA RAPIDEZ EN Z · DEL TRAMO COOVO DE Z Q A 

�Nv
� 

2 

¿ F, = - W sen O = m s S .. .. 
L F, = N  - W  cos O = m  R EN ESTECASO s = RO (t.oiiMIENTOANGl.\AR EN SENTIOO 

.. . d (}  
ANTIHORARIO) Y COO (} = (} - SE TIENE � d(} 



-mg sen O dO = mRO d 0 � J:A - g sen O dO = ÍA 0 .50 d O�  (9.8 cos 0�0 = [0.250 2 ]4.427 
dO 8z 8z Joo 

8z 
'" ESTE TRM«) CIRIO. COMO S A es de 2. 2 1 4  [: J (POSITIVO) Y S A = RiJA . iJ A ES POSITIVO Y vALE 4. 4 27 [ r:d J. ooCH:ES· 

9.8 (cos60° - cos0° )= 0.25(19.6-0z 2)  � 9.8(0.5 - 1)= 4.9- 0.2SOz 2 � 0.25 Oz2 = 4.9+4.9 

O z 2  = :.�85 � Oz 2  = 39.2 ::) 0z = 6.261 [:] :. �z = 3 . 1 30 [:] 

PARA EL TAAMO RECTO DE f Q Z , B. ' d e  1 '  ES 

. 
[ 2]� 

30 . d X .4 ;rcz . · 

4 
1 . 

- 1 5 = - x- ::)  J: -4.9ch =  J xdx � [- 4.9x�· = - x  
9.8 eh o JCT 2 . 

xr 

1 1 ( · 2) 2 · 2 · [m] ::) -4.9(0.4)= 2(9.8)-2 Xy ::) 0. 5Xy = 4.9+ 1 .96 ::) Xy = l3.12 ::)Xy = 3.704 -; 
FINAUENTE PARA EL TRAMO RECTO EN EL QUE INTERACTúA EL RE� TE, EL ' d  e 1 '  ES 

L Fx : - /c:x  - Fr = ma x ; L FY : N  - W = O  

- 1 , 500 X - 1 5 = :�8 X �  ::) J�d (- 490 X - 4 .9 )cá  = I:' � d � 

� 245 x 2  - 4 .9x!, = [� x2r => o - [- 245 (- d )' - 4 9(- d )]=  � (13 12 ) 

::) d� -0.02d -0.028 = O::)  dl.2 = 0.01 ±�(0.01)2 +0.028 � d1 = 0.1 776 (m); d2 = -0. 1 576 (m) 

3 

CCMJ EL VALOR NEGATIVO NO TIENE SIGNIFICAOO FISICO, LA SOLUCIÓNES d = 0. 1 776 [m l �. SI SE RESU:LVE a PROB..EW- 000 a '"IETooo DE 

TRABAJO Y EHERGIA", SE TIENE QUE EL ' d e  1 '  {INTERACTl.W-00 El RE�TE) ES· 

EL 'de l '  (PLANO) ES 

EL ' de 1 '  {SLf'ERFICIE �VAS) ES 

-kx1 ::l rr L. 

�L. 

�.< 



El RESORTE REALIZA TRABA.O EN - d � X � 0 [m] 
U, = f'. - kx dr � U, = [- � h2 I, � U, =  O - [- � (! SOOX- d)' ]� U, =  150d2 [N · m] 

LA FRICC� REALIZA TAABAXlEN .:... d � X �  0.4 [m] 
0 4 

1 
U = J . -'F dx · N-W = O => N = W · N = 30 (N] · F' = n N => F' = O 5(30) => F' = 1 5  (N] F, -d r • ' ' r r r · r 

U¡.-, = J��4- 1 5dx => UF, = [- t 5xr·; => UF, = -15(0.4)- [- 1 5(-d)]=> UF, = -6- 1 5d [N ·m] 
El PESO REALIZA TRABA.O EN 0 � y � 0.5 [m] 

U w = J: s - W dy => U w = [- Wy Is => U w = - 1 5  [N · m ] 
1 2 1 2 

El TAABAX> TOTAL ES IGJAl Al t.CREMENTO DE Et-.ERGIA CII'ÉTICA U k + UF + U w = -mv 2 - -mv 1 , 2 2 
DADOCU: V1 = 0 [:l v2 = 0 [:] , ENTONCES 75Qd2 -6- 1 5d- 1 5 = 0- 0=>75Qd2 - 15d-21 = 0  

=> d2 - o.o2d - o.028 = o =>  d1•2 = o.o1 ± �(o.o1)2 + o.028 => d�,2 = o.o1 ± .Jo.0281 
d1 = 0. 1776 [m) ; d2 = -0. 1 576 [m] . El VAL� NEG'.TIVO NO TIENE SIGNFCAOO Fislco, Ll.eOO d = 0. 1776 [m] 
b) PARA CALCLlAR LA MAGNilU> DE LA ACELERACIÓN EN A , SE HACE LO SIGUINTE· 

� Q  
z 

B lfy
� A 

cosO = 0·5 => 8 = 60° ; hA = 0.5cos60° => hA = 0.25 [m] 1 

/ 

I 0.2S [ ] 1 2 1 2 Uw = -W  dy => Uw = -1.5 N ·m , U1c +UF. +Uw = -mvA --mv1 o , 2 2 

750(0 . 1 776 )2 - 6 - 15 (0. 1776 )- 7.5 = .!. 30 V/ => V/ = '7·5<19 ·6> => V/ = 4.9 [m:] 
2 9.8 30 S 

v 2 4 .9 [ m ] Sl.f'OSIC� A COOTENIOO EN LA PRM:RA ClRVA a" = _A- => a" = - => a" = 9 .  8 2 
r 0 . 5  s .. , , . 

�Nv
� 

0 - 30(0.866 ) [ m J L F, : - W sen 60 = ma , => a, =  => a, = -8 .487 -2 30 S 
9.8 

:. aTOT = �(9 .8 )2 + (- 8 .487 )2 => aTOT = 1 2 .96 [�] 
¡AY UIWI, out EIIOCION VMRTB 

SE AGRADECE LA ca.ABORACIÓÑ DE LOS PROFE�S BERTHA FRANCO ROSAS Y YUKIHIRO MINAMI KOY AMA 

4 

PROOU::C� N3 PABLO GARCIA Y CO..Ot.É REVISO-I ING E�IOUE ARENAS sm:Hl 
co.ABORAC� LIC ANA MARIA VIEYRA ÁVILA Y PSIC NIDIA IBARRA � 
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· EDITORIAL 

-
1 ESTE BOLETIN DE LA COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS ES UNA 
' PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO ES 
APOYAR SU DESEMPEÑO ACADÉMICO. ESTÁS A MUY BUEN TIEMPO DE RECUPERARTE SI TE HAS ATRASADO O 
NO HAS ESTUDIASDO LO SUFICIENTE ESTE SEMESTRE. ¡ÉCHALE GANAS Y TENDRÁS ÉXITO! 
CÁLCULO 11 
EVALUAR LA INTEGRAL IMPROPIA fo"" 

dx . ( - ) Y PARA ELLO. GRAFICAR LA FUI'K:ION DEL INTEGRANDO 
X X + 1 

SOLUCIÓN COMO SE OBSERVA EN LA GRÁFICA. I:STA ES ASINTÓTICA A LOS EJES • X .  Y Y LUEGO SE DEBEN CONSIDERAR DOS INTEGRALES IMPRa:>IAS. TCJt.W.IX> 

l.tl PUNTO, EN ESTE CASO. EL CORRESPONDIENTE A X = 1 COMO EL VALOR DE LAS ABSCISAS QUE SEPARA EN DOS El AREA 

ENT()JCES LA INTEGRAL SE PUEDE EXPRESAR COMO f 00 
' o 

y 

dx f J  x {x + 1 ) - 0 

dx dx Jao J x (x + 1 )  + 1 .... 1 x {x + 1 )  
2 dx 

PARA RESOl VER LA INTEGRAL INDFFINIDA, SE REALIZA EL SIGUIENTE CAMBIO DE VARIABLE U = X � U = .J X ; du = 
2 \, X  

Y SE HACE a 2 = J => a = J . LUEGO S E  TIENE Q( lE f dx 
- 2 f 

, x (x + 1 ) -
du 
.., = 2 angtan J X + C 

u - + 1 

J :r) dx 
= !1m [2 angtan "x  ]� + /un [2 angtan x ]� 

0 -.)X (x + ) ) 1' • O R --.  oo 

DE OONOE 

= 2 angtan (t ) - 2 angtan (0)+ 2 angtan (oo ) - 2 angtan (1 ) =  2 (:) + 2 ( ;) - 2  (:) = 1r 

! O JI ES El VALOR DE LA INTEGRAL IMPROPIA LO QUE LA HACE • CONVERGENTE 

CÁLCULO 11 
.;&..JlAR El VALOR DEL LIMITE /im (x + COS 2x ys.:'\x x--.0 
SOlOCIÓN SI Sl SUSTITUYE H VALOR Al QUE TIENOI: LA VARIABLE x SE LLEGA A 

11m (x + cos 2x)""" �x = 1"" x--.0 
OLe ES UNA INDETERMINACIÓN PARA CALCLA.AR ESTE LiMITE SE �DE HACER LO SIGUIENTE 



a =  lim (x + cos 2x yscJ.r � In a =  In lim (x + cos 2x yscJ.r � .r-+0 .r-+0 • 
In a =  lim ln(x + cos 2x yscJ.r r-+0 

1 /. ln(x + cos 2x) � In a =  lim csc 3x In (x + cos 2x) � n a =  rm 
.r-+0 .r---.0 1 

1 / .  ln(x + cos 2x) � n a = rm _.:..._ ___ ....:.. 
.r-.o sen 3x 

csc 3x 
AHOOA SE CALCUlA EL IMITE DEL �lENTE AL QUE SE LLEOO Y SE TIENE QUE 

SE APLICA LA REGLA DE L 'HOPIT AL Y SE T lENE QUE 

lim ln(x + cos 2x) = � 
.r-.o sen 3x O 

(INDETERMINACIÓN) 

1 - 2 sen 2x 

Ji m In (x + cos 2x) = lim x + cos 2x = lim _ 1 - 2 sen 2x = 1 - O 
= 

1 
.r--+0 sen 3x .r--+0 3 cos 3x .r--+0 3x cos 3 x  + 3 cos 2x cos 3x O + 3 3 
1 

DE ()(N)E In a =  
1 

lim(x + cos 2x )ese Jr = e 3 
.r---.0 3 

CÁLCULO ! 

2 

EL TANQUE SUSTERRÁNEO DE L1NA ESTACIÓN DE GASOLINA TIENE FORMA DE lJ'J CILINDRO CIRCULAR RECTO. COMO SE MUESTRA EN LA FIGURA Y ESTA SIENOO 

1 cm 
LLENADO POR UNA PIPA CUANOO EL NIVEL DE LA GASOLINA EN EL TANQUE ES DE 1 M. SE OBSERVA QUE ESTE NIVEL CRECE A RAZÓN DE ¿OU� VOLUMEN 

2 min 
DE GASa.INA (GASTO) ESTA DESCARGANOO LA PIPA EN UN SEGUI'l>O? 

1 
SQlX:IÓN lJ'J CORTE TRANSVERSAL DEL TANQUE SE OBSERVA EN LA SIGUIENTE FIGURA 

3 

%-h � 

POR OTRA PARTE, EL GASTO "Q" SE DEFINE COMO LA DERIVADA DEL VOLUMEN CON RESPECTO AL TIEMPO ESTO ES 

. L\V dV Q = 11m = -
61--.0 t:J dt 

EN ESTE PROBLEMA V = 4 A � 
dV = 4 dA 

DE LA FIGURA ANTERIOR SE PUEDE VER QUE EL ÁREA "MMJADA' (DONDE SÍ HA Y GASOLINA) EQUIVALE A LA 
dt dt 

RESTA DEL ARfA DEL SECTOR CIRCULAR. MENOS EL ÁREA DEL TRIÁNGULO CENTRAL Y ESTO SE DETERMINA DE LA SIGUIENTE FORMA 

A = "(�)' 28 _ 2 [ � sen e � cose] 9 9 
=> A = 8 - sen 8 cos 8 � 9 A = - (28 - sen 28) 8 21f 2 4 4 

ca..o dA = dA dO 
ENTONCES di!_ = 2_ (2 - 2 cos 28) dO => 

dt dO dt dt 8 dt 
dA 9 dO 
- = - (1 - cos 28) dt 4 dt 



lUEGJ 
dV = 4 [ 9 (1 - cos 2e) de J => dt 4 dt 

dV de - = 9 (l - eos 2e) -dt dt 
EN LA MISMA FIGURA SE PUEDE ESTABLECER " e" EN FUNCióN DE " h" DE lA SIGUIENTE FORMA 

3 -h  
{} - ang cos 2 

3 
2 

2 - -

3 - 2h :::) e = angc cos 3 
Y, COMO 

de de clh 
= - - . ENTONCES SE TIENE QUE dt dh dt 

3 

dO ;;!: - -- _L dh de 
2 
3 dh de 2 dh de 1 dh 

:::) dt r e- 2h )' dt dt 

vl - 3 

= 
9 - 9 + l 2h - 4h2  dt 

9 

:::) - - -- -- =>  = 
dt - .j4{3h - h2 J dt dt �3h- h2 dt 

dV 1 dh 
Y SUSTITUYENDO FINALMENTE ESTE RESULTADO, SE LLEGA A - = 9 ( 1 - cos 2e) -dt Jij,-h2 dt 
� SE OBTIENE EL VALOR DE e CON h = 1 M 

3 - 1 
e =  ang cos 2 

3 
2 

:::) e =  angc cos _! :::) e =  70 .529° 3 

COO ESTE VALOR Y lA RAZÓN DE CRECIMIENTO DEL NIVEL QUE ES � = l cm = 0.005 m 
SE LLEGA POR ÚLTIMO AL RESll.TADO DEL PROOLEMA QUE 

ES 
dt 2 min min 

Q =  d
V 
= 9 [1 cos(I 4 1  058° )] r..·· 1 .-= (0.005) dt ;¡3(1)- (IY 

=> Q = dV = 0.0566 m3 
=> dt min Q = 0_94 litros 

segundo 
f'OO LO QUE lA PIPA DESCARGA CASI Lt-1 LITRO POR SEGUNDO EN EL TANQUE 

I CÁLCULO I 
OOlENER LAS DERIVADAS OC LAS SIGUIENTES FUt-CIONES PAAA EL VALOR DE ' x • QUE SE PIDE 

i) J(x)= sec x , x ;;;::;; O ii) y =  ang sec 1 1 = ; x = 1 .2 iii) x3 + y3 = 6xy ; x = y =  3 1 + tanx ....,¡ x 2 - 1 
SCX.UCIÓN Si SE PLANTEAN LAS CORRESPONDIENTES FÓRMULAS DE DERIVACIÓN Y SE APLICAN SE TIENE QUE 

i) j(x) = ; X - 0 LA FÓRMULA PAAA DERIVAR UN COCIENTE DE FUNCIONES ES = -- - ,  DE DOta, AL APLICAR TAMBI�N 
sec x d (u) v · u'-u · v• 

1 + tanx dx v (v)2 
LAS DERIVADAS DE LAS FUJI.CIONES TRIGONOM�TRICAS OIRECT AS, SE LLEGA A 

!' (x) = (1 + tanx Xsec x tarlX )- sec x sec 2 x => 

{1 + tanx )2 
Y, COMO tan 2 X - sec 2 X 1 ENTONCES 

!' (x ) _ sec x tmlX + sec x(sec 2 x - 1 )- sec 3 x 
(1 + la!IX y 

f' (x) = sec x tanx + sec x tan 2 x - sec x sec 2 x 
(1 + tanx )2 

=> ! '  (x) = 
sec x tanx + sec 3 x -�ec x - sec 3 x 

(1 + tatlX ) 
. /' ( ) sec x (tanx - 1) 

. • X - Y PAAA X = 0 :::) 
(1 + tanxY 

f' (O) = sec O (tan0 - 1) . .  f'(O) = 1 (0- 1) = _1 
(1 + tan0)2 (1 +o)� 



1 /1) y - ang sec r--¡-- ; X = 1 . 2 . LA FóRMulA PARA DERIVAR LA FlJ\ICióN TRIGONOMETRICA IIINERSA 

v x2 - 1 
"ang sec u "  ES 

du 
d (ang sen U) - dx � 

DE [)(N)E, AL PALICAR TAMBIÉN LAS DERIVADAS DE UN COCIENTE DE FlJt'.CIONES Y DE UNA FUNCIÓN DENTRO DE UNA RAÍZ 
dx li'\,U 2 - 1  

CUADRADA. SE LLEGA A 

.Jxl ..: ¡ (o)- 1 ·  2x
--= 

2)x2 - 1  
dy - (Jx2 - lt-=-= 

dx
- vx' - 1  ;[[vx; J' - !] 

Y PARA X =  1 .2 dy - 1  2 � -¡ = - -
dx x=t 2 )12 2 · 1  h 1 2 2 

X 

dy 
dx ,r-.1.2 

- 1 2 

dy 
dx 

o 44 0.56 
dy ::::: -2 42 

iit ) x3 + y3 = 6xy ; X =  y =  3 . AQUI SE TRATA DE DERIVACióN IMPlictTA, PARA LA CUAL CABE RECORDAR QUE CADA OCASióN QUE APAREZCA L4 
VARIASLE DEPENDIENTE 11 y " ,  SE TRATA DE UNA FUNCióN DE LA VARIABLE INDEPENDIENTE " X "  Y QUE POR CONSIGUIENTE SE DEBE APliCAR LA • REQA DE L4 
CADENA . SE TIENE ENT<::lf'-CES 

3x 2  + 3y 2  dy = 6x dy + 6y dx dx 

PEDIDOS SE TIENE FINALMENTE QUE 

TUTORfA 

� dy {3y 2 - 6x) = 6y 3 x 2  
dx 

dyl = �
(3)- 3

(3)2 

dx 
X= y•J 3(3 )2 - 6(3) 

. .  

dy 6y 3x 2  � Y, PARA LOS VALORES 
dx 3y 2 6x 

dy = - 1  
dx xzyz3 

• SE PUEDE DECIR QUE EL MBODO TUTORIAL ES UN CONJUNTO SISTEMATIZADO DE ACCIONES EDUCATIVAS CENTRADAS 
EN EL ESTUDIANTE. EN ESE SENTIDO, DENTRO DEL CONTEXTO DE LA UNAM SE LLEVAN A CABO EN LA ACTUALIDAD UN 
CONJUNTO DE PRÁCTICAS PEDAGÓGICAS DENOMINADAS TUTORÍAS, QUE CONSISTE EN UN INSTRUMENTO DE LA 
ORIENTACIÓN EDUCATIVA Pp.p.Jo.. REALIZAR LA FUNCIÓN DE SUPERVISAR Y SERVIR A LOS ESTUDIANTES NO SÓLO EN'EL 
ASPECTO COGNITIVO DEL APRENDIZAJE SINO INCLUSO EN EL AFECTIVO. 

CON ESTO SE TRATA DE GUIAR DE UN MODO MAS EFICAZ A LOS ESTUDIANTES TANTO EN LAS ACTIVIDADES ACADÉMICAS 
COMO EN LA PROBLEMÁTICA PROPIA DE LA JUVENTUD CON BASE EN ESTAS CONSIDERACIONES, LA TUTORÍA ES UN 
MBODO CENTRADO EN EL ALUMNO Y EN EL CUAL EL PAPEL DEL PROFESOR TUTOR TIENE ACTITUDES POSITIVAS HACIA 
LA ENSEÑANZA, LOS ESTUDIANTES, LA INSTITUCIÓN Y EL CAMBIO, CUMPLE CON LAS CONDICIONES PREVISTAS PARA 
MEJORAR EL APRENDIZAJE. 

LA TUTORÍA IMPLICA LA EXISTENCIA DE UNA RELACIÓN INTERPERSONAL ESTRECHA, CON MUCHA FRECUENCIA SU ÉXITO 
DEPENDE DE LA FORMA Y EL DESARROLLO DE DICHA RELACIÓN NO SÓLO SE TRATA DEL CONTACTO FORMAL, 
DISCIPLINARIO, Pp.p.Jo.. LA RESOLUCIÓN DE DETERMINADOS PROBLEMAS, NI TAMPOCO DE QUE EL TUTOR SE TRANSFORME 
EN UNA ESPECIE DE GUIA SENTIMENTAL DEL ESTUDIANTE SIN PERDER DE VISTA LOS OBJETIVOS ACADÉMICOS, MOTIVC 
PRINCIPAL DE LA RELACIÓN, LO IMPORTANTE ES EL EQUILIBRIO EN AMBAS SITUACIONES.' 

ALCÁNTARA SANTUARIO ARMANDO. CONSIDERACIONES SOBRE LA TUTORIA EN LA DOCENCIA UNIVERSITARI/ 

¡AY UNAM, QUÉ EMOCION VIVIRTE! 

PRODUCCIÓN· ING. PABLO GARclA Y COLOME REVISIÓN ING ENRIQUE ARENAS SANCHEZ 
COLABORACIÓN LIC. ANA MARÍA VlEYRA AVILA Y PSIC NIDIA !BARRA OJEil 
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CÁLCULO 11 
CALCULAR LAS DERIVADAS PARCIALES DE PRIMERO Y SEGUNDO ORDEN, ASÍ COMO LAS DERIVADAS PARCIALES MIXTAS DE LAS 
SIGUIENTES FUNCIONES ESCALARES DE VARIABLE VECTORIAL: 

SOLUCIÓN 

J J 
l) z ::o f(x,y) = ln {x2 + y2 ); ii) ;z = f(x,y) = \  - y

1 ; iil} u = J(x, y, z) = x4 y3 z 2 ; 
X + y  

¡v) z = cosh , 1-- xy ;  v) J(x,y) = e _..:,.l': ; vi) .xy + xz + yz 2  = 5  , z - J(x, y) 

= 2y i) z = f(x,y) = ln (xl + y2 ) => cz = 2x 
ex x2 + y2 ' cy xl + y2 

iJ2z _ �2 + y 2 J2)- 2x (2x) _ 2y� - 2x2 c1!._ _ �2 +y� 2) - 2y(2y) _ 2x2 - 2y2 
Ox2 - (x2 + y2 y - (x2 + y� y ' cy2 - (xz + y" y - (x2 + y2 r 

c'"l2z _ (x2 + y� Xo)- 2x(2y) _  - 4.xy 
ryrx - (x2 + yz )2 - (x2 + Y2 Y 

. .  x3 - y1 c1z _ (x1 + y1 X3x2 )- (x ' y'X3x2 ) _ 3x' + 3x2y1 - 3x' + 3x"y3 u) z - f(x,y) = 1 1 � - ( ) - -- ( -) 
-

x + y  & xl + y' 2 x' + y� " 
- 6x2y1 . c'1z - (x' + YJX 3y2 ) (x3 y lx3y2 )  3x1y2 - 3y� - 3xly2 + 3y� - 6xly2 - (xl +ylf ' 0· - (x' +y'J  . (x' + y' Y  - (xl + ylf  

t12z {x' + y1 J {t 2.xy' )- 6x2y1 · 2{x' +y ' ). Jx2 _ 12x4y1 + 1 2.xy11 36x4y3 1 2.xy6 24x4y1 
ih:2 (x' + YlJ (xl + y' Y (x' + y�y -

i'l2: = (x' + y1Y ( 1 2x1y)- (- 6x3y 2 )· 2(x1 +_y' ) · 3y2 = - J 2x6y - J 2x'y4 + 36x1y4 :: I 2x6y +- 24x1y4 0'1 (xl + yl )4 (x' + yl )' (x' + YJY 
c12 _ (x' + y1 )' · i 8x'y2 6x"y1 · 2(x1 +y 1 ) · 3y2 _ 1 8x�y2 + 1 8x2y' - 36x2y� = 1 8x�y2 1 8x�ys 

(-y¡:x - (xl +- yl} 
-

(xl + Yl r (x3 + YJY -
( ) 4 3 '  l l '  4 ' ' 4 1  111 ) 11 = /  x,y, ::  = x y z · => " •  = 4x y z· , u ,. - 3x y·z- , u . = 2x y z 
'"1 � "' 4 "'1 2 4 1 J "? l "" ... 8 1 3 6 " 2 11 XX l2x y-z - ' 11 ,.. - 6x yz- ; 11 == X y ; 11 n· - ... x y = - ' 11 e :::0 X y z ' u )'f -= X y z 

tv) z - cosh 1 1 xy � • - - y 
- senh " ..... - 2 1 - xy 

- X  xy ; z, = senh , 1 .xy 2'1¡1 .xy 



2�1 - xy(O)- (-y) - 2y 

z xr = ( �)(- cosh ,/1 - xJ �) + senh ,/1 - xy . 
( ) 

2-JI=XY 
2 1 - xy \ 2 1 - xy 4 1 - xy  

_ y2 cosh ,Jl=XY y2 senh ,Jl=XY 
-

4(1 - xy) 3 
4(1 - xy}2 

2-Jl- xy(o)- (- x) - 2x 

_ - X f1 - X f1 2.jl- X)' z »' - � cosh 'J' 1 - xy · � + senh 'J' 1 - xy · ( ) 2-v 1 - xy 2-v 1 - xy 4 1 - xy 

x2 cosh �1 - xy x2 senh �1 - xy 
= -4{1 - xy)-

-
4(1 - xy)� 

v) J(x, y) = e"'+y' � fx = 2xe"' .. y' ; JY = 2ye"'•y' ; fxr = 2x · 2xe"'+y' + 2e"'+y' = 2e"' •y' (2x2 + 1} 

f»' = 2y · 2yex'+y' + 2ex'+y' = 2ex'+y' (2y2 + 1) ;  f">' = 2x · 2yex'+y' + ex'y' (O) = 4xye ... ' .. y' 

• 2 OZ OZ OZ - y - Z OZ OZ 2 OZ - X - Z 2 w) xy + xz + yz = 5 �y +  x- + z + 2yz- = O :. - =  ; x + x + 2yz + z = O :. = ox ax ox x + 2yz ()y oy oy x + 2 yz 

2 

a '  z (x + 2yz {- �) - (- y - z { 1 + 2y �) (x + 2yz {-::;;) + (y + z { 1 + 2y( :: ;; l 
= - -

ox 2 - (x + 2yz y  (x + 2yz y  

(y { x + 2 yz - 2 y 2 - 2 yz ) y + z +  + z  
x + 2 yz xy + 2 y 2 z + xz + 2 yz 2 + xy - 2 y 3 - 2 y 2 z + xz = ----------=-(x'--+-2 -yz-=-)-=--2 

-

= 
- (x + 2 yz Y = 



�,-- -
-

- 2xyz + rz2 - 4y2 z2  + 2yz� - 2x:v� + 2y2 z2  + 2xyz - 2xyz + 2yz3 + 2rz" - - = 
(r + 2yzY 

= 

... ., 2 ' "' 3xz· - 2y z + 4yz - 2xy· - 2ryz 

(x + 2yzY 
CÁLCULO 1 
UNGLOBO METEOROLÓGICO DE FORMA ESFtRICA TIENE 2 M DE RADIO Y AL SUBIR A CIERTA ALTURA, SU RADIO AUMENTÓ 25 MM. 
UTILIZAR LA DIFERENCIAL PAAA CALCULAR CUANTO AUMENTARON SU VOLUMEN Y SU SUPERFICIE, Y DETERMINAR EL PORCENTAJE DE 
ERROR AL CONSIDERAR LOS INCREMENTOS APROXIMADOS QUE DA LA DIFERENCIAL, EN LUGAR DE LOS EXACTOS. 

SOLUCIÓN ENSEGUIDA SE PRESENTA EL MODELO GEOMtTRICO DE LA SECCIÓN TRANSVERSAL DEL GLOBO. DONDE SE DENOTA CON 
" x" AL RADIO Y CON " dr  " INCREMENT.Q DEL MISMO 

AL APLICAR EL CONCEPTO DE DIFERENCIAL AL VOLUMEN. SE TIENE QUE. 

, . 4 1 � - TCX 3 
QUE ES EL VALOR APROXIMADO DEL INCREMENTO DEL VOLUMEN. PARA CALCULAR EL VALOR EXACTO DEL INCREMENTO. SE 
CALCULAN LOS VALORES INICIAL Y FINAL DEL VOLUMEN Y SE RESTAN ASÍ SE LLEGA A :  

r. = : JT(2Y � r, - 33 s 1 o4 m 1  .r , .= . : JT(2 o2sY => , •• -= 34 7828 m1 

Al ' = t\, - 1 ·, => \ J '  -1 2724 m 1  

QUE ES EL VALOR EXACTO DEL INCREMENTO DEL VOLUMEN. AHORA SE CALCULAN E L  ERROR ABSOLUTO. E L  RELATIVO Y EL 
PORCENTAJE DEL ERROR QUE SE COMETE AL UTILIZAR LA DIFERENCIAL EN LUGAR DEL INCREMENTO EXACTO ESTO SE HACE COMO 
SIGUE. 

f:, - M ' JJ ' - 0 0 1 58 -> ¡.; = ¡.;' - 0 ·0 1 58 = 0.0 1 24 => P, . 1 .24 % M ' 1 .2724 

ll AL APLICAR EL CONC
.
EPTO DE 

.
DIFERENCIAL

. 
A L A  SUPERFICIE DEL G

.
LOBO. SE TIENE QUE. 

\ 4nx" -> d.'\ 8JTX d'( => d.S 8lr(� X o 0�5) -=> JS 1 �566 m 2 
QUE ES EL VALOR APROXIMADO DEL INCREMENTO DE LA SUPERFICIE DEL GLOBO PARA CALCULAR EL VALOR EXACTO DEL 
INCREME.:NT0, SE CALCULAN LOS VALORES INICIAL Y FINAL DE LA SUPERFICIE Y SE RESTAN ASÍ SE LLEGA A 

S = 4JT(2f => S, 50 2656 m ·  y S, 4JT(2 025f => S, - 5 1 530 1 m � 
ó.S ,s· � - S , ·-> ó.S 1 2645 m 2 

QUE ES EL VALOR EXACTO DEL INCREMENTO DE LA SUPERFICIE AHORA. IGUAL QUE CON EL VOLUMEN, SE CALCULAN EL ERROR 
ABSOLUTO, EL RELATIVO Y EL PORCENTAJE DEL ERROR QUE SE COMETE AL UTILIZAR L A  DIFERENCIAL EN LUGAR DEL INCREMENTO 
EXACTO. ESTO SE HACE COMO SIGUE· 

F \S - dS � �J - O 0079 m� 1 .  ¡�·, 
=> ' -'r - \.\' o 00625 o 6�) 0 o 



C<*ENT ARIOS: 

• 

• 

• 

lr.R { ' }  { ' }  ' [ lr.R } -+  ] h - h  = -(T - T ) · W = - Q - m -(T - T  )- -V.2 
a • k - 1  a • ' ' k - 1 a • 2 qe {W}.. = -[- 20 X 103 ( �)] - 660.4756 ( � )[ - 133 .01 12  (�) - 1 1 .4075 (�)] 

{ W} � _ = 1 1 5384 .9977 (W)= 1 1 5 .385 (kW ) 

2 

El GASTO � EN LA ENTRADA a [ 45 ( ;;n)] ES DSTMO DEL DE LA SAUOA úJ [ 7.1 1 ( ;;n)] PUES El GAS ES 00 

SUSTANCIA OQMIRESB.E. SIN EMBARGO, EL GASTO MÁSICO ES EL MISMO EH LA ENTRADA Y EH LA SAUOA. 
OBSERVE QUE EL CAMBIO EH LA EHERGIA CINI:TICA ES SOlAMENTE EL 8.6 (%) DEL CAMBIO EN LA ENTALPIA. EL CAMBIO EN LA ENERGIA 

CMTICA SE DESPRECIA EN MUCHAS APLICACIONES. 
LA POTENCIA DE COMPRESJON SE USA PARA CAMBIAR EL ESTADO DEL GAS, PARA ACELERARLO Y PARA COMPENSAR LA POTENCIA CALORIFICA QUE 

SE ENVIA Al EXTERIOR DEL SISTEMA. 

CINEIIÁ TICA 
PARA EL ARREGlO MOSTRADO EH LA F� Y EH EL INSTANTE CONSIDERADO, LA VELOCIDAD Y LA ACELERACIÓN ANGULARES DE LA BARRA AB S(»j 

(J} = 20 k ( r� ) y a = -10 k ( r:� } PARA TALES C�DICI�ES, DE TERMINAR LAS VELOCIDADES DE CADA BLOQUE. 

L. 
sa.uclát PARA DETERMINAR LA VELOCIDAD DEL BlOQUE " A " (vA ) Y LA DEL BlOQUE " B " (v B ) , SE APLICARÁ EL CONCEPTO DE CENTRO 

INSTANTÑEO DE ROTACI� (CIR) 
PARA DETEJUNAR LA UBICACIÓN DEL " CJR " , PRIMERO DEBERÁ DETERMINARSE LA OIRECCI� DE V A y V B ; PARA LOGRAR ESTO, NOTESE QUE LA 

BIELA " AB " GIRA EN SENTOO ANTIHORARJO ( (J) = 20 k) , POR LO QUE LA VELOCIDAD DEL BLOQUE " A " SERÁ PARALELA AL PLANO HORIZONTAL � 

OTRA PARTE, EL BLOQUE " B " SE DESPLAZARA HACIA ARRIBA DEL PLANO INCLINADO, TENIÉNDOSE LA VELOCIDAD DE " B " EN ESA DIRECCION. CONOCIDAS LAS 
DIRECCKlES DE V A y V B • SE TRAZAN RECTAS PERPENDICULARES y DONDE SE INTERSECTAN ÉSTAS, SE TlEHE EL " CIR " .  

t 

X 

EN ESTA FIGURA SE aJSER'VA OOE LA BARRA Y LAS LINEAS " r A " y " r 8 " FORMAN EL TRIANGULO AB C/R , EL CUAL ES EOUilATERO; POR LO TANTQ 

r A = r 8 = 0.5 m . . . (1) . LA VELOCIDAD DEL BLOOOE " A " SE OBTIENE AL APLICAR LA EXPRESION: . 



A (  d ) � 
V A = 0J AB X T AICJR • • •  (2) de donde : (l) AB ::: 20 k TQ • • •  (3) Q :-...;��"0� � 

A 

S a ' r AICJR =-0.5 j (m) . . .  (4) . AHORASE SUSTITUYEH (3)y (4)en (2) Y SE llENE QUE: 

v A = (2o i ) x (- o .5 }) . .  v A = 1o i (:) -

FACULTAD tNGENfERIA 

OE WANERASIYLAR SE 08TIENE LA VELOCIDADDELBLOOUE " B  11 ' ES DECIR, VB =m .a xr 8/CJR . . . (5); EN DONDE 

TB/CJR = o.s( cos 60 ° t- sen 60 ° i) � T �ICJR = 0.25 t-0.433 j . . . (6) 

SESUSTITUYEH (3)y (6)en (5) Y SE TIENE QUE: 

vs  = (2o t) x (o.25 t- 0.433 i) . . vs  = 5 t+ 8.66 J (: ) 
COMO EJERCICIO, SE DEJA AL LECTOR DETERMINAR LAS ACELERACIONES UNEALES DE CADA BLOQUE, OEBIEti>O LLEGAR A LOS VALORES: 

3 

a A = 1 10 .47 f ( � )  y as = -60.235 f-104 .33 J (-m-2 ) · • 

S S (fl_,.,,._. =;;- 9 ó J'dYJ 
FISICA EXPERIIIENT AL 
UN CONOOCTOR, OJYA La!GmJO ES DE 3.6 [cm] SE ENCUENTRA COLOCADO COMO SE INDICA EN LA FIGURA. SI LA CORRIENTE El.B:TRICA QUE TRANSPORTA EL 
CONDUCTOR ES DE 3.4 [A], DETERMINAR a VECTOR FUERZA DE ORIGEN MAGNETlCO QUE ACTÚA sa!RE El CONOOCTOR, CONSIOERANOO QUE ÉSTE SE HALLA 

-+ "' "' 
INMERSO EN EL CAMPO MAGNÉTICO B = 0.5 j-0.4k [T] ; EXPRESAR El. RESULT.ADO EN LA UNIDAD DEL 'SI'. 

y 

RESOLUCION z 

-+ -+ -+ 
EL VEC!OR FUERZA DE ORIGEN MAGNÉTICO EN lJf CCH>UCTOR ESTÁ DADO POR F,. = i l x B . . .  (1) . AHORA, DE LA SEGUNDA F� 

-+ Jll A 

l = l1t i+ l Y j ;  l1t = l cos 40° = 0.036 cos 40° == 0.0276 [m] ; f Y == f sen 40° == 0.036 sen 40° == 0.0231 [m] 
� A 1\ � 1\ A 
l = 0.0276 i+ 0.0231 j (m). . .  (2) ; i = 3.4 [A). . .  (3) ; B = 0.5j- 0.4k [T). . .  (4) 

SE SUSTITUYEN ( 2 ), (3) y ( 4 )  en (1) Y SE TIENE QUE: 

F, = (3.4 A{(0.0276 f+0.0231J) m x ( 0.5 J-0.4 k) T J . LUEGO, SE REAUZA EL PROOUCTO CRUZY SE LLEGA A: 

-+ ... 

A A 
j j 

" 
k 1 
O = -0.00924 f+0.1 104 J+0.0138 k [T ·m] lx B = 1 0.

0
0276 0.0231 

0.5 -0.4 
-+ 1\ A 1\ 

LUEGO F'" = -0.031416 i+0.037536 j+0.0138 k 
SI SE HACE UN ANÁLISIS DE UNIDADES, SE VE QUE: 

[FJ = A ·m·T =  A·m·  � = A ·  Wb = A·  V · s  = A ·  V·� = A ·  J . !_ = e_ .  J . � =  J = 
N ·m = [N] 

" m m m m c m  s c m  m m 
-+ /\ 1\ 1\ 

PORLO TANTO F,. = -0.0314 i+0.0375 j+0.0138 k [N] 



ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO 
UN CIRCUITO C� CAPACITORfS 51: MUESTRA EN LA FIGURA C� BASE EN EllO, DETERMINAR: 

a) LA CAPACITANCIA EQUIVALENTE ENTRE LOS PUNTOS 11 A 11 y 11 B 11 • 

b) LA DIFERENCIA DE POTENCIAL V AB SI Qc, = 0.25 ¡.JC y C 3 = 1 nF . 
e) LAENERGIAALMACENADAPOREL CAPACITOR C2 SI Qc, = 0.25 ¡.JC y C3 = 1 nF . 
d) ELEGIR El OIE!1CTRICO ADECUADO DE MODO QUE El CAPACITOR C3 NO SE DAAE SI VAc = 1000 V .  EMPLEAR LA TABLA ADJUNTA Y JUSTIFICAR LA 

RESPUESTA. A 

DIELECTRICO E máx [kV/min] 
NEOPRENO 12 
PAPEL 14 
POLIESTIRENO 25 d = 0.05 mm 

SOLUCIÓN. a) PRIMERO se DETERMINA El VALOR DEL CAPACITOR C 3 MEDIANTE LA EXPRESióN: 

y. =o.snF 

C� .= K.s�A = (2.825Xs.,�5 x l0 -1
2 
X;?x 1o -4 ) = 5 x t o -��- = 1 x 1o -9 (.f ) .  

d �0.05 X 10 -.> ) 
POSTERIORMENTE SE OBTIENE El VALOR DEL CAPACITOR EQUIVALENTE ENTRE LOS PUNTOS " C " y " B " DEL ARREGLO: 

Cet�a = C 1 + C 2 = 0 .5 x l0 -9 + 0 .5 x 10 -9 = 1 x 10 -9 (F ) 
UNA VEZ OBTENIDO ESTE VALOR. se CALCULA LA CAPACITANCIA EQUIVALENTE ENTRE LOS PUNTOS " A " y " B " :  

e = Ces c 3  = 6 x 1o -9 X1 x 1o -9 ) = 0 .5 x to -9 (F )= 0.5 nF 
e q _.. 

. 
C CB + C 3 (1 X 10 -9 )+ (1 X 10 -9 ) 

b) SE DETERMINA LA DIFERENCIA DE POTENCIAL ENTRE " C " y 11 B ": 
Qc 0.25xl0� V CB = -1 = 9 = 500 V . LUEGO, MEDIANTE UNA EXPRESióN SEMEJANTE, SE OBTIENE lA CARGA Qc : 
e, 0.5xlo- 2 

Qc, = C2Vcs = (0.5 x l0 -9 X5oo )= 0.25 x 10 -6 (C)= 0.25 ¡.tC 
se OBTIENE LA CARGA Q3 APARTIROE: Q3 = Q12 = Qc, + Qc, = 0.25 pC + 0.25 pC = 0.5 pC . 

ENT�cEs Es POSIBI..E OETERMINAR LA oiFERENCIA oe POTENCIAL ENTRE 11 A "  y " e": vAc = 
Q3 

= 
0·5 � = 500 v. 

C3 lx to- F 
LA DIFERENCIA DE POTENCIAL ENTRE " A " y " B " ES: V AB = V CB + V AC = 500 V + 500 V = 1000 V. 
e) LA ENERGIA ALMACENADA POR El CAPACITOR C 2 SE DETERMINA MEDIANTE LA EXPRESióN: 

u 2 = .!_e 2v es 
2 = (o.5)(o.5 x 10 -9 X5oo )2 = 62 .5 p J 

2 
d) AHORA SE CALCULA El CAMPO Ei1CTRICO DE RUPTURA (MÁXJMO) PARA CADA MATERIAL: 

NEOPRENO => (12xl06 x0.05xl0-
3 )= 600 V 

PAPEL => {t4x 1o6Xo.o5xto-3 )=7oov 
POUESTIRENO => (25xl06 x0.05xl0-3 )= 1250 V 

El DIELÉCTRICO QUE CUt.FtE CON LOS REQUISITOS ES El POUESTIRENO. 
EL BOLETfN "COPADI" AGRADECE LA COLABORACIÓN DE LOS PROFESORES 
FÉLIX NÚÑEZ, FERNANDO SÁNCHEZ R., RIGEL GÁMEZ L. Y MANUEL VACIO G. 

¡A Y UNAM, QUÉ EMOCIÓN VIVIRTEI 
PRODUCCIÓÑ: ING. PABLO GARclA Y COLOMf REVISIÓN: ING. ENRIQUE ARENAS SANCHEZ. 

COLABORACióN: LIC. ANA MARIA VIEYRA Á VI LA Y PSIC. NIDIA IBARRA OJEDA 
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ESTE BOLETIN DE LA COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS ES UNA 
PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO ES 
APOYAR SU DESEMPEÑO ACADÉMICO. D{AS DE RNALES. ¡A ESTUDIAR/ ¡USTEDES PUEDEN/ LA COPAD/ CONFIA 
EN USTEDES, PORQUE LA COPAD/ ES DE Y PARA LOS ESTUDIANTES: 
ECUACIONES DIFERENCIALES 
RESOLVER LA SIGUIENTE ECUACIÓN DIFERENCIAL ORDINARIA CON COEFICIENTES CONSTANTES 

X" '-6X"+ 1 2X'-8X = t 3e 21 ; DONDE X (0 )= 1  ; X ' (0) = - 1  X" (O )=  -2 

SOLUCIÓN DE ACUERDO CON LA EXPRESIÓN DE !..APLACE PARA DERNADAS. 

� {F<"l(t)}= s" J(s)- s "� 'F(O)- s "-2F' (O)- . . .  - sF <" 2 l(o)- F (" ' l(o) 

CON LOS VALORES INICIALES DADOS. SE TIENE QUE 

� {X } =  x � {X'} = sx - l  ; � {X"}= s2x - s + l  ; � {X"'}= s3x- s2 +s+2 

AHORA SE IGUALAN LAS TRANSFORMADAS DE LAPLACE DE LOS DOS MIEMBROS DE LA ECUACIÓN Y SE LLEGA A: 

s 3 x- s 2  + s + 2 - 6(s 2 x - s + 1)+ 12(sx - 1)-8x = � v 3 e 21 }= -
( 

6 
)4 

S - 2 

DE DONDE 

PERO 

PORLOQU: 

COMO 

LUEGO 

( 3 2 \_ 2 6 S - 6s + 12  S - 8 JX - S + 7 S - 16 = ---4 
(s -· 2 )  

s 3  - 6s 2  + 12 s - 8 = (s - 2 )3 
x = (s2 - 7s + l6Xs- 2t3 +6(s-2)-7 

s2 - 7s + 16 = s2 -4s + 4 - 3s + 1 2  = (s-2[ - 3(s -4) = (s 2Y � 3(s - 2)+ 6 
x = (s - 2)  ' - 3(s - 2 )  2 + 6(s - 2 )  3 + 6(s - 2 >-7 { ll ! } n !t . 0 SI SE APLICA AHORA LA TRANSFORMADA INVERSA DE !..APLACE � ·1 (s _ 2 p = 1 e , 11 '?:. . SE LLEGA FINALMENTE A LA INVERSA QUE 

RESUELVE EL PROBLEMA ENTONCES 

CÁLCULO 111 

X =�-1 {x } =  e 11 ( 1 - 3t + 3 t 2  + �) 
120 

EVALUAR LA INTEGRAL 1. xy dx - 2 X 2 dy DONDE • C • E S  E L  TRIÁNGULO CON VERTICES ( 2 , 0 ) , ( 2 , 0 ) y ( 0 ,  3 ) 
SOLUCIÓN EL TEOREMA DE GREEN RELACIONA A LA INTEGRAL DE LiNEA CON lA INTEGRAL DOBLE. MEDIANTE LA EXPRESIÓN 

f . A 1 ( x, y }dx + N ( x, y )dy = ff ( ? N_ - !}� ) dA J < 
R ?x cy 

1 



DEL INTEGfWI>O DE LA INTEGRAL .DEL PROBLEMA Sé TIEt-.E QUE M (x, y) = xy y N (x, y)=  -2 X 2 LUEGO, A TRAVÉS DE 

LAS DERIVADAS PARCIAI.ES, SE LiEGA A· aN aM -- - -- = - 4 x - x = -Sx ax ay 
Y, DE ACUERDO CON ESTE TEOREMA 

fe xy dx - 2x2 dy � -sJJ x dA : PERO Jf x dA =  x A(R) ; LLeGo fe xy dx - 2x2 dy = -Sx A(R) 
R R 

DONDE " X " ES LA ABSCISA DEL CENTROIDE DE LA REGIÓN " R " . PERO, POR SIMETRIA DE LA REGIÓN, X = 0 . POR LO OLe, FINALMENTE 

CALCULO 111 

fe xy dx - 2 x 2 dy = O 

CAlCUlAR EL MEA DE LA SUPERiiCIE DE LA PARTE DEL PARABOLOIDE z = f(x, y)= 1 -x2-y2 QUE SE ENCUENTRAS08RE EL PLANO 
" xy " 

SOLUCIÓN: LA GRÁFICA DE LA PARTE DEL PARABOLOIDE QUE ESTÁ SOBRE EL PLANO " xy 11 , EN EL PRIMER OCTANTE Sé MUESTRA EN LA 
SIGUIENTE FIGURA· 

Z = 1 - x 2} y = O � 

X 

Z = f (X, y)= 1 -X 2-y 2 {Z= 1 - y 2 x = O 
h?777n'777.l�· y �{x2+y 2 = 1 z = O 

LAS DERIVADAS PARCIALES DE LA FUNCIÓN QUE DEFINE Al PARABOLOIDE, CON RESPECTO A 11 X 11 y "y  " ESTÁN DADAS POR 

az az 
- = - 2 x  y - = - 2 y  ax ay 

Y SI SE APLICA LA EXPRESIÓN PAAA CALCULAR EL ARf.A. DE LA SUPERFICIE. Sé TIEt-.E QUE: 

S = fJ D( az ) 2 + ( a�)2 d.A = Jf  -Ji + (- 2x)2 + (- 2yy d.A = Jf -}4 fx2+ y2)+ 1 dx dy 
R V 1 T \ ax o y R R 

Al PLANTEAR LA DOBLE INTEGR/11.. EN �RMINOS DE COORDENADAS CARTESIANAS SE LLEGARlA A UNA EXPRESIÓN COMO: 

COMO Sé PUEDE APRECIAH, EL PROCESO DE INTEGRACIÓN ES COMPLICADO. POR LO QUE, SI SE UTILIZAN COORDENADAS POLARES. LA INTEGRAL 
DOBLE SE PLANTEA COMO SIGUE 

S =  JI j4 r2 + 1  r dr dO =  f,. l �4r2 + 1  r dr dO 
R 

S =  i2'" [ 1 (4 r 2 + 1 )� ]1 dO = -� (s J5 -1 )f'" dO = 12 o 12 o 

s = � (s!s - t)� 5.33 
6 

2 



3 
CALCULO I 
UNA LAMPARA ESTA COLGADA SOBRE EL CENTRO DE UNA MESA REDONDA DE RADIO IGUAl A 0.70 M. ¿A Ql.É AlTURA SE DEBERÁ COLOCAR PARA 
QUE LA ILUMINACIÓN DE UN OBJETO QUE SE ENCUENTRA EN EL BORDE SEA L A  MÁXIMA POSIBLE? LA ILUMINACióN ES DIRECTAMENTE 
PROPORCIONAL Al COSENO DEL ÁNGULO DE INCIDENCIA DE LOS RAYOS LUMINOSOS E INVERSAMENTE PROPORCIONAL Al CUADRADO DE LA 
DIST ANClA Al FOCO DE LUZ. 

SOLUCIÓN: EN LA SIGUIENTE FIGURA SE PUEDE VER EL FOCO DE LUZ Y SUS DISTANCIAS Al CENTRO DE LA MESA Y AL BORDE DE LA MISMA. Y Al 
ÁNGULO QUE FORMAN ESTAS DOS REFERENCIAS, QUE ES EL ÁNGULO DE INCIDENCIA, SE LE DENOTA CON 11 8 11 • 

MESA 

EL MODELO MATEMÁTICO PRELIMINAR, QUE RELACIONA A LA ILUMINACIÓN CON EL COSENO DEL ÁNGULO DE INCIDENCIA Y CON EL CUADRADO DE LA 
DIST ANClA 11 z 11 Al FOCO DE LUZ. Y OU: CONSIDERA A UNA CONSTANTE 11 k 11 DE PROPORCIONAliDAD ES: 

k cos (} l == ---

z 2  
PERO DE LA FIGURA z 2 = 0 .  7 2 + y 2 = 0.49 + y 2 y cos (} = y = -JO.- y . DE DONDE: 

z 0 .49 + y 2  

1 =  
k y 

)0.49+ y2 
0.49+ y2 � 1 =  k y  

3 , QUE ES EL MODELO MATEMÁTICO A OPTIMIZAR; LUEGO SE TIEI'-.E QUE: 
(0.49+ y2  ¡ 

( 2 )! 3 (  2 ).!. di ,o.49+y 2 · k - k · y · 2 ,o .49+y 2 · 2y 
= ----------=-----

dy (0.49 + y2 )i 
di 
dy 

= o .49 k + k y 2 - 3 ky 2 
(o .49 + y  2 Y 

= 

(0.49 + y 2 ). k -k .  y . � - 2y 2 = ---� -----�-=---
(0.49+ y2 y 

o .49 k - 2ky 2 
(o .49 + y  2 Y 

SE IGUALA A CERO LA DERIVADA, DE DONDE SALEN LOS PUNTOS CRITICOS Y. MEDIANTE EL CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA. SE OBTIEt-.E EL 
MÁXIMO DE LA FUNCIÓN ILUMINACIÓN. ASI 

0.49 k - 2ky 2 -- o 2 y 2  -- 0.49 0.7 
� 0.49 k - 2ky = o � � y =  ± ¡;;2 = ±0.495 

(0 .49 + y 2 y  2 .....¡ ¿ 
LÓGICAMENTE SE TOMA EL VAlOR POSITIVO YA QUE NO SE CONCIBE UNA DISTANCIA NEGATIVA DE LA LÁMPARA A LA MESA ENTONCES: 

y = 0.4 � di > 0  
dy 

1 MÁXIMA 

dJ y =  0.5 =:> -- < o  
dy 

POR LO QUE PARA QUE LA ILUMINACIÓN SEA MÁXIMA EN EL BORDE. LA LÁMPARA DEBE ESTAR A 0.495 m DE AlTURA SOBRE LA MESA 



CALCULO 11 
SEAN LAS ECUACIONES. 

' 2 l ' U- -V -X + 3 y = 0 y U +V-y--3x = 0 CALCULAR El VAlOR DE LAS DERIVADAS PARCIALES: 

o u  a u  a v  o v  -- , -- , -- y -a x  o y  a x  a y  
SOLUCIÓN .. SI SE DENOTA A LAS ECUACIOf'I:S CON LAS LETRAS " F " y " G " RESPECTIVAMENTE SE TIEt>E QU: 

u 2 - v 2 - x3 + 3y = O  
u + v - y 2 - 3 x = O  

LUEGO, URILIZANOO "DETERMINANTES JACOBIANOS" SE TIEt-.E. QUE: 

o u 
OX 

(F ) 
(G ) 

1 3 
1 - 2 y 

2 u + 2 v 

- 2 v i  
4 ry - 3 0 11 o y --- = 

TUTORfA 

O V  
ax 

o v  
ay 

J
( F , G ) u , x  

= - �( F � )  
u , v  

. J ( �G J u ,  y = - -;-( F , (-!_ ) u , v  1(/ . G V ¡  

2 u  + 2 v 

J2 u  
1 l - --2 u + 2 v 

12 11 3 1 l - 2 y 1 - - -- - =  2 u + 2 v 

2 u + 2 v 

6 u - 3 x 2  ---2 u + 2 v 

4 uy + 3 
2 u  + 2 v  

ES HERMOSO EL CONSTAT AA COMO POCO A POCO - COMO CUANDO SE VIVE LA TRANSFORMACIÓN DE SEMILLAS EN 
BELLOS ÁRBOLES QUE DAN FRUTO-, SE ACERCAN CNJA VEZ MÁS PROFESORES A COPNJI Y NOS HABLAN CON EMOCIÓN, 
ENTUSIASMO Y COMPROMISO, DE LA TUTORÍA, EXPRESAN QUE YA ENTRÓ EN SUS MENTES Y CORAZONES LO IMPORTANTE 
QUE ES ESCUCHAA, ACONSEJAR, CONVIVIR Y AYUDAR A UN SEMEJANTE -EN ESTE CASO UN ESTUDIANTE-. ES 
FASCINANTE VER CÓMO SE VA COSOLIDANDO ESTE SERVICIO QUE, A LA LARGA, VA A HUMANIZAA MÁS A LA FACULTAD Y 
LOGRARA UNA MAYOR INTEGRACIÓN DE SU COMUNIDAD. ¡FELICIDNJES A LOS TUTORES QUE YA ESTÁN •METIDos· EN LA 
TUTORÍA. AHÍ ENCONTRARÁN SABIDURÍA, BONDAD, CRECIMIENTO, FELICIDAD Y UNA SATISFACCIÓN MUY ÍNTIMA. MUY 
PERSONAL, QUE LOS ACOMPAÑAAÁ SIEMPRE. 

CULTURA 
XAVIER VlLLAURRUTIA NACIÓ AN LA CIUDAD DE M8<1CO EN 1903, MURIÓ EN 1950, Y DESDE 1955 LOS ESCRITORES DE MÉXICO 
INSITUYERON UN PREMIO NACIONAL, DE ESCRITORES PARA ESCRITORES, CON SU NOMBRE. 
UN POCO DE SU POESIA: 
AYER TE SOÑÉ. TEMBLANDO 1 LOS DOS EN EL GOCE IMPURO 1 Y ESTÉRIL DE UN SUEÑO OSCURO. / Y SOBRE TU CUERPO BLANDO 1 MIS 
LABIOS IBAN DEJANDO 1 HUELLAS, SEÑALES, HERIDAS ... 1 Y TUS PALABRAS TRANSIDAS 1 Y LAS MÍAS DEURANTES 1 DE AQUELLOS 
BREVES INSTANTES /PROLONGABAN NUESTRAS VIDAS. ---------------------.,....-·---------------

¡AY UNAM, QUÉ EMOCIÓN VIVIRTE! 

PRODUCCÓN. ING PABLO GARCÍA Y COLOME REVISIÓN: ING. ENRIQUE ARENAS SÁNCHEZ 
COLABORACIÓN: LIC. ANA MARÍA VIEYRA ÁVILA Y PSI C. NIDIA !BARRA OJEDA 
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EDITORIAL 
ESTE BOLET1N DE LA COORDINAQON DE PROGRAMAS DE ATENC10N DIFERENCIADA PARA ALUMNOS ES UNA 
PUBUCACióN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO ES 
APOYAA SU DESEMP�O ACADÉMICO. 
ÁLGEBRA 
SEA LA FUNCIÓN j :  � � � TAL QUE j(a) = -a PARA TODA a E �  ESTA FLNCIÓN ES UN ISOMORFISMO ENTRE LOS GRUPOS 

(9t, #) y (9t; V) LA OPERACIÓN V ESTA DEFIN� POR a V b = a + b + 2 ; a, b e 9t DETERMINAR LA REG.A DE 

OEFINICÓI DE LA OPERACÓI # 
SCl.LICÓl CCJ.«) j ES l.t-4 �ISKl. ENTRE LOS GRlJ'OS, SE TIHE � 

J(x # y)= f(x) V /(y)= f(x)+ ¡(y)+ 2 · · ·  (1) 
POR OTRA PARTE, SI SE APLICA LA REQ.A DE CORRESPONDENCIA DE LA FLNCIÓN, SE LLEGA A: 

SE IGUAlAN (1) y (2) Y 

PERO 

Y, FINALMENTE SE TIENE QUE 

GEóíiElRfA AÑAilñCA 

f(x# y)= - (x# y) · · ·  (2) 

- (x# y )= J (x )+ ¡ (y)+ 2 
(x# y)= - f (x)- ¡ (y)- 2 

J(x)= -x y ¡(y)= -y 

x # y = x + y - 2  

OOTEI'ER LA ECUACIÓN CARTESIANA DE LA SlJ'ERFICIE �SE GENERA AL GRAR LA HIPÉRBCtA DE ECUACIONES 

Al..REDEOOR DE. i) SU E.E TRANSVERSO 

ii) SU E.E CONJUGADO 

{ z = o 
y 2 - x 2 = 4  

IDENTFICAR LA SU'ERFICIE GENERADA PARA CADA UNO DE LOS INCISOS ANTERIORES 

) 

SQ.UCIÓN LA F� DE LA HIPERBCV. ES LA SIGJIENTE, [)(H)E AA' y BB' SON, RESPECTIVAAENTE. LOS E.ES TRANSVERSO Y CQN.l.JG,&J)() 

í) CCJ.«) SE TRATA DE lJilA SUPERCICIE DE REVOLUCIÓN, SE TOMA COMO GENERATRIZ A LA CIRClHERENCIA • G · DE  ECUACIONES 

G : {
x2 + z2 = a2 • • •  

(
(a)) Y C(M)DtRECTRIZA LAHiftRBaADEECUACIONES D : {y

2 - x
2 = 4 · · ·  (e) 

y =  p . . . b z = o  . . .  (d) 



PARA OOTEt-.ER LA ECUACIOO DE eotOCIÓN, SE REALIZAN LAS SIGUIENTES SUSTITUCIQt..ES· 

(h) en (e) � fl2 - x2 = 4 (d) en (a) � x2 = a2 
DE OCH)E, LA ECUACIÓN DE CCWICIÓN ES fl 2 - a 2 = 4 . FtWKNTE SE SUSTITUYEN (a) y (h) EN LA ECUAClOO DE CCWICIÓN Y SE 

OOTIEN: LA ECUACIÓN CARTESIANA DE LA SlFERFICIE y 2 - X 2 - Z 2 = 4 , OlE ES LA ECUACIOO DE l-"1 HPERBOLOIDE Cl� DE DOS 
MWTOS, COO CENTRO EN El ORIGEN DE COORDEtW:lAS C(0,0,0) Y EJE eot.CIDENTE COO El EJE " y ". 

z 

y 

X 
ii) eot.() N<lRA lA HIPÉRBOlA GIRA ALREDEDOR DEL EJE CONJUGAOO Y �TE ESTA COOTENIOO EN El EJE " X " • LA GENERATRIZ ES LA CIRClHERENCIA ' 

G ' DE ECUACIG.ES. { 2 + z 2 a 2 (A) {Y 2 x 2 - 4 G : y = 
. . . 

( ) 
y lA DIRECTRIZ ES lA H� DE ECUACKH:S D : - -

x = P  B z = O  
PARA OOTEt-.ER LA ECUACIOO DE CCH>ICIOO, SE REALIZAN LAS SIGUIENTES SUSTIT�S 

(B) en (C) � y2 - fl2 = 4 (D) en (A) � y2 = a2 

(e) 
(D) 

DEIXN>E,LA ECUACIÓN DE CCWICIÓNES: a 2 - fl 2 = 4 FINALMENTE SESUSTJTUYEN (A) y (B) ENLA ECUACION DECONDICIÓN YSE 

OBTIENE LA ECUACIÓN CARTESIANA DE LA SIRERFICIE: y 2 + Z 2 - X 2 = 4 . QUE ES LA ECUACIÓN DE UN HIPERBOlOIDE CIRCULAR DE l.t-1 MANTO, CON 

CENTRO EN El ORIGEN DE COORDENADAS C(0,0,0) Y EJE COINCIDENTE CON El EJE " X ". 

' 

QlÍIICA 
EQUIUBRIOS MÚLTIPLES 
A DElERMINADA TEMPERATURA, SE TIEI-.EN LAS REACCIOt..ES QUÍMICAS SIGUIENTES, CON SUS CONSTANTES: 

S(•) + 02(g) � so 2(g ) K 'c = 4.2 X 10  '2 

2S03(6) � 2S( .. ) + 302(g) K "  e =  10.2 X w-t30 
CALCULAR lA CONSTANTE DE EQUILIBRIO " K e " PARA LA REACCIÓN SIGUIENTE A LA MISMA TEMPERATURA: 

2S0 2 (g ) + 0 2 (, ) � 2S0 3 (g ) 
RESQUCIÓN Al TRATARSE DE EQUIUBRIOS Mú.TIPI.ES, HAY OlE ANAliZARLA WCACIÓN DE LAS ESPECIES QUIMK::AS EN lA REACCIÓN QLE SE SQICITA 

2 so 2 (g ) + o 2 (g ) � 2 so 3 (g ) 



3 
EN PRI� LUGAR SE OBSERVA QUE APARECEN DOS MOLES DE S0 2 (g ) COMO REACTIVO; LlJ:OO HAY QUE NVERTIR LA PRI�RA REACCIÓN CUYO 

K', = 4.2 X JO" . Y t.UTIPI.K:AJ<A ?(J< 2 . fSTO ,_,. CAE  lA COOSTANTE DE EQUIUIIRD DE lA AEACCION RESIA.TANTE OOIERÁ SER ( 
K
\ ) ' 

SE OBSERVA TAMBIÉN QUE APARECEN DOS MOLES DE S03(g) COMO PRODUCTO, POR LO TANTO, HAY � lt-NERTIR LA SEGUNDA REACCIÓN CUYO 

K'' e = 10.2 X 1 o-no , MISMO QUE MATEMATICAMENTE DEBERA SER ( -1-) 
K " e  

LO QUE SE HA EXPLICADO SE REPRESENTA DE LA SIGUIENTE FORMA: 

+ 
2S02(g) � 2S(s) + 202(g) 
2S(s) + 302<6> � 2SO 3<6> 

( 1 ) 2 
= S . 6689 X 1 o -106 � (-

1-J = 9.8039 X 10 121 
K" e 

( K1,J ' ( 
K
�

.
J = K , = 55 .5773 x 10 " 

oostRvEsE QUE AL SUtMR LAS DOS REACCIONES, DEBERÁN MJLTIPI..ICARSE LAS CONSTANTES DE EQUILIBRIO, DE TAL FORMA QUE A DETERMI'W>A TEMPERATl& 
K e = 55 .5773 X 10 22 PARAELPROCESO 

2S0 2 (g ) + 0 2 (g ) � 2S0 3 c6 > 
ES IMPORTANTE Me.CIONAR QUE ES POSIBlE QUE LAS CALCUI..ADORAS MIIRQlJ:N '  ERROR · AL INTENTAR REALIZAR LAS ClPEAACIONES lt-DICADAS Y, SI SLCEDE ESTO, 
El ESTlDIANTE TENDRÁ QUE USAR LAS LEYES DE LOS EXPONENTES PARA OBTENER a RESULT AOO SQICIT AOO. 
CllcuLo •  
USAR EL TEOREMA DE LA DIVERGENCIA PARA CALCULAR EL VOLUMEN DEL ELIPSOIDE DE ECUACIÓN 

x 2 y 2 z 2 
- + - + - = 1 
a l  b l  c 2 

S<l.LCIÓN. a TEOREMA DE LA DIVERGENCIA EXPRESA LO SIGUIENTE: 

IJI (v . F )  dV = ff> (F . N ) dS - " 1\ :,1\ 
COMO N = cos a i+cos ft j+ cos r k  

- 1\ 
R S 

SI SE HACE F = X i => V . F = 1 . POR LO QUE 

V = j}> X COS a dS Y, DE MANERA SEMEJANTE: 
S 

JJJ (v · F) dV = JJJ dV = V POR LO TANTO, SE TIENE QUE: 

R R 

V = j}> y cos p dS Y V = j}> z cos r dS 
S S 

PARA El ELIPSOIDE EN CUESTIÓN, SE TOMARÁ LA OCTAVA PARTE DE SU VOLUMEN, ES DECIR, LA DEL PRI� OCTANTE, COMO SE t.U:STRA EN LA FIGURA; 

X 

z .te..._ ¡e � 1 � 
V �!:l·� 

SI SE UTILIZA LA TERCERA EXPRESIÓN DEFINIDA PARA EL VOLUMEN, SE TIENE QUE: 

V =  f z oos r  dS = [JL z oos r dS +  Jl z oosr dS + Jl z oosr dS + JL: oosr dS] 
PARALASCARAS AOB y BOC SETIENEQUE cos r = O  Y PARALACARA AOC ; cosr = -l . PERO z = O ; PORLOTANTO: 



V =  fJ z cos r dS  = JJ z dx dy  
. �· ��· 

YA OLe dS COS y = tJx dy lU:OO; SE EFECTÚII LA INTEGRAL DOOl.E Y SE u.E� AL VOLUMEN DEL ELIPSOIDE. ASI, 

v = 8 rb r�.Jb1 -y1 z dx dy = 8 rb r�.Jb1 -y1 (e /1 - �-�J dx dy Jo Jo Jo Jo � a 1 b 1 

u 

..Jmz -uz 
u = m sen O  => du = m cos O dO , -Jm2 -u2 = m cosO 

DE OCN)E, LA INTEGRAL SE� EN. 

4 

1 m2 ( 1 1 
) 

m2 m2 m2 m2 --Jm2 COS2 o dO = -I - + -cos 20 dO ::: --0 + -- sen  20 + e =  -- 0  + -- sen  O cosO + e 
ab2 ab2 2 2 2ab2 4ab2 2ab2 2ab2 

� SE  SUSTITUYEN, PRJ.IERO, a ÁrG.l.O Y LAS FUCNICN:S sao Y COSEOO, DE ACU:roü CON aTR�O DE LA FIGURA Y .  DESPUES, LOS VAL.OOES DE : • u • y • m • ENTClf\CES: , 
m2 u m2 u -Jm2 -u2 a2b2 -a2 y2 bx bx�a2b2 -a2y2 -b2x2 --ang sen -+ -- - + C =  ang sen  + +C 2abz m 2abz m m 2abz a�bz -yz 2abz 

�lO at..e, REGRESAN)() A LA MEGRAl DCBE SE TIEtE at..e· 

V =  8 rob r�.Jb2 - y1 z dx dy = 
8ac (b [bz - yz ang sen bx 

Jc Jo 2b Jo b a,jbz - y z  

SE AGRADECE LA COI.ABORACIÑ DE LOS PROFESORES VIOLETA LUZ MARtA BRAVO HERÑÁÑDEZ. 
ERIK CASTAAEDA DE ISLA PUGA Y LUIS HUMBERTO SORIANO SÁNCHEZ 

PRODUCClÓÑ: ING. PABLO GARClA Y COLOME. REVISIÓN: ING. ENRIQUE ARENAS SAÑCHEZ. 
COl..ABORACION: UC. AAA MARIA VIEYRA AVILA Y LIC. NIDIA !BARRA OJEOI 
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EDITORIAL 
ESTE BOLETIN DE LA COORDINACION DE PROGRAMAS DE A TENCION DIFERENCIADA PARA ALUMNOS ES UNA 
PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO ES 
flKJYAR SU DESEMPEÑO ACADÉMICO. EL PASADO 2 DE MAYO EL BOLETIN CUMPLIÓ SU PRIMER AÑO DE SERVIR 
A LOS ESTUDIANTES. ¡FELIZ CUMPLEAAOS BOLEliN COPAOif Y ¡LARGA VIDA! 
CÁLCULO! 
DETERMINAR EL DOMINIO DE LAS SIGUIENTES FUNCIONES 

3 x · 1-x x-4 
i) f(x) = 2x2 -5x+6 ii) y=-=_ iii) f(x) = · .8-x iv) y= <9-4x2 v) f(x) = -'- vi) y= -2 ---t 2+x x+ 1 x -x- 20 
SCl.IXIÓN 
i) j(x) = 2x2 -5x+ 6 SE lRATA DE UNA FUNCIÓN POLINOMIAL EN LA CUAL PAAA CUALQUIER VALOR DE LA VARIABLE INOEPEN)IENTE " X " .  LA FUNCIÓN 

" j 11 
TIENE UN VALOR REAL LUEGO SU DOMINIO ES EL CONJL.t.J'TO DE LOS NÚMEROS REALES ES DECIR D l = 9t = (- 00, +oo ) = {r, X E 9t } 

ii) y= 3-X 
. ESTA ES lJ.IA FU\ICIÓN ALGEBRAICA Y COMO SE TRATA DE � COCIENTE CUYO DENOMINADOR ES lJ.IA FU\ICIÓN DE " X " ,  ESTA VARIABLE NO 

2+x 
PlEJE TC»MR EL VALOR DE " -2 " �S SE TENDRÍA lJ.IA DMSIÓN ENTRE CERO LO Ole NO DETERMINA UN VALOR REAL LUEGO E L  [)()MINIO DE LA FU'CÓl ESTA 

Do\00 POO D l = 9t - {- 2} = (- oo ,  +oo )- {- 2} = {r - oo < X < +oo � X :;t -2� X E 9t} 
iii) j(x) = ..)8-X AQUÍ SE PRESENTA UNA FUI\CIÓN ALGEBRAICA Y COMO SE SABE, El RADICAI'OO NO PUEDE SER NEGATIVO LUEGO PARA DETERMINAR 
PARA QUÉ VALORES ES POSITNO, LO QUE DEFINE EL DOMINIO DE LA FUNCIÓN, SE HACE LO SIGUIENTE 

8 - X � 0 :::) - X  � -8 :::) X �  8 :::) D l = (- oo ,  8] = {r,- oo < X �  8� X E 9t}  
iv) y= 9-4X2 EN ESTA fU.ICIÓN ALGEBRÁICA, SI SE ACUDE A LA GEOMETRiA ANALÍTICA, SE f'U)E OOTENER LO SIGUENTE 

x z y z y = -J9 - 4x 2 => y 2 = 9 - 4x 2 4x 2 + y 2  = 9  => - +  = 1  
9 9 
4 

3 
CU: ES LA ECUACIÓN DE UNA ELIPSE CON CENTRO EN EL ORIGEN Y SEMIE�S a = - y b = 3 DE DONDE SE CONCLUYE QUE El DOMINIO DE LA fU.ICIÓN ES 

2 

D l = [- 3 
, �] = { X - � � X � ! � X  E 9t} OlRA FORMA DE DETERMINAR El DOMINIO ES MEDiANTE lJ.IA DESIGUALDAD TOt.WOO EN 

2 2 2 2 
. 

CUENTA QUE EL RADICAI'OO DEBE SER POSITNO PARA QUE EL VALOR DE LA FUI\CIÓN SEA REAL. ASÍ, SE PUEDE HACER LO SIGUIENTE 

3 - 2x � O 3 - 2x � O 9 - 4 X 2 � o :::) (3 - 2 X X3 + 2 X)� o :::) ó SI SE ANALIZAN LAS DOS POSIBILIDADES. SE 
3 + 2x � O 3 + 2x  =::; O 

3 - 2x � O  
3 + 2x � O  

:::) 
- 2x � -3 
2x � -3 

:::) 

3 X � -
2 
3 x � - -
2 



3 - 2x S O - 2x S -3 
3 + 2x S O 2x S -3 

3 X 2:: -
2 
3 x s --
2 

2 

SI SE lBCAN LOS RESULTADOS DE LAS DOS POSIBILIDADES EN EL EJE DE LAS 11 X 11 , SE OBSERVA QUE EN LA PREIMERA EXISTE UNA INTERSECCIÓN DE CONJJNTOS Y 

3 
PAAA LA� LA INTERSECCIÓN ES El VACio, L�OO LA DESIGUAlDAD CRIGINAL ES VAl.lDA PAAA LOS VALORES cot.t>REtf)IOOS ENTRE -- y 

2 
ES EL �INIO DE LA FlH:IÓN 

3 
2 

QUE 

--+-� -2 +-t------t-1 .  � o ---+--t; 1 2_______.: . X 

v) f(x) = � PAAA ESTA FLN:IÓNALGEBRAICA,SEOBSERVAQUE LA VARIABLE INDEPENDIENTE 11 X "  NOPI.ElE TOMARELVALORDE " - 1 " . LO QUE 
x�1 

COti>ICIRIA A � DIVISIÓN ENTRE CERO TAMBIÉN HAY QUE TOMAR EN �A QUE El RADICAJ\00 DEL NU.iERADOR NO MOE SER t'EGATIVO ASi, PAAA El 

NUMERADOR SE TIENE QUE 7 -X 2:: 0 :::) -X 2:: -7 :::) X S 7 Y X + 1 :t; 0 :::) X 7; -1 LUEOO, El DOMINIO DE LA FlJ'.lCIÓN ES 

D l = {- oo, 7]- {- 1 } = {xl- oo < X S 7 � X :t; - 1 � X E 9t } 
.) 

x-4 vr y = �---
x1 -x-20 

EN ESTA F\JoCIÓN AL<XBRAICA. LA VARIABLE INDEPENDIENTE NO PUEDE TOMAR LOS VALORES DE LAS RAÍCES DEL POLINOMIO DEL 

DE�INAOOR SI tSTAS SOO REALES. LO QUE SE PWE II'NESTK:AA MEDIANTE UNA FACTORIZACIÓN O CON LA FOOMllA <XNERAL. DE LAS ECUICIONES DE SEGI.NlO 
GAAOO ASI, SE TIENE QUE 

X 2 - X - 20 = 0 :::) (x + 4 Xx- 5 )= O => x = -4 y x = 5 PORLOELDOMINODELAFUNCIÓNES 

D 1 = 9t - {- 4,5 }= {xl- oo S x S oo�x :t; -4� x :t; 5 � x E 9t }  
ALGEBRA 
NX.CCIÓN tAA TEMA TeA 

1 t.O;TRARQUE 3 ES� FACTOR DE n 3 - n + 3 '<:/ n E Z 
Oft.O;TRACIÓN 
PAAA n = 1 

PAAA n = k  
PAAA 

!- 1� = � = 1  
3 3 

k 3 - k + 3  z --- = p E  3 

n = k + l  => 

CUMPLE 

HIPÓTESIS DE N>L.CCIÓN 

! i 

(k + 1 )3 - (k + 1 ) + 3 
= q E Z 

3 
k 3  + 3 k 2  + 3k + 1 - k - 1 + 3  

3 1! li 
k 3 - k + 3 + 3 k  2 + 3 k  

3 
fi k 3 - k� + 3 (k 2 + k ) 11 

3 3 
El PRlt.tER SUt.W00 ES DMSIBLE ENTRE 3 POR LA HIPÓTESIS DE INDUCCIÓN Y El SEOONOO SUMANOO LO ES T AMBitN POR RAZONES EVIDENTES POR LO QUE 3 
ES U FACTOR PAAA n = Jc + 1 Y TERMINA LA DEMOSTRACIÓN ( 3 ) " 3 2 DEMOSTRARQUE 4 < 4 '<:/ n E Z � n 2:: 2 l!i 
DEMOSTRACIÓN 

PAAA n = 2 :::) 9 3 - < 
16 4 CUMPLE 



PARA n = le � 

PARA n = le + 1 

HIPóTESIS DE INDLCCIÓN 

3 
SE t.U TIPLICAN AMBOS MIEMBROS DE LA HIPóTESIS DE INDUCCIÓN POR - Y SE TIENEN QUE: 

9 3 
C().4() < 

16 4 

4 
(! ) r · ! < ! · !  � 

9 < -
16 ( 43 )K+ I 3 

� < POR LO QUE ES VERDADERA PARA n = k + 1 Y TERMINA LA DEMOSTRACIÓN 4 

3 DEMOSTRAR au; sen O + · · · + sen ( 2 n - 1 )1 sen 2 n O  
sen O 

V 0 e 9l  
PARA n = 1 � 

PARA n = k  � 

PARA n = k+ l  � 

sen O = sen (} CUMPLE 

( \n sen 2 k O  sen O + · · · + sen 2 k - 1 .P = -
sen (} 

HIPÓTESIS DE INDLCCIÓN 

[ 1D sen 2 (k + J)9 
( )9 sen 2 (k0 + 0) sen O + ··· + sen 2(/c + 1 )- 1 p = = sen O + · · · + sen 2k + 1 = -�--

sen O sen O 
SE SUMA sen(2k0 + 0) EN AMBOS MIEMBROS DE LA HIPÓTESIS DE INDLCCIÓN Y SE LLEGA A· 

O (2/co O) sen2 k0+sen(2k0+0)sen0 
sen +···+ sen + = · 

senO 

= sen 2 k O+ sen O( sen 2k0 cosO+ cos 2k0 sen O) 
senO 

= sen2 kO+senO�senkOcosk0cos0+cos2 k0sen0-sen2 kOsenO) 
senO 

= sen2 k0+2sen0senk0cosk0cos0+cos2 k0sen2 O-sen2 k0sen2 (} 
sen(} 

= sen2 ko{1-sen2 8)+2senk0cosk8sen0cos0+cos2 k0sen2 O 
senO 

= sen2 k0cos2 0+2senk0cosk0sen0cos0+cos2 k0 sen2 O 
senO 

= (senkOcosO+coskOsenOY = sen2(k0+0) 
senO senO 

COMO SE OBSERVA, SE PARTIÓ DE LA HIPóTESIS DE I�CIÓN QUE ES VERDADERA Y SE LLEGó A LA EXPRESIÓN PARA n = /c + 1 . LUEGO LA EXPRESIÓN DADA ES 
VERDADERA PARA ESTE VALOR Y SE CONCLUYE LA DEMOSTRACIÓN 

CÁLCULO ID 
MÁXIMOS Y MINIMOS 

3 

DEMOSTRAR OLe ENTRE TODOS LOS PARALELEPiPEOOS RECTANGULARES CON UNA SUPERFICIE LATERAL DE 600 m 2 • El Clm DE 1 0 m DE LADO ES EL OLe 
TIENE VCÜM:N MÁXIMO Y DETERMINAR ESTE VCX.WEN 
SCX.LCIÓN LA FIGURA DE l.R-J PARALELEPiPEDO CUALQUIERA SERíA LA SIGUIENTE CON SUS DIMENSIONES VARIABLES 



ESTE PRa3t..EMA SE RESQVERÁ UTillZAtOO EL MÉTOOO CONOCIOO COMO 'MUL.TIPUCADQRES DE LAGRANGF LA EXPRESIÓN QUE DEFINE El VOU.JMEN DE ESTE 

PARAL.ELEPÍPEOO ES V = X y Z OlA: ES LA Flii'CIÓN OB.BIVO LA RESTRICCIÓN ES El ÁREA DE LA SUPERFICIE, ESTO ES 2xy + 2xz + 2 yz = 600 
LUEGO, SI SE APLICA EL MÉTOOO SELECCIONADO. LA FLNCIÓN DE LAGRAI\GE ESTA DADA POR 

L = xyz + A.  (2xy + 2xz + 2yz - 600 ) 

AHORA SE CALCULAN SUS DERIVADAS PARCIALES, SE IGUALAN A CERO, SE OBTIENEN LO PUNTOS CRÍTICOS Y SE RESUELVE El PROBLEMA ASÍ 

aL 
= yz + (2y + 2z )A. = O � A. = - yz 

ax 2y + 2z 
aL 
- = xz + (2x + 2z )A. = O � 
ay 
aL 
- = xy + (2x + 2y)A. = O � 
az 
aL - = 2xy + 2xz + 2yz - 600 = O 
a A. 

xz A. = -
2x + 2z 

xy A. = - --=---
-

2x + 2y 

AL IGUALAR LAS PRIMERAS TRES EXPRESICN:S QUE DEFINEN A A , SE TIENE QUE 
yz xz 

2xy + 2yz = 2xy + 2xz -- = - -
� � y = x  

2y + 2z 2x + 2z 
PORLO TANTO X = y = Z 

yz xy 
� 2xz + 2yz = 2xy + 2xz � z = x  = 

2y + 2z 2x + 2y 
NOTA AL IGUALAR ESTAS EXPRESIONES, SE DEBIÓ CONSIDERAR, PARA El PRM:R CASO, LA POSIBILIDAD DE " Z = 0 " Y PARA El SEGUNDO. QUE " y = 0 " , 
PERO SE OMITIERON YA QUE ES LóGicO QUE Al ANULARSE CUALQUIERA DE LAS DOS, NO SE T lENE PARAL.ELEPIPEOO Y POR LO TANTO VOLUMEN. 

SI SE UTILIZA El RESULTAOO Al QUE SE LLEGÓ EN LA CUARTA EXPRESIÓN SE TIENE QUE 

2xy+ 2xz + 2yz-600 = 0 � 2x2 + 2x2 +2x2 = 600 � 6x2 = 600 � X =  ±10 {PUNTOS CRÍTICOS) 

NO SE TOtM EN Ct.MA EL VALOR t-EGATIVO POK RAZGES OBVIAS, LUEOO X = y = Z = 10  ENTONCES El PARAL.ELEPiPEOO DE MAXJMO VOLI.J.EN ES El 
DE 10m DE LADO Y SU VOLUMEN ES DE 1000 m3• 

ESTAN POR INICIAR LAS TUTORIAS PARA LOS ESTUDIANTES QUE CURSAN El PRIMER SEMESTRE CURRICULAR DE LA GENERACIÓN 
2001, ES DECIR, PARA AQUÉLLOS QUE LLEVARON El CURSO PROPEDÉUTICO. CABE EXPRESARLES QUE LA TUTORÍA ES UN SERVICIO 
ACADá41CO QUE DEBEN LLEVAR Y APROVECHAR Al MÁXIMO. SE TRATA DE MANTENER, DURANTE UN SEMESTRE, UNA RELACIÓN CON 
UN PROFESOR DE CARRERA DE LA FACULTAD, DISPUESTO A AYUDAR Y ACONSEJAR EN CUESTIONES ACADÉMICAS Y TAMBI�N 
EXISTENCIALES. UN TUTOR ES UN ALIADO EN El QUE TE PUEDES /lPOYAR Y QUE TE PUEDE ORIENTAR EN TODO AQUELLO QUE 
REQUIERAS PARA INICIAR BIEN TUS ESTUDIOS DE LICENCIATURA EN INGENIERÍA. ASISTE CON Él, PLATICALE LO QUE QUIERAS Y VERÁS 
QUE ENCUENTRAS UN 0100 ATENTO Y UNA PALABRA PRONTA. LA FACULTAD OFRECE ESTE TRASCENDENTAL SERVICIO ACADÉMICO Y 
DEBES APROVECHARLO. 
SI YA TIMSTE TUTORIA, RECUERDA QUE PUEDES MANTENER LA COMUNICACIÓN CON TU TUTOR DURANTE TODA LA CARRERA 
SIEMPRE, DURANTE TU ESTANCIA EN LA FACULTAD, SERA ALGUIEN CON QUIEN PUEDAS HABLAR DE DIFERENTES TEMAS, INCLUYENDO 
TU FUTURO COMO PROFESIONAl DE LA INGENIERIA. UNA BELLA CARRERA QUE VALE LA PENA ESTUDIAR Y EJERCER CON CAUDAD Y 
ÉllCA PROFESIONAl. 

CULTURA 
EN LA FANTASllCA NOVELA "NINGUNA ETERNIDAD COMO LA MÍA" DE LA r-'3CRITORA MEXICANA ANGELES MASTRETTA, lA 
PROTAGONISTA HACE UN JURAMENTO QUE BIEN VALDRíA LA PENA RECORDAR Y EXTERNAR EN MUCHAS OCASIONES DE NUESTRAS 
VIDAS: "ME COMPROMETO A VIVIR CON INTENSIDAD Y REGOCIJO, A NO DEJARME VENCER POR LOS ABISMOS DEL AMOR. NI POR a. 
MIEDO QUE DE ÉSTE ME CAIGA ENCIMA, NI POR El OLVIDO, NI SIQUIERA POR El TORMENTO DE UNA PASIÓN CONTRARIADA. 
COMPROMETO A RECORDAR. A CONOCER MIS YERROS, ABENDECIR MIS ARREBATOS. ME COMPROMETO A PERDONAR 
ABANDONOS, A NO DESDEÑAR NADA DE TODO LO QUÉ ME CONMUEVA. ME DESLUMBRE, ME QUEBRANTE, ME ALEGRE. LARGA 
PROMETO, LARGA PACIENCIA, HISTORIAS LARGAS. Y NADA ABREVIARÉ QUE DEBA SUCEDERME, NI LA PENA NI El ÉXTASIS. PARA 
CUANDO SEA VIEJA TENGA COMO DELEITE LA DETALLADA HISTORIA DE MIS DÍAS." 
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ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS � 
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EDITORIAL 
ESTE BOLETIN DE LA COORDINACION DE PROGRAMAS DE A TENCION DIFERENCIADA PARA ALUMNOS ES UNA 
PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO ES 
APOYAR SU DESEMPEÑO ACADÉMICO. 
DIÑÁÍiCA 
CONSIDÉRESE QUE EL SISTEMA MECÁNICO MOSTRADO EN LA FIGURA PARTE DEL REPOSO EL BLOQUE " A " , QUE PESA 30 [N] Y, DESPUÉS DE TRANSCLRRIR 

UN INTERVALO DE TIEMPO DE Ü. 8 [s] . TOCA EL PISO. DETERMINAR 
A) EL PESO DEL BLOQUE " B " 
B) LA TENSIÓN EN EL CABlE INEXTENSIBLE Y DE PESO DESPRECIABlE QUE SOSTIENE A.L BLOQUE " B " 

SOLUCIÓN. Sl SE ANALIZA El BLOQUE " A " SE TIENE QUE 

T 
w 

¿F,. = m  a A => WA - TA =_A 
a A ' g 

40 CM 

/ .1-.TA 
urWA 

(1) Y. DADO QUE TA = 2T8 · · · (2) y a8 = 2aA · · · (3) . 

SI SE SUSTITUYEN (2) y (3) EN (1) SE TIENE QUE WA - 2 T8 = :A (ka8 } · ·  (4) 

Si SE ANALIZA AHORA El BLOQUE " B " SE LLEGA A. �B 
�WB 

¿ F,. = ma8 => T8 - W8 = W8 
a8 · · · (5) ' g 

SE MUl TIPI.ICA LA EXPRESIÓN (5) POR 2 Y SE SUMA CON LA ECUACIÓN (4) Y SE PUEDE ESCRIBIR ENTONCES QUE 

W A - 2 W8 = 
a; ( 2 W 8 + ; } · · (6) 



CCM> a8 =ele , V8 =a8 1 YADEMÁS X8 = _!_ a8 12 · · · (7) SESUSTITUYEN VALORES EN ESTA ÚLTIMA ECUACIÓN Y 
2 

0.4 = � 08 (0.8Y � a8 = 1 .25 [; J .  Y DE LA ECUACIÓN (3) OA = 0.625 [; J 
� SE  SUSTITUYEN VALORES EN (6) Y SE �DE ESCRIBIR 30-2 W8 = -- 2 W8 +- , DE C>CK>E lA RESPI..eSTA Al i�ISO A) ES 

L25 ( 30) 
9_81 2 

W8 = 12.48 [N] Y, Al SUSTITUIR VALORES EN (5) SE LLEGA A LA RESPI..eSTA DEL INCISO B) ASÍ, 

TB - 12 .48 = 1:_�4
1
8 (1 .25 ) � TB = 12 .48 (t + ��!�) => TB = 14 .06 [N] ' 

MASA ATÓMICA PROMEDIO 
LA MAYOR PARTE DE LOS ELEMENTOS EST AN PRESENTES EN LA NATURAlEZA CClo40 MEZCLAS DE ISÓTOPOS SE Pl.DE DETERMINAR LA MASA ATÓMICA PR<KOIO DE 
� ElEMENTO A PARTIR DE LAS MASAS DE SUS DIVERSOS ISÓTOPOS Y DE SUS ABl..M:lANCIAS RElATIVAS ASÍ POR E.Et.f'LO, ANALICE El E.ER:ICIO SIQJENTE: 
EXISTEN TRES ISÓTOPOS DEL SILCIO EN LA NA Tl&LEZA 

CALCULE LA MASA ATÓMICA DEL SILICIO 

21 S, (92.21 %) . <U TIEtEI.MMASADE 27.97693 [uma] . 
29 S, (4_70%) . <UTIEI\EUNAMASA DE 28.97659 (uma] Y 

30 S, (3.09 %) . CU TIEI\E UNA MASA  DE 29.97376 (uma] 

RESCHCIÓN LA MASA ATÓM:CA PROMEDIO SE OOTIEI\E Al t.U.TIPLCAR LA ABI..N:W-CIA DE CADA ISÓT<YO POR SU MASA ATÓMICA Y SUMANDO LOS PRODlX:TOS 
OOTENIOOS ASI SE TIEI\E CU 

MASA ATÓMICA PROMEDIO = [(0.922IX27.97693 uma)+ (0.047X28.97659 uma )+ (0.0309X29 97376 uma )] 
MASA ATÓMICA PROMEDIO = 25.7975 uma+ 1.3619 uma+ 0 9262 uma 

MASA ATÓMICA PROMEDIO = 28.0856 uma 

CINEMÁnCA 
km 

� AUTOMÓVIL VIA� POR �  CARRETERA RECTA SI AL INICIO DEL CONTEO DEL TIEMPO LLEVA UNA RAPIDEZ DE 60 h , Y EL COMPORTAMIENTO DE LA MAGNITUl 

DE SU ACELERACIÓN ES El MOSTRADO EN LA �ICA. DETERMINAR 
A) El TIEt.f'O CU TARDA EN DETEIERSE Y 

B) LA DISTANCIA TOTAL QUE RECORRE DESDE t = 0 SEGUNOOS HASTA QUE SE DETIENE 

5 10 t 0-t--t---+--+-- t (s) 
� - -----�=u 

a(m's2) 

km m 
RESOL OC IÓN LA RAPIDEZ DE 60 SE PUEDE EXPRESAR COMO V = 16.66 DE LA Ir--FORMACIÓN PROPORCIONADA SE DEDUCE QUE El MOVIMIENTO 

h S 
DESCRITO POR El AUTOMÓVIL ES RECTILIIEO PARA DETERMINAR EL TIEMPO OLE TARDA EN DETENERSE Y LA DISTAI'CIA RECORRIDA SE ANALIZARA El E.ERCICK> 
PARA LOS DIFERENTES MERVALOS DE TIEMPO MOSTRAOOS EN LA �ICA 

SI SE ANALIZA LA INFORMACIÓN DE LA �ICA. DE 0 A 5 SEGUNOOS, SE TIENE lJ'.I MOVIMIENTO RECTILiNEO UNIFORME. YA QUE 
m m dS a=O  y v= l6.66 CClo40 v =  - � S = 16.66t+C, PARA 1 = 0  > S = O  --:> e, = 0  Y POR LOTANTO s2 s m 

S = 16.66 t . . .  (1) 

5 lo IÓN -2  m 
SI SE ANALIZA� EL INTERVALO DE A SEGUNOOS. SE TIEIE lJ'lA ACElERAC DE MAGNITOO CONSTANTE E IGUAl A . POR LO QUE El 

sl 
AUTOMÓVIL EXPERIMENTA lJ'.I MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORMEMENTE ACELERADO 

� m 
DE a =  . V =  -2t+C2 • PARA t = 5 S , V =  16.66 => C2 = 26 66 Y POR LOTANTO m s 



V =  -2/ + 26.66 m 
S 

(2) 

ds Y COMO V - -
dt 

S = -/2 +26.66 t +C3 PARA DETERMINARELVALORDE C3 , S E SUSTITUYE ENLA EXPRESIÓN (1) t = 5 s  Y SE LLEGAA 

(U S = 83.3m POO LOOUE 83. 3- -(sY +26.66(5)+C3 =:> c3 = -25 Y POO LOTAI'lTO 

S = -12 + 26.66 1- 25 m · · · (3) 
m 

AHORA SE ANALIZARA EL INTERVALO DE 1 0 A t SEGUtroS PARA ESTE CASO. LA ACELERACIÓN ES CONSTANTE E IGUAL A -4 - POR LO QUE EL 
s2 

dv 
MOVIMIENTO OH AUTQMÓJIL ES RECTILÍNEO UNIFORMEMEI'lTE ACELERAOO COMO a = -dt 

V = -41 + C 4 • SE EVAL� LA EXPRESIÓN (2) CON 

t - lO  S Y SE LLEGA A V =  6.66 m POR LO QUE  6.66 = -4 (10)+C4 =:> C_. = 46.66 Y POO LOTOOO 
S 

V = -41 + 46 66 m (4) 
S 

3 

dr; 
Y DE V =  

dt 
S =  -2t2 +46 66 t+C� SE SUSTITUYE 1 = 1 0 S EN LA ECUACIÓN (3). SE TIENE QUE S = 141 6 m POO LO QUE 

141 .6 = 2 (IOY +46.66 (IO)+C� =:> C� = 125 Y,PORLO TANTO 

S = -21 2 + 46 661- 125 m . . .  (5) 

CUANDO El AUTOMóVIL SE DETIENE V =  0 m . POR LO QUE DE LA ECUACIÓN (4) SE TIENE QUE 0 = -41 + 46.66 P00 LO QUE 
S 

A) 1 = 1 1  66 S 

YSISE EVAI.� (5) CON EL TIEMPOOBTENIOOSE TIENE QUE S - -2 (1 1 .66Y + 46.66(1 1 .66)- 125 . POO LOOUE 

B) S =  147 14  m 

ÁSICA EXPERIMENTAL 
�ALUMNO DE LA ASIGNATURA FISICA EXPfRIMENTAL REALIZÓ LA PRACTICA DE CAlDA LIBRE CON El EQUtPO QUE SE MUESTRA EN LA Fl� CALCULÓ LOS TIEMPOS 

(t1, ) QUF El BALÍN EMPLEARÍA EN RECORRER CIERTAS DISTANCIAS (d) Y LUEGO LOS MIDIÓ CON UN CRONóMETRO COMO EL DE LA FIGURA. PARTE DE LAS 
Mf:OICK».{S SE WESTRAN EN LA TABLA CON BASE EN ELLO Y UTilllANOO El MfTOOO DE PARES DE PLMOS. DETERMINAR EN EL SJ 
A) LA SENSIBILIDAD DEL CRONóMETRO 
B) El MODlLO MAlEMATICO DE LA CURVA Dl CALIBRACIÓN DEL MISMO INSTRUMENlO 

C) EL PORCENTAJE Df EXACTITUOPARAEL TIEMPO PATRóN 1 P = 0.2022 [s} 
0) EL MOOHO MATEMATICO LINEAL QUE RELACIONA A LA DISTANCIA (d) CON EL TIEMPO (t1 ) SI LA VARIABLE II\OEPENDIENTE FUE d. 
f) LA RAPI[)(l EXPlRIM[NT Al DEL MÓVIL PARA EL INS T ANTE EN QUE 1 P - 0 ]4 3 [s J 
f) lA ACElERACIÓN �XPfRIMENTAL Dfl BAI.IN PARA H INSTANTE. DFl INCISO FNTERIOR 

d [dm] t L [es) tp [s] 
o o o 
l 16 0.143 
2 2 1  0.2022 
3 25 0.2477 

R[SQUCIÓN 

m = S  m = [(25 - 16)+ (2 1 - 0)1{10  2 }[s] 
[(0.2477 0. 1 43) + (0.2022 -o)] [s] 

S - SENSIBILIDAD 



B) SE CALCUlA El CENTRODE Y SE TIEI'-I: CU: 

m= ---= 0.9775 - , S =  0.9775 -0.3 S [S] [S] 0.3069s S S 
i L = 15 .5 [es)= 0.155 (s] , i P = 0.1482 [s) 

COO El CENTROIDE SE CALCIA.A lA ORDENADA Al ORIGEN. 

b = IL - m lp = (0 . 1 55 s)- (0.9775 ;) (0. 1482 s)= 0.0101 s 
Y ENTONCES EL MOOELO MATEMÁTCO ES tL [s] = 0 . 9775 [; ]  lp [s]+ 0 .0101 [s] 
C) PARA CALCULAR El PORCENT A.E DE XACTITUO SE NECESITA El PORCENTAJE DE E�OR DE EXACTITLO POR LO TANTO 

4 

% EE = 1 1P -! L 1 x 100 = 1 (0·2022 -0·2l)sl x 100 = 3.8576 % , %E = 100 -%EE = 100 -3.8576 = 96.1424% 1 lp 0.2022 S 
O) SE REAI.IZAEL CAMBIO DE VARIABLE Z = t L 2 � 2 ] 

d [dm] 
z �2] 

o 
o 

1 
0.0256 

2 
0.0441 

El MOOELO MATEMA TICO CU:OARIA COMO Z = m d + b SE CALCLtA lA PENDIENTE 

3 
0.0625 

m =  Jiz = [(0.0625 - 0.0256 )+ (0.0441 - O  )] [sj = 0.081 s
2 
= 0 2025 

lid [(3 - 1)+ (2 - o)JI0- 1}[m] 0.4 m · 

EL CENTROIOE SERIA d = 1.5 dm = 0. 1 5 m , Z = 0.03305 S2 COO LOO.W..SE CALCUI.AlA ORDENAOA ALORIGEN 

[: l 
b � z -m (j � (0.03305 s' )- ( 0.2025 �) (0. 1 5 m)� 0.0027 �'); Y ENTONCESEL IMJOELO MATEM.ITICOSOL"'TADOES 

, 1: � ' ]� 0 2025 [:] d [m)+ 0 0027 � ' ]  
d 12 -0.0027 E) v(t) = - [d] . SE DESPEJA " d " DEL MODELO ANTERIOR Y SE TIENE d = POR LO TANTO. dJ 0.2025 

v(t)= d [t2 -0.0027] = l � �2 -0.0027] =::> v(t)= 1 [21]= 9.8765 1 ( EN EL S./. ) AHORA SESUSTITUYE dt 0.2025 0.2025 dJ 0.2025 

EN ESTA EXPRESIÓN EL VALOR 1 = 0.143 S Y SE llEGA A v(0.143 s) = (9.8765 �) (0. 143 s)= 1 .4123 [:] 
F) a(t)= d

 [v(t)] =::> a(t)= � [9.8765 t)= 9.8765 [!!!...] 
dt dt s2 

SI ERES ALUMNO DE PRIMER INGRESO, LOCAUZA A A TU TUTOR Y APROVECHA ESTA OPORTUNIDAD DE TENER UN Al.JADO, UN AMIGO 
EN QUIEN CONAAR, UN SER HUMANO CON EXPERIENCIA QUE TE PUEDE AYUDAR PARA QUE TU INICIO EN LA FACULTAD RESULTE UN 
8<JTO ROTUNDO. UN TUTOR ES UN APOYO PARA QUE APRENDAS A APRENDER. PARA QUE APRENDAS A EMPRENDER Y PARA QUE 
APRENDAS A SER YA SEA QUE TU TUTOR TE HABLE O TÚ LE HABLES PERO OJI>J.A QUE SE ot LA COMUNICACIÓN MUY PRONTO Y 
VERÁS QUE SENSACIONAL ES TENER UN oiDO ATENTO Y UNA MANO AMIGA. 
SI YA T\MSTE TUTOR, SIGUE EN COMUNICACIÓN CON ÉL O ELLA Y SIEMPRE TE APOYARÁ. �y UNAM, QUE EMOCióN VMRTEI 

SE AGRADECE LA COLABORACIÑ DE LOS PROFESORES VIOLETA LUZ MARIA BRAVO HERÑÁÑDEZ, 
RIGEL GÁMEZ LEAL Y FERNANDO SÁNCHEZ RODRíGUEZ 

PRODUCCIÓÑ: ING. PABLO GARCIA Y COLOMÉ. REVISIÓN: ING. ENRIQUE AAENAS SANCHEZ. 
COLABORACIÓN: LIC. ANA MARIA VIEYRA AVlLA Y LIC. NIDIA !BARRA OJEDA 
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BOLETlN COPAD/ 

00 2001 

EDITORIAL 

FACULTAD DE INGENIERIA. UNAM 
COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE 

ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS 

NúMER0 24 2 DE JUNIO DE 2001 

ESTE BOLET1N DE LA COORDINACION DE PROGRAMAS DE ATENCION DIFERENCIADA PARA AUJIItOS ES UNA 
PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO ES 
M'OYAA SU DESEMP�O ACADÉMICO. 
CALCULOI 
lJ.l FARO Fl.E CONSTRUIOO EN� ISLOTE SITUADO A 3 km DE LA COSTf LA QUE FRENTE Al FARO ES RECTA El Kt.Z Ll.NN)S() DEL FARO GIRA A �  VELOCIW> 
COOST ANTE DE 0. 15 ° � MI !lUTO. DETERMINAA LA VELOCIDAD CON LA QUE SE DESPlAZA LA LUZ A LO l.AROO DE LA COSTA. EN LN P\.MO LOCALIZADO A 5 brf 
DEL PUNTO MÁS PRóXIMO Al FARO 
SU.t.x::IÓN EN LA SIGJIENTE FIGI..RA SE PRESENTA � t.O)ELO GEOtÉTRICO COO lA COSTA, El FARO. LA DISTNCIA A LA COSTA Y El Át«ll.O ENTfl: � 
OISTN-«:IA(PERPEM:>ICu.ARA LA COSTA) Y LA COSTA MISMA 

X 

3 
' 

a 

Faro 

COMO DATOS SE TIENEN LA DISTANCIA DEL FARO A LA COSTA, LA RAPIDEZ DE VARIACIÓN DEL ANGu.o. ES � da 
di 

da
= 0. 15 ( 1f ) = 0.0026 rad . Y SE PREGUNTA LA RAPIDEZ DE VARIACIÓN DE LA DISTANCIA DEL P\.MO QUE ESTA A 5 km Al PLMO MÁS dt 180 min 

dx 
PRóXIMO A LA COSTA. ES DECIR, -

dt 
DE LA TRIGONOtJETRIA Y Af'LICN{)() LA DERIVADA COO RESPECTO Al TIEMPO. SE TIEI'E QUE 

X dx = tan a  => x = 3tan a  => - = 3 sec  
3 di 

Y POR OTRO LADO, EN EL INSTANTE CONSIDERAOO Y POR IDENTIDAD TRIGONOMÉTRICA SE PUEDE ESCRIBIR QUE. 

5 
tan a - - ::::::> tan 2 a = 2. 78 sec 2 a = 1 + tan 2 a ::::::> 

3 , 
FINALMENTE, SE SUSTITUYE ESTE VALOR Y SE LLEGA A 

dx 
= 3 (3 78){0.0026 )= 0.029 

dt 

2 a da 

di 

sec 2  a = 3 .78 

LlA:OO LA LUZ DEL FARO SE DESPLAZA A RAZÓN DE 0. 029 KILóMETROS POR MINUTO, O BIEN, A 48 CENTitEmos POR SEGlHXl. 

CiiiíiA l1CA 
El DISCO " D "  DE 3 kg DE MASA ESTA FIJO Al EXTREMO DE UNA CUERDA COMO SE VE EN LA FIGURA. El OTRO EXTREMO DE LA Cl.ERDA ESTA FIJO A UNA 
RóTULA EN El CENTRO DE l.JNA PLATAFORMA SI LA PLATAFORMA GIRA RÁPilAMENTE Y El DISCO ESTA <Xl.OCADO SOORE ELLA Y SE SlA:LTA DESDE El REPOSO, 
CALCULAR EL TIEMPO QUE SE TARDA El DISCO EN Al.CANZAA � VELOCIDAD Sl.fiCIENTEMENTE GfWflE PARA ROMPER LA ClEROA LA TEN$100 MMIMA QUE Pl.EDE 

SOSTENER �STA ESDE 100 N ,  Y EL COEFICIENTEDEFRICCIÓNCINETICAENTRE ELDISCOYLA PLATAFORMA ES J.lt = 0.1 . 



b 

CCMJ SE VE EN LA FIG.&, EL DISCO TIENE COMPONENTES T Af'G:�IAL Y NORMAL DE LA ACELERACIÓN COMO RESIUL T AOO DE LAS FUERZAS 

P«> EST AN EN Eootll9RIO cx::M) SE TIBE DESLIZAMIENTO, LA FUERZA DE FRICCIÓN TIENE LtlA tMGNITtX> F = p. 4 N D = 0. 1 N D Y Lt-l SENTIDO CU SE 
<JlQt.E f.J. MCMMIENTO RELATIVO DEL DISCO CON RESPECTO A LA PlATAFORMA LA CUERDA LIMITA EL MOVIMIENTO DEL DISCO EN LA DIRECCIOO 11 ll 11 Y, POR LO 

TANTO, F ACTÚ HNLADRCCÓ'-4POSITIVADE LAS " t "  ELPESODEL DISCO ES W = 3 (9.81}_= 29.43 N cx::M) " aN " PU:DERELACIONAASE 

CON " v " Y A VELOCIDAD MMIMA T = 100 N . LAS INCóGNITAS sON N D , a, y v 
ECLW;ICJES DE t.«JVIMIENTO 

L F11 = 0 ::::) N D - 29.43 = o  (1 ) 
L F, = m  a, ::::) 0. 1 N D = 3 a, (2) 

¿ F,. = m  a,. ::::) T = 3 ( "; J (3) 

SI SE SUSTITUYE T = 1 ()() N , SE PUEDE DESPEJAR. DE LA ECUACIÓN (3) ,  LA VELOCIDAD CRÍTICA " V cr " QUE ES LA QUE NECESITA TENER EL DISCO PARA 
ROtof'ER LA� SE RE�LVEN TOOAS LAS ECUACICJES Y SE llENE QUE 

N D = 29 .43 N 

a , = 0 .981 

V CT = 5 .  77 

m 
s 2  
m 
S 

cx::M) " a, " ES CONSTANTE, El TIEMFONECESARIO PARA ROMPER LA CUERDA SE OBTIENE COMO SIGUE 

vcr =v0 +a t ::::) 5.77 =0+(0.981)1 ::::) t = 5.89 s 
CALCULOI 
EN:QITRAA SERIES DE POTENCIAS PARA REPRESENTAR A LAS Fl.t-ICICJES HIPERBéx.ICAS DIRECTAS senh X y cosh X Y DECIR PARA a.{ Vf.J.CHS 
REALES LAS REPRESENTAN. 

SQt.x;Ó'-4 SE PARTE DE LA FUCNIOO ��IAL f(x) = ex DE LA CUAL SE SABE QUE TODAS SUS DERIVADAS EQUIVALEN A ELLA MISMA, ES DECIR. CU 

j(x)= J'(x)= j"(x)= j"'(x)= ··· = j(")(n)= e" YPORLOTANTOTOOAS EQUIVALENA " 1 "  LUEOO. ME OIANTE LA SERIE DE MACLAURINSE 
PLOE ESCRIBIR QUE· 

f"(O) ¡<">(o) x 2  x"  J(x)= J(O)+ J'(O)x + x2  + · · ·  + + · · ·  = 1 + x + - + · · ·  + - + ··· = ex 
2! n! 2! n! 



SI SE APLICA EL CRITERIO DE lA RAZóN A ESTA SERIE SE T lENE QUE 
l. lt+l 1 x n. l. 1m -- = 1m - --·  = :¡m -a I H I  f 

( } ) ,. _. .., a , ,. ... .., (n + 1 ) !  x"  "-+"" n + 1 
xl = O <  1 ••• ABSa.UT�DIVER<Bm:EN X E 91 

PARA REPRESENTAR A LAS FUI\CIONES HIPERBÓliCAS senh X y COSh X ES NECESARIO CCHXER LAS SERIES PARA REffiESENTAR A LAS Fl..tOJES 

" ex " y " e-x " (ESTA ÚLTIMA MEDIANTE LAS SUSTITUCIÓN DE " X "  

FOCIÓN EXPOI\EI\CIAI.. " ex " 1 ASI. SE PlElE ESCRIBIR QUE 
POR " - X " EN lA SERIE DE lA FtH;tOO an� PARA REPRESENTAR A lA 

x2  x3 x• x" 
e x = ) + X + - + - + - + · ·· + -+· · ·  y 

'x 1 x 3 x • x" 
e -z = 1 - x + - - - + --··· + (- It - + ··· 

2! 3! 4! n! 2! 3! 4! n! 
Fl.t.CIÓN SENO HIPERBÓliCO 

CC».40SESABE 
ez -e r senh X = - . POR LO QUE BASTARÁ SEMISUMAR LOS T��INOS DE LAS DOS SERIES ANTERICHS Y SE LLEGA A. 

2 

x3 x� x 7 xllt+l x2 x4 x' x111 senh x = x + - + - +  - + ·· · + ---- + · ·· y cosh x = l + - + -+ - + ··· + --+ ··· 
3! 5! 7! (2n + 1)! 2! 4! 6! (2n)! 

Q..e SOO LAS SERIES DE MACLAURIN QUE REPRESENTAN .A LAS FLJ-lCIONES HIPERBÓLICAS REaUERIDAS Y, EN AMBOS CASOS, EL INTERVALO DE cx:»MR<E� � 
TODOS LOS REALES YA QUE ES EL MISMO QUE PARA lA Fl-CNIÓN EXPOOEI\CIAL " ex " 

CALCULO 11 . 4· 
EL VECTOR DE POSICIÓN DE lM PARTCIA.A EN KNIMIENT O EN lN nat'O " 1 " ESTA DADA POR. 

,., t\ 1\ 
r � )= t i+ t 2 j+ t 3 1t  1 � 1 � 4 

A) ENCONTRAR LAS COMPONENTES TANGENCIAL Y NORMAL DE lA ACELERACIÓN EN UN TIEMPO " t " 
B) CALCUlAR, CON DOS CIFRAS DECIMALES DE APROXIMACIÓN, LOS VALORES DE " a  N " ," a1 " y " �� , PARA t = 1, 2, 3 y 4 ,  Y DESCRIBIR El 

RECORRIDO DE lA PARTCIA.A 

sa.uclóN 
A) COMO SE SABE. A TRAvES DE lA PRit.ERA Y SEWNOA ORE IV ADA SE TIENE QUE 

1\ 1\ 1\ 
; (r ) =  r ' (r ) =  i+  21 J+ 3t 2 * 

1\ 1\ 
a (t ) =  r"{t)=  2 j+ 6t k 

1 

v (1 � = r ' (t � = 6 + 4 1 2 + 9 1 4 )2 

DE lA EXPRESIÓN PARA CALCULAR lA CCM'ONENTE DE lA ACELERACIÓN T ANGENCIAI.. SE TI� QUE· 

PARA CALCUlAR a N 

r '(l )· r"(t ) _  41 + 18 1 3  
a r = 

lr' (t) - - 1 
6 + 4t 2 + 91 .. )1 

PRit.ERO SE P\.EDE CALCULAR EL PROOLCTO 

1\ 1\ 1\ 
j k 

1\ 1\ 1\ 
r'(t)x r"(t)= 1 : l o 

21 311 = 6t 2 i - 6t j+ 2 k  
2 6t 

1 
DE lA EXPRESIÓN PARA CALCUlAR lA eot.f'OtENT"E DE lA ACELERACIÓN NORMAL SE TIENE QUE 

1 1 
_ r '  (t }x r" {t) _ �6 1 4 + 36 1 2 + 4 )2 

a N -
Jr ' (t) 

-
(1 + 4 1 2  + 9t • )'i 

= 2 ( 91 4 + 91 2  + 1 ] 1 
91 .. + 4t l + 1 

B) LAS ECUACIONES PARAMÉTRICAS DE lA ClR/A DEFINIDA POR lA FUCNIÓN VECTORIAl r (t ) SON 
x = t  y = l 2 z = t 3 t � O  



4 
SI SE E1..11M a PARÁMETRJ EN LAS PRIMERAS DOS Eel.IACICHS SE OOTIEJIE y = x2 ESTO IMPI..CA QUE QUE CUALQUIER PUNTO DE LA ClRVA r (J ) 
f'ERT'9Et[ TAHN 1L Cl.fO() PNWnJco DE E�Ó-4 y = X 2 Y SI SE ELIMINA EL PARMETRo DE LAS ECLJN::o..ES PRM:RA Y T�ERA SE OBTIEIE 

Z = x3 a..E ES LA �  DE �  Cll.NlRO a..E SE M>OYA EN a EJ: " y " . ENTCJ.CES, LA CURVA r (! ) ES LA INTERSECCIÓN DE LOS CIUI'.OROS 

y = � y z = zl EN LA SOJEHTE FQ.RA SE PI.E)E VER LA� DE ESTA Cl.RVA 

z 
e CZ.4.1t 

(1, \ t) 
' 

o 
lC 

ca.«> 1 � 1 � 4 a RE<XH000 ES a CCNilOERAOO DEL �O (1 ,1 , 1 )  AL PUNTO ( 4,16 , 64 ) SE REALIZAN LAS COORESPOOIDIENTES 

SUSHTLO:tES EN LAS ElCI'RESOES OOTENI»S EN a tDSO (A) Y SE TIEIE a..E. 

t 1 2 3 .. 
DElP\MO'P' (1 ,1,1 ) (2,4,8) (3,9,27 ) (4,16,64) 
QN , 2.33 2.12 2.06 2.03 

Dr 5.88 1 1 .98 1 7 .99 (24 . 00 )  

lv{t � 3 . 74 12 .69 27 .68 48 67 

ENTCKES. MIEHTRAS " 1  " CRECE DE 1 A 4 . EL P\MO SE t.U:VE SOER: LA ClRVA DEL PUNTO (1 , 1 , 1 ) Al PUNTO ( 4 ,16 , 64 ) INCRfMENTMOO 

SU 't'El..OC� RAPtwENTE LA CCM'CJENTE tfJRMAl DE SU ACEI.AAACIÓN SE APROXIMA A 2 (NÓTESE QUE /im Q N = 2 ) EN LA TABLA SE OBSERVA QUE� 
1-+CO 

CXU'QENTE TN«E-CW. DE LA ACELERACIOO SE tCRB.ENTA 6 LNI!W>ES APROXlt.WW.ENTE ��lOAD QUE AUMENTA EL TIEMPO 
NJTA. OTRA f<H,C,\ PARA �  CAl.CllAOO LA� NCRMAL DE LA ACELERACIÓN, ti.JBIERA SOO LA SIQJIENTE 
CCM>SESAIE 

lal = lr"l = ..J4 + 36 1 1  Y,AOEMo\sTAt.BEN SE PI.EDE ESCRIBIRQUE ¡a = ''\J a r  2 + a  N 2 • DEDCWE 

' 2 2 .( 2 )  (4t + 1 8  t l y a N = .. t1a - a r = � 1 4 + 36 t - - -- --v V ' 1 + 4 1 2 + 91 4  · 
� 00 SI SE SM\.FICA, SE LI.EG\ Al RESU. TMX> ANTES OBTENIOO PARA LA e<:M'CN:NTE NCRMAL DE LA ACELERACIÓN 

� DE  l.A COPADI 
LA COPADt PECESITA PRCNOTORES QUE ES COMO LlAMAMOS A LOS ESTUDIANTES QUE SE OFRECEN PARA 
AYOOAR CON SESIOtES DE PREPARACióN PARA LOS EXAMENES COLEGIADOS Y PARA DAR ASESORIAS 
ltOWXJAl..ES DE LA ASaGNATURA EN LA QUE CONSIDEREN ESTAR MEJOR. ES UNA EXCELENTE FORMA DE 
AY\JlM A LOS COMPAfi:Ros. SE TRATA DE UNA ACTMDAD EXENTA DE EGOÍSMOS. VEN A COPADI Y OFRECE 
TUS SBMOOS C(JM) PROMOTOR. SI QUIERES TE PUEDE VALER COMO SERVICIO SOCIAL RECUERDEN QUE EN 
a SALON 129, ESTlJOIAHTES N'OY AN A ESTUDIANTES CON ASESORIAS INDIVIDUALES EN ALGUNAS 
ASIGNA�. 
1ü1iili 
"DESDE LA PRIIERA YfZ QUE HABL.AMOS, ME PlANTEÓ UN PROBLEMA EXISTENCIAL EN EL QUE LE PUDE 
A'YIJ!MR PORQUE LO ltiSirfO ME PASÓ DE JOVEN. AL TERMINAR ESA SESIÓN ME SENTf MUY 8/Etr � (TESTIMONIO DE UN TUTOR DE LA FACULTAD) 

¡A Y UNAII, QU� EMOCIÓÑ VMRTEI 
PRODUCCIÓN: ING. PABLO GARCIA Y COLOM¡;. REVISIÓN: ING ENRIQUE ARENAS SÁNCHEZ. 

COLABORACIÓN: LIC. ANA MARIA VIEYRA A VI LA Y PSI C. NIDIA IBARRA O.JEDA 
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ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS __..,., 
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EDITORIAL 
ESTE BOLETÍN DE LA COORDINACióN DE PROGRAMAS DE A TENCION DIFERENCIADA PARA ALUMNOS ES UNA 
PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO ES 
APOYAR SU DESEMPEÑO ACADt:MtCO. 
CÁLCULOII 
CAI..Cl.A.ARLA LONGITOO " /. "  DE LA CICLOIOE .r = a(8 sen O) , y = a{l -cos8) , a > O  
SOllX:IÓN LA GRAFICA DE ESTA CURVA SE OBSERVA El\ LA SIGUfENTE nGUF<A EN LA CUAl SE VE QUE UN ARCO DE ELLA CORRSPONDE Al INTEVALO 

0 � 8 5; 27! Y LA EXPRESIÓN PARA CALCULAR LA LONGITUD DE CURVA ES /, := S: (
d
dx

8 
) 2 + (

d
dy

8 
) z d8 

2a 

• 

SI SE DERIVAN LAS ECUACKN:S P�TRICAS, SE TIENE QUl 
dx dv - a (1 - cos O) · = a sen O d O  dO 

COMO LA EXPRESIÓN QUE VA EN EL INl EGRANDO ES LA SUMA DE 1 OS CUADRADOS DE ESTAS DOS DERIVADAS. ENTONCES SE PUEDE HA<iR LO SIGUIENTE 

LUEGO 

( dx ) 2 1 ( dy ) 2 
= a 2 (1 - 2 cos B + cos 2 B -+ sen 2 (}) = 2a 2 (1 - cos 8) 

dB dB ' 

2a  1 - cos O d B 

PARA EVALUAR ESTA INTEGRAL SE HACE USO DE LA IDENTIDAD TRI�TRICA sen 2 ( � ) - � (1 - COS 8 )  ENTONCES 

0 8 [ B ]  z_., " J. = 2aJ ZK 2 sen 2 dB = 2aJ2Jr sen d() = 4a cos -= 4a [- (- 1 )+ (1)] = 8a 
o . 2 o 2 2 0 

El PRIMERO E.N OBTEN{R (51 E RESUL lADO, ESTO ES QUf lA LONGITLD DEl ARCO DE UNA CICLOID� ES OCHO VECES EL RADIO DEL CIRCULO QUE LA GENERA, FUE 
SIR CI�ISTIOPHERWRI:N, f L ARQUITlCTOCONSTRLCTOR D( LA CATEDRAl DE SAN PABLO Y DE MLCHAS OlRAS IGLFSIAS EN INGLATERRA 

DI NA MICA 
LA CAJA QUE APARECE EN LA FIGURA llENE l.J'J PESO DE 50 lb Y SOORE ELLA ACTÚA UNA FUlRlA CON UNA MAGNITUD VARIABLE p = (20 1) lb � 
" 1 "  SE EXPRESA EN SEGl.JNDOS Dl:lERMINAR LA VELOCIDAD DE LA CAJA 2 S DESPUES DE APLICAR p SI LA CAJA TIENE lM VELOCIDAD INICIAL 

p1es V1 - 3 , DESCENDIEI\OOSOORE LL PLANO INCLINADO A 30° . Y El COEFICIENTE DE: FRICCIONCINtTICA ENTRE LA CAJA Y EL PLANO ES f.J A := 0.3 
S 



2 

50 lb 

p 

P = 20 t  
DIAGRAMA DE CUERPOL.JBRE. OBStRVESE LA SEGUNDA AGIURA COMO LA MAGNITUD DE LA FUERZA P = 20 t VARIA CON El 
TIEMPO, ES PRECISO DETERMINAR EL IMPULSO POR INTEGRACIÓN EN EL INTERVALO DE TIEMPO DE 2 s . El PESO, LAS FUERZAS 
NORMAL Y DE FRICCIÓN (QUE ACTÚAN EN DIRECCIÓN OPUESTA A LA DEL MOVIMIENTO) SON CONSTANTES, DE MODO QUE EL IMPULSO 
QUE ORIGINA CADA UNA DE ESTAS FUERZAS ES SIMPLEMENTE LA MAGNITUD DE LA FUERZA MUL TIPUCADA POR 2 s . .  

PRINCIPIO DE IMPULSO Y MOMENTO. Al APLICAR LAS ECUACIONES QUE REPRESENTAN El PRINCIPIO DE IMPULSO LINEAL Y El 
MOMENTO PARA LA PARTICULA, EN ESTE CASO EN LA DIRECCIÓN " x " , SE LLEGA A:. 

(+) HACIAABAJO PARALELA AL PLANO INCLINADO m{v.)1 + Lr Fz dt=m(vJ2 
50 /� (

3 
pies ) + r 201 di - 0.3 N e (2s )+ (so lb X2s )sen 30 o = 

50 /� v2 
32 .2 

pl�S S 32 .2 pl�S 
S S 

4 . 66 + 40 - O . 6 N e + 50 = 1 . 55 v 2 
AHORA ES POSIBLE APLICAR LA ECUACIÓN DE EQUIUBRIO EN LA DIRECCIÓN " y " 

(+) HACIA ARRIBA PERPENDICULAR Al PLANO INCLINADO N e - 50 cos 30 ° lb = 0 

SE DESPEJA Y SE TIENE QUE N e =  43.3 /b VAlOR QUE SE SUSTITUYE EN LA ANTERIOR ECUACIÓN Y SE OBTIENE " v2 " .  ASI, 

( ) 3 pies 
4 .  66 + 40 - 0 .  6 43 . 3 + 50 = 1 . 55 V 2 � V 2 = 44 S 

ÁLGEBRA 
SEA " p " IJ'l POLINOMIO DE GRADO TRES, DEL CUAL SE TIENE QUE 

p(l )=  5 ; p(- 1 ) =  3 p(2)= 18  
ADEMÁS SE SABE QUE SU GRAFICA CORTA EL EJE DE LAS ORDENADAS EN EL PUNTO DE COORDENADAS P ( 0, 4)  CAl.CCULAR p (-2) 

SOLUCJOO 

s1 p(x)=tu3 +bx2 +cx+d . cOMO p(O)= 4 � a(oy +b(oy +c(O)+ d  = 4 � d = 4 
ENTONCES p{x)=tu3 +bx2 +cx+4 

AHORA. COMO p(1) = 5  � a{1Y + b(IY + c{1) + 4 = 5  � a + b + c = 1  {1) 
DE MANERA ANÁLOGA, p(- 1)=3 � a{-1Y +b(-1Y +c(- 1)+ 4 = 3  � -a+b-e = -1 · · ·  (2) 
Y PARA p(2) = 1 8  � a{2)3 +b(2Y +e{2)+4 = 18 � 8a+4b + 2c = 14 · · ·  (3) 

SI SE DIVIDE ENTRE OOS LA TERCERA ECUACIÓN, El SISTEMA QUEDARIA COMO 
a + b + e = 1 - a + b - e = - 1  4a + 2b + e = 7 

SI SE RESLELVE POR CRAtJER SE TIHE QUE 

1 1 
A = - 1  1 - 1 = -6 

4 2 



llA:GO 

a =  

1 
- 1  
7 

1 
2 

) 1 
- 1¡ 
1 - 1 2  - = = 2 

- 6  - 6  
�LO QUE EL POLINC».410 ESTÁ DADO POR 

- 1  
4 b =  

- 1  

7 
- 6  

- 1  

1 o = = 0  
- 6  

e =  

- 1  
4 

1 
1 i 

- 1 , ' 
2 7 6 

---- = - = - 1  
- 6  - 6  

p(x)= 2x3 -x+4  DE !XWE  p(- 2) SEOBTIENECOMO p(- 2)= 2(-2)3 -(-2)+4 p(-2)= -10 
DIÑÁIICA 

3 

LA BARRA QUE APARECE EN LA FIGLRA TIENE Lt-1A MASA DE 10 kg Y ESTÁ SOMETIDA A lN MOMENTO DE 50 N m Y A Lt-1A F�RZA DE p = 80 N 
Slet.f'RE APLICADA PERPEI'.OICU..AR AL EXTREMO DE LA BARRA ASIMISMO EL RESORTE T lENE UNA LONGITUD NO ESTIRADA DE 0. 5 m Y PERMANECE EN POSICIOO 

VERTICAL DEBIDO A LA GUÍA EN 11 B "  DETERMINAR EL TRABAJO TOTAL REALIZADO POR TODAS LAS FUERZAS QUE ACTÚAN SOBRE LA BARRA CUAIIOO �STA HA 

GIRADO HACIA ABAJO DESDE 0 = 0 ° a 0 = 90 ° B 

SOLUCIÓN PRIMERO SE TRAZA EL DIAGRAMA DE CUERPO LlERE DE LA BARRA PARA REPRESENTAR TODAS LAS FUERZAS QUE ACTÚAN SOBRE LA MISMA 

, 

.. 

PESO W El PfSOES 10 (9.81) N � 98.1 N DESPlAZÁNDOSE 1 . 5  m HACIA ABAJO. EL TRABAJO ENTONCES ES 

U w = 98 . 1 N (1 . 5 m ) = 147 . 2 J 

MOMENTO M EL MOMENTOGIRA A T RAV�S DEUN ÁNGULO 0 = 7! rad PORLOTANTO 
2 

U M = 50 N m ( � } = 78 . 5 J 

FU:RZA DE RESORTE /•�. CUANDO 0 = 0 EL RESORTE ESTÁ ESTIRADO (0. 75- 0.5m) = 0.25 m ,  Y CUANDO 0 = 90°, EL ESTIRAMIENTO ES 

(2 m+0.75 m)- 0.5m = 2 .25 m POR LO TANTO 

U , = - [ � ( 30 : ) (225 m )' - � ( 30 �-)(o 25 m )' J = - 75 . o J 

EL RESORTE REALIZA � TRABAJO NEGATIVO SOBRE LA BARRA DEBIDO A QUE F s ACTÚA EN DIRECCIÓN G'UEST A AL DESPlAZAMIENTO 

FU:RZA P A MEDIDA QUE LA BARRA SE NUEVE HACIA ABAJO. LA F�RZA SE DESPLAZA UNA DIST AI'CIA DE 1f (3 m) = 4. 712 m ENTONCES 
2 

U P = 80 N (4 . 712 m ) = 377 . O J 

REACCIONES EN EL PERNO LAS FUERZAS A x y A y NO REALIZAN TRABAJO PORQUE NO EXISTE UN DESPLAZAMIENTO 



. 
TRABAJO TOTAl PORLO TANTO EL TRABIIJO DE TOOASLAS FUERZASCUANDO LA BARRA SE DESPI.AZADE 8 = 0° a 8 90° ES 

(! � 147 . 2 + 7 8 . 5  75 0 + 377 .0 � 52 8  .J 
GEOMETRIA ANALffiCA 
SEAN LOS PUNTOS A, 8, (' y [)  OUESE MUESTRAN ENLA FIGURA 

e +  ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 900 

�-----------�------------� 
O A B 

LAS COORDENADAS DE LOS PUNTOS A, 8 y ( ' SON A (1 , 2 , 3 ) R (2 , 4 , 5 )  
EMPlEAR ALGEBRA VECTORIAL PARA 

A) DETERMINAR LAS C<X:>RDENADAS DEL PUNTO " /) " 
B) CALCULAR El AREA DEL TRIÁNGULO B /) ( '  
RESOlUCIÓN 

e (- 2 , - 1 ,3 ) 

A(' � c  a - (- 2,-1,3)- (1,2,3) = (-3,-3,0) , AB= h  a - (2,4,5)-(1,2,3) - (1,2,2) AH - 1 + 4 + 4 = 3 

e 

AB 
O AD A B 

oc� 
D I>B B 

DE LA FIGURA (a) 

DE LA FIGURA (b) 

DE LA FIG1JRA (e) 

() 

AD - COMPOI�ENTE VE:ClORIAL Dl A(' fri DIRfCCION Dt AH 
AD = .AC - AB AB =- (- 3, 3 ,0 ) · (1 ,2, 2 )  ( 1 ,2 , 2 )  

¡AH AB 3 3 ( 1, 2 ,  2 )  

d - a -t A/J = (l,2,3)+ (- 1.-2, 2) - (0,0,1) . .  1>(0,0,1) 

DC = c- d = (- 2, 1,3) (0,0,1 ) = (- 2,- 1,2) , I>H .:: h d = (2,4, 5) (0,0,1) (2,4,4) 

1 j k . 

IX' x DB =  2 - 1  2j = (- 1 2,1 2,-6) , DC)( !>H - 144 + 144 + 36 =- 1 8 . .  ARI-A 
2 4 4 

LA COPADI NECESITA ESTUDIANTES QUE QUIERAN AYUDAR A SUS COMPAÑEROS. VENGAN A 
LAS JUNTAS LOS VIERNES A LAS 13:00 HORAS Y APÚNTENSE. LO PUEDEN HACER DE MANERA 
VOLUNTARIA O CUMPLIENDO SU SERVICIO SOCIAL. ¡LOS NECESITAMOS! HAY MUCHAS COSAS 
EN LAS QUE PUEDEN AYUDAR A SUS COMPAÑEROS. 

SE AGRADECE LA COLABORACIÓN DE LOS PROFESORES ERIK CASTA�EDA DE ISLA PUGA Y LUIS HUMBERTO SORIANO SÁNCHEZ 
¡AY UNAM, QUE EMOCION VIVIRTE! 

--- - - -
PRODUCCIÓN ING PABLO GARCiA Y COLOMÉ REVISIÓN ING ENRIQUE ARENAS SANCHFZ 

COLABORACIÓN LIC ANA MARiA VIEYRA Á VI LA Y PSIC NIDIA !BARRA OJEDA 
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EDITORIAL 
ESTE BOLETIN DE LA COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE A TENCION DIFERENCIADA PARA ALUMNOS ES UNA 
PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO ES 
APOYAR SU DESEMPEÑO ACADÉMICO. 

. 

ANÁUSIS GRÁFICO 
PROBLEMA D� MÉTODO AXJOMÁTJC...'O 
A PARTIR DEL P\Jl':TO A MOSTRAIX> EN LA FIGURA 1, TRAZAR UN TRIÁNGUI.O AOC DE TAL FORMA QUE EL LADO AB SEA HORIZONTAL Y 
1-.UDA 90 mm , EL ÁNGULO EN EL VÉRTICE A SEA DE 75• Y EN EL VÉRTICE B DE 45" DIBUJAR LA CIRCUNFERENCIA QUE CIRCUNSCRIBA AL TRJÁNGUJ..O ABC. 

DEMOSTRAR QUE El. RADIO DE DICHA CIRCUNFERENCIA MIDE 51.93 mm (30 ..fj) , EMPLEANDO LA TRIGONOMETIÚA, ASÍ COMO TEOREMAS 
GEOMÉTRICOS. 

+ 
A 

flgwa 1 Plutto de ptUtida par• el dibujo del ejndcio. 
EL TRAZO DE LA 1-lGURA NO DEBE TENER PROBLEMA ALGUNO. BASTA CON TRAZAR LAS MEO!Al'RICES DE LOS LADOS DEL TRIÁNGULO (CON 
DOS ES SUFICIENTE) Y SU INTERSECCIÓN ES EL CENTRO DE LA CIRCUNFERENCIA BUSCADA, QUE SE IDENTIFICÓ EN LA FIGURA 2 COMO O. 

\ 

�----------

A\ 
\ 
""'· 

F1GURA 2 SOLUCIÓN GRÁF1CA.. 



Razones Resultados 
D: circunferencia OA = OB 

OB = OC  
OC = OA 

T: V A ¿ J..L<int=1t 

J.! V'= L J..l partes 

D: Coseno 

ÁLGEBRA UNEAL 

75°+45°...-y+rJ = 1800 
y+rJ = 600 

a+rJ = 45° ( 1 )  
rJ+y = 600 (2) 
y+a = 75° (3) 

de (l) a = 45° - rJ  (4) 
de (2) y =  600 - rJ (5) 
(4) y (5) en (3) 
45°-rJ+600-rJ = 75° 
r3 = 1 5° 
:.a =  3(f 

45 cosa = OA 
45 � OA = - · · pero como cos 300 =-cos300 ' 2 

OA = � ; racionalizando el denominador 

OA = �(�) 
� �  

OA = 30 ..fj ); qed 

SEA M EL ESPACIO DE LAS MATRICES DE 2 X 2 Y El PROOLCTO INTERNO DEFINIDO POR A B = tr (A B T ) 
� LAS  MATRICES A y B SEAN �TOOONALES, SI 

DETERMINAR EL VAL� DE " k " PAI 

A = [� !] y B - [ _\ �] 
SOLUCIÓN lA TRANSPUESTA OEIH1A ffiiZ 8 ESTÁ DADA POR B' = [ � -

k 
J] LUEGO SE TIENE OOE 

A B' =G !] [� k} [� = : : !�] 



3 
r TRAZA DE LA MATRIZ OBTENIDA ES Ir (A B T ) = 2 + (-3 + 4k) = 2 - 3 + 4k = -1 + 4k Y PARA QUE LAS MATRICES A y B SEAN 

:m�s. SE DEBE CUMPLIR QUE SU f'RO()l,CTO INTERNO SEA NU.O, ES DECIR QUE A B = 0 . POR LO QUE, FINALMENTE SE LLEGA Al VALOR DE " k " 

<U ES 

CÁLCULOIII 

- 1 + 4k = o => 4k = 1 => k = .!_ 
4 

DEMOSTRAR QUE EL SIGUIENTE CAMPO VECTORIAL ES CONSERVATIVO Y ENCONTRAR UNA FUNCIÓN POTENCIAL PARA �L 

F = (ex cos y +  yz ) j + (xz - ex seny ) J+ (xy + z )k 
SQtx;IÓN PARA ESTE CAMPO VECTORIAL SE TIENE QUE 

M = e" cos y+ yz N = xz - ex seny P = xy + z 

aM " aN 
-- = -e seny + z = -
ay ax 

aM aP 
az 

= y =  
ax 

aN aP 
- = x = 
az ay 

ESTAS IGUALDADES EXPRESAN QUE EXISTE UNA FIJI.ICIÓN j CUYO GRADIENTE ES EL CAMPO VECTORIAL F . ES DECIR. QUE V j = F PARA ENCONTRAR LA 

FUNCIÓN j , QUE ES LA FUNCIÓN POTENCIAL REQUERIDA. SE PARTE DE QUE LA DIFERENCIAL TOTAL DE LA FUNCIÓN j WE ESTÁ DADA POR 

df = a¡ dx + a¡ dy + a¡ dz 
ax ay az 

a¡ = M = ex cos y + yz ax 
a¡ = N = xz - ex seny 
ay 

a¡ =  P = xy + z 
az 

(1) 

SE INTEGRA LA PRIMERA ECUACIÓN DE (1) CON RESPECTO A X . MANTENIENDO FIJAS A y Y A Z Y SE OBTIENE 

f (x, y, z) = e"  cos y + xyz + g (y, z) 
SE ESCRIBE LA CONSTANTE DE INTEGRACIÓN g COMO UNA FUNCIÓN DE y Y Z AHORA SE DERIVA ESTA ECUACIÓN CON RESPECTO A y 

EXPRESIÓN PARA aj DE LAS ECUACIONES (1) . ASI. SE TIENE QUE: 

ay 
a¡ = -e" seny + +xz + ag(y, z) - e x seny + xz + ag(y, z) = xz - e" seny => 
ay ay ay 

ca.«) ig = 0 , ENTONCES SE TIENE QUE g ES FUNCIÓN SÓlO DE Z Y SE PUEDE ESCRIBIR QlE 
ay 

J(x, y, z ) = e"  cos y +  xyz + h(z) 

AHORA SE DERIVA ESTA ECUACIÓN CON RESPECTO A Z Y SE IGUALA CON LA EXPRESIÓN PARA aj DE LAS ECUACIONES (1) ASÍ, SE LLEGA A 
az 

POR LO TANTO 

a¡ = xy + dh(z) 
xy + dh(z) = xy + z => dh(z] = z => h(z) = z 2 +e  az dz dz dz 2 

z l  
f = e" cos y + .xyz + - + C  

2 

Y SE IGUAI.A CON LA 

ASI SE HA OBTENIDO UN NÚMERO INFINITO DE FUNCIONES POTENCIALES PARA EL CAMPO VECTORIAL F . UNA PARA CADA VALOR DE LA CONSTANTE C 
CÁLCULOII 
DEMOSTRAR QUE LA LQII.IGITLD DE UNA CIRCUNFERENCIA DE RADIO IGUAL A " r " ES 21r r 1 EL ÁREA DEL CÍRCULO CORRESPONDIENTE 1'C r 2 Y EL VOLUMEN 

DE LA ESFERA QUE SE FORMA AL GIRAR EL CÍRCULO ALREDEDOR DE UNO DE LOS EJES COORDENADOS � 7r r 3 3 
SQLCIÓN PARA LOS TRES PROBlfMAS REQUERIOOS, CONSI�RESE LA CIRCUNFERENCIA DE LA SIGUIENTE FIGlRA, QUE, POR COMODIDAD Y SIMPLIFICACIÓN EN LAS 
�ClONES MATEMÁTICAS. SE OOICA CON CENTRO EN EL ORIGEN DE COORDENADAS 



4 

r 

r --}r - x  

PARA CALCULAR LA LONGITUD. SE CONSIDFRA LA CUARTA PARTE DE LA CIRCUNFERENCIA DEL PRIMER CUADRANTE Y SE PROCEDl COMO SIGUE TOMANDO EN CULNTA 
LA EXPRESIÓN QUE SE UT ILIZA PARA CALCULAR LA LONGITUD Dt ARCO CUANDO LA CURVA ESTA DEFINIDA POR SUS ECUACIOt JLS PARAMÉTRIC.6.S 

/C 

L = 4fo2 

X =  r cose =:> 
dx 

= -rsenB ' y =  rsene =:> dy = r cose 
dO dO 

X " 

-;zsen 2fi + r �os 2( j de = 4 fo 2 r de = 4 r [e Jg _ 2 1C r 
PARA CALCULAR EL ÁREA DEL CiRCULO. TAMBIÉN SE CONSIDLRA LA CUARTA PARTE DE LA CIRCUNFERENCIA DEL PRIMER CUADRANTE Y SE PROCEDE COMO SIGI 

TOMANDO EN CUENTA LA EXPRESIÓN QUE SE UTILIZA PARA CALCUL AR EL ÁRJ:A BAJO LA CURVA, CON LA EOJACION DE ESTA EN COORDENADAS CARTESIANAS 
� -A = 4 J/ · .  r 2 - x 2 dx 

SE OBTIENE PRIMERO LA INTEGRAL INDEFINIDA CON� CAMBIO DE VARIABLES Y LA COORESPONSIENTE SUST ITUCION TRIGONOMETRICA ASI 

(1 A = 4 J: · 'r 2� x 2 dx , u 2 = x 2 � u = x � du = dx � a 2 = r 2 , a = r =:> J � 2 - 112 du l 
- a2 a2 ) u = asen y� du = a cos ydy � - a 2 .-u 2 = a cos y =:> J a cos y a cos y dy -a 2 J cos 2 y dy = -2 J dy + · 2 J cos 2 y � 

d d d u d . a2 u a2 u d -1/ r2 x x r2
2
-X2 + ( 1� = y+ sen2y+C = angsen -1 senycosy -1 ( - angsen + t- C  = angsen + t 2 4 2 a 2 2 a 2 a  a 2 r 

SE RESUELVE AHORA LA INTEGRAL DEFINIDA Y SE TIENE QUE 

A =  4 [ r: angsen > x �-� ;>_r = 4( r2' � J = 1r r '  11• PARA CALCULAR EL VOlUMEN O[ LA ESFERA TAMBIÉN SE CONSIDERA LA CUARTA PARTE DE � CIRCUIIFERENCIA Dfl PRIMER CUADRANTE Y SE PROCEDE C 1 
SIGUE, TOMANDO EN CUENTA LA EXPRESIÓN QUE SE UTILIZA PARA CALCUlAR EL VOlUMEN DEL SÓUSO I)E REVOllJCION CON LA ECUACIÓN DE LA CURVA H ! 
COORDENADAS CARTESIANAS , � ·� 

V = 27r f: (. r ' -�-x ' Y dr - 27r f: & ' - x ' }tx = 21r [ r ' x < I - 21r ( r ' < J � � a '  ! 
TUTOR! A 
ESTUDIANTE: UN TUTOR PUEDE 
);> APOYARTE EN EL DESARROLLO DE UNA METODOLOGÍA DE ESTUDIO Y DE TRABAJO APROPIADA AL PRIMER AÑO DE TU CARRERA 
);> OFRECERTE APOYO Y SUPERVISIÓN EN TEMAS DE MAYOR DIFICULTAD DE TUS ASIGNATURAS, YA SEA DE MERA DIRECTA O 

CONSIGUIÉNDOTE QUIEN TE AYUDE. 
);> CREAR UN CLIMA DE CONFIANZA CONTIGO QUE LE PERMITA CONOCER LOS ASPECTOS DE TU VIDA PERSONAL QUE PUDIERAN 

INFLUIR EN TU DESEMPEÑO. 
);> SUGERIRTE ACTMDADES EXTRACURRICULARES QUE FAVOREZCAN TU DESARROLLO PROFESIONAL INTEGRAL 
);> PROPORCIONARTE INFORMACIÓN ACADÉMICO-ADMINISTRATIVA. 

¡AY UNAM, QUE EMOCIÓN \11V1RTE! 
SE AGRADECE LA COLABORACIÓN DE LOS PROFESORES ALFREDO ARENAS Y RICARDO MARTiNEZ GÓMEZ 

PRODUCCIÓN: ING. PABLO GARCIA Y COLOME. REVISIÓN: ING. ENRIQUE ARENAS SANCHEZ. 
COLABORACIÓN: LIC. ANA MARÍA VIEYRA ÁVILA Y LIC. NIDIA !BARRA OJEDA 
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l eorrORIAL 
ESTE BOLETIN DE LA COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS ES UNA 
PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO ES 
APOYAR SU DESEMPEÑO ACADÉMICO. AHORA, ¡A ESTUDIAR Y SALIR BIEN EN ESTE SEMESTRE! 
CÁLCULO ti 

� INTEGRALES DE LA FORMA 1, = x" e' dx � 11 = 0, 1, 2, 3, . . .  
LA INTEGRAL DE LA FORMA J x" ex dx CUANDO 11 = 0 ES DIRECTA CUANDO 11 = J EL MtTODO POR USAR ES EL DE INTEGRACIÓN POR PARTES A PARTIR 
1 DE JI = 2 LA INTEGRALSE REALIZA MEDIANTE EL MtTOOO POR PARTES EN EL CUAl SF PRESENTA LA REDUCCION J X" ex dx = X" e -e - 11 J X" 1 e • dx 

1 E51 A .-m GRAl llENE tiUCHAS Y VARiADAS APLICACIONES EN CALCULO Y EN ECUACIONES DIFERENCIALES AOEMAS, EN AlGEBRA LINEAl EN ESPACIOS 

l VECTORIAlES CON PRODUCTO INTERNO EN PARTICULAR EN PROBLEMAS OONDE SE RE. QUIERE OBTENER LA PROYECCIÓN DEl VECJ OR V = ex SOBRE UN ESPACIO 
l VECTORIAL CON BASE POLINOMIOS 

A CO'IT IM.IACION SE PRESENTAN EN UNA TABlA LAS INTEGRALES DE ESTE TiPO DESDE 11 = 0 HASTA n = 6 Y CON LOS UMTES DE INTEGRACION DE 0 a 1 Y 

&)!: 1 a + 1 . CON VALORES EXACTOS Y VALORES NUMERICOS APROXIMADOS 
� 't--· !) 10 = Jex dx = e" +C 

/1 = Jxexdx= ex (x- l)+C 

12 = J x2exdx -ex(x2 -2x+2)+C 

13 = J x3exdx e-c (x) - 3x1 +6x-6)+C 

14 =·J X4exdx- e.r(r4 -4x3 + 12x2 - 24x+ 24)+ e 

• 1 �-
15 = J x'exdx = ex (r� -5x4 + 20x3 - 60x2 + 120x- 120)+C 

/6 = J x6exdx = ex(x6 -6x� +30x4 - 1 20x3 + 360x2 - 720x+ 720)+C 

1,. s: X n e x  dx rl  x " e " dx 
lo e - 1 � l. 7 1  828 1 8 e -e 1 � 2.3504024 
11 e0 = 1 .0000000 2e 1 R: 0.7357588 
12 e-2 R: 0.718281 8 e-5e-1 R: 0.8788846 
/ , � -2e + 6 R: 0.5634363 -2e+I6e 1 R: 0.4495074 
/4 9e- 24 R: 0.4645364 9e-65e 1 R: 0.5523728 
/� -44e + 120 R: 0.3955995 -44e + 326e 1 = O 3242973 
/6 265e - 720 R: 0.3446845 265e -1957e-1 R: O 4046 181 



1 fÍSICA EXPERIMENTAL 
2 

T:PO PGE510t: AOSOllJTA 1 
ttJ UN fXPFR.Mf:NTO DE LABGRATORIO SE M;OIEROt. PRFSICtJf:S ABSOLU1AS Y PRCH;tJDIDADES PARA CATFt!ER El ��ELO �·ATF�.IA TICC Q!JE qEL.�.CIC'JA AMAAS 
VARIABI fS lAS MEDICIONES EFfCTUADAS SE RESUMEIJ FtJtA TABLA StGUIEtJTE 

K - 9 78 l .� J 

�� 
z [cm] 

o 78000 --
20 79760 
40 8 1 52 1  --
60 83281 
80 85042 
lOO 86802 ---

--¡--
p [�� ] 

F 
Material 

- ---
Alcohol 8 10  
Benceno 900 

L( ;/u:erína 1 260 
Mercurio 1 3600 

OBTEtllH 

1 LA PENDIENTE DEL MODtLO p = m Z + b Y EL SIGNIFICADO FISICO DE lA PENDIENTE 

? EL MODELO MATI'"MÁ 1 ICO DEL FENOMENO 
3 LA DENSIDAD DEL HUIDO QUE SE UTILIZO EN f..L EXPFRIMENTO 
4 fL MATERIAL DEL QUE SE TRATA DE ACUERDO COtJ LA SEGUtJOA TABlA 
� lA PRESIÓN ATMOSFÉRICADOrJOE SF REALIZO EL fXPERtMEtJTO 

RESOlUCIÓN 

H MODELO MATEMA11CO LINEAl J>.,bs - m Z -!  h SE PUEDI'" OBTE/Jf:R A TRAVES Dfl MLIOOO OF PARES DF PlJtllOS, OOtlDE LA PENOIE:NlE m 
TIENE COMO SIGNIFICADO AL PESO ESPf:.CIFICOD( LA SUSTANCIA QUF SE UliLIZOHJ EL EXPI:'RIMlNlO Y CUYO VALOR ES 

m - (86802 - 8 1 52 1 )+ (85042 - 79760 )+(83281 - 78000 ) 1 Pa ] = 1 5844 1 P,, ] 
(1 . O O 4) t (O 8 - O. 2) + (O 6 - O O) m 1 8 l m 

r p • r N ]  m = 8802 2222 
L 
;; 1 = 8802 2222 l m , (PESO I::.SPECIFtCOJ 

2 rt MODELO MAlEMATICOSf.. COMPLETACONEL CALCULO DELA OROENADA AL ORIGE.N b tS OLCIR b = Pa�>, - m z lUEGO 

1' - 86802 + 85042 + 83281 + 8 1 52 1  + 79760 + 78000 - 2 o [1', ] ah.· - - - 8 4 1  
6 

= =- 1 .0 +0-8+ 0 6 ¡_0.4 + 0 2 + 0·0 = o.5 [m] => h _ 82401 - (8802 2222Xo 5) 77999 8889 [P,] 
6 

POR LOOUF Fl MODELO MATEMÁTICO ES 

P�, [PJ - ( 8802 2222 l � ]) z [m ]+ 77999 8889 [PJ 

---- -- ______ _J 



3 
3 COMO LA PENDIENTE m REPRESENTA AL PESO FSPECÍFICO Y tSTE A SU VEZ ES IGUAL AL PROOUCTO DE LA DENSIDAD POR LA GRAVEDAD, ENTONCES 

8802.2222 [ � J 
m - p g :::::> p = m ::. [ ]m = 900. 0227 l k� J . QUEES LADENSIDAD DEL MATERIALUTILIZADO 

g 
9.78 

m m 
S 

� LA DENSIDAD EXPERIMENTAl OBTENIDA EN El ii\CISO ANTERIOR SE APROXIMA Al VALOR DE LA DENSIDAD DEL BENCENO POR LO QUE MUY PROBABLEMENTE 
El MATERIAL UTILIZADO FUE El BENCENO 

5 SE SABE QUE El MODELO TEORICO PARA LA PRESIÓN ABSOLUTA ES 
p ubs = Pr,/atmJ + pal'mO!lfonoa 

SISECOMPARA CONEL MOOELOMATEMATICOEXPERIMENTALOOTENIOO p""' [P. ] =  ( 8802 .2222 [ � ]) Z [m]+ 77999 .8889 [P. ] 

SE PUEDE DECIR QUE pattrk).)/�ma 77999.8889 [J>u ] OTRA FORMA DE SABER CUÁL ES EL VALOR DE pa-.sfin<:<� ES HACER CERO El VALOR DE LA 

I'Ra:UI'.OIOAD Z ASÍ, SI  Z - 0 [m] . ENTCN:ES p rdat>wz = 0 [P.,] Y DEL MODELO MATEMÁTICO OBTENIDO SE q3TIENE El VALOR SEÑALADO 
ANTERIORMEN�E TAMBitN SE OBSERVA EN LA TABLA DE VALORES QUE, CUANDO Z - 0 [cm] . SE TIENE QUE p 4b.r = 78000 [PJ = p tJ/móSfinoa 

CÁLCULO III 
CALCULAR EL VOLUMEN Y EL CENTRO DE MASA DEL SÓLIDO LIMITADO SUPERIORMENTE POR LA ESFERA X 2 +y 2 + Z 2 = 9 E INFERIORMENTE POR LA HOJA 
SlHRIOR DEl CONO Z 2 = X 2 + y 2 SUPóNGASE QUE El SÓLIDO TIENE DENSIDAD LNIFORME 
SQUCIOO EN LA SIGUIENTE FIQ.m S[ ArRECIA EL SÓLIDO CONSIDERADO 

X 
LA ECUACIÓN DE LA ESFERA EN COORDENADAS ESFtRICAS ESTA DADA POR 

r 2 ;:;:; X 2 + y 2 + Z 2 ;:;:; 9 O SEA r = 3 
ADEMAS. LA ESFERA Y EL CONO SE CORTAN CUANDO 

x2 + y2 = -z2 +9 

POR LO TANTO COMO Z = r COS t/> SE DEDUCE QUE COS t/> = 

3 
Ji 
3 

1 
:::::> t/> = ang cos-= 

2 
Y ENTONCES EL VOLUMEN SE CALCULA MEDIANTE LA INTEGRAL TRIPLE SIGUIENTE 

il¡r v -
o 

3 z =  
2 

:::::> t/> = � 
4 

� 16.56 -
POR LA SIMETRIA DEL PROBLEMA. f:l CENTRO DE MASA ESTA SOBRE EL EJE Z Y POR CONSIGUIENTE. SÓlO ES N(CESARIO CALCULAR LA COTA Z DEL CENTRO DE 

M 
Mfi..SA, LO QUE SE HACE '-'EDIANTE LA EXPRESION Z =- COMO Z = r COS A. ENTONCES r ., 

M, = f[f z dV = r J5 s: (r cos ¡!)r ' sen¡l dr d¡l diJ = J," J,: [r
4
� sen¡l cos �J: d¡l diJ 



Ir 
(8 1 ) 81 J,2"' [sen 2<ft l 4 81 l21r 8 1  -sen <ft cos <P d<ft dO = -- -- dO = dO = - [o]�" � 3 1 .81 

4 4 o 2 16 o 16 o 
3 1  . 8 1  

DE DONDE Z = - � 1 . 92 Y ENTONCES LAS COORDENADAS DEL CENTRO DE MASA SON ( 0 , 0 , 1 . 92 ) 
16 .56 

CÁLCULO III 
VERIFICAR QUE EL ÁREA DE LA SUPERFICIE DE UNA ESFERA DE RADIO r EQUIVALE A 47r r 2 
SOlUCIÓN CONSIDÉRESE UNA ESFERA CON CENTRO EN EL ORIGEN DE COORDENADAS Y RADIO r 

LA EXPRESióN PARA CALCULAR EL ÁREA DE LA SUPERFICIE Z = j(x, y) ES 

COMO Z = CZ X CZ = - - - = -
Ox /r2 - xl -y2 ' ry  

y 
LUEGO SI SE CONSIDERA LA REGIÓN CIRCULAR 

X 2 +y 2 = r 2 Y SE TRABAJA EN UN CUARTO DE ELLA. SE TIENE QUE EL ÁREA DE LA SUPERFICIE VIENE DADA POR 

S = 8r J: [ angsen 
TUTORIA 
ALGUNOS TESTIMONIOS DE ESTUDIANTES Y TUTORES 
ESTUDIANTES 
-· Como programa puede ser una forma de que alguien esté al pendiente de ti y sabes que cuentas con un tutor". 

-· Es cuando alguien nos guía en las decisiones que tomamos y nos aclara sobre las dudas de la carrera que queremos·. 

-· Es una especie de reunión donde alguien va a "cuidarnos" y ayudarme cuando tenga problemas· 

-· Es un programa en el cual una persona, en este caso un profesor de la Facultad te ayuda como estudiante y como ser humano. Es una gula en lu 
carrera·. 

TUTORES 

-"Yo concibo a la Tutoría no como una clase, o como una actividad que tenga un programa estricto a seguir. Yo veo a la Tutorla como una labor libre y 
humana·. 

-"En la Tutoría, no sólo hay que trabajar en las cosas técnicas, sino en todo aquello que envuelve a las personas". 

-"Durante la Tutoría yo le muestro a los estudiantes las ventajas y desventaJaS de lo que es la carrera; trato de darles un panorama general de las act�udes 
que requiere esta profesión; los llevo a visitar instituciones como el Instituto de Ingeniería, de Geofísica ,de Astronomía, etcétera." 

•yo creo que en la Tutoría el profesor debe exponer lo que se puede o no hacer en el programa. Debe dar oportunidad a que los estudiantes expongan sus 
problemas personales. Canalizarlos hacia las instancias donde los puedan ayudar. Porque pienso que la Tutoría debe ofrecer una atencrón humana y 
personal. Siempre se puede hacer más y mejor". 

¡AY UNAM, QUÉ EMOCIÓN VIVIRTEI 
SE AGRADECE LA COLABORACIÓN DE LOS PROFESORES GUSTAVO BALMORI NEGRETE Y MARTIN BARCENAS ESCOBAR 

PRODUCCION: ING. PABLO GAR�IA Y COLOME. �EVIqiON: I�G. ENRIQUE ARENAS SANCHEZ 
. COLABORACION: LIC. ANA MARIA VlEYRA A VI LA Y LIC. NIDIA IBARRA OJEOA 



BOLETÍN COPAD/ «5 1  FACULTAD DE INGENIERÍA. UNAM 
COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE 

ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS -

AÑO 2001 NÚMER0 28 17 DE AGOSTO DE 2001 

EDfTORIAL 
ESTE BOLETIN DE LA COORDINACióN DE PROGRAMAS DE A TENCION DIFERENCIADA PARA ALUMNOS ES UNA 
PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO ES 
APOYAR SU DESEMPEÑO ACADÉMICO. SE ACERCA EL FINAL DEL SEMESTRE. ¡TODAyiA ES TIEMPO DE 

· RECUPERARSE Y ACREDITAR TODAS LAS ASIGNATURAS! 
FfSICA EXPERIMENTAL 
EN El SISTEMA INGLtS (FPS} GRAVITATORIO SE TIENE LA EXPRESIÓN SIGUIENTE QUE RELACIONA LA VARIABLE W (TRABAJO, EN lb l · jt } COO LAS VARIABLES 

lb 
p (PRESIÓN MANOMÉTRICA. EN psi = . -; ) Y e (DIST ANClA EN ft ) 

m 
W = AP + Bf2 

SEAN A = 4 y B = o .5 DETERMINAR: 

A) LAS UNIDADES DE CADA UNA DE LAS CONSTANTES A y B EN El SISTEMA INGLtS GRAVITATORIO 
B) El VALOR DE LAS CONSTANTES (COEF ICIENTES NUMtRICOS) EN EL SI C) LA TRADUCCIÓN DE LA EXPRESIÓN DADA AL SI 
<m>IDÉRESE OUE l [ft]= 0.3048 (m) ; l �n)= 2.54 (cm] ; l �b1J= 4.448 (N) 
5a.LICIÓN A) DE ACUERDO CON LA II'.FORMACIÓN PROPORCIONADA 

[w ]" = lb 1 · ft ; [P L = � � ; [e] .. = ft 
m 

W = 4P + 0 .5f 2 = AP + Bf 2  
CCt4 BASE EN EL PRJI'CIPIO DE HOMOGENEIDAD DIMENSIONAL, SE PUEDE EST ABI..ECER QUE 

[A Ju [P Ju = [W l = lb 1 · ft 
POR LOTANTO [A ].. = [W _1_ = lb l ·!!_ = ft · in 2 [P ]., lb 1 

in 2 
POROTRAPARTE [B]., [e 2 l  = [W]., = lb l · ft => 

B) SE DETERMINA EL VALOR DE LA CONSTANTE A EN EL SI 

A = 4 ft · in 2 = 4 ft · in2 (0.3048 m J(2 .54 2 c'!'_:_J( 1 m 2 J => A = 0.000787 [m J ]  1 ft 1 in 2 100 2 cm 2 
PARA LA CONSTANTE B SE TIEf\E QUE· 

B = O  5 lb 1 (4.448 N J( l f! __ J => B = 7 . 2966 [Nm ] 
· ft 1 lb 1 0.3048 m 

c¡ W [N · m ] =  0 .000787 [m 3 )P [Pa ]+ 7 . 2966 [� ] e 2 [m 2 ] 



ELECTRICIDAD Y MAGNETlSMO � EN LA F1<31.& SE MUESTRAN UN CQIII)LCTOO RECTO � LAROO Y \.lilA ESPIRA RECT ANGlA..AR, AMOOR COPI.ANARES Al PLANO X)' SI POR EL CONOUCTOO RECTO 

CIRCULA UNA CClmiENTE ELÉCTRICA DE 100 [A] Y POR LAESPIRA UNA DE 20 [A] . X1 = 2 [cm] ;  X 2 = 10  [cm] y e = 20 [cm ] . CALCULAR , :1 

2 

A) LA FUERZA DE ORIGEN MAGNtTICO EN EL LADO ab DE LA ESPIRA, DEBIDA AL CONrnx:TOR RECTO MUY LARGO. 1 [ B) a FLUJO MAGNtTICO DEBIDO Al CONDUCTOR RECTO A TRAVÉS DEL ÁREA ENCERRADA POR LA ESPIRA RECTANGULAR 11 
C) LA fem INDIXIDA EN LA ESPIRA SI POR EL CONDUCTOR RECTO CIRCULARA UNA CORRIENTE ELÉCTRICA i e = ] 00 sen W 1 . SIENDO 

(J) = 21! f y f = 60 [Hz ] 1 d e ] 
D) a COEFICIENTE DE INDUCCIÓN MUTUA ENTRE LA ESPIRA Y EL cot{)lJCTOO .4 

... 

a b ,, ..__ __ _, _._ 
... 1 

"1 

y 

L. z 

• 

A) A LO LARG: 1 

DEL LADO ab DE LA ESPIRA SE TIENE UN CAMPO MAGNtTICO VARIABlE EN MAGNITUD PERO DE DIRECCIÓN (-k) CONSTANTE, POR ESTA RAZÓN LA FUERZA 

4 • 4 
F ah SE OBTENDRÁ POR INTEGRACIÓN DE d F ah = i d f. X B . EN MAGNITUD: ( 4 � )  1l dF ah =  idl B sen () � () entre B y  df. = 

2 
[rad] 

F ah = 
i J

xl }Jo i e dr = }J � i e i Ln X 2 donde 
x1 21l r 21l X1 

dr = dl 

F ah 
=

- [ 41l x 10 - 7 (100 )2o Ln �] j = -0 .6438 
21! 2 

" 
j (m N ]  

8) DE LA DEFINIC1ÓN DE FLUJO MAGETICO , = JJ B. cJS SE OBTIENE 

; = JJ B dS cosa ; a = o ' a( entre B y dS) y B = ¡(r) :. ; = JJ B dx dy = r J:l �; ¡; dx dy 

;.e = f.Jo ¡e f. Ln � � ;.e = 41l x lO�;I00)0.2 Ln 1
2
° = 6.438 [u Wb] entrando a la  figura 

21! X1 
C)CONLALEYD HARADAY 8 = -N d; � 8 = -N !!_  ( p� Ln x2 ) dJ dt 21l XI 

8 = -N p o l Ln x 2 d (; J = -N f.J o l Ln � d (1 00 sen (J) t) = -N f.J o l Ln x 2 100 (J) cos (J) t 
21l X1 dJ 21l X1 dJ 21! X1 

8 = -(1 ) 
41l x 10 - 7  (o.2) (Ln � ) 100 [21I(6o )]cos (J) t = 2 .4269 cos (120 1l t )  [m V ]  

2p 2 

D) a COEFICIENTE DE lt-VUCCIÓN MUTUA SE OBTIENE CON M = N t) •e 
¡e 

M = (1 ) 4 7!  x 10 - 7 (0 . 2 )  
Ln 

10  = 
2 tr  2 

64 . 378 [nH ] 

l 

! 

E 

-



3 
C1NEMÁTICA 
ltl ANILLO Q SE DESPlAZA A LO LARGO DE LA BARRA AB PARTIEf'OO DE A Cl.W-00 DICHA BARRA GIRA ALREDEDOR DEL EJE " Z " CON UNA 

¡ 1 ACELARACIÓN DE MAGNITUD 1 0 ( r;:) Y LW. RAPIDEZ ANGULAR DE 5 ( ra:) , DffiRMINAR LA ACELERACIÓN ABSOLUTA DEL ANILLO CUANDO SE 

OCUENTRA A 60 (cm) DE A , SI SE SABE QUE PARA DICHA POSICIÓN SU RAPIDEZ A LO LARGO DE LA BARRA Y LA MAGNITLO DE SU ACELERACIÓN SON, 

�SPECTfVAMENTE, 120 (e:) y 90 ( :7) , Z 

X 

A� 
' (,) {l) oc ¡¡ ) 

Q 8 1 ' y 

SCl..lX::IÓN SI SE HACE COINCIDIR EL ORK?EN DEL SISTEMA DE REFERENCIA MÓVIL CON A , SE OBTIENE • 

R ; o (m) R ; o (: ) R ; o ( � ) 
ADEMÁS SE SABE QL.e 

p = 0.6 e r (m )  � - (m ) p,  =. 1 .2 e r -; 
- " (rad ) (J) = 5 k 

-S-
" ( rad ) a = lO k -;z 

LA ACELERACIÓN ABSOLUTA DE Q ESTARÁ DADA POR: ; 
a Q = R + a X p + (J) X (m X p) + 2am X p , + ; rr 

, SE SUSTITUYEN LOS DATOS CONOCIDOS Y SE TIENE QUE 

:· aº = O + IO k x 0.6 e ,  + 5 k x (5 i x o. 6e , ) + 2 (5 i) x t .2 e , + 0 .9 e ,  

, 
DEOOMJE QQ ; - J4 . l i , + I8 (i ; (�) 

LAENTALPIA DE FORMACIÓN DEL PROPINO GASEOSO C3H 4 [g] ES + 185.4 [_!!___] . CALCULARCUÁNTO CALORSE DESPRENDERlA DE LA COMBUSTIÓN 
gmol 

COMPLETA DE 325 [g] DE PROPINO TODOS LOS PROOLICTOS SON GASES A 298. 15 [K] . 
RESOLUCIÓN. 1 SE PLANTEA LA REACCIÓN DE COMBUSTIÓN Y SE BALANCEA 

C 3H 4 (g) + 402 (g) � 3CO 2 (g] + 2H 20 (g]  
2. SE CALCULA LA ENTALPIA DE REACCIÓN (COMBUSTIÓN) UTILlZAf'OO LAS TABLAS DE DATOS TERMODINÁMICOS QUE APARECEN EN 

LOS LIBROS DE OUIMICA GENERAL 

MI •, ; [3 mol CO, ( - 393 .5  ,:;:1) + 2 mol H ,o (- 241 .8 !:J]-[1 mol e, H, (185 .4 :al)] 
MI 0, = -1664 . 1  [k.! ]- 185 .4 [k! ] => MI 0 ,  = -1849 .5 [k! )  

3 DE AClERDO A LOS cAl.ClA..OS, SE OBSERVA QUE LA COMBUSTIÓN DE 1 [mo/) de C3H 4 LIBERA 1849.5 [kf] DE 

ENERGfA EN FORMA DE CALOR, ESTO SE PUEDE PLANTEAR DE LA FORMA SIGUIENTE: 

40.0653 [g]de C3H 4 (QUE EQUfVALE A  1 [mol] ) LIBERAN ] 849.5 [kf] DE ENERGIA ENFORMADE CALOR. CUANOO SE QUEMAN, DE TALFORMAQUE r 325 [g] LIBERARÁN 



( - 1849 5 [k!]  ) 325 [g]C3H4 [g] ,- = -1 5 ,002 .6844 [k.l ] 40 .0653 e 3 H 4 

QUE ES EL RESUL T AOO DEL PROBLEMA, ES DECIR QUE 

Q = - 1 5 ,002 .6844 [k.l ] 
NOTA EJERCICIO DEL CUADERNO DE EJERCICIOS DE OUIMICA GENERAL, EDITAOO POR LA FACULTAD DE INGENIERlA 
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CÁLCULOII 1 
� PlATO METAUCO ESTÁ SITUADO EN EL PlANO l)' DE TAL FORMA QUE LA TEMPERATURA T EN CUALQUIER PUNTO p (x,y) ES INVERSAMENTE ! 
f'R(R)RCIONAL A LA DISTANCIA DEL PlMO p AL ORIGEN (0,0) SI LA TEMPERATURA EN EL Pl.MO (-3,4) ES IGUAL A 50° C (.EN OUt DIRECCIOO 

DESDE ESTE PUNTO LA TEMPERATURA AUMENTA CON MAYOR RAPIDEZ? 

SOLUCIÓN LA TEMPERATURA J' EN CUALQUIERPUNTO (x,y) ESTÁ DADA POR 

k T (x,y)= -= 

xz + yz 

DONDE k ES LA CONSTANTE DE: PROPORCIONALIDAD COMO T = 50° C CUANDO (x, y) = (- 3,4) ENTONCES SE llENE QUE 

k - T (x, y) -; x2 + y 2  � k =  50 (- 3Y + (4Y � k =  50 (5) 250 
EL GRADIENTE DE T ES 

X y - 250 - - 250 
oT ' ?T " X 2 + y 2  ': X2 + Y2 - 250x V T =  i +  j =  -- 1 +  -- j =  
OX éJx X 2 + y 2 X 2 + y 2 

( )3 xz + yz z 

vr (- 3,4)= - 2;�)�_]) ; + �:�,(4) j => vr (- 3,4)=  6 , - s 1 
Y ES EN ESTA DIRECCIÓN DEL GRADIENTE EN LA CUAL LA TEMPERA TLW. SE tNCREMENT A CON MAYOR RAPIDEZ DESDE EL PUNTn CONSIDERADO 

LA TEMPERATLiRA DECRECE CON MAYOR RAPIDEZ EN LA DIRECCIÓN OPUESTA ESTO ES, EN LA DIRECCIÓN - 6  i + 8 j 
1\ 

E:N CUALQUIER DIRECCIOI 

PERPENDICULAR A 6 i - 8 j LA TEMPERATURA NI CRECE NI DECRECE SINO QUE PERMANECE CONSTANTE ESTA DIRECCIÓN PERPENDICULAR DEFINE LO QUE SE 
CONOCE COMO CLR/A ISOTtRMICA. QUE ES EQUIVALENTE A AL CONCEPTO DE 'CURVA DE NIVEL' 

CULTURA 
LA PERFECCIÓN 

ME PREGUNTAS, HERMANO MÍO, ¿CUANDO SERA PERFECTO EL HOMBRE? ESCUCHA, PUES, MI CONTESTACIÓN 
SE DIRIGE ÉSTE A LA PERFECCIÓN CUANDO SIENTE QUE ES EL ESPACIO, SIN CONTORNOS Y SIN lÍMITES, QUE ES EL MAR, SIN RIBERAS 
Y SIN PLAYAS; QUE ES EL FUEGO SIEMPRE ENCENDIDO; LA LUZ, ETERNAMENTE ESPLENDOROSA; LOS VIENTOS, TRANQUILOS 01 
BORRASCOSOS; LAS NUBES, CON LA LLWIA, EL RELÁ�PAGO Y EL TRUENO; LOS ARROYOS GEMEBUNDOS O RISUEÑOS; LOS ÁRBOLES, 
FLORECIDOS EN PRIMAVERA Y DESNUDOS EN OTONO; LOS MONTES ENHIESTOS; LOS VALLES PROFUNDOS; Y LOS CAMPOS, YA 
ESTÉRILES, YA FERACES. SI EL HOMBRE SE IDENTIACA CON TODAS ESTAS COSAS, ALCANZA LA MITAD DEL CAMINO DE LAI 
PERFECCIÓN 
PERO SI DESEA LLEGAR A LA META, DEBE IDENTIFICARSE CON SU ÍNTIMO SER DEBE SENTIRSE EL NIÑO QUE SE REFUGIA EN SU 
MADRE, EL JOVEN EXTRAVIADO ENTRE SU AMOR Y SUS ESPERANZAS; EL HOMBRE MADURO QUE LUCHA ENTRE SU PASADO Y SU 
PORVENIR; EL ANCIANO QUE RESPONDE POR SU FAMILIA; El RELIGIOSO EN LA CELDA, EL CRIMINAL EN LA PRISIÓN; EL SABIO ENTRE 
SUS LIBROS Y SUS DOCUMENTOS; EL IGNORANTE ENTRE LA LOBREGUEZ DE SU NOCHE Y LA OSCURIDAD DE SU DÍA; LA MONJA ENTRE 
LAS FLORES DE SU FE Y LAS ESPINAS DE SU MELANCOlÍA; LA RAMERA ENTRE LOS COLMILLOS DE SU DEBILIDAD Y LAS GARRAS DE SUS 
NECESIDADES; El POBRE ENTRE SU AMARGURA Y SU SUMISIÓN, EL RICO ENTRE SU CODICIA Y SU OBEDIENCIA, Y El POETA ENTRE lA) 
NIEBlAS DE SU CREPúSCULO Y LA CLARIDAD DE SUS DESLUMBRAMIENTOS. SI PUEDE EL HOMBRE CONOCER Y SENTIR TODAS ESTAS 
COSAS, ALCANZARÁ LA PERFECCIÓN, CONVIRTIÉNDOSE, ENTONCES, EN UNA DE LAS SOMBRAS DE DIOS 

GIBRAN JALIL GIBRM 

¡AY UNAM, QUÉ EMOCIÓN VIVIRTEI 
SE AGRADECE LA COLABORACIÓN DE LOS PROFESORES VIOLETA LUZ MARIA BRAVO HERNANDEZ RIGEL GÁMEZ LEAL, 

GABRIEL JARAMILLO MORALES Y FERNANDO SÁNCHEZ RODRíGUEZ 

PRODUCCION· ING. PABLO GARCiA Y COLOME. REVISIÓN ING ENRIQUE ARENAS SANCHEZ. 
COLABORACIÓN: LIC ANA MARIA VIEYRA Á VI lA ' 



BOLETÍN COPAD/ � 1  FACULTAD DE INGENIERÍA. UNAM 
COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE 

ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS -

AÑ0 2001 NÚMER0 29 2 DE SEPTIEMBRE DE 2001 

1 EDITORIAL 
ESTE BOLETIN DE LA COORDINACION DE PROGRAMAS DE ATENCION DIFERENCIADA PARA ALUMNOS ES UNA 
PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO ES 
APOYAR SU DESEMPEÑO ACADÉMICO. SE ACERCA EL FINAL DEL SEMESTRE. ¡TODAVIA ES TIEMPO DE 
RECUPERARSE Y ACREDITAR TODAS LAS ASIGNATURAS! 
CÁLCULO ! 
¿CONVERGEN O DIVERGF.N LAS SIGUIENTES SERIES? 

SOlUCIÓN 

3 5 7 9 a:· 2n + l i) + + .,¡. - + . . .  = ¿ -- ii) 
4 9 16 25 ,-1 (n + 1 Y 

i/1 ) 1 O 1 
+ 

102 + 103 + . . .  = � 100 + n_ . L... 3 , 3 1 o 29 n=l n . + 2 

1 2  3 4 5 e n  + + - +  + + · · ·  = ¿ 
2 3 4 5 6 , ¡ 11 + 1  

1 1 1 e 1 iv) -+ + + · · · - L -l 3 7 , ¡ 2 " - 1 

i) Sean 2n + l 1 "' a, -= 2 - y b, = LA SERIE � b, ES LA SERIE ARMÓNICA DIVERGENTE POR LA PRUEBA DEL LÍMITE DEL COCIENTE, Si 
n +2n+ 1  n 

a 
ilm " = k > 0 , ENTONCES LAS DOS SERIES CONVERGEN O LAS DOS DIVERGEN LUEGO, 

" •'�'� hn 
2n + 1 

a 2 2 1 1 .  211 2 + n l . n ¡· n + n + 2 o 1m = 1m - =- 1m - = > 
" � '' h " � •< 1 ,._.., 11 2 + 2n + 1 " 

n 

� 2n + 1  � es divergente 
n 1 (n + 1 Y  

ii) EL LIMITE DEL T(RMINO ENESIMO ES IGUAL A fim a n = /im l1 = 1 :;t:. 0 ENTONCES POR El CRITERIO DEL LÍMTE DEL TERMINO ENtSIMO, LA n • " n-+<�• 11 + 1 
,, 11 

SERIE L - ES DIVERGENTE n->1 n+1  

. . 100+n 1ii) Sean a =- -
" 113 + 2 

1 
y b

, 
= 2 n 

LA SERIE L b" ES CONVERGENTE YA QUE SE TRATA DE UNA SERIE " p" CON p - 2 > l .  POR 

a 
LA PRUEBA DEL LÍMITE DEL COCIENTE, SI Ji m " = k > 0 , ENT�ES LAS DOS SERIES CONVERGEN O LAS DOS DIVERGEN LUEGO, 

tv) Sean a -
1 

-
" 2" - 1  

n •«· bn 
100 +n 

l 
Y h = -" 2" 

100 + n  es convergente 
lll + 2 n 1 

� l 1 LA SERIE L - ES CONVERGENTE YA QUE Sf: TRATA DE UNA SERII? GEOMÉTRICA CON r = < 1 
.. � 2" 2 

a 
�LA PRLJEBl\ DEL LiMITE DEL COCIENTE, SI Ji m " = k > 0 ENTONCES LAS DOS SERIES CONVERGEN O LAS DOS DIVERGEN LUEGO, n->:c b n / 

\ 1 
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CÁLCULOII 

l. a,. ¡· 2" - 1  ¡· 2" ¡· 1 1 O rm - = 1m -- = 1m -- = 1m - = > 
" •"" b 11 •"" 1 ,.�.., 211 - 1 " •"" 1 11 1 - -

2" 2" 

PARA LA FUNCIÓN f(x,y) = x2y +2y1x , E N EL PUNTO P(1,3) ,DETERMINAR: 
1\ 1\ 

t) LA DERNADA DRECCIONAL DE LA Fl.tiiCIÓN j EN LA DIRECCIÓN DEL VECTOR a = 5 i + 6 j 
tt) LA DIRECCIÓN DE � YOR CRECIMIENTO DE LA FUNCIÓN j 
ttt) LA DERIVADA DE LA FUNCIÓN j EN LA DIRECCIÓN DE SU MA YOR CRECIMIENTO 

tv) LA DIRECCIÓN DE MAYOR DECRECIMIENTO DE LA FUNCIÓN j 
v) LAS DIRECCIONES EN LAS QUE LA DERIVADA DE LA FUNCIÓN j ES NULA. 

00 1 L -,.- es convergente 
n=l 2 - 1  

VI) LA ECUACIÓN DEL PLANO TAt-KlENTE A LA SUPERFICIE Z = f(x, y) EN EL PUNTO (1 ,3 , 21 ) 
SOLUCIÓN PARA CALCULAR LA DERIVADA DIRECCIONAL DE UNA FUNCIÓN EN LtJ PUNTO Y EN UNA CIERTA DIRECCIÓN DADA SE USA LA EXPRESIÓN 

DrDJ(x,y) = V  f · (J) 
PRIMERO SE CALCUlARÁ EL GRADIENTE DE LA Fl.JtCIÓN ASi 

1\ 1\ - a¡ " a¡ " ( )" ( ) " V f = - i + - j = 2xy + 2y2 i + x2 + 4yx j 
Ox ay 

V JI = 24 i + 13 j 
p 

t) SE APLICA LA EXPRESIÓN DADA PARA LA DERIVADA DIRECCIONAL, PERO ANTES SE HACE UNITARIA LA DIRECCIÓN DADA ASi, 
- � - - - 5 "  6 "  1\ 1\ 
a = 52 + 62 = � 61 � 7.81 � (J) � -- i +- J � 0.64 i + 0.168 j 7.81 7.81 

LUEGO, LA DERIVADA DIRECCIONAL ES 

D tDJ(x,y) = V f · (J) � (24, 1 3 )  · (0.64, O. 768 ) � 15 .36 + 9.984 � 25 .344 
. p 

u) LA DIRECCIÓN DE MAYOR CRECIMIENTO DE LA FUNCIÓN SE PRESENTA EN LA DIRECCIÓN DEL GRADIENTE , ES DECIR, EN LA DlRF(;(XJ 
1\ 1\ 

V f 
P = 24 i + 13 j 

ttt) LA DERNADA DE LA FUNCIÓN j EN LA DIRECCIÓN DE SU MAYOR CRECIMIENTO EQUIVAL E  A LA MÁXIMA DERIVADA DIRECCIONAL, ESTO ES, AL MÓCUOO: 
GRADIENTE ASi, 

DtD J(l,3)mar = Vf' = �: 24 2 + 1 3 2  � 27 .29 
tv) LA DIRECCIÓN DE MAYOR DECRECIMIENTO DE LA FUNCIÓN j EQUNALE A LA DIRECCIÓN OPUESTA A LA DEL GRADIENTE ESTO Ei 

- 1\ 1\ 
-Vf 

P 
=-24 i - 1 3 j  

v) LAS DIRECCIONES EN LAS QUE LA DERNADA DE LA Fl-"lCIÓN j ES NULA, SON LAS QUE SON PERPENDICULARES A LA DIRECCIÓN DEL GRADIENTE ; 
DECIR, AautLLAS CUYO PRODUCTO ESCALAR (O PLMTO) CON EL GRADIENTE, ES CERO ENTONCES SON. 

1\ 1\ 1\ " 
- 13 i + 24 j y 13 i - 24 j 

vt) PARA ENCONTRAR LA ECUACIÓN DEL PLANO TANGENTE A LA SUPERFICIE Z = f(x,y) EN EL PUNTO (1 ,3 ,21 ) SE HACE LO SIGUIENTE S 
OBTIENE UN VECTOR NORMAL A LA SUPERFICIE Z = j(x, y) Y PARA ELLO SE OBTIENE EL GRADIENTE DE LA FUNCIÓN F =-j(x, y)+ Z = 0 ,  ESTO ES. 

LA FUNCIÓN F = -x2y - 2y2 X +  Z = 0 LUEGO, EL VECTOR NORMAL A LASUPERFICIEES. 

N = VF = aF ¡ + aF J + aF k = (- 2xy - 2y 1 )t + (- x1 - 4yx)J + k  � N < , =-24 t - 13 J + k 
Ox ay az 1,3,21 

1\ 1\ /'. 
Y UNVECTORPARALELOAL PLANOTANGENTE A LA SUPERFICIE EN EL PUNTO (1 ,3,21 ) ESTA DADO POR. (x - 1) i + (y - 3) j + (z 2l)k , DONOH 
PUNTO (x, y, Z) PERTENECE A DICHO PLANO LUEGO, LA ECUACIÓN DEL PLANO TANGENTE A LA SUPERFICIE SE OBTIEI\E A TRAVÉS DEL PROCli..CTO ESCAlARil 
ESTE VECTOR CON EL VECTOR NORMAL A LA SUPERFICIE IGUALADO A CERO, LA CUAL ES LA CONDICIÓN DE PERPENDICULARIDAD ASI, FINALMENTE SE TIENE QUE 
-24 (x-l)- 1 3 (y-3)+ 1 (z - 21) = 0  � - 24x+24-13y+ 39 + z - 21 = 0  � 24x+13y-z-42 =- 0  

1 CALCULO U i PROBAR QUE LAS SIGUIENTES FUNCIONES SON ARMÓNICAS, ES DECIR, QUE EN SUS RESPECTIVOS DOMINIOS SATISFACEN LA ECUACIÓN 

·-· 

2 



al¡ al¡ + = 0 Oxl �1 

i) J(x,y )= In � x1 + y1 ii) J(x,y )= angtan 
y 
X 

iii) J(x,y ) =  cos x senh y +  sen x cosh y ; iv) J(x,y ) = e-:r cos y +  e Y cos x 

SOLUCIÓN EN TODOS LOS CASOS SE DEBEN OBTENER LAS SEGUNDAS DERIVADAS PARCIALES CON RESPECTO A AMBAS VARIABLES INDEPENDIENTES, SUMAR RESU. T AOOS Y VERIFICAR QUE El RESLn.. T AOO ES CERO PARA QUE LAS FlJ\ICIONES SEAN ARMÓNICAS 
i) 

2x 

2y 
Of = 2 'xl + yl 

= y . al f = (xl + yl XI)- y(2y) = xl - yl 
ay xl + yl xl + yl ' ayl (xl + yl r (xl + yl r 
ii) 

_..l., 
o¡_  xl 

= 
ék 2 

l + L 
xl 

iii) 

Of a1f - = -sen xsenh y + cosxcoshy ; 1 = -cosxsenh y - sen x cosh y 
ax ax 

Of a1f 
= cos x cosh y + sen x senh y ; - = cos x senh y + sen x cosh y 

� cyl 
iv) 
gr = -e :r COS y - e y sen X . 

al j = e :r COS y - e  -y COS X 
, ax ' ax1 

Oj = -e :r sen y - e  Y COS X '  
al¡ 

= -e JC COS y + e-yCOSX 
� , �2 
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CÁLCULO DI 
UN SÓLIDO ESTÁ LIMITADO POR EL CONO DE ECUACIÓN Z = -,j X2 + y 2 Y EL PlANO Z = 2 . LA DENSIDAD EN CUALQUIER PUNTO P(x, y, Z) DEL SÓLIDO 

ES DIRECTAMENTE PROPORCIONAL AL CUADRADO DE SU DISTANCIA AL ORIGEN DE COORDENADAS ENCONTRAR SU MASA 

SOLUCIÓN El SÓliDO SE �STRA EN LA FIGURA. LA ECUACIÓN DEL CONO EN COORDENADAS CILft..uRK:AS ES Z = r , CON r � 0 Nótese c:p! si Z = 2 

ENTONCES 2 = � X2 + y2 =::) 4 = X2 + y2 
. POR LO TANTO, LA PARTE SUPERIOR DEL CONO PROYECTA EN EL PlANO X)' El CiRCUlO 

x1 + y2 = 4 O r = 2 LA DENSIDAD EN EL PlMO (x, y, Z) ESTÁ
. 
DADA POR. 

p = k (x 2 + y 2 + z 2 ) o p = k {r 2 + z 2 ) 
z 

----�"-- z = 2 

(2, O, O) y 

ENTONCES LA MASA SE OBTIENE COMO· 
M = JJJ p dV = f, e r k{r  2 + z 1 )r dz dr d() 

R 
SE RESUELVEN LAS INTEGRALES REITERADAS Y SE OBTIENE 

CULTURA 

M = k J.'' J.' [ r ' z + z
3
' ] > dr d 8 = k r J.' [ ( 2r ' + �) - ( r 3 + 

rn] r dr d 8 

M = k  eK e ( 2r  3 + ! r -
M = k  IolK 

4 4 
) z,. [ r 4 8 r 2 4 r � ] 2 

- r dr dO = k l  2 - + -- - - dO 
3 o 4 3 2  3 5 

o 

24 
d 0 = 

24 
k ro ]2 K = �8 n k 5 5 � o 5 

ALGUNAS MÁXIMAS DE GIBRAN JALIL GIBRAN 

"APENAS AYER ME SENTIA UNA PARTICULA OSCILANDO SIN RITMO DENTRO DE LA ESFERA DE LA VIDA. AHORA SÉ QUE SOY ESA ESFERA, Y TODA LA 
VIDA PALPITA EN RiTMICAFAENAEN MI INlERIOR" 
1.A �ADERA DIMENSióN DE HOMBRE NO REDIDE EN LO QUE LOGRA. SINO EN LO QUE ANSIA LOGRAR" 
"LA VOZ DE LA VIDA OlE HAY EN MÍ NO PUEDE llEGAR AL OÍDO DE LA VIDA QUE HAY EN TI. PERO HABLEMOS PARA QUE NO NOS SINTAMOS SOLOS." 
"¿CÓMO PODRÁS CANTAR. SI TU BOCA ESTA LLENA DE COMIDA? ¿CÓMO PODRÁ ALZARSE TU MANO PARA BENDECIR, SI ESTA LLENA DE ORO?" 
"El ENGAÑO TIENE ÉXITOS A VECES, PERO SIEMPRE TERMINA SUICIDÁNDOSE." 
"PREFERIRlA SER El ÚLTIMO ENTRE LOS HOMBRES QUE SUEÑAN. Y QUE TIENEN El DESEO DE REAUZAR SUS SUEÑOS, Y NO El MÁS ENCUMBRADO 
DE TODOS, SIN SUEÑOS NI DESEOS." 
"1cuAN ESTRECHA ES LA VISIÓN QUE EXALTA LA LABORIOSIDAD DE LA HORMIGA POR ENCIMA DEL CANTO DEL GRILLO�" 
"LO EVIDENTE ES ESO QUE NO SE VE HASTA QUE ALGUIEN LO EXPRESA CON SENCILLEZ." 
"UNA RAIZ ES UNA FLOR QUE DESPRECIA LA FAMA." 
"ES LA MENTE LA QUE SE PliEGA A LAS LEYES QUE HEMOS HEaiO, PERO NUNCA NUESTRO ESPÍRITU." 
1.AS TORTUGAS PUEDEN DECIRNOS MÁS ACERCA DE LOS CAMINOS QUE LAS LIEBRES." 
"SI TE SENTARAS EN UNA NU3E, NO VERlAs LAS FRONTERAS ENTRE PAíS Y PAÍS. NI LOS CERCOS DE PIEDRAS ENTRE GRANJA Y GRANJA. ES UNA 
LÁSTIMA QUE NO PUEDAS SENTARTE EN UNA NUBE .. ." 
"ESPERO LIBERAR CON MIS ACCIONES CADA PENSAMIENTO QUE HE ENCARCELADO EN MIS PALABRAS." 

¡AY UNAM, QUÉ EMOCIÓN VIVIRlE! 1 
PRODUCCIÓN: ING. PABLO GARCIA Y COLOMÉ. REVISIÓN: ING. ENRIQUE ARENAS sANCHEZ. 

COLABORACIÓN: LIC. ANA MARIA VIEYRAAVII.A 
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COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE 
ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS 

AÑO 2001 NÚMERO 30 17  DE SEPTIEMBRE DE 2001 

EDITORIAL 
ESTE BOLETIN DE LA COORDINACION DE PROGRAMAS DE ATENCION DIFERENCIADA PARA ALUMNOS ES UNA 
PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO ES 
APOYAR SU DESEMPEÑO ACADÉMICO. ESTA PUBLICACIÓN LES DESEA LO MEJOR EN SUS EXÁMENES FINALES Y 
DESPUÉS ESPERA QUE LOGREN UNA BUENA REINSCRIPCIÓN Y ¡A ESTUDIAR DURO!, PARA LQGRAR UNA BUENA 
CARRERA Y CON ELLA LAS GRANDES SATISFACCIONES DE LA VIDA. ESTE PAIS NECESITA DE PROFESIONALES DE 
LA INGENIERÍA CREATIVOS, INNOVADORES Y CON UN ESPÍRITU LIBRE Y CRITICO, COMO SE FORMAN EN 
NUESTRA QUERIDA UNIVERSIDAD. 
ÁLGEBRA 
DETERMINAR EL TIPO DE ESTRUCTURA ALGEBRAICA QUE FORMAN EL CONJLNTO 

M = {[:: : -=:l ¡xua 0 E 91} 
Y LA MULTIPLICACIÓN DE MATRICES. CONSIDERAR QUE SE CUMPLE QUE (AB ):' = A (BC ) 
SOLUCIÓN EN PRIMER LUGAR SE DETERMINARÁ SI EXISTE CERRADl&: 

SEAN A = [:: : -
=

a

a
] y B = [:: ! -=:J 

AB = [
cos a cos P - sen a sen P -cos a sen p - sen a cos p] = [

cos(a + p) 
sen a cos p + cos a sen p - sen a sen p + cos a cos P sen (a + P) 

COMO a + fi E 9l , AB E M : POR LO TANTO SI HA Y CERRADURA 
LA ASOCIA TIVIDAD SE CUMPLE DE ACUERDO CON EL ENUNCIADO -

s
e

-SI�TEE�MEmo�mro e
s
ev1oe7

=
T::O�= 0-::�� [� �] 

-sen (a + p )l . . .  (l) 
cos(a + p) J 

[
cos

O 
- sen (}] 

POR OTRA PARTE, ¿EXISTEN ELEMENTOS INVERSOS? LA RESPUESTA ES AFIRMATIVA YA QUE Si A = , ENT�ES 
sen 8 cosB 

det A = COS 2 (} + sen 2 (} = 1 , POR LO QUE SE TRATA DE MATRICES NO SINGULARES Y CADA UNA DE ELIJ.S TIENE SU INVERSA 

ENT�ES LA ESTRUCTURA ES lJII GRUPO. AHORA SE VERA SI ES ABELIANO. DE (1 ) SE TIENE QUE 

Y POR OTRA PARTE 

BA = [cos p 
sen p 

AB _ [
cos(a + p) - sen(a + p)J -
sen(a + p) cos(a + p) 

- sen p] 
[
cos a - sen a

] [
cos p cos a - sen p sen a -cos p sen a -sen p cos a

] 
cos p sen a cos a 

-
sen p cos a -f cos p sen a - sen p sen a + cos p cos a  

BA - · · ·  2 [
cos (p + a )  - sen (p + a )

'] ( ) -
sen (p + a ) cos (p + a) 

LAS MATRICES (1 ) y (2) SON EQUIVALENTES POR LA CONMUTATIVIDAD EN LA ADICIÓN DE LOS REALES Y, POR LO TANTO, LA ESTRUCTURA ES lJII GRUPO 
ABE LlANO. 
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GEOIIETRfA ANAúncA 
DETERMMR � EC�CICJ¡ VECTffiW., UNAS E�CKN:S PARAMÉTRICAS Y LA ECUACIÓN CARTESIANA DEL CILINDRO PARABÓLICO CUYA RECTA GENERATRIZ ES 

PARALELA AL VECTOR U = (0,2,3) YQUE CONTIENE A LA PARÁBOLA 'C' DE CUACIONES. 

e :  {y = (x - 3 y + 1 
z = O  

RESOLUCICJ¡ LA REI'RESENT ACIÓN GRÁFCA DE � PORCIÓN DEL CIUI'-llRO PARABÓLICO ES LA SIGUIENTE. 

z r 

y 

X 
UNAS EC�CJOt.I:S PARMÉTRICAS DE LA PARÁBOLA SON 

e : { ; == t
3

2 
+

+
t

I 
z = o 

SEA " a " EL VECTOR DE POSICIÓN DE �  PUNTO CUALQUIERA 11 A 11 DE LA PARÁBOlA, POR LO QUE· 

a = (3 + t , 1 2  + 1 ,0 ) 
Y SEA p El VECTOR DE POSICIÓN DE UN PLMO CUALQUIERA 11 p ., DEL CIUI'DRO. ENTONCES ES POSIBLE ESCRJBIR QUE 

p = a +  m u = (3 + 1, 1 2 + 1,0 )+ m (0,2,3)= (3 + t,t 2 + 1 + 2m,3m )··· (A) 
LA E�IÓN (A) ES LA E�IÓN VECTffiW. OOTENDA PARA EL CILINDRO. LA QUE SE PUEDE ESCRIBIR TAMBI�N CClMO" 

p = (3 + t) i + � 2 + 1 + 2m) J+ 3m k 
LAS �CaES PARNJÉTRICAS DEL CILN>RO, OU: SE OOTie.EN DE LA ECUACIÓN (A) SON LAS SIGUIENTES· { x = 3 + t (1 ) 

y = 1 2  + 2 m  + 1 
z = 3 m (3 ) 

m , t e 9t · · · (2 ) 

lJIIA FORMA DE OOTENER LA ECUACIÓN CARTESIANA DE LA SUPERFICIE ES EUMINANOO LOS PARÁMETROS m y 1 DE LAS ECUACIONES PARAMÉTRICAS ASI, SE 
OOTIENE OU: 

en 

DE I.XN)E,LA E�IÓN DEL Clll� ES 

Ckculo• 

(1 ) :  
(2) :  

(3 ) : 

1 = X - 3 
y = {x - 3 Y + 2m + 1 

z m = -3 y = (x - 3 Y + 
2z + 1 3 

3 y = 3 (x - 3 Y + 2 z + 3 

� LÁMINA TIENE LA FORMA DE UN TRJAr..n.LO RECTMGulO ISÓSCELES CUYOS LADOS IGUALES MIDEN " a  11 UNIDADES CALCULAR SU MASA Y El CENTRO DE 
MASA SI LA DENS[W) DE J.i9. EN CUALQUIER PLMO " p " ES DIRECT MtENTE PROPClRClClNAl Al CUADRADO DE LA DIST ANClA DE " p " AL VÉRTICE OPUESTO A 
LA HIPO"[J:I'USA. 
SOLUCIÓN RESULTA COOVENIENTE IN'TRCX)tXIR UN SISTEMA COORDENADO, DClt..oE El VÉRTICE DEL TRIANGu.O SEA El OOIGEN DE CXXR)ENADAS Y LA HIPOTENJSA 
ES� SOORE LA RECTA DE ECUACIÓN X + y = a . CONSIDÉRESE ENTOt.CES LA SIGUIENTE Fl�: 
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y 

SI SE DENOTA COMO " k "  A LA CONSTANTE DE PROPORCIONALIDAD, ENTONCES LA DENSIDAD SE EXPRESA COMO p(r,y)= k (r2 + y2) Y L A  MASA SE 

OBTIEIIE AMEDIANTE LA INTEGRAL DOBLE 

M = JI k (r2 + y2 )dA = Jo" fo"- x  k {x2 + y2 )dy dx 
R 

M = f: [ x' y + �T' dr = k f: [ x' (a - x) + (a � x )' J dr 
"( 2 3 a3 3a2·x 3ax2 x3 J [ax3 r4 a3r a2 x2 ax3 x4 ]" M = k l ax - x + 3 --3- +-3--3 dx = k  -3---¡-- + -3---2-+-3- -

U 0 

M = k ( �· _ a
4
' + a: _ a

2
' + a: - 7�  J = �· 

PARA CALCULAR a MOMENTO ESTÁTICO CON RESPECTO Al EJE "y " , SE PROCEDE ME DIANTE LA SIGUIENTE INTEGRAL DOBLE: 

M y = JI X k (x2 + y2 )dA = s: s:-J:.X k (x2 + y2 )dy dx = k fo" foQ-J: {x3 + xy 2 )dy dx 
R . 

M, =  kJ:[ x'y + x.;' rdr = k  J: [ x'(a - x)+ x(a� x} } tr  
M = k r" (ax 3 - x 4 + a 3 x _ 3a 2 x 2 +

3ax 3 _ x4 J dx Y Jo 3 3 3 3 

M = k[ax4 -� + a3x2 - a2x3 + ax4 -�]" = k(� -� +� -� + �-�J = lea' 
y 4 5 6 3 4 15 o 4 5 6 ·3 4 15 15 

ka ' _ MY l5 2 
ENTONCES LA ABSCISA DEL CENTRO DE MASA ESTA DAD POR; X = --= --= -a . Y, POR Slt.t:TRIA, TANTO DE LA REGIÓN COMO DE LA M ka 4 5 

6 
DISTRIBLCIÓN DE DENSIDAD, LA ORDENADA TIEIIE a MISMO VAlOR LUEGO, El CENTRO DE MASA ES: CM ( � a , � a ) 
CALCULOII 
SEA ·a LA REGIÓN UMITADA POR EL CIUNDRO z = 4 -x2 , EL PLANO y+ z = 5 Y LOS PLANOS " xy " y " xz "  . Y SEA "S" 
LA SUPERFJaE QUE ENVUELVE A LA REGIÓN ·a. SI SE TIENE EL CAMPO VECTORIAL - ( )" ( )" l l " 

F(x,y,z)= x3 + sen z i + x2y + cosz j +ex +y k , 
CALCULAR EL VALOR DE LA INTEGRAl DE SUPERFICIE JJ F · ñ dS . 

S 

SOLUCIÓN. COMO SE OBSERVA EN LA FIGURA, LA REGIÓN ·a TIENE MUCHOS VECTORES NORMALES UNITARIOS EXTERNOS, POR LO 
QUE SERIA UN TRABAJO SUMAMENTE COMPUCADO EVALUAR lÁ INTEGRAL DE SUPERFICIE PEDtOA, DE FORMA DIRECTA. SIN 



EMBARGO, SI SE USA EL TEOREMA DE GAUSS O DE LA DIVERGENCIA, QUE SE EXPRESA MEDIANTE LA IDENTIDAD: JI F · n dS = JJJV · F dV , DADO QUE EL CAMPO VECTORIAL TIENE DERIVADAS PARCIALES CONTINUAS EN LA REGIÓN "Q", 
S Q 

ENTONCES SE TIENE QUE EL CALCULO DE LA INTEGRAL DE SUPERFICIE PEDIDO EQUIVALE AL CALCULO DE LA INTEGRAL TRIPLE 
SIGUIENTE: JJJ �x2 + x2 )dV = JJJ 4x2 dV 

Q q 

X 

Jf F · ñ dS � l3 1 . 1  
S 

CULTURA 
SOY TU YO 

HAY UNA REVElADORA HISTORIA ACERCA DE UN MONJE QUE VIVÍA EN EL DESIERTO EGIPCIO Y AL QUE LAS TENTACIONES 
ATORMENTARON DE TAL MODO QUE YA NO PUDO SOPORTARLO. DE MANERA QUE DECIDIÓ ABANDONAR EL CENOBIO Y MARCHARSE A 
OTRA PARTE. 
CUANDO ESTABA CALZÁNDOSE LAS SANDALIAS PAAA LLEVAR A EFECTO SU DECISIÓN, VIO, CERCA DE DONDE l:L ESTABA, A OTRO 
MONJE QUE TAMBIÉN ESTABA PONIÉNDOSE LAS SANDALIAS. 

"¿QUIÉN ERES TÚ?", PREGUNTÓ EL DESCONOCIDO. 

"SOY TU YO", FUE LA RESPUESTA "SI ES POR MI CAUSA POR LO QUE VAS A ABANDONAR ESTE LUGAR, DEBO HACERTE SABER QUE, 
VAYAS A DONDE VAYAS, YO IRÉ CONTIGO". 

ANTHONY DE MELLO 

SE AGRADECE LA COLABORACIÓN DE LOS PROFESORES ERIK CASTAI�EDA DE ISLA PUGA Y LUIS HUMBERTO SORIANO SÁÑCHEZ 
¡AY UNAM, QUÉ EMOCIÓN VIVIRlE! 

PRODUCCIÓN: ING. PABLO GARCiA Y COLOMÉ. REVISIÓN: ING. ENRIQUE ARENAS SÁNCHEZ. 
COLABORACIÓN: LIC. ANA MARÍA VIEYRA ÁVU..A 

' 
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EDITORIAL 
ESTE BOLETIN, DE LA COORDINACION DE PROGRAMAS DE ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS (COPADI), 
ES UNA PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERÍA Y SU OBJETIVO 
ES APOYAR SU DESEMPEÑO ACADÉMICO. ESTA PUBLICACIÓN LES DA LA MAS CORDIAL BIENVENIDA AL 
SEMESTRE 2002-1 ,  EN ESPECIAL A LOS ALUMNOS DE PRIMER INGRESO DE LA GENERACIÓN 2002. Y AHORA, ¡A 
ESTUDIAR CON RESPONSABILIDAD, ENTUSIASMO COMPROMISO Y ESPÍRITU UNIVERSITARIO! 

"APRENDER A APRENDER, APRENDER A EMPRENDER Y APRENDER A SER" 
CALCULO ! 
DETERMINAR EL DOMINIO DE LAS SIGUIENTES FUNCIONES 

x-2  i) J(x)= 3x2 5x+6 ; ii} y =  . x3 - x2 i --; iii}f(x}= x-=-1 ; iv)y =+· 5 -x ; v)f(x) =-s 225-9x2 
x+2 

� 
vi)y= A 

x+J ; vii)f(x)=-2 
5 ; viü)y=-.!. x2 -4 

x-1 x -x-12 2 

{-X si X<Ü 
; ix)J(x)= O SI x=O ; x)y=�� 

X Sl X>Ü 
SOLUCIÓN 

i} j(x) 3x2 - 5x + 6. SE TRATA DE UNA FU'JCIÓN POLINOMIAL Y COMO SE OBSERVA PARA TODO VALOR REAL DE LA VARIABLE INDEPENDIENTE " X " , LA 
FUNCIÓN ES REAL. POR LO TANTO SU DOMINIO ES D ¡ = 9l 

ii) y = X-2 . PARA ESTA Ft.n;IÓN ALGEBRAICA, EL ÚNICO VALOR QUE NO HARÍA REAL A LA FUNCIÓN ES X = -2 YA QUE SE TENDRÍA UNA DIVISIÓN ENTRE 
x+ 2 

'CERO' Lll:GO, EL DOMINIO ES D ¡ = 9l - {-2} EN ESTE VALOR SE PRESENTA lJIIA ASÍNTOTA VERTICAL CUYA ECUACIÓN ES X =  -2. 
x3 -x2 iii) j(x)-- PARA ESTA FUNCIÓN ALGEBRAICA, LA VARIABLE INDEPENDIENTE " X " NO PUEDE TOMAR EL VALOR DE " 1 " POR LO QUE SU x-1 

DOMINIO ES /) l = 9l - {1} SIN EMBARGO, EN ESTE VALOR NO SE PRESENTA UNA ASINTOTA VERTICAL, YA QUE SI SE FACTORIZA LA EXPRESIÓN QUE DEFINE A 

x3 -x 2 x 2 (x-1) 
LA FUNCIÓN SE TIENE QUE = = X2 LUEGO LA FUNCIÓN QUE HAY QUE GRAFICAR ES LA PA!WYJt.A y= X2 , PERO EN EL VALOR x-1 x-1 
CORRESPONDIENTE A X = 1 ES DECIR EN EL PUNTO (1,1) SE CO..OCARA UN HUECO O ll-l 'VACÍO' QUE lf'OCA QUE LA FUNCIÓN NO TIENE VALOR AHi 

iv) y= + 5-X. EN ESTA FUNCIÓN ALGEBRAICA. EL RADICANDO TIENE QUE SER MAYOR O IGUAL QUE CERO, Y DE AHI SE PARTE PARA OBTENER SU OOMINIO 

ASI, SE TIENE QUE 

5 -x � O  => - x � -5 => x :$; 5  
POR LO TANTO, EL DOMINIO DE LA FUNCIÓN ES D ¡ = {x - oo < X :$; 5; X E 91 } = (- oo, 5] MEDIANTE LA GEOMETRIA ANALÍTICA SE PUEDE TAMBitN 

DETERMINAR EL DOMINIO DEFINIENDO DE QUE CÓNICA SE TRATA ASÍ, SE TIENE QUE 
� 2 2 ( ) y = +  5 - x  => y = 5 - x  => y =- x-5  

OJE ES UNA MEDIA PARÁBOLA CON VÉRTICE EN (5,0) CON EJE DE SIMETRÍA EL EJE " X " Y, POR EL SIGNO NEGATIVO, ABRE HACIA LA IZWEROA, LUEGO 5a.O 

TIENE VALORES POSITIVOS DE " y 11 O EL VALOR CERO 



V) f(x) = -� �J 22� -9 X 2 COMO EN El CASO ANTERIOR, AQUI SE PUE.DE OBTENER El .DOMINIO MEDIANTE LA RESOLUCIÓN DE lJIIA DESIGUELADAD O 

TRAvts DE LA GEOMETRIA ANALITtcA. cON LA DESIGUALDAD sE TIENE OUE 225-9x1 2:: O => Q 5 + 3x XI5-3x) 2:: O. Aauí sE ESTUDIAN 
POSIBILIDADES; LOS DOS FACTORES POSITIVOS O LOS DOS NEGATIVOS. DE [){)II()E 

{15+3x�O => x � -5 {1 5+3x s; O  => x ;S; -5 
PRIMERA POSIBILIDAD: SEGUNDA POSIBILIDAD· 1 5-3x � O => x s; 5 1 5-3x s; O => x 2:: 5 

DE ESTOS RESULTADOS SE VE QUE LA PRIMERA POSIBLIDAD ES LA QUE POR LA INTERSECCIÓN DE LOS CONJUNTOS, PROPORCIONA LOS VALORES QUE PUEDE T 

LA VARIABLE INDEPENDIENTE " X " DE TAL FORMA QUE LA VARJABLE DEPENDIENTE " y " SEA REAL ASi, El .DOMINIO DE LA Fli'JCIÓN ES D f = [-5,5] 
LA GEOMETRIA ANALÍTICA SE HACE LO SIGUIENTE 

y=-
�
.J225-9x2 => y1 = _! _ {225-9x2 ) => 25y2 = 225-9x2 

5 25 
QUE ES UNA MEDIA ELIPSE CON CENTRO EN El ORIGEN Y SEMIEJES MAYOR Y MENOR CON VALORES 5 y 3 RESPECTIVAMENTE. LUEGO, EL DOMINIO ES 
EVIDENTa.ENTE. EL ANTES OBTENIDO. EL SIGNO NEGATIVO DE LA REG..A DE CORRESf'ONOfNCIA HABLARlA DE LA PARTE INFERIOR DE LA CÓNICA 

,---;: 
vi) y= ;¡X+ 

J 
PARA ESTA FUI'(; IÓN ALGEBRAICA, EL DENOMINADOR NO PUEDE VALER CERO, POR LO QUE LA " X " NO PUEDE TOMAR EL VALOR DE " 1 ' x-1 

ADEMÁS, EL RADICANDO DEL NUMERADOR TIENE QUE SER MAYOR O IGUAL QUE CERO. DE DONDE X+ 3 � 0 => X� -3 POR LO TANTO EL DOMINIO DE LA 

FUCNIÓN ES D f = [- 3, 00 )- �}= {xlx � -3; X -:f:. 1; X E 9l}  

vil) j(x) = r 
S EN ESTA FUNCIÓN SE DEBEN BUSCAR LOS VALORES DE " X " QUE HACEN CERO EL DENOMINADOR. ASÍ. MEDIANTE � -x-12 

FACTORIZACIÓN SE LLEGA A: x2 -x-12= 0  => (x+3Xx-4)= 0 LUEGO EL DOMINO DELA FU'JCióNES D1 =9i - {-3,4} Y EN E� 

VALORES, -3 y 4 . QUE ANULAN EL DENOMINADOR. SE PRESENTAN ASiNTOTAS VERTICALES 

viil) y= -.!_ � r -4. COMO EN CASOS ANTERIORES, SI SE RESUELVE LA DESIGUALDAD QUE SE DERIVA DEL HECHO DE QUE El RADICANDO DEBE SER MAYCR 
2 

o IGUAL QUE CERO. SE LLEGA AL .DOMINIO DE LA FUI'CIÓN. ASI x 2 -4 � O => (x + 2 Xx-2) � O 
{X+ 2 � 0 => X � -2 {X+ 2 ;S; 0 => X ;S; -2 

PRIMERA POSIBILIDAD: SEGUNDA POSIBILIDAD. -
x-2 � 0  => x � 2  x-2s;O => xs; 2 

AQUI, EN LAS DOS POSIBILIDADES HAY INTERSECCIÓN Y SU UNIÓN ES LA SOLUCIÓN. ENTONCES D f = (-oo,-2] U [2, 00). QUE TAMBIÉN SE PUDE ESCRI 

COMO D ¡ = 9i - (-2,2). Y CON LA GEOMETRIA ANALiTICA. SE TIENE QUE 
I r:¡--; 2 1 ( 2 ) 2 2 y = - - -..¡ x - -4 => y =- X -4 => 4y = X  -4 2 4 

SE TRATA DE UNA HlfltRBOI..A CON EL EJE " X "  COMO EJE DE SIMETRÍA Y SU SEMIEJE TRANSVERSO IGUAL A 11 2 " . POR  LO QUE LA VARIABLE " X  11 TOMA LOS 
VALORES OBTENIDOS EN EL OOMINIO DE LA FUNCIÓN. 

ix) f(x) = 0 si X= 0 . ESTA FUI'CIÓN TIENE TRES REG..AS DE CORRESf'ONOfNCIA, ES DECIR QUE ESTÁ DEFINIDA EN TRES INTERVALOS. SE LE 
{-X si X < 0 1 • 

x si x > O  
CONOCE COMO FU'JCióN 'VALOR ABSOLUTO- Y DE ACUERDO A LOS INTERVALOS SE VE QUE SU DOMINO SON TODOS LOS VALORES REALES, ES DECIR, D f = 9i 
X) y =  h. SI SE PROCEDE COMO YA SE HA VISTO CON El RADICANDO QUE DEBE SER POSITIVO O CERO, SE TIENE QUE. -X � 0 => X ;S; 0 LUEOO 

EL .DOMINIO ES D f = (-oo, 0] Y CON LA GEOMETRIA ANALiTICA SE TIENE QUE. y = 'V-X => y = -X • QUE ES UNA PARÁBOlA CON VÉRTICE EN a 

ORIGEN Y EJE FOCAL COINCIDENTE CON EL EJE " X " POR El SIGNO. ABRE HACIA LA IZQ!JIERDA LO QUE ES CONGRUENTE CON EL DOMINIO OBTENIDO 

ÁLGEBRA 
SEA " a " UN NLt.iERO REAL NO NULO, TAL QUE a >  -1 DEMOSTRAR POR INDUCCIÓN MATEMÁTICA QUE (1 +a t > ] +na PARA TODO ENTERO 11 � 2 

SQUCIÓN ,PARA CADA ENTERO POSITIVO n . SEA pn LA DESIGUALDAD (1 +a t > ) +na NÓTESE QUE f>. ES FALSO PUESTO Ql( 



� 3 

1 

(1 + a)' = 1 + (1 Xa) SIN EMBARGO SE PUEDE DEMOSTRAR QUE Pn ES CIERTO PARA n 2:.  2 MEDIANTE EL MÉTOOO DE lt-.OUCCIÓN MATEMÁTICA, 

COMO SIGUE. 

� SE OBSERVA QUE (1 +a y = ) + 2a +a 2 • COMO a :t:. 0 SE TIENE QUE 

1+2a+a2 > 1t2a � (1 -+aY > 1 + 2a Y POR LO TANTO P2 ESVERDADERA. 

�E QUE Px ES VERDADERA PARA k 2:. 2 ENTONCES, LA HIPÓTESIS DE lf'.DUCCIÓN ES 

(1 + a ).t > 1 + ka 
SE DESEA DEMOSTRAR QUE p.t 1 1 ES VERDADERA, ES DECIR, QUE 

(1 + a Y +  1 > 1 + (k + 1 }1 

Y POR LO TANTO 

COMO a > - 1  SE TIENE QUE a+ 1 > 0 , Y POR LO TANTO, MULTIPLICAR AMBOS LADOS DE LA HIPÓTESIS DE INDUCCIÓN POR 1 +a NO CAMBIARÁ EL SIGNO 
DE LA DESIGUALDAD ASI 

(1 + a Y (1 + a )  > (1 + ka XI + a ) 
aúESEPUEDE ESCRIBIRCOMO (1 + a  Y+ l > 1 + ka  + a +  ka 2 ocOMO (1 + a )"+ 1 > 1 + (k +  I}a + ka  2 

COMO ka2 > 0 ,SE TIENE QUE 1 + (k + !}a + ka 2 > 1 + (k + l }a  YPORLOTANTO 

(1 + a )• • l  > 1 + (k + 1 }1 
DE ESTA FORMA, p.t 11 ES VERDADERA Y LA DEMOSTRACIÓN ESTÁ COMPLETA 

ÁLGEBRA 
x+l 

RESOLVER LA SIGUIENTE DESIGUALDAD -- � 2 
x+ 3 

SQUCIÓN LAS SIGUIENTES DESIGUALDADES SON EQUIVALENTES 

x+ l s 2  
x+ 3 

x+ l - 2x-6 -- -so  x+ 3 
-x- 5 -- � 0  
x+ 3 

x + 5  
0 -- > x+ 3 -

EL NUMERADOR Y EL DENOMINADOR DEL PRIMER LAOO DE LA ÚLTIMA DESIGUALDAD TIENEN COMO RACES A -5 y - 3 RESPECTIVAMENTE NóTESE TAMBltN 

WE -5 ES SOLUCIÓN DE ESTA DESIGUALDAD 
EN LA RECTA NUMtRICA, CON LOS DOS VALORES ANTERIORES SE DETERMINAN LOS SIGUIENTES INTERVALOS 

(- oo ,-5 ) , (- 5 ,-3) , (- 3, oo )  

COMO 
x+5 
x+3 

ES UN COCIENTE DE DOS POLINOMIOS, SU VALOR SIEMPRE ES POSITIVO O SIEMPRE ES NEGATIVO EN TOCO UN INTERVALO SE PUEDEN LJTILIZAR 

VALORES DE PRUEBA PARA VER LOS SIGNOS Y SE CONSTRUYE LA SIGUIENTE TABlA 

INTERVALO VALOR DE PRUEBA SIGNO DE X+ 5 

(-oo,-5) -6 NEGATIVO 

(-5,-3) -4 POSITIVO 

(- 3, oo) o POSITIVO 

SIGNODE x+3 

NEGATIVO 

NEGATIVO 

POSITIVO 

x+5 
SIGNODE --

x+3 
POSITIVO 

NEGATIVO 

POSITIVO 

A PARTIR DE LA TABLA SE OBSERVA QUE LAS SOLUCION PARA QUE EL COCIENTE SEA POSITIVO ES (-oo,-5) U (- 3, oo) Y, POR EL SIGNO 'MÁS MENOS' DE LA 
DESIGUALDAD. LA SOLUCIÓN DE tST A ESTA DADA FINALMENTE POR 

x e  (- oo, - 5]u (- 3 ,oo) 
CÁLCULOIII 
DETERMINAR LOS VALORES MÁXIMO Y MÍNIMO ABSOLLJTOS DE LA FUNCIÓN J(x, y)= 2 + 2x + 2y-x2 -y2 EN LA PLACA TRIANGULAR DEL PRIMER 

CUADRANTE UMITADA POR LAS RECTAS X =  0 ,  y = 0 , y = 9- X. 
SQUCIÓN LA PLACA SE PRESENTA EN LA SIGUIENTE FIGURA 



y .. 
B(0,9) 

x=ü l '-y= 9-x 

--- -- � _,_.X o � J\(9,0) 

SE OBTIENEN LAS DERIVADAS PARCIALES DE PRIMER ORDEN QUE SON f" = 2-2X y jy = 2-2y SE IGUALAN A CERO Y 

2-2x = 0 -:::> X = 1 ; 2-2 y = 0 => y = 1 POR LO QUE SE TIENE UN PUNTO CRiTICO QUE ES (1,1, 4) AHORA SE OBTIENEN lAS 
SEGliDAS DERIVADAS PARCIALES Y LA MIXTA Y SE li.EGAA. 

fxx = -2 ; Jyy = -2 Y Jry = O  
ENTONCES g(x, y)= fa jyy -jry2 = (-2X-2)-(oY = 4 > 0  LUEOO. PARA ELPUNTO (1,1). g(l,l) - 4 > 0  YADEM4sSE VE CU 
f.xx(1,1)c: -2 < 0 O /»'(1,1)= -2 < 0 PORLOTANTOENESTEFUSTOSEPRESENTALNMÁXIMORELATIVO 

AHORA CONSIDtRESE TODA LA FRONTERA DE LA PLACA 

EN EL SEGMENTO 'OA'. y =  0 LUEOOLAF�JN:;IÓNES j(x,O)= 2+2X-X2 QUE PI.ElECONSVERARSECOMOI.WtFLNCIÓNDE " X "  DEFINIOAENEl 
INTERVALO CERRADO 0 � X � 9 EN LOS EXTREMOS. LA FUNCIÓN TIENE LOS SIGUIENTES VALORES 

X =  0 => /(0,0)= 2 ; X= 9 => /(9,0)= -61 
YMEOIANTE LADERIVADASETIENEQUE f'(x,0) = 2 - 2x ; 2 - 2x = 0  => x = l  => /{1,0)= 3  
ENELSEGMENTO 'OB' x =O LUEOOLAFLNCIÓNES j(0,y) =2+2y-y2 PORLASIMETRiADE j EN " x" y "y" , ENESTESEGMENTOLAS 
POSIBILIDADES SON LAS MISMAS QUE EN EL SEGMENTO ANTERIOR, ESTO ES, 

/(0,0)= 2 /(0,9)= -61 /(0,1 ) = 3 
PARA EL SEGMENTO 'AB' YA SE HAN VISTO LOS EXTREMOS, POR LO QUE SÓLO QUEDA VER EL INTERIOR DEL MISMO CON y = 9-X SE TIENE CU -
f(.x, y)= 2 + 2.x + 2(9-.X) .X2 - (9-.X y = -61 + J 8.x - 2.x2 COMO SE TRATA DE lWt FLNCIÓN CON UN ARGt.NeffO. SE DERIV�t 
SE OBTIENE 

9 f'= 18 -4x · 1 8-4x = 0  => x =  > 2 

CONCLUSIÓN DE TODOS LOS VALORES OBTENIDOS, QUE SON 
41 
2 

QUESEALCANZAENELPUNTO (1,1) YELMÍNIMOABSOlUTOES -6] . ENLOSPUNTOS (0,9) y 

4 ,  2 ,  -61 , 3 ,  

TUTORIA 

41 
2 

SE CONCLUYE QUE El MÁXIMO ABSOLUTO ES 4 WJJJ 
(9,0) 

A LOS ALUMNOS DE NUEVO INGRESO 
AHORA QUE ESTAN LLEGANDO A LA FACULTAD QUEREMOS DESEARLES MUCHO ÉXITO EN ESTA NUEVA ETAPA DE SU VIDA. DESEAMO 
ATRAER SU ATENCIÓN PARA SUGERIRLES QUE DE AHORA EN ADELANTE LA AUTOMOTIVACIÓN JUEGA UN PAPEL IMPORTANTE EN SI 
TRAYECTORIA ACADÉMICA. SE PREGUNTARAN ¿CÓMO LOGRARLO? PUES BIEN; PARA QUE SEAN CONSTANTES EN LA REALIZACIÓN O 
SUS OBJETIVOS Y LA BÚSQUEDA DE SUS METAS, ES IMPORTANTE QUE CONOZCAN QUE EXISTEN DOS FORMAS DE MOTIVACIÓN tJt, 
ES EL lflfOO (ENERGIA NEGATIVA) QUE SEGURAMENTE YA LO HABRÁN EXPERIMENTADO EN ALGUNA O MUCHAS OCASIONES. E 
MIEDO SE HA DE ENFRENTAR PRIMERO RECONOCIÉNDOLO Y DESPUÉS HACIÉNDOLE FRENTE Y OBTENER DE ÉL LO POSITIV( 
RECUERDEN QUE NO EXISTEN FRACASOS, SÓLO TROPIEZOS DE LOS CUALES SE HAN DE LEVANTAR Y HABRÁN GANADO EXPERIENCIA� 
LA OTRA FORMA DE MOTIVACIÓN ES EL DESEO (ENERGIA POSITIVA) QUE LOS LLEVARÁ A LA REALIZACIÓN DE LAS METAS QUE 
PROPONGAN. DESPUÉS DE HABER EXPERIMENTADO CIERTOS LOGROS, ENCONTRARÁN MÚLTIPLES SATISFACCIONES. ¡TIENEN EN Sl 
MANOS SU PROPIO MOTOR! LES DESEAMOS QUE SU ESTANCIA EN LA FACULTAD ESTÉ LLENA DE DESEOS Y ÉXITOS, Y QUE LOGRf 
ESA REALIZACIÓN PLENA QUE LOS CONDUZCA A UN FUTURO LLENO DE SATISFACCIONES, TANTO EN SU QUEHACER PROFESIONJ 
COMO EN SU CRECIMIENTO PERSONAL. 
¡A Y UNAM, QUÉ EMOCIÓN VIVIRTEI ! 

PRODUCCIÓN: ING. PABLO GARciA Y COLOMÉ. REVISIÓN: ING ENRIQUE ARENAS SAÑCHE 
COLABORACIÓN: LIC. ANA MARÍA VIEYRA Á VILA Y LIC. MARÍA ELENA CANO SALAZA 
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ESTE BOLETIN, DE LA COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS (COPADI), 
ES UNA PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO 
ES APOYAR SU DESEMPEÑO ACADÉMICO. LA COPAD! LES DESEA FEUCIDAD, PAZ Y AMOR EN ESTAS FIESTAS 
DE FIN DE AÑO Y UN 2002 CON LAS COSAS MÁS BELLAS DE LA VIDA. 

"APRENDER A APRENDER, APRENDER A EMPRENDER Y APRENDER A SER" 
FJSICA EXPERIMENTAL 
LA GAAFICA MUESTRA LA VARIACIÓN DE LA RAPIDEZ DE UN MÓVIL QUE SE DESPLAZA EN LÍNEA RECTA EN UN INTERVALO DE TIEMPO DETERMINAR 

A) LA DIST ANClA QUE HA RECORRIDO A LOS 8 SEGUNDOS 

B} LA ACELARACIÓN DEL MÓVIL A LOS 5 SEGUNDOS 

C) LA ACELERACIÓN DEL MÓVIL A LOS 12 SEGUNDOS 

SOLUCIÓN DE LA GRÁFICA 

v(t) [ � ) 20V�' 2 1 

1 

1 
S 10 15 t (s] 

A) v( 0) V 0 = 2 [:] COMO v(t) = m 1 +V  0 PARA 0 5: 1 5: 1 0 [s] ENTOOCES, AL CALCULAR LA PENDIENTE, SE TIENE QUE 

(20 2) [m] 
m= ( -) [S] = 1 .8 [ � ]  ; PORLO TANTO v{t)= 1 .8 [� ] t [s]+ 2 [m] . ADEMÁS SESABEQUE V= dr 

D¡;OONDE 
J O - 0 S S S S dt 

r(t)= J V dt = J (1 .8 / + 2)dt ; r(t)= J 1 .8 1  dt + J 2 dt = 1 .8 J 1 dt + 2 J dt SISE INTEGRA SE TIENE QUE r(t)= 0.9 12 + 2 1  + r0 , 
PERO r0 - Ü .  LUEGJ r(t)- 0.9 !2 + 2 1  COMO SE QUIERE SABER LA DISTANCIA QUE HA RECOORIOO ALOS8 SEGUNDOS, ENTONCES 

r(t = 8 [sD= 0.9 (8Y + 2 (8)= 73.6 [m] 
dv d 

B) DEL MODELO MATEMÁTICO v(l)= m 1 + V0 , OBTENIDO EN EL INCISOENTERIOR, SETIENE QUE a =  = - [m 1 + v0 ] =m PORLO TANTO, ENEL dt dt 
INTERVALO Ü$ 1 5: 1 0  [s] LA ACELERACIÓNES a = l . 8[n:J PORLOQUE a (1 = 5 [sD= a (5) = 1 .8 n: s- s· 
C) EN EL INTERVALO ] 0 5: 1 5: 1 5  [s] SE TIENE QUE V (t) = 20 [:] (CONSTANTE) 

COMO a =  dv , ENTONCES a = �  [20]= 0 Y POR LO TANTO a (1 = 12 [sD= a (12)= 0 [ n:] dt dt s· 



2 
QU(MICA 
ACOMODAR lAS ESPECIES SIGUIENTES EN ORDEN CRECIENTE DE RADIO ATÓMICO O IÓNICO 

Mg + ; Al 2+ ; Si 3+ ; Na 
RESOLUCIÓN SE PUEDE ARMAR UNA TABLA PARA VISUALIZAR CON ClARIDAD LAS CARACTERÍSTICAS DE CADA ESPECIE· 

ESPECIE NUMERO DE PROTONES NUMERO DE ELECTRONES 
Na u ·  1 1  
Mg+ 12 1 1  

A/2+ 13 1 1  
s¡3+ 14 1 1 

SEGúN SE OBSERVA, TODAS LAS ESPECIES SON ISOELECTRÓNICAS, ES DECIR, TIENEN LA MISMA CONFIGURACIÓN ELECTRÓNICA = 1 S 2 2 S 
2 2 p 6 3 S 1 ; SIN 

EMBARGO, El NUMERO DE PROTONES AUMENTA PROGRESIVAMENTE, LO CUAL PROVOCA MAYOR INFLUENCIA DEL NÚCLEO HACIA lA NUBE ELECTRÓNICA, 
EMPEQUEÑECIÉ�DOLA A MEDIDA QUE AUMENTA El NUMERO ATÓMICO. CON BASE EN ESTO, EL ACOMODO EN ORDEN CRECIENTE DE RADIO QUEDA ASI: 

Si3+ <A/2+ <Mg+ <Na 
COMENTARIO FINAL 
SE SABE QUE AL MOVERNOS HORIZONTALMENTE POR CUALQUIER PERÍODO DE lA TABLA PERIÓDICA, lA CARGA NUCLEAR EFECTIVA AUMENTA EN TANTO QUE El 
NÚMERO CUÁNTICO PRINCIPAL NO VARÍA. AL AUMENTAR lA CARGA NUCLEAR EFECTIVA (DE IZQUIERDA A DERECHA) LOS ELECTRONES SON ATRAÍDOS MÁS CERCA DEL 
NUcLEO; ES POR ESTO QUE EL RADIO DISMINUYE CONFORME NOS MOVEMOS DE IZQUIERDA A DERECHA. 

ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO 
SE TIENE UNA LiNEA CON A = 50 [ � J UNIFORMEMENTE CARGADA Y LAS

. 
CARGAS PUNTUALES q1 y q2 , DE 10 [pe] CADA UNA, LOCALIZADAS 

EN LOS PUNTOS (0,5,3) y (0,-5,3) RESPECTIVAMENTE, COMO SE MUESTRA EN lA FIGURA 

A) DETERMINAR EL CAMPO ELÉCTRICO EN El PUNTO " p " LOCALIZADO EN lAS COORDENADAS p ( 0, 0,3) [cm] 
B) CALCULAR LA FUERZA ELÉCTRICA QUE EXPERIMENTARÍA UNA CARGA q = 2 Ú-le] , SI ÉSTA SE LOCALIZARA EN El PUNTO " p ". 

C) CALCULAR LA DIFERENCIA DE POTENCIAL " V PQ " , SI El PUNTO " Q " ESTÁ LOCALIZADO EN LAS COORDENADAS Q( 0, 0, 6 ) [cm l 

RESOLUCIÓN. 

q2 
@ 
B(0,-5,3) 

x[cm] 

Q 

z [cm] 

O y [cm] 

,_. --) --)¡ -}> 
A) SI SE APLICA EL PRINCIPIO DE SUPERPOSICIÓN, SE PLANTEA QUE· E. P = E p A. + E p 1 + E p 2 

-+ 1 2 lA. 1 1\ 1 q 1\ 1 q 2 1\ 
E P = -- r op + --1 - r AP + -2- r BP 4 7l'8 O 7 OP 4 .1l'� O 7 2 AP 4 m¡ O 7 BP 

2(so 10 -12 )[e J 
-+ [N ·m 2 ] x 

· m k 10 x 1 0 _¡2 [C] ". 10 x 10-12 [C] ". E p = 9 x 10 9  
C 2 0.03 [m] - (o.osy (m2] J

+ 
(o.osy (m 2J 1 => 

B) DE lA DEFINICIÓN DE CAMPO ELÉCTRICO: 

-+ " [N] E p  = 30 k e 



-+ 

f: p = F; ; P. p = q E; p ; P. p = 2 x 1 0  - 6 [e ] 3o k [ � J = 6o k [uN ] 

C) MEDIANTE EL PRINCIPIO DE SUPERPOSICIÓN V PQ = V PQ � + V PQ 1 + V PQ 2 
V PQ = 1_ 2.A. Ln rOQ + _1_ q, [-1- _ _ 1_ ] + _1_ q2 [-1- _ 1 ] 

4n-&o rop 4n-& o rAP rAQ 4n-&o rBP rBQ 

VPQ = 9 x l09 [N ·�
2 ] [2 (50 x 10-'2 )[C ] Ln � + 10 x 10-'2 [C J [-1- - 1 + 1 --1 ]] 

e m 3 m 0.05 0.0583 0.5 0.0583 

ÁLGEBRA 

VPQ = (0.6238 + 0.5 125 ) [V ] ; VPQ = 1 . 1 363 [v] 

DEMOSTRAR, POR INDUCCIÓN MATEMÁTICA, OU: 11 (n + 1) (n + 2) (n + 3) ES DIVISIBLE ENTRE SEIS 

SOLUCIÓN 
SE COMPRUEBA PARA 11 = 1 

(1 ) ( 2 ) ( 3 ) ( 4 ) = 24 QUE SÍ ES DIVISIBLE ENTRE SEIS 

SESUPONEVAl.IDOPAAA 11 = k 
k (k + 1 )  (k + 2 ) (k + 3 ) ES DIVISIBLE ENTRE SEIS (HIPÓTESIS DE INDUCCIÓN) 

CON BASE EN LA HIPÓTESIS DE INDucCIÓN, DEBE DEMOSTRARSE QUE ES VÁLIDO PARA 11 = k + 1 
(k + 1) (k + 2) (k + 3) (k + 4) ES DIVISIBLE ENTRE SEIS (AFIRMACIÓN POR DEMOSTRAR) 

DE LA AFIRMACIÓN. POR DISTRIBUTIVIDAD k (k + 1 )  (k + 2 )  (k + 3 )  + 4 (k + 1 ) (k + 2) (k + 3 )  

3 

EL PRIMER TÉRMINO ES DIVISIBLE ENTRE SEIS POR HIPÓTESIS EL SEGUNDO SE DEMOSTRARÁ QUE LO ES, A SU VEZ. POR INDUCCIÓN MATEMÁTICA, DE LA SIGUIENTE 
FOOMA 
PARA k= 1 

4 (2)(3)(4)= 96 SISE CUMPLE YAQUE 96=6 (16) 
AHOOA SE SUPONE QUE SE CUMPLE PAAA k = m 

4 (m + 1) (m + 2) (m + 3) ES DIVISIBLE ENTRE SEIS (NUEVA HIPÓTESIS DE INDUCCIÓN) 

SI SE ACEPTA ESTA HIPÓTESIS, CON BASE EN ELLA DEBE DEMOSTRARSE QUE PARA k =  m+  1 TAMBIÉN SE CUMPLE 

4 (k + 2)(k + 3)(k + 4) (NUEVAAFIRMACIÓN POR DEMOSTRAR) 
DE LA AFIRMACIÓN 

4 (k + 2) (k + 3) (k + 4) = 4 (k + 2) (k + 3) (k + 1 + 3) = 4 (k + 1) (k + 2) (k + 3) + 12 (k + 2) (k + 3) 
EL PRIMER TÉRMINO ES DIVISIBLE ENTRE SEIS POR LA NUEVA HIPÓTESIS DE INDUCCIÓN Y EL SEGUNDO TAMBIÉN POR CONTENER COMO FACTOR A 12 QUE ES 
DIVISIBLE ENTRE SEIS Y QUEDA FINALIZADA LA DEMOSTRACIÓN 

CÁLCULO ! 
RESOLVER LOS SIGUIENTES LiMITES 

SOLUCIÓN 

A)  lim _x .. + 8x 
X-+ 2 5 X 2 + 8 X - 4 

B) lim .J x + 13 - 4 
r � 3  5 - �122 

C) lim V21?":;9 
x • ao  15 � - / 

A) lim x.. + 8 x_ = (- 2 t + 8 (- 2) = 16 - 16 = O (INDETERMINACIÓN) 
x-+ 2 5 X 2 + 8 X - 4 5 (- 2 y + 8 (- 2)- 4 20 - 16 - 4 0 

PARA QUITAR LA INDETERMINACIÓN, Y EN CASO DE QUE EXISTA CALCULAR SU LiMITE, SE FACTORIZAN NUMERADOR Y DENOMINADOR Y SE LLEGA A 

lim X4 + 8x 
= lim x (x3 + 8) _ = /im x (x + 2) (x2 - 2x + � 

X-+-2 5x2 + 8x - 4 X •-2 (x + 2 ) (5x - 2) x-+ 2 (x + 2) (5 x - 2 )  
• X 4 + 8 X . X 3 - 2 X 2 + 4 X (- 2 y - 2 (- 2 )2 + 4 (- 2) - 8 - 8 - 8 - 24 lrm -- =  lrm = · = -- --=- = 2  
X-+-2 5x2 + 8x - 4  r •-2 5x - 2  5 (- 2) - 2  - 10 - 2  - 12 



B) /. .J X +  13 - 4 __ j3 + lJ - 4 __ .... 16 - 4 4 - 4 0 
1m = = - (INDETERMINACIÓN) 

N) 5 - v-;+ 122 5 - V3 + 122 5 - \'125 5 - 5  o 
PARA QUITAR EN ESTE CASO LA INDETERMINACIÓN, SE MULTIPLICAN, NUMERADOR Y DENOMINADOR DE LA EXPRESIÓN ORIGINAL, PRIMERO POR EL CONJUGADO DEL 
BINOMIO DEL NUMERADOR PARA LOGRAR UNA DIFERENCIA DE CUADRADOS Y, DESPUES, POR EL TRINOMIO QUE AL MULTIPLICARSE POR EL DENOMINADOR, DEVIENE EN 
UNA DIFERENCIA DE CUBOS ASI SE TIENE QUE 

. .J X + 1 3  - 4 . -JX+i 3 - 4 �X + 1 3  + 4 25 + 5 V X + 122 + vr; + 122 y 
bm = bm . -= · ,_. 

X •3 5 - \ X + 122 X •3 5 - V X + 122 J X + 1 3  + 4 25 + 5 � X + 122 + \ (X + 122 y 

l. �x + 1 3  - 4  . (x + 1 3  - 16 ) 125 + 5 Vx+ 122 + \!Cx+ 122 Y ) zm - bm � { J x .... 3 5 - Vx + 122 -
x .... 3 (125 - (x + 122 )] �x + 13 + 4  

l . .Jx + l3 - 4  . (x - 3) 125 + 5 3}x + 122 + �J(x + 122 Y) 25 + 5 �Jx+ 122 + V(x + 122 )2 
1m = bm � ( ) = bm -¡--¡: � x-+ 3 5 - V x + 122 x-+ 3 - ( x - 3} �/ x + 1 3  + 4 x • 3 - \ r x + 13 + 4) 

/im ) x +13 - 4 
= 25 + 25 + 25 = !_5 = _ 75 

x .... 3 5 - Vx + 122 - 4 - 4  - 8 8 
·V27 x 3  + 9 V27 (oo Y + 9 oo 

C) bm = = - (INDETERMINACIÓN) 
x....oo 1 5 x - 7 15 (oo) - 7  oo 

PARA QUITAR LA INDETRMINACIÓN, SE DIVIDEN NUMERADOR Y DENOMINADOR ENTRE LA VARIABLE CON MAYOR EXPONENTE Y SE TIENE ENTONCES QUE 

V27x3 + 9  27x3 + 9  , 27x3 9 3 �27 x3 + 9 � �--3-- \ . -3- + 3 

l. '\/ L./ ; 
¡· X ¡ · l X [' V X X 

1m ----- = rm -- - = rm - = 1m 
x .... oo 1 5 x - 7 x •«> 1 5 x - 7  x .... <t> 1 5 x - 7  x .... «> l 5x  7 

� \J27 x3 + 9 
/im ---­

x·•"' 1 5 x - 7  

CULTURA 

-X X 
,----9 � 27 + 9 � 27 + 3 � 27 + o  

= lim -�- X • 00 -- - = = -
X-+<0 7 7 1 5 - o 15 - 1 5 - -X 00 

SALUD Y QUE COMIENCE EL BAILE 

- - -X X 
3fi7 3 - -- -15  15 --

1 -5 

QUERIOOS JóvENES DE TOOOS LOS PAISES PERMITIDME QUE OS PRESENTE LOS JUEGOS, LOS BAILES, LAS CANCIONES TRISTES Y ALEGRES LA PICARDiA Y LA ESE�I.I 
DE LOS PUEBLOS AMERICANOS 
NOS DEJARON LOS AZTECAS SU SEMILLA, SUS CANTOS DE LAS COSECHAS, SUS HIMNOS DE GUERRA. SUS RITOS DE PAZ LOS MAYAS ESTABLECIERON SU FUEGJ 
FLORIDO EN LA DELGADA CINTURA DE AMÉRICA CENTRAL LOS ARAUCANOS BAILARON BAJO SUS ÁRBOLES TUTELARES LOS ESPAÑOLES DEJARON UNA CINTA DE 
SUSPIROS, EL AIRE ALEGRE DE LAS COMARCAS MONTAÑESAS Y EL LENGUAJE EN QUE POR SIGLOS SE DESGRANARON LUCHAS ILUSIONES, OSCUROS DRAMAS DEL 
PUEBLO. HISTORIAS INCREIBLES EN EL BARSIL TEMBLARON LOS RIOS MÁS PODEROSOS DE LA TIERRA, CONTANDO Y CANTANDO HISTORIAS LOS HOMBRES Y LAS 
MUJERES SE ARRULLARON Y BAILARON BAJO LAS PALMERAS DESDE EL PORTUGAL LLEGARON LOS MÁS DULCES SONIDOS Y LA VOZ DEL BRASIL SE PENETRÓ DE SUS 
PROFUNDIDADES SELVÁTICAS Y DE AZAHARES MARINOS ESTAS SON LAS CANCIONES Y LOS BAILES DE AMÉRICA EN ESTE CONTINENTE, LA SÁNGRE Y LA SOMBRA 
SUMERGIERON MUCHAS VECES LA ESPERANZA, PARECiAN DESANGRADOS LOS PUEBLOS UNA OLA DE TERROR ANIQUILÓ LOS CORAZONES SIN EMBAROO, CANT� 
LINCOLN FUE ASESINADO, PARECIÓ MORIR TAMBIEN LA LIBERACIÓN SIN EMBAROO. POR LAS ORILLAS DEL MISSISSIPPI CANTARON LOS NEGROS ERA UN CANTO� 
DOLOR QUE AÚN NO TERMINA. ERA UN CANTO PROFUNOO, UN CANTO CON RAiCES EN EL SUR, EN LAS GRANDES PAMPAS. SÓLO LA LUNA ILUMINÓ A LA SOLEDAD DE LAS 
t"HAUt:�. LA LUNA Y 1 AS GUITARRAS EN EL ALTO PERÚ CANTARON LOS INDIOS COMO LOS MANANTIALES EN LA CORDILLERA EN TODO EL CONTINENTE EL HOMBRE 
HA GUARDADO SUS CANCIONES, HA AMPARADO, CON SUS BRAZOS Y SU FUERZA, LA PAZ DE SUS PLACERES, HA DESARROLLADO SU ANTIGUA TRADICIÓN, EL FULGOR� 
LA DULZURA DE SUS FIESTAS, EL TESTIMONIO DE SUS DOLORES OS PRESENTO EL TESORO DE NUESTROS PUEBLOS, LA GRACIA DE ELLOS, LO QUE PRESERVARON A 
TRAVES DE ACONTECIMIENTOS TERRIBLES, DESAMPARADOS Y MARTIRIZADOS QUF LA ALEGRÍA, LAS CANCIONES Y LOS BAILES DE LAS TIERRAS AMERICANAS BRILLW 
EN ESTA FIESTA DE LA JUVENTUD Y DE LA PAZ. JUNTO A OTRAS ALEGRÍAS, OTRAS CANCIONES Y OTRAS DANZAS DESDE EL MAs LEJANO DE LOS PAISES DE AMÉRICA. 
DESDE CHILE, SEPARADO DEL MUNDO POR LA CORDILLERA ANDINA Y UNIDO A TOOOS LOS PUEBLOS POR SU OCEANO Y POR SU HISTORIA DE LUCHAS. YO SALUDO AL� 
JóvENES Y LES DIOO MAS ALTAS QUE NUESTRAS MONTAÑAS FUERON NUESTRAS CANCIONES. PUESTO QUE AQUi PUEDEN ESCUCHARSE. MAS INSISTENTE QUE LAS OLAS DEL OCEANO FUERON NUESTRAS DANZAS. PUESTO QUE AQUi MOSTRARÁN SU ALEGRíA DEFENDAMOS TODA ESTA FUERZA DELICADA. DEFENDAMOS UNIDOS El 
AMOR Y LA Pfl:l. QUE LOS MANTUVO. ESTA ES LA TAREA DE TOOOS LOS HOMBRES. EL TESORO CENTRAL DE LOS PUEBLOS Y LA LUZ DE ESTE FESTIVAL SALUD Y()..( 
COMIENCE EL BAILE 

PABLO NERUOA, PREMIO NOBEL AMERICANO 

¡AY UNAM, QUÉ EMOCIÓN VIVIRTEI 
SE AGRADECE LA COLABORACION DE LOS PROFESORES VIOLETA LUZ MARIA BRAVO HERNANDEZ, ERIK CASTANEDA DE ISLA PUGA. 

RIGEL GÁMEZ LEAL Y GABRIEL JARAMILLO MORALES 
PRODUCCION: ING. PABLO GARCIA Y COLOMt REVISION: ING ENRIQUE ARENAS SANCHEZ 

COLABORACIÓN: LIC. ANA MARIA VIEYRA ÁVILA Y LIC. MARIA ELENA CANO SN...AZAA 



BOLETÍN COPAD/ 

F FACULTAD DE INGENIERÍA. UNAM 

'-../ ' COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE 
ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS .....__..., 

AÑO 2001 NÚMERO 33 2 DE DICIEMBRE DE 2001 

EDITORIAL 
ESTE BOLETIN DE LA COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS ES UNA 
PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO ES 
APOYAR SU DESEMPEÑO ACADÉMICO. DICIEMBRE ES UN MES QUE INVITA A LA REFLEXIÓN, A HACER UN ALTO 
EN El CAMINO DE LA VIDA Y REPLANTEAR MUCHAS COSAS. ¿POR QUÉ NO SER MÁS GENEROSOS, MÁS 
BUENOS, MÁS ESTUDIOSOS, MÁS SOLIDARIOS, MÁS LECTORES, MÁS AMIGOS, MÁS ENTUSIASTAS, MÁS 
COMPROMETIDOS, MÁS RESPONSABLES, MÁS DIVERTIDOS Y MÁS SENCILLOS? 
CINEMÁTICA 

m 
CON UNA RAPIDEZ DE 17.32 SE DISPARA EN El PUNTO · B .  VERTICALMENTE HACIA ARRIBA, UN PROYECTIL Al MISMO TIEMPO, DE LA POSICiÓN ' A '  ES 

S 
lANZADO OTRO CON �  MOVIMIENTO DE TIRO PARABÓLICO. COMO SE MUESTRA EN LA FIGURA SI SE CONSIDERA COMO TIRO VERTICAL Al MOVIMIENTO DEL PROYECTIL 
DISPARADO DESDE • B •• DETERMINAR LA RAPIDEZ CON QUE DEBE LANZARSE EL PROYECTIL DESDE El PUNTO. A·. PARA QUE CHOQUEN AMBOS PROYECHLES 

y 
o 

A 

14-- 15m ---..¡ 

RESOLUCIÓN 
SI SE ANALIZA El PROYECTIL QUE SE LANZA DEl PUNTO' B • (TIRO VERTICAL) SE TIENE QUE 

G8 = -g = CONSTANTE 

dv8 COMO a 8  = - ::::> v8 = v0 8  - g t  dt 
dyB ) 2 ( ) ADEMAS V = => y -= v  t - - g l  . . . 1 B dt 8 0 8  2 

SI SE ANALIZA EL PROYECTIL QUE SE LANZA DEL PUNTO. A (TIRO PARABOUCO) SE TIENE QUE 

vA = v 0 cos 60 ° f + (v 0 sen 60 ° - g t) J 

X 

coMO v A  = dr.!__ => rA = v0 t cosB t + (v0 t senB- 1 g t 2 ) J . . .  (2) . � 2 
DAOOQUE COS6Ü0 = 0.5 y sen60° = 0.866 SE llEGAA 

f A = Ú .  5 V o f i + ( 0. 866 �· 11 { - � g f Z ) ) (3 ) 

DE (3) SE TIENE QUE X A - 0. 5 V0 1 ::::> 
X 

f - A 

0.5 v0 (4) y 1 , Y A = 0. 866 V o { - g f � 
2 

. . .  (s) 



') r-------------------------------------------------------------------------------- � 
SE IGUALAN ( 1) y ( 4) Y SE LLEGA A V n 11 1 - 1 

g l � = 0. 866 V 0 l - � g 1 , · · · ( 6) 
2 2 

AHORA SE SUSTITUYE ( 4) EN (6) Y 

v. Í �A J- _!_ g (  �J� = 0 866 ,, (-x� J- '  g ( x.l J 2 ' H  \.. 0.5v 2 O 5v 
. 

u O 5v0 2 0.5l' 

J g X 1 = 0.866 XA 
2 

g X¡ 

O 5 v0 1 
� \'o 8 = 0.866 

\'oH \' -= 
o o 866 

m 
Y DADO QUE V0 B = 17.32 S 
ÁLGEBRA LINEAL 

0.5 vo 
() 5 

1 7  32 
ENTONCES SE TIENE FINALMENTE QUE V 0 = 

0.866 

DETERMiNAR UN INTERVALO PARA EL CUAL LAS FUNCIONES 

m 
\'0 - 20 

S 

j ( x) _ {e-� 
para - oo < x s -2 

para -2 < x < +oo 
y { - 2x 

g(x)- e-x 1 para - oo < x < O 

para O � x < +00 
SON LINEALMENTE INDEPENDIENTES 

SOLUCIÓN 

PARA - :J:) < X �  2 iE TIENEu� j(x) X y g(x) = -2x LuE1.C g (x) - -2 .f(x) DEDOI'l·E 

2.f(x)+ g (x ) =  O(x) � (2/Xx)+ g(x)- O(x) � (2.f + g ) (x)= O(x) � 2.f + g = O 
POR LO TANTO lAS FUNCIONES j y g SON LINEALMENTE DEPENDIENTES 

PARA - 2 < X < 0  SE TIENEQUE .f(x) = e  x y g(x) = -2X DEDONDE,EL WRONSKIANO ES IGUALA 

" :e 2x W ( ) ,; - X •X X ( ) o ( X = l = -2e - :!x e = -2e 1 + X :f:. PARAAtGUNA X E 
•- e x 2 

POR LO TANTO LAS FUNCIONES j y g SON LINEALMENTE INDEPENDIENTES 

PARA O � x < x  Sf ltENEQUE J(x) - e  • y g(x) = e "' 1 
,ut:GO e f(x) : g(x) DE DO"'Dc. 

2,0) 

e f(x) g(x)- O(x) � (ef ) (x) - g(x)= O(x) =:> (4 - g ) (x)= O(x) � ef - g  = 0  
POR LO T A'• T ..AS FUt,j(, t.IES SON 'NEALMEWE DI: PENDIENTES 

NO EXISTEN VALORES a , fJ E "J1 , NO AMBOS NULOS TALES QUE a f(x )+ fJ g(x) = O(x) "\/ X E (- �·, �) . .  · (1) POR LO TANTO, LA 
EXPRESION ( 1) SÓLO SE SATISFACE PARA a = jJ = 0 DE OONDE SE CONCLUYE OOE LAS FUNCIONES f y g SON LINEALMENTE INDEPENDIENTES EN 

( oo, 00) 
MA TEMÁTICAS AVANZADAS 
"A•.CULAR El VALOR DE LA •NTEGRAL 

r - " dO  
J n a + h cos O -1 e sen O 

S a
� > h � +e-

SUGERENCIA HACER El CAMBIO DE VARIABLE :: = e '0 

SOLUCIÓN 

SEA Z = e'0 EWONCFS 

() 1 ( tfi ¡/J 
) 

1 ( 1 ) sen = 
2¡ 

\e - e  = 
21 

z - z cos O =  1 (e'11 t e '0 )- 1 (z + z  1 ) y dz = u!'11 d0 - 1z dO 
2 2 

POR LO QUE 

r.2 1f dO r J, a + b cos O + e sen O 
- Jc 

dz 
iz f 

b{; + z 1 )-e (z - z 1 
) 

= 
e 

a +  + 
2 2i 

SI SE EXPRESA EL DENOMINADOR COMO UNA ECUACIÓN EN TÉRMINOS DE " Z " SE TIENE QUE 

2 dz 
2ai:: + bi (:: 2 + 1)+ c (:: 2 



r2.r do ! _2_dz_--:---:­
Jo a +  b cos B + e  sen B Yc (e + bi )z 2 + 2aiz - (e - bi) 

DONDE C ES LA CIRCUNFERENCIA DE RADIO UNO CON CENTRO EN E L  ORIGEN. 

LOSPOLOSDE f(z)= ( ·) 2 . ( ·) SEOBTIENENAL RESOLVERLA ECUACIÓNCUAORÁTICA DELDENOMINAOOR, Y ESTÁNDADOS POR ,e+bl z2 + 2mz- ,e-bl 

3 

z = -2ai±¡-:¡;;2 + 4(e2 +b2) = -ai±�(b2 +eP 
= 

(-a±�a2 -(b2 +e2)); = 
-a±�a2 -(b2 +?J (b+ci) 2 (e+bi) e+bi e+bi b2 +e2 

- a + r-(b2 +� . -a--.,ja2 -(b2 +e2) . 
• . Z 1 = 2 2 (b +e¡) y Z 2 = 2 2 (b + el) b + e  b + e  

POR LA REGLA DE L'HOPITAL 

ENTONCES, POR EL TEOREMA DEL RESIDUO 

CÁLCULO ! 

! 2 dz 
·- = 21r i Re s (J, z1 ) Yc (e + bi) z 2 + 2aiz - (e- bi) 

rz .r de 21r 

Jo a + b cos B + e sen B 
= ,j a 2 -(b 2 + e 2l 

UN TANQUE DE AOOA TIENE LA FORMA DE UN CONO CIRCULAR INVERTIDO CON BASE DE RADIO 2 m  Y ALTURA .. 4 m SI SE BOMBEA AOOA A RAZÓN DE 

m3 2 -.- ENCONTRAR LA RAZÓN A lA CUAL SUBE EL NIVEL DEL AGJA CUANDO �STA TIENE UNA PROFUNDIDAD DE 3 m 
mm 

SOLUCIÓN. SE DIBUJA UN ESQUEMA DEL CONO Y SE LE ASOCIAN LAS MAGNITUDES CONSTANTES Y VARIABLES, COMO SIGJE 

2 
•. r - - - 1 \ 1 

..l.. 
rr_ T 1 .. 4 ... 

1 1 h 
1 1 1 

SEAN V, r y h EL VOLUMEN DEL AGUA, EL RADIO EN LA SUPERFICIE DE LA MISMA Y LA ALTURA EN EL INSTANTE t , DONDE �STE SE MIDE EN MINUTOS COMO 

dV m3 dh 
DATO SE EXPRESA QUE - = 2 -- Y SE P1DE CALCULAR - CUANDO h = 3 m LAS CANTIDADES V y h ESTÁN RELACIONADAS POR LA dt min dt 
ECUACIÓN 



4 

PERO PARA ESTE PROBLEMA ES NECESARIO EXPRESAR A V COMO FUNCIÓN SÓLO DE h SI SE OBSERVA LA FIGURA. SE PUDE ESTABLECER UNA RELACIÓN ENTRE 

LAS VARIABLES r y h , POR TRIÁNGULOS SEMEJANTES. DE LA SIGUIENTE FORMA 

Y Al SUSTITUIR ESTE RESULTADO EN EL VOlUMEN SE TIENE QUE 

r 2 h - - => r =  
h 4 2 

V = � ,. (�r h => 

AHORA SE DERNA CADA MIEMBRO DE ESTA ECUACIÓN CON RESPECTO A 1 Y SE LLEGA A 

4 dV dV = tr h2  tjh => dh = 
dt 4 dt dt 7r h 2 dt 

SE SUSTITUYEN LOS VALORES DE h = 3 m y 
dV m3 

= 2 -
min dt 

dh 

dh 
Y SE OBTIENE FINALMENTE - QUE ES· 

dt 
4 

= 

dt 7r (3 )2 
8 m . 2 = - = 0 .28 --

9tr mm 
CÁLCULO 111 
DADO EL CAMPO VECTORIAL 

F = (ax 2 + 2z 2 - sen e Y ) i + xy j - 2xz k 

A) DETERMINAR EL VALOR DE LA CONSTANTE a DE TAL MANERA QUE EL CAMPO VECTORIAL SEA 5a.ENOIDAL 
B) CALCULAR EL ROTACIONAL DEL CAMPO VECTORIAL DADO. 

SOLUCIÓN 
A) PARA QUE EL CAMPO VECTIRIAL SEA 5a.ENOIDAL. SU DIVERGENCIA DEBE SER CERO LUEGO. 

div (F) = V · F -: O (j_ a a J . fax2 + 2z2 - sen e>' xy -2xz)= 0  => 2ax+x-2x = O  => 2a+ l - 2 = 0  => 2a = l  
& ' cy ' &  � , ' 

1 :. a =  
2 

B) PARA CALCULAR EL ROTACIONAL DEL CAMPO VECTORIAL, SE HACE LO SIGUINTE 

TUTORfA 

1 .� i 
rot (F) = V x F = 1 a 

Ox !ax2 + 2z2  - sen eY 

j 
(1 

e y 
xy 

,, 
k a "' cz 

- 2xz 

:. rot (F) = 6 z J + {y + e Y cos e Y )  k 

1SABIAS QUE LOS DISTRACTORES PSICOLÓGICOS, SON DEL TIPO DE PROBLEMAS QUE EN SU MA YORiA INTERFIEREN EN EL APRENDIZAJE? ¿PODRÁS IDENTIFICARLOS? 
CUANDO SIENTAS QUE NO TE PUEDES CONCENTRAR, Y POR ELLO COMIENCES A TENER PROBLEMAS DE BAJO RENDIMIENTO ACADtMICO, O BIEN EN DIFERENTES ÁRE.4S 
DE TU VIDA. ENTONCES ES CONVENIENTE IDENTIFICARLOS Y ASUMIRLOS CON PLENA CONCIENCIA DE LA REALIDAD, TENER CONTROL, EQUILIBRIO Y MADUREZ PARA 
ENFRENTARLOS 

¿CUALES SON ALGUNOS DE LOS DISTRACTORES PSICOlóGICOS? POR EJEMPLO PROBLEMAS CON L A  FAMILIA PADRES, 1-ERMANOS. FRICCIONES CON LOS 
COMPAÑEROS EN EL GRUPO, CON LA NOVIA (0), DIFICULTADES POR EL DINERO ENFERMEDAD O MUERTE DE UN SER QUERIDO 

SUGERENCIAS PENSAR ANTES DE ACTUAR, RESPONDER CON SOLUCIONES INMEDIATAS, NO PREOCUPARSE DEMASIADO MEJOR ENFRENTAR RECUERDA QUE TODAS 
LAS PERSONAS TIENEN PROBLEMAS EN MENOR O MAYOR INTENSIDAD PERO QUIENES LOS ENFRENTAN PUEDEN SALIR ADELANTE -ÁNIMO- PIENSA SIEMPRE QUE I-IAY 
ALGUIEN CERCA DE TI DISPUESTO A ESCUCHARTE ACtRCATE Y HABLA 

¡AY UNAM, QUÉ EMOCIÓN VIVIRTEI 

SE AGRADECE LA COLABORACION DE LOS PROFESORES FERNANDO SANCHEZ RODRIGUEZ, 
JOSt ROMERO LÓPEZ Y BHAULIO TORRES MIRANDA Y LA COORDINACIÓN DE MATEMÁTICAS AVANZADAS 

PRODUCCIÓN: ING. PABLO GARciA Y COLOME. REVISIÓN: ING ENRIQUE ARENAS SANCHE�l 
COLABORACIÓN· LIC. ANA MARÍA VIEYRA AVILA Y LIC MARIA ELENA CANO S� 



BOLETÍN COPAD/ 
FACULTAD DE INGENIERÍA. UNAM 

COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE 
ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS 

AÑO 2002 NÚMER034 2 DE ENERO DE 2002 

EDITORIAL 
ESTE BOLETÍN, DE LA COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS (COPADI), 
ES UNA PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERÍA Y SU OBJETIVO 
ES APOYAR SU 'DESEMPEÑO ACADÉMICO. ¡AÑO NUEVO!, ¡VIDA NUEVA! ES TIEMPO DE PROPONERSE NUEVOS 
OBJETIVOS DE VIDA, COMO: SER MEJOR ESTUDIANTE, SER MEJOR HIJO, HERMANO Y AMIGO Y, SOBRE TODO, 
SER MEJOR SER HUMANO. ¡YA ES TIEMPO! ¡TIENES TODA LA VIDA POR ADELANTE! 

"APRENDER A APRENDER, APRENDER A EMPRENDER Y APRENDER A SER" 
GEOMETRIA ANALITICA 

1\ 1\ 
SEA LA RECTA f QUE CONTIENE AL PUNTO A ( 2,-3, 6) Y ES PARALELA AL VECTOR U = i + k  DETERMINAR LAS COORDENADAS DE UN PUNTO B 
QUE PERTENECE A LA RECTA f Y QUE ESTÁ A UNA DISTANCIA DE CINCO UNIDADES DEL ORIGEN 

SOLUCIÓN LAS ECUACIONES PARAMÉTRICAS DE LA RECTA f SON. 

x = 2 + t  � y = -3 � z = 6 + 1  
COMO LA DISTANCIA DEL PUNTO B(x,y, Z) AL ORIGEN ES DE CINCO UNIDADES, ENTONCES SE TIENE QUE: 

-Jx2 + y2 �-z2 = 5 � x2 + y2 + z2 = 25 
SI SE SUSTITUYEN EN ESTA EXPRESIÓN LAS ECUACIONES PARAMÉTRICAS DE LA RECTA f Y A QUE EL PUNTO B PERTENECE A ELLA, SE T lENE QUE 

(2 + tY + (- 3Y + (6 + tY = 25 � 4 + 4t + t2 + 9 + 36 + 12t + t2 = 25 � 2t2 + 16t + 24 = o  
t2 + 8t + 12 = o  � (t + 2Xt + 6) = o � { t� = -2 

12 = -6 
SI SE SUSTITUYEN ESTOS VALORES EN LAS ECUACIONES PARAMÉTRICAS DE LA RECTA f SE OBTIENEN DOS PUNTOS DE ELLA QUE SATISFACEN LAS CONDICIONES 
DADAS; ESTOS PUNTOS SON. 

B1 (0,-3,4) y B2 (- 4,-3,0) 
GEOMETRÍA NALÍTICA 
CONSIDÉRESE LA RECTA f , UNA DE CUYAS ECUACIONES VECTORIALES ES 

¡: = (2 , 2 ,-2)+  (J3 t ,- -JJ t ,- -JJ t )  
DETERMINAR 

A) EL ÁNGULO QUE FORMA LA RECTA f CON EL PLANO X y 
8) EL PUNTO DE INTERSECCIÓN DE LA RECTA f CON EL PLANO y Z . 
C) UNAS ECUACIONES CARTESIANAS EN FORMA SIMÉTRICA DE LA RECTA f . 

SOlUCIÓN 
1\ 

A) UN VECTORPARALELO ALA RECTA f ES: U =  (1,-1,-1) YELVECTORPERPENDJCULAR AL PLANO X y ES: N =  k =  (0,0,1) . 
lUEGO EL ÁNGULO ENTRE LA RECTA f Y EL PLANO X y ESTÁ DADO POR: 

8 
u · N _ - 1 { 81 = 35 .3°  

sen = iu! IN I _, sen 8 = � � 
82 = 144 . 7o  

COMO SE OBSERVA, LA RECTA FORMA CON EL PLANO DOS ÁNGULOS, UNO AGUDO Y EL OTRO OBTUSO, SIENDO AMBOS SUPLEMENTARIOS. 



B) SI SE IGUALA A CERO LA ECUACIÓN PARAMÉTRICA DE LA RECTA f CORRESPONDIENTE A X SE TIENE QUE 
x = 2 + -f3 t = O  => t = �:rs 

2 

AHORA SE SUSTITUYE ESTE VALOR EN LAS OTRAS DOS ECUACIONES PARAMtTRICAS DE LA RECTA f Y SE OBTIENEN LA ORDENADA Y LA COTA DEL PUNTO DE 
INTERSECCIÓN DE ELLA CON EL PLANO y Z ASI, 

y = 2 - -f3 t => y =  2 - -13 (- Js) => y =  4 

z = -2 - -J3 t => z = -2 - -J3 (- 5s) => z = o  

POR LO TANTO, EL PUNTO DE INTERSECCIÓN ES (0,4,0) 
C) SI SE CONSIDERA EL VECTOR U = (1, -1,-1) PARALELO A LA RECTA Y EL PUNTO (2,2,-2) QUE PERTENECE A ELLA, ENTONCES UNAS DE SUS 
ECUACIONES CARTESIANAS EN FORMA SIMÉTRICA SON· 

e x - 2  y - 2  z + 2  -- = = --
1 - 1  - 1  

Y SI, CON EL MISMO VECTOR PARALELO, SE TOMA EN CUENTA Al PUNTO DE INTERSECCIÓN CON EL PLANO y Z , ES DECIR, EL PUNTO ( 0, 4, 0) , ENTONCES UW.S 
DE SUS ECUACIONES CARTESIANAS EN FORMA SIMtTRICA SON 

e X 
1 

DINÁMICA 

y - 4 z :;___ __ = 
- 1 - 1 

El AUTOMóviL DEPORTIVO DE LA FIGURA TIENE UNA MASA DE 2 Mg Y LA EFICIENCIA DE SU MOTOR ES E =  0.63 Al MOVERSE HACIA DELANTE ELAJII 

CREA UNA RESISTENCIA F0 = 1 . 2  v2 N , SIENDO V LAVELOCIDADDELAUTOEN m SIELAUTOVIAJAAUNAVELOCIDADCONSTANTEDE 50 m 
S S 

CALCULAR LA POTENCIA MÁXIMA QUE SE SUMINISTRA AL MOTOR 

SOlUCIÓN. EL DIAGRAMA DE CUERPO UBRE SE MUESTRA EN LA SIGUIENTE FIGURA, DONDE SE INDICA QUE LA FUERZA NORMAL N e Y LA FUERZA DE FRICCI() 
Fe , REPRESENTAN LAS FUERZAS RESULTANTES DE LAS CUATRO RUEDAS 

EN ESPECIAL, LA FUERZA DE FRICCIÓN, NO BALANCEADA, IMPULSA O EMPUJA El VEHICULO HACIA DELANTE. ESTE EFECTO SE CREA, NATURALMENTE, POO � MOVIMIENTO DE ROTACIÓN DE LAS CUATRO RUEDAS SOBRE El PAVIMENTO, Y ESTÁ DESARROLLADO POR LA POTENCIA DEL MOTOR 
SI SE APLICA LA ECUACIÓN DEL MOVIMIENTO EN LA DIRECCIÓN X , SE TIENE QUE· 

L F" = m a" => Fe - 1 . 2 v 2 = 2000 dv dt 
COMO EL AUTOMóviL VIAJA CON VELOCIDAD CONSTANTE, dv = 0 POR LO TANTO, SI V = 50 m , ENTONCES m s 

Fe = 1 .2 (so ) = 3000 N 



LA POTEt-.CIA DE SALIDA DEL AUTOMóviL SE MANIFIESTA POR LA FUERZA DE FRICCIÓN Fe . ASI, SE TIENE QUE: 

P = Fe · v = (3000 N )
( 
50 : )

. = 150 kW 
LA POTENCIA QUE SUMINISTRA EL MOTOR (POTEt-.CIA DE ENTRADA AL VEHICULO) ES, POR LO TANTO, IGUAL A 

1 1 
ENTRADA DE POTEt-.CIA = - (SALIDA DE POTEt-.CIA) = -- (150 ) = 23 8 kW 

S 0.63 

DINÁMICA 
EL JOVEN Y SU BICICLETA, QUE APARECEN EN LA FIGURA, TIENEN UN PESO TOTAL DE 125 lb Y SU CENTRO DE MASA ESTÁ EN G SI RUEDA SIN IMPULSO, E� 

DECIR, QUE NO PEDALEA, CON UNA VELOCIDAD DE 10 ft EN LA CUMBRE DE LA COLINA, EN A , CALCULAR LA FUERZA NORMAL QUE SE EJERCE EN AMBAS 
S 

RUEDAS DE LA BICICLETA CUANDO LLEGA A B , EN DOODE EL RADIO DE CURVATURA DEL PAVIMENTO ES p = 50 jt DESPRECIAR LA FRICCIÓN . 

• 
SOLUCIÓN COMO LA FUERZA NORMAL NO EFECTÚA TRABAJO, DEBE CALCULARSE EMPLEANDO LA ECUACIÓN DE MOVIMIENTO. 

L F. = m ( �) 
SIN EMBARGO, SE PUEDE DETERMINAR LA VELOCIDAD DE LA BICICLETA EN B EMPLEANDO LA ECUACIÓN DE CONSERVACIÓN DE LA ENERGIA ¿POR QUÉ? 

, 

1 
1 .. t ! . .  

-��� �---1 

ENERGIA POTEt-.CIAL EN LA FIGURA SE MUESTRA LA BICICLETA EN LOS PUNTOS A y B . POR COMODIDAD, SE HA ESTABLECIDO LA REFEREt-.CIA Df FNFRr.IA 
• - · �•w•"'- '-'' '-L "'-' ' ' "V UC t'N\,')1\ \,UI\1-.UU U\ t:ll\.11.-lt: IA t:::>IA t:N t:L t'\JNIO D 
CONSERVACIÓN DE LA ENERGIA 

{T A } + {vA } = {T B } + {v B } 
{ � m A V / } + {m A gh A } = { � m 8 V 8 2 } + {m 8 gh 8 } 

{ 1 (
�)

(10 )2
} 

+ {(125 X3o )} = 
{.!.. (�)

(v8 Y
} 

+ {(125 Xo)} 2 32 .2 2 32 .2 

V 8 = 45 . 1 jt 
S 

ECUACIÓN DE MOVIMIENTO SI SE USAN LOS DATOS DEL DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE CUANDO LA BICICLETA ESTÁ EN B , SE TIENE QUE· 

"" N - 125 = � (45 . l Y .L..J F,. = ma ,.  => 8 32 _2 50 N 8 = 283 lb 



4 
CINEMÁnCA 
POR MEDIO DE �  CÁMARA DE VIDEO SE OBSERVA OlE CUANOO SE OOlPEA UN BALÓN EN A COMO SE INDICA EN LA FIGURA. APENAS LOGRA PASAR POR ENCIMA 
DE UN MURO EN B CUANDO ALCANZA SU MÁXIMA ALTURA SI SE SABE QUE LA OIST ANClA DE A AL MURO ES DE 20 m Y QUE LA ALTURA DE �STE ES DE 

4 m , CALCULAR LA VELOCIDAD INICIAL CON LA QUE SE PATEÓ EL BALÓN IGNORAR EL TAMAÑO DEL MISMO. 

SOLUCIÓN. 
SISTEMA DE COORDENADAS LA RAPIDEZ INICIAL V A • EL ÁNGULO DE INCLINACIÓN 0 Y EL TIEMPO t AB PARA RECORRER DE A A B REPRESENTAN LAS 
TRES INCóGNITAS ENSU PUNTOMÁS ALTO, B , LA VELOCIDAD (v8)y = 0 Y ADEMÁS: 

(v8}.., = (v,.c}x = vA cosO 
MOVIMIENTO HORIZONTAL 

MOVIMIENTO VERTICAL 
(v8t = (vA)y + g tAB � 0 = vAsen 0 - 9.8l tA8 (2) 

(v8 )� = (vA )� + 2g (y8 - yA ) � 0 = v�sen20 + 2 (- 9.81 X4 - 0) (3) 

DE LAS ECUACIONES (1) y (2) SE TIENE QUE VA2 senO cosO = 196.2 � V2 - 196·2 (4) , SE SUSTITUYE ESTEVAL(JJ. A - senO cosO 
EN LA EXPRESIÓN (3) Y SE LLEGA A 

sen O = tan 0 = 2 (9. 81 X 4)  � 0 = angtan ( 0.  4)  
cos o 196 .2  

POR LO TANTO, EN LA ECUACIÓN ( 4) SE OBTIENE FINALEMENTE QUE e= ----19-6--.2------VA = \j {;en 21 . 8 0Xcos 21� 
� vA = 

CULTURA 

� o =  21 .8° 

23 .9 m 
S 

AUGUSTO MONTERROSO ES UNO DE LOS GRANDES ESCRITORES LATINOAMERICANOS DE NUESTRO TIEMPO, QUE LOGRA SEDUCIRNOS, DE PRINCIPIO A FIN, CON SU 
PROSA RÁPIDA Y AMENA. UNA DE SUS FABULAS: 

EL ZORRO MAs SABIO 
UN OlA QUE EL ZORRO ESTABA MUY ABURRIDO Y HASTA CIERTO PUNTO MELANCÓLICO Y SIN DINERO DECIDIÓ CONVERTIRSE EN ESCRITOR, COSA A LA CUAL SE DEDICÓ. 
INMEOIA T AMENTE, PUES ODIABA ESE TIPO DE PERSONAS QUE DICEN VOY A HACER ESTO O LO OTRO Y NUNCA LO HACEN. 
SU PRIMER LIBRO RESULTÓ MUY BUENO, UN ÉXITO. TODO EL MUNDO LO APLAUDIÓ, Y PRONTO FUE TRADUCIDO (A VECES NO MUY BIEN) A LOS MÁS DIVERSOS IDIOMAS 
a SEGU'-00 FUE TOOAviA MEJOR QUE EL PRIMERO. Y VARIOS PROFESORES NORTEAMERICANOS DE LO MÁS GRANADO DEL Ml,.t.IOO AC�MICO DE AQUELLOS 
REMOTOS OlAs LO COMENTARON CON ENTUSIASMO Y AUN ESCRIBIERON LIBROS soeRE LOS LIBROS QUE HABLABAN DE LOS LIBROS DEL ZORRO ' 
DESDE ESE MOMENTO EL ZORRO SE DIO CON RAZÓN POR SATISFECHO, Y PASARON LOS� Y NO PUBLICABA OTRA COSA 
PERO LOS DEMÁS EMPEZARON A MURMURAR Y A REPETIR '¿QU� PASA CON EL ZORR07, Y CUANDO LO ENCONTRABAN EN LOS COCTELES PUNTUALMENTE SE LE 
ACERCABAN A DECIRLE TIENE USTED QUE PUBLICAR MÁS 
-PERO SI YA HE PUBLICADO DOS LIBROS -RESPONDIA �L CON CANSANCIO. 
-Y MUY BUENOS -tE CONTESTABAN-; POR ESO MISMO TIENE USTED QUE PUBLICAR OTRO 
El ZORRO NO LO OECIA, PERO PENSABA "EN REALIDAD LO QUE �STOS QUIEREN ES QUE YO PUBLIQUE UN LIBRO MALO, PERO COMO SOY EL ZORRO, NO LO VOY J 
HACER' Y NO LO HIZO 

¡A Y UNAM, QUE EMOCIÓN VIVIRTEI 
PRODUCCIÓN: ING. PABLO GARclA Y COLOME. REVISIÓN: ING. ENRIQUE ARENAS SÁNCHEZ 

COLABORACIÓN: LIC. ANA MARIA VIEYRA Á VI LA Y LIC. MARIA ELENA CANO SN...AZAR 



BOLETÍN COPAD/ 
FACULTAD DE INGENIERÍA. UNAM 

COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE 
ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS 

AÑO 2002 NÚMERO 35 17 DE ENERO DE 2002 

EDITORIAL 
ESTE BOLETIN, DE LA COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS (COPADI), 
ES UNA PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO 
ES APOYAR SU DESEMPEÑO ACADÉMICO. NUESTRO PAIS NECESITA DEL CONCURSO SERIO, RESPONSABLE, 
COMPROMETIDO Y EFICIENTE DE LOS INGENIEROS DE LA UNAM. ASI HA SIDO SIEMPRE. HAY QUE SEGUIR LA 
TRADICIÓN. 

"APRENDER A APRENDER, APRENDER A EMPRENDER Y APRENDER A SER" 
ECUACIONES DIFERENCIALES 
OBTENER LA SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN DIFERENCIAL LINEAL HOMOGÉNEA DE COEFICIENTES CONSTANTES 

y" 6 y'+9 _; o 
SU JET A A LAS CONDICIONES INICIALES 

y(O) = 1 y'(O ) =  3 
SOLUCIÓN 
LA ECUACIÓN CARACTERÍSTICA, ASÍ COMO SU SOLUCIÓN ESTÁN DADAS POR 

A.2 - 6A. 4- 9 = O => (A. 3 Y = O => A.1 = 3 y A.2 = 3 
COMO SE OBSERVA, SE TIENE UNA RAÍZ DOBLE, LUEGO LA SOLUCIÓN GENERAL ES 

y ·ex) C1 e3x + C2 X e3x 
SI SE UTILIZAN AHORA LAS CONDICIONES INICIALES SE TIENE QUE 

y (x) - e1 e3x + e2 x e3x , 
y' ( x ) = 3 e I e 3 x + e 2 (3 x e 3 x + e 3 x ) ' 

y (o) =  1 

y' (0) = 3 
=> 

=> 3 
SE RESUELVE ESTE SISTEMA Y Sr TIENE QUE e1 = 1 y e2 = 0 .uEGO. LA SOLUCIÓN ÚNICA DE ESTE PROBLEMA DE CONDICIONES INICIALES ES 

y (x } =  e l x  

ECUACIONES DIFERENCIALES 
RESOLVER EL SISTEMA 

SOLUCIÓN 

x'= x + y  
y '= -3 x - y  

x (o) - 1 

y (o) =  o 

SE DERIVA LA PRIMERA ECUACIÓN Y SE SUSTITUYE EN ELLA A y' POR LA SEGUNDA ECUACIÓN ASÍ, SE TIENE QUE 

x"- x'+ y' => x"== x'+(- 3x · y) 
AHORA SE DESPEJA y EN LA PRIMERA ECUACIÓN DEL SISTEMA Y SE SUSTITUYE EN LA ÚLTIMA EXPRESIÓN OBTENIDA. LUEGO SE LLEGA A 

y =  x'-x => x"= x' 3 x- {x'-x) => x"= x'-3x · x'+x => x"+2x - O 
LA SOLUCIÓN DE ESTA ECUACIÓN DIFERENCIAL ESTÁ DADA POR 

X (t) = e 1 COS 2 t + e� Sen ( 2 1 
DE ACUERDO CON LA PRIMERA ECUACIÓN DEL SISTEMA DADO SE PUEDE ESCRIBIR QUE 

y(t) - x'-x - ,2 c1 sen \1 2 1 +  .; 2 e2 COS v2 t - c1 COS "';2 t - c2 sen , 2 t 

y(t)= (.J2 e2 - c1 )cos �·2 t - (/2 e1 + e2 �en '2 1 
SI SE UTILIZAN LAS CONDICIONES INICIALES, SE TIENE QUE 



X (0) = C1 = 1 y (o) =  -Ji c2 - c1 = o => 
POR LO TANTO, LA SOLUCIÓN ÚNICA DEL SISTEMA ESTÁ DADA POR LAS FUNCIONES SIGUIENTES. 

x (t) = cos -Ji t + }z sen -J2 t 

y (t) = -(-Ji + }z) sen -J2 t = - }z sen -J2 t 

CÁLCULO ! 
LAS ECUACIONES DE UNA SEMIELIPSE, EN FORMA IMPLÍCITA Y PARAMÉTRICA, SON LAS SIGUIENTES 

x2 y2 • {x = 5 cos8 -+- = 1  ; y � O  y f :  
25 1 6  y = 4 sen 8 

2 

Jr 
CALCULAR EL VALOR DE LA PENDIENTE DE LA RECTA TANGENTE A LA ELIPSE EN EL PUNTO EN EL CUAL 0 = - . UTILIZAR PARA ELLO LOS PROCEDIMIENTOS DE 

3 
DERIVACIÓN CORRESPONDIENTES A FUNCIONES DEFINIDAS EN FORMA IMPLÍCITA Y EN FORMA PARAMÉTRICA. 

SOLUCIÓN. COMO SE SABE, LA DERIVADA ES LA PENDIENTE DE LA RECTA TANGENTE. LUEGO: 
FORMA IMPLÍCITA 

xz yz - + - = 1  25 16 
y � O  

Jr 
COMO 8 = - => 

3 
POR LO TANTO 

5 x =-
2 

dy 

2x + 2y dy = 0 => dy = _ _ 2_x ! 
25 16  dx dx 25 y 

y = 2J3 

16 ( � )  
dx = - 25 (2-JJ) => dy 

dx 
= 40 

5o -J3 
FORMA PARAMÉTRICA 

=> 

=> 

dy 16x 
- - ---
dx 25y 

dy - � -0.4619 
dx 

{ X = 5 COS 8 f :  O s 8 s tr 
y = 4 sen 8 

dx 
- = -5 sen 8 
dt 
dy = 4 cos 8 
dt 

L} --Jr 
Y PARA u SE Tli:NE QUE : 

3 

CÁLCULO 11 

dy = -i cot ;r => dx 5 3 

RESOLVER LAS SIGUIENTES INTEGRALES: 

dy 
dx 

i) J 2x + 5 - dx 
9 + 16 x - 4x2 

SOLUCIÓN 

i) J 2x + 5 dx 
9 + 16  x - 4x2 

dy 
dy - d 8 - 4 cos 8 = - i cot 8 
dx - dx - - 5 sen 8 5 

dO 

=> dy 
dx 

4 = - 5-!3 
=> dy - � -0.4619 

dx 

. . .  
) J 

2x + 1 dx 
m 

-
x::-3 --8 



LO PRIMERO QUE SE ACONSEJA ES LLAMAR AL DENOMINADOR CON UNA NUEVA VARIABLE U Y VER CÓMO SE PRESENTA LA DI FERENCIAL ASI SE TIENE QUE 

u = 9 + I 6x- 4x2 => du = (16 - 8x)dx = -4(2x - 4)dx 
ENTONCES LA EXPRESIÓN ORIGINAL SE PUEDE ESCRIBIR COMO .. ---� 

J 2x + 5_ dx = J�+ 5 - 4 + 4 dx =; J 2x - 4 + 9  dx = '- _!_ J - 4(2x 4) dx +9J dx 'dx 9 + 16x - 4x2 9 + 16x 4x2 9 + 16x- 4x2 4 9'+ 16x- 4x2 9 + 16x-4x2 ) LA PRIMERA INTEGRAL SE RESUELVE HACIENDO USO DEL CAMBIO DE VARIABLE PROPUESTO Y QUE6AeoMO, 

- 1 J du = - _!_In !u 1 + e 1 = - 1 In 19 + 16 X - 4 X 2 1  + e 1 4 u 4 4 
PARA RESOLVER LA SEGUNDA INTEGRAL SE COMLETA EL TRINOMIO CUADRADO PERFECTO EN EL DENOMINADOR, LO QUE CONDUCE A LO SIGUIENTE 

9f 
dx - 9f 

dx - 9f 
dx - 9f 

dx 
9 + 16x - 4x2 - -(4x2 - 16 x - 9) - -(4x2 - 16 x+ l6 - 16 - 9) - 25 - (2x - 4f 

SE REALIZAN LOS CORRESPONDIENTES CAMBIOS DE VARIABLE DE DONDE 

a 2 = 25 a = 5 u 2 = (2 x - 4 Y u =  2x - 4 du = 2 dx 
LUEGO 

9J dx = 9J dx = 2_J� = 9 ln la + u l + e  = 9 1n l l + 2x l + e 9 + 16x - 4x2 25 - (2x - 4)2 2 a2 - u2 2 a - u  2 2 9 - 2x 2 
' FINALMENTE, LA SOLUCIÓN DE LA INTEGRAL ES· 

1 f 
2x + 5 1 -----,-2 dx = - -In 9 + 16 x - 4x2 f 9 + 16 x - 4x 4 + 9 In 1 1  + 2x J + e 2 9 - 2x 

ii) J x2 angtanx dx 
ESTA ES UNA INTEGRAL QUE SE RESUELVE POR EL MÉTODO CONOCIDO COMO 'INTEGRACIÓN POR PARTES' ASI SE TIENE QUE 

u = ang tan x dv = x2 dx 
dx x3 du =  v = -x2 + 1 3 

x3 J x2ang tan x dx = 3ang tan x 

SE EFECTÚA LA DIVISIÓN DEL INTEGRANDO DE LA INTEGRAL QUE APARECE EN EL SEGUNDO TÉRMINO DE LA EXPRESIÓN QUE SE ACABA DE OBTENER Y SE LLE<?A A 

� = x - _x_ => J(x- _x_) dx = Jx dx - J x dx = x2 - l ln x2 + IJ + et x2 + 1 x2 + 1 x2 + 1 x2 + 1 2 2 
FINALMENTE SE TIENE QUE. 

. . . ) J2x+ 1 dx lll 3 X -8 

x3 x2 1 J x2angtanx dx = -angtanx - + -In Jx2 + ti + C 
3 6 6 

POR EL MÉTODO DE 'INTEGRACIÓN POR DESCOMPOSICIÓN EN FRACCIONES RACIONALES', SE TIENE QUE 

DE DONDE: 

2 X + 1 2 X + 1 A Bx + e 
x3 - 8 = (x - 2 Xx2 + 2x + 4} = x - 2 + x2 + 2x + 4 

2 X + 1 = A (x 2 + 2 X + 4)  + ( Bx + e X X - 2) 
2 X + 1 = Ax 2 + 2 Ax + 4 A + Bx 2 - 2 Bx + ex - 2 e 

O = A + B 
2 = 2 A - 2 B + e 
1 = 4 A - 2 C 

SE RESUELVE EL SISTEMA Y SE LLE<?A A 

3 



2 = 4A+C  B = -A => => 1 = 4A - 2C 
2 =  4A +C => 1 = 3C => 

- 1  = -4A + 2C 

C = .!.  
3 
5 A = -
12 
5 B = --12 

POR LO QUE LA INTEGRAL QUEDA COMO 

5 5 1 - - -x+-
f 2x + 1 dx _ J 12  dx J 1 2  3 dx _ 5 J dx 1 J Sx - 4 dx x3 - 8 

- x - 2 
+ x2 + 2x + 4 - U x - 2 - 1 2  x2 + 2x + 4 

LA PRIMERA INTEGRAL SE RESUELVE FÁCilMENTE MEDIANTE UN SENCILLO CAMBIO DE VARIABLE QUE CONDOCE A UNA FUNCIÓN LOGARITMICA 

2_J___!!!_ = 2_ln x - 2 + C1 12 X - 2 12 
Y LA SEGUNDA INTEGRAL SE RESUELVE DE MANERA SEMEJANTE A LA (i) DE ESTA SERIE DE INTEGRALES. ASI, SE TIENE QUE 

u =  x2 + 2x + 4 => du = (2x + 2� = 2(x + 1� 
f 5x - 4  dx = f Sx + S - 5 - 4  dx = Sf 

x + 1  dx - 9f dx 
x2 + 2x + 4 x2 + 2x + 4 x2 + 2x + 4 x2 + 2x + 4 

sf 2 
x + 1- dx = �f du = 5 ln u i + C2 = �ln x2 + 2x + 41 + C2 x + 2x + 4 2 u 2 2 

f dx dx - f dx - J dx 
x2 + 2x  + 4 - x 2  + 2 x  + 1 - 1 + 4 - (x + IY  + 3 

a2 = 3 , a = -J3 , U 2 = (x + 1 J , U = X +  1 , du = dx 
f dx J 

dx 
J du 1 u 9 x + 1  -9  -- dx = -9 = -9 = -9 · -angtan -+C = - -angtan --+C x2 + 2x + 4  (x + 1) + 3  u2 + a2 a a 3 -fj -Jj 3 

FINALMENTE LA SOLOCIÓN DE LA INTEGRAL ES 

f 2x + 1 5 5 2 9 x + 1 
3 dx = -In X - 21 + - ln X + 2x + 4 - ,-;; angtan r;; + C , C = C1 + C2 + C3 X - 8 12 2 -v3 -v3 

TUTORIA 
ALUMNOS DE PRIMER INGRESO CURRICULAR 

4 

APROVECHEN LA TUTORIA ES UN SERVIVIO ACAD�MICO QUE PUEDE SER FUNDAMENTAL EN SUS ESTUDIOS EL TUTOR ES UN ALIADO QUE PUEDE ORIENTAR 
ACAD�MICA Y HUMANAMENTE. ES UN PROFESOR DE LA FACULTAD DISPUESTO A AYUDAR, A ESCOCHAR Y A TRATAR DE ENCONTRAR SOLUCIONES A TODAS LAS 
PROBLEMATICAS QUE USTEDES LE PLANTEEN 

ALUMNOS DE PRIMER INGRESO PROPEDÉUTICO 
EL PRÓXIMO SEMESTRE, CUANDO EST�N EN PRIMER SEMESTRE CURRICULAR, SE LES PROPORCIONARÁ UN TUTOR, DISPUESTO A APOYAR SU DESEMPEÑO ACAD�MICO 
ENTREVISTENSE CON �L. APóYENSE EN �L. PIDAN LE SU CONSEJO SOBRE TODO AQUELLO QUE LES PREOCUPE O QUIZÁ HASTA LOS ANGUSTIE 

ALUMNOS DE OTROS SEMESTRES 
SI TUVIERON UNA BUENA RELACIÓN CON SU TUTOR EN EL PRIMER SEMESTRE • LO QUE DESEAMOS SINCERAMENTE-, PUEDEN SEGUIR BUSCANDO SU AYUDA Y SU 
ORIENTACIÓN Y CONTINUAR LA RELACIÓN DE AFECTO QUE SE ESTABLECIÓ 

CULTURA 
LA MOSCA QUE SOAABA QUE ERA UN ÁGUILA (AUGUSTO MONTERROSO) HABlA UNA VEZ UNA MOSCA QUE TODAS LAS NOCHES soNABA QUE ERA UN ÁGUILA Y QUE SE ENCONTRABA VOLANDO POR LOS ALPES Y POR LOS ANDES EN LOS 

PRIMEROS MOMENTOS ESTO LA VOLVIA LOCA DE LA FELICIDAD; PERO PASADO UN TIEMPO LE CAUSABA UNA SENSACIÓN DE ANGUSTIA, PUES HALLABA LAS ALAS 
DEMASIOO GRANDES, EL CUERPO DEMASIADO PESADO, EL PICO DEMASIADO DURO Y LAS GARRAS DEMASIADO FUERTES, BUENO, QUE TODO ESE GRAN APARATO LE 
IMPEDIA POSARSE A GUSTO SOBRE LOS RICOS PASTELES O SOBRE LAS INMUNDICIAS HUMANAS, ASI COMO SUFRIR A CONCIENCIA DÁNDOSE TOPES CONTRA LOS 
VIDRIOS DE SU CUARTO 
EN REALIDAD NO QUERIA ANDAR EN LAS GRANDES ALTURAS, O EN LOS ESPACIOS LIBRES, NI MOCHO MENOS. 
PERO CUANDO VOLVIA EN Si LAMENTABA CON TODA EL ALMA NO SER UN ÁGUILA PARA REMONTAR MONTAÑAS, Y SE SENTIA TRISTISIMA DE SER UNA MOSCA, Y POR ESO 
VOLABA TANTO, Y ESTABA TAN INQUIETA Y DABA TANTAS VUELTAS HASTA QUE LENTAMENTE, POR LA NOCHE, VOLVIA A PONER LAS SIENES EN LA ALMOHADA 

¡AY UNAM, QUÉ EMOCIÓN VIVIRTEI 
PRODUCCIÓN: ING. PABLO GARclA Y COLOME. REVISIÓN: ING. ENRIQUE ARENAS SÁÑCHEZ. 

COLABORACIÓN: LIC. ANA MARIA VIEYRA AVILA Y LIC. MARIA ELENA CANO SN...AZAA 



BOLETIN 

Af'IO 2002 

EDITORIAL 

COPAD/ 
FACULTAD DE INGENIERIA. UNAM 

COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE 
ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS 

NÚMER0 36 2 DE FEBRERO DE 2002 

ESTE BOLETIN, DE LA COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS (COPADI), 
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"APRENDER A APRENDER, APRENDER A EMPRENDER Y APRENDER A SER" 
GEOMFnUAANAUTICA 

1( . 2 X - 3 y + 6 Z + 28 = 0 
CAlCUlAR LA DISTAtCIA ENTRE LOS PlliNOS PARALELOS 1f1 y 1f2 DE ECUACIGIES 

1 . 
1f 2 : 2 x - 3 y +  6z + 14 = O 

PRIMERA FORMA 

l(q - P )·NI SE HACE USO DE LA EXPRESIÓN d = 1 � EN OClN:>E q ES El VECTOR DE POSICIÓN DE UN PlMO CUALQUIERA Q . OEL PLANO 1f1 

p 0 ES EL VECTOR DE POSICIÓN OE UN Plt-JTO CUALQUIERA Po DEL PlANO 1f2 • Y N ES EL VECTOR NORMAL A CUALQUIERA DE LOS UOS PLANOS 

PARA OBTENER EL PUNTO Q Y EL VECTOR q . SE HACE LO SIGUIENTE SEAN y = 0 y Z = 0 EN 1f1 LUEGO 

2x + 28 = O  :::) x = -14 :::) Q(- 14,0,0) :::) q = (- 14,0,0) 
PARA OBTENER ELPLt-JTO Po YELVECTOR Po . SE HACE LOSIGUIENTE· SEAN y =  O y z = O  EN 1f2 LUEGO 

2x + 14 = O :::) x = -7 :::) P0(-7,0,0) :::) Po = (- 7,0,0) 
�VECTORNORMALALPLANO 1f¡ ES· N =  2 ¡_ 3 J+ 6 k :::) INl = .j(2Y + (- JY + (6Y = 7. ENTOOCES 

q - Po = (- 14,0,0)- (- 7,0,0)= (- 7,0,0) 
(q - Po) · N = (- 7,0,0)· (2,-3,6) =  -14 

d = 1- 14 1 = 2 UNIDADES DE LOOGITLO 7 
OTRA FORMA 

COO LADISTNCIA DE UN PLANO DE EruACIÓN Ax+ By+Cz + D =O .  AL ORKXN. OOE ESTADAOA POR d = 
ID! 

-JA2 +82 +C2 
SE CALCULA LA DISTANCIA ENTRE CADA UNO DE LOS PlANOS Y EL ORIGEN 

ID¡ I 28 
PARA 1f1 d1 = = - = 4 UNIDADES DE LCN:>ITUD 

/A2 +B2 +C2 7 \j 1 l 1 

PARA 1(2 d = ID 2 1 = !i__ = 2 lJIIIDADES DE LCN:>ITUD 2 /A 2 + B 2 + C 2 7 \j 2 2 2 



PUESTO QUE PARA N¡ = N 2 SE TIENE QUE D1D2 > 0 , ENTONCES EL ORIGEN DE C,..PORDENADAS NO ESTÁ COMPRENDIOO ENTRE LOS DOS PlANOS, 
LO QUE LA DIST ANClA ENTRE ELLOS ESTÁ DADA POR 

d = d1 - d 2 = 4 - 2 = 2 UNIDADES DE LONGITLO 

NOTA. SI PARA N, = N2 SETlNIERAQUE D,D2 < o  ENTONCES ESTOQUERRÍAOECIRQJEELORIGENESTÁCOMPREII()IOOENTRE LOS OOS PlANOS  y 
ESTE CASO SE TENORIA QUE 

ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO 
CON BASE EN LA lt-t=ORMACIÓN SIGUIENTE· 

5, = 12 [v ] 
52 = 6 [v ]  
53 = 6 [v ]  
54 = 3 [v ] 

r, = 2 [n ] 
r2 = 1 [n ] 
r3 = 2 [n] 

r4 = 1 [n ] 

R, = t 8  [n] 
R2 = 9 [n ] 
R3 = 28 [n] 

QUE CORRESPONDE Al CIRCUITO DE LA FIGURA, OBTENER 
A) LA CORRIENTE El�CTRICA EN CADA UNA DE LAS FUENTES DE jem 

B) LA ENERGÍA ELÉCTRICA QUE SE TRANSFORMA EN CALOR, CADA SEGUNOO, EN El RESISTOR R¡ 
C) LA DIFERENCIA DE POTENCIAL VAB 
O) LA ENERGÍA SUMINISTRADA POR LA FUENTE 52 Al RESTO DEL CIRCUITO, EN 5 SEGUNOO 

&. -.1! 

RESOLUCIÓN 
A) EN LA FIGURA SIGUIENTE SE MUESTRAN LAS CORRIENTES EN CADA RAMA 

CON LA LCK EN El NODO B TENEMOS QUE 

CON LA L VJ( EN LA MALLA IZQUIERDA, SE TIENE QUE 

-� 
r-:r·u .o �)� 1 � - � 

.. .-1- • • : 

'· f t . '• 
� "' • 20 20 • 

... 
:e 8 

r, /1 - 51 + R, /1 + R3 /2 + r2 /2 - 52 = O 

CON LA L VJ( EN LA MALLA DERECHA. SE TIENE QUE 

20 1, + 29 /2 = 18 (2) 

r3 /3 - 53 + R2 13 + R3 /2 + r2 12 - 52 = O 
29 12 + 1 1  /3 = 12 (3) 

Al RESOLVER El SISTEMA DE ECUACIONES SE ENCUENTRAN 

/1 = 0.3324 (A] ; 12 = 0.3914 [A] ; I, = 0.059 [A] Y ADEMÁS /& = 0 • 



B) 

C) 

O) 

Edis = P. M � P. = R,I,2 Ea,, = 18 (n] 0.33242 (AJ 1 (S] => Eais = 1 .989 (J] � � � 

VAB = e4 - r4(0)+ R213 + R312 + r2/2 - 62 
V AB = [3 + 9(0.059 )+ 28(0.3914 )+  1(0.3914 )- 6 ] [v ]  
VAB = (3 + 0 .531 + 10 .959 + 0 .3914 - 6) [v ] 
VAB = 8 .882 [v ]  
EsUM = P2 l:!. t  P2 = e212 - r2I/ YAQUEESFUENTEREAL l 

E SUM 2 = l6(0.3914 )- 1(0.3914 Y j [w ]  5 [s] => EsUM l 

11 t = 5 [s ] 
= 10 .976 [J] 

TERMODINÁMICA 

EN lJ< CILNORO VERTICAL, COO lJ< éMBOLO LIBRE DE FRJCCIÓN, HAY 23 (g) DE UN GASIDEAL ( R � 2. 0786 (�J. k � �} 

3 

EL FLUI�O SE ENFRIA CASIESTÁTICAMENTE DESDE 200 (°C) HASTA 90 (°C) . LA MASA DEL tMBOLO ES TAL, QUE EL GAS ESTABA INICIALMENTE A 
300 (kPa) . EL CILINDRO TIENE 40 (cm) DE DIÁMETRO YSE HALLA EN LACU (CIUDAD UNIVERSITARIA) ( 77. 1 7  (kPa), 1 8  (°C 1 9.78 (;) )· 
CALCULAR EL CAMBIO EN LA ENERGIA DEL GAS QUE EL PROCESO PROVOCA. 

RESOLUCIÓN 

SISTEMA: CERRADO (LA MASA DEL GAS EN EL CILINDRO) 

PARA LA APLICACIÓN DE LOS PRINCIPIOS DE LA TERMODINÁMICA, DEBEN CONOCERSE LOS ESTADOS DE EQUILIBRIO INICIAL Y FINAL 

El ESTADO DE EQUILIBRIO INICIAL SE DETERMINA MEDIANTE 200 ( ° C) y 300 (kPa) 
EN EL ESTADO DE EQUILIBRIO FINAL SE DA ÚNICAMENTE 90 ( ° C) ; PARA LA DETERMINACIÓN DE ESTE ESTADO, APóYESE EN EL HECHO DE QUE UN PROCESO 
CASIEST ÁTICO ES UNA SUCESIÓN DE ESTADOS DE EQUILIBRIO 
PARA QUE HAYA EQUILIBRIO TERMODINÁMICO HA DE HABER EQUILIBRIO MECÁNICO. SI SE APLICA ESTA CONDICIÓN AL tMBOLO, EN CUALQUIERA DE LOS ESTADOS DE 
EQUILIBRIO A LOS LARGO DEL PROCESO, SE LLEGA A: 

LOS SÍMBOLOS DE LA ECUACIÓN (J) SON. 

M imbolo • g -��- - + pamb 
á (!) 

M émbolo = DESCONOCIDA, PERO CONSTANTE 

pamb = CONSTANTE 

7f D2 
á = -- = CONSTANTE 

4 
g = CONSTANTE 

DE LA ECUACIÓN (J) PUEDE CONCLUIRSE QUE LA PRESIÓN DEL SISTEMA SE MANTIENE CONSTANTE DURANTE EL ENFRIAMIENTO. 

POR LO TANTO, LA SEGUNDA PROPIEDAD QUE SE NECESITA PARA LA DETERMINACIÓN DEL ESTADO FINAL ES 3 00 (kP a). . 
APLIQUE LA PRIMERA LEY DE LA TERMODINÁMICA AL SISTEMA CERRADO. CONSIDERE QUE DURANTE EL PROCESO LOS CAMBIOS EN LA ENERGÍA CINtTICA Y EN LA 
ENERGÍA POTENCIAL DEL SISTEMA SON DESPRECIABLES: 

E final - E inicial � U final - U Inicial 
PUESTO QUE EL SISTEMA ES UN GAS IDEAL, QUE ES lJ'lA SUSTANCIA SIMPLE COMPRESIBLE, EL ÚNICO TRABAJO CASIEST ÁTICO ES TRABAJO DE EXPANSIÓN 

V p. 

{w }.xp = - J pabs dV 
V lnl SIStema 

YA QUE EL PROCESO ES ISOBÁRICO: {W }exp = -p abs • (V fin - \1 ini ) 
sistema 

POR LA ECUACIÓN DEL GAS IDEAL· {W }exp = -M sise • R · (T fin - T;m ) (IJ ) 



COMO EL PROCESO ES ISOOÁRICO {Q} = M .nst • C p (Tfi, - T;ni) 
POR LA FóRMULA DE MAYER, CP -C  .. = R , Y POR LA DEFINICIÓN DEL EXPONENTE ADIABÁTICO DE POISSON, k = 

C P C = 
kR 

e ' p k- I  .. 

{Q }  = M .. se /� 1 (rfin - J:n1 ) • • • (111 ) 
LA PRIMERA LEY DE LA TERMODINÁMICA, CON LA CONSIDERACIÓN ANTERIOR, QUEDA COMO· 

{Q } + {w }exp ::::1 u final - u iltletal 

POR LAS ECUACIONES (f.l) y (111) EL LADO IZQUIERDO ES EVALUABLE CON FACILIDAD. PARA EVALUAR EL LADO DERECHO, SE HACE LO SIGUIENTE: 

COMENTARIOS 

M nsc }!!!____ (Tfin - Tmi ) + (- M =r · R · (r fin - ]�ni )) ::::: U fin - U ;n; k - 1 

M stsr 
R {T fin - Ttni ) = U fin - U ím k - 1 

23 {g ) 2 .0876 ( � ) -5 1- (9o (oc)- 200 (°C )) ::::: U fin - Um; 
g - - 1 

3 
- 7 . 9224 (k.J ) ::::: U fin - U mr 

OBSERVE QUE INMEDIATAMENTE DESPUtS DE ESCOGER AL SISTEMA HAY QUE ESTAR SEGURO DE QUE LOS ESTADOS INIClAL Y FINAL SE CONOCEN 
A VECES, COMO EN ESTE CASO, DEBE USARSE LA INFORMACIÓN ACERGA DEL PROCESO PARA TAL DETERMINACIÓN. 
EL LECTOR FAMILIARIZADO CON LA LEY DE JOULE PODRiA HABER ENCONTRADO LA RESPUESTA MÁS CONCISAMENTE. 

CULTURA 
LA RANA QUE QUERÍA SER UNA RANA AUTÉNTICA 

HABÍA UNA VEZ UNA RANA QUE QUERlA SER UNA RANA AUTÉNTICA, Y TODOS LOS DÍAS SE ESFORZABA EN ELLO. 
AL PRINCIPIO SE COMPRÓ UN ESPEJO EN EL QUE SE MIRABA LARGAMENTE BUSCANDO SU ANSIADA AUTENTICIDAD. 
UNAS VECES PARECIA ENCONTRARlA Y OTRAS NO, SEGÚN EL HUMOR DE ESE DÍA O DE LA HORA. HASTA QUE SE CANSÓ DE ESTO 
GUARDÓ EL ESPEJO EN UN BAÚL 
POR FIN PENSÓ QUE LA ÚNICA FORMA DE CONOCER SU PROPIO VALOR ESTABA EN LA OPINIÓN DE LA GENTE, Y COMENZÓ A PEI 
Y A VESTIRSE Y A DESVESTIRSE (CUANDO NO LE QUEDABA OTRO RECURSO) PARA SABER SI LOS DEMÁS LA APROBABAN 
RECONOCÍAN QUE ERA UNA RANA AUTÉNTICA 
UN DÍA OBSERVÓ QUE LO QUE MÁS ADMIRABAN DE ELLA ERA SU CUERPO, ESPECIALMENTE SUS PIERNAS, DE MANERA QUE SE DEDICCIJ 
A HACER SENTADILLAS Y A SALTAR PARA TENER UNAS ANCAS CADA VEZ MEJORES, Y SENTÍA QUE TODOS LA APLAUDÍAN. 
Y ASÍ SEGUÍA HACIENDO ESFUERZOS HASTA QUE, DISPUESTA A CUALQUIER COSA PARA LOGRAR QUE LA CONSIDERARAN UNA 
AUTÉNTICA, SE DEJABA ARRANCAR LAS ANCAS, Y LOS OTROS SE LAS COMÍAN, Y ELLA TODAV1A ALCANZABA A OIR CON 1'\IVII'\n.�.:�IJIVIt 
CUANDO DECÍAN QUE QUÉ BUENA RANA, QUE PARECÍA POLLO. 

AUGUSTO 

TUTORfA 
EL PRÓXIMO SEMESTRE, EL PROGRAMA "TUTORIA PARA TODOS" SE DEDICARÁ ESPECIALMENTE A LOS ESTUDIANTES DE 
GENERACIÓN 2002 QUE ESTÁN AHORA EN EL CURSO PROPEDÉUTICO. PERO ESTO NO QUERE DECIR QUE QUtENES YA 
ESTABLECIDO COMUNICACIÓN E INTERACCIÓN CON SU TUTOR, DEJEN DE HACERLO. AL CONTRARIO, SE PRETENDE QUE EL 
PERDURE Y QUE LA AMISTAD Y EL AFECTO SIGAN. DE ESTA MANERA EL ESTUDIANTE PUEDE SEGUIR RECIBIENDO APOYO Y ALIENTO 
SUS ESTUDIOS Y EL TUTOR CONTINÚA CON ESTA NOBLE LABOR QUE ES INHERENTE A SU LABOR ACADÉMICA Y A SU vV\.o•l'\vi\JI'II 
DOCENTE. ES TAN IMPORTANTE LA TUTORÍA QUE HAY BECAS DE LICENCIATURA QUE PIDEN COMO REQUISITO QUE EL 
CUENTE CON UN TUTOR 

ESTUDIANTES: APROVECHEN ESTE SERVICIO ACADÉMICO Y BUSQUEN A ESE PROFESOR QUE ESTA DISPUESTO A AYUDARLOS 

¡AY UNAM, QUÉ EMOCIÓN VIVIRTEI 

SE AGRADECE LA COLABORACIÓN DE LOS PROFESORES ELIZABETH AGUIRRE MALDONADO, GABRIEL JARAMILLO MORALES, HUMBE 
SORIANO SÁNCHEZ Y DE LA COORDINACIÓN DE TERMODINÁMICA. 

PRODUCCIÓN: ING. PABLO Y COLOMÉ. ING. ENRIQUE ARENAS 
COLABORACIÓN: LIC. ANA MARÍA VIEYRAÁVILA Y LIC. MARIA ELENA CANO oi'V..J""'"' 
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EDITORIAL 
ESTE BOLETIN, DE LA COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS (COPADI), 
ES UNA PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU 
OBJETIVO ES APOYAR SU DESEMPE�O ACADÉMICO. EN LA VIDA DE LOS ESTUDIANTES, TODO ES CUESTIÓN DE 
DECISIÓN Y VOLUNT AO. Y DESPUÉS VENDRÁN TODOS LOS FRUTOS DE LA "COSECHA•. UNA VIDA DIGNA, UN 
SALARIO DIGNO Y LA INMENSA OPORTUNIDAD DE AYUDAR A LOS DEMÁS Y SER FELIZ. 

"APRENDER A APRENDER, APRENDER A EMPRENDER Y APRENDER A SER" 
CALCULO I 
CALCULAR LAS DIMENSIONES DEL PARALELEPIPEOO DE BASE CUADRADA, DE VOLUMEN MÁXIMO, QUE SE PUEDE INSCRIBlR EN UNA ESFERA DE RARIO ti R t1 

OOTENER TAMBIEN EL VOLUMEN MÁXIMO. 
SOLUCióN 

A.,__ ___ ---,.;8 
R 

e y 
R 

e o 

(A) (B) 

EN LA FIGURA (A) SE OBSERVA EL PARALALAPiPEOO INSCRITO EN UNA ESFERA DE RADIO "R  11 . SOLAMENTE LOS V�RTICES DEL PRISMA RECTANGULAR 

PERTENECEN A LA ESFERA. LA FIJ'lCióN A OPTIMIZAR ES EL VOLUMEN DEL PARALELEPiPEOO, ES DECIR, V = X 2 y 
COMO ESTA INSCRITO EN LA ESFERA. SUS �RTICES PERTENECEN A ELLA. LUEGO. PARA PODER ESTABlECER UNA ECUACIÓN AUXILIAR QUE RELACIONE A LOS LADOS 

DEL PARALELEPIPEOO CON EL RADIO DE LA ESFERA, SE CONSIDERA LA SECCIÓN PLANA " ABCD" QUE SE MUESTRA EN LA FIGURA (B) . DE tSTA SE TIENE 

QUE: 
4R2 - y2 

2x2 + y2 = 4R2 => x2 = . . .  (1) 
2 

SE SUSTITUYE ESTE VALOR EN LA FUNCIÓN A OPTIMIZAR Y SE RESUELVE EL PROBLEMA PLANTEADO. ASI, 

V =
4R2 - y2 

y => V = 2R2y _ Y3 dV = 2R2 _ 3y2 2R2 _ 3y2 
= 0  

2 2 dy 2 2 
2 4R2 �4R2 

=> y = -
3
- ;y = ± -3-

. 2R 
COMO SE TRATA DE UNA LONGITUD, EL VALOR LÓGICO ES EL POSITIVO. LUEGO, EL VALOR CRITICO ES y =  .fj . PARA VERIFICAR QUE SE TRATA DE UN VALOR 

d2V 
CRITICO QUE CONDUCE A UN VOLUMEN MÁXIMO, SE DERIVA POR SEGUNDA VEZ Y SE LLEGA A -2 = -3 y . Y SI SE SUSTITUYE EN ESTA SEGUNDA DERIVADA EL 

dy 
VALOR CRiTICO OBTENIDO, SE TIENE QUE t{_

2
YI < 0 POR LO TANTO SE TRATA DEL VOLUMEN MÁXIMO Y PARA ENCONTRAR EL VALOR DEL LADO DE LA 

� y=2R 
.J3 

BASE, SE SUSTITUYE EL VALOR OBTENIDO DE "y" EN 'LA EXPRESIÓN (1) Y SE TIENE QUE· 



2 
4R 2 - 4R2 

x2 = __ ___ 3_ 

2 
2R 

SE TOMA EL VALOR POSITIVO POR SER LA LONGITUD DEL LADO DE LA BASE FINALMENTE, LAS DIMENSIONES DEL PARALELEPIPEDO SON X = y = - Y EL 
-J3 

8R3 
VOLUMEN MÁXIMO ES V = -

3-v3 
DINAMICA (IMPACTO) 
DOS PARTiCULAS SE MUEVEN EN LiNEA RECTA TAl COMO SE II'()ICA EN LA FIGURA 

VA 1 -

A B 
SI SE CONSIDERA QUE LAS MASAS DE LAS PARTICutAS SON IGUALES Y QUE LA MAGNITUD DE LA VELOCIDAD DE LA PARTicutA A ES EL DOBLE DE LA MAGNITUD DE 

LA VELOCIDAD DE LA PARTICULA 8 , ANTES DEL IMPACTO, ENTONCES DETERMINAR EL VALOR DEL COEFICIENTE DE RESTITUCIÓN PARA QUE LA PARTicUI..A A 

NO SE MUEVA Y LA PARTÍCULA B CAMBIE DE SENTIDO SU MOVIMIENTO DESPUÉS DEL IMPACTO 

SOLUCIÓN POR COMOOIDAD, LLAMAREMOS " x·" A LA LINEA DE IMPACTO DEFINIMOS LAS VELOCIDADES COMO 

A B 
... 1\ .... 
V A1 = V  A, i y V o1 = - V 81 i (ANTES DEL IMPACTO) 

Y DESPU�S DEL IMPACTO SE TIENE QUE 
.... + .... " 
V �, = o y V 82 = V 82 1 {DESPUES DEL IMPACTO) 

VA 2 VBz 
A B 

DEL PRINCIPIO DE IMPULSO Y CANTIDAD DE MOVIMIENTO SE TIENE QUE 

m A V A¡ + m B V B¡ = m A V Al + m 8 V 82 (1 ) 
DADO QUE LAS MASAS SON IGUALES, LA VELOCIDAD DE LA PARTICULA B ANTES DEL CHOQUE Y QUE LA PARTicULA A SE DETIENE DESPUÉS DEL CHOQUE, SE 
TIENE QUE 

V A, - V 8, = V 82 (2) 
ADEMÁS V A, = 2v 81 (3) ENTONCES, SE SUSTITUYE EN (2) Y SE LLEGA A V 82 = V 81 ( 4) 
POR OTRA PARTE. EL COEFICIENTE DE RESTITUCIÓN ESTA DADO POR 

e = V 82 - V A l (5 ) 
V �, - V  81 

DE (3) y (4) VB¡ 
Y, CONSIDERANDO LA VELOCIDAD DE LA PARTÍCULA B ANTES DEL CHOQUE, SE TIENE QUE e = - -·-

1 e = -
3 

NOTA RECORDAR QUE HA Y QUE TOMAR EN CUENTA LOS SENTIDOS DE LAS VELOCIDADES 

TERMODINÁMICA 

2v8, + v8, 
Y POR LO TANTO 

EN Lt1 CILNlRO 1/ERTK:Al. CON W EMOOLO LIBRE OE FRICCKlN HA Y 23 (g) OE UN GAS IOEAL ( R = 2. 0786 ({K). k = �) El Fl"OO SE EIERO 

CASIESTÁTICAMENTE DESDE 200 ( Ct C) HASTA 90 (o· C) LA MASA DEL EMBOLO ES TAL. QUE El GAS ESTABA INICIALMENTE A 300 (kPa) El CIUNORO 



llENE 40 (cm) DE DIAMETRO Y SE HAllA EN lA CU (Cil.CAO UNIVERSIT -) ( 77. J7 (kPa � 18 ( ° C 1 9.78 ( � ) } EST Alli.EZCA lA MASA DEL 

�MBCX.O. 
RESCX.UCIÓN. 
El� ESTABA Al COMIENZO EN EQUILIBRIO TERMODINÁMICO (El ESTAOO INICIAL) EN ESAS CONDICIONES DEBE HABER EQUILIBRIO MECÁNICO 51 SE APliCA Al 
a..no J Fm 

tF iot 

F tnt - peso - F cxt = O 

F.,. = P abs • a' peso = M imbolo • g => (p • -p amb ) a' 
= M hltbolo 

gllS g 
LOS SI�OS DE LA ECUACióN (1) SON 

P ab6 = 300 (kPa) P amb = 77 . 1 7  (kPa) 
, ... 

Al SUSTITUIR EN LA ECUACióN (1) QUEDA 

1f D2 f ) a'= --· = 125 .6637 x 10 3 \m2 4 

(1) 

(
300 x lO' (:,) - 7717 x lO' (:, 

)r25

-
�3;

8 
(�-j (m' ) = M, .... => 2863 . 1537 (kg )=M illfbolo 

COMENTARIOS. 
EL SISTEMA QUE SE ESCOOE NATURALMENTE ES LA MASA DEL GAS EN EL CILINDRO. OBSERVE QUE LA CONDICIÓN DEL EQUILIBRIO MECÁNICO SE APliCA AL �MBOLO. 
� NO FOOMA PARTE DEL SISTEMA 

SI DE LA ECUACIÓN (1) SE DESPEJARA p ab3 SE VERlA QUE EL PROCESO CASIESTÁ TICO DEBIERA SER lsoeARICO 
lllS 

NOTE ClJE � GRAN  CANTIDAD DE DATOS FUERON INNECESARIOS EN LA RESCt.UCIÓN ESTE HECHO NO DIFICUlTÓ LA DETERMINACióN DE LA RESPUESTA QUE SE 
SO..ICITÓ. 
06SERVE FINALMENTE QUE LA CONDICióN DEL EQUILIBRIO MECÁNICO SE LE EXPLICÓ EN CURSOS PREVIOS, NO EN EL DE TERMODINÁMICA 

C LCULO 111 
ENCONTRAR LA MASA DEL SÓLIOO LIMITADO POR LAS ESFERAS X 2 +y 2 + Z 2 = 1 y X 2 +y 2 + Z 2 = 4 (EXTERIOR A LA PRIMERA E INTERIOR A LA 

SEGUNDA) SI LA DENSIDAD O EN UN PUNTO p DEL SÓLIOO DESCRITO ES DIRECTAMENTE PROPORCIONAL AL CUADRAOO DE LA DISTA�IA DEL CENTRO DE LAS 

ESFERAS AL PUNTO p 
SCl.UCIÓN LAS ESFERAS SE MUESTRAN EN LA FIGURA. AI. IQ.JAL  QUE UN CIERTO PUNTO p SITUADO ENTRE ELLAS. CUYA DIST ANClA A SU CENTRO EQUIVALE A LA 

DISTANCIA DE tL AL ORIGEN DE COORDENADAS, ESTO ES, �X 2 +y 2 + Z 2 LUEGO, LA DENSIDAD EN CUALQUIER Pll'JTO p DEL SÓLIOO ES IGUAL A 

O = /e (x 2 + y 2 + Z 2 ) [)()t-()E k ES LA CONSTANTE DE PROPORCIONAI.IDAD 
z 

X 
l 

LAEXPRESIÓN PARACALcu.AR LAMASAES M =  fJJ o dV = JJJ k (x2 + y2 +z2 )dV 
R R 



POR lA FORMA DE LA REGIÓN ES CONVENIENTE UTILIZAR COORDENADAS ESF�RICAS POR OTRO lADO. DADA lA SIMETRÍA DE lA EXPRESIOO OU: DEFINE A LA 
DENSIDAD. CON RESPECTO A X, y, Z ES POSIBLE REALIZAR El CÁLCULO DE lA MASA EN UN OCTANTE Y MULTIPLICAR POR 8  ASI, SE TIENE QUE 1< 1< 2 1< 1l 2 M = 8 Jo2 fo2 l k r 2 • r 2 sen ((J dr d ((J de = 8k fo2 fo2l r 4 sen ((J dr d ((J de 

M = 8k r 2 r2 -sen ((J d((J de = 8k r z r z sen ((J - sen ((J d((J de x �[ r 5  l 2 � x ( 32 1 ) Jo Jo 5 J t Jo Jo 5 5 
M = 8 - k r2 r 2 sen ((J d((J de = - k r2 [- cos ((Jl; de = - k r2 de = -k[e]2 ( 3 1  ) 1f Ir 248 11 11 248 � 248 1f 

5 Jo Jo 5 Jo 5 Jo 5 o 

M = 124 _ k Jr 5 
JUEGO NUMÉRICO 
lR'l CiRCULO ES ROTl.lADO CON LOS NÚMEROS DEL 1 AL 1 000 
El JUEGO CONSISTE EN TACHAR EL NUMERO 1 Y. A CONTINUACIÓN, TACHAR EL NÚMERO QUE DISTA 1 5  LUGARES DEL MISMO, ES DECIR, El NUMERO 16 EL 
PROCESO ANTERIOR SE REPITE TACHANDO LOS NÚMEROS QUE DISTAN 1 5  LUGARES DEL ULTIMO NUMERO MARCADO. El JUEGO TERMINA CUANDO Al CONTAR 

15 DESPUÉS DEL ULTIMO NUMERO TACHADO, El NUMERO CORRESPONDIENTE YA SE HABlA TACHADO ANTERIORMENTE Al FINAL DEL PROCESO, ¿CUÁNTQ!: 
NúMEROS QUEDAN SIN MARCAR EN El CiRCULO? 

SOLUCIÓN 
lA CANTIDAD DE IIÚMEROS TACHADOS ANTES DE COMPLETAR UNA VUELTA AL CiRCULO SE OBTIENE Al DESPEJAR n DE lA SIGUIENTE EXPRESIÓN 

999 1 + 15 n $ 1 000 ::::> 1 5  n ::; 999 ::::> n $ ::::> n $ 66 . 6 1 5 '3JJ'R 
ESTO SIGNIFICA QUE SE HABRÁN TACHADO 67 NÚMEROS ('n + 1) . Y EL ULTIMO NÚMERO TACHADO ES El 991 Al SEGUIR El JUEGO El SIGUIENTE NÚtJE 
T ACHAOO SERA El 6 (DE lA SEGUNDA VUELTA) Y SE PUEDE APLICAR EL MISMO CRITERIO ANTERIOR PARA ENCONTRAR f1 

6 + 1 5 n ::; 1 000 ::::> n $ 
994 = 66 . 27 1 5 

ASI PUES. EN lA SEGUNDA VUELTA SE HABRAN TACHADO NUEVAMENTE 67 NUMEROS. Y EL ULTIMO NlJAERO TACHADO ESE EL 996 
EN lA TERCERA VUELTA. El PRIMER NUMERO TACHADO ES El 1 1 , Y lA CANTIDAD DE �MEROS TACHADOS SE OBTENDAA AL RESOLVER 11 DE 

1 1  + 1 5 11 $ 1000 ::::> 11 $ �89 = 65 . 93 1 5 
ES DECIR 66 NÚMEROS TACHADOS, SIENDO EL ULTIMO NUME.RC' TACHADO EL 986 AL SUMAR 1 5  UNIDADES A ESTE NÚMERO PARA INICIAR lA CUAATA 

VUELTA, SE OBSERVA QUE EL NÚMERO QUE SE DEBE TACHAR ES EL 1 . SIN EMBARGO. ÉSTE FUE EL PRIMER NúMERO QUE SE TACHO AL INICIAR El JUEGO, Y, POI 
LO TANTO, EL PROCESO FINALIZA EN CONSECUENCIA, lA CANTIDAD DE NÚMEROS QUE QUEDAN SIN TACHAR EN El CIRCULO ES DE 

1000-(67 + 67 +66) = 800 
(El PROBLEMA FUE PROPUESTO POR EL DR ROGELIO SOTO AY AlA Y ESTA SOLUCIÓN FUE PROPUESTA POR El ESTUDIANTE ULISES MIRANDA OONZAlEz) 

HUMANISMO E INGENIERlA 
¡QUE LA INGENIERiA SEA UNA PASIÓN PARA USTEDES! 

"LA VIDA VALORA LA PENA MIENTRAS HAYA EN EL MUNDO SERES CAPACES DE HACER MAGIA CUANDO PROFESAN UNA PASIÓN" 
ANGELES MASTRETTA 

¡SEAN INGENIEROS CON LA SENCILLEZ QUE MANIFIESTA LA SABIDURíA! 
"ES INNEGABLE QUE LAS COSAS SENCILLAS SON LAS QUE MAS CONMUEVEN LOS CORAZONES PROFUNDOS 

Y LOS GRANDES ENTENDIMIENTOS" 
ALEJANDRO DUMAS 

¡SEAN UBRES EN SU VIDA Y PRÁCTICA PROFESIONAL! 
"LA LIBERTAD NO ES SÓLO UN SUEÑO. ESTA AL OTRO LADO DE LAS CERCAS QUE ERIGIMOS NOSOTROS MISMOS" 

SE AGRADECE LA COLABORACIÓN DE LOS PROFESORES EDGAR LÓPEZ TÉLLEZ, ROGEUO SOTO AY N.A 
Y LA COORDINACIÓN DE TERMODINÁMICA 

¡AY UNAM, QUÉ EMOCIÓN VIVIRTEI 
PRODUCCION: ING. PABLO GARCIA Y COLOME. REVlSION: ING. ENRIQUE ARENAS SANCHEZ. 

COLABORACIÓN: LIC. ANA MARIA VIEYRA Á VI LA Y LIC. MARIA ELENA CANO Sf:.LAZ.AA 
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ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS '-""" 
Al«) 2002 NÜMER0 38 17 DE ABRIL DE 2002 ¡ EDITORIAL 

ESTE BOLETIN, DE LA COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALU .. OS (COPADf), 
ES UNA PUBLICACION QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO 
ES M'OYAR SU DESEMPEOO ACADÉMICO. ESTA INICIANDO UN NUEVO SEMESTRE. ES TlEMPO DE REFLEXION 
SOBRE LA ACTITUD Y B. COMPORTAMIENTO ACADÉMICO DEL SEMESTRE ANTERIOR Y DE PONERSE UNAS PILAS 
NUEVAS Y LANZARSE Al FUTURO CON GANAS DE TRIUNFAR, DE ACREDITAR TODAS LAS ASIGNATURAS Y DE 
BUSCAR LA ARMONIA Y LA FBJCIOAD CON LOS AMIGOS Y AMIGAS, Y TAMBtÉN EN CASA. ¿DE ACUERDO? 

•APRENDER A APRENDER, APRENDER A EMPRENDER Y APRENDER A SER" 
'fuílllCAS AVANZADAS 

U TERIZAR lAS c:XN:A5 EN ��lA VARWl..E COMPLEJA Z E e EN ESTE TRABAJO S€ DEBEN API..ICAR lAS REl.ACIOtES 

z =:r+iy ; z =:r-iy ; x = Re (z) ; y =  1m (z) 

1. lARECTA 

A:r + By + e = O 
- -

A z + z 8 z - z e - o  -- + -- + -
2 2 i  

Az + A z - Biz + Bi z + 2e = O o BIEN (A + Bi )z + (A + Bi )z + 2e = O 
SISEOO:tENLOStúi:RosCCMU.n> A. = A + Bi ; J..l = 2e lAECIACÓHll.eDACOK> 

A.z + A. z + J..l = O 

(x - x o )2 + {y - y o )2 = r 2 
ClE SIN OIFkll.TAOSE SUSTITUYE� lA EJ<PRESÓ4 

lz - z o 1 = r 
SISE� Z = X + iy y Z o = X 0 + iy 0 

3. lA PARÁBa.A 
CUYO FOCO SE a«:lENTRA EN El �IGEN Y S€ EXTIENlE 1-()RIZCM'AU.ENTE HACIA lA IZQUIERDA Y TIEM: COKl REPRESENTACIÓN EN� Pa.ARES A lA 
� 

1 p = 
l + cos  B 

(SI S€ � <XXR.lEtW:wi CAATESWMS. SU VÉRTICE ESTA EN El P\.MO (� ,0) Y lA OISTN-4CIA FOCAl ES 

NTRaU:IR � PelARES  AL PlANO COMPlEJO,� a..e z = p ( cos B + i sen (}). 
ENTCH:ES �� = p y Re Z = pcosB L� 

p(l + cos B)= p + p cos B = lzl + Re  z 

1 
p=-2 

POR OTRO LADO, AL 



2 
1 

ca.«> LA PNWnA SE CARACTERIZA� p = , B. �TO ANT� ES QW.. A lH> FIW.NEHTE, I.LEVAM A LA VMJNI.E. � 
1 + cos 8  

lz l + Re  z = 1 
SE P\S>E HACm LO MSK> CON LA PNWl.DA VERTICAL 

4 LA EI..FSE 
SE CAAACTERJZA flm'Ol.E 

d (P. F, )+ d (P. F 2 ) = 2a 
OCHlE a E 9t SI � y F2 SGI DOS P\MTOS OISTNTOS QE SE LLAMAN FOOOS. ENTCH;ES EN VARWI.E CCMILE-" LA ECLIAClÓN � CXK>. 

lz - F1 1 + lz - F 2 1  = 2a 

5 LA HIPÉRlOA 
ES CASI aNTICA A LA El.FSE. LA OFEREfo.CIA ESTA EN� SIGNO, Ll� LA ECLW;Óf aLEDAca.K>. 

QUIICA 
EXPERioENTO DE MU.IKAN 

l lz - F1 1 - l z - F 2 11 = 2a 

SE APLICAN 3 1 .5 V ADOSPLACASMETAucAsPARALEl.AS,SEPARAOAS ENTRE sl  1 0  mm . t.N\GOTADEACEJTECARGAOAaEcTRICNIENTE. vca.oco 
mm 

ENTRE lAS PlACAS, EXPERJ.ENTA lN' VELOCIW> ASCEN:lENTE DE 0.02 - BA.K> B. EfECTO � DE LA GRAVEDAD. lA OOTA CAE CQf lN 
S 

mm 
V'ELOCIOAO DE 0. 002 - , ¿OJ}.NTAS CARGAS ElECTRÓNICAS POSéE LA OOTA? (DESPRECIAR LA RESISIDCIA DEL AIRE) 

S 
DATOS· 

�Óf 

CCE=ICIENTE DE VISCOSIW> DEl� (17) : l. 8 X 10 -s kg 
· m s  

DENSIDAD DEL ACEITE (p) : 900 � 
m 

ACt:LERACtOODELAGRAVEDAO {g): 9.81 � 
S 

B. �  DEL cu=Rf'O � DE  LA OOTA EN B. ASCENSO ES 

6nt'lrV8 1 r Q E 
o 

l mg 
ES DECIR, q E-m g = 6 1f 11 r V a V a = VELOCIDAD DE ASCENSO 

4 4 
YAQELAOOTASECOOSIOERAESF�ICA. m =  J 7r r 3 p => q E - JJr r 3 p g = 6 1r  r¡ r va (1) 
�OTRA PARTE. ClW()() LA OOTA CAE sá..O Pm EFECTO DE LA GRAVEDAD, 

OCHlE V 4 = IJB..QCI()ij) DE DESCENSO. 
ES DECIR, 

ALSLSTITUIR (2) EN (1) 

mg = 6 1r r¡ r v d (2 ) 
1 

r = (9 11 v 4 Ji 2 p g  



r 

V 
OONOE LA ÚLTIMA EXPRESIÓN SE OBTLNO AL CONSIDERAR QUE E = -D 
POR LO TANTO 

q = 3 .21 x 10 19 e 
LO CUAL SIGNIFICA aJE LA OOTA DE ACEITE POSEE 2 CARGAS ELECTRÓNICAS EN EXCESO q = 2 e 

CÁLCULO 11 
RESOLVER LAS SIGUIENTES INTEGRALES 

3 
iv ) J (5 - In x )2 tñ 

X 
v ) J 2 - x 2 

tñ (x 3 - 6 x + 1 Y 

· · · ) J 2 x + 3 ...z... 
lll - "'UA---JX- 1 

vi ) J -JX� 3 ( 30 - X  l ) 
SOLUCIÓN TODAS ESTAS INTEGRALES INDEFINIDAS SE RESUELVEN MEDIANTE UN CAMBIO DE VARIABLE CONSIDffiENsE ENTONCES LAS SIGUIENTES RESOLUCIONES 

i) 1 = f 6 + .rxy tñ . u = 1 + -Ji  du = _!!!____ � 1 = 2f (1 + -Ji[ tñ .JX 2-Ji 2-Ji 
f u 6 u 6 6 + -JX\6 + e � 1 = 2 u 5du = 2 - +  e = - + e =  .... ___ _L.l_ 

6 3 3 

3 

1 J
- 2 ( 1 )f 1 = - - - 1 + - tñ 2 x 3 x 2 

JO 1 u 3 
= - - -- + e  2 10 3 

= - 2_u 1; + e = - 2._( 1  + -1-) 
1
; + e 20 20 x 2 

iii ) l = J 2 x + 3tñ -Jx - 1 · U = X - 1 du = th  X =  U + 1 � 
1 

1 = J 2 (u �+ 3 du 

3 2u 2 
= -- +  3 2 

1 S u  2 -- + e = 1 2 

= J 2u  + 2 + 3 du 
-Fu" = 

4 !. 1 -u 2 + 10 u 2 + e = 3 

J 2u + 5 du 
-Fu" 

= J ( 2 u }  + Su -i )du 
4 4 1 
(X - 1 )3 + 10 (X - 1 )2 + e 3 

= 



3 
iv ) 1 = f (5 - In x )2 dx . 

X u = 5 - ln x  dx du = - -X 
S 3 u 2  2 � 2 s 

= -f U 2 du = - - + e = - U 2 + e = - -(5 - ln X )2 + e 5 5 5 
2 

v) I = J  2 - x 2 dx .  
(x3 - 6x + 1J 

=> 1 - - 1 f - 3 (2 - X 2 ) dx 
- 3 {x3 - 6x + 1J 

1 du 1 1 u -2 1 = - -3 f u 3 = - -3 fu  -3 du - - - -- + e - +c. - 3 - 2 - 6(x3 - 6 x + 1) 2 

/ 

3 
U = 30 - X  2 

1 = - 2 f 3 .JXdx 
3 2 ( 3 ] 3 30 - x 2 

' 
ÁLGEBRA 

3 .!. 3 du = - x 2dx · du = - .JXdx 
2 

' 2 

DETERMINAR El CONJ.JNTO DE NWEROS Z E e QUE CWPLEN CON LA IGUALDAD 1 Z - 3 i 1 + 1 Z + 3 i 1 = 12 
SOLUCIÓN LA REPRESENTACIÓN BMlMICA DE Z ES Z = X+ yi , 

lx + yi - 3il + lx + yi + 3i = 12 
AHORA SE APLICA LA EXPRESIÓN DEL MÓOU.O DE UN NÚMERO COMPLEJO 

�+ {y - 3 )2 + .J X 2 + {y +  3 y = 12 
SE ELEVAN Al CUADRADO AMBOS MIEMBROS Y SE TIENE QUE: 

x,y E 9l , POO LO QUE: 

=> lx + {y - 3) il + lx + {y + 3) il = 12 

x2 +(y-3Y = 144-24�x2 +(y +3Y +x2 +(y+3Y 
24.Jx 2  + (y +  3)2 = 144 + 12y 

=> y2 - 6y+ 9 = 144 -24�x2 +{y+3Y + y2 +6y+9 
=> 2.Jx2 + {y + 3Y = 12 + y  

SE ELEVA NUEVAMENTE AL CUADRADO Y SE LLEGA A 

4(x 2  + (.Y + 3)2 )= 144 + 24 y + y 2  => 4(x2 + y 2  + 6y + 9)= 144 + 24y + y 2 
xz y z 

=> 4x2 + 4y 2 + 24 y + 36 = 144 + 24 y + y2 => 4x2 + 3y 2 = 108 => -+ - = 1  27 36 
POR LO QUE, LOS NÚMEROS COMPLEJOS QUE CUMPLEN CON LA IGUALDAD TIENEN SU REPRESENTACIÓN, EN El PLANO COMPLEJO, EN LA ELIPSE CON CENTRO ENB 

ORIGEN, EJE FOCAL COINCIDENTE CON El EJE IMAGINARIO, EJE MAYOR DE 12 lJ'.liDADES Y EJE MENOR DE 6-Jj lJ'.liDADES l 
ruro• 1 

ESTUDIANTES DE PRIMER SEMESTRE CURRICULAR DE LA GENERACIÓN 2002 QUE CURSARON PROPEDÉUllCO: 
¡BUSQUEN A SU TUTOR EN LA COPADI Y EMPIECEN A INTERACTUAR CON ÉLI ES UNA EXPERIENCIA FORMIDABLE TENER A ALGlll 
QUE SE OCUPE DE UNO AL INICIAR LA CARRERA Y CON QUIEN SE PUEDA TEtER AMISTAD, AFECTO, APOYO Y CONSEJO TODA lJ 
CARRERA. 

SE AGRADECE LA COLABORACIÓN DE LOS PROFESORES ERIK CASTAÑEDA DE ISLA PUGA, 
AUGUSTO GUADALUPE MISS PAREDES Y ROGEUO SOTO AY ALA 

¡AY UNAM, QUÉ EMOCIÓN VIVIRTEI 

PRODUCCIÓN: ING. PABLO GARCIA Y COLOMÉ. REVISIÓN: ING. ENRIQUE ARENAS���� 
COLABORACIÓN: LIC. ANA MARIA VIEYRA Á VI LA Y LIC. MARIA ELENA CANO S� 
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BOLETIN COPAD/ (h � 1  

FACULTAD DE INGENIERÍA. UNAM 
COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE 

ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS -

NÚMER0 39 2 DE MAYO DE 2002 

EDITORIAL 
ESTE BOLElÍN, DE LA COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE ATENCION DIFERENCIADA PARA ALU ... OS (COPADI), 
ES UNA PUBLICACION QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO 
ES APOYAR SU DESEMPE�O ACADÉMICO. PARA ADQUIRIR a HAaiTO Da ESTUOtO SE REQUIERE EN PRIMER LUGAR a 
"MIRAR' HACIA a FUTURO OONDE SE VERAN DOS ESCENARIOS: UNO SIN LA CAARERA Y a OTRO CON LA CULMINACióN DE ÉSTA; Y 
PREGUNTARSE: ¿CUAL. QUIERO? DESPUÉS SE TRATA DE HACER UN SACRIFICIO QUE MUCHAS VECES llENE QUE VER CON LOS 
ANTEOEOENTES ACADÉMICOS QUE SE TRAEN Da BACHILLERATO, LA OtSTANCIA RECORRIDA, LA SITUACIÓN ECONÓMICA, LAS 
PROBl..EMATlCAS FAMIUARES, ETCÉTERA. Y DECIDIRSE A VENCER TODOS LOS OBSTACULOS Y PONERSE A ESTUDIAR SEGURAMENTE 
LO LOGRARAN. ¿POR QUÉ NO INTENTARLO? ¡CON SEGURIDAD TRIUNFARAN! ¡LA COPAOI llENE FE EN USTEDES! 

"APRENDER A APRENDER, APRENDER A EMPRENDER Y APRENDER A SER" 
GEóíETRIA AfWiñCA 
SEA El PUNTO p (47150 ° , - 1) OAOO EN coamENADAS Cll.Íti)RJCAS DETERM� LAS �DEtw>AS ESfffiiCAS DEL PUNTO Q . CU: ES StoETRICO 

OO. PUNTO p RESPECTO Al f'l»«) X)' 
� FORIIA DE REIQ UCION. LAS CXXlROEtW)AS �ICAS DE Q SE OBTIENEN Al CN.BAR El SIGI'«) A LA COTA OO. PUNTO p ESTO ES 

Q (4,150 ° ,1) SETRANSFORMA Q ACClaiDENADASCARTESIANAS Y 

x = r cos (J = 4 cos !50 ° = 4(- cos 30 ° )= 4(-�) = -2.J3 

Q : y = r sen (} = 4 sen ISO 0 = 4(sen 30 ° ) = 4( �) = 2 
z = z = l  

� SE  TRANSFOOMA Q A COORDE� ESfÉRICAS Y SE TIENE CU:. 

Q :  
p = ..Jx z + y z + z z = �.J3f + 2 z + l �  = ffi  
8 = ang tan y = ang tan 

2 
= 150 ° 

X - 2.J3 
..J. z 1 o ., = ang cos = ang cos ¡;-;::;- = 75 .9 

..Jxz + y z + z z  vl7  

Q (- 2 .J3,2,1) 

IEOUNM FORIIA DE RESOt..lJCION LA �  DE CClCru>ENAOAS CILitmiCAS A ESfÉRICAS Y VICEVERSA SE PI...EDE HACER ORECTMENTE (SIN PASAR 
POR COORDEtW>AS CARTESW4AS) SI SE HACE USO DE LAS ECUACOIES DE TRANSFORMACIÓN QJE SE OBTIENEN DE LA SIGJIENTE F� 

/'� 
O r 



r p sen r/J } 
e = e DE ESFÉRICAS A CilÍNDRICAS 

z = p cos r/J 
e = e DE CILINDRICAS A ESFÉRICAS 

r/J = ang tan ( : ) 
LA SEGUNDA COORDENADA, e NO CAMBIA. SI SE APLICAN LAS ECUACIONES ANTERIORES, SE TIENE QUE 

FISICA EXPERIMENTAL 

p = ...) r 2 + z 2 = J 4 2 + 1 2 = �¡ 1 7 
e = e =  t5o o 

r 4 r/J = ang tan -- = ang tan - 75 .9 °  z 1 
Q (/i7 ,1 50 o ' 75 . 9 o ) 

EN UN EXPERIMENTO DE CAÍDA DE UN MÓVIL, SE MIDIÓ SU RAPIDEZ PARA DIFERENTES INSTANTES DE TIEMPO. COMO SE WUESTRA EN LA TABlA DETERMINAR EN EL S' 

a) EL MODELO MATEMÁTICO LINEAL QUE RELACIONA LAS VARIABLES DEL EXPERIMENTO CONSIDERAR QUE tA VARIABLE INDEPENDIENTE FUE El TIEMPO. 
b) LA RAPIDEZ INICIAL DEL MÓVIL 
e) LA GRÁFICA DE LA ACELERACIÓN DEL MÓVIL PARA EL INTERVALO DE TIEMPO EN El QUE SE REALIZARON LAS MEDICIONES 

1 [s] v [:] 
o 0.2 o 04 0.6 

0.08 1 .0 
0 . 12 1 .4 

RESOLUCIÓN 

a) v = m  t + h SE CALCULA LA PENDIENTE Y 

m =  => 
[(1 .4 - 0.6)+ (1 - 0.2)] �  1 .6 m [ ] 

m = [(0 . 1 2 - 0.04 )+ (0.08 - o·)r� = O .  165s = lO .�� 
PARA ENCONTRAR LA ORDENADA Al ORIGEN SE CALCu.A El CENTROIDE ASI 

! = 0.06 [s] , V = 0.8 [7] , DE v = m l +b SETIENE QUE h = v- m / = (0.8 :)-(10 � ) (0.06 s) = 0.2 [:� ] 

POR LO TANTO EL MODELO MATEMA TICO SOLICITADO ES 

V [ : ] = ) 0 [ .:12 ] t [S ] + 0 . 2 [ : ] 
b) LA RAPIDEZ INICIAL SE TIENE PARA t = 0 POR LO QUE 

e) PARA ENCONTRAR LA GRÁFICA SE DETERMINARÁ PRIMERO LA EXPRESIÓN QUE III()ICA LA ACELERACIÓN DEL MOVIL 

COMO a = dv  ENTONCES a (t)= 
d [lo [� J t [s]+ 0.2 [m]] = 10 [ � ] 

� � s · S S 

LA GAAFICA DE LA FUNCióN a (t) = 1 0 � .� ] ES 



10 

1 
006 0.12 t [s] 

CALCULO 111 

ENCONTRAR El MAXIMO ABSa.UTO Y El MINIMO ABSOlUTO DE f (X, y) = 2 X - 3 y EN LA REGIÓN 
lf 

3 

SOLUCIÓN COMO oj - 2 y 
Ox fJj ,..... -3 NO HAY PUNTOS CRÍTICOS PARA LA FUNCIÓN j LOQUE ES OBVIO YAQUE SE TRATA DE UN PlANO. LUEGO, El 

Oy 
MÁXIMO ABSa.UTO Y EL MINIMO ABSOlUTO DEBEN PRESENTARSE EN LA FRENTERA DE LA REGIÓN. COMO SE TRATA DE EXTREMOS CONDICIONADOS, SE UTILIZA El 
MÉTODO DE LOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE ASÍ, SE TIENE QUE LA ECUACIÓN DE LAGRANGE SE ESTABLECE CON LA FUNCIÓN OBJETIVO (El PLANO) MAS lJ 
RESTRICCIÓN (LA FRONTERA DE LA REGIÓN QUE ES UNA ELIPSE) POR UN MULTIPLICADOR ASÍ 

DE DONDE 

aL 2x 4 + xA. - = 2 +- A. � - = 0  
OX 4 2 

aL - 3  + 2yA. = o - - -3 + 2yA. => 
o y 

DE (1) y (2) SE TIENE QUE: 

oL x 2  = - + y2 - 1 = 0  => 
81 4 

=> 

� 

4 3 
= => 

X 2y - 8 y = 3 x => 

SE SUSTITUYE ESTE VALOR EN LA EXPRESIÓN (3) Y SE LLEGA A 

A. = - 4 X (1) 

A. =  3 2y (2) 

(3) 

3 y = - X 8 

2 ( 3 )2 x2 9x2 8 {x = 8 
� y =  3 x

4 + 
8 
x = 1 => +-- 1  => 25x2 = 64 => x = ± => 5 5 

4 64 5 8 3 x - 5 => y = -
5 

ESTOS SON LOS PUNTOS CRÍTICOS DE LA FUNCIÓN DE LAGRANGE AHORA SE EVALÚA LA FUNCIÓN EN ELLOS Y SE TIENE QUE 

! 3 )  = -5 
5 ' 5 MIN1MO ABSOlUTO MAxrMO ABSa.UTO 

OTRA FORMA DE RESOLVER El PROBLEMA ES Si SE CONSIDERA LA CURVA FRONTERA (ELIPSE) Y SE SUSTITUYEN EN ELLA SUS ECUACIONES PARAMÉTRICAS, CON LO 
QUE QUEDA UNA FUNCIÓN CON UNA SÓLA VARIBALE LO QUE CONDUCE A UNA SOLUCIÓN MÁS SIMPLE DEL PROBLEMA DE OPTIMIZACIÓN ASI, EL DESARROLLO DE ESTE 
M�TOOO ES El SIGUIENTE 
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COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE 
ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS 

NÚMER040 1 7  DE MAYO DE 2002 

EDITORIAL 
ESTE BOLETÍN DE LA COORDINACION DE PROGRAMAS DE A TENCION DIFERENCIADA PARA ALUMNOS ES UNA 
PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO ES 
APOYAR SU DESEMPE�O ACADÉMICO. UNA GRAN CIENTIFICA MEXICANA, RECIENTEMENETE GALARDONADA A 
NIVEL MUNDIAL, EXPRESÓ QUE VALE LA PENA SER EGRESAOA DE LA UNAM Y TRABAJAR E INVESTIGAR EN ELLA 
Tú TAMBitN PUEDES. ESTÁS EN LA MEJOR UNIVERSIDAD DE ESTE PAIS Y EN UNA DE LAS MEJORES FACULTADES 
DE INGENIERIA DE M1tRICA LATINA. APROVECHA TODO LO QUE LA UNAM TE DA Y LLEGARÁS A SER UN GRAN 
INGENIERO Y UN MAGNIFICO SER HUMANO. 

"APRENDER A APRENDER, APRENDER A EMPRENDER Y APRENDER A SER" 
CALCULOI 
CALCULAR a VALOR DE LOS SIGUIENTES LMres 
') /' x2 + 3x-10 Vx-1 1 1m 2 ii) lim ---....... 2 3x -Sx- 2 ....... .Jx - l  

. . .  ) 1 .  .Jl:;x :;.·x2--1 m Im ---·- . ) 1 . -JT-__ ·_=
x
=2 

-=J 
IV tm -

.. _ ..,  Vx 3 + 1 
) 1 . tanx - sen x 

v ,zm ---=---.z •O X ; 
SQ!X;IÓN 

"�o x 

1) /im x 2 + J X - 1 O = f!_ (INDET ) PARA ELIMINAR lA INDETERMINACIÓN SE FACTOTIZAN MB)S POllt--0.405 Y SE I.LEGE A 
..-... 1 Jx 2 - S x - 2  O 

X 2 + 3x - 10 = (x + S)(x - 2) y 3 x 2 - 5x - 2 = (x - 2X3x + 1 )  LUEOO, ELLlMITEQUEDACOMO 

lim x 2 + 3 x - 10 = lim (x + 5 Xx - 2 )  = /im �5- = ?_ = 1 ....... 2 3 x 2 - 5 x - 2 ....... 2 (x - 2 XJ x + 1 )  ....... 2 3 x + 1 7 
EN ESTE E.ERCICIO, SE PUDO HABER REALIZADO LA DIVISióN ALGEBRÁICA DE LOS 005 POLINOMIOS ENTRE El BINOMIO (x- 2) YA QUE 2 ES RAIZ DE AMOOS 

POLINOMIOS DE�S SE OBTENDRIA EL ÚMITE DEL COCIENTE DE LOS RESULTADOS DE lAS DIVISIONES Y SE LLEGERÁ AL MISMO RESUL T AOO. 
11) /im 3._/x - l  

= � (INDET ) EN ESTE CASO, PARAOOTAR LA II«TERMW\CIÓN,SE MOEHACER U SIGUIENTE CMBOOE VARIABI.E SE CN.eAEL ....... .JX - 1  o 
RAOICM()(), QUE ES COt.ÚN, POR OTRA VARIABlE A lA QUE SE LE OO..OCA COMO EXPONENTE El MiN1MO CCMJN t.U TIPLO DE LOS it-I>ICES DE LOS RADICALES. QUE 

EN ESTE CASO ES 6 ASÍ, 

w - 1  2 1 lim x = lim u 6 => u 6 = 1 => u = 1 => lim = lim !!..__-..-�1 11�1 "·•1 .Ju6 - 1 ·�1 u 3 - 1 
_ r (u - 1 Xu + 1 )  _ r u + 1 _ 2 
- !'!, (u - 1 Xu 2 + u + 1) - !'!, u 2 + u + 1 - 3 

ESTE EJERCICIO TAMBI�N SE POORIA HABER RESLIELTO MULTIPLICANDO NUMERADOR Y DEt--O.liNAOOR DE LA EXPRESIÓN ORIGINAL POR LAS EXPRESIONES 

W + Vx + 1 y Jx + 1 PARA LOORAR LA DFERENCIA DE CUOOS Y DE CUADRADOS Y ASí ()JITAR LA ltaTERMINA� SE llfGARiA Al MISMO 

RESLUNXJ 

... ) ¡· .J,-1 +-X-+-x�2 - 1 0 (n.'DET ) 111 1m = - �n. z�o X O 
PARA QUITAR lA INDETERMINACióN, SE MULTIPLICAN, �RAOOR Y OENOMNAOOR, POR El BINOMIO 

CCWUGADO DEL tUAERADOR Y SE RESUELVE a LÍMITE ASI 

.. ) 1. �Jt+ x + x1 - l  1 .JI + x + x1 - I .Jl¡ x + x2 + 1  1. l + x + x 1 - 1  1. x(l + x) m tm = tm _ = tm ( � = tm 1 -:1 .. �o X ...... o X .JI + x + x1 + 1  z ... o x\.JI + x + X1 + 1J . ...... 0 x\-Jl+ x + X2 + 1J 

= lim 1 + x = 1 
...... o �� + X +  X 2 + l 2 



. .  -Jx 2 - 3  co ( ) IV) bm � = - = JNDET . PARA QUITARlA INDETERMINACIÓN, SE DIVIDEN NUMERADOR Y DENOMINADOR ENTRE lA VARIABLE ELEVADA A 

x , ., 3 x 3 + l co . 
SU MA YOR EXPONENTE ESTO ES CON lA FINALIDAD DE LOORARA COCIENTES CON EL INFINITO COMO DENOMINADOR LO QUE CONDUCE lA DIVISIÓN A CERO ASI, EN 
ESTE CASO, HABRÁ QUE DIVIDIR ENTRE X QUE, DEBIDO A lAS RAÍCES, ES lA VARIABLE CON MAYOR EXPONENTE. LUEGO 

-fx�3 /x2=3 � 
x 'r x 2 ·-t - 7 _ .Jl+O 

lim lim lim 1 x � oo  Vx: + 1 x � oo  � x � oo  
01 + :3 

-
V1+0 

V) ll·m tan x - senx ___ o (f'A.rv,r.T) É 1 y, .e PARA QUITAR lA INDETERMINACIÓN, SE ACUDE A lAS IDENTIDADES TRIGONOM TRIGAS Y Al HECHO DE QUE SE 
x--to x3 O 

/. sen x 1 1. 0 1. 1 SABE QUE DOS LIMITES CONOCIDOS Y MUY IMPORTANTES EN MATEMÁTICAS SON lm -- = ; zm sen X = ; 1m COS X = x�O X x�O x�O 
LUEGO, EL LIMITE EN CUESTIÓN SE RESUELVE DE lA SIGUINTE MANERA: 

senx -- - senx 
( ) ) li tan x - senx 1. cos x 1. senx - senx cos x lim senx 1 - cos x 

v m = 1m = 1m = = x�o x3 X->0 x3 x�o x3 cos X x�O x3 cos X 

= lim senx (1 - cos x) 1 + cos x = lim senx sen 2 x = lim sen 3 x = x�o X3 COS X 1 + COS X x�O X3 COS x(l + COS X) x�o X3 (cos X +  COS 2 X) 
sen 3 x lim ( senx )3 (tim senx )3 

• x3 x�o X X->0 X = ��O COS X + COS 
2 X 

= 
Ji m COS X + lim COS 2 X 

= 
lim COS X + @m COS X) 2 x�O x�O x�O ->0 

CÁLCULO ! 
ENCONTRAR lAS DERIVADAS DE lAS SIGUIENTES FUNCIONES: 

SOLUCióN 

2x2 - 1 1 i) y =-- = ii) y =  '\JX + -Jx + Fx 
x-JI+ x2 

... �+ x m) y = ln - -
1 - X 

v) y = ang sen -Jsen x vi) x3 + y3 - 3axy = O . . ) { x = a cos 3 t Vll 
y =  b sen 3 t 

.
) 

2x2 - 1  1 y =-=== 
X� 

=> 

dy = dx 

{ 3at x -
viii ) 

- 1 + t 2 3at 2 
y =� 

2 



(1 - X XI)- (I + X X- 1 )  
(1 - X )2 

. . .  ) l �+ X  
111 y = n -- => 

1 - X 

COS X 

v) y =  ang sen .Jsen x => dy = 2� = cos x 

dx .JI - sen X 2.Jsen X - sen 2 X 

dy dy dy 3ay - 3x2 ay - x 2  
vi) x3 + y3 - 3axy = O  => 3x2 + 3y2 - - 3ax - - 3ay = O  => - = = 

dx dx dx 3y2 - 3ta y2 - ax 

{ 3at 

viii ) 
x 

= 1 + 1 2  
3at 2 

y
=

--
1 + 1 2  

. .  ) {x = acos3 t dy 3bsen 2tcost b VIl => - =  = - -tan t 
y =  bsen 31 dx - Ja cos 2 1sent a 

{I + t 2 }>at - 3at 2 (21) 

=> dy = (1 + t 2 r = 6at + 6at 3 - 6at 3 = 
6at - __}:.!__ 

{.1 + t 2 )a - 3at (21) 3a + 3al 2 - 6at 2 3a - 3at 2 
-

1 - 1 2  dx 

(1 + 1 2  J 
ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO 
CUATRO CARGAS PUNTUALES DE 50 [nC] EN EL ESPACIO LIBRE, EST AN SITUADAS SIMÉTRICAMENTE SOBRE UNA CIRCUt-FERENCIA DE RADIO a = 0. 2 [m] . 

CENTRADA EN a OOIGEN Y LOCAUZADA EN EL fli..AOO Z = 0 DETERMINAR A) ¿EN QlÉ PUNTO DEL EJE Z a CAMPO ELÉCTRICO ES MÁXIMO? 8) El VALOR DE E, � C) B.POTENCIALBÉTRKX>DELORJGEN O) El TRASAXH.:CESARIO PARA t.OJER UNA CARGA  q0 = 1 [nC'] OESOEB.I�INTOHASTAEL 

1 � 
z(•] 

RESCUx;IÓN 

A) SEA p El PlJolTO DEl EJE Z EN El CUAL El CAMPO ELÉCTRICO ES MÁXIMO DE ACUERDO CON EL PRINCIPIO OE SUPERPOSICIÓN, EL CMflO TOTAl EN p 

3 

SEDEBEALASUMADE lASCONTRII.!IJCIO'.ES DE CAOA UNA OE LASCARGASFUJTUALES. E p = E P¡ + E  p1 + E  P, + E  P. CQ.IVIEJIERESALTAR 

CU: LOS TffiMINOS DEL SEG.NX> MIEMBRO DE LA ECUACIÓN ANTERIOR SOO DE MAGNITWES IGUALES, YA OlE LAS CARGAS PUNTUALES SON DE VALOOES IOOALES Y 
SE ENCIUENTR.AN A LA� DISTANCIA DEL PlffiO p ADEMÁS. DEBIDO A LA Slt.ETRiA DEl CON.AJNTO DE CARGAS. a CMflO ELÉCTRKX> TOTAL EN DICHO 
FWTO T� LA O� DEL EJE Z YA Cl.E LAS CCM'ONENETES �CMAI..ES SE CANCELAN 

z 



COMO EP. = -1 
q
� , POR LOANTERIOR EL CAMPO EN P RESULTA EP = 4Ep, sen8 k [N] y F:p = 4 [ -1 ]� z 

1 4 ir Bo R 1 e 4 .1l" Bo R R 

R = .j a 2 + 7 . ; E p = 4[ -1-]q 1 ___.!._ -3 SE OBSERVA QUE E p = j( Z) SI SE CJeTIENE LA DERIVADA DE E p CON 
4 7l" 80 ( 2 2 )­

�a +z  2 

RESPECTO A LA VARIABLE Z Y SE IGUALA CON CERO, SE OBTENDRÁ EL VALOR DE Z PARA EL CUAL E p ES MÁXIMO, ENTClt'CES 

dEp 4q1 2 4q1 \P +z 2 - 3z �a +:..:.t_ 
(a2 +z2 )i (l)-z(3)(a2 +z2 )� (2z) [ ( 2 2 )3 2 ( 2 _ 2 \� ] 

dz � 4 .1l" Bo ---- (a2 + z2Y -- --
= 

4 .1l" eo - --(a2 + z 2f-

AL IGUALAR ESTA DERIVADA CON CERO, SE ENCUENTRA EL PUNTO CRíTICO PARA ESTO ES SUFICIENTE QUE EL NUMERAOOR DE LA FREACCIÓN SEA CERO. ES DECIR 3 1 
(a2 + z2)2 -3z2 (a2 + z2 )2 = 0 ::::::> (a2 + z 2 )- 3 z 2 = 0 ::::> a2 - 2z2 = 0  ::::::> a = fiz ó z = !!_ 

2 
PARA ESTE VALOR DE Z SE TIENE UN MÁXIMO, YA QUE SI Z = 0 SE TIENE UN MINIMO EN EL ORIGEN 

E E 
a 

B) EL VALOR DE z MAXIMO SE CJeTIENE CON LA EXPRESIÓN DE p CON EL VALOR Z = e 
-.J2 

a 

Eu.a = 4q1 [ • -1 ] -
(

2 
V . C'OMO a = 0.2 [m] ::::::> EM..tx = 17,320.508 k [N('] 

4 .1l" Bo a2 ....}3 J 

4 

C) EL POTENCIAL EN EL ORIGEN SE DEBERÁ A LAS CUATRO CARGAS ES DECIR. V0 = V01 + V  02 + V03 +V  04 Y POR LA SIMETRÍA DEL CONJlJIITO LOS CUATRO 

TÉRMINOS DEL SEGUfll)() MIEMBRO DE LA ECUACIÓN ANTERIOR SON IGUALES A V01 = l_ q 1 
• • V0 = 4[ _J_ ] q 1 

4 .1l" e0 a 4 .1l" &0 a 

. . V, � 4(9x IO' f�7' po��0[J'l = 4(2250)[ N�m] . v, = 9000 [v] 

O) 00W0 = EP0 -EP<r> . PERO q0 YCUALQUIERCARGA., ENEL 00 TENDRAENERGIA POTENCIAl t>ULA COMO VP -
EPp ;  EPP =- q0Vp 
qo 

11W0 = q0(V0 -0) , ..,W0 = lx 10-
1
9 (C)9000 [�] = 9xl0 6 [J) . .  ,W0 9 [u J) 

COMO EL SIGNO DEL TRABAJO RE5Ul TÓ POSITIVO, SIGNIFICA QUE % INCREMENTA SU ENERGIA AL SER TRASLADADA DESDE EL INfiNITO AL ORIGEN 

PRESERVACIÓN DEL MEDIO AMBIENTE 
¡ 

• ... EL EFECTO INVERNADERO LLEVADO AL PAROXISMO EN VENUS, DEBERiA HACERNOS PENSAR EN LA LOCURA QUE ES CALENTAR UN 
PLANETA EL HIELO DE MARTE DEBERlA ALERTARNOS SOBRE LO QUE SIGNIFICA RAPAR LA TIERRA DE TODA VEGETACIÓN, Y AMBAS 
DEMENCIALES Y COMPLEMENTARlAS ACCIONES ESTÁN OCURRIENDO SIMULTÁNEAMENTE EN NUESTRO PLANETA POR UNA PARTE SE 
SOBRECALIENTA LA ATMÓSFERA CON LA EMISIÓN DE GASES Y, POR LA OTRA, SE DEFORESTAN CONTINENTES ENTEROS. LO HEMOS 
VENIDO OBSERVANDO DESDE HACE DOS SIGLOS, SIN COMPRENDER QUE A ESTAS ALTURAS LOS HUMANOS NO HAYAMOS ENTENDIOO 
LA CATÁSTROFE QUE PREPARAMOS : 

¡AY UNAM, QUÉ EMOCIÓN VIVIRTEI 
SE AGRADECE LA COLABORACIÓN DE LOS PROFESORES AGUIRRE MALDONADO Y JARAMILLO MORALES 

PRODUCCION: ING. PABLO GARCIA Y COLOMt. REVISION: ING. ENRIQUE ARENAS SANCHEZ 
COLABORACIÓN· LIC ANA MARÍA VIEYRA Á VI LA Y LIC MARÍA ELENA CANO SftUl..AR 
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COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE 

ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS -
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EDITORIAL 
ESTE BOLETIN, DE LA COORDINACIÓN DE PROGRAMAS DE ATENCIÓN DIFERENCIADA PARA ALUMNOS (COPADI) 
ES UNA PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVC 
ES APOYAR SU DESEMPE�O ACADÉMICO. MUY PRONTO SALDRÁ A LA VENTA LA PRIMERA COLECCIÓN COPAD 
DE EJERCICIOS RESUELTOS CON LOS PRIMEROS CUARENTA BOLETINES. SON APROXIMADAMENTE 20< 
EJERCICIOS RESUELTOS DE DIFERENTES ASIGNATURAS. SEGURAMENTE SERÁ UNA VALIOSA HERRAMIENTA DE 
ESTUDIO Y APRENDIZAJE. 

"APRENDER A APRENDER, APRENDER A EMPRENDER Y APRENDER A SER" 
ECUACIONES DIFERENCIALES 
RESOLVER El PROBLEMA DE VALOR INICIAL 

SOLUCIÓN 
PARA y11 : 

S 

y"+4y'+4y = xíe -Zx y(O) = O  y'(O)= O 

y"+4y'+4y = O  => A? + 4A. + 4 = 0  => .A.1 = .A.2 = -2 => yp = C1e-2x + C2xe-2x 
SE UTILIZA El M¡;TOOO DE VARIACióN DE PARÁMETROS Y SE TIENE QUE: 
PARA Yp : 

SE RESUELVE Y 

Y AL INTEGRAR SE TIENE QUE 

YP = u (x ) e -zx + v (x ) x  e -2x 

7 S 
u '  (x) = -x 2 y v' (x) = x 2 

2 9 u(x) = - - x  2 
9 

2 7 
y v{x)=  -x2  => 7 

4 � y = - x z e  zx p 63 
POR LO QUE lA SOLUCIÓN GEI'f:RAL ES 

4 ! y = y11 + yP = C1 e -2x + C2 xe 2x + - x 2e - 2r 
63 

PARA APLICAR CONDICIONES INICIALES SE DERIVA Y SE OBTIENE. 

Y' =  -2C e zx - 2C, xe -zx + C  e -zx _ _!_ x �e -2.1' + � x fe - zx 1 � 2 63 7 
AHORA SE APLICAN CONDICIONES INICIALES Y 

y (O ) = O  => 0 = C 1 
y ' (O) = O  => 0 = -2C 1 + C 2 

DE OONDE  C1 = 0  y C2 = 0  .". 4 ! 
y = - X 2 e -zx SOLUCIÓN QUE SATISFACE LAS eot..oiCIOtES INICw.ES 63 



ALGEBRA UNEAL 
DETERMINAR SI EL CONJUNTO D = {2 sen X,- COS X, 4 X} ES LINEALMENTE DEPENDIENTE O LINEALMENTE INDEPENDIENTE EN EL INTERVALO 

(- oo , cc )  
SCX.UCION DE LA ECUACION DE DEPENDENCIA LINEAL SE TIENE QUE 

a 1 (2 sen x) + a 2 (- cos x) + a 3 ( 4 x) = O V x E 9i 
V' x E 9i  (1) 

COMO LA ECUACIÓN (1) SE SATISFACE PARA CUALQUIER VALOR DE X EN LOS REALES. SE PUEDEN PRCf'ONER TRES VALORES PARA X QUE GENEREN lJi 

SISTEMA DE TRES ECUACIONES CON TRES INCÓGNITAS SI EL SISTEMA PROPUESTO SÓLO ADMITE LA SOLUCIÓN TRIVIAL, ENTONCES EL CONJUNTO OE FUNCIONES ES 
LINEALMENTE INDEPENDIENTE . 

PARA x = O  � 2a1 sen 0-a2 cos 0+4a3(0)= O � O -a2 + 0  = O (1) 
1( 

PARA X = -4 2a 1 sen 
Jr -a 2 cos ;:_ + 4 ( Jr )a 3 = O 4 4 4 

( "2] ( Í2J � 2a 1 2 -a 2 2 + Jr a 3 = O 

�Ji ( ) -v2 a1 - - a2 + Jr a 3 = 0 2 2 
PARA x = Jr  � 2a1 senJr-a2 COS Jr + 4Jr a3 = 0  � 0 + a2 +4Jra3 = 0  · · ·  (3) 

DE LA ECUACIÓN (1) SE OBTIENE QUE a 2 = 0 SI SE SUSTITUYE a 2 
= 0 EN LA ECUACIÓN (3). SE LLEGA A a 3 = 0 FINAL...:NTE 

a 2 = a 3 = 0 IMPLICA, DE LA ECUACIÓN ( 2) QUE a 1 = 0 

DE ESTE MODO. COMO a 1 = a 2 = a 3 = 0 , SE CONCLUYE QUE EL CONJUNTO D ES LINEALMENTE lfi()EPENDIENTE EN (-oo, 00) 
COMO METOOO Al TERNA TIVO SE PUEDE UTILIZAR EL CRITERIO DEL WRONSKIANO ASI, PARA EL CONJUNTO D SE TIENE QUE J 2 sen x - cos x 4 x 

W(x)= 2 COS X  sen X 4 = 2 sen x (- 4 cos x)+ cos x (8sen x)+4x(2 cos2 X + 2 sen 2x)= 8X 
- 2 sen x cos x O 

EL CRITERIO DEL WRONSKIANO ESTABLECE QUE SI W (x0 ) "# 0 PARA ALGúN VALOR X0 E (a, b) , ENTONCES EL CONJUNTO DE FUNCIONES ES 
LINEALMENTE INDEPENDIENTE EN DICHO INTERVALO 
SI X = 1 ENTONCES W (1) = 8 "# 0 , POR LO TANTO EL CONJJNTO D ES LINEALMENTE INDEPENDIENTE EN (- oo, oo) 
CINEMÁTICA 
DETERMINAR LA RAPIDEZ DEL BLOQUE A QUE SE MUESTRA EN LA FIGURA, SI EL BLOQUE B TIENE UNA RAPIDEZ ASCEf'oiJENTE DE 

6 pies 
S 

SOLUCIÓN 
ECUACIONES DE LAS COORDENADAS DE POSICIÓN COMO SE ILUSTRA EN LA FIGURA, LAS POSICIONES DE LOS BLOQUES A y B SE DEFNEN POR MEDIO OE 

LAS COORDENADAS S A S 8 COMO EL SISTEMA TIENE DOS CUERDAS DE LONGITUD VARIABLE, SERÁ NECESARIO USAR UNA TERCERA COORDENADA, S e , 

CON OBJETO DE RELACIONAR S A CON S 8 EN OTRAS PALABRAS, ES POSIBLE EXPRESAR LA LONGITUD DE Lt.IA DE LAS CUERDAS EN TtRMINOS OE 
S A y S e . Y LA LONGITUD DE LA OTRA SE EXPRESA EN TtRMINOS DE S 8 y S e 



OE LA FIGURA SE PUEDEN FIJAR LAS SIGUIENTES LONGITUDES 

y 
OE Mf3AS EXPRESIONES. AL ELIMINAR S e SE OBTIENE UNA ECUACIÓN OLE DEFINE LAS POSICIONES DE AMBOS BLOQUES ES DECIR 

S = 1, -� e 2 
Al DERIVAR CON RESPECTO Al TIEMPO SE TIENE QUE 

V A + 4V 8 = 0 
pies 

POR LO QUE, FINALMENTE, CUANDO V 8 = -6 -- (HACIA ARRIBA) , ENTONCES 
S 

OIÑÁMICA 

pies V A :: +24 
S 

3 

EL CILINDRO LISO DE 2 kg , MOSTRADO EN LA FIGURA (A) , TIENE UN PERJ'o.Q p QUE LO ATRAVIESA POR EL CENTRO Y QUE PASA POR LA RANURA EN El 
· rad 

BRAZO QA SI EL BRAZO GIRA EN EL PLANO VERTICAL CON UNA RAPIDEZ CONSTANTE (j) = e =  0.5 - .  DETERMINAR LA FUERZA QUE EJERCE EL BRAZO 
S 

soeRE EL PERNO EN EL INSTANTE EN QUE e = 60° 

1 <1.(•2 1'. 

F 

� +A+ 
N 1 o 

,, r 

1 11 lhJ 

SOLUCIÓN 

LA FIGURA (8) ILUSTRA EL DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE DEL CILINDRO LA FUERZA DEL PERNO. Fp ACTÚA EN FOOMA PERPENDICULAR A LA �  EN EL 

BRAZO COMO ES USUAl, SE SUPONE QUE a, y a tJ ACTÚAN EN LAS DIRECCIONES r y e POSITIVAS RESPECTIVAMENTE 

SI SE UTILIZAN LOS DATOS DE LA FIGURA (B) . TOMADO EN CONSIDERACIÓN LOS EJES PROPUESTOS Y SU SENTIDO. SE TIENE QUE 

L F, = m  a, 19.62 sen e - N e sen e =  2a, (1) 
L F o = m a tJ 19 . 62 eos e + F p - N('  eos e = 2a o (2) 

POR OTRO LADO, CON BASE EN LA FIGLRA (A) . ES POSIBLE RELACIONAR r CON e POR MEDIO DE LA ECUACIÓN 

0 .4 o e r = -- = .4 ese 
sen e 

COMO d(ese e)= - ese e eot (} d(} y d(eot (}) = - ese 2 e d(} . ENTONCES PARA (j) = (} = 0.5 y a -e= 0 SE 

TIENE QUE 

r � 0.4 ese e => r � -j).4 ese e cote e => ; � -0.4[-ese e cot' e e '- ese' e 8 
\
ese e cote¡¡] 

SE SUSTITUYEN (} = 0.5 y e =  0Y SELLEGAA r = 0. 1 ese e (ese2 e+ eot 2 e)= 0. 1 ese3 e+ 0.1 ese e eot2 (} 
Al EVALUAR ESTAS EXPRESIONES PARA (} = 60° SE LLEGA A. 



r = 0 .462 r = -0. 133 r = 0 . 192 

a , = r - r e  = o . 192 - o .462 (o . sY = o .o76s 

a 8  = r B + 2 ; B = 0 + 2 (- 0 . l 33 Xo.s ) = - 0 . 133 
SE SUSTITUYEN ESTOS RESULTAOOS ENLAS ECUACIONES (1) y (2) , CON e =  60° Y DESPEJANOO SE OBTIENE 

Nc = l9.4 N y Fp = -0.355 N 
EL SIGNO NEGATIVO INDICA QUE F p ACTÚA EN FORMA OPUESTA A LO QUE SE ILUSTRA EN LA FIGURA ( B) 
CÁLCULO ! 
tCUÁLES SON LAS DIMENSIONES DE UN DEPOsiTO EN FORMA DE CILI�RO CIRCULAR RECTO CON TAPA. DE VOLUMEN IGUAL A 11 V 11 , QUE TIENE MENOR SUPERFIClE• 

TOTAL? 
SOLUCióN 

y 

DE LAS MAGNITUDES VARIABLES. RADIO DE LA BASE Y ALTURA, SE TIENE QUE LA FUNCióN A OPTIMIZAR ES LA SUPERFICIE, DADA POR 
S =  2 7!  x 2 + 2 7!  x y 

Y PARA RELACIONAR A LAS VARIABLES SE UTILIZA LA EXPRESION QUE DEFINE AL VOLUMEN DE UN CILINDRO CIRCULAR RECTO 

V 7! X 2 y = V  :::::> y = --
SE SUSTITUYE ESTE VALOR EN LA FUNCIÓN S Y SE LLEGA A 

S = 2 1[ X 2 + 2 1[ X (� ., J 
7t x · 

SE DERIVA ESTA Fl.J.ICIÓN Y SE RESUELVE El PROBLEMA DE OPTIMIZACIÓII 

7! X 2 

S, 2 2 2V 
• = 1! X  + 

X 

� 2V 2V -= 4 7t x-- 47tx - = 0 :::::> dx x2 ' x2 
rv X = 3 (PUNTO CRÍTICO) 

l 2 1[ 
EL VALOR X - Q NO SE TOMA EN CONSIDERACióN YA QUE NO EXISTIRÍA CILI�RO 
SE OBTIENE LA SEGUNDA DERIVADA Y SE SUSTITUYE EN ELLA AL PUNTO CRÍTICO d2S 4V d2S 4V dx2 = 4 7! +  x3 , dx2 1 x=3[ v_ = 4 7!+ v-= 127! > 0 ::::) 

'/ 2 , 2 7! 
SE CALCULA LA AlTURA Y 2 2 1 3 

1 -
V V (2 1t )3 V 2 3 V 3 2 3  V ,  = = = -

MINIMO 

:;;:; 2 l 
V y = -- = 1t X 2 2 2 1 1 1 ' 2  1[ 

1f (;,J - -
1t V 3 1[ 3 2 3  1[ 3 

LUEGO EL CILINDRO CIRCULAR RECTO DE MENOR SUPERFICIE TOTAL ES EL QUE TIENE COMO ALTURA EL DIÁMETRO DE SU BASE 

TUTORfA 
ESTUDIANTE DE PRIMER SEMESTRE CURRICULAR ¿YA COMENZASTE A INTERACTUAR CON TUTOR. ¿QUÉ ESPERAS? CONÓCELO Y 
VERAS QUÉ MAGNIFICO ES TENER UN ALIADO, UN AMIGO, ALGUIEN EN QUIEN CONRAR CUESTIONES ACADÉMICAS Y EXISTENCIALES 
¡APÚRATE, TODAVÍA HAY TIEMPO! 

SE AGRADECE LA COLABORACION DEL PROFESOR JUAN VEL.AZQUEZ TORRES Y DE LA 
COORDINACIÓN DE ECUACIONES DIFERENCIALES 

¡AY UNAM, QUÉ EMOCIÓN VIVIRTEI 
PRODUCCION: ING. PABLO GARciA Y COLOME. REVISIÓN: ING. ENRIQUE ARENAS SÁNCHEZ 

COLABORACIÓN: LIC ANA MARIA VIEYRA ÁVILA Y LIC. MARIA ELENA CANO SALAZAR 
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EDITORIAL 
ESTE BOLETÍN, DE LA COORDINACION DE PROGRAMAS DE A TENCION DIFERENCIADA PARA ALUMNOS (COPADI), 
ES UNA PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO 
ES APOYAR SU DESEMPE�O ACADÉMICO. ESTUDIAR UNA CARRERA DE INGENIERIA ES ALGO MUY DIGNO DE 
APRECIAR EN TODO SER HUMANO. LA INGENIERÍA ES INTIMA UNIÓN CON LA NATURALEZA Y UNO DE LOS 
PRINCIPALES OBJETIVOS DE SU QUEHACER COTIDIANO ES El MEJORAMIENTO DE LA CALIDAD DE LA VIDA 
¡REALMENTE VALE LA PENA SER INGENIERO! 

"APRENDER A APRENDER, APRENDER A EMPRENDER Y APRENDER A SER" 
CALCULO JI 

� 

CALCI.UR LA LONGITUD DE ARCO DE LA CURVA y = In X DESDE X = ., 3 HASTA X = " 8 

SOll.CIÓN PARA CALCUlAR LA LOOOITUO DE ARCO SE UT<IZA LA EXI'RESIÓ!< L = S: �� + (:-) 
2- dx llEGO SE PROCEDE DE LA SIGUIENT I 

MANERA y = ln X � dy :::: _!_ � (dy ) 2 = _l -
dx x dx x2 

DE DONDE, SE APLICA LA EXPRESIÓN SEÑALADA Y SE OBTIENE QUE L = J: � 1 + X
l 2 dx 

SE OBTIENE LA INTEGRAL INDEFINIDA 

J �� + 1- cJx = J .,! X 2 7 } cJx = J -J X 2 + �- dx x 2  V x - x 
SE RESUELVE POO SUSTITIXIÓN TRIOONOMÉTRICA, POR LO QUE SE LLEGA A 

x = tan y � dx = sec 2 y dy ; -J x 2 + l = sec y 
x J secy see 2 ydy - J secy (tan2 y+l) dy- J dy J secy dy -"----'--.:..___ - - see y tan y + -

y tany tany tany ....____.._ __ ...J 

1 = J sec y tan y dy + J ese y dy = sec y + ln (ese y- cot y)+ e 

= � +In( �- IJ+c 
LUEGO LA INTEGRAL DEFINIDA QUEDA COMO 

L = J: �1 + x
l 

2 dx = [ Jx-' -� + In ( V x 2 : 1 - 1 J J : 
2 

= 3 + ln ;,_ -2 - ln � = 1 +In 2'[2 = 1 + ln � = 1 + ! In � � 1.2027 
v8 -v3 1 v2 2 2 

-fj 



2 
CALCULO! 
DE �  TRONCO REDONDO DE DIÁMETRO IGUAL A 1 .  5 m , HAY QUE CORTAR UNA VIGA DE SECCIÓN RECTANGULAR ¿OUt ANCHO Y OUt PERALTE (ALTURA) 
DEBERÁ TENER ESTA SECCIÓN PARA QUE LA VIGA TENGA LA RESISTENCIA MÁXIMA POSIBLE A) A LA COMPRESIÓN (ESFUERZO SOBRE SU EJE) Y B) A LA FLEXIÓN 
(ESFUERZO PERPENDICULAR A SU EJE) 7 
OBSERVACIÓN LA RESISTENCIA DE LA VIGA A LA COMPRESIÓN ES DIRECTAMENTE PROPORCIONAL Al ÁREA DE SU SECCIÓN TRANSVERSAL, MIENTRAS QUE A LA FLEXIÓN LO ES Al PRODUCTO DEL ANCHO POR El CUADRADO DEL PERAL TE 

SOLUCIÓN SE TIENE LA SIGUIENTE FIGURA [)()f',()E SE DESIGNA CON X Al ANCHO DE LA SECCIÓN Y CON y SU LA ALTURA O PERAL TE . 

/ ........... -

( 
� 

\ . 

( ) y 

\ J '--........ - / 
1 1 

X 

A) LA FUNCIÓN OBJETIVO A OPTIMIZAR ES EN ESTE CASO· Re = k xy Y DE LA FIGURA SE OBTIENE UNA RELACIÓN ENTRE El ANCHO Y El PERAL TE DE tA 
SECCIÓN MEDIANTE El TEOREMA DE PITÁOORAS, DE LA QUE SE DESPEJA UNA VARIABLE, SE SUSTITUYE EN LA Fl.t-ICIÓN OBJETIVO Y SE RESUELVE El PROBLEMA 
PLANTEADO AS! SE TIENE QUE 

x2 +y2 = 1 .52  :::) y = -Jl .52 -x2 :::) y = ·�./2.25 -x2 

dRc = k  x - x +k 5.25_ x2 = - k  x2 +k (2.25 - x2 ) = -k x2 + 2.25 k -k x2 
dx -J2.25 -x2 -J2.25-x2 -J2.25-x2 

dRc = -2k x2 + 2.25k 
dx fi.25 -x2

- ) 
- 2k x2 + 2.25k = O :::) - 2k x2 + 2.25k = O  :::) x = �2.

2
25 

= 1.06 
-
J
2.25 -x2 

X =  1 .0 :::) 
dR � > 0  x =  1 .06 m dx máximo :::) 

X =  2.0 :::) 
dR 

_E_ < 0  y =  ..J2.25 - 1 .062 = 1 .06 m 
dx 

D 
CABE DECIR QUE EN ESTE PROBLEMA, LA RESISTENCIA MÁXIMA A LA COMPRESIÓN SE DA CUANDO X = y = - . DONDE D ES El DIÁMETRO DEL TRONCO 

..fi 
ES IMPORTANTE TAMBitN HACER NOTAR QUE EN ESTE CASO LA SECCIÓN ES CUADRADA. RECUÉRDESE LA SECCIÓN DE LOS POLINES DE MADERA QUE SE COLOCAN 
PARA SOPORTAR LA CIMBRA EN UNA OBRA ¡SON DE SECCIÓN CUADRADA! 

B) AHORA LA FUNCIÓN OBJETIVO ES R F = k xy 2 . CON LA MISMA RELACIÓN ENTRE El ANCHO Y El PERAL TE DEL INCISO ANTERIOR SE TRABAJA Y SE LLE� 
A 

y =  ..}2.25 -x2  :::) 

x = O  :::) 

X =  1 :::) 

RF = k x (2.25 - x2 ) :::) 

Z.25k - 3k x2 = O  � 

dR _F_ > O dx :::) máximo dR 
_F_ <O 
dx 

RF = 2.25k x - k  x3 

� X=�� 2�2� = 0.866 

x = 0.866 m 

dRF = 2.25k - 3k x2 
dx 

y =  -!2.25 - 0.866 2 = 1 .225 m 

AOUI. LA RESISTENCIA MÁXIMA ALA FLEXIÓN SE DA CUANDO X =  � y y =  � D . DONDE D ES El DIÁMETRO DEL TRONCO ES IMF'<JRTANTE 
"3 � 3 

DESTACAR QUE EN ESTE CASO EL PERALTE ES MAYOR QUE EL ANCHO DE LA SECCIÓN DE LA VIGA, LO QUE RESULTA LÓGICO VALGA PENSAR EN UNA VIGA DE MADERA 
UTILIZADA COMO BANCA PARA SENTARSE ES MAYOR El PERALTE QUE EL ANCHO PARA QUE AGUANTE MÁS OBStRVENSE LAS TRABES EN UNA EDIFICACI().j 
GENERALMENTE CUMPLEN CON ESTO Y HASTA SE DICE QUE SON POCO O MUY PERALTADAS 



3 
CALCULO 111 
CALCULAR LAS COMPONENTES TANGENCIAL Y NORMAL DE LA ACELERACIÓN DE UNA PARTÍCULA QUE SE MUEVE EN LA HtltCE DE ECUACIÓN 

1\ 1\ 1\ 1\ 1\ '\ 
r(t) = COS 1 i + sen/ j+ 1 k TAMBI�N EXPRESAR ESTAS COMPONENTES DE MANERA VECTORIAL. EN T�RMINOS DE LOS VECTORES i , 1 , k 

- dv - v2 
SOLUCIÓN COMO SE SABE, LA ACELERACióN DE LA PARTíCULA SE EXPRESA A TRAVÉS DE LA ECUACIÓN a = - T + - N dt p 

LUEGO, LAS COMPONENTES TANGENCIAL Y NORMAL ESTÁN DADAS RESPECTIVAMENTE POR 
dv 
dt y 

p 
SE PROCEDE Al CÁLCULO DE LA RAPIDEZ V , DE SU DERIVADA, DE SU CUADRADO Y DEL RADIO DE CURVATURA p . DE LA SIGUIENTE MANERA 

" " . dr " " " - , -- - r:: c1v r(t)= cost i+sen t j+ t k  ::::::> v = - = -sen t i+cos t j+ k  ::::::> v = \v = ,,sen2t +cos2 t + I = 2 :::> -=0 
� 1 � 

POR LO TANTO LA COMPONENTE TANGENCIAL DE LA ACELERACIÓN ES IGUAL A CERO DE AQUÍ SE DEDUCE QUE LA ACELERACIÓN NORMAL ES LA UNICA QUE SE 
PRESENTA Y POR LO TANTO EQUIVALE A LA ACELERACIÓN DE LA PARTICULA, ES DECIR QUE 

dv d 2 ¡  . � 
a = 

dt 
= 

dt 2 
= - cos t r - sen t 1 ::::::> a = a,.. = 1 

" 
Y LA ACELERACIÓN NORMAL, EN T�RMINOS DE LOS VECTORES i , j , k ES LA MISMA EXPRESIÓN QUE DEFINE ALA ACELERACIÓN, ESTO ES 

a N = - cos t i - sen t j 
SIN EMBARGO. PARA PRACTICAR LAS EXPRESIONES DE LA GEOMETRoA DIFERENCIAL SE OBTENDRÁ LA COMPONENTE NORMAL CON LAS EXPRESIONES 
CORRESPONDIENTES 

k = 

¡� x r ' 1=  

1 r '  x r '  11 
¡r

�
¡
3 

1\ 
i 

1\ 

r 1 = -sen t i + cos t j + k ::::::> r 1 1 = - cos t i - sen j 

¡¡ j 
- sen t cos t 1 = sen 1 i - cos 1 j + (sen 2 t + cos 2 1) k -o' sen t i- cos t j + k 
- cos t - sen t o¡ 

f ""V  
r1 x r" =  �sen21+cos2 t + l = 2 -1 3 3 r = v  = 2,2 k = .:__l: = 

2-v2 2 
1 ::::::> p= - = 2  
k 

a., = \..._!:)_ = 1 ,. 2 
LUEGO, LAS COMPONENTES DE LA ACELERACIÓN SON aT = 0 y a N = ] PARA EXPRESAR LA COMPONENTE DE LA ACELERACIÓN NORMAL COMO 

1\ ' 
VECTOR EN TéRMINOS DE i , j , k BASTARÍA CON MULTIPLICARLA POR EL VECTOR NORMAL UNITARIO N LO QUE SE HARÁ PARA MOSTRAR LA 

UTILIZACIÓN DE LA FÓRMULA RESPECTIVA ASI 

- {r1 x f1 1)x r1 N = - --

l(r1 x r") x r1 1 

CÁLCULO 11 

1\ 
i 

(r1 x r")x r1= sent 
- sent 

::::::> N = -cos t 1 - sent j 

RESOLVER LAS SIGUIENTES INTEGRALES. i) f X ln ( 1 + :) dx 
SOLUCIÓN 

1\ " 

j k 
- cos t : 1 = -2 cos t i- 2sent j 
cos 1 

a N  = - cos 1 i- senf 1 

ii) J senx ln tan x dx iii) 

::::::> (r1 x r")x r1 = 2 

f X COS X dx 
sen 3 x 

i) f X In ( 1 + :) dx PARA RESOLVER ESTA INTEGRAL, SE TRABAJA PRIMERO CON LA FUNCIÓN LOGARÍTMICA, APROVECHANDO SUS PROPIEDADES ASI 

SE TIENE QUE 

J x In( 1 + :) dx = J x In �; 1 dx = J x [In (x + 1 )- In x] dx = J x ln (x + 1) dx -J x In x dx 



Y LAS DOS INTEGRALES SE RESUELVEN POR PARTES DE LA SIGUIENTE MANERA 

PARA f X Jn(x + 1) dx SE PROCEDE COMO SIGUE: 

� xz  u = ln (x + 1)  => du = -- dv = x � => v = -X +  1 2 
fx ln(x + 1)dx = - ln (x + l)- -J - dx = -ln(x + 1)-- J x - 1 + - dx x2 1 x 2 x 2 1 ( 1 ) 2 2 x + 1  2 2 x + l  

x 2  x2 x 1 x 2 - 1  x2 x 
= -ln(x + 1)- - + ---ln(x+ 1)+ e =  ln(x + 1)- - + - +  e 2 4 2 2 2 4 2 

PARA f X ln X dx SE PROCEDE COMO SIGUE: 

u =  In x � du = -
X 

dv = x �  

x2 1 x 2  x 2  . f X In X � = - In X - - f X � = - In X - - + e  2 2 2 4 
FINALMENTE, LA SOLUCIÓN A LA INTEGRAL PLANTEADA ES LA SUMA DE LAS SOLUCIONES DE LAS DOS INTEGRALES, ES DECIR ( 1 ) x2  1 x 2  x f x ln 1 + - dx = - ln (x + l )- - ln x + - + C  

X 2 2 2 
ii) f senx In tan X dx . ESTA INTEGRAL SE RESUELVE POR PARTES COMO SIGUE. 

2 dx u = ln tan x => du = see x dx = -----

tan x sen x eos x 
dv = sen x dx v = - eos x 

f.senx ln tan x dx = -eos x ln tan x - J (- eos x) dx = -eos x In tan x + J ese x dx senx eos x = -eOS X Jn tan X + Jn (ese X - eot X) + e . . .  ) f X eOSX dx l1l 3 . PARA EFECTUAR ESTA INTEGRAL SE UTILIZA El MÉTODO DE INTEGRACIÓN POR PARTES, DE LA SIGUIENTE FORMA sen x 

u = x  => du = dx dv = eos x dx w = senx => dw = eos x dx => v = J dw = --1- = - 1 sen3 x w3 2w2 2sen2 x . . f X eos X � = _ X + .!_ f 1 � = _ X + .!_ f ese 2 X � = _ X _ eot X + e sen 3 x 2sen 2 x 2 sen 2 x 2sen 2 x 2 2sen 2 x 2 
CULTURA 

ALGUNOS PENSAMIENTOS SOBRE El AMOR 

4 

'EL AMOR DEBE SER ESENCIALMENTE UN ACTO DE LA VOLUNTAD, LA DECISIÓN DE DEDICAR TODA NUESTRA VIDA A LA DE LA OTRA PERSONA" (ERICH IOROMM) 
'HEMOS VIVIDO EN COMPAÑÍA DE UNA MUJER ENJAULADA. PERO YA LE ABRIMOS LA PUERTA AHORA SABREMOS POR FIN SI SOMOS AMADOS DE VERDAD' (JUAN JOSt 
ARRE OLA) 
'AMAR NO ES RETIRARSE EL UNO EN LOS OJOS DEL OTRO SINO MIRAR JUNTOS EN UNA MISMA DIRECCIÓN' (SAINT-EXUPÉRY) 
'ME ESTÁS ENSEÑANDO A AMAR YO NO SABIA. AMAR NO ES PEDIR, ES DAR NOCHE TRAS DÍA • (GERARDO DIEGO) 
"CUANDO EL AMOR HA SIDO UNA COMEDIA, FORZOSAMENTE TIENE QUE TERMINAR EN TRAGEDIA' (LAMARTINE) 
'AMAR ES ENCONTRAR EN LA FELICIDAD DE OTRO LA PROPIA FELICIDAD' (LEIBNIZ) 
'A MAYOR POSESIÓN, MENOR AMOR' (TITA VALENCIA) 
'ESTABAS A RAS DE TIERRA Y NO TE VI. TUVE QUE CAVAR HASTA EL FONDO DE MÍ PARA ENCONTRARTE' (JUAN JOSÉ ARREOLA) 
'El AMOR ES UN ACTO DE FE, Y QUIEN TENGA POCA FE TAMBIÉN TIENE POCO AMOR' (ERICH FROMM) 
'EN AMOR SÓLO ES GRANDE EL QUE PERDONA' (ENRIQUE ARCINIEGA) 
'SÓLO EN TORNO DE UNA MUJER QUE SE SIENTE AMADA PUEDE FORMARSE UNA FAMILIA' (FEDERICO SCHLEGEL) 
'A NADIE TE PARECES DESDE QUE YO TE AMO' (PABLO NERUDA) 
'SÓLO AQUELLAS RELACIONES HUMANAS INSPIRADA::. ?OR El AMOR TENDRÁN LA VIRTUD DE SATISFACER NUESTRO ANHELO INMORTAL' (ALEXIS CARREL) 
'MÁS TRISTE QUE LA MUERTE ES LA AGONÍA DE UN AMOR ENTRE DUDAS Y TEMORES' (JACINTO BENAVENTE) 

TUTORfA 
' TUVE UN SUEÑO ERA UN ESPACIO GRANDE VFRnF Y ARBOLADO, HABÍA MUCHOS TUTORES, CADA UNO CON UN ESTUDIANTE; DE LAS MANOS DE LOS TUTORES, ASÍ 

COMO DE SUS BOCAS, SALlAN DESTELLOS DE LUZ FOSFORESCENTE QUE SE ESTRELLABAN· EN LAS HUMANIDADES DE LOS ESTUDIANTES Y tSTOS EMPEZABAN A 
BRILLAR . A RATOS SE REPETÍA EL MISMO FENÓMENO PERO AL REVtS' ... (PENSAMIENTO DE UN TUTOR DE LA FACULTAD) 

¡AY UNAM, QUÉ EMOCIÓN VIVIRTE! 
PRODUCCIÓN: ING. PABLO GARciA Y COLOMÉ. REVISIÓN: ING. ENRIQUE ARENAS SANCHEl 

COLABORACIÓN: LIC. ANA MARÍA VIEYRAAVILA Y LIC. MARÍA ELENA CANO SALAZAR 
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EDITORIAl 
ESTE BOLETIN, DE LA COORDINACION DE PROGRAMAS DE ATENCION DIFERENCIADA PARA ALUMNOS (COPADI), 
ES UNA PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACUL TAO DE INGENIERIA Y SU OBJETIVO 
ES APOYAR SU DESEMPEÑO ACADÉMICO. SE DICE QUE El INGENIERO PUEDE DESARROLLAR MUCHAS 
ACTIVIDADES COLATERALES A SU PROFESIÓN, LO CUAL ES VERDADERO POR LA FORMACIÓN Y DISCIPLINA 
MENTALES QUE ADQUIERE DURANTE SU APRENDIZAJE DE LA INGENIERIA, EN LA QUE TIENEN QUE VER MUCHO 
LAS CIENCIAS BÁSICAS. POR LO TANTO, A ECHARLE GANAS A ESTAS ASIGNATURAS Y PRONTO SE VERÁ LA LUZ 
RESPLANDECIENTE DEL EJERCICIO DIGNO Y HERMOSO DE LA INGENIERIA. 

"APRENDER A APRENDER, APRENDER A EMPRENDER Y APRENDER A SER" 
GEOMETRfA ANAiJTlCA 

RELACIÓN RECTA CON PLANO LA RECTA Y EL PLANO SE RELACIONAN A TRAvES DE 

• ÁNGULO FORMADO POR LA RECTA Y EL PlANO, TAL QUE 0 s; (J s; 90 ° . 
• LA INTERSECCIÓN DE LA RECTA CON EL PLANO PUEDE SER � PUNTO, LA MISMA RECTA O NO EXISTIR 
• LA DIST ANClA MÍNIMA DE SEPARACIÓN, EN CASO DE SER PARALELOS LA LÍNEA RECTA CON EL PLANO, CALCULADA COMO LA DIST ANClA DE UN PUNTO DE LA 

RECTA, AL PLANO 

X - 16 y - 12 Z - 16  
SEAELPLANODEECUACIÓN 2x - 3y - 6z = -23 YLA lÍNEARECTA -- = --- = · 

6 - 2 3 
A) DETERMINAR EL ÁNGULO (J FORMADO POR LA LINEA RECTA Y EL PLANO 
8) CALGU.AR LA DIST ANClA MÍNIMA DE SEPARACIÓN ENTRE LA RECTA Y EL PLANO SOLUCIÓN 
A) Ñ :  VECTORNORMALOELPI..ANO N =  (2 ,-3 ,-6)  . U :  VECTORDIRECCIÓNDELARECTA U = (6 , - 2 , 3 )  
LOS MÓDULOS DE ESTOS VECTORES SON 

IN I = -J2 2 + (- 3Y + (- 6)2 � 1N i = -J49 � I N I = 7  
lu ¡ = -J6 2 + (- 2Y + 3 2 � 1ui = -J49 � ¡u·l = 7  

sen ,P  = 1;:l�l � sen ,P  = (2·-3·(��(�)·-2•3) � sen ,P = o � .p = o' 

POR LO TANTO LA RECTA Y EL PlANO SON PARALELOS 

8) SEA Pp UN PUNTO CUALQUIERA DEL PLANO p p (5 , - 7 , 9 ) 
SEA PR UN PUNTO CUALQUIERA DE LA RECTA p R (16 ,12 , 16 ) 
POR LO QUE EL VECTOR f> R p p = (- 1 1  , - 19 , -7 ) ENTONCES, LA DISTANCIA ESTÁ DADA POR· 

PP- · N (- 1 1 - 19 -7) · (2 -3 -6) - 22 + 57 + 42 77 d = � P_ = - ' ' , ' = -- - = - :. d = } J  U 
INI 7 7 7 

QUtMICA 
BAlANCEO DE REACCIONES QUÍMICAS POR EL MÉTOOO DEL • ION - ELECTRÓN • PARA ESTE CASO PARTICULAR, SE TRABAJARÁ EN MEDIO ÁCIDO CON LA REACCióN 
SIGUIENTE 



2 
l .  SE ESCRIBEN DOS SEMIREACCIONES. UNA DE OXIDACIÓN Y OTRA DE REDUCCIÓN (O BIEN. SE ASOCIAN lAS ENTIDADES QUE TIENEN LOS MISMOS 

ELEMENTOS) 

Se � Hz Se 03 

Br03- � Br-

2. SE BALANCEAN lAS SEMIREACCIONES SUMANDO MOLtCUlAS DE AGUA EN DONDE HAYA DEFICIENCIA DE OXÍGENO Y SUMANDO IONES H. DONDE HAYA 
DEFICIENCIA DE HIDRÓGENO 

3. SE SUMAN ELECTRONES PARA QUE EL BAlANCEO DE CARGA SEA IOOAL TANTO EN REACTNOS COMO EN PROOJCTOS. 

3 H 2 O + Se � H 2 Se O 3 + 4 H ... + 4 e-
o + o � o + (+4) + (-4) 

o � o 
6 e + 6 H + + Br O 3 
(-6) + (+6) + (- 1) 

- 1 � - 1  
4. SE IOOAlA EL NÚMERO DE ELECTRONES OBTENIENDO EL MÍNIMO COMÚ"l MÚLTIPLO DE 4 y 6 (QUE REPRESENTAN A LOS MOLES DE ELECTRONES 

OU: SE SUMARON) QUE ES 12 POR LO TANTO lA PRIMERA SEMIREACCIÓN SE MULTIPLICA POR 3 Y lA SEOONDA POR 2 Y SE TIENE QUE 

[3 H 2 O + Se � Hz Se O 3 -+ 4 H - + 4 e ] · 3 
[6 e + 6 H ... + Br O 3- � Br + 3 H 2 O] . 2 

SE REALIZAN LAS OPERACIONES INDICADAS Y SE OBTIENE 

9 H 2 O + 3 Se � 3 H 2 O Se O 3 + 12 H + + 12 e-

12 e + 12 H + + 2 Br O 1 � 2 Br + 6 H 2 O 
5. SE SUMAN lAS SEMIREACCIONES Y SE ELIMINAN TÉRMINOS SEMEJANTES DE DONDE SE LLEGA A 

+ 
9 H 2 O + 3 Se � 3 H 2 Se O 3 + 12 H ' + 12 e 

12 e- + 12 H + 2 Br O 3 � 2 Br + 6 H2 O 

9 Hz 0 + 3 Se + 2 Br 03- � 3 H2 Se 03 + 2 Br- + 6 H2 O 
SE PUEDE SIMPLIFICAR AÚN MÁS, REDUCIENDO LOS MOLES DE AGUA Y SE TIENE QUE 

3 Hz 0 + 3 Se + 2 Br 03 � 3 H2 Se03 + 2 Br 
SE PUEDE OBSf:RVAR QUE lA REACCIÓN TOTAL ESTA BAlANCEADA. TANTO EN MASA COMO EN CARGA 

FlSICA EXPERIMENTAL 
LA MAGNITUD DEL CAMPO MAGNETICO EN EL CENTRO DE UNA BOBINA CIRCUlAR DE RADIO 11 a " COLOCADA EN EL VACÍO ESTA DADA POR LA 

J.J i N  
EXPRESIÓN B 0 , EN lA CUAL p0 ES lA PERMEABILIDAD MAGNÉTICA DEL VACIO. a ES EL RADIO DE LA BOBINA. N ES EL NúMERO DE 

2 a 
ESPIRAS DE lA BOBINA E i ES lA CORRIENTE ELÉCTRICA EN DICHA BOBINA DETERMINAR, EN EL S. f. 
A) lA EXPRESIÓN DIMENSIONAL DEL CAMPO MAGNÉTICO B , DE LA CORRIENTE ELtCTRICA i Y DEL NÚMERO DE ESPIRAS N 
B) lA EXPRESIÓN DIMENSIONAL DE lA PERMEABILIDAD MAGNÉTICA DEL VACÍO CONSIDERAR QUE EL NÚMERO 2 QUE APARECE EN LA EXPRESIÓN ES UNA 
CONSTANTE ADIMENSIONAL 
SOLUCIÓN 

A) PARA DETERMINAR LA EXPRESIÓN DIMENSIONAL DEL CAMPO MAGNÉTICO, RECORDEMOS QUE LA MAGNITUD DE LA FUERZA MAGNETICA (Fm) <U 
ACTÚA EN UN CQIIDUCTOR DE LONGITUD " f. " , INMERSO EN UN CAMPO MAGNtTICO B Y QUE TRANSPORTA UNA CORRIENTE ELÉCTRICA i ESTA DAIYI POR 
Fm - 1 f B sen a SI SE DESPEJA B SE TIENE QUE 



B = Fm 
i i sen a [B] = [ Fm ] = _[Fm ] 

i e sen a [;] [e H�en a 1 
LA EXPRESIÓN DIMENSIONAL DE CADA T�RMINO ES 

(Fm ]= L M r -2 
[i] = 1 
[i ) =  L 

[sena]=  1 

L M  T 2 
[B)= (I ) {L)(1) = M  T 2 rl 

A LA CORRIENTE EL�CTRICA i LE CORRESPONDE LW. UNIDAD DE BASE (EL AMPERE), POR LO QUE 

� ]  = 1 
EL NUMERO DE ESPIRAS ES UN FACTOR QUE SÓlO INDICA CANTIDAD POR LO QUE NO T lENE DIMENSIONES, ES DECIR· 

B) 

[N ] =  1 
DE LA EXPRESIÓN B = f.lo i N 

SE TIENE QUE f.J 2 a B 
2 a  o = 

i N  
POR LO TANTO 

[,u ] = [ 2 a!!_] = [2 ] [a ]  [B] 
0 i N  �] (N ]  

COMO [2)= 1 [a)= L  [B]=M T 2 1 1 ; [i]= 1 � [N]= 1 . ENTONCES, FINALMENTE SE LLEGAA 

ELECTRICIDAD Y MAGNEllSMO 

(,u ] = (l) (L ) �T � �� ) = l M T 2 1 2 
o (1) (1 ) 

J 

3 

EN LA FIGURA SE MUESTRA lJ-.1 tlJcLEO TOROIDAL "DE MATERIAL FERROMAGNÉTICO (p = 100 f.lo ) SOBRE El CUAL SE HAN DEVANADO 

N1 = 850 vuelta� , POR CUYO EMOOBINAOO SE HACE CIRCULAR LA CORRIENTE i 1 QUE SE PRESENTA EN LA GRÁFICA SOBRE El MISMO NÚCLEO SE COLOCA 

UNA BOBINA DE 25 vueltas (N 2 ) SI r1 = 15 [cm l r2 = 20 [cm] y e = 4 cm , DETERMINAR. 

A) El FLUJO MAGNÉTICO A TRA�S DE LA SECCIÓN TRANSVERSAL DEL TOROIDE. CUANDO t = 4 [ms] 
B) EL COEFICIENTE DE INOLCTANCIA MUTUA ENTRE LOS DOS EMBOBINADOS 

C) LA FUERZA ELECTROMOTRIZ I�UCIOA (v 00 ) ENTRE LAS TERMINALES DE LA OOBINA, CUANDO t = 7 (ms] 
O) LA FUERZA ELECTROMOTRIZ I�UCIDA (V cd 

) 
EN 1 = 6 [ms] f.1 

10 

5 

.___�_._�:........--t-+-- t [msJ 3 5 9 SOLUCIÓN. 

e 

A) DE LA DEFINICIÓN 1/J, = JI B · dS = JI B dS cos a a = O y cos a = 1 ; t/Jb = JJ B dS 

A. - r· f'l f.J N 1 i 1 d A - f.J N 1 i 1 e r 2 
• Y'b - J( J, --- r ue - --· In -

o '• 2 7r r 2 7r r1 

t/Jb = 4 Jr x to -s (s5oXwXo .o4 ) 1n 20 = 1 .956 [mWb ] 2 7r 1 5  
VAQUE 11 = IO (A)en t = 4 (ms) 

B) El COEFICIENTE DE INDUCCIÓN MUTUA SE OBTIENE CON M = N 2 t/J21 

COMO f.J > > f.lo 
. .  

M =  e f.J N2 N, 
In r2 = 4 Jrx 10-5(25X850)0.04 In 20 = 4.8906 [mH] 2 7r r1 2 7r 1 5  



C) CONLALEYOE FARADAY V = M'di1 1 = 4.8906x l0-3 - 1Ü = 1 2.2265 [v) ob 
dt 4 X 10 3 

SISEAPUCAELPRINCIPIODE LENZ Vb > Va . .  V48 = - 12.2265 [V] 

o¡ s1 sE APucA LA LEY oE FARADAY. ¡v cd Ir� �; 1 
N A.. N p N  i e r 4 Jrx l0-5 (850)2 0.04 20 

COMO L1 = 1 'P¡ = 1 -1 -1- ln 2 = -- ln - = 0. 1663 [H] , ENTONCES SE TIENEQUE 
i 1 i 1 27r r1 2 1r 1 5  

4 

IVc.� l  0 1663 [( -;o 3 ] = 41 5.7 [v]; 9-5  10-
DE ACUERDO CON EL PRINCIPIO DE LENZ, COMO i1 • (DISMINUYE) 

1 
Ve > Vd . .  Ved = 4 1 5.7 (V] 
MATEMÁTICAS AVANZADAS 
EN EL CONJUNTO DE TODAS LAS FUNCIONES PERIODICAS CON PERIODO 2 7! DEFINIDAS EN EL SEGMENTO [-7r, 7r] , CONSIDÉRESE LA FUNCIÓN j (X) = X 2 

</1 1 
OBTENER EL DESARROLLO EN SERIE DE FOORIER DE ELLA EN DICHO INTERVALO Y UTILIZAR LA IDENTIDAD DE PARSEVAL PARA CALCULAR LA SUMA DE L 4 

n 1 n 
SOLUCIÓN ESTA FUNCIÓN ES PAR, ENTONCES PARA DESARROLLARLA EN UNA SERIE DE FOURIER ES SUFICIENTE CON CALCULAR LOS CO€FICIENTES 

a0 y a, OE ACUEROOCONESTO 

1f 1 1r , x3 1 1r� 
a0 = - J x- dx = = 

7r 3 7r ()  3 
2 !Ir 2 [ x 2 sen (nx) " 2 !" ] a, = - x2 cos (nx)dx = - - x sen (nx) dx 
7r o 7r n n n  o 

= - � [- x cos (nx) 6 + 
1 

f cos �Jx) dx] = 4 [(- 1): 1r - o]_ 4 sen (nx) " 
= (- 1t 4 

fl7r 11 lo f1 o n · 7r 173 7! n� o 
(SE HA EMPLEAOO EL MÉTODO DE "INTEGRACIÓN POR PARTESl 

X2 __ 7!2 +4 � (- 1t cos (nx) 
L. AHORA, SI SE SUSTITUYE EL VALOR 

3 n 1 112 
7! 2 ' (- 1)"(-1)" 7[2 ero l ero J 7[2  

7r2 = +4L 2 = +4L 2 ENTONCES L 2 = 
3 n i n 3 , ¡ 17 n l 11 6 

X = J!  EN LA IGUALDAD SE TIENE 0!.! 

HAY UNA IDENTIDAD QUE CORRESPONDE A UNA GENERALIZACI CN 

DEL TEOREMA DE PITÁGORAS LLEVADA A UN ESPACIO DE DIMENSIÓN INFINITA, ÉSTA ES LA 'IDENTIDAD DE PARSEVAL Y TIENE LA FORMA SIGUIENTE. 

1 fJt(x)]2 dx = 2 a0 2 + f (a, 2 +b, 2 ) SI EN PARTICULAR NOS FIJAMOS ENLA FUNCION j(x) = x2 , OCURRE OUÉ 
L n-1 

_1_ r [x 2 ]1 dx - 2 ( 7! 2 J 2 + i ( 4 ( -y:.J 2 , LA INTEGRAL DE LA IZQUERDA TOMA LA FORMA _1_ J" X 4 dx = ] X 5 , = 
2 7! 4 7! -Jr 3 n�l 11 7! " 7! 5 5 Ir 

2 7r4 a (-1t' 2 7r4 n 1 
MIENTRAS QUE EL LADO DERECHO QUEDA COMO --+ 16 L -- = + 16 ¿ LUEGO, REUNIÉI\OOLOS, DE ACUERDO A LA IDENTIDAD 9 n-1 114 9 n 1 174 

2 7r4 2 7!4 <O 1 00 1 (2 2) 8 1 1 7r4 
DE PARSEVAL, SE OBTIENE = + 16¿ - => 16¿ = - 7r4 = - 7r4 => L = 

5 9 n 1 114 n 1 114 5 9 45 n 1 n4 90 
SE AGRADECE LA COLABORACION DE LOS PROFESORES VIOLETA LUZ MARIA BRAVO HERNANDEZ. GUSTAVO BALMORI NEGRETE, 
RIGEL GÁMEZ LEAL, ELIZABETH AGUIRRE MALDONADO, GABRIEL JARAMILLO MORALES Y AUGUSTO GUADALUPE MISS PAREDES 

¡AY UNAM, QUÉ EMOCIÓN VIVIRTE! 

PRODUCCIÓN: ING. PABLO GARCÍA Y COLOMÉ. REVISIÓN ING. ENRIQUE ARENAS SANCHEl 
COLABORACIÓN: LIC. ANA MARÍA VIEYRA Á VI LA Y LIC. MARÍA ELENA CANO S� 
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EDITORIAL 
ESTE BOLETÍN, DE LA COORDINACION DE PROGRAMAS DE ATENCION DIFERENCIADA PARA ALUMNOS (COPAD!), 
ES UNA PUBLICACIÓN QUINCENAL DIRIGIDA A LOS ESTUDIANTES DE LA FACULTAD DE INGENIERÍA Y SU OBJETIVO 
ES APOYAR SU DESEMPEÑO ACADÉMICO. FALTA UN MES PARA QUE TERMINE EL SEMESTRE. ES TODO UN MES 
PARA RECUPERARSE Y "CERRAR A TAMBOR BATIENTE". ESTUDIAR ES ALGO VALIOSO Y PRODUCTIVO. SI SE 
HACE CON SENCILLEZ, CONDUCE A LA SABIDURÍA Y ÉSTA AL BIEN Y A LA FELICIDAD. ¡A ESTUDIAR Y TRIUNFAR! 

"APRENDER A APRENDER, APRENDER A EMPRENDER Y APRENDER A SER" 
ÁLGEBRA 

OEMOSTRAR O<HARA LA MATRIZ A = [ : : ] SU ENESIMA POTENC� ESTA DADA POO A " = 3 " ' A 

SOLUCIÓN 
SE UTILIZARÁ EL MÉTOOO DE INDUCCIÓN MATEMÁTICA 

i) COMPROBACIÓN PARA n = 1 ; A1 = 3H A =  3° A =  A Si SE CUMPLE 

il) SE SUPONE QUE LA EXPRESIÓN SE CUMPLE PARA ALGUN VALOR n = k DE HOCHO YA SE COMPROOO QUE SE CLJ.1PLE Al MENOS PARA 

n = l . 
A k = 3 k-! A . . . HIPóTESIS DE INDUCCIÓN 

CON BASE EN LA HIPóTESIS. DEBE DEMOSTRARSE QUE LA EXPRESIÓN ES CIERTA PARA n = k + J 
A k +  1 = 3 k A . . . AFIRMACióN o TESIS 

Al POSTMUL TIPliCAR EN AMBOS LAOOS DE LA HIPóTESIS POR A SE TIENE QUE 

A t A = 3 1 - 1 A A  

A t . 1 = 3 k 1 A A  

Q .E .. D .  
GEOMETR(A ANAÚTICA 
DETERMINAR LM ECUACióN VECTORIAL. UNAS ECUACIONES PARAMÉTRICAS Y LA ECUACIÓN CARTESIANA DEL CILINDRO CIRCULAR 06UCUO CUYAS TRAZAS EN LOS 

PlANOS Z = 0 y Z = 6 SON LAS CURVAS C1 y C2 REPRESENTADAS POR LAS ECUACIONES 



el : {
(x - 1 y + (y - 2 y = 4 

z = O  

RESOLUCIÓN CONSIDÉRESE LA SIGUIENTE FIGLRA 

e( 

y 

SEA C = (1 , 2 ,  0) EL VECTOR DE POSICIÓN DEL PUNTO e , CENTRO DE LA CIRCUNFERENCIA e 1 

2 

SEA W = (2 COS (}, 2sen (), 0); 0 $; (} < 2TC , EL VECTOR CON ORIGEN EN EL PUNTO e Y CUYO EXTREMO VA A 'RECORRER' LA 
CIRCUNFERENCIA e1 CUANDO () TOMA TODOS LOS VALORES DEL INTERVALO [0 , 2 7r ) 
SEAEL VECTOR U =  (4,3,6 )- (1,2,0)= (3,1,6) , PARALELO ALEJE DEL CILINDRO 

SEA g EL VECTOR CUYO ORIGEN ESTÁ EN EL EXTREMO DEL VECTOR W Y QUE ES PARALELO AL VECTOR U LUEOO 

g = A u = A (3,1,6) A :t: O 
SEA p EL VECTOR DE POSICIÓN DE UN PUNTO P(x, y, Z) QUE PERTENECE AL CILINDRO Y QUE ESTÁ EN EL EXTREMO DEL VECTOR g LUEGO 

p = e +  w + g = (1,2,0 )+  (2cos B, 2sen8, O)+ A (3,1 ,6) => p = (1 + 2 cos 8 + 3A, 2 + 2sen8 + A, 6-t) 
EXPRESIÓN QUE REPRESENTA UNA ECUACIÓN VECTORIAL DEL CILINDRO. 
LAS ECUACIONES PARAMÉTRICAS DEL CILINDRO QUE CORRESPONDEN A LA ECUACIÓN VECTORIAL OBTENIDA SON { X = 1 + 2 cos B + 3 A 

S : y = 2 + 2sen B + A. O s; e < 2TC 
z = 6A. 

LA ECUACIÓN CARTESIANA SE PUEDE OBTENER 'ELIMINANDO' LOS PARÁMETROS () y A DE LAS ECUACIONES PARAMÉTRICAS DE LA SUPERFICIE, COMJ 
SIGUE· 

DE LA PRIMERA ECUACIÓN 
X - 1 - 3A cos () = ----

2 
y - 2 - A 

DE LA SEGUNDA ECUACIÓN. sen (} = -'----
2 

DE LA TERCERA ECUACIÓN 
z A. = 
6 

2 (x - 1 - 3AY cos e = ------ ---
4 

(y - 2 - A.)2 sen 28 = -----
4 

DE LA IDENTIDAD sen 2 e + COS 2 e = 1 PARA LOS DOS PRIMEROS RESULTADOS, Y UTILIZANDO EL VALOR DE A , SE LLEGA A 

(x - l - 3 · �r (y - 2 - �r 
+ -------- = 1 => 

4 4 
(2x - z - 2Y (6y - z - 12Y _ ------- + --- - 1 

16 144 
QUE ES LA ECUACIÓN CARTESIANA DEL CILINDRO. 

ESTA ECUACIÓN TAMBIÉN SE PUEDE OBTENER UTILIZANDO EL MÉTODO DE LAS GENERATRICES ASi, SI SE CONSIDERA COMO DIRECTRIZ A LA TRAZA EN EL � 
Z = 0 Y COMO GENERATRIZ A UNA FAMILIA DE RECTAS PARALELAS AL EJE DEL CILINDRO, SE TIENE QUE 

D : {(x - 1 Y + (y - 2 Y = 4 
z = O  

· · · (a) 
. . .  (b) 

{ a 3 1 x =  z + a =  -z + a = -z + a  
G .  e 6 2 . b 1 y = - z + /3 = - z + /3  

e 6 

. . . (e) 
· · · (d) 



3 
SE SUSTITUYE (b) EN (e) YSE TIENE QUE: X = a  SE SUSTITUYE (b) EN (d) Y SE TIENEQUE y =/3  YAL SUSTITUIR AMBOS RESULIAOOS EN 

(a) SE LLEGA A: (a - 1 y + (p - 2 y = 4 ECUACIÓN DE CONDICIÓN 

DE (e) SE OBTIENE QUE: a = X - !._ Y DE (d) QUE /3 = 
2 

z y - -
6 

Y CON ESTOS RESULTADOS EN LA ECUACIÓN DE CONDICIÓN, SE LLEGA 

FINALMENTE A LA ECUACIÓN CARTESIANA DEL CILINDRO, ESTO ES, A 

(2x - z - 2 )2 + (6 y - z - 12 )2 = 1 
16 144 

PROBABILIDAD 
EN UN GRUPO DE ESTADISTICA DEL SEMESTRE 2002-1 DE LA FACULTAD DE INGENIERÍA DE LA UNAM ESTÁN INSCRITOS 60 ALUMNOS. DE ÉSTOS, 25 PERTENECEN A �  

PROGRAMA ACADÉMICO DENOMINADO p 1 ; 20 A OTRO PROGRAMA DENOMINADO p 2 Y CINCO PERTENECEN A AMBOS PROGRAMAS. SI SE SELECCIONA 
ALEATORIAMENTE UN ALUMNO DEL GRUPO MENCIONADO: 

A) ¿CUÁL ES LA PROBABILIDAD DE QUE EL ALUMNO SELECCIONADO PERTENEZCA AL MENOS A UNO DE LOS PROGRAMAS? 
B) ¿CUÁL ES LA PROBABILIDAD DE QUE EL ALUMNO SELECCIONADO PERTENEZCA EXACTAMENTE A Lt-1 PROGRAMA ACADÉMICO? 
C) ¿CUÁL ES LA PROBABILIDAD DE QUE EL ALUMNO SELECCIONADO NO PERTENEZCA A NINGUNO DE LOS PROGRAMAS ACADÉMICOS? 

SOLUCIÓN. PRIMERO SE HACE UNA DEFINICIÓN DE EVENTOS COMO SIGUE 

A p 1 ALUMNO QUE PERTENECE O ESTÁ EN UN PROGRAMA 

A P O  
A l  

ALUMNO QUE NO ESTÁ EN NINGUNO DE LOS PROGRAMAS 

ALUMNO QUE ESTÁ AL MENOS EN UNO DE LOS DOS PROGRAMAS ACADÉMICOS 

AHORA SE REALIZA UN DIAGRAWA DE 'VENN' 

P I  P 2 
A) 

B) 

C) 

20 

DONDE 

P(A 1)= N(A 1) = 40 = 3_ 
N(S) 60 3 

P(A P I)= N(A P l) = 
3 5  

N(S) 60 

p (A p 0) = N(A P O) = 20 = _!. 
N(S) 60 3 

N(S) = 60 NÚMERO DE ALU\1NOS DEL ESPACIO MUESTRAL 

N(A 1) = 40 NÚMERO DE ALUMNOS QUE ESTÁN AL MENOS EN UN PROGRAMA (EN Lt-100 DOS DE LOS PROGRAMAS ACADÉMICOS) 

N( A p 1) = 3 5 NÚMERO DE ALUMNOS QUE ESTÁN EN UN PROGRAMA ACADÉMICO 

N(A p 0) = 20 NÚMERO DE ALUMNOS QUE NO ESTÁN EN NINGUNO DE LOS PROGRAMAS ACADÉMICOS 

QUIMICA 
EL EMPLEO DE NITRA TOS COMO FERTILIZANTES EN AGRICULTURA SE HA CONVERTIDO EN UN FACTOR DE CONTAMINACIÓN PARA LAS AGUAS EN MUCHAS REGIONES. EL 
ANÁLISIS CUANTITATIVO DIRECTO DE LOS NITRATOS ES DIFÍCIL DE REALIZAR, POR LO QUE UN MÉTODO ACONSEJABLE PARA DETERMINARLOS, EN ANÁLISIS DE 
MUESTRAS DE AGUAS CONTAMINADAS, ES MEDIANTE SU REDUCCIÓN CON CINC Y LA POSTERIOR DETERMINACIÓN DEL AMINIACO FORMADO COMPLETE Y BALANCEE LA 
ECUACIÓN QUÍMICA DE LA CITADA REDUCCIÓN· 

N0 3- + Zn � NH 3 + [Zn (OH )4 y-
SOLUCIÓN LA REACCIÓN QUÍMICA SE LLEVA A CABO EN MEDIO BÁSICO POR LA FORMACIÓN DEL ÚLTIMO COMPUESTO SI SE UTILIZA EL MÉTODO DEL IÓN - ELECTRÓN , 
LA ECUACIÓN QUÍMICA GLOBAL SE PUEDE DESCOMPONER EN DOS SEMI REACCIONES, QUE SON: 

a) N03- � NH 3 y b) Zn � [zn (OH )4 y-
EL BALANCEO DE LA PRIMERA SEMI REACCIÓN DA LUGAR A: 

QUE SE SIMPLIFICA A: 

Se- + 3 H 2 O + 3 H 2 O + NO 3- + 3 OH - � NH 3 + 6 OH - + 6 OH -

N0 3- + 6 H 20 + 8e - � NH 3 + 9 0H - (1) 
MIENTRAS QUE LA SEGUNDA SEMIREACCIÓN SE EXPRESA COMO: 

Zn + 4 OH - � [zn (OH )4 y- + 2e- (2) 
ANTES DE SUMAR LAS ECUACIONES (1) y (2) , SE DEBE VERIFICAR QUE EL NÚMERO DE ELECTRONES PERDIDOS Y GANADOS SEA EL MISMO ESTO IMPLICA 

MULTIPLICAR LA ECUACIÓN (2) POR 4 . ENTONCES SE TIENE QUE. 



+ 
N0 3- + 6 H 20 + 8e -
4 Zn + 1 6 OH 

� NH 3 + 9 OH -
� 4 [zn (OH )4 y- + 8e 

NO 3 + 4 Zn + 6 H 20 + 7 OH - � NH 3 
+ 4 [zn (OH )4 Y 

4 

ES ACONSEJABLE, POR Úl. TIMO, CORROBORAR QUE lA ECUACIÓN Cl.JÍMICA SE ENCUENTRA BAlANCEADA, TANTO EN ESPECIES QUÍMICAS, COMO EN CARGAS 
EL�CTRICAS lA ECUACIÓN QUÍMICA ANTERIOR, COMO SE OBSERVA. SATISFACE ESTOS REQUISITOS 

MATEMA�CASAVANZADAS 

SEA LA FUNCIÓN f _, (- 1t CUYA SERIE DE FOlRIER EN FORMA COMPLEJA ES L -- i e 1 " 11 1 
DETERMINAR 

-oo n 7! 
a) SU SERIE TRIGONOM�TRICA Y b) SU SERIE EN FORMA ARMÓNICA 

SOLUCIÓN DEL ARGUMENTO DE LA FUNCIÓN EXPONENCIAL SE TIENE QUE OJ o 
27! = 7! COMO O) o = T , ENTONCES 

a) e" = � (a, - i b" ) => 2 e n = a n - i b n 

T= 2  

, POR LO QUE a,. = 0 b n = - � (- 1 )" = � (- 1 )"+l 
ADEMÁS e0 = 0 . DE DONDE a0 = 0 

n 7!  n 7!  

ENTONCES, lA FORMA TRIGONOM8RICA DE lA SERIE ES 

f -2- {- 1Y+1 sen (n 7! t ) 
11=1 n 7! 

b) 2 = --
n 7!  

5. � ang tan (- !:) � ang tan n 7!  
o 

' 
POR LO QUE, lA SERIE EN FORMA ARMÓNICA, QUEDA COMO 

TUTORíA 

00 2 ¿ - cos 
, 1 n 7! 

LA COPAD/ AGRADECE A LA DMSIÓN DE CIENCIAS SOCIAlES Y HUMANIDADES, Y EN PARTICULAR A LOS PROFESORES DE LA ASIGNA� CUL T� Y 
COMUNCACIÓN POR EL VALIOSO APOYO AL PROGRAMA "TUTORIA PARA TOOOS", YA QUE A TRAVÉS DE ESTOS DOCENTES Y SU ASIGNA� SE 
PODRA DAR UN SEGUtMIENTO MAS EFICIENTE A LA TUTORIA Y TAMBIÉN HABRA POSIBILIDAD DE EVALUAR ESTE NOBLE SERVICIO ACADÉMICO. ASi 
PUES, ALUMNOS Y TUTORES, A TRABAJAR POR EL BIEN DE USTEDES, DE LA FACULTAD, DE NUESTRA QUERIDA UNIVERSIDAD Y DE LA SOCIEDAD, 
QUIEN RECIBIRA FINALMENTE LOS BENEFICIOS DEL QUEHACER PROFESIONAL DE INGENIERAS E INGENIEROS MEJOR PREPARADOS, TANTO EN LA 
n:CNICA COMO EN EL OFICIO DE SERES HUMANOS CAPACES DE REALIZARSE PLENAMENTE Y LLEVAR UNA VIDA Y UN TRABAJO DIGNOS. 

CULTURA 
LEER OBRAS MAESTRAS DE LA LITERATURA UNIVERSAL ES UN E.ERCICIO DE VIDA Qll: SE DEBE REALIZAR SIEMPRE. LEER NOS PERMITE 
RELACIONARNOS CON GRANDES AUTORES A QUIENES NI SIQUIERA CONOCEMOS Y VER CÓMO ENFRENTARON SITUACIONES DM:RSAS Qll: SE NOS 
PODRlAN PRESENTAR EN NUESTRAS VIDAS. LEER ES VIAJAR POR EL PENSAMIENTO Y REFLEXIÓN DE NUMEROSOS SERES HUMANOS Y COMPARTR 
CON ELLOS LA MAGIA, EL MISTERIO Y LA BELLEZA DE LA VIDA Y DE MUCHAS DE SUS MANIFESTACIONES. LEER ES DARNOS LA OPORTUNIDAD DE �Íl 
Y LLORAR, DE SOÑAR E IMAGINAR, DE SENTIR Y PRESENTIR. LEER ES LA MEJOR COMPAÑIA QUE SE Pli:DA TENER. PORQUE LA LECTURA INVOLUCRAA 
SERES HUMANOS Y SENTIMIENTOS. 

SE AGRADECE LA COLABORACION DE LOS PROFESORES ERIK CASTANEDA DE ISLA PUGA, HUMBERTO SORIANO SANCHEZ, 
MIGUEL EDUARDO GONZÁLEZ CÁRDENAS Y ROGEUO SOTO AY ALA 

¡AY UNAM, QUÉ EMOCIÓN VIVIRTEI 
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_ U1. fAC· DE ! NC�NIERIA 
'M�RO !ENRIQUE RIVERO BORRELL" 

v rE Llfi.R� r:ue DADO DE BAJA 

FACUl TAO INGENIERÍA 
DONACIÓN 



X =  2 COS 1 
y sen t O �  1 S 2Jr} => J(x,y ) =  g(t ) - 4cos t - 3sen 1 - 4sen t - 3 cos 1 = O 3 tan t = -

4 

{sen 1 = � 
3 

-o> sen t = - - ==:> 5 

cos t 

cos t 

LUEGO LOS PUNTOS CRITICOS SON (- � , ! ) y ( � , - ! ) DE OONDE LOS EXTREMOS ABSOLUTOS SON 

MÍNIMO ABSOLUTO 

CÁLCULO 1 

dg 
dt 

4 
5 
4 
5 

= 4 sen t 3 cos t 

MAXIMO ABSOLUTO 

SI SE ASUME QUE LAS SIGUIENTES FUNCIONES SON BIYECTIVAS, ES DECIR QUE SON INVECTIVAS (A DIFERENTES ELEMENTOS DEL DOMINIO LES CORRESPONDEN 
DIFERENTES ELEMENTOS DEL COOOMINIO) Y SUPRAYECTIVAS (TODOS LOS ELEMENTOS DEL CODOMINIO ESTAN ASOCIADOS CON ELEMENTOS DEl DOMINIO) POR LO 
QUE ADMITEN Fl.JJCióN ltNERSA. ENCONTRAR LA REGLA DE CORRESPONDENCIA DE DICHA FUNCióN IIWERSA Y EXPRESARLA EN FORMA EXPlÍCITA ES DECIR A LA 
VARIABLE DEPENDIENTE EN TÉRMINOS DE LA VARIABLE INDEPENDIENTE 

. + 4 l) y = -
2 

SOLUCióN 

{ X 
ii) f(x )=  2 

sen x 

ii) J(x) =-
{ � 
senx 

si 

+ . 4 - x 2 
' ) 1 y =  

2 

si 

- 4 � x < 0 
J[ O s x s  
2 

2 S X �  0 

iii) y =  In (3 x); x < 3  

l ( ) r ., f x = -\4 - 4x - ; 0 S X S 1 

si - 4  S X <  0 
J[ 

SI 0 S X S 
2 

X y =  
2 

y = 2x ; - 2 S X < 0 

y =  sen x x = sen y y - angsen x ; O s x s 1 { 2x si 2 s x < 0  
0 S x S 1 angsen x s1 

iii) y =  In (3 - x) , X E  (- (Xj,3 )  X =  ln(3 y) ==:> ex eln(J y)  ==:> ex - 3 - y y = 3  e' ; x e 91  
. . f 1 (x ) = 3 - e x  ; x E" 9t 

TUTORÍA 
ESTUDIANTES DE PRIMER SEMESTRE CURRICULAR: BUSQUEN A SU TUTOR, APROVECHEN ESTE SERVICIO ACADÉMICO E INFÓRMENLE 
A SU PROFESOR DE CULTURA Y COMUNICACIÓN QUE YA ESTABLECIERON CONTACTO CON ÉL Y PLATÍQUENLE DE CÓMO VA LA 
INTERACCIÓN ENTRE AMBOS. A PROPÓSITO DE LA TUTORÍA, HAY UNAS PALABRAS DEL PREMIO NOBEL DE LITERAURA JOSÉ SAA.AMAGO 
QUE REZAN COMO SIGUE "EL JOVEN NO SABE LO QUE PUEDE Y EL VIEJO NO PUEDE LO QUE SABE ESTE ASUNTO SE RESOLVERÍA SI 
LOS JÓVENES PUSIERAN LA VOLUNTAD Y LOS VIEJOS LA EXPERIENCIA, SIN ENTRAR EN ESA COMPETENCIA DE VER QUIÉN TIENE MÁS 
RAZÓN QUE OTRO". ¡APROVECHEN A SU TUTOR! ¡ÉL TIENE GANAS DE AYUDAR Y APOYAR! 

SE AGRADECE LA COLABORACIÓN DE LOS PROFESORES RIGEL GAMEZ LEAL Y LUIS HUMBERTO SORIANO SANCHEZ 
¡AY UNAM, QUÉ EMOCIÓN VIVIRTEI 
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