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PRCPOSITO DE LA GUIA

fste miterial tiene por obieto ordentar a los estudiantes que deShan
preperarse pava presentar examen extracrdinario de 12 asfgnatura Al-
gebra y Geometr{a Analftica.

- La qufa estd destinada a los alumnos que ya han cursado la asignatu-

ra y que Poscen ciertos cenoctmientos sobre 13 mazeria. LA GUIA KO
PPETINGe SUSTITUIR A LOS LuURSOS REGULARES, sinc mejorar -a prepara-
cifn aue el estadtanta haya adcuirido en ellos..

ESTRUCTURA DE LA 5UTA

De cada tema del programa vigente de 1a asjuynatura se seleccionaron
los conceptos Tundamentales agrupindoios en bloques.

Cada uno de estos Llcques centiene vns L48fa do conceplos  con sus
respectivas referencias para localizarlos en los textos base, que
son:

Swohewsky Cfarl W.

ALGIBRA Y TRIGONOMETRIA CON GEG®ETPIA ANALITICA
Grupo frditorial Iberoamérica

le. Edicidn en espafiol, México 1983.

Selar Evuardo 3 Speziaie {eda.
AFUNTES DE ALGIERM (la., PARTE)
Fecultad de Ingenferva, UMNA
la. Fdicidén, Mixico 1983.

. Solis Podolfo. Nolasco Jesds y Victeria Angel.
ARPUNTES TE GECMETRIA AMALITICA .
Facultad de ingenieria, UNAM,
la. Eaicidn, México 1981.

Estos teaxtos deberdn tenerse a Ta mano al utilizar la gufa.

[n cada uno de los blogues se preseazan, ademds, algunus efemples que
ilustren 12 apiicacién de 1os conceptos.

AT té&mino e coda tema se plantea un conjunto de pacblemas yropuestos,

para que el estediante los rezuelva ¥ adquiera cea ello 1a practica ne
cesaria en 2l manejo de leos conceptos del tema.

Al final de 1a guia aparecen ics resuitados de algunos problemas pro-

puestos, a fin de que el cstudiante pueda compararles con las respues

tas que obtuvn

INSTRUCCIONES PARA EL U‘:O DE LA GUIA

" 1. Lez cuidadusamente la lista de conceptos que inteyran el priser

b!oque de cada tema y estudie secuepcialmente cada uno de &lles

en 1es textos base, ponierds especial culdado en acuellos con-

cevtos fue no lieys comprendide o adquirido en su preparacion an
. terior.

0 . ; . { ot . II



Z. Analire detenidamente los procrdimientes que se siquieron para ™~
outener 13 solucifn en jos eiemsios, cercisréndose que he com-
prendide clarameate los raionemieonies expuestos; €310 suede o
gqravee reproduciendn el rreceen de solucibn sin recurrir al

taxto.

ios ajemplos del sicu
de 125 2o pasos anter

54 iz los
amas

4. Besuelve jo5 Provtemas reopuzctos Gre se plian’ nil de
2y ema:y en easc de gue ienge dificylied, - diar nue
conceptes del Sleque e intentar u S resoi-

3
vroblemas.

sefadz parg servir como material de auteinstiruccidng

t2 quis ostd 43

no obstente, si xT estudiante no legra ceomprender algin concepte o
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Eaze tema comorende thes blsques. Se suciene eatudis Lo aspectes
“.'

Lolniool en Rod relercncind Lndlcadns, asi cemo nevidan 24 probferad
resvelios pavr cada ecreepte.

PRIMER BLOGUEZ

1.2 NUMEROS NATURALES. INIWUCCICN MATEMATICA

. . s . 5 ..
Referencias: Algebra y Trigorcietria con Geomeir e And
-

Eerl W, $%o v\ousky, réginas 466 a ia 472

frica;

Algebra (la. parte); Lduardc Solcr y Leda Sp»z..'al;_,
£ piginas £ o 1a 19 y 62 & la 88 (cmitie demostracic-
nes, excepto las de las pdginas 13 y 14)

SEMINAS ANTLS OF LA REA

Blerplo 1 ‘

erostrar por fndwcibn rotanitica la velidez de la sijquiente expre-
si&n pura 20 nlmero nanuwal n,

SoluciGn:

a) rriverarente se verifica que ‘a e,xm:esmn sea valida gara n = 1,
lo que ¢s equivalents a tamr de la ecwicifin el prfmf‘.t sumando .
del miembmy de ia fzguicrda v osustituir en el sequndo micrbeo el
vialax n o= 1, es docly

B e TR By D Sl e T
FoEA '4)‘2(31’ Gl

Por io tantn, la expresifn es vilich @ n = 1

b) Dera estebiecer la hipbtesis de que la @presu&l es valida para
=k, s 1“‘“‘ ‘u(xst ir:

i 1 1 5 i '

%+§~+-3+...*§r< %—[‘1‘?';_‘} see 1)
o) Para o = K + 1, la expresitn oricinal quedarfa:

3 1 e’ s lel’s : SHR

3"-"’37,_'1’ 31"'3 *;..4‘ —3}‘-’7:--§|_L- ?Q;f'l vas (?.‘

Ahora es necssario damestrar que esta filtima fqualéad es verdadera,
2 partic de la espresitn (b)) .

Supando a awbos wizd:ms de (1) el Fiquiente témino on el desarrollo:

e o O e G ST .
'3“'1'"3-2!53 *.I...+.~31,:'0 3‘;:,;}-‘5(1-52-}1' 3m : e {3)
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se observe que los prineros memde0s de (2) v i3
ontonces electuar plgutts transformaciones akgebra ivas
vro de (3}, posrp ver si csincide cob el de {20. Asi:

l -

-—

wv‘%?'?)‘?ﬁ

"l i
FryutytertE?y

e A

al segulo mism

= et

que es (qusi al saqumdo mieatzo de la expresion (2}, cor 1o que Ssta

es wrdndera. cm lo ¢ue 58 cescivye

valida.

ierolo 2

pemostrar por induccitn metemitica que
$neEN,

Selucitn:
a) Ge verifica paran = x -
372{1 + 7 = 16, que es divisible enkre 3"
for lo tanto, 2 _expresibn €3 vAlida pard n = L

L} | Pard

n = k s¢ escribe:

3tk + 9 ible entze 8 -

w
~
—

T
e
~r
24
]

s 7 =34 T e

=12 3tk 7=

= () (HFE+ 7=
SV LD
e+ @K

D2 esta Oitime exproaifmn, o6 evidenis gl el primey &
1o entre 9; et seywd parpifn es eivisible entre S,
astablecidt en 2l paso b

S e AR

ge Yo provosicifin criginal o©s

3M 4 7 ey aivisible entre 8,

eetablesr la hipftesis de que 14 nypresifin es vElida pava

urandy es dlvis
ror la hipihess

A s e

Rl etk N s R

eon iguales. Bastaxf .
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[.1 CONJUNTOS
Refevencia: Algsbra Moderna, Frank Ayres Jdr.y plginas 1 a 2 §
| p ;
1.2 SR REIERES
Beferencia; Algetna (la. pedel; Eduande Solar v ieda Speniale,
phgiras 21 a2 la 3 (omitir derogtracicnes}
T.4 NUMEROS RACLONALES,
" Referencia: Algebma (1a, perte); Eduerdo Sclar y ledd Surziale,
pigires 23 o la 53 (Gl ir durostracicnes)
T.5. HUMERDS REALLS.
s i :
~ Referencia: Algebra ¥ Trigonometria con Geunetria Analitica;
P
¥ ; Earl W. Swokowsky, pdginas 3 a la §
Ejarplo 3

Sea N el conjunto de los afreros -naturales, 2 €l d= los entervs y
R A )

Calcular:

al w - e (vnzl R e

by @0 ¢y f2'n T 4 B ol

g}

)y (Nu o - U z)!
Solucibn:

S conSiderd OGHE conjunto univexsd al conjunto de los nfineros ente-
™e, O Sea’t

u={..:, =2, -2, =%, 2, 1, v B

e &

a) K- U] e -'(c‘u N}

Nuw =

~N' - N=N'=C

= {..0-3, 2, -1, 9}

L) .(.‘1' ACUZ'AE') = (CrCyy lenCh
O, =dus= ¢ ‘

< ¢ KUK )-_(N.UI 2} =2 - 2 = '

=% - ¢ =2=Us=
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_» Se chsernva que este AQLtim sistome es incomwatible, puesto que no exis
TERCER BLOAQUE * te aing( valor de x que satisfaga sinmultfieamente a las dos desiqual-
dades. J
e i Por -lo tanto, la finica opcidn vAlida es la del primer sistam plantes-—

do, por lo que la solucifn de la desigualdad origimal es:

4/3 < ¥ <3
wiria con Geumetria Analitica;
~ginas 1l a la 13 y 82 a Ya 96

Ejemplo S : .

Fiemalo 8

Enauntrar 1os velores de x que satizfason la sigulente desigualdad:

i

R

>2,conx #3

Wit

(X%

Soluc:One

52 resita en | oimor 8

mine 2 a ambos miewbros de la des iqualdad;

Resolver la sfquiente desigualdad:
|2 -1]>2c4s
Soluciln:

Se duben analizar dos posibilidades en relacién con el t6nnino
(3x - 1).

Si (3x - 1) es positivo, entonces |3x ~ 1| = 3x - 1, cn 1o cual:

?‘_tz_z'»c Ix-1>2x+5
3% - '
‘ de donde:
ahiora se obtiene el comin dencrnindlor: !
* -6 > 2% ;
¥+ & Enkr 200 0 ¥
= L x
3= X=-6>0 |
i
5 Xx>6 i

S ol AED)

A ; a Ia otra pesibilidad es que (3x - 1) sea negatiw. Si esto sucede, pue
S tiete wm frestida en el primer miemlro. que debe ser positiva, lo .

de escribirse:

oAl &5 Damible sf e] manerador v €l denaninador son ambos pogitivo: o
ands negatives, L i { -1 <= (204 5) |
- S . a N : .
tirar ol casa el g anbos son pogitivos, e ponihle plantear el es decir: '
siguieate zistemn e desiguzldades: i ! ‘
|
L y E ! w~-1¢«=2x-5 = i
3% -4 >0 ¥ : ] . :
5x < - 4
SR S ¥ J 4
= - ‘ = 3 tE&ETE
despejande la ® queda: . y
Ix > 4,73 ' | por lo tanwo, es posible eccribir:
Re 2 = It 4 : .
N3 i xEL!-'“."E)-U (6:")] |
7 -,

es decir:

473 < x = 3
s L o . ; . .. 1 PROBLEMAS PROPUESTOS
I 1A segunda Posibilidad. Gue corresponde al caso en donde el namera- i - i
dory el deeminader del primes niadzo de la desiqualdad (1) son ae
bos negativs, se tiene: X

4 : i
13- 4 <0

|

S )

e

. .Derpstrar por induccién ratemdtica:

T O T L ; g
de donle: -' P N eyt e Tt D B B - i
et a7 5 ; LK S L s - f
25 47 : x> 3. 4 ; 1 b) fi+?."'.l+2+.u4_$,?;r '9(1 21")




= —e A e T SR S L SR R LI St e e

iwns & ¥y b, tales que -

(e dados Sos nlEeros

omplo gque % « DL Y me W

5
Al
Je
g
8
ﬁl
®
s
(9]
w0
b=
i
]
2
o
0]
5
2
q
g
L4}
r
it
3
'4
!
5
B

o nlrerns racisnales cudesguieora ) Y g, ta
les e ay 4 Jp. S1STTre s potible snoniirar i nire

' = s A
10 racifiutl g Taver Que qy Y Easn Qe qp . r" 1

A Fl ndmero 3 pnde oxoregarse oomd utn dociml pevisRd %
N
2. .

2) Bl conjusto fovmaco por la intersecciin @2 los racio-
nales y les cicrales es el de los nlmexcs reales. | &

&. Resclver las si¢

1 ]
o :

a)

“ o b

ci zy’-\-i‘-193-x
>

a) % s v 9 0;

7 .
e} =<y xFO)
5 tzamdiez "
1) ¢

Ve

NUMERDS COMPLEJCS

&

tote fom compronde un hlogue. St sugdexe 2atudinn Los adpectos iebrt
cos an Lid neferarains indincidat, a4l comd REVISCA Lot prwbfemas reduk
Ltos omaa ada ceaweriv.
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17.1 FORMA ELNCMITA {l
i
" g Ty Cirmr 7% 2 -2
Retiyercia;  flgehra fduso Solar y ladia [7AA20a-s.
» 0 2L% <d o -
.

;-1_0:_’;2.5
(7.9 oMM ITLAR
y +-To 3 b iy Rl
wfarencia:  Elachra taiarde Yolix y fece JpRLlace,

G inas

FORMA Lo EULER

4
-
w

tlgchra (la. parte); Louward Solue y leda Spe

|
i i
Feferencial 2te ) 1
e 4 1 3 oxe
pApinas 113 & La -se |

e e o e e

Ejery:lo L

calcular los valores de W que satigfaccn a la ecuacifn:

. ZpirEs A
: } ZiagZy, S i

z, =21 z- = cis 180°, 23
- ' -

Solucifin:

2

Be la ecuacifn dada se despeja a w':

f1 vl P ¢

wl= ot 4
flia
3

‘ | B o T 9 v .
por facilided conviene efectuss 1a adicibn indicada e ex d.uxglm?o ck_.,
ceemdd micmops 9 (1), pura lo cual se requierc treasformar el nfmert
z. 2 ia femia birraica:

2, = cos 180° + 1 cen 180° = -1+ 61 =<1

Ly =

¥y : .
ru0

T 43y = 2+ 4)1 =1%1=7 cis 45 e 2
Ahora se cbtiene ol resaltado 3l divisor del segqundo mienbro de {1).
% = {cls 90%}% = cis 36C° = cis 0¥ =1

187, s

” a i AP,
zg“' o/ e a e e 2 " 2 g 90°

{4 25 2, = /8 cis{90° + 1357 = /B cis 225° seht SEa)

-

al sustituif ios nlmeros dadis PO 1as cxpresiones (2) Y (3) en la ecun

. cidn (1), se tiene:

Smntesis AT _ Boshnt ~ 2050 Lote (-180%) = 1 cts 1000




10 ‘ £ 11

1
4 BOL 2 N T = celova =) e Liene: ( - " .
s a snyresifn nterior SC a3z ¢ 8¢ N r X : TR L
Lia e 2 M) PoLINGHIOS
/e o (L3 L 180° -k K(360°
W = \—-C.LS 1"0" A/ =|—) 2L -
2

103 valeres G2 w se obtendrdn, dando a X los velores sucesivos dely. T Faze tema commende dos .;quu o 2 éug&M.. eatudicr &os aspeaion ted
D b rizos en las aeﬁ\.ieruaz- indicadas, w84 comp aevisar fod problemas ne-
2 ] su22t0s pera cada corcepto.

25%:

v

1 = <
Pars =10, Wy 1 cis A0D°
7.a -

PRIMER BLCQUE
s . 182° + 360° Je =
Pare k ‘-_; 1‘ Wy = é_:./.,g 2is _,__43.__._ = —{7'3- cis 120¢
i 1800 + 7300 ° [ TIX.1 CFERACIONES CON POLILOMICS
Para k=2, w; = 11)‘7; IS = e —7' cis 300 j AT Ay 2 o

' Felerencia: Algelra (la. parte); fduarco Soiar y Leda Speziale, |
Estas rms ra’ces estén coleradas equidistantemente en la eircanferen- pEinas 129 2 la 122 v 134 & la 136
‘eia de radio:

III.2 DIVISION PE POLINGMIQS, .DIVISIUN SINTEITCA
S |
' s ! Feferencia: | Algebra (la. ;""L), Eduarde Solar v Leda Speéziale,
' pipinas 186 2 la 154
| Zi -
Bjerplo 1 ! &
I3 [ 4
abtener el polinamio: . " A '
£ g
P!
/ £(x) = glx) « hix} + glx) * slx) 70 m
I ‘ SJ'.‘: .
i v-}‘\‘ A 4 N
| : g(x) = x3 - 3%+ 3
"';. hix}) = x + 3x2 - 1
\
) g{x) = x + 2 .
- ¥
{ 3 Solucitn:
i L " Aplicandd la propiedad distributiva del producto de polincmics scbre la
| ) + Sum g ;
£{x) = glx} pGd + six)]
| pacn gS PROPUESTOS y como:
i ‘ ; ‘ ‘ hix) 4 slx) = x* + 3x? + x + 1
! o M -t
1. Cbtemer los valorss de x.y y que satisfacen a la ecuacibn: | entonces:
3ilx e¥3) = (-3 4 37 -3+ 158 . : "

() = (3 = 3x 4+ 3)(x" + BF + x + 1)
2. prtesminar el valcr éo z que satisface 1a siguiente? ecuacin:

: - 5 4?.'“/?‘i 2/ g g 00°
zL/4(2 cis 2707 2mi) -.__TW_Z (~6 + 4 cis 20°)

£lx) = X7+ 3x5 ¢ x4 x2 =355 -3~ 32 - 2x 4

R R R | . D 024 3+ 3
3. Cutener las rafces de la ccuacién: ; por lo que ;
wrel-15=0 g

- : ; - f =I 7 0 - Repd 2
v reppesatarias en el diagrama de Argand. : | : (x) = x7 + 4x- 8x3 + 6x2 + 3
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Ejer 10 2 .
' 3 v 1as veloves de 2 v b de tal fonma due el nol ancrmio: h
2 dn Fae > = s '
1218
o 4 avt s bas ok O - 36
' gay divizible entre: k 1LY :
a3 ‘ . s £ F i
et 33 5 Lo=6) 3 b2 A {
‘Ejemglo 3 st L L
2 lueifn: ‘ S Obtener todas las rafces del poiinomio:
z - ph = xb ~ 18x7 - 28 4+ 1exf - 20xY + 20873 + 1637 - 2083,
socrean Gel Yesilue se Lrenss i :
: v ~ n
cosi f(=21) =0 y p(x) es divisikle entre €] yoliinssno hix) = x¢ - 4,
£-3; = (=3)% + a(-3)3 + b{-3)? + (-3} - 36 = ,
‘ Selucién:
| PR W 2 o £ ISERE 27 - 36 =+ 0 .
Puesto que p(x) s {IL grado 8, tilene exactonesé ocho rafces,
{ W T EAe 5 F 2=

Ahora bien, -cono:

(k)= x(x7= 1Bx% —x

%
¥-3
=
&2
i
L
o
"
C
e

+12¢"% - 16%7 + 28527

+ 163 = 268}

¥
i

13

24 il

i R s

o S A e TR e e (
o] s rosucive Sl SESIGIR SLinGdl o (1}

272 + 9% - 1%
[ + 10D 2= L20

e (1)

stituyendo en (2}
w Jond=s

srwendo @n (It

b:-.2+3(-2)="2"6=

lo tanto los valores p"g_u-OS son:

a = =2 & b =8

-8

A : entono:s
256 + 633 v aCL 4 36 -~ 36 =0 .

uy = 0 es vne de las rafces de 1.0x).

Yz que £{-2§) = J, or el teorema Jel factor se obtiene que oy = -

e a
(3]

3

s
o, es ctra ralz y come los meficientes de g:lx) sun rfmeros reales, enton
2 ="24; tFmbi.f'—:l 2e rafz.

(1) Asimient, coro rixi es Qdvasible entre hiy) = x° =~ 4= {x 4 2)ix - 2},
! entonces eu = =2 Y a5 = 2 son ralaes de pln) .

D lo enterior, y haciends uso rael teerarea dal factor se puery ostahle
celr la sigulente igualdad: i

g1t B D
xxX =20+ Zi)(x + 2) (x - 2}

= q(x)
&onde q(x) es el.[.‘o] inomio reducido.

Intonces;: la bﬁsqueda de las tres rafces faltantes de p(x) €@ restrin
Gir§ a deteminar ‘lac raifces de &(x).

81 se efuctuln log productcs se gbtiene:
i 20— 187 -t 4285 - 16" 4 288%7 + 36x? - 286%
Qo) - * - 16x

Ry el mﬁlum el (‘ouente mediante la divisi&n ¢&anGn entre polincunios,
', se tiene: :

e i Coaix) 3 - 1gx? - x + 18

Ahora bien, ap]ic‘.xnc’o la zoql«. de les sxgnos de Descartes a g{x) se
tiene gue: g
t

é‘.x) = x’ = fow? —ic 4 1B a(x) tiene 2 & 0 rafces reales
SR -2y e Msitivas
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B O LA

- il A
e 15
iy =T ‘
. o : PROBLEMAS PROPUESTOS
{-x) =-x3-1822 +x+18 . glx) tiere un2 rafz veal nego- - s
i W tiva o
3 o T et A :
-ernative ¥ al nfmero y tipo de ralces
Por 1o tantc las alteinativas en cuanto Y [ »
qix) son:

la. =d
r y g

Rafeee renlas positivas

: 4
Rréces veales negativas | - 1

Tadmes onEle)ds c| 2?2
Total SRS
b B

'S . 3\ - 1 .
para las posibles ralc s racionales de g(x) sc tiere que

413
ag = 13 v sus factcres son e bl part 2, 0 3], e E 9,
an = 1 y sus factores soi |
an = &

] S 3 in ser alome
lo qu i gflx) tiene ralces T acionales, Estas eharfn ser aigy
per lo que S gix) tiel X [s!

91,}2,:3,26,39,:13

' it & cerrincirs 1
cone afx) b3 scesariamente wa refz negativa, s¢ resuringixa ia
o afs

plsqueda @ ¢

3 g < £, .= _l'
zplicands 1o divisify sintétice et =t

1 = LE =) is

- 1 = 19 ~ 18

- 19 18 [__-ﬂ

=

e conwecuencia de pix}.
por lo que ag = = 1 es wna rafz Ce qlx) y en

Dol tercer rengldn de la givizi6n sintAtica se tienc que el mevo pPeli

nomis reducido Gs:

Qi) = xF = 19x + 18

v sus rafces son:
Y

19 + gL - AN Gg) 19 217
e i I 2

l'l.:."a =

é’or lo tonto:
ep =1 ¥ ap = 18

son las ntras dos ratces de alx} ¥ won el)o se lm.n cbtenido todas las

rafces de 2{x).

Sim{x) ~x5-x%+ 345 y nx =x2+ 7, deterninar &s poli-
namios ¢{x) y r(x). 3= tal nenerz que:

mi{x) = qi{x) nfx) + r{x)

2. Sea el poliromio:

fix) = 2x7 = 5x5 - Bx® - 8° 4 Sx? g
a} BPetemminar el valor de B, si: ey
1 R i Y
% Vo .. ¢ a i { -: A
g ~ .
b) C(btener todas las rafces de fix). 8137, N Q
s | 15 S,
A

@ SUCESIONES Y SERIES

Eite tem: comprende tres bloquas. Se sugdere estudimr Los aspectos Lof
Meos en €as neferencias indicadas, asi como revisar 20s pwblemas re-
suellos parn eadz concepie.

PRIMER BLCQUE

SUCESTONES. LIMITE Y (ONVERGENCIA. SUCESIONES MOHOTONAS Y ACOTA
0AS COTA

Referencia: Algebre (i1z, parte); Fduardo Soler v Ilecda Speziale,
piginas 131 a la 208

SEFIES. CONVERGENCIA, PROPTEDADSS Y ALCEBRA, SEVIE GEOMETRICA

Referencia;

Algedra (la. parte); Ecuardo Sclar y leda Speziale,
ragilas 208 a la 239

Be ma:lcula' el '1

Ljemplo 1

Sca la suozsifn: *

1 1“
(*a)

caleular’ su 1fmite y decir si es converyente o divercente,

. Solucifni: 7 !

i '
'

;m’.ua de la suoesifn y se tiene: |

»



e at]

iR

o N

s Fo

I

T yg bt

ool

oo

i s¢ aplica la

se¢ dice e i
oxigLe YOOIV

o

S eiie enamencial

¥

. la siouiunte

il en A

'
Ty
i

Neae i

oy = se tesul tue o8 wma indeterminacion,
r- .

apilcar la &

{3 =}

Fy 14 =

3 A= r.}
a

1
e,y anbos miewbros, se tiene gque:

L *wi 23
- udin @S convervents, Jja que su 1fmite

2 e

seric ¢s ecnvergente Yy en caso de serlo

Soluciln:

s 'bi-:_mr,o‘ enésimo de la sarie oconsta céa dos stmandos v S8 puede ena-

lizax cadi o POx Sepaxacdo e acuerdo a las propiedades y al Slcebra
ée las series. Silos dos sumandes representan serien convergentes,

entonces ia suwra equivaldrf a une serie oonvergents: .

Ast, la expresifin:

L
b e

15

ve

es W seric ganétrica cuya rasfn s ¥

lc cual es aunvergente y su sua es:

Sy SO ]
T T e
T A
4
ror otyo laks, la serie:
y » 8

» ! t nn+1j

n=1
aguivale por progiedades, a:
B
n=g

il
n{n+1)

PN

qUe €S MENCT gue

1o e

analizande el témind ensime, se obseiva que puede ser escTito vamo:

i

‘ AR+I " nvl

El desarrollo de esta serie hasta ¢l término en€sire, da camo resulta

do la swma parcial Sn, es decir:

que exmivale a:

Si se nbtiene el lfmite de la simn varcial endsina 3 y 8sta extste,
la seriec es cunvergente y su sum 5 es el valor cel lfmite.

Ast:
lim 51

% n= =

y de acverdo al Slgebra de las series, la exvresifn;

o fa
T Yo b _-TQI.TY =g £
= s
=y B 11
R R T R

1
I'\ih'i i)

———

Pt



e cnrresponde a ana serle converyente y su suma est

S=8x1=8 ) L LTl 7w o

e

> - s J—Lng‘)o " § -.
~r lo tantc,-.se conciuye cue la serie: g ’

S B : i 0 oy L _2,,2;’2 5 - L
ne Pnhl gl e {indetermdnado)
S=4+2 : :

. . aplicando la fegla de L'HopItal se obtiene: : :
Sl=12 - : . ; i

o Lm  antl | lim _al?
! n-+w an, no+ew ﬂn.fl}:?"‘_.
: : i i : . . 3 : lim S IR
SEGUNDO BLOGUE ‘ . ; . e
f - Y =1
; V.3 SUPIES DE TERMINGS FCSITiVOS. DIFERENTES CEITERICS. SERIE p ;

Como el valor mgaSzico del 1fmite es \mo, este rétodd no @efine el ca- l

rScrer de Ja serie, por lc cue se urilizard el craiterio de oomparacibn,

Teuarco Solar v leda Speziale i
"uarco Solar s i3 5 Th e e

e TN 4 CURTFS IE SIGIOS ALERNALCGS. CRITERIO DE LEIBNIZ, CONVERGENCIAS 5

o) CESOUTA Y COLTCICLAL : ; s

% E ol frahd B A o A L D A
| Rafenmcia: Llgrbra (14, parte); fduawe Soiar y lede Speziile, T ' ] Y

0 p4iinas 257 A la 265 SR - i : ,

T = . s ! ' Se ghstom qus g8 una eerlepoon [ = % > 1 por 1o cual es onavergerte.,

4 - e : :

3

", POr ctra‘rarta: o1 4 !

“jesplo 3

' i i 1 -
3 gt = S > LS
R e ‘ . 2ud/T T 3T E S
oea la serie de t8rwinos pesitivos: 2

La
s

.irta

g . .‘21‘;3/2-1:5 > 2!‘\3‘/2
I/ THS JHF RN

o,

FA
/

: : Wi iy ;

i = a) Doterminar su convergencia o divengencia a través del :riterio &1y oy e A p

: ) Determin o : 2 s ] P : o -

& cociente v en el casc de que este mftodo no proporcions in;orm.} S . 5> 0

x cifn, vtilizar el criterio de comparaciSn par estudiar su carac- I-\::r‘lo tanto, se dice que la serie p @efinida domina a la serie e. es—
2 ter. tudio y se concluye que &sta es convergente. 3
: 1 i se idara la sevie oon si rernacos: _

k] p) fi se considara la scrie oon Signos altem T PN |

H : :

3 -

1 ) :

i e My 1 A . ' Pl 1

‘."l 3 2 (T e 5 e .y gt s

‘ i g ! ' . T e

2y < & b o . g 4 e “
5! ’ e lr si es absolutatente coavewuente, orndiclonalrent2 cCOonNVENIET- : aplicardeu el crit erio de Leibiiz: 1
¥ - o o dod o= N - > ] o : ;

% o B ‘ e te. ’ y L ; ) : : ] I 5

z ! - 1 L ('J\L‘Igm‘w g ' e W 1. an ? any) MEN 1 -

s y ! ! ! : !

& ‘ ! . ! E g ! ; ; ,_puu:;t:o;qug .":,I ‘s&‘p:qtudid la funcién: S i

S(J].ijf-n: ' ; oy s ‘ R ; ‘ ’.. . i ; g .

a) Aplicinde ol eriteric del covients so c-.‘:_:tiav:é:

d e s T S e it A }
T T R L AR U e P T :



Pk rin B iy Vs o

sosL s e

3 ‘. ..‘

——

su derivada es:

33 3:{1/2 - =T e
R O

y €s aegativa para x > 1 por lo cual ":t fiurcidn es decreciente en

ese intervalc.

3

2. lim = lim = 0
n+m an n+® 233;1 +5

luye Qi signos aleefna-
Entonces se cuiluye Gue la serie de efrminos con
des es een\ergente, ¥ oaw la considerada con t€rminos positivos

tarbifn fue convergente, sc dice g2 la serie: 9

= 5 1
I ENRiaey ey ">

n=1

es absolutaente oxvercente,

TERCER BLOQUE

v - SRR A o i L

IV.5 SERINS LE PCTINCIAS

paginas 267 a la 277 _
nzs EN SERIES LE POTENCIAS

TV.5 DESAPRGLLO DE FUNCIONTS

papiras 277 a la 2¢9

Referencia: .A’.,;;etra (1a. parte); Eduardo Solar y leda Speziale,

; o S v A Speziale,
- ruorerencia: Algerra (la. partel; rduardo Solar y ieda Spezi:

Nerio 4
. ] A

ieterminar el radio y el intenvelco de convergencia de ia serie de
petencras:

= o

n {x-=2)

£ G e —

a=0
Jeterminar su radys o intervalo e convemyencid.

SaluCHET - ‘ ,
. i 25% o]
Gi sm rmlicn el criterio del cogiente al valor absoluto Ged tézmiro
¢ smorplicn el or ]
' -

enbsae se tionc:

N it . % S W

i SR A Sy e ety
A s Bl A S Sl bt

21
' -
(x = )71 | AT o,
o Um lpmn] o oim | Tare— o R
n--’ an l n-+o "'('x__T)Tl'—' L \r,:p.,_:_
[ i SN N
| & Ml
‘,‘\ Yo
= lim |(n+ 1)(x-2)yn%)
: nN+o n <+ X -
o ddm . n+ 21 l
n+e n+32 (%2
= 0r) Ix = 2’
. le = 2’

De acverdo a este criterio, la serie es absoluearente convergente si
|x=2] < 1, esto es, si-1<x=-2<1 Sbienst 1<x < 3.

Por'otro lado, la Seriz es divereente si |x - 2| > 1, 1o equival
a escribir x—-2<-16x—2>l,esdecirlx<'1.6q1§i>3. i

Sifjx-2 =1 es decir, parax =1y x =3 no h informaci6n
' ; por 1o
que se estudian por separadn. Asf: 3 i

para x = 1:

o n o

G L= 1 =1+l.L,
n=0 n+ rag B it on S

que es la serie arnfnica divergente.

para x = 3;
P T L ot s DR e R
n=0 m =0 $olIC . 28] 2 3 e

que es la serie armfnica altermnada convercente,

Per lo tanto se concluye cue 1a seria de potencias estudiada tiene
u:mi: intenalo de convergencia a (1, 3} v su radic = conversenc: a
es 1.

Ejerplo 5 | " 2

¥ -

Eoontrar la serie de Maclaurin [epy 1

2l v h 10 para representar a la funcifn ¢X; weri
ficar que es vilida Para todo valor weal ds x Y aproxdmar 1a integral”
2 tres cifras decimales ge exactitud,

1/2
=
e dx
LS !



e - = ¥ 5

' ! 22
A 2? ¥ i
4 N
PPCSLEMAS PROPUESTOS R
. Solicifa: ;&‘,
¥ s o) LI O
{ Io serie de Maclaurin €St CGads PO LA
" 1. Prober gue las sucesicnes ’ LS - T
i £(n) (o; & HErhse .,
k P el s ) e XN 4. n ! ) o r e =
£(x) ®q €0 4.8 (B} Fd T = n. . ln_+‘i', Y O |fRTIi
! | ni:
pera la £ ~ifn L = Xt " 30n monStonae cracients: y cecreclente respectivanente, Y caleular
Y para .a < beCilel RS

sus limites para detearinar su convenvencia o divergencia.

FIaR 3~ £t mapRi R el ge.- - J B stigar sl L st ~{ea rsnlitane t

£l = 2% f PRS2 ' £. -lovestiger s 15 aiquientes Sexies ion avsnlutamentc conwvegentes,
candicionalmoate cwaverqentes o divergentes,

n N m 1 . =
) =1 gx fle) =T ; £ 1053 ) - Ty (-1
A I cos- b)Y I gete—ge
10 .3 rp oy
entonces: S
g e DG T 3. PBacoptsar el radio de onnvergencia y el intervalo de convesgencia
QX=A_+X4‘»—. L NP i “s
2. . ‘ & la serie de [otencias.
4 . -
& v :::.ﬂ xn
aplicande el criterio del cociente: e ' . o e )
i =)
Ens b A | i __.-__r. xj=0jxl=0<1 4. Foounlrar la serie de Miclaurin para represes-tar L la Hmeitn
SR S el £{x) = @nh x, a cartir de la serie que define a ¢* rara tod
L Ly wlor real Ge . i
= ol e la sorie represents a €X para todos los
e cxo O Ly E :
£33 reales.
.ur. custitusends x por —x7 S tiwne i serie:
-%E S0 AN 4 3
S B o - TR
h ‘ SO : Taagi ' ; : N\
i { : ]
& 1 : s @ AL’G}F‘/\ VECTORIAL
‘1‘ : oL 0 ques
g t )
g 3 v/2 T Ve o A % o Esze tema compuende fos bEoques. Se sugiers. estud{on Los conceptcs
s’ : O %f oy = B EERst  Be st = ) ' tefricos en fas refenencias indicadas, asd coro revisar loa preblema
d }c o 0 nesueltos parn cada concepic.
.‘k i
Al r ) 325 e’ “l 1/z
= x"'-—*-r‘!’.'s'.—fi"ﬁh"_}
| 3 " 2 . 0 <
g ; = A ' e . PRIMER BLOGLE
: =
J: ;
8 4 1 1 1 i + s o : 3 A
g =5 =3y YIS 30T V.1l VECTORES EN L FIANG Y IN ZL rSPACIC
£ 3 (2)
& q - F
T FL a: untes Je via A L e o G
g i o M o 003125 ~ 0.00012 : Referencia:  Apuntes (e Geometvia Analitica, pdginas 7 a la 13
4 i V.2 OFLRACIGNYS £XH VECTUKES
"
% 4 - 7
= i 5 ‘ 5 [v-ferencie: Lomte v 3
“% 3 3 0 b Sre i primerss tXes términos se tiene que; CReeferencia:  fuuntes de Cecrenrla fralitica, pijrinas 1u a 1a 19
g i me utilin

1/2 v
= - { ox =0 4¢146 )

§ : S 9
: ’ { E]l punto A1, 2, 3) tiene oo sirétricos al punto 2 con nespecto al

= ~ origen y al ,.AlntD < con respecte al piaio XY- Qutener - g

E el va 42 5] U Vectoy [ pare
lS ¥ cxo &l cwarto sfvmifio equvele a O. 000193Tr;212§‘ﬁ?d‘§;z:m9 lelo a1 vector (FB +'3/4 BC) oon modulo ieual a "1-19
% evaTto en sus privera =

Ejerplo 1

\ i ioz de la irceyzal s
)




S P s P e T T I I, ey AR POTETIL P g ‘5-!“.&” Bad g SR TR A A A s rmems | o
24 25
!
Sclucifin: - - 30
i S s RCE () ST
Ice pntes simétricos de A son  EB{-1, -2, - .» €1, 2, -2).
]l vector T es raralelo al vector unitarin: s Ia direcx'.f.én-d.-l wvector b estd dada por @l vector wnitario
i {eos a, cos &, cos v}, por io cuai:
EB‘ R ac ¥ ¥
"-:::i -‘:;-: . D= V3 {o0s a, oos 8, oos.y)
? i -| -
el cual se ottiene Para conccer el cos v ge aplica la expresiSn :
S e e e G A e e 2= s , .
A =h 2 (-1,-2, 3) (1; 2, 3) {-2, 4: 5) . c0s?s + coste + .:'-y -
— - — -" '-. X A . \ -
BWaec~-hs= (1' 2, .“ =1, =2, 5!’(2; 4,0) ' =10 ”-_. ’ 2 . o
; IR cosy = 1 = cos? 30° - cos? A0° = 1 - (2] o 2
%, 6, & scn los veciores de posicifn Ce los puntos A, B, C respectiva 7 5
P
sSfvbe. - . - B S - .
' 08 ».f-..,-:,ﬂ__z
ey oL s i b i
entneces:
.
0 s T 5
““3(““’)(“* o)
& T ki
! : :
i f o | g
axb= |9 0 —alee 33 o 8 93
) ! i o i B
| i3 V3 i
iF o5 0
| , i = 2. i
;
SESUND0 BLOQUE : por lo tanto, & y B no sen parelelos.
{ gl
—— - L 4

“J

Ly FRODUCO ESCALAN
Keferencia: Apuntes de Geomwtria Analftica, pigines 20 a la 27

3

V.4 PROVUCTO VECTCRIAL DE 10S VECNORCS

Refercncia:  Apuntes de Ceoretria Aralitica, pigints 27 a la 3%

Ejemplo 2

Ios vectores a y b son perpendicnlares al vector c,

iy o 4 i han i Y Y el dnqulo entre
4 ' y I?Ie;a 45°; =i ademfis se sabe que |3 = 3, }l)ja'é y lci - 2; obte-
L— E 7 ;e% el volumen del paralolepipedo cuyas aristas concurrentes scn 2, b
v 2 . i
Ejomelo 2 " Solucibin: .
a5y © vnstores dal espacis ewclidiano tridimeeionzl. Si'3 es El olime ralelépfonds es 3
A 0 r; e T s s 74 & 1 B s L volumen del paralelepfoads estd dace mwr ¢l products mixts

cx;qr:‘-cnte vectorial el vector g = (o0, -

3,

icual a la
vector T
torus § 6

0, -1), el mhule de b ee v3 y dos &z sus dngulcs direc
30° v 8 = &0°% ‘Yeterminar si @ ¥ b son paralelos.

r

]

a

+ Soluetln.:

108 veotores & v b son pavalzios si su producto vectorial es igual al
recter nulce:

- Qom a2y b son perpendicularss a ¢, entonoes

(axE) » T, el ous S < =k
2l ooal, de acuerdo con la definied . A
lar se expresa con: “6n do productc esca

(Axb)+c=[axbjla] cos e Soo (B

&1 ande § es el &olo que foran los wotores (a x b AT

¢ es paralelo al vector
’

(,a ®b) , oo se Pede apreciar e ia 5‘1<‘411v‘m;te fiqura;

"




BT S R PR B, SR T P T 2 i s 5 Y B0 L e A i .0 L et s =

.

2% ' ' 27
! . , & ) LA FECA Y EL PUMD EN EL ESPACIO
] ~xvb / i . ' Este tema compu ..Je dos o._nqau Se sugdene estudiar fof conceplos
x '/ Lebrices en das aefenvroias didicadzs, asd come aevdsar ﬂmg-pwb!m
! / x | nedueftes paxa cada conecpde. & s ko
1 5y e
| _ . “ . -
{ 7 B - =% . o ; §e %,
. e LN g
% : . = PRIMER BLOGUE i A N
g AN =i o~ N .
I a// ool
] - | VI.1 LA REUTA y
{
3 ) v lO8 VWRLOTES '(3";—;? y & es cero, es declr 0 = 0° Referenciar  Apates de Ceanetifa fpalltice; pdginas 36 a la 50
1 -5 : ‘c’coo_\?‘ ) T © (edtir derosTacicnes)
AL sustitvar este Gltimo valor em la expresifc A s obtiene: < 3 ) NEa2 ELFLANG
RN, = . e (£) ‘ Referencia; Apuntas de Gecagtyfa Aralitica; pdginas 50 a la 68
(Aaxbl~c= fa » bijc| 22 ¥ ‘ (omitiy defosiraciones)
1 : —_
| cxo el freulo entre a v b es 459, se tiene
| z 45 = [3]|F] sen 45°
: L e Lijeplo 1
3 2l suetitwor en 1a eqmsin B se octicks el preducto mixtn huscadn: ‘
o : W o 1 { © &) Encontyar ia ecuacisn vectorizl y las ecuaciones paranétricas y
§ 3 v={a=b-c=i3b] (sen 5% i ’ simStricas de la recta que coitiene a los puitos:
f : e T 1 o 28 . :
Ve{axbl-g =3xdmxd« gy : - A(2, -1, 4y . B(3, -3, 0)
"b) Investicay ¢i el famto {7, -1, -2) perrenece 4 la recta.
‘ ©) Leterminar la distancia el oricen a la recta.
i PROBLEMAS PROMUESTOS A d) Calcular el Sngulo que foma la recta con el eje Y.
h ' Solucibn:
" | s Los vertices de w rrifineulo won los puntos A4, 1, 3), B(2, 9, 2 ; 2) En priner témino se determinan las compcnentes del vector u, pa-
) S g cli, v 4); siiea lades [AL] y [BC] oon iguales, determinar l2 ' : ralele a la recta:
3 i ccordenada Yy" del punte, C. 2 ’
3 K == [(3,-3,0 ~ (2,-1, 9] = (2, ~2, ~4)
P 1 i i .
- L . B 4 La ecuacifn vectorial cueda:
i 2. EL semento Glrigidy PPy tiens oam cosenos dircctores 55 @ = - . e
4 vors v = =2 . a1 la dispanci entre Fy y P, es /20 y las coor i p=(2,-1,4) +tl1,-2,-4) = d
5 20 gy D et 3
i denaces de Py sor. (1, =2, 2), cbtener las coordenadas del punto P2 = (2,-1,4) + (£,-2t,--4t) = 2+ ¢,-1~2t, 4 ~4t)
T8
% 0 lo tanto
S o 1to:
\: 3. motermitar ol Stea ced) trifniuo definide Tor los wctores a ¥ by E
% ; 5 Lo comgonente ctrrial ¢el vockor & = \ail 1, @) scbre el vec h . v . iy .
‘,ir Ja tor & €2 el Wehs P= (1, 3, /6) y acemis IEf = 4. g 17 < p=(2+t, —1-2t, 4-4t)
3 ' . o on
e p . ’ . v
- F : ! Las ecuaciones par anetrics 1eden :
: “’f\ 4. Irvecricar si les puantos Py(3, 2, 5), Py(5. 1, 3), P22, )0y ‘ AP M tricas P _ escxmgu oone :
pPul4, G, 1) son coplanares o no. . . y ‘ AR
h cant afimretive, calcalar el wwlhen del tetraehm e vrtices "l sl = Sl
. Py, Py, B3y Pec i5 3. T b & . P PRI R :
B fvo calcder- el frea €el bxilangnlo Py Py Pue . s dgit 3




(]

TN A A e

Al despsiar t de estas conaciones:

"
y + 1 ; LS z - _4: .
LS O Eh i e £ =
3 s . 1a forra cinftirica Ge las ecuaciones da la -
e - !
) 4 z -4 ’
- - -

-4

- 1. cta, bas—
para inveaticar sl <l paito 17, -11, 2) pertenece a ia recta,

ke oon. v - 5i las Cuordenadas del puante satlsfaven las ecuva
cloncs dicha mChas -
2-4
7 -4
e e o T
por 1o Lanto, €l tnto no estd oneenido €n la recia.
La chetancia enlre ol punto y la recta cetd dade por: -
!
R A A R 4)-1.,‘ {1, -2, =4} & .
1] T o o i—— ‘;{1,—‘,—‘*,)}"_" LS A
«

Al desarvoilar el producto wectorial del maerador m.h

JIETIATY |

i A Tk
) T ia récea v el eje ¥ 8 dguel al Tﬁnquio anlre el

- 5 Pl “e . -5
lele a la yecta y un vector paralele al eje; or eJ'eg;

1 wveacbor ITATIO j-

{1, =2, -4) - (0, 1, 0} =

>
= = OS5 = N 2 z

b N ¥ T LR TR
FERES At ¥

Biemlo 2

Fara ¢l plano nostradn on la figqura:

a)
b)
c)

d)

e)

a)

leterminar su ecuacidn cartosiana.
Calowar la distancia &i swmto PO, -2, 3).
Obtener el valer del Gngvler cue fome aon el plano cvordensdd XT.

Deteradnzry ol valer que dede tencr €, wara que el jaunto
B(5, -1, ¢} rertenecca &) plano, ’

Depnstrar que es perpendicular al plenc de ecuacifn - x4 Sy-27=0,

W
Soluciln: ; ~
Fi plano contiene aslos puntos A, B y ¢, cuyss osorvlenadas son:
SRIB MR O B{G, S, 0) : cl{o, G, 4)
Al tener conc origen al runio A, se determinan las oomg:nmées e
los seementos dirigicios IR ¥ AC:

T e

o= (6,5 00 - (3, 0, 0)= (-2,5,0)

F\E‘ U, 0, 4) - {3, 0; D} = (“31 0, 4.‘!

‘Para obtener w vecter N, nommel 31 plano, se efectda =1 producto
vectorial AB x A :

[ 4 j kl
N=-25x A& =|-3 5 c-}=zm.+1z_1 + 15k
-3 o 4l

entonces la smiacifn cartesiana del plano puede escribirse como:
20(x - 3) + Ry - 0) + 15(z ~ 0) = 0 '
vor lo tanto:

the 4 10w + 182°- 00 = &




R R 0 B o b b AW A 4 R e A 0 S s e R X o sl A Y TN 5 S B3 BT o ot P ms o e

' -1(\ 30
. i I
] n) la distiincia entre=] plaw y e:i punto est dada ror: e Ejemplo 3
Vi, -2, 3 - 1330s ools (200 32, 950~ Bicontrer la ecuacifu cartesiana del plane definide por las rectas:

e L't 3-xe-L32= 4
. 2
x=2-=-2t '
. By sl ye= 3= 8t
3=
2
1 Solucibn: : ) &
A c) i‘-ll Sncule que forma con =) planc ceardenado Y2 e3 i¢ual al &ngu~ i En primec t4mino se exprasan abas rectas en forma sinétrica;
10 entre los voctores novmales a cstes planes. ?
M= -2 ‘
- o = N T izn, 12, 19000, 1, 0) 1 . Lyt - __-l—-mf_j_ =§
= O80T TITINGl a0t + 127 ¢ 157 V07 + 12 + 07 o
; 2
! . - -
7 12 : Ly ¢ X=N2 WyAS ez
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