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Nomenclatura

A Area de la seccién tranversal [L%]

aq Constante de discretizacién [adim]

a, Constante de discretizacién [T2]

b, Constante de discretizacién [T2]

b, Constante de discretizacién [T2]

B Vector binormal

B Ancho de la superficie libre [L]

Bm Ancho promedio de la superficie libre [L]

o Signo de la curvatura [Jadim

C Coeficiente de curvatura [adim]

o Constante de discretizacion [adim]

Cy Constante de discretizacién [T]

Ce Coeficiente de relacién [LY™ T]

Cm Coeficiente de relacién de curvatura parcial [L'2™]
Cy Coeficiente de curvatura global [adim]

Cpq Creacion de la propiedad q

Cr Numero de courant [adim]

d Tirante medido sobre el eje n perpendicular a la plantilla [L]
dy Distancia del centro de gravedad a la plantilla [L]

dm Tirante promedio entre dos secciones [L]
D,q  Tasade creacion de la propiedad

dq Constante de discretizacién [T}]

d, Constante de discretizacién [T2]

e Constante de discretizaciéon [L T

e, Constante de discretizacién [L T?]

eb Vector unitario en el eje binormal [adim]
€en Vector unitario en el eje normal [adim]

€s Vector unitario en el eje tangencial [adim]
F Fuerza [M LT?]

fr Fuerzas de friccién [M L T2]

g Aceleracién local de la gravedad [L T

s Aceleracion gravitatoria [L T2

i indice de posicidn espacial [adim]

I Momento de inercia [M L T

j indice de posicidn espacial [adim]

k Talud del canal [adim]’

ko Constante para el modelo de friccion [adim]
m Coeficiente de relacidn [adim]

m masa [M]

My,  Variacion total de la propiedad g

Coeficiente de rugosidad de Manning [T L™/3]

Vector unitario normal a la superficie de control [adim]
Vector normal

Presién [M L1 T2

v Z2I1S S
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q Propiedad intensiva escalar
ql Gasto lateral [L2 T
Qpq  Cantidad de la propiedad q

r Radio de curvatura [L]

Rh Radio hudraulico [L]

T, radio de curvatura [L]

3 Longitud de arco [L]

Sf Pendiente de friccidon [adim]

Pendiente de la plantilla [adim]

Vector tangente

Velocidad de la seccion [L T

Velocidad de la propiedad [L T]

Volumen de control [L3]

Eje coordenado x [L]

Eje coordenado vy [L]

Tirante hidrdulico [L]

Eje coordenado z [L]

Angulo de friccién [rad]

Componente tangencial de la aceleracién [L T

Peso especifico [M L2 T2]

Rugosidad [L]

Centro de gravedad medido desde la superficie libre [L]
Distancia de un elemento diferencial de drea a la plantilla [L]
Factor de peso espacial [adim]

Angulo de inclinacién con respecto de la horizontal en la seccién [rad]
Densidad [M L73]

Ancho de la superficie libre con respecto de un diferencial de tirante Ay [L]
Esfuerzo cortante [M L T2]

Angulo entre la vertical y la inclinacién de la normal [rad]
Curvatura [LY]

Factor de peso temporal [adim]

EXRS VI VDOI AR/ NN X << Ao
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1. Introduccion

Primeramente, es necesario entender el concepto de curvatura que simplemente es la razén de
cambio de la direccidn de la tangente con respecto de un punto fijo, por ejemplo, en una linea recta
no existe curvatura porque la razén de cambio vale cero, por el contrario, en una circunferencia la
curvatura es constante debido a que la razén de cambio se incrementa en forma proporcional a la
medida angular en el punto fijo también llamado centro de curvatura. En pocas palabras la curvatura
es la oposicién a la rectitud.

Entonces, si se parte de la observacion que, al comparar un flujo en un canal con una plantilla recta
con otro similar, pero con una plantilla curva, el flujo se comportard diferente.

h = altura piezométrica
hs = altura hidrostatica

h = altura piezométrica
hs = altura hidrostatica

¢ = correccién de altura de
presion por curvatura

h = altura piezométrica
hs = altura hidrostética

¢ = correccion de altura de
presién por curvatura

Fig. 1 Flujo con diferentes grados de curvatura (Chow, 2002)

Como soporte tedrico del trabajo se incluira un capitulo sobre geometria diferencial de curvasy la
deduccidn de las ecuaciones de conservacion de masa y de cantidad de movimiento para un flujo
unidimensional sobre un sistema de coordenadas naturales. A partir de estas ecuaciones se derivan
los modelos a desarrollar para estudiar los efectos de curvatura sobre las velocidades y las presiones
en un canal

En este trabajo se estudiara la influencia de la aceleracién centripeta, tanto en canales de curvatura
convexa como cdéncava, para determinar su efecto sobre el decremento e incremento de las
presiones desde la superficie libre hasta el fondo del canal y de la misma manera el efecto del radio
de curvatura en la distribucién de velocidades en la direccion perpendicular al flujo. Asi como su
comportamiento en el tiempo mediante un modelo transitorio que incluya las variables
mencionadas para determinar el tirante, la velocidad y la variaciéon de la presién en un modelo
unidimensional.

Se realizd una recopilacidn de estudios disponibles relativos al fendmeno que provoca en canales la
variacion de la curvatura para verificar y validar el modelo desarrollado. Asi mismo se realizé una
comparacion con otros modelos fisicos. El sistema es resuelto con una solucién analitica y
comprobado con datos experimentales de articulos previos.
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2. Objetivo

El propdsito principal de este trabajo es el de representar el fendmeno que ocurre cuando un flujo
circula por un canal el cual posee una cierta curvatura en el fondo desde la cinematica de particulas,
recordando que cuando una particula se mueve en el espacio describe una curva que se desarrolla
en tres dimensiones, resulta entonces conveniente fijar a la particula un sistema coordenado como
marco de referencia.

Adicionalmente este trabajo contribuira en la generalizacién de las ecuaciones del flujo curvilineo
para emplearse en canales, retomando la hipdtesis de flujo poco profundo empleada por Dressler;
mediante procedimientos numéricos.

Los resultados de la presente tesis ayudaran a tener una mejor comprension del flujo cuando ocurre
un cambio en la curvatura de la plantilla, asi como contar con mas herramientas técnicas que
permitan predecir el comportamiento del mismo.

Para conseguir el objetivo, este trabajo se centra en tres metas que a continuacién se explican:

La primera meta sera desarrollar una técnica numérica que permita la caracterizacién de la
geometria de la plantilla por medio de la transformacién de puntos discretos con coordenadas
rectangulares a coordenadas naturales, esta accién permitird después determinar la curvatura, los
centros de curvatura y radios de curvatura.

La segunda meta consistird en desarrollar un modelo matematico que represente el
comportamiento del flujo en funcién del radio de curvatura en estado permanente.

La ultima meta sera implementar una técnica numérica que describa el cambio del flujo en el tiempo
mediante variaciones de gasto (estado transitorio).

Cabe mencionar que la presente técnica resulta ser diferente pues incorpora el uso del radio de
curvatura para analizar el flujo.

Finalmente se hard una comparacién de los resultados obtenidos contra resultados experimentales
que han realizado diversos autores y comprobar la veracidad de los mismos. La informacidn
obtenida ayudara al disefio de conductos donde se presenta la curvatura para determinar su
capacidad de conduccidn, el perfil del fondo, el perfil del flujo del agua y la distribucién de la presién.

Para el presente trabajo se analizara la distribucion de presiones en la direccién radial y el célculo
de las velocidades medias, por el efecto de la aceleracidn centripeta, el eje de referencia es la
direccién normal del fondo del canal.

De manera particular, entre otros aspectos, se pretende analizar el caso de la variacion de
velocidades al pasar de un canal de pendiente constante a uno con curvatura.
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3. Justificacion

La determinacién de la distribucidn de presiones y velocidades en canales es fundamental para su
estudio y dimensionamiento hidraulico; al respecto, en el &mbito académico se mantiene un interés
por el estudio y la representacién fisico-matematica de la influencia que tiene la curvatura y
consecuentemente la aceleracidn centripeta sobre estas variables. Para abordar este tema, el uso
de coordenadas naturales permite simplificar su representacion y analisis.

Para estudiar este fendmeno, si se desarrolla dentro de un sistema de ejes coordenados
rectangulares se torna muy complejo, es por eso que se plantea el problema bajo un sistema de
referencia en coordenadas naturales.

Existen diversos mecanismos para comprender este fenomeno: el método de la red de flujo
0, con mds precision, por un modelo de prueba. (Sotelo, 2002). Asi como, los estudios que
previamente se han realizado para determinar el comportamiento del flujo con curvatura.
Todos estos pueden resultar dificiles en su comprensién, es por eso que cobra relevancia
esta tesis pues brinda una alternativa de solucién diferente basado en la simplificacion del
fenémeno.

La comunidad cientifica y académica, en el ambito de la ingenieria hidrdulica, mantienen el interés
por contar con modelos fisico-matematicos que describan el comportamiento del flujo en canales
con curvatura para ser acoplados a los sistemas de solucidn préctica bajo la hipdtesis de considerar
que el flujo es unidimensional. Al respecto y de acuerdo con la literatura especializada, la utilizacién
de sistemas de coordenadas naturales para plantear y desarrollar modelos de flujo unidimensional
en canales con curvatura se identifica como un espacio de oportunidad para simplificar y mejorar la
representacién que actualmente se tiene de los mismos. Bajo este tipo de coordenadas, al
considerar el desarrollo del canal como la trayectoria de una particula, su estudio permite introducir
-de manera natural- los efectos de curvatura en las ecuaciones que rigen el flujo unidimensional a
superficie libre.

Bajo esta premisa, es posible desarrollar modelos que incluyan los efectos de la aceleracion
centripeta en los perfiles de velocidad y en la distribucidon de presiones en la direccion normal al
flujo, y con ello simplificar y mejorar su representacion fisico-matematica.

Finalmente, el hecho de contar con una mejor precision en los calculos de distribucidén de presiones
y velocidades repercute en diversas aplicaciones practicas en el dmbito de la ingenieria pues
aumenta la exactitud para realizar aforos, ayuda a un mejor disefio de obras de infraestructura
hidrdulica como son cimacios, vertedores, deflectores, etcétera, asi como la optimizacién en la
generacion de energia pues mejora el rendimiento de los equipos electromecénicos.
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4. Hipotesis

Para un mejor entendimiento se partira de las siguientes hipdtesis que servirdn de base parala
formulacién de la solucion

e El comportamiento del flujo en una curva vertical de un canal es diferente del rectilineo,
dado que la curvatura apreciable de las lineas de corriente modifica la distribucion de la
presion y velocidad en cada seccidn por el efecto que impone la fuerza centrifuga. (Sotelo &
Valdez-lzaguirre, 2004).

e En un canal con curvatura la aceleracion centripeta produce cambios sobre el perfil de
velocidades y la distribucion de presiones (Dewals, 2006).

e La distribucion de velocidades V puede describirse a través de una ecuacion diferencial
integrada a lo largo del eje radial (Jaeger, 1956).

e En el marco de referencia el signo de la tangente de la plantilla indica si la curvatura del
fondo es céncavo o convexo. Segun la condicion pendiente concava la distribucion de
presiones es mayora a la hidrostdtica y en el caso mayor mientras que en el convexo es
menor. (Chow, 2002).

e Para tener una comprensién del fendmeno del flujo en un cauce con una curva vertical es
recomendable establecer un modelo matematico en coordenadas naturales, que determine
la influencia de la aceleracién centripeta en la velocidad y la distribucién de presion, lo cual
permite tener una mejor representacion del comportamiento fisico del flujo en un canal, al
asumir la hipdtesis simplificatoria de considerarlo como un flujo unidimensional a superficie
libre. En este trabajo se considera que los efectos de la aceleracién centripeta se generan
principalmente en la direccidn radial o normal a la plantilla de un canal con curvatura.

e Elsistema coordenado del modelo matematico en canal en curvatura es recomendable que
sea semejante a la trayectoria del fondo del canal y a su vez representa el movimiento de la
trayectoria media de las particulas del flujo, las velocidades medias y la presidn. Entonces,
el sistema de coordenadas naturales estd definido por la trayectoria del fondo del canal,
como una variable independiente continua y sobre esta se pueden establecer los vectores
unitarios s = (1,0,0), n =(0,1,0) y b = (0,0,1), que corresponden a los ejes de coordenadas (s,
n, b), donde s es la tangente, n es un vector vertical, y b = sXn es un vector binormal. En
este modelo se considera que flujo o campo de las particulas son paralelas a la coordenada
s.

e Se considera que el flujo viaja solamente en la direccidn tangencial a manera de
simplificacion tal como lo haria un bloque sélido.

e Para hacer la transformacién de coordenadas rectangulares a coordenadas naturales
existen formulas que directamente hacen la conversidn, pero, si se desconocen las
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ecuaciones que describen la funcidn continua, no es factible realizar esta accién, por lo que
es necesario desarrollar una técnica numérica que aproxime dicha conversion.

e Enun flujo rdpidamente variado el cambio en el tirante es tan rdpido y brusco que las lineas
de corriente poseen curvatura y divergencia apreciables, y no es posible determinar una
distribucion de la presion similar a la del flujo rectilineo (Sotelo, 2002). Es por ello que el
método de esta tesis solo trabaja en regiones donde existe continuidad en las variables
hidraulicas.

o Siel perfil se desarrolla en régimen subcritico se genera una gran curvatura al aproximarse
al valor y. para volverse vertical en el punto en que y =y. (perfiles M2, H2, A2). En ambos
casos se presenta localmente un flujo rdpidamente variado curvilineo, que no puede tratarse
con la teoria aqui presentada (Sotelo, 2002).

e Para la solucién en estado permanente se parte bajo la siguiente premisa: Conociendo el
tirante d1 es posible conocer el tirante d2 y el cdlculo del perfil de flujo deberd ser hacia
aguas abajo debido a la forma en que se transmiten fisicamente las perturbaciones de flujo
pues se encuentra en un régimen supercritico (Martinez, 2015)

Es importante hacer una distincion de la diferencia entre los términos “centrifuga” y “centripeta”
presentes en este fendmeno para lo cual se haran las siguientes definiciones:

Fuerza centrifuga.- Es una pseudo fuerza o fuerza ficticia que aparece cuando se describe el
movimiento de un cuerpo en un sistema de referencia en rotacion dirigido hacia afuera desde el
centro. Se dice ficticia porque esta reaccion no actua sobre el cuerpo en movimiento sino que es
ejercida por él. (Resnick & Halliday, 2004).

Fuerza centripeta.- Tension responsable del movimiento circular uniforme dirigida hacia el centro.
(Resnick & Halliday, 2004).

Fig. 2 Representacion de fuerza centrifuga y centripeta (Resnick & Halliday, 2004)

Aceleracion centripeta.- Variacion de la posicion de la velocidad tangencial (constante) con respecto
del tiempo dirigida hacia el centro de curvatura. (Resnick & Halliday, 2004).

A manera de marco tedrico se definirdn los conceptos que intervienen en la geometria de curvas,
asi como la técnica de discretizacion del sistema de ecuaciones diferenciales y el andlisis de
estabilidad y consistencia del sistema discretizado.
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4.1 Geometria diferencial de curvas

Las definiciones y férmulas del presente subtema (4.1) son extraidas del libro “Geometria diferencial
i relativitat", Ed. Universitat Autonoma de Barcelona, 1993 (Girbau, 1993).

En matematicas, la geometria diferencial de curvas propone definiciones y métodos para analizar
curvas simples en Variedades de Riemann, y en particular, en el Espacio Euclideo

e Longitud de arco

e Vectores tangente, normal y binormal: Triedro de Frénet-Serret
e Curvatura

e Plano osculador

e Centro de curvatura

e Teorema fundamental de curvas

Dada una curva suficientemente suave, diferenciable y de clase €2 € R3 y se tiene un vector de
posicion r(t) expresado mediante el pardmetro t; (Girbau, 1993)

r(t) =x@®)i+yt)j+z(t)k  tela,b]

Por otra parte, se define el pardmetro de arco s como:

t
s=¢) = f VX' (@2 +y'(1)2 + 7 ()2 dr

Donde ¢ (t) es una funcién potencial en las variables ortogonales x’,y’, z' y este modelo permite
incluir una curva de seguimiento lagrangeano de una particula, entonces:

#(s) = (%(5),7(s), 2(5))

donde

F(p@®) =x@®), F(op@®)=y@®), z(d®)=2z>1)

4.1.1 Vectores tangente, normal y binormal: Triedro de Frénet-Serret
Definicion. Coordenadas curvilineas generalizadas

Dada una curva r(t) segun un parametro cualquiera t se definen los vectores tangente, normal y
binormal como:

r'(0)

"= 5o~
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_ [POxr"@Ixr'(6)
I Oxr O] "

N(t)

r' () xr"'(t)

_ — ¢

I @©xr" ] "

Estos tres vectores son unitarios y perpendiculares entre si, juntos configuran un sistema de

B(t) =

referencia movil conocido como Triedro de Frénet-Serret a raiz del estudio de Jean Frenet y Joseph
Serret. (Girbau, 1993)

Para una particula fisica desplazdandose en el espacio, el vector tangente es paralelo a la velocidad,
mientras que el vector normal da el cambio direccion por unidad de tiempo de la velocidad o
aceleracion normal. (Girbau, 1993).

Si la curva estd parametrizada segun la longitud de arco, las férmulas anteriores pueden
simplificarse notablemente:

_ dar(s) N(s) = ld’l(;is)

1/dN(s)
B(s)=;< Is +)(T>

Donde los pardmetros x y T anteriores designan respectivamente a la curvatura y a la torsion.
El plano formado por es y e, se conoce como osculador. El vector unitario e, estd a lo largo de la
direccion binormal y es perpendicular al plano osculador.

0.5 Curva
N Tangente
—= Normal
0 —= Binormal
_ =
-0.5
-1
N —
-1.5
A
) )
-2.5
i ! 0 1 ! ?
2
y -1L3 X

Fig. 3 Esquematizacion de las coordenadas naturales
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4.1.2 Curvatura

La curvatura es una medida del cambio de direccion del vector tangente a una trayectoria, cuanto
mds rdpido cambia éste a medida que se desplaza a lo largo de la curva, se dice que es mds grande
la curvatura. Para una curva parametrizada cualquiera la curvatura es igual a: (Girbau, 1993)

_ M @xr" @)l
MO TR

Si la curva esta parametrizada por el parametro de longitud de arco, la anterior ecuacion se reduce
simplemente a:

x(s) = |F"(s)]

Ademads de la curvatura se suele definir el llamado radio de curvatura, como el inverso de la
curvatura.

4.1.3 Plano osculador

En cada punto de una curva, el plano osculador es el plano que contiene a su vector tangente y al
vector normal a la curva. Para una particula desplazdndose en el espacio tridimensional, el plano
osculador coincide con el plano que en cada instante contiene a la aceleracion y la velocidad. La
ecuacion de este plano viene dada por: (Girbau, 1993)

X—=Xo Y—Yo Z—Z2o
det| x'o ¥'o Zy |=0
x"y ¥"o z"
Donde:
(%0, Y0, 20) €l punto de la trayectoria.
(x'0,¥'0,2Z'y) el vector velocidad en el punto considerado.

(x"o,¥"0,2" ) las coordenadas de un punto genérico del plano osculador.

Si se tiene una particula en la posicion xp, moviéndose con velocidad v y sometida a una aceleracion
a#0 el plano osculador viene dado por el conjunto de puntos: (Girbau, 1993)

(vxa) - (xxxp) =0

Obviamente si la particula tiene un movimiento rectilineo el plano osculador no esta definido.
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C
P

Fig. 4 llustracion de la circunferencia osculatriz en el punto P de la curva C. (Girbau, 1993))

4.1.4 Centro de curvatura

Se define como el centro del circulo que aproxima el entorno de un punto en una curva. El radio de
dicho circulo también llamado osculador coincide con el radio de curvatura (inverso de la curvatura).
Y se calcula de la siguiente manera: (Girbau, 1993)

I ORE @ - (0) (O
FOxr OF " O xR

() = r(t) - ()

O mas sencillamente en funcién del parametro de arco como:

Po(s) = 7(s) + o)
)]

4.1.5 Teorema fundamental de curvas

El teorema fundamental de curvas que se enuncia a continuacion dice que, conocido un punto de
una curva y su vector tangente, la curva queda totalmente especificada si se conoce la funcién de
curvatura y de torsion. Su enunciado es el siguiente:

Sea ] € R JCRunintervalo. Dadas dos funciones continuas y y tde Ja R y dado un sistema
de referencia fijo (ortonormal) de R3 {x0; el, e2, e3}, entonces existe una unica curva
parametrizada de R3 x: J - R3 y tales que: (Girbau, 1993)

La curva pasa por x0, y el vector tangente T a la curva en ese punto coincide con el.
A lo largo de la curva pueden definirse tres campos vectoriales T(s), N(s) y B(s) llamados

respectivamente vector tangente, normal y binormal, perpendiculares entre si y tales que en el
punto inicial coinciden con el, e2, e3 (es decir, T(0) = e1, N(0) = e2, B(0) = e3).
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Se cumplen las siguientes ecuaciones:

dx(s) dT(s)

T =T(s) 75 = XN
dN(s) dB(s)
5 —x(s)T(s) + t(s)B(s) T —T(s)N(s)

O bien, escrito matricialmente

T 0 y O[T
N|=|-x 0 <t||N
B 0 -t O0llB

donde el punto es la derivada con respecto al arcoparametro s.

Esto tiene implicaciones fisicas interesantes, por ejemplo, la trayectoria de una particula queda
especificada si se conocen la posicion inicial, la velocidad inicial y la variacion en el tiempo de las
derivadas segundas (que estdn relacionadas con la curvatura y la torsion). Es por eso por lo que las
leyes de Newton o las ecuaciones de Euler-Lagrange se expresan en términos de derivadas de
segundo orden que es necesario complementar con la posicion y velocidades iniciales. (Girbau, 1993)

4.2 Discretizacion del sistema de ecuaciones diferenciales

En este capitulo se transformaran las ecuaciones 250 y 266 del capitulo 9 por otras similares en un
formato algebraico, con el auxilio de un esquema de caja de Preissman, que se explicard mas
adelante.

Primeramente, se partirda por escribir las ecuaciones obtenidas realizando las derivaciones
correspondientes.

Ecuacién conservacion de masa (250)

oA, ou oA
or TAgs Tugs = a0

Ecuacién cantidad de movimiento (266)

0

()

(c +c)Aa 2+(c +C)26A+A26(C +C)+Aa()+
TEim) A T R MW 5 Wogs T M) T AG W UG

_ 0 ad
+gZAgsenas+gsenasg A= gA(so—sf)

Derivando los términos no lineales con la regla de la cadena se tiene:

0 0 0 0 9]
+ — + 2 _ 2_(Cr+ — —
(Cr+Cy) 2Auasu+(Cr_CM)u aSA +Au aS(Cr_CM)+A(,H:(u)+uat(A)

- d od
+gZAasenas+gsenasgA=gA(sO—sf) 1
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Dividiendo la ecuacion 1 entre u:

d d
(Cr+Cy) 2A—u+(Cr+CM)u A +Au—(Cr+CM)+——(u)+—(A)

nga gsenasad _
35 —sena; + asA_ ” (so sf)

Se denotara el término Cr + C,; = C para quedar dela siguiente forma:

coalusc 6A+A 0440 ,,0,,9% jgsenasod
as " ”a Uast tuat T o u asse““S ds
=7 (s0 = 57)

Se desarrollard el primer término de la ecuacidn 3 para poder aplicar las propiedades de las

integrales
caluvcalurcularanlcs 22,0 ,,9%40
9s " P ”%d ua watt " o w 95 cn%s
gsenag
P RO A= (=)

Como @ = Au y por la definicién de diferencial de un producto se puede reagrupar de esta

manera:
CAa +C 5 g +4 0C+A6 +— A+gc +gsenasad,4
s GO tAuz Oty u s s w 0s

= 7 (So = s7)

d a a - .
Se sabe que A—u = —Q - u—A entonces al sustituir se obtiene:

C(a 6 )+C +A OC+A6 A+g( g

35 "o CrAug bt ot Yot T g
gAsenasad gA
e Y )

Por la conservacién de masa se cumple: —A ql — —Q al sustituir en (6) resulta:

C(a aA)+C( aA+Aa )+A aC+Aa +ql—

a5 Vo5 “os ds " ”as woet T 1" " as
nga +gAsena56d _ ( )
I —sen ag ” Friaiey So — Sf

Desarrollando el primer término y despejando el término de adicidn o sustraccién de gasto gl

queda:
c2o-c 6A+C( 9 4y )+A 00449 g +gZAa
5%~ Cigs “as s ) TAUG T g T s 0T Ty s SN s
Asena.dd A
+u =92 (so—sf) ql (162)

u s
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. P d ..
Factorizando el término —— Q desarrollando el resto de la ecuacién 8:

(c 1) C aA+C aA+CAa + A 6C+A6 +nga
Q ua 1:33 s u ua atu ” aSsenas
gAsenag
+—u 65 (so—sf) ql 9

Reduciendo términos en 9:

© 1) +CAa + A 6C+A6 +g( d +gAsena56d
5¢ a” Yost Tuae T Tu as T T w os 10

—7 (so—sf)—ql
Multiplicando la (10) por u/A resulta:
g +C g + ad+(C 1) + aC+ g
6tu uasu gsenozsa Q u? 35 g( senas
= g (50— 5) —7al 11

Al sacar la diferencial de Q y multiplicarlo por u/A se tiene:

0 irculuy 9 c-(ulu+“9 4 b2 ey 1472
St Cugutgsenas— Uz Ut ua g( S Senas

—g(So—Sf)——ql 12

Desarrollando el producto (C — 1) (u— + ——A) de la ecuacién 12:

+c d 4 6d+C d +Cu26A 0 u? 6A+ aC

actt T st gse“a“Sa Ut T T T A AT 5

+gza—sena5— (so—sf)——ql 13
s

Factorizando los términos u—s yu—a—A de la expresiéon 13:

ou L@c-1) ou ‘ 6d+(C H 26A+ ac+ _0dsenag

at “a gse““Sa a5 TV I
=9(30_5f)_qu 14

X dsenca ..
Al desarrollar la derivada Ts en la ecuacion 14 queda:

u? 6A

ou od ,0C dag
(2C—1)u—+gsena56 +(C—1) +u a—+g(cosas s

—Q(So—sf)——ql 15

6
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Sy Ja 1 .
Por definicidn de las coordenadas naturales se sabe que: a_ss =, cosa; = V1 — ey, 2 ademds por
0

104

. . . P . L ad
identidades trigonométricas: sen a; = e, y en un flujo a superficie libre 55 = 5os POT lo que al

sustituir queda la ecuacion de cantidad de movimiento en términos de curvatura:

ou ou ges, 0A u?0A  ,0C  gTly1—eg?
a—+(2C—1)u—S B a +(C—1)7£+u a+r—1
= g (50— 55) — 74! 16

Si en la ecuacion anterior C=1, conduce a que e5, = c0s 6, dC/ds = 0, r; = ooy la ecuacion 16 se
reduce a la clasica ecuacion de cantidad de movimiento de Saint-Venant (Garcia, Hidraulica de
canales Principios basicos. Instituto Mexicano de Tecnologia del Agua., 2016.)

Para discretizar un sistema continuo en un esquema de Preissmann, se considera una funcion
continua F:Q — R?, donde 2(x,t) es el espacio de solucién y R es el conjunto de los nimeros
reales. A su vez se tiene una variable discreta an que se aproxima aF (x, t) en un punto (%, ty) del
espacio . Ademds, el espacio de solucion 2(x, t) es cubierto con una malla uniforme de espaciado

. L T , o
Ax para cualquier intervalo At donde Ax = j,At =3 J, N son numeros enteros e indican la

cantidad de intervalos computacionales de discretizacion espacial y temporal respectivamente, de
forma que Q(xj, tn) = (1(jAx,nAt) (Aguilar, Lectura No. 6 Flujo no permanente en cauces y
canales., 2016 )

Quedando las siguientes derivadas temporales y espaciales:

Derivada temporal

of A-v)
5~ (FT )+ At( A = Ffia) 17

Derivada espacial

of _
35~ D, )+ —( At —F) 18

Términos adicionales
fl,) = 0[¥f + A=W+ A -0)[¥f, + A —¥)f"] 19

Variables invariantes en el tiempo

1
f(8) = 5[F; + Fjua] = 8F; 20

Donde W es el factor de peso espacial y 8 es el factor de peso temporal y ambos factores varian su
valor desde O a 1.
Siendo u,y, Sy y Sy lo siguiente:
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u=08uf, A=58A7, 5 =85",5 = 65,7 =51}

Entonces para construir el esquema en diferencias segin el esquema de Preissmann de las
ecuaciones conservativas (250) y (16) se sustituyen los operadores de discretizacion (17)-(19).

Recordando:
Ecuacidén de conservaciéon de masa (Ecuacién 250)

oA +u o4 + A Ou I(s,t) =0
ot Yoas T Cas 1N
Ecuacién de conservacion de masa discretizada

1-
S A?)+—(A?111 )

1-—
+ suf <( (A]"+1 A7) +—(A]"f11 A}”l))

(1-9) 0
o8 (L2 )+ gt =) ) - =0

21
Ecuacién de cantidad de movimiento (16)
ou ou ges 0A u?0A  ,0C LI —en? (w/
E+(2C—1)u—+ Bs"a +(C =)ot ul— —g(so—sf)+ ql
=0
Ecuacion de cantidad de movimiento discretizada
1-v
( At ) n+1 n) + (u}lfll - u}l+1)
1-06) ]
+ (2C - Déuj <A—s (ufy —ul) + A—(u]n++11 urth)
Yesx (1 n n n+1 n+1
+—— B (A1+1 A; ) + _(A]+1 A; )
(1 n n n+1 n+1
+(C_1) 5An (A]+1 Aj )+_(A1+1 Aj )
(1- 0 gJl—equ? —
oup® ( (G- )+ (- gy ) + gy
6 n
_ n_ n _
9 (655 5sfj) 57 —Jgl=0 ’

Se hard un cambio de variable s = x para hacer una representacion tradicional del esquema de
Preissmann.
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I
i

—_ n+10 : O
1
1
:
1-6 i
1
:
1

At | _w o _____ _¢_ _______ ——

:
0 |
1

v n O . o)

i ; j+1
v i 1-v

1
|

=|

Fig. 5. Representacion de un esquema de Caja o de Preissmann (Aguilar, 2016 )

4.2.1 Analisis de consistencia numérica

Una vez que se tiene el sistema discreto (21) y (22), y para proceder al estudio de la determinacion
de la consistencia numérica, se debe tomar en cuenta que las variables discretas dependientes an,

Yj" tienen valores sélo en la posicion P(x;, t,) Entonces se hace necesario proponer una funcién
polinomial que pase por para cada punto de discretizacion del espacio, de manera que U(xj, tn) =
Uj”,Y(xj, tn) = Yj” y estas funciones polinomiales U e Y tienen la propiedad de cumplir con

requisitos suficientes de continuidad, de forma que permitan aplicar una expansion en serie de
Taylor de grado n.

Una vez definidos los requisitos de continuidad para las funciones polinomiales Y y U, se propone
realizar la aplicacién de un expansidon en serie de Taylor para cada uno de los cuatro puntos
F(xj, tn+1), F(xj+1, tn+1), F(xj, tn) y F(xj+1, tn) en los que tiene influencia el esquema de
Preissmann (Figura 5)

Entonces, la expansion de la esquina superior izquierda es:
it = flx = PAx t+ (1 — ©)At]

af of W2Ax? 9% f
_f(x,t)—lPAxa . +(1_9)Atax-t T 357
e Jn Xj,tn
1 —0)2At? 92 92
( ) ! — YAx(1 — 6)At f + 0(Ax3, At?)
2! ot? 0xadt 73
xj'tn x]',tn

Esquina superior derecha:
24
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fil = flx + (1 = ¥)Ax,t + (1 — 0)At]

]
= flot) + (1— ‘P)Ax%

d
ra-an
Xjtn 0
(1 - 0)2A¢2 92f

2! 0t2

x]',tn
(1 —W¥)%Ax? 0%f
2! 0x2

Xjtn Xjtn

92f

1-¥)Ax(1 - 0)A
+ (1= ¥)Ax(1 - )=

+ 0(Ax3,At?)

xj,tn
Esquina inferior derecha:
fit1 = flx + (1 — W)Ax, t — 8At]
(1 —W¥)2Ax? 9%f
Xjtn 2! 0x?

0 0
o+ -] —aac
X xj'tn at
92 f
dxot

Xjtn
0202 92f

— Ax3, At3
TR + 0(Ax>, At>)

Xjtn

— (1 - W)Ax0At

Xj,tn 25
Esquina inferior izquierda:

fi* = flx — PAx t — 6At]
af

= f(x,t) — ‘PAXa

0 WZAx2 92
_gAt_f X _f

Xjtn Otlyt, 2! 0x?
0%f
dxot

xj,tn
02At% 92f
21 9t?

+ WAxOAt + 0(Ax3,At?)
Xjitn Xjtn 26
La demostracidn completa se presenta en el anexo 9.2, en este capitulo solo se resumen los
resultados.

Por lo tanto, se puede evaluar el grado de aproximacion, el cual varia dependiendo de los valores
gue puedan tomar los factores de peso espacial y temporal. Entonces, si se tiene que los valores de
los factores de peso estdn centrados en la célula de aproximacion de Preissmann, de manera que ¥
=6 = 1/2, entonces se determina que el orden de aproximacién de (27) y (28) es:

dy dy Ju
l(y,u;x,t) = — +u<— >+y<— >+ 0(Ax3, At3)
ot Xjtn ox Xjtn ox Xjtn 27
( t) ou + (6u >+ <ay >+ (S; — Sp) + 0(Ax?, At?)
m(y,u; x,t) = — ul— —= — x“,
Y at Xjtn ox Xjtn g ox Xjtn g 4 b 28

Por otra parte, en el caso de tener unvalorde ¥ # 1/2, 8 # 1/2, y manteniendo el rango de variacion
¥ €[0,1], 8 € [0,1], entonces el orden de consistencia de (29) y (30) es:

N <ay > N (E)u
u — —
X’j,tn ax Xj,tn y ax

dy
l(y,u;x,t) = %

> + 0(Ax, At)

29

Xjtn
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u N (au > N <6y
ul=— gl=
Xjtn dx Xjtn dx

~ ot
Finalmente, el grado de consistencia numérica del esquema de Preissmann se enuncia mediante el
siguiente teorema:

> +9(S; — Sp) + 0(Ax, At)
xj,tn 30

Teorema. La aplicacion del esquema de Preissmann (17-(19) en el sistema de ecuaciones de Saint-
Venant (250), (16) es consistente numéricamente bajo cualquier norma, cuando se tiene un
refinamiento de la malla de forma que Ax, At — 0.

Demostracion: Se toman los sistemas de ecuaciones (250), (16) y (27), (28) y se refina la malla, de
forma que se llega a la siguiente aproximacion bajo cualquier norma:

||L(y, w;x,t) — Ly, u;x, t)|| - 0 cuando Ax,At - 0 31
[IM(y,u; x,t) — m(y,u; x,0)|| > 0 cuando Ax, At > 0 32

4.2.2 Analisis de estabilidad

Retomando la propuesta de discretizacién de Preissmann en el sistema de ecuaciones localizadas
(271) y (272), al substituir los operadores de derivada temporal, espacial y de términos
independientes, ecuaciones (17)-(19), se genera un sistema de ecuaciones discretas en diferencias
finitas lineal de coeficientes constantes como se muestra a continuacion:

Ecuacién de conservacion de masa

( s y]n) += At (y]n++11 y]‘n+1)
1-9)
+ Up ( Ax ( Yi+1 — ) + _(y]n++11 }’jn+1)>

1-6
*+ Yo (( Ax )( Vit1 — )+ (y]n++11 y]‘n+1)>:

33
Ecuacién de cantidad de movimiento
S Atlp) (™ =) + At( W~ 1)
(“A—( ) )
tg (1A_x O =) + gAH R =)+ 507 + 9Pa)
+2 > (W +ufly) =0 *
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Dado que el sistema escalado de diferencias (33) y (34) es lineal de coeficientes constantes, entonces
este sistema se puede solucionar aplicando una expansion en serie discreta de Fourier, por lo que las
componentes discretas de Fourier para las variables de perturbacion se definen a continuacion
(Aguilar, 2016 ):

v} = y(jdx,nAt,m) = 9 pp eI 35
ui' = u(jAx,nAt,m) = Ty p1 e Ix 36
Donde

y}‘ y u]’-‘ representan las amplitudes para el m-ésimo nodo de Fourier

pm,, factor de amplitud modificado asociado con el m-ésimo nodo

i1

k, nimero de onda adimensional

Sustituyendo las componentes de Fourier (35) y (36), para un modo arbitrario de Fourier, en el
sistema de ecuaciones discretas (33) y (34) se tiene

o (1-v
pnelk]Ax (y v (p_1)+yA lk]Ax(p 1)

N (uoff [(1A—x€) (ethitx _ 1) ¢ A‘ixp(eikmx _ 1)])

N (}’oﬁ [(1A—x€) (ethitx _ 1) ¢ A‘ixp(eikmx _ 1)])

37
1-v) Yoo
ikjAx -1 ~__ ,ikjAx -1
pte (u—At (p )+uAte (p—1
1-6), .. 0 i
Fuyp [( )(elk]Ax ~1) +_p(ezk}Ax_ 1)]
(1 ikjAx ikjAx ikjAx
+ g9 (ef —1)+gy p(ef -1)+9 (1+e1 )
+u—(1+e‘k1A") =0
38
Considerando una forma alternativa de representar los términos exponenciales tal que:
ehidx 4 1 = 2e%8x/2 cos(kAx/2) 39
o ikAx kA
eh/A¥ 1 =2e" 2 sen (Tx) 40

Sea ¢ = cos(kAx/2),s = sen(kAx/2) y A = At/Ax, y ordenando en forma matricial queda:
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pikidx [(p — Dlc+ Q¥ — 1)is] + 2idsuy(1 — 6 + 0p) 2iAsy,(1— 6 + 6p) ] [y]
2iAsuy(1— 0 + 6p) + F,cAt (p— Dlc+ ¥ — 1)is] + 2idsuy(1 — 6 + 0p) + FycAtl i

= o] 41
Simplificando:

(p— Dlc+ QY — 1)is] + 2idsuy (1 — 0 + 6p) 2iAsy,(1— 6 + 6p) ] [3?] _ [0]
i 0

2isug(1 — 6 + 6p) + FycAt (p = Dlc + ¥ — Dis] + 2iAsuo (1 — 6 + 6p) + FycAt 42

Tomando la solucidn no trivial
Al desarrollar el determinante del sistema de ecuaciones 42 nos queda:

((p —Dlc+ ¥ — 1)is] + 2idsuy(1 — 6 + Hp))((p —Dc+ ¥ — 1)is]
+ 2iAsug(1 — 6 + 6p) + FrcAt)
— (2iAsg(1 — 6 + 0p) + FycAt)(2idsy,(1— 6 + 6p)) =0
Cambiando variables:

c+ Q¥ — 1)is + 62iAsuy = k1

—c — (2¥ — 1)is + 2iAsuy — 02iAsug = k2
02iAsy, = k3

2iAsyy — 02idsy, = k4

02idsg = k5

2iAsg — 02iAsg + FicAt = k6

FycAt = k7

[pkl + k2 pk3 + k4 [Y] _ [8]
a

pk5 +k6 pkl +k2 +Kk7 43

(pk1 + k2)(pkl + k2 + k7) — (pk3 + k4)(pk5 + k6) = 0

(k1 + k2)% + (pk1 + k2)k7 — (p2k3k5 + pk3k6 + pk4kS + kak6)
= p2I12 + 2pk1k2 + k2% + pk1k7 + k2k7 — p2k3K5 — pk3k6 — pk4kS
— k4k6
= p2(k1% — k3Kk5) + p(2k1k2 + k1k7 — k3k6 — kak5) + k22 + k2k7 — k4k6
=0

k12 — k3k5=A

2k1k2 + k1k7 — k3k6 — k4k5 =B

k2% + k2k7 — k4k6 = C

p?A+pB+C=0 44
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Resolviendo

—B +VB? — 4AC
24 45

lp| <

Sustituyendo las variables anteriores:

A= —0%2gyo)

B = (ny +nF;cAt +ny — g86Byo — 6ByoFicAt — 689yo6)
C = —y096% — yo8F,cAt + y? + yF,cAt

Recordando que:
dR  P(y)* (2*kxy+b)—A) * 2+ sqrt(k? + 1)

dH ~ P(y)?
4 |u0|u0 dR
F, = —=n? —
1S3 T T aH|,
RO
u
F, =2n? #
RS
. (kAx)_ _ (kAx)
S =Sn 2 , C = COS 2
A=dt/dx

a=[c+ ¥ - 1)is]

B = 2ils

§=p(1-0)
y=ud—a
n=a+0pu,

De esta forma obtenemos la estabilidad de p y se debe de cumplir con los siguientes limites:

0>05y% =05
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; Relacién df dispersién "SUBCRITICO" #=0.6 =0.5 105 Relacion de dispersion "SUPERCRITICO" 0=0.6 =0.5
0.95 \ A !
0.95
09 [ 1
0.9
0.01
0.85 02 1
_ 0.5 —
= 1 2085
5
08 - 10 B
20
08
0.75 q
0.75
0.7 q 07k
0.65 L L L 0.65 L L L
103 1072 107 10° 10° 1073 102 107" 10°
Fig. 6. Retratos de fase para diversos niumeros de Courant (Estable)
1045 Relacién de dispersion "SUBCRITICO" #=0.49 =0.5 1045 Relacion de dispersion "SUPERCRITICO" ¢=0.49 =0.5
1.04 - B 1.04
1.035 - B
1.035
1.03 - 1
1.03
1.025 - 4
1.025
S 1.02F 1 =
1.02
1.015 - T
1.015
1.01 1
1.01
1.005 - !
1 i 1.005
0.995 . : - 15
107 102 107" 10° 10’ 107 102 107!
k Ax k Ax
Fig. 7. Retratos de fase para diversos nimeros de Courant (Inestable)
Se puede observar que los resultados son convergentes si 820.5 y W=0.5
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5 Metodologia

Mediante la transformacion de coordenadas cartesianas a naturales a partir de puntos discretos se
procede a analizar las caracteristicas hidraulicas del conducto como es el gasto y el area transversal
de la seccién, con estos elementos serd necesario proponer un modelo que determine el perfil en
estado permanente en funcidn de las caracteristicas geométricas, las coordenadas naturales y el
gasto. Para posteriormente analizar el comportamiento del perfil mediante un modelo transitorio
que contemple la variacion del gasto en el tiempo.

A continuacidn, se explicara en forma detallada la manera en que se procedid para solucionar el
comportamiento del flujo en conductos curvilineos.

5.1 Obtencion de las coordenadas naturales.

Como parte de las acciones a realizar se obtendran las coordenadas naturales (vectores tangente,
normal y binormal) para lo cual se determinara el radio de curvatura y el eje principal (s) para
trabajar en una sola dimensidn a partir de puntos discretos en coordenadas rectangulares.

A continuacidn, se explicara el procedimiento a emplear.

Como datos iniciales se tienen las coordenadas rectangulares de los puntos discretos de una
trayectoria cualquiera en tres dimensiones (x0, y0, z0), (x1, y1, z1), (xn, yn, zn).

Una vez capturados todos los puntos de la trayectoria, se procede mediante un cédigo de
programacion Matlab a hacer los cdlculos para que devuelva radios de curvatura, centros de
curvatura y longitud de arco (coordenada s) desde un punto de vista lagrangiano. Valores que
serviran para la conversién a coordenadas naturales.

A grandes rasgos el cédigo elabora un calculo basado en una técnica de parametrizacién de variables
de la forma x1=t, x2=f1(t), x3=f2(t) donde x1 es el eje principal del flujo.

La parametrizacion se basa en la hipdtesis de que la posicion es una funcion del tiempo, y por
consiguiente cada una de sus coordenadas es una funcion de posicion, es decir, cada punto
corresponde a un instante dado (Romero, 2011).

Una parametrizacion de una curva C es una funcion vectorial con la propiedad que al variar el
pardmetro t v I—su imagen c(t) va describiendo los puntos de C (Calvo, 2006)

Para desarrollar esta técnica se planted que al paso de una particula por una trayectoria sea
secuencial y que los puntos colocados describan la estela en funcién del tiempo.
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Si la triada de puntos en un instante cualquiera estd parametrizado a la variable t de la forma
descrita con anterioridad se podra entonces describir una trayectoria tridimensional de cualquier
tipo

Se pueden enlazar varias curvas, pero se debe tener cuidado en el diseifo pues puede existir casos
de discontinuidad matemdtica por ejemplo que un mismo punto posea dos diferentes radios de
curvatura o dos pendientes distintas lo que podria provocar discontinuidad de variables hidrdulica.

Inicialmente se planted que al paso por una trayectoria en tres dimensiones de una particula, esta
describiera dos proyecciones diferentes en los planos (x2,x3) y (x1,x3), el cédigo toma dos puntos
consecutivos de cada proyeccién e interpola en forma de “spline” entre ellos para generar 3 puntos
adicionales intermedios entre cada valor discreto. Entre cada valor discreto y las interpolaciones se
crea funciones cubicas con polinomios de clase C? garantizdndose la continuidad en la 1ra y 2da
derivada. Cada curva se generard un trazador o adaptador cubico en cada proyeccion (x1x2 y x1x3).
En este momento se habrdn generado curvas o funciones que son diferenciables y de acuerdo a los
criterios de parametrizacidon que pueden aplicarse las férmulas matematicas vistas en la seccion 4.1
para obtener radios de curvatura, centros de curvatura y longitud de arco (coordenada s). Debido a
gue en el proceso de programacién se generan operaciones simbdlicas repercute en la eficiencia
programatica. Es por ello que se buscé emplear herramientas mas eficientes del propio software
que realizara de una forma mds veloz el cdlculo de los elementos de las coordenadas naturales.

Para mejorar la eficiencia del tiempo de célculo esencialmente se modificé una funcién programada
(Claxton, 2006) llamada Frenet para elaborar un codigo que hace lo siguiente:

e Se colocan los puntos discretos (x, y, z) que se desea encontrar sus coordenadas naturales

e Sellama a la funcidn Frenet para que realice la subrutina.

e Esta funcion regresa los tres vectores: tangencial, normal y binormal con sus componentes
rectangulares mediante cosenos directores, asi como la curvatura, el radio de curvatura, el
signo de la curva para saber si es concava o convexa y la longitud de arco.

e En los extremos de la curva presenta problemas de aproximacion los que son resueltos
mediante interpolaciones lineales entre sus nodos finales e iniciales.

e Si la trayectoria estd compuesta por varias curvas el cddigo hace un enlace con los
elementos de cada curva.

e Posteriormente agrupara toda la informacidn dentro de una matriz Global donde
posteriormente se extraera la informacidn para hacer el calculo en estado permanente.

e Finalmente mostrard la graficacién de la trayectoria vista desde las coordenadas naturales
y de esta forma visualizar si la ruta estd bien trazada.

Cabe hacer mencién que para hacer un enlace adecuado en el caso de presentarse dos curvas hay
que hacer una rotacidn de los ejes principales de las curvas para que éstas tengan un mismo valor
de tangencia en el punto de interseccidn con respecto del eje principal. Esto se consigue mediante
el uso de la matriz de rotacion (Taylor & Kriegman, 1994). Si se tiene un eje arbitrario definido por
el vector unitario u = (ux, uy, uz), donde ux? + uy? + uz? = 1, la matriz de rotacién de un dngulo 6
sobre el eje definido por el vector u viene dada por:
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cos 8 + ux?(1 — cos 9) uxuy(l —cos8) —uzsind uxuz(l — cosf) + uysin
R = |uxuy(1 — cos 6) + uzsin 6 cos @ + uy?(1 — cos ) uyuz(l — cos ) — uxsin 6
uxuz(l —cosf) —uysind uyuz(l — cosf) + uxsin @ cos @ + uz?(1 — cos 6)

46
Ejemplo:

Si se tiene parametrizada la siguiente curva en tres dimensiones c(t) = [t, sint, cost] y se pretende
rotar primero 90° alrededor del eje x y 90° alrededor del eje y después, se procede de la siguiente
forma:

Rotando alrededor del eje x:

uxuy(1 —cos @) + uzsinf cos 6 + uy?(1 — cos ) uyuz(1l—cosf) —uxsinf|- Sint]|0:90°,ux:1,uy=0,uZ:O
uxuz(1l —cosf) —uysinf uyuz(l —cosf) + uxsinf cosf +uz?(1 — cos @) cost

0+1(1-0) 0(1-0)—0 0(1—-0)+0
={0(1-0)+0 0+0(1—0) 0(1—0)—1]
01-0)—0 0(1-0)+1 0+0(1-0)

[ cos@ +ux?(1—cosf)  uxuy(l—cosf)—uzsinf uxuz(l— cos@) + uysin 6] [ t

t
[smt [ —1] [smt —Cos t]
cost cost sint
Rotando el resultado anterior alrededor del eje y:

uxuy(1 — cos8) + uzsinf cos @ +uy?(1 — cos ) uyuz(1 — cos ) — uxsin 6
uxuz(1—cos0) —uysinf wuyuz(l— cos6) + uxsinf cos 8 + uz? (1 —cos 8)

0+0(1-0) 01—-0)—0 0(1—-0)+1
={0(1-0)+0 0+1(1—-0) 0(1—-0)—0]-
01—-0)—1 0(1—-0)+0 0+0(1-0)

cos @ +ux?(1 — cos 6) uxuy(l —cos8) —uzsinf uxuz(l— cosf) +uysind
[—cost]|9 =90%ux=0,uy=1uz=0

sint
sint
—cos t] —Ccos t

sint

—cos t] [

sint 1 0 O
Se incluye dentro de la seccién de anexo los cddigos correspondientes de la funcion Frenet asi como
un ejemplo de un enlace compuesto por tres curvas para transformacién a coordenadas naturales

De esta manera se ha logrado reproducir la trayectoria de una particula en tres dimensiones a partir
de puntos discretos de una forma bastante aproximada a la realidad reproduciendo la pendiente, el
radio de curvaturay el signo de la curvatura, vale mencionar que se compararon los valores exactos
de una curva continda obteniéndose diferencias del orden de 0.01m, variaciones que no son
significativas para los calculos posteriores.

Es en este momento cuando a partir de la topografia del fondo del cauce se obtienen diversos
elementos geométricos para el estudio del flujo. De aqui se extrae un gran aporte: Dados una serie
de puntos discretos en tres dimensiones (x,y,z) se ha podido establecer un método que calcule
con gran aproximacion la curvatura, el radio de curvatura, la inclinacién con respecto de cualquier
eje coordenado, el signo de curvatura, la longitud de arco y las coordenadas naturales de la serie
de puntos.

5.2 Obtencion del perfil en estado permanente.

Para la obtencidén del perfil en estado permanente se debe tener en cuenta que al estar presente
una curvatura las ecuaciones para flujo gradualmente variado (FGV) resultan escasas puesto que
estas contemplan una pendiente constante o lo que es lo mismo estan basadas en flujo rectilineo
como se expone a continuacion. En el tratamiento del flujo gradualmente variado se considera que
ocurren cambios pequefios del tirante en la direccion del movimiento, si se comparan con la distancia
en que se producen. También que no ocurra entrada o salida del agua a lo largo del tramo que se
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analiza. Para el desarrollo de la teoria se establecen las siguientes hipotesis: El fondo del canal es
plano y de pendiente uniforme e induce sélo pequerias curvaturas en el perfil longitudinal del flujo,
y lineas de corriente prdacticamente paralelas (Sotelo, 2002).

Por lo tanto, se requiere de otro método que incorpore los términos de curvatura del fondo del
canal, en la literatura especializada diversos autores proponen la solucién de sistemas de las
ecuaciones diferenciales de Saint-Venant modificadas que incluyan la curvatura o inclusive
mediante la técnica de flujo con potencial. Dentro de los alcances de esta tesis postula la solucidon
de esta problemdtica mediante el uso de coordenadas naturales, por lo que se procederd a
desarrollar el siguiente modelo:

Actualmente se tiene desarrollado una ecuacién que estimara el perfil de flujo supercritico en
estado permanente para un canal rectangular (Martinez, 2015). En la presente tesis se abordara la
hipdtesis planteada y se hara una generalizacion para un canal trapecial.

Para la condicién inicial y de frontera se establece lo siguiente: El sistema de ecuaciones (3) y (22)
constituye un problema bien planteado de valor inicial y de valores en la frontera, que estd sujeto a
las condiciones iniciales para A(x,0) = Ay(x) y Q(x,0) = Qu(x), y las condiciones de frontera se
definen para flujo supercritico como (Aguilar, Lectura No. 6 Flujo no permanente en cauces y
canales., 2016 ):

A0, )=f(t); t>0

Q0,t)=g(t); t>0

5.2.1 Fuerzas de presion

Primeramente, se abordara la obtencién de las fuerzas de presion.
La presion en un punto ubicado sobre una linea de corriente puede calcularse con la expresion.
(Chow, 2002)

Zuzdz(rz _ 1”]-4_12)

92 = 1502%)° 47

P=y (rj+1—r)c059+

Donde (rj+1 — r) cos 6 actua un eje coordenado vertical, u es la velocidad de la particula del fluido,
r es el radio de curvatura a una profundidad cualquiera, d es el tirante perpendicular a la superficie
en la direccion normal, 7; es el radio de curvatura de la plantillay 7, 1 es el radio de curvatura de la
superficie libre.

Se sabe que las fuerzas de presion equivalen a la integral de la presion con respecto del radio de
curvatura multiplicado por el ancho de la superficie libre (Martinez, 2015)

Tj+1
FP =B J- Pdr
Tj 48
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Por lo tanto:
Tisa 242 (12 2)
2ud“(rc—r;
FP=BJ ¥ |(rj4+1 — 1) cos6 + ]+12 dr
7 9(12 = 17412 49

Para desarrollar la ecuacidn anterior se hara por partes, primeramente, se integrard la parte variable
del primer término teniendo en cuenta que el radio de curvatura en la superficie libre es constante.

Tj+1 Tj+1 Tj+1 Tj+1 Tj+1

217 j+1
r
[T P G )
rj T]' rj ] Tj T']'
Sustituyendo los limites de integracion:
Tj+1 , , , )
T; -1 T + T
j+1 J j+1 j
f (rjﬂ —r)dr= rf‘*l(rf“ - TJ') - < 2 > - 2 — Tj+17j
" 50

Se procede de una manera similar en el segundo miembro con las mismas consideraciones hechas
anteriormente sabiendo que el radio de curvatura de la plantilla también es constante:

Tjt1 5 Ti+1 5 Tj+1 2
T —Tji1 r Ti+1

f —fzdr=f —Zdr—f L
2 . 2 2 g 2 2 g 2

v (7 = 1a?) J (% = 111*) d (% = 141?)

Tj+1 Tj+1

" 32 - 12 )] (% = 1344° )]

Sustituyendo en los limites de integracion:
Tj+1

f Lt L= SR T Nl 14141 — 1)
2 - 2 2
7 (7 = 1) 352 =1+a% )" (5% = 71?)
1 2 T3
=—— (- 3-LT-+7 2r->

Para el caso general de cualquier curvatura se propone llamar el signo de la misma (explicado en la
introduccion y citado en el estado del arte como cdncavo o convexo) como ¢, por lo tanto el tirante

puede definirse asi:

d

a1 == 52

Sustituyendo 50-52 en 49 y sabiendo que c solo puede tomar valores de +1, al reducir términos
resulta:
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2
2 2yl —5cd
FP = Mcosé’ —(J—BZuZdZB
2 g(Zer—d) 53

Por continuidad se sabe que u=Q/A y que A=BY y sustituyendo estas definiciones en 53 se llega a la

siguiente expresion.

2
Byd? 2y(ri—5cd 2
Fp =212 cos@——(] 3 Z)(E) d*B
2 g(zcry—d)
2
Byd? 2yQ* (1, —5 cd) g2
=2 cos @ — (] 3 2)—2 (214)
2 gB(2cr—d) Y 54

Donde se aprecia la correccién (d/Y)? que para el caso particular de una seccién rectangular es
igual a 1y c=-1, se llega a la ecuacién obtenida por (Martinez, 2015).

Generalizando la expresién anterior para el tiempo futuro (i+1) se tiene;
Sz T2 by B. di...? 2}/Q2 i+1 _ C disy) 42
FP,, = f f f D[pv,ldb dr ds = 2+ o ( . i ) e
b 2 9Bi1(2¢ le —diyq ) ) 55

5.2.2 Fuerzas de gravedad

Para el célculo de las fuerzas de gravedad se partird de lo visto en la ecuacién 217 con la variante de
que no se integrara en el tiempo al estar el flujo en estado permanente asimismo se hard un cambio
de variable en la componente normal al coincidir esta con la direccidn del radio de curvatura y el

tirante.
Sy T2 by
f f f pvsdbdrds—pgsf f dbdr ds
T b S1 T b1 56
Sabiendo por la definicién del volumen de control
Sz T2 b
= f f db drds
51 7y by 57
El volumen en términos de curvatura evaluado en los limites de integracion entre 1; 1 y 1; (Martinez,
2015) vaIe'
]+1
v =Bm= [ — () ] 58
Donde:
_Bi+Bjy1 . o
= ———— = ancho promedio de la superficie libre 59
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j+1 rij+1 +7}JJ.,+11 . C ,
T = — = radio de curvatura de la superficie libre promedio 60
J J
7 =TT _ podio de curvatura de la plantill di
Ty = 5 = radio de curvatura de la plantilla promedio 61

Los subindices i e i+1 representan la variacion espacial entre el nodo actual y el nodo siguiente.
Ademas, debido a lo visto en la ecuacidn 52 se puede expresar el radio de curvatura de la superficie
libre en funcion del radio de curvatura de la plantilla y el tirante, situacién que elimina el subindice
j+ 1

1 _
T =Tmt+dpy

62
Si se considera el tirante promedio entre dos secciones:
4 = di +diyq
m 2 63
El vector de aceleracidn gravitatoria vale por lo visto en 218
64

gs = gsing

Se sabe que ¢ es el angulo entre la vertical y la inclinacién de la normal y por aproximacion se estima
como el promedio del angulo de inclinacién de la componente tangencial (s):

_0it+6in
2 65
Sustituyendo 57-65 en 56 y haciendo dlgebra se obtiene:
Sy (T2 by
f f f D[pvgldb dr ds
51 Y11 Uby
i PYGRE, _(0; +6;
=P gBmEL [2(r/ + 7/ 1) (di + di1) + (d; + di11)?] sin (—l > 1 ) 66

5.2.3 Fuerzas de friccion

Basicamente se obtienen de la misma manera que las fuerzas gravitatorias de acuerdo con lo visto
en la ecuacién 238, en este caso el angulo a considerar es el dngulo de friccion y la ecuacién 66 se

transforma en:

]
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T2 by
j D[pvgldb dr ds

1 Yby

=—p gBm— [Z(r +7 +1)(d +diyq)+(d; + dl+1)2] sm(af) 67

5.2.4 Ecuacion completa

Ahora se dispondra a colocar todas las fuerzas actuantes dentro de la soluciéon permanente
Recordando lo visto en la ecuacién 163 y como se encuentra en estado permanente =0y por
lo tanto el segundo elemento del miembro izquierdo es nulo, ademas no tiene S|gn|f|cado fisico
integrar con respecto del tiempo, si se hace el mismo cambio de variable de n=r, dicha ecuacién se
reduce asi:

J S2 T2
f [(pvs ]dbdrds=f f
1 r1 “bq s, Jr

1 1

b,
f D[pvg] db dr ds
b

1

68

El miembro derecho de la ecuacion 68 se refiere a la tasa de creacidn de la propiedad esta tiene que
ver con las fuerzas que predominan en el fendmeno como lo son: Gravedad, presidn y friccidn vistas
en los puntos 5.2.1-5.2.3. Y retomando lo visto en la ecuacién 127 la ecuacién 68 queda asi:

r2

s2[0(pvs?) Ads =
as $ Y?
51 9B(2cr; — d)

+p gBm—[Z(r +7))(d; + digy) + (d; + diy1)?] [sm( d +2L+1 ) sm(af)] 69

Byd? 2yQ*(r; —zcd) g2
. _lr_cose 210 (5 - jed)

rl

Vale la mencién que el segundo término del miembro izquierdo de 69 ya estd evaluado en los limites
de integracion como se postuld en 58

Se procederd entonces a integrar y evaluar en las fronteras la ecuacién 69 simplificando subindices
(s2,i+1 y r2 corresponden a la seccién 2 mientras que sl,i y rl a la seccion 1). Y si se suprime el
subindice j de acuerdo a lo visto en 62 pues en esta ecuacion solo aparecen términos de la curvatura
de la plantilla.

Byd? 2vQ* (r — %cd) 2

2 cos 6 — gBQ2cr —d)? Yz

1

(pUSZA)Z - (pvszA)lz

2
Byd* 2yQ* (r —5cd) g2
2 gBQ2cr—d)? Y2

2

a; i 0 + 0 .
+p gBmE [2(ry + 1p)(dy +dy) + (dy + dy)?] [sm (%) — sm(af)] 70
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Evaluando en las fronteras:

vazzAz - .017512A1

) 5 }
| 0 (-5
2 b gB,(2cry —dy )2 Y?

- 2 _
Baydi o _ 2yQ (r, — 5 cda) 4
2 2 gB,(2cr, —d,)? Y2

] a; 6, +6
+p gBmE [2(ry + 1)(d; +dy) + (dy + d)?] [sin (%) - sin(af)] 71

Por la continuidad vista en ec. 54:

Q? Q*
PA_%AZ - PEA1
i i 5 .
_ B;yd? 2yQ (T1 - §Cd1) d?
Tz T B 2er — dy )2 V2
- 2 .
B,yd3 2yQ? (rz - §Cd2) d?
2 2T B, (2er, — dy )2 V2
B, + B, ) 6, + 6,

tpg

P28 20 4 1)y ) + (s + a1 [sin (P %) —sin(e)] 7

Para el caso particular de un canal trapecial se tiene:

A=BY 73
A = bd + kd? 74
B =b+2kd 75
_ bd + kd?
" b+2kd 76
_dy+d,
m=Tg 7
a; = cos (esx;;1) — cos™1(esx;) apertura del &ngulo entre secciones 78
0; = cos~(esx;) ang.de incl.con respecto de la horizontal en la secc. i 79

Los valores de esx corresponden al componente en el eje X de las coordenadas naturales en la
direccién tangencial (s)
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Para el modelo de friccién se adoptara la siguiente férmula donde n =coeficiente de friccién de

Manning:
n’Q| Q
oy |7,
A \A/3
(%) 50

Sustituyendo y simplificando 59, 73-80 en 72 se obtiene:

2
1 B,yd? 2yQ“(r1—3cd1 ) a? B,yd3 2yQ?(r;—5cd; ) g2
)=(—1)2/1esx1——( ) at — (22 esx ——( 2 )—2 +

pQ* (A2 Ay 9By (2cry—d; )2 Y2 2 2 gBy(2cry—dy )2 Y2

p gBmE" [2(r; + 12)(dy + dy) + (dy +dy)?] [sin (91 2 ) - sin(af)]

ap = tan™?

2 2
, (A1 - Az) [ b+ 2kd,)yd? 2yQ? (n - gcdl) da? (b + 2kd,)yd2 2yQ? (rz - §Cdz) d?
P4, )= 2 ¢ TG + 2kdy) (2er, — dy )2 V2 2 5% 70 (b + 2kdy) (2cr, — d; )2 Y2
b+ 2kd, + b + 2kd,\ [cos™(esx,) — cos (esx
(B ) (o) 20 ) s k1 + )
| cos™Y(esx;) + cos™t(esx,) o |Al|
+(d; +d,)?%] |sin< L 5 z > —sin| tan™?!

43 | ||
(%" ))]

|

Igualando a cero y sustituyendo los valores de Ay Y:

2
[(b + 2kd,)gd? (b + 2kdy)gd? N 2Q* (rz - §Cd2) d2(b + 2kd,)?
l 2 5% 2 €5%2 T (b + 2kdy) (2cr, — dy )2\ (bd, + kd2)?

2
2Q? (rl - §Cd1) d?(b + 2kd,)?
(b + 2kdy)(2cry — dy )2\ (bd; + kd?)?
2b + 2kd; + 2kd2> <cos‘1(esx2) — cos~!(esx;)
8

+a( )[zm +1)(ds + )

2
s+ d) (Sin <cos‘1(esx1) + cos(esx,) )
1+d;

2

n’Q|Q
. (tan ( |2 H\\\ [(bal1 +kdD)(bd; + kD) o,

bd, + kd? — bd; — kd?

\ \(T,Tg/// 81

Debido a que, si se tiene una diferencia considerable de radios entre la seccion 1y la seccion 2 se
tomara el radio promedio de la ecuacién 84, adicionalmente se sustituyen los valores de A,, y P,
de las ecuaciones 82 y 83 restructurando la 81 de esta manera:

m = bdy, + kd?, area media 82
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Pp=b+2d,J1+k? perimetromojado medio

Tt . .
T, = ———— (radio de curvatura medio)
2
84
2 2 2 2
(b + 2kd,)gd? (b + 2kd,)gd3 N 2Q (rm - §Cdz) dz(b + 2kd,)? 2Q (rm - gcdl) d?(b + 2kd,)?
2 5% 2 5% T + 2kd,) (2er, — dy )2\ (bdy + kd2)? )~ (b + 2kdy)(2cr, — d; )2\ (bd, + kd2)?

cos™Y(esx,) — cos~(esx;)
8

nQ|Q
- + )] (sin <cos-1(eSX1) + cos™(esx,) ) —sin (tan‘l (Am |AT|\|\ﬂ (bd, + kd?)(bd, + kd%)] e
3
\ \ )))

+g(b + kd, + kdy) < ) (20 + 1) (dy + d2)

S
™
L)

2 bd, + kd? — bd, — kd?

=0
Sustituyendo el resto de los términos:

"+ 2
(b + 2kd,)gd? (b + 2kd,) gd? . 2Q? (—1 5= §Cdz) d2(b + 2kd,)?
2 5% 2 €% T b + 2kdy)(2cr, — dy )2\ (bd, + kd2)?

"+ 2
ZQZ(—1 > —gcdl) d2(b + 2kd,)?
(b + 2kd,)(2cr, — dy )2\ (bd, + kd?)?

(

1 _ _ |
cos™ (esx,) = cos 1(95’“1)) [20r, +1,)(dy + dy) + (dy + d))?] sin(

8

+g(b+kd, + kd2)< cos™!(esx;) + cos*(esx,) )

2

n?Q
p(Bhe) o (B8 o (S5 %) 4k (B ) || || 1o, + k)b +
2 bd, + kd? — bd, — kd?
p(dhd) (Bt | B

b+2(%)m | 85

o

—sin| tan™!

o

2

La distribucion de velocidades puede obtenerse con la ecuacion: (Jaeger, 1956)

u 1+ Kd 1/K
ug 1+ Kn

donde u; es la velocidad en la superficie libre y K es la variacion (77,4 — 17)/d que de acuerdo a la
ecuacion 52 es igual a la unidad. Por lo tanto, puede expresarse como:

u 7‘]-+d

us 1+n 86
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5.2.5 Condicion critica y seccion de control

Para conocer el perfil de flujo se aprecia que en la ecuacion 85 solo se tienen dos incognitas d, y d,
por lo que bastard conocer d; para después aplicar un método numérico que permita conocer el
tirante d;.

Fig. 8. Volumen de control cimacio (Martinez, 2015)

Debido a esto en este capitulo se hara el tratamiento para determinar el tirante inicial, se comenzara
estableciendo un volumen de control donde no exista pendiente para eliminar la componente de la
aceleracién de la gravedad, dicho en otras palabras, se analizard un punto en particular donde la
coordenada normal e, sea vertical ¢ = 8; = 0, adicionalmente si se considera el inicio relativo del
flujo en ese punto tampoco existira friccion ar = 0. Habiendo hecho estas consideraciones en la

ecuacion 72 y llamando fuerza de equilibrio a los elementos de la seccion 1 resulta:

2
. Byyd? 2yQ? (Tl - §Cd1) dz Q?

©TT2 T gBQern-drvE PA;

87
Si se expresa la funcién anterior solo en términos de d eliminando el subindice para simplificar, se
obtiene lo siguiente:
2
L 2kd)yd? 2vQ* (r - §Cd) (b+2kd) | Q2
e = 2 9@ —d,)? b+ k)2 T Phd+ kd® 88
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Si se alcanza la condicidn de que sobre esta seccion fluye la minima fuerza de equilibrio, se puede
calcular matematicamente con la aplicacién de la derivada con respecto al tirante, igualando a cero
y dividiendo todo entre p.

dF,  —4Q*(4ck?d® — 3kd?(3kr — bc) + d(6¢ck?r? — 3bkr + b*c) — b?r)
dd 3(d — 2¢cr)3(kd + b)3

Q%(2kd + b)

" d2(kd + b)?

2 —
+ 3gkd“ +bgd =0 89

Verificando el resultado se observa que si k = 0 y c=-1 se obtiene la ecuacién presentada por
(Martinez, 2015), por lo que queda de manifiesto que se ha generalizado la ecuacién para un canal
trapecial con cualquier tipo de curvatura (cédncava o convexa)

La ecuacidn anterior se resolvera mediante el método de Newton-Raphson, que consiste en derivar
la funcién proponer una solucién inicial para después corregirla con el siguiente algoritmo:

dii=d z(d;)
i+1 i dZ(dl)
Definido d,se esta en condiciones de calcular el tirante siguiente d, de la ecuacién 85, como esta
ecuacion es mas extensa en términos algebraicos se empleard el método de biseccidn que consiste
en proponer un valor inicial y verificar el signo del resultado, se propone un segundo valor y se
verifica si existe un cambio de signo, en el caso de que exista la solucion se encuentra dentro de ese
intervalo de valores por que debera evaluar la funcién en el promedio de ellos para nuevamente
checar el signo del resultado que dependiendo del que resulte se conservard aquel de los iniciales
gue sea de signo contrario para asi iniciar un nuevo ciclo hasta encontrar el valor del nodo siguiente.

Es importante mencionar que conociendo todos les elementos geométricos e hidrdulicos es posible
conocer el perfil de flujo, sin embargo, la ecuacion que lo describe (85) es muy sensible a los cambios
de posicién y ademads presenta varias soluciones siendo valida y légica la mas cercana al tirante
critico, por lo que después de haber hecho varias pruebas se verificd numéricamente que la solucién
fisica del primer tirante se encuentra entre los valores de [0.1d1 y d1] mientras que los tirantes
sucesivos se encuentran entre los valores de [0.5d1 y d1] y si la curva es cdncava los resultados
oscilan entre [0.99d1 y 1.01d1]

5.2.6 Condicion sin curvatura

El procedimiento anteriormente mencionado no aplica situaciones en los que no exista curvatura
(r » o) como sucede en las rapidas, ademas de que se encuentra fuera del alcance de esta tesis,
sin embargo, se aplicé un modelo clasico de flujo gradualmente variado ampliamente estudiado
cuya solucién se empled el método de Runge-Kutta de 42 orden.

Una vez completado todo esto el cédigo aprovechara la informacion obtenida y calculara y los
coeficientes de las ecuaciones 180y 212.
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5.3 Obtencion del perfil en estado transitorio.

Como se vio en el capitulo 4 en las ecuaciones 3 y 22 es importante incorporar la curvatura a las
ecuaciones discretizadas, el problema radica que en flujo supercritico para que el sistema pueda
resolverse se deben imponer las condiciones de frontera de gasto y nivel al inicio del canal (Aguilar,
2016 ).

Al estar presente la curvatura se tiene un sistema abierto pues se tienen mas ecuaciones que
incégnitas, adicionalmente la curvatura proporciona un elemento de no linealidad, entonces, para
establecer una estrategia que solucione la no linealidad de las ecuaciones de flujo, se puede optar
la construccidon de un algoritmo iterativo de tipo Picard (Paniconi, Aldama, & Wood, 1991);
(Szymkiewicz, 2010), que se acople al esquema en diferencias finitas de Preissmann (Aguilar, 2002).
O también desarrollar una propuesta de solucién no lineal de segundo orden tipo Newton-Raphson
(Aguilar, 2002); (Szymkiewicz, 2010).

Para poder realizar la discretizacion, se debe emplear un método que regrese a las ecuaciones al
planteamiento original de la ecuacion 16, diversos investigadores han trazado diferentes formas
para hacerlo, el mas empleado es el del uso de una matriz jacobiana de transformacion, situacion
gue torna compleja la solucion ademas de presentar una excesiva carga computacional.

En esta tesis se abordara de la siguiente solucidon: se plantea la siguiente hipdtesis: si existe una
solucidn en estado permanente en funcién de la curvatura esta condicion permite retomar las
ecuaciones originales de Saint-Venant.

Al haber encontrado la solucién en estado permanente en términos de la curvatura, dicha solucion
es una condicién de frontera que posee en forma esencial el ingrediente necesario que permite
regresar a las ecuaciones originales de Saint-Venant.

Explicado en otras palabras si la solucidn inicial tiene trazada la ruta que debe seguir la superficie
libre entonces se tienen puestas las condiciones para comportarse como flujo unidimensional.

Entonces se procedera a trabajar una discretizacion simple sin tomar en cuenta la curvatura donde
cobra relevancia la consistencia y estabilidad numérica demostrada en el capitulo 4.

Es ahora cuando se puede observar que el sistema de ecuaciones es cerrado ya que se tienen dos
ecuaciones con dos incégnitas. Entonces para la solucion supercritica la solucion es explicita para las
dos condiciones de frontera aguas arriba (Aguilar, 2016 ).

La informacion viaja aguas abajo para lo cual es necesario establecer dos condiciones de frontera
aguas arriba, la primera sera aquella que considere un hidrograma de entrada y la segunda

condicion sera el nivel conocido.

Dichas condiciones se establecen asi:
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+1
et 2D

T4 90
n+1 f(tn+1) 91

El proceso que calcula las velocidades y los tirantes es el siguiente:

e El cédigo extraerd los elementos calculados en la seccién 5.1 como son las caracteristicas
geométricas tanto de la seccidn transversal del canal trapecial como del fondo del cauce.

e Se propone un hidrograma de entrada que sera discretizado e interpolado.

e Se utilizaran valores de 6 y W iguales a 0.6 y 0.5 respectivamente de acuerdo a lo visto en
el analisis de estabilidad de la seccién 4.2.2

e Se calculan los diferenciales espaciales y temporales de acuerdo a las siguientes
expresiones:

Ax = Xxj11 — X; 92
C,Ax
At =
u 93

e Se crean los vectores de tirantes, velocidad, diferenciales y coeficientes que integraran las
ecuaciones de conservacién de masa y cantidad de movimiento discretizadas en su formato
unidimensional (21 y 22). Los coeficientes tendran la siguiente forma:

1-¥) (1- G
n+1 ) + (y]"++11 y}:_l) + 6“.] ( (y]+1 y]n) + A_ (y}l++11 y]n+1)>

At
+oy (

1-¥ 1-6
g(u}Hl _ u}”) + — ( n+1 _ Jn+1) + 5u]?l (% (u}l_'_1 n) + _( n+1 Jn+1))

_ un) + _(u]n++11 n+1)> =0

At

1- o
+ gesx( (s =) + o O - yj"“)) —g(8s} —857) =0

Que reescribiendo tendran esta forma respectivamente:

auf*t + byt + ol + diy = e (masa) 94
a,u "+1 + by + ulttt + doyl = e, (cantidad de movimiento) 95
6
ay = —8y]' = %
1-w
bl = At - (Suj E 97
€ = Syni
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1-v v 1-6 1-6
€1 At an + A_thn+1 - 5“}'1 Ax (y]n+1 - J’}l) - 53’}1 “Ax (u}l+1 - u]n) 100
1-¥ 0
G =——~ Su}lﬂ 101
0
b, = —gSesx™ — 102
2 gbesx; Y
vy 0
Cy = A_t + SuJ”E 103
0
d, = gdesx™ — 104
2 = gdesx; A 9 9
1-v Wy 1-— 1-
e =—r ul +Eu}‘+l - ouf i (wy —uf) — g5esxjnv -y +yg (65,,]. - (SSf;_l) 105
u; +u;
Suff = ——— 107
5 sin ar, + sin .o 108
5= 2
5Sbj _ sin(cos™*(esx;) ) +251n(cos (esxiz1)) 109
esx; + esx;
Sesxj' = % 110
e Se crean los vectores de posicionamiento, de solucién y de términos independientes, asi
como los coeficientes nulos de la matriz diagonal.
e Creacion de la matriz de solucién, que para el caso de flujo supercritico es explicita y tiene
la siguiente forma:
1 di qrul™tt rel —alQ/A1 — blyl;
2 d2 yl e2—a2Q/A1 — b2yl
cl di u2 el —alQ/A2 — bly2
c2 d2 y2 _|e2 —a2Q/A2 — b2y2
cl di u3 " |el—alQ/A3 — b1y3
c2 d2 y3 e2 —a2Q/A3 — b2y3
cl diljlu4 el—alQ/A4 — blys
c2 d2lly4) 2 — a2Q/A4 — b2y4] 111
e Seinicia el transitorio evaluando los gastos para cada At calculada.
e Se calculan las velocidades iniciales.
e Se evalua la friccion con el modelo propuesto en la ecuacidn 80.
e Se calculan los coeficientes de las ecuaciones 96-110
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e Se esparcen los ceros de la matriz porosa

e Se creala matriz de la ecuacién 111 para todos cada nodo existente

e Se calcula el tirante aguas arriba en la frontera de nivel para un gasto en el tiempo n

e Seresuelve el vector en el tiempo n+1 para los nuevos tirantes y velocidades para cada nodo

e El nuevo tirante sera ahora la nueva condicion de frontera en el tiempo n+1 que para el
nuevo ciclo serd el tiempo n

e Enfuncidon de las coordenadas naturales se calcularan las coordenadas rectangulares de los
tirantes y estos se imprimiran en una grafica para ver su comportamiento y variaciones en
el tiempo.

Este método también corrige los valores calculados en estado permanente, por lo que los primeros
resultados obtenidos en el transitorio servirdn para calibrar el estado permanente. Dentro de la
seccion de apéndice se incluye el cddigo correspondiente que ejecuta los pasos aqui descritos.

) Perfil de flujo
\

Tirante (m)

5 | | | | |
0 1 2 3 4 5 6
Longitud (m)

Fig. 9. Esquema del comportamiento del tirante en funcion del tiempo.
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6 Resultados

Como se menciond con anterioridad se compararan resultados obtenidos con este método con
algunos modelos fisicos, asi como otros modelos numéricos hechos por diversos investigadores para
medir la diferencia o posible grado de error.

6.1 Modelacion con datos aleatorios.

Primeramente se analizara un caso aleatorio con estas caracteristicas geométricas y configuracion
de fondo: El cauce estd compuesto de tres curvas, la primera de ella es un cimacio que sigue la

1.85

L 1 . . . L 37
funcién —-x"%, la segunda funcién es una rapida que sigue la funcién —5(2)17/2°x+

17 . .,
5(2)17/20 y la tercer curva es un deflector que se describe con esta funcidn

—Vx2 +9.175x — 22.596 — 4.623. El punto de interseccidn y tangencia entre las primeras dos
curvas es (2,-1.803) y entre la segunda y la tercera es (4,-5.137), el deflector termina en la
coordenada x=5.715. La configuracidon se muestra en la figura 10

Curva
—= Tangente
——= Normal

| ll/[/}?\(\%\\\\ —= Binormal

//

_6 1 1 1 1
-1 0 1 2 3 4 5 6 7

Fig. 10. Configuracion de fondo del ejemplo1
Enseguida se procede a determinar el estado permanente para lo cual se proponen las siguientes
caracteristicas hidrdulicas Q=20 m3/s, ancho de plantilla b=10m, talud del canal k=0.25, coeficiente
de rugosidad de Manning = 0.014. De los calculos se obtiene un tirante critico en la cresta del cimacio
Yc=0.7046m
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Tirante (m)

Longitud (m)
Fig. 11. Solucion en estado permanente

Enseguida se calculara el transitorio con un hidrograma de entrada mostrado en la figura siguiente
con un gasto pico Qp= 50m3/s. Se presentaran los resultados en los puntos criticos del hidrograma.

[ Figure 2 — O | 4 Figure - a x*
File Edit View Inset Tools Desktop Window Help ~| File Edit View Insert Tools Desktop Window Help £
DA | kAN EL-|2|0EH O DEde || R0 RL- 2| 0E e

Hidrograma de entrada Perfil del agua

65 1

Perfil del agua
®  Tirante critico
Plantillz

inicial

1 2 3 4 ] 6 7 0 1 2 £ 4 5 6
Tiempo (s) Distancia [m]

Fig. 12. Simulacion al 28% del tiempo de simulacion Q=36m?>/s Yc=.9m
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[# Figure 2 — o

File Edit View Inset Tools Desktop Window Help

& Figure 1 -

File Edit Wiew Inset Tools Desktop Window Help

NEde kA 0DEL- G|0E a0

NEdS kN UDEL 3 08 e

Hidrograma de entrada
85

15[
10 : :
0 1 2 3 4 5 6 7
Tiempo (s)
4 Figure2 O

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

R Perfil del agua

T
Perfil del agua
®  Tirante critico
Plantilla
inicial

0 1 2 3 4 5

Distancia [m]
Fig. 13. Simulacion al 39% del tiempo de simulacién Q=50m>/s Yc=1.3m

[®] Figure 1 - O

File Edit View Inset Tools Desktop Window Help

DEae | kR UDEL- 3|08 e

NEWe &R ODEL- 3| IE =D

Hidrograma de entrada
65

5 8

g

Caudal (m®/s)

251

1 2 3 4 5 6 7
Tiempo (s)

Perfil del agua

Perfil del agua
®  Tirante critico
Plantilia

inicial

0 1 2 3 4 5

Distancia [m]

Fig. 14. Simulacion al 62% del tiempo de simulacién Q=10m>/s Yc=0.55m

& Figure2 - m}

File Edit View Inset Tools Desktop Window Help

[ Figure 1 -

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

NEde| A OBEL |08 nd

NEEe b AaUBEL 2 0E a0

Hidrograma de entrada
55

& 8

[

Caudal {m?/s)

Tiempo (s)

Fig. 15. Simulacién al 100% del tiempo de simulacion Q=20m?/s Yc=0.7158m

Perfil del agua

N

Ezf
Q
=
£ .1
i3
s
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& . . . . .
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z . s d dx dy Vv P
r(m) esx esy esz | enx eny | enz | ebx | eby ebz signo

(m) (m) | (m) | (m) | (m) | (m/s) | (m)
0.000 0.000 0.000 0.716 0.998 -0.070 0.000 -0.098 -0.995 0.000 0.000 0.000 -1.000 -1 0.000 0.716 0.070 0.712 2.745 0.202
0.100 -0.007 0.000 0.888 0.992 -0.126 0.000 -0.150 -0.989 0.000 0.000 0.000 -1.000 -1 0.100 0.666 0.200 0.651 2.954 0.175
0.200 -0.025 0.000 1.060 0.974 -0.228 0.000 -0.222 -0.975 0.000 0.000 0.000 -1.000 -1 0.202 0.630 0.340 0.589 3.125 0.157
0.300 -0.054 0.000 1.233 0.949 -0.315 0.000 -0.310 -0.951 0.000 0.000 0.000 -1.000 -1 0.306 0.596 0.485 0.513 3.304 0.132
0.400 -0.092 0.000 1.415 0.921 -0.390 0.000 -0.387 -0.922 0.000 0.000 0.000 -1.000 -1 0.413 0.566 0.619 0.430 3.483 0.109
0.500 -0.139 0.000 1.623 0.890 -0.456 0.000 -0.453 -0.891 0.000 0.000 0.000 -1.000 -1 0.524 0.539 0.744 0.342 3.659 0.091
0.600 -0.194 0.000 1.862 0.858 -0.514 0.000 -0.511 -0.860 0.000 0.000 0.000 -1.000 -1 0.638 0.515 0.863 0.248 3.833 0.078
0.700 -0.258 0.000 2138 0.826 -0.564 0.000 -0.562 -0.827 0.000 0.000 0.000 -1.000 -1 0.757 0.493 0.977 0.150 4.005 0.069
0.800 -0.331 0.000 2.452 0.794 -0.608 0.000 -0.606 -0.796 0.000 0.000 0.000 -1.000 -1 0.881 0.474 1.087 0.046 4173 0.063
0.900 -0.411 0.000 2.810 0.764 -0.646 0.000 -0.644 -0.765 0.000 0.000 0.000 -1.000 -1 1.009 0.456 1.194 O.(;GS 4.338 0.060
1.000 -0.500 0.000 3.212 0.734 -0.679 0.000 -0.678 -0.736 0.000 0.000 0.000 -1.000 -1 1.143 0.440 1.298 o. 1-77 4.500 0.058
1.100 -0.596 0.000 3.663 0.706 -0.708 0.000 -0.707 -0.707 0.000 0.000 0.000 -1.000 -1 1.282 0.425 1.400 0.2’96 4.658 0.057
1.200 -0.701 0.000 4.166 0.679 -0.734 0.000 -0.733 -0.681 0.000 0.000 0.000 -1.000 -1 1.426 0.411 1.501 0.1;21 4.814 0.057
1.300 -0.812 0.000 4.722 0.654 -0.756 0.000 -0.755 -0.655 0.000 0.000 0.000 -1.000 -1 1.577 0.399 1.601 0.5-51 4.966 0.057
1.400 -0.932 0.000 5.336 0.630 -0.776 0.000 -0.775 -0.631 0.000 0.000 0.000 -1.000 -1 1.732 0.387 1.700 0.é87 5.116 0.057
1.500 -1.059 0.000 6.009 0.608 -0.794 0.000 -0.793 -0.609 0.000 0.000 0.000 -1.000 -1 1.894 0.377 1.799 0.8-29 5.262 0.057
1.600 -1.193 0.000 6.745 0.587 -0.810 0.000 -0.809 -0.588 0.000 0.000 0.000 -1.000 -1 2.062 0.367 1.897 0.577 5.406 0.058
1.700 -1.334 0.000 7.547 0.567 -0.824 0.000 -0.823 -0.568 0.000 0.000 0.000 -1.000 -1 2.235 0.357 1.994 1.i31 5.546 0.057
1.800 -1.483 0.000 8.416 0.549 -0.836 0.000 -0.836 -0.549 0.000 0.000 0.000 -1.000 -1 2.415 0.349 2.092 1.2-92 5.684 0.058
1.900 -1.639 0.000 8.416 0.531 -0.847 0.000 -0.844 -0.536 0.000 0.000 0.000 -1.000 -1 2.600 0.341 2.188 1.‘;57 5.820 0.044
2.000 -1.803 0.000 8.416 0.523 -0.853 0.000 -0.850 -0.527 0.000 0.000 0.000 -1.000 -1 2.792 0.333 2.283 1.6-27 5.952 0.034
2.000 -1.803 0.000 5.063E+14 0.514 -0.858 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 -0.991 0 2.792 0.326 2.280 1.(;35 6.082 0.168
2.100 -1.969 0.000 7.257E+13 0.514 -0.858 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 -0.987 0 2.986 0.320 2.374 1.S-OS 6.208 0.164
2.200 -2.136 0.000 3.612E+14 0.514 -0.858 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.993 0 3.181 0.313 2.469 1.9-75 6.331 0.161
2.300 -2.303 0.000 7.949E+14 0.514 -0.858 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 -0.995 0 3.375 0.308 2.564 2.1-44 6.451 0.158
2.400 -2.469 0.000 2.838E+14 0.514 -0.858 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 -0.999 0 3.570 0.302 2.659 2.3-14 6.568 0.155
2.500 -2.636 0.000 3.310E+14 0.514 -0.858 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.999 0 3.764 0.297 2.755 2.4;83 6.682 0.153
2.600 -2.803 0.000 2.838E+14 0.514 -0.858 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.999 0 3.959 0.292 2.851 2.é53 6.794 0.150
2.700 -2.970 0.000 3.970E+14 0.514 -0.858 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 -1.000 0 4.154 0.288 2.947 Z.S-ZZ 6.904 0.148
2.800 -3.136 0.000 2.838E+14 0.514 -0.858 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 -0.999 0 4.348 0.283 3.043 2.9-91 7.011 0.145
2.900 -3.303 0.000 3.970E+14 0.514 -0.858 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0 4.543 0.279 3.139 3.i60 7.116 0.143
3.000 -3.470 0.000 3.310E+14 0.514 -0.858 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.999 0 4.737 0.275 3.236 3.3:28 7.220 0.141
3.100 -3.637 0.000 1.990E+15 0.514 -0.858 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.997 0 4.932 0.271 3.333 3“;97 7.321 0.139
3.200 -3.803 0.000 3.970E+14 0.514 -0.858 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 -1.000 0 5.126 0.268 3.430 3.6-65 7.421 0.138
3.300 -3.970 0.000 2.838E+14 0.514 -0.858 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 -0.999 0 5.321 0.264 3.527 3.8-34 7.519 0.136
3.400 -4.137 0.000 3.970E+14 0.514 -0.858 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0 5.516 0.261 3.624 4.(;03 7.616 0.134
3.500 -4.303 0.000 3.310E+14 0.514 -0.858 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.999 0 5.710 0.258 3.721 4.]-.71 7.711 0.133
3.600 -4.470 0.000 3.970E+14 0.514 -0.858 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 -1.000 0 5.905 0.255 3.818 4‘3-39 7.804 0.131
3.700 -4.637 0.000 3.970E+14 0.514 -0.858 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 -1.000 0 6.099 0.252 3.916 4.5-07 7.897 0.130
3.800 -4.804 0.000 3.970E+14 0.514 -0.858 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0 6.294 0.249 4.013 4.(;76 7.988 0.128

ING. OSCAR RANGEL RAMIREZ




DISTRIBUCION DE PRESIONES Y VELOCIDADES EN CANALES CON CURVATURA.FLUJO
UNIDIMENSIONAL EN COORDENADAS NATURALES.

X y z . s d dx dy Vv P
r(m) | esx esy esz | enx eny | enz | ebx | eby ebz signo
(m) | (m) | (m) (m) | (m) | (m) | (m) | (m/s) | (m)
3.900 -4.970 0.000 3.970E+14 0.514 -0.858 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0 6.488 0.246 4111 4.8-44 8.078 0.126
4.000 -5.137 0.000 3.970E+14 0.514 -0.858 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0 6.683 0.244 4.209 5.(;12 8.166 0.125
4.000 -5.137 0.000 0.882 0.576 -0.818 0.000 0.800 0.601 0.000 0.000 0.000 1.000 1 6.683 0.241 4.193 4.592 8.252 2.336
4.084 -5.256 0.000 0.909 0.625 -0.781 0.000 0.759 0.651 0.000 0.000 0.000 0.999 1 6.829 0.239 4.265 5.]-.01 8.332 2.292
4.168 -5.347 0.000 0.936 0.720 -0.694 0.000 0.700 0.714 0.000 0.000 0.000 1.000 1 6.953 0.237 4.334 5.i78 8.405 2.259
4.252 -5.419 0.000 0.964 0.793 -0.609 0.000 0.613 0.790 0.000 0.000 0.000 1.000 1 7.063 0.235 4.396 5.2-33 8.468 2.216
4.336 -5.476 0.000 0.977 0.852 -0.524 0.000 0.527 0.850 0.000 0.000 0.000 1.000 1 7.165 0.233 4.459 5.2-78 8.522 2.204
4.420 -5.522 0.000 0.984 0.898 -0.440 0.000 0.442 0.897 0.000 0.000 0.000 1.000 1 7.261 0.232 4.523 5.514 8.566 2.208
4.504 -5.558 0.000 0.988 0.935 -0.355 0.000 0.357 0.934 0.000 0.000 0.000 1.000 1 7.352 0.231 4.586 5.3-42 8.601 2213
4.588 -5.586 0.000 0.990 0.963 -0.271 0.000 0.272 0.962 0.000 0.000 0.000 1.000 1 7.441 0.231 4.651 5.564 8.628 2.228
4.672 -5.605 0.000 0.992 0.982 -0.186 0.000 0.187 0.982 0.000 0.000 0.000 1.000 1 7.527 0.230 4.715 5.579 8.645 2.225
4.756 -5.618 0.000 0.993 0.995 -0.102 0.000 0.102 0.995 0.000 0.000 0.000 1.000 1 7.612 0.230 4.780 5.3:89 8.655 2.230
4.840 -5.623 0.000 0.993 1.000 -0.018 0.000 0.018 1.000 0.000 0.000 0.000 1.000 1 7.696 0.230 4.844 5.593 8.655 2231
4.924 -5.621 0.000 0.993 0.998 0.067 0.000 -0.067 0.998 0.000 0.000 0.000 1.000 1 7.780 0.230 4.909 5.3:91 8.655 2.231
5.008 -5.611 0.000 0.992 0.989 0.151 0.000 -0.152 0.988 0.000 0.000 0.000 1.000 1 7.865 0.230 4.973 5.3:84 8.662 2234
5.092 -5.595 0.000 0.991 0.972 0.235 0.000 -0.236 0.972 0.000 0.000 0.000 1.000 1 7.951 0.229 5.038 5.572 8.679 2.229
5.176 -5.571 0.000 0.989 0.948 0.320 0.000 -0.321 0.947 0.000 0.000 0.000 1.000 1 8.038 0.229 5.103 5.3:54 8.705 2.241
5.260 -5.538 0.000 0.985 0.915 0.404 0.000 -0.406 0.914 0.000 0.000 0.000 1.000 1 8.128 0.228 5.168 5.530 8.742 2.249
5.344 -5.497 0.000 0.980 0.872 0.489 0.000 -0.491 0.871 0.000 0.000 0.000 1.000 1 8.222 0.227 5.233 5.£99 8.787 2.261
5.428 -5.444 0.000 0.970 0.819 0.573 0.000 -0.577 0.817 0.000 0.000 0.000 1.000 1 8.321 0.225 5.298 5.2-60 8.842 2.276
5.512 -5.379 0.000 0.951 0.753 0.659 0.000 -0.663 0.748 0.000 0.000 0.000 1.000 1 8.428 0.224 5.364 5.£12 8.905 2.328
5.596 -5.297 0.000 0.951 0.668 0.744 0.000 -0.723 0.691 0.000 0.000 0.000 1.000 1 8.545 0.222 5.436 5.1-44 8.977 2.320
5.680 -5.192 0.000 0.951 0.623 0.782 0.000 -0.764 0.646 0.000 0.000 0.000 1.000 1 8.680 0.220 5.512 5.0-50 9.055 2.324

Tabla 1. Resumen de resultados en estado permanente.
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6.2 Modelacion de un dam break.

Se hace la simulacidn de un incremento bruco del gasto mediante un hidrograma de caja

(4 Figure 1 - m] X | [ Figure2 - O X
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Fig. 16. Simulacién al 13% del tiempo de simulacién Q=20m?>/s Yc=0.7046m
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Fig. 17. Simulacién al 56% del tiempo de simulacién Q=50m>/s Yc=1.2268m
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Fig. 18. Simulacién al 85% del tiempo de simulacién Q=20m?>/s Yc=0.7046m
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6.3

Comparativo con el articulo “Experimental verification of
the Dressler curved-flow equations” de Sivakumaran y
Yevjevich journal of hydraulic research, VOL. 25, 1987, no.
3.

Este articulo se refiere a un modelo fisico donde probaron las ecuaciones de Dressler en un cimacio
circular que sigue la curva v0.3812 — x2 — 0.381 y un deflector también circular con la siguiente

ecuacion

—/0.3812 — (x2 — 1.4732x + 0.7366%) — 0.186. Las circunferencias hacen tangencia

en el punto (0.3683,-0.2834)

Cabe recordar las ecuaciones de Dressler para cantidad de movimiento y conservacidon de masa
respectivamente:

1 K K'
- - 2 N. — 3 - r2 N : —
C + a —KN)ZCCS+ gcosf + a —KN)3C ] s [Kgsme a —KN)3C ] +gsinfd =0
1 In(1 — kN) K’ K In(1 — kN)
N+——=CNg——Fi7—C+— =0
(1 —kN)?2 (1 —xN)k k2|(1—kN)?2 (1 —kN)
0.1
Curva
ok — = Tangente
—= Normal
—= Binormal
-0.1 |
-0.2 |
-0.3 |
-0.4 -
-0.5 |-
_0-6 1 1 1 1 1 1 1
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Fig. 19. Configuracion del fondo de la verificacion de Sivakumaran y Yevjevich en coordenadas

naturales.

Enseguida se procede a comparar el estado permanente con las caracteristicas hidraulicas descritas
en las figuras siguientes:
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Tirante (m)

-0.6

De los calculos se obtiene un tirante critico en la cresta del cimacio Yc=0.1806m, mientras que el

Perfil de flujo

0.

2 0.4

0.6

0.8

1

Fig. 20. Comparacion tirantes calculados vs medidos:
Q= 0.04957377m3/s, ancho de plantilla b=0.2032m,
talud del canal k=0, se desprecia la friccion.

medido fue Yc=0.174m.

Perfil de flujo

Tirante (m)

tirante calculado

plantilla
medido

De los calculos se obtiene un tirante critico en la cresta del cimacio Yc=0.1338m, mientras que el

0.2

0.4

0.6
Longitud (m)

0.8

Fig. 21. Comparacion tirantes calculados vs medidos:
Q= 0.0314007m3/s, ancho de plantilla b=0.2032m,
talud del canal k=0, se desprecia la friccion.

medido fue Yc=0.13m.
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1.2

tirante calculado Xmed ymed Xcal YCaI
plantilla 1
® medido 0.0000 | 0.1740 | 0.0060 | 0.1811
! 0.0500 | 0.1400 | 0.0486 | 0.1692
0.1191 | 0.1293 | 0.1179 | 0.1421
1 0.1768 | 0.1016 | 0.1837 | 0.1078
i 0.2341 | 0.0721 | 0.2259 | 0.0805
0.2857 | 0.0347 | 0.2874 | 0.0315
1 03116 | 0.0136 | 0.3074 | 0.0126
| 0.3333 | -0.0058 | 0.3273 | -0.0080
0.3757 | -0.0510 | 0.3666 | -0.0555
1 0.4116 | -0.0975 | 0.4053 | -0.1151

Tabla 2. Comparacion de valores
(metros).

Xmed Ymed Xcal Yeal
0.0000 | 0.1300 | 0.0044 | 0.1339
0.0500 | 0.1100 | 0.0445 | 0.1229
0.1111 | 0.0912 | 0.1082 | 0.0994
0.1685 | 0.0689 | 0.1691 | 0.0692
0.2237 | 0.0432 | 0.2278 | 0.0314
0.2730 | 0.0105 | 0.2660 | 0.0009
0.3021 | -0.0111 | 0.3036 | -0.0350
0.3184 | -0.0278 | 0.3222 | -0.0555
0.3559 | -0.0721 | 0.3591 | -0.1038

Tabla 3. Comparacion
de valores (metros).
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Perfil de flujo
0.2 T T

T T

tirante calculado

0.1 ) — plantilla g
( J medido

Tirante (m)
o
N

_0-6 1 1 1 1 1
-0.2 (0] 0.2 0.4 0.6 0.8

Longitud (m)

-

1.2

Fig. 22. Comparacion tirantes calculados vs medidos: Q= 0.02043786m3/s,
ancho de plantilla b=0.2032m, talud del canal k=0, se desprecia la friccion.

Xmed Ymed Xcal Yeal Xmed Ymed Xcal Yeal

0.0000 0.1338 0.0033 0.1007 0.4124 -0.2737 0.4103 -0.2680
0.0250 0.0900 0.0220 0.0959 0.4752 -0.4034 0.4671 -0.3949
0.0847 0.0763 0.0819 0.0776 0.5126 -0.4340 0.5108 -0.4438
0.1405 0.0573 0.1402 0.0527 0.5478 -0.4649 0.5405 -0.4680
0.1943 0.0321 0.1967 0.0209 0.5871 -0.4910 0.5854 -0.4953
0.2438 0.0025 0.2335 -0.0050 0.6305 -0.5098 0.6306 -0.5140
0.2865 -0.0363 0.2878 -0.0528 0.6739 -0.5242 0.6760 -0.5254
0.3231 -0.0800 0.3236 -0.0933 0.8123 -0.5319 0.8121 -0.5212
0.3514 -0.1266 0.3591 -0.1448 0.8580 -0.5221 0.8574 -0.5077
0.3739 -0.1756 0.3769 -0.1774 0.9017 -0.5066 0.9027 -0.4870
0.3949 -0.2238 0.3938 -0.2159

Tabla 4. Comparacion de valores (metros).

De los célculos se obtiene un tirante critico en la cresta del cimacio Yc=0.1007m, mientras que el
medido fue Yc=0.10m.
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Perfil de flujo

tirante calculado
plantilla
medido

Tirante (m)

-0.4

-0.6
-0.2 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Longitud (m)

Fig. 23. Comparacion tirantes calculados vs medidos: Q= 0.0106681m3/s, ancho de
plantilla b=0.2032m, talud del canal k=0, se desprecia la friccion.

0.0000 | 0.0647 | 0.0022 | 0.0654 | 0.4229 | -0.3735 | 0.4224 | -0.3571
0.0551 | 0.0543 | 0.0576 | 0.0518 | 0.4581 | -0.4083 | 0.4531 | -0.4056
0.1107 | 0.0358 | 0.1130 | 0.0324 | 0.4910 | -0.4430 | 0.4997 | -0.4564
0.1629 | 0.0147 | 0.1670 | 0.0068 | 0.5267 | -0.4744 | 0.5153 | -0.4697
0.2108 | -0.0157 | 0.2200 | -0.0266 | 0.5666 | -0.5010 | 0.5625 | -0.5014
0.2545 | -0.0485 | 0.2375 | -0.0399 | 0.6083 | -0.5237 | 0.6099 | -0.5234
0.2956 | -0.0856 | 0.3069 | -0.1081 | 0.6543 | -0.5374 | 0.6574 | -0.5376
0.3287 | -0.1315 | 0.3241 | -0.1305 | 0.7958 | -0.5463 | 0.7997 | -0.5397
0.3576 | -0.1772 | 0.3586 | -0.1868 | 0.8247 | -0.5368 | 0.8155 | -0.5364
0.3767 | -0.2276 | 03754 | -0.2238 | 0.8882 | -0.5219 | 0.8786 | -0.5159
0.3892 | -0.2808 | 0.3913 | -0.2751 | 0.9300 | -0.4989 | 0.9260 | -0.4913
04018 | -0.3286 | 0.4069 | -0.3234

Tabla 5. Comparacion de valores (metros).

De los cdlculos se obtiene un tirante critico en la cresta del cimacio Yc=0.0654m, mientras que el
medido fue Yc=0.065m.
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6.4 Comparativo con el articulo “Perfil del flujo sobre un

vertedor tipo cimacio y su comprobacion” de Gilberto
Sotelo-Avila.

En este articulo el autor propone un modelo numérico basado en coordenadas naturales, la
ecuacion de la energia y la matriz jacobiana de transformacion de Dressler. El cimacio sigue la

. 1
funciény = —=- (x185)
Perfil de flujo
1.5 T T T T
tlrant'e calculado Xmed | Ymed Xcal Veal
plantilla
1@ _
® Sotelo 0.0000 | 1.0000 | 0.1016 | 1.0272

0.2000 | 0.9500 | 0.2468 | 0.9622

0.4000 | 0.8200 | 0.4071 | 0.8862

0.6000 | 0.7100 | 0.5766 | 0.7933

0.8000 | 0.5900 | 0.8695 | 0.5882

1.0000 | 0.4100 | 1.0000 | 0.4785

B 1.2000 | 0.2100 | 1.2397 | 0.2469

1.4000 | 0.0100 | 1.4597 | -0.0009

1.6000 | -0.2200 | 1.5648 | -0.1313

1.8000 | -0.5200 | 1.7685 | -0.4060

_2 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2 Tabla 6. Comparacion de valores

Longitud (m) (metros).

Fig. 24. Comparacion tirantes calculados vs calculados
por Sotelo: Q= 3.415m3/s, ancho de plantilla b=1m,
talud del canal k=0, coeficiente de rugosidad de
Manning=0.014, Yc=1m

ING. OSCAR RANGEL RAMIREZ




Tirante (m)

Tirante (m)

DISTRIBUCION DE PRESIONES Y VELOCIDADES EN CANALES CON CURVATURA.FLUJO

UNIDIMENSIONAL EN COORDENADAS NATURALES.

Perfil de flujo

tirante calculado
plantilla
Sotelo

Xmed Ymed Xcal Yeal

0.0000 | 0.7800 | 0.0783 0.7916
0.2000 0.7000 0.2115 0.7290
0.3900 0.6000 0.3561 0.6615
0.6000 | 0.4700 | 0.6447 0.4918
0.8000 0.3300 0.7730 0.3984
1.0100 0.1500 1.0092 0.1972
1.2100 | -0.0600 | 1.2273 | -0.0226
1.4100 | -0.3000 1.4344 -0.2618
1.6000 | -0.5800 | 1.6349 | -0.5219
1.8000 | -0.8600 | 1.8315 | -0.8041

Tabla 7. Comparacion de valores

_2 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 2.5 (metros).
Longitud (m)
Fig. 25. Comparacion tirantes calculados vs calculados por Sotelo:
Q= 2.289m3/s, ancho de plantilla b=1m, talud del canal k=0,
coeficiente de rugosidad de Manning=0.014, Yc=0.78m
Perfil de flujo
0.5‘ T T T T
tirante calculado Xmed Ymed Xcal Yeal
plantilla 0.0000 | 0.3900 | 0.0385 | 0.3898
® Sotelo
0 1 0.2000 | 0.3000 | 0.1525 | 0.3394
0.4000 | 0.2000 | 0.3930 | 0.2309
05 0.6000 | 0.0800 | 0.6179 | 0.0933
' 0.8000 | -0.0800 | 0.8294 | -0.0679
1.0000 | -0.2600 | 1.0334 | -0.2530
a4t i 1.2100 | -0.4700 | 1.2334 | -0.4629
1.4000 | -0.7000 | 1.4313 | -0.6984
1.6100 | -0.9600 | 1.6282 | -0.9602
.51 1 1.8100 | -1.2700 | 1.8246 | -1.2484
Tabla 8. Comparacion de
2 . . . . valores (metros).
0 0.5 1 15 2 2.5

Longitud (m)

Fig. 26. Comparacion tirantes calculados vs calculados por Sotelo:

Q= 0.777m3/s, ancho de plantilla b=1m, talud del canal k=0,
coeficiente de rugosidad de Manning=0.014, Yc=0.39m
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6.5 Comparativo con el articulo “Depth-integrated flow
modelling taking into account bottom curvature” de B.J.
DEWALS et al, Journal of Hydraulic Research Vol. 44, No. 6
(2006), pp. 785-795.

En este trabajo se realiza un modelo computacional para calcular los efectos de curvatura mismos
que se comparan con el de la presente tesis, el cimacio se adapta a la funcién y =
—0.606962(x18%4)

Perfil de flujo
0.6‘ T T T T T T
L tirante calculado Xmed Ymed Xcal Yeal
051 plantilla 71 | 00000 | 0590 | 0.0205 | 05627
® B.J.DEWALS etal
0.0700 | 0.5600 | 0.0560 | 0.5502
0.4
0.1100 | 0.5300 | 0.0956 | 0.5354
03 0.1600 | 0.5100 | 0.1388 | 0.5186
o ' 02100 | 0.4900 | 02190 | 0.4828
o i 02700 | 04500 | 02570 | 0.4640
b= 0.2
© 03200 | 0.4300 | 03295 | 0.4250
=
01 - 4 | 03800 | 03900 | 03642 | 0.4048
04200 | 03500 | 04312 | 0.3633
0 1 | 04700 | 03300 | 04636 | 0.3419
0.5200 | 0.2800 | 0.5264 | 0.2980
0.1 1 | 05700 | 02500 | 0.5569 | 0.2755
0.6000 | 0.2100 | 0.6164 | 0.2294
_0.2 1 1 1 1 1 1

Longitud (m) valores (metros).

Fig. 27. Comparacion tirantes calculados vs calculados por B.J.
DEWALS et al: Q= 1.36m3/s, ancho de plantilla b=1m, talud
del canal k=0, coeficiente de rugosidad de Manning=0.014

De los calculos se obtiene un tirante critico en la cresta del cimacio Yc=0.5538m, mientras que el
del articulo fue Yc=0.59m.
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7 Conclusiones

e Se considerd un canal cuyo eje y centro de curvatura se alojan sobre un plano vertical, para
eliminar cualquier curvatura horizontal, pero cuya seccién transversal puede tener cualquier
forma trapecial. El efecto del fondo curvo se produce sobre planos verticales paralelos a los que
contiene dicho eje y a los centros de curvatura.

e Enelandlisis se acepta que el flujo en el canal sea incompresible (dado que es a superficie libre),
irrotacional, no viscoso y con friccion.

e Lacurvatura del fondo es la que tiene el canal sobre su eje y define el centro de curvatura de la
seccion, el cual mantiene la misma posicién en direccion transversal. Cuando la curvatura
cambia en la direccion del eje del canal, lo hace de manera continua.

e El flujo curvilineo es el resultado del efecto que produce la curvatura a través del componente
de la aceleracidn normal a las lineas de flujo sobre planos verticales (paralelos al plano x z), sin
existir componente del movimiento en la direccidn transversal.

e Lacoordenada s del sistema sigue fielmente la forma conocida del fondo curvo y mide la longitud
de arco de dicho fondo. Define también la posicion de un plano ortogonal al fondo en cada punto
B sobre el eje, el cual contiene la seccién transversal del canal y sobre él se mide la coordenada
n.

e Lacoordenada n de un punto P en el campo de flujo se establece desde el punto B en direccion
ortogonal al fondo hasta el nivel del punto en cuestion. El perfil de la superficie libre se
desconoce, pero se representa por n = d (s,t), donde d es la distancia ortogonal desde el fondo
hasta la superficie libre (segin n) y es también funcién de s y la variable t (tiempo). El reto
consistio en determinar el valor del tirante (d) que esta en funcién de la geometria y es normal
al lecho, una vez que se obtuvo una manera de evaluarlo se estuvo en condiciones de integrar
las fuerzas de presion para de esta forma determinar sus variaciones en funcién del radio de
curvatura.

e Una vez caracterizada la geometria que sigue una trayectoria y conociendo las leyes de las
fuerzas que actuan sobre las particulas en el sistema se puede determinar su comportamiento
en cualquier instante (estado transitorio).

e El modelo empleado cuenta con todos los elementos para calcular la pérdida de energia y de
esta forma ampliar el conocimiento de la curvatura

e El modelo no considera efectos inerciales por lo tanto una vez que la componente normal tiene

un sentido contrario al de la gravedad y la configuracién de fondo regresa a favor de la misma
los resultados seradn erréneos
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En el caso que el tirante fuera igual al radio de curvatura en un flujo céncavo se tendria una
singularidad matematica lo que indica que fisicamente que el canal no tiene la capacidad para
transportar el caudal asociado a dicho tirante

El perfil de flujo no cambia de condiciones de flujo subcritico a supercritico.

La presion en un punto ubicado sobre una linea de corriente puede calcularse con la expresion
207, donde z es un eje coordenado vertical, u es la velocidad de la particula del fluido, r
representa el radio de la curvatura medio entre la superficie libre y el lecho del cauce y d es el
tirante perpendicular a la superficie de la curva en la direcciéon normal. Dicha presion puede ser
menor que cero en curvas convexas, que significan presiones inferiores a la atmosférica y por lo
tanto se puede estar en peligro de cavitacién ademas de que se ingresa a rangos donde podria
presentarse el fenomeno de vaporizacion por lo tanto hay que tener cuidado en la
interpretacién de datos pues estos fendmenos quedaron fuera del alcance de esta tesis:

Se hizo un analisis integral de la variacién de la cantidad de movimiento conservacidn de masa
en forma unidimensional para realizar el transitorio una vez que se calculé el tirante y la
velocidad en funcidn de la curvatura en estado permanente.

Con esta técnica sera posible comprobar los perfiles de flujo en cualquier estructura con radio
de curvatura variable a partir solo de sus componentes rectangulares.

Se pueden caracterizar cualquier trayectoria en tres dimensiones a partir de datos discretos,
muy util para futuras investigaciones que involucren espacios R3.

A pesar de las pequeiias diferencias entre los valores calculados y los valores experimentales,
habria que pensar que ambos contienen imperfecciones propias de cada método.

Se pudieron realizar comparaciones con otros modelos numéricos y fisicos sin encontrar
diferencias significativas por lo que puede aceptarse este método como vdlido.

Este método se basé en las versiones no conservativas de las ecuaciones fundamentales de la
hidrdulica donde existe continuidad en la seccidn, por tanto, no es aplicable en saltos
hidrdulicos, asi como tampoco es recomendable configuraciones de fondo con inflexiones y
cambios en la tangente

El modelo solo es valido para flujos supercriticos debido a que para que se cumpla la hipotesis
de la velocidad angular y aceleracién centripeta vistas en el capitulo 4 para que el tirante vaya
en la direccion normal es necesario que la velocidad se encuentre en la region rapida F > 1

El presente trabajo es necesario complementarlo con mediciones experimentales para efectos
de mejorar su aproximacion.
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8 Anexo de cadigos

8.1 Cddigo frenet.

Este cAdigo fue elaborado por (Claxton, 2006) y se modificé para que calculara los radios de
curvaturay las longitudes de arco, trabaja como una funcién a la que laman en funcién de los datos
discretos

function [T, N, B, s, Global] = frenet(x,vy,z)
FRENET - Frenet-Serret Space Curve Invarients

o°

o°

frenet (x,v);
,signo] = frenet(x,vy,z);

o°
=
zZ 2
oo W
Lol ]
0 n
o)
=
Q
=]
O
|

o°
—
~
~
~
~

o\

o\

Returns the 3 vector and 2 scaler invarients of a space curve defined
by vectors x,y and z. If z is omitted then the curve is only a 2D,
but the equations are still valid.

o o

o°

A}

% r

% T = ———- (Tangent)

% lx'|

% T'

% N = ——— (Normal)

% [ T" |

% B=TxN (Binormal)

% k = |T"| (Curvature)

% t = dot (-B',N) (Torsion)
% Example:

% theta = 2*pi*linspace(0,2,100);
% x = cos (theta);

o°

y = sin(theta);

z theta/ (2*pi) ;

[T,N,B,k,t] = frenet(x,vy,2z);

line(x,vy,z), hold on

quiver3(x,y,z,T(:,1)",T(:,2)"',T(:

quiver3(x,y,z,N(:,1)"'",N(:,2)"',N(:

quiver3(x,vy,z,B(:,1)"',B(:,2)"',B(:

legend ('Curve', 'Tangent', "Normal'
See also: GRADIENT

o°
I

o°

o

\}

o

,3)"',"'color','r")
,3)",'color','g")
3)','coloxr','b")
'Binormal')

o°

o°

14
4

o\°

oe

if nargin == 2,
z = zeros(size(x));

end

oe

CONVERT TO COLUMN VECTOR
= x(:)7
= y(:);

=X
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% SPEED OF CURVE
dx = gradient (x);
dy = gradient (y);
dz gradient (z) ;
dr = [dx dy dz];

’

ddx = gradient (dx
ddy gradient (dy
ddz = gradient (dz
ddr = [ddx ddy dd

’

)
)
)
Z

17

o°

TANGENT
= dr./mag (dr, 3) ;

=]

DERIVIATIVE OF TANGENT
Tx = gradient(T(:,1));
dTy = gradient(T(:,2));
dTz = gradient(T(:,3));

Q. oo

dT = [dTx dTy dTz];

NORMAL

= dT./mag (dT, 3) ;
BINORMAL

= cross(T,N);
CURVATURE

k = mag(dT,1);

= mag(cross(dr,ddr),1) ./ ((mag(dr,1)).”3);
TORSION

= dot (-B,N,2);
RADIUS OF CURVATURE
= 1./k;

T oot o0 X d° o0 I o0 =F o°

for i=l:length(t)
if B(i,3)~=0
signo (i)=sign (B(i,3)):;
else
signo (i)=sign (N (i, 3)):;
end
end
for i=l:length(t)-1
s(i)=sqgrt ((x(i)-x(i+1)) "2+ (y (1) -y (i+1)) "2+ (z (1) -z (1+1))"2);

end

% for i=2:length(t)-1
% S(l)=s(1);

% S(i)=S(i-1)+s(1);

% end

s=1.0008*s;

signo=signo';

R(1l)=interpl (x(3:10),
R(2)=interpl (x(3:10),

(3:10) ,x (1), 'linear', "extrap');

R
R(3:10),x(2), "linear', '"extrap');
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for i=1:2

% R(3-1)=R(3);
R(length(R)+1-i)=R(length(R)-2);
end

Global=[x y z abs(R) T N B signol;

function N = mag(T,n)
MAGNATUDE OF A VECTOR (Nx3)
M = mag (U)
sum(abs (T) ."2,2) .7 (1/2);
find (N==0) ;

= eps*ones(size(d)):;
N(:,ones(n,1));

)

Z 2 Q=2 do oe
o

8.2 Cadigo curvatura.

Cddigo que hace el enlace entre diferentes curvas y concentra la informacidn en una matriz de datos

clc
clear
e=21; %no. de puntos

o

o\

CURVA NO. 1
Cimacio

o°

t = linspace(0,2,e);

x1l = t;
yl = -1/2*t.”1.85;
z1l = 0*t;
[T1, N1, B1l, sl, Globall] = frenet(xl,yl,zl);

for i=2:1length(zl)-1
S1(1)=s1(1);
S1(i)=S1(i-1)+sl(i);
end

%

% CURVA NO. 2

$Rapida
t = linspace(2,4,e);
x2 = t;
y2 = =37/40%2~(17/20)*t+17/20*2~(17/20) ;
z2 = 0*t;
[T2, N2, B2, s2, Global2] = frenet (x2,y2,2z2);

for i=2:1length(x2)-1
S2(1l)=s2(l)+sum(sl);
S2(1)=S2(i-1)+s2(i);
end
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o°

% CURVA NO. 3
Deflector
t = linspace(4,5.71516,¢e);
t = linspace(4,5.68,¢e);

oo

oo

X3 = t;
y3 = -sqgrt(-t.”(2)+9.7151619213315*t-22.596092789423)-4.622778634838;
z3 = 0*t;

[T3, N3, B3, s3, Global3] = frenet (x3,v3,2z3);

for i=2:1length(x3)-1
S3(1)=s3(1)+sum(sl)+sum(s2);
S3(1)=S3(1i-1)+s3(i);

end

S=[0 S1 Sl(length(zl)-1) S2 S2(length(x2)-1) S3]';
x=[x1 x2 x3];

y=[lyl y2 y3];

z=[z1 z2 z3];

T=[T1' T2' T3']"';

N=[N1' N2' N3']';

B=[B1' B2' B3']';

Global=[Globall' Global2' Global3']l';
Global=[Global S];

line(x,vy,2z), hold on

quiver3(x,vy,z,T(:,1)"',T(:,2)"',T(:,3
quiver3(x,y,z,N(:,1)"',N(:,2)"',N(:,3
quiver3(x,vy,z,B(:,1)"'",B(:,2)"',B(:,3
legend('Curva', 'Tangente', 'Normal',

)','color','r")
)', 'color','g")
)','color','b")
'Binormal')

clear -regexp "S;
clear -regexp "s;
clear -regexp "R;
clear -regexp "x;
clear -regexp "y;
clear -regexp "z;
clear -regexp "T;
clear -regexp "N;
clear -regexp "B;
clear 1 e £t T B N Globall Global2 Global3
save Global

8.3 Cddigo perfil de la curvatura.

Este cddigo calcula el perfil en estado permanente en funcién de la curvatura obtenida en los
cddigos anteriores asi como de las caracteristicas hidraulicas, comienza con el calculo del tirante
critico y adiciona los nuevos datos obtenidos a la matriz global y al final realiza una calibracién con
el calculo transitorio.
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% Rutina de calculo para analizar flujo gradualmente variado
% Oscar Rangel
$ 18/06/17

$Introduzca datos iniciales

Q=20; %gasto (m3/s)
b=10; %Ancho de plantilla (m)
k=0.25; %talud del canal

tol=10"-3; %tolerancia

y=1;

n=0.014; S%Srugosidad del material (Manning)
load Global.mat

r=Global(1,4);

$Ecuaciones para canal prisméatico
A= (btk*y) *y; %Area

% P=b+2*y*sqgrt (k"2+1); %$Perimetro
R=A/P; %Radio hidréaulico (m)

Y=zeros (1, length (Global(:,1)));
%Calculo del tirante critico por el método de Newton Raphson
Yc=y;
c=Global(1l,14);
fy=((=4*Q" (2) * (4*c*k™ (2) *y" (3) -3*k*y" (2) * (3*k*r-b*c) +ty* (6*c*k" (2) *r"* (2) -
3*b*k*r+b” (2) *c) -b™ (2) *r)) / (3* (y-2*c*r) ~ (3) * (k*y+b) ~(3))) -
((Q™(2)* (2*k*y+b) ) / (y* (2) * (k*y+b) ~ (2)) ) +3*9.80665*k*y" (2) +b*9.80665*y;
$evaluamos la funcidén en la posicidén inicial
while abs (fy)>tol
fy=((=4*Q" (2) * (4*c*k" (2) *y" (3) =3*k*y" (2) * (3*k*r=
b*c)+y* (6*c*k” (2) *r”™ (2) =3*b*k*r+b” (2) *c) =b" (2) *r) ) / (3* (y-
2%c*r) ~(3) * (k*y+b) ~ (3))) -
((Q™(2)* (2*k*y+b) ) / (y* (2) * (k*y+b) * (2)) ) +3*9.80665*k*y" (2) +b*9.80665*y;
$evaluamos la funcidén en la posicidén inicial
dfy=((=4*0"(2) * (12*k" (2) *r" (3) * (2*k*y-Db) -
12%c*k™ (2) ¥ (2) *y* (4*k*y-
b)+r* (36*k" (3) *y" (3) +6*b*k” (2) *y" (2) +4*b" (2) *k*y+b" (3) ) -
2*c*y* (6*KkN (3) *yN (3) +6*b*k” (2) *y* (2) +4*D" (2) *k*y+b”™ (3) ) ) ) / (3* (2*c*r-
y) ~(4) * (k*y+b) ~ (4)) ) + ((2*%07 (2) * (3*k”™ (2) *y” (2) +3*b*k*y+b™ (2) ) ) / (y" (3) * (k*y
+b) "~ (3)))+6*9.80665*k*y+b*9.80665; S%Sevaluamos la derivada en ese punto
Yc=Yc-fy/dfy;
y=YcC;
end
disp('tirante critico=")
disp (Yc)
dl=Yc;
d(l)=Yc;

—

rl=Global(1l,4);
r2=Global (2,4);
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esx1=Global (1,5);
esx2=Global(2,5);
c=Global (2,14);
= (acos (esxl)+acos (esx2))/2;
A=Q (y) (b+k.*y) . *y;
P=Q(y) Db+2.*y*sqgrt (1+k"2);
R=@(y) A(y)/P(y)
a—acos(esx2) —-acos (esx1) ;

Q@ (d2) 3*a* (b+k*d2) " (2)* (b+k*dl) " (2)* (b+k* (d1+d2)) * (c* (r1l+r2) -
) * (c* (rl+r2) -
2)*9.80665*d1* (d1+d2) * (d1+d2+2* (r1+r2) ) *d2*sin(w) —-...
*a* (b+k*d2) * (2) * (b+k*dl) * (2) * (b+k* (d1+d2) ) * (c* (r1+r2) -
d2) "~ (2) * (c* (rl+r2) -
dl)A(2)*9.80665*dl*(dl+d2)*(dl+d2+2*(rl+r2))
2)*abs (Q/A ((d1+d2)/2))/ (R((d1+d2)/2)"~(4/3))))

*(3*b™ (5) * (c* (rl+r2)-d2) "~ (2) * (c* (rl+r2) -

dl) " (2)*9.80665*d1l* (d1" (2) *esx1-d2" (2) *esx2) *d2+6*b" (4) * (c* (rl+r2) -
d2) " (2)* (c* (rl4+r2)-dl) "~ (2)*9.80665*k*d1l* (2*d1" (3) *esx1l+...

dl”(2) *d2*esx1-d1*d2" (2) *esx2-
2*d2” (3) *esx2) *d2+b" (3) * (3*c” (4) * (9.80665*k" (2) *d1* (5*d1” (4) *esx1+8*d1" (3
) *d2*esx14+d1l” (2) *d2" (2) * (esxl-esx2) -

8*d1*d2” (3) *esx2-5*d2" (4) *esx2) *d2-2*Q" (2) * (d1-d2)) * (r1+xr2) " (4) -
6*Cc™ (3)*(9.80665*k"™ (2) *d1* (5*d1” (4) *esx1+8*d1l" (3) *d2*esx1+dl1” (2) *d2" (2) * (
esxl-esx2) -

8*d1*d2” (3) *esx2-5*d2" (4) *esx2) *d2-2*Q" (2) * (d1-
d2)) * (d1l+d2) * (r1+xr2) " (3)+3*c™ (2) * (9.80665*k" (2) *d1* (5*d1" (4) *esx1+8*d1" (3
) *d2*esx1+. ..

dl”(2) *d2” (2) * (esx1l-esx2) -8*d1*d2" (3) *esx2-5*d2" (4) *esx2) *d2-
2* QN (2) * (d1-d2)) * (d1™ (2)+4*d1*d2+d2" (2) ) * (r1+r2) "~ (2) -
2*c* (3*9.80665*k" (2) *d1* (d1+d2) * (5*d1" (4) *esx1+...

8*d1l” (3) *d2*esx1+d1l” (2) *d2" (2) * (esxl-esx2)-8*d1*d2" (3) *esx2-
5*d2” (4) *esx2) *d2* (rl+r2)+2*Q" (2) * (d1-d2) * (d1* (2*d2-3* (r1+xr2)) -

(3*d2-rl1-
r2)* (rl+r2))) *dl1*d2+3* (9.80665*k" (2) *d1” (2) * (5*d1" (4) *esx1+8*d1" (3) *d2*es
x1+d1” (2) *d2” (2) * (esxl—-esx2) -8*d1*d2" (3) *esx2—-...

5*d2” (4) *esx2) *d2” (2)-2*Q" (2) * (d1-d2) * (d1* (d2-r1-xr2) -
d2* (rl1+r2)) ) *d1*d2)+b" (2) * (3*c” (4) *(9.80665*k" (2) *d1* (2*d1” (5) *esx1+9*d1"
(4) *d2*esx1+...

5%d1” (3) *d2”~ (2) *esx1-5*d1" (2) *d2" (3) *esx2-9*d1*d2" (4) *esx2-
2%d2” (5) *esx2) *d2-4*Q" (2) * (d1+d2) * (d1-d2)) * (rl+r2) "~ (4) -
6*Cc”(3)*(9.80665*k" (2) *d1l* (2*d1" (5) *esx1+...

9*%d1” (4) *d2*esx1+5*d1" (3) *d2" (2) *esx1-5*d1" (2) *d2" (3) *esx2-
9*d1*d2” (4) *esx2-2*d2" (5) *esx2) *d2-4*Q" (2) * (d1+d2) * (d1-
d2)) * (d1+d2) * (rl+r2) "~ (3) +...

2)" (2
dl) (
3 *
*

*dZ*Sln(atan(nAZ*Q/A((dl+d2)/

3*c” (2)*(9.80665*%k”™ (2) *d1* (2*d1” (5) *esx1+9*d1l" (4) *d2*esx1+5*d1" (3) *d2" (2)
*esx1-5*d1” (2) *d2" (3) *esx2-9*d1*d2" (4) *esx2-2*d2" (5) *esx2) *d2-. ..

4*Q" (2) * (d1+d2) * (d1-d2) ) * (d1" (2) +4*d1*d2+d2" (2) ) * (r1l+xr2) " (2) -
2*%c* (3%9.80665*k" (2) *d1* (2*d1” (D) *esx1+10*d1l" (4) *d2*esx1+dl” (3) * (4*d2" (2)
+...

(rl+r2) "~ (2)) *esx1-dl" (2) *d2* (4*d2" (2) *esx2+esx1* (rl+r2) " (2)) -
dl*d2” (2) *(10*d2" (2) - (rl+xr2) "~ (2)) *esx2-
d27(3) *(2*d2” (2) + (rl+xr2) "~ (2) ) *esx2) *d2* (rl+r2) +

4*Q” (2)* (d1-d2) * (d1* (2*d2-3* (rl+r2)) - (3*d2-rl-
r2)*(rl+r2)))*dl* (dl+d2) *d2+3* (9.80665*k" (2) *d1* (2*d1” (6) *d2*esx1+d1l" (D) *
(10*d27 (2) +(rl+r2) ~(2)) *esxl+...
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dl” (4)*d2* (4*d2~ (2)+3* (rl+r2) "~ (2)) *esx1l-
AL (3) * (4*d2” (4) *esx2+d2" (2) * (3*esxl-esx2) * (rl+r2) ~ (2)—esx1* (rl+xr2) " (4)) -
dl”(2) *d2* (10*d2" (4) *esx2+. ..
d27 (2) * (esx1-3*esx2) * (rl+r2) "~ (2) +esx1l* (rl+r2) " (4)) -
dl*d27 (2) * (2*d2” (4) +3*d2" (2) * (rl1+r2) " (2) - (rl+xr2) " (4)) *esx2-
d2”~(3)*(d2"~ (2) +. ..
(rl+r2) " (2)) *esx2* (rl1l+r2) " (2)) *d2-4*Q" (2) * (d1+d2) * (d1-d2) * (d1l* (d2-xr1-
r2) -
d2* (rl1+r2)) ) *dl1*d2) *k+b* (3*c”™ (4) * (9.80665*k" (2) *d1" (2) * (3*d1" (4) *esx1l+...
5*%d1” (3) *d2*esx1+dl” (2) *d2" (2) * (esxl-esx2) -5*d1*d2" (3) *esx2-
3*d2” (4) *esx2) *d2” (2) -2*Q" (2) * (d1-
d2) * (d1”(2)+3*d1*d2+d2" (2)) ) *(r1l+r2)~(4)—-...

6*c” (3)*(9.80665*k” (2)*d1l” (2) * (3*d1" (4) *esx1+5*d1l" (3) *d2*esx1+dl” (2) *d2" (
2) * (esxl-esx2)-5*d1l*d2” (3) *esx2-3*d2" (4) *esx2) *d2" (2) -2*Q" (2) * (d1-
dz)*(dl”(2)+...

3*d1*d24+d2” (2) ) ) * (d1+d2) * (r1+r2) "~ (3)+3*c” (2) *(9.80665*k" (2) *d1" (2) * (3*d1"
(4) *esx1+5*d1” (3) *d2*esx1+dl”™ (2) *d2" (2) * (esxl-esx2)-5*d1*d2" (3) *esx2—-...
3*d2” (4) *esx2) *d2” (2)=2*Q" (2) * (d1-
d2) * (d1”(2)+3*d1*d2+d2” (2) ) ) * (d1" (2)+4*d1*d2+d2" (2) ) * (r1+r2) " (2) -
2*c* (3%9.80665*k" (2) *d1* (d1+d2) * (4*d1" (5) *d2*esx1+. ..
dl”(4)* (5*d2” (2)+ (rl+r2) "~ (2)) *esx1l-
dl” (2) *d27 (2) * (5*d2" (2) *esx2+ (esx1l-esx2) * (rl1l+r2) " (2))-4*d1*d2" (5) *esx2-
d2” (4) *esx2* (rl+xr2) " (2)) *d2* (rl+xr2)+...
2*Q7 (2) * (d1-d2) * (d1" (3) * (2*d2-3* (r1l+xr2))+dl" (2) * (10*d2" (2) -
12*d2* (rl1+r2)+3* (r1+r2) " (2))+dl*d2* (2*d2" (2) -
12*d2* (rl+r2)+9* (rl+r2) " (2))—-. ..
3*d27 (2) * (d2-rl1-
r2) *(rl+r2))) *dl*d2+ (3*9.80665*k" (2) *d1l* (d1" (6) * (4*d2" (2)+(r1l+xr2) " (2)) *es
x14+d1” (5) *d2* (5*d2" (2) +4* (rl1l+r2) "~ (2)) *esxl+...
dl” (4) * (d2” (2) *esx2+esx1* (r1+r2) " (2)) * (rl1+r2) " (2) -
dl” (3)*d2” (3) * (5*%d2" (2) *esx2+4* (esxl-esx2) * (rl1+r2) " (2)) -
dl” (2) *d2” (2) * (4*d2" (4) *esx2+. ..
d2” (2) *esx1* (rl+r2) " (2)+ (esxl-esx2) * (rl+r2) " (4)) -
4*d1*d2” (5) *esx2* (r1+r2) " (2) -
d2” (4) * (d2" (2) + (r1+r2) ~ (2)) *esx2* (r1+r2) " (2)) *d2-...
2*Q7 (2) * (d1-d2) * (3*d1"(3) * (d2-r1-r2)+d1" (2) *d2* (9*d2-
23*% (r1l+r2) ) +d1l* (3*d2” (3)-23*d2" (2) * (r1+r2)=-3* (r1+xr2) " (3)) -
3*d2* (d27 (2) +. ..

(rl+r2)~(2))*(rl+r2))) *dl*d2) *k" (2)+ (3*c* (4) * (9.80665*k" (2) *d1" (2) * (d1" (2
) *esx1-d2” (2) *esx2) *d2" (2) -2*Q" (2) * (d1-d2) ) * (d1+d2) * (r1+r2) "~ (4)-...
6*c” (3)*(9.80665*k” (2)*d1” (2) * (d1"(2) *esx1-d2" (2) *esx2) *d2" (2) -
2*Q" (2) * (d1-
d2)) *(d1+d2) "~ (2) * (rl+r2) ~ (3)+3*c™ (2) *(9.80665*k" (2) *d1” (2) * (d1" (2) *esx1-

d2”(2) *esx2) *d2" (2) =2*Q" (2) * (d1-

d2))*(dl+d2) * (d1” (2) +4*d1*d2+d2" (2)) * (rl+r2) "~ (2) -

2*%c*(3%9.80665*k" (2) *d1* (2*d1” (4) *d2*esx1+dl” (3) *esx1* (rl+r2) "~ (2)-...
dl”(2) *d2*esx1* (rl+r2) "~ (2)-dl*d2” (2) * (2*d2" (2) - (rl+r2) "~ (2)) *esx2-

d2” (3) *esx2* (rl+r2) " (2)) *d2* (rl+r2)+2*Q" (2) * (d1l-d2) * (d1* (4*d2-3* (rl+r2)) -

3% (d2-
2* (rl+r2))* (rl+r2)) ) *dl* (dl+d2) *d2+ (3*9.80665* k" (2) *d1* (d1” (5) * (2*d2" (2) +
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(rl4+r2) " (2)) *esx1+3*d1” (4) *d2*esx1* (r14+r2) " (2)-d1” (3) * (d2" (2) * (3*esx1-
esx2)-...
esx1* (rl+r2) " (2)) *(rl+r2) " (2)-dl"(2)*d2* (2*d2" (4) *esx2+d2" (2) * (esx1-
3*esx2) * (rl+r2) ~(2)+esx1l* (rl+r2) " (4))-dl*d2~(2) *(3*d2"~(2)-...
(rl+r2) " (2)) *esx2* (rl+xr2) "~ (2) -
d27 (3) * (d27 (2)+ (r1+xr2) M (2)) *esx2* (rl+r2) ~ (2) ) *d2-2*Q" (2) * (d1-
d2) * (3*d1”(2) * (d2-2* (rl+r2) ) +d1*d2* (3*d2-22* (rl+r2))—-...
6* (d27 (2) + (rl+r2) " (2)) * (rl+r2)) ) *d1l*d2) *k~ (3) *d1*d2) ;
x1=0.1*d1;
x2=d1l;
£=F (y) ;
while abs (f)>tol
if F(x1)*F(x2)<0
x3=(x1+x2)/2;
if F(x1)*F(x3)<0
X2=%x3;
else
x1=x3;
end
y=x3;
£=F (y) ;
dl=y;
else
disp('no hay solucién en el intervalo')
break
end

e

for i=2:1length(Global(:,1))-1
r1=Global (i, 4):;
r2=Global (i+1,4);
esx1=Global (i, 5);
esx2=Global (i+1,5);
c=Global (i+1,14);
w= (acos (esxl)+acos (esx2))/2;
A=Q(y) (btk.*y).*y;
P=Q@ (y) b+2.*y*sqrt (1+k"2);
R=Q@(y) A(y)/P(y);:
a=acos (esx2) —acos (esx1) ;
F=Q (d2) 3*a* (b+k*d2)"(2)* (b+k*dl) " (2) * (b+k* (d1+d2)) * (c* (r1+r2) -
d2) " (2)* (c* (rl1+r2) -
dl) "~ (2)*9.80665*d1* (d1+d2) * (d1+d24+2* (r1+r2) ) *d2*sin(w)-...
3*a* (b+k*d2) ~ (2) * (b+k*dl) ~ (2) * (b+k* (d1+d2)) * (c* (r1+r2) -
d2) " (2)* (c* (rl1+r2) -
dl) "~ (2)*9.80665*d1* (dl1+d2) * (d1+d24+2* (r1+r2)
2)*abs (Q/A((d1+d2)/2))/(R((d1+d2)/2)"~(4/3))
4% (3*b™ (5) * (c* (rl+r2)-d2) "~ (2) * (c* (rl1l+r2) -
dl) "~ (2)*9.80665*d1* (d1” (2) *esx1-d2" (2) *esx2) *d2+6*b"™ (4) * (c* (r1+r2) -
d2) " (2)* (c* (rl+r2)-dl) "~ (2)*9.80665*k*d1l* (2*d1” (3) *esx1l+. ..
dl” (2) *d2*esx1-d1*d2" (2) *esx2—
2*d2” (3) *esx2) *d2+b" (3) * (3*c™ (4) * (9.80665*k" (2) *d1* (5*d1" (4) *esx1+8*d1" (3
) *d2*esx1+d1” (2) *d2" (2) * (esxl-esx2)—-...

*d2*sin(atan (n"2*Q/A ((d1+d2)/
)+

—_— — — —
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8*d1*d2” (3) *esx2-5*d2" (4) *esx2) *d2-2*Q" (2) * (d1-d2)) * (r1+xr2) " (4) -
6*c”™(3)*(9.80665*k” (2) *dl* (5*d1”" (4) *esx1+8*d1" (3) *d2*esx1+dl” (2) *d2" (2) * (
esxl-esx2)-...
8*d1*d2” (3) *esx2-5*d2" (4) *esx2) *d2-2*Q" (2) * (d1-
d2)) * (d1+d2) * (rl+r2) ~(3)+3*c™ (2) *(9.80665*k" (2) *d1* (5*d1” (4) *esx1+8*d1" (3
) *d2*esx1+. ..
dl”(2) *d2” (2) * (esxl-esx2) -8*d1*d2" (3) *esx2-5*d2" (4) *esx2) *d2-
2*Q™ (2) * (d1-d2) ) * (d1" (2)+4*d1*d2+d2" (2)) * (r1+r2) "~ (2) -
2*c* (3%9.80665*k” (2) *d1l* (d1+d2) * (5*d1” (4) *esx1+...
8*d1l" (3) *d2*esx1+dl”™ (2) *d2" (2) * (esxl-esx2)-8*d1*d2" (3) *esx2-
5%d2” (4) *esx2) *d2* (r1+r2)+2*Q" (2) * (d1-d2) * (d1* (2*d2-3* (r1+r2))-...
(3*d2-rl-
r2)* (rl+r2))) *d1*d2+3* (9.80665*k" (2) *d1” (2) * (5*d1" (4) *esx1+8*d1" (3) *d2*es
x1+d1” (2) *d2" (2) * (esxl-esx2)-8*d1*d2” (3) *esx2—-...
5*d2” (4) *esx2) *d2” (2)-2*Q" (2) * (d1-d2) * (d1* (d2-r1-r2) -
d2* (rl+r2))) *d1*d2)+b”™ (2) * (3*c” (4) * (9.80665*k" (2) *d1* (2*d1" (5) *esx1+9*d1"
(4) *d2*esx1+...
5%d1” (3) *d2” (2) *esx1-5*d1" (2) *d2" (3) *esx2-9*d1*d2" (4) *esx2-
2%d2" (5) *esx2) *d2-4*Q” (2) * (d1+d2) * (d1-d2) ) * (rl+r2)~ (4) -
6*c”™(3)*(9.80665*k" (2) *d1l* (2*d1" (5) *esx1l+...
9*d1l” (4) *d2*esx1+5*d1" (3) *d2" (2) *esx1-5*d1" (2) *d2" (3) *esx2-
9*d1*d2” (4) *esx2-2*d2" (5) *esx2) *d2-4*Q" (2) * (d1+d2) * (d1-
d2) ) * (d1l+d2) * (r1+xr2) "~ (3)+...

3*c™(2)*(9.80665*k”™ (2) *d1* (2*d1” (5) *esx1+9*d1l" (4) *d2*esx1+5*d1" (3) *d2" (2)
*esx1-5*d1" (2) *d2" (3) *esx2-9*d1*d2" (4) *esx2-2*d2" (5) *esx2) *d2-...
4*%Q7(2) * (d1+d2) * (d1-d2) ) * (d1” (2) +4*d1*d2+d2" (2) ) * (r1+r2) "~ (2) -
2*%c* (3%9.80665*k" (2) *d1* (2*d1" (5) *esx1+10*d1" (4) *d2*esx1+d1" (3) * (4*d2" (2)
+...
(rl+r2) " (2)) *esx1-d1l” (2) *d2* (4*d2" (2) *esx2+esx1* (rl+r2) " (2)) -
dl1*d27 (2)* (10*d2” (2) = (r1+r2) ~(2)) *esx2-
d27 (3) *(2*d2" (2) + (r1+r2) " (2) ) *esx2) *d2* (r1+r2)+...
4*%Q™(2) * (d1-d2) * (d1* (2*d2-3* (r1+r2))-(3*d2-rl1-
r2)* (rl+r2)))*dl* (dl+d2) *d2+3* (9.80665*k" (2) *d1* (2*d1” (6) *d2*esx1+d1l” (5) *
(10*d2™ (2)+ (rl+xr2) " (2)) *esx1l+. ..
dl” (4)*d2* (4*d2” (2)+3* (r1+r2) "~ (2)) *esx1l-
dl”(3)* (4*d2” (4) *esx2+d2" (2) * (3*esxl-esx2) * (rl+r2) "~ (2)—esx1* (rl1l+r2)"(4)) -
dl” (2) *d2* (10*d2” (4) *esx2+. ..
d2” (2) * (esx1-3*esx2) * (rl+r2) ~ (2)+esx1l* (rl1+r2) " (4)) -
dl*d27 (2) * (2*d2” (4) +3*d2" (2) * (r14+r2) ~ (2) = (rl+r2) ~ (4)) *esx2-
d2” (3)* (d2~(2) +. ..
(rl+r2) " (2)) *esx2* (r1l+r2) " (2)) *d2-4*Q" (2) * (d1+d2) * (d1-d2) * (d1* (d2-rl1-
r2) -
d2* (rl+r2))) *d1l*d2) *k+b* (3*c”™ (4) * (9.80665*k" (2) *d1" (2) * (3*d1" (4) *esx1+...
5*%d1” (3) *d2*esx1+d1l” (2) *d2" (2) * (esx1-esx2) -5*d1*d2" (3) *esx2-
3*d2” (4) *esx2) *d27 (2) =2*Q" (2) * (d1-
d2) * (d1”(2)+3*d1*d2+d2” (2) ) ) *(r1+r2) "~ (4)—-...

6*c” (3)*(9.80665*k” (2)*d1l” (2) * (3*d1” (4) *esx1+5*d1" (3) *d2*esx1+dl” (2) *d2" (
2) * (esxl-esx2)-5*d1l*d2" (3) *esx2-3*d2" (4) *esx2) *d2" (2) -2*Q" (2) * (d1-
dz)*(dl”(2)+...

3*dl*d2+d2” (2)) ) * (dl+d2) * (rl+r2) ~ (3)+3*c”(2) * (9.80665*k" (2) *d1" (2) * (3*d1"
(4) *esx1+5*d1” (3) *d2*esx1+d1l” (2) *d2" (2) * (esxl-esx2)-5*d1*d2" (3) *esx2-...
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3*d2” (4) *esx2) *d2” (2) -2*Q" (2) * (d1-
d2) *(d1” (2)+3*d1*d2+d2” (2)) ) * (d1" (2)+4*d1*d2+d2" (2)) * (r1+r2) "~ (2) -
2*c* (3*%9.80665*k” (2) *d1l* (d1+d2) * (4*d1" (5) *d2*esx1+...
dl”(4)*(5*d2” (2)+ (rl1l+r2) "~ (2)) *esx1l-
dl” (2) *d2™ (2) * (5*d2” (2) *esx2+ (esxl-esx2) * (rl1+r2) " (2))-4*d1*d2" (5) *esx2-
d2” (4) *esx2* (rl+r2) "~ (2)) *d2* (r1+r2)+...
2*Q™ (2) * (d1-d2) * (d1" (3) * (2*d2-3* (r1+r2))+d1l"~ (2) * (10*d2" (2) -
12*d2* (rl14+r2)+3* (rl+r2) ~ (2))+dl*d2* (2*d2" (2) -
12*d2* (rl+r2)+9* (rl+r2) " (2))—-. ..
3*d2” (2) * (d2-rl-
r2)* (rl+r2)))*d1l*d2+ (3*9.80665*k" (2)
x1+d1” (5) *d2* (5*d2"~ (2)+4* (r1+r2) "~ (2)) *esxl+...
dl” (4)* (d2” (2) *esx2+esx1* (rl1+r2) " (2)) * (rl+r2) "~ (2) -
dl” (3) *d27 (3) * (5*d2” (2) *esx2+4* (esxl-esx2) * (rl1l+r2) "~ (2)) -
dl”(2)*d27 (2) * (4*d2” (4) *esx2+. ..
d2” (2) *esx1* (rl+r2) " (2)+ (esxl-esx2) * (rl+r2) " (4)) -
4*d1*d2” (5) *esx2* (r1+xr2) " (2) -
d27 (4) * (d2” (2)+ (r1+xr2) M (2)) *esx2* (rl+r2) " (2) ) *d2-...
2*Q™ (2) * (d1-d2) * (3*d1" (3) * (d2-rl-r2)+d1l” (2) *d2* (9*d2-
23* (rl4r2) ) +dl* (3*d2” (3)-23*d2" (2) * (r1l+r2)-3* (rl1+xr2) " (3)) -
3*d2* (d27 (2) +. ..

*d1* (d1”(6) * (4*d2" (2) + (rl+r2) "~ (2)) *es

(rl+r2) 7 (2))* (rl+r2)))*dl*d2) *k" (2)+(3*c” (4) *(9.80665*k" (2) *d1" (2) * (d1" (2
) *esx1-d2” (2) *esx2) *d2" (2) -2*Q" (2) * (d1-d2) ) * (d1+d2) * (r1l+r2) "~ (4)-...

6*c” (3)*(9.80665*k" (2)*d1l” (2) * (d1"(2) *esx1-d2" (2) *esx2) *d2" (2) -
2*Q7 (2) * (d1-
d2))*(d1+d2) " (2) * (rl+r2) ~ (3)+3*c™(2) *(9.80665*k" (2) *d1" (2) * (d1" (2) *esx1l-

d2” (2) *esx2) *d2” (2) -2*Q" (2) * (d1-
d2)) * (d1+d2) * (d1” (2) +4*d1*d2+d2" (2) ) * (rl+r2) ~ (2) -
2%c* (3%9.80665*%k” (2) *d1* (2*d1” (4) *d2*esx1+d1” (3) *esx1* (rl+r2)~(2)-...
dl” (2) *d2*esx1* (rl+r2)~ (2) -d1*d2” (2)* (2*d2~ (2) - (rl+r2) "~ (2)) *esx2-
d27 (3) *esx2* (r1+12) ~ (2)) *d2* (r1+r2) +2%Q" (2) * (d1-d2) * (d1* (4*d2-3* (r1+r2)) -

3* (d2-
2* (rl+r2) ) * (rl+r2)) ) *dl* (dl+d2) *d2+ (3*9.80665* k" (2) *d1* (d1" (5) * (2*d2" (2) +
(rl+r2) " (2)) *esx1+3*d1l" (4) *d2*esx1* (rl1l+r2) "~ (2)-dl” (3) * (d2" (2) * (3*esx1l-
esx2)-...

esx1* (rl+r2) "~ (2)) * (rl+r2) " (2)-dl”(2) *d2* (2*d2" (4) *esx2+d2" (2) * (esx1-
3*esx2) * (rl+r2) " (2)+esx1l* (rl+r2)~(4))-dl*d2" (2) * (3*d2" (2)—. ..

(rl+r2) " (2)) *esx2* (rl+r2) "~ (2) -
d27(3) * (d27 (2) + (r1+r2) ~ (2) ) *esx2* (r1+r2) ~ (2) ) *d2-2*Q" (2) * (d1-
d2) * (3*d1” (2) * (d2-2* (rl+r2) ) +dl*d2* (3*d2-22* (r1+xr2))—-...

6* (d27 (2) + (rl+r2) " (2)) * (rl+r2)) ) *d1l*d2) *k~ (3) *d1*d2) ;
if Global (i+1,4)>1000
h=Global (i+2,1)-Global (i+1,1);

Y(i+1l) = dil; % Condicidén inicial
s=tan (acos (Global (i+1,5))):;

y=Y (1+1) ;

k1l = (s-

n"2*Q"2/ (((b+k*y) *y) *2* (((b+k*y) *y) / (b+2*y*sqrt (k*2+1)) )~ (4/3))) / (1-
(Q/ (((bt+k*y)*y) *sgrt (9.80665*cos (atan (s)) * ((b+k*y) *y) / (b+2*k*y))))"2);
y=Y (1+1)+0.5*h*k1;

k2 = (s-

n"2*Q"2/ (((b+k*y) *y) *2* ( ((b+k*y) *y) / (b+2*y*sqrt (k"24+1))) "~ (4/3)))/ (1-
(Q/ (((bt+k*y)*y) *sgrt (9.80665*cos (atan (s)) * ((b+k*y) *y) / (b+2*k*y))))"2);

ING. OSCAR RANGEL RAMIREZ




DISTRIBUCION DE PRESIONES Y VELOCIDADES EN CANALES CON CURVATURA.FLUJO
UNIDIMENSIONAL EN COORDENADAS NATURALES.

Y (i+1)+0.5*h*k2;

= (s-

*Q 2/ (((btk*y) *y) "2* (((b+k*y) *y) / (b+2*y*sqrt (k"2+1)) )~ (4/3))) / (1-
(((b+k*y) *y) *sqrt (9.80665*cos (atan(s)) * ((b+k*y) *y) / (b+2*k*y)))
(i+1)+k3*h;
= (S—

*Q 2/ (((btk*y) *y) "2* (((b+k*y) *y) / (b+2*y*sqrt (k"2+1)) )~ (4/3))) / (1-
(((b+k*y) *y) *sqrt (9.80665*cos (atan(s) ) * ((b+k*y) *y) / (b+2*k*y))) ) *2) ;
= Y (i+1l) + (1/6)* (kl+2*k2+2*k3+k4) *h; % ecuacidén principal

if Global (i+1,14)<0
x1=0.5*d1l;
x2=dl;
else
x1=0.99*d1;
x2=1.01*d1;
end
£=F (y) ;
while abs (f)>tol
if F(x1)*F(x2)<0
x3=(x1+x2)/2;
if F(x1)*F(x3)<0
X2=%x3;
else
x1=x3;
end
y=x3;
£=F (y) ;
dl=y;
else
disp('no hay solucidén en el intervalo')
break
end
end
end
d(i+1)=dl;
end

o\

% Foérmulas para la pendiente de friccidn
% B=Q@(y) Db+2*k.*y;

A=@(y) (btk.*y).*y;

P=@(y) Dbt+2.*y*sqgrt (1+k"2);
R=Q(y) A(y)/P(y);

theta = .6;
psi = .5;
Cr=1;

dt=Cr* (Global (2,1)-Global(1,1))/(Q/(A(d(1,1)))+sqrt(9.80665*d(1,1)));

x=Global (:,1)"';
J=length(x)-1;

’
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h=x (length(x))/J;
senan(l, :)=sin(acos (Global(:,5)));

% Vector para los tirantes
YY=zeros (2,J+1);

YY (1,:)=d(:);

% Vector para las velocidades
UU=zeros (2,J+1);

% Vectores para los deltas (tirante, velocidad, pendiente y pendiente
friccion)

dy prom = zeros(1l,J);

du prom = zeros(1l,J);

dsenaf prom= zeros(1l,J);

dsenan_prom= zeros(1l,J);

desx prom= zeros(1l,J);

% Vectores para los valores de ecuacidédn de masa
al= zeros(1,J);

bl= zeros(1,J);
cl= zeros(1,J);
dl= zeros(1,J);
el= zeros(1l,J);

% Vectores para los valores de ecuacidén de cantidad de movimiento
a2= zeros(1,J);

b2= zeros(1,J);
c2= zeros(1,J);
d2= zeros(1,J);
e2= zeros(1,J);
% Vectores de posicionamiento en la matriz pentadiagonal

cli= zeros(l,J-1);
dli= zeros(1l,J-1);
clj= zeros(l,J-1)
dlj= zeros(1l,J-1)

’

’

% Vectores para los valores de ecuacidén de cantidad de movimiento
(MATRIZ)
c2i= zeros(1
d2i= zeros (1,
c2j= zeros (1l
d2j= zeros (1l
% Vector de términos independientes
BB=zeros (J*2,1);
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[}

% Posiciones de las variables para la matriz pentadiagonal en sparse ()

for i=1:J
cli(i)=2*(i-1)+1;
c2i(i)=2*(i-1)+2;
dli(i)=2*(i-1)+1;
d2i(i)=2*(i-1)+2;
clj(i)=2*(i-1)+1;
c2j(1)=2*(i-1)+1;
dlj(i)=2*(i-1)+2;
dz2j (1)=2*(1i-1)+2;

end

norma=1;

while norma>tol

% Condicidén de frontera aguas arriba

% Vector para las velocidades iniciales
UU(1,:)=0 nl./(A(YY(1,:)));
% Vector para la pendiente de friccidn
for i=1:J+1
ecu_senaf=@(y) sin(atan(n”2*UU(1,1i)*abs(UU(1,1))/(R(y)"~(4/3))))
senaf (i)=ecu_senaf (YY(1,1));

end
% Ciclo para calcular las deltas de tirantes, velocidades, Sf y s
for i=1:J
du prom(i)=(UU(1,1)+UU(1,i+1))/2;
dy prom(i)=(YY(1l,1)+YY(1l,1i+1))/2;
dsenaf prom(i)=(senaf (i y+senaf (1+1))/2;
dsenan prom(i)=(senan(i)+senan(i+l))/2;
desx_prom(1)=(Global(1,5)+Global(i+1,5))/2;
end
% Llenado de los nodos intermedios de la matriz porosa
for j=1:J

al(j)=-dy prom(j)*theta/h;

bl (j)=(1l-psi)/dt-du_prom(j) *theta/h;

cl(j)=dy prom(j)*theta/h;

dl (j)=psi/dt+du prom(l,Jj) *theta/h;

el (§)=(1-psi)/dt*YY(1,3)+ (psi/dt)*YY(1,3+1)-du prom(3j)* (1-
theta) /h* (YY (1,3+1)-YY(1,7))-
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dy prom(j)* (1-theta) /h* (UU(1,Jj+1)-UU(1,3));

a2(j)=(l-psi)/dt-du prom(j) *theta/h;

b2 (j)=-9.80665*desx prom(j) *theta/h;

c2(j)=(psi/dt)+du_prom(j) *theta/h;

d2(j)=9.80665*desx prom(j)*theta/h;

€2 (3)=(1-psi) /dt*UU(1,3)+ (psi/dt) *UU(1,j+1)-du prom(j)* (1-
theta) /h* (UU (1, j+1)-UU(1,3))-...

9.80665*desx _prom(j)* (l-theta)/h*(YY(1,3+1)-YY(1,3))~-
9.80665* (dsenaf prom(j)- dsenan prom(j));

o°

Matriz porosa completa
Cl=sparse(cli,cl]j,cl,d*2,J%2);
C2=sparse(c2i,c2j,c2,J*2,J%2);
Dl=sparse(dli,dlj,dl,Jd*2,J*2)
D2=sparse (d2i,d2j,d2,Jd*%2,J*2)

end

Suma de las matrices porozas para crear la matriz BB
AA=C1l+C2+D1+D2;

’

’

o\

% Nodos nones en el vector resultado
yy=1;

Ycnl=yy;

r=Global(1,4);

fy=((Q nl”(2)* (12*k" (2) *r™ (2) *yy+2*r* (15*k” (2) *yy”" (2) +3*b*k*yy+b”" (2) ) +yy*
(20%k" (2) *yy” (2) +9*b*k*yy+3*b" (2)))) / (12* (r+yy) ~ (3) * (k*yy+b) ~ (3))) -
((Q n17(2)* (2%k*yy+b)) / (yy”™ (2) * (k*yy+b) ~ (2))) +3*9.80665*k*yy” (2) +b*9.8066
5*yy; %evaluamos la funcidén en la posicidn inicial

while abs (fy)>tol

£y=((Q_n1"(2)* (12%k" (2) *r~ (2) *yy+2*r* (15%k" (2) *yy" (2) +3*b*k*yy+b” (2) ) +yy*
(20%Kk"(2) *yy” (2) +9¥brk*yy+3*b7 (2)))) / (12% (r+yy) * (3) * (k*yy+b) * (3)) ) -
((Q_nl™(2)*(2*k*yy+b)) / (yy" (2) * (k*yy+b) * (2) ) ) +3*9.80665*k*yy” (2) +b*9.8066
5*yy; %evaluamos la funcidén en la posicidén inicial
dfy=((-2*Q nl” (2)* (15%k" (3) *yy” (7) +6%b*k" (2) *yy” (6) -
4xk*yy™ (5) * (30%k”™ (2) *r” (2) +33*brk*r-b" (2) ) -
yy©t (4)* (240%k” (3) *r” (3) +456*D* k" (2) *r™ (2) +88*b" (2) *k*r-b" (3) ) -
2% yyt (3) *r* (72*k” (3) *r” (3) +300*b*k” (2) *r” (2) +144*b" (2) *k*r+11*b" (3)) -
24*%pryy N (2) *r” (2) * (12*%k™ (2) *r™ (2) +16*b*k*r+3*b" (2) ) -
96*b”" (2) *yy*r” (3) * (2*k*r+b) -
48*DN (3) *r”(4))) / (3*yy™ (3) * (yy+2*r) ~ (4) * (k*yy+b) ~ (4) ) ) +6*9.80665*k*yy+b*9
.80665; %evaluamos la derivada en ese punto
Ycnl=Ycnl-fy/dfy;
yy=Ycnl;
end
YY(2,1)=Ycnl; $Tirantes
U(2,1)=0 n2/A(YY(2,1)); %Velocidades
j=1;
for i=1:2:2*J
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BB (i)=el(j)-al(3)*Q n2/A(YY(1,3))-bl(3)*YY(1,3); % Nodos NONES
en el vector resultado

BB (i+l)=e2(j)-a2(j)*Q n2/A(YY(1l,]3))-b2(3)*YY(1l,3); % Nodos PARES
en el vector resultado

=341

% La solucidén de la matriz es:
SOL=AA"-1*BB;
% E1 vector solucién tiene tirantes y velocidad intercaladas:
%S [yl u2 y2 u3 y3 ud v4 ... ... yJd*2-1 ud*2] ~(nt+l) entonces...
j=1;
for i=1:2:J*2
YY (2,j+1)=SOL (i+1); $Tirantes

UU(2,J+1)=SOL (1) ; %$Velocidades
J=3+1;
end
norma=norm (YY (1, :)=-YY(2,:));

o

% Actualizacidén de los vectores de tirante y velocidad
YY(1,:)=YY(2,:);
End

d=YY (1, :);

for i=l:1length(Global(:,1))

if Global (i, 4)>1000

Global (i,14)=-1;

Global (i, 8)=Global (i, 6);

Global (i, 9)=-Global (i,5);

end

X(i)=d (i) *Global (i, 8) *Global (i,14)+Global (i,1);
Y(i)=d(i)*Global (i, 9)*Global (i, 14)+Global (i,2);
end

for i=l:length(Global(:,1))
if Global (i, 4)>1000

Global (i,14)=0;

Global (i,8)=0;
Global (i, 9)=0;

end

end

for i=l:length(Global(:,1))
if Global (i, 4)>1000
Global (i, 1l6)=1

Global (i,17)=0;

else

Global (i,16)=((4* (3*Global (i,14)"(2)*Global(i,4)"(2)-

3*Global (1,14)*d (i) *Global (i,4)+d (1)~ (2)))/ (3* (2*Global (i,14)*Global (i, 4)
-d(i))"(2)));

Global (i, l7)=(( (3*Global( ,14)*Global (i,4) -

2*d (1)) *d (1)) /(3* (2*Global (i,14)*Global (i,4)-d(i))"(2))):

end

end
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figure (1)

plot (X,Y,'-b")

title('Perfil de flujo')

xlabel ('Longitud (m)")

ylabel ('Tirante (m)")

hold on

plot (Global(:,1),Global(:,2),"'-k")
hold on

hf (1)=0;

for i=2:1length(Global(:,1))

hf (1)=Global(1l,2)-

Global (i, 2)+d (1) *Global (1,5)+2*UU(1,1)"2*d(1)/(9.80665* (2*Global (1,14)*Gl
obal(1l,4)-d(1)))-d(i)*Global(i,5)-

abs (Global (i,14))*2*(UU(1,1))"2*d(1i)/(9.80665* (2*Global (i,14)*Global (i,4)
-d(1)))+(UU(1,1))"2/(2*9.80665)—-(UU(1,1))"2/(2*9.80665) ;

end

Global=[Global d' X' Y' UU(1,:)" hf']l;
save GlobalP Global O n b k Yc tol theta psi

clear -regexp "a;

clear -regexp "b;

clear -regexp "b;

clear -regexp "“c;

clear -regexp "d;

clear -regexp "e;

clear -regexp "C;

clear -regexp "D;

clear -regexp "Q n;

clear -regexp “dfy;

clear -regexp “esx;

clear -regexp "f;

clear -regexp "k;

clear -regexp “r;

clear -regexp "x;

clear a b s tol wdfy iny Yc FhQXYAPRJ J AA BB psi senaf SOL
senan theta thidro tinicio norma Ycnl yy YY hf UU

8.4 Cddigo transitorio de la curvatura.

Cddigo que calcula el comportamiento de los tirantes y velocidades en el tiempo mediante
condiciones de frontera de gasto y nivel

" TRANSITO DE UNA AVENIDA EN UN CANAL "

o° oo

oe

Obtiene datos de Condicion Inicial

% X - Longitud en x para el perfil
% Y - Perfil del agua

% Yc - Tirante critico

% Q0 - Gasto
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% n - Rugosidad (Manning)

% b - Base

% k - Talud

% J - Intervalos

% plantilla - Elevacidén del terreno natural

$ELABORADO POR: Oscar Rangel

EN) CONDICTION INICTIA AL
% Datos iniciales
load GlobalP.mat

% Gasto pico para el hidrograma

0p=50;

d=Global(:,18)"';

% c=(Global(:,106) "+abs (Global(:,14))"'.*Global(:,17)")";
B=b+2*k.*d;

% yep=1l/6*d.* (3*b+2*d.*k)*1./ (b+2*d.*k) ;

% Foérmulas para la pendiente de friccidn
A=Q@(y) (btk.*y).*y;
P=Q@ (y) Db+2.*y*sqrt (1+k"2);
R=@(y) A(y)/P(y);
senaf=zeros(l, length (Global(:,1)));

HIDROGRAMA

thidro % Tiempo de duracién del hidrograma
tinicio = 2; % Tiempo de inicio del hidrograma
tsim Tiempo total de simulacidn

Cr=1;

dt=Cr* (Global (2,1)-Global (1,1))/(Q/(A(d(1,1))));

% Hidrograma de entrada

tiempo = [0.00 0.05 0.25 0.45 0.50 0.60 0.74 0.86 1.00];
tau = [0.00 0.20 1.00 0.20 0.00 -0.22 -0.33 -0.22 0.00]; % max min

tau=(Qp-Q) *tau+Q;
tiempo=tiempo*thidro+tinicio;
t final=tiempo (length (tiempo));

ti = tinicio:(t_final-tinicio)/100:t final;

coef val = spline(tiempo, [0 tau 0]); % Campana
x=Global (:,1)"';

y=Global(:,2)"';

X=Global (:,19)"

Y=Global (:,20)"';

J=length (X)-1;

h=x (length(x)) /J;

senan(l, :)=sin(acos (Global(:,5)));
%%l.l)GRAFICACION D E L PERFTITL E HIDZROGR
A M A
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figure (1)

clf

plot (X,Y)

hold on

plot(x(1l),Yc,'or', "MarkerFaceColor','r")

plot(x,y, 'k', 'LinewWidth',2); %Plantilla

legend ('Perfil del agua', 'Tirante
critico','Plantilla', 'Location', 'best')

title('Perfil del agua')

xlabel ('Distancia [m]")

ylabel ('Tirante [m]")

figure (2)

clf

hold on

plot (tiempo, tau, 'o',ti,ppval (ti, coef val))
title('Hidrograma de entrada')

xlabel ('Tiempo (s)')

ylabel ('Caudal (m"3/s)")

%9 2) CREACTION D E L A MATRTIZ Y VECTORES
% Vector para los tirantes

YY=zeros (2,J+1) ;

% Vector para las velocidades

UU=zeros (2, J+1) ;

% Vectores para los deltas (tirante, velocidad, pendiente y pendiente
friccion)
dy prom = zeros(1,J);

du prom = zeros(1l,J);
dsenaf prom= zeros(1l,J);
dsenan prom= zeros(1l,J);
desx prom= zeros(1l,J);

Q

% Vectores para los valores de ecuacidén de masa

al= zeros(1,J)
bl= zeros(1l,J)
cl= zeros(1,J);
dl= zeros(1l,J)
el= zeros(1l,J)

o)

% Vectores para los valores de ecuacidn de cantidad de movimiento

a2= zeros(1,J);
b2= zeros(1,J);
c2= zeros(1l,J);
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d2= zeros (1,J);
e2= zeros (1,J);

%$Para la matriz diagonal (sparse) se requiere: sparse(i,j,s,m,n)
i =posicidén en (_,y)
j =posicién en (x, )
s =dato que colocarés
m
n

o° o° o°

o°

=tamano en x

=tamafio en y (debe ser igual que el x porque es cuadrada)
Vectores para los valores de ecuacidn de conservacidén de masa [MATRIZ
i,9) 1 i es hacia
abajo, J es hacia la derecha

o°

o° —~ o°

% Vectores de posicionamiento en la matriz pentadiagonal

o

5 - . n+l

% | cl dl | ] ul | | el-al*Q/Al-bl*yl |
S | c2 d2 [yl | | e2-a2*Q/Al-b2*yl |
S cl dil [ ] u2 | | el-al*Q/A2-bl*y2 |
S c2 d2 [ y2 | | e2-a2*Q/A2-b2*y2 |
N cl dl | | u3 | = | el-al*Q/A3-bl*y3 |
% | c2 d2 [ y3 | | e2-a2*Q/A3-b2*y3 |
S cl dl | | ud | | el-al*Q/Ad-bl*y4d |
% | cz dz2 | | y4 | | |

e2-a2*Q/Ad-b2*y4

% Vectores para los valores de ecuacidén de masa (MATRIZ)
cli= zeros(1l,J-1);
dli= zeros(1l,J-1);

clj= zeros(l,J-1);
dlj= zeros(1l,J-1);

% Vectores para los valores de ecuacidén de cantidad de movimiento
(MATRIZ)
c2i= zeros(1l,J);
d2i= zeros (1,J);
(1,J)
(1,J)

’

c2j= zeros
d2j= zeros

14

14 4

o)

% Vector de términos independientes
BB=zeros (J*2,1);

% Vector para la Solucidn
SOL=zeros (J*2,1);

for i=1:J
cli(i)=2*(i-1)+1;
c2i(1)=2*(1i-1)+2;
dli(i)=2*(1i-1)+1;
d2i(i)=2*(1i-1)+2;
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% Velocidad en frontera aguas arriba
if t+dt <= tinicio
for i=1:J+1
Q nl=Q;
Q n2=Q;
end
elseif t+dt > tinicio && t<t final
for i=1:J+1
Q nl=ppval (coef val,t);
Q n2=ppval (coef val,t+dt);
end
else
for i=1:J+1
Q nl=Q;
Q n2=Q;
end
end
% Vector para las velocidades iniciales
UU(1,:)=0 nl./(A(YY(1,:)));
% Vector para la pendiente de friccidn
for i=1:J+1
ecu_af=@(y) sin(atan(n"2*UU(1,1i)*abs(UU(1,1))/ (R(y)"~(4/3)))):
senaf (i)=ecu af(YY(1,1i));

end
% Ciclo para calcular las deltas de tirantes, velocidades, Sf y s
for i=1:J
du_prom (i)=(UU(1, 1)4U0U(1,1+1))/2;
dy prom(i)=(YY(1,1)+YY(1,1i+1))/2;
dsenaf prom(i)=(senaf (i)+senaf (i+l))/2;
dsenan prom(i)=(senan (i )+senan(l+l))/2,
desx prom(i)=(Global (i,5)+Global (i+1,5))/2
end
% Llenado de los nodos intermedios de la matriz porosa
for j=1:J

(j)=-dy_prom(j) *theta/h;

(jJ)=(l-psi)/dt-du prom(Jj) *theta/h;
cl (3)=dy prom(j)*theta/h

(j)=psi/dt+du_prom(l,j) *theta/h;
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el (J)=(1l-psi)/dt*YY(1,3)+ (psi/dt)*¥YY(1l,J+1)-du_prom(J)* (1-
theta) /h* (YY (1,3+1)-YY(1,3))-
dy prom(j)* (l-theta)/h* (UU(1,Jj+1)-UU(1,3));

a2(j)=(l-psi)/dt-du prom(j) *theta/h;

b2 (j)=-9.80665*desx prom(j) *theta/h;

c2(j)=(psi/dt)+du_prom(j) *theta/h;

d2(j)=9.80665*desx prom(j)*theta/h;

€2 (§)=(1-psi) /At*UU(1,3)+ (psi/dt) *UU(1,j+1)-du prom(3j)* (1-
theta) /h* (UU(1,3+1)-UU(1,75))-

9.80665*desx _prom(j)* (l-theta)/h*(YY(1l,3+1)-YY(1,3))~-
9.80665* (dsenaf prom(j)- dsenan prom(j));

% Matriz porosa completa
Cl=sparse(cli,cl]j,cl,Jd*2,J%2);
C2=sparse(c2i,c2j,c2,J*2,J*2);
Dl=sparse(dli,dlj,dl,J*2,J*2)
D2=sparse (d2i,d2j,d2,Jd*%2,J*2)

end
% Suma de las matrices porozas para crear la matriz BB
AA=C1+C2+D1+D2;

’

’

% Nodos nones en el vector resultado
yy=1;
Ycnl=yy;
r=Global(1l,4);
c=Global (1,14);
fy=((-4*Q_nl~"(
b*c) +yy* (6*c*k” (2) *r" (
2*c*r) " (3)* (k*YY+b) (3))) -
((Q_nl™(2)*(2*k*yy+b)) / (yy" (2) * (k*yy+b) * (2) ) ) +3*9.80665*k*yy” (2) +b*9.8066
5*yy; %evaluamos la fun01on en la posicidén inicial
while abs (fy)>tol
fy=((-4*Q_nl1"~(2)* (4*c*k" (2) *yy”™ (3) -3*k*yy" (2) * (3*k*r-
b*c) +yy* (6*c*k” (2) *r" (2) =3*b*k*r+b” (2) *c)-b" (2) *r) ) / (3* (yy—
2*c*r) ~ (3) * (k*yy+b) ~ (3))) -
((Q_n1”(2)* (2*k*yy+b)) / (yy~ (2) * (k*yy+b) ~ (2))) +3%9.80665*k*yy” (2) +b*9.8066
5*yy; %evaluamos la funcidén en la posicidn inicial
dfy=((=4*0_nl"(2)*(12*k" (2) *r" (3) * (2*k*yy-b) -
12%c*k™ (2) *x™ (2) *yy* (4*k*yy—
b) +r* (36*k" (3) *yy" (3) +6*b*k” (2) *yy" (2) +4*b" (2) *k*yy+b”™ (3) ) -
2*cryy* (6%k”" (3) *yy” (3) +6*b*k” (2) *yy” (2) +4*b" (2) *k*yy+b* (3)))) / (3* (2*c*r-
yy) N (4) * (k*yy+D) 2 (4)) )+ ((2*Q_nl" (2) * (3*k" (2) *yy”™ (2) +3*b*k*yy+b”™ (2))) / (yy”
(3) * (k*yy+b) *(3)))+6*9.80665*k*yy+b*9.80665; %evaluamos la derivada en
ese punto
Ycnl=Ycnl-fy/dfy;
yy=Ycnl;
end
Y(2,1)=Ycnl; $Tirantes
U(2,1)=0 n2/A(YY(2,1)); %Velocidades

2) ¥ (4*c*k” (2) *yy™ (3) =3*k*yy”~ (2) * (3*k*r-
2) =3*b*k*r+b” (2) *c) -b" (2) *r)) / (3* (yy-
)

j=1;
for i=1:2:2*J
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BB (i)=el(j)-al(3)*Q n2/A(YY(1,3))-bl(3)*YY(1,3); % Nodos NONES
en el vector resultado

BB (i+l)=e2(j)-a2(j)*Q n2/A(YY(1l,]3))-b2(3)*YY(1l,3); % Nodos PARES
en el vector resultado

=341

% La solucidén de la matriz es:
SOL=AA"-1*BB;
% E1 vector solucién tiene tirantes y velocidad intercaladas:
%S [yl ul y2 vu2 y3 u3d v4 ... ... yd*2-1 ud*2] ~(nt+l) entonces...
j=1;
for i=1:2:J*2
YY(2,j+1)=SOL (i+1); $Tirantes
UU(2,J+1)=SOL (1) ; %Velocidades
J=3+1;
end
for i=l:1length(Global(:,1))
if Global (i,4)>1000
Global (i,14)=-1;
Global (i,8)=Global (i,06);
Global (i,9)=-Global (i,5);
end
XX (1i)=YY(1,i)*Global (i,8)*Global (i,14)+Global (i, 1);
YY(3,1i)=YY(1,1i)*Global (i, 9)*Global (i,14)+Global (i,2);
end

for i=l:length(Global(:,1))
if Global (i, 4)>1000

Global (i,14)=0;

Global (i,8)=0;
Global (i, 9)=0;

end
end
figure (1)
clf
plot (XX, YY(3,:))
hold on

plot(x(1l),Yc,'or', "MarkerFaceColor', 'k")

plot(x,y, 'k', 'Linewidth',2); %Plantilla

plot (X,Y,'r', 'LinewWidth',1); %permanente inicial solucidén exacta

legend ('Perfil del agua', 'Tirante
critico','Plantilla', '"inicial', 'Location', 'best')

title('Perfil del agua')

xlabel ('Distancia [m]"')

ylabel ('Tirante [m]")

pause (0.1)

% Actualizacidédn de los vectores de tirante y velocidad
YY (1,:)=YY(2,:);

%% 3.1) Incremento de tiempo y graficacién del gasto sobre el hidrograma
figure (2)
plot(t,Q nl,'ob")
fprintf ('Tiempo simulacidén: $2.4f\n',t)
t=t+dt;
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9 Anexo desarrollos matematicos

A continuacidn, se presenta el desarrollo de las ecuaciones fundamentales extraido de la publicacion
“Hidrdulica de canales Principios basicos”. Instituto Mexicano de Tecnologia del Agua. (Garcia,
2016.). Asi como la demostracion de la consistencia numérica.

9.2 Ecuaciones fundamentales de la hidraulica

La materia es un sistema de particulas que se extiende por el espacio tiempo y que contiene energia.
Cuando dicho sistema cambia de estado durante el tiempo se dice que es transitorio. Se pueden
proponer modelos que incluyan una malla espacio temporal de acuerdo con las leyes de las fuerzas
gue actuan sobre las particulas para un tiempo y posicidn inicial y asi determinar las velocidades,
presiones, carga energética, etc. de dichas particulas para cada instante y posicién dados.

Para proponer un modelo que caracterice adecuadamente el fendmeno se debe considerar las
ecuaciones fundamentales

9.2.1 Ecuacion general de conservacion de propiedad

9.2.1.1 Sistemay volumen de control

Un sistema se puede ver una masa bien definida de un cuerpo o materia que se distingue claramente
de sus alrededores. Las fronteras de un sistema forman una superficie cerrada que puede cambiar
en el tiempo con la condicién de que siempre contenga la misma masa, es decir, que se cumpla la
relacion:

dm _ 112
dt

El volumen de control se refiere a una regién en el espacio a través de cuyas fronteras entra y sale
continuamente un flujo de una propiedad fisica. La frontera de un volumen de control se llama
superficie de control. Este marco de referencia es la base para deducir una ley general del balance
de una propiedad fisica.

“wolumen de Control-Campo de Flujo

o

R

- —

63

Fig. 28 Sistema y volumen de control (imagen por Escuela Superior de Ingenieros-Universidad de Navarra)
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9.2.1.2 Ecuacion general del balance de la propiedad
Partiendo de las siguientes definiciones:

e p= densidad (masa/volumen)

e g =cantidad de la propiedad intensiva (no depende de la masa) escalar y arbitraria por unidad
de masa (propiedad/masa)

e pg = cantidad de la propiedad por unidad de volumen (propiedad/volumen)

Considerando un volumen de control (Vc) como el de la figura 28 y considerando a ds como un
elemento diferencial de la superficie de control envolvente (S) el cual tiene un vector unitario n
normal a éste y con v como la velocidad con que la propiedad q atraviesa dicho elemento ds,
entonces resulta que la cantidad de la propiedad g que pasa por el elemento diferencial ds por
unidad de tiempo es:

pqv-n 113

Si se integra en toda la superficie (S) se obtendrd la cantidad de propiedad que atraviesa la superficie

qu=f pqv-n dS 114
S

NOTA:

qu=quv-nd5=fv-(pqv)dv
S 14

La variaciéon en la trayectoria de la propiedad material se puede evaluar con la derivada material,
entonces

D Jda
Dt a(t)def a(t)q-nd5+f — dV

V(t) S(t) v(t) ot
Entonces
b () dv f [a“+ V- ( )] v
—_— [04 — S . aq
Dt Jy y Lot

[teorema de transporte de Reynolds] y en este caso a = pq

Como el sentido n es hacia afuera del volumen de control Vc, entonces Q4 representa la salida neta
de la propiedad.

Asi mismo la cantidad de la propiedad en un instante dado en un elemento diferencial de volumen
dV es:

pq dv

Y su variacidn en el tiempo:
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d
5 (PD) dvV

Auxilidandose de la siguiente propiedad matemadtica:
a d
[ 0@ 9@)dx = 9@ [ e 115

La variacion total de la propiedad se obtiene por la integracién en todo el volumen de control de Ia
expresion anterior:

)
M,, = T (pq) dV 116
Vc

Partiendo de la idea que dentro del volumen de control puede existir creacién o destruccién de la
propiedad y ésta se obtiene al integrar en el volumen de control a la tasa de creacidn de la propiedad
D[pq] por unidad de volumen en el tiempo.

Coq = f Dlpq] dv 117
Vc

Con base en lo anterior se establece el principio de conservacién que dice que durante una unidad
de tiempo la propiedad que sale del volumen de control, mds la que se acumula en su interior, es
igual a la cantidad que se crea dentro del mismo. Al aplicar este principio de conservacion al volumen
de control analizado, se obtiene la ecuacion general de balance de la cantidad de propiedad.
(Aparicio & Berezowsky, 1989)

Qpq + Mpq = Cpq 118

Al sustituir en las expresiones 114, 116 y 117 se obtiene la expresion general de balance de la
propiedad

4]

g av = f Dlpq] dv) 119

f pqu-n dsS+
S Ve

Al ser pg v una funcién vectorial continua y diferenciable y tener todos los términos en funcién del
volumen de control, con la ayuda del teorema de la divergencia de Gauss:

J pqv-n dS =J div(pqv) dV 120
S Ve
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Sustituyendo 120 en 119:

J div(pqv) dV + (pq) av = j D[pq] dv 121
Ve Ve ot Ve

La relacion anterior se conoce como balance de la propiedad en términos integrales del volumen de
control que al integrarse en el tiempo desde t; hasta t, resulta:

J:ZJ div(pq v) dV dt + Jtzj —(pq) dV dt = jtzj D[pq] dV dt 122

Como:

. d(pqvs) 9d(pqv,) 9(pqvp)
div(pqv) = =5 —+—5 =+ abb

Sustituyendo en 122 obtenemos la ecuacidn general de conservacion de una propiedad q en forma
integral:

db dn ds dt

f:z f [a(pq vs) a(paqnvn) +6(p(;1bvb)
ty
[
ty 2
A

S
f f [pql db dn ds dt
ty

f " [ L (pq)] db dn ds dt

123

9.2.2 Ecuacion de conservacion de masa

Primeramente, se definird a la masa como la magnitud que expresa la cantidad de materia de un
cuerpo que de acuerdo a la segunda ley de Newton reacciona proporcionalmente a la aceleracién
cuando una fuerza externa es aplicada sobre esta. Matematicamente se representa como f = m a.

Dicho de otra manera, un cuerpo de masa m se mantendra en reposo o con velocidad constante a
menos que una fuerza externa sea aplicada sobre él provocando un cambio en su velocidad, a la
resistencia que ofrece el cuerpo a cambiar de velocidad se le conoce como inercia.

En distintos cuerpos la inercia se manifiesta en grado diferente. El cuerpo con mayor masa tendrd
mayor inercia y viceversa (lrodov, 1981). Matemdticamente la razon de masas de dos cuerpos

diferentes comunicados por fuerzas iguales es igual a la relacion de aceleraciones.

mq

[N

my; a;
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De esta manera se puede analizar la comparacion de dos masas mediante las aceleraciones de éstas,
es decir, tomando cierto cuerpo como patrén se tiene la posibilidad de comparar la masa de
cualquier otro cuerpo, de lo que se desprende los siguientes enunciados:

. La masa es una magnitud aditiva por lo tanto la masa de un cuerpo compuesto es igual a la
suma de sus diferentes masas
° Como la masa no se crea ni se destruye se puede decir que su magnitud es constante

9.2.2.1 Expresiones generales

Como se definié g en el apartado 9.2.1.2 como una propiedad intensiva escalar y si lo que se desea
estudiar es la masa la expresion queda determinada de la siguiente manera:

propledad masa

124
masa  masa
NOTA:
Sia=1
Entonces
f |52+ —x(P“l)] v =0
Y para agua (flujo incompresible)
aui _
axi -
Al sustituir en 123:
ftzf f sz 0pvy) 0wy 0wyl o
t by on ab
bz a
fi f f fb [a(p)]dbdndsdt
ty SZ b,
=f f f f D[p]db dn ds dt
ty Js; Jng by 125

Como el flujo es unidimensional es posible cancelar las direcciones n y b quedando la expresion
anterior de esta forma:
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a(p vs)] b dn ds dt+Jt2J anj (p)] db dn ds dt

ty ny
Dlpldb dn ds dt
J,: J J J lp] db dn ds 126

Si tomamos en cuenta que la doble integral en una region es el area

NN

1 1 1 1

ny by

A= J db dn 127
ny vby

Al aplicar las propiedades de las integrales y considerar p como constante por tratarse de un flujo

incompresible queda:

tz ny bz a(p Us) tz a Sy ny bz
f f f f [ dbdndsdt+f [—(p)” f db dn ds dt
ty at S1 ny bl

tz bz
Dlp] f db dnds dt
ft f . 128

Al sustituir 127 en 128:

[2[ fnzf [6(p s)]dbdndsdt+ft2f [a (p)]Adsdt
=J:£1D[p]Adsdt s

Por el teorema fundamental del calculo y la propiedad descrita en 115

SZ a tz a
f [& (p)] Adt = f [& (Ap)] dt = pA;, — pA;, = p(Ae, — Ar,) 130
S1 ty

Sustituyendo en 129:
NN

ty o
=Jt1 LlD[p]Adsdt 131

Aplicando el mismo teorema fundamental del cdlculo en la primera integral tenemos:

o t [ | TZ[(USZ) -l dbdnd+p | jz[(Atz) — (a,)]ds

tz S2
= D[p] Ads dt
ftl L 132

a( vs)

S
db dn ds dt +pf 2[(At2) — (A¢,)]ds
S1
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Considerando la curvatura se sabe que dn=dr, ademds se tiene la relacién que describe la velocidad
angular vg = Ce r™ (Streeter y Wylie,1978), donde Ce es un coeficiente de relacion que sirve para
homogenizar la expresién cuyas unidades estdn dadas en [L1™™/T], m es un coeficiente de relacién
que describe el grado de la funcién y r es el radio de curvatura. Por lo tanto:

fnzvs dn = frZCe r™ dr = Ce (rmtl — il 133
r m+1

nq 1

Se sabe que (Garcia N. 2016):

_(m+ 1)(rn, - rno) u

Ce 134
rrZH-l _ rrz)H-l
Sisetomarny,, =1, yr,, =rYy ambas se sustituyen en 134:
n2
f vsdn=(r,—1r)u 135

nq

Al sustituir en la ecuacién 132 resulta:
t, bz S2
p| [0, ~ 16 s b de+p [ [(4,) - (4))ds
ty S1

by
tz So
= D[p] Ads dt
Ll £1 136

Como la velocidad media (u) es constante al no depender de la componente binormal (b) como
guedd mencionado en la ecuacién 126 como flujo unidimensional, sale de la integral y queda de la
siguiente forma:

ty bz b2 S2
pf {uSZ (r; —11)s,db — ug, (r; —11)5,db } dt + pf [(Atz) - (At1)]d5
t 51

1 bl b1 S1
ty Sy
= D[p] Ads dt
ftl fsl 137
Se sabe que

2 T2
J vodr=((,—r)u= uf dr 138

T- &1

1

Y en consecuencia:
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139

Al reemplazar en 137:

t, b, T2 b, T2 S2
p J {uSZ J f dr dbs, — ug, j j dr dbsl} dt +p ] [(4:,) — (A,)]ds
t by Y1y 51

1 1
ta
D|p] Ads dt
JI: J Pl * 140

Y de acuerdo a la interpretacién de integral doble se obtiene lo siguiente:

b
T b1

Sustituyendo en 140:

t, Sy ty s
P ft [, - @, de f () - (4 = ft 1 f “Dlplads 142

Si se sabe que: uA = Q y que p es constante, entonces:

pJ:Z[QSZ — Qs, ] dt +pf [A¢, — Ar,]ds = ftzf D[1] Ads dt 143

Esta ecuaciodn se puede representar en formato diferencial por el teorema fundamental del célculo
de la siguiente manera:

Vale mencionar que D[1] es simplemente D (tasa de creacién de la propiedad)

Sy aQ ty Sy aA B t,
ds dt + p —ds dt = D[1 |Adsdt 144
ty Js ty

1 S1

Las expresiones anteriores representan la version integral de conservacion de masa. Como esta
integrado doblemente respecto de las mismas variables se puede agrupar en una sola integral de
esta forma:

t2 0A
f f —+p——ApD[ ]) dsdt=0
t at

Para que la condicién se cumpla matematicamente el integrando debe ser cero entonces:
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90 04
- +=-=ADl[1]

Version diferencial de la conservacién de masa en un flujo unidimensional.

Respecto a la tasa de creacion de la propiedad es importante identificar que fisicamente representa
adicion o sustraccion al fluido que impacta en el dominio de solucion de las ecuaciones al que se
denominard en lo sucesivo gasto lateral en funcion del tiempo y del espacio (Aparicio, 1988). De esta

forma tenemos A D[1] = ql(s, t).

Por lo tanto, las ecuaciones se reescribiran de esta forma:

t2 Sy ty Sy
pf [Qs, — Qs,] dt +Pf [A¢, — A¢,lds = Pf f ql(s,t) ds dt 146
ty S1 t1 S1

Version integral de conservacién de masa

Q 04
o e 147
pPas TP =Palst)

Version diferencial de conservacién de masa

9.2.3 Ecuacion de conservacion de cantidad de movimiento
Entender la cantidad de movimiento tal vez sea la parte mas compleja del estudio de la dindmica
newtoniana, la mejor manera de definirla es como la magnitud vectorial de la masa por la velocidad

de la particula y se basa fundamentalmente en la segunda ley de Newton que establece que la fuerza
instantdnea aplicada a una particula es igual al producto de la masa por la aceleracién de la misma.

f=ma 148

Al multiplicarlo por el diferencial de tiempo dt durante el cual actia f en ambos miembros de la

ecuacion:
fdt=madt 149
Se sabe que el producto a dt = dv, por lo que al sustituir en la ecuacién 149 resulta:

fdt =mdv 150
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Debido a las propiedades matematicas de las derivadas al ser la masa constante se puede incluir en
la variable independiente

fdt = d(mv) 151

El producto fdt se le conoce como impulso y al producto mv es la cantidad de movimiento,

despejando la fuerza tenemos:

d(mv)
dt

152

f=

La ecuacion 152 describe la variacion o cambio de la cantidad de movimiento con respecto del
tiempo, sila f = 0, resulta que mv = cte.

Para evaluar la cantidad de movimiento es necesario integrar la ecuacion 151 respecto al tiempo en
un intervalo de t, — t; y aplicar el teorema fundamental del cdlculo como en la ecuacion 130.

t2

fdt = (mv),, — (mv),, 153

ty

Si se considera f independiente del tiempo, es decir, constante puede salir de la integral logrando

el siguiente resultado:

f (&2 — ) = (mv), — (Mv)y, 154
Ahora bien, como el caso de estudio se trata de un sistema y como se definié con anterioridad una
de las propiedades de la masa es que ésta es aditiva, es decir, es igual a la suma de sus partes por

separado, eso conlleva a que la cantidad de movimiento también sea aditiva (Iridov, 1981) y que
pueda reescribirse de esta forma:

mv = ngi 155

Que al derivarla con respecto al tiempo obtenemos:

dmy dmy;

dt dt 156

Que de acuerdo a la ecuacion 152

dmv
= 157
i =20
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Adicionalmente sabemos que la fuerza f es el resultado de la accidon de todas las fuerzas que

intervienen en el sistema (internas y externas), por lo tanto.

dmv;

Donde:
fi= Fuerzas que actuan sobre la particula desde otras particulas del sistema (fuerzas internas)

fi= Fuerza que actla sobre la particula desde otros cuerpos que no entran en el sistema (fuerzas

externas)
Si se hace la suma de todas las fuerzas obtenemos:

=Zizkﬁk +Ziﬁ 159

La doble suma representa la suma de todas las fuerzas internas que, segun la tercera ley de Newton,
las fuerzas de interacciéon entre las particulas del sistema son iguales por pares segin su médulo y
contrarias en su direccidn. Por esto, debido a esto la suma de las fuerzas internas es nula al estar en
equilibrio, por lo que la ecuacién 159 toma la siguiente forma:

mﬂ:Zﬁ:ﬁ 160

Donde f es la resultante de todas las fuerzas externas

Para entender mejor la expresidén cantidad de movimiento se debe poner especial atencién en la
ecuacion 151 donde se ve que la cantidad de movimiento es una propiedad vectorial pero como se
trata de flujo unidimensional a esta puede darse un tratamiento escalar, esto da la pauta para poder
utilizar la expresion obtenida en 123 que es la ecuacién general de conservacién de una propiedad
g. Para este caso la propiedad que se desea evaluar es la cantidad de movimiento en la direccion s
qguedando de la siguiente forma:

propiedad cantidad de movimiento m vq

= = = v, 161
masa masa m
Sustituyendo en 123 queda:
J-tzf J- f a(pvs vs) a(pvs 17n) a(pvs b) db dn ds dt
t by an

tz
J f j f [6_(va)] db dn ds dt
t by
tz SZ
1db dn ds dt
L J j fb lovsldb dn ds 162

ING. OSCAR RANGEL RAMIREZ




DISTRIBUCION DE PRESIONES Y VELOCIDADES EN CANALES CON CURVATURA.FLUJO
UNIDIMENSIONAL EN COORDENADAS NATURALES.

Como se estd analizando el flujo en una sola direccién (unidimensional), la componente normal y
binormal desaparecen de la ecuacidn. Al reescribir se tiene:

J : J J " [a(p_vSZ)] db dn ds dt + j ’ j " L " [ovoe, = (ove)e,] db dn ds
ty s, Ing )

t;
[pv,] db dn ds dt
ftfffbps nas 163

Como el flujo es incompresible p = cte, y ademas v es independiente de la direccién binormal (b),
este puede salir de la integral quedando de la siguiente manera:

ftzf fnz [6(,01752)] szdb dndsdt + sz J;:z[(pvs)tz — (pvg)e,] :zdb dn ds

ty
™ b dn ds dt
fff [ovs] nas 164

- .z P n
Como se vio en la ecuacion 132, v, = Ce r™ y dn=dr con lo que al sustituirlos en fn 21,2 dn resulta
1

lo siguiente:
n, T Ty Ty p2m+1 T2
f v dn = f (Cer™?2dr = f (Ce? r®™) dr = Cezf r’Mdr = [Ce? ——
n T T T 2m + 1
1 1 1 1 T
Ce 2
( 2m+1 __ 2m+1)
T 2m+1 165
De acuerdo a la ecuacién 134, Ce = % y sustituyendo:
2 1
2m+1 2m+1
fnzv 2 dn — ( 2m+1 _ 2m+1) — [(m + 1)(T2 rl) u] ) i rlm 166
. S om+1 ( m+1 __ m+1)2 2m+ 1
1
Realizando un procedimiento similar para resolver la expresion f:lz v, dn, resulta:
n, T 5 Fm+1 2 Ce
f vy dn = f Cer™dr = Cef r™dr = [Ce ] it — 1) 167
ny - - m+1 m+1

Nuevamente al sustituir el valor de Ce como se hizo en la ecuacidn 166, queda de la siguiente

manera:
+1_ m+1
anv dn = ity = (m+ D0 —r)uly™ —r™)
ny ryntl — pmtl m+ 1 168

= (Tz —r)u (56)
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Como se vio en la ecuacion 141

by 12 b, by b,
A= f f drdb = f [r]g db = (ry—r)db= (ry—11) db (57) 169
T bl bl bl

Al despejar la integral resulta:

b, A
db = 170
by 2—n
Considerando el teorema fundamental del calculo la ecuacién 164 se puede reescribir como:
tz ny bz Sy ny b2
f f [vs2]32 f db dn dt +f f [(ovs)e, — (va)tl]f db dn ds
ty by s; Yng by
[ Sy Ny b,
= D[pvgldb dn ds dt
J;l J;‘l fnl —Ll * 171
t, b, Sy ny b,
o[ Lo - )] [ “avdnde s [ [ v~ s | “dbdnds
t; Jng S1 Yng by

tz
D[pvgldb dn ds dt
ft f fnl f ° 172

Sustituyendo el valor obtenido en la ecuacién 169

A

t, S2 N2 A
o[ [ 1w, - 0Da) = dnde+ [ [ lowr, - w2 dnas
t1 Ynq S1 YNg

ty
v.|db dn ds dt
ft f fnlf love] 173
Desarrollando términos

ft N f =

_pfttz f:z(vg)sl Z‘j dn dt+fszf (CEO

! ! tz 5'2 n,
dn ds = f ] ] ] [pvg]ldb dn ds dt
ts

S2 N2
- f f [(pvs)tl]
S1 YNy
Como el area (A) no depende de la coordenada normal (dn) se puede sacar de la integral quedando
como sigue:

dn dt

dn ds
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ny
(vs?)s, dn dt

ni
o[, dnae
o 2T n1
S2 Ap S2 Ap n;
+f [(vs)t | dn ds—f f [(Vs)e,] dn ds
S1 rz S1 T _rl nyg

2
t, nz
D db dn ds dt
LJJJ lovsldb dn ds 175

Continuando con las sustituciones de las ecuaciones 166 y 167:

24 ([(m+ 1)y — 1) ul? (rFmH — ppmtl
= (),

) T, —1 ( m+1 _ m+1)2 2m+1

2 A [((m + D) (ry, — 1) ul? (rg™*t — ppm*t
=n ()

) T, — 1 ( m+1 _ m+1)2 2m+ 1

1

S2 Ap S2 Ap
— ds — — d
+ _L S, [(ry =) ul, ds J;l S, [(ry =) ulg, ds
[ Ny
D|pvsldb dn ds dt
ft f f f Lpvs] 176
Eliminando términos algebraicos resulta la version integral de la ecuacién de la cantidad de

movimiento:

(m 4 1) (7‘2 _ 7‘1) 2m+1 T12m+1
pf A ( m+1 _ m+1)2 u 2m+ 1 .
2

A(m+1) (TZ_Tl)u < 2m+1 r12m+1>] }dt

(rm+1 m+1)2 2m+1

f [(Apu)t2 (Ap u)tl]dS— ftzf -Ll f D[pvgldb dn ds dt 177

Expresando en forma diferencial se obtiene:

i (m+1) (r _.,.) 2m+1 — p2m+1
IR u;u( )

tz ny
(Apu) dtds = f f f f [pvg]ldb dn ds dt
Ll ft ny ° 178

Para que sea valida la expresion anterior el integrando de la doble integral con respecto a ds y dt
debe ser nulo entonces obtenemos la version diferencial

(m+ 1)2(7‘2 _ 7‘1) 2m+1 r12m+1 n,
68 (sz"'l 1m+1)2 om+ 1 + Pat(Au) = -[11 J; D[pv]db dn 179
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Asignando el siguiente valor a la expresion para efectos de simplificacion obtenemos el nimero de
Courant (Garcia N. 2016):

_(m+1)%(rp — 1) (TZZWr1 - 7’12m+1>

C Ot — 2 2m+1 180

Resumiendo:

Version integral de la ecuacién de la cantidad de movimiento.

t, S2
p | lierwran, - terwtalsJae + [ [Capd, - Gp e, Jas

¢
! tz Sy ny bz
= D[pvgldb dn ds dt
L fsl fnl fbl ° 181

Version diferencial de la ecuacion de la cantidad de movimiento.
Sea la ecuacién de cantidad de movimiento en coordenada generales (Garcia, 1994) siguiente:

0 0 ny rb;
p—I[Cr Au?] + p—(Auw) =f f D[pv¢]db dn 182
ds ot n b,

Donde las variables dependientes son: A(s, t) es el area transversal, y u(s, t) es la velocidad media
integrada en la vertical, las variables independientes son: s y t y el espacio de solucién Q(s,t) =
[0,S]x[0,T] € R? y ademas p, es la densidad del fluido; Cr, es el nimero adimensional de Courant;

9.2.3.1 Expresiones completas

Como se estudié con anterioridad la creacion o destruccién de la cantidad de movimiento depende
de las fuerzas externas en el sistema que para el caso concreto de este trabajo se centrardn en
aquellas que afecten de forma considerable las cuales son: fuerzas de presion, fuerzas de cuerpo o
gravedad y fuerzas de friccidn o esfuerzo cortante.

Fuerzas de presion:

Se define a estas fuerzas como la resultante que actua sobre el volumen de control. Por convencién
estas fuerzas van opuestas a la direccion positiva del eje tangencial “s” y por lo tanto se consideran
negativas, que al evaluarlos en la tasa de creacién o destruccion de la cantidad de movimiento queda
de la siguiente forma:
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D[pu] = —— 183

Al sustituirlo en la ecuacidn y aplicar el TFC:

ty Sy Ny by [ Sy Ny b, dp
f f f f D[pvgldb dn ds dt = f f f f ——dbdndsdt
t; Jsp Jng by t1 S1 n by dS

ty rnz by ' ty rny by
=—f f [p]s2 db dn dt = —f f f Ps, — Ps, db dn dt
ty Jng Jby t; Jng Yby

Como se ha demostrado la presion se distribuye en un flujo con curvatura de esta manera (Garcia,
2016.):

u?(m+ 1)%(r, —rp)?

2 2
2gm (r2m+1 _ r1m+1)2 (rem — 2 ™) 185

p=pgdsenast pg

Se procedera a analizar la integral doble con respecto de las componentes normal y binormal (ny
b).
ny by
f f p dbdn
ny b4

Nny by
=f f [pg d senag
n b

1 7by
u?(m+1)%(r, —11)?

ng (r2m+1 _ r1m+1)2

ny bz
=f f pg d senagdb dn
ny b

1
n2 b2y 2(m+ 1)2(ry — 1y)?
+ 2m _ p2m) db d
- fn f P g Gt — gty 7 —12") dbdn 186

(r2m —r2™)| db dn

b

Asignando Cm como un coeficiente de relacidn de curvatura parcial de la siguiente manera:
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_(m+1)%(r, —1)?
T om (L — )2 187

De aqui se puede obtener la relacién con Ce visto en la ecuacién 133:

2

C . ce
M )?

Como los términos sen a, velocidad media (u), los radios de curvatura (r, y ;) y Cm no dependen
de las coordenadas normal y binormal se pueden considerar constantes en la integral doble
guedando de esta manera:

Ny, rby n, rby uZ Cm ("2 by
f f p db dn =pg sen asf f ddbdn+pg 5 f (r2m — rzm) dbdn 188
ny Jby ny, by g

ng by

Para realizar correctamente la integracion del primer término del segundo miembro se debe tomar
en cuenta la geometria de la seccidn transversal de acuerdo a las siguientes relaciones.

dx = cosa, db 189
dz = cosa, dn 190
z=_C(cosa, 191

Al multiplicar dx dz se obtiene:

dx dz = cos? a,, db dn 192
La expresion anterior al multiplicarla por z queda:

zdx dz = z cos? a, db dn 193
De las coordenadas naturales se sabe que:

cos a,, = sen ay 194
Ademads también son validas la relaciones en la seccidn transversal:

z=d 195

z=1C(cosa, = ( sena, 196
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197

Sustituyendo 196 y 197 en el primer miembro, asi como 194 y 195 en el segundo miembro de la
ecuacién 193 se tiene:

{senag dx d{ senas = d sen® a, db dn 198
Simplificando:
(dxd( =ddbdn 199

Haciendo un cambio de variables b = { y n = x y sustituyendo la 199 en el primer término del
segundo miembro de 188 se obtiene:

by rn,

G2 X2
pg senasf ddbdn = pg senasf f ¢ dxdg 200
by Ynyg G Ix

Con el TFC y adicionalmente como ( es invariante del término X puede restablecerse la ecuacién

anterior de la siguiente forma:

G2 rx2 G2 X2 G2
pg senasf ( dxdl = pg senasf [ f dx d(=pgsena; | ((x,—x;)d¢ 201
G x 1 X1 61
g = dA=gd / (z-n)=d" |
z b Z = =gdz I z-1n)=d' _
i < | ¢ v /! ¢
|
On n
oin d, n o ‘ centro de gravedad
On %
| - T~
X X, X,
an
(b,z y n estén sobre el mismo plano)

Fig. 30 Seccion transversal de un canal abierto (Garcia, 2016.)

Con relacion a la figura 30 se observa que: x, — x; = g, cabe resaltar que el término o se define
como el ancho de la superficie libre con respecto de un diferencial de tirante. Para términos
practicos este valor tiende a ser el valor del ancho del canal en el fondo (plantilla). Sustituyendo
términos la ecuacién 201 queda asi:

€3 G2
pgsenas; | ((x, —x1)d{=pgsenags | Cod( 202

61 G
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Analizando la figura y haciendo coincidir el origen de 1 en el fondo del canal y el origen de { a la
profundidad a la que desea evaluar la presién como una traslacién de ejes que matemdaticamente
se puede representar asi:

{=do—n—dl=—dn
Remplazando en la 202 e invirtiendo los limites de integracion:

ny rb;

pgsenag f

ng Jbg

G2 0
ddbdn=pgsenasf Zad(=pgsenasf —(dy —1n)odn
01 do
do

= pg sen ag . (dy—m)adn =1 503

De lo que se desprende que I; depende de la geometria y se le conoce como momento de inercia
de la seccion del canal.

Ahora se revisard la segunda expresion del segundo término de la ecuacion 188 realizando un
cambio de variablen =r

u?Cm (™ ba u?Cm (b2 (™
P9 — (1;Zm — r2m) db dn = pg 5 f (r?™ —r2™)dn db
9 Jn, by 9 Jb, JIny
by uZCm n,
=f p f (r2™ —r2™) dr db
b 2 204
Diferenciando:
ba  u?2Cm (™
f = f (r?™m —r2™) dr db
b4 nq
by uZCm n, b, uZCm n,
=f p r®™drdb— | p f r2™ dr db
by 2 n, by 2 ny 205
Resolviendo las integrales:
ba  u?2Cm (™ b2 u2Cm (™
f p r®™ drdb— | p f r2™ dr db
by 2 nq by Ny
Jbz uZCm[rz"“'1 ]nz b J‘bz u*Cm ]nz b
=] » -1 » T r
b, 2 [2m+1] b, A 206

Aplicando el TFC:
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u F2m+1 n2 b u2Cm o N,
—[m] db—J; P 2 T f dr db

1 ny

by y2Cmr2mtl — p2ml b2 u2Cm
db — p
b b

= zm — db
P T omr 77" (= Tn,) 207
Acoplando en una sola integral:
b2 y2Cmr? 2m+1 r2m+1 b2 u2Cm
Jb pP— T +T db — J p 2™ (1, — T, )db
1
ZCmr2m+1 rnzlm+1_ puzcerm(r . ) "
2m+1 2 2\ T 208
b, ZCmrzm“ y2m+1 u2Cm
= p L _p 2" (1, —1y,)| db
by 2 2m+1 2 " 2 t
b, 7,.T%m+1 7,.T%m+1
— _ 2 1 __ .2m _
—P3 f [ 2m+1 2" (i r"l)] db 209

Dada la poca en la direccién binormal y el radio pueden considerarse constantes los términos
contenidos en la integral y entonces la ecuacién 209 queda de esta forma:

uZ ran+1 ran+1 5 b,
2 1 m
p 75’"[W‘ 2" (i, ‘Tnl)] f,, db 210

., b . .
Como se establecié en la 170 fb >db = , al sustituir y desarrollar se obtiene:
1

Tny~Tnq
uZ [ran+1 ran+1
p—Cm|—=2—">2—— r2(r,, —r ]
2 2m + 1 (i, = 1,) Tn, = Tn,
2m+1 _ .2m+1
=p A Cm[ Ty Ty — rzzm]
(1, = 1,)(2m + 1) 211

Para sintetizar se considerara C; como el coeficiente de curvatura global y considerando que r,, =
Ty, Tp, = 17 €quivale a:

rZm 212

Cm 7,.22m+1 _ r12m+1 ] (m + 1)2(7.2 _ 7’1)2 [ 2m+1 2m+1
(r

Cn =5~ (r,—r)2m+1) " — rl)(Zm +1)

2m (T.m+1 m+1)2
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Quedando la ecuacion

u?Cm (™ ba
f (1;Zm — r2m) dbdn = puA Cy 213
1 bl

Se procede a sustituir las ecuaciones 203y 213 en 186

ny bz
f f pdbdn=1,+pu?ACy 214
b

Sustituyendo todos los términos en la 184 resulta:

t, ty bz
f f f f D[pvg]db dn ds dt = f f f (ps, — ps,) db dn dt
ty by ty
= (f f f Ds, dbdndt—f f f psldbdndt>
t by by

= [ (11+puACM)S dt — (11+puACM)S dt]
ty

ty

ty
. f (1 + p U2A Cop)s, — (I + pu?A Gy, ] dt
, 215

1
Fuerza de gravedad:

Se definira a esta fuerza como la reaccién que ejerce la masa del planeta sobre los objetos que se
encuentren en su campo gravitatorio, por lo tanto, la tasa de creacion o destruccion de la propiedad
debera evaluarse en términos del peso especifico donde se encuentre presente implicitamente la

aceleracién de la gravedad quedando asi:

Dlpu] = p gs 216

Donde g es la componente gravitatoria en la direccion del flujo. Al sustituirlo en la ecuacion se
obtiene:

) t2
ffff pvs]dbdndsdt—f f f fpgsdbdndsdt
ty
nq .
—pgsf ff dbdndsdt
ty

Como quedé establecido en 141, y considerando b=n, 4 = f:lz bblz db dn; al sustituir en 217:

217
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ty Sz Nz b
pgsf J J dbdndsdt=pj
tl S1 nq b1 t

Se sabe por las coordenadas naturales que g; = g sen a,, que al remplazar en 218 da:

ty Sy
j gs A dsdt 218

1 Y51

t, So ny bz t2 S2
f f f f D[pvgldb dnds dt = p J. f gs A ds dt
ty 51 nq b1 t1 S1

t, Sy
= sena, A dsdt
og f 1 ] Ssena, s

Fuerzas de friccion
Técnicamente es la reaccién que se opone al movimiento entre dos superficies de contacto o

deformacién del fluido, que para el caso de estudio en cuestién son generadas por el esfuerzo
cortante entre el liquido y las fronteras sdlidas.

7/

s

Fig. 31 Flujo uniforme con curvatura (Garcia, 2016.)

»‘

7

77,
|

Analizando la figura 31 se obtienen las siguientes relaciones:

W =y, Vol 220
En la direccion s:
W, =y, Volsena, =y, AAssena, 221
La fuerza de friccién entonces valdra por definicidn igual a la relacién anterior y se evaluda asi:
fr =10 PAs=yy,AAssena, 222
Despejando al esfuerzo cortante y considerando A/P = Rh:
_YoAAssena, y,Asena, — yo Rhsena, 273

o =""prs T p
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Para flujo turbulento se tiene segun Prandtl (Daily & Harleman, 1981)

d 2
=1y =pl? (_u)
dn

Igualando con 223

duy?
pl? (%) =y, Rhsena, 224

Despejando du / dn

d_u _ v Rhsena, 275
dn pl?

Se tomara la siguiente consideracion, para zonas cercanas al fondo y canales muy anchosl = kny
Rh = d, — 1 que al sustituir en 225

du d, —n)t/?
au _ Yo senay (do — 1) 226
dn p k? n
Separando las diferenciales para proceder a integrar:
| (dy = )2 | (do =2
Yo senay, (do —1)2 Yo senay, (do —1)2
du = e ; dn—»fdu=f T " dn -
2
sena Jdo —n —4/d
u= ’mpT"IZ,/do—n—\/d—oln( 0 737 Vo) 227

Cabe resaltar que existen varios resultados que le dan validez a la integral obtenida debido a la
dualidad de las raices, sin embargo, el resultado que rige para el fendmeno estudiado fue el
presentado en la ecuacién 227. Ahora se procedera a desarrollar el resultado obtenido.

’Yo :eknzan [zm _ \/d_o In (Zdo — 2y dOn_ Tl\/d_o - 77)

Por las propiedades de los logaritmos:

] 228
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sena
jn’i S o= - o in(2do ~ 2 = 1@ — ) = ] *

Si se considera nula la velocidad sobre la rugosidad media de fondo (17 = €) y que en la superficie
(n = d,) se presenta se presenta una velocidad equivalente a la velocidad media u, después de
integrar esta Ultima ecuacién entre los limites € y d,. Lo anterior matematicamente es vélido si se
sustituyen = ¢

‘yo :eknzan [Zx/do—— = Vo [In(2do — 2/dy — £/do — €) = In g]] 230

Factorizando el signo del segundo miembro da:

jg (2@ =% + a5 [n(2dy ~ 285 /5~ €) + Ine]] =t

Agrupando:
Yo Sena, £
——— |2/dy—€++/dyIn 232
f p k? [ 0 Vo [Zdo—z,/do—chTo—s]]
Sie K do

jmlzﬂrm[ do_zrr]]
- ’% 2‘/_+‘/_ln[2d0—2d0]]
- o | 20+ T [;70]] - /”T [M [;70]]

Elevando al cuadrado la 233 y sustituyendo d, = Rh resulta:

W= yoRh sen a, [ ] 534
Y2 4d,

Haciendo

N

33
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2
1 _ 2 +In[e/4d,] 235
ko k

Sustituyendo 223 y 235 en 234 resulta:

2 _ Yo — 1,2
u-=——-T1=u’pk 236
0 ko 0 0

T, es el esfuerzo cortante en el fondo y k, es una constante adimensional en funcién de € y Rh. Si
se sustituye 236 en 223 se obtiene:

u2

P ko 237
Rh

Yo Rhsena, =u?pky >y, sena, =

La cual corresponde a la fuerza por unidad de volumen en la direccidén s generada por el efecto de
friccidn. Asi pues, se puede evaluar la tasa de creacidn o destruccidn de cantidad de movimiento
por el esfuerzo cortante en la direccidn s esta dado por:

D[pu] =y, sena, = pgsena, 238

En esta ecuacién a,, corresponde al angulo de pendiente de friccién y para no crear confusién con
las fuerzas de cuerpo (gravedad) se expresara como as. El signo menos (-) indica que la accion es
contraria a la fuerza de gravedad, resumiendo:

[ t2
f f f f [pvgldb dnds dt = = —pgf f senay A dsdt 239
ty b4 t1

Las tres componentes de creacién o destruccién de cantidad de movimiento, que se obtuvieron en
los apartados anteriores son las mds relevantes para el caso de estudio. Por lo tanto, sustituyendo
215, 219 y 239 en la 181 se obtiene la expresién completa de la cantidad de movimiento en su
version integral.

[ S2
{[Cr u?Als, — [Cru?Alg Jdt + f [(Apw),, — (Ap u)e,|ds
t
1 ‘) S1
=— | [Uy2puPACy)s, — (U1 £ pu*ACy)s,] dt
21

ty S
+ pg f (senag —senay) A ds dt
ty

240

La version diferencial es:
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d a
g[p(Cr +C) AU+ 1]+ pa(Au) = pgA (sena, — senay) 241

9.2.4 Versiones conservativas y no conservativas de las ecuaciones
fundamentales

La diferencia entre este tipo de versiones radica en la forma matemadtica de representar las mismas
puesto que unas sirven para evaluar flujo en una regiéon donde exista continuidad de las variables
expresadas y las otras pueden evaluar el flujo independientemente de que exista continuidad, a
continuacion, se describira cada una de ellas para su mejor entendimiento.

9.2.4.1 Versiones conservativas

Las ecuaciones conservativas tienen la propiedad de ser aplicables a cualquier regidn de flujo, incluso
a aquellas en que existen discontinuidades de algunas de las variables hidrdulicas, como es el caso
de regiones con la presencia de saltos hidrdulicos, fendmenos en los que tanto el drea hidrdulica
como la velocidad presenta discontinuidades locales. (Garcia, 2016.).

Dicho de otra manera, la expresién p(Cr + Cy) Au? + I; es continua y diferenciable en forma
integrada, o sea, sin que sean analizados de manera independiente cada uno de sus miembros, ya
que por si solos no conservan estas propiedades, por lo tanto, no es vélido desarrollar la derivada
espacial por separado.

Dividiendo 146 y 147 entre p se tiene:
Ecuacion de conservacion de masa

Version integral

t, Sy t2 s
f [Qs, — Qs,] dt +f [A¢, — Ar,]ds = f f ql(s,t) ds dt 242
ty Sy t1 Vs,

Version diferencial

aQ oA
e 2 243
3 + 5% ql(s,t)

Ecuacion de conservacion de cantidad de movimiento

. ., d
Se sabe que de acuerdo a lo visto en la ecuacién 203 I; = pgsenag fo °(dy —nm)odn ,
adicionalmente también se sabe que { = dy — 1y de acuerdo a la figura 30 o dn = dA, por lo tanto,
sustituyendo estos valores se tiene:

do dO
I, = pgsenag (dyg —n)odn = pg senag (dA 244
0 0

ING. OSCAR RANGEL RAMIREZ




DISTRIBUCION DE PRESIONES Y VELOCIDADES EN CANALES CON CURVATURA.FLUJO
UNIDIMENSIONAL EN COORDENADAS NATURALES.

Por definicidn de centro de gravedad se sabe que este se calcula de la siguiente forma:

[ gdA

=7 245
A <

Despejando el valor de la integral en 245 y sustituyendo en 244 se obtiene:

I, = pgsena; (A 246

Con la condicién de que  sea referido desde la superficie libre del agua segun la figura 30.

Si se sustituye 246 en 240 y 241, se dividen las ecuaciones entre p y sabiendo queu = Q/A se
tiene:

Version integral

ts 2 2 S2
J;1 {[Cr%]sz - [Cr QT sl}dt * J;1 [( Q)tz B (Q)tl]ds

ftz
t

1

_ QZ _ QZ
<gsenas ZAiTCM> —<gsena$ (AiT CM> ]dt
s S1

2

tz Sy
+ gf (sen a, — sen af) A dsdt
t

1 YS1

247

Version diferencial:

0 2 - 0
&[(C‘ri Cu) %+gsena5 (A] +a(Q) = gA (senan - senaf) 248

9.2.4.2 Versiones no conservativas

Las ecuaciones no conservativas, a diferencia de las conservativas, no pueden ser aplicables en
regiones de flujo que presenten discontinuidades en algunas de las variables hidrdulicas, estas
versiones incluyen unicamente las formas diferenciales. (Garcia, 2016.)

Ecuacion de conservacion de masa

Partiendo de la ecuacién 243 y por la continuidad Q = A u

d(Au) 04
R 249
s + T ql(s,t)

Por las propiedades de las derivadas:

ING. OSCAR RANGEL RAMIREZ




DISTRIBUCION DE PRESIONES Y VELOCIDADES EN CANALES CON CURVATURA.FLUJO
UNIDIMENSIONAL EN COORDENADAS NATURALES.

250

Ecuacion de conservacion de cantidad de movimiento

Como se vio en la ecuacion 203 en la ecuacién de cantidad de movimiento se encuentra presente la
siguiente expresion:

do(s)
]0 (do(s) — m)o(s,m) dn 251

Al desarrollar la diferencia de momentos de inercia con respecto de la coordenada s se llega a la
version diferencial de la cantidad de movimiento, por lo que invariantemente serd necesario
obtener la derivada parcial espacial de la ecuacidn 251 quedando de esta manera:

9 (s
= @ - mets.may 252
0

Para desarrollarla es necesario auxiliarse del teorema de Leibniz para la derivacién de una integral
que basicamente es de la siguiente forma (Weisstein, 2017):

h(x)

L =f

0% Jg(x) 9

h(x) g 0 0
3, f &0 dt+ f(h(x),x) —h(x) = f(g(x),x) -9 (x) 253

Aplicando la estructura de 253 en 252 resulta:
9 (s
= @ -mets.may
SJo

do(s) 5 5
) fo 55 [(@o(s) =m o (s, M dn + f(do(5),5) 5-do(s)

0
- £(0,s) &0 254

Sustituyendo términos:

9 (s

o ICIOR Y
SJo

do(s) g
- f 5= [(do(s) =) o(s, )] dn

d d
+ (do(s) — do(s)) a(s,dy(s)) &do(s) — (do(s) —0) a(s,0) &0 255

Simplificando:
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do(s)

0 (s 9
5 @ -masmn= [ 1da(s) =) ot m]dn

0

= [ oo m - 1o(s) ~ 1+ (a(s) ) o]}y
. n 0 n 0 Y n 256

Si se establece que es una seccidon prismatica y como se vio en la figura 30, o es el valor de la plantilla,
entonces, no existe variacidn de la plantilla a lo largo de la coordenada s, por lo que la ecuacién 256
gueda de esta manera al desarrollar las derivadas parciales:

do(s)

9 (s
= @ =motman = f (5,1 - [(do(s) ~ )] d
0

0

= [ [otsm 2 do(5) o051 2]

257
Como la componente 11 no depende de s, se concluye:
9 (s do(s) 0 do  9d
S @@ -mosman= [ omdosydn = | o dn 258
sJo 0 0 ds
Como dd/ds no depende de la direccién n la ecuacién 258 queda de esta manera:
d (% ad (%o
— dy — dn = — d 259
650(0 n)anasfoan
Por definicion fodo o dn = A, entonces sustituyendo en 259:
g do(d Yodn = od A 260
ds ), ~° 1o =35

Otro elemento importante a considerar es el momento de inercia que también de acuerdo a la
ecuacion 246 y al derivarlo parcialmente con respecto de s se obtiene:

d ] _
351 =55 (pgsenas (A) =pg - (senas TA) = P95 (senas TA)

-0
=ngA&senaS+pgsenasg(ZA) 261
Se puede demostrar de acuerdo a la ecuacién 245 que:

do
TA= J (dg —n)odn 262
0
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Sustituyendo la 262 en el segundo elemento del miembro derecho de la ecuacién 261 resulta:

0 1 = pgTal + afdo(al Yod 263
55l = PgTAS_senas pgsends 5| (dy—modn

Sustituyendo la ecuacién 260 en 263 se tiene:

0 1y =pgTal + iy 264
55l = PgTA-—senas + pgsenas -

Desarrollando la ecuacién 241 queda de esta forma:
d d
p [(Cr + CM)A— u? + (Cr £+ Cyy) u? —A + Au? —(Cr + CM)] 11 +pA—(u)

pua(A) = pgA (sena, — senay) 265

Sustituyendo la expresion 264 en la ecuacién 265 y dividiendo todo entre p se tiene la versién no
conservativa de la forma diferencial de la ecuacidn de cantidad de movimiento:

d d
(Cr+CM)A—u +(Cr+CM)u A+Au (Cr+CM)+A (u)+u—(A)

0 ad
+g(A£senaS+gsenaS£A=gA (so—sf) 266

9.3 Demostracion de la consistencia numérica

Sustituimos 23,24,25y 26 en 17,18 y 19 (temporal, espacial e independiente) cambiando F por f'y
simplificando términos

Derivada temporal

OF (1-¥)
ot

(R = B 4 (R = Ff)
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a2f

(1 - 0)2At? 9%f
dxadt

—_— 3 3
> T + 0(Ax3,At?)

Xjitn

of
+(1- B)Ata

W2Ax2 92f
21 9x?

— WAX(1 — 0)At

Xjitn

oF (1-¥) of
iy v flx,t) —‘PAxa

xjt, xjt,
Jjrtn ot Xjitn

02At2 92f 2

20 o2

d
+ WAx6At

P2Ax? ﬂ f
dxot

21 9x?

—(f(x,t)—‘PAxg—f —BAtﬂ

+ 0(Ax3,At3)>

Xty Xjtn

Xlxjtn ot Xjitn Xt
(1—0)%At2 3%f
2! at?

Xjitn Xjitn

af (1 -w)%Ax? 62f
+(1—9)At5 +72! Y

Xjitn Xjtn

v af
+E f(x,t)+(1—‘¥’)Axa +@1

2
—W)Ax(1 — 9)At£

3 3
o to@x A

Xjtn
of of (1-W)%Ax? 32f
—(f(x,t)+(1—‘P)Axa _BME 2

%f
dxadt

62At% 3% f
21 at?

Xjtn Xty

— (1 - W)AxHAt

Xjitn

Xjtn Xjitn
+ 0(Ax3,At3)> =0

Simplificando

aZ
— WAX(1 — G)At—f

(1—0)%At? 3%f
dxadt

it 2! at? 5t
62At% 92f
x5t 2! 0t? sty
(1—-¥)2Ax? 3% f

2! dx2

of

azf 3 3
+(1 - WAx(1— G)AtwLE +0(Ax% A6%) — f(x, 1) = (1 -~ W)Ax o
it

+0(Ax3, At3)

Xjitn

F (1-v¥) af af P2 Ax2 62f
(f(x,t)—wx— +(1—9)At§ T

Fr: axly e, Kyt
2% f

W2Ax? 9%f
dxot

21 9x?

of
+ BAtE

— WAxOAt

—flx,t) +‘PAX%

- 0(Ax3,At3)>

Xjitn

Xjitn Xjtn

(1 —0)2A¢2 82f
a2

i 2! |,
af (1 -w)2Ax? 82f

0At—
MFT 2! dx?

of
+(1- B)Atﬁ

Xjtn Xjitn

af

+%<f(x, t) + (1—‘!’)Axax +

Xjtn Xjitn

Xjitn

02At2 92f o2f
- sz A -Wsxes—

21 ot?

— 0(Ax®, At3)>

Xjtn Xjtn

02At2 9% f
21 9t

a
+0(Ax3,At%) + GAta—]:

a*f

(1 - 0)2At2 9%f
dxot

2! 9t

Xjitn Xjitn

— WAx(1 — 0)At

Xjtn

= 1—9)At—=
o= A (TN, »
st

6F_(1—‘P)< of

92
- ‘PAXGAt—f

_ 3 A+3
e 0(Ax3, At ))

Xjtn
y af
+ E(u - G)AtE

02At2 92 f
2! at?

a
+0(Ax3, At%) + BAta—{
Xjtn

9%f
+ (1 - W)Ax(1 - O)Ato—

(1 - 0)2At? 9%f
2! at?

Xjitn

Xjtn Xjtn

*f
+(1- ‘l’)AxBAtm

—0(Ax?, At3)>

Xjtn Xjitn

+waroar 2L
XA oxat

Xjitn Xjitn

of

aZ
f +0(Ax3,At%) + GAta—

dxat

(1-20 +0%)At? 9%f
2! at?

— WAxAt

Xjtn

—= At— — OAt—
at At atly,r, at

Xjt
Jtn Xjtn

aF_(l—lI!)< af of
*f
— WAxOAt FET

Xjtn Xjitn

af (1—26 + 02)At2 9%f
—OAtE, 2

02At2 92 f
2! at?

J(Aﬂ

—0(Ax?, At3)>

2 aZf
- (1= W)ax0At5—

i
+ (1= W)axht o

Xjtn Xt

At\ " 0tly e, Xjitn Xjtn

a%f

02%At? 9% f
dxadt

2! ot?

a
+ 0(Ax3, At%) + BAta—{

+ (1 —W)Ax6At

Xjitn

—0(Ax?, At3)>

Xjitn

Xjitn
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oF _(1-v)( of (1 - 26+ 08%)At? 9%f a%f 62At% 3% f
E = At (Atz i T F - — WAxAt axdt e + O(AXS,AtS) —T ﬁ - - 0(Ax3,At3)>
w( of (1 - 20 + 0%)At? 92f a2f 02At2 92f
+ E(A 3 o e oo +(1- LP)AXAtm " + 0(Ax3,At3) — TRErT] " — 0(Ax3,At3)>
aF _a-v)[ of At? 92f At? 92f a2f 02At2 92f
= A (Atz o +(1- 29)7 7z - 27 ¥Tea - — WAxAt o - + 0(Ax3,At3) — TR " - 0(Ax3_At3)>
v of At? 9% f At? 9% f % f 62At? 92 f
+ E(Atﬁ " +(1-20)—-o5 » ZFF " +(1 - W)Axat—— e + 0(Ax3,At3) — = "
- 0(Ax3,At3)>
oF (1-w)[ of At? 9%f 9% f . -
E = At (Ata i + (1 - 29)7 F . — WAxAt Ixdt . + O(Ax ,At ) - O(Ax ,At )
Xjitn Xjtn
y( of At2 9% f % f - -
+E<At§xﬁtﬂ+(1—ze)jw . +(1_1P)AXAt6x6t . +0(AX ,At )—O(Ax ,At )
Xjitn Xjtn
oF af At 9%f 9% f
—=01-9)|= +(1-20)— — - + 0(Ax3, At3) — 0(Ax3, At3
Al b r B TS X oxot (827, At%) — 0(Ax, A7)
Jjtn Xjtn Xjitn
of At 92 a%f
+¥| = +(1-20)———= + (1 —¥)Ax + 0(Ax3, At3) — 0(Ax3, At3)
Otly ¢ 2! at? dxot
Jtn Xjiln Xjtn
oF af At 92f 9% f af
—=1-¥)= +(1-¥Y)(1-20)— — - (1 -Y)¥A Y=
o - U= T A=) T A -¥)¥hx g o atl, .
jr'tn Xjitn Xjtn jtn
At 92 a%f
Y(1-20)—— Y1 -Y)A 0(Ax3, At3
FPA-20)5i5E  HPA-Whga  + 08 Ar)
Xjtn Xjtn
oF of of At 92 At 92 9% f 9% f
—=— -y 1-20)=——| —-¥(1-20)0=——| -—¥A y2A
ot~ ael,, “¥al,, TA-205 5z 1 -205 72 Yoxar| T M oxar
jitn jrtn Xjtn xjt xjt Xjtn
af At 9% f 9% f 9% f
Y= Y(1-20)—— YA —W2A 0(Ax3,At3
Fo, YA 2055E YA *oxar|  TOW@xAL)
jn Xj,tn Xj,fn Xj,fn
JdF 0df At 92
— == +(1-20)— — + 0(Ax3, At?
ot " atl,, T TR ( ) 267
Jtn Xjtn

Derivada espacial

oF (1-0) 0
= e Fha )+ (B - )
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aF (1-6) af of (1 —¥)2Ax2 9%f 02At2 9% f a2f s
a— Ax f(x,t)+(1—‘P)Axa o _BAtEx.t Tﬁ TW —(I—W)AXBAtaxat + 0(Ax3, At?)
jritn jitn Xjtn Xjtn Xjtn
af af W2Ax2 92f 02At2 9% f a2f
- t) — WAx— — OAt— — — WAxOAL 0(Ax3, At3
(f(x' ) - waxgt] acl, YT a2 a1 oez|  TWMOAGE 40 A
Jjritn jritn Xjtn Xt Xjtn
0 af of (1 —W)2Ax? 9%f (1 — 0)2At2 9%f
+E f(x,t)+(1—‘p)AXax.t +(1—9)At5x.t +72! Y TR +(@1
jtn jtn Xjitn Xjitn
a2f
—W)Ax(1—0)At—=—|  + 0(Ax3,At3)
oxot|
jitn
af of W2Ax2 g2 f (1 —0)2At? 9%f af
- t) — WAx— 1—-0)At— _— _— —WAx(1 — 6)At———
(f(x' e N Sl Ol r: B Tl e 2 a2 x(1 -0 o
jitn jitn Xjtn Xjtn Xjtn
+ 0(Ax3,At3)>
aF (1-6) of af (1 — W)2Ax? 92f 02At2 92 f a2f
= = 1 —WP)Ax = — OAt— - - = — - (1 -W)Ax6A Ax3,At?
ox - Ax (f("'t)” Bl T, 2 ot 2 a2 (- Waxdhtar 08,489
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En el caso de que los valores de los factores de peso temporal y espacial sean 8 =1/2 y W =1/2,
entonces el orden de consistencia numérica de los operadores (271)-(272) es (Ax?, At?,). Para
valores diferentes de los factores de peso, el orden de consistencia es menor.

Finalmente, la consistencia numérica del esquema de Preissmann aplicado a las ecuaciones de Saint-
Venant (250) y (16) se determina sustituyendo en éstas las ecuaciones (267)-(269), de forma que:
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10 Estado del arte

10.2 Articulos cientificos arbitrados.

New nonlinear shallow-flow equations with curvature. ROBERT F. DRESSLER. National
Aeronautics & Space Administration Washington, DC. 20546 U.S.A. Journal of Hydraulic Research
no. 16 1978

Resumen.

En este articulo se realizé la primera investigacion al respecto de la curvatura y fue el precursor de
todos los estudios posteriores, en este documento el investigador propone un ingenioso método
consistente en resolver las ecuaciones de Saint-Venant para canales rectangulares mediante el
empleo de coordenadas naturales en dos dimensiones, para incorporar la curvatura, sin embargo
solo posee la capacidad de resolver el espectro de flujo en un plano bidimensional y por su
complejidad solo es posible resolver las ecuaciones mediante software computacional. La parte
fundamental de este método consiste en determinar el jacobiano de una matriz de transformacién
en el nuevo sistema coordenado natural, considerando que la velocidad como un vector que se
puede descomponer en dos vectores dentro del plano. De esta forma es posible determinar la
solucidn del sistema de ecuaciones diferenciales parciales.

Ecuaciones generales del flujo impermanente en canales de fondo curvo Gilberto Sotelo Avila.
Carlos A. Escalante Sandoval. Ingenieria Hidraulica en México vol. XVI Num. 2 pp. 27-42, abril-
junio 2001.

Resumen

Dressler (1978) publicé las ecuaciones que llevan su nombre para analizar el flujo en canales
rectangulares de fondo curvo. Sotelo y Escalante explican en forma detallada la relacién con las
coordenadas naturales, adicionalmente propone una variante a las ecuaciones de Dressler que
consiste en aplicarlas en forma general a cualquier seccion con la ayuda de la ecuacién de la energia,
luego entonces propone una correccion al calculo de la presion si en ella estd involucrada la
curvatura, de una forma muy interesante determina una ecuacién integral del gasto en funciéon de
la curvatura. Tiene el inconveniente de que dichas ecuaciones resultan complejas y no tienen
solucidn directa por lo que resultan impracticas la forma de obtener las soluciones.

Efecto resistivo en las ecuaciones generales del flujo impermanente en canales de fondo curvo
Carlos A. Escalante Sandoval Gilberto Sotelo Avila. Ingenieria Hidraulica en México vol. XVI Num.
3 pp- 57-65, julio-septiembre 2001

Resumen
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Este articulo es la continuacién del presentado por los mismos autores con el titulo: “Ecuaciones
generales del flujo impermanente en canales de fondo curvo”, que aparecié publicado en esta
misma revista (vol. XVI, num. abril-junio de 2001). En este articulo se complementa al anterior
mediante un modelo de friccién y disponer asi del conjunto aplicable de acuerdo con la geometria
de la seccidn, los autores proponen evaluar los esfuerzos tangenciales mediante expresiones
empiricas. De esta forma se obtiene un modelo integral que para este articulo en particular se opté
la seccidn rectangular para cuantificar resultados, los modelos empiricos varian de acuerdo al
modelo de friccidn seleccionado.

Ecuaciones del flujo impermanente en canales trapeciales de fondo curvo. Gilberto Sotelo Avila.
Carlos A. Escalante Sandoval. Ingenieria Hidraulica en México vol. XVI Num. 4 pp. 45-51, octubre-
diciembre 2001

Resumen

El propdsito de este trabajo ha sido mostrar la solucion de los términos que dependen de la forma
de la seccidon en las ecuaciones generales del flujo en canales de fondo curvo. Dichos términos se
han incluido en las ecuaciones que afectan, a fin de disponer del sistema cuya solucion resuelve el
problema. Se presenta la valuacién de los términos dependientes -que aparecen en las ecuaciones
generales completas presentadas en articulos anteriores- para la seccidon de forma trapecial. Esto
tiene el objetivo de establecer las ecuaciones aplicables al flujo en canales de fondo curvo con dicha
forma de seccién. También se obtienen las ecuaciones particulares para los canales rectangular y
triangular Este articulo es la continuacion de los llamados: “Ecuaciones generales del flujo
impermanente en canales de fondo curvo” y “Efecto resistivo en las ecuaciones generales del flujo
impermanente en canales de fondo curvo”, publicados en esta misma revista.

Régimen critico en canales rectangulares de fondo curvo y sus aplicaciones. G. Sotelo-Avila e L.
Valdez-lzaguirre. Ingenieria Investigacion y Tecnologia V. 3. 215-228, 2004 (articulo arbitrado)

Resumen

En este articulo se presenta un desarrollo alternativo para obtener las condiciones del estado critico
del flujo curvilineo permanente en canales rectangulares, tomando como hipétesis la ley del vértice
libre para la distribucion de la velocidad en la seccién. El cumplimiento de las ecuaciones del régimen
critico permite ubicar la seccidn de control y a partir de ésta, calcular el perfil del flujo en curvas
verticales. El autor propone un numero de Froude en funcién de la curvatura para canales
rectangulares, asi como el disefo de transiciones por medio de curvas verticales para enlazar dos
diferentes inclinaciones en funcidn del tirante critico, este trabajo es el precursor de articulos
posteriores donde el autor extrapola a diferentes secciones transversales.
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Flujo critico en canales trapeciales de fondo curvo. Gilberto Sotelo Avila. Ingenieria Hidraulica en
Meéxico vol. XIX Num. 1 pp. 27-40, enero-marzo 2004

Resumen

En esta publicacion el autor propone determinar el régimen critico en canales trapeciales mediante
un numero de Froude generalizado para flujo curvilineo, se basa en el trabajo previo donde se
calculé el régimen critico en un canal rectangular asi mismo determina las condiciones en las que
hay separacién de flujo debido a presiones negativas y altas velocidades y ademas determina la
presion de cavitacidn si la presidn en el fondo alcanza el valor de la presién de cavitacidn del agua.

Régimen critico en canales circulares de fondo curvo Gilberto Sotelo Avila. Ingenieria Hidraulica

en México vol. XIX Num. 2 pp. 31-36, abril-junio 2004.
Resumen

Para el desarrollo del presente el autor desarrolla las ecuaciones del articulo anterior, pero con la
variante que introduce las ecuaciones en funcién de la seccidn circular y haciendo el desarrollo
conducente. Las condiciones generales del régimen critico en’ canales de fondo curvo se presentan
en el articulo previo titulado: “Flujo critico en canales trapeciales de fondo curvo” (Ingenieria
hidraulica en México, vol. XIX, nim. 1, enero-marzo de 2004 pp. 27-40) del mismo autor; donde
también se exponen los resultados que se obtienen para el canal trapecial. En este articulo se
presentan resultados similares, sélo que para el canal de seccidn circular. Estos resultados tienen
aplicacion, por ejemplo, en tuneles de desfogue.

Flujo a superficie libre sobre curvas verticales céncavas. Gilberto Sotelo Avila. Ingenieria
Hidraulica en México vol. XIX Num. 3 pp. 25-36, julio-septiembre 2004.

Resumen

En este articulo el autor propone a través de cambios de variables simplificar las ecuaciones
obtenidas en los articulos anteriores y de esta forma tener elementos comparativos con modelos
de flujo de otros autores es de resaltar que para este trabajo el autor considera que la velocidad ud
en cualquier punto de la superficie libre dentro de la curva se mantiene constante e igual a la
velocidad Vo en la seccion inicial. El autor hace una revision de los estudios previos para que a
continuacién se citan: Sotelo y Escalante (2001) presentaron una generalizacién de las ecuaciones
del flujo curvilineo para emplearse en canales de cualquier forma de seccion. Posteriormente,
Escalante y Sotelo (2001) valuaron e incluyeron el término de resistencia al flujo en las ecuaciones
generales. Ademas, Sotelo y Escalante (2002) calcularon los términos dependientes y establecieron
las ecuaciones particulares para los canales de seccion trapecial, rectangular y triangular. Por otra
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parte, diversos autores han analizado tedrica y experimentalmente la distribucidn de la presién en
el fondo y a lo largo del flujo sobre curvas verticales cdncavas en canales rectangulares.

Depth-integrated flow modelling taking into account bottom curvature. B.J. Dewals. S. Erpicum.
P. Archambeau. S. Detrembleur. M. Pirotton. Journal of Hydraulic Research Vol. 44, No. 6 (2006),
pp. 785-795

Resumen

El presente articulo se basa en las teorias presentadas por Dressler en 1978 y nuevamente con el
apoyo del jacobiano de transformacidn realiza un modelo computacional para calcular los efectos
de curvatura como a continuacion describe: La modelacién exitosa de flujos sobre vertedores y
sobre curvas verticales es un desafio para cualquier modelo de profundidad. Este tipo de calculo
requiere el uso de ejes adecuadamente inclinados a lo largo de la direccién media del flujo en el
plano vertical y una modelizacion de los efectos de curvatura. El modelo generalizado propuesto
realiza dichos cdlculos mediante coordenadas curvilineas adecuadas en el plano vertical, lo que
conduce a un enfoque totalmente integrado. Esto significa que los flujos en el depdsito aguas arriba,
vertedor, tanque amortiguador y aguas abajo del rio son manejados en una sola simulacién. El perfil
de velocidad es generalizado en comparacién con el uniforme que suele asumirse en las ecuaciones
clasicas de aguas poco profundas. La distribucidn de la presién se modifica en funcién de la curvatura
del fondo vy, por lo tanto, no es puramente hidrostatica. Los casos de prueba representativos, asi
como la aplicacion del modelo ampliado al disefio de una gran estructura hidraulica en Bélgica, han
dado lugar a resultados de validacidn satisfactorios. Dentro de este trabajo se analiza un caso de
estudio que posteriormente se comparard con los resultados de esta tesis.

Modified shallow water equations for significantly varying seabeds. Denys Dutykh. Didier
Clamond. Applied Mathematical Modelling 40 (2016) 9767-9787

Resumen

En el presente estudio, se propone una version modificada de las ecuaciones de agua superficial no
lineal (Saint-Venant o NSWE) para las ondas superficiales irrotacionales en el caso en que el fondo
sufra algunas variaciones significativas en el espacio y el tiempo, es una extensién del articulo
presentado en 2014 y presenta mas casos de estudio con diversas batimetrias. El modelo se deriva
de un principio variacional eligiendo un ansatz de aguas someras apropiado e imponiendo algunas
limitaciones. El procedimiento de derivacién no implica explicitamente ningun pardmetro pequeio
y es sencillo. El nuevo sistema es una extensidon no hidrostatica no dispersiva de las ecuaciones
clasicas de Saint-Venant. Una caracteristica clave del nuevo modelo es que, al igual que el NSWE
clasico, es hiperbdlica y por lo tanto pueden utilizarse métodos numéricos. También se propone una
discretizacion de volumen finito del sistema hiperbdlico obtenido. Se presentan varios casos de
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prueba para resaltar el valor afiadido del nuevo modelo. También se discuten algunas implicaciones
para el modelado de ondas de tsunami.

Dressler's theory for curved topography flows: iterative derivation, transcritical flow solutions and
higher-order wave-type equations. Oscar Castro-Orgaz - Willi H. Hager. Environ Fluid Mech (2016)

Resumen

Las ecuaciones de Dressler son un sistema de dos ecuaciones diferenciales parciales no lineales para
flujos de fluidos poco profundos sobre topografia curva. La teoria se origind a partir de un método
de estiramiento asintdtico que formula las ecuaciones de movimiento en coordenadas curvilineas
ajustadas al terreno. Aparentemente, estas ecuaciones no produjeron un perfil de flujo transcritico
gue cambia de condiciones de flujo sub- a supercritico. Ademas, se excluyen los movimientos
ondulados sobre un fondo plano porque no se tiene en cuenta el componente de velocidad normal
de cama. Sin embargo, la teoria se considerd relevante para varios problemas de flujo ambiental,
incluyendo corrientes de densidad sobre montafias y valles, flujo de infiltracién en la hidrologia de
las laderas, desarrollo de antidunas, formacidn de depdsitos geoldgicos de flujos hiperconcentrados
y modelado de caudales de aguas poco profundas en hidraulica.

En este trabajo, la teoria de Dressler se desarrolla de una manera alternativa mediante una iteracion
sistemdtica de la corriente y las funciones potenciales en coordenadas terrestres. La primera
iteracidon se encontré que era la teoria de Dressler, mientras que una segunda iteracién de las
ecuaciones gobernantes da lugar a componentes de la velocidad que generalizan la teoria de
Dressler al movimiento de oleaje. La teoria de primer orden de Dressler produce una solucién de
flujo transcritico sobre la topografia sdlo si el tirante total esta fijado por un valor minimo de la
energia especifica en el punto de transicidn. Sin embargo, la teoria se desvia de las mediciones bajo
condiciones de flujo subcritico, dado que el componente de velocidad de la cama normal es
significativo.

Una segunda iteracién al campo de velocidad se utilizé para producir una ecuacion diferencial de
segundo orden que se asemeja a la teoria de onda senoidal. Describe con precision flujo sobre un
obstaculo que incluye el punto critico y la energia especifica minima como parte de la solucidn
numeérica. El nuevo modelo de onda senoidal se compara bien con la teoria de una superficie de
Cosserat para laminas fluidas dirigidas, mientras que en la teoria de Saint-Venant no es posible
evaluar con estas condiciones.

One-dimensional modelling of curvilinear free surface flow: generalized Matthew theory. Oscar
Castro-Orgaz & Willi H. Hager Journal of Hydraulic Research, 52:1, 14-23. 2014

Resumen
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La teoria de flujo con potencial es una buena aproximacidon matematica a diversos problemas en los
campos de los flujos de aguas abiertas y canales abiertos de superficie libre. En ambos campos, las
ecuaciones de segundo orden se derivan comunmente utilizando métodos de perturbacién para
explicar la distribucién de presién no hidrostatica. Sin embargo, una técnica alternativa es el método
de iteracion de Picard, utilizado por Matthew para flujos de canales abiertos estables.
Lamentablemente, esta técnica no se expandid a un flujo potencial inestable, limitando su impacto
total. El propésito de este trabajo es generalizar la teoria de Matthew a un flujo de superficie libre
potencial inestable, tanto para canales abiertos como para aguas subterrdneas. El nuevo desarrollo
es una alternativa a las técnicas de perturbacién, destacando la relevancia de la obra de Matthew.
Para ilustrar los problemas generalizados a los que se aplica la teoria, se realizan simulaciones para
una ola de desprendimiento y para el flujo en acuiferos inclinados y curvos. En ambos casos, los
resultados unidimensionales coinciden aproximadamente con los datos bidimensionales.

Hydrodynamics of Undular Free Surface Flows. Subhasish Dey, Sujit K. Bose and Oscar Castro-
Orgaz. Article in GeoPlanet: Earth and Planetary Sciences - January 2013.

Resumen

En este estudio se analiza tedricamente la hidrodindmica de tres tipos de problemas de flujo
superficial libre undular constante. Estos flujos se rigen por las ecuaciones en estado estacionario
de conservacién de la masa y el impulso desarrolladas por Bose y Dey en 2007 (J Hydraul Eng. 133:
1074-1079) y 2009 (Phys Rev E80: 036304). El primer tipo de flujo es un salto hidrdulico undular en
un limite liso plano cuando el flujo de aproximacién nimero de Froude excede marginalmente su
valor critico de unidad. Aqui, se establece que el fendmeno de salto hidraulico undular puede ser
tratado como una inestabilidad del flujo de superficie libre descrito por el principio de inestabilidad.
Los resultados revelan que el umbral de un salto hidraulico undular esta representado por un
aumento monotdnico del nimero de Froude de flujo de aproximacién con inclinacién de borde. La
elevacién de la superficie libre undular aumenta a medida que aumenta la inclinacién del borde. Sin
embargo, la amplitud de las ondas de superficie libre disminuye con la distancia descendente. El
segundo tipo de flujo es aquel sobre un saliente hemi-cilindrico sumergido (seccién semicircular
invertida) colocado sobre el fondo del canal con su didmetro horizontal lateral a la direccion del
flujo. El andlisis de flujo en estado estacionario muestra que hay una caida en la elevacién de la
superficie libre en el extremo aguas abajo del cilindro con un perfil de superficie libre undular. El
tercer tipo de flujo es el de un limite sinusoidal continuo de un canal. Un experimento numérico
muestra que existe un desfase entre el perfil de superficie libre y el perfil limite. También, se revela
que si la profundidad de flujo es reducida, se produce una acumulacién de onda elevada que indica
un inicio de choque.
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Mathematics Volume XLVIIlI, Number 2. 1990

Se considera la determinacion de la corriente libre de un chorro de fluido ideal a través de una pared
de forma arbitraria. Se utiliza una técnica de transformacion para formular el problema de la
mecanica de fluidos relacionando la deflexién de la superficie libre con el angulo formado por la
pared con el chorro no perturbado que se encuentra como una ecuacién integral no lineal.
Soluciones lineales, basadas en pequefas elevaciones o depresiones en la pared, y soluciones
numéricas no lineales a esta ecuacidn se presentan para una variedad de formas de fondos. Se
encuentran algunas deficiencias de esta teoria lineal y de la teoria del agua poco profunda.

Experimental verification of the Dressler curved-flow equations. N. S. Sivakumaran. V. Yevjevich.
Journal De Recherches Hydrauliques, Vol. 25, NO. 3. 1987

Resumen

Se presentan las ecuaciones de Dressler con resistencia al flujo y ancho de canal variable para el
flujo de superficie libre inestable sobre fondos curvos, y se obtiene una ecuacién de perfil de Bresse
generalizada para un flujo curvo constante. Las mediciones experimentales en flujo constante sobre
un vertedor altamente curvado demuestran que las ecuaciones de Dressler predicen la superficie
libre, la presién del fondo y la distribucién tangencial de la velocidad del flujo con precisidn, pero
los calculos con las ecuaciones cldsicas de Saint-Venant casi no tienen significado en este caso.
Puesto que ambas teorias requieren variaciones graduales en la geometria del fondo, las
aplicaciones a intervalos con cambios rapidos no son validas. Para los pequefios intervalos de la
geometria del vertedor donde la curvaturay su derivada varian rapidamente, la solucién de Dressler
muestra variaciones pequefias, pero rapidas, mientras que las mediciones indican una variacidon mas
gradual en intervalos mas amplios. El presente articulo es una comprobacién experimental de las
ecuaciones hechas por Dressler y servira de base para comparar resultados con los presentados en
la presente tesis.

Perfil del flujo sobre un vertedor tipo cimacio y su comprobacion. Gilberto Sotelo-Avila. Ingenieria
hidraulica en México, vol. XXI, nim. 1, pp. 29-42, enero-marzo de 2006

Resumen

En este articulo el autor presenta una aplicacion practica utilizando las ecuaciones obtenidas de sus
publicaciones anteriores, calculando el perfil hidraulico asi como la seccidn critica para un flujo poco
profundo en estado permanente sobre un vertedor tipo cimacio, el autor calcula el perfil de flujo y
las caracteristicas de este en la seccidn critica mediante hojas de célculo y cambios de variable para
diferentes gastos. Los resultados obtenidos servirdn como comparacion a los resultados obtenidos
en la presente tesis.
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Ski Jump Hydraulics. Valentin Heller; Willi H. Hager, F.ASCE; and Hans-Erwin Minor. Journal of
Hydraulic Engineering - May 2005

Resumen

Los saltos de esqui son un elemento importante de cada vertedor porque éstas son las Unicas
estructuras capaces de lograr una disipacidn de energia satisfactoria para velocidades de despegue
de mas de 20 m / s. Esta investigacidn pretende afiadir a varios problemas hidraulicos con saltos de
esqui que aun no se han resuelto sistematicamente hasta el momento. En base a una campafia
experimental, se abordaron los siguientes problemas: 1 maximo de presidn y distribucidén de presién
a lo largo de un deflector de forma circular; 2 caracteristicas de despegue para una cierta deflexion
y una curvatura relativa del deflector que incluye las trayectorias del chorro de los perfiles inferiores
y superiores; 3 caracteristicas de impacto en un canal de descarga prismatico con detalles de
formacién de onda de choque y altura de la profundidad de recirculacidn; 4 disipacion de energia a
través del salto de esqui, desde el canal aguas arriba hasta aguas abajo del impacto de chorro; y 5
condiciones de contraccion por el deflector. Estos resultados mostraron el efecto significativo en la
aproximacién numero de Froude, de la curvatura relativa del deflector y del angulo de deflexion.
Los resultados permiten una aplicaciéon inmediata al disefio de saltos de esqui en ingenieria
hidrdulica. Este articulo nos demuestra del cuidado que hay que tomar en la configuracién del
deflector pues pueden presentarse saltos hidrdulicos dentro del mismo y el modelo presentado en
esta tesis no contempla este fenémeno.

10.3 Articulos de congreso.

Modified shallow water equations for mild-slope seabeds. Denys Dutykh. Didier Clamond. 29th
Intl Workshop on Water Waves and Floating Bodies, Osaka, Japan, Mar. 30 — Apr. 2, 2014.

Las célebres ecuaciones clasicas no lineales de aguas poco profundas (Saint-Venant) se derivaron en
el siglo XIX (Y. Xing y C.-W 2005). Estas ecuaciones son todavia ampliamente utilizadas en la practica
y la literatura cuenta miles de publicaciones dedicadas a las aplicaciones, validaciones o soluciones
numeéricas de estas ecuaciones. También se han hecho algunos intentos importantes para mejorar
este modelo desde el punto de vista fisico. La principal atencién se prestd a varias extensiones
dispersivas de las ecuaciones de aguas poco profundas, dando lugar a las denominadas ecuaciones
de tipo Boussinesq, (F. Serre. 1953, J. V. Wehausen y E. V. Laitone. 1960). Sin embargo, hay menos
estudios que intentan incluir el efecto de curvatura inferior en las ecuaciones clasicas de Saint-
Venant, (D. Dutykh y N. E. Kolgan. 1975).

El presente estudio es un intento adicional de mejorar las ecuaciones clasicas de Saint-Venant
incluyendo una mejor representacion de la forma del fondo. Como procedimiento de derivacién
general, se eligié un enfoque variacional basado en un relajado principio lagrangiano (D. Dutykh and
D. Clamond. 2011).
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Se presenta la derivacién y discusion de algunas propiedades de las ecuaciones mejoradas de Saint-
Venant. Luego se detalla la estructura hiperbdlica y se da un ejemplo numérico. Finalmente, se
subraya algunas conclusiones principales de este estudio.

Channel flow over curved boundaries and a new hydraulic theory. John D. Fenton. 10th Congress,
Asia and Pacific Division of the International Association for Hydraulic Research, Langkawi Isaland,
Malaysia, pp. 26-29 August 1996

Resumen

Dressler (1978) derivé las ecuaciones de onda larga de St Venant para el flujo irrotacional
bidimensional sobre los limites curvados usando coordenadas curvilineas ortogonales basadas en el
fondo del canal. Estas ecuaciones son considerablemente mds complicadas que las del sistema
cartesiano, sin embargo contienen contribuciones a la presién y a las ecuaciones fundamentales con
la curvatura del fondo, lo que no ocurre en la formulacién cartesiana para el mismo nivel de
aproximacién. De manera similar, Chapman y Dressler (1984) obtuvieron las ecuaciones de aguas
poco profundas para el flujo no permanente de agua subterrdnea con una superficie libre sobre un
limite impermeable curvado. En ambos casos, se asumid que el flujo era irrotacional, lo cual es bien
sabido que se justifica en el caso del flujo de infiltracién y para el movimiento de onda en flujos
lentos, pero no se justifica en el caso de flujos hidrdulicos rapidos como vertedores.

En ambas formulaciones, las expresiones obtenidas son complicadas y se han registrado pocos
intentos de solucidn, analiticos o numéricos. Una excepcion a esto es el trabajo de Sivakumaran,
Hosking, Tingsanchali y Yevjevich (SH & T, 1981, ST & H, 1983 y S & Y, 1987), que se concentraron
en el flujo constante de fluidos sobre vertedores y fondos curvos. Los autores sacaron las
conclusiones de que las ecuaciones de Dressler dieron excelente resultado con el experimento. Para
los casos de flujo constante estudiados, concluyeron que sus ecuaciones eran simples de aplicar y
describieron algunos fendmenos importantes del flujo. Aunque las ecuaciones describen bien
algunos fendmenos, como la presidn aguas abajo del vertedor, el nivel de aproximacidn sigue siendo
aplicable solo para precisidon hidrdulica con necesidad de realizar una correccidon por presion
centrifuga.

Este trabajo muestra que el escalamiento de variables introducido por Dressler tiene una
inconsistencia, de tal manera que las ecuaciones curvilineas que gobiernan el movimiento fluido
sobre los fondos curvos son asintdticamente del mismo nivel de aproximacidn que las ecuaciones
cartesianas, y en la mayoria de las aplicaciones habria poco caso de hacer complicaciones extras con
las coordenadas curvilineas. Posiblemente mds Util, este articulo, habiendo notado algunas
deficiencias en la aproximacién hidraulica tanto en coordenadas curvilineas como cartesianas,
desarrolla una teoria hidraulica general en coordenadas cartesianas que incorpora una distribucién
de presidn no hidrostatica a primera aproximacion incorporando efectos centrifugos. Esto puede
aplicarse al flujo de fluidos sobre vertederos o topografia irregular, y parece ser capaz de describir
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la transicion del flujo subcritico al supercritico, asi como la existencia de ondas. Como no sufre de
algunos de los inconvenientes de la teoria convencional, puede tener una serie de usos en la préctica
hidraulica.

Curvature effects on hydraulic instability. Cesar Mendoza, Victor Miguel Ponce. Proceedings, D.
B. Simons Symposium on Erosion and Sedimentation, Ft. Collins, Colo., July 27-29, 2.13-2.27. 1983

Resumen

Se presenta una investigacién sobre la inestabilidad hidrodindmica resultante de la combinacién de
la accién del tipo de resistencia de Chézy y la curvatura del suelo del canal utilizando las ecuaciones
generalizadas no lineales de flujo superficial desarrolladas por Dressler. El andlisis de estabilidad
lineal se aplica para derivar los criterios. Los criterios desarrollados para la inestabilidad del flujo
expanden los hallazgos de Dressler y Pohle, Craya y Vedernikov al incluir el término de curvatura.

Con la informacién disponible sobre las diversas manifestaciones de inestabilidad en un medio
continuo, se pueden formular tres categorias principales. Estas son, en primer lugar, las oscilaciones
de flujos paralelos, o casi paralelos (quosi-paralelos) tales como flujos de canales y capas limite. En
segundo lugar, existe la clase de flujos con lineas de corriente curvadas, tales como vortices entre
cilindros giratorios o capas limite a lo largo de paredes curvas. En la tercera categoria se encuentran
los casos en que el flujo medio es verdaderamente cero, como las células de Bénard y las
inestabilidades convectivas.

Brock observé que cuando el agua fluye por un canal abierto suficientemente largo, se observa que
la profundidad del flujo es uniforme, como lo seria si el mismo canal tuviera una pendiente muy
pequefia. El flujo se caracteriza por una serie de orificios hidraulicos que se extienden a través del
ancho del canal y se propagan aguas abajo. A través de estos orificios o choques la profundidad del
flujo varia abruptamente. Entre los agujeros sucesivos la profundidad del flujo varia gradualmente,
las olas de este tipo se denominan ondas en rollo y los flujos con tales ondas son llamados slug flow
por algunos investigadores. "Muchos andlisis se han hecho con respecto a este fenédmeno, pero
invariablemente, El objetivo de este trabajo es analizar la inestabilidad hidrodindmica de la
superficie libre resultante de la accion combinada de resistencia y curvatura del suelo del canal
utilizando las ecuaciones de flujo superficial no lineal generalizadas desarrolladas recientemente
por Dressler.

Depth-averaged flow modeling in curvilinear coordinates. Frédéric Stilmant. Raphael Egan. Pierre
Archambeau. Benjamin Dewals. Sébastien Erpicum. Michel Pirotton. IAHR World Congress. 2013

Resumen

ING. OSCAR RANGEL RAMIREZ




DISTRIBUCION DE PRESIONES Y VELOCIDADES EN CANALES CON CURVATURA.FLUJO
UNIDIMENSIONAL EN COORDENADAS NATURALES.

Se presenta un conjunto de ecuaciones promediadas en profundidad en coordenadas curvilineas.
Esta extension de las ecuaciones estdndares de aguas poco profundas a flujos curvos y a flujos de
chorro conduce a un modelo que es muy versatil. Su aplicabilidad y precisidon se evalia mediante el
calculo de un coeficiente de descarga y los perfiles hidraulicos para un vertedor con cresta afilada.
Los resultados confirman la relevancia de la aproximacidn, aunque no esté considerada en las
ecuaciones presentadas aqui, una discusidn muestra que las pérdidas de carga podrian ser incluidas
en el modelo para extender su campo de aplicacion a muchas aplicaciones de ingenieria civil y
ambiental.

10.4 Libros y ensayos.

Non-Hydrostatic Free Surface Flows. Castro-Orgaz, Oscar, HAGER, W.illi H. Advances in
Geophysical and Environmental Mechanics and Mathematics. 2017

Resumen

Se trata de la publicacién mas reciente respecto del flujo con curvatura, es un excelente compendio
con las mas relevantes técnicas para el estudio de este fenédmeno, dentro de él se pueden consultar
los siguientes temas relacionados con la curvatura: Flujos de superficie libre hidrostaticos y no
hidrostaticos, Ecuaciones de flujo de superficie libre no hidrostaticas verticalmente integradas,
Tensiones no hidrostaticas en direccion z y perfil de velocidad vertical, Aproximacién del flujo
superficial y ecuaciones de profundidad media, Modelo RANS (Reynolds-Averaged Navier—Stokes)
para Flujo de Rios, Ondas de agua unidimensionales sobre la topografia horizontal. Flujos sobre las
camas curvadas, Teoria del flujo con potencial, Tratamiento aproximado de la geometria neta de
flujo, Coordenadas Curvilinea: Teoria de Dressler, Condiciones criticas de flujo en lineas de corriente
curvadas, Flujo sobre los vertedores con cresta redonda, Flujo critico sobre los perfiles de vertedor

Apuntes de Hidraulica Il. Gilberto Sotelo Avila México, Departamento de Publicaciones de la
Facultad de Ingenieria, Ciudad Universitaria, México, D.F. 1997

Resumen

Esta fue la primera entrega que el autor inicia a publicar sus investigaciones respecto del flujo con
curvatura del cual se transcribe el siguiente fragmento:

“Cuando el flujo en el canal no sea con lineas de corriente paralelas serd necesario hacer correcciones
a la ecuacion de la energia con el fin de tomar en cuenta la componente normal de la aceleracidn
debida a la curvatura de las lineas de corriente y que tiene efecto sobre la distribucion de presiones
en cada seccion al incluir la fuerza centrifuga que aparece.
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En el caso de conductas a presion es comun considerar que la energia del flujo es constante para
cualquier punto dentro del campo. Ello equivale a aceptar que el flujo es irrotacional y que la
distribucion de velocidades en direccion normal a una linea de corriente sigue la ley: v = ¢/r, donde c
es una constante de proporcionalidad y r el radio de curvatura de la linea de corriente

En el caso de conducciones a superficie libre donde las lineas de corriente pueden tener curvatura
apreciable, es necesario corregir la carga de presion considerado por medio de la ec 4.34 (Vol 1).

Supodngase, por ejemplo, un flujo bidimensional donde la curvatura de las lineas de corriente produce
componentes de la aceleracion normales a la direccion del flujo. La distribucion de presiones sobre
la seccion normal se desvia de la hidrostdtica considerada. El flujo curvilineo puede ser céncavo o
convexo. En ambos casos la distribucion de presiones no lineal se representa por una linea curva en
lugar de la distribucion recta que ocurriria si el flujo fuera paralelo. En flujo concavo, las fuerzas
centrifugas son descendentes aumentando la accion de la gravedad de tal modo que la presion
resultante es mayor que la hidrostdtica resultante de un flujo paralelo.”

Hidraulica de Canales. Gilberto Sotelo Avila. UNAM, Facultad de Ingenieria, 2002, 836 p. 2002
Resumen

En el presente libro el autor amplia el tema de la curvatura en canales del cual se extrae un
fragmento del capitulo siguiente:

“1.5.2 Lineas de corriente de gran curvatura

El flujo sobre un canal de fondo curvo es diferente ya que la curvatura de las lineas de corriente es
de consideracion y produce un componente importante de la aceleracion normal a la direccidn del
flujo, es decir, la fuerza centrifuga modifica la distribucion de la presion obtenida para el flujo
rectilineo.

El fondo puede ser concavo o convexo. La fuerza centrifuga actua hacia el exterior de la curva en
ambos casos, pero en el concavo se manifiesta por una presion mayor y en el convexo por una presion
menor. La distribucion hidrostdtica de la carga de presion ycos® cambia en cualquier punto debido
a la desviacion Ap/gp, que se suma o resta segun que el flujo sea céncavo o convexo,
respectivamente. De este modo, la energia H en dicho punto se calcula como sigue

H +y' (9+Ap+v2 + (9+Ap+v2
=z ycosb+r—+—=z+ycosb +—+—
P g 29 g 29

donde se ha sustituido z, + ¥’ cos 0 =z + y cos @ por razones geométricas. Sin embargo, en el
punto A sobre la superficie libre Ap/gp =0, v =va, y por tanto
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vi

29 =H-—(z+ycos9)

Es decir, la carga de velocidad de las particulas en la superficie libre es la distancia vertical que separa
a la linea de energia de dicha superficie”

Hidraulica de canales abiertos. Ven Te Chow. Ed. McGRAW-HILL. 2004
Resumen
En este libro se expone la curvatura en canales abiertos donde se resalta la siguiente transcripcién:

“Distribucion de presidén en una seccidn de canal.

La presion en cualquier punto de la seccidn transversal del flujo en un canal con pendiente baja
puede medirse por medio de la altura de la columna de agua en un tubo piezométrico instalado en
el punto. Al no considerar las pequefias perturbaciones debidas a la turbulencia, etc., es claro que
el agua en esta columna debe subir desde el punto de medicién hasta la linea de gradiente hidraulico
o superficie del agua. Por consiguiente, la presidén en cualquier punto de la seccién es directamente
proporcional a la profundidad del flujo por debajo de la superficie libre e igual a la presion
hidrostatica correspondiente a esta profundidad. En otras palabras, la distribucion de presiones a lo
largo de la seccion transversal del canal es igual a la distribucidn hidrostatica de presiones; es decir,
la distribucidn es lineal y puede representarse mediante una linea recta. Esto se conoce como ley
hidrostatica de distribucion de presiones.

En efecto, la aplicacién de la ley hidrostatica a la distribucidn de presiones en la seccién transversal
de un canal es valida sélo si los filamentos de flujo no tienen componentes de aceleracion en el
plano de la seccién transversal. Este tipo de flujo se conoce tedricamente como flujo paralelo, es
decir, aquel cuyas lineas de corriente no tienen curvatura sustancial ni divergencia. En consecuencia,
no existen componentes de aceleracién apreciables normales a- la direccién del flujo, las cuales
perturbarian la distribucidn hidrostatica de presiones en la seccion transversal de un flujo paralelo.

En problemas reales el flujo uniforme es practicamente un flujo paralelo. El flujo gradualmente
variado también puede considerarse como flujo paralelo, debido a que el cambio en la profundidad
de flujo es tan suave que las lineas de corriente no tienen curvaturas apreciables ni divergencia; es
decir, la curvatura y las divergencias son tan pequefas que el efecto de las componentes de
aceleracién en el plano de la seccidn transversal es insignificante. Por consiguiente, para propdsitos
practicos, la ley hidrostatica de distribucidn de presiones es aplicable tanto al flujo gradualmente
variado como al flujo uniforme.

Si la curvatura de las lineas de corriente es sustancial, el flujo es conocido teéricamente como flujo
curvilineo. El efecto de la curvatura es el de producir unas componentes de aceleracion apreciables
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o fuerzas centrifugas perpendiculares a la direccién del flujo. Por consiguiente, la distribucidn de
presiones en la seccidn trasversal se diferencia de la hidrostatica si el flujo curvilineo ocurre en un
plano vertical. Este flujo curvilineo puede ser convexo o concavo.”

Dinamica los fluidos con aplicaciones en la ingenieria. Editorial Trillas James W. Daily Donald R. F.
Harleman. 1981.

Resumen

Se trata de un libro que se utilizd6 como consulta de los sistemas coordenados acelerados y
rotatorios. Las relaciones precedentes escritas para la aceleraciéon pertenecen a un sistema de
coordenadas fijo. Un sistema fijo es aquel cuyas coordenadas permanecen constantes con respecto
a un marco de referencia inercial. Hay muchos problemas que implican un sistema de referencia
movil, y los mas comunes corresponden a sistemas de coordenadas fijos; esto se debe a que en la
mayor parte de los casos es obviamente mas conveniente.

También se consultd respecto a las lineas de corriente. Una linea de corriente es una curva
imaginaria que conecta una serie de puntos en el espacio en un instante dado, de tal forma que
todas las particulas que estan sobre la curva en ese instante tienen velocidades cuyos vectores son
tangentes a la misma. De aqui, las lineas de corriente indican la direccién del movimiento de las
particulas que se encuentran a lo largo de ellas, en el instante dado.

Mecanica de los fluidos Victor L. Streeter. LIBROS McGRAW-HILL. 1972

Resumen.

Este libro se utilizd para estudiar los conceptos y ecuaciones fundamentales del flujo de fluidos
ampliado con la inclusién del volumen de control para la deduccién de ecuaciones de continuidad,
energia y cantidad de movimiento. Que son las ecuaciones gobernantes del fenémeno.

Mecdnica de fluidos en ingenieria. de las Heras Jiménez, Salvador. 2012

Resumen.

En este libro se explica a detalle las coordenadas naturales y su relacion con el triedro de Frenet en
la geometria diferencial. Esta publicacién es esencial pues con las férmulas de Frenet es cémo fue
posible la obtencidn de las coordenadas naturales en la presente tesis.

Introduccidn a la meteorologia. Sverre Petterssen. Universidad Autonoma de Baja California. 2001

Resumen.
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En este texto explica de una forma muy asimilable que son las coordenadas naturales y su relacion
fisica con el radio de curvatura, velocidad, aceleracion y vector normal que sirvieron de
antecedentes para entender este sistema de coordenadas utilizado en esta tesis.

Lectura No. 6 Flujo no permanente en cauces y canales. Ariosto Aguilar Chavez. 2016
Resumen

En esta lectura se explica clara y detalladamente la manera de solucionar las ecuaciones
unidimensionales de Saint-Venant en forma discreta mediante un esquema de Caja o de Preissmann
para régimen supercritico

Hidraulica de canales Principios bdasicos. Instituto Mexicano de Tecnologia del Agua. Nahun
Hamed Garcia Villanueva. 2016.

Esta publicacidn resulté medular para la elaboracidn de la presente tesis pues en ella se hicieron la
mayoria de las demostraciones matematicas en forma magistral desde la éptica integral y diferencial
de las ecuaciones de conservacion de una propiedad. Cabe mencionar que se hicieron ampliaciones
en las hipdtesis y adaptaciones para dejar mas claras y asimilables dichas comprobaciones.

10.5 Publicaciones en sitios web.

Curvature and Normal Vectors of a Curve. UC Davis ChemWiki. National Science Foundation.
University of California. https://math.libretexts.org

Resumen

El presente trabajo explica en forma muy simple la definicién de curvatura y vector normal a una
curva, elementos geométricos que se utilizardn como herramientas matematicas para la asimilacién
de esta tesis, cabe recordar que estos elementos se encuentran implicitos en las coordenadas
naturales y es de gran importancia su entendimiento. A continuacién se describe en forma breve los
aspectos mas importantes contenidos.

Para una curva definida paramétricamente se tiene la definicion de longitud de arco. Dado que las
funciones de valor vectorial son “curvas disfrazadas” definidas paramétricamente, recae en la
misma definicién. Se tiene el beneficio afiadido de la notacidn con funciones de valor vectorial en
que la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de las derivadas es sélo la magnitud del vector de
velocidad.
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Parametrizacién por longitud de arco. Recordando que, como las ecuaciones paramétricas, la
funcién de valor vectorial describe no sélo el camino de la particula, sino también cdémo se mueve
la particula. Entre todas las representaciones de una curva hay una "mas simple". Si la particula viaja
a la velocidad constante de una unidad por segundo, entonces sé dice que la curva estd
parametrizada por la longitud del arco. Se ha visto este concepto anteriormente en la definicién de
radian. En un circulo unitario, un radian es una unidad de longitud de arco alrededor del circulo.

Cuando se dice "mas simple", no quiere decir que las ecuaciones sean simples de encontrar, sino
que la dindmica de la particula es simple. Para ayuda en la parametrizacion por longitud de arco, se
definine la funcién de longitud de arco.

Conceptos: Curvatura y vector normal Considere un coche que conduce a lo largo de una carretera
curva. Cuanto mas ajustada sea la curva, mas dificil sera la conduccion. En matematicas se tiene un
numero, la curvatura, que describe esta "opresion". Si la curvatura es cero entonces la curva se
parece a una linea cerca de este punto. Mientras que, si la curvatura es un nimero grande, entonces
la curva tiene una curva aguda.

Mecanica de fluidos. Coordenadas de Lagrange S. Shmarev. www.mat.ucm.es/

Resumen

En este texto se ilustra cdmo funciona la matriz jacobiana, explique que es la transformacion
continua, el movimiento de un particula fluida desde el punto de vista lagrangiano, ecuaciones de
trayectoria instrumentos que se utilizaran para la obtencidn de las coordenadas naturales.

Parametrizaciones (de curvas y superficies) Maria del Carmen Calvo. Facultad De Ciencias
Fisicomatematicas E Ingenieria — UCA — Matematica Ill — 2006. www.dm.uba.ar/

Resumen

Este articulo es una resefia de cdmo hacer parametrizaciones de curvas, esencial para el proceso de
calculo que se realizard en esta tesis académica debido a que las coordenadas naturales se
trabajaran en tres dimensiones.

Grado de ingenieria aeroespacial. Curso 2011-12. Matematicas Il. Dpto. De matematica aplicada
Il Leccion 3. Curvas. 4. Curvas parametrizadas: ejemplos. Universidad de Sevilla.
www.matematicaaplicada2.es/

Resumen
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Agqui se ven algunos ejemplos de cdmo hacer parametrizaciones de curvas en tres dimensiones, muy
util para la parametrizacion de las trayectorias de las particulas empleadas para la presente tesis.

Geometria de curvas y superficies Francisco Urbano. 31 de mayo de 2010. www.ugr.es/

Resumen

En este documento se ofrecen las férmulas y nociones para la determinacién de: curvatura y torsion
de curvas en el espacio, triedro de Frenet y teorema fundamental de curvas en el espacio.
Necesarios a partir de una trayectoria parametrizada para determinar las componentes de las
coordenadas naturales que se utilizardn en la concepcién de esta tesis.

Apuntes de Mecanica. Ricardo Mufioz M. Apuntes para curso FI2001 - 2012/1 Afiliacién:
Departamento de Geofisica, Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas, Universidad de Chile.
2002. www.u-cursos.cl

Resumen

En este trabajo se estudian diversos conceptos fisicos y matematicos que fueron Uutiles para la
elaboracion de esta tesis, como: Sistemas de coordenadas y cinematica, cinematica de la particula,
velocidad angular, leyes de Newton y fuerzas, vectores y matrices, derivadas parciales y el operador
gradiente.

Curvatura y torsion de una curva de R3. Universidad de Extremadura. matematicas.unex.es/
Resumen

En esta seccidn se recuerdan algunas nociones basicas del espacio euclideo tridimensional, y algunas
propiedades sencillas de las “funciones vectoriales de variable real " que se utilizardn con frecuencia

en esta tesis en el tema de las coordenadas naturales.

Capitulo 2 Ecuaciones de conservacion. Instituto de Investigaciones en Materiales UNAM.
www.iim.unam.mx/zenit/fluidos1/apuntes/capitulo 2.pdf

Resumen

Esta informacion fue publicada con el fin de proporcionar un mejor entendimiento en los aspectos
tedricos de cinemadtica, derivada material, esfuerzo en un punto, conservaciéon de masa y su razén
de cambio, conservacion de momentum lineal y su derivacidon, mismos que se empleardn mas
adelante en esta tesis.
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Métodos Interpolacion con MatLab. Analisis Numérico Universidad Nacional de Misiones
www.aulavirtual-exactas.dyndns.org/.

Resumen

En este documento se procede a explicar los diferentes tipos de interpolaciones que puede realizar
el programa Matlab puesto que se tendra que recurrir a usa estas técnicas durante la programacion
del codigo que resuelva las ecuaciones presentes en esta tesis.

Componentes intrinsecas de la aceleracion: Componentes tangencial y normal. Alfonso Calera.
Departamento de Fisica Aplicada. ETSIA. Albacete. UCLM. https://previa.uclm.es/
Resumen

En este ensayo se hace un anadlisis del movimiento utilizando un sistema de referencia que
constituye la propia trayectoria. En este sistema de referencia la posicién viene establecida por la
distancia, s, a un origen C, medida sobre la propia curva. Mediante conceptos matematicos se
definen: velocidad, Aceleracion tangencial, Aceleraciéon normal o centripeta, El concepto de Radio
de Curvatura. Elementos presentes en esta tesis.

Identidades vectoriales. Productos vectoriales y escalares.
materias.df.uba.ar/f3Aa2012c2/files/2012/07/Coordenadas.pdf

Resumen.

Este es un documento que contiene un formulario y explicacidon grafica de: Producto escalar,
Identidades vectoriales, Transformacion de Coordenadas, Formulas de andlisis vectorial: longitud,
superficie y volumen, Gradiente, Divergencia y Rotacional. Herramientas que se usaron en la
elaboracion de esta tesis.

Graficas de Curvas y Superficies usando MATLAB Mariano Gonzidlez - Roy Sanchez.
https://www.scribd.com/document/60155617

Resumen.

Este documento trata de un tutorial para obtener los diferentes tipos de graficacién para visualizar
los resultados dentro del programa Matlab.

Problemas de curvas parametrizadas https://es.scribd.com/document/330281158/curvas-
soluciones-pdf

Resumen.
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Este documento es un solucionario de ejercicios donde se involucran elementos geométricos como
el radio de curvatura, la tangente o el vector normal a una curva dada. Esencial para la elaboracion
de las coordenadas naturales de esta tesis.

Una introduccion a la curvatura por Eduardo Garcia Rio, Universidad de Santiago de Compostela.
www.mat.ucm.es/

Resumen

Este ensayo resultd muy practico para el entendimiento de la curvatura, elemento central de esta
tesis, fue utilizado como marco de referencia para la formulacion de diversas hipdtesis para la
obtencién de la curvatura en el espacio R3.

Dinamica de una particula. Puig Adam P. Calculo Integral Aplicado a la Fisica y Técnica. Biblioteca
Matematica, 1972, pag. 286287 www.sc.ehu.es/sbweb/fisica _/dinamica/trabajo/

Resumen

El ensayo anterior sirvié para entender desde el punto de vista fisico que es el radio de curvaturay
su calculo mediante herramientas matematicas.

Plectoide guirnalda matematica http://apolonio.es/guirnalda/plectoide/

Resumen

Es este archivo se estudié la proyeccidn de la interseccion de una plectoide con un cono, con el
mismo eje, sobre un plano perpendicular al eje por el vértice del cono, este ejercicio sirvid de base
para calcular las coordenadas naturales en tres dimensiones.

Claxton Daniel. (2006) Frenet Recuperado de:
https://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/11169-frenet

Resumen

Se trata de un cédigo en Matlab que devuelve las componentes del triedro de Frenet, muy util para
el estudio de las coordenadas naturales. Dicho cddigo se modificard para incorporar el radio de
curvatura y la longitud de arco.
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10.6 Tesis académicas.

Propiedades de propagacion de esquemas numéricos para la simulacion de flujos a
Superficie libre. Ariosto Aguilar Chavez. 2002

Resumen.

En este trabajo se realizd un analisis de consistencia numeérica a la caja de Preissmann mediante una
expansién en serie de Taylor, mismo que sirvié de base para realizar una expansidon de segundo
orden al esquema propuesto en esta tesis.

Simulacién numérica de flujo intermitente para disefio de riego parcelario por gravedad. Nahun
Hamed Garcia Villanueva. 1994

Resumen

En esta obra se desarrolla de una manera excepcional el comportamiento de las coordenadas
naturales, que es uno de los elementos principales que se necesitan para el progreso de la presente
tesis. Este trabajo resulté fundamental pues en él se expone el desarrollo matematico de este
sistema coordenado y simplifica de una manera exponencial los resultados haciendo mas eficiente
el codigo de programacion.

Estudio hidraulico de estructuras de excedencia cénica. Javier Martinez Reyes. 2015
Resumen.
En este trabajo se realizd la deduccién de un perfil de flujo en funcién de la curvatura para un canal

rectangular, este modelo sirvid para desarrollar un modelo que contemple una seccién trapecial en
que se explicard detalladamente mas adelante.
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