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1.~ Rstablece si las sifuientes matrices son ¢adenas de

¥arkov o no, y por qué

% 2) [1/3 2/3] v) | 1/5  2/5 | 2/5

g /8 1/2 - /2 1/2 | 0

% ) [1/7 6/7] ) [ 6/71

§ 72V | 3/ A/
Solucién, - a) NO --el segundo renglén no suma 1,

b) NO --no es una matriz cuadraIa.

iades negativas.

'l ¢) NO --no se admiten probabilil
l d) SI --cumple con las caracteristicas.
l

2.- Determina los tipos de estados en la sigufente matriz,

0 1 2 3 N
olim 34 o o 0
111/2 1/2 0 0 0
2| 0 o 1 0 0
0 od 1/3 2/3 0
L - 1 0 0 0 O‘_
Solucidn., - {0,1} 1 estados recurrentes, forman un conjunto
cerrado. :
{2} : estado absorbente, es conjunto cerrado.

{3.4} 1 estados transitorios.
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3 «= Cada aho una persona cambia Su auto porﬂuno nuevo, Esco-
£e siempre entre marcas Ford, Chryslef Yy Rambler, sj
tiene Ford escoge Chrysler; si tiene Chrysler 1le da igual
comprar otro Chrysler, un Rambler o un Ford; y si tiene
Rambler 1o cambia por cualquiera de log otnos dos,

a) :Es este broceso una Cadena de Markov 2
b) Si es, encuentra 1la probabilidad de qﬁe tenea Ford en
1975, Chrysler en 1976 y Rambler en 1974, si se sabe

aue en 19?73 tiene un Ford,

L
3 ¢) Interpreta en palabras aéB) y aé ). f
= Solucioch, - a) r1 proceso cumple con las condiciones de Cade- \ {
i . | .
14 nas de Markov ; ‘ ;
E‘”' i) lLas probabilidades de trancisién son estacionarias pues
§' la probabilidad de escoger un Ford, un ChryslTr 0 un Ram-

bler dado que tiene una de esag marcas, no cambia de un

ano a otro.

ii) 1La propniedad Markoviana sge cumnle, el que escioja una mar-
ca determinada s31o depende del carro que tiene este ano
Y no de los que tuvo en ahos anteriores,

iii) se pueden definir las probabilidades iniciales como t

P(XO =F) =1, P(X0 =C) = 0, P(}{O = R) 35 0,

donde F=Ford, C=Chrysler. R=Rambler,

. MG 0 o
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b) Podemos representar el proceso por la sigu

La matriz de transicibn serd :

C

Lo

6.

iente erifica:

F R
rl o 1 0 |
% c|i/3 /3 1/3
N 12 12 o y
Multivlicando la matriz por si misma, obtenemos
o 1 o !fo 1t o] [1/
P2 = [1/31/31/3| [1/31/3 1/3] = | 5/1
1/21/2 0 | |1/21/2 0 1/6
: ' : Pl e PPN B ¥ -5 TR
bl s 18 fo 1 o
p3 = p%p = | 518 11,18 19| [1/3 1/3 1/3
| 1/6 2/3 1/6{ |1/2 1/2 0

Las probabilidades gue se piden estan en

estas matrices i

/3 1/3
8 11/18 1/9
2/3 1/6
5/18 11/29 1/9
=14/54 29/54 11 /54
1/36 17/36 2/9 |

los términos de
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P(Ford en 19?75 / Ford en 1973) = péi) =1/3

P(Chryslar en 1976 / Ford en 1973) = pég) =11/9

. P(Rambler en 1974 / Ford en 1973) = pFR =0

¢) La interpretacién es la siguiente ;

7

A e e




L,- Supén que una red de comunicaciones transgmite nimeros en
un sistema binario, es decir, 0 o 1, Al pasar por la red
existe una probabilidad q de que el nimero que se reci-
be en la siguiente estacién sea incorrecto. S5ea L, el na-
mero que entra al sistema: Xl el namero registradn des-
pués de la primera transmisisn; X2 ~l nﬁwéro roﬁistrador
después de la segunda trznsmision; ...
a)Di si este proceso es una cadena de Markov,
b)Si es, encientra la matriz de transicion de un paso,
¢ )¥ncuentra P(X2 = 1 /Xo = 1), es decir, 1s probabilidad

de que si entra un 1, se registre corraectamente después
de la sepunda transmisisn, .

.

'd)Encuentra las probabilidndes de estado estable,
Solucidh,- Los estmdos posibles de este sistema son {O,l} .
Par definicibén X, = Numero recistrado en la

transmisioén n.
Ademids tenemos las sicuientes probzbilidades
P(numero incorrecto) = q ,
P(nimero correcto) = p = l=q . {
El niimero de estacinnes en este cqso es irrelevan-
te, los mensajes en binario pueden transmitirse de
muchas maneras, el nimero de transmisiones puede
considerarse infinito.

[ d
asl, tenemos :




' 9. S
a) m broceso es una cadena de Markoy :
i) 1a probvabilidad qa eguivocarse ng ¢ mbia [con e] nimero
de transmisiones, por lo tanto 1as Probabilidsades dn e
transicisn son estacimnarias,
1i) el que e nimerns registrado en 15 transmisisn n sea
corrects o incorrecto depende sblo del nimero rezietra-
do en 1a transmisign n-1 , vor 1, tinto cuaple con 1la
; Propiedad markoviana,
' iii) se pueden estiblecer lasvprobabilidades inlciales, nor
:‘ ejemplo, Como - | 5
P(Xg = 1) = 15, P(Xy = 0) = 15, ;
g ' A
- b) La matriz de transicidn da un paso eg :
) 0 1
? 1la p
§~ c) Si el Primer niimerq transmitido fye X, =1, entonces
p(x2=1/xo-1)—p1(12) ,

tenemos ahora que nbtener 1a matriz de transicish en dos

pasosyo simplemente 2l término numarjcqg correspondiente a

la Probabilidag Que buscamog,
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— 2 2
(2) 2 [ p p aq| O} p+q 2pq
2, 2
q a P 1 | 2pa q *p

d) la matriz P es una matriz doblemente estocastica,

Pamn Y
N

S
N
N

por lo tanto T TS TR U

|
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AL R S PR
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5.- Sundn que el que llurva mafana depende de ﬁf

nes del clima en los dos Ultimos dias, es de

11,

s condicio-

cir, si 11lo-

vid ayer Yy hoy, mahana llueve cnon vprob=bilidad Pyi si

llovié ayer Pero no hoy, mahana llueve con |probabilidad

Py si no llovid ayer y hoy si, mifiana lluev

€ con proba-~

bilidad P,i ¥ si no 1llovig ayer ni llueve hoy, mahana

lluve con probabilidad p3.‘506ﬁo harias que
Sea una cadena de Markov ? Define los estadb

matriz de transiscidn con las nrobabilidadesg

pz' 1-p2' p3 * 00 v -~ -1
{
Solucidén.- Una condicidn de lasg cadenas de Markg
estado futuro sA’lo dependa del estadn nresente y

otro estado anterior, »n este Ciaso d»pendemos de

el presente Y el anterior; para definir un vroce

este proceso
S y da la

_1a l‘Dlv

V es gue el
no de algun
' dos estados

50 de Markov

podemos combinar las posibilidades de 1os dos dias Yy definir

los estados de la sircuiente manera i

Edos; Definicidn
0 : lluvia ayer, 1luvia hoy
1, lluvia ayer, no lluvia hoy
2 no lluvia ayerp, 1luvia hoy

31 no lluvia :ynpr, no 1luvia hoy

~ON

F PN
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As{, vnasaremos del estado 0 al estado 1 ui llovié ayer, llue-~
ve hoy y manana no llueve, del estado 2 al egtido O si no
1lovié ayer, hoy llueve y mafana también llueve, otc. Hn

- otras valabras, las combinaciones de eventos|posibles forma-
ran los estados (definidos de 1a misma forma) de la sieuien-

te transicioh.

La matriz queda como sirue
0 1 2 3
— 1- -~
0 p0 pO 0 0
1 0 0 1-
= Pl Py
2 1~ 0 0
P2 P,
oo 3 0 . P 1-v
L RS A 3 -




£ 2, Determina 1los tivons de estadang Y 51 hay conn

34- Se hizo una investigacion de mercado snbre t

PROBLEMAS pg 0P

l.- @stablece si las sisuientes matrices son ca

kov o no, Y por que, .

a) 14 1M 1 b)  1/5 uy5-
3 13 13 7 2/3 ¢

| 16 13

c) 14 3/ o a) /7. -6/7
1/3  2/3 | 3/ 1

!

dos en 1a siguiente matriz

T I T o0
/2 1/2 o 0 e
. = A VI VR
) | o o0 o 1 @ -

13,

UssTos ,

d~nas de Nar-

1/3
1/2

iuntos cerra-

-

i
v

reés marcas

de refrescos en pbolve X, Y, 2z. Cada vez que

compra refresco existe 13 Posibilidad de aue
P ;

un cliente

Compre la

LI
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misma marca o cambie a otra, Del estudio| se obtuvieron

las siguientes estimaciones expresadas er fracciones de-

cimales : ;
| : marca que compra
X Y yA
marca X -.7 o2 o1 )
que
compro Y o3 5 o2
;é; ' Z 5 N | A

En este momento se estima que 30 % de 1a‘gente compra 1la
marca X, 20 % la marca Y y 50 % la marca 2. ; Cudl
sera la distribuci6n de los clientes entre las marcas

dos periodos después ?

Una particuda se mueve sobre un circulo T través de los
punto 0, 1, 2, 3 y 4, La particula empieza en el punto O,
Cada paso se mueve un lugar a la derecha (sentido hora-
rio) con probabilidad de 2/3 y a la izquierda con proba-
bilidad de 1/3. | | |
a) Justifica el que este prnceso sea una cadena de Markov.

b) Fncuentra la matriz de transicidn. )
(2)
pX

c) Explica en palabras y da su v:lor numérico

'd) Obtén las probabilidades de estado estable.

R S RS P DTS SR LN S S o e
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l.- Los carros llegan a 13 ventanilla de un autnbanco de

acuerdo a un proceso Poisson con media de 5 por hora. E1

espacio que el banco proporciona delante dn la ventani-

lla incluyendo el earro que se atiende es suflclente pa-
ra 4 carros, Otros carros bpueden esperur fuera de este
espacio, E1l tiempn que 1a cajera tarda en ¢nspachqr

un cliente sigue una distribucisdn erxponencial ¢on media
de 10 minutos,

a) ; Cudl es 1a probabilidad de que a1 que llega tpngd

AN

& que esperar fuefa de este espacio ?

it
» v

b)d_Cual es la probabilidad de que un cliente pueda ir

oA re

directamente a la ventanilla cuando llega ? N
c) ; ¢ Cunto tiempo se espera que un cliente tenea que es- J

perar para llegar a 1la ventanilla ?

§ ’ d) ; Pondrias otra ventanilla ? ; Por qué ?

Solucidén,- Este problema se ajusta a lag caracteristicas de]

Modelo Basico, Los pardmetros tienen los sicuien-

tes valores : A .
Unidad de tiempo: hora
- A=5cl/he
1/4¢ = 10 min = At =6 cl/hr

i

s =1 |

a) P(esperar fuera) = P(haya 4 carros o mis)

1 - P(haya 0,1,2 o0 3 carros)

- (PO+P1+P2+P3) =1-.518 = ,482
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b) P(llegar directo a la ventanilla)

{ o5 P(no haya nadie) o
s L= PO = ,167 ) o

17,

[P N

¢c) El tiempo que un cliente tendra que esperar es "el tiem-

d)

ERe

po de espera esperado", es decir

Wy =..k/t9u.-?\) = 5/6(6-5) = 5/6 =.0.83

Se tendrian que analizar los costos, pero

4

*

hrs, ..

S GRCIF R ¥ €

en cuanto a

servicio es necesario poner otra ventanilla, pues casi

1a mitad del tiempo ( 48 % ) estda 1lleno eb espacio pro-

porcionado por el banco y el tiempo de espera ( casi

e i
una hora ) es excesivo,.
o . : €.
o B.[: b
o B )
Lopdvw 2 - '™ 8 L
' v
\"D :
R s )F ! =
| ! T TV L .

D
TL
[V [
Ny
e wa
1 =
.8
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2.~ Los carros en una carretera llezan a una caseta de cobro
automatica de manera aleatoria con una tasgd madia de 90
carros por hora, E1 tiempo para pasar la caseta sigue
una distribucign eXponencial con tasa medij de 38 segun-
dos, Los automovilistas se qQue jan de una larga espera y
las autoridades estin dispuestas a disminuit el tiempo
promedio de paso a 30 seegundos cambisndo el dispositivo
POr uno nuevo, pero sdlo se Justificarfia el‘cambio si en
el sistema actual el nimaro de carros esper#do excade g
5, y si ademas @l porcentaje de‘tiempo que 1a nuava case-
ta estarfa vac{a no es mayor al 10 %. ; Qué recomendarias

a las autoridades ?

Solucion,.,- R} sistema tiene las caracteristicas ?el Modelo /

Bdsico., Los pardmetros son los siguientes t

Unidad de tiempo : hora

A= 90 ¢/hr

L/ = 38 seg ::>> ‘/pL = 94,7 ¢/nr
14/L'= 30 seg :;> A< =120 c/hr
donde’%g'= tiempo promedio de bPaso con el dispositivo nuevo,

8 =1, en ambos casos.

7 . o L
El nlmerns esperado de carros en el sistema se definid como L,
El porcentaie de tiempo que 1a caseta estd vacia e definio

como Py (la frecuencia con qQue sucede aue no hay nadie),

PR JINY

-
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Asf,con A y s tenemos ... .

Con )~

Recomendacidn 1 NO CAMBIARLO bajo esa politics

L = >\/(/4 -A) =90/ 4,7 = 19,15 > 5

~yy

En este caso la caseta tiene un nimero esperado de

carros mayor que 5, por lo tanto se ju

Cambio. .- . - . - . = 0Y

o

y ««' tenemos
Pg =1 -9' =1 -90/120 = .25 > .10

an el nuevo dispositivo la caseta est

stifica el

I'd < b
aria vacia
|

el 25 % > 10 % del tiempo, por lo tanto no se jus-

tifica el cambio, : I

w < a .

1, ya que se
\

pide que se cumpan las dos condiciones a la vez y

una de ellas no se cumple, Se deberi hzcer otro

estudio o cambiar la politica para pod

decisidn.

ler tomar una

ne

[ T

U
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3.~ Consideremos de nuevo la carretera del problema anterior

pPero suvongamos esta vez que la lleerada promedio de ca -

rros ha aumentado a 600 carros por hora y
3 casetas automdticas de PAZO que permiten
Fros a un promedio de 15 segundos, Con la i
que proporcionan los‘ valores de PO, L, w,

ca como se como se comporta el sistema,

R

K

que ahora hay

el paso de ca-
nformacioén

L W expli-
q Y q P o

Solucion,= Fn este caso también tenemos las caracteristicas

del Modelo Basico, pero con los sign

metros
unidad de tiempo : minuto - >
’ e}
A= 10 ¢/min ’
= U4 c/min )
s =3 | T

. 4 . #*
Haciendo calculos con las férmulas aprovniadas

A0 As)S -1 -1
(_é;) + (_ZL) (1 - 1/5# ) lj

s!

3
[}
(@]

!

(to/m™ | (10/8)’

-1
-1
oY 3T (1 - 10/12) J

i

I
o

* E1 valor de PO puede obtenerse con una buena
de gréficas que eXisten. Podemos citar a Hil

ientes parai-

T

= 04hhol

avroximacidn
liper & Lieber-

man, "Operations Research", "ng, Edition,(pag.| 401). Esto

simplificaria losg cidlculos.

TaAam

>
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S 3
Pn( /) 0.4494(10/4)°(10/12) |
1, = —O = - = 3,511 carros
a7 Tsi(1-0)2 31 (1- 10/12)2
wq = Lq/)\ = 3,511/10 = 0.3511 min
W = wq + 1//§ = ».35;11 ’+ .25 = ‘.601.1 'ni.n_
L= Lq + )Z%-= 3.511 + 10/4 = 6,01124 carros

Como se puede observar de los valores anterjores el sistema

% (1as casetas de pago) estan vacias el 45 7 del tiempo, el

tiempo de espera hasta que pasan es apenas DOCO mas de medio

minuto, y hay en promedio un carro por caseta esperando pa-

iores a los in-

sar, Pareceria que el servicio es excesivo pero siendo una
caseta de pago tal vez los costos sean infe

gresos y en ese caso el sistema se clasificaria como uno de

muy buen servicio,

N g y &
- m by 4%"’"# 34t i
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4o- la sala de espera en el consultorio de un doctor tiene

4 lurares vara que los pacientes se sienten a esperar,

El doctor encuentra mds fdcil no trabajer For citas, asi
que los pacientes llegan aleatoriamente con una tisn me-
dia de uno cada 15 minutos., E1 tiempo que el doctor tar-
da en atender a log pacientes puede ajustarse a una dis-

i , trihucién eXvonencial con media de 12 minutlos. Los pa-

; cientes que a} llepar encuentran el consultorio lleno,

siempre deciden no esperar y pasar con otrog doctor de 1a

‘AR

clinica donde se encuentra el consultnrio,

a) ; Cudnto tiempo en promedio esperan 1ss preicnteg para v

ver al doctor ?

-axy

b) ; Cudl es 1la probabilid~d de que un paciente que llegn !

eéncuentre un lugar Para sentarse ?

c) ; Qué porcentaje de pacientes se vun con gtro doctor ?

Solucidén,- Este sistema se ajusta al mndelo de Linea de Espe-

ra Finita,

unidad de tiempo : hora

A= 4 p/nr |
# =5 p/hr | ! - | §
s =1 g |

-

M=g5

a) El tiempo promedio de #spara vara ver al doctor es el
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b)

c)

tiempo de esperra esperado en la conla,

Wy =qu/ = (L - (1-Py))/ = (1.869 f(l-.;
= 0,285 horas = 17,1 min

es la orobabilidad de que haya a lo mas 4

consultorio, incluyendo el que esta viendq

Po * Py *+ Py + P
4
| = .271 + .217 + 173 + (139 + .}

!

0 +PLL=

es decir, el 91 % del tiempo los paciented

lugar para esperar, = s.-0

el porcentaje corresponde a la probabilid:

5 pacﬁentes en total en el consultorio,

P5 = {089

es decir, solo el 8.9 % de los prcientes ¢

23,

271)) /4

pacientes en el

» el doctor.

11 = ,911

3y encuentran un

d de que haya

.

e pierden,
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5.~ Una estacidn de servicio tiene uni sola bomba de fa501i-

na, Los carrog llegan a cargar con una dis ribucidn Pojig-

Son con tasa media de uno cada 3 minutos. 4in embareo i

1a bompa Se esti usando, el cliente Ped preferir irsge a
otra gésolinera. "n particular, gj hay n cafrros en total
la nrobnbilidagd de que un cliente que llegal se vaya es de
n/% vara n = 1, 2, 3, 4, m1 tiempo de serviecio PoOr carro

tiene una distribucidh 2Xponencizl con niedia de 3 minutos.

a) Construye un dicgrama de tasas p'ra egte sistem:, -

b) Obtén 1a distribucidén de probabilidad de 'sstrde esta-

ble para el nimero de carros en la rasolihera,

¢) “ncuentra el tiempo de éspera esperado en el sistema i

Solucién,- Este sistema no se Ajusta a ningin modaln de los
desarrollados, Construiremos un modelo especffico
bara este problema,

unidad de tiempo : hora

1/w =3 min/c1 :§> A4¢ = 20 cl/hr

s

s =1 (

r'd 7 - .
l varia segun el numero de carrng en 1l fasolinena, los va-

lores que adquiere son 1og siyuientes,

Ay = A

0
11 = A ~i7l= 15 ¢cl/hr _

20 ¢l/hr
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/\2 =X —;‘5\ 10 el/hr B L oo ’
\3 = -P/\ 5 el/hr
lu =X= A = 0 cl/hr

a) ®1 diagrama de tasas queda como sigue

£

=
o
%«‘3
=

20 15 10 5 o0

T W w w
: @\-/ \// \-IR__//’ T
€ 20 20 20 20
3 P P o .
" y nunca habra mas de 4 carros incluyendn el que estdn
é atendiendo, pues la probabilidad de que yn cliente se va-
% ya si n=4b es 1, por lo tanto en este casqd todns se van.
-
¢ b) Para obtener la distribucion de probabilidad tendremos
S ,
% que dntermlnar los factores C
§ O\l L) c)n
on = = !
b Ch = , Q“)n o n 1,2,3,4, y C,|= 0 para n >4,

e

entonces, C; =1, C, = 3/4, C3 =3/8, Cy 2 15/16,

- €omo sabemos, las probabilid:.des de estaﬂo estable se de-

:
: terminan a vartir de P =C nPge Deterninando P,
: | @ -1 e -1 -
: Po=(1+22¢C ) =(1+27c,) = (65/16)
E | n=0 n=0
b
= 16/65 = ,246 ?
4




c)‘El tiempo de espera esperado péra los clienteF que se que-
dan esti definido como W, .Coms no podemos traba jar con
ningin modelo tendremos que calcularlo, sabamos que L
W= /QA'. A varfa as{ que tenemos nue obtener )\ |, ‘
¢
BN 00 4 o 8
Ao 2 nPp = 2 nPn =
. n=0 n=0 ﬂ

26,
ket o ks daod et
Py = CyPy = .231
entonces los valores de Pn obtenidos son 1a distribucidn

de probabilidad n

Ara el naimero de clientes en

el sistema,

= 20(.246)+15(.246)+1o(.185)+5(.092)+o(.23L)

= 10.92 c1/hr en promadio,

[ ¥}

PAr otrn lado, tenemos

(m
n

™ 4
2 nPy= 3 e, -

n=0 v ' ' 3

1]

O(.246)+1(,2&6)+2(.185)+3(.092)+4(.?31)

= 1.82 clientes on promeadio

entoces de nuestras relaciones basicas resulta

W=1L/)\ = 1.82/10,92 =,167 hp = 10 min en pramedio,

que es el tiempo que buscamos,
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6.- Supndn que se tienen M miquinas trabajandp, l's cuales su-
fren descomposturas de manera aleatoria con tas:a media A,
Hay s mecdnicos que dan servicio a cada mAquina descom-
puesta,. ©1 tiempo que necesita un mecinico pira la repa-
racién tiene distribucién exponencial coP vardmetro s,
Supon que el costo de czda mecrinico es de 3¢ por hora
=~ ¥y que la utilidad bruta de una midquina operando es de 3p
por hora, ¢ Cdmo determinarfas el nGmero de mecinicos oue

: ok

minimiza el costo total (o maximiza la utilidad) 2

Solucidn.- El modelo que se ajusta en este caso es el de
Fuente Limitada, de muanera que de hacer calculos

los hariamos con las férmulas de dste modelo,

El costo por mecdnico es de $c por hora, entances el costo

por proporcionar el servicio sera $c«s. (A s servicio ma-

yor costo). : oL

l

Si la utilidad de una maquina operando es $p por hora, el

costo del tiempo que tarda una méquina descompuesta en poder
volver a producir (descompuests esperandon repfracidn y en re-
varacién) serd justamente $p por hora (es decir, nos cuesta
1o que ne produce). Entoncas el cnsto esperads de las maqui-
nas descompuestas sera 3pxL. (a mAs servicio menor L y vor

lo tanto menor cnstn).
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Como se observa, existe un“trueque”entre el costn de servi-
cio y el costo de méquinag descompuestas, Si aymentamos el
nimero de mecainicos tendremos menor chsto DOTY AsDera pero

mayor costo por servicio, De cualquier manera el costo total

es la sumaide estos dos constos., Es evidente que si calcula-
mos este costo total para s=1, g=2, 8=3, ... €l vilor de s
que resulte en el menor valor de este costo total sera el

i I . . L .
numero de mecanicos que necesitamos para obtenar un minimo,

R L

£y

Nota: Obviamente solo tendremos que calcular el"costn tntal

esperado”para un namero finito de diferentes valores

de s ya que bprimero ird disminuyendo a1 calsto y des-
bues se incrementard, o simplemente aumenthrs tndn el

U tiempo Y s=1 es el valor que buscamos, o disrminuirg
todo ﬁl tiempo y 8=N es 1o meior ya que s M seria ab-

surdo,

‘ . |

‘r

&

Y
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7.~ Se tiene que decidir entre dos mecédnicos'para atender 10
maquinas en una fdabrica., Al primero (A) se le pagaria
3,00 la hora y puede reparar un promedio de 5 méquinas

por hora. El segundo (B) cobra $5.00 la hora p=rn puede

reparar las maquinas con una tasa media Ie 8 por hora,
Suboniendo aque las maquinas se descomponen de scuerdo a
una distribucién Poisson con media de 15‘min cada una,

que una maquina descompuesta cuesta %8,00 1l hora y aue

i T A TR
+

el tiempo de servicio esta distribuido eTponencialmente.

. cual mecdnico debe contratarse para minimizar el cos-

to total esperado ?

. (Para simplificar calculos supon que P;,7.007 y Ppu=.3)

i

Soluciénr-\?l modelo que podemos usar es el de Fuente Limita-
. |
kS ‘ da con los siguientes parametros :

unidad de tiempo 1 hora

A= 4 m/hr Cy = $3.00 por hr
l //“ = 5 m/hr ' ' CB = $5,00 por hr
Uy = 8 m/hr ' Cy = $8.00 pnr hr

s =1, eT ambos casos

‘Suvoniendo que las probabilidades de n=0 miquinas en el sis-

tema (deTcompuestas) estan dadas por esas cantidades en cada

' caso (de hecho estas probabilidades son mucha mas pequenas),

el costo total esperado serda ifual al costo por servidor mul-
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tiplicado por el nidmern de servidores (ean estns| ¢ snsg uno)

mas el costo de tener una méquina descompuesta por hora mul-

tiplicado por el nimern esperado de miouinas descompuestas,

Del modelo sabemos que

i L=pMm- )/\+“(1-PO)+(1-PO)
entonees '
- LA. =10 - 2.25(1-0007) + (1'.00?) .
, =10 - 2.23 +,993 = 8,75 miquings en promedio L
H
r ’ )
| LB = 10 - 3(1"-3),+ (1-03) X
J ”ﬁ* =10 - 2,1 + ,7 = 8.6 maquinas en promedio :
asi { | | A
E(CT), =y + CyL, = 3 + 8(8.76) = 73.08 $/hr
E(CT)B = Cg + Cylg = 5 + 8(8.6) = 73.80 $/hr

El costo menor resulta al contratar al mecanico A,

Nota : En realidad la diferencia es tan bequena debidn a 1a

gran aproximacion que se tomo en los vi-lores de Pq.
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PROBLEMAS PROPUESTOS .

l.- Una copiadora es usada y operada por gentes de la ofici-

na en que se encuentra., Los trabajns a|copiar varian en

tamano (numero de copias del onriginal

nirrers de origi-,

nales), nero el tiempo de copniado esté‘distribuidn axXpo-
|

nencialmente con media de 10 trabaios

or hora, General-

mente las necesidades de uso son aleatorias a través de

las 8 horas de trabajo al dia, y llegaL con una tasa me-

dia de uno cada 12minutos. Varias gentes han notado que

se forma a veces una cola y han decidido estudiar el com-

portamiento del sistema., Encuentra :

a) la utilizacidn dr~l1 equipo

car copias tiene que esperar

b) el porcentaje de veces que una persoéona que llega a sa-

c) el tiempo de espera esneradn para obtener las copiss

d) la probabilidad de que el gue quiere
1 : _
sacar inmediatamente,

copias las pueda

Considera un sistema de lineas de espera al que los clien

tes llersan de acuerdn a una distribucidn Poisson con me-

dia de 10 clientes por hora y el tiempg

de servicio si-

gue una distribucién exponencial con media de .1467 hr




3¢~ Fs necesario determinar cuants esvscin de

32,

Cuantos servidores se dpben_broporcinnarisi Se quiere

a) que el nilmerg esperado d- Clientes en el sistema sea
menor que 3 2., . &

b) que el tiempo de e€spera esperado en e] Sistema no exce

da’awzo minutos 2

dlmacén p-ra

~
M

materiales en broceso debe asignarge a "n centrn de tra-

- bainr en una nueva fibrics, Se sabe que set[ndrén llega-

N, -

das Poisson con media )\ Yy que el tiempo rara realizar
°l trabajo tiene una distribucidn eXxponenciil con pard-
metro léu.. |

a) si cada'trabajo reaguiere un metrn cuadradns de espacio

en el suelo del almacén,é’cuéntn @sp-cio debe propor-

Cionarse para que los tr=baios qun #spberan puedan aco-

modarse dentro POr lo menns el Q¢ 4 del tiampo 2

b) Si cada trabajo requiore dos metrasg cuadrﬂdos en el
suelo en el almacén,é cuél serd 1« probebilidad de
que haya 1 o 2 trabaios esperands afuer: si eontamos

con M metrng cuzdradng 2

“n la universidad 8@ cuentu con uyn Servicio de asesorisa
bara alumnos de log cursos de combutacion en Tl centrn de
calculo, lLa limitacidn eg que el s:1dn de ase oria permi-

L.
te Unicamente que haya hasta 4 alumnos #sperando, losg

[WX P
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alumnos que al llegar encuentren lleno déberén buscar al

By

profesor de la materia para sus cnnsultas. Los estudisn-

taes llegan al saldén d~ asesoria =leatoriamente con una
tasa promedio de 4 por hora., El tiempo que tardan con el
asesor sirfue una exponencial con tasa media de 10 min,

La enntidad de alumnos inscritos en cursos de computa-

-cién es. lo suficientemente erunde comn para pnder consi-

%. derar una fuente de entrada infinita.
E a)é QuA probabilidad tiesne un alumno de poder ecsperar al
4 ‘ asesor cuand»y va a pedir ayuda ?
é o b); Qué tiempo esperan en promedio para Woder correcir
¥ sus errores y Volver a correr su programa ? 7
N
% c) « Bn promedio, cuéntos slumnos ve el »saesor que lo estén
§: [4
g' - Fsperando ? T P O UL g
5.,- Se tiene una peluqueria a 1la que los cligéntes lleran de

manera aleatoria con tasa medin de 8 Dor‘hora. El corte
§ ° de pelo toma un oromedio de 20 minutos y vpodemos supo-
_ner que este tiemvo sifue una distribucidn exponencial.
Se cuenta con dos bnluquqros y snlo 3 sillas parn espe-
rar, Cuando ambos peluqueros estan ocupadns pero no hay
clientes esperando un cuartn de 1ns clinﬁtns aue llegan
no entra por nn auerer esnerar, similarmente, cuando hay

un c¢liente esperando un tercio de las llegadas se van,
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cuando hay dos persnnas esperando la mitad de los clien-

tes se pierden Yy 81 estdn las treg sillas de espera ocy-

padas todos los que llegan se van,
a) Da el dingrama de tasas que representa este sistema,
'b) Da 1=z distribuci5n del nimero de clientes en el sis-
tema, . P
c) . Qu#é porcentaje de tiempo sucede que hiy mds de una

persona esperando que se desocupe un peluquero ?

R VY

d) éCuénto tiempo se €Spera que la gente tenra que espe-

rar desde que llera hasta que sale peluqueado ?

/

% o 6,-®) ferente de mantenimiento de una fabrica debe decidir

cuantos mecanicos contratar para dar servicio a 9 maqui-

nas minimizando los costos tontales. Las macyinas se des-

componen con un tiempo medio entre descompog
horas y estos tiempos siguen una distribucio

El tiempo de reparacion tiende a seguir la m

turas de 6
n exponencial,

isma distri-

bucion y tiene una media de 8 horas, Cuando una maquina

esta descompuesta e] tiempo verdido tiene un | valor de

$200 1a hora, Cada mecanico cobra $320 al di

mos 8 horas de trabajo al dia),.

canicos que el £erente debe contratar ?

|

(supondre-

Cual es el numero de me-

At 1
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7.~ %1 dueno de un autol-vado compuesto de manquinas que ope-
ran a base de mon=das esti pensando ahadir una aspirado-
ra también accionada vor monedas de %5, para aspirar el

. interior de de los carros., El tiempo de gervicio de 1la

aspniradora es constante, es decir, cada moneds de 55 ha-
% - ra que la aspiradora funcione por espucid de 5 minutos,
Las llegadas de los clientes tienen una distribucién

E Poisson con media de 10 pnar hora. Antes de temar una de-

s

cisién, e! dueno desea tener idea de comg se comportara

Rl Sistema.é Que puedes decirle 1 dueno |?

8.- Considera un sistema de colas con un solo servidor, Se

A

ha observado que este servidar parece trabaiar mis rapi-

do coanforme aumenta el nimero de clientes Y que el pa-

trdn de aumento parece ajustarse al modelp de tasas de-

b

o
.

pendientes del estado del sistema, AUn mak, se estima
aue el tiempo de servicio esperado es de minutos cuan-
do hay una sola persona mientras gque es de dos minutos
cuando hay 5, Determina el coeficiemte de presion c para
este modelo, Obtén los factores C,, ¥ los valores de Po

y Ll S S s oy R o

9.~ Considera un sitema con lleradas Poirson, [tiemons de ser
£ vicio Brlang y un servidor, Si k=2, >\=3 y léu-= .25 hr,

obtén toda la informacidn disponible, Que pesaria si se

¥
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tuviera una cola finita donde el maximo nﬁwero de clien-

tés que se permiten esg 2 ? Obtén la informdcidn que pue-

das y compara los resultados con los corregpondientes

para la distribucién eXvonencial para log tiempos de ser

vicio,

an

Nota: Los ultimos tres problemas no tienen un equﬁvalente en
los problem:is resueltas, ®1 alumno debe snlo sustituir

valores en 1los modelos, naertinentes y obtener resulta-

dos numericos, es por esto que no se incluyeron proble

mas del tipo en los aue tienen solucion,
!

e
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i

1.~ Supongemos que en la siguiente red los nGmeros sobre lons

arcos indican el tiempo tij que se necesita para ir del
lugar i al Jlurar i« Encuentra la ruta Optima que minimiza

el tiempo toltsl para ir del lugar 1 al lugar 7.

1

Solucién,- Planteamiento s ;! *

Etapas: jornadas de viaje, n =1,2,3,

nt

@ Bstados: determinados por el lugar : L

S, = lupar en que estzmos al iniciar la etapa n

Decision: X, = destino inmediato |

Dindmica: el estado injcial de la etapa n+l seri pl lugar al
que decidimos irnos (destino inmediato)'en la eta-
pa n, as{ | |
Sn+1 T Xn

Contribucidn: tij = tiempo de traslado de i a j

Obietivor minimizar el tiempo total,

Rel, Rec.: fn(sn,xn) = tiempo acumulsdo de 1a etapa n en ade-~

lante, =i estamos en ef) Iyoar 8 de-

nl
cildimos ir g Xn+ Y seguimos| uns polf-

tica dntima,.




AR

B et e

entonces,
es decir,

con

fn(an.xn) = 1

Mecanismo numérico

para n = 3

para n

]
M .

1
(1Y

para n

»*
+ fn+1 ( sr|+l )

39.

81 Xn
£(s ) = mi | £ 310 )}
8 =min (%t + X
n' n Xy, { S Xn n+l'"n
* »* ,
fh(sh) = fh(7) = 0,ya que despuég de la etupa 3
' no se emplea mids tiempo, ya
llecamos al destino final,
+* *
83 f3(..)3) x3
L 6 i
5 5 7
6 3 7
fz(sg'xg)
X2 » *
s, L 5 6 f?(sz) X,
2 8 - 8 8 L,6
3 - 11 - {10 10 6
fl(sl,xl)
J.tl 5 #* *
51 ' 3 £,(1) X4
1 12 13 12 2

La ruta por la que el tiempo de recorrido es minimo es:

#*
* b Xy =7 .
x; = 2, X, = . con tiempo
1 2 *
6, x,=.7 o
| 2
es declr, las rutas Sptimas son:
l R Sy N
——mepm 2 mmmep 6 e 7

l;

minimo = 12
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2.~ La encargada de las eleccionnesg municipales de cierta cn-
munidad est4 haciendo planes para or:anlzar as proximas v

elecciones para pregidente municipal, Ella p ede disponer

de los servicios de 6 voluntarios pera trabd ar en 4 casj
llas electorales Y quiere asignarlos de manera que ce ma-
Ximice 1la efectividad, Supone que es ineficiente as signar
& un mismo voluntario a més de una casilla, pero si esta

dispuesta a dejar una o m4s casillas sin gentle si esto se

2 O

considera 1o mejor, La siguiente tabla muestrF las medi-
das de efectividad eén cuanto al aumento en la| popularidad '

del partido, para lasg dlferentes asienaciones en nimero

de ‘Voluntarios, ,
. . Casillas _
- #de vol,| 1 2 3 L

Pk

4
B
% Determina cuantns de l1os 4 voluntarios deben ag

L

agignarse gz

cada una de las 4 casillas electorales,

Solucidn, - Planteamiento 3

Etapas: las cuatro casillas, n = 1,2,3,4,

Estados; determinados Dor el niirero de voluntarios
Sy = numero de voluntarios disponibles a3} Iniciar 1a

etapa n (a) asienar » la cagilla n ),




.

[ | : ‘ 7 : : - L"l.

Decisién: X, = nfimero de volunterions asignadog a la casilla n
Dindmica: los voluntarios disponibles en la etapa n+l serén
los que se tienen en 1la etana n menos los que se
. v r'd
asignaron a esa casilla, asi

VO~

Contribdbucidn gn(xn) = efectividad obtenida de asignar x,
luntarios a la casilla n.
Objetivo:r maximizar la efectividad total.

Rel. Rec.: fn(sn,xn) = efectividad acumulsda de la etapa n en

L adelante, si disponemos de Sh volunta-
5

£ S S rios, decidimos asignarlxn voluntarios
2 ‘

¥ a la casilla n y secuimos una politica
b :

E éptima,

; I i »*

§ -as{, flsx)) =g (x )+ £ (s,1)

§, es decir, f*(s ) = méx g (x )+ f * (s, ~-x )}

& | n''n X, {nn n+l’' nn

con f;(SS) = 0 ya que no se obtiene gansncia en efecti

Mecanismo numérico

vidad de una quinta casilla que no existe

* »*
para n =_4 8y, fh(sh) Xy,
0 0 0
1 28 1
2 L7 2
3 65 3
L 2l L i )
. 5 80 5
6 85 A

w

&
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decisién son 1

£y mmp;,/ S g 1
AR 1 s LR S :

XX M
Wk %

<
W ok W ox

-—

i

I

"3'

3,
0,

2,

%
X),
+*
Xy
+*
xu
#
Xy

de las tablas vemos que log valores Sptimonsg de

] l
I 3 S
3 4 5 6! f3(53)!x3
F !
- - - -1 0 o
- - - - 28 - | 0
- - - - hp 0
61 - - L €7 | 2
89 . 78 . .89 |3
108 106 gq I 108 1 3
126 125 118 g 126 [3
", +* ! ¥*
3 L 5 6” fz(s?)}! X2
Z Z - -] 0 [ 0
- - - . 28 | 0
- - o~ . 5 1
57 - - - 73 2
: 85 65 - - 92 | n,1
& 104 3 70 - 114 11
i 12h 112 98 95 134 | 2
£ Dparan = 1 fl(sl,xl) ]
¢ X
| :}\j 0o 1 2 3 4 s 37 f;(é); x;
£ ’ 6 | 134 134 134 133 128 113 90] 134 0,1,

la variahles de

- LY -~ v

ma
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3.- Una compunia editorial desea poner 6 "stan
cién en 4 cines importantes de la localida
de eficiencia en este caso estd dada por e

gentes que debido al stand se interesen en

43,

ds" de promo-
d. La medida
1 nimero de

las publica-

ciones de la compania., Esta medida se da er la siguien-

te tabla para el nimero X, de stands que se mandan al

cine n, Se debera asignar al menos un stand sz cada cine.

Stands
1 2 3 L 5 6

1 |50 60 70 75 77 Qo

Cines 2 |hs 50 55 60 65 70
2 52_ 55 65 .70 72 77

]8 50 80 82 90 90

o

Si el objetivo es maximizar el nimero total de gentes

interesadas, ;cuintos stands deben manderse & cada cine?

J

Solucion,- Planteamiento 1
Etapas: los cines, n = 1,2,3,4

Estados: determinados por el nimern de stands

I

8,, = nimero de stands disponibles al iniciar la

n

| asigFnacién del cine n.

Decision: x_ = nimero de stands asisnados al cine n

n

[EVE N SR

Dinamica: los stands disponibles para el cine n+l seran los

'd . .
que teniamos para el cine n menos log que asigna-

Tos a ese cine, asi o

Sn+1 = sn = xn

§

Contribucién: pn(xn) = gananciz obtenids en namern de gen-

tes, al asignar X, stands al cine n.

Objetivor maximizar el nGmero total de gentes interesadss.




' *
entonces, fn(sn,xn) = p,(x) + 1 (8p41)

Rel. Rec.; fnfsn,xn) = nUmero acumulado de gentes del cine
n al ﬁltimo. 8i tenemos sk stands al
asignar al cine n, decidimos asignar

,§ - la x_ stgg@s y seguimos:una politica

Sptima,

. * _ % -
es decir, fn(sn) = mﬁi pn(xn) + fn+1(“n'xn)

%
con f5(85) = 0 pues no tenemns un quinto cine en el

. cual hacer promocién,
[3

Mecanismo numérico;

para n = 4 8), fZ(Sb) ,xz
‘ 1 | 80 1
1 2 80 1,2
3 80 1,2,3

la restriccién de al Mmenos un stend a cada cine no nos per-

mite llegar con nés de 3 stands al dltimo cine qQue analizamos,

para n = 3 fo(s,,x,)
, x,| 223 | . |
83 1 2 3 l fB(SB) 1x3
2 (132 55 -1 132 |y
3 132 125 65 135 2
132 135 145 L4s 3

nuevamente la restricidn Nos exige al menos dos stands (para
poder asignar uno en n=4) Y no podemos diponer de més de L,

Pues ya asignamos 2 antes,

- ‘onrar

[ XN

i




e

Wﬂp“‘ d

L

en este punto, estd claro por qué los estados iniciales po- 1

2 fz(SZ'xz)
Xs * *
, S 1 2 3 ﬁz(sz) X,
3 177 - - 177 1
L 175 182 - 182 2
s | 182 185 187 187 |3

sibles son los que marca la columna de s,.

para n =

1 iy £, (8y4%))
1 % *
89 1. 2 3 fl(sl) |x1
6 237 242 247 247 13

la solucidén éptima, es decir la asignaclion de stands que se

debe hacer para lograr el objetivo es:

*
x1".'3v

x; =1, x

x3 =1, XZ =

o sea que deberemos asignar 3 stands al cine'l, 1 al cine 2,

1 al 3y1lall para obtener un méximo de 2

resadas en las publicaciones.

47 gentes inte-

wd

E ]

soo@droidad s JA e s e, W




ferentes de artlculos. C

Y un valor vy (i=1,2,3,,.

No exceda el peso maximo

del problema,

olucidén, - Plantemiento

S
Etapas: los diferenteg articulos, n=1,2,3,..,,N

Estados; determinados por el

Lé,

4,4 Considera e} problema de cargar un navis can N tipos di

ada articulo i tiene un pesn w,

«+sN)., El1 pesn max1ro de la car

g8 es W, Se quiere determinar 1a carga més Ialiosa que

del navio. Da el p anteaniento

peso

sn = Peso disponible toduvia en el navip a1l iniciar

i | la etapa n (a1l

cargar,

Definiciones necesariag;

B g

£
»
L}

nn

£

N'n

én una etapa mengs

tipo de esa etapa,

®n+1 T Sy = woxo
Contribucidn; VnX, tal como

Objetivo: maximizar el valor

Peso de 1ns articulos del tipo n.

VhX, = valor de los articulos del tipo n,

analizar el artlculg n).

Decisién; Xy = nlmero de articulos del tipo n qué decidimos

Dinamicar como lo que nos restringe es el PeSo y eso es 1o

que determina el estado inicial, el cambio que su

fre el estadn del sistema serda el peso disponible

lo que pesan 1los articulos del

g
asi

se definig,

total de 1a carga,

™ N\ s

-ma




W, 3

! |

Rel.Rec,

entonces,

por lo tanto,

con

fn(sn.xn) =

fn(sn,xn)

f:(sn)

»*
fy41 =0

valor acumulado de

ticulo n al dltimo,
nemos de s, unidade
navio, decidimos ca
del tipo n y seguim

optima,

*
vnxn + fn+1 ( Sn+1 )

max ! vx +°f * (s
fn L nn n+l

ya que como no exi
del tipo N+1, no po

la carga y obtener

U S I VIS S W T & LIRS S

47,

la carga del ar
dado que dispo=-
F de peso en el
rgar X, articulos

os una politica

N
n - nxn) {

ste un articulo
demos ponerlo en

nlgun valor de el,
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5.~ Para producir un cierto articulo es necesario procesarlo -
en dos miquinag diferentes. El funcionamientj de las dos

ibilidad de

estid sujeto a una probabilidad. Existe 1a po
comprar algunas méqﬁinas de repuesto para que trabajen
mientras se reparan las descompuestas pero el presupues-
to esta limitado a $10 (en miles). La siguiente tabla da
la probabilidad de funcionamiento para cada tipo de m4-

quina si se tienen 1,2 6 3 de cada una y el costo de com

prar la segunda Y la tercera (es decir, 1 6 2 |de repues- %
X; =# | Tipo de Maquina
de ma- |7 ’ : i
guinas 1 2 ‘
tipo i Cl(xl” P1(xy) Cg(xz)lpz(xz) i '
1 0 .60 0 ] .30
2 ~ 3 .70 5. .60
3 5 .90 4 .80

Se quiere determinar el nimero de midquinas de cada tipo
que deben comprarse para maximizar 1a probabilidad de

producir el .artfculo,

[

Solucidn, - Planteamiento ,
Etapas: los tipos de miquinas, n = 1,2,

Estados; deterﬂinados por el presupuesto

8, T Presupuesto disponible @1 iniciar 1a etapa n
Decisién; X, = nimero de midquinas del tipo n que decidimos

comprar, Tt -




ug.

I

Dinémicar como el presupuesto determina los 7stados del sis-

tema, el cambio que sufre el estado inicial de una
’ etapa a otra se puede describir en términos del di
netro gastado, entonces

Sh+1 = Sp - Cn(xn)

donde Cn(xn) es el costo de compra de X méquinas

del tipo n.

Contribucidni Pn(xn) = la probabilidad de funcionamiento.

.,‘/,;Qf)_,.j;:;,i" " ,"-"“i: ’,‘»».:, AR " A

La contribucién en este ceso es en forma de produc

to de probabilidades, puesto que se quiere que las

méquinas funcionen al mismo tiempo (eventos simul-

€ ! ’
3 téneos).

Objetivor maximizar el producto de las proba?ilidades, o lo

que es lo mismo, la probabilidad de producir el ar
ticulo. | |
- Rel,Rec.: fn(sn'xn) = probabilidad de que!funcionen las
ﬁ mdquinas n,n+l,,..a la @ltima, dado
que tenemos s Dpesos, decidimos com
prar X, maquinas do} tipo n y segui
mos una politica Sptima.
_ . L Hism
entonces, fn(sn,xn) = Pn(xn) fn+1(un+1)
o sea *(s.) = max S p (x.) + £ 1. (s C..( ))1
Se8e n'®n X, L n'*n n+t1'8n = “niXn’/y
i
3¢ s e :
con fj(sj) = 1 pues la maguina 3 que no existe segu-
ro funciona,
Y x

7 radat. cw L
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Mecanismo numérico ;

para n=2 S5 f;(sz) X, I ST

. , |
0<s, <S4 «50 1

4<s, <6 .60 2
758,510 .80 | 3

3

Nétese que para poder producir el art{e¢ulo debemos
tener al menos una maquina de cada tip? prro esto

~ 8@ asegura puesto que no cuesta 1la primera mdquina,
as{ pndemos hablar de comprar una mﬁdnina aunque de

hecho ya 1a tengamos,

. BEL

fl(sl,xl) !
-' 8¢ , 1 2 . 3 ! f;(lo) b'e
|

para n=1

= %

10 ) 48 « 56 « 54 ! .56 2
B : - ,

La solucién Sptima es comprar dos miquinas del tipo 1, nos
quedan $7 (miles) para la segunda etapa, el segundo rengloén
de la tabla para n=2 nos dice que debemosg compran 3 miquinas

del tipo 2 con un costo de $7, dicho de otra manera

* A
Xy =2, X, =3

esto nos da una probabilidad méxima de funcionamiento de ,56

que es lo mas alto que podemos obtener con $10 ,

g P
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6.~ Supdn que juegas tirando un dado legal, [Cada tirada pue-

des apostar dos fichas, todo lo que tienes o no apostar,

Si obtienes 4,5 o 6 en el dado, ganas la apuesta; si ob-
tienes 3, ni ganas ni pierdes (te regrelan tu apuesta);

si‘sale 1 6 2, pierdes, comenzando con ﬁres fichas,écuél
es la politica Jdptima de apuesta que maximiza la probabi

lidad de tener 6 o mas fichas después d4 2 jugadas?

Solucién.- Planteamiento 1 =~
“tapas: las jugadas, n = 1,2,
Estados: determinados por el nimero de fichas.
8,, = ndmero de fichas disponibles para apostar en
! | la jugada n.
Decisiéﬁ: X, = nimero de fichas apostadas en la jugada n.
Contribucién: en este caso la contribucisn no queda explici-
ta, simplemente ocurre la jugada ntl teniendon
un cierto nlmero de fighas con una cierta pro-
| babilidad (de ganar, perder o quedar a mano)

DinAmicar el cambio que sufre el sistema estd dado por el

cambio en el nimero de fichas, asi

J s, t Xp (con probabilidad 1/2, de ganar)

s

n+1 sy (con probabilidad 1/6w de quedar igual)
Z 8 = Xy (con probabilidad 1/3,de perder)

Objetivo: maximizar la probabilidad de tener 6 o mis fichas




L
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después de 2 jugadas, N&tese que el el plantea -

miento cambia si se quiere max1m1zar el numero de

fichas o la probabllldad de ganar,

Rel. Rec.: fn(sn,xn) = probabilidad acumulada de tener 6

! 0 mAs fichas de 1la Jugada n en nde

lante dado que tanemos 8, |fichas,

r'd .
ca optima,

|

aoostamos Xn Y seguimos una politi

entonces, '
Tnlsnix,) =(1/2)¢_ 1<s,,+xn>+<1/6>fnjfl<sn)+(1/3)rn:1<sn-xn)
donde f:(sn) = miz { fn(snoxn) } ;

y f;(SB)
1, si 95 6 (gzanaste)

Mecanismo numérico '

para n = 2 y fz(sz'XQ)
N SR B e £3(s,)
0 0 - T 0 ]
1 0 0 - - - - - 0
3 |0 - 0 12 - - 1/2
R N V7 S A
BT I Sy B 2/3 1

JO. si S5 6 (perdiste 1la apuasta)

N Xk

|

™
(& RV, RN I

G L.

) ST W
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para n =1 £1(3,%,)

S| 0 2 3 £1(3) | x

~ ¥

3 |1/2 /3 /12 | 7/12 | 3

La pol%tica fptima serd apostar las 3 fichag en la primera
ﬁugada; existen tres resultados posibles:
gunar, en cuyo caso tenemos 6 fichas para la segunda
jurada y la tahla dice que ya n»> apostamos, ya
ganamos la apuesta |
quedar igual, en cuyo caso apostamos de|nuevo las tres
fichas y tenemns una probabilidad en esta juga-

da, de 1/2 de ganar

perder, en este caso tenemos 0 fichas y ya no hay maneg

ra de ginar, perdimns la apuesta

Podr{aqos resumir esta politica Jptima de lp siguiente forma

*
si 8, = 6, X, =0
[ ]
X, =3, —>sis; =3, xJ=3
si So = 0, x: =0

Nota: se debe abservar aque este eg un problema cuya estruc-
tura es probabilistica, el problema naporo 5 no es de
este tipo, habla de probabilidades pero el resultado
queda perfectamente determinado, no en la forma de
dependencia de resultados anteriores, asi el 5 es de=~

termin{stico y este probabilistico.
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PROBLEMAS

o= Supnniendn que la sicuiente red nos da la ea

material transnortado mij

la pnilitica Sptima para maximizar la ¢

PROPU I

antidag

54,

Nntidad de

del lugar i al lugar

rial que puede mandarse del punto 1 al punto 7.

Jj, da

1 de mate-

2.~ El1 Seguron Social tiene un progrzima nuevo de técnicas

en orientacién para ayudar a log pacientes que llegan

& realizar sus trdmites Y quire

jor manera, Dispone de 7 téenieas que por lo

& colocar para prueba en 3 clinicas,

qQue estas técnicas pueden rendir g

cion al nimero de bacientes,

do de desorientacign que hay en ellog,

bla muestra esta medida si Se colncun xi

clinica i,
Técnicas

1 2 3 4 5

Cii- 1 5 10 15 25 35
ni- 2 |3 6 12 18 60

distribuirlas de 14 me

T:ontavva

La efectj idad
e ha medide in rela-

Sus necesidadeg Y el gra-

La siguiente ta
técnicas a la
6 7
50 55

2 las

N )N e e
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Subon que en el problema de cargar un Wavio ( proble-

ma ¥ 4) N = 3 tipos diferentes de artic

ulos y el peso

y el valor egtan dados en la siguiente‘tabla.

,PIPO  VALOR PESO (tons)
A 20 1
B 50 3 ce
C bo 2

Obtén el nimero de articnlns de cada ti

mandarse para maximizar el valor de la

Considera el prnoblema de disenhar un sis

po que deben

carga.

tema electrdni-

co que consta de U4 componentes dispues

manera que si una falla, todo el sistem

finilidad d2l sistema punrde mejorarse

t4s en serie de
a falla, La con

instalando unti-

dades paralelas en cada componente. La
dia la probabilidad pi(xi) de que la coﬁ
cione si se instalan X4 unidades parale
nente i (Xi=1'2'3) y el costo ¢;(x;) de

unidades paralelas =n la componente i,

de que el sistema funcinne es el droduc
probabilidades de gque las respectivas c
cionen (por que?). Se cuenta con un max

ra la compra de las unidades paralelas,

siguiente tabla
ponente 1 fun-
las en la compo
instalar xj
La rpobsbilidad
to de de las
nmponentes fun-
imo de $100 pa-

; Cudntas unida
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des paralelas deben instalarse en cada companente para

maximizar la probabilidad de f'incionamientn |del sistema?

unid.| comp,1 comp, 2 comp, 3 ’comp.h

pirl.|p, (x, )[cl(xl)pz(xz)bz(xz)p3(x3)[c3(x3)p,_,(xl, ey (x,)
1 .70 10 .50 20 .70 10 .60 20
2 .80 20 70 Lo «90 30 . 70" 30
3 .90 30 .80 50 .95 Lo » 90 40

Rt TR

|

Supon que tienes $5 para apostar, La apuesta sT lleva a

5
¢ )
L ]

]

cabo tirundo una moneda, si sale 4guila ganasg, si sale

L S e

Sol pierdas. ; Cudl es la politica Sptima de 4puesta pa-

AR e R R e

ra maximizar la probabilidad de tener exactamente $7

después de 3 jugadas ?

6+~ Supén que vas a jugar un juego de azar, La ficha para

apostar cuesta $5 y dispones de 325, E1 juego‘se llava

que hay 3 zonas como Se muestra en 1la figura,
T~

a cabo con un dispositivo parecidn a 1la rulth, en el

la zona O es la mitad del
S e efremls,

la zona 21 es 1/4 a1 cireulo

1a zona [T es 1/4 del circulo
S1 la bolita cae en 1a zona ¥Z) plerdes la apuesta, Si

cae en la zona EZ%{ te pagan 1 a 1, Y 8i cae en la zona
|
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7.= Resuelve el siguiente problema de progr

8.- Un estudiante quiere formular su plan d

i R L

L

maximice la probabilidad de dunlicar el

nes después de cuatro apuestas ?

por programacién dindmica

M _ .2 + 4 2
ax Z = Xy - 3x1> x2 - x?
s.a X, + x2

xl;x 0

R
2 LR

cuanto a las materias optativas que va

57,

) te pagan 2 a 1, ¢ Cudl serd la polftica dptima que

dinero que tie-

ramacidn lineal

e egtudios en

a estudiar duran

te los 5 ahos de su carrera, Necesita cadaano aprabar

una de 3 materias para poder inscribirse el siguiente

ano., Las probabilidades de aprobar estah dadas por

pi(xi) si su decisién fue inscribirse e
durante el ano i. Por supuesto no pueade
el ano i+l 8i no acredit’ la materia de
plantemientn del problema formulando la
Siva que maximiza la probabilidad total

tudiante complete su carrera.

F la materia Xy
acreditar nada
' ano i. Da el

relancidn recur-

de que este eg-
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1.~ Supén que 1a demanda D para una refaccidn de avidén tie-

ne una distribucién expnonencial con pardmetro 1/50, es

decir Sl/Soke—gyso . ?32 0

AL

10, de otra manera.

Este avidn queda obsoleto en un afio, asf que tndi 1a

produccién de la refaccion debers hacerse ahora

. K1 cos

to de'produccién en este momento es de $1000 por unidad

(osea, ¢=31,000), pero se vuelve $10000 par unrdad si se

produce después, (esto es, p=3$10p00). E1 costa
cenaje cargadeo al exceso de produccién después
nal del perfodo de venta es de $100 pIr unidad,

na el nﬁwero de pArtes necesario,

Solucion.- De los datos del problema tenemos

A = parimetro de la distribucisn = 1/50
c =1,000 |

h = 100

p = 10,000

La demanda es exponencial negativa asf{ que podemos

por alma-

del fi-

Determi

RTINS T

emplear

el resultado correspondiente dado en el modelo de un solo

periodos; 1
. ,
v =) ln( th |\ _ s 1p( 2000*100)
| pt+h 1oooo+1oo/

=50 1n(1100/10100) = -50 1n(0.1089108)
-50(-2,21723) = 110,86

¥ .
Y = 111 partes » refacciones,

i




=
Xt
L
£

AR

o

BT
T ST )

Aryp—-

RSB

60,

2.- Los pustelitos Merinola se distribuyen a|las misceld-

.neaﬂ diariamente., El costo de produccisn de un pasteli-

to es de 40¢, La compahia los vende a las misceléneas
$1.,00 siempre y cuando la tisnda los ven?a el mismo dia
Los pastelitos que no se vendieron los reconje la compa-
nfa Merinnla que tiene manera de venderlos a 30¢ si son
viejos (de uno o mias dfas). Este valor dg recuperacisn
repfesenta el costo por almacenaje (h=-30¢). El costo
por demanda insatifecha se estima en 65¢ por pastelito.
Si la demanda tiene una distribucién uniforme entre
1,000 y 2000 pastelitos, encuentra el nﬁméro éptimo de

pasjelitos que debe producirse diariamente.

Snlucién.- Los costos son los sipguientes
I ¢ = 4o |
h = =30
p = 65

las caracteristicas del problems se ajustun 41 modelo de un

solo periodo con demanda unifarme sin coste fijo, La distri

bucidn de la demanda es

1/1000, 1000 < § <2000
P (E) = f |
D

l 0, de otra manera

El resultudo que podemos emplear es = &)(y*) = .E:%-
, | o7

~ e




e

por lo tanto tenemos que obtener la funcién

cién acumulada para 1a demanda,

|

61,

de distribu

y r oY
1 g = =2 = y-1000
1000 100 1000
1000 ' 1000
por lo tanto,
| Y= 1000 , 1000 <y< 2000 o
' 1000 : .
(I\ (y) =70 , y £1000
! 1, ¥ ¥ 2000
entonces,
a% ( *) = * - 1000 = P =-C - éi_'__b_g_ 5/7
oY 1000 P+ h " gs54(-20) S
| | |
despe jando y* de (y* - 1000)/1000 = 5/7, tenemos

= 5000/7 +1000 = 1714, 28

y¥ = 17200 pastelitos diari

08,

EY

pror s
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3,~ Considera un modelo de inventarios de un sola periodo

g con h = $2,00, p = $5.00 y ¢ = 31,00 , ‘La funcién de

. densidad de la demanda esta dada por

: | o 1 2 3 L4 s

) @©(£)[.10 .20 .25 .20 .15 .10

? Encuentra el valor 4ptimo y* y da la politica de pro-
g durcién suponiendo un inventario inicial de una unidad,
5 Solucidén.- En este ceso podemos usar 1os rﬁsultados del mo-
%» ! delo de un solo perindo sin costo fijo y demanda
i l uniforme v |

| Asi, p-c¢ =(5-1)/(5+2)==L47=0.57

i . , P t+h

: _ |

T por ortro lado, {

$ (0, = 0.10

i h (1) = 0,10 + 0,20 = 0,30 < 0,57

:

& ¢ (2) = 0,30 + 0.25 = 0,55 < 0,57

4 . 6(3) = 0.55 + 0,20 = 0.75 > 0,57

H
l

.« + Y" estéd entre 2 y 3 unidades, mis cerca
de 2 que de 3, entonces

y*=2

la polftica éptima estard dada port
si el inventario inicial es mayor que 2 ordena-
mos 2 - x unidades, si es menpr que 2 no or-

denamos nada., Fn este caso ordenamos 2-1 = 1,
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h.- La demanda semanal de un producto se estims que estéd da
| ’ D 0, de otra manera

Fl costo del producto es de $75 , el costo de almacena-

je es $5 y el costo por faltante es ¢15, Usando e] fre
| P

tor de descuento « = ,95, encuentra la politica Sptima

de inventario para este problema de harizonte infinito,.

l

% Soluciédn, - Queremos, por los resultados del mode

W
=
o

dL(y)
y+c(1-0()==0

dy

para obtener y¥*, donde

) ' y
L(y) = pL(?-y)fﬁ)(f)dg’ + hS (y-){p(5)ag
} 0 |
conp =15, h =5, ¢c =75, = 0.95 y
sustituyendo estos costos en la ecuacidén de L(y) Y resol-

viendo, obtenemos

Sl

L}

6 y |
L(y) 15J (§= y)é(?’- 1)dyg +5J (y-f’)-};(;“-l)d 7

Yy 1

3(18 -~ 12y + y3 /3 - y? - y/2 - 1/6)

e

=¥7 - 3y% - 37,5y +53.5
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derivaqdo}tenemos

dL(y)_ .2 _ (o, _
' ‘E;— - 3y 6y 3705

de la formula se obtiene

[l
[

i 3y2 = 6y = 37:5 +* 75(1-0.95) =0

,wgﬂz(w RETSE . b ool

y despejando y de esta ecuacidn de segundo grado,

o

B

6 T 6 £ 21

y = 3 3

R O

' tomando, por supuesto, el valor positivo
AR ‘

por lo tanto, cada periodo debe +{enerse y* = 4,5 produc-

AN R

tos aproximadamente, es decir debe ordenarse la cantidad
" que falta para tener, digamos 5 productos (ya que ordenar
medio nn es factible) si el inventario al principio de 1la

Semana es menor que 5, si es mayor , no ordenamos nada,_
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PROBLEMAS PRO PUES T‘O S .

|

1.~ La compahnia ABC tiene una demanda aleatoris D para un
determinado tipo de mdquina, Esta demanda tiene una dis
tribucidn eéxponencial con pardmetro 1/20. Este tipo de
mdquina no serg producida con las mismas cafacteristi-
cas en los siguientes anos, por lo que toda‘la produc-
¢idén para abastecer a los distribuidores este ano debe
é ~ hacerse ahora, El costo de produccign es de |$1000 por

unidad pero este costo aumenta a $1500 si seq produce so

bre pedido después, E] costo de almacenaje cargado al

2 final del per{odo es 15 por unidad, Determinha el nume-
£
¥ ro Sptimo de pPlezas que hay que producir,

}

2,- Un vendedor de tortas distribuye su nroducto diariamen-

te a los puestos de fritangas de cd, Universitaria, El
costo deﬁroducir una torta es de $1.30, el vendedor las

vende a los puestos a $2, 50, las tortss que n@ se ven-

R S

dieron 1las recoje y en la noche en otra zona, S puede

vender a $0.90. El1 costo POr no cubrir la demanda ge es

tima en $1.40 por, torta que pidieron Y no se Ienla. Si
la demanda tiene una distribucién uniforme enTre 1000 y
1800 tortﬁs éncuentra el nidmero 4ptimo de producciin

diaria para e} vendedor,
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tarios de este problema

66.

1 14 e
La demanda mensual del producto "RELQO"*aé‘una fédbrica
de herramientas se estima que sigue .uns distribuciodn

comn la siguiente:
§plg) =

El costo de este producto es de $35 , el costo de alma-

1 : 4. < &
[§g-10. 1=zgen
t 0, en ot;&gﬁ%q}e
cenaje es $4 y el costo por faltant&,p+r'producto ca-
da per{odo es $20 . Usando el factor de descuento *=,995
encuentra la politica Sptima pafa el control de inven-

de horizonte infinito.
v e 8 e el - " . - b b2

costo de almacenamiento por unidad de $7 . El costo de

: k3 . / s
Un sistema de inventarios de un solo peilodo tiene un

produccién de cada pieza es de %1 , CadT vez que existe
faltante en produccién se estima un costo para la com=-
paﬁ{a de $5 por pieza. Encuentra el valor Sptimo y* y
da la politica dptima suponiendo un inventario inicial
de 2 unidades. La densidad de 1la probabilidad para la

demanda esta dada en h siguiente tabla:

?—‘z’lo 1 2 3 [ 5

O () 13

.10 15 23 . .20 13 .07

3

Y&
| AN
v




iNTA NOMERE

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

CENTRO TE CALCULO NRE LA FACULTAD IE INGENIFRIA

RELACION DE ALUMNOS CON REGISTRO EN LA BIEBLIOTECA

ANTERIOR

HOJA

CECAFI

a1

T S G R MR Gl ekl s e e em swes (i 0N SN 490 TS SEm det S Sew Mas G fem WS S W Sm Gma M M Lo W S W MR W M G Ame am s e Ghm M S D GED G e Sme tem e b be s WD G GID GED SHD M D GV SR GED SIS W W SUS s S

2227 GARCIA
9222 GARCIA
3766 GARCIA
5996 GARCIA
4157 GARCIA
2329 GARCIA
4872 CGARCIA
2203 GARCIA
3993 GARCIA
5300 GARCIA
0821 GARCIA
7784 GARCIA
8423 GARCIA
4225 GARCIA
9657 GARCIA
6872 GARCTA
5115 GARCIA
39707 GARCIA
9727 GARCIA
2141 GARCIA
7695 GARCIA
8335 GARCIA
2767 - GARCIA
4638 GARCTA
6876 GARCIA
4195 GARCIA
9261 GARCIA
1511 GARCIA
77598 GARCIA
7566 GARLCIA
9670 GARCIA
4285 GARCIA
3890 GARCIA
61945 GARCTA
3039 GARCIA
6551 GARCIA
7638 GARCIA
P223  GARCIA
'1296 GARCIA
16889 GARCIA
‘9311  GARCIA
0717 GARCIA
‘783 GARCIA

511 GARCIA

.98 GARCIA

631 GARCIA
219 GARCIA
7418 GARCIA
12020 CGARCIA
32417 GBARCIA
10436 GARCIA
14231 GARCIA
7860 GARCIA

249 GARCIA

RECISTRO
CASTILLO JESUS EDUARLDO _ 3242
CASTILLO JOSE LUIS : 3243
CASTILLO SERGIO ARTUROD 3244
CELIS EFRAIN e 3245
CERDA RDSA FCA 32446
CHARGNY VICTOR MANUEL A 3247
CHAVEZ JCRONIMO f 3248
CHAVEZ JOEL 3249
CHIAFPAS J LUIS : 3250
COLIN FRANCISCO ; 3251
COLLAZO RICARLDO 3252
CORNNA ENRIQUE 3253
CORREA VICTOR TONATIUH 3254
CORS SERRAND JOSE ANTNNIO 3255
CORTES EDGAR 3254
CNORTES RICARDO 3257
CRUZ ADOLFO 3258
CRUZ FRANCISCO ARMANDO 3259
CRUZ IRMA , 3260
CRUZ JOSE FEDERICO ‘ 3261
CRUZ JULIO % 3262
CUEVAS ANA ISABEL 3263
DE ANDA AGUSTIN J 3264
ODE LA CANENA RAMIRFZ C M 3265
DE LA CADENA RAMIREZ D 3266
UE LA MERCED JAVIER A 3267
DE LA ROSA NAZARIO 3268
NE LEON CAMARENA MARISA 3269
IE LEON MA DE LOURDES 3270
NE LEON MARTINEZ EUGENIOQ 3271
DE LUNA ADRIAN 3272
DEL GALILLEGD MARIANO 3273
DIAZ MA TERESA 3274
DIAZ ROSA LOURLES 3275

DOMINGUEZ AMEBROSIO ADOLFO 3276
DOMINGUEZ JOSE EDUARDO i

ENRIQUEZ ALEJANDRO
FSPINOSA LIZ FATRICIA

ESFINDOSA VICTOR SERGIO
ESTRADA ARMANDO
FERNANDEZ GALICIA CARLOS
FIGUERDA MARTINEZ FEDRO A 3283
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