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P R E S E N T A C I O N 

De acuerdo a las estadísticas de los últimos seis años, 

se inscriben a la carrera de Ingeniero Mecánico Electri­

cista de la Facultad de Ingeniería de la U.N.A.M. un pro­

medio anual de mil doscientos alumnos de nuevo ingreso. 

Sin embargo, en ese mismo período sólo aprueban su examen 

profesional y reciben su título, aproximadamente trescie� 

tos alumnos. Considerando que un cincuenta por ciento de 

los estudiantes, por diversos motivos abandona definitiva 

mente la Facultad en los dos primeros años posteriores a 

su inscripción, se puede concluir que sólo la mitad de 

los seiscientos restantes se recibe. 

De esta manera aumenta año con año, el número de alumnos 

que deben una o varias materias y que ya han sobrepasado 

el tiempo límite de siete años y medio que fija la Legis­

lación Universitaria para ser considerados como alumnos 

regulares con derecho a reinscripción. 

Esta misma Legislación otorga a los estudiantes en esta 

situación tres alternativas para terminar sus estudios. 

La primera, aplicable a cualquier alumno, es la de prese� 

tar seis exámenes extraordinarios por semestre; la segun­

da, válida solamente para los estudiantes que ya hayan 

acreditado el sesenta por ciento de los créditos totales 

de la carrera, es la de inscribirse en dos materias como 

oyentes y presentar su examen final en el tercer período 

de exámenes extraordinarios del semestre; y la tercera, 

aplicable exclusivamente a los alumnos que ya han pagado 

su servicio social y acreditado su seminario y no deban 

más de dos materias, es la de presentarlas en "examen es-



pecial", en cualquier fecha. 

Resultado de la situación analizada es la existencia de un 

gran número de alumnos que tienen que presentar exámenes 

extraordinarios para la terminación de sus estudios. 

El alumno que decide presentar un examen extraordinario 

comúnmente, no encuentra un apoyo institucional adecuado, 

ni sabe con seguridad qué es lo que tiene que estudiar, ya 

que el contenido de los exámenes depende de los profesores 

y no existe, un texto básico con el que el estudiante se 

puede preparar adecuadamente, 

Con el propósito de analizar y ayudar a resolver este pro­

blema, la División de Ingeniería Mecánica y Eléctrica con­

vocó, en marzo de 1981, a un seminario para buscar una me­

todología adecuada tendiente a facilitar la preparación de 

exámenes extraordinarios. En este seminario participaron 

los funcionarios y profesores de la División y especialis­

tas del Centro de Servicios Educativos de la Facultad de 

Ingeniería y del Sistema de Universidad Abierta de la 

U.N.A.M. 

En él, se llegó a la unánime conclusión de que la mejor so 

lución para ayudar a los alumnos en la prepración de exáme 

nes extraordinarios, sería llevarlos a cabo a través del 

Sistema de Enseñanza Abierta, con el apoyo de un profesor 

que sirva de tutor personal del estudiante, asimismo se 

concluyó, que el éxito de esta actividad, es la de produ­

cir los textos adecuados de autoaprendizaje. 

Para comenzar los trabajos se seleccionaron de las materias 

a cargo de los diferentes Departamentos de la División de 

Ingeniería Mecánica y Eléctrica, aquéllas que habían pre­

sentado mayor dificultad de aprobación y se comisionó a 
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diferentes profesores para la elaboración de los textos 

de autoaprendizaje correspondientes. 

Algunos de estos materiales fueron elaborados en colabora 

ción con otros profesores, y otros por profesores que di­

rigían personalmente un seminario de tesis en colaboración 

con sus alumnos. 

La obra de Ingeniería de Sistemas, representa el esfuerzo 

realizado en forma coordinada por profesores del Departa­

mento de Ingeniería Industrial e Investigación de Operaci� 

nes, personal de la Unidad de Apoyo Editorial de la Facul­

tad de Ingeniería y la Coordinación del Sistema de Univer­

sidad Abierta de la U,N.A,M. 

Esperamos que estas publicaciones cumplan con su propósito 

fundamental, ayudar a los alumnos en la preparación de ex! 

menes extraordinarios, y que sirvan adicionalmente de base 

para el desarrollo de una adecuada metodología de autoapre� 

dizaje que ayude a la formación de los alumnos regulares 

que cursan normalmente estas materias. 

Toda crítica constructiva de profesores y alumnos en gene­

ral, nos permitirá el constante mejoramiento de los conte­

nidos y presentación de esta obra. 

A t e n t a m e n t e . 

t Ing. Odón de Buen Lozano 



P R O L O G O 

La Ingeniería de Sistemas es una metodología para la reso­

lución de problemas. Trata de combinar los conocimientos 

de varias ramas de la ciencia y la tecnología, a fin de so 

lucionar problemas interdisciplinarios. Es evidente que 

un problema como el de la planeaci6n urbana no puede resol 

verse hoy en día con la aplicación de las disciplinas aca­

démicas tradicionales como son la arquitectura, la ingeni� 

ría, la sociología, etcétera. 

Pero no debe pensarse que la Ingeniería de Sistemas sólo 

puede aplicarse a problemas complejos. La metodología de 

la Ingeniería de Sistemas proporciona una forma lógica de 

analizar problemas y puede aplicarse a la toma de decisio­

nes diarias. 

Es muy conveniente que los alumnos de Ingeniería dominen 

esta metodología para la solución de problemas (que en rea 

lidad es una derivación del método científico) antes de cur­

sar las materias que hemos llamado de "aplicación", de ma­

nera que puedan usar esta herramienta para resolver probl� 

mas de diversa índole que se les presentarán en las mate­

rias simultáneas y posteriores. 

Los temas que se abordan no están tratados en forma exhau� 

ti va. Se ha tratado de desarrollar el material a través 

de ejemplos y se ha obviado la demostración de teoremas p� 

ra que sea más fácil la comprensión de conceptos importantes. 

Al final de c.ad:t módulo se incluye una amplia bibliografía 

para la ¡wrsona Ln+eresaua en profundizar en los diferentes 

temas. 



El contenido académico de este texto es exclusiva respon­
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INSTRUCCIONES PARA EL MANEJO DEL TEXTO 

Los presentes apuntes han sido elaborados tornando en cuen­

ta los diferentes aspectos que caracterizan a los estudian 

tes de la División de Ingeniería Mecánica y Eléctrica. 

Por su amplitud, se dividió en cinco módulos el contenido 

temático de esta obra. El objetivo fundamental es facili­

tar al estudiante el aprendizaje. Asimismo, que le permi­

ta programar y comprobar los avances logrados en el estu­

dio de la asignatura de Ingenieria de Sistemas. 

A continuación se presentan los elementos didácticos que 

conforman estos apuntes, con el fin de facilitar el estu­

dio y permitir un mayor aprovechamiento de los mismos. 

1. Objetivo general. Indica la conducta que debe lograr 

el alumno al finalizar el estudio de la Unidad. 

2. Introducción. Es un comentario general, motivador de 

los contenidos de la Unidad, en el que se resalta la 

importancia de estos contenidos. 

3. Objetivos específicos. Tienden en su conjunto al lo­

gro del objetivo general, propuesto al comienzo de la 

Unidad. 

4. Cuadro sinóptico. Presenta la síntesis del contenido 

en forma esquemática. 

S. Contenido. Es el desarrollo de los ternas, incluyendo 

problemas resueltos a nodo de ejemplos en los que se 

presentan aplicaciones concretas de los conceptos teó 

ricos estudiados. 

6. Cuestionario de Autoevaluación. Son actividades que 

el alumno debe realizar para reafirmar la comprensión 
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y aplicación del contenido. Adicionalmente le permi­

ten medir el grado en que logró los objetivos de apre� 

dizaje propuestos. 

7. Bibliografía. Su finalidad es la de informar al alum 

no en dónde puede consultar, ampliar y profundizar so 

bre los temas que requiera. 

8. Examen de Autoevaluación. Es un instrumento que le 

permite al alumno verificar por sí mismo si ha alcan­

zado el mínimo necesario de los objetivos de aprendi­

zaje propuestos en la Unidad. 

9. Soluciones a los cuestionarios de autoevaluación. Es 

donde se agrupan las respuestas correctas de los cues 

tionarios de autoevaluación. 

1 o. Soluciones al examen de autoevaluaci6n. Constituye 

la referencia a partir de la cual el alumno puede co� 

probar o cotejar las respuestas al examen de autoeva­

luación. 

Se recomienda al alumno que se dedique con empefio al estu 

dio de estos apuntes. Además, si se desea ampliar algún 

concepto o bien disipar dudas específicas respecto a la 

asignatura de Ingeniería de Sistemas,es conveniente que 

recurra al servicio de tutoría que el Departamento de In­

geniería Industrial e Investigación de Operaciones tiene 

establecido en la División de Ingeniería Mecánica y Eléc­

trica. 



O B J E T I V O G E N E R A L 

El alumno aplicará �os conceptos y la metodología de la Ingeniería 

de Sistemas, que le permitirán resolver problemas de Programación 

Lineal, Transporte Redes. 

3 
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INTRODUCCION A LA UNIDAD 

La Ingeniería de Sistemas ha provocado una verdadera rev� 

lución dentro de la Ingeniería. Sus aplicaciones pueden 

ser tan variadas como la creatividad que demostremos los 

ingenieros. 

La Ingeniería de Sistemas estudia los problemas como par­

te de un sistema. Esta metodología ha tenido éxitos ro­

tundos sobre todo en sistemas complejos que serían muy di 

fíciles de manejar de otra manera. 

Existen muchos sistemas que tienen el mismo tipo de rela­

ciones internas de manera que las conclusiones y resulta­

dos que se obtienen al estudiar uno solo de ellos, se pu� 

den aplicar a todos los demás. Lo cual lleva a estudiar 

a los sistemas en sí, a sus estructuras más que su natura 

leza específica. 

Al estudiar los temas de estos apuntes, el alumno adquir� 

rá las herramientas necesarias para el manejo de los con­

ceptos de la Ingeniería de Sistemas. Como la Ingeniería 

de Sistemas es muy amplia, se pretende que los alumnos 

lleguen al nivel de aplicación en una parte de ella, que 

son los modelos lineales de optimización (Programación Li 

neal). 

Ello le permitirá resolver problemas de índole muy varia­

da, independientemente de su especialización. 



MODULO I ELEM1NTOS BASICOS DE LA 

INGENIERIA DE SISTEMAS 

Objetivos Específi�os: 

Al finalizar el estudio de este m6dulo, el alumno: 

1. Explicará el c?ncepto y los objetivos de la Ingeniería 

de Sistemas. 

2. Clasificará si�temas de acuerdo con sus característi­

cas. 

3. Identificará ei papel de la Investigaci6n de Operacio­

nes dentro de la r Ageniería de Sistemas. 

5 
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I.1. El concepto de Sistema 

Un sistema es un conjunto de elementos que interactúan con 

un objetivo común. Esto es, todo sistema está integrado 

por objetos o actividades agrupados de tal manera, que 

constituya una unidad lógica y funcional. Se puede pensar 

en sistemas muy simples, como unas tijeras, o en sistemas 

muy complejos, como el sistema del transporte urbano, el 

sistema de las comunicaciones telefónicas nacionales, etcé 

tera. 

La Ingenieria de Sistemas es un conjunto de técnicas que 

se emplean para combinar los conocimientos de otras ramas 

de la ciencia y la tecnologia, para solucionar problemas 

interdisciplinarios. Los problemas relacionados con siste 

mas complejos (como los mencionados), no pueden analizarse 

empleando las disciplinas clásicas como la ingenieria, ecQ 

nomia, sociologia, etcétera. El enfoque de sistemas está 

principalmente dirigido a la planeación y diseño y, por t� 

to, requieren de la creatividad de aquellos que lo apli­

quen. Esto noimpide que también se utilice para estudios 

a sistemas existentes para mejorar su funcionamiento. 

La Ingenieria de Sistemas surgió como consecuencia de la 

necesidad de planificar, operar y controlar sistemas cada 

dias más complejos. Se denomina "Ingenieria" ya que ésta 

pone su énfasis en la aplicación de conceptos cuantitati­

vos a problemas concretos y "sistemas" por su tendencia a 

analizar problemas desde su punto de vista global (la par­

te sólo puede ser comprendida en el conjunto del todo). 

La Ingenieria de Sistemas se ha popularizado como una dis­

ciplina que utiliza modelos de Investigación de Operacio-

7 
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nes. Como se verá más adelante, éstos son modelos matem! 

ticos que describen la relación entre .los componentes. 

Los modelos son una representación de la realidad y, es 

prácticamente imposible que incluyan todos los aspectos 

del probiema analizado. 

En Investigación de Operaciones, por lo general, los mode 
los buscan una solución óptima. Sin embargo, en los pro­
blemas prácticos existen tantas alternativas que es vir­
tualmente imposible llegar a lo óptimo. En estos casos 

la Ingeniería de Sistemas busca un compromiso entre lo ó� 

timo y el costo para su obtención. 

De aquí surgen dos tendencias en la Ingeniería de Siste­

mas. La primera se fundamenta en técnicas matemáticas, 

en especial con algoritmos. La segunda es más heterogé­

nea y tiende a considerar los aspectos cualitativos del 

problema (por ejemplo, reacciones humanas), que no pueden 

incluir los modelos matemáticos. 

La metodología de la Ingeniería de Sistemas requiere el 

uso de conceptos económicos, ingenieriles, sociales, etcé 

tera. Para tratarlos se han creado una serie de nombres 

como "análisis de sistemas", "teoría de sistemas", etcéts:_ 

ra, cuyo significado varía con el criterio de las perso­

nas. Esto ha motivado que surjan una serie de problemas 

conceptuales o semánticos como consecuencia de su natura­

leza interdisciplinaria. 

La Ingeniería de Sistemas, al estudiar los problemas como 

parte de un sistema, ha tenido éxitos rotundos, sobre to­

do en sistemas complejos. Se piensa que el identificar 

todos los componentes de un sistema permite al analista 

evaluar el problema con más facilidad. El.:to eó la c.onttU.bu­

cA.Órt má-6 hnpo!Ltan.:te. de. la I nge.vU.e.JÚa de. S.-ú.s .:te.ma-6. Pe ro e 1 simple 

de Operaciones 
en Ingeniería 
de Sistemas 

Terminología de 
la Ingeniería 
de Sistemas 



hecho de ver un probJ.ema dentro del contexto de un sistema 

no es suficiente. Para resolver problemas concretos, el 

ingeniero de sistemas deberá aplicar técnicas específicas 

(matemáticas, computación, etc.). 

I.2. Objetivos de la Ingeniería de Sistemas 

El establecimiento de objetivos es una buena forma de defi 

nir la Ingeniería de Sistemas. Por tal motivo, se mencio­

narán a continuación algunos de los más importantes objeti 

vos de la Ingeniería de Sistemas. 

- Proporcionar a la dirección toda la información 

que sea posible y necesaria para una guía y con­

trol del programa general. 

- Formular objetivos y planes a corto, mediano y 

largo plazo, como un marco para relacionar entre 

sí los proyectos individuales. 

- Balancear el programa general de desarrollo a fin 

de asegurar el progreso a lo largo de todas las 

líneas de demandas, y haciendo al mismo tiempo el 

mejor empleo de los recursos (mano de obra, mate­

riales). 

- Desarrollar los objetivos y los planes para proye� 

tos particulares y hacerlos consistentes con los 

objetivos más lejanos. Prever las necesidades fu­

turas de la organización a fin de estar completa­

mente preparado para el momento en que se requiera 

una acción. 

9 
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Emplear nuevas ideas, principios o métodos que le 

posibiliten mejorar su trabajo. 

Efectuar cada una de las operaciones del proceso 

de la Ingeniería de Sistemas en la forma más efi­

ciente que sea posible, reconociendo que los requi 

sitos para los detalles, la exactitud y la celeri­

dad dependen sólo de la fase del proceso en que 6s 

te se encuentre trabajando. 

Un breve ejemplo práctico puede ayudar a comprender mejor 

los objetivos anteriores. Se trata del desarrollo de un 

sistema de televisión a colores. 

Desde un principio, los ingenieros de sistemas asignados a 

este complicado proyecto, se enfrentaron a una serie de 

condiciones desfavorables y a problemas de diversa índole. 

En primer lugar, tenían que establecer que existía la de­

manda para la televisión a color. A continuación fue nece 

sario determinar que la televisión a color era al mismo 

tiempo técnicamente posible y económicamente realizable. 

Posteriormente, tuvieron que considerar, de los elementos 

más significativos, los integrantes con los cuales se de­

bería de iniciar y desarrollar el proyecto para lograr la 

televisión a color. Esto fue una de las más importantes 

consideraciones puesto que, la televisión en blanco y ne­

gro había aparecido primero, el público había hecho una 

gran inversión en la adquisición de los receptores para 

blanco y negro. A partir de estos elementos como integr� 

tes, los ingenieros de sistemas llegaron a la conclusión 

de que el nuevo sistema a colores debería ser compatible 

con el servicio actual en blanco y negro. En otras pal� 

bras, el sistema a color se debería diseñar en forma de 

que las transmisiones a color se pudieran captar en mono-

Ejemplo 

Una aplicación 
de la l. S. 



cromo en los receptores existentes en blanco y negro, y a 

su vez, que los nuevos receptores para color estuvieran en 

posibilidad de captar al mismo tiempo, las transmisiones a 

color o en blanco y negro. 

Reflexionando sobre lo anterior, la elección de un sistema 

compatible parece totalmente lógico, pero no se presentó 

en esta forma durante el período preliminar de desarrollo. 

En efecto, un sistema incompatible que era reclamado con 

urgencia por algunos industriales, fue aprobado por el 

cuerpo gubernamental como un estándar. Este paso se tuvo 

que anular posteriormente ante los progresos para el esta­

blecimiento de un servicio práctico de televisión a color. 

Otro gran problema para el grupo de ingeniería de sistemas 

fue la definición de las especificaciones técnicas. Den-­

tro de este punto estaban comprendidas ciertas considera-­

ciones, como el equilibrio de los requisitos de la visión 

humana para los detalles de la imagen y las característi-­

cas del color y el equilibrio de un rendimiento potencial 

de los aparatos y la disponibilidad de canales adecuados 

para las estaciones transmisoras. 

Respecto al último punto, los primeros análisis indicaron 

la necesidad de mejorías indispensables en la tecnología y 

en la inventiva para fijar la información fotográfica den­

tro de una banda estrecha de frecuencia, que pudiera obte­

nerse por las más recientes y directas técnicas en comuni­

caciones. También era evidente que los nuevos aparatos 

tendrían que ser inventados o desarrollados -particularme� 

te el tubo de la imagen- para que se pudieran reproducir 

las imágenes a color. 

A medida que se adelantaba el trabajo con estas determina­

ciones iniciales en las etapas más prácticas, se tuvo que 

] 1 
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resolver un cúmulo de problemas más detallados. Los que 

se relacionaban con el diseño práctico del aparato, las 

operaciones prácticas bajo las condiciones de servicio de 

las transmisoras, la participación de la industria para la 

determinación de las especificaciones de la señal para la 

transmisión, y la aprobación de estas especificaciones co­

mo un estándar por la Comisión Federal de Comunicaciones. 

Finalmente, se presentaron los problemas del establecimie� 

to de un servicio de televisión a colores, la expansión de 

los estudios, las redes de intercomunicación, instalación 

de las transmisoras y la creación de un grupo de produc­

ción de programas. En la etapa final, también se present� 

ron los temas de la posibilidad de venta de los programas 

de la televisión a color a los anunciantes, la venta de 

los nuevos receptores y la estimación de la reacción del 

público. 

Como se puede observar, el sistema de televisión a colores 

comprende todo un "libro de texto" como un ejemplo del con 

cepto de los sistemas en acción. Todos estos puntos re­

quieren una consideración completa por parte del grupo de 

ingeniería de sistemas, laborando sobre un simple objetivo 

definido. 

Un ejemplo práctico como el expuesto anteriormente, prete� 

de despertar el interés en el lector sobre los trabajos de 

la Ingeniería de Sistemas. 

Para definir los elementos que intervienen en el problema, 

la Ingeniería de Sistemas tiene que concretizarlos. Sin 

embargo, cuando los problemas prácticos se utilizan para 

la enseñanza, generalmente esto resulta muy comnlicado, 

puesto que es difícil mencionarlos bajo todos sus puntos 

de vista y porque, en algunas ocasiones, el proceso total 

Formas de defi­

nir los elemen­

tos de un siste 

m a 



para la so lución de problemas, quizás con algún cambio de 

énfasis. 

1.4 Clasificación de Sistemas 

Cada disciplina tiene sus t é rminos propios. Se tratará de 

ver la nomenclatura de los sistemas, la cual permitirá ha­

cer una clasificación de los mismos. Considérese como eje� 

plo un sis t ema de producción: 

Planeaci6n y 
control de la 
producci6n 

Departamento 
de producci6n 

Pedidos de clientes canalizados 
a través del Sistema de Ventas 

Departamento 
de embarque 

Control de 
calidad 

Otros 

Al estudiar es te sistema, se ve que hay elemen t os distintos, 

cada uno de los cuales tiene cier t as propiedades de interés. 

Hay interacción en tre estos elementos que producen cambios 

en el sistema. 

15 
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Una ENTIDAD es un objeto de interés dentro del sistema 

(por ejemplo, el Departamento de Planeación y Control de 

la Producción). Un ATRIBUTO es una propiedad de una enti­

dad, (por ejemplo, el número de máquinas del departamento 

de producción). Por supuesto que una entidad puede tener 

varios atributos. 

Todo proceso que provoque cambios en el sistema se denomi­

na ACTIVIDAD (por ejemplo, las actividades de fabricación, 

emisión de órdenes de producción, etcétera). 

Se utiliza el término ESTADO DEL SISTEMA para indicar una 

descripción de todas las entidades, atributos y activida­

des en un momento dado. 

Todo lo que rodea al sistema sin ser parte de él, se deno­

mina MEDIO AMBIENTE. Un punto muy importante en la modela 

ción de sistemas es establecer el límite entre el sistema y 

su medio ambiente. La decisión depende del propósito del 

estudio. 

En el ejemplo que se está viendo, los factores que contro­

lan o determinan la llegada de pedidos son externos al sis 

tema de producción y por lo tanto, forman parte del medio 

ambiente. 

Las actividades que ocurren dentro del sistema son ENVOGENAS. 

Las actividades que ocurran en el medio ambiente y que 

afectan al sistema se llaman EXO GENAS. Un ejemplo de actl 

vidad exógena sería: El Gobierno Federal reduce drástica­

mente sus gastos y ello repercute de manera muy importante 

en las actividades del sistema de producción ejemplifjcado. 

Actividades 

internas y 

externas de 

los sistemas 



Hay sistemas para los que no hay actividad exógena. Estos 

sistemas se llaman CERRADOS. 

Casi todos los sistemas tienen actividades exógenas y se 

les denomina ABIERTOS. 

Hay sistemas en donde puede conocerse con certeza el resul 

tado de una actividad, se dice que la actividad es VETERMI 

NISTICA. 

Cuando los resultados de una actividad varían aleatoriamen 

te en distintas salidas, se dice que la actividad es ESTO­

CASTICA ó PROBABILISTICA, (con frecuencia las actividades 

estocásticas se expresan con una distribución de probabili 

dad) . 

Los sistemas que se estudian en esta materia son determi­

nísticos (programación lineal, ruta crítica). En otra ma­

teria del área de Ingeniería Industrial que se denomina In 

vestigación de Operaciones se estudian sistemas estocásti­

cos (cadenas de Markov, Teoría de Decisiones, Líneas de Es 

pera, etcétera). 

En el ejemplo de sistema de producción, los cambios se pr� 

ducen en un determinado momento, (por ejemplo, cuando se 

termina un producto). Se dice entonces que es un SISTEMA 

DISCRETO (los cambios ocurren en forma discontinua). 

Cuando los cambios ocurren en forma continua en el tiempo, 

se trata de un SISTEMA CUNTINUU (por ejemplo, los modelos 

de sistemas económicos). 

Hay pocos sistemas totalmente discretos o totalmente conti 

nuos. En el sistema de producción hay una gran cantidad 

de cambios continuos. Sin embargo, en la mayoría de los 

sistemas predomina un tipo de cambio, de acuerdo con él, se 

17 
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puede clasif !car en les sistemas continuos o discretos. 

La descripción d los sistemas continuos tiene la forma de 

ecuaciones conti uas que muestran la variación de atribu 

tos respecto al iempo. A veces se hace una simplifica­

ción considerand que los cambios ocurr e n  como una serie 

de pasos discret s. 



I. 

1 . 

2. 

3. 

4. 

19 

CUESTIONARIO DE AUTOEVALUACION 

Contestar las s i gu ientes preguntas. 

¿Cuál es el e ncepto de sistema? 

¿Cuáles son 1 s objetivos de la Ingeniería de Sistemas? 

Considere un 1upermercado como un sistema. ¿Cuáles son sus entidades? 
Des criba algu os de sus atributos y actividades . ¿Cuál es su medio a� 
biente? ¿De ue tipo de sistema se trata? Encuentre otros sistemas 
estructuralme te semejantes. 

¿Cuál es la metodología de trabajo de la Investigación de Operaciones? 
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�10DULO I I MODELADO 

Objetivos Especifi los: 

Al finalizar el de este módulo, el alumno: 

1 . 

2. 

3. 

Identificará uA modelo. 

Identificará la estructura de un modelo. 

Aplicará el mé todo general para estudiar sistemas usan 

do modelos. 

21 
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Clasificación: 

Modelo 

CUADRO 

Estructura 

de un 

Modelo 

Sistema 

Naturaleza 

S I N O P T I C O 

{ Parámet.ros 

Variables 

Relaciones Funcionales 

{ Estático 

Dinámico 

Material 

Simbólico 

{Determinístico 

Probabilístico 

{Determinístico 

Probabilístico 

{Réplica 

Cuasi-réplica 

Analogía 

{Descriptivo 

Simulado 

Forma: 



II.1. D efinic ió n de modelado 

El modelado es el proceso de identificar y asociar obje­

tos y pr ocesos ffsicos o sfmbolos y sus relaciones, c on 

las entidades, atri�ut os, actividades y re l ac i ones de un 

s istema , a fin tener resultados y conclusiones que 

sirvan al sistema o iginal y a todos aquellos estructura! 

mente semejantes a �1. Esta de finición muestra que el mo 

delado es 11n proces creativo que implica el conoc im i en t o 

del sist ema . No es posibJe dar reglas fijas para este 

proces o de i den tifi ación, ya que depende de la imagina­

ción, creatividad, ·ntuici ón, pers picac i a y otros proce­

sos mentales de la ersona que lo desarrolle. Sin emb ar­

go, en la experienc a surgen patro nes que p ueden estimu­

lar y guiar esta s o era c ione s . Las pautas que se recomien­

dan para el modelad son las �iguientes: 

Dividir el s 1 stema en sistemas más pequeños y sim 

ples. 

- Establecer de manera clara las entidades, atrjbu 

tos, activ da J es y ODJCtivos del sistema. 

- Buscar arra ogf as , es decir, encon t rar otros sis­

temas estrJ cturalmente semej antes y que sean más 

famlliares J 
1 

- Apuntar lo que resulte obv i o . 

23 
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II. 2. Definición de modelo y su estructura 

Un modelo es una representación cualitativa y cuantitativa 

de un sistema, en �1 cual se muestran las relaciones pred� 

minantes entre sus elementos. En otras palabras, los obj� 

tos y procesos físicos y los símbolos y sus relaciones cons 

tituyen el modelo, , de manera que la representación se hace 

generalmente, con *edios de sustancia distinta a los del 

sistema original. A continuación se muestran dos ejemplos: 

1. Un sistem� de distribución de agua contra incendios 

consistente en estaciones de bombeo, tuberías y 

aspersores, se puede representar por un circuito 

eléctrico en donde: 

las 

las 

bombas se representan por baterias, 

tubbrías se representan por focos , 

los aspersores se representan por resistores , 

el flujb del agua equivaldría al flujo de elec­

tricidad , 

la presión del agua equivaldría al voltaje en 

el circuito eléctrico, 

el circCito eléctrico sería el modelo del siste 

ma de distribución de agua contra incendios. 

2. El sistema de transporte colectivo que consiste 

en los vagones del metro, las estaciones, los usu� 

rios y las líneas, elementos que se pueden repre­

sentar por medio de símbolos y relaciones matemá­

ticas do1de: 

la cap�cidad de los vagones y las estaciones se 

repres,ntarían por medio de constantes. 

Consideraciones 
en la represen­
tación con mode 
los 



el número de usuarios del metro se representa­

ría con variables matemáticas y, 

el aumento y disminución de este número se ob­

tendría por medio de ecuaciones matemátícas que 

relacionan a las variables. 

La estructura de un modelo contiene los siguientes elemen­

tos: 

1. PARAMETROS: en el modelo son objetos o símbolos 

que representan a entidades o atributos del siste 

ma que permanecen constantes durante el estudio. 

La persona que trabaja con el modelo les puede 

asignar un valor inicial. 

2. VARIABLES: son objetos o símbolos en el modelo, 

que representan a entidades o atributos del siste 

ma que cambian en el tiempo durante el estudio. 

Estos cambios pueden ser cualitativos o cuantita­

tivos. 

3. RELACIONES FUNCIONALES: son los procesos físicos 

o las relaciones entre los símbolos de un modelo, 

que representan a las actividades y a las relacio 

nes entre los elementos de un sistema. Describen 

la forma en que cambian las variables y como los 

afectan los parámetros. 

Ejemplo 1 

En el modelo del sistema de distribución de agua contra in 

cendios. La estructura sería: 

25 

Elementos que 
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La intensidad y tamafio de los focos, longitud y material 

de los alambres que los conectan y el voltaje de las bate 

rías, serían parámetros, ya que permanecerían constantes 

durante el estudio, pero inicialmente podrían tomar cual­

quier valor. 

El número de focos y conexiones, el voltaje en los focos 

y la resistencia de los resistores, serían variables ya 

que cambian continuamente durante el estudio. 

Por último, la forma de hacer las conexiones, es decir, 

la forma en que están interrelacionados los elementos (fQ 

cos, baterías, alambres, resistores) sería la relación nm 

cional del modelo. 

Ejemplo 2 

En el modelo del sistema de transporte colectivo, el núme­

ro de líneas, su ubicación, el número de estaciones y su 

capacidad, serínn parámetros, ya que permanecerían constan 

tes durante el estudio y se les podría dar al principio 

cualquier valor arbitrario. 

El número de usuarios, su tiempo de espera, la velocidad 

de los trenes y el tiempo entre llegadas de cada tren se­

rían variables ya que cambiarían continuamente durante el 

estudio. 

Las ecuaciones matemáticas que darían el aumento o disminu 

ción de usuarios del sistema, serían las relaciones funcio 

nales. 



11.3. Ventajas en la utilización de los Modelos 

Analizando los dos modelos anteriores (y otros que conozca 

el lector), se pueden apreciar algunas ventajas de dispo­

ner y trabajar con modelos, como son: 

- La reducción de los costos que implica no traba­

jar directamente con el sistema real. Esta econo 

mía es claramente mostrada en los dos modelos dis 

cutidos anteriormente. 

La posibilidad de experimentar sobre los sistemas 

no existentes. En el ejemplo del modelo del me­

tro, el objetivo de su estudio puede ser en dónde 

y cómo construir el sistema de transporte colecti 

vo. 

- El señalamiento de los problemas intrínsecos de 

los sist�mas. Por ejemplo, en el modelo eléctri­

co del sistema de agua contra incendios, como hay 

correspondencia uno a uno de los elementos del mo 

delo con los del sistema, al construirlo se pue­

den apreciar ciertas fallas o incongruencias en 

el sistema original, como pueden ser: número ina­

decuado de bombas, dificultad en el tendido de lí 

neas de tubería, etcétera. 

Un solo modelo permite estudiar varios sistemas. 

Por ejemplo, el modelo eléctrico que estudia el 

flujo de agua en el sistema contra incendios, pe� 

mitirá, estableciendo analogías apropiadas, estu­

diar el flujo de información en una empresa. 

27 
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II.4. Clasificación de los modelos 

Existen dos principales formas de clasificar los modelos: 

a. por el tipo de sistema que se está estudiando 

b. por la naturaleza misma del modelo 

De acuerdo al sistema que se pretenda estudiar, un modelo 

puede ser ESTATICO, que corresponde a un sistema discreto, 

o un modelo VINAMICO, que corresponde a un sistema conti­

nuo. 

Así como los sistemas discretos o continuos pueden ser de­

terminísticos o probabilísticos, de acuerdo a si el resul­

tado de sus actividades se conoce con certeza o si está su 

jeto a una distribución de probabilidad, los modelos está­

ticos o dinámicos también pueden ser VETERMINISTICOS o PRO 

BABILISTICOS, dependiendo de si el resultado de sus rela­

ciones funcionales se conoce con certeza o está sujeto a 

una distribución de probabilidad. 

Por la naturaleza del modelo este puede ser: 

MATERIAL cuando está formado por objetos y procesos fisi-

cos; 

SIMBOLICO si está formado por símbolos y relaciones entre 

ellos. 

Los modelos materiales se clasifican a su vez en: 

1. REPLICAS.- son modelos en los cuales se conservan 

las mismas dimensiones que tiene el sistema origi-

Tipo de Sistema 

de acuerdo a 

los resultados 

de sus activida 

des o de sus re 

laciones funcio 
na les 

Modelos de natu 

raleza material 



2. 

3. 

1 
nal y sólo Je 

contenido. 

ha cambiado el material con que está 

Ejemplo: una estatua. 

C UASI-REPLi lAs.- son modelos en los cuales se ha 

cambiado eljmaterial constitutivo y una o más dimen 

siones con especto al sistema original. 

Ejemplo: u mapa . 

ANALOGIA.- 1son modelos que ya no tienen semejanza 

con el sistJma original ni en materia ni en dimen­

siones, sin embargo puede establecerse corresponden 

cia uno a u1o de las propiedades esenciales. 

Ejemplo: e� modelo eléctrico del sistema de agua 

cdntra incendio. 

Los model os simból�cos 

1. DESCRIPTIVO� .-

se clasifican a su vez en: 

modelos en los cuales el sistema se 

2. 

3. 

explica por,medio del lenguaje cotidiano únicamente. 

Ejemplo: 1 consti tuci6n que pretende ser modelo de 

un Sistema ederal. 

SIMULATIVos ) - son modelos en los cuales pueden exis 

tir palabra, de uso cotidiano, pero también deben con 

tener expre�iones y fórmulas matemáticas. 

Ejemplo: e� diagrama de flujo del algoritmo simplex. 

FORMALES.- l so� �odelos que con�isten únicamente de 

símbolos ma�ematlcos, los cuales se manejan con op� 

raciones de alguna disciplina de las matemáticas. 

Ejemplo.- 1ey de Boyle de los gases ideales: PV = NRT. 

29 
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Hay que observar que los modelos materiales de réplica son 

los más parecidos al sistem a original, mientras que los m� 

delos simbólicos formales son los menos parecidos. Sin embargo, 

el primero sólo serviría para estudiar el sistema original, 

mientras que con el segundo se pueden estudiar varios sis­

temas estructuralemente semejantes, es decir, es más gene­

ral. 

También es posible combinar las clasificaciones de un mode 

lo, de acuerdo al sistema y de acuerdo a su naturaleza, en 

una sola, es decir, se puede hablar de modelos materiales 

cuasi-réplicas y probabilísticos, o de modelos simbólicos 

formales dinámicos y probabilísticos. 

En la siguiente tabla se muestra la clasificación combina­

da y se indica un ejemplo de cada caso. Se muestra también 

cómo disminuye la semejanza del modelo con el sistema ori­

ginal y cómo aumenta su generalidad (su potencial aplica­

ción al estudio de otros sistemas). 

Modelos 

múltiples 
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II.S. Selección del modelo 

La selección del modelo más adecuado depende de tres fac­

tores: 

1. El sistema 

2. El estudio que se desea efectuar 

3. Los medios disponibles 

Por ejemplo, el sistema de agua contra incendio se modeló 

con un circuito eléctrico, es decir, con un modelo dinámi­

co, determinístico, material y analógico, se hubiera podi­

do hacer también, con un modelo dinámico, determinístico, 

simbólico y formal, estableciendo las ecuaciones dinámicas 

de flujo y la caída de presión que proporciona la dinámica 

de fluidos, e implementarlas en una computadora. 

Si el objeto es entrenar al personal de seguridad y mante­

nimiento, el primer modelo es el más adecuado, mientras 

que si se desea observar la respuesta del sistema para fi­

nes de diseño lo sería el segundo. Por otra parte, el cir 

c,Ji to eléctrico requiere, además del material involucrado, 

una persona hábil para armar el modelo e interpretar sus 

resultados, mientras que el sistema de ecuaciones requiere 

además del matemático que formule las ecuaciones e inter­

prete sus resultados, una calculadora o computadora adecua 

da para manejar la información. 

De esta forma se observa que no hay reglas fijas y la rela 

ción queda a criterio de quienes estudian el sistema, aun­

que se han determinado ciertas características que un mode 

lo adecuado debe tener: 

- Ser simple, para que sea entendido por los que 

lo utilicen. 

Factores para 

la selección 

de un modelo 

Consideraciones 
para la imple­
mentación de un 

modelo 



- Dar respuestas lógicas. 

- Ser fácil de manipular y de controlar. 

Dar resultados completos e importantes. 

- Ser adaptativo, esto es, de fácil modificación. 

- Ser evolucionario, es decir, debe empezar con da­

tos simples e ir a lo más complejo. 

II.6. Validación del modelo 

Validar un modelo es asignar un nivel de certeza adecuada 

a los resultados del modelo, es decir, asegurarse de que 

contiene todos los parámetros, variables y relaciones fun­

cionales necesarios para que dé respuestas concretas. 

Para validar un modelo se utilizan, por lo general, tres 

pruebas: 

1 . Se construye el modelo y se analiza para estar seg� 

ro Je que tiene apariencia de certeza, es decir, 

que tiene parecido o describe al sistema original. 

2. Se efectúan una o más pruebas con el modelo y se pre 

gunta si los resultados parecen razonables. 

3. Se busca a gente directamente relacionada o involu­

crada en el sistema original y se le pide que comp� 

re los resultados del modelo con las respuestas ac­

tuales del sistema. 

Se puede observar que la validación de un modelo implica 

comparar sus resultados con los del sistema real. 
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II.7. Mé t odo gene ral para el est udio de sistemas 

u t ilizando modelos 

A con t inuación se mencionan las e tapas que se siguen cuan­

do se desea es t udiar un sistema utilizando modelos. 

1 . El sis t ema original se presenta casi siempre en el 

mund o real, en el muy pocas veces entendible ambien 

te cotidiano. 

2. Identificado el sistema, se procede a analizarlo p� 

ra simplificarlo, es decir, conservar Gnicamente 

las entidades, a t ribu tos, act ividades e interaccio­

nes de int er és , delimitar claramente su medionmbien 

te, y elimin�r todo aquello que se considere como 

irrelevante. A esta aproximación del sistema real 

se le llama modelo �eal. 

3. El modelo real se puede transformar en un woJelo m� 

terial o simbólico por medio de un proceso de abs­

tracción, el cua l consiste en representar a los com 

ponentes del s i s tem a  por medio ele ob j etos y procesos 

fisicos en el primer caso, o por simholos y relacio 

nos entre ellos en el segundo. 

4. EJ modelo material y el simbólico se pueden mane ja r 

con técnicas y herramientas a p r o p i a d as con objeto 

ele obtener rcsul taclos, que put�dcn ser conclusiones 

y predicciones acerca del sistema real. 

S. Estos result:1dos se deben comparar l·on el sistPma 

real, y s� no son aplicables h<'Y <¡uC' rc¡wtir el ci-

c1o, ya 

o no SC' 

Cl\lC' tal vez la �-implificación fue excesiva, 

s�lccc1onó el mndc] n adL'cuado o no se u t i  l1 
1 

z;¡ron 1as1 1fcnic;Js y hcrrmnien1ns <pror iad 1s . 

Fases o Etapas 

para el �:;studio 

de un S'c;Lema 

con mod--los 



El siguiente diagrama ilustra el método general: 

<XMPARACION 
y 

VALIDACION 

ANALISIS Y SIMPLIFICACION 

ABSTRACCION 
o 

M:lDELAOO 

En Pl diagrama se puede observar que no s iempre se requie­

re de un modelo mater:al o simbólico para estudiar un sis-

tema. Existe un proceso abreviado que a partir de ciertos 

análi�i� y simplificaciones del sistema real obtiene los 

resültados. Este proceso abreviado es el que siguen algu­

nos djrectivos de empresas, e s tadis t a s y científicos. 

El siguiente ejempJo ilustrará el mé todo general. 

Descrjpción del sistema real. 

Se encuentran tres fr a nci sca nos y tres caníbales en la ori 

lla derecha del río Amazonas, y quieren trasladarse a la 

orilla izquierda, por medio de un hote y es la finica mane­

ra de hacerlo, el cual no puede llevar m§s de dos pasaje­

ros a la vez. Si en cualquier momento y en cualquier lu­

gar, el nfimero de caníbales sobrepasa al de misioneros, ma 

tarán a estos filtimos y se los comení:n. Se qui_ere saber Sl 

pueden cruzar los s ei s íntegramente de llna orillél n 1a otra, 

y en caso de que puedan, cuál es el menor número de viajes 

en que lo ha:rán: 
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MODELO REAL 

Entidades Atributos Activ idades Medio Objetivo 
amb iente 

un río fluir selvas atravesar 
ama zónicas el río, 
donde es- sanos y 
tán loca- salvos 
lizados 

3 misioneros saben remar remar 

3 caníbales saben remar, remar 
tienen conflic 
to con los mi-
sion eros 

w1 bote tiene capacidad trans-
par. dos persa- portar 
nas 

--

Se puede observar que por simplificación, s ó l o se han con­

servado lo s a tributos e s enc i a l e s , que imponen las restric­

ci on e s d el s i s tem a y que a su vez permiten su solución: 

el conflicto entre los canibales y los misioneros, 

ya que si 1 os primeros 11 egan a ser más que los se 

gundos en cualqujer momento, se lo s comen. 

que el bote sólo puede llevar cuando m�s a dos pe� 

senas; y que todos, los seis, saben remar . 

(NOTA: No se est3 tomando en consideración que es el río Amazonas, 

ni su anchura, ni la dirección y veloddad de la coTrientc, tampoco 

la tribu de los caníb a les ni la orden de los misioneros, todo lo cual 

no aporta infonnación para resol ver el probl erna. La anterim· descrip 

ción de entidades, atrümtos, l.!Ct:ividades, modio ambi ente y objeti­

vos, constituye el modelo real). 

Hodelo real 



SOLUCION 

Para resolver el problema se pueden plantear varios mode­

los. Aquí se describirán sólo dos de ellos, y con uno so 

lo se obtendrá la so�ución del problema. 

1. Modelo dinámico, determinístico, material y analó­

gico: 
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Modelo material 

2. Modelo dinámico, determinístico, simbólico y simula Modelo simból feo 

tivo: 

Se construye una matriz donde el nGmero de renglón 

¡ será el nG,ero de misioneros que hay en la orilla 

izquierda del río y el nG m ero de la columna j será 

el de caníbales en la misma orilla (determinada la 

condición de la orilla izquierda, automáticamente 

queda determinada la de la derecha), ¡ puede valer 

O, 1, 2 o 3 � j igualmente. 

¡ 

3 i¡_LI_� 
2 

-ffij o 

o 2 3 j 
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En la matriz se tienen todas las p osibles combinaciones 

que puede haber en esta orilla de misioneros y caníbales. 

Por ejemplo el punto i = 1 , j = 2 indica que en la orilla 

izquierda hay un misionero y dos caníbales (en la derecha 

estarán los dos misioneros y el caníbal restante). Por 

la restricción de que el número de caníbales no puede ser 

mayor, en cualquier momento al de misioneros, sólo algunas 

de las 16 combinaciones son factibles. Estas se indican 

con puntos en la matriz. 

3 

2 

o 

• L 2" 
5 . 
f 

7 

. }O • 8 
. 

11 9 
o 1 2 3 .i 

Estos puntos se pueden conectar con lineas que representan 

todos los viajes transladando 1 ó 2 personas al lado opues­

to del rio. El resultado es una red no dirigida. 

3 

2 

o 

? !"... !'-.. 
1 1/ 

l

Y 

/V 

/ 
'- 'o. V V 

o 2 3 j 

Esta red no dirigida se transforma en una dirigida, añadie� 

do flechas a las lineas, las cuales muestran la dirección 

de cada viaje. Para hacerlo y obtener la solución del pr� 

blcma, se deben seguir dos reglas: 

1 . Hay que ir del punto i 

j = o. 
3' j 3 al punto i o, 



2. La trayectoria que se siga debe alternar movimien­

tos hacia abajo o a la izquierda con movimientos 

hacia arriba o a la derecha, ya que cada paso aba­

JO o a la izquierda significa un viaje hacia la 

orilla derec�a y cada paso arriba o a la derecha 

corresponde a 1m viaje a la orilla izquierda. 

Este es el modelo del sistema, y manipulándolo se llega a 

la solución; 

3 

2 

o 

j 

Aparecen numeradas en las 

flechas los pasos necesa­

rios. 

El resultado es que si pueden cruzar los se is Íntegramente 

el rio, con las restricciones impuestas por el sistema y 

requirieron cuando menos de 11 viajes. 

Además manipul§ndo el modelo se pueden obtener otras tres 

trayectorias que r �quie r an también de 11 viajes y llevan 

de ;_ = 3 , j = 3 a .1 = O , j "' O . 

Sólo resta validar el modelo, es decir, saber si es corree 

ta la solución encontrada y esto sólo se puede saber apli­

cándola en el sj stema real. En caso de que sirva, el mod� 

lo es correcto. En caso de que no, hay que repetir el aná 

lisis del sistema, lya que posiblemente se simplific6 dema� 

siado, eLiminando a
1
lgunos dotas que si influye11, como pue­

de ser; el empu j e del bote por la corriente, la dirección 

de la corriente, la anchura del rio, el clima de la región. 
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Entonces se debe incluir en el modelo y obtener una nueva 

solución. 



I. Cont es t a r  l as si gui entes preguntas. 

1� ¿Cuál es el concepto de sistema? 

CUESTIONARIO DE AUTOEVALUACION 

41 

2� ¿Cuáles s on l os objetivos de la Ingeniería de Sistem as? 

3. C on si dere un super mer cado como un si stema. ¿Cuáles s on s us entidades? 
Des crib a al gunos de sus atributos y acti vi dades . ¿Cuál es su medi o am 
biente? ¿De que tipo de sistema se trata? Encuentre otros sis temas -
es tructuralmente s emejantes. 

4� ¿Cuál es la metodología de tr abajo de la Inves tigación de Operaciones? 

* Se sugiere recurrir a la asesoria. 
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MODULO III PROGRAMACION LINEAL 

Objetivos Específicos: 

Al finalizar el estudio de este módulo, el alumno: 

1. Construirá un modelo de programación lineal para un 

problema determinado. 

2. Aplicará el método gráfico para resolver problemas de 

programación lineal con dos variables. 

3. Aplicará el método Simplex para resolver problemas de 

programación lineal con cualquier número de variables. 

4. Aplicará el método de la gran M o de las dos fases p� 

ra obtener una solución inicial al método Simplex. 

S. Obtendrá el modelo dual asociado a todo modelo de pr� 

gramación lineal. 

6. Obtendrá la solución del problema dual a partir del 

problema original y viceversa. 
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Modelos de 
Programación 

Lineal 

e U A D R O 

Dos variables 

Más de dos variables 

S I N O P T I e O 

{Método gráfico 

Solución inicial 
factible 

No tiene solución 
inicial factible 

{ Método simplex 

{ Método de la gran M 

Método de las dos fases 

Aspectos económicos del modelo de Programación Lineal__..Modelo dual. 



III. 1. El Modelo de Programación Lineal 

Entre las herramien�as más útiles para estudiar los siste 

mas que se presentah en la ingeniería, se encuentran los 

métodos de optimización. Dentro de éstos, está la PROGRA 

MACION MATEMATICA, que pretende encontrar el valor óptimo 

del objetivo del sistema, sujetándose a una serie de res­

tricciones que surgen de las relaciones que existen entre 

sus entidades. Una de sus técnicas más importantes y más 

utilizadas es la PROGRAMACION LINEAL� que recibe este nom 

bre porque todas sus relaciones funcionales se pueden ex­

presar como ecuaciobes lineales. 

La programación lineal trata con sistemas cuyo problema es 

asignar recursos liCitados entre actividades que compiten, 

de la mejor forma posible, es decir, optimizar. Como eje� 

plos tenemos: 

1. Una fábrica de alimento para pollos, produce dos 

marcas que se hacen con harina de pescado y nutrien­

te. Tiene además capacidad limitada en el empaque 

de uno de sus productos. Debe decidir cómo emplear 

esta materia prima y su capacidad, en la fabrica­

ción, para obtener el máximo beneficio posible. 

2. Un ganadero que cría ganado para engorda, debe de­

cidir qu� tiyo de pasto proporcionará al ganado, y 

qu� plan de engorda debe seguir, con objeto de ob­

tener el máximo beneficio. 

3. Un agricultdr debe decidir qu� cultivos plantar du 

rante la siguiente temporada, tomando en cuenta la 

cantidad de agua de que dispone; la tierra cultiva 

ble, y alguna otra restricción en cuanto a cantida 
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des que debe proporcionar de uno de los cultivos 

obligado por un contrato, con ob jeto de obtener el 

máximo beneficio monetario. 

4. La CFE debe decidir cómo distribuir el carbón de 

que dispone entre las termoeléctricas que alimentan 

al Valle de México, su je t as a las restricciones de 

cantidad de carbón y a la demanda y eficiencia de 

las termoeléctricas, de manera que incurra en el mí 

nirno costo de producción de carbón y transporte. 

S. PEMEX debe decidir c6rno encausar el petróleo crudo 

que llega a una de sus refiner í as tornando en cuenta 

la capacidad y eficiencia de.los procesos, as í corno 

la demanda de los productos terminados, de manera 

que se minimice el costo de la operación. 

Para resolver estos problemas, se utili z a  el MOVELO VE 

PROGRAMACION LINEAL que tiene la siguiente estructura, de 

nominada FORMA ESTANVAR: 

Maximizar z = C¡ X¡ + Cz Xz + ... + Cn Xn } Función objetivo 

Sujeto a a¡¡X¡ + a¡zXz + + a¡nXn < b¡ 

az¡X¡ + azzXz + + aznXn < bz 

Restricciones 

explícitas 

am1X¡ + amzXz + ... + arnnxn < brn 

o 

) 
Restricciones 

X¡ ' Xz ' ... xn ? irnplíci tas 

A con tinuación se ex plica la estructura del modelo matemá­

tico. 

Forma estándar 

del modelo 



OBJETIVO DEL MODELO.- Se expresa como una ecuación mate­

mática lineal que pretende encontrar el valor óptimo del 

problema; en este caso el máximo (función objetivo). En 

los ejemplos anteriores se aprecia que algunas veces pue­

de ser objetivo del sistema encontrar el valor mínimo 

(costos, por ejemplo). Más adelante se verá que se puede 

transformar en un modelo o problema de maximización. 

PARAMETROS DEL MODELO.- Existen tres grupos de parámetros 

en este modelo que se determinan en el sistema real y pe� 

manecen constantes. 

1. Parámetros de la función.- Son c1, c2, ... , en, ta� 

tos como actividades compitan en el problema y se 

expresan por unidad de actividad o variable. Repr� 

sentarían: beneficio por producir empaques de ali­

mento, beneficio por determinado pasto y plan de en 

gorda, beneficio por cada hectárea dedicada a cada 

cultivo, costo por asignar una tonelada de carbón a 

cada termoel€ctrica o costo por encauzar un barril 

de petróleo crudo a determinado proceso, etcétera. 

En general son el beneficio o costo por unidad de 

actividad. 

2. Parámetros del lado derecho de las restricciones.­

Son b1, b2 , ... , bm, tantos como restricciones expli 

citas tenga el problema, son las cantidades límite 

de los recursos, por ejemplo, serían para cada uno 

de los ejemplos mencionados, la cantidad de harina 

de pescado, nutriente y capacidad de empaque; la 

cantidad de pasto que se pueda obtener y los lími­

tes de engorda; la cantidad de agua y tierra culti­

vable; la cantidad de carbón disponible Y la deman­

da de cada termoeléctrica; la capacidad de cada pr� 

ceso de la refinería y Ja demanda de los productos 

terminados. 

47 

Función Objetivo 

Constantes del 
modelo 



48 

3. Parámetros o Coeficientes de las Restricciones.-

Son a 1 1 , a 1 2 , 

, amn' tantos como el producto de las 

actividades que compiten por el número de restric­

ciones. En general, un coeficiente a .. indica cuán 
.{.j 

-

tas unidades del recurso � consume una unidad de la 

actividad (o variable)j. Por ejemplo, dirían cuan 

tas unidades de harina de pescado consume cada uno 

de los alimentos para pollo, cuántas unidades de 

nutrientes y cuántas unidades de capacidad de emp� 

que. O en el caso del agricultor, dirían cuánta 

agua consume cada hectárea de cultivo o cuánta tie 

rra requiere. 

VARIABLES.- Son las actividades que compiten; se trata de 

determinar el nivel adecuado que satisfaga el objetivo del 

problema y las restricciones. Cambian continuamente al 

trabajar con el modelo e indicarán en los ejemplos menci� 

nados la cantidad de pasto y el plan adecuado de engorda; 

el tipo de cultivo y el número de hectáreas que se le debe 

asignar; la cantidad de carbón que se debe asignar a cada 

termoeléctrica; el número de b arriles de petróleo que se 

debe enviar a cada proceso de refinería. 

RELACIONES FUNCIONALES.- Son ecuaciones matemáticas linea 

les y se clasifican en tres tipos: 

a. FUNCION OBJETIVO.- Cada uno de sus términos indica 

el beneficio que se obtiene por cada actividad y al 

sumarse dan el beneficio total del sistema, se bus­

ca encontrar el máximo. 

b .  RESTRICCIONES EXPLICITAS.- Recib en este nombre po� 

qu e se indican textualmente. Cada uno de sus térmi 

nos indica cuánto recurso está consumiendo la acti-

Elementos cam­
biantes del 
modelo 

Restricciones 
del modelo 



c. 

vidad, y su suma cuánto recurso consume el sistema 

Son desigua�dades del tipo menor o igual que ( 5 ), 

e indican que se debe consumir menos o hasta lo que 

se tiene. 

RESTRICCION �S IMPLICITAS.- Indican únicamente que 

el valor de las variables (o nivel de las activid� 

des) debe ser cero o cualquier valor positivo. 

Para ilustrar mejo� la forma en que se construye el mode­

lo de programación lineal, se mostrará el ejemplo de la f� 

brica de alimento para pollos que se puede considerar como 

de planeación de la producción. 

Una compañía denom�· nada "Alimentos para Pollos, S .A.", f� 

brica dos mezclas e comida para pollo: "chicken-pollo" 

y "coqui-pollo". iene disponible para la producción dos 

materias primas, harina de pescado y una b0se nutriente. 

Si los datos de la siguiente tabla se aplican al problem� 

la compañía quiere saber cuánto producir mensualmente de 

cada una de las dos marcas, con objeto de maximizar sus g� 

nancias: 

Contenido del Pnquete te.-.l.nlclo 

Precio de venta por paquete 

Ma.teriu primas usadas por paquete: 

harina de pescado 

nutriente 

Costo de las materias primas: 

harina de pescado 

nutriente 

Costo de mezclado, """'""' r .... 

costos variables por paquete 

Atcursoo dhponiblu pera la 

producci6n men5ual: 

Materia. prima: 

har lna de pescado 

nutriente 

Capacldadeo de i=ces•iento: 
""""que ele llllcken-Pollo 

llozclodo ele O.lckcn-l'ollo } 
�y •zclacle ele Coqul-,Uo 

OIICXEN-POU.O CllQJI -POU.O 

2.51:1 3.0 Ka 

$90.00 $75.00( 

1.0 Ka z.o Ka 

1.5 11:& 1.0 [g 

$10.00/li $10.00/li 
SZO.OO/Ii SZO.OO/Ii 

$14.00 UI.OO, 

- 240 ,000 Ka 
- 180,000Kg 

�nllh.blo da 110,000 paquetes por­

suficiente pero producir cual<fJier 
.. zcla de I>I'O<b:tos dentro de 1U 
clispon1bllldocles de •terla prla 
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Se hacen las siguientes suposiciones: 

1. El gerente de mercadot ecnia es t ima que cualquier 

combinación factible de los dos productos, dada las 

restricciones de los recursos, se puede vender a 

los precios indicados. 

2. La compañía ha establecido contrato a largo plazo 

con los proveedores de materia prima, de manera que 

cada mes se deben ad quirir las cantidades menciona 

das. -,_ 

3. C ual q uier cantidad de materia prima no utilizada al 

final de cada mes se pierde totalmente y no se pu� 

de vender ni utilizar al siguiente m es. 

SOLUCION DEL PROBLEMA 

Analizando el problem a, queda claro que el objetivo es de­

terminar cuántos paquetes mensuales hay q ue producir de 

"C hicken-Pollo" y de "C oqui-Pollo" con objeto de obtener 

l a  máxima util,idad posible sujetándose a las restricciones 

de disponibilidad de harina de pescado, nutriente, y cap� 

cidad de empaque; con est o  se establece la estru ctura del 

modelo: 

a. Variables: el número de paquetes de cada producto 

q ue se deben producir al m es. 

xl =Número de paquetes a producir por mes de ''Chicken- Pollo'' 

Xz =Número de paquetes a producir por mes de "Coqui-Pollo" 

b. Parámetros de la función objetivo: serán los bene­

ficios brutos por paquete, q ue se obtienen de la si 

guient e  forma: 

beneficio bruto precio de venta costo de producción 



Precio de venta 
Costo de producción 

Beneficio bruto 

Chicken-Pollo 

$ 90.00 
$ 14.00 

$ 76.00 

Coqui-Pollo 

$ 75.00 
$ 18.00 

$ 57.00 

NOTA: No se incluyen los costos de la materia prima ya 

que son, por la suposició n 2, costos fijos en el sistema 

y no dependen, por tanto, de la cantidad que se produzca 

de cada paquete ni de cuánto se utilice de cada materia 

prima. 

c. P arámetros del lado dere c ho de las restricciones.­

Son las cantidades disponible de cada uno de los r� 

cursos; 240,0 0 0  kgs. de harina de pescado, 180,000 

kgs. de nutriente y 110,0 0 0  unidades de capacidad 

de empaque. 

d. P arámetros o Co e ficientes de las Restricciones.­

Son las cantidades que consume cada paq ue te de 

"C h icken -P o llo" y de "Co q ui -P o llo", de harina de 

pescado, nutriente y capacidad de empaq ue . Apare­

cen textualmente en el postulado del problema. 

Harina de P esc a do 

Nutriente 

Chicken-Pollo 

1 .O Kg/paquete 

1 .S Kg/pa quete 

Coqui-Pollo 

2.0 Kg/paquete 

1 .O Kg/paquete 

Capacidad de empaq ue- 1. O unidades de capacidad/paquete 

SJ 
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e. 

f. 

Funció1 Objetivo.­

por la producción. 

Da el beneficio mensual bruto 

z = 76.00 ($/paquete) x1 (paquete/mes) + 57.00 ($/paquete) X2 (paquete/mes) 

Beneficio por producir 

"OJ.icken-Pollo" 

�,---� 

Beneficio por producir 

"Coqui-Pollo" 

Se pretende maximizar z ($/mes) el beneficio total bruto 

maximizar Z = 76 X¡ + 57 X2 

Restricciones Explícitas .- Indican que no se pue-

d e  consumir en la producción más recurso que el dis 

ponible. 

Harina de pescado: 1. O 1 Kg de harina 1 x 1 paquetes 1 
paquete 1 mes + 2. 0 1 Kg de harina 1 x ¡paquete:� � < 240 000 1 Kg de harina 1 

paquete 2 mes - ' mes 
�------,,-------J � 

Nltriente: 

consuroo mensual de harina en la 
producción de "Chicken- Pollo" 

consumo mensual de harina en la 
producción de "Coqui-Pollo" 

1l5 1 Kg de nutriente 1 x 1 paquetes 1 
paquete 1 mes 

consl.DTlO de nutriente en la 
producción de "Olicken-Pollo" 

+ 1. 0 1 Kg de nutriente 1 x 1 paquetes 1 � 
paquete 2 mes 

conslDTIO de nutriente en la 
producci6n de "Coqui-Pollo" 

disponibilidad mensual 
de harina 

180 000 IKg de nutriente ¡ 
' mes 

disponibilidad mensual 
de nutriente 

Capacidad de empaque: 1 0 1 unidades de capacidad 1 x 1 paquetes 1 · paquete 1 mes � 110 000 ¡unidades de capacidad 1 
, mes 

consumo de wüdades de capacidad de 
empaque de "Chicken-Pollo" 

disponibilidad mensual 
de capacidad de empaque 



NOTA: En esta última restricción no aparece la variable 

x2, ya que para mezclado y empaque de "Coqui-Pollo" hay 

suficiente capacidad, según el postulado del problema. 

g. Restricciones Explícitas.- Indican que o no se pr� 

duce alguno o ambos de los productos (x1 = O ó 

X2 = O) ó que, si se producen, tiene que ser una 

cantidad positiva (xi > O, X2 > O). Ambas se combi­

nan en una sola restricción 

( X¡ ? 0 , X2 ? 0 ) 

De manera que el modelo de programación lineal de este pr� 

blema de planeación de producción es: 

Maximizar z = 76 XI + 57 X2 

sujeto a: Xl + 2 X2 < 240,000 -

1 . 5x 1 + X2 < 180,000 

XI < 110,000 

X¡ ' x2 ? o 

ITI.2. Algoritmo Simplex 

El algoritmo Simplex permite encontrar Ja solución óptima 

(en caso de que exista), de los modelos de programación 1! 

neal. 

III.2.1. Método Gráfico 

Los modelo de programación lineal que contienen dos o has­

ta tres variables, se pueden resolver gráficamente de la 

siguiente forma: 
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Si el problema contiene dos variables, se pueden represe� 

tar en un plano cartesiano, donde uno de los ejes indica­

rá los valores de la variable x1 y el otro los de la varia 

ble x2. 

xl 

Los ejes se cruzan en el punto (x1 = O, x2 = O) llamado 

origen y dividen al plano en cuatro cuadrantes que tienen 

las siguientes características: 

x2 

Cuadrante 1 1 Cuadrante 

tiene 
xl < o 

tiene 
xl > o 

x2 > o x2 > o 

Cuadr<'lnte 111 Cuadrante IV 
X 1 

tiene 
xl < o 

tiene 
xl > o 

x2 < o x2 < o 

Las restricciones implícitas del problema llevan a consi­

derar únicamente al cuadrante I (x1 � O, X2 : O), donde 

la igualdad a cero se cumpliría directamente sobre los 

ejes. 

Las restricciones explícitas son desigualdades del tipo me 

nor o igual que ( '5 ) . Consideradas como igualdades estric­

tas, son rectas en el plano cartesiano que se pueden graf� 

car. 

dad. 

Todos los puntos sobre esa recta satisfacen la igua! 

Esta recta divide al plano en dos regiones y los pu� 

Aná l i si s 
del plano 
cartesiano 

Ejemplo 



tos dentro de algun4 de ellas cumplen con la desigualdad. 

Por ejemplo: 

260 

240 

220 

200 

180 

160 

80 

G) 
0 

Re stricción de harina de pescad o 
1 

x1 + 2x2 � 240,000 
x1 + 2x2 240,000 

restricción original 

restricción como igualdad 

O x2= 120 000 } 
2¡ 40

·
, 000 ' 

puntos por donde 
, x2 = O pasa 1 a recta 

X¡= 

X¡= 

Región 1 

• ..-pun t o  a na 1 izado 

60 Región 11 

• 

/ 
punt o 40 

20-

20 40 60 80 
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200 , 
180 

140 

120 

100 

80 

60 

40 

20 

,. 

2 

Región 11 

R estricci ón de Nutr ie nte 

1.5x1 + x2 S 180,000 restricción original 

restricción como i gualdad 180,000 

o ' X = 

2 

120,000 ' 

Región 1 

180,000} puntos por donde 

x = o pasa la recta 
2 



En todos los casos los puntos en las regiones II son los 

que satisfacen las desigualdades. Esto se puede compro­

bar tomando un punto en alguna de las regiones y viendo si 

satisfacen la restricción. 

Por ejemplo, para la harina de pescado, la restricción es 

x 1 + 2x2 :S 240, 000; 

un punto en la región I es 

y 

sustituyendo se tendrá: 

(130,000) + (2)(90,000) 

130,000 

90,000 

310,000 

que es mayor que 24 0,000 y por tanto no satisface la res­

tricción 

un punto en la región II es x1 110,000 

x2 50,000 

sus tituyendo se tendrá: 

(110,000) + (2)(50,000) 210,000 

que es menor que 240,000 y por tanto si cumple con la res­

tricción. 

Asi se puede demost �a r que todos los puntos en la recta y 

en la regi ón II cump l en, independientemente con las restric­

ciones del problema. 

Considerando simult�nearnente las t res restr i cciones se ob­

tiene la siguiente �r§fica: 
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1 
1 

22 

20 

18 
:--... 

'A 
16 

'ff, 

14 

12 

10 

8 

6 

4 

2 1 

� 
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 X¡ 

ZONA V 

Para este problema en particular surgen seis zonas que tie 

nen las siguientes caracteristicas: 

ZONA I. Todos los puntos en esta zona ( ) cumplen con 

la restricción de capacidad de empaque, pero no con la 

de la harina de pescado y de nutriente. Por ejemplo, si 

se quisieran fabricar 80,000 paquetes de 11Chicken- Pollo11 

y 180,000 paquetes de " Co qui - Poll o 1 1 se tendria la sufi­

ciente capacidad de empaque, pero no se dispondria de 

las cantidades necesarias de harina de pescado y de nu-

triente. Se dice que no es una combinación factible. 

Regiones 
del imitadas 
por 1 as 
restricciones 



ZONA II. Todos los puntos en esta zona (�) cumplen 

con las restricciones de capacidad de empaque y de nu­

triente, pero no con la de la harina de pescado. Por 

ejemplo, si se quisieran fabricar 20,000 paquetes de 

"Chicken-Pollo" y 120,000 paquetes de "Coqui-Pollo", 

se tendría la suficiente capacidad de empaque y nu trie� 

te, pero no de la cantidad necesaria de la harina de 

pescado. 

ZONA III. Todos los puntos de esta zona («fti) cumplen 

con las restricciones de la capacidad de empaque y de 

harina de pescado, pero no con la de nutriente. Por 

ejemplo, si se quisieran fabricar 100,000 paquetes de 

"Chicken-Pollo" y 60,000 paquetes de "Coqui-Pollo", se 

tendría suficiente capacidad de empaque, de harina de 

pescado, pero no de nutriente. 

ZONA IV. Todos los puntos en esta zona (IIIIIIH) cumplen 

con las restricciones de harina de pescado pero no con 

las de nutriente ni con la capacidad de empaque. 

ZONA V. Todos los puntos en esta zona (�) cumplen 

con las restricciones de harina de pescado y nutriente, 

pero no con la capacidad de empaque. 

ZONA VI. Todos los puntos en esta zona (� cumplen 

con las restricciones de harina de pescado, de nutrien­

te y de capacidad de empaque. Por ejemplo, si se qui­

sieran producir 40,000 paquetes de "Chicken-Pollo y 60,000 

paquetes de "Coqui-Pollo", se tendría suficiente harina, 

nutriente y capacidad de empaque. Esta zona correspon­

de a la intersección de las regiones que cumplen con e� 

da restricción y se le denomina REGION FACTIBLE. Todos 

los puntos de esta región se denominan SOLUCIONES FACTI 

BLES, y tienen como característica que cumplen con to-
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das las restricciones del problema incluyendo las de no 

negatividad. La solución óptima obviamente debe quedar 

dentro de la región factible. 

Para obtener la solución óptima se procede como sigue: si 

a z en la función objetivo 76x¡ + 57x2 = z se le da un 

valor arbitrario, cero por ejemplo, se tiene la ecuación 

de una recta que se puede graficar; 

z = 76x¡ + 57x2 O 

es una recta que pasa por los puntos 

-7, 5 00, X2 

1 5,000, X2 

10,000) 

-20,000) 

y 

Si ahora a z se le da un valor arbitrario de 1,750,000 , la 

ecuación 

76x1 + 5 7x2 = 1,750,000 

es la de una recta que se puede graficar y pasa por los 

puntos 

0 ; X2 = 30,701) 

(X¡ 23,026 ; X2 = O) 

y 

Esta es una recta paralela a la anterior ó bien la misma 

recta desplazada a la derecha y con mayor valor de z, es 

decir, con mayor beneficio bruto. De manera que la solu­

ción óptima se obtiene desplazando esta recta hacia la de­

recha, incrementando el valor de z, hasta determinar cuál 

es el último punto que toca dentro de la región factible. 



220 

200 

180 

160 

140 

120 

100 

80 

60 

FUNCION OBJETIVO 

Conforme la recta se desplaza hacia arriba y 

hacia la derecha, aumenta el valor de z 

1,750,000 

recta 76x1 + 57x2 O 

Es te punto resulta ser; x� = 60,000, y x� = 90,000. El as 

terisco en las "x" indica que se trata de la solución óp­

tima, obteniéndose con esta producción un beneficio bruto 

de $ 9,690,000.00. 

Es interesante analizar que este punto es la intersección 

de las dos rectas que marcan las restricciones de harina 

de pescado y nutriente, lo cual indica que estos recursos 
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se utilizan en su totalidad, esto se puede comprobar al 

sustituir los valores óptimos en las ecuaciones de restric­

ción. Como sólo se producen 60,000 paquetes de "Chicken-­

Pollo" queda una holgura de 50,000 unidades de capacidad 

de empaque. 

El beneficio neto se obtiene al restar a z* los $ 6,000,000 

de costos fijos de la materia prima, entonces el beneficio 

neto es: 

220 

200 

9,690,000 - 6,000,000 $ 3,690,000 

X� ,. 60,000 

X� = 90,000 

z* ,. 9,690,000 

9,690,000 

� recta 76x¡ + 57x2 = 1,750,000 

Determinación 

del punto 
Óptimo 



Resumiendo, el método gráfico consiste en: 

a. Considerar únicamente el Cuadrante I del plano car 

tesiano, ya que a él limitan las restricciones im­

plícitas de no negatividad. 

b. Las restricciones explícitas se escriben como igual 

dades estrictas, y se grafican como rectas en el 

plano, al cual dividen en dos regiones. Se deter 

mina cuál de ellas es la que se cumple con la de ­

sigualdad. 

c. La intersección de las regiones que cumplen con t� 

das las desigualdades del modelo es la región fac 

tible. 

d. Se traza la recta de la función objeti vo dándole 

a z un valor arbitrario (cero por ejemplo). 

e. Desplazándose paralelamente a la recta de la fun­

ción objetivo, se determina cuál es el último pu� 

to de la región factible que se toca. Este punto 

es la solución óptima del modelo de programación 

lineal. 

Si el modelo de Programación Lineal tiene tres variables, 

el procedimiento es semejante, sólo que ahora se tendrá un 

espacio y la región de no negatividad será un octante de 

este espacio. La función objetivo y las restricciones se­

rán planos en lugar de rectas y la región factible será un 

volumen en el octante en lugar de una figura en el cuadran 

te. 

Se pueden presentar algunos problemas al aplicar el método 
1 

gráfico, como se muestrn en los siguientes ejemplos: 

1 
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1. 

2. 

Solución óptima no acotada 

Max z = 2xl+ 3x2 
sujeto a xl - x2. < 7 

-r x2. � 5 

x2. � o 

1 

1 
La recta de la función objetivo 
se puede desplazar hacia arriba 
y hacia la d¡ recha tanto como se 
quiera, aume tanda el valor de z 
sin límite. Se dice que la solu 
ción óptima stá en infinito y­
que es no acbtada. 

Problema no actible 

Max Z a 2x1 
+ 4x2 

sujeto a xl - x2. � 1¡ 
-xl + x2. � 1¡ 

X¡ + x2. � 1¡ 

x2. � o 

Las regiones factibles de las 
restricciones l no se intersectan 
y por lo tantJ el problema no 
es factible. 

x2 

8 

Caso con 
solución 

no acotada 

Caso con 
solución 
no factible 



3. Problema con soluciones múltiples 

Max z = 15x1 [!- 10x2 
sujeto a xl 4- 2x2 'S 20 

1. 5x1 � x2 'S 18 

xl 'S 10 

xl ' x2 � o 

22 

14 

12 

Solución óptima 

2 4 6 8 16 22 X¡ 

la f"ocióo obje livo ee pacalela a ""' de la> ceetcicciooee. 
El punto óptimo l se obtiene en dos puntos (x1 = 8 , x2 = 6) 

y (x1 = 10 , xl = 3), así como en cualquier punto del seg­
mento de recta �ue los une, dando un valor de z = 180 en 
todos los casos ! Se dice que hay un número infinito de so­
luciones óptimat . 

65 

Caso con 
soluciones 
múltiples 



66 

4. Solución degenerada 
1 

Max rl 
1 

z = + 
3 

X
z 

sujeto a 4x1 + 3 Xz '.S 12 

4x1 + X
z � 8 

4x1 
-

X
z '.S 4 

xl ' 
X

z ;:: o 

La solución óptima está en un punto que es la intersección de más 
de dos restricfiones. Se dice que la solución es degenerada. Es 
te tipo de pro¡lemas da origen a que el método analítico pueda ci 
el ar. 

Caso con 
solución 
degenerada 



III.2.2. Método Analítico 

Si el modelo de programación lineal tiene cuatro o más va 

riables, ya no es posible su representación gráfica, aun­

que las nociones de dos y tres dimensiones se pueden gen� 

raliz ar a estos casos. Las restricciones en lugar de estar 

limitadas por rectas o por planos, lo están por hiper-pl� 

nos. La región factible ?e dice que es ahora un hiperes-

pacio, y la solución óptima se encuentra de manera similar 

al método anterior, es decir, encontrando cuál es el últi 

mo punto que toca la función objetivo dentro de este hipe� 

espacio factible. Con objeto de obtener la solución a es 

tos modelos de 4 ó más variables, se desarrolló a fines de 

la década de los cuarenta, el método simplex analítico que 

se discute a continuación: 

Considere nuevamente el modelo de programación lineal de 

"alimento p ara p ollos, S.A." 

Maxim_izar z = 76x1 + 57x2 

Sujeto a: x1 + 2x2 < 240, 000 Restricción de harina de pescado. 

1 . Sx1 + Xz "S 180,000 Restricción de nutriente. 

X1 :S 1 1 0,000 Restricción de capacidad de em-
paque. 

X1 ' Xz � o 

Se definirán tres nuevas variables, que se añaden a cada 

una de las restricci ones, con objeto de transformarlas en 

i gualdades estrictas. Estas vari able v i ene n a representar 

la holgura de la comp añía en cada uno de los recursos, ror 

esto m i smo rec iben el nombre de VARIABLES VE HOLGURA. Con 

esta adición el p roblema queda como: 
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Maximizar z = 76x1 + 57:x2 

Sujeto a: xr + Zx2 + x3 

1.5xr + X2 + X4 

X¡ + Xs 

240,000 

180,000 

110,000 

En este ejemplo x3 representará la cantidad de harina de 

pescado que no se utiliza para fabricar alimento para po­

llo, x4 daria la cantidad de nutriente que no se utiliza 

en la producción y xs la cantidad de unidades de capaci­

dad de empaque que no se utiliza para fabricar alimento p� 

ra pollos. La e xpresión de las ecuaciones es ahora, lo 

que se utiliza para fabricación más lo que no se utiliza 

en la fabricación igual a lo disponible del recurso. Es­

ta última forma de representar el modelo de programación 

lineal se denomina FORMA CANONICA del modelo de Programa­

ción Lineal y tiene las siguientes características: 

a. las restricciones están en forma de igualdad. 

b. cada restricción tiene una variable con coeficien­

te +1 , que aparece en ella únicamente y no aparece 

en la función objetivo. 

c. estas variables también deben ser positivas. 

Considerando únicamente a las restricciones y dejando mo­

mentáneamente, a un lado, a la función objetivo, se tiene 

un sistema de cinco variables con tres ecuaciones que, de 

acuerdo a los conceptos de álgebra lineal, tiene un número 

infinito de soluciones. S i  hubiera tantas ecuaciones como 

variables, la solución seria única. Es posible obtener un 

sistema como este último con tres variables y tres ecuacio 

nes, fijando a dos de las variables a nivel cero. S i  hay 

Forma canónica 
del modelo 

Determinación 
del sistema 
de ecuaciones 

• 



ci n co variables y se fijan do s para reso lver el sistema de 

las t res res tantes, se pueden obtener 

sistemas de 

Sistema 1 . Se 

X 3  ' x .. ' X s 

se tiene: 

( �) 
. 1 

ecuac1ones. 
1 

fijan KI y 

XI + 2x2 

1. 5xl + X2 

X1 

5! 
1 o 

3!(5-3)! 

Se pueden analizar algunos de ellos. 

X¿ en cero y se resuelve para 

+ X3 240,000 

+ x .. 180,000 

+ Xs 11 o ,000 

XI = o ; X2 o L 240,000 x., 180,000 Xs 110,000 

1 

Sistema 2. Se fijan 
1 
X o 

1 
L y X 3  en cero y se resuelve para 

x l ' x .. ' Xs 

XI 240,000 

1. 5xi + x .. 180,000 

xi + Xs 110,000 

se obtiene que:-

XI = 240,000 ' x2 o X3 o x .. -180,000 Xs -130,000 

Sistema 3, Se fijan �! y X 3  en cero y se resuelve para 

X 2 ' X 4  ' Xs 
2x2 240,000 

X2 + X4 180,000 

+ Xs 110,000 

se obtiene que: 

XI = o X2 = 120,000 X3 = o X4 60,000 Xs 110,000 
, 
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Sistema 4. Se fijan X1 y x" en cero y se resuelve para 

se obtiene que: 

X1 = Ü ; X2 = 180,000 

Sistema S. Se fijan X3 y 

X1 ' 
X 2 ' 

X s 
X1 + Zx2 

1. Sx1 + X2 

X1 

se obtiene que: 

X1 = 60,000 ' x2= 90,000 

Xs 

240,000 

180,000 

110,000 

-120,000 

X�t en cero y 

240,000 

180,000 

+ Xs 110,000 

X3 o X�t o 

o Xs 110,000 

se resuelve para 

Xs so,ooo 

En forma semejante se resuelven los cinco sistemas restan 

tes. 

Un análisis de los que se resolvieron muestra lo siguien­

te. Algunos de ellos, cumplen con las restricciones ex­

plícitas pero no con las restricciones implícitas de no 

negatividad como los sistemas 2 y 4. Otros cumplen con 

las restricciones explícitas y las de no negatividad como 

los sistemas 1, 3 y S .  Por último, el sistema S corres­

ponde a la solución óptima del problema, como se puede com 

probar con el método gráfico, 

Antes de seguir adelante, conviene plantear algunas defi­

niciones, ideas y conceptos centrales que definen el méto 

do. 



a. Se llama SOLUCION BASICA a una solución al modelo 

de programación lineal en forma canónica, que se 

obtiene de fijar en cero tantas variables como sea 

necesario para obtener un sistema en igual número 

de ecuaciones que de variables. 

b. Una solución básica que cumple además con las res­

tricciones de no negatividad de las variables se 

llama SOLUCION BASICA FACTIBLE. 

c. Al conjunto de variables para los que se resuelve 

el sistema se les denomina VARIABLES BASICAS; a las 

que se fijan en cero se les llaman VARIABLES NO BA 

SICAS. 

Solución 
básica 

Básica 
factible 
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d. Al conjunto de variables básicas se le denomina Base 

BASE. 

El siguiente teorema garantiza lo que se había observado 

en el ejemplo anterior. 

TEOREMA 1. Si el modelo de programación lineal tiene so-

lución óptima finita, entonces ésta es una solución bási­

ca factible. 

De manera que si el problema tiene solución óptima, �sta 

debe buscarse únicamente en las soluciones básicas facti­

bles. El método simplex an alítico concentra su búsqueda 
1 

en ellas y por el algoritmo, no es necesario analizar to-

das sino sólo algunas de ellas. 

Cuáles se deben analizar y cómo determinar que ya se está 

en el óptimo se discutirá a continuación, siguiendo con 

el ejemplo. 
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Debe comenzarsf con una solución básica factible que se 

llama inicial. Por ejemplo: 

1a. Solución 0 ; X2 

180,000 
o 

y 

240,000 
110,000 

que da un val o de z = O . Es la más conveniente por la 

estructura de a forma canónica y corresponde a no produ­

cir nada y dej r sin utilizar todos los recursos. Desde 

luego no es la solución óptima ya que analizando la fun­

ción objetivo 

se aprecia que ¡ por cada paquete que se produzca de "Chic 

ken-Pollo" se fUmenta el beneficio en $ 76.00 y por cada 

paquete que se produce de "Coqui-Pollo" se aumenta en 

$ 57.00. O seatque no conviene que x1 y x2 valgan cero, 

sino que tenga un valor positivo. Se aumentará el valor 

de x1 únicamen e, dejando a X2 en cero. La siguiente ta­

bla muestra qu� sucede con las otras variables al reali­

zar este aumenho. 

1 
X1 z 

1 

o 1 o 

1 76 
1,000 76,000 

10,000 760,000 
100,000 7,600,000 
110,000 8,369,000 
110,001 8,360,076 

1 

' X3 

' . 

240,000 
239,999 
239,000 
230,000 
140,000 
130,000 
129,999 

X4 Xs 

180,000 110,000 
179,998.5 109,999 
178,500 109,000 
165,000 100,000 
30,000 10,000 
15,000 o 

14,.g98.s -1 

El máximo valol que puede alcanzar x1 es de 110,000 Va­

lores mayores 6ue �ste llevan a que se violen las restric 

Ejemplo 



ciones de no negatividad. El análisis de la tabla se pue­

de simplificar de �a siguiente forma: se dividen cada uno 
de los elementos d�l lado derecho de las restricciones 

(parámetros del lado derecho) entre los coeficientes, en 

esa restricción, de la variable que se aumenta. Por ejem­

plo, en la primera restricción el valor del lado derecho 
' 

es 240,000 ; el coe�iciente de _xr es 1 .0 la división da 

240,000. Para la segunda es 180,000 entre el coeficiente 

de xr que es 1.5 e] resultado es 120,000 y para la terce­

ra es 110,000 , entte 1.0 que da 110,000. De los valores 

se toma el menor, �ue en este caso fue 110,000 y éste es 

el máximo valor al que se puede aumentar la variable x1• 

Se ha determinado 1ue es más conveniente que x1 sea varia 

.ble básica, y su 1 Jgar se lo deja la variable x5 la cual 

se dice que sale dJ la base . 

La nueva solución Je puede obtener fij ando a X2 y a x5 

en cero y resolvieJd-o el sistema para x1 , x3 , X4 • Sin 

embargo, se hará dJ la siguiente forma que es equiv�ente. 

De la tercera restlicción"que es la que dio el v�lor limi 

te para x1 se despJ j a  a x1 y se sustituye este valor en 

las demás restricciones y en la función obj etivo, obtenién 

dose un nuevo modelo de programación lin�al. 

que da: 
Maximiza� 
sujeto al 

Xl + Xs = 110,000 �XJ � 110,000 - Xs 

Z = 76(110,000 - Xs } + 57 X2 

(110,ooo - xs ) + 2x2 + xs = 24cr,ooo 

(1.5)(110,000 - Xs) + X2 + X� = 180,000 

+ xs = 110,000 

z = 8,360,000 + 57X2 - 76xs 

2x2 + xa - xs "' 130,000 

X2 + x,.-l.Sx� 15,000 

Xl + xs 110,000 
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En este nuevo modelo que como se ve está en forma canóni-

ca, se pueden fijar xz y 

diatamente la solución: 

xs en cero obteniéndose inme-

dando un valor de 

X¡ 110,000 

15,000 

z = 8,360,000 

Xz = O 130,000 

y Xs = o 

Analizando la función objetivo de este nuevo modelo corres­

pondiente a la 2a. solución básica factible, se puede ob­

servar que afin no se llega al óptimo, ya que si se numen­

ta el valor de x2 , se obtiene un beneficio adicional de 

$ 5 7.00 por cada paquete. O sea que x2 se debe convertir 

en variable básica. Para conocer qué variable le deja su 

lugar, es decir, conocer cuál sale de la base, se aplica 

el criterio de dividir los elementos del lado derecho de 

las restricciones, entre los coeficientes de la variable 

que se aumenta. En este caso serían 130,000 entre 2, que 

da como resultado 65,000; y 15,000 entre 1 que da 15,000. 

No se considera la tercera restricción ya que el coefi cie� 

te de x2 ahí es cero. El valor menor es 15,000 lo que indL 

ca que x 2 se puede aumentar hasta ese limite y que debe ser 

x4 la variable que sale de la base, ya que en ese momento 

se convierte en cero. Despejando a x2 de esa ecuación y 

sustituy&ndola en los restantes y en la función objetivo 

se obtiene un nuevo modelo en forma canónica. 

De la 2a. Restricci6n 

sustituyendo Maximizar 

simplificando 

sujeto a: 

Maximizar 

sujeto a: 

X2 + X4- 1.5xs = 15,000 = X2 = 15,000 - X4 + 1.5xs 

z. = 8,360,000 + 57(15,000 - x� + 1.5xs) - 76xs 

(2)(15,000- X4 + 1.5xs)+ X¡ - Xs 130,000 

X¡ 

2'. = 9,215,000 

X¡ 

-1.5xs 15,000 

+ Xs = 110,000 

- 57x4 +.\ 5xs 

x, - 2x!""t-2 Xs = 100,000 

X2 + X4 - 1.5xs = 15,000 

+ Xs = 110,000 



En este nuevo modelo, al fijar a x4 y x5 en cero se obtie 

ne de inmediato la solución básica factible en términos 

de x 1 , x 2 , x 3 , que es : 

XI 

dando un valor de 

110,000 

o 

15,000 

o 

z = 9 , 2 1 5 , 0 0 0 .  

100,000; 

Analizando la función objetivo en este modelo se puede ver 

que no es la solución óptima, ya que el valor de z se pu� 

de aumentar en $ 9.5 por cada unidad que aumente x5 Pa­

ra encontrar hasta qué valor se puede aumentar x5 y dete� 

minar qué variable es la que sale de la base, se desarro­

llará nuevamente la tabla, ya que se encontrarán algunos 

hechos que modificarán la regla dada anteriormente. 

Xs z xl Xz X3 

o 9,215,000 110,000 15,000 100,000 

1 9,215,009.5 109,999 15,001.5 99,998 

1 ,000 9,224,500 109,000 16,500 98,000 

10,000 9,310,000 100,000 30,000 80,000 

50,000 9,690,000 60,000 90,000 o 

Al aumentar X s , x1 y X3 disminuyen, siendo X3 la primera 

en llegar a cero. Sin embargo, x2 aumenta. Esto se debe 

a que el coeficiente de xs en la segunda restricción (que 

.es donde aparece x2 ) es negativo. De manera que la regla 

para determinar cuál es el máximo valor que alcanza la va­

riable que entra a la base y cuál es la variable que sale 

de la base, es dividir el valor del lado derecho de las res 

tricciones entre los coeficientes positivos (mayores que 
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cero) de la variable que entra a la base. Si el coeficien 

te es negativo o cero, no se efectúa la división. 

La última tabla indica que la variable x5 debe entrar a la 

base y debe salir de ella X3 • Se efectúa el despeje de 

xs en la primera restricción, que es donde aparece X3 y se 

sustituye en las demás, incluyendo la función objetivo. 

Despejando de la 1a. restricci6n: x3 - 2x4 - 2 x5= 100,000 � x5 E 100,000 - xg + Zx4 

2 

sustituyendo Maximizar 

sujeto a: 

simplificando Maximizar 

sujeto a: 

�x5 = 50,000 - 0.5x3 + x .. 

z • 9,215,000 - 57x4 + (9.5)(50,000- 0.5x3 + x4) 

x3 - 2x" + 2x5 � 100,000 

x2 + x4 - (1.5)(50,000- 0.5x3 + x 
.. 

) • 15,000 

x1 + (50,000 - o.5x3 + x .. ) = 110,000 

z .. 9,690,000 

xl 

- 4. 75x3 -47 .5x4 

x.. + x5 • 50,000 

x2 + 0.75x3 - 0.5x" 90,000 

- O • .Sx3 + .. 60,000 

NOTA� La primera restricción se dividió entre dos para 

conservar la forma canónica. 

Fijando a x3 y x4 en cero, se obtiene de inmediato la so 

lución para x 1 , x 2 , x 5 que es: 

60,000; 

o 

x2' = 90,000; 

X = 50,000 5 

o 



dando un valor de 

z 9,690,000 

Analizando la función objetivo de este nuevo modelo, se 

ve que la solución es la óptima, ya que si a x3 se le di� 

ra un valor mayor que cero, z disminuirá en $ 4. 75 y si a 

x4 se le diera un valor positivo, z disminuiria en $ 47.5 

por cada unidad de aumento. Es decir, ya no se puede ob­

tener un aumento de la función objetivo, lo máximo que se 

puede conseguir es z = $ 9,690,000 , produciendo 60,000 pa­

quetes mensuales de "Chicken-Pollo"; 90,000 paquetes men­

suales de "Coqui-Pollo", utilizando toda la harina de pes­

cado y nutriente, dejando sin utilizar 50,000 unidades de 

capacidad de empaque. 

El método simplex analitico se puede resumir como sigue: 

1. Evalúese la solución actual, si es óptima deténga­

se, si no pase a 2. 

2. Selecciónese una variable que entre a la base. Es 

cójase una que al aumentar su valor desde cero, au 

mente el valor de la función objetivo. 

3. Determinese qué variable sale de la base. Exprés� 

se el problema en términos de la nueva base. 

Por simplicidad, se acostumbra manejar únicamente los pa­

rámetros de cada modelo de la forma canónica, los cuales 

se acomodan en una tabla que se conoce como TABLEAU SIMPLEX 

y que tiene la siguiente estructura: 
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aoo aol 

al O all 

a2o a21 
. 

. 

amo �1 

2loz 

al2 

a22 
. 

�2 

. . .  

... 

. .. 

.. . 

•on 

al" 

azn 

�n 

Arriba de la tabla se 
indican las variables 
a las que corresponden 
los parámetros. A la 
izquierda se indica 
cuáles son las varia­
bles básicas . 

El elemento {a00} sería el valor de la función objetivo (z). 

Los elementos {ao
¡

}j=l,YL serían los coeficientes de las va­

riables en la función objetivo, cambiados de signo. 

Los elementos {a_¿o},¿=J ,m serían los elementos del lado dere 

cho de las restricciones. 

Los elementos {a_¿j}-{.=J ,m; j=l 
,
YL serían los coeficientes de 

las restricciones. 

Una observación es que los coeficientes de la función obj� 

tivo de los modelos se pasan a la tabla con signo contra­

rlo y la solución óptima se logra cuando estos elementos 

son todos positivos. 

Sobre este TABLEAU SIMPLEX se puede aplicar el algoritmo 

que se indica en el diagrama de flujo. 

Se resolverá el problema de la planeación de la producción 

utilizando este algoritmo y el diagrama de flujo. 

Se requiere en primer lugar el modelo de programación li­

neal en forma canónica, correspondiente a la primera solu­

ción básica factible. 

' 
'·'·· 



Maximizar 

sujeto a: 

z = 76X¡ + Slx2 

X¡ + Zx2 

1 . SX¡ + X2 

X¡ 
1 

+ X3 240,000 

+ x .. 180,000 

+ Xs 110,000 

Los parámetros de este modelo se vacían en el Tableau Sim ­

ple x, es pertinente recordar que a los coeficientes de la 

función obj etivo se les cambia el signo. 

DIAGRAMA DE FLUJO DEL METODO SIMPLEX 

Obtener una solución 
básica factible al 
problema de P.L. y 
construir el TABLEAU 
SIMPLEX. 

Encontrar mínimo (a
0 

. ) 
j 

j=l,rt -+ 

designe el índice como 
k 

Por el momento se s u pondrá 
que se dispare de una sol� 
ción factible inicial. Una 
forma para generar esta so 
lución inicial se discute­
más adelante. 

Encontrar la variable que 
aumente más, por unidad , 
la función objetivo. Los 
empates se rompen arbitra­
riomente. 

¿Aumenta la función objeti 
vo? Si hay a0k negativas-; 
significa que sí puede au­
mentar la función objetivo, 
en este caso Xf<. es la varia­
ble que entra a la base. 

Se encontró la solución ó� 
tima si todas las aoj son 
positivas. 

613184 

79 

. . 

L 
\ 



80 

designe el 
como r 

para i '# Jt 1 

glón 

No hay 
solución 

óptima 
finita 

a . 
Hacer a' . = _!!:L i=Jt 

!tJ a.Jtll 
Cambiar los ¡iveles del 
TABLEAU. De cartar dos 
indices prim s. Desea� 
tar el antig o TABLEAU. 

Determinar cuál es la varia 
ble que sale de la base. 
Si hay empates, el proble­
ma es degenerado. 

Compruebe si hay cuando me 
nos una a.¡¡¿ > O . Si no, ni"!i 
guna variable dejar� la ba 
se al aumentar x¡¿ y no exis 
te solución óptima finita� 
La solución se dice que es 
no acotada. 

Calcular una nueva tabla 
simplex utilizando operaci� 
nes renglón. El elemento 
a�¡¿ (intersección de la co­
lumna que entra a la base 
con el renglón de la varia­
ble que sale de la base) se 
debe reducir a la unidad. 
Los elementos en la misma 
columna, por arriba y por 
abajo, se deben convertir 
en cero. 
Sobre esta nueva tabla se 
repite la secuencia. 



DIAGRAMA 

Obtener una soluci6n 
básica factible al 
problema de Programa 
ci6n Lineal y Cons-­
truir el Tableau Sim 
plex 

-

Encontrar el m1niJno 
(a0j} j•l,lt 

Designe el 1ndice 
cano lt 

Si 
Encontrar el m1niJno 
(a¡o fa¡Jzl 
i.. • 1, .. 
a¡,b. > O 
Designe el rengl6n 
corno -t 

Hacer a'. . • a .. 
<.J <.J 

para .i f. -t 

Hacer a�j • � 
a

llj 
cambiar los niveles del 
Tableau. Descartar dos 
índices primos . Desear 
tor el antiguo Tableau-:-

No 

TABLEAU DEL EJERCICIO 

z 

o -76 -57 o o 

240,000 1 2 1 o 

180,000 1.5 1 o 1 

110.000 1 o o o 

o -76 -57 o o 

240,000 1 2 1 o 

180,000 1.5 1 o 1 
110,000 1 o o o 

z 

o -76 -57 o o 

X¡ 240,000 1 2 1 o 

x .. 180 , 000 1.5 1 o 1 

xs 110,000 tlJ o o o 

8,360,000 o -57 o o 

130,000 o 2 1 o 

180,000 o 1 o 1 

11 o ,000 1 o o o 

o 

o 

o 

1 

o 

o 

o 

1 

o 

o 

o 

1 

76 

-1 

-1. S 

1 
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EXPLICACION Ejemplo del 
método Simplex 
aná l i ti co 

Solución básica factible inicial 
2 v�riablcs estructurales y 3 va 
riables de holgura, en total -

n+m � 2+3 � S variables en 
el problema. La soluc i6n 
es blsica ya que hay n•2 
variables a nivel cero, x1 
y x2 • ) es factible ya que 
cumplen con todas las res­
tr iccio nes del problem a , in 
cluyendo las de no ne gat i v í 
dad y e s 1nicial porque en

­

ella s e empieza a aplicar 
el método Simplex. 

En este caso el m1niJno (a0 ·) es 
- 7 6  y la x�¡_ que ent ra a 11a ba 
se es x1 Con la flecha se 

-

ilustra este proceso. 

La variable que sale de la base 
se determina de la siguiente for 
ma 
!U 

• 
2401000 • 240,000 

a¡¡ 
� • �000 • 120 000 
a21 1 .r • 

!!..l.Jl.. 1101000 
• 110 000 

3Jl 
' 

en este caso el mínimo es 

�. 110,000 
a¡¡ 

es entonces r • 3. El pivote 
A31 • 1 es el que está encerrado 
en un rectángulo y la variable 
que sale es x5 cano se indica 
con la flecha. 

El coeficiente a�k se convierte en 

uno y los elementos de arriba y 
abajo de a�k se deben convertir 
en cero por medio de operaciones 
elementales entre los renglones 
y se rcpi te el mismo procedimien 
to sobre el nuevo Tableau. 

-
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"" 
-

X¡ 

X) 
-

X2 
X! 

TABLEAU 2 

X¡ x2� X] 

8,360,000 o -57 o o 76 

130,000 o 2 1 o - 1  
150,001 o m o 1 -1.5 

110,000 1 o o o 1 

9,215,000 o o o 57 -9.5 

100,000 o o 1 -2 m 
15,000 o 1 o 1 -1.5 

1 1 0,000 1 o o o 1 

TAIILEAU 4 

9,690,000 o o 4.75 47.5 o 

50,000 o o .S -1 1 

90,000 o 1 • 75 -.5o 

60,000 1 o -.S 1 o 

ao1•0, a02•�57, a01•0; a0�·0, a05•76 
min(a0jl• a02 • -57 ; 1!•2 y es negativo 

J 
(la variable x2 entra a la base) 
a1o/a12 • 130,000/2 • 65,000 
a2o/a22 • 15,000/1 • 15,000 
a3o/a32 no es posible ya que a32• O y 
se debe c...,lir que a-Ü> >O. Lue¡o 

JIU!l(a,.:0/a-iJ>) • a20/a22 • 15,000; .t•2 
� 

(la variable básica del 2"rengl6n sale 
de la base) y ��k· 122" 1 se debe re­

ducir a la unidad y los e l ementos arri­
ba y abajo de 1!1 se reducen a cero que­

dando la siguiente tabla 

Jllin. (a0jl • a05 • -!l. S 

y1 es negativo; lt• S 

Jll�n. (a,.:0!a-iJ>)• a10/a15• 50,000 ; lt• 1 
.(. 

El el.,.,nto a15• 2 se debe reducir a la 
unidlod y los clCIIICI'ltos arriba y abajo 
de 4!1 se reducen a cero, quedando la s!, 
guiente tabla. 

Ya no hay elementos negativos en el r� 
glón evaluador, la solución es óptima 

z• • 9,690,000 

x• 1 • 60,000 

x• 2 • 90,000 

x• 3 a O 

x• " " o 

x• 5 50,000 



III.2.3. Métodos de la gran M y de las dos fases 

Si el modelo de P.L. aparece en forma estándar, al agregaY 

las variables de holgura para obtener la forma canónica, 

se dispone de una solución básica factible inmediata, que 

es fijar las variables originales del problema en ce ro y 

resolver el sistema para las de holgura. Algunos modelos 

no aparecen originalmente en forma estándar, ya que son pr� 

blemas de minimización o las restricciones son del tipo m� 

yor o igual que ? ) o igualdades estrictas. Pero se pu� 

den transformar a esta forma aplicando las siguientes re­

glas: 

1 . 

2 o 

3. 

Si la función objetivo es minimizar z se puede con 

vertir a maximizar ya que: 

Minimizar z = - Maximizar (-z) 

Una restricción del tipo a¿¡x1 + a,¿2x2+ + a.útXn � b,¿ 

equivale a - a,¿1x1 - a,¿2x2- - a_¿nXn � -b,¿ 

Una restricción del tipo a_¿¡ X¡ + a,¿2x2+ + a.útXn = b,¿ 

e quival e a dos desigualdades a_¿¡X¡ + a,¿2x2+ + a.útxn � b,¿ 

y a,¿1x1 + a,¿2x2+ + a,¿nxn � b,¿ 

ya aue estas dos se satisfacen sól o en la igualdad. 

Por ejemplo el siguiente model o: 

Minimizar z = 240,000yl + 180,000y2 + 110,000y3 

sujeto a Y1 + 1. 5y2 + Y3 ? 76 

2yl + Y2 ? 57 

y1, y2, Y3 ? o 

se puede transformar a la forma estándar: 
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-Maximizar 

sujeto a 

z = 240,000yl 

-yl -

-2yl -

180,000y2 110,000y3 

1.5yz - Y3 5 -76 

Yz 5 -57 

Y1, Yz, Y3 . ? O 

Para aplicar el método analítico del si mple x se requie re 

que la función ob j e tivo se a de maximizar y que los ele men 

t os del lado de recho de las restricciones sean positivos, 

sin i m portar el se ntido de las desigualdades. 

E n  el e j e mplo, que daría el proble ma 

-Maximizar z = - 240,000yl - 180,000yz - 110,000y3 

sujeto a Y1 + 1 . 5yz + Y3 � 76 

2yl + Yz � 57 

Y1, Yz, Y3 ? o 

Este modelo se p ue de transfor mar a la for ma canónica, por 

me dio de variables de holgura, que en este caso, por se r 

las restricciones de l tipo mayor o igual, se de be n restar. 

For ma canónica del modelo 

-Maximizar 

sujeto a 

z = - 240,000yl-

Y1+ 

2yl + 

180,000yz - 110,000y3 

1 . 5yz + Y3 - Y'+ 76 

Yz Ys 57 

Y1, Yz, Y3, Y�t, Ys ? o 

Aquí no se dispone de una solución básica factible inmedi� 

ta, ya que si se fij an las variables originales YI, Y z, Y 3  



en cero, la solución para las restantes es y4= -76, ys= -57, 

que no cumplen con las restricciones de la no negatividad. 

Aunque se podrían fijar otras tres variables y resolver el 

sistema restante hasta encontrar·una solución básica facti 

ble, existen métodos eficientes para hacerlo, como son el 

método de la gran M y el de las dos fases. Ambos requie­

ren de variables auxiliares que no tienen ningún signifi­

cado en el postulado original del problema y que sólo sir 

ven para iniciar el método. Si el modelo tiene solución 

óptima, deben desaparecer durante el transcurso de la so­

lución. Por esto se denominan VARIABLES ARTIFICIALES. 

Cada método difiere en la forma de manejar estas variables. 

Las variables artificiales se añaden a cada restricción 

del tipo mayor o igual que (además de las de holgura) y a 

cada restricción de igualdad estricta. 

METOVO VE LA GRAN M. Como la función objetivo es una 

maximización, una forma de tratar de eliminar a las varia 

bles artificiales es asignándoles un costo muy alto, com­

parado con los beneficios que aparecen en el modelo. De 

esta manera serán valores poco atractivos que no aparece­

rán en la solución óptima, si esta existe. La selección 

del costo es arbitraria y se acostumbra representar como 

una constante algebraica denotada por M, en vez de repr� 

sentarlo explicitamente. 

Por ejemplo, añadiendo variables artificiales a la forma 

canónica anterior: 

-Maximizar z = 

sujeto a 

240,000yl - 180,000y2- 110,000y3 

Y1 1. Sy2+ Y3 - Y4 

2yl + Yz 

Y..¿ � O ..¿ = 1,5 

-My a.1 -My a.z 
+ Ya.l 76 

- Ys + Ya.z 57 

Ya.l , Ya.z <: o 

85 

Variables 
artificiales 

Método de la 
gran M 



8fi 

Ya1 , Ya2 son las variables artificiales que tienen costo 

M en la f unción objetivo. Analizando únicamente las res­

tricciones se p uede comprobar que si se fijan en cero Y1 , 

Yz , y3 , Y4 , Ys el sistema se resuelve para las artificia­

les, dando Ya1 = 76, Ya2 = 57 que ya es una solución bási­

ca factible. Sin embargo, el sistema no está en forma ca 

nónica, ya que si lo estuviera, no aparecerían Ya1, Yaz en 

la función objetivo, de manera que antes de proceder a la 

solución se debe conseguir la forma canónica. Esto se pu� 

de hacer en una tabla simplex y por medio de operaciones 

elementales entre renglones. 

Y al 

Ya2 

o 

76 

57 

Yl 

240,000 

1 

2 

Y2 Y3 

180,000 11 0,000 

1.5 1 

1 o 

Y4 Ys Y al Ya2 

o o M M 

-1 o 1 o 

o -1 o 1 

Para facilitar la operación el primer renglón de la tabla 

se dividirá entre mil d urante los cálculos. 

Y2 Y3 Ys Y al Ya2 

-133M 240-3M 180-2.SM 1 1 0-M M M o o 

76 1 1.5 1 -1 o 1 o 

57 0 1 o o - 1 o 1 

Sobre esta tabla se p uede aplicar el método Simplex. 

Ejemplo 



Y1 Y2 � Y3 Y4 Ys Y al Ya2. 

-47. SM o 60-M 110-M M -O.SM o -6840 

� 47.5 o QJ -1 0.5 

Ya2 28.5 0.5 o o -0.5 o 

Cuando una variable artificial sale de la base, se le pu� 

de eliminar de la tabla. 

Y2 

Y1 

-9,690 

47.5 

4.75 

o 

o 

1 

Y2 

o . 

1 

1 

o 

Y3 Ys Ya1 

50 60 90 M-60 

1 -1 0.5 1 

-0.5 0.5 -0.75 0.5 

Todos los elementos del primer renglón son positivos, de 

manera que la solución es óptima. 

Z* -9,690,000 4.75 47.5 o 

o o 

En resumen, eJ método consis te en: 

r 

1 . Aumentar variables de holgura a todas las restri c 

ciones del tipo menor o igual e � ) . 

2. Restar una variable de holgura a todas las restric-

ciones del tipo mayor o igual e�). 

+ 
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3. Añadir una variable artificial a cada restricción 

del tipo mayor o igual ( ? ) y una a cada restric 

ción de igualdad ( = ) . 

4. Las var�ables artificiales si aparecen en la fun­

ción ob� etivo. El coeficiente en esta función, p� 

ra cada una de ellas, es de - M. Esta M es un nú-

5. 

6. 

1 
mero mur grande comparado con los que aparecen en 

el prob �ema. No requiere de representación explí ­

cita por lo cual se usa la M. 

Con el broblema en 

informabión en una 

esta nueva forma, 

tabla simplex. 

se vacía la 

Por med�o 

glones �e 

de operaciones elementales con los ren­

la tabla, se convierten en cero los ele-

mentas de las variables artificiales en el renglón 

evaluador. 

7. Se aplica el algoritmo del método simplex, maneja� 

do a la M como a una variable algebraica, hasta lle­

gar a la condición óptima. 

1 
Alternativas pira Ja solución. 

1. Si se lliminaran de la base todas las variables ar 

tifici1les el problema tiene solución factible. 

2. Si no Je pudieron eliminar, el problema no tiene 

soluci�n factible. 

3. Si algJna variable artificial queda básica pero 

con va�or igual a cero esto indica que la 

ción e1 la que fue añadida es redundante. 

restric 



METOVO VE LAS VOS FASES. Este método es similar al ante-

rior, sólo que la M se considera tan grande que es prácti­

camente infinita. El método tiene dos objetivos: 

1. El objetivo de la fase 1, es minimizar la suma de 

las variables artificiales o equivalentemente ma­

ximizar la resta. Ya que la M es infinita, el mi 

nimo tiene que ser cuando las variables artificia 

les valgan cero. Una vez conseguido este objeti­

vo se pasa a la fase 2. 

2. El objetivo de la fase 2, es maximizar la función 

objetivo del problema original. 

Al añadir variables artificiales, el problema anterior qu� 

daría como: 

Fase I Minimizar z 1 .. 

Fase II -Maximizar z = -240,000y1- 180,000y2- 110,000y3 
sujeto a 

o bien 

Fase I -Maximizar z 1 

Fase II -Maximizar z = 

sujeto a 

-240,000y¡-

y¡+ 

2y¡+ 

1.5y2+ 

Y2 

180,000y2-

1.5y2+ 

Y2 

110,000y3 

y,+ y� 

+ Ya1 =76 

- Ys +Ya2 =57 

+ Ya1 =76 

- Ys +ya2 =57 

De nuevo, al añadir un objetivo para las variables artifi­

ciales, se pierde la forma canónica, la cual se debe recu­

perar. 
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Fase I 

Fase li 

Ya1 

Ya2 

o 

o 

76 

57 

o o o 

240 180 11 o 

1 1. 5 1 

2 1 o 

Ys 

o o 

o o 

-1 o 

o -1 

Y a 1 Y a2 

1 1 

o o 

1 o 

o 1 

Mientras existan variables artificiales, el objetivo de la 

fase I es el que se utiliza para decidir qué variable debe 

entrar a la base. 

Ys Ya! Ya2 

Fase I -133 -3 -2. 5 -1 1 1 o o 

Fase II o 24 0 180 11 o o o o o 

76 1 1.5 1 . o 1 o - 1 

57 0 1 o o -1 o 1 

Tableau correspondiente a la forma canónica. Sob re él se 

aplica el algoritmo Simplex. 

Fase I 

Fase II 

Fase I 

Fase li 

Y al 
...__ 

Yl 

Y2 

Yl 

-47.5 

-6,840 

47.5 

28.5 

o 

- 9,690 

47.5 

4.75 

Y1 

o 

o 

o 

1 

Y1 

o 

o 

o 

1 

Y2� Y3 

- 1  -1 

60 11 o 

DJ 1 

0.5 o 

Y2 Y3 

o o 

o so 

1 1 

o -0.5 

1 

o 

-1 

o 

o 

60 

-1 

O¡ S 

Ys 

-0.5 

120 

0.5 

-0.5 

Ys 

o 

90 . 

0.5 

Ya1 Ya2 

o 1.5 

o -120 

1 - 0 .5 

o 0.5 

Yal Ya2 

1 1 

-60 -6 0 

1 - 0.5 

-0 .75-0.5 0.75 

Aquí ya seconsiguió el ob jetivo de la fase I, las vario­

bles artificiales valen cero, se pasa a la fase II. 

Ejemplo método 
de las dos fa­
ses 



Y2 

Yl 

-9,690 

47.5 

4.75 

Y1 Y2 

o o 

o 1 

1 o 

Y3 Ys 

so 60 90 

1 -1 0.5 

-0.5 0.5 -0.75 

Como todos los coeficientes de la función objetivo son PQ 

sitivos ya se consiguió el objetivo de la fase II. La so 

lución es óptima. 

El método de las fases se puede resumir como sigue: 

1. Las variables artificiales requieren de un objeti 

vo que es minimizar la suma de las variables arti 

ficiales (maximizar el negativo de su suma). No 

aparecen en la función objetivo original. 

2. Este problema con dos objetivos se vacía en una 

tabla simplex, la cual contendrá dos renglones eva 

luadores. 

3. Se hacen cero los coeficientes de las variables ar 

tificiales en la función objetivo de la fase I, 

por medio de operaciones elementales con los ren­

glones. 

4. Se aplica el algoritmo simplex. Cuando el objeti­

vo de la fase 1 sea cero, se puede eliminar su co­

rrespondiente renglón evaluador. 

5. Con la tabla simplex remanente se continúa aplica� 

do el método simplex hasta llegar al óptimo. 
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La siguiente tabla resume el manejo de las desigualda des 

y de las variables artificia les en los dos métodos: 

a. Método de la gran M. 

Tipo de Variable de Variable 
Restricción Holgura Artificial 

b. Método de las dos fases. 

Coeficiente 
en Z 

o 

- M 

- M 

Tipo de Variable de Variable Coeficiente Coeficiente 
Restricción Holgura Artificial en Z en Fase I en Z en Fase II 

o 

- 1 

- 1 

o 

o 

o 

El método simplex estudiado hasta ahora, incluyendo el de 

la gran M y el de la s dos fases, requiere que las variables 

involucradas en el modelo de programación lineal sea n posi 

tivas. Sin embargo, es posible ma nejar variables negativas 

y variables no restringidas en signo, de la siguiente mane 

ra: 

Manejo de des i 
gualdades y va 
riables artifT 
ciales 



En el método gráfico, si el problema es de dos variables , 

si mp lemente se con sidera todo el plano cartesiano con la 

si guiente divi sión: 

a .  

b. 

c. 

d. 

e. 

f. 

x1 < O 

x2 > O 

Cuadrante 11 

Cuadrante 111 

x1 < O 

X < 0 2 

x1 > O 

x2 > O 

Cuadrante 

Cuadrante IV 

Cuadrantes I y IV si X1 � o y X2 es no restringida. 

Cuadrantes I y II si xl es no restri gida y x2 � o. 

Cuadrante II úni camente, si x2� o y xl es nega-

ti va. 

Cuadrante IV únicamente, si Xl? o y x2 es nega-

ti va. 

Cuadrante III únicamente, si xl y x2 son negativas. 

Tod o el plano cartesia no en caso de que xl y x2 
sean no restri ngidas . 

En el caso de 3 variables, ya no es práctico graficar pro­

b lemas con variab les negativas o no restri n gidas, es pref� 

rible us ar el método analítico. 
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En el método analítico, se efectúan las si guientes trans­

formaciones: 

x·< O 
j -

a. Variables negativas 

se sustituye por x· j = x'. 
j 

- x!! 
j 

y se añade la restricción 

x'' > x'. 
j - j 

x'' > o 
j 

x1 ' > O 
1 

b. Variables no restringidas 

se sustituye por x. 
j 

x'. 
j 

x'� 
j 

con x '  > O , 

Por ejemplo 

Minimizar z 

sujeto a 

cojsidérese el siguiente modelo' 

3:r : s:: : 
zx3

x3 � 
s 

2x ( + X2 + l. SX3 $ 7 
xl + 2x3 � 8 

x3 no restringido 

x'' � O . 

1 se puede transformar en uno con variables estrictamente p� 

. . d 1 l . f s1t1vas e a s t gu1ente orma, X2 se sustituye por x2 = x�-x� 
y se añade la restricción de que x'2_ � x� que es equivalen-
te a x� - x� ?: O, 

X3 = x; - x'; con 

con x� x� � O, x3 se sustituye por 

Minimizar z = 

3
x + 

sujeto a X + 

2x( 

xl 

x' 3 , x� � O quedando el modelo como: 

S(x� x'2_ 

(x� x'' 
2 

(x� - x'2_ 

x' 2 + x�' 

x1 ' x' 2 

) + 

+ 

+ 

+ 

x" ' 2 

2(x� 

ex; 
1 • S (x; 

2(x� 

' x' 3 

x'' 3 
- x'3' 
- X� 

- x'3' 

x" ' 3 

S S 

) � 7 
$ 8 

� o 

?: o 

el cual ya se puede resolver utili zando el método simplex 

analítico. Con la solución, se obtienen los valores de 

las variables originales. 



III.3. Dualidad 

Considérense los dos m odelos con los que se han mostrado 

los mét odos simplex ,  de la gran M y de las dos fases, y su 

solu ción óptima . 

Modelo I: 

Maximizar 

sujeto a 

z = 76x1 + 57x2 

x1 + 2x2 �240,000 

1 .5x1 + x2 �180,000 

x1 �110,000 

su solución óptima 

9,690,000 o o 4.75 

50,000 o o 0.5 

90,000 o 1 0.75 

60,000 1 o -0.5 

47.5 

-1 

-0.5 

1 

z* 9,690.000 X � 60,000 ; X� = 90,000 

x� = O xg = 50,000 

o 

1 

o 

o 

o 
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Modelo II: 

Minimizar 

sujeto a 

z = 240,000yl + 180,000y2 + 110,000y3 

su solución óptima 

-9,690,000 

47.5 

4.75 

Y1 + 1. Sy2 + Y3 � 76 
Zy1 + Y2 � 57 

Y2 Ys 

o o 50,000 60,000 90,000 

o 1 1 -1 0.5 

1 o -0.5 0.5 -0.75 

9,690,000 y�=4.75 y� 47. S y�= o 1 
y� = o 

Com parándolos se p u eden obtener las sigu ientes conclusio­

nes: 

1. Los dos modelos tienen el mismo valo r de la función 

objetivo en la sol u ción ó ptima. 

2. Los coeficientes de la f u nción objetivo en el mo­

delo I, son los elementos del lado derecho en las 

restricciones del modelo II. 

3. Los elementos del lado derecho en las restriccio­

nes del modelo I, son los coeficientes de la fun­

ción objetivo en el modelo II. 



4. Si los coeficientes de las restricciones de la for 

ma estándar del modelo I, se expresan en f orma de 

matriz, ésta sería: 

si los coeficientes de las restricciones de la for 

ma estándar del modelo I I, se expresan en f orma de 

matriz, ésta sería: 

B 
1.5 

�) 
se observa que la matriz B es la transpuesta de la 

matriz A. 

S. La función objetivo en el modelo I es de maximi­

zar. En el modelo II es de minimizar. 

6. En la forma original, sin las variables de holgu­

ra,las restricciones del modelo I son del tipo me­

nor o igual que. En el modelo II son del tipo ma­

yor o igual que. 

7. Los valores que aparecen en el renglón evaluador 

del Tableau óptimo del Modelo I son los de las va­

riables del modelo II. Los valores que aparecen 

en el renglón evaluador del Tableau óptimo del mo­

delo I I  son los de las variables del modelo I. 

Estas relaciones entre los dos modelos ·no son casuales. En 

realidad se trata de dos caras del mismo problema y cuando 

se resuelve uno de ellos, simultáneamente y en f orma impli 

cita, se resuelve el otro: 
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Al modelo: Dual 

Maximizar z = 

sujeto a 

76x1 + 57x2 

Xr + 2x2 

1. Sx1 + 
x2 

XI 

-::; 240,000 

-::; 180,000 

-::; 110,000 

se le llama MODELO PRIMAL 

Al modelo: 

Minimizar 

sujeto a 

z = 240,000yl + 180,000y2 + 110,000y3 

1. S y 2 + 

y2 

se le llama MODELO DUAL 

En general cualquier problema de progra maci6n l ineal se 

puede represent a r  en la s iguient e for ma mat ri cial: 

a. Maximizar z = e x 

sujeto a Ax-:s'b 

X? 0 

Asociado a es t e  proble ma e x iste uno con la s iguien t e  for-

ma: 

b. Minimizar z = b-T y 

sujeto a A y-T > e- T 

y ::: o 

y tienen las siguientes caracteristjcas: 

Representación 
ma tri e i a 1 de 1 
modelo Primal 

Representación 

matricial del 
modelo Dual 



Si uno de los problemas tiene solución óptima finita, ta� 

bién la tiene el otro, y los valores óptimos de la función 

objetivo son iguales. 

Si uno de los problemas tiene solución no acotada, enton­

ces el otro no tiene solución factible. 

El problema a. se llama primal y el problema b. se lla 

ma dual. 

La reglas a seguir para pasar cualquier problema de progr� 

mación lineal a su forma dual son: 

Con respecto al problema original: 

1. La función objetivo del problema debe expresar co 

mo maximizar. 

2. Todas las restricciones del problema deben ser del 

tipo menor o igual ( � ) sin importar el signo del 

elemento del lado derecho. 

3. Todas las variables deben ser positivas. 

La transformación es como sigue: 

4. Los elementos del lado derecho de las restriccio­

nes pasan a ser los coeficientes de la función ob­

jetivo del dual que es una minimización. 

5. Los coeficientes de la función objetivo pasan a ser 

los elementos de lado derecho de las restricciones 

del dual. 
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6. La matriz de coeficientes de las restricciones en 

el pr im a l se d ebe transponer en el dual. 

7. Las desigualdades del dual son todas del tipo ma-

yor o igual ( � ) . 

8. Todas las variables d uales son pos iti v as . 

Por ejemplo: obtener el dual del siguiente modelo: (Mo­

delo V) 

Minimizar z = 3x1+ Sxz + 2x3 

sujeto a X¡+ X2 + X3 � S 

2x1+ Xz + 1. Sx3 7 

X¡ + + 2x3 � 8 

X ¡  � o· ' Xz � o ' X3 no restringida 

Debe expresarse primero como: 

1. -Maximizar z = -3x¡- Sx2 - 2x3 (la función obj et:!:_ 

vo se expresa como maximizar). 

2. Su j eto a X¡ + Xz + X3 .::; S 

2X¡ + X2 + 1. Sx3 � 7 

- 2X ¡  - X2 - 1. Sx3 � -7 

- X¡ 2x3 � -8 

x· � o j = 1,3 j 

Las restricciones son todas del tipo menor o igual que ( � ) 

3. Para transformar las variables en positivas se uti 

lizan las transformaciones ya estudiadas anterior­

mente y el modelo queda: 



Modelo VI 

-Maximizar z = - 3x 1 - 5(x� X�') 2(x1 x; ') 
sujeto a: x1+ (x2 - x2') + (x1 - x1 ') � 5 

2x1+ (x� - X�') + 1.5(x; - x; ') '$ 7 

-2x1 - (x� - X�') - 1. 5 ex; - x; ') '$ -7 

- x1 2Cx; - x; ') � -8 

(x� - x�') � o 

x1 ' x' 2 x'' 2 ' ' x3 ' x'' 3 ? o 

El modelo dual es entonces aplicando los pasos 4 ' 5 y 6 

(Modelo VII) 

-Minimizar z = 5y 1 +  ?y 2- ?y 3- 8y., 

sujeto a :  y1+ 2y2 - 2y 3- y., ? -3 

y1+ y 2- y3 + Ys � -5 

-y 1- Y2+ y3 - Ys � 5 

y1+ 1. 5y 2- 1. 5y 3- 2y., ? -2 

-y 1- 1. 5y 2 + 1. 5y 3 + 2y 4 � 2 

Y1 ' Y2 ' Y3 ' y" ' Ys � o 

A este modelo se le p ueden hacer algunas simplificaciones. 

Primero la diferencia entre las variables y 2 , y 3 aparece 

en todas las restricciones y en la función ob jetivo, de m� 

nera que se p uede sustituir por una sola variable y�= y2-y3 

que sería no restringida. Las restricciones segunda y 

tercera se pueden s ustituir por una igualdad lo mismo que 

la c uarta y quint a, quedando el modelo como: (Modelo VIII) 

Minimizar z = 5yl + ?y�- 8y., 
sujeto a: yl + 2y�- y., � - 3 

-y 1 y� - Ys 5 

-y1 1. 5y� + 2y., 4 

Y1 ' y., , Ys � o y� no restringida. 
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Comparando el modelo I con el modelo I I; el V con el VIII y 

el VI con el VII se puede concluir que: 

a. El modelo dual tiene tantas variables como restric 

ciones tiene el primal. 

b. El modelo dual tiene tantas restricci o nes como va­

riables el primal . 

De manera que existe la siguiente relación. 

Variables primales._�-===�-.-. Restricciones del dual 

V ariables duales ._��==�-.� Restricciones del primal 

Si las restricciones en cualquiera de los modelos, primal 

o dual, son desigualdades, se les debe de agregar variables 

de holgura; una por cada restricción, de manera que la re­

lación se puede establecer como: 

Variables primal es�._��======-.,.� Variables de holgura del dual 

Variables duales ._�1:====1.,.� Variables de holgura del primal 

Por ejemplo, en los modelos I y II, las variables primales 

son x 1 y x2 las variables de holgura del dual son, y4 y Ys 

Analizando, se puede ver que todos los coeficientes de x1, 

dan origen a la primera restricción dual, en la cual se 

agrega y4, la relación debe ser entre x1 y Y-4 . Los coefi 

cientes de x2 , dan origen a la segunda restricción dual, 

luego la relación debe ser entre x2 y Ys . Las v ariables 

duales son Y1, Y2 y Y3 que están relacionadas con las varia 

bles de holgura primales x3, x4 y x5 respectivamente. Re­

sumiendo la relación es: 

Relaciones 
primal-dual 



La forma de encontrar el valor del problema dual, dada la 

solución óptima del primal, es a través del teorema de la 

holgura complementaria que dice: 

Para una restricción primal y su correspondiente variable 

dual, los si g uientes postulados concernientes a la solución 

óptima deben ser ciertos: 

1. Si la,restricción no se satisface totalmente (su 

correspondiente variable de holgura es mayor que 

cero), entonces la correspondiente variable dual 

es cero. 

2. Si la variable dual es positiva, entonces la corres 

pondiente restricción primal se satisface complet� 

mente. 

En otras palabras, si la variable primal vale cero, la dual 

correspondiente tiene valor. Si la variable primal tiene 

valor positivo, la dual correspondiente vale cero. Los va 

lores de las variables duales se encuentran en el renglón 

evaluador del tableau simplex óptimo, debajo de su varia­

ble primal asociada. 

En el ejemplo se tiene que x1= 60,000, luego y4= O; x2= 90,000 

lue g o  y5 = O, y x5 = 50,000 luego Y3 = O. Como x3 y x4 son 

cero, y1 y h tienen valor que se encuentra en el renglón 
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superior de la tabla óptima del primal o sea y1 = 4. 75 que 

es el valor debajo de x3 (con la cual está asociada) y 

y2 = 47.5 que es el valor debajo de x" (con la cual está 

asociada) . 

Por último, sólo resta darle un significado al modelo dual. 

Si el problema primal es uno de planeación, por ejemplo, 

planeación de la producción, planeación de cultivo, plane� 

ción de inventarios, en los cuales se desea maximizar un 

objetivo, sujeto a las limitaciones de los recursos, enton 

ces el modelo dual es un problema de asignar precios a es­

tos recursos, y da corno resultado, el precio que debe te­

ner el recurso para que la persona que está enfrentada con 

el problema sea indiferente a vender el recurso o utilizar 

lo para producir, sembrar, mantener inventario, etcétera. 

De manera que el dual es un problema de tipo económico que 

tiene gran importancia. 

Otra interpretación a los resultados del modelo dual es que 

indican las cantidades en q ue disminuiría el valor óptimo 

de la función objetivo si faltara una unidad del recurso, 

o bien la cantidad en la que aumenta este valor, si se dis 

pone de una unidad adicional del recurso. 

Por ejemplo, en el problema de "Productos para Pollos ,S .A'.' 

sus variables duales se pueden interpretar como: 

a. Si la harina de pescado se pudiera vender en elmer 

cado a $ 4. 75/Kg., y el nutriente a$ 47.5/Kg, el fa­

bricante sería indiferente entre vender y producir, 

ya que obtendría el mismo beneficio en uno y otro 

caso. 

b. Si por algún motivo pierde harina de pescado o nu­

triente, por cada K g. perdido, el beneficio de 

Interpretación 
económica del 
dual 



$9,690,000 d i sm i nuiría en $ 4.7 5 y $ 4 7.5 res­

pe ctivamente. 

c. Si por alg un motivo se puede d i sponer de más hari­

na de pescado o nutriente, por cada Kg. en exceso 

el beneficio de $ 9,690,000 aumentaría en $ 4. 75 y 

$47.5 respectivamente. 

Es interesante observar que la capacidad de empaq ue t iene 

prec io cero; esto se debe a que un recurso que sobra (50,000 

unidades de capac i dad de empaque) no influ ye econó m icamen­

te en el problema. Sólo tienen precio aquellos recursos que 

se utilizan en su total idad. 

III.4. I mplementació n en C omputadora 

Existen en las pr incipales computadoras, paquetes que re­

suelven los problemas de prog ramació n lineal aplicando el 

mét6do simplex, y otro similar a éste. Requieren Gnicamen 

te que el problema se plantee en forma estándar y que se 

alimente como informació n  los parámetros del modelo. Pa­

quetes de este tipo son el TEMPO, d i sponible en máquinas 

BURROUGHS y el MPSX, similar al TEMPO para máquinas IBM. 

Para implementar el método simplex en cualquier máquina 

(g rande o pequeña) se presenta la siguiente bibliografía, 

que trae el alg oritmo simplex co dificado en los leng uajes 

BASIC Y FORTRAN 

BASIC: "Aplicaciones de la Computación a la Ingeniería" 

Murray Lasso, Chicuriel Uziel-Ed. LIMUSA 1975 
Capítulo 7: Programación lineal por computadoras 
y su aplicación a la Ingeniería Industrial 
pág. 147 a 163. 
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FORTRAN: "Op�imization Technique with FORTRAN" 

J. �uester y J. Hize - Ed. McGraw-Hill 
Cap�tulo 2: Linear Programming 
pág ·1 9 a 91 . 
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CUESTIONARIO DE AUTOEVALUACION 

I. Resuelva los siguientes problemas por el método gráfico. 

1. Un fabricante de chamarras de piel, se enfrenta a un problema para ma­
ximizar sus ganancias. El s abe que para conseguirlo debe fabricar cier 
to número de chamarras con forro y otra c antidad de éstas sin forro, ­
su ganancia por las primeras es de $ 1,200.00 y por las segundas de 
$ 800.00 , además sabe que hacer el forro dupl ica el tiempo para hacer 
una chamarra, el cual es de una hora. 

Su ta l ler tiene disponibles 15 horas al día para producción, pero su pro 
veedor s ólo puede entregarle piel para 9 chamarras, y requieren la mi� 
ma cantidad de piel cualquiera de los dos tipos . 

Recurriendo a la Cámara de Industria y Comerc io , se enteró que existe 
una demanda diaria máxima de 6 chamarras con forro y 13 si n és te. Aho 
ra el fabricante no sabe qué hacer con estos datos, y ha d ecidido con� 
sultar con un experto. ¿Cómo hará el experto para aprovechar esta in­
formación y resolver su problema?. 

2. Un accionista de una Compañia fabricante de radios escuchó en una comi 
da, una información veraz de la importancia que tendrá la radiodifusión-· 
en los próximos años, por lo cual ha pedido a sus expertos que investi 
guen la forma de maximizar las utilidades de la empresa. debidas a la­
venta de radios AM y AM-FM. 

Los expertos han consultado con sus proveedores y estos informan que 
pueden proporcionar 70 partes para radios M1-FM y 80 partes para ra­
dios AM semanalmente. Por condiciones de la empresa y los trabajadores, 
los expertos saben que se cuenta semanalmente con 300 horas/hombre para 
la producción de piezas, 175 horas/hombre para ensamble y 60 horas/hombre 
para inspección, el departamento de ingeniería de métodos les ha propor 
cionado la siguiente tabla respecto a lo que cada apara t o requiere de -
cada concepto. 

Aparato Horas/hombre Horas/hombre Horas /hombre 

?roducción Ensable Inspección 

AM 2 1 3/4 

AM-FM 3 2 1/2 

El departamento de finanzas informa que la utilidad neta por radio AM 
es de $ 900.00 y de $ 1,500.00 por radio AM-FM. 

¿Cuántos aparatos de radio se deben producir? 

3. La división de modulares Panasonic, S.A., desea maximizar sus utilidades 
por la venta de modulares con ecualizador integrado y sin ecualizador. 

El modular con ecualizador integrado obtendrá una ganancia de 3 unidades, 
mientras que una encuesta realizada con ant�rioridad demostró a la div! 
sión que dejaría de ganar 2 unidades por la venta de un modular sin ec� 
lizador. 

De acuerdo a la encuesta realizada y a las técnicas de la división en 
cuanto a producción y ensamble se tienen disponibles: 

Un máximo de una unidad de tiempo para producción de partes y no menos 
de cuatro unidades de tiempo para el ensamble. En ambos casos los m0du­
lares requieren una unidad de tiempo para producción de partes y dos uni 
dades de tiempo para ensamble. 
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4. Un taller mecánico automotriz desea anunciarse por r a dio y/o tel evisión. 
Tiene disponible para esto$ 62,500.00. Cada 10 segundos de un comercial 
por radio, cuestan $ 2,500.00 y cada 1 O segundos de un comercial por tel� 
visión, cuestan $ 5,000.00. 

II. 

1. 

2. 

3. 

4. 

Cada 10 segundos en radio alcanzan una audiencia �e 12,000 personas y ca­

da 1 O segundos en televisión, llegan a 20,000 personas. El tall er requie 

re maximizar la audiencia total pero está interesado también en atraer a 

do s grupos específicos: mujeres entre 21 y 35 años y hombres de más de 
40 .  Quiere que su audiencia incluya cuando menos 10,000 mujeres en este 

gr upo y 8,000 hombres. Los medios de difusión le proporcionaron los si­

g uientes datos respecto a la audiencia que se consigue por cada 10 segun 

dos de comercial. 

Audiencia por 1 o segundos de comercial 

M.ijeres (21-35) Hombres (40) 

Radio 2,000 1,500 

T.V. 4,000 5,000 

¿Cómo debe asignar el taller su presupuesto de publicidad? 

Resuelva los siguientes modelos por el método gráfico 

Maximizar z = 21xa + 15Xb 

sujeto a: X a 
+ Xb � 10,000,000 

X 
a '5 6,000,000 

xb '5 8,000,000 

x
a ' Xb � o 

Maximizar z = X¡ + 4x2 

sujeto a: -x¡ + 4x2 � o 

X¡ � 4 

Xz � 3 

-3X¡ + Xz '5 o 

X¡ ' x2 � o 

Maximizar z = 2x1 + 4x2 

su jeto a: X¡ + 2x2 � 8 

2x1 - xz � 4 

X¡ ' x2 � o 

Maximizar z = X¡ + X2 

sujeto a: X¡ - x2 � 

-X¡ x2 � 

X¡ ' x2 � o 



S. Dé solución al siguiente modelo utilizando: 

a. El método de la gran M 

b. El método de las dos fases 

Minimizar 

sujeto a: 

z = 10y1 + 16y2 + 12y3 

-2y¡ + 

2y¡ + 

4yz 

3yz -

6. Resuelva el siguiente modelo utilizando: 

a. El método de la gran M 

b. El método de las dos fases 

Minimizar z = 180y¡ + 30yz + 60y3 

sujeto a: 6y¡ + 2yz + Y3 

Y1 - Yz + Y3 

Y1 + Yz - Y3 

Y1 , Yz , Y3 

> 

:: 

� 

� 

8 

-2 

4 

o 

7. Resuelva el siguiente modelo utilizando el método de las dos fases: 

Minimizar z = 8y¡ + 4yz 

sujeto a: Y1 + 2yz � 2 

2y¡ - Y2 � 4 

Y1 , Y2 :!: o 

8. Obtenga el modelo dual del siguiente modelo primal: 

Maximizar z= 500x1 + 400xz 

sujeto a: 2.5x1 + 2xz � 20 

X¡ -:: 6 

Xz -:: 8 

X¡ , Xz :!: o 

9. Obtenga el modelo dual del siguiente modelo primal: 

Minimizar z = 20y¡ + 1 Oy2 

sujeto a: 2y¡ + 3yz -:: 25 

Y1 + Y2 :: 1 

Y1 Y2 1 

Y1 , Y2 � o 

10. Obtenga el modelo dual del siguiente modelo primal: 

Maximizar z = X¡ + 2x2 

sujeto a: 2x1 + 3x2 5 25 

X¡ + Xz ?: 

X¡ 2x2 

X¡ , xz ?: o 
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MODULO IV ALGORITMOS ESPECIALES 

Objetivos específicos: 

Al finalizar el estudio de este módulo, el alumno: 

1. Modelará un problema de transporte como uno de progra­

mación lineal. 

2. Obtendrá el modelo dual asociado al modelo de program� 

ción lineal. 

3. Aplicará el método de la esquina noroeste o el de Va­

gel para obtener una solución inicial. 

4. Aplicará el algoritmo de transporte para obtener la so 

lución óptima. 

S. Resolverá el problema de degeneración que se puede pr� 

sentar en el algoritmo de transporte. 
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e U A D R O S I N O P T I e O 

Problema de Transporte 

Modelo de Transporte 

{Oferta igual a la demanda 

Coeficientes unitarios en las restricciones 

Minimiza costos de transporte 

{Programaci6n Lineal 

Dual 

V o gel 

Algoritmo de Transporte �Soluci6n Inici.al � Soluci6n 6ptima 

Esquina 
noroeste 



IV.1. El problema de transporte 

Una de las principales áreas de aplicación de la programa­

ción lineal, son los problemas de distribución y transpor­

te . Este tipo de problemas requiere que determinados pro­

ductos ( bienes) situados en puntos orígenes (o fuentes), se 

transladen físicamente a puntos de destino ( o  demanda), de 

manera que se satisfagan las demandas, sin exceder las ca­

pacidades de las fuentes y a costo mínimo . Típicamente, 

los orígenes representan fábricas donde se producen los 

bienes, y los destinos a los almacenes que distribuyen los 

bienes a los clientes . 

El título de "El problema de transporte", es sólo un embl� 

ma representativo de los primeros problemas que le dieron 

origen. En la actualidad se ha usado esta técnica en pro­

blemas de planeación de la producción, programas de maqui­

nado, análisis de localización, programación de mano de 

obra, etcétera. 

El problema de transporte se puede ajustar a un modelo de 

programación lineal y resolverse por medio del método Sim­

plex. Sin embargo, tiene una estructura tan especial que 

se han desarrollado métodos más eficientes que el Simplex 

Las características de su estructura son: 

Los coeficie n tes de las variables en las restric­

ciones son siempre unos (1) ó ceros (0). 

Si la oferta es igual a la demanda ( lo cual siem­

pre se puede lograr añadiendo orígenes o destinos 

ficticios), una de las restricciones es redun dante. 

La variable dual correspondiente a una restricción 

redundante se puede fijar arbitrariamente. 
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Estas características se muestran en el siguiente ejemplo 

y dan origen al método de transporte que es un método rápl 

do y eficiente. 

Ejemplo 

Ferrocarriles Nacionales de México tiene disponibles en Za 

capú, M ic h oacán 11 vagones de carga y en T oluca, Edo. de 

México 13 vagones, requiere de 6 vagones en Monterre y, 

Nuevo León , 4 en T ehuan tepec, Oaxaca, y 14 en Jalapa, Ve 

racruz. 

Los costos de transporte están basados en los distintos cos 

tos de procesos, tienen poca relación con las distancias y 

son los que se muestran en la siguiente tabla: 

1 ( 1 ) 

Monterrey 

( 1) Zacapú $ 6,000.00 

(2) Toluca $ 2,000.00 

vagones 

(2)  

Tehuantepec 

$ 4,000.00 

$ 3,000.00 

$ 

$ 

( 3) 

Jalapa 

3,000.00 

5,000.00 

vagones 
disponibles 

11 

13 

requeridos 
6 4 14 

¿Cuál es la distribución a costo mínimo de los vagones? 

La tabla contiene todos los parámetros que requiere el mo­

delo y las variables se definen como: 

X . .  
.{.j 

... 

número de vagones de f e r r oc a r r i l del origen � 

que se transportan al destino j . 

� = 1 ' 2 j= 1, 2, 3  

Ap 1 i cae i ón de 1 
Método de tranó 
porte 



·1 
Las relaciones funcionales son: 

La función o bjetivo que minimiza el costo de di stribución 

de lo s vagones: 

Min. z = 6000x11+ 4000x12+ 3000x13+ 2000x21+ 3000x22+ 5000x23 

que se puede expres�r co mo una maximización aplicando las 

trans formaci ones qur se tienen en el módulo rr. 

- Max. z = -6000x11 l 4000x12- 3000x13- 2000x21- 3000x22- 5000x23 

Las restricciones s! pueden dividir en do s conjuntos que 

expresan lo siguiente: 

No se puede exdeder la o ferta en los orígenes. 

• Se debe satisflcer la demanda en cada uno de los d es­

tino s 

X11+ X12+ X1 3 

X11 

X12 

x 1 3 

do nde x. . > O 
-1..j 

+ Xz1+ Xzz+ X23 

+ X21 

+ Xzz 

+ X23 

1 ' 2 

j 1 ' 3 

1

J 
Restricciones 

13 de oferta 

1D Restricciones 
de 

demanda 

La primera restriccibn indica que el nGmero de vagones de 

ferrocarril, que 

pa, desde ZacapG 

disponen en es te 

se r · nvían a Mont errey, Tehuan t epec y Jala 

no puede ser mayor que lo s 11 de que se 

lug r. La Gl t ima rest ric ción indica que 

el nGmero de vagones ¡ de ferrocarril que se envían a Jalapa 

desde Zac apG y Toluc �, tiene que ser 14, la can t idad deman 

da en este lugar. __j___ 
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El modelo queda �omo sigue: 

-Min. z = 6000J11+ 4000x12+ 

sujeto a: 

X11+ X¡z+ X13 

+ Xz¡+ 

X¡¡ + Xzl 

Xzz+ Xz3 

+ X12 + Xzz 

+ X13 
+ Xz3 

donde X , , 
.{.j ::: o .{. 1 ' 2 

j 1 ' 2' 

11 

1 3 

6 

4 
14 

3 

El modelo dual del problema de transport e, t endrá dos con� 

j unt os de variab�es: 

El 

Uno asociado a las restricciones de oferta y aue se 

designan coro U_¿ 

· Otro asocia
¡
do a las restricciones de de manda y aue se 

designan colmo v. 
j 

modelo d ual queda así: 

Maximizar: z = 1 �U1 + 13U2 + 6V1 + 4V2 + 14V3 

sujeto a: 

donde 

U¡ + 

U¡ + 

U¡ 

u_¿ , v1 
_¿ 1 ' 2 

+ 

j 1 ' 2' 3 

V¡ < 6000 -

Vz � 4000 

v3 � 3000 

llz + V¡ � 2000 

Uz + Vz � 3000 

Uz + v3 < 5000 -

no restringidas 

Modelo de 
Programación 
lineal 

Modelo Dual 



Cuando la oferta es igual a la demanda, una de las restric­

ciones del modelo primal es redundante, es decir, sepuede 

expresar como función de las demás. E sto significa que en 

el modelo dual a una de las variables se le puede asignar 

un valor arbitrario. 

E n  el modelo primal de este ejemplo, si se suman las tres 

últimas restricciones de demanda y se le resta la primera 

restricción de oferta, se obtiene la segunda. 

La estructura del problema y estas características per�i ­

ten utilizar un algoritmo más eficiente �ue el algoritmo 

simplex, este es el de TRANSPORTE en el cual sólo se requi� 

re como información, los valores del renglón evaluador, 

cuáles son las variables básicas y cuál es su valor. Esto 

se puede llevar en una tabla más co1,1pacta que tiene la si­

guiente forma: 

Destino 1 Destino 2 Destino 3 

Origen 1 
16000 14000 13000 

Origen 2 
!2 o o o 13000 lsooo 

Cada celda de la tabla, tiene la siguiente información: 

el costo de transportar una unidad del producto (cuadro p� 

queño), del origen i al destino j, y cuántas unidades se 

transportan de i a j. Si la celda es básica, este será 

un valor positivo, si es no básica no se pone ningún va­

lor. 

E n  todo problema de transporte debe haber tantas celdas 

con variables básicas como la suma de restricciones de ori 

gen y destino menos uno. En el ejemplo aue tiene dos ori-
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genes y 

riables 

IV. 2. 

tres destJos, 

básicas. 

Solución inlcial 

habrá 2 + 3 - 1 4 celdas con va-

El algoritmo con el que se r�suelve el problema de transpo� 

te requiere para su aplicación, de una SOLUCION INICIAL BA­

SICA FACTIBLE, la cval se puede obtener por alguno de los 

métodos siguientes: 

Método de la esquina noroeste 

Método de Vogel. 

IV.2.1. Método de 

1 
l� esquina noroeste 

En este método los �asos a seguir son: 

1 . 

2. 

Seleccionar ¡ la celda de la esquina noroeste (en un 

mapa o en uf plano, el norte queda hacia arriba y 

el oeste qu da a la izquierda, de manera que la es 

quina noroe te es la esquina situada arriba y a la 

izquierda d la tabla). 

Fijar el emtarque en esa celda igual a lo que sea 

menor: lo d sponible en el origen o lo que se re­

quiere en e destino. 

Si es cero, designar a la celda como básica a nivel 

cero. 

Dis11linuir ll cantidad en la celda a la cantidad en 

el origen y en el destino correspondientes. 

Método para ob­
tener una solu­
ción in i e i a 1 bá 
sica factible 



Elimi nar el reng lón o la columna que se haya conver 

tido en cero. 

Si hay empate, la solución es degenerada. 

Eliminar un s ol o  reng lón o columna, pero n o  ambos. 

3. Si se terminaron los orígenes y la demanda se hace 

alt o, en cas o  contrari o, se reg resa al pas o (1). 

Siguiendo con el ejemp lo, se tjene: 

Destino 1 

Origen 16000 

Origen 2 j2ooo 

6 

Destino 2 Destino 3 

14000 13000 

13000 lsooo 

4 14 

11 

13 

1. La celda en la esqui na noroeste es la celda del ori 

gen 1, destino 1. El ori g en t iene d i spon ib les 1 1  

vag ones y el destin o requiere 6, l o  men or es 6, lu� 

go en es ta cant idad se fija el embarque, es decir, 

x11 = 
6. 

Nota: en todas las demás tablas l os costos están 

d iv id i d os entre mil. 

Destino Destino 2 Destino 3 

Origen 

:1 
6 

: 
6 

1 
4 

1 � 
5 

Origen 
2 3 13 

o 4 14 
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2. 1\l efectuar esta as ignación, lo oue se tiene en el 

origen 1 es ahora 11 - 6 = S vagones y en el des t_i 

no 1 se requi.eren 6 - 6 = O vagones, por lo cual se 

elimina la columna 1. 

Destino Destino 2 Destino 3 

Origen 

Origen 

o 4 14 

3. Aún quedan dos orígenes y do s demanda s, se debe 

continuar con el método. La esquina noroeste es 

ahora la del origen 1 y el destino 2. El origen 

dispone de cinco vagones, y el destino requiere 

cuatro. Se deben asignar 4, es decir x1'1 = 4. Ac 

tualizando los valores, en el origen 1, se dis­

pondrán de S - 4 = 1 vagón y el destino requiere 

de 4 - 4 = O vagones, por lo cual se elimina la 

colum na 2. 

Destino 1 

Origen 6 lLL 1 
1 

1: 2 
1 

Origen 2 

o 

Destino 2 

4 

4 
o 

1:4 
1 

1: 3 
1 

Destino 3 

1 3 

1 S 
13 

14 

Aún queda un destino y dos orígenes, se debe continuar 

con el método. 



Destino 1 

Origen 6 1' 6 
1 

li 2 
1 Origen 2 

o 

Destino 2 Destino 3 

4 114 
1 l 3 

1 

11 3 1 S 
1 

o 

" o  

13 

Se asi gna a la celda n or oes t e, que es la del or ig e n  

y el des t i n o  3, se ac tualizan l os val or es y se elimi 

na el primer r e nglón. 

Origen 

Origen 2 

Destino 1 Destino 2 Destino 3 

1 3 1 1 6 4 li : 4 
6 '+1----l �--i 1 

- - - ---_±_---- ____ ..J ____ ----------

1 S 

o o 13 

o 

13 

Queda una sola celda a la que se le asi gnan 13 unida­

des, 

La solución i nicial con est e  mét odo es: 

Origen 

Origen 

Destino Destino 2 Destino 3 
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Las variables básicas 

X11 l 6 

son: 

4 13 

Las variable s no bá sica s s on: 

X21 F O X22 O 

La funci6n objeti�o vale: 

Z = (6 X 6) + (4 X 4) + (3 X 1) + (5 X13) 

120 mil pesos 

IV.2.2. M§todo de Vogel 

Requiere de los s iguientes pasos: 

1 . 

2. 

Calcular 'para cada renglón y columna la diferencia 

entre el [ menor elemento de costo y el s egundo cos­

to menor f exp resada en valor absoluto. 

Escoger �1 renglón o columna con la máxima difcren 

cia. 

asigna lo más posible a la celda con menor cos­

to en 1 renglón o columna (atin cero en el caso 

degene ado) . 

di sminfi r el origen y destino en la cantidad asig_ 

nada. l 

elimin� r el origen o destino que s ea cero, pero 

no �mbps. 

3. Si sólo 6ueda un renglón o una columna, hacer la 

Procedimiento 
del Método de 
Vogel 



asignación remanen te con un elemento bási co en ca­

da celda del renglón o columna respe c tivamen te y 

parar, si no, ir al paso (1). Aplicando este méto 

do al ejemplo. 

Destino Destino 2 Destino 3 

1 : 1 � � 
Origen 

6 1 1  

Origen 2 
2 13 

6 4 14 

En el renglón del origen 1, el menor elemen to de cos to es 

3, el segundo meno� elemen to es 4. La diferencia es 

4 - 3 = 1 . En el renglón del origen 2 ,  el men or costo es 2 ,  

el segundo menor es 3, la di ferencia es 3 - 2 = 1. Para ca 

da columna la diferen ci a es 6 - 2  = 4; 4 - 3  = 1; y S - 3 = 2 . 

Estas diferencias siempre dan como resultado un número po­

si tivo. 

Destino 11 Destino 2 Destino 3 Diferencia 

Origen 

1 : : 1 : : 1 � Origen 2 

Diferencia 4 2 

La mayor diferenc ia l corresponde a la cplumna del destino 1. 

En es ta columna, la celda con el menor cos to es la corres­

pond ien te al origen 2 ,  Jestino 1. Se le puede asignar 6 ó 
L 

13, se deben asignar 6, si se asignan más, se vi olarian 

las res tr i cciones de no negatividad de las variables. 
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Destino 

Origen 

Origen 2 

� 
o 

Destino 2 Destino 3 

4 14 

11 

7 

Actualizando los valore s, se observa que se debe elimi­

nar la columna del de s t i n o  1. 

Quedan dos re ng lones y d os columnas, se debe c on t i nuar 

el método. 

Destino 

Origen 

Origen 2 

Diferencia 

Des tino 2 Des tino 3 

2 

D iferencia 

2 

La mayor diferenc ia es 2 y se puede tomar en el re nglón o 

en la columna. Se tomar� en el rengl ó n. El me n or elemen 

to de cos to es 3 y hay posibi lidad de asignar 4 ó 7 vago­

nes. Se as i g nan 4 y s� a c tualizan los valores. 

( 

Destino 

11 6 
1 

Origen 

Origen 2 1: 2 
6 1 

o 

Destino 2 

1: 4 
1 

41: 3 
1 

·� 

o 

Destino 3 

1 3 11 

1 S 
3 

14 



Como queda una sola c olumna, se debe asi g nar un val or a 

todas las celdas que res ta n. 

Destino Destino 2 Destino 3 

Origen 

1 : 
6 

1 : 
4 
1 

11 

� 
11 

Origen 2 6 
2 4 3 

3 � o 

o o � 
11 

La soluc ión i n ic ial c o n  el mét od o de Vo g el es: 

Destino Destino 2 Destino 3 

Origen 2 1 6 : : 14 : : 11: : : 1 
Origen 1 

Las variables básicas so n: 

X1 3 = 11 6 , Xz 2 4 , Xz 3 3 

Las variables no básicas so n: 

La función objetiv o vale: 

Z = (3 X 11) + (2 X 6) + (3 X 4) + (5 X 3) 

72 mil pesos 
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Se puede observar que cada método da solución inicial dis 

tinta, aunque puede ser igual. 

Se recomienda utilizar el método Vogel, ya que da una so­

lución inicial más cercana a la solución óptima. 

Siempre se requiere que la o f erta sea igual a la demanda. 

Si la oferta es mayor que la demanda, se puede añadir un 

centro de demanda f icticio, que requiera lo necesario pa­

ra conseguir la igualdad. Los costos de transportar a e� 

te centro ficticio son ceros. Si hay más demanda que ofe� 

ta, se añade un centro de oferta f icticio, con costo de 

transporte igual a cero, que ofrezca lo necesario para 

igualar. 

Problemas no 

balanceados 
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IV.3. Algoritmo de Transporte 

Diagrama de flujo para resolver el modelo de transporte. 

I 

Obtener una soluci6n básica 
factible inicial usando el 
método de la esquina noroes 
te o el de Vogel. 

-

2 Especificar una variable dual 
arbitrariamente para un ori­
gen o un destino. 

3 Para todas las celdas b§sicas 
se debe cumplir que: 

c . .  - u. -v. - o  
�J � J 

resolver para todos los valo­
res de U.i y V¡ con esta f6!_ 
mula. 

4 Para todas las celdas no b§si 
cas calcular el costo reduci� 
do: 

d . .  =c . .  - u. - v. 
�J �J � J 

seleccionar la 

Si 

a 

d • .  núnima .  
�J 

No 

CRITERIO 

Diagrama de 
flujo 

DE 
OPTIMALIDAD 
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S la variable con la d�j más 

negativa debe de entrar a la 
base . 

6 Encont·rar una serie de brincos 
alternativos, verticales y ho­
rizontales, análogos al movi­
miento de una torre de ajedrez, 
que crnniencen y terminen en la 
celda que entra, con todos los 
brincos intermedios en celdas 
básicas. No se puede caer en 

una celda básica más de una 
vez. 

7 Indicar la celda que entra a la 
base con un signo + y a las 
celdas básicas alternativas con 
signos + y 

8 Escoger el menor elemento bá-
sico que tenga signo ( si 
hay empate romperlo arbitraria­
mente). Anadir la cantidad mi­
nima así determinada a las cel­
das con signo + , y restarla 
de las celdas con signo 



Se resolverá el e jemplo u t ilizando el algoritmo de trans­

por t e. 

a. Se comenzará con la solución básica factible dada por 

el mét odo de la'esouina noroeste. 

Destino Destino 2 Destino 3 

Origen 1 ó : : 1 4 

: : j 13 : : 1 Origen 2 

Hay oue recordar que exis t en variables duales U· � asociadas 

a cada orige n y variables duales V· j asociadas a cada desti 

n o. Algun a de es t as variables se puede fijar arb i traria -

men te. Por ejemplo u1 = o. Para las cua tro celdas b ási-

cas se deb e cumplir oue e-. - U· - V· = o. Así se calcu-�j � j 
lan los demás valores de U· 

� y V· j 

e 1 1 u1 v1 n 6 o v1 o v1 6 

e 1 2 u1 Vz o 4 o Vz o v2 4 

e 1 3 u1 v3 o 3 o v3 o v3 3 

e23 u2 v3 o 3 u 2- 3 o u2 o 

Destino Destino 2 Des tino 3 U· � 

Origen 

1 
6 

: 
6 

1 
4 

: 
4 

1 : 
3 

1 
o 

Origen 2 o 
2 :S 13 5 2 

V· j 6 4 3 
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Para las dos celdas n o  básica s, hay aue calcular: 

d--
.-Lj 

e--
.-Lj 

U-
.{_ 

V· 
j 

d2l c2 1 u2 V¡ 2 2 6 -6 

d22 c22 u2 v2 3 2 4 -4 

El valor m1n1mo cor r e sponde a la d2 1 = -6 E s t o  significa 

que la celda del origen dos y el de stin o un o, debe conver­

t i r se en básica. Par a encontrar qué celda (variable) debe 

salir de la base, se r ealizan los movimien tos indicados e n  

e l  sexto blooue del Algoritmo de Transporte. S e  comien za 

en la celda que e n tra a la base colocando u n  sign o e + ) . 

Destino Destino 2 Destino 3 

Origen 

1 (�) : : 14 : : 113 : : 1 Ori¡_Jen 2 

Se brinca a u n a  celda bfisica, el br inco puede ser vertical 

u hor izon t al. Se ha r á  hor i zo ntal en e s t e  ejemplo. 

Destino 1 Destino 2 Destino 3 
O rigen 

Orip.:en 2 

Como este brin co fue horizontal, el siguiente tiene que ser 

ver t ical, e s t o  e s, que deben ser alternativos. 

Celda básica 



Destino 1 Destino 2 Destino 3 

Origen 6 1 6 4 1 4 
1 l 3 

1 (+) T 2 1 � 
1 1 S 1 13 ----- -- ---- - -� 

Origen 2 

D e spu6s de e s te br�nco v er tical se debe efectuar uno hori­

zon tal. 

Origen 

Origen 2 

Destino 

6 
(+) 

1 6 
..__ _--

1 2 
---- --

Destino 2 Destino 3 

4 l 4 
1 1 3 

-------- t& 
1 3 1 1 S 

- - ---·---� 13 

Por Glt imo ,  se efectGa un brinco vertical auc lleva nueva­

men te a la celda inicial. 

Destino 1 Destino 2 Destino 3 

Origen 6 1 .6 4 1 4 1 1 3 

,.._ ____ 
---------l"'J. (+)!l2 1 3 

1 1 S 
t_ _ _ ___ ------ -- �n Origen 2 

En cada una de las ce ldas básicas a donde se llega en cada 

br inco se le as igna u n  e + ) o u n  ( - ) en forma al ter n a, 

es decir, de spués de un e - ) sigue un e + ) ; de spu6s u n  

( - ) ... , e tc6tera. L a  ce lda eme debe· entrar <1 l a  base 

debe comenzar con ( + ) y terminar con ( + ) . Es tos s igno s  

indican que, al entrar una nue va variable a la base, algu­

nas de las que ya estaban aumentarán su v alor (las que ti� 

nen signo + ) , y las demás lo disminu irfin (las que tienen 
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signo - ) . Se quiere det erminar, de en t re las que disminu­

yen, cual es la p rimera que llegue a valer cero. 

Destino 1 

Origen 
e-) 1 6 
6 

,.... ____ 

e+)¡ 1 2 

t._ ____ 
Origen 2 

Destino 2 Destino 3 

4 1 4 e+) 
1 1 3 

--------- ¡,, 

1 3 : e-) 1 S 
----------� 13 

Las celdas que t ienen u n  ( - ) son la cel da del orig en 1 y 

des t i no 1, y la celda del origen 2 y des t i no 2, la que tie 

ne el men or elemen t o  básico es la primera, con x11 = 6. Es 

ta es la variable que sale de la base. E s t a  cantidad se 

añade a las celdas con u n  ( + ) y se res t a  de las que tie­

nen ( - ) quedand o  la nueva solución: 

Origen 

Origen 2 

Destino Destino 2 Destino 3 

Las variables básicas son: 

7 ' 6 y 

Las variables no básicas son: 

La fu nción objet ivo vale: 

Z = (4 X 4) + (3 X 7) + (2 X 6) + (S X 7) 

84 mil pesos 

7 



Se puede comprobar que hubo una reducción de costo con res 

p e c t o  a la solución inicial. 

Para es t a  nueva solución se deben evaluar sus variables 

duales y calcular las d_¿¡ que indicarán si se ll eg o a la so­

lución óp t ima o hay que proseguir. La selección de la va-

riable dual aue se debe fijar es arbi traria , por ejemplo, 

ahora se p uede fijar v 2 = o (cero es siempre el valor más 

convenien t e). 

Para las celdas básicas: c .. - U· V· o 
-<..j -<.. j 

c12 U¡ v2 o 4 U¡ o o U¡ 4 

C¡ 3 U¡ v3 o 3 4 v3 o v3 -1 

c23 u2 v3 o 5 u2 - e - n o u2 6 

c21 u2 V¡ o 2 6 - V¡ o V¡ -4 

Destino Destino 2 Destino 3 u. 
-<.. 

Origen 

1 ¡ 

6 

1 
4 

: 
4 

1 
7 

� 
4 

Orige n 2 6 2 o 
3 7 6 

V· 
j 

-4 o -1 

Obsérvese que las variables duales, por no ser res tri n gi­

das, puede n t ornar valores ne ga tivos. 

Para las celdas no básicas, hay que calcular: 

d .. 
-<..j 

c .. 
-<..j 

U· -<.. 
- V. 

j 

d¡ 1 C¡¡ U¡ V¡ 6 4 e -4) 6 

d22 C22 u2 v2 3 6 o -3 
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El valor mín imo es -3, que indica que aún n o  es la solución 

óptima y que esta celda debe en trar a la bas e. Para encon 

t rar la celda que sale de la base, se efectúan los brin cos 

al tern ativos, que deben comenzar y terminar en la celda del 

origen 2 y destin o 2. 

Destino 1 Destino 2 Destino 3 

1 6 (-) l 4 (+) 1 3 
Origen 1 4 

� 7 .1------

1 ( + ) :1 3 
1 

1 2 :e-) S 
6 1 j 7 ,._ ____ 

Origen 2 

La celda con ( - ) que t ien e el menor valor es la del ori-

gen 1 y destino 2 con x12 = 4 Es to in dica que e s t a  vari.<:!:_ 

ble, s ale de la base y que 4 se debe añadir a las celdas 

con ( + ) y res t ar de las celdas con ( - ) . Quedan do la 

tabla como sigue: 

Origen 

Origen 2 

Destino Des tino 2 Destino 3 

Las v ariables bás icas s on: 

X13 = 1 1  

Las variables n o  bás icas s on: 

x1 1 = O , 

La función objetivo vale: 

6 ' 4 ' 

o 

Z (3 X 11) + (2 X 6) + (3 X 4) + (S X 3) 

72 mi 1 pesos 

3 



La cual es menor que el costo de la anterior solución. Pa 

ra comprobar si esta es la solución óptima o si se debe 

continuar, se deben evaluar las variables duales y las 

d _¿ j . Ahora se I i j a r á U 2 = O. 

Par a las celdas básicas se debe cumplir: 

c2l u2 v1 o 2 o Vr o 

c22 u2 v2 o 3 o v2 o 

c23 u2 v3 o S o v3 o 

Cr 3 Ur v3 o 3 Ur- S o 

Destino Destino 2 Destino 

Origen 

1 : 
6 

1 : 
4 

1 
11 

: 
3 

Origen 2 6 
2 4 

3 3 S 

V· 
j 

2 3 S 

Par a las celdas n o  bás icas se calcula: 

Jll Cr 1 - Ur Vr 6 (-2) 

d 1 2 C12 - Ur v2 4 (-2) 
1 

e .. -

.{.j 

3 

1 

U· - V· 
.{. j 

Vr 

v2 

v3 

Ur 

U_¿ 

-2 

o 

o 

2 

3 

S 

-2 

d--
.-tj 

e--
.-tj 

- U· - V· .{. j 

2 6 

3 3 

Como el valor de todas las d -{.j es pos it ivo, la soluci ón es 

óptima (cri terio de opt imalidad), es deci r z* = 72 mil pesos, 

que el costo mínimo por trasladar 11 vagones de Zacapo a J.§:_ 

l�p a, 6 vagones de Toluca a Monterrey, 4 vagones de Toluca 

a Tehuantcp ec y 3 vagones de Toluca a Jalapa. 
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S e  puede comprobar e n  este caso, que l a  solución óptima es 

la misma que la inicial con el método Vogel. Esto no suce 

de siempre. Pero el método Vogel acerca más, por lo gen� 

ral, a la solución óptima, que el de la esquina noroeste. 

IV.4. Soluciones degeneradas 

Una solución es VEGENERAVA si una o más variables básicas 

son iguales a cero. Esto sucede en el método de la esaui­

na noroeste o en el de Vogel cuando al asignarse el valor 

en una celda, lo disponible en el origen es igual a lo re­

querido en el destino, y en el transcurso del método de 

transporte, cuando dos o más celdas con - ) tienen el mis 

mo valor mínirro, se debe entonces hacer una celda básica 

igual a cero. Para que no se confunda con una celda no bá­

sica se le asigna un valor muy pequeño, que se designa co 

mo E .  Para operar con él, se utiliza la siguiente tabla. 

Operación Resultado Ejemplo 

o + E E 0 + E = E 

E + E E E + E = E 

E E o E E = o 

k + E k 5 + E 5 

k E k 3 E = 3 

k * E o 7 * E o 

Por ejemplo, considérese la siguiente tabla correspondien­

te a un problema de transporte. 

Solución óptima 

Concepto de 
soluciones 
degeneradas 

Ejemplo 



Destino 1 Destino 2 Destino 3 Oferta 

1 9 1 7 111 
Orip:en 7 

hz 1 8 116 

Origen 2 5 

Demanda 3 4 5 

Aplica n do el método de la e squi na n oroe s te. 

Destino 1 

11 9 

Origen 3 1 
1 

1hz 
Origen 2 

: 

� 
o 

Destino 1 

1: 9 

Origen 3 1 
1 

T�1z 
Origen 2 1 

1 

� 
o 

Destino 2 Destino 3 

1 7 

1 8 

4 5 

1 11 

116 

Destino 2 Destino 3 

1 7 111 
4 

1 8 1 16 

5 

"'4 

5 

�o 

5 

Se debe tachar el re nglón o la column a que se h iciera 

cero, pero n o  ambas. Se tachará el re nglón. 
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Destino 1 
1' 9 

Origen 1 3 1 
--- - -- -i ----

1� 2 
1 

l 
Origen 2 

� 
o 

Destino 2 Destino 3 

1 
4 

7 l11 
- - -- --- - -- ------ - ----

1 8 [16 
E: S 

S 

�o 

S O 

En la celda de la esquina noroeste la (2,2) se pue de 

as i g nar cero o cinco. Se escoge el me n or, que es cero , 

es decir, la celda es bási ca a n ivel cero. Se le asig­

na ent onces una E .  Se actualizan val ores: S - E = S , 

0 - E = 0 . 

Origen 1 

Origen 1 

Origen 1 

Origen 2 

Destino 1 Destino 2 Destino 3 

111 3 1 4 1 ------ _L ------- - -; ---- -----------

In 2 p 8 
1 

: 
S 

� o 

Dest ino 1 Destino 2 Destino 3 

1 9 1 7 111 
3 4 

[12 1 8 l16 
E S 

�.o 

"5,. o 

• 



Las variable s básicas son: 

X¡¡ = 3 ' X12 4 ' X22 E ' X23 

Las variable s n o  bás icas son: 

Xr 3 = o ' X�'l = 0 

La función objet ivo vale: 

z = (9 X 3) + (7 X 4) + (8 X E) + (16 X S) 
z = 27 

+ 
28 + o + 80 

nótese que la variable 

Xzz = E , es bási ca a n ivel cero. 

Apl icnrdo el algoritmo de t ran sporte 

Ongen l 

Origen 2 

V· j 

Ori,g:en 

Origen 2 

1 
l_ 

Destino 1 

1 9 
3 

112 
dzr = 4 

Destino 

1 9 
3 

h 2 

Destino 2 Destino 3 

1 7 111 
4 dr 3 =-6 

1 8 1 16 
E S 

7 17 

D�stino 2 Destino 3 

(4) ... �':-i .(
+

) 

111 

e+) i 1 8 
E t_ _____ 

lr
-) 

_Js l �1) 

[1 menor valor e n  la celda con e - ) es 4. 

1 

U· ..(. 

o 

-1 
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Destino 1 Destino 2 

1 9 
Origen 1 3 

112 
Origen 2 

' 

Para obtener la solución: 

1 7 

1 8 

4 

4 4 o 

E: + 4 4 

S 4 

o + 4 4 

Destino 3 

[11 
4 

116 
1 

Se deja al lector llegar a la soluci ón óptima. 

IV. S. Problema de Asignación 

El problema de asignación es un tipo especial de problemas 

de programación lineal, en el que los recursos se asi gnan 

a las actividades en relación de uno a uno. Asi cada re. 

curso (por ejemplo, un empleado, máquina, etcétera) se ce­

be asi gnar de modo finico a una actividad particular (�0! 

ejemplo una tarea, sitio, etcétera). 

Se ti ene un costo Cij asociado con cada recursn i aue se 

asigna a la actividad j. Fl objetivo es determinar en qué 

forma deben realizarse todas las asignactanes para mi ni mi­

zar los costos totales. 

No se explicará en es�os apuntes, el algori tmo para resol­

ver este problema. Este se encuentra en HILLIER, F. y LI� 

BERMEN, G., I·ntroducción a la Investigación de Operaci o­

nes, McGraw-�i ll, 1982 . 

• 

Asignación 



CUESTIONARIO DE AUTOEVALUACION 

I. Resolver los siguientes problemas: 

l. La Comisión Federal de Electrici dad, tiene en su área cer 

cana al Val le de México, cuatro termoel éctricas que se 

abastecen de carbón, en tres minas cercanas. Cada una de 

estas minas produce 750, 300 y 400 toneladas de carb6n res­

pectivamente . Cada termoeléctrica debe producir 125, 175, 

300 y 200 Megawatt s, respectivamente . El costo de produ� 

ci6n de una tonelada de carbón es de $ 10, $ lS y $ 20 

en las minas 1, 2 y 3 respectivamente. El costo de trans 

portar una tonelada de carbón de la mina a la t ermoeléc 

trica se da en la siguiente tabla . 

Mina 2 

3 

S 

4 

7 

Termoelé c trica 

2 3 4 

4 3 2 

6 7 3 

S 11 4 

La eficiencia de las termoeléctricas es tal que una tone­

lada de carbón produce 0.5 Megawatts en la termoeléctrica 

1, O. S Megawatts en la termoeléctrica 2, 1/3 de Megawatts 

en la 3 y 0.25 Megawatts en la 4. 

Resuelva los siguientes incisos: 

a. Formule el modelo de programación lineal. 

b. Formule el modelo dual. 

c. Obtenga la solución inicial por el método de la esqui ­

na noroeste. 

d. Obtenga la solución inicial por el método de Vogel. 

e. ¿Como se debe distribuir el carbón para minimizar el 

costo total y cuál es la potencia producida en cada 

termoeléctrica? 

2. Una línea de autobuses urbanos requiere despachar sus aut� 

buses a los puntos P1 , P2 , P3 , P4 dentro de la ciudad. 

Cada uno de estos puntos requiere respectivamente de 1, 6, 

2 y 6 unidades respectivamente. 

Esta línea cuenta con tres garages en cada uno de los cua­

les se encuentran S autobuses almacenados. El tiempo de 

viaj e desde cada uno de los garnges a los re spectivos pun­

tos se muestran en la siguiente tabla: 
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Puntos 

Garage1 

Garage2 

Garage3 

Autobuses 
requeridos 

S 4 

10 8 

9 9 

6 

3 2 

4 7 

8 4 

2 6 

Autobuses 
disponibles 

S 

S 

S 

El despachador desea que el tiempo que les toma a cada 
uno de los autobuses desplazarse de su garage a su punto 
de destino, sea el mínimo posible. 

Resuelva los siguientes incisos: 

a. Obtenga el �odelo de programación lineal. 

b. Obtenga el modelo dual. 

c. Obtenga la solución inicial por el método de la esqui­
na noroeste. 

d. Obtenga la solución inicial por el método de Vogel. 

e. ¿Cómo se deben asignar los autobuses? 

3. La compañía "Fertilizantes Mexicanos", posee una linea de 
tres fertilizantes, cuya oferta mensual·es, en toneladas. 

Fertilizante 

A 
B 

e 

Oferta 

5000 

2000 

3000 

En cuatro zonas de cosecha se requieren de estos fertili­
zantes, la cual se indica en la siguiente tab l a (en tone­

ladas mensuales) 

Zona 

X 

y 

z 

w 

Demanda 

2000 

3000 

1000 

2000 

El costo de transportar cada fertilizante de la pla nta a 

la zona de cosecha es, en pesos por kilogramo, el que se 

muestra en la siguiente tabla; 



Z o n a 

X y z w 

A 2 3 1 2 

Fertilizante B 3 2 2 4 

e 2 1 1 3 

Resuelva los siguientes incisos: 

a. Obtenga el modelo de programación lineal. 

b. Obtenga el modelo dual. 

c. Obtenga la solución inicial con el método de la esqui­

na noroeste. 

d. Obtenga la solución inicial con el método de Vogel. 

e. ¿Qué tipo de fertilizante se debe asignar a cada zona 

y en que cantidad para minimizar los costos de trans­

porte? 
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MODULO V REDES 

Objetivo específico: 

Al finalizar el estudio de este módulo, el alumno: 

1. Aplicará los métodos apropiados para resolver proble­

mas de flujo máximo, árbol de mínima expansión, ruta más 

corta y, planeación y control de proyectos. 

145 



146 

e U A D R O S 1 N O P T I e O 

Red 

¡Dirigida 

No dirigida 

Cadena 

Red conexa 
Conceptos 

Ciclo 

Arbol 

Flujo máximo 

Arbol de mínima expansión 
Algoritmos 

Ruta más corta 

Ruta crítica 



V. 1. Concepto dJ Red 

Una REV (grafo) es un conjunt o de puntos llamados NOVOS, 

que están unidos ent re sí por líneas que se denominan ARCOS. 

Algun os problemas u e  se presenta n en la vida cotidiana se 

pueden modelar com� una red, p or ejemplo: 

1. En el Sistcta Ue Transporte Colectivo, las estacio­

nes son l os n odos y las' líneas del metro los arcos. 

(arcos) 
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2. En las rutas de los aviones las ciudades son los no­

dos y las trayectorias son los arcos. 

(nodos) 

Redes (a reos) 

3. El sistema de ejes viales. 

4. El sistema de comunicaciones telefónicas. 

S. El sistema de transporte por carreteras. 

6. El sistema de oleoductos y gasoductos, etcétera. 

V.2. Descripción y características de las redes 

Una red (grafo) se puede describir enumerando los nodos y 

los arcos que la constituyen. Así los nodos se numeran o 

se indican con letras del alfabeto, y el arco se denota por 

los nodos o puntos que conecta. Por ejemplo: Los cinco 

nodos de la red que se muestra están numerados del 1 al S, 

y tiene los siguientes arcos; 

Descripción 
de una red 



Un arco conectado al nodo 1 

con el nodo 2.  Arco ( 1 ' 2 ) 

Un arco conectado al nodo 1 

con el nodo 3. Arco (1 ,3) 

Un arco conectado al nodo 2 

con el nodo 3. Arco ( 2,3) 

Un arco conectado al nodo 3 

con el nodo S. Arco (3, S) 

Un arco conectado al nodo 4 

con el nodo 3. Arco ( 4 ,3) 

Un arco conectado al nodo 4 

con el nodo 1 . Arco ( 4 '1) 

Un arco conectado al nodo S 

con el nodo 4. Arco (S ,4). 

Además de la representación gráfica, una red también puede 

representarse como una matriz booleana (formada por ceros 

y unos), en donde los i renglones y las j columnas serán 

los nodos de la red. Un cero en el elemento U,j) de la ma 

triz indica que no hay arco uniendo al nodo i con j. Si el 

elemento (i,j) de la matriz es un uno, indica que si hay 

un arco uniendo al nodo i con el nodo j. Asi se tiene que 

la matriz booleana de la red anterior es: 

1 2 3 4 S 

o o o 

2 o o o o 

3 o o o o 1 

4 o o o 

S o o o o 
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Un orco puede ser V1R1GIVO, si tiene asociado un sentido o 

NO VIRIGIVO en el caso ele que no tenga asignado un sentido. 

Por ejemplo: 

El arco (A,B) s dirigido ya que el 

sentido es de A hacia B. 

El arco (C,D) es no dirigido, ya que 

no tiene especificado ningdn sentido 

6ste puede ser de C hacia D o de n 

hacia C. 

Si la red �61o tiene arcos dirigidos, se trata de una REV 

VIRIGTVA. Por eJemplo, las redes a las que dan origen los 

si·t�mas de comunlcaci6n por radio y tclevisi6n, serian r� 

des dirigidas� ya que el flujo de la informaci6n ien que 

ser nodo de la ·entral de t1 ansmi. i6n a los nodos que re­

pr sentan a la repetidoras, y de �stos a los nodos que re 

presentan a las r0dio receptoras. 

A reo d i r i g ido 
y no d i r i g i do 

Red dirigida 



La red que, representa ul sistema de transporte co¡ectjvo 

es una red no dirigida, ya que el flujo do pasajeros uo ti� 

ne asignado un sentido, se puede viajar de la estaci6n Za­

ragoza ( que sería un nodo) a la estac:i.6n Pino Suárez (qu 
ser ía el otro nodo), o de Pino Suárez a Zaragoza. 

Algunos problemas se pued e n representar por redes en los 

que los noQOS se encuentran divididos en dos subconjuntos� 

con todos los arcos de la �ed unlcnJo a los nodos de un 

subconjunto con los nodos del otro, Se les cono e omo 

REDES BIPARTITAS. Por ejemplo, los problemas de trnnspor 

te dan origen a una red bipartita, con todos los orígenes 

en un subconjunto y los destinos en el otro, Los ar,.:os 

repr esen tan el flujo de la� unidades a transportar de un 

origen a un J.cstino , 

) j l t () 1 Subconjunto 2 

or1genes destino!:' 

¡ 
�·�.: ... e>" �� n c e ptos de part�cu'lar inport�"'cl�:• CJ1 una red son 

1¡, 1 ·ntcs e e irtdest r ll ejemplos referidos al sistema 

re L'ansnortc colectiv0). 

r,n" CADENA es un conjunto or den a do de arcos que 

�u ,cctan 11 dos nodos por medio ele nodos intermedios. 

l o r e j "m p 1 o , en un a re J d e l n1 C' t r o , s i un nodo e s 
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la estación Tacuba (nodo 15) y otro es la esta­

ción Taxqueña (nodo 1 ), una cadena que une es­

tos dos nodos está formada por los arcos (16, 11) 

(11 ,8), (8 ,6) y (6, 1) (ver figura de la red del me 

tro). 

Una REV CONEXA es una red para la cual existe 

una cadena entre cualquier par de nodos. Por 

ejemplo, la red del metro es una red conexa. 

Un CICLO es una cadena que conecta a un nodo con 

el mismo. Por ejemplo, en la red del metro, la 

cadena (8, 11), (11, 12), (12,8) es un ciclo, ya que 

conecta al nodo 8 con el mismo. 

Un ARBOL es una red conexa que no contiene ciclos. 

Por ejemplo, en la red del metro, si se eliminan 

los arcos (8 , 1 1 )  y (6 , 5)' con lo que se quitan 

los ciclos, se obtiene un árbol. 

Red conexa 

Ciclo 

Arbol 



Estudiando una red se puede obtener información i mportante 

para el sistema original, como puede ser, la de unir los 

nodos de una red, a costo mínimo o con la distancia mínima. 

Se puede determinar cuál es la ruta más corta entre dos no 

dos cua�esquiera de una red, y cuál es el flujo máximo que 

se puede enviar a uno de ellos. 

La realización en el tiempo de algunos proyectos se puede 

representar por una red. Si se desea determinar cuáles ac 

tividades de este proyecto son las más importantes, cuánto 

tiempo requerirá el proyecto y qué holgura se dispone para 

realizar las actividades que lo constituyen, se determina­

rá la ruta crítica del proyecto. A continuación se expli­

carán los cuatro algoritmos que permiten obtener esta in­

formación. 

V.3. Problema de flujo máximo 

El problema de flujo máximo se presenta cuando se requiere 

determinar cuál es la mayor cantidad de un bien que se pu� 

de enviar de un nodo (nodo origen) , a otro cualquiera de 

la red (nodo final), desde luego que deben existir una o 

más cadenas entre estos nodos, y los arcos que las consti­

tuyen tienen restricciones en cuanto a la cantidad, de ese 

bien que puede fluir. 

Considérese el siguiente ejemplo: El gasoducto que une a 

la ciudad de Reynosa, Tamaulipas con el campo productor de 

gas natural en Cactus, Chiapas, ha sufrido un desperfecto. 

Para cubrir las necesidades de la ciudad de Reynosa, se re 

quiere determinar cuál es la máxima cantidad de gas que se 

puede enviar usando estaciones compresoras y gasoductos al 
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ternativos. La capacidad de los gasoductos se muestra en 

cada arco de la red (en millones de metros cúbicos por día). 

Los nodos representan a las estaciones compresoras. 

Cactus, 
Chiapas 

Reynosa, 
Tamaul ipas 

Esta red se puede representar de la siguiente forma: 

donde cada arco dirigido que une al nodo � con el nodo J, 

se representa ahora como 

siendo C� es la cantidad del bien que puede fluir, como 

máximo, del nodo � al nodo j, y C; sería la máxima canti-
J 

dad del bien que puede fluir del nodo j al nodo�- Asi, 

pueden fluir S unidades (millones de metros cúbicos de gas 

al dia) del nodo O al nodo 1, y cero unidades del nodo 1 

al nodo O, etcétera. 

Con la red en esta forma, se puede aplicar el siguiente al 

goritmo para determinar el flujo m§ximo. 



Algoritmo para el flujo máximo 

1. Encontrar una cadena del nodo origen al nodo final. 

Si no existe ninguna, el flujo neto asignado es el 

flujo óptimo. 

2. Encontrar en esta cadena el arco con la menor capa­

cidad de flujo (mayor que cero). Denotar a esta ca 

rcacidad como C*. Aumentar C* al flujo neto del ori 

gen al final. 

3. Restar C* a la cantidad C� de cada arco en la cade­

na. Sumar C* a la canttdad C¡ de cada arco en la 

cadena. Regresar al punto 1. 

Se resolverá el problema del gasoducto utilizando este al­

goritmo. 

Inicialmente, el flujo neto asignado es cero. Este flujo 

neto se denota con una flecha que entra al nodo origen y 

una flecha que sale del nodo final. 

Flujo 
neto 

Flujo 
neto 

1. Una cadena es un conjunto ordenado de arcos, que en 

este caso conectan al nodo origen con el nodo final. 

Por ejemplo: 
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2. En esta cadena, e l  a rco con menor capacidad es el ar 

co (O, 1), con capacidad igual a S, o sea que C* = S. 

El flujo neto es ahora O+ e>�: = O+ S= S. 

3. Sobre esta cadena, se resta C* de las cantidades 

C_¿' 

Ca C* S S o 

CJ C* 8 S 3 

el¡ C* 6 S 

y se suma C* a. las cantidades Cj' o + S = S en to 

dos los casos, quedando la cadena aho ra como 

la nueva red es ahora 

5 

Es ta nueva red indica que ya no es posible ir del no­

do O al nodo 1, ya que la cap a c idad de flujo en este 

sentido es cero, pero sí es posible ir de l nodo 1 al 

nodo O. 

Características 

del árbol de 
mínima expansión 



Una cadena de O a 6 es 

y los arcos con la menor capacidad de flujo son el 

( 0,2) y (2,5), con una capacidad de 6, de manera que 

e* = 6. El flujo neto será ahora S+ 6 11. Restan 

do C* de la cantidad e� y sumándoselo a las e1. 

Queda la cadena como 

y la nueva red es ahora 

11 

Una cadena de O a 6 es 

el arco de menor capacidad de flujo es el (4,6) con 

capacidad de 1, de manera que e* = 1. El flujo neto 

es ahora 11 + 1 = 12 . Res tanda e* de e� y sumándola 

a la e¡, queda la cadena como: 

y la nueva red es ahora: 

157 



1S8 

Una cadena de O a 6 es 

el arco de menor capacidad es el es, 6) con capaci-

dad 2 ' de manera que C* = 2. El flujo net o es ah o 

ra 12+2=14. Restando C* de c. 
:{_ 

y sumando a C¡ ' la 

cadena queda c om o : 

y l a  nueva red es 

14 

Aquí ya no es posible encontrar una cadena de O a 6, 

ya que no hay flujo posible de 4 a 6 o de S a 6, 

que es l a  única forma en la que se puede llegar al 

nodo final. De manera que el flujo net o asignado es 

el flujo máximo. Es decir, se pueden envi ar comom! 

ximo, catorce millones de metros cúbicos al día de 



V.4. 

gas, de Cactus, Chiapas a Reynosa, Tamaulipas. Com 

parando la red original con la red final, se puede 

determinar la forma en que se efectúa este envío. 

Se mandan S unidades (millones de metros cúbicos al 

día) del nodo O al nodo 1 , S unidades del nodo 3 al 

4, 6 unidades del nodo 4 al 6, 6 unidades del nodo 

O al 2, 6 unidades del nodo 2 al S, 2 unidades del 

nodo 3 al S y 8 unidades del nodo 4 al 6. Si se de 

finen las variables x�j = flujo del nodo � al nodo 

j, el resultado queda como: 

X o 1 S X o 3 3 Xo2 6 

X14 S X1 3 o 

x23 
o x2 5 6 

x3 4 x3 5 2 

x4G 6 

X 54 o X 56 8 

Arbol de mínima expansión 

Un árbol es una red conexa que no tiene ciclos. Es decir, 

es un conjunto de arcos unidos, que dan una cadena desde 

cualquier nodo de la red a cualquier otro nodo de ella mi� 

ma, sin caer en un ciclo. El ARBOL VE MINIMA EXPANSION es 

el árbol con el menor costo, distancia o tiempo, según lo 

que indique la cantidad sobre los arcos·. 

Considérese el siguiente ejemplo: La Secretaría de Comuni 

c�ciones está p l a ne a n d o unir cierta parte del territorio 

nacional con el Sistema de Microondas. Desea establecer 
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comunicación entre todos los nodos mostrados en la red, 

de manera que se minimice la distancia total que tiene que 

viajar la señal, La distancia, en decenas de kilómetros, 

se muestra en cada arco. ¿Por qué arcos debe viajar la 

señal para unir a todos los nodos? ¿Cuál será la distan­

cia que viajar� una señal de Microondas para cubrir todos 

los nodos? 

Se puede observar que en esta red hay varios árboles, dos 

de ellos son: 

Se desea encontrar el árbol con la longitud mínima. 

Para esto se puede aplicar cualquiera de los dos algorit­

mos que se discuten, que son básicamente uno solo, el pri­

mero trabaja directamente sobre la red y el segundo sobre 

una matriz booleana en la cual se sustituyen los unos (1) 

por las distancias. 

Ejemplo 



Algoritmo para obtener el árbol de mínima expansión en la 

red: 

1. Seleccionar en la red original el arco con el menor 

valor (el cual queda en el árbol de mínima expan­

sión). 

2. Encontrar un arco, que tenga el menor valor, que una 

un nodo del arco original con cualquier otro nodo 

que no se encuentre en el arco original. 

3. Estos dos arcos se encuentran ahora en el árbol de 

mínima expansión. 

4. Continuar con este proceso, añadiendo al árbol el 

arco con el menor valor que lo conecte con algún no 

do que no esté dentro del árbol. 

Por ejemplo, en la red: 

El arco con menor valor es 

el (1,2) con longitud igual 

a S. Este arco y sus nodos 

quedan dentro del árbol de 

mínima expansión. 

El arco de menor valor que une a algún nodo es el arco ori 

ginal (1 ó 2), con algún nodo que no está en el arco origi 

nal (3, 4, S, 6 ó 7), es el (2,3) con longitud 6, de man� 

ra que este arco y este nodo quedan dentro del árbol de mí 

nima expansión. 
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El arco de me¡or valor que une 

que no están 1 n él es el (3,5) 

sivamente. 

a nodos en el árbol con los 

con longitud 7, y asi suce-

• 



De manera que este problema tiene dos árboles que dan el 

mismo valor de mínima longitud. 

1 o 

r---�----�5 

Los arcos de cada árbol indican sobre qu§ nodos se debe 

establecer comunicación. 

Algoritmo para obtener el árbol de mínima expansión en la 

matriz boolena de distancias : 

ConstrGyase la matriz booleana de la red, y substitfiyanse 

los unos por la distancia existente entre nodo y nodo. Es 

ta matriz tiene en los renglones y en las columnas los no­

dos que forman la red. El elemento a·· de la matriz indi-
�J 

ca la distancia entre el nodo �y el nodo j. Si no están 

unidos se pone un guión en lugar de un cero. 

La matriz booleana modificada para el ejemplo anterior es: 

2 3 4 5 6 7 

5 7 

2 5 6 8 

3 7 6 8 7 

4 8 8 9 10 17 

5 7 9 13 

6 10 13 9 

7 17 9 
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El algoritmo es el siguiente: 

1. Seleccionar el menor elemento de la matri z. Si hay 

empate se escoge en forma arbitraria. 

mento el a_¡_j· 

Sea este ele 

2. Eliminar la columna -<- y la columna j, ya que estos 

nodos quedan incluídos en el árbol de mínima expa� 

sión. 

3. Marcar los renglones -<- y J con una X .  

4. Buscar en los renglones marcados con X el menor ele 

mento. Sea este el axK· Eliminar la columna K y 

marcar con X el renglón K. 

S. Repetir el paso 4 hasta que se hayan eliminado to­

das las columnas. 

Aplicando el algoritmo en el ejemplo anterior; 

2 3 4 S 6 7 

1 ® 7 El menor elemento de la matriz 

2 S 6 8 es el a 1 2 o el a21 que vale S. 

3 7 6 8 7 
Se cualquiera, toma en este 

4 8 8 9 10 17 

S 7 9 13 ejemplo se tomó el a 1 2 · 
6 10 13 9 

7 17 9 

Ejemplo 
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3 4 5 6 7 Se eliminan las columna 1 y 

X 1 7 2 , (esto q uiere decir que los 
xz 6 8 nodos 1 y 2 ya están en el 

3 8 7 

4 8 9 10 17 
árbol de mínima expansión). 

5 7 9 13 Se marcan con una X los ren-

6 10 13 9 glones 1 y 2. 
7 17 9 

3 4 5 6 7 El elemento menor en los ren 

X 1 7 glones marcados con X es el 

xz ® 8 a23= 6 
3 8 7 

4 8 9 10 17 

5 7 9 13 

6 10 13 9 

7 17 9 

4 5 6 7 Se eli mina la columna 3' y se 

X m;:¡_rca con una X el renglón 3. 

X 2 8 El menor elemento en los ren-
X 3 8 (j) glones marcados con una X es 

4 9 10 17 

5 9 13 el a 3 s 
= 7 

6 10 13 9 

7 17 9 

4 6 7 Se elim ina la columna S y se 

X 1  
marca con una X el renglón S. 

xz ® El menor elemento en los ren-

X 3 8 glones marcados con una X es 
4 10 17 

13 
el az,. y el a 3". Se escoge cual 

xs 9 

6 10 9 quiera , por ejemplo, el a24· 
7 17 9 
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X 1 

X 2 

X 3 

X4 

xs 

6 

7 

X 1 

xz 

X3 

X4 

xs 

X 6 

7 

6 

@) 
13 

9 

7 

17  

9 

7 

17 

Se elimina la columna 4 y se 

marca con una X el renglón 4. 

El menor elemento en los ren 

glones marcados con una X es 

el a.,G= 1 o. 

Se elimina la columna 6 y se 

marca con una X el renglón 6. 

El menor elemento en los ren 

glones marcados con una X es 

el a = 9. 

Al eliminarse la columna 7, 

Q0 ya no quedan más columnas en 

la matriz, lo que significa 

que ya se obtuvo el árbol de 

mínima expansión. 

La forma de determinar el árbol es la siguiente: Marcados 

con un círculo están los elementos a12 , a23 , a2., , a35 , 

a46 y a67 • De manera que el árbol está formado por los 

arcos ( 1 ,2), (2,3), (2,4), (3,5), (4,6) y (6,7) 

dos se establece la comunicación. 

Sobre estos no 

El valor del árbol se obtiene 

sumando los elementos en los 

círculos de la matriz final: 

S + 6 + 8 + 7 + 10 + 9 = 45 



v.s. Ruta más corta 

Consiste en encontrar cuál es la cadena que da el menor va 

lor de distancia, tiempo o costo (según lo que indiquen los 

valores de los arcos), entre dos nodos cualesquiera de una 

red con arcos dirigidos. Algunos ejemplos en los cuales 

se puede aplicar este algoritmo son: 

1 . Dos ciudades están cumunicadas por varias carrete­

ras, se quiere determinar por cuál se ocupa el mfui 

mo tiempo para ir de una ciudad a otra. 

2. Algunos problemas de reemplazo de equipo se pueden 

modelar como una red. Por el algoritmo de la ruta 

más corta se determina cuál es el plan de reemplazo 

más económico. 

3. En una ciudad se quiere determinar cuál es la forma 

de ir de un punto A a un punto B por el camino más 

corto. 

El algoritmo requiere que todos los valores sobre los arcos 

sean positivos (para algoritmos más generales se recomienda 

ver el libro de Bazaraa), y consiste básicamente en ir eti 

quetQndo todos los nodos de la red. Estas etiquetas info� 

man cuál es la ruta más corta desde el nodo inicial hasta 

ese nodo, y desde qué nodo se llegó a este último. El al­

gorltmo termina cuando se ha etiquetado el nodo final. La 

Gltima información se lleva definiendo tres conjuntos: 

1. El de los nodos totales de la red, N. 

2. El de los nodos etiquetados, X. 

3. El de los nodos no etiquetados, X. 
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Algoritmo para calcular la ruta más corta con todos los 

costos positivos: 

1 • Etiquetar el nodo inicial con wi = O, definir el 

conjunto de nodos etiquetados, X. 

2. Definir el conjunto de nodos no etiquetados X, co­

mo el complemento de los que ya están etiquetados 

X = N - X. 

3. Considerar todos los arcos que tienen su origen en 

un nodo de X y su final en un nodo de X, es decir 

todos los arcos 

y calcular 

4. Calcular 

( X,X) {( �,j)/ � E  X y j E X} 

w 1 + e = mínimo {w'. + e . .  } 
p pq (�,j)E(X,X) -<. -<.j 

que será la etiqueta del nodo q, o sea 

w' q = w' 
p 

5. Colocar a q en X. 

6. Si ya está el nodo final en X, alto. Si no, ir al 

paso dos. 

Por ejemplo, en la siguiente red se quiere determinar la 

ruta más corta para ir del nodo 1 al nodo 6, donde los el� 

mentas sobre los arcos ce . .  ) denotan distancias expresadas 
-<.j 

en metros. 

Algoritmo 

Ejemplo 



Aplican d o  el algo ritmo, se etiqueta el n o d o 1 c on 

y se in cluye a est e nod o el conjunto X. 

w' 
1 o 

X = { 1} X= {2, 3, 4, S, 6 } 

El conjunto ex,X) es el de todos 

los arcos con origen en X y termi­

nación en X: 

e1 ,2)' e1 ,3)' e1 ,4) 

Se calcula para est os arcos e-L,j) el valor wl + C_¿¡ 

e 1 , 2) : 

e 1 ,3) : 

e 1 ,4) : 

el valor mínimo corresponde a 

o + 3 3 

o + 7 7 

o + 4 4 

W11 + C12 = W1 + C = W1 
p pq q 

w' = 3 = w¿ , de mane ra que el nodo 2 se incluye e n  el conju� 
q 

t o  X. 
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X = {1 ,2} x = {3, 4, S, 6} 

los arcos en (X,:X:)  so n: 

(1 ,3) ' (1,4), (2,3) y ( 2, S) . 
Se calcula w'· 

-{. 
+ e .. 

-<.j 

(1 ,3) w' 1 
+ el3 o + 7 7 

(1 '4) w' 
1 + e¡" o + 4 4 

(2,3) w' 
2 + e23 3 + 7 10 

(2, S) : w' 
2 

+ e2s 3 + 9 12 

el va l or mínimo es pa r a  w¡ + e14 = 4 de forma que 

W 1 = W + e = W { + e¡ 4 = 4 y e 1 nUeVO nOdO qUe S e ·e t Í qUe t a 
q p pq 

es el q = 4. 

.,----;i:J', 
...,..,., 2 ' 

X = { 1 ,  2, 4} 

los arcos en 

(1 ,3)' e2 ,3)' 

x = { 3, S, 6} 

(X,X) son: 

e 2, s) (4,3) y ( 4 '6) 
,., 1 

,.... 1 , 1 Para ellos se calcula w'· 
-{. 

+ e .. 
-<.j 

/ 
, , 

, , 1 1 
1 
1 1 
1 
\w;• O 

' ' ' 
,, 

'',, ��- 4 J ........... __ 4 ,' ---... ---

e1 ,3); 

e2 ,3) : 

e 2, s) = 

e 4 ,3) = 

e 4, 6) = 

Hay un empa te e n  el valor �ínimo: 

y 

w' 
1 

+ el 3 o + 7 7 

w' + e 3 + 7 1 0 
2 2 3 

w' 2 + ez s 3 + 9 12 

w' 
4 + e4 3 4 + 3 7 

w' 4 
+ e .. 6 4 +10 14 

ambos llevan al nodo 3, de manera que éste s e  debe etique-



t a r  con w; = 7. Es te empate indic a que hay do s form a s, 

igu a lme n te cor tas, de l lega r al nodo 3 de s de el nodo 1. 

X o= { 1 ' 2, 3, 4} x {S, 6} 

los arcos en (X,X) son: 

(2, S) , (3, S) y ( 4 ,6). 

Para ellos se calcula w'. 
.{. 

+ e .. 
-<.j 

(2 ,S) ; w' 2 + c2s 3 + 9 

(3, S) w' 3 + c3s 7 + 4 

(4 ,6) w' 4 + c.,6 4 + 10 

12 

11 

14 

el valor mínimo es par a 

que se etiqueta el nodo 

11 wp + cpq 
= 11 . 

wq o sea 

�----------:¡:) _____ 
-�� -� 

,,' , , , 
/ , , 1 1 1 

\ \ 
\,wi• O ' 

' ..................... 1 
wl· 4 , -- ...... ._ ... --- ____ .. ....- -""'' 

�� --
.............. 

q S con 

X = { 1 ' 

w' 5 

2, 3, 

los arcos en 

4' S} x 

(X ,S:C) son: 
_, 

\ (S,6) y (4,6). . 
S 1 ws· 11/ 

Para ellos se calcula wl 
/ .{. ----

(S,6) w' c56 11 + + 
5 

( 4 ,6) w' " + c.,6 4 + 

{ 6} 

+ c .. -<.j 

2 13 

10 14 

el v al o r mínimo e s  w5' + C56 = 13 w' + C = w' , de m a nera p pq q 
que s e  etiqueta el nodo q = 6 con w� = 13. 
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X= {1, 2, 3, 4, S, 6} X =  { 0 }. Como ya se etiquetó el no 

do 6, se tiene la ruta más corta del 6, que vale 13. 

Hay dos posibles rutas, las cuales son: 

El nodo predecesor para ir a uno cualquiera q, es el nodo 

p, esto se observa al etiquetar wq = wf-¡ + Cpq Por ejemplo 

en la última red w� w� + C56 , es decir, se llega a 6 a 

través del nodo p = S. En la penúltima red se tiene que 

w� = w; + C35 , o sea que se llega a q = S desde p = 3 y 

así sucesivamente. 



V.6. Ruta crítica 

Prácticamente cualquier empresa en la �ue puede laborar un 

ingeniero se enfrenta con el problema de planear , organizar 

y controlar proyectos a gran escala y que, generalmente, se 

realizan una sola vez. El éxito del proyecto depende de 

muchos factores, uno de los cuales es la información que se 

puede obtener de las actividades que lo componen. Esta in 

formación permite responder a algunas preguntas como son: 

a. ¿Cuándo se terminará el proyecto? 

b. ¿Cuáles son las actividades que más influyen en 

la terminación del proyecto? 

c. ¿Cuándo se pueden comenzar lo más temprano posi­

ble , y terminar, también lo más temprano posible, 

las actividades del proyecto? 

d. ¿Cuál es el último tiempo en el que se pueden co 

menzar y terminar las actividades, sin que se re 

trase el proyecto? 

e. ¿Cuánto tiempo se puede retrazar una actividad 

sin retrazar todo el proyecto? 

Estas preguntas se pueden responder utilizando el método de 

la ruta crítica. 

El método permite determinar si una actividad del proyecto 

es CRITICA, es decir, si una demora en su comienzo causará 

una demora en la fecha de terminación del proyecto. Si la 

actividad no es crítica, tendrá un tiempo de holgura, es 

decir, se puede demorar. 
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ruta crítica 

Actividad 
crítica 
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La RUTA CRITICA es una cadena de actividades c riticas que 

conecta al nodo inicial co n el nodo final, en la red que 

representa al proyecto. 

El METOVO PARA CALCULAR LA RUTA CRITICA VE UN PROYECTO cons 

ta de los siguientes pasos: 

1. Conocer el proyecto al cual se aplicará el método de 

la ruta c ritica. 

2. Listar las actividades de este proyecto. 

3. Con st ruir la mat riz de secuencias . 

4. Con st ruir la red de actividades. 

S. Numerar los nodos de la red. 

6. Deter minar la duración de las actividades . 

7. Calcular el tiempo de comienzo más pr óximo. 

8. Cal cular el tiempo de terminación más lejano. 

9. Cal cular la holgura total. 

10. Cal cular la ruta c ritica. 

Se mostrará el método con el siguiente ejemplo: 

1. Conocer el proyecto al cual se aplicará el método 

de la ruta c rítica: 

La construcción de una casa 

Método para cal 
cular la ruta -
crítica 

Ejemplo 

Lista de 
actividades 



2. Listar las actividades de éste proyecto: 

a. Excavación para los cimientos 

b. Cimentación 

e .  Levantar paredes 

d. Albañilería exterior 

e. Albañilería interior y plomería 

f. Enyesado de paredes 

g. Acabado de pisos 

h. Pintura interior 

l .  Acabado interior 

J . Tendido de techos 

k. Herrería 

l. Pintura exterior 

m. Acabados exteriores 

n. Instalación eléctrica 

�- Construir la matriz de secuencias. En esta matriz 

se indican: 

a. Qué actividades deben seguir inmediatamente a una 

actividad. 

b. Qué actividades deben terminarse antes de que es 

ta actividad pueda comenzar. 

c. Qué actividades deben efectuarse simultáneamente 

con esta actividad. 

175 

Matriz de 

secuencias 



176 

Actividad Secuencia 

ini cio a 

a b 

b e 

e j ' n, d 

d e' k 

e f 

f g' h 

g i 

h i 

i fi nal 

j e, k 

k 1 

1 m 

m final 

n f 

Con esta mat riz se puede const r u ir la red de actividades. 

4. Con st r ui r  la red de acti vidades. Todo proyecto se 

puede representar como u na red, en donde los ar cos 

di rigidos serán las actividades , y los nodos indican 

el pri n ci pio y el fin de cada actividad. De manera 

que se puede hacer referen cia a u na activi dad mencio 

nan do s u  nodo inicial y su nodo fi nal. 

Red de 

actividades 
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La representación típica de una actividad (i,j) es: 

que indica que se inicia en el nodo i y termina en 

el nodo j. La red también muestra la secuencia de las 

las actividades, es decir, el orden en que se deben 

realizar. Por ejemplo, la figura: 

indica que las actividades (3,5) y (4,5) se deben ter 

minar antes de que se pueda iniciar la actividad 

(S ,6) . 

Las reglas para construir la red que representa el 

proyecto son: 

a. Cada actividad está representada por un y so1arne� 

te un arco en la red. No se puede representar una 

misma actividad dos veces en la red. 

b. Dos actividades diferentes no pueden identificar­

se por el mismo nodo inicial y el mismo nodo fi­

nal. Esta situación puede surgir cuando dos acti 

vidades deben realizarse simultáneamente 

A 

Reglas para la 
construcción 
de la red de 
actividades 
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Por ejemplo, las actividades A y B pueden realizar­

se al terminar la actividad (7,8), simultáneamente. 

A mbas terminan en el nodo 9. Para evitar confusio­

nes, se introduce una actividad f icticia al princi­

pio o al final de alg una de las actividades. Esta 

act i v i dad ficticia se introduce para la construcción 

de la red y no tiene ningún s ignificado, no consume 

ningún recurso del proyecto. La representació n 

sería: 

ó 

Actividad 

ficticia 

' 
' 

Actividad � 
ficticia 

Actividad 

ficticia 

Se puede observar que en todos los casos se conser­

va la secuencia lógica de las actividades. 

La red para el proyecto del ejemplo es: 



Nota: Toda la red de un proyecto debe tener un solo nodo inicial y 

un solo nodo final 

S. Numerar l os n o d os de la r e d. Est o pe rmit e identi 

c ar a las a ct ividad es c omo a ctividad (�,j): 
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6. Determinar la duración de las activid ades. Esta du 

ración se obtiene de conocer el proyecto original, 

y se denotan como D_¿¡ : 

7. Calcular el tiempo de comienzo más próximo. De aquí 

en adelante comienzan los cálculos de la ruta crítica, 

los cuales incluyen dos fases. La primera se llama 

"Paso hacia adelante", donde los cálculos comienzan 

dede el nodo inicial y se prosiguen hasta el nodo 

final. En cada nodo se calcula un número q ue repr� 

senta el tiempo del comienzo más próximo de las ac­

tividades. Se indica en un cuadro O ) . Si se 

denota este tiempo como CP_¿ , y se inicia con CP1 = O , 

la forma para obtener los demás es: 

CP
J
· = max 

_¿ 
CP · + D· · 1 

.{. .{.j 

La duración total del proyecto es CPN , si N es el 

nodo final de la red: 

Tiempo de 

comienzo más 

próximo 



8. 

Por ejemplo: 

CPz max 
i 

ICP1 + D1zl max 
i 

lO + 21 max 1 
i 

2 1 2 

CP6 max ICP4 + D46 CPs + Ds6 1 max 116 + 4 22 + o¡ 
-<- i 

max IZO 221 22 
i 

CP7 max ICP6 + D67 CP4 + D471 max 122 + S 16 + 71 
i i 

max 127 231 27 
i 

Calcular el tiempo de terminación más lejano. En la 

segunda fase, llamada "Paso hacia atrás", los cálcu 

los se comienzan desde el nodo final y se mueven ha 

cia el inicial. En cada nodo se calcula un número 

que es el tiempo de terminación más lejano de una ac 

tividad, y se indica en un rombo <:> ) . Si el no 

do final de la red es el nodo N, y el tiempo de ter 

minación más lejano se denota como TLj . Los cálcu­

los comienzan con TLN = CPN 
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La fórmula para calcular los demás valores es: 

Por 

TL12 

TL13 

TL11 

TL., 

TL,¿ = m�n 1 TL · - D · · 1 
j 

j -<..j 

ejemplo, los cálculos se iniciaron con: 

TL1 o CP1 o = 46 

= min /TL1 o - D12 1ol m in /46 - 6/ -= min /40/ 
' 

j j j 

m in ITL12 - D13 ,12/ m in /40 - o¡ = min /401 
j j j 

m in jTL13 D11 ' 1 3 TL12 - D11 12/ 
' 

j 

m in /40 - S 40 4 / 
j 

m in /35 36/ 35 
j 

m�n /TL? D.,,7 TL6 D.,,6 TLs - D., si 
j 

' 

m in /27 7 ' 22 4 22 6/ 
j 

mln /20 18 16/ 16 
j 

= 40 
#' 

= 40 



9. Calcular la holgura total. Antes de calcular la hol 

gura total, se deben definir dos nuevos tiempos, el 

tiempo de inicio más lejano CL�j y el tiempo de te� 

minación m ás temprano TP�j , los cuales se calculan, 

para una actividad (�,j) con las siguientes fórmulas: 

CL · · = TL · - D · · �j j �j 
TP--=CP·- D--�j � �j 

Existen dos tipos de holgura: la holgura total (Hr�j) 

y la holgura 1 ibre, ( HL�j ) . La holgura total HT�j 
para la actividad (�,j), es la diferencia entre el 

máximo tiempo disponible para realizar la actividad 

(TL¡- CP�) y su duración, es decir: 

HT�j = TL¡ - CP� - D�j 

Toda aquella actividad que tenga holgura total igual 

a cero se dice que es una actividad crítica y queda 

por lo tanto dentro de la ruta crítica. 

La holgura libre HL · · se define como �j 

HL�j = CPj -
CP� 

- D�j 

es decir es el exceso de tiem po disponible menos la 

duración de la actividad. 

Si la holgura total es cero, la holgura libre también 

es cero (lo inverso no es cierto). 

Para el ejemplo que se está desarrollando se tiene 

que: 
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1 o. Calcular la ruta crítica. Todas las actividades 

con holgura total igual a cero se encuentran dentro 

de la ruta crítica. 

La siguiente tabla resume todos los cálculos necesa 

rios para determinar la ruta critica. 

Cálculo de la 

ruta crítica 
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COMPUTACIONES DE LA RUTA CRITICA 

1 Más pró x imo Más lejano Holgura 

Actividad Duración Comienzo Terminación Comienzo Terminación Total Libre 
1 

TLj o (.<.,j) D·. 1 CP.¿ o TP·. CL.¿j HT·. HL .. 
-<.j -Lj -t_f -<.j 

1 
1 ,2 2 o 2 o 2 O* 

2,3 4 2 6 2 6 O* 
1 

3,4 10 6 16 6 16 O* 
1 

4,S 6 16 22 16 22 O* 

1 
4,6 4 16 20 18 22 2 

4,7 7 16 23 20 27 4 
1 

S,6 o 
1 

22 22 22 22 O* 

6,7 S 22 27 22 27 O* 

7,11 8 27 3S 27 3S O* 

6,8 7 1 22 29 28 3S 6 

8,9 9 29 38 3S 44 6 

9' 1 o 2 38 40 44 46 6 

11 '12 4 3S 39 36 40 1 

11 '13 S 3S 40 3S 40 O* 

12 '1 o 6 40 46 40 46 O* 

13' 12 o 40 40 40 40 O* 

* 

Actividad crítica 
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I. Resolver los siguientes problemas. 

1. Encuentre el flujo máximo del nodo 1 al nodo 11 

CUESTIONARIO DE AUTOEVALUACJON 

2. Encuentre el flujo máximo de la siguiente red entre el nodo f y el nodo d. 

3. Encuentre al ár bol de mínima expansión para la red mostrada a continua 
ción: 

4 

8 

S 



4. Determine el árbol de mínima expansión de la red mostrada en la figura. 

S. Determine el mínimo árbol de expansión para la si guiente red. 

6. Dentro de las distintas plantas de proceso que constituyen una refine­
ría se encuentran la planta de desintegración catalítica. Se quiere 
enviar el producto de esta planta localizada en el nodo A, a los tan­
ques de almacenamiento que se localizan en el nodo H. Existen varios 
caminos alternativos dentro de la refinería, que pasan por diversas 
plantas representadas en cada nodo. La distancia se indica en kilóme 
tros y se desea saber cuál es el camino más corto entre la planta de 
desintegración catalítica y el área de almacenamiento. 
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7 En México se da el caso de que para unir dos ciudades importantes, no 
existe más que una carretera en regular estado, sin embargo, para unir 
la capital con algunos pueblitos existen hasta tres carreteras. Uno de 
estos casos es el de el D.F. y Val le de Bravo. Un residente de Valle 
de Bravo quiere trasladar ciertos art ículos desde el D.F. a Valle de 
Bravo, desea determinar la ruta que consuma menos " tiempo , que no nece­
sariamente es la más corta en distancia. Los tiempos promedios entre 
el D.F. (nodo 1) y las poblaciones intermedia s , indicadas en los demás 
nodos, hasta Valle de Bravo (nodo 15) se muestran en minutos. ¿Cuál es 
la ruta que se debe seguir desde (1) hasta (15)? 



8 Durante el siglo pasado el VlaJar en diligencia a cualquier punto de la 
República era una verdadera hazaña. Y un verdadero milagro que alguna 
llegara a su destino sin haber sido asaltada, de manera que los pasaje 
ros o se dejaban asaltar, o tomaban las medidas adecuadas para defen-­
derse. Cuando se trataba de gente adinerada tenían la posibilidad de 
contratar una escolta o bien de pagar protecci6n a los bandidos, los 
cuales estaban tan bien organizados que tenían sus tarifas de acuerdo 
al trayecto. Un viajero que se trasladara de Veracruz a México tenía 
varios caminos alternativos cada uno con sus diferentes cuotas según se 
muestra en la figura 

¿Que camino se debería seguir para ir de Veracruz (�odo 1) a México (n� 

do 13) al menor costo? 
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9. Obtenga la r ed de actividades y la ruta critica del siguiente p royecto: 

Una agencia está planeando una campaña de publi cidad para el lanzamien 
to de un p roducto nuevo, en la que ut i l izará murales, tel evi s i ó n  y pe� 
riódicos. Las i l ustraciones para los anuncios en los periódi cos debe­
rán dibujarse mi entras se es cr ibe el tex to que las acompañará, y cuan­
do ambos estén l i stos se preparará media tonelada de c lichés tipográ fi 
cos. Los cl i ch és se enviarán a los periódi cos, pero solament e después 
de haber negociado el contrato. Finalizará enton ces esta partedel tra­
bajo. 

El anuncio mural debe diseñarse e impr imir se, después de lo cual se dis 
tribuirá, mediante un contrato satisfactorio, completando así esta par 
te de la campaña. El guión para el filme de la telev i s i ón se debe pre 
parar mientras se negocia el contrato con la compañía productora .  Cuan 
do se haya ter mi nado, el f i l me se enviará a la compañía de televisió n� 
con la cual se habrá con certado p r eviamente un acuerdo. 

Tan pronto como todos estos p r eparativos se hayan realizado, se convo­
cará para una fecha p reviamente fijada una conf eren cia en la cual se 
lanzará ofi cial ment e el produ cto. La agen cia da un p l azo de quin ce 
dfas para establecer un p l an detal l ado de la campaña, d espués de l os 
cuales sus negoc iador es emp i ezan a trabajar para l os cuatro contratos. 
Mientras tanto, l os arti stas, es cr itor es y guionistas empiezan su tarea 
en la medida d e  l o  posible. Se tien e los nombres y duraciones de las 
actividades y la matriz de secuen cia 

LISTA DE ACTIVIDADES MATRIZ DE SECUENCIA 

Nombre Descripción de la Actividad Duración Actividad Secuencia 

A plan de la campaña 2 Inicio A 

B fecha de lanzamiento 17 A E,D,C,J,H,I,F,G,B 

e prensa: redacción del texto 4 B final 

D prensa: Ílustración 4 e K 

E prensa: contrato 3 D K 

F carteles: diseño 8 E L 

G carteles: contrato 3 F M 

H T.V. : redacción del guión 3 G N 

I T.V. : contrato para la pro- H o 

ducci6n de la película 4 I o 

J T.V. : contrato para la exhi- J p 

bición de la película 3 K L 

K prensa: confección de las pl� L Q 

chas tipográficas 2 M N 

L prensa: envío ,de la planchas a N Q 

los diarios 1 o p 

�f carteles
'
: impresión 1 p C1 

N cartel es: distribución 1 Q final 

o T.V. : realización de la pelí·· 

cula 6 

p T.V. : envío de la película a 

la emisora 1 

Q preparación de la confe-rencia 4 • 



10. Obtenga la ruta crítica del siguiente proyecto, las duraciones se IIIUes­
tran sobre cada actividad. 

' 
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Apultes de Programación 
Editada por la Facultad 
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EXAMEN DE AUTOEVALUACION 

1. Definir el concepto de sistema y explicar brevemente por qué es imp or­
tante adopt ar el enfoque s is temát ico en el estudio de las organizacio­
nes. 

2. Formular el modelo matemático del siguiente problema: Una compañía 
·usa dos ingredientes para ob tener un pro duct o final. Estos ingredien­

tes son el A y el B. El A contiene 7% de fosfato y 3% de cloro y cues 
ta $ 25.00 cada onza. El B contiene 9% de f osf ato y 2� de cloro y 

-

cuesta $ 20.00 por onza. La compañía des ea que el producto final con­
tenga no más de 8% de fosfato y 3% de cloro. El objetivo es minimizar 
el costo total. 

3. Encontrar por medio del método gráfico la soluci6n 6ptima del siguien­
te modelo matemático. 

Max z = Sx1 + Sx2 

sujeto a 12X¡ + 8x2 :: 96 

6x1 + 12x2 :: 72 

X¡ � 2 

X¡ � o 

x2 � 2 

4. Res olver por el método Simplex el siguiente problema: 

Maximizar z = 0.4Sx1 + 0.30x2 

sujeto a 2x1 + X2 :: 1,000 

X¡ + x2 :: 800 

X¡ :: 400 

x2 :: 700 

X¡ > o 

x2 � o 

S. Resolver el siguiente problema usando el método de la gran M y luego dé 
la solución dual del tableau 6ptimo 

Maximizar z = Sx1 + 2x2 + 3x3 

sujeto a X¡ + Sx2 + 2x3 30 

X¡ - Sx2 - 6x3 < 40 

X¡ , x2 ' X3 � o 

6. Formular el dual del sigu ien te proble ma primal: 

Minimizar z = 10x1 + 15x2 

sujet o a 2x¡ + Sx2 > 10 

X¡ + x2 8 

O.Sx1 - 3x2 :: o 

X¡ � o x2 no restringida 
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7. Encontrar la solución óptima del siguiente problema de transporte: 

Destino 

2 

Origen 3 

4 

S 

Demanda 

10 

13 

4 

14 

3 

60 

2 

20 

9 

1S 

7 

12 

60 

8. Determinar la rut a crítica para: 

3 

S 

12 

7 

1 

S 

20 

4 

7 

8 

9 

o 

19 

10 

Oferta· 

10 

20 

30 

40 

so 

9. Encontrar e l  flujq má ximo del punto S al punto T. 

10. Encont rar el mínimo árbol de expansión 
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11. Encontrar la más corta entre A y Z. 
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SOLUC ION A LOS CUESTIONAIUOS DE AUTOEVALUAC 1 

MODULO I: 

1 . 

2. 

3. 

4. 

Es el conr unto de elementos que interactúan con un obj etivo común. 

Uno de lol ohi••ivoo d• la Ing•nierla d• Si> ••na> '' •1 d• r•>olv•r pro 
blemas c b ncretos aplicando técnicas especificas. Esto es: Proporcio= 
nar a la d i rección toda la información que sea posible y necesaria para 
una guia r control del programa general. 

Sistema Entidades Atributos Actividades Medio Ambiente 

Supermercrdo Clientes Nivel económico 
tiempo de compra, 
importe gastado, 
etcétera. 

Compras Sistema comer­
cial. 

Cajera 

Carritos 

Eficiencia, anti­
gUedad. 

Capacidad, estado 
fisico 

Anaqueles Disposición, cap� 
cidad, etcétera. 

Mercancia Precios, marcas, 
cantidades. 

Local Ubicación, capaci 
dad, etcétera. -

Controlar, 
cobrar. 

Circulación 
carga de 
productos. 

continuo - abierto - estocástico o probabilistico. 

Sistema econó­
mico. 

Otros sistemas estructuralmente semejantes a este sistema pueden ser: un 
banco, una oficina de gobierno, una gasolineria, etcétera. 

a. 

b. 

c. 

d. 

e. 

f. 

Pres en¡tac ión 

Constr\.¡cción 

Deducclión de 

Comprobación 

del problema. 

de un modelo matemático. 

una solución usando el modelo, 

del modelo y de la solución. 

Establecimiento de controles sobre la solución. 

Aplicación de la solución: proporcionar los medios. 



MODULO II. 

Sugerencias al problema 3. Existen ocho configuraciones o d istribuciones �e 
las entidades del sistema (viejo, perro, gallina y maíz) en cada orilla del río. 
en los cuales el perro no se comi6 a la gallina, ni la gallina al maíz por es ­
tar con el viejo o por que no se quedan solos estos elementos. Estas configu­
raciones se representan por puntos y se unen por líneas que representan los 
viajes: 

El p unto (1) ser í a  cuando todos están en la orilla izquierda, el punto (2) i� 
dica que el perro y el maí� están en la orilla izquierda y el viejo y la galli­
na en la orilla derecha, de manera que la lí nea que los une representa el via 
je del viejo y la gallina. Así se puede llegar hasta el punto (10) que signi 
fica que todos están en la orilla derecha y el pro b lema está resuelto. Con la 
red se puede determinar el número de viajes necesarios y otras caracter�ticas 
del problema. 

* 

Recurra a la asesoría. 
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MODULO I I I. 

1. El problema se resolverá usando el método gráfico. definiendo las variables: 

y1 - Número de chamarras con forro 

Y2 - Número de chamarras sin forro 

El objetivo está representado por max1m1zar las utilidades y éstas están 
dadas por la suma de las utilidades aportadas por cada tipo de chamarra: 

Maximizar z = 1200 Y1 + 800 Y2 

Se tiene la restricción de la capacidad de producción: 

2y¡ + Y2 � 15 

También la restricción de entrega de materia prima: 

Yl + Y2 :S 9 

otras restricciones s on las impuestas por la Camara de Industria y Comer 
cio, en relación al número máximo de ventas. 

Y1 -: 6 

Y2 <; 13 

Por razones fisicas se tiene que existen las restricciones de que estas 
cantidades sean positivas, pues no tendría sentido ha blar de números ne­
gativos y por lo tanto: 

Y1 � O , Y2 � O 

realizando cada una de las gráficas se tiene: 

yl 
Y¡ 

Restricción del tiempo disponible Restricció� de entrega de piel 
para producción por el provedor 

9 2yl + 15 9 
Y2 !: 9 y2 S 

8 8 

7 7 

6 6 

5 5 

4 4 

3 3 

2 2 

o 2 4 6 8 10 12 14 16 Y2 o 2 4 6 8 10 12 14 16 y2 



Y¡ 

9 

8 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

o 

Y¡ 

R • 
.l estr1cc1on del número máximo de 

ventas: de chamarras con forro 

Y¡ 'S 6 9 

8 

7 

t 
6 

5 

4 

3 

2 

2 4 6 8 10' 12 14 16 Yz o 

10 

9 

8 

7 

6 

5 

4 

Punto Óptimo 

3 

2 

o 2 4 6 

Restricción del número max1mo de 
ventas de chamarras sin forro 

y2 'S 13 

2 4 6 8 10 12 14 16 Yz 

Función objetivo 

16 18 20 

Como se puede servar la soluci6n 6ptima será producir 6 chamarras con 

forro y 3 sin forro y esto maximiza las utilidades las cuales nos dan: 

1,200(6) + 800(3) 9,600.00 
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2. INFORME D LOS EXPERTOS: 

las s iguientes variables: 

Cantidad de radios AM que se p roduc i rán a la s emana. 

Cantidad de radios AM-FM que se producirán a la s emana. 

Siendo lagidea maximizar las u tilidades, es to s e  logrará haciendo una com 
binac i ón pti ma de las ventas de los dos tipos de aparatos , de acuerdo con 
es to la f nción objetivo s e  trabajará como: 

Es ta 

Maximizar z = 900x1 + 1sgox2 

func � ón debe s atis facer también las s iguientes res t ricciones: 

restr�cción de número de horas para producción 2 xi + 3 x2 � 

restr fc:ci ón de número de horas para ensamble xi + x2 � 
restrfc:ción del número de horas para insp ección 1/2 xi + 3/4 x2 s 

restr�cción del número de pi ezas que pueden sa-
tisfacer los proveedor es de partes de radios 
AM-FM 

300 

175 

60 

80 

restr�cción del número de p i ezas que p ueden s a-
tisfater los proveedores de partes de radios AM xr S 

70 

Exis te ot�a r estr i cc ión implíc i ta que es la de que XI � O y x2 � O 
ya que derser negati vas se t endría una incongruencia física, es tó es, 
una antip educc ión. 

Siendo la ecuac i ones d esi gualdad es se ti ene que ld g r áfica se const r uye 
para la i f1 ualdad, y la r egión fact ible quedará determi nada por la sección 
del plano a un lado y o t r o  d e  la r ecta qu e lo ·co rta. Esta r eg ión facti­
ble queda á dete rmi nada po r el si gno de la desigual dad ya sea � ó �· 

xz xz 

Restricción del tiempo de Restricción del tiempo de 
producción ensamble 

150 2xi + 3xz < 300 150 X¡ + 2xz < 175 

100 100 

50 

� 

50 

� '-......._ � 
50 100 150 XI 50 100 150 X¡ 



x2 

150 

100 

50 

xz 

150 

100 

50 

Restricción del t iempo de 
i nspección 

3 
1j" X¡ 1 

+ z X2 S 

50 100 150 

Restricción del número de 
partes para radios AM-FM 

Xz S 80 

50 100 150 

60 

x2 

Restricción del número de 
partes para radios AM 

150 
X¡ S 70 

100 

50 

L-�----���--�------�-----._ 
50 JOO 150 X¡ 

x* = 32 
150 z* • 135,300 

x* 71 

La solución óptima es producir 32 radios ru� y 71 radios AM-FM a la sen1ana 
obteniéndose como beneficio máximo $ 135,300 

Se puede comprlbar que la restricción del tiemp_o de producción es redundan 
te, es decir, si se elimina del problema no se altera la solución. 
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3. Se defin�n: 

x1 - Número de modulares con ecualizador integrado a producir 

x2 - Número de modulares sin ecualizador a producir 

PLANTEAM!ENTO SOLUCION GRAFICA 

Maximizar z = 3xl Zxz 

S. A. xl + Xz 9 1 

Zxl + 
2x2 <: 4 

xl • Xz >> o 

Este problema no tiene soluci6n ya que no hay regi6n factible que cumpla 
con las dos resticciones simultáneamente. 

Sistema inconsistente 

(sin solución) 



4. Dadas las �aracterfsticas del problema se de finen las variables de deci­
sión como: 

x1 - Número de períodos de 10 segundos de anuncios en radio 

x2 - Número de perrodos de 10 segundos de un comercial en T.V. 

El objetivo del taller es maximizar la audiencia total, esta audiencia 
total está en funció� de los coeficientes: 12,000 personas por cada co­
mercial de radio y 20,000 personas por comercial en T.V., esto es: 

Maxim i z ar z = 12,000x1 + 20,000x2 

Las restricciones son cuatro; 

la primera es la del presupuesto y es: 

2,500x1 + 5,000x2 � 62,500 

la segunda es la del mfnimo de muj eres entre 21 y 35 años 

2,000x1 + 4,000x2 > 10,000 

la tercera es en relación a los hombres de más de 40 años 

8,000 

La última restricción es la de no negatividad ya que no tendría mucho 
sentido que las variables fueran negativas. 

Resolviendo gráficamente se tienen los siguientes esquemas. 

La solución óptima es hacer 25 comerciales de 10 segundos en radio y nin 
guno en televisión produciéndose una aundiencia de 300,000 personas. 

18 

16 

14 

12 2,500x1 + 5 , 0 00x2 � 62, 50 0 

10 

8 

6 

4 

2 

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 X1 
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x2 

18 

16 

1 4  

1 2  

10 

8 

6 

4 

2 

x2 

18 

16 

14 

1 2  

10 

8 

6 

4 

2 

18 

16 

14 

..!2 ..... 
10 

8 

6 

4 

2 

2,000x1 + 4,000x2 

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 

1,500x1 + 5,00Dx2 

2 4 6 8 10 12  14 16 18 20 22 24 

................... .... .... ..... 
X� = 0 

' ................ ..... .......... ......... ................... 
z* = 300,000 

..... 
.......... _ Región factible , 

............... 

.... ' ..... 

'' ......... 

..... ........ ..... .... ,.... "' 

<: 10,000 

26 28 xl 

<: 8 , 000 

26 28 xl 

Punto óptimo 

2 1¡ 6 8 1 o 12 14 16 l 8' '20 22 24 26 28 



1. 

2. 

3. 

4. 

z* = 1.86 X 106 

x* = 

a 6 X 106 

x;= 4 106 

x* = 

e o 

x* = 

d 
o 

x* = 

e 4 106 

z* = 16 

xf 4 

x* = 

2 3 

X� = 8 

x* = 

.. o 

x* = 

5 o 

x* .. 
6 9 

xl x2 x3 X� 

16 o o 1 o rnin j Aoj +O 

x2 4 1/2 1 1/2 o z* 16 

3 5/2 o 1/2 1 x* 
1 o . . x* 

2 4, x* = 
3 o, x* = 

� 8 

En esta tabla uno de los elementos Ao� correspondiente a la variable no 
básica x1 es cero, esto significa que si x� entra a la base, la fun ción 
objetivo no se altera, es decir, dos soluciones básicas dan el mismo re­
sultado óptimo; hay dos puntos que dan la misma solución óptima y cual­
quier punto que se encuentre en la recta que los une da la misma solución 
óptima. 

16 o o 

12/5 o 1 

16/5 1 o 

x2 

z 1 o -2 

1 1 -í 

1 -1 1 

z 1 o -2 

1 1 

-�} 2 o 

2 

2/5 

1/5 

1 

1 

o 

1 

1 

1 

o 

-5/4 

5/2 

o 

o 

1 

o 

o 

1 

z* = 16 
x* = 16/5 
x* = 12/5 

x* O 

x* O 

Aún hay elementos negativos pero 

en su columna sólo hay ceros y 

negativos, de manera que la solu 

ción no es acotada. 
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S. z* = ..1Qi__ y� = o y� = 9 y; = o 7 , í , 

ye = o , yg = o 

6. 
1 S z* = 16S y�= 2. y� = ! , y; = o 

y� = 
o y* = o 13 

, 5 y:= 2 

7. 
z* = 16 y*= 2 y* = o y� = o 

1 2 

Y! = o 

solución 6pt ima degenerada 

8. Dual: Minimizar z = 20YJ + 6y2 + 8y3 
sujeto a: 2Sy¡ + Y2 � soo 

Zy¡ + Ya � 400 

Y1 , Y2 , Ya � o 

9. Dual: Maximizar z = -2Sy¡ + Yz + Ya 

sujeto a: -2y¡ + Y2 +.Ya � 20 
-3n + Y2 - Ya � 10 

y , Yl , Y2 � o 

Ya no restringida 

10. Minimizar z 2Sy¡ Y2 + Ya 

sujeto a: Zy¡ - Y2 + Ya � 
3y¡ 

- Y2 - 2ya � 2 

Y1 , Y2 ?: o 

Ya no restringida 



MODULO IV 

1. a. 

Modelo Primal. Para plantear el modelo primal correctamente, es necesa­
rio que la oferta y la demanda tengan las mismas unidades, es decir, ha­
blar en ambos casos de toneladas de carbón o Mega-watts. Aquí se trata­
rá como toneladas de carbón. De manera que la demanda en las termoeléc­
tricas será de: 

(125 Hwatt) 
Ton de carbón 

) 250 Ton de carbón 0.5 Mwatt 

(175 Mwatt) 
Ton de carb6n 

) 350 Ton de carbón 0.5 Mwatt 

(300 Mwatt) 
Ton de carbón ) 900 Ton de carbón 1/3 Mwatt 

(200 Mwatt) 
1 Ton de carbón 

) 800 Ton de carbón 0.25 Mwatt 

Se puede observar que la demanda de carbón es de 2,300 Ton, mientras que 
la oferta es de 1,450 :ron. Como el problema requiere que la oferta sea 
igual a la demanda, se debe crear un centro de oferta ficticio con costos 
de transporte y producción iguales a cero que c,atisfaga el déficit en la 
oferta. La tabla a partir de la cual se construye el•modelo y a la que 
se le aplica el algoritmo de transporte queda como: 

2 
MINA 

3 

Ficticia 

Demanda 
(Ton) 

250 

TERMOELECTRICA 

2 3 

350 900 

4 Oferta 
(Ton) 

750 

300 

400 

850 

800  

sujeto a :  ,x11 + x12+ x13+ x1� • 750 

X3¡+ X32+ X33+ XJ� • 400 

�l· X..2+ X..J+ �� • 850 

X¡¡ + X21 + XH + X�¡ • 250 

X¡2 + X22 + X32 + X42 • 350 

X¡3 + X23 + X33 + X..3 • 900 

X¡� + X2� + x3� + x.,4 • 800 
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b. 

El dual asociado es: 

Maximizar z = 
750ur + 300u2 + 400u3 + 850u4 + 250v¡ + 350vz + 900v3 + 80()v" 

sujeto a: U¡ + V¡ � 15 

U¡ + vz � 14 

U¡ + V3 � 13 

ur 
+ V�t � 12 

uz + vl � 19 

uz 
+ vz � 21 

uz 
.,. v3 � 22 

Uz 
+ v .. � 18 

u3 + V]. � 27 

u3 .. vz � 25 

u3 + v3 � 24 

u3 + v .. � 24 

u,. + vr � o 

u,. �· Vz � o 

u,. + v3 � o 

u,. + v .. � o 

u,¿' ,¿ = 1;'4 no restringidas 

v¡ ' j = T;4 no restringidas 

c. 

Soluci6n ini c ial usando el método de la esquina noroeste 

TERMOELECTRICA 

2 
MINA 

3 

Ficticia 50 800 



d. 

Soluc ión inicial usando el método de Vogel 

TERMOELECTRICA 

2 3 4 

2 

MINA 

3 

Ficticia 
250 350 250 

e .  

Solución 6ptima 

TERMOELECTRICA 

2 3 4 

X¡J= 250, X¡q= 500 

2 X24= 300 
HINA 

3 X33= 400 

Ficticia 250 350 250 Xq¡= 250, X42= 350, x.,3= 250 

X43= 250 

z* = (250 X 13) + (500 X 12) + (300 X 18) + (400 X 24) = 24,250 

Los valores asignados en el rengl6n de la mina ficticia, indican que las 
termoeléctricas 1 y 2 no van a tener carbón para generar electricidad 
(al menos de estas 3 minas). La termoeléctrica 3 tendrá un déficit de 
250 Ton., pero se le abastecerán 650 Ton., suficientes para que genere 
650/3 Megawatt. La termoeléctrica 4 trabajará a toda su capacidad (200 
Mcgawatt) ya que se le abastecerá todo el carb6n que necesita. 
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2. a. 

Se define x . .  = # de automóviles del garage .i al punto j 
-<.j 

El modelo Primal queda como: 

sujeto a: 

xu 
+ x21 

X12 
+ Xzz 

+ X33 

+ X14 
+ X24 

b. 

El modelo dual queda como: 

Maximizar z = Su1 + Suz + Su3 + vl + 6v2 + 2Y3 + 6v4 

sujeto a: U¡ + VI ..: S 

U¡ + vz ..: 4 

U¡ + V3 ..: 3 

U¡ + V4 ..: 2 

U¡ + VI ..: 10 

U¡ + vz ..: 8 

U¡ + V3 ..: 4 

U¡ + V4 ..: 7 

U¡ + VI ..: 9 

U¡ + Vz ..: 9 

U¡ + v3 ..: 8 

ui 
+ v4 ..: 4 

u
.i . .i = T;'4 no restringidas 

V• 
j 

. j = T;'4 no restringidas 

S 

6 

2 

6 



c. 

Solución inicia l con el método de la esquina noroeste 

p u n t o S 

P¡ Pz p3 p4 

Garage x u= 1 , X¡2= 4 

Garage 2 Xzz= 2 , X23= 2 , X24= 1 

Garage 3 S X34= S 

z = S + 16 + 16 + 8 + 7 + 20 = 72 

d. 

Solución inicial con el método de Vog el (una 
·
de varias) 

p u n t o S 

P¡ Pz p3 p4 

Garage J<i2 = S 

Garage 2 xz¡= , Xz2= 1 , Xz3= 2 , X24= 1 

Garage 3 S X34= S 

z = 20 + 10 + 8 + 8 + 7 + 20 = 73 

e. 

Solución óptima 

P u n t o S 

P¡ Pz p3 p4 

Garage xll= , xl2= 3 , X¡4= 1 

Garage 2 Xzz= 3 , Xz3= 2 

Garage 3 S X34= S 

z* = S + 12 + 2 + 24 + 6 + 20 

Se envian del Ga r a g e  1 : un autobús al punto 1 
tres autobuses al punto 2 
un autobús al punto 4 

Se envian d�l Gara g e  2: t r es autobuses al punto 2 
dos autobuses al punto 3 

Se envian del Garage 3: cinco autobuses al punto 4 

El tiempo total es de 69 minutos. 

69 
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3. a. 

Se define XJ..j = 11 de toneladas del fertilizante .i.. a la zona j. 

El modelo Primal que da como: 

X3¡ + X32+ X33+ X34 

X¡¡ + X21 + X31 

X12 + X22 + X32 

X13 + X23 + X33 

X¡4 + X24 + X34 

b. 

El modelo Dual que da como: 

= 3,000 

2,000 

3,000 

2,000 

3,000 

1,000 

2,000 

Maximizar z = 3,000u¡+ 2 ,000u2+ 3,000u3+ 2,000v¡+ 3,CI00v2+ 1,000v3+ 2,000v4 

sujeto a: U¡ + V¡ 

U¡ + V2 

U¡ + VJ 

U¡ + V4 

U2 + V¡ 

U2 + Y2 

U2 + VJ 

U2 + V4 

U3+ V¡ 

U3 + Y2 

UJ + V3 

U3 + V4 

u. .(. ' .i.. T;3" no restringidas 

y. 
1 ' j 1,4 no restringidas 

5 2 

5 3 

5 

5 2 

5 3 

5 2 

5 2 

5 4 

:$ 2 

5 

$ 

5 3 



e. 

Soluci6n inicial con el método de la esquina noroeste 

ZONAS 

A 

FERTILIZANTES B 

e 

d. 

Existen varias soluciones iniciales con el método de Vogel, ya que al 
calcular la diferencia hay varios empates. Se puede tomar cualquiera. 
Una de ellas es: 

ZONA S 

X y z w 

e. 

En la tabla de la soluci6n 6ptima, hay varios valores de d.<_j = O, lo que 
signi fica que hay soluciones 6p timas alternativas. Una de ellas es: 

ZONAS 

X y z w 

A X¡¡= 1,000, X¡4= 2,000 

FERTILIZANTES B xzz= 2,000 

e 

Que implica enviar: 1,000 Ton del fertilizante A a la zona X, y 
2,000 Ton a la W. 

2,000 Ton del fertilizante B a la zona Y 

1,000 Ton del fertilizante Ca la zona X 
1,000 Ton a la Y, y 
1,000 Ton a la Z 
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MODULO V 

Nota: en este ejemplo solo se indican las cantidades C� sobre los arcos 

TRAYECTORIA A. 1 - 5 - 9 · 11 C* = 150 

150 150 

TRAYECTORIA B. 1 - 4 • S • 8 • 11 C* 200 

150 350 

TRAYECTORIA C. 1 - 2 - S • 7 - 8 • 11 C* 100 

'+50 '+50 

TRAYECTORIA D. 1 - 3 - 6 - 10 • 11 C* 100 

550 550 
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TRAYECTORIA E. 1 - 4 - 6 - 10 - 11 C* 100 

650 650 

TRAYECTORIA F. 1 - 4 - 7 - 8 - 10 C* 300 

950 

El flujo máximo es 950 unidades. 

z. Paso 1 El primer camino con flujo > O El flujo es 2 

Paso 2 

C*=2 C*=2 
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Paso 3 

F=2 F=2 

Pasos 1 y 2 

2 

C*=2 C*=1 

Paso S 

F=3 F=3 



Pasos 1 y 2 

C*=1 C*=1 

Paso 3 

F=4 F=4 

Como ya no existe ninguna ruta E > O para 'llegar a el destino el proce· 
so termina y el flujo encontrado Máximo es Fmáx= 4. 
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3. 

o 

A 

B 

e 

D 

E 

F 

G 

H 

z 

o 

A 

B 

e 

D 

E 

F 

G 

H 

z 

o 

A 

B 

e 

D 

E 

F 

G 

H 

z 

O A B 

o 6 4 

6 o 7 

4 7 o 

O S O 

7 4 3 

o o 2 

o o o 

o o o 

o o o 

o o o 

O A B 

o 6 4 

6 o 7 

4 7 o 

O S O 

7 4 3 

o o 2 

o o o 

o o o 

o o o 

o o o 

O A B 

o 6 4 

6 o 7 

4 7 o 

O S O 

7 4 3 

o o 2 

o o o 

o o o 

o o o 

o o o 

D E F 

7 o o 

4 o o 

3 2 o 

4 o 8 

O 7 S 

7 o o 

S O O 

3 9 3 

8 4 o 

o o 4 

D E F 

7 o o 

4 o o 

3 2 o 

4 o 8 

O 7 S 

7 o o 

S O O 

3 9 0 
8 4 o 

o o 4 

D E 

7 o 

4 o 

3 2 

4 o 

o 7 

7 o 

S O 

Q) 9  
8 4 

o o 

H Z 

o o 

o o 

o o 

o o 

8 o 

4 o 

o 4 

S 8 

O S 

S O 
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o o 

o o 

o o 

o o 

8 o 
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S O 
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o o 

o o 
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o A B E H z 

o o 6 4 o o o 

A 6 o 7 o o o 

B 4 7 o 2 o o 

e o S o o o o 

D 7 4 0 7 8 o 

E o o 2 o 4 o 

F o o o o o 4 

G o o o 9 S 8 

H o o o 4 o S 

z o o o o S o 

o A E H z 

o o 6 o o o 

A 6 o o o o 

B 4 7 0 o o 

e o S o o o 

D 7 4 7 8 o 

E o o o 4 o 

F o o o o 4 

G o o 9 S 8 

H o o 4 o S 

z o o o S o 

o A H z 

o o 6 o o 

A 6 o o o 

B 4 7 o o 

e o S o o 

D 7 4 8 o 

E o o 4 o 

F o o o 0 
G o o S 8 

H o o o S 

z o o S o 
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o o 

A 6 

B 4 

e o 

D 7 

E o 

F o 

G o 

H o 
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A 6 

B 4 

e o 

D 7 

E o 

F o 

G o 

H o 

z o 

o 

o o 

A 6 

B 0 
e o 
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E O 

F O 

G O 

H O 

z o 

A H 

6 o 

o o 

7 o 

S o 

4 8 

o 0 
o o 

o S 

o o 

o S 

A 

6 

o 

7 

S 

0 
o 

o 

o 

o 

o 



4. 

El árbol de mínima expansi6n es de: 29 unidades 

1----..;_�------{ H 

4 

4 + 2 + 4 + 3 + 4 + 3 + 2 + 3 + 4 29 

0�-3--..( 

El mínimo árbol de expansi6n es 17, es decir 

3 = 2 = 2 = 2 = 1 = 1 = 2 3 17 
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o A B E H 1 

o o 7 8 o o o 

A 7 o 7 o o o 

B 8 7 o 4 o o 

e o 8 o o o o 
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E o o 4 o 6 o 
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6. 

El árbol de rninirna expansión es de 44 unidades, es decir 

7 + 6 + 6 + 2 + 4 + 2 + 3 + 6 + 8 44 

........ 

Ruta más corta: 

1. X= {A}, X= 

w' + 
A CAB 

w' + 
A CAe 

w' + A CAD 

2. X= {A,C}, 

w' + 
A CAB 

w' 
A 

+ C AD 

w' 
e 

+ Ces 

{B, e, 

o + S 

o + 

o + 3 

X= {B, 

o + S 

o + 3 

+ 6 

1. A, D, G, H 

2. A, C, E, G, H  

D, E, F, G, H} 

S 

+ w' 
e 

3 

D, E, F, G, H} 

S 

3 

7 

1 

\ ... �--- ... , \ ; � ' 
1 ... "' �' 
,......., ... -- 1 

1 -<.. 1 
/ ...... , wH=9 1 

3 ' 4 1 

..... _ ----

' / 
\ .,."' 
1 ....... 
,_-
' 

1 
_ _,.., 
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3. X= {A, C, E}, X= {B, D, F, G, H} 
'rÁ 

+ CAB o + S S 
wA + CAD o+ 3 3 +- w' D 

w(; + CCB 1 + 6 7 

wE + CEF 2 + 9 11 +- w' 
WE + CEG 2 + 3 S 

4. X= {A, C, D, E}, X= {B, F, G, H} 

w}., + CAB O + S S +- w' 
B 

w(; + CCB + 6 7 

WE + CEF 2 + 9 11 

WE + CEG 2 + 3 S +- w' 
G 

WD + CDG 3 + 2 S + w' G 

S. X = fA, B, C, D, E, G}, X= {F, H} 

wB + CBF S + 8 13 

WE + CEF 2 + 9 11 

w(; + CGH S + 4 9 + w' H 

La distancia mínima es de 9 Km por las rutas 



7. 

El tiempo mínimo es de 108 minutos por la ruta 

Ruta más corta: 

227 
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8. 

El camino a costo mínimo es con un costo de 31 

Ruta más corta: 

9. 

2 
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COMPUTACIONES DE LA RUTA CRITICA 

Más pr6ximo Más lejano Holgura 

Actividad Duraci6n Comienzo Terminaci6n Comienzo Terminaci6n Total Libre 

(.<.,j) D·. 
-l.J CP,¿ o TP·. 

-l.j CL.<_j TLjo HT·. 
-l.J HL.<_j 

( 1 , 2) 2 o 2 o 2 o o 

(2,3} 4 2 6 8 1 2 6 o 

(2,4) 4 2 6 8 1 2 6 o 

(2,S) 3 2 S 11 14 9 3 

(2,6) 8 2 10 S 13 3 o 

( 2. 7) 3 2 S 11 14 9 6 

(2,8) 3 2 S S 8 3 o 

( 2, 9) 4 2 6 4 8 2 o 

(2,10) 3 2 S 11 14 9 7 

(2,12) 17 2 19 2 19 o o 

(3,4) o 6 6 12 1 2 6 o 

( 4, S) 2 6 8 12 14 6 o 

(S,11) 1 8 9 14 1 S 6 4 

(6,7) 1 1 o 11 13 14 3 o 

(7,11) 1 11 12 14 1S 3 1 

(8,9) o S S 8 8 3 1 

(9,10) 6 6 1 2 8 14 2 o 

( 1 o, 11) 1 12 13 14 1 S 2 o 

( 11 , 1 2) 4 13 17 1S 19 2 2 



10 

0 

0 

@l 

§] 

<Z? 
0 

z 

� 
G 
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G 
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0 
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N 
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COMPUTACIONES DE LA RUTA CRITICA 

Más próximo Hás lejano Holgura 

Actividad Duración Comienzo Terminación Comienzo Terminación Total Libre 
(i,j) D,¿j CP,¿ 0 TP·. 

-<.j 
CP,¿j njo HT,¿j HL,¿j 

( 1 , 2) 1 S o 1 S o 1 S o o 

( 1 , 3) 1 o o 1 o 1 S 25 1 S 1 S 

( 1 , 4) 20 o 20 73 93 73 S 

(2 '3) 1 o 1 S 25 1 S 25 O* o 

( 2, S) o 1 S 1 S 45 45 30 30 

(3,4) o 25 25 93 93 68 o 

(3, S) 20 25 45 25 45 O* o 

(3,6) 8 25 33 80 88 SS o 

(3,12) 30 25 SS 103 133 78 78 

(4,9) 40 25 65 93 133 68 o 

(5,7) S 45 so 11 7 122 72 o 

(5,8) 25 45 70 45 70 O* o 

(6,10) o 33 33 88 88 55 SS 

( 6' 11) o 33 33 11 8 118 85 45 

(7' 13) 8 50 58 122 130 7Z o 

( 7, 1 S) 1 2 50 62 128 140 78 6 

(8,10) 18 70 88 70 88 O* o 

( 8 '11) 8 70 78 110 118 40 o 

(9,20) 1 o 6S 75 133 143 68 68 

(9,20) 1 o 65 7S 133 143 68 68 

(10,12) 45 88 133 88 133 O* o 

( 11 '1 2) 1 S 78 93 11 8 133 40 40 

(12,20) 1 o 133 143 133 143 O* o 
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COMPUTACiONES DE LA RUTA CRITICA 

Más próximo Más lejano Holgura 
Actividad Duración Comienzo Terminación Comienzo Terminación Total Libre 

(-i.,j) D_¿j CP_¿ 0 TP·. CL·. TLj o HT·. HL·. -<.j -<.j -<.j -<.j 

( 13' 14) S 58 63 130 135 72 o 

(14,15) 5 63 68 135 140 72 o 

(15,16) 5 68 73 140 145 72 o 

(16,17) 3 73 76 145 148 72 o 

(17,18) S 76 81 148 1 53 72 o 

(18,19) 1 o 81 91 153 163 72 o 

(19,22) 1 91 92 163 164 72 72 

(20,21) 20 143 163 143 163 o o 

(21 '22) 1 163 164 163 164 O* o 

(22,23) 1 o 164 174 164 174 O* o 

(23,24) o 174 174 174 174 O* o 

(23,25) 2 174 176 182 184 8 o 

(24,25) 1 o 174 184 174 184 O* o 

(25,26) 1 184 185 184 185 O* o 
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SOLUCION AL EXAMEN DE AUTOEVALUACION 

1 .  U n  Sistema, e s  u n  conjunto d e  elementos que interactuán entre si, con 
un propósito común. 

2 .  

3. 

En las organizaciones es importante adoptar este estudio porque permi­
te detectar la forma en que interactuán todos los departamentos de ella 
y en que forma afectan los cambios que 

'
se efectuán en algunos de ellos 

a toda la empresa. 

Lo cuál permite analizar distintas polfticas en cuanto a precios, pu­
blicidad, ventas, producción, inventarios, etcétera. 

Ingredientes: 

A 

B 

Minimi zar 

sujeto a 

De ( 1) si X¡ 

x2 

X¡ 

X2 

A y B 

Fosfato 

0.07 

0.09 

z = 

0.07A 

0.03A 

o 

o 

o 

o 

25A 

+ 

+ 

X2 

X¡ 

X2 

X¡ 

Cloro 

0.03 

0.02 

+ 20B 

0.09B 

0.02B 

A ,  B 

12 

8 

20 

20 

:: 

:: 

� 

Costo 

$ 25.00 

$ 2 0.00 

0.08 (A+B) 

0.03 (A+B) 

o 

De (2) 

18 20 

6 

3 

z* 

o 

o 

45 

X¡ 

6 

12 
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4 .  Maximizar 

X¡ 

X¡ 

x, 

X¡ 

xs 

z = 

1,000 

800 

400 

700 

180 

200 

400 

400 

700 

240 

200 

200 

400 

500 

255 

400 

100 

300 

300 

X� 300 

0.4Sx1 + 0.30x2 1,000 

Zx1 + x2 'S 1,000 

X¡ + X2 S 800 

X1 'S 400 

X2 � 700 

Zx¡ + X2 + X3 1,000 

X¡ + x2 + X.. 800 

X¡ + .xs " 400 

x2 + .X6 • 700 

� 
X¡ Xz X] X� xs X& 

-0.45 -0.30 o o o o 

2 1 1 o o o 

1. 1 o 1 o o 

1 o o o 1 o 

o 1 o o o 1 

o -0.30 o o 0.45 o 

o 1 1 o -2 o 

o 1 o 1 o o 

1 o o o 1 o 

o 1 o o o 1 

X¡ 

o o 0.30 o 0.45 o 

o 1 1 o -2 o 

o o -1 1 2 o 

1 o o o 1 o 

o o -1 o 2 1 

X) Xs 

o o o. 255 0.075 o o 

o 1 o 1 o o 

o o -1/2 1/Z 1 o 

1 o 1/Z -1/2 o o 

o o o -1 o 1 

X� 0 X� 100 z* = 255 



S. Maximizar 

sujeto a 

Maximizar 

sujeto a 

-.xa. 

X1 

z = Sx1 + 

Xl + 
Xl -

z � 10xl + 
xl + 
Xl 

-

Xl 

-s 

30 1 

40 1 

xl . 

-30M -S-M 

30 1 

40 1 

t 

Xl 

1SO o 

30 1 

10 o 

X� = 30 

X� = 0 

Zxz+ 

Sxz + 
Sxz -

Zxz+ 
Sxz + 
Sx2 -

xz 

-2 

S 

-s 

xz 

-SM-2 

S 

-s 

Xz 

23 

S 

-10 

X� = 0 

xe = 10 

235 

3x3 

2x3 = 30 
6x3 -:; 40 

3xa - Mxa 

2x3 + Xa. 30 
6x3 + X.. 40 

XJ X.. Xa 

-3 o M 

2 o 1 

-6 1 o 

-2M-3 o o 

2 o 1 

-6 1 o 

7 o 

2 o 

-8 1 

z* = 1SO 
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6. Primal 

Minimizar 

sujeto a 

Minimizar 

sujeto a 

A 

Max i mi z ar 

sujeto a 

z = 10x¡ + 

2x¡ + 

X¡ + 

O.Sx1 -

z = 10x¡ + 

2x¡ + 

X¡ + 

-Sx1 + 

( ' 

- 1 

0.5 _;) 
z = 10y¡ + 

2y¡ + 

Sy¡ + 

1Sxz 

Sx2 � 10 

Xz 8 
3x2 � o 

1Sx2 

Sx2 � 10 

Xz 8 
3xz � o 

Xz no restringida 

(: '·') AT 

-3 

Syz 

Y2 - O.Sy3 � 10 

Yz + 3y3 � JS y,, no restringida 
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7 d,¿j d,¿j 

10 100 2 S 10 

200 3 4 

300 3 3 11 

40 30 100 6 7 

20 so 30 2 2 9 

Solución inicial por el método de V o gel 

2 4 7 

7 2 

Iteración u,¿ Iteración 2 U_¿ 

10 11 

o 9 

30 4 30 13 

-2 +7 

3 30 
12 

Vj o 9 3 2 v· j -9 o -6 - 7  

Solución fi nal óptima 

Iteración 3 U_¿ 2 3 4 

12 o 
d=7 

9 r 

2 
13 i 

30 3 
-7 g 

4 
12 e 

20 S 
·n 

Vj -9 o -7 - 7  
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8. 

9. Las flechas indican la cantidad y direcci6n del flujo en cada arco. 

10. 

flujo máximo = 150 

valor del árbol 15 

11. La ru t a más corta va l e  13 y se muestra e n la figura. 


