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PRESENTACION

De acuerdo a las estadisticas de los Gltimos seis afios,
se inscriben a la carrera de Ingeniero Mecdnico Electri-
cista de la Facultad de Ingenieria de la U.N.A.M. un pro-
medio anual de mil doscientos alumnos de nuevo ingreso.
Sin embargo, en ese mismo periodo sdlo aprueban su examen
profesional y reciben su titulo, aproximadamente trescien
tos alumnos. Considerando que un cincuenta por ciento de
los estudiantes, por diversos motivos abandona definitiva
mente la Facultad en los dos primeros afios posteriores a
su inscripcién, se puede concluir que s6lo la mitad de

los seiscientos restantes se recibe.

De esta manera aumenta afio con afio, el nGmero de alumnos
que deben una o varias materias y que ya han sobrepasado
el tiempo limite de siete afios y medio que fija la Legis-
lacidén Universitaria para ser considerados como alumnos

regulares con derecho a reinscripcidn.

Esta misma Legislacidén otorga a los estudiantes en esta
situacibén tres alternativas para terminar sus estudios.
La primera, aplicable a cualquier alumno, es la de presen
tar seis examenes extraordinarios por semestre; la segun-
da, valida solamente para los estudiantes que ya hayan
acreditado el sesenta por ciento de los créditos totales
de la carrera, es la de inscribirse en dos materias como
oyentes y presentar su examen final en el tercer periodo
de examenes extraordinarios del semestre; y la tercera,
aplicable exclusivamente a los alumnos que ya han pagado
su servicio social y acreditado su seminario y no deban

mds de dos materias, es la de presentarlas en ''examen es-



pecial', en cualquier fecha.

Resultado de la situacidén analizada es la existencia de un
gran nGimero de alumnos que tienen que presentar examenes

extraordinarios para la terminacién de sus estudios.

El alumno quel decide presentar un examen extraordinario
cominmente, no encuentra un apoyo institucional adecuado,
ni sabe con seguridad qué es lo que tiene que estudiar, ya
que el contenido de los exdmenes depende de los profesores
y no existe, un texto basico con el que el estudiante se

puede preparar adecuadamente,

Con el propésito de analizar y ayudar a resolver este pro-
blema, la Divisi6én de Ingenieria Mecédnica y Elé&ctrica con-
vocd, en marzo de 1981, a un seminario para buscar una me-
todologia adecuada tendiente a facilitar la preparacién de
examenes extraordinarios. En este seminario participaron
los funcionarios y profesores de la Divisién y especialis-
tas del Centro de Servicios Educativos de la Facultad de
Ingenieria y del Sistema de Universidad Abierta de 1la
U.N.A.M.

En €1, se lleg6 a la unadnime conclusién de que la mejor so
lucidn para ayudar a los alumnos en la prepracién de exame
nes extraordinarios, seria llevarlos a cabo a través del
Sistema de Ensefianza Abierta, con el apoyo de un profesor
que sirva de tutor personal del estudiante, asimismo se
concluyd, que el éxito de esta actividad, es la de produ-

cir los textos adecuados de autoaprendizaje.

Para comenzar los trabajos se seleccionaron de las materias
a cargo de los diferentes Departamentos de la Divisidén de
Ingenieria Mecanica y Eléctrica, aquéllas que habian pre-

sentado mayor dificultad de aprobacidén y se comisiond a
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diferentes profesores para la elaboracién de los textos

de autoaprendizaje correspondientes.

Algunos de estos materiales fueron elaborados en colabora
cién con otros profesores, y otros por profesores que di-
rigian personalmente un seminario de tesis en colaboracién

con sus alumnos.

La obra de Ingenieria de Sistemas, representa el esfuerzo
realizado en forma coordinada por profesores del Departa-
mento de Ingenieria Industrial e Investigacién de Operacio
nes, personal de la Unidad de Apoyo Editorial de la Facul-
tad de Ingenieria y la Coordinacién del Sistema de Univer-
sidad Abierta de la U.N.A.M.

Esperamos que estas publicaciones cumplan con su propdsito

fundamental, ayudar a los alumnos en la preparacidén de exid

menes extraordinarios, y que sirvan adicionalmente de base

para el desarrollo de una adecuada metodologia de autoapren
dizaje que ayude a la formacién de los alumnos regulares

que cursan normalmente estas materias.

Toda critica constructiva de profesores y alumnos en gene-
ral, nos permitird el constante mejoramiento de los conte-

nidos y presentacién de esta obra.

Atentamente

+ Ing. 0dén de Buen Lozano



P ROLOGHO

La Ingenieri% de Sistemas es una metodologia para la reso-
lucién de problemas. Trata de combinar los conocimientos
de varias ramas de la ciencia y la tecnologia, a fin de so
lucionar problemas interdisciplinarios. Es evidente que
un problema como el de la‘planeacién urbana no puede resol

verse hoy en|dia con la aplicacidén de las disciplinas aca-

|
démicas tradicionales como son la arquitectura, la ingenie

ria, la sociologia, etcétera.

Pero no debe|pensarse que la Ingenieria de Sistemas sélo

puede aplicayse a problemas complejos. La metodologia de
la Tngenierié de Sistemas proporciona una forma ld6gica de
analizar problemas y puede aplicarse a la toma de decisio-

nes diarias.

Es muy conveniente que los alumnos de Ingenieria dominen
esta metodologia para la solucién de problemas (que en rea
lidad es una derivacidén del método cientifico) antes de cur-
sar las materias que hemos llamado de 'aplicacidén', de ma-
nera que puedan usar esta herramienta para resolver proble
mas de diversa indole que se les presentardn en las mate-

rias simultineas y posteriores.

Los temas que se abordan no estdn tratados en forma exhaus
tiva. Se ha|tratado de desarrollar el material a través
de ejemplos y se ha obviado la demostracidén de teoremas pa

ra que seca mas facil lacomprensidn de conceptos importantes.

Al final de c¢ada médulo se incluye una amplia bibliografia
para la persona interesada en profundizar en los diferentes

temas.



El contenido académico de este texto es exclusiva respon-
sabilidad de la Facultad de Ingenieria y su indice temdti
co pertenece al programa de la materia de Ingenieria de
Sistemas.

Este trabajo fue desarrollado por el Ing. Victor Flores Za
vala, Coordinador de la materia, con la colaboracidn de
los alumnos: Gerardo Rodriguez Ayala, Pedro Franco, Alber
to Guajardo,| Luis Alonso y Luis Ponce y la asesoria pedagd
gica para sistema abierto en ensefianza por la Srita. Irma
Cruz Santillén.

FACULTAD DE INGENIERIA
DIVISION DE INGENIERIA MECANICA Y ELECTRICA
DEPARTAMENTO DE INGENIERIA INDUSTRIAL
E INVESTIGACION DE OPERACIONES



INSTRUCCIONES PARA  EL MANEJO DEL TEXTO

Los presentes apuntes han sido elaborados tomando en cuen-
ta los diferentes aspectos que caracterizan a los estudian

tes de la Divisidén de Ingenieria Mecdnica y Eléctrica.

Por su amplitud, se dividi6é en cinco mdédulos el contenido
temdtico de esta obra. El objetivo fundamental es facili-
tar al estudiante el aprendizaje. Asimismo, que le permi-
ta programar y comprobar los avances logrados en el estu-

dio de la asignatura de Ingenieria de Sistemas.

A continuacidn se presentan los elementos dididcticos que
conforman estos apuntes, con el fin de facilitar el estu-

dio y permitir un mayor aprovechamiento de los mismos.

1. Objetivo general. Indica la conducta que debe lograr
el alumno al finalizar el estudio de la Unidad.

2. Introduccidén. Es un comentario general, motivador de
los contenidos de la Unidad, en el que se resalta 1la

importancia de estos contenidos.

3. Objetivos especifices. ' Tienden ‘en su conjunto al - lo-
gro del objetivo general, propuesto al comienzo de 1la
Unidad.

4. Cuadro sindptico. Presenta la sintesis del contenido

en forma esquematica.

5. Contenido. Es el desarrollo de los temas, incluyendo
problemas resueltos a nodo de ejemplos en los que se
presentan aplicaciones concretas de los conceptos ted

ricos estudiados.

6. Cuestionario de| Autoevaluacidén. Son actividades que

el alumno debe realizar para reafirmar la comprensidn
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y aplicacidén del contenido. Adicionalmente le permi-
ten medir el grado en que logr6 los objetivos de apren
dizaje propuestos.

Bibliografia. Su finalidad es la de informar al alum
no en dénde puede consultar, ampliar y profundizar so

bre los temas que requiera.

Examen de Autoevaluacién. Es un instrumento que le
permite al alumno verificar por si mismo si ha alcan-
zado el minimo necesario de los objetivos de aprendi-

zaje propuestos en la Unidad.

Soluciones a los cuestionarios de autoevaluacidn. Es

donde se agrupan las respuestas correctas de los cues
tionarios de autoevaluacién.

Soluciones al examen de autoevaluacidén. Constituye
la referencia a partir de la cual el alumno puede com

probar o cotejar las respuestas al examen de autoeva-
luacidn.

Se recomienda al alumno que se dedique con empefio al estu

dio de estos apuntes. Ademds, si se desea ampliar algiln

concepto o bien disipar dudas especificas respecto a la

asignatura de Ingenieria de Sistemas,es conveniente que

recurra al servicio de tutoria que el Departamento de In-

genieria Industrial e Investigacibn de Operaciones tiene

establecido en la Divisidn de Ingenieria Mecdnica y Eléc-

trica.



OBJETTIVDO GENERATL

El alumno aplicarad los conceptos y la metodologia de la Ingenieria
de Sistemas, que le permitirdan resolver problemas de Programacidn

Lineal, Transporte y Redes.



INTRODUCCION A LA UNIDAD

La Ingenieria de Sistemas ha provocado una verdadera revo
lucién dentro de la Ingenieria. Sus aplicaciones pueden
ser tan variadas como la creatividad que demostremos 1los

ingenieros.

La Ingenieria de Sistemas estudia los problemas como par-
te de un sistema. Esta metodologia ha tenido éxitos ro-
tundos sobre todo en sistemas complejos que serian muy di

ficiles de manejar de otra manera.

Existen muchos sistemas que tienen el mismo tipo de rela-
ciones internas de manera que las conclusiones y resulta-
dos que se obtienen al estudiar uno solo de ellos, se pue
den aplicar a todos los demds. Lo cual lleva a estudiar

a los sistemas en si, a sus estructuras mds que su natura

leza especifica.

Al estudiar los temas de estos apuntes, el alumno adquiri
rd las herramientas necesarias para el manejo de los con-
ceptos de la Ingenieria de Sistemas. Como la Ingenieria
de Sistemas es muy amplia, se pretende que los alumnos
lleguen al nivel de aplicacién en una parte de ella, que
son los modelos lineales de optimizacidén (Programacién Li

neal).

Ello le permitirad resolver problemas de indole muy varia-

da, independientemente de su especializacidn.



MODULO I ELEMENTOS BASICOS DE LA
INGENIERIA DE SISTEMAS

Objetivos Especificos:

Al finalizar el estudio de este mddulo, el alumno:

1. Explicarid el concepto y los objetivos de la Ingenieria

de Sistemas.

2. Clasificara sistemas de acuerdo con sus caracteristi-
cas.
3. Identificarid el papel de la Investigacidén de Operacio-

nes dentro de la Ingenieria dc¢ Sistemas.



Sistema

CUADRDO SINOPTICDO

r— Estructura

Clasificacidn

L Evolucidn

Entidades
Atributos End6genas
Actividades
Ex6genas
Medio Ambiente
Estocastico
Abierto
-~ Deterministico
Continuo
Estocastico
Cerrado
Deterministico
<
Estocédstico
Abierto
Deterministico
Discreto
Estocastico
Cerrado
Deterministico
Ingenieria de Sistemas (objetivos)

Investigacidén de Operaciones (metodologia)



Ik wEl scomcepto deus is tiema

Un sistema es un conjunto de elementos que interactuan con
un objetivo comin. Esto es, todo sistema estd integrado
por objetos o actividades agrupados de tal manera, que
constituya una unidad ldégica y funcional. Se puede pensar
en sistemas muy simples, como unas tijeras, o en sistemas
muy complejos, como el sistema del transporte urbano, el
sistema de las comunicaciones telefénicas nacionales, etcé

tera.

La Ingenieria de Sistemas es un conjunto de técnicas que
se emplean para combinar los conccimientos de otras ramas
de la ciencia y la tecnologia, para solucionar problemas
interdisciplinarios. Los problemas relacionados con siste
mas complejos (como los mencionados), no pueden analizarse
empleando las disciplinas cldsicas como la ingenieria, eco
nomia, sociologia, etcétera. El enfoque de sistemas estéd
principalmente dirigido a la planeacidén y disefio y, por tan
to, requieren de la creatividad de aquellos que lo apli-
quen. Esto noimpide que también se utilice para estudios

a sistemas existentes para mejorar su funcionamiento.

La Ingenieria de Sistemas surgid como consecuencia de la

necesidad de planificar, operar y controlar sistemas cada
dias mas complejos. Se denomina '"Ingenieria' ya que ésta
pone su énfasis en la aplicacidn de conceptos cuantitati-
vos a problemas concretos y '"'sistemas'" por su tendencia a
analizar problemas desde su punto de vista global (la par-

te s6lo puede ser comprendida en el conjunto del todo).

La Ingenieria de Sistemas se ha popularizado como una dis-

ciplina que utiliza modelos de Investigacidén de Operacio-

Sistema

Concepto de
Ingenierfa
de Sistemas

Origen de la
Ingenierfa
de Sistemas

Utilizacion de

la

Investigacidn



nes. Como se verad mas adelante, €stos son modelos matemd de Operaciones
en Ingenierfa

ticos que describen la relacidén entre los componentes. A
de Sistemas

Los modelos son una representacidén de la realidad y, es
practicamente imposible que incluyan todos los aspectos

del problema analizado.

En Investigacidn de Operaciones, por lo general, los mode
los buscan una solucidn 6ptima. Sin embargo, en los pro-
blemas prdcticos existen tantas alternativas que es vir-
tualmente imposible llegar a lo 6ptimo. En estos casos
la Ingenieria de Sistemas busca un compromiso entre lo 6p

timo y el costo para su obtencidn.

De aqui surgen dos tendencias en la Ingenieria de Siste-
mas. La primera se fundamenta en técnicas matemdticas,
en especial con algoritmos. La segunda es mis heterogé-
nea y tiende a considerar los aspectos cualitativos del
problema (por ejemplo, reacciones humanas), que no pueden

incluir los modelos matematicos.

La metodologia de la Ingenieria de Sistemas requiere el
uso de conceptos econdmicos, ingenieriles, sociales, etcé
tera. Para tratarlos se han creado una serie de nombres

" a - 3 1 A 1A 1 3 A = 3 -
como '"andlisis de sistemas', '"teoria de sistemas', etcéte Terminologfa de
ra, cuyo significado varia con el criterio de las perso- la Ingenierfa

) . ) de Sistemas

nas. Esto ha motivado que surjan una serie de problemas
conceptuales o semdnticos como consecuencia de su natura-

leza interdisciplinaria.

La Ingenieria de Sistemas, al estudiar los problemas como
parte de un sistema, ha tenido éxitos rotundos, sobre to-
do en sistemas complejos. Se piensa que el identificar
todos los componentes de un sistema permite al analista
evaluar el problema con mas facilidad. Esfo es La contrnibu-

clon mds Ampontante de La Ingendierfa de Sistemas. Pero el simple



hecho de ver un problema dentro del contexto de un sistema
no es suficiente. |Para resolver problemas concretos, el
ingeniero de sistemas deberda aplicar técnicas especificas

(matematicas, computacidn, etc.).

I1.2. Objetivos de la Ingenieria de Sistemas

El establecimiento de objetivos es una buena forma de defi
nir la Ingenieria de Sistemas. Por tal motivo, se mencio-
nardan a continuacidn algunos de los mads importantes objeti

vos de la Ingenieria de Sistemas.

- Proporcionar a la direccidn toda la informacidn
que sea posible y necesaria para una guia y con-

trol del programa general.

- Formular objetivos y planes a corto, mediano y
largo plazo, como un marco para relacionar entre

si los proyectos individuales.

- Balancear el programa general de desarrollo a fin
de asegurar el progreso a lo largo de todas las
lineas de demandas, y haciendo al mismo tiempo el
mejor empleo de los recursos (mano de obra, mate-

riales).

- Desarrollar los objetivos y los planes para proyec
tos particulares y hacerlos consistentes con los
objetivos mas lejanos. Prever las necesidades fu-
turas de la organizacidén a fin de estar completa-
mente preparado para el momento en que se requiera

una accidn.
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- Emplear nuevas ideas, principios o métodos que le

posibiliten mejorar su trabajo.

- Efectuar cada una de las operaciones del proceso
de la Ingenieria de Sistemas en la forma mis efi-
ciente que sea posible, reconociendo que los requi
sitos para los detalles, la exactitud y la celeri-
dad dependen sélo de la fase del proceso en que €s

te se encuentre trabajando.

Un breve ejemplo practico puede ayudar a comprender mejor Ejemplo
los objetivos anteriores. Se trata del desarrollo de un

sistema de televisidon a colores.

Desde un principio, los ingenieros de sistemas asignados a

este complicado proyecto, se enfrentaron a una serie de

condiciones desfavorables y a problemas de diversa indole.

En primer lugar, tenian que establecer que existia la de- Una aplicacién
. . . X de la I. S.
manda para la televisién a color. A continuacidn fue nece
sario determinar que la televisidén a color era al mismo

tiempo técnicamente posible y econdmicamente realizable.

Posteriormente, tuvieron que considerar, de los elementos
mids significativos, los integrantes con los cuales se de-
beria de iniciar y desarrollar el proyecto para lograr la
televisidn a color. Esto fue una de las mds importantes
consideraciones puesto que, la televisién en blanco y ne-
gro habia aparecido primero, el piblico habia hecho una
gran inversiodén en la adquisicién de los receptores para
blanco y negro. A partir de estos elementos como integran
tes, los ingenieros de sistemas llegaron a la conclusidn
de que el nuevo sistema a colores deberia ser compatible
con el servicio actual en blanco y negro. En otras pala
bras, el sistema a color se deberia disefiar en forma de

que las transmisiones a color se pudieran captar en mono-



cromo en los receptores existentes en blanco y negro, y a
su vez, que los nuevos receptores para color estuvieran en
posibilidad de captar al mismo tiempo, las transmisiones a

color o en blanco y negro.

Reflexionando sobre lo anterior, la eleccidén de un sistema
compatible parece totalmente 16gico, pero no se presentd
en esta forma durante el periodo preliminar de desarrollo.
En efecto, un sistema incompatible que era reclamado con
urgencia por algunos industriales, fue aprobado por el
cuerpo gubernamental como un estandar. Este paso se tuvo
que anular posteriormente ante los progresos para el esta-

blecimiento de un servicio practico de televisidn a color.

Otro gran problema para el grupo de ingenieria de sistemas
fue la definicidén de las especificaciones técnicas. Den--
tro de este punto estaban comprendidas ciertas considera--
ciones, como el equilibrio de los requisitos de la visién
humana para los detalles de la imagen y las caracteristi--
cas del color y el equilibrio de un rendimiento potencial
de los aparatos y la disponibilidad de canales adecuados

para las estaciones transmisoras.

Respecto al Gltimo punto, los primeros andlisis indicaron
la necesidad de mejorias indispensables en la tecnologia y
en la inventiva para fijar la informacidén fotografica den-
tro de una banda estrecha de frecuencia, que pudiera obte-
nerse por las mas recientes y directas técnicas en comuni-
caciones. También era evidente que los nuevos aparatos
tendrian que ser inventados o desarrollados -particularmen
te el tubo de la imagen- para que se pudieran reproducir

las imiagenes a color.

A medida que se adelantaba el trabajo con estas determina-

ciones iniciales en las etapas mads practicas, se tuvo que

11
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resolver un cGmulo de problemas méds detallados. Los que
se relacionaban con el disefio practico del aparato, las
operaciones practicas bajo las condiciones de servicio de
las transmisoras, la participacidén de la industria para la
determinacidén de las especificaciones de la sefial para la
transmisidén, y la aprobacidon de estas especificaciones co-

mo un estiandar por la Comisidn Federal de Comunicaciones.

Finalmente, se presentaron los problemas del establecimien
to de un servicio de televisidn a colores, la expansidn de
los estudios, las redes de intercomunicacidén, instalacidn
de las transmisoras y la creacidn de un grupo de produc-
ci6én de programas. En la etapa final, también se presenta
ron los temas de la posibilidad de venta de los programas
de la televisidn a color a los anunciantes, la venta de
los nuevos receptores y la estimacidn de la reaccidn del

pGblico.

Como se puede observar, el sistema de televisidn a colores
comprende todo un '"libro de texto'" como un ejemplo del con
cepto de los sistemas en accidon. Todos estos puntos re-
quieren una consideracidn completa por parte del grupo de
ingenieria de sistemas, laborando sobre un simple objetivo

definido.

Un ejemplo pradctico como el expuesto anteriormente, preten
de despertar el interés en el lector sobre los trabajos de

la Ingenieria de Sistemas.

Para definir los elementos que intervienen en el problema,
la Ingenieria de Sistemas tiene que concretizarlos. Sin
embargo, cuando los problemas practicos se utilizan para
la ensefianza, generalmente esto resulta muy complicado,
puesto que es dificil mencionarlos bajo todos sus puntos

de vista y porque, en algunas ocasiones, el proceso total

Formas de defi-
nir los elemen-
tos de un siste
ma



para la solucidén de problemas, quizds con algln cambio de

énfasis.

1.4 Clasificacion de Sistemas

Cada disciplina tiene sus términos propios.

ver la nomenclatura de los sistemas, la cual permitira ha-

cer una clasificacidén de los mismos.

plo un sistema de produccidn:

Pedidos de clientes canalizados
a través del Sistema de Ventas

Sistema de

Se tratara de

Considérese como ejem

produccién
Planeaci6n y De
partamento Departamento Control de
control de la de produccién de embarque calidad Grme
produccién

Al estudiar este sistema, se
cada uno de los cuales tiene ciertas propiedades de interés.

Hay interaccidn entre estos elementos que producen cambios

en el sistema.

ve que hay elementos distintos,

15
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Una ENTIDAD es un objeto de interés dentro del sistema
(por ejemplo, el Departamento de Planeacidn y Control de
la Produccidén). Un ATRIBUTO es una propiedad de una enti-
dad, (por ejemplo, el nimero de midquinas del departamento
de produccién). Por supuesto que una entidad puede tener

varios atributos.

Todo proceso que provoque cambios en el sistema se denomi-
na ACTIVIDAD (por ejemplo, las actividades de fabricacidn,

emisidén de 6rdenes de produccidn, etcétera).

Se utiliza el término ESTADO DEL SISTEMA para indicar una
descripcidon de todas las entidades, atributos y activida-

des en un momento dado.

Todo lo que rodea al sistema sin ser parte de él, se deno-
mina MEDIO AMBIENTE. Un punto muy importante en la modela
cidn de sistemas es establecer el limite entre el sistema y
su medio ambiente. La decisidn depende del propdsito del
estudio.

En el ejemplo que se esta viendo, los factores que contro-
lan o determinan la llegada de pedidos son externos al sis
tema de produccidém y por lo tanto, forman parte del medio

ambiente.

Las actividades que ocurren dentro del sistema son ENDOGENAS.

Las actividades que ocurran en el medio ambiente y que Actividades
. . . internas y

afectan al sistema se llaman EXOGENAS. Un ejemplo de acti o i

vidad exbgena seria: El Gobierno Federal reduce dristica- los sistemas

mente sus gastos y ello repercute de manera muy importante

en las actividades del sistema de produccidén ejemplificado.



Hay sistemas para los que no hay actividad exdgena. Estos
sistemas se llaman CERRADOS.

Casi todos los sistemas tienen actividades exdgenas y se
les denomina ABIERTOS.

Hay sistemas en donde puede conocerse con certeza el resul
tado de una actividad, se dice que la actividad es DETERMI
NISTICA.

Cuando los resultados de una actividad varian aleatoriamen
te en distintas salidas, se dice que la actividad es ESTO-
CASTICA & PROBABILISTICA, (con frecuencia las actividades
estocasticas se expresan con una distribucidn de probabili
dad) .

Los sistemas que se estudian en esta materia son determi-

nisticos (programacidén lineal, ruta critica). En otra ma-
teria del drea de Ingenieria Industrial que se denomina In
vestigacidén de Operaciones se estudian sistemas estocdsti-
cos (cadenas de Markov, Teoria de Decisiones, Lineas de Es

pera, etcétera).

En el ejemplo de sistema de produccidén, los cambios se pro
ducen en un determinado momento, (por ejemplo, cuando se
termina un producto). Se dice entonces que es un SISTEMA
DISCRETO (los cambios ocurren en forma discontinua).

Cuando los cambios ocurren en forma continua en el tiempo,
se trata de un SISTEMA CONTINUO (por ejemplo, los modelos

de sistemas econdémicos).

lHay pocos sistemas totalmente discretos o totalmente conti
nuos. En el sistema de produccidén hay una gran cantidad
de cambios continuos. Sin embargo, en la mayoria de los

sistemas predomina un tipo de cambio, de acuerdo con &1, se

17
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les puede clasificar en sistemas continuos o discretos.

La descripcidn de los sistemas continuos tiene la forma de
ecuaciones continuas que muestran la variacidn de atribu-
tos respecto al tiempo. A veces se hace una simplifica-
cidén considerando¢ que los cambios ocurren como una serie

de pasos discretos.




Contestar las|siguientes preguntas.

(€udl es el concepto de sistema?

;Cuiles son 1lgs objetivos de la Ingenieria de Sistemas?

Considere un supermercade como un sistema. ;Cudles son sus entidades?
Describa algunos de sus atributos y actividades. ¢Cudl es su medio am
biente? ;De que tipo de sistema se trata? Encuentre otros sistemas
estructuralmente semejantes.

:Cuil es la metodologia de trabajo de la Investigacidén de Operaciones?

19
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MODULO II MODELADO

Objetivos Especificos:

Al finalizar el estudio de este méddlo, el alumno:
1. Identificara un modelo.
2. Identificarada la estructura de un modelo.

3. Aplicard el método general para estudiar sistemas
do modelos.

usan

21
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Clasifi

Modelo

CUADRO

Estructura
de un
Modelo

cacién:

Sistema

Naturaleza
~

SINOPTICO

Parametros
Variables

Relaciones Funcionales

Estdtico

Dindmico

Material

Simbélico

Deterministico
Probabilistico

Deterministico
Probabilistico

Réplica
Cuasi-réplica
Analogia

Descriptivo
Simulado
Formal



II.17. Definicidn d

E1l modelado es el p

tos y procesos fisi

las entidades, atri

e modelado

roceso de identificar y asociar obje-
cos o simbolos y sus relaciones, con

butos, actividades y relaciones de un

sistema, a fin de obtener resultados y conclusiones que

sirvan al sistema original y a todos aquellos estructural

mente semejantes a
delado es un proces
del sistema. No es
proceso de identifi
cibén, creatividad,
sos mentales de la

go, en la experienc

€l. Esta definicidn muestra que el mo
0 creativo que implica el conocimiento
posible dar reglas fijas para este
cacidn, ya que depende de la imagina-
intuicidén, perspicacia y otros proce-
persona que lo desarrolle. Sin embar-

ia surgen patrones que pueden estimu-

lar y guiar estas operaciones. Las pautas que se recomien-

dan para el modelad

- Dividir el

ples.

- Establecer

tos, activ

b son las siguientes:

sistema en sistemas mas pequefios y sim

de manera clara las entidades, atribu

idades y objetivos del sistema.

- Buscar analogias, es decir, encontrar otros sis-

temas estructuralmente semejantes y eque sean mas

familiares

- Apuntar 1lo

que 'resulte obvio:

23

Importancia
del modelado

Reglas para
formular el
modelado
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IT1.2. Definicién de modelo y su estructura

Un modelo es una representacidn cualitativa y cuantitativa
de un sistema, en el cual se muestran las relaciones predo
minantes entre sus elementos. En otras palabras, los obje
tos y procesos fisicos y los simbolos y sus relaciones cons
tituyen el modelo,|de manera que la representacidn se hace
generalmente, con medios de sustancia distinta a los del

sistema original. A continuacién se muestran dos ejemplos

1. Un sistema de distribucién de agua contra incendios
consistente en estaciones de bombeo, tuberias y
aspersores, se puede representar por un circuito

eléctrico| en donde:

- las bombas se representan por baterias,
las tuberias se representan por focos,

. los aspersores se representan por resistores,

. el flujo del agua equivaldria al flujo de elec-
tricidad,

. la presidén del agua equivaldria al voltaje en
el circuito eléctrico,

. el circuito eléctrico seria el modelo del siste

ma de distribucidén de agua contra incendios.

2. El sistema de transporte colectivo que consiste
en los vagones del metro, las estaciones, los usua
rios y las lineas, elementos que se pueden repre-
sentar por medio de simbolos y relaciones mateméi-

ticas donde:

la capacidad de los vagones y las estaclones se

representarian por medio de constantes.

Consideraciones
en la represen-
tacién con mode
los a
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el nimero de usuarios del metro se representa-
ria con variables matemdticas vy,

el aumento y disminucidén de este nimero se ob-
tendria por medio de ecuaciones matemdticas que

relacionan a las variables.

Lasestructura de un modelo contiene los siguientes elemen-

tos:

1. PARAMETROS: en el modelo son objetos o simbolos
que representan a entidades o atributos del siste
ma que permanecen constantes durante el estudio.
La persona que trabaja con el modelo les puede

asignar un valor inicial.

2. VARIABLES: son objetos o simbolos en el modelo, Elementos que
constituyen

que representan a entidades o atributos del siste un Modelo

ma que cambian en el tiempo durante el estudio.
Estos cambios pueden ser cualitativos o cuantita-

tivos.

3. RELACIONES FUNCIONALES: son los procesos fisicos
o las relaciones entre los simbolos de un modelo,
que reprelsentan a las actividades y a las relacio
nes entre los elementos de un sistema. Describen
la forma en que cambian las variables y como los

afectan los pardmetros.

Ejemplo 1
En el modelo del sistema de distribucidn de agua contra in

cendios. La estructura seria:
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LLa intensidad y tamafio de los focos, longitud y material
de los alambres que los conectan y el voltaje de las bate
rias, serian paradmetros, ya que permanecerian constantes
durante el estudio, pero inicialmente podrian tomar cual-

quier valor.

El nGmero de focos y conexiones, el voltaje en los focos
y la resistencia de los resistores, serian variables ya

que cambian continuamente durante el estudio.

Por Gltimo, la forma de hacer las conexiones, es decir,
la forma en que estdn interrelacionados los elementos (fo
cos, baterias, alambres, resistores) seria la relacién fun

cional del modelo.

Ejemplo 2

En el modelo del sistema de transporte colcctivo, el ntme-
ro de lineas, su ubicacidn, el nUmero de estaciones y su
capacidad, serian parametros, ya que permanecerian constan
tes durante el estudio y se les podria dar al principio

cualquier valor| arbitrario.

El nGmero de usuarios, su ticmpo de espera, la velocidad
de los trenes y el tiempo entre llegadas de cada tren se-
rian variables ya que cambiarian continuamente durante el

estudio.

Las ecuaciones matemdticas que darian el aumento o disminu
ci6n de usuarios del sistema, serian las relaciones funcio

nales.
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I1.3. Ventajas en la utilizacidén de los Modelos

Analizando los dos modelos anteriores (y otros que conozca
el lector), se pueden apreciar algunas ventajas de dispo-

ner y trabajar con modelos, como son:

- La reduccidn de los costos que implica no traba- Reduccidn
. . . de co

jar directamente con el sistema real. Esta econo s
mia es claramente mostrada en los dos modelos dis

cutidos anteriormente.

- La posibilidad de experimentar sobre los sistemas Probar sistemas
no existentes. En el ejemplo del modelo del me- LR
tro, el objetivo de su estudio puede ser en dénde

y cdémo construir el sistema de transporte colecti

vo.
- E1 sefialamiento de los problemas intrinsecos de Problemas pro-
los sistemas. Por ejemplo, en el modelo eléctri- pEOSde ha
- Sistemas
co del sistema de agua contra incendios, como hay
correspondencia uno a uno de los elementos del mo
delc con los del sistema, al construirlo se pue-
den apreciar ciertas fallas o incongruencias en
el sistema original, como pueden ser: nimero ina-
decuado de bombas, dificultad en el tendido de 11
neas de tuberia, etcétera.
- Un solo modelo permite estudiar varios sistemas. Estudio de
Por ejemplo, el modelo eléctrico que estudia el E;Z;:Zzzre]a_

flujo de agua en el sistema contra incendios, per
mitird, estableciendo analogias apropiadas, estu-

diar el flujo de informacidén en una empresa.
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IT1.4. Clasificacidn de los modelos

Existen dos principales formas de clasificar los modelos:
a. por el tipo de sistema que se estada estudiando
b. por la naturaleza misma del modelo

De acuerdo al sistema que se pretenda estudiar, un modelo
puede ser ESTATICO, que corresponde a un sistema discreto,
o un modelo DINAMICO, que corresponde a un sistema conti-

nuo.

Asi como los sistemas discretos o continuos pueden ser de-
terministicos o probabilisticos, de acuerdo a si el resul-
tado de sus actividades se conoce con certeza o si estd su
jeto a una distribucidén de probabilidad, los modelos esta-
ticos o dindmicos también pueden ser DETERMINISTICOS o PRO
BABILISTICOS, dependiendo de si el resultado de sus rela-

ciones funcionales se conoce con certeza o estid sujeto a

una distribucidén de probabilidad.
Por la naturaleza del modelo este puede ser:

MATERTAL cuando esta formado por objetos y procesos fisi-

cos;

SIMBOLICO si estd formado por simbolos y relaciones entre
edlose

Los modelos materiales se clasifican a su vez en:

1. REPLICAS.- son modelos en los cuales se conservan

las mismas dimensiones que tiene el sistema origi-

Tipo de Sistema
de acuerdo a
los resultados
de sus activida
des o de sus re
laciones funcio
nales

Modelos de natu
raleza material
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nal y sélo se ha cambiado el material con que esti
contenido.

Ejemplo: wuna estatua.

2. CUASI-REPLICAS.— son modelos en los cuales se ha
cambiado el material constitutivo y una o mds dimen
siones con jespecto al sistema original.

Ejemplo: usn mapa.

3. ANALOGIA.- son modelos que ya no tienen semejanza
con el sistema original ni en materia ni en dimen-
siones, sin embargo puede establecerse corresponden
cia uno a uno de las propiedades esenciales.
Ejemplo: el modelo eléctrico del sistema de agua

contra 1incendio.

Los modelos simbb6licos se clasifican a su vez en:

1. DESCRIPTIVOS.- modelos en los cuales el sistema se
explica por medio del lenguaje cotidiano Gnicamente.
Ejemplo: lj constitucidén que pretende ser modelo de
un Sistema HKederal.
2. SIMULATIVOS.- son modelos en los cuales pueden exis Modelos de natu

tir palabras de uso cotidiano, pero también deben con raleza simbdlica

tener expresiones y fdrmulas matemdticas.

Ejemplo: el diagrama de flujo del algoritmo simplex.

3. FORMALES.- 'son modelos que consisten Gnicamente de
simbolos matemdticos, los cualeS se manejan con ope
raciones de alguna disciplina de las matemdticas.

Ejemplo.- Ley de Boyle de los gases ideales: PV = NRT.
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Hay que observar que los modelos materiales de réplica son
los mds parecidos al sistema original, mientras que los mo
delos simbdlicos formales son los menos parecidos. Sin embargo,
el primero s6lo serviria para estudiar el sistema original,
mientras que con el segundo se pueden estudiar varios sis-
temas estructuralemente semejantes, es decir, es mids gene-

ral.

También es posible combinar las clasificaciones de un mode
lo, de acuerdo al sistema y de acuerdo a su naturaleza, en
una sola, es decir, se puede hablar de modelos materiales
cuasi-réplicas y probabilisticos, o de modelos simboélicos

formales dinamicos y probabilisticos.

En la siguiente tabla se muestra la clasificacidn combina-
da y se indica un ejemplo de cada caso. Se muestra también
como disminuye [la semejanza del modelo con el sistema ori-
ginal y cdémo aumenta su generalidad (su potencial aplica-

cibn al estudio de otros sistemas).

Modelos
maltiples



CLASIFICACION DE
MODELOS DE ACUERDO
AL SISTBMA
Y EJEMPLOS

ESTATICO0S

DINAMICOS ¢

DETERMINISTICO

PROBABILISTICO

DETERMINISTICO

PROBABILISTICO

CLASTFICACION DE MODELOS DE ACUERDO A SU NATURALEZA

—

MATERTALES SIMBOLICOS
r = N7 - .
réplica cuasi-réplica analogfa descriptivas simulativas formaies
estatua mapa de maqueta los diez diagrama de ley de los
carreteras mandamientos flujo del gases
simplex ideales
prueba de mapa de simulacién reporte del programa no nimero es-
reacciones temperatura de una ca- tiempo adaptativo perado de
en pacien- minzta alea y variable, clientes
tes tavis de ajedrez en una 11-
nea de es-
pera
simulador planetario circuitro constitucién algoritmo ecuaciones
de avibn eléctrico de ruta de Maxwell
critica
experimento juego eléc generador evolucibn algoritmo ecuacién
genético trénico de de ruido darwiniana de camina diferencial
ping-pong blanco ta aleato estocistica

decremento de la realidad

ria

peprie1ouad e[ Sp O3IUOWIIDUT

Lg
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IT.5. Seleccidén del modelo

La seleccidén del modelo mads adecuado depende de tres fac-

tores:
1. El sistema Factores para
2. El estudio que se desea efectuar e
de un modelo
3. Los medios disponibles

Por ejemplo, el sistema de agua contra incendio se modeld
con un circuito eléctrico, es decir, con un modelo dindmi-
co, deterministico, material y analdgico, se hubiera podi-
do hacer también, con un modelo dindmico, deterministico,
simbdlico y formal, estableciendo las ecuaciones dinadmicas
de flujo y la caida de presibén que proporciona la dindmica

de fluidos, e implementarlas en una computadora.

Si el objeto es entrenar al personal de seguridad y mante- Consideraciones
para la imple-
mentacidn de un
que si se desea observar la respuesta del sistema para fi- modelo

nimiento, el primer modelo es el mids adecuado, mientras

nes de disefio lo seria el segundo. Por otra parte, el cir
cnito eléctrico requiere, ademds del material involucrado,
una persona hadbil para armar el modelo e interpretar sus
resultados, mientras que el sistema de ecuaciones requiere
ademids del matemdtico que formule las ecuaciones e inter-
prete sus resultados, una calculadora o computadora adecua

da para manejar la informacidn.

De esta forma se observa que no hay reglas fijas y la rela
cibn queda a criterio de quienes estudian el sistema, aun-
que se han determinado ciertas caracteristicas que un mode

lo adecuado debe tener:

- Ser simple, para que sea entendido por los que

lo utilicen.
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- Dar respuestas légicas.
- Ser facil de manipular y de controlar.
- Dar resultados completos e importantes.
- Ser adaptativo, esto es, de fdcil modificacidn.

- Ser evolucionario, es decir, debe empezar con da-

tos simples e ir a lo mds complejo.

I1.6. Validacioén del modelo

Validar un modelo es asignar un nivel de certeza adecuada
a los resultades .dgl.medelio,; e's deecir,; Asegurarse de . que
contiene todos los pardmetros, variables y relaciones fun-

cionales necesarios para que dé respuestas concretas.

Para validar un modelo se utilizan, por lo general, tres

pruebas:
1. Se construye el modelo y se analiza para estar segu Pruebas para
! : . : validar un
ro de .gue. tilenegapariencia de cexteza.,,es decir, nddelo

que tiene parecido o describe al sistema original.

2. Se efectian una o mds pruebas con el modelo y se pre

gunta si los resultados parecen razonables.

3. Se busca a gente directamente relacionada o involu-
crada en el sistema original y se le pide que compa
re los resultados del modelo con las respuestas ac-

tuales del sistema.

Se puede obscrvar que la validacidén de un modelo implica

comparar sus resultados con los del sistema real.
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IT.7. Método general para el estudio de sistemas

utilizando modelos

A continuacibén se mencionan las etapas que se siguen cuan-

do se desea estudiar un sistema utilizando modelos.

1. El sistema original se presenta casi siempre en el Fases o Etapas
para el estudio
| de un Siscema
te cotidiano. con mod=los

mundo real, en el muy pocas veces entendible ambien

2. Identificado el sistema, se procede a analizarlo pa
ra simplificarlo, es decir, conservar Gnicamente

‘ las entidades, atributos, actividades e interaccio-

: nes de interés, delimitar claramente su medio ambien

te, y eliminar todo aquello que se considere como

irrelevante. A esta aproximacién del sistema real

se le llama modefo neaf.

3. El modelo|real se puede transformar en un modelo ma
terial o simbdlico por medio de un proceso de abs-
traccidn,|el cual consiste en representar a los com
ponentes del sistema por medio de objetos y procesos
fisicos en el primer caso, ¢ por simbolos y relacio

| nes entre ellos en el segundo.

4. E1 modelo material y el simb6élico se pueden manejar
con técnicas y herramientas apropiadas con objeto
de obtener resultados, que pueden ser conclusiones

y predicciones acerca del sistema real.

5. Estos resultados se deben comparar con el sistema
real, y si no son aplicables hay que repetir el ci-
clo, ya que tal vez la simplificacidn fue excesiva,
o no se selecciond el modelo adecuado o no se utili

zaron las| técnicas y herramientas apropiadas.



El siguiente diagrama ilustra el método general:

ANALISIS Y SIMPLIFICACION

OQMPARACION ABSTRACCION

VALIDACION MODELADO

MODELO
CONCLUSIONES MATERTAL
P 0
PREDICCIONES SIMBOLICO

TECNICAS Y HERRAMIENTAS
ADBECUADAS

En el diagrama se puede observar que no siempre se requie-
rc de un modelo material o simbdlico para estudiar un sis-
tema. Existe.un.prpcese.abreviado querapaxtir .de, ciertos
anidlisis y simplificaciones del sistema real obtiene los

resultados. Este proceso abreviado es el que siguen algu-

nos directivos de empresas, estadistas y cientificos.

El siguientc ejemplo ilustrarid el método.general.

Descripcidon del sistema real.

Se encuentran tres franciscanos y tres canibales en la ori
lla derecha del rio| Amazonas, y quieren trasladarse a la
orilla izquierda, por medio de un bote y es la tnica mane-
ra de hacerlo, el cnal no puede llevar mds de dos pasaje-
ros a la vez. -8 e cualquier momemto -y eh cuallgifier lu-
gar, el nimero de canibales sobrepasa al de misioneros, ma
tardn a estos 0ltimos y se los comerdn. Se quiere saber si
pueden cruzar 'les-seis" imtegramente de una orilla:ala otra,
y en caso de que puedan, cudl es el menor namero de viajes

en que lo haran:

Ejemplo
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MODELO REAL

Entidades Atributos Actividades Medio Objetivo
ambiente
un rio el selvas atravesar
amazonicas| el rio,
donde es- | sanos y
tan loca- | salvos
lizados
3 misioneros | saben remar remar
3 canibales | saben remar, remar

tignensconflie,
to con Jos mi-

sioneros

un bote tiene capacidad| trans-
parc dos perso-| portar
nas

Se puede observar que por simplificacién, s6élo se han con-
servado los atributos esenciales, que imponen las restric-

ciones del sistema y que 2 su vez permiten su solucidn:

. el conflicto entre los canibales y los misicneros,

ya que si los primeros llegan a ser mids que los se

gundos en cualquier momento, se los comen.

. que el bote sb6lo puede llevar cuande mids a dos per

sonas; y que todos, los seis, saben remar.

(NOTA: No se esta tomando en consideracién que es el rie Amazonas,
ni su anchura, ni la direccidn y velocidad de la corriente, tampoco
la tribu de los canibales ni la orden de los misioneros, todo lo cual
no aporta informacidn para resolver el preblema. La anterior descrip
cién de entidades, atributos, actividades, medio ambiente y objeti-

vos, constituye el modelo real).

Modelo real
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SOLUCICN
Para resolver el problema se pueden plantear varios mode-

los. Aqui se describirdn sdélo dos de cllos, y con uno so

lo se obtendr& la solucién del problema.

1. Modelo dindmico, deterministico, material y anald- Modelo material

gico:

2. Modelo dindmico, deterministico, simbdlico y simula Modelc simbdlico
tivo:

Se construye una matriz donde el nimero de rengldn
£ serd el nGmero de misioneros que hay en la orilla
izquierda del rio y el nimero de la columna j serd
el de canibales en la misma orilla (determinada 1la
condicidén de |la orilla izquierda, automaticamente
queda determinada la de la derecha), £ puede valer

0, 1, 2 o 3y 4§ igualmente.
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En la matriz se tienen todas las posibles combinaciones
que puede haber en esta orilla de misioneros y canibales.
Por ejemplolel|fPlTito L \=-~il "9 =2 i Tcd *qile "en"1a ‘cr1lla
izquierda hay un misionero y dos canibales (en la derecha
estaran los dos misioneros y el canibal restante). Por
la restriccidén de que el nGmero de canibales no puede ser
mayor, en cualquier momento al de misioneros, s6lo algunas
de las 16 combinaciones son factibles. Estas se indican

con puntos en la matriz.

L 3 i

30 | |

2 S

1 |

o - 12T
11 9

Estos puntos se pueden conectar con lineas que representan

todos los viajes transladando 1 6 2 personas al lado opues-

to del rio. El resultado es una red no dirigida.
i
3 = [
2
1 V|
0 | s

01 2 3 4

Esta red no dirigida se transforma en una dirigida, afiadien
do flechas a las lineas, las cuales muestran la direccidn
de cada viaje. Para hacerlo y obtener la solucidén del pro

blema, se deben seguir dos reglas:

1. Hay que ir del punto £ =3, § =3 al punto 4 =0,
i = 0.
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2. La trayectoria que se siga debe alternar movimien-
tos hacia abajo o a la izquierda ccn movimientos
hacia arriba o a la derecha, ya que cada paso aba-
jo o a la izquierda significa un viaje hacia la
orilla derecha y cada paso arriba o a la derecha

corresponde a un viaje a la orilla izquierda.

Este es el modelo del sistema, y manipulidndolo se llega a

la selucibns:

3 of-.' & —1"'¥ \

* Aparecen numeradas en las
1 4 flechas los pasos necesa-
rios.
a .
0 &l % 5

El resultado es que si pueden cruzar los seis integramente
el rio, con las restricciones impuestas por el sistema vy
requirieron cuando menos de 11 viajes.

Ademds manipuldnde el modelo se pueden obhtener otras tres
trayectorias que requieran tambhién de 11 viajes y llevan

de 4=3,4=3a 4=0, 4=0.

S6lo resta validar |el modelo, es decir, saber si es correc Validacién
ta la sclucidn encontrada y esto s6lo se puede saber apli-

ciandola en el sistema real. Epn caso de que sirva, el mode

lo es correcto. Ed caso de que no, hay que repetir el ana

lisis del sistema,iya gque posiblemente se simplifico dema-

siado, eliminando %1gun09 datos que si influyen, como pue-

de ser; el empuje del bote por la corriente, la direccidn

de la corriente, la anchura del rio, el clima de la regidn.
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Entonces se debe incluir en el modelo y obtener una nueva

solucidn.



CUESTIONARIO DE AUTOEVALUACION
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105 Contestar las siguientes preguntas.

: ed ¢Cudl es el concepto de sistema?

2% ;Cudles son los objetivos de la Ingenieria de Sistemas?

3. Considere un supermercado como un sistema. (Cudles son sus entidades?
Describa algunos de sus atributos y actividades. (Cudl es su medio am
biente? ;De que tipo de sistema se trata? Encuentre otros sistemas
estructuralmente semejantes.

4% {Cuidl es la metodologia de trabajo de la Investigacidn de Operaciones?

* Se sugiere recurrir a la asesoria.
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MODULO IIT ~ PROGRAMACION LINEAL

Objetivos Especificos:

Al finalizar el estudio de este médulo, el alumno:

1. Construira un modelo de programacidén lineal para un

problema determinado.

2. Aplicarid el método grédfico para resolver problemas de

programacidén lineal con dos variables.

3. Aplicarada el método Simplex para resolver problemas de

programacidén lineal con cualquier nimero de variables.

4. Aplicarad el método de la gran M o de las dos fases pa

ra obtener una solucidén inicial al método Simplex.

5. Obtendrad el modelo dual asociado a todo modelo de pro

gramacidén lineal.

6. Obtendrid la solucidén del problema dual a partir del

problema original y viceversa.

43
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CUADRDO SINOPTICO

(Dos variables Método grafico
Modelos de
: 2 r
bl —cncanll Y Solucidn inicial o0
factible CREOge. SIMP.SeX

_Mds de dos variables ¢
Método de la gran M

No tiene solucidn
L_inicial factible

Método de las dos fases

Aspectos econdmicos del modelo de Programacién Lineal e=ppModelo dual.



III.1. E1 Modelo de Programacidén lLineal

Entre las herramientas mas Gtiles para estudiar los siste
mas que se presentan en la ingenieria, se encuentran los

métodos de optimizacidén. Dentro de é€stos, estd la PROGRA
MACTON MATEMATICA, que pretende encontrar el valor o6ptimo
del objetivo del sistema, sujetandose a una serie de res-
tricciones que surgen de las relaciones que existen entre
sus entidades. Una de sus técnicas mads importantes y mas
utilizadas es la PROGRAMACION LINEAL, que recibe este nom
bre porque todas sus relaciones funcionales se pueden ex-

presar como ecuaciones lineales.

La programacidén lineal trata con sistemas cuyo problema cs

asignar recursos limitados entre actividades que compiten,

de la mejor forma posible, es decir, optimizar. Como ejem

plos tenemos:

1. Una fédbrica de alimento para pollos, produce dos
marcas que se hacen con harina de pescado y nutrien-
te. Tiene ademds capacidad limitada en el empaque
de uno de sus productos. Debe decidir cdmo emplear
esta materia prima y su capacidad, en la fabrica-

cién, para obtener el midximo beneficio posible.

2. Un ganadero que cria ganado para engorda, debe de-
cidir qué tipo de pasto proporcionard al ganado, y
qué plan de lengorda debe seguir, con objeto de ob-

tener el maximo beneficio.

3. Un agricultor debe decidir qué cultivos plantar du
rante la siguiente temporada, tomando en cuenta la
cantidad de jagua de que dispone; la tierra cultiva

ble, y alguna otra restriccidén en cuanto a cantida

45

Programacién
matematica vy
Programacidén
lineal
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des que debe proporcionar de uno de los cultivos

obligado por un contrato, con objeto de obtener el

maximo beneficio monetario.

4. La CFE debe
que dispone
al Valle de

c antdidiad de

decidir cémo distribuir el carbdn de
entre las termoeléctricas que alimentan
México, sujetas a las restricciones de

carbén y a la demanda y eficiencia de

las termoeléctricas, de manera que incurra en el mi

nimo costo de produccidén de carbdén y transporte.

5. PEMEX debe decidir como encausar el petrdleo crudo

que llega a

una de sus refinerias tomando en cuenta

la capacidad y eficiencia de los procesos, asi como

la demanda de los productos terminados, de manera

que se minim

Para resolver estos
PROGRAMACTION LINEAL
nominada FORMA ESTA

iee el.igosto’ de- la operacidn.

problemas, se utiliza el MODELO DE
que tiene la siguiente estructura, de
NDAR :

Maximizar z13 (8r Xl s Con 2 vt 1l ol gy Xy Funcién objetivo
Sujeto a a;nXiy + ai2Xz + ... + aipXp < b1 )
A21X1 + @22X2 * ... + aypXp < by
\ Restricciones
explicitas
amiXy t+ amgX2 t+ ... * amnXnp f bm )
. N o Restricciones
ZRERAEUUIORS i .> implicitas

A continuacidn se explica la estructura del modelo matema-

tico.

Forma estandar

del

modelo
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OBJETIVO DEL MODELO|:- Se expresa.como una ecuacidn.mate- Funcidn Objetivo
matica lineal que pretende encontrar el valor 6ptimo del

problema; en este caso el maximo (funcidén objetivo). En

los ejemplos anteriores se aprecia que algunas veces pue-

de ser objetivo del sistema encontrar el valor minimo

(costos, por ejemplo). Mas adelante se verd que se puede

transformar en un modelo o problema de maximizacidn.

PARAMETROS DEL MODELO.- Existen tres grupos de parametros
en este modelo que se determinan en el sistema real y per

manecen constantes.

1. Parametros de la funcién.- Son c:, C2,..., Cp, tan Constantes del
tos como actividades compitan en el problema y se modelo

expresan por|unidad de actividad o variable. Repre

sentarian: beneficio por producir empaques de ali-

mento, beneficio por determinado pasto y plan de en

gorda, beneficio por cada hectarea dedicada a cada

cultivo, costo por asignar una tonelada de carbdn a

cada termoeléctrica o costo por encauzar un barril

de petrdleo crudo a determinado proceso, etcétera.

En generxral isbn el bene fhilc ko, o tostor por wnidaids de

actividad.
2. Parametros del lado derecho de las restricciones.-
Son b1, bz,..., by, tantos como restricciones expli

citas tenga el problema, son las cantidades limite
de los recursos, por ejemplo, serian para cada uno
de los ejemplos mencionados, la cantidad de harina
de pescado, nutriente y capacidad de empaque; la
cantidad de pasto que se pueda obtener y los limi-
tes de engorda; la cantidad de agua y tierra culti-
vable; la cantidad de carbdn disponible y la deman-
da de cada termoeléctrica; la capacidad de cada pro
ceso de la refineria y la demanda de los productos

terminados.
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3. Parametros o Coeficientes de las Restricciones. -
Son aiihspuRlfae.tglainisaziilaesys LLlsTAEg 90,
ami, am2, --- , amp, tantos como el producto de las

actividades que compiten por el nimero de restric-
ciones. En general, un coeficiente 8y indica cuan
tas unidades del recurso . consume una unidad de la
actividad (o variable)j. Por ejemplo, dirian cuan
tas unidades de harina de pescado consume cada uno
de los alimentos para pollo, cudntas unidades de

nutrientes y cuéntas unidades de capacidad de empa
que. O en el caso del agricultor, dirian cuinta

agua consume cada hectdrea de cultivo o cuédnta tie

rra requiere.

VARIABLES.- Son las actividades que compiten; se trata de
determinar el nivel adecuado que satisfaga el objetivo del
problema y las restricciones. Cambian continuamente al
trabajar con el modelo e indicardn en los ejemplos mencio
nados la cantidad de pasto y el plan adecuado de engorda;
el tipo de cultivo y el nimero de hectidreas que se le debe
asignar; la cantidad de carbén que se debe asignar a cada
termoeléctrica; el nimero de barriles de petrdleo que se

debe enviar a cada proceso de refineria.

RELACIONES FUNCIONALES.- Son ecuaciones matemdticas linea

les y se clasifican en tres tipos:

a. FUNCION OBJETIVO.- Cada uno de sus términos indica
el beneficio que se obtiene por cada actividad y al
sumarse dan el beneficio total del sistema, se bus-

ca encontrar el maximo.

b. RESTRICCIONES EXPLICITAS.- Reciben este nombre por
que se indican textualmente. Cada uno de sus térmi

nos indica cuidnto recurso estd consumiendo la acti-

Elementos cam-
biantes del
modelo

Restricciones
del modelo



vidad, y su suma cuadnto recurso consume el sistema.
Son desigualdades del tipo menor o igual que ( < ),
e indican que se debe consumir menos o hasta lo que
se tiene.

C. RESTRICCIONES IMPLICITAS.- Indican Gnicamente que
el valor de las variables (o nivel de las activida

des) debe ser cero o cualquier valor positivo.

Para ilustrar mejor la forma en que se construye el mode-
lo de programacidn |[lineal, se mostrard el ejemplo de la fa
brica de alimento para pollos que se puede considerar como

de planeacidén de la produccidn.

Una compafiia denominada "Alimentos para Pollos, S.A.'", fa Ejemplo
brica dos mezclas de comida para pollo: 'chicken-pollo"

y "coqui-pollo". Tiene disponible para la produccidén dos

materias primas, harina de pescado y una base nutriente.

Si los datos de la |siguiente tabla se aplican al problema,

la compafiia quiere |saber cuidnto producir mensualmente de

cada una de las dos marcas, con objeto de maximizar sus ga

nancias:
CHICKEN-POLLO COQUI - POLLO
Contenido del Paquete terminsdo 2.5Kg 3.0k
Precio de venta por paquete $90.00 $75.00"
Materias primas usadas por paquete:
harina de pescado 1.0 Kg” 2.0Kg
nutriente 1.5Kg 1.0 Kg
Costo de las materias primas:
harina de pescado $10.00/xg $10.00/xg
nutriente $20.00/xg $20.00/%g
Costo de mezclado, empaque y demfls
costos variables por paguete $14.00 $18.00
Recursos disponibles para le
produccién mensual:
Materia prima:
harina de pescado ~$——— 240,000 Kg
nutriente -|——— 180,000 Kg
Capacidades de processmiento:
Bmpaque de (hicken-Pollo un nfiximo de 110,000 paquetes por mes

Mezclado de Chicken-Pollo } suficiente para producir cualquier

mezcla de tos dentro de las
Eapaque y mezclado de Coqui-Pollo dispnid do materia priss

49
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Se hacen las siguientes suposiciones:

1. El gerente de mercadotecnia estima que cualquier
combinacidn factible de los dos productos, dada las
restricciones de los recursos, se puede vender a

los precios indicados.

2. La compainia ha establecido contrato a largo plazo
con los| proveedores de materia prima, de manera que
cada mes se deben adquirir las cantidades menciona
das. ¥

3. Cualquier cantidad de materia prima no utilizada al
final de cada mes se pierde totalmente y no se pue

de vender ni utilizar al siguiente mes.

SOLUCION DEL PROBLEMA

Analizando el problema, queda claro que el objetivo es de-
terminar cuantos paquetes mensuales hay que producir de
"Chicken-Rellwl' yrdeéin!"Coquik PoldoMrcon objetonde obtener
la madxima utilidad posible sujetadndose a las restricciones
de disponibilidad de harina de pescado, nutriente, y capa
cidad de empaque; con esto se establece la estructura del

modelo:

a. Variables: el nimero de paquetes de cada producto

que se deben producir al mes.

X, = Namero de paquetes a producir por mes de ''Chicken-Pollo"

X, = Namero de paquetes a producir por mes de ''Coqui-Pollo"

b. Parametros de la funcidn objetivo: serdn los bene-
ficios brutos por paquete, que se obtienen de la si
guiente forma:

beneficio bruto = precio de venta - costo de produccién
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Chicken-Pollo Coqui-Pollo
__Precio de venta $ 90.00 $ 75.00
Costo de produccidn $ 14.00 $ 18.00

Beneficio bruto $ 76.00 SpuSiabo

NOTA: No se incluyen los costos de la materia prima ya
que son, por la suposicidn 2, costos fijos en el sistema
y no dependen, por tanto, de la cantidad que se produzca
de cada paquete ni de cuidnto se utilice de cada materia

prima.

c. Parametros del lado derecho de las restricciones.-
Son las cantidades disponible de cada uno de los re
cursos; 240,000 kgs. de harina de pescado, 180,000
kgs. de nutriente y 110,000 unidades de capacidad

de empaque.

d. Parametros o Coeficientes de las Restricciones.-
Son las cantidades que consume cada paquete de
"Chicken-Pollo" y de '"Coqui-Pollo'", de harina de
pescado, nutriente y capacidad de empaque. Apare-

cen textualmente en el postulado del problema.

Chicken-Pollo Coqui-Pollo

Harina de Pescado 1.0 Kg/paquete 2.0 Kg/paquete
Nutriente 1.5 Kg/paquete 1.0 Kg/paquete
Capacidad de empaque-=—1.0 unidades de capacidad/paquete
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e. Funcidén Objetivo.- Da el beneficio mensual bruto

por la produccidn.

z = 76.00 ($/paquete) x, (paquete/mes) + 57.00 ($/paquete) x» (Paquete/mes))
L

— = J ~—
Beneficio por producir Beneficio por producir
""Chicken-Pollo" "Coqui-Pollo"
Se pretende maximizar z ($/mes) . el beneficio total bruto

maximizar z =76 x; + 57 X3

f. Restricciones Explicitas.- Indican que no se pue-

de consumir en la produccidén mds recurso que el dis

ponible.

1.0 |k&_de harina| - paquetes| 2.0 |Ke_de harinal xo [PBELES | 540 009 Kg de harina
mes | mes
i “ _

Harina de pescado: paquete paquete mes
—. J
S
consumo mensual de harina en la consumo mensual de harina en la disponibilidad mensual
produccién de '"Chicken-Pollo" produccién de 'Coqui-Pollo" de harina
. . Kg de nutriente| paquetes | Kg de nutriente| |paquetes | Kg de nutriente
Mutriente: 1.5 Paquete | % Wes T + 1.0 paguete [ %2 |“res | < 180,000 e
ol il o
S N
consumo de nutriente en la consumo de nutriente en la disponibilidad mensual
produccién de "Chicken-Pollo" produccién de "Coqui-Pollo" de nutriente

; unidades dc capacidad
Capacidad de empaque: 1.0 paquet ep I X,
L

paquetes| < 110,000 unidades de capacidad
mes
J

mes
“ o

ST

consumo de unidades de capacidad de
empaque de ''Chicken-Pollo"

disponibilidad mensual
de capacidad de empaque
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NOTA: En esta Gltima restriccidn no aparece la variable
X2, ya que para mezclado y empaque de "Coqui-Pollo'" hay

suficiente capacidad, seglin el postulado del problema.

g. Restricciones Explicitas.- Indican que o no se pro
duce alguno o ambos de los productos (x; = 0 ©
X2 = 0) 6 que, si se producen, tiene que ser una

cantidad positiva (x; > 0, x2 > 0). Ambas se combi-
nan en una sola restriccidn

( x; 20, x2 >0)

De manera que el modelo de programacién lineal de este pro

blema de planeacidn de produccidn es:

Maximizar 7 gk Grd s s e RELT S5,
sujeto a: X1 # 2 x2 < 240,000

1.5xa i Xz < 180,000

X1 < 110,000
X, mneg (270
ITT.2. Algoritmo Simplex
El algoritmo Simplex permite encontrar la solucidén Optima Algoritmo
s . Simpl

(en caso de que exista), de los modelos de programaciodn 1i e
neal.
IT1.2.1. Método Grafico
Los modelo de programaci6én lincal que contienen dos o has- Método grafico

ta tres variables, se pueden resolver gridficamente de la

siguiente forma:
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Si el problema contienc dos variables, se pueden represen
tar en un plano cartesiano, donde uno de los ejes indica-
rd los valores de la variable x1 y el otro los de la varia

ble x,. h
X2

X

Los ejes se cruzan en el punto (x1 = 0, x, = 0) llamado Andlisis
origen y dividen al plano en cuatro cuadrantes que tienen el b lage
cartesiano

las siguientes caracteristicas:

\

X2
Cuadrante 1| Cuadrante |
. <0 . >0
tiene X1 tiene 1
x, >0 X, > 0
X3
Cuadrante |11 Cuadrante 1V
. <0 . x; > 0
tiene 1 tiene L
X, <0 X, <0

Las restricciones implicitas del problema llevan a consi-
derar tnicamente al cuadrante I (x1 > 0, x2 > 0), donde

la igualdad a cero se cumpliria directamente sobre los

ejes.
Las restricciones explicitas son desigualdades del tipo me Ejemplo
nor o igual que ( < ). Consideradas como jgualdades estric-

tas, son rectas en el plano cartesiano que se pueden grafi
car. Todos los puntos sobre esa recta satisfacen la igual

dad. Esta recta divide al plano en dos regiones y los pun
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tos dentro de alguna de ellas cumplen con la desigualdad.

Por ejemplo:

Representacion

X, (10%) Restriccién de harina de pescado d? las restric
L ciones
- x; + 2x, < 240,000 restriccién original

260} xy; + 2x4

240,000 restriccidn como igualdad

puntos por donde
x;= 240,000 , x,=0 pasa la recta

2“0: (D) x=0, x= 120,000
©)

2201

200}
180}
160}

140 ~){/(:>

120

Regidn |

100}
e <—Punto analizado

80}
60l Regién |11
/S
bot- punto analizado
20

L L L Il L ] L L L L A L " " ) e
20 4o 60 80 100 120 140

It

" " i " L 'l e 1»
160 180 200 220 240 X (10%)
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X2 h
(10%)

2001

180

160
1o
120}

100

T

80}
60 |-
ko

20}

Region 1l

Restriccidn de Nutriente

1.5x;, + x, < 180,000 restriccién original

1.5%, + x, = 180,000 restriccién como igualdad

Tox; =0, x,=180,000 puntos por donde
2 x, = 120,000, x, =0 pasa la recta

Regidn 1

L 1 | L A 1 I}

X2
(10%) [
150 |
130F
110}
90
70 F
50 }
30+

10

1 I .
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 X1 (10%) .

Restriccién de capacidad de empaque

} x; < 110,000 restriccidn original

xp = 110,000 restriccién como igualdad

|

Regidn 11 Regién |

L " L

P T S R S T >

5o 70 90 110 130 150 170 190 X1 (10%)



En todos los casos los puntos en las regiones II son los
que satisfacen las desigualdades. Esto se puede compro-
bar tomando un punto en alguna de las regiones y viendo si

satisfacen la restricciodn.

Por ejemplo, para la harina de pescado, la restriccidn es
X1+ 2Xp < 240,000,

un punto en la regidén I es x, = 130,000
y X, 90,000

sustituyendo se tendra:

(130,000) + (2)(90,000)

310,000

que es mayor que 240,000 y por tanto no satisface la res-
triccidn
un punto en la regidén II es x; = 110,000
x, = 50,000

sustituyendo se tendra:

(110,000) + (2)(50,000)

1]

210,000

que es menor que 240,000.y por tanto si cumple con la res-

triccion.

Asi se puede demostrar que todos los puntos en la recta y
en la regién IT cumplen, independientemente con las restric-

ciones del problema.

Considerando simultaneamente las tres restricciones se ob-

tiene la siguiente grafica:
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Para este problema en particular surgen seils zonas que tie

nen las siguientes caracteristicas:

ZONA T. Todos los puntos en esta zona (== ) cumplen con
la restriccidén de capacidad de empaque, pero no con la
de la harina de pescado y de nutriente. Por ejemplo, si
se quisieran fabricar 80,000 paquetes de '"'Chicken-Pollo"
y 180,000 paquetes de ""Coqui-Pollo" se tendria la sufi-
ciente capacidad de empaque, pero no se dispondria de
las cantidades necesarias de harina de pescado y de nu-

triente. Se dice que no es una combinacién factible.

Regiones
delimitadas
por las
restricciones
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ZONA II. Todos los puntos en esta zona (Z) cumplen

con las restricciones de capacidad de empaque y de nu-
triente, pero no con la de la harina de pescado. Por
ejemplo, si se quisieran fabricar 20,000 paquetes de
"Chicken-Pollo" y 120,000 paquetes de '"Coqui-Pollo",

se tendria la suficiente capacidad de empaque y nu trien
te, pero no de la cantidad necesaria de la harina de

pescado.

ZONA III. Todos los puntos de esta zona ({EH) cumplen
con las restricciones de la capacidad de empaque y de
harina de pescado, pero no con la de nutriente. Por

ejemplo, si se quisieran fabricar 100,000 paquetes de
"Chicken-Pollo" y 60,000 paquetes de '"Coqui-Pollo'", se
tendria suficiente capacidad de empaque, de harina de

pescado, pero no de nutriente.

ZONA TIV. Todos los puntos en esta zona (lllll§) cumplen
con las restricciones de harina de pescado pero no con

las de nutriente ni con la capacidad de empaque.

ZONA V. Todos los puntos en esta zona (KM¥) cumplen
con las restricciones de harina de pescado y nutriente,

pero no con la capacidad de empaque.

ZONA VI. Todos los puntos en esta zona (FHE) cumplen

con las restricciones de harina de pescado, de nutrien-
te y de capacidad de empaque. Por ejemplo, si se qui-

sieran producir 40,000 paquetes de '"Chicken-Pollo y 60,000
paquetes de '"Coqui-Pollo", se tendria suficiente harina,
nutriente y capacidad de empaque. Esta zona correspon-
de a la interseccién de las regiones que cumplen con ca
da restriccidén y se le denomina REGION FACTIBLE. Todos
los puntos de esta regi6én se denominan SOLUCIONES FACTI

BLES, y tienen como caracteristica que cumplen con to-
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das las restricciones del problema incluyendo las de no
negatividad. La solucidn 6ptima obviamente debe quedar

dentro de la regidn factible.

Para obtener la solucidén d6ptima se procede como sigue: si
a z en la funcién objetivo 76x; + 57x2 = z se le da un
valor arbitrario, cero por ejemplo, se tiene la ecuacibn

de una recta que se puede graficar;
z = 76x; + 57x, =0
es una recta que pasa por los puntos

(x; = -7,500, x

10,000) y

15,000, x»

(x1 -20,000)

Si ahora a z se le da un valor arbitrario de 1,750,000 , 1la

ecuacion

76x, + 57x, = 1,750,000

es la de una recta aue se puede graficar y pasa por los

puntos
(x; = 0 ; xp = 30,701) y
(x; = 23,026 ; xp, = 0)

Esta es una recta paralela a la anterior 6 bien la misma
recta desplazada a la derecha y con mayor valor de z, es
decir, con mayor beneficio bruto. De manera que la solu-
cidén 6ptima se obtiene desplazando esta recta hacia la de-
recha, incrementando el valor de z, hasta determinar cual

es el Gltimo punto que toca dentro de la regidén factible.
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FUNCION OBJETIVO
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160 |

140 Conforme la recta se desplaza hacia arriba y

120 |- hacia la derecha, aumenta el valor de z
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recta 76x, + 57x, = 1,750,000

1 ] L ' I 1 () i '} i

20\40 60 80 100 120 140 160 180 220 240 X (103)7

- 20
- ko

- 60 <Q———_____~_____-—~_—_-
recta 76x, + 57x, = 0

Este punto resulta ser; x¥*¥ = 60,000, y x% = 90,000. E1 as
terisco en las '"x'" indica que se trata de la solucidn Op-
tima, obteniéndose con esta produccién un beneficio bruto
de $ 9,690,000.00.

Es interesante anallizar que este punto es la interseccidn
de las dos rectas que marcan las restricciones de harina

de pescado y nutriente, lo cual indica que estos recursos
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se utilizan en su totalidad, esto se puede comprobar al

sustituir los valores Optimos en las ecuaciones de restric-

cidén. Como sdlo se producen 60,000 paquetes de '"Chicken--

Pollo" queda una holgura de 50,000 unidades de capacidad
de empaque.

El beneficio neto se obtiene al restar a z¥los $ 6,000,000

de costos fijos de la materia prima, entonces el beneficio
neto €s:

9,690,000 - 6,000,000 = $§ 3,690,000

A

X2 (10%)
220p

200

180

x* = 60,000
Solucidén Sptima x5 = 90,000

9,690,000

160

z*

140

42%§§§§§§%§22’ /f/”//

Ui Py poi3opbo1a, s

Wi :
120 140 160 180 200 220

\ recta 76x3 + 57x2 = 1,750,000

4 A | —
100 240 X, (103)

Determinacion
del punto
Sptimo



Resumiendo, el método grafico consiste en:

a. Considerar Gnicamente el Cuadrante 1 del plano car
tesiano, ya que a €l limitan las restricciones im-

plicitas de no negatividad.

b. Las restricciones explicitas se escriben como igual
dades estrictas, y se grafican como rectas en el
plano, al cual dividen en dos regiones. Se deter
mina cual de ellas es 1la que se cumple con la de-

sigualdad.

c. La interseccidn de las regiones que cumplen con to
das las desigualdades del modelo es la regidén fac
tible.

d. Se traza la recta de la funcidn objetivo dandole

a z un valor arbitrario (cero por ejemplo).

e. Desplazandose paralelamente a la recta de la fun-
cién objetivo, se determina cudal es el Gltimo pun
to de la regidn factible que se toca. Este punto
es la solucidn o6ptima del modelo de programacidn

lineal.

Si el modelo de Programacidon Lineal tiene tres variables,
el procedimiento es semejante, s6lo que ahora se tendrid un
espacio y la regidn de no negatividad serd un octante de
este espacio. La funcidén objetivo y las restricciones se-
ran planos en lugar de rectas y la regién factible serd un
volumen en el octante en lugar de una figura en el cuadran

el

Se pueden presentar algunos problemas al aplicar el método

grafico, como se muestra en los siguientes ejemplos:
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2. Problema no factible

1. Solucién 6ptima no acotada

Max z = 2x; + 3x,

sujeto a X3 - X <7
“X; * X, €5
Xp 5y X, 20

La recta de la funcién objetivo
se puede desplazar hacia arriba
y hacia la derecha tanto como se
quiera, aumentando el valor de z
sin ITmite. Se dice que la solu
cién 6ptima estd en infinito y
que es no acotada.

Max z = 2x; + bx,

sujeto a Xq =i, 7>
=Xyt X, 2
X + x, <

L Xy x, 20

+

Las regiones factibles de las
restricciones no se intersectan
y por lo tanto el problema no
es factible.

Caso con
solucion
no acotada

Caso con
solucidn
no factible
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Problema con soluciones miltiples

Max z = 15x; + 10x,
sujeto a x, + 2x, < 20
1.5x, + X, < 18
X1 S 10
X, , x,2 0
\
X3
22 Caso con
soluciones
20 | mdltiples

Solucidn Sptima

La funcidén objetivo es paralela a una de las restricciones.
El punto Sptimo se obtiene en dos puntos (x, =8 , x, = €)
y (x; =10, x5, = 3), asi como en cualquier punto del seg-
mento de recta que los une, dando un valor de z = 180 en
todos los casos. Se dice que hay un nidmero infinito de so-
luciones optimas.
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L, Solucién degenerada

1

Max z = 2x1 + §'Xz
sujeto a  bx; + 3 x, €12
l+x1 + Xy <
bx, - x, <
X1 X, 2 0
Caso con
solucidn
A degenerada

A__,,—Solucién Gptima

La solucién 6ptima estd en un punto que es la interseccidn de mas
de dos restricciones. Se dice que la solucidén es degenerada. Es
te tipo de problemas da origen a que el método analftico pueda ci
clar.



67
I11.2.2. Método Analitico

Si el modelo de programacidn lineal tiene cuatro o mds va Método

riables, ya no es posible su representacidn grafica, aun- aweliitico
que las nociones de dos y tres dimensiones se pueden gene
ralizar a estos casos. Las restricciones en lugar de estar
limitadas por rectas o por planos, lo estdn por hiper-pla
nos. La regidon factible se dice que es ahora un hiperes-
pacio, y la solucidn 6ptima se encuentra de manera similar
al método anterior, es decir, encontrando cuil es el ualti
mo punto que toca la funcidn objetivo dentro de este hiper
espacio factible. Con objeto de obtener la solucidn a es
tos modelos de 4 & mds variables, se desarrolld a fines de
la década de los cuarenta, el método simplex analitico que

se discute a continuacion:

Considere nuevamente el modelo de programacidén lineal de

"alimento para pollos, S.A."

Maximizar z =76x, + 57x,

Sujeto a: X; + 2X3 240,000 Restriccion de harina de pescado.

IAN TA

1.5x; + Xo 180,000 Restriccidn de nutriente.

110,000 Restriccién de capacidad de em-
paque.

X1

LA

(A4
[@st

X1 , X2

Se definirdn tres nuevas variables, aue se afiaden a cada Variables de
una de las restricciones, con objeto de transformarlas en helgyra
igualdades estrictas. Estas variable vienen a representar

la holgura de la compafiia en cada uno de los recursos, por

esto mismo reciben el nombre de VARIABLES DE HOLGURA. Con

esta adicién el problema queda como:
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Maximizar z =76x; + 57X,

SLHC X1 + 2X2 + X3 = 240,000 Forma canénica
1.5x1 + Xz + Xy = 180,000 del modelo
X1 + Xs = 110,000

X1 , X , Xz 5, Xy 5, X5 20

En este ejemplo x; representard la cantidad de harina de
pescado que no se utiliza para fabricar alimento para po-
llo, x, daria la cantidad de nutriente que no se utiliza
en la produccidén y xs la cantidad de unidades de capaci-
dad de empaque que no se utiliza para fabricar alimento pa
ra pollos. La expresidn de las ecuaciones es ahora, 1lo
que se utiliza para fabricacidén mids lo que no se utiliza
en la fabricacidén igual a lo disponible del recurso. Es-
ta Gltima forma de representar el modelo de programacidn
lineal se denomina FORMA CANONICA del modelo de Programa-

cién Lineal y tiene las siguientes caracteristicas:
a. las restricciones estan en forma de igualdad.

b. «cada restriccidn tiene una variable con coeficien-
te +1, que aparece en ella Unicamente y no aparece

en la funcidn objetivo.

c. estas variables también deben ser positivas.

Considerando tGnicamente a las restricciones y dejando mo- Determinacidn
del sistema

3 i0: jetivo, se tiene X
mentdneamente, a un lado, a la funcidon objeti NS ge Gelaciones

un sistema de cinco variables con tres ecuaciones que, de

acuerdo a los conceptos de dlgebra lineal, tiene un ntGmero
infinito de soluciones. Si hubiera tantas ecuaciones como
variables, la solucidn serjia tGnica. Es posible obtener un
sistema como este Gltimo con tres variables y tres ecuacio

nes, fijando a dos de las variables a nivel cero. Si hay



cinco variables y se fijan dos para resolver el sistema de

las tres restantes, se pueden obtener

( ) 3'(5 3 10

sistemas de ecuaciones. Se pueden analizar algunos de ellos.

Sistema 1. Se fijan Xx; y X2 en cero y se resuelve para

X3 , Xy , Xs

X1 + 2Xz + X3 = 240,000
1.5%1 + Xz + Xy = 180,000
X1 + xs = 110,000

se tiene:

X1 =0; X =03 X3 = 240,000 ; x, = 180,000 ; xs = 110,000

Sistema 2. Se fijan x» Yy X3 en cero y se resuelve para

X1 , Xy , Xs
X1 = 240,000
1.5x: + Xy = 180,000
X1 + x5 = 110,000

se obtiene que:-

x; = 240,000 ; x» =0 ; x3=0; x4 =-180,000 ; x5 = -130,000

Sistema 3, Se fijan x; y Xx3 en cero y se resuelve para

X2 , Xy , Xs

2Xo = 240,000
X2 + Xy = 180,000
+ x5 = 110,000

se obtiene que:

x; =03 X, =120,000 ; x3 =0 ; xy = 60,000 ; xs = 110,000

69
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Sistema 4. Se fijan x1 Yy Xs en cero y se resuelve para

X2 , X3 , Xs

2X2 + X3 = 240,000
X2 = 180,000
xs = 110,000

se obtiene que:

x1 =03 x2 = 180,000 ; x3

-120,000 ; x4 =0 ; xs = 110,000

Sistema 5. Se fijan x3 y Xy en cero y se resuelve para

X1 , X2 , X5

X1 + 2X» = 240,000
1.5x1 + X2 = 180,000
X1 + x5 = 110,000

se obtiene que:

x; = 60,000 ; xp= 90,000 ; x3=03; x4y =0 3; x5 = 50,000

En forma semejante se resuelven los cinco sistemas restan

teis.

Un analisis de los que se resolvieron muestra lo siguien-
te. Algunos de ellos, cumplen con las restricciones ex-
plicitas pero no con las restricciones implicitas de no
negatividad como los sistemas 2 y 4. Otros cumplen con
las restricciones explicitas y las de no negatividad como
los sistemas 1, 3 y 5. DPor Gltimo, el sistema 5 corres-
ponde a la solucién 6ptima del problema, como se puede com

probar con el método grafico,

Antes de seguir adelante, conviene plantear algunas defi-
niciones, ideas y conceptos centrales que definen el méto
do.



a. Se llama SOLUCION BASICA a una solucidén al modelo
de programacidén lineal en forma candnica, que se
obtiene de fijar en cero tantas variables como sea
necesario para obtener un sistema en igual nimero

de ecuaciones que de variables.

b. Una solucidén bdsica que cumple ademds con las res-
tricciones de no negatividad de las variables se
llama SOLUCION BASICA FACTIBLE.

c. Al conjunto de variables para los que se resuelve
el sistema se les denomina VARIABLES BASICAS; a las
que se fijan en cero se les llaman VARTABLES NO BA
SICAS.

d. Al conjunto de variables bédsicas se le denomina
BASE.

El siguiente teorema garantiza lo que se habia observado

en el ejemplo anterior.

TEOREMA 1. Si el modelo de programacidén lineal tiene so-
lucidn Optima finita, entonces €sta es una solucidn basi-

ca factible.

De manera que si el problema tiene solucidén 6ptima, ésta
debe buscarse TGnicamente en las soluciones bdsicas facti-
bles. El método simplex analitico concentra su blisqueda
en ellas y por el algoritmo, no es necesario analizar to-

das sino s6lo algunas de ellas.

Cudles se deben analizar y como determinar que ya se esta
en el optimo se discutirda a continuacidén, siguiendo con

el ejemplo.
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Debe comenzarse con una solucidn bidsica factible que se

llama inicial.| Por ejemplo: -

la. Solucidn x; =03 x2 =0 3; x3 = 240,000 ;
x, = 180,000 y X5 = 110,000

que da un valor de z=0. Es la mds conveniente por la

estructura de la forma candnica y corresponde a no produ-

cir nada y dejar sin utilizar todos los recursos. Desde
luego no es la solucidén 6ptima ya que analizando la fun-
cidon objetivo

z = 76%y + 57X,

se aprecia que|por cada paquete que se produzca de '"Chic

ken-Pollo" se aumenta el beneficio en § 76.00 y por cada

paquete que se produce de '"Coqui-Pollo" se aumenta en

$ 57.00. O sealque no conviene que X; y X, valgan cero,

sino que tengab un valor positivo. Se aumentard el valor
de x; ﬁnicamen{e, dejando a x» en cero. La siguiente ta-
bla muestra qué sucede con las otras variables al reali-

zar este aumento.

X1 A , X3 Xy Xs
0 0 240,000 | 180,000 110,000
1 76 239,999 | 179,998.5 | 109,999
1,000 76,000 | 239,000 | 178,500 109,000
10,000 760,000 | 230,000 | 165,000 100,000
100,000 | 7,600,000 | 140,000 30,000 10,000
110,000 | 8,360,000 | 130,000 15,000 w0
10,001 | 8,360,076 | 129,999 14,998.5 -1
El miaximo valor que puede alcanzar x, es de 110,000 . Va-

lores mayores que éste llevan a que se violen las restric

Ejemplo



ciones de no negatividad. E1 andlisis de la tabla se pue-
de simplificar de la siguiente forma: se dividen cada uno
de los elementos del lado derecho de las restricciones

(parametros del lado derecho) entre los coeficientes, en
esa restriccidn, de la variable que se aumenta. Por ejem-
plo, en la primera restriccidn el valor del lado derecho
es 240de ; €l coeficiente de x1 es 1.0 la divisidn da

240,000. Para la segunda es 1éo¢mo ‘entre el coeficiente
de x; que es 1.5 el resultado es 120,000 y para la terce-
ra es 110,000, entre 1.0 que da 110,000. De los valores
se toma el menor, que en este caso fue 110,000 y éste es

el maximo valor al que se puede aumentar la variable x;.

Se ha determinado que es mds conveniente que x; sea varia
.ble basica, y su lugar se lo deja la variable x5 la cual

se dice que sale de la base.

La nueva solucidn se puede obtener fijando a x» y a Xs
en cero y resolvieddo el sistema para XxX; ., Xg,, Xy 4,6 .31in
embargo, se hard de la siguiente forma que es equivalente.
De la tercera restriccidn ‘que es la que dio el valor 1limi
te para x; se despeja a x1 y se sustituye esteée valor en
las demads restricciones y en la funcisn objetivo, obtenién

dose un nuevo modelo de programacidn lineal.

De la 3a. Restriccién x1 + x5 = 110,000 =—*x; = 110,000 - xs
sustituyendo Maximize'nf z = 76(110,000 - x5 ) + 57 x2
- sujeto a: (110,000 - x5 ) + 2xz + X3 = 240,000
(1.5)(110,000 - x5 ) + X2 + Xa = 180,000
X1 + x5 = 110,000
que da:
Maximizar z = 8,360,000 + 57x2 - 76xs
sujeto. a: 2x2 + X3 - . xs = 130,000

X2 + xy-1.5xs = 15,000
110,000

X1 + Xs

28
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En este nuevo modelo que como se ve esti en forma candni-
ca, se pueden fijar x2 vy Xs en cero obteniéndose inme-

diatamente la solucidn:

1l
1]

X1 110,000 ; x2 = 0 ; X3

15,000 y Xs

130,000 ;

(0]

Xy
dando un valor de
z = 8,360,000

Analizando la funcién objetivo de este nuevo modelo corres-
pondiente a la 2a. solucidn bédsica factible, se puede ob-
servar que ain no se llega al 6ptimo, ya que si se aumen-
ta el valor de x, , se obtiene un beneficio adicional de

$ 57.00 por cada paquete. O sea que X, se debe convertir
en variable bdsica. Para conocer qué variable le deja su
lugar, es decir, conocer cudl sale de la base, se aplica
el criterio de |[dividir los elementos del lado derecho de
las restricciones, entre los coeficientes de la variable
que se aumenta. En este caso serian 130,000 entre 2, que
da como resultado 65,000 ; y 15,000 entre 1 que da 15,000.
No se considera la tercera restriccidén ya que el coeficien
te de x, ahi es cero. El valor menor es 15,000 lo que indi
ca que X, se puede aumentar hasta ese limite y que debe ser
x, la variable |que sale de la base, ya que en ese momento
se convierte en cero. Despejando a x, de esa ecuacidn y
sustituyéndola len los restantes y en la funcién objetivo

se obtiene un nuevo modelo en forma candnica.

De la 2a. Restriccién X2 *+ x4- 1.5xs = 15,000 == x, = 15,000 - x, + 1.5xg
sustituyendo Maximizar z = 8,360,000 + 57(15,000 - x4 + 1.5x5) - 76xs
sujeto a: (2)(15,000 - x4 + 1.5x5)+ X3 - xs = 130,000
Xz + Xy -1.5xs = 15,000
X1 + xs = 110,000
simplificando
Maximizar z = 9,215,000 - 57xy +-9.5xg
sujeto a: Xy - 2x.-’—1~2 xs = 100,000
Xz + Xy - 1.5x5 = 15,000
X1 + xs = 110,000
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En este nuevo modelo, al fijar a x, y X5 en cero se obtie
ne de inmediato la solucidén basica factible en términos

de x; , X, , X3 , que es:

1l

110,000 ; x, = 15,000 ; x5 = 100,000;

x, =10 h X5 =0

X1

dando un valor de

9,215,000.

™

Analizando la funcidn objetivo en este modelo se puede ver
que no es la solucién O6ptima, ya que el valor de z se pue
de aumentar en $ 9.5 por cada unidad que aumente x5 . Pa-
ra encontrar hasta qué valor se puede aumentar xs y deter
minar qué variabie es la que sale de la base, se desarro-
llarad nuevamente la tabla, ya que se encontraridn algunos

hechos que modificaran la regla dada anteriormente.

Xs Z X1 Xo X3

0 9,215,000 110,000 | 15,000 100,000

1 9,215,009.5 | 109,999 |15,001.5 | 99,998
1,000 | 9,224,500 109,000 | 16,500 98,000
10,000 | 9,310,000 100,000 | 30,000 80,000
50,000 | 9,690,000 60,000 | 90,000 0

Al aumentar Xs , X1 Yy X3 disminuyen, siendo xs3 la primera
en llegar a cero. Sin embargo, x, aumenta. Esto se debe
a que el coeficiente de xs en la segunda restriccidn (que
.es donde aparece x, ) es negativo. De manera que la regla
para determinar cudl es el mdximo valor que alcanza la va-
riable que entra a la base y cudl es la variable que sale
de la base, e¢s dividir el valor del lado derecho de las res

tricciones entre los coeficientes positivos (mayores que
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cero) de la variable que entra a la base. Si el coeficien

te es negativo o cero, no se efectla la divisidn.

La Gltima tabla indica que la variable xs debe entrar a la
base y debe salir de ella x3 . Se efect@a el despeje de
Xs en la primera restriccidén, que es donde aparece X3 Yy se

sustituye en las demds, incluyendo la funcién objetivo.

Despejando de la la. restriccibn: x3 - 2x, - 2xs= 100,000 => x = W DS - xg * I,
2

=X, = 50,000 - 0.5)(3 + X

sustituyendo Maximizar z = 9,215,000 - S7x“ + (9.5) (50,000 - O.Sx3 X, )
sujeto a: Xy - 2x, *+ 2xg = 100,000
x, + X, - (1.5) (50,000 - 0.5x3 +x, ) = 15,000
Xy + (50,000 - 0.5x, + x, ) = 110,000

simplificando Maximizar z = 9,690,000 - 4.75x3 -47.5x,

sujeto a: X, *Xxg = 50,000
X, + 0.75x3 - 0.5x, = 90,000
x - 0.5x3 + X, = 60,000

NOTA¢ La primera restriccidén se dividié entre dos para

conservar la forma candnica.

Fijando a x; y x, en cero, se obtiene de inmediato la so

lucién para x, , X, , X, que es:

60,000,
X, 0 )

90,000, X, = 0T
= 50,000

~
|



dando un valor de
z = 9,690,000

Analizando la funcién objetivo de este nuevo modelo, se
ve que la solucién es la oOptima, ya que si a x3 se le die
ra un valor mayor que cero, z disminuird en §$ 4.75y si a
x, se le diera un valor positivo, z disminuiria en § 47.5
por cada unidad de aumento. Es decir, ya no se puede ob-
tener un aumento de la funcidén objetivo, lo mdximo que se
puede conseguir es z = § 9,690,000, produciendo 60,000 pa-
quetes mensuales del '"Chicken-Pollo"; 90,00 paquetes men-
suales de ""Coqui-Pollo'", utilizando toda la harina de pes-

cado y nutriente, dejando sin utilizar 50,000 unidades de
capacidad de empaque.

El método simplex analitico se puede resumir como sigue:

1. EvallGese la solucidn actual, si es Optima deténga-

se, si no pase a 2.

2. Seleccibnese una variable que entre a la base. Es
c6jase una que al aumentar su valor desde cero, au

mente el valor de la funcidn objetivo.

3. Determinese qué variable sale de la base. Exprése

se el problema en términos de la nueva base.

Por simplicidad, se acostumbra manejar Gnicamente los pa-
rametros de cada modelo de la forma candénica, los cuales
se acomodan en una tabla que se conoce como TABLEAU SIMPLEX

y que tiene la siguiente estructura:
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Secuencia del
método Simplex

Tableau Simplex
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X} X, ... Xp
390 | 202 302 .-+ 2pn
X, |20l 212 :- 2 Arriba de la tabla se
indican las variables
a cee
Xg2 | 220|221 222 2n a las que corresponden

. . . . los pardmetros. A la
izquierda se indica
cuales son las varia-
bles basicas.

Xgm | 3mo | @my mz -+ Fmn

El elemento {agg} seria el valor de la funcidn objetivo (z).

Los elementos {aoiLF],n serian los coeficientes de las va-

riables en la funcidén objetivo, cambiados de signo.

Los elementos {a¢0104,m serian los elementos del lado dere

cho de las restricciones.

Los elementos {qéﬂizhm ; j=1,n serian los coeficientes de

las restricciones.

Una observacidn es que los coeficientes de la funcidén obje
tivo de los modelos se pasan a la tabla con signo contra-
rio y-la solucidén 6ptima se logra cuando estos elementos

son todos positivos.

Sobre este TABLEAU SIMPLEX se puede aplicar el algoritmo

que se indica en el diagrama de flujo.

Se resolverd el problema de la planeacidén de la produccidn

utilizando este algoritmo y el diagrama de flujo.

Se requiere en primer lugar el modelo de programacidn 1i-
neal en forma candnica, correspondiente a la primera solu-

cidén basica factible.



Maximizar z = 76x; + 57x,
sujeto a: X; + 2Xo + X3
1.5x; + X2
X1

= 240,000
180,000
110,000

+ Xy

+X5

Los pardmetros de este modelo se vacian en el Tableau Sim-

plex, es pertinente recordar que a los coeficientes de la

funciodon objetivo se les cambia el signo.

DIAGRAMA DE FLUJO DEL METODO SIMPLEX

INICIO ‘

Obtener una solucidn
badsica factible al
problema de P.L.
construir el TABLEAU
SIMPLEX.

@

Encontrar minimo (aoj)

j=tn >

designe el indice como

P

La solucién
es Optima

k
Si

Por el momento se supondra
que se dispone de una solu
cion factible inicial. Una
forma para generar esta so
lucidén inicial se discute
mas adelante.

Encontrar la variable que
aumente mas, por unidad,
la funcidén objetivo. Los
empates se rompen arbitra-
riamente.

(Aumenta la funcidn objeti
vo? Si hay ag, negativas,
significa que s1 puede au-
mentar la funcidén objetivo,
en este caso Xp es la varia-
ble que entra a la base.

Se encontrd la solucidn 6p
tima si todas 1las aoj son
positivas.

613184
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encontrar
minimo {a;, /az}
L=4,m 50 |
&in

designe el renglén
como T ;

jencontrd alguna r?

No hay
solucidn
6ptima
finita

ALTO

a, .a.
k
H v, = Lo AR
acer aLj a{’j

para L # 1
a, .
Hacer a'.= —H_ L=n
B )
Cambiar los niveles del
TABLEAU. Descartar dos

indices primos. Descar
tar el antiguo TABLEAU.

Determinar cual es la varia
ble que sale de la base.
Si hay empates, el proble-
ma es degenerado.

Compruebe si hay cuando me
nos una ag, > 0. Si no, nin
guna variable dejarid la ba
se al aumentar X y no exis
te solucidn 6ptima finita.
La solucidén se dice que es
no acotada.

Calcular una nueva tabla
simplex utilizando operacio
nes rengldén. El elemento
anp (interseccidn de la co-
lumna que entra a la base
con el rengldn de la varia-
ble ‘que sale de la base) 'se
debe reducir a la unidad.
Los elementos en la misma
columna, por arriba y por
abajo, se deben convertir
EeR"gero.

Sobre esta nueva tabla se
repite la secuencia.



DIAGRAMA

Obtener una solucibn
basica factible al
problema de Programa
cién Lineal y Cons-
truir el Tableau Sim
plex

Encontrar, el minimo
(agj) Jy=i,n
Designe el fndice
camo k

Encontrar el minimo
(34'0 fﬂ(h]

‘0 l,m

agp >0

Designe el renglén
como A

ZEncontré alguna ?

S

La solucibn
6ptima

No hay
solucibn
6ptima
finita

ay; ag
Hacer a'. =a.. 2nf Sik
L if a,,
para 4 ¥ 12
[ - V) L=n
Hacer anj n
a, .
ny

cambiar los niveles del
Tableau. Descartar dos
indices primos. Descar
tar el antiguo Tableau.

TABLEAU DEL EJERCICIO

z X; X X3 ¥4 Xg
0 =76 -57 0 0 O
X4 (240,000 | 1 23 1 (]
X, [180,000 (1.5 1 0 1 0
X5 [110.000 | 1 0 0 o0 1
z X3 le X3 Xy Xs
0 -76 -57 0 0 O
%g/240,000 ( ¥ 2 1 0 O
%,{180,000 {1.5 1 0 1 0
x5|110,000 { 1 0 0 0 1
z X)] X2 X3 Xy Xs
0 76 -57 0 0 O
x3 |240,000 | 1 2 1 0" %0
Xy (180,000 {1.5 1 0o 1 0
x5 (110,000 | 1 0 0 1
-
z X3 X; X3 X, Xg
8,360,000 | 0 -57 0 0 76
x3| 130,000 { O 2 1 0 -1
x,| 180,000 | O 1 0 1-1.5
x| 110,000 | 1 0o 0 o0 1

EXPLICACION
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Ejemplo del
método Simplex

analitico

Solucidn bisica factible inicial
2 variables estructurales y 3 va
riables de holgura, en total
n+m = 2+3 = 5 variables en
el problema. La solucibén
es basica ya que hay n=2
variables a nivel cero, x,
Yy x2 .) cs factible ya que
cumplen con todas las res-
tricciones del problema, in
cluyendo las de no negativi
dad y es inicial porque en
ella se empieza a aplicar
el método Simplex.

En este caso el minimo (a,;) es
-76 y la xp que entra a "la ba
se es X Con la flecha se
ilustra este proceso.

La variable que sale de la base
se determina de la siguiente for

ma
a1 _ 240,000 . 240,000

ET
ayg . 180,000 _
528 - Sy = 120,000

asg , 110,000

a3)

en este caso ¢l minimo es

= 110,000

a
239 . 110,000
as)

cs entonces r = 3. F1 pivote
A3; = 1 es el que estd encerrado
en un rectfngulo y la variable
que sale es xgs como se indica
con la flecha.

El coeficicnte a,, se convicrte en
uno y los elementos de arriba y
abajo dec a,p se deben convertir

en cero por medio de operaciones
clementales entre los renglones

y se repite el mismo procedimien
to sobre el nuevo Tableau.
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X3

Xy

X3
x2
X}

Xs
X2
X)

TABLEAU 2

Xy Izlxa Xy Xs

8,360,000 | 0 -57 0 0 76
130,000 | 0 2 N
150,000 |0 [1] 0 1 -15
110,000 | 1 0 o &

TABLEAU 3
X1 X2 X3 Xy x_r,l

9,215,000 |0 0 0 57 -9.5
100,000 (0 0 1 -2[2]
15,000 |0 1 0 1-1.5
170,000 |9 0 0 0 1

TABLEAU 4
X] X3 X3 Xy Xs

9,690,000 | 0 0 4.75 47.5 0
50,000 |0 0 .5 -1 1
90,000 [0 1 .75 -.50
60,000 [1 0 -.5 1 0

a01=0, 292=-57, ag3=0; agu=0, 895=76
m;n(aoj)- ag, = -57 ; k=2 y es negativo

(la variable x; entra a la base)
ajo/ay; = 130,000/2 = 65,000 ;

820/822 = 15,000/1 = 15,000

a3p/azz no es posible ya que a3= 0 y
se debe cumplir que ag,>0. Luego
min(aio/a&) = ayp/az; = 15,000; z=2

(la variable bisica del 2°rengl6n sale
de la base) y a,,~ az;= 1 se debe re-
ducir a la unidad y los elementos arri-
ba y abajo de €1 se reducen a cero que-
dando la siguiente tabla

Min. (3, ) = ajq = -9.5

y es negativo; k= §

Min. (a;o/azp)= a,o/a, = 50,000 ; k=1
<

El elemento a, = 2 se debe reducir a la
unidad y los clementos arriba y abajo

de €1 se reducen a cero, quedando la si
guiente tabla.

Ya no hay elementos negativos en el ren
glén evaluador, la soluci6n es 6ptima

2* = 9,690,000
x¥ = 60,000
x4 = 90,000

x3 =0

xt =0

x* = 50,000



IIT1.2.3. Métodos de la gran M y de las dos fases

Si el modelo de P.L. aparece en forma estdndar, al agregar
las variables de holgura para obtener la forma canbnica,
se dispone de una solucidén badsica factible inmediata, que
es fijar las variables originales del problema en cero y
resolver el sistema para las de holgura. Algunos modelos
no aparecen originalmente en forma estdndar, ya que son pro

blemas de minimizacidn o las restricciones son del tipo ma

yor o igual que ( 2 ) o igualdades estrictas. Pero se pue
den transformar a esta forma aplicando las siguientes re-
glas:
1. Si la funcién objetivo es minimizar z se puede con
vertir a maximizar ya que:
Minimizar z = - Maximizar (-2z)
N . . ‘ cee *aipXp 2 by
2. Una restriccidén del tipo agixy * aiaXet dn¥n = DL
equivale a -ai1X1 - ag2X2m ... - 3ipXy < -bg
: A2 : ai1Xy + ai2Xe* ... * aipXn = Dby
3. Una restriccién del tipo i s
2 . AL XUE afxo+ . A i vy lis! Iby
equivale a dos desigualdades "4 7 %272 e =

y ag1X1 + aiXo¥ ... * BipXpy 2 b

ya aque estas dos se satisfacen s6lo en la igualdad.

Por ejemplo el siguiente modelo:

Minimizar z = 240,000y; + 180,000y, + 110,000y,
sujeto a y1 + 1.5y, + ys 2 76
2y, + ya2 > 57
yi, Y2, y3 2 0

se puede transformar a la forma estandar:
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Métodos para
obtener solucio
nes iniciales
factibles

Problemas de
minimizacidn

Restricciones
mayor o igual
que

Restricciones
de igualdad
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—Maximizar z = - 240,000y, - 180,000y, - 110,000y,

sujeto a -ya - 1.5y, - ys < -76
-2yq - Y2 < -57
Y1, Y2, ¥3 2 0

Para aplicar el método analitico del simplex se requiere
que la funcidn objetivo sea de maximizar y que los elemen
tos del lado derecho de las restricciones sean positivos,

sin importar el sentido de las desigualdades.

En el ejemplo, quedaria el problema

—Maximizar z = - 240,000y, - 180,000y, - 110,000y3
sujeto a y1 + 1.5+ Vis' | 9247 6
2y, + Y2 > 57
Y1, Y2, Y3 2|0

Este modelo se puede transformar a la forma candénica, por
medio de variables de holgura, que en este caso, por ser

las restricciones del tipo mayor o igual, se deben restar.

Forma candénica del modelo

—Maximizar z = - 240,000y,- 180,000y, - 110,000y3
sujeto a yi+ 1.5y, + Yy =" yh = 76
2)’1“’ Y2 - Y5 = 57

[AV4
o

Yi, Y2, Y3, Yu, Ys

Aqui no se dispone de una solucidén bédsica factible inmedia

ta, ya que si se fijan las variables originales yi1, Y2, ¥3



en cero, la solucidn para las restantes es y,= -76, ys= -57,
que no cumplen con las restricciones de la no negatividad.
Aunque se podrian fijar otras tres variables y resolver el
sistema restante hasta encontrar-una solucidén basica facti
ble, existen métodos eficientes para hacerlo, como son el
método de la gran M y el de las dos fases. Ambos requie-
ren de variables auxiliares que no tienen ningln signifi-
cado en el postulado original del problema y que sdlo sir
ven para iniciar el método. Si el modelo tiene solucidn
optima, deben desaparecer durante el transcurso de la so-
lucidén. Por esto se denominan VARTABLES ARTIFICIALES.

Cada método difiere en la forma de manejar estas variables.

Las variables artificiales se afiaden a cada restriccidn
del tipo mayor o igual que (ademas de las de holgura) y a

cada restriccidon de igualdad estricta.

METODO DE LA GRAN M. Como la funcién objetivo es una
maximizaci6én, una forma de tratar de eliminar a las varia
bles artificiales es asignandoles un costo muy alto, com-
parado con los beneficios que aparecen en el modelo. De
esta manera seran valores poco atractivos que no aparece-
ran en la solucidn Optima, si esta existe. La seleccidn
del costo es arbitraria y se acostumbra representar como
una constante algebraica denotada por M, en vez de repre

sentarlo explicitamente.

Por ejemplo, afladiendo variables artificiales a la forma

canbnica anterior:

—Maximizar z = - 240,000y, - 180,000y,- 110,000y, -Mya]-Myaz
sujeto a Y1 1.5y,+ Y3 - Yu 3 =76
2y, + Y2 - Ys * Yo = 57

YLZO ’('_=1’5 yalyyazzo
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Variables
artificiales

Método de la
gran M
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Ya; » Ya, SoOn las variables artificiales que tienen costo
M en la funcidén objetivo. Analizando Gnicamente las res-
tricciones se puede comprobar que si se fijan en cero y;,
Yo, Y3, Yu, ¥s €l sistema se resuelve para las artificia-
les, dando y, .=l 76, ¥4, 5 57 .que ya,es una,solucign basi-
ca factible. Sin embargo, el sistema no estd en forma ca
nénica, ya que si lo estuviera, no aparecerian y;,, Yg €N
la funcidén objetivo, de manera que antes de proceder a la
solucidn se debe conseguir la forma candénica. Esto se pue
de hacer en una tabla simplex y por medio de operaciones

elementales entre renglones.

1 Yig Ya Yu Ys Yai Ya2
0 240,000 180,000 110,000 0 0 M M

Yai 76 1 1.5 1 -1 0 1
Ya2 57 2 1 0 0 -1 0 1

Para facilitar la operacidén el primer rengldédn de la tabla

se dividird entre mil durante los cdlculos

Yll Y2 Y3 Yu Ys Yal Ya2

733 | 240-3M  180-2.5M 110M M M 0 0

ya| 76 1 1.5 1 a 0 1 0
yaz| 57 [2] 1 0 0 -1 0

Sobre esta tabla se puede aplicar el método Simplex.

Ejemplo
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Y1 Yzl Y3 Yu Ys Ya1 Yaz

-47.5M
-6840 0 60-M 110-M M -0.5M 0

Yar| 47.5 0 1] 1 -1 0.5 1 /
Yaz| 28.5 1 0.5 0 0 -0.5 0

Cuando una variable artificial sale de la base, se le pue
de eliminar de la tabla.

Y1 Y2 ¥3 Yu Ys Ya1

-9,690 0 0 = 50 60 90 M-60

Y2 47.5 0 1 1 -1 0.5 1
Y1 4.75 1 0 -0.5 0.5 -0.75 0.5

Todos los elementos del primer rengldn son positivos, de

manera que la solucidén es Optima.

Z*¥ = -9,690;000 y¥ s 4.75 ;0 y¥3=5 47.5 595 =0

En resumen, el método consiste en:

1. Aumentar variables de holgura a todas las restric Sintesis secuen
cial del método

ciones del tipo menor o igual ( < ). dé la gran M

2. Restar una variable de holgura a todas las restric-

ciones del tipo mayor o igual ( > ).
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Afladir una variable artificial a cada restriccidn
del tipo mayor o igual ( > ) y una a cada restric

cidén de igualdad ( = ).

Las var}ables artificiales si aparecen en la fun-
cidn obpetivo. El coeficiente en esta funcidn, pa
ra cada una de ellas, es de - M. Esta M es un ni-
mero muy grande comparado con los que aparecen en
el problema. No requiere de representacidén expli-

cita por lo cual se usa la M.

Con el problema en esta nueva forma, se vacia la

informacidén en una tabla simplex.

Por medio de operaciones elementales con los ren-
glones de la tabla, se convierten en cero los ele-
mentos de las variables artificiales en el rengldn

evaluador.

Se aplica el algoritmo del método simplex, manejan
do a la M como a una variable algebraica, hasta 1lle-

gar a la condicidn Optima.

Alternativas pdara la solucidn.

Si se eliminaran de la base todas las variables ar

tificiales el problema tiene solucidén factible.

Si no se pudieron eliminar, el problema no tiene

solucidon factible.

Si alguna variable artificial queda bédsica pero
con valor igual a cero esto indica que la restric

cidon en la que fue anadida es redundante.
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METODO DE LAS DOS FASES. Este método es similar al ante- Método de las

. >, . = . F
rior, s6lo que la M se considera tan grande que es practi- o Fases
camente infinita. E1 método tiene dos objetivos:

1. El1 objetivo de la fase 1, es minimizar la suma de Fase 1
las variables artificiales o equivalentemente ma-
ximizar la resta. Ya que la M es infinita, el mi
nimo tiene que ser cuando las variables artificia
les valgan cero. Una vez conseguido este objeti-
vo se pasa a la fase 2.
2. E1 objetivo de la fase 2, es maximizar la funcidn Fase 2
objetivo del problema original.
Al afiadir variables artificiales, el problema anterior que
daria como:
Modelo

Fase I Minimizar 3z' =
+ 2,
+ YartYaz matematico

Fase II —Maximizar z = -240,000y;- 180,000y~ 110,000y,
sujeto a yi+ 1.5y,+ Y3- Yu + Ya1 =76
2y 1+ Y2 TYs +Ya2 =57

o bien

Fase 1 —Maximizar z'

p yal ..yal
Fase II —Maximizar z = -240,000y;- 180,000y,- 110,000y5
sujeto a Y1+ 1.5y,+ Yst Yu  * Vg, =76
2y, + Y2 - ¥s *Ya, =57

De nuevo, al afiadir un objetivo para las variables artifi-
ciales, se pierde la forma candnica, la cual se debe recu-

perar.
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i Y2 Y3 Yu Ys Yai1 Ya2 Ejemplo método
de las dos fa-
Fase I 0 0 0 0 0 0 1 1 e
Fase 11 0 240 180 110 0 0 0 0
Yai 76 1 e 1 -1 0 1 0
Yazlr .57 2 1 0 0 -1 0 1

Mientras existan jyaniables artificiales,, €l objetivio de la

fase I es el que se utiliza para decidir qué variable debe
entrar a la base.

Y1l Y2 Y3 Yy Ys Ya1 Ya2

Fase 1 -133 1§ -3 -2.5"-1 1 1 0 0
Fase I1I 0 240 180 110 0 0 0 0
Yau 76 1 1.5 1 S 0 1 0
57 2 1 0 0 -1 0 1
a2,
Tableau correspondiente a la forma candnica. Sobre é1 se

aplica el algoritmo Simplex.

Ya Yzl Y3 Yu Ys Yal1 Yaz

Fase I 27.5] 0 -1 -1 1 ~-0.5 0 1.5
Fase II 6,840 | 0 60 110 0 120 0 -120
yai| 47.5 ) 0 1 -1 0.5 1 -0.5

-
yi| 28.5/ 1 o0.s 0o 0o -0.5 0 0.5

Y1 Y2 Y3 Yu Ys Yal1 Ya2

Fase I 0 0 0 0 0 0 1 1

Fase II -9,690 0 0 50 60 90 * -60 -60
Y2 47.5 0 1 1 S 0.5 1 -0.5
Y1 4.75 1 0 -0.5 0.5 -0.75-0.5 0.75

Aqui ya se consiguidé el objetivo de la fase I, las varia-

bles artificiales valen cero, se pasa a la fase ITI.



D! b4 Y3 Yu Ys
-9,690 0 0 50 60 90

vyo | 47.5 |0 1 1 -1 0.5
yi| 4.75 |1 0 -0.5 0.5 -0.75

Como todos los coeficientes de la funcién objetivo son po

sitivos ya se consiguié el objetivo de la fase II. La so

lucidén es Optima.

El método de las fases se puede resumir como sigue:

Las variables artificiales requieren de un objeti
vo que es minimizar la suma de las variables arti
ficiales (maximizar el negativo de su suma). No

aparecen en la funcidén objetivo original.

Este problema con dos objetivos se vacia en una
tabla simplex, la cual contendrd dos renglones eva
luadores.

Se hacen cero los coeficientes de las variables ar
tificiales en la funcidén objetivo de la fase I,

por medio de operaciones elementales con los ren-

glones.
Se aplica el algoritmo simplex. Cuando el objeti-
vo de jka)fage 1 =sea .cexro, seipbede 'eliminagr su ‘co-

rrespondiente rengldn evaluador.

Con la tabla simplex remanente se contintia aplican

do el método simplex hasta llegar al optimo.
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Sintesis secuen
cial del Método
de las dos Fases
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La siguiente tabla resume el manejo de las desigualdades

y de las variables artificiales en los dos métodos:

a. Método de la gran M. Manejo de desi

gualdades y va
riables artifi

Tipo de Variable de  Variable Coeficiente ciales
Restriccién Holgura Artificial en Z

< + X, 0

> -Xh +Xa -M

- * Xy - M

b. Método de las dos fases.

Tipo de Variable de Variable Coeficiente Coeficiente
Restriccidn Holgura Artificial en Z en Fase I en Z en Fase II
< + X 0 0
2 - X, + Xg -1 0
= + X, i 0

El método simplex estudiado hasta ahora, incluyendo el de

la gran M y el de las dos fases, requiere que las variables
involucradas en el modelo de programacidén lineal sean posi
tivas. Sin embargo, es posible manejar variables negativas
y variables no restringidas en signo, de la siguiente mane

ra:



En el método grafico, si el problema es de dos variables,

simplemente se considera todo el plano cartesiano con la

siguiente division:

<
x1 0

x2 >0

Cuadrante 1|1

>
x1 0

x2>0

Cuadrante |

Cuadrante |11
x1< 0

<
x2 0

Cuadrantes I y IV si x; >0

b. Cuadrantes I y II si x,

c. Cuadrante II UGnicamente,
tivars

d. Cuadrante IV Gnicamente,
tiva.

e. Cuadrante III Gnicamente,

Todo el plano cartesiano
sean no restringidas.

En el caso de 3 variables, ya no
blemas con variables negativas o

rible usar el método analitico.

Cuadrante IV

x1 >0

X, <0

Yy X2 es no restringida.

es no restrigida y x, > 0.

Sinx,Br@ ny Xy es¥nlegat-

si x;2 0 y X

, €s nega-

si x; Yy X, son negativas.

en caso de que X; Y X,

es practico graficar pro-

no restringidas, es prefe
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En el método analitico, se efectdan las siguientes trans-

formaciones:

a. Variables negativas Xjf 0
se sustituye por Xj =X —xy y se afiade la restriccidn
XUt e ">
oz xj > Xl 0o , X, ¢

b. Variables no restringidas

se sustituye por &j: x; —x} com X' 210 sinx¥y 0.

Por ejemplo considérese el siguiente modelo:

Minimizar z = 3x; + 5xo + 2x3

sujeto a Xp + X2 + X3 <5
2X1 + Xp + 1.5x53 < 7
Xy + 2X3 < 8

X203 Xo o D5 X, Nno restringido

se puede transformar en uno con variables estrictamente po
sitivas de la siguiente forma, X, se sustituye por x, = x}-xY
y se afiade la restriccidén de que xY% > x) que es equivalen-
te a x4y - x3 20, con x} , x% >0, x3 se sustituye por

X3 = X3 -x3 con x} , x5 >0 quedando el modelo como:

Minimizar z = 3x3+ 5(x; - x¥ ) + 2(x} - x} )
sujeto a X+ (x) - xy )+ (x3 - x4y ) <5
2xp+ (x) - XY )+ 1.5(xh - xy ) <7
X, + (el xY ) < 8
= b +X'2' >0
X1, X3 , xY ,Xé,x'a' 2%

el cual ya se puede resolver utilizando el método simplex
analitico. Con la solucibn, se obtienen los valores de

las variables originales.



III.3. Dualidad Dualidad

Considérense los dos modelos con los que se han mostrado
los métodos simplex|, de la gran M y de las dos fases, y su

solucidén Optima.

Modelo I:
Maximizar z = 76x, +|57x,
sujeto a x, + 2x, <240,000
1.5x; +|  x, <180,000
X, <110,000
Xy, %20

su solucidén optima

Xy Xy X3 Xy Xy
9,690,000 0 0 4.75 47.5 0
Xg 50,000 0 0 0.5 -1 1
X5 90,000 0 1 OIN/S -0.5 0
X4 60,000 1 0 -0.5 1 0
2% = 9,690.000 ; x} = 60,000 ; x% = 90,000 |; x% =0
Xt =0 ; x*=50,000
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Modelo II:

Minimizar z = 240,000y: + 180,000y> + 110,000y3

sujeto a y1 + 1.5y2 + ys 2 76
2}71 + Y2 2 57
Y1, Y2 , y3 20
su solucién Optima
Ya Y2 Y3 Yu Ys

-9,690,000 0 0 50,000 60,000 90,000

y2 47.5 0 1 1 -1 0.5

¥ 4.75 1 0 -0.5 0.5 -0.75

z%¥ = 9,690,000 ; vy

o
I
4
~
(8a]

<
N
]
~
~
w

Comparandolos se pueden obtener las siguientes conclusio-

nes:

1. Los dos modelos tienen el mismo valor de la funcidn
objetivo en la solucidén Optima.

2. Los coeficientes de la funcidn objetivo en el mo-
delo I, son los elementos del lado derecho en las
restricciones del modelo II.

3. Los elementos del lado derecho en las restriccio-

nes del modelo I, son los coeficientes de la fun-

cidén objetivo en el modelo IT.



4. Si los coeficientes de las restricciones de la for
ma estadndar del modelo I, se expresan en forma de

matriz, ésta seria:

si los coeficientes de las restricciones de la for
ma estindar del modelo II, se expresan en forma de

matriz, é€sta seria:

R & TR P
2 1 0

se observa que la matriz B es la transpuesta de la

matriz A.

S. La funcidén objetivo en el modelo I es de maximi-

zar. Fn el modelo II es de minimizar.

6. En la forma original, sin las variables de holgu-
ra, las restricciones del modelo I son del tipo me-
nor o igual que. En el modelo II son del tipo ma-

yor o igual que.

7. Los valores que aparecen en el rengldn evaluador
del Tableau 6ptimo del Modelo I son los de las va-
riables del modelo II. Los valores que aparecen
en el rengldén evaluador del Tableau 6ptimo del mo-

delo II son los de las variables del modelo I.

Estas relaciones entre los dos modelos 'no son casuales. En
realidad se trata de dos caras del mismo problema y cuando
se resuelve uno de ellos, simultaneamente y en forma impli

cita, se resuelve el otro:

97
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Al modelo:
Maximizar z = 76x; + 57x,
sujeto a X, + 02X, <
+
15X1 X, <
bRe <
Xy 5, Xp 2

se le 1llama MODELO PRIMAL

Al modelo:

Minimizar z = 240,000y, + 180

sujeto a y, +
2y1+

se le 1llama MODELO DUAL

< 240,000

180,000
110,000

0

,000y, + 110,000y,

1.5y, + ys 2 76
Y. > 57
yl ] yZ 5 }’3 2 O

En general cualquier problema de programacidn lineal se

puede rTepresentar en la siguiente forma matricial:

a. Maximizar z =

= 0
Ml |

sujeto a

|
v

Asociado a este problema existe uno con la siguiente for-

ma:

b. Minimizar z A4S

sujeto a

ol

ol

y tienen las siguientes caracteristicas:

Dual

Representacion
matricial del
modelo Primal

Representaciodn
matricial del
modelo Dual



Si uno de los problemas tiene solucién 6ptima finita, tam
bién la tiene el otro, y los valores 6ptimos de la funcidn

objetivo son iguales.

Si uno de los problemas tiene solucidén no acotada, enton-

ces el otro no tiene solucidon factible.

El problema a. se llama primal y el problema b. se 1lla

ma dual.

La reglas a seguir para pasar cualquier problema de progra

macidén lineal a su forma dual son:

Con respecto al problema original:

1. La funcién objetivo del problema debe expresar co

mo maximizar.

2. Todas las restricciones del problema deben ser del
tipo menor o igual ( < ) sin importar el signo del
elemento del lado derecho.

3. Todas las variables deben ser positivas.

La transformacidn es como sigue:
4. Los elementos del lado derecho de las restriccio-

nes pasan a ser los coeficientes de la funcidén ob-

jetivo del dual que es una minimizacion.

5. Los coeficientes de la funcidn objetivo pasan a ser

los elementos de lado derecho de las restricciones
del dual.

99

Caracteristicas
de los proble-
mas primal vy
dual

Reglas para ob-
tener el dual
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6. La matriz de coeficientes de las restricciones en

el primal se debe transponer en el dual.

7. Las desigualdades del dual son todas del tipo ma-

yor o igual ( > ).

8. Todas las variables duales son positivas.

Por ejemplo: obtener el dual del siguiente modelo: (Mo-
delo V)
Minimizar z = 3x1+ 5xp + 2X3
sujeto a X1+  Xo + X3 <5
2X1+ X, + 1.5x3 = 7
X1+ +* 2x3 > 8
x; > 0; xz2 <0 ; x3 no restringida
Debe expresarse primero como:
1. —Maximizar =z = -3x;- 5x, - 2x3 (la funcidén objeti

VO Sse expresa como maximizar).

2. Sujeto a X '+ x3 < 5
2X, + Xp + 1.5x3 < 7
-2Xy - X, - 1.5x3 < -7
- % - 2x3 < -8

Las restricciones son todas del tipo menor o igual que ( <)

3. Para transformar las variables en positivas se uti
lizan las transformaciones ya estudiadas anterior-

mente y el modelo queda:
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Modelo VI

—Maximizar z = -3x1- 5(x} - x}') - 2(x} - x3")
sujeto a: Xt (x3 - x3") + (x} - xi') <€ 5
Zx U - I R LORRG - xITR T
-2x,fF (x) - x3') - 1.5(x3 -'x}") < -7
- X, - 2(x3 - x}') g -8
(x5 - x3") < 0
Xy , Xy 5 M), Ny , X2' > 0

El modelo dual es entonces aplicando los pasos 4, 5y 6
(Modelo VII)

—Minimizar z = Sy;*+ 7y,- 7y,;- 8y,

sujeto a: Yt ZYam 2Zyst Y. > -3
g Yar Y3 +ys 2 -0

Y- Yot Y3 - ¥s 2 5

y,+ 1.5y,- 1.5y,- 2y, > -2

Y- 1.5y,+ 1.5y + Zy, > 2

Y1 5 Y2 5 Y3 5 Yu » Ys > 0

A este modelo se le pueden hacer algunas simplificaciones.
Primero la diferencia entre las variables y, , y, aparece
en todas las restricciones y en la funcién objetivo, de ma
nera que se puede sustituir por una sola variable y;= y,"y;
que seria no restringida. Las restricciones segunda y
tercera se pueden sustituir por una igualdad lo mismo que

la cuarta y quinta, quedando el modelo como: (Modelo VIITI)

Minimizar z= 5y, + Ty;- 8y,

sujeto a: Yy, * Zyy- Yy > -3
Y. Y2 - Ys <
-y, t 1.5y;* 2y, = 4

Y1, ¥y ,¥s 2 0 y, no restringida.
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Comparando el modelo I con el modelo II; el V con el VIII y

el VI con el VII se puede concluir que:

a. El modelo dual tiene tantas variables como restric

ciones tiene el primal.

b. EI modelo dual tiene tantas restricciones como va-

riables el primal.

De manera que existe la siguiente relacidn.

Variables primales «@/=——— Restricciones del dual Relaciones
primal-dual

Variables duales -a——= Restricciones del primal

Si las restricciones en cualquiera de los modelos, primal
o dual, son desigualdades, se les debe de agregar variables
de holgura; una por cada restriccidén, de manera que la re-

lacidén se puede establecer como:

Variables primales .a———#» Variables de holgura del dual

Variables duales -———p» Variables de holgura del primal

Por ejemplo, en los modelos I y II, las variables primales
son x; y X, las variables de holgura del dual son, y, Y Vs
Analizando, se puede ver que todos los coeficientes de x,,

dan origen a la primera restriccidén dual, en la cual se

agrega y,, la relacidon debe ser entre x; y ¥, - Los coefi
cientes de x, , dan origen a la segunda restriccidn dual,
luego la relacidén debe ser entre x, y ¥s . Las variables

duales son Y;, ¥Y» Y Ysque estan relacionadas con las varia
bles de holgura primales x,, x, y X, respectivamente. Re-

sumiendo la relacidbn es:
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X; @<= Yy
X, €=y,
Xy &= Y,
X, t=—p Y,

Xy == Y 4

La forma de encontrar el valor del problema dual, dada la Teorema de la
holgura comple-

solucidén Optima del primal, es a través del teorema de la b A

holgura complementaria que dice:

Para una restriccidn primal y su correspondiente variable
dual, los siguientes postulados concernientes a la solucidn

optima deben ser ciertos:

1. Si la_restriccidn no se satisface totalmente (su
correspondiente variable de holgura es mayor que
cero), entonces la correspondiente variable dual

€S Ccero.

2. S1 la variable dual es positiva, entonces la corres
pondiente restriccidén primal se satisface completa

mente.

En otras palabras, si la variable primal vale cero, ladual
correspondiente tiene valor. Si la variable primal tiene
valor positivo, la dual correspondiente vale cero. Los va
lores de las variables duales se encuentran en el rengldn
evaluador del tableau simplex 6ptimo, debajo de su varia-

ble primal asociada.

En el ejemplo se tiene que x,= 60,000, luego y,= 0; x,= 90,000
luego ys= 0, y x5=50,000 luego y=0. Como x; y x, son

cero, y, ¥ Y, tienen valor que se encuentra en el rengldn
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superior de la tabla o6ptima del primal o sea y; = 4.75 que
es el valor debajo de x3 (con la cual esta asociada) vy
y, = 47.5 que es el valor debajo de x, (con la cual esti

asociada).

Por Gltimo, sdlo resta darle un significado al modelo dual. Interpretacidn
econdmica del

Si el problema primal es uno de planeacidén, por ejemplo, dual

planeacidn de la produccién, planeacién de cultivo, planea
cién de inventarios, en los cuales se desea maximizar un
objetivo, sujeto a las limitaciones de los recursos, enton
ces el modelo dual es un problema de asignar precios a es-
tos recursos, y da como resultado, el precio que debe te-
ner el recurso para que la persona que estid enfrentada con
el problema sea indiferente a vender el recurso o utilizar
lo para producir, sembrar, mantener inventario, etcétera.
De manera que el dual es un problema de tipo econdémico que

tiene gran importancia.

Otra interpretacidn a los resultados del modelo dual es que
indican las cantidades en que disminuiria el valor 6ptimo
de la funcidn objetivo si faltara una unidad del recurso,
o bien la cantidad en la que aumenta este valor, si se dis

pone de una unidad adicional del recurso.

Por ejemplo, en el problema de '"Productos para Pollos,S.A"

sus variables duales se pueden interpretar como:

a. Si la harina de pescado se pudiera vender en elmer
cado a § 4.75/Kg., y el nutriente a § 47.5/Kg, el fa-
bricante seria indiferente entre vender y producir,
ya que obtendria el mismo beneficio en uno y otro

caso.

b. Si por algin motivo pierde harina de pescado o nu-

triente, por cada Kg. perdido, el beneficio de



$9,690,000 disminuiria en § 4.75 y § 47.5 vres-

pectivamente.

c. Si por algun motivo se puede disponer de mas hari-
na de pescado o nutriente, por cada Kg. en exceso
el beneficio de § 9,690,000 aumentaria en §$ 4.75 vy

$47.5 respectivamente.

Es interesante observar que la capacidad de empaque tiene
precio cero; esto se debe a que un recurso que sobra (50,000
unidades de capacidad de empaque) no influye econdmicamen-
te en el problema. S6lo tienen precio aquellos recursos que

se utilizan en su totalidad.

III.4. Implementacidn en Computadora

Existen en las principales computadoras, paquetes que re-
suelven los problemas de programacidén lineal aplicando el
método simplex, y otro similar a é€ste. Requieren lnicamen
te que el problema se plantee en forma estandar y que se
alimente como informacién los paradmetros del modelo. Pa-
quetes de este tipo son el TEMPO, disponible en miaquinas
BURROUGHS y el MPSX, similar al TEMPO para maquinas IBM.

Para implementar el método simplex en cualquier maquina
(grande o pequefia) se presenta la siguiente bibliografia,
que trae el algoritmo simplex codificado en los lenguajes
BASIC Y FORTRAN

BASIC: "Aplicaciones de la Computacidén a la Ingenieria"

Murray Lasso, Chicuriel Uziel-Ed. LIMUSA 1975
Capitulo 7: Programacidn lineal por computadoras
y su aplicacidén a la Ingenieria Industrial

pag. 147 a 163.

105

Programas de
computadora
con el método
Simplex



106

FORTRAN: "Optimization Technique with FORTRAN"

J. Kuester y J. Hize - Ed. McGraw-Hill
Capitulo 2: Linear Programming
pag. 9 a 91.
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CUESTIONARIO DE AUTOEVALUACION

Resuelva los siguientes problemas por el método grafice.

Un fabricante de chamarras de piel, se enfrenta a un problema para ma-
ximizar sus ganancias. E1l sabe que para conseguirlo debe fabricar cier
to nGmero de chamarras con forro y otra cantidad de éstas sin forro,
su ganancia por las primeras es de §$ 1,200.00 y por las segundas de

$ 800.00, ademds sabe que hacer el forro duplica el tiempo para hacer
una chamarra, el cual es de una hora.

Su taller tiene disponibles 15horas al dia para produccién, pero su pro
veedor s6lo puede entregarle piel para 9 chamarras, y requieren la mis
ma cantidad de piel cualquiera de los dos tipos.

Recurriendo a la Camara de Industria y Comercio, se enterd que existe
una demanda diaria maxima de 6 chamarras con forro y 13 sin éste. Aho
ra el fabricante no sabe qué hacer con estos datos, y ha decidido con=
sultar con un experto. (Como harid el experto para aprovechar esta in-
formacidén y resolver su problema?.

Un accionista de una Compafiia fabricante de radios escuchd en una comi
da, una informacidn veraz de la importancia que tendra la radiodifusién™
en los prdoximos afios, por lo cual ha pedido a sus expertos que investi
guen la forma de maximizar las utilidades de la empresa, debidas a la
venta de radios AM y AM-FM.

Los expertos han consultado con sus proveedores y estos informan que
pueden proporcionar 70  partes para radios AM-FM y 80 partes para ra-
dios AM semanalmente. Por condiciones de la empresa y los trabajadores,
los expertos saben que se cuenta semanalmente con 300 horas/hombre para
la produccién de piezas, 175 horas/hombre para ensamble y 60 horas/hombre
para inspeccidn, el departamento de ingenieria de métodos les ha propor
cionado la siguiente tabla respecto a lo que cada aparato requiere de
cada concepto.

Aparato Horas/hombre Horas/hombre Horas/hombre
Produccidn Ensable Inspeccién
AM 2 1 3/4
AM-FM 3 2 1/2

El departamento de finanzas informa que la utilidad neta por radio AM
es de § 900.00 y de $ 1,500.00 por radio AM-FM.

;Cudntos aparatos de radio se deben producir?

La divisidon de modulares Panasonic, S.A., desea maximizar sus utilidades
por la venta de modulares con ecualizador integrado y sin ecualizador.

E1l modular con ecualizador integrado obtendrd una ganancia de 3 unidades,
mientras que una encuesta realizada con anterioridad demostr6 a la divi
sidén que dejaria de ganar 2 unidades por la venta de un modular sin ecua
lizador.

De acuerdo a la encuesta realizada y a las técnicas de la divisidn en
cuanto a produccidn y ensamble se tienen disponibles:

Un mdximo de una unidad de tiempo para produccidén de partes y no menos
de cuatro unidades de tiempo para el ensamble. En ambos casos los mecdu-
lares requieren una unidad de tiempo para produccién de partes y dos uni
dades de tiempo para ensamble.
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L.

Un taller mecdnico automotriz desea anunciarse por radio y/o televisidn.
Tiene disponible para esto § 62,500.00. Cada 10 segundos de un comercial

por radio, cuestan $ 2,500.00 y cada 10 segundos de un comercial por tele
visién, cuestan $§ 5,000.00. N

Cada 10 segundos en radio alcanzan una audiencia -de 12,000 personas y ca-
da 10 segundos en televisidn, llegan a 20,000 personas. EIl taller requie
re maximizar la audiencia total pero estd interesado también en atraer a
dos grupos especificos: mujeres entre 21 y 35 afios y hombres de méds de
40. Quiere que su audiencia incluya cuando menos 10,000 mujeres en este
grupo y 8,000 hombres. Los medios de difusidén le proporcionaron los si-
guientes datos respecto a la audiencia que se consigue por cada 10 segun
dos de comercial.

Audiencia por 10 segundos de comercial

Mijeres (21-35) Hombres (40)
Radio 2,000 1,500
T 4,000 5,000

{Cémo debe asignar el taller su presupuesto de publicidad?

Resuelva los siguientes modelos por el método grafico

Maximizar z = 21xg + 15xp
sujeto a: Xq * xp < 10,000,000
Xa < 6,000,000
xp < 8,000,000
Xqg » Xp 2 0
Maximizar z = x; + 4x,
sujeto a: -x; + 4x, > 0
X) < 4
X, € 3
e X, < 0
Xy , Xz 2 0
Maximizar z = 2x; + 4x,
sujeto a: My 2xy < 8
2% i3 Xy < 4
Xeyors X921 2129
Maximizar z = X + X2
sujeto a: Tt ™= X, < 1
-X1 x, < 1
G ) S ) 17 ¢
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5. Dé solucidén al siguiente modelo utilizando:

a. El1 método de la gran M
b. E1 método de las dos fases

Minimizar z = 10y; + 16
sujeto a: -2y, + 4
2y; + 3

Y3

6. Resuelva el siguiente modelo utilizando:

a. E1 método de la gran M
b. E1 método de las dos fases

Minimizar z = 180y, + 30
sujeto a: 6y, + 2
Y1 -
Yt
Y1

g & 112y
Y2 12y3 > 8
Y2 - 4yz 2 1
» Yy 5 Y32 0
y2 + 60y3
y2 + ys > 8
Viey * Vidt® = -
Y2 - Y, &
s Y2 5 Y3 2

7. Resuelva el siguiente modelo utilizando el método de las dos fases:

Minimizar z = 8y; + 4y,
sujeto a: y1 * 2y
2y - Y2

Y1 » Y2

W

w

8. Obtenga el modelo dual del siguiente modelo primal:

Maximizar z= 500x; + 400x;

sujeto a: 2.5%x; + 2
X1

X1

X2

X2
X2

1A IA A

w

9. Obtenga el modelo dual del siguiente modelo primal:

Minimizar z = 20y, + 10y,
sujeto a: 2y + 3y,
1 * Y2

Y1 - Y2

Y1 o, Y2

VA

[}

1w

10. Obtenga el modelo dual del siguiente modelo primal:

Maximizar ZUE x; + 2x;
sujeto a: 2xy + 3xp
xp * X2
Xy - 2X

X1

X2
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MODULO IV~ ALGORITMOS ESPECIALES

Objetivos especificos:

Al finalizar el estudio de este médulo, el alumno:

1.

Modelarad un problema de transporte como uno de progra-

macidon lineal.

Obtendrada el modelo dual asociado al modelo de programa

cidén lineal.

Aplicara el método de la esquina noroeste o el de Vo-

gel para obtener una solucidén inicial.

Aplicard el algoritmo de transporte para obtener la so

lucidén oOptima.

Resolverd el problema de degeneracidn que se puede pre

sentar en el algoritmo de transporte.

i
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CUADRO SINOPTICDO

Oferta igual a la demanda
Problema de Transporte Coeficientes unitarios en las restricciones

Minimiza costos de transporte

Programacién Lineal
Modelo de Transporte
Dual

Vogel
Algoritmo de Transporte == Solucidn Inicial —= Solucidn 6ptima

Esquina
noroeste



IV.1. E1 problema de transporte

Una de las principales adreas de aplicacidén de la programa-
cidén lineal, son los problemas de distribucidén y transpor-
te. Este tipo de problemas requiere que determinados pro-
ductos (bienes) situados en puntos origenes (o fuentes), se
transladen fisicamente a puntos de destino (o demanda), de
manera que se satisfagan las demandas, sin exceder las ca-
pacidades de las fuentes y a costo minimo. Tipicamente,

los origenes representan fabricas donde se producen los

bienes, y los destinos a los almacenes que distribuyen 1los

bienes a los clientes.

El titulo de "E1l problema de transporte', es s6lo un emble
ma representativo de los primeros problemas que le dieron
origen. En la actualidad se ha usado esta técnica en pro-
blemas de planeacidén de la produccidén, programas de maqui-
nado, andlisis de localizacidn, programacidén de mano de

obra, etcétera.

El problema de transporte se puede ajustar a un modelo de
programacidén lineal y resolverse por medio del método Sim-
plex. Sin embargo, tiene una estructura tan especial que
se han desarrollado métodos méds eficientes que el Simplex

Las caracteristicas de su estructura son:

Los coeficientes de las variables en las restric-

ciones son siempre unos (1) 6 ceros (0).

Si la oferta es igual a la demanda (lo cual siem-
pre se puede lograr afladiendo origenes o destinos

ficticios), una de las restricciones es redundante.

La variable dual correspondiente a una restriccidn

redundante se puede fijar arbitrariamente.
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Estas caracteristicas se muestran en el siguiente ejemplo
y dan origen al método de transporte que es un método rapi

do y eficiente.

Ejemplo

Ferrocarriles Nacionales de México tiene disponibles en Za Aplicacion del
T Método de trancs

capl, Michoacdn 11 vagones de carga y en Toluca, Edo. de S

México 13 vagones, requiere de 6 vagones en Monterrey,
Nuevo Ledn , 4 en Tehuantepec, Oaxaca, y 14 en Jalapa, Ve
racruz.

Los costos de transporte estdn basados en los distintos cos
tos de procesos, tienen poca relacién con las distancias y

son los que se muestran en la siguiente tabla:

(1 (2) (3) -
gones
Monterrey Tehuantepec Jalapa disponibles
(1) Zacapa | $§ 6,000.00 $ 4,000.00 $ 3,000.00 11
(2) Toluca $ 2,000.00 $ 3,000.00 $ 5,000.00 13
vagones 6 4 14
requeridos

(Cual es la distribucién a costo minimo de los vagones?

La tabla contiene todos los parametros que requiere el mo-

delo y las variables se definen como:

x.. = namero de vagones de ferrocarril del origen <«
A '
que se transportan al destino 4.
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Las relaciones funcionales son:

La funcidn objetivo que minimiza el costo de distribucidn
de los vagones:

Min. z = 6000x,,+ 4000x,,+ 3000x,,+ 2000x, ,+ 3000x,,+ 5000x,,

que se puede expresar como una maximizacidén aplicando las

transformaciones que se tienen en el mdédulo IT.

— Max. z = -6000x;, - 4000x;,- 3000x,,- 2000x,,- 3000x,,- 5000x; 4

Las restricciones se¢ pueden dividir en dos conjuntos que Restricciones
. . de un modelo
expresan lo siguiente:

- No se puede exceder la oferta en los origenes.

- Se debe satisfacer la demanda en cada uno de los des-
tinos

1]

X11+ X122+ Xi13 11 Restricciones

13| de oferta

+ X211/t X22t X323

X11 + Xz = 6 Restricciones
X2 + X2z = 4 6
X13 + X5 = 14 demanda
donde x., >0 L=, 2
Lf =
] 1, 3

La primera restriccion indica que el nGmero de vagones de
ferrocarril, que se envian a Monterrey, Tehuantepec y Jala
pa, desde Zacapii no| puede ser mayor que los 11 de que se
disponen en este lugar. La Gltima restriccidn indica que
el nGmero de vagones|de ferrocarril que se envian a Jalapa
desde Zacapii y Toluca, tiene que ser 14, la cantidad deman
da en este lugar.
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El modelo queda como sigue:

Modelo de
Programacion

— Min. z = 6000x;;+ 4000x;5+ 3000xy5+ 2000X,1+ 3000X,5+ 5000, jineal
sujeto a:
X1+t Xyt Xy, = 1
Xt Xyt Xpy =13
X1 + X5, = 6
X2 b 1 =i
MR ST + X,y = 14
donde Xij >0 L=1, 2
=1, 2,3

El modelo dual del problema de

juntos de variables:

transporte,

tendra dos con-

Uno asociado a las restricciones de oferta y aue se

designan como U/L

Otro asociado a las restricciones de demanda y aue se

designan como Vj

El modelo dual queda asi:

Maximizar: z = 11U, +
sujeto a:
U, + v,
U, + v,
Uyt
U, +V,
U, + AP
U, +

Vs

\E

IA A IA A TA

A

13U, + 6V, + 4V, + 14V,

6000
4000
3000
2000
3000
5000

no restringidas

Modelo Dual



Cuando la oferta es igual a la demanda, una de las restric-
ciones del modelo primal es redundante, es decir, se puede
expresar como funcidén de las demds. Esto significa que en
el modelo dual a una de las variables se le puede asignar

un valor arbitraripo.

En el modelo primal de este ejemplo, si se suman las tres
Gltimas restricciones de demanda y se le resta la primera

restriccién de oferta, se obtiene la segunda.

La estructura del problema y estas caracteristicas permi-
ten utilizar un algoritmo mas eficiente que el algoritmo
simplex, este es el de TRANSPORTE en el cual s6lo se requie
re como informacidén, los valores del renglén evaluador,
cuidles son las variables basicas y cuidl es su valor. Esto
se puede llevar en una tabla mas compacta que tiene la si-

guiente forma:

Destino 1 Destino 2 Destino 3

Origen 1 kﬂﬂﬂl__ [4000 lSOOO
Origen 2 2oco | [5000 (5000

Cada celda de la tabla, tiene la siguiente informacidn:

el costo de transportar una unidad del producto (cuadro pe
quefio), del origen £ al destino 4, y cudntas unidades se
transportan de £ a/ §. Si la celda es bédsica, este sera
un valor positivo, 'si es no bidsica no se pone ningln va-

lor.

En todo problema de transporte debe haber tantas celdas
con variables basicas como la suma de restricciones de ori

gen y destino menos uno. En el ejemplo aue tiene dos ori-
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Celdas, restric
ciones y varia-
bles basicas
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genes y tres destilos, habrd 2+ 3 -1=4 celdas con va-

riables basicas.

IV.2. Solucidn inicial

E1l algoritmo con el que se resuelve el problema de transpor
te requiere para su aplicacidn, de una SOLUCION INICIAL BA-
SICA FACTIBLE, la cual se puede obtener por alguno de los

métodos siguientes:

- Método de la esquina noroeste

Método de Vogel.

IV.2.1. Método de la esquina noroeste
En este método los pasos a segulr son:

1. Seleccionar la celda de la esquina noroeste (en un Método para ob-
tener una solu-
cién inicial ba

mapa o en un plano, el norte queda hacia arriba y
el oeste queda a la izquierda, de manera que la es sica factible
quina noroeste es la esquina situada arriba y a la

izquierda de la tabla).

Fijar el embarque en esa celda igual a lo que sea
menor: lo disponible en el origen o lo que se re-

quiere en el destino.

Si es cero, designar a la celda como basica a nivel

cero.

2. Disminuir la cantidad en la celda a la cantidad en

el origen y| en el destino correspondientes.



Eliminar el rengldén o la columna que se haya conver

tide en ‘ceno.
Si hay empate, la solucidén es degenerada.

Eliminar un solo rengldédn o columna, pero no ambos.

3. Si se terminaron los origenes y la demanda se hace

alto, en caso contrario, se regresa al paso (1).

Siguiendo con el ejemplo, se tiene:
Destino 1 Destino 2 Destino 3
S le00o 4000 3000 | |,
e 12000 ISOOO 5000 13
6 4 14

1. La celda en la esquina noroeste es la celda del ori
gen 1, destino 1. El origen tiene disponibles 11
vagones y el destino requiere 6, lo menor es 6, lue

go en esta cantidad se fija el embarque, es decir,

X1 = 6.
Nota: en todas las demds tablas los costos estan
divididos entre mil.
Destino 1 Destino 2 Destino 3
Origen 1 6 [*6 | . 1_3 5
Origen 2 [*2 l % 1—5——— 13

Ejemplo

9
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Origen 1| 6 IE6 3 I—é———- 5
| 50

Origen 2

T T
Origen 1 6 ll6 4 LLE——— L—é———
1
Origen 2 hil——' uéi——- L—é———‘ 13
1

Al efectuar esta asignacidn, lo aue se tiene en el
origen 1 es ahora 11 - 6 =5 vagones y en el desti
no 1 se requieren 6 - 6 = 0 vagones, por lo cual se

elimina la columna 1.

Destino 1 Destino 2 Destino 3

2 3

13

—_ —

Atn quedan dos origenes y dos demandas, se debe
continuar con el método. La esquina noroeste es
ahora la del origen 1 y el destino 2. El origen
dispone de cinco vagones, y el destino requiere
cuatro. Se deben asignar 4, es decir x;4 = 4. Ac
tualizando los valores, en el origen 1, se dis-
pondridnide 5 - 4 =1 vagdn y el destino requiere
de 4 -4 =0 vagones, por lo cual se elimina la
columna 2.

Destino 1 Destino 2 Destino 3

14

O~

AGn queda un destino y dos origenes, se debe continuar
con el método.



Origen 1

Origen 2

Se asigna

1 y el destino 3, se actualizan los valores y se elimi

Destino 1 Destino 2 Destino 3
6 56— I 1 Ls

2 I s
0 0 | N

13

18

a la celda noroeste, que es la del origen

na el primer rengldn.

Origen 1

Origen 2

Destino 1 Destino 2 Destino 3
I I3 | 5
[}
1

0 0 13

Queda una sola celda a la que se le asignan

des.

La solucidén inicial con este método es:

Origen 1

Origen 2

Destino 1

Destino 2

Destino 3

6

4

T

L2

Ls |
.

13

13 unida-

121



\
122 \

Las variables bésiFas son:

X11 # 6 , X2 =4 Xig = 17, X23 = 13
|

Las variables no basicas son:

\
Xo1 70 , X2 =0

La funcién objetiﬁo vale:
\

z = i(6 x6) + (4 x4) + (3 x 1)+ (5x13)
= 120 mil pesos

IV.2.2. Método de Vogel

. . .
Requiere de los siguientes pasos:
\

1
1. Calcular para cada rengldén y columna la diferencia Procedimiento
del Métodoc de

entre el menor elemento de costo y el segundo cos- e
| oge

to menor% expresada en valor absoluto.

4
2. Escoger §1 rengldén o columna con la mixima diferen

cia. |

|
asjgnay lo mds posible a la celda con menor cos-

to en el renglén o columna (afin cero en el caso

degenerado) .
disminuir el origen y destino en la cantidad asig

nada. |
eliminar el origen o destino que sea cero, pero

no ambos.
) |

3. Si sblo gueda un rengldn o una columna, hacer la
y

i

|

|

| B i



asignacidn remanente con un elemento bdsico en ca-

da celda del rengldn o columna respectivamente y

parar, si no,

do al ejemplo.

Origen 1

Origen 2

En el rengldn del origen 1,

3, el segundo menor elemento es 4.

4 -3 =1.

Destino |1

ir al paso (1).

Destino 2

Destino 3

L6

L4

3

E

E

Ls

14

el segundo menor es| 3, la diferencia es

da columna la diferencia es

sitivo.

Origen 1

Origen 2

Diferencia

La mayor diferencia corresponde a la columna del destino 1.
En esta columna,
pondiente al origen 2, destino 1.
13, se deben asignar 6, si se asignan mis, se violarian

las restricciones de no negatividad de las variables.

6 -2 =4,

Destino |1 Destino 2  Destino 3
| 6 [ 4 [ 3
| 2 | 3 |5

4 1 2

Aplicando este méto

11

13

el menor elemento de costo es

La diferencia es

En el rengldn del origen 2, el menor costo es 2,
3 =2 =1,

4 -3 =1;y 5- 3 =2.

Estas diferencias sliempre dan como resultado un nGmero po-

Diferencia

la celda con el menor costo es la corres-

Se le puede asignar 6 0§

128

Aplicacidon del
Método
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Origen 1

Origen 2

Destino 1

Destino 2

Destino 3

L

E

e

1

E

Ls

6
™
0

14

11

Actualizando los valores, se observa que se debe elimi-

nar la columna del destino 1.

Quedan dos renglones y dos columnas, se debe continuar

el método.

Origen 1

Origen 2

Diferencia

Destino 1 Destino 2 Destino 3
”6 L4 3
|

T G G
1

Diferencia

La mayor diferencia es 2 y se puede tomar en el rengldn o

en la columna.

Se tomarad en el rengldn.

E1l menor elemen

to de costo es 3 y hay posibilidad de asignar 4 & 7 vago-

nes.

Origen 1

Origen 2

]
L]

Destino 1 Destino 2 Destino 3
T T
lLG 1;4 l 3
6|_EL2_ 4l§3 Ls
1 1

ofé'

14

Se asignan 4 y se actualizan los valores.

11
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Como queda una sola columna, se debe asignar un valor a
todas las celdas que restan.

Destino 1 Destino 2 Destino 3

Origen 1 L& -4 L4 1 IE 1
Origen 2 6 2 o 4 Ls 3 Ls SO0
0 0 N

11

La solucidn inicial con el método de Vogel es:

Destino 1 Destino 2 Destino 3

Origen 1 e | e |, Ls
Origen 2 6[——2——4I3 3|5

Las variables basicas son:

X13 =11, Xp1 =6, X2 =4, Xo3=3

l,as variables no basicas son:

X11 = 0, X22=0

La funcidén objetivo vale:

N
I

(3x 11) + (2 x6) + (3 x4) + (5x3)

72 mil pesos
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Se puede observar que cada método da solucidn inicial dis

tinta, aunque puede ser igual.

Se recomienda utilizar el método Vogel, ya que da una so-

lucidn inicial mds cercana a la solucidén o6ptima.

Siempre se requiere que la oferta sea igual a la demanda. Problemas no
Si la oferta es mayor que la demanda, se puede afiadir un palanceados
centro de demanda ficticio, que requiera lo necesario pa-
ra conseguir la igualdad. Los costos de transportar a es
te centro ficticio son ceros. Si hay mds demanda que ofer
ta, se anade un centro de oferta ficticio, con costo de

transporte igual a cero, que ofrezca lo necesario para

igualar.



IV.3.

Algoritmo de Transporte

Diagrama de flujo para resolver el modelo de transporte.

( COMIENZO >

1 Obtener una solucién bésica

factible inicial usando el
método de la esquina noroes
te o el de Vogel.

I

Especificar una variable dual
arbitrariamente para un ori-
gen o un destino.

Para todas las celdas b&sicas
se debe cumplir que:

Cij-UL»-Vj =

resolver para todos los valo-
res de U, y V; con esta f6r
nla. ‘

Para todas las celdas no bési

cas calcular el costo reduci-
do:

=C‘:j-U£-Vf

seleccionar la dij minima.

4

4

Alto la solucién
es Optima

CRITERIO
DE
OPTIMALIDAD

124,

Diagrama de
flujo



128

la variable con la d.éj mis

negativa debe de entrar a la
base.

Y

Encontrar una serie de brincos
alternativos, verticales y ho-
rizontales, anilogos al movi-
miento de una torre de ajedrez,
que comiencen y terminen en la
celda que entra, con todos los
brincos intermedios en celdas
basicas. No se puede caer en
una celda basica mis de una
vez.

Y

Indicar la celda que entra a la
base con un signo + y a las
celdas basicas altermativas con
signos + y -

\

Escoger el menor elemento bé-
sico que tenga signo - ( si
hay empate romperlo arbitraria-
mente). Amadir la cantidad mi-
nima asi determinada a las cel-
das con signo + , y restarla
de las celdas con signo - .




Se resolverd el ejemplo utilizando el algoritmo de trans-
porte.

a. Se comenzari con la solucién badsica factible dada por

el método de la esauina noroceste.

Destino 1 Destino 2 Destino 3
Origen 1 6 L—g———j 4 l ‘o 1 l 4
Origen 2 LJ£~—4 I z 13 i 3

Hay aue recordar que existen variables duales U; asociadas
a cada origen y variables duales Vj asociadas a cada desti
no. Alguna de estas variables se puede fijar arbitraria-

mente. Por ejemplo U, = 0. Para las cuatro celdas basi-

cas se debe cumplir! oue Cij U; - Vj = 0. Asi se calcu-
lan los demas valores de U; y V;

C,, -~ U, -v, =20 6 -0-V, =0 V, = 6

C,, U, -V, =0 4 -0-V, =0 v, = 4

C,s - U, -Vy =20 3-0-Vy, =0 V, = 3

Coy - U, -V, =0 5 - U,- 3 =0 U, =0
Destino 1 Destino 2 Destino 3 U

Origen 1 o LS 4u—1‘—3——o

Origen 2 O Li;~—~ ' L;i———‘ 13 Lii———— 2

V; 6 4 3

J
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Aplicacién del
algoritmo

Variables
asociadas
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Para las dos celdas no basicas, hay aue calcular:

dl'.j'=cz(:j'_U/é_Vj'
d21=C21-U2-V1= 2-2-6 = -6
de2 =Cop -Up -V, = 3-2-4 = -4
E1l valor minimo corresponde a la dz21= -6 . Esto significa

que la celda del origen dos y el destino uno, debe conver-
tirse en basica. Para encontrar oué celda (variable) debe
salir de la base, se realizan los movimientos indicados en
el sexto bloaue del Algoritmo de Transporte. Se comienza

en la celda que entra a la base colocando un signo ( + ).

Destino 1 Destino 2 Destino 3

Origen 1 cole o, la g ols |
origen 2 | I s |5 L]

Se brinca a una celda basica, el brinco puede ser vertical

u horizontal. Se hara horizontal en este ejemplo.

Destino 1 Destino 2 Destino 3

Origen 1 6 [6__ 4 ‘4_
Origen 2 () Lié___ L_é____ 13 Lii___

Como este brinco fue horizontal, el siguiente tiene que ser

vertical, esto es, aue deben ser alternativos.

Celda basica



[
Destibo 1 Destino 2 Destino 3

Origen 1 6 4 LJ£—~_ 1 Lﬁi___
| 4
Origen 2 (+)__JE___ ____Jjgéj—:ﬂ:13 Lii———

Después de este brinco vertical se debe efectuar uno hori-
zontal. }

Destino 1 Destino 2 Destino 3

1
Origen 1 6 l—ﬁ— N
) | !
Origen 2 ) L2 | L¥§——— 113

ais

Por Gltimo, se efect@ia un brinco vertical aue lleva nueva-
mente a la celda inﬁcia].

\
Destino 1 Destino 2 Destino 3

Origen 1 6 Lf1~—— 4 Lft_*_ 1 l 3
i ; 2
Origen 2 (+)E | L_EL___.§13 L_§____

En cada una de las celdas basicas a donde se llega en cada
brinco se 1le asignaiun (+) oun ( - ) en forma alterna,
es decir, después d? un ( - ) sigue un ( + ); después un
Cc -) ..., etcéteraT LLa celda aue debe entrar a la base
debe comenzar con (t+ ) y terminar con ( + ). Estos signos
indican que, al entrar una nueva variable a la base, algu-
nas de las que ya eftaban aumentaran su valor (las que tie

nen signo +), y las/ demds lo disminuiran (las que tienen
\

|
. B IS = -

131
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signo -). Se quiere determinar, de entre las que disminu-

yen, cual es la primera que llegue a valer cero.

Destino 1 Destino 2 Destino 3

- +
Origen 1 (6) I g 4 I . (1) 2
e e -\
+)1 (-
Origen 2 ( ),IL_;Z ________ L__S__ J1(3) >
Las celdas que tienen un ( - ) son la celda del origen 1 y

destino 1, y la celda del origen 2 y destino 2, la que tie
ne el menor elemento basico es la primera, con Xx;; = 6. Es
ta es la variable que sale de la base. Esta cantidad se

afiade a las celdas con un ( + ) y se resta de las que tie-

nen (-) quedando la nueva solucidn:

Destino 1 Destino 2 Destino 3
le | , L4 :

6 L2 Ls 7

Origen 1

ila

Origen 2

Las variables basicas son:

Las variables no basicas son:

La funcidén objetivo vale:

I

(4 x4) + 3 x7)+ (2x6)+ (5x7)

84 mil pesos

z

i



Se puede comprobar que hubo una reduccidén de costo con res
, 2

pecto a la solucidén inicial.

Para esta nueva solucidon se deben evaluar sus variables
duales y calcular 1las dij que indicardn si se llego a la so-
lucidén Optima o hay que proseguir. La seleccién de la va-

riable dual aue se debe fijar es arbitraria, por ejemplo,

ahora se puede fijar V2 = 0 (cero es siempre el valor mas

conveniente) .

Para las celdas béasicas: Cij - - V{ =0
C12 - U1 - Vz =0 4 - Ul -0 =0 U1 = 4
C13 SIS V3 =0 3 -4 - V3 =0 Vg = -1
Cza - Uz = V3 =0 5 - Uz '(-1.) =0 U2 = 6
C21 - U2 - V] =0 2 -6 - V1 =0 Vl = -4

Destino 1 Destino 2 Destino 3 U

Origen 1 e | , La |, pe-d
Origen 2 6 L—;——— 0 L—§~—— 7 = 6
—
v -4 0 -1

Obsérvese que las variables duales, por no ser restringi-

das, pueden tomar valores negativos.

Para las celdas no bidsicas, hay que calcular:

d/(:j’Z C/Cj’ - Ug -Vj’
dyy =Cy - U, -V, = 6-4-(4 = 6
d22:C22‘U2_V2= 3"6‘0 :"3

133
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El valor minimo es -3, que indica que aln no es la solucidn

Optima y que esta celda debe entrar a la base.

Para encon
trar la celda que sale de la base,

se efectlian los brincos
alternativos, que deben comenzar y terminar en la celda del
origen 2 y destino 2.

Destino 1 Destino 2 Destino 3

. Lo [ [e Jom[s
Origen 1 4 - ,!7
ECHENISYE
Origen 2 6 — 37

La celda con ( - ) que tiene el menor valor es la del ori-

gen 1 y destino 2 con x;, =4 . Esto indica que esta varia

ble, sale de la base y que 4 se debe afiadir a las celdas

con (+ ) y restar de las celdas con ( - ).

Quedando 1la
tabla como sigue:

Destino 1 Destino 2 Destino 3

Origen 1 l : 1 ¥

N
[s

Origen 2 6 l . 4 T 2 3

Las variables basicas son:

X13=11, X21=6, X22=4, X23:3
Las variables no basicas son:

x11 = 0, X12 = 0

La funcidn objetivo vale:

2= B3x 1)+ (2x6)+ (3x4)+ (5x3)

72 mil pesos



|
La cual es menor que el costo de la anterior solucién. Pa

ra comprobar si esta es la solucidn Optima o si se debe
continuar, se deben evaluar las variables duales y las
L
dij' Ahora se fljafa U, = 0.
i
\

Para las celdas basicas se debe cumplir: CA{' Ug - Vj = 0
Cor - Up - V1 =0 | 2-0-Vi =0 Vi = 2
sz—Uz-V2=0\ 3-0-Vy, =0 V, = 32

\
C23—U2—V3=0‘ 5"0‘V3=0 V3=5
Cis - Uy - Vs =0 | 3-Ui-5 =0 U, = -2
\
\
i
Destino 1 Destino 2  Destino 3 Uy
i
Origen 1 Lli——— I ! 11 [ P 22
Origen 2 6 L—%~—— 4 I = 3 I > 0
5 \
\j 2 | 3 5
\
\
Para las celdas no hédsicas se calcula: de= CLj"UL"Vj
\
d11=C]1 —‘Ul ‘V1 = 6 - (’2) - 2 = 6
\
C112=C12 —\Ul 'Vz = 4 - ("2) -3 = 3
\
| oL 1z
Como el valor de todas las di{ es positivo, 1la soluciodnes

optima (criterio de optimalidéd), es decir z*¥ = 72 mil pesos,

gque el costo minimo [por trasladar 11 vagones de Zacapo a Ja

lapa, 6 vagones de Toluca a Monterrey, 4 vagones de Toluca

a Tehuantepec y 3 vagones de Toluca a Jalapa.
l

|
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Se puede comprobar en este caso, que la solucidn &ptima es Soluci6n 6ptima
la misma que la inicial con el método Vogel. Esto no suce
de siempre. Pero el método Vogel acerca mds, por lo gene

ral, a la solucidén 6ptima, que el de la esauina noroeste.

IvV.4. Soluciones degeneradas
Una solucidon es DEGENERADA si una o mads variables basicas Concepto de
son iguales a cero. Fsto sucede en el método de la esaui- ZZ;2¥§2325
na noroeste o en el de Vogel cuando al asignarse el valor
en una celda, lo disponible en el origen es igual a lo re-
querido en el destino, vy en el transcurso del método de
transporte, cuando dos o mas celdas con ( - ) tienenel mis
mo valor miniro, se debe entonces hacer una celda béasica
igual a cero. Para que no se confunda con una celdano ba-
sica se le asigna un valor muy peaquefio, que se designa co
mo €. Para operar con é&l, se utiliza la siguiente tabla,
Operaciodon Resultado Ejemplo

0 + ¢ = 0+e=c¢

e +|e = € e+e=c¢

e -|e = 0 e-e=20

k +le = k 5+e=25

k - € = k 3-eg=3

k = € = 0 7%¢e=20
Por ejemplo, considérese la siguiente tabla correspondien- Ejemplo

te a un problema de transporte.



Origen 1

Origen 2

Demanda

Destino 1  Destino 2 Destino 3
Ls (7 (1]
li2 | 8 L6

3 4 5

Aplicando el método de la esquina noroeste.

Origen 1

Origen 2

Origen 1

Origen 2

Se debe tachar el renglén o la columna que se hiciera

cero, pero no ambas.

Destino 1 Destino 2 Destino 3
I [ 7 [11
3
12 8 16
I
|
AN 4 5
0
Destino 1 Destino 2 Destino 3
I RE 11
3 i 4
Iﬁz 8 |16
|
B ™ :

Oferta

#

Se tachard el rengldn.
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Destino 1 Destino 2 Destino 3

1
g 7 l11
Origen 1 34 4 I \Z\\ 0
_______ S S E—
lh2 IE l16
Origen 2 ! € 5 IO
L
S AN
0 0 5

En la celda de 1a esquina noroeste la (2,2) se puede

asignar cero o cinco. Se escoge el menor, que es cCero,
es decir, la celda es bdsica a nivel cero. Se le asig-
na entonces una €. Se actualizan valores: 5 -¢€ =5,
0-e=0.

Destino 1 Destino 2 Destino 3

I8 7 BEERSN
Origen 1| 3 T 1 4 ‘| ] MO0
!
12 ' 8 e |
Origen 1 ! € 7 5 N0
1 |
SN S,
0 0 0

Destino 1 Destino 2 Destino 3

Origen 1 k] 4

Origen 2 € 5




Las variables basicas son:

X1 =3,

X12=4s

Las variables no basicas son:

X13=0,

X3 =0

LLa funcidn objetivo vale:

Z
27

z

ndtese que la variable

Xoio = [EF

Xgp =-E ,

+ 28 + 0 +

X23=5

(9 x3) + (7x4) + (8xe)+ (16 x5)

80 =

es basica a nivel cero.

Aplicando el algoritmo de transporte

Destino 1 Destino 2 DNestino 3
| Lo | [z [ lu_|
Origen | | 3 4 d,; =-6
| liz_ | | 8 L6
Origen 2 dry; =14 € 5
. 17
Vi 9 7
Destiho 1 Destino 2 Destino 3
o [ 1z ] ]
Origen 1 3
¢ J,‘__—_ . 1
: 4
|12 (+)! |8 (<) (16
Origen 2 e ¢ RE

EJl menor valor en la celda con (

- ) es 4.

U

11545
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Destino 1 Destino 2 Destino 3

: lo | | 7 111

4

12 E l16

Origen 2 4 1

Origen 1

Para obtener la solucidn:

I
S~ = H O

Se deja al lector llegar a la solucidén Optima.

IV.5. Problema de Asignacidn

El problema de asignacidén es un tipo especial de problemas Asignacidn
de programacidén lineal, en el que los recursos se asignan

a las actividades en relacidén de uno a uno. Asi cada re:

curso (por ejemplo, un empleado, mdquina, etcétera) se ce-

be asignar de modo Gnico a una actividad particular (per

ejemplo una tarea, sitio, etcétera).

Se tiene un costo C;; asociado con cada recurs» { que se

14
asigna a la actividad j. El objetivo es determinar en qué
forma deben realizarse todas las asignacicnes para minimi-

zar los costos totales.

No se explicar@ en es*os apuntes, el algoritmo para resol-
ver este problema ., Este se encuentra en HILLIER, F. y LIE
BERMEN, G., Ijtroduccién a la Investigacidén de Operacio-

nes, McGraw—hill, 1982.
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CUESTIONARIO DE AUTOEVALUACION

I. Resolver los siguientes problemas:

i1.

La Comisién Federal de Electricidad, tiene en su drea cer
cana al Valle de México, cuatro termoeléctricas que se
abastecen de carbdén, en tres minas cercanas. Cada una de
estas minas produce 750, 300 y 400 toneladas de carbén res-
pectivamente. Cada termoeléctrica debe producir 125, 175,
300 y 200 Megawatts, respectivamente. El costo de produc
cién de una tonelada de carbén es de § 10, § 15 y $§ 20
en las minas 1, 2 y 3 respectivamente. El costo de trans
portar una tonelada de carbdon de la mina a la termoeléc
trica se da en la siguiente tabla.

Termoeléctrica
1 2 3 4
1 . 5 4 3 2
Mina 2 4 6 7 3
S 7 S 4 4

La eficiencia de las termoeléctricas es tal que una tone-
lada de carbdén produce 0.5 Megawatts en la termoeléctrica
1, 0.5 Megawatts en la termoeléctrica 2, 1/3 de Megawatts
en+la -3ty @.25:Megawatts ten La 4.

Resuelva los siguientes incisos:

a. Formule el modelo de programacibén lineal,
b. Formule el modelo dual,

c. Obtenga 1la solucifn inicial por el método de la esqui-

na noroeste.
d. Obtenga la solucién inicial por el método de Vogel.

e. ¢(Como se debe distribuir el carb6én para minimizar el
costo total y cufl es la potencia producida en cada
termoeléctrica?

Una 1linea de autobuses urbanos requiere despachar sus auto
buses a los puntos P, , P, , P3 , P, dentro de la ciudad.
Cada uno de estos puntos requiere respectivamente de 1, 6,

2 y 6 unidades respectivamente.

Esta linea cuenta con tres garages en cada uno de los cua-
les se encuentran 5 autobuses almacenados. El tiempo de
viaje desde cada uno de los garages a los respectivos pun-

tos se muestran en la siguiente tabla:



142

Autobuses
Puntos By Py Py Py disponibles
Garage, 5 4 3 z 5
Garage, 10 8 4 7 5
Garages 9 9 8 4 §
Autobuses
requeridos 1 6 ce w¥2 6

El despachador desea que el tiempo que les toma a cada
uno de los autobuses desplazarse de su garage a su punto

de destino, sea el minimo posible.

Resuelva los siguientes incisos:

a. Obtenga el modelo de programacibén lineal.
b. Obtenga el modelo dual.

c. Obtenga la solucién inicial por el método de la esqui-

na noroeste.
d. Obtenga la solucién inicial por el método de Vogel.

e. (C6bmo se deben asignar los autobuses?

3. La compafiia "Fertilizantes Mexicanos', posee una lfinea de

tres fertilizantes, cuya oferta mensual-es, en tconeladas.

Fertilizante Oferta
A 5000
B 2000
G 3000

En cuatro zonas de cosecha se requieren de estos fertili-
zantes, la cual se indica en la siguiente tabla (en tone-

ladas mensuales)

Zona Demanda
X 2000
X 3000
3 1000
W 2000

El costo de transportar cada fertilizante de la planta a
la zona de cosecha es, en pesos por kilogramo, el que se

muestra en la siguiente tabla:
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Zona
X ¥ Z w
A 2 S 1 2
Fertilizante B 3 2 2 4
¢ 2 1 1 3

Resuelva los siguientes incisos:
a. Obtenga el modelo de programﬁcién lineal.
b. Obtenga el modelo dual.

c. Obtenga la solucidn inicial con el m&todo de la esqui-
na noroeste.

d. Obtenga la solucién inicial con el método de Vogel.

e. (Qué tipo de fertilizante se debe asignar a cada zona
y en que cantidad para minimizar los costos de trans-
porte?
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MODULO V REDES

Objetivo especifico:

Al finalizar el estudio de este médulo, el alumno:

1. Aplicarad los métodos apropiados para resolver proble-
mas de flujo midximo, drbol de minima expansidn, ruta mas

corta y, planeacidén y control de proyectos.
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CUADRO SINOPTICDO

Dirigida
Red

No dirigida

.

(Cadena

Red conexa
Conceptos <
Cicle
Arbol

.

-

Flujo mdximo

Arbol de minima expansidn
Algoritmos <
Ruta mé&s corta

Ruta critica
“




V.1. Concepto de Red

Una RED (grafo) es un conjunto de puntos llamados NODOS,

que estdn unidos entre si por lineas que se denominan ARCOS.

‘ i 48 3 ' iq3 i |
Algunos problemas gue se presentari en la vida cotidiana se
pueden modelar como una red, por ejemplo:

1. En el Sistema de Transporte Colectivo, las estacio-

nes son los nodos y las lincas del metro los arces.

Estaciones (nodos)

Lineas (arces)

147

Concepta de
Red, Nodo vy
Arco

Ejemplos de
redes
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2. En las rutas de los aviones las ciudades son los no-

dos y las trayectorias son los arcos.

Ciudades (nodos)
|~

Redes (arcos)

3. E1 sistema de ejes viales.

4. El1 sistema de comunicaciones telefdnicas.

5. El sistema de transporte por carreteras.

6. E1 sistema de oleoductos y gasoductos, etcétera.
V.2. Descripcidn y caracteristicas de las redes

Una red (grafo) se puede describir enumerando los nodos y

los arcos que la constituyen. Asi los nodos se numeran o

se indican con letras del alfabeto, y el arco se denota por

los nodos o puntos que conecta. Por ejemplo: Los cinco

nodos de la red que se muestra estan numerados del 1

y tiene los siguientes arcos;

al 5,

Descripcidn
de una red



Un arco conectado al nodo 1

gom &t niodieo 2. 1o v (1,2)

Un arco conectado al nodo 1

con el nodo 3. Arco (1,3)

Un arco conectado al nodo 2

com gl nade. 3.4 Arco (2,3)

Un arco conectado al nodo 3

con el nodo 5. Arco (3,5)

Un arco conectado al nodo 4

con el nodo 3. Arco (4,3)

Un arco conectado al nodo 4

con el nodo 1. Arco (4,1)

Un arco conectado al nodo 5

cons ed; npdoy 4.+ Areo) +(5,4).

Ademds de la representacidn grafica, una red también puede
representarse como una matriz booleana (formada por ceros
y unos), en donde los 4 renglones y las j columnas seran
los nodes de la red. Un cero en el elemento ({,j) de la ma
triz indica que no hay arco uniendo al nodo £ con j. Siel
elemento (4,f) de la matriz es un uno, indica que si hay
un arco uniendo al nodo £ con el nodo j. Asi se tiene que

la matriz booleana de la red anterior es:

1 24445
- =
1T o 1 1 0 0
2 o 0o 1 0 0
3 /o 0 0 0 1
4 |1 0 1 0 0
5 Jo 0o 0 1 0

149
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Un arce puede ser DIRIGIDO, si tiene asociado un sentidoo Arco dirigido

_ . _ diricid
NO DIRIGIDC en el caso de que no tenga asignado un sentido. e

Por ejemplo:

. 6 El arco (A,B) es dirigido ya que el

sentido es de A hacia B.

El arco (C,D) es no dirigido, ya que

<:>w‘ ‘ C] no tiene especificado ningln sentido
éste puede ser de C hacia D o de D
hacia C.

Si la red 86lo tiene arcos dirigidos, se trata de una RED Red dirigida
PIRIGIDPA. Por ejemplo, las redes a las que dan origen los

sistemas de comunicacibn por radio y televisi6n, serfan re

des dirigidas, ya que el flujo de la informacidn tiene que

ser nodo de la central de transmisidén a los nodes que re-

presentan a las repetidoras, y de &stos a los nodos que re

presentan a las radio receptoras.

Receptora

Repetidora

Repetidora

Repet [dora )

Recaptora

Receptora)
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La red que, representa al sistema de transporte colective Red no dirigida
es una red no dirigida, ya que el flujo de pasajeros no tig

ne asignado un sentide, se puede viajar de la estacifn Za-

ragoza ( que seria un nedo) a la estacién Pino Sudrez (que

seria el otro nodo), o de Pino Sudrez a Zaragoza.

Algunos problemas se pueden representay por redes en los

que los nodos se enéuentran divididos en dos subconjuntos,

con todos los arcos de la red uniendo a leos nodes de un

subconjunto con 1os‘nodos del atre. Se¢ les conege como

REDES BIPARTITAS. 'Por ejemplo, les problemas de transper Red bipartita
te dan origen a una red bipartita, con todeos los Q?Igeucs

en un subconjunto y‘los destinos en el otvro. Los arcoes

representan el flujé de las unidades @a transportar de un

origen a un destino,

ubconjurto 1 Subconjunto 2

destinos

Algunos conceptos de particular importengia en una red son

a

siguientes (se muestran ejemplos referidos al sistema

de transporte colectivo).

- Una CADENA es un conjunto ordenado de arcos que Cadena
conectan g dos nodos por medio de nodos intermedios.

Por cjemplo, en una red del metro, si un nodo es
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la estacién Tacuba (nodo 15) y otro es la esta-
cidn Taxquefia (nodo 1), una cadena que une es-
(16,11)

(ver figura de la red del me

tos dos nodos estd formada por los arcos
(11,8), (8,6) y (6,1)
trg).

- Una RED CONEXA es una red para la cual existe
una cadena entre cualquier par de nodos. Por

ejemplo, la red del metro es una red conexa.

- Un CICLO es una cadena que conecta a un nodo con

el mismo. Por ejemplo, en la red del metro, la
cadenar s (8,41) , sk (12,8)

conecta al nodo 8 con el mismo.

es un ciclo, ya que

- Un ARBOL es una red conexa que no contiene ciclos.

Por ejemplo, en la red del metro, si se eliminan

los|/arcos (8,11) y (6,5), con lo que se quitan

los ciclos, se obtiene un arbol.

Red conexa

Ciclo

Arbol



Estudiando una red se puede obtener informacidén importante
para el sistema original, como puede ser, la de unir los

nodos de una red, a costo minimo o con la distancia minima.
Se puede determinar cudl es la ruta mds corta entre dos no
dos cuaiesquiera de una red, y cuidl es el flujo maximo que

se puede enviar a uno de ellos.

La realizacidén en el tiempo de algunos proyectos se puede
representar por una red. Si se desea determinar cuidles ac
tividades de este proyecto son las mas importantes, cuanto
tiempo requeririd el proyecto y qué holgura se dispone para
realizar las actividades que lo constituyen, se determina-
ra la ruta critica del proyecto. A continuacidn se expli-
caran los cuatro algoritmos que permiten obtener esta in-

formacidn.

V.3. Problema de flujo maximo

El problema de flujo miaximo se presenta cuando se requiere
determinar cudl es la mayor cantidad de un bien que se pue
de enviar de un nodo (nodo origen), a otro cualquiera de
la red (nodo final), desde luego que deben existir una o
mds cadenas entre estos nodos, y los arcos que las consti-
tuyen tienen restricciones en cuanto a la cantidad, de ese

bien que puede fluir.

Considérese el siguiente ejemplo: E1l gasoducto que une a

la ciudad de Reynosa, Tamaulipas con el campo productor de
gas natural en Cactus, Chiapas, ha sufrido un desperfecto.
Para cubrir las necesidades de la ciudad de Reynosa, se re
quiere determinar cudl es la midxima cantidad de gas que se

puede enviar usando estaciones compresoras y gasoductos al

153

Importancia del
estudio de una
red

Flujo maximo
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ternativos. La capacidad de los gasoductos se muestra en
cada arco de la red (en millones de metros cibicos por dia).

Los nodos representan a las estaciones compresoras.

Cactus,
Chiapas

Reynosa,
Tamaul ipas

donde cada arco dirigido que une al nodo £ con el nodo j,

se representa ahora como
C; C;
3= LD

siendo C; es la cantidad del bien que puede fluir, como

mdximo, del nodo < al nodo 4, y C; seria la mdxima canti-

dad del bien que puede fluin del nodo § al nodo £. Asi,
pueden fluir 5 unidades (millones de metros clibicos de gas
al dia) del nodo 0 al nodo 1, y cero unidades del nodo 1

al nodo 0, etcétera.

Con la red en esta forma, se puede aplicar el siguiente al

goritmo para determinar el flujo miximo.
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Algoritmo para el flujo méximo

1. Encontrar una cadena del nodo origen al nodo final. Algoritmo
Si no existe ninguna, el flujo neto asignado es el

flujo optimo.

2. Encontrar en esta cadena el arco con la menor capa-
cidad de flujo (mayor que cero). Denotar a esta ca
racidad como C*. Aumentar C* al flujo neto del ori

gen al final.

3. Restar C* a la cantidad CL de cada arco en la cade-
na. Sumar C* a la cantidad C{ de cada arco en la

cadena. Regresar al punto 1.

Se resolverd el problema del gasoducto utilizando este al-

goritmo.

Inicialmente, el flujo neto asignado es cero. Este flujo Ejemplo de

. Flujo maximo
neto se denota con una flecha que entra al nodo origen y i

una flecha que sale del nodo final.

Flujo Flujo
neto neto
1. Una cadena es un conjunto ordenado de arcos, que en

este caso conectan al nodo origen con el nodec final.

Por ejemplo:
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2. En esta cadena, el arco con menor capacidad es el ar
co (0,1), con capacidad igual a 5, o sea que C* = 5.
El flujo neto es ahora 0+ C* =0+ 5 =25,

3. Sobre esta cadena, se resta C* de las cantidades

oS
€~ C: -5 555 7 0
Cj -C*'= 8-65 ="3
Cv -C* = 6-5 = 1
y se suma C* a las cantidades Cj, 0 + 5 =5 en to

dos los casos, quedando la cadena ahora como

:30 531 3 5@1 5@

la nueva red es ahora

Esta nueva red indica que ya no es posible ir del no- garftﬁrfsghﬂs

e arbo e
do 0 .al nodo 1, ya que la capacidad de flujo en este | inima expans ion
sentido .es gexp, pero.siyesiposible’irudel nodo 1ial

nodo 0.
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Una cadena de 0 a 6 es

t’ /NG 0N\ O 8 0
, @ O—©

y los arcos con la menor capacidad de flujo son el
(0,2) y (2,5), con una capacidad de 6, de manera que
C* = 6. E1 flujo neto serd ahora 5+ 6 =11. Restan
do C* de la cantidad C; vy sumandoselo a las Cj.

Queda la cadena como

0 620 6@2 g@

y la nueva red es ahora

Una cadena de 0 a 6 es

O——O—©® . O—C—0—©

el arco de menor capacidad de flujo es el (4,6) con
capacidad de 1, de manera que C* = 1. El flujo neto
es ahora 11 + 1 =12. Restando C* de C; y sumdndola

a la Cj, queda la cadena como:

y la nueva red es ahora:
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8

Una cadena de 0 a 6 es

3 6 1 b0 2 6
O——~~® s O——E—©

el arco de menor capacidad es el (5,6) con capaci-

dad 2, de manera que C* = 2. EIl flujo neto es aho
ra 12 + 2 = 14. Restando C* de C; y sumando a C;, la

cadena queda como:

@'4 3@2 2@0 B@

y la nueva red es

Aqui ya no es posible encontrar una cadena de 0 a 6,
ya que no hay flujo posible de 4 a 6 o de 5 a 6,
que es la Gnica forma en la que se puede llegar al
nodo final. De manera que el flujo neto asignado es
el flujo madximo. Es decir, se pueden enviar como ma

ximo, catorce millones de metros ctbicos al dia de



gas, de Cactus, Chiapas a Reynosa, Tamaulipas. Com
parando la red original con la red final, se puede
determinar la forma en que se efectlia este envio.
Se mandan 5 unidades (millones de metros clbicos al
dia) del nodo 0 al nodo i, 5 unidades del nodo 3 al
4, 6 unidades del nodo 4 al 6, 6 unidades del nodo
0 al 2, 6 unidades del nodo 2 al 5, 2 unidades del
nodo 3 al 5 y 8 unidades del nodo 4 al 6. Si se de
finen las variables Xi4 = flujo del nodo £ al nodo
4, el resultado queda como:

Xop =5 Xg3 = 3 Xgz = 6
Xy =5 X;3 =0
Xzt = 0 Fogu O
Xg, = 1 X35 = 2
XA N )
Xz 4520 Xgg = 8
V.4. Arbol de minima expansidn
Un 4rbol es una red |conexa que no tiene ciclos. Es decir,

es un conjunto de arcos unidos, que dan una cadena desde
cualquier nodo de la red a cualquier otro nodo de ella mis
ma, sin caer en un ciclo. E1l ARBOL DE MINIMA EXPANSION es
el drbol con el menor costo, distancia o tiempo, segin lo

que indique la cantidad sobre los arcos.

Considérese el siguiente ejemplo: La Secretaria de Comuni
caciones estd planeando unir cierta parte del territorio

nacional con el Sistema de Microondas. Desea establecer
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comunicacidén entre todos los nodos mostrados en la red,
de manera que se minimice la distancia total que tiene que
viajar la sefial, La distancia, en decenas de kilbmetros, Ejemplo
se muestra en cada arco. (jPor qué arcos debe viajar la
sefial para unir a todos los nodos? ¢Cudl seri la distan-
cia que viajarZ una sefial de Microondas para cubrir todos

los nodos?

Se puede observar que en esta red hay varios &drboles, dos

de ellos son:

Se desea encontrar el drbol con la longitud minima.

Para esto se puede aplicar cualquiera de los dos algorit-
mos que se discuten, que son bdsicamente uno solo, el pri-
mero trabaja directamente sobre la red y el segundo sobre
una matriz booleana en la cual se sustituyen los unos (1)

por las distancias.
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Algoritmo para obtener el arbol de minima expansidén en la
red:

1. Seleccionar en la red original el arco con el menor Algoritmo en

valor (el cual queda en el arbol de minima expan- e
sidén) .

2. Encontrar un arco, que tenga el menor valor, que una
un nodo del arco original con cualquier otro nodo

que no se encuentre en el arco original.

3. Estos dos arcos se encuentran ahora en el arbol de

minima expansién.

4. Continuar con este proceso, afiadiendo al arbol el
arco con el menor valor que lo conecte con algin no

do que no esté dentro del &arbol.

Por ejemplo, en la red:

El arco con menor valor es Ejemplo
el (1,2) con longitud igual

a 5. Este arco y sus nodos

quedan dentro del &drbol de

minima expansidn.

El arco de menor valor que une a algin nodo es el arco ori
ginal (1 & 2), con algin nodo que no estd en el arco origi
nal (3, 4, 5, 6 6 7), es el (2,3) con longitud 6, de mane
ra que este arco y este nodo quedan dentro del 4rbol de mi

nima expansion.
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El arco de menor valor que une a nodos en el arbol con los
que no estdn en €1 es el (3,5 con longitud 7, y asi suce-

sivamente.
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De manera que este problema tiene dos arboles que dan el

mismo valor de minima longitud.

LLos arcos de cada arbol indican sobre qué nodos se debe

establecer comunicaciodn.

Algoritmo para obtener el drbol de minima expansién en la

matriz boolena de distancias :

Constriyase la matriz booleana de la red, y substitlyanse Algoritmo en la
. . . Matriz Booleana
los unos por la distancia existente entre nodo y nodo. Es . ‘
= de distancias
ta matriz tiene en los renglones y en las columnas los no-
dos que forman la red. El elemento a de latmatriz indi-
ca la distancia entre el nodo £ y el nodo 5. Si no estéan

unidos se pone un guidén en lugar de un cero.

La matriz booleana modificada para cl ejemplo anterior es:

1 B 5 = = = -
2 5 > 6 8 = . -
3 7 6 = 8 7 B =
4 . 8 8 > 9 10 17
5 - — 7 9 SRl & B
6 - = [ (O 15 S 9
7 - = = 17 = 9 -
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El algoritmo es el siguiente:

1.

Seleccionar el menor elemento de la matriz. Si hay
empate se escoge en forma arbitraria. Sea este ele
mento el agj-

Eliminar la columna £ y la columna jf, ya que estos

nodos quedan incluidos en el arbol de minima expan
sidn.

Marcar los renglones £ y j con una X.
Buscar en los renglones marcados con X el menor ele
mento. Sea este el ayk. Eliminar la columna K y

marcar con X el rengldn K.

Repetir el paso 4 hasta que se hayan eliminado tc-
das las columnas.

Aplicando el algoritmo en el ejemplo anterior:

N OO AN =

Ejemplo

El menor elemento de la matriz

® ~
(o N ]
1
1]
1
1
-

- < I es el a,, o el a,, que vale 5.
6 r 8 7 = = .
Se toma cualquilera, en este
8 8 - 9 10 7
- WY 9 r- 13 - ejemplo se tom6 el a,,.
- - 10 13 - 9




X1
X2

N o v B

X1
X2

N o &

NN AN =

X1
X2
X3

X5

<

o oOv— T {UT 15

oT

o Ov T

L2l B

wov ¥

N W

N

w

N

o

~ oo

-+

-

'63‘“ o

=T

—

o 0o

10
17

oo 0o '

10
17

5 6
7 L
P10
- 13
13 =
- 9
5 6
7 L
9 10
- 13
13 =
- 9
S 6
7 -
9 10
-, 13
13 =
= 9
b 6

5 10
kTS
18 =

Se eliminan las columna 1 Yy
2, (esto quiere decir que los
ncdos 1 y 2 ya estdn en el
drbol de minima expansidn).
Se marcan con una X los ren-

glones 1 y 2.

El elemento menor en los ren
glones marcados con X es el

a,3= 6

Se elimina la columna 3, y se
marca con una X el rengldén 3.
El menor elemento en los ren-
glones marcados con una X es

el azs= 7,

Se elimina la columna 5 y se
marca con una X el rengldén 5.
El menor elemento en los ren-
glones marcados con una X es
el a,, y el ay,. Se escoge cual

quiera, por e€jemplonmmsel s

165
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L~
[=,)
~

Se elimina la columna 4 y se

X1 I (5 ot s marca con una X el rengldn 4.
X2 5 - - -
g ; ! El menor elemento en los ren
X 4 3 17 glones marcados con una X es
Xs b 13 = e "aie == 10,
6 F - 1 1 - 9
7 1 9 -
T ;
Se elimina la columna 6 y se
b bk s 97 marca con una X el rengldén 6.
X1 C (5 " i I | ] El1 menor elemento en los ren
X2 |5 ¢ (D (D S glones marcados con una X es
xs 1F & H B ® F -| e1a -o.
X4 b 8 b @ 17 o
x5 i A T A Al eliminarse la columna 7,
xe |+ + b o Bt GD ya no quedan mids columnas en
T L r % F P -] la matriz, lo que significa

que ya se obtuvo el adrbol de

minima expansiodn.

La forma de determinar el adrbol es la siguiente: Marcados
con un circulo estdn los elementos a;, , Ay , @y , 835 ,

a,¢ Y ag, . De manera que el drbol esta formado por los
arcos (1,2), (2,3), (2,4), (3,5, (4,6) y (6,7). Sobre estos no

dos se establece la comunicaciodn.

E1l valor del arbol se obtiene
sumando los elementos en 1los

circulos del 1a matriz efinal:

5+6+8+7+10+9 =45



V.5. Ruta mas corta

Consiste en encontrar cudl es la cadena que da el menor va
lor de distancia, tiempo o costo (segln lo que indiquen los
valores de los arcos), entre dos nodos cualesquiera de una
red con arcos dirigidos. Algunos ejemplos en los cuales

se puede aplicar este algoritmo son:

1. Dos ciudades estan cumunicadas por varias carrete-
ras, se quiere determinar por cudl se ocupa el mini

mo tiempo para ir de una ciudad a otra.

2. Algunos problemas de reemplazo de equipo se pueden
modelar como una red. Por el algoritmo de la ruta
mids corta se determina cudl es el plan de reemplazo

mas econdmico.

3. En una ciudad se quiere determinar cuidl es la forma

de ir de un punto A a un punto B por el camino mas
corto.

El algoritmo requiere que todos los valores sobre los arcos
sean positivos (para algoritmos mds generales se recomienda
ver el libro de Bazaraa), y consiste bdsicamente en ir eti
quetando todos los nodos de la red. Estas etiquetas infor
man cudl es la ruta mds corta desde el nodo inicial hasta

ese nodo, y desde qué nodo se llegd a este Gltimo. El1 al-
goritmo termina cuando se ha etiquetado el nodo final. La

Gltima informacidn se lleva definiendo tres conjuntos:

1. El1 de los nodos totales de la red, N,
2. El1 de los nodos etiquetados, X.

3, E1 de los nodos nc etiquetados, X.

Ruta
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m3s corta
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Algoritmo para calcular la ruta mis corta con todos los

costos positivos:

1. Etiquetar el nodo inicial con w] = 0, definir el

conjunto de nodos etiquetados, X.

2. Definir el conjunto de nodos no etiquetados X, co-
mo el complemento de los que ya estadn etiquetados
X =N - X.

3. Considerar todos los arcos que tienen su origen en
un nodo de X y su final en un nodo de X, es decir

todos los arcos

8, By = g M e X hua s ol

y calcular

wi ot Cij

4. Calcular w! + C = minimo {wr +C.. }
PP e, Y

que serd la etiqueta del nodo q, o sea

' » '
Wg = Wp * Cpg
5. Colocar a ¢ en X.
6. Si ya estia el nodo final en X, alto. Si no, ir al

paso dos.

Por ejemplo, en la siguiente red se quiere determinar la
ruta mds corta para ir del nodo 1 al nodo 6, donde los ele
mentos sobre los arcos (Cij) denotan distancias expresadas

en metros.

Algoritmo

Ejemplo
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Aplicando el algoritmo, se etiqueta el nodo 1 con w] =0

y se incluye a este nodo el conjunto X.

X={1 X=1{2,3,4,5,6}

El conjunto (X,X) es el de todos

los arcos con origen en X y termi-

nacién en X:

(1,2), (1,3), (1,4

Se calcula para estos arcos ({,f) el valor wi-FCLj

(1,2): w} +C,= 0+3 =3
(1,3): Wl #Cia= 0+7 = 7

(1,4): w!l +C,, = 0+4 = 4

el valor minimo corresponde a wj + C;, = wﬁ*—Cm2= w&

w& = 3 =wj , de manera que el nodo 2 se incluye en el conjun

to X.
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X=1{1,2} X=1{3,4,5, 6}

los arcos en (X,X) son:
(1,3), (1,4), (2,3) ¥y (2,5).

Se calcula wi + Cij

(1,3): W{+C13= 0+7 = 7

(1,4): w} +Cy,, = 0+4 = 4

(2,3): wy, +C,,’= 3+7 =10

(2,5): w, +C,e = 3+9 =12
el valor minimo es para wj} + C,, = 4 de forma que
w&==wp-+Cpq== w] + C;, =4 y el nuevo nodo que se etiqueta
es el ¢=4.

X=1{1,2, 4 X = {3, 5,76}

los arcos en (X,X) son:
(1,3), (2,3), (2,5) (4,3) y (4,6)

Para ellos se calcula w; + Cij
(1,3); wy +C.p 0+7 = 7
(2,3): W, +C,,= 3+7 =10
(2,5): wy # Cem 3,+9 = 12
(4,3): wy +Cy,= 4+3 = 7
(4,6): wy #igige o 10 o= fA
Hay un empate en el valor minimo:
g Qypsa=nl y w), + C,y = 7

ambos llevan al nodo 3, de manera que éste se debe etique-
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tar con w; = 7. Este empate indica que hay dos formas,

igualmente cortas, de llegar al nodo 3 desde el nodo 1.

X=1{1, 2,3, 4} X = {5, 6}

los arcos en (X,X) son:
(2,5), (3,5) y $(4,6).

- . 1
Para ellos se calcula Wi+ CLj

(2,5): wj +Cpg= 3+ 9= 12

(3,5): Wl +Cy= 7+ 4= 11

(4,6) : w, + Che = 4+ 10 = 14
el valor minimo es para w} + Cyq = 11 = wk~+Cpq== w&(Jsea
que se etiqueta el nodo ¢ =5 con wi = 11

X=1{1,2,3, 4,5} X =46}

los arcos en (X,X) son:

(5,6) y (4,6).

Para ellos se calcula w} + Cij

- ! (5,6) : wg + Cp =11+ 2=13

(4)6) : W,_: + C'—#G = 4 + 10 = 14

el valor minimo es | w} + Csq = 13 = wk*-cmz= wé, de manera

que se etiqueta el nodo ¢ =6 con w{ = 13.
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X=1{1,2,3, 4,5, 6} X={@} Como ya se etiquetd el no
do 6, se tiene la ruta mds corta del 6, que vale 13.

Hay dos posibles rutas, las cuales son:

O

El nodo predecesor para ir a uno cualquiera ¢, es el nodo

p, esto se observa al etiquetar wé==wb-+Cpq. Por ejemplo

en la Gltima red w} =w} + C;4, , es decir, se llega a 6 a

través del nodo p =5. En la pentiltima red se tiene que
wi =wj + Cys , O sea que se llega a ¢ =5 desde p=3 vy
asi sucesivamente.



V.6. Ruta critica

Practicamente cualquier empresa en la que puede laborar un
ingeniero se enfrenta con el problema de planear, organizar
y controlar proyectos a gran escala y que, generalmente, se
realizan una sola vez. E1 éxito del proyecto depende de

muchos factores, uno de los cuales es la informacidn que se
puede obtener de las actividades que lo componen. Esta in

formacidén permite responder a algunas preguntas como son:

a. ¢(Cuando se terminara el proyecto?

b. ¢(Cudles son las actividades que mads influyen en

la terminacidén del proyecto?

c. ;Cuando se pueden comenzar lo mds temprano posi-
ble, y terminar, también lo mads temprano posible,

las actividades del proyecto?

d. ¢Cudl es el Giltimo tiempo en el que se pueden co
menzar y terminar las actividades, sin que se re

trase el proyecto?

—

e. (;Cuadnto tiempo se puede retrazar una actividad

sin retrazar todo el proyecto?

Estas preguntas se pueden responder utilizando el método de

la ruta critica.

E1l método permite determinar si una actividad del proyecto
es CRITICA, es decir, si una demora en su comienzo causara
una demora en la fecha de terminacidén del proyecto. Si 1la
actividad no es critica, tendra un tiempo de holgura, es
decir, se puede demorar.
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Ruta critica

Informacidn que
proporciona la
ruta critica

Actividad
critica
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La RUTA CRITICA es una cadena de actividades criticas que

conecta al nodo inicial con el nodo final, en la red que

representa al proyecto.

El1 METODO PARA CALCULAR LA RUTA CRITICA DE UN PROYECTO cons

ta de los siguientes pasos:

10.

Conocer el proyecto al cual se aplicarad el método de

la réta-@FEdtical

Listar las actividades de este proyecto.

Construir la matriz de secuencias.

Construir la red de actividades.

Numerar los nodos de la red.

Determinar la duracidn de las actividades.

Calcular el tiempo de comienzo més proéximo.

Calcular el tiempo de terminacidén mas lejano.

Calcular la holgura total.

Calcular'la *ruwa “erfitica .

Se mostrara el método con el siguiente ejemplo:

Conocer el proyecto al cual se aplicarda el método

de la ruta critica:
La construccidn de una casa

Método para cal

cular la ruta
critica

Ejemplo

Lista de
actividades
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Listar las actividades de éste proyecto:

a. Excavacidn para los cimientos
b. Cimentacidn

c. Levantar paredes

d. Albafiileria exterior

e. Albafiileria interior y plomeria
f. Enyesado de paredes

g. Acabado de pisos

h. Pintura interior

i. Acabado interior

j. Tendido de techos

k. Herreria

1. Pintura exterior

m. Acabados exteriores

n. Instalacidon eléctrica

Construir la matriz de secuencias. En esta matriz Matriz de

. . secuencias
se indican:

a. Qué actividades deben seguir inmediatamente a una

actividad.

oy

Qué actividades deben terminarse antes de que es

ta actividad pueda comenzar.

c. Qué actividades deben efectuarse simultidneamente

con esta jactividad.
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Actividad Secuencia
inicio a
a b
b c
c 3%, mi,-d
d e, k
e f
f g, h
g i
h i
i final
j e, k
k 1
1 m
m final
n f

Con esta matriz se puede construir la red de actividades.

4. Construir la red de actividades. Todo proyecto se
puede representar como una red, en donde los arcos
dirigidos seran las actividades, y los nodos indican
el principio y el fin de cada actividad. De manera
que se puede hacer referencia a una actividad mencio

nando su nodo inicial y su nodo final.

Red de
actividades
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La representacidon tipica de una actividad (4,j) es:

que indica que se inicia en el nodo £ y termina en
el nodo j. La red también muestra la secuencia de las
las actividades, es decir, el orden en que se deben

realizar. Por ejemplo, la figura:

indica que las actividades (3,5) y (4,5) se deben ter
minar antes de que se pueda iniciar la actividad
(5,6).

Las reglas para construir la red que representa el

proyecto son:

a. Cada actividad estad representada por un y solamen Reglas para la
construccion
de la red de

misma actividad dos veces en la red. actividades

te un arco en la red. No se puede representar una

b. Dos actividades diferentes no pueden identificar-
se por el mismo nodo inicial y el mismo nodo fi-
nal. Esta situacidén puede surgir cuando dos acti

vidades deben realizarse simultaneamente

A
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Por ejemplo, las actividades A y B pueden realizar-
se al terminar la actividad (7,8), simultdneamente.
Ambas terminan en el nodo 9. Para evitar confusio-
nes, se introduce una actividad ficticia al pranci-
pio o al final de alguna de las actividades. Esta
actividad ficticia se introduce para la construccidn

de la red y no tiene ningin significado, no consume

ningin recurso del proyecto. La representacidn
seria;
Actividad @

ficticia

?
[

ficticia

/
/
Actividad
ficticia
Se puede observar que en todos los casos se conser-

va la secuencia 1d6gica de las actividades.

La red para el proyecto del ejemplo es:
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Nota: Toda la red de un proyecto debe tener un solo nodo inicial y

un solo nodo final

5. Numerar los nodos de la red. Esto permite identi

car a las actlfividades como actividad (4, f):
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6. Determinar la duracién de las actividades. Esta du

racidén se obtiene de conocer el proyecto original,

y se denotan como Dij:

7. Calcular el tiempo de comienzo mads prdéximo. De aqui Tiempo de
: p S comienzo ma
en adelante comienzan 1los cadlculos de la ruta critica, b réx i mo =

los cuales incluyen dos fases. La primera se llama
"Paso hacia adelante', donde los calculos comienzan
dede el nodo inicial y se prosiguen hasta el nodo
final. En cada nodo se calcula un nimero que repre
senta el tiempo del comienzo mids proximo de las ac-
tividades. Se indica en un cuadro ( E] ). Si se
denota este tiempo como CP; , y se inicia con CR =0,
la forma para obtener los demas es:

CP; = max CP, + D,
0 I A A

J fl

La duracidn total del proyecto es CPy , si N es el
nodo final de la red:



Por ejemplo:

CP, = max |CP; + Diz| = max |0 + 2] = max | 2 | =2
A L A
CPe = max |CPy + Dy 5 CPs + Dsg| = max [16 + 4 ; 22 + O]
AL L
= max |20 ; 22| = 22
A
CP, = max |CPg|+ Dg7 5 CPy + Dyy| = max |22 + 55 16 + 7|
L A
= max |27 § 23| = 27
A

Calcular el tiempo de terminacidén mas lejano. En la
segunda fase, llamada '""Paso hacia atras'", los cédlcu
los se comienzan desde el nodo final y se mueven ha
cia el inicial. En cada nodo se calcula un namero

que es el tiempo de terminacidn mads lejano de una ac
tividad, y se indica en un rombo ( <:> ). Si el no
do final de la red es el nodo N, y el tiempo de ter
minacidén mas lejano se denota como le . . Lés €alleu-

los comienzan con TLy = CPy

181

Tiempo de
terminacién
més lejano
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La férmula para calcular los demds valores es:

TL; = min |TL; - D, |
pi |

<

Por ejemplo, los cadlculos se iniciaron con:

TLlo e CP10 = 46

TL;2 = min |TLyo - D1z 10]

min |46 - 6| = min |40| = 40
) I

TLi3 = min |TLi, - Di3,12]

min |40 - 0| = min [40] = 40
I

TLiy = min |[TLis - D11 13 5 TLi2 - D11,12|

= min |40 - 5 ; 40 - 4| = min |35 ; 36| = 35
. g

TLy =min |TL; - Du,7 5 TLe - Du s ; TLs - Dy s
=min [27 -7 ; 22 -4 ; 22 - 6|

=min |20 ; 18 ; 16| = 16
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Calcular la holgura total. Antes de calcular la hol Holgura total
gura total, se deben definir dos nuevos tiempos, el
tiempo de inicio mds lejano (I%j y el tiempo de ter
minacidén mas temprano TP{j , los cuales se calculan,
para una actividad (4,f§) con las siguientes fdrmulas:

CLA:szLf -'DA:J' Tp{fch/(:_D/Cf

Existen dos tipos de holgura: la holgura total Uﬂkj)
y la holgura libre, (HL{j). La holgura total HT
para la actividad (4,§), es la diferencia entre el
maximo tiempo disponible para realizar la actividad
(TLj—-CPL) y su duracidn, es decir:

HT,;, = TL, -

” e W pE

LS

Toda aquella actividad que tenga holgura total igual
a cero se dice que es una actividad critica y queda

por lo tanto |dentro de la ruta critica.
La holgura libre Iﬂ%j se define como

HLLJ' = CPj' =-iCP pe Dij

es decir es el exceso de tiempo disponible menos la

duracidn de la actividad.

Si la holgura total es cero, la holgura libre también

es cero (lo inverso no es cierto).

Para el ejemplo que se estia desarrollando se tiene

que:
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10. Calcular |la ruta critica. Todas las actividades Calculo de la

. ruta critica
con holgura total igual a cero se encuentran dentro

de la ruta critica.

La siguiente tabla resume todos los cdlculos necesa

rios para determinar la ruta critica.



COMPUTACIONES DE LA RUTA CRITICA
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Mé4s prodximo Mis lejano Holgura
Actividad Duracidn | Comienzo | Terminacidn { Comienzo | Terminacién Total Libre

(49) Dy e, O TP, ; CLyj TH; O HT ; HL;
1,2 2 0 2 0 2 0*

2,3 4 2 6 2 6 0*

3,4 10 6 16 6 16 0*

4,5 6 16 22 16 22 0%

4,6 4 16 20 18 22 2

4,7 7 16 23 20 27 4

5,6 0 22 22 22 22 0*

6,7 5 22 27 22 27 0*

7,1 8 27 35 27 35 0*

6,8 7 22 29 28 35 6

8,9 9 29 38 3% 44 6

9,10 2 38 40 44 46 6

11,12 4 35 39 36 40 1

11,13 5 35 40 35 40 0*

12,10 6 40 46 40 46 0%

13,12 0 40 40 40 40 0*

®
Actividad critica
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CUESTIONARIO DE AUTOEVALUACION

345 Resolver los siguientes problemas.

i Encuentre el flujo midximo del nodo 1 al nodo 11

z\ Encuentre el flujo mdximo de la siguiente red entre el nodo £y el nodo d.

3% Encuentre al arbol de minima expansi6én para la red mostrada a continua
cidn:
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4. Determine el drbol de minima expansidn de la red mostrada en la figura.

5 Determine el minimo &rbol de expansibén para la siguiente red.

6. Dentro de las distintas plantas de proceso que constituyen una refine-
ria se encuentran la planta de desintegracidn catalitica. Se quiere
enviar el producto de esta planta localizada en el nodo A, a los tan-
ques de almacenamiento que se localizan en el nodo H. Existen varios
caminos alternativos dentro de la refineria, que pasan por diversas
plantas representadas en cada nodo. La distancia se indica en kildme
tros y se desea saber cudl es el camino mds corto entre la planta de
desintegracidn catalitica y el drea de almacenamiento.
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En México se da el caso de que para unir dos ciudades importantes, no
existe mds que una carretera en regular estado, sin embargo, para unir
la capital con algunos pueblitos existen hasta tres carreteras. Uno de
estos casos es el de el D.F. y Valle de Bravo. Un residente de Valle
de Bravo quiere trasladar ciertos articulos desde el D.F. a Valle de
Bravo, desea determinar la ruta que consuma menos tiempo, que no nece-
sariamente es la mds corta en distancia. Los tiempos promedios entre
el D.F. (nodo 1) y las poblaciones intermedias, indicadas en los demds
nodos, hasta Valle de Bravo (nodo 15) se muestran en minutos. (Cuil es
la ruta que se debe seguir desde (1) hasta (15)7?




Durante el siglo pasado el viajar en diligencia a cualquier punto de la
Repfiblica era una verdadera hazafia. Y un verdadero milagro que alguna
llegara a su destino sin haber sido asaltada, de manera que los pasaje
ros o se dejaban/asaltar, o tomaban las medidas adecuadas para defen-
derse. Cuando se trataba de gente adinerada tenian la posibilidad de
contratar una escolta o bien de pagar proteccién a los bandidos, los
cuales estaban tan bien organizados que tenian sus tarifas de acuerdo
al trayecto. Un viajero que se trasladara de Veracruz a México tenia
varios caminos alternativos cada uno con sus diferentes cuotas segiin se
muestra en la figura

i{Que camino se deberia seguir para ir de Veracruz (nodo 1) a México (no

do 13) al menor costo?
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9. Obtenga la red de actividades y la ruta crftica del siguiente proyecto:

Una agencia estd planeando una campafia de publicidad para el lanzamien
to de un producto nuevo, en la que utilizarid murales, televisién y pe-
ri6dicos. Las ilustraciones para los anuncios en los periddicos debe-
rdn dibujarse mientras se escribe el texto que las acompafiari, y cuan-
do ambos lestén listos se preparard media tonelada de clichés tipografi

cos. Los clichés se enviardn a los periddicos, pero solamente después
de haber negociado el contrato. Finalizard entonces esta partedel tra-
bajo.

El anuncio mural debe disefiarse e imprimirse, después de lo cual se dis
tribuird, mediante un contrato satisfactorio, completando asi esta par
te de la campafia. E1l guidn para el filme de la televisidn se debe pre
parar mientras se negocia el contrato con la compafiia productora. Cuai
do se haya terminado, el filme se enviard a la compafiia de televisién,
con la cual se habrad concertado previamente un acuerdo.

Tan pronto como todos estos preparativos se hayan realizado, se convo-
carid para una fecha previamente fijada una conferencia en la cual se
lanzard oficialmente el producto. La agencia da un plazo de quince
dias para establecer un plan detallado de la campafia, después de los
cuales sus negociadores empiezan a trabajar para los cuatro contratos.
Mientras tanto, los artistas, escritores y guionistas empiezan su tarea
en la medida de lo posible. Se tiene los nombres y duraciones de las
actividades y la matriz de secuencia

LISTA DE ACTIVIDADES MATRIZ DE SECUENCIA
Nombre Descripcidn de la Actividad Duracidn Actividad Secuencia
A plan de la campafa 2 Inicio A
B fecha de lanzamiento 17 A E,D,C,J,H,I,F,G,B
(& prensa: redaccién del texto 4 B final
D prensa: ilustracién 4 C K
E prensa: contrato 3 D K
F carteles: disefio 8 E L
G carteles: contrato 3 E M
H T.V. : redaccidén del guidn 3 G N
I T.V. : contrato para la pro- H 0
duccién de la pelicula 4 I 0
o) T.V. : contrato para la exhi- J P
bicién de la pelicula 3 K L
K prensa: confeccién de las plan L Q
chas tipograficas 2 M N
I15 prensa: envio Jde la planchas a N Q
los diarios 1 0 P
M carteles: impresidn 1 P Q
N carteles: distribucién 1 Q final
0 T.V. : realizacidn de la peli-
cula 6
P T.V. : envio de la pelicula a
la emisora 1
Q preparacién de la conferencia 4 4
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10. Obtenga la ruta critica del siguiente proyecto, las duraciones se mues-
tran sobre cada actividad.
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EXAMEN DE AUTOEVALUACION

Definir el concepto de sistema y explicar brevemente por qué es impor-
tante adoptar el enfoque sistemitico en el estudio de las organizacio-
nes.

Formular el modelo matemdtico del siguiente problema: Una compaiiia

‘usa dos ingredientes para obtener un producto final. Estos ingredien-

tes son el Ay el B. El A contiene 7% de fosfato y 3% de cloro y cues
ta $ 25.00 cada onza. El B contiene 9% de fosfato y 2% de cloro y
cuesta $ 20.00 por onza. La compafifa desea que el producto final con-
tenga no mids de 8% de fosfato y 3% de cloro. El objetivo es minimizar
el costo total.

Encontrar por medio del método grdfico la soluci6én 6ptima del siguien-
te modelo matemdtico. ‘

Max z= 5x3 + 5x;
sujeto a 12x; + 8x; < 96
6x; + 12x; < 72
x> 2
x3> 0
X2 > 2

Resolver por el método Simplex el siguiente problema:

Maximizar z = 0.45x; + 0.30x,
sujeto a 2x) + x2 < 1,000
xX; + xp; < 800
x; < 400
xp < 700
x) > 0
X > 0

Resolver el siguiente problema usando el método de la gran M y luego dé
la solucidén dual del tableau 6ptimo

Maximizar z|= Sxg +s 2X> 4 3x3
sujeto a X3 + 5xp + 2x3 = 30
x; - 5xp - 6x3 < 40
X] , X2 ,X3> 0

Formular el dual del siguiente problema primal:

Minimizar z = 10x; + 15x;
sujeto a 2x; + 5xp > 10
X1+ xXp= 8
O.SX]_ - 3X2 < 0
x3 > 0 , Xxp no restringida
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/G Encontrar la solucidén 6ptima del siguiente problema de transporte:

‘ Destino
‘ 1 2 3 4 Oferta-
1 10 20 S 7 10
2 13 9 7/ 8 20
Origen 3 4 15 7 9 30
4 14 7 1 0 40
8 5 12 5 19 50
Demanda 60 60 20 10
8. Determinar la ruta critica para:

OF Encontrar el flujo midximo del punto S al punto T.

60

10. Encontrar el minimo drbol de expansién
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11.  Encontrar la ruta mids corta entre A y Z.
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SOLUCION A LOS CUESTIONARIOS DE AUTOEVALUACI

MODULO I:

i Es el conjunto de elementos que interactfian con un objetivo com@n.

2. Uno de los objetivos de la Ingenieria de Sistemas es el de resolver pro
blemas concretos aplicando técnicas especificas. Esto es: Proporcio-
nar a la direccidén toda la informacibn que sea posible y necesaria para
una guia y control del programa general,

3.
Sistema Entidades | Atributos Actividades | Medio Ambiente
Supermercado | Clientes Nivel econdmico Compras Sistema comer-
tiempo de compra, cial.
importe gastado,
etcétera.
Cajera Eficiencia, anti- | Controlar, Sistema econé-
gliedad. cobrar. mico.
Carritos Capacidad, estado | Circulacién
fisico carga de
productos.
Anaqueles | Disposici6n, capa
cidad, etcétera.
Mercancia | Precios, marcas,
cantidades.
Local Ubicacién, capaci
dad, etcétera.
continuo - abierto - estocdstico o probabilistico.
Otros sistemas estructuralmente semejantes a este sistema pueden ser: un
banco, una oficina de gobierno, una gasolineria, etcétera.
4. . Presentacidén del problema.

Construccién de un modelo matemdtico.
. Deducclién de una solucién usando el modelo,
Comprobacién del modelo y de la solucién.

. Establecimiento de controles sobre la solucidn.

Hh O A 0 O P

. Aplicacidn de la solucidn: proporcionar los medios.
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MoDULO IT.

Sugerencias al problema 3. Existen ocho configuraciones o distribuciones de
las entidades del sistema (viejo, perro, gallina y maiz) en cada orilla del rio.
en los cuales el perro no se comi6 a la gallina, ni la gallina al mafz por es-
tar con el viejo o por que no se quedan solos estos elementos. Estas configu-
raciones se representan por puntos y se unen por lineas que representan los
viajes:

©

@

El punto (1) seria cuando todos estdn en la orilla izquierda, el punto (2) in
dica que el perro y el maiz estdn en la orilla izquierda y el viejo y 1la galli-
na en la orilla derecha, de manera que la linea que los une representa el via
je del viejo y la gallina. Asi se puede llegar hasta el punto (10) que signi
fica que todos estdn| en la orilla derecha y el problema estd resuelto. Con la
red se puede determinar el nGmero de viajes necesarios y otras caracteristicas
del problema.

%
Recurra a la asesoria.
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MODULO IIT.

1.

El problema se resolverd usando el método grdfico. definiendo las variables:

Y, - Nfimero de chamarras con forro
Y2 - NGmero de chamarras sin forro

El objetivo estd representado por maximizar las utilidades y éstas estdn
dadas por la suma de las utilidades aportadas por cada tipo de chamarra:

Maximizar z= 1200y, + 800 y;

Se tiene la restriccién de la capacidad de produccidn:

Zyp + y2 < 15

También la restricci6én de entrega de materia prima:
Yl tesyahssd

otras restricciones son las impuestas por la Camara de Industria y Comer
cio, en relacidn al nGmero mdximo de ventas.

y1 < 6
y2 < 13

isicas se tiene que existen las restricciones de que estas
Por razones f1i

cantidades sean positivas, pues no tendria sentido hablar de nGmeros ne-
gativos y |por lo tanto:

yr 20 , y2 >0

realizando cada una de las graficas se tiene:

4 4
Y; Y1
Restriccién del tiempo disponible Restriccién de entrega de piel
para produccidn por el provedor
g 9
9 2y, + y, <15 yi+ vy <9
8 8
7 7
6 6
5 5
4 4
3 3t
2 2+
1 1 ¢+
= Fi A 1 A A Vs i -




Y1

- N W & V10N 0w

Restriccion del nimero maximo de
ventas de, chamarras con forro

Y1 4
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Restriccidon del nimero midximo de
ventas de chamarras sin forro

- N W S 0NN 0w

Punto 6ptimo

9.
y; 56 y, <13
s } 2
7- e
T T 6 |
5-
<
4}
3-
2 B <
1 F
2 4 6 8 10 6 vy, 0 2 4 6 8 1012 14 16 vy,
Y1
10

Funcidn objetivo

PTIRAN4 Y

16 18 20 Y2

Como se puede observar la solucibn 6ptima serd producir 6 chamarras con
forro v 3 sin forro y esto maximiza las utilidades las cuales nos dan:

1,200(6) +

800(3)

= 9,600.00
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a 745 INFORME DE LOS EXPERTOS:
Se definen las siguientes variables:

xy - Cantidad de radios AM que se produciréﬂ a la semana.
x, - Cantidad de radios AM-FM que se producirdn a la semana.

Siendo la|idea maximizar las utilidades, esto se logrard haciendo una com
binacidén gptima de las ventas de los dos tipos de aparatos, de acuerdo con
esto la funcidn objetivo se trabajarid como:

Maximizar z = 900x; + 1500x,

Esta funcidn debe satisfacer también las siguientes restricciones:

restriccién de nGmero de horas para produccién 2x, + 3x, < 300
restriccién de nimero de horas para ensamble X, + =X, & ' 175
restriccién del nfmero de horas para inspeccién /2 x; + 3/4x, < 60
restriccién del nGmero de piezas que pueden sa-

tisfacer los proveedores de partes de radios

AM-FM Xy < 80
restriccién del nGmero de piezas que pueden sa- a
tisfacer los proveedores de partes de radios AM Xz < 70

Existe otra restriccidn implicita que es la de que x3 > 0 y x, 20
ya que de ser negativas se tendria una incongruencia fisica, esto es,
una antiproduccién.

Siendo las ecuaciones desigualdades se tiene que 14 gridfica se construye
para la igualdad, y la regién factible quedard determinada por la seccidn
del plano a un lado y otro de la recta que lo-corta. Esta regién facti-
ble quedarid determinada por el signo de la desigualdad ya sea < & 2.

3 4

X, X2

Restriccidn del tiempo de Restriccion del tiempo de

produccidn ensamble
150 | 2x; + 3xp < 300 150 X] + 2x2 < 175
100 100 1
50 50

il l > L 1 oy

1
50 100 150 X 50 100 150 X1
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I 4
Xy X2
Restriccion del tiempo de Restriccion del nimero de
inspeccidn partes para radios AM
150 3 1 150 |
T xX] + 7 x2 < 60 x1 € 70
100 | 100 T
-
50 | 50
.
50 100 150 X 50 190 150 X1
A
Xy X2
Restriccién del nimero de
partes para radios AM-FM x* = 32
150 | 150 z* = 135,300
X2 < 80 x* = 71

100 100 Punto Sptimo

z = 135,300

AT

?//I ~,
50 100 150 X 50 100 S150 0 xg

La solucidn Optima es producir 32 radios AM y 71 radios AM-FM a la semana
obteniéndose como beneficio mdximo § 135,300

Se puede comprobar que la restriccidén del tiempo de produccidén es redundan
te, es decir, si se elimina del problema no se altera la solucidn.
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3. Se definen:

Xx; --NGmero de modulares con ecualizador integrado a producir
X, - NGmero de modulares sin ecualizador a producir

PLANTEAMIENTO SOLUCION GRAFICA
Maximizar z=3x - 2,
S. A. X; + Xps 1

2, + 2,2 b

Xy , x2>>0

Este problema no tiene soluci6én ya que no hay regién factible que cumpla
con las dos resticciones simultidneamente.

]

Sistema inconsistente

\ (sin solucién)
) .

2x + 2% 2 4

X+ X <1




Dadas las caracterTsticas del problema se definen las wariables de deci-
sidén como:

x; = Nimero de periodos de 10 segundos de anuncios en radio

X, = Nimero de perfodos de 10 segundos de un comercial en T.V.
El objetivo del taller es maximizar la audiencia total, esta audiencia
total estd en funcidén de los coeficientes: 12,000 persomas por cada co-

mercial de radio y 20,000 personas por comercial en T.V., esto es:

Maximizar z = 12,000x, + 20,000x,
Las restricciones son cuatro;

la primera es la del presupuesto y es:

2,500x; + 5,000x, < 62,500

la segunda es la del mfnimo de mujeres entre 21 y 35 afos

2,000x, + L,o00x, > 10,000

la tercera es en relacién a los hombres de mds de 40 afios
l,SOOxl + 5,000x, 2 8,000
La Gltima restriccién es la de no negatividad ya que no tendria mucho
sentido que las variables fueran negativas.
X320 5 %20

Resolviendo grificamente se tienen los siguientes esquemas.

La solucidn G6ptima es hacer 25 comerciales de 10 segundos en radio y nin
guno en televisién produciéndose una aundiencia de 300,000 personas.

X2

12 . 2,500x, + 5,000x, < 62,500

203
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X2
18

16
14

N &= O 00O O

X2
18
16
14
12
10

x% = 25
3 ’ 1
-\\ %
~o N x3 = 0

i

300,000

b
3 2,000x; + 4,000x, > 10,000
3

1 i " " - i A " A " " 4 1

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 X
4
- 1,500x, + 5,000x, > 8,000
\LL' A Il A ahiosnils I} A 'Y X V) A 'S

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 Xy

Punto dptimo

Il i

L
]
12 14 16 1820 22

N
£
o
[o=]
=
o

24 26 28

3
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n

Q§0 ﬂx» Uai Nx»
" (]

»?
o *»

X2
Xy

1.86 x 108
6 x 108
4 108

4 108

o

o o

pS1

X2

X3

Xy

16 0

0

1

0

4 11/2
5/2

1
0

1/2
1/2

0
1

min § Agj = =0
z* = 16
x}= 0,"x3= 4, x}= 0, xt= 8

En esta tabla uno de los elementos Agp¢ correspondiente a la variable no

bidsica x;

es cero, esto significa que si x;

entra a la base, la funcién

objetivo no se altera, es decir, dos soluciones bédsicas dan el mismo re-
sultado 6ptimo; hay dos puntos que dan la misma solucién 6ptima y cual-
quier punto que se encuentre en la recta que los une da la misma solucidn

6ptima.

X3

X1

Xy

X3 X2 X3 Xy

16 0 0 2 0
12/5 0 1 2/5 -5/4
16/5 1 0 1/5 5/2
X1 X2 X3 Xy

1 0 =2 1 0

1 1 5] 1 0

11 -1 1 0 1

1 0 =) 1 0

1 1 S| 1 0

2 0 0 1 1

Zhi= 16
x* = 16/5 x* =0
x* = 12/5 x* =

AGn hay elementos negativos pero
en su columna s6lo hay ceros y
negativos, de manera que la solu

cién no es acotada.

205
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2k =

R =

165

- 204

7 1=0, i

yk=0, yt
_ 1

t=7. 7

ya=0, »t

R = t 3

16 0 2, 4
y§=0

<o

N

Y3
*
ys

t ]
Y3

solucidn 6ptima degenerada

Minimizar z = 20y;
sujeto a: 25y,
2Zy1

Y1

Maximi zar z = -25y;
sujeto a: -2y1
-3y1

y

Minimizar z = 25y,
sujeto a: 2y,
31

+

6y2
Y2

Y2

Y2

Y2
Y2

Y1

Y2

Y2
Y2

Y1

+

8y3

Y3
Y3

Y3

- Y3

Y3
Y2
Y3

Y3

Y3
2y3

Y2
Y3

1V v

v

1A A

v

1w Vv

wv

500
400

20
10

o.

no restringida

1
2

0

no restringida
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MODULO IV

1. a.

Modelo Primal. Para plantear el modelo primal correctamente, es necesa-
rio que la oferta y la demanda tengan las mismas unidades, es decir, ha-
blar en ambos casos de toneladas de carb6n o Mega-watts. Aqui se trata-
rd como toneéladas de carb6én. De manera que la demanda en las termoeléc-
tricas sera de:

(125 Mwatt) ( 1 gog ﬁsaiirbén )

250 Ton de carbén

350 Ton de carbén

1 Ton de carbén
(175 Mwatt) ( 0.5 Mwatt )

(300 Mwatt) ( . ?7? ﬁsaiirbén ) = 900 Ton de carb6n

(200 Mwatt) ( 1022? ﬁSaiirbdn ) = 800 Ton de carb6n

Se puede observar que la demanda de carb6n es de 2,300 Ton, mientras que
la oferta es de 1,450 Ton. Como el problema requiere que la oferta sea
igual a la demanda, se debe crear un centro de oferta ficticio con costos
de transporte y produccidén iguales a cero que satisfaga el déficit en la
oferta. La tabla a partir de la cual se construye el*modelo y a la que
se le aplica el algoritmo de transporte queda como:

TERMOELECTRICA
1 2 3 4 Oferta
LsT Dol [ [z O
1 750
Lo [l [z [
2 300
MINA
) [zs] e | [24]
3 400
Ficticia 0 [ o] Lo | [ o] 8s0
Demanda ¢, 350 900 800

(Ton)

Minimizar 2z = 15x;; + 14x;2 + 13x33 + 12x34 + 19x2;+ 21Xz, + 22x23 + 18Xz + 27x3; + 25x32 + 24x33 + 24x34

sujeto a: .X11* Xj2* X33* X14 = 750
X21% X22% Xz3* Xou* = 300
X31*+ X32+ X33+ X3y = 400

Xy1+ Xu2+ Xy3+ X4y = 850

X11 + X21 + X3) + Xy) = 250
X312 + X22 + X32 + Xy2 = 350
X13 + X23 + X33 * Xy43 = 900

X1y + Xay + X3y + x,, = 800
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b.

El dual asociado es:

Maximizar z = 750u; + 300up + 400uz *+ 850uy + 250v; + 350vy + 900v3

sujeto a: u; + V1
uy ki V2
u +
u
uz o Al
u, + v,
u, +
Uz
ug + v,
uj + Va
uj +
Uz
Uip# | V)
Uy by V2
u, +
Uy

u , 4 = T,§ no restringidas

Vi, §= 7,4 no restringidas

c.
Solucidén inicial usando el método de la esquina noroeste

TERMOELECTRICA
1 2 3 4
V] 250 350 150
) N e 3
) 300
. B B ] &
3 400
Lo [of [ Lol
Ficticia 50 800

V3

V3

V3

Vi

+ BOOVu

+ vy
+ vy
+ vy
+ vy

A 1A 1A A A A A A A

A

15
14
13
12
19
21
22
18
27
25
24
24

o o o o



d.
Solucidén inicial usando el método de Vogel

TERMOELECTRICA
1 2 3 4
bsf D¢ D3] [z
1 650 100
Ug_ |21 |22 |18
2 300
MINA 7 [z [z [z
3 400
] Lof Lol [ T
Ficticia 250 350 250
(35
Solucién 6ptima
TERMOELECTRICA
1 2 3 4
15 |14 ]13 12
1 250 500 | x13= 250, xyu= 500
) [19 [21 [22 [18
300 Xonp= 300
MINA [z [z [z B
3 400 X33= 400
. Lo} L o] Lo Lo]
Ficticial o 350 350 250 Xe1= 250, Xyp= 350, X43= 250
Xy3= 250
z% = (250 x 13) + (500 x 12) + (300 x 18) + (400 x 24) = 24,250

Los valores asignados en el renglén de la mina ficticia, indican que 1las
termoeléctricas 1 y 2 no van a tener carb6n para generar electricidad
(al menos de estas 3 minas). La termoeléctrica 3 tendrda un déficit de
250 Ton., pero se le abastecerdn 650 Ton., suficientes para que genere
650/3 Megawatt. La termoeléctrica 4 trabajard a toda su capacidad (200
Mcgawatt) ya que se le abastecerd todo el carbdén que necesita.

209
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a.
Se define

X..

ko)

# de automéviles del garage 4 al punto f

El modelo Primal queda como:

Minimizar

sujeto a:

b.
E1l modelo

Maximizar

sujeto a:

z = 5xp1+ Axpo* 3Xp3+ Zxput 10Xp1+ 8Xpp* 4Xp3t TXaut 9X3it

X113+ X2+ X13% X1y

X11

X12

X13

+ X1y

+ X1+ Xg2% Xa3t+ Xy

dual queda como:

z

Su; + Sup + Suj +

uy
uy
u

u

u
uy
u

u;

u
u
u)

u

+

4y

Vi

Vi

Vi

+ X31t Xzt X33t X3y
+ X31
+ X32

+ X33

+ Xay *+ X3y

6v, +

V2

V2

V2

i

2vy + 6vy
< 5
< 4
V3 < 3
+ vy < 2
<10
E
V3 < 4
+ v <7
< 9
<9
V3 < 8
+ v, < 4

no restringidas

no restringidas

9x32+ 8x33* 4X3y
= 5

=5
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Solucién inicial con el método de la esquina noroeste

Puntos

d.

P P, P3 Py

Ls] Lo [z [2]
Garage 1 1 4 x11= 1, X2= 4

o] l8f laf Lzl
Garage 2 ) 2 1 X2 2, X23= 2, Xpu=1

Lol L] L] L]
Garage 3 S X3u= 5

2 =5+16+16+8+ 7+ 20=72

Solucibn inicial con el método de Vogel (una de varias)

Puntos

x2= 5

x1= 1, X2= 1, Xz3= 2, Xpu= 1

Py P, Py P,
Ls] bl 0] 12
Garage 1 5
pol 18] [af 17
Garage 2 1 1 2 1
Lo Lo [ [ef
Garage 3

5 X34~ )

e.

z =20+10+8+8+7+20=173

Solucibén 6ptima

Puntos

3 1 X151, X3, 3, x3,= 1

3 2 Xp2= 3, Xp3= 2

5 X3y = 5

z2=5+12+2+24+6+20=069

Py Py P; Py

]  lof L] 2]
Garage 1 1

wof [s] laf 1z
Garage 2

L] lof L[] [4
Garage 3

Se envian del Garage 1: un autobls al punto 1

Se

Se
El

envian

envian

tiempo

tres autobuses al punto 2
un autobis al punto 4

del Garage 2: tres autobuses al punto 2
dos autobuses al punto 3

del Garage 3: cinco autobuses al punto 4

total es de 69 minutos.
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)5 a.
Se define X4 = # de toneladas del fertilizante £ a la zona j.

El modelo Primal queda como:

Minimizar z = 2x31+ 3X32+ Xj2+ 2X34+ 3Xp1+ 2Xpo+ 2Xp3+ 4xou+ 2X33+ X3+ X33+ 3X34

sujeto a: Xj1+ X2+ X33* X1 = 3,000
X1+ X22+ Xp3t Xoy = 2,000

X31+ X32*+ X33+ X3, = 3,000

X11 + X231 + X3) = 2,000

X12 + X22 + X32 = 3,000

X13 + X23 + X33 = 1,000

X1y + Xoy + x3, = 2,000

i 2

b.
El modelo Dual queda como:

Maximizar z = 3,000u;+ 2,000up+ 3,000uz+ 2,000vy+ 3,000v,+ 1,000v3+ 2,000V,

sujeto a: u; + V1 < 2
uj + V2 < 3
u; + V3 sd 1
u) + vy £ 2

uz + V) < 3
uz + V2 < 2
uz + V3 < 2
uz + vy § 4
uz+ vy < 2
uj + 23 s 1
us + V3 < 1
u3 + vy € 3
u;, , £=T13 no restringidas

v., §=1,4 no restringidas
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c.

Soluci6n inicial con el método de la esquina noroeste

ZONAS
X Y Z W
(2] BT e
A | 2,000 ] 1,000
5 5 2 4
FERTILIZANTES | B L“zm&_ L .
2] Db h 3
C € 1,000 | 2,000

d.

Existen varvrias soluciones iniciales con el método de Vogel, ya que al
calcular la diferencia hay varios empates. Se puede tomar cualquiera.
Una de ellas es:

ZONAS
X Y z W
e B O] I[2]
A € 1,000 | 2,000
1 2f [ [
FERTILIZANTES |B | 2,000 e
] bt b s
C 3,000

€.

En la tabla de la solucién 6ptima, hay varios valores de d;; =0, lo que
significa que hay soluciones 6ptimas alternativas. Una de éllas es:

ZONAS

X Y Z W

Lt B b 2]
A 1,000 2,000 X117 1,000, X)4= 2,000

] 2] 2] L]

FERTILIZANTES |B 2,000 X22= 2,000

125 1 1 [3 :

¢ {1,000 ] 1,000 1,000 x31= 1,000, x3p= 1,000, xz3= 1,000

Que implica enviar: 1,000 Ton del fertilizante A a la zona X, ¥
2,000 Ton a la W.

2,000 Ton del fertilizante B a la zona Y

1,000 Ton del fertilizante C a la zona X
1,000 Ton a la Y, y
1,000 Ton a la Z

>
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MODULO V
1 Nota: en este ejemplo solo se indican las cantidades C; sobre los arcos
TRAYECTORIA A. 1-5-9-1 Cc* = 150

TRAYECTORIA B. 1-4-5-8-11 C* = 200

TRAYECTORIA C. 1-2-5-7-8-11 c* = 100

TRAYECTORIA D. ] = 1§ F- mETL Y0 =) ) C* =100
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TRAYECTORIA E. 1-4-6-10 -1 C* = 100

TRAYECTORIA F. 1-4-7-8-10 C* = 300

El flujo mdximo es 950 wunidades.

Paso 1 El primer camino con flujo > 0 El flujo es 2

Paso 2
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Paso 3

=2

Pasos 1 y 2

Cc*=1

Paso 5

5
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Pasos 1y 2
Ci=1 C*=1
0
Paso 3
=4 F=4

Como ya no existe ninguna ruta € > 0 para ‘llegar a el destino el proce-
so termina y el flujo encontrado Méaximo es Fmﬁx= 4.
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El 4rbol de minima expansién es de: 29 unidades

4+ 2+ 4+3+4+3+2+3+4 = 29
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El 4rbol de minima expansibn es de 44 unidades, es decir

Ruta més corta:

X = {A,C},

w'
wl

wl

* Cag

* Cap
* Ces

0+5
0+3
1+6

D, E, F, G, H}

5
5
7

225
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3. X=1{A, C, E}, X=1{B,D,F, G, H}
xf;\+"cAB= 0+5 = 5
Wp+Cap = 0+3 = 3 « wp
wg +Cg = 1+6 =7

"E“CEF: 2+9 =11 «  w'

"n':*l%c‘ 2+3 =5

1
4. x=1{a,C,D,E}, X={B, F, G, H

wA+‘CAB=0+S=S+ wh
WL +Ceg = 1+6 = 7
wp+Cgp = 2+9 =11
Wg+Cgg = 2+3 = 5 + W
w6+‘CDG=3+2=5+ wi

|
s. x=1{A, B,C, D, E, G}, X={F, H}

wé+‘CBF=5+8=JS
! i = =
wg *+ Cep 2wt 9 n
\
w&+FGH—S+4—9+ wh

La distancia minima es de 9 Km por las rutas

® O © ®)

B—(C O—O—®)



227

wi=38 ) wy =6

El tiempo minimo es de 108 minutos por la ruta

Ruta mids corta:

O—O—O—)—)—O—V



228

El camino a costo minimo es con un costo de 31

Ruta mids corta:




COMPUTACIONES DE LA RUTA CRITICA
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Mds préximo Mas lejano Holgura
Actividad Duracién | Comienzo | Terminacién | Comienzo | Terminacidn Total Libre
(4,4 Dg ce; () P} CL; i n; O HI;j | HLgj
(1,2) 2 0 2 0 2 0 0
(2,35 4 2 6 8 12 6 0
(2,4) 4 2 6 8 12 6 0
(2,5) 3 2 5 11 14 9 3
(2,6) 8 2 10 S 13 3 0
(2,7) 3 2 5 11 14 9 6
(2,8) 3 2 5 5 8 3 0
(2,9) 4 2 6 4 8 2 0
(2,10) 5 2 S 1 14 9 7
(2,12) 17 2 19 2 19 0 0
(3,4) 0 6 6 12 12 6 0
(4,5) 2 6 8 12 14 6 0
(5,11) 1 8 9 14 15 6 4
(6,7) 1 10 11 13 14 3 0
(7,11) 1 11 12 14 15 3 1
(8,9) 0 5 S 8 8 3 1
(9,10) 6 6 12 8 14 2 0
(10,11) 1 12 13 14 15 2 0
(11,12) 4 13 17 15 19 2 2
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COMPUTACIONES DE LA RUTA CRITICA

Méds préximo Mis lejano Holgura
Actividad Duracién | Comienzo | Terminaci6én | Comienzo | Terminaci6n Total Libre
(4, ) D¢j ; O TP, CP; TL; <> HT ; HL;
(1,2) 15 0 15 0 15 0 0
(1,3) 10 0 10 15 25 15 15
(1,4) 20 0 20 73 93 73 5
2,3 10 15 25 15 25 o* 0
(2,5) 0 15 15 45 45 30 30
(3,4) 0 25 25 93 93 68 0
(3,5) 20 25 45 25 45 0* 0
(3,6) 8 25 33 80 88 55 0
(3,12) 30 25 55 103 133 78 78
(4,9) 40 25 65 93 133 68 0
(5,7) i 45 50 117 122 72 0
(5,8) 25 45 70 45 70 0* 0
(6,10) 0 33 33 88 88 55 55
(6,11) 0 33 33 118 118 85 45
(7,13) 8 50 58 122 130 72 0
(7,15) 12 50 62 128 140 78 6
(8,10) 18 70 88 70 88 o> 0
(8,11) 8 70 78 110 - 118 40 0
(9,20) 10 65 7S 133 143 68 68
(9,20) 10 65 75 133 143 68 68
(10,12) 45 88 133 88 133 0* 0
(11,12) 15 78 93 118 133 40 40
(12,20) 10 133 143 133 143 0* 0




COMPUTACiIiONES DE LA RUTA CRITICA

Mds préximo Mis lejano Holgura
Actividad Duracibn | Comienzo | Terminaci6n | Comienzo | Terminacidn Total |Libre
) o e Oy CLij w, O |y |y
(13,14) S 58 63 130 135 72 0
(14,15) S 63 68 1315 140 72 0
(15,16) 5 68 73 140 145 72 0
(16,17) 3 73 76 145 148 72 0
(17,18) 5 76 81 148 153 72 0
(18,19) 10 81 91 153 163 72 0
(19,22) 1 91 92 163 164 72 72
(20,21) 20 143 163 143 163 0 0
(21,22) 1 163 164 163 164 0* 0
(22,23) 10 164 174 164 174 0* 0
(23,24) 0 174 174 174 174 0* 0
(23,25) 2 174 176 182 184 8 0
(24,25) 10 174 184 174 184 0* 0
(25,26) 1 184 185 184 185 0* 0
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SOLUCION AL EXAMEN DE AUTOEVALUACION

Un Sistema, es un conjunto de elementos que interactudn entre si, con
un prop6sito comn.

En las organizaciones es importante adoptar este estudio porque permi-
te detectar la forma en que interactuadn todos los departamentos de ella
y en que forma afectan los cambios que se efectuidn en algunos de ellos
a toda la empresa.

Lo cudl permite analizar distintas politicas en cuanto a precios, pu-
blicidad, ventas, produccién, inventarios, etcétera.

Ingredientes: A y B
Fosfato Cloro Costo
A 0.07 0.03 $ 25.00
B 0.09 0.02 $ 20.00
Minimizar z= 25A + 20B
sujeto a 0.07A + 0.09B < 0.08 (A+B)
0.03A + 0.02B < 0.03 (A+B)
A,B > 0
De (1) si x; =0 X = 12 De (2) si x3 =0 Xp =
x2 =0 Xy = x2 =0 X1=12
%9
4
12 \\\
~
-
10 -
<
s &
8 75, e
25, AN
7,
I o
I, AT
2 =
4 2 \\
OLIKIRIES S
2 OREEEIN A
R RN N AN
N\ AN
. =
SNV i B 2
2 4 6 8\ 10 12 4&18 20 X
z = 75
x) = xz = 20 x¥ = z2* = 45

x2 = 0 x; = 20 x* =
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4. Maximizar

X3
Xy
—.xs

Xg

—tX3
Xy
X3

X¢

X3
X
x

Xg

X2
Xs

x1

z = 0.45x; + 0.30x; 1,000

2x; + x2 < 1,000

X + x2 < 800

x3 < 400

x2 € 700

2x; + x2 + x3 = 1,000

X3 + X2 + x3 = 800

X  F X5 = 400

X2 + Xxg = 700
x‘; b 2% X3 Xy Xg Xg
-0.45 |-0.30 0 0 0 0
1,000 2 1 1 0 0 0
800 1, 1 0 1 0 0
400 1 0 0 0 1 0
700 0 1 0 0 0 1
b 3 xlz X3 Xy X5 Xg
180 0 |-0.30 0 0 |0.45 | ©
200 0 1 1 0| -2 0
400 0 1 0 1 0 0
400 1 (] (] 0 1 0
700 0 1 0 0 0 1
b 3% Xz X3 Xy Xg Xg
240 0 0 {0.30] 0 f0.45 ] 0
200 0 1 1 0| -2 0
200 0 0 -1 1 2 0
400 1 0 0 0 1 0
500 0 0 -1 0 2 1
X3 Xz X3 Xy Xs Xg
255 0 0 |0.255]0.075| © 0
400 0 1 0 1 0 0
100 0 o |-12 | 2| 1 0
300 1 o | V2 |-1/2| o© 0
300 0 0 0| -1 0 1

= 300 x* =0 x* =100

z* = 255
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Maximizar z = 5x; + 2x2 + 3x3
sujeto a X3 + S5x2 + 2x3 = 30
X1 - S5x2 - 6x3 < 40
Maximizar z = 10x; + 2x2 + 3x3 - Mxg
sujeto a X} + S5x2 + 2x3+ Xg = 30
X - 5)(2 - 6x3 + xy = 40
X) X2 X3 Xy Xa
-5 -2 -3 0 M
Xq 30 1 ) 2 0 1
x, 40 1 -5 -6 1 0
Xy . X2 X3 Xy Xa
-30M -5-M -SM-2 -2M-3 0 0
—-xg | 30 1 5 2 0 1
x, | 40 1 -5 -6 1 0
t
x1 X2 X3 Xy
150 0 23 7 0
X 30 1 5 2 0
Xy 10 0 -10 -8 1
x§ = 30 x$3= 0 z* = 150
x3= 0 xk = 10
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6. Primal }
Minimizar z = 10x; + 15x,
sujeto a 2x; + 5x,

X1 + X2
0.5)(1 - 3x2
Minimizar z= 10x; + 15x,
sujeto a 2x; + 5x;
X+ X2
=5x; +  3x,
X2

2 S

A =| 1 1

0.5 -3
Maximizar z= 10y; + 8y,
sujeto a 2y; + Y2

Y1+ oy,

10

10

no restringida

0.5y; < 10
3)’3 < s

1A

Ya

no restringida



W] ] 5] 1L
03] 5l ] pz| [8]
Y I B 5 T -
he oLz ] poli] qolo]
03] plz] [5] 19
1 2 4 7
7 2
Iteracién 1
Guof 2] cusr/ N
13 | L9 | fiz ] L8 ]
d=13 20 d=9 =6
[4] [1s | [7] [9 ]
30 d=2 =0 d=3
[14 | [7 ([ [0
d=16 0 20 10
@3] Oz 5 19
20 L 30 =-1L“ d=14
0 9 3 2
Iteracion 3
10 20 5 L7
d=7i— d=8[— 10 L] d=2 ‘
[13 ] [9] i 8 |
d=13 20 d=10 d=6
[4] [15 | [7] [9 ]
30 d=2 =1 d=3
[14 | 7] 1] Lo |
d=16 30 =1 10
[3] iF [ [19 |
20 10 10 d=0
-9 0 -7 -7

100
200
300
40 30
50 30

100

dii

5 15
3 4
3 1
6 7
2 9

Soluci6n inicial por el método de Vogel

12

13
=)

12

Iteracién 2 u;
10 {20 [s | 7
d=8L[: d=9 10 - d=3 L
i3 B 2 8
d=13_ 1 20 =9 =6 s
30 a o —oU_ g1 13
[ra | L7} 1] Lol .
=16 20 10 10
3 Gz 5 119
30 20 e a=14 L
v -9 0 -6 -7
Solucién final 6ptima
1 2 3 4
0 fof fzof [s] [Z]
1 10
T [13 ] [a] [1z ] L8]
2
i Lel  Ds] [z] [
31,30
g 3 A R S R 3
4 30 10
e 3 12 5 9
5 30L" 101—4 10L‘f o
n

287
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9. Las flechas indican la cantidad y direcci6n del flujo en cada arco.

flujo maximo = 150

10.

valor del &rbol = 15

11. La ruta mds corta vale 13 y se muestra en la figura.




