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NOTA PRELIMINAR 

En ll5tos apuntes se pretn. cubrlr el material que se ensella en los cursoe 

de Mec6nica de Mat.-iales de Ia carrera de lngenieri'a Civil en Ia Facultad de I!! 

genieria de Ia U. N.A.M. 

Se ha pracurada cambinar Ia teorTa con las aplicaciones pr6cticas y se ha 

puesta ftnfasis en los aspectos de Ia Mec6nica de Materiales de m6s int.-fts paro el 

ingeni.-o civil. AsT los conceptos fundamentales de Ia Mec6nica de Materiales -

se deducen a pqrtir del estudio del camportamiento de los elementos estructurales 

usuales. Estos conceptos se aplican entonces al dimensionomiento de estos ele--

mentos en los materiales m6s comunes (ac.-o, concreto reforzado, mamposterla, -

mqdera). 

En el desarrollo de los apuntes se tuvo presente que al finalizar el curso -

el alumna debe ser capaz de dimensionar estructuros isost6ticas sencillas, conacl-

das las cargos que actilan sabre elias. 
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sugerencias sabre lecturas complementarios. Estas se han escogido per fa claridad 

de Ia exposici6n, pracurando que est en a un nivel f6cilmente accesible para el -

lector. 

Se ha reducido a un mlnimo el material meramente informativo o descrip-

tivo, que se hace absoleto r6pidamente y que no contribuye a Ia formQci6n del -

estud iante. 
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LA MECANICA DE MATERIALES Y LA INGENIERIA ESTRUC~L 

·I 

~- .;: .1' Francisco Robles F. V. y 
Oscar M. Gonzdlez CueYOs 

,. ... ,,,, 
Una de las ramas principales de Ia lngenierra Civil es Ia lngenierTa Estruc• 

" tural, cuya final iclad es el disello y Ia construcci6n de estructuras. Para tener una 

idea del colnpo que abarco Ia Mec6nico de Materiales es util bosquejar brevemen• 

te el proceso de disel'lo estructural. (No se comentar6n aqur las aspectos construe-

Iivas de Ia lngenierra Estructural, que san materia de los cursas de construcci6n). 

I II ·~ · Una estructura puede concebirse como un sistema, es decir, como un con-

. junta de partes o companentes que se combinan en una forma ordenada para cumplir 

una funci6n dada. La funci6n puede ser: saiYOr un clara, como en los puentes; enc!_ 

rrar un espacio, coma en las distintas tipas de edificias; o contener un empuje, como 

en los muros de retenci6n, tanques o silas. La estructura debe cumplir Ia funci6n a 

Ia que estd destinada, con un grado de seguridad razonable y de manera que en las 

condiciones normales de servicio tenga un compartamiento adecuado. Adem6s, de-

3 

•:· 'f"' . . r! ol .... ',<\. 

agua. Consideraciones semejantes se pueden hacer a prop6sito de un edificia, una 

presa c. cualquier otra estructura. - ,u, ..... 

Lo que se busco, entonces, en el disel'la estructural es crear estructuras-

que tengan un comportamiento adecuado bajo las a .. ciones a las que pueden queclar 

sujetas. Esto imp I ica un conocimiento de Ia relaci6n que existe entre las acciones 

que -ob;an sabre Ia estructura, las coracteristicos geo!Mtricas de 4sta y los materia-

les de que est6 construida, y las respuestas de Ia estructura ante las acciones, es de-

cir, su comportamiento. El problema del disel'lo estructural se ilustra esquem6tico--

mente en Ia fig I .I , 

~' .. 
I :~ .. • ~.,1(, ,l. ·dnb,, ··' 

{. ACCIONES 

\/ -·-··~;)j,.-. -•lO'c 

I . . rtOTI .. ~ .'Miff'-.. \ 
ben tenerse en cuenta otros requisitos, tales como mantener el casta dentro de limi·------------- n _/ ESTRUCTURA DE CARACTE· 

RISTICAS CONOCIDAS, QUE - , 

DEBE CUMPLIR UNA FUNCION 

DADA. 

tes econ6micos y satisfacer determinadas exigencies est4ticas. 

' 
En el desempel'la de Ia funci6n a Ia que est4 destinacla, Ia estructura estar6 su-

jeta a una serie de acciones o cargos que debe ser copaz de soportar. La funci6n --

' 
esencial de un puente, por ejemplo, es salvor un cla.ro, facilitando el paso de --

vehiculos sabre un obstaculo. Para real izor esta funci6n Ia estructura deber6 ser-

capaz de resistir no solamente el peso de los vehiculos sino tambi'n su peso propio, 

osr eomo los efectas de acciones tales como el viento, las sismos y el empuje del- -

---~-~ 
~·,.. ·, 

I I \ ~'10.:' !!~ ; •·.'' -,.~.r·· 

ACCIONES _.. ESTRUCTU R A ---+- R ESP U E 5 TA 
W, 

.... (><> l :"t$ .... 

Fig. 1.1 Reprenntaclcin esquemcitlca del problema de d11ella 

estructural. 

·~ 

---·····..-! 
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La Mec:dnica de Materiales se apo,.a en Ia Est6tica y Ia Din6mica, que es-

tudian el equilibria de los cuerpos rrgidos y proporcionon herramientas pora deter-

minor las acciones Infernos (fuerzas axiales, maMnlos Aexionantes o torsionantes 

y fuerzas cortontes) producldos por las acciones o fuerzas externos. El estudiante 

de Mec:dnica de Materiales debe eslor familiorizado con Ia esenciol de las dlscipl.!, 

nos mencionados. Debe tener los conceptos de cargo axial, maMnlo y fuerza cor-

tonte Ia suficientemente claros pora que no presente problemas el trazo de diagra-

mas que representen Ia wriaci6n de las diversas acciones internos a Ia largo de los 

efes de un elemento estructural sencillo, producidos en 41 por un determinodo siste-

ma de fuerzas o acciones externos. En otras polabras, debe ser capaz de anolizar 

elementos estructurales isost6ticos sencillos. 

Los elementos estructurales estudiados en Mec:dnica de Materialessuelen -

limitone a formas relatiwmente simples. Son elementos estructurales trpicos el --

tensor, que transmite cartas de compresi6n; Ia vigo, que transmite cargos transversa-

les a su eje; Ia losa, que distribuye cargos que actUan transwrsalmente al plano for-

mado par - dimensiones mayores; y el muro, que redste cargos wtrticales ol mismo 

tiempo que cargos horizontoles que pueden octuar tonto en su plana como normales 

a Ill. Estos elementos o veces se presenton oislodos, pero generalmente forman par-

te de estructuras m6s complejas. El problema de analizar estas estructuros m6s com-

plejas, para el cual no son suficientes las herramientas que proporciono Ia Est6tica, 

queda fuera de los pragramas usuales de Mec:dnica de Materiales. Se trata en los-

eursos que en los programas de Ia Facultad de lngenierra de Ia U.N.A.M. se ·dena-

minon An61 isis Estructural. Es elora que los rrlltodas de dimensionamiento estudiadas 

_J 

-v 

en los eursos de Mec,nlca de Materlales son apllcables • estruc-

t~ras de cualquier grado de complejldad. 

El problema global del dlsefto estructural se estudla en el 

curso que lleva el w.ismo nombre y que slgue al primer curso de -

An,llsls. En este curso se anallzan las flnalldades del dlsefto, 

ae comparan los dlversos crlterlos de dlsefto, y s& estudian las-1 
I 

distlntas formes y sistemas estructurales y las fuerzas o acclo-j 

nes que deben conslderarse en su proyecto, 1 

Como resumen de las conslderaciones se present• a contlnua
1 -I 

ci6n una breve descripci~n de las asignaturas del Area de lnge-- \ 

nierfa Estructural en el programa de estudios actualmente en vi· 

gor.(1980) en Ia Facultad de ingenierfa de Ia U,N,A,H, para Ia -

carrera de lngeniero Civil, A trav's de esta descripci6n puede-

apreciarse Ia relaci6r entre Ia MecAnica de Materiales y las de-

mAs asignaturas del Area (fig, 1,2), 

\ 
I Mec&nica I 

f--..< 
Hecilnica Ht?ranira Mer.!lnira de Diseiln Optativas de 

I (Estiitica) de f-< d .. 
...... 

~ateriale• III 
-t ~structural Estrurturas 

M.1tf>ri.·!le~ I Materialesrl 

I 
Heciinica II Anlll isis 

roinamica y 
Ci ncm.3t ira) Estrut"tural 

I 
, __ -

' 

-

fig. 1.2 Milt~rias del campo:de rng(!Oierfa ~strurtural dP )a Far~ltad de In~enierfD 
U.N.A.H. 

I_ 
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AI disellar una estructuro para que curnpla una determinada funci6n, el p~-

)lllctisla sew confrantada can tada un conjunta de problemas. l.Qulf forma estruc-

tural serd Ia mds adecuada? l,lko area? l,lko marco rrgido? l,lkoa estNctura cal-

gante? l.Qulf material es el mds apropiado? Elegida una forma estructural deber6n 

cuantificarse las acciones que se supone actuar6n sobre ella. Despu4s serd nee--

rio escager las dimensianes de los diwrsos cornponentes de Ia estructura de manera 

que •sta pueda cumplir su funci6n can una probabilidad razonable de que no quede 

fuera de servicio durante su vida util por ratura o por alguna otra causa, como, par 

ejernplo, Ia deformaci6n excesiw. Todos estos problemas deben resolwrse dentro 

de ciertas limitaciones econ6mlcas y esttfticas. 

lkoo de los problemas fundomentales del disella, entances, es el dimensio-

namiento, es decir, Ia determinaci6n de las dimensiones que deben tener los ele-

mentos que forman las estructuras. Para ella deber6n conocerse las propiedodes - -

mec6nicas de los materiales utilizadas en su fabricaci6n y deberd contarse con rno-

delos matemdticos que idealicen las_~elaciones entre estas propiedodes, Ia geome--

trra de los elementos estructurales y los efectos producidas por las acciones que ac-

tUan sobre ellos. Es precisamente Ia Mec6nica de Materiales (") Ia disciplina que- ------

aparta los conocimientos y herramienlas requeridas para el dimensionamiento de ele-

mentos estructurales. De ahr su imporlancia en el dise"o estructural. (EI problema 

del dimensionamiento se trala con mds detalle en el tema titulada "Conceptos b6si-

cos para el dimensionamienta de elementos estructurales"). 

(*) Otros narnbres utilizadas para designar el campo cubierto par esta materia son: 
Resistencia de Materiales, Mec6nica Estructural, Comportamiento de Materiales,
Mec6nico de los S6lidas, etc. 

En los curs05 de Mec6nica de Materiales, con que se inicia Ia secuencia de 

cursos de lngenierfa Estructural, se estudian las propiec:bdes de 105 rnateriales m6s -

cOIIIUrvnente utilizados en Ia construcci6n y el comportamiento de elementos estr~. 

turales hech05 de estos materiales y se desarrollan mlttoclas para su dimensionami8!!_ 

to. 

A1 finalizar 105 cursos de Mec6nica de Materiales se considera que el al~ 

na debe ser capaz de dlmensionar estructuras sencillas isost6ticas, conocidas las-

cargos que actUon sabre elias. 

En el curse- de An61isis Estructural I se estudian los mlttodos fundomentales 

utilizados para analizar estructuras hiperest6ticas, sujetas a sistemas de cargos c~ 

nocidos. Se supone que en este curso se aplican los mlttodos de dimensionamiento . ..__ 

estudiados en 105 curs05 de Mec6nica de Material as a alguna de las estructuras -

analizadas con el fin de aplicar los conocimientos adquiridos y de hac• resaltar 

Ia lnteracci6n que existe entre el an61isis y el dlmensionamiento. 

El proceso cornpleto del dise~ de sistemas estructurales se estudia en el -

curso de Dis~ Estructural. Se incluye Ia cuantificaci6n de las dlversas acciones 

externas que deben soportar las estructuras, Ia elecci6n de tlpo estructural, el a~lt--------1 

lisis de las efectos de las fuerzas externas sabre Ia estructura, es decir, Ia determ!_ 

naci6n de las acciones internas, y el dimensionamiento de los elementos estructllr!, 

les. Se integran aquf los conocimientas adquiridos en l01 cursos anteriores. AI ter_ 

mi nar el curso el alumna debe poder dise~r estructuras hiperest6ticas sencillas de 

acero, concreto reforzado, mampasterfa o madera. (Se entiende por "dise~· el 

proceso completo mediante e1 cual se crea una estructura. El termino "dimensio-

namiento" se refiere a Ia porte del dise~ cuya finalidad es determinar las dim~!!! 

·~-~i__,_ .. ...:· .. ' -~~'-·---· .. ~~..._. _ ____.._..~_--.,;,~------- ' ----------------------



slones de los mlembros estructurales), 

Slguen al curso de Dlseno Estructural varlas mate· 

rlas optatlvas en que el alumna tlene Ia oportunldad de profu~ 

l--- dlzar los conoclmlentos adqulrldos en los cursos anterlores, 
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2. CONCEPTOS BASICOS PARA EL DIMENSIONAMIENTO DE ELEMENTOS 

•;,\'t,:· .Jf~ l 

...... 
ESTRUCT~LES 

Francisco Robles F. V. y 
Oscar M. Gonz61ez Cuevas _______ ....... 

Tfi L-/0 fJ 
T 5'JtJ-

2.1 CARACTERISTICAS ACCION-RESPUESTA 

El dimensionamienta de elementos estructurales cansiste en Ia determine--

ci6n de los dimensiones y caracteristicas que estos requieren para cumplir uno cie2:_ 

to ful\ci6n con un grodo de seguridod razonable y de manero que su comportamiento 

bojo condiciones de servicio ode trabajo ( •) seo satisfactorio, Para ella hace fa I-

ta conocer las relaciones que existen entre las caracteristicas de los elementos estru£ 

turoles, las fuerzas o sol icitociones que deben soportor y los efectos producidos en -

los elementos por dichas fuerzas. En otras palabras, es necesario conocer las cora£ 

teristicas acci6n-respuesta del elemento por dimensionor. 

Las sol icitaciones que obran sabre un elemento estructural son las fuerzas o 

acciones a las que est6 sujeto. Entre .Sstas se encuentron, por ejemplo, el peso - -

propio, los cargos vivos, los cambios de temperatura y los hundimientos diferencia-

les. La respuesta de un elemento estructural es su comportamiento baja uno deter-

minodo acci6n. Puede expresorse como deformaci6n, agrietamiento, durabil idad, 

vibroci6n. Desde luego, Ia respuesta es funci6n ~as caracteristicas del elemen

to estructural considerado. 

(*) Por "condiciones de servicio ode trabajo" se entiende las condiciones de cargo 
que se supone ser6n las existentes durante el uso normal de una estructura. _,Los ele
mentos del sistema de pi so de un aula,' por ejemplo,_ en condiciones de servicio, de
ber6n soportor, adem6s de'~n'peso propio, el peso.de los muebles y alumnos que se 
considere existir6n norma!mente en el oula. El c.ancepto de seguridod se oclara en 
el inciso 2.2. 

*· I 



,ll"J:f) 

Si se conocen las relaciones 

( Acci6n1 + fEiemento c1_e ciertaJ ~ 
.:.J l~racterrstocas J 

~espuesta] ;,} 

para tadas las combinaciones posibles de acciones y caracteristicas de un elemento 

estructural se tendr6 una base racional para establecer un !Mtodo de dimensiona-

miento. 

En estos apuntes se pretende proporcionar herramientas pora describir las -

relaciones acci6n-respuesta y establecer modelos matem6ticos que las idealicen. 

Se estudiar6n unicamente las combinaciones de acciones y caracteristicas de ele-

mentos estructurales usual mente consideradas en el dimensionamiento. Evidente-

mente el estudio de las caracteristicas acci6n-respuesta de los elementos estructu-

roles requiere el conocimiento de las propiedades de los materioles que los consti-

tuyen. El concepto de acci6n-respuesta es tambi4n aplicable al estudio de las --. 

propiedades de los materiales. 

2.2 RESISTENCIA, FACTOR DE SEGURIDAD Y E',FUERZOS PERMISIBLES 

La primero condici6n que debe sotisfocer un elemento estructurol es que sea 

suficientemente resistente. En h!rminos de los corocteristicas acci6n-respuesta, se 

puede definir Ia resistencia de un elemento estructural a una acci6n determinada
1
-

como el valor m6ximo que dicha acci6n puede alcanzar. Una vez determinada Ia 

resistencia a una cierta acci6n se compare este valor rrdxima con el valor corres-

pondiente bajo las condiciones de servicio. De esta comparaci6n se origina el con-

cepto de factor de seguridad a factor de cargo. De un modo rudimentario, este --

.i 

:, 

puede definirse como el cociente entre Ia resistencia y el valor estimado de Ia acci6n 

I 

·...,y, .:._~ ....... -. .~-~-............... ...:.~.c ..... 

carrespondiente bajo los condiciones de servicio. 

AI dimensionor un elemento estructurol se debe procurer que tenga un foe-

tor de seguridad rozonoble. Mediante este foetor se trato de tamar en cuenta Ia -

incertldumbre sabre los efectos de ciertos acciones y sabre los val ores usodos en -

varies etapas del proceso. Entre las principales incertidumbres se pueden mencio-

nor el desconocimiento de los solicitociones reales y su distribuci6n, Ia validez-

de las hip6tesis y simpl ificaciones uti I izadas en el an61 isis, Ia diferencia entre el 

comportamiento real y el supuesto, y Ia discrepancia entre los valores reoles de lot 

dimensiones y de las propiedades de los materioles con los especificados. 

Una forma indirecta de dimensionor elementos estructurales de manera que 

tengan un margen de seguridad razonable consiste en mantener los esfuerzos pro-

ducidos por las solicitaciones de trabajo ode servicio por debajo de unos esfuer--
- --------~--

zos permisibles. Estos esfuerzos permisibles ode trabajo se especifican como uno 

fracci6n de Ia resistencia de los materiales a Ia acci6n considerada. Los esfuer-

zos permisibles se fijan con base en Ia experiencia de manera que Ia seguridad y el 

camportamiento de los elementos sean odecuodos. Un inconveniente de este metoda 

de dimensionamiento, comunmente denominada de esfuerzos de trabajo, es que el -

grado de seguridad no es uniforme, yo que no puede medirse en todos los casas el -

foetor de seguridad por Ia reloci6n entre los resistencios de los materioles y los es-

fuerzos permisibles. En otros palobros, Ia reloci6n entre Ia resistencia del material 

y los esfuerzos de trabajo noes siempre igual a Ia relaci6n entre Ia resistencio del 

elemento y su solicitoci6n de servicio, 

ilo!( ' •'-.--J...· ---- --·"'-"-"--~- --~-~~ 
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El procedimiento de dimensionamiento al que se tiende en Ia actlJC!Iidad es 

el a veces llamada pl6stico. las elementos se 'dimensionan para que tengon una -

resistencia determinada. El procedimiento consiste en multiplicar las solicitacia-

nes de servicio par un factor de cargo y obtener asr Ia resistencia que debe darse 

al elemento para cantor con Ia seguridad deseada. En estos apuntes se ilustrar6 

Ia apl icaci6n de los criterios de dimensianamienta descritas. 

2.3 CONDICIONES DE SERVICIO Y LIMITES TOLERABLES 

A semejanza con el problema de resistoncia, para garantizar que una es-

tructura tengo un comportamiento aceptable bajo condiciones de servicio se com-

paron las valores de las respuestas (deformaciones, agrietamiento, durabilidad), -

correspondientes a los acciones estimadas, con ciertas I fmites prestoblecidas, que 

Ia experiencia ha indicada son satisfactorios. 

2.4 APLICACION DEL CONCEPTO ACCION-RESPUESTA A U~ CASO 

PARTICLLAR 

Consich!rese el volodizo mostroda en Ia fig. 2.1 que est6 sujeto a Ia occi6n 

de una cargo vertical P que varfa desde un valor nulo haste aquel que produce el -

colapso. La caracterfstica acci6n-respuesta m6s inmediata es Ia curve cargo-defle-

xi6n, presentada tombifn en Ia figure. 

En t4rminos de esta coracteristica es posible definir cuatro etapas en el CD~!!, 

portamiento del voladiza: 

8 

a) Una etapa inicial el6stica, donde las aargos son pr~rcionales a las defar-

macianes. Normalmente se pretende que bajo las condiciones permanentes 

de servicia (excluyenda las cargos de corta duraci6n coma viento a sisma). 

,Ia estructura se encuentre en esta etapa. La cargo de servicia se ha maroa-

da en Ia figure coma P
5 

y la·deformaci6n correspondiente coma Z5 • 

b) Una etapa intermedia dande Ia relaci6n cargo-deformaci6n yo noes lineal. 

c) Una etapa pl6stica, donde se producen deformaciones relati110mente gran-

des para incrementos pequei'los o nulos de las cargos. La resistencia Pr se 

encuentra en esta etapa. Debido a lo forma de Ia curva es diffcil estable-

cer cual es Ia deformaci6n correspandiente a Ia resistencia. 

d) Una etapg inestable, caracterizada par una rama descendente hasta el co-

lapso, dande a mayores deformaciones Ia cargo disminuye. 

Caroa P 

t• 

Fig. 2.1 

oO 
..2 
0 .. ... 
•o ae 

Zs 

a 
a ... .... 
a E .. .. • • -c .... -

a a 
&U ..... • •• _a 
u'i. 

• a :A 
CLa 
a .. .. . • • -c ... _ 

Deformacl cin 1 

C a r a c t e rf 1 t I c a c a r o a - d • f o r m a c i on. 

" 



9· 

• 
De Ia ilustraci6n se puede definir el factor de seguridad como el cacillnte 3. ELEMENTOS CORTOS SOMETIDOS A CARGAS AXIALES .:r,n,. i1. ";1<·· 

Pr / Ps • La estructura tendrcS una resistencia adecuada si este factor es mayor que 
Oscar M. GonzcSiez CueWJS 

un valor predeterminada cansiderada como aceptvble. 
.<¥ 

Francisco Robles F. V. . lQJ 
Roberto Mel i Pirollo 

Para inwstigor si el compartamiento bojo condiciones de servicio es sotls- ... 
factorio se debercS comparar el valor de Ia deformaci6n correspondiente a Ps -::on .. 3.1 INTRODUCCION '1()2. 

ciertos volores prestoblecidos que se estimen tolerobles, de ocuerda con experie!!. Existen algunos estructuros cuyos miembros o elementos se encuentron --

cios onteriores, tidos a cargos oxlales de tensi6n ode compresicSn. Par ejemplo, los miembros de- ··~ 

Es interesonte hocer notor que en Ia etapo plcSstica, o .uno varioci6n muy ormaduros con uniones orticulodos, los tirantes, algunos sistemas de cables, etc. -

pequello de Ia cargo corresponde una variac i6n important• en Ia de for mac i6n de En este capitulo se presenton m4todos poro dimensionor este tipo de elementos. To'!!. 

Ia estructuro. Par lo tanto, silos occiones en esta etapo se determinon a partir b"n se presenta uno descripci6n del comportomienta de especlmenes de ensoye so- "'i-<R 

de los deformaciones, errores importontes en Ia estimoci6n de 4stos producircSn scSio metidos a cargos oxioles. Del estudio de dicho comportamiento se deducen los pri!!. •.: i7 

variociones insignificantes en el valor de Ia occi6n. Par el controrio, es difrcll cipoles carocterTstlcas de los materioles estructuroles y se introducen los conceptos 

predeclr en esta etopo el valor de Ia deformaci6n que correspondercS a uno cargo - de esfuerzo y de defarmoci6n unltorio. Estos conceptos se util izon en otros capltu-

de term inoda. los para el dimensionomienta de miembros sometldos a otras occiones a a combino-

El ejemplo anterior muestro cloromente que es conveniente conocer los re- clones de occiones. 

lociones occi6n-respuesto correspondientes a uno vo riaci6n de P desde un valor - Nose incluyen elementos en los que existen efectas de esbeltn impartanles, 

nulo hasta el que produce el colopso. Esto informaci6n permite conocer el grada o sea, elementos sometidos a cargos de compresi6n y CU)IU reloci6n olturo/lodo sea -

de seguridod de Ia estructuro y estimar el intervalo de cargo bojo el cuol el vola-

dizo se comportorcS sotisfoctoriomente. 

~l lo suficientemente grande para que los llomodos momentos de segundo arden sean de 

magnitud considerable, o para que rifo Ia inestabilidod par pondeo. 

3.2 COMPORTAMIENTO 

l-r_..t ·u ~ El comportamiento bofo cargos oxioles se estudio generolmente sornetiendo -

~eo· '" 
-. ;il ~ . i,~" 

especTmenes de ensoye a cargos de tensi6n o compresi6n. El tlpo de esp4cimen y los 

·ek ·~·'L,!li.N ,t. 1r~·1 .,)' ~. ;,;_~ .. ~.,. 
carocterTsticas del ensaye vorl'on segun el material del elernenta. Para coda material, 

existen especrmenes estcSndar, o sea, espec:Tmenes CU)'Us dirnenslones y procedimientos 

"" 

I __ 
~-·-~----

..c:Jo.;'"-'-- _,....,.: ... ~ --~ ~ 
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de fabricaci6n est6n definidas, y ensayes en las que se han especificada el !Mtodo 

de sujeci6n del esp&chnen en Ia mcSquina de ensaye, Ia duraci6n del ensaye, etc. 

Las normas de ensaye meSs usadas en nuestro media son las de lo Direcci6n General 

de Normas de Ia Secretarra de Industria y Comerica (DGN) y las de Ia American -

. Society for Testing and Materials (ASTM). ----------

Con el fin de ilustrar en quo§ consiste un ensaye y el tipo de informaci6n -

que se obtiene de las mismas se describe a continuaci6n el ensaye o tensi6n de una 

borro de a cera (fig 3.1). El ensaye se efectoo en una barra de aproximadamente -

SO em. de longitud, Ia cual se colaca en uno mcSquina provista de mordazas que Ia 

sujetan y le trasmiten una fuerza axial de tensi6n. La mcSquina est6 provista tam-

bilfn de un sistema pora rnedir Ia mognitud de Ia cargo aplicada en un instante cual-

quiera. 

·.= 

""""'; 
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liFi1 

I u· 
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n· .....,,; 

~ 
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FIIJ. 3.1 Eaquemo de un enaoye de tension. 

Para real izar el ensaye, se va aplicando cargo de manera continua al espo§cimen, 

y se miden las alargamientas de Ia porci6n de espo§cimen con langitud de medi--

ci6n, correspondientes a diferentes valores de Ia cargo ·apl icada. Se obtiene de 

esta manera una gr6fica cargo-deformaci6n como Ia representada esquemcStica- -

mente en Ia Fig 3. 2 • 

· ~• ,1,11011Hae .. 

•. t..,l· . 

..l.,. 

f .~ 

IL 

.... II.• •. ...,.u.,.oq~'·'· 

,., Ito 

AlorQamlento, A 1 

FiQ. 3.2 Grciflco cor1Jo-olor1Jomiento 

En forma similar a Ia descrita anteriormente, pueden realizarse ensayes en-

compresi6n axial, en los cuoles se miden las acortamientos correspondientes a dis--

tintos \/Oiares de Ia cargo. Estas ensayes se realizan en especimenes cuyo relaci6n 

oltura/lado o alturo/dicSmetro es del arden de dos o tres, como mcSximo, para evitor 

problemas de esbeltez. En algunos moteriales, las grcSficas compresi6n-acartamiento 

son simi lore~ a los grcSficas tensi6n-alargamiento, mientras que en otros son comple-

to mente dife•entes. 
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Las cargos que se miden en ensayes como los descritos· anteriormente depen-

den de las caracterTsticas del material y del tamai'la de Ia secci6n transversal del - t ~--*· 

es~cimen de ensaye. Las deformaciones, a su vez, dependen del material y de Ia 

longitud de medici6n que se elija; mientras mayor sea esta longitud de medici6n, 
-~-

mayares ser6n las deformaciones. 

Con objeto de obtener gr6ficas que permitan estudiar las caracterrsticas de 04- fa 
los materiales, independientemente de Ia secci6n transversal del espo!cimen de en-

saye y de Ia longitud de medici6n, se acostumbra tansformar las gr6ficas cargo-de-

formaci6n en gr6ficas esfuerzo-deformaci6n unitario. Estos ultimos pard metros san 
;.: 

····""" 
.~ ....... 

adimensionales y, par lo tanto, las gr6ficas esfuerzo-deformaci6n unitaria son igua-

les para un mismo material independientemente de las caracterrsticas del es~cimen ! ( 0) 

t 
(b) 

de ensaye. En Ia secci6n 3.3 se presentan los conceptos de esfuerzo y de deforma-

ci6n unitaria y Ia forma en que se obtienen a partir de Ia cargo y de las deformaci!!_ 
f'l9. 3.3 Co nee pto de nfuerzo. 

nes medidas en los ensayes. las caracterrsticas de los materiales que se obtienen de 

las grcficas esfuerzo-deformoci6n, los detalles mas impartantes de estes gr6ficas, y - f l 

Ia forma de las gr6ficas para los materiales mas usados en ingenierra civil se presen-

tan en Ia secci6n 3.4 

3.3 ESFLUZO Y DEFORMACION • ol Material ductel~ . ------· 
bl Matenol froall-tlpo • 

3. 3. 1 Esfuerzo 

Sup6ngase que en una barre sometida a una cargo axial de ten-

si6n se hace un corte perpendicular al eje de Ia barre fig 3.3-a. Por equilibria de-

las fuerzas que actuan en direcci6n paralela al eje, en Ia secci6n transversal deben 

existir fuerzas par unidad de 6rea como las mostradas en Ia fig 3.3-b. Estas fuerzas .... • 
par unidad de 6rea reciben el nombre de esfuerzos. 

" 'I 

cl Material fraail- tipo B 

• 

~ 
.......... ,., 

Fig. 3.4 Curva1 tiplca1, e1fuerzo deformac oon unltarla. 

-----~·~· --
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En el - de cargas ax~les, ~ iguales entre sr y • dlee, entanees, que el eslaclo 

de esfuerzas es unifom.. Para cala~lar Ia magnltud de las esfuerzas en file CICIIO, -

basta dividir .Ja carga apllcada entre el cfrea de Ia seccicSn transver10l. Por lo tanto, 

las esfuerzos se pueden calcular con Ia ecuaci6n 

f=-p-
A 

( 3.1 ) 

donde P es Ia carga axial y A es el 6rea de Ia secci6n transvel"'llll. lol esfuerzas -

tlenen unidades de fuerza dlvidida entre cfrea, por ejemplo, kQicm2 a tarvfn2. -

AI defonnarse el esp4cimen de ensaye cuando se aplica Ia carga axial, Ia •ccicfn 

transversal aumenla de cSrea silo carga es de compresi6n a dianinuye si es de ten-

slcfn. El wlor de A en lo ecuaci6n 3.1 -le ser el drea de Ia secci6n antes de --

aplicar Ia carga. Las grdficas esfuerzo-deformaci6n anallzadasen lo.secclcfn 3.4-

~ las obtenidas de esla manero. 

3.3.2 O.formaci6n unltaria 

La deformaci6n unitaria, a deformaci6n por unidad de longi-

tud, se obtiene dividiendo ol ocortamiento o alargamienla meclido en un instante -

dado entre Ia longitud iniclal de medici6n. Par lo tanto, 11 el cambia de langitud 

es A! y Ia longitud inlcial de medici6n es ~0 , Ia deformoci6n unilaria se pue-

de CXIIaJiar con Ia ecuacicfn 

£= b.l. ( 3.2) 
fo 

Las deformaciones unitarias son adimensionales ~que tanto AQ como 

Mo tienen unidades de longitud. 

'· S. • I. • •· 

"'12 r ~ 

' '-!' 
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p ~.3.3 Grcfflca! esfuerzo-deformaclcfn unltarla 
; 

Las grdficas carga-deformacl6n menclonados en Ia secci6n 3.2 

pueden transfonnarte en grdficos esfuerzO-deformaclcfn unitaria apllcando las ecua-

clones 3.1 y 3.2. Para ella, se calculan las wloret de f y de f correspondie!l 

.. s a wri01 puntas de Ia grdfica corga-deformaci6n. Las grdficos esfuerza-deforma-

.cicfn unltaria tlenen Ia ml- forma que las grdficos carga-deformac16n, pero tienen 

Ia ventaja, como se menclon6 anteriormente, de que las wlores IIIIIMriCOI no depe!!. 

den de las caracterrsticos del esp4clmen de ensaye o de Ia longltud inlclal de medi-

c!l6n. 

~.l,fJIII't-

3.4 CARACTERISTICAS DE LOS MATERIALES OB'ENIDAS A PARTIR DE 
LAS GRAFICAS ~SFl£RZO-DEFORMACION UNITARIA 

3:4. 1 Carocter l'sticas generales 
..,.t' ~ , 

En Ia fig 3.4 te pretenlan cur vas esfuerzo-deformaclcfn unltaria 

~ trpicas. En Ia fig 3.4-a te muestra Ia curva esfuerzo-defonnaci6n unitarla de mate-

riales ductiles, como algun01 aceras. Un material es dUctll sl se producen grandes -

deformaciones antes de que ocurra Ia rotura del esp4cimen,' yes frdgil si las defor"'! 

--------;:Iones san pequellas en eiiiiOIMnla de Ia roturo. La curva de Ia fig 3.4~ es t!pica 

de materiales fr6giles coma el concreto. Para algunas materiales frelgiles no-metdli-

cos, como varios tipos de pldstlcos, Ia cur~~a esfuerzo-deformaci6n unitarla del tipo 

de Ia mostrada en Ia fig 3 .4-c. 

Obser~~ando los diagromas de Ia fig 3.4 se concluye que hay una considera--

ble varioci6n en las curiiUs esfuerzo-deformaci6n unitario de los distintos materiales 

usados en lngenlerra. Sin embargo, en los dol diagramas de las figs 3.4-a y c --

existe una .. tapa inlclal C(lft una relaci6n esfuer.~o-deformaci6n unitaria I ineal. La 

porci6n recta iniciol de estas cur110s se puede representor par Ia ecuaci6n 

\ 
I 

I 
l 
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f = E£, 
, 

0 
f, 

E=-~ 
£ 

E~ Ia ~cuaci6n 3.3, el wl011 de E es Ia pendien .. de Ia lrnea recta y se 

denamina m6dulo de elasticidad o m6dulo de Young. Tlene unidades de fuerza -

dlvldida entre longitud ol cuadrodo, par ejemplo, kg/cm2. 

La reloci6n 'ltsfuerzo-deformoci6n representada par lo ecuoci6n 3.3 se conoce 

como ley de Hooke, deb ida o que el cientlfico ingla del siglo XVII Robert Hooke 

fue el primero en observar y registrar esla carocterrstica b6sica poro muchos mote-

rioles. La ley de Hooke represenla una reloci6n esfuerzo-deformoci6n bastante im-

porlan .. )'CI que los on61isis de esfuerzos y deformociones, y el diseflo de lo mayor 

porte de las canstrucciones esldn basodos sabre esla ley simple del comparlamiento 

de moterioles. ~ Cuonda Ia gr6fica esfuerzo-deformoci6n de un material cumple con 

Ia ley de Hooke se dice que su compartamient~ es linilcd. Sial descorgor el esp4-

men, 'ste recupera todo su deformoci6n, el comportomienla es el6stico. U, mote-

rial puede t-r un comporlamiento lineal pero no el6stico y viceverso, ounque en 

muchos co-lo elapo lineales tornb"n el6stico. 

Tombil!n en Ia fig 3.4 se observa que dentro de los diagromos esfuerzo-de-

forrnoci6n existen dos etopos generales: uno etopo iniciol pr6cticomente lineal y-

el6stico, en lo cuol se oplico Ia ley de Hooke, y uno etopo de compartamiento -

inel6stico, en Ia que los deformociones llegon o ser grondes y Ia ley de Hooke noes 

oplicoble. las etopos el6stico e inel6stico se ilustron en lo fig 3.5-o. 

U.O corocterrstico distintiva de lo elapo inel6stico es que si se descorgo el 

espl!cimen, como se muestro en lo fig 3.5-b, se tiene uno deformoci6n permonen-

te. Si el espl!cirnen se vuelve o cargor, lo relaci6n esfuerzo-deformoci6n coincide 

con Ia relocion esberzo-deformoci6n de Ia descorgo. 
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F•o 3.5 Oefor~~~aclones elastica e lnela'stica 

... Cuando en Ia elapo inel6stico, los deformociones unitorios oumenlan bajo un 

esfuerzo conslante, se dice que el material tiene un cornportomienla plcSstico. En Ia 

fig 3.6-o se muestro lo grcSfico esfuerzo-deformoci6n unitario de un material con una 

etapo inicial el6stico y uno etopo posterior plcSstico. Los moteriales con grcSficas de 

-.. · este tipa reciben el nombre de elosta-pl6sticos; cuondo solo tienen lo etapo iniciol, 

~----·- ..... ~........_ __ ___..! 



se II oman materiales e16sticos (fig 3.6-b ); y si s6lo tienen Ia etapa final, se con~ 

cen coma materiales pl6sticos (fig 36-c ) • 'Las gr6ficas el6sticas, pl6sticas y elas-

to-pl6sticas son gr6ficas ideales, yo que los materiales reales tienen gr6ficas que di-

fieren de ~silOs. Sin embargo, en muchos casas las diferencias entre las gr6ficas rea-

les y las ideales son pequenas y pueden utilizarse las gr6ficas ideales para represen-

tar en forma aproximada el comportomiento de los materiales. 

'lc_ 
, ~ 

al elasto- plastiea 111 elaetlea 

t'' 
' 
' 

I 
cl plaetiea 

F19 3.1 Grafleae 1deale1 ufuerza- deformaclcin unltarla 

• 

3.4.2 Propiedades mec6nicas obtenidas de las eurvas esfuerzo-defor-

maci6n ynitaria 

Lrmite de proparcionabilida~. Es el esfuerzo a partir del cuol el esfuerzo yo 

noes praporcional a Ia deformaci6n unitaria, a sea, a partir del cual Ia gr6fica --

esfuerzo-deformaci6n unitaria yo noes I ineal. Este valor est6 representado par el 

punta~ en Ia fig 3.7-a. La determinaci6n exacta del ITmite de proporcionalidad-

es bostante complicada yo que el cambia de Ia etopa el6stica a Ia inel6stica es gra-

dual y Ia local izaci6n exacta del punta de transici6n noes f6cil de definir. 

14 

f. 

\ 

' • .:11'1 ~. 
·' 

LTmite eldstico. Es el esfuerzo m6ximo que puede ser aplicado a un mate-

ria! sin que se praduzcan defarmaciones inel6sticas permanentes al retirar Ia car-

ga. Este valor est6 representada por el punta~ en Ia fig 3.7-a. Si el es~cimen 

se cargo m6s all6 del ITmite el6stico, Ia deformaci6n no desaparece completamente 

al retirar Ia cargo, o sea que el es~cimen no recobra su longitud inicial. Con fr'!, 

euencia es imposible detector una diferencia entre los I Tmites proporcianal y el6s-

tica. Debido a que es difTcil en Ia pr6ctica determiner los ITmites proporcional y 
~4.. 

el6stica, se recurre frecuentemente a otros ITmites definidos en forma convencia-
(' 

no I como se indica a continuoci6n. 

'<Jfl'"" 

I al £ 

~P",1 

F19 3.7 Altunos puntas earaterfatieos de las curvaa nfuerzo deformac!CM. 

LTmite de fluencia. Es el esfuerzo que carrespande a Ia transici6n de Ia -

' etapa el6stica a Ia ineldstica y que se define par un cambia brusco en el mavimie~ 

to de Ia aguja indicadara de cargo de Ia m6quina de ensaye a par algoma construe-

ci6n geo~trica orbitraria. El primer ~todo se usa en materiales cuyo grdfico es-

fuerzo-deformaci6n unitaria se aproxima a uno gr6fica elastopl6stica como Ia de Ia 

fig 3.6-u. En estos materiales el cambia en el movimiento de Ia aguj,, de cargo se 

' 
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identifica perfectamente. Algun~ materiales de este tipa presentan dos limites de-

fluencia , uno superior y otro inferior, como se muestro en lo fig 3.7-o (puntas c y 

d ) • En estos casas suele considerorse el I rmite inferior como I rmite de fluencio. -

El segundo m~todo se uti I izo en materioles cuyo gr6fica esfuerzo-deformaci6n unita-

rio no presenta un cambia bien definido de Ia zona elastica a Ia ineldstica. El 1114-

todo mas comunmente usado para definir el lrmite de fluencia en estos casas consiste 

en trozor una recto paralela a Ia parte recta del diagrama esfuerzo-deformaci6n uni-

Ioria a partir de una deformacidn E
0 

definida en forma arbitraria (fig 3.7-b) y con-

siderar que el I rmite de fluencia es lo interseccidn de esta para lela con el diagrama 

esfuerzo-deformacian unitario. Los val ores mas usodos de Ia deformacian ~ 
0 

va--

rran de 0.001 a 0.0035. Los materioles a los que se apl icc este segundo rn4todo se 

conocen como materiales sin I rmite de fluencia definido. 

Rigidez. Es una medido de Ia resistencia de un material a deformarse. Para 

los materiales A y 8, con los diagramas esfuerzo-deformaci6n ilustrados en Ia fig -

3.8-o, Ia rigidez del primero es mayor que Ia del segundo yo que Ia deformaci6n --

C. A es menor que e.& para el mismo esfuerzo. La rigidez bajo cargo axial se pu! 

de medir par media del m6dulo de elasticidad o m6dulo de Young, E • En Ia fig 8-o, 

f f 
£6' entonces EA = T es mayor que E8 = e '-

~ & 
puesto que c! A es men or que 

o sea que, a mayor m6dulo de elasticidad, mayor rigidez del material. Comparanda 

el acero estructural con E0 c =2.0 x 106 kw'cm2 y el aluminio con E al = 0.7 x 1o6 

kw'cm2 resulta que el acero tiene una rigidez aproximadomente Ires veces mayor que 

la del aluminio; esto es, el acero se deforma aproximadamente una tercera parte de -

lo que se deforma el aluminio para el mismo esfuerzo. 

------· ---·-· --

Para materiales con diagramas esfuerzo-deformaci6n no I ineales, como los -

de Ia fig 3.8-b, Ia pendiente de Ia curve es#uerzo-deformacl6n varra y nose pue-

de definir el m6dulo de elasticidad como Ia correspandiente a Ia parte recta del di!!_ 

grama. Para estes materiales, se defl~n los tres siguientes val ores como medidas -

de Ia rigidez. 

l~ ' I ~ L-~--~----~~E 

I b I 

Flo :s.e Determinacion de Ia rloldez 

-~ 

a) La pendiente de Ia curve esfuerza-deformaci6n en el origen, denomi- ---

nado m6dulo tangente inicial y que tiene un valor igual a E
1 

= tan Q; 

b) La pendiente de Ia linea que une al origen con un punta determinado A 

fijado arbitrariamente sabre Ia curve esfuerzo-deformaci6n, denominodo rn6dulo seca!! 

te, que tiene como valor E2 = tan 9'1. 

c) La pendiente de Ia tangente a Ia curva esfuerzo-deformaci6n en. un de-

terminodo punta 8, denominado m6dulo tangente, con valor iguol a E
3 

= tan &_, 

M6dulo de Poisson. Es otra medida de las caracteristicas de deformaci6n de -

~-- -' 



~ 
dimensiones unitarias sufeto a tensi6n, como se ilustra en Ia fig 3. 9. Debido a que 

las dimensiones del elemento son unitarias, los alargamientos y acartamientos son -

iguales a las defarmaciones unitarias como puede deducirse de las ecuaciones 3.1 

y 3.2 Se puede ver en Ia fig 3.9 que a Ia deformaci6n unitaria longitudinal &. 

en tensi6n le acompalla una deformaci6n unitaria transversal de acortamiento £.' • 

Sl, por el contrario, actuase un esfuerzo de c:ompresi6n se presentaria una largo-

mienta transversal. El m6dulo de Poisson se define como 
I -e. -c:. J-1-s. ,..:~ ( 3.4) 

El m6dulo de Poisson es una rnedida de Ia rlgidez del material en direc:c:i6n 

normal a Ia de aplic:aci6n del esfuerzo. 

_t _ _L 
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Flv 3.9 Determinacion del modulo 

de Pol11an 

Resistencia. Es el esfuerzo mdximo que resiste un esp4cimen. En Ia fig-

3.10 se indica Ia resistencia, fr , para tres tipos de gr6ficas esfuerzo-deformaei6n -

unitaria. Obs4rvese que cuando Ia gr6fic:a tiene una ramo descendente, Ia resistencia 

no coincide eon el esfuerzo de folia. 
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Flv 3.10 Rullttnclo ,,, l 
., c 

Due til idad. Es una medida de Ia eapaeidad de un material para deformarse 

en Ia etapa inel6stica. La medida usual de Ia duetilidad bojo cargo axial es el -

parcentaje de alargamienta o acortomienta eorrespondiente o Ia folia. Esto es, si 

!f representa Ia longitud medida en el instante de Ia folia y ~" ,Ia longitud -

inicial, el poreentaje de alargamienta es 

~~ i,- t 
£u 

4 \ QO ( 3.5) 

lJn material con alta ductilidad permite deformaciones consideral!les antes 

de que folie. Esto es impartante en situaciones en las que se presentan cargos ex-

cepcionoles que exceden a las cargos de fluencio. 



3.4.3 Varlabilldad e rnctlces de resistencla 
t'f'Y«! .. 

las propiedades mec6nicas de los materiales descrilas en las 

secciones anterlores son de naturaleza variable; es decir, que si se efectUa el mis

mo en111ye repetidas veces en especrmenes del misrno material se obtienen resultadas. 

diferentes en coda enso)'8. las dlferencias en resultadas dependen de Ia uniformi

dad del lllQterial, del tipo de ensa)'8, de las condiciones del equlpo de laboratorlo, 

de Ia propiedad mec6nica que se Irate de determinar y de otros factores, El estudio 

de Ia variabilidad de las propiedades mec6nicas se hace utilizando las tclcnicas de

probabil idad y estadrstica. 

Deb ida a esla variabil idad en los resultadas de los ensayes, para evaluar las 

diversas prapiedades mec6nlcas de un material na basta can efectuar un solo ensa)'8. 

& necesario hacer varlos enso)'8S en rnuestras selecc ionadas de acuerda can las "c

nicas de rnuestrea y determinar tanto Ia tendencla central de los resultadas cpmo Ia 

dispersi6n de los mismos. Una de las medidas rn6s usuales de Ia tendencia central es · 

el promedio, Para medir el grado de dispersi6n se recurre por Ia comun a Ia desvia

ci6n estdndar o al coeficiente de variaci6n. Para fines de disello, se puede tomar en 

17 

cuenta Ia variabilidad de las propiedades de los materiales, especificando Ia probab;.;,l~-----

lidad de obtener resultadas de ensayes inferiores a un valor prestablecida. 

Es comun que alguna de las propiedades mec6nicas de un material se considere 

como representativa o indicativa del comportamiento general de dicho material bajo 

determinado tipa de salicitaciones o acciones. Cuanda esto sucede, lot propiedades 

mec6nicas se denominan Tndices. Los Tndices rn6s usodas son aquellos que relacionan 

las caracterTsticas generales de un material con su resistencia, y reciben el nombre de 

Tndices de resistencio. Obsclrvese que no siempre el·rndiee.de resistencia de un 1110'!, 

L __ _ 

~....: 

rial es Ia reslstencia deflnlda en Ia fig 3.10. Por ejemplo, en el coso del acero, 

el rndice de reslstencla usada rn6s frecuentemente.es el I Tmite de fluencia, )'Q que 

este 110lor permite predeclr mejar el comportomiento de elementos estructurales de 

acero que Ia resistencla. En otros materiales el rndice de resistencia sr coincide 

can Ia resistencla, como en el· coso del concreto simple, en el que el Tndice de • 

resistencia es su reslstencia a Ia compresi6n. 

los rndices de resistencia deben poder determinarse par procedlmientos de 

ensaye sencillos y relativamente baratos. Un foetor esencial es que Ia varlabill

dad de Ia propiedad mec6nica usada como Tndice sea lo menor posible. 

3.5 CONCEPTOS GENERALES SOBRE DIMENSIONAMIENTO 

En las secclones anterlores se ha descrito el comportamiento de miembros 

estructurales sujetos a cargo axial, se han introciucido los conceptos de esfuerzo y 

deformac16n unitaria y se han estu~iado las relaciones entre estos valores para di

ver- tipos de materiales. Canocidas las relacianes esfuerzo-deformaci6n unitarla 

para un material es posible desarrollar mcltodas para dimensionar elementos estruc-

turales fabricados con fl. ., ....... fi, 

El prop6sito esencial del dimensionamiento es determinar las dimensiones de 

los elementos estructurales de manera que resistan las fuerzas que actUon sabre ellos 

con un rn6rgen de seguridad adecuada. Como se indic6 en Ia secci6n 2.2 existen das 

enfoques fundamentales al problema de dimensionamienta. Segun un criteria, lla

mado criteria de resistencla o criteria pl6stico, los elementos se dimensionari para -

que tengan una determinada resistenc ia, superior a lo cargo de servicio que deban -

sopartar. Segun el otro criteria, se determinan las dimensiones del elemento de rna

nero que los esfuerzos producidos por las cargos de trabajo sean inferiores a unos es-

i 

·--· ___ ....__. __ ~----· ----· -~~--~-··--- -·- .. ~.:..---·~-- ·- - ._..J 
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fuerzos permisibles, que .son ~no fracci6~ cHI Ia residencia eMil ~terial a,l~ acci6n 
,O't.::t:,;'H;. \·~I.) tl;,~l."<:~ f,l ·I~ . ! •*1t"'l;: :::'\ ·:::./. ~! •'·· Q!' 1..1 ,',, ..:.>l~ !I·~,)· ~:P:"f::!l: ''•':~.·· :',.'\t ;'; 1!:·1~ 

Criteria de resistencia 
•.·.•· .. n ... , 1,>1, ~t>'..>tb"i "bobWdohtN C:.tc.t 

consideracja. La ,a~;>l icaci6n de edos dos enfoqu':'s cHI dimensionamiento se ~lustron 
eup r:'J'.( t" ')ri~Ut t ob &11r'nll • ·.'' <.,;r, -~'.'c~"r,.:)U.)'9'1i -~·":i'f;l ~'iH)i\! DLlfU')1lH~'1 ·.\0 ~01bn'i 18 

en el siguiente ejemplo sencillo. 
et:. l:ttlr.J'1U1")>r''H~ ~O'i't...~l'!.1"'i; ., ·Jl:· ·~\·r:~· ._,.~_,.i ........ M~·-J ;:~ -,· .. -(.~~tn'1 l~ . .,.,brnq ei;f'l"!ll:~~-~ 10lr:N ~h·.· 

. . S~a un miem,bro c:~ue cM!be soportor una car~ P. = 100 ton, .fabricado de un 
ttb~:.H1H) tt: tJI.)I\.13"!•.·" -·~ i!.i.:; ~·.:(1.))"1., If .' "1': •'H lO':iO (,:) 'DI,J;~t,tl~,J.'·,1 0\ 9lJP 0'1$:30 

---- material cuya grafica ,esfuerzo-deformaci6n sc; conoce ( fig ~.11 >: 
• eb s:.r' ·.;t:: •• , 'f...·v.p :·;.: : .. ; .o:do::!n· ·.:,!:;t~·,,,,_·.·.· i>~t.· >!.O::.t !:> J"~:.~ ~··-\tJ.'l ,\; or>e.,~l~~, oi noo 

n~Jill!!'.,qmo.:.- ol Q of:.-.rt~ei.:~·, "" ~"' oi::>ntt~ti«Oi 

eb ~otfl~imir. .. :..J·•q >coq !>llonim·:s•"b •dx·q .:<>d/Jl, oi~nsizize1 -.1> n,o•ibn'i 40.! 

-l!ld.:.i 1011 ol wp I" lo•.HtSl!O >oiov1 ntJ .;;<:>lv•c<l i>ln&omr:Nitols·• '( ~<:olli:lnet '"'(OI'!l!l 

~ &~(~i:f()(; '•,f"'O:J:\"'1 r .,.!::! &~ibni omo:-J .o;:rlo~-~u l)~·fi1n:r~m bob,~~,o·u-. oi ~b bl.i> 

2\,LlMIO :J)li)Oc 2lJ')1'.1l:J1l.:. •''/'""t'J (.,£ 

I ~. 2 
'-'J...'1~~8oooo kotcm '15~;~'':1~'h o·ll"'"' ·rrf·1'J.? 1, ot;·;:aob orl 

aec I n , . . . . v ,~~);~eJ;~:!',, ·.~. tot-q .)nry;:,. . . , ob,:;,•Jbt''l1nl nor4 etl , lf)t 

Se trata aquid~·;s~~g~;-;n;;;c~l6n qu;te~ga ;-no resistencia prefijada. 
20~ ,,8 l.U)i·L·•.~nb .t~~~,t";:qi.(·t 7',:! ,e:., -~~- 'l j).'.~~)·~,: .':~:_,~rb!');itJ!tn~ .n~ .. : 

. Si, p~r ejemplo, se desea dispone.• de un factor de seguridad ig~l ados, ~I ele-
-11m I t1 -,,q·n '.I ''l :Jt 1 i' e .,:1:.' ~:.:: ~~~ · -~ 'Ur;; :~:.v ~·,, . . ':> LJ1'.·1~~·•· ·.N.t .• v.;: ;.~ ·::.ns.~,iU c:&nOt ;~u 

menlo deberra ser capaz de soportar una carga P, = 2 P. Es decir 
aobath.t~~>' '"''""itdc Sol! lohBI!Jffl .:>lr.tim ilti> l9nooibeqt .. 11>1o ~<':>9v "'bii:oq~" B'>(otn& om 

-im•o~ino ol &b n•,P,,,..'2··i< ··t!·.QOO ...,_,,.;261l~tJ~t. kg.! .tr(IWli\1 obn;) ne zetn .. ,~lib 

,.-)hOII:IIOdol C!Jonctaw8n~qu'e .. i >ibolCO ~ol 8b • "'(Dlfl" sb o>qi1 l«b I i.>hetom ,.,.,, blOb 

oibvhs l3 ,,e·oot:>nlwlfo !lb '( •A<o::..:.k· ~·b '!lto'i 8l !IUF• c:>inb:.•~JITI ht'b&iqc>'G ol eli:, 
f, 

- eb ~n;:,in:>!li zol oi:"~''""H" 9:><>rl ,x: >.o.•inll.:>~·;; l&ht:\bf'o'qo:q to! tc·.t bx:b'lidl'ilN c! . ..:;, 

siendo f Ia resistencia a tensi6n del ·material y A el area de Ia secci6n, se ob-
~ r .cod.;ic~~·Jl;:• "\ bobHi~cdoY; 

tiene 
ro! mulo-·s "''OCl ,I"'(N"~ ._ ... ,,, •• .f .. .-:,c·e!!l• K>! "-·' ~ooilidohov oh& o obicieQ 

A = 200 000 kg = 400 cm2 
o$\(Oln" olar Ill> lOUf:>els M~k#QIII~C•h910o'll nu 1.10 <o:linlnOO'I nboi:>siqo1q tonevjb 

- ;b 01L'lCf ~S'!C}~\i ··r i..'.' 2 
.. 'l'>nobol<.>' tol obo:V·· , '""! , .. , +'·U~OQ.kiJI~!"~~.,,•fuerzo 
- _3 • e de roturo 

-;)~t ('fi il\''la''i1;;S'I'$teileia 'segUII· los 'd6~ ae' t<i'gtdfictnM\te~O"odefefiM~Mrllil, 

ol "'qUii!/~bSte''c~ ~ih<!18fi·'c6f,:·et'I.Wftl~o·HIP~cfflfttro)"te-h· '( oe,1£~um ob ~o:>in 

. . ,. i ~l=alar.aamlento ) 10 . onot;m.· n~· if);~··· · . z, ::~~:1(•\~._-l · ··.r lnb~~~;:.:-,o. ~"-&rnt'':"'1r.ttn ·~''; toqd i!\.'lll~· 
> < I 

-~u·rteo ~.>1n~·.-r' :0111ib D1r.:£l ?ooof!>rn toll01101:9b &ldil'<:.•q '" lci11>iom nu '"D<l 

P •100 T ( caroa de aervlclo I .1!1 ,,o::. o)Obl)!)ildu'l 2'.>1olui 

5t anohnsmib "'i 1oo<m,,.j,.l- ,,. ctr.eimr,nr.-'l"fl''"''l !l!b k-i:><1,....~~'<i 13 

•t~ile 81<.io• noobo 9vp •o:t'9Ut tol nohiat>l !>Up tl\>)nOM !!b wltnui-'Ul~l& lOln<>m~l:> aof 

~ob ne.t~:xe S:.S nbi:>:>e• ol "" O:>ibni !N orne:.) .obou:>ebo bobhu~Sl ~b n!l{ll!xn ~u n•>:> 

. . •• ' ·, • . ,.1 ' '. I ' ' ' 
~t·~ 1 ~,, 19"i'l'i '£'tiftient"CI 'iuJ'eto. ({"t'~ riii'o"n' ··ta'briceid~: ''de u\\' mat~'d~''"' 

f • ' • 

• OlDoq nonoi;,,,9mii:HI .• ~~-~~~ e.la!~l~c~~i.'~il!!li~ {) O'i~!!_~l_''!·"::.~~". oogm 

·~ ttod:,.b eup oi:)iv1s2 sb OQlOJ o: o lOi"u<·;IJ~ ,ti :lnsizitel ol.nA,iml"!tt~b tanu f'OQ.fl!'tf s~;p 

-o:n :;.b o1ne.t'\'1e!9 l'!tb zonoi<:numib ?rtl Hr:HI;nnsiaL ~'~ ,oi~')ii·!.} o.>to ,:·,. ''\n;~z ~ it.."iu:."-F:.; 

. -·ut zo11u o C!910h$"-t,"11 ru.l~ cjcdo1Y sL ~op·1o::> .eot ·~oq .:ubi :-nsbo1.:.t <-=-·t l!h.1?'~' lOI !tup o~~m 

(.'1,~ :n~.l ;.;:)'t.HI~)•f":; 1'"1(.'·, 

fuerzo a que est6 sujeto el miembro bajo condiciones de servicio quede debajo de 
,ldc.O.:.nq ol r .. b!':roilb-:tqze ,r.l:~)ir.>i u..rt.-:-• .-n .!.-:1: _,U ~~· ~~·J:t:.1 ~oT·C. ll.:ti &b t.r•bi 'ic:::~~ 1 .. ,, \) ;;~nt··~. 

---------- un ITmite aceptable. En el ejemplo, para contar con el mismo grado de seguridod 
, ob;;,·~ 1 J.r?i'~'IQ ,,:)1rN f'U :"J :::~:,~·h!!.l~·~ d:'''{Oi'n~"'l ·?tb ~oocfk•2!t<l ·;ftlfleh:!,) 3L i:-r>b! I 

que con el criteria de resistencia, el esfuerzo permisible bajo condiciones de ser
&"!tSbilt"o.; '0:•' !.~:;1")1'.;·~ ···.J <J1\. r:•.::(1;nC:Jr: .. , ~nbal··~:-4\."'·'~ l!O! :,:_. '.·(~:F:!•) :.Jup m;:-:·· ... ~ ~j 

vicio debe ser igual o lo mitad del esfuerzo maximo que soporta el materia, f, • -
ofod l·)hdi'fct:·, ! ...... : :.ib :Jb lrror:S:g •.)!r,t-).'"l":;tH.:.·q:n,,::, :.:.1~' ,, .. ;!h:.-.:·n.:..nl \l r;.-,·'it::fns:!!l·~·l•n r»(l'I"'J~ 

Asr: 
zs:Jr..~:g;q~nq t.ol \S~"!'::>uc otJ:!I obn.:' ,' .: .l'!~~oi ':'':In ;:~ !·~~,.,: ')01 ;:'lqO'!! ~ oqi1 ·:>bonim,st!!Jb 

_ ------~ f = _l f = _L x 500 = 250 kg/cm2 

nonoi·);~.b·~ sup ~otloupn nit lJ~:l.to .!:&t' 2-:t.:.')i;.:,~l~ ~oJ , ~ .,.;..-ii),.i .. , rtiJnlrnonsb ~~ zo-::.inb~atn 

eb t'~d.non ts n!l'di::s·~ \: , ·..:H.Jrt9·llia:s~ ::.z: no:> !nLaiom nu $b -2slo:~neg t1:.:,i1~·h~t:.c1oo 1ol 

s1om r:.., ~ n:.>rr,1ti!~l sb •:)fbtti ~' 9tG11l8fl on aop SltWl~dO .... ~=>.,.~hire·~ ah Z&.:);bn·t 

---~-·r 



El area de Ia secci6n requerida serra 

p 
A=-f-

100 ()()() 
250 

400 cm2 

En este casa, por tratarse de un material de camportamienta I ineal, las -

resul tadas numlfricas fueron i~nticas. Debe obserwrse que esta coincidencia no 

siempre puede lograrse, ya que, coma se i~>di ·6 en Ia secei6n 2.2, Ia relaci6n -

entre Ia resistencia del material y le~. e;fuer. c;s de trabajo noes siempre igual a 

Ia relaci6n entre Ia res is' "-.ia cl··l r le,nento y Ia cargo de servicio. Esto es lo-

que sucede, por ejem~. cc. 'TIOt•; :ales de comportamiento no lineal. 

Revisi6n de Ia d:>~orm. <:: ·:n .! ----
A veces es necesar:o w ificar que olgun ospecto del comportomienta de -

un elementa estructurol bajo los c~rgos de servicio c.•mplo determinoda I imitaci6n. 

Asr, puede ser ~cesario camprobar si Ia deformaci6r. del elemento es inferior o un 

wlor que se considere aceptable. En el ejemplo, podrra ser necesario invest igor -

si el alargomiento es excesiva, 

Puesto que el material es eldstica el alargomiento puede determinorse apl i-

cando Ia ley de Hooke. Asr : 

t· 

>\111(1 

·r 

19'' 

f E=- ( Ley de Hooke ) 
E 

e=+; p 
f= "T 

Sustituyenda : 

Ai 1' •)I• 

r=~ 

A~ = .J1.... = 100 000 kg x 300 em 
A-"E. 400 cm2 x 500 000 kg/ cm2 

Ll~"' 0.15 em ._ 

Este olargamienta se compororra con el valor que se hoya canslderado ocep-

table. Sucede o veces que los dimensiones de un elementa estructurol son determl-

nantes por uno limitaci6n de deformaci6n en Iugar de los requisites de resistenclo, 

_________ o o ________ __ 

En los secciones siguientes se ilustrord Ia aplicaci6n de las principles gene-

roles que se ocaban de exponer al dimensionomiento de elementos de diversos mote-

riales sometidos a cargos axiales. 

3.6 MIEMBROS DE ACERO 

En esta secci6n se considerordn unicamente mlembras sujetas o cargos-· 

axiales de tensi6n, en cuyo comportamienta no influye Ia esbeltez. Las miembras-

sujetas a cargos axiales de compresi6n en los que los efectos de esbeltez intervienen 

en forma importante, se estud ior6n en otro I ugar, 

~--~--~~·-~- _ _J 
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3.6.1 Fabricaci6n del acero 

El componente b6sico del acero es el flerro. Este no se enc~ 

tra en estado puro en lo noturoleza, sino bojo lo forma de 6xidos de distlntas clo-

llamados minerales de fierro, Para obtener acero es necesorio sorneter los minerales 

• fierro a uno serie de procesos para el iminar impurezas y obtener Ia aleaci6n re--

querida. Esta serie de procesos consiste esenciolmente en lo siguiente. Se mezcla 

el mineral de fierro con carb6n de coque y piedra caliza, y se introduce Ia mezcla -

en un alta horno donde es sornetida a temperaturas eleYOdas. A Ia mezcla fundida se 

le inyecta alre, con lo que se reducen los 6xidos de fierro. El producto resultante, 

llamdo arrobio o flerro de primero fusi6n, cantiene entre otras impurezas aproxima-

damente 3 par ciento de carbona, 1.5 por ciento de sMice y cantidades menores de 

manganeso y f6sforo. Este material es poco apropiada para aplicaciones estructura-

les por su fragilidad. 

Para obtener un material m6s ductil es necesario eliminar Ia mayor cantidad 

de impurezas posible y lograr un contenido adecuado de carbona. Los nMitados mds 

como.lnmente utilizodos para consegulr esto son el Siemens-Martin, de "hogar abler-

to", el Bessemer, en el que se emplea un recipiente inclinable llamado convertidor, 

y los sistemas a bose de horr101 el4ctricos. Las impurezas se el iminan quemdndolas 

con aire introducido en Ia masa fundida. Se obtiene asifierra casi puro. Para lo-

grar las caracterrs.ticas resistentes requerldas se agrega carbona, yen ciertas casas, 

atros elementos. El resultado de esta etapa son elementos de acero relatiYOmente -

grandes denominados lingotes. 

20 
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Para obtener las distintos modal idades del acero util izado para fines estruc-

turales, los lingates deben ser sornetidos a dive.-- tratamientos, As I se obtienen -

placas, perfiles estructuroles y una gran parte de las YOrillas de refuerzo para con-

creta par laminaci6n en caliente. Otras elementos son sujetos o diversos tratamientos 

en frio que mejoran Ia resistencia del acero. Los trotamientos en frro suelen consis-

tir en procesos de estiramiento o torcido. En esto forma, par ejemplo, se fabrican -

las YOrillas de alto resistencia para refuerzo de concreto asr coma el acero para pre.!. 

fuerza. 

3.6.2 Propiedades mec6nicas del acero 

Grdficas esfuerzo-deformaci6n 

Las coracterrsticas m6s importontes del acero se desprenden de las curYOs - -

esfuerza-deformaci6n obtenidos mediante ensayes de tensi6n efectuados sabre probe-

tas est6ndar. Es importonte referir los ensayes a probetos est6ndar, puesto que los -

resultados difieren segun el tomallo y Ia forma de 1btos. (Se cansidera que las curYOS 

esfuerzo-deformaci6n en compresi6n tienen Ia misma forma que las de tensi6n). La -

American Society for Testing and Materials establece las caracterrsticas que deben -

tener las probelas segun el tipa de acero par estudiar. En Ia fig 3.12 se muestran --

probe las tfpicas uti I izados para ensayes de acero. Tanto el 6rea como Ia longitud --

sabre lo que se miden los alorgamientos son est6ndor. 

Los aceros usados en lo construcci6n pueden dividirse en dos grupos: los que 

tienen un I imite de fluencia definido y los que no lo tienen. !'ertenecen al primer -

grupa los aceros laminados en col iente y ol segundo los trobojados en frio (estirados, 

torcidos, etc.), En Ia fig 3.13 se muestra una curYO esfuerzo-deformaci6n t!Pico para 

un acero laminado en col iente. La gr6fico mostrada est6 I igeramente deformada con 

_j 
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abfeto de que puedan dlstingu~rw m6s f6cilmente lUI rosgo~ carocterrstlcos princl-

poles. 

. . !-GMuud llle "'"let• . r•• •In •I• I 1f4• 111ln • ~Ita·~~~~~ 
1 Lonoltuct llle111edlclon 

• _ ____j__' • z'"!OD05"" I 
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,., 1.12 ltrollotu ,,,. on10yea llle ocero 

En lo gn5flco esfuerzo-deformocl6n del ocero lominado en caliente se dis• 

tlnguen lossigulentes cuotro regiones, en coda uno de los cuoles el comportomien-

to del material es dlferente del que tlene en los demds: zona eldstica, zona pldstico, 

zona de endureclmlento por deformoci6n y zona de estrongulomienlo y frocturo. 

los gn5ficos esfuerzo-deformoci6n de los oceros trobofocbs en frro no exhlben 

uno zono de fluencio horizontal. En lo fig 3. I 4 se muestro uno curw de esto close. 

Propiedodes mec6nicos 

El m6dulo de elosticidod (E0 ), correspondiente a los porci-s rectus de los 

curws esfuerzo-deformoci6n wrl'o poco seglln el tipo de ocero y puede tomorse iguol 

o 2 x 1o6 ka/cm2. ( El wlor 2.1 x 1o6 kw'cm2 es tambi4n usUal,) 
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dol •• .,!fj 

' . e 

rAt I +• C •r D 1 
' · 1.-Eafueno 1110Jd1110, 2~l1111lte de fluencla au,.,lor 

5.- L(llllte de ftuenclo inferiOr 4.-L(IIIIIe de ,...,...... 
cionaUdad A.-ltentO elciatlco 1.-Fiu)D plntlco -
C.-Endureclllllento par defortlloclcln D. - Eatrangulanlian
to 'I frocturo 

Flo 5.11 Groflca ntwno-deforiiiCICion unttorlo de un acero la111in0do 

Loa lrmites de proporcionalldad y eldstlca difieren poco entre sr, de tal ma• 

nero que, poro fines prdcticaa se ocaatulnbro COnlideror que 10n lguoles. 

lo forma de deflnlr ellllnlte de fluencla es distlnta segdn Ia close de acero. 

En loa aceroa lamlnodaa en caliente Ia zona de fluencla eshl claromente definlda -

(fig 3.13 ). En olgunaa cos01 puede dlstinguirse un lrmlte de fluencia ~ y .-

~ Cuando oslo sucede suele COnliderorw unicomente ellllnlte de fluencla In-

ferior, Sin embargo son comunes loa oceraa en loa que se distingue un 10lo esfuerzo de 

fluencla, En aceroa traboladaa en frro, que no tienen lrmlte de fluencia deflnldo, 

suele fllarw un lllnlte de fluencla canwncional que Indica d6nde Ia curw esfuerzo-

deformoci6n cambia de pendiente en fonno opreclable. U1o recomendaci6n t~ica -

~. 

_ ............. ·-- - . -~------------" 



22 

consiste en considerar como I rmite de fluencia el ecfuerzo correspondiente a una - Tambi'n es signlficatlvo Ia geornetrfa de los perfiles estructurales. Los ele-

deformaci6n unitaria permanente de 0.002. El significado de esto puede apreciar- mentes peq1,181'1os tienden a tener esfuerzos de fluencia y resistencias mayores que -

seen Ia fig 3.1-4. l01 grandes. 

El acero es un material mds variable en sus propiedades de lo que a Yeces -
Eafuerzo de f luencla ,, ----------c .. supone. "Esto se puede apreciar en Ia fig 3.15 donde se muestra un histograma de 

0 

I" to 3.14 

/ 
I 

/ 
fy = "fllerzo de fluencla para una deformaclon 

unltarla permonente louoJ o 0.2% 

c 
.002 .oo4 .ooe c 

I ' Graflca eafuerzo- deformoclon de un acero 
trobo)ado en trfo 

.,,h~l'lt~n 
Vori~bil idad e rnd:ce de resistencic 

El rndice de reslstencia mds comlinmente uti I izado pora identificor un acero 

es el esfuerzo de fluencia. El empleo de este rndice, asr como de lot demds corac-

terfstiCO$ de los diagramas esfuerza-deforrnaci6n, en Ia predicci6n del comportamie!! 

v·· 
to de elerwentos estructurales tiene limitociones, puesto que las condiciones reales de 

uso de Ia estructura pueden no corresponder a las condiciones en que se efectlian los 

ensayes est6ndar. Los ensayes se efectlicn bajo ciertas condiciones de velocidad. -

Debe esperarse por lo tanto que las resistencias de los elementos estructurales vorren 

seglin las condiciones de cargo mencionadas, lo que debe tenerse en cuenta al esta-

blecer correlaciones entre los fndices .de resistencia y el comportamiento probabie de 

ios elementos "'structurales. Asr, las temperatures bajas y Ia defarmaci6n r6pida tie!! 

den a aurnentar el esfuerzo de fluencia y Ia resistencia, pera disminuyen Ia ductili-

dad. A temperatures altos sucede Ia contrario. 

los esfuerzos de fluencia de 697 vorillas de acero de refuerza pore concreto, con un 

di6rnetro nominal de media pulgoda. El esfuerzo de fluencia nominal de las vorillas 

fue de 4000 kg/cm2. El coeficiente de voriaci6n correspondiente al lote ensa)IQdO 

fue 9. 1 por ciento. 

numeral 
muettras 

Elfuerzo de fluencla promedto =4782 kolcm2 

r--
91% 

"~"" 

~~''/ 

0 I I ..-...:n!,illlil:liil~lil,i;!li,!ll;lll!ini,ll!il:illl!,,",[ 

:!!000 3800 4600 5400 6200 7000 
3400 4200 5000 5800 6600 

Fig 3.15 Histoora~a de ,loa nluerzoa de llueneia de .697 varlllas 2 
de 1/2 de dlametro nominal (uluerzo nomtnal = 4000 kg/em 1 
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M6dulo de Poisson 

VorTa entre 0.25 y 0.33. 

Ductilidod 

El acero es un material muy ductil. En un acero laminac:lo en caliente, por 

ejmplo, Ia deformaci6n unitaria en Ia fallo puede llegor a ser de 150 a 200 veces 

Ia correspondiente a lo fluencia. Por lo comun, Ia ductilidod del acero disminuye 

al aumentar su resistencio y el contenido de carbona. Los tratamientas en frTo --

tambi4n suelen disminuir lo ductilidod. El proyectista debe recordor que al usar-

aceros de muy alta resistencio est6 sacrificando ductilidod. 

Uno medido usual de Ia ductilidod del acero es el porcentaje de alargomien 

to en Ia rupturo, medido sabre una longitud est6ndor. Los dotas de porce(ltoje de -

alargomiento deben ir siempre acomparlados de las longitudes de medici6n respecto 

o las cuales fueron determinados. Las longitudes especificados son muy ~~ariables. 

Mientras que para olambres de presfuerzo a veces se considera una longitud de solo 

10 dTametros, para acero para perfiles estructuroles es comun una longitud de 20 em. 

Los valores tipicos del porcentaje de alargamiento ~~arran entre 5 y 20%. 

Otros Tndices son Ia deformaci6n correspondiente o Ia folia, lo ampl itud de 

Ia zona de ftuencia (en aceros laminados en caliente), y, para varillas de refuer-
;('~;.! 

. zo de concreto, el radio de doblado admisible. 

Coeficiente de dilataci6n t~rmico 

Para ~lculos de efectos de temperatura suele considerarse un valor promedio 

.,.. ',.'f/hlj'•r .. 

Soldobilidod 

Una de lqs propiedodes meSs utiles del ocero es Ia posibil idod de unir ele-

mentas estructurales de este material por media de soldodura. 

Resistencio o Ia corrosi6n 

La resistencia a Ia corrosi6n de Ia mayorTa de las aceros uti I izados para fi-

nes estructurales es baja. Esto significa Ia necesidod de proporcionar protecci6n a 

las estructuras de acero 'xpuestas a ogentes corrasi1101 tales como el oxTgeno, el w-

por de agua, los sulfuros y otras. L'l protecci6n puede consistir en algun tratamie!!. 

to superficial o en Ia aleaci6n con algun elementa que comunique propiedodes anti-

corrosivas al ocero. 

Resistencia a los incendios 

Aunque el acero es un material incombustible, sus propiedodes resistentes se 

deterioran considerablemente bajo temperaturas altos. Por lo tanto, es necesario-

proteger las estructuras de acero contra los efectas de los incendios. Para mejorar 

Ia resistencia del_acero al fuego puede protegerse con revestimientos de concreto, 

yeso, vermiculite, asbesto y ciertas pinturos especiales. 

3.6.3 Apl icaciones estructurales del ocero 
.j 

.~ 
El acero es uno de los materiales estructurales rrds usados a -

·pesar de su alto co~to volum~trico. Su alta resistenda especlfico* y su reaucido 

coeficiente econ6mico-resistente** en tensi6n lo hocen especialmente util en ele-

• La resistencio especifico es una medido de Ia eficiencia estructural de un mate
rial, Se puP.de definir como Ia relaci6n entre Ia resistencia del material, en -
kn/ cmL, y su peso volum<'!lr ico, en kg/ cm3. 
fl roeficiente econ6mico-oesistente de un material es el costa del material nece
'wiu porn soporta! uno cargo unitario en uno longitud unitario. 

-··---_.,.! 



rnentas sujetas a este tipo de esfuerza. Sus propiedades no se alteran significativa

'''-nte con el tiempo, como sucede con otros materiales. Su elasticidad bojo cargos 

relatiwrnente altos elimina las problemas de deformaciones permanentes de servicio. 

, Los elementos de acero se preston a Ia prefabricaci6n, lo que disminuye los tiempos 

~de construcci6n.· las estructuras de acero pueden f6cilmente ampliarse o modificar-

1 ' se y cuanda es necesario demolerlas se recupera una parte de su valor inicial •endien 
I -
I 
' do las piezas como chatarra o para 1er utilizadas en nuevas estructuras. 

La facilidod con que Ia mayor parte de las aceras usados en Ia construcci6n-

"· · ·' ·. pueden soldorse permlte Ia farmaci6n de 1ecclanes compuestos de wrias perfiles, sir.! 

•· 

pi ifica las conexiones entre elementos, y facilita las modificaciones de edificios --

terminados. 

De las breves consideracianes anteriares, resultan evidentes los multiples as-

pectas ventajosos del acero como material de construcci6n. Sin embargo existen --

tambiiln algunos inconvenientes. 

El praceso de laminaci6n mediante el cual 1e fabrican los elementos estruc-

turales de acero asr como el ospecta tosco de muchos tipos de conexi ones entre mie'.! 

bros, lmponen ciertas limitacianes estilticas, 

Uxl des~~entaja grow es el alto calto de conserwci6n. El costa de pintar las 

estructuras mehSiicas peri6dicamente para evitar Ia corrosi6n puede ser importante. -

AI costa de conservoci6n se sumo el costa relativomente elevoda de las p61izas de 

•guro por Ia .,scasa resistencia del acero a las efectos de los incendias. 

Hay uno deswntaja que se derivo de una wntaja. La alta resistencia del -

acero hacen que las secc iones requeridas par resistenc ia resulten pequellas. Debt do 
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a esto las relaciones de esbeltez son alias de manera que en elementos sujetos a com-

presi6n son- frecuentes los problemas de pandeo. 
,.,.,. 

A continuaci6n se describen las principales formas en que 1e utiliza el acero 

en Ia construcc i6n de estructuras. 
~----.,-------~· 

Acero para placas y perfiles laminados estructurales 

los aceros uti I izados para Ia fabricaci6n de placos y perfiles estructuroles -

suelen c:Ctenerse por procesos de laminaci6n en caliente y por lo tanto tienen un lr-

mite de nuencia definldo. los volores usuoles del lrmite de nuencia vorran entre -

2300 a 3500 kQI'crr,2 • .Sin embargo hay algunos aceros can aleaciones o tratamientas 

especiales, que alcanzan resistencias mayores. 

Dos tipos comunes en Mdxico son el A 36 (denominaci6n ASTM) y el FM-295 

(denominaci6n Aceros Monterrey), cuyas caracterlsticas principales se muestran en -

Ia Tabla 3.1 

Tabla 3.1.-

Tipa 

A -36 

FM-295 

CARACTERISTICAS PRINCIPALES DE DOS ACEROS TIPICOS 

Esfuerzo de 
fluencia 
(ka/cm2) 

2530 

2950 

Resistencia a 
tensi6n 

{ka/cm2) 

4200-5600 

4220-5980 

Porcentaje mrnimo 
de deformaci6n en 

---una probeta con -
longitud de medi-
ci6n de 20 em. 

20 

19 

·' 

~--·- -"--··---I 



En lo fig 3.16 se muestran algunos perfiles y plocos comunmente usodos en 

Wxico. En lo fig 3.17 se presenton algunos tipos de secciones compuestos que se 

pueden fobricor con ellos. 

Iill [!II iL 
VIQasl Callllles i•del9' a 15.2 em 

I!I 0 
' AIIQulos I se fa brlcan con 

laclos IIJUaleS y deiiiJUalel) 

Placaa 
(Espesores de 0.3 em a 5.1 em) VIIJa H 

Fill 3.16 Perflln y placn comJnmentt utllizados en Mexico 

D 
seccicin compuftta 
de canales aoldadoe 

0 
aeccicin compueata 
de antuloa saldedn 

DI 
seccicin compu•ta 
de canales y placoe 

I 
seccio'n compuesta 
de placas saldadaa 

secci6n compuesta 
de aii9Uios y plac:aa 
remaclladas 

F111 3.17 AIQunas tipos de seceianes compuestos 
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Recientemente se ho empezodo o utilizor tombi4n uno 16mino delgodo trabo-

jodo en frro poro lo fobricoci6n de perfiles ligeros. Estos perfiles se obtienen media!! 

te dobleces de 16mino. En lo fig 3.18 pueden opreciorse algunos secciones trpicos. 

El ocero util izodo es un ocero trobojodo en frro con resistencio ultimo de 4400 ka/cm2 

y un lrmite de fluencio convencionol de 3500 ka/cm2, oproximodomente, 

!~C i~C ~L 
Ull pat(n atiftado Cual Zeta 

I~ Dill 
Canales espaldo con espalda Canales en cajon 

F111 3.11 Perfiles 1i11eroe 

Tubas ·····,, I) 

los tubos de ocero tienen muchos oplicociones estructurales de interfs. los 

di6metros m6s comunes en Wxico vorron de 8.9 em o 32.4 em, y los espesores, de 

0.55 em o 2.54 em. los corocterrsticos del ocero utilizodo son muy variables. 

Barros poro concreto reforzado 

El ocero poro reforzor concreto se utilizo en distintos formos. lo m6s comun 

es lo borra o vorillo que se fobrico tonto de acero lominodo en caliente como de oc! 

ro trobojodo en frro. 

··~ 

- ._............_ --'11111......_ ---~--~---;----. __ _____.; 
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En las figs 3.19 y 3.20 se muestran curvas de ambas tipos de acero tipicas de vari- ficie para mejorar su adherencia con el concreto. La tabla 3.2 proporciona datos 

lias europeas. sabre las caracterTsticas principales de varillas de refuerzo, osl como Ia nomencla-

10000 turo usoqa para identificarlas. '01'·• 

8000 oj',.., tjJ-,1 

6000 
-,-,-~-::----- ------------- TABLA 3.2 DIAMETROS, PESOS, AREAS Y PERIMETROS 

DE VARILLAS 

4000~v---------------------

2000 

o I 0.05 o.ro '• 

FiQ 3.20 Graficas esfuerzo-deformaclo'n de aceros trabajados 
en fr(o para borras de refuerzo 

'• 
8000 

6000 

4000 

2000 

0 0.1 o:2 e, 

>1$: ~-

FIQ 3.19 Grafic:as esfuerzo-deformac:icin de aceroa laminados 
en caliente pora barras de refuerzo 

tt"'! 

J 

los di6metros usuales de las varillas producidas en ~xi co varian de 1/4" 

a I 1/2". Algunoo productares han fobricado vorillo corrugodo de 5/16". Todas 

los vorilla!., c.on e..cC"#er""ci6n del ult.HTilJr6n df: 1/4", .tienen conugac.iones en Ia supe.!.. 

··tt!: 

o:o. 

" 
k 

Barra 
Num. 

2 

2.5 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

12 

Oi6metro 
Pig mm 

1/4 

5/16 

3/8 

1/2 

5/8 

3/4 

7/8 

6.3 

7.9 

9.5 

12.7 

15.9 

16.1 

11.1 

25.4 

28.6 

Peso 
kg,/m 

0.248 

0.384 

0.557 

0.996 

1.560 

2.250 

3.034 

3.975 

5.033 1·1/8 

H/4 

1.-1/2 

31.8 ------6.225 

38.1 8.938 

Area Perlmetro 
cm2 em 

0.32 1.99 

0.49 2.48 

0.71 2.98 

1.27 3.99 

1.99 5.00 

2.87 6.00 

3.87 6.97 

5.07 7.98 

6.42 8.98 

7.94 9.99 

11.40 11.97 

En M~xico se cuenta con una variedad relativamente grand~ de acero de re-

fuerzo. las varillas laminadas "n col iente pueden obtenerse con limites de fluencia 

desde 2300 hasta 4200 kg/cm2• Ei ocero trabajado en foro olcanz,, ITmites de fluen-

rio de 4000 o 6000 ~UI<'n/. ... ·~ " ~· .• i'· 



Se ho empezado a generalizer el usa de n10llas como refuerzo de losas, muros 

y algunos elementos prefabricados. Estas mollas est6n formodas por olambres lisos • 

unidos por puntas de soldadura en los intersecciones. El ocero es del tipo trabajada 

en frro, con esfuerzos de fluencia del arden de 5 000 kwcm2. El espaciomiento de 

las varillas 110rra de 5 a 40 em y los di6metros de 2 a 7 mm aproximadamente. En -

algunos poises, en Iugar de alambres I isos, se usan alambres con algun tipo de irre: 

gularidad superficial para mejorar Ia adherencia. 

El acero que se usa en estructuras presforzadas es de resistencio francame.,te 

superior a Ia de los aceros descritos onteriormente. Su resistencia varia entre - -

14 000 y 22 000 kwcm2 y su limite de fluencia, definido por el esfuer:z:o corres--

pondiente a una deformoci6n permanente de 0.002, entre 12 000 y 19 000 kg/cm2. 

3.6.4 Dimensionamiento de miembros de a<;ero sujetos a tensi6n axial 

Introduce i6n 

El acero es especial mente apropiado para Ia fabricaci6n de elementos sujetos a 

tensi6n, por su alta resistt.ncia a este tipo de esfuerzo y su elevado m6dulo de elos-

ticidad. El disello de miembros de acero sujetos a tensi6n es uno de los problemas de 

disei'lo mas sencillos. Como no existen problemas de pandeo en miembros de tensi6n, 

muchas veces el dimensionamiento se reduce a encontrar o seleccionar una secci6n 

con 6reo suficiente para soportar Ia cargo de disei'lo sin que se excedo el esfuerzo -

permisible de tensi6n en ninguna fibre de Ia secci6n transversal del miembro. lo-

secci6n requerido puede colculorse por media de Ia ecuoci6n 

27 

r-

. j 

en donde 

A, 

As 

T 

f, 

6 rea necesaria ( cm2) 

T = cargo de trobajo o cargo de servicio (kg) 

fs esfuerzo permisible en tensi6n (kw cm2) 

~.'~ 

( 3.6) 

El criteria de dimensionamienta expuasto es el "elastica", de esfuerzos- • 

"permisibles" o "de trobajo", que fue descrito en Ia secci6n 3.5. Como se indica 

en esta secci6n, puede tambili!n utilizarse un criteria de resistencia, consistente en 

disei'lar Ia pieza de manero que puede resistir Ia cargo de trabajo que debe soportar, 

multiplicoda por un factor de cargo conveniente. Se considera que Ia resistencia a 

tensi6n de un miembro de acero, ..!.t est6 dado por Ia ecuaci6n 

Tr = A 5 fy ( 3.7) 

en donde fy es el esfuerzo de fluencia del acero. 

De heche se desarrollo una tensi6n mayor puesto que el esfuerzo de roturo es 

basta.,te mayor que el esfuerza de fluencia. Sin emb.Jrgo esto capacidad adicional I 

se desprecia en Ia pr6ctica, por estar asociado con deformaciones muy grondes. ~ 
las consideraciones que siguen se refieren al criteria elastica. Es f6cil exten 

derlas a un criteria de :esistencia. 

!~ miembros 

los \ecciones mas comunmente uti I izados para formor miembros de tensi6n son 

sol eras, 6ngulos solos o en pares, canales y secciones I, o combinociones diversos -

~-~-- - - .:__: ...... "<"' ... !_ __.._...~ ......... --~ 



de eslal perfiles. En ~ecclones for-das por wri01 perfiles, es re-ndable unlr 

las piezas can placas a soleras colocadas coda 1 .S m, aproxi-damente, para evi-

tar golpeteo y para -ntener alineadas a las~ecciones. Estas piezas no contribuyen 

a Ia resistencia del miembro y suelen detallarse por especificaci6n. 

las secciones farmadas por perfiles laminados son m6s f6ciles de coneclar y 

mane jar que las terwores y cables. Estasl11timos elementos tienden a colgarse por 

su falta de rigidez, de -nero que es necesario prewr alguna manera de tensarlas, 

por eJemplo, por media de templaclarel. Los cables esldn adquirienda gran impor-

Iancia en estructuras colgantes para techos y puentes. 

Esfuer:ros permlslbles y factares de carpa 

Para re-ndaciones sobre las esfuerz01 permislbles y factares de cargo para 

dlmensionar elementos suJetos a tensi6n, *nse el Manual de Aceras Monterrey y -

las dem6s referencias sobre estructuras de acero al final del capllulo. U, wlor tr-

plea es 0.6 fy, donde fy es el esfuerzo de fluencla. 

Requisitos de esbeltez 

La rlgldez transwnal de las elementos sujelal a ten1l6n es muy wriable. -

Los cables, por eJempla, no tlenen rigide:r. alguna. Sin embargo, hay cos01en que 

es conwniente cantor con cierta rigidez par motiVOI constructivas y de funciona--

miento. Por eJemplo, en las elementos de armaduras sujetos a tensi6n se especifico 

una rlgldez arbitraria mrnima que -le definirse en funcl6n de Ia relaci6n de esbel

tez, J/.t-., donde ! es Ia longitud I ibre del ele.mento Y.!. es el radio de giro -

dada par ~ , sienda J. el momenta de lnercio y ~ el 6rJIG de Ia secci6n. 

.. , 
·<I , 
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El wlor de .!. se calcula para el sentido mds desfovorable de Ia secci6n del miem-

bro. los valores de Ia relac16n de esbeltez dodos par las diversas normas varian -

entre 200 y 300. 

Efecto de agujeros 

Las miembros de acero se integran en las estructuras par media de uniones sal-

dodos o por media de remaches o tornillos. En el primer coso, Ia secci6n de los --

miembros nose reduce en las uniones; en cambia en el segundo casa, los C.gujeros-

para los remaches o tornillos disminuyen Ia secci6n de los miembros. Para tamar en 

cuenta esta disminuci6n, se han establecido regias emprricas que pueden encontror-

seen los reglamentos de construcci6n de acero. _ tn estos apuntes s6lo se consideron 

miembros en los que no es necesario hacer reducciones de secci6n par efecto de ag.!!. 

jeros. 

3.7 ELEMENTOS DE CONCRETO REFORZADO 

3.7 .I lntroducci6n 

El concreto reforzado es una cornbinaci6n de concreto simple 

y acero. El concreto simple es un material econ6mico con una resistencio a Ia com-

presi6n relativamente alta pero con escosa resistencio a tensiones. Su resistencia a 

tensi6n es ton reducida que nunca se util izo en miembros baja este tipo de acci6n. -

En algunos ocasiones se uti I iza para formar miembros que deben transmitir fuerzas de 
, 

compresi6n. Estos miembros o columnas de concreto simple no san muy frecuentes en 

lo proctica )'0 que es necesario hocerlos bastante robustos para evitar efectos de es-
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beltez y de ecentricidades occidentales que puedon dar origen o esfuerzos de tensi6n, 

·como se ver6 en una secci6n posterior. 

·-.-:.......;....~ 

• . . 

La falta de resistencia a tensi6n del concreto simple puede remediarse par -

media de un refuerzo de barras de acero convenientemente distribuidas. El refuer-

zo de acero puede aprovecharse tambi~n para aumentar Ia resistencia a compresi6n 

de una secci6n de concreto simple. 

Para estudiar el comportomiento de elementos de concreto reforzado sujetos 

a cargos axial~s es necesario conacer las propiedodes tanto del concreto simple co-

model acero de refuerzo. Las principales propiedodes del acero de refuerzo se re-. 

sellaron en el inciso 3.6.3. En los incisos siguientes se describiron las del concre-

to simple. Posteriormente se estudia el comportamiento de elementos de concreto -

reforzado sometidos a cargos axiales, hacienda ~nfasis en el efecto de cargos axio-

les de compresi6n, yo que es poco frecuente usar este material en elementos sujetos 

a tension. Se presentan tamb"n algunos indicaciones sabre dimensionan1iento de -

columnas de concreto reforzado. Los columnas de concreto simple pueden conside-

rorse como un oasa particular de los columnas de concreto reforzado en que el area 

de acero de refuerzo es nula. 

3.7 .2 Noturalezo del concreto simple 

El concreto simple es el material que se obtiene al mezcle~ -------1 

cementa portland, agragados ~treos y ogua en cantidades conveniente~. 

Cuando se mezclan cementa portland y agua en cantidades aproximadomente 

iguales se obtiene un material de consistencio pl6stica llamada pasta de cementa • 

Con el tiempo, el cementa y el egua reaccionan quimicamente y Ia pasta de ceme!! 

to empiezo o perder su consistencia pl6stica y a ganar resistencia. Esta reacci6n se de-

.,, .. ;,;.;... .. 

~ 

' -i:' 

-i __. 
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sarrolla con desprendimiento de calor que recibe el nombre de calor de hidratacicSn. elias. AdemcSs, influyen de manera importante Ia forma y tarr.arlo del esp4cimen de 

Cuando Ia pasta de cementa ha perdido su consistencia pl6stica se dice que ha fro- ensaye, Ia velocidad de ensaye, Ia fricci6n entre el esp4cimen y las cabezas de las 

guado. El tiempa de fraguado o lapso que transcurre desde el momenta en que se - mcSquinas de ensaye, y muchos otros factares. Por lo tanto es especialmente impar-

mezclan los materiales hasta el momenta en que Ia pasta ha fraguado varra de 4 a - tante definir Tndices de resistencia como medida de Ia calidad del concreto. Estes 

6 horas, aproximadamente, segun el tipa decementoy Ia proporcicSn de Ia mez.cla. Tndices pueden diferir natablemente de Ia resistencia del concreto en estructuras. 

Despu~s del fraguado, Ia pasta de cementa continua aumentando su resistencia o- El Tndice de resistendia meSs comunm'!nte usado en concreto es Ia resistencia 

endureciendo durante varios meses o inclusive alios enteros. Si a Ia pasta de ceme!! a compred6n de un cilindro de 15 em de diametro y 30 em de ultura ,.nsayada bajo 

to en estodo plcSstico se allade agregado fino, como arena, y agregado grueso, como condiciones est6ndor. La curva esfuerzo-deformacicSn que se obtiene en un ensaye 

grava o piedra triturada, Ia pasta de cementa I lena l<lS huecos dejados par las par- de este tipa tiene Ia forma aproximada mostrada en Ia fig 3.21. El esfuerz.a corres-

tTculas de agregados y, al endurecer, se forma una piedra artificial que es el con- pondiente a Ia cargo maxima es el lndice de resistencia a compresi6n que se deno-

creta. mina usualmente f' c y se presenta para val ores de Ia deformaci6n unitaria cercanos 

El concreto es uno de los materiales de construccicSn meSs usados en ingenierra a 2 mi!~simas. Debido a Ia heterogeneidad del concreto y a las variaciones natu-

civil. Entre las ventojas del ooncreto se pueden sellalar las siguientes: alta resiste!! roles en su proceso de fobricaci6n, Ia variabil idad del Tndice de resistencia a col!!. 

cia a Ia compresi6n, durabil idad, resistencia al intemperismo, resistencia a incen- presi6n es mayor que Ia variabil idad que se ubsarva en materiales como el acero o -

dios y facilidad de fabricaci6n. AdemcSs, como el concreto se coloca en estada -- el aluminio que se fabrican bajo condiciones meSs controladas. Cuando el concreto 

plcSstico, es relativamente facil fabricar elementos de cualquier forma geom~trica. se fabrica en plantas de premezclado bajo buenos condiciones de control y supe;vi-

Las desventajas meSs importantes del concreto son su alto peso volum~trico, aproxi- si6n, el coeficiente de variaci6n de Ia resistencia a Ia compresicSn es del arden de 15 

madamente 2.4 tory'm3, su baja resistencia a Ia tensicSn y los cambios volum~tricos par ciento y cuando se fabrica en obra con supervisi6n de grade intermedio es del 

que sufre con el tiempa. arden de 20 o 25 por ciento. 

3.7 .3 Propiedodes mecanicas del concreto endurecido Factores que afectan Ia resistencia del concreto 

Resistencia e Indices de resistencia Se mencion6 al principia de esta secci6n que Ia resistencia del concreto de-

La resistencia del concreto depende esencialmente de Ia resistencia de sus - pende de muchos factores. Entre los meSs significativos se encuentra Ia edad y Ia re-
·:'l;,, 

oompanentes, de su proporci6n relative y de 1:~ adherencia que se desarr:~lla entre 
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laci6n que agua-cemento, que se analizan a continuaci6n. Otros factores son los 

efectos de Ia v~locidad de cargo, Ia velocidad de deformaci6n, Ia esbeltez y el -

tamal'lo del esp~cimen. 
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Fig 3.21 Curva esfuerzo-deformoclon en campreslon 

axial de un espiclmen sujeto a cargo de 
corta duraclon 
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a) Efecto de Ia edad 

Debido al proceso continuo de hidrataci6n del cementa, el concreto aumen-

ta su capacidad de cargo con Ia edad. Este proceso de hidrataci6n puede ser mas 

1 

o menos efectivo, segun sean las condiciones de intercambio de agua con el amb·ie!!. 

te despu~s del colada, Par lo tanto, el aumento de copacidad de cargo del concre-

to depende de las condiciones de curado a travjls del tiempo. 

•fi 

El aumento de resistencia con Ia edad depende tambij~n del tipo de cementa, 

sabre todo a edades tempranos. La fig 3.22 muestra el aumento de resistencia con 

Ia edad para cilindros de 15 x 30 em, hechos con cementa normal (tipo 1), y de-

alta resistencia inicial (tipo Ill), que son los dos tipo comunmente empleados en 

estructuras de concreto reforzado. Despu4s de los primeros tres mesas el oumento 

en resistencia es relativamente peque"o. 

b) Efecto de le relaci6n agua/cemento .'i 

La resistencia del concreto depende de Ia relaci6n agua/cemento: a mayor 

relaci6n agua/cementa, manor resistencia. En Ia fig. 3,23 se presentan curvas 

esfuerzo-deformaci6n correspandientes a distintas relaciones, ·' 
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Fig 3.22 Variacion de Ia rtlillencia con Ia edad 
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Resistencia del concreto a esfuerzos combinadas 

Se han hecho numerosas investigaciones sobre Ia resistencia del concreto a 

esfuerzos combinodos, pero los resultados difieren notablemente entre sl,especial-

mente en el coso de elementos sujetos a esfuerzos biaxiales. En estos apuntes se -

estudia unicomente Ia resistencia bajo estados triaxiales de esfuerzo, Ia cual se uti 

lizar6 posteriomente para el diserlo de columnas zunchadas. 
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Fio 3.23 Efecto de Ia relaci~ aoua-cementa 

La resistencia del concreto a compresi6n triaxial se ha determinado emplean-

do dispositivos como el mostrado esquem6ticamente en Ia fig 3.24. El especrmen -

se rodeo de aceite a presi6n y al mismo tiempo se aplica una carga axial hosta Ia -

Falla. Los resultados experimentales indican que el esfuerzo axial, F1, es uno fun-

ci6n de Ia presi6n de confinomiento, f2, que puede representarse aproximadomen-

te por Ia ecuaci6n 
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Aunque el concrero no es propiamente un material el6stico, a veces es cO!! 

veniente definir un m6dulo de elasticidad de manera convencional. Existen dos mil 

todos para definir el modulo de elastieidad del concreto; el est6tico y el din6mico. 

El mfltodo m6s comun es el est6tico que consiste en aplicar incrementos de cargo a 

un espkimen para determiner Ia gr6fica esfuerzo-deformaci6n. Una vez determi-

nada esta gr6fica, se obtiene el m6dulo calculando Ia pendiente de una tangente 

a Ia gr6fica en un punta determinado ode una secante entre dos puntas dodos. El 

procedimiento mas general izada consiste en determiner Ia pendiente entre el punta 

de Ia grofica correspondient.e a una deformaci6n unitaria de 0.0005 y el punto co-

rrespondiente a un esfuerzo del 50 por ciento del esfuerzo m6ximo (Fig. 3.25). El 

Reglamento del Distrito Federal de 1976 d6 una recomendaci6n emprrica que per-

mite estimar el mOdulo de elasticidad del concreto de peso normal (mayor o igual 

a 2 tory'm~ Ec, en funci6n de su resistencia. Lo supone igual a 10,000~, en 

Kg/cm
2

• Para concreto ligero, se determinar6 expedmentalmente. 

___ I 
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Tiene un wlor comprendida entre 0.15 y 0.20. 

Efectos del tiempo en el concreto endurecido 

.~:--t.-·rt~~:'" ,;) 

Cuando se apl ica una cargo a un esp4cimen de concreto, ~ste adquiere una de-

formaci6n inicial. Si Ia cargo permanece apl icado, Ia deformaci6n aumenta con el 

tiempo aun cuando nose incremente Ia cargo. 

las deformaciones que ocurren en el concreto con el tiempo se deben esenciol-

mente a dos causas: contracci6n y flujo pl6stico. 

La fig 3.26 muestra una curvo tlpica deformaci6n-tiempa de un espt!cimen de 

concreto bajo cargo canstante. Lo forma de Ia curva y las magnitudes relotivas son 

aproximadamente las mismas, sea Ia acci6n de flexi6n, compresi6n, tensi6n, o torsi6n. 

En el eje vertical se muestra Ia deformaci6n, yen el eje horizontal, el tiempo, ani>as 

variables en escala arit~tica. 

t 
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Se puede ver que al aplic:ar Ia cargo en un tiempo relativamente pequello el 

concreto sufre una deformaci6n inicial, que para efectos prclctlcosse puede consl-

derar como instantcS!.a. Si se mantiene Ia carga, el concreto sigue deformclndose, 

con una ~~~~tlocidad de deformaci6n grande al principia, que disminuye grodualmen-

te con eltiempo. 

Aunque para efectos prclcticos puede considerarse que Ia curw tiende a ser -

asint6tico respecto a una horizontal, se ha cornprobado que Ia deformaci6n slgue -

aumentanda aun despiAs de muchos alios. Sin eni>argo, aproximadamente el 90-

par ciento de Ia deformaci6n total ocurre durante el primer allo de aplicacl6n de 

Ia carga. 

Sl en cierto momenta se descargo el esp4cimen se produce una recuperac16n 

instant6nea, seguida de una recuperaci6n Iento. La recuperacl6n nunca es total; 

siempre queda una deformaci6n permanente. 

En Ia fig 3. 26 Ia curva de trazo continuo representa las deformaciones de un 

es~cimen sujeto a una cargo constante, Ia cual es retirada desptAs de cierto tiem-

pa. La lrnea de traza interrumpido presenta las deformaciones can el tiempo en un 

esp4cimen sin cargo. las ordenados de esto curw son los deformaciones debidas a 

contracci6n. Las diferencias entre las ordenados de las dos curvas representan de-

formaciones debidas a flujo pl6stica. 

_j 
I 

I 

---·-1 

Para efectas de disello estructural no basta con conocer las deformaciones ini-

·ciales o instant6neas. En muchos casas interesa aoln mcls estimar Ia magnitUd de Ia -

deformaci6n total incluyenda los efectos del tiempo. En vigos sujetas a cargo cons-

tante se han abser·<ado deflexiones totales dos a cinco veces mayores que las medidas 

inmediatamente de:;(>ut!s de aplicada Ia cargo. ·>lfli·;o~·-.. 
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Fig 5. 26 Curva t(pica deformacicln-tlempo ' •0 ' 

·; , .• ·· Contracci6n.- Las deformaciones por contracci6n se deben esencialmente a 

cambios en el contenido de agua del concreto a lo largo del tiempo. El agua de Ia 

mezc:la se va evaporando y se va usanda en Ia hidratac:i6n del cementa. Esto produ-

ce CQmbios volum4tricos en Ia estructura interna del concreto, que a su vez producen 

_.., deformaciones. -------

Los factores que m6s afectan Ia contracc:i6n son Ia cantidad original de agua 

en Ia mezc:la y las condiciones ambiente, especialmente a edades tempranas. Como 

generalmente un concreto de alta resistencia tiene menos agua que uno de baj'l res~ 

tencia, el primero se contraerd menos que el segundo. Asrmismo, un concreto en un 

j..: ambiente h.Jmedo se contraerd menos que en un ambiente seco. 

Para Ia misma relaci6n agua/cemento Ia contracci6n varra con Ia cantidad de 

pasta por unidad de volumen. Una mezcla rico en pasta (cementa m6s agua) se con-

traerd mds que una pobre, 
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La contracci6n tiende a producir esfuerzos debidos a las restricciones al li-

bre desplazamiento del elemento que existen comunmente en Ia realidad. Si el -

concreto pudiera encogene I ibremente, Ia contracci6n no producirra ni esfuerzos, 

ni grietas • 

Sl el curado inicial del concreto se hace muy cuidadosamente, disminuird el 

efecto de Ia contraccidn. Se puede estimar que las deformaciones unitarias debidas 

a contracci6n varran entre 0.0002 y 0.0010. Normalmente Ia mayor parte de Ia de-

formacidn par contracci6n ocurre en los primeros meses, 

Flujo pldstico.- El flujo pldstico es un fen6meno que se produce debido a Ia 

aplicaci6n de uno corgo. Existen wrios.teorros que troton de describir el meconis-

mo de este fen6meno, pero hasta ahara ninguno expl ica satisfactoriomente todos los 

efectos observados. El fen6meno es uno de deformaci6n bojo cargo continua, debi-

do a un reocomodo internode las partrculas que ocurre simultdneomente con Ia hidra-

-..S. taci6n del cementa, 

Las deformaciones par flujo pl6stico son proporcionales ol nivel de cargo, hu.!. 

to niveles del arden del 50 par ciento de Ia resistencia. Para niveles mayores Ia re-

loci6n no es yo proparcional. 

Como el flujo pldstico se debe en gran parte a deformaciones de Ia pasta de 

$>! cementa, Ia cantidod de 4sta por unidod de volumen es uno variable importante en \ 

;··, los deformaciones. En Ia fig 3.26 se observo que Ia deformoci6n debida al flujo pi~ 

tico aumenta con Ia duraci6n de Ia cargo. Tombi4n se ha observodo que pora un m~ 

mo nivel de cargo, los deformaciones disminuyen ol aumentar Ia edad a que 'sta se -

aplico. • ooi> ... .,., . 
...... ,"_ 
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Otros foctores que afectan las deformaciones por flujo pldstico son los pro-

piedades de los materiales constituyentes del concreto, las proporciones de Ia me! 

cia, y h humedad ambiente. 

3.7 ,4 Miembros de concreto reforzado sometidos o tensi6n axial 

Cuando un miembro de c:o.,creto reforzado con barras de --

acero es sometido a una cargo de tensi<>·, ::~xio: c.-eciente, el concreto se agrieta a 

niveles de cargo bajos. P. pr,c'ir del "",.,,,to en que se presenta el agrietamiento 

lo fuerzo de tensi6n es •t.-::- xcl. iva~.snte por el acero de refuerzo, siendo-

nula Ia contribud6n de 01 • ., '·o a 1.. res•1tencia. Por esta raz6n el concreto re-

forzado se utilize poco en mi..tn.;r,; eshudurales sujetos a tensi6n axial, Sin em-

bargo, a veces se recurre o miem •os cl;? e~ta close, como en los tirantes de concre-
'·}~ 

to reforzodo pora cargar el sistemc. d< piso de puentes de area, o pora tamar el ~ 

ceo de marcos y areas. 

Por tratarse de elementos poco comunes en Ia pr6ctica, na se estudian en es-

tos apuntes , 

3.7 .5 Miembros de concreto reforzado sometidos a compresi6n axial 

lntroducci6n 

Existen dos tipos b6sicos de columnas de concreto reforzado: las de estribos 

y las zunchadas. En las de estribos, el refuerzo transversal est6 formado por anillos 

cerrados colocadas o distancias relativamente grandes de acuerdo ton las reglas que 

se resumen m6s adelante. En los zunchadas, el refuerzo transversal consiste en va-

rilles helicoidales con un poso pequello de manera que se iogra un efecto confinante, 

Res istencia 

En Ia fig 3.27 se muestran las caracterrsticas carga-deforrnaci6n de colum-

nos carlos de concreto reforzado; es decir, columnas en las que los efectos de es-

beltez son despreciables. En el diseno pr6ctico el c:oso te6rico de cargo axial pu-

ra se presenta raras veces ya que los reglamentos sue len obi igor a tener en cuenta 

siempre cierta excentricidad. Sin embargo, es interesante considerar esta condi--

ci6n de cargo como coso lrmite y porque a veces se utiliza el valor de Ia capocidad 

correspondiente en f6rmulas de disello. 
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.,.. donde Ac rep'esenla el 6rea de concreto; es decir, el 6rea total de Ia secci6n 

tro111v•sal m- el 6rea ocupada par las YGrillas de refuer:z:o longitudinal •. Nor

ma lmente esla 6rea es muy pequefla y puede utillZ«se el 6rea total de Ia seccl6n, 

A , en Iugar de Ia del concreto solo. A es el 6rea del ac•o longitudinal, ----
g s f* 

2 2 
~ = 0.85 f~ sr f~ ~ 250 Kw'cm o igual a (1.05- ,.m-)f~ srf~< 250 Kw'cm , 

~ = 0.8 ~, f~ es Ia resistencia del cancrela, y fy, el esfu•:z:o de fluencia del -

ac•o. 

El campartomlenta de columnds :z:unchadas est6 representada par las curvas 

B de Ia fig. 3.27. lnlcialmente, hasta llegar al primer rn6xlmo, el comportamie.!!. 

to • ipl al de una columna de estrlbas. Poco desp.~6s se delpende el recukri--

mlento, pa-o empie:z:a a sentlne el efecta conflnante del:z:uncho, gracias al ·cual 

Ia columna puede segulr tamanda cargo. Cuando el canflnamiento • suflclente, 

se alcon:z:a un segundo m6ximo superior al primero, que puede calculane con Ia -

OJCpresi6n : 

P' = 0 
r• A + A fy + 2p' f , A 
c n s y n (3.1!» 

An es el 6rea del nucleo de concreto limitada por el polio exterior del -

:z:uncho (fig, 3.28). fy' es el esfuerzo de fluencia del ac•o del:z:uncho. p' es el 

parcentaje volum6trico del :z:uncho que se obtiene dlvldienda el volumen de una 

vuelta de :z:uncha, supuesla en un plano, entre el volumen de Ia parte tributaria -

del nUcleo, es decir, de un cilindro de secci6n igual a Any de altura igual al ~ 

sa del refuer:z:o helicoidal, s. A.r, 

p' :t-...--
4as 

=---
sdn 

4 

El slgnlllcoda de l01 dmbolos •• uclara en Ia fig. 3.28. 
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S. puede considerar que Ia reslstencia en compresl6n axial de un mlembro-

:z:unchado de concrela refor:z:ado, se obtlene de Ia contribuci6n de cuatro factores: 

el concreto del n6clea, el acero longitudinal, el concreto del recubrimiento y el 

------ refuerz.o helicoidal. Las contribuciones de estos dol 61thnas factores no pueden-

- exlstlr slmultdneamente, ya que el refuer:z:a helicoidal act6a en forma apreclable 

s6lo cuanda Ia defarmacl6n longltudlnol del elemento es igual a mayar que Ia que 

produce Ia caTda del recubrlmlento. 

}'-· 
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_Los reglamentos de construcci6n suelen fijar el valor de p1 de manera que el 

refuerzo helicoidal correspandiente aporte una contrlbuci6n a Ia resistencia ligera-

mente mayor que Ia del recubrlmienta. En otras palabras, el :z:uncho wstltuye al --

--·~·-

i 



recubrimlento cuondo 6ste se desprende. Por lo tonto, Ia ec: (3. 9) es tombl6n apll

cable a columnas zunchadms, ya q.,. nose permite asignor al refU«ZD hellcoidml -

una cantrlbuc:i6n mayor. El wlar de p1 no 1er6 - que : 

A r r 
p

1 
• 0.45 (___.L.. - 1) -~, ni que 0.12 _;_ (3.12) 

A;- y' 'y' 

donde Ag represento el 6rea tote I de Ia 18CCI6n y l01 dem6s sfmbol01 ya 101'1 c--

cidal. 

En las ecuacl- 3.9 a 3.12 se han .-do los t6nninas f'c y fy para desla 

nor Ia resiltenc:ia del concreto y el ITmlte de fluencia del acero, respectivamente. 

Para fines de diseno, y para tamar en cuento Ia ~~Griabilidad en las propiedades "'!. 

c6nic:as de l01 mat.-iales, f' y f son wlores nominc~les que se especiflcan de ma c y -

nero que se cumpla con algGn requisito estodfstlco de reslltencla. l01 ejempl01 y 

apllc:aciones _quese presentan en estos apuntes est6n basadal en las recamendaclo-

nes del Reglamento del Dlstrito Federal de 1976 seg6n l01 cuoles para efectOI de

dlseno deben .-rse wlores reducidal de Ia resistencia del concreto y del ITmite

de fluencia del ac.-o, los cuoles tienen por abjeto tamar en cuento tonto Ia wrla 

bilidad de los materiales como Ia calidad de Ia mana de obra. 

El esfuerzo reducido para el concreto seg(in el Reglamento del Distrito Fe-

deral, f* c' se determina mediante Ia siguiente ec:uaci6n: 

r .,,. 

f*c = 0.8 f'c (3.13) 

f'c es Ia resistenc:ia naminc~l ~el concreto. 

iOj ;-

--- --·---· ·-·-------
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Cuondo se 1110n l01 resistenc101 reducidms, Ia reslstenc:ia a cargo alllal de 

unci col- de emlb01 se calculan con Ia ecuoc16n : ---l .. flill(\.U. ,f .... , 

PRO = FR (f:_ Ac +A, f.) 
·1"!1id9 -'"--4• (3.14) 

dande F1 es un factor de reduccl6n de Ia resistencia, que wldr6 0.85 en flexo

campresl6n cuondo el nUc:leo est6 conflnllda can un zuncho que cumpla con el re

quisito especlflcado por las 4llqll'esl- 3.12, y tombl6n cuondo el el-nto falle 

en t-i(q sl el nUc:leo no est6 canflncldo y Ia falla • en campresl6n, FR se IUPO!! 

dtO igual a 0.75. 

Esfuerzo bajo candlcl- de servlclo. M6todo de Ia seccl6n tral'llforma•. 
I 
Se presentan a veces element01 estruct.-al.;. formadal por dolo m6s mate-

riales. l01 esfuerz01 p-oducldOI en coda una de l01 materlales por u1111 carga ex-
! 

terna pueden determlnarse portiendo de candlclanes de equilibria y compotlbilldacl ~ 

de deformaclanes. El m6todo seguida cuondo l01 material• san el61tlc01 camiin-

mente se de!Qnlnll m6todo de Ia secci6n trarwfarma•. 

La apllcaci6n del m6todo se ilustra aquf can un el-nto de concreto re

forzado, probobl-te el ejemplo m6s comiin del empleo de uno cambi1111cl6n de 

dos materiales para fines estructurales. Puede proc:edene en forma an6loga para

cambinaciones de otr01 mat.-iales. 

Para c:i.-t01 aspect01 del dlm-ianamlento de elemental de concreto refar%! 

do o veces es necesario Invest I gar l01 esfuerz01 producldos en el acera por Unci car

ga como en el acero por una c:arga ext•1111 a nivel de s.-viclo ode trobajo. Baja

niveles de c:arga relativamente baj01, como sucede en el uso de las corgas de ser-- · 

vicio, el camportomiento del concreto puede canslderarse aproximadamente el6stico. 

---~-~---- _--...li;.'------ ---" 



Este artiFicio consiste en convertir Ia >secci6n de concreto reForzado en una -

secci6n hornog4nea, sustitu)l'!lndo el acero por un, concreto hipoMtico equivolente, 

I ~.~w~. C...o"'-· ""'ojo..,.lo, '" •••~",. wjoOo o '"""~''""- ol 

~rado en Ia fig 3.29 _.,, 

I 

I 

A9 AI 

. c~ A9 = A rea total (sin descontor el area 
• ocupado por el acero de refuerzo) 

/ 
(n-1) AI 

~ As = Area del acero de refuerzo 

A 

~ - --1 ~ .. 
Corte A-A' 

f c • Esfuerzo del concreto 

C " Fuerza de compreaion 

n ,. Es I Ec = Relaclon modular 

E• = Modulo de elaaticida6 del acero 
de refuerzo 

Ec ,. M odu 1 o de el aatlcidad del concreto 

Fi9 3.29 Artiflcio de Ia aecclon tronaformada aplicado 
a un mlembro <ie concreto reforzado su·jeto 

a compreaton 

Par condiciones de equilibria se obtiene 

P = Fe Ac + Fs A5 ( 3.15) 

donde f c y F
5 

son respectivamente los esFuerzos en el concreto y el acero, y Ac y -

As , los 6reas de concreto y a cera. 

Las deFarmaciones unitarias del concreto y del acero ser6n 

t"c 
__ Fe_ 

Ec 
y t: s 

Fs 

Es 

J 1-l-· 
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siendo Ec y Es los m6dulos de elasticidad correspondientes. Puesto que Ia adhe-

rencia impide que se presenten resbalamientos relativos entre ambos materiales, sus 

deformaciones unitarias deber6n ser iguales. Por lo tanto, 

c. c = e., y 
Fe 

Ec 

__L 
E, 

'" 

Si se llama, .!!... , o Ia relaci6n entre los m6dulos, Es/Ec, Ia relaci6n entre -

los esfuerzos del concreto y del acero puede expresarse como sigue: 

'1, 
~ 

Ec 
fc ; F1 = nFc ( 3.16) F, 

Si se desea obtener el esFuerzo del concreto, Ia ec 3-.15 puede escribirse -

P = Fe Ac + nFc A5 

de donde puede despe jarse F c 

t:.~ ,.: fc 
p 

Ac + n As 
( 3.17) 

•""-fYIIt~r 

El denorninador del segundo t4rmino de esto ecuoci6n es el 6rea transformada 

de Ia secci6n, integrada por el 6rea neta de concreto y el 6rea de acero multipli-

coda porIa relaci6n modular. 

Sin cometer mucho error puede usarse el 6rea total, A9 , sin descontar el -

espocio ocupado par las varillas, en Iugar del 6rea neta, Ac• El 6rea transformada, 

teniendo en cuenta que Ac = Ar:l - A5 , puede expresorse en funci6n de Ag --

como sigue: 

A
9 

- A
5 

+ n A1 
A

9 
+ (n- 1) A

5 



y Ia ec 3.17 se canwrtlrd en 

f = c 
PC 

A
9 

+ (n- 1) A
1 

( 3.18) 

El 6rea puede expresarse en funci6n del porcentaje de acero, p , que en est01 . 

coso se define como Ia relaci6n A1/ A
9 

• Asr, considerando que A, = p A
9

, se -

abtiene:Ag + (n-1) A
1 

= Ag + (n-1) p A
9 

= A9 [ I + (n-1) p] 

( 3.19) 

Sustituyenda en Ia ec 3.18 resulta 

p 
fc 

Ag [ 1 + (n - -1) p J , ( 3.20) 

El esfuerzo en el ocero, f
1

, se puede abtener de Ia relaci6n dada par Ia 

ec 3.16. En Ia fig 3.29 se muestra una representaci6n gr6fica del 6rea de acera 

transformada en concreto. 

Tombil!n es posible transfarmar Ia secci6n en una secci6n equlvalente de ace-

ro, usando razonamientos an61ogos a los anteriores. 

La validez de las expresianes obtenidas est6 condicionada a Ia precisi6n con 

que se conazca Ia relaci6n modular, n. Este valor depende del m6dulo de elasti-

cidaCt del concreto, Ec , cantidad que para un mismo concreto varra notablemente 

segun el nivel de cargo, Ia edad y otros factores. 

Requisitos del acero longitudinal 

El parcentaje de acero mrnimo, referido a Ia secci6n total de Ia columna, 

suele limitarse a valores del orden de uno par ciento. Los porcentajes m6ximos ad-

Mi~it,l"' II~~H· 'J ,.,,J,,., pt)r r.i'tnto ""algunos reglamentos, ounqUft refuerzos tonal-
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altos casi siempre implicon dificultodes constructlws. Adtm6s se suele especiflcar'' 

que el di6metro mTnimo que puede utilizarse en columnas es el correspondiente a -' 

varillas del No. 5. En columnas rectongulares de estribcs debe usorse un mTnimo 

de cuatro varillas y en col umnas zunchadas, un mTnimo de seis vorl lias. 

.... ?~--
.,., . .. 

Las varillas pueden colocarse en IY.Jces o paquetes formadas par grupos de 

dos, tres y a veces cuatro varillas,.. si se respeton las recornendaciones que al res--, 

pecto hacen los reglamentCI, ,. 

Requisitos del acero transversal. 

t:"' En columnas de estribos, estell generalmente se detollan de manera que ca 
\,!..' -

do varilla o haz de varillas longitudinales quede en un 6ngulo de estribo. Se en-• 

tiende por estrlbo el conjunto de elementos requeridos para lograr 6sto. En Ia Fig. 

3.30 se muestron olgune~ ejemplos. J 

En columnas zunchadas Ia seporaci6n libre entre das vueltas consecutivas 

debe ser por lo menos igual o 1.5 veces al tomono m6ximo del agregado, pero no 

mayor de 7 ems. 

Excentricidades accidentoles 

Se indica' antes que Ia cargo axial es una condlci6n de cariP ideal que no 

o.; 

.....; 
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existe en las estructuras reales, Aunque a._.._ las ideall:1110ci- para andlllls-

110 las tienen en cuenta, sieqM'e existen excentricidades debidas a defectas cons-

tructiws, momentos producidas par condiciones de distribuci6n de cargo viva no -

conslderadas y atras ca.-. Reconacienda esta, muc'- reglamentas de cancre'ta 

r--- --- establecen que tada columna debe dimensiana,... tenienda en cuenta cierta excen-

trlcidad accidental fiJada arbltrariamente, aunque el andlisis indique que '-to es 

pequella o inexistente. Esto signlfica que tadas las coh.mnas se dlmensionan como 

elementos sujetas a flexo-campresi6n. 

,, 

D m 
<D I® 

II >X ::=JU -----

Nota: Cuanclo el necenrlo uaor luetae cle eatrllllot, pueclen colocor~e en 
en un lecllo c- en 1, o pueclln repartlrte en Ia 10p41roeic61 rwtl

•lmo 01p41clftcacle, c:omo' en .D. 

_,,, 1.30 Detollel cle refuerao tra~~avereal en c:olu-• 
cle MtriiiOI 

E j!!!!f?la 3.2 Columna circular de concreto can refuerzo helicoidal sornetlda 

a una -carp axial de compresi6n. 

En este ejemplo se llustran tres COlliS : Ia det•minacl6n de Ia reslstenc:ia a 

cargo axial de una columna circular de geometrfa y refu•zo conocidas, Ia det•-

minaci6n de esfuerzos por el mlttoda de Ia secci6n transfonnada y el dimensionamle.!!. 

to del refuerzo helicoidal. 

La relaci6n de ac•o a concreto de Ia secci6n dada, p, es igual a 0.0245,-

y, por lo tanto, est6 comp-endido entre l01 lfmites usuales. 

La reslstencia se det•min6 de acuerdo con el crit•io del Reglamento del -

Distrlto Federal de 1976. Nose tuvo en cuenta el concreto desplazodo por el ac! 

ro. 

El c61culo de esfuerzos se hizo para una cargo bostante menor que Ia resis-

tencia de manera que Ia hip6tesls de un comportamiento el6stieo implfelto en el m!, 

tado de Ia sec:ci6n trarwformada es rozonable. 

La separaei6n caleulada para Ia esplrol o refuerzo helleoidal fue 4.9 c:nw. 

Este valor cumple las llmltac:i- menc:lonadas para el refuerzo transv•--

101 ya que : 

4.9--ref.helle.=4.9-0.8s4.1< 7c:nw. 

Adem6s Ia separaei6n I ibre es mayor que 1 • 5 vec:es el tamallo m6ximo del -

a"egado si se eonsidera que este es de :V4• • 1.9 ems: 

,f!'lif'l.f 4.9-- ref. 'helle. = 4.9-0.8 • 4.1 ) 1.5 x 1.9 • 2.9 ems. 

-h., 

... J.u "'0' !I'; "'• 
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Ej.,.plo 3.2 

,,·. ·. 'l: ~ 

Columna circular de concreto con refu•zo hel icoidlll sametidll a c:arga ---

axial de compi-esi6n. 

~ Refu•za vertical 

--- )l'"" 8 vs No. 7 {a "' 3.87 em~ 
I 

... ~ "*\" ·~)l't'! .. •• 

11' 

-40 em. 

Refu.-zo transv.-sal 

Espiral No. 2.5 (a
1 

= 0.49 cm2) 

~ = 200 KQI'cm2 . 
.~,....·~'\:. .... 

4000 KQI'cm2 fy = fyl = 

Ec = 10,000 ~ 200' KQI'cm2 , 

E5 = 2 x 106 Ka/cm2 
,,. 

Det.-mii'ICici6n de Ia resistencia a cargo axial de campresi6n . (Criteria Re-

gla -1ento D.D.F. - 1976). 

b ,., 

- llfiiH 
C61culo de constantes. 

~ :' ·-~~- "'"" 
f~ = 0.8 fc = 160 Kg/cm2 < 250 KQI'cm2 

n.l,l:l:&~ f• = 0.85 f* = 136 Kw'cm2,! "'' ''"'''. ~ , . -~ c -----· c .... . . .. . 

Resistencia 
·' r. .., I( 

PRO [ ~ Ag + As fy] FR Ec {3.14) 

PRO= [136 xll' X 4if+8x3.87x4000]0.85 

= [170900+ 12~] 0.85 = 250500 Kg +~-P-Ro-=_2_50-:5-t~--J+ 

·-!!>..,.e· 
.. , 

.,:~-, l'f~#~'::' ~.~ t·t·d.t-i'\ .. , \..;.0 ocw. ·,_'•';_; ~: 1'" 

... .,....,~, .... , .. 

.~;;t. 
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~M'l'""-1 

:-

_...__'..-'-. 

lnvestigoci6n de Esfu.-zas por el m6toclo de Ia Secci6n Transformadll. 

Consid6rese que se desea det.-minar loa esfu.-zoa producidoa en el concre-

to y el ac.-o por ui'ICI cargo P = 170 ton. .. . ,, 

E5 2000000 
n = -- = ------

Ec 10000 200 

A rr 2 • 
g = ,-- (40) .. 1256 cm2 

As -p .. --,;;::- -
9 

fc 
p 

8 X 3.87 
1256"" 

14 
; ' .;. ·.~ tl·-. -~ 

0.0245 

· !e tN19i~ ,, .49 [ 1 + (n -I) e) 

170 000 
1256 (I + 13 (0.!1145)) If~= 103 Kw'cm

21 
fl nfc 

14 X 103 

Ec {3.20) 

··><&!>! •· Q 

Ec (3. 16) 

101•· 
I f5 = 1 «0 Kw'cm2/ 

.ndc 

Det.-minacion del paso del refu.-zo helicoidal. ·' 

,;. 
A f~ e,= o.45(~ -1 > ~ Ec (3.12) 

= o.45[4 -1 J 
4
2: 

16 

f' 
0.0126 ,. 0.12 -r- = 0006 

y 

4as 
e·=~ ; s = 4as 

"Pod;" 

5 4 X 0.49 
0.0126 X J2 

:·1di. ~· 

J,,;; JA • 

,j.,_ itJ. ~.:1 !(;I ; , tB tD'k. 

Ec (3.11) 

·'' 
•• ¥ • ~ • .. .,) t 

Is = 4.9 cms.f 

,, . 
_j 
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En el ejemplo 3.2 se ilustr6 Ia revisi6n de Ia resistencia de una secci6n 

de concreto de caracterrsticos conacidas. El dimensionamlento irnplica Ia elecci6n de-

las dimensiones de Ia secci6n y de Ia cantidad de refuerzo. Cuanda el criterio de dim~!!! 

sionamiento es el de resistencia, como suele suceder en el disel'lo de estructuras de co~ 

creto reforzada, se trata de encontrar una secci6n que soporte I a cargo de servi cia con 

un margen de seguridad adecuada; es decir Ia resistencia proporcionada debe ser igual 

a Ia cargo de serviclo o trabojo multiplicada por un factor de carga, que suelen especi-

ficar los reglamentos. 

Si se sigue el criteria del Reglamento del Distrito Federal y se hace coso 

omisa de Ia existencla de posibles excentrlcidades accidentales, el dimensionamlento -

puede basarse en lo ec (3. 14). Se aprecia que puede haber muchas soluciones a un pro-

blema dada ya que son II'IUitiples las combinaciones de 6reas de concreto y acero posi -

bles. Un camino puecle consistir en elegir un valor razonable de Ia relaci6n p y determi-

nar el 6rea de concreto correspondiente. En Ia pr6ctica suelen escogerse las dimensiones 

del concreto cle manera que sean IIIUitiplos de cinCXJ. 

3.8 ELEMENTOS DE MAMPOSTERIA 

3.8. I ~P!'.!':!'P!2!..9.!!1.!'!2l~-

Se entiende par mamposterra el material de construcci6n que resulta de-

Ia combinaci6n de piedras o piezas naturales o artificiales con un mortero que las une ~ 

ra formor un conjunto monalllico. 

La mamposterra tiene considerable reslstencia -

a Ia compresi6n pero es d~il en tensi6n, lo misma que el cencreto simple. Coma-

6ste, se presto a Ia construcci6n de estructuras en las que los salicitociones- --
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no producen tensiones importantes. 

Los propiedades mec6nicos de Ia momposterra san mds variables y difrciles de 

!"redecir que las de los otros materiales estructuroles mencionados en este copllulo. 

Esto es debida ol poco control que se tiene solJre las propiedades de los moteriales 

componentes y sabre los procedimientos de construcci6n empleados. 

Una de las dificultodes del tratamlento racional de Ia momposterra es que es-

ta pwede estar formoda par una gran variedad de moteriales de propiedades muy dis-

tintas. Sin embargo, las coracterrsticas b6sicas del comportamiento se montienen -

iguales para los di~erentes materiales, ounque los val ores cuantitativos dependen -

de las propiedades de los componentes; estas se estudiardn brevemente en Ia siguie!!. 

te secci6n. 

·- ~ $1 ~. 3.8.2 Propiedades de los moteriales componentes 

Los morteros 

Los morteros son mezclas pl6stioas aglomerantes que resulton de combinar or!. 

na y agua con un material cementante que puede ser cementa, cal, yesa, o una --

mezcla de estos materiales. 

Las principoles propiedades de los morteros son su resistencia a Ia compresi6n 

y tensi6n, adherencia con Ia piedra, m6dulo de elosticidad, trabajabilidad, rapi-

dez de fraguado, e impermeabilidad. Otra coracterrstica importante es su retenci6n 

de agua, es decir, su capacidad para evitar que Ia pieza absarba el agua MCesaria 

para el fraguado del mortero. El rndice de resistencia mds genera!mente aceptado 

es Ia resistencio a compresi6n obtenida en un cubo de 5 em de lada. 

Las propiedades mec6nicos de los morteros san muy variables y dependen pri!!. 

cipolmente del tipo de cementante utilizodo y de Ia relaci6n arena/ cementante. 



Los morteros a base de col, son de baja resistencia a compresi6n, del arden de 

1 a 10 kg/cm2. S6lo excepcionalmente se alcanzan resistencias mayores. El m6- "! 

dulo de elasticidad es del arden de 3 000 kg/cm2 y el peso volu~trico de 2 tory'm3. 

Las mezdas que se ~tienen son muy trobajables, de fraguado Iento y con buena -
........ 

retenci6n de agua. El fraguado Iento es favorable en cuanto permite prepurar una-

mezda para toda una jornada de trabajo, pero es perjudicial en cuanto Ia resisten-

cia de Ia mamposterTa se desarrollo lentamente. •,!"! 

Los morteros de cementa tienen resistencias a Ia compresi6n mucho mds altos 

que los de col: entre 40 y 200 kg/cm2. El m6dulo de elasticidad varra entre --

10 000 y 50 000 kg/cm2 y el peso valu~trico es de aproximadamente 2.1 ton,lln3. 

Estos morteros son de fraguado r6pido; una mezcla puede usarse como maximo 40 a 60 

minutos despu~s de fabricada. Son menos trabajables que los de col y su retenci6n -

de agua es menor que en los morteros de col. _____ ......., 

Los morteros de yeso tienen resistencias muy bajas, fraguado muy r6pido y -

s61o se usan en modal idades constructivas cspeciales. 

~.:.: 

Los morteros que contienen m6s de un material cementante se conocen como .... 
morteros bastardos o mixtos. Son ampliamente usados ks morteros con cementa y-

Nil 
col yo que reunen las ventajas de los dos materiales dando Iugar a mezdas de bue-

na resistencia y trobojobilidad. Tombi~n se uson cementantes premezclodos, como 

los llamados cementos de olboi'lileria que contienen cementa, cal y aditivos plas-

tificadores. Otro mortero mixto es Ia mezdo de cal, arena y arcilla usada para pe-

gar adobes. .... .l•Bl 
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Para fines estructurales la relaci6n arena a cementante reco-

mendable esta entre 2. 5 y 3 ya que se obtienen as£ mezclas de buena 

resistencia, buena adherencia con la piedra y baja contracci6n. 

La variabilidad en las resistencias q4e se obtiene para un pro-

porcionamiento dado es considerable debido a que la dosificaci6n se 

hace por volumen y sin controlar la cantidad de agua. El coeficiente 

de variaci6n se encuentra entre 20 y 30%. 

... ;.v ,..,..~; .,.,.,. t . -,y· . g.; 

La tabla 3. 3 muestra algunos proporcionamientos recomenda-

dos pa~ su empleo en elementos estructur<~-les y las resistencias m[-

nimas que deben obtener·se para cada proporcionamiento. 

TABLA 3. 3 PROP()_RCIONAMIENTOS RECOMENDADOS PARA MOR
TEIW EN ELEMENTOS ESTRUCTURALES 

.--- ------ --

• 

Tipo de Partes de Partes de ce-
n1orte ro cementa mento de alba 

i'lilerfa 

Partes de 
cal 

Parte 
arena 

s de I f~, valor minimo 

admisible de la 
res istencia - - -
en compresi6n, 
en kg/ cm2 

-- f--·---
l 1 --- 0 a I/ 4 

1 0 a 1/2 --
II 1 - 1/4 a 1/2 

I 1/2 a I 
lll 1 --- 1/ I a 1 1/4 

' ~r·) en c 
"'(\) (\) 

. u E 
"'(\) (\) 

(\) > (.) 
-a "" (\) 
"' (\) -a 
0 -a "' 
c "' E e ·"' E ~ 
~ ·~ ~ 

---------------
2 I 125 
E 
~ I 75 
> 
c 
(\) 

on 
(\) 

c 
;'! 
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---1------- _____ ·· _. - '-------- ---- ------------
!_:as_~~~as _!l<lt~~Ies 

'#r'< ,.~ 

!.as urudades de ptPdra se utilizan sin labr·ar· o labr·adas. 

J 

' ------



En M6xico -len distlnguine los slgulontes tlpos de IIICIIIIpOit .. ra do aciNI! 

do con Ia forma on-que ha sido labrada Ia piedra (fig 3.31): 

Q) Mampost .. ra de primera. La piedra •• labra on poraloloprpedos revula -

1----------'...c-- res con su cara expuesta de funna nsctanvulc:r. las unldod• de piedra de 

''" ••• tipo nsclben ol nambro de sillc:r•. 

L_ 

b) Mampost .. ra de segundo. La piedra .. labra 011 poraloleprpedos de forma-

variable sigulondo Ia c:af\liguracl6n natural con que llega de Ia cantwa. 

c) Mampast .. ra de tercera. La piedra so utlliza en Ia fc:rma lrnsgulc:r con quo 

llega de Ia cant•a, aunquo procurvndo que Ia cera oxpuelta - aproxi"'! 

damento plana. 

Jl lC 
~I I[ 
][ l..__l -

111-...torlo jjio lo. 

OClcJ ~~ 
wog~~ ~Cj =0~ 

llla .. ootorlo jjlo to. .,_,.otarfa M 5o. 

Fit 5.51 Tl,os M ........ ro 
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Las piedras utilizadas tienen propiedades muy variables. En · 

la tabla 3. 4 se dan caracter{sticas aproximadas de alaunas piedras 

comunmente usadas en la construcei6n. 

TABLA 3. 4 PROPIECADES MECANICAS DE PIEDRAS NATURALES 

Peso volum~trico Resistencia !Reslstencia M6dulo 

PIEDRA seco (T/m3) a compresi6n tensi6n en de elas-
(kg/cm21 nexi6n ticldad 

(k&/cm2) (kg/cm2) 

Areniscas 1. 75- 2.65 150 - 3200 60 - 120 40 000-
200 000 

Basaltos (piedra br! 2. 30-3.00 800- 5800 200- 300 100 000-
za) 300 000 

Granito natural 2. 40 - 3. 20 800- 3000 100 - 200 400 000-
500 00( 

Mirmo1 2.40-2.85 300- 3000 35 - 200 900 000 

La forma de la curva carlf&-deformacl6n es variable se,Un el tlpo 

.de piedra; en general e1 comportamlento no es lineal. Los m6dulos de 

elasticidad dados en Ia tabla 3. 4 son m6dulos tanaentes inlciales o corre! 

_________ pondientes a niveles de esfuersos bajos. 

Las piedras artlficiales 

Exlste una gran variedad de piedras artificiales que se utilizan 

en la construccion. Estas difieren entre s£ tanto por la materia prima 

utilizada, como por las caracter£sticas geometricas de las piezas y 

por los procedimientos de fabricacion empleados. 
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Las materiaa primae mla comunea son el barro, el concreto, 

con agregadoa normalea o llgeroa, y la arena con cal. Loa procedi-

mientoa de conlltrucci6n son muy variadoa: deade los arteaanalea, co-

mo el cocido en horno para loa tabiques comunea, haata loa muy in-

dustri&lizadoa (vibrocompactaci6n. para los bloquea de concreto, y 

extruai6n. para el bloque hueco de barro). La forma ea priamltica 

pero con diatintaa relacionea entre las dimenaionea. Las pie:ua pu! 

den aer macisu o con huecoe verticalea u borizontalea. 

La reaiatencia de las piedras artificialea se determina por el 

enaaye de una pie:u o de una mitad de ella. Por lo tanto loa eapec(-

menea de enaaye aon muy diferentea de manera que ea diflcU eatabl! 

cer comparaciODea entre materialea diatintoa. Particularmente 1m-

portante ea 1a eabeltn de 1a pieaa que influye en la reatricc16a a1 

deaplazamiento lateral proporcionada por las cabezas de 1a mlquina 

de enaaye. 

La forma irreplar de laa piesu impide muchaa vecea den-

nir au reaiatencia real aobre el lrea uta del material. Eato ea im-

poaible, por ejemplo, en piedras con huecoa horizontalea. Por eato 

ea usual definir la reaiatencia aobre el lrea bruta. ea decir, el lrea 

dada por laa dimenaionea exteriorea. 

La tabla 3. 5 proporciona caracter[sticaa repreaentativaa de 

las propiedadea meclnicu de laa piezu de uao mis frecuente. La 

.t5 

(abla da rangoa de valores de pesos volumetricos medioa. reaisten-

cias medias a compresi6n y coeficientes de variaci6n de las reais-

tencias obtenidaa .de muestras de piezaa fabricadaa por diatintoa pr,2 

ductorea. Puede apreciarse que incluao para un tipo dado de piedra 

exiaten variaciones grandes en lu reaiatencias promedio y en el CO!! 

trol de calidacl, refiejado por loa coeficientea de variaci6n, de loa 

productoa de diveraa procedencia. 

Doa materialea no mencionadoa en 1a tabla 3. S. pero de l.ndu

dable Unportancia, aon el adobe y el tabiqu• de auelo-cemento. 

Bl adobe ea un material de gran importancia en el medio rural • 

Se trata de un tabique de barro ain c:ocer, mezclado con fibraa de dla-

tintoa tipoa (eatiercol. paja. hojaa, etc) y aecado al aire llbre. Su re

aiatencia ea del orden de 15 klfcm2 6 meaor, 7loa tamaftoa mla uaua-

lea 80ft I X ·30 X 40 em )' I X 20 X 40 em. 
·~ 

~ 

El tabique de suelo-cemento es un material que ae ha empezado 

., 

a desarrollar recientemente y que parece de interes por au bajo coato. 
'--r------1 

Se fabrica mezclando aueloa de ciertu oaracterlaticu con cemento 

portland •.. ~ E:t· ()£f· 

t;l.! ~i'f. ~~~···' ,_': 



TABLA 3. 5 CARACTERISTICAS TIPICAS DE ALGUNAS PIEDRAS 
ARTIFICIALES 

~rq:P~t 

••to 

.,..,. ' 
Observaciones 

Los valores de fp se refiPren al area bruta medida y los de 

f------ y al volumen neto. Las medidas son medidas nominates dadas en ·' 
em. 

Material Geometda 
pieza 

~~ 'JI 

to.,., 

'/'ICOM!iiO'MJ H'l•vitt ""' "'l,}t:~J>I'-' ·• 

Resistencia a Coeficiente 
compresi6n f variaci6n, cv 
(kg/cm2) P 

Peso volu
metrico, y 
(ton/m3) 

35 - 115 tO - 30 Hf<, l. 30 - 1. 50 
Tabique rojo 
de barro re
cocido 

~b•b*""' .,,.. t ,:> 

.,.., 

Tab ique extruido 
perforado vertic~ 
mente 

barro) 

"l-,"i, 

.'.1 4~~ t'J'!l:"../ '1!(~.-, ~~-..; 

Tabique extruido 
macizo 

(barro) 

':<~~·!\ ~: ht• .Mli;>d "'' .:.~ul.~ f.~} .itOt!·~· ur~trs~ 

~ 

..,). :.. 

150 - 430 11 - 25 1.65-!.96 
..... ..,,,,( 1. 61 - 2. 06 310 - 570 15 - 20 

·h• 
.. ,,,,, 150 - 400 ;, ~ II - 26 1. 66 - 2. 20 

420 - 570 12 - 22 2. 02 - 2. 13 

375 - 900 5 - 16 1. 73 - 2.'05 
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TABLA 3. 5 (Continuaci6n) ll ··"'·'''111! c.;. 

Material 

·-Q,;. ..... 

Geometda 
pieza 

Tabique •. '!I 

Extruido, huecos 
horizontales ..X. 

Resistencia a 
com presion 
f (kg/cm2) 
p 

Coeficiente 
variaci6n, cv 

~ ~ 1 -~ 
75-80 13-18 

.,.. r · "·tJOI• ,.,. 
50 - 80 16 - 30 

'" · •II('• ,. ·· ·•uo '\ij-f 

( barro) 

Bloques de 
concreto: 

· ligero ,~..,.,. a•!a!::>tUI"!a '2o _ 50 1"" •ito - 26 ' e..;: 

Peso volume
trico, ( 
(ton/m ) 

1. 25 - 1. 32 

1. 69 - 1. 78 

o. 95 - 1. 21 

. J nte rmedio 

Pesado 

.t•'· 

~ ..C w"l ·*"* .. 20 - 80 
'J 70 - 145 

._ •·• $1111 Hili 

·• t• 

i'!ll fl 

7 - 29 1 ··~ ~ 1. 32 - 1. 70 
7-28 1.79-2.15 

•, .. 
Tabic6n 

Silica 
Calc6reo 

olD '1tt"t .ute._..,.., 

. ·, 45 - 120 

175- 200 

~ 

"''""' "'· ..... ,:'..., .·: ,..,,,,j ,..,4•· r • ..,....,. .vj:·, 

,. 

~ :•ffijll' : 1--•• !';i!l:. .) ..... ,.~ 

1\l.l <<'Iii ' l•,llltl:; .,f.~ t 

#l!l".i 

11 - 35 1. 05 - 1. 60 

11 - 15 1. 79 

ct•" . ·>Cl' ,iiL-c. 

•t·~· •t 'tlflitn ,. •• 
, .... · >d· 

;v~;: 
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101: 3. 8. 3 Propiedades mecanicas del conjunto piedra-mortero 
0 

Las propiedades mecanicas de la mamposteda pueden deducir-

se ya sea del estudio de los materia1es componentes, piedra y r.nortero, 

o del ensaye directo de probetas compuestas. La primers forma es 

evidentemente menos precisa debido al gran numero de variables qt:e 

intervienen en el problema y a la dificultad de tamar en cuenta la inter-

accion entre los dos materiales. 

Mucha mas confiables son los resultados obtenidos del ensaye 

de espedmenes compuestos, aunque hasta la fecha el ensaye de estos 

i 
' especimenes no ha sido muy usual en la practica. 

Mamposteria de piedras naturales 

Los resultados experimentales acerca de la resistencia en com-

presion de este material son muy escasos. En pruebas efectuadas en 

especfmenes aproximadamente cubicos de 40 em de lado, se han obteni

do resistencias del or den de 200 kg/ cm2 para la silleria y de 120 kg/ cm2 

para mamposteria ordinaria. Se observa que estos valores son muy inf! 

riores a la resistencia de la piedra sola (tabla 3. 4) y mayores que la re-

sistencia del mortero, 

El mecanismo de falla no esta muy bien definido. La resistencia 

!.' parece ser muy sensible a la calidad del mortero, al tamano dt- las pie-

dras y al cspesor de las juntas. !.a variaci6n de la resistencia en espt--
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dmenes nominalmente iguales es considerable. J e: .. 

Los valores obtenidos en los cubos son representatives de la 

.
. I 

resistencia en carga axial de elementos cortos en los que no hay efec

tos de esbeltez. Se considers que estos wtimos son despreciables si 

la relacion altura a espesor del elemento no excede de cinco. 

En la tabla 3. 6 se dan valores conservadores de la resistencia 

a compresion de la mamposteria de piedras naturales clasificada como 

mamposteria de 3a. 

TABLA 3. 6 RESISTENClA EN COMPRESipN DE LA MAMPOSTERIA 
DE PIEDRAS NATURALES (MAMPOSTERIA DE 3a. ) 

Tipo de mortero 

Mamposteda junteada con mortero de resis
tencia en com presion no menor que 50 kg/ cm2 

Mamposterfa junteada con mortero de resis
tencia a com presion menor que 50 kg/ cm2 

Mamposteria de piedras artific_iales 

f*m 
,, 

... j; 

20 

15 

Para mamposteria de piedras artificiales, la resistencia en com 

presion del conjunto ha sido estudiada a tr·aves del ensayt- de pilas for-

madas por varias piezas sobrepuestas hasta alcanzar una relaci(m altu-

ra a espesor de aproximadamente cuatro. Estos t-nsayeos st· ha:1·reali-

zado para una gama bastante amplia de materibl€'> llsuaieS ell el pais -
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Del ensaye de las pilas se han podido conocer diveL 

sas caracteristicas del comportamiento las cuales se describen -

a continuaci6n. 

'''"·' 
., 

Interacci6n mortero-piedra 

La mamposteria est§ compuesta por dos materiales que 

tienen distintas caracter{sticas esfuerzo-deformaci6n y que, al -

ser sometidos a carga axial, sufren deformaciones verticales 

acompanadas por una deformaci6n transversal. Esta debe ser igual

en los dos materiales ya que la fricci6n y la adherenci~ entre --

ellos impiden el desplazamiento relativo en las caras de contac -

to. El caso mis comun es que el mortero sea mis deformable que --

la pieza y por lo tanto, si los dos materiales pudiesen deformar

se libremente, al ser sometidos al mismo esfuerzo vertical, sufri 

rian las deformaciones mostradas en la fig 3.32. Por la restric -

ci6n en las caras de contacto, los dos tendrinuna misma deforma-

ci6n lateral intermedia entre las de los materiales aislados. Pa-

ra adoptar el estado de deformaciones mostrado en la fig 3.32-b,-

el mortero sufriri compresiones en ambas direcciones transversa -

les quedando sometido a un estado de compresi6n triaxial. La pie

za estar§ sometida a tensiones transversales m§s una compresi6n -

longitudinal. Si la pieza es mas deformable que. el mortero, el es 

tado de esfuerzos de los dos materiales se inviertc. 

Por lo anterior, el material mls deformable incrcmentarl su 
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resistencia sobre Ia obtenido en un ensaye a compresi6n simple, yo que est6 -tido 

a compresi6n triaxial; por lo contrario, el matet"ial menas deformable -6 reducida su 

resistencia por las tensiones transversales. 

Este comportomienta peculiar de Ia momposterra ho sido denaminodo fen6meno-

de junta y permite explicar cuolitativamente lo!t resultados de Los ensoyes, aunque no 

ho dodo Iugar a ningun metoda te6rlco de c61culo suficient-nte sencillo para su - -

aplicaci6n pr6ctica. 

I 

~ 
~ e, -1 
~ 

Em-----1 

l E 
I 

cllllll"lldn lr •• ldt. 

Ojll Enf E IE"' 
c-,...o.. 

I : ~ a=IE-EIE I I 
I I 
~ 

a) Oeformacione1 si no 
hublne rntricclclnel . 

b I Defarmaelonn 
realel 

I I t 
1 : ~ Ten1~ 

~E Modulol 

1 : ~ de elc;llicldad 
de morttro y 
de tablque 

~Ill -ia.f-
cl Elfuerns 

Flo !32 ldeollzaclo'n de Ia lnteraccl&n entre mortero y piedra. 
Mort- mO. defonnllllle que Ia piedra 

Modos de folia. La folia de Ia mampostet"ra sujeta a cargo axial se presenta por apia.! 

tomienlo de las piezas o por agrietamienlo vertical debido a las tensiones tronsversales -

'" I 

que pueden ser introducidas por el mortl!fo .La folia nunca se produce a trav6s del mortero, 
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ya que este, por estar colocado ,.,., .capas delgadas, es retenido por ---

las piezas y su aplastamaento no c;o•Jsa la inestabahdad del con]unto. 

La Calla por aplastanllento de las plezas ocurre cuando estas 

son de muy baJa resistt>ncaa, y el mortero de buena cahdad; tambien 

es tfpica de paezas con hue<·os horazontales. 

La forma mas usual de falla es a traves de graetas verticales 

y se produce cuando el mortero es de resi,-' "ncaa igual o menor que 

la de la pieza. .. ... 

Los otros tipos de Calla observados incluyen los efectos de 

flexion y esbeltez y se dascutarin posteriormente. 

Variables que inOuyen en la resistenda. La variable que mas 

importantemente inOuye en Ia resastencia de la mamposteria es Ia re-

sistencia a compresion axial de las piezas individuates. 
.Gl 

La resistencia del mortero es signilicat.iva solo cuando esta es 

muy inferior a la de la piedra. 
... , 

{;..! 

Cuando Ia succion df' Ia piedra es muy alta Sf' extra•• del morte-

ro. reduciendose au resistencia y adherencia, asi como Ia resistencia 

del conJunto piecira-mortero. Por esto conviene saturar las piedras 

que tengan mucha succaon, como el tabique recocido, antes de colocar-

las. 

-~ 

Otras variables que afectan a la resistencaa son Ia Ouidez 

del mortero (morteros poco fluidos no pueden colocarse en capas 
~ 

de espesor unilormes. lo que da origen a concentraciones de es-
'"'' 

fuerzos. el espesor de Ia JUnta (cuando los piezas son de resistencia 
~--

convif'ne que las JUntas s<>an delgadas,de 1)_.~~-~_m), el aparejO}'_ -----------~ 

la calidad de la manu de ubra. 

La tabla 3. 7 proporcaona valores conservadores de Ia resisten 

<"ia que se obtiene en conJuntos formados por distintos tipos de pieza 

y de mortero. Cuando Sf' cuenta con informaciOn experimental adecu! 

da pueden utalazars<' valort·s mavores. 

TABLA 3. 7 RESISTF.NCIA EN COMPRF.SlON DE !.A MAMPOSTERIA. 
DE P!EIJHAS AHT!FlClALES f*m• PARA ALGUNOS T!POS 
DE P!EZA 

Valores de f*m en kg/cm2 

.:tl 

Mortero tipo 1* .. Mortero tipo 11 .. Mortero ti-
po lll** Tipo de pie:za f"b ~ 125kg/cm2 75 + f*b 4- 125kg/cm2 

4o+f*b47S ·:' 
c:n2 

~abique de barro rt•co-
·.~, .... (1,:_ 

.ido 15 15 15 
--- ----·-

jBloque de conca·etu t 'P'-' 
jpesado* 20 15 15 

----- - - -

!'rabicbn de co:ac ,·et<' 20 15 15 
-- ----- --

!'rabique huec6 ,;.:, barTo..,,.. 
~ruido (hue'"'s v••r·ti<ales)"' 
f* ~ 120 kji/cf!o:!l 40 

!.f"" ..... , ... 40 30 p 
'--· -- ----·----
•Resisten¢•11 S9b're area l11·uta; Ia relaC'ion area n .. ta- ba·uta no sera menor 

de 0. 45. 
•• Ver Tabla :l 3 

_ ______.____ 

':-\. 

-
n: 
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f 
~I 

150 

140 

130 

120 

Relaci6n esfuerzo-deformaci6n. La relaci6n esfuerzo-deformaci6n registrada 

en ensayes de pi las sujetas a compresi6n tit~~~e una pendiente aproximadamente cons -

tante hasta Ia faHa; s61o para piezas y morteros de muy bafa resistencia Ia curva tien-

de a ser parab61ica. La rigidez del con junto es general mente me nor que Ia de las pie-

zas y Ia del mortero consideradas independientemente. 

La fig 3. 33 muestra curvas tipicas abtenidas de los ensayes. 

-J, 

·~··'' j 

r....,. recocido 

Mortero 1:0:5 
e e 

0.001 Q002 0.()03 0.001 0.002 0.003 

fio 5.35 Curvaa tlpicoa .. tuerzo-deformoclon para 1110mpoeterfa 

,.'(); 

'--
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Los m6dulos de elasticidad secantes dependen de la resisten-

cia de la pieza y en menor grado de la calidad del mortero. Se han 

propuesto las siguientes expresiones aproximadas para el modulo de 

elasticidad 

!l(Ji''.\ 
E =400 f*m• para piezas de barre 

----------~-------
__ j";b _________ --

E ~sou f*m• para piezas de concreto 

f*m= la resistencia de la mamposteda (Ver tablas 3. 6 y 3. 7) 

Cuando las cargas se aplican en forma sostenida el modulo de 

elasticidad baja especialmente para las piezas de concreto. Se ha pr2 

puesto que para ambos tipos de pieza se emplee la relaci6n 

E =250 f* m 

3. 8. 4 Metodo simplificado de dimensionamiento de muros de 
mamposteda 

Las proporciones de los muros de mamposteria, sabre todo 

las de las de piedras artificiales, son tales, que rara vez son despr.!!_ 

ciables los efectos de esbeltez. Asimismo las caracteristicas cons-

tructivas de los muros casi siempre implican alguna excentricidad 

El dimensionamiento de muros esbeltos y sometidos a cxcentricidades 

se estudia en forma rigurosa en secciones posteriores de estes apun-

tes. En e-sta seccion se propane un metoda simplificado que es aplic! 

ble cuando los efectos de esbeltez y cxcentricidad no son importantes. 

El metoda consiste en dimensionar los muros como si estuvieran su-

.u:J. 
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jetos (micamente a carga axial, pero considerando una resistencia a 

compresi6n reducida. Para aplicar el metodo simplificado deben 

cumplirse las siguientes condiciones: 

a) Las deformaciones de los extremes superior e inferior 

muro en la direcci6n normal al plano de este, estan restr.i.!!. 

gidas por el sistema de pi.,o o por otros elementos . 
. I 

b) No hay exc'!r •.. ric:daces imp••.-tantes en la carga axial aplica-

da, comr · J: ·1' p• • C:e ser· debidas a falta de alineamiento 

de mlro': j,-. 1 _,,,s r·.tpe~iores o ala existencia de voladizos 

que tra.!&Uit:.r: 11 m•) n·~nto a! muro. 

':t -+ 
c) La relaci6n ••ltu1 ~a .,spef.or del muro no excede de 20. 

'l 

Si se cumplen estas condiciones ll:. carga vertical que resiste 

un muro pufide determinarse con la siguit>nte cxpresi6n: t 
en que 

PR = F, FE f*m At (3. 21) 
-l ·-·· "' 

At es el area transversal bruta del muro 

f'~m es la resistencia en compresi(m de la mamposteria. (Las 
tablas 3. 6 y 3. 7 dan algunos factores conservadores). 

F 
r 

FE 

es un factor de reduccion de resiskncia que se toma igual 
a 0. 6 y tiene en cuenta la variabilidad en la resistencia de 
la mamposteria. 

es un factor reductivo por excentricidad y esbeltez que se 
toma como 0. 7 para muros interiores que soporten clar·os 
aproximadamente simetricos en ambos !ados y como 0. 6 
para muros extremos o con c!aros asimetr·icos y para ca-

·--, 

i 

t 
J 

--~-~~ 
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sos en qu~ la relaci6n cargas vivas a cargas muertas 
excede de uno. Para muros que esten ligados a muros 
transversales con una separaci6n no mayor de 3 m los 
valores de c se tomadm como 0. 8 y 0. 7 respectivame!!. 
te. 

La carga resistente asf calculada se comparara con la carga 

de servicio o trabajo multiplicada por un factor de carga adecuado. 

Se aprecia que el criteria de di.rnensionamiento aplicado es de resis-

tencia. 

Ejemplo 3. 3.- Revision de muros de mamposterfa 

La estructura del ejemplo consiste en muros de tabique rojo 

que soportan una losa de concreto perimetralmente apoyada. Se com-

prueba facilmente que se cumplan las condiciones que deben existir 

para poder aplicar el metodo simplificado para dimensionamiento de 

muros que se ha expuesto. 

Para determinar la carga que la losa transmite a los muros se 

ha dividido la losa en zonas tribu1arias de los distimqs muros trazando------1 

lineas a 45° por· las esquinas de los rect{mgulos en Ia forma indicada 

en el croquis de la planta de la estructura. Este procedimiento es e 1 

comunmente utilizado para distribuir la carga de losas perimetralme!!. 

te apoyadas. Por simple inspecci6n se c.omprueba que los tramos xnB.s 

desfavorables son los Bl - C 1 (6 B3 - C3) y B2 - C2, por lo que la re-

vision se ha limitado a ellos. 

~-
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La earga s<>br-c los muros en t•stu.lio, pr·ocedente de La losa, 

cs trapccial. En el cjcmplo se ha consideraclo que se rcparte unifo!:: 

mcmenh· en todo d tr·an1o ,malizado, hipotPsis que Ia expel'iencia 

iftndica c·s raz.mabk. 
0 

La uniea dtflorenda en cl calculo de Ia rcsistencia de los mu-

ros sc encut•t•tr·a en el valor de FE 'J.UC se toma igual a 0. 7 par·a el 

" 
muro intel"lor· y 0. 6 par·a d muro exterior·, dondc es 16gico esperar 

una mayor· excent ric idad. 

s .. comprucba que Ia resistencia de ambos muros es amplia-

rnP!".l'' : ... 1,r,::1entc. 

~- 9 MIEMBHOS DF. MADEHA 

3. !l. I Co_!lsidcr·aci'2.!!"s gener·alcs sobrc Ia madera_~~~tc
rial dP construcci6n ------------------

La madera fu<' cl pnna•r materi"l de que dispuso el hombr·c 

con rcsistcnc ias comparahles ~ la tensiOn y a la con1presiUn. Por scr 

un material vi'lo constitu:~e un recurso natural r"ncwable c·uya explota-

cion puedc scr· de gran int!!rCs para Ia e<:<momia nacwnal. 
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Son muchaH las <"aractc·ri~;ticas de Ia mader·a que ~a haccn att·a~ 

t1va como mal.l•r·ial de conHlrucci(m. },;s rcJativamentc faci! de t<·aba-

Jar con ht'rTamientas scucdlaH, lo qut' p<'rrnite una gran divcr·sidad de 

!:iC<'t'IOfl(·~ .Y for·mas. Su vat·tada t<:xtur·a natur·al til'nc cual idades de co-

~· ~~ 

EJE..MPLO :,.3 

~EV\SIOhl DE MUgos DE MAMPO~iE.RIA 

f 
Y' 

Dhtos 

. + 4-
, "tl'n , 4"' I 

t.A.v Yo'!> ~.. t,, b'-qvG. 

~o~o oG. '"' """'-

L.of>Q cia. <.onc~-&-\o 

Pc.~o "o\u""'~ t 1-l<.o 

c:onc.,..4 to 2 . .4 Ton/n'\~ 

Pc.1oo "o\un'\~'t~IC.O 
t"''\GI'nf'<>"-\c.riQ ~ I.~ "'\on/n, .. 

C.~~~ viv~ 2.~0 \<.::"')f"'l. 

F<>c.i'o\' cic. c.a.>~o. ··. 1.1{ 

~=J -1--l-1,1-
DE.. tE.f..Mit\.1/\C.\ohl 

~EQUEI'?,ID~ 

C.o.~<> \o.,a ?o" rr!· 

C...<>\'~<1 '1\VO 

p.._..,o p>-op;o ~ o.\Z.. )<, '1. ."t 

RE. ~\S i E k\C\ A 

o ·l.."> "ton/mL 

0.2."!1 

I.UJ=C.'i'1 Tor,/ <Y\L 



EJEMPLO 3. 3 (Continuacion) 

2 Peso muro por m 

~ .Wm=l.8x0.14 2 
0.25 tory'm 

'''l 

~· ... ~: -'l ,j 

Resistencia requerida para el muro BI-CI 

Losa:.!. (5+ 1) 2 x0.54 
2 

Muro: 5 x 2.5 x 0.25 

P,. requerida = 1.4 x 6.36 ~ 8.90 ton 

Resistencia requerida para el muro 82-C2 

Losa : (5+1)2 x 0.54 

Muro: 5 x 2.5 x 0.25. 

P._ requerida = 1 .4 x 9.60 = 13.44 ton 

! : .l!li' ~~, I I 

DETERMINACION RESISTENCIA 

':,, l 
llSPONIBLE 

J.i 53 

>t•: 

3.24 

3.12 
6.36 ton 

,;; fl\~ ••'I' 

:\ i 

6.48 '<HO'tdJ1 

3.12 ' 
9.60 ,, ' 

"'r; 

EJEMPLO 3.3 (Continuacion) ~:, t 

·' 

PR F/e f*m At Ec. (3.21) 

0.6 X 0.6 X 15 X 7000 

37800 Kg = 37.8 ton > 8.9 · ' 

\: L~ L 

Muro B2-C2 
if.i ''( 

fr = 0.6 
'':.iii 

F = 
E 

0.7 
' 1. r ·~ ,. 

f* = 15 
. 1-:il '11 

m 

AT = 7000 em 
2 

PR F/e f*m AT E~. (3.21) 

Muro 81-CI 
............_~ ...__ ..... _ ~-· 

0.6 X 0.7 X 15 X 7000 

Fr = 0.6 

FE = 0.6 
Gf 

2 r:. = 15 Kg/em (Tabla 3.7) 

At = 14 X 500 = 7000 

:·•,• 

·i.il.; 

' ~ ' 1 . j ' 

44100Kg = 44.1 ton> 13.44 

,.hi:. f<>' 

,, ···; • j: ,1·, 

.,:1 

_f 
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rativas muy apreciadas. Puede ser pintada facilmente. Su durabili- nociones elementales de estos aspectos. Posteriormente se cambia-

dad en condiciones adecuadas, es considerable, aunque no tan notable ran los principales factores que influyen en la resistencia de la rna-

como la de los materiales petreos. Su resistencia especifica es supe- dera a tensi6n y a compresi6n y ,;e presentaran algunas nociones so-

1------
bre el dimensionamiento de miembros de madera sometidos a estas rior a las del acero y del concreto reforzado. 

.J I acciones. 
Como desventajas pueden mencionarse las siguientes. Aunque i ''\~ i . .,, .. · 

en su estado natural la madera se presenta en formas prismaticas 3. 9. 2 Composici6n, desarrollo y estructura de la madera 

rectas, que se prestan a la facil elaboracion de elementos estructura- UJl arbol esta integrado por raiz, tronco, ramas y hojas 

les como vigas y columnas, sus escuadrfas y longitudes son limitadas. (fig 3.34). La madera, como se denomina al material organico de 

En ciertos amhientes su dur·abrlidad dep que desear. Es susceptible . que esencialmente estan formados los arboles, esta constituida por 

a los ataques de algunos hongos e insectos. Sufre cambios volumetri- un conjunto de celulas huecas de forma tubular, comunmente llama-

cos con las variaciones de humedad. Sus propiedades resistcntes son das 'tibras". 

muy variables. Su resist~:>ncia a los incendios es inferior ala del con 
Las celulas, en su mayor!a, estan orientadas en direcci6n 

creto aunque comparabl<> ala del acero, sino superior. Su deforma-
paralela a! arbol. En longitud puedcn variar de uno a ocho milime-

bilidad es mayor que lade otros mate!'lales. Las car·gas dl' larga du-
tros. Su dimensi6n transversal es aproximadamente cien vcces menor 

raci6n producen deformaciones pPrmanentes. 
que su longitud. Adcmas de las celulas o fibras verticalcs existen 

La madera se utiliza para miemhros SUJetos a car·gas axiales otras celulas llamadas 'rayos" o celulas radiales por la forma en que 
-------

tanto de compresriJn como de tcnsr{m. En las secciorH·s sigurentes estan orientadas. Su funci6n consiste en la union de las diversas paE_ 

se estudia el cornpor·tamiento de Ia madera ba,1o dtch:u; acdon<,s. l'a tes del arbol para el movimiento de las sustancias alimcnticias. Asi, 

r·a entender est<> comportamic:nto as( como las proptcdad•·s mecimicas en forma esquematica puede uno imaginarst' la madera como un ha7. 

de Ia madera es tltil conocer su estructur·a y composici(m. l'or otr·a de celulas tubulares, orientadas en direcci6n para lela a] ejf'o del arbol, 

part<' cs evidente que <'1 estudto de sus prol'esos rle dPsatTollo y .:r<•- con otros haccs radiales de tubos mas pcqu<'l'los, orientado,; en tiirec-

r·1n1iento contrihuir·ii a una mPJor· cornpr·cnHihn de las caracter·lsticas ci6n perpendicular al haz longitudinal, quC' Pn su mayorfa van de lam£. 

d" su t•str·uctur·a. l'or· <>!lo en Ia siguiente s•·cdim sc Jll"esentan unas dula a la corteza. Los haeC's radialC's se intercalan entre las cf>lulas 
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Con t1 alimento que baja 
savia descendente por el 
se forman en el cambium 
lelodos de madera 

Flujo 

En tl foilaje el aoua y las sustancias qulmlcas 

de Ia savia ascendente son convertldos en pro
ductos allmentlclos que bajan por II I (ber co
mo savla descendente 

en el uv•r ....... 

F i 0 3.34 Creclmlento del arbol I ver tamblen fiQ 3.35 l 

,c,«<""•• 

ascendente 

( 
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longitudinales (fig 3. 35). 

Desde el punta de vista de su composici6n quimica, la rna-

dera esta constituida principalmente por carbona (50 por ciento),i. 

hidr6geno (6 por ciento), y oxigeno (43 por ciento). Existen tambiE~n 

muestras de otros elementos en una proporci6n inferior a uno por 

ciento. Los porcentajes dados son valores promedio. Estes elemen 

tos forman dos compuestos basicos: la celulosa, en una proporci6n 

de 50 a 60 por ciento, y Ia lignina, en una proporci6n de 20 a 35 por 

ciento. Ademas existen otros carbohidratos y algunas sustancias 

minerales. 

La celulosa es un polimero natural. Cada cadena de celulas 

esta constituida por varios miles de unidades moleculares de la for-

rna C6 H1 0 05 . La celulosa, que tienc una <>structura cristalina, fo!.. 

rna el esqueleto de las paredes de las fibras de Ia madera. Los cris-

tales de cclulos!l estan ligados entre sf por la lignina, sustancia amoE_ 

fa de cornposici6n muy compleja a base de combinaciones de carbo- --1 
! 

hidratos, que rigidiza la estructura intenta de las fibras y actiia como 

cenwntante unicndolas entre sf. 

Si se considera una secci6n transversal del tronco se distin-

gucn, en general, las partes quP pueden apreciarse en las figs 3. 3 5 

y :3. 36. En Ia fig 3. 35 se deseriben breve mente las caracterfsticas 

y funciones de cada una de estas partes. 

' J 



Fig 3.35 Seccio'n transver.;al 
de un orbal 

a) Corteza extert<~E forma<.la por tejidos muertos, que sirve de capa 

protectora. 

bi Liber o corteza interior por donde circula la savia descendente 

que alimenta el proceso de crecimiento, que tiene su origen en el 

cambium. 

c) Cambium capa microscopic a inmediatamente interior al liber, 

donde se forman las celulas nuevas de madera y corteza. 

d) Albura parte activa del tronco, por donde circula la savia ascen-

dente desde la raiz hasta las hojas. 

c) Duramen parte inactiva del tronco que proporciona soporte estru_£ 

tural al arbol. Generalmente de color mas oscuro que la albura. 

f) Mfdula la parte mas antigua del tronco, donde se originan las ra-

rnas. 

g) Hayos o cMulas radiales que unen las diversas partes del arbol 

para (~] nH>vintiento de las sustancias alimenticias. 
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~~-·' .... 

c:lulaa 
deloada 

tt•ltM'' 

Flo 3.36 

tubulores con pored 
de madera de primovero 

( 

, ei 

C~lulos tubulores con pored 
orueao de madera de verona 

J. ~~ 

Representacicin esquematico de Ia eatructura de Ia madera 
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Las raices del arbol desempei'lan una doble funci6n: por Sus celulas o fibras son relativamente grandes y de pared delgada. 

una parte sirven de anclaje y, por otra, absorben humedad y di- La capa exterior, que constituye Ia madera de verano o madera tar-

versas sustancias qufmicas del suelo, en soluci6n. dia tiene cel.ulas de menor dimension transversal pero con paredes 

mas gruesas, lo que le da mayor densidad y resistencia. Su colori-

El tronco es el elemento de soporte de las ramas y el 
-;,;, l J ·~ 

does mas oscuro que el de Ia madera de primavera. Los anillos 
follaje y ademas proporciona un sistema de comunicaci6n en do-

anuales se distinguen unicamente en las maderas de las zonas tern-

ble sentido. Asi el liquido absorbido por las rafces sube por Ia 
pladas donde las variaciones de clima de una cstaci6na otra ocasi£ 

albura, como savia ascendente hasta las ramas y las hojas, don-
nan variaciones importantes en las caracteristicas del proceso de 

de es convertido en alimento por un complejo proccilo en el que 
crecimiento, que practicamente se interrumpe durante el invierno. 

interviene el fen6meno de fotosintesis. Los productos formados 
En las maderas de regiones tropicales, donde las condiciones clim_! 

por las hojas bajan, como savia descendente, por el lfber para 
tol6gicas son mas uniformes y el crecimiento es homogeneo, los 

alimentar el proceso de crecimiento. 1 anillos no se aprecian. 

El proceso de crecimiento consiste en el nacimiento y d.!_ 
Parte de las celulas que van formando el tronco de un arbol 

sarrollo de nuevas celulas en el cambium y en los extremos de 
permanecen activas durante cierto tiempo, participando en el pro-

las raices y de las ramas. AI formarse Ia madera nueva se vain 
ceso vital. Estas cclulas vivas se encuentran en Ia regi6n del tron-

corporando a las capas ya existentes al interior del cambium. E.! 
co denominada albura, por donde cireula Ia savia ascendente (fig 

te incremento de material va empujando Ia corteza hacia fuera. 
3. :l5). A medida que el arbol va creciendo las cclulas de Ia parte ----------1 

En Ia secci6n transversal de la fig 3.35 se observa una serie de 
interior de Ia albura se van volviendo inactivas y se convierten en 

anillos concentricos que van desde Ia medula o centro del arbol 
duramen o madera de coraz6n, cuya funci6n es exclusivamcute Ia 

hasta la corteza. Cada uno de estos anillos correspondfC a1 creci-
de proporcionar soporte estructural a! iirbo!. },;r; general el dura-

miento de un ai'lo y por ello sue len llamarse "anillos de crecimie_!! 
men ~;e distingue facihnente de Ia albura por su cc..lor mas oscuro. 

to anual". En cada anillo suelen distinguirse dos capas. La inte-
Dcsde el punto de vista de resistencia, !a albur" .,- d duramen son 

rior, denominada "madera de primavera" o "madera temprana" 
parecidos. Sin embargo Ia· rnadera del duramen <'" mas duradera 

se desarrolla durante Ia primera parte de la epoca de crecimiento. 
que Ia de Ia albura porque es rnenos suscf·ptiblc a los agentcs que pr£ 

·-·--~---- ---- -~ 
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vocan la putrefacci6n. cuyo estudio quedo fuero del alconce de este t"'xto. 

En el centro del tronco se encuentra la medula, la parte mas En lo literaturo sobre madera se encuentro con frecuencio Ia expresi6n grano de 

I 
antigua del arbol, donde se inici6 cl proceso de crecimiento y donde Ia madera, que·se usa con acepciones diversas. Asi, por ejempla, se habla de madera 

~ 
de grano fino o cerrado, o de grana grueso, segun Ia separaci6n de los ani !los de ere-

cimienta. Tambien se utilize para describir Ia orientaci6n de las fibres respecto a los-

!ados de una pieza, distinguiendose entre madera de grano recto ode grana atravesado 

(fig 3.37). 

tienen su origen las ramas. 
.~--:-----.-~~~---

El exterior del tronco esta protegido por la corte-:a, capa 

protectora compuesta de tejidos muertos. 

Las caracterfsticas de la estructura y del proccso de creci-
... 

nliento que acaban de describirse en forma esquematica son aplica-

bles de una manera general a la mayoda de las especies de arboles. 
Grano recto 

Un examen mas detenido conduce a la clasificaci6n de las especies 

de arboles productores de matkra en dos grandes grupos: el ck las 
"· 

coniferas, 0 arboles de hoja perenne, como los pinos y los cedros, Grona otrovesodo 

y el de las latifoliadas o frondosas, o arboles de hoja caduca, como 

PI encino, la caoba y el guanacastle. (No es cor-recto clasificar las 

latifoliadas como maderas "duras" y a las coniTeras como maderas Fig 3.37 Grano de Ia madera 

suaves" o "blandas", como a veces se haec, ya que hay especies 

de coniferas con madera mas dura que Ia de algunas espccies de la- 3.9.3 Propiedodes meconicas 

tifoliadas, .Y viceversa). Entre las diferencias mas importantes en- •i.J' 

Consideraciones Generales 
tre las maderas de los dos grupos, pueden citarse las siguientes. 

La estructura peculiar de Ia madera, descrita en Ia secci6n anterior, explica su 
r .e>s fihras de las latifoliadas son mas cortas que las de las coniTc-

noturaleza l,eterogenea y anis6tropa. En efecto, sus caract-eristicas fisicas varian de-
ras. Los anillos de crecimiento se distinguen mas facilmente y son 

un punto a otro y sus caracteristicas resistentes varian segun Ia direcci6n considera-
m{Ls amp!ios en las coniferas que en las latifoliadas. Existen tam·-

da. La madera puede idealizarse como un material ortotr6pico en el que se --
bien diferencias en las estructuras y las funciones de las cclulas 

'------
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distinguen tres direcciones mecanicas o estructurales, perpendi-
f,1 

culares entre si, que coinciden con las direcciones longitudinal, 

radial y tangencial del arbol, en la forma indicada en la fig. :l. 38. 

Por lo tanto, con rigor seria ncccsario considerar trcs jucgos ue ___________ _ 

propiedades mecanicas, uno por cada ejc. Sin embargo, las pro-

piedades en los sentidos tangencial y radial no dificren significa-

tivamente de manera que para los efcctos practicos del disci\o de 

estructuras. de madera basta distinguir E'ntrc propicdadcs parale-

las al grana o la fibra y propicdades perpendiculares al grana. 

L 

TR 

Eje longitudinal (L).- Paralela al 
eje del arbol. 

~ 

Eje tangencial (T),.. Perpendicular 

al eje longitudinal y tangencial a 

los anillos de crecimiento. 

LT 

T Eje radial ( R )r Perpendicular a los 

e)es longitudinal y tangenciol 

Fig 3.38 Principoles direcciones meccinicos de lo madera --d. 

· 1n:,j;~'" ·, I~' 11.1~·· l- \ 

~j.' 

Las rel;,ciones esfuerzo-deformaci6n. de la madera son mtzy ;_ 

variables segun la especie, la forma en que se hace el ensaye, el 

tipo de acci6n a que esta sujeta, las caracteristicas de crecimien-

toy otros factorcs. En general, cualquiera que sea cl tipo de es-

fuerzo, la forma de las graficas esfuerzo-deformaci6n son semeja!!. 

tes a la que se muestra cualitativa.mente en la fig 3. 39. La prime-

ra parte de la grafica es practicamente recta de manera que puede 

suponer~P proporcionalidad directa entre esfuerzos y deformacio-

ncs, como en un material elastica ideal. A partir del limite de 

proporcionalidad, que suele corresponder a un esfuerzo relativa-

In<'ntP alto, las relaciones csfuerzo-deforma<:i6n dejan de ser linea 

lcs. 

-sq I'll>! •)) 

0 

I 
I 

j I /1 I 
• 1/J 

Esfuerzo mo'ai-

L (m; te de proporcionulldad 

Tramo de variacioo lineal 

._, 

r.·t 
Detormoclon unitariO 

'b f ·I 

F;o 3 39 Diagrama estuerzo-detormacH)n t(pico para Ia madera 

.t..a.-v. l·j..._l ;J; 

____J 



Factores que influyen en el comportamiento meca.nico de la madera 

La resistencia y el comportamiento de la madera bajo di

versas acciones mecanicas es muy variable. A continuaci6n se 

analizan los principales factores que afectan las propiedades re-
1-------

i . 

sistentes de la madera. 

Densidad.- Uno de los factores que mas influye en la resis

tencia de la madera .en su densidad o peso volumetrico. Por ello a 

veces se toma la densidad como un indice confiable de la resisten

cia. (Para efectos comparativos la densidad suele determinarse 

para un contenido estandar de humedad. Vease el inciso siguiente 

que trata sobre la influencia del contenido de humedad). 

Contenido de humedad.- El contenido de humedad se define 

como el peso del agua expresado como un porcentaje del peso de la 

madera secada en horn?· En el <lrbol vivo puede llegar a ser del 

orde:c. de 200'7o. Una gran parte del contenido de humedad de Ia ma

dera verde en el arbol vivo corresponde a a.gu8 libre en las cavida

des de las celulas. El agua libre se pierde por :o'Japoraci•)n al scr 

cortado el arbo!. Las paredes de las celulas, sin embarvn, siguen 

reteniendo una cantidad bastante importante de humedad. La condi

ci6n en que toda el agua libre ha sido eliminada mientras que las pa

redes de las celulas aun estan saturadas se llama punto de satura

ci6n de las fibras. El contenido de humedad correspondiente a esta 

condici6n varfa entre 25o/oy 30%. Para contenidos de humedad su

periores al del punto de saturaci6n, la resistencia permanece cons-

60 

tante. Sin embargo, cuando por medio del sec ado se reduce el con

tenido de humedad a un nivel inferior a! correspondiente al punto de 

saturaci6n de las fibras Ia mayoria de las propiedades resistentes 

de la madera mejora. Esto se debe principalmente a dos causas: 

(1) el fortalecimiento de la estructura y (2) el incremento en la can

tidad de material por unidad_ de volumen debido a la contracci6n ori

ginada por el secado. 

Puesto que la madera es un material higrosc6pico su con

tenido de humedad depende del medio ambiente en que se encuentre. 

As! una pieza de madera absorbe o desprende humedad hasta que 

su contenido de humedad se encuentra en equilibrio con el de la at

mosfera. El contenido de humedad correspondiente a esta condici6n 

de equilibrio se llama contenido de humedad de equilibrio: es siem

pre proporcional al peso la madera secada en horno. En la ciudad 

de MPxico el contenido de humedad en equilibrio de la madera es de 

alrededor del 10% y varfa ~ 4% de acuerdo con la temperatura y 

humedad relativa del medio ambiente en las diferentes epocas del 

ai'lo. 
f4 

Para efectos de elecci6n de esfuerzof' permisibles suele 

distinguirse entre madera 11 seca11 y madera 11 humeda 11
• En los Es

tados Unidos se dice qui' una madera esta seca cuando el contenido 

de humedad es inferior a 15%. El v<dor recomendac.lo en los c6digos 

ingleses es 18 'l\•. 



lnclinaci6n del grano.- La resistencia disminuye cuanto m2. 

yor es la inclinaci6n del grano con respecto a la direcci6n longitudi-

nal de la pieza. Esto es evidente en vista de la naturaleza anis6tro-

pa de la madera que hace que sus caracter[sticas meclmicas sean 

mu,y distintas segun los ejes considerados. 

Nudos.- Los nudos tienen su origen en la formaci6n de las 

ramas en el tronco del arbol vivo. Disminuyen la resistencia por-

que producen discontinuidades en unas fibras y alteran la orienta-

ci6n de otras (fig 3. 40). 

Flo 3.40 

, .. 

Disconllnuidodes y olterociones en lo orientocion de 
los fibros producidos por un nudo. 
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Alobeo.- Los piezos de madera cortodo pueden estor olobeodos, como se in 

dico en Ia fig 3.41, Ia que puede ofector su resistencio en forma desfovoroble. 

Fig 3,41 

~ -. 

-
/ 

/ 

"'' , 
... . 

Tipos de alabeo en piezas de madera 

Rojoduros.- Son seporociones longitudinoles entre los fibros. Pueden ser de 

diversos tipos. Los mas importontes son los rojaduros onulores que siguen Ia curvature 

Qe los onillos de crecimiento y se originon en el arbol vivo, y los rojoduros rodioles, 

.~ 
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perpendiculores a los onillos de crecimiento, que son producidos por defectos de sec~ 

do consistentes en uno eliminoci6n d-.mosiodo r6pido de Ia humedod (fig 3.42). Los

rojoduros ofecton de monero particular Ia resistencio a esfuerzos rosantes. Son espe

ciolmente per judi cioles cuondo se presenton en Ia zono de esfuerzos cortontes m6ximos 

de vigos yen los detalles de conexi6n de los extremes de elementos sujetos a tensi6n. 

~· 

~ r· IJ 
R ojoduro racllol Raj oduro onulor 

Fi 0 3. 42 Rojoduros de madera 

-~b ?~~~··. 

Temperatura.- La resistencio d., Ia madera disminuye en forma oproximodome~ 

te lineal ol au mentor Ia temperatura. No es recomendoble que Ia madera se encuen

tre en condiciones de servicio a temperatures superiores a unos 50°C puesto que estes 

temperatures pueden ocosionor doi'los permonentes. 

Duroci6n de Ia cargo.- La resistencio de Ia madera disminuye consi deroble -

mente con Ia durocic:in de Ia cargo. Cuonto mayor Ia duroci6n de Ia oplicoci6n de uno 

cargo, menor sera el volar que debe olconzor Ia cargo poro producir Ia folio. Todovio 

ra 

no se ha comprobado si existe un Umite de duraci6n tal que una 

pieza sujeta a carga ya no se rompp.. Bajo carga sostenida la d.!:_ 

formaci6n de la madera sigue aumentando durante cierto tiempo 

hasta que se estabiliza o se rompa el especimen. 

3. 9. 4 Comportamiento de la madera ante cargas axiales 

Metodos de ensaye 

Para obtener informaci6n sobre el comportamiento y la 

resistenc ia de la madera se recurre a dos tipos de ensaye. 

En el tipo mas comun se utilizan probetas de secci6n pe

quetlas (2 em x 2 em 6 2 pulgadas x 2 pulgadas) de madera escogi

da de manera que no contenga nudos ni rajaduras y que el grano 

sea recto. Las pruebas se hacen en condiciones estandar de tem

peratura, contenido de humedad y duraci6n de la carga. Este tipo 

de prueba proporciona informaci6n sobre la madera limpia de de

fectos y es util para la comparaci6n de las propiedades de distil'.tas 

especies. Los valores permisibles de disei'lo se basan fundamental

mente en los valores que se obtienen de ellas (sec 3. 9. 5). Puesto 

que las propiedades de la madera varfan segur. el sentido conside

rado, para conocer el comportamiento ante tensi6n o compresi6n es 

necesario hacer ensayes aplicando la carga axial tanto paralela co

mo perpendicularmente a las fibras. 

La informaci6n obtenida del ensaye de probetas pequetlas 

"limpias" es de utilidad limitada puesto que los resultados no re-



gistran el efecto de caracteristicas como los nudos, la inclina

cion del grano y las rajaduras, que afectan seriamente a la re

sistencia de la madera. Para investigar la influencia de estas 
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caracteristieas sobre la resistencia cs neccsario rccurrir al en· ----------

saye a escala natural de piezas estructuralPs sujetas a distintas 

condiciones de carga. Evidentamente este t.ipo de pruebas propo!. 

ciona informacion mas completa que la que resulta del ensaye de 

probetas pequeiias "limpias". Sin embargo son costosas yen si

tuaciones practicas no suelc scr posible realizarlas. Por lo tan 

to, el procedimiento que se sucle seguir para cstablecer valores de 

diseiio, consiste en corrPgir los valores obtenidos de los ensayes 

de probetas "limpias" con base en la informacion obteniaa de los 

ensayes a escala natural disponibles y en la experiencia acumula

da sobre comportamiento de estructuras de madera reales. Los 

criterios usuales en la determinacion de esfuerzos permisibles 

de diseiio se deseriben con mas detalle en la sec 3. 9. 5. 

~t )t.. 

Comportamiento bajo tension 

La maxima resistencia a tension de la madera se presenta 

en sentido paralelo a las fibras, cs decir el sentido en que estan 

dispuestas las cadenas de moleculas de eelulosa. En dl scntido 

transversal a las fibras la resistencia a tensi6n es mucho menor 

debido a la naturaleza tubular de las celulas, que las hace muy de

formables en esta direccion, y a la facilidad con que se despegan 

las cadenas de moleculas cuando se sujetan a esfuerzos transver-

sales puede ser hasta cuarenta veces menor que la resistencia 

a tension longitudinal. En la fig 3. 43 se muestra una curva es

fuerzo-deformacion tfpica para tension en sentido paralelo a 

las fibras. Se observa que el comportamiento es elastico hasta 

esfuerzos relativamente altos. El modulo de elasticidad en el 

sentido transversal E'S de 1 I 12 a 1 I 20 del modulo en sentido lon

gitudinal. 

Comportamiento bajo compresi6n 

Con exc<'pci6n de algunas maderas duras en las que las 

resistcncias .en compresi6n y tension de la madera son del mis

mo orden, la rcsistencia a compresion de las madcras en direc

c i6n para 1<' la a Ia .fibra varia aproximadamentc de Ia mitad a la 

(prcPra parte de su resistencia a tPnsi6n en el mismo sentido. 

Esta difcrcncia pucde explicarsP por la influcncia d<' fpnomenos 

d<' pand•·o r·n las fibras individuales dP b madPra, cuyo com por-

tamicnto puer!P cquiparClrs•· a! d0 unCI columna. En la fig :J. -l:l 

S<' aprcc ia Wl<J curva PSfuerzo dcforn1aci6n-tfpica <iP la n1adl·ra 

su.JcLt a eon1prPxiOn lf)ngiturlin~d. S<· nhservn qut" ('1 ~olnporta-

I 1 

lll iPnto Pn con1prf'si6n C'S fundanu.·ntalnll'flt<· ('UistiC'o3 con1o en l'l 

caso rl<• la tcnsi6n, y que f'l m6dulo de <'lastic idad es !'I misnw 

para los dos tipos de t'SfiiC'rzos. Sin f'lllbargo JHU'd(' eon1prohar~(~ 

qur cl co1nportarni('nto Pn coillJH't•si(Hl c.~H algo rntls dtll'til q11 1 ' ~--~~ 

tc·nsic'>n, sir-nclo 1nayor la dift·rc!ncia c·ntrl' land( i'n; ;11;1Citnh • ,,,,,_ 

tarias ctH'f'P~poiHfi('nb•s al H1nil<' d1· proporcinn.r 1 id:rl; y l'l t~~fupr-

~- -----------. -- - -~-'-'--~--""--···-· -----------~· -~--· 
~ 
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zo ultimo. 

La resistencia ultima a compresi6n en sentido transver-

sal es semejante a su resistencia en sentido longitudinal. Sin 

embargo, para poder desarrollar la resistencia ultima es nece-

sario aplastar las celulas hasta que d.:saparezcan los huecos. 

Estas deformaciones altas impiden el aprovechamiento estructu-

ral de la resistencia ultima te6ricamente disponible. Por este 

motivo para efectos pra.cticos suele considerarse que la resis-

tencia a compresi6n en sentido transversal es de s6lo un 20 por 

ciento, aproximadamente, de la resistencia longitudinal. Dada 

la gran deformabilidad bajo compresi6n transversal el m6dulo 

elastica corre~pondiente es muy bajo: segun algunos autores pu~ 

de ser del orden de la centesima parte del m6dulo longitudinal. 

3. 9. 5 Esfuerzos permisibles para dimensionamiento 

El criteria de dimensionamiento mas comunmente utili 

zado en el diseno de estructuras de madera es el de esfuerzos 

permisibles o de trabajo. 

La magnitud de los esfuerzos permisibles dependera 

fundamentalmente de la variabilidad de las caracteristicas resis-

tcntes, el contcnido de humcdad, la duraci6n de la carga, los 

defectos naturales de la madera y cl grado de seguridad con que 

sc quiera contar. 

-rHP.• ..Lt .. , 
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A continuaci6n se comentan las recomendaciones sobre es-

fuerzos permisibles de algunos reglamentos tipicos. 

Recomendaciones de los reglamentos de los Estados Unidos, 
Inglaterra y Canada 

Los criterios seguidos en los reglamentos de estos tres 

pa!ses son parectdos. En esencia se basan en las consideraciones 

siguientes. 

Para llegar a los esfuerzos permisibles para diseflo se est!. 

blecen primero unos "esfuerzos basicos" que se definen como los 

esfuerzos que con un margen de seguridad adecuado puede resistir 

permanentemente la madera verde (es decir, con un contenido de 

humedad superior al correspondiente al punto de saturaci6n de las 

fibras}, limpia (sin rajaduras ni nudos} y de grano recto. 

Los esfuerzos basicos se obtienen a partir de los resultados 

de ensayes e(ectuados con probetas pequei'las limpias, generalmente 

de madera verde. (Recuerdese que por probeta "lim pia", o "clear", 

en ingles se entiende una probeta de madera de grano recto, libre de 

nudos y rajaduras}. En algunos casos se usan especfmenes de made-

ra seca (menos de un 15 por ciento a un 18 por ciento de humedad}. 

Los resultados de estos ensayes se corrigen para tener en cuenta los 

distintos factores que afectan Ia resistencia y el comportamicnto en 

condiciones de servicio. Los principales factores son Ia variabilidad 

de Ia resistencia, el contenido de humedad, el efecto de la duraci6n 

de Ia carga, Ia forma y el tamai'\o de Ia pieza estructural considerada 

y el grado de seguridad requerido. "'')'.• 

El esfuerzo basico puede considerarse como un esfuerzo 

permisible de disei'lo para madera libre de defectos, es decir para 

una madera limpia ("clear"}. En generales necesario tener en cue!!. 

ta el efecto de la presencia de rajaduras, y nudos y la influencia de la 

inclinaci6n del grano reduciendo el valor del esfuerzo basico. Est o 

se hace clasificando la madera de acuerdo con la importancia de los 

defectos que contenga y reduciendo los esfuerzos basicos de acuerdo 

con los dictados de la experiencia y los resultados disponibles en en-

sayes a escala natural. Los manuales dan valores permisibles de 

diseflo,para distintas especies, obtenidos ECn esta forma. Suelen 

darse juegos de valores distintos segun sea humeda o seca Ia condi-

ci6n de uso. Son aplicables para lo que se define como duraci6n 

"normal" de Ia carga: es decir, 10 ai'los. Los esfuerzos permisi-

bles pueden aumentar en caso de cargas de corta duraci6n. 

r·" 

Especificaciones para estructuras de madera de la S<:'cretar!a 
de Obras PUblic as (1968} 

F~s una compilaci6n de rccomendaciones americanas y alema-

nas adaptadas a las condiciones de nu<'stro mcdio. 

Rccomcndacioncs del Rcglarncnto del Distrito Federal 

Estc n·glamcnto considcra varios "grados" d<:' made··;:: do.• 

acucrdo con cl numcro y tipo de sus dcfcctos nat11ralt's. La c;as·Ji-

caci6n propucsta sc basa en la norma C-18-46, de '" flirccci6n Gene 

( 
' 

I 
I 
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ral de narmas de Ia Secretarra de lnd.-tria y Comercia. 

En Iugar de fijar esfuerzas permisibles para coda tipo de madera, -

como hacen algunos narmas, estos se hacen depender del peso volumetrico. Se r! 

camiendan valores mfnimos para el coso en que nose disponga de datos sabre pe-

sos volumetricas. las valores son aplicables para madera seca y carg:~s de larg:~ -

duro:Jci6n. Para preveer duraciones cartes de carg> asr como los efectos de Ia hu

medad y de Ia intemperizaci6n, se recamiendan diversas Factares de carrecci6n. 

3.9.6 Propiedades diversas 

Durabilidad 

La madera en condiciones adecuadas puede tener una duraci6n ma 

yor que Ia que se le suele atribuir. Un ejemplo cl6sico es el de las armaduras de 

Ia Basnica de San Pablo, en Ramo, todavfa en servicio despul!s de m6s de diez s.!_ 

glas. Sin embargo, Ia do~rabilidad de Ia madera noes comparable a Ia de mate-

riales coma las piedras naturales y algunos piedras artificiales. 

Como se indic6 en Ia sec 3.9.1, Ia madera es muy susceptible a 

Ia alternancia entre humedad y sequedad y a Ia acci6n de ciertos hongos e insec

tas. Para mejarar Ia durabilidad de Ia madera, se puede recurrir a diversos trata

mientos como Ia impregnaci6n con creosote, Ia inmersi6n en sustoncias pres'!rvot!._ 

vas como el cloruro de zinc, a el uso de pinturas con sustancias especiales. 
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Resistencia a los incendios 

Aunque la madera es un material combustible, su comporta

miento bajo la acci6n de los incendios no es muy peligroso como po

dr!a pensarse. Las estructuras de madera con elementos de escua

dr!as robustas, no se derrumban en la primera fase de un incendio 

como puede suceder con una estructura metalica. Puede mejorarse 

la resistencia a los incendios, impregnando con sustancias como el 

fosfato de amonio o el acido b6rico o pintando con pinturas especia

les. 

Cambios volumetricos 

Por temperatura.- Son pequei'los y no suele ser necesario 

considerarlos en la mayorfa de los calculos estructurales. 

Por variaciones en el contenido de humedad.- La madera ex-. . 

perimenta ca:nbios volumetricos para contenidos de humedad entre 

0 y el punto de saturaci6n de las fibras. Para contenidos de humedad 

sup£riores al correspondiente al punta de saturaci6n de las fibras no 

_______ __.se registran cambios de volumen. La contracci6n maxima se produce 

en direcci6n tangencial a los anillos de crecimiento. Es menor en la 

direcci6n radial y despreciable en sentido longitudinal. Los cambios 

volumctricos producidos por las variaciones en contenido de humedad 

son bastante mas importantes que los debidos a variaciones termicas 

y sus efectos deben tt·ncrsP en cuenta en el disel!o. 

I· 
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Peso volumetrico 

El peso volumetrico de las maderas comunes secadas al 

a ire, varia entre 400 y 8 50 kg I m3. Algunas maderas tropic ales 

llegan a tener pesos del orden de }.QOO kg/ m3~-''---~~~~~~~~~~~~~~~~-

3. 9. 7 Maderas mexicanas: caracteristicas y escuadrias 
comunes 

Las maderas mexicanas son de una gran variedad. Pueden 

dividirse en tres grandes grupos: 

1) Las confferas, como el oyamel y el pino, que son las mas 

comunmente usadas en obras civiles, especialmente para. 

obras falsas y cimbras. 

2) Las maderas de arboles de hoja caduca, como la encina 

y el roble, mas pesadas y resistentes que la mayor!a de 

las confferas y, 

3) Las especies tropicales, de gran resistencia y dureza, muy 

apreciadas para ebanister!a y acabados aparentes. 

En la tabla 3.11 se dan esfuerzos permisibles para cargas 

axiales y m6dulos de elasticidad recomendados por la Secretar!a de 

Obras PUblicae para algunas maderas mexicanas ("Especificaciones 

para estructuras de madera", Direcci6n General de Proyectos de 

V!as Terrestres, SOP, 1968). 

TABLA 3.8 ESFUERZOS PERMISIBLES Y MODULOS DE ELASTICI
DAD PARA DIVERSAS ESPECIES DE MADERA RECO
MENDADOS POR SOP (Valores en kg/cm2) 

ESPECIE cali- Par ale lamente Compresi6n Modulo de 
dad a la fibra normal ala elasticidad-

tensi6n compresi6n fibra 

Fino blanco, 1a 65 60 18 85 000 
pino lacio 2a 55 50 18 85 000 

Pino prieto, 1a 75 70 20 90 000 
pino real, 2a 65 
cedro 

60 20 90 000 

Encino 1a 100 9.5 25 100 000 
2a 85 75 25 100 000 

Zapotillo 1a 110 100 25 110 000 
2a 95 80 25 110 000 

-

Los esfuerzos de la Tabla 3. 8 fueron determinados con crite-

rios semejantes a los amcricanos. Las calidades se basan en las nor-

mas de clasificaci6n de SOP. Los esfuerzos permisibles dados son-

aplicables para maderas en estructuras bajo cargas de duraci6n nor-

mal (1 0 ai'los), .con cualquier contenido de humedad, pero en un ambie.!!_ 

te seco. Para otras condiciones deben hacerse los ajustes que reco-

micnda SOP. La SOP no recomienda valores para tensi6n normal a 

las fibras. Est as pueden tomarse del orden de 3 a 4 kg/ cm2 . 

Las escuadrias mas comunes son las siguientes: 

Secci6n 

Vigas 4"x8'', 3"x6" 

_.jJ 
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Tablones mas de 2" de espesor formas de utilizarla. Dos realizaciones relativamente recientes son 

Tabla o duela menos de 2" de espesor el triplay y la madera laminada y encolada. Las caracterfsticas 

Po lines 411 
X 4" principales de estos dos materiales se describen en las secciones 

siguientes. 
Las dimensiones dadas son nominales. AI dimensionar debe 

I 
~--~---·---~--

tenerse en cuenta que las dimensiones reales son menores. Esto Triplay 

puede hacerse sea trabajando por esfuerzos permisibles reducidos El triplay, o madera contrachapada, se obtiene cortando 

por este concepto, sea reduciendo las dimensiones de la secci6n y madera ablandada por maceraci6n en capas delgadas que luego se 

utilizando los esfuerzos permisibles sin reducir. unen a presi6n con aglutinantes. 

En algunas obras civiles, como en las estructuras para Las capas, generalmente de 3 a 5 en numero, se pegan de 

puentes provisionales o para muelles marrtimos se utilizan escua- manera que las fibras de cada capa queden normales respecto a las 

drias mayores que las dadas anteriormente. En ocasiones, sobre de las capas contiguas. En esta forma se obtienen placas con un 

todo para elementos verticales, los troncos se emplean en su forma espesor que suele variar entre 1/4" y 5/8", facilmente manejables, 

natural, sin aserrar. de gran resistencia y buena apariencia. AI combinar las capas que 

forman el triplay de manera que la orientaci6n de las fibras de las 
Las longitudes usuales varian segun la escuadria. Los po-

diversas capas sean normales entre sf, se obtiene un material 
lines, por ejemplo, suelen tener de tres a cinco metros, mientras 

practicamente is6tropo en el plano, es decir, con caracteristicas 
que las vigas pueden tener longitudes mayores. 

anUogas en las direcciones longitudinal y transversal. 

3. 9. 8 Aplicaciones especiales de la madera 
~-' _:. Madera laminada y encolada t.~h .... ~ ~.!-. t~if't'~ 

La madera tiene inconvenientes que imponen ciertas limita-

ciones a su utilidad como material estructural: fundamentalmente su Los elementos laminados estan formados por tablas encola-

naturaleza anis6tropa y la falta de uniformidad de sus propiedades das, con sus fibras en la misma direcci6n. Las tablas varian en es-

resistentes. Para obviar estos inconvenientes y abrir nuevos cam- pesor de 5/8" a "1-3/4. Cada tabla puede ser de longitud relativa-

pos de aplicaci6n a la madera, la tecnica moderna ha buscado nuevas mente pequetla. Para obtener piezas de dimensiones importantes las 

' ' ;-



tablas de cada capa se pueden unir a tope. Como la cola utilizada 

en las juntas es por lo menos tan fuerte como la madera misma, el 

cornportamiento de piezas laminadas es semejante al de piezas rna-

En el diseno de elementos laminados se suelen admitir es-

fuerzos permisibles mayores que los usuales para elementos macizos. 

Esto se funda en las consideraciones siguientes: 

!j 
1) Se cuenta con una mayor uniformidad gracias a la selec-

.,/ ....... 
ci6n de las tab las utilizadas. 

2) Existe una mayor dispersi6n de los defectos naturales. 

Como las tablas son de espesor pequefto, la influencia 

de los defectos es menor que en las piezas de madera m.! 

ciza. La presencia de un nuda, por ejemplo, afecta uni-

camente a una de las tablas del conjunto laminado. 

3) El secado es uniforme y completo gracias al pequefto es-

pesor de las tablas. En piezas macizas de dimensiones 

grandes, p0r el contrario, el secado con freccencia es iE_l 

perfecto. 

3. 9. 9 Dimensionamiento de miembros de madera sujetos a 
tensi6n 

La tensiC.n c:!e trabajo que puede soportar un miembro de rna-

dera se calcula por media de la ecuaci6n. 
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T = An ftl" (3. 22) 

jl"'i 

donde T es la tensi6n que puede soportar el miembro en condiciones· · 

n-. 
de servicio, An es el area neta o efectiva de la secci6n considerada 

y ftpes el esfuerzo permisible de tensi6n paralelo a las fibras. 

El area neta se define como la secci6n total menos las re-

ducciones debidas a ranuras o aguJeros para pernos o tornillos. La 

capacidad del miembro estara regida por la capacidad de la sf'cci6n 

que tenga el area neta m!nima. 

Debe tenerse en -cuenta que es frecuente que las dimensio-

nes de un miembro en tensi6n no esten determinadas por la resiste!!_ . 

cia a tensi6n de la madera, como se indic6 en el parrafo anterior, 

sino por los esfuerzos rasantes o de aplastamiento que se presentan 

P.n los dctallcs de conexi6n. En la fig 3. 44 se ilustra un problema 

tfpico. 

1'~ T 
1 1/2 T 

Soler as 

Pianos c:dttcos 

~ f:' ~.(12 I 

• ,t.i...,\'S ...... 

~ 
.,Hi'O ... , V;tOJ .. .. .. Jr . "lOr~ 

FIQ ~ 44 ConeatO.. en "'len>llfo de moden~ tuJelo o le,..left 
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Una manera de,evitar las reducciones de capacidad que 

caracterizan a la mayorfa de los detalles de conexi6n, consiste 

en realizar la uni6n por medic de adhesives. Este procedimiento 

se ha utilizado en las conexiones de miembros de armaduras. 

3. 9.10 Dimensionamiento de miembros de madera someti
dos a compresi6n 

Los miembros de madera sometidos a compresi6n se cons-

truyen de manera que las fibras queden paralelas a la acci6n de co~ 

presi6n. 

Los miemhros de madera sujetos a compresi6n pueden cl!, 

sificarse en tres tipos: 

a) Macizos 

b) De secci6n compuesta 

c) De elementos espaciados 

Las columnas macizas o simples estan formadas por una 

sola pieza (fig 3. 45-a). 

Las de secci6h compuesta estan formadas por varias piezas 

ligadas entre sr (fig 3. 45 b). La uni6n puede hacerse por medic de 

clavos, pijas o pernos dispuestos seg'lln recomendaciones emp!ricas. 

lin case particular de este tipo de miembro son las columnas lami-

nadas, constituidas por piezas unidas por medio de adhesives. 

Las columnae de elementos espaciados estan formadas por·dos 

,,. .... '01' ~~>o't• 
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o mas piezas, con los ejes longitudi.nales paralelos, y ligadas por 

empaques y pernos o col}ectores (fig 3. 45-c). Las caracterfsticas 

de los empaques de uni6n se establecen en los diversos reglamentos. 

f·.> 

WJ@) 
al Macl&oa 

~-b I C ompuea toa 

Fig 3.45 Tlpoa de mlembroa en compresidn 

.r·ni 14' ..:.t. ·~ .. 

~ ')-•} ' 
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Cuando un mlembro de madera sometldo a compres16n 

es relatlvamente corto el efecto de esbeltez es poco slgnl 

flcatlvo, Ia falla es por aplastamlento y se desarrolla •• 

pr,ctlcamente toda la reslstencla a compresl6n de Ia made· 

ra. El Reglamento DDF-76, por ejemplo~ tenlendo 6sto en • 

cuenta, permlte despreclar el efecto de esbeltez para val~ 

res de 

Kl < 
d -

.14Ll 'J Tcp 

donoe ~ es Ia longltud llbre d• pandeo en columnes, o lon• 

gltud entre soportes laterales en vlgas; K es el valor que 

define Ia longltud efectlva de un ele•ento en co•presl6n,• 

dado en Ia tabla 3.9; d as Ia dlmens16n transversal de Ia• 

columna paralela al plano de flexl6n; E es el •6dulo de •• 

elastlcldad; y fcp as el esfuerzo per•lslble en co•presl6n 

paralela a las fibres. 

Co•o valores de fcp• pueden tomarse los de la ta• 

bla 3.8 o los de Ia tabla 3.10, aj~stados de acuerdo a las 

condiciones de uso del caso. 

. .. 

!:to en 

TABLA 3,9 
Valores de K 1 • 

los extremos del 
sin I desl!lazamlento lateral 

I'IJ 

-
elemento 

!ado, sln_desl!lazamlento lateral 

1 desl!lazamlento lateral -los con 

los dos artlculado •s • sin desl!laza,.lento lateral 

uno fllo otro II .!>.!.!... --

K 

o&._ 
0.80 

1,2~-

'~.2.!!... 

2.00 

-------------

A reserva de tratar el t'ma m's ampllamente en •• 

una secc16n posterior de estos apuntes dedlcada a los efe~ 

tos d~ esbeltez, se presentan a contlnuacl6n las recomend~ 

clones del Reglamento DDF-76 que permltan tener en cuenta• 

estos efectos de una •anera empfrlca, 

Se debe revlsar que en la seccl6n crftlca de una• 

pleza ••clza se cumpla que 

p 
lii 

""'fcd + 

p • "' iii -r. 
'w . c, !. (3.23) 

donde fed • esfuerzo de dlsafto an co•presl6n parale]o a •• 

las fibres, dado por: 

fed • 

Ade•h 

0,~0 E 
h lb)* !. fcp (3,211) 

:tl 

P • fuerza nor•al de compres16n en condiciones de 

servlcfo. 

An • 'rea nata de Ia seccf6n transversal final det--------------

~~---"--·-

elemento, 

~ • retacl6n maxi•• de esbeltez, 
., "4r:. 

b • dlmens16n transversal normal al plano de fie• 

xl6n conslderado del elemento, 

1!•1 cuando KL 
T !. ~ O,JEifcp 

-~--· ---" 



KL · · fl c 1. 25 cuando 1)" > .ro-;3E!Fcp 
tHt ~: 

e • exeentrlcldad de Ia carga P: •min • 0,1 (II 6 

d). 

de • dimensl6n de Ia seccl6n transversal en dlrec• 

cl6n de Ia exeentricldad e, 

•eft. 

Cf • 0,81 d 2 + 92 2 
d 2 + 568 

~ ,<! 'l ~ 

d en em,: Cf•l 'para d !_ 30 em 

.~ fbd • fbpo cuando Cs !_ 10: C5 •• 1,~~ ~ 

IU!Oif 

fbd • esfuer~o de dlsefto en flexl6n :;)' ~~~~ 

fbd -

- f bp [I -t(it)-] 
euando 10 < C5 !_ Ck • ~ t E 

""1bP 

O.~OE 

c~ 
cuando Ck < C5 !_ 50 

~ ~ 

L • longitud entre soportes que evltan el pan·-
Jet, 

ct.o. 
'4i.i!A."I~ ~:fili.li 

,t,1 

fbp • esfuerzo permlslble en flex16n {ver tabla 
1 

3. 10). t 

h . ' /' 

•• 
-~ 
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TABLA 3,10 
Jn 

ESFUERZOS PERHISIBLES* EN KG/CM 2 ; CONDICION 

VERDE 
;) ,, c . p -~ :,• ,·:; i ~·.,.-:.·. 

SOLICITACION SELECTA PRIM!_ SEGUNO, RA 

flexion y tensl6n 80 60 30 

compres16n paralela a Ia 
fibra 70 50 25 

compresi6n perpendicular a 
fit h f I bra lit ' 

cortante paralefo a Ia 
flbra '" lit 7 

m6dulos de elastlcldad 
(X 10') medlo 70 70 70 

' 
mfnlmo Ito Ito ItO 

* recomendado por el RDF•76 .. ~. 

~.1 

TERCE-
RA 

20 

17 

7 

5 

70 
Ito 

Ejemplo 3.4,• Dlmenslonamlento de los mlembros de 

una armadura de madera 

La armadura del ejemplo es de un tlpo a veees usa· 

do en techos para vlvlenda, Se Indica que para formarla $e• 

usari madera de un solo espesor, 2", {Se considera que este 

espesor es efectivo, por lo que no se hacen reducelones) 

__________________ Por 1o tanto las eseuadrfas requerida~ se proporclonan mant!_ 
~ -. 

nlendo constante el ancho y ajustando el peralte de Ia pleza i ., 

---·~·-·--



para obtener el lrea necesarla, El usar madera de un solo 

espesor' slmpllflca los detalles de unl6n. Las plezas se • 

acoplan de manera que su espesor quede normal al plano de· 

Ia armadura, 

Para el dlmenslonamlento del mlembro en tensl6n -

se tom6 como 'rea neta el 'rea total de Ia seccl6n, ya que 

se indica que las unlones se efectuar'n con detalles que • 

no reducir'n el 'rea de Ia secc16n, 

Para dlmenslonar el mlembro en ccmpresl6n se In·· 

vestlg6 sf era significative el efecto de esbeltez, 

Se supuso una secc16n de 5 x 15 em, Para revlsar 

h esbeltez se utlllz6 Ia dlmensl6n de 15cm ya que se con• 

sldera que en el sentldo de Ia dlmensl6n menor el mlembro• 

esti restrlngldo de manera que no exlste pellgro de pandeo, 

Como longltud del mlembro se tom6 Ia longltud entre nudes· 

de armadura, ya que fstos proporclonan sujecl6n, 

La relac16n longltud a dl~ensl6n en el sentldo de 

poslble pandeo fue 13,5 que es menor que V0,3E/fcp • 20,5 1 

por lo que los efectos de esbeltez no son lmportantes, 

Con Ia seccl6n supuesta se lleg6 a un valor de 

1.01, el cual practlcamente es Ia unidad, por lo que Ia se~ 

cl6n, con que se partl6, es aceptable, 
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Ejemplo 3.~ 

DIMENSIONAHIENTO MIEMBROS DE UNA ARMADURA DE MADERA 

~ Dlmenslonar los mlembros 
sujetos a m'xima tens16n 
y a m•xlma compresl6n 

+A-t-7/4 1 7/4 1 7j~ 1 
~:ool-.~ 

ALl,., V )- V t"' 
f,2.~C? b~~oo tl'i~ool2..~o"~ 

-+- 7/... I 7/• 1- .,./" ~ 

-~-------
7m ·----- ·--------+----

Esfuerzos permlslblesr 

tens16nr 

compresl6n: 

E • m6dulo de elastlcidad 

ftp 

f cp 

K 

fbp 

• 60 kg/cm 2 

• 50 kg/cm 2 

• 70 000 kg/cm 2 

• 1. 0 

• 60 kg/cm 2 

Conslderar que los mlembros estln restringldos 

contra el pandeo en el sentldo normal a Ia armadura, y que 

est'n unldos por medlos que no reducen Ia secc16n efectlva, 

Usar tabl6n de 2" con el espesor perpendicular al 

plano de Ia armadura. 

J 

----'" 
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miembro con compres16n ma~lm! 

miembro AB; CAB c 2500 Kg 

suponer una serc;6n de 10 em, x 5 c~.• ~ 

" . 75,0 em' 

b c 5 em, 
n :, ; 

d . 15 em, 

K . 1. 0 .:2 

l . 202 rm 

relad6n de esbeltez l<l cr· (202) - 13,47 
15 

t ~ ~~~ ;- c 
-0,3 !70000) • 20,5 

como 
Kl cr • 13,47 < 2o, 5 entonces puede conslderarse que los 

efectos de esbeltez no son lmportantes, 

B • 1.0 

e • 0,1 ( 15) • 1, S em 

de • 15 c•, 

Cf • 1.0 ( d < 30 c:m,) 

Cs • 1,4~ 1~· (202) 

s' - 15." > 10 

~J ck ~ zo~go .. 26,5 > c s • 15 'li 

fbd • 60 [ 1 - J ~ 1 ~t ~~ ~ ] • 57,7 kg/c•1 

____j 



fed • 0,30 (70000) 
( 13. 5) 2 

< • 

~, ';"jt"'i• 

• 115,~ kg/cm 2 > fep 

;.. 76 

~ 
fed • 50 

. --..-. ........,1..... ~-~----~---------------

Sustltuyendo' 

?. .. 

$ .. ,,.,.bit 

) 

__llQ_Q_ 
-;r.o ,, 2500 6.(1,5! (14 

7r.W 1 

so.o + {57.7) (I) • 

o.66 + 0,35 • l.OJ. W. 1,00 

(llgera•ente eseasa) 
r r • ..... ;wo·\ 

se puede adopter Ia seeeldn de 5 em, x 

15 em, 

'. 

c. • -~ "' 
... 

~· l .. b r .• : I l . 

~·· 
I 
l 

( •.. 
'· 

.... .,... .... ,.. 

L_ .. ----

___ .J 

EJEMPLOS RESUELTOS 

(CARGA AXIAl) 

' ~ .; . a. 

...!: .. ,~~ .A 

·'' 
j 

.., .... 
·' i,. 

l 
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1.- A continuaci6n se don los dat01 corr•pondientes a un ensaye 2 tensi6n 

de un olambre de 0.22 ems. de di6metro. El instrumento para medir alargamien--

tos' marcaba una longitud iniciol de l 0 = 15 ems. Trace Ia curva •fuerzo""'C'efcrmo 

ci61\ unitaria y es!'ablezco ellrmitede fluencia. 

c ... ga Alargam i ento 
Kg em 80 0.0170 

90 0.0190 
~ 

10 0.0008 100 0.0220 

20 0.0020 110 0.0255 

30 0,0038 120 0.0245 

40 0.0060 130 0.043 

50 0.0085 135• 0.075 

60 0.0110 140 0.125 

70 0.0140 145 0.200 

148 0.350 

2.- Una ploco de acero de 244 ems x 266 ems por 0.635 en. de espesar se 

sujeto a una cargo uniformemente distribuldo P x en lo dlrecc16n x, y P y en Ia dl

recci6n y. 51 el cambia total en longitud de lo condici6n no deformado en Ia dl-

recci6n x • 0.195 ems. y en Ia direccl6n y • ~ l,Cu61es ser6n P x y P y 

en torv'cm? Soo E = 2.2 x 10~!jlcm2, y G • 8.44 x 1cTK9/cm
2 

{V• figURI). 

R•p.: Px = 1.36 PY • 1.143 

-~ 
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3.- Una placa de acero de 5 ems x 25 ems x 1.25 ems se sujeta a esfuerzas 

uniformemente distribuidos a lo largo de sus caras (Ver figura). a) sr Py = 288 

Ks/cm
2 

y P x = 2880 Kg/cm
2

, l,Qui cambia en espesar acurre debida a Ia aplica

cion de estos esfuerzas? • b) Para causar el misma cambia en espesor como en (a) -

par P x solamente l,Cu61 debe ser su magnitud? 

6 2 
E = 2.1 x 10 Kg/em ~ = 0.25 

:... 
Resp. a) e, =3, n14x10 , 

b) Px=3168~ 
em 

4-5.- Determinar los desplazamientos t de los puntas de aplicaci6n de las --

fuerzas exteriares P y los esfuerzos narma1es en las secciones transversales de las 

barras elasticas. Para las barras I y II t6mense iguales su 6rea y su mOdulo de ela! 

ticicbd. 

6.- Determinar los desplazamientos S., S, del Punta A indicado en Ia figu-

ra y los esfuerzos en las barras I, II y Ill. T6mese E = 2 x 1o6 Ks;Ycm2, d
1 

= 2cm 

d11 = 2 ems, d111 = 3 ems. (~ = di6metra). 

89 

8.-

"ch 

9.-

10.-

11.-

12.-

,.; 
\ 
\ 

Encuentre lo misma q.1e se pi de en el problema 7, Para las barras I, II 

y Ill. 
•ttlt··· -p,,·l ~.-v 

Resp.: At -=Ali .. Aar..,. L lvl ___ _ 
Encuentre el volar de Psi las barras tienen un esfuerzo permisible de -

1200 Kg/cm
2 

y un 6rea en su secci6n transversal de 2 cm2• 

Resp.: P = 900 Kg 

Calcule el volar de Psi las'barras tienen un esfuerzo permisible de ---

2000 Kg/cm
2 

y una 6rea en su secci6n transversal de 4 cm2 para las -

diagonales y de 2 cm2 para Ia barra horizontal. 

Resp.: P = 8 ton, 

Considerando el efecto de Peso Propio determine el alargamiento de Ia 

longitud ~ bajo el efecto de Ia cargo!,. Peso especrfico del material 

='if' 
Resp.: Al .. ,.L: ~ ( ~ + ~[t- n 1 

Las dimensiones de un cono recto circular cartado apoyado sabre una -

Resp. ~.: ~.<1 ... .. IT'ir-:: /JOO ~J / .. , T 

Iii. 'oD ~JI-· l 
base rrgido se indican en Ia figura. Determine el acortamienta quesu- ·---j 

s .. ~ '·' .. .. 
llczt. 11110 ~J 1..~ 

'l --~ 

7.- Para Ia siguiente armadura l,Cu6nto debe valer el 6rea de Ia seccion -

transversal de las barras para que soparten lo condicion de corga mostrada? Esfuer

zo permisible = lv / 
'v- compresi6n,.Ytensi6n = lv I 

Resp. 

. ·-·-"·-~---~-......... 

A1= Art .. .f. 
\TIG'"I 

f 
AT!l: i~V-1 

p -
Am= iff I vi 

13.-

1,,. 

I 

fre par efecto de su peso propio. Peso especrfico del material -=-I.._. 
(Considere el arigen de los ejes caordenados en el virtice del cono ex-

tendido). 
... ··~ f1;;;.t·C\-

Resp.: ~~ ... ~ ('r) 
E 

En el sistema mostrado, encuentre l01 esfuerz01 narmales en l01 elemen-

tpsl, llylll. 
tl, . 

·~UJ (' 
Resp.: 'Vi'·: _Boo ~bf._, 

~ .. 800 ~/)/.-• 

V(ir ,. bOO 1--d /-· 

- --~-~----::......._ ____ _ ___ ----.....!:.... 
- __.. 
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. ' 

14-15.- En los sistemas mostrados encuentre los esfuerzos normales en las barras 

16.-

I y II. 

Calcular las dimensiones de las seccianes transversales de los elementoa 

del sistema. Si el esfuerzo p•misible de los elementas es de : OPerm 
= 1000 Kg/cm2 • 

Resp.: d = 3.33 em. 

17.- La Portland Cement Association ha propuesta una expresi6n para dibujar 

Ia curve esfuerza-deformaci6n unitaria (V-(j para un elemento de con-

creta sometido a cargo axial : 

v= f~ £ 

," 90 

dande: 

1 +(E~ _ ~)!. _. I (!..)" 
v;- •- l fo ;:-; fo 

'1 

o v.1. .. t. +...... ~A,, ; Asp = 6rea de un alambre del refuerzo 
,-sp= ~ --

Vol. ..,,,._... (.lls) 
transversal. 

d = di6metro del nucleo 

.!-s 
T 

1'sp r., 5 = separacion entre estribos 
W: 

~ 
- o paso del zuncho. 

(., :: o. OO'l ( I + B w) ,-----
refuerzo A 8 

Vo: ~~ (r+Aw) transversal 

n ::. 0 . D I~ :J f 1
0 Estribos 0.4 3.5 

~~ to,ooo Vff zuncho 0.84 6.45 
------"·-· 

Emple<.ndo las expresiones de Ia t'CA calcule y dibuje Ia curve 

del concreto para Ia seccion mostrada en Ia figuro. 

a) lgnorando el refuerzo transvel'$al. 

b) Para un refuerzo espiral con (,1 = 3" y un paso de 10 ems. 
8 

c) Para un refuerzo con estribos jl = 3" con una separacion de 10 em. 
8 

Nota : (Haga las 3 figures eo una sola hoja para compararlas). 

~l 

L.-. ____________ _ ----.-------

18.-

r 

"' 

Resp.: 

CASO I E. I -.. u~; .... ~ 

o) 1 0.002 
250 

b) 0.0032 270.32 

c) 0.0026 259.94 

n = 3.375; Ec = 158, 114K9/cm
2 

d = 34 em 
Comente lo que observe en los gr6ficas. 

Sobrc una berra de rigidez infinite que est6 sostenida por Ires cables, -

como se muestra, se aplica una P. Si el comportomiento de las cables-

es el6stico lineal y sus 6reos son iguales, encuentre los, alargamientos 

y las fuerzos en elias. 

f 

l 
_ L ~ H- -r -a:l 

lf]l :-'Il L 
~ ~ 

5 2 
E = 10 Kg/em 

A = 5 cm2 

L = 2m 

p = 20 tons. 

Resp.: b.:~ 81.,.. 

/:) 1. ~ 'J. 3'(( ... 

o, = ,_,.6' __ 

)_ 

~': 11."l1.h"' 

f!\ = f,"' feN 

2j ~ 1.1'1 .... 

ml- . ) 
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TEMA Ill. T 0 R S I 0 N 

Marco Antonio Alvarez Solrs 

Josl! Manuel Covarrubias 
a 

1. lntroducci6n (P6g. 178) 

2. Diagromas de momenta torsionante (P6g. 180) 

3. Conceptos fundamentales (P6g. 184) 

4. Esfuerzos y deformaciones debidos a torsi6n (P6g. 190) 

5. Problemas hiperest6ticos (P6g. 207) 

6. Miembros sujetos o torsi6n con secci6n transversal no circular ., ~-
·I'."' 

(P6g. 213) 

7. Ana logic de Ia membrana (P6g. 220) 

.~ t: B. Miembros de pored del gada sujetos a torsion (P6g. 224) 

9. E jemplos (P6g. 228) 

10. Esfuerzos y deformaciones debidas a torsi6n en el rango inel6sti-

co (P6g. 230) 

11. Ana logic del mont6n de arena (P6g. 232) 

12. Ejemplos (P6g. 233) 

13. Superposici6n de esfuerzo, cortantes en barros de secci6n circu-

lor (P6g. 236) 
.~ 

14. Ejercicios propuestos (P6g. 242) A 

.f, 
·~ 

" 

91e 

1.- INTRODUCCION 

Un elemento (berra, flecha, viga) est& sometida a torsi6n sim
ple cuando en sus secciones transversales aparecen solamente momeg 
tos torsionantes internos, es decir, mementos que se encuentran -
contenidos en el plano de la secci6n. Generslmente estos mementos 
torsionsntes internes (Ti) son consecuencia de los mementos torsi2 
nantes externos (T

8
) aplicsdos alrededor de su eje longitudinal, y 

donde el resto de las componentes de !uerza (fuerza axial, !uerza 
cortante y momenta flexionante) son nulas, (ver Fig, 1) edemAs --
T8+ T1• 0 , 

)\~ J (6) ,J~ X Q ~ r,' T
0 

Fic;u1 a 

Los momentos torsionantes externos se trsnsmiten sl elemento, 
genGrslmente, en los lugares donde se colocsn poleas, ruedss dent~ 

_I 

das, vigss con volsdizo, etc •• En la Fig. 2 se muestra una flecha - ' 

cil!ndrica con una poles en cads extremo, en cads poles act~s un - -~ 
par provocado por dos fuerz.as igualea, psralelas y opuestas. El m2 
mento torsionante o torque de cads par es igual al producto de cua! 

quiera de las dos fuerzas por la distancia que las separa, esto --- I 

es, T1a 2R P1 , T2• 2r P2 • Para cWiplir con el equilibria se debe : 
tener que T1 + T2 = 0 por lo quo se desprende que T1 • T2 en mag-
nitud, pero de sentidos opuestos de giro. Las unidades d~ el momes 
to torsionente, T, son ton-m d ·kg-m ~ kg-em, o escrito en su forme 
dimensional (T) • (PL) , 

·• 

- --·---~ ----------- -- _ _j 
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... ----------

Hay que notar que cuando el plano de la carga transvsrsal no -
pasa por el centroids de ls secci6n transvers&l de una viga,ademls 
de loa momentos torsionantes internes se originan otras tuerzas 1~ 
ternaa como son las tuerzss cortsntes y los mementos tlexionantes, 
eats caso se presents en vigas que aoportsn msrquesinaa o muros C£ 
locados exc6ntricaaente, vigaa de eJe curvo, vig-d en balc6n o en 
esquina, etc, (ver Fig. 3) , 

e
l 

- -
I 

I 
I p 0 

~~-=Q=j 

Cal (b) L ~ .J!J . I 

u a: J!c:1r 
(C) 

FiGUI"'A 3 

. _, 

{d) 

El caao de tora16n bimple ea poco frecuente en la prlctica, 1• 
qua, regularmente se presenta acompenado de tuerza cortante 7 fle
xi6n. Sin em~argo, para calcular la resistencia de un elemento au-

94 

Jato a esfuerzos de torsi6n combinadas con eatuerzos de flexi6n y/o 
cortante (como sa veri m~s adelante) es necesario conocer primers
mente el comportamiento 7 la resistencia de dicho elemento suJeto 
a torsi6n simple. 

En la pr~ctica, la mayoria de los aiembroa qua ast!n aoaatidos 
s tors16n (flechas de trsnsaiai6n en aotorea, tub6a de tora16n en 
aquipos de potancia, etc.) son predominantemante de secci6n trans
versal circular ya sea !eta s6lida o tubular, por lo que gran par~ 
te del material aqui tratado est~ enfocado a la soluci6n de eats -
tipo de elementos, en donde mayor aplicec16n tienen los results~ 
dos obtenidos. El caso de secciones s6lides no circulAres somet! 
das a torsi6n se treterd con ciertes limitaciones. Se estudiard 
la resiatencis de tuboj de pared del~ada sometidos a torei6n -
cualquiera que sea la forma ~e au secci6n transversal. Sa tratarin 
taabi6n laa concentraciones de estuerzos debidas a cambios bruscoa 
de aecc16n an flechaa de secci6n circular, be nar6 aanci6n de las 
analogiaa de la aambrana 1 del aont6n de arena para estudiar la rt 
sistencia de elementos suJatos a torai6n, de sacci6n transversal -
cualquiera, an loa rangos el6atico 1 pllatico raapectivaaenta. Al 
final sa tratar! lo relative a la superpoaici6n de aatuerzos cor-
tantea, El probleaa de torai6n aar6 reauelto priaeraaente para el 
rango al6atico. 

2,- CONSTRUCCION DE LOS DIAGRAKAS DE MOIENTO TORSIO~ANTE, 

APLICACION DEL METODO DE SECCIO~S . 

T.: 2T 
I Figura 4 

_j 



En la Pig. 4 est! representada una berra solicitada por loa 3 
mementos torsionantes externos indicadoe y se pide encontrar el v~ 
lor del momento torsionante interno en el plano a-a. Si se convie
ne la direcci6n del eje X como se muestra en ls Fig. 4 , el memen
to torsionante interne en el corte a-a es positive de ~acuerdo con 
la regla del tornillo de roses derecha. Al construir el diagrams -
de los momentos torsionantes es necesario atenerse a esta convene~ 
6n para determiner los-aignos de los mementos torsionantes. En lo 
sucesivo, se recurrir! principalmente s las representaciones plsn~s 
en luger de las isom6tricas, por ser las primeras m~s sencillas. -
Los momentos torsionantes internes y externos se representarAn con 
una linea con doe circulos en sus extremos, uno de ellos contendri 
un punto que indicarA la punta de la !lecha (hacia el lector) y el 
otro una cruz, que representar~ el final de la !lecha (saliendo de 
el lector) como se muestrs en la Fig. 5 • 

~±------T--------~ 

Figura 5 

X ____. 

los pesos indicedos a continuaci6n: 

Volviendo a ls Fig. 4, para 
cslcular los mementos torsionaa 
tee internes, ~i' que aparecen 
en las secciones de la barre, -
bajo la acci6n de mementos tor
aionantes externos o de una CB£ 

ga transversal se emplea el m6-
to&o de las secciones. Para apl! 
car dicho m~todo se daben seguir 

1.- Verificar el equilibrio del sistema en au totalidad. 
2.- Aislar un miembro individual o una parte de un determinado arl'J!. 

glo de'elementos estructurales o mecAnicos. Tal miembro o par• 
te es representado medJante un diagrAms de cuerno litre en el 
que se indican todas las fuerzas que act6An sobre Al, incluye; 
do las reacciones de los soportes y el peso propio (aqui se -
conrijdera, salvo que se especi!ique lo contrario, que los mie,! 
bros son "ligeros" sin peso o que estAn soportados a intervalos 
adecuados para hacer el efP-cto de flexi6n por su propio peso -
deaprecisble, las fuerzas axiales que pueden ectu~r tambien s! 
rnul tlineemente son excluid~>s por el memento). luecto que un cue,t 
po estable en reposo .est§ en e~uilil·rio, cualqu1er parte de ~] 

debe estar en e~ui1ibrio. 

j,- Se empleen lns ecuacioncs de la Est~tica pera.la determineci6n 

-· .... ~-- _L_ __ 

.. 95 

- 1 

_, 

de las reseciones (en torsi6n siaple, para miembros estatica-
mante daterminados, solo se .ra•ere una ecuaci6n ~•x· 0, don
de el eje X est4 alojado.a lo lerpo del eje centroidal del mie~ 
bro). Aplicando estes ecuacionee al miembro en su totalidad o 
parte de 61 se encuentran lsA ~erzss resisten,es internes de
sarrolladas en el miembro (T1 ) necesarias pars balancesr las 
fuerzas aplicadas externamente (T

8
). 'Las !uerzas externas (Te) 

e internes (T1 ) son iguales an magnitud pero act~sn an sentidoa 
opuestos. En problemas estAticamente indeterminados (hiperest! 
ticos), la f.st6tica es complemantada con considarscionea cine
mAticas (compatibilidad de deformsciones y condiciones de frog 
tera). 

4,- En el punto donde sa desea conocer la magnitud de las fuerzss, 
se traza mentalmante una secci6n perpendicular al eje del ale
manto y una porci6n del mismo a un lado u otro de la secci6n 
es totalmente removids. 

5.- En la aecci6n invastigeda sa determine e~ sistema de !uerzaa -
interno necesario para mantaner la parte aislada del miembro -
en equilibria. En general, este sistema de !uerzes consists de 
una !uerza axial, doe !uerzss cortsntes, doe mementos !lexio-
nantes y un memento torsionante (pars al problema que ae eet6 
tratando N~V•M• 0). Estes cantidades N, V, My T se ancu•~trsn 
analizando la parte aislads como cuerpo libra. 

6.- Rasuelto correctamente al sistema de fuerzas en la secci6n de
saada, los asfuerzos 'a determinsn utilizando las !6rmulas que 
se establecar§n. 

7.- Si se conoce la magnitud del esfuerzo mAximo en una sacci6n, -
sa puede proporcionar el material necesario para tal secci6n o, 
reciprocamenta, si sa conocen las propiedades fisicas de un m~ 

~ • terial, se puede seleccio~ar un miembro del tamano adecuado. 
~· P.- ~n otros problemas el conooi•iento de la deformaci6n de un miem 

.......... tro en una secci6n ertitraria, ceus&da por las fuerzes inter

nes, permits predecir la deformac1&n ~ la estructura en conJua 
to y por tanto, si es necesario, disenar miembros que no sa d~ 
!ormen o "cuelguan" excasivamente. 

La secuenci~ de~a es enteramente reneral y aplicable a cualquier 
tipo de protlemP oonde ~e deseen conocer las fuerzas internas. 

La habilidad para pronosticar la naturalezs de las cantidadea 
• calculadas es ~sencial. Todas les csntidades coneideradas en macA-

. --·-- ·-----------~----'-
____., 
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nics de materiales ti~nen UD eigniticado t1aico datinido, muchas -
de lea cualea pueden ser interpr~tadas eaquemit:lcaaente. Los dis -
graaas de cuerpo libra ayudan a esto enormemente. 

Para ilustrar la distribuci6n y la msgnitud de loa aoaentoa 
torsionantes a lo largo de un elemento, se construye el diagrams ~ 
de estos momentos. Su .,construcc16n es anAlogs a la de los diagrsmsa 
de tuerza axial en los casos de tensi6n 7 comprasi6n. Para los ao
mantos torsionantea no existe un acuerdo dnico sobre los signos a~ 
aitido por todos, puede seguirse cuslquier convenci6n, lo verdade
ramente importante es respeterla en todo al procedimiento. Aqu1, -
de acuerdo con la convenci6n alagide (reg~a del tornillo de roses 
derecha), se dibuJarin las ordenades de loa momentos positivos he
cia arriba. 

El diagrsaa de momentos torsionantes ~~1 miembro mostrado en -
la Jig. 4 queda como se muestre en la Pig. 6 

~
- (.1-:

. ~~=·:j __ ~ 
GA (f),i 

G:>.T 
-----n~ _____ __._ X 

r"\,. 
\:..1'-

:§.,-~=f:-~~J_~-:~~-·'" 
I . ··- .. .. . . . . ---j 

FI~URA 6 

Fs irnport~nte su~reyPr -
que, en los lugerea donde 
se aplican loa aomentoa -
f;orsionantea externos las 
ordenadas del diagrems de 
momentos varian bruscaae~ 
ta en una magnitud igual 
a la del momenta ~orsionsa 
't.e externo aplicado. 

A ls aecci6n donde se 
localize el mAximo estue! 

zo cortante ~ebido a torsi6n, sa le denomina secci6n critics. De -

lo anter~or sa va que pare un miembro de secci6n transversal cons• 
tante, el mAximo momenta torsionante interno ceusa el estusrzo mi-

t· ximo e impone la condici6n critics sobre el material. En la inves
ti~eci6n de la rasistencia de un miembro a torsi6n, tienen que sa• 

~xaminades varia~ secciones pars podez determiner el momento·tor• 
sionante interno mayor. En la Fip. 6 le' secci6n crftice est~ en -
cuelquier punto entre P y C, ys que ee una barre de secci6n tren~ 
versal conatante, 

Si el miembro sometido a torai6n varia en dimensiones de su S8£ 

ci6n transversal a lo largo de au eje longitudtnal, es m6a d1ticil 
decidir donde ae encuentran loa estuerzoa mAximos a que eat6 auJe-

96 

jato el materiol. Por tanto, pue~en t~ner quo ser investigedas y -
celculados los estuerzos en distintAs eeeciones para d~tcrminer -
le secc16n cr1tice. !letaa eitueciones son anslogRs al ceso ~e una 
barre cergada axialmente.MAs edelant~ se obtendr6n los f6rmulae ne 

1 ceaerias pare eelcular los estuerzos co~o una tunci6n del aomento
toraionante interno y de las dimonsiones de la s:cci6n trBnsversal. 

~ 
Si en un elamento act~an csrgas transversale& que originan la 

torai6n del mismo y astss csrgas son conoeidas (Fig. 3), se calcu
lan previamente los aomentos torsionantea externos originedos por 
estes cerges y, enseguida se determinen los mementos torsionsntes 

• internoa y se construyen los diagremaa correspondientes como se in 
~ dic6 con snterioridad. -

~ 

~· .... 

En ls Flg. 7 sa dan algunos ejemplos de soliei taci6n de la· ba
rre por momentos torsionentes externoe 1 loa diagramaa de momentoa 
torsionsntes correspondientes. 

~T t3T '4_ 
~ ® ~ 

2lr====t 

T j-<+>-1 1-1 ) __ 
·.f "!. 

I r r r F 
r' 

tx 

~.· - - ~ 
T . 2T ~2T !T 

. 1' !~ ~ ~ X 
-----;:----- • + • 

r==T T . 
1~1 '=(+)~ 

fi9ura 7 

3,- CONC~PTOS PUNDAMENTALES 

).1.- RELACION ENTRE E, G y JUl 

I 

• - -....41- .. _ --:---:-

Pars obtener la ralaci6n 9Xistenta entre E, G y~consid6reaa -
la Pig. 8 en la que se mueatran loa eatuarzoa cortantea en un ale-



/-. 
/ 

{ • .d,· 

" 

;.··. 

.. nto 1 loa planoa an que actbn (AB, BC, CD, DA). En los planoa -
1ncl1nadoa actdan aatuarzos tanto noraalas ~O.o cortantas. Los ••-

.fuerzoa nol'llalaa a6x111os ( ~, <i"2> a
~Ji=g;;;C."< 'Pill'eoen an loa planes principalss, sua 

magn1tu4aa 1 direccionea ae calculsn 
ae acuardo con las Biguiantea t6raulaa. 

r.- v; + 61 + .1 ~(r.' lfl2 ,72 
v1,2 • 2 - ~ "x ... '7' + """' 

tan 2GP • i;_~ ~ 
oomo an al caso de tora16n d; • ~· 0, 
se deduce que tan 2Qp• m 7 por tanto 
los planoa pr1nc1palea ttanen una in

clinac16n ~- 45° con reapecto a ioe del corte (Fip. !) y los eS: 
'.f'uerzos prinoireles son r- + 7 

v1,2 • - ~ 

es decir, de la miame meenitud de loa esfuerzos cortantes que so
~An en loa planoa de corte. Uno de los eatuerzoa principeles ea 
de tenai6n 1 el otro de compreei6n. 

81 .. conaidera el eleaento ABCD de la Pig. 9, rectangular an
tea de la detol'llac16n, deepufa de la detol'llaoi6n adquirir6 la tor
aa AI'C'D (AD ae considera tljo). A la aagnitud CC' ·~S ae le de

p," 

nomlna detoraaci6n absolute o total en -
cortante, 1 a la relaci6n~S/a • tan~. -
eeforaaei6n uniteria en cortante. Pueato 
Q~ la detoraaci6n ea peque!a, aa adllite 
~ue,las tangentes de los Ansuloa pequeftoa 
son igusles a los laguloa alamos aedidoa 
PI\ radianea. entoncea tan 1·1'. donde r -
es la variaci6n del Aqgulo A del elemento 
y ee mide, como yP ~e dij6 antes, en ra-

I-IGURA S di~nes, 

Sa hs comprobado mediante eneeyos en -
diterentes aateriales que, cuando le tuerza no excede un cierto v~ 
lor, se verities la siguiente relaci6n lineal ~~~ • G que expreaa 
la Ley de Hooke para la tuerze cortente (n6teee la analog!e con --
f/~ • E para tuerze axial). La constants G sa denomina m6dulo de 

elasticidad el cortante, tambi6n se le conoce como a6dulo de rigi
dez o coeticiente de elesticidad transversal. 

i7 

-£> 

.., 

(, 

Conociendo f, sa puede detel'llinar la detormec16n absolut. en 
cortanta, entoncee 

AS • 'ta ·(~/G)a • (l'a)/(AG) ;ra que I' • A " 
donde I' ee la tuerza que actda en la care BC 1 A ea el 6rea de eea 
cera (sa •daite que loa esfu8rzos cortantea ae diatribu7en unitor-
aeaente sabre el 6rea en que actdan), ------~ 

Si ae calcula la energ!e potencial (EP) del cortant8, que aer6 
igual al trabajo deaarrollado por la ruerza r que actda aobre la -
car~ ~r., ae tiene 

(EP) • W • (FAS)/2 .(F2a)/(2GA) " 
;r la energ!a p~tencial unitaria (por unidRd de ~umen) serl ento9 

caa v • (EP)/V • cr2~)/(2GA2a) • (~)2/(2G) 

d•nda ~· l/A y T • Aa 

La energ!e potencial unitaria pueda taabi6n celcularae coao el 
trebejo deaerrolledo por loa aetuarzoa nol'llales principales, esto 

••• 
., • (1/{2E))(~ • ~ - 2AQ:i v2 > 

coao c1.j • z Y "2 • - "Z ae tiene que 

v • <~2(1 +~)IE 
Coao la aagnitud de la energle no depende de la orientaci6n de 

lea cares del eleaento, al igualar loa aegundos •iembros de lea e
cuacionee de le energ!a potencial unitarie &8 encuentra que: 

z21(2G> • <~2<1 •P>>IE ~ 
de donde 88 obtiene la relac16n antra al aodulo de rigidez G 7 el 
a6dulo de elaaticidad E coao 

G • E/(2(1 +~)) 
dunde ,Ll• 116dulo de Poisson, Pare .. terialea 1eotr'Ap1ooe eeta re
laci6n es v4lida para todo tipo de e~tadoa de eefuerzoe. 

En le TABLJ.. UNO ee dan loa valoras de E, G ;rj.(para loa aeteri~ 
lee ale comunmente ueadoe en elemeatos eoaetidoe a tora16n. ... 
3.2.- IIOKENTO POLAR DR INERCIA DE LA S~CCION TRANSVERSAL CON RE~ 

PBCTO A UN EJE PERPSNDICULAR A nLA, MODULO Dl': SECCION POLAR. 

Al resolver proble•as relacionadoe con la torei6n surgir6 la -

·~--- .. ---- ----·------------



aeceaidad de operar con ciertaa caracter!aticae geoa6tricaa de las 
aeccionea tranaveraalea de loa ale .. ntoa, coao eon al aoaento polar 
de inarcia (J) ~ al a6dulo de aacc16n polar o a6dulo de aecci6n en 

I 

la tora16n (S ). 

L--------· Se deon•ai:a aoaento polar de inercia da la aecci6n a la carac
ter!atica geoa6trica definida por la integral 

... ( .. 

J .[.p2 cU -i.(x2+ ~) cU -/.x2 d.A ·/.~2 cU • 17 + IX 

aiendo f> la diatancia del 6rea dA al punto (polo)(J'lg. 10), reap&£ 
to al cual aa calcula el moaento polar de inarcia, eata aieapre ea 

poaitivo. El a6dulo de aecci6n polar 
(SPJ se obtiana di.vidiendo a1 mo••!! 
to polar de inercia de la aecci6n ~ 
antra la diatancia e'xistente antra 
al polo 7 la fibre mia ale~ada de 
la aecci6n, entoncea, 

sp • J/c 

tomo ae apunt6 antariormanta, la ·~ 
70ria de loa elementos aometidoa a 
torsi6n tienan aecci6n circular a6-

l1da o tubular, entoncea, ae calcularin loa momentoa polarea de r~ 
inercia para aeccionea con aaa forma. 

.&I!D.LJA U.&.11V 

~ate rial E ~ G 

:.a.cero 2x1e6-2.2x1o6 0•25-0.33 8x105 

'c.2._bre 1x106-1.2x106 0.31-0.34 4x105 

l!lrcnce 1 2x106 
0.~2-0.32._ 4.5x105 

Lat6n 1x106-1.2x1o6 0.32-0.42 4x105 

Aluainio o.?5x106-0.Sx1o6 0.32-Q.36 2.8x105 

Hierrc tun- 0.?5x106-1.6x106 0.23-0.27 4.?x105 
dido 

Ejeaplo 1.- ~etermin~ el memento polar de inerci•·~ la eecci6n 
alrculsr e6lide moetrada, sa!.oamo el m6dulo de aecci6n~lar. 

Soluci6n.- El moaanto polat ~inercia aa calcula a partir de 
un anillo ele ... tal, antoncea 
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.. 
...-.ta 

y 

I 
I~ I 
l I 
b d ~ 

EJ.I 

X· 

J • 

dh 

2"1flr~ dr0 • 

, . [f2 4J. donda f' 2 • r~ 7 A •lfr~ 

il ·l;~ 
1lr4 " ..,_ 

2 

r 

2m-0 4r0 • 211 [ r! dr0 

-rrr4 
entoncaa J • ~L--

2 

4J. • 2Jtr. dr0 

r 

• gx r
4 1-

4 ° 0 

tAab16n valuarae coao, La integral puade 

21rr! ~~1 • g~!!~ , antoncaa "tl""44 
J • -----

32 ---;;- 0 64 

El a6dulo de aecci6n polar, aiendo r o 4/2 la diatancia alxiaa 
antra al polo ~ la ttbra axtraaa, aer6 

8 • lt!:~- • l(!:~ 0 8 • _g~~~ • !t~~ 
P 2r 2 P 32 4 16 

EJemplo 2.· Deteraine el aoaento polar de inercia 7 el m6dulo 
de aacci6n polar 481 ~illo circular moatradp. 

y 

Soluci6n.- Jl momento ~ole~ de inarcia ae eel 
cule, al ipual que en el pr.oblema anterior, a 

_partiir de unlen~llo ~--t~al.'Caato •• 
2

• 4 \~ 
J • e2u • ~ 21ffdP • 211 r~ 4r0 • --42-

A "\ 'i lj 

JI ( 4 4 1r [ ri 4] r
4 

• - r - ri) • -- 1 - (---} e . 2 a 2 -- re 

1:t. 2 2 2 2 :rr:22 • <: (re+ ri)(re- r 1) • - 2-<re+r1)(r8 +ri) 

(re-ri) 

ei re-ri • t donde t• eepeaor 

Atoncea J • ~<r!+ri)(re+r1 )t 
7 ai r

8 
& r 1 , el momento polar de inercia ea aproxiaadaaente 

J & 21fr~ t para anilloa de pared del gada. 

En forma similar al e~emplo anterior al caabiar loa limitea de 
la integral r 1 Y re por di/2 ~ d

8
/2 respectivaaente, qusda que 

J • _1f_ (~- dt) • _"!f_ a: r1 - (-~1 )41 
~ e ~ ~ 

-i 



7 el a6du1o de eecc16n polar queda coao 
rrr3 

"lT 4 [1 - (-;:->4] • [ ri •j 0 
sp • ~ r 8 sP • --'2.! 1 - <-r;-> 

• 

sP 
d4 

3 [ J [ d1 4] 1T 4a 41 4 
• u..::t . 8 • "'"'l'r 1 - (-a-) 

32 d. 
1 - <-;;:-> p . • 

!e.t--: 

1.3,- REI,ACIOB '::JTRg IIOII':NTO TORSIOlUHT>;, PO'l'ENCIA T VELOCl

DAD ABGULAR I 

Se he apuntado taab16n que loa aieabroa aoaetidoa a mementos ~ 
toraionsntea aon uaados sapliaaente para tranamitir potencia. ! -

continuaci6n ae eatablecar6 una t6raula para la convarai6n de CV -
(caballos de vapor) an un momento toraionante actudDdo en el ale-• 
mento o flecha. Ganaralaente, an loa problemas de 1neenier!a ae da 
por conocida la ~otencia (la potencia sa el trabajo efactuado an la 
unided de tiempo) que transmite la flecha y au velocidad sneular ~ 
expreaadfl an ravolucionea por minuto (rpm). La unided de potenc1a 
aAa uaada an el s1steaa IlKS ea e! caballo de vapor (CV) que deaa-· 
rrclla un trabajo de 75 tg-m por segundo (736 watts-segundo) o 
?5 x 60 ~ 4 500 tg-m por ainuto. 81 el Angulo girado en una revol~ 
ci6n ea 21T :r una tleche g1ra a 1.11 rpa 7 la potencia ea 1gual al mo .. 
aento to~eionante ault1plicado por el Angulo, aedido en radianea, 
e trav6s d~l cual al aoaanto toreionante gira por unidad de tiempo, 
entonces, la potenc1s as igusl a 2VTJ.II kg-m por minuto, 7 el trabsjo 
deasrrollado es 21TH kg-• por minuto. Igualando esto para loa CV -
suainiatradoa, sa t1ene 

CV (75)(60) (tg-m por min) • 2tTN (kg-a por minuto) 

T • 4 500 fi • ?16.2 -i! Jts,oa 
21N 

kg-• T • 716,2 CV/N 

81 1 CV • 0.736 Kilowatts kw • potencia en kilowatts 

~ • (716.2 kw)/(0.736 N) • 974,2 kw /N kg- m 
eats ecuaci6n convierte los CV transmitidos s la tlecha en un ~oEea 
to torsionente constante, 

·~ti~-

l. 

'l: 

• 
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4,- CALCULO DE ESFUERZ08 T DEPORIIACIONES DEBIDOS 6 TORSIOJ 
EN BARRAS DE SECCIQI CIRCULAR. 

La aoluci6n al probleaa de torsi6n para una berra ·4a aecc16n 
transversal circular tu6 obtenida por Charles !, Couloab, alrede
dor del ano 1775 • 

4,1.- HIPOTSSIS BASICAS, ;~ ·~ 

Para eatablecer una relsci6n entre el aoaento torsionanta inte~ 
no 7 los eatuerzoa surgidos en'miembroa con aecciones ciroulares s 
a6liaas o tubulares, ea necesario hsr.ar variaa h1p6tes1s. Bip6tas1s 
que en ls prActice hen coaprobsdo au veraci~ad, Estes, en ad1c16n 
a la homogeneidad dal material, son las que siguena 
1~.- Una secci6n plana perpendicular al aJe de un aieabro circular 

permanece plans despu6s qua loa aomentoa toraionantea son apli 
cados, eato as, loa plano• pa2elelos no~ales al aje de la ba-

(IW[)·· 
( 4) 

~C)·· 
( b• 

Figura II 

rre no se tuercen o distoraionan,. 
Esto implica que los planos pa
ralalos noraales al eJe del ai
embro permsnecen aeparados por 
una distancis constant~ (esto ao 
PS verdadero ai las deformacion 
nes son grsndes, pero como lee 
4eformecionea uaualea son peque. 
ftas, los estuarzoa no conaider! 
doa aqui son despreciables), 
(ver Pig. 11). 

-.- En un miembro circular eometido a memento tora1onante, las de 
tormPcionee unitariee rrovocFdas p9r cortante, t, varian line:l

mente e partir del eje centroidal, 

,€~v~G9: 
lrma'x 

Eata auposici6n ae ilustra 
en la Pig. 12 y signifies que un 
plano iaeginario A01oac as tran~ 
forms en el plano A•o1o3c cuando ., 
se splice el aomento toraionan- ~ 

Figura 12 te. Entonces, si ae considers., 
fijo el radio o3c, los radios - ~ 

inicialea o2B y 01A giran a las nuevas posiciones o2B' y o1A'res-
pect1vamente. Estos radios rerm.anecen rectoa. 

Sa recalce que estes hip6tesie eon v611dae solamente para aiea 

.~' 'i 

-----··-··· --



bros con secciones circulares s6lidas o tubulares tanto en el ~an~ 
go elastica como an el inelastico. 
3!.- Como consecuencia de lo anterior, el eafuerzo cortante es·pr2 

porcional a la deformaci6n unitaria en cortante. 

Las dos primeras hip6tesis son diflciles de justificar plename~ 
te en forma directs en el interior de un mismbro, pero despu6s de 
deducir las f6rmulas de esfuerzo y deformaci6n basadas en ellaa sa 
encuentra una congruencia incuesti.oneble entre las magnitudes cal~ 
culadas y las medidas directamente. Ademas le validez de las f6rm~ 
las puede ser rigurosamente demostrada por los m6todos de la Teoria 
de la Elasticidad. 

4.2.- CALCULO DE ESFUERZOS DEBIDOS A TORSION 

En el caso elastico, como el esfuer~o es proporcional a la de
formaci6n y esta varia linealmente a partir del centro, entonces, 
los esfuer~os varian linealmente a partir del eje centroids! de un 
miembro circular. Los esfuerzos inducidos por las deformaciones s~ 
puestas son esfuerzos cortantes y est&n contenidos en un plano per 
pendicular al eje del miembro en el punto donde se desea conocer-
los. La varinci6n del esfuer~o cortnnta es ilustrsda en la Fig. 13. 
A diferencia del csso de una berra c~r~ada axialmente, este esfuer 
zo no es de intensidad uniforme. F.l maximo esfuerzo cortante ocurre 
en los puntos mas alejados del centro 0 y es destgnado ~max • ~! 
tos puntos, tales como el punto C est~n localiz9dos en Is periferia 

I 

L-. 

de la secci6n trsnsversRl a una distancia c ael centro. Como con 

~ITial( 

Cal 
Figura 13 

Cbl 

secuencia de la veri! 
c16n lineal d9 esfuer 
sos, el esfuerzo cor
tante en' cualquier --
panto arbitrario B 12 
c~lizado a una distsn 
~is p del centro 0 es 

~ • (Pic ) ~mb 
8 

los esfuer?.os cortsn ... 
t~s en las secciones 
transverseles se 

orientan en cads punto perpendicul ..... te a el radio variable P. 
Conociendo la ley de distribuci6n de los er<fuerzos cortantea -

100 

es f6cil ya determiner su magnitud partiendo de ls condic16n de -
equilibria Te + Ti • 0 • ,.. 

El momentp torsionante interno sera igual a la sums de todos -
los mementos provocados en el plano perpendicular al eje del miem~ 
bro por las i'uerzas infini tesimeles actuando s una distancia p va

------riable del centro o en el b•ea total A, enton.ces 

"' 

Ti • 1 ~?mh dA p -1~~ 2'116x dA 
~ ~ A 
esfuerzo ~rea 

fuerza 
-.....-
brazo 

momento torsionanta interno • Ti 

41"mb ( 2 
-c- J.r. f' - dA 

entonccs Ti • Zm~x':J 

[Z.b J .mJ[!~J 

donde j(~2 dA • J 

1 en consecuencia 
z T c max • --:-

[FL-2 J ?= (T fJ)/J pPrs cualquier 
J'Unto. 

donde T es el memento torsionante interno en la secci6n, J el mo-
mento polar de inercia y c la distancia entre el polo y la fibre ~ 
extrema. Eats es la famosa f6rmula de torsi6n deducids por Coulomb. 
'N6tese la similitud con la f6rmuls de ls escuadr{a ~Ax •(Me)/ I, 
que tsmbi6n puede siJr escrita como (/mAx • J.l/f! , donde S es el m6-
dulo de secci6n elAstica. Analogamante sa puede escribir la f6rmu
la de torsi6n como: ------- - Tc 

~mix •-:- 0 
T 

~.Ax-~ 

los esfuer~os cortantes no solo actdan en las secciones transvers~ 
lea, sino que tambi6n en las~cciones longitudinales. Para compre~ 
der el problema, considfrese un elemento cilindrico infinitesimal, 
como el mostrado en ls Fig. 14 b , aislado del miembrc de la Fig. 

-----------14 a • Los esruerzos cortantes que actdan en las secciones trans
versales son conocidos al splicer la f6rmuls de torsi6n y sus d1-~ 
recciones coinciden con la direcci6n del mO•ento torsionante'inter 
no (esto serA entendido claramente por el lector), sobre el plano 
paralelo contiguo de un elemento en forma de disco, estos estuerzos 
act4an en direccionea opuestaa. Zstos estuer?.os no pueden axistir 
aolos como sa desprende ~e la ley de reciprocidad de los esfuerzos 



- - -

cortantes, y esfuerzos cortant·os numer!cnmente iguales con 1'1 aist. 

ma voriaci6n en intonsidad deben octuar sobre los planes axialea -

1 a 

A I' 
(a) 

Figura 

- -f;";-_; ~-9.~ --/pqJ 
(c) 

14 

(tales como los planes aef y beg de le Fig. 14 b) para cumnlir con 
los rc:quisi tos de equilibria estaticu del elemento·. La variaci6n -
de los esfuerz.oR cortantes sobro los planes mutuamente perpendicu•. 
lares es IDostrad~ en la Ftg. 14 o donde parte del ~iembro ha side 
removide parA los prop6sitos de ilustraci6n. Debe notars<> que los 
eafuer?os cortantes m~ximos,como ~e m"~~tran ~squemAticAmente en 
la Fig. 14 a, real mente actuan sobre pl;mos per.pendicularas a el e
je de la berra y planes pasando a trav~s del eje de ls berra. La -

repre~ent~c!6n moatrad~ ea puramente eequcm~tic~. r.~ surerficie ex
terior de uno barr~ ect~ libre de todoa los esfuerzos. Ad~m~s, en 
las Sf)Cciones inclinadas (Jparecen esfuerzos cort~ri-tes y normales. 
toe esfuerzos normales principeles ( Fig. 15 a) son los que prase~ 

ten mayor inter~s •. y se calc.!! 
!Po, como se ind ic6 y8, con le 

l 

i 
~ 

'X 

r 

,,, 
; 

.l 

' .. 
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al ensayar a torsi6r. flecbas de materiales frllgilos,como el hierro 
fundico, que se destruyen por un plano (mejor dicho, una sup8rficie 
helicoidal) inclinado 45° con relsci6n al eje de la flecha (Fig.15 
b), es decir .en los planes donde actde~ los esfuer?os normales pri~. 
cipales, o de materiales an!sotropos como la madera que tiene una 
resistencia relativamente baja al cortante a lo largo de las fibras 
y por eso 1~ destrucci6n de la probate durante el enseyo comienza 
por la formaci6n de grietos longitudinales (Fig. 16), 

La existencia de ~sfuerzos normales principales (tensi6n y co~ 
presi6n) en los plenos inclinados, durante la torsion, puede ilus

trarse de manera n.as "tangible" 

~ ~-,~ 2-0~~:;_ - -- --:: -- - _,_ __ .'-)/ 
fiqura 16 

dibujanro sobre la superficie 
de un cilindro de material e-
l~stico una aerie de cuadrad6s 
que durante la tcrsi6n s~ co~ 
vierten en rombos (Fig. 17) 

cuyos ojes principqles se oricntan a 45° respecto a las gcneratri• 
cos. Zn la direcci6n de los ejes mayores del rombo ocurre un ala£ 
gamiento y en la direcci6n de los ejes menores una compresi6n. 

~~~~~~() ~ 
El esfuerzo cortan
te permisible en -
torei6n cuando se • 

X 
expr0si6n 
r- Yx 
v1,2 • 

't + fi! 11lltx•vy)2+4i!--------
2 21" 

Figura 17 

trata de cargas es• 
taticas, regularmea 
te var1a entre el -

50 y el 60 % del e~ 

fu~r?O permisible --------l 

-~~-: 
- 0·' ~ 

(b) 

Figura 15 

y la inclinaci6n d~ los pla-
nos con 

-2~ 
t>Jn 2QP • J;-=iy 

Como ~ • fly • 0 

C':, • v;.llx • ~ ; 
G ·~in =- ~ Y 

Q • 45° 
p1 

Qp2 1350 

La existencia de los esfaer?os antes mencionAdos se comrruebs. 

·~ 

en tension para el 
material, esto es, 0.5 o 0.6 vt , y 
micas llega a ser basta de 0.4 V"t • 
penden de la informac16n disponible 
propuesta. 

cuando se treta de cargas din! , 
F.stos esfuer2os ~ermisibles d~ 
de ensayos y de la aplicaci6n 

4,3.- CALCTTLC J:F. D-::FOR'·!ACIC'W'S. ANGULO Df: ROTACION. 

De acuordo con la£ hip6tesis 1 y 2 enunciadas en el punto ".1 

se deducirli la expresi6n para encontrar el §ngulo de ro-c11ci6n --
en flech~s eometidas a esfuenos originsdos por lg torsi6n. F.l in
ter~s en este problem~ tiene importanciR por tres bechos; Pri~ero, 
es importante predecir le rotnci6n de una !lecha por s! mism~, ---

_....,J 
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~uesto que a veces no ee suficiente con solo liseftarla pare resist~~ 
1os estuerzos inducidos, sino que taab16n -. !ebe datormaree excas 
sivaaanta. Segundo, las magnitudes de las rotacionas engulares son 
neceearias en al a~~lisis de vibrac16n torsional en aaquinRria, -
aunque eete teda ao es tretedo aqu!. liDalmente, la rotaci6n an~~ 
lar de miambros es nacesariA para trftt~ con problemas de torsi6n 
astAticaaanta indetarminados, los qua sa discutirltn mlts adelante. 

Considltrase el elemento diterencial de un aiambro con longitud 
dx aostredo en la Pig. 18. La linea o~ibra" AB inicialmente pa
ralela al eja pass a la posici6n A~· despu&s que el momento torsi£ 

X 

Figura I~ 

arc BB' • rmAx dx 0 

nante as aplicsdo, al misroo tie! 
po que el radio OB permenec~ res 
to y gira un pequeno Angulo df a 
UDa nueva noaici6n OB'. Todo lo 
~nterior en virtud de las h1p6t~ 
sis 1 ~ 2 del punto 4.1 • Dano--

tando el 4ngulo pequeno BAB·~or 
max • de la geometria de la !1~ 
•a sa tiene qu•: 

arc BB' • c df • 

Como fmltx ~ df' son p_aquafios, satAn meclidos en r~".ianes, y, 

r mb dx • c d I{' entonces (dl'/dx)c • r.Ax 
Si 'tmAx as proporcionsl " '•Ax , ya que Y'mAx • '•Ax /G y 

imAx • (T c)/J , enton~es r mAx • (Tc)/(JG) ~ 
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q;. [~ dx + c 
o J(x) G 1 

la constanta.c1 as al Angulo de rotac16n en radianas en al origan. 
El moaanto torsionanta interno T y el aoaanto polar de inarcia J, 
puaden varier a lo largo de la longitud de la tlecha, La d1racc16n 
del Angulo de rotaci6n coincide con la diracci6n del moaento to~si,2 
nabte aplicsdo y aatA dado an radianas. Si sa dases conocar al ve~ 

--lor del Angulo de rotsci6n an grados baatarl multiplicar el valor 
obtenido en radianes por 180 ltr• 

Para tlachas'de motoras que transaiten potencia, la aagnitud 
8 sa escoga an (unci6n~al destino de la tlecha ~ de sus diaansiones, 
Pars ~laches de dimensionas medias se recomianda Q • 0.5° por --
aatro de longitud. 

4.4.- CONCENTRACIONRS DE ESFUERZOS 

Las expreaionea deducidas an 4.J ~ 4.2 son aplicablea a sacci~ 
nea circulares a6lidas o tubulares aientraa el aaterial se comports 
allaticamente ~ lea ireas de las secciones transverseles peraanez• 
can razonabiemente constantes. Si el dilaetro de le secci6n varia 
gradualmente sa obtienen soluciones aatisfactoriaa, paro ai la CO!! 

tiguraci6n de la secci6n transversal o longitudinal de la tlecha -
varia bruscamente tiene luger una concentraci6n de eatuerzos. Reli 
cionando el estuerzo cortante mAximo verdadero sl estuerzo mAximo 
obtenido con la expresi6n deducida en 4.2 se obtiene un !actor o -
coeticiente de concentrac16n de estuerzos debidos e tors16n, K, -
que sa determine por los m&todos de la Teorie de la F.lasticidad. -
Lo_s factores de concentrac16n de estuerzos solo dependen de la ge_2 

--------~metria del miembro. En la Pig. 19 sa presents una grlt!ica pare ha~-d'l' T ax . ""Ttf 
T c 

-4f-c simplificando 
J G 

A df/dx • Q se le conoce como Angulo de rotaci6n unitario o -
roteci6n angular ~ as al Angulo de rotaci6n ralativo entre dos ses 
clones contigues sepersdas una distancia un1tar1s, generalmente su 
aegnitud est6 dada an radianes por metro de longitud. 

Para ancontrar al Angulo de rotaci6n to~al entre doe secciones 
cualeaquiara A ~ B sobre una flecha, daben de aer sumsdos los giros 
de todoa los elementos diferencial~a. Entonces, lR expr~si6n gena• 
ral para el Angulo de rotac16n total an cualquier sacci6n, pRra u
na flecbs de aaterial linealmante alastic6 as : 

llar el valor te6r1co de K en el caso de tors16n de una !lecha !O£ 
mads por doe partes unidas con un chstlAn concavo circular de ra-
dio r, en tunci6n de las relaciones D/d ~ 2r/d • Pinalmente, de la 
de!inici6n de K, el es!uerzo cortante •'ximo real as obtenido como: 

~ L •K-T_c_ 
max J 

donde el asruer2"o cortente (Tc)/J as obtanido para le .neche de -
manor dii.Ametro. 

Se puede observer en la grAtica que pare valores p~quenoa de -
la relaci6n 2r/d el valor K crace considerablemente. Para diaaiauir 



el efecto de la concentrAci6n de estuer:zos se deLen evitar c11mbios 
s6bitos en ls configursci6n d.o lA secci6n empleando, en los luge-
res de variaci6n ascalonsda del di§metro de la secci6n, CHaflsnes 
concavos con el m'ximo radio, r, posibla. 

3.4 
I I 

' ...... '!• 

'II' 

~ 1\\ IJ- e.o 1--

1\\\r 
d I--

~ 

• \\\ d . 

3.0 

2.6 
I 

~ \ ~\ \ D '"'' 
~ ~ El 2-2 

I ~ ~ 
\ ~ ~ :::--... r: 1.2 18 

::-:::: ~ 
I 

!"- ~ 

~ 1.0 ~::, 
11~( ~"' lA or •;. ~ 

... 
........ - u.-. 

I 2r/d.~" · 
0 0.04 0!18 OJ 2 0.16 Q20 Q24 

Figura 19 

4.5.- ?RINCIPALES TIPOS D~ PROBLEMAS SCBR~ ~ CALGUIO DF • 

RO:SISTl::NCIAS DE EL~M;:N~CS COM:CTIDOS A TOR~' ION. 

•·- Comprobar la r<•Bistencia de un elemento, es decir, conocido el 
sistema de cargss (mementos torsionentes) y las dimensiones de 
el elemento, celcular los esfuerzos y deformeciones reales y -

compararlos con los permisibles. Los esfuerzos y deformaciones 
reale~ no deRen diferir de los permisibles en ! 5 % . Desde el 

punt·o rle vista de la r.esistencia es inadmisible un sobreesfuer7o 
surerior a este porcent .. je y si el esfuerzo o deformaci6n es infe,.. 
rior el permisible an una magnitud superior a ls indiceda, quiera 
decir que se tieoe un gPato excesivo de matArial. 

2.- Calculer (conocido el sistema de CRrgas, el esfuerzo y la de-
formec16n pPrmi~ibles) las dimeneiones requeridas pare ls sec• 
ci6n transvArsel del elemento. 

3.- Celcular la mapnitud del momerito torsion~hte permisible cono-
ciendo les dimensiones del eleo>ent_o y el esfuerzo y lR deform.! 
ci6n permisibles. 
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4.6.- 'EJ2MI'LCS. 
(',, 

En la soluci6n d~ problem~s relacionados con ls tors16n se --
tendrA ~n cuents lo siguiente: 

• a)Los requerimientos de las ecuacione~ de equilibria son empleAdos 
para determiner el memento torsion~nte interne o resistente(lMx·O) 
b)En la torai6n, ls deformac16n por cortsnte y loa esfuerzos cor-~-
tantes son proporciooales a ls distancia al eje del elemanto. 
c)Las propiedAdes de los ~aterisles son empleadas en la forms de -
ls Ley dP Hooke para relacionar la variac16n de deformaciones uni
tarias aupuests con los esfuerz.os, ta ~/G. 

~Jdmplo 3.- Sn el ej6 cilindrico de secci6n transversal var1J 
tle con las dimeosiones indicadss y sujeto a los mementos torsio~~ 
nantes mostrados en la figure. Determiner a)el m~ximo esfuerzo co1 
tante en el eje y decir entre que secciones ocurre y b)el Angulo -
dP rotac16n en grados entre los doe extremes. G : 8x105 kg/cm2 

200 

:,)( 21 (;V ( 3l 

AIOO B70CBO 
t--- ---- -t- ----- -'f- --

so kg-m 

(4) 0 
0 130 __ !em 

boluc16n.- s)Conviniendo 
que el memento torsionaa 
te es positive si su sea 
tido, de scuerdo con la 
ref.ls del to~nillo dp -

roses dereche,coincide
con el del eje X y nags+ 
tivo si sucede lo contr! 
rio.(En los eje~rlos au~ 
secuentes se s~guira ea
ts misma convenci6n). --1 1•\ ·~ <>> 1">-m 

~-)---- (b) 
-- 400 
--600 EJ.3 

Primero se verifies ,el !------
~uilitrio d~l eje hao~es 
J.o I Mx· 0 •. ~ 

40 - 640 +200 + 4UO - 80 = 720 - 720 • 0 

El diagrams de mementos torsionantea queda como sc QUestra. 
llecho lo anterior se determinan los esfuerz.os cortantes maxi

moe en las distintas secciones del eje de acuerdo con la expresi6n 
~a8x • (Tc)/J o' ~max • T/SP para localizer ls secci6n donde -
ocurre el esfuerzo cortsnte m~ximo, enronces, 

T . 2 ~ • i: • _1_ • 16x'!Ox100 = 754 _5 kg/em 
mhAB mh(1) s lr(3)l 

p1 

_......, 



~ 

•r 16x600xl00 ~s. -~ ·-2. 59b,!l Kf'-/cm2 
m xBC m4xl 2 J ~p 1T \li)j = 

T 2 
?; - ~ • _2_ = 16 x400xl00 . 5Y3.9 kg,~cm2 mu0JJ · m4xl3 J • sp

3 
1T l"f )3 

T 16xtlOxlOO 
'irml'\x • Z"m4x • ~ . 

1T5\l-l4/5J4J 
• 552,1 kg/cm2 

JJE \4) p4 

El esfuerzo cortante ml'lximo tiene un" magni tud de 754.5 kgjcm2 

y ocurre en el segme nto llJ entre las secciones A y B del eje, 

bJ~ara encontrar el 4nruJo de rotaci6n entre los extremes ee 

emples la expresi6n : rjJ = [L ~f~~ ax , Cr>mbisndo los l:fmi tea de in

teprnci6n en los puntos ~onde T o J cPmbien au valor bruscemente e 

interrands.o :e izquierf.~e: dereche ~e tiene ~ue: £ 

r· f' ·f(x l dx 'l'l dX f. r2 ux { ~ f. T4 dx 
EA '" J \ x IJ • J G + J 'G + .J G + J G 

r 1 ? 3 4 
"· ,.. " 8 c 0 
1 81 el valor de G es constants y el de dx integredo es la lon-

L~ 

g1tuo de cad~ sermento de eje compTen41do entre los limitea de ca-
'de. integral, ee puede escribir 

'r L r j' "' l [ '1'1Ll T?L? T\X) dx ~ ~·:A="' .l\X) li 
+ -;;;- + + ...Li u d! .. .J3 .J4 

oueti tuysntlo los li teralee por eus vel ores nuc•6ricoe ee tiene, 

~:A 

~>A 

32 
1f\t'xl05) 

---~ 1fUxl~ 
3? 

JPt:A = 1f\tlxl05 J 

cr. erodoc fEA 
.fh 

1 
4000xl00 _ 60000x70 _ 40UCOx80 _ 8000xl3V I 

\3J 4 \0)4 l'l )4 5 \l-O,e) 4 

[ 4 93f.27- 1 025,39- 1' 332.78 + ? 818.431 

[ 5 39tl, 53] O,Ob!i736 radianee 

0.6£736 x.l,ltlu/1fl -' 3.94° 

3° 56' 17" 

'le not" que en este ceAO lr·• deformoci6n (llnptl o de rotoci6n} 
e~~erle 1~ deformeci6n rermisi~l~ re~omrndarn, 

~. 104 

Conviene redisenar el eJe proponiendo aeceiones CU7B detoraaci6n -
est6 dentro de los limitee peraisibles. Siendo eate un ejemplo ilu~ 
trativo para la obtenc16n de eatuerros 7 detormaciones au soluci6n 
queda tal como eet6 indicada. 

Ejemplo'4,- Sea una tleeba de secc16n circular bueca de mate
riel linealmente elAetico, de longitud L 7 di6metro exterior de·12 
em 7 di6metro interior 41• 9 em • Detel'llline el diAmP.tro a1nimo _a -
para una tlecba circular s6lida del mismo material para reemplazar 
la tleche bueca, de tal toraa que en le nueva tlecba n1 el eatue~ 
zo maximo ni el Angulo de rotec16n excedan las cantidadee corree-
pondientee en el dieeno original. Determine tambi6n le relac16n -
existents entre sua pesos 7 anote lo que obsarva. 

Soluc16n.- Diterenciando con loe subindices a 7 t a las ne .. • 
cbas e6li0a 7 tubuler respectivemente. En este problema ee tienen 
doe condiciones, una de rasistencia y otra de detormac16n por lo 
que se eplicardn las expresionas 

~mb • ~mb · · · ( 1 ) 7 fa • ?'t (2) 
B t 

de (1) ae tiene (T c 8 )/J
8 

• (T ct)/Jt 

el miemo entonces sP • sP 
8 t 

(V/2) c~ • (v/2) c; (1 - (c1/c
8

)
4 ) 

( 

como el par aplicado as 

c~ • 63 (1 - (4,5/6)4 ) • 216(0.6835938) • 14?.66 

cs • ~1h?,66 ~ 5.2A5 em entoncea d
8 

• 10.57 em 

de (;:>) 
TL TL 
~-~ 

" doni!e T ,L,G, son los mismos valores en am bas !lecheR, por lo que -
los mementos polAros de inercis respectivos deben de ser iguales -
pqrs que el Angulo de rotAci6n se conserve el mismo, 

-: Js • Jt (~/2)c: • (~/?) c! (1 - (ci/c
8

)
4 ) 

------
4 ,, 4 

c~ • 6 (1 - {4,5/6) ) • 129€(0,GA36) • 885.94 

c8 • ~885.94 • 5.455 em, entonrP.s d
8 

• 10,91 ca 



Para cumplir con las condiciones de resistencia y deformaci6n 
simultAneamente debe elegirae la flecha circular s6lida con diame
tro ds • 10.91 em • 

Siendo la relaci6n de las areas directamente proporcional a -
la relaci6n de los pesos, entonces se tiene 

wt A1, -·-· 
2 2) 

(]f/4)(de - di 

(n/4)(d2) 
122 - 92 

(10.91 )2 
144- 81 _2.1..._ • -1'19.03 • -~ 

Ws As s 

(1\'tfWs) • 0.53 

el peso de la flecha tubular es el 53 % de la flecha solids y por 
tanto mAs ligera y econ6mice. 

La relaci6n obtenida es pare el cnso cte i~Bl oeformaci6n en 
flechas de secciones solids y tubular so torsi6o. Tambi~n se puede 
obtener la relaci6n entre los pesos de flech,_s de secciones s61ids 
y tubular para el caso de igusl resistencia a torsion. A continua
cion se verA como obtener estes relaciones en su forma general pa
ra: 

A)el caso de igusl resistencia a le torsion pare secc1ones circulJ! 
res s6lides y tubuleres 

si cs • ~(1 - (ci/ce)
4

) 

para la condicion de iguel resistencis a la torsion, y si los pesos 
son proporcionales a las Areas de lea secciones transverssles, sa 
tiene 

2 • 1Tc2 ~(1 - (ci/ce)4)2 A8 •TTCs e !!-' 
y 

:8 ' ·-' _.....:...,_... _______ ._ 
2 2) 2 )2 At • 1T(ce - ci ~ TT ce (1 - (ci/ce ) 

entonces, si se denomina con n a la relacion existents entre el r~ 
dio interior y el exterior de la flecha hueca, esto es n = ci/c

9 

y rel~cionando e1 r.rea de la secci6n tuPular a el ~req de 12 sec
ci~n e6lida se tiene tambi~n le relaci6n de pesos. Hacienda lo di 
cbo enteriormente ee llepa a: 

2 2 
At llce (1 - n } 1 - n2 - Wt 

-A- ·uc2 ~(1-n4 )2 3l(1-n4)'·-il-
a e 'J s 

para la condicion de igual reeistencia. 

',) If!' 
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lie 

y B)para l~ condici6n de igual deformaci6n se tiene: 

~ A • "tTC; i'~(1-n4 ) 2 c • c
8

(1-n ) y s s 
entonces 

~- 7lc~ (1-n2) . ~1-n2 ~ .i 
A . 17c~ 1(1-n

4
) 2 -~~(1-n4)2 ws II 

:n la tabla que se muestrs estAn dados loa valores de Wt/W
8 

para algunos valoras de la r~laci6n n • ci/c
8 

para loa casos de 
igual resistencie e igual deformaci6n. 

Condicion n 0 0.1 0.2 0.3 0,4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 
Igual 

Wt/Ws 1 .990 .961 .915 .854 .783 .702 .612 .511 .38? Resistencia 

Igual W /W 
Deformsci6n t s 1 .990 .960 .91<+ .851 .??5 .686 .585 ,.468 .)24 

Donde se advierte que el empleo rle flechas tubulsres de pared 
delgada rermite una importante economis de material. 

F.jemplo 5.- Dos eograoes est&n conectados a doe flechas de a
cera como se muestrs esquematicamente, La flecha AB tiene un diia~ 

F~ 

f~~~--4~rr~--. )l~O-C.L. 
cr-\ I W BOkg-m 

. + .l ~ @ 
2 0 c m .. ===-._:_:c.:: 1L ~_; 4 

.1. Engran..- zYT 
C 

1 6c 
B A 

->---·----- 300 ~l----~-- 600 "tm 

[~ - . <+~ EJ. 5 _3li 

tro de 6 em, el engrs
ue 1 tiene uo niAmetro 
de 40 em y el engrane 
2 tiene un di~metro de 
20 em. Si en el extra• 
mo C de la flecha BC -
est! impedido el giro 
1 en el extrema A es -
aplicado un momenta -
toraion9nte de 80 kg-a, 
Determine el di.Ametro 
da la flecha BC si el 
esfuerzo cortante per

misible es de 850 kg/cm2 y el giro total entre A y C e·stA limi tado 
s 5°. G ~ 8x1o5 kg/cm2• 

Solucion.- Verificando el equilibria del sistema. 

_j 

I _ _____... 



~; 

'1'1 • 40 p '1'2 • 20 "I entonc·:s T1 • 2 T2 7 

'1';:> • TA • 8 000 kg-em T1 • TC 

'l'B • - T1 + T2 entonces 'l'C + TB + TA • 0 

f------~1 - T1 + T2 • T2 • 0 

Al iguel que en el ejem~lo 4 se tienen aqu! doe condiciones, 
'Una de reGistencia 7 Otra de derormac16ne 

~m6x • (Tc)/J •••••••• (1) 7 

JC• (TL)/(JG) •••••••• (2) 

se tiene que fA •J;.1 + f'A2 

yoA1 • giro debido el giro del engrene 1, y, 

1
·-.·.donde 

,, jPA2 • giro debido el memento torsionente aplicado en A 
considerando el engrene 2 rijo, 

-7 de la geometr!e del diagrams de cuerpo libre ~A1 • 2 fi2 
Entonc~s para la cond1ci6n de reaistencie, de (1) 

7 T c 
(;mb • .. pera • 85° • -r • 

2T2 2x16 000 

3 c • "--""--'--- • 11 • 984 

~ • TTCJ 

c • ~ 11.984 • 2.29 em 

,. ~ ... 

de donde 
ble. 

d • 4.58 em 7 para ls condici6n de deformsci6n permis! 

Y'AC • 2 5PA2 + Y'A1 • 5° 

2T2 X )00 
o"IT.2 

4 0

5 
5 X m (11'/2)c X 8x1 

+ -
(T1'/2)J4 (8x105) 

T2:x600 

c4 
[ 

8x8 OOOx~OO J [~ _ 8 OOO:x600x2 J -1 

"lrx8x10 180 "Tf(81)8x105 

7. 6 3944 • 190.465 ; c • ~190.465 
0.040109 

• 3.715 ca c4 • 

de donde d • 7.4) em 

Para cumplir CQn aabaa condiciones ae alige la tlecha con di! 
aetro d • 7.4) em • 
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Ejemplo 6.- Un tube de secci6n c6nics hueca de un material 1! 
neslmente sl6stico est6 sometido a torsi6n 7 tiene las dimensiones 

•ostrsdes. Determinar la 

! 
2.'5cm 

If" 
I 

roteci6n relstiva de los 
axtremoe debida a un momen 
to torsionante unitario. 

Estes ctflculos eon fre-
0 ~m ,ouentemente requeridoe en 

g~~~~~~~~~~~~~~~l an~lisis de vibreciones. (+) 

X Suponpe que·-las hip6tesie 
EJ. 6 3.1:,:cm~ UFueles de deformflci6n eB 

1.251t:'1Yf -- neches circulares rris ... 
em ---- 3

0 -
10

- mltices Mmetidae a 

torsi6n eon aplicables. El eapesor de la pared del tube a todo lo 
largo es de 1.27/~ em. G • 8x 105 k&fcm2 • 

Soluci6n._ !'are o't•tener lr vnri"c;.~, del di~metro de la secci6n 
en la lonritud del tubo, se hece une·rerla de tree, se tiene 

.h22.... • ..i. 
)0 X 

7 ...l.:.22... • __ c _ 
30 X 

de donde 

entonc"s 

X.~ )0 • 40. 
).75 

1 
c • 8 I 

Considerando que J ' 2nc3t • 2w(-i-)3 ~ • 2.54 x3 
0 "'I' • 

Si '{' -l~(x) dx 
J(x) G 

- 0 i
i'O 

• 2 dx 
2.54 x3 

· o 8 3 1
'¥0 • + L dx. 

G 2.54 ~ 
0 

ilim 
G(2.54) [

- ~ ]"'
0 

• ..2.!L_ [- _1 __ 1 J 
2I 10 2.54 G 1600 100 

~"""l<;",t""·O:,. 

512 

2.54 G 
[ 0.009375 ] • 1.8897632 

G 

• 0.0000023 radianes 

1.8897637 
8x105 

Ejemplo ?.- Un acoplamiento de scero aetA rorjedo integralme~ 
te con la tl~cha, ~eapu~s se le mequinen 8 aguj~ros parR tornillos 



je 2 em de diaaetro como se muestra. a)Si este acoplaaiento opera
rA s 240 rpm, lcu6ntos caballos de vapor, CV, pueden ser transmit! 
doe a travis de los tornillos?. Sup6ngaso que la capacidad de los 
tornillo& depende de el esfuerzo cortante permisible de 600 kg/em~ 
b)Usando el mismo esfuerzo permisible que el empleado para los tor 
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nillos, lcuAl aerie el di6metro £dele flecba principal para un •------------
diseno balanceado?. c)Determine asimismo las dimensionaa de una --
fl~cba bueca cuyo di~metro interior es 8/10 del exterior para lea 
aismss condiciones. d)lCuAl es la relac16n entre los Angulos de r2 

.~.~l>'fi' 

EJ.7 

~~ ;; 

a) La fuerza que fonna cada torinillo es igual a : 

tsci6n de seas doe fle••-· 
chsa?. Nota. Concentre sl 
ares de los torn1llos en 

.sus centres, 
SoluciAn.-

lT d2 ,. ,, )2 
Atornillo • -x-- • 

3.1416 2 em • 

4!tornillo • 12.5664 ca
2

, 

Ftomillo ~ Atomillo If ~ 

Si se corwidera que el esfuerzo cortante maximo actua en el radio f.= 14 em. entonces el 
esfuerzo cortante que actua en el radio('&; 8 em. es igual ol[.r/J}Imax. 

De ocuerdo con lo anterior lo fuerza tangencial que toma coda tornillo del radio<;• 14 ems. 

.. CV=TN 
716.2 

;8 Yf10.: 

• f 
CV= (1400.24) 240 = 469.22 cv • 

716.2 

469.22 C. V. son los que pueden ser transmitidos a trOves de los tornillos. 

b) Silmax = T C = T = 600 Kg/em~ t. T Ill cJ= 
-J- 5P ~ =6oo; 

c3
= 2(1400 24) = 148.57 cm3 y C=/148.57 

600 
• 5.30 em. 

2T 
600#' 

Sl 

C =S.3o em y d = 10.60 em. 

~ = ZT 
C ..c6!!.00..:..,~(,.,..1-..,.(o-. 8'")._~ 

Cllmax= T = 2 r _ 
- --C~= ~(1~~4) lcJ(I-n') • ~00 

600j')(~f c 'Z ~ /. ''I 
..1 

Ce = v251.64 

d) !i_ = lL 
I; :J$ 

'It - 1.186 

F 

a 6.31 em. Ce = 6.31 em de= 12.62 an. 

= ~/2)C~ (1-(0.8)~ = (6.31j4 (0.5904)= 935.474 
~~~>e - -cs:3lfl' 789.048-

La fOtociO, de Ia flecha tubular es el 118.6 'l!. de Ia rotaciO, de Ia flacha....... 

:;.; 

~ 

t 

1' 

' 
.. 

... 

Ejeaplo 8.- Encuentre al radio requtrido par• sl cbsfl6n ~· -
la uni6n de una flecbs de 15 em 4e 4i6metro con otrs de 10 em de -
41!metro ei la fleche tranemite 125 CV s 100 rpm y al m~imo esfuer 

2 -zn cortante est~ limitedo a 560 kF/cm , 

·I 

es: --------- Soluci6n.-
T c

1 
r.h ;·, 

Para este problema ~mb • It --;r:- - 7 
1 3.1416x600=1885 kg y 

Ia fuerza tangencialtotal en ese radio es 1885x4=7540 kg. :.(4=No. de tornillos en ese radio). 

En igual forma Ia fuerza tongencial que toma coda tornillo del radio'.= 8 em. es: 

3.1416x 8a600 = 1077 kg y 
u 

Ia fuerza tongencial en ese radio es : 

1077x4 = 4308 kg. 

~· 

El momenta torsianante que puede ser transmitida par Ia tomillos es:' 

T=~~~ x r) = 7540xl4+4308x8= 
1055ouf. 34464 = 140 024 kg_ ,_ 

"11" 

.~ :~. .. · .. ~ 

. .,,~ ~ .. .\<,t· $$~~3 

se~!' .,'l,. 

T 716,2 CV . I entoncea T • (?16.2 x 125)/100 • 895.25 kg-a 

T c1 81 Z' • • K--max .,1 
entoncea ~Jib J1 

X • ---rc:; 
It • ~X~ t (10)3 • 1,23 

sP1 
- ~-b-;-

E1 factor de concentraci6n de esfuerzos es funci6n de las rel .. 
oionee D/d y ~r/d, y aqu! ~/d s (15)/(10) • 1,5' 
entonce~ de la ftgura 19, con los valores de K y D/d conocidoa sa 
obtiene que aproximadBmente 2r/d : 0.2? 7 

r • (0.27 x 10)/2 • 1,35 em • -·~ 

E1emplo 9.- En una flecba escalonada sometids a la acc16n de 
doa momentos torsionsntes T1 7 T2 , donde T2 • 4T

1 7 COD las di-
_______ __..j 



.... !ones aostradss. Deterainar el m6zlae estuerzo cortante en el 

:- . 
EJ,9 

:----400--------
B 

2r/d • 2(0.?)/10 • 0.14 

esca16n de la tlecha s1 el 
Biro en C est6 lim1tado a 
3°. G • 8x 105 kg/cm2 • 

Soluci6n.- Verificando 
el equilibrio del sisteaa. 

1~·0;~·~·~0 

TA - T2 + T1 • 0 

TA • 4T1 - T1 • 3T1 
D/d • 12/10 • 1.2 

De la Fig. ·19 se obtiene que X " 1.4 

~ ·f"T(x) dx • 3ox ...JI:._ • .!:!_ [ 3(400)32 
C J(x) G 180 G IT (12)4 

o T 
9'c • o.05236 • ~ [o.5894627 - 0.203?183] 

8x10 

fc • o.05236 • 
T1 

8x105 
[ 0.385?4 J entonces 

- 1(200)321 
11'"(10)4 

~1.1 • 

T1 • 

Si 

1.08589r10~ kg-em 
T1 c1 

~.b -~ ~ 
1 

T1 
• 1,4 ~ 

p1 
1.4 108 589 X 16 

"lTd) 
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roa o detormac16n en forme conjunta, esto permite plantesr el n6m2 
ro de ecuaciones adicionales neceserias para 1gualar el numero de 
ecusciones con el de inc6euit~s. 

En el case de elementos sujetos a torsi6n se p~sentsn preblemss 
indeterminadoa est•ticsmente cusneo se tiene, por ejemplo, una tl~ 
cha compuesta de des msterieles distintos coloc~dos conc6ntricames 
te sujeta A un memento torsionante y ~onde se deses eonocer la mag 
nitud del memento torsionante qu~ sororts cads materiel, o tambi~n, 
el case de una flechs doblemonte empotraca sometida a momer.tos to£ 
sionantes y donde se desea conocer la magnitud de los mementos to£ 
sionantes en los emrotr~mientns. 

La soluci6n de este tipo de prublemea serA iluatrads con tree 
ejemploe. 

EJemplo 10',-,.Un~ tlecho circul~r de acero eat6 insertsda den
tro de un tubo de bronce pars former una secci6n de des materisles, 
los que se comportan como una sols unid~d como ~e muestra. a)Si d~ 

r j de 

L----"1~ l 
Broncs 

~L---Jo--

hide a la aplicsci6n de 
un mumento torsionante -

~l en las fibres exter12 
res de la fleche epare

ce un esfuer~o de 600 
2 kg/em , donde d1 • 15 em, 

de • 25 em , lcuAl es lA 
m8gnitud del memento tO£ 

~.b 

...... ,..~ ~.b 

1,4{ 198 589)16 
tT (10)3 

??4.25 kg/cm2 

??4.25 kg/ca2 

11 . ___ ,,.,. -r·· 

'· 

Fiono.nte T1? • b)Si la -
flee he tiene una longi tud L ~ 100 em, l.cuH Rer~ el Angulo de rot!! 

~--~-----------ciOn debido a el par T1 '(, c)Si el bronce soporte 1.3 veccs el me
mento torsionante que soportn el scero, encuentre lA relaci6n en-

,,. tre lee di,metros exterior e interior de 1 tube de bronce. Para el 
5·- PROBLEMAS HIPERBSTATICOS. 

En la pr6ctica rrecuentemente se pres~ntan problemas qua no -
pueden ser resualtos solamen~e por las ecuaciones de equilibria. -
En esoa problemas el n6mero de inc6gnitas es superior al de las e~ 

~ cuaciones de equ1libr1o, por lo que estes daben ser complementedas 
! con ecuaciones basadas eu consideraciones de la gaometr1a de de!O£ 

,aac16n, esto es, usando las condiciones de competibilided de defo£ 
aaciones. ~n los probl~sa hiperest~ticos o 1ndeterminsdos estAti
ca.ente, ciertos elementos est6n sozetidos a un estado de Bstuer--

,1 ... 

. ( . 

acero G
8

• 8.1x105 kg/cm2 , 7 para el bronco Gb= 4.5x105 kg/cm2 • 

Soluc16n.- a)El memento toraionttnte total sorort,•do per ls -
secci6n compuesta es igusl a 1~ sums de los mementos torsion8ntes 
soportados per cede material, entonces, 

'1'1 • Ts+Tb ........ (1) 

esta es la ecuac16n proporcionods per ln F.st~tica que, como puede 
aprecisrse, no permite resolver el problems 7s que se tienen des -
1nc6gnitaa (f8 7 Tb) , HabrA entonc?s que plentear una ecuac16n 



complementaria besada, en este caso, en ls igusldad de de!ormscio~ 
nes pars tener tantas ~cusciones como inc6gnitss. Esta ecusci6n s~ 
rA : 

r;. 
t?s 
TL 

-;rn 

z fb •••••••• (2) donde 

.. ' 
•••••••••••• ( 3) 
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i~distintemente, 79 qu~ al trebajer como una sols unidad, ea el mi§ 
mo. Aqui, por sencillez en las operaciones, se cslculsrA para el -
scero •. 

fa·~ 
• T1L • 2 031 459.? X 100(32) 
~ 7T(15) x8x105 

0.0511 radhnea 

ys que ambos materieles se comportsn como una sols unidad. ApoyAn--------------------
dose en lo antes dicho, as tiene 

fa • fb o.0511(180/rr) • 2.928° ~. 

de (2) T
8

L TbL T J G·· 

+· b «-~-~ 
y heciando 

operaciones se llegs s 

__ .......... 

T G (~/32) d~ 
8 8 1 GB 

~ • Gb(~/32) d~(d8/d1 )4- 1) Gb<<de/di>4- 1) 

8.1x105 8.1 
4.5x1cYc.<25!15/1:- 1) 4.5( (1.67)~- 1) 

___§_,_!_ 
30.22 

Ta """b • 0. 268 

6 Tb • 3.73 T8 

" 
entonces T

8 
• 0•268 Tb 

y sustituyendo en (1) 
T1 • T

8 
+ 3.7i T

8 
• 4.73 T

8 
••••••• (4) 

de (4) TB • 0.2114 T1 y Tb • 0.7886 T1 

Si el gsfuerzo m~ximo cortante s~ locali7a en la !ibra extr~ma, 
esto ec, en el bronce, "_, tiene que : 

~-~ ': 

<::mAx • (Tb)/(5Pb) y 'l'b • Zmb spb --

0.78~ T1 • 600 ~ d; (1 - (d1/d
8

)
4 ) 6001T(25)

3 
(1 -(~)4 ) 

16 

T1 600Tr'2~t3 16(o.a > (1 - (0.6)4 ) * 2 031 759.? k~ - em 

T1 • 20 317.597 kg-m 6 ·r1 .& :'<1.3176 ton - m 

0 

b) ce (?) f..·f{ 
y el angulo de rotaci6n se puede calcular pars cuslquier material 

-~-------

c)81 Tb 

T
8
L 

~ 

1.3 • 

1.3 • 

• T
8
(1.3) de (2) 

1.3T
8
L 

"Vb entonces 

Gb(1T/32)d: (1- (d1 /<:~'-'",i+) 

G (~/32) d4 
8 1 

d4 
-1-- (0.4835) 

d1 

d 

~-n se tiene, 

II'" JbGb 

~ 
• 1. 3 7' 

4 
4.5x105 de (0.8704) 

8.1x105 d4 
1 

• 2.068 

•4 
d 8 • 1. 3 

~ 0.4835 1 

d entonces ~. \12.068 1.2 +. 1.2 
1 

EjemflO 11.- Una berra de &ecci6n circular s6lida constants
est~ empotrads en ambos extremes y estA sometida a el momento tor-

r ~d ~ 
8

1~ 
elA ~ rae 
0 e 0 

r--- a ---~ b ,-.lf

EJ II 

sionante T1 como se muestra. 
a)Suponiendo que el material 
tiene un co~portemiento 11-
nealmente el~st1co, determ! 
nar las reAcciones en los -
empotramientos A y B. 

Soluci6n.- La barr~ debe 
ester en e~uilibrio bajo le 
accion de el memento tor&i£ 
n~nte T1 y los momentos tO£ 

sionantes re~ct1vos TA 7 ~B' 
de donde, 

' ,, 
TA + TB • ~1 ••••• (1) 

Para ~esolver el problema se necesita otra ecuac16n edemAs de 
la(1), est~ ecuacibn puade ser rlanteada lgualanco la defcrmac16n 

-----~~----
----" 
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en el punto de splicscibn de T1 , sl intagrsr tanto por la i?.quier Para que el aiatema sea isostAtico ( est6ticamente determine-

ds como por ls derechs, esto es, 

'"" 
~ . ...:L:_ 

J G J G 

de (1) se tiene que 

TA . T1 - TB 

T1 a • TB (s + b) 

TB . s T 
--a+"D 1 

••••••••• (2) 

7 (T1 ~ TB) s • TB b 

entonces, 

,. TA _b_T 
a + b 1 

Este problema puede ser t~mbiA~resuelto hacienda uso del pria 
cipio o mAtodo de superposici6n, tambien conocido como metodo de -
las fuertas. Eats mAtodo es usado en problemas dl6eticos donde las 
defor:aaciones son pequaiiAs y esteblece que; el esfuer?.o o la defo!: 
maci6n unitaria resultants en una estructura(o parte de ella) som~ 
tide a varies ruer?a~ ,es la sums algebr6ica de los efectos de cads 
una de lea fuerzss, cuando estes eon aplicadas una por una separa
d9mente. 

Para lograr la soluci6n del problema por el m6todo mencionado 
se siguen los pssos indicados a continuaci6n: 

12.- El problema est6ticamente indeterminado es reducido a uno 
determinado quitsndo las reacciones redundantes, esto es, el exes
so 4e inc6gni tas sobre el nfunero de ecuaciones disponibles, cui!l.S.Q 
do la estabilided del sistema determinado elegido. 

22.- El problema daterminedo es resuelto para a)el sistema de 
csrgas real aplicado y, b)para una fuerz.a unitaria aplicada en el -
punto y en la direcci6n en que se desea conocer le redurldante (una 
ve1 P~ra cads redundanta o incognita), obteniendo en cads caso los 
elementos mec§nicos y los diagrsmas que sean nece.sflrios 1 y 

)2.- S~ plantean las ecuaciones de competibilid~d de defprmaci2 
nes correlacionando las defarmaciones pL•oducidas por l13s eoluciones 
de los CI3SOs a) y b) del p~so anterior. Estas ecuaciones son solu
cionl3das para esi obtener los valores de las redund~nteR •. 

Planteado ya el procedimiento a seguir· 1 el problema eer~ re-
8belto por el m~todo de las fuerzae. 

~9vj 

sf:'! tl.: ' ~Ji: :~ 

do) la redundant& an A as quitsda. Fnseguida se resuelve de acuer
do con los incisos a y b del paso 2. -

. Jd $T, r~ 
jA Ia +bB 

Q)T4 

® 

r..,T, ' 
y l 
~-~ 
T. • a) 

'l.=t•\=1 

----l 

X 

• 5o , 25~c..., 

@• GT' 
~ 

' ' a) ~ 
l:::l•ld 

1=•=-•==1 
q:>T.. : 

' t ' ' ' : b) 
I I . T 
~-H ·I" 

Como el §ngulo de rotaci6n en A es cep 
ro la ecuaci6n de compatibilidad de d! 
formaciones ser~ tsmbiAn-igunlada a c~ 
ro. La ecuaci6n quedar6 integrada por 
la sumfl algebr6ica de las ceformacio-
nes causodas por los sistem•a de carge 
real y unitsrio a igualsda a cero, as
to es, 

]'1 • fT1 + ~A • 0 entooces 

si C(J • I ~'(x) dx 
J(x) G 

0 

~ 
J G 

TA(a + b) 

J G 
0 

T1b 
lie donde TA • "'"'8+b 

~B es obtenido aplicando la ecu9ci6n 
de aquilibrio (1). 

El m6todo generalmente no .,s usoco 
cuando la sacci6n tPtmsversal es ct.ns
tante. Sin embargo cusndo los soccio··
nes Aon variables el m~todo results 1a 
superable. 

E,1emplo 12.- Una flechs circular sf!. 
lido de broncs formada por dos tremos 
de diferente secci6n transv~rsal est§ 
empotrada en ambos extremos y le son -
aplicados dos momentos torsionantes -. 
T1 = 360 kg-em y T2 • 720 kg-em como 

ae mueetra. Determine el memento tor• 
EJ 12 sion~ntP en A. Suronre ~ue el compor

~Bllliento deJ meteri'el.e!' Jinealmente 

el~stico. Gb = 4.5xJ05 kc/cm~ Despre
cie lro!l concentraciones de eat·uerzos. 
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Soluc16n,- El problems sa rcsolveri por el mo\todo de las !ue,t 
ras. Se tiene que; 

T2 • 2 T1 
J1 • (1T/3'2)d~ ('1V 3:>)(6.3)4 • 154.65 4 em • 

4 4 J 2 • ~/32)d2 • ~I 32)(5.3) • ??.464 cm4 

donde sa observe que J1 ' 2J2 

En le ti~ure se muestre lA soluc16n de los ~esos 1 7 2, la -
ecuac16n del paso 3 es : 

rP T1 X 25 
/A·-~ 

T1 X 25 
+ J'2T 

TA 
+ 

x50 

[*•*] 0 G 

Como se observe, los dos primeros thrminos sumen csro 7 en el 
tercer to\rmino del primer miembro que quads iguslsdo a cero el un! 
co elemento qua puede tomar el valor cero es TA' por tanto TA • 0. 
El diagrams de mementos torsionont~s final es igual sl diagrams de 
la !igura a). 

-~·- CALCULO DE ESPUERZOS Y DEFORMACIONES DEBIDOS A TORSION 
EN EL RANGO ELASTICO EN MIEMBROS CON SECCION TRANSVERS~ 

SOLIDA NC CIRCULAR. 

F.l c&lculo de loB estuerzos cortsntes debidos a torsi6n en -
barras con secc16n trsnsvers~l s611ds no circular represent~ un •• 
problema bastante complicedo que no puede aer resuelto por los m6-
todos de le llecAnico de mnteriales, haci~ni!ose naceoario resolvcr
lo r.or los m~todos de la ~·eo ria de la "':lasticided. Esto se debe a 
que en el coso de unR secci6n no circular las dos primeres hip6te
sis establecides en 4.1 no son vhlides, pues en este ti~o de be~~~ 
rres, durante la tors16n, las saccionss transversales no permane-
cen planas sino que se alebean y, en consecuencia, la distr1buc16n 
de laS deformacioneS unitariae, r, Varia nOtAblemente en la 88CCi- ~ 
6n transversal. Con un experimento ·sencillo hecho con una borrs de 
secci6n rectangular (~ig. ?0 e) puece cemostrarse lo anterior. Al 
,,fectuAr el experimento se observe quP. lee distorsiones de los el)l 
mentos rectangulares sabre la secci6n •ransversal son mAximas en -
los puntos medios de los lados largos y (casi) nulos en las esqui~ 
nas (Fig. 20 b). Como consecuencia de la Ley de Hooke, los es!uer-

---------] 

--' 
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zos cortantes son mAxi~os en los puntas medics de los lados largos 
y nulos en las esquines. 3ste situeci6n de esfUerzo nulo en las B! 
quinee puede ser cxplicsda considerandgun elemento infinitesimal -
en ls esquina de ·la secci6n (F'ig. 20 c) donde actO.a un eafUer1o -
cortante, 7, en direccibn perpendicular al radio OA, este esfuerzo 
puede ser resuelto en doe componentes de esfuerzo paraleles a los 
lades de le eeccibn, es evidente que esse componentes de acuerdo -
con la ley de reciprocided de los sfuerzos cortantes deben apare
cer junto con eefuer1os cortantes que actuen sabre las superficies 
ezterio~ea(debido e que los esfuer?os cortantes siempre eo presen¥ 
tan en pares sctusndo sobre planos mutuaaente per?endiculares). E! 

T.~ 
-€'~-' ·~·] 

a 
(b) 

doe de le Teoria de le Elasticidad. 

to O.ltimo es imposible 
puesto que, como so en~ 
t6 enteriormente, lea -

superficies exterioree 
4e la barre estAn libres 
de todos los esfuerzos, 
y, por tanto el esfuer
zo cortante, 'Z , es en 
las esquines cero. 

En la Fig. 20(b) sa 
auestra la distribuci6n 

de esfuer?o cortante en 
una aeccibn rectangular, 

obtenida por los m6to--

Asi pues, r:omo sa observe en lfl Fig. 2rJ, al determiner los &a 
gulos de distorsi6n es necessrio tene,. en cuente no solsmente el -
Angulo de rotscibn autuo entre las se~ciones sino tambi~n la dis-~ 
torsi6n lo~al relecionade con el elebeo de las seccionee. El pro-
blema se complies m~s aO.n por el heche de que en berrae prism~ti-
cas, a diferancis de l~s bsrrAs circuleres, loa esfuer?os tlepend·,,n 
no solamente de una varl~ble (p) sino que dependen de doe tx e y). 

A continusci6n se har6 una br~ve presentacibn del m~todo em-
~leado an la Taoris de ls 3lsaticid~d para la soluci6n del proble
ma de torsion ~tn barras de seeci6n s611ca no circulllr. I.os result,! 
doa tinalea, obteni~os por tal m~todo, para elgunRs eecciones ae~
rln dildo.. 
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La soluci6n a el problema de torsi6n en barrss de secci6n s6-
lide no circular con peres aplicedos en sus extremes fu6 dada por 
Barre de Ssint-Venant en 1855, por lo que tal problems es tambi~n 
conocido como problema de Seint-Venent. 

Guiado por la aoluci6n ~ncontrsde por Coulomb para barras ci~ 
culeres en torsi6n, Seint-Venent supuoo que le deformacibn de una 

_____________ berra priam~tics sometida a torsi6n coneistia de;(e)rotscionew de 
las secciones trsnaverssles de le barre como en el caeo .de un11 ba
rre circulor,m~a. (b)sl alabeo de lee eeccionee transveraalee. To
mando el origen del sistema de coordenedas en un extrema de ls be
rra (Fig. ?1) los desplazamientos correspondientes a la rotacibn -

z 
Eigura 21 

de las aecc,ionea, segiln las direcciones de loa 
ejea Xlu) e Y(v), son reapectivsme~ta, 

u • - Q z;y :r v • Qzx ••••••••. (1) 

donde Qz es el 6ngulo de r.otec16n de la secci6n 
transversal a una distancia ! del origen. 

~ 

El slebeo de las saccionaa trsnaversales -
eetA definido por ls funci6n 

w • Q~(x,y) ••••••·•••••••••••••(2) 

En la Teor!a de la Elsaticidad se demueatra 
por lea condiciones de equilibria que: 

Yx. c;. v; ·'Zxy 

cl~ 
Zxz • GQ (Tx - y) 

0 

y 

y 

Zyz • GQ (~ + x) ••• •• .(3) 

Donde G es el m6dulo de elasticidsd al cortsnte y g es el 6u
-------------g~ulo que gira la barre por unidad de longitud. 

La funci6n ~(x,y) qua define e1 elabco de ls secci6n trans-
versal debe de eatisf~cer ls ecuaci6n diferencial 

cl2w cl2~ 
~·~ cl x c},y 

0 •••••••••.•••• (4) 

______________ y,de acuerdo con las condiciones de fronters, los esfuer2os corte~ 
tes i' y 2 pueden cslcul8rse con las erpresionea 

~2 ~z 



~ . ~ 
xz dY 7 7yz • - M •••••• (5) 

donde I ee una func16n de x e :r , denominede func16n de ••fuerzos. 
Iguslsndo los segundos miembros de las ecuaciones (3) 7 (5) se pu~ 
de escribir: 

~ • GO <# - y) ,---- - _d__f_ • ~ (.u. + x) (6) 
(f'X cl,. 

donde derivendo ls primers con respecto e 7, le eegunda con r~~--
pecto a x 1 restsndo le derivade de ls segunda ~ la darivada de la 
primers se encuentra que la func16n de esfuer1.oe, ,, debe satisfs
cer la ecuec16n di!erenciel 

4·~-r dx d:r 
••••••••••.••••••••...••.•• (7)-

donde r • - 2GQ • 

Adem6s por las condiciones de frontera, ls func16n da estUer
zoe, ~. debe eer consr.snte (o nula) a lo largo del borde de la sa~ 
c16n tranevers~l de le barre. ~n Teoria de la ~lssticidsd se hen -
encontrado tuncionee qua eatielacen estes condiciones para di!erea 
tee formes de le eecci6n transversal. 

Una vez determinada la fUDc16n de esfuer?os, '' el momento 
torAionante resistente de la berrA puede celculsree, como se de-
mueetra tambiln an le Teor!a de le Elasticided. por medio de la -

expresi6n 
T • 2 j J I dx dy ••••••••••••••••••••••••••• (R) 

Concluyendo, la determinaci6n de le di~tribuc16n de esfuerroe 
en le eeeci6n transversal de una berra toreiouada consists en en-
contrar la funeibo ' que setis!age la ecuaci6n (7) 1 sea cAro en -
le front era. 

El desarrollo com!'leto de eete metodo puede consultarse en -
euelquier texto de Teoria de la Elssticidsd. 

Co'Jio 1lustraci6n se obtendrA la distribuci6n de es!'uer?.os en 
la secci6n trensversol de una berra circular ror ~ate m6todo, 1 Sv 

observarA que le soluci6n dade por Coulomb el problema de torei6n 
en este tipo de berree es le exacts. 

Ejemplo 13.- lesuelva el p~obleme de torsi6n per~ un~ fleche 
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de secci6n circular s6lide.Determ1ne el mAxiao eafuerzo cortante :r 
al lngulo de rotae16n • Compare los resultados con los del punto 4. 

Y t,J.I3 

Soluc16n.- La ecuac16n de la !ronters de ls 
secc16n transversal est6 usda por la expresi6n 

x2 
+ 1

2 
• r 2 ; esto es, x2 

+ ;r2 - r 2.o 
que tambiAn puede ser e~c~ts eoao 

2 x2 ~ r (~ + -=z-- 1) • 0 
r r 

Toaando le tunci6n de esfuerzos, I, coao 

f • A r 2 (x2/r2 + y 2/r2 - 1) ••••••• (a) 
donde A'es una consten~e. Debe cuzplirsc que en le !ronters sea -
cero y tembi~n la ecuaci6n, (?), y entonces aplicsndo la ecuec16n 
(?) se obtiene el valor de A . 

~2 
~- 2A.; ~- 2A o.,. 

2A + 2A • P y r 
A •-r 

entonces ls ecusci6n (a) quads escrita de ls siguiente aanera 

I • ~ (x2/r2 + J21r2 - 1) . .•..••.•...•..•• (b) 

la megnitud de F es obtenida al aplicsr ls ecuac16n (8) 

T • 2 ff 'dx ~ • 2 J f Jf. (~/r2 + y
2
/r

2 
- 1) dx 47 

. 4-[ 7 J[x2 dx ~1 + 7 JI y 2 
dx d7 - Jf dx dy J .. 

donde J! x2 
dx d7 • I 7 • nF H 

2 ,. 
Y dx d7 • IX • "Uf= 

JJ dx dy •Tr2 

escrits como 
el sustituir estos valores ~a expresibn queda 

. 2 [ 2 2 J 2 [ 2] T • ~- l!.f- + ~ - vr2 
ii 4- - J!t- -¥ 

(c) 
1 , __ ~ 

tt' ra. 
•••••••• (d) 

·~ 

-----! 



al sustituir (d) en (b) se llega a 

T 2 2 
' • - ~ (~ + 5-1) 

\lr r r 
•• • • •• •. • • ••• (e) 

Aplicendo las ecueciones (5) se obtienen <rxz 7 ;r
7

z, 

entonces __, • £.1 • _ ~ . ?. • _ si,1 • 2T x (f) 
""xz d 7 -----q:- • '"'yz ox ~ • • 

~r Tr 

sustituyendo x • 7 • r • distancia entre el eje 7 la fibre extrema 
en cualquiere de l9a axpresiones (f) se obtiene el valor absoluto 
del esfuer~o cortante m~ximo que es 

4 4 "'mb • (2Tr)/(rrr ) • (Tr)/6tr /2) • (Tr)/J • T/SP • 

El Angulo de rotac16n unitnr.~o results de sustitutr en la ex
presi6n (d) el valor 1 • - 2GQ, esto es, 

4T 
-2GO·-~ ,.r entonces, dst' 2T ~ 

Q·-ax-~-;nr 

Se obsorv~ que los vnlores ottenidos para ~m~x y Q por las 
teortas de Saint-Venant y Coulomb coinciden y, por tanto, la solu
ci6n dada al problema de torsi6n en el punto 4 es la exhct~. 

Como se dij6 con P.nterioridad la soluci6n del problema de tor 
si6n eu barras priau.~tices p~esenta un mAyor grado de dificulted -
que en bsrras circulares, por lo que solamente se hare enseguida -
una presentaci6n de los resultacoe finAles,para alv1nas ~ormas de 
la secci6n transversal, obtenidos por loa mhtodos de la Teoria de -
la Blasticided. 

Secci6n rectangular.- Sn la Fig. 20 b se tiene que 
~---------- T 

7A • 7mb· «ab2 ~ B • '?"max ~(/-~ 
n • «.sb2 
Pr 

Jr •(3a b3 

donde T es el momento tursionante aplicM1o, .!!. el· lado mayor y £ el 
!Ado menor del rect~ngulo. Los valores de los coeficientes d, ~. y 

~de?enden de la relaci6n a/b • Algunos de esos valores estan -
dados en lA ··rABLA tOS. 

Como se ve en la tabla dos, para seccionea rectangulares del
ll''"'"s, cuando a/b ;:.10 los valures de <X y fJ se aproximan a un ter-
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cio (1/3) ,Y el de 7 a 0.742 

Para perfiles compuestos por rect~ngulos largos y finos -----
(a/b ~ > .,0) la cara,ctertstica geomAtrica Jr se puede calcular con 
le expresi6n 

Jr • ). t Z ab3 

donde ~ sa un coe!iciente que depends de la forma de la aecci6n. 
Algunos valores de ~sedan en la TABLA TRES 

~l esfuerzo cortante mAximo sa presents en el rect§ngulo con 
mayor ancho, b, y su valor se determine con la expres16n 

~m~x • (T bmax)/Jr 

y el Angulo de rotaci6n se determine con 

9'- _!&_ 

JrG 

Aqui se nota que el valor de ,Jr para estos perfiles (con pare
dee delgadas y secci6n abierta) es muy pequefio comparado con el de 
J para barras de secci6n Cl.rcular s6lide de igual §ree, es por es
to que se debe evitar que lRs barras de seccion ebierta trabejen a 
torsi6n. 

TABLA DOS.- Coeficientes pars torsi6n de una berra rectangular • 

e/b 1.0 1.2 1.5 1.75 2.0 2.5 3.0 

ex. 0.208 0.219 0.231 0.239 0.246 0.258 0.267 

IE 0,1'106 0.166 0.196 0.214 0.229 0.249 0.263 

7 1.000 0,944 0.859 0,820 0.?95 0.766 0.753 

s/b 4.0 5.0 6.0 8.0 10.0 20.0 (I) 

a 0.282 0.291 0.299 0,307 o. 312 0.319 0.333 

;3 0.?81 0.291 0.299 0.307 0.312 0.319 0.333 

7 0.745 0.744 0.743 0.742 0.742 0,742 0.742 

TABLA 'l'~":S. - Coeficientes A para perfiles 

Tipo de secci6u 

?-... 



Secci6n elipticto ,- Los esfuer7os corUmtc'S y el §ngulo 6e ro
cec1on se clllcular!ln con laP expre

y 

siones 

-;:A = ?.ft~x • 
2T 

:;:T 

~B • 

1z 

2·r 
lfa?b 

r~d l:. 

T(a2 + b2 )t. 

V" e\3G 

·~b (!~;. 

El significBdo de lee literelea 
a :r b est~ in~1cAdo en 1~ figure. 

Secc16n tri~ngulo aquil~tero.- Los esfuer7os cortanteu milxi-

~
t 
l!.r 

[ 11 
+- r;z-rt'2 -+-

I' 

mos se pros~ntan en lod puntos medics -
de los ledos :r se celculsn con le exp~ 
e16n; 20T 

?: mb .7 
:r el ~ngulo de roteci6n con 

f= RO TL 

G 1
4 -J{ 

2.- NOCTCNcS SOl'RE LA ANALOGIA r.·: LA MEMBRANA 

Como le eolu~i6n m8tem6tice del proble~n de torsi6n en berres 
priamAtic~s es bestsnte comp!icadn, se hi76 necesario el desarrollo 
de mbtocos indirectos P"re eu estudio, Uno de esos mfltodos f!S el -
de la anelogin de le membran~, introduci~o en 1903 por el ingenie
ro alemAn L, Prandtl , 

El mfltodo de le enalogie de la membrana eeta baeedo en lo ei
guiente: Independientemente de la forma de le ec~ci6n tr~nsversal 
de la berra en cuesti6n,la ecuaci6n diferencial parcial que deto -
ser r:su2lts para el problema de torsion el~stica' es motem~ticame~ 
te an6loga a la ecuaci6n diferenci~l parcial que hay quo resolver 
en el problema del equilibrio de una membrane delg~da, tal como -
una pelicula de jab6n, ligeremente estirada por encima de un ~guj~ 
ro geometricamente semejante a la secci6n de la berra en ·3studio, 
sometid~ a una tensi6n unitari~, S, por unidan de lon~iturl en sus 
bordes y a UOR rreei6n uniformemente distribuida, q, en uno de sus 

.rq 

•i!-
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---
cera~. ConsidArese el elemeato infinitesimal ~de la Fig, 22, -
Las fuer7es 1e tensi6n que actuan en los lados ~ y be tienen, en 
el caso de deflexiones pequenes de la membrsna, una resultants di
rigica h~cis ab~jo con un valor 

s ~ dx dy 
dx 

de la misma manera, l~e fuer?as de tensi6n que sctuan en los lados 
~ :r 2s tienen como resultants 

d"2-z 
- s d i dx dy 

:r la pres16a uniforma que ectua en el Area ~ tiene una reeultsa 
te 1e;ual a + q dx dy 

La ecuaci6n diferencial parcial de equilibria del elemento ea 

d2z S---., dx dy 
dx'· 

+ S 1:} 2~ ~-X dy 
d:r 

de la cual simplificendo ee llega a 

~2 --:-+ o.x· 
~2z 

+ff s 
_....9..,. 

+ q dx dy • 0 

'·: .. 

............ (A) 

O::ompRrendo J.os "CU!'Icione~< (A) :r (2) se concluye que ambos pr,2 
blemos son idcnticos, pues la ecuaci6n (A.) r'!eulta igual a la (2) 
si se sustituye !. por ~ y q/8 por 2GO • For lo tanto, de l~s defl! 
xiones ~e la membrana, z, se pueden obtener los valores de la run
~i6n d~ esfuerzos, ~. si el s~gundo miembro de la ecuaci6n (A) ee 

• 

austi tuido por ?GO • 0:1 momento torsionvnte resistente puede obte-----
nerse sustituyendo ~ por z en la ecuaci6n (8), y se tiene que 

T = 2 ff z dx dy ............ (B) 

Ssta ecuecion indica que el moruento toreionante, T, re~istido por f 

la secci6n es cl doble del volumen comprendido entre la membrana :r 
el plano X-Y (ver figure ?2). 

Las 11neas de igual deformaci6n an le membrana se repreRentan 
por "curve a de nivel". Tonvmdo cualquier pup to :B eobre la membrane ·· 1 

(Fig, 22) se traza por el la tangents de mAxima pendiente (normal 

a J.n "curv11 ile nivel '' en ese punta), :r gplicando los metodos de 1• 

~ 



" 
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'!eor!s de ln 'F.:lesticidnd se pueden d<•mostrar len siguientea concl£ 

•tones 

\.I, 

y 

1!.-Bl eefuerzo cortante en CUP! 

quier p~to de le secci6n ea 

e··---·-··------

- ·rrororcionel ala pendiente en 
el mi~mo punto d~ la membrana -
deformada (estirada) (Fig. 22). 
F.l esfuerzo cort.ante m~ximo ~c
tde en los puntos donde l~s -~
"curves de nivel" est~n mil~ pr.2 
xi:nes. 

..• .,.c\~ 
----

Figura 22 

2!.- Ls direcc16n del ostucr7o 
cort:ante en cuelquier c-unto tor 
mn t.ngulo recto con 111 pendien,;, 
te de la membrana en el ~icmo -
punto. Bs decir, es tangente A 

la "curve de nivel" que pRB!l -
por es~ punto y, en con8ecuen-
cia, dich!l curvA reprecentP ta! 
bi~n ln lines de igu"l esfuer?o 
cortRnte en la aecci6n (Fig. 22). 

)!.- El momento torsionanto re• 
sistcnte es igual a dos vecas -
el volumen encerredo entre la -
membrenn deforms~~ y SU flRDO -
origin<>.l • 

Le "''alogia de le 1!1'3mbrana -
es un~ herremiente mantel muy -
dtil par~ co~p~rar los esfu·rrcs 
y moJ!I\ertos torsion~IDter; resist.!,
o:l.os por diferentes se,clon~>'<. -

Por ejcmplo, to~~s lno neccion.es mo~tr~Jqc ·~c 1~ Fip;. ?3 sopcrt::Jn, 

anroximA<'amente, el mism<' m<'mento torsior.,nts y<J qt~<· cl volum~r.- •?a 
cerra:!o -ot· lAs roe11:branas cort•£>~<nonrtie"tes rs CA!'i Pl mir.mo ~n to
t!os loa CAsos. <:n las Aeceion'>s (c),{1' y (e) se "~<'i•mte" ttna nl -
trs?~tr lEIS ''curvt1'e de niV 1Jl'' r33t:-uJ ae t:!cumul!'ll"~n '!n lsts eAq'Jinan, 

por tanto, en estos runtos se prenentrrdn conccntrncionrr. de en-
ru•rzon. 
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El momento torsionante resistente para estes secciones es, a
p~oximadPmente, 1& suma de los mou.ertos torsionsntes resistentes -
de los rectbngulos componentes. 

En el caso de seccioncs no so .. L<~as, con uno o mAs hue cos, ea
ts analogis puede sor presentsda como sigue; las Areas A1 ( 1 • 1, 
2,), •••.... ,n) en las ~embranas, corresponciantes A los huecos en 
la secci6n de la berra torsionsda, son cubiertas por places nbsol~ 
tamente rigides, de peso despreciablc, que son "pegad!!S" a la mem
brana sin rteformar. Al P.plicar lR pres16n uniforrne, q, las placas 
A1 SP. mueven paralelamente a su posic16n ori~inal y la membrsn~ -
queda como se muestra en la Fi~. 24 • Todo lo anotarlo anteriormen~ 
te es vAlido para este caso, 

I'~~ , .. 

~1 ~ L[
--- ,. I? I 1: " 

L L ' L : .t. , L~ 

1 ' l_ ~-- ~:-~ ! t 0 _,t..... t .... 

<a l <D l ( c:) (d) (I') 

'Figura 23 

··r•'-

Figura 24 



s.- CALC'JLO ts ::s:rrr:mzos Y n:FORl!ACicrns DEnrnos A 'l.'ORSION BN lir
EIIBRCS Dl'; PART~D D'ELGADJ. CON C"GC!ON TRANSV":RSAL CEkRADA Y ABIF:RTA. 

En la conatrucci6n da mAquinsa, y aobre todo en la construc
ci6n de aeronaves, frecuentemente ee hace neceeario resolver el -
protlaas de torei6n para las pie7aa denominedae de parades delga-
des, La coracteristica geom~trica particular de estes piezss es -
que BU espeeor es muy peque~o en comparac16n con las otrae dimens~~ 
ne••·de au eecci6n transversal, Eats puede ser cerrada o abierta, 

[LLJJLO[]]O 
Figura 2~ 

En la figure 25 sa muostran algunas formes tipicas de la secci6n -
transversal. 

A difarencia de los miembroe de eecci6n transversal s6lide no 
circular los miembros de pare~ delgada, cuelquiera que sea su for~ 
me, pueden sar aneli?ados de una menerp relativemente simple para 
obtener la magnitud de loa esfuerzos y deformeciones causados por 
la apl1caci6n de un memento torsionante. u· 

La distribuci6n de loa es.ruer,os cortantes en la secci6n tran.! 
versa! de los miembros de pared delsada se eetablece rAcilmente -

por medio de la analn-

fl t-t .. liD] ._ t I I t I 

~ ~· 
A~A S: '8 ' B ' ' ,. iJI:mij 
s i j 1 1 'I ~fuer -'1 ~~ :: :I II I I 

~ I'Tlembrana £:::::5.! ( b ) 
tal .au 

Figura 26 '1.) ~' >3~ ... 

all ! 

gia de la·membrana (ver 
la fig. 26)'. En (a) se 
observe que le tangents 
a la membrane, aproxim! 
damente en el centro de 
el espesor do la pared, 
cambia de signo, y se ~ 
admits que los estuerzos 
cortantes varian lineal 
mente desde el centro -
d~l espesor. 
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En (b) la tangents a ls membrana se pue~e conPiderar conatante, y 
en consecuencia los esruerzos cortsntes permanecen uniformes den
tro del espesor de ls pared. ~n seguida se deducir6n las t6rmulas 
correspondientee para al es!uer~o cortante y el Angulo de rotecl6n 
en tales mi.embros, ae empezer4 por los de eecci6n transversal -
ebierte., 

A)Miembros de pared del~ada con sacci6n transversal abierta. 

Si en la •ig. 26(a) se ~xtiende" le secci6n transversal para 
convet~irla en un rect6ngulo, la forma de la membrana y, por tanto, 
los esruerzos cortantes no var1ar6n considerablemen~~. Es dec1r 1 -

los esfuerzos cortantes antes y despuAs de "extendida" la secci6n 
serAn aproximadamente los aismos. Los esruer2os y deformaciones se 
calcular~n de acuerdo con l~s f6raulaa enotadas en el punto 6 para 
secciones rectangulares. Como en este caso a/b :>>>10, ex. • /3 • 1/3 

• 0.333, entonces: 

'·h·~ t 8 
y (~ 3TL 

T • Gtjs 

donde ~ es el eapesor de la pared (el lo<lo manor b.), y ~ ls long1-
tud del contorno 1e le secci6n transversal (el la~o mayor a). 

Cuanco se trata de miambros ~. peredes delged~s con secci6n· -
transvers~l como la mostrada en la Fig. 27 y no puede ser~xtendia 
de" y tr~nsformade en un rectAngulo se opera de la manera aiguien-· 

te: 
t-- s,--+ Los dencmin11dorea (t2s) y (t3s) de 

--nr-~.---r 
:1.1 

l~s expresiones antariores son obten1-
dos·como se indies a continuac16n, 

n 2 
t

2
a • 5" t1 8 1 r-1 (t~ 81 + t~ 82 •. 

2 2 
+ t3s3 + ••••••••••• + tnan) 

donda (1• 1,2,3, •••• ,n) 1 ~; . 
(n• ~6mero de segmentos) 7 

t3a 
n 3 
~ tiai 
i·1 

3 3 3 3 ) (t1 s1 + t~ s2+ t 3 a3+ •••••••• + tn an . ,, 
entonces el sustituir estos velorea se llega a 

'· ~.~ 

~ ( 

I 

-
·Ill 

" 

___,I 
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lT '1 f'· ___.l!1 

n :> n 3 
:::£ t~ si G ~ ti si 
i·1 ]; i·1 

De le enelog1P de le membrane ee desprcnde que los dSfuerzos 
cortnntes mAximos act6en en el 

que 3T t~~x 
i" mh • n 3 

2._ ti "i 
{";1 

como ae anot6 en el punto 6 . 

segmento de mayor espesor, de ah1 
T t 

6 Z' • ~ max J 
r 

r-ra celculer el mAximo esfuerzo cortante en cuelquier segme~ 
to ! es vllida le expreai6n aiguiente: 

3Ti 3 T ti 
~ i. ~-hi. 2 

ti ai ~ tf ai 
1•1 

Eate •'todo ea aproximedo ye que no tome en consid~reci6n las 
concentreciones d~ esfuerzus en las esquinas entrqntes. Pare eviter 
las concentrecionee de eefuerzoa altsa las esquinas ent~sntes sa -

redondean. 

~)Miembros de pared de!gade con secci6n transversal cerrade. 

Aqu1 solo se estudier~n S3~ciones cerra~es con un solo hueco. 
Considbres~ uns secci6n cerrada, tubu!9r, de forms arbitraria con 
eRpesor de las parades variable (Fig. 28 a) sometida a un momento 
toraionente T. Como se enot6 antes, el eafuerzo cortante es unitor 
me dcntro del espesor 4e le pared. Aislando un elemento infinites! 
mol de longitud dx (Fig. 28 b) y distancie entre 1 y 2 arbitraria, 
este elemento debe ester en equilibria 
zas F1 , r2, r 3 y F4 , que eon obtenidas 
cortsnte por el !rea respective en que 
~~x • 0 results que: 

1'1 • 13 ; pero r1 • ? 1t 1 dx 

diferente de t 2 t1 ~ t2 

bajo ls acci6n de los fuer
al multiplicar el estuarzo 
act6n, entonces ai sa hace 

7 F3 -~ 2t2 dx y t 1 es 

Si sa considers a le as quina A. (Fig. 28 b) as nota qutt, de --
~·~ .~Pi .(.,:JF'Ii .... " 
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acuprdo con la lay de reciprocidad de loa eefuerzos cortantes, ~ 

2":, • Z3 , y en le sequins B ~ 2 • 7 4 , ademh •e advierte que --

Z" 1 t 1 • 'Z' ~t 2 • 'Ziti • q • COilStante • Si ~) • (FL-
2

) '1 { t) • {L) 

entoncea (q) • (FL-1 ). Esto establece que el producto ~no va-
r1a a lo largo del contorno cerrado de la secci6n. Si sa h&ce una 

Figura 2B 

qds 

(b) 

1 
\. 

analog!a con el gssto hidrAulico constants (Q-~v) que tluye por
un canal de secci6n rectangular con ancho de plentille variable, -
en loa tramoa de manor ancho (espesor) de plantilla,las velocids-
des (esfuer7os) sarAn mayorcs y viceversa. A ceusa de esta analo-
g1s la centidad q he sido llamads flu4o de cortante. 

Considerando la secci6n transversal del tubo (Fi~. 28 c) se -
observe que: el tlujo de cortante, q, multiplicado por la longitud 
infinitesimal, de, del per!metro da como resultsdo una tuerzs,~, 
por diferencial de longitud, que mul:i~lic~da por la distsncie2: a 
un punto convenient& 0, proporciona la contr1buci6n ~e esa longi-
tud al momento torsionante resistente. Integrando a lo largo de le 
linea central de la perad del tubo, la expresi6n pore el moaento -
torsionante resistants total queda coeo : 

'l' • f r q da 



r 

I 

.. 

En vez de e!ectuar la integracibn, el problema se puede abor
der de otra manare. De la Fig. 28(c) se observe que el producto -
r ds es doe veces el ~rea del tri~ngulo OCB, por tanto la integral 
complete es doe veces el Area complete A: limitsda por ls linea -
central rle ~a pared del contorn&. En consecuencia , 

T ~ 2 A* q 6 q • T/2A* 

esta_ecuaci6nJ conoeids como f6rmuls rle Bredt que !u~ qui~n lade
sarroll61ea a6lo aplicable a tubos de pared d.llgada. 

":1 ea.fuer70 cortante en cualquier punto del contorno, si 
~t • q , es 

~- q/t y 'i? mt.x • q/tmin 

eats expresi6n es ~ambi6n aplicRble en el r3ngo inel§stico si el -
~spesor, t, as constants. 

Para material linealment~ el~stico el 6ngu~o cc roteci6n ~n -
seccionos tubuleres puede ser encmntrado haci9ndo uso del princi
pia de.la conservaci6n de la ener~ie. Como el tubo en s1 es un ree 
sorts lineal, el trabajo externo es (TQ)/2 • La energia de deform~ 
ci6n interna para un tuto de longi tud uni t.aria de acuerdo a lo vi! 
to en el punto 3.1 es 1 

f. 1 
2G 

dV ~ntonces 

" 1 1 d"' I 7
2 

1 -- TQ • -- T ~ • ___.,.___ dV • --
2 2 dx 2G 2G 

v f '1'2 

4 A•\2 t ds 

entonces, Q d 1P T f ds 
• dX • 4 A•2 G 7 

9.- SJ-:J,l"WS 

bArre r"'ctangular de un materiAl 1ineelmente 

··D-
EJ 14 

elbstico, con lse dimensiones mostra-
d..,s, Sera reempl87!H~S por una barre -
COn s~cci6n transversal en· forma do -
trihngulo equilAtero uel mismo m9terial. 
tetermine la dimensi6n m1nim'l del lado, 
1, tal que p<~ra el momento torsionante 
aplicado, T, ni el mAximo esfuerzo co! 
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tante ni el §n~tlo de roteci6n excedan las cantidades correspond! 
entes en el diseno original. 

Soluci6n.- A~ignendo los sub1nrices r y t a las secciones re~ 
tengulRr y trianr,ular respectivAmente, Sa tienen .que cumplir dos -
condiciones , \Ula de resistencia y otre de deformeci6n. Entonces, 
A)Para la conrici6n do resistencia 

1: mb'xr • "i: mbt 

T 20 T 
~. lJ" 

a • 2.5 • 
b E 8 

a/b • 2.5 y de la tabla 
doe. 

13 • 20«(2.5 a)a2 

13 • 20(0.258)2.5 ~ 3 

3~. 
1 • 8 ~12.9 • 3.6 8 

ex.. 0.258 
(3. 0.249 

1 • 3.6 a 
B) ~era la con~ici6n de de!ormaci6n J; 

~· 

~ • 9't 
TL 

ta a b)G 

14-~ v 

80 TL 
Gl4F 

p (2 .5 e)a3 

1 • a ~28.75 2.32 a 

:lla ~ 

14 • ~ (0.249)(2.5) e4 

f3 
1 • 2,32 a 

La condici~n que riga es la ~e resistencia, ent~nces la cimeB 
si6n 1 de la nueva !lecha que se tomerfi as 1 • 3.6 a 

Ejemx,lo 15,- Para le berra que tiene 1~ SPCCi~n t~nnsver~~l • 

,..e.,. ._em 

mostrede encuentre el m~ximo esfuerzo 
cortante y el angulo de rotaci6n unit~ 
rio debido a un momento torsionante a
plicado T • 1 200 kg-em pore los casos 
(e)secci6n totalmente cer~sda 1 (b)co~ 
aiderando que tiene 
G • 8x105 kg/cm2 

Soluci6n.- (e) 

un corte en A. 

A* • (1T (10)2)/2 + 20(8) + 20(30)/2 
.., 

·em'" 

A• • 157,08 + 160 + 300 • 617,08 cm2 



T 
q -~-

1 200 
2{617.08) 

4: ~:~t.x u+ -~--0.15 
6.48 

T 
Q-~(t f~ t-

0.972 kg/em 

kg/cm2 

donde ,: ds • per1metro •1T(10) + 3A + 8 +~(20) 2 + (30) 2 

~) 

• 31 ,416 + 46 + 36. 056 
113.472 

0.15 

• 113.472 em 
Q 1 200 

• 4(617.0~)2x 8x1o5 
1.)61664 X 105 

1 R27 ?A0.9 X 105 

Q e 0.000000?45 radian~s/metro 

a • a • per1metro • 113.472 em b • t • 0.15 em 

~mb ·~tT 
. s 

J(1 ?CO} 1 410 kg/c:? 
(0.15 )2 {"11) .4'/2) 

e-~ 
G t s 

3(1 ~00) 0.01175 rad/m 
(0.15)3( 113.4??)8--; 1Q5 

La compar3ci6n de los resultados obtenidos en estos dos inci
sos muestra lss vent~jas de l•;s bsrrss ~P. pared delgads de secci6n 
cerrs~a sobre lss de s~cci6n acierta c~sndo tracnj~n A torsi6n. 

10.- CJ.LCULC l''•: ':SFtr:RcCc1 Y ::r~F·ORJ!AC!Cl!""S D-:Pir.Ofl I. TORfliC•tl 

~:!'! FI;~CHt.::l !":IW;T'LA!CS ":N ":T, RANGO Ilr.L!:S't'ICO. 

Se ha visto que en el caso de bnrras circultrns en tor~i6n 
elllstica, douce 1" Ley lie Hool:e es vhJ.icn, mi.,ntr!ls los esruer?os 
no aesn super1ores 111 limite pror.orcion"l l~F f6rmul"s pars c"lcu .. 
1 qr el esfuer7o cort:mte ml\ximo y t>l linJ<Ulo <'e rotnci6n unit'lrio 
son l'l?srectivam':!nte : 

T 
(?; mh • ~ y 

ij, '1' 
--ax·Q-~ ,, 

y la IDAgni tu<l del IIO"l<!'r.t:o +.ornion-~nte 'llfl;;tico mllximo que puncle r!_ 
sistir la Sf!Cci6n tr11nsversal S9 ollti.,ne ol igu,lar el esfuer?O m! 
xi11c r.on el esf'•Jar70 de flu.,nrill, es dc'!ir, 
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T.~x • Z'7 sP -~~~-~--------~---
e 

sin embargo~ este no ~s al momenta toraionsnte limite pars un met~ 
riel elasto-pl4stico donde es posible un aumento del momento torsi~ 
ne~te debido e el incremento de los estuerzoe cortantes en los a-
nillos interiores de mseeei6n que satAn menos solicitados. Para • 
este caeo les hip6tesis bAsicas plsntesdas en el punta 4.1 son a~
plicables. Para investigar el caso de torsi6n elasto-plAstica (o -
inelAstic-a) es neeesario disponer del diagram~ esfuer2o cortante-~ 
deformaci6n unitaria (~-)!I) del material en cueatilln. Algunos di~ 
~ramas l-r , obteninos en e~~erimentoa con tubes de pared delgada 
sometidoa 8 torsi6n, don mostrsdoa an la Fig. 29 junto con su ro
rrespondiente distribuei6n de esfuerzos. Los eafuerzos son deter~ 
minsdoa a partir d~ la deformac16n uniteria. Por ejemp1o, Ai en un 

l' rTtd)( 
~ a G 

Cdl 
(CI) 

"' 

. '' Ef 
~~er 
0 (C) ,. (f) 

Figura 29 

o:.;to os: 

~u • f(i(dA))f 

anillo interior la deror
maci6n uniterie es~, el 
esluer7o correspondiente 
ea encontrsdo oon a7uda -
del diagramR ~- ~ • El -

procedimiento es apliceble 
a barras integradas con -
tubas concbntricos da di
ferentes mnteriales de -

los que se conoce au dia
grama ~- ~. Para uno fle
ch• hecha de un material 
linealmenta elAstica, la 
soluci6n es tan solo un • 
csso particular de este -
m~todo. 

Conocida la ley de di! 
tribuci6n del esfuerzo -
cortgnte la ~Pgnitud del 
mo~ento torsionanto resi! 

tente ae encuentra al 
irucl oue en el punto 4.~, 

.. ....\. 
... l. 

:! 
',; 
1, 
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Far11 la evaluaci6n de eats integral pueden ser empleedo,s pro
cedimientos gr~ficos o anAliticos. 

Si una berra es esforr,pda dentro del rango inel§stico y luego 
es liberada del momenta torsionante aplicado, todos los anillos i
maginBrio~ se recupersn el~sticemente pero la di!erencio en l11s --

---- trayectoriae de la deformac16n uni taria causa un enc!urecimiento -
permanents del materiel y originan estaarzos y deformaciones resi• 
duales. Aunque la !6rmule de torsi6n elAstica no c;s apllcPble a e.2_ 
te caso es usada e veces pera calculsr un cs!uer~o mAximo ficticio 
para el momenta torsionante 6ltimo que sirve como un rn~ice tosco 
de la resiRtencia 6ltimo de un m9teriel en torsi6n y es llemedo -
m6dulo de rupture (m.r.) (ver los linees punteadqD sobre lea figu
res 29(d),(e)y(f). 

Bn los tu~os de pared deleade la distribuci6n de es!uerzos es-

t~ muy cerca del m6dulo de rupture, independientemente de las pro
piedsoes·mec~nicAs del aaterisl (Fie. 30), es por e~ts raz6n q~e los 

/ 

If 

Fic;allrd 30 

g -4 ~max 
c 

experimentos con tubos de pfred delrsda 
son sm.liamente usedos en la detenaina
ci6n de los diegramae 'Z- 't. La di~eren
cie entre el m6dulo de rupture y el es
tuerzo cortante ~4ximo de la distribu--
ci6n real:ta la matnitud del estuerzo
res:i.aual. 

El Angulo de roteci6n unitnrio en u-
na barre circular e6lid~ o tubular en el 
rango inel~stico puede ser calculedo co
Mo 

-k 
~n est11 expresi6n debe ser usa~w la mAximn defcrmqci6n unitario en 
c o la de!ormaci6n en a, l , determinadll a pqrtir del diagrams --- a 
~ -( • El Angulo de rotoci6n unit11rio r~sidual estarA dado, al -
igual que el es!uerzo rosidual, por la di!erencia entre los Angulos 
de rotaci6n unitarios en los rangoa inel~stico y elAstica. 

11.- Al'lAJ..OGIA D<:I. J.!Of:TON D'; ARSNA rAP.ll TORSICN DGLASTICA 

I':N MI~BROS SOLI DOS CCN SZCCIOff T:"" ANSV':RGAL CUALQUII::RA. 

La IIDAlog!a del mont6n de arena es •ma extenai6n de la ar~alo-
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~!a de la membran~ y es aplicable a material~s aleeto-pllsticoe o 
pl~sticos. Ci se conoce el diagrams cr-t de un material y el mo-
manto torsionante aplicAdo a le barre se incrementa basta que el -
material elcan?a su limi~e a es!uerzo de !luencia. El esruerzo es 
cor.~tente en toda ls ?ona en la que el aa~al !luyg, 6omo el es
fUerzo cortante en un punta cuelquiera es proporctonal a la pendien 
te de la rnem~rana en ese punto entonces dicha pendiente debe ser --
constante en to~s la ?.one en le que el materiol fluye, esto equiv~ 

r:-;"v mont on,, 
de~ , 

<U"enc.' ' 
/ " 
~ ~ 

o I' Fi gurc1 31 

le a que la membrana se 
veya de!ormendo bAsta al 
canzar la posici6n limi
te indicada con linea -~ 
punieada en la Fig. 31. 

Cuando el material !luye 
en toda le secci6n tran~ 
versal de le berra la --
membrana se trens!~rma -

en un mont6n de ~r~na con penJiente constants: de equ1 el nombre -
de la, anolog!e. For ~jemrlo, liD el caso de una berra de secci6n -
circular se forma un cono recto, o une pir6mi~e sobre una base po

ligonal. Tod11s las conclusiones a las que sa llega con la analog1e 
de la membrana son v§lidas pars la analogi11 del mont~n de erenR. 

12.- F.J"::o!PLOS 

r-jemplo 16.- Una berra de acero de secci6n circular s6lids de 
7 em de di6metro ea torsionsda, y, un core76n elAetico de 2 em de 

d16metro permanece en 

1690 
kg/em~ 

~ 1690 
cnit 
TY.lcm 
• EJ-1& 

''(kgltml) 

el interi~r (ver fi~ 
ra). Si las propiede-
des del mat~rial pue
den eer ideslizsdas -
como se muestra, lqu6 
esfuerzo y rot9ci6n • 
residueles peraanec~
rAn despu6s que se 1! 

bere del momento torsionante aplica~o? • 
Soluci6n.- El m6dulo de rupture es igu11l s ~li 

m.r. • 6 mAx •··J 

donde T • (i:'fdA 

>0 G 



y df' T <cx- >. • --;m- (*\n r. 
fa 

l'rim~ro se determine la m~gnituc dol memento tersionante ~Pl! 

cado, entonce;, c · 1 " • 3.5 

Tu ~f f'dA ~ { <>nz~dp -ic-f Zy)21T Fdf.l •f Y(?'llf
2
dp) 

rf.' 3.5 [ I [ 1 ~.Sl 2'~~~y ~0('3de { e2, = 21T~y [~ L. -f ' . 
~ 211'"ly [ ~- + ~ - t J . 2'1'1 (1 690)(0.?5 + 14.29 " 

- 0.333) • 21T(1 690)14.21 • 150 890.1~1 kp;-cm 

N6tese la peQueil~z de la contribuci6n de 1!1 primers intecrral. y 

T m.r. = "Zmh . ¥-. ~"'p 

( 150 'lCl() ,41 );> 

1f(3.~)3 
• 2 240 k~/CJIJ2 

entoncea ~ • m.r. -l ~ 2 240 - 1~690 • 550 kg/cm2 
ren y 

ParR ~~lcu~~r lq rotnci6n residual an tiene, 

( d~) ra 0.002 0 00?. d/ -ax- in • ~ • ---;-- • • . ra em 
~ 

<4x\, T 
~-

2(150 890.'11} 0.0007':'6 r~d/cm 
lr(3.5)~-B. 1•5. X 10' 

gre~ • Qin - Q0 = C.002 - ~.000756 ~ 0.001?44 r~d/cm 

S,1emplo 17.- Para un mntori.·J. i~oal'Fento rl~atico el 9Htailo -
llmita es aqu61 en el cu·l len esfuer70S en toeos los puntas de 1~ 

EJ. 17 

sccci6n sen igu~lcs Rl limite d•! fluencin. 
~etr.rmines~ el valor ,•e] momP.nto torsio--• 
nanto· rc:r .. istP.r .. t·"' p!lrA cse :~~ta<lo 11u:.ite. 
~oluci6n.- Se tiene q<IA 

T,J J:z:~ d:. 

reali2endo la integral se llega a, 

--- ----· ------···---
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'·"~~• 

,:,.rf 

.Tu • 'Zyl~TI p:?d p • +n r 3 'iy ; si Te ·~mb SP 

entonces la cantidad 2/31fr3 • S se le denomina m6dulo de r,sec-
PP 

ci6n pl~stico de ls secci6n ~rsncvArs~l en la torsi6n y es el equi 
valente el m6dulo de secci6n polar en ls torsi6n el{;stica. Fer9 u
na secci6n tubulllr de ra<1io exterior r

8 
y recto interior r

1 
el m6-

dulo ~e BP.cci6n pl§stico de la secci6n transverRel en le torsi6n -
AS 

S • ...LTI r3 (1 - (ri/r )3 pp 3 e e 

Comparando los mo~entos tor~ionantes l!mites en los nasos in~ 
l~stico y el~stico, se encuentra que, 

i 
Tmr.x 

e 

S 4: 21T r 3 2 
~-~3- 1Tr3 

sP ~Y 

4 . --
'3 

el mom~nto torsionente limite cuando se consideran las deformacio
nes pl~sticas es mayor que el momenta torsionante limite cuando se 
toman en cuenta solamente las deformociones elGsticas,en unc terc! 
ra pArte. Los enasyos ~emuestran que el valor de T obtenido con le 
f6rmule coincide muy bien con su valor experimental. 

Sjcmrlo 18.- Raciendo uso de la analogla del mont6n do e~cne 

determine el memento torsionanto ~lti
mo resistent• rare una berra de secci6n 

a 
EJ 1'0 

transversal hexoronol, de lonfitud de -
lado 1. 

Solucion.- ~1 mont6n de aren~ formA 
una pi:r.~mide regular con base hexagonal 
como se mueetra. 
12.- ~- h/a • (2h}/(l J3) 
22.- Tu· • ?. vol y vol • (1/3)P.b 
do11de 

B = (Pe)/':J J-• • par!metro 

h • eve:> {3z
7 ..:..,...... 

T • L [6 1" Q J ..1_'[3? T • _J_ 13 Z u 3 4 ? J 7 u 2 7 
,"':' ;11"4"' 

- __ _j 



13,- StTP>RPOSICION D~ ES?U~R7.0S CORTANT~S ~N BARRAS 
r~ S'CCION CIRCT~AR. 

En Is construccibn de m~quinss SOD muy frecuehtes las pie~as 
que trabajan a esfuer?os de torsi6n y flex16n combinadas, Un ejem~ 
plo t!pico ~e ellss lo constituyen las flechss de diversns m~qui~
nas. 

Ll! superposici6n c"e esfuer?.OR se besa en el principia de su-
perposicibn, por lo que se principia celculando por sepRrado los -
esfuer?os debidos a la torsibn y los originados por la flexi6n. 

Durante lo flexibD sparecen en lAs secciones transversales de 
la barre esfuer?os normales, que son mbximos en las fibres extre~~~ 
mas, y que so cslculan con ln expresibn 

Vmax • (M c )/I 6 Vm~x = 11/S 

esi como t.mubilm Pe ruerzos cort.tmt·~r., que 'llc&n79n su valor m6x1mo 
en el e,je ne>utro, y que sa Clllculan COD la expresi6n 

~E ~ 
I t. 

En l~s secciones ~ircu18re~, en gene~al, estos esfuerzos cortantes 
eon insit~Lficantea en comrar'lcl6n con los •sfuer?.os cortantes ~ebi 

cos a la torsibn. 

Durante la torsibn surgen esfuer?os cortentes en ln~ seccio-
nea transversales, que soD m~ximos en l~s fibres extremas, y que -
ee calculan como ya s~ auot6 

~ T/8!' (T c)/J a (T c)/(2I) 

~1 problemn de Ja superposicibn de ~afuerzos cort~ntes en una be-
rra de seccibn circulRr sc ilustrarh. con un ejemplo, 

F.je:npJ.o 19.- La flechn mostr,.rt~ en 1(3 figura est~ sometida e 
l'l ace ibn de dol: fuer?e.s vertJ.cales P A y P!l , una hori7ontel P

0 
y 
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• I f c. f "- 1o qm 
U I ' I t .. 1•!'<2 . ~-m ' ( \ y 

I I 
I I !J I I 
::~, 

M.~· ....- I 1'~-m 
I I lp I 

M,l====<~l-=:1 .4 I r-m 
0.6 -=-(~ 
EJ 19 

PA E PB •.,_PC • 1 ton = 10~~ 

TA • 0,4 t-m • 40 000 kg-em 

TB • 1,0 t-m ·100 000 kg-em 

TC • 0,6 t-m • 60 000 kg-em 

'',; 

Solucil>n .- ee ver-ifica el -
equilibria del sist~ms c~s~h 
en equilibria). 
Se tra7~n loA diagremes de -
memento corre>spondientes. 3e 
~etermina !a posicion de lA 
seccion ~r1tica. Sa encuentra 
lA magnitud de los esfuer?os 
existente~ y sa superroneD-

Jnseruida ee her~ ls deduc~16n 

de lEl expresi6n rener.el ----
que permite cRlcular ls r~>sistencie en barras circulares sujctss e 
torsion y flexi6n combine. as. 

Los esfuerzos a que cst6 sometida la secci6n se calculan, co
mo ya ee dij6,,antos. 

Teniando en cuenta que cuando una flecha est~ sometic!a A fle
xi6n en dos planes perpendicular~s el memento eq~ivaleDte es igual 
a 

!.: 2 ff:
-

. " z 
y que J = 21 

Como los esfuer?cs normals~ y cortant~s son m?gnitudes vectorialen, 
el suparponerlos hAy que toner mucho cuidado con los valores ~edos 
para solicitaci6n simvle. 

Se sqbe que los esfuer?os priDcip9les 01 y f; se obtienen, 

para este case, con la expresi6n 

r:- (/ + "' v )2 2 v 1 • 2 • -,- -- "t 2 + z 
tree mementos torsionRDtes exteriores TA, TB y TC .• ·..:1 esfuel-?.1!1 

cortsnte pdrmisible es Zp E 750 kg/cm2 , Se pide calcular ei --

dibaetro m1nimo para la condicibn de rcsistencia. 

-----------------y el Angulo de inclinaci6n de los planes principales con 

ten 2Q • ~ 
p (T 

as! '~mbi~n el esfuerzo cortante en los planes principsles de co£ 

te estA dado por ~ \f ·v; )2 2 
W1,2. !.~t 2 +~ !S_Zp 

·; 



sustituyendo en eats ultimo expr·3si6n las exprcsiones correspon
dionte& para (/"' y 1, op~rlindo y simpli!icgndo sa 1leg11 a 

+ ~M2 + -r2 

sP 
4mb • Z"1,2 s 'lp 

7: mb • 'Zp c ~ \ J;2.: rr2 1Td "J ... 
despejsndo d~ est• expresi6n el valor de ~ se tiene el ~i§metro de 

la aecci6n determinado psrn lq condici6n de resistencia. Ee1;o es. 

d • ~~..1L ~~ + rr2 
~ 1TZP 

A 

T pArA el problema a resolv~r 

~142 + T2 • ~12 ;j. ~2 + (0.6)2 • ~ • 1.53623 ton-a 

d • ~16(;~ 623) • ~ 1 O'U.2 .:. 10,145 ca 

Fare cuendo se presentsn combinaciones de esfuer7os debidos a 
cargaP axiales y torst6n, en forma similar, se lle~a a, 

A 

A• 

a 

b 

c 

d 

~1,2. 'Zp \ r;Ji" )2 

~'T 
.I 

14,- NO~·:..CIOU 

T )2 + 4{--s--
p 

6rea, hrea de lB secci6n transversal 
~rea encerrada nor 1~ line9 ~entral de la pBred 
del contorno en tubos de pRr~rl delgsds. 
Lsdo lsrp;o en secciou"s rectangUl~reR, SP.mieje' 
mayor de la elipse 
Ancbo, lado corto en secciones rectangulares, 
scmieje menor de la elipse. 
Distancia del centro de torsi6n a la fibre ex~~ 
trema ' 
Di6met.ro. 

I 

·if 
. ) ~~-

•• 
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t 

E ., 
G 

h 

Ix,Iy 

J,Jr 

r., l'w 

L,l 
ll 

N 

n 

p 

p 

q 

R, r 

s 
sP, sPP 

<• 
" 
T 

Ti' Te 
t 

v 
x,y,7 

oc, a/ 1 
r ,., 
v 

cv 
rpm 

J.!6dulo <l.e olasticldad .~n tension o compreciEn 
Fuer7e 
~6~ulo de elo~tici~a~ al cortantc 
Altura, profundi~ad de la viga 
3e~undo ~omento, momento de inercia del 6rea do 
la necci6~ tr9nsvernal con respecto a los ej~a 
X '3 Y. 
ll.omcJ;'lto polar de inercie del Area i'o la ~;ecci6n 
trnnsv~rs!\l con respecto a un eje perpencicular 
e ~us. 
F''>etor C'.c concentrPci6n de esfuer?ou, kilow!ltts 
Lonp;i tuc' , lad o 
!.lomento flexion!lnte 
Numero c:1e r·,voluc iones por minuto, f111~r7e axial 
Re1Rci6n entre los rarlios interior " exterior j 
a exterior en barraa circularea huecas 
Fuar?a, corgR concentra6a. 

CArBa distribuida por unidad de longi tud· •. preai6n 
F·lujo de cortante, prosi6n unit aria 
Radio. 
~6dulo de secci6n el~stico 
MMulo de secci6n polar, m6dulo de secci6n pl5E 
tico en la torsi6n. 
T~nsi6n unitnria, distancie a lo lPr.go de un~ 
curva, 
Torque, Momento torsior..,mte, par 
t'omento torsionante interno, cxterno. 
csposor nncho 
Fuer~o cortante, volumen 
Coordenadas de un runto, 

Angulo, coeficiente 
Deformaci6n unitaria en cortante 
~·6<Julo ~e Foisson 
':sfuer7o normal 

Caballo de vapor 
revoluciones por :ninuto 

.. ~~ 
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EJERCICIOS 

Calcular las dimensiones necesarias de las secciones transversales de las 

banos y el 6ngulo toto I de torsi6n. 

a) 
f''~ ... .j 

dt• ~ 
' -? dl- " j ;,. 6 I ( ,.., __ z ....... ~ 800 IGJ!enf d,:. 

I 2.-.. I /,... / 

.. 

~- { 2,'1,..,.. 
J.: +. ... 

~ : fl<t"!·' (...t) e 

L 

b) 
l..,t. •· =- {,oo ~/ ...... 

f t i ~Mo'"~~ G> ( l&l ·) 

c) 

I • z... / . Z,., / . 2~. / 
il&.f· "'-:. z.~,~L""' 

J,: l.~+ .... 

..,.. ... ·-+ 

Xv··~ (.!): 
"'" ? 

. ,. C'l· 
S'c (.C-it\' l6.J . 

"-"! 

0 
{}.., 

0~ 
~: Ht/,15 t.-.J.) 

·e 

" 

~ ~. ,., s*' ... 
( ( ( ( (, ' ( " (' { ( J~ ~ M,~ t ')-"' 

~ I a .... 3 .... &r· J~t.ol ""· 
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Un eje c6nico macizo de acero est6 rrgidamente empotrada pa un extr!. 

mo y sametida a un par de tasi6n, T, en el otro. Halle Ia rotoci6n angular del e! 

tremo libre si d1 = 15 em, d2 = 5 em, L =50 em y T = 30,600 Kg-.:m. Supanga -

que son aplicables las hip6tesis usuales de Ia deformaci6n de ejes prism6ticaa ode 

secci6n circular sometidas a tasi6n G = a.n x 10
5 

Kw'cm
2

• 

~J~ ~J. •• r 

f---L~ 
Resp.: fJ = 0.262° 

Determine las magnitudes indicacbs en las siguientes problemas : 

I) 

~ w ~- "'~-- "'~-
z ~~-:fiD1~k ( ~J (( ( ~ 

J ~ 'l I I I 

' __ ..,_ 

A. -l I I 

'lA -. 

L L 

r ,i'". )I • f." 

I I . 

I ~ . . i· ; ; . 
-f~ .1 .. 

... ~ .. 

Resp.: 
J = ~.'It ·~ 

4,; = f_t£~0 
G 

·.:.. 

j' 



~ ---
I 

1ft 

I' 

I 
~-~ 

I -

II) 

Ill) 

IV) 

~...:". = 250 k5ic. .. • 

' c t ~ \;; ~ t' '- ''-~~ 
J= ~ 
till= ? 

~)...,. '1 /,..-+ 
~ -· 

~ ~ot• ~ f" ~ 

+- L- ~ 1-:f-~-t~ I .t~ .t~. .'t. 1 

Resp.: 
411 = 0 

~"""'" = 800 
1
i/..,..' 

~= ~ 
cfA ~? 

Resp.: A. -0 
'fA-

0 

0} 
*T* 

-~---, I ( 1r_ ~ ,,. "*""it~ 
0 
t-t+ 

('"Zr) =: a>o tsf<~· 
--t-- ~ ,f ~----+ 

....... 
C'Zn) .,.,.:~ '? 

Resp.: 
(Zil) ..,,, z n 'V<-" 
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Una berra hecha de dos material eo (1 y 2) est6 sujeta a un mamento t~ 

siorante. Determine los esfuerzos en coda uno de los materiales. 

d 

L lb ·rG,J.-
Resp.: 1), ::.Jr. ) ,. . ••) 1 - (j)-J)It ' ''L'.:;,-1>, .ll t-6,.,, 

Jl - o~- L , 

A Ia viga de Ia Figura de secci6n circular uniforme, se le aplica una rota-

~iOn en Ia secci6n A. Obtener el diagrama de mementos torsionontes, si --------

G = 105 Kw'cm
2

• 

~,,,~ 
L ~ ~ f ...... 1 { .... 1 

Resp.: MT = 2.6 tons.- m. 
1 

MT = 10.4 tons. - m. 
2 

~-· 



Considere Ia barra de Ia Figura, compuesta de das materiales, y de see-

cion variable. Si el giro m6xirho permitido es de 5° i,Cu61 debe ser el di6metro d? 

Entonces colcule el esfuerzo m6ximo que se presenta en Ia barra. Tome G
1 
= 

5 I 2 4 2 = 1 x 10 K9fcm y G2 = 2.5 x 10 Kg/em 

J ~54. I f :I I {!_• ,_ .. 
' 

r ~ L L , z ... _ r 1,.._ 1 /..... 1 

d = 11 em "'-' ~ Resp.: _ i'fZO -~, .... 
~-'---

Considere una barra empotrada en un extrema y ligoda a un•par de re--

sortes '1116sticos lineales de rigidez K por media de das barras infinitamente rfgldas 

coma se muestra en Ia figure. Si Ia barra se samete a un memento torsionante M, -

obtengo las reacciones sobre Ia barra. 

Resp.: R = ?tlr-----':.:.:.:~ 2bL .. 

J---1.-- '~ I; f 
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Determine el memento torsionante M sobre Ia barra mostrada en Ia fi 

gura, si el esfuerzo cortante permisible es de 100 Kg/em 
2 

y el giro m6ximo es de 

4 2 
3°. Tome q = 10 Kg/em 

< Dl 
r --- t-- r- -1 

z,.. .s-... "'""- ., Secciones circulares 

Resp.: M = 1.68 ton·"'· 

Determine las reacciones en A y D, si Ia berra 8-C es infinitamente rf. 

gido y el resorte C-D tiene rigidez K =I to,Ycm. Tame G = 10
9 

Kglcm
2 

L ----i-
c 

'I 
I 
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TEMAS IV -Y V 

FLEXION Y DEFORMACIONES POR FLEXION 
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1. TEORIA DE VIGAS 
, ·1, 

.• t.,. , .. , --~~- ........w-1::._ 

1.1 INTRODUCCION 

Oscar M. Gonz61ez Cuevas 
Francisco Roble• 
Carlos Javier Mendazo 

Las vigas son elementos estructurales cuya funci6n primordial es resistir cargos 

perpendiculares a su eje longitudinal. Las acciones intemas m6s importantes que ~ 

ducen estas cargos san momentos flexionantes y fuerzas cortantes, aunque las vigas 

pueden estar sametidas tambien a momentos tarsionantes y fuerzas normoles. 

Por lo comun, una de las dimensiones de las vi gas, su lang itud, es mucho rm:_ 

yar que ws otras dos dlmensiones, su ancho y su peralte. En algunos ocasiones, el 

peralte es de dimensi6n comparable con Ia longitud, y las vigas reciben el nombre 

de vigas de gran peralte a viga• diafragma. El estudio de este ultimo tipa de viga• 

no 58 incluye en esto• apuntes. 

En Ia mayaria de las estructurao de ingenierra civil, las vigas 58 usan para ~ 

portar cubiertas y lasas de entrepiso• o azotea5. Las cargos •e transmiten a Ia• vigas 

a trove• de las lasas, y las vigas Ia• ttansmiten a 5U vez, a Ia• columnas o murao. 

Las viga• 58 emplean tambien para saportar maquinaria, equipa o gruas viajero•; en 

puentes; en cimentaciones; etc. Unicamente se estudian aqui vigas isostCiticas. 

El efecto de los momentos flexionantes sabre las vigas 58 estudia en Ia seccicSn 



denominada "Teoda de Flex16n". Se anallzan en dlcha secci6n tanto Ia reslstencla 

como las deformaciones de vlgas sometidas unicomente o flexi6n slmetri ca. En Ia sl

guiente secci6n se presentan metodos para determiner Ia resistencia de vlgas o fuerza 

cortante, sin considerar el efecto combinado de esta acci6n can el de otras acciones. 

Se estudia en forma simplista Ia flexi6n simetrica, Despu.Ss se hace un estudio del efec 

to combinado de momenta flexionante y fuerza cortante. 

Los concepto b6sicos presentados en estas secclones se utilizan en las secciones 

siguientes para estudiar el dimensionamlento de vigas de madera y concreto. Las vi

gas de acero, que presentan problemas especiales debidas al efecto de pandeo, se '!! 

tudian en otro capnulo. 

.•/ 

:~ • . .":" . .; .'I'< 

•:t.)t. ,. .: .. w.; 

;.-r~.<~l,;' "· ! "'~ I 1.' ' ~ ~ , ; ~1 
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I. 2 TEORIA DE FLEXION 

1 • 2. 1 Conceptas introductorios 

El compartamiento en flexi6n de elementos estructurales se ha estudlado exP! 

rimentalmente ensayando especrmenes simplemente apoyados y sujetoi a dos cargos 

concentradas, generalmente en las tercios del clara (fig 1. 1""'), Como puede vene 

en las diagramas de momentos flexionantes y fuerzas cortantes mostrados en las figs 

1. 1-b y 1, 1-c, el clara central de este tlpa de esp.icimen se encuentra bajo Ia ac

ci6n de momenta flexionante unicamente. 

Se acastumbra medir en los ensayes Ia cargo que se va aplicando a los esl'! 

crmenes, P, Ia deflex16n en el centro del clara, A, y en otras secciones de Ia vi

go, y, en ocasiones, Ia rataci6n que experimenta Ia vlga entre sus dos extremos, "' 

(fig 1.1-d). Conoclda Ia cargo apl icado, P, y Ia distancia entre los.apoyas y los 

puntas de aplicaci6n de cargo, a, puede calculane el valor del momenta en Ia m

na central, M, correspondiente a dlferentes valores de P. Con los datos obtenidos -

en las ensayes, o sea, con los valores de P,M,A y &, se trazan dlagramas cargo~ 

flexi6n (P-A) y momento-ratacl6n (M...Q), las cuales representan el comportamiento -

:s 
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del esptkimen de ensaye. En Ia fig 1. 2 se presentan eje•oplos de estas diagramas. 

El conocimiento de los diogramas carga-deflexi6n y momento-rotaci6n es im-

partante para fines de disei'lo estructural,' yo que indicar, Ia cargo o el momenta fl~ 

xiononte que pueden resistir estos elementos y las deflexiones y rotaciones corresf>O!! 

dientes a diferentes val ores de Ia cargo aplicada. 

Los diagramas carga-deflexion y momento-rotaci6n pueden obtenerse experim~n 

talmente para casi cualquier tipa de elemento estructural. Sin embargo, esto no resu_! 

ta proctico par Ia labarioso y cora que seria efectuar ensayes en todos los casas en 

que se fuesen a disei'lar elementos a flexion. Par Ia tanto, se han desarrollado mel£ 

dos para calcular analrricamente los diagramas, hacienda ciertas hip6tesis sencillas y 

suponiendo conocidas ciertas caracteristicas de los materiales con que se fabrican los 

elementos. En las secciones siguientes de este caprrulo se describen estos metodos. 
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r ~p 

+ a • 1• a 1 a Ji4 
a) Esp,cimen de ensaye 

a flex io'n 

p 

M 

L "" ,-. ...... I 

J~ c=J 
',..__, ~.ra---

b) Oiagrama de momen

toa flexionantes 

c) Diagrama de fuerzaa 

cortantea 

d) Oeformaciones 

Fio. 1.1 Ensaye de flexio'n t(pico 

a) Carga-deflexio~ 

~ 

b) Momento-rotacio'n 

9 
Fig.l.2 Diaoramas t1picos obtenidos en 

ensayes de flexion 

--~- -- - - ·- ---



1. 2. 2 Defonnaciones unitarias, rotaciones y curvatures 

En esta secci6n se introducen conceptos que se usan posterionnente para cal-

euler diagramas carga-deflexi6n y momento-rotaci6n. Para ella se analiza el me-

canismo de deformaci6n de una viga sujeto a flexi6n puro y a partir de este mec~ 

nismo se obtienen importantes relociones entre defonnaciones unitarias, curvatures 

y rotac iones. 

Considerese que en Ia zona •C«rrtrol del especimen de ensaye de Ia fig 1.1 se 

hace" dos cort"s en las secciones A-S y C-D (fig 1. 3-a), distantes entre sr una 

longitud AY.. Antes de aplicar las cargos P, el eje longitudinal de Ia viga es re~ 

to, como se muestre en Ia fig 1 • 3-b, en Ia que se ve que los fibres de Ia zona 

superior de Ia viga se acortan, u sea, sufren defonnaciones d.e compresi6n, y las 

fibres de Ia zona inferior se alargan, o sea, sufren defonnaciones de tensi6n. Ex_!s 

ten algunos fibres que, coma puede apreciarse en Ia figure, no se acortan ni se · 

alargan; es decir, no sufren, deformaciones. La superficie en que est6n contenidas 

estas fibres que no se deforman se llama superfic ie neutre y su intersecci6n con 

una secci6n transversal de Ia viga se llama el eje neutro de esa secci6n. 

... 
- ···:cv 

............ _..rli'A'I"''·• 
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£=lim 8u =.d.u... {1.1) 
ts~ ..... o8x dx 

y 

y 
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;; ~tt 1 

Distancia unitaria 

.0=..1..~ Y 8s 

d) 

h 

X 

(1.4) 

f!J=.c&. 8s 
(1.2) ¢=lim _LY ~=+ J11L {1.5) 

~ ~x dx 

86=..6..Y. y 
(1.3) n( _ _&_ 

p- y 

Fig 1.3. Deform.aciones en Ia zona centra I 

Del especimen de Ia fig 1.1 • 

(1.6) 
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' En Ia fig 1 • 3-b se ha sella I ado Ia posici6n que ocupan en Ia viga deformada 

las secciones transversales A-B y C-C. Se puede ver que estas secciones, que o!] 

ginalmente eran parolelas, forman ahara un 6ngulo A6 que es Ia rataci6n relati-

va entre las das secciones. Por conveniencia, se ha elegido Ia secci6n A-B como 

aquella que permanece en un plano vertical al deformarse Ia viga. La nueva pa~ 

cion de los puntas D y C se ha indicado con indice (D' y C'). 

Es importante observer en las figs 1.3-b y 1.3-c que las secciones A-B y D-C 

se han trazado como lineas rectos despues de Ia deformaci6n de Ia viga. Esto se ha 

hecho aceptando una hip6tesis usual en Ia teoria de flexi6n de vigas, Ia cuol es~ 

blece que las secciones que san pianos antes de Ia deformoci6n cantinuan siendo 

pianos despues de Ia deformaci6n. Esta hip6tesis fue formulada por Navier a pri~ 

cipios del siglo XIX y se canoce con el nombre de hip6tesis de las secciones pia-

. ~· Ha sido confirmada experimentalmente pora materiales usuales. 

En Ia fig 1 • 3-c se muestra el segmento de viga ABC' D' en forma ampl ificada 
tilL pas i c i61l/ 

y se muestra tambien~cci6n C'-D' antes de Ia deformaci6n de Ia viga --

( C-D). En esta figura se ha sellalado con AM. Ia deformac.i6n que sufre una fibra 

cuolquiera situoda a una distancia y del eje neutro. Si se divide esta deformaci6n 

Au. entre Ia separaci6n original entre las dos secciones, ~X , se obtiene Ia de

formaci6n unitaria promedio de Ia fibra considerada. 

Si Ia seporaci6n A:< se hace tender a cero y se taman limites, Ia deformaci6n 

un itaria de una secci6n de Ia viga (fig 1 • 3-d) se puede expresar como 

l . Au. __~..._ 
e-= '""' ~ :::.~ ~·o AX. d1-

( 1.1) 

Puesto que las deformaciones Au. son mayores cuanto mas alejados del eje 

neutro se encuentren las fibras longitudinales de Ia .viga, las deformaciones unita

rias maxi mas se alcanzan en las caros superior e inferior de Ia \ iga. Las deforma

ciones unitarias, £ 1 pueden interpretarse fisicamente como los acortamientos y al'!!' 

gamientos que sufren las fibras entre dos secciones separadas entre si una distancia 
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unitaria (fig 1. 3-d). Las unidades de estos acortamientos y alargamientos son las 

mismas unidades de Ia separaci6n unitaria entre, las dos secciones. las deforma-

ciones unitarias, E , san adimensionales puesto que san el cociente de dos Ions! 

tudes, como indica Ia ecuaci6n (1. 1). 

Si se divide Ia rotaci6n relative de las secciones A-B y C-D entre su separ~ 

ci6n, As, se obtiene Ia rotaci6n promedio por unidad de longitud,que recibe el 

nombre de curvature y se representa con Ia letra f 
f=- A& 

A~ 
( 1.2) 

As es Ia longitud del area, a Ia altura del eje neutro, comprendido entre las sec . -
ciones A B y C' D' de Ia viga deformada. En este inciso Ia curvature se conside 

ra con valor absoluto. 

El rec iproco de Ia curvature recibe el nO!jlbre de radio de curvature, {'. C'!_ 

mo f;;. ~ , su significado fisico es el mostrado en Ia fig 1.3-b. En Ia secci6n . 4e 
1. 2. 4 se demuestra que Ia curvature y el radio de curvature san constantes si el 

momenta flexionante es canstante y si no varian las caracteristicas geometricas y 

mecanicas de Ia viga a lo largo de su eje. 

Por semejanza entre los triangulos aOb (fig 1.3-b) y CbC' (fig 1.3-c), el 

6ngulo CbC' es igual al bngulo Ae • 

Ahara bien, de Ia fig (1.3-c) se deduce que 

Aa::. A ..... 
y 

Sustituyendo Ia ecuaci6n (1.3) en Ia ecuaci6n {1.2). 

rJ, I A..._ r ·:=. 7 rs 

{ 1.3 l 

( 1.4) 

Puesto que las deformaciones verticales de Ia viga san pequellas, el area es 

practicamente igual a Ia cuerda y por lo tanto 6s es pr6cticamente igual a /1l( , 



y puede sustituir en Ia ecuaci6n (1.4). Si se hace esta sustituci6n y Ia separa

ci6n /lx se hace tender a cera, Ia curvatura en una secci6n transvenal, queda 

expresada par Ia ecuaci6n: 

A.- Litwt 
'f- Al(+O 

_I_ l\,.. = ..L cl AA.-

'1 A)( Y ch( 
( 1.5) 

Pero como se ve en Ia ecuaci6n (1. I) el termino du/dx es Ia deformaci6n 

unitaria £. Sustituyendo en Ia ecuaci6n (1.5) se obtiene 

E. ?=y- e: f1 ( 1.6) ) 

Esta ecuaci6n indica que Ia curvatura de una secci6n es igual a Ia deforma

ci6n unitaria de una fibra cualquiera, £, dividida entre Ia distancia de Ia fibra 

al eje neutro, y. La curvaturo, f , se puede' interpretar fiskamente como Ia 

rotaci6n entre dos secciones separadas entre si una distancia unitaria (fig 1.3-d). 
-I 

Sus unidades son (L) puesto que es el cociente de c'una cantidad adimensia-

nal (E) entre una longitud ( y ) • En cambia, las rotaciones son adimensionales -

(radia'l.es) puesto que son el cociente de dos longitudes como puede verse en Ia 

ecuaci6n (I • 3). 

La ecuaci6n 1.6 muestra que las deformaciones unitarias longitudinales,S
1
son 

directamente proporcionadas a Ia curvaturo y a Ia distancia y del eje neutra. 

Con Ia convenci6n de ejes adoptada, part' fibras situadas debajo del eje neu

tro Ia distancia y es positiva y Ia deformaci6n unitaria es positiva (tensi6n). Para 

fibras situadas arriba del eje neutro se invierten los signas. 

.... 
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1.2.3 Esfuerzqs en vigas de materiales elasticos y lineales. F6rmula de Ia 

escuadria 

Considerese una viga de material lineal y el6stico (fig 1.4-a), de secci6n 

transversal cualquiera, pero simetrica respecto al eje vertical (fig 1.4-b), y su~ 

gase que par efecto de un momenta flexionante, M, Ia viga se deforma de tal m~ 

nero que Ia fibra superior sufre una deformaci6n unitaria de compresi6n, £, , y 

Ia fibra inferior, una deformaci6n unitaria de tensi6n 
1 

£1: • Si se admite Ia hip6-

tesis de las secciones pianos, mencionada anteriormente, el diagrama de deforma

ciones unitarias en una secci6n transvenal ser6 lineal, como se muestra en Ia 

fig 1.4-c. El eje neutro est6 localizado a distancias c1 y c2 de las caros superior 

e inferior de Ia viga, respectivamente. El diagrama de esfuerzos resulta tambien 

lineal como se muestra en Ia fig 1.4-d, puesto que existe una relaci6n lineal en

tre deformaciones unitarias y esfuerzos, segun lo indica Ia curva esfuerzo-defor~ 

ci6n del material (fig 1.4-a). El esfuerzo en una fibra cualquiera es f .. C€,, 

siendo £, Ia deformaci6n unitaria correspondiente a esc fibro. Siguiendo las convS!!_ 

ciones de signa del inciso anterio~ los esfuerzos de tensi6n son positivos y los de 

compresi6n, negativos. 
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La fuerza de compresi6n o tensi6n, d F , en una franja diferencial cualquiero 

situada o una distancia y del eje neutro, como Ia indicado en Ia fig 1.4-b, es 

igual ol producto del area de Ia franja, dA, por el esfuerzo ol nivel de Ia fran

ja, f. Por ·Ia tanto, 

cfF "fdA :. ·f·E ·d/.\ ( 1.7) 
I'd 

La sumo de las fuerzas de compresi6n y de tensi6n en Ia secci6n transversal 

se puede encantrar lntegrando Ia <ecuaci6n (1.7) entre los limites y= -c 1 y y = ci 

' ~· ' C+T = r'l. E·L·J.A 
-'-1 

Para que Ia secci6n este en equil ibrio, Ia fuerza de compresi6n, C 
1 

debe -

ser igual y de signa cantrario a Ia de tensi6n, T • Por lo tanto, Ia integral debe 

ser igual a cero : 

J
cl. 

t: ·e.· JA :. o 
.. c. 

Esta integral se puede escribir tom bien en Ia siguiente fonna: 

f
ez. 

t ~ ydA = o 
-c, 

El tennino ~/y es canstante yo que por triangulos semejantes en Ia fig. 

1. 4-c se obt iene: 

..§,_ ;. .Ec. ::. 6' t :.. 
y c, c'l. 

canstante 

Sacando los t ermines canstantes del integrando: 



; 
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c_ ..L Je~clA :. o 
'j --e, 

Para que se cumpla esta ecuacion, Ia integral debe ser nula puesto que los 
-----

tenninos constantes no lo san. Par Ia tanto, 
___..l>. --· 

J
et. 

tdA :o 
_,, 

( 1.8) ' 

Esta integral representa el momenta estatico o momenta de primer arden de 

Ia secci6n transversal respecto al eje neutro e indica que dicho momenta es nulo. 

Para que se cumpla esta condici6n, el eje neutro debe coincidir con el eje cen

troidal de Ia. secci6n, ya que el momenta estatico de un area s61o es nulo res~ 

to a su eje centroidal. 

Una vez conocida lo posici6n del eje neutro, puede calcularse el momenta 

resistente de Ia secci6n tomando momenta& de las fuerzas dF respecto al eje neutra: 

rC.a. J'~ Jcl. . fc." 'L M =- J yAf::. ytJA ~ y Ee.dA =- 1: t- :t c!A 
-c., -C.I -C:I -C. I 

Puesto que el tennino £/y es constante, segun se demostr6 anterionnente, 

esta integral se puede escribir de Ia manera siguiente: 

E fc.'l. 1. f M~ + y dA ~'I 1 
.-e, ( 1.9) 

donde I representa el momenta de inercia o momenta de segundo arden de Ia sec-

• • I d I I <...!_e~to · "dol • I • c1on transversa e e emenrova su •1• central , que es 19{10 precasamente Q 

Jc.,_/. JA 
-c, 

El momenta maximo que puede resistir una secci6n transversal se obtiene 

cuando el esfuerzo f en Ia fibra mas alejada del eje neutro es igual al esfuerzo 

· maximo, fmax' que resiste el material en un ensaye de tension o compresi6n uni-

axial (fig 

6 

1.4-a). Por lo tanto, 

M,...Ao(. ~ (+,......Je.,...,rr} 
c, 

M,...""" ::. 
u .... a--\1 t-... s 

c.l- 1 
)11· .,. ..... 

( 1.10) 

( 1.11 ) 

Estas ecuaciones indican que Ia resistencia del elemento puede alcanzarse -

de dos maneras. Si el tennino ( f maxl compr / c 1 es menor que el tennino 

( f maxl tens /c 2, Ia folia ocurre en compresi6n, y
1

en coso contrario, Ia folia 

ocurre en tensi6n. Las ecuaciones 1 • 10 y 1 • 11 se conocen con el nombre de for

mulas de flexi6n o fonnulas de ·Ia escuadria. 

La ecuaci6n (1. 9) se utilize tambien para encontrar el esfuerzo en cualquier 

punta a que se encuentra sujeto al material cuando se conoce el momenta flexio

nante que actua sobre un elemento. Despejando el tennino f de dicha ecuaci6n: 

fs i f ( 1.12) 

Como el esfuerzo maximo es el que se presenta en Ia fibra mas alejada del 

eje neutro, se puede encontrar dicho esfuerzo sustituyendo el tennino y par el ter 

mino c que representa Ia distancia del eje neutro a Ia fibra mas alejado. 

Se obtiene: 

f -Ac . -I I) 
(1.13-a) 

El tennino 1/c es constante para una secci6n transversal dada. Se represen

ta usualmente con Ia letra S y se conoce con el nombre de mOdulo de secci6n. 

La ecuaci6n (1. 13-a) puede escribirse par lo tanto: 

..... 

t= M s 
( 1.13-b) 



It 
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~· 
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~ 
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Si Ia secci6n no es simetrico con respecto ol eje neutro, existira un mOdulo 

de secci6n para coda cora, camo sucede en el ejemplo 1.3. 

El momenta M que oparece en las ecuociones anteriotes es positivo cuon-

do produce campresi6n en Ia parte superior de Ia viga, y, de acuerdo con Ia c~ 

venci6n de ejes, Ia distoncio y es positive hocia obajo {fig 1.5 y Apendice B). 

';~ v. 

t· 

4-~fo-'\ ,.. 
-~ J( 

y ...... ' 
•'!··' 

'fjj l.S Cr~ie...,c.; ~ de. ~,.., os. 

La curvature de Ia secci6n transversal, segtjn se ha vista onteriormente, es 

(fig 1 .4-c): r ~ -7.~· .:1 
( 1.6) 

1'uesto que para un material el6stico, £ = f/E, 

I ~ "Eft 

1'·-•-----
--
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Segun Ia ecuaci6n 1. 12 : 

f~ ~ 
'Par lo tanto, Ia curvature puede calcularse con Ia siguiente ecuoci6n: 

¢ ~) M 
( 1.14) E.1. 

- 'Como se indica anteriormente, no se estoblecer6 par el mamento convenci6n 

respecto ol signa de Ia curvature, consider6ndose unicamente su valor obsoluto. 

fl diagrama mamento-curvatura p.JrO U[l elemento ':le material elastica Sera, 

par lo tanto, como al ~'Je se muestra en Ia fig 1.6. 

"F ·~ '.(. 1)1 "'~ t"~L M- J 
P -..na.. al CA-10 ~.r. 
"""'ca..+a.("i ~les .l i
M&o.-las 1 eUshc:o) 

tn los ejemplos 1 • 1 a 1.4 se presenton diversas aplicociones de Ia fnrmula 

de Ia escuadrio y del mOdulo de secci6n. En algunos casas se ilustro el calculo 

de curvatures. Los datos de los ejemplos se han formulado de manero qve resulto 

evidente d6nde los esfuerzos son de tensi6n y d6nde de coonprensi6ro. 

Ejemplo 1. 1.- Se trata en este ejemplo de determiner el momenta max.ima 

que puede resistir una seccicSn de un material hamogeneo y elastica, conocidas 

los caracteristicas geometricas de Ia secci6n y las relaciones esfuerzo-defonnoci6n 

del acero. El material considerado tiene resistencias diferentes segun se trote de 

esfuerzos de tensi6n y compresi6n. Es necesorio, entonces, calculor el momenta r! 

sistente correspondiente a coda uno de las dos formos de folia posibles. Regir6 el 

valor menor. La curvatura determinodc:> es Ia que corresponde a este volar. Como 



Ia seccion es osimetrico y el momenta de inercio utilizodo en Ia fonnula de Ia 

escuadrio es el centroidal, fue necesorio detenninar primero Ia posicion del eje 

neutro y calcular entonces el momenta de inercia correspondiente a este eje, lo 

que se hizo recurriendo al teorema de los ejes portllelos. 

Ejemplo 1. 2.- Este ejemplo es uno de revisi6n en que se pi de encontrar lot 

e:ofuerzos maximos que un sistema de fuerzos dodo produce en uno vigo de secci6n 

conocido. Tambien se pide Ia curvature en Ia seccion de momenta maximo. La 

seccion de momenta maximo se localizo facilmente con Ia ayudo del diagrama de 

cortante, ya que los maximos se presentan donde los cortantes son nulos. Los cal-

culos pora Ia obtenci6n de los diagramas de fuerza cortante y momenta se boson 

en Ia aplicaci6n de principios elementales de estatico y no se han incluido aqui. 

Los considerociones sabre el momenta de inercia hechos en el ejemplo 1. 1 son torr. 

bien aplicables aquf. 

Ejemplo 1.3.- Muchos veces es util empleor Ia formula de Ia 

escuodrio en funci6n del modulo de secci6n. En este ejemplo ~e ilustro el calculo 

de los m6dulos de secci6n de uno secci6n triangular y su oplicoci6n ol calculo de 

esfuerzos. 

Ejemplo 1.4.- Este es tombien un ejemplo de revisi6n, como el ejemplo 1.2, 

ounque el plonteo es diferente. Se troto oqui de determiner Ia cargo uniforme que 

puede soportor uno vigo de secci6n conocido sin que se excedon unos esfuerzos de 

tensi6n y compresi6n dodos. En el ejemplo se supone que los esfuerzos odmisibles 

de tensi6n y compresi6n son iguoles, Como en el ejemplo 1.2, los ecuociones d~ 

de se pres:mton los momentos maximos se detenninoron con Ia oyudo de los diogro-

mas de fuerzo cortonte. 

Vigos de secci6n compuesto de moterioles no homogeneos. (Ver p6g 
'l. ., 

u,nJ.-'fl.'Jb;l. ..,/, 
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l.t. 1. 4. Vigas de secci6n campuesta de materiales no homogeneos 

t:J, 

A veces se utilizon materiales no homogeneos para former Ia que suele !Ia

marse vigas de secci6n compuesta. Asi puede combinarse Ia madera con el acero 

o el acero con el concreto. En Ia fig 1.6 bis se muestran algunos secciones Coo:!!_ 

puestas tfpicas. En todas elias debe lograrse que las superficies de contacto en-

tre materiales distintos no presentan deslizamientos relatives. 

Las secciones compuestos de moteriales elosticos sometidos a"'flexi6n pueden 

annr:zorse con base en los principias fundamentales expuestos en las secciones a!! 

teriores. En elias se basa el metoda de Ia secci6n transformada, que se expone 

en Ia secci6n 3.3 en relaci6n con Ia investigaci6n de esfuerzos en vigas de con-
los 

creta reforzado, el tipa de secci6n compuesta mas comun. E~~emplos 3.3 y 3.4 

se ilustra Ia aplicaci6n del metoda a vigas de esta close. 
·wp (··. ,;. ' c. 
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1.2.4 Flexi6n en vigas de moterioles no lineales . ~ 
Sup6ngase que en el ensaye a flexi6n de un elemento como el mostrado en Ia 

fig 1.1 se miden en un instante dado Ia cargo aplicado, P, Ia deformoci6n unitaria 

en Ia fibra superior, Ee , y Ia deformaci6n un ita ria en Ia fibra inferior, &-t. .( Ex!! 

.,_, 146 

sal de un elemento, como se ve en Ia fig 1.7. A continuaci6n se presentan meta-

dos para obtener diogramas momento-curvatura cuando se conocen los diagramos e.! 

fuerzo-deformaci6n del material obtenidos en ensayes de tensi6n o compresi6n axial. 

M 
M ITIO)( 

.--------
ten instrumentos de laboratorio, tanto mec6nicos como eloktricos, disei'iados especia_______________ _ _ I __ 
mente para medir deformac iones un ita ria") A partir de estos datos pueden calcular- T 
se el momenta flexionante aplicado al elemento en Ia zona central, M = Po (fig 1. 1» 

y Ia curvaturo de una secci6n transversal situada en dicha zona, f) = ( ee; ... t~/h 

(fig 1.3). Si se repite el procedimiento para otras valores de Ia cargo aplicada, se 

obtienen varios valores de M y IJ, los cuales definen uno gr6fica como Ia mostrada 

en Ia fig 1. ~que recibe el nombre de diagrama momento-curvotura. Coda punta del 

diagrama corresponde a distintas valares de las deformaciones E 't E. , lo cual se ha 
• <: ~ 

indicado can los diagramas de deformacione' unitarias mostrados en Ia figura. 

Los diagramas momento-curvotura son importantes parque sirven para obtener 

diagramas momento-rotaci6n y carga-deflexi6n, los cuales se utilizan en el diseilo 

de elementos, como se mencion6 en Ia secci6n 1. 2.1 - • Adem6s, un diagrama de 

este tipo indica cu61 es el momenta maximo que puede resistir Ia secci6n transver-

. •· 

: -1,.' '~ r-~ .r 

\ ....... . 

,, .... )JQ 

~ ... -.....-..... 
.. \ 

-"' .......... ' 
'0 4,..: ~·~· 

~-
1 

. ,. 

, 

- • .. 
e-b .. ~.., 

Fiq \.1 Diagrama mon:attnto- curvo~urQ 

Sup6ngase, para fines de ilustraci6n, que se trata de obtener el diagrama mo 

mento-curvatura de un elemento de secc i6n rectangular, de 10 em de ancho y 20 

em de altura, fabricado con un material cuya grofica esfuerza-deformaci6n se muo;! 

tra en Ia fig 1.8. Un procedimiento para obtener el diagrama M-/J es el siguiente, 

--· 

a) Sup6ngase un valor de Ia deformaci6n unitaria en Ia fibra •uperior, Sc 1 

(fig 1.3-d) que este comprendido en el rango de valores de Ia fig 1.8. P~ 

ra fines de ilustraci6n, sup6ngase que ~ eligi6 el valor £cl = 0,003 mos-

trada en Ia fig 1 • 9-a. 

b) Sup6ngose un valor de Ia prafundidad del eje neutro, C; 1 • En este ejmplo 

se eligi6 c.
1 

= 7.5 em, como se muestra en Ia fig 1.9-a • 

c) Colculese, par tri6ngulos semejantes o gnSficamente, el valor de Ia defor

maci6n unitaria al nivel media de cado una de Ia~ franjas en que se ha -

dividido Ia secci6n transversal (fig 1. 9-a). Esto puerle hacerse a partir de 

los valores de e y c I y de Ia distancia desde ei centroide de Ia franja 
q I 

a Ia cora superior de Ia vigo. Par ejemplo, el valor de Ia deformoci6n 

unitaria al nivel media de Ia franja inferior es: 

- l 



--~- r 

. t't.'} -O.ij 'I.I.'Z..o; _J/o.oo:>)\,11.'1 .::. O.OD41b .: . ~ -
"'- .... 1.5 1.7 

I' 
~· 

• 
valor mostrado en Ia fig. 1 • 9-a. 

.. ..... r 
Generalmente, es suficiente dividir en cinco o seis franjas Ia zona de 

compresi6n, y en otro tanto, Ia zona de tensi6n. 

d) Para coda valor de las deformaciones unitarias de Ia fig 1. 9-a, determi-

nese el esfuerzo correspandiente en el diagrama esfuerzo-deformaci6n del 

material mostrado en Ia fig 1.8. Los esfuerzos correspondientes se muestran 

en Ia fig 1.9-c. Por ejemplo, a Ia deformaci6n de 0.00476 colculado en 

el inciso anterior, corresponde un esfuerzo de ~.10 kg/cm2 en Ia gr6fico 

de Ia fig 1.8. Como puede verse, determinan un diogramo de esfuerzos -

cuyo forma es semejonte a Ia del diogramo de Ia fig 1.8 

e) Colculense los fuerzos de compresi6n mostrados en Ia fig 1. 9-d. Coda 
-T .> 

una de estas fuerzas es iguol al esfuerzo promedio en Ia franja multiplic~ 

do par el perolte de Ia franjo y par el oncho de Ia secci6n transversal 

de Ia vi go. Por ejemplo, Ia fuerzo correspondiente a Ia tercera franja de 

Ia fig 1, 9-d se colcul6 de Ia siguiente man era : 

3 -z..o .x 1.'1.'7 X lo = 4,0 toM 
\000 

f) Colculense los fuer:ms C y T, fig 1. 9-d, que son los resultontes de los fuer 

zas de compresi6n y tensi6n de todos los franjos. 

g) Comp6rense entre si las fuerzos C y T. Si son iguoles, Ia secci6n tronsv~ 

sal de Ia vigo esto en equil ibrio de fuerzas horizontoles, y se paso a co!_ 

culor el momenta flexiononte como se describe en el p6rrafo (h). Si no -

son iguoles, como en el coso de Ia fig. 1 • 9, Ia secc i6n transversal no es

:,.._, 

' ( '. 
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------,-

to en equilibria. Debe suponerse un nuevo valor de Ia profundidad del eje 

neutro, c1, y repetir el procedimiento desde el p6rrafo (b) cuantas veces 

sea necesorio hasta que los fuerzas C y T sean iguales o
1 

m6s correctomente, 

hasto que Ia diferencio entre los fuerzas C y T sea muy pequei'lo (menor -

del 5% del valor de Ia menor de las fuerzas, aproximadamente). En Ia fig 

1. 10 se muestro otro tonteo del mismo problema en el cual Ia diferencia o. 

entre los fuerzos C y T es sufic ientemente pequei'ia. 

h) Cuando Ia secci6n transversal este en equilibria, se calcula el momenta -

flexiononte, multiplicondo coda uno de los fuerzas de compresi6n y tensi6n 

en las franjas de Ia fig 1, 10-d par su distoncia al eje geometrico de Ia 

viga. Este colculo se muestra en las figs 1. 10-e y 1. 1 0-f. 

t) Una vez que se hoyo encontrada Ia prafundidad del eje neutro para Ia cual 

esto en equilibria Ia secci6n transversal de Ia viga, calculese Ia curvaturo 

de Ia secci6n1 9, dividiendo Ia deformoci6n unitorio, £c , supuesta en el 

p6rrafo (a ), entre Ia profundidod del eje neutro correspondiente al equi!_! 

brio, c 1, Por ejemplo, para el coso de Ia fig 1, 10, Ia curvature de Ia 

secci6n transversal es: 

~=- "· 00 3 
ct.s -=- O, Oe:>O 31.; v..., -I 

El momenta obtenida en Ia etopa (h) y Ia curvature obtenida en Ia etapa (i) 

definen un pun to del diograma momento-curvatura de Ia fig 1 • 7. Pueden obtenerse 

otros puntas supaniendo otros valores de £c en Ia etapa (a) del procedimiento des

crito anteriormente, hosta tener un numero suficiente para definir Ia forma del dia 

gramo M - r/. Q 

En Ia fig 1 • 11 se muestra el diogramo momenta curvaturo obten ido de Ia mo!!e 

ro anterior para Ia secci6n de 10 x 20 em y el material con Ia gr6fico esfuerzo -

deformoci6n de lo fig 1.8. Se muestron tambien los estados de deformaciones para 

los puntas con Ius que se defini6 el diogramo. El momenta flexiononte resistente de 

-, 
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Ia secci6n transversal es de 3.3 ton-m 

Pueden presentarse los Ires siguientes casas de diagromas momento-curvatu 

turo: 

a) El diagroma momenta -curvature presenta una ramo descendente y un ~ 

to de momenta maximo al inicarse esta ramo. Este es el coso de Ia fig 

1.11 y se presento esquem6ticamente en Ia fig 1.12-a. 

b) Se alcanza Ia deformoci6n unitaria maxima en compresi6n del material 

sin que se presente una ramo descendente y sin que se alcance Ia de-

formaci6n maxima en tension del material. En este coso, el diagrama 

momento-curvaturo y Ia distribuci6n de deformaciones unitarias al olean 

zarse Ia resistencia son como los mostrados en Ia fig 1. 12-b. t ' 
c) Se alcanza Ia deformaci6n unitaria maxima en tension sin que se pre-

sente Ia ramo descendente del diograma M - r/ y sin que se olcance 

Ia deformoci6n unitario maxima en compresi6n. Este coso se ilustro 

en I a fig 1 • 12-c. 

El procedimiento numerico descrito en esta secci6n resulta sumomente lobo 

rioso poro efectuorlo sin ayuda de computadoro, yo que coda punta del diagrama 

requiere una serie de tanteos hosta lograr el equilibria de Ia secci6n transversal. 

Sin embargo es relativamente sencillo escribir un programo de computac'ora poro 

desorrollor los calculos, y el procedimiento tiene Ia ventaja de ser completame_!l 

te general y aplicable cualquiera que sea Ia grafica esberzo deformaci6n del 

material. Tambien puede generalizarse facilmente a secciones no rectangulares. 

En este coso, coda una de las fuerzas porciales de compresi6n y tensi6n se ob-

tiene multiplicando el esfuerzo promedio en Ia franja por el peralte de Ia fran-

ja y por el ancho de Ia secci6n transv.arsal al nivel del centroide de Ia franja 

consideroda. 

'""f, 

Cuando Ia grafica esfuerzo-deformoci6n se puede definir par media de una 

150 

ecuaci6n sencilla, es posiblc seguir un procedimiento analnico pore determiner 

el momenta que puede soportar una secci6n. Esto fue Ia que se hizo en el inc,i 

so anterior con el coso particular de materiales de comportamiento I ineal y elas 

tico. Se dedujo en esta secci6n Ia formula de Ia escuodria, que relacional el 

momenta que actua en una secc i6n con sus carocteristicas geometricas y los es

fuerzos generados en ella por el momenta dado. En el ejemplo 1.5 se presenta 

otro coso particular, el de un material elasto-pl6stico. 

Ejemplo 1.5.- El material dado exhibe un comportamiento elasto-plastico 

tanto en com presion como en tensi6n. Sin embargo el esfuerzo y Ia deformaci6n 

unitaria correspondientes a Ia roturo can distintos. Evidentemente rige Ia campr_!l 

si6n. Dada Ia simetria de Ia sec cion y dada que las modulos de elasticidad en 

compresi6n y en tensi6n son iguales, el eje neutra queda a Ia mitad del peral

ta de Ia secci6n. El diagrama de deformaciones un itarias sera, entonces, el mos 

trado en el croquis y de el y del diagrama de esfuerzo-deformaci6n se deduce 

Ia variaci6n de esfuerzos indicada. El momenta se obtiene por est6tica y Ia cur 

vatura, a portir de Ia ecuaci6n (1.6). 
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1,1.+. A FLEXION ASIMETRICA 
.',"',> ~~ 

•"''"'! 
En Ia secci6n I. 2.3 se establecio que Ia formula de Ia escuodria 

solo puede oplicarse cuando el material es de compartamiento lineal y cuando Ia" 

secci6n transversal del elemento es simetrica respecto al plano de cargo. En sec-

c iones asimetricas respecto al plano de cargo,· pero simetricas respecto -a un eje 

perpendicular ol plono de cargos, existe flexiOn sin torsi6n unicomente si el plano· 

"f de cargos paso par el centro de torsi6n de Ia seccion transversal, como se ilustro 1 

\ en Ia fig 1. 33 para el coso de uno canol. Si el plano de cargos no paso par el~~
··: centro de torsion, Ia secci6n se encuentro sometido a momenta torsiononte, odici~ 

nolmente a Ia flexiOn y a Ia fuerzo cortonte. 

Otro coso de flexiOn osimetrico, es el de secciones con dos ejes de simetria 

pero sometidos a cargos inclinodos respecto a dichos ejes, como se muestro en Ia 

fig 1.36-o. Este problema sc resuelve descompaniendo Ia fuerzo oplicodo en dos 

companentes que actuen en coda uno de los ejes de simetria (fig' 1.36-b y 1.36-c), 
~ 

aplicando Ia formula de Ia escuorlria para coda una de los dos companentes y su-

mondo los efectos. Hacienda esto, se obtiene que el esfuerzo en un punto cual-

quiero de Ia secci6n transversal con coordenadas y, z, es: 

.-., ,f'C Qo Q .C --- .......,~~ 
...,.... __ ,.,._._...,. -- .}). Ci 0 .Q 

.::;-:s-1 

....... }.•· . ..... r, 
-::!~-~--l::.w~~'l-.'::!.::·· 

')., - .:.-- ---"'"*"''"'' 
_,':) 

l.t, 

~ ,, 

tt'152 

I 
i 

t 
' i 
! 
j 

i 

I 
l 

\ 
·----;a···- ___ .,_ M,, i. 

;Tr~!rr-2' 
M-~ v "~'~""""·-;;· ··-<"y;:-l·:·"-:··.-;--'-r ~ . tf:t~ __ !.L.l .;N :~r I J ., . .,,~ ,.. ' •u- 1 

i: :1 .'":: - •. ~~ .~ ;~,- :·.:;~!,_"::-·:J. ~;: I 
r~ _,_. +-

'It; ..J·~~~ J~i 

donde My y Mz son los mementos flexionontes olrededor de los ejes- Y y Z, res

pectivomente, e ly e lz son los mementos de inercia olrededor_de dichos ejes, El 

segundo sum".ndo del segundo m iembro represento el efecto de Ia cargo de Ia fiq 

1' 1,36-b y el primer sumando,el efecto de Ia cargo de Ia fig 1.36-c, Si M es el 

momenta producido por Ia cargo P, el momenta Mz es igual a Mcos 9 y el mome!!. 
,p.., 

j, 

'to My es iguol a M sen9. Por lo tanto, Ia ec (1.50) se puede escribir tambien:, 

en Ia forma 

... '" 
~~; f -=- (Mser)e)a: 

] 
1 

,, ' 
\I 

(~ ecs e);· 
+ 1 

,JI ' z. 
~··wJ \ ~.: 

J~"' i.l,l.l A-!~v.o 
,,, -. -t·--··· -·--1··-··-----
,, { 1.51) 

~ 

Se puede demostrar que -Ia inclination del eje neutro (fig 1.36-a) queda det_er ,-
m inado par Ia ecuoc i6n 

t.., ~'""'' j S U 1"1\ ~ .... .":.'h;l(f 
.,....,'jo.o.lf~\AI)..~ -~I v.; .sh· t l; ? "!'.<'\ 

s.b~~ ..u2 .. 

.... 

-:<>I .-b .ftc' t ·1~ J. -
L ~'J( ~ . ..,. ~e 

• ......,...~, .. ·.}·,··,>,'ij,;·-·----. .L.y 
{ 1.52) 

•• ; ':~,,_~~.- .;.i~ 

-~ ..... , .. ,,,, .... -~·-··""""-'-·'"'''"'' .• ,» .... ,,.,.,.,., .. .__,,, •. _.J; .. 

Para secciones asimetricas, pueden aplicarse las ecuaciones 1.50 y 1.51, sus~ 

tuyendo los ejes de simetria par los ejes principales de Ia secci6n, es decir, par 

aquellos ejes alrededor de los cuale$ es nulo el producto de inercio de Ia secci6n. 

Esto se ilustra en lo fig 1.37 para el coso de una seccicSn Z. La cargo P debe de_! 

' r componerse en sus componentes sabre los ejes y y z que en este coso son los •i!s 

f """ principales de Ia seccion. ,Los esfuerzos pueden determinorse despues con los ecs \ 

l
l ! , (1.50)ot1.5y. La demostraci6n de que las ecs(1.50}y(1.5Vson aplicobles a secc~ 

nes asimetricos cuondo los ejes Y y Z son las ejes princip(iles pueden encontrarsel' 

r-\- --.'{~ 

:;q,j. ~::. ;' ••• '··: .. :.' • .;) . ! 
- .. ----· .. ' c ~~"""" ~"' .-~~ 
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en los textos de Resistencio de Materioles. 
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~T 
Los deflexiones debidos a los mementos My y M

2 
pueden calcularse por media 

de los procedimientos expuestos en las secciones 1.26, 1.27 y 1.28. las deflexi~ 

nes asi' calculodes se encantrar6n en los pianos en que actuan los mementos ~lexio 

nantes correspondientes. Pueden superponerse quedanda Ia deflexi6n resultante en 

un plano perpendicular al eje neutro. 

t 1> 

z 
..,, y 

_::.___:;._-

1='• @ Sec:.c:;~ 
CJ ~,.....,£~·c.... 

.. ~ c.....r~ 

it"' C:..~ ~II ~ o- fe~pect1:1 
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Ej emplo 1. 17.- Se trata de encontrar los esfuerzos produc idos en Ia secc i6n 

de empotramiento de un voladizo por una cargo concentrada inclinade aplicade 

en el extrema, asi' como Ia orientaci6n del eje neutro correspondiente. La cargo 

est6 contenide en el plano YZ. 

Las esfuerzos en las cuatro esquinas de Ia secci6n de empotramiento se calc!:! 

laron eon Ia ecuaci6n (1.51). Se obtuvo primero el valor absolute del momenta 

producide por Ia cargo concentrada y, en seguide, las componentes de este mom~ 

to con respecto a los ejes Y y Z. AI sustituir estos valores deben utilizorse los 

sign<'S correctos de los momentos. La tonvenci6n de signos para el momenta 

M
2 

= Mcos e es Ia expuesta en Ia seeci6n 1.2,3 para Ia flexi6n producide por 

fuerzos contenides en el plano XY. De acuerde con esta convenci6n el signa co

rrecto de Mz es negative. Estableciende una convenci6n semejante para Ia otra 

componente de flexi6n, M = Msen9, se comprueba que el signa correcto es pa-
y 

sitivo. En coso de dude pueden deducirse los signos correctos de los esfuerzos ~ 

ciendo coso omiso de las convenciones de signos, tonto para ordenades como para 

momentos, y analizando el compartamiento fj'slco de Ia viga. Ce este analisis se 

deduce f6cilmente de qu' lade praducen tensiones o compresiones las dos campo-

nantes de momenta • 

El cingula o( entre el eje neutro y el eje Z se detennin6 primero por medio 

de Ia ecuaci6n (1.52) y despues definiende dos puntos de esfuerzo nulo. Las pun-

tos de esfuerzo nulo pueden localizarse f6cilmente a partir de considerociones g~ 

metricas. Un examen de los esfuerzos detenninados para las cuatro esquinas de Ia 

secci6n indica que existircin puntas de esfuerzo nulo en los lados EH y FG yo que 

los esfuerzos en los extremos de coda lado son de signo contrario. La posici6n de 

.tos puntas • esfveJ'ZIO nulo puede detenninane por semejanza de tricingulos. 

~----.,. -~· - J 
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1.2.5. Dlagramas momento-rotaci6n y carga-deflexi6n 

En esta secci6n se presenta el - de diagramas mamenta-curvatura, cuya 

abta~cl6n se describi6 en Ia secci6n anterior, para calcular anallHcam8!lte diag~ 

mas mamento-rotaci6n y carga-deflexi6n. 

156' 

Sup6ngase, para fines de ilustraci6n, que se trata de determlnar el dlag~ ~~

ma mama~to-rotaci6n de una viga librematte apayada coma Ia mostrada en Ia -

fig 1.13. La secci6n transversal de Ia viga es constante en toda el clara, par Ia 

que el diagrama mamento-curvatura es el mismo para cualquier secci6n transversal. 

I r l' I 
ti ~ f 1L j n~ 

lo 
Sec. a.-A... 

"Fi~· 1.,3 Vi -'a. rec:ha ..... q"""ILt" \i lor.,..,.c.~ 
o..po)'cadA., c..-, C:Lo~ ~ca.~ c.cno..c..e.,M'tr..dGL" 

Mas adelante se indica c6mo puede general izarse el procedimiento para vigas cuya 

secci6n transverwl varfa a Ia largo del clara. En Ia fig I. 14 se muestra el diagra-

\ 
j 
I 

\ 

m,a mamwo-curvatura que se usonS para calcular los diagiQIIICis M-8- y P -A. 

WI 
M1 
M2 

M3 

! 

' 

~ 

-, 

p,·g 1.14 1.13 

+ ,.. 

Conslderese ahara que el volar de Ia cargo P es tal que el momenta flexlonante en 

Ia zona central tiate un valor MJ, coma se muestra at Ia fig 1.15b. En el diag~ 

ma M-9 de Ia fig 1.14 se ve que Ia curvatura correspondiente a este momenta es 

-'1· Par Ia tanto, sl se traza un diagrama que muestre Ia distribuci6n de curvatu-

I 
! 
i 

l 
I 

ras a Ia largo de Ia viga, se tendr6 una curvatura constante en esta zona (fig 1.15-c), 

Para obtener el diagrama de distribuci6n de curvaturas en secciones situadas fuera 

de Ia zona central de Ia viga, se puede proceder de Ia siguiatte manera. Se de-

termina el momenta en varias secciones de Ia viga. (Par ejemplo, en Ia secci6n 

2.2 (fig 1.15-\a), se tendr6 un momenta M2.) Despues se encuentra Ia curvatura 

correspondiente a este mamento en el diagrama momento-curvatura de Ia fig 1.14, 

Ia cual se traza coma ordenada del diograma de distribuci6n de curvaturas de Ia 

fig 1.15-c. Repitiendo el procedimiento para otras secciones, par ejemplo Ia sec

ci6n 3-3 de Ia fig I. 15-b, se obtiene un numero suficlente de puntas para definir 

I 



el diagrama de Ia fig 1.15-c. Una vez determinado el diagrama de distribuci6n 

de curvaturas a lo largo de Ia viga, el siguiente problema es determinar las rataci~ 

nes y deflexianes. Este problema puede resolverse por integraci6n o por media de 

los teoremas canocidos con el nombre de tearemas 6rea-momento. En las secciones 

siguientes se describen estos metodos. 

~p --- ·-· , lS. •-n--~ 

(o} Conduc.io'n de cargo y opoyo~ 

~· ~~IM, 1 .. ~ ·_I~JtMz_c 
1 ·2 3 A --

(b) Dia9romo dll. momt.nfo!. 

,_ 

i \.--~~ -10, ]11l, 
. _ _j~3 L ____ _ L_ __ --t-T-)t";;"3-

(c) Dioqramo de curvoturas 

o.::;i1 

Fig l,t; Determinacion del diagram a de curvatura a I o largo 

de una viqa 

4'<J"tl .... 

I,. .. 

.i ,t·r•tlixtt 

,, 
-M 
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1.2.5.1 C.Siculo de pendlentes y deflexlones por integraci6n. Ecuaci6n de Ia -

!_*t t el6stica y relaciones funcbnentales de Ia teoria de flexi6n 

En los textos elementales de c6lculo diferencial se demuestra que el re

ciproco de Ia curv;atura, que se conoce con el nombre de radio de curvatura, P• 

de una curva cualquiera, se puede expresar can Ia siguiente ecuaci6n: 

·: I :: f=y-
[' ~ ~Y] 

dt 
~ 

( 1.15) 

..Ole 

:P ~-

(' 

·j:) 'f}' 

El tennino dy/dx en Ia ecuaci6n anterior es Ia pendiente de Ia curva, Debido a 

que en .el coso de vlgas las pendientes son pequellas, el valor de (dy/ dx)2 es des

preciable, y el numerador de Ia ecuacl6n anterior se puede considerar igual a Ia 

unidod. Por lo tonto, 

f= 
'1 

~-
dx1. ( 1.16) 

A partir de esta ecuacl6n se pueden obtener las pendientes de Ia vlga deformado, 

dy/dx, y las deflexiones, y, por lntegraci6n. lntegrando una vez se obtiene las 

pendientes 

ti. = r ¢dx + c1 
dx J 

• integrondo dos veces se obtienen las deflexiones 

'·"'' . ·_-:) 

y~ ff¢.ll('l. ~ C,x +C4- r>; 

( 1.17) 

( 1.18) 

donde c3 y c4 son constontes de integraci6n que se determinan de los condiciones 

de borde de Ia viga como se muestra en los ejemplos. 



Una vez canocidas las pendientes dy/dx, puede calcularse Ia rotacicSn 

entre das seccianes cualesquiera como Ia diferencia de pendientes entre dichas se_: 

clones. Por ejemplo, Ia rotacicSn total entre los dos extremos de una viga (fig 1.1} 

es Ia diferencia de las pendientes en los extremos. En adelante, Ia rotaci6n entrei > 

das seccianes cualesquiera a y b se denominara A9ab' y Ia rotaci6n entre una -

secci6n cualesquiera a y una secci6n que permanece en un plano vertical se dena

minora 6 a• El valor de & a sera, par consiguiente, igual a Ia pendiente en Ia 

secci6n a, El procedimiento de determinaciOn de rotaciones y de flexiones descrito 

es pr6ctico unicamente cuando Ia curvatiJra t/ se puede expresar matem6ticamente 

par medio de una ecuacicSn sencilla, como en el coso de materiales el6sticos en 

los que t/ =\~VEI\(ec 1.14). Sustituyendo este valor de t/ en Ia ecuacicSn 1.16 se 

obtiene 

A~ 1 :r \ d}(... I 
'"! 

( 1.19) 

La ecuacicSn 1.14 se obtuvo en Ia seccicSn 1.2.3 en terminos del valor 

obsoluto de Ia curvatura yo que no se hizo ninguna consideraci6n sobre el signo de 

ia curvature. Es conveniente definir ahora dicho signo. De ocuerdo con Ia conven

cicSn de ejes adoptada, o sea,el eje Xhacia Ia dereche~ yel eje Yhacia abajo, una 

1 

tlf•fl' 

Cvr-vL-4-wrL 
. 11'\&~o-+hla.-)'t ~ • )( 

"*"' 
·i.t,~· ':" .'<'II ·U'" ;f~';,~ 

" CcrYJ v'e- c.; ,...., c:la. 'Fij \.\ f::, 
s\ ~DS. rOI-4'"'~ 

<:. Jl rY'o... t' "'-~'" Q-···•~i. -~'·' 

"' 

tb 

• ..,)<;~ ~lib 

1Sat 

viga ""'""'"" ,_ " lo lig 1 • 16 om lo om~•ldod l.do ""''" "m• ro-~ 
- ·• I 

ra negative yo que Ia pendiente de Ia curva disminuye a I avanzar en Ia direccicSn 

positiva del eje X. Ahora bien, el momenta flexionante asociado a una deforma

ci6n como Ia mostrada en Ia fig 1. 16 es pasitivo, yo que produce acortamientos 

en las fibras superiores y alargamientos en las fibras inferiores (fig 1.5). Por lo tan 

to, a un momenta pasith., corresponde una curvatura negative y las ecs 1. 14 y -

1 • 19 quedon en Ia forma 

'1 
h.__ri: 
Jx1. - r 

tv'\ 
( 1.20) "El 

Esta ecuacicSn se conoce con el nombre de ecuacicSn de Ia elastica, yo que Ia for

ma de Ia viga deformada C'ecibe el nombre de elastica cuando el material es elcSs

tico y lineal. 

Sustituyendo el valor de t/ • - M/EI en las ecuaciones 1,17 y 1.18 se 

obtiene: 

1~-=--J~d>< ... c~ ( 1.21) 

L 

~ 

~~ 
I 

;1 
Y =- l ;: d" :. - Jl ~ d'(il-+c31l +c4 ( 1.22) -----·1 

Las ecuaciones 1. 21 y 1 • 22 indican que las pendientes y las defl exiones pueden o~ 

tenerse mediante un proceso de integraci6n a partir de las mornentos. Los momentas, 

a su vez, pueden obtenerse, tambien por integracicSn, a partir de las cargos. En 

efecto, segun se estudio en las cursos de Mecanica Anali'Hca, existen las siguien-

tes relaciones entre cargo aplicado, w, fuerza cortante, V, y momf'nto -fle.xiononte, 

M: 
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(...,,......., 
4fii: ..... "'--~·-······--· ··- ·- ·--~-~~·---.. -----.. r 

·-· 

v- d.M -- ( 1.23) 

'*"t f!' nl , .. ,.., ':~l'i>'J" I <I !~ ·,"';~f· 1 ••.• , •. 

... •tt~r· t· ·, ~: 

»T ..f""'* f.... ""·-~:t14 ........... ~ ...... 

.~:. 

dx. 

d\' 
d>\ 

i!<:; 

( 1.24) 

La convenci6n de signos para fuerzo cartante que se utilize aqui consis

te en considerar que en los vigas Ia fuerzo cortante es pasitiva cuondo las fuerzos 

cortontes que actuan en los extremos de un tramo producen un giro en el sentida 

de los monecillas del reloj ( Apendice 8 ). Por Ia tonto Ia ecuaci6n 1.24 tiene 

signa negative, parque, de acuerda con Ia convenci6n de signos para cortantes, 

para una cargo hacia abajo, que es positive, Ia fuerza cortante disminuye al au-

mentor x. 
., 

Derivanda Ia ecuaci6n 1. 23 y sustituyendo en Ia 1.24 resulta 

j)J- -
J~M 
~ d1 

( 1.25) 

Segun estes ecuaciones, Ia fuerza cortante y el momenta flexionante se pueden o£ 

tener par integraci6n de las ecuaciones 1.24_)! ~-~.! .. ~~a siguiente manera: 

i 

\./ ~ - j'Ml-J1 + c, - -· ( 1.26) 

I ' " ~ M ~ - Jl Mf J,ft-'- c.1 ~ c '1.. 

~" ~ "'' ••••~•$ C1 y C2 ~ '*"m"' do lo• om"'"'" C3 y c,, 

( 1.27) 

y se obtienen 

tambien de las condiciones de borde como se muestra en los ejemplos. 

j

! 

En Ia fig 1.17 se resumen las ecuaciones obtenidas en esta secci6n, relo 

I 
l 

I 
! 
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! 
I 
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I v ... cl tot --~ J' 

~ 'J :.-fw.l~ + C ~.,. 1 ff-. 
I ~ If 

I . 
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cion~ndolas can una viga homogenea y elastica libremente apoyada. En el lado 

izquierda de Ia figure se muestra Ia forma en que puede obtenerse Ia fuerza cortante, 

V, por integraci6n de Ia cargo, w (ec 1.26); el momenta, M, por integraci6n de 

Ia fuerza cortante, V; Ia pendiente dy/dx, que segun Ia notaci6n adoptada puede 

expresarse como 9j, par integraci6n de las cu!'Vaturas M/EI; y Ia deflexi6n, y, por 

integraci6n de las pendientes. En el !ado derecho de Ia figure se muestra, de abo-

160':f: 

--------

jo hacia arriba, Ia forma de obtener Ia pendiente, 9i, el momenta, M, Ia fuerza 

cortante, V, y Ia cargo, W, por derivaci6n sucesiva. Las relaciones del lado dere 

cho se obtienen por derivaci6n de las relaciones del !ado izquierdo. 

En el Ejemplo 1.6 se muestra Ia obtenci6o de las pendientes y de las de

flexiones de una viga por integraci6n. En este ejemplo, el momenta M se calcul6 

de Ia manera convencional, pero pudo obtenerse tambien por integraci6n usando las 

ecuaciones 1.26 y 1.27. Esto se ilustra en el ejemplo 1.7. 

1.2.5.2 Calculo de pendientes y deflexiones mediante el principia de Ia viga con

jugada 

~/ 

'\ 

Si se comparan las ecuaciones 1.21 y 1.22 con las ecuaciones 1.26 y .. :J• 

1,27 se puede establecer una similitud entre el c6lcula de pendientes y el c6lculo 

de fuerzas cartantes, y entre el c6lculo de deflexiones y el colculo de mementos 

flexionantes. En efecto, si Ia cargo w se sustituye por el valor de M/EI, o por 
lO.bsoluto 

el va!Ciilde las curvatures t/ para el coso general de viga· de comportamiento no ~ 

I ineal, y las condiciones de borde de Ia viga se transforman para que las constan

tes C1 y C:;: resulten iguales a las constantes C3 y C4, el c61culo de pendicntes 

y deflexianes se transforma en un c6lculo de fuerzas cortantes y mementos flexia-

nantes. Esta transformaci6n se conoce con el nombre de principia de Ia viga conjll"' 

gada y se puede expresar de Ia siguiente manera: 
~lutos 

"Si se obtiene el diagrama de curvatures, o de valoreSide M/EI para v.! 

gas de comportamiento I ineal, y se considera que las curvatures son cargos, las 

fuerzas cortantes obtenidas son en realidad las pendientes de Ia viga, y los momen 

:I 
·,,~ 

~ 
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\ 
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i 
I 
~ 

(o) 

(b) 

(c.) 

(d) 

(e) 

... (f) 

tos flexionontes son en .-lldod los deflexianes de Ia viga. La viga cargado can 

el diagrama de curvaturas recibe el nombre de vipa canjugacla". 

Para que los canstantes C1 y C 2 se transfonnen en las canltantes C3 y C-4 , 

es nec:esario, por lo general, modificar las condiciones de apayo de Ia viga origi

nal. En Ia fig 1.18, cuyo uso se ilustra en el ejemplo 1,8, se mueltran las can~ 

Vigas ori'i~,J·~ Vigas conju~ado!> 

~' p ITT: !J. 1=~ ~ 4a!J.2=0 M1=0 .anr:n..... lb. M2=0 

e
1 

e2 R,=eti 1R2=8t 

A1·0~ ~p M,~o M •6 
li•''"'i11• Uli 2 2 91=0 ~I!J.2 R1=oll.ti•!.IU R2=92 

~1'"o~ruum~A2=-0 M1=-0 ..,j!!lmnmo!Tn.,. ...,.
1
,11 ,,1 M2=0 

92=0 R1 =9rl ~Ill R2= 0 
et 

.:\=O~,m~m~A2=0 M1:0 .tf!JTI!l:mj!'b.. M2 =0 
l•"iJS lti'••l 91 = o e2 =O R1 = o ~ ~ Rz. =- o rr ~3~ Al=O~ , (9 

el z. 3 

-+!?Jt''"'~''' A1 = 0 ~ ~ A3-= 0 
9t:O A

2 
9z 93:0 

"•mii""lli•i•b ~,i!-1 .... "' M~=O 
' <il! ;I,I.I.IWG» ~ 

R3=83 

M~=O 
R~=o 

Fig. I.IY, Vigosconju9adas correspondie.nt!l5 a divtrsas viqas 
nales 

_/ 
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ciones de apoyo de las vigas conjugadas para diferentes condiciones de apayo 
~~~---

de las vigas originoles. Las condiciones de opayo de las vigas conjugadas se " 

obtienen par inspecci6n de las deflexiones y pendientes en los extremes de las 

vigos originales. Par ejemplo, en el voladizo del coso (b), el extrema de Ia 

viga conjugada debe ser un extrema libre yo que al ser nulas lo deflexi6n y 

lo pendiente en Ia viga original, no pueden existir ni momenta ni fuerzo CO!, 

tante en Ia viga conjugoda. Par otra parte, el extrema derecho de Ia viga -

conjugada debe tener tanto momenta como fuerza cortante yo que en Ia vigo 

original existen deflexi6n y pendiente en dicho extrema, Par Ia tanto, el ex-

tremo derecho es un em pat ram iento en Ia viga -conjugada. 

En el ejemplo l, 8 oe aplica el metoda de Ia viga conjugada a Ia de-

terminaci6n de Ia flecha en el extrema de un voladizo. Los condiciones de 

apayo que deben considerarse en Ia viga conjugada pueden apreciarse en Ia 

fig 1 ,18, De acuerdo con l>s convenciones de signos que se han estado uti!.!_ 

zenda, el momenta de Ia viga real es negative, Ia cargo qu" actua sabre b 

vigo conjugada es negative y el momenta producido par esta sera positive yo 

que origina compresiones en Ia fibre superior y te.1Siones en Ia fibre inferior. , 
] 

Par lo tonto, las ueflexiones, que son iguoles a los mementos de Ia viga CO!:!_ 

juguda, ser6n tambi6n positives, es decir hacio obajo. 
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1.2.5.3 Calculo de pendientes y deflexiones por los teoremos Cireo-momento* 

Sup6ngase· que I;] distribuci6n de curvatures o lo largo de una vigc sigue 

una ley cualquiera como Ia mostrada en lo fig 1. 19-a y c~siderese un segmento 

de viga de longitud, dx, en el que Ia curvature tiene el valor i. De ocuerdo 

con Ia ecuaci6n (1.2) Ia r.::>taci6n AS entre dos secciones de una viga separadas 

una distancia Ax se puede calcular con Ia ecuaci6n 

AG> = j.l:ls 
Tomando lrmites cuandoAx tiende a cera y considerando que Ia longitud del area 

As es practicamente igual a Ia longitud de Ia cuerdaAx, por ser las deformacio 

nes pequetlas, se obtiene 

c:le ~ fdr ( 1.28) 
~ 

El tenn ina r/ dx representa el area rayada de Ia fig 1 • 19-a. S i se desea 

calcular Ia rotaci6n entre dos secciones cuale•quiera A-A y b- 8 (fig 1.19-a), -

basta integrar Ia ecuaci6n (1. 28i entre las secciones A-A y B-8, 

.~-!. 

e 
A~!~ 

::0. Jp ¢Jtf 
0 

( 1.29) 

Esta integral representa el area del di.::>grama de distribucicSn de curvatures 

entre las secciones considerados. 

La ecuaci6n (1.29) es Ia expresi6ro matematica del primer teorema area 

momenta, que estoblece que: Ll rotacion entre dos secciones de uno viga e~~l 

al area del diagrama de curvatures entre las secciones consideradas. 

La integraci6n de ~ e<:uac i6n (1 . 29) resulta pr6ct icc cuando Ia dist ribu-

*Estes teoremas se conocen tambien con el nambre de teorema de lvlahr o teoremas 
de Greene, par heber sldo desarrolladas independientemente en Ia misma epoca por 
los Profesores Otto Mohr y Charles E. Greene. 

167 

cion de curvoturos se puede representor con uno expresi6n motem6tica sencilla o 

cuando dicha distribuci6n es constante, por ejemplo, en los materioles de compor-

tamiento elastica lineal. Si no es asi, resulta conveniente un procedimiento nume-

rico que consiste en dividir el diagrama de distribuci6n de curvatures en segmentos 

de longitud finite A X (fig 1.20-a) y calcular el area por integraci6n numerica, 0 

sea, 

a} 

e 
A,-e, 

A 

IY\ 

·= 2.. </>:..A?-
i.:al 

·n ( 1.30) 

~13 
I ~ 

A 1( 
.,/ I d:r., 

b) 

~8 

~- A: w4 

flg 1.1c;, Reia.c1or'la.s entra 
da.s plo. ~am i<2n to 

l 

curvatura rotacwn , 

Lln0aL 
~ 

\J. 



En este coso las rotaciones se concentran en los puntas centroles de coda in-

tervalo como se muestra en Ia fig 1. 20-c. 

El segundo teorema area-momenta permite calculor el desplazamiento lineal de 

una secci6n de Ia viga re~pecta a otro secci6n. Si se multiplica el 6ngulo dG par 

Ia distancia del segmento dx a Ia secci6n A-A, se obtiene el desplozamienta dt, 

fig 1. 19-b, entre las extremes del segmenta diferencial, 

dt :. 1'-de ( 1.31 ) 

-~ 

8 
r-1 

l I 
I I I I i 
I I I I 
I I I 

:0.,1 :~1 1~2 :03 (a) 

I 
I 

~~--l- I I I I 
I I I I 

'· 
~X ' ~ I ~ , ~ ' ~-- --!- - X --t- -~_f-.- ~ 
I I I I 

I /It 
-LJ& 
I 3 
I 

!b) 
I I ~~~ 
I 

f''-
Lltt.....'" :\ 

....... ....____ 

Lle 

r------~---- -1 ~ (c) 

Fig 1.10 Discre.tizocion de.l dio9romo d~ curvatures 
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I 

'"' oooooJ&, ~ WUdo Gok~~" poro d~plo-1~1oo """"''~ yo'""~ ..... ·-~ 
considera que el tri6ngulo MNO es rect6ngulo, a pesar de que en rigor no Ia es. ' 

Las deformaciones y. curvatures de,elementas reales son Ia suficientemente peque

i'las para aceptar esta simplificaci6n. 

Sustituyendo el valor de d9 dado par Ia ecuaci6n (1.28), 

dt =-"ftd'f ( 1.32) 

El desplazamiento diferencial dt es producido unicamente par las curvatures 

dP.i segmento dx. El desplazamiento producido par el diagroma total de curvatures 

entre las secc iones A-A y 8-8 es: 

t..,e. :. f 1.-fd'f--
0 ( 1.33) 

,. ,,, UJ~~ 

- JA I 
~ I ::::::--zs tA-B I B -::::::::: r ~tA-B 

·" A 
(a) 

! t~"8 

(b) 
., ,,,.J 

Fig L'tl Desp!ozorniento lineal 

·~ 1.)1 

" 



ESta integral es Ia expresi6n mat.,6tica del segundo teorema 6rea-momenta 

que establece que: El desplazamiento lineal de un punta del eje de una viga can 

respecto a Ia tangente que pasa por otra punta es igual al momenta de primer or-

den del 6rea del diagroma de curvatures comprendido entre los dos puntas can res

pecto ol primer punta, ObHrvese que no siempre el desplazamiento lineal es igual 

a Ia deflexi6n o flecha de Ia viga. Por ejemplo, el desplazamienta tAB del punta 

A can respecto a Ia tangente que pasa por B en Ia fig 1. 21-a no es Ia deflexi6n 

del punta, mientras que en Ia fig 1.21-b sr lo es, por ser horizontal Ia tangente 

al punta B. En los ejemplos se indica c6mo pueden calcularse las deflexiones a -

partir de los desplazamientos lineales cuando no son iguales ambo~ contidodes, 

El ccSiculo de desplozamientos tambien puede hacerse por el pracedimiento n~ 

merico descrito para el coso de rotoc Iones (f;g 1. 20). La integral de Ia ecuaci6n 

1 • 33 se sust ituye por 

"' :L 
LO:I 

~- cj. 11')-
1. I. 

t 
"~ 

( 1.34) 

En Ia aplicaci6n de los teoremas de cSrea-momento se requieren las 6reas y 

los mementos de primer arden. Para facilitar los c6lculos correspandientes, se pre-

sentan en el apendice A las 6reas y centroides de los diagramas de curvature m6s 

comunes. 

Convenci6n de signos. Los teoremas 6rea-momento permiten obtener Ia rotaci6n 

de una secci6n respedo a otra y el desplazamiento lineal de una secci6n respecto 

a Ia tangente que paso por otra secci6n. Es conveniente establecer y observar cui-

dadosamente el signa tonto de Ia rotaci6n como del desplazamiento lineal. Siguie!!_ 

do las convenciones de Ia secci6n 1.2.2, se establecen los siguientes criterias. 

Las curvatures, r/, de una secci6n transversal dada se consideran con el sig-

no cantrario al del momenta flexionante en dicha secci6n. Puede haber, por lo to!!_ 

to, curvatures pasitivos (cuando Ia viga deformada es c6ncava vista por abajo) y -

negatives (cuando Ia vigo deformada es c6ncava vista por arriba) -- -- - -
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''·' 

--~~--~-

como se indica en Ia fig 1. 22-a. El punta en que Ia curvature cambia de sli 

no correspande, por lo tanto, al punta de momenta flexianante nulo; dicho pu!! 

to recibe el nombre de punta de inflexi6n. 

---~-~~ ~-~·~- --·~ -l. 

·.;p -0 
'"' ... J - A i I 

B (a) )( 

X 
(b) 

y 

Fig l.tt Convencion dll. signos 

La rotac i6n relat iva de una secci6n B con respecto a una secci6n A, que 

se representa como 9 BA' es negative si el 6ngulo medido de Ia tangente en A, 

a Ia tangente en B tiene el sentido contrario al movimiento de las agujas de un 

reloj, tal como el angulo 9 BA de Ia fig 1. 22-b. La rotaci6n relative es posi.!,! 

va en coso contrario, como Ia rotaci6n 9 DC mostrada en Ia fig 1.22-b. 

El desplammiento lineal de un pJnto A respecto a Ia tangente qu<> pasa 

por otro punta B, tAB' es negative si el pun to A queda arriba de Ia tangente -

que pasa por el punta B, como el desplazamiento lineal tAB de Ia fig 1.22-b 

y es positive en coso controrio, como el desplazamiento toe de Ia mismo figu-

ra. 
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Generolizoci6n a vigos de seccion variable ,e. A' I,, 
~r. 

En Ia secci6n anterior se ho supuesto que el diagroma momenta-curvature-.---------- A, 
p 

B JC 
Bl 

el mismo para todos las secciones transversales de Ia v,iga, por Ia que se ha podidc 

obtener Ia di~tribuci6n de curvature~ a Ia largo del elemento directomente dei die-

groma de momenta flexionant., y del diogromo momenta-curvature. 

En vigcs de secci6n variable, sucede que no todas las secciones transversa-

les de Ia vigo tiener. el mismo diagrama momento-curvoturo. Per ejemplo, en Ia 

vi go de Ia fig I, 23-o, los seccione> tronsversoles comprendidas entre B-B y B'-8 1 

tienen el diogromo momento-curvoturo mostrodo en Ia fig I. 24-a, mientras que los 

secciones comprendidos entre A-P. y B-B y .,ntre A'-A' y !1'-B', tienen el diogroma 

momento-curvaturo. mostrodo en lc fig 1, 24-b. En este case, los curvature! corres-

pondientes a los mementos mostrado! en Ia fig 1. 23-b se locolizan en el diogromc 

M-r/ de Ia fig 1, 24-o para las secciones comprendido> entre B-B y B'-B', y en ei 

diograma M-r/ de (a fig 1. :!4-b para las secciones comprendidas entre A-A y B-B, 

y entre B'-6' y A'-A1
• De esta manerc se obtiene lo distribuci6n de curvatures me!. 

t:odc e:1 Ia fig 1.23-c. Observese queer, (as secciones B-B y B'-B', en que Ia 

secci6'1 transversal cambia bruscarnente, se tienen des curvatures; una de elias co-· 

rr:.sponde o( diagrama M-</ de Ia fig 1. 24-a y (c otro el diogroma M-r/ de Ia fig 

1.24-b. 

Unc ve2 obtenido el difJgromo de distribud6n de curvatures a lo largo de Ia 

viga, pueden obtenerse lao rotaciones )' def!exiones aplicondo los teoremas area· 

momenta de Ia misma manera que. en el coso de vigas de seccion constante. Uni-

camente hoy que observer que e! procesc de inlegraci6n se debe hacer por zona:; 

en que Ia curvature sec funci6n continua. Pm ejernplo, en el coso de Ia fig 1. 23 

no se puede integrar a lo largo de todo Ia vigo sine que es necesorio hocer!c en·· 

tre los seccione> A-A y B-B, despues entre (c., se,cciones B-B y C-C~I sucesiv~ 
mente. -·-. ---.---. ---·-

En los ejemplm 1.9, 1.10 y 1.11 se ilustra Ia aplicoci6n de los teoremas 

Orea-momento. .!ll'r 

1 ~r-~)~· ______ I_ __ 

J _ __j ' 
I I 15-- ~--~ , I --! 

)A 1!. c (a) c' s' 

. .., 

D 
I 

L:_ ________ j-=-~~~~;, l~iJ~:,jM, 
(b) I I I I . 

.,~ I. I I -~,.. 

I ·-1-1------r 
I I I I I 

I ,I I '/____ ~-:- -:-~- ----1 I I 

l I '-1.::-=-- - 1 101!03 
I I -, -1 - -1-; I I 

I I I - I ·0-i 03 ¢z , 
I I I I l II I I "..lli 51---1-..-L----1 

(c) .,., 

Fi9 1.1 '3 D/ogro mq de curvoturasen vigq d~ 51(:ccior, variable. 

M 
Mt --~ 

M2 ···- ... 

M3 
-/: 

: I 
I I 
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I I 1 

1 I I I 
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,~,~ 
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'" 

Fig (.1.4 Diogtomas M-,0 
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Ejemplo 1.9.- En este ejemplo se desea colcular lo pendiente que tiene en 

el opoyo A el eje deformado de Ia vigo, osi como Ia deflexi6n que alcanzo esto 

ol centro del clar:>. Sobiendo que el diagrama de momenta flexionante para uno 

vigo libremenre apoyodo y con cargo uniformemente distribuida es una parabola 
[I.. 

con el valor maximo de ~~ , se puede deter'llinar el diagromo de curvatures, el 

cuol por definician es igual el momenta flexionante, con signa negativo, dividido 

entre Ia rigidez, El. Debido a Ia simetrio de Ia viga, Ia tangente al eje deform~ 

, do de Ia .misma ol centro del clara resulta horizontal. Conocida Ia pendiente en 

fl' el punta 8, se puede conocer Ia pendiente en cuulquier otro punta de Ia vigo e~ 

pleondo Ia expresian e8:g A+ QBA' siendo B un punta situodo a Ia derecho del 

punta A. Como el area del diagrama de curvatures es negative, por el primer t~ 

remo area-momenta, el incremento QBA resulta negativo. El signa encontrado con

cuerdo con el sentido del giro de Ia pendiente en A a Ia pendiente en 8
1 

que es 

cantrario a las manecillos del reloj. De Ia expresian antes sei'lalado se obtiene que 

Ia pendiente en A es posit iva, siendo el valor :le esta w- QE:~l. 
24 

La deflexi6n al centro del clara se puede encontrar a pi icando el segundo -

teorema area-momenta. La desvioci6n tangencial de A respecto a B, tAB' en este 

coso resulla igual a Ia deflexi6n de Ia viga, BB', e igual al area de Ia mitad de 

Ia parabola (- ~ • t~·-t), multiplicada por Ia distoncio del centroide de es

ta area a Ia vertical que pose por A ( i l) · 
Como se puede observe~ Ia desvioci6n tangenciol resulto negative, lo cuol 

concuerdo con lo indicodo en el diagroma. 

Ejemplo 1. 10.- Con este ejemplo se ilustra Ia aplicaci6n de los teoremas 

area-momenta a vigas de seccion variable. Debido a que el diagromo de curvatu-

ras es igucl al de momenta, con signa negativo, dividido entre E~ y siendo I vori~ 

ble a lo largo de Ia vigo, el diagramo de curvatures tendro variaciones bruscas al 

cambiar I de valor. 
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En el problema se pide encontror el giro,o cambia de pendiente,del eje deformodo de 
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-.Ja vi go ol posor del pun to A ol C. Por el primer teoremo oreo-mo:nento, este g_i, 

to es iguol ol area del diogronoo de curvature comprendido entre los dos secciones, 
7 1/o..'l- El • · d · d I 'd B E'I sogno negotovo e este goro concuer o con e sento o more~ 

do en el diogromo, controrio o los monecillos del reloj, ol giror Ia tongente en A 

o Ia tongente en C. 

La flecho maximo se presento donde Ia pendiente ol eje deformodo es nulo • 

Para determiner su locolizoci6n es necesorio conocer Ia pendiente en un punta -

cuolquiero de Ia vigo. 

oa =~ = 
4C\.. 

En el ejemplo 
l'l f'(i,."L 

4BEI 

se escogi6 el opoyo B cuyo pendiente rer6 

El signa negotivo de Ia pendiente concuer-

do con• Ia direcci6n de los ejes. Suponiendo que Ia flecho maximo se presento en 

el punta D, Ia pendiente en este punta, Oo, debe ser iguol o cero y Ia reloci6n 

0 8 = Oo + o80 tombien debe cumplirse. Siendo 00 = 0, fuego 08 = o80 • Pero 

,. ~D• por el primer teoremo o reo- momenta, sera iguol ol are<~ del diogromo de cu.! 

vaturo comprendido entre D y B, por lo que para deternoinor Ia posicion de Ia fl= 
cho maximo es necesorio determiner el v:~lor de z que hoce el 6reo del diogroma 

de curvoturo iguol ol giro en B, resultondo z = 1.64 a. 

,, La deflexi6n maximo sera iguol o Ia distoncio DO', Ia cuol puede obtener-

se restondo o Ia distoncio 0'0" el valor DO" que es Ia desvioci6n tongenciol t
08

• 

La distoncio 0'0" puede encontrorse por triangulos semejontes yo qu" Ia desvioci6n 

tongenciol tAB se conoce. 

La desvioci6n tongenciol tos se encuentro oplicondo el segundo teorema oreo-
'?.3 

momenta resultondo iguol o -0.506 'E."'-L ; el signa negotivo concuerdo con 

el sentido de Ia desvioci6n tongenciol encontrodo. La deflexi6n maximo resulto 

ser iguol o 0.539 ~~ • Esto deflexi6n se dedujo de considerociones ge~ 
metricos, por lo que no se tomo en cuento el signa neg at ivo de los desviociones 

tongencioles. 

., t· 



,..._~ 

Ejemplo 1.11.- Con este ejemplo se ilustro Ia forma de colculor los pen-

dientes y los deflexiones de uno vigo, cuondo el eje deformodo de Ia mismo pre

sento doble curvature. El diagoamo de curvatures se encuentro dividiendo el valor 

de los mementos, con .signos combiodos, entre El. Cuando Ia curvature '" posit iva, 

el eje deformodo debe ser c6ncovo vista per obajo, mientros que cuando es nego-

tivo, debe ser c6ncovo vista per orrioo; donde Ia curv:1turo es nula habra un punta 

de inflexiOn. 

Tomando en cuento los criterios antes expuestos se puede suponer un eje d!. 

formodo como el correspondiente a Ia primero hip6tesis de configurocion. La defle-

xion en A se puede estimor como A A'= A A" -A' A". El valor de A' A" se pu! 

de determiner si se conoce Ia desvioci6n tongenciol tCB' Ia cuol se puede colcu

lor opl icondo el segundo teoremo area-momenta, resultondo iguol a - {~;'. El 

signa negative de esto desvioci6n tongenciol indica que debe ester en· direccion con 

trorio a Ia del eje Y, per Ia que Ia configurcci6n del eje deformodo supuesto no es 

correcto. Para hor.er coincidir el signa negative con Ia direccion de Ia desviocion 

tangenciol es necesorio adaptor uno configuroc i6n como Ia mostrodo en Ia segundo 

hip6tesis. En este coso Ia deflexi6n del punta A resulto serA A' • A' A"+ A A". 

El valor de A'A" se determine per triangulos semejontes, uno vez conocido el vulor 

de tcs· A A" resultc ser Ia desviod6n tongenciol tAB' Ia cuol se encuentra opli

ccndo el segundo teoremc area-momenta. El signa positive de estc desvioci6n to!! 

gencicl concuerdc con Ia direcci6n encontrcdo que cs Ia mismc que Ia del ejc Y. 

Sumondo los volcres se encuentrc que Ia deflexi6n en A es igual a ~~ y sobiendo 

que El es iguol pore esto vigo a 2239 t-m 2 Ia flecho rcsulta de 7 ern. 

La pendiente en A se puede encontrcr si se conoce Ia pendiente en cualquier 

ctro punta de Ia vigc, apliconcio Ia ecuccion QA ~ g8 + gAB' Para esto vigo lo pe!!. 

diente cs 1. 25° respcc.to o Ia horizontal. ..-
Para colcular Ia fhcha ma>.imc se ne.oe·.ito determiner primero el Iugar dondc 

Ia pendiente es n•Jic. Esto puedc hocerse portiendo de Ia ccuccion Qo=gA + QDA• 

donde. Qo= 0, QA es un valor yo ccnocido y QDA se expresc en funci6n de x, lu 
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t • 

I 

distcncic desde el punta de inflexion a Ia seccion buscodo,donde Ia pendiente es 

nulo. Resulta uno ecuaci6n de segundo grade en x, cuya soluci6n es 3.61 m, 

El calculo de Ia deflexi6n se efectuo teniendo en cuento que Ia deflexi6n 

maximo sera igual a to desvioci6n tongencial tsD• yo que Ia tongente que posa por 

D es horizontal. 
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-· APENDICE A 

Propiedodes de los secciones Planas, 

Notaci6n: ... llt,l 

1<, y = distancia al centroide C 
A = area 
lx, ly = momentos de inercio respecto a los ejes x, y 
lxy = product a de inerc ia respect a a los ej es x, y 
J~ lx + ly = momenta polar de inerci-o 
IBB = momenta de inercia respecto al eje 8-B 

.... , ~ 
~ 

I. ' 

Trh 
Rectangulo. (Origen de ejes en el centroide) 

hI (t1T~~--' 
j_L____il' 

b h 
A=bh i=2 J"=2 

bh' hh' 
I.= J2 I,= 12 

1-<-b~ .,11, r , ....... bh 
I,, ~ 0 J ~ ll (h' .,. b') 

z. 

3. 

i 

DT 
• 
I 

of.-b-i __I__ x 

y 

f~_lr.,c~ 
• < y\_,.1 

j C-.;::\·: .. \ \: 

-~-·-~ 

4. ~ c 
I ~ 

ol6T 
!-<-·-·-~ .l ____ ' 

5. 

.bj~"--; 
It C~.;-::~ ·-t l_ ., 

B f----~-~8 

Rect6ngulo. (Origen de 
bh 1 

I. =J 
b2h1 

1 •• =4 

ejes en una esquino) 
hb' 

I, =T 
bh 

J =) (h' ~- b') 

T ri6ngulo. (Origen de ejes en el centroide) 

"" b+ c ., 
A =-i .( =-3- j =3 

bh' b~ 
I. ~ 36 I, = J6 (b' -be-'- c') 

bh' bh 
I., = 72 (b- 2c) J = 36 (h' + b' - !Y.: ..,. c') 

T riangulo. (Origen de ejes en un vertic e) 
bh 1 th 

I. = 
12 

/, = T2 (3b 1 - 3bc _.__ ~,.·:) 

!JiJl bh 
fu-'--

24 
{)b- :...~ J = i: d:! +301 -JbcT C~) 

T rapecio. (Origen de ejes en el centro ide) 

4=~~ ~=-'!!:a~~: 
• 2 · 3(a .-- 01 

,\'(a' r -loU> c :'> · h'(:ID c b) 
I. 36(a +b) ·'•• = -~-

r • 

\ 
! 

t 
; 

{': 

·J 
l 
.1, 

I 

l 

l 
l 

·t· 



APENDICE A (contlnuac16n) --&-

f crrculo. (Orlgen de ejes en el centro) 

ff
-2· "d' ,.,. "d' 

A-'"'--.- 1.~1, --.·-"if 
z ,,. wtr 

1.,-o 1----
• 1 2 n 

6. 

5,.. , 
r,. =-.--fX" 

7. Anillo circular. (Origen de ejes en el centro) 
F6rmul~ oproxlmadas pora los cosos en que t seo f*!Uello. 

~
. ,, ,.J•t 

A-2.,rt-•dt 1.-1,-m•t --
.r 11f18t 8 

r., -o 1-2,,., --
4
-

, 
o. ~· SemicTrculo. (Orlgen de ejes en el centrolde) 

.... 4r 
A -l 1-;; 

'c (!l.r'-64)1' .... 
1 

8 
.r I. -~•O.tOMr• 1, -T 

B .,.. 
1.,-o '••-T 

Ellpse. (Origen de •I• en el centrolde) 
'fi'Gbl .... A -wtlb I.-. I,-. 

1-"""·<,.+•') 
4 

,. 1 

w-z 

...... ..., 1.,-o 

1 
10. : Par6bolo 

r~·=f(z) 
h i--lc 
: ·-"T-

L 1 -:t 
o-~~~ 

u. Complementa por6bol ico. , 

~
! 1=/(z) T 

~ 

-o l_, 
1-<--b_.j 

y-f(x)-h(l -~) 
2blr 3b 

A-T R-8 
:!A ,_, 

(Orlgen de ejes en el v6rtice.) 
hx' 

y=f(x) --;;;-

blf 3b :lA 
A-3 R-4 i'-)o 

It, -~' 
1 

Segmento por6bolico.(Origenen el ext=~~~!.i 

c " •• h. 
--- 2 

• 2 
A=- hL 

L l 

~I' 181 

APENDICE B 

Convene Iones de signos 

a) E(es 

b) Corgaa 

c-. 
X(+) 

. 

. 

() 

(+) 

y m=
x 

(-) 

) 

c) Corga Axioi,Fuerza Cortonte y Momenta Flexionante. 

M M 

·~· 
d) Esfuerzos nonnales y Cortontes. 

I 

~ 
f~ 

e) Pendientes y Deflexlones. 

_L~ 
p~) p 

M M 

~ ,--....., 

"l[~]L {:::Jt 
"-..__./ ~ 

x ~x~x x 

~~ !~''' l(-)~ 
,, 

I 

-' 



APENDICE 8 

(. Continuaci6n ) 

f) Esfuerzos en pianos inclinados en miembros con cargos axiales -~~- -

--& 
~ 

1E]l lL:J1 v ) ~X 
'-____...../ "--------" 

g) Esfuerzos Principales en Vigas 

:·.~ 

--& 
~--------.. .. 

,.,......._ 

-8- [{X 
/~ -

181 ty 
'----------.# 

0 
e 

__ ___..,X 

' t 

t81 !Y 

'r-._ _ _../ 
e 

~)J 
X 
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"\-".- EJEMPLOS RESUELTOS 
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.J 

···~ '1• .. 

1.- La vigo "T" de Ia Figura est6 heche con un material el6stico lineal. E!! 

contror el valor m6s grande de Ia cargo P que puede aplicorse si dicho cargo pue-

de actuor hocia abojo o hucia arriba. Los esfuerzos permisibles a flexion de Ia vi 

go son: 
2 2 Vt= 210 Kg/em ; Vc- 410 Kg/em 

Resp.: P MAX= 627 Kg. 

e,_ I 

Jr._ ~ 
... 

~ 

1 
~-1_1,.. ~-.. 1 

0·~~ 
1 

I lliuo u 

\ ') ~ '•1 ~ '1 ' I l 
J L.. ,,_ 

2.- Determine el radio de curvature en x = 5m. 

i r;"" 

I o"" 

.. 
'· 0-l: 

io 1- I 1 ~ 
t<' Zo ·:o Cc-mj 

2 
E = 141 tory'cm 



3.- Suponga que un material tiene un diagrama esfu.-zo-defarmaci6n coma 

se indica en Ia figura, can 29"0 como su resistencia ultima a Ia tension. Determi-

ne el momenta ultimo, M, para una viga rectangular de base by altura h =.2c, -

flexionando alrededor del eje horizontal. 

>V Resp.: 1.11 bc2 V"o 
2~o 

• 
]" 

E 

4.- Una viga de sec:ci6n rectangular de dimensiones b x h, se flexiona al-

rededor del eje horizontal de Ia seccion. El material de Ia viga presenta propie-

dades linealmente el6sticas a lo tension e idealmente pl6sticas a Ia campresi6n. 

Si el nivel de esfuerzo m6ximo en tension y compresion es IV;,\, sea, numerica-

m3nte el f!lismo l,Oue momenta M resiste Ia viga en funci6n de !To , by h? 

V" 

~-

v;; 

!·· 
Q 

~ 

2 
Resp.:(..!..!....) bh Vo 

54 

E 

:'"7"-. 

188 

5.- Una viga tiene Ia seccion transversal campuesta como se muestra en Ia 

figura. 

i) Si los esfuerzos permisibles a flexion son 'V = 1500 Kg/cm
2 

(acero) y --

2 
V = 100 Kg/em (madera), encuentre el momenta permisible de Ia seccion. 

ii) Con el resultado anterior dibuje el diagrama de esfuerzos en Ia sec:c:l6n. 

'Etacou) • 'ZI<It>C. \I:J/ .... • 

··- r E t .... J.,) = e ,.,ov ~J 1-, M••',.a 

~ ,.. .. , 4 
z.... zo._ 2...., 

Resp.: Mper = 4.8 ton. m. 

6.- Calcule el ancho b de Ia viga de madera unida a dos placas de.ac:.-o, -

como seve en Ia figura, para que soporte Ia candicion de cargo mostrado. Los -

esfuerzos nor males permisibles en Ia madera y el acero son V M = 100 Kg/ cm
2 

y --

V"A = 2500 Kg/em 
2 

respec:tivomente. Tame EM= 1 x 1oS Kg/cm
2 

Y ----------

6 2 
EA =2 x 10 Kg/em • 

~--.~~~, 
</t•"' hoo/,.. I' ..... IO 

jpwrpr-IL~1 ~q.r' "",...'jf,...,..,lrc!£mL!r"114nrt:urr!t1U:tt} t 

,.._ 

MADII\A zo..., r.l. .. ui 2'... ~le z- J 

1~//./' /// . . . 77-· / /// ///J] 2,_ 
Ru_p b .. ,o._ 

~ .. " 



k 
7;- Determlnar l01 esfuerz01 de trabajo sl Ia secci6n soporta un momenta de 

1.5 tan-rn. 

., 2 
E1 •2x10 Kg/em 

As= 10 em 
2 

f~ = 200 Kg/cm2 

2 
fy = 4000 Ka/cm 

Usar el mitada de Ia secci6n trarwformacla. 

/A~~ 
fl ... ~ 

~ C/Oc- l 

6rea de acero = 1 0 em 2 ro.c. • ~.(,._ 
J 

- Resp.: 

2 
fc"' 101 .5 Ka/cm 

f = 736 Ka/cm2 
I 

8.- Determine el !'actor de forma de las flguras siguientes : 

~ ' '.:· 

~ ' [[]]· r~~ -u IL•-~ ~ •s-- ; 
~ ,_ 

I' If- 1 

1·~'-

~) -..j 1-

~ lo.., 
I , 

'l.r ... 

20-

t.r--

e .. _ 

1.) 

~- e.}··~ 

1.) •. ~n 

•) •· B I 

----------- .1) l.o, 

189 

9.- Determlnor Ia cargo m6xl1110 reslstente y Ia curvatura en el extrema y -

en el centra del clara de Ia slgulente vlga. 

L•3., 
V",. .. • teC) ~J f._, 
'ti"TI., ~ 100 ~J /-• 
f..._.,. = O.oo I 

t!1't., • O.oot 

~. \, .. 1.'( 

? 
v.J". 

,io .. ~ . .. ~( 

or~ 
t---1 

'2o-

lesp.: w•1.9~ 
m 

r • 4.75 X 10
5 em! 

' •.1 ' '· ) \ I~ o 10.- Corwidere a Ia vlga de Ia flgura,hamag6nea.y de seccl6n trarwversal --

·• 

_circular corwtante, 10111etlda a un par de cargos apllcadOI como se !lustra. Sl el -

esfuerzoiV/MAX • 300 Kg/cm
2

, i,Cu6nta debe valer el dl6metra dela seccl6n

para sopartar Ia candlci6n de cargo ? 

l ,,_ l , .. f': 2. tON 

Jl " 
)( 

r ... - 1 3... , 3.. -r '3 ... 

~ 

Resp.: d•27.3cm. 



"iU 
f--1 
zc- ... 

----~ 

11.-" Determiner el valor dew si el esfuerzo permisible en Ia viga es 

V perm = 2000~ . Calcular el momenta m6xim9 carrespondiente en Ia vi go. 
2 em 

().):::.? Ar~'(..,laciell 

yrrm~mmnkrriTTlTIT11TIIIJ 
i---(D.... I 1 ... ,- .. -=-\ 

fr. 190 

12.- Para Ia viga de Ia Figura, o1,cu6l es Ia corga P m6ximo si los esfuerzos per

misibles son de 300 Kg/cm2 y de 200 Kg/cm2, a tension y compresion respective--

mente? 
!'I 

lf Jp 
A li 

L:S' .. 

I .1- '1L -1' \ 
il ~L 2.L .!_l 
5 lu 5 -~ 

'1 

1 
1- r=: I T I I 

.t-
-~ 1-- lo<i'-

Resp.: P MAX=234.7Kg. 

r I> .__ ___,.! 

,111):•' ~ ~( 

,l 

~ 

....... 
\ 

. /" 

., 
I 

PROBLEMAS RESUELTOS ) 
(DEFORMACIONES) 

I 

........... .-.. 



·, 

I , 

10 .. 

13.- Calcule los esfuerzos m6ximos pew flexiOn en I~ puntos A, 8 y C de lo 

see ciOn mostroda. 

~ 
c==-.B 
A 

t-

I 
~c. 

~~ 

= 
~ 

.;r-:{i 

~-=- 2. tOf"'/,... 

I ot ._.j 
L~ L ~ 

~· lnclinaci6n de ejes principa-

les: 0(= 16.4° 

V" xA = -542.3 K!}"cm 2 (comp•esi6n) 

V xB = 1074.6 K!}"cm2 (tens ibn) 

V"c = 0 

191 

PlOb/Q.ll.lU. Vcu.u. lu.. Vt~o... dQ lu 'flBoru../c:be.ta.VJttllL0..1 Q} 'peftrtl!le 
~ptop1Mn h /??'r'b. ~ IO~V1te [i;.., Ut~W llllclfl.Qdt:v &llll ~e.e 
dQ,, de J,ow" lu.. tdQc.V!u. etA el ceuho del du.~ ~ .silll ~~ ~ 
'iiObWpct~ Q} ~lU) WUAl~thle Q fu. rlex(ou de ~5~/cwZ 
~ E == 1 o

5 ~ /o.vlz 1 20~ 1 ~o~ 

or~ ~ ~ 

~., 

~ 
~~l\Jc:i.b,.,: 12e..do,eudo lu vt9c...) pbr eqv,l,h.h :ft,-4 4 -=-o 

2o C wo) + 3o C lbO) = bOo ~ :. i2e; 22.. "7/~ 

Por r~ =-o rz..4 ~ '2.7.333JS 

~bbA,e.u.doJ< eJ d.Lu~\QU.Ic.... de w.ow.eub tle~ooau
~ ':1 unl1cuuJo tlt~Y. U:UJu~CJd4. 

r · !>I&UIO 
~A.u..~ .... kuu
VQ.Ilcll T=.hli 

JZ. 

l 1& 
T =- tilb):. o.s ~3 

17-
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Calcule el desplazamiento par flexi6n en el punta A de Ia barra.de Ia -

fig...-a can El = cte. 

Resp.: 

A 

v =_P_ (a 3 + b~ 
3EI 

A Ia viga de lo- figura, de secci6n tronsvenal constante y homogenea, -

se le aplica un momenta en el punta B. 

Calcule el giro en el apoyo A. Si a = 1/3 l,Cu6nto vole Ia flecha ~ 

xima? 

® @eM 
~ .... 
,f-- a. ----,.( 

.f----- -· L ------~ 

Resp.: g A = .!:!:... (2L-6o+-3a2) 
6EI T 

V = 0.035 ML 
MAX tT 

(en x = 0.53 L) 
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"'I Obtenga el giro en A y diga cu61 es Ia flecha m6xima que se presenta 

en Ia viga de Ia figura,EI ~ cte. 

~
!)'t,.. 

®~s-t .. ;,.. 
~ -~---------- I 

... 
___. -- 2 ... . --- -----/ -- 2 '". ---- -./---- . 2 ... ~ 

!"' 

r 

8 
Resp.: QA =*x 10 

11 10 
Y MAX = JErx 10 ([~re) 

Calcule los giros en los apoyos y Ia felcha m6xima. Tome El = cte. 

3M •1 ;.·. 

_,. :A,.® ®k 
~) 

/----t.:.",; / --- 3.., / -

\ 

Resp.: g = _ 311 • g = 311 
-- A tr' B tr 

YMAX 

(Entre A y B) 

YMAX 

(Ext. Libre) 

-(JM 
tr 

9 M 
2""'ET' 

I 
I 



Sea una viga de madera de dimersiones: b = 15 em, h = 30 em traba--

jando en cuantiliver como se muestra en Ia figura. Det.minar los val ores del mo-

menta My Ia fuerza F aplicadas en el extrema, para que Ia pendiente ~0 sea nula 

y Ia flecha f0 se igual a 1 em. E = 10,000 Ke/cm2 

I t __- --- ' ' , c:-- ----~ 
M 7 L 

.·-;,, 

F =2HI Resp.: ·-;r 
L 

6EI M=--
L2 

Determlnar Ia ecuaci6n de Ia e16stica por media de Ia ecuaci6a difer8!! 

~ cia I = P de Ia siguiente viga : 
r. 

\ E't.: "fu· 
w <.u: ,-ttc.. 

l 
L ,/ 

Resp.: 
y -wx

5 
t- wL3

x 
= ffirrl 2m""" 

J ,, -wL
4 

3(jfi"" 
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·~·~·:.w.- JJ~ .,.. .. -~,..... ......... . 

Utilizanclo el metoda de Ia viga conjugada, encontrar Ia fecha en el -

extrema del cantiliver tomondo como m6dulo de elasticidad E = 1.8 x 10
5

Kg/cm2 

r:. . 3 b-.f,... !rt... rto.-
. A : & c 

. , /.... 1.... / .... 

Las secci~ son : Ll~ 
> JS.;;..f Resp.: Y= 1.2cm 

.31:>...,. 

Utilizanda el metoda del 6rea de mornentos o tearemas de Mohr, deter-

minor el giro y deflexi6n en el punta A de lo viga que a continuaci6n se muestra. 

5". 

~ 
~ I 

A A. 
/ / { ·I!-

25 Pa3 
Resp.: VA = 48 ET 

2 
(jj) _ 3 Pa 

A - 32"" Er 



r·~· 

Para Ia estructura mostrada encuentre desplazamienta vertical y horizO!! 

tal del punta A al aplicar Ia cargo lateral w que se observa en Ia figura, suponer 

camportamienta elastica y pequei'las deformaciones; adem6s El = cte. 

-r-- L --.t 

;,1 

Resp.: desp.vert. 

.... 

= wL4 

6EI 

desp. = wL 4 
horiz. !£1 

Para Ia estructura mostrada encuentre el desplazamiento horizontal y -

vertl::al del punta A. 

w 

I 6 

'-
1 II..-~ Cl_ ·-"~ 

j 

Resp.: desp. 
horiz. 

desp. 
vert. 

·dm 

wL4 

--m-
=-15_wl4 

24 
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Para Ia viga de Ia figura. Encuentre Ia magnitud de los valadizas para 

que las flechas f
0 

y fcentro sean iguoles. Use viga conjugada. 

Sugerencios: Sustituya el efecto del voladizo y observe que f
0 

es Ia sumo 

( dol' y~ 'F'f) yf" "0. ( f"l ~:- ------- ~ 
~ :Ji; 

l L J• I, ~ J II " 'I r 
-<-L Lf1 LJJ l.h II(L 

f'' 
fo 

fo 

·t::~ 

flecha en el valadizo 

f' + f" 'VI: ; 
:1 

,f' 
r• 

·-

Resp.: ol.= 0.236 

Determinar Ia deflexi6n en el punta 8 y el giro en el punta A de Ia viga que 

se muestra a continuaci6n. 

p 

l ?££ ! ZET /ir C. 

7A31 8 :A-
} L 1 L { L t 

~ 

2 
0.26 PL Resp.: QA = _E_I_ 

Y = 0.222 PL 3jEI 

.. 


