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NOTA PRELIMINAR

En estos apuntes se pretende cubrir el material que se ensefia en los cursos
de Mécénica de Materiales de la carrera de ingenieria Civil en la Facultad de In
genieria de la U.N.A. M,

5e ha procurado combinar la teorfa con las aplicaciones précticas y se ha

puesta bnfasis en los aspectos de la Mecénica de Materiales de mds interés para of

ingeniero civil. Asl los conceptos fundamentales de la Mecénica de Materiales =
se deducen a pgrtir del estudio del comportamiento de los elementos estructurales
wuales. Estos conceptos se aplican entonces al dimensionamiento de estos ele--
mentos en los materiales ms comunes (acero, concreto reforzado, mamposteria, =
mqdera) .

En el desarrollo de los apuntes se tuvo presente que al finalizar el curso -
el alumno debe ser capaz de dimemsionar estructuras isostéticas sencillas, conoci-

das las cargas que actian sobre ellas.

II.

INDICE
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1.

2.

Se ha incluido ejemplos resueltos y comentados que ilustran y aclaran los
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1. LA MECANICA DE MATERIALES Y LA INGENIERIA ESTRUCTURAL

T

Francisco Robles F. V. y
Oscor M. Gonzdlez Cuevos

¥
Una de las ramas principoles de la Ingenierfa Civil es la Ingenieria Estruc-

tural, cuya finalidad es el diseflo y la construccién de estructuras. Para tener una
idea del catmpo que abarca la Mecénica de Materiales es Gtil bosquejar brevemen«=
te el proceso de disefio estructural. (No se comentardn aquT los aspectos construc-
tivos de la Ingenierla Estructural, que son materia de los cursos de construccién).
Una estructura puede concebirse como un sistema, es decir, como un con-
junta de partes o companentes que se combinan en una forma ordenada para cumplir
una funcién dada, La funcién puede ser: salvar un claro, como en los puentes; ence
rrar yn espacio, como en los distintos tipos de edificios; o contener un empuje, como
en los muros de retencién, tanques o silos. La estructura debe cumplir la funcién a
la que esté destinada, con un grado de seguridad razonable y de manera que en las
condiciones normales de servicio tenga un comportamiento adecuado. Ademds, de-

ben tenerse en cuenta ofros requisitos, tales como mantener el costo dentro de ITmi-

- e dd“‘

S ok

agua. Consideraciones semejantes se pueden hacer a propésito de un edificio, una

presa o cualquier otra estructura. g

Lo que se busca, entonces, en el disefio estructural es crear estructuras =

it wlr

que tengan un comportamiento adecuado bajo las acciones a las que pueden quedar

sujetas. Esto implica un conocimiento de la relacién que existe entre los acciones

que obran sobre lo estructura, fos coracterfsticas geométiricas de ésta y los materia=

les de que esté construida, y las respuestas de la estructura ante las occiones, es de-

cir, su comportamiento. El problema del disefo estructural se ilustra esquemdtica~~

mente en la fig 1.1,

siobon

tes econémicos y satisfacer determinadas exigencias estéticas.

En el desempetio de la furicién a la que esté destinada, la estructura estard su=
jeta o una serie de acciones o cargas que debe ser capaz de soportar, La funcién --
esencial de un puente, por ejemplo, es salvar un claro, facilitando el paso de --
vehiculos sobre un obstdculo. Para realizor esta funcién la estructura deberé ser =
capaz de resistir no solamente el peso de los vehiculos sino también su peso propio,

asl eomo los efectos de acciones tales como el viento, los sismos y el empuje del = =

ACCIONES

Draed v
BY VIR et

- vort Bup

ESTRUCTURA DE CARACTE-

RISTICAS CONOCIDAS, QUE
DEBE CUMPLIR UNA FUNCION

DADA.

e b ot e

ACCIONES » ESTRUCTURA —» RESPUESTA

-a. . LN

Fig. I.| Representaclion esquemdtica
estructural.

CtiSh IO O WA

”®
2 & e g

probiema de disefio

IR



Lo Mecénica de Materiales se apoya en lo Estética y lo Dindmica, que es- . v en los cursos de Mechnica de Materiales son aplicables a cstruc-‘f

tudian el equilibrio de los cuerpos rigidos y proporcionan herramientas para deter~ turas de cualquier grado de comple]jidad.

minar las acciones internas (fuerzas axiales, momentos flexionantes o torsionantes E) problema global del disefic estructural se estudia en el

curso que lleva el mismo b i 1 i -

| y fuerzas cortantes) producidas por las acciones o fuerzas externas. El estudiante Y N el mismo mombre y que sigue al primer curso de

S — L Anflisis, En este curso se analizan las finalidades del disefo,
de Mecénica de Materiales debe estar familiarizado con lo esenciol de las discipli

' se comparan los diversos criterios de disefio, y se estudian las-w"
nas mencionadas. Debe tener los conceptos de carga oxial, momento y fuerza cor- , |
: distintas formas y sistemas estructurales y las fuerzas o acclo-

tante lo suficientemente claros para que no presente problemas el trazo de diagra- nes que deben considerarse en su prayecto,

mas que representen la voriacién de las diversas acciones internas a lo largo de los
Como resumen de las consideraciones se presenta a contlnug‘

| : ejes de un elemento estructural sencillo, producidas en él por un determinado siste- cién una breve descripcién de las asignaturas del Srea de inge-~ |

ma de fuerzas o acciones externas. En ofras palabras, debe ser capaz de anclizar ‘ nierfea: Estructural en e) programa de estudlos sctuaimente en vi-

elementos estructurales isostéticos sencillos. . ., gor.(1980) en ta Facultad de Ingenierfa de la U,N,A,M, para la -

Los elementos estructurales estudiados en Mecénica‘de Materioles suelen - carrera de Ingeniero Civil, A través de esta descripcién puede-

. . . apreciarse la relacién entre la Mechnica de Materiales y las de-
limitarse o formos relativamente simples. Son elementos estructurales tipicos el —

. més asignaturas del §rea (fig, 1,2),
fensor, que transmite cartos de compresién; lo viga, que transmite cargas tronsversa- :

|
+ v les a su eje; la losa, que distribuye cargas que actian transversalmente al plano for-
\

mado por sus dimensiones mayores; y el mura, que resiste cargas verticales al mismo y -
tiempo que cargas horizantales que pueden actuar tanto en su plonc como normales . Mecdnica 1 MecAnica Mecdnics Mecnica de Pisefin bptativas de
1. P |—o -

) . - tica) d de : Estruccutral Estructuras
a él. Estos elementos a veces se presentan aislados, pero generalmente forman par- (Estdtic Mm”iea‘es 1] Mareriatesry MaterislesTil S
te de estructuras mds complejas. El problema de analizar estas estructuras mds com-

plejas, para el cual no son suficientes las herramientas que proporciona la Estética, ’ ) - i i

. Mecénica II AnSlisis
queda fuera de los programas usuales de Mecdnica de Materiales. Se trataenlos- = - = — (Dr‘i“na(t“;sc:’irya) Estructural
. . \ - : .
-~ —-—  cursos que en los programas de la Facultad de Ingenierfa de la U.N.A_.M. se deno- . S - —=- J
minan Andlisis Estructural. Es claro que los métodos de dimensionamiento estudiadas r . "
' s V - P
. _ - Fig. 1.2 Materias del campo,de Ingenierfa Estructural de la Facultad de TIngenieria

<y , UN.AM,




Al diseflor una estructuro para que cumpla una determinada funcién, el pro-
yectista se ve confrontado con tode un conjunto de problemas. ¢ Qué forma estruc-
tural serd la més adecvada? ;Un arco? ¢ Un marco rigido? ¢ Una estructura col-
gante? §Qué material es el més apropiado? Elegida una forma estructural deberdn
cuantificarse las acciones que se supone actuardn sobre ella. Después seré necesa-
rio escoger las dimensiones de los diversos componentes de la estructura de manera
q;m ésta pueda cumplir su funcién con una probabilidad razonable de que no quede
fuera de servicio durante su vida Gtil por rotura o por alguna otra causa, como, por
ejemplo, lo deformacién excesiva. Todos estos problemas deben resolverse dentro
de ciertas limitaciones econdmicas y estéticos.

Uno de los problemas fundamentoles del disefio, entonces, es el dimensio~
namiento, es decir, la determinacion de las dimensiones que deben tener los ele~
mentos que forman los estructuras. Para ello deberdn conocerse las propiedades - ~
mecdnicas de los materiales utilizados en su fabricacién y deberd contarse con mo~
delos matemdticos que idealicen las relaciones entre estos propiedades, la geome=~
tria de los elementos estructurales y los efectos producides por las acciones que ac~
tian sobre ellos. Es precisamente la Mecdnica de Materiales (% la disciplina que =
aporta los conocimientos y herramientas requeridos para el dimensionamiento de ele-
mentos estructurales. De ahT su importancia en el disefio estructural. (E! problema
del dimensionamiento se trata con mds detalle en el tema titulada “Conceptos bdsi-

cos paro el dimensionamiento de elementos estructurales”),

(*) Otros nombres utilizados para designar el campo cubierto por esta materia son:
Resistencia de Materiales, Mecénica Estructural, Comportamiento de Materiales, -
Mecdnica de los S6lidos, etc.

En los cursos de Mecénica de Materiales, con que se inicia la secuencia de

cursos de Ingenierla Estructural, se estudian las propiedades de los materiales mds =

cominmente utilizados en la tonstruccién y el comportamiento de elementos estruc . -

turales hechos de estos moteriales y se desarrollan métodos para su dimensionamien -

to.

At finalizar los cursos de Mecénica de Materiales se considera que el alum
no debe ser capaz de dimensionar estructuras sencillas isostéticas, conocidas las =
cargas que actan sobre ellm;

En el cursc de An6lisis Estructural | se estudian los métodos fundamentales

utilizados para analizar estructuras hiperestéticas, sujetas a sistemas de cargas co

nocidos. Se supone que en este curso se aplican los métodos de dimensionamiento -

estudiados en las cursas de Mecénica de Materiales a alguna de las estructuras —
analizadas con el fin de aplicar los conocimiev;tos adquiridos y de hacer resaltar
la interaccibn que existe entre el andlisis y el dimensionamiento.

El proceso completo del disefic de sktemas estructurales se estudia en el -

curso de Disefio Estructural. Se incluye la cuantificacién de las diversas acciones

1

externas que deben soportar las estructuras, la eleccién de tipo estructural, el ort‘—‘——*—'{

lisis de los efectos de las fuerzas externas sobre la estructura, es decir, la determi_

naci6n de las acciones internas, y el dimensionamiento de los elementos estructura

les. Se integran aqul los conocimientos adquiridos en los cursos anteriores. Al ter

mi nar el curso el alumno debe poder disefiar estructuras hiperestéticas sencillas de
acero, concreto reforzado, mamposteria o madera. (Se entiende por “disefic” el
proceso completo mediante el cual se crea una estructura, El término "dimensio-~

namiento” se refiere a la parte del disefio cuya finalidad es determinar las dimen




siones de los miembros estructurales),

Siguen al curso de Disefio Estructural varlas mate-

rias optativas en que el alumno tiene la oportunidad de profun

dizar los conocimientos adquiridos en los cursos anteriores,
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2. CONCEPTOS BASICOS PARA EL DIMENSIONAMIENTO DE ELEMENTOS

ESTRUCTURALES

-

Francisco Robles F. V. y

¥ty
a Oscar M, Gonzélez Cuevas

P

2.1 CARACTERIgTICAS ACCION-RESPUESTA

El dimensionamiento de elementos estructurales consiste en la determina--
cién de las dimensiones y caracteristicas que estos requieren para cumplir una cier
ta funcién con un grado de seguridad razonable y de manera que su comportamiento
bajo condiciones de servicio o de trabajo ( *} sea satisfactorio. Para ello hace fal-

ta conocer las relaciones que existen entre las caracteristicas de los elementos estruc

turoles, las fuerzas o solicitaciones que deben soportar y los efectos producidos en =

los elementos por dichas fuerzas. En otras palabras, es necesario conocer las carac

terfsticas accidn-respuesta del elemento por dimensionar.

.

Las solicitaciones que obran sobre un elemento estructural son las fuerzas o

acciones a las que ests sujeto. Entre éstas se encuentran, por ejemplo, el peso - -

propio, las cargas vivas, los cambios de temperatura y los hundimientos diferencia-
les. La respuesta de un elemento estructural es su comportamiento bajo una deter-
minada accién. Puede expresarse como deformacién, agrietamiento, durabilidad,

vibracién. Desde luego, la respuesta es funcién de\los caracteristicas del elemen-

to estructural considerado.

(*) Por "condiciones de servicio o de trabajo" se entiende las condiciones de carga
que se supone serdn las existentes durante el uso normal de una estructura. (Los ele~
mentos del sistema de piso de un aula,’ por eiempl_g,f en condiciones de servicio, de-
berén soportar, ademds de ‘Un'peso propio, el peso de los muebles y alumnos que se
considere existirdn norma!mente en el aula. El concepto de seguridad se aclara en
el inciso 2.2.

S ¥ E



. by
Si se conocen las relaciones

[Accién - [Elomen'o de cierhﬂ . Eespuesha] i
caracteristicas

para todos las combinaciones posibles de acciones y caracteristicas de un elemento

estructural se tendrd una base racional para establecer un método de dimensiona-

miento.

En estos apuntes se pretende proporcionar herramientas para describir las =
relaciones accién-respuesta y establecer modelos muteméﬁcog que las idealicen.
Se estudiardn Unicamente las combinaciones de acciones y caracterfsticas de ele-
mentos estructurales usualmente consideradas en el dimensionamiento. Evidente~
mente el estudio de las caracterfiticas accibn-respuesta de los elementos estructu=
rales requiere el conocimiento de las propiedades de los materiales que los consti-
tuyen. El concepto de accién-respuesta es también aplicable al estudio de las —=

propiedades de |os materiales.

2.2 RESISTENCIA, FACTOR DE SEGURIDAD Y E.FUERZOS PERMISIBLES

La primera condicién que debe satisfacer un elemento estructural es que sea
suficientemente resistente. En términos de las caracterfsticas accién-respuesta, se
puede definir la resistencia de un elemento estructural a una accién determinada, -
como el valor méximo que dicha accién puede alcanzar. Una vez determinada la
resistencio a una cierta accién se compara este valor méximo con el valor corres-
pondiente bajo las condiciones de servicio. De esta comparacién se origina el con-
cepto de factor de seguridad o factor de carga. De un modo rudimentario, éste --

puede definirse como el cociente entre la resistencia y el valor estimado de la accién

correspondiente bajo las condiciones de servicio.

Al dimensionar un elemento estructural se debe procurar que tenga un fac-
tor de seguridad razonable. Mediante este factor se trata de tomar en cuenta la =
incertidumbre sobre los efectos de ciertas acciones y sobre los valores usados en -
varias etapas del proceso. Entre las principales incertidumbres se pueden mencio=~
nar el desconocimiento de las solicitaciones reales y su distribucién, la validez - |
de las hipStesis y simplificaciones utilizados en el andlisis, la diferencia entre el -
comportamiento real y el supuesto, y la discrepancia entre los valores reales de las
dimensiones y de las propiedades de los materiales con los especificados.

Una forma indirecta de dimensionar elementos estructurales de manera que

tengan un margen de seguridad razonable consiste en mantener los esfuerzos pro-

ducidos por las wligi_fgjgnes de trabajo o de servicio por debajo de unos esfuer-- V
zos permisibles. Estos esfuerzos permisibles o de trabajo se especifican como una
fraccién de la resistencia de los materiales a la accién considerada. Los esfuer-
zos permisibles se fijan con base en la experiencia de manera que la seguridad y el
comportamiento de los elementos sean adecuados. Un inconveniente de este método
de dimensionamiento, cominmente denominado de esfuerzos de trabajo, es que el -
grado de seguridad no es uniforme, ya que no puede medirse en todos los casos el =
factor de seguridad por la relacién entre las resistencias de los materiales y los es=
fuerzos permisibles. En ofras palabras, la relacién entre la resistencia del moterial
y los esfuerzos de trabajo no es siempre igual a la relacién entre la resistencia del

elemento y su solicitacisn de servicio,




El pracedimienta de dimensionamiento al que se tiende en la actualidad es
el o veces llamado pléstico. Los elementos se dimensionan para que tengan una -
resistencia determinado. El procedimiento consiste en multiplicar las solicitacio~
nes de servicio por un factor de carga y obtener asl la resistencio que debe darse
al elemento para contar con la seguridad deseada. En estos apuntes se ilustrard

la aplicacién de los criterios de dimensionamiento descritos.
2.3 CONDICIONES DE SERVICIO Y LIMITES TOLERABLES

A semejanza con el problema de resistencia, para garantizar que una es-

" * ant

teahl
tructura tenga un P to acep

e bajo condiciones de servicio se com-

poran los valaores de las respuestas (deformaciones, agrietamiento, durabilidad), =
correspondientes a las acciones estimadas, con ciertos Iimites prestablecidos, que

la experiencia ho indicado son satisfactorios.

2.4  APLICACION DEL CONCEPTO ACCION-RESPUESTA A UN CASO

PARTICULAR

Considérese el voladizo mostrado en la fig. 2.1 que estd sujeto a la accién
de una carga vertical P que varla desde un valor nulo hosta aquel que produce el -
colapso. La caracteristica accién-respuesta mds inmediota es la curva carga—defle-
xién, presentada tombién en la figura. _

En términos de esta caracteristica es posible definir cuatro etapas en el com

portamienta del voladizo:

a) Una etapo iniciol eldstica, donde las cargas son proporcionales a los defor-
maciones. Normalmente se pretende que bajo las condiciones permanentes
de servicio (excluyendo los cargas de corta duracién como viento o sismo).

.la estructura se encuentre en esta etopa. La carga de servicio se ha marca-

do en lo figuro como P, y lo-deformacién correspondiente como z,.

b) Una etopo intermedia donde lo relacién carga—deformacién ya no es |ineo|.v

¢) Una etapa pléstica, donde se producen deformaciones relativamente gran-
des para incrementos pequeios o nulos de las cargas. La resistencio Py se
encuentra en esta etopa. Debido a lo formo de lo curva es diflcil estable-
cer cual es la deformacién correspondiente o la resistencia.

d) Una etapa inestable, caracterizada por una rama descendente hasta el co-

lapso, donde o mayores deformaciones la carga disminuye.
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Fig. 2.1 Caracteristica carqo-doformocio’n.
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De la ilustracién se puede definir el factar de seguridad como el cocidnte
P./ Py . La estructura tendrd una resistencio adecuada si este factor es mayor que
un valor predeterminada considerado como acepigble. a

Para investigar si el comportamiento bajo condiciones de servicio es satis=
factorio se deberd conporﬁr ol valor de la deformacién correspondiente a Py con
ciertos valores prestablecidos que se estimen tolerables, de acuerdo con experien
cias anteriores,

Es interesante hacer notar que en la etapo pldstica, a.una variacién muy
pequefia de lo carga corresponde una variacién importante en la deformacién de
la estructura. Por lo tanto, si las acciones en esta etapa se determinan a partir
de las deformaciones, errores importantes en la estimacién de éstas producirén sélo
variaciones insignificantes en el valor de la accién. Por el contrario, es diffcil
predecir en esta etapa el valor de la deformacién que cotresponderd a una carga -
determinada .

El ejemplo anterior muestra claramente que es conveniente conocer las re-
laciones accién-respuesta correspondientes a una voriacién de P desde un wvalor = 4
nulo hasta el que produce el colapso. Esta informacién permite conocer el grado
de seguridad de la estructura y estimar el intervalo de carga bajo el cual el vola-

dizo se comportard satisfactoriamente.
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3. ELEMENTOS CORTOS SOMETIDOS A CARGAS AXIALES - .iagcn- 0 o

Oscar M. Gonzdlez Cuvevas

. . Francisco Robles F, V. - wd
Roberto Meli Piralla

el

3.1 INTRODUCCION ’ el

Existen algunas estructuras cuyos miembros o elementos se encuentran some=~
tidos a cargas axiales de tensién o de compresién. Por ejemplo, los miembros de - e
armaduras con uniones articuladas, los tirantes, olguncs sistemas de cables, etc. - .
En este capftulo se presentan métodos para dimensionar este tipo de elementos. Tcug'
bién se presenta una descripcién del comportomiento de especimenss de ensaye s0- .z
metidos a cargas axiales. Del estudio de dicho comportamiento se deducen los prin 3
cipales caracterlsticas de los materiales estructurales y se introducen los conceptos
de esfuerzo y de deformacién unitaria. Estos conceptos se utilizan en otros capitu=
los para el dimensionamienta de miembros sometidos o otras acciones o a combina=
ciones de acciones.

No se incluyen elementos en los que existen efectos de esbeltez importantes,
o sea, elementos sometidos a cargas de compresién y cuya relacién altura/lado sea -
lo suficientemente grande para que los |lamados momentos de segundo orden sean de .
magnitud considerable, o para que rija lo inestabitidod por pondeo.

3.2 COMPORTAMIENTO ‘

El comportomiento bajo cargos axiales se estudia generalmente sometiendo =
especimenes de ensaye a cargas de tensién o compresidn. El tipo de espécimen y las

caracteristicas del ensaye varfan segin el material del elemento. Para coda material,

existen especimenes estdndar, o sea, especimenes cuyas dimensiones y procedimientos

S DE—
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de fabricacién estén definidos, y ensayes en los que se han especificado el método - Para realizar el ensaye, se va aplicando carga de manera continua al espécimen,

de sujecién del espécimen en la mdquina de ensaye, la duracién del ensaye, etc. y se miden los alargamientos de la porcién de espécimen con longitud de medi-~

Las normas de ensaye mds usadas en nuestro medio son los de lo Direccién General cidn, correspondientes a diferentes valores de la carga aplicada. Se obtiene de

de Normas de la Secretarla de Industria y Comerico (DGN) y las de la American -

. problemas de esbeltez. En algunos materiales, las gréficas compresién-acartamiento
— - [ESCINP - - . oA q"’, - _—
" " ’ son similares a las gréficas tensién—alargamiento, mientras que en otros son comple-
]

Flg. 3.0 Esquema de un enscye de tension.

esta manera una gréfica carga-deformacién como la representada gsquemﬁﬁca- -
.Society for Testing and Materials (ASTM). I . mente en la fig 3.2 . ’ : - C : o
Con el fin de ilustrar en qué consiste un ensaye y el tipo de informacién - o v o amites &)
que se obtiene de los mismos se describe a continuacién el ensaye a tensidn de una A
barra de acero (fig 3.1). El ensaye se efectGa en una barra de aproximadamente =~ i ' Ao
50 cm. de longitud, la cual se coloca en una mdquina provista de mordazas que la R =
sujetan y le trasmiten una fuerza axial de tensidn. La mdquina esté provista tam- - o a
bién de un sistema pora medir la magnitud de la carga aplicada en un instaate cual~ : . B I M“‘ w i & CARARE
quiera. i . R L) 5
P . : . " Alargomiento, A4} -
? ‘ : B o ’ Fig. 3.2 Grofica corga—glargamiento
. _ En forma similar a la descrita anteriormente, pueden realizarse ensayes en - |
compresién axial, en los cuales se miden los acortamientos correspondientes a dis--
10 o . tintos valores de la carga. Estos ensayes se realizan en especimenes cuya relacién
. R altura/lado o altura/didmetro es de! orden de dos o tres, como méximo, para evitar
e * tamente diferentes.
P




Las cargas que se miden en ensayes como los descritos anteriormente depen=
den de las caracterfsticas del material y del tamafo de la seccién transversal del -
espécimen de ensaye. Las deformaciones, a su vez, dependen del material y de la
longitud de medicién que se elija; mientras mayor sea esta longitud de medicién, -
mayores serdn las defarmaciones.

Con objeto de obtener gréficas que permitan estudiar las caracteristicas de
los materiales, independientemente de la seccién transversal del espécimen de en-
saye y de la longitud de medicién, se acostumbra tansformar las gréficas carga~de~
formacién en gréficas esfuerzo-deformacién unitaria. Estos Gltimos pardmetros son
adimensionales y, por la tanto, las gréficas esfuerzo~deformacién unitaria son igua~
les para un mismo material independientemente de las caracteristicas del espécimen
de ensaye, En la seccién 3.3 se presentan los conceptos de esfuerzo y de deforma-
cién unitaria y la forma en que se obtienen a partir de la carga y de las deformacio
nes medidas en los ensayes. Llas caracterfsticas de los materiales que se obtienen de
las grdficas esfuerzo-deformacién, los detalles mds importantes de estas gréficas, y
lo forma de las gréficas para los materiales mds usados en ingenieria civil se presen-

tan en la seccién 3.4
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Fig. 3.3

3.3 ESFUERZO Y DEFORMACION ‘ . A
3.3.1 Esfuerzo
Supéngase que en una barra sometida a una carga axial de ten-
sién se hace un corte perpendicular al eje de la barra fig 3.3-a. Por equilibrio de -
las fuerzas que actdan en direccién paralela al eje, en la seccién transversal deben
existir fuerzas por unidad de Grea como las mostradas en fa fig 3.3-b, Estas fuerzas

por unidad de drea reciben el nombre de esfuerzos.

g e o . B T

Fig.

Concepto de

o
a) Material ddctil

3.4

> o
Ic) Materiol fragil - tipo B

Curvas tipicas,

esfuerzo

esfuerzo.

.
b) Material ftragil-tipo 4

’
deformacion unitorio.
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En el caso de corgos axiales, son iguales entre 3T y se dics, entonces, que el
de esfuerzos es uniforme. Para calcular la magnitud de los esfuerzos en este caso, -
basta dividir la carga aplicada entre el drea de lo seccién transversal . Por lo tanto,

los esfuerzos se pueden calcular con la ecuacién -

P

f=_A— (3.')

donde P es la carga axial y A es el drea de la seccién transversal. Los esfuerzos -
tienen unidades de fuerza dividida entre Srea, por ejempla, kg/c:m2 o Nmﬁnz. -
Al deformarse e! espécimen de ensoye cuando se aplica la cargo axial, la seccién
fransversal aumenta de drea si lo carga es de compresidn o disminuye si es de ten=-
sién. El valor de A en la ecuacion 3.1 suele ser el drea de la seccién antes de --
aplicar lo carga. Las grdficas esfuerzo-deformacisn omli;ndus en la seccién 3.4 -
son las obtenidas de esta manera.
3.3.2 Deformacién unitaria

La deformacién unitaria, o deformacién por unidad de longi~

tud, se obtiene dividiendo el acorfamienté o alargamiento medido en un instante -

_—
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. . .
o 3.3.3 Gnrdficas ssfuerzo-deformacién unitaria '

.- o ' Las grdficas carga-deformacién mencionadas en la ién 3.2

) pueden transformarse en gréficas esfuerzo-deformacién unitaria aplicando as ecua~

ciones 3.1 y 3.2, Pora ello, se calculon los valoresde f y de ¢ comespondien
tes a varios puntos de la gréfica carga-deformacién. Los gréficas esfuerzo-deforma-
.€ién unitarla tienen la misma forma que los gréficas carga-deformacién, pero tienen
lg ventaja, como se mencioné anteriormente, de que los valores numéricos no depen
den de las caracterfsticas del espécimen de ensaye o de lo longitud inicial de medi-

cién.

3.4 CARACTERISTICAS DE LOS MATERIALES OBENIDAS A PARTIR DE’
LAS GRAFJCAS ESFUERZO-DEFORMACION UNITARIA

v 3.4.1 Caracterfiticas generales

ah pan- e s

En la fig 3.4 se presentan curvas esfuerzo-deformacidn unitaria
~ tlpicas. En la fig 3.4-a se muestra la curva esfuerzo-deformacién unitaria de mate~
riales dictiles, como algunos aceros. Un material es dictil si se producen grandes -

deformaciones antes de que ocurra la rotura del espécimen, y es frégil si los deforma

dado entre la longitud inicial de medicién. Por lo tanto, 17 el cambio de longitud ——————————————cjones son pequefias en el momento de lo rotura. La curva de la fig 3.4-b es tipica

N | y la longitud inicial de medicién es Qo , la deformacién unitorio se pue-

de calcular con la ecuacién

e 4L

Las deformaciones unitarias son adimensionales ya que tanto AQ como

(3.2)

90 tienen unidades de longitud.

.

de materiales frdgiles como el concreto. Pora algunos materioles frﬁgilu—r\o-memli-
cos, como vorios tipos de pldsticos, la curva esfuerzo-deformacién unitoria del t.ipo
de la mostrada en la fig 3.4~c,

Observando los diagromas de la fig 3.4 se concluye que hay una considera~-
ble variocién en las curvas esfuerzo—deformacion unitario de los distintos materiales
usados en ingenierfo. Sin embargo, en los dos diagromas de las figs 3.4 y ¢ -~
existe una stapa infcial con una relacién esfuerzo-deformacién unitario lineal. Lo

porcion recta inicial de estas curvas se puede representar por la ecuacion
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En la o/cuucidn 3.3, ol wlonde E es la pendiente de lo {Ihea recta y se

denomina mddulo de elasticidad o médulo de Young. Tiene unidodes de fuerza - 1)

dividida entre longitud al cuadrado, por ejemplo, kg/cm?2, .

- .
ot S &/, I rango ineldstico |
S T

La relacién ‘esfuerzo-deformacién representada por lo ecuacién 3.3 se conoce

.
H
. I TIET N T e |
como Ley de Hooke, debido o que el cientifico inglés del siglo XVII Robert Hooke g
~

fue el primero en observar y registrar esta caracterfitica bdsica pora muchos mate=

rioles. La ley de Hooke representa una relacin esfuerzo~deformacién bastante im= (e)

nv

portante ya que los andlisis de esfuerzos y deformaciones, y el disefio de lo moyor '
parte de las construcciones estdn basados sobre esta ley simple del comportamiento ) ' th —
de materiales. . Cuando la gréfica esfuerzo-deformacién de un material cumple con .
la ley de Hooke se dice que su comportamiento es lineal . Si ol descargar el espé- ‘ ) 1' / / / ! | ""‘ ———
e e /‘ / / i - -
R i . e

men, éste recupera toda su deformacién, el comportamiento es eldstico. Un mate-

rial puede tener un comportamiento lineal pero no eldstico y viceversa, aunque en : -

muchos casos la etapa lineal es también eldstica. - ' ' ‘ -
) Alae 0w *-—8’-—-] b ¢ e iy
Tombién en la fig 3.4 se observa que dentro de los diagramas esfuerzo-de=~ ’ ’ '

formacién existen dos etapas generales: una etopa inicial précticamente linea! y = ,

aldstica, en la cual se aplica lo ley de Hooke, y una etapa de comportamiento == . ,
Fig 3.5 Deformociones elastica e inelastica
ineldstica, en lo que los deformaciones llegan o ser grandes y la ley de Hooke no es :

aplicoble. Las etapas eldstica e ineldstica se ilustran en la fig 3.5-a. Cuando en lo etapo ineldstica, las deformaciones unitarias oumentan bajo un

L]
. . e ae ae . . .
Una terlst | t
carocterfstica distintiva de la etapa ineldstica es que si se descarga el esfuerzo constante, se dice que el material tiene un comportamiento pldstico. En la
espécimen, ] la fig 3.5-b, se ti f i6 nen= . o, .
pécimen, como se muestra en la fig 3.5-b, se tiene una deformacidn permanen fig 3.6—0 se muestra la gréfica esfuerza-deformacién unitario de un moterial con una -
te, Siel i | la relacién esf -def i6i incide
7 ¢l espécimen se vuelve o corgar, la relacién esfuerzo-deformacién coinci etopa inicial eléstica y una etapa posterior pldstica. Los moteriales con gréficos de

la relaci £. ~def ién de la de: .
con la rejacion es:Jerzo ormacion @ descarga - este tipo reciben el nombre de elasto-pldsticos; cuando solo tienen lo etapa inicial,




se lloman materiales elésticos ( fig 3.6-b ); y si s6lo tienen la etapo final, se cono

cen como materiales plésticos ( fig 36=c ). 'Las gréficas eldsticas, pldsticas y elas~

to-pldsticas son gréficas ideales, ya que los materiales reales tienen gréficas que di-
O ——

fieren de éstos. Sin embarga, en muchos casos las diferencias entre las gréficas rea~
les y las ideales son pequefas y pueden utilizorse los gréficas ideales para represen=

tar en formo oproximada el comportomiento de los materiales.

) ., € ' , .
a) elasto- plastica b) elastico ¢) pldstica

Fig 3.6 Graficas 1deaies esfuerzo-deformacidn unitarie

3.4.2 Propiedades mecénicas obtenidas de los curvas esfuerzo-defar=

macién Hnitorio

Limite de proporcionabilidad. Es el esfuerzo a portir del cuol el esfuerzo ya

no es proporcional a la deformacién unitaria, a sea, o portir del cual la gréfica --
esfusrzo—deformacién unitaria ya no es lineal. Este valor estd representado por el

punto a en la fig 3.7-a. Lo determinacién exacta del |Tmite de proporcionalidad -
es bastonte complicada yo que el combio de la etapo eléstica a la ineléstica es gra-

dual y la lacolizocién exacta del punto de transicién no es fécil de definir.

33 =3

Limite eldstico. Es el esfuerzo méximo que puede ser oplicado o un mate-
rial sin que se produzcan deformaciones ineldsticas permanentes a! retirar la car-

ga. Este valor estS representado por el punto b en la fig 3.7-a. Si el espécimen

e et g — -

se carga mds allé del Ifmite eldstico, la deformacién no desaporece completamente
al retirar la carga, o sea que el espécimen no recobra su fongitud inicial. Con fre
‘ cuencia es imposible detectar una diferencia entre los ITmites proporcional y elds-
tico. Debido a que es dificil en la préctica determinar los ITmites proporcional y
eldstico, se recurre frecuentemente a otros | Tmites definidos en forma convencio-~

nal como se indica a continuacidn.

cagiod
[} d
(al €
! i
Ve
bk R -
° - Fig 3.7 Algunos puntos corater(sticos de ias curvas esfuerzo deformacich

Limite de fluencia. Es el esfuerzo que correspande a lo transicién de la =

{ etapa eldstica a la ineléstica y que se define por un cambio brusco en el movimien

to de la aguja indicadora de carga de la méquina de ensaye o por alguna construc-
cién geométrica arbitraria. El primer método se usa en materiales cuya gréfico es=
fuerzo-deformacién unitaria se aproxima a uno gréfica elastopldstica como la de la

fig 3.6—~o. En estos materiales el cambio en el movimiento de la aguja de carga se




identifica perfectamente. Algunds materiales de este tipo presentan dos |imites de -
fluencia , uno superior y otro inferior, como se muestra en la fig 3.7-a ( puntos ¢ y
d). En estos casos suele considerarse el ITmite inferior como | Tmite de fluencia. -

El segundo método se utiliza en materioles cuya gréfica esfuerzo~deformacién unita=

ria no presenta un cambio bien definido de la zona eldstica a la ineldstica. El mé~

todo mds cominmente usado para definir el |imite de fluencia en estos casos consiste
en trazar una recta poralela a la parte recta del diagrama esfuerzo-deformacién uni~
taria a partir de una deformacién €, definida en forma arbitraria (fig 53.7-b) y con=-
siderar que el |Tmite de fluencia es la interseccién de esta paralela con el diagrama
esfuerzo-deformacién unitaria. Los valores mds usados de la deformacidn &, va--
rfan de 0.001 @ 0.0035. Los materiales a los que se aplica este segundo método se
conocen como materiales sin |Tmite de fluencia definido.

Rigidez. Es una medida de la resistencia de un material o deformarse. Para
los materiales A y B, con los diagramas esfuerzo-deformacién ilustrados en la fig -
3.8-u, la rigidez del primero es mayor que la del segundo ya que la deformacién ~-
&, es menor que &y Para el mismo esfuerzo. La rigidez bajo carga axial se pue
de medir par medio del médulo de elasticidad o médulo de Young, E . En la fig 8-a,
puesto que {A es menor que EB , entonces EA = é—fA es mayqr que EB= Gf—a -
© sea que, a mayor médulo de elasticidad, mayor rigidez del material. Comparando
el acero estructural con Eqe =2.0 x 106 kg/cm? y el oluminio con E 4} =0.7 x 106
kg/cm? resulta que el ocero tiene una rigidez aproximadamente tres veces mayor que
la del aluminio; esto es, el acero se deforma aproximadamente una tercera parte de ~

lo que se deforma el aluminio paro el mismo esfuerzo.
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Para materiales con diagramas esfuerzo~deformacién no lineales, como las ~
de la fig 3.8-b, la pendiente de la curva esfuerzo~deformacién varfa y no se pue-
de definir el médulo de elasticidad como lo correspondiente a la parte recta del dia
grama. Para estos materiales, se definen los tres siguientes valores como medidas -

de la rigidez.

oV o
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A | tb)
€
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Fig 3.8  Determinacion de lo rigidez
%
a) Lo pendiente de la curvo esfuerzo~deformacién en el origen, denomi-
nado médulo tangente inicial y que tiene un valor igual a )= tan ©,

b) La pendiente de la Iinea que une al origen con un punto determinado A
fijado arbitrariamente sobre la curva esfuerzo~deformacién, denominado médulo secan
te, que tiene como valor Eg = tan ©,

c) La pendiente de la tangente a la curva esfuerzo~deformacisn en un de-
terminado punto B, denominado médulo tangente, con valor igual o E3 = tan ©,

3

Médulo de Poisson. Es otra medida de las caracteristicas de deformacidn de -




- ol 2oy’ o .
dimensiones unitarias sujeto a tensién, como se ilustra en la fig 3.9. Debido a que ' 9 " . i ] Oﬁ_
| ) las dimensiones del elemento son unitarias, los alargamientos y acortamientos son - | . . 3 i
. —— l . .‘_- 1 :
iguales a las deformaciones unitarias como puede deducirse de las ecuaciones 3.1 - 3 2 & ‘
4
y 3.2 Se puede ver en la fig 3.9 que a la deformacién unitaria longitudinal £ : E g
3 €-
en tensién le acompafia una deformacién unitaria transversal de acortamiento &' . de + p— ()
‘ "— f -—‘—-’
H a)
} - Si, por el contrario, actuase un esfuerzo de compresién se presentaria un alarga- (
miento transversal. E! médulo de Poisson se define como — ' . :
'
\ _& :
H*>—Z— (3.4)
., e Fig 3.10 Resistencia
‘ El médulo de Poisson es una medida de la rigidez del material en direccién ¢
|

o
normal o la de aplicacién del esfuerzo.
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" . 1’ T Fig 3.9 Determinocion del maodulo -

de Poisson

| ’ ) Resistencia. Es el esfuerzo mdximo que resiste un espécimen. En la fig -
o 3.10 se indica lo resistencia, f_ , para tres tipos de gréficas esfuerzo—deformacién -
unitaria. Obsérvese que cuando la gréfica tiene una rama descendente, la resistencia

no coincide con el esfuerzo de falla.

(¢)

Ductilidad, Es unc medida de lo capacidad de un material para deformarse

on la etapa ineldstica. La medida usua! de la ductilidad bajo corga axial es el -
porcentaje de alargamienta o acortamiento correspondiente a la falla. Esto es, si
IF representa la longitud medida en el instante de la falla y Qy ylo longitud -

inicial, el porcentaje de alargamiento es

I -4,
%"T—

L4
Un material con alta ductilidad permite deformaciones considerables antes

+ \vo (3.5)

de que falle. Esto es importante en situaciones en las que se presentan cargas ex-

cepcionales que exceden a los cargas de fluencia.




3.4.3 Varlabilidad ¢ Indices de resistencia

"y v
Las propiedades mecdnicas de los materiales descritas en las

secciones anteriores son de naturaleza variable; es decir, que si se efectia el mis-
mo emaye repetidas veces en especimenes del mismo material se obtienen resultados.
diferentes en cada ensays. Las diferencias en resultados dependen de la uniformi~
dad del material, del tipo de ensoye, de las condiciones del equipo de laboratorio,
de lo propiedad mecdnica que se trate de determinar y de ofvos factores, El estudio
de la variabilidad de las propiedodes mecénicas se hace utilizando las técnicas de =
probabilidad y estadfstica. '

Debido o esta variabilidad en los resultados de los ensayes, para evaluar las
diversos propiedades mecénicas de un material no basta con efectuar un solo ensaye.
Es necesorio hacer varios ensayes en muestras seleccionadas de acuerdo con las téc=
nicas de muestreo y determinar tanto la tendencia central de los resultados como la
dispersidn de los mismos. Una de las medidos mds usuales de la tendencia central es -
el promedio. Para medir el grado de dispersién se recurre por lo comin a lo desvia=-
cién estdndar o al coeficiente de variacién. Para fines de diseflo, se puede tomar en

cuenta la voriabilided de las propiedades de los materiales, especificando la probabi

A AU O—

lidad de obtener resultados de ensayes inferiores a un valor prestablecido.

Es comn que alguna de las propiedades mecdnicas de un material se considere
como representativa o indicativa del comportamiento general de dicho material bajo
determinado tipo de solicitaciones o acciones. Cuande esto sucede, las propiedades
mecénicas se denominan fndices. Los Indices mds usados son aquelios que relacionan

las caracterlsticas generales de un material con su resistencia, y reciben el nombre de

Indices de resistencia. Obsérvese que no siempre el indice.de resistencia de un.mate -

17

rial es la resistencia deﬁnido en I;: fig 3.10. Por ejemplo, en el caso del acero,
el Indice de resistencia usado mds frecuentemente. es el ITmite de fluencia, ya que
este valor permite predecir mejor el comportamiento de elementos estructurales de
acero que la resistencia. En ofros materiales el Indice de resistencia sl coincide
con la resistencia, como en el caso del concreto simple, en el que el Mndice de =
resistencia es su resistencia a la compresién.

Los Indices de resistencia deben poder determinarse por procedimientos de
ensaye sencillos y relativamente baratos. Un factor esencial es que la variabili-

dad de la propiedad mecdrica usada como Indice sea lo menor posible.

3.5 CONCEPTOS GENERALES SOBRE DIMENSIONAMIENTO

En las secciones anteriores se ha descrito el comportamiento de miembros
estructurales sujetos a carga axial, se han introducido los conceptos de esfuerzo y
deformacidn unitaria y se han estugiado los relaciones entre estos valores para di-
versos tipos de materiales. Conocidas las relaciones esfuerzo-deformacién unitaria
para un material es posible desarrollar métodos para dimensionar elementos estruc~
turales fabricados con 61. ivies &

El propésito esencial del dimensionamiento es determinar las dimensiones de
los elementos estructurales de manera que resistan las fuerzas que actéan sobre ellos
con un mdrgen de seguridod adecuado. Como se indicd en la seccién 2.2 existen dos
enfoques fundamentales al problema de dimensionamiento. Segin un criterio, lla=

mado criterio de resistencia o criterio pldstico, los elemenios se dimensionan para =

que tengan una determinada resistenc i, superior a la carga de servicio que deban =
soportor. Segin el otro criterio, se determinan las dimensiones del elemento de ma-

nera que los esfuerzos producidos por las cargas de trabajo sean inferiores @ unos es-

B




fuerzos permisibles, que son una frucca6n de la resistencia del murenul a la accién
G hab oens e et C gl o b AT

E “s")
considerada. Lo aphcacuén de estos dos snfoques de dlmensionomlenfo se ilustran
oup o . cinnault ob etimil te ey stnausD 22 chove oianelziest ao saibal e

en el siguiente ejemplo sencillo.
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sbioni Sea un m:embro que debe soportar una carga P =100 ton, fabricado de un
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Criterio de resistencia

ok aenibel o bobifidoinY E.b.E
Se trata aqui de escoger una seccidn que tenga una resistencia prefijada.
20! A miaak asidiereey sol a rprom aotolieionio ol
Si, por ejemplo, se desea disponer de un focfor de segundud igual a dos, el ele-
=gim lu funotom o 50r 26 -0TiSI00 @roi20m

mento deberfa ser capaz de soportar una carga P, = 2P, Es decir
tobotiues: naruitde 82 Inisiun cinzim isb zononiiseqes ne sedev wbitaqer ayoms om

rovoratdaiven o

"f”’kk“ G BT

(e uinngh suthal de o orten 2010 Al L miaATa of Sup 0180
material cuya grdfxcu esfuorzo-deformoc16n se conoce (fig 3.11).
= eb suiwe uooug s o e ome3 u'oeaetaize ol nod

cnivizsrgmon ol o Disnsteies: ur e pidngtiizen
b sotnpimitesolq 1cq stonimustel 1ebeg nedsb vinnsizizer #b recibni 20l
~itidoitoy Dl sup t2 loionezs Wizt ) Laciursd sinsmovitelst v xilisne: evoens

~er soibnl amon shoeu poitdaam bobsiqoeng ol 55 bub

LA t

sigizne ne

e a s Fa%

[OFIRE 1 U K z.£

xdﬂwm o ol
arro de —

1% ‘-°§83‘ooo lte/(:m2

S Nt ]

' ,fr«w:: I3 otiizest: od

petajue eolfnn

tr r!;,OO kg /¢ mz 3
—p € de rotura

i obiouborini riod s

Y oo :,ﬁ!':» e totagInes

~ib o 2eictov dprin ofas 2anoisoier sl obgl o ool s v

o} =glorgamienty

asfuerzo

piwtine ol L

i 3
39700 .mgn WO 9t bokjit porIey

=-sutied zataem

4inih DG tobetdm wollovioest sldicoq s feitetom au cing

1 P=2100 T (carga de servicio)

.13 no2 aobooiudnl 2slowd

~imvalinu of sb nhaaD i ¥90:H:200 tor = 2000000 kg . s(mens pboo ne 2sinestil
sietrodsl Gongileidndt goe - ivibnoa 20t 8b L syomne b oqit jeb inivetom lew boh

oibuias i3 .aei0tant sovio sb y wéu,:u-gﬂrv sb stont e sup bdinbuem brbsigorg ol s
) r

~ b 2ainsdi eo! obeosility evod ae rorindaar tshobeigowg tof ok bubitidoivw of sb

uendo f la resistencia a tensién del material y A el drea de la secmén, se ob~

Jeolisienda ¢ bobilidadow

tiene
! wulovs piog ‘tas(m'\‘\ e -a:.v 2 w'l‘ wzer sol ’rubiﬁdnhw oie o ohidetl

———-——9-—- = 400 cm?

. syons olor mu vouioeh 500 kg/m tnirelom nuy 8d coainbism 1sbobsiqoig ennavib
=¥ {§ ge 1o HeEtiehis segah Tos datos dei Wi grafite exleteoxdefeimd AsPUItar id,
ol o, S bste"casd Toiku1aE-cahieHMhienis HdtoRm)stel X oemzaum ob x0oin

19 invines pisnsbnet ol ab 2sioua e eobitam 2ol ob oold L zomeim 2ol sb ndizvegeib

Criterio de esfuerzos permisibles o esfuerzas de trabajo
~nivesb ol o Ao T IR *35\‘)m med

.o'bemorg ls

Y »‘p;mn\r

e 20

ng omot

Y 82

TR

© g

TR Y T FOMERS

fuerzo a que estd sujeto el miembro bajo cond:cmnes de servicio quede deba|o de
Jdeoong ol olineailissqee 30 e2e powiGo g eb hekiiidel wine

e inhipdam ool

=t manoitnemib w0l primeisk » ctnsimeneimsact {eb leianme-otizbgerg 13
20ils sidoz nolton sup eoxvou? ol Aptziast sup ovenom sb zsleiutavites 20tnemels sol
20b natiixe $.S adiosez ol na 3ibni 22 ome) . oboussbo bobitugse sb negim su noo

il ab
.ﬂllon

o Lo iat Y ey By paloleirinto g o i
TR ete’a ‘tabricddo “de un moteriel
9

o\ i Er m.n'fﬁt;”w]

- pinq honoianamibl §AGimanta . !lﬂf__igflxiioi1sli:a © vionstr s sb ofvatity obom

~ nndsh eup oiaivisz b opino ol 0 witweuz (ol anstzize oboaimist=b oau roprnt sup
—oin 3h olnsmals ish tsnoiinsmit 2ol sonimistab ar (oivatin oo o obpsd L chiegae

=18 200U © 201011917 nuse cjodorr sk wopIBY i 107 whinuhowg s izulre el sup oien

un [Tmite ucep?uble. En el ejemplo, para contar con el mismo grado de segundad
comitetel eegnena ab webothsest ianetdo sl bobil

Jokiae iduireg wlow e s
que con el cnter-o de resistencia, el esfuerzo permnslble bajo condiciones de ser-
atobieran s Lot o b sooiedoes 2aboleiaone rol 5 wrwerin vug e o

vicio debe ser igual a la mitad del esfuerzo méximo que soporta el materia, f . -
ciod Inhatc faih oh lorensy ieaimanogans et oy Hesen! o selictnare qar omod

Asi :

souboigmg ol

Laencizap o tanniontisilo: sb ogit obonimsteb
250 kg/cm?

L e i nonimonsh sz zovinduam

abeauz ofee obnini
1

= — x 500

»+ sup eolloupe ne 2obom Bn 2e5i5t 201

f= —

ABNGI DD

sb o-dinon {8 nadizs« v . wionaldizsy vz nod Iniistom v sb 2alcysneg woitsiretocna 2ol

stom 2o 2k oisnstrizay sb #2ibnt 18 agmsie on sup sesvBaiO | wionairizes sh 282ibri




El érea de la seccién requerida serfa

- _P _ 100000 - 2
A ; 250 400 cm

En este caso, por tratarse de un material de camportamiento lineal, los =
resul tados numéricos fueron idénticos. Debe observarse que esta coincidencia no
siempre puede lograrse, ya que, como se indi 8 en la seccidn 2.2, la relacién -
entre la resistencia del material y lo. esfuer. ¢s de trabajo no es siempre igual a
la relacién entre ia resis’....ia ¢l ¢lemento y la carga de servicio. Estoeslo ~

ve sucede, por ejem. . cc. matriiales de comportamiento no lineal.
q jem:

Revisién de ia d2form. ¢ in B ‘ -4

A veces es necesar.o ve ificar que algin aspecto del comportamiento de ~
un elemento estructural bajo las -urgas de servicio c.mpla determinada |imitacién.
AsT, puede ser necesario comprobar si la deformaciér. del elemento es inferior a un
valor que se considere aceptable. En el ejemplo, podria ser necesario investigar =
si el alargamiento es excesivo.

Puesto que el material es eldstico el olargamiento puede determinarse apli;

cando la ley de Hooke., AsT:

4’7

£=_f_ ( Ley de Hooke )
E
A P
= ; f= \
€ —IL A |

Sustituyendo :
A’ _ ‘P . Lo

AQ - -Pp 100 000 kg x 300 cm
AE 400 cm? x 500 000 kg/cm2

Al- gisen

Ly

[

|
Este alargamienta se compararfo con el valor que se haya considerado acep- |
table. Sucede a veces que las dimensiones de un elemento estructural son determi-

nantes por una limitacién de deformacién en lugar de los requisitos de resistencia.

En las secciones siguientes se ilustrard la aplicacién de los principios gene~
rales que se acaban de exponer al dimensionamiento de elementos de diversos mate-

riales sometidos a cargas axiales.
3.6 MIEMBROS DE ACERO . - |

En esta seccién se comsiderardn Gnicamente miembros sujetos a cargas - ‘
axiales de tensién, en cuyo comportamiento no influye la esbeltez. Los miembros = ‘
sujetos a cargas axiales de compresidn en los que los efectos de esbeltez intervienen

en forma importante, se estudiarén en otro lugar.




3.6.1 Fabricacién del acero

E! componente bésico del acero es el fierro. Este no se encuen
fro en estado puro en la naturaleza, sino bajo la forma de 6xidos de distintas clases
flamados minerales de fierro. Para obtener acera es necesario someter los minerales
de fierra a una serie de procesos para eliminar impurezas y obtener la aleacién re==
querido. Esta serie de procesos corsiste esencialments en lo siguiente. Se mezcla
ol mineral de fierra con carbdn de coque y piedra caliza, y se introduce la mezcla -
on un alto horno donde es sometido o temperaturas elevadas. A la mezcla fundida se
le inyacto aire, con la que se reducen los éxidos de fierro. El producto resultante,
Mamdo arrabio o fierro de primera fusién, contiene entre otras impurezas aproxima=
domente 3 por ciento de carbono, 1.5 por ciento de silice y contidades mencres de

‘ manganeso y fésfara. Este material es poco apropiado para aplicaciones estructura-
les por su fragilidad.

Para obtener un material més dictil es necesario eliminar la mayor contidad
de impurezas posible y lograr un contenido adecuado de corbono. Los métodos mds
cominmente utilizodos para conseguir esto san el Siemens~Martin, de "hogar abier-

‘to", el Bessemer, en el que se emplea un recipiente inclinable llamado convertidor,
y los sistemas a base de hornos eléctricos. Las impurezas se eliminan quemdndolas
con aire introducido en la masa fundida. Se obtiene as fierro casi puro. Para lo-
grar las caracterfsticas resistentes requeridas se agrega carbono, y en ciertos casos,
otros elementos. El resultado de esta etapa son elementas de acero relativomente -

grandes denominados lingotes.

Para obtener las distintas modolidades del ocero utilizado para fines estruc-
turales, los lingotes deben ser sometidos a diversos tratamientos, Asi se obtienen -
placas, perfiles estructurales y una gran parte de las varillas de refuerzo para con-
creto por laminacién en caliente. Otros elementos son sujetos a diversos tratamientos
en frio que mejoran la resistencia del acero. Los tratamientos en frio suelen consis-
tir en procesos de estiramiento o tarcido. En esta forma, por ejemplo, se fobrican -

las varillas de alta resistencia para refuerzo de concreto asl como el acero para pres

. fuerzo.

3.6.2 Propiedades mecénicas del acero

Gréficos esfuerzo-deformacién

Las caracteristicos més importantes del acero se desprenden de los curvas - -

esfuerzo-deformacién obtenidos mediante ensayes de tensién efectuados sobre probe-

tas esténdar. Es importante referir los ensayes a probetas estdndar, puesto que los ~

resultados difieren segin el tamafio y la forma de éstas. (Se considera que las curvas
esfuerzo-deformacién en compresién tienen la misma forma que las de tensién). La -
American Society for Testing and Materials establece las caracteristicos que deben -
tener las probetas segin el tipo de ocero por estudiar. En la fig 3.12 se muestran -~
probetas tipicas utilizadas para ensayes de acero. Tanto el 6rea como la langitud --
sobre la que se miden los olargamientos son esténdar .

Los aceros usados en la construccién pueden dividirse en dos grupos: los que
tienen un |fmite de fluencia definido y los que no lo tienen. Pertenecen al primer -
grupo los aceros laminados en caliente y al segundo los trobajodos en frio (estirodos,

torcidos, etc.), En la fig 3.13 se muestra una curva esfuerzo~deformacién tipico paro

un acero laminado en caliente. La gréfica mostrada ests ligarumenh‘deformda con
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cbjeto de que puedan distingulirse mds ficilmente sus rouo& caracterfsticos princi-
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Fig 3.12

Probetas pare ensayes de acero

En la gréfica esfuerzo-deformacién del acero laminado en caliente se dis-
tinguen las siguientes cuatro regiones, en cada una de los cuales el comportamien-
ta del material es diferente del que tiene en los demds: zona eldstica, zona pldstica,
zona de endurecimiento por deformacién y zona de estrangulamiento y fractura.

Los gréficas esfuerzo-deformacién de los aceros trabajados en frio no exhiben
una zona de fluencia horizontal. En la fig 3.14 se muestra una curva de esta clase.

Propiedades mecdnicas

El médulo de elasticidad (E,), correspondiente a las porciones rectas de las

curvas esfuerzo-deformacién varka poco seguin el tipo de acero y puede tomarse igual

0 2x 10% kgem2. (E1 valor 2.1 x 108 kg/cm? as también usval.)

2 ek . . m
]
o=
1
L | ——
Ayl 8 e ¢ oD
Ft+ . -

1~ Estuerzo mdximo, 2-Limite de fluencia superior
3-Limite do fiuencio inferlor 4-L(mie de propor-
cionalidad A.-Rengo sldstico B.-Flujo pidatico -
C.-Endurecimiento por deformacidn D. - Estrangulomien-
to y froctura

Fig 3.13 Grafica estusrzo-deformacion unftaric de un acero laminado

Los |Imites de proporcionalidad y eldstica difieren poco entre sf, de tal ma-

[

nera que, para fines prdcticos se tumbra ar que son iguales.

La forma de definir el 1imite de fluencia es distinta segdn la clase de acero.
En los aceros laminados en caliente la zona de fluencia estd claramente definida =
(fig 3.13). En alguncs cascs puede distinguirse un |imite de fluencia superior y uno

inferior. Cuanda esto sucede suele considerarse Unicamente el |Tmite de fluencia in-

ferior. Sin embargo son comunes los aceros en los que se distingue un solo esfuerzo de

fluencia.  En aceros trabajados en frio, que no tienen |imite de fluencia definido,
suele filarse un Imite de fluencia canvencional que indica dénde la curva esfuerzo-

deformacién combia de pendiente en forma apreciable. Unao recomendacién tipica -

L

B




consiste en considerar como 1fmite de fluencia el esfuerzo correspondiente a una -
deformacién unitaria permanente de 0.002. El significado de esto puede apreciar-

se en la fig 3,14,

También es significativa la geometrla de fos perfiles estructurales. Los ele-
mentas pequelics tienden a tener esfuerzos de fluencia y resistencias mayores que -
los grandes.

El acero es un material mds variable en sus propiedades de lo que a veces -

t / /. Esfuerzo de fluencia
b 4 /
fy / 1
8 /
/ ty = esfuerzo de fiuencia para una deformacion
/' unitaria permanente igual @ 0.2%
]/c 1 L

-y

0 .002 004 008

Fig 3.14 Gré'lco esfuerzo-deformacion de un acero
trabajado en frio

.MM@” Variabilidad e Indice de resistencic

El Indice de resistencia mds comdnmente utilizada para identificar un acero
;s ol esfuerzo de fluencia. El emplec de este Indice, asl como de lad demds carac~
terfiticas de los diagramas esfuerzo-deformacién, en la prediccién del comportamien
to de elementos estructurales tiene limitaciones, puesto que las condiciones recles de
uso de {a estructura pueden no corresponder a las condiciones en que se efectdon los
ensayes estdndar. Los ensayes se efectian bajo ciertas condiciones de velocidad. -
Debe esperarse por lo tanta que las resistencios de los elementos estructurales varfen
segin las condiciones de corga mencionadas, 1o que debe tenerse en cuenta al esta-
. blecer correlaciones entre los Indices de resistencia y el comportamiento probable de
ios elementos estructurcles. Asf, las temperaturas bajos y la deformacién rdpida tien
den a aumentar el esfuerzo de fluencia y la resistencia, pero disminuyen la ductili-

dad. A temperaturas altas sucede lo controrio,

se supone . “Esto se puede apreciar en la fig 3.15 donde se muestra un histograma de
los esfuerzos de fluenc4i0 de 697 varillas de acero de refuerzo para concreto, con un
diémetro nominal de media pulgada. E| esfuerzo de fluencia nominal de las varillas
fue de 4000 kg/cmz. El cosficiente de variocién correspondiente al lote ensayada

fue 2.1 por cienta.

numeros Esfuerzo de fivencla promedio =4782 lq;/cm2
muestras
! | o,
de variacion =| R %
1
112G
i v
RS 3
2
g
o]

3000 3800 4600 5400 6200 7000
3400 42C0 5000 5800 6600

Fig 3.15 Histograme de ,ios esfuerzos de fluencio de 697 varillas
de 1/2"de diametro nominal (esfuerzo nominal = 4000 kg/cm)
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Médulo de Poisson

Varfa entre 0.25 y 0.33,

Ducﬁlidm;

El acero es un material muy dictil. En un acero laminado en caliente, por
ejmplo, la deformacién unitario en la falla puede llegar o ser de 150 a 200 veces
la correspondiente o la fluencia. Por lo comin, lo ductilidad del acero disminuye
ol aumentar su resistencia y el contenido de carbono. Los tratamientos en frio --
también suelen disminuir la ductilidad. El proyectista debe recordar que al usar =

aceros de muy alta resistencia estd sacrificando ductilidad.

Una medida usual de la ductilidad del acero es el porcentaje de alargamien

to en la ruptura, medida sobre uno longitud esténdar. Los datos de porceptaje de -
alargamiento deben ir siempre acompafiados de las longitudes de medicién respecto
a las cuales fueron determinados. Las longitudes especificadas son muy variables.
Mientras que para alambres de presfuerzo o veces se considera una longitud de solo
10 dlometros, para acero para perfiles estructurales es comdn una longitud de 20 cm.
Los valores tipicos del porcentaje de alargamiento varfan entre 5 y 20%.

Otros Indices son la deformacién carrespondiente a la falla, la amplitud de

. Soldabilidad
Una de lqs propiedades mds Gtiles del acero es la posibilidad de unir ele-

mentos estructurales de este material por medio de soldadura.

Resistencia a la corrosién

La resistencia a la corrosién de la mayorlo de los aceros utilizados para fi=
nes estructurales es baja. Esto significa la necesidad de proporcionar proteccién a
las estructuras de acero éxpuestas a agentes corrosivos tales como el oxigeno, el va-
por de agua, los sulfuros y otros.  La proteccién puede consistir en algin fratamien
A
to superficial o en la aleacién con algin elemento que comunique propiedades anti-

corrosivas al acero.

Resistencia a los incendios

Aunque el acero es un material incombustible, sus propiedades resistentes se
deteriaran considerablemente bajo temperaturas altas. Por lo tanto, es necesario =
proteger las estructuras de acero contra los efectos de los incendios. Para mejorar
la resistencia del acero al fuego puede protegerse con revestimientos de concreto,

yeso, vermiculita, asbesto y ciertos pinturas especiales, .

3.6.3 Aplicaciones estructurales del acero

la zona de fluencia ( en aceros lominados en caliente }, y, para varillos de refuer~

.z0 de concreto, el radio de doblado admisible.

Coeficiente de dilatoci6n térmica

Para cdlculos de efectos de temperaturo suele considerarse un valor promedia

s SN0

E2 Aol

El acero es uno de los materioles estructurales mds usados a -

-pesar de su alto cotto volumétrico. Su alta resistencia especifica* y su réducido

coeficiente econémico-resistente** en tensién lo hacen especialmente Gtil en ele-

* La resistencia especifica es una medida de lo eficiencia estructural de un mate-

riat. Se puede definir como lo relacién entre la resistencia del materiol, en --
kq/cmé, y su peso volumétrico, en kg/cm,

Fl coeficiente econémica-resistente de un material es el costo del material nece-
sativ para sopottar una cargo unitario en una longitud unitaria.

aa
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mentos sujatos a este tipo de esfuerza. Sus propiedodes no se alteran significativa-

“* mente con el tiempo, como sucede con ofros materiales. Su elasticidad bajo corgas

relativamente altas eliminc los problemas de deformaciones permanentes de servicia.

Los elementos de acerose prestan o la prefabricacidn, lo que disminuye los tiempos

" “de construccién.’ Las estructuras de acero pueden fécilmente ampliarse o modificar-

te y cuando es necesario d las se re
do las piezas como chatarra o para ser utilizadas en nuevas estructuras.

Lo facilidod con que la moyor parte de los aceros usadcs en la construccion ~

* pueden soldarse permite la formacisn de secciones compuestas de varios perfiles, sim

plifica las conexiones entre elementos, y facilito los modificaciones de edificios --
ferminados.

De las breves cansideraciones anteriores, resultan evidentes los miltiples as-
pectos ventajosos del acero como material de construccién. Sin embargo existen ~-
fambién algunos inconvenientes.

El proceso de laminacién mediante el cual se fabrican los elementos estruc~
turales de acero asT como el aspecto tosco de muchos tipos de conexiones entre miem
bros, imponen ciertas limitaciones estéticas.

Una desventajo grave es el alto costo de conservacién, El costa de pintar las

estructuras metdlicas periédicamente para evitar la corrasién puede ser importante, -

Al costo de conservacién se suma el costo relativamente elevado de las pdlizas de

seguro por la 4scasa resistencia del acero o los efectos de los incendios.
Hay una desventaja que se deriva de una ventaja. Lo alta resistencio del -

acero hacen que las secciones requeridos por resistencia resulten pequefias. Debido

pera una parte de su valor inicial vendien
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a esto los relaciones de esbeltez son altus de manera que en elementos sujetos @ com-
presién sor frecuentes los problemas de pandeo.
hey
A continuacién se describen las principales formas en que se utiliza el acero

on la construccién de estructuras.

L A

Acero para placas y perfiles laminados estructurales

Los aceros utilizados pora la fabricacién de placas y perfiles estructurales -
suelen cbtenerse por procesos de laminacién en caliente y por lo tanto tienen un iT-
mite de fluencia definide. Los valores usuales del |Tmite de fluencia varfan entrs =
2300 o 3500 kg/cm?. Sin embargo hay algunos aceros con aleaciones o tratamientos
especiales, que alcanzan resistencias moyores.

Dos tipos comunes en México son el A 36 (denominacién ASTM) y el FM-295
{denominacién Aceros Monterrey), cuyas caracteristices principoles se muestran en -~

lo Tabla 3.}

Tabla 3.1.- CARACTERISTICAS PRINCIPALES DE DOS ACEROS TIPICOS

Tipo Esfuerzo de Resistencia o Porcentaje miimo

fluencia tensién de deformacién en
kg/emd ———  (kg/cm?2) una probeta con -
longitud de medi--
cién de 20 cm.
A-36 2530 4200 - 5600 20
FM-295 2950 4220 - 5980 19




En la fig 3.16 se muestran algunos perfiles y placas cominmente usados en

México. En lo fig 3.17 se presentan algunos tipos de secciones compuestas que se

pueden fabricar con

Vigosl

Placas
Viga H (E-puorn de 0.3cm a Sicm)
Fig 3.16 Perfiles y placas comunmente ulilizodos en Mexico

é_%I

Canales ) dc L9gn o 18.2¢cm

e

' Anguios ( se fabrican con
O lados iguales y desiguales)

seccion compuesia ta c P a
de canales soldod de es y placas de angulos y placas
remachadas
e 3
seccion compuesta seccion compuesto
de o'noulol soldedos de placas soldadas “
Fig 3.i7 Algunos tipos de secciones compuestas

Recientemente se ha empezado o utilizar tambi€n una lémina delgada traba~
jada en frio poro la fabricacién de perfiles ligeros. Estos perfiles se obtienen median
te dobleces de ldmina. En la fig 3.18 pueden apreciarse algunas secciones tipicas.
El acero utilizado es un acero trabajado en frfo con resistencia Gltima de 4400 kg/cm2

y un |Tmite de fluencia convencional de 3500 kg/cmz, aproximadamente.,

P L

£

ta <
sl% Q
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Un potin atiesado Canal Zeta

;) ‘

€18 ¢
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o8 ol
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Canales espalda con espaida Canales en co)o'n

Fig 3.18 Perfiles ligeros

Tubos

Los tubos de acera tienen muchas aplicaciones estructurales de interés. Los
di§metras més comunes en México varfan de 8.9 cm o 32.4 cm, y los espesores, de
0.55 cm a 2.54 cm. Las caracterfsticas del acero utilizado son muy variables.

Barras para concreto reforzado

El acera para reforzar concreta se utiliza en distintas formas. La mds comin
es la barra o varilla que se fabrica tonto de acero laminada en caliente como de ace

ro trabajado en frio.,




En las figs 3.19 y 3.20 se muestran curvas de ambos tipos de acero tipicas de vari- ficie para mejorar su adherencia con el concreto. La tobla 3.2 proporciona datos
llgs europeas. : : ) 7 sobre las caracterfsticas principales de varillas de refuerzo, asi como la nomencla=
10000 tura usada para identificarlas. ) mile
8000
- ~ TABLA 3.2 DIAMETROS, PESOS, AREAS Y PERIMETROS
6000 DE VARILLAS
4 000
e Barra Diémetro Peso Areg Perimetro
2000 b Nom., Plg mm kg/m em? cm
i |
of 008 ofo € R 2 /4 6.3 0.248  0.32 1.99
. 5/16 .9 . 0.49 .4
Fig 3.20 Grdficas esfuerza-deformacicn de aceros trabojodos 2.5 / 7 0.384 2.48
en fria para borras de refuerzo » N . 3 38 9.5  0.557 0.71 . 2.98
fs
4 - 4 /2 2.7 0.99  1.27 3.99
8000 + I
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Fig 3.19 Groficos esfuerzo-deformacion de oceros laminados ‘
en coliente poro barros de refuerzo En México se cuenta con una variedad relativamente grande de acero de re~

os di i i i " . . . o . \
L idmetros usuales de las varillas  producidas en México varlan de 1/4 fuerzo. Las varillas laminadas en caliente pueden obtenerse con |imites de fluencia

o 11/2". Alguno: productores han fabricado varitla corrugada de 5/16" . Todos desde 2300 hasta 4200 kg/cmz. El acero trabajado en frio alcanza limites de fluen-

las varillos, con excepcién del uluminén de 1/4", tienen corrugaciones en la super ) . cia de 4000 a 6000 l\g/nn?. B 5 ) U e




77777 - S - ) Az v
Se ha empezado a generalizar el uso de mallas coma refuerzo de losas, muros ] A = T - : (3.6)
'S -
fy
y algunos elementos prefabricados. Estas mallas estén formadas por olambres lisos =
en donde

unidos por puntos de soldadura en las intersecciones. El acero es del tipo trabajado |

Ay = drea necesaria (em?) - |

en frlo, con esfuerzos de fluencia del orden de 5 000 kg/em2. El espaciamiento de
T = carga de trabajo o carga de servicio (kg)

las vorillas varfa de 5 a 40 cm y los diémetros de 2 a 7 mm aproximadamente. En - |
f. = esfuerzo permisible en tensién (kg/cm2) |

algunos paises, en lugar de alambres lisos, se usan alambres con algin tipo de irre=

guloridad superficial para mejorar la adherencia. El criterio de dimensionamiento expuasto es el "e!dstico”, de esfuerzos - =

n HH n " * . 0 » .
El acero que se usa en estructuras presforzados es de resistencio francamente permisibles” o " de trabaja”, que fue descrita en la seccién 3.5. Como se indicé |

superior a la de Ios aceros descritos anteriormente. Su resistencia varfa entre = = en esta seccién, puede también utilizarse un criterio de resistencia, consistente en

14 000 y 22 000 kg/cm? y su |imite de fluencia, definido por el esfuerzo corres-= disefiar la pieza de manera que puede resistir la carga de trabajo que debe soporiar,

pondiente a una deformacién permanente de 0.002, entre 12 000 y 19 000 kg/em?, multiplicada por un factor de carga conveniente. Se considera que la resistencia a

tensién de un miembro de acero, I.L est§ dado por la ecuacién

[T SN 3.6.4 Dimensionamiento de miembros de acero sujetos a tensién axial

T, = A fy ; (3.7) ' |
Introduccién ‘
—_— en donde fy es el esfuerzo de fluencia del acero. ' ‘

El acero es especialmente apropiado para la fabricacién de elementos sujetos a
De hecho se desarrolla una tensién mayor puesto que el esfuerzo de rotura es

tensién, por su alta resistencia a este tipo de esfuerzo y su elevado médulo de elas-

)

: i
; bastante mayor que el esfuerzo de fluencia. Sin embargo esta capacidad adicional

ticidad. El diseflo de miembros de acero sujetos a tensién es uno de los problemas de i

1 se desprecia en la préctica, por estor asociada con deformaciones muy grandes. »
t
'
]
H |

disefio mds sencillos. Como no existen problemas de pandeo en miembros de tensién, ]
Las consideraciones que siguen se refieren al criterio eldstico, Es fécil exten

muchas veces el dimensionamiento se reduce a encontrar o seleccionar una seccién .
derlas a un criterio de resistencia.

con Grea suficiente para soportar la carga de diseflo sin que se exceda el esfuerzo ~ .
Tipos de miembros

permisible de tensién en ninguna fibra de la seccién transversal del miembro. La - .
Las secciones mds comGnmente utilizadas para formar miembros de tensién son

¢ seccién requerida puede calcularse por medio de la ecuacién v
soleras, dngulos solos a en pares, canales y secciones |, o combinaciones diversos - *

. e 0 oo Lo Ll o " o o




de estos perfiles. En secciones formadas por varics perfifes, es recomendable unir

las piezas con placas o soleras colocadas cada 1.5 m, aproximadamente, paro svi=-

| (.Y
tar golp

y para mantener alineadas a las secciones. Estas piezas no contribuyen
a la resistencia del miembro y suelen detallarse por especificacién.

Las secciones formadas por perfiles laminados son mds féciles de conectar y
manejar que los tensores y cables. Estos Gltimos elementos tienden a colgarne por
su falta de rigidez, de manera que es necesaria prever alguna munera de tensarlos,
por ejemplo, por medio de templadored. Los cables estén adquiriendo gran impor-

fancia en estructuras colgantes para techos y puentes,

-

" Esfuerzos permisibles y factores de éurgu

Para recomendaciones sobre |os esfuerzos permisibles y factores de carga para
dimensionar elementos sujetos a temién, véanse el Manual de Aceros Monterrey y -
las demds referencias sobre estructuras de acero al final del capfMulo. Un valor tf-

pico es 0.6 fy' donde fy o3 ol esfuerzo de fluencio.

Requisitos de esheltez

La rigidez transversal de los elementos sujetos a tensi6n es muy vorigble. -
Los cobles, por sjemplo, no tienen rigidez alguna. Sin embargo, hay casos en que
e3 conveniente contar con cierta rigidez por motivos com.fructivos y de funciona--
miento. Por ejemplo, en los elementos de armaduras sujetos a tensién se especifica
una rigidez arbitraria minima que suele definirse en funcién de la relacién de esbel-
tez, _2/0‘_ , donde L es la longitud libre del elemento y. I es el radio de giro ~

dado por ‘; s siendo | el momento de inercia y A el drea de la seccién.

"
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El volor de r se calcule para el sentido mds desfavorable de la seccién del miem-
bro. Los valores de la relacién de esbeitez dados por las diversas normas varian -

entre 200 y 300.

Efecta de ogujeros

Las miembros de acero se integran en las estructuras por medio de uniones sol-
dadas o por medio de remaches o tornillos. En el primer coso, la seccién de los -~
miembros no se reduce en los uniones; en cambio en el segundo caso, los agujeros -
para los remaches o tornillos disminuyen la seccién de los miembros. Para tomar en
cuenta esta disminucién, se han establecida reglas emplricas que pueden encontrar—
se en los reglamentos de construccién de acero. £n estos apuntes sélo se consideran
miembros en los que no es necesario hacer reducciones de seccién por efecto de agu

jeros.

3.7  ELEMENTOS DE CONCRETO REFORZADO
3.7.1 |Introduccién
El concreto reforzado es una combinacién de concreto simple

y acero. El concreto simple es un materiol econémico con una resistencia a la com~

Lo faita de resistencia o tensién del conereto simple puede remediarse por =
medio de un refuerzo de barras de acero convenientemente distribuidas. El refuer~
z0 de acero puede aprovecharse también para aumentar fa resistencia o compresién
de una seccidn de concreto simple.

Para estudiar el comportamiento de elementos de concreto reforzado sujetos
a cargas axiales es necesario conocer las propiedades tanto del concreto simple co-
mo aol acero de refuerzo. Las principales propiedades del acero de refuerzo se re=~
sefiaron en el inciso 3.6.3. En los incisos siguientes se describirdn las del concre~
to simple. Posteriormente se estudia el comportamienta de elementos de concreto -
reforzado sometidos a cargos axiales, haciendo énfasis en el efecto de cargas oxia~
les de compresién, ya que es paco frecuente usar este material en elementos sujetos
a tensién, Se presentan también algunas indicaciones sobre dimensionamiento de -
columnas de concreto reforzado. Las columnas de concreto simple puedgn conside=
rarse como un oaso particulor de las columnas de concreto reforzado en que el Grea

de acero de refuerzo es nula.

3.7.2 Naturaleza del concreto simple

presién relotivamente alta pero con escaso resistencia a tensiones. Su resistencia a
tensién es tan reducida que nunca se utiliza en miembros bajo este tipo de accién. ~
En olgunas ocasiones se utiliza para formar miembros que deben transmitir fuerzas de
compresién. Estos miembros o columnas de concreto simple no son mu;frecuentes en
la préctica ya que es necesario hacerlos bastante robustos para evitar efectos de es-
beltez y de ecentricidades occidentales que puedan dar origen a esfuerzos de tensién,

‘como se veré en una seccidn posterior, . -~

El concreto simple es ol material que se obtiene al mezclar =

cemento portland, agragados pétreos y agua en cantidades convenientes.
Cuando se mezclan cemento portland y agua en cantidades aproximadamente
iguales se obtiene un material de consistencia pldstica llamada pasta de cemento .

Con el tiempo, el cemento y el eguo reaccionan quimicamente y la pasta de cemen

to empieza a perder su consistencia pléstica y o ganar resistencia. Esta reaccién se de=
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sarrolla con desprendimiento de calor que recibe el nombre de calor de hidratacién,
Cuando la pasta de cemento ha perdido su consistencia pldstica se dice que ha fra-
guado. El tiempo de fraguado a lapso que transcurre desde el momento en que se =
mezclan los materiales hasta el momento en que la pasta ha fraguado varfa de 4 a ~
6 horas, oproximadamente, segin el tipo de cementoy la proporcién de la mezcla.
Después del fraguado, la pasta de cemento contina aumentando su resistencia o -
endureciendo durante varios meses o inclusive afios enteros. Sia la posta de cemen
fo en estado pldstico se aflade agregado fino, como darena, y agregado grueso, como
grava o piedra triturada, la pastu de cemento llena los huecos dejados por las par=
tTculas de agregados y, al endurecer, se forma una piedra artificial que es el con-
creto.

El concrefo es uno de los materiales de construccidn mds usados en ingenieria
civil. Entre los ventajas del concreto se pueden sefalar las siguientes: alta resisten
cia a la compresién, durabilidad, resistencia al intemperismo, resistencia a incen-
dios y facilidad de fabricacién. Ademds, coma el conereto se coloca en estado -~
pldstico, es relativamente fécil fabricar elementos de cualquier forma geométrica.
Las desventajas mdés importantes del concreto son su alto peso valumétrico, aproxi=
madamente 2.4 ton/m3, su baja resistencia a la tensién y los cambios volumétricos

que sufre con el tiempa,

3.7.3 Propiedades mecdnicas del concreto endurecido

Resistencia e indices de resistencia

La resistencia del cancreta depende esencialmente de la resistencia de sus -

componentes, de su proporcidn relativa y de la adherencia que se desarrslla entre

L

30

ellos. Ademds, influyen de manera importante la forma y tamafo del espécimen de
ensaye, la velocidad de ensaye, la friccién entre el espécimen y las cabezas de las
mdéquinas de ensaye, y muchos otros factores. Por lo tanto es especialmente impor-
tante defirir Indices de resistencia como medido de la calidad del concreto. Estos
fndices pueden diferir notablemente de la resistencia del concreto en estructures,

El indice de resistendia mds cominmeznte usado en concreto es la resistencia
a compresién de un cilindro de 15 cm de didmetro y 30 cm de ultura ensoyada bajo
condiciones estdndar. La curva esfuerzo-deformacién que se obtiene en un ensaye
de este tipo tiene la forma aproximada mostrada en la fig 3.21. El esfuerza corres=
pondiente a la carga mdxima es el Indice de resistencia a compresién que se deno-
mina usualmente f' . v se presenta para valores de la deformacién unitaria cercanos
a 2 milésimas. Debido a la hetérogeneidad del concreto y a las variaciones natu-
rales en su proceso de fabricacién, la variabilidad del Tndice de resistencia a com
presién es mayor que la variabilidad que se cbsarva en materiales como el acero o -
el aluminio que se fabrican bajo condiciones més controladas. Cuando el concreta
se fabrica en plantas de premezclado bajo buenas condiciones de control y supeivi-
sién, el coeficiente de variacién de la resistencia a la compresién es del orden de 15
por ciento y cuando se fabrica en obra con supervisién de grado intermedio es del -~

orden de 20 o 25 por ciento.

Factores que afectan la resistencia del concreta

Se menciond al principio de esta seccién que la resistencia de! concreto de-

pende de muchos factores. Entre los mds significativos se encuentra la edad y la re-
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lacién que agua-cemento, que se analizan a continuocién. Otros factores son los

efectos de la vélocidad de carga, la velocidad de deformacién, la esbeltez y ol -

tamafio del espécimen.
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Fig 3.21 Curvo esfuerzo-deformacion en compresion
axiol de un especimen sujeto o carga de
corta duracion

a) Efecto de la edad -

Debido al proceso continuo de hidratacién del cemento, el concreto aumen=

El aumento de resistencia con la edad depende también del tipo de cemento,

sobre todo a edades tempranas. La fig 3.22 muestra el aumento de resistencia con

la edad para cilindros de 15 x 30 ¢cm, hechos con cemento normal (tipo 1), y de - ’
alta resistencia inicial (tipo I1I), que son los dos tipo cominmente empleados en

estructuras de concreto reforzado, Después de los primeros tres meses el aumento

en resistencio es relativamente pequefio,

b) Efecto de la relacién agua/cemento 3.

Lo resistencia del concreto depende de la relacién agua/cemento: a mayor
relacién agua/cemento, menor resistencia. En la fig. 3.23 se presentan curvas

esfuerzo-deformocién correspondientes a distintas relaciones. ’

ta su capacidad de carga con la edad. Este proceso de hidratacién puede ser mds
o menos efectivo, segin sean las condiciones de intercambio de agua con el ambien i
te después del calada. Por lo tanto, el aumento de capacidad de carga del concre-

to depende de las condiciones de curado a través del tiempo.
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Fig 3.22 Variacion de lo resistencia con la adad



Resistencia del concreta a esfuerzos combinados

Se han hecho numerosas investigacianes sobre la resistencia de! concreta a
esfuerzos combinados, pero los resultados difieren notablemente entre si especial -
mente en el caso de elementos sujetos a esfuerzos biaxiales. En estos apuntes se -
estudia Gnicamente la resistencia bajo estados triaxiales de esfuerzo, la cual se uti

lizaré posteriomente para el diseflo de columnas zunchadas.
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Fig 3.23 Efecto de la relacidn agua-cemento

La resistencia del concreto a compresién triaxial se ha determinado emplean-
do dispositivos como el mastrado esquemdticamente en la fig 3.24. El especimen -
se rodea de aceite a presién y al mismo tiempo se aplica una carga axial hasta la -~
folla. Los resultados experimentales indican que el esfuerzo axiol, f}, es una fun-
cién de la presién de confinamiento, f,, que puede representarse aproximadamen-

te por la ecuacién
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Fig 3.24 Compresion triaxigl

Médulo de elasticidad

Aunque el concrero no es propiamente un material eléstico, o veces es con
veniente definir un médulo de elasticidad de manera convencional . Existen dos mé
todos para definir el médulo de elasticidad del concreto; el estético y el dinémico.
El método mds comin es el estdtico que consiste en aplicar incrementos de carga a
un espécimen para determinar la gréfica esfuerzo-deformacién. Una vez determi-
nado esto gréfica, se obtiene el médulo calculando la pendiente de una tangente
a la gréfica en un punto determinado o de una secante entre dos puntos dados. El
procedimiento mds generalizado consiste en determinar la pendiente entre el punto
de la gréfica correspondiente a una deformacién unitaria de 0.0005 y el punto co-
rrespondiente a un esfuerzo del 50 por ciento del esfuerzo méximo (fig. 3.25). Ef
Reglamento del Distrito Federal de 1976 dé una recomendaci6n empirica que per-
mite estimar el médulo de elosticidad del concreto de peso normal (mayor o igual
a2 tor/m3) Ec’ en funcibn de su resistencia. Lo supone igual a 10,000\ f'c, en

2 . . .
Kg/cm”. Para concreto ligero, se determinaré experimentalmente.
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Fig 3.25 Deferminacion del médulo estdtico

Médulo de Poisson

Ao et

Tiene un valor comprendido entre 0.15 y 0.20.

Efectos del tiempo en e} concreto endurecido

Cuando se aplica una carga a un espécimen de concreto, &ste adquiere una de-
formacién inicial . Si la carga permanece aplicada, la deformacién aumenta con el
tiempo ain cuando no se incremente la carga.

Las deformaciones que ocurren en el concreto con el tiempo se deben esencial-

mente a dos causas: contraccién y flujo pldstico. B

La fig 3.26 muestra una curva tipica deformacién-tiempo de un espécimen de
concreto bajo carga constante. La forma de la curva y las magnitudes relativas son
aproximodamente las mismas, sea la accién de flexi6n, compresién, tensién, o torsién.
En el eje vertical se muestra la deformacién, y en el eje horizontal, el tiempo, ombas

variables en escala aritmética.

Py

concreto sufre una deformacidn inicial, que para efectos prdcticos se puede consi-
derar como instanténea. Si se montiene la cargo, el concreto sigue deformdndose,
con una wlocidad de deformacién grande al principio, que disminuye gradualmen-
te con eltiempo.

Aunque para efectos prdcticos puede considerarse que la curva tiende a ser =
asintética respecto a una horizontal, se ha comprobado que la deformacién sigue -
aumentando adn después de muchos affos. Sin embargo, aproximadamente e} 90 -
por ciento de la deformacién total ocurre durante el primer aflo de aplicacién de
la carga.

Si en cierto momento se descarga el espécimen se produte una recuperacién
instanténea, seguida de una recuperacisn lenta. La recuperacidn nunca es total;
siempre queda una deformacién permanente .

En la fig 3.26 la curva de trazo continuo representa las deformaciones de un
espécimen sujeto a una carga constante, la cual es retirada después de cierto tiem~
po. La linea de trazo interrumpido presenta las deformaciones con el tiempo en un
espécimen sin carga. Las ordenadas de esta curva son las deformaciones debidas a
contraccién. Las diferencias entre las ordenadas de las dos curvas representan de-

formaciones debidas a flujo pldstico.

Para efectas de diseflo estructural no basta con conocer las deformaciones ini-
‘ciales o instanténeas. En muchos casos interesa adn més estimar la magnitud de la -
deformacién total incluyendo los efectos del tiempo. En vigas sujetas a carga cons-

tante se han observado deflexiones totales dos a cinco veces mayores que las medidas -

inmediatamente desnués de aplicada la carga. gy~ .

o &4 S HR - e 4

Se puede ver que al aplicar la carga en un tiempo relativamente pequefio of
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Las deformaciones por contraccién se deben esencialmente o

.
cambios en el contenido de agua del concreto a lo largo del tiempo. El agua de 'a
mezclo se va evaporando y se va usando en la hidratacién del cemento. Esto produ-
ce cambios volumétricos en la estructura interna del concreto, que a su vez producen
deformaciones. S
Los factores que mds ofectan la contraccién son la cantidad original de agua u

en lo mezcla y los condiciones ambiente, especialmente a edades tempranas. Como
generalmente un concreto de alta resistencia tiene menos agua que uno de baja resis
tencia, el primera se contraerd menos que el segundo. Asimismo, un concreto en un
ambiente himedo se contraerd menos que en un ambiente seca.

Para la misma relocién agua/cemento la contraccién varia con la cantidad de
pasta por unidad de volumen. Una mezcla rica en pasta (cemento mdés agua) se con-

traerd mds que una pobre.

La contraccién tiende o producir esfuerzos debidos a las restricciones al 1i-

bre desplazamiento del elemento que existen comunmente en la realidad. Siel -
concreto pudiera encogerse libremente, lo contraccién no producirfa ni esfuerzos,
ni grietas.

Si el curado inicial del concreto se hace muy cuidadosamente, disminuird el -
efecto de lo contraccién. Se puede estimar que las deformaciones unitarias debidas
o contraccién varfan entre 0.0002 y 0,0010. Normalmente la mayor parte de lo de-
formacién por contraccién ocurre en los primeros meses.

Flujo pldstico.- El flujo pléstico es un fenémeno que se produce debido a la
aplicacién de una corga. Existen varias.teorfas que tratan de describir el mecanis-
mo de este fendmeno, pero hasta ahora ningunc explica satisfactoriamente todos los
efectos observados. El fendmeno es uno de deformacién bajo carga continua, debi-
do a un reacomodo interno de las particulas que ocurre simulténeamente con la hidra-
tacién del cemento.

Las deformacianes por flujo pléstico son proporcionales al nivel de carga, has
ta niveles del orden del 50 por ciento de la resistencia. Para niveles mayores la re-
lacién no es ya proporcional .

Como el flujo pléstico se debe en gran parte a deformaciones de la pasta de -
cemento, la cantidad de ésta por unidad de volumen es una varioble importante en '.Q{
las deformaciones. En la fig 3.26 se observa que la deformacién debida al flujo plds
tico aumenta con la duracién de la corga. También se ha observado que para un mis
mo nivel de carga, las deformaciones disminuyen al aumentar la edad a que ésta se =

N IEEEN . - eddn

aplica.

PRS- . P DY




Otros factores que afectan las deformaciones por flujo pldstico son las pro-
piedades de los materiales constituyentes del concreto, los proporciones de lo mez

cla, y |2 humeded ambiente.

3.7.4 Miembros de concreto reforzada sometidos o tensién axial

Cuando un miembro de concreto reforzado con barras de --
acero es sometido a una carga de tensio- axio! creciente, el concreto se agrieta a
niveles de corga bajos. A pr..*ir del nr.nento en que se presenta el agrietamiento
la fuerza de tensién es *bac xcld ivanante par el acero de refuerzo, siendo -
nula la contribucién de  o: reio a lu resistencia. Por esta razén el concreto re=
forzado se utiliza paco en miam.Jru s eshucturales sujetos a tensidn axial, Sin em-
bargo, o veces se recurre a miem ros dz e.ta clase, como en los tirantes de concre~
ta reforzada para cargar el sistemc, de piso de puentes de arco, o para tomar el co
ceo de marcos y arcas.

Par tratarse de elementos poco comunes en la préctica, no se estudian en es‘-

tos apuntes.

3.7.5 Miembros de cancreto reforzado sometidos o compresién axial

Introduccién RS

Existen dos tipos bdsicos de columnas de concreto reforzada: las de estribos
y las zunchadas. En los de estribos, el refuerza transversal esté formado por anillos
cerrados colocados a distancias relativomente grondes de acuerdo ton las reglas que
se resumen mds adelante, En las zunchadas, el refuerzo transversal consiste en va-

ritlas helicoidales con un poso pequefio de manera que se fogra un efecto confinante.
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Resistencia

En la fig 3.27 se muestran las caracterlsticas carga-defarmacién de colum=
nas cortas de cancreto reforzado; es decir, columnas en las que los efectos de es=
beltez son despreciables. En el diseMo préctica el cosa teérico de carga axial pu~
ra se presenta raras veces ya que los reglamentos suelen obligar a tener en cuenta
siempre cierta excentricidad. Sin embargo, es interesante considerar esta condi--
cién de carga como caso Ifmite y porque a veces se utiliza el valor de la capacidad

correspondiente en férmulas de diseflo.

[
Columnas zunchadas
5 T
A T ”
B .
Po 2 pol Po:
Columna de estribos lz
| J | | i l Il | | i | -
0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 (0 (I 12 € (mildsimas
z\“‘
Fig 3.27 Caracterfsticas carga - deformacion de columnas cortas

Lo curva A corresponde a una columna de estribos. La resistencia P, estd da-

ca por la ecuacidn

Py = F'CAC+A’f ) (3.9)
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_ so del refuerzo helicoidal, 5. Asf,

en donde A_ representa el Grec de concreto; es decir, ¢l éreo total de la seccibn
transversal mencs ol &rea ocupada por las vorillas de refuerzo longitudinal . Nor-
ma imente esta Grea es muy pequefia y puede utilizarse el &rea total de la seccibn,
Ag' on lugar de lo del concreto solo. A e ol 6rea del acero longitudinal, ===
.\ fe 2 . c . 2
fz =0.85fZ s f2 £250 Kg/em o igual a (1.05 - W.)f; sT f2< 250 Kg/em®,

f; = 0.8 £, f_ es la resistencia del concreto, y fy, el esfuerzo de fluencia del -

acero.

El portomiento de columnds zunchados esté representado por las curvas
B de la fig. 3.27. Inicioimente, hasta tegar al primer méximo, ef compartamien
to & igual of de una columna de estribos. Poco despuds se desprende el recubri--
miento, paro empieza a sentisse el ofecto confinante del zuncho, gracias al cual
la columna pusde seguir tomando carga. Cuondo el confinamiento es suficiente,
se alcanza un segundo méximo superior al primero, que puede calculorse con la -
axpresibn :

P = f; AL+ A fy+29' fy. A (3.10

A, o3 ol breo del nicleo de concreto limitado por el pafio exterior del -—

Se puede considerar que la resistencia en compresién axiol de un miembro -
zunchado de concreto reforzado, se obtiens de la contribucién de cuatra factores:
ol concreto del nécleo, el acero longitudinal, el concreto del recubrimiento y el
refuerzo helicoidal. Las contribuciones de estos dos Gltimos factores no pueden -

“ existir simulténeomente, yo que el refuerzo helicoido! actGo en formo apreciable
s6lo cuando lo deformacién Iongl'u&lml del slemento es igual @ mayor que la que

produce la calda del recubrimiento.

a, ® Area de lo seccion del zuncho

2 Area del micleo
s ( peso)

dy, = Diometro del nucleo medido hasta
el pofio exterior del zuncho

s s Paso del Zuacho

—— Pafo exterior
del zuncho

zuncho (fig. 3.28). fy' es ¢l mfuerzo de fluencio del acero del zuncho. p' es el
porcentaje voluméirico del zuncho que se obtiene dividiendo el volumen de una
wuelta de zuncho, supuesta en un plano, entre el volumen de la parte tributaria -

del nicleo, es decir, de un cilindro de seccién igual @ A y de oltura igual al pa

P = dn ay 4a,
4 ,
—— .

El significado de los simbolos 1e aclara en la fig. 3.28.

Fig 3.20 Columne zuncheda

Los reglamentos de construccién sualen fijar el valor de p; de manera que el
refuerzo helicoidol correspondiente aporte una contribucién a la resistencia ligera-

mente mayor que la del recubrimiento. En otvas palabras, el zuncho sustituye ai --




recubrimiento cuando éste se desprende. Por lo tonto, la ec (3.9) es también apli- o
cable o columnas zunchadas, ya que no se permite asignor al refuerzo helicoidal —

una contribucién mayor. El valar de py no seré menor que :
(3.12)

A e . F.

p‘=0.45 (—Ti— -1 _ry'_, ni que 0.12 -
donde A representa ol 6rea totgl de lo seccibn y los demds sTmbolos ya son cono-
cidos. . . T

En las ecuaciones 3.9 a 3.12 se han usado los terminos f'. y fY pora desig
rm.' la resistencia del concreto y ol Iimite de fluencia del acero, respectivamente.
Para fines de disefio, y para tomar en cuenta la voriabilidad en las propiedades me
chnicas de los materiales, foy fy son valores nominales que se especifican de ma

nera que se cumpla con algin requisito estadlstico de resistencia. Los ejemplos y

) .

enlosr -

aplicaciones que se presenton en estos apuntes estén b
nes del Reglamento del Distrito Federal de 1976 segin los cuales para efectos de =
disefio deben usarse valores reducidos de la resistencia del concreto y del Iimite -
de fluencia del acero, los cuales tienen por objeto tomar en cuenta fanto la varia

bilidad de los materiales como la calidad de la maro de obra.

S El esfuerzo reducido para el concreto segin el Reglamento del Distrito Fe-

deral, f*.s se determina mediante la siguiente ecuacién :
f'c =0.8f o (3.13)

f'c os la resistencia nominal del concreto.
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Cuando se wan las resistencias reducidas, la resistencia o carga axial de

una columna de estribos se colculan con la ecuacién s .
ey e

Pro TFRUTA+ ALY T (3.14
donde Fp s un factor de reduccién de lo resistencia, que valdrs 0.85 en flexo-~
compresibn cuundo.ol nGcleo esté confinado con un zuncho que cumpla con el re-
quisito especificado por las expresiones 3.12, y también cuondo ¢l elemento falle
on tersibry si ol nicleo no est confinado y la falla es en compresién, Fg se supon
dra igual a 0.75. .‘

Esfuerzo bajo condiciones de servicio. Método de lo seccién tramsformada.

S: presentan a veces ol tos estructurales formados por dos o méis mate-
riales. Los esfuerzos producidos en cada uno de los materiales por una carga ex— _I'
terna pusden determinarse partiendo de condiciones de equilibrio y compatibilided b
de deformaciones. El método seguido cuando los materiales son elésticas comin——

mente se denomina método de la seccién transformada.

La aplicacién del método se ilustra aqul con un elemento de concreto re—
forzado, probablemente el ejemplo més comin del empleo de una combinacién de
dos materiales para fines estructurales. Puede procederse en forma anfloga pare -
combinaciones de otros materiales. V

Para ciertos aspectos del dimensionomiento de elementos de concreto reforza
do a veces es necesario investigar 1os esfuerzos producidos en el acero por uno car~
ga como en el acero por una carga externa a nivel de servicio o de trabajo. Bajo ~
niveles de carga relativamente bajos, como sucede en el uso de las cargas de ser—--

vicio, el comportamiento del concreto puede considerarse aproximadamente eléstico.




Este ortificio consiste en convertir la seccién de concreto reforzado en una -

seccién homogénea, sustituyendo el acero por un concreto hipotético equivalente,
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siendo E. y Eg los médulos de elasticidad correspondientes. Puesto que la adhe-

rencia impide que se presenten resbalamientos relativos entre ambos materiales, sus

o viceversa. Considérese, por ejemplo, un elemento sujeto a compresidn como el deformaciones unitarias deberdn ser iguales. Por lo tanto, ™
mostrado en la fig 3.29 oy ) _ R fe f
& c = & s y = — o
I Ec Eg
Ag As Sise llama, n , a la relacién entre los médulos, Eg/Ec, la relacién entre -
/- Ag = Araa totol (sin descontar el area .
. ocupada por el acero de refuerzo) los esfuerzos del concreto y del acero puede expresarse como sigue: e

AT, S T, & ST, {n-1)As
-' As = Area del acero de refuerzo

R AT A

fc = Esfuerzo del concreto

A A c C = Fuerza de compresion
/i ? n = Es/Ec= Relacion modular
-
7 g te , .
é 7 Es = Modulo de elasticidad del acero
Z g Corte A-A' de refuerzo
.
é 2 Ec = Mddulo de elasticidad del concreto
/-
Cc Fig 3.29 Artificio de la seccidn transtormada aplicado

a un miembro de conctreto reforzado sujeto
a compresion

"“ ‘ E
s =
3 K E fo i f, = nf. (3.16)

P . (3.17)
. e

El denominador de! segundo término de esta ecuacién es el drea transformada
de la seccién, integrada por el érea neta de concreto y el drea de acero multipli-

~ cada por la relacién modular.

ey

Por condiciones de equilibrio se obtiene
P =fc A + fg Ag (3.15)
donde f_y f, son respectivamente los esfuerzos en el concreto y el acero, y A_ y -
Ag , las éreas de concreto y acero.

Las deformaciones unitarias del concreto y del acero serén

- o _fe A
fo " Y S TR

Sin cometer mucho error puede usarse el drea total, Ag , sin descontar el -
espacio ocupado por las varillas, en lugar del drea neta, A.. El drea transformada,

teniendo en cuenta que Ac = Ag - A, puede expresarse en funcién de Ay --

como sigue:

Ag = A+ nA = Ag*t (n=1) A

9




y la ec 3.17 se convertird en

PC

i N NS (3.18)

E! Grea puede expresarse en funcién del porcentaje de acero, p , que en este .

caso se define como la relacién A,/Ag . Asl, considerando que A; = pAg, se -
cbtiene; Ay + (n-1) A, = Ag * (n-1) pAL = Ag [ RS |
(3.19)
Sustituyendo en la ec 3.18 resulta
- P o
c Ag [l+(n-l) pJ ) (3.20)

El esfuerzo en el acero, fs, se puede obtener de la relacién dada por la ==
ec 3.16. Enla fig 3.29 se muestra una representacién gréfica del drea de acero
transformada en concreta,

También es posible transformar la seccién en una seccién equivalente de ace-
ro, usando razonamientos andlogos a los anteriores.

Lo validez de las expresiones obtenidas esté condicionada a la precisién con
que se conazca la relacién modular, n. Este valor depende del médulo de elasti-
cidad del concreto, E. , cantidad que pora un mismo concreto varfa notablemente

segin el nivel de carga, la edad y otros factores.

Requisitos del acero longitudinal

El porcentaje de acero minimo, referido a la seccién total de la columna,

suele limitarse a valores del orden de uno por ciento. Los porcentajes méximos ad-

mitiblay Hagar o oche por cianto en algunos reglamentos, aunqua rofyerzos tan al-

altos casi siempre implican dificultades constructivas. Ademés se suele especificar’
que el diémetro mfnimo que puede utilizarse en columnas es el correspondiente a ="

varitlas del No. 5. En columnas rectangulares de estribos debe usarse un minimo ™

de cuatro varillas y en columnas zunchadas, un mfnimo de seis varillos.
e B A T b

Los varillas pueden colocarse en haces o paquetes formados por grupos de
dos, tres y a veces cuatro varillas,- si se respetan las recomendaciones que al res~=

pecto hacen los reglamentos.

Requisitos del acero transversal .

@ En columnas de estribos, estos generalmente se detallan de manera que ca
da varilla o haz de varillas longitudinales quede en un éngulo de estribo. Se en-=
tiende por estribo el conjunto de elementos requeridos para lograr ésto. En la Fig.

3.30 se muestran algunos ejemplos. 4

En columnas zunchadas la separacién libre entre dos vueltas consecutivas
debe ser por lo menos igual a 1.5 veces al tamafio méximo del agregado, pero no

mayor de 7 ems.

Excentricidades accidental es

Se indico’antes que la carga axial es una condicisn de carga ideal que no

©oe




existe an las estructuras recles. Aunque a veces las idealizaciones para andlisis -
no los tienen en cuento, siempre existen excentri¢idades debidas o defectos cons-

tructivos, momentos producidos por condiciones de distribucién de carga viva no -

ideradas y otras . Reconociendo esto, muchos reglomentos de concreto

Ejemplo 3.2 Columna circulor de concreto con refuerzo helicoidal sometida

 una corga axial de compresién.

En este ejemplo se ilustron tres casas : lo determinaciédn de la resistencia o

carga oxial de una columna circular de geometria y refuerzo conocidos, la deter-

tabl que toda columna debe dimensionarse teniendo en ta cierta
tricidad accidental fijada arbitrariamente, aunque el ondlisis indique que ésta es
pequefia o inexistente. Esto significa que todas las columnas se dimensionan como

eslementos sujetos a flexo-compresién.

®

» £ ©
@
s
!

minacién de esfuerzos por el método de la seccién fransfarmodo y el dimensionamien
to del refuerzo helicoidal .

La relocién de acero a concreto de la seccién dada, p, s igual a 0.0245, -
y, por lo tanto, esté comprendido entre los |imites usuales.

La resistencio se determind de acuerdo con el criterio del Reglamento del -
Distrito Federal de 1976. No se tuvo en cuenta el concreto desplazado por el ace
ro.

‘ El cslculo de esfuerzos se hizo para una carga bastante menor que lo resis-
tencia de manera que la hipbtesis de un comportamiento eléstico implicito en el mé
todo de lo seccibn transformada es rozonable.

La separacién calculada para la espiral o refuerzo helicoidal fue 4.9 cms.

Este volor cumple las limitaci encionados pora el refuerzo transver-~

sl yo que :

P9Pe,

=0

Nota: Cuando es necesario usar juegos de esiribos, pueden colocarse en
en un lecho como en I, 0 pueden repartirse en (o separocidh md-

xima especificade, como en &

...Fig 3.30 Detolles de refuerzo fr sal en col
de estribos

4.9 -fref. helic. =4.9-0.8=4.1C 7 cms.
Ademés la separacibn libre es mayor que 1.5 veces el tamafio méximo del -

agregado si se considera que este es de 3/4" = 1.9 cms :

e 4.9 =B ref helic. = 4.9-0.8=4.1 > 1.5x1.9=2.9 cms.

~Ths

-9 net s ow,
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Ejemplo 3.2 Investigacién de Esfuerzos por el método de la Seccibn Transformada .
= Columna circular de concreto con refuerzo helicoidal sometida o corga --- )
' Considérese que se desea determinar los esfuerzos producidos en ol concre-
axial de compresidn.
* to y el acero por una carga P = 170 ton. -
Datos Refuerzo vertical _
. R . (XA
. 33 om . 8 vs No. 7 (a’ = 3.87 cm% ) : n = ...E'_. = 2000000 = 4
: : Ee 10000 200
. Refuerzo transversal _
: 2 A= T" 40 = 125 em?
Espiral No. 2.5 (o‘ =0.49 cm®) 9 =
LIy 2 ' A
£ =200 Kg/cm o , p == 8;‘22&87 = 0.0245
- " \ ppmens e 2"?“"'\;"‘ 9
. . f, = fy1 = 4000 Kg/cm
1 ) . } : i P
! L E. = 10,000 {200 Kg/em?, o RTERITETR . e E20
) ! s\‘ ’
40 em '. E, = 2x 10 Kg/t:m2 170 000 2 xe ol ek o
' " TR OEE] < |fe = 103 Ke/em
Determinacién de la resistencio a carga axial de compresién . (Criterio Re- :
: f = nf E_(3.16)
gla-rento D.D.F. - 1976). S v o ¢
= 14 x 103
o . - i et < ke : Y 301
K , : e f, = 1440 Kg/em? ‘
. Célculo de constantes. . e ate o ' . .
mm e 2 2 ' Determinacion del paso del refuerzo helicoidal .
f2 = 0.8 f. =160 Kg/cm® < 250 Kg/cm o 3 (ol
. "
7 e Te = 08500 = 136 Kefemdi g g o o _ ' Py= 0.45( A? 1y e | E, (3.12)
: ‘ . . . gy 202 " f
- Resistencia ' = 0.45 -1 20 _ 40 002 S =
- ) [ 16 4000 12 TY— 0006
o= [k asran]r Ec (2.14
o e pr=_Jas_ 5= dos E. (3.10)
T ho = [1% <X, 40?4+ 83,87 4000 J0.05 o s, Pd, ; ,,.a
4 $ b N
¢ = 170900 + 123800| 0.85 = 250500 K g Pro = 250.5 ton. - 4x0.49 . N
| "rO 5§ = %
F———— . x
nivg Arbrarsa - v ogbodor v e s B . . Y N
e - S T o ’ ‘ S
P & W e R e




Observaciones sobre dimensionamiento

En ol ejemplo 3.2 se ilustré la revisién de la resistencia de una seccién
de concreto de caracteristicas conocidas. El dimensionamiento implica lo eleccién de—
las dimensiones de la seccién y de la cantidad de refuerzo. Cuando el criteric de dimen
sionomiento es el de resistencia, como suele suceder en el disefio de estructuras de con
creto reforzada, se trato de encontrar una seccién que soporte la carga de servicio con
un margen de seguridad adecuado; es decir la resistencia proporcionada debe ser igual
a la carga de servicio o trabajo multiplicado por un factor de carga, que suelen especi-

ficar los reglamentos.

Si se sigue el criterio del Reglomento del Distrito Federal y se hace caso
omiso de la existencia de posibles excentricidades accidentales, el dimensionamiento -
puede basarse en la ec (3.14). Se aprecia que puede haber muchas soluciones a un pro-
blema dado ya que son miftiples las combinaciones de dreas de concreto y acero posi ==
bles. Un camino puede consistir en elegir un valor razonable de la relacién p y determi-
nar el 6rea de concreto correspondiente. En la préctica suelen escogerse las dimensiones

del concreto de manera que sean militiplos de cinco.

1

no producen tensiones importantes.

Los propiedades mecénicas de la mamposteria son mds variables y dificiles de
nredecir que las de los otros materiales estructurales mencionados en este capfulo.
Esto es debido al poco control que se tiene sokre las propiedades de los materiales
componentes y sobre los procedimientos de construccién empleados.

Una de las dificultades del tratamiento racional de la mamposteria es que és-
fa puede estor formoda por una gran variedad de moteriales de propiedades muy dis~
tintas. Sin embargo, las caracteristicas bdsicas del compartamiento se mantienen =
iguales para los diferentes materiales, aunque los valores cuantitativos dependen -
de las propiedodes de los componentes; éstas se estudiardn brevemente en la siguien

te seccién,

3.8.2 Propiedades de los materiales componentes

Los morteros.
Los morteros son mezclas pldsticas aglomerantes que resuitan de combinar are
na y agua con un material cementante que puede ser cemento, cal, yeso, o uno -

mezcla de estos moteriales.

Las principales propiedades de los morteros son su resistencia a la compresién

"7 3.8 ELEMENTOS DE MAMPOSTERIA

Se entiende por mamposterfa el material de construccién que resulta de-
la combinacién de piedros o piezas naturales o artificiales con un mortero que las une pa

ra formar un conjunto monolftico.

La momposteria tiene considerable resistencia -
‘o la compresién pero es débil en tensién, lo mismo que el cencreto simple. Como -

&te, se presta a la construccién de estructuras en las que las solicitaciones - - =

yrfensidn, adherencia con la piedra, médulo de elasticidad, trabajabilidad, rapi-
dez de fraguado, e impermeabilidad. Otra caracteristica importante es su retencién
de agua, es decir, su capacidad para evitar que la pieza absorba el agua necesaria
para el fraguado de! mortero. El fndice de resistencia mds generalmente aceptado
es la resistencio a compresién obtenida en un cubo de 5 cm de lado.

Las propiedades mecénicos de los morteros son muy variables y dependen prin

cipalmente del tipo de cementante utilizado y de la relacién arena / cementante,




w2

Los morteros a base de cal son de baja resistencia a compresién, del orden de
Yal0 kg/cmz. Sélo excepcionalmente se alcanzan resistencias mayores. El mé~ . !
dulo de elasticidad es del orden de 3 000 kg/cm? y el peso volumétrico de 2 ton/m3.
Las mezclas que se ohtienen son muy trabajables, de fraguado lento y con buena - =

LT
retencién de agua. El fraguado lento es favorable en cuanto permite prepurar una -
mezclo para toda una jornada de trabajo, pero es perjudicial en cuanto la resisten~
cia de lo mamposterfa se desarrolla lentamente, 4

Los morteros de cemento tienen resistencias a la compresién mucho mds altas

que los de cal: entre 40 y 200 kg/cm2. El médulo de elasticidad varfa entre = -

10 000 y 50 000 l(g/cm2 el peso volumétrico es de aproximadamente 2.1 tory/m3.
Y Y

Estos morteros son de fraguado rdpido; una mezcla puede usarse como méximo 40 a 60
minutos después de fabricoda. Son menos trabajables que los de cal y su retencién -

de agua es menor que en |os morteros de cal . i

Los morteros de yeso tienen resistencios muy bajas, fraguado muy répido y -
s8lo se usan en modalidades constructivos especiales.

Los morteros que contienen mds ae un material cementante se conocen como
morteros bastardos o mixtos. Son ampliamente usados fcs morteros con cemento y -
cal ya que reunen las ventajas de los dos materiales dando lugor a mezclas de bue~
na resistencia y trabojobilidad. Tombién se usan cementantes premezclados, como
los Ilamados cementos de albafileria que contienen cemento, cal y aditivos plas-

tificadores. Otra mortero mixto es la mezcla de cal, arena y arcilla usada para pe~

gor adobes. . s

Para fines estructurales la relacién arena a cementante reco-
mendable esti entre 2.5 y 3 ya que se obtienen asi mezclas de buena

resistencia, buena adherencia con la piedra y baja contraccibn.

La variabilidad en las resistencias que se obtiene para un pro-
porcionamiento dado es considerable debido a que la dosificacion se
hace por volumen y sin controlar la cantidad de agua. EIl coeficiente

de variacibén se encuentra entre 20 y 30%.
Lo bl wap v R 'S -
La tabla 3.3 muestra algunos proporcionamientos recomenda-
dos para su empleo en elementos estructurales y las resistencias mi-

nimas que deben obtenerse para cada proporcionamiento. !

TABLA 3.3 PROPORCIONAMIENTOS RECOMENDADOS PARA MOR-
TERO EN E1. EMENTOS ESTRUCTURALES

Tipo de { Partes de| Partes de ce- | Partes de |Partes de | f*, valor minimo
mortero | cemento | mento de alba | cal arena admisible de la
nilerfa resistencia - - -
en compresion,
en kg/cm?
- 1
1 | 0al/4 |3 2E¢E 125
! 0al/2 N O EE
S v 3
I i - 1f4a1/2 |s 2 ©°73 75
T o™
1 1/2a1 woB
I
I 7 1/1a11/427% 4§ 40
ge kg
Eal
S 1 aa
s e~ e
l.as piedras naturales i . .

1.as unidades de piedra se utilizan sin labrar o labradas.




En México suelen distinguinse los siguientes tipos de mamposterfa de acver

do con la forma en-que ha sido labrada la piedre ( fig 3.31):

a) Mamposterfa de primera. La piedra se labra en poraleleplpedas regula -

res con s cara expuesta de forma rectangular. Las unidodes de piedra de

 aste tipo reciben el nombre de sillares.

b) Mamposterta de segunda. Lo piedra se labra en paraleleptpedos de forma~

variable siguiendo la configuracién natural con que llega de la cantera.

€} Mamposterta de tercera. La piedra se utiliza en la forma irregular con que

{lega de la cantera, aunque procurando que la cara expussta sea aproximo

domente plana.

1

Momposterio de le. Maomposter(e de 2a.
. Mempesterfa

3a.

Fig 3.3t  Tipos de momposterie

Las piedras utilizadas tienen propiedades muy variables. En-
la tabla 3. 4 se dan caracteristicas aproximadas de algunas piedras

cominmente usadas en la construccidn.

TABLA 3.4 PROPIECADES MECANICAS DE PIEDRAS NATURALES

Peso volunaétrico Resistencia heaistencia Médulo
PIEDRA seco (T/mJ) a compresioén|tension en | de elas-
(kg/cm?) fiexitn,, | ticidad
(kg/cm?) | (kg/cm?)

Areniscas 1.75 - 2.85 150 - 3200 680 - 120 40 000-
200 000
Basaltos (piedra bra | 2. 30 - 3,00 800 - 5800 200 - 300 | 100 000-
za) 300 000
Granito natural 2.40 - 3,20 800 - 3000 100 - 200 | 400 000-
500 00C
Mérmol 2.40 - 2.85 300 - 3000 35 - 200 | 900 000

La forma de la curva carga-deformacién es variable segiin el tipo
de piedra; en general el comportamiento no es lineal. Los médulos de
elasticidad dados en la tabla 3. 4 son mddulos tangentes iniciales o corres

pondientes a niveles de eafuerzos bajos.

Las piedras artificiales

Existe una gran variedad de piedras artificiales que se utilizan
en la construccién. Estas difieren entre sf tanto por la materia prima
utilizada, como por las caracteristicas geométricas de las piezasy -~ —

por los procedimientos de fabricaciébn empleados.




Las materias primas mis comunes son el barro, el concreto, - tabla da rangos de valores de pesos volumétricos medios, resisten- vrtﬁi
con agregados normales o ligeros, y la arena con cal. Los procedi- cias medias a compresién y coeficientés de variacién de las resis-
mientos de congtruccién son muy variados: desde los artesanales, co- tencias obtenidas de muestras de piezas fabricadas por distintos pro
mo el cocido en horno para los tabiques comunes, hasta los muy in- ductores. Puede apreciarse que incluso para un tipo dado de piedra
dustrislizadas (vibrocompactacién, para los bloques de concreto, y existen variaciones grandes en las resistencias promedio y en el con ¥ |
extrusién, para el bloque hueco de barro). La forma es prismética trol de calidad, reflejado por los coeficientes de variacién, de los
pero con distintas relaciones entre las dimensiones. Las piezas pue ' productos de diversa procedencia. |

den ser macisas o con huecos verticales u horizontales. :
Dos materiales no mencionados en la tabla 3. 5, pero de indu- ‘

La resistencia de las piedras artificiales se determina por el dable ﬂspomnch. son el adobe y el tabique de suelo-cemento.

ensaye de una pieza o de una mitad de ella. Por lo tanto los espect-

El adobe es un material de gran importancia en el medio rural.
menes de ensaye son muy diferentes de manera que es dif{cil estable

' Se trata de un tabique de barro sin cocer, mezclado con fibras de dis-

cer comparaciones entre materiales distintos. Particularmente im-
tintos tipos (estiércol. paja. hojas, etc) y secado al aire libre. Su re- |
portiante es la esbeltes de la piesa que influye en 1a restriccibn al : |
sistencia es del orden de 15 kg/ em? & menor, y los tamafios mis usua- |
desplazamiento lateral proporcionada por las cabezas de la méquina
lesson 8 x 30 x40 cm y 8 x 20 x 40 cm. ) r

de ensaye. : e y

4

El tabique de suelo.cemento es un material que se ha empezado

La forma irregular de las piezas impide muchas veces defi-
a desarrollar recientemente y que parece de interés por su bajo costo.
nir su resistencia real sobre el rea neta del material. Esto es im- b
Se fabrica: mezclando suelos de ciertas caracteristicas con cemento
posible, por ejemplo, en piedras con huecos horizontales. Por esto
portland.: ¢ < ags

es usual definir la resistencia scbre ¢l rea bruta, es decir, el frea

dada por las dimensiones exteriores.

it Ve
La tabla 3.5 proporciona caracter{sticas representativas de ’

las propiedades mechnicas de las piezas de uso més frecuente. La
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TABLA 3.5 CARACTERISTICAS TIPICAS DE ALGUNAS PIEDRAS " At TABLA 3.5 (Continuacidn) .
ARTIFICIALES ssto .
Material Geometrfa Resistencia a Coeficiente Peso volumeé-
) ) pieza compresion variacidn, ¢y  trico,
: Y- 8
Observaciones fp (kg/cmz) (ton/m})’
5, ¥
L.os valores de fp se refieren al 4rea bruta medida y los de
. 2 Tabique L . U S -
% 3l volumen neto. Las medidas son medidas nominales dadas en Extruido, huecos 75 - 80 13 - 18 1.25 - 1. 32
- hans horizontales % o ET0 A pod A
cm. . 50 - 80 16 - 30 1.69 - 1.78
i ebenosqg Surevie »5 wofaph. o LL TR LI 1 s ot
i ‘ (barro) :
Material Geometrfa Resistencia a Coeficiente Peso volu- Bloques de
pieza compresion f variacién, ¢, metrico, 4 concreto: ‘
(kg/cm?) {ton/m3) ‘Ligero stk ap asleiandlis %90 _50 ! » lf"lo - 28 B 0.95 - 1. 21
Tabique rojo cintermedio ) of 204 siiw 20 - 80 s T-29 , 4599 1.32-1.70
de barro re- " 35 - 115 10 - 30 %130 - 1.50 Pesado . 70-145 7-28  1.719-2.15
cocido Py we Tam s & nn B 1]
shslyssm , BT It
-9y . LRt L (a%m Aslod  afe. . L9udi ot w) Bonit sty
o . : . P 7 P8
Tabicén 45 - 120 1 -35 1.05 - 1.60
-Tabique extruido . ) o
perforado vertical 150 - 430 11 - 25 1.85 - 1.96
mente P ' Silico 175 - 200 11-15 © 7 L9
- 310 - 570 15 - 20 1.61 - 2.06 Calcéreo :
: s ‘
{ barro) - - —
dais ity o ik 150 - 400 o ¥ 1] - 26 1.66 -2.20 . . o
. oise 107 ssistonsiv Lnabelq o v g sl
420 - 570 12 - 22 2.02 - 2,13 : ] :
L TSN st otk Ie wade ais ses bk vieilsh ‘aw
L'E et T
Tobique extrldo 375 - 900 5-16 1.73 - 2.05 o B -
macizo B - ELIE?] EE T HENS A V-1 R I T ney
{barro)
w4 . ’ LU T, wh b
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3.8.3 Propiedades mecénicas del conjunto piedra-mortero

Las propiedades mecénicas de la mamposteria pueden deducir-
se ya sea del estudio de los materiaies componentes, piedra y mortero,

o del ensaye directo de probetas compuestas. La primera forma es

evidentemente menos precisa debido al gran namero de variables que
intervienen en el problema y a la dificultad de tomar en cuenta la inter- '

accibn entre los dos materiales.

Mucho més confiables son los resultados obtenidos del ensaye

de especimenes compuestos, aunque hasta la fecha el ensaye de estos

. 1
especimenes no ha sido muy usual en )a préctica. : -

[

Mamposteria de piedras naturales

Los resultados experimentales acerca de la resistencia en com-
presion de este material son muy escasos. En pruebas efectuadas en
especimenes aproximadamente cibicos de 40 cm de lado, se han obteni-
do resistencias del orden de 200 kg/cm? para la sillerfa y de‘ 120 kg/cm?
para mamposteria ordinaria. Se observa que estos valores son muy infe

riores a la resistencia de la piedra sola (tabla 3. 4) y mayores que la re-

sistencia del mortero.

El mecanismo de falla no estd muy bien definido. La resistencia
parece ser muy sensible a la calidad del mortero, al tamafio de las pie-

dras y al cspesor de las juntas. l.a variacion de la resistencia en espe-

cimenes nominalmente iguales es considerable. RIS 2

Los valores obtenidos en los cubos son representativos de la

resistencia en carga axial de elementos cortos en los que no hay efec-

tos de esbeltez. Se considera que estos Giltimos son despreciables si

la relacion altura a espesor del elemento no excede de cinco.

En la tabla 3.6 se dan valores conservadores de la resistencia
a compresidén de la mamposter{a de piedras naturales clasificada como
mamposter{a de 3a.

TABLA 3.6 RESISTENCIA EN COMPRESION DE LA MAMPOSTERIA
DE PIEDRAS NATURALES (MAMPOSTERIA DE 3a.)

Tipo de mortero ﬁrm R

Mamposteria junteada con mortero de resis-
tencia en compresioén no menor que 50 kg/cm 20

Mamposterfa junteada con mortero de resis-
tencia a compresién menor que 50 kg/cm 15

Mamposteria de piedras artificiales

Para mamposteria de piedras artificiales, la resistencia en com
presion del conjunto ha sido estudiada a través del ensaye de pilas for-
madas por varias piezas sobrepuestas hasta alcanzar una relacion altu-
ra a espesor de aproximadamente cuatro.

Estos ensayes se hanreuli- |

zado para una gama bastante amplia de materiples Usuale$ ep e} pais -



Del ensaye de las pilas se han podido conocer" diver

sas caracterfisticas del comportamiento las cuales se describen -

a continuacién.
.t

Interaccifn mortero-piedra

La mamposteria esti compuesta por dos materiales que
tienen distintas caracteristicas esfuerzo-deformacién y que, al -
ser sometidos a carga axial, sufren deformaciones verticales - -
acompafiadas por una deformacién transversal. Esta debe ser igual-
en los dos materiales ya que la friccién y la adherencia entre --
ellos impiden el desplazamiento relativo en las caras de contac -
to. El1 caso mis comGn es que el mortero sea mis deformable que --
la pieza y por lo tanto, si los dos materiales pudiesen deformar-
se libremente, al ser sometidos al mismo esfuerzo vertical, sufri
rian las deformaciones mostradas en la fig 3.32. Por la restric -
cién en las caras de contacto, los dos tendrén una misma deforma-
cién lateral intermedia entre las de los materiales aislados. Pa-
ra adoptar el estado de deformaciones mostrado en la fig 3.32-b,-
el mortero sufririd compresiones en ambas direcciones transversa -
les quedando sometido a un estado de compresién triaxial. La pie-
za estara sometida a tensiones transversales m&s una compresién -
longitudinal. Si la pieza es mis deformable que. el mortero, el es

tado de esfuerzos de los dos materiales se invierte.

Por lo anterior, ¢l material mids deformablc incrementara su

_ resistencia sobre la obtenida en un ensaye a compresién simple, ya que esté sometido
a compresién triaxial; por lo contrario, "el material menos deformable serd reducida su

" resistencia por las tensiones transversales.

Este comportamiento peculiar de la mamposterfa ha sido denominado fenémenc -
de junta y permite explicar cualitativamente los resultados de los ensayes, aunque no
ho dado lugar a ningdn método tedrico de célculo suficientemente sencillo para su - -

oplicacién préctica. 3

“1““ ¢ € Compresidn |Tensidn

(€L €)E
. elll_‘—‘{ qcneﬂ 'ﬂ
j Gz(€-€)E,
— — Tensidn
Epm €, Modulos
- — de efosticidod
z de mortero y
de tabique
T I 0y
a) Deformaciones si no b) Deformaciones ¢) Estuerzos

< hubiese restricciones . recles

"Fig 332 ideolizacich de o interaccidn entre mortero y piedra. o -

—— Mortero mds deformable que la piedra _—

Modos de falla. La falla de lo mamposteria sujetq a carga axial se presenta por aplas

tamiento de las piezas o por agrietamiento vertical debido a las tensiones transversales -

que pueden ser introducidas por el mortero.La falla nunca se produce a través del mortero,




ya que éste, por estar colocado ¢n capas delgadas, es retenido por

las piezas y su aplastamiento no causa la inestabilidad del conjunto.

La falla por aplastamiento de las piezas ocurre cuando éstas
son de muy baja resistencia, y ¢l mortero de buena calidad; también

es tipica de piezas con huecos horizontales.

La forma mas usual de falla es a través de grietas verticales
y se produce cuando el mortero es de resi-'~ncia iguai o menor que

la de la pieza.

Los otros tipos de falla observados incluyen los efectos de

flexion y esbeltez y se discutiran posteriorimente.

Variables que influyen en la resistencia. La variable que m4s

importantemente influye en la resistencia de la mamposteria es la re-

gistencia a compresion axial de las piezas individuales. .
&

La resistencia del mortero es significativa sélo cuando ésta es

muy inferior a la de la piedra. ne

L . ) [N |

Cuando la succion de la piedra es muy alta se extrae del morte-
ro, reduciéndose su resistencia y adherencia, asi como la resistencia
del conjunto piedra-mortero. Por esto conviene saturar las piedras
que tengan mucha succidén, como el tabique recocido, antes de colucar~

las.

Otras variables que afectan a la resistencia son la fluidez

del mortero (morteros poco fluidos no pueden coiocarse en capas

e
de espesor uniformes, lo que da origen a concentraciones de es- gt
fuerzos, el espesor de la junta (cuando las piezas son de resistencia e
conviene que las juntas secan delgadas,de 0.5 a 1 cm), el aparejoy
la calidad de la mano de obra.
La tabla 3.7 proporciona valores conservadores de la resisten
cia que se obtiecne en conjuntos formados por distintos tipos de pieza
y de mortero. Cuando se cuenta con informacién experimental adecua "
da pueden utilizarse valores mavores.
B Al
TABLA 3.7 RESISTENCIA EN COMPRESION DE |.A MAMPOSTERIA,
DE PIEDRAS ARTIFICIALES % , PARA ALGUNOS TIPOS
DE PIEZA
Valores de f* . en kg/cm?
Mortero tipo 1**]Mortero tipo 11** Mortero ti-
. . = 2 125kg/cm? |75 # 1* € 125kg/cm?2| po 111¢#
Tipo de pieza b b 4 b‘75 Ny
cm
NG s K
[Tabique de barro reco- . . 1%
cido 15 15 15
IBloque de concreto tipo 3
lpesado* 20 15 15
Tabicon de concrete 2¢ 15 15
— 4
[Tabique huecé :ic barro ox-
truido (huecos verticales)®
(r*p‘? 120 kg/cm ™) 0 . .. 10 30

*Resistencia Sgbre area hruta; la relacion drea neta-bruta no seria menor

de 0. 45.
** Ver Tabla 3.3




Relacién esfuerzo-deformacién. La relacién esfuerzo-deformacién registrada

en ensayes de pilas sujetas a compresién tiane una pendiente aproximadamente cons -
tante hasta la falla; s6lo para piezas y morteros de muy baja resistencia la curva tien-
de a ser porabélica. La rigidez del conjunto es generalmente menor que la de las pie-

zas y la del mortero consideradas independientemente.

Los mobdulos de elasticidad secantes dependen de la resisten-
cia de la pieza y en menor grado de la calidad del mortero. Se han
propuesto las siguientes expresiones aproximadas para el modulo de
elasticidad

LRk
E =400 f* s Para piezas de barro

La fig 3.33 muestra curvas tipicas obtenidas de los ensayes.

H f
150 Tabique ex 130
140 Tipo rejilla 1401
130 1301
LATENT
120 Tabique con huecos LY .
1o+ verticales 1101
1001 1001
901 S sot
80 [ o
70 70+
60 (s 8
S0t S0t
Bloque de concreto
401 40t
304 Tabique recocido 3ot
20
10 Mortero 1:0:3 c 10 Mortero 1:1:6 ¢
0.001 0.002 0.003 0.001 0.002 0.003

~ Fig 3.33 Curvas tipicas esfuerzo-deformacion para mamposterfa

TOL : .

y ab
E =600 f*_, para piezas de concreto

f*m= la resistencia de la mamposterfa (Ver tablas 3.6 y 3. 7)

Cuando las cargas se aplican en forma sostenida el médulo de
elasticidad baja especialmente para las piezas de concreto. Se ha pro
puesto que para ambos tipos de pieza se emplee la relacioén

E =250 1*
m

3.8.4 Método simplificado de dimensionamiento de muros de

mamposteria

lL.as proporciones de los muros de mamposterfa, sobre todo ‘
las de las de piedras artificiales, son tales, que rara vez son despre
ciables los efectos de esbeltez. Asimismo las caracteristicas cons-
tructivas de los muros casi siempre implican alguna excentricidad
El dimensionamiento de muros esbeltos y sometidos a excentricidades
se estudia en forma rigurosa en secciones posteriores de estos apun-
tes. En esta seccion se propone un método simplificado que es aplica

ble cuando los efectos de esbeltez y excentricidad no son importantes.

El1 método consiste en dimensionar los muros como si estuvieran su-

gl
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jetos (Gnicamente a carga axial, pero considerando una resistencia a
compresion reducida. Para aplicar el método simplificado deben j

cumplirse las siguientes condiciones:

sos en que la relacidén cargas vivas a cargas muertas
excede de uno. Para muros que estén ligados a muros
transversales con una separacidon no mayor de 3 m los
valores de ¢ se tomaran como 0.8 y 0.7 respectivamen
te.

a) L.as deformaciones de los extremos superior e inferior del
muro en la direccion normal al plano de éste, estin restrin
gidas por el sistema de pi..o o por otros elementos.

b) No hay excen.ricidaces impr,.ctantes en la carga axial aplica-

da, comr ‘o 2 pr+~ce ser debidas a falta de alineamiento

de m.iroc e |.<cs riperiores o a la existencia de voladizos

i ‘
que trauasusitin 4. mo nento al muro. ! l

i

c) La relacién v1tu) 1 a esperor del muro no excede de 20,

P

Si se cumplen estas condiciones la carga vertical que resiste

P, =F FErx A (3.21)

e

un muro pugde determinarse con la siguiente expresion: i 'T
4
t
y -

en que
Ay es el drea transversal bruta del muro

f”‘m es la resistencia en compresion de la mamposteria. (I.as
tablas 3.6 y 3.7 dan algunos factores conservadores).

F es un factor de reduccion de resistencia que se toma igual
a 0.6 y tiene en cuenta la variabilidad en la resistencia de
la mamposteria. t

FE es un factor reductivo por excentricidad y esbeltez que se
toma como 0.7 para muros interiores que soporten claros
aproximadamente simétricos en ambos lados y como 0.6
para muros extremos o con claros asimétricos y para ca-

[ R

VS

La carga resistente asi calculada se comparari con la carga
de servicio o trabajo multiplicada por un factor de carga adecuado.
Se aprecia que el criterio de dimensionamiento aplicado es de resis-

tencia.

Ejemplo 3. 3. - Revisién de muros de mamposteria

La estructura del ejemplo consiSte en muros de tabique rojo
que soportan una losa de concreto perimetralmente apoyada, Se com-
prueba facilmente que se cumplan las condiciones que deben existir
para poder aplicar el método simplificado para dimensionamiento de

muros que se ha expuesto.

Para determinar la carga que la losa transm‘ite a los muros se
ha dividido la losa en zonas tributarias de los distinins muros trazando
lineas a 45° por las esquinas de los rectangulos en la forma indicada
en el croquis de la planta de la estructura. Este procedimientoes el
cominmente utilizado para distribuir la carga de losas perimetralmen
te apoyadas. Por simple inspeccidén se comprueba que los tramos méas
desfavorables son los Bl - C1{(6 B3 - C3) y B2 - C2, por lo que la re-

visién se ha limitado a ellos.




La carga sobre los muros en estudio, procedente de la losa,
es trapecial. En el ejemplo se ha considerado que se reparte unifor

mementc en todo ¢l tramo analizado, hipotesis que la experiencia

Bndica ¢s razonable.
E

La Gnica diferencia en el calculo de la resistencia de los mu-
ros se¢ encuentra en el valor de FE que se toma igual a 0.7 para el
H

‘ muro interior y 0.6 para ¢l muro exterior, donde ¢s 16gico esperar

una mayor excentricidad.

Se comprueba que la resistencia de ambos muros es amplia-

‘ mente suliciente.

3.9 MIEMBROS DE MADERA

3.9.1 Consideraciones generales sobre la madera como mate-
rial de construccidn

l.a madera fue el primer material de que dispuso ¢l hombre
con resistencias comparables a la tensién y a la compresion.  Por ser

un material vivo constituyc un recurso natural renovable cuya explota-

cion puede ser de gran interés para la economia nacional.
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5.3
DE MUROS

EJEMPLO
REVISION

DE MAMPOSTERIA

Muros da Tab’qua.
"°..3° da 14 oM

Losa da concreio

,
Peso volumeateice

concrale 2.4 \'ev\/n'\‘

.
Pevo volumelrico

mamposferia : 1.8 Ton/m®

Carga viva ! 290 ¥a/mt

]

EacYor de carga "

Son muchas las caracteristicas de 1a madera que !a hacen atrac
tiva como material de construccion.  Es relativamente facil de traba-

jar con herramicntas senciilas, lo que permite una gran diversidad de

secciones y formas. Su variada textura natural ticne cualidades deco-

DETERMINACION
REQUERIDA

RES\STENCIA

thﬂn \oma por wmt

©.25 Yon/m*
0.2
W=0-54 Ton/m"

.
Cq\—qo viva

Paswo Pr—op;o T oA X 24
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i . . BN i

EJEMPLO 3.3 (Continuacién) EJEMPLO 3.3 (Continsacién) s
P 2 . ot
€50 muro EG’ m
tza o Wy =1.8 x 0.14 = 0.25 tor/m> o e
Po = Ffe P A Ee. (3.21)
Resistencia requerida para el muro BI-Cl = 0.6 x 0.6 x 15 x 7000
= 37800Kg = 37.8 ton > 8.9 '
Losa :_12_ (5+1)2x0.54 = 3.24 —
AL :
' Muro: 5x2.5x0.25 = 3.12
' 6.36 ton '
™ Pa requerida = 1.4 x 6.36 = 8.90ton = .. e RTY vt B £
P Resistencia requerida para el muro 82-C2 o Muro 82-C2 EI
Losa : (5+1)2 x 0.54 = 6.48 asudl o . P = o0 TN
' . = 0.6
Muro: 5x2.5 x 0.25. 3.12 A O o R ‘ E
. 9.60 FE = 0.7
b N - fo =15 me
w 'equerida = 1.4 x 9.60 = 13.44 ton EE m
6 A = 7000 cm?
5 13 2y b
DETERMINACION RESISTENCIA
i TRy - *
DISPONIBLE ' Pr = FFe £ A Ee. (3.21)
et Moro BI-CI = 0.6 x 0.7 x 15 x 7000
B . BT YR - ¢ =
F, = 0.6 44100 Kg 44.1 ton > 13.44
al T TN INP
FE = 0.6
! f* = 15Kg/em  (Tabla 3.7)
A, = 14 x 500 = 7000




rativas muy apreciadas. Puede ser pintada facilmente. Su durabili-
dad en condiciones adecuadas, es considerable, aunque no tan notable
como la de los materiales pétreos. Su resistencia especifica es supe-

rior a las del acero y del concreto reforzado.

nociones elementales de estos aspectos. Posteriormente se cambia-
ran los principales factores que influyen en la resistencia de la ma-
dera a tensién y a compresién y se presentardn algunas nociones so-

bre el dimensionamiento de miembros de madera sometidos a estas

i G0y

Como desventajas pueden mencionarse las siguientes. Aunque
en su estado natural la madera se presenta en formas prismaéaticas
rectas, que se prestan a la facil elaboracién de elementos estructura-
les como vigas y columnas, sus escuadrias y longitudes son limitadas.
En ciertos ambientes su durabilidad deja que desear. Es susceptible
a los ataques de algunos hongns ¢ insectos. Sufre cambios volumeétri-
cos con las variaciones de humedad, Sus propiedades resistentes son
muy variables. Su resistencia a los incendios es inferior a la del con
creto aunque comparable a la del acero, si no superior. Su deforma-
bilidad es mayor que la de otros materiales. l.as cargas de larga du-

racién producen deformaciones permanentes.

L.a madera se utiliza para miemhros sujetos a cargas axiales
tanto de compresion como de tension.  En las secciones siguientes
sc estudia el comportamiento de la madera bajo dichas acciones. Pa
ra entender este comportamicento asi como las propiedades mecanicas
de la madera es Gtil conocer su estructura y composicion.  Por otra
parte es evidente que el estudio de sus procesos de desarvollo y cre-
cimiento contribuird a una mejor comprension de las caracteristicas

de su estructura. Por ello en la siguiente seccidn se presentan unas

acciones.

3.9.2 Composicién, desarrollo y estructura de la madera

Upn arbol esta integrado por raiz, tronco, ramas y hojas

(fig 3.34). La madera, como se denomina al material orgéanico de

que esencialmente estan formados los arboles, est4 constituida por

un conjunto de células huecas de forma tubular, cominmente llama-

das 'Fibras''. o5

Las células, en su mayorfa, estédn orientadas en direccién
paralela al 4rbol. En longitud puedcn variar de uno a ocho milime-~
tros. Su dimensién transversal es aproximadamente cien veces menor
que su longitud. Ademds de las células o fibras verticales existen
otras células llamadas 'rayos' o células radiales por la forma en que
estan orientadas. Su funcién consiste en la unién de las diversas par
tes del arbol para el movimiento de las sustancias alimenticias. Asf{,
en forma esquemdtica puede uno imaginarse la madera como un haz
de células tubulares, orientadas en direccién paralela al eje del arbol,
con otros haces radiales de tuhos mds pequenos, orientados en direc-
ci6én perpendicular al haz longitudinal, que en su mayorfa van de la mé

dula a la coricza. Los haces radiales se intercalan entre las células
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En el follaje el agua y los sustancias quimicas

de la savia ascendente son convertidas en pro-
ductos alimenticios que bajan por o Ifber co-

mo savia descendente

Con el alimento que baja como
savia descendenie por el liber
se forman en ¢l cambium nuevos
tejidos de madera

Fiujo de la savio descendente
on ol _liber

El duramen proporciona resistencia
sstructural y rigidez

Fluja de la savia ascendente
por la albura

N

Los rofces capilares absorben aguo y
sustancias minerales que suben poria
albura como_savia cscendente

Las ralces sirven de anclaje
estructural del arbol

Fig 3.34 Crecimiento del arbol (ver tambien fig 3.35)

e "
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longitudinales (fig 3.35).

Desde ¢l punto de vista de su composicién quimica, la ma-
dera esta constituida principalmente por carbono (50 por ciento).,r
hidrégeno (6 por ciento), y oxigeno (43 por ciento). Existen también
muestras de otros elementos en una proporcién inferior a uno por
ciento. Los porcentajes dados son valores promedio. Estos elemen
tos forman dos compuestos badsicos: la celulosa, en una proporcién
de 50 a 60 por ciento, y la lignina, en una proporcién de 20 a 35 por
ciento. Ademds existen otros carbohidratos y algunas sustancias

minerales.

La celulosa es un polimero natural. Cada cadena de células
estd constituida por varios miles de unidades moleculares de la for-
ma Cg HIO 05. La celulosa, que tiene una estructura cristalina, for
ma el esqueleto de las paredes de las fibras de la madera. Los cris-

tales de cclulosa estdn ligados entre si por la lignina, sustancia amor

fa de composicién muy compleja a base de combinaciones de carbo-

hidratos, que rigidiza la estructura interna de las fibras y actGa como

ccmentante uniéndolas cntre si.

Si sc considera una seccién transversal del tronco se distin-
guen, en general, las partes que pueden apreciarse en las figs 3.35
y 3.36. En la fig 3.35 se describen brevemente las caracteristicas

¥ funciones de cada una de estas partes.
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’
Celulas  tubulares con pared Colulas tubulares con pored
delgada de madera de primavera gruesa de maders de veranc
Q
{
3 %
r) SO0 (@]
5128 oo : 038 Oo
. . ’
Lo Celulos r
Fig 3.35 Seccion transversal F S ul adlales
de un orbol PD
' . . prooben . e o U DP
a) Corteza exterior formada por tejidos muertos, que sirve de capa ey P QY
protectora.

b) Liber o corteza interior por donde circula la savia descendente

que alimenta el proceso de crecimiento, que tiene su origen-en el

| /
| ‘' cambium. /
o . A ™
* ¢} Cambium capa microsclpica inmediatamente interior al liber, ' ' o +¥
‘ W .
|

——) O

donde se forman las células nuevas de madcra y corteza.

d) Albura parte activa del tronco, por donde circula la savia ascen- ”

| dente desde la raiz hasta las hojas. ] \JqJ

¢) Duramen parte inactiva del tronco que proporciona soporte estruc

tural al 4rbol. Generalmente de color méas oscuro que la albura. (o

f) Médula la parte mis antigua del tronco, donde sc originan las ra-

mas.

o ati | tructura de la madera
g) Rayos o células radiales que unen las diversas partes del arbol Fig 3.36 Representacion esquematica de la estructur . mader T

para ¢l movimiento de las sustancias alimenticias.
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Las raices del 4rbol desempefan una doble funcién: por

una parte sirven de anclaje y, por otra, absorben humedad y di-

versas sustancias quimicas del suelo, en solucién. .

El tronco es el elemeato de soporte de las ramasy el

7

follaje y ademds proporciona un sistema de comunicacién en do-

ble sentido. Asi el liquido absorbido por las raices sube por la

albura, como savia ascendente hasta las ramas y las hojas, don-

de es convertido en alimento por un complejo proceso en el que

interviene el fenémeno de fotosintesis. Los productos formados

por las hojas bajan, como savia descendente, por el liber para

alimentar el proceso de crecimiento,

;

El proceso de crecimiento consiste en el nacimiento y de

sarrollo de nuevas célulus en el cambium y en los extremos de

las raices y de las ramas. Al formarse la madera nueva se va in

corporando a las capas ya existentes al interior del cambium. Esg

te incremento de material va empujando la corteza hacia fuera.

ettt e e

En la seccibn transversal de la fig 3.35 se observa una serie de

anillos concéntricos que van desde la médula o centro del arbol

hasta la corteza. Cada uno de estos anillos corresponde al creci-

miento de un afio y por ello suelen llamarse "anillos de crecimien

to anual". En cada anillo suelen distinguirse dos capas. La inte-

rior, denominada "madera de primavera' o

se desarrolla durante la primera parte de la época de crecimiento.

'madera temprana"

SN B U N Y

Sus células o fibras son relativamente grandes y de pared delgada.

La capa exterior, que constituye la madera de verano o madera tar-

dia tiene células de menor dimensién transversal pero con paredes

mas gruesas, lo que le da mayor densidad y resistencia. Su colori—.‘J

do es méas oscuro que cl de la madera de primavera. Los anillos”
anuales se distinguen inicamente en las maderas de las zonas tem-
pladas donde las variaciones de clima de una estaciéna otra ocasio
nan variaciones importantes en las caracteristicas del proceso de
crecimiento, que pricticamente se interrumpe durante el invicrno.
En las maderas de regiones tropicales, donde las condiciones clima
tolégicas son méis uniformes y el crecimiento es homogéneo, los

anillos no se aprecian.

Parte de las células que van formando el tronco de un 4rbol
permanccen activas durante cierto tiempo, participando en el pro-
ceso vital. Estas células vivas se encuentran en la regién del tron-
co denominada albura, por donde circula la savia ascendente (fig

3.35). A mecdida que el drbol va creciendo las células de la parte

interior de la albura se van volviendo inactivas y se convierten en

duramcn o madera de corazén, cuya funcién es exclusivamente la

de proporcionar soporte estructural al drbol. En general cl dura-
men se distingue ficilmente de la albura por su cclor més oscuro.
Desde el punto de vista de resistencia, la albura v 1 duramcen son
parecidos. Sin embargo la madera dcl duranien es mas duradera

que la dc la albura porque es mernos susceptible a los agentes que pro




vocan la putrefaccién.

En el centro del tronco se encuentra la médula, la parte mis

ae

antigua del arbol, donde se inicié el proceso de crecimiento y donde

tienen su origen las ramas. . . . -

El exterior del tronco esta protegido por la corteza, capa

protectora compuesta de tejidos muertos.

Las caracteristicas de la estructura y del proceso de creci-
miento que acaban de describirse en forma esquematica son aplica-
bles de una manera general a la mayorfa de las especies de arboles.
Un examen mas detenido conduce a la clasificacién de las especies
de arboles productores de madera en dos grandes grupos: el de las
coniferas, o drboles de hoja perennc, como los pinos y los cedros,
y el de lasﬁifoliada;s o frondosas, o arboles de hoja caduca, como
el encino, la caoba y el guanacastle. (No es correcto clasificar las

latifoliadas como maderas "duras" y a las coniferas como maderas

cuyo estudio queda fuera de! alcance de este texto.

En lo literatura sobre madera se encuentra con frecuencia la expresién grano de
la madera, que:se usa con acepciones diversas. Asi’, por ejemplo, se habla de madera

de grano fino o cerrado, o de grano grueso, segun la separocién de los anillos de cre-

cimiento. También se utiliza para describir la orientacién de las fibras respecto a los-

lados de una piezo, distinguiéndose entre madera de grano recto o de grano atrovesado

( fig 3.37).
kI

A

2 Grano recto

{

Grono atravesado

< g .

I

{

Fig 3.37 Grano de la madero

" suaves' o ""blandas', como a veces se hace, ya que hay cspecics
de coniferas con madera mas dura que la de algunas especices de la-
tifoliadas, y viceversa). ILintre las diferencias méas importantes en-
tre las maderas de los dos grupos, pueden citarse las siguientes.
I.as libras de las latifoliadas son mas cortas que las de las conife-
ras. Los anillos de crecimiento se distinguen méas facilmente y son
mas amplios en las coniferas que en las latifoliadas. Existen tam-

bién diferencias en las estructuras y las funcioncs de las células

3.9.3 Propiedades mecanicas

Consideraciones Ceneroles

La estructuro peculiar de ia madera, descrita en la seccidn anterior, explica su

naturaleza heterogénea y anisétropa. En efecto, sus caracteristicas fisicas varian de -

un punto a otro y sus caracteristicas resistentes varion segin la direccién considera-

da. La madera puede idealizarse como un moterial ortotrépico en el que se - -
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distinguen tres direcciones mecénicas o estructurales, perpendi-
culares entre si, que coinciden con las direcciones longitudinal,

radial y tangencial del arbol, en la forma indicada en la fig. 3.38.

Cont

Por lo tanto, con rigor seria necesario considerar tres juegos de
propiedades mecanicas, uno por cada eje. Sin embargo, las pro-
piedades en los sentidos tangencial y radial no difieren significa-
tivamente de manera que para los efectos practicos del disciio de .
estructuras. de madera basta distinguir entre propiedades parale-

las al grano o la fibra y propiedades perpendiculares al grano.

L Eje longitudinal {L)- Paralelo al
eje del arbol.

ol eje longitudinal y tangencial
los anillos de crecimiento.

ejes longitudinal y tangencial

Fig 3.38 Principales direcciones mecdnicas de lo madera

Lprtaiis ly : ade

-

Eje tangencial {T)~ Perpendicular

q

Eje radiot (R)- Perpendicular a los

Xy

Las relaciones esfuerzo-deformaci6n.de la madera son m@i
variables segin la especie, la forma en que se hace el ensaye, el
tipo de accién a que esta sujeta, las caracteristicas de crecimien-
to y otros factores. En general, cualquiera que sca cl tipo de es- .
fuerzo, la forma de las gréficas esfuerzo-deformacién son semejan.
tes a la que se muestra cualitativamente en la fig 3.39. La prime-
ra parte de la grifica es practicamente recta de manera que puede
suponerse proporcionalidad directa entre esfuerzos y deformacio-
nes, como en un material eldstico ideal. A partir del limite de
proporcionalidad, que suele corresponder a un esfuerzo relativa-
mente alto, las relaciones esfuerzo-deformacién dejan de ser lineg

¥
les.

/
/ : (R

L
/Estuerzo maximo e

/
/
/ ,
_/leite de proporcionulidad :

—-}K-—ﬁ
/L—v_,,/—Tromo de voriacion lingal

-8G 85 . / Yoo . 2

L
, e <t
Detormocion unitaria .

Esfuerzo

Fig 339 Diagrama esfuerzo-deformocion tipico pora lo madera

j= NI 1




Factores que influyen en el comportamiento mecénico de la madera

La resistencia y el comportamiento de la madera bajo di-

versas acciones mecénicas es muy variable. A continuacién se

analizan los principales factores que afectan las propicdades re-
sistentes de la madera. R

Densidad. - Uno de los factores qué méas influye en la resis-
tencia de la madera .en su densidad o peso volumétrico. Por ello a
veces se toma la densidad como un indice confiable de la resisten-
cia. (Para efectos comparativos la densidad suele determinarse
para un contenido estdndar de humedad. Véase el inciso siguiente

que trata sobre la influencia del contenido de humedad).

Contenido de humedad. - El contenido de humedad se define

como el peso del agua expresado como un porcentaje del peso de la
madera secada en horno. En el érbol vivo puede llegar a ser del
orden de 200%. Una gran parte del contenido de humedad de la ma-
dera verde en ¢l 4rbol vivo corresponde a agua libre en las cavida-
des de las células. EIl agua libre se pierde por =vaporacion al ser
cortado el 4rbol. Las paredes de las células, sin embargn, siguen
reteniendo una cant‘idad bastante importante de humedad. La condi-
cién en que toda el agua libre ha sido eliminada mientras que las pa-

redes de las células aun estdn saturadas se llama punto de satura-

cién de las fibras. EIl contenido de humedad correspondiente a esta

condicién varfa entre 25%y 30%. Para contenidos de humedad su-

periores al del punto de saturacién, la resistencia permanece cons-
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tante. Sin embargo, cuando por medio del secado se reduce el con-
tenido de humedad a un nivel inferior al correspondiente al punto de
saturacion de las fibras la mayoria de las propiedades resistentes
de la madera mejora. Esto se debe principalmente a dos causas:
(1) el fortalecimiento de la estructura y (2) el incremento en la can-
tidad de material por unidad de volumen debido a la contraccién ori-

ginada por el secado.

Puesto que la madera es un material higroscépico su con-
tenido de humedad depende del medio ambiente en que se encuentre.
As{ una pieza de madera absorbe o desprende humedad hasta que
su contenido de humedad se encuentra en equilibrio con el de la at-
mosfera. EI contenido de humedaa correspondiente a esta condicién

de equilibrio se llama contenido de humedad de equilibrio: es siem-

pre proporcional al peso la madera secada en horno. En la ciudad
de México el contenido de humedad en equilibrio de la madera es de
alrededor de) 10%y varfa + 4% de acuerdo con la temperatura y
humedad relativa del medio ambiente en las diferentes épocas del

ano. &

Para efectos de eleccién de esfuerzos permisibles suele
distinguirse entre madera " seca'" y madera '"himeda". En los Es-
tados Unidos se dice que una madera estd seca cuando el contenido
de humedad es inferior a 15%. El valor recomendado en los c6digos

ingleses es 18%.
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Inclinacién del grano.- La resistencia disminuye cuanto ma

yor es la inclinacién del grano con respecto a la direccién longitudi~
nal de la pieza. Esto es evidente en vista de la naturaleza anisétro-

pa de la madera que hace que sus caracter{sticas mecénicas sean

Alabeo.- Las piezas de madera cortada pueden estar alabeadas, como se in

dica en lo fig 3.41, lo que puede afectar su resistencia en forma desfavorable. -

muy distintas segin los ejes considerados.

Nudos. - Los nudos tienen su origen en la formacién de las
ramas en el tronco del 4rbol vivo. Disminuyen la resistencia por-
que producen discontinuidades en unas fibras y alteran la orienta-

cién de otras (fig 3.40).

Fig 34i Tipos de aiabeo en piezas de madera

Fig 340 Disconfinuidades y alteraciones en la orientacion de
las fibras producidas por un nudo.

Rajaduras.- Son separaciones longitudinales entre las fibras. Pueden ser de
diversos tipos. Las mds importantes son las rajaduras anulares que siguen la curvatura

de los anillos de crecimiento y se originan en el drbol vivo, y les rajaduras radiales,




perpendiculares o los anillos de crecimiento, que son producidas por defectos de seca
do consistentes en una eliminacién demasiado répida de la humedad ( fig 3.42). Las-

rajaduras afectan de manera particular la resistencia o esfuerzos rasantes. Son espe -

cialmente perjudiciales cuando se presentan en la zona de esfuerzos cortantes méximos

de vigas y en los detalles de conexién de los extremos de elementos sujetos a tensién.

f

7
%

Rajadura anular

:“"'13

Rajadura radial

Fig 3.42 Rajoduras de madera

Temperatura. - La resistencia de la madera disminuye en forma aproximadamen

te lineal al aumentar la temperatura. No es recomendable que a madera se encuen ~
. . - . o

tre en condiciones de servicia a temperaturas superiores a unos 50 C puesto que estas

temperaturas pueden ocasionar dofos permanentes.

Duracién de la carga.- La resistencia de la madera disminuye considerable -
mente con la duracidn de la carga. Cuanto mayor la duracién de la aplicacién de una

carga, menor serd el valor que debe alcanzar la corga pora producir la falla. Todavia

ta

no se ha comprobado si existe un limite de duracién tal que una
pieza sujeta a carga ya no se rompa. Bajo carga sostenida la de
formacién de la madera sigue aumentando durante cierto tiempo

hasta que se estabiliza o se rompa el espécimen.

e —

3.9.4 Comportamiento de la madera ante cargas axiales

Métodos de ensaye

Para obtener informacién sobre el comportamiento y la

resistencia de la madera se recurre a dos tipos de ensaye.

En el tipo més comin se utilizan probetas de seccién pe-
quefias (2 cm x 2 cm 6 2 pulgadas x 2 pulgadas) de madera escogi-
da de manera que no contenga nudos ni rajaduras y que el grano
sea recto. Las pruebas se hacen en condiciones estdndar de tem-
peratura, contenido de humedad y duracién de la carga. Este tipo
de prueba proporciona informacién sobre la madera limpia de de-
fectos y es atil para la comparacién de las propiedades de distintas
especies. Los valores permisibles de diseno se basan fundamental-
mente en los valores que se obtienen de ellas (sec 3.9.5). Puesto
que las propiedades de la madera varfan segin el sentido conside-
rado, para conocer el comportamiento ante tensién o compresién es
necesario hacer ensayes aplicando la carga axial tanto paralela co-

mo perpendicularmente a las fibras, —

La informacién obtenida del ensaye de probetas pequefias

"limpias" es de utilidad limitada puesto que los resultados no re-
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gistran el efecto de caracteristicas como los nudos, la inclina-
cién del grano y las rajaduras, que afectan seriamente a la re-

sistencia de la madera. Para investigar la influencia de estas

caracteristieas sobre la resistencia e¢s necesario recurrir al en-
saye a escala natural de piezas estructurales sujetas a distintas
condiciones de carga. Evidentamente este tipo de pruebas propor
ciona informacién més completa que la que resulta del ensaye de
probetas pequenas 'limpias'’. Sin embargo son costosas y en si-
tuaciones préacticas no suele ser posible realizarlas. Por lo tan
to, el procedimiento que se¢ sucle scguir para establecer valores de
disefo, consiste en corregir los valores obtenidos de los ensayes
de probetas "limpias'’ con base en la informacién obtenida de los
ensayes a escala natural disponibles y en la experiencia acumula-
da sobre comportamiento de estructuras de madera reales. Los
criterios usuales en la determinacién de esfuerzos permisibles

de disefio se describen con més detalle en la sec 3.9.5.

Comportamiento bajo tensién

La méxima resistencia a tensién de¢ la madera sc presenta
en sentido paralelo a las fibras, ¢s decir el sentido en que estan
dispuestas las cadenas de moléculas de celulosa. 'En ¢1 sentido
transversal a las fibras la resistencia a tensién ¢s mucho menor
debido a la naturaleza tubular de las células, que las hace muy de-
formables en esta direccién, y a la facilidad con que se despegan

las cadenas de moléculas cuando se sujetan a esfuerzos transver-

B o A et it &

sales puede ser hasta cuarenta veces menor que la resistencia
a tensién longitudinal. En la fig 3.43 se muestra una curva es-
fuerzo-deformacién tipica para tensién en sentido paralelo a

las fibras. Se obscrva quc el comportamiento es eldstico hasta
esfucrzos relativamente altos. El médulo de elasticidad en el
sentido transversal es de 1/12 a 1/20 del médulo en sentido lon-

gitudinal.

Comportamiento bajo compresién !

Con excepeidén de algunas maderas duras en las quce las
resistencias en compresién y tensién de la madera son del mis-
mo orden, la resistencia a compresién de las maderas en direc-
cifn paralela a la fibra varia aproximadamente de la mitad a la
tercera parte de su resistencia a tensidén en ¢l mismo seatido.
Iista difercencia pucde cxplicarse por la influencia de fenémenos
de pandeo eon las fibras individuales de la madera, cuyo compor-

i

tamiento pucde equipararse al de una columna. FEn la fig 3.43

s¢ aprecia una curva esfuerzo deformacion-tipica de la madera
sujeta a compresién longitudinal.  Se¢ obscerva que el comporta-
miento en compresion es Tundamentalmente ¢lastico, como en el
caso de la tensidn, y que ol madalo de elasticidad es ¢l mismo
para los dos tipos de esfuerzos. Sin embargo pacde comprobarse
que el comportamicento en eompresion es algo mds ductil que en
tension, siendo mayor la diferencia entre las deformacione - unt-

tarias correspondientes al Imite de proporcions'idad v el esfuer-
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Fig 3.43

Curvas tipicas esfuarzo ~ deformacion en tension
compusio’n paralelos o las fibras obtenidas
de ensayes de probetas pequenas

", . R .
limpias

e

zo Gltimo.

La resistencia Gltima a compresién en sentido transver-
sal es semejante a su resistencia en sentido longitudinal. Sin
embargo, para poder desarrollar la resistencia Gltima es nece-
sario aplastar las células hasta que dusaparezcan los huecos.
Estas deformaciones altas impiden el aprovechamiento estructu-
ral de la resistencia 1ltima teSricamente disponible. Por este
motivo para efectos pricticos suele considerarse que la resis-
tencia a compresién en sentido transversal es de sélo un 20 por
ciento, aproximadamente, de la resistencia longitudinal. Dada
la gran deformabilidad bajo compresién transversal el médulo
elastico correspondiente es muy bajo: segin algunos autores pue

de ser del orden de la centésima parte del médulo longitudinal.

3.9.5 Esfuerzos permisibles para dimensionamiento

El criterio de dimensionamiento mds comfnmente utili

zado en el disefio de estructuras de madera es el de esfuerzos

permisibles o de trabajo.

La magnitud de los esfuerzos permisibles dependera
fundamentalmente de la variabilidad de las caracteristicas resis-
tentes, el contenido de hiimedad, la duracién de la carga, los
defectos naturales de la madera y el grado de seguridad con que

sc quiera contar.

TP . : ek
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A continuacién se comentan las recomendaciones sobre es-

fuerzos permisibles de algunos reglamentos tipicos.

Recomendaciones de los reglamentos de los Estados Unidos

Inglaterra y Canada -

Los criterios seguidos en los reglamentos de estos tres
paises son parecjdos. En esencia se basan en las consideraciones

siguientes.

Para llegar a los esfuerzos permisibles para disefio se esta
blecen primero unos " esfuerzos b4sicos' que se definen como los
esfuerzos que con un margen de seguridad adecuado puede resistir
permanentemente la madera verde (es decir, con un contenido de
humedad superior al correspondiente al punto de saturacién de las

fibras), limpia (sin rajaduras ni nudos)y de grano recto.

Los esfuerzos bésicos se obtienen a partir de los resuitados

de ensayes efectuados con probetas pequefias limpias, generalmente

de madera verde. (Recuérdese que por probeta "limpia", o "clear",

en inglés se entiende una probeta de madera de grano recto, libre de
nudos y rajaduras). En‘algunos casos se usan especimenes de made-
ra seca {menos de un 15 por ciento a un 18 por ciento de humedad).
Los resultados de estos ensayes se corrigen para tener en cuenta los
distintos factores que afectan la resistencia y el comportamiento en
condiciones de servicio. Los principales factores son la variabilidad

de la resistencia, el contenido de humedad, el efecto de la duracién

de la carga, la forma y el tamafo de la pieza estructural considerada

y el grado de seguridad requerido. . .

El esfuerzo basico puede considerarse como un esfuerzo
permisible de disefio para madera libre de defectos, es decir para
una madera limpia ("'clear"). En general es necesario tener en cuen
ta el efecto de la presencia de rajaduras, y nudos y la influencia de la
inclinacién del grano reduciendo el valor del esfuerzo basico. Esto
se hace clasificando la madera de acuerdo con la importancia de losk
defectos que contenga y reduciendo los esfuerzos bésicos de acuerdo
con los dictados de la experiencia y los resultados disponibles en en-
sayes a escala natural. Los manuales dan valores permisibles de
disefio,para distintas especies, obtenidos en esta forma. Suelen
darse juegos de valores distintos segln sea hiimeda o seca la condi-
cién de uso. Son aplicables para lo que sc define como duracién
"normal" de la carga: es decir, 10 aflos. Los esfuerzos permisi-

bles pueden aumentar en caso de cargas de corta duracién.

"

Lspecificaciones para estructuras de madera de la Secretarfia
de Obras Publicas (1968)

Es una compilacién de recomendaciones americanas y alema-~

nas adaptadas a las condiciones de nucstro medio.

Recomcendaciones del Reglamento del Distrito Federal

"grados' de madc-a de

Istc reglamento considera varios
acucrdo con el nimero y tipo de sus defectos naturales. La ciasti-

cacién propuesta se basa en la norma C-18-46, de 'a Direccibn Gene




ral de normas de la Secretarla de indwstria y Comercio.

En lugar de fijar esfuerzos permisibles para cada tipo de madera, -
como hacen algunas normas, éstos se hacen depender del peso voluméirico. Sere
camiendan valores mfnimos para el caso en que no se disponga de datos sobre pe~-
sos volumétricos. Los valores son aplicables para madera seca y cargas de larga -
duracién. Para preveer duraciones cortas de carga asl como los efectos de la hu-

medad y de la intemperizacién, se recomiendan diversos factores de correccibn.

3.9.6 Propiedades diversas
Durabilidad

La modera en condiciones adecuadas puede tener una duracién ma
yor que la que se le suele atribuir. Un ejemplo clésico es el de las armaduras de
ia Basflica de San Pablo, en Roma, todavia en servicio después de més de diez si_
glos. Sin embargo, la dirabilidad de la madera no es comparable o la de mate--

riales como las piedras naturales y algunas piedras artificiales.

Como se indicé en la sec 3.9.1, la madera es muy susceptibie a
la alternancia entre humedad y sequedad y a la accién de ciertos hongos e insec-
tos. Para mejorar la durabilidad de !a madera, se puede recurrir a diversos trata-
mientos como la impregnacibn con creosota, la inmersién en sustancias preservoti

vas como el cloruro de zinc, o el uso de pinturas con sustancias especiales.
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Resistencia a los incendios

Aunque la madera es un mategial combustible, su comporta-
miento bajo la accién de los incendios no es muy peligroso como po-
dria pensarse. Las estructuras de madera con elementos de escua-
drias robustas, no se derrumban en la primera fase de un incendio
como puede suceder con una estructura metélica. Puede mejorarse
la resistencia a los incendios, impregnando con sustancias como el

fosfato de amonio o el dcido bérico o pintando con pinturas especia~

les.

Cambios volumétricos

Por temperatura. - Son pequefios y no suele ser necesario

considerarlos en la mayorfa de los cdlculos estructurales.

Por variaciones en el contenido de humedad. - La madera ex-

perimenta cambios volumétricos para contenidos de humedad entre
0 y el punto de saturacién de las fibras. Para contenidos de humedad
superiores al correspondiente al punto de saturacién de las fibras no
se registran cambios de volumen. La contraccién méixima se produce
en direccién tangencial a los anillos de crecimiento. Es menor en la
direccién radial y despreciable en sentido longitudinal. Los cambios
volumétricos producidos por las variaciones en contenido de humedad

son bastante mds importantes que los debidos a variaciones térmicas

Yy sus efectos deben tenerse en cuenta en el diseno.




Peso volumétrico
El peso volumétrico de las maderas comunes secadas al
aire, varia entre 400y 850 kg/ m3. Algunas maderas tropicales

llegan a tener pesos del orden de 1000 kg/m?3.,

3.9.7 Maderas mexicanas: caracteristicas y escuadrias
comunes

Las maderas mexicanas son de una gran variedad. Pueden
dividirse en tres grandes grupos:
1) Las coniferas, como el oyamel y el pino, que son las més
comunmente usadas en obras civiles, especialinente para |

obras falsas y cimbras.

2) Las maderas de irboles de hoja caduca, como 14 encina

y el roble, més pesadas y resistentes que la mayorfa de

las coniferas y,

3) Las especies tropicales, de gran resistencia y dureza, muy

apreciadas para ebanisterfa y acabados aparentes.

TABLA 3.8 ESFUERZOS PERMISIBLES Y MODULOS DE ELASTICI-
DAD PARA DIVERSAS ESPECIES DE MADERA RECO-
MENDADOS POR SOP (Valores en kg/cm2)

ESPECIE cali-| Paralelamente Compresién | Mdédulo de
e dad a la fibra normal a la |elasticidad
tensién |compresién | fibra
Pino blanco,| la 65 60 18 85 000
pino lacio 2a 55 50 18 85 000
Pino prieto,| 1la 75 70 20 90 000
pino real, 2a | 65 60 20 90 000

cedro

Encino la | 100 95 25 100 000
2a 85 75 25 100 000

Zapotillo la 110 100 25 110 000
2a | 95 80 25 110 000

En la tabla 3.8 se dan esfuerzos permisibles para cargas
axiales y médulos de elasticidad recomendados por la Secretarfa de
Obras Pfblicas para algunas maderas mexicanas ("Especificaciones
para estructuras de madera', Direccién General de Proyectos de

Vias Terrestres, SOP, 1968).

Los esfuerzos de la Tabla 3.8 fueron determinados con crite-
rios semejantes a los americanos. Las calidades se basan en las nor-
mas de clasificacién de SOP. Los esfuerzos permisibles dados son.—
aplicables para maderas en estructuras bajo cargas de duracién nor-
mal (10 afos), con cualquier contenido de hurnedad, pero en un ambien
te seco. Para otras condiciones deben hacerse los ajustes que reco-
mienda SOP. La SOP no recomienda valores para tensién normal a

las fibras. Estas pueden tomarse del orden de 3 a 4 kg/cmz.

Las escuadrias mds comunes son las siguientes:
Seccién

Vigas | ] 4" x 8", 3"x 06"
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Tablones més de 2" de espesor
Tabla o duela menos de 2" de espesor

Polines 4" x 4"

Las dimensiones dadas son nominales. Al dimensionar debe

formas de utilizarla. Dos realizaciones relativamente recientes son
el triplay y 1a madera laminada y encolada. Las caracteristicas
principales de estos dos materiales se describen en las secciones

siguientes.

tenerse en cuenta que las dimensiones reales son menores. Esto
puede hacerse sea trabajando por esfuerzos permisibles reducidos
por este concepto, sea reduciendo las dimensiones de la seccitén y

utilizando los esfuerzos permisibles sin reducir.

P
En algunas obras civiles, como en las estructuras para
puentes provisionales o para muelles maritimos se utilizan escua-
drias mayores que las dadas anteriormente. En ocasiones, sobre
todo para elementos verticales, los troncos se emplean en su forma

natural, sin aserrar.

Las longitudes usuales varian segin la escuadria. Los po-

lines, por ejemplo, suelen tener de tres a cinco metros, mientras

que las vigas pueden tener longitudes mayores.

Triplay

El triplay, o madera contrachapada, se obtiene cortando
madera ablandada por maceracién en capas delgadas que luego se

unen a presién con aglutinantes.

Las capas, generalmente de 3 a 5 en nimeroc, se pegan de
manera que las fibras de cada capa queden normales respecto a las
de las capas contiguas. En esta forma se obtienen placas con un
espesor que suele variar entre 1/4" y 5/8", fAcilmente manejables,
de gran resistencia y buena apariencia. Al combinar las capas que
forman el triplay de manera que la orientacién de las fibras de las
diversas capas sean normales entre sf, se obtiene un material
pricticamente isétropo en el plano, es decir, con caracter{sticas

anfdlogas en las direcciones longitudinal y transversal.

3.9.8 Aplicaciones especiales de la madera

La madera tiene inconvenientes que imponen ciertas limita-
ciones a su utilidad como material estructural: fundamentalmente su
naturaleza anisétropa y la falta de uniformidad de sus propiedades
resistentes. Para obviar estos inconvenientes y abrir nuevos cam- —

pos de aplicacién a la madera, la técnica moderna ha buscado nuevas

Madera laminada y encolada Cah wy L8 gterc w

Los elementos laminados estidn formados por tablas encola-
das, con sus fibras en la misma direccién. Las tablas varian en es-
pesor de 5/8" a ""1-3/4. Cada tabla puede ser de longitud relativa-’ I

mente pequefla. Para obtener piezas de dimensiones importantes las




69

tablas de cada capa se pueden unir a tope. Como la cola utilizada -
en las juntas es por lo menos tan fuerte como la madera misma, el
comportamiento de piezas laminadas es semejante al de piezas ma-

cizas.

En el diseflo de elementos laminados se suelen admitir es-
fuerzos permisibles mayores que los usuales para elementos macizos.

Esto se funda en las consideraciones siguientes:

1) Se cuenta con una mayor uniformidad gracias a la selec-
L . - -
} cién de las tablas utilizadas.
2) Existe una mayor dispersién de los defectos naturales.
Como las tablas son de espesor pequefio, la influencia
de los defectos es menor que en las piezas de madera ma

ciza. La presencia de un nudo, por ejemplo, afecta Gni-

camente a una de las tablas del conjunto laminado.

3) El secado es uniforme y completo gracias al pequefio es-

n T (3.22)
e - A3

donde T es la tensién que puede soportar el miembro en condiciones
. e
de servicio, A, es el drea neta o efectiva de la seccién considerada

y ft'es el esfuerzo permisible de tensién paralelo a las fibras.

El 4rea neta se define como la seccién total menos las re-
ducciones debidas a ranuras o agujeros para pernos o tornillos. La
capacidad del miembro estari regida por la capacidad de la seccién

que tenga el irea neta minima.

Debe tenerse en cuenta que es frecuente que las dimensio-
nes de un miembro en tensidén no estén determinadas por la resisten - .
cia a tensidén de la madera, como se indicd en el parrafo anterior,
sino por los esfuerzos rasantes o de aplastamiento que se presentan
en los detalles de conexién., En la fig 3.44 se ilustra un problema

tipico.

127 172 T

pesor de las tablas. En piezas macizas de dimensiones
grandes, por el contrario, el secado con frecuencia es im
perfecto.

3.9.9 Dimensionamiento de miembros de madera sujetos a
tensién

La tensién de trabajo que puede soportar un miembro de ma-

dera se calcula por medio de la ecuacién.

Soleras

Plenos criticos
T
por tuerza rosante [

PR N

B A i [ 1 ¥

Fig 3 44 Conenion en miembro de modero sujelo o tersion
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Una manera de.evitar las reducciones de capacidad que o mis piezas, con los ejes longitudinales paralelos, y ligadas por

caracterizan a la mayorfia de los detalles de conexién, consiste empaques y. pernos o conectores (fig 3.45-c). Las caracteristicas

en realizar la unién por medio de adhesivos. Este procedimiento de los empaques de unién se establecen en los diversos reglamentos.

se ha utilizado en las conexiones de miembros de armaduras.

3.9.10 Dimensionamiento de miembros de madera someti- . . [

dos a_compresién

Los miembros de madera sometidos a compresién se cons-

truyen de manera que las fibras queden paralelas a la accién de com

presién.

Los miembros de madera sujetos a compresién pueden cla

a) Macizos

sificarse en tres tipos:

a) Macizos \\é//é// Z>/\\\/>
) De seccién compuesta ’ o ' ’ NZN\ 7 / /

b) D P t . . \Qéﬁé é Aé

c) De elementos espaciados 77 /7] \\\\\//

Las columnas macizas 0 simples estin formadas por una

sola pieza (fig 3.45-a). c)E-paclodoN_ |
Fig 3.45 Tipos de miembros en compresidn

|
‘ b) Compuestios
|
|

Las de secci6h compuesta estin formadas por varias piezas

| ligadas entre s{ (fig 3.45 b). La unién puede hacerse por medio de

Rt

; clavos, pijas o pernos dispuestos segiin recomendaciones empiricas.

- . by . RFI4L
Un caso particular de este tipo de miembro son las columnas lami- o - e

nadas, constituidas por piezas unidas por medio de adhesivos.

Las columnas de elementos espaciados estAn formadas por.dos

RT3 " .‘ av . . v F X A
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Cuando un miembro de madera sometido a compresién A reserva de tratar el tema mfs ampliamente en --
es relativamente corto el efecto de esheltez es poco slgnl una seccidn posterior de estos apuntes dedicada a los efes
ficativo, la falla es por aplastamiento y se desarrolla =+ tos de esbeltez, se presentan a continuacién las recomends
précticamente toda la resistencia a compresién de la made- ciones de! Reglamento DDF-76 que permitan tener en cuenta~-
ra, El Reglamento DDF-76, por ejemplo, teniendo &sto en - estos efectos de une maneras empfrica, _

cuenta, permite despreciar el efecto de esbeltez para valo }
i : Se debe revisar que en 1a secclé8n crftice de una~-

res de
pieza maciza se cumpla que . 5
w ; E
e LI R S
donce L es la longitud libre de pandeo en columnas, o ton- ) Ted * Tha - Cf <! (3.23)

gitud entre soportes iaterales en vigas; K es el valor que donde fcg = esfuerzo de diseMo en compresién paralelo o ==

define la longitud efectiva de un elemento en compresién,~-

las fibras, dedo por: i v ,é
dado en 1'a tabla 3.9; d es 1a dimens!én transversel de la- : . : i ‘ : }
columna paralela al plano de flexién; E es ¢! médulo de -~ fcd = OK 9t £ fep ' (3.24)
elasticidad; vy fcp es el esfuerzo permisible en compresién -
paralela a las fibras. T Ademfs
Como valores de fcp- pueden tomarse los de la ta- - P = fuerza normel de compres(én en condiciones de
bla 3.8 o los de )a tabla 3.10, ajustados de scuerdo & las servicio,
condiciones de uso del! caso. . . An = Bres neta de la seccién trensversal finel del
e s i elemento,
TABLA 3.9 ¢ ,
: LI SEy ‘1 14
¢ Valores de k %} = relac(8n méxime de esbeltez,
condiciones de apoyo en los extremos del elemento K b = dimensisén transversal normal al plano de fle-
los dos fijJos, sin desplazamiento lateral 0,65 xi8n consideredo del elemento,
| uno fijo y uno articulado, sin desplazamiento lateral 0.80
los dos fijos, con desplazamiento lateral 1.294 =1 cuando %% < O.SE/fcp N
los dos articulados, sin desplazamiento lateral 1,00 . . R
uno fijo y otro libre — 2.00
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"7 "R = 1.25 cuando %L > /6‘§E7F;;‘

e = excentriclidad de la carga P; emin = 0,1 (b §
d).

de = dimensi8n de la secci8n transversal en direc~

cién de la excentricidad e,
Ty . adar

2 sxaiqg
€f = 0,81 : : 522 i d en cm,: Cgml'para d < 30 cm

fbd = fpp, cuando Cs < 10; Cg =1,k %}

fbd = esfuerzo de disefo en flexi6n = © .aY : -ab
. : 8
NATR - :
for [‘ § (%) ]
¥ = \ . - P

cuando 10 < Cg < Ck = % M rwen
‘ - P

fog = » cuando Cx < €5 < 50

L = longitud entre soportes que evitan el pan--

.ok RT3 PR Y . \
deo,

b . Wooor - - 8L
TABLA 3,10
in. :
- ESFUERZOS PERMISIBLES* EN KG/CHZ; CONDICION
' VERDE
R S I FAEE A E
SOLICITACION SELECTA PR;:E SEGUNDA TE:ﬁE'
flexi6n y tensién 80 60 30 20
compresidén paralela a la
fibra 70 50 25 17
compresi6én perpendicular af. )
ta fibra : - 14 14 9 7
cortante paralefo a 1a ’
| fibra 14 1 7 5
mb6dulos de elasticidad . .
(x10°) _ . medio 70 70 70 70
" minimo [1/] 4o ho ho
* recomendado por el RDF-76 e

[ 2.

Ejemplo 3.4.- Dimensionamlento de los miembros de

una armadura de madera

s ?
fop = esfuerzo permisible en flexi8n (ver tabla ;

3.10), ' i

» - i fe . 7

e o e

¥

)

La armadura del ejJemplo es de un tipo a veces usa-
do en techos para vivienda, Se Indica que para formarla se-

usard madera de un solo espesor, 2", {(Se considera que este

" espesor es efectivo, por lo que no se hacen reducciones) -

Por 1o tanto las escuadrfas requeridas se proporcionan mante

niendo constante el ancho y ajJustando el peralte de 'a pieza




> a——— M ot

para obtener el frea necesaria, El! usar madera de un solo

espesor simplifica los detalies de unién. Las piezas se -
acoplan de manera que su espesor quede normal al plano de-

la armadura,
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Ejemplo 3.4

DIMENSIONAMIENTO MIEMBROS DE UNA ARMADURA DE MADERA

DATOS Dimensionar los miembros
sujetos a mExima tensién

y 8 mExima compresién

Para el dimensionamiento del miembro en tensién --

se tomd como &rea neta el &rea total de la secciébn, ya que -
se indica que las uniones se efectuar&n con detalles que -

no reducir8n el &rea de la secclén,

Para dimensionar el miembro en compresién se in--

vestigd sl era significativo el efecto de esbeltez,
@
Se supuso una seccién de S5 x 15 ¢cm, Para revisar
Ta esbeltez se utllizé la dimensién de 15¢m ya que se cone
sidera que en el sentido de la dimensién menor el miembro-
estd restringido de manera que no existe peligro de pandeo,
la longitud entre nudos-~-

Como longitud del miembro se tomé

de armadura, ya que éstos proporcionan sujecién,

longitud a dimensién en el sentido de

VO 3E/Tcp = 20,5,

importantes,

La relacién
posible pandeo fue 13,5 que es menor que

por 1o que los efectos de esbelitez no son

Con la secclén supuesta se llegd a un valor de -«
1.01, el cual pricticemente es la unidad, por lo que la sec

cién, con que se partif, es aceptable,

St -

¢ ——— e o e et s

[

Esfuerzos permisibles:

= 60 kg/cm?

- N tensién: fep

compresién: fep = 50 kg/cm?
E = médulo de elasticidad .= 70 000 kg/cm?
K = 1.0

fop = 60 kg/cm?

Considerar que los miembros estéfn restringidos -~
contra e! pandeo en e! sentido normal a ta armadura, y que
estdn unidos por medios que no reducen la seccién efectiva,
Usar tablén de 2'" con el espesor perpendicular al

plano de la armadura,.
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.

EJEMPLO

3.4 (LOr\\(r\uac.\o'r\\

E\.J £EMPLO 34 (C.or\“r\uac.\o’r\ ) 2
-
i -
. ANALISS ARMADURA
NuDO A ‘
L %Fy =0 [
i Yy o 1250 - A® San 30° =o :
! e ~ A® = 1250 2 = 2400 Ko,

i ) AD "
‘20

kc_om? v({xo‘“\

£ Fx=o

AD —AB co% Be® =0
AD = 2wmoo _G - 2\GO Kob
2 k‘\‘c.n‘-'\b't\\

%£Fy =0
WD -"%o0 cos 30 =O
PD = ¥§ x%oo = 4mn3 ko)
o (Cou\v\-c‘:\o"\)

%%Fw=o0
2900 — &€ -30c0 S an 20" =0
AL = 2%00 -300 7&}6.

Pl = 2900 -2%0 = 21850 kﬁ
———m——

(Compresion)

3 o e A

T BRI

. 2F~1 -0
2% 2290
“a00 x Yo

[ p—

NURPo D

Y

| Pl NC

<D =\o\0

M ’
a.\t\-\a.\ r\a

BC

Por

o = g

cos GO"-%00 -2 €0 <o w0’ = o
-, OO0 ~ A CTD \j—.%. =0

- . -

<B = \0w Ko Q'\'d.n‘-\O\'\\

2R
£Fy =0 £
. A
OO - 2160 +4%3 Cos 60"t
+ 1010 Cow 60° no

Do = 2160-432 )4 M X 1010

6o° ©0° s pe — .
_ ‘ > X oD = 439 Ka L‘\'q.r\s\m\\)
AD =2\60 o0 : b
B
oS00
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-( Con‘\'\f\UQr_.\dr\\‘l A

Beavman .
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miembro con compresién mixima

miembro AB; Cag = 2500 Kg ’ '

suponer una seccién de 10 ecm, x 5 e¢m,s .

A = 75,0 cm?

PAaMENSIOMAMIENTO

.

. . .
Miembhro <on Nancion wmwaxima

Miunbro

KD 4\:' = 2160 Kc5

b

= 2160 = 3@ <™ <A“-4r¢a nc.\e)

fip €

= hd 3y Vo = e

d-?%?: T.2 o = To5 een,

o ’
Vaay Ciazccion A«

T"S X TS <_.YY\S
o

AY

b = 5 cm, nt
d = 15 cm,

K = 1,0 ’ . v R
L = 202 ¢cm .

A
relacién de esbeltez = !;?l'-- 1_‘(?_2_4__ 13,47

&.,\J 0;3 £ _\J 0,3 ;70000) + 208

como 53"- = 13,47 < 20,5 entonces puede considerarse que los

efectos de esbeltez no son Importantes,

B =1,0

e 0.1 (15) « 1,5 cm
de = 15 cm,

C¢ = 1,0 (d < 30 cm,)

Co = 1| L202) L g5 s a0

Cr °°g° A 26,5 > Cg = 15,4

e

fod = 60 [1 -3 % ] = 57,7 kg/cm?




‘ i 76
| { ~
- i e
- 0.30 (70000} _ 2 ¢ — -
fcd W HS.'Z kg/cm*> fcp » fy
. A ~ - + » N
. e fcd = 50 A B !
;
Sustituyendo: :
2500 2590 6.(1.5! .0 0 '
) .0 i1 7;.“ 1
%65 ' TTGT.Tm - - o o —
. 0.66 + 0,35 = 1.0L & 1,00 EJEMPLOS RESUELTOS
(ligeramente escasa) B
. srresebin . Frow omo> (cARGA AXIAL)
. " se puede adoptar la seccifn de § ¢cm, x ; ik a. ;
15 cm, (c/ mrpm Lo . X
v, , -
i i 4
i} R g,A.-
é.
i i
g l Fy ) [ i
. H
'
3y o« - % +2 ! - :
!
- - ; ]_5",,5 ‘f' % - - i i 4
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Pioblewa  fara sosfevel ol o de v oo eladio deporh-
vo 30 ewpla oua arwudsa cowo lo westrade. 91 o sidewa de
angw & o diade y lo cawadoa se liara eu aceo A-3¢
( by = 2580kt defermue d drea de lu weecidu tuusverial
| requendo eu cada vua de las bars paw que lo cinadore.
tuga v coutpofauneats adewads. Gousider los esguer-

1.- A continuacibn se dan los datas correspondientes a un ersaye 2 temién
de un alambre de 0.22 cms. de didmetro. El instrumento para medir alargamien--
tos’ marcaba una longitud inicial de L, = 15 cms. Trace lo curva esfuerzo~deforma

ci6A unitaria y establezco sl 1imite de fluencia.

Corga

Alargomiento

203 o 1‘&1&(6«»,99}« (_ow\owiléu lgua’ej.

@

PzTu ?eTbu I 3Teu
+ Dwa t L) —+
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o
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A’L = Z]‘&QF = 15.2) CJ."’"

Kg cm 80 0.0170
90 0.0190
VlO 0.0008 o 100 0.0220
20 0,0020 110 0.0255
30 0.0038 120 0.0245
40 0.0060 130 0.043
50 0.0085 135 0.075
60 0.0110 140 0.125
7 0.0140 145 0.200
148 0.350
2.~ Una placo de acero de 244 cms x 266 cms por 0.635 cms. de espesor se

sujeta o una cargo uniformemente distribuida P, ®0 lo direccién x, y Py on la di-

da en la di-

reccibn y. Si ol cambio total en longitud de la condicién no def
reccién x a5 0.195 cms. y en la direccibn y @8 0.22 cms. CuGles serén P, y P,

en forycm? SeaE =2.2x IOAKQ/cmz, yG=8.44x |05K9/cm2 {Ver figura).

Resp.: P, = 1.3 P,o= 1143




3.  Una placa de acero de 5 cms x 25 cms x 1.25 cms se sujeta a esfuerzos
uniformemente distribuidos a lo largo de sus caras (Ver figura). a) ST P, = 288

Kg/cm2 y P, = 2880 Kg/cmz, ¢ Qué cambio en espesor ocurre debido o la aplica-

cién de estos esfuerzos? . b) Para causar el mismo cambio en espesor como en (a) -
por P, solamente 3 Cuél debe ser su magnitud?
£=2.1x10" Kg/em? v = 0.25
£ -4
Résp. a) 4 =3,7714x10 ,

b) Py =3 168Kg

cm

4-5.- Determinar los desplazamientos § de los puntos de aplicacién de las ~=

fuerzas exteriores P y los esfuerzos normales en las secciones trarsversales de las

barras elésticas. Para las barras | y |1 témense iguales sy Grea y su mbdulo de elas
ticidad.

6.~ Determinar los desplazamientos 8:, S, del Punto A indicado en la figu-
ra y los esfuerzos en las barras I, 1 y 11l. Témese E =2 x 108 Kg/cmz, dj = 2cm

dij =2cms, dy; =3 ems. (d = ditmeiro).

10.-

12,-

Resp. &xz S.dmam Tm = /800 by
74

. 3 o -8 $9s 18 mm x 200 V) fur ‘
Tars 1200 l“) sy ’
7.~ Para la siguiente armadura ¢ Cudinto debe valer el érec de la seccion -

transversal de las barras para que soporten la condicién de carga mostrada? Esfuer-
zo permisible = IV“

V_ compresinStension = 'V’

-

P
-.P .. S —
Resp. Az Au r'.‘_-“_' [ Am il ]
jd
A= e

13.-

Encuentre lo mismo que se pide en el problema 7. Para fas borras LN

y HI.

A R
o Resp.: A1=An-AaI='_;'2__l

Encuentre el valor de P si las barras tienen un esfuerzo permisible de =
1200 Kg/crn2 y un Grea en su seccién transversal de 2 cmz.

Resps P 900K
Caleule e valor de P si las barras tienen un esfuerzo permisible de ===
2000 Kg/crn2 y una érea en su seccitn tramsversal de 4 cm2 para las ~=
diagonales y de 2 cm? para la barra horizontal . .

Resp.: P =8 ton,
Corsiderando el efecto de Peso Propio determine el alargamiento de la
longitud o bojo el efecto de Ja carga P . Peso especifico del material
=

Resp.: Amew = & (& v a(t- %3]
Las dimensiones de un cono recto circular cortado apoyado sobre una -
bose rigida se indican en la figura. Determine el acortamisnto que su=.
fre por efecto de su peso propio. Peso especifico del material = 7",
{Considere el origen de los ejes coordenados en el vértice del cono ex-

tendido) .

Resp.: AQ: ’_‘EB- (’r)
En el sistema mastrado, encuentre los esfuerzos normales en los elemen=
test, Iy I,

a\ .
Gz - 800 by /i

J

Vo= 800 "é/w-‘
Vm = 600 by /s

-



14-15.- En los sistemas mostrados encuentre los esfuerzos normales en las barras
byll.
16.- Calcular las dimersiones de las secciones tramsversales de los elementos
) del sistema. Si el esfuerzo permisible de los elementos es de : o;cm
= 1000 Kg/cm?. |
Resp.: d=3.33cm.
17.- Lo Portland Cement Association ha propuesto una expresidn para dibujar

la curva esfuerzo-deformacién unitaria (7-¢) para un elemento de con-

[

creto sametido a carga axial :

t ¢

v
| o (R - e L(E
T nay [ n-y &

donde :

w

; Asp = Grea de un alambre del refuerzo

M
CASO & Vo ("/m]
a) 0.002 | 250
o e b) 0.0032 | 270.32
9 0.0026 | 259.94

n=13.375; Ec=158,114Kg/ecm?

d=34cm
Comente lo que observa en las gréficas.

Sobre una barra de rigidez infinita que esté sostenida por tres cables, -
como se muestra, se oplica una P. Si el comportamiento de los cables -

es eléstico lineal y sus reas son iguales, encuentre los, alargamientos

b) Para un refuerzo espiral con @ =3" y un paso de 10 cms.
c) Para un refuerzo con estribas @ = 3" con una separacién de 10 cm.

Nata : (Haga las 3 figuras en una sola hoja para compararlas) .

) . dvans, y las fuerzos en ellas.
Psp: Ve '.____—-"c g A tronsversal . 5 2
Vol. coraacn  (4Y$) d = diémetro del nicleo E = 10" Kg/cm
o s =separacibn entre estribos red
ws= %s' 5P ,9 o paso del zuncho. - A = 5cml
¢
T
o= 0001 (14 Bw) - L=2m
" , | refuerzo A B P
2= . (1dAw) transversal = 20 tons.
. ! o L
noz oo.onds | Estribos 0.4 3.5 - — - — -
gf 10,000 Vg, zuncho 0.84 6.45 Resp.: 2‘3 ¥8%.n Bz 12,202
S 3.3
- 1 e Ve Ry: 5.5t
Emplecndo fas expresiones de la PCA calcule y dibuje la curva Ay - 13§ 5. 2a1te
del concreto para la seccion mostrada en la figura. ‘rz_?
a) Ignoranda el refuerzo transversal . o ‘ IR




91

F'éuvlj

Ar Ay

Lesp.: Sy ";_:[3_@_, L] @

z,_"’f- Vi=

Vi s

§: &
W13

A

[

el
BASAAASENS L naLA LY
AL AT RO e

Az = Ar

—me

18

g

2P+ YT we
A

PiV? we
iz Ax

2(L)

. 1 Z
[S SN rL ‘&u\(\ $10°
L2 PN

S

1

Ar 2 An s Ag = 2

UL A -f-
T R N 1‘7

Paq




FER

H .-
—_— 12 .- .
5.
Ae = Zcmt
2 m Ax = L
‘L FHJ" *s 1’"
Tk A L T T ?z ~ k—q
== Com
‘ g 14
3. ce , p Rez o2y Tt
‘ ki e . / gz - n2 ™ } Ve Up
1 Az:Ags fem? /6
| 10 =
| . 2 z gk 7-
) - —
O . i i
; r « e Qe (2 5]
5 i
® ol | P q
e S LS o
| v © (=] o,
ax= 80 e
‘ fop: ¥3acteo bl 2 b Nl
‘ bz = go0 W/ il 4 y V’ ’ 4o
o ez n067 B A
N = ¢oo 6o fus P .2 250 Fs/
2 Lon
.
V- 895 k) by oo o
-
|
*
W,




e

TEMA 11,

TORSI1ION

Marco Antonio Alvarez Salls

José Manvel Covarrubias

1.

Introducci6n (P4g. 178)

Diagramas de momento torsianante (Pég. 180)
Conceptos fundamentales (P4g. 184)

Esfuerzos y deformaciones debidos a torsién (P6g. 190)

Problemas hiperestéticos (Pdg. 207)

Miembros sujetos a torsién con seccién transversal no circulor 3

(Pag. 213)

Analogia de la membrana (P4g. 220)

Miembros de pared delgada sujetos a torsién (Pég. 224)

Ejemplos (P4g. 228)

Esfuerzos y deformaciones debidas a torsi6n en el rango inelésti-

co (P4g. 230)

Analogia del montén de arena (Pég. 232)

Ejemplos (Pég. 233)

Superposicion de esfuerzo, cartantes en barras de seccién circu=-
lar (P4g. 236)

Ejercicios propuestos (P4g. 242) A

P

.- INTRODUCCION

Un elemento (barra, flecha, viga) estf sometida a torsién sim-
Ple cuando en sus seccliones transversales aparecen solamente momen
tos torsionantes internos, es decir, momentos que se encuentran --
contenidos en el plano de la seccién. Generalmente estos momentos
torsionantes internos (Ti) son consecuencia de los momentos torsip
nantes externos (Te) aplicados alrededor de su eje longitudinel, y
donde el resto de las componentes de fuerza (fuerza axial, fuerza
cortante y momento flexionante) son nulas, (ver Pig, 1) ademfs --=
Te¢ '1‘1- 0.

~ Te

Los momentos torsionantes externos se transmiten al elemento,
genoralmente, en los lugares donde se colocan poleas, ruedas denta
das, vigas con voladizo, etc.. En la Fig. 2 se muestra una frlecha
cili{ndrica con una polea en cada extremo, en ceda polea actha un -
par provocado por dos fuerzas iguales, paralelas y opuestas. El mo

mento torsionante o torque de cada per es igual el producto de cual

quiera de las dos fuerzas por la distancia que les separa, esto ——-
es, Tﬂ- 2R P1, T2- 2r P2 . Para cumplir con el equilibrio se debe
tener que T1 + T2 = 0 por lo que se desprende que T1 = T2 en mag-
nitud, pero de sentidos opuestos de giro. Las unidades de el momen
to torsionsnte, T, son ton-m ¢ kg-m & kg-cm, o escrito en su forma
dimensional (T) = (FL) .




[ 5‘
2

Figura 2

Hay que notar que cuando el plano de la carga transversal no -
pasa por el centroide de 1s secciém trahsverssl de una viga, adembs
de los momentos torsionantes internos se originan otras fuerzss in
ternas como son leas fuerzas cortantes y los momentos flexionantes,
este caso se presenta en vigas que soportsn marquesinas o muros co
locados excéntricamente, vigas de eje curvo, vig.s en balcdn o en
esquina, etc, (ver Fig. 3) .

| M
II —__‘1...__‘-_-_1.--3----“
! —
!

Jeto a esfuerzos de torsién combinados con esfuerzos de flexién y/o
cortante (como se verA mfs adelante) es necesario conocer primera-
mente el comportamiento y la resistencia de dicho elemento sujeto

a toresidn simple.

En la prictica, la mayorfa de los miembros que estln sometidos

_ & torsién (flechas de trsnsmisién en motores, tubdés de torsibén en

equipos de potencia, etc.) son predominantemente de seccidn trans-
versal circular ya sea ésta sblida o tubular, Por lo que gran pars
te del matarial aqui tratado estd enfocado a la solucién de este -
tipo de elementos, ern donde mayor eplicecién tienen los resulta-
dos obtenidos. E1 caso de seccionew sélides no circulmres somet}
das e torsién se trotard con ciertes limitaciones. Se estudiard

la resistencis de tubos de pared delgade sometidos a torsién -
cualquiera que sea la forma de su seccién transversal. Se tratarin
también las concentraciones de esfuerzos debidas a cambios bruscoa
de seccifn en flechsa de seccidn circuler, be naré menoibh de las
analogias de la membrana y del montén de arena para estudiar la reg
sistencia de elementos sujetos a torsiém, de seccién transversal -
cualﬁuiern, en los rangos elfstioo y pléstico respectivamente. Al
final se tratard lo relativo a la superposicién de esfuerzos oor--
tantes, E1 problema de torsiénm serf§ resuelto primersmente pera el
rango eléstico.

2.~ CONSTRUCCION DE IOS DIAGRAMAS DE _MOMENTO TORSIONANTE,
APLICACION DEL METODO DE SECCIONES.

(c)

FIGURA 3

El caso de torsifn simple es poco frecuente en la préctica, ya
que, regularmente se presenta acompafiado de fuerza cortante y fle-~
xién. Sin embargo, para calcular ls resistencia de un elementc su-

Figura 4
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En la Pig. 4 estd representada uns barra soliciteda por los 3

momentos torsionantes externos indicados y ae pide encontrar el va

lor del momento torsionante interno en el plano a-a. Si se convie-

ne
to
la
de
én

la direccibn del eje X como se muestra en la Fig. 4 , el momen-
torsionante interno en el corte a-a o8 positivo de racuerdo con
regla del tornillo de rosca derecha. Al construir el diagrama -
los momentos torsionantes es necesario atenerse a esta convencf
para determinar los-signos de los momentos torsionantes. En lo

sucesivo, se recurrirf principalmente a las representaciones plenas

en

lugar de las isométricas, por ser las primeras mls sencillas. -

Los momentos torsionantes internos y externos se representarfn con

una linea con dos circulos en sua extremos, uno de ellos contendrd

un

punto que indicard la punta de la flecha {hacia el lector) y el

otro una ¢ruz, Que representarf el final de la flecha (saliendo de

el

lector) como se muestrs en la Fig. S .

Volviendo a la Fig. 4, para

(D @) 69 calcular los momentos torsionap

I ___2;_ tes internos, Ti’ que aparecen

d QQ @) tg en las secciones de la barra, =
//’C) bajo la accibdn de momentos tore
\\@ 8 . sionantes externos o de una car

[0} ga transveraal se emples el mé-
Figura 5 todo de las secclones. Para apli
car dicho método se deben seguir

los pssos indicados a continuacién:
1.- Verificar el equilibrio del sistema en su totalidad.
2.- Alslar un miembro individusl o una parte de un determinado arre

glo de elementos estructurales o mechnicos. Tsal miembro o pars
te es representado mediante un diasgrama de cuervo libre en el
que se indican todss las fuerzas que actliern sobre 81, incluyeg
do las reacciones de los sorortes y el peso propio (aqui ae -=
considera, salvo que se especifique lo contrario, que loa mieh
bros son "ligeros" sin peso o que estén soportados a intervalos
adecuados para hacer el efecto de flexibn por su propio peso =
despreciable, las fuerzas axiales que pueden actuar también 8l
multdneemente sén excluidas por el momento), Iuesto que un cuer
po estable en reposo estd en ecuilitrio, cualquier parte de €3
debe estar en equilibrio.

3.- Se emplean lns ecuacioncs de la Estftica para la determinecidn

de las reaeciones (en torsibn simple, para miembros estaticg-=
mente determinados, s50lo se reamiere una ecuacibn Slx- 0, don-
de el eje X estd alojasdo.a lo lerso del eje centroidel del miemd
bro). Aplicando estas ecuaciones al miembro en su totslidad o
parte de 81 se encuentran lad fusrzas resistent¥es internas de-
sarrolladas en el miembro (Ti) necesarias para balancear las :
fuerzas aplicadas externsmente (Te).‘Las fuerzas externss (Te) |
¢ internas (Ti) son iguales en magnitud pero actfian en sentidos
opuestos. En problemas est&ticamente indeterminsdos (hiperestf
ticos), la Esth&tica es complementada con consideraciones cine=
méticas (compatibilidad de deformaciones y condiciones de fron
tera).

4.- En el punto donde se desea conocer la magnitud de las fuerzas,
se traza mentalmente una seccifm perpendicular al eje del ele=- |
mento y una porcién del mismo 2 un lado u otro de la seccibn
es totslmente removida. |

5.~ En la seccién investigads se determins el sistems de fuerzas =
interno necesario pars mantener la parte aislada del miembro - )
en equilibrio. En genersl, este sistema de fuerzas consiste de
una fuerza axisl, dos fuerzas cortantes, dos momentos flexio-= ‘
nantes y un momento torsionante (psra el problema que ae ecté
tratando N=V=Me O). Estas cantidades K, V, M y T se encuentran
enslizando la parte aislsda como cuerpo libre.

6.~ Resuelto correctamente el sistema de fuerzas en ls seccibn de= ‘
seada, loa esfuerzos ge determinan utilizando las férmulas que
se estableceréin.

7.~ S1 se conoce la magnitud del esfuerzo méximo en uns seccidn, -
se puede proporcionar el material necesario para tal seccibn o,
reciprocamente, sl se conocen las propiedades fisicas de un mg
terial, se puede selecciomar un miembro del tamafio adecuado.

8,- Pn otros problemes el conooimiento de la deformzcién de un miem

984 . bro en una secciédn ertitrarie, ceusada por las fuerzss inter-

nas, permite predecir la deformacidn c¢* la estructura en conjun
to y por tanto, si es necesario, diseilar miembros que no se de
formen o "cuelguen" excesivamente.

Ls secuencia decs es enteramente generpl y aplicable a cualquier
tipo de protrlem~ donde se deseen conocer las fuerzes internas. w

La habilidad para pronosticar la naturaleza de las cantidades
calculadas es 2sencial, Todas las cantidades coneideradas en mech-




nica de materisles tisnen un eignificado ffaico definido, muchas -
de las cualea pueden ser interpretadas esquembticsmente. Los dia
gramas de cuerpo libre ayudan a esto enormemente,

Pars ilustrar la distribucién y la magnitud de los momentos -
toreionantes a lo largo de un elemento, se construye el diasgrams
de estos momentos. Su .construccibén es snfloga a la de los diagrenas
de fuerza axial en los cesos de tensidn y compresién. Para los mo-
mentos torasionantes no existe un acuerdo finico sobre loa aigmos ad
mitido por todos, puede seguirse cuslquier convencién, lo verdsde-
ramente importante es respetarls en todo el procedimiento, Aqui, -
de acuerdo con la convencibn elegida (reg}a del tornillo de rosca
derecha), se dibujarén les ordensdas de 1los momentos positivos ha-
cia arriba.

El disgrama de momentos torsionantes del miembro mostrado en -
la Fig. 4 queds como se muestra en 1ls Fig. 6 .

Fs importente subrayer -
que, en los lugares donde
<¢ aplican los momentos -
fiorsionantes externos las

ordensdas dal diagrema de
(z)‘ momentos vsrian bruscamen
AT te en uns magnitud igual
3 la del momento torsiona
te externo aplicado.

A la seccién donde se
loceliza el méximo esfuer
20 cortante debido a torsibén, se le denomina seccién critica. De -
lo anterjor se ve que parzs un miembro de seccién tramnsversal cons-
tante, el méximo momento torsionsnte interno causa el esfuerzo mé-
ximo e ikpone la condicibn critica sobre el materisl. En la inves-
tigacién de 18 resistencia de un miembro e torsién, tienen que so»

2T
—
———— — x

1=}

FIGURA 6

examinadss varies secciones para podexr determinar el momento' tor«
sionante interno mayor., En la Flg, 6 1a seccién critica estd en -
cuslquier punto entre Ry C, ya que es una berrs de seccién trang
versel constante.

Bi el miembro sometido a torsidn varis en dimensiones de su seg

cién transverssl a 1o largo de su eje longitudinal, es m&s dfficil
decidir donde se encuentran los eafuerzos méximos a que esté suje-

Jeto el magterinl. Por tanto, pueden tener que ser investigadas y -
calculados los esfuarzos en distintas secciones para determinsr -
la seccibén critica, Iataa situaciones son anflognas al caso de una
barra cargada axialmente.MAs adelant: se obtendrén 1ns férmulas ne
cesariss para calculsr los esfuerzos cowo uns funcién del momento

toraionante interno y de las dimensiones de la s:ccidn transversal.

Si en un elemento actlisn cargas transversales que originan la
torsién del mismo y estss cargas son conocidss (Pig. 3), se cslcu-
lan previamente los momentoa torsionantes externos originedos por
estas csrges y, enseguida se determinan los momentos torsionsantes
; internos y se conatruyen los diagremass correspondientes como se in
. dicd con anterioridad.

4.

En la Fig. 7 se dan algunos ejemploa de solicitacibén de ls ba-
rra por momentos torsionsntes externos y los diasgremas de momentos
. torsionantes correspondientes.
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.; 3.~ CONCZPTOS FUNDAMENTALES

3.1.- RELACION ENTRE E, G y AL
t Para obtener ls relacién axiatente entre E, G yMoconaidérese -
la Fig. 8 en la qQue se mueatran los eafuerzos cortantes en un ele-
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mento y los planos en que act@an (AB, BC, CD, DA). En los planos -
inclinesdos actfian esfuerzos tanto normales romo cortantes. Los es-
: fuerzos normales méximos ( V., 0'2) a-

U‘z = y—r_n'n VI_:V;\éx parecen en los planos principeales, aus
N < magnitudea y direccionea se calculan
l - B S - (- lcuerd;_conolps siguientes férmulas, =
&492 x* + A 2 2 -
. A G-zt g (=g a2
Teo -
<& ten 20 = =<
=N Pl
45° : camo en el caso de torsién [, - ﬁ;- 0,
FIGURA & se deduce Que tan 2°p' @ Yy por tanto

105 planoa principaleg §ienen una in-

clinacién Op- 45% con respecto a Toe del corteé (Fig. 3) v los es-
fuerzos princireles son +
”1-,2 -2

es decir, de lp miema megnitud de los esfuerzos cortantes que ec-
td°n en 1os planos de corte. Uno de los esfuerzos principeles és
de tensién y el otro de compresién,

81 se considera el elemento ABCD de la Pig. 9, rectangular an-
tes de la deformacibén, deepuds de la deformacidn adquiriré la for-
me AB’C’D (AD se considera f£ijo). A la magnitud CC’ «AS se le de-
nomina deformacién absoluta o total en -=
cortante, y a la relaciénAS/a = tan ¥, -
deformacién unitaris en cortante. Puesto
que la deformacidén es pequefia, se admite
que, las tangentes de los Angulos pequefios
son iguales a los fngulos mismos medidos
en radisnes, entonces tan - P, donde [ -
es la variacifn del fpgulo A del elemento
eS _a —4 y se mide, como yr me dijé sntes, en ra~

FIGURA é dienes.

Se ha comprobado mediante enssyos en -
diferentes materiales que, cuando le fuerza no excede un cierto va
lor, se verifice la sigulente relacifn linesl Z/p = G que expresa — —
la Ley de Hooke para la fuerzs cortante (nbtese la analog{a con -=

r/e = E pars fuerzs axial). La constante G se denomina médulo de

detr o coeficiente de elasticidad transversal.

elasticidad al cortante, también se le conoce como médulo de rigi- ¢

Conociendo X‘. 86 puede determinar la deformecién absoluta en
cortante, entonces
A8 = Ya «(2/G)a = (Fa)/(AG) Jaque F aAT
donde P es la fuerza que actla en 1la cara BC y A es el Area de esa
cara (se edmite que 1los esfuerzos cortantes se distribuyen unifor-
memente sobre el Area en que actan).
Si se calcula la energis potencial (EP) del cortante, que seréd

iguel al trabajo desarrollsdo por la fuerza P que sctfa sobre la ~

car: RC, se tiene
E s

(EP) = W= (FAS)/2 =(¥a)/(264)

Y la energia patencial uniteria (por unidsd de ¥vtumen) serd enton
ces v = (BR)/V = (FPa)/(260%0) = (2)%/(26)
dende Z« F/A Yy V = Aa

Le energf{a potencial unitaria puede tembidn calcularse como el
trabajo desarrolledo por los esfuerzos normsles principales, esto
vu WAZEINFE + 73 - 2065 )
como ﬁ; -z y VE == se tiene que

v - @201 +W)/E

Como la megnitud de la energls no depende de la orientacién de
las caras del elemento, al igualar 1os segundos miembros de las e-
cuaciones de la energia potencial unitaris se encuentra que:

1
2%/(20) « (221 +u))E : 4
de donde se obtiens la relacién entre el modulo de rigidezr G y el
m6dulo de elasticidad E como :

G = E/(2(1 +4))
donde 4/ = Mbdulo de Polsson. Para materiales isotrdpicos este re-
lacién es vélida para todo tipo de extados de esfuerzos.

En 1la TABLA UNO se dan los valores de E, G y4 para los materia
les mfs comunmente usados en elementos sometidos a torsidm.

3.2.- MOMENTO FOLAR DR _INERCIA DE LA SECCION TRANSVERSAL CON RES-
PECTO A UN EJE PERPENDICULAR A ELLA, MODULO DE_SECCION POLAR.
Al resolver problemas relscionedos con la torsién surgiré le =
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‘neceuid.d de operar con ciertas csracterfsticss geométricas de las
_secciones transversales de loa elementos, como son el momento polar
de inercis (J) y el médulo de seccifn polar o mbdulo da seccién en W

, 7~ f’zu donde f"?-r2 y A.“rz
" 1la torsibn (Sp).

o . ' K
A aA - 21r,ar, ‘
(" " -
2 , 3 2 & ‘
d’-)romodro-ﬁ[rodro--;-ro-
] ° ’

N
o Se dendsina momento polar de inercia de ls secciln s la carec- —— -

teristica geométrica definids por ls integrel

| 4 4
J .f‘ez aA -/‘(12. ) a ./‘;2 aa .L,Z aA -1, + 1, i d 4 A ,11§_ entonces J = 15_
siendo 2 ls distancia del fres 44 sl punto (polo)(Pig. 10), respec ' EJ. 1
to al cual se calcula el momento poler de inercia, este siempre es i d4 s 5';2 integrel pusde también valuarse como,
: : 2ur 4 4
positivo. El médulo de seccién poler J - 21']1_2 ar, o . 2md , entonces J = e
(Bp) se obtiene dividiendo sl momen » - A a lo 64 12

to polar de inercis de la seccibén
entre ls distencia existents entrs
el polo y la fibrs mbs alejads de

El mbdulo de seccién polar, asiendo r ¢ 4/2 le distancie méxima
entre el polo y la fibra extrems, seré

4 3
. B« XZ__ . JI o 8 =-2XM&__ _ T4l
is seccién, entonces, or 2 P 32 4 16
BP = e ) . Ejemplo 2,- Detsrmine el momento poler de inercia ¥y el mbdulo
$omo se apunté anteriorments, ls ma . 4e secciln poler dsl anillo circular mostradp,
yorie de los elementos sometidos e ‘ Solucién.- ¥l momento polar de inercis se ce)]
torsién tienen seccibén circular ab- ) cula, el igusl que en el probleme anterior, a
i 11da o tubular, entonces, se calcularfn los momentos polares de »= ) v pertir de un anillo ejesemtal, esto eog
! : inercis para secciones con ess forme. . 2 " 3' 2-‘ %
TABLA _UNO : ; % 3 -[e%n - | 2upap - 20 [r] ar, - -.;2-
\ aterisl E 4 c p A ] f\r . i
i
i -I-r‘-r“-l‘:. 1--&-“]’ - _
: Acero 2x16°-2.2x10° 0.,25-0.33 8x10° - | R | -2 (re 1) 2 ’*"(1‘. : °
— 6 6 5 |
i b 1x10”-1.2x10 0.31-0.34% 4x10 |
| conre 1 0.2 5 DS T 6 Do D - ey
m&e 1.2x10 0.32-0,35 4,5x10 Vo .
o 6 () 5 " —dg —+ ( r.-ri)
Latén 1x10°-1.2x10 0.32-0,42 4310 ‘ ‘ EJ; ‘
) . : i r~-r, =t donde t= o
Aluminio | 0.75x10%-0.8x10%! 0.32-0.3¢ | 2.ex10° ' ot spesor
‘ , atonces J = i(rleri)(r +r,)t
i Hierro fun- 0.75:106-1.61106 0.,23-0.27 4.7:105 : 7-( ¢ 1)( o* 1) —_ -
\r dido y si r, & Ty el momento polar de inercis es eproximsdamente
! ) Fiemplo 1.=- Determine el momento poler de inercie-ae la seccidén - T2 3 N 111 a 4 delgad
: elrcular 861ide mostreda, eef.camo el médulo de seccién.poler. Py Tre para anillos de pere e gada. -
Solucilén.~ El momento pola® @esinercia se cslculs s partir de Y En forma aimiler sl sjemplo anterior al cambiar los limites de
un anillo elememtal, gntoncee le integral r; ¥y r, por 41/2 y de/2 respectivamente, queda qQue
4
3. I (- ety T a2 |'1 - (-21 “-l
32 (%o~ 4 = -33 % e

———————m o

S



y el mbdulo de seccibn polar queda como a

3 ’ .
sp _'%er: [1 - (_;s_)a»:] v Bp - 1.1:;2 [1 - (_;f_)il o

3 .
da a !
Els! [" - ('ai)“] ,

: I

j3-F 2

at a
S = m 1 - (_-1_)4 - Bp-
P 3 4, a,

3.3, RELACION TNTRE MOMNTO TORSIONANTZ, POTENCIA Y VELOCI-

DAD ARGULAR,

Se ha apuntado texbién que los miembros sometidos a momentos &
torsionantes son uasdos smpliamente para transmitir potencia. A --
continuacién se estableceré una férmula para la conversién de CV -
(ceballos Qe vapor) em un momenio torsionante actuando en el ele-e
mento o flecha. Generalmente, en los problemes de ingenierfea se da
por conocida la potencia (le potencis ea el tredbejo efectusdo en la
unidsd de tiempo) que tranemite la flechs y su velocided angular <
expresade an revoluciones por minuto (rpm). La unided de potencia
aés useda an el sistema MES es 8T cabsllo de vapor (CV) que desa-~
rrolls un trabasjo de 75 kg-m por segundo (736 wettu-segundo) o
75 x 60 - 4 S00 xg-m por minuto. Si el fngulo girado em unes revoly
c¢ifn es 2Wy una flecha gira a N rps y la potencia es igual al mo~
mento torsionante multiplicado por el éngulo, medido en redianes,

e través dal cuel el momento torsionsnte girs por unidad de tiempo,

entonces, la potencis es igusl a 27TN kg-m por minuto, y el trabajo -
dessrrollado es 2FTN kg-m por minuto. Igualando eato pera los CV -
suministrsdos, se tiene

B Smmmacmau

CV (75)(60) (xg-m por min) = 2uTN (kg-m por minuto) 7

7. BROCV . g0 ¥ Kern
21N ,
(8
T - 716.2 CV/N kg-n .

81 1 CV « 0,736 Eilowatts kw = potencia en kilowattis

T = (716.2 kw)/(0.736 N) = 974,2 kw /N kg- m
ests ecuacién convierte 1los CV trensmitidos a la flecha en un uomepq
to torsionsente constante,

4,- CALCULO DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES IDOS_A TORSION

EN_BARRAS D% SECCION CIRCULAR,

La salucién al probleme de torsién pera uns barrs de seccién
transversal circular fué obtenida por Charles A. Coulomb, alrede-
dor del afio 1775.

4,1.- BIPOTUSIS BASICAS,

FPara establecer una relscién entre el momento torsionante intep

no y los eafuerzos surgidos en miembroa con secciones circulares s

s81idsgs o tubularea, es necesario hacer varias hipStesis, Ripétesis

que en 1ls préctica han comprobado su veracidad, Egtas, en adicién

8 la homogeneidad del msteriel, aon las que siguen:

12,_ Una seccién plana perpendiculsr al eje de un mieadbro circuler
permanece plana despuds que los momentos torsionsntes son apl}
cadog, esto es, los planos parelelos normasles al eje de la ba- :

rrs no se tuercan o distorsionan.

Esto implica que loa planos pa-

ralelos normgles al eje del mi-~

embro permanecen separados por
una distancis constante (esto mno
es verdadero si las deformacion
nes son grandes, pero como las

Sk

CL el O
(LTI T L L] ]
(11T 1T 11 171
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deformeciones usumles son peque.

fias, los esfucrzos no considers

doa aqui son despreciablea), =--

(ver Pig. 11).

«.- En un miemdbro circuler sometido a momento torsionante, las dg
formaciones uniteriee rrovocedas por

mente

cortante, ?, ver{an lineal-
e partir del eje centroidal
Esta suposicidn se ilustra
Fig. 12 y significa que un
pleno imsginarioc Ao’oac se trans
forma en el plano A‘O1OBC cuando
se aplica el momento torsionan-
te. Entonces, ai se congiders «
fijo el radio 030, los redios =~
inicleles 023 h 4 01A giran & las nuevas posiciones OzB’ h 4 01A’rea--
pectivemente. ¥stos redios permsnecen rectos.

en la

Figura 12

Se recalca que estes hipStesis son v&lidas solamente pars miem

4
i

“*

N




_orientan en cads punto perpendiculexmmmte a el radio verisble £,

bros con secciones circulares s6lidas o tubulares tanto en el ran-

go eléstico como en el ineléstico.

32.- Como conmsecuencis de lo anterior, el esfuerzo cortante eB' pro
porcional a ls deformacién unitaria en cortante.

Las dos primerss hipbtesis son diffciles de Justificar plenamen

te en forma directa en el interior de un miembro, pero después de
deducir las férmulas de esfuerzo y deformacidn basades en ellas se
encuentra una congruencia incuestionable entre las magnitudes cale
culades y las medidas directamente. Ademés ls vdlidez de las f6rmu
las puede ser rigurossmente demostrsds por los métodos de la Teoria
de la Elasticidad.

4.2.- CALCULO DE ESFUERZOS DEBIDOS A TORSION

En el caso eléstico, como el esfuerzo es proporcional a la de-
formacibén y esta varfa linealmente a partir del centro, entonces,
los esfuerzos varfan linealmente a partir del eje centroidal de un
miembro circular. Ios esfuerzos inducidos por les deformaciones su
puestas son esfuerzos cortantes y estdn contenidos en un plano per
pendicular al eje del miembro en el punto donde se deses conocer--
los. La variacién del esfuerzo cortanta es ilustrade en la Fig. 13.
A diferencia del csso de una barra cargeda axialmente, este esfuer
20 no es de intensidad uniforme. F1l méximo esfuerzo cortante ocurre
en los puntos més alejados del centro O y es deatgnado anx
tos puntos, taeles como el punto C estén localizamdos en le periferia

. Zs

de la seccibn transvérsesl a una distancia ¢ del centro. Como con
— cemmm e secuencie de la varis

" ¢16n linesl ds esfuer

sos, el esfuerzo cor=-
tante en' cuslquier --
punto arbitrario B 1o
calizado a una distan
cia O del centro O es

Zr (FPle ) Tggy

10a esfuerzos cortan-
teés en las secciones
transversesles se

" Conociendo la ley de distribucibén de los enfuerzos cortantes -

es fécil ye determinar su magnitud partiendo de la condicién de --
equilibrio Te + Ti =0 . _

El momento torsionante interno seré igual a 1a suma de todos -~
los momentos provocados en el plano perpendicular al eje del miem»
bro por laa fuerzas infinitesimales actuando a una distancia P va-
riable del centro © en el Area total A, entonces

2
e
]—Tméx A R = = Zm&x dA -
esfuerzo &rea A
: . fuerza brazo
momento torsionante interno = T,
re
—Znéx [ p? 4, donde jf"? dA =« J
. A
‘entonces P, = EE%K’J Y en consecuencia
Tc
Cotx * 3
FL"2 2= (T P)/3 pere cuslauier

[uex ] - -

runto.
donde T es el momento torsionante interno en la seccibn, J el mo--
mento polar de inercis y ¢ la distancia entre el polo y la fibra «
extrema. Esta es la famose férmula de torsiém deducida por Coulomb.
7N6teae la similitud con la f6rmula de la escuadrfa 0_6x =(Mc)/ I,
que también puede ssr escrita como (. néx * 4/ , donde S es el mb-
dulo de seccibén eléstico. Andlogsmente se puede escribir la f&rmu-
ls de torsién como: .

Cntx - E;

T ,
Subix * —-32- °
los esfuerzos cortantes no solo actfan en lss seccliones transverss
les, sino que también en las secciones longitudinales. Para compren
der el problema, considfrese un elemento cilindrico infinitesimal,
como el mostredo en la Fig. 14 b , aislado del miembro de la Fig.

44 a . Los esfuerzos cortantes que actfian en las secclones trans-
verssles son conocidos al aplicar la f8rmula de torsidn ¥ sus di;~
recciones coinciden con la direccién del m@uento torsionante: inter
no (esto serf enterndido claremente por el lector), sobre el plano
paralelo contiguo de un elemento en forma de aisco, estos esfuerzos
act@an en direccciones opuestas. Zstos esfuerzos no pueden existir
80108 como ae desprende de la ley de reciprocidad de los esfuerzos
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.- v -

corténtes, ¥ esfuerzos cortant:s numericamente igusles con 1a misw
ma veriecién en intcnsidad deban sctusr sobre los planos axiales =

P o

i

Figura 14

(tales como los plsnos mef y beg de ls Fig. 14 b) para cumplir con
los r:quisitos de equilibrio estéticu del elemento. La variacibn -
de los esfuerzos cortantes sobro los planos mutusmenta perpendicus,
leres es mostrads en la Fiig. 14 o donde parte del miembro ha sido
removids pera los propbésitos de ilustracibén. Dzbe notarse que los
esfuerzos cortantes méximos,como te mu=stran esquemhticamente en
las Fig. 14 a,reslmente sctlan sobre planos perpendicularas a el e-
Je de la barra y planos pasando & travis del eje de lu barrs. La -
reprecentacfén mostrads ems puremente esquemdticn, To surerficie ex-
terior de une barra estd libre de todos los esfuerzos. Ademés, enmn
l1ss secclones inclinades sparecen esfuerzos cortéﬂ%es Y normales,
Los esfuerzos normsles principsles ( Fig. 15 a) son los que presen
ten moyor interés, y se calcu
len, como se indic8 ya, con la
expresibn

AT

T Vrnin Urna

Fe* 5
U = 2522 % x®03)2 422
Y la inclinecidn @2 los pla==
nos con
23
tan 20 e« =222
_. _ X Poix sy
Como rx - Vy = 0
C; = o;éx =&
. - o F2 = Cagn = -2 ¥
o e_ = 135°
0p1- 45 ’ Ps

La existencia de los esfuerros sntes mencionsdos se comrrueba,

i

-

i ¢ it e e e

al ensayar a torsibrn flechas dc materiales frigiles, como el hierro
fundido, que se destruyen por un plano (mejor dicho, uns supcrficie
belicoidsl) inclinado 45° con relacifn al eje de la flecha (Fig.15

b), es decir en los planos donde actlien los esfuerzos normales pripn

cipales, o de materiales anisotropos como la maders que tiene una
resistencis relativamente baja 8l cortante a lo largo de las fibras
y por eso lu destruccibén de la probets dursnte el ensecyo comienza
por la formacibén de grietss longitudinales (Fig. 16).

La existencia de esfucrzos normsles principales (tensibn y com
presibén) en los planos inclinados, durante le torsidn, puede ilus-
trarse de manera nés "tangible™
dibujancdo sobre la superficie
de un cilindro de msterial e-

l&stico una serie de cuadradés

que durante la tcrsién 8= conp
vierten en rombos (Fig. 17)

cuyos cjes principales se orientan a 45° respecto a las generatrie
ces. Zn 1la direccibn de los ejes mayores del rombo ocurre. un alar

gamiento y en la direccibn de los eJjes menores uns compresidn.

\\ \( ;
\

. Flgura

El esfuerzo cortan=
te permisible en -=
toreidén cusndo se &
treta de cargas es=

taticas, regularmeg
te vsria entre el =
S0 y el 60 % del eg

LI

fuerzo permisible =
en tensidén para el
material, esto es, 0.5 o 0.6 0; » ¥ cuando se trata de cargas din§
micas llega a ser hasta de 0.4 6} . FBtos esfuerzos permisibles dg
penden de la informacibén disponible de ensayos y de la aplicacibn
propuesta,

4,3.- CALCULC LF DIFORMACICONTS. ANGULO DE ROTACION.

De acuerdo con lac hipbtesis 1 y 2 enunciadas en el punto 4.1
se deduciré 1la expresibén para encontrar el Sngulo de rotacidn ===
en flechas cometides e esfuerzos originados por la torsién. E1 in-
terés en este problema tiene importencia por tres hechos; Primerc,

es importante predecir la rotacibén de una flechs por si misma, - -~

e
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puesto que a veces no es suficiente con solo @isefiarla para reslstay

105 esfuerzos inducidos, sino que también we dsbe deformarss exces
sivamente. Segundo, las magnitudes de las rotaciones sngulares son
necesarias en el andlisis de vibraciédn torsiocnal en maquinaria, - -
dunque este tema Mo es treatedo aqui. Finslmerte, 1a rotacién angfue=
lar de miembros es necessrin para tradsr con problemas de torsién
estAticaments indeterminados, los que se discutirfn m4s sdelsante,

Conslidérese el elemento diferencisl de un miembro con longitud
dx mostrado en la Fig. 18 . Le 1linea o "fibra" AB inlcislmente pa-
ralele 8l eje pasa a 1ls posicién AB" después que el momento torsio
nante es aplicado, &l mismo tiem
po que el radio OB permanece reg
to y gira un vequefio &éngulo Adf a
una nueva reaicién 0B°. Todo lo
anterior en virtud de las hipétz
sis 1 y 2 del punto 4.1 ., Deno--
tando el 4ngulo pequedo BAB’por
Figura 19 : mex , de la goometries de 1la figu

#8 so tlene que:

arc BB’ = rméx ax o arc BB = c d9 .

Como rméx Y 49 son pequefios, estén medldos en ratianes, y,
rm&x dx = ¢ ¥ entonces (df/dx)c « rméx

s1 ¥ es proporcionsl & Z .. . y8 que xhéx = &nax /G y

¥ogx = (Te)/(36) y
4 -
x
A d¥ax = © se le conoce como &ngulo de rotscién uniterio o -
rotacién angulsr y es el fngulo de rotacién relativo entre dos seg

ciones contigues sepersdss una distancias unitaris, generslmente su
magnitud esté dads en radisnes por metro de longitud.

méx

Comsx " (T ¢)/J , entonces

simplificando

Para encontrar el fngulo de rotacién total entre dos secclones
cualesquiera A y B sobre uns flecha, deben de ser sumados los giros
de todos los elementos diferencisles. Entonces, la expr:sifn genes
ral para el 8ngulo de rotecién total en cuslquier seccibén, para u-

" na fleche de material linealmente eléaticod es :

f_!‘_(lld,,c
J(x) G

la constante, C es el #ngulo de rotacidn en redianea en el origen.
El momento torsionante interno T y el momento polar de inercia J,
pueden varier a lo largo de la longitud de la flecha. La direccibén

. del Bngulo de rotacidn coincide con la direccién del momento torsig

nahte splicado y estd desdo en radisnes, Si se desea conocer el vad

—-lor del fmgulo de rotacién en grados bastarA multiplicar el valor

obtenido en radianes por 180 /yr.

Para flechas de motores que transmiten potencia, la magnitud
© se escoge en éhnci6gﬂel destino de la flecha y de sus dimemsiones.
Para Ylechas de dimensiones mediss se recomiends O = O.5° POr ===
metro de longitud.

4.4,- CONCENTRACIONES DE ESFUERZOS

Las expresiones deducidas en 4.% y 4.2 son aplicables s seccip
nes circulares B8dlidas o tubulares mientras el material se comporte
elbsticamente y las fireas de las sacciones transversales permaneze
can razonsbiemente constantes. Si el difmetro de ls seccién varia
gredualmente se obtienen soluciones satisfactoriass, pero si la con
figuracién de la seccién transverssl o longitudinal de la flecha -
varfe bruscamente tiene lugsr una concentracién de esfuerzos. Relf
cionando el esfuerzo cortante mlximo verdadero al esfuerzo mAximo
obtenido con le expresién deducids en 4.2 se obtiene un factor o -
coeficiente de concentracién da esfuerzos dabidos a torsibén, K, --
que se determina por los métodos de ls Teoris de la Flasticided. -
Los factores de concentrecibén de esfuerzos solo dependen de la geg
wetria del mismbro. En la Pig. 19 se presenta una gréfica psra haw_
llar el valor tebérico de K en el caso de torsién de una flecha for
mada por dos partes ucides con un chaflfn concavo circular de ra--
dio r, en funcién de las relaciones I/A y 2r/a . Pinslmente, de la
definicidn de K, el ssfuerzo cortante mfximo real es obtenido como:

Tc

Cmsx = K

- J

donde el @sfuerzo cortsnte (Tc)/J es obtenido para la flacha de -

'menor difmetro.

Se puede observar en la gr&fices que pars valores p=quefios de -
la relacién 2r/d el valor K crece considersblemente. Para disminuir
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el efecto de la concentracibn de esfuerzos se deien evitar camblos

. slibitos en la configuracién de la seccidén empleando, en los luga--
res de variacién escalonada del dilmetro de la seccidn, cHafldnes
concavos con el méximo radio, r, posible,

_4:6.= EJTMTLCS.

En la solucibén de problem~s relacionados con la torsibn se --

tendré en cuenta lo siguiente:
a)Los requerimientos de las ecuaciones de

33
[TTTT] 7
\ <L
3.0 —
. 7\&\ LX) b ok
- 25'*&&‘,r2 b
x 3
D
N el
NN .
- ' NNRL | Af12
g+ e I8 }
g w4 B
?T.Uogra\‘~~_, wE
T . diu -
0" 00e e w2 a6 o am  Criad
Figura 19

4,5.~ PRINCIPALES TIPOS LZ PROBLEMAS SCBRE TI CALCUZO DE @
RISISTLENCIAS DE ELGEMINTCS SOMITIDOS A TOR”ION.

4.- Comprotar la rcsistencia de un elemento, es decir, conocido el
sistema de carges (momentos torsionantes) y las dimensiones de
el elemento, calcular los esfuerzos y deformaciones reales y -
compararlos con los permisibles. Los esfuerzos y deformaciones
realec no deh@en diferir de los permisibles en £ 5 % , Desde el

punto de vista de la resistencia es inadmisible un sobreesfuerzo

surerior s este porcentuje y si el esfuerzo o deformecibén es infe~
rior el permisible en una magnitud superior a la indicada, quiere
decir que se tienme un grsto cxmesivo de material.

2.- Cslcular (conocido el sistema de cargas, el esfuerzo ¥y la de==
formecibén permicibles) las dimensiones requeridas para la seca
cién trensversal del elemento. )

3.~ Celculsr 1a magnitud del momento torsionshte permisible cONoO=-
ciendo 1es dimensiones del elemento y el esfuerzo y 1la deforma
cién permisibles, )

para determinar el momento torsionsente interno o resistente(IMX-O)
b)En la torsibn, la deformscidn por cortente y los esfuerzos cor--—

'

,

\
equilibrio son empleados

tantes son proporcionales s la distancia al eje del elemanto.

c¢)Laz propiedades de los materiales son empleadas en la forma de =
la Ley de Hooke para relacionar la variacién de deformaciones unie

tarias supuesta con los esfuerzos, r- &/G.

TJjemplo 3.- Tn el eje cilindrico ée seccibn transversal varig
tle con las dimensiones indicadss y sujeto & los momentos torsiowa

nantes mostrados en la figura. Determiner

a)el méximo esfuerzo cop

tante en el eje y decir entre que secciones ocurre y b)el &ngulo - |
de rotacibn en grados entre los dos extremos., G = 8x10 kg/cm2 }

40 640 200 480 B0 kgm
©

o X
4+ 2 —8 —7T—14— -5 —em>
—W—J—_’—_—_*-_—‘(a)
é(l) (2) (3)@ (4 @
A B C D E
00 ___ 70 [ 80 . 130__ ,cm

‘ == eo-_—_u)—lk}m
: —e— (b)

s =i

™

40 - 640 +200 + 480 =« 80 = 720 - 720 =

El disgrams de momentos torsionanteq
Hecho lo anterior se determinan 1os‘e

mos en las distintas secciones del eje de

— Zasx " (Te)/3 o zméx - ’I‘/Sp para loca
ocurre el esfuerzo cortante méximo, enronc

T1_ . 1ex40x100

zméxAB' Zméx(1)' Sp1 (3’

bolucidn.- a)Conviniendo

que el momento torsionan

te es positivo si su seg

tido, de acuerdo con la

rerla del tornillo de ==

rosce dereche,coincide =

con el del eje X y nega+

tivo si sucede lo contra

rio.(En Jos ejemrlos sub

secuentes se seguird es-

ta misme convencién). ==

Primero se verifica el QAW'———*——J
quilitrio d:1 eje hacien

do zux- 3 - N

o " |
queda como s¢ muestra.

sfuerzoe cortantes méxi=-

acuerdo con la expresiénm

lizar la seccidn donde -

es,

754.5  kg/cm2



[

lll M
2 16x600x100 2
z = Z - - = = 50b,8 kg/cm
) méch méx(2) bpz 1r(5)3
T
2 16 x400x100 2
r4 = g =E- o T 593.9 kg/cm
. mixgy - Tméx(y, " Sp, men
! r
4 16x80x100 2
r4 = & = gg—— = = 552.1 kg/cm
mxpg - CmExgy, 5, T wsla-ws)h)

El esfuerzo cortante méximo tiene uns magnitud de 754.5 kg/cm2

¥ ocurre en el segme nto (1) entre las secciones A y B del eje,

b)Pars encontrar el édnsulo de rotacidn entre los extremos se

emples le expresién :5ﬂ=f 'f x) dx , cembiando los limites de in-
lo x

tegrncidn en los puntos donde T o J crmbien su valor bruscermente e
intesrando de izquiercds a dereches se tiene que:

3 8 [ o £

L i(x) dx - Ty dx . Iy uXx . T3 dx . T4 dx

EA d{x) G J1 G J?'G J3 G J4 G
~ ~ B < 0

84 el velor de G es constante y el de dx integredo es la lon-
gitud de cada sefmento de eje comprendido entre los limites de ca-

o~ -

*dp integral, se puede escribir

’ TUN " " "o
Y TCTI S W B G W o S o S o
LA Jix) . [t3 éln d? 03 d4
A
suetituyendo los literales por sus velores nuéricos se tiene,
?0 _ 32 J4000xlOO _ 600V0xT70 _ 400C0x80 _: 80UOx13u
. A qr(ex10”) (3,4 )t vt 5 (1-0.¢ )4

32 [ .
,ﬁ o =P 4 938,27 = 1 025,39 « 1 332,76 + 2 818.4%]
M reenac?)

.
;ﬁhA Tiex100)
er. grodos y‘m = 0.6£736 xuao/u')‘ & 3.94° i

O cee yqre
Boa = 3058727

Se notm que en este ceso 1ln deformscidn (dngyulo de rotocién)
excede 1o deformecidédr rermisible recomendaca.

[5 398.53] = 0,068736 radisnes

Conviene redisefiar el eje proponiendo seccionea cuya deformacibn -
esté dentro de los limites permisibles. Siendo este un ejemplo ilus
trativo pars le obtencién de esfuerzos y deformaciones su solucibén
queda tal como esté indicads.

Ejemplo 4.- Sea una flecha de seccidn circulsr bueca de mate~
risl lineslmente eléstico, de longitud L'y diémetro exterior d°-12
em y difmetro interior d,;= 9 cm . Determine el difmetro minimo & -
pars una flecha circular sélida del wmismo material pars reemplazar
la fleche hueca, de tal forma Que en la nueva flecha ni el esfueprs
zo méximo ni el éngulo de rotacidn excsdan las cantidades corres--
rondientes en €l disefio original. Determine también 1a relscién ~=
existente entre sus pesos y anote 1o que observa.

Solucién.~ Diferencisndo con los subindices s y t a las fle-s
chas s881ica y tubular respectivemente. En este problema se tienen
dos condiciones, una de resistencia y otra de deformacibn por lo
que se aplicarfn las expresiones

Znéxa 'zméxt ... J Ps'% (@)
de (1) se tiene (T c/)/J, = (T cy)/J, como el par aplicsdo es

el mismo entonces s -8B

(w/2) ::3 - (W/2) ¢} (1 = (eg/e )™

cg .63 (1 - (5.5/6)") = 216(0.6835938) = 147.66
cy * <|ﬂ07.66 2 5,285 cn Agifntonces ,F‘ = 10.97 cn
de(® o m
8 Jtu

donde T,L,G, son los mismos valores en ambas flechas, por lo que -
los momentos polares de inercis respectivos deben de ser igusles -
para que el Angulo de rotacién se conscrve el mismo.

Yo = Iy (W/2)cy = (0/2) ¢} (1 = (e;/e )™
ca = 6" (1 - (4.5/6)") = 1296(0.6R36) = 885.94

ll
Cg = \|885-9“ = 5,455 cm, entonces e, = 10.91 ca




Para cumplir con las condiciones de resistencia y deformacién
simulténesmente debe elegirse la flecha circular sélida con didme-
tro da = 10.91 cm .

Siendo la relacidn de las Sreas directamente proporcionsl a -
la relacibén de los pesos, entoncea se tiene

L/
4 4
cg = \ ce(1-n ) ¥y
entonces

W (a2 - a2y 2 _ 2 7
£ - (4) .12 -9 L des - 81 63
W, kg (/a)@d) (10,912~ T 119.03 :

(F,/W,) = 0.53

¢l peso de la flecha tubular es el 53 % de la flecha sblida ¥ por
tanto més ligera y econbmica,

La relacibn obtenida es para el caso de igual deformacién en
flechas de secciones sblida Y tubular sn torsién. También se puede
obtener la relacibn entre los pesos de flechrs de secciones s6lida
Y tubular pars el caso de igual resistencia a torsién. A continua-
cién se ver& como obtener estas relaciomes en su forma general pa-
ra:

A)el caso de igual resistencia a la torsién para secciones circula
res s86lidas y tubulares

3 5 4
sl ¢, = \Jce (1 - (eg/e))
para la condicién de igual resistencis a 1la torsibn, y si los pesos

8on proporciocnales a las &rees de las secciones transversales, se
tiene

2 2 3 4.2
Ay = Meg = TTce 1 - (ci/c,) ) o y &
—t

y B)para la condicién de igusl deformacién ss tieme:

2 ¥ 4.2
AB = W, (1-n") R ‘ }

2 2
Ay . 7 e, (1-n%) . (1-n2} } LS
w

Ay ° zrci <F;:;Z;§— QJE::;Z;E; 8 -

Zn la tabls que sa muestrs estfn dados los valores de Wt/'.

algunos valores de la rclaciédn n = ci/ce para los cesos de

igual resistencia e igual deformaciénm.

[Condicibn n [0jo0.1]0.2]0.2[0.4]0.5]0.6] 0.7] 0.8] 0.9

gual
Resistencia

wt/ws 11.990{.961 |.915 [.854 |,783 |,702 |.612 |.511 |.387 |

gual
Dé formacién Wt/ws 11.9901.960 |.914 |.851 |.775 |.686 {.585 {.468 |.324

Ay = 1T(c2 - 02) - 1[02 “1 - (°1/° %)

entonces, si se denomina con n a la relacién existente entre el ra

dio interior y el exterior de la flechs huece, esto ¢s n = ci/ce

¥y relecionando el 4rea de la seccibn tutuler a el #rea de 1» sec-
¢i‘sn s6lida se tiene también le relacién de pesos. Heciendo 1o di
cho anteriormente se llega a:

2 2 ©o 3«
At .1]ce (1 - n°) 1 - n2 _ Wt
Ay TWel =057 3J(1-a®% w, -

para ls condicién de igual resistencia.

Londe ses advierte que el empleo de flechas tubulares de pared

delgada permite une importante econom{es de material.

EJemplo S.- Dos engranes estln conectados a dos flechas de a-
cero como se muestra esquemédticamente. La flecha AB tiene un diéme

tro de 6 cm, el engra-
ne 1 tiene un didmetro

de 40 cm y el engrane
Coh,

2 tiene un difmetro de .
80kg-m 20 cm. Si en el extree -

@ X mo C de la flechs BC -
® estl impedido el giro

Y en el extremo A es -
—*m aplicado un momento --
1é torsiondnte de 80 kg-m.

Determine el difmetro

de 1a flecha BC si el
esfuerzo cortante per-

misible es de 850 kg/cm Y el giro total entre A y C estf limitado
2 5°. G - 8x10° kg/cm®.

Solucién.~ Verificando el equilibrio del sistema.
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Ejemplo 6.- Un tubo de seccidn cénica huecs de un meterial 1i
nealmente sléstico estf sometido a torsidén y tiene las dimensiones
wostradas. Determinar la
rotacién relative de los
extremos debida s un momen
to torsionante unitario.

T, = 40 PHV T2 =207 eg;énccs T, - 2 T, ¥
T, = TA = 8 000 kg-cm T, = Tc

TB = =T, + T2 entonces Tc + TB + 'l'A =0

T, - T, ¢+ 12 - T2 =0

Al iguel Qque en el ejemrlo 4 se tienen aquf dos condiciones,
‘una de resistencis y otra de deformaciém.
+ .zhéx = (Te)/Jd N &) y

F = (TLY/(36) eevennn ()
se tiene que fA - A,‘ + PA?

donde y&1 = giro debido al giro del engrane 1, y,

N fka = giro debido sl momento torsionante aplicado en A ---
’ considerando el engrame 2 fijo,
Par = 282

'y de 1a geometria del disgrama de cuerpo libre

Fntonces para le condicidén de resistencia, de (1)

2T
T ¢ 2 2x16_000
zmsx'zpm'85°-—:—-—sp—' e

¢3 . 2X16 000 _ 44 ggy4

350 T =11, c = 3,11.984 = 2,29 cm

de donde d = 4,58 cm y parea la condicién de deformaciénm permisi
ble. o
Pac=2hor P =5

1T 2T, x 300 T,%600

| , o . ’
(W2)c*x sx10°  (W2)37(8x107)

-1
oM . |-8x8 ooo:(eoo ‘5 _ 8 000x600x2 g
W x8x10 180 ;

T (81)8x10

Estos céleculos son fre—

P

cuentemente requeridos en

andlisis de vibreciones.
Supongs que-las hipbtesia

— (N — x
or <2
EJ. 6 ?g;fn%\\\\\“\~\\\§§<;\h- urusles de deformaciér em
2%t — — — — - —
T

U 20 o~ fleches circuleres rris -«

méticas sometides 8 —ee—ee

torsién son aplicables. El espesor de la pared del tubo a todo lo
largo es de 1.27/ywca. G = 8x 10° kg/om2 .

Solucién,_. Fars obtener lr vari:icis: del didmetro de le seccién
en 1s longitud del tubo, se hace une regls de tres, se tiene

.75 | 2

de donde X a —— 30 = 40
30 X 3.75
7 .70 = < entonces c - ! X

Considerando que 2 2melt - 21:(—%—)3 —1_:’32 -

vo
3

st I(x) dx 8 _dax

7‘)/Jmc © T]e.sa?

_%_

N
@
4
w

/70
oy £ ga
. 2(512) [_ 1 ]"°_ 512 [_ 1 __3_] _
G(2.54) x¢ J, 2.586 1600 100
- 212 [o 009375] - -1:8897637 1.88976
2.54 G G 8x10

cl& - .63 =« 190,465 s ¢ = ", |‘190.‘l65 = 3,715 ca
0.040109
—de donde 4 = 7.43 em

Para cumplir con ambas condiciones se elige la flecha con dif
metro d = 7,43 cm .

= 0.0000023 radianes

EJemplo 7.- Un acoplamiento de acero estf forjedo integralmen
te con la flacha, después se le msquinan 8 agujeros para tormillos
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de 2 cm de diémetro como se muestra. a)Si
ré a 240 rpm, iculntos caballos de vapor,

este acoplamiento opera-
CV, pueden ser tramsmiti
dos a través de los tornillos?. Supbngaso que ls capacidad de los

tornillos depende de el esfuerzo cortente permisible de 600 kg/cn?
b)Usando el mismo esfuerzo permisible que el empleado para los tor
nillos, écubl serfs el difmetro d de la flecha principal para un &
disefio balanceado?., c)Determine asimismo las dimensiones de una --
flecha hueca cuyo diémetro interior es 8/10 del exterior para lss

mismas condiciones. d)iCufl es la relacifn entre los fngulos de ro
tacibén de esas dos fle=e-.

T chas?. Nota. Concentre el
drea de los tornillos en
.- -sus centros.
L- Solucifn,-
2 2
i ma )
ftornilio " L "
j - 3,1416 ca®.

4 2
“tornillo = 12,5664 ca”,

a) La fuerza que forma cada torinillo es igual a :
Frornillo = Atornillo % 4

Si se corsidera que el esfuerzo cortante méximo actua en el radio f,: 14 em. entonces el
esfuerzo cortante que actia en el radio(‘: 8 em. es igual a( max.

De acuerdo con lo anterior la fuerza tangencial que toma cada tomillo del rodio‘:- 14 cms,
os:

ae o= TN e Y Bor T
716.2 1
CV= (1400.24) 240 = 469.22 cv. \ .
762 -
469.22 C. V. son los que pueden ser trarsmitidos a traves de los tornillos. !
]
b)Si€mex=TC =T = 600 Kg/em® 27 6O = a7 ‘
J Sp ¥C3 =600, 500 L
- 201400 24) = 148.57 am® y C=f WB.57 = 5.30 cm. “
500 ¥
c=80 e y d=10.c0em. Omix=1 =27 - M _ co0 !
3 P #C3-n») . 2
Q- 21 CG=204002) =) gy ¥
007 (1-(c. 82 500 1- 49967 :
Co = V7 = 6.31cm. Ce=6.31cm de=12.62 om. i
% - T ¢ Y) |
) % - = (7/2C 0-0.8)) = (6.31/% (0.5904)= 935.474
," J, (,/‘ G.3§Y 789.048 .
"t = 1.186 '

, s
La rotacién de la fleche wbulor s ol 118.6 % de la rotacién de lo flecha -
solide.

Ejemplo 8.- Encuentre el radio requarido psra el chaflfn de -
la unién de una flecha de 15 cm d¢ Aiémetro con otra de 10 cm de -
didmetro si la flecha transmite 125 CV e 100 rpm y el méximo esfuer
2o cortante estéd limitedo & 560 kg/cmz.

3.1416x600-1885 kg y
la fuer 20 tangencial totol en ese radio es 1885x4=7540 kg. :.(4=No. de tornillos en ese radlo’.

En igual forma la fuerza tangencial que toma coda tornillo del radio‘;= 8 cm. es:
3.1416x 84600 = 1077 kg y o
14
la fuerza tangential en ese radio es :

1077x4 = 4308 kg.
El momento torsionante que puede ser transmitido por lo tomillos es:  ~un# i vr 2Ius

T=§(F, x r) = 7540%14+4308x8=
105568+ 34464 = 140 024 kg_ cwn

LY N et

T c, tir &
Solucifén.- Para este problema Cugx = K —'.f;— .

T = &ii entonces T = (716.2 x 125)/100 = 895.:5 kg-B
Tc J P
1 $hisx *1 1
si Zm&x = K —:1— entonces K = C Z“x T

K - Egggs_o x 3 ¥ (1003 - 1,23

El factor de concentracién de esfuerzos es funcién de las rela-
eiones D/d y °r/d, y equf D/d = (15)/(10) = 1.5’
entonceg de 1l figura 19, con los valores de K y D/4
obtiene que aproximadsmente 2r/d4 & 0,27 b 4

r « (0.27 x 10)/2 = 1,35 cm . e

conocidos se

Ejemplo 9.- En una fleche escalonada sometide a la accibn de
dos momentos torsionantes Ty ¥ T> , donde TZ - 4:1-1 . ¥ con las di-
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wempiones mostradas. Determinsr el méxime esfuerzo cortante en el zos o deformacién en forma conjunta, esto permite plantear el nfime
E ’ﬁ escalén de 1la flecha ai el ' ro de ecuaciones adicionales necesarias pars igualar el nimero de
T SEL—-—T———S? giro en C estd limitado a ecusciones con el de incégnitas,
'2 ___21 3°. 6 - 8x 10° kg/cnz. Ep el ceso dc elementos sujetos s torsién se presenisn preblemss
‘ em Bolucién.- Verificendo indeterminados estéticemente cusndo se tiene, por sjemplo, uns fle
~—?3§:_‘l___" 1 equilibrio del sistema. cha compuesta de dos meterisles distintos colocados concéntricemen
~ r0 S M =0 TA + Tp + To=0 v te sujets a un momento torsionsnte y ‘donde e deses conocer 1a mag
I._______(+)======= 3‘ nitud del momento torsicnente que sororte cads material, o también,
£J.9 “E% = — Ty=-T,+% =0 el caso de u:a flechaddoblemcnte enpotradaiso:ezid; a momertos tor -
sionantss y donde se desea conocer la magnitud de los momentos tor
A 400 67 200 é~xn ' TA - “Tq - T1 ) 311 sionsntas en los émpotramientns.
2r/4 = 2(0.9)/10 ~ 0.1% b7a = 12/10 = 1.2 ‘ La solucién de e¢ste tipo de prublemrs serA ilustrsds con tres
De 1a ris. 19 se obtiene que K & 1.4 * s ejemplos.
f’l‘gx! dx T : ol ‘l [}S )32 _ 1(200)32 l Ejemplc 10,--Una flecha circular de scero est8 insertada den-
‘ J(x) G 180 (12) w(10) ' tro de un tubo de bronce pars former umns sesccidn de dos materisles,
3 108 quas se comportan como uns sols unidsd como se muestra. a)Si de
| = 0.05236 = g;"S' [0'5894627 - 0'2037183] bido 8 le splicecifén de
‘ r M. o= T un momento torsionante -
¢L = 0,05236 = __1_3_ [0.38574] .+ entonces f T I T, en las fibras exterig
8x10 Acero d de res de 1s flechs spare-
5 ) ce un esfuerzo de 600 --
T1 - ‘I.OBBB‘)x‘IO'r :s-cn " Bronce + J kg/cmz. donde di = 15 cm,
| S1 zl!x =K _1314' = 1.4 '5—1— = 1.4 w —L— 4, = 25 cm , icubl es la
1 Pq e . magnitud del momento tor
| 1.4(108 589)16 _ > ' slonezte T,2 . b)S1 la -
| Qugx 'J—i-g;F?;%%S-' - 77?‘25 kg/cm o fleche tiene una longitud L = 100 cm, icuBl sert el #ngulo de rotas

cidn debido & el par T 7. ¢)51 el bronce soports 1.3 veces el mo-
mento torsionante que soportu el acero; encuentre la relacidén en--

E Cagx - 77425 ke/cn’

#—ad L . “tre lea difmetros exterior e interior del tubo de bronce. Psra el
§.- PROBLEMAS HIPERESTATICOS. acéro G,e 8.1x10° kg/cm?, y pers el bronce G- 4.5x10° kg/cn’.
‘ " Fn 1a préctica frecuentemente se presentasn problemss que no - Solucidn.- a)El momento torsionsnte totel sorortado por ls -
: pueden ser resueltos solemente por las ecuaciones de equilibrio. - seccibn compuesta es igusl & 1» sums de los momentos torsiorsntes
| En esos problemss el nfimero de incégnitas es surerior al de las e« soportsdoe por cads materisl, entonces, B
%—(ﬁ——-—qrcuaciones de equilibrio, por lo que estas deben ser complementsdass T1 - Ta‘Tb cevedeee (1)
} con ecuaciones bassadas eu consideraciones de la geometris de defor : F
' smacidn, esto es, usando las condiciones de compatibilided de defor este :' ls ecuscién proporcioneda por 1a Fatética que, como puede
meciones. “n los problemas hiperesthticos o indeterminsdos esthti- spreclarse, ;o pernite resolver el problems ya que se tienen dos -
camente, ciertos elementos estén sometidos a un estado de rsfuer-- incégnites (T, y T) . Habré entoncas que plentear una ecuscibn --
i
!‘ Ao R e ; . )

T




complementaria basads, en este caso, en la igualdad de deformaciow
nes para tener tantas ecuaciones como incégnitas. Esta ecuscidn sg

rh : (7 ;ﬂb N )

O N )

__ ya qQue smbos materisles se comportan como una sola unidsd. Apoyén-
dose en lo antes dicho, se tiene :

donde

de (2) TL T 7 J Gy
a b 8
I " TO M -TL - 3£G_— haciendo
a'a bbb b b b
operaciones se llegs s s
T, G, (W/32) 4/ Gam
- 2 - - - ' .
To " 6,(W32) d(a, /8,07 1) G ((d5/8,)% 1)
. 8.1x10° . 8.1 . 84
4.5%x107((25/15)* - 1) #,5((1.67)%= 1) 30,22
T
-2~ = 0.268
b
entonces T° = 0,268 Tb [ ‘ Tb = 3,73 Ta

S

y sustituyendo en (1) -
'I‘1 = Ta + 3N Ta - 4,73 T. cenreao(B)

de (4) T, = 0.2114 T, y T, -0.7886 T,

S1 el esfuerzo m#ximo cortante so locsliza en la fibra extremsa,
esto 2£, en el bronce, s: tiene que :
Zmex b (Tb)/(spb) y

Ty = Zuix Spb*

0.7886 T, = 600 -J¢ a2 (1 - (8,/4)")

e 1%
: 1, - $R5% (1-(0.6)*) « 2031 750, 7 kg - e O
T4 » 20 317.597 keg-m & T, 2 20,3176 ton - m
t) de (2)

%%

¥ el éngulo de rotacidén se puede caicular para cuslquier material

3
. 8007 (25)7 (4 -3

ipdistintamente, ya que, al trabajar como una sols unidad, es el uig

mo. AqQui, por sencillez en las operaclones, se calcularf para el -
acero..

T,L , ]
1 2 031 x_100(32
- - - U 0.0511 rsdisnes
f % 7.5, 7 (15) ¥ x8x10
Py = f = 0.05110180/1) 4 2.928° - )
c)81 Ty = T (1.3) de (2) gﬂa '% se tiene,

T.L 1.37,L 1. G y
- 3 entonces
Tala DA

4 ia 4
G (r/32)a, (1 = (4,78 %) _ 4.5%107 de (0.8704)

2T 4 5 4
G, (n/32) df 8.1x10° a}
64 éu
1.3 « —f— (0.4835) ; —f— ~ —1:d_ . 2,068
a, ) ay 0.4835
entonces

de » a
vl \lz.osa - 1,2 - = 1.2

Ejemrlo 11.- Una barra de seccidn circular sblida constante =~
ests empotrada en ambos extremos y <sté sometides a el momento tor-

sionante T1 come se muestra.

a i © 8 X a)Suponiendo que el material
—_—
h CJT tiene un couwvortamiento 1i-
(j& 'O} -%() nealmente eléstico, determi
'0) @ IO} nar las resacciones en los -
T empotramientos A y B.
B — Solucidn.- La barrs ded
= ! i e
e estar en eauilidrio tajo le
l (—)=—= accidn de el momento torsig -
b nante T1 ¥ los momentos tor
T a — —f— m
EJ I sionantes reszctivos T,y TB.

. . ) de donde,
TAQTB-Tq evessll)
Para resolver el problema se necesita otra ecuscibn adem8s ds
1a(1), esta ecuacidn puade ser rlanteada lguslando le deformaciédn




en el punto de splicacitn de T1 , 8l integrar tanto por la izquier ) Para que el sistema ses isostftico ( estbticemente determina-

da como por le derecha, esto es, d0) la redundsnte en A es quitada. Fnseguida se resuelve de acuer-

%

do con los incisos 8 y b del paso 2, =

TA ° - TB ® N ¢-3] Como el &ngulo de rotaciln en A es cesr
. JG Je ro la ecuacidn de compstibilidad de de
de (1) se tiene que formaciones serf también.igualada a cg
TA - T1 - TB y ('r1 - TB) as TB b i ro. Ls ecuzcidn quedsri integrada por
la suma algebrbicas de les cdefprmacio--
L T1 a = TB (a + b) entonces, nes causodas por los sistem:.s dc carga
resal y unitario e igualada 3 cero, es-
%5 or et T y A to es’
Este probleme puede ser tqmbiégreauelto haciendo uso del prin 7%1 SZ%A ) eutonces
cipio o método de superposicién, también conocido como método de = o1 ?9 Jr’ T(x) dx
las fuerzas. Este método es usado en problemas c¢lfiaticos donde las J(x) G
deforuaciones son pequaiias y establece que; el esfuerzo o la defor
macién unitaria resultente en una estructura(o parte de ella) someg A(a +b)
tida 8 variass fueerag,cs la suma algetrfiics de los efectos de cada J G J G =0
una de las fuerzas, cusndo estas son aplicadas una por una separa- T1b
demente. de donde " 37D
Para lograr la solucién del problsma por el método mencionado TB es obtenido aplicando la ecusacién
se siguen los pasos indicados a continuacibn: de equilibrio (1).
12.- E1 problema estéticemente indeterminado es reducido a uno El método generslmente no :s ussaio
determinado quitando lss reacciones redundsntes, esto es, el exce-~ cusndo la seccibén transversal es cons-
- so de incbgnites sobre el nfimero de ecuaciones disponidles, cuiBan tante. S5in embergo cusndo las scccio-~
do la estabilidad del sistema determinado elegido. nes son varisbles el método resulta 1ipn
22.- E1 problems determinado es resuelto para a)el sistems de superable,
cargas real aplicado y, b)pars una fuerza uniteria aplicada en el - —Zjemplo 12.- Una flecha circular sf
punto y en la direccibén en que se desea conocer la redundsnte (una l1ida de bronce rormada por dos tremos
ver para ceda redundante o incégnita), obteniendo en csda caso los de diferente seccibn transverssl estd
elementos mechnicos y los diagremss que sean neceserios, y C) emf:tr:da :n smbos extr:mos y le son -
39.- S, plantean 1s8s ecuaciones de compatibilidqd de defprmacio (b i . Eb) ;p =c;685kgf:mm°:e:tof 7235:;f::tz:m;-
nes correlacionando les defarmaciones p.oducidas por lss soluciones = i_r__l _TA sl muestra. Determ;ie el momento tore
de los cssos a) y b) del paso anterior. Estas ecuaciones son solu- EJ 12 sionmnte en A. Suronge que el compore
vy cionadas para ssi obtener los valores de las redundantes.. : . o “©. i $amiento del materisl.es ]ineslmente
‘Plantesdo ye el procedimiento & seguir, el problems serd re- } eléstico. Gb = 4.5x105 kg/cmg Despre-
suello por el método de las fuerzes, cie lac concentraciones de esfuerzos,

cavi
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Solucién.- El problema se rcsolverd por el método de laes fuer
ras. Se tiene que;

T2 - 2 T1

3, = (T/32)a) (W 32)(6.3)" = 154.65 cm®.

Iy = (/32)a3 = (7 32)(5.3)% = 77464 em®
donde se observa que J,1 L) 2J2

En la rigurs se muestra la solucidén de los pesos 1 y 2, la ==
ecuscidn del paso 3 es :
o 'll.‘,1 x 25 T1 x 25 . TA x 50 1 1 - o
A h A TR (¢ EZEREE Y

Como se observa, los dos primeros t&rminos suman cero y en el
tercer término del primer miembro que queda igualado & cero el Gni
co elemento que puede tomar el valor cero es TA' por tanto TA « 0.
El diesgrama de momentos torsionsntes final es igual al diagrema de
19 figura a).

6,- GALCULO DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES DEBIDOS A_TORSION
_EN EL RARGO ELASTICO EN MIFMBROS CON SECCION TRANSVERSAL
SOLIDA NC CIRCULAR,

Fl cBlculo de los esruerzos cortantes debidos a torsibén en -
barras con seccidn transversal sélide no circular representa un s
problems bastante complicado que no puede ser resuelto por los mé-
todos de le MecBnica de mnterinles, haciéndose necesario resolver-
lo ror los métodos de la Teor{a de la “lasticidad. Esto se debe a
que en el coso de upna seccidn no circular las dos primerss hipbte-
sis establecidss en 4.1 no son vAlidas, pues en este tipo ce ba-=s
rras, durante la torsibn, las seccionss transversales no permene--
cen planas sino que se slabean y, on consecuencis, 13 distribucién
de las deformaciones unitsrias, r, varia notablemente en la secci-
én transversal. Con un experimento 'sencillo hecho con una borra de
geccidn rectangulsr (Fig. 20 a) puecde demostrarse lo anterior. Al
2fectuar el experimento se observa que les distorsiones de los elg
mentos rectangulares sobre le seccidédn *resnsversal son méximss en -
los puntos medios de los lados largos y (casi) nulos en los esgui-
nas (Pig. 20 b). Como consecuencia de la Ley de Hooke, los esfuer-




zos cortantes son mAximos en los puntos medios de los 1asdos largos
y nulos en les esquinas. Zsta situscibén de esfuerzo nulo en laa eg
quinas puede ser explicsda considerandgun elemento infinitesiwsl -
en la ésquina de.la seccién (Fig., 20 c¢) donde act@e un esfuerzo --
cortante, ¢, en direccidn perpendiculay sl radio OA, eate esfuerzo
puede ser resuelto en dos componentes de esfuerzo paralelaa a los
lados de le seccidn, es evidente que esas componentes de acuerdo -
con la ley de reciprocidad de los -:sfuerzoa cortantes deben apare-
cer junto con esfuerzos cortantes que actien sobre las superficies
exteridyen (debldo a que los esfuerros cortantes aiempre se presens
tan en pores actuando sobra planvs mutusmente perpendiculsres). Es
to Gltimo =8 imposible
] puesto que, como se ano
_é & b té enteriorments, las -~
]IDL’> ] superficies exteriores
de 1la burra estin libres
— de todos los ésfuerzos,
¥, por tanto el esfuer-
zo cortante, §, es en
las eequinas cero.

i Emiy &

Zn la Fig. 20(b) se

muestra la distribucién
de esfuer;o cortante en
una seccidn rectangular,

Figura 20

obtenids por los méto--
dos de la Teoria de la Elssticidad.

Asi pues, como se observa en 1la Fig, 2, sl determinsr los én
gulos de distorsidén es necesario tener en cuente no solamente el -
fngulo de rotacidn mutuo entre las secciones sino tembién la dis-a
torsidn local relacionada con el aisbeo de lms aecciones. E1 pro--
blema se complica mAs aln por el hecho de qQue en barras prismbfti--
cas, a diferenclia de 1lss barras circulares, loa esfuerzos depend-n
no solamente de una variable () sino que dependen de dos (x e y).

A continuscibn me har8 unz breve presentacidén del método em--~
rleado en 1s Teoria de la Zlasticided pers 1la solucién del proble-
ma de torsidn en berrss de seccibm sblic¢a no circulsr. Los resulta
dos finales, ottenidos por tal método, pars algunaa secciones se~r-
rén dedos. '

La solucién a el problema de torsidén en barras 8e seccidn sbd-
1ida no circuler con pares aplicedos en sus extremos fué dada por
Berre de BSaiunt-Venant en 1855, por lo que tal problema es también
conocido como problema de Saint-Venent.

Guiado por la solucién encontrada por Coulomb pare barres cir
culares en torsidn, Saint-Venant suruso que la deformscidn de una
berras prismética sometids a torsidén consistia de;(a)rotacionew de
las secciones transversales de la barrs como en el caso .de una ba-
rra circulsr,més, (b)el alabeo de las secciones transverssles. To-
mando el origen del siatems de coordensdas en un extremo de la ba-
rra (¥ig. ?1) los desplazamientoa correspondientes a la rotecidén -

de 1lss seccionea, s=gin las direcciones de los
ejes X(u) e Y(v), son respectivameate,

u=«90zy T Ve 0ZX  siesneess(1)

donde Oz es el &ngulo de rotacibn de la seccidén
transversal a una distancia g del origen.

El slsbeo de las seccionas transversalas -
2h estl definido por la funcién

Eigura 2! L) OlP(x.y) P €3 )

En la Teoria de la Elasticidad se demuestrs
por las condicionea de equilibrio que:

GG i = 0 ;

-0 1 z,-® (8—€+ ) eeeeen(3)

Donde G es el mbdulo de elasticidad 81 cortante y © es el fn-

—————-—gulo que gira ls barra por unidad de longitud.

La funciba ykx.y) que dafine el alabeo de la seccidn trans--
vorsal debe de satisfacer la ecuacibn diferencial

2 2
—d&—g—#%—}fé - O [ )

J,de acuerdo con las condiciones de fronters, los esfuerzos cortsn
tes 1:11 Yy Zyz pueden cslculsrse con las expresiones
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) ‘ )
2y - SE Y Zypr 3R
donde @ es unea funcién de x ¢ y , denominada funcién de edfuerzos.

Igualendo los segundos miembros de las ecuaciones (3) y (5) se pue
de escribir:

S8 .

rv7 Ge (-3—,{3-7) o

donde derivando la primera con respecto s y, ls segunda con rese—-
pecto 8 x y restando ls deriveds de la segunds 3 la derivads de la
primera se encuentra que le funcién de esfuerzos, @, debe satisra-
cer la ecuacién diferencial

2 2
-i%;g—— + i?;g =P

donde ¥ = - 2GO ,

N ¢ 2 ]

Ademés por las condiciones de frontera, la funcién de esfuer-
zos, P, debe ser constante (o nula) a lo largo del borde de la seg
cién transverssl de ls barra. Zn Teorfa de la Zlssticided se hen -
encontrado funciones que satisfacen estss condiciones para diferen
tes formas de 1la seccidn transverssl.

Una vez determinada la fumeién de esfuerroa, @, el momento =-
torsionante resistente de la berra puede calculerse, como se de——
muestra tembién en ls2 Teorfs de le Elasticided, por medio de la =

expresién
T = 2.[1’5 dx dy
Concluyendo, la determinscién de 1s distribucidn de esfuerzos

PN €3]

en la seccibn transversal de une barra toraionasde consiste en epne~ -

contrer 1a funcibn @ que sstisfags la ecuacién (7) y see cero en -~
le fronters.

El desarrollo comrleto de este método puede consultarse en -
cualquier texto de Teoria de la Tlasticidsd.

Como ilustracién se obtendrd la distribucibdn de esfuerzos en
la seccién transverssl de una barra circular ror este método, y s
observard que 1a solucién dada por Coulomd sl problems de torsiém
en este tipo de berras es la exacte.

Ejemplo 13.~ Hesuelvs el problems de torsibn pars una flecha

-3 w@dfinw

de seccidén circular sblide.Determine el méximo esfuerzo cortante y

el &ngulo de rotacién . Compare los resultados con los del punto 4,
Solucibn.- Ls ecuacién de la frontera de la

?y seccifén transverssl esth dada por la expresién

12 + ’2 - r2 ; esto es, x2 + 12 - r2-0

Sxz

2 2
G e 2 I
r r

Tomsndo le funcién de esfuerzos, #, como

b)Y Ed13

@ =4l (xz/r2 + yz/r2 - 1) ceesees(a)
donde A'es una constan¥e. Debe cueplirse que en ls frontera sea --
cero y también la ecuacibn\(?), Yy entonces aplicando la ecuacién
(?) se obtiene el valor de A .,

62 62

——g— = 24. ; ——g— - 2 ;

dx * d’ i)
entonces la ecuacién (a) queda escrita de la sigulente manera

2 .
g - lﬁ- (x2/r2 « Y2752 < 1)

la magnitud de F es obtenida al aplicsr la ecuacién (8)

2 .
T-Z[[ﬂdxdv -ZJI—'f—(xz/r2+:z/r2-1)dxdy -

204202 3 A.

N ¢ -3

» -
- _rs_[_“_?f[xz ax dy + —"Q-Igrz dax dy ~f[ ax dy ]
r - r - R
. :

2 r 2 ¢
donde Ifx dx dy = I’ - JIE- IS Y dx dy = Ix -TIE—

2 al sustituir estos valores la expresidn queds

JIdx dy =¥r
escrits como
el

2 2 2 2 &
bR i) n x 2 I
L [_g_,_};_-m- J._z..l’r[_lrr].-_l}r_

AT cerennea(d)
™t :

’r._

X  que también puede ser escrita como - —




que en barras circulares, por lo que solamente se haré enseguida - a/b 1.0 1.2 1.5 1.75 2.0 2.5 3.0
vna presentacién de los resultados finmles, para algunas formas de
la seccibédn transverssl, obtenidos por los métodos de las Teoris de - o8 0.208 0.219 0.2 0.239 | 0.246 | 0.258 | 0.267
1ls Tlesticidad. ﬁ? 0.1406| 0.166 | 0.196 | 0.214 | 0,229 | 0,249 | 0.263
‘ Seccibédn rectongular.- En la Fig., 20 b se tiene que ?7 1.000 | 0.944 [ 0.859 | 0.820 | 0,795 | 0.766 | 0.753
T 3 TL
G, =2 - S LI g e B =
‘ A" Cmbx T b B " 7 Smax ‘1¢ BG abd ¥ a/b 4.0 5.0 6.0 8.0 | 10.C 200 ®
Sp -(Xsb2 Jr -F?a vl [e d 0.282 | 0.291 0.299 | 0,307 | 0.312 { 0.319{ 0.333
r
- , B | 0.281] 0.291| 0.299 | 0.307 | 0.312 | 0.319 | 0.333
donde T es el momento torsionante aplicndo, a el lado mayor y b el
lado menor del rectéingulo. Los valores de los coeficientes d, B, y 17 0.745 0.744 0.743 0.742 0,742 0,742 0.742
47dependen de 1a relacién a/b . Algunos de esos valores estén --
dedos en la TABLA LOS.
TARLA TRUS, - Coeficientes )\ para perfiles
Como ce ve en la tables dos, para secciones rzctangulares del-
wadas, cuando a/b>10 1los valores de a;y'/?se aproximen a un ter- Tipo de seccibu angular dodle Te Te Canal
PN 1.0 1.2 1.15 1.12

(a) en (®)
2 2
T
P2 - —m (35+ -1
. S f? i!
_Aplicando las ecuaciones (5) se obtienen s Y 73yz,

entonces N -5’} .o 2l . .98 _ 2rx
Tz " gy _W—z;xr i Sy ax " % ¢

al sustituir ge llega a :

crsersessansale)

sustituyendo x = y = r = distancia entre el eje y la fibra extrema
en cualquiera de las expresiones (f) se obtiene el valor absoluto
del esfuerzo cortante méximo que es

Zusx = ()@Y = (T)/(xr?/2) « (T0)/3 - 1/5 .

El éngulo de rotacibén unitario resulta de sustituir en la ex-
presibébn (d4) el valor F = - 2G@, esto es,

'rru: N entonces, O = ~ " %ﬂ— = —3’5—

Se observa que los valores oktenidos para ‘zhéx ¥y © por las
teorfiass de Saint-Venant y Coulomb coinciden y, por tanto, la solu-
c¢idén deda al problema de torsidn en el punto 4 es la exicta,

260 =« -

Como se 216 con entericridad la solucién del protlema de tor
si6n eu berras prismétices presenta un mayor grado de dificultad -

114 1

cio (1/3) y el de 7 a 0.742
Para perfiles compuestoa por recténgulos largos y finos --e-ee
(a/b >> 10) la caracteristica geométrica Jr se puede calcular con

le sxpresidn 3
1
I, - j\'E' 5 adb

donde )\ es un coeficiente que depende de la forma de la seccidn.
Algunos valores de )\ se dan en la TABLA TRES

%1 esfuerzo cortante mbximo se presenta en el rectfngulo con
mayor ancho, b, y su valor se determina con la expresién

Cuax = (T bpgy)/d

Y el &ngulo de rotacién se determina con

max r

5@.&
JrG
Aqui se nota que el vslor de,Jr para estos paerfiles (con pare-
des delgadas y seccidn sbierta) es muy pequefio comparado con el de
J para barras de seccibdn circular sblids de igual &rea, es por es-
to que se debe evitar que lers barras de meccidn sbierta trabsjen a
torsibn,

TABLA DOS.- Coeficientes psra torsién de una bsrra rectangular .
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Seccibn eliptica.- Los esfuer7os coriantes y el fngulo ée ro-
tac16n se cnlcularin con lar expre-

1q

siones

T = - 2T

A max 1rabz
2r a8 L ok gl
T = 1
b B Treb
""""I V’ TSa‘?obZZL
. m 8’b G

El significedo de laa literales .
8y b esth indicado en 1a figurs.

Seccidén tridngulo eguildtero.- Los esfuerros cortantes mbxi--

mos se pr2sentan en los puntos medios -~

t de los lados y se calculan con la expre
3 .
( \ =1 sidn; . 20T
l Jig Z néx 1;
l
r Y el &negulo de rotacibm con
g
(- ; G IE [3-

7+~ NCCICNTS SORRE LA ANALOGIA D7 LA MEMPRANA

Como la solucidn matemltica del problema de torsién en barras
prismfticas es bastante complicada se hizbd necesario el deserrollo
de métodos indirectos pars su estudio. Uno de esos métodos gs el -
de la analogia de la membrana, introducido en 1903 por el ingenie-
ro alemén L, Prandtl .

El método de la snalogfa de la membrans esta bassdo en lo si-
guiente: Independientemente de la forma de la scccibdn transversal
de la barra on cuestibén,la ecuacidn diferencisl parcisl que dete =
ser r-suzlte para el problema de tovsién elbstica es motembticamen
te anfloga a la ecuscidn difcrenciel parcial que hay quo resolver
en el problema del equilibrio de una membrana delgmda, tal como --
uns pelicula de Jabdn, ligeramente estirada por encima de un aguje
ro geometricamente semsjante a la sa2ccibén de 1s barre en 2studio,
sometids a una tensidn unitaria, S, por unidad de lonzitud en sus
bordes y & una presién uniformemente distribuids, q, en unn de sus

»

caras. Considérese el elemento infinitesimal dbed de la Fig. 22. F"f

Las fuerzas de tensién que actlian en los lamdos sd y bc tienen, en
el ceso de deflexiones pequefias de la membrsna, una resultante di-

2
-5 %;iz dx dy

de 15 misma maners, las fuerzss de tensién que sctfien en los lados

rigida hecia absjo con un valor

ab y dc tienen como resultante

32,
. - S — dx dy
34

¥ la presiba uniforme que actlia en el frea abcd tieme una resultan

te igual a + q dx dy

La ecuacibén diferencisl parcisl de equilibrio del elemento es

92, 3%
S ——=— dx dy +S—2—dxdy +qdx dy =0 .
dx° dy

. '

de la cual simplificando se llega a : |

32, | 3% '
—+ - - +
ax <j;z S
Comparando las acuacicnes (A) y (7) se concluye que ambos pro
blemss son idénticos, pues la ecuascibén (A) results igual a 1la (?)
si se sustituye z por #§ y q/S por 2G@ . For lo tanto, de las defle
xiones de 13 membrans, z, se pueden obtener los valores de la fun-

seeseecasesa(A)

16n do esfuerzos, @, si el segundo miembro de la ecuscidn (A) es

sustituido por 2G@ . ©1 momento torsionante resistente puede obts- o

nerse sustituyendo @ por z en la ecuscibn (8), y se tiene que

T =2 2z dx dy N ¢ :) ]

%sta ecuscidén indica que el momento. torsionznte, T, resistido por
la seccibdn es el doble del volumen comprendido entre la membrans y
el plano X-Y (ver figura 22),

Las lineas de igual deformacién an la meubrans se representan
por "curvas de nivel"”. Tomando cualquier punto B sobre la meambrana
(Fig., 22) se traza por &1 la tangente de mxima pendiente (normal
a 1a "curva de nivel” en ese punto), y splicundo los métodos de ls&

“
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Tecria de 1la Elssticidad se pueden dnmostrar las siguientes conclu El momento torsionante resistente psra estas secciones es, a-
eiones : o proximademente, ls suma de los momertos torsionantes resistentes -

o - 12.~F eefuerzo cortante en cusl de los recténgulos componentes.,

quier punto de la seccién esm En el caso de secciones no soilaas, con uno o mAs huecos, es-
” 'proporcional & la pendiente en ta analogis puede ser pressntada como sigue; las &reas A, (1 = 1,
el mismo punto 42 la membrans - 2433:444:..,0) 0 las membranas, correspondisntes a los huecos en
deformade (estirada) (Plg. 22). 15 seccibn de la barra torsionada, son cubiertas por placss absolu
Fl esfuerzo cortante méximo ac- tamente rigides, de peso desprecistle, que son "pegadas" a la mem-
tfia en los puntos donde lag «-- brans sin deformar. Al eplicar 1s presidn uniforme, q, las placas
"curvas de nivel" estén mfis pro Ay se mueven parslelsmente o su posicibn originel y la wembrone --
xinas, \ queda como se muestra en la Fig, 24 . Todo lo anotado anteriormens
2%.- Ls direccidn del esfuerzo : te es vhlido para este caso.

cortante en cuslquier runto for
ma Angulo recto con la pendiena ) B . : T £ i b
te de la membrana en el mismo - )
punte. Es decir, es tangente a

la "curva 42 nivel" que pass == 1
por ese punto y, en concecuen-- lL

cia, dicha curva reprecente tam
bién 1» linea ¢e igual esfuerzc

. . - te ‘t -~

cortante en la seccién (Pig, 22). (a) (p) (c) (d) (e)
F o

32.- F1 momento torsionante re< Figurs 23

sistente es igual a don veces -

el volumen encevrado entre la -

membrenn deformads y su rlano -
originel,

=3
">
>
N

Le auslogis de la moembrans -

28 un» herramients mentsl muy -

Figura 22

fitil para coap»rar los esfu:rros plac@a —4—
y momertos torsionnuntes resisti.
do0s por diferentes seccionzs, -

For ejemrlo, todas 1lns secciones mostralas =n 1l» Fig., 23 soycrtan,

o SEAUSID

snroximacamente, el mismc mements torsicrente ya que el volum2r-23
cerraco ~or las uerbrenas corresrondientes et casi el misme 2n to-
——————— €0t 108 casos. %n las secciones (c),(4) v (e) se "sionte" gue nl - ’ Figura 24

trazar 1las "curvae de nivel" 4stus se ecumularhn on las eaguinas,
por tarto, en estos runtos se prenenterdn concentraciones de ef-
fuerzosn,
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8.- CALCULO LT OSFUTRZOS Y I'EFORMACICH:S DEBICOS A TORSION ©N MI-
EMBROS DV PARED DELGADA CON SECCION TRANSVERCAL CERRADA Y ABITRTA.

En la construccidn de mAquinass, y sobre todo en la construc-
ci8n de seronaves, frecuentemente se hece nacesario resolver el —-
protlema de torsifn para las piezas denominadas de paredes delga--
das. La caracteristica geométrica particular de estas piezas es =~
gque su espesor es muy pequefio en comparacién con las otras dimensio
nes:de su seccién transversal., Esta puede ser cerrsda o shbierta,

LLLLO

Figura 2%

Zn la figura 25 se muestran algunas formss ti{picss de la seccién =
transversal,

A diferencia de los miembros de seccidn transversel sblids no
circular los miembros de pared delgada, cuslquiera que sea su forr
ma, pueden sar anslizados de una meneres velativamente simple para
obtener la magnitud de loa esfuerzos y deformaciones caussdos por
la aplicaciédn de un momento torsionante. iv

La distribucibn de los esfuerzos cortantes en la seccibn trang
versal de los miembros de pared delgada se establece fScilmente ~=
por medio de la analo--
gia de la membrana (ver
la Fig. 26). En (a) se
observe que la tangente
8 la membrana, aproxima
damente en el centro de
el espesor de la pared,
cambla de signo, y se =
admite que los esfuerzos
cortantes varfian lineal
mente desde el centro -~
del espesor.

edlerzos-—++____++_____I

i H s ?
Ly membrana —pmm—\ (b) 4,

(a)

Figura 26 e sk

ab ;

(s 4

IR

03

En (b) 15 tangente a la membrana se puede conriderar constante, y

en consecuencia ios esfuerzos cortsntes permanecen uniformes den-

tro del espesor de la pared. %n seguids se deducirén las f6rmulas

correspondientee para el esfuerro cortante y el Angulo de rotacibén
en talee miembros, se empezerd por los de seccién transverssl ——=

ebierte.

A)Miembros de pasred delgada con seccibn transversal sbierta.

Si en 18 Mg. 26(a) se Bxtiende" la seccién transversal para
convertirla en un rectfngulo, ls forms de la membrana y, por tanto,
los esfuerzos cortantes no variarfn considersblemente. Es decir, =
los esfuerzos cortentes antes y despuls de "extendida" la seccién

serfn aproximadamente los mismos. Los easfuerzos y deformaciones se .

calcularfin de acuerdo con 1lhs férmulss anotadas en el punto 6 para
secciones rectangulares, Como en este caso a/b>>>10, a = B- 1/3
= 0,333, entonces: '

S R A

donde t es el espesor de la pared (el 1sdo menor b), ¥y & la longi-

tud del contornmo 4e la seccién trsnsveraal (el lado mayor s).

Cuando se trata de miembros Ae paredes delgasdas con seccibn -
transversal como la mostrads en la FPig. 27 y no puede ser’sxtendi®
de" y trensformades en un recténgulo se opera de la manera sigulen-
te:

Los dencminsdorcs (tzs) ¥y (t3s) de
1las

dos: como se indica a continuacidn,

|

! v

i

! 8, 2 3 2 2 2

—t t°s = ty s = (t5 B, ¢+ t5 8, ¢+
t«;::J gt s (e e tre

+ t§s3 Yateseseeneat ﬁﬁsn)

donds (1= 1,2,3,....,0) ¥ U ow
(n= ufimero de segmentos) . ¥

Fiqura- 27

n

t3s = ZE:

v tzsi - (t% 5.4+ tg B+ tg Byt ceenoant t3 s._)

nn

entonces al suetituir estos velores se llega o :

expresionss anteriores son obteni- ..

PR F A
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De 1a enslogie de ls membrans as desprconde que los esfuerzos
cortantes mAximos actfian en el segmento de mayor espesor, de ahi
r trax

que T boay
Coix * Th 3 ¢ S nex " 7
ty 8y r

como se anot$ an el punto 6 .

Para celcular el méximo esfuerzo cortante en cualquier segmen

to i es vilida la expresidn siguiente:
2,z .2
néx n-
i 18y = 8
1=1

Sste métcdo es aproximado ys que no toma en considaracibn las
concentraciones de esfuerzos en les esquinas entrantes. Para evitar
les concentraciones de esfuerzos altas las esquines entrsntes se -
redondaan.

B)Miembros de pared delgsda con secclidén trensversal cerrsda.

Aqul 20lo se estudiarién s2cciones cerradéss con un solo hueco.
Considéres:z una seccidn cerrada, tubular, de forme arbitraria con
efpesor de las paredes varisble (Pig. 28 a) sometida a un momento
torsionente T. Como se anotd sntes, el esfuerzo cortante es uniior
me dentro del espesor de la pared. Aislando un elemento infinitesji
nal de longitud dx (Pig. 28 b) y distancia entre 1 y 2 arbitrarias,
este elemento debe estar en equilibrio bsjo la sccidn de las fuer=-
za8 P1, F2. F3 y Fu' que son obtenidas al multiplicar el esfuerzo
cortante por el #rea respectiva en que actfia, entonces si ee hace

S_Px =0 resulta que:
P1 - P3 ;1 pero F1 -T,t, dx ¥y

diferente de t, . t, £ t,

F3 -22t2 dx Yy t,‘ es

81 se considera a ls esquina A (Pig. 28 b) se nota que, de -«

¥ B EWR

VoW

acuerdo con la ley de reciprocidasd de los esfuerzos cortsntes, =i
) =Z; . 7 enls esquins B §, =, , sdemfis de advierte que -—
Zaty = Tty = 2,t; = q = coastente. 51 ) - (FL2) y (t) = (L)

entonces (q) = (FL'1). Esto establece que el producto gt no va--
ri{a s lo largo del contorno cerrsdo de la seccifn. Si se hsce una

analogfa con el gasto hidrfulico constante (Q-Ahv) que fluye por -
un canal de seccidn rectanguler con ancho de plentills variable, -
en los tramos de menor ancho (espesor) de plantille las velocida--
des (esfuerzos) serfn mayores y wiceverss. A csusa de esta snalo--
gis la cantidad § hs sido llasmada flujo de cortante,

Considerando le seccidn trsnsversal del tubo (Fig. 28 c) se -
observa que: el flujo de cortante, q, multiplicado por ls longitud
infinitesimal, ds, del perfmetro da como resultsdo una fuerza, qis,
por diferencisl de longitud, que multiplicada por la distsncia:Ej;
un punto conveniente O, proporcione ie contribucibn de e¢sa longi--
tud Al momento torsionsntz resiatente. Integrando a lo largo de la
l1f{nea central ds la perad del tubo, la expresién psras el momento -
torsionante resistente total quedes como :

T = r qds




En vez de efectuar ls integracién, el problems se puede ebor-
dar de otra menera. De la Fig, 28(c) se observe que el producto --
r ds es dos veces el Area del trifngulo OCB, por tanto la integral
completa es dos veces el firea completa A* limitade por la linea --
centryl de la pared del contorné. En con;ecuencia ,

T=24A"q 6 q = T/2A°

esta,ecuacibn, conotids como férmule de Bredt que fué quién la de-
serrollé,es sblo aplicable a tuboc de pared delgada.,
) 71 esfuerzo cortante en cuaslquier punto del contorne, si «~--
‘; gt = q , es
Z- vt Y Zmax * Yiuin
esta expresifn es vambién aplicable en el rango inelfistico si el -

espesor, t, as constante.

Para material linealments elfistico el 8ngulo ¢e rotscibn an -
seccion:s tubuleres puede ser encantrado haciendo uso del princi-

sorte lineal, el trabajo externo es (T9)/2 . La energis de dcformsg
cifn interna para un tuto de longitud unitaria de acuerdo a lo vig
to en el punto 3.1 es !

‘ ) pilo de la conservacién de la energis. Como el tubo en s{ es un ree
!

2
—a av . “ntoncea .
2G
\Y
2 2
( 1 o F re 1 T
_—T0 « — T - AV = — t ds
2 2 ax 26 26 / P
a¥ T ds i
___ entonces @ == u —_ - -
‘ ’ ax 4 a2 g t

-+ LEjemplo 14.- Uno barra resctangular de un materisl linealmente
: eléstico, con las dimensiones mostra-«

das, seri reemplazsda por una barra --
25a con seccibébn transverssl en forma de --
triAngulo equilftero del mismo materisl.

Tetermine la dimensidn minimas del lado,

1, tal que pars el momento torsionante
aplicado, T, ni el méximc esfuerzo cor
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tante ni el &ngulo de rotacibn excedan lss cantidades correspondi
entes en el dicsefio original,

Solucibn.- Asignando los sutindices r y t a las secciones reg
tenguler y triangular respectivamente, Se tienen.que cumplir dos -
condiciones , una de resistencis y otra de deformacibn. Entonces,

A)Para la condicidn de resistencia

zmé'xr zméxt — a = 2.5 &a
T 207T. b-e
o a b? 1 a/b = 2.5 y de la tggi?
3 > o = 0,258
17 « 20x(2.5 8)a B 0.249
12 = 20(0.258)2.5 a2
1 =o¢ 3 12.9 = 3.6 a l=3.6a
B) Tara la condicién de deformacidn ; 5
9% i ?% T <da :
7L - 80 _TL '
Ba s ¢ 1*\3

1% - 80 fs (2.5 8)a’ 1* .

\E}
1 =a <P8.75 -

La condicién nue rige es la de resistencis, entonces la éimen
sién 1 de 1a nueva flechs 1l =360

-92- (0.249)(2.5) "

2.32 a 1 =2,32a

que se tomard es

Ejemplo 15.- Para la barra que tiene la seccibn transversal »
mostreds encuentre el méximo esfuerzo

0.5¢cm cortante y el &ngulo de rotacién unita
- rio debido s un momento torsionante a-
/(/////) plicado T = 1 200 kg-cm para los casos

A (a)seccibn totalmente cerrada y (b)con

EJ i35
#8¢ 30 _m

siderando que tiene un corte en A.
G = 8x105 kg/cm2
Solucibn.~ (a)

A* = (W (10)2)/2 + 20(8) + 20(30)/2 - - cm®

A* = 157,08 + 160 + 300 = 617,08 cm°

L




™) 8 = 8 = perimetro = 113,472 cm

e

Q=g 299 ___ . 05,972 kg/em
2(617.08)
0.972 2
zn&x - _%_ - i = 6.48 kg/cm
T ds
Q- <2 o
4 At @ e T

donde {ds = perimetro «TW(10) + 38 + 8 + (20)2 + (30)2 =

- 31,416 + 46 « 36, 056 = 113,472 cm
1200 113,472 1.361664_x 10°
4(617.02)°x 8x10° 0.15 1 827 780.9 x 10°

Q = 0.000000745 rsdisnes/metro
bata« 0,15 cm

-}%; 2¢0) = 1410 kg/cm2

€ty * fl-g-

%8 (0.15)2(113.472)

? 3(1_200)
o - -1—3— -
G t’s €0.15)3(113.472)8 x 10°

La comparacidén de los resultados obtenidos en estos dos inci-
808 muestra las ventajas de 1:8 barras de pered delgada de seccibn
cerrada sobre les de s2ccilén stierts cuando tratnj~n a torsién.

10.-_CALCULC D% WSFUTRZCS Y DTFORMACICN™S DTRIDOS A TORSICN
EN FLOCHAS CIRCULARTS "N R, RANCO IKNTLASTICO.

Ee hs visto que en el caso c¢e barras circulcres en torsidn --
elfistica, douéc 1la Ley Ae Hooke as vAlidn, mientras los esluerzos
no sean superiores 8l limite prororcionel 1ns {Hrmulss perm calcuse
l1ar el esfusrzo cortantes mfiximo y el Engule A= rotacidn unitario -
son resrectivamante :

4 = “;L‘ J LR 4 =0 = T ﬂ'
méx % qx - .
¥ la magnitud del wonento torsionnnte 2lAstico mAximo que puede ri
sistir le seccibn transversal se obtiene al ijuslsr el esfuerzo mi
xime con el esfuervo de flunncilan, es decir,

= 0,01175 rad/m
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Tnbx' - Zy sp M

sin embsrgo, este no as el momento torsionante limite pare un mate
risl elasto-pléstico donde es posible un aumento del momento torsig
nente debldo & el incremento de 1os esfuerzos cortantes en logs A=
nillos interiores de la seccibn que esthn menos solicitados. Para @
este caso les hipbdtesis bhsicas planteadus en el punto 4.1 son ase
plicsbles. Para investigar el caso de torsidn elasto-pléstica (o -
ineléstica) es necessrio disponer del disgrams esfuerzo cortante--
deformacidn unitaria (Z ~¥ ) del materisl en cuestién. Algunos dia
gramas Z-{' , obtenidos en sxperimentos con tubos de pared delgeda
sometidos a torsidn, sonm mostrados en la Fig. 29 Junto con su coe-
rrespondiente distribucién de esfuerzos. Los esfuerzos son deter=
minados a pertir de ls deformscién uniteria. Por ejemplo, ai en vn
aniilo interior la defor-

macion uniteris es ¥, el

Z estuerzo correspondiente
es encontrado con ayuda =
del diagrama Z-x‘ . B =
procedimiento es aplicable
a barras integradas con =
(d) tubos concéntricos de di-
n ferentes materisles de -~

lo8 que se conoce su ia-

\ ' gramnas z-{. Para una fle-
‘a'; cha hecha de un materisl
I . linealmente eléstico, la

(e) solucibn es tan solo un ~

¢aso particular de este -
AN
.

método.
f)

tribucibn del esfuerzo --
cortante la amegnitud del
momento torsionante reeig

° (c) r

Fi
'gura 29 tente se encuentra g8l ———

irurl aue en el punto 4.2,

T, - | (2@ :

|
-

Conocids 1a ley de dis
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Para 18 evaluacién de esta integral pueden ser empleados pro-
cedimientos gréficos o enbliticos.

Si uns barra es esforreds dentro del rango ineléstico y luego
es liberads del momento torsionante aplicado, todos los snillos i-
maginarios se recuperan elfsticemente pero la diferencia en 1ss -~
trayectoriss de la deformscidn unitaris causs un endurecimiento --
permsnente del meteriszl y originan esfwarzos y deformaciones resi-
duales. Aunque la férmula de torsifn eléstica no cs aplicedble & es
te caso e8 usada & veces para calculer un csfuerro méximo ficticio
pars el momento torsionante 1ltimo que sirve como un Indice tosco
de 1ls resistencia ltima de un materisl en torsién y es llamado -
mbédulo de ruptura (m.r.) (ver las lineas puntesdas sobre les figu-

ras 29(d),(e)y(f).
En los tubos de pared delgada la distribucién de esfuerzos es-

t4 muy cerce del médulo de Tuptura, independientemente de lag pro-

piededes mecénicas del materiel (Fig, 30), es por este razén qgﬁ los
experimentos con tubos de pered delgeda
Distnbucidn Fdstica de son ampliamem.;e usedos en la determina-
estuer cién de los dwgramasz-k‘. la diferen-
cis entre el médulo de ruptura y el es-
fuerzo cortante rdximo de la distribu—-
¢ién real ida la megnitud del esfuerzo -

residual,
El &ngulo de rotscibn uniterio en u-

na barra circulsr g61ids o tubulsr en el
rango ineléstico puede ser cslculsdo co-

,’I N
7/

° .1
Distribucidn de
estuerzcs
Qla-tica

Figura 30
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gia de la membranz y es aplicable s materislss alssto-plésticos o
plésticos. S1 se conoce el diagrame - f de un material y el mo--
mento torsionante aplicado a la barra se incrementa hasta que el -
material zlcenza su limite e esfuerzo de fluencia, El esfuerzo es
constante en tods ls 7ona en ls que el msterial fluyz, Gomo el es-
fuerzo cortante en un punto cuelquiera es proporcjonal a la pendiep
te de 1la membrans en ese punto entonces dicha pendiente debe ser —-
constante en tods la zona en 1las que ol materinl fluye, esto equivs
- le 8 que la membrana se
vaya deformsndo haata al

montdn canzar la posicibn limi-
'arendae/z' \\ te indicada con linea ==

Pt A punteads en la Fig. 31,
Al/’ﬁz;;;:zgsg\\ Cuando el material fluye
lo v en toda la seccibén trans
Figura 3I =
verasl de la bsrra la -~
membrans se transfcrma -
en un montén de arsne con pendiente constante: de squf el nombre -
de 1» snologla. For sjemplo, en el caso de une barra de seccibn -~
circulsr se forma un cono recto, o una pirfmide sobre una base po-
ligonal. Todas 1as conclusiones a 1as que se llega con la analogia
de ls membrsna son vélides paras la analogia del montsn de srena,

Cjewplo 16.- Une barra de acero de seccibn circular sblida de

7 cm de dibfmetro es torsionada, y, un corszén elhstico de 2 cm ds
’ difmetro permanece en
~——-—-—— el intericr (ver figu

o

n esta expresifn debe ser usada la méximns defermocibdbn unitaris en
c o 1o deformecibn en s, ra , determinada a partir del diasgrama --
2-Y . El &ngulo de rotscibn unitario residusl estar§ dado , a1 -
igual que el esfuecrzo rcsidual, por le diferencis entre los Bngulos
de rotacién unitarios en los rangos inelfstico y elfstico.

21.~ ANATOGIA DUI. MONTON D ARTNA TARa TORSICHN INZLASTICA
EN_MI"MBROS SOLIDOS_CCN SZCCION TTANSVERSAL CUALQUIERA.

La anmlogls del montén de srena es una extensibn de la anslo-

ra). Si las propiede-
des del mutarial pue-
den ser ideslizadas -~

como se muestra, ¢{qué
-3, esfuerzo y rotacibén

residusles permanece-
I e rbn despuds gue se 1i

bere del momento torsionante eplicado? ,

Solucibn.- T1 mdGulo de rupturs es igual s m.r. = € nix _M§§

donde T = {zpu

il

e
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- r 2 I
R P Gy -2

Frimero se Qetermina le magnitud del mczento tcrsionsnte apli
< . ek 3.5 iR ]
T, =fzf’a1\ ;f 2neflap -](—-F—Z Y2 mP%af .‘(z (70020 =
°
©

i

3.5 as

_ . z“zy- [L;de ,‘/le?-’dd o - [—fz:—u ]:, [_g’i]l -

a
- 21"'2y [.E_ . SL;L. - -;-] = 2T (1 690)(0.25 + 14.29 £

- 0.333) = 2TW(1 690)14,21 « 150 890.41 kg-cm

cado, entonces,

Nétese le rpequeiizz de la contribucibn de 1s primera integral. §

T T 150 840,41)2
m.re = gy "38"5"%:)1-)—‘

P m

=2 240 kg/em?

entonces Z

res = BeTe - zy

= 2 200 - 14690 = 550 kg/cn

Pera calcular 1la rotncién residusl se tiene,

2 ) - a 0.002
in a 1

<L, - F- - 220 8. g~ = 0.000756 rad/cnm

(3.5 8.45 x 10°

= 0,002 rad/cm

o = 0

res in rad/en

- Oc = €.002 - 2.0N0756 = 0.001244

EJemplo 17.- Fars un materi-~l i?ealrente rlhstico el e¢stado -
limite es squél en el cu-~l los esfuerros en tocos los nuntos de 1s
scceibn sen igusles ai limite de fluencin,

Fa Netérminese el valor del momento torsio--
/ﬁy nante resistantn para ese gstedo limite.

Jl Solucidn.- Se tiene qun

Zy\ : Tu =[PZ:/ dAi
Eg. 17

L

L3
reslizendo la integrel se llega o,

,
2 2
T“azyf2npdp-—5—ﬂr3z’ T Ny SN N

Q

entonces la cantidad ‘2/3']'[1'3 - Spp se le denomina mbdulo de ssec-

cibn pléstico de la seccidn trencversal en 1la torcibn y es el equi

valente 8l mbédulo de seccién polar en la torsibn ellstica. Fars u- _ .

na seccidn tudular de radio exterior T,y radjo interior Ty el m6-
dulo de seccidn pléstico de 1s seccidn tronsversel em ls torsién -
as
- -3 3
Spp 3T, - (ry/r)° .
Comparsndo los momentos torsionsntes lf{mites en los cssos ine
léstico y elsstico, se encuentra que,

Ty . S8y 2w _2 | &
Tmﬁ:x'3 sp Zy 3 Tr 3

el momsnto torsionente 1{mite cusndo se consideren las Jeformacio-
nes plésticses es meyor que el momento torsionente limite cuendo se
toman en cuents solamente las deformociones el&sticas.en unc tercg
ra parte, Los ensayos demuestran que el valor de T obtenido cen la
férwule coincide muy bien con su valor experimental.

Ejemplo 18,- Haciendo uso de le analogia del montén de srcne
determine el momento torsionante ﬁlti-
mo resistent® prere una barrs de secciédn
trenaversel hexsgonol, de longitud de -
lsdo 1.

Solucion.~- ¥l mont8n de arans forma
una pirfmide reguler con base hexegonal
como se muestra.

12, 2y ~ Wa = (20)/Q1 d’a‘)

22.- 1, -2 vol ¥ vol = (1/3)Bh
l doméda
: B = (Pe)/? F = parimetro

h--(1/2)\1_5—2y -

b~

o

?
62”3 | o | 3
" ~\> % Tu-—g-—l Z,

.7 L TR o
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413,~ SUPTRPCSICION D@ BSFUIRZOS CORTANTES “N BARRAB
LT S%CCION CIRCULAR.

En la construccidn de miquinas gon muy frecuehtes las piezas
que trabajan » esfuerzos de torsibén y flexién combinsdos. Un ejemp
plo tipico ée ellss lo constituyen las flechas de diversas méquiwm-
nas.

La superposicifén de esfuerzos se basas an el principio de su--
perposicidn, por lo que se principis caslculando por sepsrado los =
esfuervos debidos s la torsibn y los originados por 1la flexibn.

Durante la flexibén sparecen e2n las secciones tranaversales de
la barra esfuerros normales, que son méximos en las fibras extrere:
mas, y que s5e¢ calculan con 18 expresién

Foax = (M ©)/T 6 Untix = ¥/8

8sil como también esfuerzos cortantes, que alcenzan su valor méximo
en sl eje neutro, y que se cnlculan con la expresibn
. N
2= —i
It
En las secciones circulares, en general, estos esfusrros cortantes
son insigaificantes em comparacibn con los :sfuerzos cortantes debi
¢os a la torsibdn.

Durante 1ls torsidn surgen esfuerros cortantes en las secclo--
nes transversales, que son miximos en las fibras sxtremas, y que -
8e calculan como ya s2 enotd o

O Gt
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2 /S, = (T ¢)/T = (T ¢)/(2D)

. %1 problema de la supervosicién de e~afuerzos cortsntes en una ba--
rra de seccidn circular se ilustraré con umn ejemplo.

Fjemplo _19.- La flechs mostradh en %3 figurs esté sometids s
1la sccidn de doz fuerves varticales PA y PB , una horizontal Poy
tres momentos torsionantees exteriores TA, TB Yy T... 21 esfuetro

‘ cortante permisible es zp = 750 kg/cm2 . Se pide calcular el ---

didmetro winimo pars ls condicién de rosistencis,

P, = P, =.P, = 1 ton = 1000
i B °C kg
- T, « O 4 t-m = 40 000 kg-cm

TB = 1,0 t-m =100 00U kg-cm

TP, = 0.6 t-m = 60 00C kg-cm
Soluciétn .~ Sé verifica el -

equilibrio del sistema (~sth
en squilivbrio).

Se travan los disgrames de -
. momento corresrondientes. Se
determins ls posicitn de 1la

geccién crftica, Se encuentra

1a magnitud de los esfuerrzos

existentes y sa superponen.
Bnsepuide se heréd la deduceién

de 1p expresién renergl —ww=ce
que permite calcular la resistencis en barras circulares sujetas &

torsidn y flexibn combina: ss,

Los esfuerzos a que est§ sometida la seccibén se calculan, co-
mo ya se dijb.antes.

Teniendo e=n cuenta que cusndo una flechs est$ sometida a fle-
¥ibn en dos planos perpendiculares. el momento equivslente es igusal

® \ l 2 2
¥ o= My + “z

Como los esfuerrcs normales y cortantes sor megnitudes wectoriales,

y que J = 21

al superponerlos hay que tener mucho cuidado con los valores Gedos
para solicitacibn simyple.
Se sabe que los esfuerros principales V; y f; se obtienen,

pars 2ste caso, con la expregién

Gro-4+ \,[c-%'-F v2?

4

y el Angulo de inclinscién de los planos principales con

ten 20p = ;-5—_;

as{ gambién el esfuerzo cortante en los planos principales de cor

te estA ¢ado por X 2 2
- \l 1y <
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sustituyendo en ests filtims exprz:sién }as expresiones correspon-
dientee pars Oﬁy'z, operendo y simplificando se llegn »

Cutx “81,2 "

z - + \]HQ + '1'2
P - sp

'Z,.;,-zp-w—!-;—‘; \’l2+T2 T

despejando de ests expresién el velor de d se tiene el difmetro de

la seccibdn determinpdo para 1n condicién de resistencis. Eeto ea.

3

d = —1—-6— "20'1‘2 - g
we, y

Y para el probleme s resolver

\|u2 + 12 \J12 3 4% 4 (0.6)2 - \12.36 = 1.53623 ton-m

a

3
L |26£153 6230 | D1 ou3.2 & 10.145 cm
750

Fars cuando se presentan combinaciones de esfuerzos debidos a
carges axiales y torsidn, ea forms similar, se llega e,

21,272, - \’(—'}7_-)2 . u(—§;>2
14, NCTACIOﬁ

6rea, free de la seccidn transvorsal

frea encerrada nor lr 1inen central de la pered
del contorno en tubos de psred delgada.

Lado largo en secclones rectangulares, esmieje’
meyor de la elipse

Ancho, lsdo corto en secciones rectangulares,
semieje menor de le elipse.

Distancia del centro de torsién a la fibra exis
trema

Dibmetro.

cy
rpm

M6culo de olesticided nn tonsidén o comprecién
Fusrza o
M6dulo de elssticided al cortante T
Altures, profundicded de ls vigs

Segunco momento, modento de inercis del #res de
lz seccidn trsmsversal con respecto s los ejes
X=2Y.,

Mou:ato poler de inercis del freca de 13 sgeccibn
trensversal con respecto 8 un eje perpenéiculer
s 21lla.

Factor de concentrecifn de esfuerrzcs, kilcwatts
Longitué, lsdo

Momento flexionsante

Nimero de r:voluciones por minuto, fusrrs axial

Relacién entre los radios interior s exterior #
a exterior en barrss circulsres huoces

Fuerrza, cargs concentrada.

carga distrituida por unidsd de longitud, presién
Flujo de cortente, pre¢sién unitaria

Redio.

M6dulo de seccidn elfstico

M6dulo de seccibn polar, mbdulo de seccibn plés
tico en la torsibn.

Tensibn unitaria, distencie a» lo lergo de une
curva,

Torque, Momento torsionsnte, per

Momento torsionsnte interno, e¢xterno.

cspesor ancho

Fuerro cortante, volumen

Coordenadag de umn Tunto. . LY

Angulo, coeficiente

Deformscibdn unitaria en cortente

¥6dulo de Foisson .
tsfuerso normsal

Cabslle de vapor ,
revoluciones por minuto " I
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EJERCICIOS

barras y el éngulo total de torsién.

Calcular las dimensiones necesarias de las secciones transversales de las

Un eje conico macizo de acero esté rigidamente empotrado por un extre
mo y sometida @ un par de torsién, T, en el otro. Halle la rotacidn angular del ex
tremo libre si d] =15cm, ¢:!2 =5¢em, L=50cmy T = 230,600 Kg—cm. Suponga --

que son aplicables las hipétesis usuales de la deformacién de ejes prisméticos o de

) a)
) L
‘.
b)
zmlx, = O 6/tm"

Seweh @ M
d = g
. A

Scceial @
az?

. A=A 21115
R dyz 2% . 4 e nd)

c) _
- 4*. - R - --+ R ad
N, M, _fk’u,,,
Z v g o Mz 4 K-m
\
S T B J: 10) o

t o ——

5
seccibn circular sometidas a torsién G = 8,72 x 10 Kg/cmz.

Determine las magnitudes indicadas en los siguientes problemas :

©

-, I

2% Gy ; /4?"’ J‘s'm

Z iy 2 902 ALY d E
: |

| .

!
|
'
'
i

o e o

o
S ]

d= 3%
- 3.0
RYEY
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Resp.: ¢,‘ -0

1)

Bonia = 800

1 h:f 2 | D L |

Una barra hecha de dos materiales (1 y 2) estd sujeta a un momento tor

sionante. Determine los esfuerzos en cada uno de los moteriales.
— ‘ -
C_ -k d
9
T
1 b TEC d

d=p (';:\)';s & Sea)s vedt]
BT Tk L

A la viga de la figura de seccibn circular uniforme, se le aplica una rota-

-2\

2i6n en la seccion A. Obtener el diagrama de momentos torsionantes, si ======--
G = 10° Kg/em?.
4R

Bf;L MT‘ = 2.6 toms.-m,

—

A
¢=
{ « ...
EI‘."‘_‘. .
A
b
1

M, =10.4toms. - m.

T

o r_n'—_l @
u- é 1 C VH é — "‘7[7“

| ’ (ZI> = 200K .
‘ F a4k a—t

K,
(z[‘)m:‘. = _?

Resp.:

;r\ - (Zu),,‘f‘l = 2R k)/“.l
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St

=1x 105 Kg/cm2 y G,=2.5x 10* Kg/cm2

Considere la barra de la figura, compuesta de dos materiales, y de sec-
cién variable. Si el giro méxirmo permitido es de 5° ¢ Cuéil debe ser el didmetro d?

Entonces calcule el esfuerzo méiximo que se presenta en la barra. Tome Gl =

obtenga las reacciones sobre la borra,

Resp.: d = 1l cm
G = 1920 et

Considere una barra empotrada en un extremo y ligada a un*par de re~-
sortes BlGsticos lineales de rigidez K por medio de das barras infinitamente rigidas

corho se muestra en la figwa. Si la barra se somete a un momento torsionante M, -

1 Determine el momento torsionante M sobre la barra mostrada en la fi

gura, si el esfuerzo cortante permisible es de 100 Kg/c:m2 y el giro méximo es de

%
i

3° Tome G = 104 Kg/c:m2 ' i

Secciones circulares

Resp.: M =1.68ton.m,

Detem;ine las reacciones en Ay D, si la barra B-C es infinitamente rf
gida y el resorte C=D tiene rigidez K = 1 ton/cm. Tome G = 109 Kg/t:m2

¥
(4
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TEMAS IV y V

¥

FLEXION Y DEFORMACIONES POR FLEXION RR [ ' " 1. TEORIA DE VIGAS

Oscar M. Gonzélez Cuevas

Francisco Robles Ferndndez : .
Carlos Javier Mendoza ’?r;t::ri“f:\g. Rg:ln;tilez Cuevas

wprry e o s ) Carlos Javier Mendoza

Introduccién (Pg. 249) - ety
.1 Conceptos Introductorios (Pég. 251) -
.2 Deformaciones Unttarias (P4g. 254)
3 Esfuerzos en vigas de materiales elésticas y lineales (Pég. 259) i
1.2.3.0  Vigos de seccién compuesta de materiales no homogénees (Pég. 281)
1.2.4 Flexi6n de vigas de materiales no lineales (P6g. 282)
) 1.2.4.0. Flexién asimétrica (P6g. 294)
1.2,5 Diagramas momento-rotacién y carga-deflexién (Pdg. 302). " '
‘1250 Célculo de pendientes y deflexiones por integracién (P6g. 305) . . 1.1 INTRODUCCION
1.2.5.2  Céleulo de pendientes y deflexiones mediante el principio de
la viga conjugada (Pég. 310)
1.2.5.3  Célculo de pendientes y deflexiones por los teoremas Grea-mo-
mento (Pég. 324)

ven

NN -

Las vigas son elementos estructurales cuya funcién primordial es resistir cargos

perpendiculares a su eje longitudinal. Las occiones intemas més importontes que pro
o -

W

" Apéndice A Pég. 351 ) ducen estas cargas son momentos flexionantes y fuerzas cortantes, aunque las vigas
Apéndice B Pég. 353 pueden estor sometidos también o momentos torsionantes y fuerzas normales.
jercicios Resueltos (flexiény Pdg. ’ ]
. ' Ejercicios Resueltos (lexién) w ég. 355 o Por lo comin, uno de las dimensiones de las vigas, su longitud, es mucho ma
ﬁ S Ejercicios propuestos (flexién) Pég. 363 ' ’ Lad yor que sus otras dos dimensiones, su ancho y su peralte. En algunas ocasiones, el
Ejercicios resueltos{Def. por flexién) Pég. 370 . ) ‘ peralte es de dimensién comparable con la longitud, y las vigos reciben el nombre
‘ f% Ejercicios propuestos (Def. por flexién) P&g. 386 de vigas de gron peralte o vigor diafragma. El estudio de este Gltimo tipo de vigas

no se incluye en estos apuntes,

En la mayorio de las estructuras de ingenierfa civil, las vigas se usan pora 0

portar cubiertas y losas de entrepisos o azoteas. Las cargas se transmiten o las vigas

a través de los losas, y las vigas las transmiten a su vez, a las columnos o muros.
Las vigas se empleon tombién para soporfar maquinaria, equipo o grias viojeras; en
puentes; en cimentaciones; etc. Unicomente se estudian oqui vigas isostéticas.

El efecto de los momentos flexionantes sobre las vigas se estudia en la seccién
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denaminada "Teorfa de Flexién". Se analizan en dicha seccién tanto la resistencia
como las deformaciones de vigas sometidas Gnicamente a flexidn simétrica. En la si-
guiente seccibn se presenton métodos para determinar la resistencia de vigas a fuerza

cortante, sin considerar el efecto combinado de esta accién con el de atras acciones.

Se estudia en forma simplista la flexién simétrica. Después se hace un estudio del efec

to combinado de momento flexionante y fuerza cortante.

Los concepto bdsicos presentados en estas secciones se utilizan en las secciones
siguientes para estudiar el dimensionamiento de vigas de madera y concreto. Los vi-
gas de acero, que presentan problemas especiales debidos al efecto de pandeo, se es

tudion en otro capftula.

- . Wd

< RAHR

1.2 TEORIA DE FLEXION : ot

1.2.1 Conceptos_introductorios

El comportamiento en flexién de elementos estructurales se ha estudiado expe

rimentalmente ensayando especimenes simpl te apoyados y sujetos a dos cargas

concentradas, generalmente en los tercios del claro (fig 1.1-a). Como puede verse
en los diagramas de momentos flexionontes y fuerzas cortantes mostrados en las figs
1.1-b y 1.1-¢c, el cloro central de este tipo de espécimen se encuentra bajo la ac~

cibn de momento flexionante Gnicamente,

Se acostumbra medir en los ensayes la carga que se va aplicando a los espe
cfmenes, P, la deflexién en el centro del claro, A, y en otras secciones de la vi-
ga, y, en ocasiones, la rotacién que experimenta la viga entre sus dos extremos, &
(fig 1.1-d). Conecida la carga aplicada, P, y la distancia entre los apoyos y los
puntos de aplicacién de carga, a, puede caolcularse el valor del momento en la zo-
na central, M, correspondiente a diferentes valores de P. Con los datos obtenides -
en los ensayes, o sea, con los valores de P,M,Ay &, se trazan diogramas carga-de

flexién (P-A) y momento-rotacién (M-8), los cuales representan el comportomiento -

A



|

—

del espécimen de ensaye. En la fig 1.2 se presentan ejenples de estos diagromas.

El conocimiento de los diagramas carga-deflexién y momento-rotacién es im-
portante para fines de diseflo estructural,” ya que indican la carga o el momento fle
xiononte que pueden resistir estos elementos y las deflexiones y rotaciones correspon
dientes a diferentes valores de la carga aplicada.

Los diagramas carga-deflexién y momento-rotacién pueden obtenerse experimen
talmente para casi cualquier tipo de elemento estructural.Sin emborgo, esto no resul
ta préctico por lo laborioso y caro que seria efectuar ensayes en todos los casos en
que se fuesen o disetar elementos a flexién. Por lo tanto, se han desarrollado méto
dos paro calcular analiticamente los diagramas, hociendo ciertas hipétesis sencillos y
suponiendo conocidas ciertas caracteristicas de los materiales con que se fabrican los

elementos. En las secciones siguientes de este capitulo se describen estos métodos.
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a) Espécimen de ensaye

a flexidh

1
—

b) Diagrama de momen-

tos flexionantes

¢) Diagrama de fuerzas

cortantes

d) Deformaciones

okré
Fig. LI Ensaye de flexidn tipico

Q) Carqa-deflexioﬁ

-
I

b) Momento-rotacioh

e
Fig. 1.2 Diagramas tipicos obtenidos en
ensayes de flexion
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Superticie neutra

1.2.2 Deformaciones unitarias, rotaciones y curvaturas

En esta seccién se introducen conceptos que se usan posteriormente para cal-

culor diogramas carga-deflexién y momento-rotacién. Para ello se analiza el me-

a)

canismo de deformacién de una viga sujeto a flexién pura y o partir de este meca -

nismo se obtienen importantes relaciones entre deformaciones unitarias, curvaturas
y rataciones.

Considérese que en la zona .central del espécimen de ensaye de la fig 1.1 se
hacen dos cortes en las secciones A-B y C-D (fig 1.3-a), distantes entre si una
longitud Ax. Antes de aplicar las cargos P, el eje longitudinal de la viga es rec
to, como se muestra en la fig 1.3-b, en la que se ve que las fibras de la zona
superior de la viga se acortan, o seo, sufren deformaciones de compresién, y las
fibras de la zona inferior se alargan, o sea, sufren deformaciones de tensién. Exis )
ten algunas fibras que, como puede apreciarse en la figura, no se acortan ni se -
alargan; es decir, no sufren, deformaciones. La superficie en que estén contenidas
estas fibros que no se deforman se !lama superficie neutra y su interseccién con

uno seccién transversal de la viga se llama el eje neutro de esa seccién.

e .
]
~ ~0§. f i
:
Y M ! (b
TR , !
{ )

PV A D

] AX 1
X

T

vy

Distancia unitaria

'

g A

S

g=lim AU - (L) (1.4)

AX—‘OA X

¢=%sg (1.2) @=lim + Lu + du (i.5)

Ax= dx

Ax+0
(.3) B= £ (1.6)

Ae=Ay'"‘ y

Fig .3. Deformaciones en la zona cen_tral
Del especimen de la fig Ll

e

'~ |



En la fig 1.3-b se ho sefalado la posicién que ocupan en la viga deformada
las secciones transversales A-B y C-C. Se puede ver que estas secciones, que ori
ginalmente eran paralelas, forman ahora un dngulo A® que es la rotacién relati-
va entre las dos secciones. Por conveniencia, se ha elegido la seccién A-B como

‘ o aquella que permanece en un plano vertical al deformarse la viga. La nueva posi
cién de los puntos D y C se ha indicado con indice (D' y C').

Es importante observar en las figs 1.3-b y 1.3-c que las secciones A-B y D-C
se han trazado como lineas rectas después de la deformacién de la viga. Esto se ha
hecho aceptando una hipétesis usual en la teoria de flexién de vigas, la cual esta
blece que las secciones que son planas antes de la deformacién contindan siendo

planas después de lo deformacion. Esta hipdtesis fue formulada por Navier a prin

cipics del siglo XIX y se conoce con el nombre de hipdtesis de las secciones pla-

_nas. Ha sido confimada experimentalmente para materiales usuales.
En la fig 1.3-c se rr}uggtm el segmento de viga ABC'D' en forma amplificada
y se muestra tambmcién C'-D' antes de la deformacion de la viga ==
( C-D). En esta figura se ha sefialado con Awla deformacién que sufre una fibra
cualquiera situada a una distancia y del eje neutro. Si se divide esta deformacién

Au entre la separacién original entre las dos secciones, Ax , se obtiene la de-

formacién unitaria promedio de la fibra considerada.

Si la separacién Ax se hace tender a cero y se toman limites, la deformacién

unitaria de una seccién de la viga (fig 1.3-d) se puede expresar como

P YA
Ax+0 AX a7 (1.1)

t
! Puesto que las deformaciones Aw. son mayores cuanto mds alejados del eje -

i

h neutro se encuentren las fibras longitudinales de la viga, las deformaciones unita-
!
!
i rias mdximas se alcanzan en las caras superior e inferior de la viga. Las deforma-

'

‘ ciones unitarias, £ , pueden interpretarse fisicamente como los acortamientos y alar

gamientos que sufren las fibras entre dos secciones seporadas entre si’ una distancia

uvnitaria (fig 1.3-d). Las unidades de estos acortamientos y alargamientos son las
mismas unidades de la separacién unitaria entre las dos secciones. Los deforma--
ciones unitarias, € , son adimensionales puesto que son el cociente de dos longi
tudes, como indica la ecuacién (1.1).

Si se divide la rotacién relativa de las secciones A-B y C-D entre su sepora

cién, As, se obtiene la rotacién promedio por unidad de longitud,que recibe el

nombre de curvatura y se representa con la letra % .

(1.2)

Af es la longitud del arco, a la altura del eje neutro, comprendido entre las sec
ciones A B y C' D' de la viga deformada. En este inciso la curvatura se conside
ra con valor absoluto,

El reciproco de la curvatura recibe el nombre de radio de curvatura, L. Co
mo p; %g , su significado fisico es el mostrado en la fig 1.3~b. En la seccidn
1.2.4 se demuestra que la curvatura y el radio de curvatura son constantes si el
momento flexionante es constante y si no varian las caracteristicas geométricas y
mecdnicas de la viga a lo largo de su eje.

Por semejanza entre los tridngulos aOb (fig 1.3-b) y CbC' tfig 1.3-¢), 'el
dngulo CbC* es igual al dngulec A®,

Ahora bién, de la fig (1.3-c) se deduce que

- A o
Ae = == (L

Sustituyendo la ecuacién (1.3) en la ecuacibén (1.2).

1| A

¢=—;-73; (1.4)

Puesto que las deformaciones verticales de la viga son pequefias, el arco es

practicamente igual a la cuerda y por lo tanto A¢ es pricticamente igual a Ax,
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y puede sustituir en la ecuacién (1.4). Si se hace esta sustitucién y la separa-
cién Ax se hace tender a cero, la curvatura en una seccidn transversal, queda

expresada por la ecuacién:

(1.5)

Pero como se ve en la ecuacién (1.1) el término du/dx es la deformacién

unitaria g. Sustituyendo en la ecuacién (1.5) se obtiene

¢=5 5 €=y

Esta ecuacién indica que la curvatura de una seccién es igual o la deforma-

(1.6)

cién unitaria de una fibra cualquiera, &, dividida entre la distancia de la fibra
al eje neutra, y. La curvatura, f , se puede' interpretar fisicamente como la
rotacién entre dos secciones separadas entre s una distancia unitaria (Fig 1.3-d).
Sus unidades son (L) - puesto que es el cociente de 'una cantidad adimensio=-
nal (€) entre una longitud ( y ). En cambio, las rotaciones son adimensionales =
(radianes) puesto que son el cociente de dos longitudes como puede verse en la
ecuacién (1.3).
La ecuacién 1.6 muestra que las deformaciones unitarias longitudinales, £ son
directamente proporcionadas a la curvatura y a la distancia y del eje neutro.
Con la convencin de ejes adoptada, parc fibras situadas debajo del eje neu-
tro la distancia y es positiva y la deformacién unitaria es positiva (tensién). Para

fibras situadas arriba del eje neutro se invierten los signos

1.2.3 Esfuerzqs en vigas de materiales eldsticos y lineales, Fémula de la

escuadria

Considérese una viga de material lineal y el&stico (fig 1.4-a), de seccibn
transversal cualquiera, pero simétrica respecto al eje vertical (fig 1.4-b), y supéﬁ
gase que por efecto de un momento flexionante, M, la viga se deforma de tal ma
nera que la fibra superior sufre una deformacidn unitaria de compresidn, € .Y
la fibra inferior, una deformacién unitaria de tensién' £, . Si se admite la hipé-
tesis de los secciones planas, mencionada anteriormente, el diagrama de deforma-
ciones unitarias en una seccién transversal serd lineal, como se muestra en la -
fig 1.4-c. El eje neutro estd localizado a distancias c] y c2 de las caras superior
e inferior de la viga, respectivamente. El diagrama de esfuerzos resulta también
lineal como se muestra en la fig 1.4-d, puesto que existe una relacién lineal en-~
tre deformaciones unitarias y esfuerzos, segin lo indica la curva esfuerzo-deforma
cién del material (fig 1.4-0). El esfuerzo en una fibra cualquiera es € 1Eg,
siendo & la deformacién unitaria correspondiente a esa fibra. Siguiendo las convem
ciones de signo del inciso anreriorl los esfuerzos de tensién son positivos y los de

compresidn, negativos.
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La fuerza de compresidn o tensién, dF , en una franja diferencial cualquiera
situada a una distancia y del eje neutro, como la indicada en la fig 1.4-b, es
igual al producto del drea de la franja, dA, por el esfuerzo al nivel de la fran-
f. Por lo tanto,

19,

dF = fdA = E-c-dA ' (1.7)

de material

La suma de las fuerzas de compresién y de tensién en la seccién transversal

se puede encontrar Integrando la ecuacién (1.7) entre los limitesy= -c; y y = cqt

v CaT = J 1'F_-e.-a_b. o Lt ;

-t}
Para que la seccidén esté en equilibrio, la fuerza de compresién, C, debe -
ser igual y de signo contrario a la de tensidn, T . Por lo tanto, la integral debe

ser igual a cero ¢
.C

LE:&.AA =0

]
.-(_‘

Esta integral se puede escribir también en la siguiente formas
‘L
Y
-C.
El témino £/y es constante ya que por tridngulos semejantes en la fig.

"~ 1.4-c se obtiene:

& &
£ =S8z St o constante
Ca

Sacando los términos constantes del integrondo:
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Ca
& -
E _7—.[ yclA =0

-c,
Para que se cumpla esta ecuacién, la integral debe ser nula puesto que los

términos canstantes no lo son. Par lo tanto,
A e e e R

CL)/AA=O

-f,‘
Esto integral representa el momento estéticc o momento de primer orden de

(1.8)"

la seccién transversal respecto al eje neutro e indica que dicho momento es nulo.
Para que se cumpla esta condicién, el eje neutro debe coincidir con el eje cen-

troidal de la.seccién, ya que el momento esttico de un Grea sélo es nulo respec
to a su eje centroidal. o
Una vez conocida la posicién del eje neutro, puede calcularse el mamento

resistente de la seccidn tomando momentos de las fuerzas dF respecto al eje neutro:

M- [ yaF- oA [feedt [Tegrtan

-C |

Puesta que el término E/y es constante, segin se demostré anteriormente,

esta integral se puede escribir de la manera siguiente:
r’q. 1 i

-—C'

(1.9)

donde | representa el momento de inercia o momento de segundo orden de la sec~

" re to | . . P
cién transversal del eleme%ro?gms:u eje centroidal, que es igual frecisamente a

c‘L L3
y dA

‘C.

El momento méximo que puede resistir una seccién transversal se obtiene
cuando el esfuerzo f en la fibra mds olejada del eje neutro es igual al esfuerzo

.. . R . . .
- méximo, f.., que resiste el material en un ensaye de tensidn o compresién uni-

axial (fig 1.4-a). Por lo tento,

M ns = (fmgcs !cmgr '1

¢ (Fames) Eems 1 .

o M e :

-] (1.10)
v

Estas ecuaciones indican que la resistencia del elemento puede alcanzarse -

de dos maneras. Si el término ( f max) compr / c1 es menor que el témino

( f max) tens &7, la falla ocurre en compresién, y, en caso contrario, la falla

ocurre en tensién. Las ecuaciones 1.10 y 1.11 se conocen con el nombre de fér-

mulas de flexién o férmulas de *la escuadria.

La ecuacién (1.9) se utiliza también para encontrar el esfuerzo en cualquier
punto a que se encuentra sujeto al material cuando se conoce el momenta flexio-
nonte que actia sobre un elemento. Despejando el témino f de dicha ecuacidn:

M
, f+—y (1.12)
)

I

Como el esfuerzo méximo es el que se presenta en la fibra més alejada del
eje neutro, se puede encontrar dicho esfuerzo sustituyendo el témino y por el tér
mino ¢ que representa la distancia del eje neutro a la fibra més alejada.

Se obtiene: )

(1.13-a)

[ —

I i
El término 1/c es constante pora una seccibén transversal dada. Se represen-

ta usualmente con la letra S y se conoce con el nombre de médulo de seccién.

La ecuacién (1.13-a) puede escribirse por lo tantos

{1.13-b)

(vwvy)y

R RS T AT




Si la seccién no es simétrica con respecto al eje neutro, existird un médulo
de seccién para cada cara, como sucede en el ejemplo 1.3,
El momento M que aparece en las ecuaciones anteriores es positivo cuan-
do produce compresién en la parte superior de la viga, y, de acuerdo con la con .
vencién de ejes, la distancia y es positiva hacia abajo (fig 1.5 y Apéndice B).

1
.

¢

ople)

- T

T‘ij .S le&ndm’q de ﬁjwos.

La curvatura de la seccién transversal, segin se ha visto anteriormente, es

(Fig 1.4-c):

(1.6)

}£ . _%_,__ o 3

Puesto que para un material eléstico, € = f/E,

. _f
Pt

> t—;

Segin la ecuacién 1.12 :
£ .M
Y 1

Por lo tanto, la curvatura puede calcularse con la siguiente ecuacisn:

¢=) }'Z\L O (1.14)

~Como se indicé anteriormente, no se establecerd por el momento convencién

&

respecto al signo de la curvatura, considerdndose Gnicamente su valor absoluto.
El diagroma momento~curvatura para up elemento de material eldstico serd,
por lo tanto, como el qJe se muestra en la fig 1.6.
'F-i3 .. 'Diwjrma. M-
" pero- Vel caso de
moateciales li-

meoles b4 zla'.s‘l'im)

max, #

En los ejemplos 1.1 a 1.4 se presentan diversas aplicacianes de la férmula
de la escuadria y del médulo de seccién. En algunos casos se ilustra el célculo
de curvaturas. Los datosde los ejemplos se han formulado de manera que resulta
evidente dénde los esfuerzos son de tensién y dénde de comprensiér:.

Ejemplo 1.1.- Se trata en este ejemplo de determinar el momento méximo
que puede resistir una seccién de un material homogéneo y eldstico, conocidas
las caracterfsticas geométricas de la seccidn y las relaciones esfuerzo-deformacién
del acero. El material considerado tiene resistencias diferentes segin se trate de
esfuerzos de tensidn y compresion. Es necesario, entonces, calcular el momento re
sistente correspondiente a cado una de las dos formas de falla posibles. Regird el

valor menor. La curvatura determinada es la que comresponde a este valor. Como
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la seccién es asimétrica y el momento de inercia utilizado en la fémmula de la
escuadria es el centroidal, fue necesario determinar primero la posicion del eje
neutro y calcular entonces el momento de inercia correspondiente a este eje, Yo
que se hizo recurriendo al teorema de fos ejes partlelos.

Ejemplo 1.2.- Este ejemplo es uno de revisin en que se pide encontrar los
esfuerzos mdximos que un sistema de fuerzas dado produce en una viga de seccién R
conocida. También se pide la curvatura en la seccién de momento méximo. La
seccién de momento mdximo se localiza fécilmente con la ayuda del diagrama de
cortonte, ya que los méximos se presenton donde los cortantes son nulos. Los cdl=-
culos para la obtencién de los diagramas de fuerza cortante y momento se basan
en la aplicacién de principios elementales de estdtica y no se han incluido aquf.
Las consideraciones sobre el momento de inercia hechas en el ejemplo 1.1 son tamn
bién aplicables aquf.

Ejemplo 1.3.- Muchas veces es Gtil emplear [a fémula de la - - - -
escuadria en funcién del médulo de seccién. En este ejemplo ge ilustra el célculo
de los médulos de seccién de una seccidén triangular y su aplicacién al célculo de
esfuerzos.

Ejemplo 1.4.- Este es también un 'eiemplo de revisién, como el ejemplo 1.2,
aunque el planteo es diferente. Se trata aqui de determinar la carga uniforme que
puede soportar una viga de seccién conocida sin que se excedan unos esfuerzos de
tensién y compresién dados, En el ejemplo se supone que los esfuerzos admisibles
de tensién y compresidn son iguales. Como en el ejemplo 1.2, las ecuaciones don
de se preszntan los momentos mdximos se determinaron con la ayuda de los diagra~
mas de fuerza cortante.

Vigas de seccién compuesta de materiafes no homogéneos. (Ver pdg
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1.2. 7 ¢ Vigas de seccién compuesta de materiales no homogéneos

A veces se utilizan materiales no homogéneos para formar lo que suele lla-
marse vigas de seccidn compuesta. Asi puede combinarse lao madera con el acero
o el acero con el concreto. En la fig 1.6 bis se muestran algunas secciones com
puestas tipicas. En todos ellas debe lograrse que las superficies de contacta en-
tre materiales distintos no presentan deslizamientos relativos.

Las secciones compuestas de materiales eldsticos sometidos a flexidn pueden
analizarse con base en los principios fundamentales expuestos en las secciones an
teriores. En ellos se basa el método de la seccidn transformada, que se expone
en la seccién 3.3 en relacién con la investigacién de esfuerzos en vigas de con-

o
creto reforzado, el tipo de seccién compuesta mds comin. Ertejemplos 3.3 y 3.4

se ilustra la aplicacién del método a vigas de esta clase.

PR IY T 8 P
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R ! como se ve en la fig 1.7. A continuacién se presentan méto- E

1.2.4 Flexién en vigas de materiales no lineales . sal de un elemento,
"

Supéngase que en el ensaye a flexién de un elemento como el mostrado en la dos para obtener diagramas momento-curvatura cuando se conocen los diagramas es
fig 1.1 se miden en un instante dado la carga aplicada, P, la deformacién unitaria fuerzo-deformacién del material obtenidos en ensayes de tensién o compresién axial.

en la fibra superior, &+ y la deformacién unitaria en la fibra inferior, &, o Exis ) L M? Mmox )
ten instrumentos de laboratorio, tanto mecénicos como eléctricos, disefiados especicl - —= —F
mente para medir deformaciones unitarias.) A partir de estos datos pueden caleular- o X X o 7
se el momento flexionante aplicado al elemento en la zona central, M = Pa (fig 1.1) : :
y la curvatura de una seccién transversal situada en dicho zona, 8 = (ch.t_'t)/h - ’ , ¥ ™ { i
(Fig 1.3). Si se repite el procedimiento para otros valores de la carga aplicada, se . " I .
obtienen varios valores de M y 6, los cuales definen una gréfica como la mostrada . -~ E |
en la fig 1.7 que recibe el nombre de diograma momento-curvatura. Cada punto del &Iul & ¢ '
diagrama corresponde a distintos valores de las defom\acio‘nes E vEs lo cual se ha L ’:“ F|9 \ D (Qgro ma momq,n*\'o - CUTVO*UFQ
indicado con los diagramas de deformaciones unitarias mostrados en la figura. * Supéngase, para fines de ilustracién, que se trata de obtener el diagrama mo

Los diagramas momento-curvatura son importantes porque sirven para obtener i mento-curvatura de un elemento de seccién rectangular, de 10 cm de ancho y 20

diagramas momento-rotacién y carga-deflexién, los cuales se utiliza i s
9 Yy carg o v se utilizan en el disefo em de altura, fabricado con un material cuya gréfica esfuerza-deformacidn se mues
de elementos, como se mencion§ en la seccidn 1.2.1 - . Ademds di . A

! emds, un diagrama de tra en la fig 1.8. Un procedimiento para obtener el diagroma M-g es el siguiente,

este tipo indica cuél es el momento méximo que puede resistir la seccién transver- . [ + .
que pv : a) Supdngase un valor de la deformacién unitaria en la fibra superior, &, , |

{fig 1.3-d) que esté comprendido en el rango de valores de la fig 1.8. Pa

:n?\x”.. ; 1~-~ ) S v . .z
‘ (é» oo o . i - . . . ~ ra fines de ilustracién, supdngase que se eligié el valor €, " 0.003 mos-
& - ! trado en la fig 1.9-a.
60 o ’ ; b) Supéngase un valor de la profundidad del eje neutro, €, . En este ejmplo
{ ! o~ se eligié ¢, = 7.5 cm, como se muestra en la fig 1.9-a.
. : ERETRE J  T e 4L ¢) Calciiese, por trifngulos semejantes o gréficamente, el valor de la defor-

macién unitaria al nivel medio de cada una de laz franjas en que se ha -
dividido la seccidn transversal (fig 1.9-a). Esto puede hacerse a partir de |

los valores de Ql y cl , y de la distancia desde ei centroide de la fronja

i

a la cara superior de la viga. Por ejemplo, el valor de la deformacién

unitaria al nivel medio de la franja inferior es:



d)

e)

f)

9)
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1.9 -0 <29 __//0.0031\!!,
1.5 I X

= 0.0041b
1.5 s

L

. | . §

b;/olor mostrado en la fig. 1.9-a. . :
Generalmente, es suficiente dividir en cinco o seis franjas la zona de -
compresién, y en otro tanto, la zona de tensién.

Para cada valor de las deformaciones unitarios de la fig 1.9-a, determi-
nese ¢l esfuerzo correspondiente en el diagrama esfuerzo-deformacin del
material mostrado en la fig 1.8. Los esfuerzos correspendientes se muestran
en la fig 1,9-c. Por ejemplo, a la deformacion de 0.00476 calculada en
el inciso anterior, corresponde un esfuerzo de :10 kg/cm2 en la gréfica

de la fig 1.8. Como puede verse, determinan un diagrama de esfuerzos -
cuya formo es semejonte o lo del diagrama de la fig 1.8 P —
Calcdlense las fuerzas de compresién mostradas en la fig 1.9-d. Cada - . ),
uno de estas fuerzas es igual ol esfuerzo promedio en la franja multiplica

do por el perolte de la franja y por el ancho de la seccién transversal
de la viga. Por ejemplo, la fuerza correspondiente a la tercera fronja de
la fig 1.9-d se calculé de la siguiente manera :

320 x W19 xlio —~ 4.0 tom
\coeo .

Calcilense los fuerms C y T, fig 1.9-d, que son las resultantes de I;:s fuer
zas de compresion y tension de todas las franjas. -

Compdrense entre si las fuerzas C y T. Si son iguales, la seccién transver
sal de la viga estd en equilibrio de fuerzas horizontales, y se pasa a cal
cular el momento flexionante como se describe en el pdrrafo (h). Si no -

son iguales, como en el caso de la fig. 1.9, la seccién transversal no es-

4

N

Sy

té en equilibrio. Debe suponerse un nuevo valor de la profundidad del eje
neutro, c}, y repetir el procedimiento desde el parrafo (b) cuantas veces
sea necesario hasta que las fuerzas C y T sean iguales °, mds correctamente,
hasta que la diferencia entre las fuerzas C y T sea muy pequefia (menor -
del 5% ael valor de la menor de las fuerzas, aproximadamente). En la fig
‘ 1,10 se muestra otro tanteo del mismo problema en el cual la diferencia ¢

entre las fuerzas C y T es suficientemente pequefa.

h

=

Cuando la seccidn transversal esté en equilibrio, se calcula el momento -
flexiononte, multiplicando cada una de las fuerzas de compresién y tensién
en las franjas de la fig 1,10-d por su distancia al eje geométrico de la
viga. Este célculo se muestra en los figs 1.10-e y 1.10-f,

i) Una vez que se haya encontrado la profundidad del eje neutro para la cual
esté en equilibrio la seccidn transversal de la viga, calcilese la curvatura
de la seccidn, ¢, dividiendo la deformacién unitaria, &, + supuesta en el
pérrafo (a ), entre la profundidad del eje neutro correspondiente al equili

brio, ¢j. Por ejemplo, para el caso de la fig 1.10, la curvatura de lo -

seccidn transversal es:

: ! ?g‘ 0.003 __
; 9.s

o, OO 215 e !

El momento obtenida en la etapa (h) y la curvatura obtenida en la etapa (i)
definen un punto del diograma momento-curvatura de la fig 1.7, Pueden obtenerse
atras puntos suponiendo otros valores de Ec en la etapa (a) del procedimiento des-
crito anteriormente, hasta tener un ndmero suficiente para definir la forma del dia
grama M - ¢, ' @

En la fig 1.11 se muestra el diagrama momento curvatura obtenido de la mane
ra anterior para la seccién de 10 x 20 cm y el material con lo gréfica esfuerzo -

deformacién de fa fig 1.8. Se muestran también los estadas de deformaciones para

los puntos con lus que se definié el diagrama. El momento flexionante resistente de

™

i
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la seccién transversal es de 3.3 ton-m

Pueden presentarse los tres siguientes casos de diagramas momento-curvatu

tura:

a} Ei diograma momento -curvatura presenta una rama descendente y un pun
to de momento mdximo al inicarse esta rama. Este es el caso de la fig
1.11 y se presenta esqueméticamente en la fig 1.12-a.

b) Se alcanza la deformacién unitoria méximo en compresién del moteriol
sin que se presente una rama descendente y sin que se alcance la de-
formacién méxima en tensién del material. En este caso, el diagrama

’ i momento-curvatura y la distribucién de deformaciones unitarias al alcan

zarse la resistencia son como los mostrados en la fig 1.12-b. e

c) Se alcanza la deformacién unitaria méxima en tensidn sin que se pre-
sente la rama descendente del diograma M - ¢ y sin que se alcance

la deformacidén unitaria méxima en compresién. Este caso se ilustra

- ) en la fig 1.12-c. .

El procedimiento numérico descrito en esta seccidn resulta sumamente labo
rioso para efectuarlo sin ayuda de computadora, ya que coda punto del diagrama
requiere una serie de tanteos hasta lograr el equilibrio de la seccién transversal.
Sin embargo es relativamente senciilo escribir un programa de computacdora para
desarrollar los célculos, y el procedimiento tiene la ventaja de ser completamen
te general y aplicable cualquiera que sea la gréfica esfuerzo deformacién del
material. También puede generalizarse fdcilmente a secciones nho rectongulares.ﬂwv
En este caso, cada una de los fuerzas parciales de compresidén y tensidn se ob-
tiene multiplicando el esfuerzo pramedia en la franja por el peralte de la fran-
ja y por el ancho de la seccién transversal al nivel del centroide de la franja

considerada.

Cuando la grdfica esfuerzo-deformacidn se puede definir por medio de uno

ecuacidn sencilla, es posible seguir un procedimiento analitico para determinar
el momento que puede soportar una seccién. Esto fue lo que se hizo en el inci
so anterior con el caso porticular de materiales de comportamiento lineal y elds
tico. Se dedujo en esta seccién la férmula de la escuadria, que relacional el
momento que actia en una secciSn con sus caracteristicas geométricas y los es-
fuerzos generados en ella por el momento dado. En el ejemplo 1.5 se presenta
otro caso particular, el de un material elasto-pléstico.

Ejemplo 1.5.- El material dado exhibe un comportumiento elasto-pléstico
tanto en compresién como en tensién. Sin embargo el esfuerzo y la deformacién
unitaria correspondientes a la rotura con distintos. Evidentemente rige la compre
sidn, Dada la simetria de la seccién y dado que los modulos de elasticidad en
compresién y en tensién son iguales, el eje neutro queda a la mitad del peral-
te de la seccién. El diagrama de deformaciones unitarias serd, entonces, el mos
trado en el croquis y de él y del diagrama de esfuerzo-deformacién se deduce

la variacién de esfuerzos indicada. El momento se obtiene par estética y la cur

vatura, a portir de la ecuacién (1.6).
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L2A4, & FLEXION ASIMETRICA v oo oot g ey S e Mz MLy e
Py = : VO FTHETR ‘F= = ‘T‘Z R ?
En la seccién 1.2.3 se establecié que la férmula de la escuudraa - - i hdi D SRy & B er j:n,- fr s
! : ! o . H

sélo puede aplicarse cuando el materiol es de comportamiento lineal y cuando Ja ]

iz s donde M, y M_ son los momentos flexionantes alrededor de los ejes-Y y Z, res-
seccién transversal del elemento es simétrica respecto al plano de carga. En sec- - 4 z

. s y e e . pectivamente, e | e |, son los momentos de inercia alrededor de dichos ejes. El
ciones asimétricas respecto al plano de carga,: pero simétricas respecto @ un eje Y ”

SO S — . . . e a. . segundo sumando del segundo miembro representa el efecto de la cargo de la fig
perpendicular al plano de cargas, existe flexion sin torsién Gnicamente si el plano] . :

. . . 1.36- I pri do, el efecto de la carga de la fig 1.36-c. Si M es el
. de cargas pasa por el centro de torsidn de la seccién transversal, como se ilustrd T by el primer sumando, el efec g 9

; ' t ducid la carga P, el momento M_ es igual a Mcos @ y el momen
r en la fig 1.33 para el caso de una canal. Si el plano de cargas no pasa por el momento producido par fa carga T, z g y -

. ‘ + i . P tant ¥.50 de escribir también
~ centro de torsidn, la seccién se encuentra sometido a momento torsionante, adicig ° M)’ es igual a Msend. Por lo tanto, la ec { ) se puede escribi
’ .o : en la forma e
nalmente a la flexién y o lo fuerza cortante. ‘ "v! FOu
b e - Y ..,.....,_*_.
Otro caso de flexién asimétrica, es el de secciones con dos ejes de simetria - ) {_’ (Msen 9) 2 . M cos B o \ .' ‘
pero sometidas a cargas inclinadas respecto a dichos ejes, como se muestra en la ﬁ'\'ﬂ & = I "1' \ (1.51)
o F o z
fig 1.36-a. Este problema se resuelve descomponiendo la fuerza aplicada en dos 7 A : |
componentes que actien en °°d° uno de los ejes de simetria (figs 1.36-b y 1. 36":), Se puede demostrar que-la inclinatién del eje neutro (fig 1.36-0). queda deter
aplicando la férmula de Io escuadria para cada una de las dos companentes y su- minada por lo ecuacién '
3 mando los efectos. Haciendo esto, se obtiene que el esfuerzo en un punto cual- ;;Jg g TG e és “ pry M‘g_,ﬂ:’f"ﬁq- : .ﬁb,ﬁ _532;
. . \9" A
quiera de la seccidn transversal con coordenados y, z, es: A*W?W?Nﬂ mﬁ’ A4 "ﬂf’ : 27
-0l 2b & t
de L] ’ omy = (1.52)
s st T cityriy I S TR s
— e nren e+ s e a———. . < -\ oo v o | pan s s e oy et st et - .
i Para secciones asimétricas, pueden aplicarse los ecuaciones 1.50 y 1.51, susti
[t ) {fQQQ G PO O "3,&'; ’ “ tuyendo | jes de simetri , | i incipales de | i6n, es decir r
- = .= yendo los ejes de simetria por los ejes principales de la seccién, , po
P ) | , 2 ' inerc i
3 aquellos ejes alrededor de los cuales es nulo el producto de inercia de la seccién.

Esto se ifustra en la fig 1.37 pora el caso de una seccién Z. La carga P debe des

L 4 .
i f@ componerse en sus componentes sobre los ejes Y y Z que en este caso son los ejes
¥ ' ; B
b . principales de la seccién. Los esfuerzos pueden determinarse después con las ecs
1 (1.50)6(1 .Sy. Lo demostracién de que los ecs (l.50)y(|.5|)son aplicables a seccio
‘ nes asimétricas coando los ejes Y y Z son los ejes principales pueden encontrarse
; . i ek . -
fuf 4 PRESFIRC ) ’




en los textos de Resistencia de Materiales.
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Las deflexiones debidas a los momentos MY y Mz pueden calculorse por medio

> -

de los procedimientos expuestos en los secciones 1.26, 1.27 y 1.28. Las deflexio
nes asi’ colculadas se encontrarén en los planos en que actian los momentos flexio
nantes correspondientes. Pueden superponerse quedando la deflexion resultante en
un plano perpendicular al eje neutro.

1 i
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Ejemplo 1.17.- Se trata de encontrar los esfuerzos producidos en la seccién
de empotramiento de un voladizo por uno cargo concentrada inclinodo aplicada
en el extremo, asi como la orientacién del eje neutro correspondiente. Lo carga
esté contenida en el plano YZ,

Los esfuerzos en las cuatro esquinas de la seccién de empotramiento se calcy
laron con lo ecuacién (1.51). Se abtuvo primero el volor obsoluto del momento
producido por lo carga concentrada y, en seguido,las componentes de este momen
ta can respecto a los ejes Y y Z Al sustituir estos volores deben utilizorse los
signos correctos de los momentos. La tonvencién de signos para el momento

M, = Mcos @ es la expuesto en la seccién 1.2,3 para la flexidn producida por
fuerzas contenidos en el plano XY. De acuerdo con esta convencién el signo co-
rrecto de M, es negativo. Estableciendo una convencién semejante para la otra
componente de flexidn, My= Msen@, se comprueba que el signo correcto es po-
sitivo. En coso de duda pueden deducirse los signos correctos de los esfuerzos ha
ciendo caso omiso de las cbnvenciones de signos, tanto para ordenadas como paro

De gste andlisis se

momentos, y analizando el comportamiento fisico de fa viga.
deduce fGcilmente de qué lado producen tensiones o compresiones las dos compo-
nentes de momento .

E] éngulo & entre el eje neutro y el eje Z se determind primero por medio
de lo ecuacién (1.52) y después definiendo dos puntos de esfuerzo nulo. Los pun-
tos de esfuerzo nulo pueden localizarse fécilmente a partir de considerociones geo
métricas. Un examen de los esfuerzos determinados pora las cuatro esquinas de la

seccién indica que existirdn puntos de esfuerzo nulo en los lados EH y FG ya que

los esfuerzos en los extremos de coda lada son de signo contrario. Lo posicién de

<A . :

DS 8 M. ‘

.

o

-estas puntos de esfusrzo nulo puede determinarse por semejanza de tridngulos. j,‘
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1.2.5. Diagramas momento-rotacién y carga-deflexién ‘ ma momento-curvatura que se usard para calcular los diagramas M-0 y P -A. ‘
En esta seccién se presenta el vos de diagramas momento-curvatura, cuya R
obtencién se describié en la seccién anterior, para calcular onalfticamente diagra ,

mas momento-rotacién y carga-deflexién. e R e

Supdngase, para fines de ilustracién, que se trata de determinar el diogra

ma momento-rotacién de una viga libremente apoyada como la mostrada en la -

~
!
|
|
1

fig 1.13. La seccién transversal de la viga es constante en todo el claro, por lo ‘ ‘ ) M
3

que el diagrama momento-curvatura es el mismo para cualquier seccién transversal.
. P
! i { — ‘
N , 9 2. 2, g
4

1 | - |
a . Dh : . PN N .

: |

% Y 1, &a.? Sec. G-a. Fig 114 Diagrama momentoe-curvotura de lo vga dela fig 113

Fia. 13 Viaa rectavouwlar |ibremente ) , - _ . !
19 O_Po,md%., Com do; t-u5a.; concemtroadas ' : i f

I _

| :
l

!

|

P

Més adelante se indica cmo puede generalizarie el procedimiento para vigas cuya Considérese ahora que el valor de la carga P es tal que el momento flexionmte en

|

seccién transversal varfa a lo large del claro. En la fig 1.14 se muestra el diagra~ a lo central tiene un valor M, como se muestra en la fig 1.15b. En el diagra ‘
i ma M-8 de la fig 1.14 se ve que la curvatura correspondiente a este momento es }
81. Por lo tanto, si se traza un diagrama que muestre lo distribucién de curvatu-

ras a lo largo de la viga, se tendrd una curvatura constante en esta zona (fig 1.15-c).

i Para obtener el diagrama de distribucién de curvaturas en secciones situadas fuera

de la zona central de la viga, se puede proceder de la siguiente manera. Se de- |
termina el momento en varias secciones de la viga. (Por ejemplo, en la seccién

2.2 (fig 1.15-b), se tendrd un momento M2.) Después se encuentra la curvatura

i

correspondiente a este momento en el diograma momento-curvatura de la fig 1.14,
la cual se traza como ordenada del diagrama de distribucién de curvaturas de la

fig 1.15-c. Repitiendo el procedimiento para ofrus secciones, por ejemplo la sec- 7

S ORI R s s P &

e e v =

cién 3-3 de la fig 1.15-b, se obtiene un nimero suficiente de puntos para definir




ol diagrama de la fig 1.15-c. Una vez determinado el diagramo de distribucién

de curvaturas a lo largo de la viga, el siguiente problema es determinar las rotacic

nes y deflexiones. Este problema puede resolverse por integracién o por medio de

los teoremas conocidos con el nombre de teoremas Grea-momento. En las secciones

siguientes se describen estos métodos.

o - lp lp

" (a) Conducion de carga y apoyos

~/ TMa 1M2‘Tl_h'

A ) 23 A

(b) Diagrama de momentos

A

S8

| : m i2
(c) Diagrama de curyocturas
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1.2,5.1 Célculo de pendientes y deflexiones por integracién. Ecuacién de lo -

aae ¢«  eldstica y relaciones fundamentoles de la teoria de flexién

" En los textos elementales de célculo diferencial se demuestra que el re-
ciproco de la curvatura, que se conoce con el nombre de rodic de curvatura, P

de una curva cualquiera, se puede expresar con la siguiente ecuacién:

e

‘ a 4

i

(1.15)

El término dy/dx en la ecuacién anterior es la pendiente de la curva. Debido a
que en el caso de vigas las pendientes son pequefias, el valor de (dy/dx)2 es des-
preciable, y el numerador de la ecuacién anterior se puede considerar igual a lo
unidad. Por lo tonto,

A
1

f- o

A portir de esta ecuacién se pueden obtener las pendientes de la viga deformada,

(1.16)

dy/dx, y las deflexiones, y, por integracién. Integrando uno vez se obtiene los

3y _
2 =

X

jg‘éx +C3 SRR

e integrando dos veces se obtienen las deflexiones

Fig i.15 Determinacion del diogroma de curvalura a [o largo pendientes
de una viga -
|
‘ w5 PALTOR
‘ ' ™ v

‘ E < GHixe - i Y Tae

M

(1.18)

7-.1[95 c\xt » Cox +C, T

donde C3 y C4 son constontes de integracién que se determinan de las condiciones

de borde de la viga como se muestra en los ejemplos.




Una vez conocidas las pendientes dy/dx, puede calcularse la rotacién
entre dos secciones cualesquiera como la diferencia de pendientes entre dichas sec
ciones. Por ejemplo, la rotacidn total entre los dos extremos de una viga (fig 1.1)

es la diferencio de las pendientes en los extremos. En adelante, la rotacién entrei»

dos secciones cualesquiera a y b se denominard Aeub' y la rotacién entre una —-

seccién cualesquiera a y una seccién que permanece en un plano vertical se deno-
minard @ o. El valor de €, serd, por consiguiente, igual a la pendiente en la
seccién a, El procedimiento de determinacién de rotaciones y de flexiones descrito
es préctico dnicamente cuando la curvatura ¢ se puede expresar matemdticamente
por medio de una ecuacidn sencilla, como en el caso de materiales eldsticos en
los que ¢ =lM/EI|(ec 1.14). Sustituyendo este valor de ¢ en la ecuacién 1.16 e

obtiene

O -

1 wk A \
M
4y . )____]
dx* ET (1.19)

La ecuacién 1.14 se obtuvo en la seccién 1.2.3 en téminos del valor
ebsoluto de la curvatura ya que no se hizo ninguna consideracién sobre el signo de
fa curvatura. Es conveniente definir ahora dicho signo. De acuerdo con la conven=

cién de ejes odoptada, o sea,el eje Xhacia la derecha yel eje Yhacia abajo, una

Curvotuwra.

mego-tive X

y S
. l\b Cenvemcion ele.
s os .

< r\/o.‘fu.('a_. - rs
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i o kel whe Gt 5
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viga deformada como en la fig 1.16 con lo concavidad hacia arriba tiene curvaty

ra negativa ya que la pendiente de la curva disminuye al avanzar en la direccién .
positiva del eje X. Ahora bien, el momento flexionante asociado a una deforma-
cién como la mostrada en la fig 1.16 es positivo, ya que produce acortamientos . .

en las fibras superiores y alargamientos en las fibras inferiores (fig 1.5). Por lo tan .

to, o un momento positiso corresponde una curvatura negativa y las ecs 1.14 y -

1.19 quedon en la forma

Jt ) M
Sle=f - =1

(1.20)

Esta ecuacién se conoce con el nombre dé ecuacién de la eléstica, ya que la for-

ma de la viga deformada recibe el nombre de eldstica cuando el material es elds- |
tico y lineal.
Sustituyendo el valor de ¢ = - M/El en las ecuaciones 1.17 y 1.18 so

obtiene:

ﬁ:—j-ﬂc\x -+ C.s (1.21)

dx Tl

L . 1 |
oy <|§~/ dx = — %An-&-cﬂ%-CA (1.22)

Los ecuaciones 1.21 y 1.22 indican que las pendientes y las defisxiones pueden ob

tenerse mediante un proceso de integracién a partir de los momentos. Los momentos,

a su vez, pueden obtenerse, también por integracién, a partir de las cargos. En

efecto, segin se estudio en los cursos de Mecénica Analitica, existen las siguien- |
tes rela;imes entre carga dplicada, w, fuerza cortante, V, y momento flexionante,

M:




ERE R VIR .

b—-wtmm‘ N b e
P

i

v ?: S
' | dM

= — (1.23)

dx

cw

3\ (1.24)

dx

Wz -

P

La convencién de signos pora fuerza cartante que se utiliza aqui consis-
te en considerar que en las vigas la fuerza cortante es positiva cuando las fuerzas
cortantes que actuan en los extremos de un tramo producen un giro en el sentida
de las manecillas del reloj ( Apéndice B ). Por lo tanto la ecuacién 1.24 tiene
signo negativa, porque, de acuerdo con la convencién de signos pora cortantes,
para una carga hacia abajo, que es positiva, la fuerza cortante disminuye al au-
mentar x. N

‘Derivando la ecuacién 1.23 y sustituyenda en la 1.24 resulta
K] (1.25)

Segiin estas ecuaciones, la fuerza cortante y el momento flexionante se pueden ob

tener por integracién de los ecuaciones 1.24 y 1.2, de la siguiente manero:
i

-lw«l} + Cl - C(na) T

\/-..

s

(1.27)

“M - ‘-H.W‘A’;‘LC‘Y .\.C-,_

Las constantes Cj y C2 son diferentes de las constantes C3 y C4, y se obtienen
también de las condiciones de borde como se muestra en los ejemplos.

En la fig 1.17 se resumen las ecuaciones obtenidas en esta seccidn, rela

|

e
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cionindolas con una viga homogénea y eldstica libremente apoyada. En el lodo

izquierdo de la figuro se muestra la forma en que puede obtenerse la fuerza cortante,
V, por integracién de la carga, w (ec 1.26); el momento, M, por integracién de
la fuerza cortante, V; lo pendiente dy/dx, que segin la notacién adoptada puede

expresarse como 9j, por integracién de las curvaturas M/EI; y la deflexién, y, por

integracién de las pendientes. En el lado derecho de la figura se muestra, de aba-

160t

EIJEMPLO (Lo CAlculLO DE PENDIENTES

)

Y DEFLEXIONES POR INTE.GRACION, A
PARTIR DR 1A ECUACIioN DE MDOMENTO

DATOS

jo hocia arriba, lo forma de obtener la pendiente, 8;, el momento, M, la fuerza
cortante, V, y la carga, W, por derivacién sucesiva. Las relaciones del lado dere
cho se obtienen por derivacidén de las relaciones del lado izquierdo.

En el Ejemplo 1.6 se muestra la obtenciéa de las pendientes y de las de-
flexiones de una viga por integracidén. En este ejemplo, el momento M se calculé
de la manera convencional, pero pudo obtenerse también por integracién usando las

ecuaciones 1.26 y 1.27. Esto se ilustra en el ejemplo 1.7,

1.2.5.2 Célculo de pendientes y deflexiones mediante el principio de la viga con-~

jugada

Si se comporan las ecuaciones 1.21 y 1.22 con las ecuaciones 1.26 y
1.27 se puede establecer una similitud entre el célculo de pendientes y el célculo
de fuerzas cortantes, y entre el cdlculo de deflexiones y el cdlculo de momentos
flexionantes. En efecto, si la carga w se sustituye por el valor de M/El, o por
el vufgs%tlayﬁs curvaturos ¢ paro el caso general de viga de comportamiento no §
lineal, y los condiciones de borde de la viga se transforman para que las constan-
tes C| y C- resulten iguoles a las constantes C3 y C4, el cdlculo de pendientes
y deflexiones se transforma en un célculo de fuerzas cortantes y momentos flexio-

nontes. Esta transformacién se conoce con el nombre de principio de la viga conju-

gada y se puede expresar de la siguiente manera:
lutos

e M/EI para vi

"Si se obtiene el diagroma de curvaturas, o de valores
gos de comportomiento lineal, y se considera que las curvaturas son cargas, las

fuerzas cortantes obtenidas son en realidad las pendientes de la viga, y los momen
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tos flexionantes son en realidad las deflexiones de la viga. La viga cargoda con
ol diograma de curvaturas recibe el nombre de viga conjugoda™.

Para que las constantes C; y Cgse transformen en las constantes C3 y C4 ,

):-u L é\l-uu.

L

es necesario, por lo general, modificar las condiciones de apoyo de la viga origi-

nal, En lo fig 1.18, cuyo uso se ilustra en el ejemplo 1,8, se muestron las condi

Vigas orij'lﬂ“'l" - Vigas cenjugadas
D .

l
u , P
N v | (@) A)=0 ot I” ¢ 4,=0 Mfo‘mﬂﬂfﬁﬂidﬁm. M,=0

‘ ) g
i e " % . 8, 8, F1=6, Ra=0e

= P =
LIPS R L —— -’ (6) 40 My=0 WWW—@‘M -0,
- + ?‘Q AT 42
= —m <+ ’ >— g B el=0 62—- IAZ R = w R2=62
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3vd

= + _Sﬂ
‘(‘["‘“ 3garl

(c) Alsow@mﬁﬂfo M= 0 ammmmme . M2=0
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Fig. 1% Vigosconjugados correspondientes a diversas vigas
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ciones de apoyo de las vigas conjugadas para diferentes condiciones de apoyo
de las vigas originales. Las condiciones de apoyo de las vigas conjugados se
obtienen porinspeccién de las deflexiones y pendientes en los extremos de las

vigas originales. Por ejemplo, en el voladizo del caso (b), el extremo de la

P

viga conjugada debe ser un extremo libre ya que al ser nulas la deflexién y

la pendiente en la viga original, no pueden existir ni momento ni fuerza cor
tante en la viga conjugada. Por otra parte, el extremo derecho de la viga -
conjugada debe tener tanto momento como fuerza cortante ya que en la viga
original existen deflexién y pendiente en dicho extremo. Por lo tanto, el ex-
tremo derecho es un empotromiento én la viga tonjugada.

En el ejemplo 1.8 se aplica el método de la viga conjugada a la de-
terminacién de la flecha en el extremo de un voladizo. Las condiciones de
apoyo que deben considerarse en la viga conjugada pueden apreciarse en la
fig 1,18, De acuerdo con [1s convenciones de signos que se han estado utifi
zando, el momento de la viga real es negativa, la carga que actba sobre 12
vigo conjugadu es negativa y el momento producido por ¢sta serd positivo yu
que origina compresiones en la fibra superior y teasiones en la fibra inferior.
Por lo tanto, las deflexiones, que son iguales a los momentos de la viga con

jugada, serdn también positivas, es decir hacia abajo.
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1.2.5.3 Céleulo de pendientes y deflexiones por las teoremas érea-momento*

Supdngase que la distribucién de curvaturas a lo largo de una vige 'sigue
vna ley cualquiera como la mostrada en la fig 1.19-a y considérese un segmerto
de viga de longitud, dx, en el que la curvatura tiene el valor ¢. De acuerdo
con la ecuacidn (1.2) la rotacién AB entre das secciones de una viga separadas
una distancia /A x se puede calcular con la ecuacién

Ae = #As
Tomando Ifmites cuando Ax tiende a cero y considerando que la longitud del arco
As o précticamente igual a la longitud de la cuerdaflx, por ser las deformacio

nes pequeflas, se obtiene

- de —-/a;a

El témino gdx representa el érea rayada de la fig 1.19-a. Si se desea

(1.28)
&

calcular Ja rotacién entre dos secciones cualesquiera A-A y b-B (fig 1.19-a), -

basta integrar la ecuacidn (1.28) entre las secciones A~A y B-B,
e =| ¢d
e 4
]

Esta integral representa el Srea del diagrama de distribucién de curvaturos

(1.29)
&5
entre las secciones consideradas.

La ecuacidn (1.29) es la expresién matemdtica del primer teorema drea -

momento, que establece que: L1 rotacién entre dos secciones de una vigo es igual

al Grea del diagrama de curvaturas entre las secciones consideradas.

cién de curvaturas se puede representar con una expresidn matemdtica sencilla o

cuando dicha distribucidn es constonte, por ejemplo, en los materiales de compor-
tamiento eldstico lineal. Si no es asi, resulta conveniente un procedimiento numé-
rico que consiste en dividir el diagroma de distribucién de curvaturas en segmentos

de longitud finita A x (fig 1.20-a) y calcular el drea por integracién numérica, o

sea,

She 'LZ ¢LA} 13

L2l (1.30)

La integrocién de lo ecuacion (1.29) resulta préctica cuando la distribu-~

¥Fstos feoremas se conocen también con el nombre de teorema de Mahr o teoremas
de Greene, por haber sido desarrollados independientemente en la misma época por
los Profesores Otto Mohr y Charles E. Greene.

Fig 119 Relaciones entra

desplazamienTo

W

curvalura | rolacion y
Lineal

e
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En este caso las rotaciones se concentran en los puntos centrales de cada in-

tervalo como se muestra en la fig 1,20-c.

El segundo teorema drea-momento permite calcular el desplazamients lineal de
una seccién de la vigo respecta a otra seccién. Si se multiplica el dngulo d6 por

la distancia del segmenta dx a la seccién A-A, se obtiene el desplazamiento dt,

Esta ecuacién es vélida Gnicamente para desplazamientos pequefios ya que se
considera que el tridngulo MNO es rectdngulo, a pesar de que en rigor no lo es.
Las deformaciones y. curvaturas de,elementos reales son lo suficientemente peque-

fias paro aceptar esta simplificacién.

Sustituyendo el valor de d dado par la ecuacién (1.28),

fig 1.19-b, entre los extremos del segmento diferenciol,

(1.31)

¢4 (a)

4

b

Fig 120 Discretizacion del diogroma de curvaturas

(1.32)

dt =xgdr

El desplazamiento diferencial dt es producido Unicamente por las curvaturas
dei segmento dx. El desplazamiento producido por el diagrama total de curvaturas

entre las secciones A-A y B-B es:
1

= A -

t, j Lpdr |

.

(1.33)

L wi . aid

A B

A

e

o ad

(a) | o (b)
Fig 1.2y

Desplazamiento lineal

T ws



Esta integral es la expresidn matemdtica del segundo teorema &rea-momento

que establece que: El desplazamiento lineal de un punto del eje de una viga con

respecto a la tangente que pasa por otro punto es igual al momento de primer or-

den del Grea del diagrama de curvaturas comprendido entre los dos puntos con res-

0

pecto ol primer punto. Obsérvese que no siempre el desplazamiento fineal es igual

a la deflexién o flecha de la viga. Por ejemplo, el desplazamiento tag del punto
A con respecto a la tangente que pasa por B en la fig 1.21-a no es la deflexién
del punto, mientras que en la fig 1.21-b s lo es, por ser horizontal la tangente
ol punto B. En los ejemplos se indica cémo pueden calcularse fas deflexiones a =
partir de los desplazamientos linecles cuando no son iguales ambas cantidades.

El céleculo de desplazamientos también puede hacerse por el procedimiento nu
mérico descrito para el caso de rotaciones (fig 1,20). La integral de la ecuacién

1.33 se sustituye por

i

m » ‘
tAb =2 . ¢;_A7L (1.34)

8

En la aplicacién de los teoremas de Grea-momento se requieren las Greas y
los momentos de primer orden. Para facilitar los célculos correspondientes, se pre-~
sentan en el apéndice A las &reas y centroides de los diogromas de curvatura més
comunes.

Convencién de signos. Los teoremas drea-momento permiten obtener lo rotacién

de una seccién respecto a otra y el desplazamiento lineal de una seccién respecto
a la tangente que posa por ofra seccién. Es conveniente estoblecer y observor cui-
dadosomente el signo tanta de la rotacién como del desplazamiento lineal. Siguien
do las convenciones de la seccién 1.2.2, se establecen los siguientes criterios.

— Las curvaturas, ¢, de una seccibn transversal dada se consideran con el sig-
no contrario al del momento flexionante en dicha seccién. Puede haber, por lo tan
to, curvaturas positivos (cuando la viga deformado es céncava vista por abajo) y -

negativas (cuando la viga deformada es céncava vista por arriba) — — -—— —

- 1169

como se indica en la fig 1.22-a. El punto en que la curvatura cambia de sig
no corresponde, por lo tanto, al punto de momento flexionante nulo; dicho pun

to recibe el nombre de punto de inflexién.

+6p¢ !

. & g‘ (b)

7 * Y YO ~—_. BA Punto de inflexion

{
o ~—JA Bl —XIC D X
1 t, 4 == -9
b 4

"Fig 1,22 Convencion de signos

La rotacién relativa de una seccion B con respecto a una seccién A, que

_ se representa como [*] BA' & negativa si el dngulo medido de la tangente en A,

a la tongente en B tiene el sentido contrario al movimiento de las agujos de un

’ reloj, tal como el dngulo @ 5, de la fig 1.22-b. La rotacién relativa es positi
va en caso contrario, como la rotacién @ pc mostrada en la fig 1.22-b,

El desplazamiento lineal de un pdnto A respecto a la tangente que posa -
por ofro punto B, tag: es negativo si el punto A queda orriba de lo tangente -~
que posa por el punto B, como el desplazamiento lineol taog de la fig 1.22-b
y es positivo en casa contrario, como el desplazamiento tpc de la misma figu-

fa.




Generalizacién a vigas de seccién variable ‘ b , | . i
2 ‘ U d
; : ; . P C B AT
En lo-seccidn onterior se ha supuesto que el diagrama momento-curvatura e A g C F : e !
0

el mismo para todos las secciones transversales de lo viga, por lo que se ho podide }
et . . 1. I ! !
obtener la distribucién de curvaturas a lo largo del elemento directamente del dia- — ( !
i - ‘
. i
groma de momento flexiononte y del diagrama momento-curvatura, i ] : : .
I "
En viges de seccién variable, sucede que no todas las secciones transversa~ 'A ? c (0) c o
1 —

les de la viga tiener el mismo diagrama momento-curvatura. Por ejemplo, en la
vige de leo fig 1.23~a, las secciones tronsversales comprendidas entre B-B y B'-B'
tienen el diagromo momento-curvatura mostrado en la fig 1.24-a, mientras que las

secciones comprendida: entre A-2 y B-B y entre A'~A' y 3'-B’, tienen el diagrama

momento-curvature mostrado en lc fig 1.24-b, En este caso, las curvaturas corres-

pondientes a los momentos mostrados en la fig 1.23-b se localizan en el diagramc

M-¢ de la fig 1.24-a paro los secciones comprendidos entre B-B y B'-B', y en ei

diagrama M-¢ de la fig 1.24-bt para las secciones comprendidas entre A-A y B-8,

y entre B'-B* y A'-A', De esta manerc se obtiene la distribucién de curvaturas mos
troda en lo fig 1.23~c. Obsérvese que er las secciones B~-B y B'-B', en que la

seccién transversal cambia bruscamente, se tienen dos curvaturas; una de ellas co-

rrasponde al diagrama M-¢g' de la fig 1.24-a y lc otra el diagrama M-¢’ de la fig

(c) ot
1.24-h.
fanl v . P .
Unc vez obtenido el diagrama de distribucién de curvaturas a lo large de la r ft’j 123 D/ngomq de CUTVO%UVGSQH \/IQQ d@ seLeion VOHOHQ
viga, pueden obtenerse la: rotaciones y deflexiones aplicondo los teoremas drea-
momento de la misma manero que en el caso de vigas de seccidn constante. Uni- - M - ) o M
g . B
comente hay que observar que e! procesc de integracidn se debe hacer pot zonas Moo= M/q-\ " !
t . .
! . s
en que fa curvaturc sec funcibén continua. Por ejemplo, en el casc de la fig 1.23 . Mo b - / i
C i
no se puede integrar a lo large de toda lo vigo sinc que es necesario hacerlc en- M:3 - — : { - .
Y
tre las secciones A-A y B-B, después entre lcs secciones B-B y C—Ceﬁif sucesivo Ml( - { : ! - - -
’ Iy ; s
mente. M5 | | : -
: ) ) bigd L ot o

En los ejemplos 1.9, 1.1C y 1.11 se ilustra la aplicacién de los teoremas

|
|
‘Dj,&;@g@g @ . @ Qlf) ¢111 (5) @3 e ¢’ i3 oA

érec-momento, o

FIQ 1.14 Dioq:omas M'ﬁ
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Ejemplo 1.9.- En este ejemplo se desea calcular la pendiente que tiene en
T. el apoyo A el eje deformado de la viga, asi como la deflexién que alcanza ésto
" al centro del clars. Sabiendo que el diagrama de momento flexiononte para una
viga libremenie apoyado y con carga uniformemente distribuida es una pardbola -t
con el valor maximo de %—-, se puede determinar el diagrama de curvaturas, el
cual por definicidn es igual el momento flexionante, con signo negativo, dividido
entre lo rigidez, El. Debido a la simetria de la viga, lo tangente al eje deforma
A do de la mismo al centro del claro resulta horizontal. Conocida la pendiente en
el punto B, se puede conocer la pendiente cn cuaulquier otro punto de la vigo em
pleando lo expresién 9p=0, + QBA' siendo B un punto situado a la derecha del
punto A. Como el &rea del diograoma de curvaturas es negativa, par el primer teo
rema area-momento, el incremento OBA resulta negativo. El signo encontrado con-

cuerda con el sentido del giro de la pendiente en A a la pendiente en B, que es

cantrario a los manecillas del reloj. De la expresién antes sefialada se obtiene que
E)

w g

24E1

La deflexién al centro del claro se puede encontrar aplicando el segundo -

la pendiente en A es positiva, siendo el valor de ésta

tearema Grea-momento.lo desviacién tangencial de A respecto a B, tags en este 0
caso resulfta igual a la deflexién de la viga, BB',e igual al érea de la mitad de
. 7w o - N .
lo parébala (— SUIET L) multiplicada por la distoncia del centroide de es-
3 3E] )
ta érea a la verticol que pasa por A (—?8- Z) .
Como se puede observor] la desviacién tangencial resulta negativa, lo cual

.. concuerda con lo indicado en el diagramo. e -

Ejemplo 1.10.- Con este ejemplo se ilustra la aplicacién de los teoremas
drea-momento a vigas de seccién variable. Debido a que el diagrama de curvatu-

ras es igucl al de momento, con signo negative, dividido entre El/ y siendo | varia

ble a lo largo de la viga, el diagrama de curvaturas tendrd variaciones bruscas al

cambiar | de valor.

)

En el problema se pide encontrar el giro,0 cambio de pendiente, del eje deformado de
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--da viga al pasar del punto A al C. Por el primer teorema area-momento, este gi

70 es igual al érea del diagrama de curvatura comprendida entre las dos secciones,
_1 Pat
T8 E'L

do en el diagrama, contrario a las manecillas del reloj, al girar la tongente en A

. El signo negativo de este giro concuerda con el sentido marca

a la tongente en C.
La flecha méxima se presenta donde la pendiente al eje deformado es nula .
Para determinor su localizacién es necesario conocer la pendiente en un punto -

cualquiera de la viga. En el e.emplo se escogié el apoyo B cuyo pendiente serd

t Pot
0g = ——‘%E: “:‘5 ch « El signo negativo de lo pendiente concuer-

da con: lo direccién de los ejes. Suponiendo que lo flecha mdxima se presenta en
el punto D, lo pendiente en este punto, Op: debe ser igual a cero y la relacién
Op =86p + Byp también debe cumplirse. Siendo 6p =0, luego 8g = 8ppy . Pero
®gp, por el primer teorema area- momento, serd igual al drea del diagrama de cur
vatura comprendido entre D y B, por lo que para determinar la pasicién de lo fle
cha méxima es necesario determinar el valor de z que hace el drea del diagroma
de curvatura igual al giro en B, resultando z = 1.64 a.

La deflexién méxima seré igual a la distancio DD', la cual puede obtener-
se restando a la distancia D'D" el valor DD" que es la desviacién tangencial tpp.
La distancio D'D" puede encontrarse por tridngulos semejantes yo que la desviacién
tangencial tpp se conoce.

La desviacién tangenciol tpg se encuentra aplicando el segundo teorema area-
o
EL
el sentido de fa desviacién tangencial encontrada. La deflexién méxima resulta
Pa
ET

métricas, por lo que no se tomo en cuenta el signo negativo de las desviaciones

momento resultando igual a -0,506

; el signo negativo concuerdo con

ser igual o 0,539

. Esta deflexién se dedujo de consideraciones geo

tangenciales.
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Ejemplo 1.11.- Con este ejemplo se ilustra la forma de calcular las pen-
dientes y las deflexiones de una viga, cuando el eje deformado de la misma pre-
senta doble curvatura. El diagrama de curvaturas se encuentra dividiendo el valor

de los momentos, con .signos cambiados, entre El. Cuando la curvatura ss positiva,

e

el eje deformado debe ser céncavo visto por abajo, mientras que cuanda es nega-
tiva, debe ser concavo visto por arribo; donde lo curvatura es nula habrd un punto

de inflexidn.

distancia desde el punto de inflexién a la seccién buscade, donde la pendiente es

nula. Resulta una ecuacién de segundo grado en x, cuya solucidn es 3.61 m,

El célculo de la deflexidn se efectia teniendo en cuenta que la deflexién

méxima serd igual a ta desviacién tangencial tgp, yo que la tangente que pasa por

D es horizontal.

Tomando en cuenta los criterios antes expuestos se puede suponer un eje de
formado como el correspondiente a la primera hipdtesis de conmfiguracién. La defle-
xidn en A se puede estimar como A A'= A A" - A' A", El valor de A' A" se pus
de determinar si se conoce la desviacion tangencial tcpr la cual se puede calcu-

dos g

lar aplicando el segundo teorema drea-momento, resultando igual o - =
signo negativo de esta desviacién tangencial indica que debe estar en direccidn con
troria a la del eje Y, por lo que la configuracidn del eje deformado supuesta no es
correcta. Para hacer coincidir el signo negativo con la direccién de la desviacién

tangencial es necesario adoptar una configuracidn como la mostrada en la sdgunda

hipdtesis. En este caso la deflexion del punto A resulta ser A A' = A' A" + A A",
£l valor de A'A" se determina por tridngulos semejontes, una vez conocido el valor.
de teg. A A" resulta ser la desviazién tangencial tpg, la cual se encuentra apli-

cando el segundo teorema Grea-momenta. El signo positivo de esta desviacién tan
gencial concuerda con lo direccién encontrada que es la misma que lo del eje Y.

Sumando los valores se encuentro que la deflexién en A es igual a y sabiendo

oo

EL

que El es igual pora esta viga a 2239 t-m2 la flecha resulta de 7 cm.
Lo pendiente cn A se puede encontrar si se conoce la pendiente en cualquier

otro punto de la viga, aplicando la ecuacién 8, 93 + 8, . Para esta viga la pen

AB

diente es 1,25° respecto a o horizontal. e
pe

Para calcular la fl:cha méxima se necesita determinar primero el lugar donde
la pendiente es nula. Esto puede hacerse portiendo de la ecuacidn OD:GA + OpA,

donde @p= 0, 9, es un volor ya canocido y Opp se expresa en funcin de x, la

A ke

o 2usarsorver.. ot AR . wte v




177

P

L R

i

[

Spp—)

B

EJEMPLO (LID CALCULO DE PENDIENTES v / ETEMPLOQID  (Covtimuocisd ) 2
DEFLEXIONES DE UNA VIGA SOMETIDA A DOS

R s vt 3

Ema @AS CONCENTRADAS A PoR ARBA- MOMENTO B

s | 375

| ! ! T V‘ N ¥
) t ¢

Cv (Vo..+u—ﬂa. S

et

- bl a
- + 7
totem noten. TN k3/°"’ 1 .5

- o Vigo-I-11', pesada] sl | 1
Ié;’ﬁ ? Y el:|: .mtu”r:\--.“aA i & T ‘ +.ﬁ 1 J c
I

1.5
- EI.:wa'Td.nm»‘ , -Ef' l l |
r* +m—t3 I e A e

DaTtos

+—

i)
v‘@

! 2t [ | cdlewlo da lo flgela y o desviocion
7--5".4!‘1 : = l‘l..itm i +orgamcia.l an A
. 4
: : —
Se pide: a) Eneomtrar le penderfe] Lo - J i
y loo deflaxich En el - ce ‘&5'?""’"'5

wato de imflexiom .
b) Emc:\n‘f’r‘a—f lo
deflesxi vy by pmen,

e = e R

A'A
SoLve1oN ' o Flecha. en A AA' 7
- — 1. _ Colewlo _J_A ol . ' L o R
M &m "’- ® ’tl“ - L l . a AA -AA - A A o ‘....J
-+ .
| T | s b S
®. o (pwmt Q ﬁlc_ 17 5N M '
! - A pum > '
o S 4 e | pm .9 '315
w! 1', t""-l‘" \Mli’“:l"?') —_— = ] —] — -tc,s = —%. -‘EI -cA‘(8+.§. +-;-_(-€i—)l(9 x.\)l —
e T T | 4
T ! i j i tgn._ - EOI




178

EIEMPLo QD  ( Combimec ol EJEMPLO QD (Covh mue—cicd) 4
Lo clo.svuz—c..mw tamae e ol rgsu_H‘o’ Pardiente en B

de senhdo cwonitrecrio 0) Su-lpus‘h’ o

P—-r( Lo (PN N ‘LO-LQ S § e oﬁ‘o—

e a,wrc-e-.m . =

’B n

4’ »X 1F Kréhis

h?

[4 Y
Flecha en A = A'A" +AA
A's t 1.$ |
AA = AR = ﬁ < _{ x.i 'El:.
AN s 425 (Ver collewlo 1%
Tl ) l«nr—é'huis )
Flecha en A = 422 25 _ oo
3ET T T
) = o - 0.0 rm
1139

S
Flecha swA =0 °-"“\L

- 4
k4

.e.‘b - Ten - 405 1315
1 EL-\1L TL
1B, 4+ 6 -1 15 .4
AS T A3 =TT TELL
F“’ L -
;= 4805 _ 433¢
i BL 1179
}
1 = 0.2UE rediemey
¥ = 1.26°
. e -

el o
Py
992 9A 4 9 '\N
' ©p =0 ‘
; eA = 42115

Posicien de la Soc,c-;n/-, dornde lom
_ rohﬂen‘fe, es

e §




g 179
eTEMPo QD (Comtimuock) s EIEmPLo QD (Comthimeaawid)

U .38 . . 28 1 2l 25 L a2 211 biabd

/ Y SEI¥ _E_f“_ 2p S " T 43 1(‘113.“5]
A —

! o = _1Sy.y <35 _ _»n O UL &
/*l._; +;J o EL~1 EL K BT 2739
-1
EL 1€I 1
CQ:'Q.M-'O "QGL\. M‘:xiﬂ\“&. 1 3 el A
RIEEE.
_ 8 ' | « >
r s
—;t“ A {
. D ) *




Ut e ok i

2.2,

2.3,

2.4,
2.5

2,6.

2,7,

American Institute of Timber, Construction, "Timber Construction Manual",
John Wiley and Sons, Nueva Yark, 1966, .

"Especificaciones para estructuras de Madera’, Secretoria de Obras Piblicas,
Méxica 1968. ‘
"Reglamenta de Construcciones para el Distrito Federal”, México 1966,

R. J. Hoyle, Jr., "Wood Technology in the Design of Structures", Mountain
Press Publishing Co., Missoula, Montana, 1973.

H. J. Honsen, "Disefo moderno de estructuras de maderas”, CECSA, Méxica

1969,

G. Gurfinkel, "Wood Engineering”,” Southem Forest Products Association,

New Orleans, Louisiana, 1973.

SO — o e o e ———— TR A A A A gt

-~

- ;‘ « ¥ B Ny rekn
REFERENCIAS st s i gl ’ ettt s APENDICEA e a
Propiedades de las secciones planas.
2.1.- F. Robles, O. M. Gonzélez Cuvevas, J,L. Trigos S., editores, "Apuntes Notacién: - A )
_ de Mecdnica de Materiales, Cuaderno 1", Facultad de Ingenieria, UNAM, X, ¥ = distancio al centroide C YA
] A = drea - B -
México, 1973. § Ix, ly = momentos de inercia respecto a los ejes x, y

Ixy = producto de inercia respecto a los ejes x, y
J=Ix + ly = momenta polar de inercia
Igg = momento de inercia respecto ol eje B-B

1 i Recténgulo. (Origen de ejes en el centroide}
b A
: il A=>bh x =3 ¥ =3
T bh? , hb?
'5 - =
y ' h=17 &=7q .
aling - bh d
e oy P 1, =0 J - (h* = 5%
12
¥ - 3 T . T .
2. i Recténgulo. (Origen de ejes en una esquina)
i LW
P A . ) )
j_ 1, vw J b h? 4 b2
Oi‘-—b—hi x ,.," =~ = 3( - b%)
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ke hh Lo b A
A=37 =73 773
N
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APENDICE B
Convenciones de signos

v E —
6 ¥ Circulo. (Origen de ejes en el centro) a) Ejes X &
; d=2 . md nrt  wd*
A =wur - IL=1 ey
: wrt  wd*
z , , L=0 s -T2 _ B
Swrt  Swd* YY)
- ===
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: wd —_— ()
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1, =0 J-zwn-"—':'—' — )
Yy @O
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c . _ Ot sy P
s R L 5w  0.1098 1, Y M M
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x 4 M
b l,=0 I-?'(b’+a')
p—a a—im .
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APENDICE 8
{ Continuacién )

f) Esfuerzos en planos inclinados en miembros con cargas axiales
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1.- La viga "T" de la figura esté hecha con un material eléstico lineal. En
contrar el valor més grande de lo corga P que puede aplicarse si dicha cargo pue-
de actuar hacia obojo o hacia arriba. Los esfuerzos permisibles a flexién de la vi

ga son : 9 2
V1=210 Kg/em” ; Ve -410Kg/cm

Rese;: P MAX= 627 Kg.

1
i o ‘ f= 8- /
T L ] e
— e e
et o

aond ol 5 gm0 J
EJERCICIODS R |
| e
AT
}~ (FLEXION)
2.- Determine el radia de curvatura en x = 5m.
\ 2o
wd 10w © - 6 o Cem’y
" - ‘ } . _4 z 2 2 3
A B
E = 141 tony/cm
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3.- . Suponga que un material tiene un diagrama esfuerzo-deformacién como
se indica en la figuro, con 2V, como su resistencia Gltima a la tensién. Determi-
ne el momento Gltimo, M, para una viga rectangular de base b y altura h =.2¢, =

flexionando alrededor del eje horizontal .

.

5.~ Una viga tiene la seccibn transversal compuesta como se muestra en lo
figura.
i) Si los esfuerzos permisibles a flexién son ¥ = 1500 Kg/t:m2 (acero) y =-

2
V =100 Kg/cm (madera), encuentre el momento permisible de la seccién.

vl Resp.: 1.11 be2 To
2%,
_ 4
° € '
Y
4.- Una viga de seccién rectangular de dimensiones b x h, se flexiona al -

rededor del eje horizontal de la seccién. El material de la viga presenta propie-
dades linealmente elésticas a la tension e idealmente plasticas a la compresién.
Si el nivel de esfuerzo méximo en tensién y compresién es ,VB\ , sea, numérica--

mante el mismo ¢ Qué momento M resiste la viga en funcidn de @ , byh?

Resp.: (11 2

N

ii) Con el resultado anterior dibuje el diagrama de esfuerzos en la seccién.

Actao

/“/(—"—C/r

E(nu-) - 1:!9‘ k)/,,._;

[ 3. 77 MAU"'. - 3 (maders) = gxioY k) foma v
o
Qem 20 m 2em,
Resp.: Mp“ =4.8 ton. m.
6.- Caicule el ancho b de la viga de madera unida a des placas de.acero, =

como se ve en la figura, para que soporte la condicién de carga mostrada. Los =~
esfuerzos normales permisibles en la madera y el acero son V), = 100 Kg/t:m2 y ===

VA = 2500 Kg/cm2 respectivamente. Tome Ep =1 x 10° Kg/t:m2 y =emeesssess

EA=2x]06 Kg/cmz.

%‘:...L\o | Sw

" : q*.» b.u/‘“
VL2777 7778 e we 10
Mavina 20cm ' kL‘L" L Zn L 2. |
] o Ll -

‘l.LZ////" /'/'/ './' o 7] 1| 2tma
. o Rex_P bz io..,



189

7.- Determinor los esfuerzes de trabajo si la seccién soporta un momenta de 9.~ Determinar la cargo méxima resistente y la curvatura en el exiremo y=-
1.5 ton-m. en el centro del claro de la siguiente viga. ) ¥
. Ho.t R
E, =2 x 10 Kg/cm? fL = 200 Kg/cm?
2 2
=10 f_ = 4000 K
A‘ cm b4 G/GM we ? 30
Usar el método de la seccién transformada. ) ,Kmtnﬂﬁﬂﬂxmmi - =
: L ‘
&rea de acero = 10 cm2 !“ '= 20 um :
o d0um 2 |
y ) f = 101.5 Kg/em Le3n :
i o-p.: LIRS
= 2 Tlaut 100 ¥y /e .
f, =736 Kg/em Trewt 100 ¥) s
p— 40w | ‘.... : e.00) Rep.: w=1.9ton
v 8 0.001 T
8.~ Determine ol factor de forma de las figuras siguientes : A 5
P = 4.75x10° em'
e Lem S [ P Considere a la viga de la figura,homogénea.y de seccién transversal --
—wiwr: - -, Gircular constante, sometida o un por de cargas aplicadas como se ilustra. Si el -
20¢m 2
fom -fuorzolv'lm = 300 Kg/em®, ¢Culnte debe valer ¢l diémetro de o seccién -
1S e para soportar la condicién de carga ?
kT
a) Y
- P ¢ 2tw 2o P2 Tow
S O g - l,
») -
S " — > 5
[ S L _— » L -
| ] hy - o . "
A'ILL‘ 3. 3. ! In 1 : 3
— 1'_‘- 20w z_‘l’. ‘) - 1
_'D b) LT : } 5
e) -8
Resp.: d=27.3cm.
r — jt:""'* d) Lod
F—sz ~
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- .-  Determinar el valor de w si el esfuerzo permisible en la viga es ===-=-
Vperm =2000E9_ . Caleular el momento méximg correspondiente en la viga.
cm?
. we q A,{,..,heion
40~ : /A// K
VOO e YA AARAn 7 E
- . o w T >
o et o
i 3
12.- Para la viga de la figura, ¢cuél es la carga P méxima si los esfuerzos per=

misibles son de 300 Kg/cm2 y de 200 Kg/cmz, a tensién y compresidn respectiva=-

mente?
]
LP p
A é, L: S
o
e
1% e L Lo 4 -
N iy q = 1
Y 3. 3. Le §
s to 5 s
1
W ]
T
Lem
—d 1Y om
1_# Cb Resp.: P pyax=234.7Kg.

o B

b
i
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13.- Calcule tos esfuerzos méximos por flexidn en los purres A, B yCdele
seccidn mostrada.

tow /m
| N wz 2

- " , I

& - L. i

Resp. Inclinacibn de ejes principa-
les: x=16.4°
Vo = -342.3Kg/cm? (campresisn)
T xB = 1074.6 Kg/cm? (tersisn)
Ve=0

191

Pobewa Yo la Vega de lu Figora,defeminar o perlie
aptopmdo h pam gue myoﬂ’e lees axg 0l nditadw su esee
der de 1.0cwn o Hecha eu e ceutw del clayo Y S Que s
whwepase o euorze cdunsible a b plexidu de 95¥y/cud

y F =10 kg o lzorg 1305
IS B h
. . h@oma + GOLMI 140 ew }

1
6cm

Solvaow: Lerduieudo b viga, por equ.h)mu TMe=o0
20(100) +30( 603 = 300 Ba . Rp=22. 46714
Por Thy=o 2421333y,

Obkweudoie e &ldﬂ\(uﬂo\ de woweub +lemouau-

te y aphauds uga cw‘Jogg‘Jﬁuo

Pcua lawzcmu ﬁdu.\—
voi k) I:%‘P
T= e(hosh®
12

x

&I‘ i
Tor IM) =0

£l 2
r 3173.37(%::) (206.66) = 300R%
B
5o Ppz 20624 34
ET
Ko que b fedia wg 1gud on 1 an dl caubo del cluo

| = Mé%i 34 as«:)—j%){a_ié 19;)(56.4;,) - _%0_93 (i0) (=)

%
213330, 100 4 & Goolr ZD3.3 (coXU30)+ @403 )0, 14O
LT o £ = %x

TERI(RIew 5V = 25 e

W~ 52%.993 . h= golar
o = 3473 =M, - h - M
Muex = 37283 My M‘ (qlg')i =4

- _
L hs % = %g:}_szh: 6N jlge.




Poblama  Hua la viga crgada cowo w moestig, si ley
esrvatos pewnisibles san Bdoka/uit y 350K fut o Cowpu-
sidu y Teustdu T&W\uameu‘f'é; deterwmiuo: b crga Puosime

Que poade &1 a\oltcado gu que fules esporrzosse vebasew. )

'2om P
o' )
2au

— ha@ga Pheue w

P \
I ( i huen de aceibw 1obie
J ; el carho de qaveded

2m 2ubw +

i T

tada
B dmg wa de pous &LE‘m Hew ouauiles

Mumag= 1P Fgw
58

Qolucioh

f

Pova b seecibn 9= gggz)lmm)u. - Giitem

2012 #/D
Tu=1801. 5230wt dy-292¢47cwt

ko 1nduawba deloje vevho &3 fayu= Xf;h.,o

192

Problewa  d (al ey el mayor valor Qoe puede alcansas lon
carge. Pou ona viga o [ ieactéy, wudiaones de apoyo
g fewa. de ccnglu aquemnahizade) ou le $1guv, 3 los |
espoartos pewmuibles sou los udicados?

Lhew 7 20 p Sundowr X0 ha -
P 1 J Tuades= 10019 s
Madow % 4 ) 'y ) h=din Eaca.:llwgls/..v "

Y, Y Yi Yy

-+

o ———— 1}
s 20Cu Jem

Sluwir « Nograws de woweules plexioyauts -

£ o -—
B _

M wax = %L \ﬂ‘

Mract= ©T Ne- Bxup, 2625
9 Buwodas
Sepcubu Trawprwod-
.,,I
k2

I= iliﬁxﬁ; 63 nsewt ; Tp=G = 1290 = 40.5: <G
%

D
v two=10497  A=phss
)Mx’ ko evporest wanwos ocwsten eu A yP
| Qh =~y - Hy 2 ~3407 05 P ). bue EEy
M — Ix 12 1Y01.525 248 .67
L Pr2dssing
Tp=-Mry 4 Myx:350:-08 73&925 (419 4 0.1 EP g
Ix Ty 1301.523 2¢49.62
Lo P=1e9.253  Jhge

Mr=45_,§zgg..a_u.s)-_ 5.3 /5 Ka-om
!
2o Mes Uyon = P_(i_)z 5,3 Tw

o Pa £ = 2:69 Toa

-2 —

Tacsio = 3ot -



193 C C< -

Problewe,  @laslat el vaby de lu caga lhwi wa para o Problewn  Fara lu viga mogiada e L Fiqum. delovutvar
viga mosrada si el wmatom! del que et heche, 30 con po 6) hoy dugruwas de huerie wotaute g woweuh #lexouaute
to oo 12 ivdica eu la gk, b) ha wagmtod de loy eviueries uomales waimos e o pou-

bo de woweub widuwn ;¢ Lo mazl}bcl de la epverzas cor

ashwhibe: w : fantes LMZ\K!MAN_ eu uun puq{n abado a'su dd apoyo r2gu
- & dlesewaasue gouardles e lu pudicule g elde-
 iSm 3w Poramieud ;e ta waguifud dd desplutaunads verhica) ev

+Ey + — : ab ¢
\ T L%I.j 10¢us d lw swy E:l,a’o‘w
1ovoksy . ... ; = ot .
- S . : e feent! I:H‘“"
| h Y3
. .‘L; & ' P 3w 2 3w : zw_:_ U

gohr(b’JfODObfGAO; veamoue: por E,Q)\l(hw EMy=o 4% 1 gafa- ko
. ' ' /GZLSI(JM&) a:alM ﬁm_fa 29: 351‘4&

) % 4 & Lo Rffﬁ'—'o 2&=:’(S-¥)
— 2 ’ for Juch @ﬁfqu 3Bclm.3wasde yooria (ovhuite 3 woweuh plews

Qolua,(')u : i 208 wan ke quzduu ‘N %n Muox = 521 qar
o | .:'_C 1% DEC @) ) @)
N 5 _
o J br’ g\ g P77

q

Dagiaws de Howeak | L i oo \/=,§.‘égq—qx faa Y=o ¥=2a )
= - = T - .
= b~ = = - 3 ——
B 7 e ol )a = (oY (gBCy e \]:‘S jA(Q—,_)) aﬁ‘?l; im?do I= z:a{.,}g)::oc w67 aut
z = 5y = SCRASI(300)l (30) = 17,22 E—
P da = 15 o= ?: B Wax = 2y 2592 (1066466 B
w Mu = 2000 (10) (3 [3+%as8]=5T1T« o "'J)C) Vwox=2§- {_ﬁ'(f)(zon);l(_w: 0.3k s
= M= - L CYRY ]
W= 57 = 0044 T/u A S R LR S ALS JORATA .
¢as , Elr'- 576 234 Gar'- 10 ¢ 200> (120 43] (20 0+

EIv= g1y = 3, 9N -2 +£(/c4)‘—.2:'_(\<~la)4+3% (x~?fd’a£cx th




194

o L =0 .d:_o =C=0
‘d et X324 lj:o

= d_thqgat At - 224G ~°
© %_7.3)% b?a +§a o —o0+2u§

Roblows.  Deterwmwmat o wagmid de e puerza ¥ que de-
be aplicasie enn el exfiewo hibre de la viga de la
Qe A get(-t Mg =

hat ecuaagues jou?

*‘j&”m) o
4w de que o poao wiedio eufre los apogos nose desplace. |
)

6 —'f'r (2 9axt~% x>+ (km’—.f: (x-2) +71}(x~u~\194

2Th ? fw
. 4 ) @ . [}
- . ow . 3w
qu) l ll T T
Solvcisu: Ra= RE)-PA- 6-£
= 4 ! R -4 : ‘
U= 112 g g xbrg o ' J e f 009 o cnic ¢ |
e) ® daplhsauiat vohial auc (x=3a) M=(6-x-H= G-Bx-w |
(owo BT= Luxlo‘)yFmt : Eryl=(e “E)#-?e"m a2 A
= 5 . 3255%_ 4 Blus (6 -2)8 - + GHt¢
“c- é{%ﬂ[ﬁ% ﬂ%}) 1 &(sn)—&%ﬁ)fm égi');_l B El?ﬂ,( ( __:; )é_' Cio 2
>0
L Y= é\_lq.d[_c'om«:l = —6,0130n g S BIY o6 ‘-g)(é?-(ﬂ‘n ¢q 1. G =3p-\2
By == 6-2 )9)3_(?{!,.3(39-17)» 5
'Z?‘%P_J,’-'-QP-S‘:o o
P(a-§)= s¢-+ ..
" 3 P=22+¥ = 5Tou ; ,,
| , | 2-3 i
o | ‘ L e
. . s} - -——'— ' T‘-————-——_—
L < " X .



y 195

Yodewa.  thra lo wiga. de la F1gom., obfener: o) hay ewa - - hoblewa.  CalwlaY e despluzaunauty verheal del eadTau,’o

ceves de pendiaiite y desplazawicus o b) hos desplusamieu~ Aibre de lavga cou las cavactenifice woshadas eu Lo

de*lkal honzeatul del ponh A. Sypouga cowsportaunients - Pyua

. ng efoiwmaaoues DW(”' , ' ‘ 2Tom 1.2 Toudu ;:z.mo‘)g/m‘
1[I | ™ o Tend
% L L IL : » ' e
e } < 3 ‘ . et e e e
Wloedsr ©  Bageude a =L ' L
EryTs pomgieat ® ) | ~ Solocow - . 2 e

By =-V=-q(x-aJ+G
Bl gY= “=-§(ym}+Qx+(1
Baysly Vo . GsgL Bl /Mo 2G=-422
Ely!= EI9=—% (vay' + §-X2-3 gk +(s
Ely =.2%(x~a)‘f $r 13- 2900460t G

M = 0.4x- 2 £x-2> +4<X 47~ 12 2347

B g'= 0.2 %% - ¢x25"+ 2 Lx-4>%- 0.2 ¥4+,

ELY = 02 x3-<x27, & cx+7-su052x43 Haxt
e Ygo=0 Q=0 Y, =¢ .

© =02 -@44q¢ - Gt (f -ng)= 0
B KLz B-=o Yy (30 4 Ca=o R

Bubuces: ELy =°_'3£"3 —éL,;“i;+ 2 Lx-4P-0.050x3-0.x
Q) b= [P et x2-3 9ox] ‘ EL Yy, = o_,za_(_‘):— @+ 20 00502 04 (W
4= &[4 -Lyhs 9wy -290xT Pua xaL BF Y = 14 -+ 16 -03-24= 48 Towu®
G & L4 rg 3000 F 42 " e T ey

2. V-2 L4 4 Ll
S G AR - A g

b )
Desp K r} = = —4[ g[,‘ |>¢l z 6 -1 g
= 5 P = 850 3 srd

&




196

vioblawa  Uua viga v EX wowsTaule se sawmete a ku
accones vdiada, defermmar lu posicbu ¢ waguifd
de lo de{:lo_n&n wéxima.

ke

1%

Problama  d Doude 1o prasanin la lecha mdxima del
canhliver de la #1qura? d Wauvale?

2M
1‘)
+ k =

Solucubn - Moy = MrMy  EEg/-burMyzeg

(vf% f:ug EI 'J=Mz*‘+ %{’1‘01#&
X=o

=Yy, G=0 O=-M(4 f'f):—%“_
Bly = M[\(I’-_fﬁ —Z_éi‘]
BLyg/= M]x +z'L: _24_]=o
= L(YF-D
T, = 8 [32 (VT )% 2O 1) 42 (/F Y]

Y™ UL JWF -7+ 3(F )" - 4(/F)

., 7\L+2L¥ —4*‘ =0

27T/ l'—""" [l
—ﬂ—ﬂ—n—m - ,
="
4 3w o2m
Solvasn
\Qub- O LX< Pau» 34X <4

Iy

BE 4% = 4-%
gry/= 41‘-&"—&0
ETY,  =12-4+G=1 %

26T d% - n-7x+x2
Ny Iéz

Bry'=0x- It axP g
By -p-d 4 ff st
3‘,‘, = 5,’;;° s Gi=ly=e ETy :21\1-_}31»0.79(*&
Y™ sﬁ, ('3_,9,_9-13% %7):152}5 Br Y= 2P+t = iIx
= 1 (115» -1 (22) +u)=L4é§: , Coslizs
k=3 Br 2 7 Yo =é (4(4)-%"1-0-7-9:5

P X >4 .

Ef(d”-—'o té;b (1(0—&?+,714)#I.lzx)

)=C = EXy]_ = =254

Ery/=¢C ETy, =87 Yy ‘T;

ETY=217s X tC2

'ifﬂx:‘:r.xw +G= 254 ‘.

(L= 454 !
U - —

Y won = L Lrosw -9.54] ;%;t
. @& - ) .



froblous  Vara. (o vgo. wostrada, eu (o Lqur esat-
ba hacoudo vio del W de M’regmao’j rech lu
ecuacieues Generales que pewmiter eucontray L pendiau-

fe y el desphaamnento para cuclgurer pouts do o gje

longitodinal de la viga.
P w
, 4
. e, Zw i 3w 4 »
.,SDL)dx'm: BTV =- P~ wex-° T
& Ergul_-..PC\(-DP—U) x35tG = v @
ETer~ —,Péx—n'--\g a-3F +aurG =M
o BIgs - aeatig e GG
, BIY =-p 7w oy rgodt @ teguea
fu x> Y=o L Gze ‘
En %o M .G

En x=6 ld':o ’

Fa t=¢ Y zo

¢ Babuwe
Y'=8=L [-f x> -Weys3Pt 4 (269 Hw)]

7. (3 =4(25Pt9u)

o CaT-} (AP M W) ke

4=L [-52 - W 3 #fes P ) xo (o139 u,)]

197
Hoblowa.  Fwmpleaudo cwalquera de los uwefedes
vistos eu dlaie ¢ ufegudsy direch, afea-uaumeut o
viga cw‘?ugach) calwle. lo. Yolucedw g ef des ple s ou-
b verhial ou o exhiewo libre de la uga wmoshuda eu
la Py
e [P
’A_ . BT 2Br
® © o))
+ 4w i 3w % 3w f
Solvadn - P EMa=o  4P+I0P-12, -0 &=1_:ILP.—29
Tawo 40 Trawo BO
ET4%=0 28L40= ~Ptxd> + 2P <x1)'- Pey-i07’
Bl Yo 2 Erg"é - P<xg)® ¢ XY~ P(y-/oy"
EL Y = 2ELyt - P<x~8 4 2p <x17- P<x-isy
ELy=e 2ZELy’= ~B x4 + 2p <x-17*- Pox0F

Bly'= -3 -ap+ 2 <x-17-L cx-oF 460
Ely-= -_Fz 4P 4R <v~-79—.)" <y =10 +8o Xt e
Ew X=> Y,z 1B=o
Eu x=7 g4=o
BLy= R <1 2 <118 70T 4807 =
o =-f Grro-otb7=0 '

="P(> 90 . = Z
ot g
o= &, =4 °P

Ely’- —g <x-47% -gé-x-777f-g cx-nafti‘l' P

Ely-= —_gfx-*?:“‘ ;eévc‘l?a',?,_ <¥-tay™t 2, P




(Waudo x=i0

198

i

a/= L [-§w+fei+g ]
y'= gl P¥+P1+30= L [-9+g]= WL

/

Roblews

Obleuer la esvacich de lo eldsfrea pava

lo vga de seaeidn housversal cowtaule que 0 wwestn.

J 2Ton

2ur

e gl

N

e

X $ . Iolo
&:Eﬂj& )58 Gathciimj=L2

on
[ ! 895-&@)0); g‘,_:._,

-0 -Z =
GB'J& =] %r

&=.\g

Couso & woweuh el vias couyvpech @
la pledia et b ga veal

OWME
: ; 4 T+
| [ g x-Ar st L e-d] eames

r

= ES 1

[+ _ _ (kD (k-3

‘ g—é)’_x a¥]r Y e

r <
N S e e
3 . ‘
1= 10 (t-D
* R W

Xso = %7_2
EI
3 - . -
YoE [ £ @ dul- G D ]- P
y=-22
7 ET
e X
.
4
3 %
-y NS S d:: -
5
L1 2

wd



sine.

Problewa P fu viga de lo frapm se han popoeshy las

Dlasues mos
o vespued yaloaudo d #lyo de cotuite on cada ca

das d Gal oap wmeves claves 7 \\O.sﬁ.pzqne

- A a
| .
A3 - L

L . | .
— r—— —+ 8¢, o
- =2 L

« Sloagi : Se necestan v aws eu ach hilod, e do

w=Lt s F p=le.lva-p
9 s s g '’ F’ %.I—b Q

faw. la i ® Q= 3a-a-2a , @ dos hiloias de

 claves Ndeves = 2x66%k = 12¢2

i & tecebu® Q- aa -2, cou cwaho hiletas de
davey NCclaves = 4124 - 3ok

(;5«:199

EJERCICTIODS

(DEFORMACIONES)

g

&
*. La solvaby ® owpa 1do  del nduen de clave
de la soloust. @)
Y
- ( -
v KALA

{450

‘\;,




200

Calcule el desplazamiento por flexién en el punto A de la barra de la -

figura con El = cte.

Obtenga el giro en A y diga cuél es lo flecha méximo que se presenta

en la viga de la figurg,El = cte.

T L oy P @3+bY

A la viga de lo figura, de seccidn transversal constante y homogénea, -~

se le oplica un momento en el punto B.

Calcule el giro en el apoyo A. 5i a =1/3 ¢Cuénto vale la flecha m§ H

xima ?
GY ©f“M
- 7 -
r— a —A
4 L —

Resp.: 94 = M (o 401302
[4d] T

) =0.035 ML
MAX nin

(enx=0.531)

8
Resp.: O, = 1 i
“Sbt CAT g} 10 7
n 10
Ymax T <10 (i)
A
Calcule los giros en los apoyos y la felcha méxima. Tome El = cte.

3M oo g

¥ ‘ by

/_Ab"h — 3”\ s -
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Sea una viga de madera de dimersiones : b =15 cm, h = 30 cm fraba—-
jondo en cuantiliver como se muestra en la figura. Determinar los valores del mo-
mento M y la fuerza F aplicadas en el extremo, para que la pendiente 9, sea nula

y la flecha f, se igual a 1 em. E =10,000 l(g/cm2
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Determinar la ecuacién de la eléstica por medio de la ecuacién diferen

Utilizando el método de la viga conjugada, encontrar la fecha en el -

5
extremo del cantiliver tomando como médulo de elasticidad E = 1.8 x 10 Kg/cm2
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y ls;f"'k.;g.: Y=12¢em
Utilizando el método del &rea de momentos o tearemas de Mohr, deter-

minar el giro y deflexién en el punto A de la viga que a continuacién se muestra .
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comportamiento eldstico y pequeias deformaciones; ademds El = cte.

Para la estructura mostrada encuentre desplazamiento vertical y horizon

tal del punto A al aplicar la carga lateral w que se observa en la figura, suponer

202

Para la viga de la figura. Encuentre la magnitud de los voladizos para

que las flechas f y f,

Sugerencias : Swstituya el efecto del voladizo y observe que f_ es la suma

de f' y f+ donde g1 —

centro

sean iguales. Use viga conjugada.
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Para la estructura mostrada encuentre el desplazamiento horizontal y ==
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o = flecha en el voladizo

-
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Determinar la deflexi6n en el punto B y el giro en el punto A de la viga que

se muestra a continuacién.
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