
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA DE MÉXICO 

FACULTAD DE INGENIERÍA 

 

 

 

DEPARTAMENTO DE ESTRUCTURAS. 

 

 

MECÁNICA DE MATERIALES I. 

 

 

CUADERNO 2 “VIGAS ISOSTÁTICAS”. 

 

 

 

 

OSCAR M. GONZÁLEZ CUEVAS. 



·!>, 

I t'-1 D I C E ----------

>JOT/\ PRfli.'IIINt,R. (peg 1) 
-------~---

1. fcORIII ilE VIGilS ( 3 ) 

1.1 !~'/TRODUCCIO~ 

Oscar ,v,. Gonz6iez Cuevas 
Fr"arK iscORobles ------
i=~dos- Javier Menr.l_c;c_g_ 

( 3 ) 

1. 2 H ORIA DE FLEXION ( 5 ) 

L 2. 2 Conceptos introde~ctorios (5).- l. 2. 2 OefmM.:Iciones •m i­
rori--Js, rotac iones y curvatur~1s (8}.- 1. 2 •. 3 Esfuerzos en vig: !S 
d,, materiales elusticos y lineales. Seccione~ compuestos de ;na 
kri,_,j-,s distintos (13).- 1.2.4 Flexion de vigas de rnateriule;­
nc lineal">s (3:1).- 1.2.5 Dia.;Jramas momer:to·-rotaci6n y carga­
deflexi6n (47),-

1.3 TEOPJA DE FUcRZ.~ CORfANTE (95) 

1.3.1 Conceptos intrcduct,xios (95).- 1.3.2 Esfuerzos ::..>rtmtes 
directo' (97).- 1.3.3 :Ofec.tos de Ia fuerza cortan~e en vogo. -
(~).- i .3.3 Flujo de cort<~nte (105).- 1.3.5 Esfuerzos cormn 
~s (1 11).- l. 36 Centro de con·,nte (123).- i, 3.7 Deformo~ ;or, 

f:
r cortonte (129). -· 

1. X!Ot~ ASIMETR!CA (~J;~) 

l 
· 1. FUERZOS COMBINADOS (140) 

i .5.1 Cc.nceptos introductorios (140).- 1.5. 2 Es{uerzo< e, pia· 
:1os ir.d:nudos cle una oon-o suj•:ta a cargo axia: (1M.).-
~ .5.3 Esfuerzos en un e\ero1er1t..1 de uno vioa sometida ~ ,1101,1en 

i·o f~e.xinnante y fuerZ'J tOit'-inte. Esfuerzo::; principo~es (152). --

REFU~NCIAS (169) 

2. \'IGAS DE MADERA (171) 

fJ:<L']_C :_.~~'2..8911£~ 

2.1 i!'HROD~JCCION (171) 

2.2 CCMPORTAMiENTO (172) 

2.2.1 Flexi6n (172).- 2.7.2 FuerzJ Conant-a (i73).- 2"2.1 D" 
Flexion (174).- 2.2.4 P::J,,· 1e·) k1lerd (175).- 2.2,5 L:fectos ::,,~~ 
oc:ciow"s normaic; a Ins 1'ibros (176). 

2.3 DlrA~N)Ic)t'-lt,Mif~~T·:) i~ 77) 

2.3 .1. Dimensior.orr•iento por f!exi6n (177) .-- 2. ~ .~ Dom.,.·,·.ic'1acrliento 
•.)()1 fuerza ,:urtante (i ?9).- 1 .3 ~3 D!rner·sior.om ~ontc p<.,:- occ:ones .1or­
'"cies o Ia;; tibros (179) .- 2 .3.4 Revisi6n de defiexi6n (1.'9). 

2.4 VI GAS DE i'v\ADERAS FORMADAS ;'CR VARIOS t: IJ:i\',ENTr.JS (1"1) 

REFEREI'-ICIAS (i88) 

APENDICE A 

.APEt,lDICE 6 

(189) 

(191) 

APUNTE 142 

G.- 604025 

1'-. 
,~, 

; ,"!", 
;J. 

FACULTAD DE INGENIERIA UNAM. 

IIIIIWI/1 I IIIII 
604025 

G (.' fl 1 ~: ?. 5 \) . .., ..... . v -



NOTA PRELIMINAR 

En estos opuntes se pretende cubrir el material que se ensei'lo en los cursos de 

Mecanico de Moterioles I y II de Ia correro de lngeniero Civil en Ia Focultod de 

lngenierio de Ia U.N.A.M. 

Se ho procurodo combiner Ia teorio con los oplicociones practices y se ho 
., 

puesto enfosis en los aspectos de Mecanico de Moterioles de mas interes i ...1ro el 

ingeniero civil. Asi los conceptos fundomentoles de Ia Mecanico de Moterioles se 

deducen a partir del estudio del compartomiento de los elementos estructuroles 

usuoles. Estos conceptos se oplicon imtonces ol dimensionomiento de estos eleme~ 

tos en los moterioles, mas comunes (ocer9, concreto reforzodo, mompasteria, mode 

ro). 

En el desarrollo de los opuntes se tuvo presente que ol final izor el curso el 

alumna debe ser copaz de dimens ionor estructuros isostaticos sencillos, conocidos 

los cargos que octuon sabre elias. 

Se han incluido ejemplos resueltos y comentodos que ilustron y ocloron los 

conceptos expuestos en el texto.. AI final de Ia moyorio de los secciones se hocen 

sugerencios sabre lectures complementarios. Estos ~han escogido par Ia cloridod 

de Ia expasicic5n, procurondo que esten a un nivel facilmente occesible para el 

lector. 

Se ho reducido a un minima el material meromente informative o descriptive, 

que se hoce obsolete rapidomente y que no contribuye a Ia formoci6n del estudion 

te. 

Los opuntes han sido preparodos par un grupa de profesores de Ia Focultod de 

lngenierlo de Ia U. N .A.M. y editodos par los profesores Francisco Robles F. V. 

y Oscar M. Gonzalez Cuevas, quienes desorrolloron, odemas, algunos de los te­

mos. Porte del material esta bosodo en los "Complementos de Mecanico de Mote 

rioles" publicodos par Ia Focultod en anos recientes. 

2 

Los opuntes se publicor6n en varios fasciculos, en Iugar de un solo volume 1, 

con el fin de focilitor los modificociones que Ia experiencio indique convengo ht er 

en ediciones futures. El presente fasciculo incluye los slguientes temos: "Teorra ' 

vigos", "Vigos de madera", "Vigas de concreto reforzodo y losos armadas en un sen 

tido". No se ho incluido uno secci6n sobre vigas de ocero porque un ospecto ese~t­

ciol de su dimensionomiento es Ia consideroci6n del efecto de Ia tendencio ol pan­

deo lateral, temo que se estudio posteriormente. 

.nn 
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1 • TEORIA r;r A.S 

1.1 INTROD .ION 
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Oscar M. Gonzalez Cuevas 
Francisco Robles 
Carlos Javier Mendoza 

las vigas son elementos estructurales cuya funci6n primordial es resistir cargos 

perpendiculares a su eje longitudinal. las acciones internes mas impartantes que p~ 

ducen estes cargos son mementos flexionantes y fuerzas cortantes, aunque las vigas 

pueden estar sometidas tambien a mementos torsionantes y fuerzas normales. 

Por lo comun, una de las dimensiones de las vigas, su longitud, es mucho rna 

yor que sus otras dos dimensiones, su ancho y su peralte. En algunos ocasiones, el 

peralte es de dimension comparable con Ia longitud, y las vigas reciben el nombre 

de vigas de gran peralte o vi gas diafragma. El estudio de este ultimo tipa de vigas 

no se incl uye en estos apuntes. 

En Ia mayoria de las estructuras de ingenieria civil, las vigas se usan para s~ 

f-'Crtor cubiertas y losas de entrepisos o azoteas. las cargos se transmiten a las vigas 

a troves de las losas, y las v igas las transmit en a su vez, a las col umnas o muros. 

Las vigas se empleon tambien para sopartar moquinorio, equipa o gruos viajeros; en 

puentes; en cimentociones; etc. Unicamente se estudian aqui vi gas isostaticas. 

El efecto de los mementos flexionantes sabre los vi gas se estudio en Ia secc ion 
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denominada "Teorio de Flexion". Se onolizon en dicho secci6n tanto Ia resistencia 

como las deformaciones de vigas sometidas unicamente a flexion simetri co. En Ia si-

guiente seccion se presenton metodos para determiner Ia resistencia de vigas a fu,,rza 

cortante, sin considerar el efecto combinado de esta acci6n con el de otras occiones. 

Se estudia en forma simpl ista Ia flexi6n simetrica. Despues se hace un estudio del efec 

to combinado de momenta flexionante y fuerza cortante. 

los concepto b6sicos presentodos en estas secciones se utilizan en las secciones 

siguientes para estudiar el dimensionamiento de vigas de madera y concreto. las vi-

gas de acero, que presentan problemas especiales debidos al efecto de pondeo, se es 

tudian en otro capitulo. 

G-
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1.2 TEORIA DE FLEXION 

1 • 2. 1 Conceptos introductorio~ 

El comportamiento en flexion de elementos estructurales se ha estudiado exp.= 

rirr.entalmente ensayando especimenes simplemente apoyados y sujetas a dos cargos 

concentrodas, generalmente en los tercios del clara (fig 1. 1-a). Como puede verse 

en los diagramas de mornentos flexionantes y fuerzos cortantes mostrados en los figs 

1. 1-b y 1.1-c, el clara central de este tipo de especimen se encuentro bajo Ia ac­

ci6n de momenta flexionante unicamente. 

Se acostumbra medir en los ensayes Ia cargo que se va aplicando a los esr.= 

cimenes, P, Ia deflexi6n en el centro del clara, A, y en otras secciones de Ia vi­

go, y, en ocasioncs, Ia rotaci6n que experimenta Ia viga entre sus dos extremes, 6, 

(t ig 1. 1-d). Conocida Ia cargo a pi icada, P, y Ia distancia entre los apoyos y los 

puntas de apPcaci6n de cargo, a, puede calcularse el valor del momenta en Ia zo­

na central, M, correspondiente a diferentes valores de P. Con los datos obtenidos -

en los ensayes, o sea, con los valores de P,M,Ay &, se trazan diagramas carga-d~ 

flexi6n (P-A) y momento-rotaci6n (M-Q), los cuales representan el compo1tamiento 

6 

del especimen de ensaye. En Ia fig 1.2 se presentan ejemplos de estos diagramas. 

El conocimiento de Ia$ diogromas carga··deflexi6n y momento-rotaci6n es im­

portante para fines de disei'io estructural, ya que indican Ia cargo o el memento fl.= 

xionante que pueden resistir estos elementos y las deflexiones y rotaciones corresf>012 

dientes a diferentes valores de Ia cargo aplicada. 

Los diagrama:; carga-deflexi6n y momento-rotaci6n pueden obtenerse experim~n 

talmente para casi cualquier tipc de elemento estructural. Sin embargo, esto no resul 

ta practice por lo labarioso y caro que seria efectuar ensayes en todos los casas en 

que se fuesen a disenar elementos a flexion. Por lo tanto, se han desarrollado meta 

dos para calcular anolil-icamente los diagramas, hacienda ciertas hipc5tesis sencillas y 

suponiendo conocidas ciertas carccteristicas de los materiales con que se fabrican los 

elementos. En los seccianes siguientes de este capiTulo se describen estos metodas. 
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1. 2. 2 Deformaciones unitorios, rotaciones y curvatures 

En esta seccion se introducen conceptos que se usan pasteriormente para cal-

cular diagramas carga-deflexi6n y momento-rotaci6n. Para ella se analiza el cne-

canismo de deformacion de una viga sujeta a flexi6n pura y a partir de este rneca 

nismo se obtienen impartante~ relaciones entre deformociones unitorios, curvatures 

y rataciones. 

Considerese que en Ia zona centro I del especimen de ensaye de Ia fi;J 1. 1 se 

hacen dos cortes en los secciones A-B y C-D (fig 1.3-a), dhtantes entre sl una 

longitud Ax. Antes de aplicar las cargos P, el eje longitudinal de !a viga es re~ 

to, como se muestra en Ia fig 1. 3-b, en !o que ;e ·;e que las fibres de Ia zona 

superior de Ia vlgn se acortan, o sea, :;ufren defonuaciones de compresi6n, y los 

fibra:; de Ia zona inferior se abrgon, o sea, sufren deformaciones de tension. Ex is 

ten algunos fibres que, como puede apreciarse en Ia figure, no $e ocortan '1i se 

a I argon; es dec ir, '10 sufren deformaciones. La superficie en que e.;tan con ten idas 

estas fibres que '10 se deforman se llama ~J?erficie___::~t:·a y su intersec.c;c'in con 

una secci6n trunsversal de Ia viga se lbma el ~l:=_.!!~ c!P. esa seccion. 
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Del especimen de Ia fig 1.1. 
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En Ia fig 1. 3-b se ha sei'lalado Ia posici6n que ocupan en Ia viga deformada 

las secciones transversales A-B y C-C. Se puede ver que estes secciones, que o!:_! 

ginalmente eren paralelas, forman ahara un angulo AS que es Ia rotaci6n relati-

va entre las dos secciones. Por conveniencia, se ha elegido Ia secci6n A-B como 

aquella que permanece en un plano vertical al deformarse Ia viga. La nueva po~ 

cion de las puntos D y C se ha indicado con rndice (D' y C'). 

Es importante observer en las figs 1.3-b y 1.3-c que las secciones A-B y D-C 

se han trezado como lrneas rectos despues de Ia deformaci6n de Ia viga. Esto se ha 

heche aceptando una hip6tesis usual en Ia teorra de flexi6n de vigas, Ia cual esta 

blece que las secciones que son planes antes de Ia deformaci6n continuan siendo 

planes despues de Ia deformaci6n. Esta hip6tesis fue formulada por Navier a pri~ 

cipios del siglo XIX y se conoce con el nombre de hip6tesis de las secciones pia-

nos. Ha side confirmada experimentalmente para materiales usuales. 

En Ia fig 1.3-c se muestre el segmento de viga ABC'D' en forma amplificada 
(jg__ posic i6nJ 

y se muestre tambien~cci6n C'-D' antes de Ia deformaci6n de Ia viga 

( C-D). En esta figure se ha sei'lolado con 11J4.1a deformaci6n que sufre una fibre 

cualquiere situada a una distancia y del eje neutro. Si se divide esta deformaci6n 

AIJ. entre Ia separeci6n original entre las dos secciones, /j,x , se obtiene Ia de-

formaci6n unitaria promedio de Ia fibre considereda. 

Si Ia seporaci6n AJC se hace tender a cere y se taman lrmites, Ia deformaci6n 

unitaria de una secci6n de Ia viga (fig 1. 3-d) se puede expresar como 

c-=- li-. AJ.).. 
Ax, .... O 'AX:.~ d,. ( 1.1) 

Puesto que las deformaciones Au.. son mayores cuanto mas alejados del eje 

neutro se encuentren las fibres longitudinales de Ia viga, las deformaciones unite-

rias m6ximas se alcanzan en las cares superior e inferior de Ia viga. Las deforma-

ciones unitarias, €. , pueden interpretorse frsicamente como los acortamientos y al~ 

gam ientos que sufren las fibres entre dos secc iones separadas entre sr una distanc ia 
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unitaria (fig 1.3-d). Las unidades de estos acortamientos y alargamientos son las 

mismas unidades de Ia separaci6n unitaria entre las dos secciones. Las deforma--

ciones unitarias, E , son adimensionales puesto que son el cociente de dos long_!. 

tudes, como indica Ia ecuaci6n (I . I). 

Si se divide Ia rotaci6n relative de las secciones A-B y C-D entre su sepa~ 

ci6n, As, se obtiene Ia rotaci6n promedio por unidad de longitud,que recibe el 

nombre de curvature y se representa con Ia letra f 
A& 

f=- ..45 (1.2) 

4s es Ia longitud del arco, a Ia altura del eje neutro, comprendido entre las sec 

ciones A B y C' D' de Ia viga deformada. En este inciso Ia curvature se conside 

ra con valor absolute. 

El reciproco de Ia curvature recibe el norpbre de radio de curvature, f. C~ 
mo p::. ~ , su significado fisico es el mostrado en Ia fig I. 3-b. En Ia secci6n 

1.2.4 se demuestra que Ia curvature y el radio de curvature son constantes si el 

momenta flexionante es constante y si no varian las carecteristicas geometricas y 

mec6nicas de Ia viga a lo largo de su eje. 

Por semejanza entre los triangulos aOb (fig 1.3-b) y CbC' (fig 1.3-c), el 

6ngulo CbC' es igual ol bngulo .69. 

Ahara bien, de Ia fig (1.3-c) se deduce que 

Ae- .D.­-y-

Sust ituyendo Ia ecuac i6n (I. 3) en Ia ecuac i6n (I • 2). 

r/., I /i.~Jo-
r=yAs 

( 1.3) 

( 1.4) 

Puesto que las deformaciones verticales de Ia viga son pequei"ias, el arco es 

practicamente igual a Ia cuerda y por lo tanto AS es pr6cticamente igual a AJC, 
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y puede sustituir en Ia ecuaci6n (1.4). Si se hace esta sustituci6n y Ia separa-

ci6n ./ll( se hace tender a cera, Ia curvature en una secci6n transversal, queda 

expresada par Ia ecuaci6n: 

¢ = l.ifWI _I /l,.._ -
AJ(+O y A>t -

..L J~ 
y c:b; 

Pero como se ve en Ia ecuaci6n (1. I) el termina du/dx 

unitaria E. Sustituyendo en Ia ecuaci6n (1.5) se obtiene 

e cf: T C:=-~7 ) 

( 1.5) 

es Ia deformaci6n 

( 1.6) 

Esta ecuaci6n indica que Ia curvature de una secci6n es igual a Ia deforma­

ci6n unitaria de una fibre cualquiere, G', dividida entre Ia distancia de Ia fibra 

al eje neutra, y. La curvature, f , se puede interpreter fisicamente como Ia 

rotaci6n entre dos secciones separadas entre si una distancia un itaria (fig I • 3-d). 
-I 

Sus unidades son (L) puesto que es el cociente de una cantidad adimensio-

nal (£) entre una longitud ( y ) • En cambia, las rotaciones son adimensionales -

(radianes) puesto que son el cociente de dos longitudes como puede verse en Ia 

ecuaci6n (I. 3). 

La ecuaci6n 1.6 muestra que las deformaciones unitarias longitudinales,£
1
son 

directamente proporcionadas a Ia curvature y a Ia distancia y del eje neutro. 

Con Ia convenciiSn de ejes adoptada, para fibres situadas debajo del eje neu-

tro Ia distancia y es positive y Ia deformod6n uni!'aria es positive (tensl6n). Para 

fibres situadas arriba del eje neutro se invierten los signos. 
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1. 2.3 Esfuerzos en vigos de moterioles elasticos y lineales. FormL•la de Ia 

escuadrio 

Considerese una vigo de material lineal y elastica (fig 1.4-a), de secci6n 

transversal cualquiera, pero simetrica respecto al eje ve:tical (fig 1.4-b), y sup6:_1_ 

gase que por efecto de un mo.11e.rto flexionante, M, Ia viga se defonna de tal ma 

n-.;ra que Ia fibre superior sufre una defcrmacion unitaria de corrwresion, e, , y 

ia fibre inferior, una deformacion unitaria de tension J et . Si se odmite Ia hip6-

tesi~ de las secciones pianos, mencionada anterionnente,. el diagrama de deforma·-

ciones unitarias en una seccion transversal sera lineal, como se muestra en Ia 

fig 1.4-c. Ei eje neutro esto localizado a distandas c1 y c2 de las cares superior 

e inferior de Ia viga, respectivamente. El diagrama de esfuerzos resulta tamuien 

lineal como se muestra en Ia fig 1.4-d, puesto que existe una relocion lineal en-

tre deformaciones unitarias y esfuerzos, segun Ia indica Ia curve esfuerzo-deforma 

cion del material (fig 1.4-o), El esfuerzo en una fibr·a cualquiera es f ::.t€,, 

siendo e. Ia deformac ion unit aria correspondiente a esa fibre. Siguiendo Ia• conv~ 

ciones de signa del incise anterior
1 

los esfuerzos de tensi6n son positives y los de 

cornpres!6n; neSKJtivos. 
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La fuerza de crompresicn o tensi6n, d r- , en una franjo diferencial cualquiera 

situada a una distancia y del eje nel:tro, como Ia indicada en Ia fig 1.4-b, es 

igual al producto del area de Ia fronja, dA, por el esfuerzo al nivel de Ia franc-

ja, f. Par lo tanto, 

~F "'fdA = 1:·£ ·dA ( l. 7) 

La sumo de las fuerzas de compresi6n y de tensi6n en Ia secci6n transversal 

se puede encontrar lntegrondo Ia ecuoci6n {I .7) entre los limites y= -cl y y = c2: 

C+l =- r't.E·£.·JA 
-'-I 

Para que Ia sec cion este en equil ibrio, Ia fuerza de com presion, C 
1 

debe -

ser igual y de ;igno controrio a Ia de tens-i6n, T • Par Ia tonto, Ia integral debe 

ser igual a cero ! 

J
c<. 

E ·e.· JA =- o 
-e. 

Esta integral se puede escribir tarnbien en Ia siguient£ forma: 

S
CL 

-Cc 
I 

"E ~- ydA = v 

El termino £/y es constante ya que por triangulos ~ernejantes en Ia fig. 

1.4-c ~e obtiene: 

~=~~Et~ 
y c, c~ 

constante 

Secondo los t ermine£ constantes del integrand a: 

16 

J
~'Z. 

E ~ ydA -=- o 
--C; 

Para que se cumpla esta ecuaci6n, !a integral debe ser nula puesto que los 

terminos constantes no Ia son. Par !o tanto, 

J
et.. 

. ydA ~o 
-<-I 

(I .8) 

Esto integra; representa el memento estatico o momenta de primer orden de 

Ia secci6n transversal respecto al eje neutro e indica que cliche momenta es nu!o. 

Para que se cumpla esta condici6n, el eje neutro debe coincidir con el eje cen­

troidal de Ia secci6n, yo que el momenta estatico de un area solo es nulo respe~ 

to a su eje centroidal. 

Una vez cor.ocida Ia posicion del eje neutro, puede caku!arse el momenta 

resistente de Ia secci6n tomondo mementos de los fuerzas dF respecto al eje nvutro: 

M ~ j\JL f'r+JA ~ ry E..JA ~ rE -7- /dA 
-c.l -C. __ , -c. 

I I I 

Puesio que el termino e/y es constante, seg.J,, se demostr6 ant-eriarmente, 

esta integral se puede escribir de lu manera siguiente: 

M 
EE rc.1. 1. 1/\ 

-· -
1 

j y dN :::. 

-C.. 

+, 
....... .1.. 
'/ 

( l. 9) 

donde I representa el momenta de inercia o memento de segundo arden de Ia sec-

" I d I I '-Le~cto 'd I . I . c:on transversa e e emenmyu ·su eje centror a , que es rgoa precrsamente a 

Jc'"/·JA 
-C I 

El momenta maximo gue puede resistir una secci6n transversal se obtiene 

cuando el esf uerzo f en Ia fibre rnas alejoda del eje neutro es igual al esfuerzo 

maximo, fmax' que resiste el material en un enY.>ye de tension o cor.npresi6r. uni-
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axial (fig 1.4-a). Por lo tanto, 

M ~a.<. ~ (.{: ,.....J:.,....,rr 1 
c, 

tv1 ~ (f,...~ b..s 1 
""11-!C c'l.. 

( 1.10) 

6 
( 1. 11 ) 

Estas ecuaciones indican que Ia resistencia del elemento puede alcanzarse -

de dos maneras. Si el termino ( f max) compr / c 1 es menor que el termino 

( f max) tens /c 2 , Ia fall a ocurre en compresi6n, y
1 

en caso contrario, Ia fall a 

ocurre en tensi6n. Las ecuaciones 1.10 y 1.11 se conocen con el nombre de f6r­

mulas de flexi6n o f6rmulas de Ia escuadria. 

La ecuaci6n (1. 9) se utilize tambien para encontrar el esfuerzo en cualquier 

punta a que se encuentra sujeto al material cuando se conoce el momenta flexio­

nante que actua sobre un elemento. Despejando el termino f de dicha ecuaci6n: 

M 
+~ --y-1 ( 1 '12) 

Como el esfuerzo m6ximo es el que se presenta en Ia fibra m6s alejado del 

eje neutro, se puede encontrar dicho esfuerzo sustituyendo el termino y por el ter 

mino c que representa Ia distancia del eje neutro a Ia fibra m6s alejada. 

Se obtiene: 

t ~ ~ c ( 1.13-a) 

El termino 1/c es constante para una secci6n transversal dada. Se represen­

ta usual mente con Ia letra S y se conoce con el nombre de mOdulo de secci6n. 

La ecuaci6n (1. 13-a) puede escribirse por lo tanto: 

t= M 
s 

( 1. 13-b) 
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Si Ia secci6n no es simetrica con respecto al eje neutro, existir6 un m6dulo 

de secci6n para cada cara, como sucede en el ejemplo 1.3. 

El momenta M que aparece en las ecuaciones anteriores es positivo cuan-

do produce compresi6n en Ia parte superior de Ia viga, y, de acuerdo con Ia c~ 

venci6n de ejes, Ia distancia y es positive hacia abajo (fig 1.5 y Apendice B). 

0"' """x. 

'Fij l.S C~t .. ..,c..;~ de. ~,...,C7S. 

La curvature de Ia secci6n transversal, segun se ha vista anteriormente, es 

(fig 1 • 4-c): 

f =-7 ( 1.6) 

Puesto que para un material el6stico, E. = f/E, 

~~ f 
1:1 



Segun Ia ecuacion I . I 2 : 

£. 
1 
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M 
~ -y-

Par lo tanto, Ia curvature puede calcularse con Ia siguiente ecuaci6n: 

¢ ~) tv\ 
E1.. 

( I. 14) 

Coma se indico anteriormente, no se establecera par el momenta convenci6n 

respecto al signa de Ia curvature, considerondose unicamente su valor absolute. 

El diagrama mo:nento-curvatura p::~ra un elemento ~e material elastica sera, 

par Ia ta:1to, como el q·Je se muestra en Ia fig I .6. 

1= '~ l. 1.- 1) a o.,~ r"""" L M-y 
p~ al CA.-so de 
""""ca..+&<'i o..\es li­
""e.o.-l&s 1 eU.stico) 

En los ejemplos I. I a I .4 se presentan diversas aplicaciones de Ia formula 

de Ia escuadria y del modulo de seccicSn. En algunos casas se ilustra el calculo 

de curvatures. Los datosde los ejemplos se han formulado de manera que resulta 

evidente dcSnde los esfuerzos son de tensi6n y d6nde de co:nprension. 

Ejemplo I. I.- Se trata en este ejemplo de determiner el momenta maximo 

que puede resistir una seccion de un material homogeneo y elastica, conocidas 

las carecteristicas geometricas de Ia secci6n y las relaciones esfuerzo-deformaci6n 

del acera. El material considerado tiene resistencias diferentes segun se trete de 

esfuerzos de tensicSn y compresicSn. Es necesario, entonces, calcular el momenta r! 

sistente correspondiente a coda una de las dos formas de folia posibles. Regirii el 

valor menor. La curvature determinada es Ia que corresponde a este valor. Coma 

20 

Ia seccion es asimetrica y el momenta de inercia utilizado en Ia formula de Ia 

escuadria es el centroidal, fue necesario determiner primero Ia posicion del eje 

neutro y calcular entonces el momenta de inercia correspondiente a este eje, lo 

que se hizo recurriendo al teorema de los ejes paralelos. 

Ejemplo I .2.- Este ejemplo es uno de revisiOn en que se pide encontrer los 

esfuerzos maximos que un sistema de fuerzas dado produce en una vigo de secci6n 

conocida. Tambien se pide Ia curvature en Ia secci6n de momenta maximo. La 

seccion de momenta maximo se localize facilmente con Ia ayuda del diagrama de 

cortante, yo que los maximos se presentan donde los cortantes son nulos. Los cal-

culos para Ia obtenci6n de los diagramas de fuerza cortante y momenta se boson 

en Ia aplicaci6n de principios elementales de estatica y no se han incluido aqui. 

Las consideraciones sabre el momenta de inercia hechas en el ejemplo I. I son tam 

bien aplicables aqui. 

Ejemplo ~-- Muchas veces es util emplear Ia formula de Ia 

escuadria en funci6n del modulo de secci6n. En este ejemplo ge ilustra el calculo 

de los modules de secci6n de una secci6n triangular y su aplicaci6n al calculo de 

esfuerzos. 

Ejemplo I .4.- Este es tambien un ejemplo de revisi6n, como el ejemplo I .2, 

aunque el planteo es diferente. Se trata aqui de determiner Ia cargo uniforme que 

puede sopartar una viga de secci6n conocida sin que se excedan unos esfuerzos de 

tension y compresi6n dad06, En el ejemplo se supone que los esfuerzos admisibles 

de tensi6n y compresi6n son iguales. Como en el ejemplo I .2, las ecuaciones d<l!! 

de se presentan los mementos maximos se determinaron con Ia ayuda de los diagra-

mas de fuerza cortante. 

Vigas de secci6n compuesta de materiales no homogeneos. (Ver p6g 34 Bi~) 
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Vigas de seccion compuesta de materiales no homogeneos 

A veces se utilizan materiales no homogeneos para formar lo que suele lla-

morse vigas de seccion compuesta. Asi puede combinarse Ia madera con el acero 

o el acero con el concreto. En lo fig 1 .6 bis se muestran algunos secciones cam 

puestas tipicas. En todas elias debe lograrse que las superficies de contacto en-

tre materiales distintos no presentan deslizamientos relatives. 

Las secciones compuestos de materiales elasticos sometidos a flexion pueden 

analizarse con base en los principios fundamentales expuestos en las secciones an 

teriores. En ellos se basa el metoda de Ia seccion transformada, que se expone 

en Ia seccion 3.3 en relacion con Ia investigacion de esfuerzos en vigas de con­
los 

creta reforzado, el tipo de secci6n compuesta mas comun. E~emplos 3.3 y 3.4 

se ilustra Ia aplicacion del metoda a vigas de esta close. 

t:t:~~ ~~~ 4-d•TO \ 

£X) r1 ""'~ ""' ...; s ) c,..., <..-('~ tv " o-- CJU' \) 0.. c.4-("0 

r ~c..cMc.{4!'~~ t ~ eu...~h>-t 4) Cq..,c..{~ 0 
~ c...) ,.-.-d.ta..r-. ('c_ hr-f~ 

-+{'-=/0-~~ ~ tJ- D 0 
o...~D 

r\ o~. - "E <t::: p Los .k..­
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1. 2.4 Flexion en vigas de materiales no I ineales 

Sup6ngase que en el ensaye a flexi6n de un elemento como el mostrado en Ia 

fig 1. 1 se miden en un instante dado Ia cargo aplicada, P, Ia deformacion unitaria 

en Ia fibra superior, € , y Ia deformaci6n unitaria en Ia fibra inferior, e .( Exis c ~ -
ten instrumentos de laborotorio, tanto mec6nicos como electricos, disei'iados especia_! 

mente para medir deformaciones unitarias,) A partir de estos datos pueden calcular-

se el momenta flexionante aplicado al elemento en Ia zona central, M = Pa (fig 1. 1) 

y Ia curvature de una seccion transversal situada en dicha zona, p = ( E .-t:_.)/h 
(; ... 

(fig 1.3). Si se repite el procedimiento para otros valores de Ia cargo aplicada, se 

obtienen varios valores de M y />, los cuales definen una gr6fica como Ia mostrada 

en Ia fig 1. ~ que recibe e( nombre de diagrama momento-curvatura. Coda pun to del 

diagrama corresponde a distintos valores de las deformaciones E ~Y E., lo cual se ha 
c t: 

indica do con los diagramas de deformaciones unitarias mostrodos en Ia figura. 

Los d iagramas momento-curvatura son importantes porque sirven para obtener 

diagramas momento-rotaci6n y carga-deflexi6n, los cuales se utilizan en el disei'io 

de elementos, como se menciono en Ia seccion 1. 2.1 - • Adem6s, un diagrama de 

este tipo indica cu61 es el momenta maximo que puede resistir Ia secci6n transver-

~ 
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sal de un elemento, como se ve en Ia fig 1. 7. A continuaci6n se presentan meto-

dos para obtener diagramas momento-curvatura cuanda se conocen las diagramas e~ 

fuerzo-deformacion del material obtenidos en ensayes de tensi6n o compresi6n axial. 

M M lllO)( 

Fig \.1 o,agramq momQ.nto- curvo1urq 

Supongase, para fines de ilustraci6n, que se trata de obtener el diagrama mo 

menlo-curvature de un elemento de secc ion rectangular, de 10 em de ancho ) 20 

em de altura, fabricado con un material cuya grofica esfuerzo-deformacion se mues 

tra en Ia fig 1.8. Un procedimiento para obtener el diagrama M-p es el siguiente. 

a) Sup6ngase un valor de Ia deformaci6n unitaria en Ia fibre superior, ec:, , 

(fig 1.3-d) que este comprendido en el rango de valores de Ia fig 1.8. Po 

ra fines de ilustracion, sup6ngase que se eligi6 el valor ~: 
C:./ 

0.003 mos-

trado en Ia fig 1 • 9-a. 

b) Sup6ngase un valor de Ia profundidad del eje neutro, c 1 • En este ejmplo 

se eligi6 c
1 

= 7.5 em, como se muestra en Ia fig 1.9-a. 

c) Calculese, por triongulos semejantes o gr6ficamente, el valor de Ia defor-

maci6n unitaria al nivel media de coda una de las franjas en que se ha -

dividido Ia secci6n transversal (fig 1. 9-a). Esto puede hacerse a partir de 

los valores de e: y C , y de Ia distancia desde el centroide de Ia franja 
C/ I 

a Ia cora superior de Ia viga. Por ejemplo, el valor de Ia deformaci6n 

un ita ria al n ivel medio de Ia franja inferior es: 

37 

.£ ,.. ~ 11..'} -O.Ij ,.,.t.'Z..'i 
c.;. C::.j -

1.5 -

valor mostrado en Ia fig. 1 • 9-a. 

o.oo>)\ll/1 :::. o.oo41(:, 
1.7 

Generalmente, es suficiente dividir en cinco o seis franjas Ia zona de 

compresi6n, y en otro tanto, Ia zona de tensi6n. 

d) Para coda valor de las deformaciones unitarias de Ia fig 1. 9-a, determi­

nese el esfuerzo correspondiente en el diagrama esfuerzo-deformaci6n del 

material mostrado en Ia fig 1. 8. Los esfuerzos correspondientes se muestran 

en Ia fig 1.9-c. Por ejemplo, a Ia deformaci6n de 0.00476 calculada en 

el inciso anterior, corresponde un esfuerzo de 310 kg/cm2 en Ia gr6fica 

de Ia fig 1.8. Como puede verse, determinan un diagrama de esfuerzos 

cuya forma es semejante a Ia del diagrama de Ia fig 1.8 

e) Calculense las fuerzas de compresi6n mostradas en Ia fig 1. 9-d. Coda 

una de estes fuerzas es igual al esfuerzo promedio en Ia franja multiplic:: 

do por el peralte de Ia franja y por el ancho de Ia secci6n transversal 

'''de Ia viga. Por ejemplo, Ia fuerza correspondiente a Ia tercera franja de 

Ia fig 1. 9-d se calcul6 de Ia siguiente man era : 

3~0 :X 1.'1..':7 X lO 

\ooo 
4,0 t<.M 

f) Calculense las fuer ms C y T, fig 1 • 9-d, que son las resultantes de las fuer 

zas de compresi6n y tension de todas las fran jas. 

g) Comp6rense entre si las fuerzas C y T. Si son iguales, Ia seccion transv~ 

sal de Ia viga esta en equil ibrio de fuerzas horizontales, y se paso a co!_ 

euler el momenta flexionante como se describe en el p6rrafo (h). Si no 

son iguales, como en el coso de Ia fig. 1 • 9, Ia secci6n transversal no es-
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tcS en equilibria. Debe suponerse un nuevo valor de Ia profundidad del eje 

neutro, c1, y repetir el procedimiento desde el p6rrafo (b) cuantas veces 

sea necesario hasta que las fuerzas C y T sean iguales o
1 

meSs correctamente, 

hasta que Ia diferencia entre las fuerzas C y T sea muy pequella (menor -

del 5% del valor de Ia menor de las fuerzas, aproximadamente). En Ia fig 

1. 10 se muestra otro tanteo del mismo problema en el cual Ia diferencia 

entre las fuerzas C y T es suficientemente pequei'ia. 

h) Cuando Ia secci6n transversal este en equilibria, se calcula el momenta -

flexionante, multiplicando coda una de las fuerzas de compresi6n y tensi6n 

en las franjas de Ia fig 1. 10-d por su distancia al eje geometrica de Ia 

viga. Este ccSicula se muestra en las figs 1. 10-e y 1. 10-f. 

i) Una vez que se haya encontrado Ia profundidad del eje neutro para Ia cual 

esteS en equilibria Ia secci6n transversal de Ia viga, calculese fa. curvatura 

de Ia secci6n, r/, dividiendo Ia deformaci6n unitaria, Ec: , supuesta en el 

pc5rrofo (a ) , entre Ia profundidad del eje neutro correspondiente al equil_! 

brio, c 1• Por ejemplo, para el coso de Ia fig 1. 10, Ia curvatura de Ia -

secci6n transversal es: 

~=- 0,003 

~.s 

- _, 
0' 000 31l:o <.--

El momenta obtenido en Ia etapa (h) y Ia curvatura abtenida en Ia etapa (i) 

definen un punta del diagrama momento-curvatura de Ia fig 1.7. Pueden abtenerse 

otros puntas suponiendo otros valores de £c en Ia etapa (a) del procedimiento des­

crito anteriormente, hasta tener un numero suficiente para defin ir Ia forma del dia 

grama M - r/. 

En Ia fig 1.11 se muestra el diagrama momenta curvatura abtenido de Ia ma~e 

ra anterior para Ia secci6n de 10 x 20 em y el material con Ia gr6fica esfuerzo -

defarmaci6n de Ia fig 1.8. Se muestran tambien los estados de defarmaciones para 

los puntas con los que se defini6 el diagrama. El momenta flexionante resistente de 
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Ia secci6n transversal es de 3.3 ton-m 

tura: 

Pueden presentarse los tres siguientes casas de diagramas momento-curvatu 

a) El diagrama momenta -curvature presenta una ramo descendente y un ~ 

to de momenta maximo al inicarse esta ramo. Este es el coso de Ia fig 

1.11 y se presenta esquem6ticamente en Ia fig 1.12-a. 

b) Se alcanza lo deformaci6n unitaria maxima en compresicSn del material 

sin que se presente una ramo descendente y sin que se alcance Ia de-

formaci6n maxima en tensiOn del material. En este coso, el diagrama 

momenta-curvature y Ia distribuci6n de deformaciones unitarias al olean 

zarse Ia resistencia son como los mostrados en Ia fig I • 12-b. 

c) Se alcanza Ia deformaci6n unitoria maxima en tension sin que se pre-

sente Ia ramo descendente del diagrama M - r/ y sin que se alcance 

Ia deformacicSn unitaria maxima en compresi6n. Este coso se ilustra 

en Ia fig 1.12-c • 

El procedimienta numerico descrita en esta secci6n resulta sumamente lobo 

rioso para efectuarlo sin ayuda de computadora, yo que coda punta del diagrama 

requiere una serie de tanteos hasta lograr el equilibria de Ia seccion transversal. 

Sin embargo es relativamente sencillo escribir un programa de computadoro para 

desarrollar los calculos, y el procedimiento tiene Ia ventaja de ser completame~ 

te general y aplicable cualquiera que sea Ia grofico esfuerza defarmocion del 

material. Tombien puede generalizorse facilmente a seccianes no rectongulares. 

En este coso, coda una de los fuerzas porcioles de compresi6n y tensiOn se ab-

tiene multiplicanda el esfuerza promedia en Ia fronja par el peralte de Ia fran­

ja y par el oncha de Ia seccicSn transversal al nivel del centroide de Ia franja 

cansiderada. 

Cuando Ia grOfica esfuerza-deformaci6n se puede definir par media de una 
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ecuaci6n sencilla, es posible seguir un pracedimiento analiHco pora determiner 

el momenta que puede soportar una secci6n. Esto fue Ia que se h izo en el inc_l. 

so anterior con el coso particular de materiales de compartamiento lineal y el~ 

tico. Se dedujo en esta secci6n Ia formula de Ia escuadri'a, que relacionaf el 

momenta que actua en una secci6n con sus caracteri'sticas geametricas y los es-

fuerzos generados en ella par el momenta dado. En el ejempla 1 .5 se presenta 

otra coso particular, el de un material elasto-pl6stico. 

Ejemplo 1.5.- El material dado exhibe un compartamiento elasto-pl6stico 

tanto en compresi6n como en tensi6n. Sin embargo el esfuerzo y Ia defonnaci6n 

unitaria correspondientes a Ia rotura con distintos. Evidentemente rige Ia campr~ 

si6n. Dada Ia simetri'a de Ia secci6n y dodo que los madulos de elasticidad en 

compresi6n y en tensi6n son iguales, el eje neutro queda a Ia mitad del peral­

te de lo secci6n. El diagrama de deformaciones unitarias sera, entonces, el mas 

trado en el croquis y de el y del diagrama de esfuerzo-deformaci6n se deduce 

Ia variaci6n de esfuerzos indicada. El momenta se obtiene par estatica y Ia cur 

vatura, a partir de Ia ecuaci6n (1.6). 
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1.2.5. Diagramas momento-rotacic5n y carga-deflexion 

En esta seccion se presenta el uos de diagramas momento-curvatura, cuya 

obtencion se describio en Ia seccion anterior, para calcular analrricamente diagr~ 

mas momento-rotacic5n y carga-deflexic5n. 

Sup6ngase, para fines de ilustracion, que se trata de determinar el diagr~ 

ma momento-rotacic5n de una viga libremente apoyada como Ia mostrada en Ia -

fig 1.13. La seccic5n transversal de Ia viga es constante en toda el clara, par lo 

que el diagrama momento-curvatura es el mismo para cualquier seccic5n transversal. 

I f f I t= ~ t__lf, = ~:, n~ 
'o 

Sec:. a.-L 

F" i ~. 1. a':!> Vi~ o.. rec.+D.N\~ "'"lo...c- \ i lo.-c.f""'~rltE.. 
o.. p o yo.d o... , c d""'\ d.o ~ ~a.~ c.'""" c:.e..Mtra.d(ll.,. 

Mas adelante se indica c6mo puede generalizarse el procedimiento para vigas cuya 

seccion transversal varra a lo largo del clara. En Ia fig 1. 14 se muestra el diagra-
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rna mamento-curvatura que se usara para calcular los diagramas M-~ y P -l:l,. 

Fig 1.14 

1'(1 

M, 
M2 

M3 
I 

I I 
I 

I I I 
1 

I I 
I I I 

-----L--__1__ I -

~3 952 01 0 
Diagromo momento-curvotura d~ Ia viga d~ Ia fig 1.13 

Considerese ahara que el valor de Ia cargo P es tal que el momenta flexionante en 

Ia zona central tiene un valor M1, como se muestra en Ia fig 1.15b. En el diag~ 

rna M-Q de Ia fig 1.14 se ve que Ia curvature correspandiente a este momenta es 

.tl1. Par lo tanto, si se traza un diagrama que muestre Ia distribuc i6n de curvatu-

ras a Ia largo de Ia vi go, se tendro una curvature con stante en esta zona (fig 1. 15-c). 

Para obtener el diagrama de distribuci6n de curvatures en secciones situadas fuera 

de Ia zona central de Ia viga, se puede proceder de Ia siguiente manera. Se de-

termina el momenta en varies secciones de Ia viga. (Por ejemplo, en Ia seccion 

2. 2 (fig 1. 15~), se tendra un momenta M2.) Despues se encuentra Ia curvature 

correspandiente a este momenta en el diagrama momento-curvatura de Ia fig 1. 14, 

Ia cual se traza como ordenada del diagrama de distribucion de curvatures de Ia 

fig 1. 15-c. Repitiendo el procedimiento para otras secciones, par ejemplo Ia sec­

ci6n 3-3 de Ia fig 1. 15-b, se obtiene un numero suficiente de puntas para defin ir 
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el diagrama de Ia fig 1. 15-c. Una vez determinado el diagrama de distribuci6n 

de curvatures a lo largo de Ia viga, el siguiente problema es determiner las rotaci~ 

nes y deflexiones. Este problema puede resolverse por integracion o por media de 

los tearemas conocidos con el nombre de teoremas area-momenta. En las secciones 

siguientes se describen estos metodos. 

F1g 

~p ~ 
!i 6 
fa) c ondue<o'n d• co,qa~--- -- ' r 

/ I ·.- - --- -TM3~M2 ~M, 
6. ~~ 
(b) Dlagroma de. morrHz.nfo5 

T 
I 
I 

-r ~02101 
L.._..__---------1-~--+----"'- , (2! 3 ~ 1 

:I 
(c) D,.agroma de. curljoturas 

\,IS Determinacion del diagram a de curvatu.ra Q I o largo 

de uno vigo 
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1.2.5.1 Calculo de pendientes y deflexiones por integraci6n. Ecuaci6n de Ia -

elastica y relaciones fundamentales de Ia teoria de flexion 

En los textos elementales de calculo diferencial se demuestra que el re-

ciproco de Ia curvature, que se conoce con el nombre de radio de curvature, p, 

de una curve cualquiera, se puede expresar con Ia siguiente ecuaci6n: 

I -
f =-,-- L' ~ (~Y-J 

~ 
d)( 'L 

( 1.15) 

El termino dy/dx en Ia ecuaci6n anterior es Ia pendiente de Ia curve. Debido a 

que en el coso de vigas las pendientes son pequei'ias, el valor de (dy/dx)2 es des-

preciable, y el numerador de Ia ecuacion anterior se puede considerar igual a Ia 

unidad. Por lo tanto, 

1. 

f = 
:!.1_ 
dx,_ ( 1.16) 

A partir de esta ecuaci6n se pueden obtener las pendientes de Ia viga deformada, 

dy/dx, y las deflexiones, y, por integracion. lntegrando una vez se obtiene las 

pendientes 

AL::: f ¢dx + c, 
dx j 

e integrando dos veces se obtienen las deflexiones 

1 ~ jf? J/ ,_ c ,x ... c4 

( 1.17) 

( l. 18) 

donde c3 y c4 son constantes de integraci6n que se determinan de las condiciones 

de borde de Ia viga como se muestra en los ejemplos. 
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Una vez conocidas las pendientes dy/dx, puede calcularse Ia rotaci6n 

entre dos secciones cualesquiera como Ia diferencia de pendientes entre dichas sec 

ciones. Por ejemplo, Ia rotacion total entre los dos extremes de una viga (fig 1.1) 

es Ia diferencia de las pendientes en los extremes. En adelante, Ia rotaci6n entre 

dos secciones cualesquiera a y b se denominara A(;ab' y Ia rotaci6n entre una 

secci6n cualesquiere a y una secci6n que permanece en un plano vertical se deno­

minar6 E3 a· El valor de ~a sera, por consiguiente, igual a Ia pendiente en Ia 

secci6n a. El procedimiento de determinaciOn de rotaciones y de flexiones descrito 

es practice unicamente cuando Ia curvature r/ se puede expresar matematicamente 

por medio de una ecuacion sencilla, como en el coso de materiales elasticos en 

los que</ =jfv\/EII(ec 1.14). Sustituyendo este valor de</ en Ia ecuaci6n 1.16 se 

obtiene 
l 

_;G_ ~ . 1. 
dl( 

)~ 
( 1.19) 

La ecuaci6n 1.14 se obtuvo en Ia secci6n 1.2.3 en terminos del valor 

absoluto de Ia curvature ya que no se hizo ninguna consideracion sobre el signo de 

ia curvature. Es conveniente definir chore dicho signo. De acuerdo con Ia conven-

cion de ejes adoptada, o sea,el eje X hacia Ia derecha yel eje Yhacia abajo, una 

C vt"v~-+ \.Aoo'f""Q.. 
· M&~o..+i VIA-yt ~~ 

,. 
r i j \.' b ccrYJ ve-a c..; en-, Ja. 

Si~DS. r~~ 
<:. \liJ rV"o.-'t \4.(' Q..-
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viga defarmada como en Ia fig 1.16 con Ia concavidod hacia arriba tiene curvet!:!_ 

ra negative ya que Ia pendiente de Ia curva disminuye al avanzar en Ia direcci6n 

positive del eje X. Ahora bien, el momento flexionante asociado a una deforma­

ci6n como Ia mostrada en Ia fig 1.16 es positivo, ya que produce acortamientos 

en las fibres superiores y alargamientos en las fibres inferiores (fig 1.5). Por lo tan 

to, a un momenta positivo corresponde una curvature negative y las ecs 1.14 y 

1 • 19 quedon en Ia forma 

& 
Jx1.. 

tv'\ ~ 1 = ( 1.20) cl 

Esta ecuaci6n se conoce con el nombre de ecuaci6n de Ia elastica, ya que Ia for-

ma de Ia viga deformado .-ecibe el nombre de elastica cuando el material es elas-

tico y lineal. 

Sustituyendo el valor de 1/ 3 
- M/EI en las ecuaciones 1.17 y 1.18 se 

obtiene: 

!; -=- - J ~ d>< -4- c ~ ( 1.21) 

'I= (i.LJ~ ~ -Jf ~J~'l.+c 1- +c 
Jd}( j"£1 ~ 4 

( l. 22) 

Las ecuaciones 1.21 y 1.22 indican que las pendientes y las deflexiones pueden o!?_ 

tenerse mediante un proceso de integraci6n a partir de los momentos. Los momentos, 

a su vez, pueden obtenerse, tambien por integraci6n, a partir de las cargos. En 

efecto, segun se estudio en los cursos de Mecanica AnaliHca, existen las siguien­

tes relaciones entre cargo apl icado, w, fuerza cortante, V, y momenta flexionante, 

M: 

53 

v- dM --d)( 
( 1.23) 

)Jr =- _ dV 
~ 

( l. 24) 

La convenci6n de signos para fuerza cortante que se utiliza aqui consis­

te en considerar que en las vigas Ia fuerza cortante es pasitiva cuando las fuerzas 

cortantes que actuan en los extremos de un tramo producen un giro en el sentido 

de las manecillas del reloj ( Apendice B). Por lo tanto Ia ecuaci6n 1.24 tiene 

signo negativo, porque, de acuerdo con Ia convenci6n de signos para cortantes, 

para una cargo hacia abajo, que es positive, Ia fuerza cortante disminuye al au-

mentor x. 

Derivando Ia ecuaci6n 1. 23 y sustituyendo en Ia 1. 24 resulta 

J,J.I-=-
J'l.M 
d"f"t.. ( 1.25) 

Segun estas ecuaciones, Ia fuerza cortante y el momento flexionante se pueden ob 

tener por integraci6n de las ecuaciones 1.24 y 1.25 de Ia siguiente manera: 

V-==-- jwd1 ..._c, ( 1.26) 

M ~ -JIMTclt1.+C.1 ~c1.. 
( 1.27) 

las constantes C1 y C2 son diferentes de las constantes C3 y C4, y se obtienen 

tambien de las condiciones de borde como se muestra en los ejemplos. 

En Ia fig 1.17 se resumen las ecuaciones obtenidas en esta secci6n, rela 
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cion5ndolas con una viga homogenea y elastica libremente apoyada. En el lade 

izguierdo de Ia figure se muestra Ia forma en gue puede obtenerse Ia fuerza cortante 

V, por integracion de Ia cargo, w (ec 1.26); el memento, M, por integraci6n de 

Ia fuerza cortante, V; Ia pendiente dy/dx, gue segun Ia notaci6n adoptada puede 

expresarse como Qj, por integracion de las curvatures M/E I; y Ia deflexi6n, y, por 

integracion de las pendientes. En el lade derecho de Ia figure se muestra, de abo-

jo hacia arriba, Ia forma de obtener Ia pendiente, Qi, el memento, M, Ia fuerza 

cortante, V, y Ia cargo, W, por derivaci6n sucesiva. Las relaciones del lade dere 

cho se obtienen por derivacion de las relaciones del lade izguierdo. 

En el Ejemplo 1.6 se muestra Ia obtenci6n de las pendientes y de las de­

flexiones de una viga por integraci6n. En este ejemplo, el memento M se calcul6 

de Ia manera convencional, perc pudo obtenerse tambien por integrac16n usando las 

ecuaciones 1.26 y 1.27. Esto se ilustra en el ejemplo 1.7. 

1.2.5.2 Calculo de pendientes y deflexiones mediante el principia de Ia viga con-

jugada 

Si se comparan las ecuaciones 1.21 y 1.22 con las ecuaciones 1.26 y 

1.27 se puede establecer una similitud entre el calculo de pendientes y el calculo 

de fuerzas cortantes, y entre el calculo de deflexiones y el calculo de mementos 

flexionantes. En efecto, si Ia cargo w se sustituye por el valor de M/EJ, o por 
lllbsoluto 

el vafOi'T"de las curvatures r/ para el coso general de vigas de comportamiento no 

lineal, y las condiciones de borde de Ia viga se transforman para gue las constan-

tes c1 y c2 resulten iguales a las constantes c3 y c4, el calculo de pendientes 

y deflexiones se transforma en un calculo de fuerzas cortantes y mementos flexio-

nantes. Esta transformacion se conoce con el nombre de principia de Ia viga conju-

gada y se puede expresar de Ia siguiente manera: 
~lutes 

"Si se obtiene el diagrama de curvatures, o de valoreS]de M/E I para vi 

gas de comportamiento lineal, y se considera gue las curvatures son cargos, las 

fuerzas cortantes obtenidas son en reolidad las pendientes de Ia viga, y los momen 
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tos flexionantes son en realidad las deflexianes de Ia viga. La viga cargada con 

el diagrama de curvatures recibe el nembre de viga conjugada". 

Para que las constantes c 1 y c 2 se transformen en las constantes c3 y c4 I 

es necesario, por lo general, modificar las condiciones de apoyo de Ia viga origi-

nal. En Ia fig 1.18, cuyo uso se ilustra en el ejemplo 1,8, se muestran las condi 

Vigas oriJIL"' a..l~5 

11 10~ fP ~112,0 
81 ez 

,1 1 oO~ ~p 
e1=o ~I12 

2 1;-

llt=O~!IIII!!~/J.z=-0 
82=0 
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ilt=0~~~~/12=0 
81=0 82 =0 

~=0 ~p~ 
1 ~( ,, e 

81 82 ., 

~,fi<Oiocio'o 
L1 1 =0~ ~£13"'0 
8 - o e.., e ~ 1- , 11 c. 3 ~u 2 

Vi gas conjuqada 5 

-:~JJI 
Mt=O 4f,r;;:rill::;;:"' ",,,r:;,Dl;h tv\2= 0 

R1 =8 1 ~ 1R2=82 

J'"TT:'!.,...,-;-rmm===--1~\ M2 = ll 2 

R2=82 

M1= 0 ,..,-.iii[;-;n-q,,,,.,., M2= 0 
"""!J"drll 

R 1 = 81~ ·~lll R 2 = 0 

M1 = 0 ,tri,TIT:rTli~h 
I I I: J)> C!J I"' R1 =OIJI' ~ 

Arf,culocion\ {M2 =0 
- f(llf,i',"" 

M2 =0 
Rz= 0 

M3=0 M1- 0 ,....1j11:""'!1 """ _, ),J.~~~? 
Rt =61~ 

'l.(jii.J~;_!.L.IW'...--~ 

M =0 M2= ll 2 
1 fJII•/I.rlrll,,o:>'"<Jt' 

R 0 
.!lrr.,JJ!-',.... I ..tJ.."'"''''I i = [J.Vli-" J ·~r· •

1
1
1 

l tJ..l 1.!.tll 
Rz=82 

R;=e3 

M)=O 
R3 =o 

i. I 'f> Vigosconjugados correspondient-es a d'1versos vigos 

reo les 

67 

ciones de apoyo de las vigas conjugadas para diferentes condiciones de apoyo 

de las vigas originales. Las condiciones de apoyo de las vigas conjugadas se 

obtienen por inspecci6n de las deflexiones y pendientes en los extremes de las 

vigas originales. Por ejemplo, en el voladizo del coso (b), el extrema de Ia 

viga conjugada debe ser un extreme fibre yo que al ser nulas Ia deflexi6n y 

Ia pendiente en Ia viga original, no pueden existir ni memento ni fuerza cor 

tante en Ia viga conjugada. Por otra parte, el extreme derecho de Ia viga -

conjugada debe tener tanto memento como fuerza cortante yo que en Ia viga 

original existen deflexi6n y pendiente en dicho extreme. Por lo tanto, el ex-

tremo derecho es un empotramiento en Ia viga conjugada. 

En el ejemplo 1. 8 se aplica el metodo de Ia viga conjugada a Ia de-

terminaci6n de Ia flecha en e( extreme de un voladizo. Las condiciones de 

apoyo que deben considerarse er. Ia viga conjugada pueden apreciarse en Ia 

fig l. 18. De acuerdo con bs convenciones de signos que se han estodo utili 

zando, el memento de Ia viga real es negative, Ia cargo que actCia sobre Ia 

viga conjugada es negative y el memento producido par esta sera positive yo 

que origina compresiones en Ia fibra superior y tensiones en Ia fibra inferior. 

Por lo tanto, las deflexiones, que son iguales a los mementos de Ia viga con 

jugada, ser6n tambien positives, es decir hacia abajo. 
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1.2.5.3 Gilculo de pendientes y deflexiones por los teoremas area-momenta* 

Sup6ngase que Ia distribucion de curvaturos a lo largo de una viga sigue 

una ley cualquiera como Ia mostrada en Ia fig 1. 19-a y considerese un segmento 

de viga de longitud, dx, en el que Ia curvatura tiene el valor r/. De acuerdo 

con Ia ecuacion (1.2) Ia r.:>tacion,AE; entre dos secciones de una viga separadas 

una distanc ia /1 x se puede calcular con Ia ecuac ion 

4~ = fi::ls 
Tomando limites cuandoA,x tiende a cero y considerando que Ia longitud del arco 

/J. s es practicamente igual a Ia langitud de Ia cuerda Ax, por ser las deformacio 

nes pequenas, se obtiene 

de~ fd1 ( 1.28) 

El termino r/dx representa el area rayada de Ia fig 1.19-a. Si se desea 

calcular Ia rotac ion entre dos secc iones cualesquiera A-A y B- B (fig 1 • 19-a), -

basta integror Ia ecuaci6n (1.28) entre las secciones A-A y B-B, 

Q 

eAe :- J ¢cltf 
0 

( 1.29) 

Esta integral representa el area del diagroma de distribucion de curvaturas 

entre las secciones consideradas. 

La ecuacion (1.29) es Ia expresi6n matematica del primer teorema area 

momenta, que establece que: Wl rotacion entre dos secciones de una viga es igual 

al area del diagrama de curvaturas entre las secciones consideradas. 

La integraci6n de Ia ecuacion (1. 29) resulta practica cuando Ia distribu-

*Estos teoremas se conocen tambien con el nombre de teorema de Mohr o teoremas 
de Greene, por haber sido desarrollados independientemente en Ia misma epoca por 
los Profesores Otto Mohr y Charles E. Greene. 
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cion de curvatures se puede representor con una expresic5n matematica sencilla o 

cuando dicha distribuci6n es constante, por ejemplo, en los materiales de compor­

tamiento elastica lineal. Si no es asi, resulta conveniente un procedimiento nume­

rico que consiste en dividir el diagrama de distribucic5n de curvatures en segmentos 

de longitud fin ita A X (fig 1 0 20-a) y calcular el area por integracion numerica, 0 

sea, 

a) 

e 
Ae, 

A 

M 

==- ? </> ;_ l:J. '1-
L=-1 (1.30) 

~ 

I l :;/:~ I 

I f::J 18 - . X 
1'1 ,- / I dr 01 4 1 

;;) 

~e 

fcg 

: !fdo ' 
I ' I l . I 
1\ I I I '" 

T 

I 

I X --1 

1.\<J RelQCIOniZ5 en1ra cu.rvatura 
LLn0aL. dt25 plo ~a.m iCln to 

rota.c u) n 0 
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En este coso las rotac iones se concentran en los puntos central es de coda in-

tervalo como se muestra en Ia fig 1. 20-c. 

El segundo teorema area-momenta permite calcular el desplazamiento lineal de 

una seccion de Ia viga respecto a otra secci6n. Si se multiplica el angulo dG por 

Ia distancia del segmento dx a Ia seccic5n A-A, se obtiene el desplazamiento dt, 

fig 1. 19-b, entre los extremos del segmento diferencial, 

dt =-~de ( 1.31 ) 

8 

I I 
I I I 

I I I I 
I I I I 
:01 102 :03 ,04 

I 
I I I I 

(a) 

I I 

1 4x + ~ x .+-A_x_J__~ J<j 
I I I I 

~ 1 I /'f_/7,0 
• / "CC ,- ..... .3 

(b) 

ld f' ~ -..._ 
-..._ 

----49 -~I 

r-- ~ JL_ ___ -l (c) 

Fig 1.10 Discretizocion del diagrama de curvatures 
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Esta ecuacioo es v6lida unicamente para desplazamientos pequenos yo que se 

considera que el tri6ngulo MNO es rect6ngulo, a pesor de que en rigor no lo es. 

Las defarmaciones y curvatures de elementos reales son lo suficientemente peque­

nas para aceptar esta simplificacioo. 

Sustituyendo el valor de dQ dado por Ia ecuacioo (1.28), 

dt :::.tfd1- ( 1.32) 

El desplazamiento diferencial dt es producido unicamente por las curvatures 

del segmento dx. El desplazamiento producido por el diagrama total de curvatures 

entre las secciones A-A y B-B es: 

t..~e :=. r 1-f d1-
o ( 1.33) 

~ jA I 

~ B ====-===)tA-B ;;;rIB~ 

(a} (b) 

Fig l:l.\ Desplozorniento lin~al 
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Esta integral es Ia expresioo matem6tica del segundo tearema area-momenta 

que establece que: El desplazamiento lineal de un punto del eje de una viga con 

respecto a Ia tangente que paso por otro punto es igual al momenta de primer ar­

den del 6rea del diagrama de curvatures comprendido entre los dos puntas con res­

pecto al primer punta. Observese que no siempre el desplazamiento lineal es igual 

a Ia deflexi6n o flecha de Ia vigo. Par ejemplo, el desplozamiento tAB del punto 

A con respecto a Ia tangente que paso par B en Ia fi!,l 1. 21-a no es Ia deflexi6n 

del punto, mientras que en Ia fig 1.21-b si Ia es, por ser horizontal Ia tangente 

al punto B. En los ejemplos se indica coma pueden calcularse las deflexiones a 

partir de los desplazamientos lineales cuando no son iguales ambos cantidades. 

El c6lculo de desplazamientos tambit~n puede hocerse par el procedimiento nu 

merico descrito para el coso de rotaciones (fig 1. 20). La integral de Ia ecuaci6n 

1 • 33 se sust ituye por 

t 
A,e, 

"' ~L. 
i.:l 

( 1.34) ~- ~- !J.J.-
L 1.. 

En Ia aplicaci6n de los tearemas de 6rea-momento se requieren las areas y 

los momentos de primer orden. Para facilitar los c6lculos correspondientes, se pre-

sentan en el apendice A las areas y centroides de los diagramas de curvature m6s 

comunes. 

Convenci6n de signos. Los teoremas 6rea-momento permiten obtener Ia rotaci6n 

de una secci6n respecto a otra y el desplazamiento lineal de una secci6n respecto 

a Ia tangente que paso por otra secci6n. Es conveniente establecer y observer cui­

dadosamente el signo tanto de Ia rotaci6n como del desplazamiento lineal. Siguie~ 

do las convenciones de Ia sec cion 1. 2. 2, se establecen los siguientes criterios. 

Las curvatures, </, de una secci6n transversal dada se consideran con el sig-

no contrario al del momenta flexionante en dicha secci6n. Puede heber, par Ia to~ 

to, curvatures positives (cuando Ia viga deformada es c6ncava vista par abajo) y -

negatives (cuondo Ia viga deformada es c6ncava vista por arriba) -- -- - -



74 

como se indica en Ia fig I. 22-a. El punta en que Ia curvature cambia de si~ 

no corresponde, por lo tanto, al punta de momenta flexionante nulo; dicho pu~ 

to recibe el nombre de punta de inflexi6n. 

-0 
~ A 8 (o) )( 

X 
(b) 

y 
Punto d12. inflexion 

Fig I. 'Z.'l. Convencion dt2. signos 

La rotaci6n relativa de una secci6n B con respecto a una secci6n A, que 

se representa como g BA' es negative si el angulo medido de Ia tangente en A, 

a Ia tangente en B tiene el sentido controrio ol movimiento de las agujas de un 

reloj, tal como el 6ngulo 9 BA de Ia fig 1.22-b. La rotaci6n relative es posi_0 

va en coso controrio, como Ia rotaci6n 9 DC mostroda en Ia fig 1.22-b. 

El desplazamiento lineal de un punta A respecto a Ia tangente que paso -

por otro pun to B, tAB' es negativo si el punta A queda arriba de Ia tangente -

que paso por el pun to B, como el desplazamiento lineal lAB de Ia fig 1. 22-b 

y es positivo en coso contrario, como el desplazamiento toe de Ia misma figu-

ro. 
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Generolizaci6n a vigas de secci6n variable 

En Ia secc i6n anterior se ha supuesto que el diagroma mOIW«lto-curvaturo es 

el mismo para todas las secciones tronsversales de Ia viga, por lo que se ha podido 

obtener Ia distribuci6n de curvaturas a lo largo del elemento directamente del dia-

groma de momenta flexionante y del diagroma momento-curvatura, 

En vigas de secci6n variable, sucede que no todas las secciones transversa­

las de Ia viga tienen el mismo diagroma momento-curvatura. Por ejemplo, en Ia 

viga de Ia fig 1.23-a, las secciones tronsversales comprendidas entre B-B y B'-B' 

tienen el diagrama momenta-curvature mostrodo en Ia fig I. 24-a, mientros que las 

secciones comprendidas entre A-A y B-B y entre A'-A' y B'-8', tienen el diagroma 

momento-curvaturo mostrodo en Ia fig 1. 24-b. En este coso, las curvatures corres-

pondientes a los momentos mostrados en Ia fig 1.23-b se localizan en el diagroma 

M-r/ de Ia fig 1.24-a para las secciones comprendidas entre B-B y B'-B', y en el 

diagroma M-</ de Ia fig 1,24-b para las secciones comprendidas entre A-A y B-B, 

y entre B'-B' y A'-A'. De esta manero se obtiene Ia distribuci6n de curvatures mos 

troda en Ia fig I. 23-c. Observese que en las secciones B-B y B'-B', en que Ia 

secci6n transversal cambia bruscamente, se tienen dos curvatures; una de elias co-

rresponde al diagroma M-</ de Ia fig 1.24-a y Ia atro el diagroma M-r/ de Ia fig 

1.24-b. 

Una vez obtenido el diagroma de distribuci6n de curvatures a lo largo de Ia 

viga, pueden obtenerse las rotaciones y deflexiones aplicando los teoremas area-

momenta de Ia misma manero que en el coso de vigas de secci6n constante. Uni-

camente hay que observer que el proceso de integroci6n se debe hacer por zonas 

en que Ia curvature sea funci6n continua. Por ejemplo, en el coso de Ia fig I. 23 

no se puede integrar a lo largo de toda Ia viga sino que es necesario hacerlo en­

tre las secciones A-A y 8-B, despues entre las secciones B-B y C-C~i sucesiv~ 
mente. -·-·-·-·-·--

En los ejemplos 1. 9, I. 10 y I. 11 se ilustro Ia aplicaci6n de los teoremas 

area-momenta. 
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(a) 

(b) 

(c) 

c• 
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--1 

0, ,¢3 

Fig \.'2.'3 D/ogromo de curvoturasen viga de. section variable. 
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Ejemplo I. 9,- En este ejemplo se deseo calcular Ia pendiente que tiene en 

el apoyo A el eje deformado de Ia viga, asl como Ia deflexi6n que olconza esta 

al centro del clara. Sabiendo que el diagrama de momenta flexionante para una 

viga I ibremente apoyada y con cargo un iformemente distribu ida es una parabola 

con el valor maximo de ~t~ se puede determiner el diagrama de curvatures, el 

cual por definicion es igual el momenta flexionante, con signa negative, dividido 

entre Ia rigidez, El. Debido a Ia simetrla de Ia viga, Ia tangente al eje deform:'_ 

do de Ia misma al centro del clara resulta horizontal. Conocida Ia P"ndiente en 

el punta B, se puede conocer Ia pendiente en cualquier otro punto de Ia viga e~ 

pleando Ia expresi6n QB=G A+ gBA' siendo B un pun to situado a Ia derecha del 

punta A. Como el area del diagrama de curvatures es negative, por el primer te_c: 

rema area-momenta, el incrementa QBA resulta negative. El signa encontrado con­

cuerda con el sentido del giro de Ia pendiente en A a Ia pendiente en B) que es 

contrario a las manecillas del reloj. De Ia expresi6n antes sei'lalada se obtiene que 

Q'' 
Ia pendiente en A es positive, sien.Jo el valor de esta ~El' 

La deflexi6n al centro del clara se puede encontrar a pi icon do el segundo -

teorema area-momenta. La desviaci6n tangencial de A respecto a B, tAB' en este 

coso resulta igual a Ia deflexi6n de Ia viga, BB' ,e igual al area de Ia mitad de 

Ia parabola (- ~ • ~E.\·-t), multi pi icada por Ia distancia del centroide de es­

ta area a Ia vertical que paso por A ( ~ t) . 
Como se puede observaj Ia desviaci6n tangencial resulta negative, lo cual 

concuerda can lo indicado en el diagrama. 

Ejemplo 1, 10.- Can este ejempla se ilustra Ia aplicaci6n de las teoremas 

area-momenta a vigas de seccian variable. Debido a que el diagrama de curvatu-

ras es igual al de momenta, con signa negative, dividido entre E~ y siendo I vari:'_ 

ble a lo largo de Ia viga, el diagrama de curvatures tendra variaciones bruscas al 

cambiar I de valor. 

En el problema se pide encontrar el giro,o cambia de pendiente,del eje defonnado de 
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Ia viga al poser del punta A al C. Por el primer teorema area-momenta, este g_!. 

ro es igual al area del diagrama de curvature comprendida entre las dos secciones, 

? ""'Po.. "1.. El • • d · d I .d - 8 T:."I. . s1gno negat1vo e este g1ro concuer a con e sent1 o marc~ 

do en el diagrama, contrario a las manecillas del reloj, al girar Ia tangente en A 

a Ia tangente en C. 

La flecha maxima se presenta donde Ia pendiente al eje deformado es nula • 

Para determiner su localizaci6n es necesario conocer Ia pendiente en un punta 

cualquiera de Ia viga. 

gB = tA~ = -
4o.... 

En el ejemplo se escogi6 el apoyo B cuya pendiente sera 

El signa negative de Ia pendiente concuer-
I q 1'o.:Z-
4BEI 

do con Ia direcci6n de las ejes. Suponiendo que Ia flecha maxima se presenta en 

el punta D, Ia pendiente en este punta, QD, debe ser igual a cero y Ia relaci6n 

gB = QD + 9so tambien debe cumplirse. Siendo QD = 0, luego QB = QBD. Perc 

QBD, por el primer teorema a.rea- momenta, sera igual al area del diagroma de cur 

vatura comprendido entre D y B, por lo que para determiner Ia posicion de Ia fl~ 

cha maxima es necesaria determiner el valor de z que hace el area del diagrama 

de curvature igual al giro en B, resultando z = 1.64 a. 

La deflexi6n maxima sera igual a Ia distanc ia DD', Ia cual puede obtener­

se restando a Ia distancia D'D" el valor DD" que es Ia desviacion tangencial t 08 • 

La distancia D' D" puede encontrerse par triangulos semejontes yo que Ia desviaci6n 

tangenc ial tAB se conoce. 

La desviaci6n tangenc ial tos se encuentra a pi icando el segundo teorema area-
---p,3 

momenta resultando igual a -0.506 ~"':.. ; t:"l signc ncgativo l-uncuerda con 
t=.L 

el sentido de Ia desviaci6n tangencial encontrada. La deflexi6n maxima resulta 
---pq_.3 

ser igual a 0.539 'EL Esta deflexi6n se dedujo de consideraciones ge~ 

metricas, par lo que no se tomo' en cuenta el signa negative de las desviaciones 

tangencioles. 
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Ejemplo 1.11.- Con este ejemplo se ilustra Ia forma de calculor las pen­

dientes y las deflexiones de una viga, cuando el eje deformado de Ia misma pre­

senta doble curvature. El diagrama de curvatures se encuentra dividiendo el valor 

de los mementos, con signos cambiados, entre El. Cuando Ia curvature es positive, 

el eje deformado debe ser c6ncavo vista por abajo, mientras que cuando es nega­

tive, debe ser concave vista por arriba; donde Ia curvature es nula habra un punta 

de inflexion. 

Tomando en cuenta los criterios antes expuestos se puede suponer un eje de 

formado como el correspondiente a Ia primera hip6tesis de conflguracion. La defle-

xion en A se puede estimor como A A'= A A" - A' A". El valor de A' A" se pu~ 

de determiner si se conoce Ia desviaci6n tangencial tCB' Ia cual se puede calcu­

lar a pi icon do el segundo teorema area-momenta, resultando igual a - ~;_;-. El 

signa negative de esta desviaci6n tangencial indica que debe ester en direccion con 

traria a Ia del eje Y, por lo que Ia configuraci6n del eje deformado supuesta no es 

correcta. Para hacer coincidir el signa negative con Ia direccion de Ia desviacion 

tangencial es necesario adaptor una configuraci6n como Ia mostrada en Ia segundo 

hip6tesis. En este coso Ia deflexi6n del punta A resulta ser A A' = A' A" + A A". 

El valor de A'A" se determine por triongulos semejantes, una vez conocido el valor 

de tcs· A A" resulta ser Ia desviaci6n tangencial tAB' Ia cual se encuentre apli­

cando el segundo teorema area-momenta. El signa positive de esta desviacion to~ 

gerociai concuerda con Ia direccion encontrada que es Ia misma que Ia del eje Y. 

Sumando los valores se encuentre que Ia deflexi6n en A es igual a ~~ y sabiendo 

que El es igual para esta viga a 2239 t-m2 Ia flecha resulta de 7 em. 

La pendiente en A se puede encontrar si se conoce Ia pendiente en cualquier 

otro punta de Ia viga, aplicando Ia ecuaci6n QA= 98 + Q • Para esta viga Ia pen 
AB -

diente es 1.25° respecto a Ia horizontal. 

Para calcular Ia flacha maxima se necesita determiner primero el Iugar donde 

Ia pendiente es nul a. Esto puede hacerse partiendo de Ia ecuacion Qo=Q A + 9oA, 

donde Qo= 0, QA es un valor yo conocido y QDA se expresa en funci6n de x, Ia 
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distancia desde el punto de inflexiOn a Ia secci6n buscada,donde Ia pendiente es 

nula. Resulta una ecuaci6n de segundo grado en x, cuya soluci6n es 3.61 m, 

El colculo de Ia deflexi6n se efectua teniendo en cuenta que Ia deflexi6n 

maxima sera igual a Ia desviaci6n tangencial t8o, yo que Ia tangente que paso par 

D es horizontal. 
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1 .3 TEORIA DE FUERZA CORTANTE 

1 ,3 .1 Conceptos introductorios 

En esto secci6n se estudia el efecto de Ia fuerza cortante sabre vigas. En estos 

elementos estructurales, los esfuerzos producidos par Ia fuerza cortante, llamados es-

fuerzos cortantes, se presentan casi siempre acompai'lados par los esfuerzos normales 

producidos par el momenta flexionante. La combinaci6n de esfuerzos cortantes y es­
de 

fuerzos normales causa condiciones crrticas esfuerzos, que se estudian en Ia secci6n 
A 

1 .5. En esta secci6n se analiza unicamente el efecto de los esfuerzos cortantes, sin 

considerar su interacci6n con esfuerzos normales. General mente se acostumbra dimen 

sionar las vigas sin considerar dicha interacci6n, que suele ser poco significative. 

Existen elementos estructurales como los remaches, tornillos, pernos, etc, en 

los que actuan unicamente esfuerzos cortantes, o en los que los esfuerzos normales 

son despreciables. Estos esfuerzos cortantes se denominan directos y se estudian en 

Ia secci6n 1 .3 .2. 
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1 • 3. 2 Esfuerzos cortantes directos 

Son muy frecuentes los casos en que las fuerzas cortantes se transmit en de 

uno parte de un cuerpa a otra, yo sea directamente o a troves de pemos o rema­

ches como se muestra en Ia fig I . 25. Para dete"" inar los esfuerzos que se presen-

tan en los pianos de transmisic5n, se pueden hacer secciones en los pianos de con­

tecto y analizar el equilibria del cuerpo libre resultante. En algunos casos, como el 

~ y el ~' el hecho de que las fuerzas no sean colineales conduce a Ia presencia 

de un momento no equilibrado Pe, suficientemente pequei'lo para ser despreciado. 

En todos los casos, las fuerzas son transmitidas a troves de las superficies 

del ele.~:1ento que moiiti6.ie unidc:; c !c:; piezas. Suponiendo que los esfuerzos que 

actuan en los pianos de corte se distribuyen unifo""emente, se puede obtener el 

valor de los esfuerzos por medio de Ia expresi6n 

(IJ.::::. 
-p 

A 
(1.35) 

en Ia que v, es el esfuerzo cortante. P es Ia fuerza total que actua paralelamente 

y a troves del corte y A es el area de Ia seccic5n transversal del elemento cortado. 

Notese que en el coso de Ia fig 1.25-c, hay dos secciones del pemo que 

resisten Ia fuerza cortante, por lo que coda seccic5n resistira Ia mitad de Ia fuerza 

cortante toto I . 

En los e(emplos I. 12 y I. 13 se ilustra el dimensionamiento de elementos en 

que el esfuerzo cortante directo puede ser cri'Hco. 
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Ejemplo 1.12.- La place que se •sea dimensionar est6 colocada sobre un 
~eh 

agujero de diametro ligeramente mayor/ de Ia pieza cillndrica a troves de Ia 

cual se a plica Ia cargo P. La pieza cillndrica tendera a perforar Ia place origina~ 

do esfuerzos cortantes directos en esta. La superficie en que actuan estes esfuerzos 

sera igual al espesor de Ia place por Ia circunferencia de Ia pieza cilindrica. 

El espesor requerido se determine considerando el equilibria del cuerpo li-

bre mostrado en Ia hoja de calculo del ejemplo. 

Ejemplo 1.13.- El ejemplo se refiere a un detalle de union de places tlpi-

co en estructuros de acero. 

La fuerza P se transmite de Ia place de Ia derecha a las de Ia izquierda 

a troves de un perno. La place de Ia derecha ejercera una ace ion cortante o de 

c izalleo sabre le perno en secciones a los I ados de Ia place. Se trot a de determ~ 

nor el diametro que debe tener el perno poro que no se exceda el esfuerzo corte~ 

te directo permisible v. Esto puede hacerse estudiando el equilibria del tramo de 

perno mostrado en Ia hoja de calculo. 

1 • 3. 3 Efectos de Ia fuerza cortante en vi gas 

Cuando una viga se flexiona debido a Ia accion de cargos extemas, existen 

en Ia secci6n transversal de Ia viga tanto mementos flexionantes, M, como fuerza 

cortante, V, excepto en situacianes espec ioles como Ia mostrada en Ia fig 1. 1. -

Cuando existe fuerza cortante, Ia diferencia entre los mementos flexionantes corre_:_ 

pondiente a 
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dos secciones adyacentes, separados una distancia dx, sera igual a Vdx, por lo que si 

no existe cortante en las secciones estudiadas no habra ningun cambia en el momenta 

flex ian ante. 

Para comprender mejor Ia relaci6n antes mencionada,en Ia fig 1.26 se presen-

tan los diagramas de fuerza cortante y momenta flexionante correspondientes a una 

viga simpl emente apoyada con dos cargos concentradas igual es y equidistantes de los 

apoyos. En dos secciones contiguas como Ia A y Ia B donde no 11xiste fuerza cortante, 

el momenta flexionante permonece corntante, en tanto que en las secciones C y D 

cercanas al apoyo, en las cuales s( existe fuerza cortante, se observe un cambia en el 

momenta flexionante. 

i"P -p 

"" 
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,_, (I ~ tr ,._do.. 'j 
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Para ilustror el efecto de Ia fuerzo cortonte, en donde el momenta flexionan 

te cambia de uno secci6n a otra, considerese un segmento de viga de secci6n rectan 

gular (fig 1.27). En los extremos de esta secci6n se han dibujado bloques que repre-

sentan Ia distribuci6n de esfuerzos origin ados por el momenta fl exionante. Consideran-

do que el esfuerzo m<'iximo de Ia secci6n de Ia derecha es superior al de Ia izquierdo 

y que I as dos secciones transversal es son igual es, el momenta de I a derecho debe ser 

superior al de Ia izquierda. 

Si el segmento de viga antes mencionado esta en equil ibrio, cualquier porte de 
situada 

el, tambien lo estar6. Por consiguiente, si se separa Ia porci6n/\encimo del eje neutro de 

Ia de abojo, las ecuaciones de equilibria deben satisfocerse en cualquiera de las dos 

partes. 

"'F.._ 

y 

T;a-® -:r '-"Q,{'"l-~ c...rrt~ t e. 
e.,.., rt ~CJ1 \..,crt""i"l-~t-... \e.s 
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En cuanto a las fuerzas cortantes verticoles, V, que no se ilustran en el blo-

que de esfuerzos, se observe que resultan iguales pora dos secciones adyacentes, como 

Ia C y D(fig 1.26}, por lo que Ia condici6n de ~f7 = 0, se cumple. 

Si se considera Ia condici6n ~ F~ = 0, se observe lo siguiente: 

Ia resultante de los esfuerzos de compresi6n que octuan en el area abed es Ia fuerza 

Fa, y Ia de los esfuerzos que actuan en el area efgh, es Fb. Como los esfuerzos de 

Ia derecha se han supuesto mayores que los de Ia izquierda F 0 > Fb, para que cual­

quier parte de Ia secci6n de Ia viga estii en equilibria, es necesario que Ia diferen-

cia de fuerzas, F 
0

- Fb , sea tornado por algun elemento resistente. Si se considera 

que Ia parte superior esta un ida a Ia inferior par media de un perno, Ia fuerza re­

sultante Ia tamara este pemo, y el esfuerzo originado estara distribuido en Ia sec-

cion transversal del mismo. Si se considera que Ia seccion complete esta formada 

orig ina I mente par una sola pieza, Ia fuerza resultante Ia estora tomando Ia secci6n 

cdgh de union entre las dos porciones. 

r;a® 

"P 

-+\., /'1. 
-i h/'1-

·~ ~~ ... 
__ t'Y'l. 
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La presencia de las fuerzas cortootes horizontales en una viga puede demostTcrse 

f6cilmente por medio del siguiente experimento. Se tomon dos piezas iguales de secci6n 

rectoogular, de peralte igual a 1{2 y se coloc:an una encimo de Ia otra, sobre unos ~ 

vos que reproduzcan Ia condici6n de una viga si""lemente apoyada, como se ITIJestra 

en Ia fig 1. 28. Se apl ica entonces una cargo c:ancentrada P. Si no hay fricci6n entre 

las dos piezas, Ia flexi6n de las dos ocurre independientemente. Coda una de elias 

tendr6 esfuerzos de co""resi6n en Ia parte superior y de tensi6n en Ia parte inFerior, 

y las fibras longitudinales inferiores de Ia pieza ~erior desl izar6n respecto a las fibras 

superiores de Ia pieza Inferior. 

h 

... 
r 

(a.) 

1=i( 

A ~ 

.... "' 
~] '"' 1:-"Fs ., ( 

(d) 
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Si en Iugar de las dos piezas se tiene una sola de peralte h, habr6 una fuerza 

cortoote a lo largo del plooo neutro de tal mognitud que restrinja el deslizamiento de 

una parte respecto a Ia otra. Debido a esta restricci6n al desl izamiento, Ia pieza de 

peralte h ser6 m6s rigida y m6s resistente que Ia formada p,or dos piezas de peralte 

igual a h;
2

. 

1. 3. 4. Fluja de cortante 

Considerese una viga fabricoda de varias placas como se ITIJestra en Ia fig 1.29-a 

Para !-Iacer que estas placas trabajen como una sola viga, se unen por medio de pemos, 

seporadas a una distancia canveniente. Un elemento de esta viga, aislodo por medio de 

dos secciones paralelas perpendiculares al eje de Ia misma (fig 1.29-b), esta sujeto a 

momentos flexionantes MA en A y M
8 

en B. Debido a estos momentos, se desarrollan 

esfuerzos longitudinales en dichas secciones, los cuales actuan normales a Ia seccic5n. 

Estos esfuerzos varian linealmente desde cera en el eje neutro y en cualquier pun 

to situado a una distancia y del eje neutro tendran un valor de ~"&7 en B y de~..;)' 
en A . 

Si se toma Ia placa superior de Ia secci6n de Ia viga antes mencionada, cuya ~ 

bra mas cercana al eje neutro esta a una distancia y 
1
, se pueden determiner las fuer­

zas perpendiculares que est6n actuando en los extremos A y B de este elemento, mul­

tiplicando los esfuerzos por el area en que actuan. En el extrema B, Ia fuerza que 

actUa en un area diferencial dA situado a una distancia y del eje neutro, sera igual a 

( ~j ) dA y Ia fuerza total que actua sobre el area fghj es Ia integral de Ia fuer­

za elemental sobre esta area. Se tiene, entonces 

~~ ~ J ~~ ~AA ~ 
o.1u. 

~~ 't~A 
I J "'~ 

~Q ~ 1 

don de ~ = JaleA-~JA ~ ~.f \.tt · f , M
8 

e I son constantes en todo Ia 

seccic5n, y 1 es Ia distancia del efe neutro al centroide del area. La inteqral que de~ 
ne Q es el momenta de primer orden o estOtico del area fghj respecto al eje neutro, 
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que por definiciO,, es igual al area por Ia distoncia del centroide de esta area al eje 

neutro. 

Siguiendo un razonamiento semejante, se obtiene que Ia fuerza que actuo en el 

extrema A del elemento es: 

r ~ 
A 

MA 
r L ... u'IJA 

Si los momentos en A y B fueran iguales, Ia fuerza FA seria igual a Ia F y los 
B 

pernos que mantienen unidos las places no desempei'larian ninguna funci6n ya que Ia fue..!: 

za cortante resultante seria nula. Pero, si M es diferentede M , lo que sucede cuon 
A B 

do existen fuerzas cortantes en dos secciones adyacentes, entonces FA es difet'Wite de Fs y 

Ia fuerza resultante R tiene que ser tornado por los pernos que mantienen unidas las pi~ 

cas. 

Si M A es diferente de Ms y Ia secci6n A esta a una distancia dx de Ia secci6n 

B, los momentos flexionantes en dos secciones adyacentes difieren por una cantidad infi­

nitesimai.Asi, si el momenta flexionante en A es MA, el momenta en B ser6 Ms= MA +dM, 

y las fuerzas FA y F8 diferir6n por una cantidad diferencial: 

df ~r- r =- ( f'-iA.+~ ~{')Q -(MAO)~ J M Q_ 
.L. Q.. T.. / T l (I .36) 

En Iugar de trabajar con una fuerza en una longitud dx, es mas significative enc~ 

trar el valor de dicha fuerza en una longitud unitaria. Esto se puede lograr dividiendo 

df entre dx. La cantidad dF se designa con Ia letra q y se llama fluja de cartante. Es 
crx 

igual a Ia fuerza cortante que se presenta por unidad de IOfiJitud y se puede calcular 

de Ia siguiente forma: 

df 
1~V 

JH 
T 

it_ 
dtf 

JH 4> VQ 
~ d;tf r~ ----=y- (I. 37) 

yo que dtv\l'dx= V. La ecuaci6n dtv\l'dx= V se habia presentado en Ia secci6n I .2.5. I. 
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En Ia expresi6n (I .37) I es el momenta de inercia de Ia secci6n transversal de 

Ia viga respecto al eje neutro de Ia misma, V es Ia fuerza cortante que actua en Ia 

secci6n investigodo y Q es. el momenta de primer arden de Ia parte de Ia secci6n trans 

venal situoda encimo del nivel considerada con respecto al eje neutro de Ia viga.Se puede 

demostrar que se obtiene el misma valor de Q si se calcula el momenta de primer arden 

de Ia parte de Ia secci6n transversal debajo del nivel considerado. 

Yo que Ia fuerza cortante, V, esta dada en kg, el momenta de primer arden, Q, 

en cm3 y el momento de inercia, IJ en cm4, el flujo de cortante, q, estara dado en 

kg/em, o sea, como se estableci6 anteriormente, sera igual a una fuerza por unidad de 

longitud. 

Ejemplo I .14.- Flujo de cortante 

En este ejemplo se ilustra el efecto de Ia fuerza cortante (flujo de cortante) que se presen-

to en los pianos de union de los elementos de una viga que tienden a deslizar entre si. Tam 

bien se ilustra Ia forma de calcular Ia distancia a que se deben de colocar los clavos en 

Ia zona de fuerza cortante maxima a lo largo del eje de Ia viga, para evitar este desliza-

miento y hacer que toda Ia secci6n trabaje como una unidad. 

Para determiner Ia separaci6n a que se requiere colocar los clavos en Ia zona de fuerza -

cortante maxima es necesario conocer el volor del flujo de cortante 

no de uni6n de las secciones consideradas. 

a_ Y.!iL en el pla­
"T- l 

Para determiner el valor de Ia fuerza cortante maxima es necesario determiner primero el 

valor de Ia reacciones y despues construir el diagrama de fuerza cortante. En el ejemplo, 

Ia fuerza cortante maxima result6 de 1 350 kg, y se presenta en el tramo 1-2 de Ia viga. 

El momento de inercia I ser6 el de tada Ia secci6n respecto al eje neutro, el cual, por 

simetria, se encuentra a Ia mitad de Ia altura de Ia secci6n. 

El valor del momenta de primer arden, Q, depende del nivel al cual se desee determiner 

el valor de flujo de cortante, C!t . Para Ia uni6n de Ia secci6n A con las secciones B y C, 

Q es el valor del momento de primer orden de Ia zona A situada arriba del plano de 
<~ resultg ~ 

uni6n de esta zona con las secciones B y C (plano a-b), respecto al e1e neutro~875cm3 

El valor del flujo de cortante al nivel ab es por lo tanto iguol a 34.3 kg/em, y esta es 

i 
) 
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Ia fuerza que se presenta par unidad de longitud. La separaci6n a Ia que se debe colo­

car las clavas depende de su resistencia y del numero que se coloque. Siendo en este 

coso 40 kg Ia resistenc ia a cortante de los clovos y dos los clavos que se colocan en 

coda secci6n, Ia separaci6n de estos resulta igual a 2.3 em. 

En los pianos verticales de union de Ia pieza D con Ia B y Ia C, se presenta una 

fuerza cortante par unidad de longitud, ':/ , cuyo valor depende del mo-

menta de primer arden de Ia zona D, el cual es igual a 375 cm3 . El valor de '} en estas 

caras verticales resulta dP. 6.86 kg/em. Yo que Ia resistencia al cortante de coda clava, 

es de 40 kg y yo que est6n colocados par parejas, se tiene una resistencia al cortante de 

80 Kg por lo que Ia separaci6n de coda par de clavos es de 11.6 em. 

Las otras piezas, par simetrla, requieren las mismas separaciones. En el tramo 2-3 

de Ia vigo, donde el valor de Ia fuerza cortante, V, es Ia mitad del valor para el tramo 

1-~ Ia separacion de los clavos es el doble de Ia encontrad a para el tramo 1~2. 

1 . 3. 5 Esfuerzos cortantes 

AI determiner el valor del flujo de cortante, 'f , se estableci6 que cuando el mo­

menta flexionante varia entre dos secciones transversales adyacentes separadas una distancia 

"ri ~ r:~o 
"'E. s + IA4./1..o ~ 
cor+~-t..) 
e~ vi~,..~ 

'Fa 

A ~ 

r.., r ~ 1 ~,~ ~ 
t- ~,. .., 

.:.:,:.,.: 

I 
~-
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dx (fig 1. 30) en un corte poralelo al plano se presenta uno fuerza cortante dF cuyo valor 

se puede detenninar como 

df= f6 -~=dM f ( l. 36 > 

Se analiza a continuaci6n Ia obtenci6n de esfuerzos cortantes en uno secci6n rec-

tangular de ancho b. Si se divide el valor de Ia fuerza dF entre el area en que se encue~ 

tra aplicada, bJ~ , se obtendra el valor del esfuerzo cortante en el plano horizontal, 

(Q..) y (b) 
.,. )'I( AD • 

""-t1Q~1 1 ~ycJrd-.. 
,.. 

~)'K ~ )'4C cll)ld. ~ 

(c:.) (.j) 

""'fi,_.@ t ,~.~ .... t~c.;~ da.. los 
(J ~~ /..!.J~s ~yx y ";y 

siendo este valor igual a 

dt 
~7'J( -=- wr 
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- JM 4> - d1- 11p -=-
\)Q 
-r:b (1.38) 

en Ia que V, es Ia fuerzo cortante que actUo en Ia secci6n transversal, Q el momenta 
situada 

de primer orden (estatico) del are~ encima del nivel considerado, I el momehto de in~ 

cia de toda Ia secci6n transversal y b el ancho de Ia secci6n transversal. El valor del 

esfuerzo cortante tambien puede expresarse como 

IS' -=-- \1 Q. "_\ ~ _:t_ 
1" -:r.. b \? (1.39) 

t- .. ~ ~r'~~~ 

.... 

rc /I It 4 ___.._ 11".,.."" I v· ' "'1~ -L 

.) "" , ,~:l* 
I"'>Lol( ~ 

"fia @ v..,.;o...c:.~ ~ l. s -.s~.....r"L."~ 
co<+o-t+es ~ cal rw~-- .l.... ...__ 'f "-- ca.c.c;.,.; 
~+~ """""lJ 
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siendo l el flujo de cortante. 

Se puede demostrar que los esfuerzos en pianos horizontales 

acompoi'iados de esfuerzos en pianos verticales 1\1"><. y y que 

ambos esfuerzos son de Ia misma ma!)nitud. 

~><. van siempre 

en .cualquier punta 

Para demostrar Ia igualdad en valor absolute de v yx y vxy considerense sus efectos sabre un 

elemento diferenclal cualquiera que se sepore de una viga (fig I. 31). En Ia fig I. 31·b 

se presenta una perspective de este elemento y en Ia fig 1.31-c un corte del mismo. 

Para el equilibria horizontal del elemento, el esfuerzo cortante ,.S't"" en Ia 

cora inferior requiere otro igual y de sent ida contrario en Ia cora supe --

rior y las fuerzas a que dan Iugar estes esfuerzos (fig 1. 31-d) forman un par que necesita 

otro igual perc de sentido contrario para conseguir el equilibria de mementos. Las fuerzas 

de este par equilibrante don origen al esfuerzo cortante ~i en las cares verticales del 

elemento, como se observe en Ia fig l. 31-c. Tomando mementos respecto a un eje que 

pose par A se obtiene 

( ""r .. d, J 7-) da - ( Af!(t J a d1.) d 1 ~ c> 

Dividiendo entre dxdydz resultav ;x~ vxy. Observando los signos de v yx y vxy en Ia fig 131 

se ve que son de signa contrario, par Ia que en rigor, v yx = -v xy· Sienda iguales los esfuer­

zos cortantes en ambos pianos, los subindices se vuelven innecesarios, pudiendose represen-

tar estes esfuerzos simplemente per v. 

La variaci6n de los esfuerzos, f.J , en el peralte de Ia viga, calculados con Ia 

ecuaci6n (1. 38 ), es porab61 icc segun se demuestra a continuac ion. El memento de primer 

arden Q del area fghj de Ia fig 1 .32 con respecto al eje neutro es: 

G(=- bc;-t)(o+~-~ 
- b ( ~- 0) (~ + 0) ~ Q 

l (~)L- GL} ~~ 
ln 
1-

) 

( 1.40) 
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Sustituyendo este valor de Q en Ia 'cuaci6n 1.38 y eliminondo los subindices del esfuerzo foJ"; 

(\j:.. 

J[ ( ~) ':__ tL J 
'Ll {! .41) 

Esta ecuaci6n indica que, para un valor dado de V y de I, el valor del esfuerzo 

en un plano situado a una distancia y del eje neutro es funci6n de y2, par lo que en Ia 

altura del peralte Ia distribuci6n es porab6lica como se muestra en Ia fig 1.32. 

El 11alor maximo del esfuerzo cortante se obtiene cuando y es igual a cera en Ia 

ecuaci6n 1.41. Dicho valor es 

{V I 

'"""IlL( L""I 

. 3 
Yo que I es 1gual a bh /12, el valor de r.J es: 

rJ I C:. 

,..,11.-\ 

3 
?... 

v 
lot--, 

.......... 

y yo que bh es el area de Ia seccif)n transversal, 

.r -
I'"' I -

:""" ;>.~ 

3 
'2.. 

J 
A 

( 1.42) 

( 1.43) 

( 1.44) 

o sea, que el esfuerzo maximo es una y media veces el esfuerzo promedio. 

La ecuaci6n 1.38 es v6lida unicamente en forma rigurosa para secciones rectangulares. 

En secciones I, Ty circulares, tiene limitaciones. Sin embargo, permite calcular los esfuerzos 

cortantes m6ximos, par lo que suele aplicarse tambien a dichas secciones. {Vease. S. P. 

Timoshenko y J. M. Grere, "Mechanics of Materials", secciones 5.3 y 5.4). 
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Ejemplo 1. 1.5 En este ejemplo se ilustra Ia determinacion de los esfuerzos cortantes a lo 

largo del ej e en varies n iveles de Ia secc ion de Ia viga mostrada en Ia figura, Ia cual 

cs de seccion T. 

El valor del esfuerzo cortante se puede determiner con Ia expresion para los esfuerzos 

cortantes 'V _c VQ 
1b (ecuacion i .38). 

el 
En esta expresion el valor de V es,de Ia fuerza cortante que actua en Ia secc ion A-A 

de Ia viga, Ia cual se puede encontrar con el diagrama de fuerzas cortantes, resultando 

v = 25000 kg. 

El momenta de inercia de toda Ia seccion con respecto al ej e neutro resulto de 

10 300 cm4 . 

El momenta de primer arden, Q, depende del nivel considerado. P::~ra los diferentes ni 

veles elegidos se tendron los valores indicados en Ia figura. 

En las secciones consideradas el ancho b varia teniendo los siguientes valores: 

b1-1 _c 18 em 

b2-2 _c 18 em 

b2-2 ~ 2 em 

b3-3 2 em 

b4-4 = 2 em 

Como se puede observer, en el nivel 2-2 existen dos valores deb diferentes: 18 em para 

un nivel ligeramente arriba del plano de union del paton con el alma, y 2 em para otro 

ligeramente abajo.Siendo el valor de~=~ el mismo para ambos casas, el valor de 

"{=· 't sera mayor don deb sea menor, presentandose en esta seccion un cambia 
------ro-

brusco en el valor del esfucrzo cortante. Los esfuerzos cortantes calculados con Ia ecua­
que 

cion 1.38 en este nivel no son rigurosamente correctos, ya,.dichos esfuerzos son nulos "en 

el borde inferior del paton par ser un borde libre. 

Para los diferentes niveles considerados se tienen los valores de 'f"indicados en Ia figura. 
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El esfuerzo cortante en una secci6n rectangular tiene una distribuci6n parab6lica. 

Por lo tanto al variar v de un valor cero en el nivel 1-1, a un valor de 48.5 

kg/cm2 en el nivel 2-2, el esfuerzo corta:~~dra una distribuci6n parab61ica. 

La mismo suceder6 al variar el esfuerzo cortante del nivel 2-2 ol 3-3 y de es-

te al 4-4. 

La distribucion del esfuerzo cortante a lo largo del eje vertical de Ia secci6n se 

ra par lo tanto Ia indicada en Ia figura. 

Si se analiza Ia formula para determiner el esfuerzo cortante 
"-"''( 

(IT =- :I..Io ( 1.38 ) 
se observa que para una seccion dado de Ia viga los valores v e I son constan-

tes, en tanto que las valores de Q y b variar6n de acuerdo con el nivel conside 

rado. El valor maximo de v se presenta en el nivel donde Ia relocion Q/b sea 

maxima. 

El valor de Q es maximo al nivel del eje neutro, pera el valor de b puede no 

ser minima a ese mismo nivel par lo que el valor de v max no necesariamente se 

presenta al nivel del eje neutro. 

La distribucion del esfuerzo cortante a lo largo del patin se puede determiner en 

forma semejante, hacienda cortes verticales a lo largo del mismo, como el corte 

a-a indicodo en Ia figura. En Ia formula del esfuerzo cortante tanto v como I y b 

son constantes par lo que el valor del esfuerzo cortante variara conforme varie el 

valor de Q = A y (respecto al eje neutro). En este coso Ia distancia y permane-

ce constante a lo largo de todo el patin e igual a 10 em. 

El area, A, par su parte varia unicamente con Ia distancia del extrema del patin 

a Ia seccion cansiderada, par lo que Q varia linealmente del extrema del patin 

al eje vertical de Ia secci6n. En Ia otra mitod del pat in se tiene una variacion 

similar pero los esfuerzos son de sentido contrario. 

El esfuerzo cortante maximo en el pat in es par lo tanto de 24.25 kg/ cm2• En es 

te calculo se despreci6 el espesor del alma. 
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1.3.6 Centro de cortante 

En cualquier secci6n de una viga, como se dijo anteriormente, siempre que se tenga un 

momenta flexionante variable, exist ira esfuerzo cortante. 

Estos esfuerzos, al actuar sabre sus respectivas areas, dan Iugar a una fuerza cortante 

interna o resistente cuya resultante deber6 ser igual, opuesta y colineal con Ia fuerza 

cortante exterior. Si esto no ocurre, Ia fuerza cortante intemo y Ia fuerza extema pr~ 

ducen un momenta torsionante en Ia viga. 

G 

h 
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Para que no exista memento torsionante se requiere que Ia resultante de las fuerzas corte~ 

tes exteriores pose par el II amado centro de cortante o tam bien centro de torsion. El cen 

tro de cortante es un punto de Ia seccion transversal per el que debe de poser el plano 

que contiene las fuerzas exteriores que producen Ia flexion, para que Ia viga se flexione 

sin torsiOn. 

Para ilustrar Ia determinaci6n de Ia posicion del centro de cortcr~te, considerese una vi-

go de seccion canal (fig 1.33}.Se supone que las paredes de esta seccion canal son lo s~ 

ficientemente delgadas para que todos los calculos puedan basarse en Ia hip6tesis de que 

el area esta concentrada en Ia linea media del espesor. La flexion de esto canal se prese~ 

to olrededor de su eje horizontal y aunque esta secci6n transversal no tiene un eje verti­

cal de simetrla, se supone que los esfuerzos de flexion pueden calcularse con Ia formula 

de Ia escuadrla. Suponiendo edemas que en esta canal actua una fuerza cortante vertica~ 

el memento flexionante variara de una seccion a otra a lo largo de Ia viga. Hacienda un 

corte arbitrorio cc, los valores de q y ')r pueden encontrarse en Ia forma usual. A lo 

largo de los patines horizontales de esta canal, estes cantidades varioran linealmente des 

de un valor cere en el extreme libre del patln. A lo largo del alma, Ia variocion de q 

yVes parab6lica. 

La variaci6n de estas cantidades se muestra en Ia fig 1.33-b dlbujadas a lo largo de Ia 

linea central de Ia secci6n. El e~fuerzo cortante promedio 11q/2 multiplicaca per el area 

del patln do una fuerza F1= ( 1fa/2) bt y Ia sumo de los esfuerzos cortantes verticales s? 

bre el area del alma es Ia fuerza cortante 

1+1: v.:: 7t dl 
.b. 
;1. 

Estes fuerzas estan representadas en Ia seccion transversal de Ia fig 1.33 -c y dan Iugar a 

una fuerza vertical V y a un perF 1 ·h-. El par tendera a tercer Ia sec cion alrededor de su 

eje longitudinal. 

Para evitar el giro y asl conserver valida Ia distribuci6n de los esfuerzos de flexi6n su-

puesta inicialmente, es necesario aplicar una fuerza extema, P, de forma tal que equili­

bre el par intemo F 1 ·h. Par~ mantener esta fuerz:a en equil ibrio, una fuerza igual y opue_! 

to se debe desarrollar en el alma. 
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Suponiendo que el plano en el cual se debe aplicar Ia fuerza P para eliminar Ia torsion 

de Ia canal, se encuentra a una distancia e del eje del alma, para equilibrar Ia torsion 

de Ia canal es necesario que 

17 h == Pe 

Y per I o tanto 
e= ..Lb_ _ h % bth 

p ----p 
b;JA.;lt 
II.! e= 

bth VO l:.th 
= (fl...f' :rz:.. = .JiF 

(1.45) 

V6t(%.) 
1 t. 

(1. 46) 

N6tese que Ia distancia e es una propiedad de Ia geometric de Ia seccion y es indepen­

diente de Ia mognitud de Ia fuerza aplicada P, asl como de su localizacion a lo largo 

de Ia viae. 

Una investigaci6n similar puede efectuarse para localizer el plano en el cual deben a pi i-

carse las fuerzas horizontoles para equil ibrar Ia torsion de Ia canaL En virtud de Ia sime 

tria puede verse que este plano coincide con el plano neutro del primer coso. La inter-

seccion de estes dos pianos mutuamente perpendiculares con el plano de Ia secci6n trans 

versal, define un punta llamado centro de cortante. 

Para cualquier secci6n transversal con un eje de simetrla, 0l centro de cortante estero Ia 

calizado sabre dicho eje. Si tiene des ejes de simetrla, el centro de cortante coincidira 

con el centroide de Ia seccion. 

Para secciones asimetricas de paredes gruesas, Ia local izaci6n exacta del centro de corte~ 

te es diflcil de obtener. Si el espesor de Ia pared es pequei'lo, como se ha supuesto para 

Ia secci6n analizada anteriormente, el procedimiento es relativamente sencillo. 

El metoda usual consiste en determiner las fuerzas cortantes, tales como Ia F 1 y V antes 

mencionadas, y luego encontrar Ia local izacion de Ia fuerza externa necesaria para rrcn 

tener esos fuerzas un equilibria. 

Ejemplo 1.9.- En este ejemplo se presenta Ia forma de calcular Ia posici6n de cortante de una 
sec-
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ci6n como Ia mostrada en Ia figure. 

Como Ia secci6n tiene un ejede simetria, el centro de cortante quedar6 sobre dicho eje, es 

decir, el plano de aplicaci6n de las cargas horizontales coincidira con el eje de simetria -

horizontal. Para Ia localizaci6n del centro de cortante sobre el eje antes mencionado, es 

necesario conocer el valor de las fuerzas que actuan en Ia secci6n y para determiner estas, 

se necesita determiner primero los esfuerzos cortantes en A, B, C, D, E, y F, asi como a Ia 

altura del eje neutro. 

Para encontrar el valor de los esfuerzos, conocido el valor de Ia fuerza cortante, se deter­

mine el valor del memento de inercia respecto al eje neutro, resultando igual a 1786 cm4. 

Como el espesor de las paredes de Ia secci6n es constante, Ia unica variable sera el momen 

to de primer orden, cuyos valores se presentan en Ia hoja de calculo. 

En Ia otra mitad de Ia secci6n, por simetria, se obtienen valores iguales. 

Para el calculo de las fuerzas que actuan en cada elemento de Ia secci6n, hay que tomar 

en cuenta las distribuciones de los esfuerzos encontrados e integrarlos sobre sus areas respec· 

tivas, es decir, encontrar los volumenes correspondientes. 

La suma de las fuerzas verticales deber<'i ser igual a Ia fuerza cortante, e igual y de sentid 

contrario a Ia fuerza equilibrante 

P = V3 - V1 - V 2 = 2724 - 62 - 62 = 2600 kg ~ 2560 Kg. 

La pequei'la dlferencia obtenida en Ia carga se debe a que tanto el patin superior como el 

ferior, toman una fuerza cortante vertical, suficientemente pequei'la para ser despreciada. 

Tomando mementos respecto a Ia intersecci6n del eje del alma y el eje neutro se tendra qu• 

Ia posicion del centro de cortante 5e encuentra a 4. 7 em del eje vertical del alma de Ia s 

ci6n. 

1. 3. 7 Deformaci6n por cortante 

Las fuerzas cortantes producen una deformacion tangencial o distorsi6n, de Ia misma manera 

que las fuerzas axiales originan deformaciones longitudinales, pero con una diferencia fundc 

mental. Un elemento sometido a tension experimenta un alargamiento, mientras que un elerr 

to sometido a una fuerza cortante no varia Ia longitud de sus !ados, sino que unicamente c 

bia de forma, de rectangulo a paralelogramo, como se observe en Ia fig 1. 34. 
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~itt~"' 
.,,.. :{ tT(,.,.,. a. c=, ~ 

+~j~c.;"'"' 
ingulo en el punta c, igual a'l9'Z. antes de ladeformocion, se reduce a 7r/A- r siendo 

el pequei'lo angulo mostrado en Ia figuro. AI mismo tiempo el angulo en el punta a se in­

,enta a 1Jf-z.. *-"t". El angulo 1( es una medida de Ia distorsion del elemento debida al co_r:_ 

e y es II amado deformacion por cortante. En Ia ff igura se puede observer que Ia tangente 

ongulo 1( es igual al des I izamiento horizontal que presenta el extrema superior del elemen 

on respecto al inferior, dividido entre Ia altura del elemento 

ds 
tan((=d)' (1.47) 

debido a que 1( es siempre muy pequei'la, se puede considerar que Ia tangente es igual 

ngulo, resultondo 

ds 
--;r:~ (1.48) 

yondo un material sometido a cortonte puro y midiendo los deformociones se puede obtener 

,rimentolmente el diogromo esfuerzo-deformoc ion poro ese material. Este diogramo es muy -

or al de un ensoye de tension del mismo material, pudiendose determiner el Limite de pro-

ionolidad,el lfmite de fluencia y el esfuerzo maximo producidos por Ia fuerza cortante. Los 

rimentos muestron que para metales ductiles, incluyendo el ocero estructurol, el esfuerzo -

uencia ~ debido al cortante esta comprendido entre 0.5 y 0.6 veces el esfuerzo de flue_r:: 

Jebido a cargo axial , f • Par lo tanto, Ia ley de Hooke por cortonte puede estoblecerc~ 
y 

"V;: GY 

G es el modulo de elasticidod por cortante, tombien llamado modulo de rigidez transver 

IS ecuaciones (1.47) y (1.48) se puede establecer Ia relacion entre Ia deformoci6n 

nc iol y el esfuerzo cortante por media de Ia ecuaci6n 

ds 
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rVd.Y 
G 

(1.49) 

En el coso de vigos, las maximos distorsiones por cortonte se presenton donde el cortante es 

maximo y no hoy distorsi6n donde el esfuerzo cortonte es nulo ( fig 1. 35). Estos distorsio= 

nes alobeon Ia secci6n, iniciolmente plana, a troves de todo Ia vigo por lo que se controc!.i. 

ce Ia h ip6tesis bel sica de Ia flexion elastica de que las secc iones pianos se conservan pianos 

despues de Ia deformocion. Sin embargo, por Ia teorio de Ia elastic idod se puede demostror 

que los distorsiones por cortonte de los secciones pianos son despreciob[es y los expresiones 

encontradas pora Ia teorfo de vigos perfectamente a pi icobles si Ia longitud del miembro es 

cuondo menos dos o tres veces mayor que el peralte total del mismo. Esto conclusion es de 

gran importoncio, y.:~ que implica que Ia existencia de uno fuerzo cortonte en una secci6n 

no in val ida los expresiones pora esfuerzos flexionontes en materiales elasticos. 

n?r@ 
"E.f.c.~ del 
esfua.t1-o 
cort~-te... 
ClM 1/i~LS 

\ 

? 

, ' " M~K;~-.. d.ist-~....,, 
t..l"\ tl -.. F- r ,........, "t1" o 

~ 
\ 
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1.4 FLEXION ASIMETRICA 

En Ia secc ion 1. 2.3 se establec io que Ia formula de Ia escuadrla 

solo puede aplicarse cuando el material es de compartamiento lineal y cuando Ia 

secci6n transversal del elemento es simetrica respecto al plano de cargo. En sec-

ciones asimetricas respecto al plano de cargo, pero simetricas respecto a un eje 

perpendicular al plano de cargos, existe flexi6n sin torsi6n unicamente si el plano 

de cargos paso par el centro de torsion de Ia seccion transversal, como se ilustr6 

en Ia fig 1.33 para el caso de una canal. Si el plano de cargos no pasa par el 

centro de torsion, Ia seccion se encuentra sometida a momenta torsionante, adicio 

nalmente a Ia flexion y a Ia fuerza cortante. 

Otro coso de flexion asimetrica, es el de secciones con dos ejes de simetrla 

pero sometidas a cargos inclinadas respecto a dichos ejes, como se muestra en Ia 

fig 1.36-a. Este problema se resuelve descompaniendo Ia fuerza aplicada en dos 

companentes que actuen en coda uno de los ejes de simetrfa (figs 1. 36-b y 1. 36-c), 

a pi icando Ia formula de Ia escuadrfa para coda una de las dos companentes y su-

mando los efectos. Hacienda esto, se obtiene que el esfuerzo en un punta cual-

quiera de Ia secci6n transversal con coordenados y, z, es: 

f Mt~ 
Ty 

+ 
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~ 
"I-l: 

( 1.50) 

donde My y Mz son los mementos flexionantes alrededor de los ejes Y y Z, res­

pectivamente, e ly e lz son los mementos de inercia alrededor de dichos ejes. El 

segundo sumando del segundo miembro representa el efecto de Ia cargo de Ia fig 

1.36-b y el primer sumando,el efecto de Ia cargo de Ia fig 1.36-c. SiMes el 

momenta producido par Ia cargo P, el momenta Mz es igual a Mcos 9 y el marne~ 

to M es igual a M sen9. Por lo tanto, Ia ec (\.50) se puede escribir tambien y 

en Ia forma 

f = (Msel'} &)~ + 

I 1 

(~ c:os e)y 
lL ( 1.51) 

Se puede demostrar que Ia inclinacion del eje neutro (fig 1.36-a) queda deter 

minada par Ia ecuacion 

t<M,u{ -= -r~ t~e 
T 1 

( 1.52) 

Para secciones asimetricas, pueden aplicarse las ecuaciones 1.50 y 1.51, sus!_!_ 

tuyendo los ejes de simetrla par los ejes principales de Ia seccion, es decir, par 

aquellos ejes alrededor de los cuales es nulo el producto de inercia de Ia secci6n. 

Esto se ilustra en Ia fig 1. 37 para el coso de una secc ion Z. La cargo P debe de_s 

companerse en sus componentes sabre los ejes Y y Z que en este caso son los ejes 

principales de Ia seccion. Los esfuerzos pueden determinarse despues con las ecs 

(1.50)o(1.5J. La demostracion de que las ecs{1.50}y(1.5Vson aplicables a secci~ 

nes asimetricas cuando los ejes Y y Z son los ejes principales pueden encontrarse 
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en los textos de Resistencia de Nlateriales. 

lti) 

"10 i ~ Ci; ")~ 

"P~v-

--

See-c.. ·• ""' c:.-""" ea..rq .._ 
(e. sf cad-Y o­

~ ,_. ... t-rt-

.,.... .... 
c 

OS:. ~~~c.o.. 
.• ,.., c:..t.. """ .,_ cl..o._ 

len e.j~ d&-

Las deflexianes debidos a los momentos My y M z pueden calcularse por medio 

de los procedimientos expuestos en las seccianes 1.26, 1.27 y 1.28. Las deflexi~ 

nes asi calculadas se encantraran en los pianos en que actuan los momentos flexio 

nantes correspandientes. Pueden superpanerse quedando Ia deflexi6n resultante en 

un plano perpendicular al eje neutro. 
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Ejemplo 1.17.- Se trata de encantrar los esfuerzos praducidos en Ia secci6n 

de empotramiento de un voladizo por una cargo cancentrada inclinada aplicada 

en el extrema, asi como Ia orientaci6n del eje neutro correspandiente. La cargo 

esta cantenida en el plano YZ. 

Las esfuerzas en las cuatra esquinas de Ia seccian de empotramiento se calc~ 

laron con Ia ecuaci6n (1.51). Se obtuva primero el valor absoluto del momenta 

producido por Ia cargo concentrada y, en seguida, las companentes de este mom~ 

to con respecto a los ejes Y y Z AI sustituir estos valores deben utilizarse los 

signos correctos de los momentos. La convenci6n de signos para el momenta 

M = Mcos e es Ia expuesta en Ia secci6n 1.2.3 para Ia flexi6n producida por 
z 

fuerzas cantenidas en el plano XY. De acuerdo can esta canvenci6n el signo co-

rrecto de Mz es negativo. Estableciendo una canvenci6n semejante para Ia otra 

componente de flexi6n, M = Msen9, se comprueba que el signo correcto es po­
y 

sitivo. En caso de duda pueden deducirse los signos correctos de los esfuerzos ha 

ciendo caso omiso de las convencianes de signos, tanto para ordenadas como para 

momentos, y analizando el comportamiento fisico de Ia viga. De este analisis se 

deduce facilmente de qu~ lado praducen tensianes o compresiones las das compo-

nentes de momenta . 

El angulo o( entre el eje neutro y el eje Z se determin6 primero por medio 

de Ia ecuaci6n (1.52) y despues definiendo dos puntas de esfuerzo nulo. Las pun-

tos de esfuerzo nulo pueden localizarse facilmente a partir de cansiderocianes g~ 

metricas. Un examen de los esfuerzos determinados para las cuatro esquinas de Ia 

secci6n indica que existiran puntos de esfuerzo nulo en los Iadas EH y FG yo que 

los esfuerzos en los extremos de coda lado san de signo cantrario. La posici6n de 

estos puntas de esfuerzo nulo puede determinarse por semejanza de triangulos. 
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1.5 ESFUERZOS COMBINADOS 

1.5. 1 Conceptos introductorios 

En los secciones onteriores se hon estudiado exclusivamente estados simples 

de esfuerzos, es decir, se han analizado secciones sometidas a un solo tipo de 

esfuerzo. Por ejemplo, en Ia secci6n 3.3 del Cuademo 1 de los apunte~ de Mec~ 

nica de M.ateriales se estudio una secci6n perpendicular al eje de una barra 

sometida a esfuerzos normales de tensi6n o compresi6n uniformes en toda Ia sec-

ci6n. En Ia secci6n 1.2 del Cuademo 2 se analiz6 el estado de esfuerzos en una 

viga bajo Ia acci6n exclusiva de momenta flexionante y se encontnS que en una 

secci6n transversal de dicha viga act6an esfuerzos normales unicamente, que son 

de compresi6n, de un lado del eje neutro, y de tensi6n del otro lada. Y, por 

ultimo, en Ia secci6n 1.3, se estudi6 el efecto de los esfuerzos cortantes en v~ 

rias secciones de una viga suponiendo que eran los unicos esfuerzos a conside-

rar. 

En muchas ocasiones es suficiente, para fines de disei'lo estructural, consid! 

rar por separado el efecto de los distintos tipos de esfuerzo. Por ejemplo, las 
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vigas suelen dimensionarse para flexi6n y para fuerza cortante por separado, sin 

considerar Ia acci6n combinada de ambos. Sin embargo, en algunos casas el ef~c 

to combinado d" los esfuerzos normales y de los esfuerzos cortantes es mas des-

favorable que el de coda uno en forma aislado y es necesario entonces conside-

rarlos en conjunto. 

En esta secci6n se estudian dos casas sencillos de esfuerzos combinadas. Uno 

es el que se presenta en elementos sometidos o cargos axiales cuando se analizan 

secciones transversales que no son perpendiculares al eje longitudinal del elemen-

to, como Ia secci6n p-q en Ia fig 1.38. Se venS mas adelante que en una seccion 

como Ia mencionada existen esfuerzos normales y esfuerzos cortantes combinadas 

y que su magnitud depende del angulo de inclinaci6n de Ia secci6n. 

----
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El otro coso que se estudia en esta secci6n es el del efecto combinado del 

momento flexionante y de Ia fuerza cortante en una viga. Un elemento cualqui~ 

ra A de una viga bojo Ia accicSn de flexion y cortante ( fig 1.39) esto sometiilo 

a esfuerzos normales f producidos por Ia flexion y a esfuerzos cortantes v pro­

ducidos por Ia fuerza cortante, como se indica en Ia fig 1.39-b. Se vera poste­

riormente que Ia acci6n combinada de estos esfuerzos produce, en algunos puntos 

de Ia viga y en secciones inclinadas respecto al eje longitudinal de Ia viga, es­

fuerzos normales mayores que los esfuerzos f mostrados en Ia fig 1.39-b. 

UA 
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~~e...r-=Vt~ 
f~-z.~~-fle..h~AI"l~ 

c. rl" t~ Te.. 
1 

Existen estados de esfuerzos combinadas mas complicados que los menciona-

dos anteriormente. Por ejemplo en Ia fig 1.40-a se muestra un elemento sometido 

a esfuerzos normales en dos direcciones y a esfuerzos cortantes simult6neamente, 

y, en Ia fig 1.40-b, un elemento con esfuerzos normales en tres direcciones y 

esfuerzos cortantes. Estos estados de esfuerzos no se estudian en estos apuntes, 

pero pueden analizarse generalizando el metodo que se indica para el estado de 
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esfuerzos del elemento de Ia fig 1. 39-b. El lector interesado puede consultor al­

gun texto de Teoria de Ia Elasticidad o de Mec6nica del Medio Continuo. Cua!:! 

do el elemento se considera en un plano y no existen esfuerzos normales en dir~ 

cion perpendicular al plano del elemento, como en las figs. 1.39-b y 1.40-a, el 

estado de esfuerzos se denomina estado plano de esfuoczos. 
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1.5.2 Esfuerzos en pianos inclinados • una barra sujeta a cargo axial 

Se ha visto anterionnente que si se hace un corte nonnal al eje longitudi-

nal de una barra sujeta a cargo axial (fig 1.39-a}, se obtiene un estado de es-

fuerzos unifonne cuyo magnitud puede calcularse con Ia ecuaci6n 

f - .-!.,--""7-
1 - A (1.53) 

donde f x es el esfuerzo paralelo al eje de Ia barra (equivalente a F en Ia ec 

3.1 del cuademo 1 de Apuntes de Mec6nica de Materiales), P es Ia cargo axial 

y A es el 6rea de Ia secci6n transversal (fig 1. 41-b}. * Si el corte se hace de 

tal manera que no sea perpendicular al eje longitudinal de Ia pieza, como el 

corte p-q de Ia fig 1 • 41-a, el estado de esfuerzos en Ia secc i6n transversal es 

el indicado en Ia fig 1.41-c. Debido a que las defonnaciones unitarias son igu~ 

les en cualquier punto de Ia barra, los esfuerzos en Ia secci&. p-q tiene que ser 

tambien iguales. La resultante de los esfuerzos en Ia secci6n p-q es Ia fuerza 5 

indicada en Ia fig 1.41-d, Ia cual, por eq•Jilibrio del tramo de Ia barra situa­

do a Ia izquierdo del corte p-q, tiene que ser de Ia misma magnitud y colineal 

con Ia fuerza P. La fuerzo S puede descomponerse en dos fuerzas N y V, perp~ 

dicular y paralela respectivamente a lo seccic5n p-q (fig 1.41-d). Teniendo en 

cuenta que S=P, las fuerzas N y V tienen los siguientes valores: 

N=Pcos9 V=PsenQ, 

donde Q es el 6ngulo que forma Ia perpendicular a Ia secci6n p-q con Ia hori­

zontal. El area de Ia secci6n p-q en Ia cual actiian las fuerzas N y V es: 

A'=~ 
cos Q 

Denominando fg al esfuerzo normal que produce Ia fuerza N, y v9 al esfuer­

zo tangencial que produce Ia fuerza V, ambos sobre el 6rea A', Ia magnitud 

de estos esfuerzos puede calcularse con las siguientes ecuaciones: 

* Obse~ese que en esta secci6n (Fig 1.41) el eje Y se considera positivo hacia 
arriba mientras que, anteriormente, se supuso positivo hacia abajo. Esto se hace 
para que exista congruencia con las convenciones de ejes y signos qu~stablecen 
en esta secci6n y en Ia secci6n 1.5.3. se 
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t.l = 
N p 2 2 

ft:' = -A-- cos Q = f cos G-
X 

(1.54) 

v p 
vg -,;:r = A sen Q cos Q = f sen Q cos Q 

X 
(1.55) 

Las ecuaciones 1.54 y 1.55 permiten calcular los esfuerzos normal y tan-

f p 
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gencial en cualquier se..:ci6n de una barra. Observese que cuando 9 = 0~ o sea/ 

en una secci6n normal al eje longitudinal de Ia barre, fg = f x y vg = 0, lo cual 

coincide con el estado de esfuerzos estudiado en el Cuaderno 1 de Apuntes de 

Mec6nica de fv\aterioles pora elementos sometidos a cargos axiales. 

Antes de oplicor los ecuodones 1.54 y 1.55 pora determiner el estado de 

esfuerzos en un elemento cualquiera de Ia barra, se establecer6 Ia convenci6n -

de signos que se uso en esta secci6n, Los esfuerzos normales se consideran po-

sitivos cuando praducen tensiones y negatives cuondo producen compresiones en -

un elemento (figs 1.42 -o y 1.42-b). Los esfuerzos cortontes se consideran positi-

vos cuando indican un giro en el sentido del movimiento de las agujas de un re-

loj alrededor del l'lemento, y negatives en coso contrario (figs 1.42-c y 1.42-d). 

El 6ngulo 9 se rnide siempre a partir del eje X y se considera positive cuando se 

mide en sentido contrario ol del movimiento de las agujas de un reloj (fig 1.42-e). 

Para determiner el estado de esfuerzos en un elemento A, con una orien-

taci6n cualquiera, de una barra sujeta a tension (,fig 1.43-a) se oplicon las 

ecuociones 1.54 y 1.55 a las cuatro coras del elemento (fig 1.43-b) como se -

presenta a continuaci6n. 

La cora a-b tiene Ia misma inclinaci6n Q que el corte p-q de Ia fig 1.41; 

por lo tanto, los esfuerzos en dicho cora son: 

fo-b f cos 2 g 
X 

( 1.56) 

v a-b = f x sen Q cos 9 ( 1.57) 

La perpendicular a Ia cora b--e forma un 6ngulo ( Q + %.) con el eje X. 

Para encontrar los esfuer.cos en esta cora se sustituye ( Q + 11h ) por Q en las 

ecuaciones 1.54 y 1.55 y se obtiene 

-floc_ =f,_(:.~~'L(e+il'"/r£..) =- +1- SeN1
1
e- ( 1.58) 

/\) kl c. :o- t1 .s'<UJ ('Y + 11/'Z.) c..o>(~-~.:r%_)-=- f1- sen<&c..os9 ( 1.59) 
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En Ia cara c-d los esfuerms tienen que ser iguales y de sentido contrario o 

los esfuerzos en Ia cora a-b, par equilibria del elemento. Esto puede corroborar­

se, sustituyendo un angulo igual a ('ft~ e) en las ecuaciones 1.54 y 1.55, con 

lo que se obtiene: 1.. 

fc.-a ::: f c.os 1..( 1r +-e)·=- f 1 co5 e < 1.60 > 

tlf G _J '"'- ~ 1- Se.->-1 (1f + 0)ecs (ft +9) ~ f~ SIV>I & c.os G> ( 1.61) 

De Ia misma manera pueden calcularse los esfuerzos en Ia cora d-a, los cua 

les resultan iguales y de sentido contrario a los esfuerzos en Ia cora b-e. 

Algunos conclusiones impartantes que se derivan de las ecuaciones 1.54 y 1.55, 

asr como del an6lisis de esfuerzos en el elemento A de Ia fig 1.43, son las siguien 

tes: 

a) El esfuerzo normal f Q alcanza su valor maximo cuando el angulo Q es 

nulo, ya que en este coso cos Q = 1, y 

+ - t' t- ( 1.62) /Y"'ILJI. 

Esto indica que el esfuerzo normal es maximo en una cora perpendicu-

lor al eje longitudinal del elemento. Los esfuerzos en esta cora son 

iguales a los calculados para elementos sometidos a cargos axiales en 

Ia seccic5n 3.3 del Cuademo 1 de Apuntes de Mecanica de Materiales. 

b) Cuando Q = 0°, o sea, en las caras perpendiculares del eje del miembro, 

,t\.fe-=- o ( 1.63) 

como se deduce de Ia ecuaci6n 1 .55. Esto indica que en las caras de 

esfuerzo normal maximo no existen esfuerzos cortantes. 

c) El valor maximo del esfuerzo cortante se presenta cuando Q = 45°, y 

vale 

1\f,..... ..... x 
t~ 

=~ 

( 1.64) 
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d) Segun se deduce de los esfuerzos cortantes encontradas en las caras a-b 

y b-e del elemento A, 

p o.J, =.. - ,r be. 
( 1.65) 

0 sea, que los esfuerzos cortantes son iguales y de signa contrario en dos 

caras perpendiculares de un elemento. Esto coincide con lo encontrado ~ 

ra un elemento sujeto a esfuerzos cortantes puros (secci6n 1.3.5). 

Las tres primeras conclusiones son validas unicamente para un elemento sam= 

tida a una cargo axial mientras que Ia cuarta conclusiOn es general para cualquier 

est ado de esfuerzos. 

Ejemplo 1.18 .- Se pide calcular Ia resistencia a tensic5n de una barra 

cuando se conocen el esfuerzo normal y el esfuerzo cortante que puede resistir el 

material. Primera se calcula Ia resistencia supaniendo que Ia fall a ocurre al a lean_ 

zarse el esfuerzo normal resistente de 3000 kg/cm2. La ecuacion 1.62 indica que 

el esfuerzo normal maximo se presenta en una seccic5n perpendicular al eje longit.':!_ 

dinal de Ia barra. Par lo tanto, Ia resistencia resulta igual al esfuerzo normal re-

sistente par el area de dicha seccion. Baja esta hip6tesis se obtuvo una resistencia 

de 9.42 ton. Despues se calcula Ia resistencia supaniendo que Ia folia ocurre al 

alcanzarse el esfuerzo cortante resistente de 1 000 kg/ cm2. El esfuerzo cortante 

maximo, segun Ia ecuacion 1.64, se presenta en un plano inclinada a 45° res-
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pecto al eje longitudinal y vale f~2. Si el esfuerzo cortante resistente es 

1 000 kg/cm2, el esfuerzo normal en direccion paralela al eje longitudinal, fx, 

es par lo tanto de 2 000 kg/ cm2, y Ia resistencia de Ia barra es igual a este 

esfuerzo par el area de una secci6n transversal perpendicular al eje longitudinal. 

La resistencia obtenida de esta manera resulto de 6.25 ton, lo cual indica que 

Ia barra folia porque se alcanza Ia resistencia a esfuerzo cortante del material an 

tes de alcanzarse Ia resistencia a esfuerzo normal. 

1.5.3 Esfuerzos en un elemento de una viga sometida a momenta flexionante y 

fuerza cortante. Esfuerzos principales 

Se menciono en Ia secci6n 1.5.1 que en un elemento de una viga sometida 

a momenta flexionante y fuerza cortante actuan simultaneamente esfuerzos norma-

les, f, y esfuerzos cortantes, v (fig 1. 39-b}. Los primeros pueden calcularse con 

Ia formula de Ia escuadria y los segundos con Ia ecuaci6n (1. 38). El elemento A 

de Ia fig 1.39 tiene sus caras paralelas y perpendiculares al eje longitudinal de Ia 

viga; solamente cuando se cumple esta condicion son aplicables Ia formula de Ia 

escuadria y Ia ecuocion (1. 38}. En esta sec cion se estudia Ia manera de calculor 

los esfuerzos en pianos inclinados respecto al eje longitudinal de Ia viga. 

En Ia fig 1.44-a se ho reproducido el clemente A de Ia fig 1.39 y se ha s= 

l'lolodo un plano inclinado p-q cuya perpendicular forma un 6ngulo Q con el eje X. 

La convene ion usoda para los dos subindices de los esfuerzos cortantes, v, es Ia 

siguiente. El primer subindice indica el plano en el que actua el esfuerzo, y el 

segundo, el eje paralelo al esfuerzo. Por ejemplo, el esfuerzo cortante Vxy actua 

en el plano X, o sea, en un plano perpendicular al eje X, y es paralelo al eje Y. 

La convenci6n de signos usoda en esta secci6n difiere de Ia usada en secciones anteriores 

y se ha incorporado porque es Ia convenci6n usual en Teoria de Ia Elasticidad. AI iguol 

que en Ia secci6n 1.5.2 el eje Y se ha marcado positive hacia arriba mientras que en se.:_ 

ciones anteriores se habia considerado positivo hacia abajo. Los esfuerzos cortantes Vxy 
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se consideran positives cuando tienen el mismo sentido que el eje indicado par 

el segundo subindice. Para los esfuerzos cortantes wg (fig 1.44-b} se sigue Ia 

misma convenci6n anterior que consiste en considerarlos positives cuando indican 

un giro alrededor del elemento en el sentido del movimiento de las manecillas de 

un reloj. Los esfuerzos normales son positives cuando son de tension y negatives 

cuandci son de campresion. 
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Para calcular los esfuerzos fg y vg en el plano p-q considerese el equilibria 

del elemento triangular mostrado en Ia fig. 1.44-b. Si se denomina A el area de 

Ia cara X, o sea, de Ia cora en que actoo el esfuerzo f x, el area de Ia care Y 

es A tan g y el area de Ia cora inclinada es A sec Q. Si se considera que las 

fuerzas en coda cora son iguales a los esfuerzos por las areas correspondientes y 

se establece el equilibria de fuerzas en direcci6n del esfuerzo fg se obtiene Ia 

siguiente ecuacion: 

f 9 A ~e.c..e -f 1-A c.os e- fl[~jA SeYl e- {lfi1 A ~9c..os9='-0 

Despejando fa, eliminando el factor A y tomando en cuenta que vxy = vyx,se 

obtiene ~ tq,.,e-~e\ 
~& -; 

t _ f ~S 0- ($eM<t;' 
e-- i1 s:e.c.'9 + J1j . ~ &-

Y
1 

aplicando relaciones trigonometricas conocidas: 

-f" -= f 1- e..vs 2. e -1- '2.. f'f 1-{ s e-VJ e .:...:>~ e ( 1.66-a) 

Estableciendo el equilibria de fuerzas en direccion del esfuerzo vg y siguie~ 

do el mismo procedimiento anterior se obtiene: 

'If - f"' ~<=-..., 9 c...oo;o B + tJ-.~v fsen-z..9_c.:;;) · e - ~"' ,.. ' \.' '1 < 1. 66-b ) 

Las ecuaciones 1.66 tambien suelen escribirse en Ia siguiente forma equiva-

lente: 

te- f ')t .. _t f"" c..os 1-9 + A) se11 1.e ( 1. 67-a ) 
~ ...... ?.... ' i-'1 

rS"e -,:. -i r:x' $R..Vl 'L9 - fl)i-7 c..v::, 'L e ( 1.67-b) 
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Utilizando las ecuaciones 1.66 o 1.67 pueden encontrarse los esfuerzos nor-

males y cortantes en cualquier plano inclinado. Conviene determiner Ia inclinacion 

del plano en el que dichos esfuerzos alcanza11 su valor maximo y Ia magnitud de 

esos esfuerzos. Para encontrar el plano de esfuerzo normal maximo, o sea, el v~ 

lor de g para el cual fg es maximo, se deriva Ia ecuacion 1.67-a y se iguala a 

cero, con lo que se obtiene: 

d fe ~ 
d8 

-f ~ s.eVI 'Le + 1... !U e-os 'Le- -=- o 
r- "f( 

de donde, 

tev-, ·u7 ::: 'L (\)"'f..; 

fy: ( 1.68) 

Hay dos valores de 2Q que satisfacen Ia ecuacion 1 .68 y que difieren entre 

sl 180u. Uno de estos valores esta entre o y 180u, y el otro, entre 180u y 360". 

Los valores correspandientes de g estan entre 0 y 90~ y entre 90° y 180", y di­

fieren entre sl 90u • Para uno de estos dos volores de g el esfuerzo normal es 

maximo y para el otro valor es minima. Estos esfuerzos maximo y minima reci­

ben el nombre de esfuerzos principoles y se presentan en pianos perpendiculares 

yo que los dos val ores de g difieren en 90u. 

Para encontrar Ia magnitud de los esfuerzos principales se pueden obtener los 

valores de cos 2Q y sen 2Q a partir de Ia ecuacion 1.68 y sustituirlos en Ia ecua 

cion 1.67-a. Se obtiene: 

t I ~ f~ + ~ ( ±t) ._ + 
"L 

p"'-y 

i' = _It_ _ If (k)t.+ ~ 1. 
'2. 'L f L "/j 

( 1.69-a) 

( 1.69-b) 

donde f1 y f2 representan el esfuerzo normal maximo y minima, respectivamente. 

Si se sustituyen los valores de cos 2Q y sen 2Q obtenidos de Ia ecuacion 1.68 en 
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Ia ecuaci6n 1.67-b, se obtiene un valor nulo de v 9 • Esto indica que en los pi~ 

nos en que actuan los esfuerzos principales el esfuerzo cortante es cero. 

De manera semejante se puede obtener Ia inclinaci6n del plano en que el 

esfuerzo cortante alcanza su valor maximo y Ia magnitud de este esfuerzo. Los 

resultados son los siguientes: 

c.. a-t :;__ e '2.... !U'!-y 
=-

f1 
-

AT - v ( ft)L ~ ~y~ 
{\"16'-->( 

La ecuaci6n 1.71-a tambien se puede escribir en Ia forma 

rJ 
fiMIH 

t1- tL 
'L 

( 1. 70) 

( 1.71-a) 

( 1. 71-b) 

En Ia fig 1.4~ se muestra en forma esquematica Ia variaci6n del esfuerzo pri~ 

cipal mCiximo, o sea, el de tensiOn, en una secci6n transversal de unu ·viga i~Cta~ 

gular. Tambien se indica Ia variaci6n de los esfuerzos normales fx producidos par 

Ia flexion y de los esfuerzos cortantes v xy producidos par Ia fuerza cortante, Se 

aprecia on !a figure, que en algunos regiones el esfuerzo principal es mayor que 

el esfuerzo normal producido por Ia flexion, aunque el maximo valor del esfuerzo 

principal coincide con el esfuerzo maximo por flexion en el !echo inferior de Ia 

viga, 

Los esfuerzos principales pueden determinarse por el mismo procedimiento de 

equil ibrio usa do en esta secci6n para los estados de esfuerzos mostrados en Ia 

fig 1.40. Las ecuaciones obtenidas en esta secci6n para el calculo de esfuerzos 

principales y esfuerzos cortantes moximos, asi como los correspondientes a los e~ 

todos de esfuerzos de Ia fig 1 • 40, pueden representarse grofi camente por el llama 

do Circulo de tvlohr que simplifica los calculos numericos necesorios. 

Compresicin 

f x = ~y ___Jongitudinal 

OistribuciOn de es~uerzos _____.,­
normales longitud1nales 

OnecciOn de 
principales 
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A 

A 

DistributiOn de esfuerzos 
tangenciales 

VQ 
/vx/ bl / 2 

+j(~J + v2 

-----------"'-~ _ _£__X 

longitudinal 

f:: esfuerzo principal 

de tensiOn 

FIG 8 DISTRIBUCION DE ESFUERZOS EN UNA SEC CION 

DE UNA VIGA. 
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Ejemplo 1.19.- En este ejemplo se ilustra el calculo de los esfuerzos princi­

pales y de los esfuerzos cortantes maximos en un punta de una viga en voladizo. 

Se calcularon primero los esfuerzos normales, fx, con Ia formula de Ia escuadrla, 

y los esfuerzos cortantes, vxy ,con Ia ecuacion\1.38) Con los esfuerzos calcula­

dos de esta manera, se represento el estado de esfuerzos en el punta en cuestion 

(punta a). Este estado es como el mostrado en Ia fig 1.44-a y consiste en esfue.!: 

zos normales en las caras X y esfuerzos cortantes en las cuatro caras del elemento. 

Los esfuerzos normales calculados con Ia formula de Ia escuadrla resultaron de com 

presion y par Ia tanto son negatives; el esfuerzo cortante en Ia cora X del elemen 

to, o sea Ia cora del lado derecho, es hacia abajo, y par Ia tanto el esfuerzo -

cortante Vxy es negative yo que en esta secci6n se sigue Ia convencion de con~ 

derar que los esfuerzos cortantes son negatives cuando tienen sentido contrario a Ia 

direccion positive del eje del segundo sublndice. Observese que para el calculo de 

esfuerzos normales se considero el eje Y hacia abajo ,mientras que se lama para 

arriba en el an6lisis de esfuerzos principales. 

Se calculo despues Ia inclinaci6n del plano de esfuerzos principales, o sea, 

del plano p-q de Ia fig 1.44. Se menciono anteriormente que Ia ecuacion 1.68, 

con Ia que se calcula dicha incl inacian, tiene dos soluciones las cuales represen­

tan dos pianos perpendiculares entre sl. Estos dos pianos se muestran en el ejemplo; 

las zonas rayadas equivalen a los elementos triangulares de Ia fig 1.44-b sabre los 

cuales se calcularon los esfuerzos principales. 

El calculo de Ia magnitud de los esfuerzos principales se hizo con las ecuaci~ 

nes l1 .69) Con estas ecuaciones se obtienen dos val ores; uno represento el esfuerzo 

I 
maximo de com presion y el otro, el de tensi6n. Para determiner en cual de los 

dos pianos establecidos anteriormente actua el esfuerzo de compresion y en cu~l el 

de tension, se analizo el equilibria de coda uno de los dos elementos triangulares. 

Para esto, se representaron sobre las caras horizontal y vertical los esfuerzos nor-
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males y cortantes correspondientes al estado de esfuerzos en el punta a, y se d~ 

termin6, a partir del equil ibrio del elemento, el signa que debra tener el esfuer 

zo nonnal sabre el plano inclinado. 

Esta detenninaci6n tambien se hizo con un procedimiento alternative que con 

sisten en aplicar las ecuaciones (1,66-a) o (1.67-a), que sirven para calcular los 

esfuerzos principales. Los valores de los esfuerzos nonnales fQ calculados con es­

tes ecuacion deben coincidir con los valores de los esfuerzos principales f 1 y f 2 , 

Ia cual sirve de comprobacion, y edemas se obtiene en cual de los dos pianos de 

esfuerzos principales actua el esfuerzo de compresi6n y en cual el de tensi6n. 

Una vez detenn inadas las magnitudes y Ia orientaci6n de los esfuerzos pr~ 

cipales en el punta a, los resultados obtenidos se presentan gr6ficamente. 

A continuaci6n se calcularon los esfuerzos cortantes maximos con Ia ecuaci6n 

(1. 71-b) y Ia incl inaci6n del plano correspondiente con Ia ecuaci6n (1.70). Esta 

ultima proporciona des valores que corresponden a dos pianos perpendiculares en­

tre sl. Estos pianos se han representado graficamente en el ejemplo junto con los 

elementos triangulares correspondientes. Como el signa del esfuerzo cortante maxi 

rna calculado con Ia ecuacion 1.71-b result6 positive, los esfuerzos cortantes tie 

nen un sentido tal que producen un giro en el sentido del movimiento de las ag_l!_ 

jas de un reloj tal como se indica en el elemento triangular de Ia izquierda. En 

el plano perpendicular, los esfuerzos son negatives y par Ia tonto el senti do del 

giro es controrio ol movimiento de las agujas del reloj, como se indica en el ele 

menta triangular de Ia derecha. 

Finalmente se calcularon los esfuerzos normales, f9, en los pianos de esfue.!: 

zos cortontes m6ximos. Esto se hizo con Ia ecuaci6n (1.67-a). AI final del eje~ 

plo se muestro gr6ficamente el estado de esfuerzos cortontes maximos. En los cares 

de estes elementos actuan, par lo tanto, los esfuerzos cortantes maximos y los e~ 

fuerzos nonnares fQ calculados para los pianos de esfuerzos cortantes maximos. 
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2. VIGAS DE MADERA 

Francisco Robles 

2. 1 INTRODUCCION 

Debido a Ia estructura y propiedades mecanicas particulares de Ia madera, 

las vigas de este material se labran de manera que las fibras queden orientadas 

en sentido normal a Ia direccion de las fuerz as transversales que deberan sopor­

tar; es decir las fibras deben quedar paralelas al eje longitudinal de Ia viga. En 

estas condiciones Ia madera resiste acciones flexionantes con gran eficiencia, ya 

que Ia relacion entre su rigidez en flexi6n y su peso es alta. 

Se consideraran aqui unicamente vigas de madera maciza ordinaria. Pueden 

tambien aprovecharse materiales industrializados como Ia madera contrachapada o 

triplay, o Ia madera laminada. 
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2.2 COMPORTAMIENTO 

' .,. . ,. 
~:Jv,~.:->i, \f.iJ*" _ _,. 

El comportamiento de Ia madera bajo fuerzos o acciones tronsversales se estu-

dia en ensoyes efectuados con probetas de secc ion pequei'ia, como las descritas en 

Ia seccion 3.9.4, de Ia ref 2.1 o sobre vigas a escala natural. 

2. 2.1 Flexion 

En flexion, el comportomiento de Ia madera es practicamente elastica hasta 

niveles de cargo relativomente altos. 

Una vigo de madera sometida a una cargo transversal creciente exhibe distri-

buciones de esfuerzos semejantes a los mostrados en Ia fig 2.1 para una viga si-

metrica. Se aprecia que para una cargo baja el eje neutro queda al centro y Ia 

distribuci6n de esfuerzos es I ineal. A medida que Ia cargo se va aproximando a 

lo que produce Ia folia Ia distribucion de esfuerzos deja de ser lineal y Ia profu:'_ 

didad del eje neutro aumenta. Este comportomiento se debe a las diferencias en 

las groficas esfuerzo-deformocion de Ia madera sujeta a tension o a compresion 

(fig 3.4.3 de Ia ref 2.1). Por regia general las folios por flexion se inicion con 

el aplastamiento de las fibras de compresion a Ia que sigue Ia roturo de las fibras en 
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tension. 

V cvr Ia.-c; ~ do_ 1=-ia ® 
-tri \,...._.c..;~~ s dQ... 

\~s dAs­
~s: + c..IA./ 't.O..S. 

~ v 'St.().... s J....a_ ('\-\ - .l...ca...r ,__ 
~ e..-V+-i d.....s o... C4-T~ c.-
c.( C2.-C.:, ......, -+~ v 

lnfluyen en Ia resistencia a flexion de las vigas de madera, ademas de los 

factores menc ionados en Ia secc ion 3. 9. 3 de Ia ref 2. I, el perolte y Ia forma. 

En condiciones iguales, Ia resistencia a flexion tiende a disminuir con el peralte. 

Tambien puede ser significative Ia forma de Ia seccion. Los reglamentos tienen en 

cuenta Ia influenc ia de estos facto res sea en Ia forma de recomendor esfuerzos 

permisibles o sea introduciendo determinados coeficientes correctives. 

2. 2. 2 F uerza cortante 

Aunque el momenta suele regir el dimensionamiento de vigas de madera, pu~ 

den existir condiciones de cargo en que sea crltica Ia fuerza cortonte. 

Como se indica en Ia secci6n 1.3.5, en un elemento sujeto a cargos trans-

versales, lo fuerza cortante produce esfuerzos cortantes en pianos perpendiculares 

y porolelos al eje del elemento. La madera tiene considerable resistencio a esfuer 

zos cortantes normales a los fibras. Sin embargo su resistencia a esfuerzos parole-
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los a las fibres es baja: del orden de 10 a 15% de Ia resistencia a tensi6n long_!_ 

tudinal. Puesto que las vigas suelen labrarse de manera que las fibres quedan 

orientadas en sentido paralelo a su eje longitudinal, cuando Ia fuerza cortante r.=_ 

sulta critica, provoca folios en pianos horizontales debidas a esfuerzos cortantes 

horizontales o "rasantes". James se registran fa lias en pianos normales al eje. 

2.2.3 Deflexi6n 

Suele aceptarse que Ia deflexi6n de vigas de madera puede predecirse por 

medio de las expresiones que proporciona Ia Mecanica de Materiales pora el cal­

culo de las deflexiones debidas a flexi6n. Esto impl ica: a) que se considera va~ 

da Ia hip6tesis de que las secciones pianos antes de Ia flexi6n permanecen pianos 

despues de Ia flexion y, b) que Ia deformacion debida a cortante es desprecia­

ble (fig 2.2). Esto noes rigurosamente cierto en vigas de madera debido a Ia 

escasa resistencia a esfuerzos rasantes de Ia madera que hace que las secciones se 

curven bajo el efecto de las acciones transversales, lo que produce deformaci6n 

por cortante ( fig 2.2-b). Sin embargo los errores que resultan son pequ.=_ 

i'los, de manera que se justifica el empleo de las formulas usuales pora Ia determi­

naciOn de deflexiones por flexi6n. 

Los m6dulos de elasticidad para calculo de deflexiones se determinan a partir 

de ensayes de flexi6n. 

AI estudior los deformociones de estructuros de madera debe tenerse en cuen-

to que los vigas, cuondo quedan sometidos a cargos que octuon durante largo tie~ 

po, adquieren deformaciones adicionoles que pueden ser del mismo orden que los 

que resultan de un calculo elastica. Esto no significa que el mOdulo de elastici-

dad cambia con el tiempe. ,Por el contrario permanece constante, lo que puede 

comprobarse ensayondo vigos que han estodo cargados durante largo tiempo: el m~ 

dulo que resulto es el mismo que el obtenido antes de Ia oplicoci6n de Ia cargo. 

"-
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2. 2.4 Pondeo lateral 

Las vigos sin soportes loterales en Ia cora de compresion tienden a deformorse 

lateralmente, pudiendo esto tendencia a pandeo provocar Ia folio a cargos meno-

res que los correspondientes a Ia fall a de flexion. 

El pondeo lateral es una funci6n de Ia reloci6n entre Ia longitud entre apo­

yos loterales y el ancho del I ado comprimido. En una secci6n posterior de estos 

apuntes se proponen metodos pora el anal isis de los efectos del f>OA'Ieo lateral en 

vi gas. (, 

j 
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Para el coso particular de vigas de madera veanse recomendaciones como las 

de Ia AITC (ref 2.2) o de Ia SOP (ref 2.3). En Ia presente secci6n se conside~ 

reS que Ia restricc i6n lateral de Ia cora de compresi6n es adecuada de man era 

que puede despreciarse Ia inestabilidad lateral, lo que suele ser el coso en muchas 

situaciones practices. Por ejemplo es ,. que las vigas que soperton un siste-

ma de piso de tabla rigidamente unidas ' igas tendran su cora de compresi6n 

restringida al pandeo. Suele considerarse tambien que cuando Ia relaci6n de pera_! 

te a ancho es inferior a dos el pandeo no es significative. Los reglamentes suelen 

dar recomendaciones empiricas sobre las condiciones que deben existir para pader 

despreciar los efectos de inestabilidad. 

2. 2.5 Efectos de acciones normales a las fibras 

En Ia secci6n 3.9.3 de Ia ref 2.1 se indic6 que Ia resistencia de Ia madera 

a esfuerzos .ompresi6n normales a Ia madera es muy baja. En vigas este tipa 

de esfuerzos ·~uede ser significative en los apayes y bajo las cargos concentradas 

(fig 2.3). 

I 

+ 

":f"i~@ Acc:.~s 
(J "" (7""('""""'"' o-le_s 
o- \ 0....~ ~ ~ ("o..._s 
e.., \1, i ~(7....~ ..l4_ 
r~cWJrt>--
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2.3 DIMENSIONAMIENTO 

El dimensionamiento de vigas de madera comprende los siguientes aspectos 

principales. 

a) Resistencia a Ia flexi6n 

b) Resistencia a Ia fuerza cartante 

c) Resistencia a las accianes normales a las fibres debidas 
a las reacciones o cargos cancentradas normales 

d) Deflexi6n 

El criteria de dimensionamiento que se propane es el de esfuerzos permisibles 

e de esfuerzos de trabajo, que es el meSs usual en estructuras de madera. 

Para las escuadrias o secciones mas comunes, vease Ia pag 130 de Ia ref 2. 1 • 

2.3. 1 Dimensionamiento par flexi6n 

Se supane un compartamiento elastice, par le que es aplicable Ia formula de 

Ia escuadria~ 

t ~ ~ c ( 1. 13-a ) 
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En Ia tabla 2.1 se presentan valores tlpicos de esfuerzos permisibles en flexion 

tornados de Ia ref 2.3. Para las condiciones en que son aplicables vease Ia pag 130 

de Ia ref 2.1 y Ia ref 2. 3. La ref 2. 3 da coeficientes de correcci6n para los casos 

en que no se cumplen estes condiciones. 

El Reglamento del D. D. F. (ref 2.4) da esfuerzos permisibles en funci6n de Ia 

densidad aparente de Ia madera seca. Si no se cuenta con Ia informacion sobre de~ 

sidad1 recomienda un esfuerzo conservador de 60 kg/ cm2 para maderas clasificadas 

como de primera, segun las normas de Ia Direcci6n General de Normas de Ia Secre 

tarla de Industria y Comercio. 

TABLA 2. 1.- ESFUERZOS PERMISIBLES Y MODULO$ DE ELASTICIDAD 
DE ALGUNAS MADERA$ (Unidades: kg/cm2) 

! Cortante Compresi6n MOdulo 
Especie Cali dad Flexi6n paralela normal a elastici-

a Ia fibre a Ia fibre dad 

Pino blan- 1a 80 6 18 85 000 
co, pino 2a 60 6 18 
lacio 

Pino prie- 1a 90 8 20 
to, pino 2a 70 8 20 90 000 
real, ce-
dra 

1a 120 10 25 100 000 Encino 2a 90 10 25 

1a 110 10 25 110 000 
Zapatillo 2a 95 10 25 
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2. 3. 2 Dimensionamiento por fuerza cortante 

Como en el caso de Ia flexi6n, se acepta Ia hip6tesis de un comportamiento 
ceSJ 

elastica, por lo querciplicable Ia formula 

tv-:::: \IQ 
( 1.38) 

~b 

que, para secciones rectangulares
1 

se convierte en 

rv- 3 V 
- q_ 011 

( 1.43) 

Para el significado de los slmbolos vease el inciso 1.3.5. En Ia tabla 2.1 se 

muestran algunos val ores tipicos recomendados por SOP (ref 2. 3). El valor recome~ 

dado por el Reglamento del D. D.F. para el caso en que no se cuente con infor­

macion sobre Ia densidad de Ia madera es 10 kg/cm2. (Son aplicables las mismas 

observac iones generales que las hechas para flexi6n.) 

2. 3. 3 Dimensionamiento por acciones normales a las fibres 

Los esfuerzos de compresi6n producidas por cargos que actuan normalmente a 

Ia fibre se obtienen dividiendo Ia cargo entre el area en que esta aplicada. Alg~ 

nos esfuerzos permisibles recomendados par SOP se consignan en Ia tabla 2. 1. El 

valor dado par el Reglamento del D. D.F. para cuando no se conocen Ia densidad 

aparente es 7 kg/ cm2. 

(Son aplicables las mismas observaciones generales que las hechas para ~xio11.) 

2.3.4 Revision de deflexi6n 

Como se indico en Ia sec cion 2. 2.3, las deflexiones se calculan con las for-

mules elasticas usuales correspondientes a las condiciones particulares de cargo y 

apayo. Se usa el momenta de inercia real de Ia seccion. 

Cuando las cargos actuan durante largo tiempo debe tenerse en cuenta que las 
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deflexiones calculadas en Ia forma indicada pueden llegar a duplicarse. 

En Ia tabla 2.1 se dan valores tlpicos de m6dulos de elasticidad recomenda­

dos por SOP. El valor conservador dado por el Reglamento del D.D.F. pora el 

coso en que nose cuente con informacion adecuada es 79 000 kg/cm2. 
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2.4 VIGAS DE MADERA FORMADAS POR VARIOS ELEMENTOS 

Las caracterlsticas de los arboles de los que se obtienen las escuadrlas im~ 

nen limitaciones de tamano y forma. Es posible obviar estas limitaciones forman­

do secciones compuestos de varias escuadrlas como las mostradas en Ia fig 2. 4. Los 

diversos tipos de elementos se unen por medio de clavos, tomillos, pernos o pega­

mentos. Estos medias de uni6n deben ser capaces de transmitir las fuerzas rasantes 

originadas por Ia flexi6n. La magn itud de las fuerzas rasantes puede determinarse 

por medio de los procedimientos espuestos en Ia secci6n 1.3.4. 

En los calculos de flexi6n deben considerarse los factores de forma que reco­

miendan los reglamentos. 
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I tr( 1"'1 H 0~ ct~ --pJ~~o 

T;oe ~e.c..e-;~~5 c:La_~· 01.~ 
J.e._ ,_,,_ cLa_r o- ~-
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Ejemplo 2. 1.- No existe mucho diversidod en los escuodrias comerciales dis-

ponibles. Por lo tanto es frecuente el problema que se plantea en este ejemplo en 

que las dimensiones de Ia secci6n son datos y se trata de encontrar Ia separaci6n 

maxima posible con Ia secci6n dada. La estructura en estudio es un sistema de ~ 

so formado por vigas de madera que se apoyan sabre muros de mamposteria y sopo.!: 

tan un pi sa de tabla o tabl6n. Se considera que el tabl6n tiene una resistenc ia 

adecuada. 

La saluci6n del problema consiste en determiner las separaciones posibles se-

gun cuatro condiciones:flexi6n, fuerza cortante, acciones normales y flecha. 

Se escoge Ia separaci6n mas pequena, que evidentemente ser6 Ia criTica. 
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APENDICE A 

Propiedades de las secciones pianos. 

Notaci6n: 

x, y = distancia al centroide C 
A = area 
lx, ly = mementos de inercia respecto a los ejes x, y 
lxy = producto de inercia respecto a los ejes x, y 
J= lx + ly = momenta polar de inercia 
IBB = momenta de inercia respecto al eje B-B 

I. 

Tr-b 
j_LJF-• 

Rectangulo. (Origen de ejes en el centroide) 

2. 

3. 

1-e-b-~ 

r 
i 

0 1 
0 J kh-~ _, 

fA_'rc'1 
h ;.... (\ ..! 

1 c--~c\ 
f.---h-- c--! 

r 
4. I 

D
l :---'-':! .. 

5.. 

I I 

0! 
1.-- ·-h----- -~ 

;--Fj_, 
~L_3] 

B- -f---h·----.:8 

b h 
A=bh x~ 1 .v= 2 

bh' I.=u 
hb' 

I~-
7 12: 

bh 
1.,- 0 J ~ li (h' - b') 

-~, ____ , __ ~--~-
Rectangulo. (Origen de ejes en una esquina) 

bh' hb' 
I, =-J I, =J 

b'h' bh 
1., = 4 J = 3 (h' " b') 

Triangulo. (Origen de ejes en el centrolde) 

hh h " c " 
A~-2- _ic:;;o-3 jooo3 

bh 1 

I. ~}6 

bJt1 

bh 
I, - J6 (b' - hr .c c') 

bh 
1., = 72 (b- Zr) 1 o= -:;-; (lz 1 --;- b1 -be _L ("1 ) 

00 

Triangulo. (Origen de ejes en un vertice) 
blo' th 

I. "--" 
12 

1. ==-= Tl (3h 2 
- 3bc · l'~) 

!Jh 1 hl: 
r., - 24 (Jb :L I 1 '-=- 1: \/;: + 30 2 

- Jbc r c 1
) 

Trapecio. (Origen de ejes en el centroide) 
~{c.; !J) .ft{'2t: :.) 

-~ - -----·· . -
2 3(a · iJJ 

,'13(a2 : 4<.:b _ :-:-l) 
I~--------

"' 36(.; -- h:r 

h 3 (3a h) ... !2 
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6. y Circulo. (Origen de ejes en el centra) -

-
(21_ ~2. 

' 
X 

B B 

>rd" 
'-­A=Trr -~ 4 I .. = I, =----= 7T;·---= -:• 

7Tf 4 1Td .. 
1., = 0 J=-=-

2 32 

S1rr" S1rd" 
1
"" =4=64 

7. Anillo circular. (Origen de ejes en el centra} 
F6rmul~s oproximadas para los casas en que t sea pequei'io 

8. 

9. 

10. 

e:: 
' 

A =2;rrt = TTdl I.= I,--= TTT'lt ---= 71Jlt 

8 

1., ~ 0 J = 2rrr't = 7Td't 
4 

~ Semicirculo. (Origen de ejes en el centraide) 

~
I A="'' y=~ 

2 3>r ,,. (9"'- 64)r 4 

8 B .r f" ---'-" 12Tr ::::::: 0.1098r" 1,=8 

e
: Elipse. 

b 
% 

b 

,.-.-a-~a----=-, 

,,. 
l.,=o ~ .. =s 

(Origen de ejes en el centroide) · 

A =>rah 
I - TTab' 

4 
>rah 

I -- TTbal ,-4 

1., = 0 J = 4 (b' +a') 

Par6bola 

T_·r-~--v·j(x) h r--_t -~c 
I I ·--._ 
j'_L__ .Y --

0---------------b--~ 

y = f(x) " 11( I - ~) 
2bh 3b 

A=- X~-
3 8 

2h P=s 

11. Complelflento par6bolico. (Origen de ejes en el vertice.) 

12. 

v~~x~~~F 
~L, 
u~---h- - o./ 

hx' 
y=/(x) =b' 

bh 3b 
A=- X=-

3 4 

3h 
P=w 

Segmento par6bolico. ( Origen en el extrema del -
segmento.) 

- L x=-
2 

A::~ hL 
3 

1'{-l.. 
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Conveuc ione< , 

a) Ejes 

y (+) 

b) Cargos 
I ~ X 

J r 
(+) 

(-) 

y • (-) 

c) Cargo Axiai,Fuerza Cortante y Moomento Flexionante. 

M ...--------, 

p ( + ) p p (-) 

M 

d) Esfuerzos normales y Cortantes. 

.I Ji~: • .. . _;-

~ ~ 

- ~­
f~ ~ ·rc:JL ·1[:]1 
e) Pendientes y Deflexiones. 

f\x ~x 
'---...-/ 

,-----_.X 

"'=L(+) 

y 

~ II-_ 
~ 

.. 
: 

~ 

,------------)( 

(-) ....--:d 

y 

" 
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APENDICE B 
{ Continuoci6n ) 

H-',' 

• 

f) Esfuerzos en pianos i,n.clinaa_OI en miembros con cargos axiales 

tr -
' ~ y 

r5JI 
~ 

'lL]I e-

~ ~ 
g)~tsf~erzO~plncipales en Vigas 

·-- . ....... . .. 
- . 

-& -8-L: 
~ ~ 

181 y t01 iY 

~ 

0 
~ j/\e~x 

X ~-
~-~u 

:·-- p, --11 "'2',.... 
:__- ~j :i ':J ;) 


