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NOTA PRELIMINAR
Los apuntes se publicardn en varios fasciculos, en lugar de un solo volum: ,,

En estos apuntes se pretende cubrir el material que se ensefia en los cursos de con el fin de facilitar las modificaciones que la experiencia indique convenga b er

Mecdnica de Materiales 1 y 1l de la carrera de Ingeniero Civil en la Facultad de en ediciones futuras. El presente fasclculo incluye los siguientes temas: "Teorfa ¢ -

Ingenieria de la U.N,A,M, vigas”, "Viges de madera”, "Vigas de concreto reforzado y losas armadas en un sen

Se ha procurado combinar la teoria con las aplicaciones pricticas y se ha - tido". No se ha incluido una seccién sobre vigas de acero porque un aspecto esen-
puesto énfasis en los aspectos de Mecdnica de Materiales de mds interés | ara el cial de su dimensionamiento es la consideracién de! efecto de la tendencia al pan-

ingeniero civil. Asf los conceptos fundamentales de la Mecdnica de Materiales se deo lateral, tema que se estudia pasteriormente.
deducen a partir del ‘estudio del comportamiento de los elementos estructurales -
usuales. Estos conceptos se aplican entonces al dimensionamiento de estos elemen
tos en los materiales, mas comunes (acero, concreto reforzado, mamposteria, made
ra). .
En el desarrollo de los apuntes se tuvo presente que al finalizar el curso el
alumno debe ser capaz de dimensionar estructuras isostdticas sencillas, conocidas
las cargas que actdan sobre ellas.
200N
Se han incluido ejemplos resueltos y comentados que ilustran y aclaran los
conceptos expuestos en el texta. Al final de la mayoria de las secciones se hacen
sugerencias sobre lecturas complementarias. Estas sg han escogido por la claridad
de la exposicién, procurando que estén a un nivel fdcilmente accesible para el
lector,
Se ha reducido a un minimo el material meramente informativo o descriptivo,
que se hace obsoleto rdpidamente y que no contribuye a la formacién del estudian
te.
Los apuntes han sido preporados par un grupo de profesores de la Facultad de SIA 5.
Ingenieria de la U.N,A. M. y editados por los profesores Francisco Robles F. V.
y Oscar M. Gonzélez Cuevas, quienes desarrollaron, ademds, algunos de los te-

mas. Parte del material estd basado en los "Complementos de Mecdnica de Mate

riales” publicados por la Facultad en afios recientes.



1. TEORIA [t AS

Oscar M. Gonzdlez Cuevas
Francisco Robles
Carlos Javier Mendoza

1.1 INTROD  _ION

Las vigas son elementos estructurales cuya funcién primordial es resistir corgas
perpendiculares a su eje longitudinal. Las acciones intemas mds impartantes que pro
ducen estas cargas son momentos flexionantes y fuerzas cortantes, aunque las vigas

pueden estar sometidas también a momentos torsionontes y fuerzas normales.

Por lo comin, una de las dimensiones de las vigas, su longitud, es mucho ma
yor que sus otras dos dimensiones, su ancho y su peralte. En algunas ocasiones, el
peralte es de dimensién comparable con la longitud, y las viges reciben el nombre
de vigas de gran peralte o vigas diafragma. El estudio de este Gltimo tipa de vigas

no se incluye en estos apuntes.

En la mayoria de las estructuras de ingenierfo civil, las vigos se usan pora so
biertas y losas de entrepisos o azoteas. Las cargas se transmiten a las vigas
a través de las losas, y las vigas las transmiten a su vez, a las columnas o muros.
Las vigas se emplean tombién para sopartar maquinaria, equipa o grlas viajeras; en
puentes; en cimentaciones; etc. Unicamente se estudian aqui vigas isostdticas.

El efecto de los momentos flexionantes sobre las vigas se estudia en la seccién

denominada "Teoria de Flexién". Se analizan en dicha seccién tanto la resistencia
como las deformaciones de vigas sometidas Gnicamente a flexién simétrica. En la si-
guiente seccién se presentan métodos para determinar o resistencio de vigas a fusrza
cortante, sin considerar el efecto combinado de esta accidn con el de otras acciones.
Se estudia en forma simplista la flexién simétrica. Después se hace un estudio del efec
to combinado de momento flexionante y fuerza cortante.

Los concepto bdsicos presentados en estas secciones se utilizan en las secciones
siguientes para estudiar el dimensionamiento de vigas de madera y concreto. Las vi-
gas de acero, que presentan problemas especiales debidos al efecto de pandeo, se es

tudian en otro capitulo.
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1.2 TEORIA DE FLEXION

1.2.1 Conceptos introductorios

E! comportamiento en flexién de elementos estructurales se ha estudiado expe
rimentalmente ensayando especimenes simplemente apoyados y sujetas a dos cargas
concentradas, generalmente en los tercios del claro (fig 1.1-a). Como puede verse
en los diagramas de momentos flexionantes y fuerzas cortantes mostrados en las figs
1.1-b y 1.1-c, el claro central de este tipo de espécimen se encuentra bajo la ac-

cion de momento flexionante Gnicamente.

Se acostumbra medir en los ensayes la carga que se va aplicando a los espe
cimenes, P, la deflexién en el centro del claro, A, y en otras secciones de la vi-
ga, y, en ocasiones, la rotacién que experimenta la viga entre sys dos extremos, 6
(fig 1.1-d). Conocida la carga aplicada, P, y la distancia entre los apoyos y los
puntos de aplicacién de carga, a, puede calcularse el valor del momento en la zo-
na central, M, correspondiente a diferentes valores de P. Con los datos obtenidos -
en los ensayes, o sea, con los valores de P,M, Ay &, se trazan diagramas carga-de

fiexién (P-A) y momento-ratacién (M-8), los cuales representan ef comportamiento -

del espécimen de ensaye. En la fig 1.2 se presentan ejemplos de estos diagramas.
El conocimiento de los diagramas carga-defiexién y momento-rotacién es im-

portante para fines de disefio estructural, ya que indican la carga o el momento fl_e_

xionante que pueden resistir estos elementos y las deflexiones y rotaciones correspon

dientes a diferentes valores de la carga aplicada.

Los diagramas carga-deflexién y momento-rotacién pueden obtenerse experimen
talmente para casi cuaiquier tipc de elemento estructural.Sin embargo, esto no resul
ta préctico por lo laboriosc y caro que seria efectuar ensayes en todos los casos en
que se fuesen a disefiar elementos a flexién. Por lo tanto, se han desarrollado méto
dos para calcular analiticamente los diagramas, haciendc ciertas hipétesis sencillas y
suponiendo conocidas ciertas carscteristicas de los materiales con que se fabrican los

elementos. En las secciones siguientes de este capitulo se describen estos métodos.
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1.2.2 Deformaciones unitarias, rotaciones y curvaturas

En esta seccién se introducen conceptos que se usan posteriormente para cal-
cular diagramas cargo-deflexidn y momento-rotacién. Para ello se analiza el me-
canismo de deformacién de una viga sujeta a flexidn pura y a partir de este meca
nismo se obtienen importantes relaciones entre deformacinnes unitarias, curvaturas
y rotaciones,

Considérese que en la zona central del espécimen de ensaye de la fig 1.1 se
hacen dos cortes en las secciones A-8 y C-D (fig 1.3-a), distantes entre si’ una

longitud Ax. Antes de aplicar las cargas P, el eje longitudinal de la viga =s re

o

to, como se muestra en la fig 1.3-b, en la que se ve que las fibras de la zona
superior de la viga se acorten, o sea, sufren defomiaciones de compresidn, y las
fibras de la zona inferior se alargan, o sea, sufren deformaciones de tensidn. Exis
ten algunas fibras que, como puede apreciarse en lo figura, no se acortan ni se
clargan; es decir, no sufren deformacicnes. La superficie en que =stdn contenidas

una seccidn transversal de fo viga se liama el eje neutro ¢z esa seccidn.
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En la fig 1.3-b se ha sefialado la posicién que ocupan en la viga deformada
fas secciones transversales A-B y C-C. Se puede ver que estas secciones, que ori
ginalmente eron paralelas, forman ahora un dngulo A que es la rotacién relati-
va entre las dos secciones. Por conveniencia, se ha elegido la seccién A~B como
aquella que permanece en un plano vertical al deformarse la viga. La nueva posi
cién de los puntos D y C se ha indicado con indice (D' y C').

Es importante observar en las figs 1.3-b y 1.3-c que las secciones A~B y D-C
se han trazado como lineas rectas después de la deformacién de la viga. Esto se ha
hecho aceptando una hipétesis usual en la teoria de flexién de vigas, lo cual esta
blece que las secciones que son planas antes de la deformacién contindan siendo
planas después de la deformacién. Esta hipdtesis fue formulada por Navier a prin

cipios del siglo XIX y se conoce con el nombre de hipétesis de las secciones pla-

nas. Ha sido confirmada experimentalmente parc materiales usuales.

En la fig 1.3-c se muestra el segmento de viga ABC'D' en forma amplificada

s

y se muestra fombgeﬁ—’m/ccién C'-D' antes de la deformacién de la viga --
( C-D). En esta figura se ha sefalado con Am la deformacién que sufre una fibra
cualquiera situada a una distancia y del eje neutro. Si se divide esta deformacién
Au entre la separacién original entre las dos secciones, Ax , se obtiene la de-
formacibén unitaria promedio de la fibra considerada.

Si la separacién Ax se hace tender a cero y se toman limites, la deformacién

unitaria de una seccién de la viga (fig 1.3-d) se puede expresar como

. Au. _
écii:off’dt -1

Puesto que las deformaciones A son mayores cuanto mds alejodos del eje -
neutro se encuentren las fibras longitudinales de la viga, las deformaciones unita-
rias mdximas se alcanzan en las caras superior e inferior de la viga. lLas deforma-
ciones unitarias, & , pueden interpretarse fisicamente como los acortamientos y alar

gamientos que sufren las fibras entre dos secciones separadas entre si una distancia
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unitaria (fig 1.3-d). Las unidades de estos acortamientos y alargamientos son las
mismas unidades de la separacidn unitaria entre las dos secciones. Las deforma--
ciones unitarias, & , son adimensionales puesta que son el cociente de dos longi
tudes, como indica la ecuacién (1.1).

Si se divide la ratacidn relativa de las secciones A-B y C-D entre su separa
cién, As, se obtiene lo rotacién promedio por unidad de longitud,que recibe el

nombre de curvatura y se representa con la letra % .
= — (1.2)

Qs es la longitud del arco, a la altura del eje neutro, comprendido entre las sec
ciones A B y C' D' de la viga deformada. En este inciso la curvatura se conside
ra con valor absoluto.

El reciproco de la curvatura recibe el nombre de radio de curvatura, p- Co
mo o= fg , su significado fisico es el mastrado en la fig 1.3-b. En la seccién
1.2,4 se demuestra que la curvatura y el radio de curvatura son constantes si el
momento flexionante es constante y si no varian las caracteristicas geométricas y
mecdnicas de la viga a lo largo de su eje.

Por semejanza entre los tridngulos aOb (fig 1.3-b) y CbC' (fig 1.3-c), el
dngulo CbC' es igual al &ngulo AS,

Ahora bién, de la fig (1.3-c) se deduce que

Ae:-%-’t ‘ (1.3)

Sustituyendo la ecuacién (1.3) en la ecuacién (1.2).

| A
?5'*7‘“5; (1.4)

Puesto que las deformaciones verticales de la viga son pequefias, el arco es

précticamente igual a la cuerda y por lo tanta A§ es prdcticamente igual a Ax,
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y puede sustituir en la ecuacidn (1.4). Si se hace esta sustitucién y la separa-
cién se hace tender a cero, la curvatura en una seccién transversal, queda
expresada par la ecuacion?

= fign L Ax o di
=t 5T = (1:3)

Pero camo se ve en la ecuacién (1.1) el términa du/dx es la deformacién

unitaria £. Sustituyendo en la ecuacidn (1.5) se obtiene

$=5— 5 €= ¢y (1.6)

Esta ecuacién indica que la curvatura de una seccidn es igual a la deforma-
cidn unitaria de una fibra cualquiera, £, dividida entre la distancio de la fibra
al eje neutro, y. La curvatura, " . se puede interpretar fisicamente como la
rotacidn entre dos secciones separados entre s{ una distancia unitaria {fig 1.3-d).
Sus unidades son (L) - puesta que es el cociente de una cantidod adimensio-
nal (E) entre una longitud ( y ). En cambio, las rotaciones son adimensionales -
(radianes) puesto que son el cociente de dos longitudes como puede verse en la
ecuacién (1.3).

La ecuacién 1.6 muestra que las deformaciones unitarias longitudinales, £ son
directamente proporcionadas a la curvatura y a la distancia y del eje neutro.

Con la convencién de ejes adoptada, para fibras situadas debajo del eje neu-
tra la distancia y es positiva y la deformacidn unitaria es positive {tensién). Pora

fibras situadas arriba del eje neutro se invierten fos signos



1.2.3 Esfuerzos en vigas de materiafes eldsticos y lineales. Féimula de fa

escuudrfo_

Considérese una vige de material lineal y eldstico (fig 1.4-a), de seccién
transversal cualquiera, pero simétrica respecto al eje vertical (fig 1.4-b), y supc;!j_
gase que por efecio de un momeato flexionante, M, le viga se deformc de tal ma
nera que la fibra superior sufre una defermacidn unitaria de compresidn, € Y
ia fibra inferior, una deformacién unitaria de tensién‘ £, . Si se admite la hipé-
tesic de las secciones planas, mencionada anteriormente, el diagrama de daforma-
ciones unitarias en una seccidén transversal serd linecl, como se muesira en la -
fig 1.4-c. El eje neutro estd localizado a distancios ¢y y c2 de las caras superior
€ inferior de la viga, respectivamente. El diagrama de esfuerzos resulta también
lineal como se muestra en la fig 1.4~d, puesto que existe una relocién lineol en-
tre deformaciones unitfarias y esfuerzos, segin fo indica lo curva esfuerzo~deforma
cién del material (fig 1.4-0). El esfuerzo en uno fibra cualquiera es € =Ee,
siendo £ la deformacidn unitaria correspondiente a esa fibra. Siguiende las conven
ciones de signo del inciso onferior’ ios esfuerzos de tensidn son positivos y los de

compresidr; negativos.
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Lo fuerza de ecompresién o tensidn, dF , en unc franjo diferencial cualquiera
situada o unc distancia y del eje neviro, como lo indicada en la fig 1.4-b, es
igual al producto del drea de la franja, dA, por el esfuerzo al nivel de la fran-

ja, f. Por lv tanto,

d4F = fdA = BE-c.dA (1.7)

La suma de las fuerzas de compresion y de tensién en la seccién tronsversal

se puede encontrar Integrando la ecuacién (1.7) entre los limitesy= ~cq y y = ot

€
C+T = E-e-dA
-¢
Para que lo seccién esté en equilibrio, la fuerza de compresién, C, debe -
ser igual y de signo contrario a la de tensidn, T . Por lo tante, la integral debe

ser igua!l a cero ¢

JQLE.&.AA =0

Esta integral se puede escribir también en la siguiente formar

“a

" -. _ -
T (=58 yél\ =Q
-C.

El témino £/y es constante ya que por tridngulos semejanies en la fig.

1.4~c se obtiene:

»

&
£ = = St o constante
Y <y Ca

Sacondo los términos constantes del integrando:

146

e [ an
L =0
e

Para que se cumpla esta ecuacién, la integral debe ser nula puesto aue los

términos constantes no lo son. Por lo tanto,

C
N
yA A =0 (1.8)
-Cy
Esta integrai representa el momento estdtico o momento de primer orden de

la seccién transversal respecto al eje neutro e indica que dicho momente es nulo.
Para que se cumpla esta condicidn, el eje neutro debe coincidir con el eje cen-
troidal de lo seccidén, ya que el momento estdtico de un darea sélo es nulo respec
to a su eje centroidal.

Uno vez corccida la posiciér del eje neutro, puede calcularse el momento

resistente de la seccién tomando momentos de los fuerzas dF respecto al eje nuutro:

r»/" = ‘CLV'AF: "(7-7¥JA% LLYHEE-C‘A :J. 1E '%‘ 71-&A
C [

i B | -

-C
Puesio que el término &£/y es constante, segin se demostré anteriormente,

esta integral se puede escribir de la manera siguiente:

-

i
e, (1.9)

C
+ 1
e [ HA

~ =

donde | representa el momento de inercia o momenio de segundo orden de la sec-

.. respecto . . .
cidn transversal del eleme%ruyg su eje centroidal, que es igual precisamente a

»
“JRIA
-c,
El memento mdximo que puede resistir una seccidn transversal se obtiene

cuando el esfuerzo f en la fibra mds alejada del eje neutro es igual ol esfuerzo

- . . . . .
méximo, o ., que resiste el mcterial en un ensaye de tensién o cormpresin uni-



axial (fig 1.4-a). Por lo tanto,

M = (:,.-.!c! l!cmpr -I

mag (1.10)

 (Fanea) Eoms 1

- (1.11)
m X cq_

M

Estas ecuaciones indican que la resistencia del elemento puede alcanzarse -
de dos maneros. Si el témino ( f max) compr / c1 es menor que el témino
( f max) tens /c2 , la falla ocurre en compresién, y,en caso contrario, la falla
ocurre en tensidn. Las ecuaciones 1.10 y 1.11 se conocen con el nombre de fér-

mulas de flexién o fémulas de la escuadria.

La ecuacién (1.9) se utiliza también para encontrar el esfuerzo en cualquier
punto a que se encuentra sujeto al material cuando se conoce el momento flexio-

nante que actia sobre un elemento. Despejando el témino f de dicha ecuacion:

Como el esfuerzo méximo es el que se presenta en la fibra mds alejoda del

(1.12)

eje neutro, se puede encontrar dicho esfuerzo sustituyenda el término y por el tér
mino ¢ que representa la distancia del eje neutro a la fibra més alejada.

Se obtiene:

f. 0

I (1.13-a)

El témino 1/c es constante para una seccién transversal dada. Se represen-
ta usualmente con la letra S y se conoce con el nombre de médulo de seccién.

La ecuacién (1.13-a) puede escribirse por lo tanto:

M
t= <

(1.13-b)

Si la seccién no es simétrica con respecto al eje neutro, existiré un médulo
de seccién para cada cara, como sucede en el ejemplo 1.3.
El momento M que aparece en las ecuaciones anteriores es positivo cuan-

do produce compresién en la parte superior de la viga, y, de acuerdo con la con

vencién de ejes, fa distancia y es positiva hacia abajo (fig 1.5 y Apéndice B).

o

-~
G ]
[ J$ x
“h

dA Y ’fensm-,- Y

'F.'J 1.5 Cimvenc; oy de ﬁ?wos.

La curvatura de la seccién transversal, segin se ha visto anteriormente, es
(Fig 1.4-c):

(1.6)

Puesto que para un material eldstico, € = f/E,

gt

Ey



Segin la ecuacién 1.12:

Por lo tanto, la curvatura puede calcularse con la siguiente ecuacién:
#- | <

Como se indicé anteriormente, no se establecerd por el momento convencién

(1.14)

respecto al signo de la curvatura, considerdndose Gnicamente su valor absoluto.
El diograma momento-curvatura para un elemento de material eldstico serd,
por lo taato, como =l que se muestra en la fig 1.6.

Fig Ll Diegroma M-¢

o “el caso de
materioles li-

M;a,lzs 7 21&’.5“1:07

max #

En los ejemplos 1.1 o 1.4 se presentan diversas aplicaciones de la férmula
de la escuadria y del médulo de seccién. En algunos casos se ilustra el célculo
de curvaturas. Los datosde los ejemplos se han formulado de manera que resulta
evidente dénde los esfuerzos son de tensién y ddnde de comprensién.

Ejemplo 1.1.- Se trata en este ejemplo de determinar el momento méximo
que puede resistir una seccién de un material homogéneo y elastico, conocidas
las caracteristicas geométricas de la seccién y las relaciones esfuerzo-deformacién
del acero. El material considerado tiene resistencias diferentes segin se trate de
esfuerzos de tensién y compresidn. Es necesario, entonces, calcular el momento re
sistente correspondiente a cada una de las dos formas de falla posibles. Regiré el

valor menor. La curvatura determinado es la que corresponde a este valor. Como

20

la seccién es asimétrica y el momento de irercia utilizado en la fémula de la
escuadria es el centroidal, fue necesario determinar primero la posicién del eje
neutro y calcular entonces el momento de inercia correspondiente a este eje, lo
que se hizo recurriendo ol teorema de los ejes paralelos.

Ejemplo 1.2.- Este ejemplo es uno de revisién en que se pide encontrar los
esfuerzos mdximos que un sistemo de fuerzas dado produce en uno viga de seccidn
conocida. También se pide la curvatura en la seccién de momento mdximo. La
seccién de momento méximo se localiza fdcilmente con la ayuda del diagrama de
cortante, ya que los méximos se presentan donde los cortantes son nulos. Los cdl-
culos para la obtencién de los diagramas de fuerza cortante y momento se basan
en la aplicacién de principios elementales de estdtica y no se han incluido aqui.
Las consideraciones sobre el momento de inercia hechas en el ejemplo 1.1 son tam
bién aplicables aqui.

Ejemplo 1.3.- Muchas veces es itil emplear Ja fémula de la - - - -
escuadria en funcién del médulo de seccién. En este ejemplo de ilustra el célculo
de los mddulos de seccidn de una seccidn triangulor y su aplicacidn ol célculo de
esfuerzos.,

Ejemplo 1.4.- Este es también un ejemplo de revisién, como el ejemplo 1.2,
aunque el planteo es diferente. Se trata aqui de determinar la cargo uniforme que
puede soporiar una viga de seccién conocida sin que se excedan unos esfuerzos de
tensidn y compresion dados. En el ejemplo se supone que los esfuerzos admisibles
de tensién y compresién son iguales. Como en el ejemplo 1.2, las ecuaciones don
de se presentan los momentos méximos se determinaron con le ayuda de los diagra-
mas de fuerza cortante.

Vigas de seccién compuesta de materiales no homogéneos. (Ver pdg 34 Bis)
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Vigas de seccién compuesta de materiales no homogéneos

A veces se utilizan materiales no homogéneos para formar lo que suele lla-
marse vigas de seccidn compuesta. Asi puede combinarse la madera con el acero
o el acero con el concreto. En la fig 1.6 bis se muestran olgunas secciones com
puestas tipicas. En todas ellas debe lograrse que las superficies de contacto en-
tre materiales distintos no presentan deslizamientos relativos.

Las secciones compuestas de materiales eldsticos sometidos a flexién pueden
analizarse con base en los principios fundamentoles expuestos en las secciones an
teriores. En ellos se basa el método de la seccidn transformada, que se expone

en la seccidn 3.3 en relacidn con la investigacién de esfuerzos en vigas de con- . . . )
9 g 1.2.4 Flexién en vigas de materiales no lineales

los
creto reforzado, el tipo de seccién compuesta mds comdn. En%jemplos 3.3 y 3.4 "
’ po P femp y Supdngase que en el ensaye a flexidn de un elemento como el mostrado en lo

se ilustra la aplicacién def método a vigas de esta clase. fig 1.1 se miden en un instante dado la carga aplicada, P, la deformacién unitaria
en la fibra superior, Ec , y la deformacién unitaria en la fibra inferior, &, { Exis

ten instrumentos de laboratorio, tanto mecdnicos como eléctricos, disefiados especial

mente para medir deformaciones unitarias.) A partir de estos datos pueden calcular-
se el momento flexionante aplicado al elemento en la zona central, M = Pa (fig 1.1)
y la curvatura de uno seccién transversal situada en dicha zona, g = (chgt)/h

(fig 1.3). Si se repite el procedimiento para otras valores de la carga aplicada, se

obtieren varios valores de M y g, los cuales definen una gréfica como la mostrada

en la fig 1.7 que recibe el nombre de diagrama momento-curvatura. Cada punto del

diagrama comresponde a distintos valores de las deformaciones £ ei:' lo cual se ha
c

indicado con los diogramas de deformaciones unitarias mostrados en la figura.

Los diagramas momento-curvatura son imporfantes porque sirven para obtener
diagramas momento-rotacidén y carga-deflexidn, los cuales se utilizan en el disefio

de elementos, como se menciond en la seccidn 1.2.1 - . Ademds, un diagrama de

este fipo indica cudl es el momento mdximo que puede resistir la seccidn transver-

fav N
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sal de un elemento, como se ve en la fig 1.7. A continuacién se presentan méto-
dos para obtener diagramas momento-curvatura cuando se conocen los diagramas es

fuerzo-deformacidn del material obtenidos en ensayes de tensidén o compresidén axial.

M‘ Mmox

7 4

—

/
g
Fig 1.1 Diagrama momento -~ curvaturg
Supéngase, para fines de ilustracién, que se trata de obtener el diagrama mo

mento-curvatura de un elemento de seccidén rectangular, de 10 cm de ancho y 20
cm de altura, fabricado con un material cuya gréfica esfuerzo-deformacidn se mues
tra en la fig 1.8. Un procedimiento para obtener el diagrama M-g es el siguiente.
a) Supdngase un valor de la deformacién unitaria en la fibra superior, Ec

{fig 1.3-d) que esté comprendido en el rango de valores de la fig 1.8. Pa

ra fines de ilustracién, supdngase que se eligié el valor &, " 0.003 mos-

trado en la fig 1.9-a.
b) Supdngase un valor de la profundidad del eje neutro, <, . En este ejmplo

se eligi6 ¢, = 7.5 cm, como se muestra en la fig 1.9-a.

Calcilese, por tridngulos semejantes o gréficamente, el valor de la defor-

~—

c

macién unitaria al nivel medio de cada una de las franjas en que se ha -
dividido la seccién transversal (fig 1.9-a). Esto puede hacerse a partir de
los valores de ‘5;;' y cl , y de la distancia desde el centroide de la franja
a la cara superior de la viga. Por ejemplo, el valor de la deformacién -

unitaria al nivel medio de la franja inferior es:

d)

37

12.5-0.5 2125 _ 0.003x11,9

= 0.00476
1.5 1.9

£, =&,

valor mostrado en la fig. 1.9-a.

Generalmente, es suficiente dividir en cinco o seis franjas la zona de -
compresién, y en otro tanto, la zona de tensién.

Para cada valor de las deformaciones unitarios de la fig 1.9-a, determi-
nese el esfuerzo correspondiente en el diagrama esfuerzo-deformacién del
material mostrado en la fig 1.8. Los esfuerzos correspondientes se muestran
en la fig 1.9-c. Por ejemplo, a la deformacién de 0.00476 calculada en
el inciso anterior, corresponde un esfuerzo de 310 kg/cm2 en la grédfica
de la fig 1.8. Como puede verse, determinan un diagrama de esfuerzos -
cuya forma es semejante a la del diagrama de la fig 1.8

Calcilense las fuerzas de compresién mostradas en la fig 1.9~d. Cada -
una de estas fuerzas es igual al esfuerzo promedio en la franja multiplica
do por el peralte de la franja y por el ancho de la seccién transversal
“de la viga. Por ejemplo, la fuerza correspondiente a la tercera franja de

la fig 1.9-d se calculé de la siguiente manera :

4,0 ton

320 x L9 xlo
\ooo -

f) Calcélense las fuerzs C y T, fig 1.9-d, que son las resultantes de las fuer

g)

zas de compresidn y tensién de todas las franjas.

Compérense entre si las fuerzas C y T. Si son iguales, la seccién transver
sal de la viga estd en equilibrio de fuerzas horizontales, y se pasa a cal
cular el momento flexionante como se describe en el parrafo (h). Si no -

son iguales, como en el caso de la fig. 1.9, la seccién transversal no es-
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té en equilibrio. Debe suponerse un nuevo valor de la profundidad del eje

neufro, cj, y repetir el procedimiento desde el pérrafo (b) cuantas veces

sea necesario hasta que las fuerzas C y T sean iguales o, més cormrectamente,

hasta que fa diferencia entre las fuerzas C y T sea muy pequeda (menor -

jon

del 5% del valor de la menor de las fuerzas, aproximadamente). En la fig

1.10 se muestra ofro tanteo del mismo problema en el cual la diferencia

N

entre las fuerzas C y T es suficientemente pequefia.

Compru

N
N

h) Cuando la seccién transversal esté en equilibrio, se calcula el momento -

flexionante, multiplicando cada una de las fuerzas de compresién y tensién

en las franjas de la fig 1.10-d por su distancia al eje geométrico de la

viga. Este célculo se muestra en las figs 1.10-e y 1.10-f.

i) Una vez que se haya encontrado la profundidad del eje neutro para la cual

]

A\
0002 0004 0006 0008 ODIO &

esté en equilibrio la seccién transversal de la viga, calcilese la. curvatura

de la seccién, ¢, dividiendo la deformacién unitaria, & , supuesta en el

ﬁ, (kg/em?)

100
200
300
400
500
600

T f. (kg/cm?)
/]

pdrrafe (a ), entre la profundidad del eje neutro correspondiente al equili

500
400
300
200
100

brio, cy. Por ejemplo, para el caso de la fig 1.10, la curvatura de la - §

seccidn transversal es:

0002

0,003 !

¢:_ = O, OO0 315 cruy
1.s

+

El momento obtenido en la etapa (h) y la curvatura obtenida en la etapa (i)

definen un punto del diagrama momento-curvatura de la fig 1.7. Pueden obtenerse

¥

0006 0004

otros puntos suponiendo otros valores de & en la etapa (a) del procedimiento des-
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crito anteriormente, hasta tener un némero suficiente para definir la forma del dia £ ©
- (%4
grama M - ¢/, ®) 1’0 .
3 S X
En la fig 1.11 se muestra el diagrama momento curvatura obtenido de la mane OU 1 2
ra anterior para la seccién de 10 x 20 cm y el material con la grdfica esfuerzo - (@] }:
4
deformacién de la fig 1.8. Se muestran también los estados de deformaciones para 8 l
los puntos con los que se definié el diagrama. EI momento flexionante resistente de G
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lo seccién transversal es de 3.3 ton-m

Pueden presentarse los tres siguientes casos de diagramas momento-curvaty
tura:

a) El diagrama momento ~curvatura presenta una rama descendente y un pun

to de momento mdximo al inicarse esta rama. Este es el caso de la fig
1.11 y se presenta esquemdticamente en la fig 1.12-a.

b) Se alcanza la deformacién unitaria méxima en compresién del material
sin que se presenfe una rama descendente y sin que se alcance la de-
formacién méxima en tensidn del material. En este coso, el diagroma
momento-curvatura y la distribucién de deformaciones unitarias al alcan
zarse la resistencio son como los mostrados en la fig 1.12-b.

c) Se alcanza la deformacién unitaria méxima en tensidn sin que se pre-
sente lo rama descendente del diagrama M - ¢ y sin que se alcance
la deformacién unitaria mdxima en compresién. Este caso se ilustra
en la fig 1.12-c.

El procedimiento numérico descrito en esta seccién resulta sumamente labo
rioso para efectuarlo sin ayuda de computadora, ya que cada punto del diagrama
requiere una serie de tanteos hasta lograr el equilibrio de la seccidn transversal.
Sin embargo es relativamente sencillo escribir un programa de computadora para
desarrollar los célculos, y el procedimiento tiene la ventaja de ser completamen
te general y aplicable cualquiera que sea la grifica esfuerzo deformacidn del
material. También puede generalizarse fécilmente a secciones no rectangulares.
En este caso, cada una de las fuerzas parciales de compresién y tensidn se ob-
tiene multiplicando el esfuerzo promedio en lo franju por el peralte de la fron-
ja y por el ancho de la seccién transversal al nivel del centroide de la franja
considerada.

Cuando la gréfica esfuerzo-deformacién se puede definir por medio de una
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ecuacién sencilla, es posible seguir un procedimiento analitico para determinar
el momento que puede soportar una seccién. Esto fue lo que se hizo en el inci
so anterior con el caso particular de materiales de comportamiento lineal y elds
tico. Se dedujo en esta seccién la férmula de la escuadria, que relacionat el
momento que actda en una seccién con sus caracteristicas geométricas y los es-
fuerzos generados en ella por el momento dado. En el ejfemplo 1.5 se presenta
otro caso particular, el de un material elasto-pléstico.

Ejemplo 1.5.~ El material dada exhibe un comportamiento elasto-pléstico
tanto en compresién como en tensién. Sin embargo el esfuerzo y la deformacién
unitaria correspondientes a la rotura con distintos. Evidentemente rige la compre
sidn. Dada la simetria de la seccién y dado que los modulos de elasticidad en
compresién y en tensidn son iguales, el eje neutro queda a la mitad del peral-
te de la seccién. El diagrama de deformaciones unitarias serd, entonces, el mos
trado en el croquis y de él y del diagrama de esfuerzo-deformacién se deduce
la variacién de esfuerzos indicada. El momento se obtiene por estética y la cur

vatura, a partir de la ecuacién (1.6).
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1.2.5. Diagramas momento-rotacién y corga-deflexion

En esta seccién se presenta el uvos de diagramas momento-curvatura, cuya
obtencidn se describio en la seccidn anterior, para calcular analiticamente diagra
mas momento-rotacién y carga-deflexién.

Supdngase, para fines de ilustracidn, que se trata de determinar el diagra
ma momento-rotacién de una viga libremente opoyada como la mostrada en la -
fig 1.13. La seccién transversal de la viga es constante en todo el claro, por lo
que el diagrama momento~curvatura es el mismo para cualquier seccién transversal.,

v P
Bh
o

l
i_ !L 40- |
Sec. a.~0.

%ﬁﬂ#—% hEs
i oremenite

13 Viga rEc.+o.M§u_|M‘
opoyada., cev do as con reda.$

F"S.

Mds adelonte se indica cdmo puede generalizarse el procedimiento parc vigas cuya

seccién transversal varia a lo largo del claro. En la fig 1.14 se muestra el diagra-



ma momento~curvatura que se usard para calcular los diagramas M-8 y P -A.

!

t
L

% 2. 2, @
Fig 114 Diagrama momento-curvotura de lo viga de lo fig 1,13

Considérese ahora que el valor de la carga P es tal que el momento flexionante en
la zona central tiene un valor My, como se muestra en la fig 1.15b. En el diagra
ma M-8 de la fig 1.14 se ve que la curvatura correspondiente a este momento es

g1. Por lo tanto, si se traza un diagrama que muestre la distribucién de curvatu-

ras o lo largo de lo viga, se tendrd unao curvatura constonte en esta zona (fig 1.15-c).

Para obtener el diagrama de distribucién de curvaturas en secciones situadas fuera
de la zona central de la viga, se puede proceder de la siguiente manera. Se de-
termina el momento en varias secciones de la viga. (Por ejemplo, en la seccién
2.2 (fig 1.15-b), se tendré un momento M2.) Después se encuentra la curvatura
correspondiente a este momento en el diagrama momento-curvatura de la fig 1.14,
la cual se traza como ordenada del diagrama de distribucién de curvaturas de la
fig 1.15-c. Repitiendo el procedimiento para otras secciones, par ejemplo la sec-

cidén 3-3 de la fig 1.15-b, se obtiene un nimero suficiente de puntos para definir

49

el diagrama de la fig 1.15-c. Una vez determinado el diagrama de distribucién
de curvaturas a lo largo de la viga, el siguiente problema es determinar las rotacio
nes y deflexiones. Este problema puede resolverse por integracidn o por medio de

los teoremas conocidos con el nombre de teoremas drea-momento. En las secciones

siguientes se describen estos métodos.

i
A A
(a) Conducion de carga y apoyos

I

A

(c) Diagrama de curyoturas

Fig W15 Deferminacion del diagrama de curvatura a o largo
de una viqa
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1.2.5.1 Célculo de pendientes y deflexiones por integracién. Ecuacién de la -

eldstica y relaciones fundamentales de la teoria de flexién

En los textos elementales de cdlculo diferencial se demuestra que el re-
ciproco de la curvatura, que se conoce con el nombre de radio de curvatura, P

de una curva cualquiera, se puede expresar con la siguiente ecuacidn:

D]
F";“ 3

(1.15)
dx?

El término dy/dx en la ecuacién anterior es la pendiente de la curva. Debido a
que en el caso de vigos las pendientes son pequefias, el valor de (dy/dx)2 es des-
preciable, y el numerador de la ecuacién anterior se puede considerar igual a la
unidad. Por lo tanto,

1

A partir de esta ecuacién se pueden obtener las pendientes de la viga deformada,
dy/dx, y las deflexiones, y, par integracién. integrando una vez se obtiene las

pendientes

37
2 -

X

ddx + Cy

(1.17)
e integrando dos veces se obtienen las deflexiones

T
Y= 5253’( ""Cf"*’CA- (1.18)

donde Cg3 y Cy son constantes de integracién que se determinan de las condiciones

de borde de la viga como se muestra en los ejemplos.
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Una vez conocidas las pendientes dy/dx, puede calcularse la rotacién
entre dos secciones cualesquiera como la diferencia de pendientes entre dichas sec
ciones. Por ejemplo, la rotacién total entre los dos extremos de una vige (fig 1.1)
es la diferencia de las pendientes en los extremos. En adelante, la rotacién entre
dos secciones cualesquiera a y b se denominard Aeab, y la rotacién entre una
seccidn cualesquiera a y una seccién que pemmanece en un plano vertical se deno-
minard @ 4. El valor de & serd, par consiguiente, igual a la pendiente en la
seccion a. El procedimiento de determinacién de rotaciones y de flexiones descrito
es practico Unicamente cuando la curvatura ¢ se puede expresar matemdticamente
por medio de una ecuacion sencilla, como en el caso de materiales eldsticos en
los que ¢ =lM/El|(ec 1.14). Sustituyendo este valor de @ en la ecuacién 1.16 se
obtiene

1
M
_d_i._ - __._—l
dx* EL (1.19)

La ecuacidén 1.14 se obtuvo en la seccidn 1.2.3 en términos del valor
absoluto de la curvatura ya que no se hizo ninguna consideracién sobre el signo de
fa curvatura. Es conveniente definir ahora dicho signo. De acuerdo con la conven-

cidn de ejes adoptada, o sea,el eje Xhacia la derecha yel eje Yhacia abajo, una

Curvotura.
meaa—‘i‘i\la—

7 X

Y

Tig b Convemcin de
sh oS o O
c¥rvatwra.
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viga deformada como en la fig 1.16 con la concavidad hacia arriba tiene curvaty
ra negativa ya que la pendiente de la curva disminuye al avanzar en la direccién
positiva del eje X. Ahora bien, el momento flexionante asociado a una deforma-
¢ién como la mostrada en la fig 1.16 es positivo, ya que produce acortamientos

en las fibras superiores y alargamientos en las fibras inferiores (fig 1.5). Por lo tan
to, a un momento pasitivo corresponde una curvatura negativa y las ecs 1.14 y -

1.19 quedan en la forma

4t j M

Esta ecuacién se conoce con el nombre de ecuacién de la eldstica, ya que la for-

ma de la viga deformada recibe el nombre de eldstica cuando el material es elds-
tico y lineal.
Sustituyendo el valor de ¢ = - M/El en las ecuaciones 1.17 y 1.18 se

obtiene:

Las ecuaciones 1.21 y 1.22 indican que las pendientes y las deflexiones pueden ob
tenerse mediante un proceso de integracidn a partir de los momentos. Los momentos,
a su vez, pueden obtenerse, también por integracién, a partir de las cargas. En
efecto, segin se estudio en los cursos de Mecdnica Analitica, existen las siguien-
tes relaciones entre carga aplicada, w, fuerza cortante, V, y momento flexionante,

M:

vV = &2 (1.23)

v

W: .TA—)Q—_ (].24)

La convencién de signos para fuerza cortante que se utiliza aqui consis-
te en considerar que en las vigas la fuerza cortante es positiva cuando las fuerzas
corfantes que actuan en los extremos de un tramo producen un giro en el sentido
de las manecillas del reloj ( Apéndice B ). Por lo tanto la ecuacién 1.24 tiene
signo negativo, porque, de acuerdo con la convencién de signos para cortantes,
para una carga hacia abajo, que es positiva, la fuerza cortante disminuye al au-
mentar x.

Derivando la ecuacién 1.23 y sustituyendo en la 1.24 resulta

M

wo= _d'—y—t\ (1.25)

Segln estas ecuaciones, la fuerza cortante y el momento flexionante se pueden ob

tener por integracién de las ecuaciones 1.24 y 1,25 de la siguiente manera:

V= - “’A'f*"C, (1.26)

M= —[[wdy +Cy oCy

(1.27)

Las constantes Cy y C2 son diferentes de las constantes C3 y C4, y se obtienen
también de las condiciones de borde como se muestra en los ejemplos.

En la fig 1.17 se resumen las ecuaciones obtenidas en esta seccién, rela
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ciondndolas con una viga homogénea y elastica libremente apoyada. En el lado
izquierdo de la figura se muestra la forma en que puede obtenerse la fuerza cortante
V, por integracién de la carga, w {ec 1.26); el momento, M, por integracién de
la fuerza cartante, V; la pendiente dy/dx, que segin la notacién adoptada puede
expresarse como 0f, por integracién de las curvaturas M/El; y la deflexién, y, por
integracién de las pendientes. En el lado derecho de la figura se muestra, de aba-
jo hacia arriba, la forma de obtener la pendiente, 9;, el momento, M, la fuerza
cortante, V, y la carga, W, por derivacién sucesiva. Las relaciones del lado dere
cho se obtienen por derivacidén de las relaciones del lado izquierdo.

En el Ejemplo 1.6 se muestra la obtencién de las pendientes y de las de-
flexiones de una viga por integracién. En este ejemplo, el momento M se calculé
de la manera convencional, pero pudo obtenerse también por integracién usande las

ecuaciones 1.26 y 1.27. Esto se ilusira en el ejemplo 1.7,

1.2.5.2 Cdlculo de pendientes y deflexiones mediante el principio de la viga con-

jugada

Si se comporan las ecuaciones 1.21 y 1.22 con las ecuaciones 1.26 y
1.27 se puede establecer una similitud entre el cdlculo de pendientes y el célculo
de fuerzas cortantes, y entre el cdlculo de deflexiones y el célculo de momentos
flexionantes. En efecto, si la carga w se sustituye por el valor de M/E!, o por
el vafg'rb’;gilewIZS curvaturas @ pora el caso general de vigas de comportamiento no
lineal, y las condiciones de borde de la viga se transforman pora que las constan-
tes Cy y Cy resulten iguales a las constantes C3 y Cy4, el célculo de pendientes
y deflexiones se transforma en un cdlculo de fyerzas cortantes y momentos flexio-

nantes. Esta transformacidn se conoce con el nombre de principio de la viga conju-

gada y se puede expresar de la siguiente manera:
. absoiutos .
"Si se obtiene el diagrama de curvaturas, o de volores/de M/E! para vi
gas de comportamiento lineal, y se considera que las curvaturas son cargas, las

fuerzas cortantes obtenidas son en realidad las pendientes de la viga, y los momen
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tos flexionantes son en realidad las deflexiones de la viga. La viga cargada con
el diagrama de curvaturas recibe el nombre de viga conjugada.
Para que las constantes C; y Cose transformen en las constantes C3 y C4 ,
es necesario, por lo general, modificar las condiciones de apoyo de la viga origi-

nal. En la fig 1.18, cuyo uso se ilustra en el ejemplo 1,8, se muestran las condi

Vigas or‘ij'tm“-l‘s Vigas conjugadas

. Mszl
{ 4,=0 Ml:O P T A Mgz o)
C) 8, Ry=8; R2=6:
M,=0

= lllnlllr” n‘uuu.'J'ﬁ'
6-07 el jf  R,-oliwu
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8,= 04 620 R =0 3" TR oo
1 2 i OLU' L{u RZ—O
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(e} A:=0 P A0 Ay=0 M,=0 -r,ﬁ"'f'ﬂ"\m“ '{tho M,-0
=05 , IR
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3 ! Mt RUHATHN] 3
. B2 ©3:0 Rg=0 W% J gy Ry=0
272

ig. 1'% Vigasconjugadas correspondientes a diversas vigas

reales
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ciones de apoyo de las vigas conjugadas para diferentes condiciones de apoyo
de las vigas originales. Las condiciones de apoyo de las vigas conjugadas se
obtienen porinspeccidn de las deflexiones y pendientes en los extremos de las
vigos originales. Por ejemplo, en el voladizo del caso (b), el extremo de la
viga conjugada debe ser un extremo libre yo que al ser nulas la deflexién y
la pendiente en la viga original, no pueden existir ni momento ni fuerza cor
tante en la viga conjugada. Por otra parte, el extremo derecho de la viga -
conjugada debe tener tanto momento como fuerza cortante ya que en la viga
original existen deflexién y pendiente en dicho extremo. Por lo tanto, el ex-
tremo derecho es un empotramiento en la viga conjugada.

En el ejemplo 1.8 se aplica el método de la viga conjugada a la de-
terminacién de la flecha en el extremo de un voladizo. Las condiciones de
apoyo que deben considerarse er la viga conjugada pueden apreciarse en la
fig 1.18. De acuerdo con las convenciones de signos que se han estodo utili
zando, el momento de la viga real es negativo, la carga que actia sobre la
viga conjugada es negativa y el momento producido por €sta serd positivo ya
que origina compresiones en la fibra superior y tensiones en la fibra inferior.
Por lo tanto, las deflexiones, que son iguales a los momentos de la viga con

jugada, serdin también positivas, es decir hacia abajo.
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1.2.5.3 Célculo de pendientes y deflexiones por los teoremas éreo-momento™*

Supdngase que la distribucién de curvaturas a lo largo de una viga sigue
una ley cualquiera como la mostrada en la fig 1.19-a y considérese un segmento
de viga de longitud, dx, en el que la curvatura tiene el valor ¢. De acuerdo
con la ecuacién (1.2) la rotacién AG entre dos secciones de una vigo separadas
una distancia A x se puede calcular con la ecuacién

Ae = %As
Tomando limites cuando f\x tiende a cero y considerando que la longitud del arco
As es pricticamente igual a la longitud de la cuerdalAx, por ser las deformacio

nes pequefias, se obtiene
de = )z;cl;é (1.28)

El término @gdx representa el drea rayada de la fig 1.19-a. Si se desea
calcular la rotacién entre dos secciones cualesquiera A-A y B- B (fig 1.19-a), -

basta integrar la ecuacidén (1.28) entre las secciones A-A y B-B,

9
QAB ZJ‘ ¢J¢L (1.29)

Esta integral representa el 4rea del diagrama de distribucién de curvaturas
entre las secciones consideradas.
La ecuacidn (1.29) es la expresién matemdtica del primer teorema érea -

momento, que establece que: La rotacidn entre dos secciones de una viga es igual

al drea del diagrama de curvaturas entre las secciones consideradas.

La integracidn de la ecuacidén (1.29) resulta prctica cuando la distribu~

*Estos feoremas se conocen también con el nombre de teoremo de Mahr o teoremas
de Greene, por haber sido desarrollados independientemente en la misma época por
los Profesores Otto Mohr y Charles E. Greene.
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cién de curvoturas se puede representar con una expresién matemdtica sencilla o

cuando dicha distribucidn es constante, por ejemplo, en los materiales de compor-
tamiento eldstico lineal. Si no es asi, resulta conveniente un procedimiento numé-
rico que consiste en dividir el diograma de distribucién de curvaturas en segmentos

de longitud finita A x (fig 1.20-a) y calcular el drea por integracién numérica, o

sea,

8Ae, ,_-:_‘.Z| ¢L A}

(1.30)

A

FLg L9 Relaciones enfre curvatura rotacion Y

desplazamianto Lincal .

7

En este caso las rotaciones se concentran en los puntos centrales de cada in-
tervalo como se muestra en la fig 1.20~c.

El segundo teorema drea~-momento permite calcular el desplazamiento lineal de
una seccién de la viga respecto a otra seccidn. Si se multiplica el éngulo d@ por
la distancia del segmento dx a la seccidén A-A, se obtiene el desplazamiento dt,

fig 1.19-b, entre los extremos del segmento diferencial,

dt = xde (1.31)

(a)

(¢)

Fig 1.0 Discretizacion del diograma de curvaturas
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Esta ecuacién es vélida Gnicamente para desplazamientos pequefios ya que se
considera que el tridngulo MNO es rectdngulo, a pesar de que en rigor no lo es.
Las deformaciones y curvaturas de elementos reales son lo suficientemente peque-

fias para aceptar esta simplificacién.

Sustituyendo el valor de d@ dado por la ecuacién (1.28),

dt =7Lf37‘ (1.32)

El desplazamiento diferencial dt es producido Gnicamente por las curvaturas
del segmento dx. El desplozamiento producido por el diagrama total de curvaturas

entre las secciones A-A y B-B es:

t. =j1¢;53¢

0 (1.33)

B

A
(a) (b)

Fig (.2l Desplazamiento lineal

ey = % N‘A‘B
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Esta integral es la expresién matemdtica del segundo teorema drea-momento

que establece que: El desplazamiento lineal de un punto del eje de una viga con

respecto a la tangente que pasa por otro punto es igual al momento de primer or-

den del érea del diagrama de curvaturas comprendido entre los dos puntos con res-

pecto al primer punto. Obsérvese que no siempre el desplazamiento lineal es igual

a la deflexién o flecha de la viga. Por ejemplo, el desplazamiento tpg del punto
A con respecto a la tangente que pasa por B en ia fig 1.21-a no es la deflexién
del punto, mientras que en la fig 1.21-b si lo es, por ser horizontal la tangente
al punto B. En los ejemplos se indica cémo pueden calcularse las deflexiones a -
partir de los desplozamientos lineales cuando no son iguales ambas cantidades.

El cGlculo de desplazamientos también puede hacerse por el procedimiento nu
mérico descrito para el caso de rotaciones (fig 1.20). La integral de la ecuacién

1.33 se sustituye por

m

tAb= ‘ILSKLA% (1.34)

o~

En la aplicacién de los teoremas de Grea-momento se requieren las dreas y
los momentos de primer orden. Para facilitar los cGlculos correspondientes, se pre-
sentan en el apéndice A las dreas y centroides de los diagramas de curvatura més
comunes.

Convencién de signos. Los teoremas drea~momento permiten obtener la rotacién

de una seccibn respecto a otra y el desplazamiento lineal de una seccién respecto
a la tangente que pasa por otra seccidn. Es conveniente establecer y observar cui-
dadosamente el signo tanto de la rotacién como del desplazamiento lineal. Siguien
do las convenciones de la seccién 1.2.2, se establecen los siguientes criterios.

Las curvaturas, ¢, de una seccibn transversal dada se consideran con el sig-
no contrario al del momento flexionante en dicha seccién. Puede haber, por lo tan
to, curvaturas positivas (cuando la viga deformada es céncava vista por abajo) y -

negativas (cuando la viga deformada es céncava vista por arribg) — — — —
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como se indica en la fig 1.22-a. El punto en que la curvatura cambia de sig Generalizacién a vigas de seccién_variable

no corresponde, por lo tanto, al punto de momento flexionante nulo; dicho pun En la seccién anterior se ha supuesto que el diagrama momento-curvatura es
to recibe el nombre de punto de inflexién. el mismo para todas las secciones transversales de la viga, por lo que se ha podide

obtener la distribucién de curvaturas a lo large del elemento directomente del dia-~
grama de momento flexionante y del diagrama momento-curvatura.
En vigas de seccidn variable, sucede que no todas las secciones transversa-

/\ les de la viga tienen el mismo diagrama momento-curvatura. Por ejemplo, en la

- viga de la fig 1.23-a, las secciones transversales comprendidas entre B-B y B'-B'
A D tienen el diagrama momento-curvatura mostrado en lo fig 1.24-a, mientras que las
X (o) secciones comprendidas entre A-A y B-B y entre A'-A' y B'-B', tienen el diagrama
momento-curvatura mostrado en la fig 1.24-b. En este casa, las curvaturas corres-
+GDC : L pondientes a los momentos mostrados en la fig 1.23-b se localizan en el diagrama
R /;fﬁ .tDC (b) M-¢ de la fig 1.24-a para las secciones comprendidas entre B-B y B'-B', y en el
x \JTA _ 5 C D X diagrama M~¢ de la fig 1.24-b para las secciones comprendidas entre A-A y B-B,
y A T T :’eBA Punfo de inflexion y entre B'-B' y A'-A'. De esto monera se obtiene la distribucién de curvaturas mos
trada en lo fig 1.23-c. Obsérvese que en las secciones B-B y B'-B', en que la
F (g I.ZZ COT)VQHCI.O,U'? dQ, S'lanS seccién transversal cambia bruscamente, se tienen dos curvaturas; una de ellas co-
rresponde al diograma M-¢ de la fig 1.24-a y la otra el diagrama M-¢/ de la fig
1.24-h.

La rotacién relativa de una seccién B con respecto a una seccién A, que Una vez obtenido el diagrama de distribucién de curvaturas a lo largo de la
se representa como 0 BA! & negativa si el dngulo medido de la tangente en A, vigo, pueden obtenerse las rotaciones y deflexiones aplicando los teoremas drea-
a la tangente en B tiene el sentido contrario al movimiento de las agujos de un momento de la misma manera que en el coso de vigas de seccién constante. Uni-
reloj, tal como el dngulo @ 5, de la fig 1.22-b. La rotacién relativa es positi camente hay que observar que el proceso de integracién se debe hacer por zonas
va en coso contrario, como la rotacién @ pe mostrada en la fig 1.22-b. en que la curvatura sea funcién continua. Por ejemplo, en el caso de la fig 1.23

El desplazomiento lineal de un punto A respecto a la tangente que pasa - no se puede integrar a lo largo de toda la viga sino que es necesario hacerlo en-
por otro punto B, tag: es negativo si el punto A queda arriba de la tangente - tre las secciones A-A y B-B, después entre las secciones B-B y c-c%r sucesiva
que pasa por el punto B, como el desplazamiento tineal tpp de la fig 1.22-b mente.

y es positivo en caso contrario, como el desplazamiento tpc de la misma figu- En los e.iemplos I..9, ].16 y 111 ;e ilustra la opliccc'ién de los teoremas

ra. Grea-momento.
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Ejemplo 1.9.- En este ejemplo se desea calcular la pendiente que tiene en

el apoyo A el eje deformado de la viga, asi como la deflexién que alcanza ésta

al centro del claro. Sabiendo que el diagrama de momento flexionante para una

viga libremente apoyada y c‘zcin carga uniformemente distribuida es una pardbola

con el valor méximo de H—é—-, se puede determinar el diagrama de curvaturas, el
cual por definicién es igual el momento flexionante, con signo negativo, dividido
entre la rigidez, El. Debido a la simetria de la viga, la tangente al efe deforma

do de la misma al centro del claro resulta horizontal. Conocida la pendiente en

el punto B, se puede conocer la pendiente en cualquier otro punto de la viga em

pleando la expresién 65=0, + QB , siendo B un punto sitvado a la derecha del

A

punto A. Como el drea del diagrama de curvaturas es negativa, por el primer teo
rema drea-momento, el incrementc QBA resulta negativo. El signo encontrado con-
cuerda con el sentido del giro de la pendiente en A a la pendiente en B que es

contrario a las manecillas del reloj. De la expresidén antes sefialada se obtiene que
3

wl

241

La deflexién al centro del claro se puede encontrar aplicando el segundo -

la pendiente en A es positiva, siendo el valor de ésta

(C) tecrema rea-momento.la desviacién tangencial de A respecto a B, tpp, en este
) . i . ) caso resulta igual a la deflexién de la viga, BB',e igua! al &rea de la mitad de
Fig 23 Diagrama de curvoturasen viga de seccion variable ) 2 wh § . . :
la pardbola ~3U%E] L) multiplicada por la distancia del centroide de es-
3 gEl 0
ta drea a la vertical que pasa por A (% -E) .
M M Como se puede observar, la desviacién tangencial resulta negativa, fe cual
M‘ ————— — concuerda con lo indicade en el diagrama.
Ejemplo 1.10.- Con este ejemplo se ilustra la aplicacién de los teoremas
- - s My drea-momento a vigas de seccién variable. Debido u que el diagrama de curvatu-

|
|
|
|
- M-
I
|
i

ras es igual al de momento, con signo negativo, dividido entre EI, y siendo | varia

- - = v-_VH‘._

ble a lo largo de la viga, el diagrama de curvaturas tendrd variaciones bruscas al

b — —

l .
¢5¢4®3¢2 gf g ¢'5 ¢:1 ¢3' ¢l cambiar | de valor.

(a) {b) En el problema se pide encontrar el giro,0 cambio de pendiente, del eje deformado de

Fig 124 Diogramas M-g
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la viga al pasar del punto A al C. Por el primer teorema area-momento, este gi

ro es igual al drea del diagrama de curvatura comprendida entre las dos secciones,

7 Pal . , : .
- —8— ‘E-I—' . El signo negativo de este giro concuerda con el sentido marca

do en el diagrama, contrario o las manecilias del reloj, al girar la tangente en A
a la tangente en C.

La flecha méxima se presenta donde la pendiente al eje deformado es nula .
Para determinar su localizacién es necesario conocer la pendiente en un punto -

cualquiera de la viga. En el ejempla se escogid el apoyo B cuya pendiente serd
8, = _t;é.& = - 9 —PO-L
B 4o 4B8EL

da con la direccién de los ejes. Suponiendo que la flecha mdxima se presenta en

. El signo negativo de la pendiente concuer-

el punto D, la pendiente en este punto, Bp: debe ser igual a cero y la relacién
O = Op + Bpp también debe cumplirse. Siendo 6p = 0, luego 8y = Bpp . Pero
Ogp, por el primer teorema area- momento, serd igual al drea del diagrama de cur
vatura comprendido entre D y B, por lo que para determinar la posicién de fa fle
cha mdxima es necesario determinar el valor de z que hace el drea del diagrama
de curvatura igual al giro en B, resultando z = 1,64 a.

La deflexién méxima serd igual a la distancia DD', la cual puede obtener-
se restando a la distancia D'D" el valor DD" que es la desviacién tangencial tpg-
La distancia D'D" puede encontrarse por tridngulos semejantes ya que la desviacién
tangencial tpp se conoce.

Lo desviacin tangencial tpg se encuentra aplicando el segundo teorema area-

(e | e Ve R
. ol cianc noaativo
— : el cigne ncgativo concuerda con
=1l

momento resultando igual a -0.506
el sentido de la desviacién tangencial encontrada. La deflexidn mdxima resulta
ser igual a 0.539 ~—-E-f-—1-—' . Esta deflexidn se dedujo de consideraciones geo

o o / . . .
métricas, por lo que no se tomo en cuenta el signo negativo de las desviaciones

tangenciales,
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Ejemplo 1.11.- Con este ejemplo se ilustra la forma de calcular las pen-
dientes y las deflexiones de una viga, cuando el eje deformado de la misma pre~
senta doble curvatura. El diagrama de curvaturas se encuentra dividiendo el valor
de los momentos, con signos cambiados, entre El. Cuando la curvatura es positiva,
el eje deformado debe ser céncavo visto por abajo, mientras que cuando es nega-
tiva, debe ser céncavo visto por arriba; donde la curvatura es nula habré un punto
de inflexién.

Tomando en cuenta los criterios antes expuestos se puede suponer un eje de
formado como el correspondiente a la primera hipdtesis de configuracién. La defle-
xién en A se puede estimar como A A'= A A" - A" A", El valor de A" A" se pue
de determinar si se conoce la desviacidn tangencial tcpe la cual se puede calcu-

. . . 405
lar aplicando el segundo teorema drea-momento, resultando igual a - —E_E . El
signo negativo de esta desviacién tangencial indica que debe estar en direccién con
traria a la del eje Y, por lo que la configuracién del eje deformado supuesta no es
correcta. Para hacer coincidir el signo negativo con la direccién de la desviacion
tangencial es necesario adoptar una configuracidén como la mostrada en la segunda
hipdtesis. En este caso la deflexién del punto A resulta ser A A' = A" A" + A A",
El valor de A'A" se determina por tridngulos semejantes, una vez conocido el valor
de tcp. A A" resulta ser la desviacién tangencial taps la cual se encuentra apli-
cando el segundo teorema Grea-momento. El signo positivo de esta desviacién tan
genciai concuerda con la direccidn encontrada que es fa misma que la del eje Y.
Sumando los valores se encuentra que la deflexion en A es igual a %’E y sabiendo
que El es igual para esta viga a 2239 t-m? ia flecha resulta de 7 cm.

La pendiente en A se puede encontrar si se conoce la pendiente en cualquier
otro punto de la viga, aplicando la ecuacién OA: OB + OAB' Para esta viga la pen
diente es 1.25° respecto a la horizontal.

Para calcular la flacha mdxima se necesita determinar primero el fugor donde

la pendiente es nula. Esto puede hacerse portiendo de la ecuacién 8p=6, + Opa,

donde 8p= 0, 8, es un valor ya conocido y 8pp se expresa en funcién de x, la
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distancio desde el punto de inflexién a la seccién buscada, donde la pendiente es
nula. Resulta una ecuacién de segundo grado en x, cuya solucidn es 3.61 m.

El célculo de la deflexidn se efectia teniendo en cuenta gue la deflexién
mdxima serd igual a la desviacién tangencial tgp, ya que la tangente gue pasa por

D es horizontal.
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1.3 TEORIA DE FUERZA CORTANTE

1.3.1 Conceptos introductorios

En esta seccidén se estudia el efecto de la fuerza cortante sobre vigas. En estos
elementos estructurales, los esfuerzos producidos por la fuerza cortonte, llamados es-
fuerzos cortantes, se presentan casi siempre acompafiados por los esfuerzos normales -
producidos por el momento flexionante. Lo combinacién de esfuerzos cortantes y es-

de
fuerzos normales causa condiciones crfﬁcas/\esfuerzos, que se estudian en la seccién
1.5. En esta seccidén se analiza Unicamente el efecto de los esfuerzos cortantes, sin
considerar su inferaccién con esfuerzos normales. Generalmente se acostumbra dimen
sionar las vigos sin considerar dicha interaccién, que suele ser poco significativa.

Existen elementos estructurales como los remaches, tornillos, pernos, etc, en
los que actdan Gnicamente esfuerzos cortantes, o en los que los esfuerzos normales
son despreciables. Estos esfuerzos cortantes se denominan directos y se estudian en

la seccién 1.3.2.
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1.3.2 Esfuerzos cortantes directos

Son muy frecuentes los casos en que las fuerzas cortantes se transmiten de
una parte de un cuerpo a otra, ya sea directamente o a través de pemos o rema-
ches como se muestra en la fig 1.25. Para determinar los esfuerzos que se presen-
tan en los planos de transmisién, se pueden hacer secciones en los planos de con-
tacto y analizar el equilibrio del cuerpo libre resultante. En algunos casos, como el
ay el b, el hecho de que las fuerzas no sean colineales conduce a la presencia
de un momento no equilibrado Pe, suficientemente pequefio para ser despreciado.

En todos los casos, las fuerzas son transmitidas a través de las superficies

actian en los planos de corte se distribuyen uniformemente, se puede obtener el

valor de los esfuerzos por medio de la expresién

v = i (1.35)
A

en la que v, es el esfuerzo cortante. P es la fuerza total que actGa paralelamente

y a través del corte y A es el Grea de la seccidn transversal del elemento cortado.

Nétese que en el caso de la fig 1.25-c, hay dos secciones del pemo que
resisten la fuerza cortante, por lo que cada seccibn resistird la mitad de la fuerza

cortante total.

En los ejemplos 1.12 y 1,13 se ilustra el dimensionamiento de elementos en

que el esfuerzo cortante directo puede ser critico.
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Ejemplo 1.12,- La placa que se desea dimensionar esté colocado sobre un
ve el
agujero de didmetro figeramente mayor Y de la pieza cilindrica a través de la
cuaf se aplica la carga P. La pieza cilindrica tenderd a perforar la placa originan
do esfuerzos cortantes directos en ésta. La superficie en que actuan éstos esfuerzas
serd igual al espesor de la placa por la circunferencia de fa pieza cilindrica.
El espesor requerido se determina considerando el equilibrio del cuerpo li-

bre mostrado en la hoja de célculo del ejemplo.

Ejemplo 1.13.~ El ejemplo se refiere a un detalle de unién de placas tipi-
co en estructuras de acero.

La fuerza P se transmite de la placa de la derecha a las de la izquierda
a través de un perno. La placa de la derecha ejercerd una accidn cortante o de
cizalleo sobre le pemo en secciones a los ladas de la placa. Se trata de determi
nar el didmetro que debe tener el perno para que no se exceda el esfuerzo cortan
te directo permisible v. Esto puede hacerse estudiando el equilibrio del tramo de

perno mostrado en la hoja de cdlculo.

1.3.3 Efectos de la fuerza cortante en vigas

Cuando una viga se flexiona debido a la accién de cargas extemnas, existen
en la seccién transversal de lo viga tonto momentos flexionantes, M, como fuerza
cortante, V, excepto en situaciones especiales como la mostrada en la fig 1.1. -

Cuando existe fuerza cortante, la diferencia entre los momentos flexionantes corres

pondiente a i -=
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dos secciones adyacentes, separadas una distancia dx, serd igual a Vdx, por lo que si
no existe cortante en fas secciones estudiadas no habré ningin cambio en el momento
flexionante.

Para comprender mejor la relacién antes mencionada,en la fig 1.26 se presen=
tan los diagramas de fuerza cortante y momento flexionante correspondientes a una
viga simplemente apoyada con dos cargas concentradas iguales y equidistantes de los
apoyos. En dos secciones contiguas como la A y la B donde no existe fuerza cortante,
el momento flexionante permanece comstante, en tanto que en las secciones C y D
cercanas ol opoyo, en las cuales si’ existe fuerza cortonte, se observa un cambio en el

momento flexionante.

1

"Fia Relac on
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Para ilustrar el efecto de la fuerza cortante, en donde el momento flexionuﬂ
te cambia de una seccién a ofra, considérese un segmenta de viga de seccién rectan
gular (fig 1.27). En los extremos de esta seccién se han dibujado bloques que repre-
sentan la distribucién de esfuerzos originados por el momento flexionante. Consideran-
do que el esfuerzo méiximo de la seccién de la derecha es superior al de la izquierda
y que las dos secciones transversales son iguales, el momento de la derecha debe ser
superior al de la izquierda.

Si el segmento de viga antes mencionado estdé en equilibrio, cualquier parte de

situada

él, también lo estaré., Por consiguiente, si se separa la porciénAencimo del eje neutro de

la de abajo, las ecuaciones de equilibrio deben satisfacerse en cualquiera de las dos

partes.

"FBa, Fuarza. cortate

e Tl amos l"la'ri‘l.dhfa—\eS
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En cuanto a las fuerzas cortantes verticales, V, que na se ilustran en el blo-
que de esfuerzos, se observa que resultan iguales para dos secciones adyacentes, como
la C y D(fig 1.26), por lo que la condicidén de 2F7= 0, se cumple.

Si se considera la condicibén EF% = 0, se observa lo siguiente:
la resultante de los esfuerzos de compresién que actlan en el drea abcd es la fuerza
Fa, y la de los esfuerzos que actian en el érea efgh, es Fi,. Como los esfuerzos de
lo derecha se han supuesto mayores que los de la izquierda Fy>F,, para que cual-
quier parte de la seccién de la viga esté en equilibrio, es necesario que la diferen-
cia de fuerzas, Fu' Fb , sea tomada por algdn elemento resistente. Si se considera
que la parte superior estd unida a la inferior por medio de un perno, la fuerza re-
sultante la tomard este pemo, y el esfuerzo originado estard distribuido en la sec-
cién transversal del mismo. Si se considera que la szccién completa estd formada
originalmente por una sola pieza, la fuerza resultante la estard tomando la seccidn

cdgh de unién entre las dos porciones.

T “Thila

’P
% 1
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La presencio de las fuerzas cortantes horizontales en una viga puede demostrarse
fécil mente por medio del siguiente experimento. Se toman dos piezas iguales de seccion
rectangular, de peralte igual a h/zy se colocan una encima de la otra, sobre unos apo
yos que reproduzean fa condicién de una viga simplemente apoyoda, como se muestra
en la fig 1.28. Se aplica entonces una carga concentrada P. Si no hay friccién entre
los dos piezas, lo flexién de las dos ocurre independientemente, Coda una de ellas
tendré esfuerzos de compresion en la parte superior y de tensién en la parte inferior,

y las fibras longitudinales inferiores de la pieza superior deslizarén respecto a las fibras

superiores de la pieza inferior.
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Si en lugar de las das piezas se tiene una sola de peralte h, habré una fuerza
cortonte a lo largo del plano neutro de tal magnitud que restrinja el deslizamiento de
una parte respecto a la otra. Debido o esto restriccién ol deslizamiento, la pieza de
peralte h ser6 mds rigida y mds resistente que la formada por dos piezas de peraite
igual a h/2 .

1.3.4. Flujo de cortante

Considérese una viga fabricada de varias placas como se muestra en la fig1,29-¢
Para hacer que estas placas trabajen como una sola viga, se unen por medio de pemos,

separados a una distancia conveniente. Un elemento de esta viga, aislado por medio de
dos secciones paralelas perpendiculares al eje de la misma (fig 1.29-b), estd sujeto a
momentos flexionantes M A 0 Ay MB en B. Debido a estos momentos, se desarrollan
esfuerzos longitudinales en dichas secciones, los cuales actban normales o la seccién.

Estos esfuerzos varian linealmente desde cero en el eje neutro y en cualquier pun
to situado a una distancia y del eje neutro tendrén un valor de «%97 en By deﬁfy
en A.

Si se toma la placa superior de Yo seccién de la viga antes mencionada, cuya fi
bra més cercana al eje neutro estd a una distancia Yy s pueden determinar las fuer-
zas perpendiculares que estén actuando en los extremos A y B de este elemento, mul-
tiplicando los esfuerzos por el drea en que actian. En el extremo B, la fuerza que
actda en un érea diferencial dA situada a una distancia y del eje neutro, serd igual a

_‘IABY ) dA y la fuerza tatal que actia sobre el érea fghj es la integral de la fuer-

za elemental sobre esta drea. Se tiene, entonces

[ M - My . Me
ﬁ-L‘ o yad - IE,L(:{M ¥

donde Q :I&wpxéﬁ = A‘Fa’\"é"%‘r

seccion, y-p} es la distancia del eje neutro al centroide del Grea. La integral que defi

. MB e | son constantes en toda la

ne Q es el momento de primer orden o estdtico del érea fghj respecto al eje neutro,



106
que por definiciér, es igual al drea por la distancia del centroide de esta érea al eje

neutro.
Siguiendo un razonamiento semejante, se obtiene que la fuerza que actua en el

extremo A del elemento es:

M,
F- ydh - ‘IQ

Si los momentos en A y B fueran iguales, la fuerza Fp seria igual a la FB y los

a/4¢o~ w'u:ld

pernos que mantienen unidas las placas no desempefiarfan ninguna funcién ya que la fuer
za. cortante resultante serfa nula. Pero, si MA es diferentede MB , lo que sucede cuan

‘

do existen fuerzas cortantes en dos secciones adyacentes, entonces Fp es diferente de Fp y
la fuerza resultante R tiene que ser tomada por los pemos que mantienen unidas las pla
cas.

Si M, es diferente de Mp y la seccién A esté a una distancia dx de la seccién
B, los momentos flexionantes en dos secciones adyacentes difieren por una cantidad infi-
nitesimal . Asf, si el momento flexionante en A es MA’ el momento en B serd Mg= MA+dM,

y las fuerzas F, v Fg diferirGn por una cantidad diferencial:

atdM
o7 () R-(40)- M

En lugar de trabajar con una fuerza en una longitud dx, es més significativa encon

trar el valor de dicha fuerza en una longitud unitaria. Esto se puede lograr dividiendo

df entre dx. La cantidad dF se designa con la letra q y se llama flujo de cortante. Es
X

igual a la fuerza cortante que se presenta por unidad de lomyitud y se puede calcular

de la siguiente forma:

_d4dF M @M @ Ve
1°dy T Ay I T T 0

ya que dM/dx= V. La ecuacién dM/dx=V se habfa presentado en la seccién 1.2.5.1.
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En la expresion (1.37) | es el momento de inercia de la seccién transversal de
la viga respecto al eje neutro de la misma, V es la fuerza cortante que actda en la
seccién investigada y Q es. el momento de primer orden de la parte de la seccién trans
versal situada encima del nivel considerado con respecto al eje neutro de fa viga.Se puede
demostrar que se obtiene el mismo valor de Q si se calcula el momento de primer orden
de la parte de la seccién transversal debajo del nivel considerado.

Ya que la fuerza cortante, V, estd dada en kg, el momento de primer orden, Q,

3

en cm* y el momento de inercia, l,en cm4, el flujo de cortante, q, estard dado en
kg/cm, o sea, como se establecié anteriormente, serd igual a una fuerza par unidad de

longitud .

Ejemplo 1.14,- Flujo de cortante

En este ejemplo se ilustra el efecto de la fuerza cortante (flujo de cortante) que se presen-
ta en los planos de unién de los elementos de una viga que tienden a deslizar entre si. Tam
bién se ilustra la forma de calcular la distancia a que se deben de colocar los clavos en
la zona de fuerza cortante méxima a lo largo del eje de la viga, para evitar este desliza-
miento y hacer que toda la seccién trabaje como una unidad.

Para determinar la separacién a que se requiere colocar los clavos en la zona de fuerza -
cortante mdxima es necesario conocer el valor del flujo de cortante 9= \_/g_en el pla-
no de unidén de las secciones consideradas.

Para determinar el valor de la fuerza cortante maxima es necesario determinar primero el
valor de la reacciones y después construir el diagrama de fuerza cortante. En el ejemplo,
la fuerza cortante méxima resulté de 1350 kg, y se presenta en el tramo 1-2 de la viga.
El momento de inercia | serd el de toda la seccién respecto al eje neutra, el cual, por
simetria, se encuentra a la mitad de la altura de la seccién.

El valor del momento de primer orden, Q, depende del nivel al cual se desee determinar
el valor de flujo de cortante, g - Para la unién de la seccién A con las secciones B y C,
Q es el valor del momento de primer orden de la zona A situada arriba del plano de -
unién de esta zona con las secciones B y C (plano a-b), respecto al eje neufroA' i 875cm3.

El valor del flujo de cortante al nivel ab es por lo tanto igual a 34.3 kg/cm, y esta es

[VE SR
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la fuerza que se presenta por unidad de longitud. La separacién a la que se debe colo-
car los clavos depende de su resistencia y del ndmero que se coloque. Siendo en este
caso 40 kg la resistencia a cortante de los clavos y dos los clavos que se colocan en
cada seccién, la separacién de estos resulta igual @ 2.3 cm.

En los planos verticales de unién de la pieza D con la B y la C, se presenta una
fuerza cortante por unidad de longitud, ¢ , cuyo valor depende del mo-
mento de primer orden dela zona D, el cudl es igual a 375 emS. El valor de g en estas
caras verticales resulta de 6.86 kg/cm. Ya que la resistencia al cortante de cada clavo,
es de 40 kg y ya que estdn colocados por parejas, se tiene una resistencia ol cortante de
80 Kg por lo que la separacién de cada par de clavos es de 11.6 cm.

Las otras piezas, por simetria, requieren las mismas separaciones. En el tromo 23
de la viga, donde el valor de la fuerza cortante, V, es la mitad del valor para el tramo
1-2, la separacién de los clavos es el doble de la encontrad a para el tramo 1«2 .
1.3.5 Esfuerzos cortantes

Al determinar el valor del flujo de cortante, 94 5 se establecié que cuando el mo-

mento flexionante varia entre dos secciones transversales adyocentes seporadas una distancia

» Tk
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dx {fig 1. 30) en un corte paralelo al plano se presenta una fuerza cortante dF cuyo valor

se puede determinar como

dF= F‘~/“;=AM—$“‘ (1.36)

Se analiza a continvacién la obtencién de esfuerzos cortantes en una seccién rec-
tangular de ancho b. Si se divide el valor de la fuerza dF entre el Grea en que se encuen

tra aplicada, bA/)[ , se obtendrd el valor del esfuerzo cortante en el plano horizontal,

_4— A e )
9

xr 1 l’;r 1uy Fr‘rc’rd'—
- +—

13

siendo este valor igual a

& JHe Ve

(1.38)

T bdy ’Z,,TT\D T TbL

en la que V, es la fuerza cortonte que actia en la seccién transversal, Q el momento
situada

de primer orden (esttico) del éret}‘encima del nivel considerado, | el momento de iner

cia de toda la seccién transversal y b el ancho de lo seccién transversal. El valor del

esfuerzo cortante también puede expresorse como

(1.39)
ik
T
Yy
L ®ox

- v
'rhéx" % r-y

"Fia @ \/M;ou:."u—:’ de los c.s-‘:u.u‘z.os
cortortes am al r-o(&-H‘ e Yo
Mo Vi da- secc;uy
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siendo % el flujo de cortante.

Se puede demostrar que los esfuerzos en planos horizontales !U;K van siempre
acompafiados de esfuerzos en planos verticales Nj")‘ y que en cualquier punto

ambos esfuerzos son de la misma magnitud.

Para demostrar la igualdad en valor absoluto de v yx ¥ Vxy considérense sus efectos sobre un
elemento diterencial cualquiera que se separe de una viga (fig 1.31). En ta fig 1.31-b
se presenta una perspectiva de este elemento y en la fig 1.31-c un corte del mismo.

Para el equilibrio horizontal del elemento, el esfuerzo cortante l\s;,,‘ en la

cara inferior requiere otro igual y de sentido contrario en la cara supe--
rior y las fuerzas a que dan lugar estos esfuerzos (fig 1.31-d) forman un par que necesita
otro igual pero de sentido contrario para conseguir el equilibrio de momentos. Las fuerzas
de este par equilibrante dan origen al esfuerzo cortante N:), en las caras verticales del

elemento, como se observa en la fig 1.31-c. Tomando momentos respecto a un eje que
pasa por A se obtiene

(/«rh 3441)46, _ (prAadl)Jy

Dividiendo entre dxdydz resultav . Observando los signos de v yx ¥ Vxy " la fig 131

<Y
se ve que son de signo contrario, par lo que en rigor, Vyx:—v xy* Siendo iguales los esfuer-

zos cortantes en ambos planos, los subindices se vuelven innecesarios, pudiéndose represen-

tar estos esfuerzos simplemente por v.

La variacién de los esfuerzos, o~ , en el peralte de la viga, calculados con la
ecuacién (1.38), es parabdlica segin se demuestra a continuacién. El momento de primer

orden Q del érea fghj de la fig 1.32 con respecto al eje neutro es:
- L (% )(3 ’%‘)
=b (b - 3) (5 3) L
¢ 5 )y

(1.40)

15

Sustituyendo este valor de Q en la 3cuacién 1.38 y eliminando los subindices del esfuerzo A%

J[@)=y

Y (1.4))

Esta ecuacién indica que, para un valor dada de V y de I, el valor del esfuerzo
en un plano situado a una distancia y del eje neutro es funcidn de y2, par lo que en la
altura del peralte la distribucién es parabdlica como se muestra en la fig 1.32. 1
El valor méximo del esfuerzo cortante se obtiene cuando y es igual o cero en lo '
ecuacién  1.41, Dicho valor es

Ok |

N = (1.42)

P L

3
Ya que | es igual a bh /12, el valor de N es:
amax

3V
v, = 5 v (1.43)
Mg R4

y ya que bh es el area de la seccipn transversal,

Foo_ 3 v (1.44)
A S
My z A

o sea, que el esfuerzo méximo es una y media veces el esfuerzo promedio.
La ecuacién 1.38 es vélida Gnicamente en formo rigurosa para secciones rectangulares.,
En secciones I, Ty circulares, tiene limitaciones. Sin embargo, permite calcular los esfuerzos

.. . - " . .
cortantes méximos, por la que suele aplicarse también o dichas secciones. (Véase. S, P, -

Timoshenko y J. M, Grere, “"Mechanics of Materials", secciones 5.3 y 5.4).
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Ejemplo1.15 En este ejemplo se ilustra la determinacidn de los esfuerzos cortantes a lo
largo del eje en varios niveles de la seccién de la viga mostrada en la figura, la cual
cs de seccidn T.

El valor del esfuerzo cortante se puede determinar con la expresién para los esfuerzos

. =V N
cortantes -y~ Tbg_ (ecuacion 1.38).

En esta expresidn el valor de V e;lde la fuerza cortante que actlo en la seccién A-A
de la viga, la cual se puede encontrar con el diagrama de fuerzas cortantes, resultando
V = 25000 kg.

El momento de inercia de toda la seccidn con respecto al eje neutro resulté de -

10 300 cm?.

El momento de primer orden, Q, depende del nivel considerado. Para los diferentes ni
veles elegidos se tendrdn los valores indicados en la figura.

En fas secciones consideradas el ancho b varia teniendo los siguientes volores:

bi.y = 18 cm
by.p = 18 cm
b2_2 = 2cm
b3_3 = 2cm
b4_4 = 2cm

Como se puede observar, en el nivel 2-2 existen dos valores de b diferentes: 18 cm para
un nivel ligeramente arriba del plano de unién del patin con el alma, y 2 cm paro otro

ligeramente abajo.Siendo el valor de ¢ :l’]@_ el mismo para ambos casos, el volor de

= 9" serd mayor dondeb sea menor, presenténdose en esta seccién un cambio
——
brusco en el valor del esfuerzo cortante. Los esfuerzos cortantes calculados con la ecua-

que
cién 1.38 en este nivel no son rigurosamente correctos, yahdichos esfuerzos son nulos ‘en

el borde inferior del patin por ser un borde libre.

Para los diferentes niveles considerados se tienen los valores de ¥ indicades en o figura,
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Ef esfuerzo cortante en una seccidn rectangular tiene una distribucién parabdlica.
1.3.6 Centro de cortante
Por lo tanto al variar v de un valor cero en el nivel 1-1, a un valor de 48.5 -
2 tambjén En cualquier seccién de una viga, como se dijo anteriormente, siempre que se tenga un
kg/cm® en el nivel 2-2, el esfuerzo cortanteYtendré una distribucién parabélica.
momento flexionante variable, existird esfuerzo cortante.
Lo mismo sucederd al variar el esfuerzo cortante del nivel 2-2 al 3-3 y de és-
Estos esfuerzos, al actuar sobre sus respectivas dreas, dan lugar a una fuerza cortante
te al 4-4.
interna o resistente cuya resultante deberd ser igual, opuesta y colineal con la fuerza
La distribucién del esfuerzo cortante a lo largo del eje vertical de la seccién se
- cortante exterior. Si esto no ocurre, la fuerza cortante intema y la fuerza extera pro
ré par lo tanto la indicada en la figura. -

ducen un momento torsionante en la viga.

Si se analiza la férmula pora determinar el esfuerzo cortante
v

o Fio (1.38)
se observa que para una seccion dada de la viga los valores v e I son constan-

tes, en tonto que los valores de Q y b variardn de acuerdo con el nivel conside

tado. El valor méximo de v se presenta en el nivel donde la relacién Q/b sea

méxima.
El valor de Q es mdximo al nivel del eje neutro, pero el valor de b puede no
ser minimo a ese mismo nivel par lo que el valor de Vméx NO Necesariamente se

presenta al nivel del eje neutro.

La distribucidon del esfuerzo cortante a lo largo del patin se puede determinar en

forma semejante, haciendo cortes verticales a lo largo del mismo, como el corte

a-a indicado en la figura. En la fémula del esfuerzo cortante tanto v como | y b ? .F-l

son constantes par lo que el valor del esfuerzo cortante variard conforme varie el 3 ,
valor de Q = A y (respecto al eje neutro). En este caso la distancia y permane- F' J_OG&J ;10—&"‘7
ce constante a lo largo de todo el patin e igual a 10 cm. dd C—Cm‘h'O “—

cor tom

El érea, A, por su porte vario Gnicamente con la distancia del extremo del patin
a la seccién considerada, par lo que Q varia linealmente del extremo del patin (Jw
al eje vertical de la seccién. En la otra mitad del patin se tiene uno variacién

similar pero los esfuerzos son de sentido contrario.

El esfuerzo cortante méximo en el patin es por lo tanto de 24.25 kg/cmz. En es

te cdlculo se desprecié el espesor del alma.

T Ay

-
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Para que no exista momento torsionante se requicre que la resultante de las fuerzas cortan
tes exteriores pase por el llamado centro de cortante o también centro de torsidén. El cen
tro de cortante es un punto de la seccién transversal por el que debe de pasar el plano

que contiene las fuerzas exteriores que producen la flexién, para que la viga se flexione

sin torsidn.

Para ilustrar la determinacién de la posicién del centro de cortante, considérese una vi-
ga de seccién canal (fig 1.33)Se supone que las paredes de esta seccién canal son lo su
ficientemente delgadas para que todos los cdlculos puedan basarse en la hipétesis de que
el drea estd concentrada en la linea media del espesor.La flexién de esta canal se presen
ta alrededor de su eje horizontal y aunque esta seccidn transversal no tiene un eje verti-
cal de simetria, se supone que los esfuerzos de flexién pueden calcularse con la férmula
de la escuadria. Suponiendo ademds que en esta canal actla una fuerza cortante vertical,
el momento flexionante variard de una seccién a otra a fo largo de la viga. Haciendo un
corte arbitrario cc, los valores de q y WV pueden encontrarse en la forma usual. A lo -
largo de los patines horizontales de esta canal, estas cantidades variarén linealmente des
de un valor cero en el extremo libre del patin. A lo largo del alma, la variacién de q
y A es parabdlica.

La variacién de estas cantidades se muestra en la fig 1.33-b dibujadas a lo largo de la
linea central de la seccién. El esfuerzo cortante promedio Va/2 multiplicaca por el érea
del patin da una fuerza F]= ( Va/2) bt y la suma de los esfuerzos cortantes verticales 0

bre el drea del alma es la fuerza cortante
4.4
- >
Y - } L 7t dy
z

Estas fuerzas estan representadas en la seccién transversal de lo fig 1.33 ¢ y dan lugar a
una fuerza vertical V y a un pOrF]-h, El por tenderd a torcer la seccién alrededor de su
eje longitudinal.

Pova evitar el giro y asi conservar vélida la distribucién de los esfuerzos de flexién su-

puesta inicialmente, es necesario aplicar una fuerza externa, P, de forma tal que equili-

bre el par intema F;'h. Para mantener esta fuerza en equilibria, una fuerza igual y opues

ta se debe desarrollar en el alma.
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Suponiendo que el plano en el cual se debe aplicar la fuerza P para eliminar la torsidn
de la canal, se enauentra a una distancio e del eje del alma, para equilibrar la torsién

de la canal es necesario que
5 h = Fe (1.45)

y por lo tanto

o Fh AL _bth ya _ bk Vet (Y )

= P &pF Iz T 2P I

LPh4E (1.46)
4 7

Ndtese que la distancia e es una propiedod de la geometria de la seccién y es indepen-

€=

diente de la magnitud de la fuerza aplicada P, asi como de su localizacién a lo largo

de la viaa.

Una investigacién similar puede efectuarse para localizar el plano en el cual deben apli-
carse las fuerzas horizoniales para equilibrar la torsién de la canal. En virtud de la sime
tria puede verse que este plano coincide con el plano neutro del primer caso. La inter-

seccién de estos das planos mutuamente perpendiculares con el plano de la seccién trans
versal, define un punto llomodo centre de cortante.

Para cualquier seccién tronsversal con un eje de simetria, el centro de cortante estard lo
colizado sobre dicho eje. Si tiene dos ejes de simetria, el centro de cortante coincidird

con el centroide de la seccién.

Para secciones asimétricas de paredes gruesas, la localizacién exacta del centro de cortan
te es dificil de obtener. Si el espesor de la pared es pequefio, como se ha supuesto para
la seccién analizada anteriormente, el procedimiento es relativamente sencillo.

El método usual consiste en determinar las fuerzas cortantes, tales como la F] y V antes

mencionadas, y luego encontrar fa localizacién de la fuerza externa necesaria para mon

tener esas fuerzas un equilibrio.

Ejiemplo 1,9.- En este ejemplo se presenta la forma de calcular la pasicidn de cortante de una
sec-
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cién como lo mostrada en la figura.
Como la seccién tiene un ejede simetria, el centro de cortante quedaré sobre dicho eje, e
decir, el plano de aplicacién de las cargas horizontales coincidird con el eje de simetria -
horizontal. Para lo localizacién del centro de cortante sobre el eje antes mencionado, es
necesario conocer el valor de las fuerzas que actGan en la seccién y para determinar éstas,
se necesita determinar primero los esfuerzos cortantes en A, B, C, D, E, y F, asi como a lc
oltura del eje neutro.
Para encontrar el valor de los esfuerzos, conocido el valor de la fuerza cortante, se deter-
mina el valor del momento de inercia respecto al efe neutro, resultando igual a 1786 cnit-
Como el espesor de las paredes de la seccién es constante, la Gnica variable serG el momer
to de primer orden, cuyos valores se presentan en la hoja de célculo.
En la ofra mitad de la seccidén, por simetria, se obtienen valores iguales.
Para el célculo de los fuerzos que action en cada elemento de la seccidn, hay que tomar
en cuenta las distribuciones de los esfuerzos encontrados e integrarlos sobre sus &reas respec:
tivas, es decir, encontrar los volimenes correspondientes.
Lo suma de los fuerzos verticales deberd ser igual o la fuerza cortante, e igual y de sentid

contrario a la fuerza equilibrante

P=V3-V] —V2=2724—62—62=2600kg

fle

2560 Kg.
La pequefia diferencia obtenida en la carga se debe a que tanto el patin superior como el |

ferior, toman una fuerza cortante vertical, suficientemente pequefia para ser despreciada.

Tomando momentos respecto a la interseccién del eje del alma y el eje neutro se tendré que
la posicidn del centro de cortante se encuentra a 4.7 cm del eje vertical del alma de la s
>

ciédn.

1.3.7 Deformacién por cortante

Las fuerzas cortantes producen una deformacién tangencial o distorsién, de la misma manera
que las fuerzas axiales originan deformaciones longitudinales, pero con una diferencia fundc
mental. Un elemento sometido a tensidn experimenta un alargamiento, mientras que un eler
to sometido a una fuerza cortante no varia la longitud de sus fados, sino que Gnicamente ¢

bia de forma, de rectngulo o paralelogramo, como se observa en la fig 1.34.
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ngulo en el punto ¢, igual 0'117?_ antes de ladeformacién, se reduce a /2 ~ ¥ siendo
el pequefio dngulo mostrado en la figura. Al mismo tiempo el angulo en el punto a se in-
enta OWL"‘K‘. Ef dngulo “¥" es una medida de la distorsién del elemento debida ol cor
e y es |llamada deformacién por cortante. En la figura se puede observar que la tangente

dngulo " es igual al deslizamiento horizontal que presenta el extremo superior del elemen
on respecto al inferior, dividido entre la altura del elemento

tan /a/:._dd-)—?— (1.47)
debido a que Y es siempre muy pequefia, se puede considerar que la tangente es igual

ngulo, resultando

/X_——g)—f— (1.49)

yando un material sometido a cortante puro y midiendo los deformaciones se puede obtener
. . oz . .
rimentalmente el diagrama esfuerzo-deformacién para ese matericl. Este diagrama es muy -

ar al de un ensaye de tensién del mismo material, pudiéndose determinar el limite de pro-

ionalidad, el I1fmite de fluencia y el esfuerzo mdximo producidos por la fuerza cortante. Los

rimentos muestran que para metales déctiles, incluyendo el acero estructural, el esfuerzo -
uencio"‘; debido al cortante estd comprendido entre 0.5 y 0.6 veces el esfuerzo de fluen

lebido a carga axial , Fy. Por lo tanto, la ley de Hooke por cortante puede establecercz

>

V=GT

> G es el médulo de eldsticidad por cortante, también llamado médulo de rigidez transver

1s ecuaciones (1.47) 'y (1.48) se puede estabiecer la relacién entre la deformacién

ncial y el esfuerzo cortante por medio de la ecuocién

131

_ Ldx
c)S- G (1.49)

En el caso de vigas, las mdximas distorsiones par cortante se presenton donde el cortante es
méximo y no hay distorsién donde el esfuerzo cortante es nulo ( fig 1.35). Estas distorsio=
nes alabean la seccién, inicialmente plona, a través de toda la viga por lo que se contradi
ce la hipétesis bdsica de la flexién eldstica de que las secciones planas se conservan planas

después de la deformocién. Sin embargo, por lo teoria de la elasticidad se puede demostrar

que las distorsiones par cortante de las secciones plonas son despreciables y las expresiones
encontradas pora la teorfa de vigas perfectamente aplicables si la longitud del miembro es
cuando menos dos o tres veces mayor que el peralte total del mismo. Esto conclusién es de
gran importancia, ya que implica que la existencia de una fuerza cortante en una seccién

no invalida los expresiones para esfuerzos flexionantes en materiales el@sticos.
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1.4 FLEXION ASIMETRICA

En la seccidén 1.2.3 se establecid que la férmula de la escuadria - -
sélo puede oplicarse cuando el material es de comportamiento lineal y cuando la
seccidn transversal del elemento es simétrica respecto al plano de carga. En sec-
ciones asimétricas respecto al plano de carga, pero simétricas respecto a un eje
perpendicular ol plano de cargas, existe flexidn sin torsién Gnicamente si el plano
de cargas posa por el centro de torsién de la seccién transversal, como se ilustré
en la fig 1.33 para el caso de una canal. Si el plano de carges no pasa por el
centro de torsién, la seccién se encuentra sometids o momento torsionante, adicio

nalmente a la flexidn y o la fuerza cortante.

Otro caso de flexién asimétrica, es el de secciones con dos ejes de simetria
pero sometidas a cargas inclinadas respecto a dichos ejes, como se muestra en la
fig 1.36~c. Este problema se resuelve descomponiendo la fuerza aplicads en dos
componentes que actien en cada uno de los ejes de simetria (figs 1.36-b y 1.36-c),
aplicando la férmula de la escuadria para cada una de las dos componentes y su-
mando los efectos. Haciendo esto, se obtiene que el esfuerzo en un punto cual~

quiera de la seccion transversal con coordenados y, z, es:
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(1.50)

Iy I

donde M, y M, son los momentos flexionantes afrededor de los ejes Yy Z, res-
pectivamente, e 'y e I, son los momentos de inercia alrededor de dichos ejes, El
segundo sumando del segundo miembro representa el efecto de la carga de la fig
1.36~b y el primer sumando, el efecto de lo carga de la fig 1.36~c. Si M es el
momento producido por la carga P, el momento MZ es igual & Mcos O y el momen

to My es igual a M senB. Por lo tanto, la ec (1.50) se puede escribir también

en {a forma

‘F: (Msen@)z . (Mws@)y
Iy I (1.51)

<

Se puede demostrar que la inclinacién del eje neutro (fig 1.36-a) queda deter

minada por la ecuacién

(1.52)

‘tamv( = %? t:w,@
7

Para secciones asimétricas, pueden aplicarse las ecuaciones 1.50 y 1.51, susti
tuyendo los ejes de simetria por los ejes principales de la seccién, es decir, por
aquellos ejes alrededor de los cuales es nulo el producto de inercia de la seccién.
Esto se ilustra en la fig 1.37 pare el coso de una seccién Z. La carga P debe des
componerse en sus componentes sobre los ejes Y y Z que en este caso son los ejes
principales de la seccién. Los esfuerzos pueden determinarse después con las ecs
(].50)6(1.59. La demostracién de que las ecs (1.50)y(1.51)son aplicables a seccio

nes asimétricas cuando los ejes Y y Z son los ejes principales pueden encontrarse
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en los textos de Resistencia de Materiales.
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Las deflexiones debidas a los momentos My y MZ pueden calcularse por medio
de los procedimientos expuestos en los secciones 1.26, 1.27 y 1.28. Las deflexio
nes asi calculadas se encontrardn en los planos en que actlan los momentos flexio
nantes correspondientes. Pueden superponerse quedando la deflexién resultante en

un plano perpendicular al eje neutro.
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Ejemplo 1.17.- Se trata de encontrar fos esfuerzos producidos en la seccidn
de empotramiento de un voladizo por una carga concentrado inclinada aplicada
en el extremo, asi como la orientacién del eje neutro correspondiente. Lo carga
estd contenida en el plano YZ,

Los esfuerzos en las cuatro esquinas de la seccién de empotramiento se calcu
laron con la ecuacién (1.51). Se obtuvo primero el valor absoluto del momento
producido por la carga concentrada y, en seguido,las componentes de este momen
to con respecto a los ejes Y y Z Al sustituir estos valores deben utilizarse los
signos correctos de los momentos. La convencién de signos para el momento —

M, = Mcos © es la expuesta en la seccién 1.2,3 para la flexién producida por
fuerzas contenidos en el plano XY. De acuerdo con esta convencidn el signo co-
rrecto de M, es negativo. Estableciendo una convencién semejante para la otra
componente de flexidn, My= Msen®, se comprueba que el signo correcto es po-
sitivo. En caso de duda pueden deducirse los signos correctos de los esfuerzos ha
ciendo caso omiso de las convenciones de signos, tanto pora ordenadas como para

De

momentos, y analizando el comportamiento fisico de la viga. este andlisis se
deduce fdcilmente de qué lado producen tensiones o compresiones las dos compo-
nentes de momento .

El énguloo( entre el eje neutro y el eje Z se determiné primero por medio
de la ecuacién (1.52) y después definiendo dos puntos de esfuerzo nulo. Los pun-
tos de esfuerzo nulo pueden localizarse facilmente a partir de consideraciones geo
métricas. Un examen de los esfuerzos determinados pora las cuatro esquinas de lo
seccidn indica que existirdn puntos de esfuerzo nulo en los lados EH y FG ya que

los esfuerzos en los extremos de cado lado son de signo contrario. Lo posicién de

estos puntos de esfuerzo nulo puede determinarse por semejanza de trigngulos.
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1.5 ESFUERZOS COMBINADOS

1.5.1 Conceptos introductorios

En las secciones anteriores se han estudiado exclusivamente estados simples
de esfuerzos, es decir, se han analizado secciones sometidas a un solo tipa de
esfuerzo. Por ejemplo, en la seccién 3.3 del Cuademo 1 de los apuntes de Mecd
nica de Materiales se estudid una seccién perpendicular al eje de una barra
sometida a esfuerzos normales de tensi6n o compresién uniformes en toda la sec-
cién. En la seccién 1.2 de] Cuademo 2 se analizé el estado de esfuerzos en una
viga bajo la accién exclusiva de momento flexionante y se encontré que en una
seccién transversal de dicha viga actdan esfuerzos nomales Gnicamente, que son
de compresién, de un lado del eje neutro, y de tensién del otro lado. Y, por
Gltimo, en la seccién 1.3, se estudi§ el efecto de los esfuerzos cortantes en va
rias secciones de una viga suponiendo que eran los Gnicos esfuerzos a conside-
rar.

En muchas ocasiones es suficiente, para fines de disefo estructural, conside

rar por separado el efecto de los distintos tipas de esfuerzo. Por ejemplo, las
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vigas suelen dimensionarse para flexién y para fuerza cortante par separado, sin

considerar la accién combinada de ambas. Sin embargo, en algunos casos el efec
to combinado de los esfuerzos normales y de los esfuerzos cortantes es més des-

favorable que el de cada uno en forma aislada y es necesario entonces conside-
rarlos en conjunto.

En esta seccién se estudian dos casos sencillos de esfuerzos combinados. Uno
es el que se presenta en elementos sometidos a cargas axiales cuando se analizan
secciones transversales que no son perpendiculares al eje longitudinal del elemen-
to, como la seccién p-q en la fig 1.38. Se verd més adelante que en una seccion
como la mencionada existen esfuerzos normales y esfuerzos cortantes combinados

¥ que su magnitud depende del dngulo de inclinacién de la seccién.
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El otro caso que se estudia en esta seccidn es el del efecto combinado del
momento flexionante y de la fuerza cortante en una viga. Un elemento cualquie
ra A de una viga bajo la accién de flexidn y cortante ( fig 1.39) estd sometido
a esfuerzos normales f producidos por la flexién y a esfuerzos cortontes v pro-
ducidos por la fuerza cortante, como se indica en la fig 1.39-b. Se verd poste-
riormente que la accién combinada de estos esfuerzos produce, en algunos puntos
de la viga y en secciones inclinadas respecto al eje longitudinal de la viga, es-

fuerzos normales mayores que los esfuerzos f mostrados en la fig 1.39-b.
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Existen estados de esfuerzos combinados mds complicados que los menciona-
dos anteriormente. Por ejemplo en la fig 1.40-a se muestra un elemento sometido
a esfuerzos normales en dos direcciones y a esfuerzos cortantes simultdneamente,
y, en la fig 1.40-b, un elemento con esfuerzos normales en tres direcciones y
esfuerzos cortantes. Estos estados de esfuerzos no se estudian en estos apuntes,

pero pueden analizarse generalizando el método que se indica para el estado de
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esfuerzos del elemento de la fig 1.39-b. El lector interesado puede consultar al-
gln texto de Teoria de la Elasticidad o de Mecénica del Medio Continvo. Cuan
do el elemento se considera en un plano y no existen esfuerzos normales en direc
cién perpendicular al plano del elemento, como en las figs. 1.39-b y 1.40-q, el

estado de esfuerzos se denomina estado plano de esfuerzos.
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1.5.2 Esfuerzos en planos inclinados d® una barra sujeta a carga axial

Se ha visto anteriormente que si se hace un corte nommal al eje longitudi-
nal de una barra sujeta a carga axial (fig 1.39-a), se obtiene un estado de es-
fuerzos uniforme cuya magnitud pioi;e caleularse con la ecuacién

f’)‘ - TAT (1.53)
donde f, es el esfuerzo paralelo al eje de la barra (equivalente a f en la ec
3.1 del cuademo 1 de Apuntes de Mecénica de Materiales), P es la carga axial
y A es el Grea de la seccién transversal (fig 1.41-b).* Si el corte se hace de
tal manera que no sea perpendicular al eje longitudinal de la pieza, como el
corte p-q de la fig 1.41-a, el estado de esfuerzos en la seccién transversal es
el indicado en la fig 1.41-c. Debido a que las deformaciones unitarias son igua
les en cualquier punto de la barra, los esfuerzos en la seccidn p-q tiene que ser
también iguales. La resultante de los esfuerzos en la seccién p-q es la fuerza S
indicada en la fig 1.41-d, la cual, por equilibrio del tramo de la barra situa-
do a la izquierda del corte p-q, tiene que ser de la misma magnitud y colineal
con la fuerza P. La fuerza S puede descomponerse en dos fuerzas N y V, perpen
dicular y paralela respectivamente a la seccién p-q (fig 1.41-d). Teniendo en
cuenta que S=P, las fuerzas N y V tienen los siguientes valores:

N =P cos 0 ! V=Psen9,

donde 9 es el dngulo que forma la perpendicular a la seccién p-q con la hori-

zontal. El Grea de la seccidén p-q en la cual actdan las fuerzas N y V es:
A=A
cos O

Denominando fg al esfuerzo normal que produce la fuerza N, y Vg al esfuer-
20 tangencial que produce la fuerza V, ambos sobre el drea A', la magnitud

de estos esfuerzos puede calcularse con las siguientes ecuaciones:

* Obsérvese que en esta seccién (Fig 1.41) el eje Y se considera positivo hacia
arriba mientras que, anteriormente, se supuso positivo hacia abajo. Esto se hace
para que exista congruencia con las convenciones de ejes y signos que e establecen
en esta seccidn y en la seccidn 1.33. &
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N _ P 2 - 2
fg = = A cos® @ = fx cos® & (1.54)
\ P

ve = AT T % sen 9 cos 0 = Fx sen O cos 9 (1.55)

Las ecuaciones 1.54 y 1.55 permiten calcular los esfuerzos nommal y tan-

A
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gencial en cualquier seccidn de una barra. Obsérvese que cuando @ = 07 o sea,
en una seccién nomal al eje longitudinal de la barra, fg = f y vg = 0, lo cudl
coincide con el estado de esfuerzos estudiado en el Cuaderno 1 de Apuntes de
Mecénica de Materiales para elementos sometidos a cargas axiales.

Antes de aplicar las ecuaciones 1.54 y 1.55 para determinar el estado de
esfuerzos en un elemento cualquiera de la barra, se establecerd la convencién -
de signos que se usa en esta seccién, Los esfuerzos normales se consideran po-
sitivos cuando producen tensiones y negativos cuando producen compresiones en -
un elemento (figs 1.42-a y 1.42-b). Los esfuerzos cortantes se consideran positi-
vos cuando indican un giro en el sentido del movimiento de las agujas de un re-
loj alrededor del elemento, y negativos en caso contrario (figs 1.42-c y 1.42-d).
El dngulo 9 se mide siempre a partir del eje X y se considera positivo cuando se
mide en sentido contrario al del movimiento de las agujas de un reloj (fig 1.42-e),

Para determinar el estado de esfuerzos en un elemento A, con una orien-
tacién cualquiera, de una barra sujeta a tensién (fig 1.43-a) se aplican las
ecuaciones 1,54 y 1.55 a las cuatro caras del elemento (fig 1.43-b) como se -
presenta a continuacidn.

La cara a-b tiene lu misma inclinacidén @ que el corte p-q de la fig 1.41;
por lo tanto, los esfuerzos en dicha cara son:

b = Fy cos? @ ( 1.56)
Vab = fx sen 8 cos @ (1.57)
La perpendicular a la cara b-c forma un dngule ( @ + %) con el eje X.

Para encontrar los esfuerzos en esta cara se sustituye ( @ +W/L ) por 8 en las

ecuaciones 1.54 y 1.55 y se obtiene

fro=fre (0+Th) = fysem's (o)

AYlac; Y’!‘ sen (‘9 +T'/1> w><94—1%_)=-‘f¢ senPuwsh (1.59)
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En la cora c~d los esfuerms tienen que ser iguales y de sentido contrario a
los esfuerzos en la cara a-b, por equilibrio del elemento. Esto puede corroborar-
se, sustituyendo un éngulo igual a (fT+©) en las ecuaciones 1.54 y 1.55, con

lo que se obtiene:

. 2 1
§ 42 cos (Me0)=fyeos® (1.60)
"";-A - \F? sem (?r+ 9>Lo$ (17‘.;_9):{15%9 ws @ (1.61)
De la misma manera pueden calcularse los esfuerzos en la cara d-a, los cua

fes resultan iguales y de sentido contrario a los esfuerzos en la cara b-c.

Algunas conclusiones imporfantes que se derivan de las ecuaciones 1.54 y 1.55,

asi como del anédlisis de esfuerzos en el elemento A de la fig 1.43, son las siguien
tes:
a) El esfuerzo nomal fo alcanza su valor mdximo cuando el dngulo 6 es
nulo, ya que en este caso cos 8 = 1, y

4‘ = (y,

X (1.62)

Esto indica que el esfuerzo normal es méximo en una cara perpendicu-
lar al eje longitudinal del elemento. Los esfuerzos en esta cara son
iguales a los calculados para elementos sometidos a cargas axiales en
la seccién 3.3 del Cuademo 1 de Apuntes de Mecénica de Materiales.

b) Cuando © = 0°, o sea, en las caras perpendiculares del eje del miembro,

Ng = O (1.63)
como se deduce de la ecuacién 1.55. Esto indica que en las caras de

esfuerzo normal méximo no existen esfuerzos cortantes.

¢) El valor méximo del esfuerzo cortante se presenta cuando 8 = 45°, y
vale \C
‘ r

Opax = ~ 7
( 1.64)
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d) Segin se deduce de los esfuerzos cortantes encontrados en las caras a-b
y b-c del elemento A,
ab bc ( 1.65)

O sea, que los esfuerzos cortantes son iguales y de signo contrario en dos

caras perpendiculares de un elemento. Esto coincide con lo encontrado pa

ra un elemento sujeto a esfuerzos cortantes puros (seccién 1.3.5).

Las tres primeras conclusiones son vdlidas dnicamente para un elemento some
tido a una carga axial mientras que la cuarta conclusidn es general para cualquier
estado de esfuerzos.

E"emplo 1.18 .- Se pide calcular lo resistencia a tensién de una barra -
cuando se conocen el esfuerzo nomnal y el esfuerzo cortante que puede resistir el
material . Primero se calcula la resistencia suponiendo que la falla ocurre al alcan_
zarse el esfuerzo normal resistente de 3 000 kg/cmz. La ecuacién 1.62 indica que
el esfuerzo normal méximo se presenta en una seccién perpendicular al eje longitu
dinal de la barra. Por lo tanto, la resistencia resulta igual al esfuerzo normal re-
sistente por el drea de dicha seccidn. Bajo esta hipdtesis se obtuvo una resistencia
de 9.42 ton. Después se calcula la resistencia suponiendo que la falla ocurre al
alcanzarse el esfuerzo cortante resistente de 1 000 kg/cm2. El esfuerzo cortante

méximo, segin la ecuacién 1.64, se presenta en un plano inclinado a 45° res-
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pecto al efe longitudinol y vale f,/2. Si el esfuerzo cortante resistente es

1 000 kg/cmz, el esfuerzo nomal en direccién paralela al eje longitudinal, frr
es por lo tanto de 2 000 kg/cm2, y la resistencia de la barma es igual a este
esfuerzo por el drea de una seccidn transversal perpendicular al eje longitudinal.
La resistencia obtenida de esta manera resulté de 6.25 ton, lo cual indica que
la barra falla porque se alcanza la resistencia a esfuerzo cortante del material an

tes de alcanzarse la resistencia a esfuerzo normal.

1.5.3 Esfuerzos en un elemento de una viga sometida a momento flexionante y

fuerza cortante. Esfuerzos principales

Se mencioné en la seccién 1.5.1 que en un elemento de una viga sometida
a momento flexionante y fuerza cortante actban simultdneamente esfuerzos norma-
les, f, y esfuerzos cortantes, v (fig 1.39-b). Los primeros pueden calcularse con
la férmula de la escuadria y los segundos con la ecuacién (1.38). El elemento A
de la fig 1.39 tiene sus coras paralelas y perpendiculares al eje longitudinal de la
viga; solamente cuando se cumple esta condicién son aplicables la férmula de la
escuadrio y la ecuacién (1.38). En esta seccién se estudia la manera de calcular
los esfuerzos en planos inclinados respecto al eje longitudinal de la viga.

En la fig 1.44-a se ha reproducido el elemento A de la fig 1.39 y se ha se
fialads un plano inclinado p-q cuya perpendicular forma un dngulo © con el eje X.
Le convencidn usada para los dos subindices de los esfuerzos cortantes, v, es la

siguiente. El primer subindice indica el plano en el que actia el esfuerzo, y el
segundo, el eje paralelo al esfuerzo. Por ejemplo, el esfuerzo cortante vxy actia
en el plano X, o sea, en un plano perpendicular al eje X, y es paralelo al eje Y.

Lo convencién de signos usada en esta seccién difiere de la usada en secciones anteriores

y se ha incorporado porque es la convencién usual en Teoria de la Elasticidad. Al igual
que en [a seccién 1.52 el eje Y se ha marcado positivo hacia arriba mientras que en sec

ciones anteriores se habfa considerado pasitivo hacia abojo. Los esfuerzos cortantes vyy
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se consideran positivos cuando tienen el mismo sentido que el eje indicado por
el segundo subindice. Para los esfuerzos cortantes wg (fig 1.44-b) se sigue la
misma convencién anterior que consiste en considerarlos positivos cuando indican
un giro alrededor del elemento en el sentido del movimiento de las manecillas de
un reloj. Los esfuerzos normales son positivos cuando son de tensién y negativos

cuandé son de compresidn.
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Para calcular los esfuerzos fg y vg en el plano p-q considérese el equilibrio
del elemento triangular mostrado en la fig 1.44-b. Si se denomina A el drea de
la cara X, o sea, de la cara en que actla el esfuerzo f, el drea de la cara Y
es A tan @ y el rea de la cara inclinada es A sec 8. Si se considera que las
fuerzas en cada cara son iguales a los esfuerzos por las dreas correspondientes y
se establece el equilibrio de fuerzas en direccion del esfuerzo fy se obtiene la

siguiente ecuacidn:
\Fe A cec® -{‘;A s B —N',sz Sen O - N;,L A tazv;9¢os9:.0

Despejando fg, eliminando el factor A y tomondo en cuenta que Vxy = vyx,se

- tq,\‘s'co—79>

obtiene cemD

(: cos & +’\r7.7/ TSec & Se. &

9."_ ’Y. sec®

Y, aplicando relaciones trigonométricas conocidas:

. L2 A Sen B cow & (1.66-a)
Estableciendo el equilibrio de fuerzas en direccién del esfuerzo vg y siguien
do el mismo procedimiento anterior se obtiene:

3 z
Are:¥¢ Sein O s O+ /\)',N (SenQ—COSQ) (1.66-b)

Las ecuaciones 1.66 también suelen escribirse en la siguiente forma equiva-

lente:

‘?e = {‘Z + {:y cos LB + IU;VSen’L@ (1.67-a)

L
7

v, = 1 £, So_n’1_9~!\5‘¢7 cos 10 (1.67-b)
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Utilizando las ecuaciones 1.66 o 1.67 pueden encontrarse los esfuerzos nor~
males y cortantes en cualquier plano inclinado. Conviene determinar la inclinacién
del plano en el que dichos esfuerzos alcanzan su valor méximo y la magnitud de
esos esfuerzos. Para encontrar el plano de esfuerzo normal mdximo, o sea, el va
lor de 8 para el cual fg es maximo, se deriva la ecuacién 1.67-a y se iguala a

cero, con lo que se obtiene:

iie = —fxsen’l_e + ’L/U’)L7 cos 16 -0

de donde,

B 1Ny
Tom 16 = fy (1.68)

Hay dos valores de 20 que satisfacen la ecuacién 1.68 y que difieren entre
si 180, Uno de estos valores estd entre o y 180%, y el otro, entre 180" y 360,
Los valores correspondientes de @ estdn entre 0 y 907 y entre 90° y 180, y di-
fieren entre si 90 . Para uno de estos dos valores de 0 el esfuerzo normal es
mdximo y para el otro valor es minimo. Estos esfuerzos mdximo y minimo reci-

ben el nombre de esfuerzos principales y se presentan en planos perpendiculares

ya que los dos valores de 8 difieren en 90°.
Para encontrar fa magnitud de los esfuerzos principales se pueden obtener los
valores de cos 20 y sen 20 a partir de la ecuacién 1.68 y sustituirlos en la ecua

cién 1.67-a. Se obtiene:
| 1 2 4

f, - “ro_j’ B V(_%y* ‘”/1;

donde f] y fy representan el esfuerzo normal méximo y minimo, respectivamente.

(1.69-a)

(1.6%b)

Si se sustituyen los valores de cos 28 y sen 20 obtenidos de la ecuacién 1.68 en
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la ecuacién 1.67-b, se obtiene un valor nulo de vg+ Esto indica que en los pla
nos en que actian los esfuerzos principales el esfuerzo cortante es cero.

De manera semejante se puede obtener la inclinacién del plano en que el
esfuerzo cortante alcanza su valor mdximo y la magnitud de este esfuerzo. Los

resultados son los siguientes:
t1e - - S
Co - £ (1.70)
x

¢ 1 (U/—L
v - (_%94, ¥ (1.71-a)

MR X

La ecuacién 1.71-a también se puede escribir en la forma

—f.

¢
N - = = (1.71-b )
N 1
En la fig |.47se muestra en forma esquemdtica la variacién del esfuerzo prin
cipal mdximo, o sea, el de tensién, en una seccién transversal de una viga rec
gular, También se indica la variacién de los esfuerzos normales fy producidos por
la flexién y de los esfuerzos cortantes Vxy producidos por la fuerza cortante. Se
aprecia an la figura, que en algunas regiones el esfuerzo principal es mayor que
el esfyerzo normal producido por la flexién, aunque el mdximo valor del esfuerzo
principal coincide con el esfuerzo mdximo por flexién en el lecho inferior de la
viga,
Los esfuerzos principales pueden determinarse por el mismo procedimiento de
equilibrio usado en esta seccién para los estados de esfuerzos mostrados en la
fig 1.40. Las ecuaciones obtenidas en esta seccién para el célculo de esfuerzos
principales y esfuerzos cortantes méximos, asi como los correspondientes a los es
tados de esfuerzos de la fig 1.40, pueden representarse grificamente por el llama

do Circulo de Mohr que simplifica los cdlculos numéricos necesarios.
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Ejemplo 1.19.- En este ejemplo se ilustra el cdlculo de los esfuerzos princi-
poles y de los esfuerzos cortantes mdximos en un punto de una viga en voladizo.
Se calcularon primerc los esfuerzos normales, fy, con la férmula de la escuadria,

y los esfuerzos cortantes, ,con la ecuacién <|.38) Con los esfuerzos calcula-

Vxy
dos de esta manera, se representd el estado de esfuerzos en el punto en cuestién
(punto a). Este estado es como el mostrado en la fig 1.44-a y consiste en esfuer
zos normales en las caras X y esfuerzos cortantes en las cuatro caras del elemento.
Los esfuerzos normales calculados eon la férmula de la escuadria resultaron de com
presién y por lo tanto son negativos; el esfuerzo cortante en la cara X del elemen
to, o sea lo cara del lado derecho, es hacia dabajo, y por lo tonto el esfuerzo -
cortante Vxy €s negativo ya que en esta seccién se sigue la convencidn de consi
derar que los esfuerzos cortantes son negativos cuando tienen sentido contrario a la
direccién positiva del eje del segundo subindice. Obsérvese que pora el cdlculo de
esfuerzos normales se consideré el eje Y hacia abajo,mientras que se toma para -
arriba en el anélisis de esfuerzos principales.

Se calculé después la inclinacién del plano de esfuerzos principales, o sea,
del plano p-q de la fig 1.44. Se menciondé anteriormente que la ecuacién 1.68,
con la que se calcula dicha inclinacién, tiene dos soluciones las cuales represen-
tan dos planos perpendiculares entre si. Estos dos planos se muestran en el ejemplo;
las zonas rayadas equivalen a los elementos triangulares de la fig 1.44-b sobre los
cuales se calcularon los esfuerzos principales.

El célculo de la magnitud de los esfusrzos principales se hizo con las ecuacio
nes(].é?) Con estas ecuaciones se obtienen dos valores; uno representa el esfuerzo

, . rd - ,

mdéximo de compresién y el otro, el de tensién. Para determinar en cual de los
dos planos establecidos anteriormente actia el esfuerzo de compresién y en cual el
de tensién, se analizd el equilibrio de cada uno de los dos elementos triangulares.

Para esto, se representaron sobre las caras horizontal y vertical los esfuerzos nor-
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males y cortantes correspondientes al estado de esfuerzos en el punta a, y se de
termind, a partir del equilibrio del elemento, el signo que debia tener el esfuer
zo nomal sobre el plano inclinado.

Esta deteminacidn también se hizo con un procedimienta alternativo que con
sisten en aplicar las ecuaciones (1,66-a) o (1.67-a), que sirven para calcular los
esfuerzos principales. Los valores de los esfuerzos nomales f calculados con es-
tas ecuacibn deben caincidir con los valores de los esfuerzos principales fyy fy ,
lo cual sirve de comprobacién, y ademds se obtiene en cudl de los dos planos de
esfuerzos principales actia el esfuerzo de compresién y en cuél el de tensién.

Una vez determinadas las magnitudes y la orientacién de los esfuerzos prin
cipales en el punto a, los resultados obtenidos se presentan gréficamente.

A continuacién se calcularon los esfuerzos cartantes méximos con la ecuacién
(1.71-b) y la inclinacién del plano correspondiente con la ecuacién (1.70). Esta
Gltima proporciona dos valores que carresponden a dos planos perpendiculares en-
tre si. Estos planos se han representado grdficamente en el ejemplo junto con los
elementos triangulares correspondientes. Como el signo del esfuerzo cortante méxi
mo calculada con la ecuacién 1.71-b resulté positivo, los esfuerzos cortantes tie
nen un sentido tal que producen un giro en el sentido del movimiento de las agu
jos de un reloj tal como se indica en el elemento triangular de la izquierda. En
el plano perpendicular, las esfuerzos son negativos y por lo tanto el sentido del
giro es contraria al movimiento de las agujas del relaj, como se indica en el ele
mento triangular de la derecha.

Finalmente se calcularon los esfuerzos narmales, fg, en los planos de esfuer
zos cortantes méximos. Esto se hizo con la ecuacién (1.67-a). Al final del ejem
plo se muestra gréficamente el estado de esfuerzos cortantes méximos. En las caras
de estos elementos actdan, por lo tanto, los esfuerzos cortantes mdximos y los es

fuerzos nommates fy calculados para los planos de esfuerzos cortantes méximos.
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2. VIGAS DE MADERA

Francisco Robles

2.1 INTRODUCCION

Debido a la estructura y propiedades mecénicas particulares de la madera,
las vigas de este material se labran de manera que las fibras queden arientadas
en sentido normal a la direccién de las fuerz as transversales que deberdn sopor-
tar; es decir las fibras deben quedar paralelas al eje longitudinal de la viga. En
estas condiciones la madera resiste acciones flexionantes con gran eficiencia, ya

que la relacién entre su rigidez en flexién y su peso es alta.

Se considerardn aqui Unicamente vigas de madera maciza ordinaria. Pueden
también aprovecharse materiales industrializados como la madera contrachapada o

triplay, o la madera laminada.
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2.2 COMPORTAMIENTO

El comporfamiento de la madera bajo fuerzas o acciones transversales se estu-
dia en ensayes efectuados con probetas de seccién pequefia, como las descritas en
fa seccidn 3.9.4, de la ref 2.1 o sobre vigas a escala natural.

2.2.1 Flexién

En flexién, el comportamiento de la madera es précticamente eldstico hasta
niveles de carga relativamente altos.

Una viga de madera sometida a una carga transversal creciente exhibe distri-
buciones de esfuerzos semejantes a los mostrados en la fig 2.1 para una viga si-
métrica. Se aprecia que para una carga baja el eje neutro queda al centro y la
distribucién de esfuerzos es lineal. A medida que la carga se va aproximando a
la que produce la falla la distribucién de esfuerzos deja de ser lineal y la profun
didad del eje neutro aumenta. Este comportamiento se debe a las diferencias en
las gréficas esfuerzo-deformacién de la madera sujeta a tensién o a compresidn
(fig 3.4.3 de la ref 2.1). Por regla general las fallas por flexién se inician con

el aplastamiento de las fibras de compresidn a la que sigue la rotura de las fibras en
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tension.
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Influyen en la resistencia a flexién de las vigas de madera, ademds de los
factores mencionados en la seccién 3.9.3 de la ref 2.1, el peralte y la forma.
En condiciones iguales, la resistencia a flexién tiende a disminuir con el peralte.
También puede ser significativa la forma de la seccidn. Los reglamentos tienen en
cuenta la influencia de estos factores sea en la forma de recomendar esfuerzos

permisibles o sea introduciendo determinados coeficientes correctivos.

2.2.2 Fuerza cortante

Aunque el momento suele regir el dimensionamiento de vigas de madera, pue
den existir condiciones de carga en que sea critica la fuerza cortante.

Como se indicé en la seccién 1.3.5, en un elemento sujeto a cargas trans-
versales, la fuerza cortante produce esfuerzos cortantes en planos perpendiculares
y paralelos al eje del elemento. La madera tiene considerable resistencia a esfuer

20s cortantes normales a las fibras. Sin embargo su resistencia a esfuerzos parale-
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los a las fibras es baja: del orden de 10 a 15% de la resistencia a tensién fongi
tudinal. Puesto que las vigas suelen labrarse de manera que las fibras quedan -
orientadas en sentido paralelo a su eje longitudinal, cuando la fuerza cortante re

sulta critica, provoca fallas en planos horizontales debidas a esfuerzos cortantes

horizontales o "rasantes”. Jamds se registran fallas en planos normales ol eje.

2.2.3 Deflexién

Suele aceptarse que la deflexidn de vigas de madera puede predecirse por
medio de las expresiones que proporciona la Mecédnica de Materiales pora el cél-
culo de las deflexiones debidas a flexién. Esto implicay a) que se considera véli
da la hipdtesis de que las secciones planas antes de la flexién permanecen planas
después de la flexién y, b) que la deformacidn debida a cortante es desprecia-
ble ( fig 2.2). Esto no es rigurosamente cierto en vigas de madera debido a lo
escasa resistencia a esfuerzos rasantes de la madera que hace que las secciones se

curven bajo el efecto de las acciones transversales, lo que produce deformacién

por cortante - - (fig 2.2-b). Sin embargo los errores que resultan son peque

fios, de manera que se justifica el empleo de las férmulas usuales pora la determi-
nacién de deflexiones por flexién.

Los médulos de elasticidad para célculo de deflexiones se determinan a partir
de ensayes de flexién.

Al estudiar las deformaciones de estructuras de madera debe tenerse en cuen-
ta que las vigas, cuando quedan sometidas a cargas que actGan durante largo tiem
po, adquieren deformaciones adicionales que pueden ser del mismo orden que las
que resultan de un cdlculo eldstico. Esto no significa que el médulo de elastici-
dad cambia con el tiempe. Por el contrario permanece constante, lo que puede
comprobarse ensayando vigas que han estado cargadas durante largo tiempo: el mé

dulo que resulta es el mismo que el obtenido antes de la aplicacién de la carga.
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2.2.4 Pandeo lateral

Las vigas sin soportes laterales en la cara de compresidn tienden a deformarse
lateralmente, pudiendo esta tendencia a pondeo provocar la falla o cargas meno-
res que las correspondientes a la falla de flexién.

El pandeo lateral es una funcidn de la relacidn entre la longitud entre apo-

. . .e .

yos laterales y el ancho del lado comprimido. En una seccién posterior de estos
apuntes se proponen métodos para el andlisis de los efectos del pandeo lateral en

vigas. £ :

'
W
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Para el caso particular de vigas de madera véanse recomendaciones como las
de la AITC (ref 2.2) o de la SOP (ref 2.3). En la presente seccién se considera
ré que la restriccidén lateral de la cara de compresion es adecuada de manera
que puede despreciarse la inestabilidad lateral, lo que suele ser el caso en muchas
situaciones pricticas. Por ejemplo es af_ te que las vigas que soportan un siste-
"% 'igas tendran su cara de compresién

ma de piso de tabla rigidamente unidas o

restringida al pandeo. Suele considerarse también que cuando la relacién de peral

te a ancho es inferior a dos el pandeo no es significativo. Los reglamentos suelen
dar recomendaciones empiricas sobre las condiciones que deben existir para poder

despreciar los efectos de inestabilidad.

2.2.,5 Efectos de acciones normales a las fibras

En la seccidén 3.9.3 de la ref 2.1 se indicd que la resistencia de la madera
a esfuerzos dgfggompresion normales a la madera es muy baja. En vigas este tipo

de esfuerzos puede ser significativo en los apoyos y bajo las cargas concentradas

(fig 2.3).
|
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2.3 DIMENSIONAMIENTO

El dimensionamiento de vigas de madera comprende los siguientes aspectos
principales.
a) Resistencia a la flexién
b) Resistencia a la fuerza cortante

c) Resistencia a las acciones normales a las fibras debidas
a las reacciones o cargas concentradas normales

d) Deflexién

El criterio de dimensionamiento que se propone es el de esfuerzos permisibles
o de esfuerzos de trabajo, que es el mds usual en estructuras de madera.

Para las escuadrias o secciones mds comunes, véase la pag 130 de la ref 2.1,

2.3.1 Dimensionamiento por flexién

Se supone un comportamiento eldstico, por lo que es aplicable la férmula de

‘F= % c (1.13-a)

la escuadria?




178

En la tabla 2.1 se presentan valores tipicos de esfuerzos permisibles en flexién
tomados de la ref 2.3, Para las condiciones en que son aplicables véase lo pag 130
de la ref 2.1 y la ref 2.3. Lo ref 2.3 da coeficientes de correccidn para los casos
en que no se cumplen estas condiciones.

El Reglomento del D.D.F. (ref 2.4) da esfuerzos permisibles en funcién de la
densidad aparente de la modera seca. Si no se cuenta con lo informacién sobre den
sidad, recomienda un esfuerzo conservador de 60 kg/ecm? para maderas clasificadas
como de primera, segin las normas de la Direccién Generol de Nomos de la Secre

taria de Industria y Comercio.

TABLA 2.1.- ESFUERZOS PERMISIBLES Y MODULOS DE ELASTICIDAD
DE ALGUNAS MADERAS (Unidades: kg/cm2)

T
. Cortante | Compresién | Médulo
Especie | Calidad Flexién {paralelo |nomal a lelastici-
a la fibra |a la fibra dad
Pino blan- la 80 6 18 85 000
co, pino 2a 60 [} 18
lacio
Pino prie-
to, pino ]22 ;g g % 90 000
real, ce-
dro
1 120 10 25
Encino 22 90 10 25 100 000
ta 1o 10 25 110 000
Zapotillo 2a 95 10 25
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2.3.2 Dimensionamiento por fuerza cortante

Como en el caso de la flexién, se acepta la hipdtesis de un comportamiento

. (SR 2
eldstico, por lo queYaplicable la férmula

VQ

N',_Ib

(1.38)

que, para secciones rechngularesl se convierte en

-3 Vv (1.43)

Para el significado de los simbolos véase el inciso 1.3.3.En la tabla 2.1 se
muestron algunos valores tipicos recomendados por SOP (ref 2.3). El valor recomen
dado por ef Reglamento del D.D.F. para el caso en que no se cuente con infor~
macién sobre la densidad de la modera es 10 kg/cm?. (Son aplicables las mismas

observaciones generales que las hechas para flexién.)

2.3.3 Dimensionomiento par acciones nomales o las fibras

Los esfuerzos de compresién producidos por cargas que actdan normalmente a
la fibra se obtienen dividiendo la carga entre el Grea en que esté aplicada. Algu
nos esfuerzos permisibles recomendados por SOP se consignan en la tabla 2,1, Ei
valor dado por el Reglomento del D.D.F, para cuando no se conocen la densidad
aparente es 7 kg/cmz.

(Son aplicables Jas mismas observaciones generales que las hechas para flexién.)

2.3.4 Revision de deflexién

Como se indicé en la seccion 2.2.3, las deflexiones se colculan con las fér-
mulas eldsticas usuales correspondientes a las condiciones particulares de corga y
apoyo. Se usa el momento de inercia real de la seccién.

Cuando los cargas actban durante lorgo tiempo debe tenerse en cuenta que las
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deflexiones calculadas en la forma indicada pueden llegar a duplicarse.
En la tabla 2.1 se dan valores tipicos de médulos de elasticidad recomenda-
dos por SOP. El valor conservador dado por el Reglamento del D.D.F. para el

caso en que no se cuente con informacién adecuada es 79 000 kg/cmz.
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2.4 VIGAS DE MADERA FORMADAS POR VARIOS ELEMENTOS

Las caracteristicas de los drboles de los que se obtienen las escuadrias impo
nen limitaciones de tamafio y forma. Es posible obviar estas limitaciones forman-
do secciones compuestas de varias escuadrias como las mostradas en la fig 2.4. Los
diversos tipos de elementos se unen por medio de clavos, tomillos, pernos o pega-
mentos. Estos medios de unién deben ser capaces de transmitir las fuerzas rasantes
originadas por la flexién. La magnitud de las fuerzas rasantes puede determinarse
por medio de los procedimientos espuestos en la seccién 1.3.4.

En los calculos de flexidn deben considerarse los factores de forma que reco-

miendan los reglamentos.
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1 u‘%\ E'|emp|o 2.1.- No existe mucha diversidad en las escuadrias comerciales dis-

panibles. Por lo tonto es frecuente el problema que se plantea en este ejemplo en

que las dimensiones de la seccién son datos y se trata de encontrar la separacién

mdxima posible con la seccién dada. La estructura en estudio es un sistema de pi

sa farmado por vigas de madera que se apoyan sobre muros de mamposteria y sopor
! ! ' ge’C'C’) ey aﬂ—— AN S tan un piso de tabla o tabldn. Se considera que el tabldn tiene una resistencia -
i'e' o A.Q_f'c- = S- adecvada.
s 1o v o—r U %Tbj

- La solucién del problema consiste en determinar los separaciones pasibles se-

gin cuatro condicionessflexién, fuerza cartante, acciones normales y flecha.

Se escoge la separacién mds pequeda, que evidentemente seré la critica.
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APENDICE A

Propiedades de las secciones planas.

Notacién:

%, ¥ = distancia al centroide C

A = grea

Ix, ly = momentos de inercia respecto a los ejes x, y
Ixy = producto de inercia respecto a los ejes x, y
J=Ix + ly = momento polar de inercia

Igg = momento de inercia respecto al eje B-B

L Rectdngulo. (Origen de ejes en el centroide)
b r
f A =bh =3 y=3
k bh? P hb?
4 =% *~m
Bho
=0 J =3 = bY)
¥ . . . .
2 i Rectdngulo. (Origen de ejes en una esquina)
j i ; bh? ; hb?
A T3 '3
i ; bh? bh o 5
0}(. b'-‘»#” —x LA =3
3. Triéngulo. (Origen de ejes en el centroide)
L
A = 5 i = - v -3
. LP
"7 36 T R
bht bl
I, =—(b—2 J = —(h*+ b —bhctc?)
” 36
4 e Tridngulo. (Origen de ejes en un vértice)
| 1T LB b
’ ;x LT ,A—lz(. — 3bc - %)
1 ’ ; P RN
oki "h**nl RV S = + 30 —3bc + c?)
'y ¥ Trapecio. (Origen de ejes en el centroide)
. Ha - b
T2
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Y

Circulo. (Origen de ejes en el centro) 7

e
A=nr’=T I, =1 = e

I, =0 J=—==

J Surt  Snd*
ST R
2. Anillo circular. (Origen de ejes en el centro)

Fémulas aproximadas para los casos en que t sea pequefia

"
A =2nrt =ndt Le=1,=nr’ ;;ns_t
.. wd®t
I, =0 J=2nr =
8, v Semicirculo. (Origen de ejes en el centroide)
P r? _ 4r
=7 7’7
L=Or o oeee =T
x = 72” AN r y *T
rt
Lo=0  Iy=
9. Y Elipse. (Origen de ejes en el centroide)
A—map =" T
—m =2 =12
wab . )
I,=0 :T(b + a?)
10.
2
) :.:.(1 - 5;)
2bh 3B 2%
E g8 77

11. Complemento parGbolico. (Origen de ejes en el vértice.)
v 2

hx
j Y=ty y=f(x) =5
i AAbh o3 3k
h =3 T4 7T
- ]
P
2. Segmento pardbolico. (Origen en el extremo del -
segmento.)
- L
= —
2
A:-—z— hL
3
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Convenciones . APENDICE B
a) Ejes - @ ( Continuacién )
f) Esfuerzos o;n plenos inclinaaes en miembros con cargas axiales
YY® - - ‘
b) Cargas >» X _ﬁ
— e A v — O y
wv
«— ()
y v & 6 ST PN
c) Carga Axial,Fuerza Cortante y Momento Flexionante. I @) l ) l ) T
M M *A i i N .
\Y; \Y; - ~ __~ N~ 7
p (*) p p (=) i g)I-sﬂ'Jerza_s:;ﬁncipales en Vigas
\'% g « ‘ T [ .
M M ol L Y
d) Esfuerzos normales y Cortantes. . ) " () f—
P N .
_ a //T\ ‘/_\ v . /_\
o ) ' q I e .
PR S o ol
R
\ s N . N .
e) Pendientes y Deflexiones. /
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