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Prologo

La mecdnica del medio continuo es una disciplina bdsica para la formacion de ingenieros de cualquier
especialidad (civil, mecdnico, etc.), puesto que ayuda a la comprensién del comportamiento de los

materiales ya sean solidos, liquidos o gases, lo que sin duda alguna es iitil para los trabajos de disefio.

En estos apuntes se presentan los cenceptos fundamentales de la asignatura Mecdnica del medio
continio como apoyo diddctico para su ensefianza a nivel licenciatura, asi como una guia para el
profesional. Como esta asignatura es bdsica para las dreas de estructuras, geotecnia e hidrdulica dentro
del campo de la ingenieria civil, er. los apuntes se utiliza un enfoque unificado de conceptos aplicables
a mecdnica de solidos o fluidos.

Considerando que los topicos abarcados tienen una gran aplicacién en diferentes campos, y que la
asignatura normalmente se imparte en un semestre, no es posible tratar a fondo cada tema, por tanto,
estos apuntes ayudardn a complementar el trabajo del profesor. Ademds, aunque existe bibliografia
especializada en cada parte del curso, es dtil sara el alumno tener informacién recopilada en un solo
libro. Por otra parte, la gran mayorfa de la informacién reciente en el campo de la mecdnica del medio
continuo aparece en inglés, y no es muy coruin en México que los estudiantes a nivel licenciatura

dominen dicho idioma.

Para la comprension de los temas tratados se requieren conocimientos de cdlculo vectorial por las
siguientes razones: a) se¢ considera que un 2nfoque algebraico elemental complica el tratamiento
tridimensional de los problemas; b) por otra parte, emplear notacién tensorial estd mds alld de los

conocimientos normales ce estudiantes de licenciatura.

Es necesario indicar que esta obra no presenta ejemplos y que en varios temas se limita a dar la
formulacidn matematica de jos problemas presentados sin describir el procedimiento de cdlculo para
su solucidn. Ambas situaciones tendrdn que solventarse recurriendo a otros libros o consultando la serie

de ejercicios de Mecdnica del medio continuo editada por la Facultad de Ingenieria.

También, es conveniente destacar que el dominio aceptable de este tema s6lo se logrard llevando cursos
posteriores (por ejemplo maestria, etc.), y que el proposito fundamental de este trabajo es que sirva

de apoyo a un curso introductorio en ¢l que se proporcione una visién global de la materia.



¢ .
El método empleado consiste en presentar >rimero los conceptos matematicos relativos a los‘teh‘s‘,ores
esfuerzo y deformacién junto con los principios fundamentales de mecdnica y las nociones sobre
ecuaciones constitutivas de materiales, ya que esto se considera como las bases de mecdnica del medio
continuo. Después, sc¢ tratan sus aplicaciones a diferentes materiales (sélidos, liquidos, etc.) en los
temas relativos a elasticidad, viscosidad, plasticidad, viscoelasticidad y en teoria de falla y ruptura.

Esta secuencia obedece a la necesidad didactica de ir de lo mds sencillo a lo mds complejo.

Asimismo, cabe aclarar que los presenies apuntes son una version modificada de los correspondientes
a la asignatura Introduccidn al comportamiento de los materiales, editados en 1986, que fue sustituida
recientemente por la asignatura de Mecdnica del medio continuo.

Dicha modificacidn cousistié en la revisidn, correccion de estilo, formato y tipografia realizada por
el personal de la Unidad de Apoyo Editorial de la Facultad de Ingenierfa conjuntamente con los autores
de la obra.

Colaboraron con los autores el Ing. Antonio Abaunza (quien elabord el primer tema) y el Ing.
Rigoberto Rivera (quien elabord parte del tema 5). De este modo, durante el proceso editorial de la
obra, se agradece a la Unidad de Apoyo Ecitorial de la Facultad de Ingenierfa su colaboracion y de
manera especial a la Maestra Maria Cuairdn Ruidfaz, jefa de la Unidad; a la pasante Elvia Angélica

Torres Rojas por el cuidado de la edicidn, y a la Sra. Araceli Herrera por la captura del material.

México, D.F., febrero de 2000.

Agustin Demeneghi Colin
Roberto Magana del Toro
Héctor Sanginés Garcia
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1. Datos experimentales del comportamiento de los materiaies

1.1 Introduccion

La funcién mds elevada del ingeniero censiste en mejorar la sociedad en que convive por la
transformacién de la naturaleza. Para mejorar la naturaleza,el ingeniere tiene que conocerla. La ciencia
de la naturaleza es la fisica que nos fa explica mediante sus leyes. Para comprender la fisica y
cuantificar los fendmenos de la naturaleza, ¢l ingeniero utiliza las mateaidticas.

La mecdnica de los materiales es la rama e la fisica que nos describe los fendmenos propios del
comportamiento de los materiales cuando soore ellos actdan causas que los alteran.

Una de las caracteristicas primarias de las rmdquinas y estructuras, para cumplir con la funcién para
la que se disefiaron y construyeron, es la de transmitir o soportar cargas, por ejemplo: puentes,
motores, automoviles, graas, tornos, aviones, etc.

Se requiere pues que hayan sido disenadas y construidas apropiadamente, si algin elemento no
estuviera disenado o construido en forma apropiada o si las cargas reales aplicadas excedieran a las
especificadas en el disefio, esta pieza o dispesitivo probablemente fallaria al efectuar su trabajo.

1.2 Pruebas de deferinacion uniaxial

Para el ingeniero, una manera sencilla de ccnocer ¢l comportamiento de algunos materiales usuales,
consiste en realizar una "prueba uniaxial”, ¢s decir una prueba o ensaye en el cual la "probeta” del
material se sujeta a una accion dirigida en una sola direccidn, en la mayoria de los casos coincidente
con el gje de la probeta.

Hay distintas mdquinas para ejecutar esta clase de pruebas (figuras 1.1y 1.2) y para llevarlas a cabo,
se carga la probeta lentamente midiéndose con aparatos ad hoc las magnitudes de la carga y las
deformaciones correspandientes.

La ejecucion de estas pruebas requiere de aparatos perfectamente calibrados y del respeto a las normas
que se especifican para cada prueba en cuan:o a la manera de cargar y a la forma y dimensiones de
la probeta.

Resultados

Con los resultados de las pruebas se puede hacer una grédfica de carga-deformacion que nos expone de
manera objetiva como se comporta el material.
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FiGura 1.}

No todos los materiales familiares al ingeniero se comportan de manera parecida, sin embargo, y para
fines meramente explicativos para una gran parte de los materiales metdlicos, la deformacion es
proporcional al esfuerzo (o viceversa), por 10 menos al principio del fendmeno, esto es, hay una rela-
cién lineal.

Grificas de esfuerzo-deformacion

En las condiciones anteriormente mernicionadas, para materiales metdlicos, una grdfica tipica esfuerzo-
deformacion unitaria se presenta en la figura 1.3,

Como es costumbre en ingenieria, las abcisas representan deformaciones unitarias y las ordenadas
esfuerzos; la grdfica se extiende desde cero hasta el punto de ruptura.

Al examinar con cuidado una grdfica tipica como la anterior, se observa que la curva tiene varios
puntos y ciertas caracteristicas como se ve en la figura 1.4.

[\
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El esfuerzo correspondiente al primer punto en que la curva se desvia de la parte lineal inicial se llama
limite de proporcionalidad (LP). Hasta este limite el cambio en el esfuerzo Ag es igual al cambio
correspondiente al de Ia deformacion Ae mult:olicado por una constante:

Ao = Ag X "constante"

Esta constante se 1lama de proporcionalidad, mddulo de eiasticidad o médulo de Young y se indica por
la letra E.

O sea g= Ao
Ac

El médulo de elasticidad es 1a pendiente de la parte inicial rectilinea de ia curva esfuerzo-deformacion
unitaria; es una constante caracteristica de muchos materiales y mide su capacidad de resistir la
deformacién.
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Los valores de este maédulo se pueden encontrar en tablas especializadas y algunos ejemplos son:

= 2.1 x 10°% kg/cm?
30 = 10% 1b/pulg®
20.7 x 10'° N/m?
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Aluminio:  E = 7 x 10° kg/em?
E =10 x 10°Ib/pulg?
E=69 x 10 N/m?

Para muchos materiales metdlicos, en 1a porcion inicial de la curva, las pendientes de las curvas de

esfuerzo-deformacidn unitaria son casi iguales cuando se trata de tensién (alargar) o de compresién
(acortar).

Gridficas de deformacién-tiempo

Otro aspecto interesante en el fendmeno de 1z deformacidn de un material es la relacidn de ésta con
el tiempo; es decir, conccer qué pasa con la deformacion a través del tiempe.

Aunque mas adelante se estudiardn estos fendmencs mds ampliamente, por el momento s6lo diremos
que, dependiendo de algunas caracteristicas propias del material, éste se deforma de maneras distintas
con el tiempo.

Si el material es eldstico y sigue la Jey de deformacidn proporcional al esfuerzo y si la carga se
incrementa proporcionalmente al tiempo, entonces, la deformacion serd proporcional al tiempo.
Estamos entendiendo por material eldstico aquel material que sufre una deformacion y que recupera
su forma inicial después de ser remov.do el esfuerzo que produjo dicha deformacion.

Nétese que a partir del limite de proporcionalidad la deformacidn deja de ser proporcional y comienza
con una ley no lineal (figura 1.5).
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Figura 1.5



Hay materiales en que aun sin incremento de carga (0 sea carga constante), la deformacion crece con
el tiempo (figura 1.6).
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FIGURA 1.6
1.3 Modelos de relacién esfuerzo-deformacién y deformacién-tiempo
Hemos dicho con anterioridad que todo cierpo cargado se deforma; también establecimos que los
cuerpos tienen ciertas caracteristicas internas o de estado de agregacion que originan que al deformarse
se comporten de ciertas maneras tipicas.
Un problema fundamental en la Ingenieria, ya esbozado previamente, consiste en determinar la
relacion entre esfuerzos y deformaciones (fuerza y comportamiento). Una manera de estudiarlo
consistiria en formar materialmente un sistema y medir en forma experimental las causas y los
efectos correspondientes.
A continuacién expondremos algunos casos de comportamiento tipicos y muy significativos para
nuestros propdsitos posteriores; por ello, consideraremos como sistema mecdnico a un cuerpo de
material real, al que, como accidn le aplicamos una fuerza.
Si el material es sdlido, el efecto se mide en términos de la deformacidn total producida por la fuerza.
Si el material es fluido, el efecto correspondiente se medird en una cierta rapidez de flujo (velocidad
de deformacion).
Relacion lineal

En este modelo, el efecto es directamente proporcional a la fuerza, con dos modalidades:

a) Respuesta lineal eldstica, su efecto fisico lo ejemplificaremos con la accién de un resorte helicoidal
(figura 1.7)
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Este modelo corresponce a un sélido eldstico, k es la constante eldstica del resorte expresada como
fuerza por unidad de deformacion total.

b) Respuesta lineal viscosa, que podemos ejemplificar con un amortiguador hidrdulico lineal (figura
1.8) donde 7 es el coeficiente de viscosidad expresado como fuerza por unidad de rapidez de la
deformacion total.

ml"

FiGura 1.8

¢) Respuesta visco-eldsiica (modelo de Maxweli), que se ejemplifica con un resorte y un amortiguador
“en seric" (figura 1.9).



FiGura 1.9

d) Respuesta visco-eldstica (modelo de Voigt), que se puede indicar con un resorte y un amortiguador
"en paralelo” (figura 1.10).
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FiGura 1.10

e) Respuesta lineal estdndar, que se ejemplifica como se muestra en la figura 1.11.

2_.. K2 _1"‘8’—’_

—wi—
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FIGURA .11

La diferencia fundamental entre los modelos a), b) y los modelos ¢), d) y e), estriba en que, en éstos,
los efectos dependen de la historia (proceso) de la carga, o sea que para diferentes funciones de carga

F(r), se producen diferentes funciones de deformacion e (r); mds adelante ilustraremos el fendmeno
anterior con los llamados "efectos de flujo'.

El efecto de flujo es la respuesta de deformacion total dependiendo del tiempo, para una carga
constante.

o.o]



El efecto de relajacion es la respuesta de carga dependiente del tiempo para una deformacion total
constante.

En el modeio de Maxwell, el resorte responde instantdneamente a una aplicacion o supresion repentinas
de la carga, en tanto que el amortiguador responde (fluye) lentamente en el tiempo.

Por otra parte, para una deformacién total constante, la fuerza decrece (se relaja) exponencialmente
caracterizando e} factor 7)/K la rapidez de decrecimiento de la deformacion total.

En el modelo de Voigt el sistema fluye exponenciaimente respecto a la carga constante caracterizando
el factor /K la rapidez de crecimiento o de decrecimiento de la deformacién total.

El modelo lineal estindar tiene una respuesta eldstica instantdnea seguida por un flujo o relacidn
exponencial; es un mocelo muy usado.

Grdficamente, los distintos comportamientos los podemos visualizar como sigue:

a) Si cargamos

-

Modelo de Maxwell

.

Deformacion total

o e — e

Fuerza

b e e m e

Tiempo

FiGuRra 1.12



Modeio de Voigt
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b) Si deformamos
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Los modelos anteriores formados por resortes y amortiguadores son “lineales”, es decir, las
deformactones totales son proporcionales a las fuerzas.

En la realidad las cosas no son asi de simples, la modelizacion puede llegar a ser muy complicada,
sin embargo, si se introduce el elemento friccidn podemos llegar a representaciones mds apegadas a
casos reales.

Relacion no lineal

a) Respuesta de friccion (modelo de Coulomb), se ejemplifica con un blogue en reposo sobre una
superficie dspera al cual se le aplica una fuerza creciente (figura 1.18).

L
4

RN

\\\i\\i\\
N

AN

NN
NN
SN
\\\

NN

N
N

N

N

FiGura 1.18



Sabemos por la teoria de la friccion que el cuerpo no se moverd hasta que la fuerza sea lo
suficientemente grande para vencer la resistencia debida a la friccién estdtica. La relacién fuerza
desplazamiento es:

e=0 si F<F

C

e+#0 si F>F,

Siendo F_ el valor limite de F antes de que s¢ produzca el movimiento (figura 1.19).

—

FIGURA 1.19

Entendemos por deformacion irrecuperable aquella deformacion que permanece después de ser
removido el esfuerzo que la produjo.

Si combinamos este tipo de elementos con resortes y amortiguadores obtendremos respuestas no
lineales.

b) Respuesta parcialmente eldstica y parcialmente irrecuperable. La respuesta serd lineal cuando la
fuerza en el resorte alcance el valor F. y el bloque comenzard a deslizarse sin que aumente la
fuerza. Si la carga se suprime ¢l resorte se contrae, pero el sistema no regresa a su posicion original
y conserva una deformacion permanente (figura 1.20).

¢) Respuesta no lineal en gereral. Hay muchas maneras de combinar eiementos de friccion,
amortiguadores y resortes, €stas nos dardn respuestas muy diversas como podemos observar en la
(figura 1.21).



77 % K F
v
FA Se dice que e‘I,
twondo ¢
A
£ ———
e
FiGgura 1.20
K, F- K, _.*_.L_}_

Figura 1.21

1.4  Definicion de pardmetros (limites, médulos)

En el inciso 1.2 establecimos algunos aspectos referentes a lo que ocurre cuando una probeta la
sometemos a carga uniaxial.

Definimos al limite de proporcionalidad como el esfuerzo correspondiente al primer punto en que la
curva se desvia de la parte inicial lineal.



Hasta este limite el cambio de esfuerzo Ac es igual al correspondiente cambio de deformacion Ae
multiplicado por una constante, asi:

Ao = AcE
donde

£ = cte.

Esta relacion es una manifestacién simple d: la ley de Hooke y la constante de proporcionalidad se
llama "mddulo de elasticidad" y se representa por E.

E ==
Ag

E es una constante de cada material y mide su rigidez.

Como en el caso del esfuerze uniaxial, el esfuerzo cortante generalmente es proporcional a la
deformacion por corte dentro de los limites de la primera parte de la curva, asi:

A7 = Ay G
donde
G = cle.

Esta constante se llama mddulo de elasticidad al corte o simplemente "moédulo de corte” y se
representa por G. Suele también llamarse maddulo de rigidez para esfuerzos cortantes no mayores que
el limite de proporcionalidad al corte:

G = AT
Ay

Componrtamiento dictil v frdgil

Se dice que un materiai es dtctil cuando alcanza una gran deformacion a un nivel de esfuerzo
aproximadamente constante, antes de llegar a la falla.

El cobre y el acero dulce son materiales ductiles. La ductibilidad es importante en los metales sobre
todo por dos razones: hace posible lograr formas comercialmente ltiles y permite que soporten en su
utilizacién choques y vibraciones que en otros materiales, quizd mds fuertes, pero mds fragiles,
producirian la rotura.

La ductibilidad da lugar a una reduccién en la seccion que experimenta una muestra de material cuando
se somete a tensidon (traccion) uniaxial, puede depender de la temperatura, de la rapidez de la

deformacion, de las dimensiones de la muestra, de las impurezas y del tipo de deformacion.

Se dice que un material es frdagil cuando experimenta deformaciones pequeiias antes de llegar a la falla.
Ejemplos de materiaies frdgiles son el vidrio, €l hormigon.
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Hay materiales muy fragiles, como el vidrio, que en un ensaye de tensién no presentan reduccién
alguna en el drea de su seccidn transversal, mientras que hay otros, como la melcocha, que son tan
ductiles que en el ensaye de tension irdn estirdndose hasta que la seccidn transversal de la muestra
quede reducida a un hilo.

Se dice que en un material se presenta el fenémeno de fluencia cuando experimenta una deformacién
que es funcidn del tiempo que puede o no ser recuperable.

La fluencia, como deformacion en funcidn del tiempo, es el comportamiento predominante en los
metales bajo la accién de cargas cuando estas son pequenas y cuando las temperaturas son elevadas,
es decir, cuando los valores de las temperaturas estdn comprendidas en la mitad superior de la escala
gue va del cero absoluto hasta €l punto de fusién del metal.

La deformacién eldstica predomina a bajas temperaturas y cargas pequeias; la pldstica a cargas
elevadas; la fluencia tiende a convertirse ¢n un fendmeno de deformacion viscosa a medida que la
temperatura se aproxima a la de fusion del metal.

Se entiende por deformacidn plastica aquella que depende del tiempo y que ademds es irrecuperable.

La maleabilidad es la capacidad de un material dictil para ser laminado o golpeado sin que se rompa,
mds formalmente, es la mayor o menor aptitud de un metal para ser conformado por cualquier
procedimiento mecdnizo.

La fragilidad, ductibilidad y maleabilidad estin muy ligadas entre si y dependen mucho de la
temperatura.

1.5  Factores que influyen en el comportamiento de los materiales

Una carga que es aplicada en forma subita se llama carga de impacto. El efecto que producen las
cargas de impacto difiere apreciablemente dz las causas por cargas eldsticas porque, cuando se aplica
una carga instantdneamente, tanto la magnitud del esfuerzo producido como la deformacion y la propia
resistencia del material se ven afectados.

La influencia mds importante de las cargas de impacto en las propiedades mecdnicas es la reduccion
de la ductilidad en la superficie que recibe el impacto.

Las cargas de impacto, instantdneas o subitas ocurren en las estructuras de diferentes maneras; por
ejemplo: cargas de movilidad rdpida como las de una locomotora al pasar sobre un puente; cargas de
impacto directo como las producidas por une perforadora neumdtica; cargas de aplicacion instantinea
como las que ocurren en una explosién y cargas de inercia que suelen acompanar a aceleraciones
fuertes y que producen choques rmecdnicos.
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Si el tiempo de aplicacidn de la carga es pequeiio comparado con el periodo natural de vibracién de
la estructura 0 maquina, la carga es de impacto, mientras que si el tiempo de aplicacién de la carga
es largo, esta se considera estdtica.

Para la mayoria de los casos, si el tiempo de aplicacién de la carga es menor que la mitad del periodo
natural fundamental de vibraci6n, la carga se considera de impacto.

El tiempo de carga se refiere al que se requiere para incrementar la carga de cero a su valor médximo.

Para cargas de impacto dindmico, la forma de la curva carga-tiempo es importante ya que, el impulso
que es el drea bajo la curva es la cantidad significativa.

1.6  Histéresis y fatiga

La influencia del endurecimiento por alargamiento en frio o endurecimiento por esforzamiento, que
consiste en cargar el material inicialmente mds alld del esfuerzo de fluencia, modifica la relacidn
esfuerzo-deformacion subsecuente.

Es decir, st por ejemplo, una probeta es esforzada mds alld del limite de fluencia, hasta un punto B,
descargada entonces hasta C y vuelta a cargar, la resistencia a la fluencia aumenta de un valor en A
hasta uno en D. Subsecuentes actos de descarga y carga incrementan la resistencia a la fluencia.

Al cargar hasta B, descargar a C y volver a cargar a D, una cierta cantidad de energia de deformacion
es disipada en forma de calor producico por la friccién interna. Esta energia que se desprende queda
representada por el drea ashurada de la figura 1.22.

q

Esfuerzo

i

— ,
o) . o G(S E € Deformacion
_*__‘___--_L_,____,}__._ﬁﬂeg-_,__%
Fisura 1.22

La pérdida de energia de deformacion se conoce como histéresis mecdnica y el diagrama anterior se
conoce como rizo de histéresis (bucle o loop).
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Al descargar hasta C, hay una deformacion eldstica C’ recuperable representada por CG y una
deformacion permanente g, = OC. O sea, que para cualquier punto sobre el diagrama esfuerzo-
deformacion, la deformacién puede ser corsiderada como formada por dos partes; una eldstica y una
irrecuperable.

En el caso de los aceros, la deformacion eldstica es despreciable para deformaciones totales por encima
del 5% de elongacidn ya que presenta un comportamiento dictil.

Hay algunos efectos posteriores que modifican la relacion esfuerzo-deformacion. Esto es, si en el rango
eldstico una carga es aplicada sibitamente se produce una deformacién instantdnea ¢; (figura 1.23),
Luego, con una carga constante, resulta una deformacién residual durante un tiempo ¢.

Si después la carga se retira, la deformacién se reduce en una cantidad ;. La deformacion residual g,
puede llegar a recuperarse con el tiempo.

La deformacidn e, varia con el logaritmo del tiempo; mds ain, la deformacién ¢, es igual a un niimero
constante de veces la deformacidn total ¢,, donde: ¢, = ¢, + ¢; (figura 1.23).

Consideremos que un material tiene una cierta resistencia para una carga dada; st sometemos a este
mismo material a cargas ciclicas menores que su resistencia, puede llegar a fallar después de un cierto
nimero de ciclos de carga y descarga. Al fendmeno consistente en la falla de un material sujeto a
ciclos de carga y descarga se le conoce como fatiga.

T = I
, e &
//’
80
S

~

FiGura 1.23

El niimero de repeticiones de la carga de impacto también es de gran importancia en relacion con la
resistencia a la fatiga. Por ejemplo, el esfuerzo de fatiga de una picza de ferrocarril que debe resistir
muchos ciclos de carga es de gran importancia, mientras que para el proyectil explosivo que estd sujeto
a un solo impacto, el =sfuerzo de fatiga tiene poca importancia.
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2. Estado de esfuerzo

2.1 Introduccidén

Las fuerzas externas que actian en un instante en una cierta porcion de cuerpo libre dentro de un
medio coniinuo se clasifican en dos clases: fuerzas de cuerpo y fuerzas de superficie.

Las fuerzas de cuerpo actiian sobre elementos de masa o de volumen dentro del cuerpo (por ejemplo,
la accion de la gravedad). Estas son fuerzas de accion a distancia, usualmente se consideran por unidad
de masa o en ocasiones por unidad de volumen.

Las fuerzas de superficie son fuerzas de contacto que actian sobre un diagrama de cuerpo libre, sobre
su superficie. Usualmente se consideran por unidad de drea de la superficie sobre la cual actian.

En mecdnica, las fuerzas reales siempre se ejercen de un cuerpo sobre otro cuerpo {posiblemente por
una parte de un cuerpo actuando sobre una parte del otro), independientemente de si ellas son fuerzas
de cuerpo o fuerzas de superficie. Siempre estdn involucrados dos cuerpos, y por la tercera Ley de
Newton, la fuerza ejercida por un cuerpo sobre otro es igual en magnitud, y de sentido contrario a la
fuerza ejercida por el scgundo cuerpo sobre ¢l primero.

Las llamadas fuerzas de inercia utilizadas para establecer un estado de equilibrio ficticio en dindmica
no son fuerzas reales, puesto que no son ejercidas por cuerpos; la tercera Ley de Newton no se aplica
a estas fuerzas ficticias. Cuando el método de las fuerzas de inercia se utiliza en mecdnica del medio
continuo, las fuerzas de inercia ficticias se mcluyen como fuerzas de cuerpo.

2.2 Definicién de esfuerzo
Consideremos un cuerpo sometido a un sistema de tuerzas de superficie en equilibrio como el indicado
en la figura 2.1. Hagamos un corte en cualquier direccion definiendo una superficie plana. En la figura

2.2 se indica el corte mencionado.

Separemos una porcion del cuerpo y hagamos un diagrama del cuerpo libre de la otra porcién (figura

2.2). La fuerza F es resultante de las fuerzas exteriores que actian en la porcidn separada.

Dividamos la fuerza £ entre a magnstud del drea cortada; a este cociente s¢ le denomina esfuerzo
medio en el drea A
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FIGURA 2.1

FIGURA 2.2

El esfuerzo promedio o esfuerzo medio es el cociente de dividir la fuerza F que actda sobre una cierta
drea A entre la misma area.

Consideremos ahora un drea menor A4 centenida en el drea cortada A4, obtengamos la fuerza resultante

AF sobre el drea AA (ver figura 2.3). En ¢l caso general, la fuerza AF es diferente a la fuerza F |
tanto en magnitud, direccidn y sentido, por lo tanto, en el caso general, la fuerza AF no es
proporcional a la fuerza F .
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FIGURA 2.3

Al cociente de AF entre AA se le denomina esfuerzo medio en el drea AA

— AF
S = 2.2
ml A A ) ( )

Vemos por lo anterior que ¢l valor del vector esfuerzo (S) depende del drea que se tome.

Como se podrd observar, el esfuerzo asi definido resulta un vector, dado que es el cociente de un
vector (fuerza) entre un escalar (magnitud del drea).

El valor del esfuerzo depende del drea que se considere, por lo tanto, resulta conveniente tomar el
limite del esfuerzo medio cuando el drea AA tiende a cero; a este valor le llamaremos esfuerzo en el
punto P

5= 1im 2F
aa—-0 AA

(2.3)

Volviendo al drea A de la figura 2.2 vemos que la fuerza F se puede descomponer en una componente
normal al plano N y una componente parale.a al plano 7 . Se puede definir entonces al esfuerzo
normal medio o como el cociente de N entre A

J o=

- _ N
A

y el esfuerzo cortante medio como ¢l cociente de 7 entre A

LT
A



tomando limites cuando el drea tiende a cero se obtienen los esfuerzos normal y cortante en el punto P:

o = lim NV (2.4)
aa-0 AA
7 = lim iF_ 2.9
Aas0 AA
Dado que:
AF = AN + AT
Ahora

AF AN AT
m =22 = Iim 22« Iim ==
Aa0 A aa AA aa-0 AA
Por 1o tanto
S =7 -+7 (2.6)

Como por el punto P ¢s posibie hacer pasar una infinidad de planos, existen una infinidad de esfuerzos
en el punto P, uno ligado a cada plano. Por lo que se ve la necesidad de especificar el plano en que
se desea calcular el esfuerzo. Un p.ano queda determinado cuando se conoce un punto de éste y la
direccion de la normal al plano; por 1o tento. es necesario conocer ¢l vector unitario n perpendicular
a dicho plano. Como ya mencionamos antes, al esfuerzo en un punto asociado al plano cuya normal

es #n lo llamamos vector esfucrzo S .

Conviene obtener entonces el vector esfucrzo en ¢l entorno de un punto, asociado a un plano de
direccion cualesquiere. Consideremos que en el entorno de un punto (despreciando las fuerzas de
cuerpo), conocemos los esfuerzos normal v cortante en tres planos respectivamente perpendiculares
entre si (figura 2.4); ¢l subindice del esfuerzo normal indica el gje al cual este esfuerzo es para elo.
El esfuerzo conante s¢ designa con dos subindices: el primero indica la direccion de 1a norimal al plano
donde actua el estucrzo cortante y el segunco indica la direccion del eje al cual es paralela el estuerzo
cortante.

Nos interesa determinar el vector estuerzo 8 en ¢l plano ABC de la figura. Consideremos que las
componentes cartesianas del vector esfuerzo S son:

S = (S,

A U

S.)



FIGURA 2.4

Considerando que el tetraedro ce la figura 2.4 se encuentra en equilibrio:

LF =0
o, A -7 Ay -1 Ay - S A =0 (1)
Se puede demostrar que:
A = Ay COs a
Ay, = Ajcos 3
(2)
Ay = A, Cos vy

Sustituyendo (2) en (1) tenemos

o Ay cosa - T A ces 8-, Agcosy S A =0

b
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eliminando términos scmejantes y ordenando términos tenemos:

S, =0, 08w 7, COS B -7, oSy
LFE =0
cog Ay T A T Ay -5 A =0 (3)
Sustituyendo (2) en (3) y reduciendo términos semejantes
S.\, =71,¢C08 o+ o cosf + T, COS 7y
Andlogamente para
CF =0
S.= 7, o8« -7 cosf -0, cosy
Finalmente obtenemos
O, T, T, 1 COS «
R - N R 3
S = co0y T cos 3 (2.7)
T To. 0. _J COS 7y

1

La matriz que contiere los estuerzos normai y cortante se le denomina tensor estuerzo {TJ que al
multiplicarla por la matriz de ios cosenos directores del vector normal a la superficie obtendremos el
vector esfuerzo § .

El tensor esfuerzo representa, fisicamente, los esfucrzos que se dan en tres planos mutuamente

perpendiculares entre si.

2.3 Determinacién de las componentes del vector esfuerzo

Como ya vimos, las componentes del vector esfuerzo son el vector esfuerzo normal o y el vector
esfucrzo cortante 7.

Para la determinacién del estucrzo normal basta proyectar el vector esfuerzo sobre el vector unitario,



Sabemos que el producto escalar de dos vectores es igual a la proyeccion de sus médulos, a saber:
Sen=1|S5]|nlcos 8

Como 1 es un vector unitario tenemos:

Sen=15]cos 8

Donde # es el angulo formado por s y n (figura 2.5); por lo tanto, obtenemos i1a magnitud del
estuerzo normal

5y =87 (2.8)

-

\

o

FiGgura 2.5

La direccion del esfuerzo normal tiene la misma direccion del vector unitario. Por lo tanto, para
obtener la direccion del esfuerzo normal basta multiplicar su magnitud por el vector unitario:

o=0n (2.

[y
Nl
S

Para el sentido se tienc la siguiente convencion:
Si S« n >0 el esfuerzo normal es ce tensidn

St § - n <0 el esfuerzo normal es de compresion

Para la deterininacion del esfuerzo cortante hasta realizar una resta de vectores. Como:



por lo tanto

7=S-0 (2.10)

Obviamente, la magnitud, direccion y sentido estdn dados directamente por el vector que representa
el esfuerzo cortante. 5in embarge, s buend conocer la magnitud del vector, en forma escalar, la cual
encontramos al obtener ¢l mddulo del vector

171 = ()" 2.1

o con la ley del tridngulo rectdngulo:

S~ =0 -7 2.12)

2.4 Tensor esfuerzo

Como ya se vio, el tensor esfuerzo es:

En un elemento diferencial, cuando las dimensiones A, Ay A¥ tienden a cero, el tensor esfuerzo es
simétrico respecto a la diagonal principal. por o tanto tenemos:

-y
t

-
f
I3 )\‘

Enseguida se demostrerd la simetria del tensor estuerzo. La convencion de signos que usaremos es la
siguiente:

Para los estuerzos ncrmales que salen del elemento (tensidn) serdn positivos, en caso contrario
(compresion) seran nezatvos.

Para los esfuerzos cortantes, su signo se conforma de dos signos parciales, los cuales siguen la regla
algebraica de los signos de la multiplicacion.

El primer signo parcicl es el signo de la cara donde actda el esfuerzo cortante, v el segundo es de
acuerdo con la direccion del eje coordenade paralelo al estuerzo cortante.
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Se dice que una cara cs positiva cuando el vector normal va de dentro hacia fuera del elemento y ticne
el mismo sentido del ¢)e, (figura 2.7).
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El sentido del esfuerzo cortante es positivo cuando tiene el mismo sentido del eje.

Si tomamos momentos respecto al centroide del clemento (figura 2.6) tenemos:

M, =0
v dv dy < dz .
-7, dxdz 5 - 7'/_\,2 dx dz = YTy dy dx 5 * T/:y dy dx 5 = 0 4)

< i “

N ] / W -, . -
Podemos valuar 7', en funcion de 7., vy T/zv en funcion de 7., debido a que 1/\_ y /. sufren un
incremento con respecto a Tye ¥ Ty

ar..
7_/\ = T o+ __‘_: dy
VZ
ay
, ar_.
TLo= T v —Edt
) - az
Sustituyendo en l1a ecuacién (4)
ar, . ar..
T..= - Tt vy rT T vl dl
. ay - N <
Simplificando:
aT\_ (’)TW\.
2ro.= 21, - ——Sdv 22 dz
, - dv 7 az

Si las diferenciales dy y dz tienden a cero tenemos:

9] -
AT F AT
por lo tanto:
TLE Ty
Andlogamente se tienc:
T = Thy tomando M. =0
y
= R TN/ —
T =T, en M =0

Por la demostracion anteror podemos afirmar que ¢l tensor esfuerzo T es simétrico cuando dx, d: y
dz ttenden a cero simulldnearnente.

* X , .
Para el tratamienio del tensor asotrépico y distorsionante, ver el apéndice 2.A.
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2.5 Esfuerzos principales

Los esfuerzos principales son aquellos que actian en planos donde los esfuerzos cortantes son nulos,
es decir, se trata de esfuerzos normaies puros, y a los planos en donde actian se les Hama planos

principales.

En un plano principal el esfuerzo en un punto e¢s igual al esfuerzo normal, debido a que, por

definicion, el esfuerzo cortante es nulo: entorces:

S =0 (2.13)
Sabemos ademds que el vector esfuerzo es igaal al tensor esfuerzo por el vector unitaric.
S =\7T]n (2.14)
y el vector esfuerzo normal es igual al estucrzo normal por ¢l vector unitario.
o=o0n (2.15)
Entonces
0 =0 COS w0 Cos B3 - 0 Ccos vk
Sustituyendo (2.13) en (2. 14) tenemos que:
o = {Tin (2.16)

Desarroilando la ecuacion (2.16) nos quedd:

Cos o o T, T, cos «
cos J = T.uU T cos 3
cos 7y T.T. 0. Cos 5

realizando la operacion enemos:

UCosS @ =0, Cos T

cos 3+ 7., Cos 7y
¢ Cos 3 =7, C08a + oo Ccos 3+ T COs
0 COS 7y = 7T.COSc -+ T, COS 3 + 0, COS 7y

N
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Pasando a un mismo miembro de la ecuacion y factorizando

(0,~0) COS a + 7, COS B + 7, COS Yy

T, Cos a + (¢ —0) cos B + 7., COS vy

T.. COS « + 7._¢COS B + (0.-0) COS vy

H

"

it

(2.17)

Como se puede opservar el sistema de ecuaciones (2.17) tiene 3 ecuaciones con 4 1ncognitas las cuales

son: cos a, cos @, ¢os vy y 0; por lo tanto 1ecesitamos una ecuacion mds; dicha ccuacion es:

cos> a + cos® 3 + cos’y = |

(2.18)

con la ecuacion (2.18) eliminamos la solucion trivial del sistema (2.17). Para que exista una solucion

del sistema diferente de la trivial el determinante debe ser cero, lo que implica:

0.\ -0 vy T\ }
det = Ty -0 T =0
Tl: '\Z 03_(’
Desarroliando y ordenando tenemos:
3 P 2
-0 - (U'l + q‘ - g )a"-{c, 0 - g 0, * 0,0, T Ty
o b 2 2
~ (o, U0 T AT T T T T ST, 0.~ T 0)
Esta ecuacion se puede escribir de la forme:
gt oo -1Lo-1[ =90
Donde:
{ =6, Tt
2 2 2
l, =0, 0 =0 0 - o0 ST T T, 7T

(2.17a)

(2.19)

(2.20a)

(2.20b)



{, =47, 0. 7. | = Determnante del tensor esfuerzo (2.20¢)

Los valores de 1}, I, e I3 reciben el nembre de invariantes del tensor esfuerzo, por la razén de que
siempre tienen el mismo valor independientemente del sistema de referencia que se utilice:

!, - nvariante linea!l
I, - 1nvariante cuddrico

[; - invariante cdbico

La ecuacion (2.19) es una ecuacion de tercer grado en o, 1a cual nos conduce a encontrar tres valores
reales, los cuales son los esfuerzos principales en el entorno de un punto y se les denomina:

o, - esfuerzo principal mayor
o, - esfuerzo principal mtermedio

o3 - esfuerzo principal menor

Siendo o3 < 0. < 0,

Para encontrar el plano donde actdan cada uno de los estuerzos principales se recurre ai sistema de
ecuaciones (2.17) y a la ecuacion (2.18). de donde se obtienen los cosenos directores de cada uno de
los planos de la siguiente forma: el sistema de ecuaciones (2.17) y (2.18) se resuelve para cada valor
de ¢, 0 sea se reemplaza o por o en el sistema (2.17) y se resuclve el sistema junto con la ecuacion
(2.18), encontrandose los cosenos direcores (Cos . €0s 3, ©os v,) para o,. De manera andloga se
procede para g, y o3 . encontrandose (Cos a. COs 31, COS y-) ¥ (COS ay, COS 35, COS -y3), respectiva-
mente. ’

2.6 Estado de esfuerzo plano

Se presenta un estado de esfuerzo plane cuando las fuerzas que actian en un cuerpo son coplanares
(figura 2.8).

Como se trata de un problema en ¢f plano, el tensor estucrzo queda de la siguiente manera



Siendo por lo tanto

Para obtener el estado de esfuerzo cn un plano cualesquiera, al cual tomaremos como el plano XY,
se requiere determinar el vector normal unitario dado por:

no= cos w, + Cos B

v .
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Ficura 2.8

Dado que en el plano XY, o — 8 = 90° (figura 2.9) y cos 8 = sen (90° - §) = sen «, tenemos
finalmente al vector unitario de la forma

No= COS o osen u,

Como conocemos el tensor esfuerzo y ¢l plano donde desecamos conocer el estado de esfuerzos,
podemos calcular el vector estuerze que se obtiene de multiplicar el tensor esfuerzo por el vector
unitario.



Desarrollando

|

Las componentes del vector esfuerzo son: ¢i esfuerzo normal y el esfuerzo cortante. Para obtener el
estuerzo normal realizaraos el producto escalar entre ei vector esfuerzo y el vector unitario

‘|

pol)

0

5
=0 COS™ @ + 0.

FiGura 2.9

S -n

(0, COS & = 7, sen «) |

1
(7,, COS @ + 0, 5Cn )/ | (COs o = sen )

R
sen” o o 2T

COS « sen « 2.2

L)

Si o es mayor que cero se tratara de un esfuerzo normal de tension.

Si ¢ es menor que cero s¢ tratara de un estuerzo normal de compresion.

Para obtener el esfuerzo cortante podriamos seguir el procedimiento indicado en el inciso 2.3: sin

embargo, este procedimiento resulta laboriosa, por to que podemos utilizar una propredad del prodacio
vectorial para determinar la magnitud del estuerzo cortante, recordando que (figura 2.10)

A3



Slsen6=1|S| |n|senb=]S xn]

il
[

Dado que |n !

Por lo tanto

|7{ = |S§ Xn| (2.22)

FiGgura 2.10

Debemos insistir en que el mddule del vector esfucrzo cortante es igual al mddulo del producto

vectorial entre Sy 7. Esto no quiere decir que 7 sea igual al producto vectorial § X n. Es decir, 7
es diferente de § > n.

T = S X ﬁ
Desarrollando:
i j k
§ > 1= {(0,Co8 - rosen «) (1, €08 a + o sen a) U
COS sen o 0

7 Al N
=Kk (7, 8N~ a - 7_CO8" a + ¢, COS @ SeN « - ¢, COS & Sen o)
7] =7 = |5 Xn| =0 _sen a cos @ - 0, sen «a COS «

. R hl
= T, isenT a- ces” «)

, ] i - o . v
7 = (0, - ¢,)COS @ sen a - 7, (sen’ @ - COST @) (2.23)
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Para hallar el sentido del esfuerzo cortante nos podemos auxiliar nuevamente del producto vectorial
S Xn; dado que S y 7 son paralelos al pleno XY, el producto § X7 es un vector perpendicular a
dicho plano, paraielo a la dircccidn del eje 7., es decir

5 xn = Ck (2.24)

Si C > 0, el vector S X 7 tiene el mismo sentido del eje positivo del ¢je Z (hacia arriba del plano
XY) y por lo tanto el dagulo £ estd comprendido entre 0° y 1807, En estas condiciones el estuerzo
cortante 7 queda a la derecha de n. es decir provoca momento positive con su cortante paralelo
asociado 7/ (figura 2.11)

N
e ra

\
ﬁ\ ?'\ /

FigLra 2.11

Si € < Oelvector § x n tiene senudo contrario al sentido positivo del cje Z (hacia abajo) y por lo
tanto B estd comprendida entre 180° y 3607 en estas condiciones el esfuerzo cortante 7 queda a la

. . — . . . / - . ~-
izquierda de n es decir provoca momento negativo con su cortante paralelo asociado 7 (figura 2.12)
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IF'icura 2.12



El valor de C de la ecuacion (2.24) es el valor de 7 de la ecuacién (2.23), por lo que el sentido de 7
esta dado por el signo de C, comeniado en los dos pdrrafos anteriores, de la siguiente manera: si en

la ecuacién (2.23), 7 da positivo su sentidc serd tal que provoque un momento positivo con respecto
a su cortante asociado 7’ (figura 2.13)

Ficura 2.13

En caso contrario el sentido de 7 serd tal qLe ocasione momento negativo con su cortante asociado 7/
(figura 2.14)
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FigUra 2.14

En algunas publicaciones las ecuaciones (2 21) y (2.23), que son las del esfuerzo normal y cortante,
se encuentran en funcidn del dngulo doble.

Obtengamos estas ecuaciones. Sabemos que:

B Lo+ o8 2o s 1 - cos 2a
Cos” o = "7y sen-a = T

2 | 2




sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones 2.20 y 2.21 se obtiene

- c 5
] I + cos 2¢ 1 - cos 2a 27, sen 2o
O = e + g + '
! 2 y 2 2
USSR 6, — 0, 5 o A
o = 2 + 5 = COS L -+ T‘.V SENn 2(] ("—“"la)
g, ~ 0, - o ya
7= i sen Zar - 7, COs 2a (2.23a)
2.7 Esfuerzos principales en el plano
El tensor esfuerzo estd dado por:
g, 7\ v
7=
Tl\ 0\'

Para encontrar los esfuerzos principales en el plano procedemos de manera andloga al estudio que se

hizo en ¢l espacio.

[.a ecuacion (2.17a) queda para ¢t plano

(2.25)
(0, ~ o) (o, ~0) ~{7,) (7)) =0
o, 0, 0, 0-3, 00 -7, =0
B -
oo -0 (o, ~0) 0,9 -1, =0
Resolviendo la ecuacion obtenemos los esfuerzos principales mayor y menor en el plano
b
g, o, [ g, - a1 - 5 )
R l-_--;m‘ - To (2.20a)
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Ny 2.26b)

Para obtener la direccion dende actian los esfuerzos principales puede procederse de la siguiente
manera:

Al derivar la ecuacior. (2.21a) del esfuerzo normal con respecto a «, € igualar esta derivada a cero,
obtenemos los valores de o que conducen a valores extremos de o, es decir, determinamos las
direcciones principales de esfuerzo. La ecuacion (2.21a) es:

o, = 0, o, — 0,
o = . " cos 2a + 7, sen 2u
Ahora
do
—— = = (o, = 7} sen 2o+ 27 COS 200 = ()
[7ye" '
_ o )
sen 2o . © 7oy an 2o = “ T‘\_\
cos 2a o, - C, g, = 0,
donde
-
1 27 -
c = angtan ‘L (2.27)
2 g, - o,

La ecuacidn proporciona los valores de o correspondientes a las direcciones principales de esfucrzo.
Sin embargo, queda la duda de cudl es la direccion principal mayor y cudl es la direccidn principal
menor; para resolver ¢ste problema, podemos recurrir al criterio de la segunda derivada que nos dice:

Si — 2 > 0, «acoresponde a la direccién del esfuerzo principal menor

Si < 0, implica quc a corresponde a la direccion del esfuerzo principal imayor

d o~
Calculemos la segunda derivada:

d-o o A
22 = =-2( ~0g)cos 2w -4 7 sen 2 o 2.28)
o 1 A} R

d vl
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En suma, para obtener las direcciones principales se utiliza la ecuacion (2.27) y se obtiene o. Luego
se emplea la ecuacion (2,28)

dv
d o
d*o

Si —— > 0, « corresponde a la direccion principal menor, 0 sea o =
d o i

Si < 0, «a corresponde a la direccion principal mayor, es decir « = o

Una vez conocido «; 0 x,, la otra direccion principal se obtiene sumando 9G° al valor de «; o de a,

04 = oy 90° 0 ) =, + 90° (2.29)

2.8 Representacion grafica de Mohr

Resulta interesante senalar que ¢l estado de estuerzo en un plano se puede representar graficamente
en un sistema coordenaco en el cual en el gje de las abscisas se grafique el estuerzo normal y en el
eje de las ordenadas se represente el esfuerzo cortante. A esta construccion grafica se le denomina
plano de Mohr. Demost-aremos a continuacion que el estado de esfuerzo en el entorno de un punto
para cualquier direccidn estd representado po- una region, himitada por tres circulos, en el plano de
Molr.

Consideremos un elemento sujeto a un estado de esruerzo misma que expresado en funcion de los
estuerzos principales, el tensor toma la forma:

v, ¢ 0
] = () (J: O
§] G ¢

Utilizando la ecuacidn (2.7). el vector esfuerzo en un plano cuyo vector normal es
no=Cos a, + Cos 8, + cos v,
valdra:
S =0 cos o + 0508 305 CO8
Utilizando la ecuacion (2.8 tenemos:

0 = 0, COST a + a4 C08T B+ 0y cosT y (2.30)
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Determinemos la magnitud del vector estuerzo §

S7 = 0,708 a + 057 cos” B+ 0% cos® y (2.31)

Dado que ¢ y 7 sor perpendiculares se tiene que

52 =0 + 77
Por o tanto
S =0 + 77 = 0,7 cos’ a + 0, cos® B + 03° cos” y (2.31a)
Sabemos que
cos” o + ¢0s® 3 + cos® y = | (2.18)

Agrupando las ecuaciones (2.30), (2.31a) y (2.18) tenemos:

hal ,.' al
0, C0S" o + 0,C08" 3 + g3€08 y =0
“ N ] il ] ] hl Rl ~
0,7 COs” &t 0,7 COs” 3+ 037 COSTy =0+ T 2.32)

cos” o + cos® B + cos”y = 1

Considerando a cos ¢, cos 8y cos y como incognitas y utilizando la regla de Cramer se puede resolver
el sistema (2.32)

o g, 0,

B 9 2 2

[y U: a

- 1 | |
COS™ w =

g, 0, 0y

2 2 >

U} U: [4)

| 1 1

bl ~
, 0+ 77 -0 {0, + 0;) + 0,0,

COS™ w =

(0, —0,) (0; - 0))

40



Andlogamente se obtiene cos” 5 y cos ~ por lo tanto:

o} ~

L (T‘*’T"C,T((j +())+00
COS_H::._.‘ 3 i I Y

(U} - U'_v) (01 - 0,)

ol al

0=+ 717 =g (o) +0,) + 0,0,

Cos” y =
(o, - a3) (g, - a3)

Estas dltimas tres ecuaciones se pueden poner de la siguiente forma

F 12
_ "r:f - U; »: . (73 - UZ - 2 " o] :»}

o B A ~Cos” a (0, - a)lo; - o)) (2.53)
i 1B .

0y © 0, g 3 = 0 7 s -
O = s TTTE e |+ COST B {0y —oy)lo, — 05) (2.54)
i Z ) z
- ik

Ol + 0, ‘; “ a- - ay‘ 2 ~ S
0~ | J - 77 = _..‘_3 T COS™ vy ((7l - 0})(03 = 0y) (~-35)

Las ecuaciones (2.33). (2.34) y (2.35) representan ecuaciones de tres familias de circulos.

La ecuacion (2.33) es la ecuacion de una familia de circulos o con centro en

[§9)

C

,
2,0 vecorradio R = + Cos” a (o, = 0;) (oy = 0y)

0y + 04 i“% o
9]
L

Podemos obscrvar que los esfuerzos normal o y cortante 7, los cuales queremos encontrar, estan dados
por la ecuacion (2.33): come va se dijo, ¢s la ecuacion de una famiba de ¢irculos como s¢ muestra en
la figura 2.15. Hallemos 1os valores extremos cel radio de esta familia.



Familia de circulos «

Ficura 2,15

Siw =0°
0, — 0, |°
- = -~ {0, - 0O 0, - ©
Rm(ix, - 2 ( : l)( 3 !)
St o = 907
[ )
U] - (f: = 0. — 0
Roin = N e
[ <~

%



Andlogamente se tiene que la ecuacion (2.34) representa otra familia de circulos 3 con centro en

-
gy + O i {0, -0 2 )
3 . K 1 D . )
C 3 : .(.l} y con radio R = J e |+ €087 S (05 - 03) (7~ o)
Si 8 =0°
O3 = 7y |~
Rma'x = _____2____ M (03 03) (0! - 02)
. T
Si8=90° = _
2
AT
mon Y -

Asi mismo, la ecuacidn (2.35) representa otre familia de circulos y con

AT 0, =0 |7 2
C [,_ . ()i y con radio R = ——— | = cos”y (o - 03) (0, - 03)

Siy = 0°

= Ao, - 03) (o, — ay)

K

Jyo T J
max 2

P —

Si y = 90°

[DE O]
R, = -~

mer S

Tracemos los circulos | v 2 para su radio minimo y el circulo 2 para su radio maximo.
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Los esfuerzos normal y cortante o y 7 estan dados por cada una de las familias de circulos 1, 2 y 3,
pero estas tres familias solo tienen una region comin que es la zona ashurada de la figura 2.16.

Ficura 2.16

De lo tratado en los pdrrafos anteriores, se puede concluir que los esfuerzos normal y cortante quedan
representados en el plaro de Mohr dentro de la region comprendida entre los circulos 1, 2 y 3 la cual
corresponde a la zona ashurada de la figura 2.16.

Veamos ahora la manera de calcuiar 1os esfuerzos normal y cortante sobre ur plano cuya normal esta
dada por:

N Cos @~ cos B - oS vy
El procedimiento consiste en lo siguiente:
a) Tracemos a partir del tensor esfuerzo principal los tres circulos del plano de Mohr, tigura 2.17.
b) A partir del punto A se traza una paralela al eje 7; a continuacion se traza también a partir del

punto A una recta que forme un dngulo « con la paralela al ¢je 7. Esta recta corta al circulo 2 en
el punto A’y al circulo 3 en cf punto A7

¢) A partir del centro C, se traza un arco de circunferencia que corte los puntos A’ y A7 |
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d) Por el punto C se traza una paralela al ¢je 7; a continuacion se traza también a partir del punto C

una recta que forme un dngulo v con la paralela al eje 7. Esta recta corta al circulo 2 en el punto

C’, yal circulo 1 en el punto C”

e) Por el centro Cy se traza un arco de circunferencia que corte los puntos C'y C7 .

f) Las coordenadas del punto de interseccion D (o y 7) de los dos arcos de circunferencia representan
el esfuerzo normal o v el esfuerzo cortant2 7 en el plano cuya normal es:

n o= Cos a; v Cos B v ocos

B.T
"2
[03

A —

o, o

FiGura 2.17

A continuacion demostraremos que el procedinaento descrito es vahido:
Tracemos por el punto C. que representa al estuerzo principal oy, una perpendicular al ¢je o y una
recta que forme con dicha perpendicular un dngulo . esta recta corta en los circulos 1y 2 en los

; . . - ) /
puntos C” y C’ respectivamente. Valuemos de la figura 2.17 las coordenadas de C':

Ot = OC + CE



por lo tanto

pero

Sustituyendo tenemos

siendo

por lo tanto

también:

pero

por lo tanto

OE = OC + CC’ seny

OC =0y ; CC' = CA sen v

CA = (0, - 0y

CC’ = (0, - ay) sen vy

OE =03 + (0, -

OF = 0, cos® 5 + o, sen” v

EC

cC’ o=

EC’ = (7, - a,) sen v cos v

EC/ =

(Gl -

7,

pa
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0y) sen y

OF = 0y (1 - sen® v) + 0, sen” v

CC’ cos v

0y) sen vy

g3

sen 2 A
—— sen 2 4

2.36)



Demostraremos analiticamente que ¢l punto C’ de la figura 2.17 representa ¢l estado de esfuerzos en
un plano cuyo vector normal forma los dngilos v = v, B = 3;_ y o es el dangulo necesario para
satisfacer la condicidn -

- ) bl
COS” & ~ Cos” B+~ cos” y = 1

Sustituyendo en la ecuacion (2.7), (2.8) y (2.22) obtenemos el vector esfuerzo, el esfuerzo normal y
el esfuerzo cortante respectivamente.

_ .
S =l 2.7)
o =5 -n (2.8)
re |5 <7 022)
Si 8= % entonces cos® o + cos® 4 = |

D ol
cos™ o = 1 ~ Cos™ vy

por lo tanto

o)
C
w

12
>
1

sen- vy
COS o = sen vy

Sustituyendo valores en las expresiones antenores tenemos:

sen 7y
:S'_ = () C'l O U
¢ 0 o, cos v

=g Sen y, v 0, COS Yy,
o = {0, sen 7y, - 0, COS y) - o(sen 7y, + COS i)

4 R
o = 0, Sen Ty o+ gy COST y
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que es la ecuacion (2.36)

i j k
§ xn=| 9,seny 0 o0,c087
sen vy 0 cos vy

= 03 COS 7y Sen 7; — 0 sen 7y Cos ¥,
= (03 COS 7y sen y - 0, sen 7y COos y) J

| S x n| =o0,cos ysen y - o, sen y Cos vy

Tomando el signo negativo de la raiz tenemos:
7 = {0, - 03) COS 7y sen vy

que es la ecuacion (2.37).

Por lo tanto, se demuestra que las coordenacas del punto C’ son el esfuerzo normal y cortante en el
plano indicado. Es decir, el punto C’ representa ¢l estado de esfuerzos en un plano cuyos dngulos
directores son y = vy, 3 = % y « queda obligado por lo valores de vy y 3.

Procediendo de mancra andloga se demuestra que ¢l punto A’ representa el estado de esfuerzo en un
plano cuyos dngulos di-ectores son « = «, J = ; y « estd obligado por los valores de « y 8.

Hemos demostrado que el punto C’ pertenece a la familia de circulos +y, por lo tanto cualquier
circunferencia que pase por este punto con ceatro en Cy, representara estuerzos en un plano con coseno
director .

Andlogamente, el puntc: A’ pertenece a la famiiia de circulos «, por 1o tanto. cualquier circunierencia
que pase por este punto con centro en C,. representard esfuerzos en un plano con coseno director .

El punto de interseccidn de estos dos arcos de circunferencia representa el estado de esfuerzos cuyos
angulos directores son oy vy; ahora { es diterente a =, que queda obligado por o y v.

<

Con lo anterior hemos demostrado que las coordenadas del punto D de la figura 2.17 representan: su
abscisa, el esfuerzo normal; y su ordenada, ¢l esfuerzo cortante, en un plano cuyos cosenos directores
son o, By 7.



2.9 Circulo de Mohr para el estado de esfuerzo plano

El circulo de Mohr en el plano es un caso paticular del circulo de Mohr en tres dimensiones, por lo
que se puede obtener a partir de éste; sin embargo repetimos en esta seccion ta demostracion completa
para el circulo de Mohr para el estadc de esfuerzo plano, debido a su gran utilizacion en problemas
prdcticos de ingenieria.

A cada plano que pasa por el entorno de un punto le corresponden dos componentes de estuerzo plano,
uno normal y otro cortante; en estas condiciones se puede trazar un sistema coordenado 2n el que se
grafique en el eje de las abscisas el esfuerzo normal y en el ¢je de las ordenadas el esfuerzo cortante,
con lo que queda defirido lo que se llama el plano de Mohr. Asi, a cada direccidn n1 asociada al punto
en estudio le corresponde un punto en ¢l p.ano de Mohr, cuyas coordenadas son el esfuerzo normal
y cortante en el punto y en la direccion dada.

Si el tensor esfuerzo es:

Demostraremos que las ecuaciones det esfuerzo normal y ¢atasic os dan fas ecuaciones de un circulo;
tenemos que:

a = g, [¢ IR ¢ 3 . -~
gy cos 2o+ o7, sen Qo (2.21a)
3 D Y
'T - C ~
7=t lsenla -7 oS la (2.23a)
De la ecuacién (2.21a)
g+ 0 VI .
g - -t e Lcos 2a -7, sen 2o (2.38)
B 2 vy
elevando al cuadrado las ccuaciones (2.38) y (X.23a):
, 20 ({0, o) g0 )"
ag° - : SHEN
2 2
o, - 0. )" 0 7
- - B e - - - (" : 5
= {;T‘#‘] cos” 2o+ 2 L] cos 2o 7 sen Qa0 - 7 sen T Za (2.39)

49



T gi_;_j_ Csen® 2 - Eﬂ_z_—._oﬁ sen” « T,, €os Za
+ rf}, cos” 2 (2.40)
Sumando (2.39) y (2.40) tenemaos
[(7 - j‘l_; % ] :2 + 77 = [___.___G" ; i ]2 + Ti_\, (2.41)

La ecuacion (2.41) es la ecuacion de una circunterencia con centro en el punto

.
%0 di I [,
—5 y radio 5 vy
lo cual queriamos demostrar (vedse la figura 2.18)
|
—— -
o

Ficura 2.18

Trazo del circulo de Mohr teniendo como dato el tensor esfuerzo plano.
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Txy *=
Figura 2.19
Supongamos g, > o
I. Se determina el radio de!l citculo
G‘ - G}, '$ 3
R = ——T—— T”
2. Se determina el centro
‘o, oo,
C= _- .0

3. Se conocen los puntos Py Py (ver figura 2.22) que son los esfuerzos normales y sus cortantes
asociados.

Dado que la ecuacion del circuio de Mohr (2.41) se obtuvo a partir de las ecuaciones (2.21a) y
(2.23a), en las cuales rige la convencion de momentos (inciso 2.6), en el plano de Mohr se utiliza

también esta convencion de signos, la cual se descnibe a continuacion:

Para los esfuerzos normales de tension son positivos y de compresion, negativos. Los estuerzos
cortantes se rigen por el momento gue ccasiona el par en el elemento diferencial (figura 2.19), positivo
si el momento provocado es conforme a las manecillas del reloj (figura 2.20): ncgativo en caso

~y

contrario (figura 2.213. por lo tanto:



Xy
R VRS
P
+ AN
Tyy
Ficura 2.20

e

Ty y$

FiGura 2.21

4. Se une el centro dei circuio con ambos puntos Py P, obteniéndose el didmetro del circulo.
5. Se traza la circunferencia (figura 2.22).
Del trazo del circulo de Mohr se obiiene lo siguiente:

1. En los puntos donde el circulo corta al ¢je de las abscisas se tiene que 7 = 0, por lo que ¢n esos
puntos se tienen los esfuerzos principales.

2. El esfuerzo cortante mdximo es nameéricamente igual al radio del circulo. Los esfuerzos normat y
cortante en un plano de maximo cortante estdn dados por:

(]

3. Cada punto del circulo represenia el estado de estuerzos en un plano inclinado.

N
|89



Figura 2.22

Para obtener el plano donde estdn actuando los esfuerzos se puede utilizar el procedimiento del polo
de los esfuerzos que a continuacion se desarroila,

2.10 Procedimiento del polo de los esfuerzos

El procedimiento del polo de los esfuerzos es un método que sirve para determinar de manera sencilla
los esfuerzos normal y cortante en un plano ce inclinacion cualesquiera, cuando se conoce el tensor
esfuerzo en el plano.

Veremos primero la demostracion para un estado de esfuerzo principal plano y, posteriormenie,
trataremos el caso genera: del estado de estuerzo plano.

Determinacion del polo ce los estuerzos en ¢l plano del circulo de Mohr tentendo como datos los
esfuerzos principales «; v u,. del elemento diterencial de la figura (2.23):

I. A parur del esfuerzo o, se traza una recta vertical, debido a que el esfuerzo o, estd actuando en
un plano vertical.

2. A partir del estuerzo o, se traza uns recta horizonal, debido a que el esfuerzo o, estd actuando en
un plano horizonal.

3. Las dos rectas trazadas en el plano de Mobhr se mntersecan en un punto sobre la circunferencia, a
ese punto se le llama polo de ios esfuerzoe.

El conocimiento del polce de los esfuerzos sirve para determinar los esfuerzos normal (o) y cortante
(r) en un plano de inclinacion cualesquiera. Lis decir, dada la inclinacion de un plano del elemento
diferencial, con ¢l auxilio del polo s¢ pucden determinar los esfuerzos normal y cortante gue actian
en este plano.
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Ll procedimiento c¢onsiste en o siguiente:

4. A partir del polo se traza una paralela al plano inclinado, del cual se quieren conocer los esfuerzos
que actuan en €l

5. Las coordenadas del punto de interseccion de la paralela con la circunferencia del circulo de Mohr
proporcionan los esfuerzos normal y cortante buscados (figura 2.23).

Pasaremos ahora a la demostracion del punto 5.
Apoydndonos en la figura 2.24 tencmos:

Determinacion de ¢:

g=0,t%tDhb
en el tridngulo ABC
cos N = d - AB
o, — 0, AC
por lo tanto
a = (0, - 0,) COS A



Ficura 2.24

en el tridngulo ABD
b

a

COS A

b = a cos N = (0, - 0,) COS X\ COS A
p al hl
0.0l -cosTA) + ooy cosT AT
¢ = g, sen” A+ g, CosT A {a)

Determinacion de 7

en el tridngulo BCD
B>

¢ BC

h

COs A

i

7 = ¢ COS A

pero en el triangulo ABC

S ¢ BC
sSen A = =
N AC

¢ = (0, - 0y) sen A

o
[



por lo tanto
T = (0, = 0,) sen A cos A (b)

Donde A es ¢l dngulo que forma el plano donde estdn actuando los esfuerzos normal y cortante con
el eje de las abscisas (figura 2.295)

v

ot

—
/‘\ 4\
X
FiGura 2.25
Sabemos por lo visto anteriormente en las ecuaciones (2.21) y (2.23) que:
¢ =0, C08 @+ o senT o + 27, Sen a COS o (2.21)
y
o] hl
T = (0, - 0))sen w Cos a + T, (sen” o - COS” @) (2.23)
En el caso que nos ocupa tenemos que:
01 > O: , J,I = U:; O‘ = JI y T.l_\ = O

Sustituyendo en las ecuaciones anteriores

2 5
= 0, COS™ o + 0 €T o

=Y
!

v (05 = o) sen o Cos «



Donde « es €} dngulo que forma el vector normal al piano donde actidan los esfuerzos con respecto al
¢je de las abscisas (figura 2.25).

Por lo que se puede concluir que entre el dngulo o y el dngulo X existe 90° de diferencia o sea que
A+ 90 =a o N=a«-90° ydonde sen X = sen (a -90°)

it

sen A = - Cos «

(
it

cos A = cos (o - 907)

COs A = sen o

Si sustituimos los valores de cos h y sen A en las ecuaciones de 6 y 7 {ecuaciones a y b)

3 b
a = dJgs COs™ o - d, SenN T o«

T = (0, - 0,) (- COS a sen «)

Con lo cual demostramos que las coordenadas del punto de interseccion entre la I'nea paratela al plano
y la circunferencia representa los estuerzos normal y cortante en dicho plano.
2.11 Determinacion de los esfuerzos normal v cortante en el plano utilizando el circulo de Mohr

Se utiliza el procedimiento del polo de 1os esfuerzos en el plano de Mohr teniendo como dato el teasor
esfuerzo (caso general) y se considera que o, > o, (figura 2.26).

L. Se traza el circulo de Mohr (figura 2.26b).

2. A partir del punto (o, - 7.) se traza una paralela al plano donde actia o,.

|98}

A partr del punto (o,. 7,,) s2 traza una paralela al plano donde actia a,.

4. Las dos rectas trazacas en el plano dc Mohr se intersecan en un punto que queda sobre la
circunferencia, encontrando asi el polo de los estuerzos.

5. A partir del polo se traza ura paralcla al plano donde se desea encontrar loy estfuerzos normal y
cortante que actuan en ¢l.

6. En el punto donde se intersecan la paralela anterior con la circunferencia del circulo de Mobr, se
encuentran los esfuerzos normal y cortante que se querian conocer.

[
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FiGura 2.26

Demostracion general del polo de los esfuerzos para el caso plano

Consideremos un elemento sometido a un estado de esfuerzo como el indicado en a figura 2.27; el
polo de los esfuerzos, de acuerdo con el procedimiento indicado en ¢l inciso 2. 11, se encuentra en el
punto senalado en la figura 2.28. Considerentos que queremos hallar los esfuerzos en un plano que
forma un dngulo ¢ con la horizontal (figura 2.27)..

Como se senald en ¢l inciso 2,11, se trara una paralela a dicho plano y donde esa recta interseca a la
circunferencia se obticne un punto cuyes coordenadas son los esfuerzos normal y cortante en ¢ plano A-A.

Para demostrar que lo anterior es vdlido, rotemos fos ejes coordenados un angulo 5 como se muestra
en la figura 2.29, en donde § es el dngulo que forma la direccion del esfuerzo principal menor con la
horizontal.

Supongamos ahora que queremos calcular los esfuerzos normal y cortante en el plano A-A, pero ahora
utilizando el sistema coordenado X' -Y ' para este sistema el polo queda ubicado como se muestra
en la figura 2.30. Para hallar los esfuerzos normal y cortante en el plano A-A trazamos una paralela
a la linea que forma un dngulo § menos 6 en el sistema X -y’ (figura 2.29); esta paralela estd
indicada en la figura 2.30 e interseca a la circunferencia en el punto de coordenadas (o, 7), que son
los esfuerzos normal y cortante ¢n el plano A-A.
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FiGURrA 2.29

T ‘ Sistema x’ -y’

Direccidn de o horizontal
[ enelsistemag x-v

Figura 2.30



Tracemos la linea de inclinacion § y de inclinacién 8 menos ¢ en la figura 2.28 a partir de o,; la linea
de inclinacion § menos @ interseca 4 la circunferencia en el punto que arroja los esfuerzos normal y
cortante en el plano A-A.

Pero precisamente con el procedimiento incicado en el inciso 2.11 se llega al mismo punto de
coordenadas (o, 7), debido a que ¢l arco de circunferencia es el mismo con los dos procedimientos:
con el procedimiento gereral el dngulo § s¢ mide a partir del polo (figura 2.28) y con el procedimiento
utilizado al girar los ejes (sistema X' -Y ") el dngulo 6 se mide a partir del punto de abscisa o, Dado
que fos angulos son iguales debido a que son angulos inscritos en el circulo, al subtender la misma
cuerda y en ambos procedimientos, a partir del punto de coordenadas (o, 7,,) se llega al mismo punto
con lo que se demuestra gue el proced.miento general del polo para el estado plano es valido.

2.12 Aplicaciones
Tension diagonal en vigas de concreto

Es interesante hacer notar que, bajo ciertas condiciones, la aplicacion de esfuerzo cortanie en un medio
ocasiona que se presenten esfuerzos de tension en ciertas direcciones. Este fendmeno es particularmente
importante en una viga de concreto simplemerte apoyada, debido a que la resistencia a la tension del
concreto es muy baja para fines practicos. Para ilustrar lo anterior consideremos una viga de concreto
retforzado y obtengamos el diagrama de fucrze cortante, (Hgura 2.31).

Viga Rectanqular W
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Ty
A 2
8 R I A

e
;.nc:a:ccxxmcémw
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w L L+—‘ R B=—sz 272y 22y
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w i T "";F. | ’

= L e |

[ § wi
2

FiGura 2 31
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El tensor esfuerzo en € punto A de la seccion I, es:

<
o W

3V
24

en donde Ves la fuerz: cortante y A = bh cs el drea.
Revisemos los esfuerzos internos en el punto A por medio del circulo de Mohr.
Tracemos el circulo de¢ Mohr, encontremos el polo de los esfuerzos y localicemos el plano donde

ocurre el maximo esfuerzo de tension (punto B). Puede observarse que este plano se presenta con una
inclinacion de 43° (figura 2.32).

Po|
o«
~
) -4

%V/A % V/A

N

Polo de los 4astér201

\ 43°

%V/A

FiGura 2.32

tad

De lo anterior, debido 1 un esfuerzo cortante de magnitud = = €N direccion vertical que actua en el

punto A, se presenta un esfuerzo de tensidn en un plano inclinado a 45° con respecto a la horizontal
’.] 7

. . VL . . . .
de igual magnitud: % --. Lste fendmeno puede ocasionar problemas de comportamiento en materiales

de baja resistencia a la tension, tales como el concreto.

In la practica, se acostambra en las vigas de concreto, utilizar refuerzo transversal a base de estr:bos
para tomar estos esfuerzos de tension.



Pruebas de compresion triaxial

Las pruebas de compresicn triaxial se utilizan en mecdnica de suelos para determinar la resistencia al
esfuerzo cortante de los suelos.

Debido a que en una masa de suelo se presentan en general esfuerzos de compresion, se utiliza una
convencion de signos diferente a la que venimos usando; por lo tanto en mecdnica de suelos, los
esfuerzos normales de compresion se consideran positivos y los de tensién negativos. En el apéndice
2.2 vicne detallada la convencion de signos de mecdnica de suelos.

Se ha observado experimentalmente que en un suelo granular, como en el caso de una arena, la
resistencia al esfuezo cortante es una funcion lineal del esfuerzo normal actuante sobre el plano de
falla, tal como se muestra en la figura 2.33, es decir, S = u ¢
donde:

S - resistencia al esfuerzo cortante

o - esfuerzo normal actuante schre el plano de falla
u - coeficiente de triccion dentro ce le. masa del suelo

TA

A

FIGURA 2.33

|

Al dngulo de inclinacion de la recta S = p o se denomina angule de friccion interna ¢ del suclo:
b= lan ¢

¢Como se determina en la prdciica ¢? Uno de los procedimientos para determ narlo consiste en la
uttlizacion de las pruebas de compresion trniaxial. Estas pruebas consisten en tomar muestras de suelo
en el que se desea conocuer su resisiencia al carte y levarlas al laboratorio, en el cual la muestra de
suelo se Introduce en la camara triaxial, sometiéndola a estuerzos normales de confinamiento, dende
0, = 0y, manteniéndose estos esfuerzos de confinamiento constantes; a continuacion se aplica un
esfuerzo axial vertical (esfuerzo desviacor) hasta llevar a la talla la probeta de suelo, (figura 2.34).



o = oy CT3+P

3
T3 O3 O3 O3
— - 4 S e— +—
%3 P %=%+P
FiGura 2.34

Supongamos que en via cierta arena conocemos su ley de resistencia S = o tan ¢. figura 2.35.
Sometamos una probeta de esta arcna a una prueba de compresion triaxial; ai aplicar el esfuerzo de
confinamiento g, el estado de estuerza de la probeta queda representado por el punto A.

Apliquemos el esfuerze desviador gradualmente:

Para valores pequenos de P = v-0, ¢l suelo no talla porque no llega a esos valores.

T4

¢
7
/ 7
Z:/ A o
0'3 lN. ‘7_P1__M___i o
2 ~
p— s ~—
1

Ficura 2.35

Una vez que la circuntzrencia sea tangente a la ley de resistencia se presenta la falla por cortante en
la probeta. Con el aux.lio del procedimiento del polo de los esfuerzos se puede calcular la inclinacion
del plano de falla (angulo «), tal cormo se indica en la figura 2.36.
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= g tan ¢, por lo que se hace necesario
suclo y levarlas a la falla en la camara tnaxial, para diferentes
presiones de confinamiento, (figura 2.37). La ley de resistencia se obtiene trazando los tres circulos
de Mohr y llevando una angente a dictos circulos, donde ¢

con respecto a la horizountal.

es el dngulo de inclinacion de la tangente



Empuje de tierras

Otra de las aplicaciones del conocimiento del estado de esfuerzo es la relativa al empuje de tierras
sobre muros de retencion.

Consideremos un muro de retencion como el indicado en la figura 2.38. El muro soporta un relleno
de arena seca de peso volumétrico v,

Murc da retencidn

presion
del sueio

FiGUra 2.38

Veamos el estado de ecfuerzo en un eleriento de suelo dentro de la masa del mismeo, (figura 2.39); si
no existen desplazamientos dentro de la masa del suelo, sobre el elemento actia una presion vertical o, y
una presion horizontal o, . La presion o, usualmente se calcula multiplicando v, por la profundidad Z:

0, = v, 2
[4
» . o °. N
» v
[ » i * | R
v ) ’ *
4
o » ..
o H <, _.EL
v > ot
- . . . »
.0 4 c 0
> - Lo
b ) +
. o -
[ J .
b, v
> . » .

FiGura 2.39
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Se ha observado que la presion horizontal o, es proporcional a o, es decir o ~ o, por lo que:
oy = Kqy o,

En donde Kj es el coeficiente de proporcionalidad, el cual se denomina coeficienie de presion de tierra
en reposo. Sin embargo, se ha observado que, bajo condiciones normales, los muros de retencion
sufren una cierta cedencia que ocasiona se disminuya la presion horizontai (en la figura 2.38 el muro
se desplazaria hacia la derecha). Aun mds, empiricamente se ha llegado a determinar que este
desplazamiento del mure es suficiente para quac ¢l suclo alcance un estado plas:ico de equilibrio. La
presion horizontal disminuye hasta un valor mimmo que se le conoce como presion activa, la cual
depende de la resistencia del corte del suelo, como se verd a continuacion.

Como es bien conocido en mecanica de suelos, una arena en estado seco tiene una ley de resistencia
en la cual la resistencia al corte es linealimente proporcional al esfuerzo normal, (figura 2.40); es decir
S =o0tan ¢

T ‘

2N
L6
o
A
O'c C'H G-V a

FiGURA 2.40

en donde

S - resistencia al corte del suclo
¢ - angulo de friccion interna del mismo

Consideremos nuevamente el estado de esfuerzo en el elemento de suelo (figura 2.39); este estado de
esfuerzo se puede representar como se indica en la figura 2.40. Debido a la cedencia del muro la

presion horizontal o, disminuye hasta que el circulo de Mohr toca la linea de resistencia del suelo.

Consideremos que la presidn activa o, €s prodorcional a o,

en donde
K, - coeficiente de presion activa del suelo
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Valuemos K, de la figura 2.41.

En el tridngulo OAC:

o,-K,o0,
& 2
sen =
UU+K80U
2
5 1 - K,
sen ¢ = —
1 + K,
K = 1 - sen ¢

"1+ sen ¢

Valuemos ahora la inclinacion del plano de falla. El polo de los esfuerzos se encuentra en el punto P

de la figura 2.41. Ademds, el triangulo CAP es un tridngulo isdsceles puesto que dos de sus lados son
iguales al radio del circulo de Mohr, por lo tanto

2a+90 - ¢ = 180

2]
i
Py
wn
Lol
+
[STRCS

la cual es la inclinacidn del plano de falia.

El conocimiento de la jresion activa o, = K, o, es importante en la practica porque es la que se utihza
para valuar el empuje de tierras sobre un muro de retencion.

” ¢
A
/ (0%
—_ Al¢ 1 ago. ¢ ———
o P c v, 4
- Kaav ‘-'{

FIGURA 2.41
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Apéndice 2.A
Tensor isotropico y tensor distorsionante

El tensor esfuerzo se puede descomponer en el tensor esfuerzo isotrépico (0 volumétrico o esférico)
y en el tensor desviador.

En donde
r
1 Um 0 O
[yy= 0 ¢, 0
00 o,
2 = 1 -~ -+
0, = 3 (0 a, 0.)
y
Oy 0y, T.r)' Tl:
/ _
(7 ]l = r.l) O\ m T\;
L rll T\: OZ B OIII

a que con frecuencia las ~claciones esfuerzo-deformacién de un material dependen del tensor desviador
que del tensor isotrépico como es por ejemplo el caso del comportamiento pldstico.

Si designamos por P la presion media que actida en un elemento, entonces

F = - ;. (o, ~+ g, * 0.)
Y
-P 0 0
[YOk = 0O -P 0
0] 0 -P
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Se considera negativo jorque usualmente la presidn genera esfuerzos de compresion.

En ocasiones a las componentes del tensor esfuerzo desviador se les designa de la siguiente manera:

‘S.\ = U.r - Om 3 ‘S,r)‘ = T.ry
.\"\, = 0'\, -0, \.l: =Ty
S: = U: m 3 Y,\'Z = T\Z
por lo tanto
81 s.ry ‘sxz
[8 ] = [T/] = o Sy Sy
S 10 $ ¥y SL

En las aplicaciones, con frecuencia sc requiere conocer los invariantes del tensor desviador, sobre todo
el segundo invariante

I‘\'/ =38, - S_\ * “";.', = (le - Om) M (Uv\‘ - Um) N (U; - Um)
1 -
=g +o0, *o0, - 30, =0 ~0 +o0, -3 —§(0+o_v+oz) = 0 (1
L e . . .2 .2 2 %)
Iy, =3, N T FUE PR O R U R ) (<)
. > N ) [,
También se puede porier de la siguiente mancra restando — a /g,
! 2 R 2 o P
Gl B \l \\ A \: ‘;‘S,x \) ‘.\‘ \~ + 4.8‘ \)
> 2
i
)i If"l_ _ ] 2 0 B o2 ) ~)
27 3 T T on LT ST T BT TN T S
& L
por lo tanto
1 - i ] A hi
[y = = = (sl' NN Sj) - <SJ_‘.“ -8 ‘ﬁ) {3)



o
b

- o . / .
o también I, se puede encontrar de la siguiente forma, restando -;,,:_A a I, de la ecuacion (2).

e
I - 15‘1 v o 4 ) 1 3 3 2 4 . o) o)
532 T = k')“ N SN, + S“ \,1 3 \l + \\ hs \; + 4_\1 A)‘ + Ly \; + \‘ \z
3s 8, 23S 35,8 5
= N Yo ”—_(\~+\ +52+”\‘3+/735*28\)
) 3 3 N “Or 9y Iy 9 vz

Muluplicando por 2 ambos términos del quebrado:

por lo tanto

[.\‘j 6 - (\\\~ - ‘Y.lz_ + \L )
0 I, también se puede cicribir como
]( e} bl ol
(o, —a)” = (o, - 0)” = (o, - ’T;)"J s ) 5]
[gg -7 3 - Tu T T 7\':.j

El tercer invariante vale el determinante de la matnz del tensor estuerzo distorsionante.
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3. Estado de deformacion

3.1 Introduccidn
Toda obra de Ingenieria C'ivil se puede analizar desde dos puntos de vista:

a) Mediante el criterio de resistencia, en el cual se busca que los esfuerzos actuanies sean menores que
los esfuerzos resistentes del materiai, Con esle criterio se define el factor de seguricad como el
cociente entre el esfuerzo resistente v el esfuerzo actuante. Se recomienda en zeneral que el facror
de seguridad sea mayuor que 2.

b) Y mediante el criterio de deformacion, en este caso se busca que las deformaciones que sufra una
estructura no sean exuesivas, ya que si esto ocurriera, la estructura podria verse afectada en su
funcionamiento.

Cuando a un cuerpo real se le somete a la accion de un sistema de fuerzas cualesquiera, por ejemplo
como el mostrado en la gura 3.1, puede sufrir un cambio de forma. un cambio de volumen o un
cambio de lugar.

[
F
4 e
~
Fe S / “
F.
[ - 3
/" \
F/_/ \\_ F'4
6
Fs
FGura 3.1

Si la intensidad de las fuerzas aumenta puede ocurrir la rupwura otal del cuerpo y por lo tanto el
desequilibrio del sistema ce las fuerzas que acidan en €l

Sc puede observar que la deformacion ocasionada ¢n un cuerpo por un sistema de fucrzas en cquilibrio
depende de las caracteristicas del sistema de fuerzas y del cuerpo mismo,

~1
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Los cuerpos se pueden clasificar en cuznto a su deformabilidad en:

a) Cuerpo rigido: es aquél que no sufre deformacion alguna antes de ocurrir la falla del cuerpo.
b) Cuerpo deformablc: 25 aquél que acepta deformaciones grandes inclusive antes de ocurrir la falla
del cuerpo.

El andlisis de cuerpo rigido trata los erectos exteriores de las fuerzas sobre el cuerpo, al mismo tiempo
estudia el cambio de lugar de éste, lo cual es tema de otra materia.

El andlisis de cuerpo dzformable trata lcs efectos internos de las fuerzas al actuar sobre el cuerpo, este
tema es el que vamos a estudiar a continuacion.

3.2 Definiciones
Desalojamiento o desplazamiento

Se define el vector desalojamiento de ur punto P como el vector cuyo punto inicial es Py cuyo punto
terminal es P/, siendo P’ el punto después de la ocurrencia de un fenémeno. En otras palabras, el
desalojamiento es el vector que mide el desplazamiento de urn punto que pasa de una posicion original
a otra final, ver figuray 3.2,

S=pr -7 (3.1)

donde:

S - vector desalojamiento

FIGURA 3.2



Desalojamiento relativo  deformacion

Se llama desalojamiento relativo o deformacion de un punto P, con respecto a otro punto P, a la
diferencia entre los vectores desalojamiento § v S, véase la figura 3.3, Es decir:

AN =5 -5 (3.2)
Cabe hacer notar que con la definicién de vector deformacion se elimina el efecto de traslacién.

Detallando la figura 3.3 en la figura 3.4, podemos observar que el vector deformacion esta formado
por la suma vectorial de dos vectores:

AS, que mide la deformacion en la direccior longitudinal del vector AP |y

AS, que mide la deformacion en la direccion perpendicular a la direccion del vector AP .
Es decir:

AS = AS, - AS,

o~
98]
L
~—

Es necesario insistir que al hablar de detormacion nos referimos a dos puntos, en este caso los puntos

Py P, y ademds que se estudia en la direccion de P a P, representada por ¢l vector AF .

/Pumie\a AP

o/

Paralela AS
e

FiGura 3.3
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Defoimacion unitaria

Se llama deformacion unitaria media al cociente entre el vector deformaciéon AS y el médulo del
vector AP .

Es decir:

) —C_ ) ~
. As _ A4S (3.4)
]_\;r} AP

Hm

Como AS = AS, + Ay, . si dividimos ahora ambos miembros de la ecuacion entre AP, tenemos que

AT AS,AS
rv v Y 4-5)

Como se podrd observar, la ecuacion (3.5) nos da la deformacién unitaria media.

Al cociente se l: llama deformacion unitana lincal.

Al cociente se 1o Hama deformacion unitana angular.

Por lo tanto, la deforrracion uniaria media es igual a la suma de la deformacion unitaria linecal mas
la deformacidn unitari: angular.
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En lo sucesivo se le llamard a la deformacion unitaria lineal como deformacion lineal y a la
deformacion unitaria ang.lar como deformacién angular. Entonces enemos que

gmr = 8_1 - 84: (36)

Se puede observar que para cada valor diferente del médulo del vector AP se tendrd un valor distinto
de la deformacion unitaria.

3.3 Tensor deformacion

De la figura 3.2 tomemos un elemento diferencial y amplifiquémoslo en la figura 3.5; tomemos un

punto P en el espacio con cooréenadas (1. v, w) y otro punto P, con coordenadas (¢ + «u, v + dv,
w + dw).

+ dv,w +dw |

Ficuka 3.5

Sabemos que los vectores desalojamiento son:

P -0

it

o]
i

(tu -0, v -0, w~-10)

$ =P -0

H

(W ~du = 0.v +dv -0, w-dw -1

S = (u,vow) oy S = du, v dy wo- dw)



El vector deformacion es

AS =quw +du = u, v +dv-v, w - dw - w

AS = (du, dv, dw)

y el vector deformacion unitaria es :&7;; como se trata de un elemento diferencial tenemos que

AS

AP

Como se puede ver e la figura 3.5, u, v

W

Tenemos que la difere 1cial de les funciones i, v

du = {?ﬂ
ox
dv = Ldl
l(),x
U ow
Jax

ds _
dp

woson tuncion de x, vy o

i/ﬂ dv dw
dp’ dp’ dp

=u(x, v,z

R

dx

=

v (x‘; }J; <

y W son:

du au
—— dv +

('j'*_\/’ ’ <

dv gv
—— dv + =
ay Jz J

MWy v 2
Jv Z

Sustituyendo en la ect acion (3.7) los valores de du, dv, dz, tenecmos

L/; [ Ju
dp

du dv _ du dz ;
av dy 0z dp
v dy v d ]
dy dp daz dp |-
dw dy _ dw dz &
av dp  dz dp
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entonces se tiene que:

(3.7

(3.8)



La direccion del vecior que va de £ a P, estd dada por

PN
de oWy _ e dTo <l AUTONOMA 2
—— 20§ Gl - =C0S B LI =Cos vy D merTe 2
dp ap dp = o 5

\
P . . . . . \\
Ademds es un vector unitario en dicha direccion.
]
cuLrap g WGEWERIA

Por lo tanto

¢ =Cos i ~ cos 3] + cos vk

Sustituyendo valores en la ecuacidn (3.8) y agrupandola en una matriz tenemos

Ju  ou du
dx oy 4z
COS
ds gy ov gy
U cos B (3.9)
dp ax ay az
CcOs

guw aw Jw

gy ovo G0 B R
- ’ - (f'/V*LA ;A

Como se podrd observar la ecuacidn (3.9) ¢s una multiplicacién de matrices, en la que la prirera
matriz se le denomina tensor deforimacion y la scgunda es el vector unitario en la direccion de P a P,

. . . . ~ o s
como ya se habia mencionado. Se tiene que el tensor deformacion [/;} Cs:

it du dit

ax oy 4z

P iy av gv
T L 4 (3.10)
ax dy Jz

oW dw o gw

9 9y oc

— -

Si observamos el tensor detormacion nos damos cuerita de que se trata de una matriz jacobiana, que
s¢ define como la derivada de un campo vectorial con respecto a otro. Los cualzs son

s (uovew) oy po=Eda, v, D)
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Por lo tanto el vector Jdeformacian by obtenemos con la expresion siguiente:

_ds

E =

Y- [Ele (3.11)
dp

3.4 Interpretacién fisica del tensor deformacién
Analicemos cada una :le¢ las componentes del tensor deformacion, tenemos:

Interpretacién de 3’_‘.
X

Como se trata de un ¢ emento diferencial (figura 3.6). entonces:

Au . du

Ax ox

|

FIGURA 3.6

Sabemos que:

Au es la deformacion de un punto P, con respecto a otro punto P, debido a que es la diferencia del
vector desaiojamiento § menos el vector desalojamiento S, | es decir:
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S =P - P
AS =8 -S=P -P -(P -P)
AS =5 -5 =P - P =Au

Sabemos también que la deformacion anitana es el cociente entre el vector detormacionAS = Au
entre el modulo del vector AP = Ax.

oA
&=

I\f

Lo cual es igual a tener una detormacidn unitaria longitudinal en ¢l sentido del eje "x" y referido a la
direccion "x" como lo muestra la figura anterior,

Andlogamente podemos wnalizar las demds componentes del tensor deformacion:

. gy
Interpretacion del ¢lemento 7=
oV
Ay
~ 5 . [y . . . . . . . . . C wn
De la figura 3.7 deducimos que Z—. es la deformacion unitaria longitudinal en el sentido del eje "y
y referido a la direccion "v".
L
1
P P
P } |
\ e ~Anm——
/l | | Y
/L DY . AV
/ ™ T
7
/
o
X

Figuka 3.7



e, . dw
Interpretacion del elemento —.—

o)

. AW - ., R . . R s . . .
De la figura 3.8 deducimos que —=— es la deformacion unitaria longitudinal en el sentido del eje "z"
"7” -

y referido a la direccion "z".

’|
P;
AW
PI -
JAY4
P ———
Y

FiGura 3.8

: iy du
Interpretacion del elemento e
av

- v . A . . S - C s
De la figura 3.9 deducimos que < es la deformacién unitaria angular en el sentido del eje "c" y
N
y". En otras paiabras, el desalojamicnto ocurre en ¢l sentido

" "

referido a la direccion x" (Aw) y estd

referido a la direccidn "y" (Av).

. , dv
[nterpretacion del elemenio ——
ax

- ) . Ay . . L . .
De la figura 3.10 ded cimos que T ¢s la deformacion unitaria angular en el sentido del ¢cje "v" y
X

referido a la direccion "x", o sea ¢l deselojamiento ocurre en el sentido "v" y estd referido a la direc-

cion "x".

De esta manera se puzden interpretar todos y cada uno de los términos que aparecen en el tensor
deformacion.



FiGura 3.9

Z
P.L__"———"————'—-'
Y
+
v
R AV -
e P
/ |
/X
Fioura 3.10

Sabemos que 1a notacion de ta deformacion unitania longitudinal puede ser

_Aw Ay, _Aw

& = —- E = E =

A v Az

Asimismo, sabemos que la notacidn de la deformacion unitana angular puede ser

A Av
—_ =&

-

.l»\' Iyt S o
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Donde ¢l primer subindice determina la direccion original de los puntos Py P, y el segundo la
direccion de la deformacion de P, a P, . Conservando esta notacién el tensor deformacion queda:

8,1 Eu 8»x
[E } = 8.(\ 8,\‘ 8:{\ (3 . 2)
&€ & £

Como se puede observar en el tensor, la diagonal principal mide las deformaciones unitarias
longitudinales y los otros elemenios dei tensor miden las deformaciones unitarias angulares.

Convencion de signos para las deformaciones unitarias longitudinales:

Cuando ocurre un alargamiento la deformacion lineal ¢s positiva, cuando ocurre un acortamiento
la deformacion es nggativa.

Convencidn de signos para las deformaciones unitarias angulares:
El signo se confcma de dos signos parciales y se utiliza la regla de los signos de la division.

El primero corresponde al vector que va del punto P al punto Py, es positivo si va en la direccion
positiva del eje corresrondiente. es negativo en ¢aso contrario.

. .. / L. . g -, c o B
El segundo corresponde al de la deformacion de P, a Py, es positivo si va en la direccion positiva del
gje correspondiente, €n €aso COnLrario ¢s negativo,

El signo final de la ceformacion angular como ya se dijo resulta dei cociente de los dos signos
anteriores.

3.5 Rotacion en el entorno de un punto

El tensor deformacidn se puede descomponer de la siguiente torma:

Haciendo una suma algcebraica



donde:

| U | du . av Ll ou | ow
ax 2oy ox 2108z  ax
AR Al oy Loy, dw
: 21 dx o ay 210z ay
1fow _ du Lfow _ 9v dw
20 a9z 2|av 4z 9z
0 Ly gu  ov Idu _ ow
20 oy ox 21 a9z dx
. j % N o i
(AT R 0 Liov_ ow
S 2] oy ay 21 0 dv
IR LTS B N (T 0
i 2| dx 4z 21 dv az

Al tensor [L]J le denominaremos en adelante tensor deformacion.

Al tensor [l~ se le denomina tersor rotacional.

Analicemos a cada uno de los tensores [Elf y [E,,] por separado; empecemos por |
- ~d

[al—

e

Observamos que la diagonal principal estda compuesta por deformaciones hincales: por lo que hemos

estudiado sabemos que son: & . €. . Las demds componentes son deformacicnes angulares.
Interpretemos fisicamente qué significan cada una de ellas.

Como ya se ha demostrado:
JuAwo oy Av . gw | Aw

gy Ay T g Av T gx Ax
A continuacion trabajarcinos con os incrementos.
Suponiendo que el tensor deformacion es igual a cero, todas sus cantidades son nulas, por tanto:

ﬂ' -+ .:\_\_' = O
Ay Av



Esto implica que:
Au Ay

Ay Ax

La expresion anterior se puede representar fisicamente en la figura 3.11. El elemento gira alrededor
del eje z.

Z
P AY P
Y
N
- v
,// v/
-
P <A\ P
// {
/ 4
X
Ficura 3.11

Analizando de mancra andloga las demds componentes tenemos que:

AuAw 0

Az Ax
Implica que:

A Aw

AZ Ax

En la figura 3.12 se representa fisicamente el fendmeno, el elemento estd girando alrededor del

"

cje "v".

Como se podra observar, cuando el tensor deformacion lineal vale cero, el elemento diferencial tiende
a la rotacion sin detormacion lingal y angular, es decir, cuando sélo hay rotacidn como cuerpo rigido
el tensor deformacion fineal vale cero.



¢
a
S
F|"< AZ
N
NJp
o~
Y
v“r
p
/
//Aw
“X P’

iGura 3.12

Analicemos ahora con el mismo criterio e} tersor deformacion rotacional.

Supongamos que el tenser deformacion rotacional es igual a cero e interpretemos fisicamente qué
significa cada una de las componerites del tensor.

Trabajando con incrementos:
A Ay

- =0
Ay Ax
Lo que implica que
Au Ay
Ay Ax

La expresion anterior se puede representar fisicamente en la figura 3.13.
Analizando de manera andloga las demds componentes tenemos:

Au o Aw

=" Z7 =90
Az Ax
Implica que
A _ AW
Az Ay



“|

FIGURA 3.13

En la figura 3.14 se representa fisicamente el fendmeno.

‘)

P!
!
VQ
l AZ
P <
p

FiGura 3.14
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Como se podrd observar, cuando el tensor deformacion rotacional vale cero, el zlemenio diferencial
tiende a deformarse sin rotacion.

Podemos concluir que para que solamenic exista deformacion en el elemento, el tensor rotacional
deberd ser igual a cero; con lo cual eliminamcs la rotacion del elemento estudiado.

El estudio del elemento como cuerpo rigido, &si como el movimiento del mismo son temas de ctras
disciplinas.

En el estudio del elemento come cuerpo deformable, el tensor detormacion rotacional siempre valdra
cero.

Asi tenemos que el tensor deformacion queda:

[15“ = [El.
ou Ly du v Ll duw | ow
ax 2| dv ax 21 dz dx
] - I av  du gv Lfav | ow
) 2 ax d) dy 20z ay
L[ ow _ du) L [aw | dv aw
e A iz | 20 oy az dz )

Se demostro que:
du _ dv. du _ gw . dv _ Ow

oy ox 9z ax’ ez 9y

cuando el tensor deformacion rotacional vale ccro.

Finalmente el tensor deformacion queda:

du did du

[[,,wi _ av av av
. ax ay az

g g dw

|
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Podemos obtener algunas conclusiones del tensor deformacion.

es igual al dngulo que se deforma en el

es igual al angulo que se deforma en el

1. EI tensor deformacion es simétrico con respecto a la diagonal principal.
2. Como %% = ?j" ¢l dngulo que se deforma en el eje "y" es igual al dngulo que se deforma en el

eje "x".
3. Como ¥ = 9W ¢ sngulo que se deforma en el eje "z"

9z X’

E)]e "l"

4. Como 9V = OW ¥ "z"
omo = _a_ , 21 dngulo que se deforma en el eje

E‘J&e H}'"

5. La diagonal

coordenados

Definamos ahora:
g
ox

Jw

Jax

dw

dv

du
ay

ou
az

av
az

principal representa unicamente deformaciones lineales paralelas a los tres ejes
respectivamente vy las cemds componentes, deformaciones angulares.

que representan las deformaciones angulares de los dngulos rectos originales del elemento con respecto

a los gjes xy, xz y vz, respectivamente.

. , v du . dw
Como sabemos que S St A
dx oy ax
tenemos:
200 _,
’Y'.» ¥ o- - =
dv
20u
’7’\‘ - =
az
20v
V. = o T
M d:,

90

I

av
Jz

ow
a_‘y"



Donde Y2y, Y2y, y Y:y, miden las deformaciones angulares del elemento con respecto a cada
uno de los ejes x, y y z, respectivamente.

Por lo tanto el tensor deformacion queda:

-
ou  du  ou . l 17
x dy @ L A

Sl e a 1 !

E-ls o5 om0

dw gw aw

1 i '
dy 8\ —(wj? ;j ke _2_ Py 2

3.6 Determinacion de la deformacién lineal y angular

Hemos estudiado que el vector deformacion se puede descomponer en un vector en la direccion lineal
de P a P, y en otro vector perpendicular a dicho vector lineal. Es decir

=& g, (3.6)

£ =Eiv (3.11)

. I I
é,l E(\ 7’[/‘
COS «

- l/\ P l" cOS /Q {\\ 14)
&= =7, £ 57, Cos 5 {

. Cos vy

L 1 ]

'5/\ :;) -

L - J

Para la determinacion del vector deformacion lineal basta proyectar ¢l vector deformacion sobre el
vector unitario.



Sabemos que el producro escalar de dos vectores es igual a la proyeccién de sus modulos, a saber

M
~
i

e =le| |e] cos @
Como e es un vector unitaro enemos:
€ e =&l cos b

Donde 6 es el dngulo formado por € y e (figura 3.15).

4 ]

e
——

Ficura 3.15

Por lo tanto, obtenen:ds la magnitud del vector deforimacion lineal
£ =% 0 (3.15)

La direccion del vector deformacion lineal tiene la nmisma direccion del vector unitario. Por lo tanto,
para obtener la direcc.0n de la deformacion lineal basta multiplicar su magnitud por el vector unitario

€, =€ € (3.16)

Para saber qué sentido tiene, seguimos la convencion que ya estudiamos, es decir:

Sieg -e >0, ladeformacion hineal sufre un alargamiento,
Sie e <0, ladeformacién lineal sufre un acortamiento.

Para la determinacion de la deformacion angular basta realizar una resta de vectores. debido a que:
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Por lo tanto

M
I

M
!

("al

l (3.17)
Obviamente la magnitud, direccion y sentido estdn dados directamente por el vector que represenia la

deformacion angular. Sin embargo, es bueno conocer la magnitud del vector en forma escalar, la cual
la encontramos al obtener el modulo del veetor,

el = ﬂﬂ (3.18)

o con la ley del tridngulo rectangulo

& =¢ + ¢ (3.19)

3.7 Deformaciones principales

Las deformaciones principales son aquellas que actian en la direccion de P a P, solamente, es decir,
cuando las deformaciones angulares son nulas; se trata por lo tanto de deformaciones lineales ex-
clusivamente. y a las direcciones en donde estdn actuando se les llama direccicnes principales.

Al no tener el vector deformacion angular, 21 vector deformacion es igual al vector deformacion lineal,
es decir:

(3.20)

o~
1
tn

Sustituyendo las ecuaciones (3.14) y (3.16) ¢en la (3.20), tenemos que:

. ! L
. (L’z Y £y _’; I
£ COS W COS «
) [ ~ | ,
5 & cos 8 = 5V €, 57y cos 3
£ COS | | Cos vy
7;':’\ ?'\k 82



Realizando operaciones:
eae A = o o | ‘ 1
€ COS a =& COS o + zy, €COS 3+ oy, COS vy
s 4

, ] 1
£ COS i = Sy, Cosa+éE cosfBr 57"’ COoS vy

—_—

1
€ COS ¥ = =y, COS o~ =7y, COs B +¢€ cos vy
— L

Ordenando términos y factorizando

(€, = £) cOS @ + %'y“ cos 8 + %fyc cos ¥ =0

Yo COS o - (g - &) cos B -

| ) l —

Y, €os v =0 (3.21)

b —

=7, COS a -

5 Y. Cos B + (&, - &) COS v

i
[@»)

o} —

Como se puede observar el sistema de ecuaciones (3.21) tiene 3 ecuaciones con 4 incdgnitas, las cuales

son: cos «., cos 3, cos y v €. Por lo tento necesitamos una ecuacion mds, dicha ecuacién es:

cos® o + cos’ B+ cos’ y =1 (3.22)
Con la ecuacidn (3.22) =liminamos la solucidn trivial del sistema (3.21), y para que exista una solucién

del sistema diferente de la trivial el determinante debe ser igual a cero.

Lo que implica:

) 1
6( - € 7 {.xj. Efyv\r
oL ) ! ..
310 B TE 3 = 0 (3.212)
[ 1 i
77 PRGN
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Desarrollando y ordenando tenemos:

- (e, ve eyl - | e g e g - g - %"/n]
7
] p)
(1 () .. ) ' ? 1)’
57 sVe| l&e~e e e -¢ ?/\,J - | 5.
) “ J © <
2 -
l 1 1 1
SO0 L Y S I O I O
P J L2 < 2 .
Esta ecuacion se puede escribir de 1a forma
et 1 - e + 1 =0 (3.23)
donde:
I, =¢ +& -~ ¢
2 2
. l ” i 1 )
I=¢ ¢ ~¢ ¢ ¢ € - [:;‘Y“l - [5“&] - [:‘r’,‘;l

, - b
El _;;Fy(\ ? .
Determinante
| 1
&+ .
I, = =Y. € =7 = del tensor
deformacion
l 1 e o~
R =7 )

Los valores de /,. I, ¢ I, reciben los nomibres de invariantes del tensor deformacion por la razon de
que siempre tienen el mismo valor, independientemente del sistema de referencia que se utilice.



I, - invariante lineal

I, - 1mvariante ¢ yddrico

I, - invariante ¢ ibico
La ecuacion (3.23) es vna ecuacion de 3er. grado y nos conduce a encontrar tres valores reales, los
cuales son las deformaciones principales, y se les denomina:

€, - deformacion principal mayor

&, - deformacid: principal intermedia

&, - deformaciér. principal menor
Para encontrar la direccion en donde actia cada una de las deformaciones, se recurre al sistema de

ecuaciones (3.21) v & 1a ecuacion (3.22), de donde se obtienen los cosenos directores de cada una de
las direcciones.

El sistema de ecuacicies (3.21) y (3.22) se resuelve para cada valor de &, 0 sea se reemplaza a € por
€, en el sistema y se resuelve en el sistema encontrandose 10s cosenos directores cos ay, cos B, y cos
Y1, para ;. De mancra andloga se procede para €, y g5, encontrandose cos «,, cos 8, y €oS 7y, Y
COS a3, COS B3y COS v4, respectivamente.

3.8 Estado de deforinacién plana
Se presenta un estado de deformacion plana cuando todas las deformaciones ocurren en direcciones
perpendiculares a ury de 'os ejes oriogonales; por lo tanto, el tensor deformacion no tendrd

deformacidn lineal ni angular en la direccion de dicho eje. En otras palabras, se presenta un estado de
deformacion plana cuardo las deformaciones sdélo ocurren en un plano, por gjemplo en el plano xy.

El tensor deformacidn |E'| queda de la siguiente manera:

Veamos la forma de determinar el estado de deformacion en una direccion cualesquiera. El vectore
de direccion estd dado por

¢ =cos a, + cos B,



Ya que en el plano xy, o + 8 = 90” y cos 8 = sen (90° - B) = sen o, figura 3.15
Tenemos finalmente al vector unitario de la forma
¢ = COs oy + sen o

Como conocemos el tensor deformacion y la direccion donde deseamos conocer el estado de
deformacion, podemos calcular el vector deformacion que se obtiene de multiplicar el tensor

deformacion por el vector unitaric.

FIGURA 3.16

Desarrollando:

1

£ 3. [ COS G l
E g j

i .

';"‘Y_(\ o, SO @

I 4
T j ‘ . | , A
€= [£ COSa = vy, senafi~ | =y CoSu +g sen alj

[as componentes del vector deformacion son la deformacion lineal v la deformacion angular.

Para obtener la deformacion lineal reatizamos ¢l producto escalar de dos vecteres, entre el vector

deformacion y el vector unitario



1
Vo SCN @] COS &+ | oy, COS o+ g sen o sen o

2

£ =& cos’ o + €& sen’ a + vy, SeN a COS w (3.25)

Si g, es mayor que cero se tratard de una deformacion lineal de alargamiento.
Si £, es menor que cero se tratard de una deformacion lineal de acortamiento.

Para obtener la deformacion arigular podriamos seguir el procedimiento indicado en el inciso
(3.6); sin embargo, este procedimiento resulta laborioso, por lo que podemos utilizar una
propiedad del producto vecterial pera determinar la magnitud de la deformacion angular,
recordando que (figura 3.17):

sen ¢ =

e le| sen § = le Xe]
Dado que [e] =1
Por lo tanto

&

/ 90°
. £y
<:£
\'\
I3

Figura 3.17

Debemos insistir en que el mddulo del vector deformacion angular es igual al modulo del producto
vectorial entre € y e. Listo no quiere decir que €, sea igual al producto vectorial € X e. Es decir. g,
es diferente de ¢ Xe.

o1
AL
M
X
~1!

9%



Desarrollando

i J K

- 1 I
e Xe = € C0S a + vy osen @y cosa e sena O
COS sen o 0

i

1 1

E COS o + .y SeD a| sen o - A CoS o | =7 COS o + & Sen «
~ 5l \
i —_

4

~

|
Yo sen? o - oy COST a - £ COS @ sell a

“

RY
6\ COS @ S¢n o +

iJl»—‘

|
g

_ | : , R
& =&, = (6, = £ sen a cos a oy (sen’ o - COsT @) (3.27)

i“

Para hallar el sentido de la deformacion angular nos podemos auxiliar nuevamente del prod.acio
vectorial € X e, dado que € y ¢ son »aralelos al plano xy, el producto € > ¢ es un veclor
perpendicular a dicho plano. paraleio a la cireccidn del eje 2. es decir

e Xe = Ch (3.26a)
Si C > 0, el vector ¢ x ¢ ticne el mismo senudo del ¢je positivo del eje 2 (hacia arriba del plano xy)
y por lo tanto el dngulo 3 estd comprendido entre 0° y 180°. En estas condiciones la deformacion

angular g, queda a la derecha de ¢. es decir provoca un momento positivo (momento en ¢l sentido de
las manecillas del reloj) con su ceformacion angular asociada ¢,, (figura 3.18).

VTSN

FIGURA 318
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Si C < 0, el vector & Xe tiene sentido contrario al sentido positivo del eje z (hacia abajo) y por lo
tanio esta comprendido entre 1807 y 360°, en estas condiciones la deformacidn angular €, queda a la
izquierda de ¢, es decir provoca momento negativo (momento contrario a las manecitlas del reloj) con
su deformacion angular asociada (figura 3.19).

)’j )
/ TR \
o\T) &9

FiGUrA 3.19

El valor de C de la ecuacion 3.26a es ¢l valor de ¢, de la ecuacién 3.27, por lo que el sentido de ¢,
esta dado por el signo ce C, comentade en los dos pdrrafos anteriores, de la siguiente manera: si en
la ecuacion (3.27) g, da positivo su sentido serd tal, que provoque un momento positivo con respecto
a su deformacion angular asociada &, (figura 3.20).

En caso contrario e sentido de ¢; serd ta', que ocasione momento negativo con su deformacion angular
asociada g, (figura 3.21).

"

\\/\/X/

Ficura 3.20
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FiGUkaA 3.21

tg

En ocasiones las ecuaciones (3.25) y (3.27) que son las de la deformacion lineal y angular se
encuentran en funcidn del dngulo doble.

Obtengamos estas ecuaciones, sabemos que:

o ] « cos 2 o e 1 - cos 2 w
COs™ o = T y SeN° @ = T

Sustituyendo estas expresiones en las ccuaciones (3.25) y (3.27) se obtiene

. &x - 6\ 6\ a 8-. ve D) H/v\\ N ~ })’74‘ 3
g = - cos 2o + 2 sen 2 (3.25a)
b 2 2
“— — —
&g 7. . 19"
£, ® —teose 2a - = COS D (3.27a)

3.9 Deformaciones principales en ¢l plano

Como hemos visto el tensor deformacion estd dado por

I

S |

to] —
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Para encontrar las deformaciones principales en ¢l plano, procedemos de manera andloga al estudio

que se hizo en el espacio; la ecuacién (3.21a) queda para el plano

[\

Desarrollando:

(e, — &) (e, =~ &) -

& -e(e +eE)reE € -~

)
™~

(3.28)

(3.29)

(3.30)

Para obtener la direccidon donde ocurren las detormaciones principales se puede proceder de la

siguiente manera:

Se deriva la ecuacidn :3.25a) de 'a deformacion lineal con respecto a « y se iguala esta derivada a
cero, con lo que obtenemos los valores de o que conducen a valores extremos de ¢; es decir,

determinamos las direcciones principales de la deformacion. La ecuacion (3.25a) es:

g = 1 - L cos 2 o -

Y. sen 2 o

3
l\)‘ ——

t
to

Ahora

— = - (e, ey sen 2a -y cos 2o =0



sen 2 Yey Y.
j“ = Xy == L(”I]] : [0 - ,_Z_\__._.
cos 2w E - € E — &
X \ x h)
1 Yev .
o = angtan i (j . 3‘ l )
2 e - g

La ecuacién proporciona los valores de o correspondientes a las direcciones principales de
deformacion; sin embarge, queda la duda de cudl ¢s la direccidn principal mayor y cudl es la direccion
principal menor. Para resolver este problera, podemos recurrir al criterio de la segunda derivada que
nos dice

d’

1 . © . - . .
_ >0 Tenemos que « es la direccion de la deformacidn principal menor.
do’
d’e, . o . o

- <0 Implica quz « es la direccion de la deformacidn principal mayor.
do’
d-e, , . . 5 + e
- = = 2Ue - &) cos Lo - 2oy osen 2o (3.32)

En suma, para obtener las direcciones principales se utiliza la ecuacion (3.31) y se obtiene «; y luego
se emplea la ecuacion (3.32).

d’e L o . . . d'e \

y L <0, a corresponde a la direccidn principal mayor. Es decir o = «;0 st —— >0, «
(0% do”

corresponde a la direccién principal menor, o sea « = a,. Una vez conocido « 0 «,, la otra direccion

rincipal se obtiene sumando 90° a valor de «, o de o,
| 2

Si

@ = + 90 o = a + 90° (3.33)

3.10 Representacion grifica de Mohr

Resulta interesante senalar gue ¢l estado de deformacion en una direccion se puede representar
graficamente en un sistema coordenado, en ¢l cual en ¢l eje de las abscisas se graiigue 1a deformacion
lineal y en el gje de las ordenadas se represente Ja delormacion angular. A esta construccion grafica
se le denomina plano de Mohr. Demostrazemos a continuacion que el estado de detormacion para
cualquier direccion estd representado por una region himitada por tres circulos en el plano de Mehr.

Consideremos un elemento sujeto a un estado de detormacion, mismo gue expreszdo en funcion de las
deformaciones principaies. el tensor toma la forma:
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r 7

e 0 0

E =10 & 0
i 0 0 g |

Utilizando la ecuacién & = [E] ¢, el vector deformacidn en una direccion CuyoO Vvector unitario es

€ = COS o, + COS 3; + COS v,

valdra:
¢ =g Cosa, - &, COSB - € COSY, (3.34)

Utilizando 1a ecuacion

g =& cos” a + &, cost B o+, cos’y

Determinemos la magnitud del vector deformacion &

g = -

J E
Cocost o - g7 cos’ B+ gl cos? y (3.35)

Dado que €, y ¢, son perpendiculares se tiene c ue:

e =e’ + g
Por 1o tanto
g =g -’ =gl cosa - gl cos’B g cos’y (3.36)
Sabemos que:
cos’ o + cos’ 8 + cos’ y =1 (3.37)

Agrupando las ecuaciones (3.34), (3.35) y (3.36) tenemos:
£ Cosa v g, COS B v g cosTy =&
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i
3]

g’ cos’a + €, cos’B + g7f cos’y

il
—

cos’a + cos’fB + cos’y

(3.38)

Considerando a cos’ «, cos’ 8, cos? y como incdgnitas y utilizando la regla de Cramer se puede

resolver el sistema (3.38).

£, & &
2 2 2 2
€ 7E" & &
2 1 1
Cos‘a =
8) 82 83
. 2 2 2
€, €, £,
1 1 1
2 2
, &t & —& (g v &) *EE
Cos“ o =

(82 &) (& ~ &)

Andlogamente se obticne cos’ 8y cos’ . por lo tanto:

,, 5

e e e (g, vg) TEE
CC'S?B = | A I 3 1 3 1
(& - ‘C) (&, - &)
y
2 2
B e~ &~ (& T ¢&) T g &
cos y =

(€, - &) (& - )

Estas ultimas tres ecuaciones se pueden poner de la siguiente forma:

RN ) & =& |’ )
£ - 7 T - Ccos” a (&, - &) (& - &)
i e+ 1" g, -¢& )7

3 1 ) 3 ‘1 \2 N

L.sl ~ 3 T B + 00s” B (g; - &) (€ - &)
— - - 2

g + &, : , g - & )" , -
L‘gx - 5 A T COST v (g~ &) g T &)

L ~

(3.39)

(3.40)

(3.4



Las ecuaciones (3.39). (3.40) y (3.41) representan ecuaciones de tres familias de circulos.

e, + &
La ecuacidn (3.39) es la ecuacion de una familia de circulos o con centro en: C . :

&~

)
£ - &

3 2 ~ed . ~ £
—— ] +cos” w(E, - &) (& - &) como se muestra en la figura

“

y con radio R =

N()]

3.22.

Podemos observar que las deformacioncs lineales &, y angulares g,, las cuales queremos encontrar,
estdn dadas por la ecuacion (3.39), que como ya se dijo es la ecuacion de una familia de circulos.

Hallemos los valores extremos del radio de esta familia.

e-¢&1°
S1 o =0° R .7 - - N (82 - 81) (51 - 81)

‘ ) E,-& |1 & - &
51 o = 904 Rmm = D T

_— Familia de circulos «

R maximo

\ = c///

Fioura 3.22
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Andlogamente se tiene que la ecuacidn (3.40) representa otra familia de circulos 8 con centro en:

83+81 . £, 8l 2 5
C > 0 y con radio R = — +cos” B(g, - &) (g - &)
Sig=0°
457 - 2
min, [M_z__l } (&~ &) (g~ &)
. _ o _ T
Si g =90° = 5

Asimismo, la ecuacion (3.41) representa otra familia de circulos v con centro en: C

[

P

y con radio R = (——7— ] + €S’ vE - &) (& - &)

Siy =0°

Mt

Si vy =90°

€, €,

I7)In‘

t2

Tracemos los circulos | y 3 para su radio miimo y el circulo 2 para su radio mdximo.
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Las deformaciones lineal y angular ¢, y ¢, estdn dadas por cada una de las familias de circulos 1, 2
y 3, pero estas tres familias sélo tienen una region comin que es la zona ashurada de la figura 3.23.

€ &
Rnn’n =

! 2

€ —£&

i 3

Rm[u, - s} -
re

_ 81 82
nin, - 2

FiGura 3.23

Veamos ahora la manera de caleulur la deformacior lineal y angular sobre una direccion cuyo vector
unitario esta dado por:

¢ = COSa@, = COsP, + Cosy,
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El procedimiento consiste en lo siguiente:

a) Tracemos a partir del tensor deformacién principal los tres circulos en el plano de Mohr, (figura
3.24).

b) A partir del punto A se traza una paralela al eje g; a continuacidon se traza también a partir del

punto A una recta que forme un angulo « con la paralela al eje &, Esta recta corta al circulo 2 en
el punto A’ y al circule 3 en el punto A7,

¢) A partir del centro C, s¢ traza un arco de circunferencia que corte los puntos A’ y A7,

d) Por el punto C se traza una paralela al eje &; a continuacién se traza también a partir del punto C
una recta que forme un dngulo vy con la paralela al eje &,. Esta recta corta al circulo 2 en el punto

C’, yalcirculo 1 en el punto C7 .

e) Por el centro C; se traza un arco de circunferencia que corte los puntos C' y C7 .

) Las coordenadas del punto de interseccion D (g, v ¢,) de los dos arcos de circunferencia nos
representan la deformacion lineal g, y la deformacién angular g, en la direccion dei vector unitario

e = CoSa, + COosf3 - Cosvy,.

< *

R,

o) =5

FiGoura 3.24
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A continuacion demostraremos gue el procedimiento descrito es vdlido:

Tracemos por el punto C, que representa la deformacidn principali €;, una perpendicular al eje &, y una
recta que forme con dicha perpendicular un dngulo v, esta recta corta a los circulos | y 2 en los puntosC”
y C’ respectivamente. Valuemos de l1a figura 3.24 las coordenadas de C':

OE = OC + CE
por lo tanto
OE = OC + CC’ sen v
Pero
OC =¢,; CC° = CA sen vy
CA = (g - &)
Sustituyendo tenemos
CC/ = (g -&)seny
Siendo
O =¢, + (g, - &) sen’ v
por lo tanto
OF =g, (1 -sen” v) + g sen’ v
OF =&, cos” y + &, sen’ v ‘ (a)
También
EC’ = CC’ cosy
Pero
CC’ = (g, - &) sen vy
por lo tanto

EC’ = (g - & sen vy cos y



Demostraremos analiticamente que el punto C’ de la figura 3.24 representa el estado de deformacion
en una direccidn cuyo vector unitario forma les dngulos y = v, £ = :'25 y a es el dngulo necesario

para satisfacer la condicitin

cos’ @ + cos? B+ cos’ y =1

Sustituyendo en las ecuaciones (3.11), (3.15) y (3.26), obtenemos el vector deformacion, la

deformacion lineal y la deformacidn angular respectivamente.

¢=[E]?
g =€ ¢
g = le xe
Si
¥
entonces

cos’ o + cos’ y =1

. 2
cos’ o = | - cos” vy

por lo tanto

2 ?
COs” a = sen’ y

COS o = sen vy

Sustituyendo valores en las expresiones anteriores lenemos:

1 sen vy i
E = O 83 0 O
0 0 ¢ cos vy

sen-y, - &, €COS7y,

& = (& seny, - & Cosy,) (senvy, + COSy)
? - 2
seny v g, COSTY,

que es fa ecuacion a.
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Pk

¢ Xe=| gseny 0 £.cosy
i
i seny 0 cosy
= &, COSy Seny, - & Seny C0sv,
= (& COSYy seny - g, seny cosvy)j
£ Xe| =g cosy seny - & seny cosy

Tomando el signo negativo de la rafz tenemos:

&, = (&, - &,)CO8y senvy

fr

que es la ecuacion b.

Por lo tanto, se demuestra que las coordenadas del punto C’ son la deformacion lineal y angular en
Ja direccion indicada. Lis decir, el punto O’ representa el estado de deformacién en una direccion
cuyos dngulos directores son y =+, B = g y « queda obligado por los valores de vy y 8.

Procediendo de mancra andloga se demuestra que el punto A’ representa el estado de deformacion
en una direccién cuyos angulos directores son « = a, £ = —15 y v estd obligado por los valores

de a y .

Hemos demostrado que el punto C’ pertenece a la familia de circulos v, por lo tanto, cualquier
circunferencia que pase por este punto con centro en C;, representard deformaciones en una direccion
con angulo director «.

Andlogamente, el punto A’ pertencce a la familia de circulos a, por lo tanto, cualquier circunferencia
que pase por este punto con centro en C,, representard deformaciones en una direccion con dngulo
director «.

El punto de interseccion de ¢stos dos arcos de circunferencia representa el estado de deformacion cuyos
angulos directores son « y y. Ahora 3 cs diferente a ; y queda obligado por oy 7.

pa

Con lo anterior hemos demostrada que 1as coordenadas del punto D de la figura 3.24 representar:

Su abscisa, la deformacion lineal v su ordenada, la deformacion angular, en una direccion cuyo vector
unitario estd dado por

€ = Cosa, + COsB, + Cosy,
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3.11 Circulo de Mohr para el estado de deformacién plana

El cfrculo de Mohr en ¢! piano es un caso particular del ¢irculo de Mohr en tres dimensiones, por lo
que se puede obtener a part r de éste; sin emtargo, repetimos en esta seccion la demostracion completa
del circulo de Mohr para ¢l estado de deformacion plana debido a su gran utilizacion en problemas
précticos de ingenieria.

Como hemos visto anteriormente, en una direccion dada en el entorno de un punto, se presenta una
deformacion lineal y una deformacida angular. Por lo tante, si irazanios un sistema coordenado cn el
que en el eje de las abscisas se grafique la deformacion lineal y en el de las ordenadas la deformacion
angular, queda asi definidc un plano que s¢ denomina plano de Mobhr.

En estas condiciones, a cada direccidn e asociada al vector deformacion en estudio le corresponde un
punto del plano de Mohr. que mediante sus coordenadas determina las componentes de dicho vector
deformacioén en la direccio dada.

Si el tensor deformacion es

1 ~
& 3 8‘\ 5l
v iy e
[E L= =
8(’.('5‘ é:\ 1 &
' ) ERe 3
V4

Demostraremos que las ecuaciones de la deformacion lineal y angular nos dan la ecuacidn de un
circulo.

Tenemos que:

&+ € e - & , R 395
& F 3 - s C0S Za Tz, Sen 2o (3.25a)
" €T & i Dy — I ~g D (3.27a)
€ = | | sen Za 570 cos 2« 3.2
De la ecuacion (3.25a)
£+ & £ - € 1 }
£ . Lcos 2a v o~y sen 2« (3.42)
i 2 2 2 y



Elevando al cuadrado las ecuaciones (3.42) y (3.27a)

5 e , - > PN
R R l‘s,z & ] - [81 8.\] cos Za

+ 2 -} E_~wf_ cos 2w [- sen 2a |+ l 2 sen? 2w (3.43)
' 2 SRy SO 7Y -
L (& - ¢ . 2, - ¢ 1 o
g, = — sens Za - -__-—-;,__—’—- sen 2« 57, | cos 2o + =y | cos” 2a (5.44)
& i~ :
Sumando (3.43) y (3.44) 1enemos
(3.45)

La ecuacion (3.45) es la ecuacion de una circunferencia con centro en el punto

Fa

€+ & .
L2 0 yradio
9]
2

R
! ’ .
* {:,—“/.‘ lo cual queriamos demostrar (véase la figura 3.23).

5

—

le\, “e,

9 |

[ficUrA 3.25



Trazo del circulo de Mohr teniendo como dito 2l tenscr deformacién plano.

1. Se determina el radio del circulo

{L - 6\ 2 I 2
R = Ty + 3 Yo
€y
=Y
moe e ¥, 2
] 4
EX S)l
- ——rce
! -
2 yxy
£y
FiGura 3.26
2. Se determina el centro
c + £
C = .0

3. Se conocen los puntos A y B dc¢ :a higura 3.29 que son las deformaciones lineales y las
deformaciones angulares asociadas.

Dado que las ecuaciones (3.45) del circulo de Mohr se obtuvieron a partir de las ecuaciones (3.25a)
y (3.27a), en las cuales rig2 la convencion de momentos (inciso 3.8), en el plano de Mohr se utiliza
también esta convencion de signos la cual se desceribe & continuacion:

Para las deformaciones lineales cuando prevocan alargamientos son positivas, y cuando provocan
acortamientos son negauvas. Las deformaciones angulares se rigen por el momento que ocasiona el

._.
—
| )



par en el elemento diferenc al, como se observa en la figura 3.26, positivo, si el momento provocado

es conforme a las manecitlas del reloj (figura 3.27), negativo en caso contrario (figura 3.28); por lo
lanto:

' 1 . l
A E, - 3‘)"‘-‘ y B [a\, 57'“

N—
o
<

Figura 3.27

xXy

—
ST
\ ~

~i—
~

FiGura 3.28

4. Se une el centro del ¢ircuio con ambos puntos A y B, obteniendo el didimetro del circulo.
5. Se traza la circunferercia (figura 3.29).

Del trazo del circulo de Mohr se abtiene 1o siguiente:

1. En los puntos donde el circulo de Mohr corta al ¢je de las abscisas se tiene que ¢, = 0, por lo que
en esos puntos se tienen las detormaciornes principales.

2. La deformacidn angular maxima es numcricamente 1gual al radio del circulo. Las coordenadas de
la deformacién hneal asocieda a la deformacion angular maxima y de ia deformacion angular
mdxima son;

.

|
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| o

b
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)
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B
N .
o

40
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3. Cada punto del circulo representa el estado de deformacidn en una direccion dada; para obtener

dicha direccion se utiliza el procedimienio del polo de las deformaciones que a conlinuacion se
desarrolla.

“ £

FiGura 3.29

3.12 Procedimiento del polo de las deformaciones

El procedimiento del polo de las deformaciones es un método que sirve para determinar de manera
sencilla la deformacion lineal y angular en una direccidn cualesquiera cuando se¢ conoce el tensor
deformacion en el plano.

Se verd primero la demostracion para un estado de defcrmacion principal plana y, posteriormente, se
tratard el caso general del estado de deformacion plana.

Determinacion del polo de las deformaciones en el plano del circulo de Mohr teniendo como datos las
deformaciones principales ¢, y &, del elemento diferencial siguiente (figura 3.30).

1.

A partir del esfuerzo ¢, se fraza una recta vertical debido a que la deformacion o, estd actuando en
el plano vertical.

. A partir del esfuerzo ¢, se traza una recta horizontal debido a que la deformacidn ¢; estd actuando

en el plano horizontal.

Las dos rectas trazadas en ¢l plano de Mohr se intersecan en un punto sobre la circunferencia: a
ese punto se le llama polo de las deformaciones.



El conocimiento del polo de los esfuerzos sirve para determinar las deformaciones lineal (£,) y angular
(&) en una direccion cualesquicra. Es decir, dada una direccidn en el elemento diferencial, con el
auxilio de! polo se pucdea determinar las deformaciones lineal y angular que actdan en esa direccién,

£y < &

4
N
2N

1 Polo de las
deformociones

Ficura 3.30

El procedimiento consiste en lo sizuiente:

4. A partir del polo se traza un plano auxiliar perpendicular a la direccion del cual se quieren conocer
las deformaciones.

5. Las coordenadas del punio de interseccion del plano auxiliar con la circunferencia del circulo de
Mohr, proporcionar la detormacion lineal y angular buscadas (figura 3.30).

A continuacién se verd la demostracidn del punto 5 apoyandose en la figura 3.31.

Determinacién de &,:

£.= & 2]
En el tridngulo ABC
COSA = 4 = ilj
£, - &, AC
Por 1o tanto
a =(& - &) COSA



En el tridngulo ABD

b

oy

Determinacion de &;:

En el tridngulo BCD

Pero en el triangulo ABC

=g, (1 - cos*) -

FiGura 3.31

COSA = fz
u

a Ccosn = (g, = &) COSA COSA

g, COS™A

g, sen’A + £, COS'A

E,
COSA = L = —_—

SENA = . =
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Por lo tanto

€, = (& — &,) SCNA COSA

9

Donde A es el dngulo que forma el plano auxiliar a la direccion donde estdn actuando la deformacidn

lineal y angular con el eje de las abscisas (figura 3.32).

"

ke Direccién en que actian

ro

FIGUrRA 3.3

Sabemos por lo visto anteriormente en las ccuaciones (3.25) y (3.27) que:
(3.25)

€ =& Cosa - E S oy, Seho COSa
gl R X

(3.27)

, 1 3 2
&, = (&, - 8)) senc Cosa + =, (sen“o« - Ccos“w)

En el caso que nos ocupa tenemos que:

9«
\/
<

(s

Sustituyendo en las ecuaciones anteriores

€ =& oS+ g sen’u

£, = (&, — &) sena COSw
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Donde o es el dngulo que forma el vector unitario en la direccién donde actda la deformacion lineal
con respecto al eje de las abscisas (figura 3 32). Por lo que se puede concluir que entre el dngulo o
y cl dngulo X existe 90° de diferencia o sea que

A+9° =0 = h=a-90°

y donde

i

SN A

sen(a - 90°)

seni = - cosa

cosA =cos {a - 90°)

COSA = sena
Si sustituimos los valores de cos A y sen X en las ecuaciones de ¢, y &

- £, cos’a ~ &, sen‘a

o
#

(3]
|

, = (& - &) (- cosa seno)
Con lo cual demostraremos que las coorderadas del punto de interseccion del plano auxiliar con la
circunferencia representan la deformacion lincai y angular en dicha direccion.
3.13 Determinacion de las deformaciones lincal y angular

Utilizando el procedimiento del polo de las detormaciones ¢n el plano de Mokhr teniendce como dato
el tensor deformacion (caso generai) y considerando ¢, > ¢ (figura 3.33).

1. Se traza el circulo de Mohr.

2. A partir del punto [q_ .- %Yn se traza una paralela al plano donde estda actuando &,.

3. A partir del punto [e , =7, J se traza una paralela al plano donde esta actuando &,.

o —

4. Las dos rectas trazadas en el plano dc Mohr se intersecan en un punto que queda sobre la
circunferencia, encontrando asi el polo de las deformaciones.

5. A partir del polo se traza un plano auxiliar perpendicular a la direccién donde se desea encontrar
las deformaciones lineal y angular que actian en ella.
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y Poio de las de formaciones
|
e e et B e e 1
& d (€, Y2 Yy)
A
- /// -
€y // €.,
(VR w—
2 Xy

1 o io direccion
Y de |0 deformaciones

FIGURA 3.33

6. En el punto donde cruza el plano aux:liar con la circunferencia del circulo de Mohr se encuentran
las deformaciones lineal y anzular que se querfan conocer.

Demostracion general del polo de las deformaciones para el caso plano

Consideremos un elemento diferencial sometido a un estado de deformaciéon como el indicado en la
figura 3.34; el polo de la deformacion, de acucrdo con el procedimiento indicado en el inciso (3.12),
se encuentra en el punto senalado en la figura 3.35. Consideremos que queremos hallar las
deformaciones en una direccién que forma un dngulo # con la horizontal (figura 3.34).

FiGura 3.34
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Como se senald en el inciso (3.12) se traza un plano auxiiiar A-A a dicha direccién, y donde ese plano
interseca a la circunferencia se obtiene un punto cuyas coordenadas son la deformacién lineal y angular
en la direccion 4.

eo b

Sistema X -Y

Ale,, =72 'yxv]l

FIGURrA 3.35

Para demostrar que lo anterior es val do rotemos los ejes coordenados un dngulo § como se muestra
en la figura 3.36, en donde & es el drgulo que forma ia direccion de la deformacién principal menor
con la horizontal.

FiGgura 3.36
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Sistema x' -y
Direccion de la horizontal
en el sistemax -y

FiGura 3.37

Supongamos ahora que gqueremos calcular la deformacion lineal y angular en la direccion perpendicular
al plano A-A, pero zhera utilizando el siste na coordenado x’-y’. Para este sistema el polo queda
ubicado como se muestra ¢n la figura 3.37. Para hallar la deformacidn lineal y angular en la direccién
normal del plano A-A| trazamos una paralela a la linea que forma un dngulo o menos g en el sistema
x’'=y' (figura 3.36); esta paralela estd indicada cn la figura 3.37 e interseca a la circunferencia en el
punto de coordenadas (¢,. &,) que son la deformacion hineal y angular en la direccion perpendicular al
plano A-A.

Tracemos la linea de inclinacién 3y de inclinacién « menos 3 en la figura 3.35 a parur de &, la linea
de inclinacion a menos B interseca a la circunterencia en el punto que arroja la deformacion tincal y
angular en la direccién 4. Pero precisamente con ¢l procedimiento indicado en el inciso (3.12) se llega
al mismo punto de ccordenadas (€. ¢,) debido a que el arco de circunferencia es el mismo con los dos
procedimicentos. Con ¢l proceciniento general, el dngulo « se mide a partir del polo, figura 3.35, y
con el procedimiento utilizado al girar los ejes (sistema x/ - y”) el dngulo a se mide a partir del punto
de abscisa &,; dado que los dngulos son 12uales, ambas subtienden la misma cuerda debido a que son
angulos inscritos en ¢l circulo: a. subtender la misma cuerda con ambos procedimientos y a partir del

punto de coordenadas | ¢, . _,l). y | . se llega al punto de coordenadas (g,. €,) con lo que se¢ demuestra

que el procedimiento general de polo para el estado plaro es valido.



4. Principios generales de la mecidnica

4.1 Introduccién

Los principios generales de la mecdnica representan las leyes fundamentales del comportamiento
mecdnico de la naturaleza a partir de los cuales pueden comprenderse diferentes fendmenos naturales,
asi como sistemas artificiales creados por ¢l hombre.

Entre estos principios estdn:

a) Conservacién de masa

b) Conservacién de la cantidad de movimiento (segunda ley de Newton)
¢) Conservacién de energia

d) Aumento de entropia

Estos principios tienen un gran alcance ya que son de validez general puesto que gobiernan todos los
fendmenos mecanicos; ahcra bien, en ocasiones y pare simpiificar los andlisis se ignoran algunos de
cllos por considerar que sus efectos son despreciables. Cada uno de los principios s¢ representa
matematicamente mediante ecuaciones diferenciales. Posteriormente se describirdn brevemente asi
como la deduccién de la ecuacion que los represenia, la cual es vdlhida para cualquier tipo de matenal.

El estudio de estos principios es importante, ya que como se dijo antes, mediante elios se logra
comprender mejor el comportamiente de sistemas mecdnicos naturales (como son: la formacién de
estructuras geologicas, activacion de fallas, sismos, movimiento de corrientes, etc.), asi como de obras
hechas por el hombre (edificios, cimentaciones, presas, tuneles, etc.).

4.2 Principio de conservacidn de masa

Este principio enuncia que en el interior ¢e un volumen de control no hay ni creacion ni destruccion
de masa. Se entiende por volumer de control un elemento diferencial referido a-un sistema de
referencia fijo en el espacio (el cual es Wtil para seguir el movimiento de fluidos). Por tanto, el
principio expresa que si existen cambios de masa en dicho volumen estos son a consecuencia de un
flujo de ¢sta a través de le superficie de control.

Con referencia a la figura 4.1 se ve que el incremento de masa en el elemento dv en la unidad de
tiempo es

Por otra parte, la masa que atraviesa un elemento s ce superticie S, en la unidad de tiempo, si tiene

velocidad v, es (pv - sy igualando las sumas de todo el volumen y toda la superficie se obtiene

R
N



J _‘fﬁ dy = - f (pv « n)yds {4.1)

(el signo menos (-) en la integral de linca se debe a que al entrar flujo, el vector v va en sentido
contrario a la direccion de la normal n a la superficie).

Considerando el teorema de Gauss (véase el apéndice 4.A) se tiene que la integral de linea es igual a
% {(pv « aydy = J div (pv)dv (4.2)

reemplazando (4.2) en (4.1) se¢ obtiene

I

ahora coma v, puede ser muy grande o muy pequenio y la ecuacion anterior se cumple. siempre y
cuando el intcgrando sca nulo, o sea

9P div (p\'):I dv = 0 (4.3)
. ar

9L divipy) = 0 (4.4)
datr

que constituye la ecuacion diferencial que representa el principio de conservacion de masa, también
llamada ecuacion de continuidad.

Ficura 4.1

Ahora bien. si se considera la igualdad (A.23.¢) del apéndice 4.A con relacion a la divergencia, la
ecuacion (4.4) queda



dp

= +grad p - v + pdiv(v) =0 (4.5)
como
- _ 0p dp . Cp —
rad p = 2+ 22+ 20k v = Ve + W o+~ Vo
& ox dy SR ¢ B ‘
entonces (4.5) se convierte en
0p G0y L 90y, b : -
st L | + 2 Vy - 28 Vzo+ div(y) = O 4.6
or ax ay oz P ) (4-0)
como
do 0Oy L G0y 00y,
dt dat ox ay 0z
es una diferencial total. luego (4.6) queda
(/;,i - p div(y) =0 4.7
L

que es otra forma de la ecuacion de continuidad.

La ecuacion (4.4) se aplica cuando se ¢mpleen sistemas de referencia fijos, en tanto que la (4.7)
cuando se utilizan moviles (los cuales se emplean en problemas de deformacion de solides).

Es interesante hacer notar que tanto ¢n la ecuacion (4.4) como en la (4.7) se ve que

‘L_’; = = div(y)

0 sea, que la variacion del campo escalar de densidades es proporcional a la divergencia del campo
vectorial de velocidades. s decir, que la variacion de la densidad en cada punto es proporcional a la
divergencia del campo de velocidades en ese punto, de forma tal, que si la divergencia en un punto
es negativa, hay aumento en la corncentracion de flujo de densidad y si es positiva, 0 sea hay
divergencia, la densidad disminuye.

4.3 Principio de conservacion de cantidad de movimiento

Este principio equivale a la segunda lcy de Newton que expresa “La rapidez de variacion con respecto
al tiempo de la cantidad de movimiento de un sistema mecdnico es igual a la resultante de las fuerzas
exteriores actuantes". Enseguida se hard la deduccion matemdtica de la ecuacion que representa este

principio.
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Considerando que si actia una fuerza T(n) = T(n )ds sobre un elemento diferencial de superficie (ds)
de volumen dv, existe una fuerze de cuerdo fp dv, entonces la resultante de las fuerzas que actian es

R = [ o fdv + f Tn)ds (4.8)

Por otra parte a cada eclemento diferencial del volumen de control puede asociarse la cantidad de
movimiento (pv dv) y al volumen total

CI?I«)‘.‘ = 4( p ‘)d‘,

cuya rapidez de variacion serd

[SE}

— f o vdy
ar ).

o bien intercambiando operadores

CACIORPN (4.9)
o ot

ademds la variacion de la cantidad de movimiento debido al liquido que entra y sale serd
f pv(v . nyds (4.10)
igualando Ja suma de (4.9) y (4.10) con R dada por la (4.8) se tiene

[ 200y o § v = [ g - § Tands (4.11)

s

por el teorema de Gauss (ecuacién (A.27) dei apéndice 4.A).

f TONdy = f T-nds = div(T)dv (4.12)

y considerando que

(T = ﬂ—(']-l - dj:(j) - dT,(k)
0x d.\’ dz
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(cabe sefalar que la divergencia de un campo tensoria. es un campo vectorial), por otra parte
f,£ pyiv - mds = f divipv(v))dv 4.14)
puesto que

div(pv(vy) = grad (pv) - v + pvdiv(v)

(de la ecuacion A.23.c del apéndice 4.A) y

grad (;_{r) .y o= g(_f?_‘:) v+ _a.Ep_\) v+ d(py) V.
ax av dz -
o - 7 S . ' 1
tf pv(v - nyds = f {ﬂﬂ_) Vo d(f”) Voo d(,p\) V. Jd\‘ - f ov div(vydy (4.15)
Js. o ox ay dz Ve

reemplazando (4.12) y (4.15) en (4.11)

[ dpv) | dev) o dpr) o, dley) d
o | o o oy Tt

'ﬁ pv divivydy = [ pf dv ~ J

\

div(T)dv

agrupando términos y considerando qguae

alovy _ 94y otew) | 0lov) - d(ey)

2 P V
dr ar gx gy a -
(o sea, ¢s una diferencial total) se obliene
I' [5’_%’12 - pvdivy) - of - div(T) }d\' = () (4.16)
Jov dr

en este caso como Vv, puede tener cualquier valor y el integrando debe ser cero para que se cumpla la
ecuacion (4.16) entonces

_‘{S.;’.‘_'l e v div(y) - pf - din(T) = 0 (4.17)
ol



que es igual a

%: . % < ov div(y) - pf - div(T) = 0 4.17)

como la aceleracién a es igual a

entonces 4.17' se convierte en

pu - v [‘:/—‘ P div(\’)] = pf - div(T)
;

puesto que la expresion entre paréntesis «s nula por ser la ecuacion de continuidad (4.7), entonces

pa = pf = div(T) (4.18)

que es la ecuacion de la conservacion de la cantidad de movimiento, en ella se ve que
41//\'(-77) = p(a -f_)

0 sea, es otra expresidn en la que se relaciona un campo vectorial (el de fuerzas 7 ) y un campo
escalar a través del operador divergencia, el cual relaciona el campo de fuerzas T con el campo de
fuerzas mdsicas y de aceleraciores.

Como una consecuencia importante de este principio se ticnen las ecuaciones de equilibrio dindmico,
las cuales a continuacion se deducen.

4.4 Ecuaciones de equilibrio

Estas son las ecuaciones que debe cumplir cualquier elemento diferencial de un cucrpo que se

encuentra en equilibrio dindmico y que son deducidas a partir de la ccuacion de conservacién de
cantidad de movimiento (4.18). por tanto, considerando que

. _ 0T() _ aT() _ aT(k)
, 3

JdiviT) =
Jx

—
%)
—



de donde la ecuacion (4.18) se convierte en

- aT(1y _ oT(j)  aT(k)
a = - *
£ 2 |_ ox ay dz

como

ITF) = qt i * Tn-] T T.(Z k

I'(jy=71.~+0j+r71.k (4.20)
TRy = 7= 7j + ok

reemplazando las expresiones (4.20) ¢n (4.10) se obticne

- — do_ ar.. ar._ v
pa = Lf + _’_; [+ — + - - K
' dx ax / ax
()A N (’]'O’\ aT,
+ _L ! + __\ b —'——\- /\
dx dv dy
ar., ar.. dao, .
w2 e 2 . 2k 4.2DH
a: Jz az
como
G =agioraj+ak
y

VAN N NV ARV A
igualando los coeficientes de los vectores unitarios 7, J y k se tiene

do ar ar.,

GO R T
pa. = of + il‘_ - _(io_ . _(?Tf,v 4.22)

\ o dx Jy dz

. dr. 7. Jo.

pa = pf - T _5\_ - =



que son las ecuaciones de equilibrio buscadas; en ellas se ve que existe una relacion estrecha entre
las componentes del tensor esfuerzo con los campos de aceleraciones a vy el de fuerzas f . Es
importante recordar que en ellas implicitamente se cumplen los principios de conservacion de masa,
ecuaciones (4.4) o (4.7), y el de conservacion de cantidad de movimiento, ecuacion (4.18), que son
validas para cualquier material,

4.5 Principio de conservacién de energia
Segun éste. la energia no se crea i se destruye sdlo se transforma (aqui no se consideraran los efecios

relativistas de intercambio entre materia y energia).

Ahora, si se considera que el trabajo W corunicado a un sistema por fuerzas exteriores y ademds si
se le proporciona energia calorifica (), entonces €ste experimentara un incremento en su energia
cinética interna K y en la potencial de deformacion €. Puede decirse por tanto que

k+~&=W=+0 (4.23)

que indica que la suma de la va-iacion de las energia cinética y potencial del sistema con respecto al
tiempo es igual a la suma de las variaciones del trabajo y calor comunicados a él,

como
K = % J pv? dv (4.24)
y
€ = J pe dv (4.25)
donde:

¢ - densidad de energfa interna por unidad de masa

de (4.24) se ve que derivdndola con respecto al tiempo tenemos

N ‘,]‘, 2 ' N ’
[ N N e R A P
v dr 2] dr dr

t9f —

0 s€a

v 2

K = J o va - %— .L%)dv (4.26)



asimismo, derivando la ecuacidn (4.25) con respecto al tiempo
I( e
i = [ de) - [ e + & 2Py av 4.27)
)l dr vol at

ahora, de acuerdo con la ecuacién (4.3) la resultante de las fuerzas externas R estd dada por

R = J of dv f T )ds (4.8)

y como W = R - d, entonces derivando con respecto al tiempo

W=R-.Vv (4.28)

reemplazando (4.8) en (4.2%)

=

W = j of + Vv + #) Tn) - vdy = [ of « v dv + J div v T() dv
v S Vv Vv

0 S2a
W = [p/ Vo~ grad vy T - v div T(n) ] dv (4.29)
v
Por su parte
0 = «f g hds + [ oh dv = j div(@ydv - [ oh dv = J (div(q) + ph) dv (4.30)
Js I v v v
siendo
g - vector de flujo caloritico; ¢ = & grad (f)
h - entalpia; h = u + pv; h = fl/ﬂ
v
k - coeficiente de conductividad térmica
f - temperatura
1 - energia interna
P - presion
v - voluimen
sustituyendo (4.26), (4.27). (4.29) y (4.30) en (4.23) se ticne
f — 2 - _ [
‘ o Vva + roae, pE + & flﬁ -pf v - ygrad(v) - T(n)
Jdy 2 l” llf

- vdiv(T(n)) —divig) - ph | dv=0
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reordenando

f ](pér - grad(™) - T(n) - div (q) - ph) + [z -

ool

5

v [pé - of - div (Tn) | }dv =0 (4.31)

y €l término entre paréntesis rectangulares es nulo porque representa el principio de conservacion de
cantidad de movimiento (ecuacién 4.18); per otra parte, en este caso no se considera flujo de masa,

0 sea, no existe variacion de la densidad con el tiempo, por tanto fjdﬁ = (), entonces la ecuacion (4.31)
queda !

[‘ (pé = grad(¥) - T(n) - div (q) - ph) dv =0 (4.32)

Para que la ecuacidn (4.32) se cumpla (como se ha visto anteriormente el integrando debe ser nulo),
se despeja pe

pé = grad(v) « Ty +~ div(qy ~ pl (4.33)
que es la ecuacion que representa ¢l principio de conservacion de energia.

Como

g =k grad(8)

entonces

divig) = div (k grad(@)) =k V7 § (4.34)
(por la propiedad (A .25.¢) del apéndice 4.A), ademds como

!
& =C f_(z
dr

donde

C, - calor especifico a volumen constante

13

por lo que otra forma de la ecuacidn de energia serd

/ . [— R
pC fﬁ =gradv)y - T(n)y ~k V780« ph (4.35)

dr
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Ahora como (ver ecuacién 4.A.7 del apéndice 4.A)

av vV, av,

a.x ay 0z

— av A% oV
grad(v) = A ¥ -

) dy ay 0z

y de las relaciones (4.20) se tiene que

N.
—_
s |
~—|
"

e
-
1
~
3
+
\‘
.

entonces

G To = | OS2y |
Jraa (v) ¢ n) = —_— A+ . (¢ +717_ + 1
£ v ax d\ Jz \7 v )

v, av, v

ox av az

~

v d V. v

i - 7 o= T (T‘_ Tt o )
ox ay a2 ; )

Si se considera que existe desacoplamiento entre componentes de esfuerzo y velocidad, de manera que
los productos mixtos entre componentes normales v tangenciales son nulos, por ejemplo:

8\/" . a\'(
o | == =0, 7 - - =0, etc.
' d:}' ’ OX




y tomando en cuenta la simetria, ¢l tensor [T] (r, =7, ,elc.) entonces se llega a que

- S ov, av, av, ov, av, -[
grad(v) »T(n) =0 -2 -0, -~ +90 2 +7 |2+
Tooo0x Tody Yooz - ay dx
Ay v av. Jav.
LR NS o+ (4.36)
© ] oz dx ol az ay
ahora considerando las relaciones cinemdticas
av av av
£ o= 2 = _*1 t_ L elc
* . * dz ox
se tiene
gradey) - Ty = o, & ~0 & + o0 &
| (4.37)

expresion que representa una potencia mecdnica.

Por su parte la variacion de la entalpia con respecto al tiempo h se puede considerar que estd dada por

h = ua ~p Sw[ (4.;58)
si la energia interna & ¢s constante entonces
h=p(& ~& + &) (4.39)
ya que
o =6 T E e
p - presion isotropica
sustituyendo (4.37) y (4.39) en (4.35) se tiene
. a6 e T2 0 ; ;
pC,—= = kV =20 (o~ pple - (0, = pP)E
ar (4.40)
- (” - p'7) g:', * 2 (Tﬂ g,l\ - 7‘.\: g.\: * T\';' g\f )



que es una forma mds il del principio de conservacion de energia, la cual también es vdlida para
cualquier material.

Ahora bien, se pueden obtener casos perticulares de la ecuacion (4.40) aplicabies a distintos materiales,
ya que si se observan los términos correspondientes a la potencia mecdnica, en ellos pueden reem-
plazarse los términos de esfuerzos de acuerdo con la ley constitutiva del material en cuestion, asi, si
por ejemplo se tratara de un liquido para el que es vélida la ley de Newton en la que

(o, = p) = 2pé, - % w div(y)
(0 +p)=2ué - % p div(vy, etc.
T.x\ = zusn ! T.\: = Z.U’El— 3 etc.

(ver capitulo sobre viscosidad), entonces reemplazando esto en la ec. (4.40) se obtiene

~ af - ] 2 2 2
. —_ = V - , + ; + ~ -
pC, - k 6+ u l [ 2(6, + & + &)

? R 2 2 .
S AE B | - S v }
3
considerando que

(diviv))’ = (& + ¢ + &)y p =1 parael agua

a la expresion entre corchetzs { } se le denomina funcidn de disipacion ¢; entonces se obtiene que

0C N akvig g (4.41)
ar
asimismo como
R
C=C -_2=C -2 (4.42)

donde

C, - capacidad térmica a presion constanie
R, - constante universal de l0s gases

M - peso molecular de un gas



entonces
pCbo=pC0-p
derivando con respecto al tiempo

db _ .~ db dp

Y O i ol 4.43
Prear TP w T (349
reemplazando (4.43) en (4.41) s¢ obuiene
e~ dt o L dp 1 A
yol ('[7 ?; =&V 6 + p,gb —Jf (444)

vale la pena recordar que las ecuaciones (4.41) y (4.44) sélo son vadlidas para fluidos donde rige el
modelo del cuerpo de Newlon ¢n tanto que la ecuacion (4.40) se considera de validez general.

En la ecuacion (4.40) se observa que existe un acoplamiento entre los estados de esfuerzos v el campo
de temperaturas ¢. O sea que se¢ nidesira como era logico esperar, que los estados de estuerzos inducen
cambios de temperatura v viceversa. Ademds también se ve que dicha interaccion depende del tipo de
material, puesto que ntervienen las cantidades de deformacion que estdan ligadas a los esfuerzos a
traves de las propiedades del material.

4.6 Principio de aumento de entropia

Este principio expresa que "la variacion con el tiempo de la entropia total (§,) de un sistema, nunca
es menor que la suma del flujo de entropia S, a través de sus fronteras, asi como del flujo de entropia
proporcionada por la masa que 1Tuye a través de eilas”. Para recordar el concepto de entropia se pucde
ver el apéndice 4. B,

La variacion de entropia total se representa por dS,/dr el tlujo de entropia debido a la masa que fluye
se representa por B, entonces ¢l principio mencionado se simboliza matematicamente de la siguiente
manera

- - S dy = 4,45
dr Js.o o
como
ds, J / ) (4.46)
——me e ¥ i “' = ¥ \' s "_
di di Jm’ Lo JAH,, P
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siendo 7 la densidad de entropia (o sca tiene unidades de energfa por unidad de temperatura y por

unidad de masa), por otra parte

B = J o b dv (4.47)

donde b es la densidad de entropfa que entra o sale por el flujo de masa, asimismo
S, = oy, m (4.48)
(siendo s el vector que representa el fiujo no material de entropia), reemplazando (4.46), (4.47) y

(4.48) en (4.45) se tiene

[, ondv = [ obdy —§ o5y = 0 (4.49)

aplicando el teorema de Gauss y agrupando términos

J»; (o) = ob - div ($) dv = 0 (4.50)
de aqui se concluye que el integrando debe cumplir la desiguaidad siguiente
o o= pb - div(§) = 0 (4.51)
que es una forma de representar matemdticamente el principio de aumento de entropia.
Ahora, si se llama
py = en = pb - div (5) (4.52)
donde v es la produccién local de entropia se tiene que
(4.53)

oy = 0

lo cual indica que la produccion local de entropia siempre es mayor o igual a cero, lo que ilustra el

principio de que siempre aumenta la entropia de un sistema.

Como 7, b y S deben ser funciones del espacio, tiempo y temperatura, entonces
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b=o,x, v g1 6 (4.54)

S=¢, ¥ 2,0, 8

luego las funciones solucidn del problema (¢,, é,. ¢;) deben cumplir la ecuacién (4.51).

Ahora, s1 se considera que

S=%+5l (4.55)

b (4.56)

1l
ST
+
>

i ‘ , . . / ) : .
donde é es el fluyjo de entrozia debido al flujo de calor y 7 el de entropia por el flujo de energia,
sen tanto que S, y b, s¢ deben a otros tipos de causas. Ahora considerando que por ¢l principio de
conservacion de encrzaia (ecuaciin 4.33).

PR arad(v) - Twn) - ! div(q) (4.57)
p o
entonces en (4.56) queda
N ‘ — = 1 . — - O
b =b - Lol vrad vy - Ty = —— divig) 4.58
) i o, grad(y () o0 L ( )

sustituyendo (4.55) y (4.58) er (5.51) se cbtiene

;m-mh~§a*l¢wuh'rmy+ wmn~MW%}~dm§)zo
) f

| —

reordenando

_,\
) —

o {1‘1 _ & ]  ograd(vy « T(a) - = div(q) - div {% } - div(f,') -p b 20 (4.59)
7
como de la propiedad de la divergencia (ecuacion (A.23.c) apéndice 4.A)

div o div ] o q | - crad | L] q - ! diviq)
f “ J v U 0

]
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entonces

;_ div(q) - div {.‘é ] = grad [_; ] + q (4.60)

sustituyendo (4.60) en (4.59) se obtiene

plrﬁ"g

+ -‘l) grad(v) » T(n) + gruad {% ] g - div(§) - p b, =20 (4.61)

puesto que, como se vio anteriormente

grad(v)y « Ty =0 & + o & +o & «2 (1 & + 7 & +7_ &)

lo cual reemplazado en (4.61) se obticne

. o
-c Y .
p[n \,0]

b grad "elf c grad(F) - div(S)) - pb, = 0 (4.62)

[o & o & vo & ~2( & T 6 7T &)

| —

que constituye otra forma de la ecuacidn de. principio de aumento de entropia, en la cual se ve que
los campos de entropia (1, 5, v b,) estan relacionados con los de temperatura (8) y Jos de esfuerzos
(0,, 0,, etc.). De ello se concluye que existe interaccion entre entropia, temperatura y esfuerzos, lo cual
implica que los cambios de esfuerzos y/o de temperaturas necesariamente inducen cambios en la
entropia del sistema, de manera que ésta siempre aumenta.

4.7 Resumen de ecuaciones de principios mecdanicos

A continuacién se presentar las cuatro ecuaciones representativas de los principios generales de la
mecdnica (ecuaciones (4.7). (4.18), (4.40) y (4.€2)).

Principio de conservacion de masa:

ZE - pdivivy =0 (4.7)
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Principio de conservacion de canticad de movimicento:

ca=pf +div(T) (4.18)
Principio de conservacion de energia:
~ 00 _ . . ‘
pC S kT e, - pph e v (o, pp) & 7 (0, + pp) E
- 2 (Tx,\. é,x; - T\: é.t: * T\: é\: ) (440)
Principio de aumento de entropia:
0 , 5 ]
,U (\ “H' * E ’_ a E& T o ((7\' - O: 8: T e KT\\ E\V\\ v T\' éL * T\‘ C\) J
~ K orad 01 - grad(8) - div(S,) - ph, = 0 (4.62)

Estas cuairo ecuaciones, como se¢ ha dicho con anterioridad, son independientes del tipo de material
que constituye a los sistemas y son por tarto de validez general.

Como un comentario en relacion con este trabajo. mencionaremos que no se empleardn los principios
de conservacion de energia ni el de aumento de entropia, por lo que se hacen hipdtesis simplificatorias
de que los cambios de estfuerzos no inducen cambios de temperatura, ni de entropfa en el medio; es
decir, se supone que €stos son despreciables. Esto se hace para simphticar todos los andlisis que siguen
en este curso; sin embargo. en este capitulo se presentan para no olvidar su existencia y recalcar su
importancia como prircipios fundamentales de la fisica y que al ser tomados en cuenta en los andlisis
se puede modelar mejor ¢n la reahidad.

También vale la pena sefalar que un andlisis completo de un problema real implica la solucion simultd-
nea de las ecuaciones que representan 1os cuatro principios aqui mencionados y ademas las ecuaciones
constitutivas validas para el marerial que conforma al sistema mecdnico. Es obvio que dicha resolucion
simultdnea es un probiema malcnidtico complicado.

Ademas, es conveniente destaca ™ que las ecuaciones constitutivas, para que sean aplicables a este caso,
deben contener explicitamente t¢rminos correspondientes a los campos de temperatura y entropia, y

no soio una relacidn er la que aparezcar tnicamente los términos de estuerzo y deformacion, ya que
como se sabe, comunmente dichas ecuaciones son del tipo

¢ [T =0, E] (4.63)

siendo ¢, y ¢, operadores diferenciales de la forma
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b,= a2 (4.64)

sino que deben ser relaciones tales como

¢, (7L [EL 6 y s)=0 (4.65)

siendo ¢; un operador diferencial muy general.



Apéndice 4.A

Operadores diferenciales

Estos operadores son transformaciones matemdticas cuyo dominio puede ser un campo escalar o
vectorial, a su vez su codominio también puede ser un campo escalar o vectorial. Los operadores
mencionados son ¢l gradiente, el rotac onal y la divergencia. El gradiente se aplica tanto a campos
escalares como a vectoriales y el campo resultante de la transformacion (codominio) en cualguier caso
es vectorial. El rotacional se aplica & un campo vectorial y el codominio aunque es un campo vectorial
su resultante es escalar. Por lo que se refiere al tipo de cantidades fisicas que constituyen los campos
cscalares se encuentran los campos gravitacionales, de temperaturas, de densidades, etc.; en tantc que
en Jos campos vectoriales existen los de desplazamientos, velocidades, aceieracones, fuerzas, ete. A
continuacion se describirdn brevemente cada uno de los operadores mencionados.

Gradiente de un campo escalur
Este operador permite obtener la derivada direccional mdxima de un campe escalar. Es decir genera
un campo vectorial que representa la derivada direccional mdxima en cualquicr punto de la region

considerada, y nos da ¢l vector que representa la direccion en la cual el campo escalar varia en mayor
proporcion. La transtormacién matemd:ica en este caso se puede simbolizar de la manera siguiente:

G, (f) =V (AL

k=Y (A.2)

donde V se llamma operador nabla.

El operador gradiente se suele representar mas comdnmente Como

wrad(f) = 9[ I+ —d—/—j * ﬂf K (A3)
ax av dz
o también de manera mds comp.¢la como
grud(f) =V f (A.4)



asi que como fes una funcion de las coordenadas espaciales, o sea

=X, 2

entonces grad (f) es un campc vectorial cuyas componentes, segun las direcciones i, j, k serdn campos

escalares por las derivadas parciales de f segin x, v, y z respectivamente.

Como un ejemplo fisico de derivada direccional mdxima se tiene la trayectoria que sigue el agua al
escCurrir por una montana, en la que en cada punto de dicha trayectoria sigue e! camino donde la

derivada es mdxima.

Gradiente de un campo vectorial

Este operador proporciona una derivada direccional para un campo vectonal, es decir, indica la
direccion donde el cambio de dicho campo es mdximo. En este caso la transformacion es

¢, (W) =V
siendo u vy v campos vectoriales dados por

o

W= Uixy,i - U@yj~ Uxyok

-1

= Viay. ol - Vieyo) « Vayok

y el operador ¢, es’

Grad(u) = § —-> + 2 + 2
ox av az
al’ gU.  oU.

+ S+ e
0 ay gz

Mediante este operador se pucde calcular el incremento del campo vectorial v

manera

Vo= Graduy AT (siendo Ar = A0+ A+ AK)

* QObsérvese que el simbolo { } implica que es un vecter ¥ no una matriz,

45

(A.5)

(A.6)

(A.7)

= Awu de la siguiente

(A.8)



AT/ T
L A0 0
dx dy dz '
at/ al al r
v | 2+ s 2 0 A 0 A9
ox ay iz ’ (A9
ou.  JdUu. JuU.
—_——F —C,— R 0 0 A,
| d 3y dz L ‘
- oUv,. al,  aU, — feu. au, oU —
VoE e+ D DA+ e S+ A
dx o az ‘ dx dv dz '

aU.  olL. oU. — ,
+ ol v D - 2 ALK (A.10)
dx dv dz ’

de esta manera v representa ¢ vector que se debe agregar al vector u en el punto P, para obtener el
vector u en el punto 2., al que se lleza al agregar el vector Ar al vector de posicion de P, (figura 4.2).

i

FIGURA 4.2

Es canventente hacer notar que la simbelogia para obtener v en Ja ecuacion (A.8) como un producto
punto, es s6lo para scnalar ¢orro se comainan los componentes de los vectores grad(u) y Ar, pero
el resultado es un vector y no un escelar, como se observa en la ecuacion (A.10).
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Rotacional

Este operador se aplica a un campo vectorial v se obtiene otro campo vectorial. Esta transformacion
se expresa de la manera siguiente
¢y (U) =v (A.11)
donde u y v son campos vectoriales dados por
U = UI (X,)’,Z)i + Uy (x,y,z)j + U: (x,y,z)k (A.12.a)

vV @i+ V (xyzj+V (xyok (A.12.b)

el operador ¢, se representa por rot i el cual se simboliza empleando el operador nabia de la manera
siguiente:

i j &
Rty - e |2 22 A
ot(u) =V xuy = o By 9 (A.13)
U, U U
0 sea
_ ou,  dU |, au.  oU | . au.  au
rot(u) = | —= - 2 i - - = =2 ] - Tk (A.14)
ay 62 dx 0z J dx ay

puede observarse que el vector rot i corresponde al vector v de la ecuacion (A.12) y se ve la ecuacion
(A.14) que se obtiene mediante derivaciones parciales de las compoenentes U, U, y U. del campo

vectorial u.

El vector rot u tiene la propiedad matemd:ica tal, que si se proyecta sobre la normal asociada a un
plano dado, es decir, si se¢ ontiene el producto escalar entre €l y el vector n, la cantidad resultante es

igual al limite al que tiende ¢l cociente entre la integral de linea § u.dr sobre un contorno cerrado dado
por una curva cualquiera (L), v ¢l drea encerrada por dicha curva cuando ésta tiende a cero, 0 sea

rot(iry - n = Lim | fu 'er/AS (A.15)

a0 b

expresién que estd referida a la figura 4.3,

-
A
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rot. (T)

/ as u

/ dr

\\JCurva L

FiGURA 4.3

Por tanto, la integral de Iinea puede representar el trabajo realizado por los diferentes vectores u, que
constituyen el campo del mismo nombre, sobre la trayectoria definida por la curva L. Asi que la
integral tendrd unidades de energfa, que en si es una magnitud escalar, lo cual es congruente con el

producto escalar entre los vectores -ot(u) y n (que se observa en la ecuacidn A.15). Esta ecuacion
a su vez sirve de base al teorema de Siokes que se verd posteriormente.

Alora, desde el punto de visia fisico, puede decirse que dada la configuracion (o variacién) que tenga
el campo u, el operador rot(#) detectard la tendencia de que se forme el campo vectorial v. Esto se
entiende de la siguiente manera, i por ejemplo el campo « corresponde a uno de desplazamientos,
de acuerdo como se distribuyen &stos se presentard la tendencia a girar 0 no en mayor o menor
proporcion. Esto es, si en un punto ¢l rot(uw) es cero quiere decir que no habra giro en él, pero si no
es nulo entonces si existird y su magnitud y orientacion estardan dados por el vector rot (1) en ese punto
(recordar que como U, U, y U. son junciones de x, v, y z: entonces las cantidades que aparecen entre
paréntesis en la ecuacion (A.14) también seran funciones de x, y, 2). De igual manera un campo de
velocidades segiin su variacion puede inducir un campo de vectores torbellino y uno de fuerzas
producird uno de vectores momerto.

Divergencia

Este operador se aplica también a un campc vectorial, pero en este caso se obtiene un campo escalar.
Esta transformacion se expresa en este ¢asc como

¢, (uy=m (A.16)

donde u es el campo vectorial v mr es el canpo escalar que estan dados por

u=U (y,ni- U, (xy,2)j + U (xy,20k (A.17a)
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no=mo(x, Vv, 2) (A.17b)

ahora el operador ¢, se representa por div(w), el cual también se simboliza empleando el operador
nabla, pero de manera diferente a los operadores gradiente de un campo escalar y el rotacional como
se muestra a continuacion

o=~ dU au au
div(u) =V -y o+ 2o : (A.18)

i

se tiene entonces que el carapo m es por tanto

JU. BU, U, |
e 2D (A.19)

mix, y, 2) = —
(.2 ox av az

ya que se obtiene derivando las componentes U,, U, y U. del campo u.

A su vez el operador divergencia tiene una propiedad matemdtica importante, al igual que el rotacional,
la cual se simboliza como

Ayv—=)

div(i) = lim l’fu.nd.\'] /A (A.20)
S

esta expresion se explica mediante la figura 4.4.

Puede observarse en ella que la integral representa la proyeccion del vector u. que pasa por cada punto
de la superficie S que encicrra el volumen Av, sobre la normal en dicho punto. Obsérvese que esta
integral es una sumatoria de productos escalares y representa una cantidad escalar (y no vectorial) por
tanto div{u) es asimismo escalar.

En este caso, desde el punto de vista tisico, puede considerarse que el operador divergencia detecta
otra caracteristica de la variabilidad del campe u. Esta consiste en determinar la tendencia a la
concentracion o desconcentracion del flujo en los diferentes puntos del medio considerado,
representado por el campo i, el cual a su vez condiciona que cicrtas propiedades intensivas definidas
para cada punto, que constituyen campos escalares, se .ncrementen o decrementen.
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FIGURA 4.4

Es decir, si por ejemplo el campo i representa flujo de masa (velocidad de particulas), la divergencia
de dicho campo indicard si existe aunento o disminucion de la densidad en diferentes puntos; ya sea
que la divergencia resulte negativa o pesitiva respectivamente (esto se ve con mds detalle en el inciso
4.1 en lo referente al principio de conservacidn de masa).

Observacion con relacion a los operadores diferenciales

Es importante recalcar lz aplicabilided del operador nabla

ved 9.9 (A.2D)
x o ay’ w:

en los operadores gradiente. rotacional v divergencia donde se ve que

grad(f) =V f (A.22.a)
rot(u) =V Xu (A.22.b)
divin) =V - i (A.22.0)

y por tanto, operacionalmente d:che ooerador nabla se maneja simbdlicumente como un vector; puesto
que en el gradiente se aplica cada término de derivacion al campo escalar f; en el rotacional se efectia
una operacion semejante al producto vectorial cruz y en el divergencia una parecida al producto
puntual, sobre el campo vectorial . Asimismo es importante resaltar que el manejo de estos
operadores en los cursus de Mecdnica de medios continuos es relevante, puesto que en €sta se trabaja
con campos escalares y vectoriales tales como los de desplazamientos, velocidades, fuerzas, estfuerzos,
temperaturas, densidades, gravitacionales, etc.



Enseguida se presentardn algunas relaciones importantes entre esios operadores.

Igualdades importantes:

a) grad(mf) =m grad(f) + grad(m) (A.23.2)
b) rot(mu) = m rot(u) + grad (m) X u (A.23.b)
¢) divimu) =mdiv(u) + grad (m) + (A.23.¢)

(En las expresiones anteriores y las que siguen m y f son campos escalares y u vectorial).

Operadores sobre funciones cormpuestas:

of

a) grad(f (r, s,...)) = % grad(ry + \ grad(s) ~ ... (A.24.a)
b) ror (u {r, s,...)) = grad(r) X _ddl;’ + grad(s) X %:2 - . (A.24.b)
¢) div(u (r, 5,...)) = grad (r) - %z_: + grad(s) _d_l_—‘ - (A.24.¢)
Operadores compuestos:

a) rot(grad (f)) =0 (A.25.a)
b) div(rot (4)) =0 (A.25.b)

) div(grad () =V* f

siendo V? el operador laplaciano dado por

+ 9 (A.25.¢)

d) grad (C[/V(-l})) - rot '{f?)f (a)) - ,v.z y

siendo

e Tev Tt T (A.25.d)
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Teoremas integrales:
1. Teorema de la integral cel rotaciona. (o de Stokes).

Integrando la ecuacion (A.15) en toda la superficie exterior

nmm-ﬁm=fuvw (A.26)

S L

Este teorema procede de la propiecad del rotacional dada por la ecuacion (A.15) y en €l se ve que es
posible reducir una integral de superficie a una integral de linea.

2. Teorema de la integral de la divergenca (o de Gauss).

Integrando la ecuacion (A.20) en todo el volumen de control

qumdv=£ﬂ-ﬁm (A.27)
. vs

3

Este procede de la propiedad de la divergancia dada por la ecuacion (A.20), en €l se ve que una

[hd

integral ce volumen se reduce a une de superficie.



Apéndice 4.B

Entropia

La entropia es una propiedad extensiva de un sistema cualquiera dado que se requiere de referencia

otro sistema.

Por ejemplo, una probeta de un material (que en sf es un conjunto de particulas) o un mecanisino
cualquiera de conversion de energia. Esta propiedad mide el grado de desorden de la materia, asi como

la cantidad de calor que no puede transformarse en energia mecanica til al hombre.
g

Puesto que es un conceplo de niver de abstraccion elevado y debido a que no se puede medir

directamente, conviene tratar de enterderlo a través de algunas de sus implicaciones mds importantes.

a) Se puede estimar cuantitativamente ineciante la expresion

(B.1)

siendo S, = 0 la entropia minima que corresponde a una sustancia cristalina pura a 0K (temperatura

absoluta), T la temperatura de! sistema y C, ¢l calor especifico a volumen constante.

b) Una definicidn alterna del cambio de entropia es la siguiente:

El incremento de entropia puede estimarse a través de las relaciones siguientes:

C
ds = —. dT ~ 2 qv
T 5

C
dS = LdT -V a dp
T

donde

C, - capacidad calorifica a volumen constante
C, - capacidad calorifica a presion constante

o - coeficiente de expansion térmica
coeficiente de compresibilidad volumétrica

>
O
1

—
N
|98



En el primer caso, se ve quz a presion constante la entropia crece al aumentar tanto la temperatura
como el volumen del sistema, y ¢n 2l segundo caso, que es a volumen constante, ésta crece si aumenta
la temperatura pero decrece st s¢ incrementa la presién. Ahora bien, como por la segunda ley de la
termodindmica la ertropia del universo siempre aumenta, entonces en el dltimo ¢aso mencionado al
aumentar la presion y decrecer la entropia del sistema aumenta la del medio ambiente. ya que al crecer
la presion se genera calor que se irradia hacia él.

¢) Ahora bien, de acuerdo ccn la primera ley de la termodindmica, si se comunica calor a un sistema,
parte se convierte er. energfa mecdnica y parte se irradia (o refleja, recordar que el calor también es
una onda electromagnética) tambié1 como calor al medio que lo circunda. Esta parte se debe a la
entropia del sistema y puede calcularse de la manera siguiente

A0, =TS (B.3)
donde

T - es la temperatura del medio ambiente
S - esla entropia
AQ,,.. - caler irreversible (0 sea calor gque no se puedc transformar en energia mecanica Util)

d) Por la segunda ley general antes imencionada, segun la cual la entropia del universo siempre
aumenta, existen {as dos tendencies siguientes:

1. De que el campo ¢e temperatlras sea uniforme

2. De que se destruya cualquier tipo de estructuracidn posible en la materia (con lo cual se incrementa
el volumen que ocupa), ya gue entre mds desordenada se encuentre, su entropia serd mayor; de esta
manera, en una sustancia dida, su entropia crece al pasar del estado sélido al liquido y de éste al
gaseoso. Por este motivo, li tercera ley de la termodindmica dice que la entropia de la materia es
cero a la temperatura absoluta {0 K) siempre y cuando sea perfectamente cristalina sin ninguna
imperfeccion estructural (dizlocaciones, etc.) v que sea pura, es decir, sin materias extranas a ella
(impurezas). Por tanto. los solidos amorfos (por ejemplo, suelos) tienen entropia no nula aunque
se encuentren a 0° K. Puece decirse que la entropia estd asociada con la probabilidad de que la
materia se encuentre en un estado ordenado o nc. Ahora bien, siempre existe mayor probabilidad
de que la materia s¢ encuenire desordenada después de un proceso de carga, por tanto, la entropia
estd asociada a esta probabilidad.

Como ejemplos de la entropia en la naturaleza se tiene: a) la existencia de eventos espontaneos como son:
la erosién, los temblorzs, los rayos, etc.. b) la constante expansion del universo (a través de la cual
aumenta su entropia).

Este fendmeno se manifiesta en problemas de ingenieria tales como: a) la ineficiencia de Jos métodos de
conversion de energia (por ejerplo: la baja eficiencia de los motores); b) la generacion de calor por
friccién; ¢) et fendmenc de histé-esis; ) la pérdida de energia por wn ulencia en el flujo de liquidos; e)
los deterioros estructuraies por el uso en; estructuras, mecanismos, aparalos eléctricos, etc.
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5. Elasticidad lineal

5.1 Introduccion

La elasticidad lineal es la parte de la mecdnica de los medios continuos que estudia ¢l comportamiento
de los solidos cuyas propiedades son independientes del tiempo, también lo son durante ¢l intervalo
en que las deformaciones producidas en los medios continuos son recuperables al cesar el esfuerzo que
las produce.

El concepto de medio continuo es una idealizacion que se hace para los materiales reales, suponiendo
que éstos estdn formados por una masa contirua sin huecos o separaciones en su interior.

5.2 Ley de Hooke

La ley de Hooke expresa una relacion lineal entre esfuerzos y deformaciones. Ei factor de
proporcionalidad entre esfuerzos y deformaciones recibe el nombre de Mddulo de elasticidad o Mdédulo
de Young (E).

Para un material eldstico sometido a un estado de esfuerzos uniaxial, la curva esfuerzo-deformacion
es una linea recta con pendiente igual a: mddulo de elasticidad del material (figura 5.1).
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FiGura 5.1
Matemdticamente la ley de Hooke s¢ puede escribir como
o= £E¢ 5.D



donde:

g - esfuerzo normal
g - deformacion unitaria
E - mddulo de elasticidad del material

El médulo de elasticidad depende de muchos factores, siendo los mds importantes el tipo de material,
temperatura y velocidad de carga. Dado que la deformacidn unitaria es adimensional las unidades del
mdédulo de elasticidad son unidades de esfuerzo.

Puede afirmarse que la mayorfa de los materiales usados por ¢l ingeniero tienen un comportamiento
eldstico lineal para niveles de esfuerzo sumamente bajos. Sin embargo, cuando los niveles de esfuerzo
aplicados son considerables, el comportamiento del material deja de ser eldstico lineal, no pudiéndose
describir su comportamiento a partir de la teoria de la elasticidad lineal.

Es un hecho experimental que al someter un cuerpo sélido a un estado de esfuerzos uniaxial, éste
experimenta deformaciones longitudina 2s en la direccion del esfuerzo normal aplicado. Sin embargo,
se observa también que el cuerpo se contrae o se expande, dependiendo de si el esfuerzo normal aplica-
do fue de tensidon o de compresion. como puede verse en la figura anterior. La relacion entre la
deformacion unitaria transversal (¢,) y la deformacién unitaria longitudinal (¢) con signo negativo, se
conoce como relacion de Poisson.

Al

i

i
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—_
R
[
p—

donde:

v - Relacién de Poissen
g, - Deformaciér unitaria transversal
g, - Deformacion unitaria longitudinal

El signo negativo que aparece en la 2xpresion (5.2) obedece al hecho de que si el esfuerzo normal
aplicado es de tension, la deformacion en 12 direccion de ese esfuerzo serd positiva, mientras que la
deformacion transversal serd negativa si el material se contrae, por lo tanto, la relacion de Poisson serd
positiva. Si el esfuerzo normal aplicado es de compresion, la deformacion en la direccion del esfuerzo
normal ¢s de signo negativo. en tanio que la deformacidn transversal es positiva debido a que el
material se expande; por consiguiente. la relacion de Poisson resulta positiva. Lo anterior nos permite
concluir que la relacién de Poisson defirida de acuerdo con la expresion (5.2) siempre sera positiva.

En la tabla 5.1 se presentan aizunds valores tipicos de la reiacion de Poisson para diferentes ma-
teriales, obtenidos en el rango ¢ldstico.



TagLA 5.0 Valores de la relacidn de Poisson

Material Relacion de Poisson |
V
Acero 0.25-0.33
Aluminio 0.34
Vidrio 0.22 - 0.31
Plomo 0.44
Corcho 0.9
Caucho 0.5
Concreto 0.2
Arena compacta 0.25
Arcilla muy compresible 0.35-0.43

Ley de Hooke generaliada

Considérese un cuerpo sélido sometido a un estado de esfuerzos triaxial tal como se ilustra en la figura
5.2. Para calcular las deforrnaciones que se generan en el cuerpo por efecto de los esfuerzos aplicados
es necesario aplicar el principio de superposicion, el cual establece que el esfuerzo o la deformacion
resultante en un cuerpo sometido a un sistema de fuerzas es la suma algebraica de los esfuerzos
producides por cada una de las fuerzas aplicadas en forma individual. Este principio tiene validez
dnicamente cuando existe una relacion lineal entre esfuerzos y deformaciones, de otra marera no seria
aplicable.

Tomando en cuenta lo anterior, suponganios inicialmente que el cuerpo estd sometido a un esfuerzo
normal de tension o,, por lo tanto, se trata de un estado de esfuerzos uniaxial, el cual produce
alargamientos en la direccion del esfuerzo aplicado y acortamientos o contracciones en las direcciones
vy z (figura 5.2); las detormaciones er. las direcciones x, v y z son, respectivamente:

- B - N . [ ,

e, = vE E == VeE L &= -VE (5.3)
Cuando se aplica el esfuerzo normal o, en forma individual se tiene:
.= - Ve 5.4)

Finalmente, para ¢, se obliene:

(5.5)
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La deformacion resulrante @n una direccion especifica es la suma algebraica de cada una de las
deformaciones producidas en esa direccion por todos los esfuerzos aplicados en forma individual. Asi,
para la direccion x se tiene

R a, g, a.
€y = — —V 2 - v = =g

' E E

(€ ) -i[a—v(oﬂ—a)“ (5.6)

T E X v z J e
Analogamente, para las direcciones y y z se obtiene:

- ] 1 :
€)= = o, - v ~0)l =g (5.7)

(€), = Lo - v, + 0] (5.8)

1}
o

Cada una de las literajes que aparecen en las expresiones (5.6), (5.7) y (5.8) tienen el significado dado
con anterioridad.
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FIGURA 5.2

Las ecuaciones (5.6) a (5.8) se conocen como Ley de Hooke generalizada. También adoptan el nombre
de ecuaciones constitutivas para medios eldsticos !neales homogéneos ¢ 1sétropos. El concepto de
homogeneidad implica que las propicdades mecdnicas (modulo de Young E y relacion de Poisson v)
de los medios eldsticos son las mismas en cualquier punto del medio, mientras que la isotropia supone
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que la microestructura del material estd constizuida de elementos orientados aleatoriamente, Io cual
elimina la existencia de direcciones preferenciales en propiedades mecdnicas. En otras palabras, la
isotropia significa que las propiedades mecdnicas de los medios eldsticos son iguales en cualquier
direccidn.

Si se quiere expresar los esfuerzos en tuacion de las deformaciones se procede como sigue:

Las ecuaciones (5.6), (5.7) y (5.8) se escriben como:

I
™M
3

I

g “VU‘ - Voo

-Vo +vo -Vo

v 3 z >

!
oy
)

—
“n
k=
e

-vo -vo o =Eeg

¥ < <

En forma matricial quedan:

] -y -y o 8.1
]
L N A A R (5.10)
£ '

v - o P

Las ecuaciones (5.10) serdn resueltas para o, g, y 0., usando el método de Cramer.
Para calcular el valor de ¢, es necesario evaluer e determinante de la matriz de cocficientes asi como
el determinante de una nueva matriz, iz cual se forma intercambiando la primera columna de la matriz

de coeficientes por el vector de términos independientes.

El determinante de la matriz de coeficientes se calcula como:

Io-v -y
D=L vl
F
-vo=yv ]
1 3 ~ \ i 2 X -
D = 2 (1 Dyt -3y = (- vy (1 -2 5.1
E( ) E( ( (



El determinante de la nueva matriz ¢s

E -V -V
3
D = e 1 -v
1 ,\
e -v |

D =¢ (I -v) +v & ~veE)-vI(-ve - &)

it

e (b - v +ve ~vle +vie +ve

()
1

el =)y e (o) sve (1) (5.12)

El valor de o, se calcula como:

donde:

(8‘ (=) - v e (L+v) ~ve (I«

E
O’/ =
‘ (L =) (I =) (1 -2
£ L= rve v ve]
i (I =yl -2y
= -—E- [8(1‘\'+2\‘—2\’)+\.’g+\rg~]
(I = vyl -2yt \ :
£
= e I =2v) «vie +& &)l
(= v -2y [ . ' (e, ¥ ~)_
=y LB /) (5.14)
(L - (I + vyl -2»

es el primer nvariante de. tensor de deformaciones [E 1. El nombre de invariante obedece al hecho
de que la suma de las deformaciones lineales ¢, o, v 0. permanece constante al cambiar ¢l sistema de
referencia, ya que son cantidades que dependen unicamente del estado de deformaciones en el punto.
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Tomando en cuenta que el médulo de -igidez del material puede ser expresado en funcion del médulo
de elasticidad y de la relacién de Poisscn conio

G=_._E (5.15)
T+ )
donde:
G - modulo de rigicez del medic
E - modulo de elasticidad dei medio
v - relacion de Poisson
y haciendo
. v L
o= ‘ - — (51&6)

donde:
A - constante de Lamé

la ecuacion (5.14) puede escribirse de 1a forira

6 =2Ge +AJ, (5.17)
Procediendo en forma similar para o, y «, sc obtiene:

o, =2Ge ~ NJ, (5.18)

g =2 Ge ~ NJ, (5.19)

N 2 ¢

Si el medio es homogéneo e isdtropo, es decir, sus propiedades son ias mismas en cualquier direccion,
las ecuaciones (5.17), (5.18) vy (5.:9) s¢ pueden escribir como:

s=2Ge +NJ (5.20)

1

donde:

—

o - esfuerzo normal cuya direccion coinzide con la del vector n

-~

g - deformacion lineal con direccidn establecida por el vector n

n - vector normal a un plano cualquicra



La expresion (5.20) representa la ecuacion constitutiva de los medios eldsticos lineales'en los cuales
la relacion entre esfuerzos v deformaciones se establece en funcidn de dos constantes elasticas, el
modulo de rigidez (G) y la constante de Lamé ().

En el caso de que se tenga un estado general de esfuerzos, referido a un sistema cartesiano, la ecuacion
constitutiva (5.20) puede manejarse de la manera siguiente:

El tensor esfuerzo en un sistema de referencia cartesiano queda representado por un arreglo matricial
de la forma

i B
9, Ty Ty

7= |7 o 7y (5.21)
[T Tw O

Recordando que el esfuerzo normal o puede calcularse como

o =8 7 (5.22)

donde:

S - vector esfuerzo aciuante en un plano cuya normal es el vector 7

Ademds, el vector esfuerzo S estd relacionado con el tensor estuerzo [7,] en la forma

S = {7}] n (5.23)
Sustituyendo (5.21) en (5.23) se obtiene:
i 7
Jl T\'x T;,( /
5 = T, O T, Tm oy (5.24)
LTU Te O] n




donde:

—
i

S COS
mo=cos iy n o= bosom oon

n = Cos vy
Haciendo la multiplicacion de matrices expresada en la ecuac

o

16n (5.24) se llega a:

S=le {7 . m=+71 mi

..

Sustituyendo la ecuacion (5.25) en la (3.22) v efectuando operaciones se obtiene:

i ~ N
a s T~ oo mT o~ o N -
=27 dn -2 mn

Procediendo de la misma forma pare la detormacion lineal g

e =& [~ +e m e nt s

Sustituyendo las ecuaciones (5.26) y (5.7 en la 15.20)

o 7o om0 A TR S
=2 G e 1 o~eom e on oy by

2T m

v lm

~ 2. mu

mony o Nde - o&

-

(5.27)

: hESONE 4 : , : : i : 2 Lt S L e
Si muitiplicamos el término A (¢, = £ - &3 por la identidad I© » m° = 7 =1, &sie ne se altera,

quedando la ecuacion anterior
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Desarroliando el segundo miembro de la ecuacion

A =1’ P\ (6, + & +&) -2 Gcl} + m?[x (e, € ~e)+~2Ge)

< ¥

TN, g v E) =2Ge]cimy, QG +Iny, QG +mny, 2G)

Para que exista igualdad entre el primer y segundo miembro de la ecuacion, necesariamente los
coeficientes de 2, m?, »°, Im, In, mn, aeben ser iguales. Por lo tanto:

Q
i

TN e rE) 20 ¢

Q
fl

. }\(el+£)_+a:)+2(3£},

o, = A& ~¢& +¢&)r2Geg

\Q
'l

,:\
~2

ﬂ
H
D
2
£

Las ecuaciones (5.28) son las refaciones constitutivas de un material eldstico lineal en un marco de
referencia cartesiano.

Si se quiere expresar las ecuaciones (5.28) en funcién de las componentes volumétrica y distorsional
de los tensores de esfuerzo [T),] v deformacion [E,] se procede como sigue:

En un sistema de referencia principal el tersor de deformaciones [£,] adopta la forma

Eﬂi =10 ¢ O (5.29)

mientras que el tensor esfuerzo [7,] queda como,



N

2 G, 0
0 N, +2G e
0 0

El tensor de detormaciones puede ser expresado en sus componentes volumétrica v distorsional como

donde:

¥

E, - componente distorsional del tensor de deformaciones [E,]

[Exl = [E] + [E]

Matricialmente el tensor (£} se exprzsa por:

en tanto que el tensor [E ] por

00
I
£ = = 010
: 3
001 |
o
€ 71 0
Jl
U E, - —
; 3
0 0 £

—~

v

3

E, - componente volumétrica del tensor de deformaciones [£,]

Procediendo en forma similar con ¢! tensor de esfuerzos [7,,] se obtiene,

17,0 =11]) ~ [T}
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donde:

[T} - componente volumétrica del tensor de deformaciones (T
[T,) - componente distorsional del tensor de deformaciones [7]

En forma matricial, [7,] y [7,] toman la forma

] e
NG J, 0 0
AIN+2G N
]“J = ‘J — 3 j} O (535)
0 0 IN-2G J
L 3 ‘ N
N /
26 (g, ~ =) 0 0
3
. ] J, .
[YUJ = 0 2G (g - "2—) 0 (5.36)
‘]l
0 0 26 (& - =)
L. 3 «d
Comparando la ecuacion (5.37) con la ¢5.39), se deduce que,
7. = BN+ 26) [E] (5.37)

y al comparar la ecuacion (5.33) con la (5.36) se llega a que

(5.38)

Estas ultimas expresiones. (5.37) v (5.38), permiten concluir que en materiales homogéneos, isétropos
y sin esfuerzos residuales. las componentes volumétricas y distorsional de los tensores de esfuerzo (7},]
y deformacion [E,] esidn reiacionadas de manera directamente proporcional si el material es eldstico
lineal.
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5.3 Mddulo de compresibilidad volumétrica

Considérese un pequeiio cubo, coma parte integrante de un cuerpo deformable, sometido a un estado
de esfuerzos triaxial tal como se muestra en la figura 5.3.

Y

™
|

|

)\

/

4
\
Y_____-_,_;

] Ix
—_—————— R
LO - ’ X
rd
. Vd
/’/ ’ /
P

FIGURA 5.3

Dado que unicamente actian esfuzrzos normales en el cubo, las deformaciones fotales que
experimentara el elemento seran a lo large de los ejes x, v y z: esto es, AL, AL,, AL. Esas
deformaciones provocan un cambio de volumen. el cual se puede cuantificar como

=V, -V,
donde:

AV - cambio de volumen que sufre el elemento

V., - volumen nicial

V, - volumen final
puesto que el volumen fingl = (L, = AL) (L, - AL) (L, + AL) y el volumen inicial, V, = L/,
entonces

AV =l +AL)Y(L, ALy (L, ~AL)-L] (5.39)
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Operando la ecuacion (5.39)

3

AV = (Lo N La 8:) ([‘n - Lo 8\') (Ln + Lo 8:) - L“

AV = [: (I ~e) (1~ €,) (1 +¢) - Lj

por definicién de deformacion volumétrica unitaria (e,)

{
poo by e dre)d e -
V“ Lj

e, =& v& +ve) (e 8 e & e &) (e € E) (5.40)
Tomando en cuenta que en la Teoria de la elasticidad lineal es usual trabajar con deformaciones
longitudinales (¢) menores de 0.01, entonces podemos despreciar los productos de deformaciones que
aparecen en la expresion (5.40), reduciéndose a

E. =& TE ~E, (5.41)
Tomando en cuenta la ley de Hooke generalizada, la deformacién volumétrica se puede expresar en
funcion de los esfuerzos y las constanies eldsticas de un material. Sustituyendo las ecuaciones (5.6),
(5.7) y (5.8) en la (5.41), se obuene

— 1 ) et : + 1 ~ + 1 + 1 -V -

8\ - E [U 1 (CJ I3 )J _E [O‘ } (U.‘ U:)J —E [0; % (Ur U\);l
_ 1 - . . -~ T - by

Ep h —j;: {(J‘ O)‘ " 011) -t (Ox o, 7 01)J

dividiendo los dos miembros ce esta dltima ecuacion entre 3, y Hlamando a

A——A"“—T— - = Om
el esfuerzo normal medio, se llega a:
30!7]
g = " (1l -2 (5.42)
E



o bien g =
donde K= _.__~=_
(1 -2

La cantidad K recibe el nombre de mddulo de compresibilidad volumétrica.

Interpretacion fisica del mdédulo de Foisson

Consideremos un elemento diferencial que sufre una cierta deformacion, pero que su volumen no

cambia, entonces &, = 0. Aplicanco la ecuacion (5.41) se obtiene que v = Por lo tanto, en

rof

materiales que se deforman pero que no cambian de volumen (llamados materiales incompresibles),
la relacién de Poisson vale 0.5.

Apliquemos a un elemento diferencial estuerzos de compresion isotrépicos, es decir o, = g, = g..
Supongamos que v > (.5, de la ecuacion (5.42) se observa que se obtendria que ¢, > 0, lo cual no
puede ocurrir porque estaria presentando un aumento de volumen cuando estamos sometiendo al
elemento a esfuerzos de compresidn. Por lo tanto, en general v debe ser menor o igual que 0.5.

Sometamos a un elemento diferencial a un esfuerzo de tension o, con o, = o. = 0, la deformacion g,
vale: ¢ = %} 0,5 supongamos que v es negativo. esto implica que el cuerpo sufrird un alargamiento

en la direccion x, lo cual en general no ocurre en los materiales usados por el ingeniero civil, por lo
tanto, v no puede ser negativo.

De lo tratado en los pdrrafos anteriores podernos concluir que los limites entre los que varia v en
materiales comunes en ingenieria son:

0

IA

IA
<o
n

Vv

5.4 Energia de deformacion elistica para esfuerzo uniaxial

En mecdnica, la energia se define como la capacidad de realizar trabajo, mientras que éste es el
producto de una fuerza y la distancia recorrida en la direccion de la misma. Las cargas que actian
sobre un material deformable se desplazan ciertas distancias a medida que el material experimenta
deformaciones. Por lo tanto, cuando se aplican cargas a un cuerpo deformable se realiza trabajo sobre
é1 mismo y éste absorbe energia. La energia que un cuerpo absorbe como resultado de su deformacion
bajo carga, se llama energia de deformacién. Si al suprimir la carga, la energia de deformacion se
recupera totalimente, entorices adopta el nombre de energia de deformacion eldstica.
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Considérese un elemento infinitesimal sometido a un estado de esfuerzos uniaxial, tal como se muestra en
la figura 5.4a. Sobre la cara derecha o izouierda del elemento infinitesimal actda una tuerza o, dy dz.

Esta fuerza provoca un alargamiento en 21 elemento igual a €, dx, siendo ¢, la deformacidn lineal en
la direccion x. Si se trata de un material elastico lineal, el esfuerzo es proporcional a la deformacion,
figura 5.4b. Por lo tanto, si el elemento se¢ encuentra inicialmente libre de esfuerzo, la tuerza que actda
finalmente en €l varia linealmente desde cero hasta su valor total. La fuerza media que experimenta

o . » o .dy dx
el elemento mientras ocurre la deformacion es S

. Esta fuerza media multiplicada por la

<
distancia en que actia es el frabajo realizado en el elemento. Por consiguiente, ia energia de
deformacion eldstica se puede calcular como

dU = {—1 o dy dz| (g, dx)
l 2 A v
U = =« g dv dy dz = % o e dV (5.43)

donde dV es el volumen del elemento diferencial.

Se define como densidad de energia de deformacidn (U) a la energia de deformacién por unidad de
volumen. Es decir,

(J/_(‘_/’ ~y, = L5 (5.44)

3]

Esta ultima ecuacion representa el drea bajo ta curva esfuerzo deformacion, figura 5.4b.
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FigLra 5.4
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El drea bajo la parte lineal de la curva uniaxial esfuerzo-deformacion es una medida de la capacidad
del material para almacenar energia eldstica. Esta medida recibe el nombre de médule de RESILENCIA

_ (% C_ -
R = [U ode = 5 0,8, = S (5.45)

donde R es el médulo de resilencia y o, es el esfuerzo en el limite de proporcionalidad, como puede
observarse en la figura (5.5)

~"Material de alta rigidez o baje

a
A . /\ defurmabiiidad

Materiol do baja rigidez o alia
deformobikdad

Ficura 3.5

En la figura anterior se ilustra el caso de un maternial de bajo médulo de elasticidad (E) y alto modulo
de resilencia, asf como el de un material de alto mddulo de elasticidad (£) y baje mddulo de resilencia.
Se define como mddulo de tenacidad al drea bajo toda la curva esfuerzo-deformacion (figura 5.6).

representa una medida de la energia de deformacion por unidad de volumen necesaria para llevar a la
falla (por ruptura) un material. £l wddulo de tenacidad (T) se puede calcular como

1= [ "ude (5.46)

donde ¢, es la deformacion a la ruptura dei material.



o ‘\

FIGURA 5.6

5.5 Ecuacion fundamental de 1a elasticidad

Partiendo de la relacion que existe entre las componentes distorsionantes de los tensores de esfuerzo
y deformacion, se tiene que

[T}, =2 G [E], (5.47)
donde:
G - modulo de elasticidad al cortante

Desarrollando la ecuacion (5.47) para cada uno de sus componentes

1
({( N 87:) - j‘a (Ox - Om) ,» ete
¢+ 0, -0 E & &
donde: Cp = ey g, = :
3
luego o -0 =20 ~-¢,), elc. (5.48)
como o =3Ke¢ (5.49)

donde;

K - modulo de compresibilidad volumétrica



reemplazando (5.49) en (5.48) y cespejando o, se tiene

{

— PN . -
o, =2G¢e +o0, 2G ¢,

X 1

(5.50)
=25 ¢ - (3K - 20) ¢,
llamando a
i e
x = 2R 3 26 (pardmetro de Lamé) (5.51)
reemplazando (5.51) en (5.50) se tiene
o = 2G € + 3 Neg,
como Je =divsS y g = 951
ox
finalmente o, = .G %il. « Ndiv'§
X
andlogamente g =2G %‘?l + Ndiv S (5.52)
A v
5 =G "85_3 SN div S

Las ecuaciones (5.52) por tanto representan una relacion entre los esfuerzos normales v el campo de
desplazamiento. Ahora se vera 1a relacion para los esfuerzos tangenciaies, como

7. = 20 ¢,
) oS, aS, , )
y como e o= F; i (por las relaciones entre despiaza-
; o miento y deformacionj.
aS, VAN
entonces 7, =G = + 2
‘ dy ox
) as, ds. ]
Andlogamente: 7. =G g T (5.53)
) Z ox
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que son las relacionadas buscadas.

Ahora, recordando que las ecuaciones de equilibrio estdn dadas por

aS.

dy

-

P do,  dr, 0T,
& = - _ - - “+ !
= AL ox ay 0z
. p _
p a v = p.f\ - d'Tl;\ + ato'xy * T): (5 ) 54)
: : ax dy az
¢ ar.  dr_  do.
oG, = pf. + o e
- o ax av az

Se va a considerar la forma jque toman las expresiones entre paréntesis de las ecuaciones (5.54), para
ello considérese por ejemplo lo que ocurre con la expresion de la primera de ellas. esumando las
derivadas que ahi aparecen y las expresiones (5.52) v (5.53). Entonces:

do_ ar.. a7 L 0°S g 9°s, 4's,
S e e LS =20 2 v N —div S 2 G e v —
ox av az ax’ ox ax dv ay”
3’8 9’s. Fs.a’s. 9,
3z’ dx dz dx’ ay? 0z°
Vs,
dS eA) as. 3 .
+ .S)_ __’__' + _7_\ - - - A 2 div S
ox | dx ay 0z X
div'§
finalmente
3 d ar. 5
A S R (A S R
ax ay dc ' 0x
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andlogamente

cr,,  do, a7 s o
et e L = GRS+ (G o+ N div S
dx dy a: ’ ay
ar, ar,. do.. - a .
—Z o+ D+ _E=GVS (G + N divS
ax av az ; az

considerando (5.55) en (5.54) se tiene que las ecuaciones quedan

pa, = of. ~ GV'S + (G~ N div S

QO
><|°’

pd, = pf =~ GV S - (G - N —divS

ca. = of + G v? S (G N div S

Sl e

sumando estas expresiones para obiener una en forma vectorial se obtiene
ot = pf + G V'S ~ (G + N\ grad div S
que es la ecuacion fundamental de la elasticidad.

St en un problema las aceleraciones son depreciables se tiene

G VS - (G - N grad div S + pf =0
ahora como es posible demostrar qu2

,,,}_\+9 y I - 2v = = _
R) K+ G

G+ N\ =

de donde

GV - .(_w_(’__ giad div S ~ pf =0

1 -2v

r
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La ecuacion (5.60) es la que debe resolverse en los problemas eldsticos, junto con las condiciones de
frontera y carga del caswo periiculer de gue se trate. Nétese que se tiene como dato el campo vectorial
f v que se desea obtener 2l campo vectorial de desplazamiento S que satisface cualquiera de las
gcuaciones anteriores (5.57), (5.58) o (5.60).

5.6 Resolucién de problemas eldsticos. Funcién de Airy

En la practica resulta muy dificil la integracion de las ecuaciones (5.57), (5.38) 0 (5.60) y en la
mayorfa de los cascs resulta imprdctico, por lo que cominmente sc recurre a tratar de resolver el
problema de manera difererte, es decir se prefiere resolver, en vez de estas ecuaciones, el conjunto
de sus relaciones esfuerzo-deformacion de Hooke, las tres ecuaciones de equilibrio y las condiciones

de frontera del prob.ema de que se trate.

Uno de los métodos mds empleadcs para ¢llo es el de la funcion de Airy en problemas pianos, que se
describe a continuacion:

Puesto que en el caso de estuerzos planos (bidimensional) se tiene que

g.=717_=7_=10

<, = :ll;:‘ (U( -V (7\)
e = _1_ (0. - v o) (5.61)
E 7 '
. ]
£ % o T
(9% :BG oy
y las ecuaciones de equilibric a
do ar,,
e =
ox dy 7
(5.62)
do, ar
— * __',_ = O
ay ax
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(se ha considerado que a y f son nulos)

Ahora el fundamento del mérodo consiste en suponer que existe una funcion potencial ¢ (que es a lo
que se llama funcién de Airy) la cual se define de tal manera que tenga las propiedades siguientes:

Y. a 22
20 ee: L2y y - 22 (5.63)
ay? 3’ :

1o que implica que si se conoce ¢ ¢s posible obener ¢, 0, y 7., mediante las expresiones (5.63).
Noétese ademds que si se reempiazan las expresiones (5.63) de o,. o, y 7, en las ecuaciones de
equilibrio (5.62), éstas se satisfacei. Esto implica a su vez, que la funcion de Airy cumple con las

ecuaciones de equilibrio.

Por otra parte observando que

de,  de 52 1aS, 52
— =L . +
ay’ ax- dy? | ox ox?
(5.64)
e fes, eS| d’e,,
axov [ov  ox | T axoy

que es una ecuacion de compatibilidad de deformaciones, la cual liga deformaciones lineales con
angulares.

Ahora si en (5.64) se reemplazan los valores de ¢, ¢y €, dados por la ley de Hooke (ecuaciones
5.61) se tiene
3o, 4 d'o, do, d'o E 07,

SRR VI -V = (

Iv- av? ox’ ax’ G 0xdy

n
N
Ln
~—'

relacion que liga esfuerzos normales con targenciales.

reemplazan los valores de o, o, y 7, dados por las ccuaciones (5.63) y

A su vez, s1 en (5.69) se
. E .
considerando que re =2 (1 + v) se tiene

4 N1 o 94 a4
oy 90 |28 90 |2 ey 22 <0
ay? dx?ay? axt o axtay? ox2ay*
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simplificando se tiene
4 , Kl 4

+ + =
dx<  gx? dx?ay?
0 sea
4 Xy 04
9é . Jo ey (5.66)
ax* ox’ay? gy’

que en forma condensada piede escribirse como

V (V' $) =0 (5.67)
ya que
V}QS = izf’_ + d2¢)
ax?  ay?
e gy = O [Fe, Ge) & (e 9%
Coax? ot ay? av? ax?  ay’
y
VW) 2 B0 o 0 99
0.c ax’av? oy’

que es igual a la ecuacidn (5.66).

De la ecuacion (5.67) se concluye que la funcion de Airy (¢) debe ser biarmdnica. Luego entonces,
de la solucion de (5.6¢7) y de las condiciones de frontera de que se trate se obtendrd la funcidn ¢ y
mediante a relacion (5.63) se obtendran a su vez las funciones

o = 0 X,V o =o LY,y 1=y
con lo que se tendrd determinado el estado de esfuerzos para este caso bidimensional.

Debe aclararse entonces ¢ue ¢l problema eldstico se ha convertido en la obtencion de la solucion de
la ecuacion diferencial biarmonica (5.66) o (5.67) mds las condiciones de trontera. Es claro que este
problema es mds sencillo que el de obtener la solucion de ecuacion fundamental de la elasticidad
(ecuaciones 5.57 0 5.58); perc no obstante su sclucion encierra ciertas dificultades pueste que es una
ecuacion mds complicada que la de Laplace (V¢ = 0), por lo que serd necesario indicar qué tipo
de procedimiento se sizue para ~esolverio, como se muestra en el inciso siguiente junto con algunos
ejemplos.
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Resolucidn de problemas mediante el método de Airy

Normalmente se procede a su solucidn mediante tanteos, suponiendo que ¢ es una combinacion lineal
de funciones algebraicas o trigenométricas, por ejemplo

h/
¢ = L aisen (i)
=
N
¢ = X al x'
=0

todo esto ha conducido a la obtencién de algunas soluciones cldsicas para problemas especificos con
condiciones de frontera y sistemas dz carga sencillos, por ejemplo para problemas del tipo siguiente:

Probiema de
Boussinesg

SN

s WRSSDES

u[
}:ﬂmn’.‘ﬂ [essadvaswssraane

!.-.;‘;.‘:].; ’.7

FiGLRrA 5.7

Soluciones polinémicas

Cuando se analizan, por ejemplo, placas rectangulares largas y estrechas, las soiuciones polinomicas
de la ecuacion biarmonica son de interés. Utilizando polinomios de diferentes grados y ajustando
convenientemente los coeficientes (¢n funcion de las condiciones de frontera) se pueden resolver
muchos problemas de importancia practica.

Ejemplo 1. Consideremos ahcra un polinom:o de segundo grado

o

X7+ bxv o+ v

rol o
ro|

que evidentemente satisface la ecuac 6n biarmonica, como tdcilmente se comprueba reemplazdndola
en ella, puesto que
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A gxly? dy*
ahora como
"2| 0 2
avx == E:___z); zz C ; a\‘ o= ('j__(é = y 7'“‘ = - __a_jé_ =
av’ ' dx? ® dxady

siendo las tres componentes de esfuerzo constantes en cualquier punto del cuerpo. Por tanto, la funcion
¢ escogida representa una combinacion de esfuerzos uniformes en todo el medio, de tension o

compresion, en dos direcciones perpendiculares entre s{ y una tensién tangencial uniforme, lo que se
muestra en la figura 5.8,

b 4 &£ f
- e o —r - J,
T o Txy=-b
g ——r P
« T
e ] S
$1
b= ey e e — iy
| | | ns
' \/ ' Y | S &
e -

FIGURA 5.8

Esto implica que sobre el contorno (frontera) debe existir un estado de esfuerzos como el que se
muestra en la figura anterior. Notese entonces que en este caso la resolucidn del problema fue un tanto
al revés, puesto que. primerc se supone la funcidn ¢ y después se deterimina qué condiciones de
frontera satisface, ajustando Dor tanto ios coeficientes «, b y ¢ a los valores existentes en la frontera.
De manera andloga <e procede para otros problemas, suponiendo primero las funciones ¢ y luego
determinando condiciones de frontera, hasta tener un repertorio amplio para fines prdcticos, y que se
tenga la sensibilidad o criterio para intuir qué tipo de funciones satisfacen ciertas condiciones de
frontera, de tal manera que para cuando se presente un problema dado se pueda encontrar la solucion
como una superposicion de funciones conocidas. Obviamente esta técnica no es muy ortodoxa, pero
la complejidad en general Jde los problemas eldsticos ocasiona que no exista una metodologia
completamente general v rutinana, teniérdose incluso en otros casos mas complicados gue recurrir a
técnicas numéricas como las de diferencias finitas, elementos finitos y otras.
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Ejemplo 2. Se considerard ahora ura funcién ¢ consistente en un polinomio de tercer grado

L d
) —6)

Xy

S
It
P
3
ST

£
2

se puede demostrar que este polinomio también satisface la ecuacién biarmdnica, ahora en este caso

2
o, = é_(f = ¢cx + dy

oy?

12
g, = d_fé = ax + by
R ds.

]
T, = .7.__5{_); = - hx - cy
. dx dy

este estado de esfuerzos implica que una placa rectangular, como la de la siguiente figura, se encuentra
sometida a flexion simple si todos s coeficienies excepto « son nulos; en tanto que si so6io a # 0 se
obtiene un estado de flexion simple creado por esfuerzos normales que actian sobre los costados de
la placa de ecuacion y = & ¢. Por su parte, si b o ¢ son diferentes de cero, ademds de los esfuerzos
normales existirdn tangenciales aciuando sobre los bordes laterales de la placa, por ejemplo, la
siguiente figura ilustra el caso cuando sélo b # 0, una cosa similar ocurre cuando ¢ # 0 dnicamente.

SR 4 .
] L
C
-‘—v_' T T (r T f—-
L ¢ ———
Ficura 5.9
R A -
Y i l & e
' 1 f
!C i
i b
ic
T | T
4 T T T 4 oo

Ficura 5.10



Ejemplo 3. Problema de Boussinesq. Un medio isotropo bidimensional semi-infinito estd sujeto a una
fuerza vertical F concentrado en un punto 0 de la superficie (figura 5.11) en este caso r, 8 son coor-
denadas polares en un punto p cualquiera con respecto al punto 0. El eje polar x se supone dirigido
verticalmente hacia abajo.

|F
!
A M ¥O N 8

T A
S T
\\ /’9|“ //
R / o
\P’ 8/

‘*-«1{-” a; rd8
t
¥ x

FiGUurRa 5.11

En coordenadas polares la funcion de Airy debe satisfacer las condiciones

-~ ,’2 . 2 .
S A L 4.4
rod- rioo’ ar (r da@

y las ecuaciones de equilibric son:

do 1dT, 1
=L+ (o, —a) =0
ar rodf /
ot da o)
! i} - Z7,=0
ar r 4 r

ahora para este caso s suponz que ¢ estd dado por

—

o = —Lr()sen@
Il

reemplazando ¢ en las expresiones de los esfuerzos se ve que

it}
a
=™
g
(9]
T
Q
\
<
‘<
\.
it
o

luego el esfuerzo resulia obviamente radial; para # = +11/2 sobre la frontera AB, o, = 0 en todos los
puntos excepto en 0 donde es nfinitamente grande. Ahora, la resultante de todos los estuerzos sobre
una superficie cilindrica cualquiera con centro en 0" debe ser vertical, colineal y de igual magnitud
que F, para ello se ve que integrando
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12 — 4y 2 |
2 [ reosdras - S cos 0 do
G (1 e
2o e cenheos M= - F
T o

Determinacion de los desplazamienios. Una vez que se han deducido las componentes de esfuerzos (o,,
0,, T,) las componentes de las deformaciones se ootienen mediante la fey de Hooke, y luege los
desplazamiientos 1y v s¢ obtienen a parur de las ecuaciones

ou . Jgv i ou  dv

- . - -+ = 4
PN - Yo

dy Iy ox

ax

debe observarse que las componéntes de la deforinacion (v y v) no cambian si les afdadimos
respectivamente las funciones lineaes «, y v, dados por u, =a + bvy v, = ¢~ hx siendo a. by ¢
constantes cualesquiera. Isto implica que conociendo o &' no se determinan complelamente los
desplazamientos y que a los causados por dec ormaciones internas pueden anadirse otros andlogos a los
que experimenta un cuerpo rigido. Las coistantes « y ¢ definen una traslacion y la b un pequeno
dngulo de giro del cuerpo rigido.

Ejemplo 4. Viga en cantiliver. Consideremos una viga en cantiliver (ver figura 5.12), la condicion de
carga puede ser satisfecha por una “uncion ¢ como:

¢ s ¢
R I N T S LR o U

[2 6 2 6 12

o ___L_. | - N~

1" i F“ N

iy 1 N

/ _wvc_‘_______________ﬂ_*__'\

////é c L}‘

L i )l N

% N

P N

FIGURA 5.12

si reemplazamos esta funcién en la ecuacion biarmodnica, ésta se cumple para e = (2¢ + ¢) y se tiene
que



g, =cxl+dxy- Q2 +a)y’
o, =ax’ ~bhxy~+cy’

b 2 ~N d 2
S R D A

ahora tomando todos los coeficientes nulos excepto ¢ se tiene

(8]

go=daxy. g =0, T, = -

S

(ST

esto produce sobre los bordes longitudinales (y = + ¢) una distribucién uniforme de esfuerzos
tangenciales y sobre {os extremos sigue una ley parabdlica como se ve en la figura 5.13.

o —
(g}

‘,*
\J

Ficura 5.13

Ahora se necesita surnar a este estado de esfuerzo una tension tangencial 7, = b, de donde

<
N
H
|
>y
i

o =dxy:. o

para que la fuerza sobre los bordes y = + ¢ sea nula se necesita que

d . _ 25
Colcse ® "b*EC ~O..d__C_?

para. que en el extremo cargado la suma de fuerzas tangenciales sea igual a P se debe cumphr que

- [ 7, dy = ( (h - .Q _yz] dy =P .. b =

[ P
[ . ¢

W
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(este signo (-) es porque en el extremo x = 0, , va hacia abajo).

Sustituyendo los valores de d y b, obtenidos en las expresiones para esfuerzos, sc ticne

p R v
o, = - L L xy: v =0 T, =~ = — |1 - —
PANH : - 4 ¢ C’
o , 2 o o y o -
considerando que 3¢ {puesto gue se tiene espesor £ unitario) es el momento de inercia £ de la seccion
transversal, se tiene
P 2 2
o, o= ; o =0 T, = - 37 (c® -y
y ahora tomando en cuente. que
au F [:' N
8[ = e = _: = - ____w‘_ ’{])
’ dr £ Ll
. , ol
e = 9 oo e 2)
PR E El
\;,ll ("\r' T, P b y
71’\ e * e T _/‘T =T B ((“ - .\Y?) ‘[3)
ay d.x G 216G

de donde las componentes i v v de los desplazamientos se obtienen integrando. Por tanto, de (1) y (2)
se tiene

o Exy . C_vbPewy
0 o= SER SR OE v o= 15 S,

siendo £, v f; funciones hasta ¢l momento desconocidas, sustituyendo estos valores de v y v en (J) se
tienc

Poio dftvpyt dAW) P
Ty (S U |
2E] A 2ET dx 211G

haciendo

EEIRES , diy pye
Fay = - POy o SO et P
2E] dx dv 2ET 206G
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Pc?
21G

se tiene:
Fxy - GO = K

lo que implica que Fx) = cte = d y G(y) = cte = ¢; de no ser asi su suma no serfa siempre constante K

2
Soe v d = pe” 4)
2IG
de donde
dpte e dAD) Ryt Py .
dx 261 T dv 2EI  2IG
integrando se tiene
: /3 yPy? Py
() = -l o+ de -~ by Vo= - i v o ey
ROy = i T Ho) 6er ic T

reemplazando los valores de f,(x) y f,(x) en las expresiones para « y v se tiene

& 5 T 7 A .
I et LA - - eV o+ g ( 5)
2E] g 6/

Dy 2 Dy 3
voe AP e (©6)

2EI 6El

las constantes d, e, g v & se dzducen de Jas siguientes condiciones: como el punto A es fijo entonces

uyvsonnulosparax =L y v =0, dedonde ¢ =0 vy
>y 3

b= - i - dL
6L1

la curva de deflexién para y = 0 es

. Pyt PL?
Vo T e = = d(L - X 7
Rt 6EI  6F1 ( ) 7
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otra condicion es que

Fix] - 9
ax e
de (8) y (7) sc obtiene que
i })LZ
2E1
y de (4) se ve que
v - PL®  Pc?
2EI 221G
se ve que la flecha maxima para x =0 de (7)
N PL? PL’? PL’
V) = = e T =
l o6& 2ET 3EI
Para secciones rectangulares
3 3 sJ AR
P PL . rL
2E¢!

At o
3E [l ¢!
3

(8)

(7

(9)

Con esto se tiene resuelto completamente el problema, reemplazando las constantes d, ¢, ¢ y hen (5), {6)

y (7) se pueden calcular los desplazanientos horizontales y verticales (u, v) ast como la tlecha (v)y

funcion de las coordenadas de x y v

OUen

Célculo de esfuerzo normal y tangencial maximos. Como los esfuerzos principales méximos estdn

dados por

siendo




R = S/f_‘_;.f‘..)_ + 7 7 = P X2y2 {.)_2_
b ’ 41? 41
: P2(3\3+*—”(‘\7+’4)‘P 2
TE ) ¢ 7] ) 37 X<y
F l
de donde
s © %7 (.r Yooy xiv o2 ¢y eyt .t )
y como
"-mdx = R

>
2,2 a2 2 4
L RV S L L AR A e
max 21 . -

se ve que o, es maximo pata x =L, v =¢, donde

4

P 5
0 = = (Le - JLT et =2t + ¢t - o)
nac = T Ay
f)
= - S
37 ([ ( Aq()
PLc¢
Unir = 7 —7—
)

- C U = = . 1) =

nax ~ max
“~ 3

Z ¢

/ = _‘ . _ =PLc

|0V
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Ahora para el cdlculo del mdximo valor de 7,,, se ve que

- .2 2
d7m¢i\ P 2 Ay

AT — ,

ax 2 5 \/rx N BT BN RNE B

derivando ahora con respecto a y:

(.\‘(\‘2) (2){})2 - 41L~)32 N 4},31_

2 oo ) S —— -
0" 7 22yl -2 07y -yt g
-

il
(,(2 m\nz _ 2 (‘? } + ,,\>4 + (,'4)

dx dy

igualando ahora el numeracor a cero se tiene

2t y? = 2Ty vt e (ey) - v 21y - 4ely - 4vh) = 0
dxtyvt - 8¢t vt - detayt - 2a0y < 4ty < 4ayt = 0

despejando a y se tiene

- defx - 200 det -2
' At - Dy (-1
X c?
.oV o= - .
(¢t - 1) ¢t -l

existe una curva donde se presenta un cortante mdaximo constante. De agui que por cjemplo para 3

4¢? - 2x = 0, es el numerador de la ecuacion (a), donde se ve que la abscisa x es

K=y = Ldle

ahora reemiplazando v = U ¢n la ecuecion de 7, se ticne

P
.

LT ——
man ~
e 1
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para secciones rectangulares

Pc’ P
p— . =075 —
e 4/3¢? mat c
da
7, u}i = (.5 _}i
’ 2C c
0 sea que
Toae = 1.3 7,

Ejemplo numérico. Para unz viga de acero cuvo oy, (limite eldstico) es de 1600 kg/cm’, de longitud

L =1.5m (150 cm) y espesor t = | ¢, Calcular P,,, siendo c = 0.2 m (20 cm).
Como
_3PL ., 2¢00,, 2(400) 1600
meo 2 et 3L 3 %150
P = 2844 kg
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6. Viscosidad

6.1 Introduccion

Este tema trata de las relaciones que existen entre las presiones y fuerzas que se aplican sobre fluidos
(en particular liquidos como el agual, y los camnos de velocidades y de torbellinos que se originan en
ellos, segin sean las caractersticas peométricas del sistema por el cual circulen (orificios, veredores,
tuberfas, canales, etc.). Esie conociniento servird por tanto para el disefio de dichns sistzmas.

lLa teorfa necesaria para determiner este comportamiento se basa en la mecdnica de los medios
continuos, aparte de que es necesaria la determinacion experimental de las propiedades ffsicas de los
tfluidos, asi como el trabajo sobre v odelos 2 escala y prototipos para calibrar ia teoria.

Se exponen las propiedades tisicas de los fluidos y factores que intluyen en ellas, asf como de su
ecuacion constitutiva y modeios analdgicos Gtiles. Se presentan las caracteristicas del tensor velocidad
de deformacion | E]. Se proporciona tambicn la deduccién de la ecuacion de Navier-Stokes, que es
fundamental en mecdnica dz Muidos, asi como casos particulares que de ella se aesprenden. como son:
los flujos incompresibles, “aminares. turbulenlos, viscosos, etc. Ademas. se presenta ef Teorema de
Bernoulli con algunas aplicaciones importanics. Semencionan asimismo los parametros adimensionales
de Reynolds y de Froude, y su relevancia dentro del estudio de los flujos. Finalmente se dan algunas
idecas sobre tlujo bidimensional.

6.2 Propiedades fisicas de los fuidos

Fntre las propiedades mis rclevantes. desde el punto de vista mecdnico, se tienen la densidad y la
viscosidad. Por ser un concepto ampliamente conocido no vale la pena hacer aqui una discusion sobre
la densidad, por lo tanto nos concrelaremos a definir qué es la viscosidad. Al respeclo podenios
mencionar que existen la viscosidad dinamica y la cinemalca.

Viscosidad dindmica

Esta es la propiedad que se manificsta por la resistencia al desplazamiento relativo entre dos ldminas
de fluido provocado por la accion de un esfuerzo tangencial, de tal manera que se puede establecer una

relacion entre dicho esfuerzo y la velocidad de deformacion del tluido de la siguiente forma

TR TS (6.1)



donde:

7 - esfuerzo tangencial [FL-]*
v - velocicad de deformacion angular [T°1]
p - viscosidad dindmica [FL™T)

de lo anterior se ve que al aumentar la viscosidad se requerird mayor esfuerzo para producir una
velocidad de deformacicin dada, o bien para un esfuerzo dado existird menor velocidad de deformacion,
como ocurre con la velocidad de flujo de un aceite espeso al circular por una tuberia en comparacion
con la del agua, la cual corc es menos viscosa fluye mds répidamente.

Ahora bien, a este tipo de viscosidad se le llama newtoniana y tiene la propiedad de que la curva 7

contra -y es una linea recta, es decir, existe una relacidn lineal entre ambas cantidades, como se ve
en la figura 6.1.

o

/5

Y

FiGURA 6.1

Sin embargo, para algunos fluidos reales la relacidn no es lineal y se dice que tienen viscosidad no
newtoniana, la cual puede presentar curvas 7 conira y como se muestran en la figura 6.2.

Este tipo de comportamiento 13 poseen soluciones polimerizadas, pinturas liquidas con materia sdlida
en suspension, algunos derivados del petréleo, el concreto no solidificado, ete. En ellos se puede ver
que bdsicamente la viscosidac disminuye al aumentar 5. Este comportamiento se puede explicar

fisicamente si se toma en cuenta que al aumentar  aumenta la separacion entre moléculas, por lo tanto
existen menores friccicnes entre ellas.

* Las dimensiones se¢ dan entre corchetes F.M. L v T representan unidades de fuerza, masa, longitud y

tiempo, respectivamente.
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FiGgura 6.2

Viscosidad cinemdtica

Esta se obtiene a partir de la viscosidad dinamica simplemente al dividir ésta enire la densidad del
fluido, por tanto

donde:

n - viscosidad dindmica [FL_"T]
p - densidad [ML ‘] o [FL'T)

v - viscosidad cinemitica [L7T')

Factores que influyen en la viscosidad

La viscosidad depende del tipo de fluido, de l1a oresion isotrdpica actuante v de la temperatura. Esto
para fluidos newtonianos, ya que como se vid antes para no newtonianos influye también la velocidad

de deformacion &, por ejeraplo, para flujo umdimensional (en la direccion x)

avoooav. av

1

gy dv oy

e =
[

En donde V, es la velocidad en dircccion x y V) es la velocidad en direccion y; el segundo término es
nulo ; donde g o » dependerdn del gradiente de velocidades en 1a direccion ortogonai al tlujo.



Ahora bien, para flujos newtonianos la viscosidad aumenta con la presion isotrépica, en tanto que
disminuye al crecer la temperatura®, Estas son caracteristicas que normalmente presentan casi todos
los fluidos reales, por cjemplo, para el agua se ticne que la viscosidad cinemdtica casi no es afectada
por la presion y depende exclusivamente de la temperatura, de acuerdo con la siguiente relacion
expernimental

vV

2

e — (63
Pra T3 1 )

donde;:

v, - viscosidad cineritica a 0°C
(igual a 1.5 x 10° m?/s)

7 - temperatura [“C]

« - parametro experimental adimensional
(igual a 1.0337)

3 - parametro experimental adimensional
(igual a 0.00022)
6.3 Ecuacidn constitutiva de los fluidos newtonianos
Desde el punto de vista de la imecdnica de medios continuos, para todos los matenales reales, ya sean
s6hidos, liquidos y gases, exisie un modelo malemdtico que define su comportamiento de una manera
mas completa, indeper dienteniente del vistema de referencia empicado, de las cargas o presiones que
sobre ellos actian, quz esta representado por una relacion diferencial entre los tensores esfuerzo y

deformacion.

Para el caso de los flu dos newtonianos esta relacion es

(7] = (u] [E] (6.4)
siendo
[T] - tensor estuerzc

[} - matriz que depende de fa viscosidad del fluido
[E} - tensor velocidad de deformacion

#Esto es para Hguidos, para gases la viscosidad aunenta von i temperatura,
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Para el caso de fluidos no newtonianos la relacion puede ser mds general, por ejempio

Lo 2 =5h g (£ (6.5)

i=1 di r=1

donde a, y b; son coeficientes: y, n y m coustantes dadas.

Modelo analégico

En el caso de fluidos newtcnianos el modelo analégico estd dado por la representacion esquemdtica de
un amortiguador, figura 6.3.

ESRS

O~
-

Fictra 6.3, CUERPO DE NEWTON

Este es ¢l modelo analogico del fluido mds simple, sin embargo, existen otros materiales en los que
su comportamiento puede considerarse también como fluido, cuyos modelos analdgicos son mds
coniplejos, como se verd en el capitulo de viscoelasticidad, y que por ejemplo tienen el aspecto del
Modelo de Maxwell o el mostrado en la hgura 6.4, que correspende @ fluidos no newtonianos.

M
P e

O —— | R
MAN-

o

!

FicuUrA 6 4 FLUIDO DE TRES PARAMETROS
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Tensor velocidad de deformacién (L)

Las caracteristicas mas relevantes de este tensor el cual, como su nombre lo indica, tiene propicdades
matematicas andlogas a los ce esfuerzo v deformacion vistos anteriormente.

Siendo las rapideces de deformacion las derivadas de la deformacion con respecto al tiempo, entonces,
sus relaciones cinemdticas no son con ¢l campo de desplazamiento existente en un problema dado, sino
con el de velocidades, que son las que interesan cuando se trabaja con tluidos. Se tiene, por ejemplo,

para la direccion x

a'(," d ()Sl J (/Sr

& =_ = =
' Jr dr dx dax dt
donde:

S - desplazamiento
V - velocidad

considerando que el vector veocidad esta dado por
V=Vi-Vj-Vk
Analogamente, para las direciones v v 2 se tendrd que

oV
E‘ = __'__‘
' v

oV,
Az

£ =

y tambicn se cumple que

GV, v

& = £ = l/": —_———

ty VL a'x. a‘,
av. v,

A dy dz

(f_j = E = 1’/« R -

" EN ax

gV av.

JavVv
= * (6.6.3)
ax

(6.6.b)

(6.6.¢)

(6.6.d)

(6.6.¢)

(6.6.1)

que constituyen el corjunto de relaciones cinemdticas entre las componentes del tensor [ E'] 'y el campo

de velocidades.
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El tensor [E] queda dado por

,_ﬂ
™
-
[3>]
o
™
3

(6.7)

Este tensor, como se dijo antes, ticne las inismas propiedades que el [7] y el [£] de esfuerzos y
deformaciones, respectivamente, y por tanto se cumple que se puede conocer la velocidad de

deformacidn en una direccidn n simplements mediante la siguiente expresion
E=E N} (6.8)
(siendo n =1 +m, + n)
Asimismo, el primer invariante estd dado por
I, =3¢, =6 +& & =divy (6.9)

De igual manera a la del andlisis del movimiente de cuerpos deformables se encuentra una relacion
similar a la de desplazamiento y que es

=V, v E < ATl V, X T (6.10)

N

la cual indica que la velocidad de uz punto p puede estimarse a partir de caracteristicas medidas en
un punto 0, (ver figura 6.5).

FIGURA 6.5
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En la expresion 6.10 se ve que la velocidad de! punto p es la suma de una velocidad de traslacién de
cuerpo rigido V,, ura velscidad de rotacidn de cuerpo rigido dada por el tensor término y una
velocidad de deformacion dado por el vector &.

En esta expresion aparece ur vector importante en problemas de flujo que es el dado por 4 rot V,,,
el cual se suele denominar vector torbeil no.

Campos de velocidades y torbellinos

En un fluido en movimiento se presenta un campo de velocidades y uno de torbellinos, es decir,
existen traslaciones y giros de cada una de sus particulas.

El campo de velocidades se puede itustrar ¢n un instante dado por lineas llamadas de flujo o de
corriente, en las cua.cs en cada punto de cllas su tangente lleva la direccion de la velocidad, ademds
€slas no se entrecruzan. Anora si por un plano no paralelo a estas lineas se (raza una curva cualquiera
y por cada punto de ella se traza una linca de cornente, el conjunto detinido por cllas se denomina
tubo de corriente, e} cual st ce delimiia mediante dos secciones transversales no paralelas a ¢1, origina
un volumen llamado vena fTuida.

Andlogamente, para ¢l campo de torbellinos, el cual estd constituido por un conjunto de vectores
torbellino, se puede definir la que se Hama linea, tubo y vena vorticosas.

Los volimenes definidos por las venas fluidas y vorticosas se¢ suelen utibizar como voltmenes de
control para el estudio del movimiente de fluidos.
Condiciones relevantes en flujos

Tomando en cuenta que la ecuacion de continuidad estda dada por (véase el tema 4)

/
0wy div V=0 (6.11)
dr

(vdlida para sistemas de referencia maévily, o bien por
9,2 ~div (pyv) =0 {6.12)
of

(valida para sistemas fijos). a partir de esta Gltima se pueden obtener los siguientes casos particulares:

a) Para flujo compresible permanente, es decir, que el campo de velocidades es solo tuncion de
la posicion de las particulas pere no del tiempo, entonces la densidad en cada punto no varia,
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por lo que

(S

or
y volviendo a (6.12) se¢ obtiene que
div ipy) = 0 (6.13)
b) Ahora bien, si se considera que ademds el fluido es incompresible (como se puede suponer para
liquidos) entonces la densidad o permanece constante independientemente de las coordenadas del
punto considerado; por lo que de (6.13) se llega a
div (v)y =0 (6.14)

que se conoce como condicion de incompresibilidad.

Gasto

Tomando un tubo de flujo definido entre dos secciones transversales S, y S, como un "volumen de
control” (figura 6.6). en ¢l caso de un flujo permanente se tiene que , como se debe cumplir la
condicidén de permanencia .13, entonces la integral sobre el volumen de control (V,)

[, div ovidv =0 (6.15)

V. serd nula

\
. \ : S [
'y 1 ny ™ 3 z Ny
ey = = N3 .-
« | >
~l| ,
FIGURA 6.6

Aplicando el teorema de la integral de la divergencia se tiene que
$ oV - nds=0 (6.16)
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considerando que la superficie total S es la suma de las dos secciones transversales S, y S, yla
superficie lateral 8, entonces

pv » n o ds -
1s

v

pyoe o, ds + j pv e onyds =0 (& 17
- A

A
. 3

El tercer término es nulo puesto que la velocidad en el tubo es siempre perpendicular a la normal a
la superficie lateral, ya que no existe lujo a través de ella. Ademds, si se considera que 2l vector 1’
es colineal y de sentido contrario a la normal 71, la cual es positiva, puesto quz sc dinge hacia afuera
del volumen de control, entonces 7' tiene signo menos.

Luego se llega a que

J oV on ds = [
S.

pv = n, ds (6.18)
S. v
lo que indica que la mtegral de superficie es la misma para cualquier seccion, es decir, es constante.

A esta integral se le llama gasto Q del tubo de corriznte
Q= [ pV o onods {6.19)
S

la cnal es una expresion imperaante en proolemas de flujo.

Ecuacion de Navier-Stokes

Para deducir la ecuacion diferencial fundamental que rige los problemas de mecdnica de fluidos se
considera que el movinmento de los fluidos viscosos resulta de esfuerzos de tipo distorsional (7). los

\

cuales se relacionan con las velocidades de detormacion (¢) mediante la ley de Newton, y que ¢s
(7] =2 k(£ (6.20)
en la que se estan relacionando los tensores distorsionante de estucrzo v de velocidades de

deformacién; a partir de dicka relacidn se tiene que las componentes distorsionantes (de ambos
tensores) estdn por tanto relacionadas de la manera sizuiente:
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o, -, =2 u(€ &)

(6.21)
Ty = 2 u €,
r.(: = 2 ’u’ 8(2
r_\'l - 2 “ 8\‘2
Siendo g = % (£, + & + &)

Ahora, como el esfuerzo normal medio es igual a la presion hidrostdtica (la cual se considera negativa
por ser de compresion) en el punto considerado, entonces

o, = -p (6.22)
donde p es la presion hidrostdtica, y si adeinds se toma en cuenta que la velocidad de deformacidn
promedio estd dada por

e =L wiv® (6.23)

m 4

de (6.9) y reemplazando (6.22) y (6.23) en (6.21). y tomando en cuenta que las relaciones cinemadticas
(6.6a) a (6.6f) entre velocidades, (vdase el tlema 4), se obtiene

g = - + 2 _— - v
! P # Jx 3 s
~ 3 v\- 2 di V)
g = -+ 7 — v
\ J p R 7 H (
S Ve 7
g = - 7+ _’ . o~ ( A% !
: / M p 3 B )
{ o)
oV, av. (6.24)
T = e T e
S T
Gv. av
T. < —
« K dx az
av. @V
T. = _'__.Zv M
o K ay dz




ahora, tomando en cuenta que las ecuaciones de equilibrio son

do, a7, ar.

pa = pf - et e e 2
ox dy dz
dr, do dT, ,
p(ly = p/; -+ + . (6’.2«5

ox v
lvj T(‘ [) TW (}U:

pd, = pf. v ot
- : ax dy dz

En donde a = (q,, 4,. ) corresponde al vector aceleracion; si se toma por ejemplo la suma de los tres
ultimos términos del miembro de la derecha, de la primera ecuacidn de equilibrio, y se considera que
los estuerzos o,, 7,, v 7,, estin dados por las expresiones (6.24), entonces

do 0 One ap o, Ve 2 d ey
u L

——— .+ 2 - o —
ox dv 0z ox ar’ oX

52‘/\ an‘ aZV‘ ai’vb
Fe I P T
(div V)
ap v a'v, o'V S aV, av, av,
[ TS T = B T T (6:20)

1 (iv V) = - cp. w“ V']VR + l " _f’_ (div V)
ax g 3 dx

de manera andloga se puede chtener que para la 2a. y 3a. ecuaciones de equilibrio se tiene

ar jo ar. ' ‘ . )

T 00 oo ey L S e (6.26.b)
ax dy d: dv 30 oy

dr.. dr_  do. 5 5 o ,

_7._& + ___,_'\_‘ - = - g‘? - v V- _Al'. 7. ((//l' V} (626(:)
ax dy a2 ac 3 dg

reemplazando las expresiones (6.26.a) y (6.26.¢) en (6.25) se tiene que las ecuaciones de equilibrio

quedan



a}? b 1 a . ks

i = p) - 2 o+ u VIV o« oy (div V)

pa, = pj, o T H T H ax( )
I a}’) (S 1 a

a = pf - S e u W o« _u Z(divVv

pa, = p) e K T3 a)( )
. op -5 1 0

a =pf - =22+ u VIV + oy (divV

SR TR L

si estas expresiones se suman agrupdndolas n ura expresion vectorial se obtiene

G =of - GAdp) ~ w VIV + Ly grad div V) (6.27)

que es la ecuacién fundamental de la mecdnica de fluidos (vdlida para liquidos y gases) conocida con
el nombre de Navier-Stokes.

Se observa que es semejante a la ecuacion fiindainental de la elasticidad, ya que se puede obtener de
ésta si se realizan los siguizntes cambios: a) cambiando el médulo G por el coeficiente de viscosidad
dindmica u; b) sustituyendo A por - % i ; ¢) reemplazando a su vez el vector desplazamiento § por
el de velocidad v; y d) agregando el 1érmino vectorial grad (p).

Ahora bien, los problemas de mecdanica de fluidos se resuelven partiendo de la ecuacion diferencial de
Navier-Stokes (6.27), y tomando ¢n cuenta las condiciones de carga, presiones, etc. y de frontera
(segun la geometria del sistema considerado). Casi siempre la resolucién matematica rigurosa de estos
problemas es muy complicada y en algunos casos imposible, por lo cual es necesario hacer algunas
simplificaciones a dicha ecuacidn. A continuacidn se describirdn algunos casos particulares de ella, en
los cuales se ha hecho necesario introducir algunas hipdiesis simplificatorias.

Flujos incompresibles

Si se hace la hipdtesis de cue el fluido es incompresible, 10 que se puede suponer es razonablemente
vdlido para el agua, entonces se debe cumplir la condicion de incompresibilidad 6.14, o sea

(div V) =
por lo tanto la ecuacion de Navier-Stokes se reduce a
pa = pf - grad (p) +u V32V (6.28)

ahora considerando que el vector aceleracion a ¢s una diferencial total, se tiene
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g=dv oy oy v, 4Y
di Bt oax Y dy 7 4z

que es una expresion que depende del sistema de ejes de referencia. Por lo tanto, se buscard una
expresion que no dependa de ellos, para esto se procede de la manera siguiente, tomando por ejemplo
la componente segun el eje x

7 \/" ('le ) ('jVY gV av. av.
Tl I (A UV A G VA B L %
ot dx o gxy dz ox :
av, v,

, , 4
ax av ’

finalmente queda

a = v, CLeve (ror V. jy V. - qrot V + k) Vv (6.29.2)
‘ 3 2 ox \ : \ o
andlogamente
av jV° <
WLy v v 6.296)

' a1 5 d\

av. 1 gv? § .
@. = — + = o« (i Veiy Vo= (rot V-V (6.29.¢)
‘ ot 2 0: ‘ '

multiplicando ¢, por 7 . «, por; y a por k y sumando se obticne

oV v — =
a = _C.;m cgrad —- = ror Vox vV (6.30)
or p4

El primer término del miembro de fa cerecha es la aceleracion con respecto al sistema de referencia
local; el segundo término es e aceleracion convectiva, la cual se debe al cambio de magnitud de la
velocidad independienteniente de 1a trayectoria, y el tercero se denomina aceleracion de Coriolis, y se
debe al cambio de direccion de la velocidad. Esta expresion es independiente del sistema de referencia.

Ahora, si se considera que ¢l campo vectorial de fuerzas f que se presenta en el problema se deriva
de un campo escalar denominado potencial o, ¢s decir
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f = grad ¢ (6.31)

0 sea que [ es el campo vectorial engendrado por la aplicacion del operador gradiente al campo
potencial, entonces para la obtencion de f basta conocer un campo potencial.

Por ejemplo, uno de estos campos ¢s el gravitaconal y en este caso se tiene que las fuerzas de cuerpo
que actian sobre un fluido estdn dadas por

o= - gk (6.32)

siendo g la aceleracion de la gravecad (igual 2 9.81 m/s?) y & es un vector unitario dirigido sobre una
vertical que pasa por el centro de la tierra. lintonces se ve que

o= gurad 7= grad (- ¢ 2)

o 4

por tanto
O =- 0z (6.33)

en este caso el campo escalar ¢ es un campo energético, que constituye la expresion matematica del
campo potencial gravitacional.

Ahora, si se reemplazan las expresiones (6.50) y (6.31) en (6.28) se tiene

gV 1% 5w S
0 %_ + grad — T FOI V XV =perad¢ - grad p ~u V-V
ar e

reagrupando los t€rminos gie contiene ¢l operador gradiente cn el miembro de 1a izquierda se llega a

| / _— ——— Yy Yy
p i srorVox Voegrad E ) =u VoV (6.34)
ar
donde
552;73..9 (6.35)

en esta ecuacion, £ representa la energia mecdnica especitica por unidad de masa. El primer término
del miembro de la derecha representa la encrgia cinduca; el segundo, energia debida a presion; v el
tercero, energia potencial de gravitacion (lavibiér Hamada energia de posicion).
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Luego entonces, la expresiéon (6.34) también representa una ecuacion diferencial valida para flujos
incompresibles, al igual que la ecuacion 6.28
Flujos laminares
Cuando se consideran flujos en los cuales las aceleraciones y las fuerzas involucradas en ellas son
despreciables en comparacion con los otros términos que aparecen en la ecuacion (6.28), se dice que
son flujos laminares y para ¢llos dicha ecuacion se reduce a

w VI V=prad p (6.36)

la cual es Ia ecuacion fundamental de los tlujos laminares.

Es posible obtener otra expresion vidhda para este upo de tlujos partiendo de la ecuacion anterior, para
ello si se aplica el operador rotacional a ambos mienbros de elia se obtienc

roft (w7 VY = ror(grad p)

en la cual el miembro de la derecha es nulo, por ia propiedad matemdtica de que la aplicacion
consecutiva del operador rotacional al campo resultante del operador gradiente, es nula.

donde
rot (pn V72 V) =0
como

ror (w V5 Vy = oror (VV)y =0

4 (6.37)
rot (V- V)y =0
puesto que se pueden intercambiar opcradores
rot (V' Vy =%V2ror Vv
donde
C(rar V) =0 (6.38)

la cual indica que el laplaciano del caripo de veilocidad (o vorticidad) es nulo. Esta ecuacion es olra
expresion aplicable a flujos laninares, al 1gual que la (6.36).
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Flujos no viscosos o turbulentos

En este caso se considera que los términos denidos a aceleraciones y fuerzas de la ecuacion {6.28) son
relativamente mds importantes que los debidos a la viscosidad, por tanto, esta s¢ reduce a

pd o= pf - gl‘ddp (639)

0 sea
a=f- L grad p (6.39.a)
P

Ahora bien, si se toma en cuenta la scuacion (6.34) se encuentra que como el término de viscosidad
es despreciable, entonces

v Ve
o |22 v ror VX Vo« grad E
cl

0

donde

oV S —
e v b0t VXV + prad E =0 (6.40)

Y
Las ecuaciones (6.39) y (6.40) son aphcables a Thajos no viscosos, y se Haman ecuaciones de Euler.

Si se aplica el operador rotacional a los términos de la ecuacion (6.40) se obtiene

f) ror Vo« ror prot V.x V) = 0 (6.41)

O‘!

puesto que el término ror grad E = 0 por la propicdad matematica mencionada anteriormente, y si se
recuerda que el vector torbellino cs

Vo= ror V
entonces reemplazando en la ecuacién 6.41 ¢ tiene

i’,’l‘l c ot (WX V) =0 (6.42)
ot

de esta expresion se ve que si un fluio es irrciacional (w = 0) entonces necesariamente se cumple que
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g
dt

eslo implica que un movimiento irrotacional permanece en ura condicidn @ menos que aparezca una
fuerza externa que lo altere.

Flujos no viscosos permanentes
Para este tipo de movimiento se cumple que dV/ o1 es nulo, por lo que la ecuacion (6.41) se reduce a

V X For V =grad E (6.43)

puesto que V X For V = 7o V X V. Esia es la expresion aplicable a este tipo de flujos.

Se procedera a obtener una ecuacion mds sencilla a partir de la (6.43), para ello debe considerarse que
en ella el vector grud' E s necesariamente perpendicular al plano definido por los vectores v y o1 v,
puesto que es su producro vectorial. Esto a su vez implica que sélo existe vartacion de la energfa en
direccién normal a dicho plano, por tanto, este es un plano equienergético. Ahora bien, tomando en
cuenta que los vectores v definen linees de corriente, asi como los vectores ror V' a lineas vorticosas,
se ve que las superticies definidas por familias de lineas de corriente y vorticosas son equienergéticas;
de la misma manera las Iineas de corriente y las vorticosas son lineas equienergéticas o sea que E
permanece constante.

Considerando 1a ecuacidn 6.35 se tiene

V- p ) , .

e = 2= = cte. (sobre und linea de corriente) (60.44)
o

que constituye el teorema de Bernoulh.

Es interesante observar que las ccuaciones (€.43) y (6.44) son igualmente aplicables a flujos no
VISCOSOS permanentes, s¢'o que esta ultima es mas sencitla puesto que no es diferencial.

Para el caso en que el campo potencial ¢ es el gravitacional, de 1a ecuacion (6.33) se vio que (¢ = ~ g7),
lo que reemplazado en la ecuacion (6.44) v dividiéndola por la aceleracion de la gravedad, conduce
a que

V? .
== et = e (7 = pg. peso volumétrico) (6.45)
‘-(g’ "Iv

la cual ticne una interpretacidn grafice sencilla, puesto que cada término en ella tiene unidades de
fongitud, por lo tanto se puece trazar la figura 6.7.
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l.inea E=Constanie

FIGURA 0.7

Es decir

V"f /). % 7. /)7
e+ w2 D 2
% :
0y 28 v

+ I, (6.46)

siendo esta una relacion muy importante para muchos casos practicos. En esta ecuacion el primer
término representa carga de velocidad, el seyundo carga de presion y el tercero carga de posicién.
Asimismo, es conveniente recalcar que ios indices 1y 2 implican que se tomen los datos de dos puntos
diferentes sobre la misma linea de corriente.

Es posible generalizar la ecuacion (6.46) al caso de un tubo de corriente si se toman los valores del
promedio de velocidad, presién y posicion en cada seccion de él.

Aplicaciones del Teorema de Bernouili

Para ilustrar la utilidad de la expresion {6.46), a continuacion se presentan algunos cdsos prdcticos de
interes.

Ejemplo 1. Liquidos en reposo. Sc calculard ia presion a una profundidad h en un recipiente, ver la
figura 6.8.

Z
Py
4] : ‘Y- i
h
Pe
[
FIGURA 6.8
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Para esto se consideran dos puntos, uno en la superficie (punto 1) y otro a una cierta profundidad h
(punto 2). En la superticie a presion debida al agua es nula, existe sélo la presion atmosférica; en
tanto que en el punto 2 existe una presion debida a la ldmina de agua sobre él y también la presién
atmosférica, la cual como existe en ambos puntos (y en cualquier otro) se puede considerar como el
nivel de referencia "cero” para presion hidrostdtica.

Por lo tanto, en el punto 1 se tiene:

a) v, =0; porestar el liquido en reposo
by p, = 0; por ser nivel de referencia “cerc”
¢) z; = 0; por estar el sistema de ejes x-z 2n la superficie del liquido

En tanto en el punto 2 se tiene:
a) v, = 0; por estar ¢l liguido en reposo
b) p, =7 ya que se va a determinar mediante el teorema de Bernoulli
C)z, = ~h
Empleando el teorema se tiene
P,
+

,}/

0-0-0=40 - h

lo cual indica que la presion hidrostdiica (rmanométrica), en un punto cualquiera del hiquide, se obtiene
multiplicando su profundidac con respecto a la superficie libre por el peso volumétrico del liquido.

Ejemplo 2. Descarga en orificios. Ahora se va a calcular la velocidad con la que sale un liquido (de
descarga) en un orificio practicado cn un recipiente. ver figura (6.9).

S |

RS SRN
e

Fisura 6.9



Se considerard que el recip.ente es muy grande en sentido perpendicular al plano de la figura, de tal
manera que al salir el lguido por el orificic la velocidad con la que baja el agua es muy pequeio
(despreciable). Para este problema se tomard escala absoluta de presiones. Los puntos 1y 2 se
muestran en la figura anter or.

Abhora, en el punto 1 se tieae:

1l

a) Vv, 0; por la consideracion hecha artes
b) p, = P, para escala absoluta de presiones
¢) z, = 0O; por estar en la superficie libre

en el punto 2 se tiene

a) V. = 7 (es el pardmetro que se va a calcular)
by p, = P, + vhi en este caso se considerard que vh « P,y que se puede despreciar
p = p:ﬂm
y
c), =-h

aplicando ahora el teorema se tiene

P v, .
!\) + aip " 0 - __» + atm _ h
8t 2 ¥
V, = \'Q‘Q/I- {6.48)

expresion que es conocida como férnula de Torricelli, la cual se utiliza comtnmente para calcular fa
velocidad de salida dei agua a travis de un onficio.

Ejemplo 3. Calculo de la presian en una tuberia. Si se tiene ef caso de un tubo conectado a un tanque
elevado (ver figura 6.1C) el cdicule de la presion en elia en su parte infertor (punto 2) se calculard de
la siguiente manera:

Q =4 V = cte.
{ V =A V (©.49)

1 t 2

Aqui se debe tomar en cuenta ¢l principro de la continuidad de! gasto, es decir, se tomard ¢n este ¢caso
|

¢scala de presiones manomictricas £, = 0): en el punto | sc tiene:



; A,
i A b2/
Fiocura 6.40

a) Vv, = \/—’——2-67— eplicando la tormula de Torricelli (6.48)
b) p,
C) z,

f
I

0 ; de acue-do con Ja escala de presiones clegida
0 ;. por la posicion del sistema x-z

en el punto 2 se tiene:

a)V, = V, ! sor la ecuacion (6.49) del principio de continuidad
. 1‘1/,

bl p, = 7 quees laque se va a calcular

)z, = -4k

aplicando el teorema e tiene

. [ 2
v A ‘
Y I R I AT I
21 e 1A, .
de donde
n, V. A |
SERSEREI I T I} - h
¥ 2(},‘ A}

entonces

pe= 5

it
) -~
o] <
-
fu—
rJ f
[~ e,
yolox
[
[V —
L)
[ —— |
+
-2
=



reemplazando el valor de V, dado por la exaresion (6.48)

Qo' ~
J . W A l__ J sy =y bl - |2

°8

A, ,
gzy‘h/ll- R (6.50)

que es ia formula que nos permite calcular la presidn buscada; en ella se puede observar que si la
relacion A4,/4, es menor que une, la presion p, serd mayor que la hidrostdtica (y#); si es igual a uno,
entonces serd igual a la hidrostdtica; en tanto que st es mayor que uno serd menor que ella.

Flujos viscosos

En estos casos se considera que la viscosidad p no puede despreciarse, o bien, aun cuando sea pequena
se ha encontrado experimentalmentie que al fluir Hiquidos a través de una tuberia, en una region cercana
a las paredes del conducto, estos no se desplazan libremente sino que se presentan ciertos esfuerzos
tangenciales debidos a dicha viscosidad. Esta region se Hama capa Iimite y en ella el flujo s viscoso;
ver las figuras (6.11.a)a (6.11.¢).

Y o~ o T T L T Tl
//m ) \
. T [ .
volocidad velocidad nuid :3 , ) | velocidad
. /umforma an los bordeg\ ':‘__‘—3 vel mdx. capa limite /l> it ot Mo
F—— \ gradiante de
N >¥ N velocidad
- ez =
(a) Flujo no visceso {b) Flujo viscoso {c) Flujo parcialmente viscoso
FiGura 6.11

En estas grdficas se observan distribuciones de velocidades diferentes en una seccion transversal al
tubo, notdndose que cuando existe viscosidad, €sta se mamfiesta por la apancién de un gradiente de
velocidad, de tal manera que induce esfuerzos tangenciales entre las diferentes laminas del liquido de
acuerdo con la ley de Newton, anies vista. 0 sca considerando que

re 2 pd



Como en las figuras anteriores se muestra un flujo unidimensional, tal que sdlo existe componente V,,
la cual solo puede variar segin la direccién ¥, en tanto que V, es nula, de donde

[0 T a‘
e = =
" ay

lo que reemplazando en la ley de Newton {expresion que estima los esfuerzos tangenciales) se tiene

av L
A TR (6.51)
ay

en esta expresion se ve la re acion que existe entre los esfuerzos tangenciales 7 (que aparecen en el
fluido), la viscosidad dindmica y, y el gradiente de velocidades (aV, /dy).

Flujo de Poisseuille

Para el andlisis de un {lujo viscoso, tal como el que aparece en la parte (b) de la figura 6.11, se
considera que es un flujo bidimensional entre dos paredes planas horizontales infinitamente grandes;

ver figura 6.12.

Ademas se tiene que

X/X = ‘/'; = ()
y que V. sOlo depende de v, por tanto
Vo=V (v)
yd
poa iy = T2 T
l+a -—:\_\“ VX (y)
- - -
gr-T""TT" ——- A
——— S VWmdx. y a%‘ =0
" ¥
-.0 E
777777"3/57277772

FiGura 6,12
Recordando que la ecuacion para flujos laminaress es.

w V7V = grad p



como

VV= VSV porser V. y V. onulas
y (6.52)
: PV PV 8V PV
‘7‘ ‘/ = ¢ + -+ ¢ = *
ot gy’ gz

por ser V, sélo funcion de vy y considerando que
gm‘:/p=ipji+@j+g£k=9£i

> - (6.53)
X ay az ox

ya que solo existen componentes sezin la direccion x, reempiazando (6.532) y (6.53) en (6.36) se tiene

(6.54)

aqui ya se pueden eliminar los simbolos de diferenciacidn parcial; integrando ahora con respecto a y
se obtiene

Ja constante C, se determira considerando que para 'y = 0

dv . .
=10 (como se ve en la figura 6.12)
(/)"

C, =u

Integrando de nuevo con respecto a v se tiene

LV = 1 V2 dp

X U Cz
o dx
ahora como para v =0; V. =1V .= dedonde C,=u V .,
por tanto
i
’_LV?—_];.\‘EEB*“V,
A I, L ornan
“ X

(6.55)



comoparay = % a; V, = 0 (puesto que el flujo se adhiere a las paredes), entonces, reemplazando esta
condicion en (6.55) se tiene

0=9 Dy ey a4 (6.56)
AL B P

ahora sustituyendo (6.56) en (6.55) se obtiene

y =X ddp

6.57
. I ( )

expresion que nos da la ley de variacion de V, en funcion de v que se estaba buscando, y que se ve
que es parabolica. Ademds 2n ella debe observarse que como ¥ < « y puesto que V, siempre serd
mayor o igual a cero. esto obliga a que la variacion de la presion segdn la direccion x (dp/dx) sea
menor que cero. es decir, 1a presion dismiuye er la direccion del flyjo; lo cual es ldzice ya que
existen pérdidas de energia por la presion.

A partir de la ecuacion (6.57) se puede estimar la velocidad media en un tlujo viscoso, para ello se
procede de la manera siguiente, integrando a 1o largo de v la velocidad V,, se tiene

. ] 1 dp 2 ) a’ dp e
| R U U J Ve - at)dy = —— -2 (6.58
o J C 2w, dx) ( ) 3u dx :
por lo 1anto
2 ‘
V(N’ = % vl mal (6'59)

es decir, la velocidad promiedio es igual a dos tercios de la velocidad mdxima.

Influencia de la viscosidad en la ecuacion de Bernoulli

De acuerdo con la expresion (6.57) y de gue casi s.empre existe una capa ifmite en el flujo real de
liquidos, se ve que hay pérdidas de presion por viscosidad, 1o cual debe reflejarse en el esquema de
Bernoulli como pérdidas de carga (/7,), conio s¢ muesira en la figura 6.13. El teorema se expresa como

B ) (6.60)
Ky oy
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FiGura 6.13

En esta expresion el término h, en general es funcion de pérdidas por longitud de tuberia, las
mencionadas antes debidas a la viscosidad; pero ademds también es funcidn de cambios de seccion o
de direccion de la tuberia, las cuales comunmente se determinan experimentalmente.

6.4 Flujo viscométrico

Como se menciond antes (ver figura 6.2) existen tlujos en los cuales el coeficiente de viscosidad
dindmico w es funcién de a velocicad de deformacion ( o sca del gradiente de velocidades), es decir,
el fluido tiene viscosidad no newloniana. Para este tipo de flujos, el gasto que pasa a través de un
conducto no es proporcional al gradiente de presion en la direccion del tubo, come ocurre para el flujo
de Poiseuille ya que cn éste, de acucrdo con la expresion (6.57). 1a velocidad media es

_a o dp
" 3u dx
y como el gasto es
¢=A4YV,

(A - drea de un rectangulo de espesor unitario en sentido perpendicular a la figura 6.12)

siendo Soh=2ar=2ua (puestoquer =1)
2at dp
= - L (6.61)
¢ I dx

en la cual se ve que ( es proporcional a dp/dx.

En la figura 6.14 se presentan las variacioaes del gasto con el gradiente de presicn, para un tluido
newtoniano y para uno no newloniano.

t2
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FiGura 6.14

Como se menciond aateriormente entre los fluidos no newtonianos se tiene: soluciones polimerizadas,
pinturas, fluidos con muchos sélidos en suspension, etc.

Para este tipo de fluidos la ecuacion constitutiva que los representa puede tener la forma siguiente:

(71 = = pl| = i [E] = o [E] = py [E] (6.62)

donde p es la presion isotropica.

Esta ecuacion corresponde a un thuido denominado de "segundo orden™ con tres parametros u;, u; y
K3, que constituyen en s casos particulares de cuerpos viscoeldsticos, los cuaies se trataran en el tema
sobre viscoelasticidad.

Ejemplo 4. Para ilustrar este tipo de tlujos consideraremos un problema semejante al de Poiseuilie,
para ello se verd el flujo entrs dos placas horizontales infinitas. Entonces, puesto que
Vi=Viy), V,=0y V.=0

con

V.o=0 para v =+

ro] >

y
LLLL i/// 7 /{//1/41// 2LL
h
l /o X

— e cma __._.__..-._,._.,_’
e
SIS 775777 777777777777

FiGgura 6,15



considerando que Ty =8Kk); 7.=171.=0
donde ) = dV/dy

y o, =0, 0k} y g, =0~ 01(k)

sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones de equilibrio se obtiene

¢ g, (')'T“ -0 6.60
il (6.62.2)
J0.
29,09 g (6.62.b)
oy dv
00,
SEe0 (6.62.¢)
02

de (62.b) y (62.c) y puesto que do_sdx es independiente de v y de z y de acuerdo con (62.a) tenemos

dr. d g,

dy ax
como el lado izquierdo de esta ecuacién depende solo de v, entonces d7./dv = - f de lo cual
T =-fi-C

por condiciones de simetrix, 7,, =0 para v =0 vy

puesto que 7, = 5 (k) (0 sea los esfuerzos tangenciales dependen del gradiente de velocidad) y si A (5)
es la funcion inversa de ella.

(Por gjemplo: si S(k) = My entonces A (S) = §/u). Se denominard A(S5) la varniacidn de la funcion de
cortante. De §(k) = - /'y obtenemos

k = )\ ("f\')
entonces
dv,
_;__ = >\ (— f\l)
v



luego el perfil de velocidades serd

V() = J N (- Ay

-h2

donde A(S) es una funcidn conocida para cada fluido en particular, obtenida experimentalimente.

Sea Q el gasto a travds de ura seccidn, entonces

2

¢ = [ Vo (y)dy

integrando por partes

Q =y V(v J“? - th v Vi(yv)dy
s -hi2
donde
Vi) = k()
COmMmo
V= hi2)y =0 Y dVidv =N (- f»)
se tiene

0= | v (- Aody

para un flmdo newtonano S(k) = gk, y &k =5/ = N ()

Asi que

de donde

205 NN IR AY RIS A A A ﬁjl (6.63)
L n o2 o il 8

que nos da la variacion de V| 2n este caso.
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Ahora ¢l gasto Q estd dado por

S ( v £y 3 hi2 1,3
0= |" l Q} PR S S (6.64)
AN Ju [

es obvio que si §(k) no es proporcional a &, el perfil de velocidades no serd una pardbola y el gasto
no serd proporcional a la constante /(= d cz/dx).

Numeros adimensionales utiles er: flujos

A partir de andlisis dimensionales que se emplean en la simulacién de flujos en modelos a escala de
prototipos, se obtienen pardmetros adimensionales con los cuales se puede determinar si tales flujos
son laminares o turbulentos dependiendo de la relacion que existe entre las fuerzas de viscosidad, la
accion de la gravedad y las fuerzas de inercia.

Dicha relacion entre la viscosidad (debida a ) y la inercia (debida a las aceleraciones @) hace que un
flujo sea laminar o turbulento. El flujo es Taminar si la viscosidad domina en la relacion, mientras que
es turbulento si ocurre lo contrario. Esta relacion es el nimero de Reynolds que es uno de los
pardmetros adimensionales mencionado y estd dado por

= b (6.63)

en donde

v - velocidad de flujo

L - longitud caracteristica, piede considerarse, por ejemplo, en un canal como la relacion enire
el drea y el perimetro mojado

v - viscosidad cinemdtica del agua

Entonces si R < 500 el tlyjo es laminar, en tanto que  si es mayor de 2500 sera turbulento. Pa~a R
entre 500 y 2500 existen casos intermedios.

La relacion entre las fuerzas de incrcia y le aceleracion de la gravedad estd dada por el nimero de
Froude, el cual se puede definir como

F o= {6.66)




donde

v - velocidad del fluo

£ - aceleracion de la zravedad

d - longitud caracterfstica, que es igual, por ejemplo, al drea de un canal dividido entre el
ancho de la superiicie libre del agua

Se tienen casos caracteristicos, segun el valor de F que es cuando F = 1, v = \/;(T y se dice que el
régimen es critico; cuande F' < 1, v < \/;7; el régimen es tranquilo, en el cual ia atraccion de la
gravedad influye en mayor grado que las fucrzas de inercia; y en el ultimo caso cuando F > 1, v > \/EI
y el régimen se llama rdpido.

Flujos bidimensionales

En todo lo anteriormiente visto, mmplicitamente s¢ ha considerado que el tlujo de los liquidos se
desarrolla segin una trayectoria fija, ya que se¢ encauza en conductos como tubos o canales; sin
embargo, cuando esta trayectoria no estd perfectamente definida, sino que puede desarrollarse en un
espacio tridimensional o bidimensional, sobre el cual existe un nimero practicamente nfinito de
posibles trayectorias, entonces es necesario estudiar cudles serdn las trayectorias mds probables entre
ellas, por lo que es necesario realizar un estudio analitico sobre este problema. Iin este caso nos
limitaremos al problema bidimensional.

Funcion de corriente
Para la solucion del problema anterior es necesario seguir un procedimiento matemdtico similar al que
se sigue para encontrer la disiribucion de estuerzos en un problema eldstico, entonces en este caso se

necesita recurrir a una funcidn potencial Hamada "funcidn de corriente”, . cuya uiilidad es andloga
a la de Airy, y en la cual se¢ cumple que

. -
v =9y v - %’_ (6.67)
X

o sea que el campo vectorial de velocidades se deduce st se conoce el campo escalar definido per la
funcién de corriente.

Ademds, en este upo de problemas se debe cumplir la condicidn de incompresibilidad, si se considera
el caso del tlujo de fluidos incompresibles (por ¢jcmplo agua).

div'V =0

il



o sea SOCIAE ) (6.68)

ya que V=Vi+Vj

se observa que el campo vectorial obtenido a partir de la funcion de corriente cumple con esta
condicion si se reemplazan las expresiones (6.67) en (6.68).

Ahora, si se considera que

— ov. oV | ,
ror Vo= |2 - 2| X (6.69)
ax ay

reemplazando las relaciones (6.67) en (6.659) se tiene

<
<~
(o8]
<.

Q
>~
1o
Qo
-
s

ror Vo= - [ : ] k=- (V%) k (6.70)

Como en flujos laminares

Viror V) =0
entonces

VIVIyY) =0 (6.71)
de donde ¥ debe ser una funcidn biarmonica.
Para flujos irrotacionales ror V = 0, de donde

Tiy) =0 (6.72)

en este caso Y basta que sea armdnica.

Debe observarse que la ecuacion (6.72) es la conocida ecuacion de Laplace. Luego entonces, la
solucion del problema bidimensioral laminar ¢ irrotacional se obtiene resolviendo dicha ecuacion de
Laplace junto con las condiciones de frontera y geometria del caso particular que se trate. Iista
solucion nos dara el campo escalar ¢, y a partir de las relaciones (6.67) se obtendrd el campo de
velocidades con lo que se tendran las trayectorias buscadas.
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Este tipo de problemas son de utilidad, por ejemplo, para estudiar el flujo de agua a trav€s de presas
de tierra, de tablaestecas, etc.. ver figuras 6.16.ay 6.16.b

FiGgura 6.16

Propiedades de la fun:ion de corriente

Como en una linea de corrientz V. x dv = 0 (figura 6.17), por ser la velocidad v tangente a la linea
de corrienie, entonces

Vde - Vdy = 0 (6.73)

(que es el producto vectonal) reemplazandc las relaciones (6.67) en (6.73) se tiene

A1/, o/
Wy - Wy =ay =0
ox ov

lo cual implica que ¢ 28 constaite a lo largo de una linea de corriente.

!
S
A T’\Ll’neo de

/ corriente
/

SIGURA 6,17



Gastos entre dos lineas de corriente
Considerando ahora el gasto entre dos lineas de corriente en lasque ¢ =a y Y = b.

El gasto dq que cruza un zlemento de drea (dy dz) (figura 6.18) de una seccién normal al tudo es

>

/
dg = V.dydz = 2¥ dydz
A S

(o]

integrando

q = ﬂ c/zd_\'=¢'$b=b—a
. - (6.74)

esto significa que el gasto que recorre un tubo de flujo es igual a la diferencia entre los valores de la
funcion ¥ en las fronteras del tubo. Observdndose que entre mds cerca se encuentran las lineas de
corriente, en un tubo cuyo gasto es:d dado, la velocidad en esa parte aurnentard; puesto que el gasto
es el mismo pero el drea es menor, ya que se considera espesor unitario constante en la direccion
perpendicular al plano bid mensional.

tubo de
corriente

FIGURA 6.18
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7. Viscoelasticidad

7.1 Introduccion

La viscoelasticidad es el estudio de las relaciones esfuerzo-deformacién-tiempo que existen en el
comportamiento mecdnico de los materiales. Conocer tales relaciones es importante en el disefio de
obras construidas con materiales cuyas propiedades cambian con el tiempo y en las cuales la variacion
de la magnitud de las cargas influye bastante. Este comportamiento difiere radicalmente del que tienen
materiales que se pueden modelar mediarte cuerpos idealmente eldsticos o viscosos, ya que son
materiales que se comportan como distintas combinaciones de ambos casos.

Los estudios desde este punto de vista, por lo “anto, toman en cuenta que en ciertas regiones de una
construccion, el material se ha plastificado sin llegar a agrietarse, por lo que se supone que el medio
sigue siecndo continuo en todas partes.

En este caso se estudia un comporta niento complejo de los materiales cuando algunas de sus moléculas
pasan del estado solido al fluido, fendmeno que ademds es dependiente del tiempo, y en el cual la
distribucion de zonas plastificadas es aieatoria. Ademds, en éste influyen la variacion temporal y
espacial de las cargas. Todo lo anterior expiica que la relacidn entre las cargas aplicadas a un sistema
constituido por un material viscoelastico y los desplazamientos que experimenta no sea sencilla.

Por lo tanto, estos analisis viscocldsticos son indispensables para cstudiar la evolucion de las
deformaciones de obras constituidas por materiales muy alejados del comportamiento eldstico, como
es el caso de los suelos, sobre los cuales se consiruyen bastantes obras civiles. Asimismeo, son utiles
en materiales eldsticos que se hacen trabajar a esfuerzos superiores al rango eldstico.

Puede considerarse que utilizar modelos viscoeldsticos equivale a suponer que cada molécula de
material es en si misma un sistema, como ¢l caracterizado por ¢l modelo analdgico correspondiente
al caso viscoeldstico emplcado (ya sea. por ejemplo. el de Maxwell, Kelvin, etc.), el cual se presenta
en todas las moléculas del sistema (probeta o prototipo). Ahora bien, en realidad en estos sistemas no
todas las moléculas pueden represen-arse por ¢l mismo modelo; sin embargo, ocurre que dicho sistema
en su totalidad se comporta como si la hipotesis mencionada fuera correcta. Esto en si equivale a
distribuir el comportamierito total como si fucra uniforme en todas ellas. Ademds esta suposicion
resulta ser util y satistacto-iamente aproximada desde el punto de vista fenomenologico.

Es importante resaltar que, como se ha mencionado anteriormente, los estudios viscoeldsticos permiten
considerar la variacién con el tiempo de los esiados de esfuerzos y deformaciones ¢n obras civ:les,
aunque sea unicamente de manera aproximada; por lo que es fundamental este tipo de andlisis er los
casos en que se considere cue dicha variacion puede presentarse {como ocurre en los problemas er los
que aparecen los suelos).
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Los matenales viscoeldsricos pueden agriparse en dos grandes conjuntos, los solidos y los fluidos, los
cuales a su vez pueden tener o no deformacion eldstica instantdnea. A continuacion se presentan cuatro
casos que ejemplifican lo anterior.

1. El cuerpo de Hooke es un sélido con respuesta inmediata.
2. El cuerpo de Kelvin es un sélido sin respuesta inmediata.
3. El cuerpo de Maxwell es un fluido con respuesta inmediata.
4. El cuerpo de Newton es ua fluido sin respuesta inmediata.

Cabe mencionar que ademds de los cuatro cuerpos anteriores pueden existir otros, como el de Burgers,
etc., que se mencionardn posteriormente.

Para llevar a cabo los estudios viscoelisticos es conveniente tener conocimientos acerca de la
transformada de lLaplace, integrales de convolucion y otras herramientas matematicas, las cuales se
presentan en forma breve en los apéndices 7.4, 7.B y 7.C.

A continuacion se describira la forma de obtener la respuesta en pruebas de carga unidimensional, en
sus etapas de creep y relajacion (conceptos que se definirdn posteriormente) para diferentes modelos
viscoeldsticos (Kelvin, Maxwell, Burgers, etc.); asi como el procedimiento de solucion de problemas
de valores en la frontera en los que intervienen este tipo de matenales empleando el Principio de
correspondencia. Ademds en un apéndice se presenta brevemente el desarrollo del método directo de
solucion de ellos.

Como el tratamiento para los diferentes cuerpos viscoeldsticos es idéntico, se detallard ahora un
procedimiento general cuyos pasos mas relevantes pueden agruparse de la manera siguiente:

a) Obtencién de ecuaciones constitutivas.

b) Utilizacion de la transforimada de Laplace para obtener la respucsta en las etapas de creep y
relajacion.

¢) Empleo de integrales hereditarias (de convolucion) para obtener la respuesta ante cualquier ley de
carga.

d) Extension del problema viscoeldstico a tres dimensiones, tomando en cuenta el comportamiento en
dilatacion y en distorsion.

e) Aplicacion del Principio de correspondencia para la solucion de problemas de valores en la
frontera.

fy Empleo del méiodo directo de solucion del sistema de ecuaciones de equilibrio, relaciones
cinemdticas y ecuaciones comnstitutivas.



7.2 Obtencién de las ecuaciones constitutivas

Para lograrlo se parte de dos unidades fundamentales de los modelos analdgicos que son el resorte y
el amortiguador, asi como de la manera en gue estdn conectados, ya sea en serie o paralelo.

La ecuacion constitutiva del resorie (cuerpo de Hooke o elastico, figura 7.1) es

og=L¢ 0 sea g =, & (7.1)
-—— W
o8 o

Figura 7.1

en tanto que para el amoruguador (cuerpo de Newron o viscoso, figura 7.2) es

TEUY 0 sca u=q t (7.2)
<+ —e—
o o
Figura 7.2

Ahora bicn, cuando cstdn conectados en serie se aplica la relacion energética

que es una suma de velocidades de deformacion.
En tanto que cuando estan conectadas en paraieio se emplea
0. = 0, 0,
que es una suma de estuerzos, por 1o tanto ta nbién es energética.

Estos dos tipos de sumas pueden servir para encontrar ecuaciones constitutivas de diferentes
combinaciones de resories y amortiguadores, ¢ymo se verd a continuacion para algunos casos sencillos.

9
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Cuerpo de Kelvin

El modelo analdgico de este cuerpo es ur resorte y un amortiguador conectados en paralelo, como se
ve en la figura 7.3,

En este caso se aplica la suma de esfuerzos, entonces
T=0 +0
donde
0, = ¢y €, de (7.1)
y o, = ¢, &, de (7.2)
Jo= gL+ qé (7.3)

que es Ja ecuacion constitutiva de este cuerpo.

9
)
-

vO"T

[FiGura 7.3

Cuerpo de Maxwell

E! modelo analdgico s un resorte y un amortiguador en serie, figura 7.4, como se ve a continuacion.

Ahora se aplica la suma de velocidades de derormacion



J€a

Ficura 7.4

donde
‘ g .
£ = — ,de (7.1)
‘/.,
voog, = 7 L de (7.2)
a
luego
. a 0
&= Lo+
('/\» ‘Il

haciendo un ajuste de constantes sc¢ obtiene al multiplicar por ¢,
g - /’)J! g = {/'; & (74)
que es la ecuacién constitutiva correspondiente,

i.

| .4,

[); =
(/l

La solucion de esta ecuacion se obtiene mntegrandola, de donde ¢sta es

(= 7. pl of ~ A

(”U (/U

i
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e()=Co~-Bor+4 (7.4")

siendo A, B y C constantes

—
NE—

P 1

4, 4,

o
It

Cuerpo solido de tres constantes

En este caso se corabinan in cuerpo de Kelvin y un resorte en scrie aplcando la ley de suma de
velocidades de deformacionzs. Este cuerpo se muestra en la figura 7.5.

(¢g

FIGURA 7.5

Entonces



donde

of

. _ 0 g . N -~
Ep = 7 By de (7.3)
(]l o
y
. o )
g = —1 de (7.1)
q.
de donde
A ¥ q of
e=_2 - _(_’gh,*__/
4, 4, o
como
— N — g
Ep TE Z &, =& - —
q,
puesto que
v -
g, = — delaecuacion (7.1)
(l’(l
entonces
.0 o ¢ o 2 4,
E = e - E - — ’»—.7-':——~J"—(
q, "y [ o {fu q, a4,

agrupando términos semejantes, y rultiplicando por ¢,/2 se obtiene

L
/

I 72N 1" :
g pta =g e g E
) i (ll . Y _ ([(1 ) 7 - (]1
0 E a— q, = = |: q" = 5
l 2, | 2 2

que es la ecuacion constitutiva.
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Fluido de tres constantes

Ahora sc tienen un cuerpo de Kelvin y un amortiguador en serie, figura 7.6.

Se aplica por tanto

donde el subindice 4 indica amortiguador

o
Fioura 7.0
de la ecuacion (7.3) s¢ deduce que
, ] O .
&y = — 7 — K
{q, q,
y de (7.2)
, g
&, = —
/
q,
luego
J (/U g
£ = — - 8}\ + _—7
(/; (/I (/l
coOmo
E.= & - &,

(7.6)



y como al integrar la ecuacién (7.7) se obtiene gue
g
E, = — 1+ A

El )
(jl

entonces

reemplazando esto en la ecuacion (7.6) se liene

. o Uy ¢ o
E= - 2 g - 1+ A * —
'11 (1'1 (/1 ¢
derivando respecto al tiempo
" o (/U R ag a
o= — E - — +
/
1, 4, 4, i

multiplicando por ¢,%/q, y agrupando términos se obticne
o rplo=q &+q & (7.6")
. / / ’ . . - .,
siendo py . ¢; y ¢, nuevas constanres resultado de la operacion anterior entonces (7.6 ) es la ecuacion
constitutiva.
Cuerpo de Burgers

En este caso se tiene un cuerpo de Kelvin v uno de Maxwell en serie, se aplica por tanto ia suma de
velocidades de deformacion. figura 7.7.

a=é, &,
de la ecuacion (7.3) se obticne que
.0 _ (Iu -
6,\, — — &y
q, 4,
y
) fog P
&, = — - Lo, de7.4
4, .



como

E. =& - &,
siendo
g, =Co~Bot~A, de 74
luego
g::_f’_ —-(ll’-(a-‘COvBol+A)*_d+_p.la
q q, 4o 4y

derivando con respecto al tiempo

Ny ¥ q ( P
Y . v g .
=1 -2 @E-Cos+Bo~— Ly
q, q, 4y 4,
multiplicando por ¢,/(B¢.) vy agregando términos se obtienc
g - pl' oo+ Py g = (/l’ & - (13’ & (7.7

., . . . . / / / :
que es la ecuacion constitutiva obtemda para este material, (p,, P>, ¢, . ¢ sOn nuevas constantes).

-

AAAA.
RiAALd

FIGURA 7.7



Generalidades sobre las ecuaciones constitutivas
De las expresiones (7.1) a (7.7) se ve que las ecuaciones constitutivas tienen la siguienie forma general
@, 0=9,¢€ (7.8)

donde ¢, y ¢, son operadores del siguiente tipo

en los cuales se hace un ajuste de constantes, y por ser expresiones lineales basta dividir por una
constante para obtener el coeficiente n, igual a uno. Por lo tanto dichas ecuaciones tienen la forma
general

v .d,1(7
g p I P, 0. ep =
I Py 0 D, P
. . dme :
Go € = g, &~y &~ L~ q, — (7.8")
a,’”

estas ecuaciones constitutivas deben cumplir con 3 postulados fundamentales que son

a) Independientes de la velocidad y aceleracion del sistema de referencia considerado.
b) Independientes de las coordenadas del punto considerado.,
¢) Independientes de Tas condiciones de carga.

7.3 Solucién mediante la transformada de Laplace

En las expresiones (7.8) y (7.8"), relativas a la forma general de las ecuaciones constiiutivas, se
observa que si se conoce la ley de variacion de esfuerzos o{7) sc puede obtener la de deformaciones
(1), al resolver la ecuacion diferercial ordinaria que resulta; pero también se obtiene de igual manera
o(r) st lo que se conoce es €(/). Ahora bien, entre los procedimientos de solucion de este tipo de
ecuaciones se tiene el de la transiormacion de Laplace, a través del cual una ccuacion diferencial
ordinaria se convierte en una ecuasion a:gebraica mds facil de resolver.

Entonces al aplicar la transtormada de Laplace al operador

; .
, . ai
b =Y a =

o gr!

tJ
(N
~J



se obtiene

F@)y=0 =Y as' =Py
i=

(siempre y cuando todas las condiciones iniciales sean nulas, ver apéndice 7.B), con lo que se obtiene

un polinomio en s, P(s) de grado n. en el cual las constantes ¢, son las mismas que las del operador
¢, la expresion (7.8) se transforma en

P()) g = Q(S) £

(7.87)
(siendo Q(s) otro polinomio en s) donde

Plsy = Fo) s Q) = £(o,)

o= o)y oy €= Fer))

Ahora bien, si (1) = o, AU/;. donde o, igual 1 una constante A(r), (funcién paso, ver apéndice 7.A),
. g, . _

entonces o (y)" = _.\i Cya gue J(A) = % (ver tabla 7.1).

En tanto que si () = g, A ., & es una constante.

Analégamente

Entonces, si se considera el caso en que se aplica o(r) = g, A(r) de (7.8 ) se obticne que

o, P(y)
&E =

s 00

que es un cociente entre polinomios, €l cual se pucde descomponer en fracctones parciales (segin los
métodos conocidos de dlgebra); lucgo se tendrd

* Ll simbolo 0(s) indica la transformada Je Laplace de o(t) (ver apendice 7.B).
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y antitransformando cada término, por ejemplo mediante una tabla de transformadas de Laplace (ver
tabla 7.1), se obtiene

‘

e (1) = LN L (fls)) = HE ()

0 sca como una sumatoria de funciones del tiempo, lo cual nos da la solucion del problema.

Ahora procediendo de mariera andloga se puede obtener la ey o(t) si se parte de &(t) = £, A(l).

El caso en que se da a(r) = g, A(r) corresponde a una prueba de creep (deformacion variable con el
tiempo ante carga constante); en tanto que cuando se da &(f) = g, A(r) corresponde a una prueba de
relajacién (variacion del estuerzo anie deformacion constante).

Ahora bien, si se aplica el anterior procedimiento para cada tipo de modelo viscoeldstico (se tiene el

P(s) y Q(s) correspondientes) pero con off) = Aif) {0 sea g, = 1) s¢ obtiene como soiucion &(1) = J(/),
llamandole a J(r) funcion ce complianza de dicho modelo.

Andlogamente, si se emplea &(r) = A7) (0 sea g, = 1) se obtiene una funcidn o(1) denominada "tuncién
de relajacion” y que se representa por Yir).

En la tabla 7.2 aparecen las funciones de comphanza y relajacion para algunos de las modelos visco-
eldsticos mds empleados.

Posteriormente se verd gue conocer dichas tunciones es Util para predecir el comportamiento £(1) o o(r)
ante diferentes funciones o{r) 0 (1), respectivamente, que representan leyes de carga o deformacion
mds generales; lo cual se logra mcdiante las integrales hereditarias al aplicarlas a-diferentes modelos
viscoeldsticos lineales.

7.4 Integrales hereditarias

Si se considera el caso de qie la carga ¢s constante v estd dada por o(r) = ¢, A(r) entonces (1) = o, J{1);

puesto que el modelo es viscoeldsticd lineal, luego si posteriormente se da otro incremento Ag’ | a un
tiempo ¢/, entonces s¢ tendra

)y =0, (1) + ac’ (1 - 1)

Ahora, si en vez de Ao’ se da una seric de incrementos infinitesimales se tiene ntegrando

/
Ju -t 1‘37 dr’ (7.9)



se observa que en la integral la funcién J(r - 1/) va variando con el tiempo. Fsta es por tanto una
integral hereditaria o de convolucion la cual puede expresarse en otra forma; para ello si se integra por
partes se¢ tiene

e(n =g, J(ry + [J(/-r’)a(ﬂ)}; - J(’ a(t!) ﬂ’_];/_’__) dr’
' dl

o, iy = U -1y a(n - Ju - 0o
—— e

J(O) o, J(1)

--J o(r/ EIL;__) dr’
u

dr

&) =JO) o(n) - [{ a(r’) ﬁ/_ﬂi__’_l di’
Jo de’
coOmo
div -1y &) - 1)
dit - 1" dr’
entonces
ety = o) SOy - | o’y iﬁ’_;_’_l di’ (7.97)
Ju dir =t

la cual es otra forma de intcgral hereditara.

En la expresion (7.9) se tienen dos partes, una debida al esfuerzo inicial y otra debida a los
incrementos posteriores; en @nto que en la (7.9°; se tiene el primer tér nino debido al esfuerzo
actuante en ese momento, y la integral representa la deformacion originada por la historia previa de
esfuerzos.

Andlogamente para el caso de relajacion se tienen las siguientes integrales hereditarias

Yy - ’ Yir-1") ﬂg_ i’ (7.10)

Jo dr’

oll) = &,



o) = &) Y(0) + ['w’) dya -1y g (7.10)
lu dir -1

se concluye entonces que niediante las expresiones (7.9) y (7.97), si se conocen las funciones o(r) y/o

su derivada, asi como las funciones de complianza y/o su derivada del modelo analogico correspon-
diente, se puede obtener la ley de vanacion de &(/).

Asimismo, mediante las expresiones (7.10) y (7.10"), conocida la funcién €(7) y/o su derivada y la
funcién de relajacion y/o su derivada (del cuerpo viscoeldstico escogido), se obtendra en este caso la
ley o(1).

Con lo anterior se tienen resueltos ambos tipos de problemas ante leyes cualesquiera de «(1) o &(r).
Ademds, en estas intcgrales hereditarias se pone de manifiesto que los materiales viscoeldsticos tienen
“memona”, o sea que su comportamiento depende de la historia de carga.

7.5 Caracteristicas geométricas de funciones de complianza para diferentes modelos viscoeldsticos

De la tabla 7.2 se ve que las graficas de estas tunciones para los modelos viscoeldsticos mds comunes
ticnen el siguiente aspecto. figura 7.8.

<-F uido de 3 constantes

\\// Burgers
Py | ’ - Maxwell
1’ ! 4

P) . o p—
)" ‘.‘// / VisCcoSo

7 ’ ~ ewton)
v’ / , 4)/’ 1/ 7 Kelvin
.z_;"'_‘—::[
? ’ -~ U E.dstico (Hooke)
y /,,/
2
o '

FiGgora 7.8
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De la figura anterior se pueden hacer las siguientes observaciones:

a) Los cuerpos de Hooke, Maxwell, solido de tres constantes y el de Burgers. tienen respuesta eldstica
Instantdnea, y tienen en ¢comin un resorie dis.ado en serie, como se puede ver en las figuras 7.1,
7.4, 7.5y 7.7. Ademds, los cuerpos de Maxwell y Burgers son fluidos ya que no tierien compor-
tamiento asintético horizontal.

b) Asimismo los modelos que tienen un amortiguador aislado muestran un comportamiento fluido,
como ocurre con os cuerpos de Newten, Maxwell, tluido de tres constaintes y el de Burgers (ver
figuras 7.2, 7.4, 7.6 y 7.7)

¢) Los cuerpos solidos corno el de Hooke, Kelvin y sélido de tres pardmetros en su ecuacion
constitutiva tienen el coeficiente ¢, no nulo, ver ecuaciones (7.1), (7.3) y (7.5).
7.6 Comportamiento viscoelastico tridimensional
Para comprender este comportamiento conviene recordar que 1os tensores de esfuerzo y deformacion
se pueden descompeoner en una componente isotrdpica y en una distorsionante. Ademds existen
relaciones entre las componentes isotropicas de esfuerzo y de deformaciin, y también entre las
distorsionantes de arbos tersores, que en el caso eldstico se vio que eran
(71, = 3KUJIE) © [T1, = 2GU)E], (7.11)

donde:

K - modulo de compresibilidad voluraétrica

G - modulo de rigiders al cortante

[/ ] - matriz identidad

y recordando que

S0 0
+ 0.t 0.
ry=loso | s 20T
' 3
(00 s |
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=g -8
=0 - S
=0 -~ S=-(5 +85)

(por lo tanto en esta matriz su primer invarante es nulo).

De igual manera se tienen expresiones semejantes para las componentes del tensor deformacion, o sea

~—

e 00

£ e

¢

€.

14

E + & + &
¢ )
¢ = _—
3
=g - ¢
v
=& -0
=g - E = - ((1‘ + ('ﬂ)

Ahora bien, 1os tensores distorsiorantes s¢ pueden descomponer en cinco componentes de cortante o
distorsion como se ve a continuacion

[7l, =

0

o0l o
-S 0] -10
00 0
0 - 0
00 | «10
O U | 0
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E,=10 ~ 0] -10-¢01+1e 00

Se ve entonces que se tienen relaciones entre componentes isotrépicas y distersionantes puras del tipo
de la ecuacion (7.8), o sca

donde:

Entonces, s1 se hacen pruebas de compresion volumétrica o cortante puro a carga constante, podran
observarse en graficas de detormacion vs. tiempo, curvas del tipo mostrado en ia figura 7.3 o relativas
a cualquier otro tipo de ecuacidn constitutiva. Por tanto, en un material dedo se tiene la siguiente
pareja de ecuaciones constitutivas. ura para la relacion isotropica y otra parc. la distorsionante.

P S=0"¢

P'S =Qe, (7.

—
tJ
—

donde:

Plson Ql=on Pleé, y Q= ¢,
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0 sea, la pareja de ecuaciones constitutivas (7.12) caracteriza el comportamiento tridimensional de un
material dado y en la cual los operadores Py Q" , asi como P’ y Q' pueden tener cualquiera de
las formas dadas en la tabla 7.2 u otras mds generales.

Nétese que la aplicacion de ios mismos operadores P’y Q' a cualquiera de los cinco componentes
distorsionantes implica un comportamiento isotrépico. Cuando el material no lo es, entonces se deberi
tener operadores diferentes para cada una de ellas. Aqui se supondrd que existe isotropia en las
propiedades.
7.7 Principio de correspondencia
Si a las ecuaciones (7.12) se les aplica la transformacion de Laplace se obtiene

P (s)*S =% (s)e

P (s) S, =% (s) ¢, (7.13)

siendo P” (s), £ (), P/ () y ¥/(s) polinomios en s; entonces se pueden hacer

e Yl » — pl __
g-1 Dy 5208 (7.14)
P () (s
las cuales son similares a las relaciones elésticas
o,=3Ke¢, v 7=2G¢
por lo tanto se pueden hacer las siguientes equivalencias
oty - Pl y
£ AN S0 B T O A D) (7.15)
Pr(s) P'( )

en donde se pueden establecer constantes eldsticas equivalentes 3K* y 2G* a partir de los polinomios
conocidos. La importancia de esta equivalencia radica en que mediante la transformada de Laplace,
al pasar al dominio de s, podemos resolver un problema viscoeldstico como si fuera eldstico, y esto
es lo que se denomina Principio de correspondencia. uego, la solucion elastica se¢ antitransforma para
obtener la viscoelastica, =s decir, conocida la solucién eldstica; por ejemplo si
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o(4) =f(x,y, 2

al antitransformar se obtiene o(f) = f, (x, y, 2)

ya que o(4), en realidad es independiente de s (ya que no depende, en cste caso** de las propie-
dades elasticas E*, 0o K* y G*) y por lo tantc no se altera la funcién 7 (x, v, z), y entonces la solucién
de esfuerzos es igual en el caso viscoeldstico al eldstico; pero por otra parte como la solucion eldstica
correspondiente a les deformaciones es

e(8) =f(x, v, z, E* v¥)
o bien

gA) = i (v, y, 7, K%, G%) (7.16)

si depende de las propiedades elasticas, entonces si serd funcion de s, (por las expresiones 7.15).
Entonces antitransformandc las expresionss mencionadas (7.15) o bien las que representan a E* y v*;
ya que como se sabe

E-2KG o .
K - G

3K + 2G
23K + G)

y al reemplazar K'y G por los polinomios (7.15), entonces

Nl / 0o / 17
D — (.sc/:{; Ly - L (7.17)
WPl R P 2P ET P

luego al antitransformar cuzlquiera de las expresiones (7.16) o (7.17) se podra obtener
en) = fi(x.y, 2, 1)
que nos dard la manera como varia tridimensionalmente el estado de deformaciones con el tiempo

Ejemplo. Tubo viscozldstico. Se tiene en este caso un tubo constituido de material viscoeldstico sujeto
a una presion interior, como se ve en la figura (7.9).

* 4 es la variable S de la transtormada de Laplace, pero se cambié la variable para no confundirla con la letra

S que representa el esfuerz) isotrépico.
**  pueden existir problemas en los que s influyen en pruebas, por ejemplo, de compresion confinada.
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0-9\ (*AY}

Figura 7.9

La solucion eldstica de este problema es

/ (7.18)
g=A - B’
_ l + v i’ _ - ;1}
u — LA(I 2v)r + B, .
y las condiciones de frontera son:
para r=20 se liene o, =-p
y  para r=10 se tiene g, =0

a partir de estas condiciones se obtierer las constantes A y B de ias ecuaciones (7.18), de donde

entonces

u = ii_'im'f_/)_{;: (1 - 2v)r + a’ (7.19)
E’® - b)) r



Por tanto, en este caso se observa que los esfuerzos no dependen de las constantes elasticas, por lo que
no variaran con el tiempo v serdn por tanto semejantes al caso de un material eldstico; en tanfo que
puede observarse que los desplazamientos al estar en funcién de dichas constantes, si variardn con el
tiempo, ya que si en la expresion para u se reemplazan E 'y » por las relaciones (7.17) se tendra

_ oy 2 ! " / 1 2"
A 3¢ P ]r . d ] (7.20)

¥

en la cual si se toma, por ejemplo, ¢l caso de que se considere comportamiento eldstico en dilatacion
y de Kelvin en distorsidn, se tiene que

P’ =1 4 =3K P'=1 y L=qg,+a, s

y si la carga estd dada por p(r) = p s(t); entonces p = p/s de donde

u (x.8) = -_.gf.f; 2 3 rr |9 | 2 (7.21)
as - b2 4 6K + 4, * 4, s g, + 4,9 r
Ahora empleando ura tabla de transformadas (por ejemplo la tabla 7.1) se obtiene
| 6K -
wrp = 2 b , 2 1 -exp |- R
u* - b- 6K - q, q,
. (7.22)
. |
2 a. t
T I T I
(]() r ql

la cual es por tanto la expresion que da la evolucion de los desplazamientos en este problema
viscoeldstico.

Limitaciones del Principio de correspondencia

Por lo anteriormente expuesto, se concluye que es posible emplear los métodos de solucion eldstica
en problemas viscoelasticos a través del principio mencionado; sin embargo, existen situaciones donde

no se puede aplicar, éstas son las siguientes:
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a) Cuando existe modificacidn de ja geometria de la frontera por las cargas aplicadas.

b) En problemas donde por otras causas la geometria se deforma (por ejemplo una vela que se derrite)
o se desintegra (por ejemplo, combustible que se cuema).

¢) Cuando no existe solucion eldstica conocida del problema en cuestion.

En estos casos se debe emplear ¢l método directo de resolucidn de problemas viscoelasticos.

7.8 Método directo

En éste se plantea el problema de resolucién del conjunto formado por las ecuaciones de equilibrio,
relaciones cinemiticas y ecuaciones constitutivas de manera idéntica a como se realizé para deducir
las ecuaciones fundamentales de la elasticidad y la de mecdnica de fluidos (Navier - Stokes). Estas
ecuaciones, por tanto, son:

pa, = pof, + ==+ o E

ax av az
ar do Jr.. _ , s
pa. =pf + 2 - 2 4+ 2 Ecuaciones de ¢quilibrio
oo ax ay az

ademads

du ] | du,  du,
8'\ = - f;"__\‘ = Y T to
dx 4 1 dv ax
. - du, .o ou, - u Relaciones cinemdticas
ogy Y DA v
au, | | du.  ou,
€ 5 —— &, % 3 e Tz .
0z by dx da:

y las ecuaciones (7.12)

P'S - Q"e Ecuaciones constitutivas
/¢ . /o
} 'Sd - Q (Jd

249



El procedimiento de solucién de este conjunto es por tanto

a)

b)

lg]
~—

En las ecuaciones constitutivas (0 bien sus expresiones equivalentes dadas por las integrales
hereditarias (7.9), (7.9"). (7.10) o (7.10")) se reemplazan las cantidad:s de deformacién por las
de desplazamiento de acuerdo con las relaciones cinemdticas corresponcientes.

Las expresiones de esfuerzos, resultantes del paso anterior, se reempluzan en las ecuaciones de
equilibrio.

Se encuentra una expresion vectorial que sintetiza las tres ecuaciones de equilibrio anteriores, la
cual serd semejante a las de elasticidad o mecdnica de fluidos. Esta variara segin el modelo
viscoelastico escogido para las componentes isoirdpicas y para las distorsionantes.

| Se resuelve por algin método matemdtico de ecuaciones diferenciales parciales y otro equivalente

(métodos numéricos, etc ) la expresion resultante mencionada. Es claro que en general ésta puede
ser mucho mds compleja que la de elasticidad o viscosidad, que corresponden a los modelos
viscoeldsticos mds sencillos (el de Hooke y el da Newton); por lo que s tratamiento completo se
sale del alcance de estas notas. Por lo anterior, solo se sugiere utilizar e/ principio de corresponden-
cia a los casos viscoeldsticos donde este sea aplicable. Sin embargo, en € apéndice 7.C se presenta
un desarrollo més comp.eto de este método directo.

Observaciones importantes. Con relacion a los problemas viscoeldsticos pueden hacerse notar algunos
aspectos relevantes entre si

a)

En estos modelos viscoe dsticos se notd la influencia de la velocidad de carga y en general de toda
la historia de carga en lz respuesta (deformaciones que experimentan).

by Por lo anterior, puede observarse que dichos materiales tienen “memoric.”.

c)

d)

e)

También se observa la existencia de un desfasamiento de la respuesta cor respecto a la excitacion.
Ademds se nota la inercia de los flujos existentes en un instante dado.

Finalmente, se puede ver que la eleccion adecuada de uno de estos modelos para simular un
material real puede hacerse de una manera simplista: observando la forma de la funcion &(r) de una
probeta ante carge constante y determinando cudl de las curvas mostradas en la figura 7.8 se ajusta
mejor, se tendrd el modelo analégico buscade. Ahora bien, existen otros procedimientos mas
formales para encontrar la ecuacion constitutiva que represente a los materiales, pero su tratamiento
se sale de los alcances de este curso.



Apéndice 7.A

Funcion paso

Esta es una funcidn que se presenta para el simbolo A(f) y que vaie cerc para s < 0 y uno para f =
0, como se muestra en la figura 7.10, entonces

IOpaml <0

Air)
l | paratr =1

t3Y }

-0 0 t

FiGura 7.10
Esta funcidn es atil, por ¢jemplo. en el estudio de problemas viscoeldsticos.

Funcion delta

Esta funcidn resulta ser la derivada de ia funcion paso y se representa por 8(r); se define mediante las
siguientes relaciones

T= 1" 6w =1 1=j”5mm=1
] -0

0. parar <-0
o(ry 4 - o0 para - 0 < r <+ 0
0. parar >+ 0

Es decir, es una funcién tal, que vaie o0 en 2l intervalo de cero negativo a cero positivo y es nula
para cualquier otro valor; ademads su integral vale 1 entre - 0 y + 0 o cualquier otro intervalo elegido,
incluso de -0 a +oo, tendrd por tanto la gréiica mostrada en la figura 7.11.



Esta funcidn al igual que la funcidn paso sor muy ttiles en problemas viscoeldsticos y de otro tipo.

5(t) * tiends G oo

~-0140 t

FIGURA T.11



Apéndice 7.B
Transformada de Lapiace

Esta transformacién pertenece al conjunto de transformadas integrales y se expresa de la siguiente
manera

P =Jjjvy““dr=fu) (7.B.1)

en la cual la funcién e se llama Kernel ¢ nicleo de la transformacién. En ésta, la funcion f(r) se
convierte en una funcién L(f(r)) que al integrarse con respecto a I entre cero e infinito, sélo queda
una expresion que depende de la variable s cuando se toman los limites de la integral. Es decir,
£(f(n) es laimagen de fir) y se denominaré fis), que se obtiene como resultado de la transformacion
mencionada.

Debe recordarse, ademds. que la operacion de integrar con un modelo equivale & una generalizacion

de una multiplicacion matricial de un vector por una matriz; ya que se realizé una integracion numérica
de la expresion (7.B. 1) tenemos

SUs) = Ar L f(r)e ™ | (AL incremento de tiempo)

1=}

ahora, si la variable s se discretiza ddncoie ciertos valores fijos, entonces

fEo=Ar T fye™ (j=1,2, ...n)
. i=)
que es igual a
arle™ru) = £8) (7.B.2)

donde la matriz [e ""'} representa la transformacién matricial mencionada.

Ahora bien, es necesario indicar ciertas carateristicas de esta transtormacion; como se ha indicado

antes. la transformada de f{r) es

fU):f;ﬂmc”dr
en tanto que ia de su derivada serd

78y = (( Fiye ™ dr

}
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luego, antitransformando se obtiene la solucién X(/), de donde

la cual se puede obtener de tablas (ver tabla 7.1). ¥ (X(s)) represenia la antitransformada de

X(ry =+ (X(s)

Laplace y X(r) es por tanto la solucion del problema de vibraciones.

Para mayor informacién sobre esta transformada consultar obras especializadas.

A continuacin se presenta L.na tabla reducida de transformadas de Laplace, pero que es suficiente-

mente Util para los fines de este curso.

TABLA 7.1 TRANSFORMADAS DE LAPLACE

. n
-n |l -erf—r
’7\/(—

i

* [/, es la funcidn de Bessel

** erf es la funcion error

r2
v

) fs
(M A1) /s
(3) e W(a +3)
(4) Vs -
l(l _c.'(L’) S(Q/ 3)
[0
(3) 2 N
to - J,, (1- ()~ru) 1y {o 5)
2
((’) ,n "') "—l, n = Os ls
(H* e \
Ju(a yil - bt ) “A(r-h) L exp (l—b Vs? o+ al )
y\“’ + d
(8)** N _h? I
2Vl T ex g ! —exp l-n s
vilr P k a7 .s‘wF P( f)




integrando por partes
F@)y=ejuy] «s j: F()edr
por lo tanto
() == fl0) + s f(s) (7.B.4)

luego, si se generaliza, para la derivada enésima se tendrd

n-1 n-2 n-3 n-1

£76) = = FO) + sf©) = $/0) = ... = ... = sf0) + 5" F(s)

si se considera que todas las condiciones iniciales son nulas, entonces

SR =s7(f(s)) ... (7.B.5)

esta Ultima expresion representa una propiedad muy Util, ya que debido a ella una de las aplicaciones
mds importantes de la transformada de Laplace es que las ecuaciones diferenciales ordinarias se
transforman en ecuaciones algebraicas; por ejemplo la ecuacion de vibraciones forzadas

MX + CX + KX = f(1)
al aplicarle la transformacidn y considerando condiciones iniciales nulas se obticne
MS*X(s)+CsX(s) +KX(s)=[()
que es una ecuacion algenraica cuya solucion es ya sencilla puesto que

(Ms2+Cys+K)X(s) =F(5)

Y-(.Y) = f(s)
Ms?+Cs +K
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TaBLA 7.2

FUNCIONES DE COMPLIANZA Y RELAJACION J(7)

Cuerpo

Ecuacidn constitutiva Funcion de complianza J(¥) Funcion de relajacion Y(r)
Hooke g = q, J@t) = liq, Hr) = g,
{clastico)
Newton g =g ¢ J(t) = ilg, Y(t) = q, 6(t)
(Viscoso)
Keivin 0=g,649 ¢ I - 1 (1 - e™) A = qlq, ey =q, + q, 6(r)
4
Maxwell o+p G=gq ¢ J@) = (p, = )ig, Yty - f]_|é ",
P,
Solido de 3 + =g &+ & . 1 /
constan(es oot “ J() = Fi, R Tl(] - M) ¥y - L G,{1 e
(q, > pa) i 4o P
. O\ = qn/q)
Fluidode3 | g +p 6 =g & + q, - q, ]
tantes p‘ ]1 /]H J([) = —i - pl ql q“ (1 -e¢ ), q‘Z 1 ql -t
constantes q. 3 Yiy= Z6(t)+ = g, -—= e
(P, q, > q,) ‘ @ 1 | Py
(A = q,/q,)
Rurgers R R ARk L PG o M) = e[~ g)e
( > (py >4p @) =g, + ——— (I-e7™) + pro— Ap,
p q] Q2) > pl ];) (11 ] 2
(P 4, 4 >p, 41+ q2) ) (q, - B g)e "
: . + e Mo (N =gq/q) R ]




Apéndice 7.C

Desarrollo del método directo

Como se expuso en ese tema, los pasos a seguir en el desarrollo del método directo son:

a) Reemplazar, por ejemplo en la integral hereditana (7.10"), para cada una de las componentes de
los tensores esfuerzo las relaciones cinemdticas correspondientes a las deformaciones; se tendrd:

du (1 Cou
m’"() )y + ur) Y@ - tHd'
ox

siendo

_dv(t -1t

Y(r-1)
d -1")

(se utiliza en este caso la funcidn de relajacion correspondiente al modelo viscoeldstico elegido, asi
como su expresion derivada)

Yt - 1"Ydr

a(n = "“L,_ Y(0)

7
. Y/(I - 4'/)(”/

o) = —

du)  duu Cleui’y dugr ,
r = |90 ANy
N dy ax ( ay ax
du (1) du (1) ; " ou (1" au(r') , ,
1 = - : Yo + : + Y’ (r - th)dr’
7el0) 0z i ox © L { 0z 0x
dis A {1 | o G (1’ ,
r ) = (llr).(f) N li"'\ ) Y0 - “f( ) . 4:( ) YO - 1y
- 0z oy | dz ay

(3]
N
~J



b) Ahora se sustituyen estas expresiones de las componentes del tensor esfuerzo en las ecuaciones de
equilibrio, por ejzmplo, sc tiene que la suma

do (r)  dr (n 97 (1)

<+ -+

dx oV az
es igual a
o%u (t ENT,
_.i_) Y(0) - - A0 Y (r - th)dt’
ox- . ox
Gt 3 u (r t Qs 0%u (r
- ‘Q L. -‘f) Yoy + 0 _ ) YO (r - tydr!
dv? dx dv ’ gy’ ax dv
d'u (N Fu | au {t du s
- i + “$) Yy - D + ”f) Y (¢ - t'ydr!
972 ox o0z . gz? dx 0z
por lo tanto
do (¢} ar, (1) ar. (1 ) u (t d’u (1
R - ;-,t( . :’k(,- - )(O) \vsy (“ -~ " )'( ) - ? )
ax av az ‘ ax av dx dz
’ , 9’ u.n
vy v« 200 dr’
y ax dy 9x iz
. . % u ()
= YO0 [Vuu’y - -d. div § - —~—‘7—)
ax ox -
. l g . du ()
+ Yol -0y You('y < s=divs - — =22 1 dt’
. 1 dx Ix-

..

analdgamente se puede proceder para las sumas semgjantes que aparecen en las otras dos ecuaciones
de equilibrio; por lo que éstas quedan como sigue

SR N g . . 0u
pa, =pf + YO) | V) « e div§ - » - Y'(r -1) ¢x(t’)dr'

X ox°

QO

b (1)



!

= 5 Au (1 A
pa, =pf;_ + Y(0) Viu(n - i’_ ivs - »‘() + [ Y'(r -1y p (¢ )dr’
¢}
, X 9 &%u (t 1
pu, = pf, + YO | V() ~ 9 divs - 25 i + | Y -1y (¢ )dt’
dz 9z° . :

6.0

¢) Ahora el tercer paso es conjuntar estas tres ecuaciones en una sola expresion vectorial que serd la
siguiente:

pd =pf + Y(0) VIS@) + grad divS(@) - V(1)

+ j Y -1y [VISa’y + grad div Sy - V() | dr’
N -

Pu(y — Fulry — Fu(n — L . : :
—— | * ~— ] + ——— k. que es una expresion integro-diferencial de validez
ox® ov- az-
general para medios viscoeldsticos lineales.

donde V(1) =

Ecuacion que como se ve es mds complicada que las de elasticidad y de mecanica de fluidos (por el
término integral que en ella aparece que incluye la historia de carga) y de la cual ambas son
particulares.

La resolucién de esta expresion es muy elaborada v no se pretende tratar aqu’; sélo se analizardn
algunas de sus caracteristicas, como el hecho de que en ella la incdgnita es el campo vectorial de
desplazamientos S(r), del cual se puede obtener el de aceleraciones «(f), y como dato se tiene el
campo vectorial de fuerzas (/).

Una vez que se resuelve dicha ecuacion integrociferencial se obtienen los valores de S(r), que es igual a
SO =uW i j*unk

se conocen los campos escalares U (1), U, (1) y U(1), los cuales al reemplazarlos en las expresiones de
esfuerzos del paso (a) se obtieneén las componentes del tensor esfuerzo para cada punto y tiempo
deseado. Asimismo, conacidos dichos campos escalares y a partir de las relaciones cinematicas se
obtendrén las componentes del tensor deformacion, con lo cual se tiene resuelto compietamente el
problema viscoeldstico.



8. Plasticidad

8.1 Introduccion

Este tema se dedica al estudio del comportamiento de sistemas formados por materiales cuyas
caracteristicas de respuesta cambian segun el nivel de carga al que se encuentren sometidos. Esto se
debe a que, en ciertas regiones, ¢l material pasa del estado sélido al fluido o sufre agrietamientos y
esto motiva dicho cambio al variar los esfuerzos.

Se tiene por tanto que, la teorfa de plasticidad se aplica a problemas para cuya solucién es necesario
resolver una secuencia de problemas eldsticos, debido a la no linealidad de las ecuaciones matemaéticas
involucradas en ellos. Por otra parte, en general es dificil llegar a soluciones cerradas, salvo casos muy
especiaies de geometria y cargas. No obstante lo anterior, el estudio de esta teoria es muy importante,
puesto que en la prdctica los problemas de este lipo se presentan frecuentemente.

Ahora bien, como se dijo antes, para obtener soluciones pldsticas se requiere conocer: teoria de
elasticidad, métodos numericos y programacion de computadoras; ya que el proceso de solucion asi
lo requiere.

De esta manera puede obtererse una comprensién del comportamiento de sistemas estructurales o
continuos, donde la compenente pldstica de deformacion es importante en comparacion con la eldstica,
como ocurre en el caso de obras hechas o construidas sobre suelos, o bien, en el diseno limite de
estructuras, en las cuales se busca una inversion dptima de recursos econdémicos.

En este capitulo se presen:an los siguientes conceptos:

a) Una discusidn sobre la energia de deformacion y sus componentes eldstica y pldstica.

b) Una presentacion de modelos analdgicos pldsticos.

¢) Leyes esfuerzo-deformicion pldsticas, en forma incremental y total.

d) Métodos de solucién de probicmas elasto-pldsticos donde se ve el grupo de ecuaciones que los
gobiernan.

e) Método de solucion para problemas rigido-pldsticos, donde se presenta una discusion sobre las
familias de lineas de deslizamiento y sus caracteristicas.

f) Una breve descripcién del andlisis v diseno de Iimites, y el empleo de mecanismos de falla.

Con estos temas se tendrdn, por tanto, los fundamentos suficientes para el estudio de problemas
plasticos.
8.2 Energia de deformacion

Del estudio experimental acerca del comportamiento de diferentes materiales reales se ha encontrado
que la plastificacion de ésios se debe casi exclusivamente a la componente distorsionante del tensor

o
n



esfuerzo, es decir, que los materiales se plastifican debido a los esfuerzos distorsionantes, que inducen
cambiar de forma y no de volumen; en tanto que los esfuerzos isotrépicos sélo producen deformaciones
eldsticas, ya que inaucen camibios de volumen v no de forma. Entonces es importante calcular las
componentes sotrdpica y distorsionante de la energia de deformacion total.

Alora bien, la energfa de deformacién total se determina de la siguiente manera: cuando sobre un
elemente cubico diferencial se le aplica un esfuerzo rormal principal gy, en la direccion x, provoca una
detormacion, luego ¢l trabajo realizado sera (ver tigura 8.1).

|
i
|
dz [o} /;L.—__ ______
e y
-7 dx

X dy
Fioura B.1
W=7 d (8.1)
siendo
F= % o, dy dz (8.2)

El valor de % procede de que se considera que ¢l esfuerzo o, varia de 0 a su valor total durante un

cierto intervale de tiempo dr. asi que se toma su valor medio en dicho intervilo.
A su vez

d =g dx (8.3)

i

luego, reemplazando (8.2) y (8.3) en (8.1) el trabajo W serd:

W, = L o, dvds . g dy = _15 o, & dV (8.4)

—

]

(dV = dv dv dz - elemento diferencial de volumen)



Por otra parte, si ademds de o, actian los esfuerzos prircipales o, y o en las direcciones y y z

respectivamente, el trabajo efectuado por cada uno de ellos serd:

Wz = G, 62 dv

o] —

w, = 1 ooe av

“

Ahora, si se considera el trabajo total por unidad de volumen, de (8.4), (8.5) y (8.6) se

W o« W, « W
W, = ? }os
7 ’

dv

1/ |
2 (0,8, + 0,6, + 0,&)
reemplazando ¢,, &, y ¢, por las expresiones dadas por la ley de Hooke se obtiene

w,= {of

> 3
- - - )
r= 5z | o, ~ o3 =~ dvio 0, *o0,0 *+ 0 0) ]

|
2 :
_E'E[(a' +o, o) -2+ ) (0, 0, + 0, 0, ~ 0, ‘%’J

1 2. 1l l; I
"Eff[ll - 2 (1 + ¥) 1:. -—5 E +6

en la que se ha tomado en cuenta que /, e [, son los invarianies del tensor esfuerzo

(8.5)

(8.6)

obtiene

(8.7)

(8.8)

(primero y

segundo). Puede verse entonces que la expresion (8.8) permite obtener la energa de deformacion en
funcién de las caracteristicas del tensor esfuerzo (sus invariantes) y el de las propiedades del material
(E'y G). Ahora se procederd a descomponer la energia de deformacion total W, en sus componentes

1sotrdpica y distorsional, o sea

siendo W, la isotrépica y W, la distorsionante.

Ahora bien, la energia isotrépica estd dada por

. 3
,—»a,»«a})—._;a £

donde:

o, - esfuerzo medio
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de elasticidad se sabe que

Jnx
E:m T oa
3K
donde:
¢, - deformacion unitaria media
luego
pi
A I
’ 2K
Asimismo, como en general
l’l
T3
entonces
b
W= (8.10)
18K

y puesto que de elasticidad, e mddulo de compresibilidad K se relaciona con £ y v mediante la
expresion

31~ 2v)

entonces

. ! 2 ,
W= __ (1-2»l (8.11)
6E
Las expresiones (8.10) y (8.11) sirven por tanto para estimar la energia de de¢formacion eldstica.
Por su parte la energia distorsional serd

W, = W - W

por tanto, de las ecuacrones (8.8) y (8.11) s¢ obticne que

PpLe -
W, s o 3 -6~ wl, - (1= 2w,
(8.12)
1 )
= (LU - )



considerando que el seguado tensor distorsionante J, estd dado por

_/:’ < __lg 112 -+ 12
entonces
I+ Jz
W =__" J =_°% 8.13
¢ E 26 8.1
luego (8.13) nos da la energia buscada.
Recordando que los esfuerzos isotrépicos normal y tangencial estdn dados por:
N S o
oct 7 ) oct 3
entonces pueden deducirse las siguientes expresiones:
=2 KW (8.14)
y
Lt ew 8.15
Thu = 3 6 W, (8.19)

las cuales resultan ser muy ttiles para lo que se tratard a continuacion

8.3 Postulados fundamentales de ia plasticidad

Por su relevancia se presentan a continuacion

a) La plastificacién solo s¢ produce por esfuerzos distorsionantes, los isotrépicos no producen ninguna.

b) La plastificacion es un flujo viscoso, el cual existe hasta que se produce agrietamiento.

¢) Hipdtesis de Beltrami: "Los elemicntos de un cuerpo sdlido poseen una capacidad limite de
almacenar energia de deformacién”. La plastificacion se produce al alcanzarse este 1imite, y durante
ésta, la energia mantiene este valor constantemente.

8.4 Modelos analdgicos plastices

A continuacion se presentan algunos de estos modelos junto con ia relacion esfuerzo-deformacion que

simbolizan.
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@)
(b)
(c)
(d)
(e)

cuerpo perfectamente eldstico
cuerpo rigido-pldstico perfecto
cuerpo rigido pldstico con endurecimiento lineal a la detormacion
cuerpo elasto-pldstico perfecto
cuerpo elasto-plistico con endurecimiento lincal a la deformacion.

Modelo analdgico Curva esfuerzo-deformacion

e Wi P
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b
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FIGURA 8.2

Los modelos que se mostraron e ia figura anterior (8.2b en adelante), representen diferentes tipos de
comportamiento idealizaco pldst:co.

8.5 Leyes esfuerzo-deformacién plisticas

En esta parte se presenta-d la relacion entre los tensores esfuerzo y deformacion para cuerpos en los
que existen deformaciones pldsticas {permanentes), de manera andloga a las relaciones eldsticas dadas
por las leyes de Hooke generalizacas, que se vieron en el capitulo sobre elasticidad. Sin embargo, en
este caso se han propuesio diferentes tipos de relacion entre ellos, como: relacianes incrementadas o
totales entre esfuerzos y deformaciones, y también relaciones entre deformaciones incrementales o
totales (muy empleadas en métouos iterativos). Por tanto, se presentara una breve descripcidn de cada
una de ellas.

Cabe hacer mencidn agqu’ que, para comiprender plenamente todo lo que sigue, vale la pena revisar
precisamente los criterios de fluencia que aparecen en el tema 9 (sobre teoria de talla y ruptura).

Relaciones incrementales

Estas surgen debido a que en los materiaies reales se obtienen curvas esfuerzo-deformacidn no lineales,
ver figura 8.3, las cuales se deben a tluidificacion de ciertas porciones de material, dando como
resultado relaciones esfuerzo-deformacion-tiempo que dependen de la historia y velocidad de carga.
Todo esto conduce a que ¢ stos meeriales tengan ecuaciones constitutivas semejantes a las viscoeldsticas
(ver tema 7) que son relaciones diferenciales, para cuya solucidn incremental (al igual que los
procedimientos de diferericias finitas) se requiere conocer las condiciones iniciales; y de esta manera
se tienen relaciones entre incrementos pequeiios de esfuerzo y deformacion que sen lineales, pero cuya
constante de proporcionalidad es funcidon de la historia de carga.



o4

Figtra 8.3

Un aspeclo que debe destacarse es que en la componente de deformacion una parte es eldstica y otra
es pldstica (es decir, permanente) teniéndose

de = de + dg’ (8.16)

Se han propuesto diferentes relaciones entre esfuerzos y deformaciones para ¢l rango pldstico, una de
ellas es la dada por Levy y Mises que se representa como sigue

o dhdsdE 98 G5 (8.17)

donde §,, S,, etc. son los elementos de la componente distorsionante del tensor esfuerzo; de,, de,, etc.
son los incrementos del tensor deformacion total y ¢h es una constante de proporcionalidad; por tanto
las relaciones (8.17) se establecen entre los estuerzos totales actuantes y los incrementos de
deformacinn total (en la cual se supone que la parte eldstica es nula), donde la constante de
proporcionalidad variard con el nivel de esfuerzos. Ademds, vale la pena senalar que dicha relacion
implica que las direcciones principales del incremento de deformacion coinciden con las de esfuerzos
totales (lo cual no implica que coincidan con las del incremento de estuerzos). Por otra parte, en ella
se nota un desacoplaniento entre las componentes de esfuerzo y de deformacion, es decir, S, sélo
produce deformaciones de, S, +0lo de, y asi sucesivamente.

Prandlt y Reuss generalizaron ias relaciones (8.17) para incluir la parte eldstica y propusieron una
relaciones semejantes para la pldstica que sorn:

de” de”  de”  de ' de " de " :
_S'— 2o = . = »‘l = - = i = (j}\ (8]8)

T 3 : . N A

0 sca, las relacioncs (8 18) solo se aplican a la parte pldstica; en tanto que pare la eldstica se emplean
las leyes de Hooke (de la elasticidad).
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También pueden escribirse, de manera andloga, las relaciones entre esfuerzos principales e incrementos
de deformacién pldstica principales como sigue:

de,” de,”  de”

= : = d\ (8.19)

y asimismo que

de,” - de,b de, - de,”  de,” - dek

5 -5, 5, -8, S, -5,

= dA (8.20)

Las ecuaciones (8.19) v (4.20) implican, que los circulos de Mohr de los tensores de esfuerzo total y
de incremento de deformacién pldstica son semejantes (0 sea solo afectadas por la constante de
proporcionalidad ¢A). A:imismo, las relaciones (8.20) establecen las relaciones entre esfuerzos
cortantes mdximos y de ircremenio de deformacion angular maximos.

Ahora bien, las ecuaciones (8.18) pueden escribirse en funcidn de los esfuerzos totaies de la manera
siguiente

~ ~ A
de V' = ZdN lox - _[(o + 0)
3 200 :
p 2 [ i
de ' = 3 dN joy - 3(0 + J)
de ! = g.d)\ ¢ - _1.(0 + 0) (8.21)
. ‘1’ 2 RS ¥
del\l = dxj’.q
de ' = ‘D\’:,,\
de * = dh1_
Ya que por gjemplo
. 6, v 0+ 0
‘('l = U,l - 0'"‘ = (;r( - _—“ﬁf—-"":‘
R
9] D
= _: go- :_;.(a\ + ) —_;_ [U‘ - %(o’\ - 0:)}
- s+ o)
= -3’_ ‘0‘ -2— U\ a }
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andlogamente

S, = 2 o - % (0, +0) y A 2 o. - 1 (ox + oy) ] (8.22)
3 ’ Z © 3 ‘ 2 ]

luego eritonces las ecuaciones (8.21) constituyen las relaciones buscadas, sélo falta por saber cémo se
determina la constante de proporcionalidad dA. Para ello se hace uso de alguno de los criterios de
fluencia que existen (ver terna 9) sobre teorias de fluencia y ruptura. En este trabajo se empleard
basicamznte el criterio de Von Mises, que es el siguiente:

N . v 2
(¢ - (I\,)2 + (o, - 01)3 - (g - ‘7,1)2 + 615, « 61 + 67, =20

> N ki

Entonces utilizando las relaciones (8. 18), se obtiene:

(ZI'E,P . (1'&‘\;/,)2 - (de)” ~ dE:P)Z + (dE:P — (1'8('))3

+ 6(de Y - 6(de "y + 6(de, ")

V2 R} 2 2 ?
= (dN)Y {to, - 0) (o, ~0.) ~ (0.~ 0) (8.23)
. 671‘:}‘ + 67\2: - 67’3l
ya que de (8.22)
S—S"—:" o'—l((r u‘—o+l(g+g)—
M v ?: X 3 ) _f v N j
P ! 1 1
= 2 6~ — 0 - -0 -0 + -0 + —0
K L ' 2 2 : 2 2
2 [ 3 3
= 2 R =0 -0
3 :2 L} 2 Re AS
analogamente
S -S =0 - o0 v S -85 =0 -0 (8.24)

Puede derostrarse que la cantidad entre paréntesis cuadrados de la ecuacion (8.23) es proporcional
al cuadrado del esfuerzo tangencial octaédrico (ve- demostracién mads adelante en la parte de méiodo
directo, ecuacién 8.90); de la misma manera el ledo 1zquierdo de dicha ecuacion es proporcional al
cuadrado de la deformacion angular octaédrica. o sea:

270



1
g
6

+ (dz:rj")2 + 6((1}:":”)2 ~ 6(de ") } {8.25)

4 ? - J 2 2 ‘ - 2
!\7'0(,) = G {(U( - U),) + (01“ - U:) ~ (0, - O‘t)w

v 675+ BT + 673,} (8.26)

tomando en cuenta (8.25) y (8.26) en (8.23) se llega a que la constante de proporcionalidad queda

d‘y)"
dh = 2. (8.27)
T(K‘{
como se sabe
T = | =/,
(4.4 3 K
entonces
_.(1 ]}
dX = E il (8.28)
\l 2 V/‘lj

siendo J, el segundo invariante de la componente distorsional del tensor esfuerzo.

Por razones que se detallardn mds adelante, conviene definir lo que se denominard esfuerzo efectivo

o equivalente g,, asi como incremento de deformacién efectivo o equivalente, de”, de la manera
siguiente:

_ 3

I3 ’ oCh
)
A

de’ = 2 dy ? (8.30)



Para el caso de una prueba uniaxial de tensién en la direccidn x se tiene que considerando en (8.25)
y (8.26) todos los términos que son nulos; por zjemplo: o, = 0, ¢, = 0 etc., entonces g, = ¢,

y de” = de (8.31)

esto dltimo debido & que

de t

X

det =de’ = -

I\)ir——‘

de (8.31) se nota la conveniencia de las definiciones de o, y de, dados por (8.29) y (8.30).

Ahora bien como de (8.27) y considerando (8.29) y (8.30)

d~.! de /2 de,
dn = 1o }_‘/— B (8.32)
Tm‘l \/2 2 U(,
3 %

ademds, tomando en cuenta ¢l criteno de fluencia de Von Mises y por las relaciones (8.26) y (8.29),

se tiene que el esfuerzo equivalente es igual a la funcion de fluencia, luego para el momento en que
se 1nicia la plastificacion

a, =dq, (8.33)

siendo o, el esfuerzo de fluencia en una prucba uniaxial de tension. Firalmente la cantidad de
proporcicnalidad queda

(IS IR
)
)

_r (8.34)

en (8.34) se observa que dicha constante es funcion del incremento de detormacidn equivalente de, y

del pardmetro experimental a, (estuerzo de fluencia), asi que tomando en cuenta esto las relaciones
(8.21) quedan

. de, | 1
da'=_~Lg~_(a+a,) (8.35)
i U ¥ 2 A% <
de, 1
de ! = _-i[ [0 - i (0. + Ur)J
0, : 2 '

I‘J‘ —



, 3 de
de ' == 21
R 2 o "

€

.3 de

de ' =2 L g

» s} G ¥

“ ¢

3 de
de,,P = 35 s T
- 2 0 -

debe observarse que estas rejaciones se aplican con o,, dado por (8.29) a materiales con endurecimien-
to a la deformacion (casos c y e de la figura 8.2 y con ¢, dado por (8.33) a materiales perfectamente
pldsticos (casos b y d de la figura 8.2).

En las relaciones (8.35) falta conocer la relacién entre o, y dep, 1o cual se hace experimentalmente
como se mencionard posteriormen:e.

Para incrementar la relacidn basada debe observarse que el trabajo total realizado tiene una componente
eldstica y una pldstica, o sea

dW' = dW* + dW” (8.36)

donde ¢l trabajo pldstico es
dW, = 5de” + Sde” + Sde’ + 1. de " + 1.0 + 1.de " (8.37)

y para esfuerzos principales
dW"¥ = S de " ~ Sde,” +~ Sde)” (8.38)

asimismo, el pldstico puede escribirse en funcion de los esfuerzos e incremento de deformacion
equivalentes, es decir

dW?" = g de, cos o (8.39)
siendo « el dngulo entre los vectores o, y de,. luego, si dichos vectores son paralelos, como se

presupone al considerar que las direcciones de esfuerzos principales y del incremento de deformacién
principales coinciden, se tiene

dW?" = o de, (8.40)

de donde

de, = YV (8.41)




Ahora bien, es necesario considerar para el caso de materiales con endurecimiento a la deformacion,
la cantidad de trabajo requendo para tal efecto. Existen dos hipétesis para cuantificarlo.

La primera de ellas considera que el nivel de endurecimiento depende sdlo de la magnitud del trabajo
pldstico y no de la historia de carga, 4 lo que se le denomina trabajo pldstico equivalente, observdandose
que puede estimarse a partr de algun criterio de fluencia, asi que como estos son de la siguiente forma

(ver capitulo 9 correspondicnte)

F (Gu‘ o_\)' 6.:‘ T.l'}" TE’

7)) = K (3.42)

en el cual K varfa al endurecerse el material. Por su parte F(o,, etc.) conserva su misma forma si el
endurecimiento es isotropico, luego entonces

K = f(W") (8.43)

ya que solo es funcidn de la magnitud del trabajo plastico. Dicho trabajo se obtiene mediante la
integral de la expresion (8.27), de donde:

2 LS P r
W7 = { (o, de’ + cr“dev ) (8.44)
si el esfuerzo efectivo se toma como la funcion de tluencia
o, = f(W") (8.45)
donde la forma de esia funcidn puede obtenerse experimentalmente.
Ndtese que si se conoce la relacion (8.45), es posible estimar W' a partir de o, y conocide este se
puede obtener dep, de la ecuacion 8.41, el que a su vez puede reemplazarse en las relaciones de
Prandtl Feuss (ecuaciones §.35) para tenerlas tinicamente en funcion de 7., o sea, del nivel de

esfuerzos actuante.

La segunda hipétesis, emplea el incremento de deformacion pldstica equivalente como una medida del
endurecimiento por deformacion, es decir:

eP = J de,, (8.46)
ahora la funcidn de fluencia se considera como una funcion de g,, asi

Flo , o

w AR

) = HEE) (8.47)

entonces zl igual que el caso anterior si se emplea el esfuerzo equivalente como la funcion de fluencia



o, = H(e,) (8.48)

y tambié€n en este caso los incrementos de deformacion pidstica se obtienen de las relaciones (8.35) de
Prandtl-Reuss.

Observar que para el caso del criterio de fluencia de Von Mises y suponiendo endurecimiento
isotrépico, las dos hipdtesis son equivalentes, de donde por (8.44) y (8.40)

we = I g, des + ... = J o de, (3.49)
por lo que la ecuacidn (8.45) queda
g, =f( J o de,)
y por (8.48)
o, = H(e,)
0 sea
H(e,) = f( j 0 de,) (8.50)

Ndtese sin embargo que (8.50) no necesariamente se cumple siempre, ya gue no es valido cuando se
induce anisotropia por p astificacion.

La relacion (8.48) se obtiene experimentalmente si durante una prueba de tensidn simple (uniaxial) se
traza la siguiente curva (figura 8.4)

Op+4 - - -

b o e e ————

Figura 8.4
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que corresponde a la grafica esfuerzo-deformacion, en 1a que € es la suma c¢e deformaciones eldsticas
y plasticas. Ahora bien, si a las deformaciones s les resta la componente elastica y si ademds se toma
como origen el esfuerzo de Tluencia oy, se puede trazar la siguiente grafica. figura 8.5.

Luego, si en esta curva, para un esfuerzo daco o,, se toma la derivada de la curva o, = H (&)
correspondiente a dicho estuerzo, se¢ obtiene la pendiente H', es decir

g = 4o dHE) (8.51)
de,, de,
o'ef
/I
& 2 H
o T
()e = H (6}1)
Oe,f--- ’
i
]
,
Oe v . .
o €p
FiGura 8.5

Obsérvese entonces que la curva dada en la figura 8.5 es la funcidn H (¢,) buscada. Ademds notese
que de (3.51) se obticne

d
de, = (8.
H/

(]
3]
~—

que es la relacion buscada entre Je, y do,, la cual se determina experimentalimente al trazar la curva

de 1a figura (8.5) y encontrar #’ segin el nivel de esfuerzos. Luego las relaciones de Prandtl-Reuss
quedan

de” = do, (0. - (o, + o))
X —[;7;; X ! N

de " = 40, (o, = Yalo, + 0))
v m My AR N

¢
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P
de, =

P
de,, =

P
de,. =

de! =

X

do

4
= (U: - 1/2(% + U),))

{0
&

5 do
L .

T-(
3H'o, *©

(8.53)

Obsérvese en estas ecuaciones que se tienen una serie de funciones que sélo dependen de los esfuerzos

totales y que son

]
5%
;
g
4
|
zlo, >0
Lw
g
4
> ¢ = 3T
2 ¥ 20

(8.54)

ya que g, también sélo s funcidn de elios, ver ecuaciones (8.29) y (8.26), luego se tendrd que de

(8.53)

de U = :?L
L H/
de ” = )
¥ H/
de " = f_
- H'
de © = ¢
o 11/
de * = %
B H’
de "’ = i
A H/

[
~]
~l

do,
do,
do,
do,
= do,

= do,

(8.59)



Estas ecuaciones (8.55) revelan que conociendo el nivel de esfuerzos totales (mediante las funciones

$.), el incremento ce esfuerzo efectivo do, y la pendiente H’, para dicho nivel de esfuerzos (obtenido
experimentalmente). pueder obtenerse todas las componentes del incremento de deformacion pldstica;
con ello se tiene completamiente determinada la relacién incremental buscaca. Se observa, por tanto,
que en dicha relacidn la constante de proporcionalidad varia con el nive! de estuerzo y segin la
componente del incremento de deformacidon pldstica que se quiera.

Existen otro tipo de relaciones incrementales basadas en otros criterios de fliencia como €l de Tresca

y otros; por limitaciones de espacio en este trabajo no se verdn, pero su tratamiento es andlogo al aquf
visto para el de Von Mises.

Relaciones totales

Las expresiones (8.53) corresponden a relaciones esfuerzo-deformacion incrementales, las cuales para
proporcionar las deformaciores totales necesitan integrarse paso a paso. durante toda la historia de
carga. Abora bien, cuando todas las componentes del tensor esfuerzo crecen proporcionalmente pueden
utilizarse relaciones esfuerzo-deformacion totales. que resultan de integrar directamente las ecuaciones
(8.35), 0 sea

rof o ol W

&
1
rol

asi que la deformacion total pidstica sdlo es funcidn del estado actual de esfuerzos y es independiente
de la trayectoria de esfuerzo (historia de carga).

De esta manera, conocido el tensor esfuerzo (es decir todas sus componentes o,, o,, €tc.) se obtiene
o. de la ecuacién (8.29), luego ep se obtiene de la curva experimental (8.5) y a su vez con las
relaciones (8.59) se evalidan las compaonentes de deformacion pldstica totales. Estas relaciones (8.59)
fueron propuestas por Hencky.



Es conveniente destacar que en muchos problemas practicos puede considerarse que la historia de carga
es proporcional y por lo tanto las ecuaciones anteriores se utilizan con cierta frecuencia.

Relaciones de deformaciones totiles con deformaciones pldsticas

En estas relaciones, por tanto, no necesitan conocerse los esfuerzos, puesto «que solo involucran
cantidades de deformacicn. Estas son muy ttiles en procesos intensivos para resolver problemas
pldsticos. Para deducir estas se procede considerando que un pequefio incremen.o de carga produce
uno de deformacidn pldstica Ag,”, tal que

g, =€+ et + Aay” * (8.57)

donde ¢, es la componente eldstica, ¢,” la pldstica antes del incremento de carga y Ag,” la pldstica
debida al incremento. Aqui se supone que €,” ya se calculé previamente y se conoce, de forma que
solo Ag,” debe determinarse. Si ahora se define como deformacion total modificada a

&, = 2~ & (8.58)
entonces
8,; =g, + Aauv” (8.59)
en notacion matricial se tiene
(E'] = [E) - [AEY (8.59")

sustrayendo la componente isotrépica de estos tensores se obtiene una relaciér entre componentes
distorsionantes, 0 sea

(E'], = [E]; + [AE)” (8.60)
que en notacion indicial ¢ueda
e, = e,]/» + Ag )" (8.60")

* Aqui se estd empleando una notacién indicial en la que ¢, significa cada una de las componentes del tensor defor-
macién [E]



tomando en cuenta las leyes de Hooke asi como las relaciones de Prandti-Reuss se tiene que

de aqui

luego
2 7 02 { 1
= pl/ (,l/ - 1 T
03 2GAN

definiendo ahora como deformacidn total equivalente modificada a

luego de (8.63) se obtiene que

£, = p—— S aetae’ = |1+
o 2GAM R

ya que el incremento equivalente Ag, es

luego de (8.63)

} 61‘!
-+ =
2GAN  Ag,
lo que reemplazado en (8.62) ca
[ ‘p’ P
¢, = A Ag,

2
] Ae P Ae F
i 1y

(8.61)

(8.62)

(8.63)

(8.64)

(8.65)

(8.66)



de donde

agl = —Le (8.67)

' / /
Ap P o= ag” 8/ € * & v &
‘--.431 = — oy T e—_——
€ | 3
_Agf o ' /
v & - & - &
I L

andlogamente

, Sy / / / » 2
agl = L [ 2e. - €, - & } = - (ag” + 4e”)

Ag,
Ac = g (8.68)
€,
. Ag,
Ac P = — L gl
el
Ac,
ac "t = L
‘ €

. P /. / / / /
& = - (81 - 8\)2 - (8\ - 8: )2 + (82 - 8‘)2

S (8.69)

© (L) - (L) blel) |

(recordar que &, , ef. etc. se olnierien de (8.58).



Las ecuaciones (8.63) son equivalentes a las de Prandtl-Reuss e implicitamente emplean el criterio de
fluencia de Von Mises. Ademds debe notarse que ¢,, es una cantidad matemitica sin significado fisico
directo; pero sin embargo, para el caso uniaxial y tomando en cuenta la ecnacién (8.32)

A,
an =2 20
2 0
la que sustituida en (8.66) da
o &£ .
+ ‘ = _¢ (8.70)
3Gag, Ag,
de donde
|
£, =4, ~ — 0,
3G
(8.71)
o -
= Ag, + .i(l__ri). a,
3E

observando ahora la curva de la figura (8.6), si Ao, es el incremento de esfuerzos al cual corresponde
Ag, y si g, es el esfuerzo al “inal del incremento, entonces €, es igual a la suma del incremento de
deformacion pldstica mds la eldstica multiplicada por 2/3 (1+v), de (8.71) se obtiene que

"
ag, =, - 2 Lo, (8.72)
3 E
C"A
for) Ae
N\Te
Te. -4 -

I
i
{
[
f
i
]
1
!
|
i
T T

Te

E
FiGura 8.6

tJ
oc
ro



g, puede eliminarse de las ecuaciones (8.71) o (8.72) como sigue: si el esfuerzo antes del incremento

es 0,.,.,, 084, o, =0, ,+ 0k, @ entonces expandidndole en serie de Taylor s¢ tiene:
do,
0, =0, ,* Ag, + ... (8.73)
ee,

reemplazando (8.73) en (8.72)

(¢ + ) | do,
o st + de,) | ASP (8.74)
L i~

donde se han eliminado los términos incrementales de orden mayor a uno, despejando Aep de (8.74)
se obtiene:

[(l + V)/E:J}oe’l'—i
Aeg, = (8.75)
[(1 . u)/EJ (do, ! de,)

e
1
wi to

i-f

| to

Puede observarse entonces que Ag), se evalda en funcion de g,,, obtenido de la ecuacion (8.69) deo,,, _,
que es el nivel de esfuerzos mencionado; de la pendiente de la curva experimental, figura 8.5 y de las
propiedades eldsticas £ y v. Con 4g, conocido va se pueden utilizar las relaciones entre deformaciones

total y pldsticas 8.68.

8.6 Resolucion de problemas elasto-plisticos

En este inciso se verd el procedimiento general que se sigue para resolver problemas elasto-plasticos,
que es semejante al seguido en los probiemas de elasticidad y viscosidad, en los que se plantea un
grupo de ecuaciones entre las cuales se :ienen las relaciones esfuerzo-deformacion correspondientes
a cada tipo de material. que es en lo que basicamente se diferencian.

Grupo de ecuaciones que gobiernan los problemas elasto-pldsticos

Este grupo consiste al igual que en teoria de elasticidad, viscosidad, etc. ei: a) ecuaciones de
equilibrio; b) ecuaciones de compatibilidad de deformaciones; y c¢) las ecuaciones constitutivas, que
en este caso estdn dadas por cualquiera de las relaciones (8.53) relaciones incrementales, (8.56)
relaciones totales ¢ (8.6%) relaciones entre deformaciones. Los dos primeros grupos de ecuaciones,
como se ha dicho antes ¢n otros capitulos, son independientes del tipo de material; en tanto que el
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tercer grupo es el que caracteriza a los distintos materiales. En los problamas elasto-plasticos este
sistema de ecuaciones suele resolverse iterativamente empleando el método numérico de aproximacio-
nes sucesivas (que €s una extension del método de Picard), o bien por algun otro procedimiento.

A continuacion se escribirdn las ecuaciones mencionadas; en tanto qu: el procedimiento para

resolverlas se describird posweriormente.

Las ecuaciones de equilibrio despreciando las aceleraciones son:

ax ay 0z *
ar,, da, ar_
—_— T+ o= o 1:‘
ox ay 0z
a7 . a7 . do.
y A2 - A + = = F_'
dx ) dz ;
A su vez las ecuaciones de compatibilidad son:
de,  d 5 e,
dy ax dxay
d’e d’e d’e._
‘\ + ~ = 2 - il
9z° oy’ oydz
32 92 42
d°e, . J°€, _n de,
ax? 47 dz0x
3 de_ de.  de
—_ LA R =
X ax ad\ az
p og.,  Odg.  0e_
—_— -+ + - =
av av dz ox
9 de, de.  de |
z 0z ax ay

d%€.
oxady

(8.76)

8.77)

por su parte las relaciones esfuerzo-deformacion dependerdn de la teorfa pldstica empleada, asi que si
consideramos (8.57) en comb:nacién con las leyes de Hooke, para la componente eldstica se tendrd:
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6= Lo < w (o, + o) + aT + &7 « Be”

€, = 2[: [0, - m (o, 0)] + aT = ef - Ag?
€ = }: [U: - u o, ~+ o‘)] +al « el + Ae?

(8.78)

(8.78")

donde los incrementos pidsticos estdn dados por las relaciones (8.53), que implican las relaciones de

Prandti-Reuss, o sea
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. Aeg, , 3 Ag,
AJ»:X’ = " (29‘ -0, - 0), Aen' = 2 f T
20, ' : - 2 o
. Ae, , 3 Acg
A.‘—:\,’ =t (20, - 0. - 0); A& == r T.
: 20, : ' ® 2 0, 7
Aeg,
Ael = - Ae” - ag” Ae:~*’=.§ — 7
X Al poi ¢ 2 0 ALY
donde
5 V/(A.e'r" - aely - (Ae)f - Ae”) -
ASI’ = __v_‘;;_ - b
h (A{::P _ Ae‘l‘)? - 6 (AE{WP)z + (AGCP)Z + (Ae):})z
y
| o, = 0) v (0, - 0 (o, - 0) -
O, = -z 4
\,/:' - 6 (T:‘ + 7-’; + T.)

(8.79)

(8.79)



Alternalivamente, los incrementos pldsticos pueden ponerse en funcién de las deformaciones totales
(ecuaciones 8.68), ¢ sea

Aeg
Ao P ) 2 / / /
LSE,) = (2 & — & - C:)
; 38 )
el
Ag
‘P / / /
A\S\_P = (2 E\v - 8: - 8.:)

etc.

donde

2 o+ (gl - et +

-6 [(61) + (6 - (€

finalmente Ag, se relaciona con el esfuerzo equivalente o, 0 con ¢,, a través ce la curva experimental
esfuerzo-deformacion (figura 3.€).

Para la resolucion de un problema pldstico, ademds de las ecuaciones mencionadas, se consideran las
condiciones de carga y de frontera. Aqui se ha planteado el problema tridimensionalmente pero en la
préctica, al igual que en elasticidad, muchos problemas se plantean bidimensionalmente para simplificar
la resolucidon. A fin de resolver estos problemas se procede iterativamen:e (como se describird
posteriormente), o bien, se emplea un método directo semejante al empleado 2n elasticidad, que es el
que se verd a continuacion.

Meétodo directo

Para ilustrarlo se presentard un caso tratado por Hencky, en el que se emplean relaciones esfuerzo-
deformacidn pldsticas totales, y se le da forma matemdtica a los postulades fundamentales de la
plasticidad (inciso 8.3; de la manera siguiente:

El postulado (a) implica que los sélidos son incompresibles, 1o que matemdticamente se escribe como

e, = div(V) =0 (8.80)



y que el médulo de Poisson es

v =0.5

El postulado (b) implica que la relacion entre esfuerzos y deformaciones estd dado por la ley de

Newton (capitulo de viscosidad)

(7] =2 u [£]
donde:
i - coeficiente de viscosidad dindmica
El postulado (c) significa que la energfa pldstica (ecs. 8.12 y 8.13)
W, = cte.

y como por (8.15)

por lo tanto r,, es constante durante la plastificacién, o sea

7, = Cte

esta condicidn, dada por (8.83), se conoce como criterio de Von Mises.

Ahora bien la ecuacion (8.81) se escribe entonces como:

en estas ecuaciones se ha tenido en cuenta que ¢, = 0, ecuacién (8.80).

Las relaciones (8.84) son por tanto semejantes a las empleadas en la teorfa de la viscosidad.

(8.81)

(8.82)

(8.83)

(8.84)

La condicién de Von Mises se expresa mejor considerando que 7, = cte debe ser igual al cortante de

fluencia del material, es decir

Loc K

287

(8.85)



Suponiendo ahora que se llega a la plastificacion mediante una prueba de compresion uniaxial, entonces

donde;

g, - esfuerzo de compresidn de fluencia

de donde

L=a ¢ 1,=0 (8.86)

S}

, 2 ! 2 {4+ 3, 2 2
- [, —_— I = = — 1 + 3(
R T e D B 3 g U 3
de donde
97 =21 + 6l (8.87)

ahora considerando en (8.57) las condiciones (8.86) se tiene

971.,=20 (8.88)

por otra parte, si en (8.87) se reemplazan las expresiones generales que dan los invariantes del tensor
esfuerzo, se tiene

(J 7 ‘2 o (U.u M U\'\ * G:Z)J - 6 ('U,I"»‘z * q(tz + 0\:2)

-6 (o0 ~+0,0. +0.0.)

vy oz

<0 o, * 0'“0: - 0)\0::) - 6 (T.rvz * T.uz M T»:Z)

RTRES)

-0 (‘gtlaj.‘)‘ T 0.:.(0:: M O'“U::)

+ 7.9

2
I (U a * OLxU;T v a\',\all) M 6 (T»‘.‘? T Te
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finalmente

9TM2 = (0, - o_w)2 + (o, - 03)2
a A (8.89)
(o, ~ 0 ) + 6(7@2 S r;)
considerando (8.88) en (8.89) se tiene
(0, = 0, ‘e (o, - 6.) + (0, - 0.)
(8.90)

\ 2
=brt+r? 1l < 20

il

que es el criterio de fluencia de Von Mises y por lo cual se le ha antepuesto los simbolos de menor
0 1gual.

Luego entonces, los problemas ce plasticidad se resuelven mediante el conjunto de siete ecuaciones
formado por las 6 relaciones (8.84) y la ecuacién (8.90), ademds de las ecuaciones de equilibrio
(8.76). Este sistema incluye en forma implicita la condicién de incompresibilidad (div (V) = 0).

Ejemplo de aplicacion. Flujo pldstico

Considérese que se tiene una masa pldstica entre dos placas horizon:ales infinitamente grandes de tal
manera que es valido un andlisis bidimensional (figura 8.7). Las placas son ruzosas por lo que no
existe deslizamiento relativo entre material y placa en el contacto; pero el material tiende a escurrirse
a mayor velocidad a medida que se encuentra mds separado de las placas. También se generardn
esfuerzos tangenciales que serdn mdximos en el contacto y nulos en el centro. Ademds los esfuerzos
normales también serdn maximos c¢erca de las paredes. Por otra parte las deformaciones en la direccion
z (perpendicular al plano de la figura anterior) s¢ encuentran restringidas, por ello se tiene un problema
bidimensional.

4
ERRENERER!

+a

distribucidn_~

Ficura 8.7



Para este caso las ecuaciones de equilibrio se reducen a

do, . dTn‘ -0

dx ay
do ar

Y4 xy

W ax

(8.91)

(en estas se considera que las aceleraciones « y las fuerzas f son nulas).

Por ser andlisis bidimensiona:, € = 0 vy & = 0, reemplazando estas condiciones en las ecuaciones
(8.84), se obtiene

o,-0,=0 . o0 =0 = __‘_T_l (8.92)
y la condicién de Von Mises (ecuacion 8.90) se convierte en
3 2 2
5 (0, - 0) + 67_0‘ = 6K (8.93)
(siendo 3 K? = o7)
luego
(o, - av\_]2 = % 6 K* - 673\) = 4K? - 41'_3),
de donde

o, — 0, = 2 JyK? - 1 (8.99)

(se ha escogido el signo positivo del radical, puesto que o, es menos negativo que o,, por ser ambos
esfuerzos de compresion).

Ahora derivando la primera de las ecuaciones (8.91) con respecto a y, la seg.inda con respecto a x y
restando ¢sta de la primera se obtiene

(o, - 0) = —2 - __2 (8.94)
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ahora como el esfuerzo tangencial depende sélo de y, o sea

Ty = f(\,(Y)
de donde
a°r
o o= 0
dx?
y ademds
(o, - o) _
T Gxov

puesto que (o, — 0,) también sdlo debe ser funcion de y de donde

131T .
a)_; =0 o7 =Cy~C (8.96)

la ecuacidn (8.96) por tantd implica que 7, varia linealmente, ahora como para y = 0, 7, debe ser
también cero, por tanto C, = 0, asi que

7,=C Y (8.97)
para encontrar C, se toma en cuenta que en el contacte con las paredes la compresion ejercida es

isotrépica (por estar el medio fluidificado), de donde ¢, = 0, = 0., lo que implica de acuerdo con la
ecuacion (8.95), que para y = -+ a (ver figura 8.7) que

7. =-K (8.98)

(el signo menos es porque ¢l esfuerzo tangencial tiene el sentido de las manecillas del reloj, contrario
a la convencidn de giro positivo) considerando (8.98) en (8.96) se obtiene que

C, = - Kla (8.99)

de donde finalmente remplazando (8.99) ern {8.97) se obtiene

7.5 = — ) (8.100)



reemplazando el valor de 7., dado por (8.100) en las ecuaciones de equilib-io (8.91), se obtiene que

do, 99,
— T e ) ! ue L=
dx ¥4 ady
integrando ambas e:presiones
K . .
TS X f) Y 0= () (8.101)

reemplazando los velores de o, 0, y 7,,, (dados en 8.100 y 8.101) en la ecuacién (8.95) se liega a

¢ \ :
e R IO IEACO R o I
02

de donde

L) =2K 1y Y« Choy  fix) = § x+C (8.102)

N a-
reemplazando las ex»resiones 8.102 en fas £.101, entonces

a’ (8.103)

luego las ecuaciones (8.103) v la (£.100) nos dan las funciones requeridas para evaluar o, o, y 7,
seglin las coordenadas (x, y) del punto considerado. En ellas se tiene que C es un esfuerzo isotropico
que depende de las condiciones de frontera. Las variaciones de o, y de o, se muestran en la figura 8.8.
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FIGURA 8.8

Con esto se tiene conocida la distribucién de esfurzos para este problema. Asimismo, con las
relaciones (8.84) pueden obtenerse las componentes del tensor velocidad de deformacion, que a su vez
al ser integrados, dardn el campo de velocidades en el medio.

Debe hacerse mencion que =ste proolema corresponde a un caso de flujo pldstico generalizado (o sea
todo el medio estd plastificado) y adeinds se ha supuesto gue el material no experimeinta endurecimiento
por deformacién, o sea cor-esponde a un material rigido perfecto (ver figura 8.2 (b)); sin embargo,
existen problemas elasto pldsticos con endurecimiento a la deformacion (ver figura 8.2(e)) cuya
solucidn es mds complicada, pues consiste en la resolucion iterada de una serie de problemas eldsticos,
que sera lo que se verd en el inciso siguiente. Es necesario notar que el ejemplo aqui presentado
corresponde a casos de andlisis limite, entre los cuales se tiene también, por ejemplo los andlisis de
capacidad de carga de cimentaciones y de los cuales se hablard posteriormente.

Meétodo iterative de solucicn

Este método también es [lamado de las soluciones eldsticas sucesivas, porque equivale a la resolucion
de una serie de problemas eldslicos al irse dando incrementos pequefos de carga. El procedimiento
consiste en la resolucion del conjunto de ecuaciones (8.76), (8.77), (8.78) y (8.79).

a) Para el primer incremento de carga se considera que en las ecuaciones (8.78) las deformaciones
totales pldsticas

P

I)
X2 8)‘

& , €{C. son ¢ero

b) Se suponen valores a lcs incrernentos de deformacion pldstica
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c)

d)

g)

h)

b,

k)

D)

m)

Con éstos se estima Ae, (mediante la primera ecuacién (8.79)).
Con el dato anterior y mediante la curva experimental (figura 8.6) se estima o,.

Ahora mediante las ecuaciones 8.79) se obtienen los nuevos valores de

Ae”, Aet

Y y !

etc.

Usando estos nuevos incrementos plasticos se resuelven el conjunto total de ecuaciones, antes
mencionado (8.75, 8.77, §.78 y 8.79), como si fuera un nuevo problema eldstico. De esta manera
se obtienen nuevos valores de esfuerzos y deformaciones totales.

Con los nuevos esfuerzos y mediante las ecuaciones (8.79) se determinan nuevos valores de

Ag ", Ae’, etc.
con esto se obtiene de la primera ecuacior. (8.79”) un nuevo valor de Ac,.
Con Ag, y la curva experimental se evalia de nuevo o,.
Con ¢, y las ecucciones (8.79) (de nuevo) se obtienen otros valores de
g, aef

Con esto se repite: de nuevo el paso (f), es decir, se resuelve de nuevo (otra iteracién) el problema
eldstico (de los pasos f a i).

Se hacen tantas iteracicnes como sca necesario hasta alcanzar una convergencia aceptable
{normalmente no resulta eficiente, desde e punto de vista numérico, iterar mds de 5 veces).

Se da el siguiente incremanto de carga, repitiéndose ahora todos los pasos anteriores, o sea hasta
que se alcance la convergencia para este incremento.

Se continda con lys demds incrementos de carga hasta completar toda la historia de carga que se
debe analizar.

Este en si es el procedimiento bdsico, el caal como se ve es muy laborioso, ya que implica, que por
cada incremento y pcr cada tteracion se resuelva un problema eldstico (del tipo de los estudiados en
teorfa de elasticidad); lo cual obviamente consume mucho tiempo de cdlculo, aunque se empleen
computadoras.
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8.7 Resolucién de problemas rigido-pldsticos

Este tipo de problemas se presentan cuando la magnitud de las deformaciones pidsticas es mucho
mayor que las eldsticas como ocurre en los trabajos de forjado de metales, o de obras en suelos, de
tal manera que se pueden ernplear las relaciones de Levy-Mises (recordar que en eilas se ignoran las
componentes, ecuacion 8.17).

Para simplificar el estudio ern este trzbajo se analizaran unicamente problemas bidimensionales, asi que
se considerard que:

y (8.104)

[32]
]
™
T
i)
‘e
-

M
It
“O'J
=
NS
~—

en tanto que los esfuerzos

r.=71.=0 y o =0(x)y);

!

(8.105)
¢, =agxy); 7. = T_Q.(-\’,_,\’) =0

Y v - 53

Ahora aplicando las relaciones ce 1.evy Mises (para materiales rigido-pldstico), de (8.17) se obtiene

" il
de, = d\ S = % dh [01 - _:lz(ay + 0.) ;‘i
" r | .
de,. = Z d\ o, - (0, + 0)
3 | 2 ‘A (8.106)
~y i Y
de. = _i dN o, - -,'L)-(a_‘ +0)
de = dN\ 7

de (8.104) como de. = 0. la 3a. de las ecuaciones (8.106) conduce a

(0, + 0.)

3| —
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y como el esfuerzo medio €s g,, = 4 (0, + 0,); entonces

0.=0 (8.107)

Ahora bien, el criterio de Von Mises de fluencia para el caso bidimensional. ecuacion (8.93) dividido
entre seis da

% (0, ~ o) + 7.7 = K? (8.108)

(siendo K el esfuerzo de fluencia en prueba de corte simple)

A su vez las ecs. de equilibrio (8.91) son

30 31 .
T = =0
ox ay
(8.91)
do, ar..
ay ax

Obsérvese que las ecuactones (8.91) y (8. 108) representan tres ecuaciones con tres incégnitas o,, g,
y 7. Ahora bien, si as condiciones de frontera estdn dadas solo en funcidn de esfuerzos, el problema
quedard completamerite determinado y no es necesario utilizar las relaciones esfuerzo-deformacion, por
ello se denomina estdticamente determinado. Por el contrario, si las condiciones de frontera estdn
completa o parcialimrente dadas en término de deformacion, si serd indispensable recurrir a las
relaciones esfuerzo-dzformacion. Notese que estos problemas implican obviamente que todo el medio
estd plastificado.

Para la resolucion se procede de la manera siguiente, considerando que los esfuerzos principales estdn
dados por

Jootd g, - 0, 5
= . - ;. - + <
ol 2 2 Tn
1
0, =0, = 3 (o, ~ 0)
e
2
[ ) o -0
o, = 2 - ! — + T“‘2
2 2
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de (8.107) y (8.108) se obtiene

o, =c¢, +K
g, =70, (8.109)
o,=0_-K
ademds como se sabe
1
e = E 5 (0, = 0) =t K (8.110)

También se sabe que la direccidn del esfuerzo principal mayor con respecto a la hor.zontal (dngulo ¢),
figura 8.9, estd dado por

tan 2 ¢ = — 2 (8.111)

en tanto que la direccion de planos donde actdan cortantes médximos al estar separados 45° en relacion
al esfuerzo principal mayor estdn dados por

tan 260 = -
tan 2¢
de donde:
g~
tan 28 = _,_:7’____01 (8112)

FIGurA 8.9



Si se definen una serie de lineas cuya tangente coincida con la direccion ce los planos de cortante
médximo {que forman el dngulo # con la horizontal, figura 8.9), a éstas se les llamard "linea L" y con
linea de deslizamien .0, o de corte. Como en cada punto de esta linea existe otro plano ortogonal al
anterior donde se p-esenta cortante mdximo, ésto definird una familia de lineas de deslizamiento
llamadas lineas 3, qie por tanto serdn ortogenales a la familia de lineas o. Estos dos conjuntos de
lineas definen a su v2z un sistema ortogonal de coordenadas.

Obsérvese ademds que ¢l estuerzo normal a los planos de deslizamiento es igual al esfuerzo promedio

(0,), en tanto que el esfuerzo tangencial es igual a la resistencia al corte (esfuerzo de fluencia) K, ya
que

1

oa=06=?(o,+03)=0
e

m

]
= (7, - a) =K

T((,U ?
“

A su vez g,, g, y 7, pueden odtenerse en funcion de o,, K'y 6, tomando en cuenta (8.109) y (8.12),
entonces

o =0, - Ksen?2
o =0, ~Ksen2#0 (8.113)

7. =Kcos 28

Ahora reemplazando estos valores de o,, o, y 7, en las ecuaciones de equilibrio (8.91) se tiene

d¢ A
-2 -2 K {00526 gq ~ sen 262?-] =0
6X X Yy
\ (8.114)
o A A
Dok [CIDSQH?_O—senQ(]d_B -0
i 3y ox
s1 se define a
- C)-m
TS

donde:

X - pardmetro adimensional
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se obtiene

L -—cos29§ﬁ—sen26?.€=0
% i 3y
ox -—sen293€+cos20§g=0
av ax ay

como los ejes x y y son arbitrarios s¢ puede hacer que coincidan en cada punto con las direcciones a
y B, entonces 6 = Q0 y

luego las ecuaciones anteriores se convierten en

o a0
do do
(8.1195)
_(_3}'_ -+ _(:_}_é_), = 0
a3 aiB

las cuales se llaman ecuaciones de compatibilidad (no confundirlas con las de compatibilidad de
deformaciones). Integrandoias se obtiene

x -8 =C, (sobre una linea o)
(8.116)

x+ 0

C, (sobre una linea )

C, y C, son constantes.

Notese que mediante las ecuaciones (8.116), si se conoce x y f en las fronteras, se obtendran C, y G,
para cada linea de ambas familias, luego conocidas las constantes en cada punto inerior se tendrdn 2
ecuaciones, de donde se puede estimar x y § para dichos puntos, luego mediante (8.114) y (8.113) se
obtendrd o,, o, y 7, (0 sea el estado de esfuerzos completo). Esto implica que se tiene un problema
estdticamente determinado. Ahora men, si las condiciones de frontera estdn paralelamente dadas en
funcién de desplazamientos o velocidades, el problema requiere que se tomen en cuenta otras
ecuaciones, las cuales se verdn a continuacion.
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Ecuaciones de velocidades

Para deducir €stas obsérvese que las ecuaciones de Levy Mises pueden escribirse

de, - de, 0, -0,

= (8.117)
de o T
Considerando ademds la condicién de incompresibilidad (de, = 0) entonces
de, + de =0
Si se deriva con respecto al tiempo
dé, + dé¢, =0 (8.118)
como
. d oV
gy = oo dodu 07
i dr dx ox
Andlogamente
v o aV av.
di = y asimismo  d¢_ = 1 + 2
Y9y © ay ox

tomando en cuenta las ecuacicnes de compatibilidad de deformaciones anteriores en la ecuacion (8.117)
se obtiene

av /dy) - (V. /oy -
(' . ',») (' /0¥) _ 0 -0 (8.119)
@V, /dy) - 0V, /ax) 2,

en la que se estd considerando que el flujo pldstico es un flujo viscoso, ecuaciones (8.84). A su vez
(8.118) queda

aVv A%
RS ) (8.120)
ax ay

puede también observarse que las rapideces normales a las direcciones o y 3 son

de de,, l 1
I S L U 8.121
dr dr 2 (&= &) 2 () ( :

{por la condicién de incompresibilidad)
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Ja ecuacidn (8.121) implica que no hay movimiento en direccién normal a las lineas de deslizamiento.

Ahora las velocidades segiin estas neas (obsérvese figura 8.10) son

<
H

<
H

FiGgura 8.10

V.cos 8 -V, sen 8

(8.122)

V. _sen § + V, cos §

Considerando que los ejes X y Y coincidan

con « y 8 se tendrd que 8 = 0 y de acuerdo con (3.121)

av,

X |0
(
oV
=2 =0
l d_,\’ }6=0

Y a su vez las ecuaciones (8.122), derivdndolas con respecto a x y ¥ quedan

8V,
'_a:x._
1%
a8

oV 4
x — v dé -

S — =0
ox Y ox
5 oV
99y
“ gy dy
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ahora por la coincidencia de x con « y de y con 3 se tiene

aVv

ey 98y

da Y Jda

v (8.123)
B_’i + V _a.g =0

ae “ a8

esto implica que V, = f, (o). V3 = £, (B) y # = fi (o, B); si B se mantiene constante en la primera
ecuacion y en la segunda se obtiene

dV_ -V, d 6 =0 (sobre una linea a)
(8.124)
dV, + V_ d § =0 (sobre una linea ()

estas ecuaciones (8. :24) se [laman ecuaciones de compatibilidad para velocidades.

Luego entonces, en un probiema donde ias condiciones de frontera estdn en funcion de esfuerzos y
velocidades necesitan considararse tanto estas ecuaciones (8.124) como el sistema de ecuaciones dado
por (8.116). Este es un problema complicado que normalmente se resuelvz a base de tanteos. Las
ecuaciones (8.116) se llaman de Hencky y fas (8.124) de Geiringer. Es conveniente destacar las
siguientes caracteristicas de ambas ecuaciones y sus diferencias.

a) Las de Hencky relacionan dos incognitas X y # mediante dos ecuaciones.

b) Las de Hencky dan el estado de esfuerzos en una linea de deslizamiento si se conoce €ste en un
punto de ella, er tanto que mediante las de Geiringer no basta.

c) Las de Hencky introducen restricciones al campo de lineas de deslizamiento, en tanto que las de
Geiringer no.

Propiedades de las lineas de deslizamiento

Entre estas se tienen:

a) El dngulo que fcrman las tangentes de dos lineas de deslizamiento en los puntos de cauce con
cualquier linea ce Ja otra famiha es constante. Esto se conoce como el "primer teorema de

Hencky".

b) Todas las lineas ile « (0 lineas () cortan a las lineas de otra familia formando el mismo angulo.

'
=
P



d)

e)

g

h)

3

Si una linea o (0 linea B) es recta en el tramo comprendido entre dos lineas de la otra familia,
entonces las otras (lineas «) serén rectas en el mismo tramo.

Si las lineas o y 8 son rectas en una regién, entonces existe un estado uniforme de esfuerzos (o
sea las componentes del tensor esfuerzo son constantes).

Sobre una linea de corte recta, ¢l estado de esfuerzos es constante.

Si el estado de esfuerzos es cosastante sobre una curva, enionces esta es recta ¢ se encuentra en
un campo uniforme de esfuerzos.

El radio de curvatura de las lineas o (o 8) al intersectar una lin¢a de la otra familia decrece en
relacion directa a Ia distancia viajada en la direccidon positiva de 1a linea 8 (0 o).

Al mover sobre una curva de una de las familias, los centros de curvatura ce las lineas de la
familia, forman una envolvente de dicha linea de deslizamiento.

La envolvente de las lineas de una familia es una curva limite a' través de 1a cual las de la otra
familia no pueden continuar.

Si el radio de curvatura de unz linea o (o 8) cambia bruscamente al cruzar una linea de la otra
familia, todas las otras de su misma familia también cambian bruscamente (0 sea existe una
discontinuidad).

En lo que sigue se presentan algunos ejemplos de aplicacion de las ideas anteriores.

Estado de esfuerzos uniformes. En este caso las dos familias de lineas son dos ccnjuntos de rectas.
Esto es consecuencia directa de las ecuaciones de Hencky (8.116), ya que si x s constante, entonces
6 también lo es.

En la figura 8.11 se observa que si las lineas « son radiales, las 8 son circunferenciales. Entonces de
la 1* ecuacidn de Hencky, si @ es ccnstante sobre una linea «, x también lo es sobre ella, en tanto que
si en la segunda ecuacién 6 varia linealmente a lo largo de la linea 3, entonces x tamnbién debe variar
linealmente. De esta manera el csfuerzo promedio es constante en la direccidn radial y varia
linealmente cor: ¢l dngulo medido a partir del gje x.

7/

Lineas «o
/ ’ 2
— _Lineas £

FiGura 8.11
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f)’ — Lineas o
«-=-Lineas 8

FiGura 8.12

Identacion de una plica rigida. Considérese la figura 8.12, aqui se supone que no hay presién entre
el medio y la placa y existe una presion uniforme KP sobre el segmento AB, ¢l resto de la frontera estd
libre de esfuerzos. Ademds se considera sélo €} inicio de la plastificacion, asi que se ignora el cambio

de geometria de la superficie. Nétese que la presion KP implica que P es una constante que multiplica
la resistencia a la fluencia K.

Supongamos que la regidn de A a G esta plastificada, pero de momento se ignora la longitud de AG,
asi que las condicion:s de frontera en este segmento son

g, =7, =0 (en AQ)
de la condicion de fluencia (ecuacion 8.108) se obtiene que
6=+ 2K
intuitivamente se siente que o, debe ser de compresion por lo tanto se considerard
o, =- 2K (en AG) (8.125)

como 7, es cero AG es una direccion principal, luego las lineas de deslizamienio deben formar dngulos
de + 45° con la horizontal, se considerard que las lineas o estdn a 45° y las 8 a 135° (o sea -45°),
ver figura 8.12.

También se supondrd la region AGF, como se ve en la figura, las lineas de deslizamiento son rectas,

por tanto es una regidn donde existe estado uniforme de esfuerzos, recordar la propiedad f del inciso
anterior. Luego en la frontera AG se tiene que las ecuaciones de Hencky

1
i
7K 4K 2

asi que
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_ 1 .7
x=sy 6=2 (8.126)

(para la linea « en esta region)
Ahora considerando la frontera AB, puesto que no hay friccién en el contacto, entonces

7« =0 'y o =-KP (8.127)

Ay

(que es la presion uniforme)

por lo tanto del criterio de fluencia (ecuacién 8.108)

de donde

s, =0 +2K=KQ2-P) .. (8.128)

R

rconde se ha 2scogido el signo +)

Como 7,, = () en AB también es direccion principal y las lineas de deslizamiento también forman
angulos de 1- 45° (I1/4), ver figura 8.12. Como antes la region AEB también es de esfuerzos
constantes (estado uniforme). De las condiciones de frontera se tiene que, considerando (8.127) y
(8.128) ‘

g, d +cC, | -p
X = . = - =
K 4K 2
(8.129)
y 0= 2_ IT (para linea «)

Ahora, puesto que AF y AE son l/neas « rectas, del teorema C del inciso anterior (todas las lineas de
deslizamiento entre ellas son rectas, region FAE) constituye entonces una region en abanico centrado,
como el ejemplo anterior. Luego entonces los esfuerzos son constantes en cualquier Iinea radial pero
varian linealmente de AF a AE, ¢ sea

sobre AF a «x = .i ; P sobre AE

o —

Resultados similares a los anteriores se presentan en las regiones EBD y BDC (tigura 8.12).
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La presion P necesaria para que la placa induzca la plastificacién puede ahora determinarse de la
siguiente manera. Como la linea AF es una lina « v la HIJK es una 8, cons.derando la segunda de las
ecuaciones de Hencky que es

X + @ = constante (8.130)
entonces sobre HI: x = - ‘ y 0=mw/4 (8.131)
sobre JK: x = % (1-Py y 0=34nr (8.1317)

considerando (8.131) y (8.1317) en (8.130) se tiene

+_Z::I(1-P)+3/47r

4 2 (8.132)
P=2+nx

ro) —

que es la carga necesaria para que el medio sz plastifique.
La distribucién de velocidades se obtiene mediante las ecuaciones de Geiringer (8.124)

Para ello se considera que si la placa se mueve con velocidad V,, en la direzcién negativa del eje y,
la region ABE se mueve igualmente junto con la placa como cuerpo rigido con la misma velocidad.
A su vez en la regidn AEFG, Vu es igual a cero y V@3 es igual a VQ/\/ZM, asi que la region AEF se
mueve hacia afuera en velocidad VU/\/—2“, y la AGF se mueve en la direccidn FG con la misma
velocidad.

La solucién anterior fue obtenida por Prandtl. Existe otra solucién alternativa debida a Hill, en la que
considera que la fron:era rigido-pldstica es el contorno H 1/ K L M N en vez del anterior (G F E D
C). Asimismo pueden obtencrse otras soluciones intermedias entre ambas; de donde se ve que en
plasticidad es posible tener diferentes soluciones y resulta tedricamente imposible distinguir cual es la
solucidn correcta. Deude luego que esta incertidumbre se debe a la teoria rigido-pldstico aqui empleada,
el unico medio de obtener soluciones satisfactorias es mediante la teoria elastopldstica que emplea las
relaciones de Prandtl-Reuss.

Cabe mencionar entonces que las soluciones rigido-pldsticas lo unico que deben satisfacer es que
definan campos de ve ocidades cinemdticamente admisibles, o sea que cumplan con caracteristicas de
movimiento de cuerpe rigido.

Vale la pena hacer rotar que los problemas de capacidad de carga en sielos, asi como los de
estabilidad de taludes son de este tipo, que corresponden a andlisis limite, cuyas caracteristicas esencia-
les son las de estimar la carga que se necesita para gude se desarrolle un mecanismo de falla. Asf, en
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el ejemplo anteriormente presentacc se obtuvo un valor del pardmetro P (ecuacidn 8.130), el cual
implica que la carga mdxima uniformemente distribuida que se puede colocar sobre la placa es de
(2 + IT) veces el valor de la resistencia al corte X.

8.8 Andlisis y diseiio limite

Es conveniente observar que los andlisis limite permiten estimar la carga médxima que un medio o
estructura puede soportar al desarrciiarse en €l un mecanismo de falla. Esto implice que se plastifique
todo el medio, o bien, que si existen posiciones s6lidas (eldsticas) éstas no ofrecen ninguna resistencia
al movimiento, moviéndose como inclusiories dentro de la fase fluida del material.

También aqui es util reflexionar acerca de que las teorias rigido-pidsticas (de andlisis limite)
presuponen que todo el medio se ha plastificado, en tanto que la teoria de elasticidad implica que el
medio en ningdn punto lo ha hecho. Luego entonces, estos dos tipos de andlisis corresponden a
condiciones extremas, y nc son capaces de predecir el comportamiento cuando parte del material se
ha plastificado unicamente, por lo cual deben emplearse las teorias y métodos elastopldsticos. De la
consideracion anterior han surgido los teoremas limites que a continuacion se veren.

Teoremas sobre los limites inferior y superior de la carga dltima
Estos son los dos siguientes:
Teorema 1

a) "Una carga que produce un campo de velocidades cinematicamente admisible puede ser igual o
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mayor que la carga real que puede producir la falia”. Esto constituye un Iimi‘e superior.

Esta carga es la que se calcula con ia teoria rigido-pldstica (andlisis limite). La conclusién obtenida se
debe a que la carga mencionada presupone plastificacion total en una region, sir considerar que el
medio involucrado puede moverse aunque no se haya plastificado compietamente, sino que basta que
se haya plastificado una zona que tacilita la formacién de un mecanismo de falla, por ejemplo, la
region vecina a un circulo de falla en un talud.

Teorema 2
b) "Una carga que produce un campo de esfuerzos estdticamente admisible serd igual o menor que

la carga que se necesita para ¢.ue se produzca deslizamiento por flujo pldstico”. Esto es un limite
inferior.



Esta carga se obtiene de la teorfa de elasticidad considerando la carga médxima que se puede aplicar
a un medio para que en ningun punto rebase la resistencia al corte (fluencia). Esta es un limite inferior,
ya que pueden exiitir zonas plastificadas en el interior de la regién, sin que por ello ocurra un
deslizamiento generalizado de alguna porcién del medio.

De lo anterior se coacluye que, los dos limites indican un ancho de banda dentro del cual se encuentra
la verdadera carga P, que s¢ necesita para quz se inicie la formacion de un mecanismo de falla (en un
medio continuo o sistema estructural), que seria la carga ultima. Por lo cugl, dicha carga iltima que
soporta una obra, e dificil (sino imposible) de obtenerla con precisidn, siendo s6lo posible acotarla
entre dichos limites,

Por tanto, el disefio Ilimite (o ultimo) de cualquier tipo de obra, debe tomar en cuenta estas
consideraciones, por lo cual se requiere de un andlisis eldstico y de uno rigido-pldstico, para obtener
informacion en este tipo de disefio.

Debe notarse entonces que €1 este diseno o tinico que importa es acotar la carga ultima, sin tomar en
cuenta las condiciones de de’ormacion que experimenta en el rango donde parte de las deformaciones
son eldsticas y parte pldsticas, para esto si serfa necesario realizar andlisis elastopldsticos como los
mencionados anterio mente (inciso 3.6).

Seleccion de mecanismos de falla

En esta parte se hace notar que para que una estructura falle no basta con que ciertas partes de ella se
plastifiquen, ni es necesario tampoco que se plastifique todo, sino que basta que se defina una zona
plastificada capaz de engendrar un mecanismo de falla, mediante el cual cier:as porciones de ella son
capaces de experimentar movimientos de cuerpo rig:do (cinemdticamente admisible).

Es claro que para una estructura dada pueden existir diferentes mecanismos de falla, por lo que es
necesario definirlos y determinar cudl de ellos requiere una menor carga para ser engendrado. Esta
seleccion por tanto debe hacerse trazando diferentes superficies de falla, capaces de generar
movimientos de cuerpo rigido. Por ejemplo, se tiene el método conocido para andlisis de estabilidad
de taludes, en el cual se supone un circulo de falla, mediante el cual una posicién de él es capaz de
moverse como cuerpc rigido. En general, por "anto, bastard con transformar una region hiperestdtica
en isostdtica eliminardo para ello restricciones al movimiento analizando ademds las fuerzas que
intervienen en él, asi como los factores que se oponen a €l (recordar por ejemplo los andlisis de
estabilidad de taludes mencionados antes).
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9. Teorias de falla y ruptura

9.1 Introduccion

Cuando a los materiales se les soniete a un esfuerzo creciente de tensién o compresion experimentan
deformaciones que en un principio estdn en el rango eldstico, pero posteriormente se salen de él y
crecen con mayor velocidad que los esfuerzos; ahora, si ellas siguen ¢reciendo, en 1 material comien-
zan a aparecer grietas hasta que finalmente el material se separa en fracciones discontinuas.

De lo anterior se concluye que el concepto de faila corresponde a la situacién donde ias deformaciones
son plasticas y alcanzan una cierta magnitud que se considera intolerable desde €l punto de vista de
la funcionalidad de la estructura de la cual forma parte el material.

En tanto que el concepto de ruptura corresponde a cuando el material se separa ¢n partes aisladas y
deja de ser un medio continuo.

Ahora bien, los criterios de falla y ruptura se fijan mediante convenciones de acuerdo con el nivel
mdximo de esfuerzos que el material debe soportar. Este n'vel se determina a fin de que no se registren
deformaciones que rebasen cierto limite, o de que no se propaguen grietas existentes. En general se
tiene que dicho nivel se estima a partir de una cierta funcidn de los esfuerzos principales, o sea

flo, 0,, 0 =0 | 9.1)

Se ve por tanto que para establecerlo es indispensable determinar el estado ce es'ugrzos existente en
un problema dado.

A continuacién se mencionan algunas ideas acerca de las condiciones exisientes en las situaciones
donde se presenta falla o -uptura.

Por lo que se refiere al caso de falla, ésta se origina cuando se vengen las fuerzas intermoleculares y
se movilizan las dislocacioncs existentes en el interior de granos, o bien existe deslizamiento en os
limites de granos, o tam>ién si existe difusion atdomica. Todas estas situaciones indican cambios
estructurales que debilitardn la resistencia del material. Ahora bien, todas ellas se presentan para la
combinacion de esfuerzos que sausfacen la funcién antes mencionada (ecuacion ©.1).

Por tanto, para estimar la falla se determina el estado de esfuerzos en toda la region en estudio y se
ve en qué parte de él se satistace la condicion d2 falla {ecuacion 9.1). Existen diferentes relaciones del
tipo de dicha ecuacidn que representan a distintos criterios de falla que han sido propuestos, los cuales
se describen posteriormente. Estos criterios se han establecido a fin de evitar disenar en lo posible
obras que sufran deformaciones excesivas y dejen de ser funcionales.



Ahora bien, las cordiciones que prevalecen para que se desarrolle la ruptura son: la existencia de
imperfecciones estri.cturales tales como dislocaciones, impurezas y pequeiias vacancias; lo que origina
microgrietas y a continuacior: su crecimiento, o bien un aumento en el ndmero de ellas. Ahora bien,
la posibilidad de extension de las microgrictas, se puede estimar de acuerdo con la teoria de Griftith
(u otras), en ja cual se deterimina que exisien concentraciones de esfuerzos er los extremos del semieje
mayor de grietas elipticas, que rebasan la resistencia a la tension de las fuerzas intermoleculares
provocando la separacién del material en mds partes. Asimismo, vale la pena indicar que la
distribucién de las irperfecciones es aleatoria y por tanto, la orientacién y tamafio de las microgrietas
serd igualmente aleatoria, por lo que la aplicacion de los criterios de ruptura deben considerar esta
condicidn.

También en este caso se han establecido criterios en los que, a partir de las caracteristicas del tensor
esfuerzo, se elige una relacion en funcion de los esfuerzos principales (o sea igual a la ecuacion 9.1),
mediante la cual se puede estimar si existe riesgo de ruptura del material y la consecuente falla de obra
de la cual forma parie.

Tunto los criterios de falla como los de ruptura son inicamente aproximados, puesto que se basan en
aplicaciones de la mecdnica del medio continuo, siendo que en este caso son muy determinantes las
discontinuidades intrinsecas, heterogeneidades y anisotropia existentes en el material para este nivel
de esfuerzos. Sin embargo, dichos criterios son de bastante utilidad puesto que han demostrado dar una
idea aceptable de las condiciones de falla o rupiura, 1o cual se ha podido constatar experimentaimente.
Por otra parte, son el tnico recurso del que actualmante se dispone para dicho fin.

Entre los criterios dz falla axistentes, los cuales posteriormente se describirdn, se tienen: el de
Rankine, el de Saint Venant, el de Tresca o Coulombo, el de Beltrami, el de Von Mises, el de Mohr-
Coulomb (friccidn interna). etc.

En tanto que entre lcs criterios de ruptura se tiener: el de Griffith, el de Barenblatt, etc. Los dos
criterios mencionados aqui se detallardn posteriormente.

9.2 Tipos de materiales fragiles y dictiles

I.os materiales pueden clasificarse como frdgil o dictil, de acuerdo con la magitud de la deformacion
yue sufren antes de romperse, ver figura 9.1.

Ahora bien, esta clasiticacién se hace considerando unicamente la deformacidn sin tener en cuenta el
esfuerzo maximo que soporten.
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FiGurA 9.1

Entonces, de acuerdo con lo anterior se pued: decir que un material es fragil cuando se rompe sin
sufrir mucha deformacion; en tantc que es ducti! cuando se rompe después de experimentar grandes
deformaciones. Entre los materiales frdgiles se tienen por ejemplo: el vidrio, la madera, €l concreto,
etc. y entre los ductiles estan el acero, plomo, suelos arcillosos, etc.

Factores que influyen en la ductilidad o la fragilidad

Para entender cudles son éstos se considerard que las caracteristicas son contrarias, es decir, que un
material entre menos dicti! sea serd mds frdgil y viceversa. LLuego entonces, por ejemplo, se verd qué
factores influyen en la fragilidad (quedando entonces implicito como actuardn sobre la ductilidad).
Tales factores son: esfuerzos isotrépicos asi como 1os distorsionantes, velocidad de carga, temperatura,
estructuracién, heterogeneidad, impurezas y vacfos, que se pueden considerar como los mds
importantes.

Ahora se discutird como influyen cada uno de ellos:

a) A mayor presion isotropica mayor resistencia.

b) A mayor magnitud de lcs esfuerzos distorsionantes menor fragilidad y menor resistencia.
¢) A mayor velocidad de carga mavor fragilidac y mayor resistencia.

d) A mayor temperatura menor fragilidad y menor resistencia.

€) A mejor estructuracion menor fragilidad y mayor resistencia.

f) A mavor heterogeneidad mayor fragilicad v menor resistencia.

g) A mayor cantidad de impurezas mayor fragilidad y menor resistencia.

h) A mayor cantidad de vacios mayor fragilidad y menor resistencia.
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Es obvio que pueden tenerse diferentes combinaciones de dichos factores por lo cual es dificil estimar
a priori cémo influird dicha combinacidn en la fragilidad del material.

Vale la pena agrezar que los materiales serdan mds fragiles principalmente cuando presentan
estructuraciones no uniformes, tales como mezclas de materiales fibrosos o con granos sélidos dentro
de matrices cemententes suaves, en las que es mds fdcil que tiendan a formar huecos y por tanto se
agrieten con mayor facilidad y se rompan antes de sufrir deformaciones excesivas.

9.3 Mecanismos de falla plastica

El mds importante ce los mecanismos de faila pldstica puede considerarse que es el ocasionado por
esfuerzos distorsionzntes, és:os provocan que las dislocaciones que existen en una estructura cristalina
se desplacen segln planos definidos, pero manteniéndose Ia continuidad de dicha estructura, como
puede verse en la figura 9.2.

" Linea de di :sloccc‘vo’rr\
[#] [e] o Q [e3

|
[«] o
! |
! |
g Lb ¢ d , 0 b Lc d
° ° °//‘L.|neo de X ° °
—_— oo ./ _deslizomiento \
18] o] o o [e] o
a b' ¢’ a' b c'
(a) (b)

FIGURA 9.2

En la figura anterior se observa que la molécula ¢ estaba enfrente de la b', y existe una linea de
dislocacidn que pasaba por la particula b, luego; después del deslizamiento esta particula queda
enfrente de 1a b’ y se forma una dislocacion que pasa ahora por la molécula ¢, es decir, se ha
desplazado esta linea de dislocacién, pero no fisicamente sino por sustitucion de la que pasaba a traveés
de b por la que pasa sor ¢. Lste movimiento revela que no se rompe la continuidad del medio y que
ademds puede continuar sucesivamente, es decir, que por ejemplo la linea de dislocacién pase a la
particula d (ver figura antericr), etc.

9.4 Mecanismos de rruptura

Entre estos pueden considerarse que los mds relevantes corresponden a los casos en los que actian
esfuerzos de tension en microgrietas no paralelas a la direccidn de dicho esfuerzo, 1o que ocasiona un

(Vs
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incremento de esfuerzos en el borde (extremo del eje longitudinal de la grieta) el cual rebasa las
fuerzas de atraccién interimoleculares, lo que ocasiona que se separen las moléculas, liberdndose
ademds, por este motivo, energia de deformacion que supera a la cantidad de energia superficial
requerida para formar nuevas superficies (caras adicionales a ambos lados de la grieta que se propaga).
Debe aclararse que la ruptura puece consistir en el crecimiento de grietas ya existentes o bien en la
formacién de nuevas grietes.

9.5 Criterios de falla

A continuacién se describirdn brevemente aigunos de 1os criterios de falla (aquélios en los que la falla
se considera por deformacién excesiva) mds cominmente empleados.

Teoria de Rankine o del maximoe esfuerzo de tension

Como su nombre lo indica ésta senala que la falla se alcanza cuando uno de los esfuerzos principales
alcanza la resistencia mdxima en tension, por ejemplo, para el caso bidimensiona..

crzﬁ
Jo
aJ g
OC C
—
O
Ogc
FiGLra 9.3
T =0y
0 bien
02 = - U().U (92)
donde:

g, - esfuerzo principal de teasion

0, - esfuerzo principal de ¢ccmpresion
0, - resistencia mdxima a la tensién
o, . - resistencia maxima a la compresién



Teoria de Saint-Venant o de deformacion axial mdxima

En ésta se supont que la plastificacion ocurre cuando una deformacién principal iguala a la
deformacion mdximra en tersién o compresion, o sea cuando

ke =0 -u(o, +0y)=1=% 0

entonces, para el caso biaxial (cuando o, = U)(figura 9.4)

+

Eeg =0 - o, = T

, =% g,, para /o/=/0,/

9.3)
Ee =0, - po, =% o,, para /o,/=/a,/

O'!*\
0, = Uoi-,u'al |

)

T % G
G = =0t U0, }
1
1
| 99 0, = 0y U0y
0y = =0 v U4,
;
FiGura 9.4

Criterio de Tresca (0o de Coulomb) o del esfuerzo cortante mdximo

En éste se considera que la plastificacion se presenta cuando se alcanza el cortante maximo que se
registra en la prueba de tension simple. Esto implica que ocurre cuando se cumplen las seis
condiciones siguientes:

g()

[w

i
S
I+

S
|

S

H+

o, : (o, es la resistencia mdxima a tensidn)

o
§
S

H

ag
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luego, para el caso biaxial se tiene:

0, = 6, = 0, si o, >0y o <0
o, -0, = -0 S0, <0y oo, >0
0, = 0, st o, > 0, >0 9.4
o= 0 sioo > 0, >0 (9.4)
7o=-0,; & 0 <90, <90
g, = =0, S0, < o, < 0
Oi‘
o
@izt oz
N
\
-Jo Co
— -
Oi
2= —0pt 0
._o"o
FIGURA 9.5

Teoria de Beltrami o de {u mdximu energia de deformacion

En ésta se considera que la plastificacion se presenta cuar.do la energfa total de deformacion iguala a
la que existe en una prueba de tensidn o compresién unidimensional, o sea

U=1Lo ¢ - _2_% o (9.4.1)

y COmo por otra parte, en general la energia total eldstica estd dada por

U = | (0,&, - 0,& + 0,8) (9.4.2)

77‘
e

reemplazando en la anterior expresidn las deformaciones ¢&,. &, y &, por las expresiones en funcion de
los esfuerzos dados por las leyes ce Hooke se tiene

U= . ((72 + 0, v oy =2 u (o0, + 0,0, + 0301)) (9.4.3)



reemplazando U pcr el valor dado en (9.4.1) se ticne que finalmente

4 2 . I | -
g+ 0, + oo, 2 u (o0, + 0,0, + 0,0)) =0,

que constituye la funcion buscada de acuerdo con este criterio.

Ahora, para €l caso bidimensional la anterior expresién se reduce a

?

(9.4.4)

(9.4.5)

Este criterio tiene el inconveniente de predecir plastificacion para valores altos de presién hidrostdtica,
lo cual experimentzlmente se ha encontrado que no es correcto, ya que sdlo las distorsionantes

normalmente la inducen.

Criterio de Von Mises o de energia de distorsion

En éste se supone que la plastificacién unicamente s¢ debe a la energia de distorsién, y que se presenta
cuando dicha energia es iguel a la que existe en una prueba de tensién simplz. Asf que ocurre cuando

J,
L’d - 3 T 7(17
2G 4G ¢

como para la tensidn simple se tiene

|
J2=3002
ahora como
/—l’z L, 3, =1°"+ 3 = 2
*”T* o My =23, = (o) 0, ¢ 0y)
- 30,0, - 300, -3 0,0,



por lo que la condicién de fluencia queda

u
Q

[(Ul = 0)f - (0, - 0) (o - 01)2}

I —

y para el caso biaxial queda

2 2 2
g, 0,0, * 0, ¥ 0,

que es la ecuacion de una elipse con eje focal a 45°; ya que para g,
0, = a,, (figura 9.6).

T2 ‘

0o L——""""

4
..0'0/

2 o
/%01

~+0p
Figura 9.6
Se tiene que para el caso de corlante puro
o,=-0,=K. 0,=0

luego

J, = (0, = 0) = (5, ~ 0)) = (0, - 0D} | =0 =K,

=

entonces el criterio predice que la plastificacion se presenta cuando

(9.5)

0, entonces g, = 0, y también



el cual representa el valor de J, en la prueba de tension simple, o sea

K=_9 (9.6)

de donde el esfuerzo de fluencia en la prueba de cortante simple es l/ﬁ del de tensidon simple.

Hencky demostrd que este criterio es equivalente a lo siguiente; puesto que

! 2 2 2
Tou = g\ " a,)" = (0,-0)) +(0,-0) (9.7
el cual para tensién s mple s¢ reduce a
_ 2
Tot 07 Y % ©.8)
entonces la fluencia ozurre cuando
To('[ = Tm‘l.O

Teoria de Mohr

En ésta se considera que la fluencia ocurre cuando el cortante existente en un punto alcanza el valor
de la resistencia al corte, la cual depende a su vez del esfuerzo normal actuarte, o sea

r=C + ¢ (gn) (99)
donde
C - cohesidn

esfuerzo normal actuante
¢ - una funcidn cualquiera; por ejemplo ver figura 9.7.

<

3

(se consideran positivas las compresiones)

318



- &

(¢]

Ch

FIGUra 9.7

Teoria de friccion interna

En ésta se considera que la funcidn ¢ mercionada en la teorfa de Mohr es lineal y por tanto la
ecuacion (9.9) se convierte en la siguiente expresion. En la figura 9.8 se representa grdficamente

la ecuacidn

T=C+0 tan ¢

donde

¢ - angulo de friccidn interna

"}

.

«r

FIGURA 9.8

319



Luego, a partir de esto se encuentra que el criterio de fluencia queda establecido, siempre y cuando
la pareja de valores g, y ¢, queden dentro del drea encerrada por lo Iimites marcados en la figura 9.9.

¥, - resistericia maxima a tension
0o, -~ Tesistericia mdxima a compresion

“9of R

-Toc

FIGURA 9.9

Estas son algunas de las teorias de falla (flujo pldstico) mds cominmente empleadas.

Superficie de fluencia. Espacio de esfuerzos de Haigh-Westergaard
Puede concluirse que: los criterios de fluencia en general implican una funcidn del siguiente tipo
F(UU) =K

siendo o, todas las componentes del tensor estuerzo v K una funcion conocidz, por lo que le puede dar
también la siguiente forma

~/ « -
Fi(g,) =0
S1 se supone isotropiz. en las propiedades se puede reducir a
Fylo,, 0,, 0,) =K

o sea la fluencia sélo depende de la magnitud de los esfuerzos principales y de su orientacién. Noétese
que el espacio cuyos ejes sor gy, g, y 03 se llama espacio de esfuerzos de Haigh-Westergaard.



Si se considera que sélo las componentes del tensor distorsionante influyen, entoaces se tiene que la
expresion queda

f(5.5,,8) =K

siendo
J,=§ +5 +5,=0
J, = % (57 + 8§+ 8 = - (5,8, + 5,8 + 5,5
1 .
J, = 3 (‘513 * 523 + 533) = 5,5,5,

de donde se puede poner

f, J)=0
o sea la funcidn de fluencia se reduce a una funcidn de dos invariantes del tensor distorsionante.,

De lo anterior, el criterio de Von Mises puede expresarse de la manera siguiente

J=_1_a

)=y 0 =K 9.10)

siendo X, el esfuerzo de fluencia en cortante puro. En tanto que el de Tresca puede escribirse como

407 - 2707 - 3€K?J,2 + 96K*J, - 64K® = 0 ©.11)

Estos dos criterios son por tanto los mds comtnmente empleados, siendo mas sencillo el de Von Mises.

Plano =

Este es un plano cuya normal se encuentra en una direccion que forma el mismo dngulo con los tres
ejes principales, y ademds dicho plano pasa por el origen de ellos. Si sobre este plano se proyectan
los 3 ejes mencionados st.s proyecciones formardn entre si un angulo de 120°. Ahora, si sobre dicho
plano se dibujan las superficies ce fluencia correspondientes a los criterios de Von Mises y Tresca,
se tiene la siguiente figura.
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Von Mises

Tresca

FIGUrRA 9.10

En esta figura se nota coincidencia de los criterios en el caso de tensidn simple, en tanto que para

cortante simple se tiene la maxima discrepancia entre ellos, del orden de 15%, como se demuestra a
continuacion, ya que

2 2
3 % 13 _[a
. = = f;. =y1.33 =1.15
] .

rol

Cabe senalar que las superficies de fluencia son prismas con generatriz paralela al eje normal al plano
™, ¥ que pasa por las curvas de Tresca o Von Mises mostradas en ia figura anterior.

Movilidad de las superficies de fluencia

Experimentalmente se ha encontrado que las superficies de fluencia cambian una vez que se plastifican
los materiales de diferzntes maneras, como se muestra a continuacion (figura 9.11)

~
I' \\
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{
]
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i}
]
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J '
N .7 N -
.’ SO "¢'
{(a) (b) ()
Ficura 9.11
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En la parte (a) se ve que el drea cubierta por la superficie de fluencia aumenta, como resultado de un
desplazamiento de ella idéntico er :odas direcciones. En la parte (b) la superficie de fluencia se des-
plaza sobre el plano 7 pero sin aumentar el drea cubierta por ella (0 sea una traslacién), en tanto que
en la parte (c) se muestra ana traslacion combinada con una deformacion de la superficie de fluencia.
Este es el caso que mejor representa el comportamiento de los materiales reales, pero es muy
complicado tomarlo en cuznta.

Pardmetro de Lode

Este se utilize para tomar en cuer.ta la influencia del esfuerzo principal intermedio y se define como

o= - 20, - 0 1
2 :
-
o bien
o, = 2 (0, + 0,)
Hy = 7 -
? 2 (0, - 0y)

por tanto, es la relacién entre la diferencia del esfuerzo intermedio con el promedio de los esfuerzos
mdximo y minimo y la semidiferencia entre ellos. Ahora bien, todas las combinaciones posibles de
carga, es decir, entre cortante puro y tension simple, quedan incluidas en la variaciéon de dicho
pardmetro de 0 a -1, y asimismo de 0 a 1 para la variacidn de cortante simple o compresion simple.

Entonces, si se trazan los resultados experimientales en una grafica en donde en 2l eje de abscisas se
colocan los valores de u y en el de ordenadas la relacién adimensional (o, - 03)/0,, se tiene (ver figura
9.12).

(Los simbolos X indican resultados de pruebas experimentales)

Criteric de Von Mlises
0,~ 0, 2 124 criterio de
— = —_— g " (Von Mises
Ty J3 + u? ’}n X
J b' \ X~
5 1.1 * X NG -
- * criterio de
X Teesca
Criterio de Tresca 5% 5
Vaiores de tt
g, - 0,
_ = =10
Oy
FIGURA 9.12



En la figura anterior se observa que el criterio de Von Mises se acerca mds a los resultados
experimentales obteridos por Lode para acero, cobre y niquel.

9.6 Criterios de ruptura

Con relacion a la prediccion de falla frdgil, se ve que esta puede hacerse empleando diversos criterios,
entre los cuales, los principales son el de Griffith y el de Basenblatt, entre otros, y que son los tnicos
que aquf se verdn con algun detalle.

Teoria de Griffith

Considerando que en un medio antes de que aparezca cualquier grieta de energia de deformacidn en
tension simple (o) es 0,%/2 I por unidad de volumen. Ahora bien, el trabajo hecho por las fuerzas
que se relajan al apa-ecer ura grieta (por ejemplo eliptica) considerando que éstas se encuentran a
ambos lados de ellas 2s

W, o=-4 J: Y2 ggdx e v (9.12)
donde
all
v= 01 - v asenf (9.13)*
y
X =acos b

T

FiGura G9.13

* Expresion deducida mediante la teoria de la elasticidad.
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siendo
a - semieje mayor de la elipse
b - semieje menor de la elipse
v - desplazamiento vertica.

6 - 4ngulo medido de la horizontal a partir del centro de la elipse

entonces, reemplazando el valor de v dado por (9.13) en (9.12) se obtiene

W =-Tca>(l-v)E"! (9.14)
luego entonces dicho trabzjo serd independiente de b.
Ahora como este trabajo cebe ser igual al aumento de energia de deformacion AU, entonces

AU, = - 11 @ a’ (1 -~ ) E™
el signo negativo que aparece en esta expresion indica que disminuye la energia de deformacién.
Puesto ue en la expresion (9.14) se ve que el trabajo realizado W, es independiente de h, entonces
no se alterard cuando b tienda a cero (o sea una grieta). Ahora bien, debido a la tension actuante en

dicha grieta esta tiende a adoptar una forma casi eliptica cuyo semieje menor, segun cédlculos eldsticos,
medird

/ 2
bo =2 q (1 - 1/) (UO/E)
luego, si la grieta se alarga una cantidad 2da (por ser a ambos lados) se¢ formardn nuevas superficies

ademds de una relajacion de componentes de esfuerzos o,. Entonces el trabajo diferencial hecho se
obtiene diferenciando la ecuacidén (9.14) con respecto a la variable ¢

dW, = -1l o (1 = V)E™' 2a da

la remocién del signo menos er ella representa que la energia es absorbida por las fuerzas de
relajacion. En esta teoria de Gritffith dicha energia se supone que se transforma en un aumento de
energia superficial. Si +y representa esta energia por unidad de drea, entonces la nueva energia
superficial serd 4+da, la cual al igualarla a dW, se tiene

sl - vE"' . 2ada=4vyda

por tanto

3 =J2 Ex[mq-mal’

¢

(9.15)
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expresion que revela que para cualquier valor de ¢, menor que el dado per la ecuacién (9.15), los
esfuerzos o, que se iberan ¢n la frontera de la grieta no generan una energia capaz de proporcionar
la que se requiere para formar nuevas superficies y por tanto no se ampliard la grieta.

Resumiendo, la férmuia (9.15) indica que se ampliard la grieta cuando los esfuerzos sean mayores que
el valor de o, dado por dicha féormula. Debido a esto, ella en si representa un criterio para falla fragil.

Como puede observarse, en la ecuacion (9.15) influyen las siguientes propiedades del material: E, v
y v, asi como el tamano de las grietas existentes ¢, el cual es una variabls aleatoria. Este tamafio
puede estimarse indirectamente a partir del valor de la resistencia médxima a tensién o, para lo cual
se parte de la expresién mencionada pero despejando el valor de ¢; o sea que resulta ser mds fécil
determinar directamente o, que a.

Ademds, el valor de ¢ resuita ser de esta manera un valor que representa el tamano minimo de las
grietas existentes en ¢l espéctmen de prueba, el cual puede variar para cada uno de ellos; por lo tanto,
esto explica el porqié el vaior de o, obtenido para diferentes especimenes, tenga un elevado
coeficiente de variacisn.

Ahora bien, conocido o, puede establecerse una superficie de ruptura, andloga a la de fluencia, que
serd vdlida para diferentes combinaciones de esfuerzo, la cual se discutird en el apéndice 9.A.

Aspectos relevantes del criterio de Griffith

A continuacion se presenian algunas conclusiones de interés en relacion con esta teoria de falla.

1. El campo de esfuerzos obtenido eldsticamente en los extremos de las grietas presenta irregularida-
des en ellos, por 1) que se rebasa el Iimite de aplicabilidad de la teoria eldstica que es valido para
deforimaciones pequeiias.

2. Las condiciones dc: frontera en las caras de la grieta se alteran puesto que €stas se deforman al irse
aplicando las cargas, incluso en sus exiremos la deformacion angular es de 11/4, al estimar que
la grieta se trans’orma en una elipse, hecho que rebasa la consideracion de deformaciones
pequenas. Por otra parte, se necesita tener esfuerzos infinitos (ver apindice 9.A) en dichos
extremos para tener un esfuerzo diferencial de primer orden, ya que ellos actian sobre un drea
diferencial de segundo orden. De aquf se ve que la singularidad resulta esencial en la interaccion
de la discontinuidad que representa la grieta y el resto del medio.

3. Si una grieta se convierte en una elipse, entonces, en sus extremos ambos lados de ella forman
entre s{ un dngulo de 1807, 1o cual imposibilitard la ampliacion de su longitud, lo cual en si revela

una incongruencia, que se debe a que ia teoria lineal se ha llevado mds alld de sus limites de
aplicabilidad.
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4. La energia superficial representa una irregularidad desde el punto de vista tridimensional, ya que
implica la existencia de fuerzas actuando sobre una superficie de espesor nula, por lo que existe
una incongruencia al mezclar medios continuos de dos y tres dimensiones.

5. La representacién de una grieta angosta como el limite de una serie de elipses 2s arbitraria, puesto
que podria ser el de ctro tipo de curvas cerradas.

A pesar de todo lo anterior la teorfa de Griffith proporciona resultados aceptables en materiales

fragiles.

Teoria de Barenblatt

En esta teoria se tratan dz corregir las incongruencias implicitas en la debida ¢ Griffith; para ello

también se parte de consideraciores de mecdnica de mecios continuos basados en la teoria lineal de

la elasticidad (de deformaciones pequenas). Para los cdlculos necesarios se parte de la superposicion

de tres problemas eldsticos que scn:

a) Se supone que se carga un mecio sin grietas (continuo) mediante una fuerza vertical aplicada en el eje
de simetria geométrica de él, v se calcula el estado de esfuerzos (debido a la simetria no se inducen
cortantes); ahora bien, en el sitio donde estard la grieta existe un estado de esfuerzos dado por

(), =T,X). para -u < x s d

b) Ahora, se considera que ya existe la grieta pero los dnicos esfuerzos que actdan se localizan sobre
sus caras y anulan los esfuerzos existentes en ia situacion anterior, es decir

(). =-T,(x); para -a < x <«

ademds, en la linea que es la continuacion geométrica de la grieta los esfuerzos verticales estan dados
por*

(0, = NS = T,a) + O(S*) ; (ver figura 9.14)
en la cual
7\] _ (2([‘) 2 u 7_’ b) 2y A 1 . i ‘ i 9 16
Yo T [n ol (as =17y " dl 5 para x| > a (9.16)

siendo ¢ una variable de integracidn sobre el eje x (eje mayor de la greta)

* 1 a deduccién se encucntra en L..E. Malvern, Inrroduction to the Mechanics of a Continuos Medium, 1969.
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FiGura 9.14

¢) Por otra parte, si se considera que actian fuerzas de cohesidn (de origen intermolecular) con una
ley de distribucicn g(x), 'as cuales inducen una distribucion de esfuerzos localizada en la linea que
es continuacion de la grie:a, tenemos

(0,)) =N, S = T(a) + 05, 9.17)

siendo

- Qay» e " LI A
T s @ -

como puede vers: en la 7igura 9.14, la distribucidn de fuerzas g(x) imp.de que los extremos de
la grieta tengan el contorno de una elipse (s¢ ve que f (x) = O para el intervalo 0 < x < d).

Los postulados de Barenblatt son:
a) N, = N_en los extremos a fin de que no existan singularidades (esfuerzos infinitos).

b) La forma de g(x) es independiente de las cargas, o sea es una propiedad del material, por tanto
la integral N, no varia y tampoco la forma que presentan los extremos de la grieta.

¢) Existe un limite mdximo del valor de la integral, designado por N, v que por tanto €s una
propiedad del material, de tal manera que después de algunas simplificaciones*

Nw . —Ilf J: Om(E)E' fd g o= -

l

— K 9.18
B (9.18)

llamando al valor de lu integral K médulo de cohesidn,

* fdem.
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El criterio de Barenblatt queda ercnces dado mediante la expresién siguiente
K
N = = 9.19
TR (9.19)

es decir, se evalia la integral dade por (9.16) y la cual es funcién de la distribucion de esfuerzos que
existe en el eje perpendicular al de simetria; por ejemplo, para tensién simple

T(r) = o, (estuerzo de tensién)

y por tanto

N, = 20 J (@ - 1" di (9.20)

luego como K es un limite mdximo, la integral N, ro lo puede exceder y de esta manera se obtiene el
0, mdximo (obsérvese que en este cdlculo tambdién influyve el tamaio de la grieta (¢) que soporta el
material en tension).

a) Relacion entre las teorias de Griffith vy Barenblatt

Si se igualan las expresiones que sirven para estimar la energia necesaria para (ue crezca la grieta,
seglin ambas teorfas se encuentra que el "mddulo de cohesion" K estd en funcion de la energia de
tension superficial v mediante la siguiente expresion

I~ £
(1 - )

(9.21)

De esta manera pueden emplearse indistintamente ambos criterios, ya sea que se conozca K o 7.
Conviene destacar que los dos proporcionan resultados aceptables en materiales fragiles.

b) Disipacion de energia en los extremos de grietas
8

En materiales dictiles con grietas preexistentes, antes d2 que éstas se propaguen, cierta cantidad de
energia se consume en flujos pldst.cos. La region donde esto ocurre tiene aproximadamente la forma
de una llama de vela, como puece verse en la figura 9.15.

Por tanto, no toda la energia que se agrega al material agrictado al cargarlo se convierte en energia
de tension superficial (por crecimiento de la grieta) sino que parte de ella se consume en flujos
pldsticos, incluso no puece quedar energia disponible para que se abra mds la gricta. Por este motivo,
en los materiales dictiles las teorias de Griffith o Barenblatt no son adecuados. Tecorias adecuadas para
este tipo de materiales no se verin en este curso.
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FIGURA 9.15

Finalmente, conviene sefalar que los criterios de falla frdgil son validos para materiales que tienen
mayor tendencia a agrietarsc que a fluir, por ejemplo la madera. Ademds que se han deducido
partiendo de teorias dz medios continuos.

Ideas adicionales sobre rupturas

Como conclusiones finales sobre el problema de ruptura pueden sefalarse los siguientes:

a)

b)

c)

d)

e)

g)

No existe un criterio para la falla por ruptura después de una fluencia prolongada.

Existen tres enfoqles para el estudio de la ruptura que son el microscpico, el macroscépico y el
estadfstico.

En el estudio de I propagacion de las grietas existe el concepto de equilibrio de ellas, el cual
implica la determinacidn de la carga necesaria para que estas se amplien pero sin que se propaguen
indefinidamente. Dicho estudio se basa en cdlculos eldsticos de esfuerzos en barras con orificios
(teoria de Griffith) o con orificios y resortes (teoria de Barenblatt).

Se debe tomar en cuenta el principio de entropia segun el cual se tiende a destruir la estructura de
los matenales cuando se cargan y a la generacion no recuperable de calor.

Existen teorias de propagacion de grietas basadas en micromecdnica, donde se estima que la
velocidad de propagacién es aproximadamente igual a la de propagacion de ondas de esfuerzos.

En los extremos de las grie:as se llegan a desarrollar esfuerzos semejantes a las fuerzas maximas
intermoleculares.

Puesto que la energ-a supersicial en las caras de grietas tiende a ser minima, en ellas se acumulan
impurezas que la reducen, por lo cual en los limites de grano el material tiende a ser menos
resistente.
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h) Puesto que existe una distribucion probabilistica de grietas, la mecdnica estadistica sirve para hacer

b))

k)

inferencias sobre resistencia mzxima.
No confundir la falla del material en un punto de la obra con la falla en si de ésta.

En el fendmeno de agrietamer.to existen dos aspectos: uno es el crecimiento ce grietas existentes,
y el otro, en el que aparecen nuevas grietas. El primer caso es el que mejor se ha estudiado, ya
que por ejemplo, para €l se desarrollaron las teorfas de Griffith y la de Barenblati, etc. Por otra
parte cuando el material se agr.eta mucho hasta formar bloques aislados, en se caso se aplica la
mecdnica de medios discontinans (mecdnica eldstica).

La falla de una estruciura esta condicionada por la del material, asi como por las condiciones de
frontera, las que determinan si es posible la formacién de un mecanismo admisible de falla (campo
de velocidades admisible); en este caso el problema se vuelve de equilibrio isostdtico.



Apéndice 9.A

Aplicacidn de la teoria de Griffith a mecdnica de rocas

En observaciones experimentales sobre especimenes de roca se ha encontrado que existen una infinidad
de fisuras (incluso gr.etas microscopicas) orientadas al azar, cuya forma aproximadamente es eliptica,
por lo que para este tipo de material es adecuado emplear la teoria de Griffith para predecir su ruptura.

Para aplicar dicha teoria se hacen las siguientes hipotesis

a) No existe interaccién entre fisuras

b) Es vdlido un andlisis bidimensional

¢) Los esfuerzos paralelos a la fisura son despreciables (ver figura 9.16), en la que los esfuerzos o,
y o, perpendiculares al plano de dicha figura casi no influyen en la ampliacién de la fisura.

FIGURA 9.16

Mediante andlisis eldsticos (ver referencia 4) se encuentra que los esfuerzos tangenciales sobre el
contorno de la grieta, 7, estdn dados por

o, { m(m + 2) cos’c: - sen’a} + g { (I +2m)sen’ o - m? cos’ o }

-7, {20+ m?) sen o Cos o }

0, =

(9.A.1)

m? cos’ a + sen’ «

en la que los términos (ue aparecen en la expresidn anterior se aclaran observando la siguiente figura
9.17.
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Siendo

X =acosa; m = b
y =bsena a
tan § = m tan «

o = dngulo de excentricidad

e

o - -

Figura 9.17

Como estadisticamente se ha encontrade que las fisuras tienen una relacion de zjes m muy pequenia
(por ser muy alargadas), esto imalica que el dngulo « tiende a cero y por tanto

sen o>y cosa-—>|
de donde la ecuacion 9.A.1 se simplifica y queda

2@, m~ 1 )

(9.A.2)

o, = : 5
m: o+ o

se ve que la tensién ¢, depende de «, por lo que su valor mdximo se encuentra cuando

do,
_ 2 =0
d o
de donde se obtiene (ver ref. 3)
g=- 2
o



Asimismo, puede mostrarse (en la misma referencia) que al eliminar o de €lla se cumple que

0, . m=0_ % (ay2 + 7 2" (9.A.3)

ahora, puesto que tinto g, como m son dificiles de obtener experimenia mente (ya que o, es la
resistencia limite a la tensidn del material en el contorno) entonces se deben poner en funcion de un

pardmetro que si se pueda medir, como es la resistencia a la tensién simple. Para esto, considerando
que

0,=0, =0, (resistencia a la tension)
y que 7, = 0, la ecuzcion (9 A.3) queda

g, .m =2 a0,

por otra parte, como 2n genera.]

2
=
!

=g + (6 + 7. Y)" (9.A.4)

Q - y o

despejando de ellaa 7_° se obtiene

T.l’)- = 4 OO

) (9A5)

(0() - v

la cual es una ecuacién parabdlica. como se ve en la figura 9.18.
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2
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FiGURA 9.18
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En la figura anterior se observa que la ecuacion (9.A.5) representa una envolvente de circulos de Mohr
de falla, y por lo tanto equivale a una funcidn de ruptura (andloga a las de fiuencia vistas antes), lo
mismo puede decirse de la ecuac ¢én (9.A.4) la cual como se ve es del tipo

f(a},, 7(_) = K ; (siendo K = 2 gp)
(el valor de ¢, se obtiene de la teoria de Griffith o de la de Barenblatt).

Propagacion de lus fracturas. Er la figura 9.18 se pued: observar que

T .
tan 28 = 2 (9.A.6)
400
Yy como
o) ’77 TK’\
Ub m = ".',UU = - .
o
entonces
m .
W= - — 2 == m . tan 283 .
20

como se supone que la fractura s¢ produce cuando b es igual a la resistencia a la tension, entonces la
grieta se propaga normal al contorno, luego como la pendiente de ella estd dada por

dx
tan Y F T —
dy
como
dx =-asenda
dv=macos «da
tan vy = Ea_;n__a.
m
para o pequeno se tiene
tan o =
y tan y = = = - tan 2 3
m
v =-20 (9.A.7)

De lo anterior, si por ejemplo 7. > 0; 8 > 0 (de la ecuacion 9.A.6) y por tanto y < 0; o sea que
cuando existen esfuerzos tangeniciales la grieta se propaga pero no colinealmentz a la fisura sino con
un dngulo y = - 2 8. En tanto que para 7 = 0, entonces B =0y de donde v = 0, propagdndose en
la misma direccién que la grieta; este es ¢l caso en una prueba de tension simple.
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En general se demuestra que las grietas que tienen una cierta inclinacién con respecto a la direccién
del esfuerzo principa. menor (considerando positivas las compresiones) se prcpagan en una trayectoria
curva hasta ser perpendiculares a dicha direccion, ver figura 9.19.

Ahora bien, cuando ¢, también es de compresidn, la grieta se propaga de la misma manera, pero una
vez que se ha orientado come se menciond, entonces g, se vuelve de compresion y deja de propagarse
la grieta.

FIGurA 9.19

Luego entonces, cuanco o, y oy son ambos de compresidn existe una longitud de grieta estable; por
ejemplo Hock y Bieniawski encontraron la siguiente curva, figura 9.20.

194

"
2.2

2.0
1.8+
1.6

1 44

12+ \\

10 T LA S
0 00% 0.0 015 020 C’yq

e —————

FiGura 9.20

asi que conocidas 03, ¢ y la longitud inicia. L, se obtiene el valor de L, que serd la longitud final
estable empleando la cu-va de 1a figura anterior.
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modelo de
Coulomb: 12,310,314
Maxwell: 195,228
Voigt: 8,9
modulo
de cohesién: 329
de compresibilidad olumétrica: 167,
242,264
de elasticidad: 3,155,156,161
al cortante: 172
al corte: 15
de Poisson: 169,287
de resilencia: 171
de rigidez: 15
al cortante: 161,242
de tenacidad: 171
de Young: 155,158
Mohr
circulo de: 49,57,68,113,269,335
plano de: 39,44,5 ,53,103,109,113,
115,117,121
teoria de: 318

Newron: 228
cuerpo de: 242,256
Ley de: 125,127,137,138



operadores diferenciales: 142,144,150

plasticidad: 265,285,289 306
teoria de la; 261

procedimiento del polo de las
deformaciones: 117,122

Rankine

teoria de: 313
relacion de Poisson: 156, .57,161
rotacional: 147,150,206

teorema de la integral del: 152
ruptura: 73,171,309,330

Saint-Venant
teoria de: 314
superficie: 208,210
total: 200
de fluencia: 320

tensor: 39,136
de deformacion unitana: 77,84,90,101,
121,164
de deformacicnes: 165,242 259
componentes dal: 80,242,259
deformacion
lineal: 86
plana: 115
principal: 109
rotactonal: 87,89
total: 268
desviador: 69
distorsionante: 69,200,243,265,321
esfuerzo: 24,26,28,37.50,69,91,162,
194,257,263.310
isotrépico: €9
rotacional: 85,39

velocidad de deformacion: 192,194,
293
vector
desalojamiento: 74
deformacion
componentes dzl: 97
esfuerzo

comporientes del: 24,33

340

velocidad de
deformacién: 191,194,195,197,201,217
229,293
angular: 192
flujo: 221
viscoelasticidad: 195,218
viscosidad: 191,192,2 6,250
cinemadtica: 193,221
dindmica: 191,163,203,214,287
Von Mises: 289
criterio de: 316
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