
UNIVERSilJ.AJ) N.LL\CIONA.L Al'UTONOMA DE l\IEXICO 
~FA.CUL1~AD DE INGENIERIA 

A .. PUJ~TES DE 

MECJlr~C1\ JOEl, M~:DIO CONTINUO 

DIVISION DE INGENIERIA CIVIL, 
TOPOGRAFICA Y GEODESICA 
DEPARTAMENTO DE GEOTECNIA 

AGUSTIN DEMENEGHI COLINA 
ROBERTO :MAGANA DELTORO 

HECTOR SANGINES GARCIA 



i": '.'· 
~ .-•,-,,"' . 

APUNTE FACUL TAD DE INGENIERIA UNAM. 

150 11,11111111111111111 

2000 612725 
G- 612725 



Caja 150 FACUL TAD DE INGENIERIP 

1111111 1~1111111 1111111111 IIIII II 

*612725* 
G.- 612725 

:Pr6logo 

La mecanica del medio continuo es una disciplina basica para la formacion de ingenieros de cualquier 

especialidad (civil, mecanico, etc.), pue:sto que ayuda a la comprensi6n del comportamiento de los 

materiales ya sean s6lidos, lfquidos o gases, lo que sin duda alguna es util para los trabajos de diseiio. 

En estos apuntes se presentan los ccncepto.; fundarnentales de la asignatura Mecanica del medio 

continuo como apoyo didactico para su ensefianza a nivel licenciatura, asf como una gufa para el 

profesional. Como esta asignatura es b;isica para las areas de estructuras, geotecnia e hidraulica dentro 

del campo de Ia ingenierfa civil, er, los apuntes se utiliza un enfoque unificado de conceptos aplicables 

a mecanica de solidos 0 Jluidos. 

Considerando que los t6pJ.cos abarcados tien·:n una gran aplicaci6n en diferentes campos, y que la 

asignatura normalmente se imparte en un semestre, no es posible tratar a fondo cada tema, por tanto, 

estos apuntes ayudaran a complementar el trabajo del profesor. Ademas, aunque existe bibliograffa 

especializada en cada parte del curso, es uti! Jara el alurnno tener informacion recopilada en un solo 

libro. Por otra parte, Ia gran mayorfa de Ia informaci6n reciente en el campo de la mecanica del medio 

continuo aparece en inglt!s, y no es muy conun en Mexico que los estudiantes a nivel licenciatura 

dorninen dicho idioma. 

Para Ja comprensi6n de los temas tratado . ., se reqUJeren conocimientos de calculo vectorial por las 

siguientes razones: a) se considera que u:.1 ~~nfoque algebraico elemental complica el tratamiento 

tridimensional de los pro:Jlemas; b) por otra parte, emplear notacion tensorial esta mas alla de los 

conocimientos normales ce ·estudiantes de licenciatura. 

Es necesano indicar que esta obra no presenta ejernplos y que en varios ternas se limita a dar Ia 

formulacion matematica de :os problemas pre~;entados sin describir el procedirniento de calculo para 

su solucion. Ambas situaciones tend ran que sol'lentarse recurriendo a otros libros o consultando la serie 

de ejercicios de 1\1ecanica del rneclio cor,tinuo editada por la Facultad de Ingenierfa. 

Tambien, es convenieme destacar que el dominio aceptable de este tema s6lo se lograra Jlevando cursos 

posteriores (por ejemplo maestrfa, etc.), y que el prop6sito fundamental de este trabajo es que sirva 

de apoyo a un curso introductorio en el que se propmcione una vision global de Ia materia. 
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El metoda empleado consiste en presentar )rimero los conceptos matematicos relativos a los tensores 

esfuerzo y deformaci':'n junto con los prii1Cipios fundamentales de mecanica y las nociones sabre 

ecuaciones constitutiva.s de materiales, ya que esto se considera como las bases de mecanica del medio 

continuo. Despues, sc tratan sus apLcaciones a dtferentes materiales (solido:s, liquidos, etc.) en los 

temas relativos a elasticidad, vi:~cosidad, plasticidad, viscoelasticidad y en teorfa de falla y ruptura. 

Esta secuencia obeclece a la necesidad dida::tica de ir de lo mas sencillo a lo mas complejo. 

Asimismo, cabe aclar:u que los prest~ntes apuntes son una version modificada de los correspondientes 

ala asignatura Introducci6n al comportamiento de los materiales, editados en ] 986, que fue sustituida 

recientemente por la asignatura de Mec<inica del medio continuo. 

Dicha modificaci6n consisti6 en la revision, correcci6n de estilo, formato y tipograffa realizada por 

el personal de la Unidacl de Apoyo Editorial cle Ia Facultad cle Ingenierfa conjuntamente con los autores 

de la obra. 

Colaboraron con los autores el Ing. Antonio Abaunza (quien elabor6 el primer terna) y el Ing. 

Rigoberto Rivera (quieTI elabord parte del tema 5). De este modo, durante el proceso editorial deJa 

obra, se agradece a Ia Unidacl de Apoyo Ec:itorial de la Facultad de Ingenierfa su colaboraci6n y de 

manera especial a la Mae~>tra 'tvlarfa Cuairar: Ruidfaz, jefa de la Unidad; a Ia pasante Elvia Angelica 

Torres Rojas por el cu1dado ce Ia ecllcion, y a Ia Sra. Araceli Herrera porIa captura del material. 
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1. Datos experhnentales del co1nportan1iento de los materiaies 

1.1 Introduccion 

La funci6n mas ekvada del ingemero collsiste en mejorar Ia sociedad en que convive por Ia 
transformaci6n de la na.turaleza. Para mejorar Ia naturaleza.el ingeniero tiene que conocerla. La ciencia 
de la naturale;1:a es la ffsica que nos Ia explica mediante sus !eyes. Para comprender la fisica y 
cuantificar los fen6menos de Ia naturaleza, d ingeniero utiliza las matematicas. 

La mecanica de los materiales es la rama 1:c Ia ffsica que nos describe los fen6menos propios del 
componamiento de los inateriales cuando soJre cllos actuan causas que los alteran. 

Una de las caracteris.til:as primarias de las maquinas y estructuras, para cumplir con Ia funci6n para 
la que se disefiaron y construyeron, es Ia de transmitir o soportar cargas, por ejemplo: puentes, 
motores, autom6viles, gruas, tornos, a vi one~, etc. 

Se requiere pues que hayan sido d1senadas y construidas apropiadamente, si algun elemento no 
estuviera disefiado o construido en forma apropiada o si las cargas reales aplicadas excedieran a las 
especificadas en el di.sefio, esta pieza o dispositivo probablemente fallarfa al efectuar su trabajo. 

1.2 Pruebas de defonnadon uniaxial 

Para el ingeniero, una manera sencilla de cc,Jwcer -.:1 comportamiento de algunos matcriales usuales, 
consiste en realizar un<L "prueba uniaxial", cs decir una prueba o ensaye en el cual !a "probeta" del 
material se sujeta a una acci6n dirigida en una ~ola direccion, en Ia mayorfa de los casos coincidente 
con el eje de Ia probet~l. 

Hay distintas maquinas para ejecutar esta cla~e de pruebas (figuras 1.1 y 1.2) y para llevarlas a cabo, 
se carga Ia probeta lentamente midi(~ndo~;e con apararos wJ hoc' las magnitudes de la carga y las 
deformaciones corresponclientes. 

La ejecuci6n de estas pme:bas requiere de aparato::. pafectamente calibrados y del respeto a las normas 
que se especifican para cada prueba en cuan :o a Ia manera de cargar y a Ia forma y dimensiones de 
la probeta. 

Resultados 

Con los resultados de las pruebas se puede haccr una grafica de carga-deformaci6n que nos expone de 
manera objetiva como se: e<Jrnport.a el material. 
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M·:iquino Universal 

FlGLJR-'\ 1.1 

No todos los materiales familiare:s al ingeniero se comportan de manera parecida, sin embargo, y para 
fines meramente explicativos para una gran parte de los materiales metalicos, la deformaci6n es 
proporcional al esfuerzo (o vicev.~rsa), por ],) menos al principia del fen6meno, esto es, hay una rela­
ci6n lineal. 

Graficas de esfueno-dE{onnacion 

En las. condiciones anterio:rmente mencionadas, para materiales metalicos, una grafica tfpica esfuerzo­
deformaci6n unitaria se presenta en Ia figura 1.3. 

Como es costumbre en ingenicria, las abci;;as representan deformaciones unitarias y las ordenadas 
esfuerzos; Ia grafica se extiende desde cero hasta el punto de ruptura. 

Al examinar con cuidado una gnitica tfpica como Ia anterior, se observa que Ia curva tiene varios 
puntos y ciertas caracterfsticas como se ve en Ia figura 1.4. 
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Consoliddmetn) de ani!lo flotante 

FiGURA 1.2 

El esfuerzo correspondiente al primer punto en que Ia curva se desvfa de Ia parte lineal inicial se llama 
/[mite de proporcionalid<1.d (LPJ. Hasta este limite el cambio en el esfuerzo Lla es igual al cambio 

correspondiente a! de la deformaci6n ~c; mult :)]icado por una con stante: 

Lw = A~: x "constante" 

Esta constante se llama de proporcionalidad, m6dulo de elasticidad o modulo de Young y se indica por 
Ia Ietra E. 

0 sea 

El modulo de elasticidad es l.a pendiente de Ia p;ute inicial rectilfnea de la curva esfuerzo-deformacion 
unitaria; es una constant<:: caracterfstica de muchos materiales y mide su capacidad de resistir Ia 

deformacion. 
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Los valores de este m6dulo se pueden encontrar en tablas especializadas y algunos ejemplos son: 

Acero: E = 2.1 X 

E = 30 X 

l06 kg/crn 2 

l06 lb/pulg2 

E = 20.7 x 10 10 N/m~ 

4 



Aluminio: E = 7 :< 105 kg/cm2 

E = 10 x 106 lb/pulg 2 

E = 69 x 1010 N/m 2 

Para muchos materiales metalicos, en Ia pord6n inicial de Ia curva, las pendientes de las curvas de 
esfuerzo-deformaci6n unitaria son casi iguales cuando se trata de tension (alargar) o de compresi6n 
(acortar). 

Graficas de defonnacitm--tlempo 

Otro aspecto interesante en el fen6meno de 12. deformacion de un material es !a relacion de esta con 
el tiempo; es decir, conocer que pasa con Ia deformacion a traves del tiempc. 

Aunque mas adelante se estudiaran estos fen6menos mas arnpliamente, por el momenta solo diremos 
que, dependiendo de algunas caracterfs.ticas propias del material, este se deforma de maneras distintas 
con el tiempo. 

Si el material es el<btico y sigue Ia ley de defonnacion proporcional al esfuerzo y si la carga se 
incrementa proporcionalmente al tiempo, entonces, Ia deformacion sera proporcional al tiempo. 
Estamos entendiendo por material elas.tico aquel material que sufre una deformaci6n y que recupera 
su forma inicial despues de ser remov.,do el c.~fuerzo que produjo dicha deformacion. 

N6tese que a pa1tir de1 Hmite de proporcionalidad Ia deformaci6n deja de ser proporcional y comienza 
con una ley no lineal (figura 1.5). 

&:::: 

c -~ 
0 
E' 
5 ... 
I> 

(:) --

t(Tiempo) 

FIGURA 1.5 
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Hay materiales en que aun sin incremento de carga (o sea carga constante), la deformaci6n crece con 
el tiempo ( figura 1. 6). 

Cargo constante 

/ 
/~ 

t 
FIGURA 1.6 

1.3 Modelos de relacit5n esfuerzo-deformaci6n y deformaci6n-tiempo 

Hemos dicho con anterioridad que ltodo cterpo cargado se deforma; tambien establecimos que los 
cuerpos tienen ciertas caractelisticas :.nterna~; ode estado de agregaci6n que originan que al deformarse 
se comporten de ciertas maneras tfpicas. 

Un problema fundamental en la Ingenierfa, ya esbozado previamente, consiste en determinar la 
relaci6n entre esfuerzos y deformaciones (fuerza y comportamiento). Una manera de estudiarlo 
consistirfa en formar :rnaterialment1e un sistema y medir en forma experimental las causas y los 
efectos correspondientes. 

A continuaci6n expondremo.s algunos casos de comportamiento tfpicos y muy significativos para 
nuestros prop6sitos poste:riores; por ello, consideraremos como sistema mecanico a un cuerpo de 
material real, al que, como acci6n le apbcamos una fuerza. 

Si el material es solido, el efe:cto se mide en terminos de Ia deformaci6n total producida porIa fuerza. 

Si el material es fluido, el e~ecto correspondiente se medira en una cierta rapidez de flujo (velocidad 
de de:formaci6n). 

Relacion lineal 

En este modelo, el efecto es directamente proporcional a Ia fuerza, con dos modalidades: 

a) Respuesta lineal eldsrica, su efecto ffsico lo ejemplificaremos con Ia acci6n de un resorte helicoidal 
(figura 1. 7) 
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FIGURA 1.7 

Este modelo corresponc.e a un S(5/ido elastico; k es Ia constante elastica del resorte expresada como 
fuerza por unidad de deformacion total. 

b) Respuesta lineal viscosa, que podemos ej~:mplificar con un amortiguador hidraulico lineal (figura 

1. 8) donde 'YJ es el coeficiente de viscosidad expresado como fuerza por uniclad de rapidez de Ia 
deformaci6n total. 

F :: ·ry ~-

FIGURA 1.8 

c) Respuesra visco-e/Gsrica (;flwdelo de Ma.nve/1), que se ejernplifica con un resorte y un amortiguador 

"en seric" (figura 1 .9). 
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FIGURA 1.9 

d) Respuesta visco-elastica (modelo de Voigl), que se puede indicar con un resorte y un amortiguador 
"en paralelo" (figura 1.10). 
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FIGURA 1.10 
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e) Respuesta lineal esrthuiar, que se eje:i11plifica como se muestra en Ia figura 1.11. 

FIGURA 1.1! 

La diferencia fundamental entre los modelos a), b) y los modelos c), d) y e), estriba en que, en estos, 
los efectos dependen de Ia historia (proceso) de Ia carga, o sea que para diferentes funciones de carga 

F(t), se producen diferenles funciones de defonnaci6n e (r); mas adelante ilustraremos el fcn6meno 
anterior con los llamados "efectos d'~ t1 ujo' . 

El efecto de tlujo es Ia respuesta de deformaci6n total dependiendo del tiempo, para una carga 
con stante. 
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El efecto de relajaci6n es la respuesta de carga dependiente del tiempo para una deformaci6n total 
con stante. 

En el modelo de Maxwdl, el resone responde instanraneamente a una aplicacion o ~upresi6n repentinas 
de la carga, en tanto que d amortiguador responde (tluye) lentamente en el tiempo. 

Por otra parte, para una deformaci6n total c:onstante, Ia fuerza decrece (se relaja) exponencialmente 

caracterizando el factor 1ji/K la rapidez de decrecirniento de Ia deformaci6n totaL 

En el modelo de Voigt el sistema fluye exponenciaimente respecto a Ia carga constante caracterizando 

el factor YJIK Ia rapidez de: crecimiento o de decrecimiento de Ia deformaci6n total. 

El modelo lineal estindar tiene una respue:;ta elastica instantanea seguida por un tlujo o relaci6n 
exponencial; es un moc~:~Jo muy usado. 

GraJicamente, los distintos comportamientos los podemos visualizar como sigue: 

a) Si cargamos 
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FiGURA 1.12 
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FIGLRA 1.14 
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b) Si deformamos 

0 -0 -c: 
'.Q 
u 
0 
E 
~ 

.E 
G) 

0 

O.l 
N 
~ 
Cl) 

:::J 
l.l. 

-----------

F .GURA l. I 5 

--------

Modelo de Maxwell 

Tiempo 

... 
Tiempo 

Modelo de Voi~t 

---.L----------------~·--
·s .... 
0 ..... 
c ... o 
•U 
10 

E 

j ~~r-=· 
FIGURA I. 16 

l I 

Tiempo 

Tiempo 



c: 
'o 

(.) 

0 
e: 
~-
() .... _ 
Q) 

D 
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Los modelos anteriore~ formados por resortes y amortiguadores son "lineales", es decir, las 

deformaciones totales son proporcionales a las fuerzas. 

En Ia realidad las cosas no son as( de simples, Ia modelizaci6n puede llegar a ser muy complicada, 

sin embargo, si se introduce el elemento fricci6n podemos llegar a representaciones mas apegadas a 

casas reales. 

Relacion no lineal 

a) Rt'.'lpuesra de fricctdn (modl'lo Je Coulomh), se ejemplifica con un bloque en reposo sobre una 

superficie aspera al cual St~ le aplica una fuerza creciente (figura 1.18). 

---t-~e--+ 

1------F•~-

FIGURA 1.18 



Sabemos por la teoria d~~ la fri:ccicm que el cucrpo no se movera hasta que Ia fuerza sea lo 

suficientemente grande para veneer Ja re.sistencia debida a Ia fricci6n estatica. La relaci6n fuerza 
desplazamiento es: 

e = 0 Sl F ~ Fe 
e -;:. [) SI F > Fe 

Siendo Feel valor Hmik! de F antes de qut: s'~ produzca el movimiento (figura 1.19). 

F 

t 
II 

--------- ----------------
e 

FIGURA 1.19 

Entendemos por deformaci6n irrecup~rable aquella deformaci6n que perrnanece despues de ser 
removido el esfuerzo que Ia produjo. 

Si combinamos este tipo de elementos co11 resortes y amortiguadores obtendremos respuestas no 

lineales. 

b) Respuesta parcialmente elastica y parchdni1"nle irrecuperahle. La respuesta sera lineal cuando Ia 

fuerza en el resorte alcance el valor Fe y el bloque comenzara a deslizarse sin que aumente Ia 

fuerza. Si Ia carga se suprime el resorte se c~mtrae, pero eJ sistema no regresa a su posicion original 

y conserva una deformacJ;6n perrnanente (figura 1.20). 

c) Respuesta no lineal en genera/. Hay muchas rnaneras de combinar elementos de fricci6n, 
amortiguadores y resortes, estas nos danin respuestas muy diversas como podemos observar en la 
(figura 1.21). 
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1.4 Definicion de panimetros (Umitt:·s, modulos) 

F .... 

En el inciso 1.2 establecimos algunos asp~ctos rcferentes a lo que ocurre cuando una probeta la 
sometemos a carga uniaxial. 

Definimos al lfmite de proporcionalidaJ como el esfuerzo correspondiente al primer punto en que la 
curva se desvia de Ia parte inicial lineal. 
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Hasta este lfmite el ca.rnbio de esfuerzo t.w es igual al correspondienle cambio de deformacion Lit: 
multiplicado por una constante, asi: 

don de 

E = cte. 

Esta relacion es una mani:festaci6n simple d~ Ia ley de Hooke y Ia consta.nte de proporcionalidad se 
llama "mOdulo de elasticidad" y se representi porE. 

E = _Lia 
~e 

E es una constante de cada material y mide ~;u ri~idez. 

Como en el caso del e~sfiLJerzo uniaxial, el esfuerzo cortante generalmente es proJX>rcional a Ia 
deformaci6n por corte dentro de los lfmites de la primera parte de la curva, asf: 

.:h = .1y G 
donde 

G = cte. 

Esta constante se llama tn6dulo de elasticidad al corre o simplemente "modulo de corte" y se 
representa por G. Suele tambien llamarse nu5du!o de rigidez para esfuerzos cortantes no mayores que 
el limite de proporcionalidad al corte: 

G 

Comporlamiento ductil y fragil 

Se dice que un materia;: es ductil cuando alcanza una gran deformacion a un nivel de esfuerzo 
aproximadamente constant~~. antes de llegar a Ia falla. 

El cobre y el acero dulce son materiales du.::ti les. La ductibilidad es importante en los metales sobre 
todo por dos razones: hace posible lograr formas comercialmente utiles y permite que soporten en su 
utilizaci6n choques y vibraciones que en otros materiales, quiza mas fuertes, pero mas fragiles, 
producirian Ia rotura. 

La ductibilidad da Iugar a una reduccion en la seccion que experimenta una muestra de material cuando 
se somete a tension (tracci6n) uniaxial; puede depender de Ia temperatura, de !a rapidez de Ia 
deformaci6n, de las dimensiones de Ia muescra, de las impurezas y del tipo de deformaci6n. 

Se dice que un material es fnigil cuando experimenta deformaciones pequefias antes de llegar a Ia falla. 
Ejemplos de materiaies fnigiles son el vidrio, el hormigon. 
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Hay materiales muy fnigiles, como el viclrio, que en un ensaye de tension no presentan reducci6n 
alguna en el area de su secci6n transversal, mientras que hay otros, como Ia melcocha, que son tan 
ductiles que en el ensaye de tension iran estinindose hasta que Ia secci6n transversal de Ia muestra 
quede reducida a un hillo. 

Se dice que en un material se presenta el ~;!nomeno de tluencia cuando experimenta una deformaci6n 
que es funci6n del ticrnpo que puede o no ser recuperable. 

La fluencia, como deformaci6n en funci6n del tiempo, es el comportamiento predorninante en los 
metales bajo la acci6n de cargas cuando estas son pequeiias y cuando las temperaturas son elevadas, 
es decir, cuando los valores de las tempt~raturas estan comprendidas en Ia mitad superior de Ia escala 
que va del cero absoluto hasta el punto de fusion del metal. 

La dleformaci6n el<istica predomina a bajas tcmperaturas y cargas pequefias; la plastica a cargas 
elevadas; Ia tluencia tie:nde a convertirse en un fen6meno de deformaci6n viscosa a medida que Ia 
temperatura se aproxima a la de fusion del metal. 

Se entiende por deformac:i6n pla.stica aquella que depende del tiempo y que ademas es irrecuperable. 

La maleabilidad es Ia ~apacidad de un material ductil para ser Jaminado o golpeado sin que se rompa, 
mas formalmente, es la mayor o rnenor aptitud de un metal para ser conforrnado por cualquier 
procedimiento mecanko. 

La fragilidad, ductibilidad y maleabilidad estan muy ligadas entre sf y dependen mucho de Ia 
temperatura. 

1.5 Factores que inf1uyen en el comportamiento de los materiales 

Una carga que es aplicada en forma subita se llama carga de impacto. El efecto que producen las 
cargas de impacto difiere apmciablemente de las causas por cargas elasticas porque, cuando se aplica 
una carga instantaneamente, tanto Ia magnitud del esfuerzo producido como Ia deformaci6n y Ia propia 
resistencia del material se ven af,ectados 

La in1luencia mas irnpor1t<l.nte de las cargas de impacto en las propiedades rnecanicas es la reducci6n 
de la ductilidad en Ia superficie que recib1e f.i impacto. 

Las cargas de impacto, instantaneas o subitis ocurren en las estructuras de diferentes maneras; por 
ejemplo: cargas de movilidad rapida como las de una locomotora al pasar sobre un puente; cargas de 
impacto directo como las producidas porum. perforadora neumatica; cargas de aplicaci6n instantanea 
como las que ocurren en una explosion y cargas de inercia que suelen acompaiiar a aceleraciones 
fuertes y que producen choques rnecanicm. 

16 



Si el tiempo de aplicacion de la t:::arga es pequefio comparado con el periodo natural de vibraci6n de 

la estructura o maquina, la carga es de irnp.acto, mientras que si el tiempo de aplicaci6n de Ia carga 
es largo, esta se considera estatic:a. 

Para la mayorfa de los casos, si el tiempo de aplicaci6n de Ia carga es menor que la mitad del periodo 
natural fundamental de vibraci6n, Ia carga se considera de impacto. 

El tiempo de carga s~: refie~re al que se requiere para incrementar la carga de cero a su valor maximo. 

Para cargas de impacto di.nami.co, Ia forma de Ia curva carga-tiempo es importante ya que, el impulso 
que es el area bajo la c:urva es Ia cantidad significativa. 

1.6 Histeresis y fatii,~a 

La influencia del endurecimiento por alargarniento en frfo o endurecimiento por esforzamiento, que 
consiste en cargar el material inicialmente mas alia del esfuerzo de fl uencia, modi fica Ia relaci6n 
esfuerzo-deformacion sub:secuente. 

Es decir, si por ejemplo, una probeta es esforzada mas alia del lfmite de fluencia, hasta un punto B, 
descargada entonces hasta C y vuelta a cargar, Ia resistencia a Ia fluencia aumenta de un valor en A 
hasta uno en D. Subsi!Ctl'entes actos de descarga y carga incrementan Ia resistencia a Ia fluencia. 

Al cargar hasta B, descarg.at a C y volver a cargar aD, una cierta cantidad de energfa de deformacion 
es disipada en forma de calor producico por Ia fricci6n interna. Esta energfa que se desprende queda 
representada por el area ashurada de !a figur~, 1.22. 

" Rizo de 
: -hlsteresis 
I 

------ _.J.. ___ ___, ______ --1..,_ 

0 C G E £ Deformacion +_, _____ 5L _______ r----~----t--

FI:JURA 1.22 

La perdida de energfa de dt~formaci6n se conoce como histeresis mecanica y el diagrama anterior se 
conoce como rizo de histt~resis (bucle o loop). 
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Al descargar hasta C, hay una. deform.aci6n elastica C' recuperable representada por CG y una 
deformaci6n perma.ncnt.e eP = OC. 0 sea, que para cualquier punto sobre el diagrama esfuerzo­
deformaci6n, la deformad6n puede ser considerada como formada por dos partes; una elastica y una 
irrecuperable. 

En el caso de los aceros, Ia deformac:i6n da;;tica es despreciable para deformaciones totales por encima 
del 5% de elongacil5n ya que presenta un comportamiento ductil. 

Hay algunos efectos poste~riores que modifican Ia relaci6n esfuerzo-deformaci6n. Esto es, si en el ra.ngo 
elastico una carga es aplicada subitamente se produce una deformaci6n instantanea e; (figura 1.23). 
Luego, con una carga constante, res.ulta una deformaci6n residual durante un tiempo t. 

Si de:spues Ia carga se retira, Ia deformaci6n se reduce en una cantidad e;. La deformaci6n residual e, 
puede llegar a recupemrse con eJ tiempo. 

La deformaci6n e, varfa c:on el logaritmo del tiempo; mas aun, Ia deformaci6n er es igual a un numero 
constante de veces Ia deformaci6n total l:p donde: e, = e, + e; (figura 1.23). 

Consideremos que un material tiene una cierta resistencia para una carga dada; si sometemos a este 
mismo material a cargas dclicas menores que su resistencia, puede llegar a fallar despues de un cierto 
numt!ro de ciclos de carga y descarga. AI fen6meno consistente en Ia falla de un material sujeto a 
ciclo:s de carga y de~scarga se le conoce como fatiga. 

t 
e, 

FIGURA 1.23 

e· I 

t 

El numero de repeticione:s de Ia carga de impacto tambien es de gran importancia en relaci6n con la 
resistencia a la fatiga. Por ejernplo, el esfu(; rzo de fatiga de una picza de ferrocarril que debe resistir 
muchos ciclos de carga es de gran importancia, mientras que para el proyectil explosivo que esta sujeto 
a un solo impacto, el ·~sfuerzo d·~ fatiga tiene poca importancia. 
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2. l~stado de esfuerzo 

2.1 Introducci6n 

Las fuerza~ externas que actu.an en un instante en una cierta porci6n de cuerpo librc dentro de un 

medio continuo se claslf'ican en dos clases: fuerzas de cuerpo y fuerzas de superficie. 

Las fuerzas de cuerpo actuan sobre elementos de masa o de volumen dentro del cucrpo (por ejemplo, 

la acci6n de la gravedad). Esta.s son fuerzas de acci6n a distancia, usualmente se consideran por unidad 
de masa o en ocasiones por unidad dt vol umen. 

Las fuerzas de superftcie son fuerza.s de contacto que actuan sobre un diagrama de cuerpo libre, sobre 
su superficie. Usualmentc se consideran por unidad de area de Ia superficie sobre la cual actuan. 

En mecanica, las fuerzas reales siernpre se ejercen de un cuerpo sobre otro cuerpo (posiblemente por 
una parte de un cuerpo actuanclo sobrc: una parte del otro), independientemente de si elias son fuerzas 

de cuerpo o fuerzas de superficie .. Siempn~ estan involucrados dos cuerpos, y por la tercera Ley de 

Newton, Ia fuerza ejercJda por un cue:-po sobre otro es igual en magnitud, y de sentido contrario a Ia 

fuerza ejercida por el segundo cuc:rpo sobre el primcro. 

Las llamadas fuerzas de inercia utilizadas para establecer un estado de equilibria ficticio en dimimica 
no son fuerzas reales, puesto que no son ejercidas por cuerpos: Ia tercera Ley de Newton no se aplica 
a estas fuerzas fic:ticias. Cuando el metodo de las fuerzas de inercia se utiliza en mecanica del media 

continuo, las fuerzas de inercia ficticias se incluycn como fuerzas de cuerpo. 

2.2 Definicion de esfm·rzo 

Consideremos un cuerpo sometido a un ~.istenn de fuerzas de superficie en equilibrio como el indicado 

en Ja figura 2. 1. Hagarnos un corte en cualquier clirecci6n definiendo una superficie plana. En Ia figura 

2.2 se indica el corte mcncionado. 

Separemos una porci6n del cuerpo y haga.tnos un diagrama del cuerpo libre de Ia otra porci6n (t'igura 

2.2). La fuerza F es resultante de las fuerza:~ extcriores que actuan en Ia porci6n separada. 

Dividamos la fuerza F entre Ia magn: tud del area cortada; a este cociente se le dcnornina esfuerzo 

media en el area A 

s 
ltl 
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FIGURA 2.1 

FIGURA 2.2 

El esfuerzo promedio o esfuerw medio es el cociente de dividir la fuerza F que actua sobre una cierta 

area A entre la misma area. 

Consideremos ahora u1 <irea menor ~~4 contenida en cl area cortada A, obtengamos la fuerza resultante 
- - -

!!.F sobre el area j.A (ver figura 2.3). En el caso general, Ia fuerza !!.F es diferente ala fuerza F, 

tanto en magnitud. direcci6n y sentido:. por lo tanto, en el caso general, la fuerza .1.F no es 

proporcional a la fueL~a F . 
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FIGURA 2.3 

AI cociente de fiF entre L~ s.e le denomina esfuerzo medio en el area A4 

s,nf = 
tlF 

uA 

Yemos por lo anterior que el valor del vector esfuerzo ( S ) depende del area que se tome. 

(2.2) 

Como se podra observar, el esfuerzo asf definido resulta un vector, dado que es el cociente de un 
vector (fuerza) entre un 1:!scalar (magnitud del area). 

El valor del esfuerzo depende del area que sc considere, por lo tanto, resulta conveniente tomar el 
limite del esfuerzo medio cuando el area D.A tiende a cero; a este valor le llamaremos esfuerzo en el 

llllnto p 

S = lfm D.F 
.lA-o{) D.A 

(2.3) 

Volviendo al area A de Ia figura 2.2 vemos que Ia fuerza F se puede descomponer en una componente 

normal al plano N y una componente parale:a al plano T . Se puede definir entonces al esfuerzo 

normal medio a como el cociente de IV-:- en':re A 

17 == 
N 
A 

y el esfuerzo cortante m~jio como el cociente .je T entre A 
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toma.ndo lfmites cmmdo el area tiende a ecru se obtienen los esfuerzos normal y cortante en el punto P: 

Dado que: 

Ahora 

Por J,o tanto 

(] = 

T = 

lfm ~N 
...'.A-o{) ~A 

lfm ~F 
..'.A >0 ~A 

~F J.N + ~ T 

lfm ~F 
.._',.\->(J 2lA 

lfm j. N 
.:. A-•C ~A 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

Como por el punto Pes posible hacer pa~.ar ,ll1a infinidad de pianos, existen una infinidad de esfuerzos 

en el punto P, uno lip1do a cada plano. Por lo que se ve Ia necesidad de especificar el plano en que 

se desea calcular el esfuerzo. Cn p.ano qucda determinado cuando se conocc un punto de estc y Ia 

direccion de Ia normal al plano; por lo tantJ. cs neccsario conoccr el vector unitario n perpendicular 

a dicho plano. Con10 ya mencionamo<, antes, al csfucrzo en un punto asociado al plano cuya normal 

es n lo llamarnos vector csfuerzo s ' 

Conviene obtener cnt~1nccs el veclLir esfucr10 en el entorno de un punto, asociado a un plano de 

dircccion cualesquicr< .. Comiderem•)S que en el cntorno de un punto (despreciando Ia~ fuerzas de 

cuerpo), conoccmm. J,Js \~sfuerzos normal y cortantc en tres pianos respcctivamente pcrpendiculares 
entre sf (figura 2.4}; d subfndice dtl esfuerzo normal indica el eje al cual e:;te esfuerzo es para elo. 

El esfuerzo cortante St clesigna condos ~Lbfldiccs: el primcro indica la direccion de Ia normal a! plano 

donde actua el esfucrzll cortanle y el scgunco 1nd1ca Ia direccion del eje a! cual es paralclo el esfucrzo 

cortante. 

Nos mteresa dcterminar el v~c-ctor es.fucr.w S en cl plano ABC de la figura. Consideremos que las 

componentes cartesianas del Vi.?ctor t~~fucrzo 5 son: 

' - S' ) S, l &.J - ( ._ .t' ..._', 
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FIGuRA 2.4 

Considerando que el tetraedro de Ia t~gura 2.4 se encuentra en equilibria: 

E F = 0 
l 

( 1) 

Se puede dernostrar que: 

A, = A 4 cos {3 
(2) 

A3 = A4 cos "' 

Sustituyendo (2) en ( l) tenemos 
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eliminando terminos scrnejantes. y ordenando terminos tenemos: 

sl = 0
1 

cos (..)' T 7\l cos {3 ;- r,:.X cos ~ 

E F = 0 
I' 

0 (3) 

Sustiltuyendo (2) en (.3) y reduciendo terminos semejantes 

S\' = Tn COS Q + 0'
1 

COS {3 + T~y COS ') 

AmiJogamente para 

L: F = 0 

.~ {3 _) ;·~~ cos (X T -~~ cos T a, cos ~ 

Final mente obtenemo:; 

! (J T\_, 
1 ~· CO':> Q 

I i 
I 

I 
s I " 0\ 1. 

') cos 3 

f 

(2.7) ,. 
.I 

J l 7 r ... ~ 0 cos r - .\. 

La rnatriz que con tier e los esfuerzos th'~rmal y cntante se le clenomina tensor esfuerzo [ T] qFe al 

multiplicarla por la matri:r de los co~.enos dtrcctorL'~ del vector normal ala superficie obtendremos el 

vector esfuerzo S . 

El tensor esfuerzo represcnta, ffsicamcnte. los esfucrzos que se dan en tres pianos mutuamente 

perpcndiculares entre ~f. 

2.3 Determinacion dt· las componrntes dt:·l vector rsfueno 

Como ya vimos, las cornponentes del \ector e:-.fucrzo son el vector esfucrzo normal a y el vector 

esfucrzo cortante 7. 

Para Ia determinacic)n del esfucrzo normal basta proycctar el vector esfucrzo sobre el vector unita1o. 
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Sabemos que el producto escalar de oos h~ctores C'i igual a Ia proyecci6n de sus m6dulos. a saber: 

s · n = I s I I !i I cos e 

Como n es un vector unitario tenemos: 

--
5 · n Is I cos e 

Donde 8 es el angulo forr:nado por S y n (figura 2.5); por Jo tanto, obtenemos la magnitud del 

esfuerzo normal 

-
~J=S·n (2.8) 

L___..-+------1~ 

IIGLRA :~.5 

La di recci611 del esfu.:Tzo normal tierh.~ Ia m, sma di reccilSn del vector uni tario. Por lo tanto, para 

obtener Ia direcci6n del -~sfuerzo normal baqa rnultiplicar su magnitud por el vector unitario: 

--
(J = (r n (2.9) 

Para el sen tido sc t ien(~ Ia sig u icr, te con venc i(in: 

SiS • 
--· 
!'I > 0 el esfu(.:r.ro normal c~ ce tensi•.)n 

--
Si S • 11 < 0 el esfueL~o normal es de comprcsi6n 

Para Ia determinaci6n del esfuerzo cortante ba~;ta realizar una resta de vectores. Como: 

(2 .. 6) 
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por lo tanto 

r = s- - a: (2.10) 

Obviamente, Ia rnagnitud, direcci6n y sentido est<in dados directamente por el vector que representa 
el esfuerzo cortante. Sin embargG, es buen') conocer Ia magnitud del vector, en forma escalar, Ia cual 
encontramos al obtener d modulo del vector 

(2 0 11) 

o con la ley del triangulo rectangulo: 

(2. :12) 

2.4 Tensor esfuerzo 

Como ya se vio, el tensor c~Juerm es: 

En un elemento difen:ncial, cuando las dimensiones ~ •. .l, y .:l
1
___tienden a cero, el tensor esfuerzo es 

simetrico respecto a Ia diagonal principal. por lo tanto tcnernos: 

T,, T" 

T T,~ 
~· 

T 
I. T :I 

Enseguida se demostr<ra Ia simetria del tt.:n~;or esfucr10. La convenci6n de signos que usaremos es Ia 
siguientc: 

Para los esfuerzos ncrmales que salen del elemcnto (tension) seran positivo.s. en caso contrario 
(compresi6n) seran ne~,;iitivos. 

Para llos esfuerzos cor1antes. Stl signo se conforma de dos signos parciales. los cuales siguen Ia regia 
algebraica de los signc's de Ia multiplicacion. 

El primer signo parci<J es el '>igno de Ia cara donde actCta el esfucrzo cortantc. y el segundo es de 
acuerdo con Ia direcciiSn del eje coordcn<;.dc paralelo al csfucrzo cortantc. 



T 
i 
I 
I 
I 

dz 

a-' y 

y 

F GUR.-\ 2.6 

Se dice que una cara cs positiva cuando el vector norlllal vade dcntro hacia fuera del elemento y ticnc 

cl mismo sentido del t.:'.J~, (flgura ~.7). 

.------~------·--
rxy 

_,, 
-I 

... 
X 



El senticlo del esfuer,ro cortante es positivo cuando t1ene el mismo sentido del eje. 

Si tomamos momentos respecto a! ccntroide del clcrnento (figura 2.6) tenemos: 

EM =0 
' 

(4) 

Podernos valuar -/1,.z e:n funci6n de r1 ~ y <v en funci6n de Tzv debido a que r 1v~ y <:v sufren un 
incremento con respecto a Tyz y Tzv 

Sustituycndo en Ia ectidci6n (4) 

T.,.: 

Simplificando: 

~ T.:y + T::_\· + 

OT 
---=-~ d:. az 

Si las difercnciales dy y d:. tienclen a cero tenemu~: 

por lo tanto: 

Analogamente se tienc: 

to man do '::.A1. = 0 

y 

en 

Por la demostraci6n arJterior podemos afirmar que cl tensor csfuerzo • es simetrico cuando dr, tl; y 
dz tienden a cero simllltanearnente. 

*Para el tratamtento J,:J tcnsur IS1ltn1pt-:o y dt;tor,,unante. vcr el apemk·e 2.A. 



2.5 Esfuerzos principales 

Los esfuerzos principales son aquellos que actuan en pianos dondc los esfueuos cortantes son nulos, 
es decir, se trata de esfuerzos normales puros, y a los pianos en donde actuan se les llama pianos 
principales. 

En un plano principal el esfuerzo en un punto c~ igual al esfuerzo normal, debido a que, por 
dcfinici6n, el esfuerzo cortante es nulo: entorces: 

(2. 1 3) 

Sabemos ademas que el vector esfuerzo es ig Jal al tensor e~fuerzo por el vector unitaric. 

s = t T]n (2 .14) 

y el vector esfuerzo norrn:il es igual al esfucr/o normal por e:l vector unitario. 

-
0 = 0 tl (2 .15) 

Entonces 

a = tT em. ut ~ cr cos 1~i ~ a cos 1k 

Sustituyendo (2.13) en (::.I~-) tcncnws que: 

o = IT}/1 (2. 16) 

Desarrollanclo Ia ecuaci6n (2.16) nos qt1eda: 

cos 0' I (T r,' T:_, l cos 0' 

1 
\ 

I cos ,.) 
T cos ;3 

l 
1.) 

\\ 
(} 

cos ., r, .. T (f cos ') 
1 .. 

...J 

real izanclo Ia operaci6n tcnemos: 

cr COS c~ = 0 1 CO.'. 0' + 7 11 COS {3 + T.~• COS "y 

cr cos ~) r,\ cos u + (\ CO'> {3 + T~\ cos "\ 
I 

(T cos "I -· r,: CO"i (t' + T ': cos J T 0. cos 'Y 



Pasando a un mismo miembro de Ia ecuacion y factorizando 

(o,--a) cos a + r,' cos {3 + r~.~ cos )' = 0 

., cos Q' + k, -a) cos {3 + T~ I cos )' = 0 (2.17) '\-X 

·r 
'.I~ cos Q' + T\: cos {3 + (a:- a) cos )' 0 

Como se puede ooser,;ar el SlSlema de ecuacior1es (2.17) tiene J ecuaciones con 4 inc\)gnitas las Cl.ales 
son: cos a, cos {3, coi ·r y a; por lo tanto 1ecesitamos una ecuaci6n mas; dicha ~cuacion es: 

(2.18) 

con Ia ecuacion (2.18l ehminamos Ia solJcion triv1al del sistema (2.17). Para que ex1sta una solucion 
del sistema diferente de Ia trivial el dcte;~minante debe ser cero, lo que implica: 

a --a Tn T 
.I '· 

der T 
I\ a, -a T = 0 ~~· 

T IZ T,: o_-a 

Desarrollando y orclenando tenemo-,: 

, , , 
-o3 

+ (o, + (J
1 

-~ aJo2 
-- (c, a, - a, a: + a,. a

2 
-- Tv~ - 7z 1 - r;")a 

+ (a 
I, 

Esta ecuacion se pu•;?de escribir de Ja form<:,: 

Donde: 

I 

/., 

\ 
- (f-

' /, a-
l 

a, a 

30 
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(2.17a) 

(2.19) 

(2.20a) 

(2 :20b) 



cr 
J rlr 7(\' 

I -- Tn (J_ T,,~ Dete rm i nan te del tensor esfuer:to (2.20c) 
I 

T;~r 
., a_ 
j zv 

Los valores de / 1, 12 e /3 reciben el r,ornbre de invariantes del tensor esfuerzo, por Ia raz6n de que 
siempre tienen el mismo valor inclependientemente del sistema de referencia que se utilicc: 

/ 1 - invariante lint'al 

1-. - invariante cwidrico 

13 - invJ.riante ct:ibico 

La ecuaci6n (2. 19) es una ecua,:_:i(lfl de kr,xr grado en a, Ia cual nos conduce a encontrar tres val ores 
rcales, los cuales son lo~ e~fuerzos principales en cl entorno de un punto y se les denomina: 

a, - esfuerzo pri11cipal mayor 

(J-, esfuerzo pnnc1pcd intennedio 

(J3 
.. csfuerzo principal men or 

Para encontrar el plano donde actt1an cada uno de lo-; esfuerzos principales se recurre a1 sistema de 
ecuaciones (2.17) y a la ccuaci6n C~.l R). de donde sc obtienen los cosenos dm:cton:s de ,:_:-ada uno de 
los pianos de Ia sigUJcnte forma: el sistc1na de ecuacJOnes (2. 17) y (2.18) se resul:lve para cada valor 
de u, o :sea se reernplaza a por (J en t:l sistl'lll:l 1~.17) y se resuelve el -,istema junto con Ia ecuaci6n 
(2.18), encontrandose lo~ co.seno~ direcctres (cos u 1. em ,:3 1 , cos r 1) para n1 • De lllanera <Flaloga se 
procede para rJ2 yo_;. en1:ontranduse (cus o:~, :o.~ ;3 2 . cos r) y (cos a_,, cos {3 3 , cos -y 3 ). rcspectiva­
mentc. 

2.6 Estado de esfuerzo plano 

Se presenta un estado de esfucrzo plano cuando Ia~ fL,erzas que actuan en un cuerpo son coplanares 
(figura 2.8). 

Como se trata de un probkma en l:l pla!lo. t:l tensor ..:sfua:zo qucda de Ia ~iguiente mancra 

Jl 



rc', 
l 

Tn 

[7] I 

l T,l a\ J 
Siendo por lo tanto 

(T ::= (). z , y 

Para obtcner el estado de es:fuerzo en un plano cualcsquiera, al cual tomaremos como el plano XY, 

se requiere determinar el vector normal unitario dado por: 

11 '= cos 0 + cos {3 
I J 

y 

-------------------- __ ..,_ 
X 

FIGURA 2.8 

Dado que en el plano XY, a -- {3 = 90° (figura 2.9) y cos {3 sen (90° - {3) sen a, tenemos 
finalmente al vector u:1itario de Ia forma 

-n = cos o -, sen u_~ 

Como conocemos cl tensor esfuerw y el plano Jonde dcseamos conocer el cstado de csfuerzos, 
podemos calcular el \ector esfuerzc que se obtiene de multiplicar el tensor esfuerzo por el vector 
unitario. 

s = [( ti 



De~arrollanclo 

cos a t 
sen a j 

Las componentes dd ve::ltor esfuerzo ~.on: t:i esfuerzo normal y el esfuerzo cortai1lc. Para obtcner el 
esfucrzo normal realiLarnos el producto cscala.r entre cl vector esfuerzo y ei vector unitario 

-------------------

--
0 5 . 17 

[ (()I CO 'I Q' ,. T 
.1\ 

X 

sen a) i 

l 

+ (r., Cl)S c~ +a,. <.,en n)./ j(cos cx 1 +sen o:_;) 

, 
cr =' a, cos- o: + o 

Si a es mayor que cero se 1 ratar<i (.It: un c.'.fuerzo normal de temi6n. 

Si a es menor que cero sc tratar<i de un e~fLh:~rto Iwrmal de cornpresi6n. 

Para obtener el esfuer1o .:ortante podrlamm. scgu1r el proccdimiento 1ndicadu en cl inciso 2 .. ~: sin 

embargo, este procedimiento rcsulta laborio'>o. por lo qJe poJcrnus utii1Lar una propicdad del producto 

vectorial para determinar Ia illagnitud dt.:l esfuer1o conante. rccurdando que (tigura 2.10) 



I 7 I = I S I sen 8 = IS I I fi I sen 8 ·- I S x fi I 

Dado que In! 

Por lo tanto 

(2.22) 

s 

FIGCR-\ 2.10 

Debcmos insistir en que el modulo del vector esfuerzo cortante cs igual al modulo del producto 

vectorial entre s y n. Esto no quiere dccir que T sea igual a! producto vectorial s X n. Es decir, T 
es di ferente de s >< n. 

-
T =-= S X n 

Desarro llando: 

s -·· X ,. cos 0! sen ko·] o) ( r, v cos a + a.~ sen a) 0 

j 

cos (.l' sen cl' 

=" k (r sen 2 a·- r. cos2 o +a_,. cos a sen a- a,. cos c; sen a) 
1_\ ' ' X\ , 

I 7 I T = I S x il I = a, sen u cos a - a, sen a cos a 

r == {a, - c,) cos o: sen a + r,, (sen 2 a - cos 2 cl') (2.23) 
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Para hallar el sentido del esfu,erzo cortante nos podcmos auxiliar nuevamente del producto vectorial 

S X n; dado que ~~ y li son paralelos al pic. no XY, el producto :f X n es un vector perpendicular a 

dicho plano. paralelo a Ia dirccciCin del eje Z., es decir 

5 X n ·"' Ck ) ''4) <-·"· 

Si C > 0, el vector S >< II tiene el mismo sentJdo del eje positivo del eje Z (hacia arriba del plano 

XY) y por lo tanto el ;i.lgulo tl csta cornprendido entre oo y 180". En estas conu1ciones el esfuerzo 

cortanti: 7- queda a Ia denxha de n. es decir provoca momenta positivo con )U cortante p;1ralelo 

asociado r' (figura 2. 1 .: ) 

~ 

~/ 
n\ r'\ 

\---------- e 
\\ ·", --~ __.__.:;..- s 

flGLRr\ 2.11 

Si C < 0 el vector :f x /i ticne :;entJd(l cor.trario al sentido positivo del CJC Z (hacia abaJO) y por lo 

tanto ;3 esta comprend1da entre 180° y 360" en estas condiciones el esfuerzo cortantc 7 quecla a Ia 

izquierda de II cs decir p-ovoca momento negativo con su cortante paraklo asociado / (tigura 2. 12) 

FICURA 2.12 



El valor de C de la Cl'uaci6n (2.24) es el valor de T de Ia ecuaci6n (2.23), por lo que el sentido de T 

esta dado por el signo de C, comenlado en los dos parrafos anteriores, de la siguiente manera: si en 

la ecuaci6n (2. 23), T da positivo su senti de sera tal que provoque un momenta positivo con respec:to 

a su cortante asociadc' / (tigura 2.13) 

F!GURA~.13 

En caso contrario el s·~ntido de T sera tal qLc ocasione momenta negativo con su cortante asociado / 

(figura 2.14) 

(~:_~', 

/ 

\ \ 

\\ 
1--IGLR-\ 2.14 

En a11gunas publicaciones las ecuacioncs (2 21) y (2.2)), que son las del esfuerzo normal y cortante, 

se encucntran en funci6n del <ingulo dohle. 

Obte:ngamos estas ecu.acioncs. Sabcmos que: 

" 1 - COS 2cx 1 
. '"' , + C0 1 • .:a 

2 
y sen- a cos- (i 

2 
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sustituyendo estas expresiones en las f:cuaciones 2.20 y 2.21 se obtiene 

_ --· fJ1 + cr, a, - cr,. 
o -- ---- + ---- cos 2ct -.- T

1
_v sen 2a 

2 2 

ar - a.- -~ 
T = ------- sen .La 

2 
,.., 

, 
11 

cos ... a 

2. 7 Esfuerzos principah:~s en d plano 

El tensor esfuerzo est<=i dado por: 

l'rj 
[Tcr',' 

7

a',' l 

..., ., I ) (._ -- a 

Para encontrar los esfuerws princ1pales en d plano procedemos de mancra analoga al estudio que se 
hizo en ,.:] espacio. 

La ecuaci6n (2 .17a) qt.eda para cl plano 

0 

(2.25) 
( (J

1 
-- (J \ ( 0\ - (J) - ( T., ) ( T IY ) = Q 

Rcsolvicndo la ecuaci(m obknemos Ins esfuerztl~ prim: ipak~ mayor y menor en el plano 

(J + (J 
I \ 

(2. 26a) 
2 
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02 

0 t I] 
.I I 

J
r·l a, = a, l ~ , I ~ + T~., (2.26b) ----- -

") 

Para obtener Ia direcci6n donde act.uan lo.~ esfuerws principales puede procederse de la siguiente 
man era: 

AI derivar Ia ecuaci6r: (2.21a) del e~fucrzo normal con respecto a a, e igualar esta derivada a cero, 
obtenemos los valore.~ de a que conducen a valores extremos de a. es decir, determinamos las 
direcciones principale'; cit: esfuerzo. La ecuaci6n (2.2la) es: 

Ahor:a 

donde 

cr "' 

do 
do: 

sen 2n 
cos 2c~ 

u ·-

or ·- a, 
--·----

2 

a, - < '" 

) 
angtan -

a, - a, 
--- cos 2a + r,, sen 2a 

2 

0 

tan 2a 
2 T 

.I\ 

a, - a" 

) 
T, v - (2.27) 

(J 
.I 

- (Jy 

La ecuacion proporciona los valores de o: currcsponclientes a las d1rccciones principales de esfucrw. 
Sin embargo. queda Ia clucla de cuai es Ia cllrecci6n principal mayor y cual cs Ia direcci6n principal 
menor; para resolver tstc problema. podemos rccurrir al critcrio de Ia segunda derivacla que nos clice: 

Si d 2 a 

d 0.2 
> 0 . o con:~sponcle a Ia dncc.:ic'n del esfuerzo principal mcnor 

Si d 2 a 

d o: 2 
< 0 . implica que ex corre~pnnde a Ia dirccci6n del esfuerzo principal mayor 

Calculemos Ia scgunda derivacla: 

.., (a, - a
1

) cos 2 (.1' - 4 7
1

v sen 2 n· (2.28) 

J8 



En suma, para obtent:·r Ia~; direcciones principales se utiliza Ia ecuaci6n (2.27) y sc obtien·c o:. Luego 
se em plea Ia ecuaci<ln (2. 28) 

Si 
d 2

(J 

d 0:2 
< 0, c~ corresponde a Ia direcci6n principal mayor, es decir a = u 1 

Si 
d 2 

(T 

d , o:-
> 0 , a corresponde a Ia direcci6n principal menor, o sea a = a, 

Una vez conocido u 1 o ):2, la otra dinxcion pnncipal se obticne sumanclo 90'' al valor de cv 1 ode a 2 

0 

2.8 Representation grMica d(~ i\1ohr 

+ 90 0 
0:1 = o:, (,, "';9) 

L- • ..i,, 

Resulta interesante sehalar que cl 1:stado ck c<:.fuerzo en un plano se puede representar graficamente 
en un si~tcma coord~.?naco en el cual c·1 cl ejc de las absc1sas se grafique el esfuerlo normal y en el 
eje de las ordenadas \e represente el esfucrzo cortantc. A esta construcci6n grafica se !e denomina 
plano de Mohr. Demost·arcmos a cominuaci6n que el estado de esfucrlo en cl entorno ,jc un punto 

para cualquier direcci6n t:·s:.a representado po- una regicSn, lnnitada por tres cfrculos, en el plano de 

Mohr. 

Consideremos un elcmenw sujeto a urr es.tado de es.r·uerzo rmsmo que expresado en funo:.:ic)n de los 
esfuerzos principales, d tensor tnn1a Ia forma: 

0 

T 

I ;; () 

o, 

Utilizando la ccuaci6n (2. 7). el vector co.,fucrzo en un plano cuyo vector normal es 

-
11 == cos a, + co~ /31 + cos fk 

valdra: 

Utilizando Ia ecuaci6n (2 S:r tenen10s: 

(2.30) 



Determinemos Ia magnitud del vector esfuerzo 5 

s= (2. 31) 

Dado que a y 7 sor perpendiculares se ticne que 

Por lo tanto 

(2.3l.a) 

Sabemos que 

(2. 18) 

Agrupando las ecuaciones (2.30), (2.Jla) 1 {2.18) tcncrnos: 

(
'l ~.,..,) 
"- .... ~, ,i-

Considerando a cos a, cos (3 y cos r (Oillo incCignitas y utilizando Ia regia de Cramer sc puede resolver 
el sistema (2.]2) 

(J (J1 a3 

1 " 1 " u-..-7- (J~ a.l 

ai a" o, 

1 " a: a~ aJ -

' a- + 7- - a ( a2 + a3) + a2 a3 

(a 2 - a
1

) (crl- a
1

) 
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Amilogarnente se obtiene cos2 ,B y cos 2 ~y por lo tanto: 

~ 

cos- ;3 
~ ~ 

CJ- + r-- CJ (a3 + a
1

) +a, a
1 

--------------
(o, -- a2 ) (CJ 1 - a2 ) 

y 

~ ~ 

, 
cos- /' 

a- + r- -a (a
1 

+ a
2

) + a
1 

a
2 

·--------
(a,- cr3 ) (a2 - a3 ) 

Estas ultirnas tres t>...cuaci:mes se pueden poner de Ia siguiente forma 

[":•_; "o] 2

- cos'" (a, - a 1 )(aJ - o 1 I (2.33) 

(2.35) 

Las ecuaciones (2.1:1). (2. J4) y (:~.35) rcpresentan ecuaciones de trcs familia:-. de clrculos. 

La ecuaci6n (2.33) es Ia ecuaci6n de una farnilia de circulus a con centro en 

----------

[
rJ.,""a, I c 2-·.o y cor radio R 

Podemos obs~:rvar que los esfucrzos IWflndi a y =ortante r, lo:-. cualcs queremos encontrar, estan dados 

porIa ecuaci6n (2.33): cornc' ya sc dtjo, ~~s Ia ecuacic1n de una familia de cfrculos como se muestra en 

Ia figura 2.15. Hallemo·; ].:)-; valorc•; cxtremos eel radio de c:-.ta famllia. 
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1 t Familia de drculos a 

Si a =: 90" 

l?.m/n 



Amilogamente se tiene qut~ Ia ecuaci6n (2.34) representa otra familia de cfrculos {3 con centro en 

r-------

y con rad:o R j l"' ~ a,_r 

Si {3 == oo 

Si {3 = 9Qc 7r 

2 

Asf mis.mo, Ia ecuaci<''n e.J5) rep~e~eJlta otrc: famil1a de cfrculos r con 

(

- a 1 + a~ _ I 
c ----.r-=- . 0 - y con radio R 

~ 

COS- { (a 1 - 0;) (CJ2- OJ) 

Si , = 0" 

R = nur ----
' 

Tracemos los cfrcu]o<; l y _<,para su radio mfnimo y cl cfrculo 2 para su radio maxirno. 



Los esfuerzos normal ) cortante £T y T est~in dados por cada una de las familias de circulos 1, 2 y 3, 
pero estas tres familias seilo tienen una region cormin que es Ia zona ashurada de Ia figura 2.16. 

f~·rct; RA 2. 16 

De lo tratado en los parrafos anteriores, se puede concluir que los esfuerzos normal y cortante quedan 
representados en el plarto de Mohr dentro de Ia regitin comprendida entre los cfrculos I, 2 y 3 Ia cual 
corresponde a Ia zona ashurada de Ia figura 2.16. 

Veamos ahora Ia manera de calcu:ar los esfuertos normal y cortante sabre un plano cuya normal esta 
dada por: 

El procedimiento consi<;te en lo siguicnte: 

a) Tracemos a partir dt:l tensor esfuerzu principal los tres cfrculos del plano de Mohr, figura 2 .. 17. 

b) A partir del punto 1~ se tr2.za una paralela al CJC r; a continuaciein se traza tambien a partir del 
punta A una recta que forme un angulo o: con Ia paralcla al CJC r. Esta recta cnrta al cfrculo 2 en 

el punto A 1 • y al cfrc~tlo 3 en cl pun to ;\ 11 
. 

c) A partir del centro C 
1 

se traza un arco de circun r·ercncia que corte los puntas A 1 y A 11 
• 
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d) Por el punto C se tr;u,a unc1 paralela al eje r; a continuacion se traza tambien a part1r del punto C 

una recta que forme un angulo r con Ia paralcla al eje '· Esta recta corta al cfrculo 2 en el punto 

C 1 
, y al cfrculo 1 en el pun to C 11 

. 

e) Por el centro C3 se traza un arco de circunferencia que corte los puntos C 1 y C 11 
. 

f) Las coordenadas del punto ck intersecci6n D (a y 1) de los dos arcos de circunferencia representan 
el e:~fuerzo normal o y el e~Juerzo cort.ank~ 1 en el plano cuya normal es: 

,, 
T 

T ·--

0 c:r., 

flGCR-\ 2.17 

A continuaci6n dernostran~rnos que el proccclin iento de~crito es valido: 

Tracemos por el punto C. que rqm:scnta al esfueuo principal rJ3 , una perpendicular al eje a y una 
recta que forme con dich;t ptrpendicular un angulo ,: esta recta corta en los drculos l y 2 en !!os 

puntos C 11 y C 1 respecti\·amente. Valucmos de Ia tlgura 2.17 las coonknadas de C 
1

: 

OE =- OC + CE 
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por lo tanto 

pero 

Sustituyendo tenemos 

sicndo 

por lo tanto 

tambie:n: 

pero 

por lo tanto 

OE = OC + CC 1 sen 'Y 

OC = a3 ; CC 1 
= CA sen 'Y 

CC 1 = (cr
1 

- a1) sen 'Y 

EC I cc I cos 'Y 

l::c· I ( ~ " :1 1 - a.l) sen 'Y cos 'Y 

EC 1 
a

1 
- a3 

----- sen 2 'Y 
'") 
..... 
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Demostraremos analiticarnente que d punto C 1 de la tigura 2.17 representa el es.tado de csfucrzo:~ en 

un plano cuyo vector normal forma los ang .tlos r = r 1 , {3 = ; y o es el angulo necesario para 

satisfacer Ia condici6n 

Sustituyendo en !a ecuaci<)n (2. 7), (2.~1) y (2. 22) obtenemos el vector esfuerzo, el esfuerzo normal y 
el esfuerzo cortante rcsr:ectivarnente. 

(2.7) 

-
a = S · n ( 2. 8) 

T =IS ?<:/il (2.22) 

Si {3 7r entonces 
2 

'1 

co~-- o: + CO\- 'I 

' 1 - cos- r 

por lo tanto 

' ' cos- a sen- r 

cos a = sen r 

Sustituyendo valores en la~,. expre',ion,~s anteriorcs tcncmos: 

' o =' a
1 

~en··')'.,. a 1 cos-) 
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que es la ecuacion (2.?.6) 

j k 

sen )' 0 cos 'Y 

== a 3 cos 'Y sen 'YJ - a 1 sen 'Y cos 'YJ 

== (a3 cos 'Y sen 'Y - a 1 sen 'Y cos y) j 

I 5 >< II I c: o1 C:)S )' sL:n 1 - a 1 sen 'Y cos 'Y 

Tomando el signo negativo de Ia rafz tencmos: 

T = (a 
1 

- a3 ) cos 'Y sen 'Y 

que es Ia ecuacion (2.Yi'). 

Por lo tanto, se demue~;tra que las coordenacas del punto C' son el esfuerzo normal y cortante en el 
plano indicado. Es decir, el punto C' rqresenta d estado de esfuerzos en un plano cuyos angulos 

dircctores son 1 = 'Y· 13 = ; y l~ qucda obligado por lo valores de 'Y y {3. 

Procediendo de rnanera an;ilog.a se demuestra que el pun to A 1 represcnta el estado de esfuerzo en un 
plano cuyos angulos eli 'ectores son ct = c:.-, f) = ; y ~r esta obi igado por los val ores de ex y {3. 

Hernos dcrnostrado qw~ r.;ll pU.l'.!O c I pcrtcnccc a Ia familia de c!rculos 'Y· por lo tanto cualquier 
circunferencia que pase por este punto con ce 1tro en C,, representara esfuerzos en un plano con co~>eno 
director 'Y· 

Analogamente, el puntc' A 1 pertenece a Ia familia de cfrculos a, por lo tanto. cualquier circunferencia 
que pase por cste punto con centro en C 1 • representara esfuerzos en un plano con coseno director a. 

El punto de intersecci61 de estos dos arcos de circunferencia reprcscnta el estado de esfuerzos cuyos 

angulos directores son o: y 1: ahora ties dikrentc a ~, que queda obligado por a y 'Y· 
... 

Con lo anterior hemos demostrado que las coordcnadas del punto D de Ia figura 2.17 representan: su 
abscisa, el esfuerzo normal: y su ordcnada, el esfuerzo cortante. en un plano cuyos cosenos directores 
son a, {3 y 1 . 
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2.9 Circulo de Mohr para el estado de esfuerzo plano 

El cfrculo de Mohr en el plano es un ca~o pa ·ticular del cfrculo de Mohr en tres d1111ens1ones, por lo 
que se puede obtener a r:artir de cste; ~in embargo repetimos en esta scccion la demnstraci6n compkta 
para el cfrculo de Mohr pa:ra el estado de esfucrzo plano, debido a su gran utili?ac16n en problemas 
practicos de ingenierfa. 

A cada plano que pasa por el entorno de un pu 1to le corrcsponden dos cornponentes de esfuerzo plano, 
uno normal y otro cortante; en estas condicio 1es se puedc trazar un sistema coordenado •:'n el que se 
grafique en el eje de las abscisas el esf•Jcrzo normal yen el eje de las ordenadas el esfuerzo cortante, 

con lo que queda definid·:J lo que se llama el pla;w de Mohr. Asf, a cada direccion !i asociada al punto 
en estudio le corresponde un punto en el p .. ano de Mohr, cuyas coordenadas son el esfucrzo normal 
y cortante en el punto y en !a direcci6n dada. 

Si el tensor esfuerzo c<,: 

Demostraremos que Ia~ ecuaciones del esfucuo ror ma: y c·;;c;;:t... 1:.>\ oan las ecuaciones de.:~ un cfrcuJ,o: 
tcnemos que: 

0 = --------·------..., 

.ry - C -' \ 
T = --------..., 

De Ia ecuaci<Sn (2.21a) 

o, + o, 
tT - - ----------· , 

(J -- 0 
' \ 

·-----~ 

' 
cos :2 0' -

'OS _.., . 7
1

., L . -U 

(]' . 0\ 
·----- cos :?.ex + r sen 2c.l' 

, II 
~ 

elevando al cuadrado las ccuaciones (2.:IXJ y (:'.2Ja): 

, 2o (a,~ + a,) 
a- - --·------

2 
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., 
T .. 

l

·a ·-a 1:: X ·~ ., ·-x--'- sen ·· 2u 
2 (a

1 
- a) , 

') sen- a r .. cos 2a 
.;.. 

(2.40) 

Sumando (2.39) y (2.40) t~enemos 

[ a, ; a, ]' + r;,. (2.41) 

La ecuaci6n (2.41) es la ecuaci6n de una circunferencia con centro en el punto 

, 
y radio T~ .• 

lo cual querfamos dernostrar (vease la figL..ra 2.18) 

FJGL!R . .>. 2.18 

Trazo del cfrculo de [v1ohr teniendo como dato el te:1sor csfuerzo plano. 
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r 
·----

t:ICil.R·\ 2.19 

Supongamos err > a, 

1. Se determina el radio del cfrculo 

R 

.2. Se determina el centru 

---~-~·-.., 

3. Se conocen los punlo~ P y P1 (\t:r figura 2.22) que SLm los esfuerzos normales y sus cortames 

asociadas. 

Dado que Ia ecuaci6n del cfrculo de Mohr ( .2.4 1) se obtuvo a partir de las t::cuaciones (2.2la) y 
(2.23a), en las cuales ri.~~~ Ia convencn)n de momentos (inciso .2.6), en el plano de Mohr :-.e utiliza 

tambien esta convencil)n de signPs. Ia cuai. se describe a continuacion: 

Para los esfuerzm nonr:1;lles d~~ tensicin ~on po'.iti\·os y de compresi(m. negativos. Los esfucrz:os 

cortantcs se rigen por el Inornenlo que oca:-.iona el par en el elemento diferencial (figura 2.19), positivo 

si el momenta provocadt) e:. contorme a las manccillas dd rcloj (figura 2.20): ncgativo en caso 

contrario (figura 2 .21 L pDr lo tanto: 

P (a, . - T,,) y 
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__ , ___ __, 

__ , ___ __, 

.... 
Txy 

FIGURA 2.20 

FiGLRA 2.21 

~, 
+ 

4. Se une el centro de, cfrculo con ambos puntos P y P 1, obteniendose el diamctro del cfrculo. 

5. Se traza la circunferencia (figura 2.22). 

Del trazo del cfrculo de Mohr se obrienc lo siguiente: 

1. En los puntos donde el cfrculo wrta al rjc de Ia~ ab~cisas se tiene que T = 0, por Jo que en esos 
puntos se tienen los esfuerzos principale:;. 

2. Eli esfuerzo cortante maximo ~~s n Jm~;ricamente igual al radio del cfrculo. Los esfuerzos normal y 
cortante en un plan;) de maximu cortante estan dados por: 

a, ~ a. 
-···-----· 

') 
± 

3. Cada punto del cfrculo representa el estado de c~fucrzos en un plano inclinado. 



FiGURA 2.22 

Para obtener el plano dondc estan actuando los t:sfuerzos se puede utilizar el prol\.?dimrento del polo 

de los esfuerzos que a continuaci6n se desarrolla. 

2.10 Procedimit>nto del polo dt· los esfuer:ws 

El procedimiento del polo de los esfuer.ws es un mctodo que sirve para determinar de manera sencilla 
los e<.,fuerzos normal y Ct,:>rtante en un plano ce inclinacion cualcsquiera, cuando se conoce el tensor 
esfuerzo en el plano 

Vercmos primero Ia clemm.tracion para un estado de esfuerzo principal plano y. posteriormenle, 
trataremos el caso genera, del csLado de esfucrzo plano. 

Determinacion del polo cc los esfuerios 1211 cl plano del cfrculo de Mohr temendo como datos los 
esfuerzos principales o1 y ,J:~. del elemcnto dilerencial de Ia figura (2.23): 

I. A partir del esfuerzo o2 sc trazct una recta vertical, debido a que el csfuerzo a, esta actuando en 
un plano vertical. 

2. A partir del esfuer;o n 1 sc tra1a unc recta hori;ontal. d~bido a que el esfucr w o1 est;A .r1ctuando en 
un plano horizontal. 

3. Las dos rectas trazadas en el plano Lk l\1ohr se rntersccan en un punto sohrc la circunferencia., a 
ese punto se lc llama po]o de :os e~fucrto~ .. 

El conocimiento dt:l polo de los esfuazos sirve para dctcrminar los esfuerzos normal (a) y cortante 
(T) en un plano de inLlinaci6n cttalesqltlt'fa. Es decir, dada Ia 1nclinaci6n de un plano del elemento 
diferencial, con el auxilio <k:l polo sc pucdcn determinar los csfuL"rzos rwrmal y cortante que acluan 
en cste plano. 
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El procedimiento cJnsiste en lo siguiente: 

4. A partir del polo se traza una paralela al plano 1nclinado, del cual se quieren conocer los esfuerzos 
que actuan en el .. 

5. Las coordenadas ckl punto de interseccicin de Ia paralcla con Ia circunferencia del circulo de Mohr 
proporcionan los e'fuerzos normal y cortante buscados (figura 2.23). 

Pasaremos ahora a Ia demo~trac:ion del punto 5 

Apoyandonos en Ia figura 2.24 tencrnos: 

Determinacion de a: 

en el triangulo ABC 

em 'A a AB 

por lo tanto 



\ 

\ 

en el triangulo ABD 

Dcterminaci6n de r: 

en el tri;ingulo BCD 

pero en el tri::ingulo ABC 

/ 
/ \ 

\ 

\"-.._ --- I 

b 
··-! 

F:GURA 2.24 

C JS f... 
h 

(/ 

h a cos A = (a 
1 

- a 2) cos A cos 'A 

O: :J- cos2 A)+ al cos2 A. 

cr =, a, scn 2 'A + o 1 cos2 'A 

T 

c 

sen 'A ---·----
a -· (}, 

c - (a I (I') 
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por lo tanto 

r ~ (a 1 - a,) sen A cos A (b) 

Donde A es el angulo que forma eJ plano clonde cstan actuando los esfuerzos normal y cortante con 
el ej1e de las abscisas ( 11gura 2.25) 

y 

X 

Sabernos por Jo visto anteriorrnente en las ecuacioncs (2.21) y (2.23) que: 

1 , 

cr = a, cos- c~ + (rv sen- a ~- 2 T" sen a cos a (2.21) 

y 

r =(ax-- (J) St:n u cos a + Tn (sen 2 ex - cos2 a) (2.23) 

En el caso que nos ocupa tenemos q de: 

y T,
1 

= Q 

Sustituyencio en las ec ;;aciones a11teriores 

, ~ 

a = a, cos- a + (J 1 sen - a 

56 



Donde o· es el angulo qu.~ forma cl vector normal al piano donde actuan los esfu·~~rzos con respccto a! 

eje de las abscisas (iigur<:~ 2.25). 

Por lo que sc puede conduir que entre el angulo ex y el angulo 'A existe 90° de diferencia o sea que 

A + 90o = a o A. "' cr - 90C' y donde sen 'A = sen (a -90°) 

sen A = - cos a 

y 

Si sustituimos los valore•. de co~ ), y sen 'A. en las ccGaciones de a y r (~cuaciones a y b) 

l ., 

a= a, cos·- a ~ a
1 

sen- ex 

Con lo cual demostramos que Ia:~ coordcnadas del pun to de intcrscccion entre Ia 1 ~·nl:a para lela al plano 

y la circunfcrencia repre<.cnta los C\fucrms normal y cortante en dicho plano. 

2.11 Determinaci6n de los esfuer:ws nonnal y cm1ante en el plano utilizando el cfrculo de Mohr 

Se utiliza el procedimi~n\1.;. del polo de].)~ ~.:·sfunzos en el plano de Mohr tenicndo como dato el te1sor 

esfuerzo (caso general) y 1,c cons:1dera qlle a, > o, (figura 2.26). 

1. Se traza el cfrculo de Mohr (figura 2.26b). 

2. A partir del pun to (a,, ·· T,,) se traz.:l. una p1ralela al plano don de ac:tua cr,. 

3. A part1r del punto (a, .. r
11

) ~·~ tran una parakla al plano donde actua cr,. 

4. Las dos rectas trazacas en el p!ano de ~.:tohr se intersecan en un punto que queda sobr~ Ia 
circunferencia, encont ran do .asf cl polo de los esfuerzos. 

5. A partir del polo sc traza ura parakla al plano dondc se desea encontrar lo•: esfuerzos normal y 

COrtante que actuan Cll el. 

6. En el punto donde se intersecan Ia paralcla anterior con Ia circunfcrcncia del circulo de Mohr, se 

encuentran los esfuenos normal y cortantc que se quer!an conocer. 

57 



~--+---~------~~-----------4-----­
(J 

(] ) b) 

FIGUI<A. 2.26 

Demostracion general del polo de los esjue1zos para el caso plano 

Consideremos un eleir,~.~nto ~ometidd a un cstado de esfuerzo como el indicado en Ia figura 2.27; el 

polo de los esfuerzos, de acuerdo con el procedimicnto indicado en el inciso 2.11, se encuentra en el 

pun to senalado en Ia figura 2. 28. ConsiJerenlos que quercmos hallar los esfuerzos en un plano que 

forma un angulo (}con la horizontal (figura 2.27).-

Como se senalo en cl :nciso 2.11, ~ tra..r.a una paralela a dicho plano y donde esa rcct.a interseca a Ia 

circunferencia se obtiene un punto cuyc5 co~Jrdcnadas "on los csfuerzos normal y cortante en cl plano A-A. 

Para demostrar que lo anterior e~. valido. ro:~..?mos los ejes coordcnados un angulo {J como sc muestra 

en Ia figura 2.29, en dc•nde {J t:s d angulo qLiC fonna Ia dir~..?ccion del csfuerzo principal menor con Ia 

horizontal. 

Supongamos ahara que queremos cakular los esfucrzos normal y cortante en cl plano A-A., pero ahora 

utilizando el sistema Ct.',ordenado X 1 
- Y ' ; para cste sistema el polo queda ubicado como se muestra 

en Ia figura 2.30. Para hallar los esfuerzos normal y cortante en cl plano A-A trazamos una paralela 

a Ia lfnca que forma un ;ingulo (3 mcnos e en el sistema X 1 - Y 1 (figura 2.29); esta paralela esta 

indicada en Ia figura 2.30 e intersccd a 1a C1rcunfercncia en el punto de coordenadas (cr, T), que son 

los esfuerzos normal y cortante en cl pl2no A-A. 
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{3- 8 

O"X t CT 
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lt(:;LR.\ 2.28 



~y 

FIGl:RA 2.29 

Sistema x' - y' 

Direccidn de Ia horizontal 
/en el sistema x-v 

---+-~ 
(""y ,')(y) 

FIGURA 2.30 
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Tracemos Ia lfnea d{~ inclmaci6n /) y de inclinaci6n /3 menus() en Ia figura 2.::?8 a partir de CT2 ; Ia lfnea 
de inclinacion /3 meno<. il inters.cca a Ia circuntcrencia en el punto que arroja los ,;;:-.fuerzus normal y 
cortante en el plano A-1\ 

Pero precisamente con el proccdimiento incicado en el mciso 2.11 se llega a! mismo punto de 
coordenadas (CT, r), deb1no a que el arco de circunfcrencia es el misrno con los dos procedimientos: 
con el procedimiento general el ang,ulo 8 se rnide a partir del polo (figura 2.28) y con el procedimiento 

utilizado al girar los CJCS {Sistema X 1 - Y') el c.ingulo () se mide a partir del punto de absci~c.l CT2 . Dado 
que los angulus son igu<il1;;s debido a que son angulos inscritos en el cfrculo, al subtender Ia misma 
cuerda yen ambos procedirnientos, a p.utir del punto de coordenadas (<JY' rn.) se llega al n1 ismo punto 
con lo que se demuestra que el proced mi(~rHo general del polo para el estado plano es valido. 

2.12 Aplicaciones 

Tension diagonal en vigas de concreto 

Es interesante hacer nolar que, bajo ciertas condiciones, la aplicaci6n de esfuerzo cortante en un m~dio 
ocasiona que se presenlcn c'ifuerlo~ de knsilin en cicrtas direcciones. Este fen6meno es partJCularmente 
importante en una viga d1; concreto simple 1llerte apoyada, dcbido a que la resistenua a Ia knsicin del 
concreto es muy baja par:1 fines practicos. Para ilustrar lo anterior consideremos una viga de concreto 
reforzado y obtcngarnos :;I cliagrama. de.: fuerza cortante, (tlgura 2.J I). 

Vi90 Re c·tonQu I or 
/_(i,) 

. ;;::a:::ac:ac:.:x.JOX.S.::?-ccaxx:::a:::x::¥::r::a~c.;;:~ 

A 

l·It1LRA 2 31 
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El tensor esfuerzo en E' punto A de Ia stcci6n I. es: 

0 
3 v 

[r] 2 A 
= 

3 v 
0 

2 A 

en donde V es Ia fuerz.: cortante y A =, bh cs el area. 

Revi~.emos los esfuerzos intemos en el punto A por rncdio del cfrculo de Mohr. 

Tracemos el cfrculo de Mohr, encontremos el polo de los esfuerzos y localicemos el plano donde 
ocurre el maximo esfuerzo de tension (punto B). Puede observarse que este plano se presenta con una 
inclinaci6n de 45° (figura 2.32). 

~V/A 
2 

/ 

T 

~V/A 
2 

FIGL'RA 2.32 

1 . . . ' d 3 v d" ' / ' 1 / 1 De o antenor, deb1do i un esluerzo cortantc de magmtu 2 A en 1recciOn vert1ca. que actua en e 

punto A, se presenta till esfucrzo de temi6n en un plano inclinado a 45 o con respecto a Ia horizontal 

de igual magnitud: ~;~ -~~- Este fem)rneno puedc ocasionar problemas de comportamiento en materiales 
..:. ... . · 

de b<J0a resistencia a Ia tension, tales como cl concreto. 

En Ia practica, se acostJmbra en Ia-; vigas de concreto, utili1ar rcfuerzo transversal a base de estnbos 
para tomar estos esfucrzos de tcnsiOII. 



Pruebas de compresMn triaxial 

Las pruebas de cornpresi6n triaxial sc utilizan en mccanica de suelos para determinar Ia resistencia a! 
esfucrzo cortante de los suelos. 

Debido a que en una masa de suelo se presentan en general esfuerzos de com]Jresi6n. se utiliza una 

convenci6n de signos diferente a Ia que venimos usando; por lo tanto en mecanica de suelos, los 

esfuerzos normales de (·ompresic1rt se considcran po~itivos y los de tension nega.tivos. En cl apendice 

2.2 viene detallada Ia cunvenCI6n de ~.ignos de mecanica de suelos. 

Se ha observado expenmentalmente que en un suelo granular, como en el caso de una arend, Ia 

resistencia a! esfuezo cor·tante es una funci6n lineal del e'>fuerzo normal actuante ~obre el plano de 
falla, tal como se muestra en la figura 2.33. es decir, S = J.l. CJ 

donde: 

S - resistencia al esfuerzo cortJntc 

CJ- esfuerzo norr1al actuante sohrc el plano de falla 

,u - coeficiente ck fricci6n dentro ce lc. masa del suelo 

T 

/ 
A 
----~ --------------------

FIGURA 2.33 

AI angulo de inclinacic)n de Ia recta s := Ji (J S·~ dcnomina angulo de fric.-ci6n intema rf; dd ~uclo: 

I'· = tan rh 

LC6rno se determina en Ia prac:~ca ¢? Uno d.: los proccdimientos para detcnn narlo con~iste en Ia 

utilizaci6n de las pruebas cle compresi()fl triaxial. L~tas prucbas consisten en tomar muestras de suelo 

en el que se desea conoct.r su resislene;a al corte y llevarlas al laboratorio. en el cual Ia muestra de 

suelo se introduce en Ia clmara triaxial. .~omettendola a csfuerzos normalcs de confmami•~nto. donde 

CJ2 = CJ3 , rnanteniendo~e ,,;stos esfuerzos de cont!narniento constantcs; a continuacion se aplica un 

esfuerzo axial vertical (e~>fucrzo dt·svJador) ha~ta llevar a Ia falla Ia probcta de suelo, (figura 2.~~4). 
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FIGURA 2.34 

Supongamos que en Lla cierta arena cunocemo:, su ley de resistencia S = CJ tan ¢. figura 2.35. 
Sometamos una probeta de esta arl:n.1 a una prueba de compresi6n triaxial; al aplicar el esfuerzo de 
confinamiento a 1 el estado cle estucrw de Ia probeta queda rcpresentado por el punto A. 

Apliqucmo~; cl esfuer11 dc-.viador !,',radualmentc: 

Para valores pequenos :le P = 1ho, tl ~uclo no falla porque no llega a csos valores. 

r 

FIGLRA 2.35 

Una vez que Ia circun:·::rencia sea tange.lte a Ia ley de resistencia se prcscnta Ia falla por cortante en 
Ia probeta. Con el aux. iio del proccdJmicnto del polo de los esfuerzos se pucde calcular Ia inclinaci6n 
del plano de falla (<:'ingulo u). tal U)J10 ~;e indica en Ia figura 2.36. 
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F'olo de los esfuerws 

fiGURe\ 2.36 

En Ia pnictica no se conoce a priori 13 ley de rc:-.i:-.tencia 5 "' a tan </>, por lo que se hal:e nece~.ario 

formar tres o mas prob.;las de suclo y iicvarlas a Ia falla en la camara triaxial, para diferentes 
presiones de confinamien·.o, (tlgura 2.37). La Icy de resistencia se obtienc trazando los Lrcs cfrculos 
de Mohr y llevando una angente a drcl·o~ clrc,!los. donde <Pes el anguio de inclinaci6n de la tangente 
con respccto a la horiwnt.al. 

FGt:RA 2.37 
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Empuje de tierras 

Otra de las aplicacion1:s del cono<.:imiento del cstado de esfuerzo es Ia relativa al empuje de tierras 
sobre muros de retencitSn. 

Cons:ideremos un muro de retenci6n como el indicado en Ia figura 2.38. El muro soporta un relleno 
de arena seca de peso vol um4!trico 'Y J· 

Muro d-~ retencl6n 

presion ,. 
del suelo .. .. 

-------- • ------- .... 

------- ,. 
------- .. 
------- .. 
------- ... 

r:-;-:-·~ ... 
~ -~~-------·-·-----~"------·~~----~ 

. . 

FIGURA 2.38 

Vearnos el estado de e1 fuerzo en un ~~krlcnto de suelo dcntro de la masa del rrusmo. (figura 2.39); si 
no existen desplazamientos clentro de Ia masa dci suelo, sobre el elemento actua una presion vertical av y 
una presion horizontal ;H. La presi(ln ,;. usualmente se calcula multiplicando 'Yd por Ia profunclidad Z: 

FiGURA 2.39 
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Se ha observado que la presion horizo11tal aH es proporcional a a" es decir oH -- a,, por lo que: 

En donde K0 es el coefici.ente dt: proporcionalidad, el cual se denomina coeficieme de presion de tierra 
en reposo. Sin embargo., se ha obscrvado que, bajo condiciones normales, lo:; rnuros de retenci6n 
sufren una cierta cedencia que ocasiona se disminuya Ia presion horizontal (en Ia figura 2 .. 38 el muro 
se desplazarfa hacia Ia de:recha). Aun mas, empfricamentc se ha llegado a determinar que este 
dcsplazamiento del rnuro e~, suficiente para qJc cl suclo alcance un estado plas:ico de eq.tilibrio. La 
presion horizontal disminuye hasta un valor rninimo que se le conoce como prc~,16n achva, Ia cual 
depende de la resistencia dd corte del suelo, como se vera a continuacion. 

Como es bien conoc:ido en mec:anica de suelos, una arena en estado seco tiene 'Jna ley de resistencia 
en Ia cualla resistencia al corte es ·,ine<Llmente proporcional al esfuerzo normal. (tigura 2.40); es decir 
S = a tan <P 

/ /_j ___ L __ ~ _ __._ ... 
CT 

FIGURA 2.40 

en donde 

S ·· resisten~..·1a al corte del suclo 
<f> - angulo de fricci011 intcrna del lll1Sil1U 

Consideremos nuevarnen!l.'~ el estado de esfuerw en d elernento de ~uelo (figura 2 J9); este estado de 
esfuerzo se puede repre-;entar como se indica en la tigura 2.40. Debido a ia :.::edencia del muro Ia 
presion horizontal a·17 di·-,:ninuye hasta que el circulo de Mohr toea Ia linea de rcs1stencia del suelo. 

Consideremos que Ia prc:;.i()n activa aa es pro)orcional a a~: 

en donde 

K,. - coeficierltl ck presic1n acttva del suclo 
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Valuemos Ka de la tigura 2.41. 

En el triangulo OAC: 

a -K a v 11 v 
,.., 

¢ "-sen 
a +K a 

l! 8 l! 

,.., 
1.. 

- K8 
sen ¢ 

+ K8 

- sen ¢ K = 
8 + sen ¢ 

Valu·emos ahora la inclinaci6n del plano de falla. El polo de los esfuerzos se encuentra en el punto P 

de Ia figura 2.41. Adem;is, el triangulo CAP es un triangulo isosceles puesto que dos de sus !ados son 

iguales al radio del cfrculo de Mohr, por lo tanto 

1 a + 90 - ¢ = 180 

u = 

la cual es Ia inclinaci6rt del plano de fa! :a. 

El conocimiento de Ia ::resi~..1n activa .r,1 = Ku a
1 

es irnportante en Ia practica porque es Ia que se utihza 

para valuar el empuje de tierras sobre U'l muro de rctcnci6n. 

FIGURA 2.41 
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Ap1~ndice 2.A 

Tensor isotropico y tens,r'ir distorsiona.rlle 

El tensor esfuerzo se puede descornponer en ~~1 tensor esfuerzo isotr6pico (o volurntStrico o esferico) 
y en el tensor desviador. 

En donde 

y 

0 

0 

0 

(J 
if] 

0 

Tn 

La raz6n porIa cual se dt .. :scompone el tensor (sfuerzo en los tcnsores isotropico y desviador, obedece 
a que con frecuencia las ct.:laciones esfucrzo-dct'ormacion de un material dependen del tensor desviaclor 
que del tensor isotr6p1w como e~o por ejcmplo el caso del comportamiento plastico. 

Si designamos por P la pr\:~si6n media que act.la en un elerncnto. entonces 

y 
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Se considera negativo Jorque usJalmente Ia presion genera esfuerzos de compresi6n. 

En ocasiones a las co!llponente~, del wn~.or esfu~rzo desviador se les designa de Ia siguiente manera: 

s, = ar - a"' sn = Txy . 
sv = av - a,l s,~ = 1xz ' 

s_ = a_ - am . syz = T\'Z 

por 1o tanto 

[' 
s_.~ 

s., l • .I 

[s] -· [ T'l = sn s, SYZ 

s ·~ S \Z S. 

En las aplicaciones, cun frecuencia sc requiere conocer los invariantes del tensor desviador, sobre :odo 

el segundo invariante 

+ \' ·' 

a, .,_ a1 + az - 3 [ } (a, + av + az)] 

Is 1 
Tambien se puede po·tcr de Ia sigui.~nte mancra rcstando '~ a ls 2 

por lo tanto 

,. ~ + 1- 2 ... 1- : ... '~ ,. ,. + '~ 1 s. + 2s . s . 
' \ . \ ' :: ..... ~ .~ . ·'" ... . \ ._ .' ·~ 

-~ (s 2 
"') .I 

+ s 2) - (s_ 2 
2 1\' 

-'-

2 -;- s •: ... s 2) yz 

~ (.~ ': + s \'2 + ,. =') - (5 2 
. ' • .:: ~ .l \' 

, 
+ s ·~- ... s_ 2) 

\'~ 
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1 

L~-
o tambien ls 2 se puede ~.:ncontrar de lc. siguiente forma, restando -~- a Is:. de Ia ecuaci6n (2). 

" lSI-
I s:z --

3 
(.\.\ 2 

1. 

ll' I 2s s 3s
1 s~ I •· \ y I (I' :: .., .., 

,..,\' ,.., \' + - + \' - + s_- + ""'· .\ 
s, -.- "-'· y s. ... 

3 3 3 'x . v 

Multiphcando por 2 ambos terminos del quebrado: 

6 

[ \.:: - "1· 1· - .\
1

., -· 1·: - '"JI. I 
·- ~ ·' .:....~ ' . ·~, . . ' ..... \ . 

., I '""" ! ] ,. - \' - , I ..,. .\· __ -
T J - + ' \ - L., \ ,\ ~ 

6 

por lo tanto 

I ( s, -- "' ) .: - ( s, - ·' . ) 2 - ( .\ , - ·' -~ ) : J . .., .., 
.:.._ ___ -·-----·---6--------· -- - (s,,- ... s, z- + s'::. ) 

o Is:. tambien se puede v•.cribir como 

6 
- [r_.::. + 

\\ 

,..,, 
"-'•~ .r 

El tercer invariante vale cl determiname de Ia matriz del tensor e~fucrzo distorsionante. 
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3. Estado de defor1naci6n 

3.1 lntroduccion 

Toda obra de Ingenierfa C'ivil se puede analiz<Lr desdc dos puntos de vista: 

a) Mediante el criteria de 1e~.istencia, e11 el cual se busca que los esfuerzos actuanles sean menorcs que 
los esfuerzos resistcm .. ~~~ del materia:. Con e~te cr; terio se define el factor d1~ seguriaad como e! 
cociente entre el esfuerw reslstente y el esfJerzo actuante. Se recomienda en .seneral que cl facwr 
de seguridad sea rnay\'r que :~. 

b) Y mediante el criteria de deformaci6n, en estc caso se busca que las deformaLiones que sufra una 
estructura no sean cx•.:1:·sivas, ya qw~ si esto ocurriera, Ia estructura poclrfa ,·erse afectada en su 
funcionam ien to. 

Cuando a un cuerpo real '··'-' le somete a Ia acci<ln de un sistema de fucrzas cuale:;quiera. por ejenplo 
como el mostrado en Ia fgura J.l. ptil.~(k :-;ufrir un cambio de forma. un cambio de volumcn o un 

cambio de Iugar. 

FGl)J<.\3. 

F 
3 

Si Ia intensidad de las L,crzas au:m:nta puede ocurnr Ia ruptura lOtal del cucrpo v por lo tanto el 
desequihbrio del sistema c.e ]J-, fueuas que ac;l uan en e1' 

Sc pucdc nbscrvar que Ia .Jcforma:.:it1n o·:a::,iunada en u:1 cuerpo pur un si:,tema Je ru~:r;a~ e.~l equil.ibrio 

dcpencle de las caractcrfs:ica'> dd :,i-,tenl<t de fuerzas y del cucrpo mismu. 
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Los cuerpos se puede"t ::lasificar en cu;;_nto a su deformabilidad en: 

a) Cuerpo rfgido: e:s aqJ1~l que no sufrc dcformac1on alguna antes de ocurrir la falla del cuerpo. 
b) Cuerpo deformabll- cs aqL:d que acepta deformaciones grandes inclusive antes de ocurrir Ia falla 

del cucrpo. 

El ana.lisis de cuerpo rigido trata los efectos cxteriores de las fuerzas sabre el cuerpo, al m1smo tiempo 
estudia el cambio de lug;u de este, lo cual es tema de otra materia. 

El amilisis de cuerpo deformable trata lm cfectos internos de las fuerzas al actuar sabre el cuerpo, este 
tema es el que vamos a estudiar a continuaci6n. 

3.2 Definiciones 

Desalojamiento o desplawmiento 

Sc define el vector de ;alojamiento de ur; pun to P como el vector cuyo pun to inicial es P y cuyo punta 
terminal cs P 1

, siendo P 1 el punta dc:;pues de la ocurrcncia de un fenomeno. En otra:-. palabras, el 
desalojainicnto es el vt~ctor que midv el c!espl<uamietlto c!c un pumu que pasa de una posici6n original 
a otra final, vcr figuc1 3.2. 

(3.1) 

donde: 

S - vector de ;alojamiento 

y 

FJ(jlJkA 3.2 
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Desalojamiento relalh'o u defonnacion 

Se llama desalojamiento relativo o de!'ormaci(m Je un punto ? 1 con respecto a otro punto P, a la 

diferencia entre los vectores de~,alojam:ento 5 y S, vease la figura 3.3. Es dccir: 

(3.2) 

Cabe hacer nota.r que cnn la definicicn cc vector deformaci6n se climina el decto de traslaci6n. 

Deta.llando Ia figura 3.3 1;~11 la figura 3.4, podemos observar que el vector dcfor:11aci6n esta formado 

por la suma vectorial de dos vectores: 

~51 que mide Ia defurrna.u6n en la direcci6r longitudinal del vector ~p , y 

~50 que mide Ia defurn:.:t.:.:i6n en ia dirc:xi6n perpendicular a Ia dirccci6n del vector .:..l P . 

Es dccir: 

(3.3) 

Es neccsario insistir que . .11 hablar de dt formaci6n nl)s refenmos a Jos puntos. en este caso los puntos 

P y P1, y ademas que sc ~~:studia en Ia dirccci(in clc P a P1 rcprcscntaJa por cl vector .:..l P . 

P' 

f::Jarole\a D.P 

1 
'(~; ._, 

l 1, __ __.--- -· 
L\F' 

P' 
p 

IIC!LJRA 3.3 
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§L--
pl -----... --

FIGURA 3.4 

Defonnaci6n unitalia 

Se llama deforrnacion unitaria rnedia al cocicnte entre cl vector dcformaci6n ~5 y el modulo del 
vector .l P 

Es decir: 

c 
/lf/1 

(3.4) 

Como 65 = 65; + ~3,1 •• si dividimos a:10ra ambus micmbros de Ia ecuaci6n entre 6?. tenemos que 

~s 
I (3.5) 

Como se podra obsen ar, la ecuaci6n (3.5) nos da Ia dcformacion unitaria media. 

AI cociente 
~s 

I sc k llama deforrnaci6n unitana lineal. 
D.P 

D. sn 
Al cociente se 1.: llama dcfCirmaci(in un1taria angular. 

6? 

Por lo tanto, Ia deforr· aci.6n uni caria media c~ igual a Ia suma cle Ia dcformaci6n unitaria lineal mas 
Ia deformaci6n unitari,~ .mgular. 
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En lo sucestvo se le lLJinani a Lt dcfcJrmacil)n unitaria lin.:al como deformaciun lineal y a Ia 
de formaci on uni taria a ng .ilar co.:NJ defor macit'•n angular. En tonccs lcliemm que 

(3.6) 

Se puede observar que para cada valor c.Jil'ercnte Jcl m6dulo del vector t:J. P se tendra un v:cJor distinto 
de Ia deforrnaci6n unit<m.rl. 

3.3 Tensor dcformacion 

De Ia figura 3.2 tomemos un elemento diferencial y amplifiquemoslo en la tlgura 3.5; tomemos un 
punto Pen el espacio con coorden2.das (11. ,., ,\') y otro punto P1 con coordenadas (u + t<'u. r + dr, 

w + dw). 

/ 

z 

/(o,o,o) 

/' 

,.~ ... :- ---------------------- .... -.... /: 
r : -' I 

riCIUk.O, :'•.5 

Sabemo:~ que los vccture··, desalojamicnto :-.on: 

~;-· P - () o= ( U - 0, 1-1 • 0, \\' - ()) 

sl ... PI - 0 :;; ( /{ + du - 0. \ + £h - o. IV ~ dw - 0) 

s (U, V, 1\') \' sl =o (II T Ju. \' T d\', \\' ~- dw) 
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El v1ector deformaci6n es 

~S-= 1. u + du - u. 1' + ov - v, w ~ o1v - w) 

I d c · · · · t:..S d l d.. . 1 y e vector Ctormacllln un1tana e:-. ----: como ~e trata e un e emento 1terencm tenemos que 
D.p. 

(3 .. 7) 

Como se puede ver e11 la figura J.5. u, v, \\'son func16n de x, v y :: cntonccs se t1ene que: 

II = U (X, y, Z) 

\' = \' (X, V, .::) 

\i' = \ v ( y )' 7) -'-, , ..... 

Tenemos que Ia difcrt 1l.:ial de lz.s funciones u, 1' y w son: 

ou [~~ dr 
Clu (}\' au d:.] ~ T 

dx av a::: 

r a~· dr 
av 

dv 
d\' 

d: l tax - + -

C:il' a:. 

Sust11tuyendo en la cct lcJ(H1 (3.7) lo:, valores de Ju, Ol', oz, tencmos 

0~ ~--~~II Jx au dv au oz l + 

d,n , i:lx dp d\' dp a: dp 

[ 01' dt or dv av 
de l .,. + 
~lp J ax op iJ.r dp oz. 

~~~w dx aw dv aw 
~~ l k (3.8) T ~ 

dx dp 3\' dp oz 
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La dire:cci6n del vector c1ue va de P a P1 esta dada por 

dx 

dp 
= ·:.:os o: u\· 

Ademas es un vector uni11:ario en dicha direcci,)n. 

Por lo tanto 

-· 

= cos ;3; dz = cos ·y 
dp 

c =cos o:i ..,. cos ;3} + cos -yk 

Sustituyendo valores en la ecuacion (3.8) y agrupandola en una matriz tenemos 

au au dll 
~---ax 0 \' a::. 

l cos (X 

Js d\' 0 \' a\' 
(3 err 0\' az cos 

r 
dp 

,) I\' l:iw d\1' 
cos ~I 

L ax c \' .. 
G-

(3.9) 

. . ..., _,. 
. ' ,') 7'· /( ~-~ (,· / •.: 

Como se podra observar i.a ecuac10n (3.9) cs u:1a multiplicacil'in de matrices, ~~n Ia que Ia primera 
matriz se le denomina lC11:;or dcfonn,Ki6r: y Ia scgunda es el vector unitario en l<t direccic'ln de P a P1 

como ya se habla menci< :nado. Se Lien~· que cl temor dcformac16n [E] cs: 

l 
(:' il au au I 

I 
(IX 0\' a:: 

' (I\' 0\' a\' 
lE, 

(IX CJ\' (jz. 
(3. J 0) 

I 
0\V aw d\V 

J ax or ij;_ 

Si obscrvamos el tensur Jcformaci6n nL)~ damos cucr.ta de que sc trata de una rnalriz jacobiana, que 
se define como Ia denva.Ja de Ln campo n:ctorial con rcspecto a otro. Los cual~s son 

S = (!,, \', \V) V p =(X,\,.::.) 
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Por lo tanto el vectr1r ·kforn1.=,ci,,'nl ],_~ nbtenemos con Ia expresi6n siguiente: 

3.4 Interpretacion fi.•iica del tensor ddonnaci6n 

Analicemos cada una .:le las componentes del tc:nsc•r deformaci6n, tenemos: 

au 
Interpretacion de ax 

Como se !rata de un (cmento dikrcncial (figura 3.6). entonces: 

t:.u a 11 

t:..x ox 

P~-~~----------• .... -
' y 

~ ~+ 

I \~ 

';( 
/ '• 

X 

F!GLRA 3.6 

Sabemos que: 

(3.11) 

D..u es la deformaci11n ck un punto P
1 

con rcspecto a otro punto P. debido a que es la diferencia del 

vector desaJojamicnto r· mcnm, e] vector desaJojamJCJltO S~ . CS clecir: 
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j,l:J 5 PI - p = L1x 

sl }J' ·- p 
I 

~~s " s = pi - p - ( p: p ) l.._)l I 

~~s = 
,. s -· p! - pl = .:lu ~'I I 

Sabemos tambien que la dcformaci6n .mitaria es el cociente entre el vector dcformaci6n L1S = .1. u 

entre el modulo del vectc 1r ~~ P = ~.x. 

.:111 

.. lx 

Lo cual es igual a tenD· LJ11a deforrnac16n unita~ia longitudinal en d sentido del eje "x" y referido a Ia 
direcci6n "x" como lo m1w~tra Ia l!gura antcri:•r. 

Analogamente poden1os ;-,nalizar ias. demas cornponentes del tensor deformacion: 

il\' Interpretacion del dcmento 
a\· 

De Ia figura ~~.7 dcducinl·i~'s que 

y referido a Ia direccic.'ln ' 1:" 

_h 

.6\' 

-, 
L 

cs Ia deforma-.:i6n unitaria IL•ngitudinal en cl scntido del cjc "y" 

- y 
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a·w Interpretacion del elemento 
a::: 

De Ia figura 3.8 dedw.:imos que .:.l\1' es Ia deformaci6n unitaria longitudinal en el sentido del eje "z" 
.~ 

y refj~rido ala direcci::in "z.". 

au 
Interpretacion del elemento av 

z 

p' -
I 

I:::.Z 

f·JGURA 3.8 

y 

De la figura 3. 9 deducirnos ,~ue ::.~-~ e~; Ia deformaci6n unitaria angular en el sentido del cjc "x" y 
...l \' ~ 

referido a Ia direcci6n "y". E.n otra~ pa:abras. el desalojamicnto ocurrc en cl semido "x" (Lw) y esta 

referido a Ia direcci6n "v" (~.v). 

a·, 
Interpretacion del elememo ax 

De Ia figura 3.10 ded _ cirnos que -~~ cs Ia defonnaci6n unitaria angular en el sentido del cje "v" y 
wX 

referido a Ia direcci6n "x", o ~,ca cl descloj<:imlcntu ocurre en el sentido "}'" y esta referido a Ia dircc-

ci6n "x". 

De esta manera se pt :den intt:rpn:tar todos y cada uno de los terminos que aparccen en el ten~.or 

deformacidn. 



z 

-y 

FIGCRA 3.9 

y 

F!UUR.\ 3.10 

Sabernos que la notac16n de Ia ddormdcil'in unitaria longitudinal puedc scr 

(; 
t 

~\' 

~v 
[ = 

Asimismo, sabemos que Ia notacitS:1 de Ia derormaci6n unitaria angular puede st~r 

~u ~\" 
= E ·- ['. 

~\" " .l.r n 
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Donde el pnmer sublndice determina la direcciein original de los puntos P y P1 y el segundo la 

direcci6n de Ia deformaci6n de P, a P1 •• Conserv:mdo esta notaci6n el tensor ddormaci6n queda: 

(3 12) 

Como se puede obst~rv.ar en el tensor, la diagonal principal mide las deformaciones unitarias 
longitudinales y los otros elementos de; tensor miden las deformaciones unitaria~ angulares. 

Convenci6n de signm. para las deformaciones unitarias longitudinales: 

Cuando ocurre un alarg<tmi,~r .. to Ia deformaci6n lineal cs positJva, cuando ocurre un acortamiento 
:Ia deforrnacion e:; negati va. 

Convenci6n de signo~ para las cleformacioncs un1tarias angulares: 

El signo se confo ·rna de dos ~igno:; parciale) y sc uti liLa Ia regia de los signos de la divisi6n. 

El primero correspon:le al vector que va del punto P al pun to P 1 , es positivo s1 va en la direcci6n 
positiva del eje corre~Kmdic:lte. es negativo en caso contrario. 

El segundo corresponde al de 121 deformaci6n de P1 a P(, es positivo si va en Ia direcci6n positiva del 

eje correspondiente, en caso c:ontrario cs ncgativo. 

El signo final de Ia . cformacicin angular cumo ya se dijo resulta dei coc:ente de los dos s1gnos 
ante:riores. 

3.5 Rotaci6n en el eut orno de un punt o 

El tensor deformacit:Jn ~e puede d1.:scomponer de la -,iglllente forma: 

Haciendo una suma algebraic;_;. 

[Ej (3.13) 
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donde: 

au ~ [au avl 1 [au ~ 

ax 2 av dx 2 az 

-~- [ ~~' [EI- dl~ l av ~ [ _av + 
2 ax ay av 2 az 

I 

2 [ ~"' ~~I -~-~ dW ~v] ~ + 
2 a., d.:. 2 dV d.:. 

0 ~ [ ~~ - ~~ l ~ [ ~~ 
2 d\' ax 2 a:. 

f£2"] ~- [ ~~:~ 
2 ax -t:~ l () ~ [ ~,, 

2 a~ 

' [ ~~:~ - -~~I L l aw - a,· I 
I l d.\ oz. 2 a\' az 1.. -

AI tensor [f1] le denomiiJ:uemos en ad,.~Jante tensor dcformaci6n. 

AI tensor [EJ se le deno!nina ti.:T5.or rotacional. 

dH~ I l ... 
ax 

I 
a,~] + 
av 

aw 
I a::. 

..J 

- (~\~ l 
dx 

- ~H' l 
d\ 

I 
0 I 

_j 

Analicemos a cada uno de~ los ten sores [£1: y [E,j por separado; empcccmos por [E1]: 

Obscrvamos que la diagonal princitMI ~.:::-.ta compuc:-.tct por dcform<tciones lineales: por lo que hemos 

estudiado sabemos que Stln: ::;, . ;:;_. t::. Las d1~mas componcntcs son dcformacicncs angulares. 

Interpretemos ffsicarncnti.' que stgnificatl cada una de ellas. 

Como ya se ha demo~trado: 

A continuaci<Sn trabajan.?tno~. con .,us incrcmcntos. 

aw 
ax 

Suponiendo que el tensor deformaci6n es igual a ecru, todas sus cantidades son nulas, por tanto: 

wu ~\' 
0 ---

~y . .ix 
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Esto implica que: 

La expresi6n anterior ~e puede rcpresentar fls.icamcnte en Ia tigura 3.11. El elemento gira alrededor 
del eje z. 

z 

FIGURA 3.11 

Analizando de mancra analoga las den~as componentes tcncmos que: 

D.u D.w = 0 
D..:: D.x 

Impilica que: 

En Ia figura 3.12 se r~:prcscnta fi-.icamente el fen6mcno, el clemento esti girando alrededor del 
cje ''y". 

Como se podni obsen·ar, cuando el tensor cleformaci6n lineal vale cero, el elemento diferencial tiende 
a l:a rotaci6n sin deform<JccicSn lineal y angular. es decir, cuanclo s61o hay rotaci6n como cuerpo rfgido 
el t~nsor deformacit'ln :inca! vale Cl'TO. 
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z 

~ 

p/ 
t:.Z p' ~ 

I"--........ 
""'p ,_________________~ 

p 11 y 

A 
X p' 

I 

FGUkA3.12 

Analicemos ahora con cl mismo critcrio el tcr.sor dcformaci6n rotacional. 

Supongamos que el tenser dcforrnaci6n rotacional es igual a cero e interprctcmos flsicamente que 

signitlca cacta una de las componenks del temor. 

Trabajando con incremcntc,s: 

2l.i! ~ \ = 0 
~ v .. lx 

Lo que implica que 

~LI ~~· 

Ll\' .:ix 

La expresi6n anterior ·~c puede rcprese·ltar ffsicamente en Ia tlgura 3.13. 

Analizando de mancra an:\loga I;;.~. dermis componentcs tenemos: 

lmplica que 
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t~ 

)
P.b-v__...,. 

y---y 
~: 

P' 
I 

P' 
I 

FIGURA 3.13 

En la figura 3.14 se n~pl'esenta ffsicamente cl fenomeno. 

z 

P, 

6Z 

p 

F'' 
I 

!J.W 

~/ 
P, 

X 

FlGLkt\ 3.14 
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y 



Como se podra observar, cuando el tensor deformacion rotacional vale cero, el ,~kmento difereccial 

tiende a dcforrnarse sin rotac1on. 

Podemo~ concluir que para que solal1ll.~n:e exista. <.kformacion en el elemento, el tensor rotaclonai 

debeni ser igual a cero: con lo cu;:d elirninamcs Ia rotacion del elemento estudiado. 

El estudio del elemento como cuerpo rigido, 2.sf como el movimiento del mismo son temas de otras 

disciplinas. 

En el estudio del elemento como cuerpCi deformable, el tensor deformacion rotactonal siempre valclra 

cero. 

Asf tenemos que el tensor deformacion queda: 

r C', rE, 
lL- l -~-

au [ au ~\'] ~ r a~~ ~wl -t- + 
ax 

~ av ') l ' .:. dx ,;_ dz. dx 

[Ej --~ I' ar ~~ l d\' ~ [ dV ~w l + 
2 ·. ax ay ay 2 a::. av 

' 

[~H' au 1 -~ [ dH' -~ \' l aw 
+ + 

"' a-:: 2 0\' a::. dx 
' 

d::. _j 

Sc dcmostr6 que: 

au ih du dH' CJI' (Jw 

(n ax ' a::. ax CJ::. d\' 

cuando el tensor defonnacion rotacionJl vale i:cro. 

F'inalmente el tensor dcformacic>n quecla. 

r dll au au 
c;X a\' a::. 

[E] 
I d\' di' d\' 

I 
---· 

dx 0\' J::: 

I 

I I 

I 
(}' \' aw aw I 

J \_ (jy d\' a::. 
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Podemos obtener algunas conclusiones del tensor deformaci6n. 

I. El tensor deformaci6n es simetrico con respecto a Ia diagonal principal. 

2. Como ~ = *, d ;ingulo que se~ deforma en el eje "y" es igual al angulo que se deforma en el 

eje "x''. 

3. Como .¥z = ~~. el ;angulo que se deforrna en el eje "z" es igual al angulo que se deforrna en el 

eje "x". 

4. Como -%¥ = W· ,;.] .<ingulo que se defonna en el eje "z" es igual al angulo que se deforma en el 

eje "y". 

5. La diagonal principal repres~nta linicamente deformaciones lineales paralelas a los tres ~Jes 

coordcnados respe::t;vamente y las cemas componentes, deformaciones angularcs. 

Definamos ahora: 

C!r au 
'Y.rr 

dX av 

aw au 
/,, 

d\ az. 

ow 0\' 
""l_:.:. 

0\' a:.: 

que representan las de!'ormaciones angulares de los angulos rectos originales del elemento con respccto 
a los ejes .xy, xz y yz., n;~;.pectivamente. 

Como sabernos 
Clr dl. dw au ow av 

que ax ih ax az. y 
d\' az. 

tenemos: 

2ou 1 au 1 

'r" =-~ __,-1 n av "- d\' 

2CJu 1 au ,.,, =~ 

~''' lc dZ. az 
26v I d\' 

'Y,: =~ __,- ,.,: 
(iz. "- d? 
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Donde 11.~ 'Y,y , 1
/2 'Y"' y 1/~ l'v~ miden la.~ defonnaciones angulares del elemento con respecto a cada 

uno de los ejes x, y y z. rcspectivamente. 

Por lo tanto el tensor deformaci6n qued<:: 

au au au r 

ox ay az 

(E J 
av ar d\' 
ax ay az 

aw 3H-' 3H' 
ax 3Y a:: I 

_j l_ 

3.6 Determinacion de la dd'ormacion lineal y angular 

e 
X 

1 
-;:;- 'Y ') ... 

I 
-~'Y,z 

1 
2'Y,,. 

c:, 

"' -:;;;- ''7 
_j 

Hemos estudiado que el vector defL)rmaci6n se puede descomponer en un vector en la direcci6n lineal 
de P a P1 y en otro V1~ctor perpendtcular a dicho vector lineal. Es dccir 

--
1: rl -.- £,-, (.l6) 

Ademas se ha visto que el vector Jeformaci(\n lo ohtenemos con Ia cxpresi6n (3.11), que nos di(:c 

[ = [E] ;;; (3. i l) 

Dondc [E: cs cl tensor esfuer?O y 'f es el vector unitario en Ja direcci6n de P a P 1• Entonces: 

1 l (; -' ~ -1,; l -;:;-' \'. 

1 co:, 0' 

--
" c cos {3 l (3.14) (; 

-::; I '' 
~..;;-Y,: 

r 
I 

I 

1 1 
cos 'Y J 1 

-;:;; r ~=- ·::;;-')',._ f 

J 

Para la determinacion del vector deformacH_,n lineal hasta proyectar el vector ddormaci()n sobrc cl 
vector unitario. 
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Sabemos que el producm escalar de dos vectores es igual a Ia proyecci6n de sus m6dulos, a saber 

i · e = I c: I I e I cos e 

Como e es un vector unitaiio tenemos: 

r · e = 1 G 1 cos e 

Donde 8 es el angulo formado por l: y e (figura 3.15). 

FIGURA 3.15 

Por lo tanto, obtenen, ::~.;; Ia mag:1itud del vector dt:formaci6n lineal 

(3.15) 

La direcci6n del vector cleformac,c)n linc:al tiene Ia misrna direccicSn del vector unitario. Por lo tanto, 
para obtener Ia direcc,C)n de Ia deformac16n lineal ba~ta multiplicar su magnitud por el vector unitario 

Para saber que sentido ti,;~ne, seguirnos Ia convenci6n que ya estudiamos, es decir: 

Si e · e > 0, la dei"ormaci6n !meal ~ufre un alargamiento. 

Si E • e < 0, la del"orma..::i6n ]meal sufrc un acortamiento. 

(3. I 6) 

Para la determinaciein :le la defonnac16n angular basta realizar una resta de vectores. debido a que: 



Por lo tanto 

0.17) 

Obviamente Ia magnitud, direcci6n y sentido estan dados dircctamcnte por el vector que represema Ia 
deforma.cion angular. Sin embargo, es bueno conocer Ia magnitud del vector en forma escalar, la cual 
la encontramos al obtener el modulo del v·~ctor, 

(3.18) 

o con Ia ley del triangulo rectangt:lo 

(3. 19) 

3. 7 Deformaciones principalcs. 

Las deformaciones princi pales son aqucllas que actuan en Ia direcci6n de P a P1 solamente, es Jecir, 
cuando las deformaciones angulares son nulas; se trata por Jo tanto de deformaciones lineales ex­

clusivamente. y a las direcciones en donde estim actuando se les llama direccicnes principales. 

AI no tener el vector cleformaci6n angular . ..?1 v~ctor ckformaci6n es igual al vector cleformf:lci6n lineal, 
es dccir: 

(3.20) 

Sustituyendo las ecuacioih~s (3.14) y (3.16) e.1 la (.L~O), tenemos qt;e: 

r l 

I c; -.,- f'n -2 ~r •: I 
1 f: COS u cos Q 

I 

E COS (3 
1 

cos (3 l 

1 r 
·;:(i. [ 

\ ~~\C 

I r 

J c; cos 'Y I cos ~r 

"::) ') t- -'\' ' . \; E 

9.~ 



Realizando operacione;;: 

1 1 
c cos a = E, cos a + -1 cos (3 ..- ·-)' cos 1 2 xy 2 x.:: 

8 cos {i' 

c COS ) 
I 1 
-~Y,~ cos C¥ "" ~~}<: cos (3 + G~ cos I ... 

Ordenando terminos y factorizando 

(e e) 
1 

(3 
1 

= 0 - cos 0' + }In cos + 21,; cos I t 

1 
(c, e) (3 1 = 0 -,'Yn cos Cl' ~ - cos + -,lvz cos )' 

.... "-

(3.21) 

1 1 (3 (c: e) = 0 2'<: cos Cl' + -,-r,, cos + - cos )' ... 

Como se puede observ,J r cJ sistema de ec uaciones (3. 21) tiene 3 ecuaciones con 4 incognitas, las cuales 
son: cos a, cos (3, cos 'r y E. Por lo tc.nto necesitamos una ecuaci6n mas, dtcha ecuaci6n es: 

(3.22) 

Con Ia ecuaci6n (3.22) :liminamos la soluci6n trivial del sistema (3.21 ), y para que exista una soluci6n 
del sistema diferente d~: Ia trivial el detcrminante d·.?be ser igual a cero. 

Lo que implica: 

e - e 
t 

0 (3.2 1a) 

e - c; 
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Desarrollando y ordenando i:~nemo~: 

- e3 
• (e, + e, - t:,) e' - [ e, c, + c 

' [ ~-" J .. 

[ 
1 1

2 

---=)f: 
- J 

Esta ecuaci6n se puede cscribir de la forma 

donde: 

I 
l 

G -~-r" '"'' \ ---=) It: 
"-

Dcterm i nan te 
i 

l 
.L 

del -:,')' \' E 
\ -;:;- r .,, ten.~or ' 

de formaci on 

'"' ' 
') c; 

') 

Los valores de / 1, 1, e 1, reuben los non1bres de invariantc:s dei tcn:;or deformac10n por Ia raz6n de 

que siempre tienen el mismo valor, inckper:dicntemenle del sistema de referencia que se utllice. 



11 - invariante lineal 

12 - invariante < J<idrico 

/ 3 - invariantt~ c 1bico 

La ecuaci6n (3.23) e i L'na ecuaci6n de 3er. grado y nos conduce a encontrar trcs valores reales, Jios 

cuales son las defonr,aciones principales, y se le~. denomina: 

E1 - deformaci6fl principal mayor 

e2 - deformaci6:· principal intermedia 

e3 - deformaci6r. principal menor 

Para encontrar Ia dinx.ci6n en donde actua cada una de las deformaciones, se recurre al sistema de 

ecuaciones (3.21) y <. Ia ecuaci6n (3.2:~), de donde se obtienen los cosenos directores de cada una de 

las direcciones. 

El silstema de ecuacio1es (3.21) y (3.22) se resuelve para cada valor deE, o sea se rccmplaza a e por 

E1 en el sistema y se :·esuelve en el sistema encontrandose los cosenos directores cos a 1 , cos /3 1 y cos 

f' 1, para B 1• De manna amiloga se procede para E 2 y c,, encontrandose cos a 2 , cos {3 2 y cos 'h; y 

cos o:3 , cos /3 3 y cos }' 1• respectivamcnte. 

3.8 Estado de deformadon plana 

Se presenta un estadc1 de defonnaci6n plana cuando todas las deformaciones ocurren en direcciones 

perpendiculares a ur J de · os ejes onogonalcs; por lo tanto, el tensor deformaci6n no tendni 

deformaci6n lineal ni .mgular en la direcci6n de dicho eje. En otras palabras, se presenta un estado de 

defo:rmacion plana CU<lr.do las deformaciones solo ocurren en un plano, por ejemplo en el plano x_v. 

El tensor deformacion jE] queda de Ia sigu1ente mancra: 

[; 
I ~'Yn l 

[£ ~ 
I 1 ~, 

J L 2) ,.~ E, 

(3.24) 

Veamos la forma de dct.crmi:1ar el es\ado de deformaci6n en una direcci6n cualesquiera. El vector( 

de direccion esta dade· por 

--
(' = cos a + cos {3 

' I 
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Ya que en el plano xy, 1:X ·+- /1 = 90" y cos (3 = ~en (90° - {J) = sen a, figura 3.1 b. 

Tenemos finalmente a1 vector unttar,o de la lorma 

Como conocemos el tensor deformacion y la di recci6n don de deseamos conocer el estado de 
dcformaci6n, podemo~ calcular el vector der·ormaci6n que se obtiene de nu1tip1icar el tcm,or 
deformaci6n por el vector unitario. 

y 

FIGURA~- 16 

Desarrolllando: 

1 
r l 

,. 
2)',, cos u 'J 

' - J (.; 

1 f -~,·y,, ·~ ~-~11 u I 

J 

- I~- 1 
rx] II u]J {; - cos 0 ·r 

~~" ~en 
-r ~~ cos (jl + G\, sen 2 r" 

' 

Las componentes del vector deformaci6n son 1:1 c!eformaci6n lineal y la ddormzll~i6n angular. 

Para obtcncr Ia deforrnac:i6n lineal realiza nos cl producto csGdar de clos vectl..res. entre el vector 
deformaci6n y el vect(lr unitario 
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e, = [e .• ""' Q ' -~ "t., sen "l cos ,, + [ ~1., cos a + e, sen Q l sen Q 

Si c1 es mayor que cero se tratar;i de una defonm.ci6n lineal de alargamiento. 

Si c1 es menor que c~:~~o se tratad de una deformaci6n lineal de acortamiento. 

(3 .25) 

Para obtener Ia deforrnacictn angular podrfamos seguir el procedimiento indicado en el inc;tso 

(3.6); sin embargo, este procedimit:nto resulta laborioso, por lo que podemos utilizar una 

propiedad del producto vectorial p<ra determinar Ia magnitud de Ia deformaci6n angular, 

recordando que (figura 3.17): 

I B,, I IE I ::.en 0 I E ' I e I sen e IE X e I 

Dado que lei 

Por lo tanto 

(3.26) 

FIGL:RA 3.17 

Debemos insistir en qu·~ el mt5dulo del vector dcfurmaci6n angular cs igual a! modulo del producto 

vectorial entre E .Y e. Esto no quiere decir que E, sea igual al producto vectorial E X e. Es decir, Eo 
es diferente de E X e. 
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Desarrollando 

J k 

1 c cos o + ·v ~en u 
X -;;;- 1,, 

I 
~),,, cos o: + e, sen 01 0 ... 

cos (~ sen u 0 

k [ c, cos tY + -~')',. sen u I sen o· - k cos o: [ ~~-(\ co~ a + c:. sen o: I 
k [ e, cos o' s~~n rY .,_ ~~ ,. -~en c o: - ~"/,) cos' u -- c:, co~ o: se11 n:] 

(3.27) 

Para hallar cl senti do de Ia deformacion angular nos podcmos auxiliar nueva mente del prod Jcto 
vectorial e X e' dado que E y (~ ~.on :):lfaklos al plano xy, el producto E >~ ( es un vector 
perpendicular a dicho plano. paralclo a Ia cireccion del eje ::.. es decir 

(3 26a) 

Si C > 0, el vector l; ;< (; tienc e1 mismo ~2ntido <kl l:je positivo del e_1e.: (hacia arriba del plano xy) 

y por lo tanto el angulo (1 csta comprenJido t:ntre oc y 180°. En estas condicwnes la cleformacion 

angular c:R queda ala derecha de t. cs decir provoca un rnomento positivo (momenta en el scntid1:Jt de 
las manecillas del reloj) con su C:efonna..::6n angular asociada c:,., (figura 3.18). 

,/------
1 + \ 
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Si C < 0, el vector ;; >( e tiene senti do cc:ntrario al sentido positivo del eje z (hacia abajo) y por lo 
tanto esta comprendido entre 180 ,. y 360 o, en esta~ condiciones la deformacion angular c.,1, queda a Ia 

izquierda de e, es decir provoca rnornento ncgativo (momento contrario a las manecillas del rcloj) con 
su deformaci6n anguL1r asociada (figura 3 .19). 

FIG l' R A. 3. l 9 

El valor de C de Ia ecuaci6n 3.26a es d valor de E:,, de Ia ecuaci6n 3.27, por lo que el sentido de c;0 

esta dado por el signo deC, com.:ntadc' ci~ los dos parrafos anteriores, de Ia siguiente manera: si en 
Ia ecuaci<Sn (3.27) En da positivo su scntido sera t1l, que provoque un momento positivo con respccto 
a su deformaci<Sn angular asociad;~ c: 0 (t'igura .3.20). 

En caso contrario el se:1tido de E:,1 ~era ta . que ocasione momento negativo con su deformaci6n angular 
asociada c:/ (figura 3 21 ). 
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FIGUkA 3 21 

En ocasiones las ecuacioncs (3.25) y 1) 27) que ~nn las de Ia deformac16n lineal y angular se 
encuentran en funci6n del angulo doblc. 

Obtengamos estas ecuaciones, sabcmos wu~: 

cos 2 
0' 

l + cos 2 ex 
------- ----~- sen 2 u 

1 - cos 2 U' 
-----------

} ,., 

Sustituyendo estas expresiones en Ia~ ccu:tciones (.~.2)) y (3.27) se obtiene 

<.: ~ [ 
l \ 

c: -· [ 
l 

COS 2 C\' + --------··· ---
"' 

., 

--------- Sl'l1 2 (J --
1 

3.9 Defonnaciones printipah.•s en d plano 

Como hemos visto el tensor defcmnaci(JJl .:st<i dado plH 

~~~ l l 
r· ,-l 

·'{r,, I 
[i.: ~ 

I ·2)" E 
\ 

L.. _j 
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Para encontrar las deformaciones prmcipales en el plano, procedemos de manera amiloga al estudio 

que se hizo en el espacio; la ecuaci6n (3.21a) quecla para el plano 

1 
r.; --£ 

.t ~rn ... 

= 0 

_'\! E -e 
2 'x.\ \ 

Desarrollando: 

(e,- E) IE,-£)- ~- ~'Ynl [ ~~n] = 0 

? 1 ? 
C - E (£ + E ) -t- E E - - ''<, = 0 

t _\ t y 4 [.,_. (3.28) 

Resolviendo Ia ecuacitin obte:1emos qu:= las deformaciones principales en el plano son: 

£ • E: 
' \ ~[[;-- r.;l2 [' ]2 J __ 'T~ + ;~ (3.29) 

E, 
[; + E 

\ \' n ~-; E, j' + [ Y;, r (3.30) -----· 
') 

Para obtener Ia direcci()n dond~~ ocurren las ckr-~mnaciones principales sc pucde proceder de Ia 

siguiente manera: 

Se deriva la ecuaci6n ·:3.25a) de ~a deformaci6n lineal con respecto a a y se iguala esta dcrivada a 

cero., con lo que obknemos los v~tlores de a que conducen a valores extremos de £ 1 es decir, 

determinamos las dire,_:ciones prin-:ipalc.~ de Ia deformaci6n. La ecuacion (3.25a) es: 

c: - (~, \" £ - £ 1 

-' ' \ 2 I 2 £1 --------- ---- cos a ~ 

2'" sen a 
-~ 2 -

Ahora 

(c; 
' ' c; ) ;;en 2(t - ·y cos 2a = 0 

_\ n 



sen 2a 'Yxy ---·----- -~ tan 2 cr 
l~.t - e, cos 2cl' 

o: 
l 

angtan 
2 

')', \ 
(3.31) 

e ·- E 
.t \ 

La ecuaci6n proporciona los valores de a currespondientes a las direccione-. principales de 
deformaci6n; sin embargo, queda Ia duda (k cual cs Ia direccion principal mayor) cu<il es Ia direcci6n 
principal menor. Para rcsolvt~r e~.te problc1ra. podemos recurrir al criteria de Ia s~.~gunda d~rivada que 
nos dice 

d 2e I >0 
da 7 

Tenemo~ que a es Ia direcci6n de la deformaci6n principal menor. 

d 2c 1 <0 
da 2 

Implica qu~ a es la direccion de Ia deformacion principal mayor. 

- 2 (<'; - e.:,) co~ 2u 
.\ 

2 ""' sen 2u 
/l\ 

En suma, para obtener las di:recciones pnncipales se u~iliza Ia ecuaci6n <3.31) y sc obtiene a; y lu·ego 
se emplea la ecuacion (3 . .'.2). 

d 2e 
Si __ 1 < 0 a corr..:sponde 

da 2 
a Ia direc\:ion pnncipal mayor. Es decir a "" u.: s1 !!._,"c,1 > 0. a 

/JCi 
corresponde ala direccion principal menor. o sea(<' "' a 2• Una vcz conocido c\' 1 o a> la otra direcc16n 
principal se obtiene sumando 90° a: valor dt' a 1 o de c~: 2 

(3.33) 

3.10 Representacion gnifica d1" lV!ohr 

Resulta interesante sei1alar que cl cstaclo de defonr aci6n en una clirecci6n sc pucdc rcprcscntar 
gnificamente en un sist,.:ma coordenado, t:~n cl cual en el eje de las abscisas se gra1!que Ia deformacion 
lineal y en el eje de las ord,cnada~ se repre~ente la de :·onnaci6n angular. A esta ,;.:onqruccion grati.ca 

se le denom!Tla plano de Mohr. Dcmo:-.tra·emos a wntinuaci6n que cl estado cle deformacion para 
cualquie:r direcci6n esta r1,:prcsentado por u1a rcgi6n Lmitada por tres cfrculos eJ< ei plano de Mchr. 

Comideremos un clemento <;ujeto a un e-.tado de dctormaci6n. misrno 4uc exprcs~tdo en funci6n de las 
deformaciones principale·;. cl tcn'-.tlr toma Ia forma: 
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c:J 0 0 

r ' () 0 1£ -- [,2 
l ' 

l 0 0 c;J 

Utilizando la ecuacic'n :S = [E] e, el vector deforrnaci6n en una direcci6n cuyo vector unitario es 

e =o cos c~ + cos 'l + cos 'V 
I ~ j I k 

valdra: 

(3.34) 

Utilizando la ecuaci6n 

--
[I -· <: . e 

' 
1 ,. cos2 {3 cos2 c; 

'-J cos- 0' + 1_.,) + [1 'Y 

Determinemos Ia rnagnitud del vector ckformaci6n "E 

0 . .15) 

Dado que c;
1 

y c1, son perpencli,:ularc~ se ticne cue: 

Por lo tanto 

(3. 36) 

Sabemos que: 

cos 2 
0! + cos' 3 + cos 2 'Y (3.37) 

Agru.pando las ecuaciones (3.J+). (3.:15) y !3.36) tenemos: 
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(3.38) 

Considerando a cos2 
O', co:s 2 {3, cos 2 'Y C·Jmo incognitas y utilizando Ia regia de Cramer se puede 

resolver el sistema (3.38). 

El e 2 e3 

£2+£2 
1 (I 

e 2 
2 

e 2 
3 

cos2a ::: 

el £2 £3 

' E 2 E 2 E ~ 
} 2 3 

) 1 

Ej + E~ - E 1 (E
2 

+ £ 1) .._ £ 2 £ 3 

(C.:? -· E I ) ( C:l - E ) 

Analogamente se obticnc cos2 {3 y cos2 I'· por lo tanto: 

cos' 6 

y 

cos' r 

Estas ulti mas tres ecuacione:' se puedcn poner de Ia siguicnte forma: 

['•- [e, ;~:- ]_]' (3. 39) 

[ 
1 

.. (.:3 ... £, I-
E ----

1 2 
' -

' .,. ~;· 
I• 

(3.40) 

[ I 
. .:;} + c, ]'] ) 

,[;} --,..,---
·-. . 

[ 
0 

' -; ''' ] ' , cos' •1 ( e, - r.,) ( e, - e,) (3.41) 
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Las ecuaciones (3.39), (3.40) y (3.41) representan ecuaciones de tres familias de cfrculos. 

( L, + c1 l 
La ecuaci6n (3.39) c_:_l~~cua:il'~l de una familia de cfrculos a con centro en: C l2-· 0 

~~ E,- E, l ' , _ 
y con radio R = J l--2-~ + cos· u (E 2 -- E 1) (.s, - E 1) como se muestra en Ia t1gura 3.22. 

Podemos observar que las cleformacioncs lineales ~> 1 y angulares e0, las cuales queremos encontrar, 

estan dadas por Ia ecuaci6n (3.39), que como ya se dijo es la ecuacion de una familia de cfrculos. 

Hallemos los valores extremos del radio de esta familia. 

Si a == oo 

E - E 
3 1 

R nun 
---

"') 

F milia de circulos u 

1 ()() 



Analogamente se tiene que la ecuaci6n (3.40) representa otra familia de cfrculos {3 con centro en: 

[ 

£3 + £1 l . 'FE.]-· £1 ]
2 

2 C ---2 , 0 y con radio R = J l-:~- +cos {3 (£3 - E. 2 ) (£ 1 - £2 ) 

Si {3 = oo 

Asimismo, la ecuaci6n (1.41) representa otra familia de cfrculos r con centro en: C [ 
61 ;£2

, 0] 

y con radio R = 

Si r = oo 

Sir = 90° 

R --mm
1 1 

'-

Tracemos los cfrculos I y .~ para su radio mfnimu y el cfrculo 2 para su radio maximo. 

107 



Las deformaciones !meal y angular £ 1 y £0 estan dadas por cada una de las familias de drculos 1, 2 
y 3, pcro estas tres fan1i lia~ sdlo tienen ur.a region comun que es Ia zona ashurada de Ia figura 3 23. 

R 
£2 - cl 

m1-n 1 
·--

2 

El -E 
R l ::: 

max, "') 
"-

R 
e, - E:_ 

= ·--nun~ 2 

FICLI<A 3.23 

--{3 = ..J!_ 
2 

Veamos ahora Ia manera de caicLLlr Ia dcformaci6r lineal y angular sobrc una direcci6n cuyo vector 

unitario est<i dado por: 

-· 

c = cos a, - cos {3
1 

.,. cos r, 
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El procedimiento consi~te en lo siguiente: 

a) Tracemos a partir del tensor de formaci on principal los tres drculos en el plano de Mohr, (figura 
3.24). 

b) A partir del punto A se traza una paralela al eje e0 ; a continuaci6n se traza tambien a partir del 

punto A una recta qu~~ forme un angulo a con la paralela al eje e0• Esta recut corta al cfrculo 2 en 

el pun to A 1 y al clrculo 3 en el punt.o A 11 
• 

c) A partir del centro C 1 se: traza un arco de circunferencia que corte los puntas A' y A 11 
• 

d) Por el punto C se traza una paralela a.l eje e0; a continuaci6n se traza tamhien a partir del punto C 
una recta que forme un ;ingulo -y con Ia paralela al eje e0 • Esta recta corta al cfrculo 2 en el punto 

C 1 , y al cfrculo 1 en el pun to C 1' 

e) Por el centro C3 se traza un arco de circunferencia que corte los puntos C 1 y C 11 
• 

t) Las coordenadas del punto de intersecci6n D (c:: 1 y e0) de los dos arcos de circunferencia nos 

rep:resentan Ia deformaci6n lined! c: 1 y Ia deformaci6n angular c;0 en Ia direcci6n del vector unitario 

e == cosa, + cos(J, -· cos,,. 

I 
I 
I 
I 

~--=E~~~C~3~------~~A~.~ 

FIGLRA :\.24 
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A continuaci6n demoqraremos que el procedimiento descrito es valido: 

Tracemos por el punto C.. que representa Ia dcformaci6n principai e3 , una perpendicular al eje £ 1 y una 

recta que forme con dicha perpendicular un angulo y; esta recta corta a los circulos 1 y 2 en los puntosC 11 

y C 1 respectivamentc. Valuemos de Ia figura 3.24 las coordenadas de C 1 : 

OE = OC + CE 

por lo tanto 

OE = OC + CC 1 sen r 

Pero 

OC = c:,; CC · = CA sen r 

S u stit u yendo tenemos 

Siendo 

por lo tanto 

(a) 

Tam bien 

EC' CC' COSy 

Pcro 

CC 1 = (.s 1 - .sl) sen r 

por lo tanto 

LC' (b) 
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Demostraremos anali'ticamente que el pun to C 1 de Ia figura 3.24 representa el estado de defonnaci6n 
en una dirccci6n cuyo \ector unitario forma los angulos 'Y = 'Yt, {3 = ; y a es el <ingulo necesario 

para satisfacer Ia condicic'fn 

Sustituyendo en las ecuaciones (3.11), (3.15) y (3.26), obtenemos el vector deformacion, Ia 
deformaci6n lineal y Ia deformaci6n angular respectivamente. 

Si 

entonces. 

por lo tanto 

[;==I£ ><cl I! . 

(3 - 71 
--;:;--.... 

cos' a + cos2 'Y = I 

•:os a = sen r 

Sustituyendo valores en Ia) expresiones antcriores tcnemos: 

se~ ,] I 
cos r 

que es Ja ecuaci6n a. 

1 1 I 

(3. 11) 

(3. 15) 

(3.26) 



J k 

E xe <: 1sen'Y 0 E1 COS'Y 

sen 1 0 COS! 

= (E3 cos'Y sen,- E1 sen'Y cos,)) 

Tomando el signo negativo de Ia rafz tenernos: 

que es Ia ccuaci6n b. 

Por lo tanto, se demucstra que las coorclenadas del pun to C 1 son Ia deformaci6n lineal y angul<:tr en 

Ia direcci6n inclicada. L:; decir, el pun to C 1 rt~presenta el estaclo de deformaci6n en una dircet:1,6n 

cuyos angulos directorcs son r o= r. (3 = -I y u queda obligado por los valores de 'Y y (3. 

Procediendo de mancra an~doga se clemue~,tra que el pun to A 1 represcnta el estado de deformaci6n 

en una direcci6n cuyos angul,)s cllrcctorcs son a =a. (3 = ~ y 1 esta obligado por los valo•es 

de o· y {3. 
~ 

Hemos demostrado que el pun to C 1 pertenece a la familia de cfrculos 'Y· por lo tanto, cualquicr 

circunfercncia que pa~,e por e·;tc punto con :entro en C 1, representarci defonnacioncs en una clirccci6n 

con ~ingulo director -,. 

Analogamente, el punto ;V pcrtencce a Ia f<,milia. de cfrculos a, por lo tanto, cualquier circunferencia 

que pase por este pun to con centro en C 1 , repn:scntara deformaciones en una clirecciun con angulo 

director a. 

El pun to dc interseccK) 1 de C'>to~ dos arc< IS d(: circunfercncia rcpresenta el estado de deformaci<'>n cllyos 

angulos directore'> son(}' y l'· Ahc1ra {3 cs difcrente a ~ y queda obligado por a y 'Y· ... 

Con lo anterior hcmos clenH,~tr<Ldo que las coorcknadas del punto D de Ia figura 3.24 reprcscnt<u~: 

Su abscisa, la d~formaci6n lineal y :-,u ordenada, la deformaci6n angular, en una direcci6n cuyo vector 

unitario esta dado por 

-
t == em, ex .,. cos !3, .,. cos 'Y, 

1 'I t~ 



3.11 Circulo de Mohr para cl estado de dcformacion plana 

El drculo de Mohr en el plano es un caso particular del drculo de Mohr en trcs dimcnsiones, por lo 
que se puede obtener a part r de este; sin erntarg<CJ, repetimos en esta secci6n Ia Jemostraci6n completa 
del cfrculo de Mohr para ~;;:] estado de deforrnaci6n plana debido a su gran utilizaci6n en problemas 
practices de ingenierfa. 

Como hernos visto anteriorrnente, en una direcci6n dada en el entorno de un punto, se presenta una 
deformaci6n lineal y una ck;formaci()n anguL1r. ?or lo tanto. si trazamGs un sisten:a coorJenado en el 
que en el eje de las abscisc.s se grafique Ia deforrnaci6n lineal y en el de las ordenadas Ia deformaci6n 
angular, queda asf defin1clc· un plano que s~ denomina plano de Mohr. 

En estas condiciones, a cada direcci6n e asociada a! vector defonnaci6n en estudio le correspondc un 
punto del plano de Mohr. que n1ediame sus coordcnadas dctcrmina las componentes de dicho vector 
deformaci6n en Ia direcci<) 1 dada. 

Si el tensor deformacion e~; 

[ -;:;- 'Y \1 [' f J ' 
[E_. 

E,,llY 

11.(_\ ... 
[ I 

.' 

-;:;-'Yn [ 
\ 

"" 

Demostraremos que las ccuacioncs dt: Ia d~~formaci6n lineal y angular nos dan Ia ecuaci6n de un 
cfrculo. 

Tenemos que: 

De Ia ec1.1aci6n (3.25a) 

E; ·- E 
\ 

------
') 2 

1 
COS 2 C< .,.. -;:;- { n Sen 2 0: 

~ 

I 1: - E 1 
·--' :~ J sen 2a 

E + E; 
' ' -----

"') 

E - E 
·' \ 

2 
cos 2 ex + 

1 
"Y sen 2 ex 2 .l\ 
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Elevando a! cuadrado las eu:acioncs (3.42) y (3.27a) 

,.., ,. (E + 1:' ) 
.:... t ... 1 \ ·'y 

+ :~ : ( r..__; ''-] cos 2 " ~ r., sen 2 a J • [ ~ -y.,] 
1 

sen ' 2 n 

<' L : I } , , , ~, X )' ') ') ) ') 

[ 
E: - J:; ]

2 
, 2 (E ·- E: ) [ 1 l [ 1 12 

"R - 2 -- su1 ~.n -· --~-- sen ... a :(Yn cos .. a + 2''" cos· ... a (:144) 

Sumando (3.43) y (3.44) lerh~lllll'> 

(3.45) 

/ 
-------~- __ , _____ _ 

0 ' ',, y 
I 

FIGLR·\ 3.25 

l l-+ 



Trazo del cfrculo de Mohr teniendo como dato el tensor deformacion plano. 

1. Se deterrnina el radio dd cfrculo 

lrf~el 2 l .. l ]
2 

R = J l -' 2 _2 + 2 ln 

l 
Ex .. ~---

-+--------

1 
FIGL RA 3.26 

2. Se determina el centro 

[ 
E + E l C= '

2
',0 

3. Se conocen los puntos A y 13 dL· <1 figura 3. 29 que son las de formaciones lineales y las 
deformaciones angularc~ asociadas. 

Dado que las ecuacioncs (.L45) del cfrculo cie Mohr se obtuvieron a partir de las ecuaciones (3.25a) 
y (3.27a), en las cualcs rig~~ Ia convcn,:ictn cle mon1entos (inciso 3.8), en el plano de Mohr se utiliza 
tambien esta convenci6n d~ signo;; la cual sc dc;;cribe c:. continuaci6n: 

Para las deformaciones lmealcs cuando prcvocan alargamientos son positivas, y cuando provocan 
acortamientos son negall'v<i'>. Las cieformaciunes angulares se rigen por el momenta que ocasiona el 
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par en el elemento diferencal, como se ob:;erva en Ia figura 3.26, positivo, si el momento provocado 

es conforme a las rnallecilla'-. del reloj (Jigura 3.27), negati\'O en caso contrario (figura 3.28): por Jo 
tanto: 

. I l J\ l E - ')' -_,' 2 .n y B [ E , ~I' l ' 2 .n 

..!.. y ..... ....._ __ 
2 Xy 

FIGl.RA 3.27 

..!..y 
2 xy 

FIGUR;\ 3.28 

4. Se une el centro del c:'rculo con ambo~ puntas. A y B. obteniendo el diametro del cfrculo. 

5. Se traza Ia circunfcn.:nci;:, (figura 3.29). 

Del trazo del cfrculo de Mohr ~;e obtiene lo ~iguicntc: 

1. En los puntos dor1(k' cl crrculo ck Mohr cona a! eje de las abscisas se tiene que Eu = 0, por lo que 

en csos puntas sc tienen Ia~. cle(ormaciortes principales. 

2. La dcformaci6n angular n~a.x i ma es. lllll11l;ricamcnte igual al radio del cfrculo. Las coordenadas de 

Ia deformaci6n lineal aso.:.:12cla a Ia detormacr6n angular rm1xirna y de Ia deforrnaci6n angular 

rn;ixima son: 

± ----~--. 
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3. Cada punto del cfrculo representa el estado de deformaci6n en una direcci6n dada; para obtener 

dicha direcci6n se utiliza el procedimiento del polo de las deformaciones que a con:inuaci6n se 

desarrolla. 

+ t:, 
-'-·--

2 

FIGUR.-\ 3.29 

3.12 Procedimiento d(•l pi[)Jo de las dcformaciones 

El procedimiento del polo de las deformaciones es un metodo que sirve para dcterminar de manera 

sencilla la deformaci6n lineal y angular en una dirccci6n cualesquiera cuando se conoce el tensor 

deformaci6n en el plano. 

Severa primero Ia dcrnostran5n para un estado de dcfcrmaci6n principal plana y, posteriormente, se 

tratani el caso general del ~~stado de dcfonnaci6n plana. 

Determinacion del polo de ias deformaciones en el plano del c1rculo de Mohr tcniendo como datos las 

deformaciones principales 1: 1 y c;, ckl elemcnto diferencial siguiente (figura 3.30). 

1. A partir del esfuerzo 1;, sc traza una recta vertical.dcbido a que Ia deforma.:::i6n a, esta actuando en 

el plano vertical. 

2. A partir del esfuerzo £ 1 se traza una rect<l horizontal debido a que Ia deformaci6n c: 1 esta actuando 

en el plano horizontal. 

3. Las dos rectas trazaclas en el plano de Mohr se intersccan en un punto sobre la circunferencia: a 

ese punto se le llama polo de las deformaciones. 
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El conocirniento del polo de lo$ esfuerzos sirve para detenninar las deformaciones lineal (.s1) y angular 
(c:0) en una direcci6n cuak;qu.iera. Es decir, dada una direcci6n en el elemento clifcrencial, con el 
auxi lio del polo se pu(clc.1 dctcnninar las deformaciones lineal y angular que actL'1an en esa direcci6n. 

·~~-~~-+----~--._--------~~-------
(;2 c;, [£ 

) 
Polo de los 
de formocionea 

FIGURA 3.30 

El procedimiento cons1ste en lo siguient~: 

4. A partir del polo se traza un plano auxiliar perpendicular a Ia direccion del cual se quieren conocer 
las deformaciones. 

5. Las coorclenadas del pun1o de intcrsecci6n del plano auxiliar con Ia circunfcrencia del circulo de 

Mohr, proporcionar: Ia ddormac16n lineal y angular buscadas (t]gura 3.30}. 

A continuaci6n se vera Ia demostraci6n del punto 5 apoyandose en Ia figura .1.31. 

Determinaci6n de f; 1 : 

En el triangulo ABC 

cos A. a AB 
---
[1 - c: 2 AC 

Por lo tantu 
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FIGURA 3.31 

En el triangulo ABD 

COSA 
b 

Determinacion de eH: 

En el triangulo BCD 

cos A = c;o =, BD 
c BC 

c: = c cos A 
" 

Pero en el triangulo ABC 
. c BC 

sen,\=----
£1 -E., AC 
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Por lo tanto 

Donde f.. es el angulo que forma el plano auxiltar a Ia direccion donde estan actuando Ia deforrnaci6n 
lineal y angular con el eje de Ia~. abscisa:•. (tigura 3.32). 

y 

X 

F!GU:K.A 3.32 

Sabemos por lo visto anteriorrn;:nte en las (>:uaciom:s (3.25) y (3.27) que: 

c co:i2 o: - E s~n 2 ex + '\!·'' sen !x cos rx 
.\. \' I 

(3.25) 

y 
1 

(.:: -c.) sene! coso:+ 'V (sen 2 o:- cos"c~) 
t \ -::;- I ~ y 

(3.27) 
... 

En el caso que nos ocupa tcrtcmos que: 

·~ = c:) ; y = 0 

Sustituyendo en las ecuaciones anteriores 



Donde o· es el angulo que forma el vector Llnitario en Ia direcci6n donde actua Ia deformaci6n lineal 

con respecto al eje de las abscisas (figura 3 32). Por lo que se puede concluir que entre el angulo a 

y cl angulo A. existe 90° de diferencia o sea que 

y donde 

sen), = - coso~ 

y 

cos A = cos (a - 90 o) 

cm.A =sen a 

Si sustituimos los valores de cos A y sen /, en las ecuaciones de e1 y e0 

e.,= (c 1 - e,) (- cosa sena) 

Con lo cual demostraremos que las coord~r adas del pun to de intersecci6n del plano auxiliar con Ia 

circunferencia representan Ia deformaci6n linea! y angular en dicha direcci6n. 

3.13 Determinaci6n de las deformadones lineal y angular 

Utilizanclo el procedimiento del polo de las defonnaciones en el plano de Mohr teniendo como dato 

el tensor deforrnaci6n (caso general)) considerando E, > e, (figura 3.33). 

1. Se traza el cfrculo de .\1:ohr. 

2. A partir del pun to ';e traza una paralela al plano donde esta actuando <~,. 

3. A partir del punto se traza una paralela al plano donde esta actuando e,. 

4. Las dlos rectas trazada~, en el plano de Mohr se intersecan en un punto que queda sobre Ia 

circunferencia, encontrando asf el polo eli: las deformacioncs. 

5. A partir del polo se traza un plano auxlliar perpendicular a Ia direcci6n doncle se desea encontrar 

las deformaciones lineal y angular que acttlan en ella. 
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~ ev 

l -----

____ _.,. 

.L 0 lo oireccion 
de Ia deformociones 

~ Y xyl--
l~v 

fiGLRA 3.33 

6. En el pun to clonde cruza el plano aux: liar con Ia circunferer.cia del cfrcuio de Mohr se encuentran 

las dcformaciones lineal y <tn~ular que sc qucr!an conocer. 

Demostraci6n general del polo 1e las d•:fonnaciones para el caso plano 

Consideremos un elemento eli lcrencial sometido a un estado de deformacion como el indicado en Ia 

figura 3.34; el polo de Ia deformacion, d~ acucnJo con el procedllnicnto ind:cado en cl inciso (3. I2), 

se encuentra en el pun to :;CI'\<:dado en Ia figura 3. 35. Consideremos que queremos hatlar las 

deformaciones en una direcci6n que fmnta un angulo 0 con Ia horizontal (figurzt 3 .. 14). 

·-------· --- ... --

4Y 
I 

I 
I 

t "v 
I 
I I 

-zYxy 

----tl ....... ---· 

FIGURA 3.34 
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Como st~ sefial6 en el inciso (3.12) se traza u1 plano auKiliar A-A a dicha direccion, y donde ese plano 
interseca a Ia circunferencia se obtiene un punto cuyas coordenadas son la deformaci6n lineal y angular 
en la dircccion e. 

Slahmo X -Y 

FICiURA 3 . .35 

Para dernostrar que lo anterior es val do ro·:emos los cjes coordenados un angulo {3 como se muestra 
en la figura 3.36, en donde ~: es el <ir guh) que forma ,a direccion de la deformacion principal menor 
con Ia horizontal. 

y~ 
i 

e, . ..._ 

---~-----X 

·---

FIGURA 3.36 
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(' 
~~·a 

-------- ----- ~----~--
c;; ----·----

\, 
FtGl)RA 3.37 

S1stema x' - y· 
Oirecc16n de Ia honzontal 
en el Sistema x - y 

Supongamos ahora que queremo~ c;~lcular Ia defor:11aci6n lineal y angular en Ia direcl:i6n perpendicular 
al plano A-A, pero alwra utilizanc!o d siste11a coordenado x 1

- y:. Para este sistema el polo queda 
ubicado como se muestra en Ia figura 3. 3 7. Para hallar Ia deformaci6n lineal y angular en !a direcci6n 
normal del plano A-A, trazaml)~; una panilela a Ia lfnea que forma un angulo a menus (3 en el sistema 

x 1
- )' 

1 (figura 3.36); esta paralcla esta indicada en Ia figura 3.37 e interscca a Ia circunferencia en el 

punto de coordenadas (r 1• t: 11 ) ~uc sonIa deformaci6n lineal y angular en Ia clirccci6n perpendicular al 

plano A-A. 

Traccmos la linea de inclinaci(:•n 13 y de inclindcil'in a mcnos (3 en Ia figura 3.35 a partir cle c:J; Ia lfnea 

de inclinacion a menos {3 int,~rs,~ca a Ia circunferencia en el punto que arroja Ia dcformaci6n lineal y 
angular en la direcci6n d. Pero p\::(·i<,amellc con(·] proccdimiento ind1caJo en el inciso (312) sc lkga 

al mismo punto de coodcnacla·; (E 1 • c;(,) dtbido a que el arco de circunferencia es el mismo con los dos 

procedimientos. Con cl prncec:it·lic·nto gtneral. el angulo 0: se mide a partir del polo. figura 3.35, y 
con el procedimiento utilizado al girar los ejcs lsi:.tcma x 1

- _v 1
) el angulo a ~e mide a parur del punto 

de abscisa <:"; dado que lo:; angulo~ son i.;uaks, ambas subticnden Ia misma cuerda debido a que son 

angulos inscritos en t:l drculo: a. :-,ubtenclcr Ia mi:,ma cuerda con ambos procedimientos y a partir del 

punto de coordcnada:, [ c, . ~~ y . ) , se ll·:.:ga al punto de coordenadas (E 1 • £r.) con lo que s..: demuestra 

que el procedimiento general de pulo para el estado plano es valido. 
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4. Principios gt~nerales de Ia n1ecanica 

4.1 Introduccion 

Los pr1ncipios generales de la mecanica repres,_entan las !eyes fundamentales del comportamiento 
mecanico de la naturaleza a partir de los cuales pueden comprenderse diferentes fenomenos naturales, 
asf como sistemas artificiales creados por ,!l h01:1bre. 

Entre estos principios es-tin: 

a) Conservaci6n de rnasa 
b) Conservaci6n de la cantidad de mcvimiento (seguncla ley de Newton) 
c) Conservaci6n de energfa 
d) Aumento de entropfa 

Estos prmcipios tienen un gran alcanc:! ya que son de validez general puesto que gobiernan todos los 
fenomenos mecanicos; ahcra bien, en ocasiunes y pare. simplificar los amilisis se ignoran algunos de 
ellos pm considerar que :;us efectos son desprcciables. Cada uno de los principios se representa 
matermiticamente mediante ecuacwnes dJfcrcnciales. Postcriormente se describiran brevemente asf 
como Ia deduccion de Ia ecuaci6n que los reprcsenta, la cual es val ida para cualquier tipo de material. 

El estudio de estos principios es irnporumte, ya que como se dijo antes, mediante enos se Jogra 
comprender mejor el comportamiento de sistemas mecanicos naturales (como son: Ia formaci6n de 
estructuras geologicas, activacion de fallas., sismos, movimiento de corrientes, etc.), asf como de obras 
hechas por el hombre (edit'icios, ciment<tciones, presas, tuneles, etc.). 

4.2 Pdncipiu de conservaci6n de nMsa 

Este principio enuncia que en el interior oe un vo!wnen de conrm! no hay ni creaci6n ni destrucci6n 
de masa. Se entiende po:~ volumen de control un elemento diferencial refaido a· un sistema de 
referencia fijo en el espacio (el cual es Litil para seguir el movimiento de tluidos). Por tanto, el 
principio expresa que si existen cambios de masa en dicho volumcn cstos son a consecuencia de un 
flujo de esta a traves de he. superficie de control. 

Con retl~rencia a la figur;J 4. l se ve que el incremcn[o de masa en el elemento dv e:1 Ia unidad de 

tiempo es 

Por otra parte., la masa que atraviesa un elemento ds ce superficie S, en Ia unidad de tiempo, si tiene 

velocidad v, es (pv · n.~ds · igualando las suma5 de todo el volumen y toda la superficie se obtiene 
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f (pv • n)ds 
''(' 

{4. 1) 

(el signo menos (-) 1en Ia integral de ][n,~ sc debe a que al entrar tlujo, el vector v va en senti do 
contrario a Ia direcci6n d<: Ia normal II a Ia superficie). 

Considerando el teore1r,a de Gauss (vease el apendice 4.A) se tiene que Ia integral de linea es igual a 

{ (pv · ii)ds = J, div (pv)dv (4.2) 

reemplazando (4.2) en (4.1) sc obtiene 

( 4 .. 3) 

ahora como v, puede ser muy grande o muy pequciio y Ia ecuacion anterior se cumple. s1emprc y 

cuando cl intcgrando -.ca nulo, o sea 

op 
+ di\'(tJ\') or t 

0 (t .. 4) 

que constituye Ia ecuaci6n di fer,~ncial qu:~ representa el principio de conservacion de masa, tambien 
llamada ecuaci6n de continuidad. 

FICil'RA 4. 

Ahora bien, si se consiclera Ia igualdad (A.2J.c) del apendice 4.A con relaci6n a Ia divergencia, Ia 
ecuaci6n (4.4) quecla 
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ap -ar .,. grwl p · r + p div (v) = 0 

como 

I + 
op op k 
;:; .i + c'l--
u)' '· 

y 
-
v V.t,. + Vv ... V.: "} k 

entonces (4.5) se conv1erk en 

a'> ap ap 
~ l'X .,. ~)' ... Vz + p div(v) = 0 ax ay az 

como 
dp 
dr 

dp 

ar 

es una diferencial total. lucgo (4.6) qucda 

dp 
t!t 

dp ao Vr ~ ,_ Vr 
ox 0\' 

... p dil'(l') 0 

que es otra forma de Ia ecuaci6n de conti1u1dad. 

(4.5) 

(4.6) 

(4.7) 

La ecuacion (4.4) se apli<.:a cuando ,e cmplecJI s1stc nas de referencia fijos, en tanto que la (4.7) 

cuando se utilizan m6vile~. (los cuale~ se emplcan en problemas de cleformaci6n de solidos). 

Es intcresante hacer nol.ar que tanto en Ja ecuaci6n (44) como en Ia (4.7) seve que 

dp 
dr 

- p c:/ i v( v) 

o sea, que la variaci6n del campo escalar de densidades cs proporcional a Ia divergencia del ca11po 
vectorial de vdocidades. Es decir, que Ja variact6n de la densidad en cada punto es proporcional a Ia 
divergencia del campo de velocidade~. en ese punto, de forma tal. que si Ia divergencia en un punto 
es negativa, hay aumcnto en Ia cor,centraci6n de !lujo de dcnsidad y si es positiva, o sea hay 
divergencia, Ia densidad disminuye. 

4.3 Principio de conservaci6n de nwtidad de mo"imiento 

Este principia equivale a Ia segunda It: y de Ne'v\ ton que exprcsa "La rapidez de variaci6n con respecto 
al tiempo de Ia cantidad de movimiento de un sistema mecanico es igual a Ia resultante de las fuerzas 
exteriores actuantes". Ens.?guida se ha.ra Ia cleclucci6n matematica de Ia ecuaci6n que reprcsenta estc 
pnnctpto. 
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Considerando que si actua una fuerza T(!i;-) - 17;i)ds sobre un elemento diferencial de superficie (ds) 
de volumen dv, existe una fuerz2. (ie cueno fp dv, entonces Ia resultante de las fuerzas que actuan es 

(4.8) 

Por otra parte a cada elemen10 diferencial del volumen de control puede asociarsc la cantidad de 
movimiento (pv dv) y al volumen total 

em.,. L p vd-..· 

cuya rapidez de variaci6n sera 

o bien intercambianclo operadore.s 

J
. a (p v) dv 

', ar 
(6,,.9) 

ademas Ia variaci6n de Ia cantic!ad de movimicnto debido al lfquido que entra y sale sera 

§'_. pv(v · n)ds (4.10) 

igualando la suma de (4.9) y ('L 10} con R dada porIa (4.8) se tiene 

( 4.11) 

por el teorema de Gauss (ecuac16n (A.27l del apendice 4.A). 

f. T (II ) ds :: ( T . n ds :::: J \I d i v ( T) d v (4.12) 

y considerando que 

CJT(j) 
ax d\' 

(4.13) 



(cabe sei'ialar que la clivergencia de ull carnpo tensoria. es un campo vectorial), por otra parte 

f, p1(v • n)ds = L, div(pv(v))dv 

puesto que 

dil• (pv(~·)) = grw.J (pi') • \· + pv Jiv(v) 

(de Ia ccuaci6n A.23.c del apendice 4 .A) y 

grad (p~~) • v = (}(p\') 
ox 

{, P v (v n l Js f [
. o(p~l. \' 

1 , ax 

reemplazando (4.12) y (4.15) en (4.11) 

v + .. 

a (p v) 

av I' 
\ 

v + 
v 

a(pv) 

az 
v_ 

d(pl') l az v~ J (h ... f 'c pv Jiv{I')UI' 

o(p 1 l 
d\' 

J ', pv di1·(1 )dv J ', pf d1· ... L.dii'(T)dv 

agrupando terminos y con:,i dcranclo q ,1c 

a (o v) 

dr 

(o sea, es una diferencial ·c·tal) se Ol)l ienc 

d(pv) 

ax 
I, --

' 

a(pl·) 

0\' 
I' + 

\ 

a(pl') v 
az 

J
. [~~e.~~ -pi' Jiv(v) - pf- di1·(T) ] dl' = 0 

. ' dt 

(4. A) 

( 4. 1 5) 

(4.16) 

en este caso como v,. pued·~ tener cualquicr valor y cl integrando debe scr cero para que sc cumpla Ia 
ecuaci6n ( 4. 16) en tonces 

d(pl') ,. p1· div(l') - pf- div{T) 0 
di 

(4.17) 
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que es igual a 

dv 
p -­

lll 

como Ia aceleraci6n a es :~gual a 

entonces 4.17' se convierte en 

+ v dp 

dt 
+ or di\·(v) - pf- div(T) = 0 

--
a 

dv 
dr 

p u .. ;~ [ !1 
p + p d i v ( v ) l = p] T d i v( T ) 

dr 

(4.171
) 

puesto que Ia expresi6n entre p;:.n~ntesis t::s nula por scr Ia ecuaci6n de continuidad (4. 7)., entonces 

(4.18) 

que cs la ecuaci6n de Ia conscr,,aCtl)n de la cantidad de movimiento, en ella se ve que 

o sea, es otra expresi6n en Ia que se relaciona un campo vectorial (el de fucrzas T) y un campo 
escalar a traves del operador div.:rt,encia, el cual rclaciona el campo de fuerzas T con el campo de 
fuerzas masicas y de acdcracinnes 

Como una consecuencia importantc de este principia se ticncn las ecuaciones de equilibria dinam\co, 
las cuales a continuaci6n sc deduccn. 

4.4 Ecuaciones de equilibrio 

Estas son las ecuaciones que deb~~ cumplir cualquier clemento diferencial de un cucrpo que se 
encue111tra en equihbrio dinamico y que son d~ducidas a partir de Ia ccuaci6n de conscrvaci6n de 
cantidad de movirnicnto (4.18). por tanto, cmsidcrando que 

di\·(T) aT( i) 

ax 

1.30 



de donde Ia ecuaci6n (4.18) se convierte u1 

,... 

] -
= Pl I ir(i)_ af(J) ar(k > 

pa -t- + --- + 

l. ax ay az (4.19) 

como 

T( i ) = (J I + Tnj . T k 
.l .c:: 

T(j) = T I + a) + T k .. \ ):: 
(4.20) 

T( k J T i :< 
. T:) + ak 

reemplazando las expresiones (4.20) en (4.10) se obticnc 

-- [a,~ aT 
l\ 

aT 
rJ \C k pa ·-· + I + .I + 

dx ax ax 

a,- (;'(} (}T 
+ 

I' 
I + 

\ j . \~ k 
ax av av 

(h OT a a_ ] :'.\ ;:y k (4.21) I - } . 
a::: a::: a:: 

como 

---
(,' a, i ,. a,J + o k 

y 

T = f~ i T /) ... / k 

igualando los coeficientc~ de los vec-tores unilarios i, .J y k sc ticne 

Q(f OT OT 
p o, P/ + 

\ .u + 
.:_'.l. 

-
.. l ax 0\' oz 

OT oa OT 
po, = p_f, + 

r) ' :.v (4.22) 
ax ay a7 

~-

aT ,- aT ,- JCJ_ 
pa J/ ... + I.: ax (!\ a:: 
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que son las ecuaciones de equilibria buscadas; en elias se ve que existe una relaci6n estrecha entre 

las cornponentes del tensor esfuerzo con los campos de aceleraciones a y el de fuerzas .1. Es 
importante recordar que en ella:~ ·1mplfcitamente se curnplen los principios de conservaci6n de masa, 
ecuaciones (4.4) o (4.7), y el ck conservaci6n de cantidad de rnovimiento, ecuaci6n (4.18), que sun 
validas para cualquier material. 

4.5 1Principio de conservaci6n de eneq~fa 

Segun este. Ia energia nose crea. m sc destruye solo se transforma (aquf nose considcraran los efcctos 
relativistas de intercarnbio entre materia y energfa). 

Ahora, si se considera que el trabajo W conunicaclo a un sistema por fuerzas extcriorcs y adcm;is si 
se le proporciona energfa calorffica Q, entonces estc expcrimcntara un incremento en su energfa 
cinetica interna K y en la potencial de dd'ormaci6n £. Pucde decirse por tanto que 

k + i; = w + (2 (4.23) 

que indica que la suma de Ia va-i<lci6n J,;: l3s encrgfa cinetica y potencial del sistema con respecto al 
tiempo es igual a Ia suma de las variaciones del trabajo y calor comunicados a el, 

como 

K 

y 

J ,,.; pr; dv 

don de: 

c: - densidad de energfa interna f)Or unidad de masa 

de (4.24) seve que deriva.ndoia con respccto al tiempo tencmos 

k 
2 J ,.,; 1 r [ d\· - p(:2\') -

2 . ol dr 

o sea 

k I'"' (p V(j + 

v2 dp 
._) dv 

2 dr 
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as11nismo, deriv(mdo Ia ecuaci6n (4.25) con respecto al tiempo 

i; =I !!_(pE) dv == J (pt + r, op) dv 
"Of d! \'Of Of 

ahora, de acuerdo con la ecuaci6n (4.8) Ia resultante de las fuerzas externas R esta dada por 

R = J ,,. P.f dv ... (. T(n )ds 

y como W = R · a, entonces derivando con respecto al ticmpo 

W = R • v 

reemplazando (4.8) en (4.28} 

"-' = J P.T · i; dv + J. T(n ) · ~~ Js 
v J\ I p T · v Jv + I v div v T(n) Jv 

\' 

o sea 

W == 1· [ p.f· v ~ grad (~;) • T(n) ~ v div T(n) ] dv 
. v 

Por su parte 

Q = f (j . n ds ... f p Jj dr 
. s v I div((j )dv. + J ph dv 

v \' 

siendo 

q · vector de tlujo calorffico; (j = k p,rad (0) 
. dh !1 - entalp1a· h = 11 ,_ ov · h c= ---

, j ~ (/; 

k - coeficiente de cr,ncluctividacl termica 

e - temperatura 
u - energfa interna 

p - presion 

v - volumen 

sus(ituyendo (4.:~6), (4.27). (4.29) y (:l..JO) en (4.2J) se tiene 

I,. (div({j) + pi]) dv 

p ru +--;:;- --- + pc: +- c; --- pf • v- grad(v) • T(n) 
[ 

---- \' 2 dp dp - --

.;.. dr dr 

-- ,. o'iv (T(n))- dir ((j)- pli ] dr = 0 

(4.27) 

(4.8) 

(4.28) 

(4.29) 

(4.30) 



rcordenando 

r ,- J- ( ) r + _v) l Jp .l pi.: - grad6·) · T(ii) - Jiv ({j) - pli + 
2 dr 

+ v [ pi - pf - di v ( T(n ) ] } dv " 0 

y el tt!rmino entre parentesis re,:tangulares es nulo porque representa el principio de conservaci6n de 

cantidad de movimiento (ecuaci6n 4.18); por otra parte, en este caso no se considera t1ujo de rnasa, 

o sea, no existe variaci6n de Ia c[,;nsidad con el tiempo, por tanto dp = 0, entonces Ia ecuaci6n (4.31) 
q~~ ~ 

J.., ( P ,:; - grad (i!) · -T( n ) -· Ji v ((j) - p Ji) dv = 0 (4.32) 

Para que Ia ecuaci6n (4.:~2) se curnpla (como se ha visto anteriormente el integrando debe ser nulo), 

se despeja pc 

p t = grad (\• ) T( n ) + d i \' ((j) + p li 

que es Ia ecuaci6n que representa cl princip1o de conscrvaci6n de cnergla. 

Como 

(j = k grad ( 8 ) 

entonccs 

di1•({j) = di1· (k gmd(B)) = k v 2 8 

(porIa propiedad (A.2~;_c) del a
1
Jcndice 4.A). adcmas como 

don de 

d(} 
i; = c, 

dr 

C,- calor especifico a volurncn constante 

por lo que otra forma de la ecua:::i6n de cnergfa sera 

~ d 0 I -- 7' I. ......, 7 0 ,. p C, = g /'(/( IV) • ( f1 ) + J\ v . + p I 
dt 
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Ahora como (ver ecuacion 4.A.7 del apendice 4.A) 

av 
\ 

av av 
+ 

.\ 
+ 

.I 

ax ay az 

grad(v) 
av av av, 

.' + \ 
+ ax a.v az 

av av av, 
+ + 

dx ay az 

y de las relaciones (4.20) ~;c tiene que 

(] + T + T 
\ " .t.: 

T( n) T ~ (T + T,, 
l 

\1 .' 

T + T + (f 

" ~~ : 

entonces 

d1' d\' av l grad n;) . T(n) \ 
+ 

\ 
'(f + T + T:.< 

-t· 

ax 0\ '• \ ' \".t oz. 

I a~· 0\' a .. 

l 
.' \ \ 

( Tn + + (f T 
dX d\' a:: \ 

,. 

I 
dr ell dl' 

+ ( 'T <C 
+ .,. + 0 ax av a: , y:.-

Si se considera que existe clesacoplamienlo er:tre componentes de csfuerzo y velocidad. de manera que 

los productos mixtos entre componentts normalcs y tangenciales son nulos, por ejemplo: 
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y tornando en cuenta la simetria, el tensDr [ T] (r" = r,, , etc.) entonces se llega a que 

'" 0 ,l 

a V dV 
r \' 

+ (J 

dX y dV 

[ 
av, av: ] 

+ T ---- + --
t: az ax 

ahara cons1derando las relaciones cincm<iticas 

se tiene 

av 
a:: 

2 t 
.t.~ 

av 
t 

az 
d\': 

+ , etc. ox 

+ 2 (T E T E + T E ) 
t\ C\ T lZ lZ _\7 \~ 

expresi6n que representa una poter>cia rnccanica. 

(4 . .16) 

( 4.37) 

Por su parte Ia variacion d·:: Ia ,.~ntalpfa con respecto al tiempo h se puede considerar que esta dada por 

h = li ~ p t,,{ (4.38) 

si la energfa interna u cs consL:J.rJte entonces 

(4.39) 

ya que 

p - presion is.otropica 

sustituyenclo (4.37) y (4 .39) en (4.J5) se tiene 

pC ae k ~: 2 2 6' ( o, pp)t, ( (J \ pp)t, + T ~ -
l' 

OT (4.40) 

(o - P/7) t. + } 
( Tn t" - Tt.~ t: t; + T t: ~ 

F \:· 

U6 



que es una forma nuis thil del principio de conservacion de energfa, la cual tambien es valida para 

cualq uier material. 

Ahora bien, se pueden obtener casos ;><:.niculares de Ia ecuacion (4.40) aplicables a di~tintos materiales, 

ya que si se observan los tE:rminos correspondientes a Ia potencia mecanica, en ellos pueden reem­

plazarse los terminos de esfuerzos de acuerdo con Ia ley constitutiva del material en cuestion, asf, si 

por ejemplo se tratara de un lfquido para el que es valida Ia ley de Newton en la que 

(a.t + p) = :~p.tx - 3_ p. div(v) 
3 

(a p) ') . 2 
div(v), + -- ,_p.e_, - fJ. 

3 

i 
') . 

i = 2p.i;r -· ·'-IJ.Sn _\\ .'-: 
, 

etc. 

etc. 

(ver capitulo sobre viscosidad), entonccs reemplazando esto en Ia cc. (4.40) se obtiene 

,., (J() k r• o ij J [ 2 (- 2 . 2 . :>) 
P lv - == \ - l + II ' e + e + G-\' ai r l ' \ . 

considerando que 

(div(v))2 = (.S, + t, + tJ 2 y p = 1 para el agua 

a la expresion entre corchet.:s { } se le denomina funcion de disipacion ¢; entonces se obtiene que 

ae 
p C, = k v 2 

() + J1 cp 
ih 

as1m1smo como 

donde 

c 
f' 

R 
,, = (' - p 

M f' p() 

C~ - capacidad t'~rmica a preston constante 

R(> - constante universal de 1os gases 

M - peso molecular de un ga~. 

137 

(4.41) 

(4.42) 



enwnces 

derivando con respecto al tiempo 

p c, e = P cp e - p 

JO de 
p c, --- == p c -

dr r Jr 
dp 
dr 

recmplazando (4.43) en (4.41) sc obtlene 

fJ c J 0 
= k v- :' e + fl. <P + Jp 

!' Jt dt 

(4.43) 

(4.44) 

vale !a pena recordar que Ia~. ec:.;aciones H.4l) y (4.44) solo son valldas para tluidos donde rige el 
modelo del cuerpo de N~w:on t~n tanto que Ia ecuaci6n (4.40) se considera de validez general. 

En Ia ecuaci6n (4.40) se oh~ena que cxistt un acoplarnicnto cntn: los cstados de csfuerzm. y el campo 
de temperaturas (). 0 S•2a que ~.e nillCSt.ra como era logico esperar. que los cstados de esfuerzos inducen 
cam bios de temperatura y vice' t'l·-;a. Adem::ls tam bien ~e ve que dicha intcracci6n depenck del tipo de 
material, puesto que ntervicnt'n las cantidades de deforrnaci6n que est~i.n ligadas a los esfuerzns a 
traves de las propiedaJes del lllalt::rial. 

4.6 Principio de aurnento de t'nlropia 

Este princtpio exprcsa qLc "la ~ariaci6n con el tiem;_Jo de la entropfa total (S1 ) de un sistema. nunca 
es menor que la suma del nu_jo de entropfa .)1, a travcs de sus fronteras, asf como del tlujo de entropfa 
proporcionada por la masa que tluye cl trave) de eila~". Para rccordar cl concepto de entropla se pucde 
ver el apcndice 4. B. 

La variaci()n de entropfa ll>tal sc rqm~scnta por dS/dl cl flujo de entropla debido a Ia masa que fluye 
se representa por B, entonces cl principio menctonado se simboliza matematicamente de Ia siguiente 
man era 

como 

dS 1 

lll 

dS. 

dr 
- B - f

1
' S1 ds 2: 0 

d J . p 7] ch' = J . p 'I d \' 
tit 1 '1 '; ~, 1 of 
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siendo YJ la densidad de entropia (o sea tiene untdades de energfa por unidad de temperatura y par 
unidad de masa), par otra part~~ 

B == J, p h dv (4.47) 

donde b es la densidad de entropfa qUI~ entra o S<ile por el tlujo de masa, asimismo 

5
1 

= p ( 1, n) (4.48) 

(siendo s el vector que representa el tlujo no material de entropfa), reemplazando (4.46), (4.47) y 
(4.48) en (4.45) se tiene 

J,./ pijdv- f\. phdr- fs p(l· n)dr 2 0 (4.49) 

aplicando el teorema de Gauss y agrupando terminos 

J v, (p1] -- pb - Jil' (5)) Jv 2 0 (4.50) 

de aquf se concluye que el integrando debe cumpl1r Ia desigualdad siguiente 

IJ1] - ph - di\' (S) ?: 0 (4.51) 

que es una forma de reprt:~sentar matelll<iticamentc el princtpio de aumento de cntropfa. 

Ahora, si se llama 

( 4. 52) 

donde 'Y es Ia producci6n local de entropfa se tiene que 

P'Y 2 0 (4.53) 

lo cual indica que Ia producci6n local de entropfa siempre es mayor o igual a cero, lo q:Lle ilustra el 
principia de que siempre aumenta Ia entropfa de .1n sistema. 

Como YJ, b y S deben ser funciones del espacio, tiempo y temperatura. entonces 
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1] ·- 01 (X, y, ~ t 8) .. , t, 

b - o, (X. v •. , I, 8) (4 .:)4) . , 

s - ¢, (X' \.' ~ r, 8) 
. ·' ~ . 

lucgo las funciones ~;oluci6n del problema (¢ 1• 9 2 , ¢ 1) deben cumplir Ia ecuaci6n (4.51). 

Ahora, ~i se considera que 

S=!l + s 
e I 

(4.55) 

y 

h = ~ + h 
0 I 

t-i .56) 

q h donde es el flUJO de entro:•la dcbidiJ al tlujo cle calor y el de entropfa por el tlujo de energfa, e e 
sen tanto que S1 y h 1 se dd>en a otm~ tipos de causas. Ahora considerando que por cl principio de 

conservaci6n de encr.sfa (ccL~a::i(ln 4.3\). 

dir(ij) 
p p 

entonces en (4.56) queda 

h '~ /1 
! 

--
(1 

.!!,lud(0) T(n) - dir(ij) 
pO pO 

sustituyendo (4.55) y (4.58) ~~~- (~.51 1 .~.e cbtiene 

I p 
PYJ - p ': -

f) 
t; + 

reordenando 

grad(\~) T(ii J + 
II 

I 
di·.·(~) 

() 

como de la propiedad de la div·2q2encia (ecuaci6n (A.23.c) apcndice 4.A) 

I I l - I -= grod (j · (j + /) dir(q) 
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entonces 

-·- IV ( ll) - Ci i V -- = s_; mJ - • (j 1 d' -- I [ ~'l~ [ 1 l -
19 · ,9 ' e (4.60) 

sustituyendo (4.60) en (4.59} s.e obtiene 

P ~~- ~] + -~ grad(i;.) • T(ii) +grad [-
8
1 
]·-- div(S1)- p b 1 ~ 0 l e o >, q (4.61) 

puesto que, como se vio anteriormelllte 

t=CiJ 
\' 

y 

lo cual reemplazado en (4.61 J :~e otnicne 

+ k grad (4.62) 

que constituye otra forma de Ia ecuact6n de principia de aumento de entropfa, en Ia cual se ve que 

los campos de entropfa (~'· .~!, y h1) estan relacionados con los de temperatura (8) y los de esfuerzos 

(ax, aY, etc.). De ello se con.::luye que existe interacci6n entre cntropfa, temperatura y esfuerzos, lo cual 

implica que los cambios de esfuerzm y/o de temperaturas necesariamcnte inducen cambios en la 
entropfa del sistema, de rm,nera que esta siempre aumenta. 

4. 7 Resumen de ecuaciones die prindpios mec~inicos 

A continuac:i6n se presentan las cuatro ccuaciones representativas de los principios generales de Ia 

mecanica (ecuaciones (4.7). (4. 18), (4.40) y (4.6:~)). 

Principia de conservaci6n de masa: 

dp 
- p di\'( ~-) = 0 

dt 
(4.7) 
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Principio de conservaci6n de cantic;ad de movimicnto: 

Principio de conservaci6n de energ1a: 

,. 2 {r t 
\ X_\ ~, 

Principio de aumento de entropfa: 

p [1] -- t'i c 
I /) 

I 

0 

p a == pf + div(T) 

+ (J t T 2 

grod(fi) - di1·(S
1

) - ph
1 

?: 0 

-+ T 
y:: 

.. l 
(;\C) j 

(4. 18) 

( 4 .40) 

(4 .62) 

Estis cuar.ro ecuaciones, como SL' ha cliclw con anterioridad, son independientes del tipo de mat•crial 

que constituye a los ~isternas y son por tart.o de validez general. 

Como un comentario .:~n relaci('n con c~.te trabajo. mcncionaremos que no se emplearan los principios 

de conservaci6n de erk'rgfa ni el de amn~nto de Clilropfa, por lo que se hacen hip6tesis s1mplificatorias 

de que los cambios de est'ucr.ws no tnclucen cambio.~ de temperatura. ni de entropfa en el mcdio; es 

decir, se supone que esto~; son despreciables. Esto sc hace para simplificar todos los analisi~: que siguen 

en este curso; sin embargo. en e~~te capitulo se prcscntan para no olvidar SLl cxistencia y recalcar su 

importancia como prircipios fundamentales de Ia ffsica y que al scr tomados en cuenta en los analisis 

se pucde mode!ar mej•Jr en Ia realidacl. 

Tambien vale Ia pcna senalar que un anal isis compkto de un problema real implica Ia soluc16n simulta­

nea de Ia.\ ecuaciones que repre<;entan lo·~ ctatro principios aquf mencionados y adcmas las ecuaciones 

constitutivas validas para el ma1.::rial que confonna a! -.istema mccanico. Es obvio que dicha resoluci6n 

simultanea es un pwblcrna matcmatico 1.omplicaclo. 

Ademas. es convenienle destac<,- que las ecuacioncs constitutivas. para que scan aplicables a e-'>te caso, 

debcn contener expllc1 ~amente tcrminos corresponclientes a los campos clc temperatura y en tropia, y 
no scilo una relacion er la que aparl'zcar unicamente los tcrminos de esfuerzo y cleformacion, ya que 

como se sabe. comt'mmcntc di·.::llas ec1Jacioncs son del tipo 

siendo ¢ 1 y ¢ 2 operaclore-. difer,~nci;:des de Ia forma 



q;,l 2 ::-: !.:: (1 

I" li 

sino que deben ser relacione:; tales como 

di 
a r i 

¢ 3 dT]. [E], fJ y S) =0 

siendo ¢ 3 un operador diferencial muy general. 

j.::,J 

(4.64) 

(4.65) 



Apendice 4.A 

Operadores diferenciales 

Estos operadores son transformaci:::me~; matematJcas cuyo dorninio puede ser un campo escalar o 

vectorial, a su vez ~.u codominio tan1bien pu~de ser un campo escalar o vectorial. Lo~ operadores 

mencionados son d gradiente, el rotac onal y la divcrgcncia. El gradiente sc aplica tanto a campos 

escalares como a ve{:toriales y el camp0 resultante de Ia transformaci6n (codominio) en cuJJquier caso 

es vectorial. El rotac10nal se aplica a un campo vectorial y el codominio aunque es un campo vectorial 

su resultante es escalar. Por lo que se rdiere al tipo de cantidades ffsicas que constituyen los campos 

escalares se encuentran los campos gravitacionales, de temperaturas, de densidades, etc.; en tanto que 

en los campos vectoriales existen los de d-:-splazamientos, velocidades, acelerac10nes, fuerzas, etc. A 

continuaci6n se describiran hrevernE·nte cada uno de los operadores mencionados. 

Gradiente de un campo eswh1r 

Estc operador permite obtener la derivada direccional maxima de un campo e~calar. Es decir genera 

un campo vectorial que repre~enta la dcrivada dircccional maxima en cualquicr punto de Ia region 

considerada, y nos da cl vecto:· q.1c r~prcscnta la direcci6n en la cual el campo escalar varia en mayor 

proporci6n. La transtormacit)n matcma~ica en c~tc caso sc puede simbolizar de la mantra siguiente: 

donde f es un campo .;:scalar, I· uno vectorial y <P 1 un operador de Ia siguicnte forma 

I T 

(} (} 
-) T- k 
av a:: dx 

donde \7 se llama ooerador nabla. 

El operador gradiente ~c ,uelc represcntar ma'-. conlllnmente como 

at 
I T 

ax 

o tambien de manera mas comp eta cc,rno 

at . 
-.·- J + 
d\' 

\f 

at _ _;_ k 
a::: 

( !\. I) 

(A.2) 

(A .3) 

(A.4) 



asf que como f es una func i6n de la~. :oordenadas espaciales, o sea 

f :=: f (X. y, Z) 

entonces grad(/) es un caJlr.po vectorial cuya.s componentes, segun las direcciones i, j, k senin campos 

escalares por las derivadas parciales defsegun x, y, y.:: respectivamente. 

Como un ejemplo flsico de dt:rivada direccional maxima se ticne Ia trayectoria que sigue el agua al 
escurrir por una montana, en la que en cada pJnto de dicha trayectoria sigue e! camino donde Ia 
derivada es maxima. 

Gradient~;~ de un campo vutodal 

Este operador proporciona u11:a deri'lada dircccional para un campo vectonal, es decir, indica Ia 

direcci6n donde el cambio dt: dicho campo es maximo. En este caso la transformacion es 

(A.5) 

siendo u y v campos vectoriC:Jies clados por 

-
u = UJx.y,z) i +- U,(x,y,::.)j .. UJcv,z.)k 

(A.6) 
\- = VJx,y.z)i + VJr.y,z)j + V~(x,y.::Jk 

y el operador ¢ 2 es· 

a" 'J au aU 
t t .t 

+ + 
ax av a:· "· 

arr au au 'J 
Grad (ii) \ .' 

+ 
\ 

ax av a::. 

J 
a" au au IJ 

' + 
ox av oz. 

(A.7) 

Mediante este operador se puccle calc ular el in.::r~~mento del campo vectorial \- = ..l u de Ia siguiente 

man era 

-;-. = Grad (u) · D./: ( sicndo D. r = ..l, i + ..lj + jj,J) (A.8) 

* Observe;,e qut:- d sfmholo { ) implica que e~ un \edcr ;: n<> una matnz. 



osea 

r-

! au au au 
.t 

+ 
.t t ~ 0 0 

d:r ay a::: .t 

au au au 
v y 

+ \ \ 0 Ll 0 -· + ax ay a::: .I 
(A.9) 

I au ave au 
l a.~ + + : 0 0 ~ 

~y a::: 

au 
·' [

au au au l _ _.~_,._Y+ __ > ~j 
ax ay az \ ax 

(A.JO) 

de est.a manera ~~ repres,~:nta e vect('r que :~e debe agregar al vector u en el punto P1 para obtener el 

vector u en el punto P,, al que se lk;sa al agregar el vector ~r al vector de posicion de P 1 (figura 4.2). 

:/ 
P, r·---D.r __ _.,P2 

j/ 

Es conveniente haccr notar quf l<i sir11txl)gia para obtener r en la ecuaci6n (A.8) como un proc.Jucto 

pun to, es solo para scria!ar c6r: o ~e cor:ninan los componentcs de los vectores ~rud (ii) y !1r, pero 

el resultaclo es un vector y no un L:SC<i Jar, como '>C observa en Ia ccuaci6n (A.l 0). 
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Rotacional 

Este operador se aplica a un campo vectorial y se obtiene otro campo vectorial. Esta transformacion 
se expresa de 1a manera ~iguiente 

(A.ll) 

donde u y v son campm. v~:ctoriales <iados por 

·-· u = u, (x,y,z)i ... u) (x,y,z)j + u, (x,y,z)k (A.12.a) 

--
v = V, (x,y,z)i + V, (x,y,z)j + Vz (x,y,z)k (A.12 .. b) 

el operador ¢ 3 se representa pc'r rot Ti el cual se simboliza empleando el operador nabla de la manera 
siguiente: 

r i J k 

Rot ( li ) l 0 

a a 
= \' )< ll = 

~' av az 
u u 

·' ·' c 

(A.13) 

osea 

[
au au j rot(u) = ~ - -;__:~ i -
ay ,~z 

(A.l4) 

puede observarse que el vecli·Jr rot li corresponde al vector -~~ de !a ecuaci6n (A.l2) y sc vela ecuaci6n 

(A.l4) que se obtiene meclLlnte derivacioncs parciales de las componentes U, , C, y U~ del campo 

vectorial Ti. 

El vector rot u tiene la propiedad matemc:i.ica tal, que si se proyecta sobre la normal asociada a un 

plano dado, es decir, si se o:)tiene el produ:to escalar entre el y el vector n, la cantidad resultante es 

igual allfmite al que tiende cl cociente entre la integral de lfnca -~ u.dr sabre un contorno cerrado dado 

por una curva cualquiera (L), y cl area encerrada por dicha curva cuando esta tiende a cero, o sea 

rot {Xi) • n =Urn I fu . drJ
1
;/ ~s 

j.,-{J L 
(A.l5) 

expresion que esta referic:a a LL figura 4.3. 
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1/ 

/r 
1/ 

n rot. ( u) 

\ Curva L 
'..../ / 

J.---------·-----------' 

FIGURA 4.3 

Por tanto, la integral de Jfnea puede represcntar el trabajo realizado por los diferentes vectores u, que 
constituyen el campo del mismo nombre, sobre Ia trayectoria definida por Ia curva L. Asi que Ia 
integral tendra unidades de energla, que en sf es una magnitud escalar, lo cual es congrucnte con el 

producto escalar entre los vr..-<:torcs 'Ot(u) y li (que se obscrva en Ia ecuaci6n A.15). Esta ecuaci6n 
a su vez sirve de bas~ al tecmma de S wkes que se vera posteriormente. 

Ahora, dcsde el punto de vis:ca ffsico, puede decirse que dada Ia configuraci6n (o variaci6n) que tenga 

el campo u, el ope rador rot ( ~~) ddt ctara la tendcncia de que sc forme el campo vectorial v. Esto se 

entiende de Ia siguiente man·~ra, ~.i por ejemplo el campo u corresponde a uno de desplazamientos, 
de acuerdo como se distribuyen .~stos se presentara Ia tendencia a girar o no en mayor o menor 

proporci6n. Esto es.. ~.i en un punto d rot(/;) es cero quiere decir que no habra giro en el, pero sino 

es nulo entonces si existini y ~.u ma.gnitud y orientaci6n estaran dados por el vector rot(u) en ese punto 
(recordar que como IS',, U, y V son i·unciones de x, y, y z; entonccs las cantidades que aparecen entre 
parentesis en la ecuaci6n (A.\4) tamhit:·r~ seran funciones de x, y, :.). De igual manera un campo de 
velocidades segt.in su variacic'rn puede inducir un campo de vectores torbcllino y uno de fuerzas 
producira uno de vectoJres rnomer to. 

Divergencia 

Este operador se aplica tambi{:n a un :ampc vectorial, pero en este caso se obtiene un campo escalar. 
Esta transformaci6n sc expres.a en estc caso como 

1>., (II)= m (A.l6) 

donde u es el campo vectorial y m es el ca,11po escalar que estan dado<; par 

u = U, (x,y,n i ~ U\ (x,y,:.)j + U: (x.y,z) k (A.l7a) 
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m =m (x,y, z) (A.l7b) 

ahora el operador </>4 se representa por di v ( u), el cual tam bien se simboliza empleando ,el operaclor 

nabla, pero de manera diferente a los operadores gradiente de un campo escalar y el rotacional como 
se muestra a continuacion 

au 
ax (A.l.8) ·' + 

se tiene entonces que el caupo m es por tanto 

m(x, y, z) 
au 

X 

ax 
auy au_ 

+ + __ _:: 
av az (A. 19) 

ya que se obtiene derivando las cornponentes U,, U, y V del campo u. 

A su vez el opcrador divergencia tiene una propiedad matermitica importante, al igual que el rotacional, 
la cual se simboliza como 

d i 1 • ( u) = If m IJ u . nds ] I D. v ,;;-) l s 
(A.20) 

esta expresi6n se explica rned1ante Ia ftgura 4.4. 

Puede observarse en ella que Ia integral representa la proyccci6n del vector u. que pasa por cada punto 

de Ia superficie S que encic:rr·a el volumcn D.1•, sobre Ia normal en dicho punto. Observese que esta 

integral es una sumatoria de producto~; c~calares y reprcsenta una cantidad escalar (y no vectorial) por 

tanto div(u) es asimisrno escalar. 

En este caso, desde el punto de vista flsicJ, puedc considerarse que el operador divergencia detecta 
otra caracterfstica de Ia variabilidad del campc1 li. Esta consiste en determinar la tendencia a Ia 
concentraci6n o desconcentraci6n del flujo t:n los diferentcs puntas del medio considerado, 
represent:ado por el campo ii, el cual a su vez concliciona que cicrtas propiedades intensivas definidas 
para cada punto, que constituyen ca~npus cscalares, se ncremcntcn o decrementen. 
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FIGL:RA 4.4 

Es decir, si por ejempJo el campo u rcpresenta tlujo de masa (velocidad de partfculas), Ia divergencia 
de dicho campo indicara si existe au11ento o disminuci6n de Ia densidad en diferentes puntos; ya sea 
que Ia divergencia resulk~ negativa o pc:~iti' a respcctivamente (esto se ve con mas detalle en el inciso 
4.1 en lo referente al principio dt~ cunservaci6n de masa). 

Observacion con relacion a los operadores· diferenciales 

Es importante recalcar lc. aplic:abil idc=,d del operado1 nabla 

a a . a 
I + - J + k ax d\' ()z 

en los operadores gradiente. rotacional y divergencia donde se ve que 

grad([)= v f 

ror(u)=v xu 

di~·(/J) = v . u 

(A.21) 

(A.22.a) 

(A.22.b) 

(A.22.c) 

y por tanto, operacionalmente cl~cho ooerador nabla se maneja simh(J/icmnenre como un vector; puesto 

que en el gradiente se aplica cada termin;) de derivaci6n al campo cscalarj; en el rotacional se efectua 

una operaci6n semejante al producto wctorial cruz y en el divergencia una parecida al producto 

puntual, sobre el campo vectorial il. As1mismo es importante resaltar que el manejo de estos 

operadores en los cursus de Mt:canica de medias continuos es rclevante, puesto que en esta se trabaja 

con campos escalare~; y vectoriales talEs como los de desplazamientos, vdocidades, fuerzas, esfuerzos, 
ternperaturas. densidades, gravitacionale~, etc. 
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Enseguida se presentanin algunas relaciones importantes entre estos operadores. 

Igualdades importantes: 

a) grad(ml) = m grad(J) + grad(m) 

b) rot(mu) = m rot(U) +grad (m) x u 

c) div(m u) = m div(u) + grad (m) . ·~ 

(En las expresiones anteriores y las que ~iguen m y f son campos escalares y u vectorial). 

Operadores sobre funciones cornpuestas: 

a) grad(f (r s ... )) == ~/ l'rwi(r) + f}/ ~rud(s) ~ , , ar ,, ' as ' ' 

b) (- , ) . d . ) au 1 < l . au rot u v·' s'. . . ) :::; X ra lr X -d;- + g f'tl( s X T + 

. r uS 

au au 
c) div(u (r, s, ... )) == grad(1') · ::~,. + grad(s) • 

u js 

Operadores compuestos: 

a) rot(grad (j)) = 0 

b) div(rot (u)) = 0 

c) div(grad (/)) = V' 2 f 

siendo V'" el opcrador laplaciano dado por 

()' 
j. f :: 

d) grad (div(ii)) - rot {mr (u)) = v 2 
u 

siendo 

+ 

a' 
+ --

a-' 

v ? ll ~. \' 2 u \ T .. \ 1 u I 7 + \ ] u k 

lSI 

(A.23.a) 

(A.23.b) 

(A.23 .. c) 

(A.24.a) 

(A.24 .. b) 

(A.24.c) 

(A.25.a) 

(A.25 .b) 

(A.25.c) 

(A.25.d) 



Teoremas integrales: 

1. Teorema de la integral eel rotaciona '[ode Stokes). 

Integrando la ecuacion (A. 15) 1!n toda. Ia ~.uperficie exterior 

f ror (ii) . n ds = f u . dr 
~ L 

(A.26) 

Este teorema proce<le de la J:ropiedad del rotacional dada por la ecuaci6n (A.l5) yen el seve que es 

posible reducir una integral de sup(~rftcie :a una integral de lfnea. 

2. Teorema de Ia integral de la di,,ergcnc a (o de Gauss). 

Integrando Ia ecuaci6n (A.2Clt en tc,do el volumen de control 

(A.27) 

Este procede de la propied<itd (k la d vergencia dada por Ia ecuaci6n (A.20), en el se ve que una 

integral c:e volumen se reduce a u.ne:. de superficie. 
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Apendice 4.B 

Entropia 

La entropfa es una propiedad extensiva de un sistema cualquiera dado que se requiere de referencia 
otro sistema. 

Por ejemplo, una probeta de un rnaknal (que en sf es un conjunto de partfculas) o un mecanismo 
cualquiera de conversion de energfa. Esta propiedad mide el grado de desordcn de la materia, asf como 
la cantidad de calor que no puedc trailsformarse en energfa mecanica util al hombre. 

Puesto que es un conc:epto (_kc nivc, de ab;traccion clevado y debido a que no se puedc medir 
directamente, conviene tratM de entcrd~rlo a travcs de algunas de sus implicaciones m::is importantes. 

a) Se puede esti mar cuanti tati vam1~11te i nec.ia.nte la ex presion 

S = fr C JT L \ T 
(B.l) 

siendo S0 = 0 la entropfa n1fnima que: l·orresponde a una sustancia crista! ina pura a oc K (temperatura 
absoluta)., T la temperatura del sistema y C ;::! calor especffico a volurnen constante. 

b) Una definicion alterna del caml1io de entrop1'a es la siguiente: 

El incremento de entropfa puede c-;timar'>e a tra~es de las relaciones siguientes: 

0 

don de 

c 
dS = -~ dT --

T 

c 
dS - .___!_!_ dT -

T 

C'"- capacidacl calorffica a volumen constante 
c~ - capacidad calorffica a p:esion c~mstante 

l:V. - coeficiente de expansitin 1ermic.:1 

!!._ dV 
{3 

Va dp 

f) - coeficienle de compresibilidad volumetrica 
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En el primer caso, se ve qu.~ a preswn constante Ia entropfa crece a! aumentar tanto la temperatura 
como el volumen del sistema, yen el :;egundo caso, que es a volumen constante, esta crece si aumenta 
Ia temperatura pero decrcce :si se incrementa Ia presion. Ahora bien, como por la segunda ley de la 
termodinamica Ia er.tropfa dd L.niverso si.empre aumenta, entonces en el ultimo caso mencionado al 
aumentar la presi6n y decreccr Ia entropfa del sistema aumenta Ia del medio ambiente. ya que al crecer 
la presion se genera calor qu.e se irradia hacia el. 

c) Ahora bien, de acuerdo ccn l.a prin'era ley de Ia termodinamica, si se comunica calor a un sistema, 
parte se convierte er. energf.a mecanica y parte sc irradia (o rctleja, recordar que el calor tambien es 
una onda electromagnetica) tambie 1 como calor al medio que lo circunda. Esta parte se debe a Ia 
entropfa del sistema y puede t~ak:ularse dt~ Ia manera siguiente 

don de 

T - es Ia temperatura del Ir.edio ambiente 
S - es Ia entropfa 

(B.3) 

ll.Qirm· - calcr irreve-r•;ibic (,) sea calor que no sc pucdc transfonnar en energfa mec;inica uti!) 

d) Por la segunda ky genenil antes meJKionada, segun Ia cual Ia entropfa del universo sicmpre 
aumenta, existen las dos tenclcncic:.s ~iguientes: 

1. De que el campo c:e temperan.ra) sea uniforme 
2. De que se destruya cualqUJcr tipo de estructuracion posible en Ia materia (con lo cual se incrementa 

el volumen que ocupaJ, ya Cjue entre rnas dcsordenada se encuentre, su entropfa sera mayor; de esta 
rnanera, en una su~;tancia d<.da, su entmpfa crece al pasar del estaclo solido al lfquido y de este al 
gaseoso. Por estt~ rnotivo, 1:. tt:rcera ley de Ia termodinan1ica dice que Ia entropfa de Ia materia es 
cero a !a temperatura absoluta [0' K) siempre y cuando sea perfectamente cristalina sin ninguna 
imperfcccion cstructural (di:,.locacion~s, etc.) y que sea pura, es decir, sin matcrias extraflas a ella 
(impurezas). Por tanto. los :~olido; amo:-fos (por ejemplo, suelos) tienen entropfa no nula aunque 
se encuentren a oc K. Puec.e decirst que Ia entropfa esta asociada con Ia probabilidad de que Ia 
materia se encuentre en un (:stado ordenado o no. Ahara bien, siempre existe mayor probabilidad 
de que la materia se encuent rc des.Jrclcnada despucs de un proceso de carga, por tanto. Ia entropfa 
esta asociada a e:~ta probabi I id;:1cl. 

Como ejemplos de Ia entropfa en Ia natJraleza ·.,e tiene: a) Ia existencia de eventos es~ntaneos como son: 
Ia erosion, los tembltor.~s, los r<~yos, de .. b) la constante expansion del universo (a traves de Ia cual 
aumenta su entropfa). 

Este fenomeno se mani fiesta en proolcmas de ingenierfa tales como: a) Ia ineticiencia de los metodos de 
conversion de energf.a (por eje~rplc•: la b<~a cfi6encia de los rnotorcs); b) Ia generacion de calor por 
friccion; c) el fenomeno de histe··csis; cl) Ia pt~rdida de energfa por tuh. ~lcncia en eJ tlujo de lfquidos; e) 
los deterioros estructura;es por el uso en: estructuras, mecanismos, aparatos electricos, etc. 
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S. Elastitidad lineal 

5.1 Introducci6n 

La elasticidad lineal es la parte de Ia mecanica de los medias continuos que estudia d comportamiento 

de los solidos cuyas propieclades son independientes del tiempo, tambien lo son durante el intervale 

en que las deforrnaciones producidas en los medios continuos son recuperables al ce:',ar el e.-;fuerzo que 
las produce. 

El concepto de medio continuo es una ide.alizacicSn que se hace para los materiales reales, suponiendo 
que estos estin formados por una rnasa contir.ua sin huecos o separaciones en su interior. 

5.2 Ley die Hooke 

La ley de Hooke expresa una rdacion lineal entre esfuerzos y deformaciones. El factor de 
proporcionalidad entre esfuenos y deforrnacio 1es recibe el nombre de Modulo de cl<'tsticidad o Modulo 
de Young (E). 

Para un material elastica sometido a un estack> de esfuerzos uniaxial, Ia curva esfuerzo-deformaci6n 
es una lfnea recta con penditente igual a m5dulo de elasticidad del material (figura 5.1 ). 

F. 

-~~ 
r --f-.·---, 

_l -~ 

: I 
I I 
1 1 --·Inicio: 
I I 
I I 
I I 
I I 

: I 
I I .. .....,.. 
L __ .... r-- Final 

F 

FIGURA 5.1 

Matematicamente la ley de Hooke se puede escribir como 

(5 .1) 
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donde: 

a - esfuerzo normal 
e - deformacion uni1:aria 
E - modulo de elasticidad del material 

El modulo de elasticidad depende dt muchos factores, siendo los mas importantes e] tipo de material, 
temperatura y velocidad de carga. Dado que Ia dcformacion unitaria es adimensional las unidades del 
modulo de elasticidad son unidades de esfuerzo. 

Puede afirmarse que Ia mayorfa de los materiales usados por el ingeniero tienen un comportamiento 
elastica lineal para niveh::s de esfuerzo sumamente bajos. Sin embargo, cuando los niveles de esfuerzo 
aplicados son considerables, el compon.amiento del material deja de ser elastica lineal. no pudiendose 
describir su comportamiento a partir de Ia teorfa de Ia elasticidad lineal. 

Es un hecho experimental que a! scmeter un cuerpo solido a un est.ado de esfuerzos uniaxial, este 
experimenta deformaciones longitudina ~s •.::n Ia direccion del esfucrzo normal aplicado. Sm embargo, 
se observa tambien que el cuer;>a .se contrae o se expande, dcpcndiendo de si el esfuerzo normal aplica­
do fue de tension o de compres11.Sn como puede verse en Ia figura anterior. La re!acion entre Ia 
deforrnacion unitaria transvers;Ll (C:1 ) y la deformacion unitaria longitudinal (E 1) con signo negativo, se 
conoce como relaci6n de Poi.s:·.on. 

don de: 

v Relaci6n de Poisson 
c:, Deformacion unit<:1ria rransver~.al 
E1 Deformacion uniL<Hia longitudinal 

E, 

c., 
(5 .. 2) 

El signo negativo que aparect~ en la .:xpre~i6n (5.2) obedece al hecho de que si el esfuerzo normal 
aplicado es de tensi6n, Ia deformaci6n en Ia dircccion de ese esfuerzo sera positiva, rnientras que Ia 
deformaci6n transversal sera ne!~ariva si el m.:J.terial se contrae, por lo tanto, Ia relacion de Poisson sera 
positiva. St el esfuerzo normal <lpllcado es de com presion, Ia deformaci6n en Ia direccion del esfuerzo 
normal es de signo negativo. en tan'O que Ia deformaci6n transversal es pos1tiva debido a que el 
material se expande; por consiguiente. Ia relacion de Poisson resulta positiva. Lo anterior nos permite 
concluir que Ia relacion de Po1~,son dcfirida de acuerdo con Ia expresion (5.2) sicmpre sera positiva. 

En la tabla 5.1 se pre~entan al;,sLJnos valores tipicos de Ia reiacicSn de Poisson para dif.crentes ma­
teriales, obtenidos en el rango clast 1cu. 
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TABLA 5. I Yalores de Ia relaci6n de Poisson 

Relaci6n de Poisson 
v 

Material ~ 
11-·----··-·-----------·----- ·---

Acero 
Aluminio 
Vidrio 
Plomo 
Corcho 

I 

0. 25 - 0.33 
0.34 

0.22- 0.31 
0.44 
0.0 

. il 

I 

Caucho L 0.5 I 
Concrew 0.2 _j 
Arena compacta 0.25 
Arcilla rm.y compresible 0.35 - 0.43 

"===========- .~-====:::dl· 

Ley de Hooke generali.c:mfa 

Considerese un cuerpo solido sometido a un e~;tado de esfuerzos triaxial tal como se ilustra en Ia figura 
5.2. Para calcular las deformaciom~s que se generan en el cuerpo por efecto de los esf11erzos aplicaclos 
es necesario aplicar el principia de superposici6n, el cual establece que el esfuerzo o Ia deformaci6n 
resultante en un cuerpo somctido a ur1 sistema de fuerzas es Ia suma algebraic.<! de los esfuerzos 
producidos por cada una de las fuerza~ aplicadas en forma individual. Este principia tiene valiclez 
unicamente cuando existt una relaci6n J ineal entre esfucrzos y cleformaciones, de otra man era no serfa 
aplicable. 

Tomando en cuenta lo anterior, suponganws inicialmente que el cuerpo esti sometido a un esfuerzo 
normal de tension cr" por lo tanto, se trat2 dt: un estado de esfuerzos uniaxial, el cual produce 
alargamientos en Ia clirecci6n del esfuerzo apltcaclo y aconamientos o contraccione~. en las direcciones 
y y Z (figura 5.2); las deformaciones c;:r ]as direccrones X,_\' y Z. SOil, respectivamente: 

cr 
·' E "' ·- r D, ; f. r f. 

.\ 
(5.3) 

E' 

Cuando se aplica el esfuerw normal o, en fo·ma individual se tiene: 

[; ',I E E 
a, 

E i' E 
' \ \ E ) 

(5.4) 

Final mente, para crz se ubtienr: 

a 
E v [ c r E E, 

t \ E 
(5.5) 
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La deformaci6n re.mli:ante ,;:n una d1recci6n especffica es Ia surna algebraica de cada una de las 

ddormaciones producidas er. esa d;reccic'n por todos ;:os esfuerzos aplicados en forma individual. Asf, 
para la direccion x :;e tiene 

E 
(JJ - v 
E 

CT. 
- \' 

E 

1 
(E)r == E [cr,- v (u, ..- CJ)] 

An;.Hogamente, para las direc.::iones y y z se obtiene: 

I - --· [u - \' (CT. + u ) 1 = E. 
E : ' ' J , 

(5.6) 

(5.7) 

(5.8) 

Cacla una de las Iiterales que apare\~en en las expresiones (5.6), (5.7) y (5.8) tienen el significado dado 
con anterioridad. 

y 

.---

Estado inic:ial '-1-..,...---+-1'_.;.-:: / 

~Estodo final I 

z + 

FIGURA 5.2 

Las ecuaciones (5.6) a (:5.8) se conocen como Ley de Hooke generalizada. Tambien adoptan el nombre 

de ecuaciones constitutivas para medins el<bticos lineales homogeneos e is6tropos. El concepto de 
homogeneidad implica que las p ·opi~~cLides mecanicas (modulo de Young E y relaci6n de Poisson v) 
de los medios elasticos ~on las rnis1ras en cualquier punto del mcdio, rnientras que Ia isotropfa supone 

158 



que la microestructura clel material est;i consti :uida de elementos orientados aleatoriamente, lo cual 

elimina la 1~xistencia de diroc:ciones prderenciales. en propiedades mecanicas. Er1 otras palabras, la 

isotropla significa que las propiedades rnec.anicas de los meJios elasticos son iguales en cualquier 

direcci6n. 

Si se quiere expresar los esfuen:os en fu 1ci6n je las defurmaciones se procede como sigue: 

Las ecuaciones (5.6), (5.7,1) (5.8) se es•.:riben como: 

a, - v cr ·- v 0: :0: E £ 
·' X 

\ a, + (J\ v a. E £) (5.9) 

\' (/ v 0 (J: 
r; £_ 

I \ 
LJ 

En forma matricial quedan: 

- \' ·- v (J £ 
.I 

-- \' ·- v a· c• (5.10) 
' 

.._ 

F 
\ 

-- \' -· 1' I" £ I 

Las ecuaciones (5. 10) seran resueltas para u,, r;, y a:, usando el rnetodo de Cramer. 

Para calcul:ar el valor de a, es necesario evaluc.r e determinante de Ia matriz de coeficientes asf como 

el determinante de una nue\<t rmnriz. 12. :t::al se forma intercambiando Ia primera columna de Ia matriz 

de coeficientes por el vector de terrnino~; independientes. 

El determinante de la matriz de coefictentcs se calcula como: 

D 1 '1 - ( 
E 

D 

- \' - \' 

-- v -r 
E 

-- \' - \' 

') I l - J \' ., ) 

l59 

( 1 - q' (1 - 2 \') 
E 

(5. 11) 



El determinante de Ia nueva rnatnz es 

E -v -v 
t 

D :::: E -v 
J ·' 

E -v 
' 

D == E 0 
l l 

v2
) + \' E ( 1 ... v) ... v E (I + v) 

El valor de a, se calcula com): 

don de: 

D 
l 

(] 
l D 

(l -- r) ( l ..- \') ( I - 2 r) 

---·-----------------
{ l - r) ( l - 2 1) 

F - ---------------- [ E, (I - v + 2v- 2v) + v E, +I' E~] 
(l ... I') ( I - : v) 

E 
-·--···---·---------- [E, ( 1 - 2r) + v (E, + E_, ... eJ 1 
(! + 1') (l -- 2r) 

r: 
---···-··-· <.:, •. 
( 1 -~ \') 

r E 
--~- J 

(! + \') (1 - 2 \') I 

(5 .12) 

(5. 13) 

(5. 14) 

es el primer invariant~ de. ten~;(lr tk c!eforn~aciones [E,). El nombre de invanante obedcce al hecho 

de que la suma de las deformaciDnt'S linea.le~ rJ, a, y r;, permanece constante al cambiar el sistema de 

referencia, ya que son camidade;, que depcnclcn Linicamente del estado de deformaciones en el punto. 
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Tomando en cuenta que el modulo de ·igidcz del material puede ser expresado en funcion del modulo 
de elasticidad y de la relaci(~1n de P(mscn como 

don de: 

G 

G - mOdulo de rigi1jez del i~lled1o 

E - modulo de eiasticidad del meclio 

v - relaci6n de Poisson 

E 
2 ( 1 + v) 

y haciendo 

( I .,. \.I ( 1 - 2 ~·) 

don de: 

A. - constante de Lame 

Ia ecuacion (5. 14) puede escribi rse de L1 forrr a 

cr =2Gc_ -+-/\} 
t r I 

Procediendo en forma similar para a. y cr~ :>(: ~)bt:t~ne: 

(f 
\ 

(5. 115) 

(5.]6) 

(5. P) 

(5. ] 8) 

(5 .19) 

Si el medio es homogeneo e is6tropo, es clecir, sus propiedades son las mismas en Cltalquier direcci6n, 
las ecuaciones (5.17), (5.181 y (5.::9) se pueden escribir como: 

.., (' \ ' a = '- r E
1 

-+- f\ J 1 
(5.20) 

donde: 

a - esfuerzo norma I cu ya di recc iC:1n coin·: tde con Ia del vector ti 
E1 - deformaci6n lineal con dirc:cci·-Sn establecida por el vector ti 
-
n - vector normal ;a un plano cualquiera 
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La expresion (5.20) n::presenta la ecuaci6n constitutiva de los medios elasticos lineales·en los cuales 
la relaci6n entre esfuerzos v deforrnaciones se establece en funcion de dos constantes ehisticas, el 

.J 

modulo de r!gidez (G) y la constante de Lame (A). 

En el caso de que se tenga un estado g~neral de esfuerzos, referido a un sistema cartesiano, la ecuaci6n 
constitutiva (5.20) puede manejarse de la mancra siguiente: 

El tensor esfuerzo erJ un sisttma de rt::ferencia cartesiano queda representado por un arreglo matricial 
de la forma 

a r r:x ' )1< 

[T 1 T a r~.' (5 .21) 
j( J n ·' 

l7 
•• 

r a 
n ~ 

Recordando que cl esfuerzo normal a puede calcularse como 

(5 .22) 

don de: 

S vector esfuerzo a~c:uante en un plano cuya normal es el vector li 

Ademas, el vector esfuerzo S est<i relac ionado co11 el tensor esfuerzo ['0J en la forma 

S = ['T .1 n 
)A j 

(5.23) 

Sustituyenclo (5.21) en (5.23) S1:~ obtiene: 

,] r,, T 
' .:( 

s 7 a T fl1 .rv \ " 
(5.24) 

1 T a II 

" '· 
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donde: 

'- cos 0' 

m cos {J; !1 - f + fli 
I _I 

j!-

n - cos 'Y 

Hacienda Ia multiplicaci6n d,: matrice~ npres<uJa en la eCL:aci6n (5.24) se llega a: 

C" 
l CJ~ f m 17) I ,·, 7 ...- T ,, ~~ 

, __ 
+ 0 m ..- r:, 17) j (5.25) ,_, \'.' 

_\ J 

'·· - 'il n) I 

,It-:· T -;-- IT ~. -- : 

Sustituyendo la ecuacion (:).:25) en la (:'i -~:2) y l:fet:tuando operaciOnes se oblicru;: 

' ill - on'- 1 T I m 
\\ 

(5.26) 
-- 2 .,- I II + 2 Ill II 

.: 

Procediendo de Ia mi~ma t'or :1'\:il par<:, l<t dcturmaci<'in lineal c:, 

~:, I- + c: Ill 
\ 

m 
(5.27) 

+ 
-·, 
..: .. ,. ' 

Sustituyendo las ecuacioncs 15.26} y (5.:·,-,J en Ia ;5.20) 

a I:' + 0 tn· +- cr n 7,. I m + \ 
T 11 -- m n I - - ' \ '· 

- -, G (" f.' m (, !!' - r, I IIi _, IIi !/) ;\ (c; -- L + v 
-'- (..-.\ I 1\:_ 

,_ 
\ ' 

Si mu~t1plicamos cl h~rmi110 A (.';, • ,r:; 

quedando Ja ccuaci6n anterior 

c.) por la idcntidacl ( I, t.:~-.te no sc altera, 

i ) 

In" 
') ! Iii 2 I 

II ' I Ill !t a ' (/' .,. () li '· T + I ,_ 
_( \ '· ·~ 

I G (.s, ( ,. c: Ill - c: II; + " I m - ·v I II + .. y m II) ~- I'' I 
--

+ A (f. -~ t: - c ) 1_ I ' - 1 n -' + n ') = A 



Dt:~sarrollando cl segundo rnitrnbro de la ecuaci6n 

A = l 2 
["- (c:, .,_ t:_~ + e) - 2 G .s,] + m 2 [!-. (c .. + c, + t) + 2 G c) 

+ n 2 (!-. (e, + ,cY + c) + 2 G ez] ,_ I m lrv (2 G) + I n T'y:: (2 G) -+ m n f'yz ~~2 G) 

Para que exista igualdad entre el pmner y segundo miembro de Ia ecuaci6n, nccesariamente los 
coeficientes de 12

, nr', n', lm, In, mn, deb.;:n ser iguales. Por lo tanto: 

a ::: A (c: + [; + c) + ') G c .... 
l ' _\ _, 

a A (e, + e_~ + c) + ') G c;y \' 
.... 

(J1 A (e .,. c + e) + 2 G ez -' \ 

(5.28) 
T G /,., 
" 

T x.: G ~I,: 

Las ecuaciones (5.28) son las rela,:iones constitutivas de un material elastico lineal en un marco de 

referencia cartesiano. 

Si S(~ quierc expresar las ecuaciones ( 5. 28) en funci6n de las componentes vol urm~trica y distorsional 

de los tensores de esfucrzo [J~1l y deformacion [E,,I se procede como sigue: 

En un sistema de referencia pnncipal el tersor de deformaciones l£
1
.) adopta Ia forma 

(5.29) 

0 0 [; _ _, 

mientras que el tensor esfuerw [7J queda como, 
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Al1 
+ 

"; G E. 0 0 l 
I 

I [T ' 0 AJJ 2 G c.2 0 (5.30) -- + I 
;i< j 

0 0 Al1 
+ 2 G G3 J 

El tensor de deformaciones puede ser cxpres;;tdo ~~n sus componentes volumetr!ca y distorsional como 

donde: 

E" - componente volumetnca del tenmr de deformaciones [f.~<] 

E, - componente distorsional del tensor cie deformaciones [E;d 

Matricialmente el tensor [EJ !;e expr~sa por: 

rE: 
l '· 

en tanto que el tensor [E'..] por 

: 
,. 
"J 

[£1 
0 J 

--

0 

0 

.!, 

3 

Jl 

3 

r 

0 0 l 
0 0 

L o o 1 

0 0 

0 E, 
11 

-
3 

0 I J "I 
E,--

3 

Procediendo en forma similar con e1 tt:nsor de t::!)fuerzos [T,,] se obtiene, 

[~iJ = [T,] ~ [T,,] 
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donde: 

[TJ - componente volumetrica dd tensor de deformaciones [7}*) 
[T,J - componente distor~ional del tensor de deformaciones [1~*] 

En forma matricial, [T\'1 y [:1~1 tornan la forma 

3/.. + 2 c; 
------- J, 

3 
0 

31-. ... 2 G 1 3 l 

() 0 

0 

[I;,] 0 .., 
G (E2 

J, 
- -) 

3 

0 0 

Comparando la ecuaci6n (5.3:') con la f5 . .35), se deduce que, 

y al comparar la ecua:.:ic>n (5.3:~) con Ia (5.36) se llega a que 

0 

0 

0 

0 

,..., 
G (EJ -"-

(5.35) 

l 

(5 .36) 

J, 
-) 
3 

(5.37) 

(5. 38) 

Estas ultimas expresiones, (537) y (5.38), permiten concluir que en matcriales homogeneos, isotropos 
y sin esfuerzos residualcs .. las ·~omponen es volurnctricas y distorsional de los tensores de esfuerzo [T,kl 
y deformacion (s,J es1an relacionadas de manera directamente proporcional si el material es elastico 
lineal. 
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5.3 l\116dulo de compresibilidad volumetrica 

Considerese un pequeiio cubo, como parte integ~ante de un cuerpo deformable, somctido a un estado 
de esfuerzos triaxial tal como se rnuestra en Ia figura S. 3. 

X 

FIGURA 5.3 

Dado que unicamente ac tuan esh:rzos normales en el cubo, las del~)rmaciones totales que 

cxperimentani el elemento senin a lo large de los ejes x, y y z; esto es, j.L,, !:l.L,, tlL. Estas 

deformaciones provocan un cambio de volumen. cl cual se puede cuantificar como 

donde: 

~ V- cambio de volumen quC' ,,ufre el elcmento 

V" - volumen micial 
v~ - volumen final 

puesto que el volumen fin<:.L V = (L, .,.. ;;;.L.,) (L,, ~ !:J.LJ (L,. + D.LJ y el volumcn inicial, ~~ = L.;', 

entonces 

(S.39) 
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Operando la ecuaci6n (5. 39) 

por definicion dt::~ d~fonnaci6n volurnetcca unitaria (c..) 

r (I + E,) ( 1 + e_) ( 1 + t:) - lJ .LJ.V r 3 l 
c: .. 

\1 
L4 0 

L3 ,, 
0 

c.,. =: ( 1 + .~ l 
.1' 

( l + E,) (1 .... C:) -

(5 .40) 

Tomando en cuenta que en Ia Tcorfa de la elasticidad lineal es usual trabajar con deformaciones 
longitudinales (e) rnenores de 0.01, entonces podemos despreciar los productos de deformaciones que 
aparecen en Ia expresic•n (5.40), redu.::iendose a 

(5 .41) 

Tomando en cuenta Ia i.ey de I-llooke generalizada, Ia defonnacion volumetrica se puede expresar en 
funcion de los esfuerzns y las con~.tan~es elasticas de un material. Sustituyendo las ecuaciones (5 .6), 

(5.7) y (5.8) en Ia (5.41 ), se obti·ene 

-~ [a -- v I cr .. (J ) ~ + ~- [a 
E ' ' = J E ' 

t- 0.) .,. a)] 

dividiendo los dos rniembros oe esta ultima ecuac:i6n entre 3, y llamando a 

(J T a + a 
' : a 

3 m 

el esfuerzo normal rnedio, se l I ega a· 

3a 
c: m (! ,., 

v) (5 .42) - 4-

' E 
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o bien E 
(}m 

::0 
\' K 

donde K 
E 

3 (1 - ,., v) ... 

La cantidad K recibe el nombre de rn6dulo de compresibilidad volumetrica. 

lnte1pretaci6n ftsica del modulo de Poisson 

Consideremos un elemento diferencial que sutre una cierta deformaci6n, pero que su volumen no 

cambia, entonces e" == 0. Aplicanco Ia ecuacion (5.41) se obtiene que v = ~. Por lo tanto, en 
L. 

material1;:s que se deforrnan pcro que no ca.nbian de volumen (llamados materiales incompresibles), 
Ia relaci6n de Poisson vale 0 .. 5. 

Apliquemos a un elemento eli ferencial esfuerws de compres10n isotr6picos, es decir (}, = (}:. =" (};· 

Supongamos que v > 0.5; de la ccuaci6n (:i .42) se observa que se obtendrfa que£, > 0, lo cual no 
puede ocurrir porque estafa pres~~·Jltando un aumento de volumen cuando estamos sometiendo al 
elemento a esfuerzos de compresion. Por lo tanto, en general v debe ser menor o igual que 0.5. 

Sometan1os a un elemento di ferenctal a un esfL.erzo de tension (}, con (}, = (Jc = 0, Ia deformaci6n E, 

vale: £ .. = -;; (},; supongamos que ~~ e~ negat1vo. esto implica que el cuerpo sufrira un alargamiento 

en la direcci6n x, lo cual en ,general no ocurre en los materiales usados por el ingl'niero civil, por lo 
tanto, v no pucde ser negativo. 

De lo tratado en los p<1rrafos anteno:es poclemos conclu1r que los lfrnitcs entre los que varia v en 
rnateriales comunes en mgemerfa s.on: 

0 :S \' :S= 0.5 

5.4 Enet·gla de deformat i(in ehis1 ica par·a csruerzo uniaxial 

En mec:anica, la energfa se define como Ia capacidad de realizar trabajo. mientras que este es el 
proclucto de una fuerza y Ia d!stancia rcc:urrida en Ia direcci6n de Ia misma. Las cargas que actuan 
sobre un material deformable se despiazan ciertas distancias a mcdida que el material experimenta 
deformaciones. Por lo tanto, cuando se aplican cargas a un cucrpo deformable se realiza trabajo sobre 
el mismo y este absorbc energfa. La energia que un cuerpo absorbe como resultado de su deformaci6n 
bajo carga, se llama energfa de dcfornM·:icn. Si al suprimir Ia carga, Ia energfa de deformaci6n se 
recupera totalmente, ento11Ces adopt.:! el numbrc de encrgfa de defurmaci6n elastica. 
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Considerese un elemento infinitesim.aJ sometido a un estado de esfuerzos uniaxial, tal como se muestra en 

Ia figura 5.4a. Sobre Ia cant derecha o izouierda del elemento infinitesimal actua una fuerza <J, dy Jz. 

Esta fuerza provoca un alargan:.iento en ~I ekrncnto igual a e, dx, siendo c;A Ia deformaci6n lineal en 

Ia direcci6n x. Si se trata de un material elastica lineal, el esfuerzo es proporcional a Ia deforrnaci6n, 

figura 5 .4b. Por lo tanto,, si el. elemento se encuentra inicialmente libre de esfuerzo, Ia fuerza que actua 

finalrnente en el varia lineaJrnente de:~de cero hasta su valor total. La fuerza media que experimenta 

I I . I d . . ' a d \' J X f .,r~. l . I' d I e e emento mwntras ocurre a etormac10n es -'-· --. Esta uerza rnc;uJa mu tip 1ca a por a 
2 

distancia en que actlia es el trabajo realizado en el elemento. Por consiguiente, la energfa. de 

deformaci6n elastica se puedt~ calcular como 

dU f_!_ a, Jy Jz l (e, Jx) l 2 

o'U dr dy Jz l dV u £ a c; ,., 
' ' 2 ' .l 

(5.43) 

donde JV es el volurnen del elernento diferencial. 

Se define como densidad de fnergia de d,:forrnaci6n ( U,J a Ia energfa de deformaci6n por unidad de 

volumen. Es decir, 

dU 
JV 

u ,, 
a c; 

' ' 
2 

Esta ultima ecuaci6n represema el are<:t bajo Ia curva esfuerzo deformaci6n. figura 5 .4b. 

....... 
,. ..... 

·" ... 

I 

I 
)--

~---
dl( I ';' 

..... L-----·~--··-· --
\ 

~\ {b) 
/ 

fiGLkA 5.4 
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El area bajo la parte lineal de la curva uniaxial esfuerzo-deformaci6n es una medida de Ia capacidad 

del material para almacenar ene~gia elastica. bta medida recibe el nombre de modulo de RESJLENCIA 

R 
e 

f Padc: 
l) 

(J 2 
p 

2£ 
(5 .45) 

donde R es el mOdulo de resilencia y aP es d esfuerzo en el lfmite de proporciona!idad, como puede 

observarse en Ia tigura (5. 5) 

F!CL:RA :5.5 

En la figura anterior sc ilustra el ca~o de un material de bajo m6dulo de clasticidad (!:) y alto modulo 

de resilencia, asf como el de un material de alto modulo de elasticidad (£) y bajo m6dulo de resilencia. 

Se define- como modulo de tenacid<Jd al area baju toda Ia curva esfuerzo-dcformaci<Jn (figura 5.6). 
representa una medida de Ia energia d~: deformacion por unidad de volumen neccsaria para llevar a Ia 

falla (por ruptura) un material. El n odulo de tenacidad (7) se puede calcul~r como 

£ 

r""f'uJc; 
(I 

donde er es Ia deformaci6n a la ruptura del material. 
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FIGURA 5.6 

5.5 Ecuaci6n fundanu•ntal de Ia elasticidad 

Partiendo de Ia relacion qlle existe entre las componentcs distorsionantes de lm tensorcs de esfuerzo 
y deformacion, se tienc que 

[TL 2 G [EL1 
(5.47) 

donde: 

G - modulo de elast:icidad al cortante 

Desarrollando Ia ecuacl<)n (5.47) para cada uno de sus componentes 

2
G (a, - a,) , etc. 

donde: 
cr + a ~ a E + [ + E 
' \ y [ ::: 

_, 
\ c ---------

"' ] m 3 

luego (5 .48) 

como (5.49) 

don de: 

K - modulo de compresihllidad vol umctnca 
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reemplazando (5 .49) en (5 .4·8) y cespejando a, se tiene 

+ a· - 2G e 
"' m 

(5.50) 
= 2G e, ~ (3K - 2G) em 

llamando a 

?>K - 2G 'A = ---·- (parametro de Lame) 
3 

(5.51) 

reemplazando (5.51) en (5.50) se tiene 

a 2G e + 3 >... £ 
t t m 

_I ciiv s asx 
[ = y f. m ' ax 

como 

final mente 
, .. , 

G 
asx 

>... Ji\' s a + 
' ax 

''J G 
asv 

>... Jiv s (5.52) (J ... + 
I av amilogamente 

,., 
G as: 

>... div s (J ... ... 
a: 

Las ecuaciones (5.52) por tanto rcpresentan una relaci6n entre los esfuerzos normales y el campo de 

desplazamiento. Ahora se vera Ia rdact6n para los esfuerzos tangenciaks, como 

7 2 
" 

G e 
(\ 

a~· 
~· y como ·'· "l 

£ ,~ 
t\ av 

ac; 
entonces G '' 1 

X\' av 

Analogarnen te: 1 t; G [ dS, 
d::: 
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as, 
ax 

+ 

~ 

as 
\ 

ax 

:; l 

(por las relaciones entre desplaza­
rniento y deformaci6n). 

(5.53) 



que son las relaciona.das bu.;cadas. 

Ahora, recordando que las ,x:uaciones de equilibrio estan dadas por 

[ Oa ar Ore] 
Pl.' = pf: T 

.LI }:-t 
+ 

.I ax ay az 

[ Or a an· Or ] (5.54) pa, = P./, .... 1\ + + 
\~ 

ax- av az 

0 (i_ ·- p.f + [ ";;' + 
ar,~ 

.... aa"] av dz 

Se va a considerar la forma que !oman las expresiones entre parentcsis de las ecuaciones (5 .54), para 
ello considerese por e.Jemplo lo que ocurre con Ia expresi6n de Ia prirnera de ellas. estimando las 

derivadas que ahf aparen~n y las e:<presiones (5.52) y (5.53). Entonces: 

a a ar,, dr 1FS a [ a's J'S, l .u (" 2G I 'A div 5 G \ 
"- + + + .... 

ax ay az ' 7 ax ax ay ay1 ,::~x· 

iJ25 a's. a2s a2s a's, l G I G ' ' + + .... 
az 2 ax az ax 2 0\'2 a 2 z 

v2 s 
X 

.,. G a a .... A dn· S 
X 

Jiv 5 

final mente 

()' (f 
u 

ar ar 
.. I _u 

+ 

dy 0( 
a G v 2 5 + ( G + A) Jiv S \ a .. r 
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amllogamente 

br 1-1· dT a n: '-'y) .. , 
G'V 2 S (G A)-- div s + + + + ax av a; ·' ay 

(h 01 a a __ 
'V2 a X~ + 

n 
+ c; 5_ + (G + A) div ax d\' az. az 

considerando (5.55) en (5 .. 54) se ti~::ne que Lis ecuacJrones quedan 

'Jf ... G 'V2 s (G A) a div S paA ·- + ... 
' ' ' ax 

,Jj \ G 'V" 5 (G A) a div 5 pa, ·- ... - ... 
\' ay 

,JJ_ G v2 s (G A) 
a div 5 P a .. ... ~- + ... 

: az. 

sumando estas expresiones para oblcll('r una en forma vectorial se obtiene 

que es la ecuaci6n fundamental de Ia elasticidad. 

Si. en un problema las acelcracioncs son dep1 eciablcs se tiene 

ahara como es posible demo~trar 4 u ~ 

G +A y 1 - 2 \' 

de donde 

G +A 
G 

-----
( 1 - 2 \') 

reemplazando (5.59) en (5.~~R), obtent:mos fi·1almcnte 
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3G 

3K + G 

s 

(5.55) 

(5.56) 

(5.57) 

(5.58) 

(5. 59) 
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La ecuaci6n (5.60) es Ia que debe rcsolverse en los problemas elasticos, junto con las condiciones de 
frontera y carga del caw pcr:iculc,r d1.: ~uc se trate. N6tese que se tiene como dato el campo vectorial 

l y que se desea. obtt:!ner ,;:] campo VE:{:torial de desplazamiento S que ~tisface cualquiera de las 
eeuaciones anterion::s (5.571, (5.58) o (.5.60). 

5.6 Resolucion de Jprobltemas elastkos. Funcion de Airy 

En la practica resulta rnuy diffcil Ia integraci6n de las ecuaciones (5.57), (5.58) o (5.60) y en Ia 
mayorfa de los cases re;Sulta impractico, por lo que cornunmente sc recuiTe a tratar de resolver el 
problema de manera. difereri.tt;:, es decir se pn:fiere resolver, en vez de estas ecuaciones, el conjunto 
de sus relaciones esfuerw-deformaci6n de Hooke, las tres ecuaciones de equilibria y las condiciones 
de frontera del prob.:ema de que se trate. 

Uno de los metodos mas empleadcs para :llo es el de Ia funci6n de Airy en problemas pianos, que se 
describe a continuaci6n: 

Puesto que en el caso de estuerzm pianos (bidimensional) se tiene que 

0 "' 7 ... ~ 

y 

0 

para este caso las relaciones, de Hooke se reducen a 

, .. = ( (J' \' (JJ c .. r: 
L 

r ( O", - \' (J) 
'\ 

E 
(5.61) 

E T ,, 
2G n 

y las ecuaciones de equi libric .i 

ao ()T 
" < 0 ax a_v 

(5.62) 
Jo ar 

" \ 
+ 0 ar ax 
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(se ha considerado que a y T son nulos) 

Ahora el fundamento del mewdo consiste en suponer que existe una funci6n pokncial ¢ (que es a lo 

que se llama funei6n de Airy) la cuai se define de tal manera que tenga las propiedades siguientes: 

u 
.t 

(J 
\ 

y = Txy (5.63) 

lo que implica que si se conoce <P t!S posibl:~ obener a.(, a, y Txy mediante las expresiones (5.63). 

N6tese ademas que si se reemplazan las 1.:xpresiones (5.63) de a.(, aY y rn en ias ecuaciones de 
equilibrio (5 .62), estas se satisface 1. Esto i mplica a su vez, que la funci6n de Airy cumple con las 

ecuaciones de equilibrio. 

Por otra parte observando que 

J'c; 
t 

(Jl£ J2 ~~l a I ~] Jy2 ax= ill' 2 X ax 2 J 
(5.64) 

a! tas, ~;l d2[; 
I xy .,. ... axav 0\' ax(Jy 

que es una ecuaci6n de compatit>iliclad de ddormaciones. Ia cual liga cleforrnaciones lineales con 
angulares. 

Ahora si en (5.64) se reer:tplazan I.)S valor1:s de r:,. D, y r;" daclos por la ley de Hooke (ecuaciones 
5.61) se tiene 

,_ [ _a2a, 
:J ' ux· 

relaci6n que liga e~fuerZL)S normale·; con targenciale~. 

a) -~ 

' t\ (5.65) 
axay 

A su vez, si en (5 .65) se reemplazan los valores de a., a, y Tn dados por las ecuaciones (5.63) y 

considerando que E = 2 (I + v) ~e tiene 
G 

0 
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simplificando se tiene 

+ 2 = 0 

osea 

(5.66) 

que en forma condeCJsad.a p 1ede escribir~e como 

(5.67) 

ya que 

0 + ~2cb_l 
:l ) uy· 

y 

ax 2 dy 2 

que es igual ala ecuaci6··1 (5.66). 

De la ecuaci6n (5.67) se cont~luye que la funci6n de Airy(¢) debe scr biarm6nica. Luego entonces, 
de la soluci6n de (5.67) y de las condiciones de frontera de que se trate se obtendra Ia funci6n ¢· y 
mecliante Ia relaci6n ( 5. 63) sE ·:>btendran a su vez las funciones 

1J, = u, (X, }'): cr = a, (X, y); y T" = (X, y) 

con lo que se tendni deterrnirudo el est.ado de csfuerzos para este caso bidimensional. 

Deb1e aclararse entonces ~~.ue cl problema elastico se ha convertido en la obtcnci6n de la soluci6n de 
la ec:uaci6n diferencial biarm6nica (5.66) o (5.67) mas las condiciones de frontera. Es claro que este 
problema es mas sencillo que d de obtener Ia soluci6n de ecuacion fundamental de Ia elasticidad 
(ecuaciones 5.57 o 5.58); perc no obstante )U soluci6n encierra ciertas dificultades puesto que es una 

ecuaci6n mas complic<ida que Ia de Laplace (\' 2¢ = 0). por lo que sera necesario indicar que tipo 
de procedimiento se si,,;ue para "esolver!o, ·~omo sc muestra en el inciso siguiente junto con algunos 
ejemplos. 
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Resolud6n de problemas metiumte el metodo de Ai1y 

Nonnalmente se procede a su soluci1.'m medi<mte tanteos, suponiendo que ¢ es una combinaci6n lineal 
de funciones algebraicas o trigononu~tricas, por ejem plo 

N 

¢ ')' {/ i sen ( i 0) .... 
/= lJ 

0 

.\ 

¢ :::: E {// x' 
I= (I 

todo esto ha conducido a hiL obtencicin de alg unas soluciones clasicas para problemas especfficos con 

condiciones de frontera y s;stemas cL:: carga sencillos, por ejemplo para problemas del tipo siguie:nte: 

Soluciones polim5micos 

Problema de 
Boussinesq 

FIGI.-kA 5.7 

Etc. 

Cuando se analizan, por ejernplo, placas rect.wgulares largas y estrcchas, las ~olucioilCS polin6micas 

de la ecuaci6n biarm6nica son de interes. t:tilizando polinornios de dtferente~ grados y ajustando 

convenientemente los coeficientes (en funci(m de las condiciones de frontera) se pueden resolver 

muchos problemas de importancia practica. 

Ejemplo 1. Considerernos ahora un polinornio de segundo grado 

que evidentemente satisface Ia ecuac 6n biarm6nica, como L'icilmente se cornprucba reemplazandola 

en ella, puesto que 
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,34¢ 
= 0 

a•¢ 
0 

a-~¢ 
0 = y = 

ax 4 J J 1 ay4 rx-y-

ahora como 

a 
(12,-.p c a"cb a2¢ 

b ' 
a = (J y T = = -

X ay2 \ 
(Jxl X\ axay 

siendo las tres componentes :k esfueno constantes en cualquier punto del cuerpo. Por tanto, la funci6n 
¢ escogida representa una c:ombinaci6n de esfuerzos uniformes en todo el medio, de tension o 
compresion, en dos direcciones perpendiculares entre sf y una tension tangencial uniforme, lo que se 
muestra en la figura 5. 8. 

·•------
.... _______ _ 

.... ·-----------'-f-___ ...,.~~=~:::::-~=.,..~~~=-+---~ r 
, l l , ___ l r 

~""--------1 
I (: 

,... c _, 

FIGL:kA 5.8 

Esto implica que sobrc el cantorno (frontera) debe existir un cstado de esfuerzos como el que se 
muestra en la figura anterior. N6tesc t:ntonccs que en este caso Ia resoluci6n del problema fue un tanto 
al reves, puesto que. prirnero se supone Ia funcic>n 1> y despucs se determina que condiciones de 
frontera satisface, ajustando Jor tanto tos coeficientes a, h y c a los valores existentes en Ia frontera. 
De manera amiloga ~.e procede para otro~; problemas. suponiendo primero las funciones 1> y luego 
det1erminando condicion1~s de frontera. hasta tener un repertorio arnplio para fines practicos, y que se 
tenga Ia sensibilidad o crite:·io para intuir que tipo de funciones satisfacen ciertas condiciones de 
frontera, de tal manera que pa:~a cuando se pre:.;ente un problema dado se pueda encontrar Ia soluci6n 
como una superposici6n ck funciones conocidas. Obviamente esta tecnica no es muy ortodoxa, pero 
la complejidad en general de los problemas elasticos ocasiona que no exista una metodologfa 
completamente general y rutinana. ten1er.close incluso en otros casos mas cornplicados que recurrir a 
tecnicas numericas como las de diferencia~ fin:tas, elementos finitos y otras. 
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Ejemplo 2. Se considerara ahora ur,a funci6n ¢ consistente en un polinomio de tercer grado 

se puede demostrar que este polinomio tambien satisface Ia ecuaci6n biarm6nica, ahora en este caso 

a), 
0 

-q:. 
== ex + dy 

l ay2 

a == 
()2¢ 

== ax + by y d5 2 

a2<b bx 7 = - cy 
n axay 

este estado de esfuerzos implica que una placa rectangular, como lade la siguiente figura, se encuentra 

sometida a flexion simple si todos hs coeficiemes excepto d son nulos; en tanto que si solo a ;t: 0 se 
obtiene un estado de flexi6n simple creado por esfuerzos normales que actuan sobre los costados de 

la placa de ecuaci6n y ;= ::!:: c. Por ~u parte, si b o c son difcrcntcs de cero, ademas de los esfuerzos 

normales existiran tangenciales acuando wbre los bordes laterales de Ia placa, por ejemplo, Ia 
siguiente figura ilustra el caso cuando solo b ;t: 0, una cosa similar ocurre cuando c 7= 0 1Unicamente. 

1 ~~---·----~---__......, 
-----~ 

ic 

-c ·- --..... -------- w---
FIGURA 5.9 

1-'-----------· ). 

--~----'-------4 
t lc t 

I 

-be 

t --· ---. --. i-----------t 
t I c t -·-rl- I 

- bl 

--be 

F!CJURA :5. I 0 
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E)emplo 3. Problema de Boussinesq. Un rnedio is6tropo bidimensional semi-infinito esti sujeto a una 

fu,erza vertical F concentra.dJ en un pun to 0 de la superticie (tigura 5.11) en este caso r, e son coor­

denadas polares en un puntc1 p cualquierJ. con rcspecto al punto 0. El eje polar x se supone dirigido 
verticalmente hacia abajo. 

A B 

FIGURA. 5.11 

En coordenadas polares Ia funci6n de Airy debe satisfacer las condiciones 

oc~ 
+ 

r a.~ r1 
a,, 

y las ecuaciones de equiilibric ;on: 

a a 
I 

dT,, 
+ + (a, - a) 0 ar r ao r 

OT, 0 Jan "'! .... 0 + T,fl ::: 

ar r ae r 

ahora para este caso s~ supon ;~ que 1> csta clado por 

F r {) sen e 
n 

reemplazando ¢ en las expres1ones de los csfucrzos sc ve que 

(f 
I 

2 F cos () 
r IT 

a, 0 y 

luego el esfuerzo resulra obviamente racial; para()= ±TI/2 sobre la frontera AB, a,= O,en todos los 

puntos excepto en 0 dorHk es nfi:litanH:nte grande. Ahora. la resultante de todos los esfuerzos sobre 

una superficie cilfndrica cu.alc;uiera con :cnt:o en "0" debe ser vertical, colineal y de iguaJ magnitud 

que F', para ello se ve que inttgrando 
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IL 2 

2 J r cos 0 r d 6' = 
(, 

... 4F Il'2 

--·-· f cos" 0 de 
n Jl' 

4F r vu2 
l(' + sen 0 cos J(i 

2II 
- F 

Determinacion de los desplazamienws. Una vez que se han deducido las componentes de esfuerzos (a.., 
aY, rX}.) las componentes de las deformaciones se ootienen mediante Ia ley de Hooke, y luegc J,os 
dcsplazamientus u y r s~:~ eobtienen a p:lrilr cle l2.:> ecL<aciones 

au i!v du av 
·- t;.\ .. ·- c; + ::. 'YX} ax (!y v' dV ax 

debe observarse que las componentes de Ia deformacion (u y v) no cambian si les ai1adimos 
respectivamente las funciones 1 i nea ,es u 1 y ~·1 dados por u 1 = a + hi' y v1 --=- c ··· hx s1.:ndo a. h y c 

constantes cualesquiera. rsto irnpl ica que ~:onocicndo a/ E,
1 no se detcrrninan compler.amentc los 

desplazamientos y que a los causados por de ·ormaciones intcrnas pueden anadirse otros analogos a los 
que experimenta un cuerpo rfgiclo Las co1 ~tantes £1 y c ddlncn una traslaci6n y la b un pequeno 
angulo de giro del cucrpo rigido. 

Ejemplo 4. Yiga en cantilfver. Corsidercmo; una v1ga en cantiliver (ver figura 5.12), Ia condici6n de 
carga puedc scr satisfc-clla por una · uncil)n o conlo: 

{) 

12 

·--r--t­
wl ~~ 

b --· x' v -
6 

c d x! v 2 + 

6 
' e \. ~ X \' ..,.. 

12 

I r- ---·-----=~--·- ·-

[.~~- ~ -· -- - ---~ -- -

Pt 

FIGURA 5.12 

si reemplazamos csta funci6n en Ia c'cuaci6n biarm611ica, esta sc cumplc parae = (2c ... a) y sc tiene 
que 
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~ ....... 

J 
dx (2c a) y2 a :: L' X. + v - + 

~· 

([ X 2 hx ? 
(J ... y + cy-

} 

h x2 ") d y2 T -· "- cxy r:·• 2 .., .. 

aflora tomando todos los co~ficientes nulos excepto d se tiene 

'r d X} : "x o· 
' 

esto produce sobre los hordes longitudinales (y = ± c) una distribuci6n uniforme de esfuerzos 
tangenciales y sobre los extiemos sigue una Icy parab61ica como seve en la Figura 5.13. 

+E.__.---- --1· .. -· __...---
f ---- - :- 1---_.. . - -·--__.~-~ 

i...- --- ,._. ----- ·- ---- .,.__ 
' 

FIGURA 5.13 

Ahora se necesita surnar a este estado de esfuerzo una tension tangenciai r" == h, de donde 

(T -· d X V ; 
X • 

a, -- 0 ; 

para que la fuerza sobre los bnrdes y =' + c sea nula se necesila que 

-- h - d ('2 - 0 .., 
.t:.. 

2h 
d = 

para que en el extremo carga.do Ia suma de fuerzas tangenciales sea igual a P se debe cumplir que 

- .C r" dv r' [h - h!_ .v"] dy 
L c 

184 

p h 
3 p 

4 c 



(cste signo (-) es porque en el extrcmo x =, 0, ·r" va hacia abajo). 

Sustituyendo los valorcs de d y b. c~btenidm. en las expresiones para esfuerms, sc uene 

a, 
3 p 
.., --X}': .:. c . 

u, 0 . T = - 2 p [} - )' ~ J 
'} 4 c c 2 

") 

considerando que } c 1 lpuesto que ~t~ tier:,; t'\pe:,or r unitario) es el momento de i:JerLia I de Ia seccron 
transversal, se tiene 

cr 
.\ 

y ahora tomando en cuent:::. quo.: 

E 
.t 

e 
\ 

)' \1 

ou 
ax 

0'1 
()'; 

a,J 
(h· 

+ 

1 

a 
' 

E 

'l(T 

E 

dv 
ax 

Ttv 

p 
\\ {1) 

1,p 
\ ,, 

F' .. {2) 

T p 
(c) y ') \. -

c ~/G 

de donde las componentes il y v de Ius dc~plazarnientos sc obtienen rntegrando. Pur tanto, Je ( 1) y (2) 

se tiene 

II -· v 
2£1 

... .!; (.r) 

siendof; y.f; funcioncs hasta el mornento de~conocidas, sustituyendo cstos valores de u y v en (3) se 
tienc 

Pr:' •// (\') IF\': dj,(x) p 
(c' \' ') + + -

2£/ 6\ .::E/ dr 2/G 

haciendo 

p.,) Jj~(x) d.fl\') I' P\' 2 P\'" 
F(X) 

.') 

C(\·) 
2E/ dr ~h· 2£/ 2/G 
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y 

se tiene: 

K = 
Pc 2 

2/G 

F(x) .,. G(v) = K 

lo que imphca que FCt) == etc == d y Ci(y) = cte = e; de no ser asf su suma no serfa siempre constante K 

de donde 

integrando se tiene 

d.fir> 
dx 

Px 2 

2£1 
.. J; 

.f;(x) = 
J:~: 3 

+ Jx - h; 
(£/ 

e + d Pc 2 

2/G 

= 
vPy. 2 Pv 2 

+ + e 
2£1 2/G 

Pvl 
·~ ... ey + g 

6/G 

reemplazando los valore:s de r·1(x) y f1(x) en las expresiones para u y v se tiene 

Pr\ v?yl Py' 
il + ... ev ... g 

:~£/ 6EI 6/G 

~Pn' 2 Pr 3 

dr h v = + + + 
2£1 6£1 

(4) 

(5) 

(6) 

las c:onstantes d, e, g y h se d,~:ducen de las siguientes condiciones: como el punta A es fijo entonces 
u y v son nulos para x = L y y = 0, de donde g = 0 y 

la curva de detlexi6n para y = 0 es 

Px 1 

6£/ 

PLl 
- dL 

6Ef 

PL 3 - d(L - x) 
6£/ 
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otra condici6n es que 

~;~~ L,= D 
,~u 

de (8) y (7) se obtiene que 

(;I 

y de (4) se ve que 

PL 2 Pc 2 

~EI 2/G 

se ve que Ia flecha maxima para X =o 0 de (7) 

PL· l 
(y) + 

::(1 6EJ \' 

Para seccioncs rectangulares 

PL' 

3E ~~c '] 

PL l 

2f.'/ 

PL .l 

3EI 

PL·' 

2Ec' 

(8) 

( 7' ·. . ) 

{9) 

Con esto se tiene resuelto complel1.1Tiente el problema, m:mpl<l7.ando las constant~?-s d, t', g y hen (5). {6) 

y (7) se pueden calcular lm. desplaz.a nientos horizontales y verticales (u, v) asf como Ia tlechc1 (v)v =, 0 en 
funci6n de las coordenadas de x y y 

Calculo de esfuerzo normal y tangencial max1rnos. Como los esfuerzos principaks m<b:imos cstan 

dados por 

\ 2 am ± R 

siendo 

fJ ... cr p II ~ 0 D 
t \ " 

I 
(\ 

(f ---·----· ------
Ill '/ 2 2/ 
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R - j ' 'l (a, - oy) 
+ T ,, = ------

~, 

~-

·- r~p ;, (r 1 
} 

2 
+ C 

2 
- 2c' _I' 1 

+ y 4} " ~ j X 1 y 1 _ 2 c' \' 1 + y 2 + C 4 

p 
n 

21 

de donde 

-P ( r-;--:-
·- x y ~ v x· v· 

21 

y como 

' mm R 

se ve que anui• es rmiximo para x = L, " .::. c, donde 

(] . 
mar 

(f . 

""" 

p 
(Lc..-Lc) 

21 

PLc 
I 

Para secciones rectangulares de espesor unitario r = I 

-PLc 
'1 
.. c' 
3 
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Ahora para el calculo del maximo vaior de 1,.,.,_, se ve qu.e 

p 
-·-----·~---------·------------

ax 2 -, r v} 'I} - I ( .. ? \) 2 -r ".j ... (' 4 .._ \i ·\ } ._, ~ ~r } 

derivando ahora con respecto a y: 

-----------------------
:J) u· T . 

flUU 
p 

= 
2 V X 2 y 2 - 2 Co \' 2 -- \ 4 -· C ~ 

---·-------·----------------------- --------- ------~---ax ay 2 ) ) ~ . ) . . 
(x· v· -.:. c' v + v~ + c~) 

igualando ahora el numerac1or a cer .. ~, se tienc 

) ) 2 ') .j • ) ) ) 1 2(x· y - 2 c y- + v c·) (2xy) - (xv·) (2cv - 4c·y ... 4v ) ·- 0 

2 X 3 V 1 
- 4 c' X \' ' .,. 4 ( ( . 1 

- l ) X y 1 = 0 

despcJando a y se ticnc 

4c 2 
- 2x 2 

\' 
4 ((' 1 

-· I )X 
{ 0') 

) ) 

.\ c 
\' 

2(c 4
- I) ('1 - l 

existe una curva dondc ~ presenta un cor1ante m3.ximo constante. De aquf que por cjcmplo para r '= 0, 
4c' - 2t == 0, es el nurncraclor de Ia cCL:aucSn (c<), domk sc ve que la abscisa x cs 

.r =: {2 <' == I A I c 

ahora reemplazando y = 0 en Ia ecu<~ci6n de Tmm se ticne 

T 
''l(.i.\ 
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para secciones rectangiLllare i 

da 

o sea que 

7 rndt 
= 0.75 p 

c 

p = 0.5 p 
2C c 

7 = l.5r 
ma< y 

Ejt:~mplo numerico. Para una viga de acero cuyo a 11 ",·nci• (lfmite elastico) es de 1600 kg/em~, de longitud 

L == 1.5 m (150 em) y espc>>or t = l c1r. Calcular Pm"'' siendo c = 0.2 m (20 ern). 

Como 

3 PL 2c 2 a . 2(400)1600 mar. 
am4x 

p ----
') J 3L 3 X 150 ... c-

p 2844 kg 
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6. ·viscosidad 

6.1 lnh·oduccion 

Este tema trata de las relaciones que existen entre las presiones y fuerzas que se aplican sobrc tluidos 
(en particular Hquidos como d aguat, y los cannos de vdocidadcs y de torbellinos que se originan en 
ellos, scgun scan las caract;.:r{sticas geometri;,:as del sistema por el cual circulen (urificios, vcncdon~s, 
tuber{as. canales, etc.) Ec;,te conoci .niento scrvira por tanto para el diseiio de dichi)S sis':d~nas. 

La teorfa necesaria para det1;::rmina estc comportamiento se basa en la rneca.nica de lc1s medios 
continuos, apa.rte de que e~: necesaria Ia Jeterminaci6n experimental de las propiedades Fsicas de los 
tluidos, asf como el trabajo sobre IT odelos a ec;,cala y prototipos para calibrar la teurfa. 

Se exponen las propiedadcs fisicas de los f1uicJos y factores que intluyen en elias, asf como de su 
ecuaci6n constitutlva y modc;os analcSgicos utile~. Sc presentan las caracterfstica::. del tensnr vclocidad 

de dcformaci6n [E]. Se pwporciona tambJ(n la deducci6n de Ia ecuaci6n de Nav!er-St..:,ke~, que es 
fundamental en mecaniccL d: lluidos, a-,i como cc.::.os particulares 4ue de ella se desprcndcn. como son: 
los tlujos incompresibks, aminares. turbukntos, vi;,cosos, etc. Adcmas, se pre~cnta el T1~orerna de 
Bernoulh con algunas apl.icaci~.)nt:s imponantt's. s~~ 1ncncionan asimismo los par<imetrus adirncnsior,ales 
de Reynolds y de Froude, y su relcvancia (kntru del cstL1dio de los tlujos. Finalmente se dan algunas 
ideas sobre tluJo bidimen<,iorul, 

6.2 Propicdades Hsicas de los fluidos 

Fntre las prop1edades rn;is n2levantc~ .. dcsclc el punto de vista mecan1co, se ticnen la densidad y la 
v1scosidad. Por scr un conccpto arnplicJ.mcntc conocido no \·ale Ia pcna hacer aqu1 una discusi6n sobrc 
Ia densidad, por lo tanto no'; concretarcmcJs a dctlnir que es Ia viscc>sidad. AI respecto podemos 
mcncionar que existen Ia viscosidad di11c'imica y Ia cincmatica. 

~'iscosidad diruimica 

Esta es Ia propiedad que s~.~ rnanifit?;t<i porIa res1stcncia ai dcsplazamiento relativo entre dos lami•1as 
de tluido provocado por Ia acci6n de ur1 csfut:rzo tangencial. de tal mancra que se pucde est<iblecer una 
relaci6n entre dicho esfucr70 y Ia \'•::locidacl de dcfurmaci6n del tluido de 1<', siguicnte forir,<t 

' = p. I (6. 1) 
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don de: 

r - esfuer:w L311gen,;;ial [FL-2]"' 

1' - velocicad de deformaci6n angular [T- 1) 

!J. - viscosidacl dimirnica [FL-2T] 

de lo anterior se ve que al aumentar Ia visco~idad se requerini mayor esfuerzo para producir una 
velocidad de deformaci6n dada, o bien para un esfuerzo dado existira menor velocidad de deformaci6n, 
como ocurre con Ia ·•elocidad de flujo de un aceite espeso al circular por una tuberfa en comparaci6n 
con Ia del agua, Ia cual corro es rnenas viscosa tluye mas rapidamente. 

Ahora bien, a este tipo de viscosidad se le llama newtoniana y tiene Ia propiedad de que Ia curva r 

contra i' es una lfnea recta, c~s decir, existe una relaci6n lineal entre ambas cantidades, como se ve 
en lla figura 6. 1. 

T 

;/;( 

~~ 
/~ I 

.. 
0 t 

FlGL RA 6.1 

Sin embargo. para algunos tluidos reaks Ia relaci6n no es lineal y se dice que tienen viscosidad no 

newtoniana, Ia cual puede pre1,entar curvas r contra y como se muestran en Ia figura 6.2. 

Este tipo de comportamiento J.J pmeen :;oluciones polimerizadas, pinturas lfquidas con materia s61ida 
en suspension, algunos derivados del petrcdco, el ccm:reto no solidificado, etc. En ellos se puede ver 

que basicarnente Ia vi scosidac disminu ye a! aument.ar y. Este cornporllimiento se puede explicar 

fisicamente si se toma en c:uent.l que a! aumentar y aurnenta Ia separaci6n entre moleculas, por lo tanto 
existen menores friccic·nes entre elias. 

* Las dimensiones st: Jan entre 1:m-:het1:.s F.M. L y T rerresentan uniuaues de fuerza. masa, longituu y 
tiempo, respectivamente 

192 
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FIGLIRA 6.2 

Viscosidad cinemtitica 

Esta se obtiene a partir de Ia vi~cosidad dinalllica simpiemente al dividir esta entre Ia ::.le~1sidad del 
tluido, por tanto 

donde: 

p .. - viscosidad din.imica [F:~ 'T] 
p - densidad fML 'J o [f·L- 1T'] 

v - viscosidad cinem5tica [ l~:T 1
] 

factores que injluyen en Ia viscos1~.'ad 

(6.2) 

La viscosidad dependc del tipo de 1luido, dl' la )rc-.i6n isotropica actuante y de la temperatura. Esto 

para fluidlos newtonianos, ya que co1no se vi1'1 anks para no newtonianos influye tambicn ia velocidad 

de deformaci6n t, por ejetnplo, pan. tlujl) u~nclimensional (en Ia dirccci6n x) 

ii v (JV (JV 
r \ I I 

v ,, 
(J\' ox 0\' 

En donde V, es la velocidad en clirccci6n x y '.l, cs Ia vclocidacl en direcci6n y; el -.e~undo termino es 
nulo ; donde p.. o 11 depenckr{u1 del uadicnte cle velocidadc-, en la dirccci6n ortogonal a! t1uJo. 



Ahora bien, para tlujos newtomanos Ia visco-,idad aument::; con Ia pres10n isotropica, en tanto que 
disminuye al crecer Ia k~rnp.~ratura*. Estas sun caracterfsticas que normalmente presentc.r. casi toclos 
los tluidos reales, por ejemplo, para el agua se ticnc que Ia viscosidaJ cincrnatica casi noes afcctada 
por Ia presion y deperHle e'<.clusivarncnte de Ia temperatura, de acuerdo con la siguiente relaCJ6n 
ex peri mental 

donde: 

t' ,, 
jJ = 

l _,. u T ..- {3 I~ 

l',, - viscosidad cinenitica a ooc 
(igual a 1.5 X I n-o m2/s) 

T- temperatura [''C] 

a - parcimctro experimental adim:nsicnal 
(igual a iJ.03J7) 

(3 - parametro ex.perl!nemal adimension:il 
(igual .a 0.1)00:~2) 

6.3 Ecuadon constituti1d1 d£ los fluidos neHlonianos 

(6 3) 

Desde el pun1o de v~tst.1 de Ia mec<inica de r1edil•S cori!Jnuos, para todos los marenales reales, ya ~can 
solidos, lfquidos y gas:.:s, exis c un nwdclo malcm<itico que define su comportamienlo de una mancra 
mas completa, indepcrclienten,entt~ del ~.istema de rekrcncia cmpleado, de las cargas o presiones que 
sobre ello~ actuan. qu;: esta r.::prcscntado por un.i. rclaci6n clifcrcncial entre los tensore~ esfuerzo y 
deformacic,n. 

Para el caso de los flu clos nevilOnJanos esta relacJ(m es 

siendo 

[Tl -
[,HI -

IE J -

[ 7] l1-tl [ E] 

tensor ,_:sfuerLc 
rnatt·iz que dqJ.~'ldt: de Ia vi~cosicbcl del tluido 

tensor ·;clrx:Idad ck dcformaci(ln 
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Para el caso de fluidos no newtonianos Ia relaci6n puede -;er rmh general, por ejemplo 

a [7'J I. (, 
I~ I (!," 

"' a [ h - [E] 
I c I I Of 

donde a; y h; son coeficJemes:. y, n 'f m con~,tantcs dadas. 

Modelo analogico 

(6.5) 

En el caso de tluidos newtonianus el modclo ana16gico e~ta dado porIa representaci6n esquematica de 
un amortiguador, figura 6. 3. 

f-1. 
.... .----o---~1-----<0>-----1•~ 
T ~ T 

FiGl RA 6 _I, CUERPO DE l'\E\VTON 

Este es el modelo anal6gico del fluido m,b ~~.imple, sm embargo, existen otrm materiale~; en lo~ que 
su comportamiento pucde con<,idenrse tambien como tluido, cuyo'> modelos <mal6gicos son mas 
complejos. como se vera en el capitulo de 'nsc·:leiasticidad, y que por ejcmplo tienen cl aspccto del 
Modelo de Maxwell o el n1ostraclo en LJ 11gura 6.4. que correspondc a I1uidos no ne\vtonianos. 

-o .... - ........ 
T 

Fi~]lJRA 6 4 FU.'![)O DE TRES f'ARAI\1ErROS 
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Te.nsor ••elocidad de deformadon [.E] 

Las caracterfsticas m:is relev.mte:s de e;,tc ~cnsor el cual. como su nombrc lo indica, tiene prupiedacles 
matematicas amilogas a los. ce esfuerzo y deformaci6n vistos anteriormcnte. 

Sie:ndo las rapideces de deformaci6n Ia~ derivadas de Ia deforrnaci6n con respedo a! tiempo, entonces, 
sus relaciones cinemati1:as no wn con ( l campo de dcsplazamiento existente en un problem;3, dado, sino 
con el de velocidade~. que sc~r: las que irltt:resan cuando sc trabaja con tluidos. Se tiene, por ejemplo, 
para Ia dtrecci6n x 

donde: 

S - despla.LamiL:nto 
V - velocidad 

i: 
' 

(; [;' 

elf 

d dS, 

dr dx 

a ds, 
ax dr 

considerando que el '-·e·.::tor w ocidad l'Sta dado por 

v = v, i T V) ... v k 

Amilogarnente, para las direciones Y v : se tcndra qJe 

0 v 
t 

.:Jr 

() v 
{; 

,jz. 

y tambicn se curnpk que 

av av 
l t 1;:: 

\ ' -- ,, ax a\' 

CJV dV 
i.: i; ! ;-

\ 
-- ... 

\:: :• av az 
I 

lav (jv_ 
i.: c; :;, 

:.I ,-
d:. ax 

av 
.\ 

ax 
(6.6.a) 

(6.6 .. b) 

(6.6.c) 

(6.6 d) 

(6.6.c) 

(6.6.1) 

que constituyen el conjunto (.it: rcliicione~ cnernatrcas entre las cornponcntcs del tensor ! E' I y el campo 

de velocidades. 
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El tensor [E] queda dado por 

r 
i: i: 

n t" .I ,,, 

[E] ... t t t,: .\.:t \ 
(6.7) 

(, t :y 
t_ 

Este tensor, como se dijo antes, ti,~nc las mismas propiedades que el [T] y el [El de esfuerzos y 
deformac:iones, respectivamente, y por tanto se curnple que se puede conocer Ia velocidad de 

deformaci6n en una direcci6n n simplemente mediante Ia siguiente expresi6n 

r = u~H n } (6.8) 

Asimismo, el primer invariante e~ti dado per 

I = 3 t = t + t .,. t = div 'i"· 
I m .: .\ : 

(6.9) 

De igual manera a Ia del amilisi~; del rnovirniento de cuerpos deformables se encuentra una relaci6n 

similar a la de desplazamiento y qu~: es 

(6.1 0) 

Ia cual indica que Ia velocidad de 1.11 punto p pJede estimarse a partir de carac:terfsticas medidas en 

un punto 0, (ver figura 6.5). 

..... ..... ---. 
(" p -~~ 

I n 
'\_ L_. 0 

--
FIGUKA 6.5 
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En Ia expresi6n 6.1 J se ve que la velocidad de! punto pes la suma de una velocidad de traslaci6n de 

cuerpo rfgido Yc,, una vel:tcidad de rotaci6n de cuerpo rigido dada por el ten-,or termino y una 

velocidad de deformaci6n dado por el vector t. 

En esta expresion aparece llf' vector importante en problema~; de tl ujo que es el dado por 1/2 rot ~~, 

el cual se suele denominar vector torbe:J ;lO. 

Campos de velocidada y torbellinos 

En un fluido en movimiento se pres,~nta un campo de veloc:idades y uno de torbcllinos,. es dccir, 

existen traslaciones y giros de cada una CJc sus partfculas. 

El campo de velocidades se puede iiustrar en un instantc dado por lfneas llamadas de tlujo 1) de 

corrienle, en las cua:cs ·~~n cada punto de ~~!Ia~ '>U tangcnte lkva la direccion de ia velocidad, adcmas 

estas nose entrecruzan. Anora si. por tin plano no paralelo a estas llneas se traza una curva cualqui,~ra 

y por cada punto de ella se traza una lfnea de corriente, el conjunto dd!nido por cllas ~.e denomina 

tubo de corriente, el cual si ~.e delimita mediante do~ secciones transversales no paralelas a cL origina 

un volumcn llamaclo vena tluida .. 

An~llogamente, para cl campo de torhellinos, el cual esta constituido por un conjunto de vcctores 

torbellino, se puede definir Ia que sc llama lfnccl. tubo y vena vorticosas. 

Los volumenes definidos por las venas tluidas y vorticosas se suelcn util1zar como volumencs de 

control para el estudio del movimientc' de tluidos. 

Condiciones relevames en )h(ios 

Tomanclo en cuenta que Ia ecuaci6n de colltintlicJacJ ~~sta dada por (vcasc cl tema 4) 

()jJ 
~ p Ji \' v = () 

dr 
( 6. ll) 

(val ida para sistemas ,Jc refercncia m6,·i]), o bien por 

dp 
- Jt\' (pl') = u 

hr 
~6.12) 

(valida para sistemas tijo:i), a part:1r de t'sta ultima sc pucden obtencr los siguientes casos paniculares: 

a) Para tlujo compres1blt' p~::·m.anenk. es ckcir, que el campo de velocidades cs s6lo funcion de 

Ia posic16n de las partfculas pcro no del til~mpo. entonces la clensidad en cada punto no varia, 
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por llo que 

y volviendo a (6.12) se obtiene que 

Cl,o = 0 
ar 

d1v (pv) =-= 0 (6.13) 

b) Ahora bien, si se ccHlStdera que ademas el 1luido es incompresible (como se pu~e suponer para 
lfquidos) entonces Ia densidad p permanece constante independientemente de las coordenadas del 
punto considerado; por lo que de (6.13) se llega a 

div (v) = 0 (6.14) 

que se conoce como condtci6n de incompresibilidad. 

Gas to 

Tomando un tubo de tlujo detinido entre dos secciones transversales S1 y 52 como un "volumen de 
control" (figura 6.6). en e1 c:aso <k un tlu.io ~h;;!rmanente se tiene que . como se debe cumplir Ia 
condici6n de permanencita 6. U, entonces Ia mtegral sabre el volumen de control (\<.) 

I dh (pv)dv = 0 
I' 

(6.15) 

\< sera nula 

E 
.. 

\ 

n1 \ nj 
,.,._._ >---j--·- ... 

. I 
1 1 I 
.. t 

FICURA 6.6 

Aplicando el teorema de lc:, integral de la divergencia sc tiene que 

{,pV · nds =0 (6.16) 
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considerando que Ia superficie total S C) Ia suma de las dos seccwncs transversales S1 y 52 y Ia 
superficie lateral S3 , entonces 

(6. 17) 

El tercer termino es nulo puesto que Ia velocidad en el tubo t~s siempre perpendicular a la normal a 

!a superficie lateral, ya que no existe :lujo a traves de ella. Aclemas, si se considera que ·~l vector r( 
es coline.:d y de sentido cont:·a.rio a Ia normal li. la ::ual es posillva, puesto qu·~ '>C dinge hacia afuera 
del volurnen de control, entonces li 1 

tiene signo menos. 

Luego se !!ega a que 

ds -- lr p~· • !1 1 d.1 = 0 
. I, 

J, p v 11: ds = J ,_ p v · n, ds (6. 18) 

lo que indica que Ia integral de 'lUperfi.::ie •.:s Ia mi<,ma para cualquier sccci6n. c:-, clccir, es constantc. 

A esta integral se k llama ;;aslo Q del tubD de corri;:ntc 

Q = f , 1-1 1· • 11 ds (6.19) 

Ia cnal es una expresi6n impcrante en proJ!ema~. de flujo. 

Ecuacion de Navier-.~tokes 

Para deducir Ia ecuaci6n difcrenclal fundamental que rige los problemas de mec,inica de tluido:~ ~c 

considera que el movinm~nto de los fluidos visco~.os resulta de esfuerzos de tipo di.~torsional (7), los 
cuales se relacionan con las velocidades de dctonnaci6n ( £) med1ante Ia ley de Newton, y que cs 

(6 20) 

en la que se estan relacionando los tcn~orcs distorsionante de esfuerzo y de velocidades de 
defonnaci6n; a part1:r de dicl·a rclacili:1 S\? tiene qt e las componentes distor<:.ionantes (de ambos 
tensores) estan por tanto rclacionali<1s de Ia maner:.-1 si.~uientc: 
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(} - (f : 2 II (t - t _) 
.c rn ,..,., _:( "' 

(6.21) 
1 := 2 II t 

') r ')' 

T ==211/; 
y;: ,.,.. y~ 

Siendo (t, + t . ) 
+ i) 

Ahora, como el esfuerzo normal media es igual a !a presion hidrostatica (Ia cual se considera negativa 

por ser de compresion) en el punta considerado, entonces 

a,.,= -p (6.22) 

donde p es Ia presion hidrost<hica, y si ade111as se toma en cuenta que la velocidad de deformacion 
promedio esta dada por 

1 
E = .... (Ji\' \"·) 

11'1 "'· 
(6.23) 

_., 

de (6.9) y reemplazando (6.22) y (6.23) en (b.21 ) .. y tomando en cuenta que las relaciones cinematicas 
(6.6a) a (6.6f) entre velocidades, (v~se el term 4), se obtiene 

3V I 
'") \ ,{, 

(div V) ·- p + "-· f.' - f.' ax 3 

av 2 ~. \ (dh· V) - p + .: f.' - /). ay 3 

~ v I 
~· . "- (div V) (} ·- ·- p + ... f.' - f.' az 3 

(6.24) 
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ahora, tomando en cuenta que las ecuaciones de equilibria son 

a a ar OT 
pa = pf - ' ... " ... :< 

' ax 0\' a::. 

OT a a OT 
pa P.~ 

\\ + - :y (6.25) --

ax d\' az. 
dT UT oa_ 

4- ·~ \C pa ::: + + + 

ax 0\ a::. 

En donde a = (a., aY. aJ corresponde al vector aceleraci6n; si se to rna por ejemplo Ia suma de los tres 

ultimos terminos del mie:mbro de Ia derecha, de Ia primera ecuaci6n de e.quilrbrio, y se considera que 

los esfuerzos ax, r,, :( T,, estin dados por las ex;Jresiones (6.24). entonces 

ao 
( 

ax 
OT OT 

\i ::-.t + + 

(jy oz. 

ap 
+ !J­ox 

o'v 
' 

a.t 2 

2 a ,. -,-
·-:- p. ---- (u n· \, ) 
3 ax 

+ !J-

(j) v 
\ 

a\'' 

(j2 v 
ax G\' 

o'v 
' 

2 a --
).1. (dir \l ) 

3 ax . 

av' 

a 
+ ).1. :J 

uX 

av 
' 

ax 
av av 

\ ... 
av a-

2 p r" ) 11 1 a (d. 1!) -.- p. , - v, -.- _ p. ___ n· v 

ax 3 ax 

de manera ana.loga sc puede c·btener que para !<'. :2a. y 3a. ccua·::ioncs de equilibria sc tiene 

CiT 
\\ 

a a 
\ 

OT iJ fJ \!\/ 1 (J 
-t- P- + ).1. (di<· V I ox (I\' a~ Cl\' 

\ 3 iJ\' 

dr ar ao d,'J v 2V I a T'> ·~ \': (dil' + -t- J.1 + ).1. ax Clr a~ a:: J a::. 

(6. 26.a) 

(6.26 b) 

(6.26.c) 

reemplazando las e:xpr,~:-~lconcs (6.26.a) y (6.26.c) en (6.25) se t1enc que las ecua.:iones de equilibria 

quedan 

202 



:::: pJ", 
ap 

... /..1. '7 2y I a (div V) ~la - ... -/..1. X ax ·' 3 ax 

= I!)~ 
ap 

~7 ly 1 a (div V) paY - + J-1. + -/..1. av ) 3 ay 

= P)~ 
dp 

/..1. ~~ 2 v: 1 a d. V) paz - + - J.L - ( LV ar 3 az .. 

si estas E:xpresiones ~e surr.an agrupandolas ~~n ur.a expresi6n vectorial se obtiene 

1 -/ia =, PI -- grciu ~'J) .,. ~~ V' 2 v + - /..1. grad (div v ) 
3 

(6.27) 

que es Ia ecuaci6n fundam1~ntal de :Ia rnecanica de tluidos (valida para lfquidos y gases) conocida con 
el nombrc de Navier-Stokes. 

Se observa que es semejante a Ia ecuaci6n fundamental de Ia elasticidad, ya que se puede obtener de 

esta si se: realizan los siguientes cambios: a) carnbiando el modulo G por el coeficiente de viscosidad 
~ -

dinamica /..1.; b) sustituyendo A por - } J-1.; c) reemplazando a su vez el vector desplazamiento S por 

el de velocidad \'·; y d) agregando c:l termin,:J vectorial graJ(p). 

Ahora bien, Im. problemas de mecanica de tl :.1idos se resuelven partiendo de Ia ecuaci6n diferencial de 
Navier-Stokes (6.27), y tomando en cuenta las condiciones de carga, presiones, etc. y de frontera 

(segun Ia geometrfa del sistema considcrado). Casi siempre la resoluci6n matematica rigurosa de estos 
problemas es muy complicada y en algunos cas.os imposible, por lo cual es necesario hacer algunas 

simplificaciones a dicha e-euaci6n. i\ continuaci6n se describiran algunos casos particulares de ella, en 

los cuales se ha hecho necesario introducir algunas hip6tesis simplificatorias. 

Flujos incompresibles 

Si se hac:e Ia h1p6tesis de c,ue el tluido es incompresible, lo que se puede suponer es razonablemente 
valido para el agua, entonces se debe curnplir Ia condici6n de incornpresibilidad 6.14, o sea 

por lo tal) to Ia ecuaci6n de Navier- Stokes se reduce a 

J)a == P.f .. g raJ ( p ) .,. /..1. V' 2 V (6.28) 

ahora considerando que el vector acelcraci611 a es una diferencial total, se tiene 

203 



-a = 
Jv 
dr 

=a\· ... a~ v 
;j{ ax ' 

qu'~ es una expresi6n que deiJende del si~tcma d~ ejes de refercncia. Por lo tallll), se buscara una 
expresi6n que no clepencla de ellos, para e~to se proceclc de Ia manera siguiente, tornando por ejemplo 
Ia componente seg,un el eje x 

av 
l 

av (IV dV 
a .l v l ' v -t· ... 

·' ar ax .l d\' a::.: 

av av av av_ v] [ JV, av 
= X ... ' v ·' v v_ ... + -

df ax l ax \ ax a::. ax 

a \1 (JV 
\ v 

dX av I 

finalmente queda 

av 
' 1 av' 

a, + + (1'0{ v . j) v - (ro! v . k) v 
df 2 ax I 

(6.29.a) 

analogarnente 

av 
I av" 

0 = ..,. (1'0{ v • k) v - (mf v • i) v ar 2 (jy I 
(6.29.b) 

av I av v • i) v . j) v (l = + - + (rnr v - (ror 
ar 2 a:: \ I 

(6.29.c) 

muhiplicando a, por , a, por J y a: por k y sumanclo se obticne 

av VJ 
v v (/ = ..,. ~rad -- ..,. /'(}{ >~ 

ar ' ') 
~ 

(6.30) 

El primer termino del miembro de ia ccrecha es Ia acelcraci6n con respecto al sistema de refcrcncia 
local; el segundo tt~rmino es lc, accleracic'in conv<.::cti·,a, Ia cual se debe al cambio de magnitud de la 
velocidad independientcmente de Ia trayccturia, y el tcrccro se cknomina aceleraci6n de Coriolis. y se 
debe al cambio de direcci{m de Ia vclocidad. Esta ~~xp:·esi6n es independicntc Lie! sistema de referenciao 

Ahora, si se considera que cl campo vectorial de fuerza~ l que se prescnta en el pmblerna se dcriva 
de un campo escalar clenominado potencial o. cs de.:lr 

204 



(6.31) 

o sea que T es el campo vectori<>.l en;~cnd1·ado por Ia aplicaci6n del operado!" gnLdicnte al campo 
potencial, entonces para la obtenc:i(i 1 de .T ba~L1 conocer un campo potencial. 

Por ejemplo, uno de estos campos e~; cl grav, tac.onal y en c~te caso se tiene que las fuerzz.s de cuerpo 
que actuan sobre un tluido estan dadas por 

f gk (6.32) 

siendo g Ia aceleraci6n de la graveuad (igual a 9. 81 m/s2
) y k es un vector unitariu clirigido sobre una 

vertical que pasa por el centro de Ia tierra. Entonces se ve que 

I g :~md .:' ·= grud (- g z.) 

por tanto 

Q = - g ::, (6. 33) 

en este caso el campo cscalar ¢ es un camp,:, energ.ctico, que constituye Ia cxprcsion mat,~matica del 
campo potencial gravi tacio nal. 

Ahora, si sc reemplazan las e~~presl,mcs (6 .. )0) y (6.31) en (6.21-l) se tiene 

[ 
aT" v -- --

, ' • ? "/" ,, p -- .... r, wd --- ~ tot \.- A , ar . 2 
= p grad ¢ - grad p ... Jl V' ·· V 

rcagrupando los terminm qi. e contien~ cl operador gradicnte en el miembro de Ia izquiercia se llcga a 

av v v "rodE \' v (6.34) p -t- ru! .X -t- = fJ. 
df 

,'-, 

don de 

l: 
v: fJ ' l "') - Q (n ... ~ 
1 p "-

en esta ecuaci6n, E represcnta la energfa ;·11ec:an1ca especftica por uniclad de masa. El prirner termino 

del miernbro de Ia derecha reprc~c'lta Ia encrgla c:inetica; el <.,egundo, encrgfa clebic'a a presicSn; y el 
tcrccro, energla potencial de gravitaci6n (tal~lbit?r llamada cncrg1a de po~icicm). 



Luego entonces, la t:xpresion (6. :'4) tambien representa una ecuaci6n diferencial val ida para tlujos 
incompresibles, al igual qL~e Ia ecuaci<in 6.28 

Flujos laminares 

Cuando se consideran flujos en los cualei las acelcraciones y las fuerzas involucradas en elias son 
despreciables en comparacJc6n con los otros termino~; que apare:cen en Ia ecuaci6n (6.28), se dice que 
son tlujn~s laminares y par2. ellos dicha ecuacion se reduce a 

;-< v 7 V = ~raJ p (6.36) 

la cual e~ Ia ecuaci6n fundamental de los tlujo~~ laminares. 

Es posible obtcn~r otra exprcsil'm V<ilid.:t para c:,tc tipo de tlujos partiendo de Ia ccua~_·!l)n anterior, ,Jara 
ello si se aplica el opcrador mtacional a ambo~. mie.nbros de ella se obtienc 

rur (p \ ' V) = mr(graJ p) 

en la cual el miembro de Ia derecha e;, nulo, por ia propiedad matematica de qui.! Ia aplica..::16n 
con~)ecutiva del operado:: rotacional al can1po r~sultante del operaclor gradientc, es nula. 

don de 

!Df (J~ \'' V) = 0 

como 

ror (p. \' · V) '"" p ror (\' 2 V) = 0 
(6.37) 

rot (V · V) = 0 

puesto que se pueclen int·~:rcambiar opcradorc~ 

ror ( ~ ' \/) = \' ' ror V 

don de 

la cual indica que el laptac1ano del canpo de velocidacl (o vorti ... :idad) es nuio. Esta ecuaci6n es mra 
expresicm aplicable a flujos la111inares, al 1gual que la (6.36). 
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Hujos no viscosos o turbuJentos 

En este caso se considera que los h!:nninns deJidm a aceleraciones y fuerzas de Ia ccuaci6n (6"28) son 
relativamente mas imporlantes qut~ los deb1c!os a la viscosidad, por tanto, esta sc reduce cl 

pu " p/ - grad p (6.39) 

o sea 

1 
a = f -· -- grad p {6 <19.a) 

p 

Ahora bien, si se toma en cuenta la .;:cuaci6n (6.34) se encuentra que como el tcrmino de viscostdad 
es despreciable, entonces 

.:IV v v + grod E = 0 0 + ror >C 
cr 

donde 

av 
\1 v + grud E = 0 (6.40) + ror )( 

,'1' 

Las ecuac:iones (6.39) y (6.40) son apl1cahlc:, a T1jos no viscosm, y se !Iaman ecuacione; de Euler. 

Si se aplica el operaclor rotacional a lo) tcrminos de Ia ccuaci6n (6...1-0) se obt!enc 

(I 
mr V - rot ( ror V x \l) "' 0 

ar 
(6.41) 

puesto que el termino ror /!JWi E == (I por Ia propicdad matcmatica mencionada anteriormente, y ~.i se 
rccuerda que el vector torbt~llino cs 

·-\'' = 1h ror V 

entonces recmplazando en la ecuaci(·n 6.41 ''? ticne 

aw -.- rm ( w X V ) = 0 
ar 

(6.42) 

de esta expresi6n seve que si un tlu:o e:~ irrc,tacional (w = 0) entonces ncccsariamentc se .::umple que 
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dH' 
ar 

= 0 

esto implica que un movimiento irrotacional permanece en una condici6n a mcnos que aparezca una 

fuerza extema qu~~ lo a.ltere. 

Fb-4}os no viscosos pemranefltes 

Para este tipo de rnovimi<!nto se cumple que aV!(Jr es nulo, por lo que Ia ecuacion (6.41) :~e redtrce a 

V x ror V = gradE (6.43) 

puesto que V >< ror V = n'i "Y' x V. Es1a es la expresi6n aplrcablc a cste tipo de tlujos. 

Se procedeni a obtencr una c•:uacicSn rmis ~encilla a partir de Ia (6.43). para ello debe considcrarse que 

en ella el vector gtvll E es necesarianwnte perpendicular al plano dcfinido por los vectores 1.:· y rol v, 
puesto que es su produCio vectorial. Esto a ~u vez implica que scSlo existe vanaci6n de la encrgfa en 

direcci6n normal a d1cho plann. por t<lllto, estc es Ln plano equienergetico. Ahora bien, tomando en 

cuenta que los vector,~s i~ clc(mcn llne<:.s d~~ corriente, asf como los vectores ror \/a lfneas vorticosas, 

seve que las superficies definidas por t·amilias de lfneas de corriente y vorticosas son equienergcticas; 

de Ia mi5-ma manera las. lfn~a~ de curriente y las vorticosas son lfncas equienergeticas o sea que E 

pcrmanece constante. 

Considcrando Ia ecuacic'·"t 6 . .\:i sc tiene 

.., .. fJ - rp c etc. ('>obrc una linea de corricnte) 
p 

(6.44) 

que constituye el teorema de fkrnoulli .. 

Es interesante obser\'ar que las ccuacioncs (C·-0) y (6.44) s.on igualmente aplicahles a tlujos no 

viscosos permancntes. s6·o que e<,ta Crltima es md.s scncilla puesto que noes difercncial. 

Para el caso en que d carnp(l ~KAcncial ¢ es cl gravitacional, de Ia ecuaci6n (6.J)) se vio que (q., -=- gz.), 
lo que recmplazado en la ecLaci6n (6..+4) y cln idicndola por Ia aceleraci6n de la graveclacl, conduce 

a que 

= cte. () pg. peso vol u met rico) (6.45) 

Ia cual ticne una interprctaci,)n grdf1c<:, sencilla, puesto que cada termino en ella tiene unidacles de 

longitud, por lo tanto o;,e pucce trazar Ia figura 6.7. 
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Uneo E= Constant& 

·-------.__ -----
--------
------------------' 

FIGURA 6.7 

Es decir 

P; - vj p, - (6.46) + + + + 
"I '"I 2g 

,, ) 

~.g )' )' 

siendo esta una relaci6n muy imprntar,te para rnuchos casos practicos. En esta ecuaci6n el pnmer 
tcrmino representa carga de vclocidad, cl scgundu carga de presion y el tercero carga ck posici6n. 
Asimismo, es conveniente rccalcar que los t'nd1ce~ l y 2 implican que se tomen los datos de dos puntos 
diferentes sobre la misma linea de corriente. 

Es posible generalizar la ecuaci6n (646) al caso de un tubn de corriente si se toman los valores del 
promedio de velocidad, pre~ion y po~;ict6n en cada seccion de el. 

Aplicacioru>s del Teorcma dl' Bemor111i 

Para ilustrar Ia utilidad de Ia expre-.i6n (6..+6). a cL·,ntinuacion se presentan algunos casos pr;kticos de 
in teres. 

Ejemplo 1. ,Uquidos en repuso. Sc ' .. :alculara ia pn~si6n a una profundiclacl h en un rccipicntc, vcr la 
figura 6.8. 

l-~ 
X 

-~---.P_I ___ -+-r-

:1(1l!kA 6.8 



Para esto se consideran do~ pun to~, uno en Ia ~uperficie (pun to 1) y otro a una cierta profundidad h 
(punto 2). En la ~uperficie a presi6n dcbida .al agua e~ nula, existe solo Ia presion atmusfcrica; en 
tanto que en el punto 2 existe una presion dcbida a Ia lamina de agua sabre el y tambien Ia pre~i6n 
atmosferica, Ia cual como existe en ambos puntos (y en cualquier otro) se puede Cl)nsiderar como el 
nivel de referencia "cero" para presi6n h'drmtatica. 

Por lo tanto, en el punto 1 se tiene: 

a) v, = 0; por estar el liquido en repuso 
b) p, = 0; por :ser nivel de referencia "cero" 
c) z, = 0; por estar el sistema de ejes x-z ·~n Ia superficie del lfquido 

En tanto en el punto 2 se Kiene: 

a) v2 = 0; por estar el lfquido en reposo 
b) p2 = ?; ya que se va a dctcrminar mediante cl tcorema de Bernoulli 
c) z7 = -h 

Empleando el teorerr:a se ticr·11: 

Po 
o~o~o"'o+--..: -h 

I 

P; = 'Y h (6.47) 

lo cual indica que Ia prcsi6n hidrost<ltica (mann 11c?tn<:a), en un pu11to cualquiera del liquidr1, se obtiene 
multiplicando su profundiclac. ~on respecto a Ia -.uperfkie libre por el peso volumctrico del lfquiclo. 

h.jemplo 2. Descarga en orificios. Ahora se vz1 a ca!cular Ia velocidad con Ia que sak un lfquido (de 
descarga) en un orificio practicado en un recip1cntc. vcr figura (6.9). 

I V 
l+--....---~ 

i 
i 
Jh 
I 

ZZ77'Z"Z:Z: 

f IGL'RA 6.9 
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Se considerarc:i que el rec:ip.ente e:;, 1~wy grandl: en sentido perpendicular al plano de la figura. de tal 
manera que al saiir el lfqutdo por el uriticic' Ia velocidad con la que baja el agua es muy pequefio 
(dcspreciable). Para este problem<l se tomara esca\a absoluta de presiones. Lm punto.~ 1 y 2 se 
muestran en la figura anteror. 

Ahora, en el punto 1 se tie1e: 

a) V1 == 0; por Ia considera<:i6n hec h.t ar.tes 
b) P1 = Paun; para cscc:da ab·~Diuta lie presiones 
c) ::: 1 = 0; por estar en Ia SJperficie i ibre 

en el punto 2 se tiene 

a) V,. == ? (es el panirnetro qc~e se va a c<Jcular) 

b) P2 = ?,,111 + rh: 1~11 este 1.:aso '>C cc·nsiderara que 1h « P.1111 y que se puede Jcspreciar 

y 

aplicando ahora el teoren1a se tienc: 

p 1 

pufm 
vo-

0 (il!li 0 h + -- ·r = + -
'y 2g 1 

V, 
~-

-- v2gh (6.48) 

expresi6n que es conocida ,:orno fer nula de Torricclli. Ia cual sc utili1.a comt'mmente para calcular Ia 
velocidad de salida del a~ua a trav.::•; de un ('rificio. 

Ejemplo 3. C;:ilculo de Ia presi6n en una tubcrla. Si se ticnc el ca:.;o de un tubo conectado a un tanque 
elevado (ver figura 6. iO) ei d.lcuJc, de Ia pre··,ion en elia en su parte inferior (punto 2) se calcular;i de 
Ia siguiente manera: 

Q =A V = etc. 
(6.49) 

Aquf se ckbe tomar en cue11ta el prtrciplo de Ia C'ontimlldad de: gasw, es decir, se !oman! en cstc caso 
cscala de presiones manon1etricas 1p""'' = 0): en cl punto l se tiene: 
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Az 
j_ ______ ·------4~==~p2J 

FIGL.Rt.. 6.10 

a) V1 {2g.V-; cplicando Ia f,irmula de Torricclli (6.48) 

b) p 1 0 ; de acue-do con Ia e5.cala de pn~siones clcgtda 

c) z1 0 ; por Ia posicit',n del si-.tcnu x-z 

en el punto 2 se tiene: 

;x1r Ia ccuacic·n (6.49) del principio de continuidad 

b) p2 ? ; que es Ia que se va a calcular 

c) .:,2 - h 

aplicando el teorema ~.e tiene 

' 

r A']' v; 
0 ~ u ill p_, 

h + l A, 

.,_ -
~ .·t =~g 'l '--,1., 

de donde 

t 

p? v r~ I 
I h - --y 2,~ A, 

entonces 

r· 

'l ) 

I VI ~~ 1j + )' h p, 
2g /"1) 

. J . 

=1]2 



reemplazando el valor de V1 dado por Ia ex xe~ion (6.48) 

1 .. 

r· r 
! 

11 [A P2 = r ~hI 
A: ! l 

que es La fOrmula que nos permik calcular Ia presion buscada; en ella se puede observar que :;i la 
relacion A/A2 es menor que uno, Ia presion p2 sera mayor que Ia hidrostatica (-yh); si es igual a uno, 
entonces sera igual a Ia hidrostatica; en tanto qJe si es mayor que uno sera menor que ella. 

Hujos viscosos 

En estos casas se considera que Ia ,1iscosidac J.l. no puede despreciarse, o bien, aun cuando sea pequcfia 
se ha encontrado experimcntalmcrnc que al tluir lfquiclos a traves de una iuberia, en una regi6n cercana 
a las paredes del conducto. estos no se desplazan librcmente sirw que se prcscntan ciertos esfuerzos 
tangenciales debidos a dicha visco:.iJad. Est.! regil)n se llama capa limite y en ella el flujo cs viso.Jso; 
ver las figuras (6.11.a) a (6.1l.c). 

(o) Flujo no visccso (b) F:lu)o viscoso (c) Flujo parciolrnente viscoso 

FIC1LR:\ 6. 11 

En estas grcificas se obser.;an cJ ~~t::·ibucionc:; de vclocidadcs di ferentcs en una se1;ci(m transversal al 
tubo, not;indose que cuando cxiste •;iscosid3d, <~sta se manitiesta por Ia aparict6n cle un gradient!:~ de 
velociclad, de tal manera qc~c incluce esfucrz.)S tangenciales entre las difcrentes laminas del llqu1do de 
acuerdo con Ia ley de Newton, antes vtsta. o sea con'>iderando que 

T ... ') 
f.l. i; - II 

y 
(J'V av ...., 

(; \ \ 

"' II a a 

2U 



Como en las figuras anterion:s se rnuestra un flujo unidimensional, tal que solo existe componentt~ V., 

Ia cual s61o puede variar segin la direccic'n y; en tanto que V, e~s nula, de donde 

av 
.( 

ay 

lo que recmplazando en Ia ley de Newton (exprcsi6n que estima los esfuerzos tangcnciales) se tiene 

(6.51) 

en esta expresi6n st:~ ve Ia re aci6n que ex1ste entre los esfuerzos tangenciales r (que aparecen en el 

fluido), Ia viscosidad din<imica /1. y el gradicnte de velocidades (aV/ay). 

Hujo de Poisseuille 

Para el anal isis de un tl ujo 'liscoso, tal Ct)mo el que aparece en Ia parte (b) de la figura 6. 11, se 
considera que es un flujo bidtrncn.~ional entre dos pclrcdes planas horizontales infinitamente grandes; 
ver figura 6.12. 

Ademas se tiene q11e 

v, v = 0 

y que v, solo dependc de y' por ta:lto 

::>zzzz 

-·a 
zzzzzz: 

FICil.'RA (,_ 12 

Rccordando que Ia ecuaci6n pra tluJOS laminar·:s es. 
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como 

por ser 

y 

V2 a2v' 
'v' t ... 

X 
ax~ 

por ser V, solo funci6n dey y considerando que 

gra.:l p 
ap 
ax 

I + 

(12V (12V a2v 
X t X 

+ = 
0\'2 a , 

"' 
ay2 

ap .... ap k = ap 
;;- ) ;;- ;;-
uy u: uX 

(6.52) 

(6.53) 

ya que s61o existen componentcs segun la direcci6n .\, reemplazando (6.52) y (6.53) en (6.36) sc tiene 

d) v = dp 
II· ___ _:_ . ) /. or· <X 

(6.54) 

aquf ya se pueden eliminar los simbolos de difercnciaci6n parcial; integranclo ahora con respecto a y 
se obtiene 

dp 
\' + c 

dx · 1 

la constante C\ se detcrmina consH.lcrando que para y = 0 

(como <,e ve en Ia t!gura 6.12) 

Intcgrando de nuevo con r1;specto a v se ticne 

ahora como para l' 
¥I "ltl.l de clondc C, ::: j.J. v 

l Hld.l 

por tanto 

) dp 'v' 
y- +p.. ~rw:u 

2 dx 
(6 55) 
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como para y = ± a; V, "' 0 (puesto que el tlujo se adhiere a las paredes), entonces, reemplazando esta 
condici6n en (6.55) sc tiene 

(/ 2 dl') 
0= +p.V 

2 dx , OllLl 
(6.56) 

ahora sustituyendo (6.56) en (6.55) se obtiene 

v 
' 

, ) d y- -- a- p 
----

2p. dx 
(6.57) 

expresi6n que nos da la ley de variaci6n de V, en func16n de y que se estaba buscando, y que se ve 

que es parabolica. A.demas :n ella debe observarsc que como y ~ a y puesto que V, siempre sera 

mayor o igual a cao. csto nbliga a que Ia variacicin de Ia presion scgun la direccion x (dpldx) s.ea 

mcnor que cero. es decir, J:t pre·,i6n disrninuye er Ia direcci6n del tlujo; lo cual es k'lgico ya que 

ex:isten perdidas d1~ encrgia por Ia pre-;i6n. 

A partir de Ia ecuaci6n (6 5 T1 se puede e:,tim<\r Ia velocidad media en un flujo viscoso, para ello se 

procede de la mancra '>iguiente, integrand•J a lo largo de v Ia vclocidad V,, se tit~ne 

1/ \' d\' 
\11, ' 

por I o tan to 

v 
tl.'' 

dp J (v 2 
- a 2) dy 

dx 
" 

'1 '- v 
l !11LL\ 

es decir. Ia velocid;1d promedin c\ igu.:d ados terc1os de Ia velocidad m;:ixima. 

b?fluencia de Ia visco\'idad en !o e'-!wci(Jf/ de lkrnou!li 

(6.58) 

(6.59) 

De acucrdo con Ia cxpresicin (657) y de qLe ca'>i 'i empre eXIste una capa lfmirc en el flujo real de 

liquidos, se ve que hay p~rdd-Ls d~~ presion por viscosidad, lo cual debe retlejarse en el esquema de 

Bernoulli como perdida~ de c<,rga (h), como se :m1es1 ra en la figura 6. U. El teorema se expresa como 

) ) 

\ '. 
fJI 

v; p2 I 
h! - + + ?.2 ~ 

'"1" 

,, 
2g -, ... ~( "Y 

(6.60) 
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2 
V1 
21a 

i:.L. 

FIGURA 6.13 

En esta expres10n el termino hr en general es funci6n de perdidas par longitud de tuberfa, las 
mencionadas antes dehida•; a Ia viscmidad; pero ademas tamhien es funci6n de cambios de secci6n o 
de direcci6n de Ia tuberfa. las cuales cornunmente se dctcrminan cxperimentalmente. 

6.4 Flujo visc.ometrico 

Como se mencion6 antes (ver figura 6.2) existen tlujos en los cuales el coctJCJente de viscos;tdad 
dimimico J.1. es funci6n de a veloctcad de ddormaci6n ( o ~ca del graJiente de veloc1dades). es decir, 
el fluido tiene viscosidad no newtoniana. P.ara este tipo de tlujos, el gasto que pasa a t:raves de un 
conducto noes proporcional al gradiente de prc~;i6n en Ia direcci6n del tubo, como ocurre para el flujo 
de Poiseuille ya que en eqe, de acuerdo con Ia expresi6n (6.57). la velocidad media es 

y como el gasto es 

v 
Ill 

u 2 dp 

JiJ. dx 

{) = 4 v 
~ ,{ f1! 

(A - area de un rectangulu de espe:;or unitario en scnt1do perpelldicular a Ia figura 6.12) 

siendo .·.A = 2 a r == 2 u (puesto que r = I) 

Q = -

en Ia cual se ve que Q es proporcional a dp/dx. 

2a 1 dp 

JJ.i. dt 
(6.61) 

En Ia figura 6.14 se presentan Ia:~. vanacio 1cs del gasto con el gradicnte de presic·n, para un tluido 
newtoniano y para uno no newtoniano. 
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Q 

0 

I 
//--.no newtoniano 
l/ 

' /~newton<Onc 

.,"" 
... 

fi.:JURA 6.14 

.. 
dP 

dx 

Como se mencion6 a 1teriormente entre los tluidos no newtonianos se tiene: solucioncs polimerizadas, 
pinturas, fluidos con muchos :;6lidos en suspension. etc. 

Para este tipo de flui.:los Ia e::J1aci6n constiluti ,·a que los rcpresenta puccle tener Ia forma sigu1entc: 

(6.62) 

clonde p es Ia presion isolr6pica. 

Esta ecuacion correspondc a un tluiclo denorninado de "segundo orclen" con tres panimetros JJ.. 1, p.2 y 
p.3 , que constituyen en sf casos particulares de cuerpos viscoelasticos, los cuales se trataran en el verna 
sobre viscoelasticidad. 

Ejemplo 4. Para ilustrar este tipo de rlujo,; consiclcraremos un problema scmejante al de Poiseuille, 
para ello se vera el tlujo entre do-. placas ilorizontales infinitas. Entonces. puesto que 

V, = V, ()'). V. = 0 y V = 0 

con 

,v o h , = para I' = ± 
2 

FICJliRA_ 6.15 
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considerando que Txy = S(k); Tc = Tyz = 0 

donde ,i:lv) = dVJdy 

y 

sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones de equilibria se obtiene 

dT 
n = 0 av 

5'CT. Ja 
+ -- = 0 ay ay 

0 0 .. 

az 
::; 0 

(6.62.a) 

(6.62.b) 

(6. 62.c) 

de (62.b) y (62.c) y puesto que a1r./Jx es independiente dey y de z y de acuerdo con (62.a) tenemos 

dr aa . 
. \·. 

dv ax 

como el !ado izquierdo de esta ecua~·i6n dep.~nde solo de y. entonces dr.!dv = - f de lo cual 

1 =-r..,_c 
t\ .J} 

por condiciones de simetrfa. 1"' = 0 para _v = 0 y 

.'. c ::: () y r = -· f..! 
•. t•, .!." 

puesto que rq =-= S (k) (o sea los esfuerzos tangcnciales dcpenden del gradiente de velocidad) y si A. (S) 

es la funci6n inversa de ella. 

(Por ejemplo: si S(k) ~ Mp entonce~; A. (S) = Si1.t). Se dcnominara A.(S) Ia variacil•n de la funci6n de 

cortante. De S(k) = - f y obtenernos 

entonces 

k = )... (- f\·) 

d11 
' = A. (- fv) 

(/\' 
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luego el perfil de velocidadeii sera 

V.(_'>) = f I l\ (- ./)') dy 
- h:.? 

donde 'A(S) es una funcion conocicla para cada nuido en particular, obtenida experimentalmente. 

Sea Q el gasto a trav.;~s de ur:a seccion, entonces 

integrando por partes 

V"(y)Jy 

doncle 

como 

y 

se tiene 

" h ~ 

Q = J II ? \ 'J.. ( - jY ) Jy 

para un nuiclo newton 1ano S(k) = p.k, y k = .\/p. - A (S) 

Asf que 

de clonde 

. \ 

V/r) = j ' 
• ,j-

A (- fv) 

fy dv -
f1 

que nos da Ia variaci6n de V, ~n cste caso. 

:::20 

(6.63) 



Ahara el gasto Q esta dado por 

. Ju -' ( jv l r X 3 l "'1 
Q = - 1 v l- ·_:_ dt = L -- = 

.-/2 ~~ J-1. 3 J-h/2 

(6.64) 

es obvio que si S(k) noes proporcional a k, el perfil de velocidades no sera una parabola y el gasto 
no sera proporcional a Ia con stante f ( = d crz/ dx). 

Numeros adimensionales utiles U,( flujos 

A partir de amilisis dirnensionales que se emplean en la sirnulaci6n de flujos en modelos a escala de 
prototipos, se obtienen parametros adimen.~ionales con los cuales se puede determinar si tales tlujos 
son laminares o turbulentos clcpendiendo de Ia relaci6n que existe entre las fuerza:, de viscosidad, Ia 
acci6n de Ia gravedad y las fuerza~; de inercia. 

Dicha relaci6n entre Ia vi~cosidad (debida a J-1.) y Ia inercia (debida a las aceleraciones a) hace que un 
flujo sea laminar o turbultnto. El nujo es laminar si Ia viscosidad domina en Ia relaci6n, mientras que 
es turbulento si ocurre lo con:trario. Esta relaci6n es el numcro de Reynolds que es uno de los 
panimetros adimensionale.~ menc1onado y esta dadc1 por 

(6.65) 
II 

en donde 

\' - velocidad de n ujo 
L - longitud caractcrfs~:ica, p.tede comiderarsc, por ejemplo, en un canal corno la relacion entre 

el area y el perlmetro li}Jjado 
I' - viscosidad cinem<ilica del agua 

Entonces si R < 500 el tl Jjo es laminar, en tanto que si cs mayor de 2500 sera turbulento. Pa·a R 

entre 500 y 2500 existen caso~ intt~rmedtos. 

La relaci6n entre las fuerzas de incrcia y l<:. accleracion de Ia graveclad esta dada por el numero de 
Froude, el cual se puede definir cnrno 

F = _v_ 
r--;­

ygd 
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donde 

\' - velocidad del fluJO 
g - aceleraci61 de Ia .?rave-dad 
d - longitud caracterf:>tica, que es 1gual, por ejemplo, al area de un canal dividido entre el 

ancho de Ia super ~j,:_:ie libre del agua 

Se tienen casos caractenl~ticos, segun cl valor de F que es cuando F = 1, v = ../gd y se dice que el 
regimen es crftico; cuando F < 1, v < /:;1; el r~gimcn es tranquilo, en cl cual ia atraccion de Ia 
gravedad influye en mayor grado que las fucrza~ de in~rcia; yen el ultimo caso cuando F > 1, v > /gd 
y el regimen se llarnct ra;lido 

Flujos hidimensiona/es 

En todo lo anteriormente visto, unplfcitarnentc st ha considerado que el tlujo de los lfquidos se 
desarrolla segun una trayect,Jria fija, ya que -.e encauza en conductos como tubos o canales; sin 
embargo, cuando esta trayectoria no esta pcrfectamcnte dcfinida, sino que puede desarrollarse en un 
espacio tridimension<JI o bidimensional, sobrc el cual existc un numcro practicamcnte infinito de 
posibles trayectorias, entonces es nece~.arin estudiar cuales seran las trayectorias mas probahles entre 
elias, por lo que es necesario re<tlizar un estuclio analftico sobrc este problema. En este caso nos 
limitaremos al problema hidimensicmal. 

Funci6n de corriewe 

Para la soluci6n del problema anterior es nccesario seguir un procedimiento matematico similar al que 
se sigue para encontr<:r la clist nbuci6n de esfuerzo:-. en un problema elastico, entonces en este caso se 
necesita recurrir a una funci61 potencial llamacla "funcion de corricnte", t/;. cuya utilidad es amiloga 
a Ia de Airy, y en Ia cual se cumplc que 

v, y v (6.67) 

o sea que el c?mpo vectorial j1;:: velocidade:, se deduce si se conoce el campo cscalar defitnido por la 
funci6n de corriente. 

Adernas, en este tlpo de probl;:mas se debe cumplir Ia condici6n de incompresibilidacl, si s.e considcra 
el caso del tlujo de tluidos incomprcsibles tpor cjcm;:>lo agua). 

dil' \! = 0 



J11 av 
osea t 

ax 
..- __ Y=Q 

av (6.68) 

ya que V = VJ + VJ 

se observa que el campo vectorial obtenido a partir de Ia funci6n de corneme cumple con esta 

condici6n si se reemplann las e:xpresioncs (6.67) en (6.68). 

Ahora, si se considera que 

[ a vv - a vx l -k rot V = -
ax ay (6.69) 

reemplazando las relaciones (6.61) en (6.69) se tiene 

(6.70) 

Como en tluJOS laminares 

entonces 

(6.71) 

de donde './; debe ser una funci6n biarm6nica. 

Para tlujos irrotacionales r01 V == 0. de donde 

(6.72) 

en este caso 1/; basta que -.ea arm6·1ica. 

Debe observarse que la ecuaci6n (6. 72) ~.~s Ia conocida ecuaci6n de Laplace. Luego entonces, Ia 

soluci6n del problema bidimensior al laminar e irrotacional se obtiene n:solviendo dicha ecuaci6n de 

Laplace junto con las crndicione~; de frontera y gcometrfa del caso particular que sc tra:e. r:sta 
soluci6n nos dara el campo escalar f. y a partir de las relacioncs (6.67) se obtendra el campo de 

velocidades con lo que se tendran Ia:, traycctorias buscadas. 



Este tipo de problemas son de util!dad, por ejemplo, para estudiar el tlujo de agua a traves de presas 
de tierra, de tablaest:.cas, etc .. ver figuras 6.1 6.a y 6.16.b 

(a) 

FIGL'RA 6.16 

Pmpiedades de Ia .fimci/m lh corrienre 

I I 

/ I / 
\\. /1/ 

\ ' ..... // ' ' _ _.., - _ _.., 

(b) 

Como en una lfnea de conient~ V >< d ·,· 0 (figura 6.17), por ser Ia velocidad v tangente a Ia linea 

de corriente, entonccs 

V dr - V J1· = 0 
' I . 

(6.73) 

(que es el producto \ectorial) reemplazandc las relaciones (6.67) en (6.73) se tiene 

alj; Jx ~ Cll/; Jr = dl/; o 
ax av 

lo cual implica que ··j, .~s constalte a lo largo de una lfnea de corricnte. 



Gastos entre dos lfneas de corrieme 

Considerando ahora el ga ito entn: dos llne<tS de corrienre en las que lj; = u y ~·· = h. 

El gasto dq que cruza un elemento de area (dy dz) (figura 6.18) de una secci6n normal al tubo es 

dq 

integrando 

q ) ~. =h ~~ J dz. d\' = 
0\' II 

~ :::{} . 
h - a 

(6.74) 

rJ h - a 

esto significa que el ga~.to que recorre un tubo de llujo es igual a Ia diferencia entre los valores d.e Ia 
funci6n Y,· en las fronteras del tubo. Obsel'<anclose que entre mas cerca se encuentran las llneas de 
corriente, en un tubo cuyo gasto es~ dado, Ia velocidad en esa parte aumentara; puesto que el gasto 
es el mismo pero el area es menor, ya que se considcra espesor unitario constante en Ia dircccion 
perpendicular al plano bid mensional. 

FIGURA 6 18 
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7. Viiscoelasticidad 

7.1 Introduccion 

La viscoelasticidad es el estudio de las relaciones esfuerzo-deformaci6n-tiempo que existen en el 
comportamicnto rnecanicc de los materiale~. Conoccr tales relaciones es importante en el diseiio de 
obras construidas con materiales cuyas propiedades cambian con el tiempo y en las cuales Ia variaci6n 
de Ia magnitud de las cargas influye bastantc. E;te comportamiento difiere radicalmente del que tiencn 
materiales que se puedcn nwdelar rnediarte cuerpos idealmente elasticos o vJscosos, ya que son 
materiales que se comportan conH> distintas combinaciones de ambo:-> casos. 

Los estudios desde estc punto de vista. por lo .J.nto. toman en cuenta que en ciertas regiones de una 
construcci6n, el material ~e ha pl<,stiticado sin llcgar a agrictarse, por lo que se supone que el medio 
sigue sicndo continuo en toclas p:tr·tcs. 

En este caso se estudia un comporta 11iento compkjo de los matcriales cuando algunas de sus rnoleculas 
pasan del estado solido al fluido, fen6meno que adcrmis es dcpcndiente del tiempo, y en el cual Ia 
distribuc:i6n de zonas pla~;tif1cadas cs aleatoria. Ademas, en este influyen la variacion temporal y 

espacial de las cargas. Todo lo anterior exp: ica que Ia relacion entre las cargas aplicadas a un sistema 
constituido por un matc·rial l'i.lcoelc;.,rico y los dcsplazamientos que experirnenta no sea sencilla. 

Por lo tanto, estos ana]i~,is vi\COt''!ti.lricos son indispensables para estudiar la evoluci6n de las 
deformacioncs de obras cc>nslituida:; por matcriale~ muy alcjados del comportarniento elastica, como 
es el caso de los suelos, sobre los cuales sc construyen bastantes obras civiles. A~imismo, son (!tiles 
en materiales dasricos que se hact~n trabajar a ':sfuerzos superiorcs al rango elastico. 

Puede considerarse que utilizar nDdelos viscoelasticos equivale a suponer que cada moh~cula de 
material es en sf misma un ;;i s,tcrna, como cl caractcrizado por cl rnodelo ana16gico corrcspondiente 
a! caso viscoeListico emplcado (ya sea. por cjcmplo. el de Maxwell, Kelvin, etc.)., cl cual se prescnta 
en todas las moleculas del sislt::m;:. (;Jrobeta o prototipo). Ahora bien, en rea!idad en cstos sistemas no 
todas las moleculas pueden rcpresen .ar~e por el mismo modelo; sin embargo. ocurre que dicho sistema 
en su totalidad se comporta come, si la hip6tesis mencionada fuera currecta. Esto en si cquivale a 
distribuir el comportarniento total ,:_-omo Sl. fucra uniformc en todas elias. Adermis esta suposi·:i6n 
resulta ser uti! y satisfacto·iamente aproximada clcsde el punto de vista fenomenol6gico. 

Es importante resaltar que, como St;~ ha mencionado antcriormente, los estudios viscoelasticos penr,iten 
considerar Ia variaci6n con el tiernpo de lo:; escados de esfuerzos y deformaciones en obras civ les, 
aunque sea unicamentc de rnanera aprox1mada; por Jo que cs fundamental estc tipo de anal!sis er los 
casos en que se considere cue dicha vanaci6n pucde prescntarse (como ocurre en los problemas cc. los 
que aparecen los suelos). 



Los materiales viscoehl:lfioH pueden agn parse en dos grandes conjuntos, los s61idos y los tluidos, los 
cuales a su vez pueden tener o no deforrm.ci611 elastica instantanea. A continuacicSn se prescntan cuatro 
casos que ejernplifican lo anterior. 

1. El cuerpo de Hooke es un st.Jiido con respuesta inmediata. 
2. El cuerpo de Kelvin es un solido sin respuesta inmediata. 
3. El cuerpo de Maxwell es un tluido co:1 respuesta inmcdiata. 
4. El cuerpo de Newton es u·1 fluido sin respucsta inmediata. 

Cabe mencionar que adermis de los cuatro cuerpm. anteriores pueden cxistir otms, como el de Burgers, 
etc .. , que se mencionar<l~n post,eriormente. 

Para llevar a cabo los estudios viscoel isticos es conveniente tener conocimientos acerca de la 
transformada de Laplace, integrales de convoluci6n y otras herramientas matematicas, las cuales se 
presentan en forma breve en IDs apendice~ 7.A, 7.B y 7.C:. 

A continuaci6n se des.cribira b forma de obtener Ia respuesta en pruebas de carga unidimensional, en 
sus etapas de creep y relajaci<in (conceptos que se definiran posteriormente) para diferentes modelos 
viscoelasticos (Kelvin, MaX\.\'t:IL Burgers, etc.); asf como el procedimiento de soluci6n de problemas 
de valores en la frontera en los que intervien,;n cste tipo de materiales empleando el Principio Je 

correspondencia. Adern;is en un apcndice se prescnta brevemente el desarrollo del metodo directo de 
soluci6n de ellos. 

Como el tratamiento para los difercntes cuerpos viscoelasticos es identico, se dctallara ahora un 
procedirmento general cuyos pasos m;'is relevantcs puedcn agruparsc de la manera srguiente: 

a) Obtenci6n de ecua,::ionc5 constitutivas. 

b) Utilizaci6n de Ia transfonnada de Laplace para obtener la respuesta en las etapas de creep y 
relajaci6n. 

c) Empleo de integrales hereclitarias (de convoluci6n) para obtener Ia rcspuesta ante cualquier ley de 
carga. 

d) Extension del problema viscoelastico a trcs dimcnsioncs, tomando en cuenta el comportamicnto en 
dilataci6n y en diswrsi6n. 

e) Aplicacion del Pri!lcipio de corre.1pondenuu para Ia soluci6n de problemas de valores en Ia 
frontera. 

f) Empleo del rnetod·J direc:1o de soluci{in del sistema de ecuacrones de equilibria, relaciones 
cinematicas y ecuaciones constitutivds. 
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7.2 Obtencion de las e<:uacimw5 constillJtivas 

Para lograrlo se parte de dos unidades fundamentales de los modclos analogicos que son el resorte y 

el amortiguador, asf co111o de Ia mantra en qLe estan conect2.dos, ya sea en serie o paralclo. 

La ecuaci6n constitutiva del resone (cuerpo d'! Hooke o ehistico, figura 7.1) es 

a '= E t: o sea 

.,.__..._ _ _,.,..w,ryo,.,'('f"ffl'Yif'-. --·----~· ... 
(J 

en tanto que para el amortiguadCir (<'uerpo de Nnvron o riscoso, figura 7.2) es 

T = p. '( o sea (j = ql £ 

~~----~]~--4---4 .... 
o- CT 

liCiL:RA 7.2 

Ahora bien. cuando cstan conectados en seric se ap!ica Ia rclaci6n encrgetica 

que es una suma de velocidaclcs de Jeformaci/lll. 

En tanto que cuando est~in concc;:;:ldas en paraiclo se emplea 

que cs una suma de esfuerzo~. po~ h) tanto ta nbien es energctica. 

(7.1) 

(7 .2) 

Estos dos tipos de sumas pucd~n servir para encontrar ccuacicllles constitutJvas de diferentes 
combinaciones de resone:; y amlHtiguadores, Ci)lllO sc vera a continuaci()n para algunos casos sencillos. 
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Cuerpo de Kelvin 

Eli moddo anal6gico de este cuer-po es ur resorte y un amortiguador conectados en paralelo, como se 
ve en Ia figura 7.3. 

En este caso se aplica Ia suma de esf11enos, entonces 

don de 

o 1 = lJu c. , de (7. 1) 

y 

(7.3) 

que es Ia ecuacion con~tituti,;a de este cuerpo. 

O"T 

FICiLcRA 7.3 

Cuetpo de .HaxweU 

El modelo anal6gico es un re,;urte y un amortiguador en scric, figura 7.4, como sc ve a continuacion. 

Ahora sc aplica Ia su:mt de Vl~tocidade', de dc(ormaci6n 
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FIGuRA 7.4 

don de 

CJ 
, de (7. 1) 

y E, 
IJ 

. de (7.2) 

luego 

IJ (J 
+ 

haciendo un aju~te de comt<-~nlt::s ~.c obtiene o.l multiplicar por {/u 

(7.4) 

que es la ecuaci6n constitutiva corn:~pundiente. 

La soluci6n de esta ecuaci6n sc obl!t:nc~ intcgr<indola, de dondc c'>ta es 

Cf 



osea 

siendoA, By Cconstantes 

B 

Cuetpo solido de tres constantes 

(j, I 

l 
C = I J 

qu 

En este caso se conbinan .tn cuervo de Kelvin y un resorte en serie apl cando Ia ley de suma de 

velocidades de deforrnacion.;;~;. Este cuerpo Sl~ mue:;tra en Ia figura 7.5. 

cr 

-I 
i·JCILRA 7.5 

Entonce-; 

los subfndices K y R indican Kelvin y resortc, n~sp,?ctivarnente 



don de 

0 
de (7.3) 

y 

(J 
d~ (7. 1) 

de donde 

IJ 
E. = 

como 

a 
E1, == [; - Eli == E -

(/,i 

puesto que 

de Ia ecuaciCin (7. I) 

entonccs 

IT •/,, 
r [ 

a a ') q,, a i: a - (; -t-

(/I •It <'/o 
I 

q,', l <'j,, lft lft 

agrupando terrninos serncjant,~s. y l'ulliplicando por q 112 sc ohticne 

(j, ' 

que es la ecuaci6n constitu1i1.a. 



Fluido de tres constantes 

Ahora :~e tienen un cuerpo de Kelvin y un amortiguador en serle, f1gura 7 6. 

S1~ aplica por tanto 

donde el subfndice A indict:~ amortiguador 

Fic;uR. ., 7. 6 

de la ecLiacion (7.]) sc deduce que 

EK 
a au 

K 
rJ, q, 

y de (7.2) 

t, 
a 

I 
q, 

luego 

a (J (7 .. 6) 

como 
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y como a! integrar la ecuaci<5n !(7.:) ~e obliene que 

(J 

entonces 

reemplazando esto en Ia ecuaci6n (7.6) se tiene 

derivando respecto al tiempo 

cr 

r + A 

<J r + A 

(J 
[ -

multiplicando por lfi
2/(f, 1 y ;:;.grupando tcrmi110~ se obtiene 

(J 
+ 

+ 

(7.(/) 

siendo p(, q( y q2 nuevas constiurcs rc:<:.ultado c.lc Ia operaci6n anterior entonces ( 7.6') es !a ecuaci6n 

constitutiva. 

Cue1po de Burgers 

En este caso se tiene un cuerpo cle !<..elvin y uno de Maxwell en sene, se aplica por tanto Ia suma de 
velocidades de deformacil)n. t~!gura ·r.7. 

de la ecuaci6n (7.~~) se obti.:ne que 

t 
:J q,, 

1\ El\ 
( {I (jl 

y 

a. de 7.4 
(/u 
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como 

siendo 

c;m := c 0 T B ~ r ... A ' de 7.4' 

luego 

t 
(f lJu a P1 

(c; ·- C a ... B CJ r + A) -.- -+- CJ 

lfo 

derivando con respecto al tit:·mpo 

c.: 
rJu a P1 

(t - C iJ ... B a) -.- + CJ 

multiplicando por q1/(B<J1) y agregando tcrminos se obticnc 

(7.7) 

que es Ia ecuaci6n constitntivct obtcnida para e:te material, ([J/, p;, tJ/, q ~on nuevas constantes). 

f ICil.' RA 7. 7 



Generall~iades sobre kls ecuaciones constituth·as 

De las expresiones (7. I) a (7. 7) se ve q u~.? las ecL1aciones consti tuti vas tien~..:n Ia sigu ieme forma general 

{7.8) 

donde ¢ 1 y ¢ 2 son operadores del ~iguiente t1po 

y 

en los cuales se hace un ajuste de constantes, y por ser expresiones lineales basta dividir por una 
constante para obtener el coeti-ciente flu igual a uno. Por lo tanto dichas ecuacwnes tienen Ia forma 
general 

dn 
" 

ar" 
anlf; 

ar"' 

estas ecuaciones constitutivas deben cumplir con 3 postulados fundamentales que son 

a) Independientes de Ia velocidad >' acekraci6n del ~~1stema de referencia considerado. 
b) lndependientes de las coon:knad;:,.s del punto con~iclcraclo. 
c) Independientes de las condicionc~ de •:arga. 

7.3 Soluci6n mediantr Ia tnm•Sonnada de Laplace 

En las cxpresiones (7.8) y ( 7.8' ), rclati\as a Ia forma general de las ecuaciones constitutivas, se 
observa que si se conoce Ia ley de >ariaci<'m de csfuerzos a(!) sc pucdc obtencr Ia de deformaciones 
e(/), al resolver Ia ecuaCJ6n diferercial ordinaria que resulta; pero tambien se obtiene de igu:al manera 
a(!) si lo que se conocc es c:(l). Ahora b:cn, entre los proccdirnientos de soluci6n de este tipo de 
ecuaciones se tiene el de !a 'lrans:·Cirmaci<'m de Laplace, a traves del cual una ecuaci6n diferencial 
ordinaria se conviertc en una ecua,::16n a:gcbraira m;~s facil de resolver. 

Entonces al aplicar Ia tran,.forrnad.l de Laplace al operador 

7.37 

ai 
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se obtiene 

'f (q)) = rp I: a; s' = P(s) 

'"'' 

(s.tempre y cuando todas las condiciones iniciales sean nulas. ver apendice 7.B), con lo que se obtiene 
un polinomio ens, P(s) de grado 11. en el cu1l !as constantes a; son las mi~mas que las del opcrador 
¢, Ia exprcsi6n (7.8) se trar,.sforrna en 

?(.1) ;] 0 ' Q(s) "i ( 7.811
) 

(siendo Q(s) otro polinomio en s) donde 

o "' 'f(o(f)) y l:='i(c(r)) 

Ahora bien, si <r(r) = au.~(!; .. dunde a(, igual :t una constantc Ll(r), (funci6n paso, ver apt:ndice 7.A), 
a l 

entonces. a(s) = --~· ya nJc )(D.U)) =- (ver tabla 7.1). s ~ s 

En tanto que si c:(l) = £(\ D.. , c;( es una const<.ntc. 

Ana16gamente 

2 (s) s 

Entonces, si se considcra el casn en que ~-e aplica a(l) = <ru .:J.(r) de ( 7. 811 
) ~e obtiene que 

-
£ 

(T(I P(.l) 

.I Q(.l) 

que es un cocicnte entre polino:nios, el cual st: pucdc dcscompuner en fracciones parciales (segun los 
metodos conocidos de alt:~d>ra): lucgo se tcndra 

A sl n 
--

(S) 1: I 1: f'(s) ·~ ----
lc (s- B) 1 , =I 

I 

* El sfml-lolo O(s) indiLa Ia tran:-f(>rmaJa ,Je Lapla-:c Je cr(tl (vcr ap-:nJil·e 7.B). 
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y antitransformando cada termino, por e_iemplo :nediante una tabla de transformadas de Laplace (ver 
tabla 7.1). se obtiene 

n' 

~ (f) I: 1 1 (/(s)) ~ F(l) 
I' I I= I 

o sea como una sumatoria de funciones del tiempo, Jo cual nos da Ia soluci6n del problema. 

Ahora procediendo de manera an;'iluga sc puedc: obtener la ley a(t) si se parte de E(t) = t: 11 .l(t). 

El caso en que se da a(f) = a0 ~.(!) corresponde a una prueba de creep (deformaci(ln variable con el 
tiempo ante carga constante); ~;:n tanto que cuando se da G(f) = Go .l(t) corresponde a una prueb.a de 
re/ajacion (variaci6n del e:;fuerzo ante d·~t~:mnaci6n constante). 

Ahora bien, si se aplica el anl1.:rior proccdn11iento para cada tipo de modelo viscoelastico (sc tiene el 
P(s) y Q(s) correspondientt?s.l pero con a(f) = .ll/) (o sea cr;1 = 1) sc obtiene como soluci6n c;(r) = J(t), 

llamandole a J(t) funci6n ce complianza de dicho modelo. 

Amilogamente, si se emplea D(l) = ,~(!) (c' sea Go = 1) se obtiene una funci6n a(t) dcnnmin;:,da "funci6n 
de relajacitSn" y que se repre~.cnta por Y1.l). 

En Ia tabla 7.2 aparecen las funciones de complianza y relajaciClll para algunos de !os modelos visco­
elasticos mas empleados. 

Posteriormente se vera que conoct:T dichas funciones es uti! para predccir el comportamicnto c(r) o o(f) 

ante diferentes funciones o(l) o E(l), respectivarnerJtC, que represcntan !eyes de carga o dcfonnaci6n 
mas generales; Jo cual se logra mediante las int . .:-grales hereditaria.'> al aplicar!as a difcrentes modelos 
viscoelasticos lineales. 

7.4 lntegrales h(~reditarias 

Si se considera el caso de q .1c Ia carga t:s con'>tall!e y cst;i dada por o(r) = a" .l(f) entonces c;(f) = on./(!); 

puesto que el modelo es vi';cuclastic·J lineal. luego ::,i postcriormer.te se da otro incremento .la 1
, a un 

tiempo t 1
, entonces se tenJra 

Ahora, si en vez de .lo/ se da una sene de incremcntos mfinitcsirnales se tiene integrando 

( , j rl I j I - f I ) d () I df I ,r; · I .1 = n, 1 1J l .,. , f 
J II df I 

(7.9) 



se observa que en la integr.al la funci6n J(f - t 1
) va variando con el tiempo. Esta es por tanto una 

integral hereditaria ode convoluci6n la cual puede expresarse en otra forma; para ello si se integra por 
partes se tiene 

'" au ](/) ... [J(f - r) a (f) - J(f - 0) a
0
J 

J(O) 

, , I , 
-- J aU 1

) ~J__C__~~ dr I 

II di I 

' JJ(t- r;) 
f {f) = j ( 0) 0 {f) - f 1J (/ I ) ---;-- J f I 

• II df' 

como 

dJ(f - f ' ) Jj (f - II) 
---·----
d(l -- r; ! dr 1 

entonces 

. I d.J(r - r') 
D(l) (J (f) 1(0) .. 

J,; 
o(fl) ----- dtl ( 7.91

) 

d(f - r I) 

Ia cual es otra forma de integral hert:ditar:a. 

En Ia expresi6n (7.9) sc ticnen dc;s parte~. una debida al esfucrzo inicial y otra debida a los 
incrementos posteriores; en ~."'nto q11c en Ia ( 7.9' :. ~e ticnc cl primer ter nino debido al esfuerzo 
actuante en ese momenta, y Ia integral repres.:nta Ia deformaci6n origmada por Ia historia previa de 
esfucrzos. 

Analogamente para el caso de relajaci6n se tit:ncn las siguicntes integralcs hcrcditarias 

JE 1 

o(f)=E
11

'l(f)-r
1

Y(f-f 1
) d! 1 

" dr I 

(7.10) 
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(7.10') 

se concluye entonces que mediante l.as expresioncs (7.9) y (7.9' ), si se conocen las. funciones a(r) y/o 
su derivada, asf como las funciones de cornplianza y!o su deriv<lda del modelo anal6gico correspon­
diente, se puede obtener Ia le•, de ~~ariaci6n de c(l). 

Asimismo, mediante las e~presiorh~s (7 .l 0) y ( 7.1 0'), conocida Ia funci6n £(!) yitJ '-U d':nvada y Ia 
funci6n de relajac16n y/o su tkrivada (del CLJtrp·J vis:oelastico escogido), sc obkndra en e.:ste caso la 
ley CJ(f). 

Con lo anterior se tienen resueltos ambos tipos de problemas ante !eyes cuaks4uiera d~ .:•(1) o c;(f). 

Ademas, en estas intcgrale~ hereditarias ~e pone de manifiesto que los matcriales viscoela:;ticos tienen 
"memoria", o sea que s11 comport2111iento dcpende de Ia historia de carga. 

7.5 Caractel'fsticas geornCitrkas d·.~ funcionl'S de complianza pam difcrentl's modelos vbcochisti1cos 

De Ia tabla 7.2 seve que las grMios de cstas funcioncs para los modclos viscoelasticos mas comunes 
tiencn el siguiente aspecto. figura "7. 8. 

E' 

(F uldo d'~ :3 coo!;tontes 

""-· """"'-/ , .,/"'Burgers 
/ Y (Maxwell 

I I \ I' 

/, ;· / (Solido de 3 constantes 

! -!-/·-·-·\_·_ 
), 

....... •. / ~ Viscose 
• ,1 /~/ // ~ewton) 
J "'~'Y L/ ~Kelvin 
''i!.-"?,,.,....::=::.;z:.. __ _ 
/"' // '--..._.,E,dstico (Hooke) 

,,..; ....... 
--------------------------

t 
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De Ia figura anterior se puedc~n hacer Ia~ siguientes observaciones: 

a) Los cuerpos de Hooke, Max wdl, s1:d ido de tres constantes y el de Burger' t1enen respuesta elastica 

instantanea, y tienen en conHin un resorte .. lis:,ado en serie, c.m1o se pue<le ver c.:n bs figuras 7.1, 

7.4, 7.5 y 7.7. Ademas, los cuerpos de Maxwell y Burgers son tluidos ya que no tienen compor­

tamiento a~.intotico hori zor. tal. 

b) Asimismo los modelos que tienen un amortiguador aislado muestran un comportamiento tluido, 

como ocurre con los cuerpos de Newton, MaX\vell, tluido de tres constailtcs y el de Burgers (ver 
figuras 7.2, 7.4, 7.6 y 7.7} 

c) Los cuerpos so1idos con10 el de Hooke, Kelvin y solido de tres para.metros en su ecuacion 

constitutiva tienen el coeftciente lJo no nulo, ver ecuaciones (7.1), (7.3) ) (7.5). 

7 ,(Ji Compor1 amien1 o visccJ"el<bt ico t ridimensiona I 

Para comprender este componamiento conviene recordar que lm tensores de esfucrzo y deformaci6n 

sc pueden descompone:r en una compon..:nte isotr6pica y en una distorsionante. Adem.as ex1sten 

relaciones entre las componcntcs isotr6picas de esfuerzo y de Lkforrnaci,)n, y tambi61 entre las 

distorsionantes de arrbos temon~s, que en el caso elastica se vio que eran 

[Tl, = JK[l ][£ J, [TL = 2C[I][£L (7. 11) 

donde: 

K - modulo de compresibilidad volur,lctrica 
(

n 

. .1 - modulo de rigidcz al cortantc 

[/] - matriz identidatl 

y recordando que 

s 0 (J 

IT] 
I 

0 s 0 
a + a + a s = _' ___ ... -~ 

J 

0 () s 



s r '" l s = CJ - s ry '1.: ' ' 

[T J s I s s = r --

J 

= a_ --
d .1.\ \ . y~· 

T r s_ s - a - s = - (5" ..- SJ .t: F \ t 

(por lo tanto en esta matril su pnner invar;anll: e~ nulo). 

De igual mancra se tit:nen ;;:xpresiunes semeJantes para las componentes del tensor deformacit'in, o sea 

r -, 

I e () 0 
I I 

I 
I E + E + £ 

u: I I 0 •' 0 t \ 
I (' = I, ·I I 3 I 

l. 0 () e J 
r-

(' [; ( .. e -- C' -- e t \' " 
- '-' 

t 

LF.'L E; e t: .. ,:-r._·. e = l-: - e 

l £ £ ('_ _j e = £ - £ ·- (l' ..- e_) 
t: t 

Ahora bien, los tensore~ dlstorsior:antt·~ se pueclen descomponer en cinco cornponentes d·c cortante o 
distorsi6n como sc vc a cnntinuaci6n 

s 1) () l u 0 
0 l I 0 r 

~ 1 

ry 

[T I, " 0 --5 () 0 -s 0 + r 0 . ,, I ,., 

l 0 I) () L o 0 s l 0 0 0 i 
-' 

() () I ,, 0 0 0 

I 
0 () 0 + I 0 0 r 

\': 

T ,, 0 () l 0 r,, 0 

2-0 



y 

l' () 0 r 0 0 0 0 [;n () 
., 

·' I 
[EL f) -e 0 

l ~ 
-e 0 + E 0 o I 

' .n 

() J 0 (I 0 0 (' 0 0 

0 0 " 
"1 

r ~ 
0 0 ..... c: 

+ 0 0 () + 0 E,~ 
I 

I 
E 0 0 l 0 

r· 0 •: " \":;: ,_ 

Seve entonce~. que se tienen relaciones entre cornponcntes isotr6picas y distcnionantes puras del tipo 
de Ia ecuaci6n (7. 8). o '·ca 

don de: 

s,. s ·-
l 

(' .. (' 
d l 

<P:S=<P:e 

91 sd = (~l ed 

I' 
,) Tl'. T,: 

('. E 
t'. . E,: 

0 Tl.: 

0 E.,.; 

Entonces., si se hacen prucb~.~ de compresi6n o,·olum,~trica o cortante puro a carga constante, podran 
observarse en graficas de det;.•rmaci6n vs. tiempo, curvas del tipo mostrado e11 Ia figura 7.:~ o relativas 
a cualquier otro tipo de ecuaci6n constituuva. Por tanto. en un material dc:do se tiene la siguiente 
pareja de ecuaciones constitutivat;. ura para Ia rt'iaci.On isotr6pica y otra pare Ia distorsionante. 

(7.12) 

don de: 

Q I = 1J. y 



o sea, la pareja de ecuaciones constitutivas (7. 1 2) caracteriza el comportamiemo tridimensional de un 

material dado y en I a cua1 los operadore.s P'1 y Q" , asi como P' y Q 1 pueden tener cualquiera de 

las formas dadas en la tabla 7. 2 u olras mas generales. 

N6tese que la aplicaci6n d.e los mismos \)peradores pi y Q1 a cualquiera de los cinco componentes 

distorsionantes implica un comportamiemo isotr6pico. Cuando el material nolo es, entonces se debeni 

tener operadores diferc:ntes para cada una de ellas. Aqui se supondni que t~xiste isotropfa en las 
propiedades. 

7. 7 Principio de correspondenda 

Si a las ecuaciones (7 .12) se les aplica la transformaci6n de Laplace se obtiene 

P'1 (:J)* s =, :i U) e 

siendo P'' ( 6 ), :£11 
( 6 ), P 1 

( 6 t y :J 1 
( J) P'Jlinomios en s; entonces se pueden hacer 

-c· ;jf ( j ) --J = ____ :.___ e 
P'/ ( J) 

y 

las cuales son similares a I as rei a::iones ehisticas 

por lo tanto se pueden hacer las siguiente:; equivalencias 

-- ,;£'I ( j ) 
3K'' -- ------.. 

P 1 
( 6 .'1 

y 2G* 

(7 .13) 

(7.14) 

(7 .15) 

en donde se pueden estahlecer constanles elas(icas equivalentes 3K* y 2G* a partir de los polinom10s 

conocidos. La imp011ancia de esta eqUlvatencia radica en que mediante la transfonnada de Laplace, 

al pasar al dominic de :>, podemos resolver un problema viscoelastico como si Fuera ehistico, y esto 

es lo que se denomina Principia de correspondencia. Luego, la sotuci6n elastica se antitransforma para 

obtener la viscoelastica, ;!S decir, conocda la soluci6n elastica; por ejemplo si 
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a( :1) = f (x. y. z) 

alt antitransformar se obtie:~le a(t) = j~ (x, y, z) 

ya que a( :l ), en re.aliclad ~!s independiente de :l (ya que no depende, en este caso** de las propie­
dades el<isticas E*, o K* y G*) y por lo tanto nose altera la funci6nj(x, y, z), y entonces la soluci6n 
de esfuerzos es igual en el caso viscoel<istico al eliistico; pero por otra parte como Ia soluci6n elastica 
correspondiente a Ic:,s clefcnmaciones es 

c:(6) co.fo (X, y, Z, E*, v*) 

o bien 

e(.:lj = j~ (X, y, Z, K*, G*) (7 .16) 

si depende de las propieclades elasti.cas, entonces sf sera funci6n de J , (por las expresiones 7 .15). 

Entonces antitransformando l1s expresion~s mencionadas (7 .15) o bien las que representan a E* y v*; 
ya que eomo se sabe 

E = _9 !<.£ 
3K t- G 

y 3K + 2G 
jJ = -=--:-:::-=--::::-

2(3K + G) 

y al reemplazar K y G por los polino:mios (7 .15), entonces 

~* :r:£1 ;;t:'/1 
lc. = -·-~---·---

2P1 ~e~' + ;£.! r· y 
pi ;£ii - ;£i pi! 

1'* = ---------~ 2P; ;£_ii + :_.g; p;; 

luego al antitransfonnar cualquiera de las expresiones (7 .16) o (7 .17) se podni obtener 

c(t) .c / 4 (x., y, z, t) 

(7 .17) 

que nos dani la manera como varfa tridimensmnalmente el estado de deformaciones con el tiempo 

Ejemplo. Tubo visco=la.stico. Se tiene en este ,_::aso un tubo constituido de maLerial viscoelastico sujeto 
a una presion interior, como se ve en la figura (7. 9). 

"' ;:1 es Ia variable S de Ia 1ra:1sformada de Lapl<1ce, pero se cambi6 Ia variable para no confundirla con Ia letra 

S que representa el esfuerzJ isotr6j:>ico. 

** pued,~n existir problemas en los que si influy.~n en pruebas, por ejemplo, de compresilm confinada. 
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La soluci6n elastica de es.te problema cs 

y las condiciones de front era son: 

para r = iJ 

y para r = () 

cr
8 '~r:rv 

CTIJ 

/ 
/ / "8 'a \ L ______ . 

o "' A - B -? 
r r 

a := A - B -~ 

se uene 

se tiene 

r 

a·, = - P 
J, = 0 

(7. 18) 

a partir de estas condiciones se obtiener Ia~, constante~ A y B de las ecuaciones (7 .18), de donde 

A 
Po=· 

v 
(J .' -- b l .; 

entonces 

ph' 
a = -·----·-· 

(7.19) 
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Por tanto, en este caso se observa que los esfuerzos no dependen de las cons1antes elasticas, por lo que 

no variaran con el tiempo y senin por tanto semejantes al caso de un material elastica; en tanto que 

puede observarse que los dt:splazamientos al estar en funci6n de dichas comtantes, sf variaran con el 

tiempo, ya que s1 en Ia expresi6n para u se Ieemplazan E y v por las relaciones (7 .17) se tendra 

(7.20) 

en la cual si se toma., por ejemplo, d caso de que se considere componamiento ehistico en dilataci6n 

y de Kelvin en distorsi6n, ~;e tiene que 

pi! ]· 
' 

:.l_·Ji = 3 K: P' = 1 y 

y :si Ia carga esta dada por p(t) -= p . .9 (t); entonces /j =pi .2 de donde 

u (x,.s) (7 .21) 

Ahora empleando una tabla de transformadas (por ejemplo la tabla 7 .1) se obtiene 

u(r,t) - ,/ ~~, { 6/' q" [ 1 - exp [- 6K + q l] 
ql 0 t 

(7.22) 

+ q:'r [I -exp [- ~;,']]} 
la cual es por tanto la expresi6n que eta la evoluci6n de los desplazamientos en este problema 

viscoelastic a. 

Limitaciones del Prindpio de correspona'encia 

Por Jo anteriormente expue~;to, se c.:mcluye que es posible emplear los metxlos de soluci6n elastica 
en problemas viscoehist:[cos a traves del principio mencionado; sin embargo, existen situaciones donde 

no se puede aplicar, estas son las siguientes: 
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a) Cuando existe modificaci<Sn de la geomttr\a de Ia frontera por las cargas aplicadas. 

b) En problemas donde por otras causas Ia geornetrfa se deforma (por ejemplo un<J vela que se derrite) 

o se desintegra (por ejemplo, combustible que se ~uema). 

c) Cuando no existe solucion elastica conocida del problema en cuestion. 

En estos casos se debe emplear el rnetodo dire:::to de resolucion de problemas vi~:coelasticos. 

7.8 MHodo directo 

En este se plantea el problema de;~ resol1Jci6n del conjunto formado por las ecuaciones de equilibria, 
relaciones cinematicas y ecuaciones con stitutivas de manera identica a como se realiz6 para deducir 
las ecuaciones fundamentales de la elasticidad y Ia de mecanica de 1luidos (Navier - Stokes). Estas 

ecuac10nes, por tanto, son: 

adem as 

pa, - {' - P.t t 

paY = pf: 

pa, = P.( 

au 
t: ·' 

.t a.r 

au, 
e, - a\--

au 
e = 

y las ecuaciones (7. 12) 

+ 

+ 

a a 
.tt 

ax 
ar .n 

ax 
a r,; 
ax 

f = 
.\y 

ar ar~, n 
+ + 

a\ az 

a a ar~, .\:'\ + av az 
Ecuaciones de equilibria 

ar~:: a a __ 
+ av az 

[ 
-~u.~ + du 

::' 0\' ax 

r au 
'"I l--:ii~ -r 

~i~.l 
dy J 

Relaciones ci ne:mHicas 

f
) 1/ ,, " -

Q;; e Ecuaciones con<,ti~utivas 
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El procedimiento d1;! soluci6n de este conjunto es por tanto 

a) En las ecuaciones constitutivas (o bien sus expresiones cquivalentes dadas por las integrales 

hereditarias (7.9), (7.91
), (7.10) o (7.10')) se reemplazan las cantidad~s de deformaci6n por las 

de desplazamiento de ac:Ui~rdo con las relaciones cinematicas corresponc ientes. 

b) Las expn::siones de esfuerzos, resultantes del paso anterior, se reemplazan en las ecuaciones de 
equilibrio. 

c} Se encuentra un<:t expresicin vectorial que sintetiza las tres ecuaciones de cquilibrio anteriores, Ia 
cual sera semej:mte: a las. de elasticidad o me~anica de fluidos. Esta variarci segun el modelo 

viscoelashco escogido para .las componentes iso·:r6picas y para las disto1 sionantes. 

d} Se resuelve por cJg(in metoc!o matem<Hico de ecuaciones diferenciales parciales y otro equivalente 
(metodos numericos, etc ) Ia expresi6n re:;ultante mencionada. Es claro que en general esta puede 
ser mucho mas cornple.ia que Ia de elasticidacl o viscosidad, que corresponden a los modelos 

viscoelasticos mas sencillos (el de Hooke y el (k Newton); por lo que s 1 tratamiento completo se 
sale del alcance de estas notas. Por lo anterior, scilo se sugiere utilizar e/ J;rincipio de correc\ponden­

cia a los casos vi~;coelasticos donde este sea aplicable. Sin embargo, en e apendice 7.C se presenta 
un desarrollo rna:i comp elo de este mctodo dire~to. 

Observaciones importantes .. Con rel<tci6n a los problemas viscoelasticos pue,jen hacerse notar algunos 
aspectos relevantes entre sf: 

a) En estos modelos viscoe asticos s.e nota Ia influe;1cia de !a velocidad de carga y en general de toda 

Ia historia de carga en 1:= respuesta (defonnaciones que experimentan). 

b) Por lo anterior, puede obs,:rvar~e que did~os materiales tienen "memori<.". 

c) Tambien se observa Ia eJ;i~.tencia de un de~Jasamiento de Ia respuesta cor rcspecto a Ia excitaci6n. 

d) Ademas se nota la inercia de los flujos existente·; en un instante dado. 

e) Finalmente, se puede ver que Ia elecci6n adecuada de uno de estos rnodelos para simular un 

matenal real puede hacerse de Ulla manera simplista: observando Ia formCI de Ia funci6n c(f) de una 

probe.ta ame cargc:, constante y determinando cual de las curvas mostradas en Ia figura 7.8 se ajusta 
mejor, se tendra el modt~lo anal6gico buscado. Ahora bi,=n, existen otros procedimientos mas 

formales para encontrar L:t ecuaciein comtitlltiva que represente a los materiales, pero su tratamiento 

se sale de los alcances de este curso. 
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A p e n d i ~~ e 7 .A 

Funcitin paso 

Esta es una funcidn que 'ie presenta para el sfmbolo 1(r) y que vaie cere para r < 0 y uno para r ~ 
0, como se muestra en lc:1 figura 7.10, entonct:s 

-ex:> 

{ 0 para 1 

(;}.If) . 

, t I para r 

.6 (t) 

1 

0 

FIGuRA 7. l 0 

<0 

~~ 

... 
t +co 

Esta funci6n es uti!, por ejemplo .. ~n ei estudio de problemas viscoelasticos. 

Funcion delta 

Esta funci6n 1esulta ser la clerivacta de ia funci<Sn paso y se representa por o(t); se define mediante las 
siguientes relaciones 

I = J . : o (f)d! 
r • 0 

I = J _ v o (l)dr = 

0, para r <- 0 

o(n + oo: para -- 0 < ' <+ 0 

0: para ' > + 0 

Es decir, es una funci6n tal, que vale +ex> en ·~I intervalo de cero negativo a cero posiLivo y es nula 

para cualquier otro valor: ademas su integral vc.le 1 entre - 0 y + 0 o cualquier otm intcrv<tlo elegido, 
incluso de -oo a +oo, tendra pm tanto Ia grai~ca rnostrada en Ia figura 7.11. 
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Esta fu:nci6n al igua.l que Ia funci6n paso sor muy utiles en problemas viscoelasticos y de otro tipo. 

tiende a co 

-o +o t 
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A p e 111 d i c: e 7 .B 

Transfo.nnada de Laplac.~ 

Esta transfonnaci6n pertt:nece al conjunto de tran~formadas integrales y se exrresa de Ia siguiente 
man era 

:f(j(r)) ~ J :v f(r)c sl dr = ](s) 
(I 

(7.B.l) 

en la cual Ia funci6n e-SI se llama Kernel 0 nucleo dt: la transformaci6n. En esta, la funci6n /(!) se 

convierte en una funci6n .Y!(f(t)) que al integrarse con respecto a 1 entre cero e infinito, s61o queda 

una expresi6n que depende de !a variable s cuando se toman los lfmites de i<J integral. Es decir, 
C.f(f(t)) es la imagen de .f(!) y se denominara .f(s), que se obtiene como resultado de Ia transformaci6n 
rnencionada. 

Debe re:cordarse, ademas. que Ia operaci6n de integrclf con un modelo equivale a una generalizaci6n 
de una rnultiplicaci6n rnatrici.al de un vector por una matriz; ya que se realiz6 una integracion numerica 
de Ia expresi6n (7.B.l) tenemos 

n 

j(s) = tJ.r I: f(r)f -•. , (J,t : incremento de tiempo) 
!=l 

ahora, si Ia v.ariable s se discretiza dan(o1e ciertos valores fijos, entonces 

n 

f(s,,l = J..r r..:fu,Je-'' (j =I, 2, ... n) 
I= I 

que es igual a 

tJ.r [e-'·,]fU
1

) =/(5,) (7.B.2) 

don de Ia matriz [e _,, 1
] representa Ia tran sformaci6n matricial mencionada. 

Ahara bien, es necesario indicar ciertas caraterfstica~ de esta transfonnaci6n; c.:Jmo se ha indicado 

antes, Ia transformada de ((f) es 

f(s) Jr {(r)c-' 1 dr 
u 

en tanto que ia de su di~rivada ser~i 

f en t•( (f )t' I I J f 
J l· . . 
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luego, antitransformando Sf: obtiene Ia soluci6n X(/), de donde 

xu) = 'j I (X (S)) (7.B.3) 

la cual. se puede obtener dt~ tablas (ver tabla 7.1). :JH (X(s)) represen:a Ia antitransformada de 

Laplace y X(r) es por tanto Ia soluci6n del problema de vibraciones. 

Para mayor informa.ci6n sobre esta transformada consultar obras especializadas. 

A coniinuaci6n se present.a t.na tabla reducida de cransformadas de Laplace, pero que es suficiente­
mente lttil para los fi.n(:s de este curso. 

TABU 7.1 TK.\~SFOH\IAJ>AS DE LAPLACE 
::=:;:==·==:===== 

f(l) 
·--t,___ ___________ _ 

~(I) lis 
--t------··----··-·----------+---

b (f) 
--+--------------

e-. .~ 1/(a + s) 

J) 1 ( J -o.! ) - - (:' 
I Is ( 0' , 

Ci 

~ 5) 

fl! s -n -I ' n :::: 0, 1 , ... 
-·---···------· ·---

----- exp (I -h /s 2 

( -n [;) 
(8)** 

-- exp 
.1.(; 

-n [ l - Nf.-" ] 
'2f{ 

= :==--===~:~== 

* 1,, es Ia funci6n de B,~ssel 

** erj es Ia func i6n erro:: 
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integrando por partes 

l 1(s) = e-' 1 /(r) r + s J"' f(l)e-•'dr 
() () 

por lo tanto 

f'(s) =- /(0) + sJ(s) (7.B.4) 

luego, si se generaliza, parala de:rivada enesima se tendni 

n-l 11·2 n-3 n-1 

fn(.q = ·- /(0) + sf(O) - !lj(O) - - sf(O) + s n }(s) 

si se considera que toda~. las condiciones. iniciales son nulas, entonces 

(7.B.5) 

esta ultima expresi6n representa una propiedad muy util, ya que debido a ella una de las aplicaciones 
mas importantes de Ia transforrnada de Laplace es que las ecuaciones diferenciales ordinarias se 
transforman en ecuaciones algebraicas; por ejemplo Ia ecuaci6n de vibraciones Forzadas 

M:i<: + ex ... KX = .ru > 

al aplicarle Ia transformacion y considerando condiciones iniciales nulas se obtiene 

MS 2 X(s) + CsX(s) + KX(s) =.f(s) 

que es una ecuaci6n algeiJTaica cuya solucion es ya sencilla puesto que 

(M s 2 + Cs + K) X(s) =J(s) 

f-(s) 
X (s) = -----­

M s 2 + C s + K 
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TABLA 7.2 FUNCIOl\'ES DE COMPLIANZA Y RELAJACION J(7) 

[ ~uerpo -=I Ecuaci6n constitutiva Funci6n de complianza J(t) Funci6n de relajaci6n Y(t) II 
,

1

, Hooke. _t~'-' %,_ J(t) = 11% Y(t) = q,1 
( clastico) H I --- ------ ij 

II N:wton I a ~ q1 t I J(t) = llq1 1! Y(t) = q1 o(t)l '1 
II (vtsc_o_sol__ ___ _j_ , : ~~ 

re-lv-il-)- l 0 " q, r. q, i; I ](/) c i (I - e-"); ' - q,Jq, ' I 

II Maxwell la + p iJ = q t I J(f) = (JJ _._ t)!(] I q I 
Y(t) = q" + q, Ml) 

1 1 . 1 1 Y(t) = ~ e 11;, 

pi 
-·---- --------------+--------------

Solido de 3 
constantes 

Fluido de 3 
constantcs 

Hn r(Tf'1'C 

'! ~- -

a + p 1 a = Cfu t -+ q1 t PI 1 J(t) = -- e- AI + _{1 -· eA'). 
) ' / . 

Vftl- qJ ,.,-l;p, 
...._\~I -- '-' 

-lip,\ 
~ ' t ' 

lfo -. 

(A = qjq) 

a + p. a = q. e + q, e 
I I - J(t) t , P1 ql - q2 (1 - e \r); 

- -r 7 

ql ql-(pJ qJ > q2) 

q) 1 
Y(t)"' _:o(t) +-

p1 pl 

q, J) -[!•.• ql- ___: e , . 
pl 

(A = qJqz) 
r 

" · F v ..,.. pu - Cf c. .,.. (j c: P1 ql - q2 _" 
( > ) ( 2 • 4 . ) J(t) = tl q1 + (1 - e · ') + 
p q1 q, . PI ;> p, 2 

- 7 7- {h ] 
(p] ql q2 > P2 ql + q2) p2 _AI 

1 
• (q1 - iJ q) e· pi 

, l (q - u ql )e - "r 

Jpt - 4p~ 
Y(l) = 

11 

I + a, e ; (A = q/q) _ l . , .. l"l 1
1 

• ) I ~--- ~~-~ -- {3 r= 2p; \P, ± Jp, - 4p, 



Apendice 7.C 

Desarrollo del metodo dil'ecto 

Como se expuso en ese tema., los pasos a segutr en el desarrollo del metodo directo son: 

a) Reemplazar, por ejemplo en Ia integral hereditaria ( 7.10' ), para cada una de las componentes de 

los tensores esfuerzo las nelaciones cinernaticas correspondientes a las deformaciones; se tendni: 

siendo 

I 

au (t) 1 dll (f
1

) 
' Y(O) + ' Y' (l - t 1 )dt 1 

-i~ ax 
(I 

== dv(r - 1
1

) 

d(l-1 1
) 

(se utiliza en este caso Ia funci6n de r~lajaci6n correspondiente al modelo viscodastico elegido, asf 
como su expresi6n derivacla) 

au, (f) f' au(!') 
Yl(! _ ri)JII cr, (f) Y(O) .. 

J --F av 
(I • 

au.U) 
V(O) r auy) Y;(f_ir)d!; ojf) == .. 

az d::. 
ll 

l ~~~.(~ ~~(!) l Y(O) + r 
dU (r I) au,(!')] yl (r - r')dt' T (t) = 

.. 
-t- ---

.<)' av dx av ax 

Tx/1) ::: 
[ iJu )1) iJ•:~~ l Y(Ol t [ au,(l' 1 auy')] yl (I - 1' )dr 1 

+ + + 
az ox az ax 

·' 
[ du~ auz~~ 1 

r,Jt) == 
[ i!uy~ au.(!) 

Y(O) 

J ' 

yJ (r - t 1 )dt 1 
+ ... + 

az Q>y az av J 
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b) Ahora se :sustituyen estas, expresiones de l<LS componentes del tensor esfuerzo en las ecuaciones de 
equilibrio. por ej.~mplo, se tiene que Ia suma 

es igual a 

por Jo tanto 

aa (/) ar,)t) ar_ (1) 
.t'-' 

+ ·-' Y(O) ----ax av a: 

+ 

• l• 

a a, (f) 

ax 

Y(O) ~ J' 
(I 

[v'uJII 

yl (r - I 

az 

ti 2u (f) O'u(l) ] \ ----
ir 0\' ax ():_ 

r ( I a d. C \ · u r ) ~ -- t r J 
\ d.t 

a u, (!) ] I - __ dr 
JX 2 

anal6gamente se puede p:roceder para las ~uma~ ~•:mt:jantes que aparecen en las otras dos ecuaciones 

de equilibrio; por lo que estas quedan como sigue 

pa, = pf, + Y(O) 
a ifu (f) 

r 2u tfl + di1· s - ' 
l \ ax ax 2 

... j' Y1 (r -r) ¢>x(f 1 )dt 1 

li 
-----------...---

¢.(!) 



pav = P.f;. + 
. [ ., a . , a2 

u <n l HOJ V·u.(f) -- -- dtvS- .- + ·' av a 2 . y 
---------·-----~ 

paz = p_fz + Y(O) [ '1 'u,(t) 
a a2u(l)l Jl ... --- div S - z + Y' (I - t') <&. (£ 1 )dt' az az 2 ' 

0 

c) Ahora el tercer paso es conjuntar estas tres ecuaciones en una sola expresi6n vectorial que sera la 
siguiente: 

p (j = p)~-.- Y(O) V ry·(l) + t?,rad div S (I) - V (f) 

• J: Y'(t-r') ['1 25(1') • wad div5(1)- V(t)]dr' 

a2u,(r) ,,- cPuJn -:- a2u_(f) 
donde V(t) == --- 1 + ---.-,-- .J + . ) C que es una expresi6n integro-diferencial de validez 

ax 2 av- ch:· 
general para medios viscoel;isticos lineales. 

Ecuaci6n que como se ve es mas complicada que las de elasticidad y de mecanica de fluidos (por el 
termino integral que en ella aparece que incluye Ia historia de carga) y de Ia cual ambas son 
particulares. 

La resoluci6n de esta expreswn es rnuy elaborada y no se pretende tratar aqu:'; solo se analizaran 
algunas de sus caracterfsticas, como el hecho de que en ella Ia incognita es el campo vectorial de 

desplazamientos s·u)' del cual se puede obtener el de aceleraciones (j (f), y como dato se tiene el 

campo vectorial de fuerzas /(f). 

Una vez que se resuelve d 1cha ecuacion integrcxjferencial se obtienen los valores dt: S(r), que es igual a 

5'u> = u ,u) r + uJn T + uJn r 

se conocen los campos escalares U,(f), U, (f) y U:(r), los cuales al reemplazarlos en las expresiones de 
esfuerzos del paso (a) se obtienen las cornponcntes del tensor esfuerzo para cada punto y tiempo 
deseado. Asimismo, conncidos dichos campos escalares y a partir de las relac1ones cinematicas se 
obtendran las componentes del tensor deformacion, con lo cual se tiene resuelto completamente el 
problema viscoelastico. 
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8. Plasticidad 

8.1 Introduc:ci6n 

Este tema se dedica al estudio del comportarniento de sistemas formados por materiales cuyas 

caracterfstica!; de respuesta cambmn segun el nivel de carga a! que se encuentren sometidos. Esto se 

debe a que, en ciertas re1:;iones, el material pas.a del estado solido a! fluido o sufre agrietamientos y 
esto motiva dicho ;;;ambio al variar los esfuerzos. 

Se tiene por tanto que, la teoria de plasticidad se aplica a problemas para cuya soluci6n es necesario 
resolver una secuencia de problemas ehisticos, debido a Ia no linealidad de las ecu:1eiones matematicas 
involucradas en ellos. Por otra parte, en ge:neral es difi'cilllegar a soluciones cerradas, salvo casos muy 
especiales de geometr!a y ,::argas. No obstante lo anterior, el estudio de esta teorfa es muy importante, 
puesto que en la practica los problemas de este tipo se presentan frecuentemente 

Ahora bien, como se dijo antes. para obtener soluciones plasticas se requiere conocer: teorfa de 
elasticidad, metodos num(~ricos y programacion de cornputadoras: ya que el proceso de solucion asf 

lo requiere. 

De esta rnanera puede obtenerse una cornprens10n del comportamiento de sistemas estructurales o 

continuos, donde la compcncnte pl<istica de deformacion es irnportante en comparacion con la elastica, 

como ocurre en el caso de obras hechas o construidas sobre suelos, o bien, en el diseiio lfmite de 
estructuras, en las cuales :;e busca :.ma inversion optima de recursos economicos. 
En este capftu lo se presen :an los :;1guientes conceptm: 

a) Una discusi6n sobrc Ia energfa de deformacJ6n y sus componentes elastica y plastica. 

b) Una presentacion de modelos analogicos plasticos. 

c) Leyes esfuerzo-defonnaci6n pi:hticas, en forma incremental y total. 
d) Metodos de solucion de problemas elasto-plasticos donde se ve el grupo de ecuaciones que los 

gobiernan. 
e) Metodo de solucion para problemas rfgido-plasticos. donde se presenta una discusi6n sobre las 

familiias de lfneas de d~:::slizarniento y sus caracterfsticas. 
t) Una breve descripci6n del amiliSiS y diserio de llmites, y el empleo de mecani:;mos de falla. 

Con estos temas se tendr,in, por tanto, los fL.ndamentos sufic1entes para el esludio de problemas 

plasticos. 

8.2 Energia de deformad6111 

Del estudio experimental acerca ckl comportarniento de diferentes materiales reales se ha encontrado 
que Ia plastificaci6n de es10s se debe casi exclusivarnente a Ia componente distorsionante del tensor 
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esfuerzo, es decir, que los rna.teriales se plastifican debido a los esfuerzos distorsionantes, que inducen 
cambiar de forma y no de volurnen; en tanto que lo~ esfuerzos isotr6picos solo producen deformaciones 
elastica~. ya que mctucen cc.unb1os de volumen v no de forma. Entonces e•. nnportante calcular las 
compom:ntes tsotr6pica y cli•.torsionante de Ia en,:rg:a de deformaci6n total. 

Ahora bien, !.a energfa de d.~formaci6n total se det,:rmina de la siguiente manera: cuando sobre un 
elemento cubico difexencial se le aplica un esfuerzo rormal principal a1, en Ia direccion x, provoca una 
deformaci6n, luego el trabajo realizado sera (vcr figura g_l ). 

dz 

X 

siendo 

/ I 
I 
I 
I 

.I 

/::~L ___ ~-----y 

,/ dx ., 

dy __ _, 

FlGl.R.~. 8.1 

w =:f. d 

F = -, a 1 ely d-: 

(8.1) 

El valor die l_ procccle de que se considera que d e:;furrzo a1 varfa de 0 a su valor total durante un 
2 

cierto intervale de tiempo dr. asf que se toma su valor media en dicho interv:tlo. 

A su vez 

cl = E: dx 

Juego, reemplazando (8.2) y o~.J) en (8.1) el trabajo w sera: 

"\- a 1 dy d::. . E 1 dx (8.4) 
.__ 

(dV == dr dy dz.- elemen1o diferencial de volumen) 



Por otra parte, si adem:.is de a, actuan los esfuerzos principales a2 y a3 en las direcciones y y z 
respectivamente, el trabajo efect uaclo por cacla uno de ellos sera: 

w2 -· ..., a2 E2 dV (8.5) 

y 

w j ~"i- al E3 dV (8.6) 
.... 

Ahora, si se considera el trabajo total por uniclad de volumen, de (8.4), (8.5) y (8.6) se obtiene 

(8.7) 

reemplazando e 1, e2 y £ 3 por las expresiones dad as por Ia ley de Hooke se obtiene 

? 

2E 
a; 

= 
2E 

(8.8) 

en la que se ha TOrnado en cuenta que 11 e /2 son los invariantes del tensor esfuerzo (primero y 
segundo). Puede verse e11tonces que Ia expresi6n (8.8) permite obtener Ia energ·a de deformaci6n en 

funci6n de las caracterfst.cas del tensor esfuerw ~sus invariantes) y el de las propiedades del material 

(E y G). Ahora se procedera a ciescomponer 1a energfa de deformaci6n total w, en sus componentes 

isotr6pica y distorsional, o .sea 

w = w, T wd 
' 

(8.9) 

siendo Wi Ia isotr6pica y "':1 Ia ciistorsionante. 

Ahora bien, Ia energfa isotr6pica esta dada por 

If-~; (E, E,) 
3 

iJ + [2 + a E, 
I ') f,'l ') , 

... .... 

donde: 

am - ~~sfuerzo medio 
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de ,elasticidad se sabe que 
(J 

E 
m 

-· 
m JK 

don de: 

£'" - deformaci6n unitaria media 

luego 

w [ ;; l I 

Asimismo, como en general 

l 
I 

(T 
/II 

-~ 

entonces 

ltV 
l/ 

(8. 10) 
18K 

y puesto que de elastlcidacl, e' m6dulo de compre~.:hilidad K se relaciona ,:_:on E y v mediante la 
expresi6n 

K= 
E 

311 ·- 2v) 

entonces 

(8.11) 

Las expresiones (8.10) y (8.1 I) sirven por tanto para estimar la energia de dcfurmaci6n elastica. 

Por ~,u parce !a energfa cl i stor~ 1onal ser<i 

por tanto, de las ecuac ones (~;.B) y (8.11) sc obticnc que 

(8. 1 2) 

26-l 



considerando que el segu:1do tensor distorsionante 12 esta dado por 

entonces 

·- 1 + I' wd ·- ---
E 

luego (8 .13) nos da la e:nergfa buscada. 

Recordando que los esfut::rzos isotr6picos normal y tangencial estan dados por: 

/I 2 212 
(J ·- y Ton o .. ·r 3 3 

entonces pueden deducirse las siguientes expresiones: 

y 

las cuales resultan ser rnuy t.J.tiles para Jo que se tratani a continuaci6n 

8.3 Postulados fundamentales d{~ Ia plasticidad 

Por su relevancia se presc:nt.an a continuaci6n 

(8.13) 

( 8. 14) 

(8.15) 

a) La plastificaci6n solo st produce por esfuerzos distorsionant.es, los isotr6picos no producen ninguna. 
b) La plastificaci6n es un tlujo vtscoso, el cual existe hast2. que se produce agrier.amiento. 
c) Hip6tesis de Beltrami: "Los elem.;::ntos de un cuerpo solido poseen una capacidad If mite de 

almacenar energfa de defo:rmaci6n". La plastificaci6n se produce al alcanzarse t:ste lfmite, y durante 

esta, Ia energfa mantiene este valor con~tanternente. 

8.4 Modelos analogicos phistic(]~~ 

A continuacion se present;;,n algunos de esws modelos junto con la relacion esfuerw-deformacion que 

simbolizan. 
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(a) cuerpo perfectamente elastica 
(b) cuerpo rigido-pl<istico perfe-cto 

(C) CUe:lpO rfgido pJJ.stico l•,:m cnJurt:cimiento ]Jnccll a ]a detormacion 

(d) cuerpo elasto-pListico perfecto 

(e) cuerpo elasto-pListico cort end urccimit:nto l i 11eal a Ia defonnaci6n. 

Modelo analog;co Curva esfuerzo-de formaci on 

---] w ___ __.,.p 

7Jr~· 11(11171----

~~~~ •P 

-m).;,.,",.J'TfTT!;,, 1111111.r 

(a) 

IC) 

(d) 
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___ ....,.p 

--------·---.... 
f 

(e) 

FIGURA 8.2 

Los modelos que se mostraron e:· :a figura anterior (8.2b en adelante), rcprcsent.n <.lJferentes tipos de 
comportamicnto idealizaco plast:::o. 

8.5 Leyes esfuerzo-defo rmacion plast icas 

En esta parte se presenta·a Ia relaci<in entre los tensores esfuerzo y deformaci6n para cuerpos en los 
que existen deformaciones pl<isti(as (permanentes), de manera analoga a las relac10nes elasticas dadas 
por las !eyes de Hooke g,;~neralizacas, que se vieron en ei capftulo sobre elasticidad. Sin embargo, en 

este caso se han propues:ro cliferentes tipos de relaci6n entre ellos. como: relacwnes incrementadas o 

totales entre esfuerzos y deformaciones, y tarnbien relaciones entre deformacir,nes incrementales o 
totalcs (muy empleadas en metou,Js iterativos). Por tanto, se presentani una breve descripci6n de cada 

una de elias. 

Cabe hacer rnenci6n aqu · que, para comprender plena mente todo lo que sigue, vale la pena revisar 
precisamente los criterio~, de fluencia que aparecen en el tema 9 (sobre teorfa de: falla y ruptura). 

Relaciones incrementales 

Estas surgen debido a que en los '"lateriales re<tlcs se obtienen curvas esfucrzo-deformaci6n no lineales, 

ver figura 8.3, las cuales se dt)Jen a tluidificaci6n de cicrtas porciones de material, dando como 
resultado relaciones esfucrzo-deformaci6n-tiempo que dependen de Ia historia y velocidad de carga. 
Todo esto conduce a que 1 stos mc:,:eriales tengan ecuaciones constitutivas semejanti~S a las viscoeh1sticas 
(ver tema 7) que son rdaciones diferencialcs, para cuya soluci6n incremental (al igual que los 
procedirnientos de diferencias finitas) se requiere conocer las condiciones iniciaks; y de esta manera 

se tienen rela~iones entre incrementos peqw~i1os de csfuerzo y deformaci6n que sen lineaies, pero cuya 
constante de proporcionalidad es Lu1c16n de la historia de carga. 
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FIGLRA 8.3 

Un aspecLo que debe des.tacars(~ es que en Ia componente de deformacion una parte es elastica y otra 
es plastic! (es decir, permarwnte) temc:ndose 

(8.16) 

Se han propuesto dife!·entes relaciones entre csfucuos y ddormaciones para tl rango plastico, una de 

elias es ill dada por I_,:vy y .Mises que sc rcprcsertta como sigue 

de: de: de; de de;,_ dE 
.l .' rl = y::: = dA (8. J 7) 

I' S, s ~) T T T,-::. : ~ ·" .t,:' 

donde 5~, S", etc. son los elementos de Ia componente distorsionante del tensor esfuerzo; dE,, de.,, etc. 
son los incrementos del tensor det'orrnaci6n total y df.. es una constante de proporcionalidad; por tanto 

las relaciones (8. I 7) se estableccn entre los esfuerzos totales actuantes y los incremcntos de 

deformaci6n total (en la cuai sc supone que Ia parte elastica es nula), donde Ia constante de 

proporcionalidad vari<:,ra con el ni\el de esfuerzo~. Ademas, vale Ia pcna senalar que dicha relaci6n 

implica qLe las direcciones principales del incremulto de deformaci6n coinciden con las de esfuerzos 

totales (lo cual no irnplica que coincidan con las dt~l i11Cremento de esfuerzos). Por otra parte, en ella 

se nota un desacoplarniento e:1tre las componentes d.: csfuerzo y de deform<iClOll, es decir, 5, ~6lo 

produce ddormacione,, d~:,, S. ~.61u dE, y asf suce~ivamente. 

Prandlt y Reuss genera.lizaron Ia~ relaciones (8. J'l) para incluir Ia parte elastica y propus1eron una 

relaciones semejantes para Ia pListica que so11: 

dE 1' dl~ I' dE_ I' J.s I' de;,: I' de; /' 

' \ ,, 
= ·~ = dA -s c s T T ~' 

(8.18) 

' \ : <: ·~ 

o sea, las relacioncs (8 18) s61o ~e aplica.n a Ia parte pl<btica; en tanto que par;: Ia el;:b,tica se emplcan 

las leyes ck Hooke (de Ia elasLicidadJ. 
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Tambien pueden escribirsc, de manera analoga, las relac10nes entre esfuerzos principales e incrementos 

de defonnacH5n pl<istica principale~ como sigu~~: 

d;:; I' dc_,P d·~3 
p 

I dA ---· - --- -- = 
51 

,, 
s3 ,)2 

(8.19) 

y asimismo que 

,lc I' - ,fc I' 
"'"1 1""'2 
---------- = (8.20) 

Las ecuaciones (8.19) y (H.20) implican, que los cfrculos de Mohr de los tensore• de esfuerzo total y 
de incremento de deformaci6n pl<istica s.on s1~mejantes (o sea solo afectadas por la constante de 
proporc10nalidad d'A). A::irnismo, las relacioncs (8.20) establecen las relaciones entre esfuerzos 
cortantes maxirnos y de ir:cn~rnento de deforrnacion angular maxirnos. 

Ahora bien, las ecuacione~ (8.181 pueden escribirse en funcion de los esfuerzos totales de Ia manera 

siguiente 

l 
+ a)] 

1 
";) ( (J) 

'-

\ 

a)] - _:_(a ... 
'1 : 

d " 2 "\ E ' = -- Ul\ 
' 3 

1 
+ a)] (8.21) - -(a 

'1 .l de:-'' :::: ~ ~.I>-.r l"' 
3 -

de; ,. = J'AT 
1\ x; 

dE I' = df...T 
:t .:.t 

Ya que por ejemplo 

(f ... a + (J 
c - l \ 

.J -- (J - (J - 0 -------~--

' ~ m ' 3 

'1 I 2 [a, 1 
(I ) l "-

() - --(cr ... a.) - --(a 
3 l 3 \ J 2 .\ : J 

'1 

[ (} l 

1 
(J:) l '- - --(a ... 

3 2 \ 
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analogamente 

S = .~ [a - ~. (a + a ) ] 
y 3 y 2 ~ { y s = 3. r a - _l_ (ox + ay) -1 

~ 3 [_ ~ 2 J 
(8.22) 

Ju,~go en tonces las. ecuacione:i (8. 21) consti tu yen las reiaciones buscadas, solo fal ta por saber como se 
determina la constante de proporcionalidad df.... Para clio se hace uso de alguno de los criterios de 
tluencia que existen (ver terna 9) sobre teorfas de tlucncia y ruptura. En ('Ste trabajo se empleani 
basicam.:nte el criterio de \'on Mis.es, que e~ el siguiente: 

Entonce~ .. utilizando las relaciones (8.18), sc obtiene: 

• 6(d;:n1
')

2 
- 6(dc" "f' + 6(dE~,~') 2 

"' (JA)' [Ia, - <r,J' + Ia,. - u)' + Ia, - a,)' (8.23) 

' 6T:, + 6T; + 6T;, l 
ya que de (8.22) 

~, 

[ -I s s ... 
( (f (J ) + ( (J \ aJ a· ·- - u _,_ 

' .' \ ~ \ ') _., 
"- I 

-, r ] "-• 

l + + ·- a· 0 - (J (J a 0 

.> \ 2 ') \ ') : ') 

') [ 3 J ] ·- (J CJ = a ·- av 
3 2 \ -;;; .\ 

'-

analogamente 

S -S=<J -o 
\ - 5-S=o-(J 

.~ ,{ ;: { 
(8.24) 

Puecle denostrarse qut~ la car.tidad erme parentesis cuadrados de Ia ecuacion 18.23) es proporcional 
al cuadrado del csfuerm tangcncial octacdnco (ve- dernostracion mas adclant.: en la parte de mhodo 
dirt'Cfo, ecuacion 8. 90); de la rnisma 1:T1anera el lcdo izquierdo de dicha ecua::i6n es proporcional al 
cuadrado de Ia deformaci6n angular octaedrica. o sc<\: 
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(d"Y,"f = ~ [{de/ - dt~ P)
2 

+ (dr.~ P - dr.. P) 2 + (de., P - de./ )2 

g . . - -

• 6(d~:/)' + 6(d~:,,")2 
+ 6(de,/)2 ] (8.25) 

y 

,' 1 f = .L [(a - a )1 + (a - a. )2 + 'a, - a·_, ) 2 
' oct 9 .< y .\ : \ 0 

(8.26) 

tomando en cuenta (8.25:1 y (8.26) en (8.23) 5.e llega a que Ia constante de proporrionalidad queda 

como se sabe 

entonces 

d I' 
,r lo 
uA- --

[2-,---­
J 3"? 

siendo ./2 el segundo invariante de Ia componente distorsional del tensor esfuerzo. 

(8.27) 

(8.28) 

Por razones que se detallanin m;l.s adelante, conviene definir lo que se denominara esfuerzo efectivo 
o equivalente a,, asf como incremento de deformaci6n efectivo o equivalente, de", de Ia manera 
siguiente: 

(8.29) 

y 

(8.30) 
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Para el caso de una prueba uniaxial de tension en Ia direccion x se tiene que considerando en (8.25) 
y (8.26) todos los tt~rminos que son nulos; por ejernplo: a.\ = 0, a: = 0 etc., entonces ae = a, 

y (8.31) 

esto ulti rno debido a que 

d c; " = d t '' = - 1 
de P \ " 2 X 

de (8.31) se nota Ia convenic:ncia de las definici.)nes de a, y dep dados por (8.29) y (8.30). 

Ahora b:,en como de (8.27) y considerando (8.29) y (8.30) 

dl(l /' dt:
1
,!{2 3 de; I' 

d;, --- (8.32) 
T /2 

') a 
()('{ "-

t' 

a 
3 

, 

ademas, tomando en cuenta el criterio de tluenci,l de Von Mises y por las relaciones (8.26) y (8.29), 
se tiene que el esfuerzo equi\.alentc es igual a Ia funcion de tluencia, luego para el momento en que 
se micia la plasti ficaci6n 

(8.33) 

siendo a,, el esfuerw de tluencia en una prucl,a uniaxial de tension. Fir.almente Ia cantidad de 

proporcionalidad queda 

(8.34) 

en (8.34) se observa ,.ue dicha constante es funcic,n del incremento de deformaci6n equivalente de, y 
del panimetro experimental o11 ( esfuerzo de tl ucncia), asf que tomando en cuenta esto las relaciones 

(8.21) quedan 

dE I' 
dEp [a, 1 

(a, a,)] ·- -- + 
' a ') 

' 

(8.35) 

dE 1, [a, l 
dt: p::: (a: + a) J \ 2 a 

r 

. I' - Jt:,, 
r 

1 
+ a)] l a: (a, (de; I" ~ de;'') (/[ - -- - --

') ' \ a "-t 

"")~'"") 

"- '"-



dec:- I' 3 deP 
= -:;;- r.r:-· 

'- ae 

dE,: !' 
3 deP 

2 a r.v: 
~ 

3 de 
de:., 

p p 
= T~, 

2 a, 

debe observarse que estas. rellaciorws se aplican con a,, dado por (8.29) a materiales con endurecimien­
to a Ia deformaci6n (casos c y e de la figura 8.2 y con a, dado por (8.33) a matt:Tiales perfectamente 

pl<isticos (casos b y d de la figura 8.2). 

En las relaciones (8.35) falta conocer Ia relaci6n entre a, y dep, lo cual se hao; cxperimentalmente 

como se mencionara posteriornwn :e. 

Para incrementar la relaci6n basada debe observarse que el trabajo total realizado tiene una componente 

elastica y una plastica, o sea 

(8.36) 

donde el trabajo plastico es 

(8.37) 

y para esfuerzos princ1pa les 

dW I' = S Jc 1' ~ 5 d<' P + 5 de I' 
I "'I 2 <·2 3 3 

(8.38) 

asimismo, el plastico puede escribirse t~n funci6n de los esfuerzos e incremento de deformaci6n 

equival1entes, es decir 

(8.39) 

siendo ('X el angulo entre los vectores a, y de"; luego, ~i dichos vectores son paralelos, como se 
presupone al considerar que las direcciones de esfuerzos pnncipales y del incremento de deformaci6n 

principales coinciden, se tiene 

(8.40) 

de donde 

(8.41) 
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Ahara bien, es nece:sario considerar para el caso de materiales con endureci mien to a Ia deformaci6n, 
Ia cantidad de trab<l:JO requerido para tal efecto. Existen dos hip6tesis para <:uantificarlo. 

La primera de elias .::onsidera que el nivel de endurecimiento depende solo de Ia magnitud del trabajo 
pl.a.stico y no de Ia hi:storia d1! ~rga, .a lo que se le denomina trabajo phistico equivalente, observandose 
que puede estimarse a partir de algun criterio de fluencia, asf que como estos son de Ia siguiente forma 
(ver capitulo 9 correspondie:nte) 

(8.42) 

en ·el cual K varia al endurec.erse el rnatenal. Por su parte F(a-U, etc.) conserva su misma forma si el 
en,durecimiento es is.Jtr6pico, luego entonces 

(8.43) 

ya que ~;olo es func 1611 de Ia magmtud del trabajo plastico. Dicho trabajo se obtiene mediante Ia 
integral de Ia expresi6n (8.3Tt, de donde: 

W'' = f (a de;'' + a dc;l' + ... ) 
'.t l \~ \ 

(8.44) 

si el esfuerzo efectivo se toma como Ia funci6n cle tluencia 

(8.45) 

donde Ia forma de es1a funcH5n puede obtenerse cxperimentalmente. 

N6tese que si se conoce Ia relaci6n (8.45), es posible estimar W 1
' a partir de CJ, y conocido este se 

puecle obtener dc.p, de Ia eCli.aci6n 8.4 I, el que a su vez puede reemplazarse en las relaciones de 
Prandtl Reuss (ecuaciones g.35) para tenerlas tinicamente en funci6n de ?",,, o sea, del nivcl de 
esfuerzos actuante. 

La segunda hip6tesis, ernplea el incremento de deformaci6n plastica equivalente como una medida del 
endurecimiento por deforrnacitJ.n, es dec,r: 

(8.46) 

ahora Ia funci6n de tl m::ncia •;e considera como una funci6n de Ep, asf 

(8.47) 

entonces 2.1 igual que d caso anterior si se emplea el esfuerzo equivalente como la funci6n de fluencia 

274 



(8.48) 

y tambien en este caso los increm~~ntos de deformaci6n plastica se obtienen de las relaciones (8.35) de 
Prandtl- Rems. 

Observar que para el caso del criterio de lluencia de Yon Mises y suponiendo endurecimiento 

isotr6pico, las dos hip6tesis son equivalentes, de donde por (8.44) y (8.40) 

(8.49) 

por lo que l:a ecuaci6n (8.45) queda 

y por (8.48) 

osea 

(8.50) 

N6tese sin embargo que (8.50) no neces.ariamente se cumple siempre, ya que no es valido cuando se 
induce anisotropfa por p astifica,.:;i6n. 

La relaci6n {8.48) se obtiene experirnentalmente si durante una prueba de tension simple (uniaxial) se 

traza la siguiente curva tfigura 8.4) 

O"o ---

FtGURt-\ 8.4 
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que corresponde a la gratica esfuerzo-cleformacion, en Ia que e es Ia suma ce deformaciones elasticas 

y plasticas. Ahora bien, si a las deforrnaciones se les resta Ia componente ehtstica y si ademas se toma 

como origen el esfucrzo de ;~luencia 110 , sc puede trazar Ia siguiente grafica. figura 8.5. 

Luego, si en e~ta c:urva, para un esfuerzo daco a,, se toma la derivada dt la curva ap = H (Ep) 

correspondiente a dicho esfm:·.rzo, se: obtiene la pendiente H', es decir 

/ 
,( 

/1H1 
.1~ 

-~ 

l
---/ oe == H (cp) 

ere )! 
ae~ _i _ _ ----• .... ~ 

Ep 

FlGLRA 8.5 

(8.51) 

Observese entonces que la cll!~;a dada en Ia figura 8.5 es la funci6n II (cp) buscada. Ademas n6tese 

que de (8 .51) se obticne 

(8.52) 

que es Ia relacion buscada entre dc:l' y do,, la cual se determina experimentalmente al trazar Ia curva 

de Ia figura (8.5) y encontrar ll 1 segt1n el nivel de esfuerzos. Luego las relacioncs de Prandtl-Reuss 

quedan 

da,. 
de; 1' = (a - 1/2(a + a_)) { HI (J l \ 

' 

1
, da 

de; = --' (a,. - 1;j(a, + a.)) 
' 11 1 a -,. 
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P da, 
de.. == ------ (cr: - 1/2(a, + a)) 

' H'o 
e 

• P 3 da, 
tJt: . = ---- T 

n ')HI n 
~ a 

e 

') Jcr 
d }' - •.. ~ 

f.. - --- T:_, 
~' 3 fl' a 

f 

(8.53) 

Observese en estas ecuaciones que se tienen una serie de funciones que solo dependen de los esfuerzos 
totales y qm:~ son 

~ ··-~(a+~.) 
') .\ ' 
~ 

- ---- -

(8.54) 

' 3 T,~ 
<P ·-

•: )_'_ a,. 

ya que ae tambien solo cs funci6n de enos, ver ecuaciones (8.29) y (8.26), lut~go se tendra que de 
(8.53) 

de; 1' '-= ~ da 
' fl' ' 

dc; 1
' = ~ da 

·' fl' ' 

d I' ¢, I 
E == - (a, 
' fJI 

(8.55) 

de " = <P" da 
X\ 1-Ji F 

J ~ I' - <P.t~ d 
c. - - a. ': H' , 

¢ 
d£ P = --.2. da 

.'~ fl i F 
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Estas ecuaciones (8.55) revtdan que: conociendo el nivel de esfuerzos totaks (mediante las funciones 

c/J,1), el incremento ce e:sfuerzo efectivo drJr y la pendiente H 1
, para dicho nivel de esfuerzos (obtenido 

experirnentalmente). pueden obtcnerse todas las componentes del incremento de deformacit6n plastica; 

con ello se tiene compl'etament'e determinada Ia relaci6n incremental buscaC:a. Se observa, por tanto, 

que en dicha relaci..Sn Ia constante de proporcionalidad varia con el nive: de esfuerzo y segun la 

componente del incremento de deformaci6n plastica que se quiera. 

Existen otro tipo de relaciones incrementales bas.adas en otros criterios de flJencia como el de Tn~sca 

y otros: por hmitaciones de .;:s.pacio en este traba_io no se venin, pero su tratamiento es amilogo al aquf 
visto para el de Von Mises. 

Relacio1.1es totales 

Las expresiones (8.53) corresponden a relaciones esfuerzo-deformacion incremcntales, las cuales para 
proporcionar las defnrmaciores totales necesitan intcgrarse paso a paso, durante toda Ia historia de 
carga. Ahora bien, cuando todas las componentes del tensor esfuerzo crecen proporcionalmente pueden 
utilizarse: relaciones esfuerzo-deformacion totales. que resultan de integrar directamente las ecuaciones 

(8. 35), o sea 

I' C./' [•, 1 l 
c = --- - -(a + a)j l 

a I ' 

' 
"-

I' El, [a 1 •J] c., ·- -(a .... 
I -·-a r "-

I' 
el, 

[· 
1 •)] (8.56) e, - -(a ... 
I -' a ,. "-

p = 3 c. I' c. T 
n 2 (J 

'.' 

t' 

I' - 3 el, 
e,: T 

I a "'· t' 

" 3 c. I' 
c; T 

;.t 2 (f 
;t 

f 

asf que Ia deformaci6n total pi;i)tica scilo es funci6n del estado actual de esfuerzos y es independiente 

de la trayectoria de es~uerzo (historia de carga). 

De esta manera, conocido el t~::nsor esfuerzo (es decir todas sus componentes a,, CJ,, etc.} se obticne 
ae de Ia ecuaci6n (8.::~9)., luego c:p se obtiene de Ia curva experimental (8.5) y a su vez con las 
relacioncs (8.59) se evaluan !;;~; componentes de deformacion plastica totales. Estas relaciones (8.59) 

fueron propuestas por Hcnck). 
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Es conveniente destacar que f:n muchos problemas practicos puede considerarse que la historia de carga 
es proporcional y por lo tanto Ia~; ecuaciones anteriores ~e utilizan con cierta fro.:ucncia. 

Relaciones d.e defonnaciones tmales coil defonnaciofles pW.sticas 

En estas relaciones, por tanto, no necesitan conocerse los esfuerzos, puesto que solo involucran 
cantidades dt:~ deformack•n. EstclS son muy \ltiles en procesos intensivos para resolver problemas 
plasticos. Para deducir estas se procede considerando que un pequefio incremen ~o de carga produce 

uno de deformaci6n phist: ca il.c/, tal que 

G :: G F ·t- G l' + /l.E; p * 
(' I) I) I) 

(8.57) 

donde t:/ es Ia componente elastica, c./ Ia plastica antes del incremento de car~.a y il.t/ la plastica 
debida al incremento. Aqui se supone que c.;/ ya se calcul6 previamente y se C(>noce, de forma que 
solo il.t/ debe determina:·se .. Si rlilora se define como deformaci6n total modificada a 

(8.58) 

entonces 

(8.59) 

en notaci6n rnatricial se t ,ene 

[E'] = [E]' ..- [il.EY (8.59') 

sustrayendo la cornponente isotrt5pica de estos tensores se obtiene una relaci6r entre componentes 

distorsionantes, o sea 

que en notaci6n indicial queda 

[ E ' 1 , = r E ]~ ..- [ .:lE l" 
'· 

... ~['; I' 
ij 

(8.60) 

( 8.60') 

* Aqui se esta empleando una rwtaci•'•n md1c\al ..:n Ia que c
11 
signih~:a cada una de las compo'lcnte.s dd tensor dcfor· 

macion [£] 
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tomando en cuenta las leyes de Hooke as! como las relaciones de Prandtl-Reuss se tiene que 

,, I e.=-
I} 2G 

1 s =--~e.~' 
If 2GtJ.A. If 

de aquf 

[ 
1 + _

1 -] ~e 1P 2G~A. I 

luego 

~ e 1 e 1 = -~ I ... _l_ ~E P ~E P . l 2 
3 lj If 3 [ 2G~A. 1) I) 

definiendo ahora corno deforrnaci6n total equivalente rnodificada a 

luego de (8.63) se obticne que 

2 I I 
- e0 e, 
3 

1 , , 

J
-------

- I + ~ 
t_, . [ ~(;~, 1 n tJ.E P ~E I' 

I) I) 

ya que el incremento equivalentc !:i.e~' es 

"' ~ Ae~' tJ.e P 3 I) I} 

luego de (8.65) 

1 + 
f, t'l 

lo que ret::mplazado en (8.621, ::a 

I E_, I' 
e,

1 
= --- 6.e . 

!J.E I} 
I' 
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= [ I + _l --] ~E P 
2GtJ.A. 

(8. 6I) 

(8.62) 

(8.63) 

(8.64) 

(8.65) 

(8.66) 



de donde 

p 
!::.c. ij 

expresiein que en forma c.:xpandida da para Ia componente en x 

L~eP [,; I I I 

., ,, p = ex + ey + ez 
'·•·4.1 -

.t e 3 
~I 

L~£1' 
[ 2e; 

I e; ] - --- - e, -
~~ I 
~ Ec; 

analoga.mente 

..:1l: I' 
!::..~,. r~ I 

I I ] = ... E, - e, - e: 
3E,, L 

j,c:, I' 
t::..s,, [ ~ I I I ] .:..L £, E,. 
1r .. ·,., 

donde ep1 e~ta dada por ( 3. 64) o al ternati vamen te por 

] 

(!::.£ I' = - .t 

'v ·- . I I . ' I I 7 ( I I )2 J') [ 
E,.r ·-~- {£, - e,t - (£, - £,)" + £: -C., 

(recordar que £~ , e;. etc. se oh1ier.cn de (8.58). 
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Las ecuaciones (8.68) son equivalentes a las de Prandtl-Reuss e implfcitamente emplean el criterio de 

tluencia de Von Mi~-es. Ademas debe nota.rse que En es una cantidad matem;itica sin significado ffsico 

directo; pero sin embargo, .Para el caso uniaxial y tomando en cuenta Ia ecuacion (8.32) 

3 D.e,, 

Ia que sustituida en 18.66) dct 

(8.70) 

de donde 

(J 

' 
(8.71) 

2(1 - v) 
= .::l.s,, + --- (J 

3£ ' 

obs.ervando ahora Ia curva dl' la figura (8.6), si D.a, es el incremento de esfuerzos al cual corresponde 
D.ep y si a,. es el esfuerzo al ~ina! de 1 incremento. entonces e,.1 es igual a !a suma del incremento de 

deformaci6n pl<istica mas Ia t:lastica muJtiplicada por 2/3 (1 +v), de (8.71) se obtiene que 

(8.72) 

------..... 
E 

FJGCRA 8.6 
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(J, pue<le eliminarse de las ecuaciones (8. 71) o (8. 72) como sigue: si el esfuerzo antes del incremento 

es (Je'H', o sea, (J,. = IJ,., _1 + at.~e · entonces expandiendole en serie de Taylor st tiene: 

(8. 73) 

reemplazando (8.73) en t8.72) 

. _ , 2 (£ + v) ~ . [ diJ,] ] .Qcp - I• , - - --- a , . 1 ..- - .Qc;P ,. 1 E ',_ d 
- Bp L r-1 

(8.74) 

donde se han eliminado los terminos incrementales de arden mayor a uno, despt~jando .Qc;p de (8.74) 
se obtiene: 

.Qc:,. = . (8.75) 
I + 

Puede observarse entonccs que t.c,, se evalua en funci6n de em obtenido de la ecuaci6n (8. 69) de (Jp, i-F 

que es el nivel de esfuerzos mencionado; de la pendiente de Ia curva experiment:il, figura 8.5 y de las 
propiedades 1;;histicas E y v. Con ~~c,. conocido ya se pueden utilizar las relaciones entre deformaciones 
total y phisticas 8.68. 

8.6 Resoludi6n de probl.emas 1: lasto-pl:ltsticos 

En este inciso se vera el procedirniento g·~neral que se sigue para resolver problemas elasto-plasticos, 
que es semejante al seguido en 'los prob;,emas de elasticidad y viscosidad, en los que se plantea un 
grupo de ecuaciones entre las cuales se :jenen las relacicnes esfuerzo-deformaci6n correspondientes 
a cada tipo de material. que es en lo que basicamente se diferencian. 

Grupo de ecuaciones que gobieman los problemas elasto-ptasticos 

Este grupo consiste al igual que en teorfa de elasticidad, viscosidad, etc. e1: a) ecuaciones de 
equilibria; b) ecuaciones de compatibilidad de deformaciones; y c) las ecuaciones constitutivas, que 

en este caso estan dada:~. por Clla.lquiera. de las relaciones (8.53) relaciones incrementales, (8.56) 
relaciones totales 6 (8.68) relaciones entre deformaciones. Los dos primeros grupos de ecuaciones, 
como se ha dicho antes en otros capftulos, son independientes del tipo de material; en tanto que el 
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tercer grupo es el que carat;teriza a los distintos materiales. En los problemas elasto-plasticos este 
sistema de ec:uacion,!s suele resolverse iterativamente empleando el metodo numerico de aproximacio­
nes sucesivas (que cs una extension del metodo de Picard), o bien por algun otro proct.Xiimiento. 

A contmuacion se escribinin las ecuaciones mencionadas; en tanto qu~ el procedimiento para 
resolverlas se describini po~;··:eriormente. 

Las ecu.aciones de equilibrio despreciando las aceleraciones son: 

a a dT ar 
.[ 

+ 
.ry .... x;: F -

ax ay az .[ 

arry 
+ 

aay 
+ 

ar}~ - F 
ax ay az )' 

(8. 76) 

art:. ar a a. 
+ 

y: 
+ F ax av az 

A su vez las ecuaciones de compatibilidad son: 

a2 t:, a2£ a' 
: = 2 

-£.~~ 
+ az :~ a , y- ayaz 

d2£ d2£ a2£ 
+ 

.{ = '1 .c ... a , x- a , 
'-

az.ax 

(8.77) 

a [ - d£ a£c a£n l a2e 
)':' ' + + ----

X ax ay az ayaz 

a [ - d£ ac; ae- l a2e 
~· n \, \ 

+ + = a..,. av az ax axay 

a [ d£n ae ac; l a2e. 
.... y: 

+ 
:_t = 

'7 az ax av axay '· 

por su parte las relaciones esfuerzo-deformaci6n dependenin de la teorfa plastica empleada, asf que si 
considerarrtos (8.57) en comb;naci6n con las !eyes de Hooke, para Ia componente elastica se tendra: 

284 



l 
(a\ a)] et.T e P fl.e P 1f;.t = --· [a - /J. + + + + 

F:." ' 
.. ,· 

.l r(r ( az a ) l et.T >' p b.e P (8. 78) 4:: = -- - /J. + + + .... 
y E L _,. 

\ J 
....., y 

,i, 

[a: (a a.J] et.T t:/ /).t;ZP c~z - /J. + + -~ + 
E .( 

l I' b.e I' e -· T + e_ry + 
X\ 2G n .ry 

1 p 
fl.eyz 

p 
(8.781

) eyz --
2G 

i\~ + e)7. + 

1 
1 I' b.e I' ez.., -- T + e::., .... 

2G x.:: :.r 

donde los incrementos p;asticos e·;tan dados por las relaciones (8.53), que implican las relaciones de 

Prandtl-Reuss, o sea 

/).('; I' 
.lc:/. 

(2 :1 a_) b.c: I' 3 b.el, 
:: - (] - = T 

X 2a I \' (\ 2 .n a 
I' ~ 

b.•:: p .6.£1' 
(2a /).E. I' 3 b.eP 

(8. 79) -- - (J - a,) = 7,7. v 2a \ y: 2 a 
r ~ 

~~~zp .1£ I' .6.e I' f).c; 
p 3 .6.e,. 

= = T 
' ·' :.• '1 a ;:t 

.... 
F 

don de 

{2 
b.c:,, '" 

3 

r;:(~.e P - .6.c: I' )2 ... (b.e I' - b.e ")2 + Y x r 1 z 

y 

1 ~r;:- a)" + (a, - aY + (a: - o~/ + 

(J = -·--· --
F 
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Altemativamente, los incrementos plasticos pueden ponerse en funci6n de las deformaciones totales 
(ecuaciones 8.68), o sea 

.:lE I' AEI' 
(2 G~ 

I I 
= 

3E,1 

- E_.. - l;z ) .t 

~~e ,. 
Ar,,. 

(2 I I I 
= ey - ec - Gx) r 3e,1 

etc. 

don de 

- E " ·· t/ = £ - c: " etc 
.t , •. \ \ ' • 

finalment.e Aep se relaciona con el esfuerzo equivalente CJ, o con £,1 a traves c!e Ia curva experimental 
esfuerzo-deformaci6n (figura :~.6). 

Para Ia resoluci6n de un probl-~ma plastico, adernas de las ecuaciones mencionadas, se consideran las 
condiciones de carga y de frnmera. Aquf se ha planteado el problema tridimensionalmente pero en Ia 
pnictica, al igual que en elasticidad, muchos problemas se plantean bidimensional mente para simplificar 
la resoluci6n. A fin de resolver estos problemas se procede iterativamen:e (como se describini 
post.eriorrnente), o bien, se emplca un metoda directo semejante al empleado \~n elasticidad, que es el 
que se vera a continuaci6n. 

Metodo d.irecto 

Para ilustrarlo se pres·~ntani 1~.11 caso tratado por Hencky, en el que se emplean relaciones esfuerzo­
deformaci6n plasticas to1.ales, y se le da forma matematica a los postuladc's fundamentales de Ia 
plasticidad (inciso 8.3) de Ia rnanera siguiente: 

El postulado (a) implica que los s61idos son incornpresibles, lo que matcmaticamente se escribe como 

em = div ( V) = 0 (8.80) 
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y que t~l modulo de Poiswn es 

v = 0.5 

El postulado (b) implica que la relacion entre esruerzos y deformaciones esta dado por Ia ley de 
Newton (capitulo de viscosidad) 

[TJ = 2 JJ. [EJ 

donde: 

J£ - coeficiente de visc.osidad dimimica 

El postulado (c) significa que la energfa plastica (ecs. 8.12 y 8.13) 

wd = cte. 

y como por (8.15) 

por lo 1tanto -r ocl es con stante dur<Llte Ia plastificacion, o sea 

T,,., = cte 

esta condicion, dada por (8.83), se conoce como criterio de Von Mises. 

Ahora bien La ecuacion (8.81) se escribe entonces como: 

!T - a = 2 II E T = 2 II f. ' m r \ c r .r.::: 

a =2ut. m r ~ 
T -'1"£ 

_\.: - k r- y:: 

en estas ecuaciones se ha tenido En cuenta que em = 0. ecuacion (8. 80). 

Las relaciones (8. 84) son por tanto semeJantes a las empleadas en Ia teorfa de Ia viscosidad. 

(8.81) 

(8.82) 

(8.83) 

(8.84) 

La condici6n de Von Mi~)es se expresa mejor considerando que roc/ = cte debe ser igual al cortante de 
fluencia del material, es decir 

(8.85) 
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Suponiendo ahora QILle se llega a Ia plastificaci6n mediante una prueba de compresi6n uniaxial, entonces 

donde: 

a, - esfuerzo de compresi6n de tluencia 

de donde 

a = 0 3 

I = a 
I ' 

e I = 0 2 

como se sabe (del Chpftulo sobre el estado de esfuerzo) 

de dondt: 

1" 2 
O;'/ 

2 [ ~~ + I, 
3 3 -

9 T ? = 2 I 2 
+ 6I 

Od } 2 

ahora considerando t:n (8.57) las condiciones (8.86) se tiene 

(8.86) 

(8.87) 

(8.88) 

por otra parte, si en (8.87) se reemplazan las expresiones generales que dan los invariantes del tensor 

esfuerzo, se tiene 

+ 4 fa a + a a 
\ .U .~) .U :_:: 
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finalm<::nte 

(8.89) 

conside:rando {8. 88) en (:iL 89) se tiene 

+ 6T 2 + T 2 + T 2) < 2i 
!') ..:;: y.: - .I 

(8. 90) 

que es el crit.erio de fluencia de Von Mises y por lo cual se le ha antepuesto lm1 sfmbolos de menor 
o iguaL 

Luego entonces, los problemas <;e plasticidad se resuelven mediante el conjunto de siete ecuaciones 
formado por las 6 relaciones (8.84) y Ia ecuaci6n (8.90), ademas de las ecuaciones de equilibria 
(8.76). Este sistema incll.ye en forma implfcita Ia condici6n de incompresibilidad (div (V) == 0). 

Ejemplo de aplicaci6n. Flujo phiS!ico 

Considt~rese que se tiene una mas.:J plastica entre dos placas horizon:ales infinitamente grandes de tal 
manera que es valido un analisis bidimensional (figura 8.7). Las placas son ru.?,osas por lo que no 
existe deslizamiento relativo entre material y placa en el contacto; pero el material tiende a escurrirse 
a mayor velocidad a medida que se encuentra mas separado de las placas. Tambien se generaran 
esfuerzos tangenciales qu.: seran maximos en el contacto y nulos en el centro. Ademas los esfuerzos 
normales tam bien seran 1r.axi mo~ <>:rca de las paredes. Por otra pane las deformaciones en Ia direcci6n 
z (perpt~ndicular al plano de Ia figura anterior) se encuentran restringidas, por ello se tiene un problema 
bidimensional. 

y+ 
t t ~Li_ t t + ti t + 

-----..... ---r------.-, --+a 
distribuci6n.......- I 

I 

----+----------~·· 
I X 
I 
I 

FIGURA 8.7 
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Para este caso las ecuaciones de equilibria se reducen a 

Cia dT 
X "'. = 0 + ax ay 

(8.91) 
a a, arxy 

= 0 + 
ax ay 

(en estas se considera que las acekraciones a y las fuerzas f son nulas}. 

Por ser amilisis bidimensiom,L, c: =- 0 y t: = 0, reemplazando estas condiciones en las ecuaciones 

(8. 84), se obtiene 

a - a = 0 
m a =a m 

a ... a 
::;:: X _\ 

2 

y la condici6n de Von Mises (ecuaci6n 8. 90) se convierte en 

3 
2 

(a, - a/ + 6rx, = 6K 2 

. d '1 J 2 (sten o _, K- = o,) 

luego 

de donde 

(8.92) 

(8.93) 

(8.95) 

(se ha escogido el signo positi,·o del radical, puesto que a, es menos negativo que CJ1 , por ser ambos 
esfuerzos de compresi6n). 

Ahora derivando Ia prirnera de las ecuaciones (8. 91) con respecto a y, la seg Jnda con respecto ax y 
restando ~~~sta de la pri rnera s~~ obtiene 

(/ 
-----(a - a) axay ' 
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ahora como el esfuerzo tangencial depende solo de y, o sea 

de donde 

y ademas 

T = T (Y) 
xy X\' 

a 2 X 
== 0 

,32(a -a) 
--::-'--::- " = 0 axav 

puesto que (ax- ay) tambie·1 s6lo debe ser funci6n dey de donde 

T ='Cv+C n I • 2 
(8.96) 

la ecuacic)n (8.96) por tanto impllca que 1,, varia linealm~nte, ahara como para y = 0, rXJ debe ser 

tambien eero, por tanto C2 = 0, as1 que 

1 = c \' (y I . (8.97) 

para encontrar C1 se toma en cuenta que en el contacto con las paredes Ia compresi6n ejercida es 

isotr6pica (por estar el medio fluidificado), de donde crt = a} == a:, lo que implica de acuerdo con Ia 

ecuaci6n (8. 95), que para y == :t a (ver Figura 8.7) que 

T = - K 
X\' 

(8. 98) 

(el signa menos es porque el esfue:rzo tangcncial tiene el senti do de las maneci lias del reloj, contrario 

a Ia convenci6n de giro po~;itivo) C>)nsiderando (8. 98) en (8. 96) se obtiene que 

C = - Kla 
I 

de donde finalmente remplazando (8.99) en (8.971 se obtiene 

Tn :;:: 
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reemplazando el valor de r,,Y dado por (8.100) en las ecuaciones de equilib·io (8.91), se obtiene que 

a a .. K 
ax a 

integrando ambas e;lpn~siones 

K 
o~, == a X + j; ( )') 

y que 

y 

a a y = 0 

(8.101) 

reemplazando los vc.lores de ax, a: y r,Y' (daclos en 8.100 y 8.101) en Ia eciJaci6n (8.95) se llega a 

de dondt:~ 

.~~(y) == 2K + c; y 

ret!mplazando las ex Jresione~i 8.102 en las E. l 01, entonces 

a 
' 

K v + 
a -

K 
a =-X+C ,. a 

K 
{ 2(x) = - x + C . a (8.1 02) 

(8.103) 

luego las ecuaciones (8.103) y Ia (8.100) nos dan las funciones requeridas para evaluar ax, a" y r,Y 
segtin las coordenadas (x, y) del punto considerado. En elias se tiene que C es un esfuerzo isotr6pico 
qut:! depende de las c<mdiciones de frontera. Las variaciones de a, y de aY se muestran en Ia figura 8.8. 
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----------. 

FIGL'RA 8.8 

Con esto se tiene conocida Ia d1stribuci6n de esfurzos para este problema. Asimismo, con las 
relaciones (8.84) pueden obtenerse las componentes del tem.or velocidad de deformaci6n, que a su vez 

al ser integrados, danin el campo de velocidades en el medio. 

Debe haCi;!rse menci6n que •;!Ste proDlema corresponde a un caso de flujo plastico generalizado (o sea 

todo el medio esta plastificado) 'J ademas se ha supuesto que el material no experimenta endurecimiento 

por deformaci6n, o sea cor·esponde a un material rfgiclo perfecto (ve:r figura 8.2 (b)); sin embargo, 

existen problemas elasto plasllicos con endurecimiento a Ia deformaci6n (ver figura 8.2(e)) cuya 

soluci6n {:s mas complicada, pues consiste en Ia resoluci6n iterada de una serie de problemas elasticos, 

que sera lo que se vera en el mciso siguiente. Es neces.1rio notar que el ejemplo aquf presentado 

corresponde a casos de analisis limite. entre los cua'ies se tiene tambien, por ejemplo los an3Jisis de 

capacidadl de carga de cimentaciones y de los cuales se hablara posteriormente. 

Metodo Uerativo de solucit;n 

Este metodo tambien es llamado de las soluciones el;isticas sucesivas, porque equi\ale a Ia resoluci6n 

de una serie de problemas elaslico; a! irse dando incrementos pequenos de carga. El procedimiento 

consiste en Ia resoluci6n del conjunto de ecuaciones (8. 76), (8. 77), (8. 78) y (8. 79). 

a) Para el primer increrne1to de carga se considt:ra que en las ecuaciones (8. 78) las deformaciones 

totales plasticas 
I' I' . c:, , c:, , ere. son cero 

b) Se suponen valores a los incrernentos de deformaci6n plastica 
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c) Con estos se estima ~er (mediante Ia primera ecuaci6n (8.791 
)). 

d) Con el dato anterior y mediante Ia cu;va ~~xperimental (figura 8.6) se estima a,. 

e) Ahora mediante las ecuac10nes 1,8. 79) se obtienen los nuevos valores de 

f) Usando estos nuevos incrementos plilstico~ se resuelven el conjunto total de ecuaciones, antes 

mencionado (8.75, 8.77, 8.78 y 8.79), como si fuera un nuevo problema elastico. De esta manera 

se obtienen nuev Js val ores de e:)fuerzos y dcformaciones totales. 

g) Con los nuevos t:sfuerzos y mediante las ecuaciones (8. 79) se determinan nuevos valores de 

con esto se obtie1e de Ia primer.a ecuaci6r:. ( 8. 791
) un nuevo valor de ~.sp. 

h) Con ~ep y Ia curva experimental se evalua de nuevo a,. 

i) Con ae y las ecm.ciones 18. 79) (de nuevo) se obtienen otros val ores de 

~£ I' ~£ I' 
l ~ )' 

j) Con esto se repitt: de nuevo el paso (f), es .Jeci r. se resuelve de nuevo ( otra iteraci6n) el problema 

elastica (de los pasos fa it. 

k) Se hacen tantas iteraciones como sea necesario hasta alcanzar una convergencia aceptable 

(normalmente no resulta t~ficiente, desde e punto de vista numerico, iterar mas de 5 veces). 

l) Se da el siguiente incremento de carga, repitiendose ahora todos los pasos anteriores, o sea hasta 
que se alcance Ia convergencia para este i11cremento. 

m) Se continua con hs demas incrementos de carga hasta completar toda Ia historia de carga que se 
debe analizar. 

Est1~ en si es el procedimiento basico, el c.Jal como se ve es muy laborioso, ya que implica, que por 
cada incremento y pc r cada iteraci6n se resuelva un problema elastica (del t: po de los estudiados en 
teorfa de elasticidad); lo cued obviamente consume mucho tiempo de calculo, aunque se empleen 

computadoras. 
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8. 7 Resolucion de problemas rigido-phisticos 

Este tipo de problemas se prest:ntan cuando la magnitud de las deformaciones plasticas es mucho 
mayor que! las dasticas como ocurn~ en los tr;::,bajos de forjado de metales, o de obras en suelos, de 

tal manera que se pueden emplear las reiaciont!S de Levy-Mises (recordar que en ellas se ignoran las 
componentes, ecuaci6n 8.17). 

Para simplificar el estudio en estt: tn •. bajo se analizanin unicamente problemas bidimensionales, asf que 
se considerara que: 

f. =E =,':: =r ==r =0 
: .c )":: xz )'~: 

y (8.104) 

G, = E_(X,y); 

c; = E; (X )'} = 0 
.n rv ' 

en tanto que los esfuerzos 

·r = T == 0 y (J = (1 (X y) ' 
.r: y;;: \ .t ' ' 

(8.105) 
c, = CJ,(x,y); Tr,· = T,,(x,y) = 0 

Ahara aplicando las relaciones oe I evy Mises (para materiales rfgido·-plastico), de (8.17) se obtiene 

de =' ll'l\ S = ~ d'A [a ·- -~ (CJ + a_):l',l 
t I J X 2 .' 'J 

a, - ~(a, + a)] 
(8.1 06) 

[a - ,~ (a, + a)] 

de (8.104) como de:~ = 0. la 3a. de las ecuaciones (8.106) ::onduce a 

L ) 0' = -' () + (J 
~ '1 \ ' _, 

"-

295 



y como el esfuerzo medio e:s am = 1/2 (a, + a); entonces 

a = a : m (8.107) 

Ahora bien, el cntetio de Von Mises de f1uencia para el caso bidimensional. ecuacion (8.93) dividido 
entre seis da 

4 
Ia, -- aY + rr;,2 = K 2 (8.108) 

(siendo K el esfuerw de flu,,;:ncia en prueba de corte simple) 

A su vez las ecs. de equilibrio (8.91) son 

a a 37 .,. 
= 0 ax ay 

(8.91) 
a a a7 

\ n = 0 av ax 

Observese que las e<.uaciones (8.91) y (8108) representan tres ecuaciones con tres incognitas ax, a_~ 

y r .. y· Ahora bien, si as condiC'iones de frontera estan dadas solo en funcion de esfuerzos, el problema 
quedara completamente deterrninado y noes necesario utilizar las relaciones e~.fuerzo-deformaci6n, por 
ello se denomina estaticameme det(~rminado. Por el contrario, si las condiciones de frontera estan 
completa o parcialrr ente dadas en termino de deformacion, sf sera indi~;pensable recurrir a las 
relaciones esfuerzo-deformaci6n. K6tese que estos problemas implican obviamente que todo el medio 
esti plastificado. 

Para Ia resolucion se procede de Ia manera siguiente, considcrando que los esfuerzos principales estan 
dados por 

,'} + u f [ "· 2 "T al ·' \ 
+ 7 ---.. -

2 n 

1 
..- a) a2 = o = -(a 

; ., ' 
"-

(f ... a f[ "· ;~ r 7 2 ' I - + CT3 ---·-
2 xy 
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de (8.107) y (8.108) se obtiene 

a = cr + K I m 

ademas como se sabe 

(8.110) 

Tambien se sabe que Ia dire:ci6n dfi. esfuerzo principal mayor con respecto a Ia hor.zontal (angulo ¢), 

figura 8.9, esta. dado por 

2r 
tan 2 ¢ ··· --~- (8.111) 

(J - 0 
·' \ 

en tanto que Ia direcci6n de pianos donde actuan cortantes rmiximos al estar separados 45° en relaci6n 

al esfuerzo principal mayor estan dados por 

de donde: 

tan 2 e = -
tan 2""i> 

cr - a 
tan 2 e :.: 

y 

\ ' 
2r 

.')' 

FIGt.!RA 8.9 
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Si se definen una serie de Ilneas cuya tangente coincida con Ia direcci6n c.e los pianos de cortante 
m2iximo (que forman el angulo 0 con Ia horizontal, figura 8.9), a estas se le~; llamara "lineaL" y con 
lfne:a de deslizamien .o, o de corte. Como en cada punta de esta linea existe otro plano ortogonal al 
anterior donde se p ·esenta ,::ortante mc:Uumo, esto definira una familia de Jfneas de deslizamiento 
llamadas lfneas {3, q .1e por tanto senin ortogonales a Ia familia de lfneas a. Estos dos conjuntos de 
lfneas definen a su v~z un st'itema ortogonal de coordenadas. 

Observese ademas que el esfuerzo normal a los pianos de deslizamiento es igual a! esfuerzo promedio 
(cr,.), en tanto que el esfuerzo tangencial es igual a Ia resistencia al corte (esfuerzo de tluencia) K, ya 
que 

T = ,p 

A su vez cr., cry y r"Y pueden o)tenerse en funci6n de cr,., K y 0, tomando en cuenta (8.109) y (8.12), 

entonces 

CT = CT - K sen 2 e 
' "' 

CT = CT T K sen ") e (8.113) ,. ,., '"' 

T = K cos 2 e 
n 

Ahora reemplazando estos v<dores de cr,, u, yr., en las ecuaciones de equilibrio (8.91) se tiene 

a 
f cos 2 

/1, ") K '-ax l 

0!1 [cos Ill '1 K 
..., 

'- '-av 

si se: define a 

doncle: 

x - panimetro adimt:·n~.ional 

ao e ---ax 

e ae 
ay 

a 
X=~ 

2K 
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+ sen 

- sen 

2 e ao J = 0 ay 
(8.114) 

ae J = 0 ,.., 0-"- ax 



se obtiene 

ax ae ae 
-- cos 2 e - - sen 2 () - :::: 0 

ax ax ay 

bx ao -- sen 2 f) - + 
~a:v ax 

ao 
cos 2 8 - = 0 ay 

como los ejes x y y son arbitrarios St;! puede hacer que coincidan en cada punto con las direcciones a 

y j3, entonces () = 0 y 

= 
a 
a a 

luego las ecuac:iones anteriores se convierten en 

ax 
a a 

ax 
a{3 

y 

ae 
a a 

ae .... 
a{3 

0 
a y 

:o 0 

= 0 

= 
a 

a/3 

(8.115) 

las cuales se Llaman ecuaciones (k compatibilidad (no confundirlas con las de compatibilidad de 

de formaciones). Integrando~ as se ohtiene 

x - 8 = C1 (sobre una linea a) 

(8.116) 

x + () = C, (sobre una lfnea /3) 

cl y c2 son constantes. 

N6tese que mediante las e.cuaciones (8.116), si se conoce x y ()en las fronteras, se obtendran C1 y C2 

para cada lfnea de ambas familias, luego conocidas las constantes en cada pun to in .erior se tendnin 2 
ecuaciones, de donde se puede ~:stimar x y f) para dichos puntos, luego mediante (8.114) y (8.113) se 
obtendra ax, a,. y rxy (o sea el estado de esfuerzos com~leto). Esto implica que se tiene un problema 
estaticamente dieterminado. Ahora :11en, si las condiciones de frontera esran paraklamente dadas en 

funci6n de des.plazamientos o velocidades. el problema requiere que se tomen en cuenta otras 

ecuaciom:s, las cuales se veran a continuaci6n. 
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Ec·uaciones de velocidades 

Para deducir estas ohservese que Ia:; ecua . .,:iones de Levy Mises pueden escnbirse 

d.~~ de,. = a, - aY 

dc. 0 Try 

Considerando ademas la condici6n de incompresibilidad (dr._ = 0) entonces 

Si se deriva con respecto a1 l:iempo 

como 

An.a.Iogamente 

av 
di. = -·~ 

y ay 

dt, + dt,. = 0 

d£ 
d! 

{ d du 
dr dx 

y asi:llismo dt 

av 
X = ax 

av av 
.t + y 

'-' ay ax 

(8.117) 

(8.118) 

tomando tm cuenta las ecuaciones de compatibilidad de deformaciones anteriores en Ia ecuaci6n (8. 117) 

se obtiene 

(8.119) 

en Ia que se esta con:;iderando que el tlujo plastico es un tlujo viscoso, ecuaciones (8.84). A su vez 

(8.ll18) queda 

av av 
' + 

\ 

dX ay 
:= 0 (8.120) 

puede tambien observarse que las rapidcces normales a las direcciones a y {3 son 

dr 
~I e 13 = .!_ U 

1 
+ t, ) = .!_ ( t • t ) = 0 

dt 2 - 2 X .\ 

(8.121) 

{por Ia condici6n de mcompresibilidad) 
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Ia ecuaci6n (8.121) implica que no hay movimiento en dire:cci6n normal a las Jfnea~. de deslizamiento. 

Ahora las velocidades segun estas fneas (observese tigura 8.10) son 

v ·-
' 

v ·-
\ 

y 

FIGURA 8.10 

v cos e - v" sen 
" ~ 

\1 sen e + vd cos 
" 

e 

e 

X ... 

(8.122) 

Considerando que los ejes X y Y coincidan con a y {3 se tendra que (J = 0 y de acuerdo con (8.121) 

f. == 
n [ 

a v j -' =0 
ax 9' ll 

y 

Y a su vez las ecuaciones (8.122). deriv<indolas con respecto ax y y quedan 

av av 
.l n 

ax ax 

a v, - a a --- -- v -
ay " a_v 
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ahora por la coinci<lencia de x con a y de y con p se tiene 

av" 
~I ~ =0 -

a a if a a 
(8.123) 

av ao = 0 ~ + v 
a{3 c a{3 

esto implica que V:, =It {et):: V,:~ = .h ({3) y 0 = }; (a, {3); si {3 se mantiene constante en la primera 

ecuaci6n y en Ia se~ unda se obtiene 

dV,x - Vii d 8 = 0 (sobre una lfnea a) 

(8.124) 

dv, .. + v" d e = 0 (sabre una lfnea {3) 

es~:as ecuaciones (8. :24) se !Iaman ecuacione~. de compatibilidad para velocidades. 

Luego entonces, en un problema donde las condiciones de frontera estan e1 funci6n de esfuerzos y 

velocidades necesita11 consid,~rarse t.anto estas ecuaciones (8.124) como el si~.tema de ecuaciones dado 

por (8.116). Este es un problema complicado que normalmente se resuelve a base de tanteos. Las 

ecuaciones (8.116) ~;e llaman de Hencky y 1as (8.124) de Geiringer. Es conveniente destacar las 

siguientes caracteristicas de ambas ecuaciones y sus diferencias. 

a) Las de Hencky relacionan dos incognitas X y fJ mediante dos ecuaciones. 

b) Las de Hencky dan el estado d~~ esfuerzos en una lfnea de deslizamiento si se conoce este en un 

punta de ella, er tanto que mediante las de Geiringer no basta. 

c) Las de Hencky i ntroducen restricciones al campo de lfneas de deslizamiento, en tanto que las de 

Geiringer no. 

Propiedades de las llneas de deslizamiento 

Entre estas se tienen: 

a) El angulo que fc rman las tangentes de dos lfneas de deslizarniento en los puntas de cauce con 

cualquier lfnea ce Ia otra familia es constante. Esto se conoce como el "primer teorema de 

Hencky". 

b) Todas las lfneas de 1':1' (o lfne:as tl) cortan a las lfneas de otra familia formando el mismo angulo. 
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c) Si una linea a {o lfnea /3) e:s recta en el tramo comprendido entre dos lfneas de Ia otra familia, 

entonces las otras (lfneas o~) se:·a.n rectas en el mismo tramo. 

d) Si las lfneas a y {3 son rect<ls ·~n una region, entonces existe un ¢stado uniforme de esfuerzos (o 

sea las componentes del te:nsoc esfuerzo son consrnntes). 

e) Sabre una lfnea de corte re<:ta, ·el esmdo de esfuerzos es constante. 

f) Si el estado de esfuerzos es co:tstante sobre una curva, entonces esta es recm o se encuentra en 
un campo uniforme de esfuerzos. 

g) El radio de: curvatura de las lir11eas a (o {3) al intersectar una linea de la otra familia decrece en 

relaci6n direcm a Ia distancia vi<~ada en Ia direcci6n positiva de Ia lfnea {3 (on~). 

h) AI mover sabre una curva de una de las familias, los centros de curvatura ce las Hneas de Ia 

familia, forman una envoi vente de dicha linea de deslizamiento. 

i) La envolvente de las If :1eas de una familia es una cur1a If mite al traves de Ia cual las de Ia otra 
familia no pueden continuar. 

j) Si el radio de curvatura de unc·. lfnea a (o {3) cambia bruscamente al cruzar una lfnea de la otra 

familia, todas las otra~ de su r.1isma familia mmbien cambian bruscamente (o sea existe una 

discontinuidad). 

En lo que sigue se presenta:1 algunm. ejemplos de aplicacic)n de las ideas anteriore~ .. 

Estado de esfuerzos uniforrnes. En este caso las dos familias de lfneas son dos conjuntos de rectas. 

Esto es consecuencia directa de Ia~. ecuaciones de Hencky (8.116), ya que sixes C,)nstante, entonces 

() tambien lo es. 

En Ia figura 8.lll se observa que si las lfneas a son radiales, las {3 son circunferenctales. Entonces de 

Ia 1" ecuaci6n die Hencky, Si () es ccnstante sobre una linea a, x tambiien lo es sobre ella, en tanto que 

si en Ia segunda ecuaci6n (J varfa lmc:almente a lo largo de Ia Ifnea {3, entonces x tambien debe variar 

linealmente. De esta manera el c:sfuerzo promedio es constante en la direccitSn radial y varfa 

linealmente con el angulo mediclo a partir del eje x. 

/ 

Uneas a 
,..,..... Uneas {3 --

FIGURA 8.11 
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FIGURA 8.12 

Identacion de una plica riglda. Considerese Ia figura 8.12, aquf se supone que no hay presion entre 
el medio y la placa y existe una presion uniforrne KP sobre el segmento AB, el resto de Ia frontera esta 
libre de esfuerzos. A dermis se considera solo el inicio de Ia plastificacion, asi que se ignora el cambio 
de geometrfa de la superficie. Notese que la presion KP implica que Pes una constante que multiplica 
la resistencia a Ia f1uencia K 

Supongamos que Ia region de A a G esta plastificada, pero de momento se ignora la longitud de AG, 

asi que las condicion ~s de frontera en este segrnento son 

a, = 7
0 

= 0 (en AG) 

de Ia condicion de fluencia (ecuacion 8.108) se obti<:~ne que 

a = + 2 K 
.! -

intuitivamente se siente que o, debe ser de compres16n por lo tanto se considerani 

a = - 2 K (en A G) 
' 

(8.125) 

como Txy es cero AGe; una direccion principal, luego las lfneas de deslizarniemo deben formar angulos 
de:!: 45° con Ia hori;:ontal, ~e considerara que las lfneas a estan a 45° y las {3 a 135° (o sea -45°), 
ver figura 8.12. 

Tambien se supondra Ia region A.GF, como se ·.re en Ia figura, las lfneas de deslizamiento son rectas, 
por tanto es una regio·1 donde existe estado uniforme de esfuerzos, recordar Ia propiedadfdel inciso 
anterior. Luego en Ia Frontera AG se tiene que las ecuaciones de Hencky 

,; a· 
m ' X=-- = 

2K 4K 2 

asf que 
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1 x=-
2 

y (j = '1: 

4 

(para Ia If ne2, c¥ en esu1 region) 

Ahora considerando la fronte:ra. All, puesto que no hay fricci6n en el contacto, entonces 

-r~-y = 0 y ay = -KP 
(que es Ia presion uniforme) 

por lo tanto del criterio de fluemcia (ecuaci6n 8.108) 

de donde 

~;- = a ± 2 K = K (2 - P) ... 
.t .~ 

~:conde ~e ha ·~scogJdo e I signo +) 

(8.126) 

(8.127) 

(8.128) 

Como r:,Y = 0 en AB tambie:n e:~ direccion pri.ncipal y las lfneas de deslizamiento tambien forman 

angulos de ::!: 45° (Il/4), ver figura 8.12. Como antes Ia region AEB tambien es de esfuerzos 
constantes (estado uniforme). De las condiciones de frontera se ti~ne que, comiderando (8.127) y 
(8.128) 

X = 
K 4K 

- p 

2 

y 0 = .~ rr (para lfnea a) 
4 

(8.129) 

Ahora, puesto que AF y A£ son J(neas a rec1.as, del teorema C del inciso anterior (todas las lfneas de 

deslizamiento entre elias wn rect~1s, region FAi:.:) constituye entonces una region en abanico centrado, 
como d ejemplo anterior. Lue:go entonces los esfuerzos son constal[ltes en cualquier lfnea radial pero 
varian linealmente deAF a A£, o sea 

x =, ·- sobre AF 
2 

a x = .~ sabre AE 
2 

Resultados similares a Im. anteriores se presentan en las regiones EBD y BDC (tigura 8.12). 
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La presion P nece:iaria pa1~a que Ia placa induzca. la plastificaci6n puede ahora determinarse de Ia 
silguiente manera. Como Ia lfnea AF es una hna a~~ Ia HIJK es una /3, cons derando Ia segunda de las 
e•::uaciones de H~::n' ky que e:) 

X .,. 0 == constante (8.130) 

entonces sobre HI: x = - y 0 = 'lr/4 (8.131) 

sobre JK: x = .~ (1-P) 2 . y (} = 314 7r (8.131 1 ) 

considerando (8.131) y (8.131') en (8.130) se tien~~ 

1 lf J 
+ --- = - (I - P) + 3/4 1r 

2 4 2 (8.132) 

p = 2 + 7r 

que es la carga nece~aria pa1-a que el medio s.;: plaslifique. 

La distribuci6n de vdocidades se obtiene mediante las ecuaciones de Geiringer (8.124) 

Para ello se considera que si Ia placa se rrn.~e\e con velocidad v;h en Ia dire:ci6n negativa del eje y, 
Ia n~gi6n ABE se mueve igualmente junto con Ia placa como cuerpo rfgido ·::on Ia misma velocidad. 

A su vez en Ia regi6r1 AEFG, VCt' es igual a cero y V,B es igual a ~/fi, asf que la region AEF se 

mueve hacia afuera en velocidad V0 l{i, y Ia AGF se mueve en Ia direcci6n FG con Ia misma 
velocidad. 

La s.oluci6n anterior fue obtenida por Prandtl. Existe otra soluci6n alternativa debida a Hill, en Ia que 

considera que Ia fron :era rfgido-plastica es el contorno HI J K L M N en vez del anterior (G FED 

C). Asimismo pueden obtenerse otras soluciones interrnedias entre ambas; de donde se ve que en 
plasticidad es posible tener diferentes, soluciones y resulta te6ricamente imposible distinguir cual es Ia 

soluci6n correcta. De~.de Juego que esta incertidumbre se debe a Ia teorfa rfgido-plastico aquf empleada, 
el unico medio de obtener soluciones satisfactorias es mediante Ia teorfa elastoplastica que emplea las 
relaciones de Prandtl- Reuss. 

Cabe mencionar entonce~s qure las soluciones rfgido--pl<isticas lo unico que deben satisfacer es que 

definan campos de ve ocidades cinematicamente adrn1sibles, o sea que cumpl<m con caracterfsticas de 
movimiento de cuerp(' rfgido_ 

Vale Ia pena hacer Lotar que los problemas de capacidad de carga en sLelos, asf como los de 
estabilidad de taludes wn de e~.te tipo, que corresponden a anal isis lfmite, cuyas caracterfsticas esencia­
les ~;on las de estimar Ia carga que se necesita para qJe se desarrolle un mecanismo de falla. Asf, en 
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el ejemplo anteriormente presentaco se obtuvo un valor del panimetro P (ecuaci6n 8.130), el cual 
implica que la carga maxima uniformemente distribuida que se puede colocar sobre la placa es de 
(2 + IT) veces el valor de Ia n!sistencia al cone K. 

8.8 Amilisis y diseiio limite 

Es conveniente: observar que los analisis lfmite permiten estimar la carga maxima que un medio o 

estructura puede soportar al de:sanoilarse en el un me.canismo de fa11a. Esto implic,. que se plastifique 
todo el medio, o bien, que si exilsten posiciones solidas (elasticas) estas no ofrecen ninguna resistencia 

al movimiento, moviendosf' como inclusiones dentro de Ia fase fluida del material. 

Tambien aqui es util reflexionar acerca de que las teorfas rfgido-plasticas (de amilisis lfmite) 
presupon1en que todo el media se ha plastificado, en tanto que la teor{a de elasticidad implica que el 
medio en ningun punto lo ha hecho. Luego entonce~ .. estos dos tipos de anali~is corresponden a 

condiciones extremas, y no son capaces de predecir el comportamiento cuando parte del material se 

ha plastificado unicamente, por lo cual deben emplearse las teorfas y metodos elastoplasticos. De la 

consideracion anterior han surgido los teoremas lfmites que a continuacion se ver~.n. 

Teorema.s sobre los limites inferior y superior de Ia carga ultima 

Estos son los dos siguientes: 

Teorema 1 

a) "Una carga que prodt~>::e un campo de velocidade~; cinematicamente admisible puede ser igual o 

mayor qu(: la carga real que pLii.~de producir Ia falla". Esto constituye un llmLe superior. 

Esta carga es Ia que se calcula con 1a teorfa rfgiclo-plastica (analisis Jfmite). La conclusion obtenida se 
debe a que la carga mencionacla rresupone plastificacion total en una region, sir, considerar que el 
medio involuc:rado puede noverse aunque no se haya plastificado completamente, sino que basta que 

se haya plastificado una zona que facilita Ia forrnacic•n de un mecanismo de falla, por ejemplo, la 

region vecina a un cfrculo de ti:tlla en un tal ud. 

Teorema 2 

b) "Una carg,a que produce UJn campo de esfuerws estaticamente admisible sera igual o menor que 
Ia carga que se necesita para c.,.:e se produzca deslizamiento por tlujo plastico". Esto es un lfmite 

inferior. 
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Esta carga se obtiene de Ia teorfa de elasticidad considerando Ia carga mchima que se puede aplicar 
a un medio para qu~:: en ningun pun to rebase Ia resistencia al corte (fluencia). Esta es un limite inferior, 

ya que pueden exi:itir zonas. plastiticadas en el interior de Ia region, sin que por ello ocurra un 
dc~slizamiento generalizado de alguna porci6n del rnedio. 

Dt:~ lo anterior se co1cluye. que, los dos lfmites indican un ancho de banda dt;ntro del cual se encuentra 

la verdadera carga P, que sc necesita para qu~ se inicie Ia formacion de un mecanismo de falla (en un 

mt:~io continuo o sistema estructural), que serfa Ia carga ultima. Por lo cu<d, dicha carga ultima que 
soporta una obra, e:i dJiflcil (:sino imposible) de obtenerla con precision, simdo solo posible acotarla 
entre dichos lfmites. 

Por tanto, el disefio lfmite (o ultimo) de cualquier tipo de obra, deb{~ tomar en cuenta estas 
consideraciones, por lo cual se requiere de un analisis elastico y de uno rigido-plastico, para obtener 
informa.::ion en este tipo de diseno. 

Debe notarse entonc,:!s que e1 este diseno lo thico que importa es acotar Ia carga ultima, sin tomar en 
cu,enta las condicionc~s de de 'ormaci6n que experimenta en el rango donde parte de las deformaciones 
son elasticas y parte plasticas, para esto sf serfa necesario realizar analisis elastoplasticos como los 
mencionados anterio-mente 1;inciso 8.6). 

Selecci6n de mecanismos dt: falln 

En esta parte se hace notar q.Je para que una estructura falle no basta con que ciertas partes de ella se 
plastifiquen, ni es necesario tampoco que se plastifique todo, sino que bast2 que se defina una zona 
plastificada capaz de engendrar un mecanisme de falla, mediante el cual cier:as porciones de ella son 
capaces de experime11tar movimientos de cuerpo rfg·do (cinematicamente admisible). 

Es daro que para una estructura dada pueden existir diferentes mecanismos de falla, por lo que es 
necesario definirlos ) determinar cual de elias requiere una menor carga para ser engendrado. Esta 
seleccion por tanto debe h.1cerse trazando diferentes superficies de falla, capaces de generar 
movimientos de cuerpo rfgido. Por ejemplo, se tiene el metodo conocido para analisis de estabilidad 
de 1:aludes, en el cual se supone un cfrculo de falla, mediante el cual una posicion de el es capaz de 
moverse como cuerpc rfgido .. En general, por ·:an to, bas tara con transformar una region hiperestatica 
en i:sostatica eliminardo pan1 ello restricciones al movirniento analizando ademas las fuerzas que 
intervienen en el, asi como los factores que :;e oponen a el (recordar por ejemplo los anal isis de 
estabilidad de taludes me:ncionados antes). 
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9. I,eorlas d1~ falla y ruptura 

9.1 Introducd6n 

Cuando a los materiales se les somete a un esfuerzo c;·eciente de tension o compn~si6n experimentan 

deformaciones que en un princ:ipio estan en el rango elastico, pero posteriormente se salen de el y 

crecen con mayor velocidad que los esfuerzos; ahora, si elias siguen creciendo, en .!1 material comien­

zan a aparecer grietas hasta que finalmente el material se separa en fracciones di~continuas. 

De lo anterior se concluye qut! 1;!1 ccucepto de falila corresponde ala Siituacion donde ias deformaciones 
son plasticas y alcanzan una cierta magnitud que se considera intolerable desde t:l punto de vista de 
la funcionalidad de la estructura de Ia cual forma parte el material. 

En tanto que el concepto de ruptura corresponcle a cuando el material se separa en partes aisladas y 
deja de ser un medio continuo. 

Ahora bien, los criterios de falla y ruptura se fijan med:ante convenciones de acuerdo con el nivel 
maximo de esfuerzos que el material debe soport:.ar. Est.e n·.vel se determina a tin de que no se registren 
deformaciones que rebasen c'lerto hmite, o de que no se propaguen grietas existentes. En general se 
tiene qw~ dicho nivel se e~.tima a partir de una cierta funci6n de los esfuerzos principales, o sea 

f(o 1, a1, a3) = 0 (9. 1) 

Se ve por tanto que para establecerlo es indispensable deterrninar e1 estado c'.c es ·uerzos existente en 

un probiema dado. 

A continuaci6n se mencionan alg unas ideas ace rca de las condiciones existente:; en las situaciones 

donde se presenta falla o ·uptura. 

Por lo que se refiere al caso de falla, esta se origina cuando se ven~en las fuerza~; intermoleculares y 
se movilizan las dislocacinncs existcntes en el interior de granos, o bien existe deslizamiento en los 
lfmites de granos, o tannien si existe difusi6n at6miCcl. Todas estas situaciones indican cambios 

estructurales que debilitaran Ia re5.istencia del material. Ahora bien, todas elias ~.e presentan para Ia 

combinacion de esfucrzos que sattsfacen la funci6n antes mencionada (ecuaci6n 9.1). 

Por tanto, para estimar Ia faila se determina el estado de esfuerzos en toda Ia region en estudio y se 
ve en que parte de else satisfacc Ia condici6n d~ falla (ecuaci6n 9.1). Existen dife1·entes relaciones del 

tipo de dicha ecuaci6n qut represcntan a distintos criterios de falla que han sido pwpuestos, los cuales 

se describen posteriormente. Estos criterios se han establecido a fin de evitar d1sefiar en lo posible 
obras que sufran deforma.:;iones excesi vas y dejen de ser funcionales. 
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Ahora bien, las condiciones que prevalecen para que se desarrolle la rupt ura son: la existencia de 

imperfecciones estn.cturale~ tales como dislocaciones, impurezas y pequeiia~ vacancias; lo que origina 

microgrietas y a co11tinuactcir. su crecim1ento, o bien un au men to en el nurrero de elias. Ahora bien, 

Ia posibilidad de extension <k las microgrietas, se puede esti mar de acuerdo con Ia teo ria de Griffith 

(u otras), en la cual ie determina que exister1 c:oncentraciones de esfuerzos er los extremos del semieje 

mayor de grietas elfpti.cas. Cjue rebasan la rcsistencia a Ia tension de las fuerzas intermoleculares 

provocando la sc~paracion del material en mas partes. Asimismo, vale Ia pena indicar que Ia 

distribucion de las inperfeoc iones es aleatoria y por tanto, !a orientacion y tamaiio de las microgrietas 
seni igualmente aleatoria, p.x lo que Ia aplicacion de los criterios de ruptLra deben considerar esta 
condici6n. 

Tambien en este casu se han establecido crite·ios en los que, a partir de las caracterfsticas del tensor 

esfuerzo, se elige una. relacicin en funcion d1~ los esfuerzos principales (o sea igual a Ia ecuacion 9.1), 
mediante Ia cual se pJedle estirnar si existe ries.?o de ruptura del material y Ia :onsecuente falla de obra 

de l a cual forma pane. 

Tanto los criterios dt falla como los de ruptura son unicamente aproximados, puesto que se basan en 
aplicacioncs de la ffi(~canica Jel meclio cont:nuo, siendo que en este caso so:1 muy determinantes las 
discontinuidades intnnsecas, r.eterogeneidades y anisotropfa existentes en el material para este nivel 
de esfuerzos. Sin emt,argo, cLchos criterios son de bastante utilidad puesto que han demostrado dar una 

idea aceptable de las ,;ondiciones de falla o rup:ura, lo cual se ha podido constatar experimentalmente. 

Por otra parte, son el unico recurso del que actualm.:nte se dispone para dicho fin. 

Entre los criterios d~ falla existentes, los cuales posteriormente se describiran, se tienen: el de 
Rankine, el de Saint 'v'enant, el de Tresca o CoulonD, el de Beltrami, el de Von Mises, el de Mohr­
Coulomb (friccion interna), etc. 

En tanto que entre lcs criterios de ruptura se ticncr.: el de Griffith, el de Barenblatt, etc. Los dos 

criterios mencionados aquf se detallanin posteriormcnte. 

9.2 Tipos de materiales frag,iles y cluctiles 

Los materiales pueden clasificarse corno fragil o ductil, de acuerdo con Ia mag.1itud de la deformacion 

4ue sufren antes de romperse, ver figura 9.1. 

Ahora bien, esta clasificaci6n se hace considerando (inicamente la deformacion sin tener en cuenta el 

esfuerzo maximo que .;oponen. 
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FIGURA 9.1 

Entonces, de acuerdo con lo anterior ~e puede decir que un material es fragil cuando se rompe sin 

sufrir mucha deformacion; en tanto que es ducti! cuando se rompe despues de experimentar grandes 

deformaciones. Entre los materiales fragiles s~~ tienen por ejemplo: el vidrio, la m<ldera, el concreto, 

etc. y entre los dtictiles esl<tn el acero, plomo, Sdelos arcillosos. etc. 

Factores que influyen en Ia ductih4ad o Ia fragilidad 

Para en tender cuales son e~tos se considerani que las cara.:terfstJcas .son contrarias, es decir, que un 

material entre menos ductil sea sera, :nas fragtl y viceversa. Luego entonces, por ejemplo, se vera que 
factores influyen en la fragilidad (quedando entonces implfcito como actuaran sabre Ia ductilidad). 

Tales factores s.on: esfuerzos isotr6pi:os asi corno los distorsionantes, velocidad de carga, temperatura, 

estructuracion, heterogeneidad. ir:1pureza~ y vacfos, que se pueden considerar como los mas 

importantes. 

Ahara se discutira como intluy,~n cada uno de ellos: 

a) A mayor presion isotropica ma:yor resistencia. 

b) A mayor magnitud de Jc.s esfuerzos distorsionantes menor fragilidad y menor n~s1stencia. 

c) A mayor velocidad de carga mayor fragilidac y mayor resistencia. 

d) A mayor temperatura m;;nor fragilidad y men or resi stencia. 

e) A mejor estructuracion menor f·a_gilidad y mayor resistencia. 

t) A mayor heterogeneiclad mayor fragilic:acl y menor resistencia. 

g) A mayor cantidad de impurezas mayor fragil1dad y menor resistencia. 

h) A mayor cantidacl de va:fos ma>'Or fragilidad y menor resistencia. 
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E:s obvio que pueden te:nerst.: diferentes combinaciones de dichos factores por lo cual es dificil estimar 
a priori c6mo influi ra dicha combinaci6n en Ia fragilidad del materia!. 

Vale Ia pena agrqar qu1;; los materiaks sera.n mas fnigiles principal11ente cuando presentan 

estructuraciones no Jniformes, tales como mczcla.s de materiales fibrosos o .~on granos s6lidos dentro 

de: matrices cementfnte:s sm~e\es, en las que es rna~ facil que tiendan a formar huecos y por tanto se 

agrieten con mayor facilidad y se rompan antes de sufrir deformaciones exc:esivas. 

9.3 Me,canismos dt> falla p'astica 

El mas importante ce los mecanismos de falla plastica puede considerarse que es el ocasionado por 
esfuerzos distorsioncntes, es::os provocan que las dislocaciones que existen en una estructura cristalina 
se desplacen segun planm de:finidos, pero rnanteniendose Ia continuidad de dicha estructura, como 
puede verse en la figura 9.2. 

I ' 
I 

1 ~L{nea de dinlococ~·' , 

0 0 0 0 DO 0 

I I 
I I 

~ :b c d a b 'c d 
,, o a o ,/-Uneo dt""' o b o 

_____ , ___ . __ _j__.deslizorniefl!9~.-- -· _ 

0 

b' 

(a} 

0 

c' 

f-IGLIRA 9.2 

0 0 

a' b' 

(b) 

0 

c' 

En la figura anterior se obs~;.:rva que Ia molecula c estaba enfrente de Ia b · , y existe una linea de 

dislocaci6n que pasa::>a por la partfcula b, luego; despues del deslizamiento esta partfcula queda 

enfrente de Ia b' y se forflla una dislocaci6n que pasa ahora por Ia mokcula c. es decir, se ha 

desplazado esta lfnea je disJo,,~aci6n, pero no f[,~icamente sino por sustituci6n de la que pasaba a traves 
deb por Ia que pasa )OT c. Este movimiento r,~vela que no se rompe la continuidad del medio y que 
ademas puede continuar st:ccs:vamenle, e'> decir, que por ejemplo la lfnea de dislocaci6n pase a Ia 

parltfcula d (ver figura anteric·r), etc. 

9.4 Mecanismos de mptura 

Entre estos pueden consider<m.e que los mas relevantes corresponden a lm, casos en los que actuan 

esfuerzos de tension en n:1icrogrietas no paralelas a Ia direccion de dicho esfucrzo, lo que ocasiona un 
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incremento de esfuerzos en el borde (extrema del eje longitudinal, de la grieta) el cual rebasa las 

fuerzas de atracci6n intennoleculares, lo qu·~ ocasiona que se separen las mol1~culas, liber:indose 

ademas, por este motivo, energla de deformacilin que supera a la cantidad de energfa superficial 

requerida para formar nuevas superficies (o~aras adicionales a ambos !ados de Ia grieta que se propaga). 

Debe aclararse que la ruptura plll<e consistir en el crecimiento de grietas ya exi~tentes o bien en Ia 
formaci6n de nuevas griet<:~s. 

9.5 Critt•rios de falla 

A continuaci6n se describiran brevemente algunos de los criterios de falla (aquelio' en los que Ia falla 
se considera por deformac,6n t~XC(::;;iva) mas comt.lnm;;:nte empleados. 

Teoria de Rankine o del nuiximo e~fuerw de tension 

Como su nombre lo indica est.a set1<tla qu': Ia falla se alcanza cuando uno de los e~Juerzos principales 
alcanza lla resistencia maxima en tension, por e_1emplo, para el caso bidimensiona .. 

o bien 

don de: 

a·1 - esfuerzo principal de te:1si6n 

a·, - esfuerzo principal de cc mpresion 
o·0 - resistencia rn;hima a la tension 

FIGLRA 9.3 

o'o., - resistencia ma.xirna a la compres.i6n 
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Teorla de Saint- Venant o de defonnaci6n axial maxima 

En esta se supone que Ia plastificaci6n ocurre cuando una deformaci6n principal iguala a Ia 

deform:aci6n maxirr a en ter.si6n o com presion, o sea cuando 

E E 1 = a 1 - 1-'- ( cr 2 + cr 3) ± cr 0 

entonces, para el caso biaxial (cuando a, "' O)(figu~a 9.4) 

(9.3) 

FlGLR.'I 9.4 

Criteria de Tresca (o de Co4domb) 0 del esfuerzo COI1ante maximo 

En este se considera que Ia plastificaci6n se presenta cuando se alcanza el cortante maximo que se 

regi!stra en la pruehl. de ten:~ion simple. Esto irnplica que ocurre cuando se cumplen las seis 

condiciones siguiente~•: 

a, a,. ± a(, 

a! a3 ± cru (a0 e:; Ia resi~tencia maxima a tension) 

a\ a, ± ac, 
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luego, para el caso biaxial se t:ient:: 

(Tl ·- (T2 = cro: si (}I > ,) y a2 < 0 
<TI -- cr., = -a,,; si (}l < 0 y (T2 > 0 

cr, - (J J; si (J2 > <JI > 0 
cr -- CTo; .\, (Ji > 1}2 > 0 (9.4) 

~r: = -at,; Si al < (}2 < 0 
rr - ., = - CJ,,; S1 a2 < (}I < 0 

FJGL:RA 9.5 

Teoria de Bellrami o de llr nuixima energia de defonnacion 

En esta se considera que la plastifi;cacion se presenta cuar:do Ia energ{a total de dcformacion iguala a 

la que existe en una prueba de ten~.i6n o compresion unidimensional, o sea 

(9.4.1) 

y como por otra parte, en general Ia energfa lola] elastica esta dada por 

(9.4.2) 

reemplazando en la anterior expresi·5n las de formaciones D1, c:2 y c: 3 por las expresiones en funcion de 
los esfuerzos dados por la~. leyes c.e Hooke se tiene 

U == ~L (1r ' + CJ ~ ~ + 1J :• - 2 u { cr CJ, + a, cr + a CJ ) ) 2£ ·· } · I - - 3 } I . 
(9.4.3) 
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n~mplazando U per el valor dado en (9.4.1) se tiene que finalmente 

(9.4.4) 

que constituye la funci6n buscada de acuerdo con este criterio. 

Ahora, para el caso bidimensional Ia anterior expresi6n se reduce a 

a 2 +a 2 
- 1 Liaa -a 2 

I :• "- I 2 - 0 (9.4.5) 

Este criteria tiene el inconv~:niente de predecir plastificacion para valores altos de presion hidrostatica, 
lo cual experimenuJmente se ha encontrado que no es correcto, ya que solo las distorsionantes 
normalrnente la inducen. 

Cdterio de Von Mires o df wergul de dislorsion 

En este :se supone que Ja pla~,tificacion unicarnente S(! debe a Ia energfa de distorsi6n, y que se presenta 
cua.ndo dicha energf<t es igu<J ala que existe en una prueba de tension sirnpl :!. A sf que ocurre cuando 

J, 3 
lJ = - T 

2 

d 2G - 4G oct 

como para Ia tension simple se tiene 

ahora como 

31) =' a 2 
" a/ + a 2 

+ 2 a· a" + 2 a1 a3 ~ 2 a2 a3 - I ·- 3 I L 
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por lo que la condici6n de flut::ncia queda 

(9.5) 

y para el caso biaxial queda 

a 2 
- a a + a 2 

'' a 2 
l l 1 2 0 

que es la ecu:a,ci6n de una elipse con eje foca:i a 45 o; ya que para a1 = a2 entonces a2 = a0 y tam bien 

a2 :: a0 , (figura 9.6). 

Se tiene que para el caso de coru,n te puro 

luego 

FIGURA 9.6 

(/ = 0 
3 

entonces el criterio predic:e que Ia plastificaci6n se presenta cuando 

K 2 1 2 
= 3 ao 
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el cual representa el valor de 12 en Ia prueba de tension simple, o sea 

(9.6) 

de donde el esfuerzo de fluencia en la prueba de cortante simple es 11{3 dd de tension simple. 

Hencky demostr6 qw~ este criterio es equivalcnte a lo siguiente; puesto que 

(9.7) 

el cual para tension s mple S( reduce a 

- /2 
T -----a 

o.-1.0 3 0 
(9.8) 

entonces la fluencia o::urre CIJando 

Teoria de Mohr 

En E:sta se considera que Ia fluencia ocurre cJando el cortante existente en un punto alcanza el valor 
de la resistencia al corte, Ia cual depende a sc~ vez del esfuerzo normal actuar.te, o sea 

(9.9) 

donde 

C -- cohesion 

an ·· esfuerzo normal clCtuante 
¢ -- una funci6n cualquiera; por ejemplo ver figura 9. 7. 

(se consideran positivai las compresiones) 
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c1-
j'"b.__ __ 

un 

FIGURA 9.7 

Teoria de friccion interna 

En esta se considera que Ia funci6n ct> mercionada en la teorfa de Mohr es 1 neal y por tanto la 

ecuaci6n (9.9) se conviene en Ia siguiente expresi6n. En Ia figura 9.8 se representa gnificamente 
la ecuaci6n 

1 == C + a tan ct> n 

don de 

1> - angulo de fricci6n interna 

T 

.... 
0 

FIGURA 9.8 
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Luego, a partir de t:sto se ~.:ncuentra que el criteria de fluencia queda establecido, siempre y cuando 
la pareja de valores cr1 y c 2 queden dentro del area encerrada por lo lfmites marcados en Ia figura 9.9. 

<To - resistencia rmh.i ma a tension 
a0, c- resister,cia. m£bima a compresi6n 

FIGUR~. 9.9 

Estas scm algunas de las teorfas de falla (flujo plastico) mas c()munmente empleadas. 

Supe1:ficie de jluencia. Espacio de esfuerzos de Haigh- West~rgaard 

Pu,ede concluirse quf: los criterios de tluencia en ge:1eral implican una funci·5n del siguiente tipo 

F(CJ ) .:.: K 
lj 

siendo aij todas las componentes del tensor esfuerzo y K una fumci6n conocid2, por lo que le puede dar 
tambien Ia siguiente l'onna 

si s.e supone isotropic en las propiedades se puede reducir a 

o sea Ia f1uencia s6lo depende de la magnitud de los esfuerzos principales y de su orientaci6n. N6tese 
que el espacio cuyos ejes ~.or ~ 1 • CJ2 y a3 se llama espacio de esfuerzos de H1igh-Westergaard. 

320 



Si se considera que solo las componentes del tensor distorsionante influyen, ento1ces se tiene que la 
expresi6·n queda 

siendo 

de donde se puede poner 

o sea Ia funci6n de fluencia se reduce a una funci6n de dos invariantes del tensor distorsionante. 

De lo anterior, el criterio de Von Mises puede expresarse de Ia manera siguientf 

(9.10) 

siendo K, el esfuerzo de 1luencia en cortante puro. En tanto que el de Tresca puede escribirse como 

(9 .11) 

Estos dos criterios son por tanto Jus mas com(.nmente empleados, siendo mas sencillo el de Von Mises. 

Plano 1r 

Este es un plano cuya ~orm<tl se encuentra en una direction que forma el mismo angulo con los tres 
ejes principales, y ademas dicho plano pasa por el origt:n de ellos. Si sabre estt: plano se proyectan 
los 3 ejes mencionados SLS proyecciones fonnanin entre sf un angulo de 120°. Ahora, si sobre dicho 
plano s1e dibujan las superficies ce tluencia 1:orrespondie:ntes a los criterios de Von Mises y Tresca, 
se tiene Ia siguiente figura. 
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FIGURA 9.10 

En esta figura se not:t coincid·encia de los criterios en el caso de tension simple, en tanto que para 
cortante simple se t.ie 1e Ia rmi:x.ima discrepancia entre ellos, del orden de 15%, como se demuestra a 
continuaci6n, ya que 

Cabe: sefialar que las superfici1~S de tluencia son prisrnas con generatriz paralela al eje normal al plano 

1r, y que pasa por las curvas de Tresca o Von Mises mostradas en ia figura ccnterior. 

Movilidad' de las sup£t:ficies de jluencia 

Experimentalmente se ha encontrado que las. superficies de tluencia cambian una vez que se plastifican 

los rnateriales de difer~ntes mJ.neras, como se muestra a continuaci6n (figura 9.11) 

(a) (b) 

FIGURA 9.11 
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En la parte (a) se ve que el area cubierta por ta superficie de fluencia aumenta, como resultado de un 
desplazamiento de ella identico er; ·:odas direcciones. En la parte (b) Ia superficie de fluencia se des­
plaza sobre el plano 1r per~ sin aurnentar el an~a cubierta por ella (o sea una traslaci6n), en tanto que 
en Ia parte (c) se muestra ,ma traslaci6n combinada con una deformaci6n de Ia superticie de fluencia. 
Este es el ca.so que mejor repn.:senta et comportamiento de los materiales reales, pero es muy 
complicado tomarlo en cu·~nta. 

Parametro de Lode 

Este se utilize< para tomar en cuer.ti Ia intluencia del esfuerzo principal intermed1o y se define como 

[') 

f.1.2 = - -

o bien 

por tanto, es la relaci6n entre Ia diferencia del esfuerzo intermedio con el promedio de los esfuerzos 
maximo y minimo y Ia st:midiferencia entre ellos. Ahora bien, todas las combinaciones posibles de 
carga, es decir, entre cortante puro y tension simple, quedan incluidas en Ia variaci6n de dicho 
parametro de 0 a -1, y as,mismo de 0 a 1 para Ia variaci6n de cortante simple o compresi6n simple. 

Entonces, si :)e trazan los resultados experimentales en una gnifica en donde en ~~1 eje de abscisas se 
colocan los valores de u yen el de ordenadas Ia relacion adirnensional (a1 - a3)/a0 , se tiene (ver figura 
9.12). 

(Los sfrnbolos X indican :-esultad,)S de pruebas experimentales) 

Criterio de Von Mises 

Criteria de Tresca 

Volorea de fL 

FIGURA 9.12 
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En la flgura anteri{1r se ohserva que el criteria de Von Mises se acerca mas a los resultados 
experimentales obter idos por Lode para acero, cobre y nfquel. 

9.ti Criterios de ruptura 

Con relaci6n ala predicci6n de falla fragil, se ve que esta puede hacerse empleando diversos criterios, 
entre los cuales, los principales son el de Griffith y el de Basenblatt, entre otros, y que son los unicos 
que: aquf se venin ccu algt:in detalle. 

Teoria de Griffith 

Considerando que en un medio antes de que aparezca cualquier grieta de energfa de deformaci6n en 
tensli6n simple (u0) e~ ,r;0

2/2 E por unidad de volumen. Ahara bien, el traba.;o hecho por las fuerzas 
que se relajan al apa ·ecer ura grieta (por ejemplo elfptica) considerando que estas se encuentran a 
ambos !ados de elias ;!S 

~,=-4 Ja 1/zadt•V 
0 0 

(9. 12) 

don de 

[
(Till 

v = ·c (I - 1)) a sen () (9.13)* 

y 

.J: = a cos 8 

FIGURA 9.13 

----· --- ---· 

* Expresi6n deducida mediank Ia teorfa de Ia da~ticidad. 

324 



siendo 

a - semieje mayor de la ellpse 
b - semieje menor de la ellpse 
v - desplazamiento ve:rtica ... 
() - cingulo medido de la t\I)Jizontal a partir del centro de la elipse 

entonces., reemplazando el valor de v dado por (9.13) en (9.12) se obtiene 

luego entonces dicho trabajo sera independientt:: de b. 

Ahora como este trabajo cebe ser igual al aumento de energfa de deformacion I::JJla, entonces 

(9.14) 

el signo negativo que apa.rece en ~~sta expresi6n indica que disminuye la energfa de deformacion. 
Puesto que en la expresion (9.14) ~;e ve que el trabajo real!zado W~ es independiente de h, entonces 
no se alterara cuando b tienda a cero (o sea una grieta). Ahora bien, debido a Ia tension actuante en 
dicha grieta esta tiende a adoptar una forma casi elfptica cuyo semieje rnenor, segun calculos elasticos, 
medira 

h~ = 2 a (1 - }) ( aj £) 

luego, si Ia grieta se alarga una cantidad 2da (por ser a ambos !ados) se formaran nuevas superficies 
ademas de una relajacion de componentes de esfuerzos (T>. Entonces el trabajo diferencia1 hecho se 
obtiene diferenciando la ecuacion (9.14) con respecto a la variable a 

la remoc:wn del signo menos er ella representa que la energfa es absorbida por las fuerzas de 
relajaci6n. En esta teoria de Griffith dicha energfa se supone que se transforma en un aumento de 
energfa superficial. Si r' representa esta energfa por unidad de area, entonccs Ia nueva energia 
superficial sera 4-yda, Ia cual al igualarla a dW, se tiene 

por tanto 

(9.15) 
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expresi6n que revela que p<ira cualquicr valor de cr0 menor que el dado per Ia ecuaci6n (9.15), los 

esfuerzos av que se iberan en Ia frontera de la grieta no generan una energfa capaz de proporcionar 

la que sc requiere p<Lra formar nuevas sup~rficies y por tanto no se ampliar;i Ia grieta. 

Resumiendo, la f6rmu::a (9.1 5) indica que se ampliara Ia grieta cuando los esfuerzos sean mayores que 

el valor de a0 dado P')r dicha formula. Debido a esto, ella en sf representa un criteria para falla fragil. 

Como puede observarse, en la ecuaci6n (9.15) intluyen las siguientes propiedades del material: E, v 
y ~r. asf como el tamario de las grietas existentes G", el cual es una variabk aleatoria. Este tamano 
puede estimarse indirectameute a partir del valor de la resistencia maxima a tension a0 , para lo cual 

se parte de la expresi6n mencionada pero despejando el valor de a; o sea que resulta ser mas facil 
det,erminar directa.me n te ac, que a. 

Ad,~mas, el valor de a resJlta ser de esta manera un valor que representa. el tamano mfnimo de las 
grieltas existentes en E I espt:~c1 11en de prueba, el cual puede variar para cada uno de ellos; por lo tanto, 
esto explica el porq Je el ,·alor de au, obtenido para diferentes especfmenes, tenga un elevado 
coeficiente de variaci,)n. 

Ahora bien, conocido cr0 puede establecerse una superficie de ruptura, analoga a Ia de tluencia, que 
seni valida para difen!ntes ccHTtbinaciones de esfuerzo, Ia cual se discutira en el apendice 9.A. 

Aspecros relevanres d~·l critetw de Gr{ftirh 

A continuaci6n se pre~entan algunas conclusiones de interes en relaci6n con esta teorfa de falla. 

I. El campo de esfuerzos obtenido el<isticamente en los extremos de las grietas presenta irregularida­

cles en ellos, porI·) que se rebasa el lfmite de aplicabilidad de Ia teorfa elastica que es valido para 
deformaciones pequefias. 

2. Las condiciones dt: frontera en las caras de la grieta se alteran puesto que e~tas se deforman al irse 

aplicando las carg.is, incluso en sus extremos Ia deformaci6n angular es de TI/4, al estimar que 
Ia grieta se trans ·orma en una elipse., hecho que rebasa Ia consideraci6n de deformaciones 

pequefias. Por otra parte, se necesita tener esfuerzos infinitos (ver apt~ndice 9.A) en dichos 
extremos para tencr un esfuerzo diferencial de primer orden, ya que ellos actuan sobre un area 

diferencial de segundo arden. De aquf se ve que Ia singularidad resulta esencial en Ia interacci6n 
ck Ia discontinuidad que rcpresenta Ia grieta y el resto del medio. 

3. Sii una grieta se conviene en dna elipse, entonces, en sus extremos ambos !ados de ella forman 
entre sf un angulo de 180'', lo cual imposibilitara Ia ampiiaci6n de su longitud, lo cual en sf revela 
una incongruenc1a, que :~e debe a que la teorfa l111eal se ha llevado mas alia de sus lfmites de 
aplicabilidad. 
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4. La ~~nergfa superficial representa una irregularidad dt::sde el punto de vista tridimensional, ya que 
implica la existencia de fuena.s actuando sobre una superficie de espesor nula, por lo que existe 
una incongruencia al nezclar rnedios continuos de dos y tres dimensiones. 

5. La representaci6n de una griela angosta como el If mite de una serie de elipses ~s arbitraria, puesto 
que podrfa ser el de otro tipo de curvas cerradas. 

A pesar de todo lo anterior la te:orfa de Griffith proporciona resultados aceptibles en materiales 
fnigiles. 

Teoria de Barenblatt 

En esta teoria se tratan de corregir las incongruencias impifcitas en Ia debida <'. Griffith; para ello 
tambien se parte de consideracior es de mecanica de meciios continuos basados en Ia teorfa lineal de 
la elasticidad (de deformaciones pequenas). Para los calculos necesarios se parte de Ia superposicion 
de tres problemas elasticos que sc·n: 

a) Se supone: que se carga un mecio sin grietas (continuo) mediante una fuerza vertical aplicada en el eje 
de simetrfa geometrica de el, ~~ se calcula el estado de esfuerzos (debido a Ia simetrfa no se inducen 
cortantes); ahora bien, en el sitia doncle estara Ia grieta existe un estado de esfuerzos dado por 

b) Ahora, se considera que ya e>.:iste la grieta pero los unicos esfuerzos que actu;:,n se localizan sobre 
sus caras y anulan los esfuer;~os existentes en la situacion anterior, es decir 

(a); = - T,)x) ; para ·- a < x < a 

ademas,. en la linea que es Ia continuaci6n geornetrica de Ia grieta los esfuerzos verticales estan dados 

por* 

en Ia cual 

para lx I > a (9.16) 

siendo tuna variable de ir1tegraci6n sobre el e_1e x (eje mayor de Ia grieta) 

* L.a deducci6n se encu,~ntra en L. E. Malo. ern, lnrroducrion to the Mechanics of a Continuos Medium, 1969. 
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FIGURA 9.14 

c) Por otra parte, si se com.idera que actjan fuerzas de cohesion (de origen intermolecular) con una 
ley de distribucicn g(x), :as cuales inducen una distribuci6n de esfuerzos Jocalizada en Ia lfnea que 
es continuaci6n de Ia grie~. tenemos 

(9.17) 

siendo 

como puede vers·~ en la igura 9.14, Ia distribuc:i6n de fuerzas g(x) imp de que los extremos de 
Ia grieta tengan el contorno de una elipse (sc ve quef (x) = 0 para el intervalo 0 < x < d). 

Los postulados de Barenblatt son: 

a) N0 = Nc en los extremos a fin de que no existan singularidades (esfuerzo.> infinitos). 

b) La forma de g(x) es independiente de las cargas, o sea es una propiedad del material, por tanto 

la integral N, no "arfa y tampoco la forma que presentan los extremos de Ja grieta. 

c) Existe un limite m;iximo del valor de la integral, designado por NrM• y que por tanto es una 
propicdad del material, de tal manera que despuE:s de algunas simplificaciones* 

N . I fd (C)t-'"'dt 
eM =. - f1 ll (J"' <:; <:; • <:; 

llamando al valor de l<l mtegral K mOdulo de cohesi6n. 

*Idem .. 
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El criterio de Barenblatt q Jeda en .c·nces dado mediante Ia ex presion siguiente 

/' ' - K 'o--n (9.19) 

es decir, se evalua la integral dade .. por (9.16) y la cual es funcion de Ia distribuci6n de esfuerzos que 
existe en el eje perpendicular al d.: simetrfa; por ejemplo, para tension simple 

T0(r) = a0 (esfuerzo de tension) 

y por ta:nto 

(2 'II, 

a a · "' ,,, - ll ) J . 1 2·- 1;, d ,v. - ----- {a - r ) r 
u n ll 

(9.20) 

luego como K es un limite rmiximJ, Ia integral N0 no lo puede exceder y de esta manera se obtiene el 

a0 maximo (observese que en este calculo tam::>ien intluye cl tamano de Ia grieta (a) que soporta el 
material en tension). 

a) Relaci6n entre las reorfas de Grttfi!h y Barenh!arr 

Si se igualan las expresiones que 5irven para estimar Ia energfa necesaria para que crezca Ia grieta, 
segun am bas teorias se encuentra que el "modulo de cohesion" K esta en funcion de Ia energfa de 
tension superficial 'Y mediante Ia siguiente expresi6n 

IT-yE 0
---

K= ~~ (9.21) 

De esta. rnanera pueden emplear~e indistintamente ambos criterios, ya sea que se conozca K o -y. 
Conviene destacar que los dos proporcionan resultados aceptables en materiales fnigiles. 

h) Disipacil)n de enerxfa en los e.aremos de prieta.\· 

En materiales ductiles con grietas preexistentes, antes d~ que estas se propague 1, cierta cantidad de 
energfa se consume en flujos pl~L~·.t.cos. La region don de esto ocurre tiene aproxi madarnente Ia forma 
de una llama de vela, como puece verse en Ia Figura 9.15. 

Por tanto, no toda Ia energfa qut: se agrega a! material agrietado al cargarlo se convierte en energfa 

de tension superficial (p·Jr crecimiento de Ia grieta) sino que parte de ella sc consume en flujos 
plasticos, incluso no puece quedar energia disponible para que se abra mas la gric:ta. Por este rnotivo, 
en los materiales ductiles las teorias de Griffith o Barenblatt no son adecuados. Ttarias adecuadas para 
este tipo de materiales no se ve~;in en este curso. 
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FIGL:RA 9.15 

Finalmente, conviene serialar que los criterios de falla fragil son validos para materiales que tienen 
mayor tendencia a a;~rietarsc que a tluir, por ejemplo Ia madera. Ademas que se han deducido 
partiendo de teorfas d= medios continuos. 

Ideas adicionales sob "e ruplt• ras 

Como conclusiones finales sobre el problema de ruptura pueden senalarse los siguientes: 

a) No existe un criterio para Ia falla por ruptura des:?ues de una tluencia prolongada. 

b) Existen tres enfoqL es para el estudio de la ruptura que son el microsc6pico, el macrosc6pico y el 
estadfstico. 

c) En el estudio de I< propaE.ac10n de las grietas existe el concepto de equilibrio de elias, el cual 
implica Ia determin :tci6n de Ia carga necesaria para que estas se amplfen pero sin que se propaguen 
indefinidamente. Dicho estudio se basa en ca.lculos elasticos de esfuerzos en barras con orificios 
(teorfa de Griffith) o con orificios y resortes (teori'a de Barenblatt). 

d) Se debe tomar en Cdenta el principio de entropfa segun el cual se tiende a destruir Ia estructura de 
los materiales cuando se cargan y a Ia generaci6n no recuperable de calor. 

e) Existen teorias de propagaci6n de grietas basadas en micromecanica, donde se estima que Ia 
velocidad de propa~;aci6n es aproximadamente igual a la de propagaci6n de ondas de esfuerzos. 

1) En los extrernos de las grie:as se llegan a desarrollar esfuerzos semejantes a las fuerzas maximas 
intermoleculares. 

g) Puesto que Ia energ a super'~cial en las caras de grietas tiende a ser mfnima, en elias se acumulan 
1mpurezas que Ia n~ucen, por lo cual e'l los lfmites de grano el material tiende a ser menos 
resistente. 
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h) Puesto que existe una distribuci<Sn probabilf~;tica de grietas, Ia mednica estadistica sirve para hacer 
inferencias sobre resistencia mc:[xi rna. 

i) No confundir la falla del maJcrial en un punto de Ia obra con Ia falla en sf de esta. 

j) En t::l fen6meno de agrietamer,to existen do; aspectos: uno es el crecimiento ce grietas existentes, 

y el otro, en el que aparecen nuevas grietas. El primer caso es el que mejor se ha estudiado, ya 
que por ejemplo, para el se desarrollaron las teorfas de Griffith y la de Barenblatt, etc. Por otra 
partt;! cuando el material se agr.eta rnucho hasta formar bloques aislados, en ;~se caso se aplica la 

mecanica de medios dtscontillJIJS (mecanica elastica). 

k) La falla de una estructura esU:L condicionada por Ia del material, asf como por las condiciones de 
frontera, las que determinan si es posible Ia forrnaci<ln de un mecanismo admi:;ible de falla (campo 
de velociclades admisible): en este caso el problema se vuelve de equilibria i:;ostatico. 
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A p e n d i c e 9.A 

AplicacMn de /Q teoda de Griffuh a mecanica de rocas 

En observaciones experimentales sobre especfmenes de roca se ha encontrado que existen una infinidad 
de fisuras (incluso gnetas mi,.;rosc6picas) orientadas a! azar, cuya forma aproximadamente es elfptica, 
por lo que para este tipo de material es adecuado emplear Ia teorfa de Griffith para predecir su ruptura. 

Para aplicar dicha teorfa se hacen las sigu:entes hipeitesis 

a) No existe interacci6n entre fisuras 
b) Es vcilido un arui.l1sis bidimensional 
c) Los esfuerLos par.1lelos a Ia fisura son despreciables (ver figura 9.16), en la que los esfuerzos ax 

y az perpendiculares al plano de dicha figura casi no influyen en Ia ampliaci6n de Ia fisura. 

FIGURA 9.16 

Meditante analisis elas1icos (ver referencia 4) se encuentra que los esfuerzm, tangenciales sabre el 
contorno de Ia grieta, 'rb, estan dados por 

a. { m(m + :~) cos2e- sen 2o:} +a .• { (1 +2m) sen 2 a:- m 2 cos2 a:} 

- r { 2 (I + m 2 ) sen a cos a: } 
X) 

m 2 cos2 a: + sen 2 a: 
(9.A.l) 

en Ia que los terminus que aparecen en Ia expresi6n anterior se aclaran observando la siguiente figura 
9.17. 
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Siendo 

x = a cos a; m = 
b 

y = b sen a 
a 

tan 0 = m tan a 

(~ = angulo de excentricidad 

ux 

FIGURA 9.17 

Como estadisticamente se ha encomrado que las fisuras tienen una relaci6n de ':jcs m muy pequena 
(por ser muy alargadas), esto inulica que el angulo a tiende a cero y por tanto 

sen a - 1::!: y co~; a --+ I 

de donde Ia ecuaci6n 9.A.l se ~.implifica y queda 

seve que la tensi<Sn a" depende de c¥, pur lo que su valor maximo se encuentra cuando 

de donde se obtiene (ver ref. 3:1 

T .n 
(J =--

Cl 
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Asiimismo, puede m,Jstrarse (en la misma referencia) que al eliminar a de t:lla se cumple que 

(9.A.3) 

ahora, puesto que tanto ob como m son diffciles de obtener experimenta mente (ya que ab es Ia 
resistencia lfmite a 1<1 tension. del material en el con:orno) entonces se deben poner en funcion de un 
panimetro qm~ sf se pueda medir, como es Ia resistencia a la tension simple. Para esto, considerando 
qm~ 

(resi:)tencia a Ia tension) 

y que rxy = 0, la ecm.ciCin (9 A.3) queda 

por otra parte, como ~n general 

) (J =· (J ± ( (J 2 + T 2) v, 
- 0 y _\ .n 

(9.A.4) 

despejando de ella a 7 n se obtiene 

(9.A.5) 

Ia cual es una ecuaci6n parab(1lica. como seve en Ia figura 9.18. 

T 

FIGLJRA 9. 18 

334 



En la figura anterior se observa c;,m: la ecuacion (9.A.5) representa una envolvente de drculos de Mohr 

de falla, y por lo tanto equivale a una funci6n de ruptura (analoga a las de fiuencia vistas antes), lo 

mismo puede decirse de la ecuac.C.n (9.A.4) la cual como seve es del tipo 

f(a,., T.n) = K ; (siendo K = 2 a0) 

(el valor de cr0 se obtiene de la teorfa de Griffith ode lade Barenblatt). 

Propagaci6n de las fracrurus. Er Ia figura 9.18 se pued:.:: observar que 

tan 2{3 (9.A.6) 

y como 

entonces 

Ci = - m . tan 2 {3 

como se supone que la fractura s,;:: produce cuando b 2s 1gual a Ia resistencia ala tension, entonces Ia 

grieta s.e propaga normal al contorno, luego como !a pendiente de ella esta dada por 

tar, 'Y 
dx 

= 
dy 

como 

d'( =-a send a 

dy = m a cos Ci d a:: 

tan 'Y 
tan a 

m 

para a pequeiio se tiene 

tan a 0:: 

tan 
a tan 1 {3 y 1 = = ._ 
117 

'Y ::: - 2{3 (9.A. 7) 

De lo anterior, si por ejemplo T r > 0; {3 > 0 (de !a ecuaci6n 9.A.6) y por tanto r < 0; o sea que 

cuando existen esfuerzos tangenciales Ia grieta se propaga pero no colinealment ~ a Ia fisura sino con 
un angulo ·y = - 2 {3. En tanto que para T\1 == 0' entonces {3 = 0 y de don de r = 0, propagandose en 

la misrna direcci6n que Ia grieta; este es el caso en una prueba de tension simple. 
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En general se demu<:.stra que las grietas que tienen una cierta inclinaci6n con respecto a la direcci6n 

del esfuerzo principa. menor (wnsiderando positivas las compresiones) se pre pagan en una trayectoria 
curva hasta ser perptndlcula;·es a dicha direcci6n, v.er figura 9. 19. 

Ahora bien, cuando c3 tambi1~H es de compresi6n, Ia grieta se propaga de la Jmsma manera, pero una 

vez que se ha orientado come se mencion6, entonces ab se vuelve de compresi6n y deja de propagarse 
Ia grieta. 

FIGURA 9.19 

Luego entonces, cuanco (T 1 y o3 son ambos de compresi6n existe una longitucl de grieta estable; por 
ejemplo Hock y Bienic.wski encontraron Ia :;iguiente curva, figura 9.20. 

_Lr _, 

2.2 

2.0 

1.8 

1.6 

1 4 

: :L--.---~~ .. 
0 0.05 0.10 0.15 0.20 CT~ 

FIGURA 9.20 

asf que conocidas a3 , a y Ia IC!ngitud inicia. L, se obtiene el valor de L1 que sera la longitud final 
estable empleando la cu -va de Ll figura anterior. 
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