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Los apuntes que aqui se presentan tienen el objeto de proporcionar al 

alumna del Curse Ingenieria de Sistemas, material de referencia y con 

sulta. 

Incluyen casi la totalidad de los temas de la materia perc es necesa­

rio que elalumno realice trabajos de investigaci6n para complementar-

los, ademas de resolver ejercicios variados sabre cada tema y consul-

tar la bibliografia seleccionada. 

No se pretende que este sea un trabajo concluido, pues se espera rea­

lizar nuevas correciones, para €sto las sugerencias de alumnos y prof~ 

sores son de gran irnportancia. 

M. EN C. BENITO MARIN PINILLOS. 

Noviembre de 1980. 
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INVESTIGACION DE OPERACIONES I 

ANTECEDENTES 

Es por todos conocido el rapido desarrollo que han experime~ 

tado durante el presente siglo, el tamano y la complejidad de las -

organizaciones humanas. Por ejemplo el tamano de las empresas mo--

dernas implica que las decisiones administrativas pueden tener un -

efecto sabre grandes cantidades de capital y gran nUmero de perso--

nas. Los errores pueden ser tremendamente costosos y una sola deci 

si6n equivocada puede requerir anos pdra rectificarse. 

El cambia revolucionario sufrido por las organizaciones huma 

nas ha traido consigo la divisiOn del trabajo y la segmentaci6n de-

las responsabilidades administrativas en estas organizaciones. Es-

te crecimiento ha traido consigo la tendencia por parte de los mu--

chos componentes de una organizaci6n a crecer dentro de un plan re-

lativamente autOnomo teniendo cada uno de ellos sus propias metas ,-

perdiendo por lo tanto la visiOn de como sus actividades y objeti--

vos se comparan con los de la organizaci6n. Lo que es buena para -

un componente frecuentemente es perjudicial para el otro. r::s asi -

que en una empresa por ejemplo, existen las siguientes tendencias: 

Producci6n.- Pocas lineas de productos y grandes corridas -

de producci6n (grandes inventarios). 

Ventas.- Abundantes y variados inventarios. 

Finanzas.- Minimizar inventarios. 

Personal.- Producir inventarios solamente durante los pe- -

riodos flojos (mantener producci6n constante). 



GCu31 es en realidad la mejor politica para la organizaci6nT 

Es aqui donde entra en acci6n la investigaci6n de operaciones. 

La investigaci6n de operaciones siempre toma el punta de 

vista general de la organizaci6n e intenta llegar a soluciones 6p-

timas, esto es la mejor soluci6n para la organizaci6n. Esta solu-

ciOn no siempre es la Optima para sus componentes por separado. 

La investigaci6n de operaciones envuelve estudios de grupo 

i.e. agrupa a toda clase de expertos en sus estudios. Esto es --

debido al aspecto tan general que toma la misma y al hecho de que­

ser1a imposible que un especialista en investigaci6n de operacio-­

nes supiese todo lo relative a cada aspecto y es por esto que el -

especialista requiere de los demas expertos a quienes e1 coordina. 

Otro de los aspectos que favoreci6 el desarrollo de la in-­

vestigaci6n de operaciones es el hecho de que el ritmo de la empr~ 

sa moderna es tal que las decisiones se requieren mas rdpidamente­

que nunca; el posponer la acci6n puede poner en una decidida venta 

ja a un cornpetidor. 

No es sorprer1der1te que el aumento en la Jificultad de tornar 

las decisiones haya requerido de esfuerzos para dar a esta activi-

dad una base mas objetiva y rutinaria. 

cior1PS forma parte de este esfuerzo. 

La investigaci6n de opera-

Desde el punto de vista de la investigaci6n de operaciones-

una decisiOn es una recomendcici6n de que se lleve a cabo un curso-

de acci6n particular que afecta al sistema. Q11ien toma la deci- -

si6n intenta que el sistema sea mds ''efectivo'' para alcanzar las -

metas de la organizaci6n. 
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La medida de efectividad generalmente tiene unidades carac­

teristicas asociadas con ella (pesos, etc.) pero a veces son adi-­

mensionales (probabilidad de destruir un blanco durante un ataque­

aereo). 

Los origenes de la investigaci6n de operaciones datan de -­

hace muchos aDos cuando se empez6 el intento de usar un acercamie~ 

to cientifico en la administraci6n de las organizaciones. Estos -

origenes sin embargo fueron aislados y faltos de coordinaci6n, no­

fue sino hasta la segunda guerra mundial cuando la complejidad de­

las operaciones militares hizo surgir lo que hoy se conoce por in-

vestigaci6n de operaciones. A causa de la guerra hubo la necesi--

dad de distribuir de manera eficiente materiales escasos a las dis 

tintas operaciones militares y dentro de estas a las actividades 

que los campanian. Para el efecto se reuni6 un gran nUmero de -

cientificos para que realizaran una investigaci6n de las operacio­

nes militares. 

Debido al §xito logrado en el aspecto militar, la industria 

se fue interesando en este campo. Los invcstigadores descubrie- -

ron que la industria sufria de los misrnos problemas b§sicos que -­

los militares. 

lJna vez inici~rlas las t§cnicas de la investigaci6n de oper~ 

ciones atrajeron la atenci6n de numerosos investigadores los cua--

les lograrorl desarrollar las mismas a grandes pasos. Las t§cnicas 

desarrolladas contribuyeron a empujar la r§pida carrera que lleva­

la investigaci6n de operaciones, de aqui que para 1950 muchas de -

las t§cnicas hubieren alcanzado un grado de desarrollo extraordina 

rio. 



En la misma €poca en que se perfeccionaban las t€cnicas de­

la investigaci6n de operaciones t~~hi;n se lograron grandes avan-­

ces en el disefto de computadoras, lo que facilit6 la utilizaci6n -

de las mismas debido a la gran cantidad de computaci6n requerida -

por la investigaci6n de operaciones. 

Aunque no existe una definiciOn correcta para la investiga­

ci6n de operaciones podemos decir que la iuue~ti~aeiBn ae o~-­

~~- se aplica a problemas que conciernen a la conducci6n y coo~ 

dinaci6n de operaciones o actividades dentro de una organizaci6n. 

La investigaci6n de operaciones se aplica extensamente en 

el campo de los negocios, el militar, la industria, el gobierno, -

hospitales, comunicaciones, transporte etc. 

El m€todo de an§lisis empleado es el del m€todo cientifico, 

esto es, la investigaci6n de operaciones introduce el razonamiento 

cientifico creative dentro de las propiedades fundamentales de las 

operaciones. 

La programaci6n lineal ha sido usada con €xito en problemas 

de asignaci6n de personal, mezclado de rnateriales, distribuci6n y­

transportaci6n, asi como politicas de inversiOn. 

La programaci6n din§mica ha tenido exito en la planeaci6n -

de gastos de propaganda, distribuci6n del esfuerzo de ventas y pl~ 

neaci6n de la producci6n. 

Los fen6menos de espera se han aplicado a problemas de con­

gestionamiento de tr§fico, reparaci6n de rnaquinaria, planeaci6n de 

tr§fico aereo y diseno de presas. 

Otras de las -~~r:~~ de la investigaci6n de operaciones son: 

Teoria de juegos. 
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Simulaci6n. 

Teoria de inventarios. 

En la actualidad existen dos organizaciones en Estados Uni-

dos que agrupan gente interesada en la investigaci6n de operacio--

nes. 

The Operations Research Society of America que edita la re­

vista Operations Research. 

The Institute of ManageMent Science que edita la revista --

Management Science. 

Metodolclgia.-

Aunque no existe una secuencia tija de pasos a seguir en un 

estudio de investigaci6n de operaciones, podemos analizar los pa--

sos dentro de un problema tipico. 

a) Formulaci6n del problema. En la practica los problemas-

surgen de una manera vaga, raz6n par la cual es necesario estudiar 

el sistema bajo consideraci6n y definir exactamente el problema, -

indicando claramente cuales son los objetivos, las restricciones 

y que es lo que se puede hacer; interrelaciones existentes, alter-

nativas posibles, limitaci6n del tiempo, etc. Se ve que la formu-

laci6n es crucial, pues es imposible obtener buenos resultados - -

partiendo de un mal planteamiento. De aqui que en cuanto surjan -

nuevas aspectos durante el nesarrollo del estudio, la formulaci6n­

debe ser revisada para ver si no ha cambiado. 

Aqui se debe tener cuidado ya que aunque dijimos que el - -

objetivo principal era la soluci6n Optima para toda la organiza- -

ci6n, existen cases en que el problema afecta a una sola secci6n y 

al incluir todas las demas cornplica terriblemente el problema. 



b) Construcci6n del modele matern3tico (muchas veces es este 

el paso mas sencillo). ~•te ~aoe consiste en la reforrnulaci6n del 

problema de manera tal, que sea conveniente para analizarlo. En -

este paso representamos matern§ticamente el sistema bajo estudio. 

Un modele rnatem§tico es una representaci6n idealizada expr~ 

sada en terrninos de simbolos rnatem§ticos. 

Per ejemplo en prograrnaci6n lineal podemos representar las­

n variables de decisiOn, cuyo valor se va a deterrninar, como -----

x1' x2, ... 'xn. 

La medida compuesta de efectividad (llamada funci6n objeti-

va) (ganancia) se expresa entonces como una funci6n matem3tica -

como: 

P= Sx
1 

L 3x
2 

+ 7x
3 

+ .... + 2xn 

Las restricciones a las variables de decisiOn tarnbien se --

expresan rnatematicamente Jx
1 

+ Bx
7 

+ - 3x 
n 

~ 100. 

El modele matematico quedaria en este caso como escoger los 

valores de las variables de decisiOn tales que maximicen la funci6n 

objetiva, siempre y cuando se cumplan las restricciones. 

El modele matematico ayuda a revelar relaciones importantes 

de causa y efecto, senalando de esta forma cualquier data adicio-­

nal que pudiera ser de irnportancia para el estudio. 

Debe tenerse en cuenta que el modele matematico es una abs-

tracci6n de la realidad y como tal no puede incluir hasta el mas -

minima detalle, lo cual complicaria innecesariarnente el problema. 

Per otro lade el excluir efectos colaterales que estan fuerternente 

correlacionados con la decisiOn por efectuarse afecta grandemente­

el resultado. 
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Un buen rnodelo es aquel que predice los efectos de las dife 

rentes alternativas con suficiente exactitud como para poder reali 

zar una buena decisiOn. 

Cuando existe mas de una funci6n objetiva, estas deberan -­

transformarse y combinarse en una sola funci6n objetiva compuesta. 

El coste del estudio y el retraso deben tambi~n ser considerados. 

c) Obtener una Soluci6n del Modelo.- Aqui debernos aclarar-

que aunque existen modelos matematicos que conducen a una soluci6n 

Optima dicha soluci6n es s6lo Optima con respecto al modele emple~ 

do y es posible que esta soluci6n no sea la mejor posible para el-

problema real. De aqui que si el modele esta bien formulado la so 

luci6n obtenida debera ser una buena aproximaci6n a la soluci6n 

del problema real. 

Muchas veces la soluci6n obtenida se emplea como datos para 

fur•JJtUldi' rtueVdiJJente el problema y asi mediante una serie de ciclos 

se obtiene una mejor soluci6n. 

d) Probar el Modele y su Soluci6n.- No importa cuan bueno-

parezca nuestro,modelo siempre se debe probar. El primer paso es-

checar errores obvios o detalles pasados per alto. 

Prueba Retrospectiva.- Cuando es aplicable, consiste en mi 

rar la historia de la campania y encontrar que hubiese pasado de -

haberse aplicado este modele. 

el modele y asi modificarlo. 

Este metoda puede mostrar fallas en 

Una gran desventaja de este metoda 

consiste en que utiliza los mismos datos con ayuda de los cuales -

se desarrollO el modele. Otra falla es que las condiciones pueden 

haber cambiado y que los datos pasados ya no representen las con­

diciones futuras. 



Otra prueba es decir que no se aplique el modele hasta den-

tro de seis meses y observar que hubiese pasado en este lapso de -

haberse aplicado el modelo. 

e) Establecer gontrol Sabre la SoluciOn.- Este paso se usa 

sOlo cuando ~l modele desarrollado se va a usar repetidamente de-

bido a que las condiciones (datos) pueden estar variando constan--

temente. 

Este paso puede envolver el descubrir los parametres criti-

cos (aquellos cuyo cambio puede afectar significativarnente la solu 

ciOn). Esto se efectlia mediante el analisis de sensibilidad. 

Una vez descubiertos los parametres criticos se puede esta-

blecer un metodo estadistico para detectar cambios significativos-

en los mismos. 

Cuando se descubre un cambio en un parametro critico, es ne 

cesario ajustar la soluci6n al nuevo valor. 

f) Implementaci6n.- El grupo de investigadores debe parti-

cipar activamente en esta fase, con objeto de supervisar que la --

soluci6n obtenida sea convertida con exactitud en un procedimiento 

operative. 

Los pasos a seguir son: 

1) Se comunica a la administraci6n 
ciOn obtenida. 

la solu-

2) Tanto la administraci6n como los investiga­
dores comparten la responsabilidad de poner esta -
soluci6n en operaci6n. 

3) Adiestramiento del personal involucrado en­
la soluci6n. 
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4) Retroalimentaci6n. 
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II.- MATRICES 

Definicion II-1.-

Una matriz es un arreglo rectangular de nUmeros escalares. 

Denominaremos por m el nUrnero de renglones y por n el nUme 

ro de columnas de una matriz. 

Una matriz con m renglones y n columnas, se conoce como --

una matriz mxn. 

Una matriz n x n se dice que es de arden n. 

Tenemos entonces que: 

l: 
7 8 

J A= 2 6 

5 12 

es una rnatriz 3 x 4 y 

'0 ~ :l 
es una matriz 3 x 2 • 

A los nUmeros que integran el arreglo rectangular, se 1~ d~ 

nomina "elementos de la matriz". Es asi que los nllmeros 4, 3, 1,-

7, 2, 5, 8, 6, 12, 1, 14, 3, son los elementos de la matriz A, 

mientras que 4, 8, 7, 5, 3, 9, son los elementos de la matriz B. 

Las matrices las denominaremos con letras mayUsculas. 

Los elementos correspondientes de la matriz los denominare-

mos con la misrna letra perc rninllscula, seguida de des sufijos, el-

primero de los cuales representa el renglon al que el elemento co-

rresponde, mientras que el segundo indica la columna. 

Es as1 que los elementos de la matriz A ser&n a .. 
~J 

per eje~ 

plo: 

a13 = 8; a24 = 14; a33 = 12 

En terminos generales podernos representar una rnatriz como -

sigue: 

[" a12 0 0 0 0 :'"l a22 0 0 0 0 

A= 21 2n 

a· a· 0 0 0. a• _j m1 m2 mn 

Algunos autores utilizan A=[aii} ='aijll =11 a ij II m xn 

Debe notarse que la letra particular que aparece como sub-indice -

es indiferente, es la posiciOn lo que es irnportanteo 

Con las anteriores convenciones aij es un escalar y 

II a ijll es una matriz. Notese que mientras los elementos a ij y -

akl pueden no ser iguales, se considera que las matrices II aijll y 

llaklll son identicas o 

Una rnatriz no posee ninglln valor numerico (a diferencia de su de--

terminante). 

Sin embargo es conveniente realizar ciertas manipulaciones con los 

arreglos de nllmeros; es asi que se han desarrollado reglas que pe~ 

miten realizar operaciones con matrices, las cuales son analogas a 

las operaciones aritmeticaso 

Definicion II-2 

Sean: 



A= II aijll y B = II b i ill 
dos matrices. Se dice que A y B son "iguales", esto es A = B sl 

y s6lo si todos y cada uno de los elementos correspondientes son -

iguales. Es decir A y B tienen exactarnente los mismos componentes 

(a .. 
l] 

bij para todos los valores de i y de j). 

De lo anterior es clara que para que A = B es necesario que 

ambas matrices tengan el mismo nUmero de renglones, asi como el 

mismo nUrnero de columnas entre si. 

DefiniciOn. II-3 

La diagonal principal de una matriz II a i i II es el conjunto 

de elementos \all } don de min \ m, n 1 . c( 
•• 0 0 att t = -~, 

DefiniciOn. II-4 

Una matriz diagonal es una rnatriz cuadrada de arden n, en -

la cual los elementos que no pertenecen a la diagonal principal --

son cera. 

Definicion. II-5 

La operaciOn de multiplicar una matriz par un nUmero k se 

efectUa multiplicando cada uno de los elementos de la matriz por k. 

Asi pues: 

all k a12 k .... aln k 

a21 k a22 k .... a2n k 

kA = II ka i j II 
I 

a 
ml 

k a 
m2 

k •• 0 0 a k 
mn 

don de A puede tener cualquier disposici6n de sus elementos. 

Ejemplo. II-1 

[: 4 63 

~ c: 20 315 

3J = 
0 9 c 45 10 
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DefiniciOn. II-6 

Para "surnar" dos matrices A y B ~ue deben tener el mismo nu 

mero de hileras y de columnas entre si), solamente es necesario su 

mar los elementos correspondientes de ambas, lo cual puede quedar-

representado en la siguiente forma: 

A + B = II a i j 
+ 

b i j II 
Ejemplo. II-2 

l: ~ -1 1) 
+ 7 -4 

2 3 

4 -3 10 

~ -4 

DefiniciOn. II-7 

La resta de dos matrices A y B podemos interpretarla como -

la suma de la matriz A con la matriz C donde C = kB = (-1) B. 

Asi pues tenemos: 

A - B = A + C = A + ( -1) B = II aij - bijll 

nuevamente A y B deben de tener el mismo nGmero de renglones y co-

lumnas entre sl. 

Ejemplo. II-cl 

[3 4 -j [ -1 lJ ~-4 5 -1] 
7 1 8 - 3 7 -4 = -1 0 - 6 12 

5 0 2 ~2 2 3 7 -2 -1 

Definicion. II-8 (Multiplicacion) 

Para encontrar el elemento cij en el rengl6n i y la columna 

j de la matriz resultante de multiplicar A por B, es necesario -

multiplicar cada elemento del reng6n de A por el elemento co- -

rrespondiente de la columna j de B y sumar estos productos; obser-
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vamos que la multiplicaciOn de dos matrices esta definida si y s6- Se llama matriz cero o nula a aquella matriz de cualquier -

lo si el nUmero de columnas de A es igual al nUmero de renglones - arden cuyos elementos son todos ''cero''; Se representa por: 

de B, (n6tese que el nUmero de renglones de A y de columnas de B -

puede ser cualquiera.) 

En general si: 

II a ij II II bijJI nxr mxn 
y ~ 

0 ..... ] 
0 ..... 0 

. . . . . . 
0 0 

su producto sera: Ejercicio II-1 

~ I C= AB = L a. b . = C .. 
. llk=l lk k] II mxr I l] II mxr 

EJem~. II-4 

~" 'j~ ]~' AB= 2 1 3 0 2 = 11 4 

1 -2 2 2 1 0 -2 

3 -2 

Sean: 

{ l~ l[Jl-:Jt~[J 
5436 523 344 500 21 

B= 7 2 5 1 C= 5 0 4 D= 1 6 7 E 0 6 :1F 
1320 412 723 00~30 

7 5 1 

4 
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1.- A=D p01"'1Ue a = d11 = 3 ; a12 = d12 = 4 ; a13 = d13 = 4 
11 

La operaci6n de multiplicaci6n de matrices no es conmutati- etc. 

va, es decir: 2.- B t- c porque b ij t- c i j 

AB t- BA 3.- La diagonal principal de A es ~ 3' 6' 31 
Ejemplo. II-5 

A t ) '{ ~ 1~ 2~ c2 BA= 
10 14 C

o 
AB= 

0 

La diagonal principal de B es f 5' 2' q 
4.- A es una matriz de arden 3. 

5. - B es una matriz 3 X 4. 

En la mayor1a de los cases en que A B esta definida,B A no- c es una matriz 4 X 3 

lo esta. 6.- E es una matriz diagonal. 

b.- La multiplicacion BAde las matrices del ejemplo II-4 -

no esta definida. 

Nota. II-1 

7.- k B = 3 B 

f 
12 9 ] 21 6 15 

3 9 6 

La divisiOn entre matrices no esta definida. 

Definicion. II-9 [: 
8 

~ 12 

4 

8.- A + D 



A + B 

9.- A - E = 

A - Cn 

10.- BC= 

BF no 

11.- CB= 

no est a 

[ 
est a 

104 

79 

29 

definida. 

4 

:I 0 

2 

definida. 

43 

24 
431 
40 

4 1.:_j 
esta definida. 

[

7 

9 

9 

1 

37 

32 

24 

41 

34 

23 

21 

48 

Vemos que B C 1 C B 

3] 30 

25 

47 

Las matrices satisfacen las siguientes leyes: 

1.- CA = ¢ 
2.- A 

3.-A+¢ 

4.- A - A 

5.- A + B 

A 

A 

¢ 
B + A 

6.- A B + C 

7.- A + B c 

8.- A + B + c 

AB + AC 

A C + B C 

A + B + C) 

9.- A (BC) = (AB) C 

leyes que se satisfacen siempre y cuando las operaciones propues--

tas est&n bien definidas. 

Definicion II-10 

12 

Dada la matriz A, la matriz AT, obtenida de A intercambian-

do las hileras par las columnas en A, se llama la matriz transpue~ 

ta de A. Si AT = II aij 11 el elemento a_ij que aparece en el --

rengl6n i y la columna j de AT es el elemento a .. que aparece -
J l 

en el rengl6n j co 1 u m n a i de A . 

Ejemplo II-6 

'" ~ 
3 0 

1 2 J [ 6l A"'::: 3 2 1 

0 7 2 

4 1 3 

Para obtener la transpuesta de una matriz,no es necesario-

que esta sea cuadrada. 

Propiedades de la matriz transpuesta: 

A B ) T BT AT 

A + B )T = AT + BT 

Definicion II-11 

La rnatriz adjunta es aquella matriz cuadrada formada por -

los menores de la transpuesta de la matriz cuadrada dada. 

r 
Se escribe A 

Ejemplo II-7 

~ 1J ~3-~ A 3 0 1 A~ = 1 0 4 

2 4 2 0 1 2 
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-I~ ~I - I~ ~I +I~ ~I 

[" -2 ] Ar = I -I~ -~, + I~ -~I -I~ ~I Ar = -8 4 

+I~ -~, - I~ -~, +I~ ~I 
12 -10 -3 

I) a11 = a11 3) 
A22= ~22 a23 a2~ 

2) A12 =G12 a13 <J a32 a33 a34 

4) 
A21 = 828 

a31 

Es posible el realizar las operaciones usando las submatri-
Definicion Il-12 

La matriz identidad (I) es una matriz diagonal cuyos elementos --
ces en lugar de hacerlo elemento par elemento. Debe estar clare-

en la diagonal principal son todos unos~ 
que esto es solamente posible en el case en que la subdivisiOn sea 

0 0 0 
tal que las operaciones esten definidas, en caso contrario no se -

0 0 0 
lograra nada con subdividir la matriz. 

0 0 0 Ejemplo II-9 

Sea: 

0 0 0 

La matrfz identidad tiene las siguientes propiedades: 

I A A A I 

don de tiene el nUmero apropiado de renglones y columnas en cada-

,, ~~l [:~ 
case, de forma tal que la operaci6n de multiplicaci6n quede defi--

nida. 

AB = 

~" 
bl + A12 'J 21 b1 + A22 B2 

DefiniciOn II-13 Una clase de matrices que tiene un papel muy importante es-

Cuando una matriz la subdividimos en varias matrices mas pequenas- aquella que cuenta con un solo rengl6n o con una sola columna. Ta 

a estas, se les conoce con el nombre de subrnatrices. les matrices se conocen son el nombre de vectores. 

Ejemplo II-8 

·f: a12 a13 ] La11 A~ a22 a23 a2L+ = 

A21 A22 
a 31 a32 a33 a34 

donde: 

A =~ 1 a 2 ..... a~ (es un vector rengl6n) 

B =r~ J 
t:: e• oo "'"'"" ""'"""" ' '" ''"""'"""""'"' 

[b1 b2 bn} 

Los vectores son importantes en 1? teor1a de matrices debi-



do a que cualquier matriz m x n puede ser subdividida ya sea en m-

vectores renglOn o en n vectores columna, con lo cual se pueden 

analizar importantes propiedades de las matrices. 

Si tenemos que 

(3= c1 x1 + c2 x2 + ...... + c X =~c. X • m m .i::.l l l 

donde las c son constantes, se dice que r3 es una combinaci6n 

neal de las x .. 
l 

Tambien decimos que ~ es linealmente dependiente 

de las xi si ~ puede ser expresada como una combinaci6n lineal -

de las x 
i" 

Una expresi6n de la forma ~ C. x. = 0 se llama una r~la-
L l l 

ci6n lineal entre las x 
i" Una relaci6n donde todas las C. = 0 

l 

li 

se conoce como una relaci6n lineal trivial; una relaci6n en la cual 

cuando menos uno de los coeficientes es diferente de cera, se cone 

ce como una relaci6n lineal no trivial. 

DefiniciOn II-14 

Un conjunto de vectores se dice que son linealmente depen--

dientes si existe una relaci6n lineal no trivial entre ellos. En-

case contrario el conjunto es linealmente independiente Debe --

notarse que cualquier conjunto de vectores que incluya el vector-

cere es linealmente independiente. 

Si un conjunto f xi} de vectores es linealmente dependien­

te, entonces existe una relaci6n lineal no trivial de la forma 

~ci x. 
l 

(no necesariamente Unica). En la relaci6n anterior,-

existe cuando menos un coeficiente diferente de cere, sea este Ck, 

entonces: 

xk 
-1 

~ (-ak 
HI: 

a. 
l 

x. 
l 

14 

que es uno de los vectores del conjunto { xJ, 

ciOn lineal de los otros. 

es una cornbina--

Si un conjunto { xiJ de 

independiente y se obtiene una 

vectores se sabe que es linealmente 

relaci6n lineal 

mas entonces concluir que todas las c. = 0. 
l 

.f c i X = 
i 

0, pode--

Es clare que el concepto de independencia lineal de un con-

junto no tendr1a sentido si un vector del conjunto pudiera incluir 

se un 11Umero arbitrario de veces en una posible relaci6n. 

Si un conjunto de vectores es dado sin embargo, diferencia~ 

do los vectores en el conjunto, es una inconveniencia el insistir-

en que todos los vectores listados sean distintos. La carga de --

contar el nUmero de veces que un vector puede aparecer en una rela 

ciOn es transferida al conjunto de sub-indices. Par cada sub-indi 

ce en el conjunto de subindices requerimos que uno y solo uno de -

los vectores sea listado par cada subindice del conjunto de subin-

dices. Permitimos pues la posibilidad de que varies subindices --

sean utilizados para identificar el mismo vector. Asi pues el - -

conjunto: 

xl x2l en donde x1 x2 

es linealmente dependiente. Tenemos entonces que el concepto de -

independencia lineal de un conjunto es mas bien una propiedad de -

la forma de poner los subindices en el conjunto que del conjunto 

mismo. Deber1amos referirnos a la dependencia lineal de un conju~ 

to numerado en lugar de la dependencia lineal de un conjunto. 

Ejemplo. II-1 0 

Sea: 
x = f x1' x3, x 4 } x2, 
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donde: 

x1= l 1, 1, 0) 

x2= ( 1, 0, 1) 

X = 
3 

( 0, 1, 1) 

X 
4 

= ( 1 , 1, 1 ) 

entonces el conjunto X es linealmente dependiente ya que: 

x1 + x2 + x3 - 2 x4 = 0 

par lo tanto: 

x1 + x2 + x3 
X = 

4 

Sin embargo cualquier subconjunto de tres de los cuatro vee 

tares es linealmente independiente. 

Ejemplo. II-11 

sea: 

y =fy1, y2, y3, y4~ 
donde: 

y = l 1, 
1 

1, 0, 1) 

y = 
2 

( 1, -1, 1, 1, ) 

y = 
3 

( 2, 2, 1, 2) 

y = 
4 

( 0, 1 , 0, 0) 

Para encontrar la dependencia o independencia lineal del conjunto, 

formamos la relaci6n: 

a (1, 1, 0, 1) + b(1, -1, 1, 1) + c ( 2, 2, 1, 2) + d (0, 1, 0, 0)= 

( 0, 0, 0, 0) 

Se busca si la relaci6n es trivial o no (si a, b, c, 6 d es 

i 0 los vectores son dependientes). 

a + b + 2c 0 

a - b + 2c + d 

b + c 0 

a + b + 2c 0 

de (3) b = -c 

en ( 1) a + b 2b de donde a = b 

( 1) 

( 2) 

( 3) 

( 4) 

en (2) a - a - 2a + d 0 de donde d = 2a 

Si hacemos a (valor arbitrario) obtenemos: 

( 1 , 1 , o , 1 ) + ( 1 , - 1 , 1 , 1 ) - ( 2 , 2 , I , 2 ) + 2 ( 0 , I , 0 , 0 ) = ( 0,0,0,0,) 

de donde el conjuntu Y es linealmente dependiente. 

Ejemplo. II-12 

w = 
1 

( 1, 0, 0, 1) 

w = 2 
( 0, 1, 0, 1) 

w = 
3 

( 0, 0, 1, 1 ) 

w = 
4 

( 1, 1 , 1, 1) 

a ( 1 , 0, 0, 1 ) + b( 0, 1, 0, 1 ) + c ( 0, 0, 1, 1) + d ( 1, 1 , 1 , 1 )=( 0,0,0,0,) 

a + d ( 1) 

b + d ( 2) 

c + d = 0 ( 3) 

a + b + c + d = 0 ( 4) 

de ( 1) a = -d 

de ( 2) b = -d 

de ( 3) c = -d 

de ( 4) -d -d -d +d = 0 -2d = 0 de donde d = 0 

de donde el conjunto de vectores es linealmente independiente. 

Definicion II.15 



El mayor nUmero de vectores linealmente independientesque -

puede ser encontrado dentro de un conjunto de vectores se conoce -

como el rango del conjunto. 

Ejemplo. II-13 

En el ejemplo 11=10 el rango del conjunto de vectores 

{-<1, x2, x3, 

[ x2' x3' x41 

En el 

~y1, y2, y3, 

pendicnte. 

f x1' x2' x3 ~ f x1' x3 x4 ~ x 4 i es (3), pues 

y { x1' x2' x4 ~ son linealrnente independientes. 

ejemplo II-11 el rango del conjunto de vectores 

y ( es tres pues [ y , y , y l es linealmente inde--
d 1 2 41 

En el ejemplo II-12 el rango del conjunto f w1 , w2 , w3 , w41 
es cuatro. 

Para encontrar el rango de un conjunto de vectores, se hace 

la prueba de dependencia lineal y si el conjunto resulta lineal- -

mente independiente entonces el rango es igual al nUmero de vecto-

res considerados. Si resulta linealrnente dependiente, elirninamos 

cualquiera de los vectores que en el paso anterior hubiera resul--

tado con un coeficiente diferente de 0 y se vuelve a repetir la --

prueba de dependencia lineal, volviendo a iniciar el ciclo ante- -

rior. 

Denominaremos por ~ al rango de una matriz. 

Teorema. II-1 

Cualesquiera n + 1 vectores en un espacio vectorial de n -

dirnensiones son linealmente dependientes. 

Ejemplo.II-14 

El caso vista en el ejemplo II-10 anterior. 
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Definicion. II-16 

Se dice que un subconjunto de vectores linealmente indepen­

dientes es la base del conjunto de vectores a que el mismo perten~ 

ce, cuando todos y cada uno de los vectores del conjunto original-

son una combinaci6n lineal de los vectores en este subconjunto. 

Una base no necesariamente es Unica. 

Ejemplo. II-15 

En el primer ejemplo el subconjunto ~ x1' x2, x3) es una 

[ x1 • base del con junto x2, x3, X~ ya que: 

xt+ x2+ x3 ( 1' 1 '0) t ( 1. 0. 1) t ( 0. 1' 1) ( 1. 1. 1) 
X = = 

2 2 

y adem~s el subconjunto es linealmente independiente. 

Asi mismo ~ x1, x2, X 1 
4~ 

es otra base de dicho conjunto ya 

que: 

x
3

=2x
4

-x
2

-x
1

= (2,2,2) - (1, 0, 1) - C1,1,u) =(0,1,1,) 

Ejemplo. II-16 

En el segundo ejemplo f y1, y2, yll ~ es una base 

junto: i y 1. y2, y3, y 41 ya que~ 

y = y1+ y2+ 2y4 = ( 1, 1. 0. 1) + ( 1 • -1. 1 • 1) : (0. 2. 0. 0) 
3 

Teorema I I. 2 

del con--

= ( 2 '2 '1' 2) 

Un subconjunto de r vectores linealmente independientes, --

tornados de un conjunto de vectores, es una base del mismo si y sOlo 

si el conjunto tiene rango r 

Demostraci6n intuitiva: 

~ Si el conjunto tiene rango r, por definiciOn un subcon 

junto de r vectores linealmente independientes tiene que ser una-

base, ya que r es el m~ximo nUmero de vectores linealmente indepe~ 
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dientes y todos los demas seran combinaciones lineales de estos. 

Supongamos que el conjunto tiene rango r + 1, esto implica-

que existen r + 1 vectores linealmente independientes en el conju~ 

to; de donde r vectores no bastan para formar el r + 1-avo vector 

mediante combinaciones lineales; y por lo tanto tenemos una contra 

dice iOn. 

Teorema. II-3 

Si un conjunto de r vectores tiene una base con un nlimero -

finite de elementos, entonces todas las demas bases, en caso de --

existir, son finitas y cuentan con el rnismo nUmero de elementos. 

Teorema. II-4 

Un conjunto de n vectores en un espacio vectorial de n di--

mensiones es una base si y sOlo si es linealmente independiente. 

DefiniciOn. II-17 

El rango de las hileras de una matriz, es el rango del con-

junto de sus vectores rengl6n. El rango de las columnas de una rna-

triz es el rango del conjunto de sus vectores columna. 

Ejemplo. II-17 

~ 1 0 J A = -1 1 1 

2 1 2 

1 0 0 

~r = 3 (ver ejemplo II-11) 

f'c =3(a simple vista se ve la depe~ 

dencia entre las columnas 1 y 

4) 

Teorema. II. 5 

El rango de las hileras y el rango de las columnas de una -

matriz son iguales. Es por esto que solamente se habla del rango 

{7 de una matriz. 

Dada una matriz A diferente de la matriz cero, (.cuando 

existe una rnatriz A-
1 

llamada el inverse de A , tal que: 

A A- 1 = A- 1 A 

Si A no es una matriz cuadrada entonces nunca existe tal 

matriz A-l de donde sOlo una matriz cuadrada puede tener inverse. 

Esto es debido a que A-
1 

deberia tener diferente nUmero de ren--

glones en cada caso para que los productos A A- 1 y A-lA estuviesen 

definidos. 

Si A es una matriz cuadrada entonces existen ocasiones en -

que esta rnatriz tiene inverse. 

Definicion II-18 

Una matriz se llama no singular si su rango iguala tanto -

el nUmero de sus renglones como el nUmero de sus columnas, en caso 

contrario se llama singular. De aqui que solo las matrices cuadra 

das puedan ser no singulares. 

Definicion II-19 

Una matriz m x m se llama no singular si sus vectores colum 

na son linealmente independientes. 

Una matriz es no singular si y sOlo si su determinante es -

diferente de cero. 

Teorema. II-6 

a) Si A es no singular, existe una matriz no singular A- 1 , 

llamada inverso de A, tal que A A- 1 = A- 1 A = I 

b) Si A es no singular y B es una matriz para la cual ya -

-1 sea A B = I o B A = I, entonces B = A 



c) SOlo las matrices no singulares tienen inverses. 

Teorema. II-7 

Si A y B son no singulares entonces: 

a) A B es no singular. 

b) (A B ) -1 
= B-1 A-1 

c) A-1 es no singular. 

d) (A-1 )-1 = A 

e) Para a t O,(aA) es no singular y (aA)-l 

-1 -1 
=a A 

Teorema II-8 

El rango de una matriz (no necesariamente cuadrada) no se -

altera si esta se multiplica por una matriz no singular. 

Ejemplo II-18 

s i; 

[ 
2 J A= 3 4 

4 6 
[
2 0 1J 

A- 1 = 0 3 -2 

1 -2 1 

entonces 

Comprobaci6n: 

AA- 1 = ~ 0 J 1 0 

0 1 
[ 

0 OJ 
1 0 

0 1 

A- 1 A= 

Existen varies metodos para invertir una matriz: 

Metoda 1.-

a) Obtener el valor del determinante de la rnatriz. 

b) Obtenganse los valores de los . .cotadores de la rna triz. 

c) Div1danse los valores de los cotadores entre el valor 

18 

del determinante. 

d) Col6quese el valor obtenido en (c) en la posicion 

transpuesta del cotador correspondiente. 

Ejemplo II-19 

En el ejemplo anterior: 

A= 18 + 24 + 24 - 27 - 16 - 24 = -1 

dado que: 

A ~ 2 J 2 3 4 

3 4 6 

entonces: 
~-

u u L1 6 6 
-1 -1 -1 

A-1 
= 

1 1: :I tJ u 6 
--_-1- -1 -1 

u t1 u 4 3 

-1 -1 -1 
__j 

18 - 16 12 - 12 8 - 9 
--

-1 -1 -1 

-l I 12 - 12 6 - 9 4 - 6 

A = -
-1 -1 --_-1-

- 9 4 - 6 3 - 4 

---1 -1 -1 
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t 0 -~ 
A-1 3 -2 

-2 1 

Ejemplo II-20 

C -~ A = IAI = -5 + 4 = -1 
1 -1 

' ' 0 [.: - -~ l ~ J 
Metodo 2. 

Este metoda es b§sicamente el mismo que el anterior, sola--

mente difiere en la secuencia de pasos y en la forma de ataque y -

dice as1: 

La inversa de una matriz puede escribirse: 

Ar 

A-1 = IAI 

Ejemplo II-21 

[ 

3 -l A = 2 0 4 

2 3 1 

[ 

2 -l AT= 0 3 

4 1 

[

2 -6 1] 
Ar = 10 3 -22 

6 -21 -6 

lA/ = 0-24-6-0-60-6 =-96 

N6tese que: 

I A I I= A Ar 

[' -5 

] [" UH A -1 =-1- 0 3 - = 5/48 -1/32 
-96 

6 -21 -1/16 7/32 

-1/:J 11/4 8 

1/16 

Los dos metodos anteriores resultan demasiado complicados -

para hacerlos a mana cuando el nUmero de elementos de la matriz --

se incrementa. 

Metodo 3. 

Este metoda proporciona el inverse de una matriz cuando es-

~ es no singular, en caso de que la matriz sea singular este met~ 

do propor·cioila lo que se conoce como matr·iz C!l forma HcrrJite Normal. 
Describiremos el m§todo con la ayuda de un ejemplo: 

a) Se pone una matriz I despues de A. 

I ~ 2 [A r]= 3 
4 

0 

l 4 

0 0 

b) Se busca dejar el primer vector columna como un vector-

t1, 0, of mediante operaciones elementales de las matrices, es-

to es: 

1.- Multiplicar un rengl6n de A por un escalar # 

2.- Sumar el mliltiplo de una hilera a otra. 

3.- Intercambiar dos hileras. 
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asi pues obtenemos: 

L'" 0 

~ -1 -2 -2 1 

-2 -3 -3 0 

c) Se busca dejar el segundo vector columna como [0,1,0~-

mediante operaciones elementales. 

L 
0 -1 -3 2 

1 2 2 -1 

0 1 1 -2 ~ 
d) Hacer lo mismo para el tercer vector columna. 

[ -2 0 j 
-2 

-2 1 

0 0 

0 

e) Se elimina la matriz I que ocupa el lade izquierdo que-

dando asi la matriz inversa. 

fls1 pues: 

[

2 0~ A-
1 = 0 3 -2 

1 -2 1 

Comprobaci6n: 

l 2] [20j [0~ A A - 1 = 2 3 4 0 3 -2 = 0 1 0 

3 4 6 1 -2 1 0 0 1 

[
201] [12J ~oj A- 1 A= 0 3 -2 2 3 4 = 0 1 0 

1 -2 1 3 4 6 0 0 1 

Teorema. II-9 

El inverse de una matriz es Unico. 

Sin entrar en detalles ni forma de obtenerla, describire--

mos a continuaci6n lo que se conoce como la Forma Hermite de una -

matriz. 

Sea pel range de una matriz A (singular) donde el con-­

junto de vectores que la componen es mayor que f 
Denominaremos por k 1 , k 2 , .... , kp los subindices de los vee 

tares que forman la base. 

Se dice que la matriz A esta en forma Hermite A ' = K- 1 A, 

(donde K- 1 no es 

0 ••.... 0 

0 •••••• 0 

A= 
0 .••... 0 

0 

el inverse de A) cuando tiene 

colk 1 
1 a I, K,•l. 

colk2 
0 

0 •••.•••••••••• 

0 .•..••••••••.. 0 

0 0 ••.•••••.....• 0 

La cual satisface las siguientes condiciones: 

ld forma: 

a J.l(a+i 

a~~ 'IC.a+l. 

0 ••...•...•.•.••.. 

0 .•••.....••••.•• 0 

a) Existe cuando menos un elemento diferente de 0 en cada-

uno de los primeros F renglones de A' y los elementos en los -

restantes (m - fl renglones son cera. 

b) El primer element a diferente de cero que aparece en el 

rengl6n i ( i ~ p ) es un uno que aparece en la columna k. 
1 

donde k
1 

< k 2 < ... kp 

c) En la columna ki el Unico elemento 1 0 es un uno en el 

rengl6n i. 



ECUACIONES LINEALES SIMULTANEASo 

Sean las siguientes ecuaciones con tres variables: 

xi - x2 + x3 

2x
1 

+ x
2 

- x
3 

CX.) 

(3l 

El conjunto ordenado de valores x
1 

= 3, x
2 

= 2, x 3 = 1 

se dice que es una soluciOn de ~ o de (3 debido a que si se-

sustituyen estos valores en lugar de x
1

, x
2

, x 3 en la primera ecua 

cion (o en la segunda) se produce la identidad 2 = 2 ( o 7 = 7 )o 

La soluciOn (3, 2, 1 se dice que satisface la ecuaci6n o< ( p). 

Supongamob el siguiente sistema de ecuaciones lineales si--

mult&neas: 

a11 x1 + a12 x2 + a13 x3 + .............. + a1n X = b1 n 

a21 x1 + a22 x2 + a23 x3 + 0. 0 ••••••••••• + a2n X = b2 n 

a31 x1 + a32 x2 + a33 x3 + ••••••••• 0 •••• + a3n X = b3 n 

aml xl + am2 x2 + am3 x3 + ···· ·· ·· ·· ·· ·· + amn xn +=bn 

Este sistema de ecuaciones tambien puede ser representado -

en forma compacta asi: 

i bi para ( i 1 ' •••• ' m) a o. 
~] 

X. 
J .. , 

6 en forma matricial: 

A X = B 

en donde: 
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a11 a12 a13 •• 0 ••••••• a1n x1 b1 

a21 a22 a23 0 •••••••• 0 a2n x2 b2 

A= I a31 a32 a33 .......... a '/ .. := x3 ; B= b 
3n 3 

a 
m1 

a 
m2 

a 
m3 

a X b 
mn n m 

de donde cualquier observaci6n que hagamos respecto a las matrices 

correspondera tambien al sistema de ecuaciones lineales, ya que --

aquellas son Unicamente su representaci6n. 

Definicion II-20 

Una soluci6n para la i-ava ecuaci6n, es un conjunto ordena-

do de nUmeros (x~ , x;, ... , x~ tal que: 

a i 1 ~ x:i 
DefiniciOn II-21 

+ ai2 x; + ... + a. X 1 
~n n 

b. 
~ 

Un conjunto ordenado de nGmeros se dice que es una soluci6n 

de un sistema de ecuaciones si y solo si es una soluci6n para to--

das y cada una de las ecuaciones del sistema. 

Definicion II-22 

Dadas las matrices A y B, la matriz aumentada A, B je un --

sistema de ecuaciones lineales se define como: 

a11 a12 a 
13 

o o o 0 o o o o o a1n b1 

a21 a22 a 2 3 o o o 0 0 o 0 0 0 a2n b2 

A,~~~~~1 a32 a
33 

o o o 0 0 0 0 0 0 a3n b3 

lmn (LJ b"" a 
m1 

a m2 a m3 o o o 0 o o 0 0 0 

Hemos hablado de una soluci6n al sistema de ecuaciones de--

bido a que este puede no poseer una soluci6n Unica, as1 como no te 



ner ninguna en absolute. 

Definicion II-23 

Un sistema de ecuaciones que tenga soluci6n (Unica o no) se 

llama consistente. En caso contrario es inconsistente. 

Definicion II-24 

Si en un sistema de ecuaciones una ecuaci6n es una combina-

ciOn lineal de las otras, se dice que esta Ultima es dependiente -

de las otras. La ecuaci6n dependiente se llama redundante. 

Definicion II-25 

Un sistema que no contiene redundancias se llama indepen--

diente. 

Un sistema lineal es claramente inconsistente si es posible 

el encontrar una combinaci6n lineal de las ecuaciones del sistema-

que tenga la siguiente forma: 

0 x
1 

t 0 x
2 

t ...... . 

Definicion II=26 

x ~ d dondc d 1 0 
n 

Un sistema can6nico con un subconjunto ordenado de varia---

bles llamadas basicas, es un sistema tal que para cada i, la i-ava 

variable b&sica tiene un coeficiente unitario en la i-ava ecuaci6n, 

y un coeficiente cero en todas las demas. 

Definicion II-27 

Dos sistemas se llarnan equivalentes si un sistema puede ser 

derivado del otro insertando o elirninando ecuaciones redundantes. 

Teorema II-10 

Sistemas equivalentes tienen el mismo conjunto de solucio--

nes. 
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feorema II-11 

El sistema de ecuaciones lineales simult&neas A X = B tie-

ne soluci6n (una o varias) si y solo si el rango de A es igual --

al rango de la matriz aumentada A, B. Siempre que una soluci6n -

exista, todas las soluciones pueden ser expresadas en t€rminos - -

de ~ = n - p parametres independientes donde p es el rango 

de A. 

Justificaci6n (no demostraci6n ). 

Dado que: 1A, B]-<: f[Al es imposible, 

entuuce::;: ([!., s] =fLA)•'.- t 

es la Unica otra posibilidad ya que solo aumentamos un nuevo vee--

tor. En caso de ser cier~ esta igualdad. esto significa que el -

vector B es linealmente independiente de los vectores columna de -

A; pero esta independencia lineal es imposible debido a que B es-

una 

mos 

combinaci6n lineal 

de tener: f(_A, B) 

Dado que 
fl[;, s] 

1.- fcA1 n, 6 

mente). 

A X de los misrnos. 

=rt1 
Es por esto que debe 

= f[AJ, 
exist en dos posibilidades: 

sea su valor maximo (aqui m > n forzosa 

En este caso el sistema de ecuaciones tendra exactamen-

te una soluci6n. Recordemos que AX = B y que f(!\] = n, 

par lo que vemos que nuestro conjunto de vectores es una 

base (T. II-2) del sistema y A es no singular, por-

lo tanto A- 1 AX = A 1 B Y X = B' con la cual x. 
1 

a par~ 

ce solo en la i-esima ecuaci6n igualada al vaLor de su -



2.-

soluciOn ~ue en este c~o es Unica. 

f [A)< nAqui existiran [A] vectores independientes y -+..n-P 

vectores dependientes (o parametres independientes) a -

los cuales puede ser asignado cualquier valor arbitra--

rio sin que el valor escogido impida que exista una so-

luci6n para los vectores en la base, de aqui que en es-

ta situaci6n existan una infinidad de soluciones para -

el sistema de ecuaciones. 

Esto es debido a que A'X = B' es tal que A' esta en for-

rna hermite y recordamos que xki aparecen sOlo en la i-ava ecua- -

ci6n, adem.3.s coeficientes diferentes de cera aparecen sOlo en las-

primeras (> ecuaciones. Dado que xki aparece en una sola ecua- -

ci6n con coeficiente uno, a las restantes n- p incOgnitas se les 

puede dar valores arbitrarios para obtener los valores de xki co­

rrespondientes. 

Es importante el hacer notar que cuando f lA, s) =f[AJ= 1' -

donde r ~ m entonces tenemos que ( m r ) de nuestras ecuacio-

ne~ deberan ser combinaciones lineales de las otras r. De aqui --

que (m - r ) ecuaciones redundantes puedan ser eliminadas sin que-

esto afecte a la o las soluciones. 

Metodos de soluciOn.-

Caso 1.- m = n y A es no singular. (Solucii5n unica) 

a) fA, B =fA 
En este caso empleamos el metoda de eliminaciOn de ~auss --

Jordan para el cual se precede como sigue para obtener dicha solu 

ciOn: 
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Eliminese la primera variable de todas las ecuaciones menos 

de una (que usualmente es la primera), esto se efectlla sumando al-

gebraicamente un mUltiple adecuado en cada caso de esta ecuaciOn -

a cada una de las demas ecuaciones, eliminando la ecuaciOn origi--

nal y considerando en su luear la ecuaciOn que result6 de sumar --

algebra1camente el mUltiple de la ecuaciOn con la variable en turno 

a la ecuaciOn eliminada. La ecuaci6n que qued6 con la primera va-

riable debe de dividirse entre el coeficiente de esta con el obje-

to de que la misma quede con coeficiente uno; a continuaci6n pro--

cede en forma analoga con el objeto de eliminar la segunda varia--

ble de todas las ecuaciones menos una (usualmente la segunda). 

Repitase la operaci6n hasta que la~ n variables aparezcan--

en solo una de las ecuaciones; al llegar a este paso, cada una de-

las n P~Uaciones debe contener exactamente una de estas variables 

ya que: 

A- 1 AX= A- 1 B, de donde X= B'. La soluciOn deseada se lee direc 

tamente en las ecuaciones 'Y'Ioc:::q.Ltantes. 

b) F,.B =~+1 
En este case el sistema de ecuaciones no tiene ninguna solu 

ci6n debido a que el sistema es inconsistente. 

Ejem~ II-22 

2x
1 

2x
2 + 4x 3 

= 22 ...... ( 1) 

-xl + 3x 2 = 9 ...... ( 2) 

4x 2 x3 = 10 ...... ( 3) 

Elirninamos x
1 

de todas las ecuaciones menos de la primera. 



Esto se logra surnando (1/2) veces la ecuacion (1) ala ecuacion -

(2) y sustituyendo la ecuacion obtenida (2') en lugar de la ecua 

cion original (2). A continuaciOn dividimos la ecuaciOn (1) en--

tre el coeficiente de x
1

, para obtener la ecuaci6n (1' ). 

ciOn (3) queda igual pues no contiene x
1

. 

La ecua 

Obtenemos pues: 

x
1 

- x
2 

+ 2x
3 

11 ( 1') donde ec. ( 1' ) 1/2 ec. (1) 

2x
2 

+ 2x
3 

20 (2') donde ec. (2') 1/2 ec. (1) + 

ec. ( 2) 

4x
2

- x
3 

= 10 ... (31) donde ec. (3') = ec. (3) 

El siguiente paso consiste en eliminar x
2 

de todas rnenos 

de la segunda ecuaci6n. Empezamos par dividir entre dos la segun-

da ecuaci6n para obtener x2 con coeficiente unitario. 

x1 - x2 + 2x = 11 
1 

( 1 • ) 

x2 + x3= 10 ( 2 ") 

4x 2 
- X = 10 

3 
( 3. ) 

Hacemos ahara que x
2 

solo aparezca en la segunda ecuaci6n. 

x1 

x2 

+ 3x
3

, 21 ... (1") donde ec. (1")=ec.(1')+ec.(2")= 

ec. (1' )+1/2ec-(2") 

+ x
3
= 10 

Sx
3

=-30 

(2' ') donde ec. (2'' )=1/2 ec. (2') 

(3") donde ec. (3")=ec.(3')-4ec.(2") 

ec. (3' )-4/2ec(2') 

Finalmente eliminamos x
3 

de todas las ecuaciones menos de-

la tercera. Para esto hacernos primero que el coeficiente de x
3 

en la ecuaci6n (3 1 1 ) sea unitario dividiendo dicha ecuaci6n entre-

(- 5). 
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x1 + 3x
3

= 21 ••••• 0 (1") 

X2 + x3= 10 ...... (2") 

X = 
3 

6 0 ••••• (3' .. ) 

y ahara eliminamos x3 de (1") y 2 •• ) 

x1 =3 .. (1' '') donde ec(1''' )=ec(1' ')-3ec(3'' ')=ec(1'' )+3/Sec 

(3") 

x 2 =4 .. (2''') donde ec(2''' )=ec(2'' )-ec(3''' )=ec(2'' )+1/Sec 

(3") 

x 3 =6 .. (3'") donde ec(3' ")=-1/5ec(3") 

de donde vemos que la soluci6n buscada sera: 

x
1 

=3 x
2

=4 x
3

=6 

o en forma vectorial: 

(x1, x2, x3) ( 3' 4' 6 ) 

Otra alternativa es la de resolver el sistema de ecuaciones 

utilizando las matrices. En este caso tendriamos: 

donde: 

/AI 

-3 

-20 

A - 1 = I __::..!:. 
-20 

-4 
-=20 

A X = B 

A- 1 AX 

X = B' 

·{ -2 

3 

4 

A- 1 B 

_j 
= -6 -16 + 2 = -20 

14 -12 

-20 -20 

-2 - 4 
-20 -=20 

-8 4 
-20 -=20 



[

20 

B1 =A- 1B= /20 

/20 

-14/20 

2/20 

8/20 

12/2~ 
4/20 

-4/20 t2] ~2~ -1;~ 1;0~ l31 9 = 22 18 40 = 4 
20 20 20 

10 88 72 40 6 
20 20 -20 

y X = B I sera: 

mr:1 
Caso 2.- (Cuando m#n y/6 A es singular) 

a) ![A, B] = pl_A] + 1 

Ya vimos que en este case no hay soluci6n. Cuando se apli-

ca el metoda de Gauss-Jordan se obtendr3 una ecuaci6n en la cual -

el lado izquierdo se habra heche cera mientras que el derecho sera 

diferente de cere, es decir nuestro sistema lineal es inconsisten-

te. 

b) f[A,B] p[A] = n 

Aqui: rn ~ n (puesto que f =n) 

Si m n llegamos al caso tratado con anterioridad (case 1) 

Si m :> n en este caso tenemos (m-n) ecuaciones redundan-

tes las cuales ser3n totalmente elirninadas par el metoda de Gauss-

Jordan de forma tal que la soluci6n Gnica serA identificada igual-

que antes (caso lo.). 

c) ![A, B] 
.) 

I [A1 r.c.n 

En este case existen un nUmero infinite de soluciones y cua~ 

do el metoda de Gauss-Jordan ha sido completado habremos obtenido-

una matriz de coeficientes en forma hermite, es decir cada una de-

las r variables habra quedado en solo una de las ecuaciones y cada 

una de las r ecuaciones contendr3 exactamente una de estas varia--
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bles. Sin embargo cada una de las otras {n-r) variables se habran 

desvanecido o perrnaneceran en algunas de las ecuaciones. Es asi -

que cualquier soluciOn obtenida asignando valores arbitrarios a --

las (n-~) variables y despues identificando los vectores corres--

pondientes a las otras r variables sea una soluci6n al sistema de-

ecuaciones. 

La transferencia de estas (n-r) variables al lade derecho-

dejara las r variables como una funci6n de los parametres indepen-

dientes. 

Ejemplo II-23 

x1 

x2 

x3 

x +x +x 
2 3 

(caso 2(a)) (ejemplo II-12).-

( 1) 

( 2) 

( 3) 

( 4) 

elirninando x
1

de (2), (3), y (4) 

x1 

X 
2 

X 
3 

x2+x3 

( 1' ) 

( 2 I) 

( 3 I ) 

0 • • • • • • • • • • •. (4 I) 

eliminando x
2 

de ( 1'), ( 3 1
), y ( 4 1

) 

x1 ( 1 ") 

x2 ( 2 ") 

x3 ( 3 ") 

x3 = -1 . . . . . . . . . . . . ( 4 ") 

eliminando x
3 

de (4 ") 



Ejemplo II-25 (case 2 (c) 

4x
1 

+ 4x
2 

+ 4x
3 

= 0 

5x1 + 4x
2 

-2x1 - 2x 2 

11x1 + 6x2 

La matriz aumentada 

~ 
~ 

4 

4 

-2 

6 

4 

-1 

4 

+ 3x
3 - v 4 

- x3 +2v-3 

+ 4x3 + ltf 11 

sera: 

0 

-]: 
11 

-1 

2 

Multiplicando el renglon 1 par (1/4) y sumando multiples de este-

rengl5n a las demas ecuaciones tendremos: 

[ 
-

_: _: _: Jo 

0 1 2 -3 

-5 -7 1 11 

Multiplicando el renglon 2 par ( -1) 

de este renglOn a los demas llegamos 

[ 
0 -1 - 1 

] 1 2 1 

0 1 2 -3 

0 3 6 -9 

Finalmente obtenemos: 

[ 
0 0 1 ] 1 0 -3 

0 1 2 

0 0 0 

y sumando 

a: 

multiples adecuados 
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x1 = 1 •••••• 0 0 •• ( 1 Ill ) 

x2 = 1 0 •• 0 •••• 0 0 ( 2 Ill ) 

x3 = 1 • 0. 0 0 •• 0. 0 ( 3 Ill ) 

0 =-2 •• 0 ••• 0 0 •• ( 4 Ill ) 

La ecuaci6n (4 1
") es la ecuaci6n mencionada que hace-

que nuestro sistema lineal sea inconsistente. 

Ejemplo II-24 

x1 

x1 

2x
1 

eliminando x1 

x1 

eliminando x2 

xl 

eliminando x 

(Caso 2 ( b ) ) (ejemplo II-11) 

+ x2 =1 .......... ( 1) 

- x2+ x3 =1. .......•• ( 2) 

+2x 2 + x 3 =2 .......... ( 3) 

x2 =o ..••••••.. (4 > 

de ( 2) y ( 3) 

+ x2 =1. ......... 

-2x
2

+ x3 =0 .......... 

x3 =0 .......... 

X =0 .......... 
2 

de ( 1 I ) y 4 I) 

+1/2x
3 

x 2 -112x 3 0 

X3 0 

1/2x3 0 

( 1 I ) 

( 2 I ) 

( 3 I ) 

( 4 I ) 

( 1" 

( 2" 

( 3" 

( 4" 

de (1"), (2") y (4") 

x1 

x2 0 

x3 0 

0 = 0 ecuaci6n redundante mencionada. 



III.- PROGRAMACION LINEAL 

Definicion.- III.I.-

Uniendo dos puntas cualesquiera ( x1_, x;, ... x~) y 

(x~, x~, ... x~ ) existe una colecci6r1 de puntas, conocidos con el­

nombre de 11 segmento lineal 11
, tales que: 

(x 1 , x 2 , ... , xn)=(/tx~+(1-Alxj',/tx; +(1-.A.)x2, ... ,ilx~ +(1-A)x~) 

en donde 0 ~ A ~ 

Ejemplo III. -1 

I. 

s 

~ 

'3 

::l. 

~. 

l. 

c~~ ,. .. ~) = (2., ") 

(x:', -.() = (Y,J) 

x, 
l ~ 5 (. 

27 

La Ultima ecuaci6n es redundante. 

Como obtuvimos toda una hilera de ceres la ecuaci6n (4) era redun-

dante,de donde el sistema de ecuaciones correspondientes es: 

x1 

o bien: 

donde x 4 

y 

x2 

x3 

x1 

+ x4 

-3x 4 

+2x
4 

=-3 

1- x4 

x
2 

= 2+ 3x
4 

x
3 

=-3- 2x
4 

x4 x4 

es el parametro independiente. 

(x , X , X , X ) = (1, 2, -3, 0 ) + (-1,3,-2,1) X 
1 2 3 4 4 

sera la soluci6n expresada en forma vectorial. 



sean: 

(xl x' 
2 

( 2, 6 

(xl , x2 ) - (4, 

el segmento lineal sera la colecci6n de puntas: 

(x 1 , x~ = (2A+ 4 (1-)), 6)-+3(1-).) 

Si / = 0 

Si )_ = 1 
(x1, x2)= (4,3) 

Si~=0.5 
(x1, x2)= (2,6) 

(x1, x2)= ( 3, 4. 5) 

Definicion III.2 

Un conjunto convexo es una colecci6n de puntas tales que --

para cualesquiera dos puntas en la colecci6n, el segmento lineal-

que los une esta por complete tambien en la colecci6n. 

Ejemplo III-2 

lftx, 

1--------
/

No co.~ 
' de,-,+n; 

""'-/ S; co..e 
~ deot<o 

F:~ m -1 

X-,. 
I 

Este no es un 
conjunto conve­
xo. 

F;'i ill- 2-

El conjunto de puntas 
que satisfacen la de-
sigualdad 3x + 3x 2 ~ 9 
es un conjunto convexo 

l(o,'i\ ( ) 
flo. B '>,'< 

O(o,Q) 

1=;9. ID-3 
Este con junto e s con­
vexo ya que es irnposi 
ble encontrar dos pufl 
tos cuyo segrnento li:­
neal caiga fuera del 
conjunto. 
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Teorema III-1 

El conjunto de puntas comunes a dos o mas conjuntos conve--

xos es en sl convexo. 

Definicion III-3 

Un punto extrema de un conjunto convexo es un punta en el -

conjunto, el cual no cae en ninglin segmento lineal que una cuales-

quiera otros dos puntas en el conjunto. 

Geometricarnente, un punta extrema es una esquina. 

En la figura III-3 los puntos extremes son: (0,0), (0,4), -

(3,4), (5,2), (5,0). 

La funci6n de la programaci6n lineal es la de distribuir --

recursos (6 riquezas de cualquier clase) escasos, entre diferentes 

actividades en competencia y el realizar esto de una manera Optima. 

La programaci6n lineal se aplica en donde se debe llevar --

a cabo un cicrto nlimcro de actividades, perc existen limitaciones-

en la cantidad de recursos o en el modo de utilizarlos que nos im-

piden desarrollar cada actividad de la manera que se considera mas 

efectiva. En tales situaciones queremos distribuir los recursos -

disponibles entre las actividades, de tal forma que se optimice la 

efectividad total. 

Con el objeto de poder llegar a una decisiOn Optima, todas 

las combinaciones posibles de distribuir los recursos a las activi 

dades deben de ser analizadas. 

Existe la alternativa de enumerar todas las posibilidades -

que existen de distribuir los recursos a las actividades (en el --



caso fin ito). Desgraciadamente esta enumeraci6n es excesivamente-

larga en problemas practices (calculo combinatoric: existen 7! 

formas de hacer 7 parejas de baile, una muchacha para cada mucha--

cho). 

El problema es generalmente mas complicado para el caso con 

-+-inuo. 

Al resolver problemas de programaci6n lineal se consideran­

medidas de efectividad total tales como: ganancia, costas, canti-­

dades producidas, etc. 

En el caso de programaci6n lineal, las restricciones gene-­

ralmente se expresan en terminos de "no mas que", "no menos que",­

"cuando.menos" y "cuando m.3.s" y par lo tanto casi siempre son re-­

&resentadas por desigualdades o par un sistema de desigualdades. 

Un modelo matem.3.tico que describe el problema en cuesti6n -

es siempre utilizado en programaci6n lineal. 

La palabra lineal significa que todas las relaciones hacen­

intervenir las variables en el primer grado. 

En terminos generales, la programaci6n lineal puede ser uti 

lizada para problemas de optimizaci6n, en los cuales las siguientes 

condiciones se satisfacen: 

a) Debe de existir un objetivo, tal como ganancia, que de­

be ser optimizado y el cual puede ser expresado como, o represent~ 

do por, una funci6n lineal. 

b) Deben existir restricciones en la cantidad o forma de -

lograr el objetivo y estas restricciones deben poder expresarse --
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como un sistema de igualdades o de desigualdades lineales. 

Actualmente se est§. poniendo mucha atenci6n en el desarrollo 

de la programaci6n no lineal, debido a que los modelos lineales -­

son insuficientes para describir muchas de las situaciones del mun 

do real. 

Modelo Matem.3.tico en la Programaci6n Lineal.-

Generalmente un modelo matem.3.tico de programaci6n lineal 

implica la maximizaci6n o minimizaci6n de una funci6n lineal de un 

conjunto de variables no negativas, sujeta a un conjunto de desi-­

gualdades tambien lineales que relacionan a las variables. 

En nuestro curso trataremos con problemas que comprenden 

la maximizaci6n de la funci6n objetiva, siendo hasta mas tarde 

que veamos como se trabaja cuando se trata de minimizarla. 

No existe una norma en cuanto a tratar el problema como un­

ease ya sea de maximizaci6n o minimizaci6n y es por esto que ambos 

casas se encuentran en la literatura. 

Es necesario aclarar que no es esta una diferencia b.3.sica -

que implique que el tratamiento dado a un problema en un caso, te~ 

ga un tratamiento completamente diferente en otro, sino que par el 

contrario, el tratamiento es el mismo (salvo las diferencias debi­

das a Max o Min) y lo que es m.3.s, existe una relaci6n uno a uno­

entre los dos problemas. (Problema Dual). 

El punta de vista de la programaci6n lineal es el de consi­

derar un sistema como factible de ser descompuesto en una serie de 

funciones elementales llamadas "ac.:tividades". La cantidad de cada 



actividad se llama "nivel de la actividad" y lo representaremos --

por el valor que tomen las variables x .. 
J 

La forma general del modelo matemdtico de programaci6n lineal 

la consideraremos en este curso como la siguiente: 

Encontrar: xl' x2' x (los niveles de n actividades) -
n 

tales que maximicen la funciOn lineal: 

Z = c
1

x
1

t C
2

x
2

t ... + Cnxn 

funci6n que llamaremos "funci6n objetiva 11
• Satisfaciendo las m --

restricciones lineales: 

allxl + a12x2 + + alnxn ~ bl 

a21xl + a22x2 + + a.2nxn b2 

am1x1 + clm2x2 + + a X L b 
mn n - m 

y. tales que los niveles de actividad sean positives o nulos, es --

decir: 

x
1 
~ 0, x 2 = 0, ....... , xn ~ 0 

donde (aij)' (cj) y (bi ) son constantes conocidas. 

La misma generalizaci6n utilizando matrices scria: 

Dado A = II aijll B ~b 1 , h
2

, ... , t} y C=(c
1

, c
2

, ... ,en) 

el problema general de programaci6n lineal es el de encontrar una-

o varias X = (x
1

, x 2 , X 
n 

Sujeto a la condici6n de que: 

no negativas que maximicen 

ex 

A X~ B 

CX se conoce como la funci6n objetiva y las desigualdades-

li~ales contenidas en AX ~ B se llaman restricciones lineales. 

? /\ 
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De aqui en adelante se supondra que el modelo esta en la forma g~ 

neral, a menos que se especifique de otra manera. 

InterpretaciOn del Modelo Matem&tico. 

Consideremos n actividades que estdn compitiendo por la obten 

ciOn de ciertos recursos escasos. 

Ya dijimos que x. 
J 

representa la intensidad (o nivel) que to-

mard la actividad j, como por ejemplo la cantidad de mesas tipo j-

que debed producir un carpintero que produce varios modelos de me 

sas pero que esta limitado respecto a la cantidad de madera que --

puede conseguir. 

Z representara la medida total de efectividad (el valor de la 

funci6n objetiva). La funci6n objetiva debera ser escogida de tal 

forma que refleje el data que nos interesa maximizar (como por 

ejemplo ganancias). 

C es el incremento que se obtendr§ en el valor de la funci6n 

objetiva (Z), por cada unidad que xj se incremente. Por ejemplo -

Cj puede representar la ganancia obtenida de vender una mesa tipo­

mencionada antes. 

Hemos ya mencionado que existen recursos escasos que nos im-

piden desarrollar cada actividad de la manera que se considera 

mas efectiva. Sean m el nGmero de recursos escasos. La forma 

que la programaci6n lineal utiliza para indicar en que forma es--

tc'in restri~gidos cada uno de los recursos es par medio de una de-

sigualdad. 

Debe tenerse cuidado de no incurrir en ecuaciones redundan- -

tes con el objeto de evitar el realizar mas trabajo del necesario. 

Cuando se incurre en ecuaciones redundantes, el metoda de --

soluci6n las elimina, pero existe el peligro de que en lugar de -



este tipo de ecuaciones formemos un sistema inconsistente. 

bi es la cantidad del recurso i con que contamos para surtir 

a las n actividades. 

aij es la cantidad del recurso i que es consumida par cada uni 

dad de actividad j. 

Vemos pues que las desigualdades no tienen otro significado -

que el de indicar matem§ticarnente que la suma de las cantidades de 

recurso escaso i utilizado en las n actividades debera ser menor o 

igual que la cantidad del mismo de que se dispone. 

Ejemplos de Formulacion. 

Ejemplo III- 3. 

Supongase que se tienen n posibles productos (actividades) los cuales 

podemos producir. Nos interesa saber cu&les de ellos y en que cantida 

des debemos producirlos. Representaremos las cantidades de cada -

uno de ellos a producir por: 

x1, x2, .{3' ....... , X 
n 

Para producir estes n productos tenemos que hacer uso de m --

operaciones. 

Supongase que la ganancia que obtendremos de cada producto es 

conocida par nosotros y que esta representada por: 

c1, c2, c3, 

donde: 

c = ganancia obtenida al 
1 

c = 2 ganancia obtenida al 

etc. 

Representaremos par Z la 

productos producidos. 

c 
n 

producir 

producir 

ganancia 

una unidad del producto 

una unidad del producto 2 

total obtenida de todos los 
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Es clare ahara que nuestro objetivo sera el de maxirnizar nues 

tra ganancia total. Sin embargo generalmente existen consideracio 

nes pr§cticas que limitan las cantidades xj que pueden ser produ-­

cidas, limitando a su vez la ganancia que podernos obtener de la --

producci6n como por ejemplo el heche de que nuestra planta tiene -

capacidades fijas y finitas para nuestras m operaciones, es decir, 

tenemos capacidades disponibles que son: 

bl, b2, b3, ... , bm 

Tambien conocemos la cantidad.de cada operaciOn que cada uno-

de los productos requiere, de aqui que conozcamos que cada unidad-

del producto j que produzcamos requerir3 aij minutes en la opera-

ciOn i, donde: 

(j = 1, 2, .... , n) (i = 1, 2, .... , n) 

Vemos que el problema es el de escoger cuidadosamente las - -

cantidades de cada producto x1, x2, ... , xn que debemos produ-

cir si deseamos que C X sea tan grande como sea posible. 

construyamos nuestro modele matem3tico, el cual en nuestro ca-

so debera coincidir con nuestro modele general dado con anteriori-

dad. 

Tratamos de encontrar los valores de x
1

, x
2

, ... , xn para: 

maximizar Z = c 1 x
1

+ c
2

x
2

+ .... + cnxn 

y vemos que estarnos sujetos a las siguientes restricciones: 

all xl 

a21 xl 

aml xl 

+ 

+ 

+ 

a12 x2+ + 8 1n 

a22 x2+ + a2n 

8 m2 x2+ · · · + a mn 

xn ~ bl 

X ...:. b 
;l - 2 

X 
n ' b - m 

;>~ 
/ 
~ 
'i 

~ 

n 



y 

xj ~ 0 para j = 1, 2, .... n 

Vemos que los elementos en la columna j representan cada uno-

la capacidad usada de la operaci6n i per el producto j. 

El lado izquierdo de las desigualdades representan el uso 

total del recurso i, mientras que el derecho nos indica la capaci-

dad total disponible para la operaciOn i. 

La restricci6n xj =::_ 0 solo nos indica que es imposible el-

producir cantidades negativas de producto j. 

Ejemplo III-4 

Supongamos que una maquina puede fabricar 400 articulos del 

producto 1 y 300 art1culos del producto 2 per semana. Si la - -

producci6n se cambia de 1 a 2 6 viceversa durante la semana, se-

pueden fabricar un total de 600 articulos. La ganancia de las ven 

tas de es de $2.00 per articulo; la ganancia de las ventas de 

es de $5.00 por articulo. Querernos determinar la cantidad x
1 

-

que debera fabricarse del producto 1 y la cantidad x 2 que debe --

fabricarse del producto 2 para que nuestra ganancia sea maxima. 

Soluci6nl 

maximizar z = 2x 1 
+ 5x

2 

sujeto a: 

x
1 
~ 400 

x 2 ~300 

x1 +x
2 
~ 600 

x
1 
~ 0 

x 2 ~0 
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Ejemplo III-5 

Un carpintero elabora mesas, sillas, escritorios y libreros -

y desea saber que cantidad de cada uno de ellos debera producir --

con objeto de maximizar sus ganancias, dado que cuenta con un su--

ministro limitado de madera de des tipos y una mane de obra tam-

bien limitado. Cuenta con 1500 m
2 

de madera nUmero 1, 1000 
2 

m 

de madera nllmero 2 y 800 hrs-hombre. Existen tambien ciertos com-

promises que el ha contraido para la fabricaci6n de algunos mue- -

bles. Los datos de.fabricaci6n son los siguientes: 

Las mesas consumen 5 m
2 

de madera nUmero 1 y 2 m
2 

de madera-

nUmero 2, asi como 3 hrs-hombre. El carpintero se comprometi6 a -

fabricar 40 de estas mesas para un cliente. La ganancia obtenida por mesa 

es de $12.00.- Puede vender las que produzca. 

Las sillas consumen: 1 m
2 

de madera nUmero 1, rn de madera 

nUmero y requieren de 2 hrs-hombre. Existe el compromise de en-

tregar 130 de ellas. El carpintero sabe que puede vender todas 

las sillas que produzca. La ganancia par silla es de $5.00 

Los escritorios llevan 9 m
2 

de madera nUmero 1, 4 m
2 

de rna-

dera nUmero 2, necesit8ndose de hrs-hombre. Existe un compromi-

so por 30 de ellos. Vende todo lo que pueda producir de este pro-

ducto. Ganancia $15.00 por escritorio. 

Los libreros utilizan 12 m
2 

de madera nllmero 1, l m
2 

de made 

ra numero 2, y !levan 10 hrs-hombre. El sabe que solo puede ven--

der como maximo 10 libreros. Ganancia $10.00 

Cuando el case lo amerite conviene siernpre poner los datos --

I 



en forma de tabla con lo cual se nos facilita la formulacion del -

modele matem3tico. 

----

Cant. que Articulo !m2
madera #1 m2madera #2 

produciremos consumida consumida 

X Hesas 5 2 m 

X Sillas 1 3 .s 

X Escritorio:: 9 4 
e 

xl Libreros 12 1 

Disponibles 1500 1000 

Nuestro modele quedara entonces como: 

Maximizar 

Z = 12 xm + 5 xs + 15ex + 10 x 1 

sujeto a: 

(Mad. # 

(Mad. # 2 

(hr-hm ) 

(Compromise 
mesas 

(Compromise 
Sillas 

(Compromise 
escritoPio 

(LimitaciOn venta libre­
ros) 

5x + m 

2xm + 

3x + m 

X 
m 

X + 9x 
s e 

3xs + 4xe 

2x + 5x 
s e 

X s 

X e 

+ 

+ 

+ 

hr-hm Considera- Ganancia 
con sum ciOn de --

vent a 
3 ~ 40 12 ., 

2 ~ 130 5 

5 ~ 30 15 

10 ..:. 10 10 -
800 

12x 1 ~1500 

x 1 ::';.1000 

10x1 ~ 800 

z 40 

~ 130 

~ 30 

x1 ~ 10 

x1 > 0 

NOtese que las restricciones 4, 5, y 6 autom3ticamente impli-

can que (xm, x
8

, y X 
e 

) ~0. 

Caracteristicas que Debe Tener un Problema Para Poder Ser Resuelto 

Por Programaci6n Lineal.-
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Todo problema de programaciOn lineal hace una serie de supos~ 

ciones con respecto al problema real, las cuales deben ser satis--

tisfechas para que nuestra soluciOn sea representativa de la solu-

ciOn real. 

Las condiciones que SIEMPRE deben buscarse para poder apli- -

I 
car programaciOn lineal a un problema real son las siguientes: 

1.- Proporcionalidad. 

2.- Aditividad. 

3.- No negatividad. 

Aunque las anteriores condiciones son las basicas para poder-

establecer un modele de programaciOn lineal, en este curso estable 

ceremos otras des que son necesarias para poder aplicar los meta--

des que verernos, sin que esto signifique que no existan tecnicas -

que puedan resolver problemas de programaciOn lineal que no satis-

fagan las condiciones adicionales 4 y 5 (estas tecnicas solo seran 

mencionadas en nuestro curse). 

Las condiciones 3dicionales son: 

4.- Divisibilidad. 

5.- Determinismo. 

1.- Proporcionalidad.-

En el modelo de programaci6n lineal se exige que tanto la fu~ 

ciOn objetiva como la utilizaciOn de los recursos sean proporcion~ 

les al nivel de la actividad. Con esto queremos decir que si lo -

que deseamos es duplicar el nivel de las actividades bastara con-

duplicar las cantidades que intervienen para el nivel unitario. 



En el ejemplo III-5 vemos que si producimos una mesa consu--

miremos 3 hrs-hombre mientras que si producimos consumiremos 

3 x 5 = 15 hrs-hombre (caso de proporcionalidad al nivel de la ac-

tividad en la utilizaci6n de los recursos). Asimismo, al producir 

una mesa ganamos $12.00 mientras que al producir 5 ganaremos 

5 x 12 = $60.00 (caso de proporcionalidad al nivel de la actividad 

en la funci6n objetiva). 

Se debe estar prevenido para aquellos cases en que el preble-

rna parece tener todas las caracteristicas de proporcionalidad pero 

que sin embargo no lo es. Por ejemplo. El caso por todos conoci-

• do de un terrene que se desea cultivar. Si se pone un campesino -

solo a cultivarlo se obtendria una cosecha de x toneladas, perc si 

ponemos 100 campesinos, lo mas probable es que no obtengamos 100 x 

toneladas. (rendir.liento decreciente). 

La producci6n suele tener una curva de la siguiente forma: 

C"-"'t'da.~ 
C 06<ec\\a...4a.. 

Ho.,.,. \,Y"Q. ~ 

sin embargo este problema simula a primera vista ser proporcional-

aUn cuando no lo es. 

Existen ocasiones en que de prop6sito se asume que existe - -
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proporcionalidad aunque la suposici6n no concuerde con la realidad. 

Estas suposiciones son validas siempre y cuando se calculen los 

efectos que dicha suposici6n tendra en el resultado y se sepa que-

no lo afectara en forma apreciable sino que la aproximaci6n logra-

da servira a los prop6sitos del programador. 

En otras ocasiones existen actividades que solo son lineales-

sabre un intervale determinado P ej. eJ costa de puesta en marcha hace que 
el coste de producci6n no sea lineal en cere para poder considerar estas activi 
dades en p~ogramaci6n lineal debemos estar seguros que el nivel de dicha dctivT 
dad estara siempre en dicho intervale. 

!!. 

1<-

2.- Aditividad. 

~----------------------~x 

[
o -s; x ... o 

11-
l::~cx .;l X>o 

La aditividad presupone que la medida total de efectividad --

y la utilizaci6n de recursos resultantes de la operaci6n conjunta-

de las actividades debe igualar las sumas respectivas de estas can 

tidades resultantes de la operaci6n individual de las actividades. 

Vemos que solo la presencia conjunta de la proporcionalidad -

y la aditividad pueden garantizar la linealidad de que hablamos ya 

con anterioridad. La presencia de una sola de las dos condiciones 



sin embargo no la garantiza. 

La principal causa de la no-linealidad es la presencia de in­

teracciones entre las diferentes actividades, es decir la opera- -

ciOn de una actividad no es independiente de la operaci6n de otra­

u otras actividades y al variar el (o los) nivel (es) de esta (s) 

Ultima (s), indirectamente modificamos el nivel de la primera. 

Supongarnos que una campania precisa de una instalaci6n gener~ 

dora de vapor para poder efectuar su proceso productive. Al mismo 

tiempo utiliza el vapor de salida para calentar cierto material. -

Suponiendo que el costa de producir el vapor exclusivamente para 

el proceso productive fuese c
1

x
1

y que el costa de calentar el rna--

terial par un proceso independiente del vapor fuese c 2 x 2 , el cos­

to total seria c
1 

x
1 

+ c
2 

x
2 

(existiria linealidad) pero dado -

que el material no es calentado por media de un proceso indepen-­

diente sino usando el vapor de salida, el costa total de operar -­

ambas actividades sera: 

ct xt i c 1 x 1 + c 2 x 2 

3.- No negatividad.-

Mientras que cualquier mUltiple positive de una actividad -

es posible, cantidades negativas para una actividad no son posi-

bles. 

Por ejemplo supongamos el caso de una transportaci6n de cier-

to product a. Aqui es imposible el 

de dicho producto. 

4.- Divisibilidad. 

transportar cantidades negativas-

En infinidad de problemas los cuales satisfacen las tres pri-
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meras condiciones y son porlo tanto aptos de ser reaueltos por pr£ 

gramaciOn lineal nos encontramos con que las variables de decisiOn 

tienen sentido Unicamente cuando taman valores enteros. Por ejem-

plo asignar aviones a diferentes rutas que deben ser cubiertas. 

El procedimiento que cubriremos mas adelante en el curse no -

conduce (salvo en raras excepciones) a valores enteros para las 

variables de decisiOn, raz6n par la cual al aplicar este metoda 

de soluci6n debemos permitir que la soluci6n est§ expresada en va-

lares fraccionarios. 

Existen ocasiones en las cuales es absolutamente necesario 

el obtener una respuesta 

que debemos construir). 

en valores enteros (nGmero de edificios -

Cuando este es el caso existen dos proce-

dimientos para resolver el problema: 

a) Utilizando programaci6n lineal de enteros. Este metoda -

garantiza la obtenci6n del valor 6ptirno entero buscado, pero cuen­

ta con el inconveniente de que la obtenci6n de valores enteros pa­

ra nuestra soluci6n es una restricci6n dificil de manejar matemati 

camente. 

b) Utilizando programaci6n lineal normal y redondeando los -

valores obtenidos a sus valores enteros mas proximos. Las venta--

jas de este metoda son obvias. Las desventajas sin embargo llegan 

a ser en extreme importantes en algunas ocasiones ya que: 

i) La soluciOn de enteros obtenida al redondear la soluci6n-

puede no ser factible. Por ejernplo: 



L-----------,(5, 3.5) 

3 ·fR"9";" de 
So':uc.o>"~es, 
po-e.i '10 ie s. 

,_ 3 '1 5 

Al redondear (5, 3.5) a (5,3) 6 a (5,4) nos damos cuenta de -

que ninguna de las dos es factible. 

ii) AUn siendo posible la soluci6n de enteros obtenida, no -

es forzoso que este cerca del valor 6ptimo de Z. 

':l (s, ~.s) Opt;~o oo "o~.,~o 

o.j (S,Y) Op+,....,...o ,.-edo-.f'.dea.....do 

3 

2 

1 1 3 '1 5 
5.- Determinismo. 

Unos de los problemas m3s comunes en la aplicaci6n pr3ctica -

de programaci6n lineal es la dificultad de determinar el valor co-

rrecto de los parametres del modelo (aij' bi y cj) los cuales diji 

mos con anterioridad que deberian ser constantes conocidas. Sin-

embargo los valores que estes parametres taman, a menudo est&n 

afectados por eventos aleatorios imposibles de predecir ya que es-

tos coeficientes en general se utilizan en modelos para seleccionar 

un curse de acci6n futura, raz6n por la cual los •mismos suelen ser 

predicci6n de condiciones futuras. 
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Es pues necesario para aplicar los metodos que veremos, el-

poder determinar con razonable confiabilidad los valores de dichas 

constantes. 

Consideraciones. 

Es de suma importancia el tener presente las suposiciones -

de aproxirnaciones que se estan utilizando y se debe estar siernpre-

plenamente convencido de que las mismas estan justificadas, ya que 

es dificil encontrar un problema que se ajuste 100% a las condicio 

nes de la programaci6n lineal. 

Cuando las suposiciones son adecuadas, el modele de progra-

maci6n lineal es la mas apegada representaciOn existente del pro--

blerna y conducira a una recomendaciOn razonable respecto al curse-

de acciOn. 

Igualdades y desigualdades.-

La ecuaci6n y =ax (la cual es una relaci6n lineal), repre-

senta una linea recta de pendiente 11 a 11
• 

Cualquier soluci6n (x, ax) para la ecuaci6n y= ax sera un -

punta que cae exactamente sabre dicha recta y cualquier pareja - -

(x, t) que no sea una saluci6n para esta ecuaci6n sera un punta --

que no cae sabre la recta. Es decir, cualquier saluci6n de la ecu~ 

ciOn y= ax sera un par de nUrneros (x, y) tales que para un valor -

dado de X (sea xo) el valor de y (sea Yo) sera 

~ 
• \.x''J t") 

z.,""" 1I. 
(.X~().)(') 

11 a 11 veces mayor. 

d.,..,'& t." #-a.')(" 
'i -t:"+o..x'" 

~ ~A,l( 
(x'", t"') 

( >(, a.x) 
'i!.o.,.,c.. I 

~--------------~x 



Una desigualdad puede ser representada por medio de los si-

guientes 4 simbolos: ( >), ( <), (~), (~). 

El simbolo > ( <.) significa que el valor de la variable lo-

calizada ala izquierda es mayor (menor) que el valor de la varia-

ble localizada a la derecha. 

Asi pues y > ax ( y < ax) significa que y es mayor (me 

nor) que ''a'' veces el valor de x, es decir esta desigualdad se sa­

tisface para los puntas localizados en la zona II (zona I). 

El simbolo 2:. ~ ) significa que el valor de la varia--

ble situada a la izquierda es mayor o igual (menor o igual) que el 

valor de la variable a la derecha. La desigualdad y ~ ax (y ~ax) 

nos indica que para un valor dado de x, y es mayor o igual (menor-

o igual) que ''a'' veces el valor de x. Tambien se dice que y es --

CUANDO MENDS (CUANDO MAS) igual a "a" veces el valor de x. Esta -

desigualdad se satisface por aquellos puntas en la zona II (zona I) 

y la linea y = ax. 

Ejemplo III-6.-

Sea el sistema de desigualdades siguientes: 

Y - 2x S 0 

y ~2 

By+ 6x~48 

( 1) 

( 2) 

( 3) 

Las soluciones que satisfacen la desigualdad (1) seran las-

situadas en la zona ( ~ 1 ). 
~~ 

4 
~j=:LX 

1 

3~ 
' ' \ 

'-1 X 0 
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Las soluciones que satisfacen las desigualdades (1) y (2) --

seran las situadas_en la zona ( 

~ 
IX 1. ) . 

~=~ 

X 2. '1 IO " R 

Las soluciones que satisfacen las desigualdades (1), (2) --

y (3) ). seran las s~tuadas en la zona ( 0(~ 
~ 

~::1-:t.')( 

- 6.>< + II y -= 'Ui' 

'l"'-2. 

X 

ME TODD SIMPLEX. 

Los problemas de programaci6n lineal a menudo cuentan con -



un gran nUmero de variables y restricciones y la importancia de un 

metoda eficiente para obtener una soluci6n es de suma importancia. 

El metoda simplex es el procedimiento utilizado para resol--

ver problemas de programaci6n lineal. Fue desarrollado per Jorge-

Dantz ig en 1947 y presentado en 1949. Este fue el primer metodo 

que perrniti6 atacar ordenadamente y con un procedimiento rutinario 

los problemas de prograrnaci6n lineal que antes habian side rnuy di-

ficiles de resolver. 

Este metoda es un procedimiento algebraico que progresivame~ 

te se acerca a la soluci6n Optima mediante un proceso iterative --

bien definido, hasta que finalmente se alcanza. 

Debido a las caracteristicas de este metoda, €ste es apropi~ 

do para su utilizaci6n en las cornputadoras, aunque estas Ultimas -

utilizan por lo general lo que se conoce como el Metoda Simplex Re 

visado, el cual veremos mas adelante. El Metodo Simplex es extre-

madamente simple y mediante e1 nos es posible el resolver proble--

mas moderadamente complejos a mane. El fundamento que existe de--

tras del metoda es mas cornplicado sin embargo. 

Terminologia en Programaci6n Lineal. 

Definicion III-4.-

Una soluci6n es un conjunto de n valores para las n 

las restricciones. 

Definicion III-5. 

X! S 
J 

de 

RegiOn de soluciones posibles es aquel conjunto de vectores 

que satisfacen todas las restricciones. 

Definicion III-6.-
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Una solucion factible (o posible) es cualquier solucion - -

(vector) que satisface todas ~as restricciones, es decir, cualquier 

vector de la regiOn de soluciones posibles. Si existe una soluci6n 

factible para un problema,este se dice que es factible. 

Definicion III-7.-

Una soluci6n sasica Factible es aquella que corresponde con 

un punta extrema de las regiones de soluciones posibles. 
Una soluci6n B8sica no Factible es aquella que corresponde -

con la intersecci6n de 2 6 mas restricciones fuera, de la regiOn de 
soluciones factibles. 

Una soluci6n Basica Factible es el conjunto de m cantidades 
xi(xi ~ 0) y de .n ~ m cantidades xt (xt = 0) que satisfacen el -
s1stema de restr1cclones. 

Definicion III.-

Una soluci6n Optima es la mejor de todas las soluciones fac 

tibles, esto es, aquella que maximiza la funci6n objetiva. 

Una solucion optima es aquel vector x
0 

tal que CX
0 
~ CX pa­

ra todas las soluciones (vectores) X factibles. 

Propiedades de la Programacion Lineal Sobre Las Que se Basa El Me-

todo Simplex. 

Suponiendo que existan so~uciones factibles y que tenemos -

un maximo finite, entonces un problema de programaci6n lineal debe 

tener las siguientes propiedades: 

1) El conjunto de soluciones posibles es un conjunto convexo. 

2) Si existe cuando rnenos una soluci6n factible, entonces -

tambi€n exi~te:-cuando menos una soluci6n bSsica factible. 

3) 1 L numero de soluciones basicas factibles ~QO Esto 

es, el metodo de soluciones basicas factibles es finito. 

4) Cuando menos una de las soluciones optimas (en caso de -



eYistiv vavi~s)es una solucion b~sica factible, 

Debe quedar clare qu~ una soluciOn Optima no necesita ser 

una solucion basica factible (es deciv un punto extvemo). Esto su 

cede cuando son varias las soluciones factibles que rnaximizan la -

funci6n objetiva, esto es, existe un segmento lineal de soluciones 

que la maximizan y en este segmento lineal solo los puntas extre--

mas son soluciones basicas factibles, las demas son soluciones fac 

tibles pevo no basicas. La pvopiedad 4 dice que cuando menos una-

de las soluciones Optimas sera una soluciOn b~sica factible, perc-

no dice nada sabre las demas (en case de que existan). 

La situaci6n anterior la veremos en el curse, cuando trate-

mos el punto de Soluciones Multiples pava un Pvoblema de pvogvama-

cion lineal (punto 8 dentvo de la seccion de complicaciones). 

El significado de la pvopiedad 1 queda clavo con el ejemplo 

vista cuando se defini6 un conjunto convexo, (en donde se vi6 que-

una desigualdad es un conjunto convexo) y del teorerna vista a con-

tinuaciOn. 

La propiedad 2 esta fundamentada en el hecho de que tenemos 

un maximo finite, raz6n por la cual tendremos por lo menos un par-

de restricciones (a, b) que nos lirniten nuestra regiOn de solucio-

nes posibles, impidiendo que alguna de ellas se vaya al infinite.-

El significado de esta propiedad es el de que el numero de solucio 

nes b§sicas factibles es estrictamente positive. 

t._ 

(<u-t !!.) 

(A') 

('<"«~-'-B) '(Y'\Q..')( __.co 
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La propiedad 3 surge del hecho d~ que tambi~n es finito el-

nllmero de lc.:c:: restricciones y pol' lo tanto el Nf:nnero de sus intersecciones o 
puntas extremes. 

La propiedad 4 provee la base fundamental del Metodo Simplex 

ya que nos indica que solo un nUrnero finite de soluciones, las b§-

sicas factibles (de entre el nUmero infinite de soluciones facti--

bles) necesitan ser investigadas con objeto de llegar a localizar-

una soluci6n Optima. De aqui que una soluciOn Optima pueda ser --

siernpre encontrada examinando Uni~amente cada una de las solucio--

nes basicas factibles y eligiendo aquella que de un valor mayor --

a Z. 

A pesar de que las soluciones b§sicas factibles existen en-

nUmero finite, en la mayoria de los casas su nUmero es rnuy grande, 

razOn por la cual resulta poco eficiente buscar entre todas ellas-

hasta encontrar la soluciOn Optima. 

Es aqui donde entra en acciOn el Metoda Simplex, el cual --

adem&s de que se examina los puntas extremes, realiza su bUsqueda-

de una manera Optima, ya que no examina a todos ellos sino que pa~ 

te de una soluciOn inicial a partir de la cual busca otra mejor --

y asi sucesivamente basta .encontrar el Optima. 

InterpretaciOn Geometrica.-

Utilizaremos un ejemplo para dar esta interpretaciOn geome-

trica. 

Ejemplo III-7.-

Utilizaremos el modelo de programacion lineal siguiente: 

Maximizar Z= x 1 + 2x 2 

sujeto a: 



x1 ::::_600 ••••• 0 ( 1) 

x 2 ~300 • 0 •••• ( 2) 

3x
1 

+4x 2~2400 .... 0. ( 3) ,. ( 1) 

x1 ==- 0 ...... (4) 

x2 > 0 ...... ( 5) 

el cual como puede apreciarse representa un problema en el plano -

(x 1 , x 2 ), lo cual nos permite representarlo graficamente. 

El primer paso en el metoda grafico es el de representar -

todos aquellos valores que son permitidos per las restricciones. -

El sistema de desigualdades lineales que constituye las restriccio 

nes resulta en el conjunto convexo de puntas dado por el poligono-

OABCD. Cualquier punto (x, y) dentro de este pol1gono (region 0() 

satisface el sistema de desigualdades (I). Al poligono OABCD le-

llamaremos regiOn de soluciones factibles. 

~ 
5o• 

~00 

3ool,l.(o,~oo) 

:too 

100 

olo,ffi 

'"" 

/ 
( o<.) 

/ // 
// 

ll>6 :SO• ~ .. 

..----{---- l(,: (..OO 

'f....-:300 

Podemos notar que los puntas extrernos(soluciones basicas -­

factible~ de nuestra region ( o( )son: 

0= (0,0); A=(0,300); B=(400,300); C=(600,150); y D= (600,0) 

Las soluciones b§sicas no factibles (intersecciones de nues 
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tras rectas en zona no factible) son: (0, 600), (600,300) y (800,0) 

Vemos que la regiOn ~ cuenta con un nllmero infinite de --

puntas los cuales son soluciones a nuestro problema; el problema -

de programaci6n lineal entonces es el de seleccionar de entre este 

numero infinito de puntos, aquel 0 aquellos puntos (x~, x~) 

que maximicen la funci6n objetiva Z x 1 + 2x 2 . 

La funci6n z~ x
1 

+ 2x 2 es una familia de rectas con un pa­

rametro (Z), esto es, la funci6n representa una familia de rectas-

paralelas ( dependiente -1/2) tales que el valor de Z aumenta a me-

dida que la recta se aleja del origen. 

""' 
" 

~~"-< 
' .-1-., 

~"- ·~~ 
~ ""' " 

..___ 

El problema puede ser pensado como el de determinar aquella 

linea, de entre la familia de rectas x
1 

+ 2x 2 Z, que esta mas --

lejos del origen pero que aUn contiene cuando menos un punta den--

tro, o en ~a frontera del pol1gono OABCD. 

· .. ~ .. 
"""*·· ''" 

~00 1100 1000 



Como primer intento hagamos Z ~ 100 y veamos si existen va-

!ores (x 1 , x 2 ) dentro de la region de soluciones posibles que nos-

den ese valor de Z. Vemos que cualquier punto sabre la regiOn ne-

gra de la recta (1) nos da este valor de Z y que es aun posible --

alejarnos del origen sin salirnos de nuestro poligono. 

Probamos con Z = 600 nuevamente un segmento de la linea - -

x 1 + 2x 2 = 600 cae en la region o( por lo que el valor maximo per-

misible para Z sera cuando menos 600. AUn podemos alejarnos mas -

del origen. 

Finalmente la recta 1000 = x 1 + 2x 2 ser& la que satisfaga­

la condici6n de ser la mas alejada del origen y conteniendo un pu~ 

to en la frontera de D( Este punta sera la soluci6n Optima bus 

cada. 

( XJ' x•': 
2 

) = (400, 300) 

Supongamos que cambiamos nuestra funci6n objetiva a -

Z = 3x1 + 4x 2 ; en este case las dos soluciones basicas factibles-

(400, 300) y (600, 150) y todas las soluciones factibles (no basi-

cas) situadas en el segrnento lineal que une estes dos puntos hubie 

sen sido soluciones Optima (caso de soluciones mUltiples rnenciona 

do antes). 

El gran inconveniente del m€todo grafico es que no puedc --

ser usado con mas de tres variables y en ocasiones aUn en este ca-

so es rnuy complicado. 

Graficamente lo que el M€todo Simplex realiza es lo siguie~ 

te: 

1) Localiza un v€rtice como punto de partida. 
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2) Examina las aristas del v€rtice para ver si al moverse 

por una de ellas basta el siguiente vertice adyacente se aumenta -

el valor de Z. Si el recorrido sabre las aristas no aumenta el va 

lor de Z, el vertice en el cual estamos situados maximiza Z. Si -

el recorrer al menos una arista se aumenta el valor de Z, se pasa-

al paso tres. 

3) Se escoge una de las aristas a lo largo de las cuales -

aumenta el valor de Z y se sigue sobre ella hasta alcanzar el si--

guiente vBrtice adyacente. 

4) Se repiten los pasos 1, 2, 3 hasta que el valor de Z ya 

no pueda aumentarse. 

La posibilidad de no llegar nunca a una soluci6n Optima qu~ 

da descartada debido a las caracteristicas del m€todo de soluci6n, 

ya que el paso 2 exige que siempre se pase a una soluci6n mejor, -

con lo cual evitamos el caer en circulos de calculo, ademas, debi-

do a la propiedad tres, solo es un nUmero finite de pasos el requ~ 

rido para llegar hasta una soluciOn Optima. 

La propiedad I nos garantiza que al estar en un v8rtice y no 

poder pasar a otro adyacente que incremente el valor de Z habremos 

llegado a la soluci6n Optima. 

InterpretaciOn algebraica. 

Con objeto de poder ejecutar algebraicamente los pasos vis-

tos en la interpretaciOn geom8trica, el M8todo Simplex se basa en-

el hecho de que todo problema lineal que contiene desigualdades --

puede convertirse en un problema que no tenga mas que ecuaciones,-

mediante la introducci6n de variables sumplementarias llamadas va-



riables de holgura. 

Es claro el hecho de que las variables de holgura son las -

deficiencias que exLsten cuando las desigualdades originales se -­

mantienen. 

La desigualdad: 

x1 600 ..•• (I) 

nos indica que x
1 

puede tener una deficiencia para llegar a igua-

lar el valor de 600. Si esta deficiencia la llamamos x 3 (variable 

de holgura), tendrernos que x
3 

> 0 si es que x 1 satisface la de­

sigualdad original podernos por lo tanto sustituir la desigualdad -

(I) por: 

x1 + x
3 

= 600 

x
3 

?. 0 } (II) 

Similarmente: 

y 

x
2 
~ 300 se reernplaza por x

2 
+ x 4 = 300 

x
4 

Z:.. 0 

3x
1 

+ 4x
2
S2400 se reernplaza por 3x1 + 4x 2+ ->~,=2400 

x
5 

:::._o 

Considerando los anteriores reemplazamientos, nuestro mode­

le de programaci6n lineal del ejemplo puede ahara ser escrito como 

sigue: 

Maximizar Z x
1 

+ 2x
2 

sujeto a: ., .. , . ''" 1 
x

2 
+ x

4 
= 300 

3x
1 

+ 4x
2 

+ x 5 =2400 
(a() 

x1 ~0 ; x
2 

:::_. o; x 3 :::::._ o; x 4 .::::_ 0; x 5 ::_ o 
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sistema que es completamente equivalente al original solo que mas -

apropiado para su manipulaci6n algebraica. 

Es irnportante hacer notar que las variables de holgura son -

Unicamente un artificio para llegar a la soluciOn Optima y que pue­

den o no tener un significado fisico en problemas individuales. 

Al transformar un sistema de desigualdades en un sistema de­

igualdades equivalente, habremos formado un sistema de ecuaciones -

con n variables y m ecuaciones donde n > m (pues n= m + k en el -­

caso general, donde k = nUmero de variables originales y m = nllmero 

de variables de holgura agregadas). 

Recordamos de lo vista en sistema de ecuaciones lineales,- -

que lo que tenemos en un sistema que cuenta con un nllrnero infinite­

de soluciones, ya que al resolver el sistema de ecuaciones contamos 

con m variables que habran quedado en solo una de las m ecuaciones­

y tendremos ademas n - m variables que apareceran en varias de las­

ecuaciones, variables a las que se les puede asignar valores arbi-­

trarios para obtener una de las soluciones de las restantes m varia 

bles. 

Definicion III=B 

La soluci5n obtenida al resolver el sistema de ecuaciones 

por rn variables en terrninos de las restantes (n - m ) variables, 

asignandoles un valor de cero a estas llltimas, se conoce como una -

soluci5n basica. Si el valor de cada una de las rn variables es ~ 0 

tendremos una soluci5n basica factible. Si el valor de cada una de 

las rn variables es > 0 tendrernos una solucion basica factible no­

degenerada. 
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Las m variables escogidas se denominan como ''bgsicas'' o co- obvia, ya que esta soluci6n ya esta en forma canOnica. 

rna las variables en la base. Las (n-m) variables restantes se co- La selecciOn de una soluciOn b§sica factible no es restric-

nocen como variables no basicas. tiva a la forma mencionada anteriormente, ya que es posible el se-

Ejemplo III-8.- leccionar un subconjunto diferente de variables para que formen la 

La soluciOn: base. El inconveniente de este metoda es el de que entonces el 

x1 600 x3 0 sistema de ecuaciones ya no esta en forma can6nica para las varia-

x2 300 x4 0 bles en la base, raz6n per la cual debemos de efectuar dicha trans 

x5 =-600 formaci6n para poder tener la soluci6n deseada (cosa que no fue --

es una soluci6n bgsica para el modele de nuestro ejemplo anterior. necesaria en el metoda anterior), con el gran inconveniente de que 

La soluciOn: existe la posibilidad de que despues de haber ejecutado el trabajo 

x1 600 x3 0 de transformaci6n para tener la soluci6n deseada descubramos que -

xz 150 x5 0 dicha solucion no es factible (alguna t
1 
~ 0 y que sea necesa 

x4 150 rio hacer un nuevo intento. 

~s una soluciOn basica factible no degenerada para el mismo ejemplo. Las variables de holgura se usan para encontrar una soluci6n 

El Metoda Simplex se inicia siempre con un sistema cuyas -- b§.sica factible inicial rapidamente y por lo tanto no son indispe~ 

ecuaciones estan siempre en forma can6nica. sables en aquellos casas en que tengamos ecuaciones y exista una -

Rutina del Metoda Simplex. 
soluci6n tasica factible que sea obvia para nuestras ecuaciones. 

Paso 1.-
En general, la soluci6n basica factible inicial para el Me-

Se convierten las m desigualdades restrictivas a m ecuacio-
todo Simplex sera siempre: 

nes, insertando variables de holgura no negativas X . 
n-m +J. 

X. = 0 para j = 1, 2' ... , n - m 
J k 

(i = 1, 2, ... , m ), una en cada restricci6n. Seleccione estas -
X . =b. para i = 1' 2' ... ' m n-m+.l .1 

nuevas variables como las variables basicas iniciales.Vaya al ~so 4. 
y la soluci6n basica factible en la n-esima etapa est a relacionada 

JustificaciOn. 
con la soluci6n basica factible en la etapa t + 1 de la siguiente-

El hacer cera todas las variables originales y considerar-
manera: Una de las variables no basica en la etapa t, toma un va-

a todas las variables de holgura como las variables basicas tiene-
lor diferente en la etapa t + y se denomina ''variable de entra-

por objeto el proporcionar una soluciOn basica factible inicial --
da 11

• Para compensar, una de las variables basicas en la etapa n -



se hace cere en la etapa t + 1 y se denomina "variable de salida". 

Las otras variables no b3sicas de valor cera se rnantienen en 

cera; las otras variables b3sicas no nulas, en general, siguen ---

siendo diferentes de cere (aunque su valor puede variar). Lo ante 

rior es equivalente a pasar a un vBrtice adyacente de nuestro con-

junto de soluciones posibles, que incremente el valor de Z. 

Paso 2.-

DeterMine la nueva variable basica entrante (xc)' la cual -

debera ser aquella variable no b3sica en la funciOn objetiva actual 

que satisfaga la condici6n: 
1 

c 
e 

=max C'. 
J > 

cuando dicha funci6n se encuentra en la forma: 

z= c;_ x 1 + c; x 2 

Justificaci6n. 

+ ... + c~ xn (I) 

C I 
j 

significa el coeficiente actual de la variable xj en -

la funci6n objetiva. 

Es importante el recordar siempre que X 
e 

es la variable nu-

la en la soluci6n basica factible actual que va a tamar un valor -

no nulo en la siguiente iteraci6n. 

asi: 

La regla de selecci6n para xe tambien puede ser expresada -

x
8 

sera aquella variable no b3sica en Z que cuente con el rna 

yor coeficiente entre aquellos con signa positive, estando Z en la 

forma indicada en (I). Esto es debido a que si c~ = max Cj > 0, 

al incrementar xe, el valor de z parece incrementarse mas rapida--

mente que incrementando cualquier otra variable. 

El motive de introducir x
8 

a la base es debido a que si 

cuando menos existe un coeficiente Cj que sea positive en la ecua 

cion (I), entonces es posible (suponiendo que todas las bi> 0) el 
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construir una nueva soluci6n basica factible con un valor mayor --

para Z. Esta nueva soluci6n puede ser obtenida incrementando el -

valor de una de las variables no b3sicas (x ) y ajustando los vale 
e 

res de las variables b3sicas de acuerdo con Bste cambia. 

Existen tres mBtodos para seleccionar xe (selecci6n arbitr~ 

ria, probando el efecto producido en el valor de Z per cada varia-

ble), pero la regla que utiliza el Metoda Simplex ha demostrado --

en la pr3ctica que casi siernpre requiere de menos iteracioffis para 

llegar a 1a soluci6n Optima. 

Debe notarse que aunque asi lo parezca, la variable xe no -

necesariamente es la que mas incrementa el valor de Z, debido a 

que las restricciones pueden impedir que su valor aumente tanto como 

con variables con coeficientes menores, como puede apreciarse en el 

siguiente ejemplo: 

Ejemplo III-9.-

z 3x + x 
1 2 

x1 ~ 

x
2 
~ 100 

Aqui se selecciona x
8 

= x
1 

y sin embargo no es la variable que mas 

incrementa el valor de Z. 

Paso 3.-

La Determine la variable basica (xs) que dejara la base. 

selecci6n de la variable de salida se determina, en general, per -

la seleccion de la variable de entrada (xe) junto con las restric-

ciones. Se escogera como X 
s 

a aquella variable basica cuyo valor-



se hara negative primero cuando el valor de la variable basica en-

trante (x ) se incrementa. 
e 

Justificaci5n. 

Debe quedar claro que xs es aquella variable no nula (basi-

ca) que se va hacer cero (no b3sica) en la siguiente iteraci6n. 

Algebra1camente podemos interpretar el paso 3 como sigue: 

sea: 

a I 

ie 

b. 
l 

Dado que c 1 

e 

Zl 
0 

= valor actual de Z. 

coeficiente actual de xe en la ecuaci6n 

termino constante actual en la ecuaci6n 

( i )] i= 1, .. , n 

( i) 

ha sido escogida positiva, es clare que el valor de xe 

debera ser heche tan grande como sea posible, con objeto de hacer-

el valor de Z tan grande cornu sea posible. La Unico que evita que 

xe tome un valor infinitamente grande es la posibilidad de hacer -

que el valor de una de las variables b3sicas actuales se haga - --

negative. 

De nuestro sistema general vemos que si construimos una so-

luci6n en la cual xe tome un valor positive y donde todas las de-­

m3s variables no b&sicas sigan siendo cera, las variables b3sicas 

se ajustar3n en la siguiente forma: 

xb1 = bl a' X 1 le e 

xb2 = bl a' X 2 2e e 

..................... r (II) 

xb = b' a' X m me e 
m 

z = Z I + Cl X 
0 e e 
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Del sistema de ecuaciones (II) vemos que el limite superior 

para el valor que podra tamar xe en la ecuacion (j) sera: 

sea 

es decir, 

b· 
~~ •rn 

¢a=~ 

¢ = min ¢ 
i 

si cuando menos una a! 1e 

si a'· <: 0 
1e 

si a! 0 1e > 

es positiva, no sera posible 

incrernentar el valor de x 
e 

indefinidamente, porque cuando 

xe > 
bl. 

l 

a~. 
1e 

el valor de la xbi se volver3 negative. Si ale ) 0 para mas 

de un valor de i, entonces el menor de dichos coeficientes (cuyo -

subindice correspondiente al rengl6n, llamaremos p) determinara --

el mayor valor posible para xe bajo la suposici6n de no negativi--

dad. Es decir) determinese aquella ecuaci6n ( i=p) cuyo limite --

superior sea el menor y escojase la variable b3sica actual en dicha 

ecuaci6n como la variable de salida. Par lo tanto xs sera aque--

lla variable b3sica en la ecuaci6n (i) para la que ~l, adquiere -

su valor minima no negative ( ¢ ). El valor que to mara X 
e 

( x'' ) al entrar en la base sera: e bl 
x~·: = = min __£1_,.. 

a I I -e a. 
pe 

a.i_e > 0 
1e 

Debe notarse que oar a obtener ¢; no es necesario formar el 

sistema de ecuaciones (II) sino que se puede obtener directamente-



del sistema actual. 

Paso 4.-

Determlnese la nueva soluci6n b5sica factible. Para lograr 

esto resuelvanse las variables b5sicas en t8rminos de las varia- -

bles no b5sicas (es decir, forme un sistema can6nico para la nueva 

base), utilizando para el efecto el metoda de elirninaci6n de 

Gauss-Jordan y hacienda cera todas las variables no b5sicas. 

Justificaci6n. 

Cabe hacer notar que en la transformaci6n mencionada en el­

paso 4 se debe incluir tambien la funci6n obietivo, con obieto de­

que Z quede expresada Unicamente en funci6n de las nuevas varia- -

bles no b5sicas. 

El objeto de transformar la funci6n objetivo para que est8-

solo en funci6n de variables no b5sicas al pasar del ciclo t al -­

t + 1 es debido a que la funci6n objetivo del ciclo n: 

a) 

es b.3.sica. 

No contendr5 la variable x 
s que en el ciclo t+1 ya no-

b) Contendra n-m-1 de las variables no bi3.sicas del ciclo -­

t+1 perc con diferentes coeficientes de los que tendr5 en un Ulti 

mo ciclo. 

c) Contendra la variable xe , que en el ciclo n+1 ya es ba 

sica. 

Las consecuencias de los incises anteriores son: 

a) Al no contener la funci6n objetivo una de las variables 

~o b.3.sicas no podemos juzgar el efecto que la misma tendria sabre 

el valor de Z a1 incrementarse su valor. 
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b) Este hecho nos impide ver si alguna de las variables -­

no bas1cas pudiera incrementar el valor de Z, pues los valores Cj­
cambian del ciclo t al t+1 ademas de que algunos cambian de ser -

positives a negatives y viceversa. 

c) Este punta nos hace que no podamos determinar el efecto 

de introducir una variable no b5sica a la base en el siguiente -

ciclo, ya que este heche puede afectar el valor de xe (en el ci-­

clo t+1), la cual es ahara tasica, con lo cual es imposible prede­

cir el efecto neto sabre Z, ya que en general los valores de las -

variables b§sicas son afcctQdos por los cambios en la base. 

Paso 5.-

Prueba la 0 ptimalidad de la soluci6n obtenida, para lo cual 

se revisa la funci6n objetivo (estando :sta en funci6n exclusivamentc 

de las variables no basicas) para ver si el valor de Z puede ser-­

aumentado incrementando el valor de alguna de estas variables (no-

basicas). Recordemos que el valor de Z podra ser incrementado - -

siempre y cuando alguna de las variables no b§sicas tenga signa p~ 

sitivo estando la funci6n objetivo en la forma de la ecuaci6n (I) 

del paso 2. 

Si todos los coeficientes son no positivos, debemos terminar 

aqui pues nuestra soluci6n es Optima. 

ciente positivo, regr8sese al paso 2. 

Si aUn existe algUn coefi--

Apl1quemos los pasos anteriores a nuestro ejemplo. 

la. Iteraci6n. 

Paso 1.-

Obtenemos el sistema de ecuaciones o< ), encontrado ante 



riormente en el eje~plo. 

Sele~cionamos a x
3

, x
4

, y x
5 

como las variables basicas de­

nuestra iteraciOn primera y a xi y x 2 como las variables no basi--

cas. 

Expresando nuestra soluciOn en terminos de los parametres -

independientes (variables no basicas) segun las ecuaciones (II) --

tenemos: 

x3 600 x1 

x
4 

= 300 - x
2 

x
5 

=2400 - 3x
1

- 4x
2 

dado que a las variables no b§sicas les hemos asignado un valor -­

cero, obtenemos la siguiente soluci6n tasica inicial. 

variables b§sicas variables no b.isicas 

X = 600 

I 
X = 0 

3 1 

X = 300 X = 0 
4 2 

xs =2400 

z = 0 

o en forma vectorial: 

(xi' x2' x3' x4' xs ) = ( o, o, 600, 300, 2400) z = 0 

La anterior es una soluci6n tasica factible no degenerada -

que corresponde al punta extrema (x
1

, x
2

) = (0, 0). 

Autom§.ticamente hemos satisfecho el paso 4 y debido a que -

existen cj > c,el paso 

Paso 2.-

Puesto que Z 

5 nos indica seguir con el paso 2. 

x 1 + 2x 2 
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vemos que tanto x
1 

como x
2 

son positivas. Tendremos pues que: 

ce = min (1, 2 ) = c2 

por lo que escogemos a x
2 como nuestra variable b§sica entrante.-

Es decir. 

Paso 3.-

X 
e x2 

Para determinar la variable de salida x utilizamos el sis­
s 

tema de ecuaciones (II) y obtenemos: 

X = 600 - x1 ....... (1) 
3 

x4 = 300 x2 ....... ( 2) 

xs =2400 -3x
1 

-4x
2 
.... ( 3) 

De las anteriores ecuaciones podemos obtener que: 

El valor de x
3 

no se vera afectado al incrementar x
2

, por -

lo cual por lo que respecta a esta variable podemos incrementar x
2 

hasta el infinite y x
3 

nunca se volvera negativa (x
1 

sigue siendo-

cero). 

De la ecuaci6n (2 ) vemos que lo m§ximo que podemos incremen 

tar x 2 es 300 antes de que x
4 

se vuelva negativa <¢
2 

= 300). 

La ecuaci6n (3) nos indica que lo maximo que podemos incre­

mentar x 2 es 600 antes de que x
5 

se vuelva negativa (~= 600). 

Debido a que ¢
2 

es el menor de las ¢.i , x
4 

sera la que per­

mit ira un menor pumento en el valor de Z y sera esta la variable -

que debera dejar la base. . 
Tendremos pues ahara a x

2
, x

3 
y x

5 
como variables b§.sicas. 

Paso 4.-

Para obtener una soluci6n can6nica para la nueva base part! 



mos de nuestro sistema can6nico pasado y aplicamos el m6todo de --

Gauss-Jordan. 

Partimos pues de nuestras ecuaciones, dispuestas en la si--

guiente forma: 

z - x1 - 2x
2 

=0 ........ ( 0) 

x1 +x3 = 60 0 ........ ( 1) 

x2 +x4 = 300 ........ ( 2) 

3x
1 

+ 4x
2 + x5 =2400 ....... ( 3) 

Eliminando x
2 

de todas menos de la segunda ecuaci6n tendre-

mos: 

( 0) + 2 ( 2) = ( 0 I) z - x1 + 2x
4 

= 600 ..... ( 0 I) 

( 1) = ( 1 I ) x1 +x3 = 600 ..... ( 1 I ) 

( 2) = ( 2 I ) x2 + x4 = 300 ..... ( 2 I ) 

( 3) - 4(2) = ( 3 I ) 3x
1 - 4x4 + x5 =1200 .... - ( 3 I) 

ordenando nuestros elementos obtendremos; 

z - x1 + 2x
4 

= 600 

x1 +x3 = 600 

x4 + x2 = 300 

3x
1 - 4x

4 
+ x5 =1200 

de a qui que la segunda soluci5n b.3.sica factible serll: 

b.3.sicas no b.3.sicas 

x3 = 600 X = 0 
1 

x2 = 300 x4 = 0 

x5 = 1200 

Geometricarnente lo que hemos heche es rnovernos a lo largo-

de la arista OA hasta el vertice A = (0, 300). 
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Paso 5.-

1\ B 

0 

CL~ut 

Qs~o...........o~ 
'""o "("'""Q,.• 

c. 

l> 

Vemos de los resultados anteriores que hemos mejorado, perc 

viene ahara la pregunta GPodemos alln seguir mejorando 6 hernos lle-

gado al valor maximo que podernos obtener? 

Puesto que nuestra funci6n objetiva es ahara: 

z : 600 + x
1 

- 2x
4 

de donde vernos que aumentando el valor de x
1 

( e~ decir hacienda a 

x
1 

b.3.sica), podemos aumentar el valor de Z, de aqui que nuestra -­

soluci6n no sea Optima y de~~os seguir adelante con otra iteraci6n 

del procedimiento. 

Segunda iteraci6n.-

Paso 2.-

Vemos que: 

Z = 600 + x
1 

- 2x
4 

de donde podemos observar que c1 ;> 0 por lo que incrementando -

el valor de x
1 

aumentaremos el valor de Z. Por lo tanto. 

X = X e 1 



Paso 3.-

Dijimos en la explicaci6n del paso 3 que no era necesario -

formar el sistema de ecuaciones (II) para obtener~ . En la prim~ 

ra iteraci6n si formamos dicho sistema de ecuaciones)pero en esta­

segunda iteraci6n lo haremos directamente de nuestras ecuaciones--

que es la forma en que normalmente se hace. 

ci6n i 

De la ecuaci6n ( 1') 

""' 
1

1 - 600 "f/1 =--,-----
1
-- = 600 ~X""'- 600 

a11 1 

De la ecuaci6n ( 2') 

~ 1 2 300 
l" :a.. = -~-,--= --o-- Y ¢ 2 __.,. = x 1 !!::.. m 

' 21 

De la ecuaci6n 
b' 

3 
¢3 a' 

31 

( 3' ) 

1200 
e---3-

Vemos que el minima limite 

= 3 (es decir ¢= 400). 

400 =)x 1 ~ 400 

superior <fJJ est§. 

Esto implica que p = 

la variable b§.sica en la ecuaci6n (3) es x
5 

tendremos: 

xs xs 

en la ec ua--

:J y como -

Generalmente el c§.lculo de las ~' se hace a la derecha de­

nuestras ecuaciones para ahorrar espacio. 

sera: 

Tendremos, ahara que nuestra soluci6n b§.sica factible actual 

b&.sicas 

x1 

X 
2 

x3 

no b&.sica:s 

X 
4 

X 
5 
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Paso 4.-

Obtenemos ahara una forma can6nica para nuestra nueva base 

con ayuda del metoda de Gauss-Jordan. 

z + 2/3x
4 

+1/3x
5 

1000 

4 I 3x 4 +x3 -1/3x
5 

= 200 

x4 +x2 = 300 

x1 - 4 /3x
4 +1/3x~ = 400 

ordenando las variables: 

z + 2 /3x
4 

+ 1 /3x
5 

=1000 .... ( 0") 

4 /3x 4 1 /3x 5 +x3 = 200 .... ( 1") 

x4 +x2 300 .... ( 2") 

4/3x
4 

+ 1/3x
5 +x1 400 .... ( 3") 

y la nueva soluci6n b&.sica factible ser.§: 

variables b&.sicas vuriables no b5sicas 

x1 400 x4 0 

x2 300 x5 0 

x3 200 

Z o1000 

Geometricamente lo que hemos hecho es movernos a lo J.argo -

de la arista AB basta el v~rtice B o (400, 300). 

A e:, 

(' 
~.' .. : .e :.tc..W"O,s.' 
Q..\.\o-ro-



Paso 5.-

Tenemos ahara que nuestra funci6n objetiva es: 

Z = 1000 - 2/3x
4 

- 1/3x 5 

de donde vemos que ninguno de los coeficientes es positive, par lo 

cual no es posible aurnentar el valor de Z incrementando el valor -

de alguna de estas variables, lo cual nos indica que hemos llegado a 

la soluci6n Optima la cual es 

.z;, = 1000 

x•'::. = 400 
1 

X~·::. 
2 

300 x4 

x•'• = 300 x5 = 0 
3 

valores que coinciden con los obtenidos par el metoda gr§fico. 

~ETODO DEL PIVOTE. 

Con objetn dP ~ho~rnr trabajo se suele emplear el metoda --

del pivote el cual utiliza la representaci6n matricial de nuestro-

problema y b5sicarnente usa lu misma secuencia de pasos anteriores-

sOlo que ahorrando escritura. 

1.- Arreglo las ecuaciones de forma que las xj correspondie~ 

tes en cada ecuaci6n aparezcan en la misrna columna (tratense todas 

las ausencias de x. como ceros). 
J 

Denorninense por Pj al vector columna correspondiente ala -

variable xj ( j = 1, 2, 

diente a las constantes b .. 
l 

Matricialmcnte: 

n ) y P
0 

al vector columna correspon--
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X. p. 
J J 

( 

alj ) 

,, :r: 
par lo cual podemos representar a nuestro modelo rnaternatico gene--

ral como: 

Sujeto a: 

" 

Maximizar Z 

.?_x. P.= P
0 j ~ 1 J J 

C X 

2.- Col6que los vectores columna Pj de una manera sistema-

tica. Esto 

11 

21 

m1 

se efectUa 

p2 

I a 12 

I a2 2 

a 
m2 

p3 

d13 

a23 

am3 

Debe notarse que 

hacienda 

... 

... 

... 

uso de 

P. 
J 

a1j 

a2j 

a . 
ffi] 

las ecuaciones 

una tabla como la que sigue: 

. .. I p ro n 

I 
. .. 

I 
"1n 

I 
a1 

. .. a2n a 
2 

a a 
mn m 

se pueden obtener simpleme~ 

te multiplicando cada uno de los coeficientes en las colurnnas Pj -

par la x. correspondiente y leyenJo horizontdlmerlte. 
J 

Con uLjetu Ue 

facilitar las identificuciones durante el curso del procedimiento,se i.nserL11 

ddemas las colu;ii.;ldS v. b. (variable basica), No. de ecuaci6n, una co-

lurnna para Z y una para¢ i 

Para nuestro ejemplo: 



No. x1 x2 x3 I ~ x5 I 
v.b. Ec. z p1 p2 p3 p4 P5 Po ¢ 

i 
-

z 0 1 -1 -2 0 0 0 0 

X 1 0 1 0 1 0 0 500 Q) 
3 

x4 2 0 0 0 0 1 0 300 300 

X 3 0 3 4 0 0 1 2400 600 
5 

Se usan los mismos pasos dados para la rutina simplex. 

Paso 1.- Ya esta~ 

Paso 2.- xe = x
2 

(pues -2 es el menor coeficiente de la funci6n -

objetiva ). 

Paso 3.- Se consideran solo las ecuaciones donde aie > 0 (ai
2 

>0 

en el ejemplo), excluyendo i = 0 y se obtienen los co~--

Paso 4.-

cientes 
b. b. 

. = --- = --- correspondlentes para obtener la l = p ¢ l l . 

l aie ai2 

que nos indicara el rengl6n correspondiente a xs 'c¢::: min 

¢i )yDi se colocan en la columna a la extrema derecha. 

Marquese con un circulo el elemento aPe (a
22 

en nuestro­

ejemplo ya que ¢
2 

L )25
3 

de donde P=2 y J.a variable co-

rrespondiente a la segundct ecuaci6n es x
4 

par lo que X = 
s 

x4). 

En una nueva tabla, c§.mbiese x
4 

par x
2 

en la coLumd v.b. 

y p6ngase la ecuaci6n i=P (ecuaci6n correspondiente a -

x
8 

) dividida entre ape (es decir entre el coeficiente -

de nuestro primer pivote) en la nueva tabla. En nuestro 

caso ape = por lo que obtendremos: 
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v.b. Ec.No. z x1 x2 x3 x4 x5 Po 

z 0 

x3 1 

x2 2 0 0 1 0 1 0 300 I 

x5 3 

ahora eliminense la variable x
2 

de las ecuaciones en las cuales --

aparece: 

v.b. r:c.No. z x1 x2 

z 0 1 -1 0 

x3 1 0 1 0 

XL 2 0 0 1 

x5 3 0 @ 0 

x3 x4 I x5 

0 2 0 

1 0 0 

0 1 0 

0 -4 1 

Po 

500 

500 

300 

1200 

¢. 
1' 

I 

600 

Q) 

'100, 

nvu(O)=c.wt(O) 
+2 ant. (2) 
nva(1)=allt.(1) 

nva(3)ant.(3) 
- dnt (2) 

y nuestra nueva soluci6n b§sica seril: 

v~riable bilsica variable no b§sicJ 

"3 600 x1 

x2 300 x4 0 

x5 =1200 

z = 600 

Paso 5.- Revise la ecuaci6n {0) para ver si existe cllgGn coeficien 

tc nc:gativo. Vemos que C
1 

-1 por lo tdnto nuestrJ so-

luci6n aGn no es Optima y se rcquiere otra iteraci6n. En 

nuestra situientc iteruci6n x =x y x 
e 1 s 

x
5 

con la que 

obtendremos la tabla: 
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v. b. No.Ec. z xi x2 x3 x4 x5 Po 
I 

z 0 i 0 0 0 2/3 i/3 iOOO nva(O)=ant(O)+i/3 ant(3) 

x3 i 0 0 0 i 4/3 1/3 200 nva(i)=ant(i)-i/3 ant(3) 

x2 2 0 0 i 0 i 0 300 nva(2) ant(2) 

xi 3 0 i 0 0 f4n i/3 400 nvu(3) i/3 ant(3) 

como nuestra ecuaci6n (0) no tiene ya ningGn coeficiente negativo-

nuestra soluci6n sera Optima: 

variable b.3sica variable no b§sica 

x'[ 400 X~ 0 

X~ 300 x'~ 0 

x•'• 
3 

= 200 

z,·, iOOO 

~jercicio Ifl-1.-

Sea el problcmd de llrogrdmaci6n lineal siguiente: 

M0ximizar Z 2x + Sx 
i 7 

sujeto u: 

x1 ~ L! 

X ~ 
2 -

x
7 

+2x
2 

x1 2: 

x2 

Utilice el m~todo del pivote para encontrar la soluci6n Optima. 

v.b. Ec.No. 

z 0 

.. 1 
~ 

X 2 
4 

x5 3 

v.b. t:c . ;~ o. 

z 0 

x3 1 

x2 2 

x5 3 

v.b. Ec.No. 

z 0 

X 
I i 

3 

x2 2 

xi 3 

7 

i 

0 

0 

0 

'" 

1 

0 

0 

0 

z 

i 

0 

0 

0 

xi 

-2 

i 

0 

i 

X 
(' 

X 
s 

xi 

-7 

i 

0 

@ 

X 
e 

X 
s 

x1 

0 

0 

0 

1 

COMPLICACIONES.-

h x3 x4 

5 0 0 

0 i 0 

CD 0 1 

2 0 0 

X} 

x4 

x2 x3 x4 

0 0 5 

0 i 0 

1 0 i 

0 0 -2 

x1 

x5 

x2 x3 x4 

0 0 i 

0 i 2 

i 0 1 

0 0 -2 

x5 0 
¢ bdsicas no b.§.sicas 

0 0 x3 4 xi 

0 l[ 00 x4 x2 

0 3 3 xs 

i 8 4 z 

xs Po ¢ tasicds no b§sicas 

0 i5 x2 j 

I xi = 0 

0 4 4 x3 = '+ I x4 0 

0 3 00 x5 

i 2 2 z =iS 

xs Po b.§sicas no b,l:sicas 

2 19 Z''' 19 x'' = 0 
4 

-i 2 ' 
' 

x'' = 2 I xt' = 0 i 

0 3 x•'; 
2 

1 2 x•'• = 
3 

E~ muchas ocaciones nos encontramos con que al constuir -·-

nuestro modelo rnatemdtico este aparece con algunas variaciones con 

respecto al modelo general que hemos analizado hasta el momento. 



A continuaci6n veremos cuales son las variaciones mas comUn 

mente encontradas y las trataremos individualmente, sin que ello -

implique que no se pueden presentar varias de ellas simult§neamen-

te, en cuyo caso se aplican en forma sucesiva los metodos que se -

describir§n para solucionar estas variaciones. 

Las variaciones mas comunes son: 

1. Minimizaci6n. 

2. Desigualdad con sentido invertido. 

3. Constantes negativas (bi<.o), 

4. Igualdades. 

5. Variables no restringidas en signa. 

6. Empate para entrar como variable b§sica. 

7. Empate para dejar la base. (degeneraci6n) 

8. Soluciones mUltiples. 

9. Ausencia de soluciones posibles. 

10. Soluci6n Optima sin limite. 

En todos los casas anteriores aUn es posible utilizar el me 

todo simplex, solo que sera necesario efectuar ligeros ajustes en 

nuestro modelo. Los ajustes necesarios se trataran en cada caso pa~ 

ticular. 

1.- Minimizaci6n.-

Esta complicaci6n se puede tratar en dos formas diferenLtS: 

a) Er1 aquellos casas en que deseamos minimizar nuestra fun 

ci6n objetiva ya no tiene sentido el incrementar el valor de aque-

lla variable no h5sica que mas aumente el valor de Z, sino que aho 

ra deberemos de buscar la forma de disminuir su valor. Es por es-
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to que el ajuste al m€todo simplex en este caso sera: 
Se escogera como variable entrante (x ) a aquella variable no b§sica que 

?isminuira m§s r.§.pidamente el valor de Z cuandoeesta variable adquiere un valor -­
positive. 

La variable de salida (x ) se escoger.§. en la misma forma que antes. La­
prueba de optim.:1lid.J.d con.sistirS. c~ rcvisar si el valor de Z puede aU.n ser dismi-­
nuido al incrementar el valor de una variable no b§sica (estando la funciOn objeti 
va s6lo en funciOn de i§stas variables). -

b) Supongamos que tenernos: 

Z = f (x
1

, x
2

, ... , x
0

) 

que nos representa nucstru. funciOn objetivu. lu cual deseamos minimizar. Si recor-­
damos que: 

f = -(-f) 
y que si f ~ =T (-f) f 

tendremos que: min f = - [max (-f) J 
por lo que al minimizar una funci6n objetiva sujeta a una serie de restricciones -
es completamente equivalente a maximizar el negative de 1.:1 funciOn sujeta a las -­
mismas restricciones, con la salvedad de que el minima valor de Z buscado sera --­
igual al negativo del rn.3.ximo valor de Z encontrado. 

Ejemplo III.-10.-

Supongamos que tenemos eJ siguiente problema: 

min z -x
1 

-2x
2 

suieto a: 

xl ~ 600 

x2 ~ 300 

3x
1 

+ 4x
2 
~ 2400 

(xl x2) ~ 0 

para resolverlo lo ponemos en la forma siguiente: 

Max Z x
1 

+ 2x2 

sujeto a: 



x1 ~ 600 

x
2 

""- 300 

3x
1

+ 4x 2 -s2400 

( x 
1 

, x
2

) ~ 0 

y lo resolvemos aplicando el m6todo general vista con anterior~dad. 

El negative del resultado obtenido sera el resultado deseado para­

e! problema original. 

Vemos que el problema modificado coincide con nuestro pro--

blema general por lo que ya Sdbemos resolverlo y conocernos que 

1000. De A~ul' que zm_in -1000. 

z 
max 

Geom§tricamente tendremos que si resolvemos el problemd origi--­

nal obtendremos. 

Xzt 
-.><;, -2.1(2 = -1000 

:ooo 

-X1 -2..Xz :;::_-G.. co 

bOO 
x, 

de donde es clara el porqu€ maximizando el negative de la funci6n-

objetiva y hacienda min f -max (-f) obtenemos el resultado de-­

seado. 

2.- Desigualdad con sentido invertido.-

Tenemos este case cuando alguna desigualdad se encuentra --

en la forma :=,. Cuando es este el caso, la soluci6n es muy simple-
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y consiste en multiplicar ambos lados de la desigualdad par (-1),­

operaci6n por media de la cual invertimos el sentido de la desi- -

gualdad. 

Ejemplo III-12.-

En el caso del ejemplo del carpintero (ejemplo III-5) tenia 

rnos: 

xm ~ 13 0 . . . ( 1) 

multiplicando ambos lados por (-1) tendremos ahara: 

-xm~-130 ... ( 2) 

en donde las desigudldades (1) y (2) son c.ompletamente equivalen-­

tes. 

Ejemplo III-12-A. 

Con objeto de que quede completamente clara el porqu€ se -­

invierte la desigualdad al multiplicar por (-1) veamos un ejemplo-

num€rico. 

> 

-7 <. -5 

En la mayoria de los casos, €ste m€todo soluciona la cornpl~ 

caci6n 2 pero para ello incurre en una nuevacomplicaci6n, lade-­

constantes no positivas (-bi)' cornplicaci6n que tambien puede ser­

resuelta seglln veremos mas adelante (complicaci6n 3). 

En nuestro ejemplo obtuvimos: 

bi1 

bi2 

-130 

-5 

De todo lo anterior, podemos concluir que cuando nos encon-

tramos con desigualdades ~ , las invertimos rnultiplicando ambos-

lados por (-1) con lo cual ya tendremos nuestro problema en la for 



rna general
1

la cual ya sabemos resolver (excepto que tengarnos ahara 

nuevas complicaciones las cuales sera necesario corregir tambi€n -

hasta obtener la forma general). 

Ejemplo III-13.-

Consideremos nuevamente nuestro ejernplo III-7 solo que mo-

dificando una de sus restricciones de forma que tengamos: 

x 1 ""'600 

x2 ~ 300 

3x 1 + 4x 2 ~2400 

( xl, x2) _=:. 

La regi6n de soluciones posibles para nuestro ejemplo modi-

ficado sera la regiOn CXLi"" 

A -
D('l 

L 

0 !:> 

Utilizando el m~todo descrito cor1 anterioridad, obtendremos: 

xl ::= 6 0 0 

x 2 ~300 

-3x
1 

- 4x
2 

-::=::-2400 

( x 2 x 2 ) ~ 0 

Eliminamos ahara las desigualdades introduciendo para ella-

variables de holgura: 
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z - xl - 2x
2 = 

"l xl + X = 600 
3 

X + X = 300 (I) 2 4 

-3x 4x
2 

+ xs = -2400 
1 

X· :::.. 0 
J- ( j = 1' 2' ... ' 5 ) 

Del sistema de ecuaciones (I ) vernos que y,e no tenernos UTid -

soluci6n b&!.sica factible inicial obvia (pues x
5 
~ 0), raz6n por -

la cual deberernos de corregir esta nueva cornplicaci6n segGn los --

m€todos que se explicaran mas adelante. 

Debe notarse que el hecho de que hJyamos puesto un ejemplo 

en el cual al corregir· la complicaci6n 2 caemos en la 3 no signif~ 

ca que Cste sea el caso siernpre, pues es posible el encontrar pro-

blemas en donde al corregir la complicaci6n 2 no caernos en la 3. -

Lo Gnico que nos ensefia el ejemplo es que §ste es el caso mas f§.--

cil de encontrar. 

3.- Valores negatives para bi.-

Cuando este es el caso, despu~s de eliminar la desigualdad, 

tendremos que ya no existe una soluci6n b§.sica factible inicial 

obvia. Para obtener una, podemos aplicar cualquiera de los si-

guientes procedimientos: 

a) Seleccionar otra base, diferente de la de variables de-

holgura y obtener un sistema can6nico para ellas. El inconvenien-

te de este procedimiento es el mismo que se encontr6 para esta for 

rna de obtener una soluci6n b§sica factible inicial en el caso 

de la rutina del Metoda Simplex (posibilidad de volver a obtener 

una soluci6n b§.sica no factible con el consiguiente trabajo extra). 



b) Introducir una variable artificial (una variable artifi 

cial es diferente a una variable de holgura) la cual entra rest~n-

dose en aquellas ecuaciones en donde existe una constante negativa 

y usar estu variable artificial como la variaLle b5sica inicial --

para esta ecuaci6n. 

Si tenemos: 

ail xl + 6 i2 x2 + ... +a. x ~ b. 
ln n l 

(b. 
l 

0) > 
introduclmos primero una variJble de holguru pura eliminar la desi 

gualdad y a continuaci6n la variable artificiitl mencionada, con lo 

cual obtenemos: 

ail xl + ai2 x2 + · ·· + air1 xn+ xh- xa 
camblando signos. 

-ail xl - ai2 x2 -. · · dill - xn - xh + xa 

Pard cumplir cor1 1.1s condiciones del M6LoJo 
mos agregur': 

X > 
a -

Ej~mvlu llJ-1'~-· 

-b. 
l 

= b. 
l 

Simplex debere-

Consideremos el sistcmu Je ecuaciones (I) vista en la com--

plicaci6n 2, en donde lci ectl.lciGrl (3) debe de scr tratada IJdra ob-

tener una variable b§sica fdctible inicial. 

Tenemos: 

-3x -Ltx + x 

hacienda x 
Cl x6 

1 2 5 
-2400 

-3x
1

-4x
2

+ x
5 

-x
6 

-2400 

cambiando signos: 

3x
1

+4x
2

- x
5 

+x
6 

= 2400 

debido a que todas las demfis ecuaciones se mantienen sin cambios~-

la soluci6n b~sica factible iniciaJ. ser& ahara: 
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b§.sicas no b.3.sica.s 

X = 
3 

600 X = 
1 

X = 
ll 

300 x2= 

x6= 2LI 0 0 X = 
5 

z = 

Ll problema que surge al aplicar este m~todo es el de haber 

moditicado nue~t problema original al agrcgar una vaciable de 

holgura y una vdri,_d.J~ d!:'tiflcial con signo~ colltrar'ios, ya que 

xa - xh puecte tomaP cudlq_uier valor arLitrar'io (cle:=;dc -m hasta-

00 con lo cunl el re:_;ultado neto cs ld eLindndciiSu operaliva d<!-

la restricci6n original en donde surgi6 estP cambia. [stu trc1c --

consigo ur1 dgrdrtdamlerlltl del conjur1tc> de ~oluciones ~osibles como-

es cLJro en el ::;igujt.:Itll: cjcmlJ.lO. 

I:jemplu III-15.-

sea: 

:Jx
1 

+ 4x
2 

:::_ 2'100 ( 1) 

la cual se trar1:=;forma a: 

3x
1 

+ 4x 2 - x" + x 5 
/ ll 0 (I • • • ( 2 ) 

:.>i hncemos: 

3x
1 

+ 4x
2 

= 1000 

hcibremus yd l'olu lct restricci6n ( 1), sin embargo si hacemos 

x
6 

- x
5 

= 1LI00 

cumpliremos la ecuaci6n (2). 

De lo anterior es cJaro que es posible cumplir· con la ecua-

ci6n modificada sin satisfacer la restricci6n or·igir1aJ. Gr§.fica--

mente tendremos: 



X:z xz. 

A t--------.v"777! c.-, 

/ 

~/ 
" I.' O(,C 0<~ 

/ 

X I 

De la representaci6n grafica del ejemplo anterior podemos -

ver que una soluci6n Optima para el problema revisado que sea fac-

tible para el problema original, sera tambien una soluci6n 6ptimu--

para este (ya que o<.! C. C><e ). Ejemplo: el punta T cuando-

la funci6n objetiva es la de nuestro problema general. (recta(!)) 

Existe la posjbilidad de que la soluci6n Optima para el pr~ 

blema r€vlsado no sea factible para el original (p.e. el punta A-

con una funci6n objetiva como la recta (II)), en cuyo caso al solu 

cionar la complicaci6n 3 habremos heche que la soluci6n Optima ob-

tenida no corresponda a nuestro problema original y es par esto --

que el Metoda Simplex introduce un truce que forza el valor de las 

variables artificiales a cera, con lo cual volvemos nuevamente al-

problema original y la soluciOn Optima que se obtenga de esta for-

rna, st' sera la que corresponda a este iil t imo. 

El truco que emplea el Metoda Simplex es el de asignar una-

penalidad muy grande a las soluciones factibles del problema revi-

sado que no coincidan con las del problema original (soluciones en 

la regiOn o(7.. -

introriuciendo 
z= c i' 1 + •...•. 
minuye enormemente 

C>( I ) • La forma de asignar dicha penalidad es-

-:1 XO. d la funci6n objetiva (estando i§sta en la forma: 
+ c .n "n; , de tal fo:ma que si xa :1 0, el valor de Z se dis-
( M representa un numero muy grande.) 

x, 
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El m§todo anterior se conoce como el m€todo de la gran M. 

Ejemplo III-16.-

Sed el problema representado par el sistema de ecuaciones -

(I) vista en la complicaciOn 2. 

Solucionando la complicaciOn de localizar una variable basi 

ca factible inicial para la ecuaci6n (3) o introduciendo -M x 6 en 

la funci6n objetiva, tenemos que nuestro problema luce ahara asi: 

( 0) .... z - xi - 2x
2 

+ Mx
6 

( i) .... x1 +x3 = 600 

( 2) .... x2 +x4 = 300 

( 3) .... 3xi + 4x
2 -xs + x6 = 2400 

Notamos que aiin no es posible aplicar la Rutina Simplex de-

bide a que Z aUn esta expresadu en funciOn de una variable b§sica-

(x
6

) par lo que elimin§.ndola obtenemos: 

( 0' ) ( 0) - M( 3) ... z - (3M+i)x
1 

- (4M+2)x
2 

+ Mx 5 
=-2400M 

( i' ) ( 1 ) .......... xi +x3 600 

( 2' ) ( 2) .......... x2 +x4 = 300 

( 3) .......... 3xi +4x
2 

- xs +x6= 2400 ( 3' ) 

Aplicando la Rutina Simplex tenemos 

v.b. Ec.No. z x1 x2 x3 x4 xs x6 Po ¢i 

z 0 1 -(3M+1) -(4M+ 2) 0 0 M 0 -2400M 

x3 i 0 i 0 i 0 0 0 600 m 

x4 2 0 0 CD 0 i 0 0 300 300 

x6 3 0 3 4 0 0 -i i 2400 600 



z 

x3 

x2 

x6 

z t 

x3 

X 
2 

x, 

z 

xs 

x2 

x1 

0 1 -(3M+1) 

1 0 1 

2 0 0 

3 0 ® 
0 1 0 0 0 

1 0 0 0 1 

2 0 0 1 0 

3 0 1 0 0 

b.isicas no b§.sicas 

X 

X 

X 

z 

3 

4 

6 

= 600 

= 300 

=2400 

=2400M 

xl 

X 
2 

X 
5 

0 0 I ( 4M+2) M 

0 1 0 0 

1 0 1 0 

0 0 -4 -1 

2/3 -1/ 3 1/3(3M+1) 

4/3 1/3 -1/3 

1 0 0 

-1 I 3 1/3 1/3 

0 

0 xe=x
2 

pues -(4M+2)<.- (3M+1) 

0 X ::::x 
s 4 

0 -600(2M-1) 

0 600 600 

0 300 m 

1 1~0 0 400 

1000 1 basicas 

200 200/3 x2 =300 

300 00 x3 =600 

400 m x6 =1200 

Zr430 0( 2 M-1) 

no b.isicas 

x1 = 0 

x4 = 0 

xs = 0 

b§.sicas no bB.sicas 

x1 = 

x2 = 

X = 
3 

z = 

0 1 

1 0 

2 0 

3 0 

400 x4 = 0 

300 xs = 0 

200 x6 = 0 

1000 

0 0 1 2 0 M 

0 Q 3 4 1 -1 

0 1 0 1 0 0 

1 0 1 0 0 0 

12 0 0 

600 

300 

600 

X 
e 

X 
s 

xs 

x3 

b.isicas 

x~': = 600 
1 

X~ = 300 

x'~ = 600 

z1' =1200 

no b§.sicas 

x•': :::: 
3 0 

Xq~ = 0 

x'~: = 0 
6 

Cuando un problema que contiene variables artificiales se -

resuelve en una computadora, el metoda de la gran M suele crear --
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errores de redondeo (debido al gran valor que se le asigna aM), 

raz6n por la cual se utiliza el metoda de las dos fases, el cual 

no cubriremos en este curso, pero que tambiEm tiene por obj eto el hacer 

cera el valor de las variables artificiales. 

1-J _x. Igualdades en las Restricciones. 

En aquellos casas en que existe una igualdad en alguna (S)-

de las restricciones, es clara que ya no sera necesario introducir 

una variable de holgura en ellas, pues ya no existe desigualdad que 

eliminar. Cuando este es el case, nos encontramos nuevamente con-

el problema de que no existe una variable basica inicial obvia pa-

ra esta ecuaci6n (seglln el paso 1 de la Rutina Simplex). 

Existen tres formas alternativas de corregir esta complica-

ci6n: 

a) Escoger otra base cualquiera.- Este metoda ya se di6 -

anteriormente que es poco eficiente y que requiere mas trabajo -

que los demas metodos. 

b) En aquellos casas en que existe una igualdad, es siem--

pre posible el reemplazarla por dos desigualdades con los mismos -

elementos que la ecuaci6n y con signos de desigualdad con sentidos 

contraries entre si. Es decir: 

ai1 xl + ai2 

puede ser reemplazada por: 

ail xl + ai2 x2 

ai1 x1 + ai2 x2 

siendo (1) y (2) equivalentes. 

x2 + ..... + 

+ .... + a. 
ln 

+ .... + a. 
ln 

a. ln 

X n 

X 
n 

«.b. - l 

xn Z. b i 

b. 
l 

.... ( 1) 

.. ( 2) 

Una vez que hemos puesto nuestras restricciones en forma de 

desigualdades ya sabemos como debemos de proceder para poder apli-



car !a Rutina Simplex. 

c) Introduciendv una variable artificial en cada una de --

las igualdades localizadas en las restricciones. 

Podemos observar que aquella ecuaci6n (p. P. ec. (1J del 

metoda b) a la que le agregamos una variable artificial (x 
a 

2!.. 0) 

quedara transformada por este hecho en una desigualdad ya que: 

ail "1 + ai2 "2 + · · · · · + 

puede escribirse como: 

ail x1 + ai2 x2 + ··· ·· + 

a. 
lD 

a. 
10 

X + X 
n a 

xn ~ 

con lo cual es clare que utilizando el metoda 

b. 
l 

b. 
l 

(X 
a 
~ 0) 

(c) tambien (al - --

igual que el metodo b del caso 3 ) mo~ificaremos el problema orig~ 

nal, razOn por la que es necesario volver a e1 obligando a las va-

riables artificiales a tener un valor cero, para lo cual se emplea 

el m€:todo de la gran M visto en la complicaci6n 3. 

Este metoda de resolver la complicaci6n 4, suele en general, 
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x1 
~ 600 

X ~ 30 0 
2 

3x +4x 2 = 2400 
1 

(x , X ) ~ 0 
1 2 

aplicando el metoda (c) 

z "1 -2 "2 

"1 + 

x2 

3x
1 

+4x 2 

~oc. 

l 

tendremos: 

"3 

+x4 

+xs 

~"-e';:;i~,., de~cl.o. 
'f .... \\.,,., .. 

o·n~•,...o...l c;o., 

= 0 

= 600 

= 300 

=2400 

'("4~\~0..~0 

'f-e~\~~ J~ 
$ol. ~.,.., bl.s 

donde x
3 

y x
4 

son variables de holgura y x 5 
es variable artificial. 

ser m&s pr&ctica que los dos anteriores. Usando el Metoda de la Gran M tendremos: 

Cabe hacer la aclaraci6n de que en caso de que no exista -- z - "1 
- 2x

2 
+Mx

5 

ninguna soluci6n tasica factible para el problema original, esto - "1 
+ X = 600 

3 

se vera reflejado al no ser posible hacer cera el valor de las va- X +x4 = 300 
2 

riables artificiales al final del procedimiento. Cuando €:ste sea - 3x
1 

+ 4x xs =2400 

el caso, vemos que no existe una soluci6n Optima para el probl~ eliminando las variables tasicas de la funci6n bobjetiva: 

rna original debido a que no hay soluci6n b&sica factible para es-- Z-(3M+1)x
1 

-(4M+2)x
2 

=-2400 ¢: tasicas no b&sicas 

te. 
"1 +x3 = 600 00 "3 = 600 "1 = 0 

Ejemplo III-17.- x2 +x4 = 300 300 x4 = 300 "2 = 0 

Sea el siguiente problema de programaci6n lineal. 3x
1 

+4x
2 +xs = 2400 600 "s =2400 

Max Z = X
1 

+ 2x 2 
z =-2400M 

sujeto a: 



0 2 

4 

z -( 3M+1 )x
1 

+(4 M+2 )x
4 

=-600 ( 2 1'-1) ¢;. b§.sicas no b.3.sicas 

x1 +x3 =600 

x2 + !!4 =300 

3x
1 

'1x
4 

+x
5 

=1200 

D 1 

X 
5 

z +2/3x 4 +t1+1/3)x 5 =1000 

x 3 +4/3x
4 

1/3x
5 

200 

x2 + x4 300 

x1 -4/3x
4 

+ l/3x
5 

400 

5.- Variables no restringidas en signos.-

600 lx
3

=600 

00 x
2

=300 

400 lx
5

=1200 

z =-6 0 0 (2M-11) 

x1 

x4 

b.3.sicas no b.3.sicas 

X~·· 
3 

200 

:': 
x2 300 

~·· x1 400 

z 1< =1000 

* x4 
~·: 

x5 0 

En aquellos casas (no rnuy frecuentes) en que los niveles de 

actividad en un problema de programaci6n lineal pueden tamar cual-

quier valor positivo o negative~ nos encontramos con que la condi-

ciOn de no negatividad establecida per el Metoda Simplex queda vio 

lada, raz6n por la cual es necesario solucionar esta complicaci6n-

antes de poder aplicar la Rutina Simplex. 

La condici6n de no negatividad puede ser restablecida en --

nuestro problema carnbiando la variable no restringida en signa par 

una diferencia de des variables no negativas. 

Asi pues si: 

-CD :6-x:!:.CD 

0 

0 
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podemos hacer 

X = y - Z 

donde: 

y ~ 0 

z ~0 

, Y sustituir el nuevo valor de x en todas aquellas partes en donde-

aparezca dentro de nuestro modele. Este cambia no modificar§ en -

nada nuestro modele, ya que si x :-:=. 0 hacemos y = 0 y Z ~ 0,-

mientras que si x ~ 0 hacemos y ~ 0 y Z = 0. 

Ejernplo III-18.-

Supongamos que nuestro ejemplo III-7 lo modificamos nueva--

mente quitando la restricci6n x
1 
~ 0. 

Si hacemos X = 
1 y1 - z1 , donde y1 ?:. 0 y z1 ~0, enton-

ces nuestro ejemplo se p11ede expresar asi: 

Max Z = y
1 

- z
1 

+ 2x
2 

Sujeto a: 

Y1 - z1 ~ 600 

+ x
2 

!':;. 300 

3y 1 - 3z
1 

+ 4x
2 
~2400 

(y1, z1, x2 ~ 0 

problema que coincide ahara con nuestro ModeJo General por no con-

tar ya con ninguna complicaci6n, por lo cual puede ser resuelto --

utilizan~o directamente Rutina Simplex como lo hicimos con el pro-

blema original. 

6.- Empate Para Entrar Como Variable B&sica.-

Al encontrarnos resolviendo un problema de programaci6n li-

neal empleando para ello la Rutina Simplex, en alguna de las itera 

ciones del mismo podemos encontrar que dos 0 mas variables ten--



gan el mismo coeficiente positive m&ximo en la funciOn objetiva. -

Cuando este es el caso, surge la duda de cual de ellas sera la in-

dicada para entrar en la base, ya que ambas satisfacen las condi--

ciones establecidas en el paso 2 de dicha rutina. 

Esta complicaci6n se resuelve seleccionando arbitrariamente, 

entre las variables en empate, la que debera ocupar la base: 

Ejemplo III-19.-

Si 

Z 5x
1 

+ 5x
2 

+ 2x
3 

er1tonces x 1 y x 2 estar&n empatadas para entrar en la bdse, pero si 

tenemos que: 

Z 5x
1 

+ 5x
2 

+ 7x
3 

entonces xe = x
3 

y no existir5 empate. 

7,- Degeneraci6n.-

Cuando al aplicar el paso 3 de la Rutina Simplex nos cncon-

traJTlnc~ enn q11P ¢ = ~A = f5.,= ... esto es, con que vdrias varia--

bles se hacen cera simuJtAneamer1te cuar1do xe se incrementa, tene-

mos un empate para dcjar· L1 base (degeneraci6n). 

Cuando cs este et caso, se escoge arbltrdriaJncnte cualquie-

ra de las variables en empate para ser la variable de s~1lida. 

El efecto de tener el empate en la variable de salidct es 

que todas Jas var·iables en el empate q11e no sear1 escogidas para de 

ja~ la base quedar&n con un valor de cero en la siguiente iteraci6n, 

durante la cual tendremos que ~= 0 (para t = aquellas i's co 

rrespondlentes a las ecuctciones contenier1do Jas v.1riables en empcl-

te); con lo cual las variables er1 emi'ate cc1ntinuar·Jn siendo cdndi-
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datas para dejar la base en esta nueva iteraciOn, hacienda ademas-

que la nueva variable entrante no pueda tamar un valor mayor que -

cera con lo que el valor de Z permanecera sin cambia respecto a la 

iteraci6n anterior. 

Es clara de lo anterior que si existe degeneraci6n es posi-

ble el tener una secuencia de iteraciones que no aumenten en nada-

el valor de Z y ha sido probado por Hoffman (1951) y por Beale - -

(1955) que la Rutina Simplex, en este caso, puede cond11cir a una -

recurrencia del mismo conjunto de variables b&sicas despu§s de k 

iteraciolles ( y despues de 2k iteraciones, etc, indefinidamente). 

De aqui que sea evidente que ya no es posible el seguir· mctnter1ien-

do que el M§todo Simplex neccsariamente terminar5. en un IJGmero f i-

nito de iteraciones. A pesar de los ejemplos constr·uidos par Hotf 

mdn y par Bectle, el casu de c1rculcJs vicioso~ mencionados r1o ocu--

rren er1 la pr~ctica, rciz6rJ par· la ct1al las regl~s que exister1 p~ra 

resolver el caso de degeneraci6n son casi slempre ignorc1da::;, pues-

aGn en el caso de volver· al mismo conjunto de var_iables b&sicas, -

se puede salir del circulo vicioso cdmbiando la selecci6r1 de x 
s 

con respecto al c lclo anterior. 

Ejemplo III-20.-

Mudi[ic~r,do nue3tro cjcmplo III-7 y pnr1ienclo: 

3x
1 

+ 4x
2 

L 1200 

en Lugar de 

3x
1 

+ 4x
2 

L- 2400 

tendrenos: 



z - x1 -2x
2 = 0 ¢ 

x1 +x3 = 600 00 

x2 + x4 = 300 300 

3x
1 

+4x
2 +x

5
=1200 300 

donde: 

X = x2 e 

pero ahara: 

Z - x1 

x1 

3x
1 

¢ = ¢1 = ¢2 = 300 

o sea que x 
s 

Lscogemo~ x
4 

+ 2 x
4 

+ x3 

x2 + x4 

4 x 11+ x~ 

puede ser x
4 

6 x
5 

arbitrariamenle 

600 b.§sicas 

600 x2 = 300 

300 x3 600 

X 
5 

z 600 

no b.§.sicas 

x1 

x4 

y obtenemos una soluci6n degenerada (pues x
5

= 0), con lo que se 

prueba que la variable en empdte que no result6 escogjda para de--

jar la base qued6 con un valor de cera. 

Como la soluci6n ar1terior noes aGn Optima l1acemo5: 

X = X 
e 1 

pero como ya dijimos tenemos que 

¢=1>3=0 
debido a que x 1 no puede aumentar su valor sin hacer a x

5 
negativa 

y por lo tanto: 

X 
s xs 
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y obtenemos: V.B. V.N.B. 

z + 2/3x
4 

+ 1/3x
5 

600 x~·: = 
1 

0 xt = 0 

x
3 

+ 4/3x
4 

- 1/3x
5 

= bOO X~ = 300 xg = 0 

x2 + x4 = :JOO x§ = 600 

x1 - 4/3x
4 

+ 1/3x
5 

= 0 Z" = 600 

y los valores de la soluci6n Optima coinciden con la iteraci6n anterior, debido 

a que x
1 

no pudo tamar un valor mayor que cera, con lo cual el valor de Z tampocc 

pudo aumentar 

EJEMPLO III-20(a).- ::r, 

Max. Z = x
1 

+ 4x
2 

s.a. 

-x
1 

+ 4x
2 
~ 0 

x1 ~ 4 

x2 ~ 
-3x

1 
+ X ~ 

2 
0 

(x1,x2) ~ 0 

j y s >r, 

v.b. No.Ec z x1 x2 x3 x4 xs x6 p fJ;. 0 

z 0 1 -1 -4 0 0 0 0 0 

x3 1 0 1 -4 1 0 0 0 0 Q:) 

x4 ? 0 1 0 0 1 0 0 4 00 

xs 3 0 0 1 0 0 1 0 l 3 

x6 4 0 -3 G) 0 0 0 1 0 0 

z 0 1 -13 0 0 0 0 4 () 

x3 1 0 -11 0 1 0 0 4 0 00 

x4 2 0 1 0 0 1 0 0 4 4 

xs 3 0 Q) 0 0 0 1 -1 3 1 

x2 4 
-----' 

0 -3 1 0 0 0 1 0 00 



v.b. No.Ec z x1 x2 x3 x4 xs x6 1'0 ¢.-
z 0 1 0 0 0 0 13/3 -1/3 13 

x3 1 0 0 0 1 0 11/3 1/3 11 33 

x4 2 0 0 0 0 1 -1/3 @J 3 9 

x1 3 0 1 0 0 0 1/3 -1/3 1 00 

x2 4 0 0 1 0 0 1 0 3 00 

z 0 1 0 0 0 1 4 0 16 

x3 1 0 0 0 1 -1 4 0 H 

x6 :1 0 0 0 0 3 -1 1 9 

x1 3 0 1 0 0 1 0 0 4 

x2 4 0 0 1 0 0 1 0 3 

8.- Soluciones Multiples.-

Este caso aparece cuando la funci6n objetiva en su valor maximo facti-

ble, coinciUe en mas de un punta con los linderos de la regiOn de soluciones facti 

bles, teniendose par lo tanto, todo un segmento lineal de soluciones Optimas, com-

puesto este par soluciones b~sicas factibles y por soluciones no tasicas factibles, 

todas ellas maximizando el valor de z. 

Cuando tenemos todo un segmento lineal de soluciones 6ptimas, pueden 

existir factores intangibles que favorezcan a alguna de ellas (p. ej. problemas de 

personal, facilidades de almacenamiento, satisfacci6n del cliente, etc.), par lo 

cual nos es de interes el descubrir cuando estamos en esta situaci6n. 

La indicaciOn que el Metoda Simplex suministra cuando existe un nUmero 

infinite de soluciones Optimas, es hacienda que alguna de las variables no b3sicas 

que aparecen en la funci6n objetivo (en donde ya todos los coeficientes son tales 

que no
5

&uede aumentar el valnr de Z) aparezca con un coeficiente cero en ella, 

coeficiente que nos indicara que si introducimos esa variable a la base, el valor 

de Z no se alterar§ y seguiremos teniendo una soluciOn Optima con la nueva base. 
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Ejemplo III-21.-

Sea: 

Max Z ~ 3x
1 

+ 4x
2 

s.a. 

x
1 

~ 500 

x
2 

::::_ 300 

3x
1 

+ 4x
2 
~ 2400 

De la representaci6n gr&fica es clare que cualquie~ punta sabre el sea 
mente lineal B-C sera una soluciUn 6pti~a. 

Resolviendo el modele llegamos finalmente a: 

z + o x
4 + x5 = 2400 b3sicas I no b.3.sicas 

x
3 

+ 4/3x
4 

= 1/3x
5 = 200 x1* = 400 X 1< 

4 

x2 + x4 = 300 x
2
* = 300 X * 5 

x1 - 4/3x
4 

+ 1/3x
5

= 400 x 3* = 200 

Z'' =2400 

Como todos los coeficientes de las v<J.rillblcs no b.3.sicas en Z son posi­
tives, hemos llegado a una soluci6n Optima, la cual cuenta con la particularidad 
de que C4 = O, lo cual nos indica que existen mi§.s soluciones 6ptimas. Para encon-

trarlas hacemos x 
e 

z + 

x4 y obtenemos: 

x3 + x5 

3/4x
3 + x4 4x

5 

x2 3/4x
3 

+ 4x
5 

x1 + x3 

= 

2400 
b§sicas no b.3.sicas 

150 X ~::-

6001 
X * 1 3 

150 X •'• 150 X •'• = 0 2 5 

600 X 1< = 150 
'+ 

z~·, =2400 

soluci6n que tambien es Optima y que cuenta con el mismo valor para Z que la obte­
nida en la iteraci6n anterior. 



Si efectuamos una nueva iLeraci6n regresaremos a la primera soluci6n Op 

tima obtenida ( pues x3 ahara es la que t~ene coeficiente cere)~ par lo tanto s~ 

lo existen 2 soluciones basicas factibles 5ptimas (puntas B y C en la re~~esent~ 

ciOn gr§fica), mientras que exi~tir3n un nUmero infinite de soluciones no basi-­

cas factibles (segmento B C en la representaci6n grafica) que pueden expresarse 

como: 

( x
1

, x
2

) =Goo'>. -r 600 (1- ).), 300A-r 150 (1-)t.) 

9.- Ausencia de Soluciones Factibles: 

Cuando una soluci6n basica factible inicial no fu~ obvia y tuvimos que 

introducir variables artificiales y su valor no es reduciJo a cera al oLtener -

la soluciOn Optima, 8sto es una indicaciOn de que no existen soluciones facti-­

bles para el problema original. 

Cuando en un problema obtenernos nuestPa soluci6n Optima, siempre debe­

mas comprobar que sea factible, sustituyendo los valores obtenidos en las res-­

tricciones para ver si se cumplen. 

10.- Soluciones Optimas Sin L:i.ruite.-

Cuando en el momenta de obtener tJ vemos que t/4 :::: eo para toda j, ~sto -

nos indica que la variable xe puede aumentar s11 valor todo lo que se quiera sin 

hacer negativa ninguna de las variables b~sicas. De aqul que no existe ninguna 

variable x
8 

y que el valor de Z pueda aumentarse sin limite. 

En aquellas ocasiones en que nos encontremos con este caso en un probl~ 

rna real, es buena el revisar que no hayamos omitido ninguna restricciOn y que -­

nuestro modele matem~t~co est8 bien formulado. 
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METODO DE LAS DOS FASES 

Tambi€n conocido como el Metoda Simplex de las Dos Fases. 

Muchos problemas encontrados en la pr§ctica, a menudo tienen una forma 

canOnica f§cilmente otenible y uno puede inmediatamente construir una gran variedad 

de soluciones b§sicas factibles iniciales (p. ej. cuando el problema est§ en la for 

rna general, aquella obtenida de usar las variables de holgura). Cudndo este es el 

caso, la fase I del procedimiento no es necesaria {es decir, la fase sirve Unica 

y exclusivamente para encontrar una soluciOn b§sica factible inicial para la fase II 

mediante la utilizaciOn del Metoda Simplex, o bien para descubrir que el sistema no 

tiene soluciones factibles. 

Otros problemas encontrados en la pr§ctica no proveen una forma canOni-

ca factible inicial. Esto sucede cuando no tenemos variables de holgura o cuando e~ 

tas tienen coeficientes negatives. Utiljzando la fasP I, podemos encontrar una solu-

ciOn factible inicial (si existe). 

Una de las ventajas de este sistema es el de que no es necesario saber 

nada (matem§ticamente) respecto al problema, ya que este metoda descubre redundan-

cias e inconsistencias. 

DescripciOn del Proceso.-

Aqui suponernos que la funciOn objetivo est§ siendo rnaximizada. 

A) Arreglese el sistema original de ecuaciones de forma tal que todas 

las constantes bi sean positivas 0 cero, cambiando en caso necesario los signos en 

ambos lades de la ecuaci6n correspondiente. 

B) Aumentese el sistema para que incluya un conjunto b§sico de varia-

bles artificiales o de error: xn+i ~ 0, xn+ 2 ~ 0, •••••• , xn+m ~ 0, de tal forma 

que se convierta en: 



a11x1 + a12x2 + •••• + alnxn + xn+l 

a21x1 + a22x2 + •••• + a2nxn + xn+2 
L) ••• " •• 

·. 
3 m1x1 + 3 m2x2 i ••••. + amnxn 

2) ••• -cl xl - c2x2- •••• - C X 
n n 

x. ~ 0 lj 
J 

+ X 
n+m 

+ z 

1,2, ••• ,n,n+1, ••• ,n+m) 

bl 

b2 

b m 

0 

b. 
l 

0 

c) ( Fase I ). Usese el Metodo Simplex para encontrar una soluci6n a 

(1} y (2), la cual minimice la suma de las variables artificiales, denotada como W: 

(3} ••••••••• xn+1 + xn+2 + •••••• + xn+m 

6 lo que es lo mismo, que Max. (-W). 

w 

La ecuaci6n (3) se conoce como la ecuaciOn de "no factibilidad". 

El sistema canbnico factible inicial para la fase se obtiene seleccio 

nando como variables b3sicas a : xn+l' xn+ 2 , •••••• , xn+m' Z y (-W) y eliminando es 

Cas variables (excepto W) de la ecuaciOn (3), para lo que se resta la suma de las 

primeras m ecuaciones (1) a la ecuaci6n (3), obteniendose: 

allxl + a12x2 

a21 xl + a22x2 + 

+ alnxn + xn+1 

+ a2nxn 

am1x1 + am2x2 + •••• + amnxn 

-Clxl C.:2x2 

dlxl + d2x2 + 

C X 
n n 

+ d X 
n n 

donde: 

y: 

{

d. 
( 5) • • • • J 

-W 
0 

+ xn+2 

b. il: 0 
1 

+ X n+m 

(alj + a2j + •••• + amj) 

( bl + b2 + •••• + bm) 

+ z 

- w 

bl 

b2 

b 
m 

w 
0 

(j=1,2, ••• ,nJ 
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siendo Ia soluci6n basica factible inicial: 

xi •O (t=1,2, ... ,m) 
xn+i ~ bi} . 

D) Si Max (-W) =Min W > 0, esto imp I ica que no existe una soluci6n 

factible para el problema y el procedimiento termina. Si por el contrario, Max {-W)= 

Min W a 0, iniciese Ia fase II, para lo cual: 

a) Se dejan de considerar todas aquellas variables no basicas xj cu 

' yos coeficientes d. I 0 en Ia ecuaci6n final modificada deW. 
J 

b) Reemplazando Ia forma I ineal de W (modificada por las varias e-

liminaciones) porIa forma lineal de Z como funci6n ubjetivo; eliminando primero 

de Ia ecuaci6n de Z todas las variables basicas (lo cual se suele ir hacienda a Ia 

vez que se tr~baja con Ia ecuaci6n deW en Ia fase 1). 

E) (Fase II). Apl ique el Metodo Simplex a Ia forma can6nica factible 

ajustada obtenida de Ia fase I, para obtener Ia soluci6n que Max. {Min.) el valor 

de z,o una clase de soluciones tales que Z -~~ {Z -"•00). 

Veamos el porque del paso D(a): 

En ocasiones en que el sistema original contiene redundancias y am~ 

nuda cuando se presenta Ia situaci6n de que una 6 mas de las variables artificiales 

resultan variables basicas degeneradas en Ia soluci6n de Ia fase I, estas variables 

artificiales seran acarreadas a lo largo de Ia fase II. De aquf que sea necesario 

que sus valores en Ia fase II nunca excedan de cera. Para ver porque, n6tese que Ia 

forma deW al finalizar Ia fase satisface: 

' ' 
dl xl + d2 x2 + ······ + dn+m xn+m 

donde: 

d: )a 0 
J 

y w = 0 
0 

' w - w 
0 

si es que una soluci6n factible existe. Para factibilidad: W = 0, por (3), lo que 

' significa que cada xj correspondiente a una dj ~ 0 debe ser cero; de aqui que tales 

Xj puedan ser igualadas a cero y dejarse ya de considerar. 



EJEMPLO I 11-22.-

Max Z • 
s.a. 

Paso A.-

Max Z 
s.a. 

Paso B.-

x
1 

+ 2x 2 + 3x
3 

- xq 

x
1 

+ 2x
2 

+ 3x
3 

= 15 

-2x
1 

- x
2 

- 5x
3 

= -20 

x
1 

+ 2x
2 

+ x
3 

+ x
4 

= 10 

(x
1 

,x
2 

,x
3 

,x4) ~ 0 

x
1 

+ 2x
2 

+ 3x
3 

- x 4 

x
1 

+ 2x2 + 3x
3 

2x
1 

+ x
2 

+ 5x
3 

- 15 

x
1 

+ zx2 + x
3 

+ X4 

(x
1 

,x
2 

,x
3 

,x4) at 

20 

10 

0 

z - A
1 

- 2x
2 

- 3x
3 

+ x 4 
= 0 

x
1 

+ zx
2 

+ 3x
3 + x5 = 15 

2x1 + x2 + 5"3 + x6 = 20 

x
1 

+ 2x
2 

+ x3 + x4 + x7 = 10 

(x
1

,x
2

,x
3

,x
4

,x
5

,x6 ,x
7

) ~ 0 

Paso C (Fase 1).-

Min W 

es decir: 

Max -W 

en forma de tabla: 

Z - x
1 

- 2x
2 

-

x
1 

+ zx
2 

+ 

2x 1 + x 2 + 

x 1 + 2x2 + 

- x5 - x6 - x7 

+ x5 + x6 + x7 

3x
3 

+ x 4 
3x

3 + x5 

5x
3 

+ x6 

x3 + x4 + x7 
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= 0 

= 0 

= 0 

= 15 

= 20 

= 10 

v.b. Ec.No. -w z x1 x2 lx3 x4 x5 x6 x7 
p 

0 i 

w 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 o I 
z 0 0 1 -1 -2 -3 1 0 0 0 

1; I x5 1 0 0 1 2 3 0 1 0 0 

x6 2 0 0 2 1 5 0 0 1 0 20 

x7 3 0 0 1 2 1 1 0 0 1 10 1 

poniendolo en forma canc5nica para Ia ec. (o'): 

v.b. Ec.No • -w z x1 x2 lx3 x4 x5 x6 x7 
p "· 0 I 

. 
w 0 1 0 -4 -5 -9 -1 0 0 0 -45 

z 0 0 1 -1 -2 -3 1 0 0 0 0 

x5 1 0 0 1 2 3 0 1 0 0 15 5 

x6 2 0 0 2 1 CD 0 0 1 0 20 4 

x. 3 0 0 1 2 1 1 0 0 1 10 10 
I 

w 0 1 0 -2/5 -16/5 0 -1 0 915 0 - 9 

z 0 0 1 1/5 -715 0 1 0 315 0 12 

x5 1 0 0 -1/5 @ 0 0 1 -3/5 0 3 15/7 

x3 2 0 0 2/5 1/5 1 0 0 1/5 0 4 20 

x7 3 0 0 3/5 9/5 0 1 0 -1/5 1 6 30/9 

w 0 1 0 -6/7 0 0 -1 16/7 317 0 -15/7 

z 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 15 

x2 1 0 0 -1/7 1 0 0 517 -317 0 15/7 Q) 

x3 2 0 0 317 0 1 0 -1/7 2/7 0 25/7 00 

x7 3 0 0 6/7 0 0 0 -9/7 4/7 1 15/7 15/7 

w 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 

z 0 0 1 -6/7 0 0 0 16/7 -4/7 -1 90/7 

x2 1 0 0 -1/7 1 0 0 517 -317 0 15/7 

x3 2 0 0 317 0 1 0 -1/7 2/7 0 25/7 

x4 3 0 0 6/7 0 0 1 -917 4/7 1 15/7 
--

Paso D.-

Seve que Min W • 0, por lo que el problema original tiene soluci6n y 

podemos iniciar Ia fase II, para lo cual el iminamos Ia ec. (0 ) , as I como las co-

lumnas correspondientes a x
5

, x6 , x
7 

Y -W. 



Paso E (Fase II).-

v.b. No.Ec z x1 x2 x3 x4 p ~-
0 I 

z 0 1 -6/7 0 0 0 90/7 

x2 1 0 -1/7 1 0 0 15/7 co 
x3 2 0 3/7 0 1 0 25/7 25/3 

x4 3 0 @ 0 0 1 15/7 15/6 

z"' 0 1 0 0 0 1 15 

x"" 
2 

1 0 0 1 0 1/6 5/2 .. 
2 0 0 0 1 -1/2 35/14 x3 .. 
3 0 1 0 0 7/6 15/6 x1 

EJEMPLO II 1-23.-

Min z = x
1 

+ x
2 

s .a. 
x 1 - x2 - x3 

x1 - x4 

(x
1

,x
2

,x
3

,x
4

) ~0 

cambiando Ia funci6n objetivo: 

Max -z = -x1 - x2 

e introduciendo variables artificiales x
5 

y x6 y Ia ecuacion de no factibil idad: 

Min W = x
5 

+ x 6 

obtenemos: 

-w 
_z + x1 + x2 

x
1 

- x
2 

- x
3 

x1 

en forma de tabla: 

6 

- x4 

Max -W = -x
5 

- x
6 

+ x5 + x6 

+ x5 

+ x6 

0 

0 
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v.b. No.Ec. -w -z x1 x2 x3 x4 x5 x6 p 0. 
0 I 

' w 0 1 0 -2 1 1 1 0 0 -3 

z 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 

x5 1 0 0 (i) -1 -1 0 1 0 1 1 

x6 2 0 0 1 0 0 -1 0 1 2 2 

' w 0 1 0 0 -1 -1 1 2 0 -1 

z 0 0 1 0 2 1 0 -1 0 -1 

x1 1 0 0 1 -1 -1 0 1 0 1 00 

x6 2 0 0 0 G) 1 -1 -I I 1 1 

' w 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 

z 0 0 1 0 0 -I 2 1 -2 -3 

x1 1 0 0 1 0 0 -1 0 1 2 

x2 2 0 0 0 1 1 -1 -1 1 1 

V.B. No.Ec. z x1 1'<2 x3 x4 p 0. 
0 I 

z 0 1 0 0 -1 2 -3 

x1 1 0 1 0 0 -1 2 00 

x2 2 0 0 1 CD -1 1 1 

z~ 0 1 0 1 0 1 -2 .. 
1 0 1 0 0 -1 2 x1 

x* 
3 

2 0 0 1 1 -1 1 

En aquellos casas en que el problema original cuenta con algunas restric 

ciones que estiin en Ia forma general, no es necesario agregar tantas variables arti-

ficiales como restricciones tenemos, ya que Ia base inicial puede estar formada, pa~ 

cialmente, con los vectores unitarios correspondientes a las variables de holgura de 

estas ecuaciones, form3ndose el resto de Ia misma con Ia introducci6n de variables 

artificiales en aquellas restricciones en donde sea necesario. La Fase I funciona, 



igual que antes, hacienda que la ecuaci6n deW contenga s6Jo Ia suma de las varia-

bles artificiales utilizadas y minimizandola; Si Min W )' 0, el problema original 

no tiene soluciones factibles, pero si Min W = 0 se va a la Fase I I. 

EJEMPLO 111-24.- (Ejemplo 111-17) 

Max Z 
s .a. 

xl + 2x2 

XI :!. 

x2 "' 
3x 1 + 4x2 

(xl ,x2) ;;;, 

600 

300 

2400 

0 

introduciendo variables de holgura x
3 

y x
4 

, asf como Ia variable artificial x
5

, ob­

tenemos: 

z - "1 - 2x2 = 0 

"1 + "3 = 600 

"2 + x4 = 300 

3x 1 + 4x2 + "s = 2400 

(xl ·"2 ,x3 •"4 ·"s' ~ 0 

Fase 1.- lntroducimos Ia ecuaci6n de no factibilidad (Max -W): 

-w + "s = 0 

z - xl - 2x2 = 0 

"1 + "3 = 600 

"2 + x4 = 300 

3x1 + 4x2 + "s = 2400 

v.b. No.Ec. -w z XI "2 x3 "4 "s p ll. 
0 I 

' w 0 1 0 -3 -4 0 0 0 -2400 

z 0 0 1 -1 -2 0 0 0 0 

x3 1 0 0 1 0 1 0 0 600 00 

x4 2 0 0 0 CD 0 1 0 300 300 

"s 3 0 0 3 4 0 0 1 2400 600 
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v.b. No.Ec. -w z XI x2 "3 "4 "s 
p lli 0 

I 

w 0 1 0 ·3 0 0 4 0 "1200 

z 0 0 1 ·1 0 0 2 Q 600 

x3 1 0 0 1 0 1 0 Q 600 600 

"2 2 0 0 0 1 0 1 0 300 00 

"s 3 0 0 G) 0 0 .4 1 1200 400 

' w 0 1 0 0 0 0 0 1 0 

z 0 0 1 0 0 0 2/3 1/3 1000 

"3 1 0 0 0 0 1 4/3 -1/3 200 

"2 2 0 0 0 1 0 1 0 300 

"1 3 0 0 1 0 0 -4/3 1/3 400 

COMO Max (-W) =Min W = 0, entonces el problema original si tiene soluciones facti-

bles y pasamos a Ia Fase II: 

v. b. I No. Ec. z "1 "2 "3 "4 
p 

0 

~: z 0 1 0 0 0 2/3 1000 
.. 

1 0 0 0 1 4/3 200 
X~ 

"+. 2 0 0 1 0 1 300 

"1 3 0 1 0 0 4/3 400 

----

Aunque noes inmediatamente obvio, el Metoda de Ia Gran M es en si un 

Metoda dt:: las Dos Fases y ambos procedimientos, apl icados a un problema, tienen Ia 

misma secuencia de soluciones basicas factibles (con Ia posible excepci6n de cuando 

ocurre un empate en xe en el M~todo de las Dos Fases). Par lo tanto, ambos procedi­

mientos son esencialmente equivalentes desde un punta de vista de c6mputo y existe 

poca base para escoger entre uno y otro. 

Cuando se uti I i za una compu tadora dig ita 1, l a tendenc i a ha s i do se 1 ecc i o 

nar el Metoda de las Dos Fases, Unicamente para evitar el error de redondeo ocasio-

nado por Ia manipulaci6n de los grandes valores asignados aM. 



EJEMPLO 111-25.-

Max Z = 
s.a. 

x1 + x2 

3x
1 

+ 2x
2 
~ 20 

2x 1 + 3x 2 " 20 

x
1 

+ 2x
2 
~ 2 

(x
1

,x
2

) ~ 0 

introduciendo v.h. (x
3
,x

4
,x

5
), v.a. = (x

6
) y Ia ecuaci6n de no factibil idad, obte-

nemos: 

Fase 1.-
v. b. No.Ec. -w z x1 x2 x3 x4 x5 x6 p 13. 

0 I 

' w 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 

z 0 0 1 -1 -1 0 0 0 0 0 

x3 1 0 0 3 2 1 0 0 0 20 

x4 2 0 0 2 3 0 1 0 0 20 

x6 3 0 0 1 2 0 0 -1 CD 2 

poniendolo en forma can6nica: 

v .b. No .Ec. -w z x1 x2 x3 x4 x5 x6 p 0. 
0 I 

' w 0 1 0 -1 -2 0 0 1 0 -2 

z 0 0 1 -1 -1 0 0 0 0 0 

x3 1 0 0 3 2 1 0 0 0 20 10 

x4 2 0 0 2 3 0 1 0 0 20 20/3 

x6 3 0 0 1 0 0 0 -1 1 2 1 

' w 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 

z 0 0 1 -1/2 0 0 0 -1/2 1/2 1 

x3 1 0 0 2 0 1 0 1 -1 18 

x4 2 0 0 1/2 0 0 1 312 -3/2 17 

x2 3 0 0 1/2 1 0 0 -1/2 1/2 1 
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Fase II.- Eliminamos Ia ecuaci6n deWy Ia columna de x6 : 

v.b. No. Ec. z x1 x2 x3 x4 x5 
p 13-. 

0 I 

z 0 1 -1/2 0 0 0 -1/2 1 

x3 1 0 2 0 1 0 1 18 9 

x4 2 0 1/2 0 0 1 312 17 34 

x2 3 0 @ I 0 0 -1/2 1 2 

z 0 I 0 1 0 0 -1 2 

x3 1 0 0 -4 1 0 G) 14 14/3 

x4 2 0 0 -1 0 1 2 16 8 

XI 3 0 1 2 0 0 -1 2 00 

z 0 1 0 -1/3 1/3 0 0 20/3 

x5 1 0 0 -4/3 1/3 0 1 14/3 00 

x4 2 0 0 @ -213 i 0 20/3 4 

x, 3 0 1 2/3 1/3 0 0 20/3 10 

-:. z 0 1 0 0 1/5 1/5 0 8 

.. 
x5 1 0 0 0 -1/5 4/5 1 10 

" 

x2 2 0 0 1 -2/5 3/5 0 4 

" 

x1 3 0 1 0 3/5 -2/5 0 4 



a) USANDO EL METODO GRAFICO RESUELVA LOS SIGUIENTES PROBLEMA£ 
- -

1 .- Utilizando el ml!tado gr6fico, encuentra Ia regi6n de soluciones para el si -

guiente sistema, indique el tipo de soluciones obtenidos (Sol. B6sica Facti -

ble, sol. b6sica no factible, etc.) 

3X
1 

+ x2 ~ a 

4X1 + lS~19 

X +3X_ :> 7 1 -,-

2.- Par el ml!todo gr6fico encuentre Ia regi6n de soluciones y el 6ptimo para -

el siguiente sistema. lndique donde hay soluciones b6sicas factibles y solu -

ciones b6si cas no factibles. 

Max z = 2X
1 

+ x
2 

x
1 

+ x
2 
~ 5 

2X
1 

+3X
2 

C::. 20 

4X
1 

+3X
2 

6. 25 

x
1
?o; x

2 
-z o 
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3,- Un manufacturero desea producir dos artTculos en cantidodes X
1 

y X
2

• Coda 

artrculo requiere del usa de materiales, mana de obra y equipo en las can-

tidades mostradas en Ia siguiente tabla. Tambil!n se especifica Ia diSponibi-

lidad. 

onibilidad 
100 
172 
53 

S; Ia ganancia est6 dada par Z = X1 + 2X2. 

Encuentre Ia regi6n de soluciones b6sicos factibles, no factibles y el m6ximo. 

4.- Par el ml!toda gr6fico encuente Ia regi6n de soluciones y el 6ptimo de las 

sistemas siguientes. lndique las soluciones b6sicas factibles y no factibles. 

a) Min z = 3X1 + 4lS 

-2X + X ~ 3 
1 2-

-X + X -z:, -3 
1 2 

2X
1 

+3X
2
z. 6 

(X1, X:?lz:o 

Max z = X +X 
1 :' 

b) 

-l/2X + X "2':- 1 
1 2 

2/3X
1 

+2X
2 

2: 0 

>s~5 

X~ 5 
1 

(X1,X
2

) Z 0 
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5.- Uti lice el m~todo gr6fico para resolver el siguiente problema. 

Maximizar z = 2X +X 
1 2 

x2 ~ 10 

2X1 +sX2~ 60 

x
1 

+ x2 ~18 
3X

1 
+ x

2 
~44 

(X
1
,X

2
)20 

B) USANDO EL METODO SIMPLEX RESUELVA LOS SIGUIENTES EJERCICIOS. 

1.- max z = 

2.- max z 

3.- mox z 

x + 4x + 6x 
1 2 3 

2x1 +3~+2~~18 

2x1 + ~ + 4~ ~ 16 

x1 -2~ + ~ ~ 14 

xj Z. 0 

2x1 + 3x - x + x 
2 3 4 

8x1 + 2x2 + 5x
3
-x

4 
~ 30 

3x
1 

+ 4x
2

- ~ -+'2x
4 

!": 10 

2x
1 

+ x
2 

+ x
3 

-3x4 = 8 

Xj ~ 0 

3x
1 

+ 2x
2 

X L 4 
1 -

~ -:::;. 6 

3x 1 +2~ ~18 

xj 2 0 



4.- Cons i dere el probl emo 

maximizer z 3X +2X 
1 2 

2X
1 

+ 4X2 ~ 22 

-X
1 

+4X
2 
~ 10 

2x
1

- x2 ~7 
X - 3X -' 1 

1 2-

Xj2 0 

a) Resuelvo este problema en forma gr6fico. ldentifique los puntas extrernos. 

b) Resuelva con tablero simplex. 

5.- Resuelvo por m~todo simplex el siguiente problema: 

maximizer z 4X + 3X + 6X 
1 2 3 

3X1 + X + 3X L 30 
2 3-

2X
1 

+2X2 +3X
3 
~40 

Xj 2:0 
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6.-

7.-

8.-

Resuelvo por m6todo simplex: 

Minimizer z 

Max z 

Max z 

4X + 3X 
1 2 

2X + X 7 10 
1 2-

-3X1 + 2X
2 
~ 6 

x
1 

+ ~ ~ 6 

X +X 
1 2 

-x +x "- 4 
1 2-

Xj 2 0 

-2x + x "'7' -5 
1 2-

x+x£.10 
1 2-

xj Z 0 

2x + 5x 
1 2 

x1 -2~ 2:10 

4x1 + 5~ "Z 20 

X L 7 1 . 

x
2 
~ 4 



9.- Max z 

10.- min z 

11.- min z 

3x + 4x 
1 2 

-2X + 
1 

X .: 3 
2-

-X + 
1 

X"Z:-3 
2 

2x1 + 3x
2 

<?:. 6 

Xj 2 0 

3x + 5x 
1 2 

X 

1 
~ 4 

2x ~ 12 
2 

3x
1 
+2~:;::: 18 

Xj ZO 

3x + 2x 
1 2 

2x + x '- 4 
1 2-

x
1 
+3~ 21 

3x1 +2x
2 

<f:-10 

2/3x
1 

+ x
2 

;;::: 1 

xj :2! 0 
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12.- Maximizer z X + 2X -X 
1 2 3 

Sujeto a: 

2x1 + x2 -3\.:::_ 5 

-4X-X+X~4 
1 2 3 

X +3X -= 6 
1 2 

NOTA: No hay restricci6n de no negatividad de las variables. 

a) Resuelva por el mlltooo simplex. 

b) Reformule este problema de tal forma que las variables solo puedan tomar 

valores positivos (Xi 2 0), y resuelva par mlltooo simplex. 



13.- Considere el problema: 

a) 

b) 

c) 

d) 

Mini mizar z 

Sujeto a: 

y 

3X - 4X +X - 2X 
1 2 3 4 

2X
1

+ X +2X +X =10 
2 3 4 

x1 -~ 

\ +2X4~10 

+ X 2-5 
4 

2X + 3X + X + X ..:. 20 
1 2 3 4-

x
1 
~ o X? 0 

2 
x

3 
"2. o 

NOT A: No hay restricci6n de no negatividad para X • 
4 

Reformule este problema y d4! Ia formulaci6n en forma estandard. 

Construya el tablero inicial simplex, identifique Ia correspandiente solu --­
ci6n ini cia I blisi co factible. 

Encuentre una soluci6n b6sica factible para el problema real, aplicando m4! 
todo simplex, hasta que todas las variables artificiales sean cera. 

Encuentre una soluci6n b6sica factible para el problema real al usar direct_!:! 
mente el m6todo simplex para minimizer Ia sumo de las variables artificiales 
del tablero expresado en Ia parte b). (Fase I del M6todo de las 2 fases) • 

74 

C) FORMULE Y RESUELVA LOS SIGUIENTES PROBLEMAS: 

1 .- Un fabricante de zapatos desea producir 3 nuevas modelos (A, B, C) en can -

tidades XJ, x2 y x3 respectivarnente. Coda model a requiere el usa de mat~ 

rial, mono de o bra y equipo. 

El model a A requiere 8 unidodes de material, 5 minutos de tiempa de mono 

de obra y 6 minutos de tiempo de equipa; el modelo B requiere 10 unida -

des de material, 8 minutes de tiempo de mono de obra y 6 minutos de tie~ 

po de equipo; el modelo C requiere 6 unidades de material, 10 minutos de 

tiempo de mono de obra y 8 minutos de tiempo de equipo. 

Si se diSpone de 2000 unidades de material, 8 haras de tiempo de mono de 

obra y 6.25 haras de tiempo de equipo; c,Qu4! cantidad debe hacerse de 

coda modelo para maximizer las ganancias si 6stas son de $10 para A, $15 

para B y $8 para C? 

2.- Un granjero planea criar pollos, pavos y patos. El tiene una instalaci6n 

para solo 200 aves y desea limiter el nurnero de pavos a un m6ximo de 25-

y el numero de pavos y patos no debe ex ceder de 100. 

Las ganancias estimadas son $8, $12 y $16 par coda polio, pato y pavo res 

pectivamente. 

C. Ou6 cantidad de coda ave debe criar el granjero para maximizer su go 

nancia? 

NOTA: Utilice el m6todo del pivote. 



3.- Una e"llresa cuenta con 1000 toneladas de mineral b1, 2000 toneladas de -

mineral b2 y 500 toneladas de mineral b3. A partir de didlOs minerales pu_!! 

den extraerse y fundirse los productos x1, ~ ~~ • La empresa desea deter­

minor Ia contidad de coda prowcto que debe fabricar, a partir de los mi~ 

roles aprovechables, para obtener el m6ximo provecho de lo operaci6n. 

Las condiciones sabre los minerales son las sigu ientes: 

El prowcto X
1 

precise 5 ton. de b1, 10 de b
2 

y 10 de b
3 

por unidad. 

El procLcto ~ precisa 5 ton. de b 
1
, 8 de b

2 
y 5 de b

3 
par unidad. 

El producto X precisa 10 ton de b
1

, 5 de b y 0 de b par unidad. 
3 2 3 

E_l fabriconte obtendr6 $100 de beneficia par unidad del producto X1, 

$200 par unidad de producto x2 y $50 par unidad de prowcto x3. 

(Use el m6todo del pivote para encontrar Ia soluci6n) 
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4.- Un panadero tiene en bodega una provisi6n de harina, leche, huevos y le -

vadura. Desea determiner cuanto debe hacer de coda producto (pan, paste -

les y galletas}. La informaci6n de que diSpone se muestra en Ia siguiente -

tabla. 

Materia Requerimientos de Materia Di~pon ibil idad -
Prima Prima en codo prowcto de materia prime 

Pan Pasteles Gall etas 

HariiiO (Kg) 12 16 8 200 
eche {Its) 2 3 1 40 

Huevos 4 6 4 100 
evacLra 2 1 2 30 

Utilidad ($) 3 5 6 

El panadero desea saber al procLcir qu6 cantidad de pan, pasteles y galle-

tas obtiene una ganancia m6ximo. 

5.- Cuatro comidas son comprodas en cantidades x1,x
2
,x

3
,x

4
; su contenidode­

calorTas, vitominas, carbohidrotos y su precio par unidad est6n dodos en Ia-

siguiente motriz. 

X x2 x3 X 
1 4 

CalorTas 2 0 1 3 
Yitominas 0 2 1 2 
Carbohidratos 1 0 1 2 

Pre cia 4 10 12 15 

Los requerimentos mTnimos de calorTas son 15 unidades; los requerimentos 

mTnimos de vitominas son 8 unidades; como m6ximo pueden consumirse 13 -

unidades de corbohidrotos. (. Ou6 contidad de coda com ida debe ser COI\l)f<;!_ 

da para satisfacer estos requerimientos y minimizer el costa taal? 



6.- Un monufocturero deseo producir 2 ortrculos A y B, en contidodes X
1 

y x
2 

-

re5pectivomente. Coda ortrculo requiere el usa de material, mono de obro y 

equipo. El ortrculo A requiere de 5 unidodes de material, 3 minutos de 

tiempo en mono de obro, 3 minutos en tiempo de equipo; el ortrculo B re -

quiere de 4 unidodes de material, 8 minutos de mono de obro y 1 minuto -

de tiempo de equipo. Si se dispone de 100 unidodes de material, 4 horos -

de tiempo de mono de obro :1 3 .5 horos de equipo; y los gononcios en el 

ortTculo A son el doble que el B, encontror Ia m6ximo gononcio. 
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D) DE LOS PLANTEAMIENTOS DE LOS SiGUIENTES PROBLEMAS. 

1.- Uno compofiTo tiene Ires olmocenes A],~' y ~' y dos tiendos de ventos 

ol par menor T1, T
2

• Las demondos en los tiendos ol par menor y el inve~ 

torio en los olmocenes, se muestron en Ia siguiente Figura. Los costas de -

envio par tonelodo tombitin se muestron en Ia mismo. 

Lo componro deseo determiner Ia monero de realizer los envlos en forma 

tal que minimi ce los costas to tales de envio, sotisfogo los demondos de los-

tiendos de menudeo y no se excedon los inventories en los olmocenes. 

Al 

20Tons. 
/ 
xll 

Tl r $2/ton I ~ I $6/ton I T2 

40 Tons 30 Tons v SOlons. 

--
--

A3 

40 Tons 



2.- Supongamos que lnglaterra, Francia y Espafla prociJcen todo el trigo, cebada 

y avena en el rnundo. La demon do mundial para el tigo requiere 125 millo-

nes de hect6reas para pader ser satisfecha. Similarmente 60 mill ones de he~ 

t6reas se requieren para el cultivo de Ia cebada y 75 millones de hect6reas 

para Ia avena. El total de tierra dispanible para estos prop6sitos al igual -

que las horas de trabajo requeri das para trabajar coda hect6rea asl como su 

costa par unidad se da en las siguientes tobias: 

Total de tierra Horas de trabajo requeridas para 
dispanible (mi- traba jar una hect6rea de: 
!Iones de ha .) • TRIGO CEBADA AVENA 

lnglaterra 70 18 15 12 

Francia 110 13 12 10 

Espana 80 16 12 16 

($)Costa par hora de trabajo al sembrar 
TRIGO CEBADA AVENA 

lnglaterra 3 2.7 2.3 

Francia 2.4 3.0 2.5 

Espana 3.3 2.8 2.1 

El problema radica en querer distribuir el uso de Ia tierra en coda pals 

de tal manera que se satisfaga Ia demanda mundial y se minimice el costa -

total de trabajo. 
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3.- El despachadar de una companla de cargo a~rea, control a 8 aviones del 

tipa I, 15 aviones del tipa II y 11 aviones del tipa Ill. Las capacidades en 

miles de toneladas son las siguientes: 45 los del tipa I; 7 los del tipa II y 

5 los del tipo Ill. 

Las aviones deben ser despachados a las ciudades A y B. Para el dla de 

hoy requerimos en Ia ciudad A 20,000 tone Iadas y 28,000 toneladas en Ia -

ciudad B; Ia capacidad del avi6n que no se aproveche no tiene valor. 

Un avi6n puede volar s6lo una vez ciJrante el dTa. 

El costa de enviar un avi6n de Ia terminal a coda ciudad se do en Ia si 

guiente tabla: 

Ciudad A 
Ciudad B 

TIPO I 

23 
58 

TIPO II 

15 
20 

TIPO Ill 

1.4 
3.8 

Sea X1, X2 y X
3 

el numero de aviones de coda tipa enviados a Ia ciudad -­

A y y1,y2,y
3 

el numero de aviones enviados a Ia ciudad B. 
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4.- Sup6ngase que el Departamento de Palicla ha pranosticada Ia demanda de - 5.- La compal'lia SOMEX produce refrigeradares, estufas y lavadaras. Durante el 

carras patrulla en Ia Cd. de M~xico para el perioda que empieza a las al'lo entrante se espera que las ventas sean las siguientes: 

12 hrs. del dia 31 de diciembre y termina a las 12 hrs. del dia 1.2 de ene 
Producto I R I M ETTR 

ro. 
1 2 3 4 

Refrigeradares 2000 1500 3000 1000 
Las 24 horas han sida divididas en perladas de 4 hrs. y Ia demanda tanto - Estufas 1500 1500 1000 1500 

lavadoras 1000 3000 1500 3000 
en carros patrulla como en personal motorizada (2 personas par patrulla) es-

t6n dodos a continuaci6n: La campai'ITa desea esquedular su producci6n para que coda trimestre satis -

fogo los requerimientos de demon do. 

Hora del Carras Personal 
dia Patrulla Motorizada La gerencia ha decidido que el nivel de inventario para coda producto sea-

12 - 16 300 600 de al menos 100 unidades al final de coda trimestre. AI principia del pri -
16 - 20 400 800 
20 - 24 500 1000 mer trimestre no existe inventario de n ingUn proc:Lcto. 

24 - 4 600 1200 
4 - 8 400 800 
8 - 12 200 400 Durante un trimestre solo se lien en 8500 haras de praducci6n disponibles. -

Un refrigeradar requiere 0.5 hrs.,una estufa 2 hrs.y una lavadora 1.5 hrs. -
El personal motorizada s61o puede trabajar 8 horas consecutivas y se cuenta 

de tiempa de producci6n. las refrigeradores no pueden monufacturarse en el 
con un total de 4,000 individuos. Formule un programa lineal que encuentre 

cuarto trimestre yo que se piensa crear una nueva linea de producci6n. 
el minima numero requerida para satisfacer Ia demanda en coda 4 horas. 

Suponga que coda articulo dejado en inventario al final de un trimestre in-

curre en un costa de $5 par I Ievario en inventario. La compal'lia desea una 

esquedulaci6n de su praducci6n que no exceda Ia limitaci6n de tiempa de -

praducci6n, que satisfaga las dernandos de coda trimestre y los requerimien-

los de inventories, y que mantenga los costas por llevar el inventario a su-

mlnimo valor. 

Sea R , E , L el numero de refrigeradores, estufas y lavadoras fabricadas -
t t t 

en el perTodo t. 

Formule este problema como uno de prograrnaci6n lineal. 
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CAPITULO IV 

PROBLEMA DE TRANSPORTE 

Una irnportante clase de programas lineales, cuyo orig~n es fisico 

y econOmico, puede ser formulado en terminos de una red compuesta por puntas 

(nodes) conectados per rutas (areas) sabre los cuales se efectGa un transpor-

te (flujo). 

El clasico problema de transportaci6n surge cuando se debe determi 

nar trn plan optimo de embarque que: 

a) Se origina en fuentes de suministro (almacenes) donde existe -

disponible un determinado inventario fijo de un articulo. 

b) Son mandados directamente a su destine final en donde existe -

la necesidad de una cantidad fija del articulo. 

c) Agotan los inventarios y satisfacen las demandas, esto es, la 

demanda total iguala la oferta. 

d) Y finalmente el coste total debe satisfacer una fuuciUu uLjeli-

va lineal, es decir, el costa de cada embarque es proporcional a la cantidad -

embarcada y el coste total es la suma de los costas individualeso 

La tecnica de transportaci6n es aplicable a aquella subclase de 

problemas de programaci6n lineal en lo cuales los requerimientos y recursos se 

expresan en terminos de sOlo un tipo de unidado 

La forma estandard de este problema fue formulada por privera vez 

per Frank L. Hitchcock (1941) en un articulo llamado "The Distribution of a 

Product From Several Sources to Numerous Localities." 

Es importante el hacer notar que rnuchmproblemas que no tienen nin-

guna relaci6n con la transportaci6n se ajustan al modele maternatico del preble-

rna de transportaci6n. 

G-
Notaci6n: 

Sup<)ngase que m almacenes (origenes) contienen varias cantidades de un ~ 

ticulo que debe ser distribuido a n ciudades (destinos). Especificamente el ori-

gen (i) debe deshacerse de la cantidad ai (exactamente), mientras que la ciudad -

(j) debe recibir exactamente una cantidad b .. 
J 

Debido al punto (c) tenemos: 

a. 
l 

IJ. 
J 

Ademas de los nUmeros ai y bj que deben ser no negatives, se nos cta un co~ 

junto de nUrneros cij (no restringido en signa). El n~ero cij representa el coste 

(en case de ser positiv~) o la ganancia (si es negative), de embarcar una cantidad 

unitaria desde el origen (i) hasta el destino (j). 

El problema estriba en determinar el nUmero de unidades que deben ser em--

barcadas desde (i) hasta (j) (xij)' de tal forma que se agoten los inventarios y 

que las necesidades sean cubiertas, todo ella a un coste minima. 

La estructura especial de la matriz es evidente cuando las ecuaciones se -

escriben en forma estandard 

x11 + x12 + · · · + xln 

x21 + x22 + ... +x2n 

xml + xm2 +ooo+ xmn 

xll 
+ x21 + · · • · · · · · • · · · · + xml 

x12 + x22 + ..... 00 00 .... o+ xm
2 

xln + x2n 0 .. 0......... + xmn 

Cllxll+C12x12+ ... +Clnxln+C2lx2l+C22x22+ ... +C2nx2n+Cmlxml+Cm2xm2+ .. +Cmnxmn 

al 

a2 

a 
m 

bl 

b2 

b 
n 

z 

fA(UlTAD Oi: 1!'1~ 



nimice: 

En forma concisa tendremos: 

Encontrar xij (i = 1,2, .•.. ~ m 1,2, ... , n) de forma tal que semi-

c .. x.. = z 
lJ l] 

sujeto a las restricciones: 

X •• 
l] 

X •• 
l] 

a. 
l 

b. 
J 

( i 

(j 

xij~O para toda (i,j) 

1,2, .. ,m) 

1,2,,n) 

La causa de que este tipo de problemas sea factible a un tratamiento espe-

cial es el hecho de que aij = 0 6 1 para toda (i,j). 

Cuando la condici6n (c) no se satisface, entonces es necesario el introdu­

cir un origen o un destino figurado segGn sea el caso, para que tome el faltante -

y se satisfaga dicha condici6n. 

A diferencia del problema de programaci6n lineal comGn, aqui tenemos que -

si todas las aj Y todas las bj son enteros, debe existir una soluci6n Optima que -

consista Gnicamente de enteros. 

Cuando se presenta un problema de este tipo, generalmente sOlo se requiere 

conocer los costas Cii y las cantidades ai y bj las cuales se suelen presentar en 

la siguientc forma: 

Destino 
3 ....... Il Disponible 

c11 c12 c13 · · · cln a1 

0 I 2 r c21 c22 c23" · · c2n I a2 

g 
e 
n lm cml cm2 cm3· ·· cmn I a m 

Requeridol b1 b2 b3 ... bn 

Tabla A. 

Una importante caracteristica de este problema es que el modelo puede ser 
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e.breviado en la forme. de un e.rreglo rectangular, cor:~o se nn.ws era a continuaci6n: 

Destine 
1 2 ••••••••••••• n disponible 

0 
l xll xl2 ........... xln "1 

1 2 ~ x2l x22 •• ••••• ··• • x2n a2 
n . . . . . . . . . 

m xl'l2 xm2 • • • • • • · • -~; x::m i 
I:l 

reque- I bl b2 b 
ride n 

Tbblc. B 

La3 tables A y B se puedcn cor.1biner de tal forma que el rengl6n (i), co­

lumna (j) muestre los valores de x .. y de C ..• bs! pues tendre~osl 
lJ 1J 

0 
Kij 

Destine 

2 n disponibl.e 

xu xl2 ............... xln I "l 

0 rr:cll 
: 2 x2l 

g _ c21 

cl2 ••....••...•••. cln 
I 

x22 .............. x2n I "2 

c22 .............. c2n 

e 

n 

rn .l xm~~nl 

requer:::---~ 

xi:I2 I .............. ,xnn I '\, 
c, 2 • • • • • • • • • • • • • • c 
~ m 

b2 I .............. , bn 

En cue.lquior otcpn del alLoritmo el cue.dre.da (i, j ) cantiene Cij y 

valor numerica e.ctue.l e.signado a xij La ausencia de tal nUmero implice. 

que ~ij es no-Oasica y por lo tanto de valor cera. Le.s variables basicas de valor 



"erase ~estran como ceres, (no como ausencias). Los cuadrados en la ottrema 

dorocha y en lc parte inferior conticnon los totulcs de los ronglones o de las 

col~~nas respectivumente, 

Gada ronglon y columna dol arreclo representa una ecuaClion. 

Especifice.r::~nte~ 
n 

Las ccuuciones rongl0n so11: LX(. = e. I 
J~ lJ l 

( i = 1, 2: , ••• , m 

l':'.S OCUC.Ciones CO}W£lJI[l son:: ~ r-.. ::::: b. 
t; lJ J 

( j = 1, 2, ••• , n 

Con objuto de que L.SV--ts ecu;:.(.;i;:1nos continuon siendo satisfochas d..-_:beoos 

oantenor ln snnu de las entr.::ldG.s en co._dL'.. ~0E£10n y colm'1na icu.s.l r.l total del ron-

glOn o columna corre3pondic1tc ni o bj ) qtre upnTccon en los cuc.drELdo:::; c. ln e=-

trona dercche e infe:::iores, 

Ejomp1o IV-JL.-

Una coopnfi.!c de .rwtorLs tiL:r:.c c clj cntc;:; n 2.os cu.:::.lc:G los :?J.anda r.wtorc...:s 

dcsdc 3 difcruntcs c.lrraceneso Lcs ,'~ .:_s,~t· " ~-;u j(le:nt __ fic[.n c:orao J, K, L, ~r, N 

miontras que los 3 ul.rn.c.c~;;:1cD son P, ·~, !L Lo0 c>Jstou Je lo:; ;:.l~ecc:-w:J :FY'l : r: c_~r:.ti-

coc Jte.: utrul' quL: los co.:;to;:; pcrti<H_,ntt-3 : .. ;.._.u::-. lo:..; co:..;to:..; ~:o.r.::_~.bJc:~ C. c::·l_,::,'',11 r 

dn uno dE: los cliontvs .. Ln ts.b ~u de cotJto:..; es co;;w ::;~ t:,uu: 

_ Destino -

J K L N N i 
0 p 20 10 15 10 s) 
r ' ' i Q 15 30 5 12 14 
r:: 
e R 18 15 20 7 J9 
n 

Lo:..; rGqueri~~ic.:nt'Js Je !o:-:; c_:J.ic~:t·..:C: ;_;('!'"'. lc:.: sit_,"Ulb.tc:.::;!' 

J.- 100 u:tirJr .. J., c 

K.- 70 Wiidnclcs Total 580 unLinks. 

L,- 140 u:oi"rlclcc 
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M.- 180 unidades 

N.- 90 unidades 

Unidades disponibles de los almacenes: 

P.- 200 unidades 

Q.- 300 unidades 

R.- 150 unidades 

Total 650 unidades 

Utilizando parn este problema la forma general del modelo rnatematico de 

programaciOn lineal tendremos: 

Min Z /OxPJ + 10xl'K + 15xPL + lOxPM + BxPN + 5xQJ + :JOxQK + SxQL + 12xQM + 

14xQN + 18xRJ + 15xRK + 20xRL + 7xRM + 19xRN 

Sujeto u.: 

XJP + XJQ + XJR 100 

~KP + XKQ + XKR '10 

X LP + XLQ + XLR 1qo 

XMP + XMQ + XMR 180 

XNP + XNQ + XNR 90 

XJP + XKP + XLP + XMP + XNP )()0 

+ X + 
x,JQ KQ xLQ + xMQ + xNQ 300 

x,JR + xKR + xLR + xMR + xNR 1SO 

xij ~ 0 para tod,1s i y j 

P~n-',1 formular este problema como uno de transpnr'te:.; hr1cemos 

Urie,en i 1\lmacen j ( i 1, l, 3 ) 

Dcstino Cliente 1,2,3,4,~) 

X. • Cantidad embr1.rcada de 1 almacEm ( i) al cJ iente ( j) 
!J 

c Costas un i tarios a soc iacios con x,. 
i j l I 

a. Unidades dlsponibJcs er1 el aJm,Jc~n 
1 

b. Unidades requeridas por el clicnte (j) 
J 



0 

lr 

i 
c 
c 
n 

rc 
ri 

p 

Q 

R 

! 
:1ucr 
jo 

Nuestra tabla quedara ahor~: 
... ~". 1 

J K L M 

~J "J>K "'FL "'FM 
'2o 

10 15 

xqJ "'QK XQL XQM 
30 5 

IS 

XRJ "''lK ~ "'run 
18 15 20 

100 1o 1'/V liO 

c1iontu 
ficticio 

N s Disponib1e 

"J>N '1>s Zoo 

10 8 0 

300 
XQN XQS 

12 14 0 

'1m ~ 
/50 

'l 19 
0 

·-' 
1o 650·-580 .£2Q 

I ~ 70 

NOtesc que S cs un cliuntc ficticio con obj cto de sn tisfncer la condi-

cion (c). 

En cstc ej0mplo intradujimos xij en ln pr rtc superior izquiC"r·:: ... del 

cu:.clr~do (i, j). Cuo..Edo sc rc~;uclvc cl pr..::~Jl:.-:P.'.n x .. s ... c~r:~bin por su W!lor y t..:l 
lJ 

slobolo x .. no c.po.rccc ni siquicrr: cr. lr. pr~"1crr~ U:.blc. .... J~qu{ hcrrtos intrc)ducido cl 
lJ 

si.oLulo cor'lJ ur:.r-~ rcvrt:~;u.tr ci0..-1 d( qut; c~i su lut'r:r dE...:Cr:::10::.~ poncr cl v.:---_lor corres-

pondic:Etc,.,. 

fu,,:Jplo IV -2.-

La co,Jpar1{u i.CE do cor.Jpukdorc· s hn ontrenado 85 hoobros parct d<:r ser-

vici.:; a suG ~Ot:ll-Jt:. tc,,lorGs y los tic110 locD li Z['.ndos en 1.~ sit,uiunte f ..Jrr:llll 

. ' 
'"' 

Mo;1tcrrcy - 20 

Gundalaj nrr. - 13 

Hex. D,. F. - 36 

?uebk - 16 

Totnl 85 

::l6 t( __::icos '](' PuctlL. no puedcn .ie.r ~L:-vici:· 1a ::ctovu C' uputudo-

82 

ra X-540 debido a falta de entrenamiento. 

Cuatro clientes llaman solicitando servicio: 

Perez necesita 12 t5cnicos 

LOpez necesita 23 tecnicos 

Ramirez necesita 21 tecnicos 

Sudrez neccsitd 29 tecnicos 

Total = 85 tecnicos 

Perez y LOpez tienen instuladas computadoras X-SL+O y por lo tanto 

no se les puede dar servicio desd~ Pueblo. Los costos variables conectados con 

ld asip,naciGn de los tecnicos d0 las distintas Localidades u los clientes son: 

Pi§rez LOpez Ramlrez Su,lrez 

Monterrey ,, 
Gudd<_l L1 j ara 10 

MCxico, D.r. 

!'Uebla 6 

Plan tear' el proh 1 emu como uno de provrdmac iOn 1 :i rwd 1 y luego como 

uno de t roans porte, con ob j eto de clctePminur l a d~; i gnac i 6H 6pl jmd de- t6cll i.e us d. 

lo~~ client~·s que miiJi.mLce el costo toL1l. 

Min z Hx + 7x + 4xMR + 7xMS + 10xGP + 3xGL + 6xGR t HxGS + 
Ml' ML 

7xDP + 9xDL + '+xDR t SxDS + BxPR + 6xPS t Mxpp t mxPL 

sujeto a: 

'T'P + XMP t XGP t XDP 12 

X PL + XML + XGL t XDL = 23 

X MR t XGR + XDR t XPR = 21 

XMS + XGS + XDS + XPS = 29 



~ 

sora 

lHJ 

l''H4( 

~·~·~·~~20 

:xnp • XGL + XGR + XGS ~ 13 

'1Jp + "nL + ~R + ~S ~ 36 

xpp + xPL + :lCJ>R + Xpg ~ 16 

xij ?. 0 pr.rr tode.s i y j ~!\t{' 

·~ ' ,, 

,••, r •· • I ~·• >.\ ~t , 

'::)-',, 

-~lid.!<! ; (.\ 

"" 
..;.~ 116 

La trblo apropirJ.a pe.ra el plc.ntoamionto cono problcrnn de transport&,. 

·' '"' . ,,.; 
Dostino ..• r~). '!._, ••• 

p L R s Disponiblcs 

~ xl>fl 20 
•. ;llj'.,.,,;.(.·,, 

L-+--~--t--'r-- --~------
'1-lL I~ 

7 7 M 8 

xJm 13 
G 

XGP xGL XGS 

10 3 6 8 

I 
--·j 

~J 
t-D-+-1'1J_p _7+-~~l 'oo ' J6 1 

p I Xpp "?L I XPR i Y.:?S 16 

M Ui 8! 6 

__ 12 23 l 21 -~--- i _8~- ---

~ 

rcquorido 

En est<: ct.so coa;ir :<c nokr qcw carlo los requurinicntos son iguulos a 

las disponibiliuc:lcs ·' no hizo fc Jtc. introdncir rdll[;llllll vnriablo fi(!Urnda ( o de 

holcurc ) • 

Not~nos tonbion que dos do los ccminos no puodcn sor usados debido a 

quo ningillo tecnico puodo scr Jlamlulo de ( P ) n ( P ) o a (L) • 

El problomr. de c~.minos inuse.bles puodo hocerso quo njusto con nuestro 

prob]ern. ccnornl consirer~ndolos cono canines usc.blcs, pero asignnnd.olos un alto 

cos1o ( N6todo do lc. Gran M ) y retcniondoloa EJn J.L;. nr.triz. Si lc soluci6n so in 

83 

J 

tonta a mano 1n Gran M puedc no usv.rsc, pcro es indispensable cunndo lc. solucicSn 

utillza otros medie>s. 

En el problema de transporto dEJfin~os las vnriablcs b~sicns factiblea 

igua1 que lo hicimos antes con e1 problema de progTomncicSn lineal general, scSlo 

que aqu! la solucicSn se efectua 0.irectamr.nte en el arreglo rectnngular que hemoatb 

plan tendo. '.>4{\} ."1:' .. ..1 

~" Vemos que en!problema de transporte tenomos ( ~n ) ecuncioncs ( m or! 

genes y n destines ) • Si enp1eamos el cri terio desarrollc.do con antorioridnd al cu­

brir el problema de progrnmacicSn lineal general, deber!auos toner que nuostres so-

1uciones Msicns fe.ctibles no der;enere.dns deben cont~ con ( ~n ) vnrir.bles mayo-

res que ccro ( ~n ontradas diforcntes a coro en nuestro nrreglo rectangular ). Es­

te. consideracicSn resulta de ln onisi6n de unn nueva restriocicSn con ln c~Ull con-

tnmos nhora qJle es t M:· 

<It• 

y como 

I!·U·') 

-· 
teodremos 

Ill 

2. ai 
!.:t 

n 

.i.t~ 
II 

: 2:.bj 
J·~· 

Z xij : ni 
.J;I 

:2_ xij = bj 

,,J;o .. 

w· 

parv. \ i = 1, 2, ••• , m) 

para ( j = 1, 2, ••• , n ) 
._,, 

,~J..rt 

~ 
~-· 

a -zb 
i ht j 

: ~'~ xij -~~ x 
L::, .P·' r.\ t.:., ij 
: jr xij para j 

=b 
n 

= n 
' l' .. 

. l·m 

'TJ 

de donde vomos que urw. de lc.s ( ~n ) ccuaciones puede ser obtenidn de las ( ~n-1) 

ecuaciones restsntes y nuestro conjunto do ocuccionea es dependiente pues existe u-

nn relnci5n lineal entre las ecuacion"s• 

De 1o nntorior vemos que una solucicSn Msice. fc.ctiblc no degeneradti'. de-



de contar con (m+n-1) entradas diferentes a cero en nuestro arreglo rectangular, 

DefiniciOn IV-1.-

Un conjunto de entradas en un arreglo rectangular se dice que ocupan 

11 posiciones independientes 11 si es imposible formar circulos cerrados recorriendo 

dichas entradas. 

Las condiciones para que una ~;oluc iOn llfis.i.ca factible Tl•l deg0ncrada -

exista son las siguientes: 

1.- Que satisfaga lds restricciones. 

2.- Lxactamente (m+n-1) entradas mayores que cero. 

3.- Entradas en posiciones independ.:enLes (sino noes b.§.sica) 

Soluci6n Inicidl.-

HabiPw.lo encontrado la tabla inic_ial, eJ siguicnte paso es el de deter 

m_ina.r una snJuci6n b§.:;icr1 factible inicial. Para i§sto ~e usa eJ M€todo de luEs-

quina NoroeslC'. (Nombre dado por Charnes y Cooper en 19'!3), mP!(1do L-1mbi'Sn desrt-

r·r·ollado par ,Jeorge D~ntzig. 

Como candidnta para l.t pr·imera variahle bii.siC'.t c.c-;c0iZ1se cualquier xii 

(generalmenle x
11

) y h§.gctse su valor· tc=m p,rande como ]as r>Pstr·icciones (renp;J6n y 

co]umna) lo rermitan, f• ;toes, h.lt_JJ=t: 

Caso 1.-

X •. 
ll 

min a. 
] 

b 

Si c1. <.:._ L. Pntonce~; d tudas lds demds var-_i_ables en e l t'enp,lCm ( i) se 
t I 

les dSip,na el valor cero y .'_;er.'i.n nn h'i:; ElinJ1rtcse el renRl6rt (i) y redGzc~se 

el valor de b_j a (bj - ai) y procCcl.ase en forma similar pare~ valuar una variable 

en el arreglo rectanr,ular reducicl.o, compueslo de los (m-1) renglones y n columnas 

T'f.:.':;t a.nte::-;. 
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Caso 2.-

Si ai / bj entonces la columna (j) se elimina y a.i se rcempluza por 

( ai - b j ) . Se procede con el urreglo rectangular reducido en forma similar a 

la descrita en el casu J. 

Caso 3.-

Si a. 
l 

bj elim1nese ya sea el rengl6n o la columna pero NO AMBOS. Sin 

embargo si varias columnas pero solo un rengl6n quedan en el ~Jrt·eglo reduc ido, 

entonces eliminese la columna (j). En caso cont.rario, proc€dase al reves. 

ContinUe en esti.l forma, paso <1 paso, alej&ndose de lJ esquina noroeste, 

hasLJ. que finalmente obtenga un valor para la celda sureste. 

Esta regla selecciona. tantas variables b§.sicas como haya columnas m5.s 

r glones menos uno ( m•':n - l) debido a que en el paso ~ inal quedan un rengl6n y 

u11a columnu los cuales son ambos el~rninados. 

AplicdildO ctl rn§Lodu ctillerior al ejemvlu IV-1 

( 2 ) ( 5 ) (ll) ( 11.) 

J K L M N s (3) (t, 

(8) I 
- - ~-/ 1--

p ~c:9(1)'- 7~\4)--- 3~~7) . ?,00 ]':. 

. / 20 -- 10 -- 15 10 8 0 (12,(15) 

llO(lO)', 
/ -- / 1-,---· 

18C(lJ) JCQ6) 1: 180 JC 
(17) ~ 

:'.21 ,- 14 I o (21) JO!, /' 15 / 

8o (t;l,- i?J(:L::) V\0 .170 

(20) -'R ~ 

~ f "' " I m " 1"'1-4""b"-'-"-'---20_.__l_'_'c_~. ;~,::. 'J- ..... 
Los pusos ser,uidus paf'a la ohtcnci6n de la cJsir;naci6n mostrn.dcJ. fuerun: 

Pctso 

;3c lf'uzu. lct mutr>iz 3 x 6 junto con los requisitu0 de ..... ('Dt:,lones de 



·-· 
01(" 

8 
_,...-.., ) 

't· 

~ 

coltumnns y los costos apropindos. !, '• ' (~ 
~ \,Q. ',ftD .::-. 

Paso 2.-
i) .~ . :fiiiA If; 

Escogemos x11 = xpJ como pr1mora variable basicn 1 

J.qui min [a1 , b1J = min [200, 10~ = bl = 1CJ08111A to 
f ... 

-====> ~ = 100 (1) • 
\1 1 ~'tf!•Jloa :~ 

E1ininamos la col~~ 1 

Reemplnz:.mos ~ por c.f = 
Paso ,3.-

(2) 

(Dj'bl) (200-1oo> = 100 (.3) L co.so 1] 

001: 
( 

t•. 

u. 
Escocemos x12 = xpK como lo. segundc. w.rinble 

,~,,.., Min l n] , b
2
1 = min [ 100, 70] b

2 
= 70 

~ xl2 = 70 (4) 

Elimin~.mos lc columna 2 (5) t-1 M 

.:.. ..... 
Msicn 

·-I' 

Re<:.mplnzc.mos n{ .por ol = (a{ - b
2 ( 100 - 70 ) = .30 (6. 

-I ' Pnso 4.- ,.. ,r ~~ r 

Escogemos x13 = xp1 como 1n tercura vo.riable bnsicno~ 

0 Min l n~ , b3l = t1in [.30, 140] = a~ = .30 ~f. ~ 
=9 x13 = .30 (7) 

Eliui~.r.1os el rongl5n 1 (8) 

Roemplr.z IJoo b 3 por b) = ( b.3 - ol 
Pn;:.;o 5~- ':"t 

( 140-.30 ) = 110 (9) 

I. ~· 

Escogenos x
23 

= ~ como lc Clli'.rtn w.rinb1e Msicc. 

0 "] [ :1 V<!f Min [ n2, b) = nin 300, 110j = b.J : 110 f.l 

' ~ x 23 = 110 (10) 

Elininonos ln c.~11~:U1C. .3 (11) 

Roompk.zcoos r 2 por r.:£ = ( c.
2

-b.J 

~-.: \it 

(11(1 "j' 
~ 

(300-110) = 190 (12) 

s (If 
t: s ~· 

·.l··Jf )':. 

s ~ !: a 
J 

1 

0 

" 

0 

• 

• 
( 
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· .. : Paso 6.- /~r ~n. 'n<~ .r;n x0~";; 

Escogomos x
24 

= xQ}I como k quli.ntn vlli"icble b!.sicn 

Min [ o2• b4\ =min [190, 18o] = b4 = 180 / ·' l··'~*" dl 
~ x24 = 180 (1.3) 

••~ ...,l •.tmt ,. 
Elimir.r.mo~ 1r. coluimn 4 (14) 

• •.:lbo!e· 
Roomplaz~mos ~2 por c.2 = ( c.:£ - b4 ) 

?c.so 7.-

( 190-180 ) = 10 (15) 

mba "II>:-

.»fo."\'1) ~~ . ., 

VI -,."1~i'.fl 

"'·· 

':.f. 

Escocel:lOB x
25 

= XQN como lr. sextc variable bnsica .,, v 

.Gbn Min [ u2, b
5
l = min [io, 90] = n~ = 10 ,t .. w• ~·.~p ....... 

,--,- .. ~ x 25 = 10 (16) -~"'"' ''"'"' ,.,:,,,, ,,J 

Elimi~nos ol rcnglon 2 (17) 

Reo~plc.zrmos b5 por b5 = ( b
5
-a2 

Paso 8,- ·I 

. ~"' 
( 90-10 ) = eo (18) 

'" ,·! $UfJ 

Escot;O!:lOS x.35 = ~ co;c,o lo. soptimo. vc.ric.blo Msicc. 

... 
·:I 
I 

., 

.. ... 
Min [ 0.3' b5) = nin [15o, so] = b5 = 80 . 

.I"\ 

,. 

·· lSr;l, 

~ x
35 

= 80 (1~) 

Elioinn.-:~os 11'. COlll!Wl. 5 (20) 

Recmplc.z!ll:los o.3 por n.J = (n.3-bS ) 

Peso 9. 

( 150-80)= 70 (21) 

Solo quedn ~6 = ~ pc.rn sor 1c. ock~. wric.b1e bl!sicc. 

i 

"1 ,, 

.')1'11lJ .... onrn' Como oouprobc.ci6n dobcremos tener que n_3 = b
6 

, i>N1 ••" .~1 

::} x
36 

= 70 (22) 
·<·~..,.. 

Nucstrc. tc.b1o. r.:uest:r:n uhorn la soluci6n bO.sicu fc.ctiblo inicid. 

Po.rr. ohtener e1 cos to de lv. soluci6n bcsiee. factiblc cncontrndn, lliUl ti­

plica:lOs c:l v::.1or de cnck csicnnci6n por au corresponclionte costo unimrio y sUillll-

mos. /.s! obtenomos: ""' I 'a,~) r>14 ttOnc. . ·(~ 

'(('I. Jbao 

• 



Z ~ (20 X 100) + (1 0 X 70) + (15 X 30) + (5 X 11 0) + (12 X 180) + (14 X 1 0) + (19 X 80)+(70 X 0) 

z ~ 7520 

Podemos notor que nuestro soluci6n: 

1) Satisface todos las restri cciones (inherente en el mModo de soluci6n). 

2) Tiene 8 entrados mayores que cera (esto es m + n -1 ~ 3+6 -1 ~ 8) incluyendo Ia 
del destine figurado. 

3) No existen drculos cerracbs (pues el m<!todo de soluci6n solo se mueve a Ia derecha 
yabajo). 

Tenemos pues que nuestro soluci6n intermedia es b6sica factible no degenerado. 

La unica complicaci6n que puede surgir usando este metoda es que hagamos menos de (m+n-1) 
entrados diferentes de cera (soluci6n degenerada) lo cual sucede cuando Ia cantidod disponi. 
ble y Ia cantidod requerido en un paso dado se agoten simult6neamente. Este problema lo -­
trataremos m6s adelante. 

A pesar de que Ia Regia de Ia Esquina Noroeste tiene Ia gran ventaja de ser extremadomente 
sencilla, generalmente no suministra una soluci6n cercana a Ia 6ptimo, raz6n par Ia cuol se 
han desarrollado otros m~todos que proporcionan soluciones iniciales que requieren de un m~ 
nor nUmero de iteraciones para !Ieger a Ia 6ptimo, si bien necesitan de un poco de esfuerzo. 
Una de elias es el Metoda de Aproximaci6n de Vogue!. 

Este mModo se basa en el usa de "diferencias" asociadas con cado rengl6n y columna de Ia 
tabla de costas. Una "diferencia", rengl6n 6 columna, se define como Ia diferencia aritm~ 
tica entre el elemento mas pequei'lo y el siguiente mas pequei'lo en ese rengl6n 6 columna.­
Esta cantidod nos indica Ia penalidad unitaria minima en Ia que se incurrirla si fallamos en 
hacer Ia asignaci6n a Ia eel do oon costa minima en ese rengl6n o columna. De aqu I que este 
procedimiento, en forma repetitive efectue Ia asignaci6n factible m6xima en Ia eel do de me­
ncr cos to del rengl6n o columna sobrante que tenga Ia mayor diferencia. 

Debido a que una asignaci6n yo efectuado noes cambiado, el procedimiento termina tan pro~ 
to como Ia oferta y Ia demon do total se ago tan. 

Procedimiento de Soluci6n.-

1) Construya Ia tabla de costas y requerimientos y vaya al paso 3. 

2) Use Ia tabla de costas y requerimientos para el problema que quedo despu~s de que las 
asignaciones previas (tanto ceres oomo positives) han side efectuadas. 

3) Cal cule coda diferencia rengl6n y diferencia columna. 
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p 

Q 

R 

p 

Q 

R 

p 

Q 

4) Seieccione el rengl6n 6 columna con Ia mayor diferencia (en los empates se escoge 
cualquiera en forma arbitraria). 

5) Asigne tanto como sea posible a Ia eel do con menor costa en ese rengl6n 6 columna. 

6) Asigne ceres a todas las dem6s celche de aquel rengl6n o columna en Ia cual Ia ofe.!:_ 
too Ia demon dose agate. 

7) Efectue Ia unica asignaci6n factible en todos aquellos renglones 6 columnas que yo 
solo tengon una celda sin osignoci6n. 

8) Elimine todos aquellos renglones 6 columnas total mente asignados y yo no los tome en 
a;enta en las iteraciones posteriores. Si yo no existen renglones 6 columnos sin asig_ 

naciones, pare, pues ha terminodo. En coso contra rio vaya al paso 2. 

Aplicando el M~todo de Aproximaci6n de Vogue! al Ejemplo IV-1 tendriamos: 

K L M N s J K M N s ---------- pa 10 .. . -] 20 10 15° lD 8 0 200 8 p 10 8 0° 200 8 
15 30 540 12 14 0 300 5 Q 115 30 12 14 o70 160 ~ 
18 15 20° 7 19 0 150 7 R l_18 .. 15 7 19 0° ISO :( 

I 

100 70 140 180 90 70 100 70 180 90 70 

3 5 ~ 3 6 0 3 5 3 6 0 

J K M N J K M N 
-·--·--~ 1<10 1·0--8 20 10 10 8 200 2 p 

120 
200 2 

15 30 12 14 90 2 Q --~-~~--1_2 ___ 14 90 2 

18° 15° 715() 1 ISO®- 100 70 30 90 

100 70 180 90 5~ 2 6 

3 5 3 6 

J M N 

l20 
10 8901130 2 r·2o10~0 40 @.--· 

15 12 14°_j 90 2 1590 12 ° 90 3 

100 30 90 100 30 

5 
2<f 

5 2 



Cabe aclaror que con practica tados las pesos se pueden hacer en Ia misma tabla. 

Los pasos anteriores nos dan Ia siguiente saluci6n: 

L M N s 
200 

300 

c = 5020 
50 

140 180 90 70 

Yemos que 5020 < 7520 (Mlitodo de Ia Esquina Noroeste). 

Lo optimal idad al igual que antes se puede investigar examinando Ia funci6n objetiva para 
buscar valores negatives de c'ij, estando (isla en funci6n solamente de variables no b6sicas. 
Tenernas: 

Sujeto a: 

Min Z = 

n 

m 

~ 
i=1 

n 
~ xij cij 
j=1 

:E: x;·=a; (i=1,2,3, ... ,m) 
j=1 I 

m 
~ x·1j= b. (j=1 ,2,3, ... ,n) 
,=1 I 

que pueden ser expresadas coma: 

n 
0 = a; - ~ xi. (i = 1, 2, ... , m) 

j=1 I 

O=bj- i xij (j=1,2, ... ,n) 
i=1 

multiples de estas ecuaciones, oonteniendo Ia variable basica correspondiente con coeficie~ 
te unitario, se pueden sumar o restor a Ia funci6n objetiva para eliminar las variables basi­
cas de ella. Uamemos u; (i = 1,2, ... ,m) al multiplo de Ia ecuaci6n rengl6n (i) y v. - --
(j = 1,2, •.. ,n) al multiplo de Ia ecuaci6n columna (j). 1 
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T enemas pues: 

m n m n n m 
Z=z-2:, C .. x .. + z. u. (a; - :E x)+ "2 v. (b.-~ x) 

i=1 j=1 'I 'I i=1 I j=1 I j=1 I I i=1 ij 

m n m n 
Z= ~ Z (C .. - u; - v.) Xj' + z u. a. + :z: v. b. 

1 . 1 'I I I i=1 I I '-1 I I i= I= ,_ 

y para ob tener coeficientes de cero para las variables basi cas en Z deberemas tener: 

C =u + v 
rs r s 

para coda variable b6sica xrs 

Coma el numero u;s' mas el numero de vi 's = (m + n) y solo tenemas (m+1-1) variables -
b6sicas, una de las u; 6 vi puede tamar un valor arbitrario (p. ej. Cero). Para ahorrar­
trabajo se esooge el rengl6n o columna que contenga mas variables basi cas. 

En nuestro ejemplo (marcando las celdas basi cas con diagonales punteadas) tendremas: 



lf' 

~1 

~ 

Tc.b1n (A) 

J K L 1!1 N 

I 100 '/ 70 /' 30, ,-I 
? / 

,"' 20 ,.," :!.0 /' 151 10 8 / 

I /"! ' , 
Q ' !110/ I l~O l?, 

15/ 30/ // .'i ,/ :L2 1/14 
~ ---r---r-- ' 

R I I ~-
1 'F)"' 7/i9 ---y--
I 100 i 70 l/,0 I J8G 90 

i_ 20 lC 15 t 221 24 __________ L_ ____ 

-r­
v. 

.J 

s 

200 

0 

300 

0 

70/ Jl50 
/ I 

/ 0' 

70 

5 

Escogemos el renglon uno como la ecuacion r~undante 

con lo cual inrnediaternente obtenemos (recordando que Crs = u
1 

10yv3 =15. 

Como c23 = CQL = 5 y v3 = 15 u2 = - 10 

Como c24 = CQM = 12 y u2 = - 10 v4 = 22 

Como c25 = CQN = 14 y u2 = - 20 v5 = 24 

Como c35 = 1RN = 19 y v5 = 24 u3 = - 5 

Como c36 = CRS = 0 y u3 = - 5 v6 = 5 

';' 

I 

0 

-10 

-5 J 

'IIIWcf-•r 

l ,ui 

.) ,.tlfl-. rnoq '< 

y ~ 010q 

~oi) .. -y hacemos u
1 

= 0 

+ v 
9

) v1 = 20, v
2
·n3 

Una ve~ que todas las ui y vj se han Calculado, estamos en posibilidad 
de aplicar el criterio Simplex de optirnalidad. Para ~sto obtenernos el valor de 
C!. para todas aquellas celdas correspondientes a las variables no basicas xij, l.) 

anotando el valor obtenido en la parte superior derecha de la casilla correspon­
diente. 

Nuestra solucion sera optima si: 

Clj ;:: 0 para toda (i, j) 

es decir si: 

~:.,,~~,"" )~ ';';!~/.{; 
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• oldDt _,., . c1j - u1 - vj ~ 0 pnrc. t.Jdn { i, ~ 
l~ 

Cij ~ ui + vj pnn todc. ( i, j ) '!liP_,_~ 

?or otrc 1c.do, si po.rc. c_1c,unn s y t 

G3 &ecir si$' n 
c• < o 
st 

c < u ·~ v st s t 

~, 
'!; 

er~oncus rcs posiblo o1 obtonur uoo nuevo. so1ucion bfsicc, que disninuyn e1 w.1o:>r de 

z, CJ:tr.cnta'lcle> c:. -;~.1Jr do lc. vn.rjc."c2.c no b~sicn x t.Si oxistcn vr.riC'~S C~. ( 0 
s l.J 

' Je eocag3~a cono lc. vccrit.b1e un"t.r::.nte c. nquel1n quo conespondc. a let cnsilla con el 

::JC!l::lJ.' ,'!lbi du C!. < 0 ( dcbiclc n quo sere' &r.+.n vr.ric.b1o 1c. quo pe.roco invre:.1entar 
1;) . 

~l V>C.lor do z ncs ripidrrnent. Ex;::>,esc.nclo do otra foroo. tcndrenos queJ 

xo = xst 
'l~~ .. 

~on<o x6.~ sord nquo11c. vo.r:!.c.b1a pc.rc 1- que 

·c 1 =C ··U -v =(n!.n.[(c ·-u -v )<::ol 
st st s t i,J) ij i j ~ 

'"(2~j) cj_j < 0 

Encc!"ra-::os c ~t on un c:Lrculo pe.rn indict.r quo es a1 cunJro co::-resp;ondion 

te a x e. 
(,,, 

Tabla B 

'tl 
::;J 

--F' -PfL H !_N --~ !s ~<~··· -, 

I / -- , -12 I 
'P ..... / // /,-
.. I./ : ; V 10 I , 

·~---··-·T·------~~ ~ 1/ / --->'15 3;;:-
o I ) i ' I ' . ·; .- 3C • ' I I I 0 -10 

.. J I I / 

~ i 1 --~[""' , 1or

1 
1ID -10 / /1· 

1
1 150 I ,, I I 

... : 18 j . 15 20 7 • / / -5 

i 10, -F 1,., liOO " 
I 20 10 15 I 22 

70 

~ 

?. -12.:t, .. -I, X,._ -~x,.+ 5~' +.So X"GJ_. -tS~QI t 1~10,. +tol::ltlt +to~4 -loJC&>6 



Como CPN = Cls = -16 < cij para toda (i,j), esta celda sera la corres 

pondiente a la variable b§.sica entrante y xe = x
15

. 

Debe notarse que el trabajo efectuado sabre la tabla (B) puede efectuar 

se directamente sabre la tabla (A), aqui nose hizo sOlo por hacer m§.s clara el --

procedimiento. 

La variable saliente se determina en la misma forma que en el problema 

de Prog. Lin. Gral., es decir, primero cuando el valor de xe se incrementa. Con -

este objeto introducimos el simbolo +9 en el cuadrado (s, t) para indicar que un 

valor llamado ~ se le asignar§. a la variable no b§.sica x
8

t xe con objeto de con 

vertirla en tasica. A continuaci6n suponemos que x
8

t = ~y se ajustan simb6licame~ 

te las entradas b§.sicas con objeto de seguir cumpliendo las restricciones. Para -

este objeto pondremos + 0 en algunas variables bi3.sicas y - a en otras y nada en las 

restantes. 

Conviene hacer notar que cuando hacemos xe = ~ habremos introducido con 

esto una entrada no independiente, ya que ahara existira un circulo cerrado que pa~ 

te de xe y regresa a xe. Las entradas por las cuales pasa dich0 circulo seran las 

que se ver&m afectadas por un + 9 0 un - 9 segGn sea el caso, con objeto de mante-

ner la validez de las restricciones. 

Aplicando lo anterior a nuestro eiemplo, obtendremos: 

M N s 
---10 +8(1) J 200 I 

0 

:;-~-71~0~1 300 

12 -/ J4 •0 _______ !-

'80 / 70 
__ _... 

150 

-A/-//19 
/ 

// 
0 / 

~0 ,90 70 

--~ 

------~~ -~J---~-~-J r J _______ -·-,,,_(J_(4' 
• I nJ / I -' -

I I jC]L) /- I ' -/., ' .- / . 1.; 

f
" ~~~:...~~~:_- _:_- f ~~\r G :-/ 

I I , ( "' / 

~-~~L:d·~ -~· - ' l 
' 20 

18! __ 15 - c 
---- ---r,/0 ~~ 

--11CO i ____ ( C ) 
..,L____ Tebk 
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Paso 1,- Introdueinos • 6l en ln celdc. ( 1, 5) correspondionto a lc vr.ric.ble x
0 

Paso 2,- Vonos quo le rostricci6n n de 1£, col~~ 5 ya no so satisfrce per lo tan­

to P'monos - ()en (2, 5) [ si lc hcccnos en (3, 5) entonccs ya no pede­

nos fl:or:nnr un c1rculo clc untrcd· s bfsicr.s quo rogresc r lr. celdr. (1, 5D 
Pnso 3·- Cooo ln rcstricci~n Q ya no so satisfnce, poncn:os • 9 on (2, 3) [ si b 

hllccnos en ( 2, 4) no podrccws fornr.r un c1rculo de entrr.Jr.s bfsicr s que 

regr~se r. lc. cclcln (1, 5~. 
?nso 4.- Cono lrc rcstriccion L yn no sc sctisfncc poncn:Js - 9 c-•·, (1, 3) con lo 

cuc.l hcoos ccrrr.clo cl c:!'rculo y turninc-.. 1 J do poncr 9 ! s. 

T=bion cqu:( debe notarso quo <:1 trobc.jo ofoctur.clo sobre lr. tcbl£. (C) 

pudo hllbors~ cfcctundo sobrc lr· tc.blr. (/.) • Nuovcc:cntc so sopr.r-5 pr.rr hr.ccr :Jfs 

clnro ol ojonplo. 

Unn voz quo todr s 1cs e sc hr.n puosto' rccnplczn'10S e por r.quel vc lor 

que hngr. ccro prinoro nlguru. s do lr.s vcrir.blcs bnsicc.s, Esto cs, e t:orm cl vr.lor 

x corrcspr:mdicntc: o.l vo.L•r ocnor do lns vnrinbles bu~icr.s r lr:c~ cuc.lcs so los 
qrr 

adjudic6- e de foror t.:;l quo X - fj SC h£.gn Coroo J .. s{ pllCS X == X o 
qn qn s 

Us~ndo cl vnlor de e nsl dctcrr:ilnr.uo, todns lc.s vnric.blos besiccs sc 

rccomputc.n porn obtenor ln nuevn soluci5n busica. 

So rcpito cl ciclo cunntos v~ces s~n noccscri}. 

Es inport.n.nto hntcor notnr que si este.r.Jos nini '1iznndo cl vnlor do Z, st' 

vnlor d~borC' disriinuir en en de. i teraci 5n o oontoncrsc igucl en cr so l" Scc;c:nc::rr.-

cion ) , Si per elgtlli notivo nuocnt.nrc d<J vr J rr, csto cs un inclicio ck que l:cnos 

conetido un error. 

En nuestro ejenpl0 tononos que r.quollns untraclr.s b(sior.s c. los cur.loo 

los nsignc.nos - e fucrom 

3o- e 
10- e 

celdcc (1, 3) 

ccldc. (2, 5) 



vcnos por 10 tnnto que x
9 

::: X = x 25 Y' que 9 = 10 • Sustituyenda o1 vu1or do 8 

on nuestro. l:Rblo. obtonenosl 

l.o..!a>clvct o'"' J K L M tl s 
100./ 70 / 20 ' 10 / ' 200 / 

.. 
" / p " / 

/ 20 ,"' 10 / 15 1C .,"' s 0 / 

120 / 180 / 
300 / 

Q / 

, / / ll 15 30 .. 5 14 0 / -
R ~ 

__ , 
70 / 150 

/ / 
13 15 20 7 ., ...... 19 ,..- 0 I 

100 70 140 180 ~0 70 

Tc.b1o. (D) 

Z = (100 X 20)+(70 X 10}+(20 X 15)•(10 X 8)•(12{) X 5)+(1S0 X 12)•(S0 X 19).­

+{70 X 0) = 7360. 

Enpozc.ndo nuoVQ~onto o1 cic1" obtcrdronosr 

J K L M N s I 
100 ,."' 70 / 20- .... e .... -I2 ~e, ,' 11 200 

? .. 
',." 10 " , , 20 / 

, 
15 10 , , s 0 0 

5 30 120t9-' 18Qoo. e-' 16 21 300 
Q. / / 

15 30 !...."' 
/ 

5 / 1 14 0 -10 

R -13 ~ ~ +9 t§ 80-tj../ 70 .-
7 

150 
"' " 11! 18 I5 20 ~ ,"' 19 /' 0 

100 70 140 ISO 90 70 

20 10 15 2.< 8 -11 L--

To.bl.!l (E) 

C:JIJO CJ
4 

= -26 ( Clj po.re tvdn (i, j) ontonceil"t 

X =X :X 
34 RM o 

!.I introclucir 6 en ln co1cln ( 3,4) y fomnr e1 c!rculo tendrocos que 

Ins entredas bnsicns n lns cuo.1os se 1es nsignn - t) sam 

20- e 
ISO- 6 
80- 6 

ce1dn (1, 3) 

coldn (2, 4) 

coldn (3, 5) 

90 

Voo"s puos que: 

X =X =X 
G ~'L lJ 

y qut.;. 

6l = 20 

Substi tuyo .. Jo cl v21or :lc 9 .Jbtonc;J•'S lc. tnblcl (F). 

3cc • S·,1uci (njl 
J K L J.i N s 

IC0-6;7 7':: ,/ ~6 l!, J0+9 /,. ll 2'/l I p /' / / 

..-" 20 / 10 15 IO / 8 c Q_ 1----
+0@ 

/ 
160-)3/ 4 l!,O / -1J -5 JC•: 

Q / .. 
15 30 / 51.-" 12 14 " 16 

Q -13 -A ?0 2r.9,-"' 6o-e, ..- 70 // 150 
/ 

// 19 
/ 

18 15 20 / 7 / 0 11 
100 70 14'1 18() 9Cl 70 

2C L :-11 
_,. 

8 -11 
•••t AF 

Z= (lCQ x 2G}i>(7C x lC}•(JC x 8)~(i4C,Z S)+(160 x 12)+(2C x 7) .. (6" x 19) .. (70 x 0)= 

= 6 8 4 0 

X =X 
L 21 

e = 6o 

X =X 
s 35 

.. rosi[.,'Uicn~~~l en lr. 1isnf~ fDrnc., obtcndrc:],JS ln scluci0n Opti:~,~ c 1 llc-

r:.·-r c. 1R 7o.. s.)1ucion le1 cud sur1f ( trtb1cc G ) • 



TablP G 

J K L M N s 
5 72 / 10 JO / 90 / y ' 2GO r / / / 

,, 
/ 

/ / / / 
20 ' 10 15 / 10 / ' 8 // 0 0 / / 

/ 

20 
/ 

6 60 Q ICC,...."" 140 / 2 / JOC 
/ / 

/ / 

/ 15 JO 5 12 l4 / 
/ 0 0 

R 6 8 18 150 / 
// l4 J 150 

18 15 20 / 7 19 J -3 
lCO 70 140 18C 90 70 

15 10 5 10 8 0 

' 
Z= (70 X 10) + (lO x 10) + (90 X 8) +. (10 X 0) + (100 X 15) + (140 X 5) + (60 ~ 0) + 

(150x 7) 4970. 

Vernos que esta soluciOn es Optima debido a que Cij70 para toda (i, j). 

Degeneraci6n en el Problema de Transporte.-

Una soluci6n degenerada en el problema de transporte se reconoce en que 

los valores de una o mSs de las asignaciones en nuestra tabla son cero. 

Supongamos el ejemplo anterior s6lo que variando la 1°disponibilidad de 

200 a 180 y el tercer requerimiento de 140 a 120. 

Nuest ... l l .,~.._._,.._..,_ ..__. ._.,_..._uc..LUl! _J,_IJ_l_L..lc1.L ;:;e.L'd~ 

J K L M N s 

i l "1 / 7\' / 
JC / 

/ 

182 i \ '- / 
/ / / 

/ 20 / / 1u / 15 10 8 0 ! / 

/ 
// 

/ 

3C-C, I Q nc ..- 180 lC 
/ / / 

15 30 
/ 

) 
/ 

12 / l4 0 / ' / i 
~~ 

/ 

150 I R sc 
/ 

/ 70 / 

~ 
/ 

18 15 
/ 

19 / c / 

100 70 128 c 98 7C 

como no hemos modificado los costos, nuestros Cij deberan ser los mismos que en el 

eiemplo anterior y la celda (1,5) correspondera a la variable de entrada, con lo 

que obtenemos; 
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7220 

J K L M N s 
100 /,-' 70 

/ 
/ ro-e..-" +9 180 

p / / / 

, 20 ,. lC / / 15 lC: 8 ·:J 
' 

Q 110.)~' ISO / 10- e/"' 300 
/ / 

15 30 
/ 

5 / 12 / 14 0 / / / 

R 80 7r // 150 

18 15 / 

, / 
20 7 / 19 ,' : 

100 70 120 180 90 7C 
-

do JonJr. vc...nos quu x
13 

y x
25 

ostGn unP' tr.Jr.s pr.rr.. dujr.r ln Cr sc. Sclccci~ n~u:Js r.r­

bi trnricncntc uno. clc o1lr.s ( X 
25 

on nuestro cr. so) y c. lc. no so1cccL,nr.clc. (x
13

), 

;JCTC. indicnr que sic-e sicndo bcsicrc, 1c r.siQ11'1:lOS un wc1or (EJ infinitcsic:rl y os-

ta W'.rinb1o sc nanipuln cono cuc.1quicr otrn afij c.ci5n con lr. sn1 vu>.-J c:v que; 

{tsit)O 
t + t t E si T ~ CJ • J.s! pucs obtcncuo~ 

J K 

1CCJ , -' 7C 
~ / / 

/ 20 / ' 
' ' 

5 
Q 15 

-13 
R 18 

1CJ 7C 

20 

/ 
/ 

1C 

JG 
3C 

~ 

15 

10 

L 

e-e // 
/ 

/ 
15 / 

120.8-' 
/ 

/ 5 / 

~ 

2CI 

12C 

15 

Z ::: 7~·6C 

XC ~ XJ4 

xs ~ x13 

e ~ c 

--
M N s 

-12 10• 0// 11 1f!0 
/ 

E / R 0 ,. 

1RC-~'" 16 
/ 

21 JT 
/ 12 l4 n -1:1 

+@@) SCJ-_(1--' 70 ..-'/ 150 
//19 / 

/ 
7 0 11 

180 9C 7\' 

22 8 -11 



J K L M N s 
1CC /"' 7C / 10 / 180 p / / / 

/ / / 

/ 2C / 10 15 10 ,/ 8 c 
Q 120 // 180 / 3CO 

/ 
//12 15 30 / 5 14 0 

/ 

R c / 
I<L' // '(U 

/ 1.''· 
18 15 2C' / 

7 // 19 / 
0 / / 

/ 

lCJO 7C l2CJ 180 90 70 
--- -

z = 7060 

Se precede igual que en el case no degenerado hasta llegar a la solu 

ciOn Optima. 

si:; no hubiese quedado eliminada durante las iteraciones intermedias 

y apareciera en la soluci6n Optima, simplemente eliminamos la F que aparezca en 

esta, asignSndole aesa variable tasica un valor de cera. 

PROBLEMA DE LA ASIGNACION.-

Existen casas especiales del problema de transporte los cuales pre-

sentan ventajas de cornputaci6n adicionales sabre este, raz6n par la cual se han 

desarrollado m€todos especiales de calculo para estes casas. Una de las situa-

ciones mas comunes es aquella que se conoce como "Problema de la Asignaci6n" el 

cual es el caso mas sencillo de todos los ~blemas de programaci6n lineal. 

El problema de las asignaciones es un case especial del modelo de tran 

portaci6n en el que existe una matriz cuadrada (m=n), con cada una de las restric 

ciones de disponibilidad y cada uno de los requerirnientos iguales a la unidad 

(ai = 1 y bj = 1 para toda i y j) 

Un problema tipico es aquel de asignar personas a diferentes trabajos 

en donde tenemos tantos trabajos como personas y cada persona debe asignarse a 

solo un trabajo. A una persona i se le asigna el trabajo j con un costa Cij" 

En el caso anterior. 
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(1) •••••• 
xij = {~ si ln p0rsont1 1 efectoo cl trc.brcj o j 

si no 

El problcna consistc on Joterninnr couv sc C!.\ be roo.lizc-r la nsigru_'"'..cibn 

cJn objoto de CJininizc.r h su:.1n do toJos los productos C x ( costas) 
ij ij 

En nuestro c.1od~lo scto:J(tico do pr:ogrcnnci5n linoc.l, debiC:o c. que cc.da 

pars Jna so lo puodo c.sicnc.r solo un trr.br.j o, tendronos que 
n 

(2) •••. ~ x .. = 1 ( i = 1, 2, ••• , n) 
J-:.t ~J 

y debido quo r. cnJ.r. trc.bc j" so lc nsignc solo unr. poasonn 

"' (3).... .2,x .. = 1 ( j = 1, 2, ••• , n) 
c:o l.J 

El objctiv:J del ;Jroblonr de nsignr.cifn cs cl do esc:Jgcr x
1

j quo sr.tisfn-

ga ( 1 ) (2) y (3) en tal fornr. que cl ce>st;:, totc.l 
~ .., 

z = 2 2:_ cij xij 
l'::l J:.l 

soc. ninL·-dz<'1.C.o. 

Lrc ~-Jnr1jr:i:~n (J) hrco en ocrrsi:ncs que cl pr:;)blenC~. pucC.~ scr IJUY di.f.l 

cil lie rcsolv~r, dcbido c. que cstrc condicion nsi£Illl n xij un rc.ngo dcsconoctndo 

conpuusto Je: V'"'lorcs ~:iscrct._Js. 

Ejo:1plo IV-3.-

Uru: co::1pnii!c. tionc 4 CJL-{quiru:s y 4 trnbc.j os pt'rc. hctecr. J.. crcuc. n(quinn 

lc t.o;:1or:!n un J.:ln hcccr cunlquiorn ~e l.Js trd,nj os ~ Cufl es lc. mej or nsicnc.cion 

do L's trnb::.jos c. lns nrqclnr.s suponicndo que los costas de ojecutc.r cc.dc uno de 

los trnbnjos en cc.;;,rc OGquina SOn los Sif,'Uientes ? ( D''.triz de efoctividc.d): 

TI T2 T3 T4 

'\ 10 16 12 8 

~ 8 12 l5 12 

~ 15 l3 1.3 ll 

M4 12 15 10 7 



VvJ0S quL si i:.tcntc.:: os r<cso1vcr o1 prnb1ci:\"_ utiliz .nc;o nuestro :JocklJ 

gcnur"l de ~r2C,TO.r..Lci:Sn lincr.l 0bt0nclrc..i.:·:)s un iJ,1ll(.;lO ceye Dr'.triz du couficiontcs 

'..; s en )r~~c. 

x1i'x1/x13+x14 

'71 +x22+x23..-x24 

x31 +x3tx3{x34 

x41+x 42•x 4J•x 44 

xll -t x21 -J- XJ1 +x41 

+x12 

+x13 

+x14 

+x22 

+x23 

+x24 

+x32 

+x:3:3 

+XJ4 

+x42 

+x43 

+x44 -

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

.J. uucJ.c. doducirsc que 1:- v.~_triz de. cocficicnto cruccr6 c.Un n.._~s cur.ndo 81 

pr.Jblonr. ere cc. 

Si intcr,k:Ps rosJ1vcr1 ~ usc.mlJ o1 rvdc1J do trc.nsp0rtc CJbtonclro'loss 

T1 T2 TJ T4 

1/ o. " 1 
El " , 

~~/ 16 , 10 12 8 

!'!;:: 
1 ,-" 1 

8 , / 12 15 12 

r ,-" 1 , 1 
1-iJ , 

15 ,-"' 13 ~/13 11 

N4 
r; 

" 
1 , " 1 

12 l5 '/; F lL; 7 
-

! 1 1 1 4 

Utiliz.'-_!-:..U·;. cstL- rJL't.-·LL' cs pr-.b...,tlc :1uc sc rcquicr"n ::mchi's itcrr~ci:.mGs 

I1.LT'· llcc"r f'. 1.". Slluci~r. O~.·ti::1r'. y r.::- c TNiu1c intcr.t..-.rl :.:\:bid l r.. que cxistc ::_>tro 

vr 1CGdi.·:icnt' :1~ s scncill -~ ... 
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Teorema IV-1.-

Si en un problema de asignaci6n surnames o restamos una constante a ca 

da elemento de un renglOn(o columna) en la matriz de efectividad, entonces una -

asignaci6n que hace minima la efectividad total en una matriz tambi§n minimizer§. 

la efectividad total dt la otra matriz. 

Demostraci6n Intuitiva: 

Si restarnos A unidades de cada elemento del rengl6n (i) tendremos que 

como cada soluci6n posible debe tener exactamente una asignaci6n en el rengl6n 

(i}, el costo total para la nueva matriz sera siempre exactamente A unidades me-

nor> que el que hubii§semos obtenido con ld. matriz original. De aqui 4ue la solu-

ci6n que minimice el costo total para una matriz deber§. tambi§n minimizar el 

costo total para la otra. 

Utilizando el teorema anterior podemos transformar nuestra matriz ori 

ginal de costos en una que consista de elementos positives o nulos. Una soluci6n 

Optima consistir5 en hacer las asignaciones a los elementos con valor il cero. 

El procedimiento de soluci6n est-rita precisamente en obtener una matriz 

modificada como la rnencionada. 

DefiniciOn IV-2.-

Un conjunto de ceros se dice independiente si no existen dos (6 mfis) 

ceros del conjunto considerado en la misma columna c en el rnismo rengl6n. 

La U§cnicd de soluciUn cunsiste en reducir l-J. mJtriz de costos h;1stn 

encontrar un conjunto de n ceros independientcs uno en cadn rengl6n y en cada 

columna. Este con junto (no necesariamente Cmico) proporciona un,J soluci6n Opt imc1. 

para el problema de asignaci6n considerado. 



" 

?roccdiniopto Sistcnctico.- .,"leT 

Pnao 1.- •.•. , '~ rj i!' 

A todos los olonentos dol rongl6n (i) se lee rosto ol olononto o!s peque-

fio de dicbo rengl6n. ;,j., ""j fl, .•• •I \.hI 'll'tfll\A.~~· 

En nucstr~ cjonplo oscogemos cl nurJoro nns pcquefio dol prinor rcngl~n ~j 

y lo rcstoo.os do cedn uno do :j.os oloncnt.>s do dicbo rcnel6n. El rosulkdo osl ·.t~Ll 

Tl T2 T3 T4 'I '.U A *'001' ., i.i! 

--· 
o.{Hlr-'.: 

~ 2 8 4 0 
~·f.dj·-r.nf'( '1(,)() 

• ,'f! ~L 

N2 8 12 15 12 
,.,. 

•· ~!):!) J$1 '1{1) 

M3 15 13 13 ll 

M4 ll 15 lC 7 
'---"'-- . 

. : [irra F.L 

Jill 

'110 'f~Jp 'lOI.l 

.,, ~f. 

Suponcnnos uborn que bonos usi<;nudo un tro.bajo n cudr t1aquinn; cunlquio­

rc. que sen lc. c.sitnncion quo bcynrJos becho, ol costo do 1::. nisnn con k nuovn m-

triz sora $8.CO nonor quo con lr. no.triz nntoricro ···:> f'·ll .J. ~~n.tn 

·q.e< Procedct.1os nbora n rostnr ol olononto n!nino en cc.do. rongl5n rostonte 

de todos los olon:ntos do su rer.c;lc\'n pr.rc, obt.,nor J 

T1 T2 T3 T 
4 

),.., ' ... mo:: <"Ill! 

~ 2 8 4 0 

M2 0 4 .., 4 " '• tot 

M3 4 2 2 0 rebl11'. ''!W..) 

M 5 8 3 0 
• :q, • 

,,\~ &"• •~.r 

-·· 

coso 2p- ' ~~- ('J'~ .. -. ~·r.1 ·u· ::)'9 

Si o.UIJ no bonos obtonido une nc.triz quo posen ~ nonos un cero Gn 

code. rongl5n y ~ nones un coro on lllldc. coJ.unna procodc:o.os n rostor ol oloncn­

to n!nino on c~.dn col= quo nul\. no tengn coros de cndc. uno de los elomcntos do 

LSD colunna, obtcnonos ns!1 
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.. t/1 

T] T2 T3 T I 
4 ;.:c :· 

~ 2 6 2 0 
.]1 at.~ 

~ 0 2 5 4 

~ 4 0 0 0 
---

3_ 5 6 ]. l 0 
~ 

~Notemos que en tanto nuestra rnatriz consiste de elementos positives o 

ceres, la efectividad total ~o puede ser negativa para ninguna asignacion. En 

consecuencia, si podemos escoger una asignaciOn que tenga un total de cera, no 

puede haber asignaci6n alguna con un total menor . 

Dada una matriz con algunos ceros y todos sus elementos no negatives 

cOmo buscamos la asignaci6n maxima entre los ceres 

Paso 3.-
, Q.,t ... .,,... .)f· .JP :.e•t.tr•: 

,. 

A) Examine los renglones sucesivamente basta que se encuentre uno de 

ellos que tenga exactamente ~ cero no marcado. Marquelo con un cuadrito ( tJ ) 
ya que ahi se efectuara una asignaci6n. Marque con una X todos los otros ceres 

en la misma columna para indicar que no se puedefi usar para hacer otras asign~ 

ciones. 

B) Examinese a continuaci6n las columnas para encontrar ceres ~ 

cades (uno exactamente) los que se marcaran con un cuadrito ( 1J ) y tatubien 

se marcaran con una X todos los demas ceres no marcados en el renglon correspo~ 

diente. 

C) Repitanse (a) y (b) sucesivamente basta que una de des situaciones 

ocurra: 

A) Ya no hay ceres sin marcar · r 

B) Los ceros que quedan sin marcar son cuando menos dos en 

cada renglOn o columna. 
"l :~; 

Si lo que resulta es el caso (A) tenemos una asignacion maxima (que pu~ 

•I 



de no ser cornpleta), Si' resulta el caso (B) podernos usar el ingenio y/o tanteos 

para localizar una asignaci6n maxima. 

Sea una asignaci6n maxima obtenida de la situaci6n (A) o a partir de 

la situaciOn (B) podemos decir que si se tiene una asignaci6n en cada rengl6n es-

ta asignaciOn maxima es una soluciOn completa del problema original (Caso I) y he 

rnos terminado. Si no se tiene una as.ignaci6n en ca.dd renglOn, nos enfrentamos con 

el problema de modificar la matriz de efectividad mediante sumas o restas, (caso 

TI). Vaya al paso 4 

Volviendo a nuestro ejemplo: 

T1 1'2 T3 T4 

M1 2 5 2 
Ia]( 1) 

( 1) por (a) 

M2 
rof 2) 2 5 ~,, (2) por (a) 

M3 4 1Qf 3) 'I?( 3) (3) pew (b) 

M4 5 6 1 
( 1) 

r: 

Vemos que tenemo:--; 1a situaciOn (A) que rae dentro clel cnso II y lo 

dejarnos pendiente hasta que V(:c~mos el paso tf. 

Ejemplo IV.- 4 

Supongamos qw~ tenemos )a sip,u ientc matriz de efect ividad a la cual 

ya le han sido aplicados los paso~ uno y dos y se le desea aplicar el paso tres 

ter. paso por (a) 2o. paso por (a) 

0 5 4 3 7 5 4 'l ~ 

6 0 

"" 
3 8 6 \§1 ~ 

0 6 0 3 0 0 6 D 0 '{f 

0 1 0 7 0 !1 1 0 
J I ! J' 

4 3 0 (1 0 4 3 u 
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nnci6n ~4C y conp1etn) 
'll.QJ 5 4 3-

QJ:a:-386 .s_})(3 e 6 :; %- 3 8 6 

)(6030 }{6@]3)( 6@1.3-:Q: 

)(J c 7 c ~1-;>f-7 0 :1(1%-7© 

4 3 );'@) ·,-: 4 .3 z[;J~ 4 3 )(@]~ 

Nota.-

li1SO 4,-

c) Es pQsiblc que cxista 
, 

nc.s Jc 1.liUl O.SIOik'lUO~ .. nbirm. 

b) No os boc~s11rio cscribir rcpctid.::ncntc 1c" r.m triz • Pwodcn hncorsc to~ 

dos los pns~s on lc ois~. 

Estc p11so solo es nsc.-sl1ri:J cucclz!Q llcgmos e-1 ceso II del peso .3 de-

bido 11 que cntoncos honos llq;ccdo 11 un11 a signc.cLSn c/xinl1 ( obtonidc" do 111 si tun-

ci6n (/.) Q 11 pcrtir do lr. si tun.cL~n (B) ) ln cud no consti tuyu 111111 soluci5n con-

plo"tc_"l• ?arn agrognr ce:ros r.dicionnlcs se 'J.SRn las siguientes reGl2s: 

. , 
nr:.c1cm. 

Enpozr.ndo con 111 ccsir:;naci:5n IJAxioe obtcnidt: 

n) So nnrc11n todos los renclonos en los quo no s" he: hccho une1 rsic-

b) so nnrcnn lns cvlur.mns qve no ru-~n siJo rw.rcr'.'-~;.s y que ticncn ££P 

E2Q nsignc.dos o no ) en los rcnt;lonc.s nnrcndos. 

c) So :J~rcun los rC:ncloncs quo mln no ost6n nr.rc.:-tdos y qxb..c ticncn 

nsicnnci,:-:.nos en l.:::.s colunnr-.s ::m .. rcndes. 

U.) So rcpitcn los pnsos (b)y(c) hn~m quo :l:t'roinn 1n cr,dcne. cc 

o:--.rcr.s .. 

c) So trcz11n l!nccs n tr11v6s de tcdos los rcngl mcs ll2 or.rcndos y 

o. travOs du tock.s lns colunrir.s unrcc.do.s. ( dobcrcnos ob"knor t:·.ntas lln(.;C.G cm.1o n-

sicn..._;.cL;n..;s ton.iu.'l.os.) 



f) So oxnninn.n los clcm.ntos que 110 tionon unn l{noo. quo peso par 

cll.Js y so rcstn cl :Jonor uc ollos do todos l0s clonontos de lc nc.triz quo 129. tio-

~ unr. )jE,Qf; que peso por olloso SC: sur.::- r~dcn.:ls este; clcncnto n cn.dn uno dr: los 

loco.liztldos en lo. intcrsocciOn de clos l.:lnons So dejc.n los olcnunto::> 32brn:.\..'-',_ 

ln n.._'ttriz oin ccnbio. OlviJ.c lc.s c.siQ1C-cionos nnteri.:;ros y vuclvc. nl prtso 3. 

J.pliccnuo l0 c.ntorior cl cjcdplo que dojcnos pondiont& 

T1 T2 TJ 

1-1 
M2 

IJ 

2 6 2 

@] 2 5 

4 @) :>:( 

H4 5 6 l 

T4 

[Q] . ~-( J) por( c) 

4 
><:: 
:>" .,.... (l)po-dn) 

1- (2)por(b) 

,------.->-:±: Por (<!) 
12 6 2 f!hll-

.;.-@~-

5 6 1 

por(c) 

por(o) -
o4por(f) 

r-----L 
1'1<- l 5 l mr 1 (l),Jor(aJ 1 .. 

4" 

51' 

5" 
... 
0 

volvo·1os r.l pn­
so J y obtcnc­

r.los: 

tD 2
) 2 . 5 5 (2)por(n) 

4 @4J J3) 1 . (J)por(Cl) 
r-0) (1)1 ( ) 1 ' 4 5 \Qf ~_j .~tpor,o.) 

Vc:1os que: huoos obtcnido unc. ['.SiL{r1.'1ciOn r.t6xirJn y conplcto.o 

c"'= 8 + 8 + 13 + 10 

39 

EJEMPLO IV-(a).-

En una fabrica de aparatos electricos se tienen maquinas, 2 de 

las cuales pueden realizar tres trabajos diferentes (uno a la vez) y una cuatro. 

La m5.quina puede emplearse para los trabajos: A, B, C y D, la 2 para los trab~ 

jos;A, By D y la 3 para los trabajos: A, By C. Debido a diferencias en las rna-

quinas y en la habilidad de sus operarios, los costos de realizar estas tareas 

varjan de acuerdo con la maquina. Estos se presentan en la siguiente tabla: 
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M(1) M(2) M(3) 

A 10 16 12 

B 8 12 15 

c 15 13 

ll 12 15 

Se requiere aslgnar los trabajos a las mAauinas de tal forma que el costo 

total sea mlnimo • 

SoluciOn.-

M( 1) M(2) M(3) M(rJ M( l) M\7) M(3) M( F) 

A 10 16 12 0 A 2 4 0 0 

Il 8 12 15 0 Il 0 0 

c 15 M 13 0 c 7 M 1 0 

D 12 15 M 0 D 4 3 M 0 

-I 

~ 
M( 1) M(?) M(3) M(r) M(1J M(2) M(3) MCrl 

A 

I 
~ ;:: ~ ~ I 

A 2 4 0 

B B 0 

c 7 M 1 - c 6 M 0 0 

D I 4 3 M ,f. J- D 3 2 M 0 

I 
l • M(1) M(2) M(3) M(F) M(1) M(7) M(3) M(F) 

A I 2 4 fil J 
,_ 

A I 0 2 X 
B I IG I }f ~ ~ I B I X 0 
c I 6 M :t' I~ I 1- c I 4 M ill X 
D I 3 2 Iii r- D , 1 

)( M !]] 

c = 10 + 12 + 13 + 0 = 35 



?..- C.onsidc·rc que em proh1c~,a de tr:m,;porte tic-nc 1a siguiente tabla de 

ru~llcr imi.entos y co~tc:::;: 

c 
1 

" 
c 

1lu ,~n:ia 

_____ 
1 

__ ~~r~~~~o- -~-~ 

1 

l 6 4 

8 5 
~~--- --- ------- -

3 3 

fli sponibi 1 idad 
----~---

4 

a) R<:>'IH?lva cste problema par cl ;c1ctodo .Simplex apl ic:ado al transpor­

te. 

h) !~clonn111c c:-;tc prohlc-J'la como un p1ohlerra ~;~neral (1c progr;J.;-1<-JciOn -

1 iJ,cal y rL'Suel\'a por el m6todo Sic1pJex. 

3- Tres refi11cr1as di.sponcn del gC~s rcqucrido para ,,),astcccr 1 ciudadcs. 

Tos datos se (_~an a continuaci6n: 

Cillclad 1 Gc.s d i ~roni.lJ1e 

r 1 2 3 
--- ---------c 

f 1 4 7 , ., L~· i 
n 2 6 4 3 6 10 

c 
r 3 9 6 4 8 6 
1 ,,... ----- ----

Rcquer irr1entos s 3 8 4 
( ) 

fletCfFii.Tie la roJJ:tica 6ptiJ'13 para efecturtr Cl tr?.J'~}'Ofte. 
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4.- Para el si.guiente prol>1CC!2. de trans;1ortc:; 6los elec'lcntos: (1 1 1) 1 (1 14) 1 

(2
1
2), (2

1
5) 

1 
(3

1
3), (3 1 4), (3 1 5)} fom.£>n un conjunto basico? 

2 3 
---------·----

:~ ;nt lti 4 

6 8 

~+-+--1-i- 3 
·------------· 
9 8 22 

J 

a) En caso afir.E(::l_ti\·o cr.ctlcn~rc lo. sc,l.ici0n cor ·t._·.,rc·l.\ 1 :r·--~c. Tnici;~·L­

do con est:~ solucii"i!! C'Tt'-~J,·r•tn_' to,l:,~; ]:"!--:; soll·r_·iorl·~-~ c1~cr-u.·1+ i\·:_1~ -

6pt ir.·;l~ clcl prol•le; 

b) Si a.J c:wJ,i:-=t a ::;n + 5 y b.~ c-t ·1 i:· a S + o, cr;'--li<-'ntrc cl r<c!.~ de 

valorf''· de r5 parcl ]o...-; c1u· l;:t ::-oluc i6n 6pL C!·CC'r:~L:.::l s 

sicnc'o optima, 

c) Volvlc:'.11 al proLl•·r" n1i2_;ir: 1 (co;~ 0 ~ 0), cr·c,,cJ_trt.' c: 1 ·.,.1 ck· 

va1o,·t._··, pc:l<'. C
12 

pz-uet lo--... cr.::- ]a rri',CLl ~0l:• iO•t h;( .:c: f2<tih1•:· 

6pti;;l sibdC sicr.c\) 611t ir<l, iJ~11~l scJ':1 12. so!t,Li(,n 61 ·_ 1:,:_ cu:---;:.\1 

c
12 

C?Jhia a 2? 

d) Volv ic'r\(C() al problc. ::, orig ine~l (con 0' 0 y cl2 c 1(,) l'l'c< I·c d 

rango dv v~:1ores de r:ss para los qll(! ],q so]tll.'iiln. in ici?l r::_---: ic:l -

factih1e obtenid~ sigt:f' sicnJo 61't in10. (,Cu11 scr~ ur.;l_ :;.1h1\- i(.·, 6~ 

tjJll(?_ CllJ.:ldO C
35 

c;... ·~J i~l a 20? 



5- Use los cln:.~ntos: { (1,4), (2 1 3), (2,4), (3 1 2), (3,5), (4,1), (4,2)
1 

!4,3)) ccno soluci6n inicial Uisica para 6 0 y resuelva e1 problema: 

2 
- -~- --~ 

6 11 14 11 4 3+6 

17 9 10 5 15 
' 4 ;--, • 

3 9 5 7 18 0 14 

_, ~-9 ___ 1L ___ ____l_3 __ ~ __ 7 1o 

b. 3 9+6 14 7 9 
J 

2) " ;,Para que rango de \'dlores de 6 1a soluci6n basica optima obteni.da con 

tinC:a siendo Optima?. 

~ C'C'!~:::i\lL'l'C Cl rroh}C).,.,.a de tran~10rte tC>n)endO la s)gu]cnte tah}a de-

l"L'CfJCr;rrt iL·ntOS )" COStOS. 

Dc-.,1 ino 

0 ; I 8 : : ; ; ~,~,~·~" '"·d 

r - M S 4 7 30 

g 3 ~ 6 3 9 6 8 30 

~ __ 4__ __o __ Cl_ ___ o ___ _() __ ~~ 20 

Dcmanda 25 25 20 10 20 

a) Obtc;1ga Ja '-Oluci6n iniciill hi<ic.a lactiblc siic,~tienc!o cl metoda de 

l a c<qui r.a noroeste. 

b) (1htcn,;il la scluci6n inicia1 J-.iisica factihle si·•uicndo cl metoda de 

:\prox i1:1nc ioncs de \rogel. 

c) lrT:pqre los \·rtlorcs Oe 1a func ·16n ohjcti\'O r<ira csAs 5olucioncs.-­

F~coja la lLejor y ol1tcnga la so1uci0n Optima. 
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1- a)Rcsuclva el siguicnte problema cuando 

6pt imas: 

,,, , , I . - ~----~- --- --- --- --~ 
l 5 14 -2). 7 15 

2 6 7 8 20 

3 14+>. 24-3>. 9 -- --·------- --·-
b. 7 ll 21 

J 

b) Rcsuclva tambi6n para n.talquier \-alar>- > 0 

0 y obtcnga 2 soluc i •r.cs 

!?.-- El total de rcquerimicntos en el I"'erc:Hlo excccle 1a c<int icl;;cl clc I :ltc­

rial disponlble en la planta. Lrts Gcfici.c-ncir:5 llchcn scr cul)ll~rtas con i.J!~·o~ 

taciOn. Tcxlos los mC'rcados ticncn l.::ts mi~r.d.S rriori.~1:--nlcs. GetL'liTI ine qi.C c:ln­

tidad de la dceancla en cacla mercildo debe SC'r n'hicrta par ca•la planta con cl 

fin de util i::ar los materialcs d.ispon:ib1cs a un costa mln inJ de tr:=J.n~l'ortc. 

~1crcal10 
ni spc~n ihi lith(~cs 

en 1 a plcmta 
3 4 5 (tons) 

------~~-----· -~---

p 
1 3 9 5 6 7 10 

l 
a 2 2 l 8 10 l3 25 
n 3 
t 

3 12 6 5 2 13 

a 4 l 9 14 3 2 33 
---

Rcquerimientos en 30 22 17 19 12 
el mercado (ton) 



9: t:na fh-ma crle produce un solo proclucto ticne tres plantas y cuatro -

clic-ntcs. Las trcs phntcs proclnciran 5000, SOOO y 4000 tmicladcs rcspectiva­

i:'rentc, l1Ur3nte cl slg11ientc per1ol1D de ticrnpo. La fjnna ticne tm contrato ~­

para \'cnr1cr 40(l(luni(:(lr!cs r1l c1 i0nte 1, :i(l()Q unidallcs al clicnte Z y ctutndo 

li!L·i!OS l(I(H'l unil~?.t1cs al c}jentc 30 los cllcntc-s 3 y 4 quicrcn co:r.prar la rrla-­

yor c3nt1dad pcsil1le l1e nuestro pro(l\JCto. El l1cnef.icio nC'tO asociado al 

C'J!:1,arquc (lc ,.n~ unir~;hJ de la rL:.nta i a1 l-1 icntc j se da en la sig11ientc ta­

],la. 

Pl;mta 1 
1 

-~- ~-~ 

I 65 

~ ~:: 

2 

63 

67 

(,0 

cl il·ntc 

-- ~------4_j 
62 64 

(15 62 

S9 c,o 
- - ------

T.e1. d i1r·ct iva r;l,sL~fl c..:-1l•cr cu~1-ntas un id~Jdcs lklwn \'cn~1r·rsc a lo5 cl icn-

tcs .3 y 4 y cl.<J~t<-Is unit1ndcs dcben em·iarsc de ~·,1.(b p1anta rt c:-H1a cl i('Tlte con 

c l ( in d c n ~-J..X i m i ~a 1 L'l l1t: nc· i i c i o. 

8) Fonllllc cstc rrcl'llCPla CQJ:lO 1Jr10 de tr~:n:~!lOrtc al t"OI1'-<tJLJir de fonT,;:! 

<1J1ropi.1(b una talJla de rL·queriFilcntos y co::::tos. 

h) Irsc el mGtodo Siiap1cx apl ic;:1do rtl 1 f(-j_n~portc p2ra rcsol\·er cl l'ro­

hlc·'"a fornnr1a,lo en (a). 
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CAPITULO V 

T E 0 R I A D U A L 

Para cada problema de programaci6n lineal existe otro problPTTk'l ~ pro-

gramaciOn lineal muy estrechamente relacionado con e1, al cual se le denomina DUAL. 

Al problema original le denominaremos de aqui en adelunte problema primo. 

Sea el siguiente caso: 

Problema prima.-

( 0) 

Sujeto a: 

( 1) 

( 2) 

(m) 

Max Z 
X 

Clxl + C2 x2 + .......... + Cn\, 

a11x1 + a12x2 +. · · · · · · · · · · · · · · + a1nxn 

a21 x1 + a22x2 +'' · · · · · · · · · · · · · + a2nxn 

am~ xl + 3 m2x2 + · · '· · · · · · · · · · · + amnxn 

X. 
J 

0 ( j 1 ,2 ,3, .... , n) 

OJO:- b. puede ser 
negativ~ y est~ -­
permitida. 

bl 

b 
2 

b 
m 

El problema dual correspondiente se obtiene asociando a cada restricci6n 

una variable y a cada variable una restricci6n, trasponiendo los renr,lones y las co-

lumnas de coeficientes en las restricciones, intercambiando el papel de 1os coeficien 

tes de ld fuucl6n uLjellvd y la~ cou~tanles, iuvirt.iendo lus dcsigucildcides y minimi-

zando en lugar de maximizar. 

Problema. Primo Problema Dual 

Restricci6n Variable 

Variable REstricci6n. 

Es decir, existe una variable por cada una de las restricciones prirnas 

y una restricci6n dual por cada una de las variables primas. 

La relaci6n prirno-dual podemos representarla por rnedio de la sisuiente 

tabla: 
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Pr.iiJO -= 
~ 

X: X ..... X oin 
2. 3 n 

D Y:n. a "12 -u ..... [l b 
ll In 1 u 

[l Yz [lLI. r. [l .. ~ , . " b 
1 22 23 2n 2 . . ' . - . -. 

Yr:r nnl "n2 t'l_r.r3 ..... [l b 
rm I:ll,> 

Mr.x ell c c ..... c 
2 3 t1 

de dondo rosul k or.lno que: 

rrobloml Dual.-

(c) Min z =by ->by+ ..... +~y y l 1 2 2 m m 
(2) 

"11y1 + "217 2. +- ••• + "rn:?'m ,. c - ] 

(2) 11
1Zl + r2.Z2 + ••·• + "rre!m ~ c2 . .. 
-

(n) ~I yl .. "~2 • ••• + r{ y > C n mnmn_n 

> 0 
yi- - ( i = 1, 2, 3, ... , rn) 

Ejc:wlo IV-5.-

MmcZ=x+2x 
X I 2 

Sujcto c.: 

X ~ 6CS 
] 

~ 
~ 3CC 

.3x:n .. 4x2 ~ 24::_:0 

x:j ::- 0 ( j = J:, 2,) 

o] problor:rn dual corrcsp0ndicntc scrn: 

Min z = 6ccy
1 

+ JCCy 
2 

+ 24')Jy 
3 y 

S.A. 
y] + 3y3::: ] 

y .. 
2 4y. ~ 2 

-' 

y i ~ c ( i = l, 2, 3) 

.. 
•' ,. 

E 



El trntc;mi'Pnto de <:~lgunas complicaciones encontrAdas en el probltma. 

prima es como si-Q:lJP; 

ri) Si' el ;.roblema }:Jrimo ti'ene una restricci6n que es una igualdad -

(sea la ecuaciOn i), entonces obtendrernos un problema dual igual gue antes s6lu 

que y i sera ahara no restring:id<? en signo. 

b) Si xj no est& restringida en signo, el problema dual s6lo 

dificara har.ienc'lo que la restricci.6n ( j) se.J una igualdad. 

se mo 

En general, las siguientes leyes de correspondcncia se aplicun en--

tre el problema prima y el dun.l. 

\:'rc_•,< 
Funci6n objetiva (max Zx) 

T€rminos constantes 

Matr-iz de Coeficientes 

Relaci6n: 

Des igualdad (i) " 
EcudciOn (i) 

Vari,ble 

x. :>' 
J 

Terminos consti1ntes 

Funci6n objetiva (Min Zy) 

Matriz de Coeficientes transpuesta 

Variable: 

yi 

Y_i 

Relaci6n 

0 

nc~ rc--; tr ingidLJ. en Sl£TIO 

Desigualdad (j) 

xj no restringida en signo Ecuaci6n (j) 

Ejemplo IV-6.-

Problema prime.-

Max z xl + x2 + x3 
X 

Sujeto a: 
x

1 
- 3x

2 
+ 4x

3 
x

1 
- 2x

2 
"'-

2x
2 

- x
3 

:;>_ 4 

(xl, x2) z 0 ; x
3 

no restringida en signa. 

Sujoto al 

Problernn Du.o.l.-

Min \ = 5yi + 3y 2 - 4y 
3 

~l y]l _, y2 ~ 

-3y • 21 t ~ 
:I: 2 3 

.::1 

4y
1 

_ ~ Y3 
1 

,n 
- v 

y
1 

no rostrincidn en signo; (y2,y~)~ 0 

Debido n quo ol probl<mn dur.l es tru:Jbion un probler.k"- cle pro[I'anncion 

lineal, dcbcrG contc.r a su voz con un problcnn dU<,'ll. 

Tcoroon IV- 2.-

El dliml dol dun1 os cl prino. ~rolncion entre ol problonn p±ino 

J4 su du.·:.l cs sir.1Ctricf1 .• 

Del tcoruru:. anterior cs clr.ro quo no tiunc inportQncic. n cu""..l de los 

dos problonc.s so lc llnr.1c. prioo y c_ cur.l duel. 

L c:JntinlW.ci )n vcrco:JS lc.s prJpicdP...cll!S y rclEci::mes cxistcntcs entre 

ol !Jroblonr. prino y slil du,o_l. 

COHi'LEHENT,.LID:.D 

Lone_ IV-1. 

Si (x
1

, x
2
,_!•••> xn) y ( t~, y

2
, ••••••• yn) son so1ucivncs foctiblo s 

d~l problcnn prino y dual rcspcctivanonto ontoncosJ 

irucbn.-
h 1L tn 

Z = 2_ C .X.~ 2 X ~ 
X J:\ J J "'J>i j l"-l 

=:? yi~ 
!..; • m J=• 

~ 2 yibi 
l:.. 

lo que q(kdn donostrndo. 

z ~ z 
X y 

''il± = 
"· .x. ~ 

l.J J -
z 
y 

m 

[ puos Cj:52 n .. Y. on cl dun~ 
'-.... 1J ~ 

l cn;obinnclo solo x y y J 
~ j i 

[ pucs ~ nijxj ~ b.i on clprin] 
J :, 



Tonenos on:toncos quo clobiclo e quo k rutiill'. sioplcx /CUton~ticnnonto i­

dentificn ln solucion bnsicn dual conplonontarin, c.l rcsclvor un probionc. ( prioo 

o dual) nutoonticcncnto ostGrooos rosolviondo ol otro. 

Vennos COO,) ol octoclo Sioplox iclontificn las soluci.)nOS b!sicccs conplo-

~cntQ_rins en goncr~l. 

Notnci6n. 

Supongr.mos quo el conjunto inicinl do ccuncioncs pc.rn resolver ol pro-

blooc. prioo o s 1 

Sea C! = 
J 

tz - i: c.x. 
(C>( ) ... }~~ JOI J J 

~ 11i{j + x,.i 
J=· 

= c 

=b 
i 

pnr" (i= l,2,J.,..,n) 

(z.- c.) 
J J 

ol cooficicntc do x. on lr, ccwoi 'n (~) nctur.l, obtc­
J 

nidn por cl oCtodo s!oplox ( j= 1, 2, 3, ••• ,n>o). 

Del sistco['. do ocuncioncs (Of ) vonos quo loG cocficicntcG llc }o..3 v . ..,r:~.·-

blos do bolgurn on lr. funci-1n objutivn otiginnl son cEJro C. ~ pc.rro j =T. •l. , n+n) 
J 

De C'..Cucrdo con lr. o.ntcrior notr.ci,~n, nucstrn frmciOn objctiw.,. C11"..nclo 

hn.yo.nos :Jbtcnido lr. GJluci:Sn c5IJtinn, puccJ.c r(..;prosorrt...-..r::>c cono: 

Z + (z"'-c )x + (z,..- C )x+,,.,+ (""" 
x L l l 2 2 2 n 

C )x + Z ... X ..- • • • ~ • ... Z '* X = Z ll 
n n nf"l n n~o n+-n 

C-=>opr.rnnd:J ln funci;Sn otjc.:tivo. oricinr.I c;Jn lr'. funci;_~n objctivt'. fint~.l 

quedQ clc·.alo que z"' cs lc. cr.nticl."J no'cr> que hcn:os ncdificndo nl cooficionto (-C.) 
J J 

do lo. funcion originrrl nodi,nto ln Rutinn Si:oplcx pnrc. obtonor ol nuevo cocficion-

to clc x. en ln funcion obj oti vc. 
J 

Vcnos cnt0nccs que si 

fj_nc.l. 
) =11+< 

> n Jz~ n.Js 
' J 

indica ol ntl.'"J"STO do voc£;5 que ln ccuc.-

cion (i) he siclo sunc.clc. ( diroctn '-' indirocta:10nto ) n lo. ocurrcion (C) oricinnl 

durc.nto ol pr.ocoso do oj ccutn)'l cl e1otoclo Sinplox, Esto es dobicl:o cc que on lc. ccua­

ci5n (:) ori[inc.l ~iono C . = C y cl ccnjunto do ccwccioncs ori[inc.los tiona x . 
~ n>l ~1 

con cooficicnto l on lr. vcuaci5n (i) y ,':;oro en tod~s Ins Jc 11:\s'! 
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Cabe aclarar que zj para j > n no indica que la ecuaci6n (i) haya si 

do sumada directamente (en un paso) a la ecuaci6n (0) zj veces; esta cifra -

sOlo no indica que el resultado final de sumarle alglin mUltiple de la ecua-­

ci6n (i) en algunos pasos y restarle algUn mGltiplo de la misma en otros tie 

ne el resultado indicado. Esta suma algebr§ica pudo haberse efectuado por 

medio de otra ecuaci6n ala cual se le habia sumado antes la ecuaci6n (i). 

Lema IV-2.-

Teorema IV-3.-

a) Z>'< zn}•: xi bi X 

b) z.._1: = zn1: xi aij y 

para ( j = , 2 , ... , n) 

z 
n 

nGmero de veces que la 
ecuaciOn (i) se sumO a 

la ecuaciOn (0) par el coef. 
de X. en las ecuaciones (i) 

J 
a (m). 

pues z~k = No. de veces que 

la ecuaciOn (i) se suma a -
la eo (0) como Zx=O origina~ 

mente su vnlor lo obtiene de 
las sumas de las ecuaciones 
(i) que se le hacen hasta lle 
gar a la soluciOn Optima. 

Tan pronto hayamos encontrado la soluci6n Optima (usando la Rutina Sim 

plex) para el problema prima, entonces estamos en posiciOn de obtener la so­

luci6n Optima del dual. El valor de la variable dual (i) es igual al coefi­

ciente de la variable de holgura (i) del problema prima en la ecuaciOn (o). 

Asi pues: 

Prueba.-

y'' l 

1: 
zn+i para (i= 1,2, ... ,n) 

Para probarlo debemos demostrar que la soluci6n (y1 ,y2 , ... ym) = (z~+i' 

z~+ 2 , ... z~+m) es factible para el problema dual y que ademas es Optima. 

a) oes factible? 

i) les no negativa? 

z~+i ~ 0 para (i= 1,2, ... ,m) debido al criteria para tener optima 
lidad en el Metoda Simplex. -

ii) GSatisface las restricciones? 

Sabemos que: 

(z*j - Cj) ~ 0 para (j=1,2, ... ,n) debido al criteria para tener 
optimalidad en el Metoda Sim­
plex). 

II 

" J 

/ 

" 
• 



• 

~ 

1'1" 

~ a "'"1 n.j -C. ) ~ C 
'" nl" l. J 

uc ~ que ln soluci6n sea fnctiblo pucs~ 

cs dccir, z* = /' 
n~i i 

"' -2 zn>i e.ij ~ cj .... 
Cllr.lplo con lr.s :r:-ost.riccionos 

b) ;. Es cstc. llnl'. soluciSn 6ptinn 

?or lonn (l)~ ,. 
,. 

r poe .ellcoo 4 b J 

~~m 

It\ 

.2 y i ~-ij ~ cj pc.rc. tJ:ln j. 
t..":.t 

if·I!J 

~'~ 
~·: 

z -= z :::: -~ b,:·i pam cuc.lquicr ~oluci6n dunl fnctibl~ 
X y l!l ........ 

poro lcno(2 c. ) <liccl 

"" I( 

z•"' ~ zn<>ibi 
L.:n 

por lo tc.ntor 
WI "'l 

""'"". "" .tC znribi ~ . .£ 
'=I 1.· I 

I?oro por su~Jof,_i_c..-:.on; 

• II ,,.. -:::::: z 
• i n+J. 

biyi 

·'ll<l 

,s 

;; co;Jo ~onos nlcc.nzc.uo el liuitc 'cnforior nuestro eoluci6n os 6ptina, 

L 0 Q.~ 

Introduzc(!l]OS b.horo 'lt'.rinblos do halt;Ul'll pnrr. ol problocn dunl con lo 

<>1.1<".1 ::>b toncno s s 
..... 
~ niJ"y.i- yn•j 
4..:.1 

cJ pr.rc. IJ = 1,2, •• ,_,n) 

!QQr.£U!\..l.y.::4,- Toorr<£_DuaJ.~-

..... 

St:jJoniondo quo solucionos fcctiblcs fini te.s cxisten tanto pare. ol pNblc.-

:"C. p:':'ino cor.1o pcra ol problooa dual ontoncos~ 

a) cxis·~o UOlO. s!Jluci on optioc. fini tn pc.rr. mbos Ic. cuc.l sc. tisfncol 

~)) z ~ = z >II 
X y 

~"~ruobn.-

a) El lerr.~ IV-1 dice quo 

6ptino finitn pc.rn nobos problonns 

;t.:' 

]x ~ t lo cuc.l ioplicr>. qu& o :is to una s.~luci6n 

puos rwx z ~ Z y cin Z ~ Z 
X y y X 
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-·t b) Por el teoroma IV-.3 ( y~ = z;.i) tenet1os quo 1 

' ~ :~--

Teoreon IV-5.-

« It\ 1>11 "' 
I = L biyT'= L bi z"' i ...... (4( ) 
y ,. 1 i ·~• no 

del lelllll (e a )J s. ·; . "' Z = ;E b z* 
X ,~ 1 i nt-i 

de ( "'< ) y ( f3 ) ' 

z•= z"' 
X y 

( /3 ) 

;;_U.i'J 

Suponiendo que ho~os obtcnido uno. soluci'n 6ptinc. peJa el problecn pri-

co us~.ndo ol Sinplox, ontoncos ol vc.lor optino de ln j-avn vnriable do holgura 

dol problooa dual cs igunl c.l coofioionto de la j-<~vn vnrinblo original del pro-

blero prino en lc. ocuncion (C) finr.l. Es docir~ 

Pweba.-

t 
Y'mt-j zf- cj ) pare. (j= 1,2, ... ,n) 

'·'rf'r' 

.. 1''\,o 

~ -z -
j In -2. zllO'iaij (j=I,2, ••• ,n) (par eL loon 2 b] 

[ por el ..,_ 3J "' L y!nij 
.. , (-< ) ; .. ,. ..... 

,; t 

por dofinici6ns 

•.1\:::; 
y• = i ll y•-c 

l:ll"j "' ij i j 

Substituycndo (0( ) en ( 13 ) 

... ( ~ ) para (j = 1,2, ••. ,n ) 

y • = ( z" - C ) L.Q.Q.D. 
mo>j j j 

Corolar~o IV-1.-

a) y~ = C sionprc quox• >0 
nt-i 

?rimbn,-

b) y. = 0 
JJO-' • 

sio::~prc quo x• > C 
j 

1:::: 1,2, ••• ,n) 

"\! (, 
( i = 1,2 •••• ,n) 

·l ".! 

Si tononos quo x: ) 0 ( k = 1,2, ... ,n) osto inplic~. que X: os UM. IIU'ia-

blE> b(sicn y por lo tc.nto (z~ - ck ) = c ..• !-; 

Si tonE>n::>s quE> x' i) 0 (i= 1,2,~ •• ,o:) esto inplicn quo x fl. es Wl£\ va-nt- Wl. 

" 



~ rinblc :z;-. . = 0 
n<>~ 

?o:lr tcoreoo IV-3 (y~ = :z;;i) so prucbrc (c.) 

?or toorcl!W. IV-5 (y 10 j = z~- C. ) S<.. pruobn (b) 
nfo J J 

Cor.10 el dunl es el prim.Jf 

x" = 0 
j 

sionprc que :1 /l • 
r.J4'"J 

)0 pnrc. (j= 1,2, ... ,n) 

x• = C 
n>i 

sienprc qu8 y: > 2 jll'.rn (i= 1,2, ... ,u) 

L~. rclnci6n oxistcn*e entre lns .lCJs sCJluciCJncs 6ptinc_s so con:Jcc con 

el nCJnbrc de 11 holgurn cocplencntc.ric.11 • 

Tcoror:1.n IV-6.-

I 

Suponcc_se quo cxiston solucL•nes fc.ctiblos fini tcs pc.rr ol prin.l y cl 

dunl. Sen (x , x , ••• , x ) unn soluci5n 
I 2 n<>n 

bQsice fectiblc no optif.lc y (z -G.) 
j J 

ccueci·~n (<:}, (j=l,2,,,. ,,..n), ol cocficionto corrospondionte de x en lr 
j 

ConsiJcre lc. sicuicnte solucion bf.sicc NO F:.CTIBLE pr.m cl dunl5 

ontoncos' 

es docirs 

:l'ruobe.-

yi = zn>i 

yfll'j z. 
J 

" 

cJ 

~ 
X 

2 cj xj 

"' 

pc.ra (i= 1,2, .. , ,n) 

perc (j~ l,2, ••• ,n) 

z 
y 

.... 
~\ yi 
\':I 

Usc.nd:o lr donostrc.ci~n dol lone IV-.2 poro sin hc.cor elusion n 

lidnd obtoncnos qucf 

z = 
X 

z = 
y 

de dondo). 

"' ~ z b 
'-'"..1 n4-i i .., 
L z 
l:.l wi 

z = z 
X y 

b 
i 

ln optinn-
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z: 

Eioc.1;JlO IV-7.-

Consi.dercnos nucvnnonte r.ucstro c.icoplo clf.sicos 
I 

11tcrr.ci:)n S:,l. b6sicc. fc.ctiblo SoL bf.sicn cl1.1C.l 

(~, x2' xJ' x4' x5) J (y I' y 2.' y 3' y 4' y 5) 

z 
X 

z 
y 

L Emaci~n (:;)] conplencntc.ric. 
------- --+-------+--

1 

2 

3 

(C,C,6C~,3CC,24CC ) 

[zx - x1 - 2oc2 = cJ 

(0,3c~. 6~ .: I C:,l2~D) 

(Z- x ·>- 2.x = 6Cv '\ 
J: 4 ~ 

(4.~,J=C,2.~,i\ 

~ +2/3x4" 

= lCCO 1 
1/Jx 

5 

,) 

( c, ::,, c, -1, -2) 

fzy- 6~cy1- 30Qr2-

- 2.4C({r < = 0 ] 

(o, 2, c, -1, c) 

(c, 2/3, l/3, c, o) 

0 

6:C 

.. 
Z =lC~lO 

X 

C' 

6:C~ 

z•=lC' ~ 
y 

Es conve:niuntc not.:r qu:; Ci1 1.:: i terc:ci5n 1 tcncnns unc.. s-JluciOn b.~sic." 

f"--'~~it:lr. n,-~ Ontion. pr..r<". cl prino nicntrr.s que pr.ro_ ol dunl tcncoos unc. s.;luciOn 

£:.2 f'1ctiblo poro JJ~ br1sicr. que cs 11:1ojor que k 6ptiov. dur.l 11 • 

Voo.Dos por oc..!io de un._-:. rcprcscn"t.~ciOn csqucofticn lr. rolc.ci~n que axi..s-

to untrc cl probl..:,:Jc. p:clno y su du..'ll, 

~ 1 RIHO _...,. ----..--:;;;.-. 

~ 
" ~ -------__.........-

z = ~ C. x. ~ 1 Min Z = ~ b. y. 
_,.- X J'!'l J_...... J ~ y 1:1 ~ l 

svlucionus pr:iur>.s no fnctiblt;S pcro Soluci::mos bnsicr..s riuo.lws no 6ptin:--.s 
/ noj :orcs quo optinc.s~ pcro fcotibl0S, 
//" / - ,' 211 - - 1 ,./ . . .- / - / / ~ 
Solucionos b~sicv.s prino.s fc.ctibloa // _Solucionos duc.lo:f'no fc:ot~blcs pcr"o 
pcro n:} Optint'S _./·· n9jorc~ quo Optionso .// _ _-· 

./"' // // /// // 

DU •• L 

1.1 trr.brjc.r con lrs solucioncs dol princr cur.C:rantc ostt:tr.1os o.l nisnco 



tiempo trabajando con las soluciones del segundo cuadrante. 

Al trabajar ~on las soluciones del tercer cuadrante estamos al mismo 

tiempo trabajando con las soluciones del cuarto cuadrante. 

METODO SIMPLEX DUAL.-

Este metoda trata directamente con soluciones b;j_sicas ao factible:::: 

"mejores que el Optima" y trabaja para obtener soluciones b§.sicas factibles. 

Las soluciones complernentarias en el problema dual son basicas factibles perc no 

6ptimas y se mueven hacia la optimalidad. 

Metodologia del Metoda Simplex Dual.-

En el metoda Simplex Dual trabajamos siempre con C~ ?Opara toda 
J 

y 

tratamos de Max Z hasta el momenta en que todas las bi sean ~ o, memento en -

que hemos alcanzado la soluci6n Optima. 

IntrodUzcanse variables de holgura (donde se requieren) para obtener 

un sistema de ecuaciones. Se localiza una soluci6n basica tal que los coefi- -
' 

cientes en la ecuaci6n (0) sean cera para las variables basicas y no negativas 

para las variables no tasicas. Vaya al paso 4. 

Paso I.-

Determine la nueva variable b&sica salientes seleccione la variable -

tasica correspondiente al rengl6n r nara el cual b; ::: min bi L 0 (n6tese que es­

te es equivalente a determinar la variable b§.sica entrante en el problema dual, 

ya que la variable con el coeficiente mas negative corresponde al mayor coefi-

ciente negativo en la ecuacion (0) del problema dual.) 

Paso 2.-

Determine la nueva variable b&sica entrante (correspondient( a la co-

ltnnna e): seleccione la variable no basica cuyo coeficiente en la ecuaci6n (0) 

llega primero a cera cuando un mUltiple creciente de la ecuaci6n (r) conteniendo 

la variable b&sica saliente se suma a la ecuaci6n (0). Esto se hace revisando las 
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variables no tasicas con coeficientes negatives en esta ecuaci6n (r) y seleccio-

nando aquella que forme el cocien~e rnenor al dividir su coeficiente en la ecua--

ciOn (0) entre el valor absolute del coeficiente en esa ecuaci6n. Asi pues C~/a~f 

min Cj/a;j para a;j c( 0. Esto es equivalente a determinar la variable b&sica 

saliente en el problema dual. El coeficiente en la ecuaci6n (C) que se hace cera 

primero corresponde a la variable en el problema dual cuyo valor se hace cera pr~ 

mero al incrementar el valor de la variable entrante. 

Paso 3.-

Determine la nueva soluciOn tasica (igual que en el Simplex usando el 

Gauss-Jordan). 

Paso 4.-

Determine siesta soluci6n es factible (y por lo tanto Optima); revise 

si todas las variables b&sicas no son negativas (todas las bi ~0); silo son ~e­

re se ha llegado a la soluci6n Optima en caso contrario vaya al paso 1. 

Se ve que el Metoda Simplex Dual precede de tal forma como si el Meta-

do Simplex estuviese siendo aplicado a las soluciones basicas complementarias en 

el problema dual, sOlo que se decide primero que variable dejara la base y luego 

se decide que variable no b&sica se introducira en ella. 

Ejemplo IV-8.-

Sujeto a: 

Max Z - 600x
1 

- 30Dx
2 

- 2400x
3 

xl 

xi ~- o 

+ 3x3 ~ 

x
2 

+ 4x3 ?. 

(i=1,2,3) 

N6tese que el dual de este problema es nuestro ejemplo clasico, con la 

excepci6n de que aqui estamos Max. en lugar de Min. 

La soluci6n sera: 



Z • 600x + JOOx + 24 rV>.r 1 - 2 ~3 

~ 
X -

2 

Jx + x 
3 4 

4x3 

"' 0 

=-] 

• x5 =-2 

Notese que ln fuhcian objotiva pcrocc indiCQr optinnlidnd pcro nuestra 

solucion no es factimle ya que 

"'::t = 0 x
4 

=-1 

~ = 0 x
5 

=-2 

x:
3 

= 0 z = c 

Venos que 1 

X =X 

"' 5 
pues b;;e = oin b. cs c!ecir ( -2 < --1) 

. bi <tS 
:X: =X 

e 2c 
pues ( 300/l < 2400/4) 

y obtcnooos : 

z + 60~ 

"'::t 
x:2 

y nuestro. soluciOn bf.sica scrct nliorr. 

en este pnsos 

xl = C 

x
2 
~ 2 

x
3 

= 0 

X =X 
s 4 

X = X. 
e 3 

con 1c gile llcc"-oos a 1 

+ 12::cx
3 

+ :iOO :x-
5 

= -6CO 

Jx
3 

+ x
4 

= -1 

+ 4x3 -x = 2 
5 

X =-I 
4 

X 
5 

= c 

z = -6GC 

pucs (b. = oin b.) 
:t b.< 01 

l 

pucs (12GC/J < 6coj]) 
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Z + 2GC"'J_ + 40Cx4 + JOOx = -IGOO 
5 

l/31t:n +X- l/Jx 
3 4 

= 1/3 

- 4/~ + x2 

y ln soluci6n bEisic~ serU, 

x; = 0 

X"= 2/3 
2 

X X= 1/3 
3 

+ 4/Jx 
4 

x
5 

= 2/3 

* x
4 

= 0 

x" = 0 
5 

Z ~ = -lCOC 
X 

soluciOn que Ql scr factiblc cs nutoonticaoontc Option. 

Lc soluciOn Optioc. para el problcr,m duo.l nerO.: 

YJ:= 4CC 

Y; ~ JCC 

y ~ = 2r'r' . . 3 ---· 

y• = 0 
4 

y• = 0 
5 

Z~ = 10CC 
y 

solucion qu~ os ir,-ue.l n lc: ohtenidc. usc.ndo ol Hotodo Sinplex: pnrn cl durtl do cstc 

problL:DF.'"' 

EJEMPLO IV-9.-

Resolver el siguiente problema usando el Metoda Simplex Dual: 

Max Z = -3x 1 
4x2 -2x

3 
- x4 - 5x5 

s.a. 
x1 - 2x2 - x

3 
+ x4 + x

5 
;S; -3 

- x, - Xz - X3 + x4 + x
5 
~ -2 

xl + x
2 

-2x
3 

+ 2x4 - 3x
5 
~ 4 

(x 1 ,x2 ,x3 
,x4 ,x 5

) ::l!! 0 

Z + 3x1 + 4~2 + 2x
3 

+ x4 + 5x 5 
= 0 

x1 - 2x2 - x3 + x4 + x5 + x6 = -3 

X - X - x3 + x4 + x5 + x7 = -2 
1 2 

x, + x2 - 2x
3 

+ 2x4 - 3x5 
+ Xg 

xs = x6 
X = X e 2 
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Jntorrrut~ci8n ~con0nic~"-

Lc. rocionto introducci~n do l2 1Jroc;ro.oaci6n lincnl en ln Econor..ln p['.rc-

cc sur Wl rnr.cronisno., ~ e.rccor<l lOt).Jco quo hllbicsu couc..mzndo nlrcdcdor de 1758 

cut'.ndc 1. ·S oconoi.l.istc,s cooenznrou a clcscritir los siStc:u2.s cconOuicos oa tU'r!1inos 

:-JGtc:·.;[(ticos,. UN crudo OJCDplo de un oodclo ~nteoftihco clc... ~ ro..,rn;:l<.ciOn Linc;->.1 

puudc ser cncontrn.do en cl 11 To.blc.o.u Econouiquo 11 de: 1.1uusno_y, Siti c:-~l:-".TCO no fu{J si­

no hc·.str. los l9JCs en que se coucnzO lr'. cxpluto.ci6n c.lcl ;::odclo de ti.LJO li:wG.l on 

CCOllOTllfl• 

Ln ~tayor pnrtc dL los uconm:1istcts :--K•.tca~ticos sc ocupr.ron con cl Cl.nfli­

sis de protJlc~tets tc...Oricos c.soci<"'.dos c:m lo. posibilid.:--_d clc cquilibrio c.conOilico y. 

cficicncir.. distrilmti vo. b.:"'.j o conJiciones coopcti ti vr..s y i"h'nipollsticr.s. ~·;""~.rc. t...-..­

lcs cstutli:Js onccmtru.r-on ol uso dEJ funcioncs c~mvcxns cl~sico.s con dt:"rivc-.clns con-
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tinuas de mas conveniencia para las demostraciones de condiciones de estabilidad 

que utilizando funciones basadas en desigualdades lineales. 

Hasta esos dias el mundo econ6mico usaba el modele econOmico para des 

cribir una forma "cualitativa" en lugar de "cuantitativa" las supuestas iPterre-

laciones dentro de un sistema. 

La inspiraci6n del modele general de programaci6n lineal fue complet~ 

mente independiente a los desarrollos anteriores y tuvo un prop6sito diferente.-

Surgi6 de las necesidades de programaci6n empiricas de la fuerza aerea y de la p~ 

sibilidad de generalizar la estructura pr§ctica simple del Modele de Leontief pa-

ra este prop6sito. 

La mayor contribuci6n de Leontief fu€ la construcci6n de un modelo - -

cuantitativo de la economia americana con el prop6sito de trazar el impacto de la 

politica gubernamental y de las tendencias del consumidor sabre un gran nUmero de 

industrias embebidas en una compleja serie de interrelaciones. 

Cabe hacer notar que el obst§culo para el desarrollo de modelos cuanti 

tativos era la ausencia de computadores, lo cual limitaba el modelo a 20 ecuacio-

nes con 20 inc6gnit.as. 

Para 1940 el an§lisis de regresi6n ya se empezaba a utilizar para medi 

fenOmenos econ6micos. Este heche di6 nuevo impulse a los modelos cuantitativos. 

El punta focal del an§lisis de consume producci6n es una disposici6n 

de coeficientes llamados "la matriz consumo-producci6n" 6 "tabla econ6mica." Una 

columna de esta matriz representa los requerimientos de consume de varios artlcu--

los para la producci6n de otro particular articulo con valor de un peso. 

Existe exactamente una columna para cada articulo producido en la econo 

mia. 

Vemos pues que la producci6n de un articulo corresponde al concepto de -



una actividad en el modelo de prograrnaci6n lineal. Si los factores de consurno -

que aparecen en un rengl6n Je la mdtriz se rnultiplican por el total correspondie~ 

tc a la producci6n de la industria que compra, los totales horizontales represcn-

tan la distribuci6n del vc1lor monetario de las compr::1s entre las industrias prove~ 

doras. De a qui qu,-, el rnodelo hap: a po~~i!JJ c no s6lo el determinar la relaci6n de -

producci6n par'i::l satisfacer la demanda directa, sino que tambiE-n traza los etectos 

indirectos sobre cada industria de los gastos gubernamentales. 

En 191+7 T.C. Hoopmans atrajo la atenci6n de los economistas hacia el -

potencial de los rnodelos de progrdmaci6n lineal usando para ello los modeJos de-

tPansportc. 

En 1 9~1, Dorfman expre.sD en tE-rminos de proR',ramaci6n lineal L-1 teor·Ja 

econ6mica de una empresa ]Jajn condjc Lones compelitivds y monopolislicd:-. y compar6 

la aplicabilidud de est a teo ria con el trad j c i onul an.l.lisi:_; marp;inal. 

[l nGmero de aplicucione::; practicas continUa Cl'eciendo y ya ulj1iza 

la progrdmac.i6n lineal para estud iar industria:_; c'spec:if icc1s. 

Mirando ahara en nuestru modeJo ducJl podemos clislint:,uir los sir;uientes 

punt us 

C j es t3 dadu en pesos por unidad de de tiv itiaJ ( i), pues (lj i·imos que era 

cl costa (o ganancia) de oper~r la actividad (i). 

est a dada en unidades de recurso ( i) pen~ una unidc1d de act_iv itLJd ( j) 

por .lo tanto yi debcrd estar dodo en pesos por unidad de recurso {i) puesto que 

"' ,fai;Yj_~ 
r.::=.l J 

c .. 
J 

Del>ido u las unidades que tien~ yi' le conoce como 11 el precio unitu-

rio del recurso {i)", esto es, y_i representa cJ valor JMPLICITO que el r·ecure:;o tie 

ne para el qu~ lo uliliza. 

!1.::;} pues a~_c.Y: r11Y,"-'~ unidncle~-:; son unidn.d de recurso(i)/unidad de acti-

110 

vidnd (j) por posos/unidnd de rucurso (i) = $/unidnd do nctividnd (j), repreaen­

tn cl costo de cpornr lc actividnd (j) en 1£. parte corrospondiento al recurso (i). 

' "' ' · .. plf,;J, 
Tonor.1os as1 que I L n .. Y. roprcsentnra ol costoj"tlotnl de opernr lc e.ctividdd (j). 

l.:t ~J 1 

' ' ... Dr.do que y es un vc.lcr intr1nsocc:t ~n y ol costo do opernr lc. acti-
i t;; ij i 

vidnd ( j), vcr:Ls que dcpcndicndo do lc oficionci[' con quo oporc.r:ws nuestrn acti-

vid~d., consuoircn;)s nns o ::1cnos recursos pc.ro.. la nisnn producci0n, de c.qu.:! quer 

m :::> 
L'"1/1 _cj 
l:.l 

es d(;cir que cur nJo utilizer.ws nucstros re:cursos on l,'l_ fornr r:1fs cficicnto sort! 

cu~nJ'-' c.-·:no nfxiiJ_o podaoos obtcncr C j 1 pucs si no uti]izcmos bien ol recur so, su 

c._ISL' i:.lJl!citu :.>ere\ ~:lr~y::.;r que 1<:.: t._:.rnc.ncic C.• 

"' J 
El objctivo duc.l Z = ~ b. y. csk,blccc que cl procio do los recursos 

y lo I 1 1 j 1/cif• 
dcbu S<r fijc.do de tc.l f8rorr que sc :oininicc cl costS)~tc.l c.l usuc.rio, por lo tnn-

to y .·' rcpr(~scntc. c_:l vnlor inpl.lc.:ito rco.l por unidnd clc..l rccurG .. rcs;)cctivo. 
1 

El vc.lor inpl:lci to clcl rccursc> ( i) cu ecru ( y~ = 0 ) cuando cl su-:~inis-
1 

tro de, osc rocurso n.J sc ~L,ot.:~ dcbic.L_) ;:~ lr:.s actividnd.cs ( c~; ~:J cs x ) 0) 
no-i 

corJlclrio IV-1 ). 

Si consi:lcrr .. J,JS lt;S lc..y:.;s de l;'_ ,-,fl.rtn. y lr~ '-krtcnd:1 un Econoole1., vcJJos 

que cur.nd(·, un r.rtlculo ticnc. utiJ.n vf'-.. rt..'l cxcc.sivr, su prcci J dcl:c scr ccro; en cste 

cr so tcne;;-:ol::l::> lo que srJ conocc c _:l.J nrtleul0s lit.rcs ( p(1r c-j ...... _:}llo cl r.irc). 

El c::Jt,•lr_ri;; IV-1 t~-:~bicn nos inclicn que cl w- l "'I' inplici to '-lu los rvcur-

SJG Ill..C·._S,:.TL'S IJC"T<' UIH'. UllirJ;- _::_ d, r:_ctiviLr_J (j) iL;unlr.. lr .. ' Lom~ncin. uni t__,rin siu 

c.1prc que l-~ c cci vid,·cl ( j) sc upcrc r:. un nivol positivo x~>C). 
J 

• = e yo>j "' = c ~"i/i j 
L~\ 

['_Sl qic 

Dc: nqul qiD.c un.:. ,, cti viJr.d no scr[~ usr.J.q si cl v.~lor in:>lici to J.c l:>s ru-

cursos rc..quuriJos cxccJc lr. r:r:.nr'ncic· Ucrivc:'..Ur- de lr ['.ctividncl. 

En rcrrlickd lo que y * rcprcscntll cs cl vc lor Clcq·inc.l dol rc cur so ( i), 
1 

yi1_ gus y. us 1[' tc.sn oeJir'ntc lf1 cu.:-.1 lr:. i_/'.nr nci-::. sc incrc:Jcntn ( dccrccc ) si 
1 



la cantidad de recurso (i) fuese incrementada (disminuido) sabre un range dado -

(el range de bi sabre el cual la base Optima original no se cambia y per lo tan­

to YY = z~+i no se cambia). 

Conclusiones: 

De todo lo vista con anterioridad ha quedado clare que al resolver un -

problema de programaci6n lineal podemos escoger entre trabajar con el problema or~ 

ginal (prime) o con su dual. Debido a que como regla general~ el nUmero de itera-

ciones requerido para resolver un problema de programaci6n lineal es igual a uno o 

una y media veces el nlimero de restricciones, nosotros podemos, mediante una selec 

ciOn apropiada, facilitar la computaci6n, especialmente en aquellos cases en que 

existe una marcada diferencia en el nGmero de rengl6n para cada uno de los 2 pro-

blemas. 

USO DE MATRICES EN PROGRAMACION LINEAL.-

Recordamos que nuestro modele matem§tico de programaciOn lineal puede 

ser representado como: 

sujeto a: 

donde: 

( 1) 

( 2) 

( 3) 

P. = 
J 

Max z = ex 

"' ~x.p. = p 
)'I J J 0 

xi~ 0 (i = 1,2, ... ,n) 

rij 1 
a2j 

a . 
ffi] 

[a .. , b., c.J 
l] l J 

Po I bl 

i b2 

:.. 
b 

m 

son constantes. 

El Metoda Simplex requere que m de los vectores Pj sean independientes. 
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Sea: 

~pbl' pb2, ...... ,Pbm~ 
tal conjunto de vectores independientes, ellos forman una base B del conjunto 

de vectores (P
1 

, P2 , .... ,Pn) 

(4 ••••• B = PBl' PB2'··· ,PBm 

En general una forma can6nica se obtiene multiplicando las ecuaciones 

(2) por B-1 , esto es: 

0 

donde: 

-1 -1 -1 
(5) ... (B r

1
) x1 + (B P2 )x2+ ... +(B Pn)"n 

( 6 ) ... pl "1 + P2 "2 + ······ + pn "n Po 

B-1 F. r. 
(7) J J 

B-1 p 
0 

B-1 P 
0 

son las "representaciones11 de P. 

1'
0 

(j = 1,2, ... ,n) 

en terminos de la base. 
-1 J 

a que B B = I tenemos que: 

FBi 
-1 =}A. 

B FBi I i 

N6tese que debido 

donde~i es un valor unitario con un uno en el elernento (i) y ceres en los 

demas . Perc esto par definiciOn significa que la ecuaci6n (6) est§ en forma 

can6nica con variables basicas. 

XB = (xBl' "B2'···'"Bm) 
asi pues: 

-1 
'S3=B P =P 

0 0 

En nuestro caso al emplear variables de holgura como variables basicas, 

obtenemos directamente una forma cnnOnicn ~ , r] 
Debe notarse que si 

X ~:] 



y 

lJ 
X 

]; 

xn 

xnt"l 

x;,.o 

cntoncos ~ se obtiono sinplor:wntc eliniiUndo las var:iL.blcs no bnsicas de {X, xh} 
y que J 

B 

]Ill 

B2] 

Bnl 

Bl2 

B 
22 

Bln 

B 
2n 

B ••••a B 
~ M 

sc obticno 0lininrndo lc.s colwJnGs corrc.spondic.:ntcs F. los cocficicntcs ~c lo.s va­

F...u"blcs no b5sic2.S e:n lc_ ::10.. triz [1L ~ 

l~sl pucs en ul Sifitcnn oric;ino.l 

[;.. rJ r -J­
l:h 

' 0 

sc conviurtc un un siotonn U.e n ucwlcionos con o incocni tc.s que.. puc::le; sGr repros en-

toclo !Jor : 

B~ = ?0 

Los fGctoros do cos to C j so obtienon oliuinnndo "'!Ji de lG ccUGci~n Z 

Definn:1os = 

0 '"[eEl' c B2' ··~, CB~ 
o'> 

y oultipliquc"'lc ocuacion (6) por ~ , obtoncronos: 

(8) • • • • ( ~ ;: I) 

dondc: 

X ·> 
1 

( ~ F2) X + 
2 

••• 4' (3in)xn= ( 3 ;0) 
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en cspocicl' 

( ~ ? .l 
J 

ctos. 

'r-::; - ~..I" - c 
0 'Bj - i - Bi 

(producto de un vector hi 

lera per un vector colum 

na). 

do fo~a cuo la ocuncion (8) tiono los Disoos cooficiontes pr.ra las variables bn-

sicas que lei ccuc.cion (1); do o.qu! quc rcstando lc. ccucccion (8) lie ln (1) olini-

nc.::10s lccs vo.riablcs bnsicc.s, obtenienclo> 

C - 0 ~ )x + ( C - ~ ~ )x • .. • • + ( C - ~ i )x = Z - ( 0 ? ) 
1 I 1 2 2 2 n n n 0 

Jomlt..-: 

C! = C, - ~ ~. = C, - ~ ( B-l,. 
J J J J J 

C! = C,- (o B-l) i. 
J J J 

C' = C 
j j -n' j 

dondc I 

[IT = ( B-lJ 

lo qu .... i;:;1:::licc, que L:::o cocficicntus C' son obt.~nii].Js rvsto.rdo ':_1e C lmn All.I1Fl r.on-
j 

troln..:ir.. jc. l ·s cocficicntcs s. n , L, 

lj 2j ' ... ' oj 

Los clc."c.ntos 1TJ dul vector .. ii su conocon co~1o l:,s ;:rultivlicrJorus sim-

plcx. 

De. nuevo, la soluciOn bUsier:. cs 5ptinn si todcs lr:s C 1 ~ 0. De no scr 
j 

nsl cntonccs unc. soluci.~n ne;j -::.Jrec:o. cs busc.::;.dr:.. ~ a.ra csto su cscot_;c llo 11 do tl'.l for-

~-111 qw.; : 

C1 = nin G' 
c j 

~ incrcr:t~....ntt: ndo el vc.lJr de x tn.nto co:1o sun ,i-10siblu hc.st2 cl VC',lor x 
{~ c 

II 
x en 

c 

dondc c.lL-lin coc1poncntc "p" del vector ( PC 

los dL:JUs Si[ucn no ncGr.tiv;)s. 

- l X 
(; 0 

) CQ~biu de siena nicntrns que 

Los coopnnunt'--'s ~ 
0 

, ;. 
8 

, y l SL .:cfincnf 



b' 
,I 

b' 
2 b' b' 
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Po {f1 ? =J: = ....lL = . i 
X a . mn 0 -;;:r-

0 • 0 a' 1.8 J.O pc 
b' 

n no 

Do aqu! que r os roenplazndo on lrr base par 
Bp 

B~dil sicuionto ciclo, 

Trnnsfomc.ci5n del ciclo K cl K .. 1. 

P porn fornar Ia base 
0 

El ulti:w pnso en cl proccs~ Sie1plcx cs cl de transforcmr lc. table. si:1-

plcx pivotoc.nclJ en a 1 • J~.qu:l 1:--) que St.: lhtiliza on lucnr Uc Csto es Ll invGrso 
pc 

du lf'. nucvr Unso pnr[' c.just[.r lic;cr: .-:cntc lo_s rc..pre~cnto.ci:__·mas de ;>j Y ? C , dndns 

en t..Or:.1ino de lo. 11 viojn 11 bo..dc R pJrS 

-l 
B 

.1. • j 
J -

-l - = :L E ,~ 0 0 

iXtrc. ottcncr su nue:va rcprcscntrrcL:Sn en tOrninos dt.: 1<'- nucvr .. b:--_sc B .. 

rlt: lonclo s: 

(9) ••• 
0 

dondc~ 

Dr.~lo qu.__, ~ 

;~, = B-l 
J - • j 

~ :L. = E i' 
J 

rp , !' , ••• ,, 1 
L' El B2 Br:J ["-'] lo 

a' 2c 

rt' 
DO 

J n' , a • , 
0 

l lc 2c 
-.LI.e r.,.-

"'i' a 1 • P a' • 
B1 1c B2 2o 

... , n' 1 
T1(; 5 

cs lc. rcprLscntnci ~~Crninos lc B. 

Dospcjc.nclo ? cle lo. vcu~ci5n 
Bp 

(9) I 

Q.. 
+P at + •• .-P ! 

Ep po En no 
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? 
Bp 

on d.onde I 

y 

I 
.1." k ... 11'1 + J." k ... 
Bl J o p 

••• •:L k =BK 
Bn n 

K = { ~ ...... k,J 
s'=["' , .... t>, ... n,i:' J Bl o En 

k = 
i 

k 

') 

-<J.' 
io 

--;1 
pc 

_l_ 

c.' pc 

C i I p l 

~are las dc::~6.s I Bi i f- p ) pocl0~ws rcprcscntnr ~Bi tri vi3.ln(...nt\.: en t&r-

ninos k B~ 

* .LBi- 1BiC" +- •••• + ~cC + ..... + !Ril• •••• + ~Bn° = B..f".t 

de to.l fornn que ln rclr.ci·'n entre l2.. 11 viujrc 11 · .f leo, 11 nucvn 11 bnsu cst:l Uc>.cJ.c pori 

=" s' f U , U , ••• , K, .... U J l 1 2 n 
\ -l 

(BJ rt lr. izquicrdc. on c.nbos 

[ 
- - I 

B"" 'sl' 's2' ... , 'sn J 
-l 

iJul tij;_licc.nUo }JOT B n lr (:t...rcchc-.. y ,.-~or lc-:J.ns :lu 

lu t,CU.r.Ci "n, obtcnu!i.OS ln rclr,ci~n r..;ntrc L'l iDVCTSO L.c lr ]1UCV;"1 br'.t~U y cl inver so 

clc lc.. bc:s0 iJrcvic. , cs __:ccira: 

cr: Jondt: 

(L) a -l r, u 
( E ) ""Lul' 2 ' ••• • •,. K, • • • • U J B-1 

[\ 

(ll) , ........... fu , U , ...... , K, .... ul"" 
LI 2 ~ 

1 
1 

l 

k 
kl 
.'2 

• yj;; 

k 
r. 

l 
.1 ~J 

y vc[;,Js que lr_ nue:vo invc...rsc. cs cl :tJro<luilto Jc unfl. ~2.triz c.:lc~cn-t.:.l por cl inver-

so ~c l~ Lese ~nturi2r. 
ec. 

Si ch:orn :JUltiplic<CJJJS rc"Jbos :JicobrJs .Cc l;:y(lo) r lG dcrcchn por cual 

quiLr ~., poJcn:Js obt0r..cr l2. rcprcscnkcilr. ·.lc f. c.r: t6r:-Jin:JS de. lr. nucvr. br.so 
J J 



pc..rticndo de su ro:n·osentc..ciOn on t8r.:1inos lc l2 viejo_ bc.sc. 

;-o.rticnJo de s 

:::- - B-1 
rj - 'j 

y pronultiplicc.nclo r .. ;lbos 1icrnbros por ol VLctor 8luocntnl o'!JtcnicLJ <'"'.ntcrir:l~.._.'ntc 

[\• u, •••.. ,K, ••••••.. ,u] =-=ru,u, 
2 ;l j l 1 2 

(12),.. / = [ U , U , , , • , K,,,, U ] -
J 1 2 G 

' K, •• • • 

"'\-1 
B I pj 

" u I 
' ih_j 

Il-l,_ 

Si cocrit,i:--:..Js le' --:f'.triz (ll) cu ~-J la sun<'. llc une' .. !<' Lriz icl, r:titlc.0. y una 

nulG except.:) pDr unr cvlu i!lf' "tenUre: los: 

[ u , u , .•.. K, ••• , u J 
1 2 / ' 

~./ C:c l~ ccuc: 2i.J;~ ( 7) : 

f u' u , •. ,u' ••• ,u J + [ :, 
L1 2 'p fl 

c, ... ,K-U , ••• ,0 
p 

f. -1 lT -J R -1 r sl I ( B ) =lu1 , u2 , ... ,Up'""'Uc: - + , :, ... ,K-Up'"'' J e,-

-1 [ - J -1 B _,. ~.._., ·~ ••• ,K, •• • ,C D 

clordcs: 

[ }, = K- uJ 
L1~:·n:.J/3 

- I J 
-1 

i ,:_ J :..· ru;r l 'rJ,:J B , L:s ,lu:irs 

/3 
1 

B -1 I ~2 

~F 

JB 
L! 

cnt;)nc~uJ I B 

( B1 )-1 
1 

B-
1 +[, , ... ,K, ... ,JI~2 

B 
.]J 

B;. 
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(lJ) ... ( a") -1 -1 
B • K ll~-

SeUJ 

-1 
B = [)ij 1 

1 clcn. nto ( i,j ) Jc K (3 es sl!Jp1cJcnte k. B . , Dcnqill que pr.rc for-
, p ~ j)J 

• -1 -
r.mr c1 e1c:lcl>to ( i , j ) de ()!I ) 31ucr.os k, A . c.~· . , cs Jccir ~ 

~ rrJ lJ 

l lij-1 = [!3 ij] ..-[ ki f;]J,' j 
Fir>r'.l.wr.tc~ prrc'. f.,.lrivu· 1::-. nucv~·- rcr..Jn .... scntc.ciOr. G.~.. l:JS vcctoros , pc.rti 

cndo de 1c vicje tcnc.Jos 

-c• 

de 1o ccw·cion (12) y l" (lJ) ) J 

B" \-1 = ( B-·l - o. ) --
J .... + KP .l.. 

J ;; J 
-1 -

=B ;,+(K~ ), 
!.. p 

1 • -~ K n r. 
J PJ 

, ROGf~.l'L'.CIO!' DE L'iT!oROS. 

Gu.r~i:; ~-k ..Ld r~so\v~r ~r~tl~~~s - ~ - .. ~ , - 1 , 
H~l...~;;>_L\_.,~~U Ut... 

U.'1.~ soluci~n cntcrr:. }J. oj ~ c::u:ii~_;n·-~r h:J::bn_ 0 c.. lo;::; w~quin<".G ) • 

CU: .LC:S 3.._, TLCj_UlC:r.._, 

L:) USU'2l en lfl ~le',yorlc Jc Jos c•s::Js c:s cl Uc 1.1tiliznr cl HC t,J-, Si ll-'lLA 

ic:nurr .. ndo ll'.s rostriccioncs Ju L.ntcros ) y lucco rcclon'-~cc:.ndcJ lr ~~~JlucLSn c~ v::'.•· 

J,rLs e:utcrbs • . Lunquc csto rcsultn r-lccu:::.do en nli._Ur.:'s ~c:--:.si -.ncs, U1 ·uclt·.c :--·+,rc"..s 

1.::~ 2'0luci:'in ottc·nicll'. L1L-:>~mCs ...:.c rL,~,)rJdL~'.r ln. s:JluciOn Opti:.12 nn en tern ;_me:,. no 

scr fr ctiL1cH 

Ej c._;pb Iv-9.-

SLrm 1~s sii__,Ulontcs rcc;t.ricci, nur:>J 

X -X ? 2 l/2 
1 2 

+ X L ·1·1/'' 
x1 2 - """ ~ 

y }Dr L:1 HC't:JJ~:· Si: llJlcx hc.:.LJS oL tl...r1.i~o lc'_ ~>)luciOn Opti1::1 cn~o 

X 
1 

x2 

R :J.-/2 

6 



En este problecR es imposiblo redondear x] ni a 8, ni a 9 y obtencr u­

na solucion fcctible, la cual puede sor obtenida solamento si tanbicn canbianos 

el valor de x • Es logico quo las r.onplicncionos auconton con el nUcoro do rostri c-
2 

cicnes. 

Xt 

' 
)(I .. )( l. :- I~ ,,~ 

)(, Ill.>" 
- ~.~ 

Otro problcca ostriba en que lc soluciSn roclosdco .a puode cst.:cr r:ruy lo­

jos de la soluciOn 6ptica do entoros. 

E1onplo !V-10.-

~I 
~ 2' 1.1) 

/
1
' '-~(t,l) 

( 2·,1.8)= sol.optinn frnccinnnrie .• 

(2,1) = Sal.6ptina rcclondocdn. 

( 0 1 2) = Sol. 6ptinc. do enteros. 

El nlgor!tno que so&. utilizn pnrn obtonor solucioncs optinns rcc cntcros 

os a crandos rasgos el siguientes 

Se rosuelve el problcna ignornndo las rcstricciones do onteros en lc. for­

en nornal y si rosultn una soluciOn o_otina que satisfncc los restriccbnos rlo en-

teras ostn solucion resulvc cl problena oricinnl. Si resultc unc solucion no onto~ 

ra entonces so nodifica el probleD£ oric;int:cl n(;VCGCndolc una nuolun rcstriccion que 

Clir:tine algullD.S SOluciones llO fCnterc.S ( incluycndo la solucion o;o_t.ina fracciG V'2-
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ria obtonidn),poro ningune de lc.s ontero.s. LE', obtcnci6n do csto. rcstricci:5n cs cl 

punta clave <l·cl alc;:,:bitno. So vuclvc r. rcsolvor <ol nuevo problonn y si so obticno 

UfUl.. soluciOp 6ptinn cle cntcros, hooos tcrninndo, en c;; .. a contro.rio volvcr:os c. n-

gregnr Uik'1 nucvu rE:lstricciOn con lC'.s cnrc.ctcr!sticr s clo lc. r..ntcrir-r. Fino..JnC;nto:- so 

debar~ llcgar n unn soluci:Sn Optino. J.o cntcros. 

ANi.LISIG i OS T -CJ:'TIMO • 

Dubido r. que C. n y b no su con con en foril2_ clutcr:tinist icr:., cs do 
I ij i J 

Sll..ilrt inportr.ncir e;l conover ol cfccto que c~_df' uno de cstos p.:lrf_-,c..:tros ticno so-

bro le'c soluci-~n OytirJP., pr.r.1. lo cu0.l sc ufcctU2. un c.rk{lisis de st.Jsibilid['.cl con ob­

jcto c..lo clcsclilbrir cu<:~lcs cl....: cl1os son los nf.s crltiC('S• Un<'. vcz locn.lizr·:.los lo s 

perUoctros cri ticos sc puoUcn cst<"blccc.r nCtoclos cstacilsticos ,t)<rE Jc.:tcr:iiner cl 

:JOlJCDtO en que· v:orirn cstos v:.rclnctroS y pc1J'-T JlacGr los 0.jUGtOS D(JCC;S,''ri,:s <1 

r.t:.cst.rc- :-:Xcl,"'. 

L." i~:.t'..::-rt,.-nci:-- Je c.st ..... ti:~J ic :--_.'l.!'li::;i:· se ::.-=.t-r<~:-:..!c -.:c:.. !-:(_:;::- ~·- ~·..;·, 

n.:s rur: ;i tc eju5tf'.r un:-- :::;Jluci~n 0}-'ti~lc. ~·:~tcniclr con cntcri::ri.1r.d, cu::nJ::; ;.·:-r o-

:.1isi6n, ccDbio :) error, vL::.us que; c.l[1imc Ue L-.s p[ rt~etros del .1rxlclo so :-1:1o.lific..-. 

En nuu::;tro cure;:> ::;:Jl: :1cnci~rrr,~:ws L1s runr:)s _ilrincipalcs --:cl r:n!lisis 

)· nt- OptirlO sin cntrr_r en su u~scritJcLJn .. 

L;ls :;rir:~i~~·lcs C":':l:L 3 'J_11< i:1Vf~3tic-~ rl U~1!lisis -:;.~st-Opti.-:o S::Jn~ 

l) c, :1bio en C 
.. 

1·0 ':::-2sic[~, cu~.nJ.J x 
j j 

2) Cnnbio un C cue ndo x tl cs b5sicn. 
j j 

' ~ 

' 
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.3) Cambio en b
1 ... 

4) Canbio en n
1

j curndo xj ElS no b~sic<'. 

5) Cc.obio en n cunndo x"' es brsic«, 
ij j 

6) huicion do unn nucvn rcstriccion 

7) Adicion de Ull£ nuevo. vnriable, 

Problema 1.-

Los resonadores de crista! de a.Jorzo son oltamente estables usados en Ia industria 
electr6nica para circuitos controlacbs de baja frecuencia y filtros de ondas. La-­
Compaiiia de Crista! del D.F. es una pequeiio firma que procesa barras de cuarzo n'! 
turales y sinteticas para praducir elementos de cristales de cuarzo. Estos san peque­
nas tiras de ciertas dimensiones, baiiadas en oro-plata y hermeticamente selladas en 
sabres metalicos o de vidrio. El tipo de crista! se conoce con el nombre de Ia abcisa 
especi'fica del plano at6mico del cual cs cortado,por ejcmplo AT, BT y CT. Las op~ 
rociones de los manufactureros son cortar, banar (en oro 6 plata) y envosar. La pro­
c:Lcci6n cspcci'fica y Ia inforrnaci6n del costo se pucden ver en Ia siguiente tabla: 

UNI DAD DE TIEMPO DE MANUFACTURA (HORAS) 

---~-·~--~-·~-------------

Tipo gonancia por 

Crista! cortar banar envasor unidad 

AT .10 .05 .07 $ 0.21 
BT .24 .12 .09 $ 0.48 
CT .25 .21 . 12 $ 0.60 

Las €Opacidades de los operaciones de manufodurn so, rle 80 Hrs. para cortar, 60 Hrs. 
para banar y 5C Hrs. para envasar. 

Formule el pmblema en terminos de prograrnaci6n lineal. For mule el dual e interprete. 
De el prirro y el dual en un solo tablero. 

Problema 2.-

La compaiiia Manufocturera M .E .M. planca agrC'gar un nuevo producto a su produc­
ci6n prescnte. Habra cbs difercnf('s mode los de t:>sfc producto, el modificado y el -­
standard. El modele slandurd se puede producir en cualquiera de sus hcs plantas: A, 
By C. Sin embargo el rnodificacb se puedc producir s6lo en By C. El modelo stan­
cbrd requerir6 6 horas hombre de trabajo en A, 3 en B y 4 en C. El modelo modi fica 
cb requerir<'i 4 horas hombre en By 5 en C. El total de horas hombre disponibles p;;­
ra el producfo son 2000 en A, 6000 en B y 4000 en C. El <a Iorio por hora en estas ::­
plantas es de$ 15,00 en A, $30.00 en By$ 20.00 en C. El rnalerial y otros costas 
direclamente relacionacbs con Ia producci6n de cstos mode los son de $100.00 para el 
stancbrd y $ 150.00, para e I modifi co cb. La cornp~ii Ia p lanea vender el modelo stan 
cbrd en 300.00 y el modificado en $ AOO .00. El de pur lmnento de lnvestigaci6n de .::: 
M::rcacbs de Ia compafiia reporta que nos~ Jebe espc:ror vender m6s de 2000 unidodes 
del standard y 1500 unidades del rnodificodo. 

Formule este problema con10 de Programoci6n Lineol. Formule el elva! y de una inter­
pretaci6n, de Ia formuloci6n del prirno y el dual r;n un solo tablero. 



Problema .3.-

Una compaii1a manufactura un articulo cuya demanda vada de mes a mes. La mate-
ria prima y la disponibilidad de mano de obra presentan variacion~s estacionaies. 
La infor~acion necesaria se presenta a continuacion. 

-----~-

MES COSTO DE MANO DISPONI BILl DAD DEMANDA DEL PRECJO DE I'JITERIA 
DE OBRA DE MAT. PRIMA ARTICULO PRIMA 

($/ton de Art.) 
(ton) 

Ticmpo Tiempo (ton) (ton) ($/ton) 
normal extra 
-~~~-- ------------- ---·----- -- -----~------------

1 40 60 600 400 180 
2 40 60 450 700 180 
3 40 60 425 600 180 
4 60 90 1200 900 250 
5 60 90 1300 900 250 
6 60 90 1600 900 250 
7 60 90 1600 800 250 
8 60 90 1500 600 250 
9 60 90 1300 800 250 

10 40 60 500 1200 300 
11 40 60 500 1100 300 
12 40 60 500 1400 300 

Para producir una unidad de producto se requiere media unidad de materia prima. 
Durante los rneses 10, 11, 12, 1, 2, 3, la con1pania puede contratar a lo rr.as ur,a 
cantidad de rnano de obra suficiente para prnducir 1200 y 600 tons. por mes du-­
rante tiempo normal y tiempo extra respectivamente. En los meses 4,5,6,7,8,9 
estas capacidades de trabajo son 800 y 500 tons. respectivarrente. La producci6n 
de un mes puede ser vendida en cualquier tiempo del siguiente mes o mas tarde. 
Los costos de almacenaje son de$ 10 por tonelada de producto almacenado de un 
mes al proximo. La materia prima no puede ser alr.;acenada, por 1o ~ue esta debe 
utilizarse en el mismo mes en el que se adquiere. Las operaciones empiezan en 
el mes 1 con una existencia de 50 ton. del producto. Al final del 1r.es 12, la 
compaii1a debe tener una existencia de al menos 50 toneladas del prorlucto. Deter 
mine una esquedulacion (programacion 0 planeacion) optima de la produccion, a 
traves de la formulacion de un modelo de programaci6n line~l, Representelo en 
la forma: 

-T 
En esta misma forma forrnule e! dual. De una interpretacion del problema dual. 
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Problema '/.-

Una campania manufacturera produce una pequena componente para un producto indus­
trial y Ia distribuye a 5 fabricantes a un proyecto de "entrega" fijo de 25 pesos por uni_ 
dad. Los pron6sticos de venta indican gue las entregas del mes ser6n de 2700 unidades 
para el fabriconte 1; 2700 unidacles para el fabricante 2; 9000 unidades para el fabri-­
cante 3, 4500 unidades para el fabricante 4; 3600 unidades para el fabricante 5. 

Las capacidades de producci6n mensual son de 4500 en Ia planta 1; 9000 en Ia planta 2 
y 11250 en Ia planta 3. Los costos directos de producir coda unidad son de$ 20.00 en 
Ia plan to 1; $ 10.00 en Ia planta 2 y $ 18.00 en Ia planta 3. 

Los costas de transporter una unidad de Ia planta al fabriconte son los siguientes: 

Fabri cante Fabricante Fabricante Fabricante Fabri conte 
1 2 3 4 5 

P!anta 1 $0.5 $').7 $1 .1 $1 .5 $1 .6 
Plante 2 0.8 0.6 1.0 1 .2 1 .5 
Plante 3 1.0 0.9 0.9 1.0 1.6 

Formula un modelo de progrumaci6n I ineal para encontrar Ia producci6n 6ptima en cada 
planta y para ver cuantas componentes manda coda planta a coda fabricante. Exprcse 
su dual. 

Problema S:-

La cantadora Lucia B. de una Cia. pub I icitaria ha a nun cia do gue puede distribuir in­
versiones publicitarias de sus clientes por medic de Ia programaci6n lineal. Su mone­
ra de actuar es identificar varios auditorios con los cuales su cliente se qui ere comuni_ 
car, tal como acblescentes, matrimonies i6vcnes, el grupo geriCitric:o, etc. Sea i el 
i-(!simo auditario. El cliente debe especificar un nivel deseado de exposici6n E; para 
coda auditorio i. Entonces coda media de publici dod (como selecciones, un spot come!:_ 
cial de televisi6n en Ia neche, un aviso a colores en el peri6dico dominical, etc.) se 
evalua por su efectividad en cada una de las categorias de auditorio identificadas. Se: 
j el j-!'!simo medio publicitario y aij Ia efectividad evaluada para el i-<"simo auditorio 
de distribuir un peso a j-esimo media. 

Cada variable de decisi6n se denote por Xi Ia cual representa el total de pesos destina­
das al j-esimo media de publici dad durante Ia compana de programaci6n. Los objetivO! 
de su cliente es minimizer el total de gasto publicitario pero cumpli~ndose los niveles 
deseadas de exposi ci6n del producto. 

i) Supongamos hay cuatro auditorios y cinco medios de publicidod. 
Escriba un modelo de programaci6n lineal requerida para Ia dcscripci6n anterior. 

i) Formule e interprete el problema dual. 

I 
w 



P,oblcma (,.-

El deporfcrnento de policia de Xochirr,ilco tiC!lC cl siguienfe requr·rimiento minima rlia­

rio de po!icias hornb res y mujcrcs. 

Hora del dia (reloj 

de 24 horas) 

2- 6 
6-10 

10-14 
14-18 
18-22 
22-2 

Pc1 iodo 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

NLur1cro minima de p,Jiicics rcqucrido dL1rcn 

te el per iodo. 

22 

55 
88 

110 
44 
33 

NJta: Se considcra que el pcrioOO 1 sigue ir~rnediato~.-:cnte (~·,spu6s del pcr-iocio 6. 

Coda persona frobajo 8 horcs cor,sC"cutivas. Sea xt cl nUrnero de pc~rs)ncs que ,_1,-,picz.an 

a frabojar en cl pcrioJ:J t todos los dias. E! t\::pur:u~ncnto de policia c!csr-u oLlcner una 

asignoci6n dioria que se .:;,-npl::e AI rr.'?nor r-.UII'L-ro p.)siblc de policios, tor· -J.'iJJ en cucn­
ta que se cumplan todos los rf'qucrirnientos. 

Formular un rnodelo de progru~noci6n lineal de tal rnanera que se uhtenga una csignaci6n 

6ptima. Exprcse su rl'ual y trate de OOrle una intc-rprctaci6n. 
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?rob/erna f •-

Proporcione e1 dual del siguiente sistema: 

minZ ~ zx
1 

- 3x
2 

+ x
3 

- x
4 

s.a. 3x1 + x
2 

- 2x
3 

+ 3x
4 

~ 10 

Zx
2 

+ 4x
3 

- 2x
4 :._ 12 

2x
1 

- 3x
2 

+ x
3 > -6 

(.xl + x4 < 15 

X. > 0 
1-

~ 1' 2' 3 

'Prcb/crr.<< !?.-

r.:n·a cl siguicnte 5istema: 

a) Constl"uya el dual corrcspondjente, 

b) Ghtenga las solucioncs corrcsponclicntes no factiblcs para el --

dual (para cada 1tcrac}6n) tal que: zx - zy 

max Z ~ 3x
1 

+ 2x 
2 

s. a. xl ~ 4 

xz < 6 

3x
1 

+ 2x 2 ~ 18 

Para el siguiente sistema: 

c) Obtenga el dual. 

b) Proporcione la soluci6n uti.] izando el metcxlo dual simplex. 

c) Canpare con la soluci6n grii.f ica. 

max Z ox] + 8x2 

5x
1 

+ zx
2 

< 20 

x
1 

+ Zx
2 

< 10 -
X. > 0 
I-



?rok/crr..'> 9.-
Considere el problema: 

"dX Z ~ 6x
1 

+ 8x
2 

s.a .. Sx
1 

+ zx
2 

< 20 

x
1 

+ 2x
2 

< 10 

X. > 0 
1 

a) Constn1ya cl problema dual. 

b) Rcsuclva graficamente cl problcJ;Ja primo y el problema 
Idcnti.fiquc las csquinas que den solucioncs factibles 
blcs para ambos problemas. 

dual. 
y no fc;ct_i_ 

c) Use la i11formaci6n obtenida 
bla en la que se listen las 
mas (primo y <lual). 

en el inc i so (b) y construya una t a­
solucioncs hasicas para estos prohl_£ 

d) Rcsuelva cl problema prino por el mi'todo Sii:iplex. ncspucs de cCI­
da itcr;1c]0n jdenti rique 1a so1uc i6n l)fi<;;ica tact ihlc pMra cstc -
prohll'ma y la soluci6n hasica conrplc·:nr·ntaria parR c1 prohlc··.a -­
dual. 

'ifob 1ern:co 10.-

Considcrc cl siguientc sistema: 

max Z 

s. a. 

-x
1 

+ 3x
2 

- zx
3 

3x
1 

- x 2 + zx3-: _ _7 

-2x
1 

+ 4x
2 

< 12 

-4x
1 

+ 3x2 + 8x
3 
~ 10 

x. > 0 
1-

a) Obtenga e 1 6pt imo usando el metoda Simp 1 ex. 

b) ,;.Cual cs el modelo dual correspond icntc?. 

c) ~Cu§I es la soluci6n 6ptiJna para cl prol-dl';~,:l ,1u:11?. 
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t1-.U,r.o ''·-

Usando notaci6n matricial (capitulo I), si el problema primo cs maxi 

mizar CX sujeto a .·\x < b y X > 0, entonces el problema dual Sera mi-
. . bT . -T cf 

mm1:ar y SUJeto a A y .::_ y y ~0. 

Use solo esta informacion de la tcor1a dual para probar cada uno de 

los .siguicntcs en;nci2dos: 

a) n dual del dual CS el prohlL'ffi3 jlTiinO, 

b) Si e1 problema pri:mo cs r:1iiXimizar ex sujeto a Ax~ b, y x ~ 0, 

entonccs cl problema dual sera minimicar bT sujcto a AT)?_ cT 

(con "y" no restring ida en signa), 

c) Si cl problema primo (como se da en el cnunciado del problema) -

ticne soluci6n optima nr> acot ada ' el problema dual no tiene so­

luc i6n facti hl e. 



=~=~=~=!=I=~=~=Q===~!!= 

T E 0 R I A 0 E R E 0 E 5. 

Introduccion.--- . 
Hace apenas unos enos que la Investigaci6n de Operaciones 

comenz6 a utilizer, como una de sus herramientas, el An~lisis de Redes, 

el cual s6lo hab{e sido utilizedo hesta entonces en Ingenier!a El~ctrl­

ca. El an~lisis de Redes se he empleado con ~xito en el estudio de sis­

temas de trans~orte y comunicaci6n, en la Teor!a de la Informaci6n as! 

como en la planeaci6n y control de proyectos. 

Aunque la Teor!a de Redee puede abarcar much!simos probl~ 

mas, en nuestro curso nos limitaremos al estudio de 4 de ellos: 

a) Flujo M~ximo.- Consists en encontrar la distribuci6n 

de flujos, en una red que conecta una fuente con un destine, de tal ma­

nera que sa maximice el flujo total atrav~s de la red. 

b) Localizaci6n de la Ruta m~s 8orta.- Se debe localizer 

el camino mas corto desde un origen haste un destine, utilizrndo una red 

que los conecta. 

c) M{ntma Longitud de una Red de Cnmunicaci6n.- Se sella£ 

tionan aquellas ramas de la red que tienen la longitud total manor a la 

vez que suministran una v!a de comunicaci6n entre cada pareja de nodos. 

d) Planeaci6n y Control de Proyectos.- Se utitiza para 

medir y controlar el progreso de un proyecto. 

Redes.-

Defin1c16n VII-1.-

Una red dirlgide o gr~fica lineal dirigida G • (N : A), 
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consists de una cnlecci6n N de elementos x, y, w, •••• , junto con un 

subconjunto A dH los pares ordenaoos (x,y), (x,w), •••• , to~ados de N. 

Los elementos en N se llaman indistintamente: nodos, v~rtices, puntas 

de uni6o o simplemente puntos; los miembros de A se conocen como: areas. 

uniones, ramas 6 aristes. 

Nosotros usaremos la terminolog!a nodo-arco. 

Una red puede s~r representada seleccionando un punta ~ 

rrespondiente a cada nodo x de N y dirigiendo una flecha de x haste y 

si es que el par ordenado (x,y) esta en A [ (x,y) E A) • 

Ejemplo VII-1.-

Sea una red que consta de 4 nodos:(s,x,y,t) y 5 arcoa: 

(s,x), (s,y), (x,y), (x,t) y (y,t). Dibujarla. 

esta red se dice dirigida debido a que cada arco involucra una orienta-

ci6n espec{fica. 

Vamos que en la anterior red dirigida el arco (s,x) £ A, 

mientras que el lx,s) f A. 

Es posible tambien la existencia de redes no dirigidas en 

las cuales el conjunto A consists de pares no ordenados de nodos. As! 

mismo, se pueden encontrar redes mixtas en las cuales algunos areas es-

tan dirigidos y ntros no. 

En nuestro curso eliminaremos las siguientes posibilidades: 

a) Arcos lx,x) Que conduzcan desde un nodo x haste si mi~ 

mo, razbn por la cual todos los ~rcos 4ue consideraremos se supondran de 

\ 



la forma (x,y) con x F y. 

b) La existe~cia de arcos multiples ~ue unan X con y, 

per lo Que todas ,uestras redes Contendran un arco =omo maximo 4ue va-

ya desde un node hasta otro. 

En forma simplista podemos tener: 

Definicion Vli - 2.-

IXla grafica linBBl consiste de un conjunto de puntas de 

union llamados nodes, cada uno de los cuales esta unido a 2lqunos o to-

des los de~as per medic de areas. 

Do fini~cio.!l__ll!!_ -::.__2.-

Se cons1dera como una red a una grafica lineal en la-cual 

existe algun tipo de flujo en sus arcos. 

A continuacion se listan algunos ejemplos de sistem~s 4ue 

satisfccen la definicion de red, mismos ~ue podemos encontrar a nuestro 

alrededor: 

Nodes 

Intersecciones 
Centres de Trabajo 
Oficinas de Correos 
Est~ciones Telef6nicas 
Estacio~es del Metro 

Definicion VII - 4.-

Arcos 

Carreteras 
Putds de Manejo de M"t'*"iales 
Rutns de transporte 
Lineas telef6nicas 
Tuneles 

~ 

Veh!culos 
Trabajos 
Correspondencia 
Mensajes 
Personas 

Sean x 1 , x
2

, ••• , xn t..n ~ 2), una secuencia de diferentes 

nodos de un~ red, t2l uue (x
1 

, x
1

+ 1 ) es un Arco para cada i; 1,2, ••• ,n-1, 

entonces la secuenc1e de noaos y areas: 

x1' Cx
1

,x
2

), x2' Cx2 ,x3 ~, x3' ..... ' (xn-1' xn)' X 
n 

se llama 11 Cadena 11
• Si se estipula ademas que x 1 

: X 
n' entonces la cadena 

se llama c1clo (dir:gido o no segun sea el c2so de la red). 
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Eiemolo VII - 2.-

En la fiqura del ejemplo VII-1. la Cadena s, Cs,x), x, 

Cx,t), t conduce desde "s" hasta "t". Esta red no contiene ni un solo 

ciclo dirijido. Si la red fue~e no diri~id", entonces tendr!amos varies 

ciclns, entre ellos: s, Cs,x), x, (x,y), y, (y,s), s. 

Definicion VII - 5.-

Sean x1, x2 , ·~· , x
0 

una secuencia de nodes diferentes, 

l~s CU8les tienen la p~opied2d de que yB se~ Cx 1 ,xi+1 ) 6 Cx\+ 1 ,x1 ) es 

un arco Ci = 1,2, •••• ,n-1). Restringiendo para cada i solo una de las 2 

p~slbilid~des, llam~mos a la secuencia de nodes y 3rcos resultante, un 

11 C3'Tlino" desde x
1 

hasta xn. Nuev,'lfT1ente si x
1 

= xn tenemos un cicl_p_.._ 

Vemos entonces 4ue un camino difiere de una cadena, en 

~ue el primero permite la posibilidad de recorrer un arco en un sentido 

epuesto a su orientacion, al ir desde x1 hasta xn. 

D~finici6n VII - 6.-

Dada una red (N ; A). se puede formar la matriz de inci-

dencia noao-crco oe la si~uiente torma: lnnumere los nodes de la red 

vertical~ente y los arcos en form3 horizontal y anote, en la columnc c~ 

~respondiente al arco Cx,y), un 1 en el renglon del no~o'x'"y un -1 en 

el rengl6n correspnndiente a"y"poniendo ceres en el testa de la cnlumna. 

Eje~plo VII - 3.-

La red del eje~plo VII-1, tiene la siguiente mctriz de 

incidencia: 

(s, x) Cs, y) Cx,y) Cx, t) (y. t) 

s 1 1 0 0 0 

] X -1 0 1 1 0 

y 0 -1 -1 0 1 

t 0 0 0 -1 -1 
l 



de dnnde puede apreciRrse ~ue toda la infDrncci6~ rcs~acto a la estru~ 

tura de un~ red dirigida esta represntada en esta m3triz. 

D2finici6~ ~II - 7.-

Un?:~ T'f?d se llama ''conectad3 'si existe un2 c::.den;1 ~ue coFt 

necte cada par de nodos. 

Ejemplo VII - 4.-

La red del ejemplo v1I-1 es una red conectada, pero dej~ 

r!a de serlo si quitasemos los arcos Cs,x) y Cs,y). 

Definlci6n VII - 8.-

Un "8rbol 11 es una red conectad:= G (N A) la cual no 

contlene ningun clclo. 

Es clcrB que un arbol tiene la propiedad de que existe 

uh camino o una cgdena ~nicR uue una ccda par de nodos. 

Definicinn VII - 9.-

Una red, conectada o no, 1~ cuul no contiene ciclos, se 

llama un "bosuue ., • C,da pieza conectada del bosLJue es un arbnl si se 

considera co~o una red indepPnDlente. 

Teorema VII - 1,-

Una red G = (N ; A) con ''n ., nodos es un 2rbol si tlene 

(n-1) arcos y ningun ciclo Ces decir, es una red conectada). 

Efectuando la demostreci6n por induccion, tenemos: 

El teorema es evidentemente cierto para 2 nodos. Supo~ 

qamoslo clerto pelr• 2,3, ••• ,n-2,n-1, debe"los demostrar wue es cierto 

para 11n" nodes. 

Lema VII - 1.-

Bajo la hio6tesis del Teorema VII-1, existe cuando menos 

un node que es un final, es decir, un punto "p" con solo un arco Cp,q) 
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uue lo conect~ 2l r~stn de la reo. 

Demostr3ci6n del Lema VII-1.-

Per~ encontr2r un nodo uue sea un finJl. co~~ence se-

leccionundr" cu~L . .;uier nodo, sea p 1; ?.ste nodo est2 uniCo cucndo memos a 

ntro nodo, sea p
2

, mediante un sQlo 3TCD (de no ser ~ste el ccso, elim! 

nendo cuslquier ere~ Cp
1
,oj) ~ue uns un p~r de los restantes n-1 nodos 

obtendr!smos n-2 crcns sin ciclos. Pnr nuestrs suposici6n lnductiva es-

to formdrr~ un areal, oar lo ~ue existirl3 una caden~ de a~cos uniendo 

pi con pj. Adjunt"ndo el ~rcn Cp1 ,pj) a esta cadenc formar!a~os un cicl~ 

lo cual serla contrario R nuestr3 supnsici6n). Debioo a yue existe un 

arco entre o 1 y p
2

, ~u~v2se a Pz a lo lcrgo del arco Co 1,p2 ). Psse a p3 

s lo larqo de otrr arco (en c"co de ser oosible). Dado uue el nu~ero de 

nndos es finlto y '0 existan ciclos, orocediendo de estc manera llegar~ 

mos a un punto"p""cc sea un final con solo un arco (LJ,p) uniendolo al 

resto de la red. 

Prueba del Teoremc VII-1,-

s, el nodn final y su unico arco se elimiman, la red 

resultante tendr~ :,-1) nodos y Cn-2) arcos y debido 2 Ljue no contiene 

ciclos, est~ conect ~e por la suposici6n ind~ctiv2. Si el punta ''p" ell-

~inado y su ~reo <~,ol se reinsertan, ser~ posible el conectar ·~p-' a 

cu~l~uier otro nod- v!2 el node 11 0 1
', con lo cual probamos ~ue una red 

con ··n'l nodos, (n--~ areas y sin ciclos est~ con2ctada y par lo tanto 

es un arbnl. 

Oe rccho cual~uier pareja de las 3 condiciones: 

implica la tercera 

G est~ conectadB. 
t G n~ ti2Tle ciclos. 
c I A/ = !'!J/ - 1 

c~rBcterizg 2 G comn un 2rbnl. 



D~finici~n VII - 10.-

Dad" una red G = (N ; A), sup6ng··se 4ue cad a a reo 

(x,y) E A tiene asoclado con ~1 un n6~ero real no negativo c(x,y). 

llamamos a c(x,y) la "capacid•d" del erco Cx,y); intuitivAmente c(x,y) 

puede pensarse co~~ la representacion de la maxima cantidad de alg~n 

?rt!culo qt.Je puede llegar a ''y" procedente de "x" por unidad de tiempo. 

La c~pacidad de un arco no orientado es igual en ambas 

direcciones (cCx,y~ , mientras que en un arco orientado es c(x,y) en 

la direcci6n de orlantaci6n y cern en la contraria. 

Ignrrraremos en nuestro curso la posibilidRd de nodos con 

c~pacidad de flujn restrinjida. 

Definicion VII- 1·.-

Un ~ado se llama "Fuente" si cada uno de sus arcos esta 

nrientcdo de t?.l fcr'lla qu~ el flujo salP. de el. Un nodo se llama "des-

tino" si cada uno c' su~ arcos est a orient~ do de t"l forma que el flu-

jo entre a el. As1, las Fuentes pueden considerarse como las generado­

r~s del flujo, miec~ras que los destinos ser~n lo~ cbsorbente del mismo. 

Definicion VII- 1:.-

Si: 
X E: N 

see A(x), (antes de ), el conjunto de tDdcs las y 1: N tales ~ue Cy,x) ( A: 

A(x) ={v £ N I Cy,x) E A} 

simil~rmente, sea C x), (despues de x), el conjunto de tod2s las y E N 

toles 4ue Cx,y) € 1'. 

D(x) ={ y l N I Cx,y) € A J 

FLUJO MAXIMO.-

Cone dere una red que conecta 2 nodos (una Fuente y un 
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destino), por medio de varios nodos intermedios. Suponga ~ue el flujo 

que llega a un nodo es igu~l al Flujo uue sale de ~l (conservoci6n de 

flujo) parF tndns ecuellos nodos 4ue no sean la Fuente u el destino. 

Supongc•mos que un flujo f(x, y) por unid2d de tiempo va del no do "x" al 

nodo ''y'; este Fluj~ necesariamente tendra que ser menor 6 igual a la 

capacid~d c(x,y) del area. Esdecir: 

f"Cx,y) £cCx,y) para todos las Cx,y) E A ••••••• (1) 

se~ l~ Fuente (f) y el dastino (d). Un Flujo est~tico 

de valor F de "f" e "d", satisface las desigualdades y ecuaciones li­

neales: 

2 c(x,y)­
y f D (x) 

2 f(y,x) 
y ~ A(x) 

par lo que si el fl.jo neto 4ue sale de 

·{ : si x = f 

si x ~ F,d •••• (2) 

-F si x = d 

••x•• se define como: 

2 f(x,y) - 2 F(y,x) 
y{D(x) y£A(x) 

ento~ces las ecuac:ones (2) pueden ser expresadas diciendo que el fl~ 

jp netoque sale de : Fuente es F y 4ue el flujo neto que 'sale" del 

destino es -F Co el flujo neto que entra al destino es F), mientras 4ue 

el flujo neto que s~e de un nodo intermedin es cern. Una ecuaci6~ de 

este ultimo tipo se ilama ecuaci6n de conserv~ci6n de flujo. 

D?da J~ flujo F, ll~mamos f(x,y) al flujo en el arco 

Cx,y). Cada flujo en el arco Cx,y) ocurre precisamente en 2 ecuaciones 

de (2) y tiene un co:ficiente de en la ecuc,ci6n corr~spolldiente al nQ. 

do 'x" y un coeficie•te -1 en la ecuaci~n correspondiente al nodo "y". 

En otras palabr~s, lc matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones 

(2). independienteme~oe de 1~ columna de F, es la matriz de incidencia 

nodo-arco de la r6d. 



S~bcmos que: 

F = ~ f(f,y) 
v f D( f) 

:2 f(x,d) 
X f A(d) 

y que deseam~s maxim;zcr F (en cuBlQuiere de sus 2 formas). Esclaro 4Ue 

el problema de fluj~ m~ximo en una red puede ser formulDdo como un pro· 

blem" de Progr,mccion Lineal. Es decir: 

Mpy F ~ ~ f(f,y) 
y=fn-rn 

s.a. 

~ f(x,y) - ~ f(y,x) 0 pan x F (f,d) 
y(D(x) y£A(x) 

0 ~f(x,y) .ac(x,y) para cada area (x,y) 

sin embargo, es pocoble desa~rollar un procedimiento de soluci6n m~s e-

ficiente como vere-~s mas adelante. 

Ejemplo VII - 4.-

Sea 1" siguiente red: 

en donde las c~p·ci~'des de flujo L•x,vJ en csda direcci6n se muestran 

medi2nte los nUmgrn· en los 2rcos correspondientes Que est~n situados 

cerc2 del nndn en e .. cual el flujo puede originarse. Par ejemplo: 

cC0,1) = 2 
cC1,0) = 1 
c(2,3) = 1 

Dese ~as determina~ el flujo r~ctible en cada area 4ue 

m3ximice el flujo tc:3l F que sale de "0" (6 que entra en 6). 
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Un pri~er intento nos cnnduce a descubrir que un flujo 

factible serf a uno d~ 2 par 0 ~ 1 ~ 3 ~ 4. L~ asignaci6n del flujo an-

terior parece ser la maxima posibl~ par lo que a simple vista oarece 

se!' que F m,x, = 2. "'~5 adelnnte veremos si esta soluci6n es a no corre£ 

ta, ya que pueden e>istir otros flujos factibles 4ue conduzcan a un m~ 

vor valor de F. 

Definici6n VII - 13.-

Un "mrte" C en (N ; A) que separe (f) y (d), es cual-

quier conjunto de =•cos dirigidoB que contenga cuando menos un area da 

cada cadena con c2pccidad mayor que cere que una la fuente y el destine. 

D~finic16n VII - 14,-

El "<alar del corte" 6 "capacidad del corte" C, es la S!! 

ma de las C3P8Cidec~s de los areas del corte. 

Definicion VII - 1:.-

Si ('! A) es una red y si F es un flujo entre (f) y (d) 

en (N ; A), entoncFs c(x,y) - f(x,y) es la "capacidad residual" del ar-

co (x,y) con respec:n a F. 

Teorema VII - 2.-

Este teo~ema se conoce con el nombre de Teorema del Flu-

jc:> l!l§ximo-Mfni'Tln Cr~te v dice as!: 

Pa~, cualquier red, el valor del flujo m~ximo de (f) a 

(d) es igual A la ~·~ime capPcidad de corte de todos •QuEllos cortes 

que seper?n (f) y ('). 

~IETODO DE SOLUCION. 

pgsr 1.- EncuentrP un caminc:> entre la fuente v el desti 

no Que teng? capccijad de flujo > 0. Si no existe ninguno, los flujos 

netos asion?dos hae:a ese Momenta cnnstituyen un flujo ~'ximo (optima). 



PASO 2.- In~peccione el ca~ino encontrado en el peso 1 

para encontra~ el arco ~ue tenga la ~anor capacidad de flujo; d9nomine 

esta cap~cidad c*. IncTP.~ente el flujo en ~ste camino en c•. 

PASO 3.- Disminuya en c* la c~pacidad de flujo de cada 

arco en el camino. Incrementa en c* la capaciddd de flujo de cadu arco 

d9l ca~ino en senti~ contrario dl flujo asignado. Ragrase al Paso 1. 

El Peso 1 puede llegur a ser muy e'1gorroso. raz6n por la 

cual se ha desa~rolludo un procedimiento sisterQtiLJ 4ue nos pprmite e~ 

contrar dicho camiro en una forma sencilla y que consiste en formar un 

~~bol de todns los 'odo~ oue puedPn ser alc~nzados desde la Fuente me­

diante caminos de c ~acidad de flujo mayo~ 4ue cero. Es decir: 

[C'"1ience deter",in3ndo todos 84UPllos nodos que pueden 

ser nlcdnz~dos desr~ 1~ fuente siguiendo un snlo u~cn con c~prci02d de 

flujo ). 0 que sale de (f). PGra c3n2 uno de 8stoc nodos que fueron al 

canzados, deterrnin~? tt~"dos los nuevas nodos (aquellos ctm no alc3nzados 

con anteriorldAd), ~ue puAden ser alc~nzedns ~esde ess noda L ln largo 

de un area con capccidad de flujo > D. Repita este procedimiento sucesi 

v~mente con los nuc.~s nQdos 4ue v~yGn siendo alc3nzados. El resultado 

se-~ la formaci6n de un arbnl de todos los nodos uue pueden ser alccnza­

dos desde la fuent• 2 lo largo de ccminos con c~pacidad de flujo > D. 

Po~ lo tanto e:.te ~~ocedit"'liento siempre identi ficcr""- un cc:rnino con C~P2_ 

cidnd de flujo > 0 "''t"e la Fuente y el destinn, si es ~ue existe cuan­

do menos uno. 

Eje~olo VII - 5.-

ErtcCltrcr un c3mino con ccp~cidad dg fluj'J > 0 entre la 

Fuente y el destin" per' la red del eje~plo VII - 4. 
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Eie~plo VII - 6.-

Encontrar un camino con capacidad de flujo > 0 entre la 

Fuente y e' destino para la siguiente red: 

ii etc. 

Lr. b~suuedc de nuevos caminos con capacidnd de flujo ) 0 

que un~n (tl y (d) nu es ya necesaria cuando llegemos a un valor de F 

que correponda a la m!nima cr.pacidad de corte de tacos auuelloe cortes 

que 'ep~ran (f) de ld), dE acuerdn al Teorema VII-2, Y2 yUe este nos 

gar2ntlzP haber lle~?do e un flujn m~ximo. 



' 

;J 

~ 

El p2so 2 es evidente, ya ~ue no ~s ~,=i~le haee~ eir-

euler p~r el e~mino eneontrado un flujo ~~yor que C* , ya 4ue de haeex 

lo as{ violAr!amos las e~peeidedes de flujo de cuando manes un arco 

(el enrreso~ndienta e le c2p2cided e->, siendo e~tonees el flujo asig-

nado no faetible. 
·,. r-1 ... 

La 1a. parte del paso 3 tiene per objeto el eetualizar 

le capeeided residucl de los areas considersdos, con objeto de poder 

bu~cer nuevas eaminos con e"p~ei~Ad de flujo ,.0, si aun existen. La 

2a. parte tiene pDT objeto poder ceneelar,tctsl o percialmente,slg~n 

flujo ya esignado ~ elgGn otro srco,por p~dersele asignar otra ruts 

Que nos permite inrrementar ~es el flujo total. Es decir, puede sues­

de~ que un flujn ;~ign?.do originalmente atrav~s de un area pudiere h~ 

ber eireulPdo por elgGn otro arco y 4ue al h~eerlo per ~sta particular 

i~id~ que ctro fl~jo pu~2 haeerlo, sin embargo,de poderlo e2mbiar al 

otro, ebrimos nuev~s caminos pars incrementer nuestro flujo total. 

Ejemclo VII - 7.-

Aqu~ se v' la necesided de ~odifiear las eapaeidades 

de Flujo en sentid~ opuestn a ~ste para poder tener el flujo m~ximo. 

SeR la red del Ejemplo VII-4; al eual le hemos esign~ 

do un flujo de 2 pnr 0 .,.,_3_4. 

Sin efaetuer la modi fieac16n proouestl! en la 2.:.· parte 

del paso 3, obtene~s: 

~., ~ 

'l .;/ 
1 

' .t:· ·-•.:) 

s 
__ , ..... 

.F-2 -
,.., ... ··' 

/ 
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c~ ~~~de rocF~~s o~server que ya no ~uedcn ea~inos ern cao2cidac de 

:-1~~ .... > 0, lo euE= nos CC'" ... Lei r! a a cr:!ncluir :...ue F TT1E'X. = 2. lo cugl es 

tot~l~entg f~~~o E~~Un p082~os otservar a c~ntinueci6~ s~ efectu~moa 

l~ ~ttiif!c-ci~n ~~~~~e=~~= .....L 

?:~·- ~ " 

~~ ~ 
! 

<·\',j 

C\l !' fl11 "' ,(;) 

l\J(J 

l"'btsoniendr oos! 11" ~~ex= 3 qu:: :.= :1 eorreetc.·u:' . 
r 

E~o~p!~ V!I - R.-

A~: .~~ue"~os el mttc>do de soluei6n reei'n d<:scri to a le 

~e: del E~e~pln vr:-6, en donee deseamos encontrar el flujo rn~ximo Qua 

ctiche !'Ed puede tr••.,;;port:>r entre "O" y"S". Suo6ngase un flujo iniciel 

f"(x,y) • 0. 

tl 

... 

{{) . 

F :'1 
~ 

P~EO 1.-
FIGA ). 

_../''' 

F..O -
i.: 

Enc: ··-,trai1'"!S un cel'lino entre l ;3 Fuente y el destine 4ue 

te,~a ccp~cic'~d dE "lujn > 0. Le Fig. 8 no!: rep:o-esenta un cosible ~r­

t~l con ccp-=i:!?C" ce o..-c!:! > 0 L!UB conectc todcs los n~:los desde el 

nr1Cn 110". 
~ . !'.: .. ~ 1 ': I 11 "( l :)5:1~1 (~ q. 

.ot.~. 11'!9 . ' ( t.!) 

i\. 



FIG. 8 

P8SO 2.-

En ?1 c--'.,inn enc-rntr•do en sl paso 1, ve'TlLl~ uue el a reo 

(0,1 ), juntn con cl (1,3), tienen la mfnim~ C2p "cic'~d de flu_jo, por lo 

que c~ = 1. El fl~~r puede 9Pr inc~e~2ntc~n ~treves rel c ~ino (0,1,3, 

5) 2 f
1

=1, flujo c:on el cud lno ~rc., (O,') y (1,3) se sctur n (Fig. C) 

F -" '» ~e( 

~ 
FIG. C 

P3SD 3.-

I' 

~ 
F =1 
~ 5 

A~ tPrnns l~s c~o2sidPdes de flujo dP ?c~er~n can el 

flujo ?~i~~~~n, c· ~inuypnd~ en 1 l~P c~~~cid•'res ~ lo l~r~o d~l cami 

no (0, 1 ,~,r=-,) y ;o~· -,.,t:-·~r!r en 1~ C?p?:~~~r e~ :entid~ inv9rs~ (Fj~. D) 

€ 

FIG. D 

es dE'cir, c'(i,j) c(i,j) - f 1 V c'(j,i) c(j,i) + r
1 

D?rG t~~~e los 

aT'Cf'S Ci,j) en el !'T'jinn Pscogidn. 
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!'"=2 

F =1 

• Pesos 1 y 2.- Cc2 •1). 

Peso 3.-

Pesos 1 y 2.- (c; =1). 

~(012 

?csn 3.- (F.F
1

+F
2

+F 
3

). 

Paso 1.-

0 ~l:3 
@_ /0 1v 4 

F a1 
__£_._ 

~'"=~ 

0 BIEN: 

Pasos 1 y 2.- (c; •1). 

_s 

Paso 3.- (F~F1 +t2+F3 ). 

F=: 

Poso 1.-

G) G) 



dado Que no es posible lleg~r ol destino, el proce~o termina y h~~os ~ 

contrado un flujo m~ximo F =3 , que circula en la siguiente feTma a 
max. 

trav~s de la red: 

___]_._ 

Rec~dando el Teoremo VII-2 que nos dice que el flujo ~! 

ximo ee igual a la ~!nimo cap~cidcd de corte de todos equellos cortes 

4ue sew~ran "f" y j" y que la c:,pccidc.d de cuul~uier corte nos ~ un 

l!mite superior pa~o el flujo en lo red, vemos ljue es lo ~ue sucede en 

nuestro ejemplo: 

I 

' ·corte 2 

efectuondo el cort• 1 mostrado, vemos ljue su cap~cidEd de corte es 4, 

mientras ljue efectc1ndo el corte 2, vemos 4ue su czp~cidad de co~te es 3. 

Dado que no podemv encontror ning~n corte con c~pacidad menor a 3, el 

flujo m~ximo debe;' ser 3, tal y como se obtuvo ;nteriormoente. De haber 

efectuado este p~e,- con anterioridad, nos hubi~r2mos evitcdo el ~ltimo 

paso 1. 

Es ruidente 4ue lo optimalid2d se hn alcanz~do cuando 

existe un corte en la red uctual cuya capocid"d es cero respecto a las 
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capacidades de flujo residuales sctuales. Por ejemplo , si efectuamos 

el corte 2 en la red rasultante de la aplicac16n del paso 3 ultimo,ve-

mos que la capocidad es cero. 

RUTA MAS CORTA.-

Los ~oblemas de ruta involucran la localizcc16n de un 

camino atrav~s de Ulll9 red, desde una Fuente hccsta un destino, que ~n!. 

mice (6 maximice) a~guna funci6n de una propiedad de los arcos del ~a-

mino selecclonado (~eneralmente dist3ncia). 

Los ~roblemas de ruta son ampliamente utilizados en s1~ 

temas de tr?nsporte y de comunicaciones, pero tJmbi~n se presentan- en 

una gran vnriedad de otros campos, tales como: 

E) En la determinacion del orden en el cual detemns 

produci r una variemd de productos en un2 instalac16n com~n de produc-

ci6n, de tal formg que se minimice 1~ su~a de los costos de puesta en 

mnrcha. 

t) En la determ1n3ci6n ae un subconjunto de tareae, 

dentro de un conjurto interrelacionaao de lzs mismas, cuyo tiempo de 

term1naci6n fij3 el tiempo m!nimo total para l2 termincci6n del con-

junto. 

~ETODO DE SOLUCION .-

Exi~en vorios procedimientos bastante similares para 

la obtenci6n da sol~ciones 6ptimas al prcblema de la ruta mas corta. 

Nosotros tr,taremos aqu{ los 3 m~s cortos y simples. 

M~todo 1.-

EstE m~todo fue propuesto por G.J. Minty en 1957 y es 

aplicable pora al ceso de redes r.~ dirigldas. Simplemente construya ur 



modelo de hila de 1n red, en el cual las longitudes de los pedazos de 

hila sean proporcimnales a las longitudes de los areas. Tome la fuente 

con una mana y el dEstine can le otra y jale, los hilos 4ue ~ueden te~ 

sos indicar8n los Ercos correspondientes a lu rutc mSs corta. 

M.hodo 2.-

Este m~tod~consiste en un procedimiento gr5Fico. Pa-

r~ describirlo hare~os usa del siguiente ejeMplo: 

Ejemplo VII - 9.-

~~ 

Paso 1.-

Emp :ando en el origen "a", dibuje en forma punteade t£_ 

des los areas par ldio de los cuales se puede ir desde "a" a cual4uier 

otro nodo, s inser:: las dist2ncies directas desde ''a'' en Cdda uno de 

los nodes: 2 

2·/ 
(§) 

~;~-~ 
', .... __ ..? 

3 ' 
5' 

-'G) ~ 

'0 
Paso 2.-

51 E isten arcos ~ue conecten cuales~uiera de los nodes 
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obtenlOOs en el paso 1, deter,ine par" cadc c<rco si la ruta lndirecta 

desde "a" es a no mh corte Que la c!irecta. Dibuje la ruta mas corta 

con l!nea s6lida y C2je la l!ne~ puntead3 P"ra 1~ m's lcrga. Inctique 

la dist3nci3 m3s cc~tG encimd de C3da node. Par ejempla, en la siguie~ 

te figur" se puede i::Jracicr que es factible ir de "a" a "g" atraves de 

11 d 11 a un menor "coE~o'= que directeTi.ente. Ader."lgs se puede ir a 11 d 11 di-

rectemente 6 atr2v[;: de 11 C ''• En caso de empate, marque amb2s rutcs con 

l!nees s611das. 

2 

Paso 3.-

AgrcJue tados los nodes que pueden ser alcanzados par-

tienda de los nodoc cons1derados en el paso 2 y ~pita ese paso con 

respecto ~ ellos. l~serte las dist5nc1as: 

2 



Paso 4.-

Continue en la misma fnrma hastz ~o~pletcr la red. Las 

l!neas s6lidas en la sigui~nte figura muestrEn las ru•~s m~s cortes 

que pueden ser tomac:s desde "a" hast.a cuzlc;uier otro punto. N6tesa 

que existen alternatlvas: 

Ml!todo 3.-

Este ~~todo es ls forma aloebr3ica del metoda gr5fico 

descrito con anterir-idad y la esencia del proceQ!miento estriba en 

que partiendo del O'igen, se v~ elej~ndo del mismo, identificando en 

forma sucesiva 1~ rcca m~a corta a C3da uno de Ins nodos de la red, 

en orden a~cendente j~ dichas dist~ncias m5s cortes desde el origen, 

razSn por la cual e: problema queda resu~lto cuando se alcanza el de~ 

tino. 

Sa SL one aqu! que; 

e. Sa puede escribir sin ningGn problema, para cada 

nodo, los arcos que ~onducen a otros nodos, esto en orcen creciente de 

"u longitud. 

131 

b) No representa esfuerzo alguno el ignorer un arco 

dB la lista si BS qwe este conduce a un nodo cuya dist~ncia ha sido a-

signade con anteri~idad. 

d En la etapa "k" (k=1,2, •••• ) del proceso de climpJL 

to, se conocen los (k-1) nodos que est5n m~s cercanos al origen (exclJL 

yendo este), atr0ves de cadenas de conexi6n de m{nim3 longitud, es{ C2 

me IRs rutcs y dis:,ncias mas cortes correspondientes. Llamese 2 fists 

cnnjunto de k punt!s "5" 6 "nodos originalas ". Todos los dem~s nodos 

que no est~n en el =onjunto S los llamaremos "nodos nuevos". 

o~c: la informeci6n anterior, ~de que mpnera idant1f1c~ 

mos el nodo que thne la k-ava meno:r dist~ncia al urigen, atrav(is de 

su ruta m5s corta?, es decir, lcual de los nodos nuavos est~ m~s care~ 

no al origen7. P8,- callficar como candidate, un nodo nuevo debe de e~ 

tar conectado medi,~te un solo arco 3 alguno de los nndos en S (nodos 

originalas), ya qu• de estar conectado atrav~s de algGn otro nodo nue­

vn, ~ste C.l ti'Tio es:.er{3 m~ s cere a del origen que el primero. Adeat~s. 

el nodo nuevo cono2de:rr.do, debe:r2 ser el ~ue se encuentre a menor dio-

t~ncia del node or:ginol de entre todos los nodos Cen caso de ser va-

rios), que se encuontren unidoe a ~1 mediante un s6lo arco. 

Deb:do a 4ue el conjunto 5 contiane k nodos originales 

y solo co~sidergwo~ el nodo nuevo m~s cercano a cad2 uno de ellos. e-

xisten cu~ndo mas k candidetos peru ser el nodo nuevo m~s carcano al £ 

,..igen. 

Par•- selaccionur el candida to gcnador, proc~dase asl: 

1) Sea ''1 •· un nodo en s. 
:l Sen Oi su m{nim~ dist~nci~ 21 o:rigen. 

3) Sea ji el node mr,s cerc~no C' • 1 •. y que no estti en 

S Csi es que exlstel. 

•) Sea dl su dlst~ncia desde "i". 



Selecci~nese j
6 

Cpor estGr cercono a s 5) co~o el nodo 

(k+1), donde: 

(<><:) ••••• Q + ds 
"' 

= min (c{ + d ) 
i 1 

<!=1,2, ••• ,k) 

en donue (~ + di) ~s 1= dist~ncic, u lo lcrgo de l2 rut2 correepondie~ 

te, del origen A C"~~ nodo c~ndidato. 

En c so de empates, esccj .. nse to cos los nuevoe nodes en 

empcte a un mismo t ce~po. 

La :erior selecci6n implic" ,ue el c~~ino m~s corto 

hosta j
5 

desde el o·:gen (con un2 dist[nci t:f +d ), p~s~ por el nodo 
s 5 

11 S 1
• P~r~ ver m~r c -~ro esto, considerese cu·~l4uier otro c2~ino entre 

j
8 

y el origen. EvE- tu~lmente dicho ccmino deber~ lleg2r u clgGn nodo 

"i' en S des de cdgu· no do ''j" yue no estc en S (O..nde j pu~de ser js ). 

Suponemos que las c_ 3t~ncics o lo largo del ccmino desde j
5 

hcsta j 

son no neg2tivas, d• t~l forme que lH dist[ncic totcl h2st• el origen, 

a lo lArgo del c1mi· •, noes menor yuf!cf
1 

+ d
1

, sin e"1.~crgo por (<1\): 

di + di ~ <\ + ds 

Puecc 'lDtccrse yue pc rc obt£mer el nodo c~ndidc,to a en-

tror • S se requier• un m~ximo de k comp,rociones; par lo t:nto en une 

red con 'n' nodes, r • se re4uieren m~s de 1 + 2 + ••• + Cn-1) = n(n-1)/2 

coM"'p-,rccio:'le~. En 1- or~ctic?J, el nU"'~ero de COI"'"';p:-jrcciones pueCe sr:r CC!J. 

siderablemente ~enor debldo R ~ue despues de v~rldb et~p2s, uno 6 va-

r1os de loa nodo~ en 5 solo teng~n ~rcos 4U8 conduzc~n ~ nodos en s. 
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Por lo tanto, para encontrar la rut a rro~s corta des de el 

crigen hssta el destine, se debe repetir el precedlmiento anterior pa-

ra encontrer el k-avo nede m~s cercano el origen en forma sucesiva pare 

k=1,2,3, •••• , haste que el nodo destine see alcanzedo. 

Eje~plo VII - 10.-

Encuentre le dist~ncia m~s corte entre el origen y el 

destine pare la etguiente red: 

origen 

destine 

ElE~6re, para ceda nodo, una liata de los ercos que sa-

len de sse nodo, E~ orden escendente de sus longitudes. ~o as necesar1o 

incluir los ercos "ue entren el origen o que sslen del destine si s6lo 

se desea calcular la rut8 mas corte entre Pstos des. pero sl deben in~ 

cluirse ei le que se desea es celcular la ruta m~s corte entre el or1-

gen y el rssto de los nodos. 

® ® ® © @ ® ® ® 
n~-1 I AB-3 I BC-2 I CB-2 

DC-2 I Ef-1 

I 
Gf-1 

OB-2 AC-3 BA-3 CD-2 DA-3 EC-3 GC-3 
AD-3 BG-4 CA-3 DE-3 ED-3 GB-4 

CE-3 

CG-3 

k:(J 

El crnjunto S consists inicialmente s6lo del nodo 0 

[ Sr, ={~ lJ 



!s::2 

D~~: =~ al paso anterior, s61o-El nodo 0 es nodo original, 

onr lo que s6lo lc ::olu.,na @ oebe to:narse en cuenta (ya ~ue indica 

las dist§ncias de : -~os los nodos ~ue est~n directa~~~te conect2cos a 

~1 ). fl~pide'~ente =- descubre c;ue el nodo A es el "'-~s cerc3no y >OD!" la 

tanto es el cendic: -,., selecc1onac1o para entrar e fo:r<:1ar parte de 5 

(s1=fo,A}] 
Pa.,-· inc'icar que he,.,os encontraco la ruts m2s corte el 

noda A, enote la c -:.~nr.ta encontreda enci"'a de la colu..,na @ , enci!!_ 

rre en un c!rcule1 :c entrada O.'l-1 de la colu,.,,a @ y tache todos los 

ercos que entren ? ~ de todas 2~~slles columnae en las que aparezca 

(B><-3,CA-3,DA-3) •. , 
l -~ 

@ (£: 

~~As-: 
OB-2 AC-e 

AD-' 

k=2 

® © ® ® 

I
BC-2 ~ CB-2 I DC-2 I EF -1 
~ CD;2 ~ l1... EC;2 

8G-4 ~~ 1J.. DE-3 ED-3 

CE-3 

CG-J 

® @ 

GF-1 

GC-3 

GB-4 

loc candidates para el 2C nodo m~s cercano el origen son 

equellos nuevos n~-~s que este,-, m5s cercanos a los nodos orlginales 

{o,A} El nodo ,., cercano a D es 8 (por ser el Gnico), mientraa que 

el m~s cercano a " es tsmbi~n B (por ser el 1C no marcedo de le colum-

~® ). Compere- ~o sus dist§ncies, tenemos: 

Nodo B v!a 0 - (O + 2) a 2 
noco 8 v!a A - (1 + 3) = 4 
nndo c v!a A - (~ + 3) = 4 
nodo D v!a A - (1 + 3) • 4 

por lo que selcciC'·~amos el no do B v!a 0 y ahora s
2 

= { 0 ,A,8} 
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Encerrsmos en un c!rculo la ~ntrada OB-2 de la columna 

QD , enot~~os la dist~ncia encontrada de 2 encima de la columna QD y 

tach~~os todas las entredes que contengan arcos que entren a B (AB-3, 

CB-2,G8-4). 

Como l.lf colu"lna @ ha agotado todas sus entradas, pon!!_ 

mos una X debajo par~ indicar que ~sta columna ya no deber~ ser consi-

dereda E~ lo sucesiVl. 
2[g_ 

k=3 

,11. 

%_ 0 ® © @ ® 
· BC-2 DC-2 EF -1 ~l1~ ~ [?_I AC-3 ~Lll CD-2 11.1~12..1 EC-3 

AD-3 BG-4 ~ DE-3 ED-3 

lE-3 

CG-3 

® ® 

I 
I GF-1 

GC-3 

~ 

Buscc.,os shore los nodos nuevos m~s cercanos e los nod011 

origtnales A y 8 (Q ya no se considers par tener una X su cblumna). E!!. 

tos los encontramos mir§nco los arcos no marcados que se encuentren en 

primer lugar en leE columnae correspondiantes (es decir, en laa colum-

eas que ya tienen c:st~nciss), Sus dist§ncias son: 

nodo C v!a A - (1 + 3) c 4 
nodn D v!a A - (1 + 3) • 4 
nodo C v!a B - (2 + 2) = 4 

y debido al empate 'alecciona~os los nodes D y C (v!a A 6 B) como nue­

vos mie'llbros de s. lhora s3 = { D,A,B,C,D,}. 

Debi•o al empate, encerramos en un c!rculo las entradas 

AC-3 y AD-3 y la BC-2 de las columnas ® y @ respectivamente, anot.!!_ 

mos la d1st8ncia de 4 encima de las columnae \E) y @ , tach6mos to-

dos los dem§s erco£ ~ue entren a C y a D (CD-2, DC-2,EC-3,ED-3,GC-3) y 

ponemos une X deba~, de ® para indicar que ya no la consideraremos m~e. 



k=lt 

112.. 213.. 
@ 0 
xl.s x~ 

® 
4~ 
© 

d~ ... 
® ® 

~I~~ <§~J):«~ ~. ''-:~ SJF-1 3 

~t_-~t_~-.........-.-L~-~ ~ >'·----..; 
'' ~., ~ E . 3 L::. BG-4 w~ D -3 

CE-3 

CG-3 

® ® 

GF-1 

~ 
~ 

Investig?mos ahora cual es el nodo m~s cercano a los n~ 

los origlnales en 5
3 

(los nodos 0 v A ve no se conslderPn por tener u-

na X.). 

TenET.os: 

nodn G v!a 8 
nndo G v!a C -
nodn E v!n C 
nooo E v!a D 

(2 + 4) 
(4 + 3) 
(4 + 3) 
(4 + 3) 

6 
= 7 

7 
7 

por lo 4ue seleLcir,e~os al nodo G Cv!2 8) co~o nuevo nodo original. ! 

hn~" 5~ =[D,A,B,C.J,G}. Escriblmos su aist~ncia de 6 encin~ de lac~ 

lunna de (]D y enc~~rcnn~ en c!rculo el 2rco BG-4, t2ch2nGo eatm~s to-

dos los d~m~s ere~· ~o t?ch"dos que entr2n o G (CG-3); ~nnemo3 tambi~n 

une X en la colum~ @ . 
,L 2~ ~.U.. 4l2 

® 0 @ © @ ® ® 
l':l.s xL xl..!!.. 

gl2_1}::f><:>I@L2_ ~ J%~Jz-l EF-1 
EJ>~~cc ... ' .... }l;><_L~~ ~~ll 

" ,·,~ ~::. · o- 3 ~I' nu-_· ~ ~ c..- ~1,;:!_ 

CE-3 

I~ 

6~ 

® 

I~Q ~ 
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k=5 

Co"'J]8ramos: 

no~~ E v!a C - (4 + 3) • 7 
nodo E v!a D - (4 + 3) = 7 
nodo F v{a G- (6 + 1) = 7 

debldo al empate seleccionamos los nodos F v E lv!a CE 6 DE) y escribl 

mos su ~ist5ncia de 7 encima de la colu'11na respective·. Encerramos en 

un c!rculo los arcoc CE-3, DE-3 y GF-1 y tachamos la entrada EF-1. A­

hore s
5 

={ O,A,8,C,:J,G,F,E} 

1[:_ 2l.S 41.! 4ll. 7[?_ 
@ ® ® © @ ® 

X 1£_ X[:__ X I!!_ 

ul!.l~. ~~@~~!?. ~ ~ <'§[z_ ~. ~ l.);.'«t.~ ~[2_ ~L1_ ~ 
~>-1<:§~~9~~ 

~ 

712... 
® 

61i_ 

® 
~12_ 
~!.! 
~ 

le : uta mas corta entre el or!gen "0" y el destino "F", 

puede ser encnntrpc ~ partiendo del nodo F hacia atr~s siguiendo los a~ 

cos encerrados en c ~rculo. As! encontramos: 

F-G-B-0 

por lo que la rut a "·3s oorta entre "0" y "F" ee: 

08 ._ SG-+ GF 

con una distfincia ~otal de 7. 

La ::- _·ta m~s corta entre el origen y todos los dem~s ng_ 

dos ha sido tambi~r identificad~ a lo largo de loa ceminos OA,OB,AC, 

A0,8G,CE,GF (ver 11 ·eas grueses en la s1gu1ente figure), con elterna-

tivas BC por AC y C = por CE. 



origen 

destlno 

~~ I~JIMO AREOL DE u;::;"!SIDrl.-

Este tipo de problema es una vcriaci6n del Problema de 

13 Ruta mas Carta. 

Dac• una red conectada G con "n" nodes, se puEden ir.!!.. 

limlnendo areas de u h3sta yue se obtiene un ~rbol; t2l ~rtol se con£ 

ce como un ~rbol dt expansiOn de G. A nosotros nos interes2r~ enccntrar, 

de entre todos los ~rboles de expcns16n, a~uel yue tengc une longltud 

totBl m!nima, 

Co'Tlt" r::ntes, el conjunto de nodes en G y l:,s dist~ncias 

entre los p~res de nodes se conoc~n, perc ahore no se e=pEcific~n los 

arcos Que conect2n t!lchos noc!os. En este caso, en lu~ 1r c2 t'ncontrar 

la ruta m~s cortd ctruv~s de una red co~plet=mente definida, el probl.!!,. 

~a consiste en encc1tr3r a~uellns c.rcos p~r3 l2 red c.,ua teng:~n la lo!l 

gltud total manor, ~1 mismo tlempo yue su'Tlinistr~n un~ rutd entre cada 

p2reja de nodes. Lo anterior se logrc esc~giendo los crcos de forma 

tal que la red result5nte forme un ~rbol yue conecte todos los nodos 

dados. 

51 una red G y un ~rbol de expans16n T de G se especifl 

can, nos referimos ' los arcos en T co'!1o "arcos del ~rbol" y todos los 

deml3s co'!lo"arcos fuera del lirbol". 
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Sup6ng"se que cada area (x,y) de una red conectade u 

tiene asociado con el un nGmero real e(x,y), que podemos penscr como 

la "longitud" dr dicho area. Sup6ngase que T es un m!nimo firbol de e~ 

pansi6n de G v sea: x1,x2 , •••• ,xk la cadena de areas del ~rbol T 4ue 

una x
1 

y xk. Aqu! (x 1,xk) es un area fuera dol firbol T. Es clare en­

tonces que: 

aCx 1,xk) ~ max (aCx 1,x2 >, aCx2 ,x3 ), ... , a(xk_ 1,xk>] ••• (cC) 

ya que de ser menor 4ue alguno de ellos, el §rbol ser!a m~s corte in-

cluyendo <x 1,xk) en lug2r del otro. 

Teorema VII - 3.-

Un2 cond1ci6n necesaria v suficiente para que un ~rbol 

de expansi6n sea "lnimo, es que la relaci6n (oC) se cumpla para ceda 

arco fuera del 'rt"l· 

Estc tipo de problema tiene infinldad de aplicaclones 

prficticas; por ejE-plo, es usado en la planecci6n de redes de transpOL 

te en donde los nc :os ser!en terminales y los areas los c3nales de 

trensporte (carret~ras, v!as de FF.CC., etc.), 

METODO DE SOLUCIDN .-

1) :cleccione un no do arbi trfiriamente y conectelo al n£ 

do m~s cercano. 

2) : d~ntifique nquel nodo no conect~do wue se encuentre 

m2s cerccno a un n- -n conectado; conecte estes des nodes. Repita fists 

paso hasta que tooc los nodes hayan side conectados. 

Ej~mplo VII - 11.-

Supc ·gsss el problema del ejemplo VII-10, pem en el 

cual, eunque se co" 'Cen los nodes y las dist~ncia entre ellos, aun no 

se han especificad~ los areas. 5up6nga tambi~n que las dist,ncics no 



especificadas son ~ayores que las que s! se dan. 

Conviene nuev-mante el~borar unu lista,para cad •. node, 

de los arcos potenclcles que pud1eran sc,lir del nodo, en orden crecie~ 

te de sus dist3ncias. Cn~n se muestra a continu2ci6n, diche lista es i 

gual a la elaborad: ~era el Problema de la Ruta m~s Corte, excepto 4ue 

aqu! ya no exlsten ri orlgen ni destine, por lo yue los 2rcos potenci~ 

les que entran a "0 6 scllen de "f" tambi~n se incluyen. 

® @ ® © ® ® 0 ® 

OA-1 I A0-1 ,80-2 CB-2 DC-2 Ef-1 FE-1 I Gf-1 
08-2 AB-3 I BC-2 CD-2 DA-3 EC-3 FG-1 GC-3 

AC-3 I BA-3 CA-3 DE-3 ED-3 GB-4 

AD-3 BG-4 CE-3 

CG-3 

k=1 

El ~-1mer paso se inicia selcclonando erbitr•riamente 

cual4uier nodo. PGr faclllt3r la compar2ci6n con el problema de la R~ 

ta m~s Dorta, escoc-remos al nodo O. 

El r· ~o A se id2ntiflca inmedi~t•mente ccmo el nodo m~s 

cerceno con s6lo mi r la parte superior de l2 columna (ED , por lo 
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k:2 

P~rc identlflcar el nodo no c~ctado m[s cercano a alg~ 

no de los ya ccmc:::-;dos (0 y A), s6LF•ente compere las entradas super12_ 

:res no ma:rced'lS rr·r~ CiJda nodo cC~nectcdo (08-2 y AB-3). Dado que 2 <:: 3, 

OS es el sigulentc cTCO que se cgrege a la red. P2r2 indlc2rlo, encieTre 

08-2 y 80-2 en un :1rculo y p6nga unc X encim~ del nodo B. Debido ~ que 

nunc a debemos 2g:rc: ,·r z l2 red un orco Ljue conecte 2 nodos ya conecte;dmi 

con ante:rlorld~d, =~~lquie:r arco ootenclal desde el nodo m~s reciente-

mente conectodo liL' pudle:ra unlrlo con los otros debe ser eliminado de 

futur2s conslderac:anes. Par lo t3nto tache AB-3 y BA-3. 

k:3 

El :igulente arco se obtiene comparando AC-3 y BC-2 que 

nos indican L!Ue a: clEbe ser sgregc·do a la red. Encierre BC-2 y CB-2 en 

un c!rculo y p6ng- una X encimo del nodo C para indicar 4ue ya est~ C!!, 

nectcdo. Tache AC-: y CA-3. 

k:4 

Co-c?re ahore AD-3, BG-4 y CD-2. ~e escoge CD como el 

nuevn arco de la :rrj. Ence:rramos en c!rculo CD-2 y DC-2, ponemos una X 

sobre D y tcch~~os ~D-3 y DA-3. 

que el arco DA se c ~ega a lo red. Par3 indicarlo, encle:rre lds entra- k=S 

dos OA-1 y ~D-1 en c!rculo y pong~ una X encima de los nodos "0" y 

"A 1
' pare indicer ~L son nodos conectados. 

X[]_ xl xt.g_ X~ X~ 
® ® ® © ® 

xl2. 
® 

XL§_ 

0 
X~ 

® 

cB~,@>.· @~lc§ll@~,@~!~~~~ 
gt ;:_.~-~~~~~~~~~~~~~~?0~,~~ 

);!><i--1~12 ~ 
CG-_!.2._ 

Co~~cr2 BG-4, CG-3 y DE-3. Arbltrori2~ente, entre el e~ 

pate, escogemns CG :omo el nuevo a:rco. Enclerre CG-3 y GC-3 en un c!ra 

culo y pungo un~ CTJZ sob:re G. Tache BG-4 y GB-4. N6teoe Ljue a4u! s61o 

se escog16 uno de l;s a:rcos en empate, el otro no recibe ningune mares. 

k=6 

Co~p,re CE-3, DE-3 y GF-1. Selecclonamos Gf como nuevo 

nodo de la red. Enc•rramos Gf-1 y FG-1 en un c!:rculo y ponemos una X 

sobre f. 



k~? 

Co~p?.re CE-3, DE-3 y FE-~. Salecci~ne F~ co~o nu~vo no-

do de la red. Ence,.-rccmos FE-1 y E.F-1 en un c!rculo y pone,.,as una X er-

c1ma de E.T~char C~-3, EC-3, DE-3 y ED-3. 

Det~uo a que tocas los nodo9 hen sido yc conect~dos, h~ 

mas termin;edo. L? -ed resul tc·nte tiene uno longi tud tatel de sus a!"cos 

1gual a 12. 

El ··tsmo ~rbol se hubiese nbteniao seleccionando otro n.Q_ 

do 1n1cial. 5up6n: se qua se selcciona el node 0: 

xl2.. I xl.?.. xll xll >;.,12. xlli.. xlL X~ 

@ ® ® © @ © 0 ® 

<£9~1€ -lo_n-;;_,::--1~_-" .~ l@)ll/8~(9~18!§. 
~ll ~ ·IO~SI~j~t:. )::i,<t.lo"'" G~ 
~ -j~C!_i::::><G )l;_.....;ci2.. ~t:?..l I~ 
):;;?.c. -~ ~~ 8[2_ 

con una long1tud ··tal z 12. 

El ismo resultEdo se hubiese obtenica cu8les~uiera que 

hublese sido el n- -~ lnicial. 
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PERt:_.-

La T:l-cnica de Evoluoci6n u R3Visi6n de Programas, PERT 

(frogram ~valuctio' and ~eview Iechnique), uno de los varies m8todos de 

ruts cr!tica que e<isten en la ectualidad, tuvo sus principios en la 

Gr~fica de Gent. Fc~T se desarroll6 para el Proyecto Polaris en 1958, 

par la Dficino de =-oyectos Especiales de la Marina de EEuU, junto con 

la LOckheed Aircr··t Corporation y en colaboraci6n con la 8ooz, Alden 

2nd Hamilton (empr-2a consultors en administraci6n) y a el se le atri-

buye el haber adel <tado la terminaci6n del proyecto en m~s de 2 anos. 

Pos:sriormente , le industria adopt6 el PERT parB ayudar 

en la ed~inistraci'~ de proyectos que incluyen muchas actividades inteL 

relacionads. Actuc:-snte se utiliz~ para medir y controler el progreso 

Se proyectos talec =o~o: programas de construccifin, progr~macifin dE CO~ 

putadoras, preparc::6n de cotizaciones, planecci6n de mantenimiento, in~ 

talaci6n de siste~- de computadore, modificaci6n e instaloci6n de equl 

pas, proqramas de ~-n~oci6n de ventas y construcci6n de preses. 

Uno ., los principales objetivos de PERT es el determi­

ner la probabilidac de cumplir con fechas limite especificadas. PERT 

2dem5s identifica uellas actividedes que pueden ser cuellos de bote-

lla yen las ~ue, ,-~ lo tanto, se debe vigilar m~s estrictamente el e~ 

t2r dentro del itir·~~rio. Un tercer objetivo es la evulucci6~ c2l efE£ 

to de un cambia d~ scursos de aquellas actividades menos ~r{ticas, ha-

cia los probables c.•llos de botelle. Puede tambi6n evcluar el efecto 

de una desviacion c re~uorimiento real de tiempo pard una actividad 

d~ a~uel 4ue fu' p• ~ecido. 

P.'\505 5EGUI005 P!l.f",: 'J, P.PLIC!'..CION DE ~IETOD05 DE AliTA CRITICA .-

P·s~ 1.- Plcneaci6n del Proyecto.- A~u! se definen las 



~ctlvidcdes ~ue for~~" el pr~yecto y la depend~ncio entre ell~s se mue~ 

trc en for~c explicit3 como une red. 

P--~ 2.- Estimwci6n de los Tiempos.- Se efect6~n estim~ 

clones de los tie~pos re~ueridos p~r~ llev~r ::: cc~o c~d3 un~ de l~s a£ 

tlvidedes ce 12 red. EstEs esti~~ciones sE basan en 1~ di~po,ibilidad 

de mcno de obr~ y e_~;ripo, us! C0:-:'10 en ciert_::s suposiciones L!Ue pudieran 

h=ber sido hech·s en ls pl2neac16n del proyecto (Peso 1). 

P-" ~ 3.- Progrcmccilin.- Los c:'i~putos oe progr::m=cit'in pr.!l, 

porc1on~n los tle~p:s m5s pr6ximos y m~s t~rd!o= per~isibles pare: el 1-

n1cio y ter,ln=ciar, ce c:::c= :::ctivir:!c:d y como un ''suj-pror:ucto'', icenti-

fican 1~ rut~ crlti:2 atr3v~E de le red, as! como la ·'holgura de tiempo" 

esocicd~ con C2d? c ~ino n~ cr!tico. En nuestro curso st'ilo veremos es-

tos 3 pilsos. 

P-en 4.- Ajustes Tier.po-Costo.- Si el tiempo progrcmcdO 

para complet2r el p·~yecto, t~l y co~o se determin6 en el peso 3, es s~ 

tisfectorio, lo pL·cee1ci6n y progr~maci6n del proyecto pueden ester ter. 

nlnados. Sin emb~rgc, si se est5 interes~do en datermin~r el costo de 

reducir el tlempo ~' termin~ci6n del proyecto, entonces se ceben consi­

derar ajustes tie~p,-costn e~ los tiempos de ejecuci6n p3r~ 3yuellas 2£ 

tivid·des en 1: rut cr!ticc· 6 en l3(s) rutds) c~ei cr1ticuC3). En es-

te p~so se des:rroL :n procedimientos p~ru reducir el tiempo de durcci6r 

del proyecto, con u- m!nimo incremento en los costos directos del ~ismo, 

mediunte l2 reducci-, de tiempo a lo largo del camino critico, hwciend£ 

lo en 2~uellos lug:··,s en los cuales puede ser obtenido a un m!nimo co~ 

to. Los objetivos c ~ste paso pueden ser: 

c) ~ncontrar el costa extro debido u la reducci6n del 

tiempo total de du~ ~i6n de un proyecto. 
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b) £1 progr·,mcr el proyecto de t;cl form" 4ue se mini-

ce la su~" de los costas directos e indirectos, es decir, el tiempo 

ee duracion del proyecto pcr2 costo m!nimo. 

c) Cmsto de programer par- cumplircon un tiempo espe-

c!fico de dur2ci6n del proyecto. 

P~~n 5.- Distribuc16n dg Recursos.- La factibilidad de 

cads progra~aci6n dste ser revisada con respecto a sus requerimientos 

de nano de obra y e~po. El establecimiento de una factibilidad com­

plata pare una proqromoci6n espec!fica puede requerir de nueva planea-

ci6n y programaci6n (Pasos 1 y 3) 6 ajustes tiempo-costo (Paso 4). De 

aqu! yue un3 soluci!n final puede requerir le ejecuci6n de varios ~1-

clos de pasos 3,4 y 5. 

requisites 
de memo de 
obr;-.• 

inicio 
provecto 

-mano de obra 
disponible. 

f1n 
proyecto 

De la Figura podemos epreciar los requerimientos de m~ 

no de obr2 a lo lercn del desarrollo de un proyecto. Si la demanda pico 

para ~ste recurso p-~ticular (que ocurre en el intervolo t
1 

a t
2

) se 

juzga exces1va, los ~etodns de ruta cr!tica suministran un medio conv~ 

niente pars reprogr·~~r y replanear el proyecto para elirninar este p1-

oo. Prlmero, co~put'3 de rutina inoican si la progremaci6n de C1ertas 

3ctividades puede eo=lcntarse 6 atrasarse sin afectar el tiempo de tar. 



~in?ci6n d~l prny~c~o. Posteriormente, loa ~~todns de rut3 cr!tica h2-

cen posible el si~ul~r, en una fo~3 muy si~~le, los efectos ue vBrios 

cembios, p~r2 deter~insr as{ una forma ace~toble d~ Eli~in~r l2 inde­

sead3 dem2nda pico del recursn b~sico. 

P-.c;o 6.- Control c"l Proyecto.- Cuenca lu plcne2ci6n y 

progrnm~c16n de l2 red h2n sido des~rroll~dns en for~e scti=factoria, 

se prep~ran en fern~ definitiv2 p3r~ su u=o en el ca~~~. El proyecto se 

control;, coMp'1rc·nco el progreso lngracn contrCJ el progr2M3., 2si<;n2ndo 

y progru~2ndn m2no de obra y equipo y ~n~lizendo los efec~os de los r~ 

trnsos. Cu~ndo un cc~bio m~yor ocurre en la progrc~=cicn, l2 red se r~ 

visa ta~bi~n y un2 nueva progrcn2ci6n ea elaborada. 

Segun se indic6 y~, el priner paso en 1= utilizcci6n de 

"'~todos de ruta cr!tic~ es la identific .. ci6n de todas las cctividades 

involucradas en el proyecto, as! como su represent2c16n gr6fic2 En un 

diRgrams de flujo 6 red. Este paso se conoce co"lo la "f ,ge de pL:nea­

ci6n". Existen 2 fn!"ll?-S di ferantes de tr·•zar ~ste tip~ de redes: 

·,) Sistema de activid.odes en l.;,; flechas. 

b) SistEma de ~ctividRdes en el node. 

Nosotros utiliz~remos el prinero por ser ~1 m~s us~do 

entre los industri~les y constructores, lo ~ue de ningun~ ~'nerD sig­

nific~ que sea el major'. Al fincl nos r~ferire~os ~1 2D. 

0Pfin1c;f, ~II - 16.-

~~, actividad se define co~o uno de los tr~b2jns re4ue­

ridna por el provacto ~ue cumple con la siguiente reglu: no puede 1ni­

ci2rse h~st~ ~ua nt~~s actividRdes espec!fic2s 4ue lc prsceden h~y2n 

cido co.,plet2d·,s. Un·: cctividdd se represent" madiente un ~reo 6 flecha 

de 1~ red. l3 col~ de l~ flech~ r2prosent~ el principlo de 13 ~ctivi-
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dad y 1~ punt?. su te!"!lin"ci6n. La lonqitud, for'll<• 6 posici6n de la flE, 

ch2 no tlen~n i~portcnci~ algun~: lo import~nte es 19 for'113 en 4ua las 

~ctividades represent2das con flechas se eslsbo~cn. conjunt~mente, en 

un~ secu~nci~ de tlempo p2~2 for~nr una red nperccioncl. 

Definicinn VII - 17.-

Une f'lech3 c;ue representa un~ mer:· d.opendencia de una at:;. 

tivid3d con respecto 2 otra, se llama "actividLd ~rtificiDl" 6 "activ! 

d~d fict!ci2". Ggner,lmentP se represent?.n medi::.nt" flech:es punteedas 

y tienen asncicdas a ellas un2 estim~ci6n de tiempo de cera. 

Al cnnstruir un di2gra"'2 de flech,"s, el pl;;neador debe 

tener en cuenta 12~ 3Ctiv1dedes re~uerides y sus respectivaa relcciones 

de tlempo, lo que ~uede h2cerse escribiendo onoa liste de l~s 2Ctiv1da­

des del proyecto. ~n un proyocto muy complic~do p~rece lmposible anotar 

iniclalmente tod3s ~us 3ct1vidades; qin embGrgc, lGs ectivid2d~s adici~ 

neles arerecen a '""'dida que se desarrnlla el dicg.·dm2 dE flecho;s. En S!!_ 

guidR, el pl~ne2do debe determlno~ Rl arden l6gico de l~s actiuidHdes, 

n~e'J la fnT"mJ en ~-re cadn una de elias se ~'just~ c. l::..:s dGm~s: l.h;Jy <Jl­

gune activid~d que precede 6 que sigue 6 que se des.rrollP simult~nea­

mente cnn otrv 2cti vidod?. Finalmente, as necescrio dlbujcr el dicgra­

m3 de flech•s p3~a ~ost~GT como se Lnterrel~cionan lcs ~ctividcdes en 

el tia~po. El pl~nc dor oebe vigilar las ~ctividades 4ue sedn demcsie­

do grcndes 6 demasi -·do per;ueiias. Es posible ~ue una Jr.tividEd de gr2n 

t3~rno pued~ tr~t?~~e como m5s de unu 1 6 ~ue ~uch~s pe~uenas puedcn co~ 

hin?.rse en un~ sol?. 

Deflnlct6n VII - 1e .-

loe puntas iniclales y flndles de l~s sctlvidcdes (y 

que ger.erulmente sc muestran con c!rculos), se ll2man eventcs. 



Lns eventos en~ puntas 1nst3nt~neos en el tiempo, en co~ 

t:raste con las ~ctividades yue tien~n un:3 longi':ud de tiempo 6 du:r~ci6n. 

Las C30eZRS de flech2 indican la secuenci~ en la ~ue los 

eventns deben desBTrOll=:rse; por lo tcnto, un evento es la te:rmin=ci6n 

de tod3s l''S cctivl.d'edes que conducen (termin;,,) h2ci:o ess nodo, v ese 

evento debe p:receder la inici2c16n de todas lAs ~ctividildes 4ue sFlen 

(se inicicn) de eso nodo. El nodo hacia el 4ue tod~s las gctivid~des sa 

di .. {gen v ningune Ple, es el even to co:rrespnndiente ?. la ta:rmin?ci6n 

del proyecto. 

Lns eventos se nume:rcn en serie, desde el principio has 

t" el flO de un pr•gr-em:::. La regla gene:rc·l pdra numerarlos es que nin-

gun evento puedE ~merarse h2ste que se h3V2n numer3do todos los even-

tos P"ecedentes, ro deci:r, no podemns numerur ningun evento hasto ~ue 

h3y~mos nume:r~~o ~~ime:r•ments la co1a de caaa flPch~ cuyd puntA se~Hle 

el evento. El numsco de la cabeza oe una flech~ siempre es meyer 4ue el 

de su colo. 

Ejemplo VII - 12.-

cl Las activid~des A y 8 ~:receden o las C y D. 

bl LB ~ctlvid~d C depende de la ~ctivid~d A, mlentrEs 

que 1~ D depende d" 4ue se terminen A y B. 

~ '--"' - Y -v 
I E 
I 

,...... 3 .J._ D ,.--.... 

~ 

E actividad 
fictlcia 
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c) La activld2d D depende de la termin:cl6n de 8 y C1 

's! como de t~ te~1noci6n de la 1a. mit3d de A, la 2d. ~itad de A es 

lndependiente de B.C y D. 

EPRORES COMUNES.-

~ 
\J ''1-' -~ 

oE E 

.- ~o deben existir circuitos (loops). 

actlvidad 
ficticia 

debido a que estn ~spr8sent~ una situac16n lmposible: "el evento 10 d~ 

pende del evento ~.~ue depende oel evento 8, que depende del evento 10, 

que depende del et-nto 9, •••••••"• 51 un circuito asi ap2rece en nus~ 

t:rc red, la 16gic ~el diagram~ es lncorrect3, por lo que la construe• 

ci~n del mismo deQ' volverse a examinar. 

2.- Rut=s cer:r8dcs t~mpoco deben existir. 

esto tc:mbi~n es inc·rrecto, y3 que la octividcd 9-11 se desar:rolla sin 

ningun result~do. 



necescrit.:s. 

3.- Es pTefeTible el evit~r :ctividedes ficticic3 in-

E 

D 

evidente~ent~. l2 cctivid0d D depends de C,B y A. L~ dependencic ~obra 

A es cl~r~ n6n sin lc actividsd ficticio 2-4, 1~ cucl es Tedundante. 

[, algunss nc2siones puede seT conveniente el introd~ 

ciT ~ctividodes Er:ifici~les per~ efectoa de clLrid·d. Sup6ngase ~us~ 

n~ impnTt,;nte fech' prngr:,mc;da se indicc, en un nndn d CU"l cmwergen 

2 ecti vi d~des: 

debido a lP bmbigu•ded de los puntns de uni6n, no est~ clcrn yufi es lo 

que data fecha sig-!fica. Lrepresenta 13 fech~ prngrcm2dJ p•r~ cn~ple-

taT A 6 87, Lla tc-,in:ci6n de A y B? 6 Lel co~ianzo de L?. En fistos 

e0sos, uw1s "ctivi:,des ficticies pueden ser introducid':s :KL:r~ndo 

todes le<s dudcJs: 

0 
A 1/II/78 

.... 0, 
1/II/78 

'~ 
8/l/78 .. 

0~' 
ESTIMACID~ DE TIE~r!S.-

L~ - ign~ci6n d8 tiempos de durLci6~ a lds ~ctivid~des 
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es indispens-ble p,_,., cn~plet.-or la Ted PERT. LDebe hc:cerse ~sto bas/;n­

dose en el costo "'l's b-jo posible, independiente.,ente deL longitud 

de ti~mpn reLue~ic,1 6 en el tfpm~o mas COTtn posible, independientemeu 

te d~ los coste~ 6 en algun co~pTomiso PntTe los dos cesos anteTioras
1 

6 sobTe cuall.juier :rtT2 bese? 

Le versi6n original d" PERT h2CH! la supos1ci6n redista 

de que el tie.,po :?'-'UeTido perE! llevaT a c2bo caoa actillid~.d en el prg 

yecto, es realmen:-, una var1'2ble 3leat6Tia que cumplt! con elgune distr!_ 

buci6n prnbebil!s~:c3. Sin eMbaTgo, debido c que ~std suposic16n compll 

ca b~st-nte el prcccdimiento, una versi6n simplificada,4ue considara ~~ 

tos tie.,pos como c~.,stante,- pTedecibi2s, se utilize a <nenuda Pn le pr~£_ 

tica. 

La --,tim2c16n del tiempo re4uerido para una actividad 

puede entonces es: r basade ~n un s61o vclor, que es el procedimiento 

~mpleaco pnr el Cf , 6 puene estar b~sadn en un sistem~ dP 3 estimecio-

nes de tie~po, qu~ -s el C3SO del PERT, tal y como veremos m~s adelante 

Le -tcd!stice nos muestTA que 12 m2yor paTte de los gr~ 

pos de dctns tienr ~ ~ to.,2r une f"rma de camp3na cuanda se trazan (01~ 

tribuci6n rJoTm"l), cientrQS que otras lo hacen en forma osim~trica (Dl~ 

t~ibuci~n Beta). 

v.m.p. = v- lnr ~'s prob~bl~ 

·- _A 
'. • ;_J. 

(a) (b) (c) 
Con " anterior en mente, es nhora evidente c;ua con obj£ 

t" de rJbtener los :r-·.)ultcc!os deseados .. r.ttRnrln "'e usa rr_Hf, es neces2rio 



elln. Jnc vez que l2 :octivicc:d h~ c:ido ejecutc<L·, el tiempo n'"~ o...o'l-

su~ido pnr el~a. se2 t· , puede ser considsr~do co~a una ~uestru tomad2 

de est: distTibucio'l hipnt~tic~. 5in embcrgo, todoc los c6~putOS SE B­

fectGcn cnn cnteTiori~"d 3 le ej~cuci6n de 15 actividad, por lo que C£ 

rno ya se dijo, la b~s= d2 los cn~putos PERT no envuelve un muostreo e~ 

t?d{stico, si.10 t;ue dBpende del juicio de 13 persona encargC~da de la 

ectivid•d de refeTen~ •• ya ~ue se le pide que de ~cuerdo a su experien 

cia, esti .. ,e los 3 tif:""pos mostr~dos en le figure <Jnterior (a,m y b), 

los que a su vez se~cn us2dos par2 estimar el V3lor esoer,do y la va-

Tiencic de la distr::JuciCin hipotetica del tiempo do ej2cuci6n de 1" "E. 

tividad. 

Cnn •jj~tn de nbtcner Vclore~ confiablcs para los esti-

~Pdores de ln dur2c ;n de le actlvld~d, conviene tener presents lo si-

gulente: 

3) ~,,., de l:cs suposiciones importcntes en el Teorema 

del Limite Centrol, es la lndependencla oe las veriables eleatorias con 

slderadEs. Debido • ~Je 6ste Teorema es la base dB los computosde pro­

b~billd:d en PERT, :os estlmadores de ·~·.•m• y db" deben obtenerse S£ 

tlsf~cl~ndo Bstz cc·dici6n de independencia, es declr, deben h~cerse lU 

deper•uientemente de lo que puad3 ocurrir enJtrGs ectivid3des del pro-

yecto uue pueden c ·u vez afectH? la dispnnibilidcd de mano de obra v 

equipo pl~neada par· l2 acti~idad de referencia. 

b) :...2.s e~tim'-lc1nnes de "a", 11 m11 v 11 b" no deben ser ln-

fluenciced:'s por el tiempo disponible pare-, completar el proyecto, es dg_ 

clr, P~ il6gico el -~visor todas nuestr3E estimGciones, Teduclendolas 

despues de saber qu' 1~ rut~ cT!ti~a del proyecto es demasiado larga. 

c) Son objetn de obtener una atm6sfera 4ue conduzca a 
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,I 
I 
I 

estim~r el vclor eaper~o~ (t ) y la variancia (cr~ de Jn~ tiempos re4ua 
8 -

ridos pcra cadH act1vidad. 

Debido c que los conceptus de valor esperado y variancia 

pueden resultay· dem9siado complejos para aquellos lndlJ1duos calirica­

dos para estlmer los requerirnientos de tlempn pare lcs ~ctividades, 

PERT usa u" prncedimiento estimative slmpllflcado, por modio del cual 

cantidades intuit{~emente significatives son obtenldas, mismas que lue­

go se convierten en estimaoores del vaior esperado ~ de le variancia. 

Este procedlmiento conslste en la obtenci6n de 3 estimaciones del tie~ 

po requerido para c··da activid~d: 

~) Fl tlempc •m&s probable", llemado "m" y que trata 

de representnr la E' tlm3ci6n m~s realist~ del tiempo ~ue la actividad 

puede consumir. 

bl El tlempo "optimists", llamndo "a" y que representa 

el tiempo en el cua: lc octividaa puedc ser completana sl todo sale e~ 

cepclon~lmente bien. 

c) El tiempo •pesimista", llamado "b" v que representa 

el m~yor tiempo que 3udiese nec~sitar la actividad bajo lbs m~s adver-

aa~ clrcunstanclas. 

" m t 
B 

b 

Co~n u9dc preciarse BJ efectu .r c6mputo~ en PERT, 12 

distrlbucio• del tio ~o de dur1c~6n de una 5Ctivid3d es meremente hip~ 

t~tica• debido o quE ~o cs posible efectuar un muestrcn est3d!stico Hn 



la obtcnci6n de esti~acioneE no desviadas pora "o•,"m" y "b'', debe de-

jarse bien claro c;ue los mismos son estimaciones y no compromisos de 

programa. 

c) E.r general, la~ esti!""lacioneE de "a", 11 m'' y Hbh no 

deben incluir toleranclas para eventos que, por ocurrir tan poco fre-

cuentemente, no sa puede pensar en ellos como veriables alaatorias 

(p.ej. actos de le nature1leza: fuegos, hur3Ccnes, inund3ciones, ate.). 

e) En gener~:Jl, 1 as estimaciones de "a", "m" y 11 b '' de-

ben lncluir tolera~cias p8ra eventos norm~lmente considerados como va_ 

riables aleatoriaE (p.ej. los efectos del clima). 

ESTIMACTON DE LA ~·~DIA Y LA VARIANCIA DE LO~ TIEMPOS DE EJECUCION.-

La :stad!stic~ nos dice qua p3rR distribuciones wnimod~ 

les, la desviacin" Pstandcr ( ..Jvariancia), puede ser est1m2da1 a groso 

modo1 cnmo 1/6 del ranqo de la distribuci6n; esto eE debido a yue cuando 

manns el 89% de CL -lquier d1stribuci6n se encuentra dentro de una dls-

tn.,cta de 3 desvic clones estand3r de la media (para l;, Distribuci6n rJor. 

mal este % es oe ~ J.7+>. De a~uf que es factible el utilizsr las esti-

maciones de tiempo "a" y "b" para estimar la desvi~ci6n est•ndar: 

IJ" ~ 1/6tb - a) 

Con objeto de obtener la esLl~Rci6n del V3lor esperado, 

tiene que ser evic ·nte que Rl tiempo m~s probuble (m) debe tener une 

meyor ponderaci6n ue el m~s optimist~ ta) y elm's pesimlst" (b). 

Ciert~mente h~y m~ prob~bilidad de que un progr2m~ se complete m5s 

r.arca oel tiempo c;ue de loE otros 2 tie1'1pos extremos. L, for»•ula 

desArrollode p~r~ l tie~po esoerado 1e und ectivid3d (t
8

) es• 
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t 
e 

a • 4m + b 
6 

TIE'-1PO r~; .. s PPDXIPO V ~P.S ThRDIO PM;; UN l:VE.NTD.-

D~fi~ici~n Vli - 19.-

P~r= un evento p~rticul::r, tu tie'llpo "'0~ pr6ximo (TE)' 

puadB ser definidn cnmo el ~iempo en el cu2l el evento ocurrirt si las 

·ctivid·des precede!'lteo son comenz;ed3s ten pronto como sec poc:ible. 

Defi~ici6n VII - 20.-

El tiiE'l1pO 
, 

lndS t~rd!o p3rc un evento (TL)' pueoe sar de-

finido como la fech? mf,s lejconci en 1<: cu<Jl el evento puede ocurrtr sin 

retrcs:r leo termin oc:i6n del proyecto mas ;:_ll~ d8 su tiempo m~s pr6ximo. 

Ejv~pln VII - 13.-

Cons1derc cl siguiente pl~n de flujo, en donde los nGm~ 

ros indic?n el ti~"'~ (en mesas) re~uerido para llevar a C3bO las acti 

vidcdes respectivas; 

Su~ienoo ~ue los estim:.....dores de tiempo son correctos, 

ec evidente ~ue 1~- eve~tos C y D no pueden ocurrir ~ntes de 6 y 9 me8 

ces re~p2ctivc menv, pero ~ue leo ,.ctivid~d BC puede ser retr,s.odo 2 m!l. 

ces sin retrLs~r l~s eventos C y D. De ~~u! ~ue los tiempos m[s pr6xi­

moc o=rc• loG IJVBnt"" c y D 50:1 6 y 9 respectiv;,mente<. Los tier.Jpos m~s 

tord!os p.,r,, los evE!T!!tOs A,B,C y D son: 0,2,6 y 9 respectiv,·ment&. 



CefiniciAn VII - 21.-

L- "holgurc" (0 tiempa de sobr,_) de un even to, es 1" di 

ferenciCJ entre su ti,!:"'po m~s tc:rd!o y su tiempo m~s proximo. Lc holgu-

ra lndic:c ljUe t :nto rntr~so pueoe :oer toler ~do sn ::llc nzc:r el even to 

sin retr::e ,,. 1~ terrin<'ci6n del proy8cto. 

D~finician VII - ?2.-

L:, •rut::' crfticc" p 'r- un proyecto puede cefinirse como 

un c,mino c.tr"vCs Ce 1~ red, t~l c,ue lns eventos en este c:mir.o tienen 

una holgur2 de c~ro. 

Eje~plo VII - 14.-

L:" Dalgur? per-; los eventos del ejterroplo Vli-13 es de: 

U,2,0 y 0 p~r2 loc eventoc A,B,C y D re~pectivLmente. Le rut2 crltica 

pcr2 esto red serl: A_. C-. D. 

r,l cf-?ctu:or lo~ c~lculo3 de T£ y TL' SE Eir:JU8'1 estc.S r~ 

glas: 

: 51 s6l~mente existe un cs~ino yue conduzc~ a un e-

vento pcrticul ,r, -u tiempo m~s proximo es la sul'1:o de los tiempos tom~ 

dos par 1 S "Ctivi~- des c,Ue condUC8n C Blo 

b; Si s6l:'m~nte exi:it2 un ccmlno yue conduzc: desde 

un evento p:rticul ~ h•st~ el evento fin~l, el tiempo m's t~rd!o p~ru 

ese event.n es el t:2rnpo m:•s prt1xirno p· ri3 el evento teT"1in·~l f11Bn03 lu 

su~~ ce lns tie~pn: tnm~cos por 1'~ :ctlvidcdes en el c ~ina i~diCildo. 

c, El tie~po m'c proximo de un evento ~1 ~ue lleg2n 

V3r1~s ·,ctlvidcdes, e~ el ~cyor ~e los tie~pos ~~s pr6xi~o~ de t9rmin~ 

cl6n de l~s ~ctivir des 4ue convergen :1 evento en cuesti6n. 

c E1 tie~po 'Tlcs t -~d!o p.-r:, un evento eel que s .len 

V'.rL-s =.ctivid?dec ,es el ncnnr de lns ti8'11pos m~s L,rdfos de inici2-
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ci6n de l~s 3ctivld2des 4ue scleo del ev~nto en cuesti6n. 

e) TL = TE p-'r~ el nndo termin2l. 

Al ef2etuQr los c'lculo~ de crZSe siguen ~ct2s reglss: 

c.J trl p3r' el nndo inicial d~ lc: red se supone cero. 

bla-
1 

peer-· el evento ljue sigue ~ l::J <-ctivid:;d en cue§_ 

ti6n 1 se nbtiene su.,.ndo la vari:'nci~ de 1:- cctividc:d " lc Vflriancia 

c'el evento ljue le pl"2cede. Lo cnterior P-'r? =~uellos CCJsos en l!Ue s6lo 

un3 actividJd condur-e al evento. 

c) P~r:J eventos e los ljue llegeen v~rio=s <JCtivldc:des, o-1 

se Cclcul3 a lo targo del misMO CCJMiMO US?DC p3r3 C~lCUl3r t
8

, es d~ 

cir, el cc'rnino m.~s I.~jrgo. En caso de emp::1te, escoger al ccmino Lt~_dg_ 

L' m"yor v:,ri -:nci?. 

Ejonpln VII - 15.-

Se-, j_," siguiente red: 

t1-2 = + f\ + 3 1;> cr, n = [<':1)r= _! 
5 = 6 = z 1-< c 9 

t?-3 = 
1 +15 + : 

c ?4 = 4 cr' = [<7:1)Y= 6 6 2-3 b 

t2-4 = 1 + II • 12 cr' = (C3-1)Y= .2 
6 = 6 = 2 ?-4 6 9 

t3-5 = 1 + e + 1 18 o::' =[<s-1)Y=l§. 
6 ~ 6 = 3 3-5 6 9 

t4-5 = ? +16 + ;; 24 a-' = [<s-? )r = !!_ 
6 = 6 = 4 4-5 G 9 

tS-6 = ? +12 + ...j, 

= 1~ = 3 
o-L = [(,,_;:- )r = 2 

6 5-5 6 9 



ACTIVIDAD t o-'l 
_e_ 

1-2 2 1/9 

2-3 r. 1 

2-4 2 1/9 

3-5 3 16/9 

4-5 4 4/9 

5-6 3 1/9 

t =2 

cr-1 =1/9 

TE \ 
vclcr 

(J' 
vc..lor q-" TL - TE 

~ espc-r·do -- f?spe~2do 

f) 0 0 27/9 0 

2 2 1/9 2 26/9 0 

3 6 10/9 6 17/9 0 .. 
4 c. 2/3 5 5/9 

5 9 26/9 9 1/9 0 

6 12 27/9 12 0 0 

Oe lc>s c~lculos ccm;eriores vemos c;ue 1·" rut·" cr!ticc- e~: 

1 -+ 2 ~ 3 -+ 5 _. 6 y ~ue Pl c.mino 2 ~ r. ~ 5 ticnE un0 holgur'' de 

1. lst2 rut? cr{ticc se obtuvo uniendo entre s1 los eventos con holgu-

r'J cero. 

PROBABiLIDI>.D DE ClJIAFLIR CO!IJ UN.'\ FECHI' PROGRAMADA (T~)• 
" 

PERT suoone c;ue lc. distribucilin de prob .bilid. de'.' de los 

tie"'pos r:1':s pr6ximoc. es un·_ Distribuc16n lllorm~l. El fund~mento p.~rce 
, 
e~ 
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t? Euposic16n es 4ue el tie">po mC.s pr6ximo es lc sumc de v"ri.;s v_ric.-

bles aleatorias v l:J va'!'316n gener~l dsl TC!oNn:. del Limite Centr •. l 1!:!!_ 

plic, t1UB t~·J sumn es cproxi:n.:d~mento norm:ol b~jo un gr~n nGmero de 

ccmdiciones. 

Dad2 l~ media y 1" var13DC1~, es ya un proce~iml~n~o 

~encillo encontrc:r Le prob2bilidod de LJUe una v=riable c;lestori" nor-

m~l ~tiempo m~s proxi.,o) se2 menor ~ue un2 c~ntld3~ especificc~r (tie!:! 

po progr~"'~do pare .~e ocurrE el evento) (T5 ). Se entra e les tablas 

con el V"lor (f5-rE ·!ar v se lee dir~ct~ment~ !a orob~bi~ided. 

Eje.,plo VII - 16.-

P~rc lc red del problema VII-15 encontremos lJUB 1;, rutu 

cr{tic? er3 1-2-3-5-::.. Se3 r* lo sur•H de las v~rlables ,,le3tDr129 t " e 

la lcrgn CE est~ cc-i~o. Tenemos: 

T" ; t~_2 + t;_3 • t;_
5 

+ t;_6 

Medis dt r• = TE 

T ; ( t ) + (t } + ( t ) + (t ) E e 1-2 e 2-3 e 3-5 e 5-6 

TE = 2 + 4 + 3 + 3 c 12 

" ~ v,r1cnci2 de T = ~* 

.. 
. ' ' ...... 

(T'* + "t* • ot* + Vt* 
t 1-2 2-) 3-5 5-6 

cr1,. = 1/9 + 9/9 + 16/9 + 1/9 = 27/9 = 3 

informcci6~ cor 1~ 'u3l pode~os traz~r lc siguiente Figura (Distribu-

ci6n ~Jorm::;l): 

u.fi= 1.73 

1 c3cr = 12 5.<' 6.fl 

\+30" = 12 + 5.2 17.2 

6.tl 1<:' 

TE 
'14 

Ts 
17.2 



£1 problemr de calcular la probabilidad de cu~plir cor, 

una determin~da feche esoecificada (p.ej. 141. es si~plb. La probabili 

dad ser~ el ~rea bajn lE Cllrva ~uE est~ asclurad~ (probsbilidso de 4Ue 

r* see~ 14). Esta probabtlidac puede ser leida de Lee ~reas de la cu~ 

va normal. Cnn oojeto de que lee tables puedun epliccrse ~ cual~uier 

curve normal, ~stasest§~basadas en la desvieci5n T
5 

de la fecha oroqr~ 

mada con resoecto a TE' en unidsdes de desvisci5n est~ndar ~ Llamsndo 

nzn a ~ste valor: 

z (TS- TE) 

a-
(14 - 12) 

1. 73 = 1.16 

Un valor de Z = 1.16 indica 4ue la fecha progremada de 

r
5 

es 1.16 desviacionec estandar mayor que el valor esperado TE = 12, 

Paflriendn fi•te v~lor a la tabla, obtenemos una pi•obabilidad de 0.877. 

fntnnces, suponiendo 4ue ahora es el tienpo cero, sa 

puede esperar 4UE ~ste prnyecto termine al tiempo 12 y la probabilidad 

de que termlne en 5 antes rle la FRcha programad3 de 14 "sin expedit~r 

el proyecto•, s~ ~proximademante 88%. 

CONSIDEPACID,ES.-

SiE ~pr2 exiote una ruts cr!tica p2ro el sistema y ~iem-

pre pueda ser 1de-tif1c~~~ trazendola a trav~s de lo~ evBnto~ CQn nol-

gura cero. LR rut' cr!tica es obviamentc significativo, dabido a yue 

si elgGn ev~nto a :o largo de ~~te camino re4uiriere de M~s ticMpo 4UB 

r.u fecha ee>perada 2e termineci6n, el avento terminal puade esperarse 

yue se retrase en Jn lapse iguel; por lo tanto, a las activioadao a lo 

largo de le ~ancic~2~a rut2, date esign~r~ele~ mfxi~a priorided. ~i el 

tiempo m§s pr5xi'"t esp2rado pare; el avento ter~inal nn ~" catisf.:cLo-

rio, entonccs mejo·~es deban preveerse par2 ~stac 2ctividades. Por otro 

ladn, l~s ~vento~ ~e no se encuentren en la ruta cr{tice tien~n holQ~ 

146 

ra3 pocitlvas, por lo ~u~ p~yue~as ~asvieciones de su fecha ecp2rada de 

ter~inaci6n, prnbabl~~ente no afccteron la fecha de tsr~in2ci6n del p~ 

yecto. 

El ~ane2dnr tiene a ru Cispnsici6n veriob m~t~do• da a 

juste, uno de los auales e~ el 1ntr~rc2~bio d3 homb~~s, m2~uinas y ~ate 

riales (si es yu~ s~n comp?r~ble2), de lE ruta no crftica e la cr!tica. 

Dtr- m~todo de ajucce ce la red co,siste en reducir l3s e~pecificecin-

ncs t6cnicas d~l p~y2ct~ (p. ej. r~du~1r l2 cantidad d~ pru8oas 4ue 

re~uiera este). Si ~3c actlvidades pu9dan orcEnJr~e de otro ~odo, pue-

C8 o"T posible 2CP-l~raT la ter~inaci~n d~l proyectn. El plan~acor pue-

ce eprovschar la sr~rcposic16n de las actividades. Adem~s, el empleo 

del t1empo extra p~poTcione flexibilid~d adicional parH el ajuste y la 

nueva pl3ne2ci6n de ls red. 

Es i1teresAnte hscer not~r ~ue el an5li~ic db ruta crlti 

ca estfi bnsedn s6l21ente en valores e~par2doc, por lo tanto EX15te cuan 

dn ~eno• una pe~uen• p-obabilided de 4U8 otra ruta ciferBnte de la con 

!lderEdE cr{tica, pJ~da volver~e l2 ~~s larga. 

Prn~·,m:os muy co.,plic~co,; de computador:e han sido ~esa-

r'!'nlladns P~"" cr,;np~oment~r PEPT; por mania de ello~ uno puade determt 

nar r~pid ~~ntR el sFPctn cc un ca-Lio propu~Eto 6 el ~f~cto dJ un rs-

tr-;n er la prngrc-ocif.n. Esta h~bllidad para me>dir y evaluar el esta-

do ectuel del prnv~:~o, ~ejorando a~r 81 control EG~i~i~t~ativo, he si 

~o citada co~o u~~ '' lo' Majores valores cP PERT. 

11Ju~c:Jsas tCcnica::: siMileres a PErn han ~ido propuestas 

c~ aAo~ ~Rcicnt2~, c~jo numeroso~ nn~bres dif~rentes. glgu~os de eetos 

e~fatiz2n 21 Cocto yfo 21 ~ivel de desarrollo t2cnice de lac. dctivida-

c'es, ader'1aE de sueo t!.empo~ tranrcurridor .• El mei~ ootebla ce G.otns, pri!:!. 



clpGlnant~ por ~ue ~o se deriv6 de PEPT sino ,,ue se dec?rrollo en fo~ 

~e paralEle con 51, £• CPM, Pl cutl s~ ocuoa e la pleneaci6n, progra­

~acio~ y cnntrol ne co~tos de los trabajoc del proyecto. 

SISTE~A DE DEDES CQ, ~CTIVIDADES E, Fl NDDD.-

En ~etc sistc~a, la" activid~des se rep~ecent2n gr5fic~ 

mente por los nodoc, en luge~de por lae flechas. A~ul, las flechas se 

ut~liz"n s6le~ente para rEpresents~ la r~lccion de depcndencia entre 

!os nodes. 

Oca~ionalme~te, E~ Bste tipo de reo, se ag~cgu un nooo 

fict{cio, yUe tienF un tiemp~,qR ejacuci6n de cern, con objet~ d~ con­

ce~tra~ varies actiJidades en alguna relac16n l6gica (p. ej. Inicio del 

proyecto 6 Terminac:on del proyectoJ. 

La~ ~incipales ventejas de ~ste Ei~tema son: 

e) Con el sietema de actividades en el nodo, las rela 

clones de pr~cedenc:a se muastren por media Ce 11naas 4UB conect~n los 

nodos oe actividaae·, en lugar d~ tener ~u~ trc,er le~ cabezas de l2s 

flech~s de todas l2· activid~d~c ~ue anteced~n, a un punto co~un (eve~ 

tn), <'!s! CO"IO las crrla" da todas las actividades "uc~soras. Por esta ra 

zlin, el siste.,a de :ctividades en el nodo es m2, o.impl8 de construir y 

"'nd1fic8r. 

b) '::•·t" tioo de ~P.d no re·1uiere el uso de actividcdes 

fict{clas, lo cual cli~!na problemas al trazer la red, especialnente 

pera lo= principie~:ss. 

c) .:le,.."li te el uso Ce rede~o c!e no co~ prRil'!'lpT'esa~, a las 

cuales s6ln ~e le~ 'J~Pgan las fl~cheE de P~'CPdencia. 

d) ~2 inforMaci6A ~E prE?.scnc.t::da En unc: fnrmr. m~s com­

oacta, haciend~ulas ~esc~ipcionP.s y tiempos co~putados "een mas faciles 
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de leer. 

d L" nu'>~eraci6n ae lae activide.des es mea si"npl"• ya 

~UB o/i!n =e UC6 U~ nUmern, COn lo ~US 18 COdificaci/in da las activjda­

des, por proyecto·. habilidadec de ~ano de obra, ate., ce si-pllftca 

grfmde"lente. Cunn·n .oe usan la~ ectividedes e11 las flechas. una activ!_ 

d?d 58 icentific2 oor el per de numeros de los evanto~ en los extremes 

dP la flecha; est~ crea un PTDblema de codificeci6n en los nortos de u­

nion cuandn la~ c.:1:ividades c;ue all! se reunen re,luier8n dif8rente co­

jlficaclf.n. Esto 6lo ouede r9cDlverse agregando actividades r'ictlcias, 

tal v co"~o se puE~a ve~ an el ejemplo VII-17b. 

La principal decventaja de utilizer actividedas en el 

nodo, como ~iste~ do construi~ una red, es principal~cnt~ t~ue no ee 

un ~etuQn rstand2 • P. ej. existen muy pocos progra~es de computadore 

pa~a SSte Siste~c, ~18nt~8S l;U8 existen much{simos para el sistema de 

actividad8S en le· flochas. 

EjPmpln VII - 17.-

,; Conside~e un >Jroyecto para pl3n25!' y llevar a cabo 

una encueste de m~cPdo. El proy2cto se tniciara con un estudio del 

prop6sitn ~2 la ercunstA (ectividad R). Dcspues del n•tudio, el oe~so­

"181 ljUe rPcoger2 l:c datoe podra ser controtaco (cctividan tJ) y el 

ctn•t1on8rio per~ .a encuesta pnd~a sar Jis~nado (Bctivi ned CJ. Lha 

vez "ue el personr: haya sido contratado y el cue3tinnario Jisenaeo, 

el persnnal puede c~r entrenado en el uso del cuestionerio ,ectividad 

D), Cuendo vs neya ~ido jiseneoo el cuestin~erio, cl grupo de diseno 

pueee sel~crin~er .~s f2mil ~as ~ue ser~n entrev1st2d2s (activid2d E). 

Luego oe hab~r sel =cion;:;c!o la• f2"lilias y ~ue el pe~conul haya 21do 

"ntronaco, 1~ oencu, eta pued8 lle.,ar~8 .. r."t;o y los rec·c.1 tados arwllza­

dos (actlvidad G). 



1) actividades en las flechas: 

11) actividedes e~ los nodes: 

b) 
La c:rpintEr!A ~e coolfic3r~ con evsntos de la serie 

La p:oMer!R se codific3r~ con Rventos de la sarie 200 

El c:tncrstc se codifWcar~ con eventoE de la Eerie 300 

1) Actividades Er la~ flechas: 

C'il c~~Jinter~CJ ~ ~OJ cnn~~tn'ltJ}) ,, 
~----~~ ..-- 'CJr 

, 
, , 

~-'----~ 
11) actlvio~des R" el nodo: 
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APENDICE 

Se presentan los instructivos para utilizar los programas 

GRAN M ( del CECAFI ) 

II SIMPLEX ( del IIMASS) 

para resolver problemas de programaci6n lineal, Ademas se 
encuentran disponibles para resolver este tipo de proble-
mas los programas 

ALPS I ( IIMASS) 
ALPS III( IIMASS) 
LPMOS ( CECAFI) 
TEMPO ( IIMASS) 

los cuales se sugiere utilizar durante el curso, 

Para resolver problemas tipicos de transporte se presenta 
el instructive de manejo del programa TRANS ( CECAFI' 



Tarjeta 1 

Tarjeta 2 

Ta rjeta 3 

Tarjeta 
final 

NOT AS: 

TARJE TAS PARA USAR E L PROGRAMA GRAN M 

folumna 1 

II J~B T 

I I XE Q GRAN M 1 

*LSZ)CALINIT, PIVSZ)T, TABNU, RMSZ)VE, CLEAN, TABPR 

Tarjetas de datos (Ver p6gina 3) 

I* 

- Este programa est6 listo para usarse en Ia computadara IBM 1130 de CECAFI 

- l::o tarjeta 1 es Ia tarjeta anaranjada obtenida del CtCAFI 

- El numero 1 que aparece en Ia 2a. tarjeta se perfora en Ia oolumna 17. 

- El programa en Ia IBM, tiene una oapacidad de 10 restricciones y 15 variables inclu­
yenda de holgura y artificiales. 

- Este programa tambi~n se encuentra disponible en Ia Burroughs del CIMASS, bajo el 
nombre de II/SIMPLEX. Las instrucciones para oorrerlo en el CIMASS aparecen en Ia 
siguiente hoja. Este admite una capacidad mayor sobre el numero de restricciones y 
variables oomo se indioa en Ia segundo hoja. 

- Este m~toda util iza el m~toda de Ia gran M. 
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Tarjeta 1 

Tarjeta 2 

Tarjeta 3 

Torjeto 
final 

NOT AS: 

TARJETAS PARA USAR EL PROGRAMA II/SIMPLEX 

Columna 1 
~ 
# USER clave I 
#RUN (JR82) II/SIMPLEX 

#DATA FILE 5 

Tarjetas de datos (Ver p6gino 3) 

#EN[) 

- Este progromo est6 listo para usarse en Ia oomputodaro B 6700 de CIMASICSC. 

- La torjeto 1 es Ia torjeto rojo obtenida del CIMASS. 

- El srmbolo "*" significo un corocter inv6lido. Este se obtiene presiononda los te­
clos MULTIPUNCH Y NUMERIC simult6neomente y perforonda los numeros 1, 2, 3, 
4. 

- Este progromo tiene una copocidad de 30 restricciones y 40 variables incluyenda de 
holguro y ortificiales. 



TARJETAS DE DATOS PARA EL PROGRAMA GRAN M 0 II/SIMPLEX 

La siguiente infarmaci6n deber6 proporcionarse en lo que se indica oomo tarjetas de 
datos en las hojos anteriores. 

TARJETA DE IDENTIFICACION DEL PROBLEMA. 

En esto tarjeta puede user desde Ia columna 1 a Ia 70 para poder dar cualquier identi­
ficaci6n que desee dar o su problema. 

TARJETA DE DIMENSION Y ETIQUETACION DEL PROBLEMA Y CONTROL PARA CO 
RRER MAS DE UN PROBLEMA. -

El usuario debe dar cuatro numeros enteros con Formato (411 O) en Ia siguiente forma: 

Columnas 1 - 10: 

Columnas 11-20: 

Columna 30 

Columna 40 

NOT AS: 

Numero de renglones del problema. 

Numero de columnas del problema 

Escribo el numero 1 si desea poner etiquetas a los renglones y a 
las columnas. 
Escriba el nUmero 0 en coso contrario. 

Escriba un 1 si desea correr un problema adicional. 

Escriba un 0 en coso contrario. 

El numero de renglones no incluye Ia funci6n objetivo. 

Si escribe un 1 en Ia oolumna 30, el usuario, despu~s de Ia tarjeta deber6 dar al grupo 
de tarjetas para etiguetas de renglones y el grupo de tarjetas pore etiguetas de columnos. 
Si en lugor de un 1 escribe cero deber6 omitir este grupo de tarjetas y pasar a las tarje­
tas de coeficientes de las variables artificiales en Ia funci6n objetivo. 

Si escribe un 1 en Ia tarjeta 40 vea las notes generales. 

TARJETAS PARA ETIQUETAS DE RENGLONES. 

Las etiquetas para identificar o los renglones de las restricciones, pueden tener como m~ 
ximo 6 caracteres de cualquier tipo. 

En u-~ tarjeta puede escribir haste 7 etiquetas. Estes etiquetas deben ir en las columnas 
1-6, 11-16,21-26,31-36,41-46,51-56,61-66. 
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TARJETAS PARA ETIQUETAS DE COLUMNAS (VARIABLES) 

Las tarjetas para identificar a las columnas o sea a las variables involucradas en el 
problema (incluyenda de holgura y artificiales) deber6n escribirse de acuerda a las 
reglas anteriores para etiquetar renglones. 

TARJETAS DE COEFICIENTES DE LAS VARIABLES ARTIFICIALES EN LA FUNCION 
OBJETIVO. 

A coda variable artificial asignele un 1 y a las variables no artificiales aslgnele un 
0. Estos numeros escrlbalos en las columnas 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, de acuer­
da al or den en que etiquet6 a sus variables (columnas). 
IMPORT ANTE. Esta tarjeta es requerido aun si el problema no tiene variables artifi­
ciales. 

TARJETAS DE COEFICIENTES DE LAS VARIABLES NO ARTIFICIALES EN LA FUNCION 
OBJETIVO. 

Escribo los coeficientes de Ia funci6n objetivo con el Formato (7 F 10.0). Estes ooefi­
cientes debe escribirlos de acuerda al orden en que etiquet6 sus variables (columnas). 
Los coeficientes de las variables de holguro y artificiales deber6 ser cero. 

IMPORT ANTE: Los coeficientes de Ia funci6n objetivo deben corresponder al problema 
de minimizer. Por lo tanto, si su problema es de maxi mizar multiplique por -1 y consi­
dere los coeficientes que resultan oomo los datos de entrada en este programa. 

TARJETAS DE LOS COEFICIENTES DE LAMATRIZ DE RESTRICCIONES. 

Cada rengl6n de restricciones vo en una o varies tarjetas, escribienda los elementos su­
cesivamente en una tarjeta con un Formato (7F 10,0). Cada vez que proporcione un nu~ 
vo rengl6n debe empezarlo en otra tarjeta. 

TARJETAS DE LOS LADOS DERECHOS DE LAS RESTRICCIONES. 

Los coeficientes del lode derecho de restri cciones se proporcionan sucesivamente en una 
tarjeta o en coso de ser insufi ciente use otra tarjeta. El forma to es (7 F 1 0 .0) 

TARJETAS PARA INDICAR EL CONJUNTO INICIAL DE VARIABLES BASICAS. 

En una tarjeta programe sucesivamente los numeros de las columnas que van a ser usadas 
como calumnas (variables) b6sicas in icicles. Use Formato (7 1 10). 

NOTAS GENERALES: 

1. El orden de las tarjetas debe ser como el indica do. 

2. Si en Ia TARJETA DE DIMENSION Y ETIQUET ACION escribi6 un 1 en Ia colum­
na 40 entonces su nuevo problema debe ir despu~ de Ia T ARJET A PARA I NDICAR 
EL CONJUNTO INICIAL DE VARIABLES ARTIFICIALES, Es importante ClUe en el 
nuevo problema empiece con Ia TARJETA DE IDENTIFICACION DEL PROBLEMA. 



EJEMPLO 1. Considere el problema lineal. 

max z = x4- x5 

s.a. 
2x2 - "3 - x4 + x5 ~ 0 

-2x1 +2x::; - x4 + x5 :;:: 0 

X]-2X2 - x4 + x5 :;:: 0 

x 1+ x2 + x3 

xi~ 0 

Deberemos multiplicar Ia funci6n objetivo por- 1 para que el problema sea de minimi­
zaci6n y tambi~n agregar variables de holgura a las primeras Ires restricciones para que 
I Ieguen a ser igualdades. Con estas observaciones el programa lineal estar6 en forma 
estandard, lo cual es una condici6n para apli car el programa GRAN M. Si definimos 
z' = -z, nuestro problema en fonma estandard es 

min z' =- x4 +(- xs) 

-2x2 + x3 + X4- xs + sl =0 

2x] -2x3 + x4 - x
5 +'2 =O 

-X] + 2x2 + X4 - X5 +'3 =9 

X] + x2 + x3 = 1 

Xj ~ Di i = 1, 2, ..•• 5 

si :::. 0; i = 1 ,2,3 

Obs~rves& que aunque el progroma I ineal yo est6 en fonma estandard, todavra no est6 
listo para empezar el algoritmo de Ia Gran M porque en Ia ultima restricci6n no exis-
te una variable que aparezca en esta restricci6n pero nose encuentre en las otras res­
tricciones. (ie., nose tiene una soluci6n b6sica factible inmediata). Por lo tanto, de 
beremos agregar una variable artificial que llamaremos I], a Ia cuarta restricci6n para­
asr completer nuestro soluci6n b6sica factible en Ia <valse inicia el algoritmo. Sin em­
bargo, al introducir esta variable artificial en Ia restricci6n deberemos agregarla en Ia 
funci6n objetivo multiplicada por una cantidad positive M muy grande. Asr nuestro pr~ 
blema resulta ser: 

min z' =- x4 + x5 + Mtl 

-2x2 + x3 +x4 - x5 + '1 =0 

2x] -2x3 +x4 -xs +'2 =0 
-x1+2x2 +x4 - xs + '3 =o 

X]+ X2 + x3 + t1 = 1 

x· ~ 0; i = 1 ,2, ••• , 5 ' 
'i ,): 0; i = 1 ,2,3 

t, ~ 0 
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Es convenienle representor el programo lineal en un tablero (a tableau), para poder 
enlender m6s f6cilmente Ia informaci6n que deberemos proparcionar al programa de 
compuladora GRAN M o II/SIMPLEX. Esta represenlaci6n aparece abajo. 

Funci6n Obj. (F.O.) 

Rengl6n 1 (R .1) 

Rengl6n 2 (R .2) 

Rengl6n 3 (R.3) 

Rengl6n 4 (R.4) 

X] X2 X3 X 4 X5 S 1 '2 S3 I] 

0 0 0 -1 1 

0 -2 1 1 -1 

2 0 -2 1 -1 
-1 2 0 1 -1 

1 1 1 0 0 
-

0 0 0 M z' 

1 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 
0 0 1 0 0 

0 0 0 1 1 . 
Lo~ 

V. ~<>l3vra •· ;;orti ficoal 

Soluci6n inicial 
b6si co factibl e 

Este tablero contiene todo Ia infonmaci6n necesoria y Ia notaci6n apropiado para co­
rrer el programa GRAN M 6 el II/SIMPLEX. A continuaci6n se presenta su codifica­
ci6n para el GRAN M. Para correr el II/SIMPLEX Ia cadificaci6n es id~ntica excepto 
por las tarjetas de control como se mencion6 en Ia expl icaci6n de estos programas. 

(J[_~_:\=M~;-=-_-Ji_CJJ_,~lll·: c_c):IJI!·~~&ci_QN-~~0 DATOS FO!!"J'rc,\_;1_ - i :;~~_lf:."~: 

,oo 

xo. 
'SJ, 

I 

,J • 0 

,o.,o 
0,0 

'c .o 
',0 

J,O 

,-1.0 
) ,0 

) ,0 

,1L''-' 
Q ,Q_J L \0, Q 

0.0 

-2 . o 11 .•. o._ 
.,0 

0,0 

.0 

',0 

, .,o 
o .o_ 11 11 .o 

0,0 IO .o 

-- ------r------- ---- -- -------

52 

,0 

0.0 

.,0-'---~--'' 

.c 

-.1 ._<"1 .0 

o:o' a:.~ o, , 

.c 

;· 

ih±=-==L ====t~-~-~ :U1~· ' i ++==-



EJEMPLO 2 

max z = x1 + ~ 

s.a. 

x1 + x2 ~ 1 

Xl + x2 ~ 

-xl + x2 ~ 

xi ~ 0 

Expresondo Ia funci6n abjetiva en tl!rminas de minimizaci6n e intraciociendo variables 
de halgura, artificiales; el problema es equivalente a: 

min (-z) = - x1 - ~ + Mt1 

xl + ~- sl 

Xl - X2 

-xl + ~ 

En forma de tableau: 

+'2 

+~ 

+ tl = 1 

= 1 

= 1 

xl x2 sl tl ~ SJ 

Func. Obj. (F.O.) 

Rengl6n 1 (R.l) 

Rengl6n 2 (R .2) 
Rengl6n 3 (R•J) 

-1 

1 

I 
-1 

-1 

1 

-1 
+1 

0 

-1 

0 
0 

M 0 0 

1 0 0 

0 1 0 
0 0 1 

* * • 
------.....--~~"' 

Soluci6n b6-
sica factibl e 
inicial. 

-z 

1 

1 
1 

QJN AM HO-JA DE COIJIFICACION Y/0 DATOS F~~-' _ -- '-'~:;·.·;~ •• '_':::-' 

8-)~;J:(?T~~,~~·c···!~r=,··~·~~e~~.~;· ... ~.:t~'~~~:.;~~~~~~~:c~~:,:s~;:.~~~.~o~ 
11 xE,Q GRA~~M L 1 , J ,_, ___ , '"-'-~-'-'-'-- ·-~- ___ _!___,__, ___ _ 
'•L¢CA)L,I"l1T,P1V{JT,TA_BNU,,IU,\9)~Vf,_C_L~!'N_!Tft.8!RI ___ ,, 

'r_R 9 a L,E ,_.,._ -~9' A c qr A or), p_ s_ 1 N'l{__~ s .~1--? . .A:._~t..!_ !Z)_N_ }?_.~ !?! E ,R !'_ c 1 

I, •il• Jl '"~-•1•~·-•L~JW•~--"'' Ac-""' 
::\- ~+ -- c;-'" ... -l..---'-lj:·l~-·-'----'----"---'.-1-____,____..T.,-_ .. _._ 
: . ' -, ~ -' ' I . - ~• -~~ -:~·~~----"Q- ~-• 

l::{i{J:!{:~"Jt=~~1i -•::c· 
,,._o, lfr·j__l]• .. ,o,_ L.__._ __ 

5
t' .... o . ...___~~6 f.L_·...I...__.___j___J -...l-L-!..1, .J ,j _ _.__._, 

f~~.1F V·•i::J;~:_=}>~:~~l··~·~·~·1 ~u·~:c~~~~~~I~~~ 
f_", ~~~: !: ''! ~:;': ::::t~:~~:~~~[:~::~ -~ ~- '·. ~·~·-~~ ".:~". --~~"-
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EJEMPLO 3 

Primal 

Dual 

Resolver el cioal del siguiente por de problemas primal - cioal. 

min z =2xl - 3~ 

2xl - x2 - ~ ~ 3 

xl - x2 + ~ ~ 2 

Xj ~ 0 

max w = 3 A l + 2 ). 
2 

2~ 1 +A 2 "2 
_,11-il2"' _J'=}_\ +A

2 
~3 

-i!1 +-1 2 -" 0 
.A i ~ 0 

Este cioal es equivalente a 

min (-w) = -3 Al 
2A1 + .12 + 51 

).1 + ).2 ""2 

-A1 + .12 

-2ft 2 +Mt1 
= 2 

+ tl = 3 

+53 = 0 

En forma de tableau; el cioal est6 dodo por 

F.O. 

Rl 
R2 
R:_\ 

-3 

2 
1 

-1 

2 ~ 51 tl ~ 

-2 0 0 M 0 -w 

1 0 1 0 0 2 
1 -1 0 1 0 3 
1 0 0 0 1 0 

* . . 
.._______ ---~ 

[lT}/}\-~-HO.JA DE CODIFICACION Y/0 DATOS FORTRAN I :;~:~·.;~.:·; 

~IN; ::~:~:~OGI -------¥-,:: __ ~ I IO::~·:;:AC~~ON ~ 
~~ -: ;i~~ : ~:~~ ·-~, :~~B·~·,~J~:.- ~iES:->--'-~~·__'j_···, ~·~:::: ..._._~.]~-~:-·_·~~·~ ~~~-.__ ·H_•_-'t·-·-·.'"-::E•.a__'l_·~:·±·~·>~~~·I~-~---~-. 

~;~ ~~~ ~~A-~M- ~-' ll~~-~-=-~~' ~~~~-e~;-~~~~-~~~~=~~~-~-~~~-~~~~--·~~r~~~~-b~.:-~: -'· 
~·Lr]CA.l! Nl T_,PIVOT ,TJ.IINL!,R0'/J.Vf_._ C_LE_~~'-·-~B,P_~. --'---' L • :- _L~L__I_ _ _j_..______!____l__L..!......l.._J__J___j_L__1.____l...J____l__.l~_ .... ,___.____: •• -'------'---.~ 
fPR IZ)Bl EMA SIN ,S y1LUC_I_<;1N ,Q._Eu!,~~'~ S .... ! _ _.l ,G,~-~B_":!___.0_~1'!L"-~~~..J.~-~1...._.~~: _,_~-~~ '-~-~-..-L-~ ·'--"---'---'_J._, 

i:; ;u .~;::,. , • jL; ~~:?~; T3:~7? ·3· .. ~21ft~;"~-~ 
[2.0 ;_L_!_L 1.0 --'-~ ;0,___:,0,_--'-J~j_~LLQ.C.___I._C.'-..-L-'....:. L~_::~,__L__~--·~ .• ;~!_'_,_0,_'----'---'---'-:, 1 , , , i, , '--'---' 

:;.:·.·:,.::-~;:it 11~:]~:~~1~ •.•. ~.~ ••. @:~~: 
:~~: ;:7~T-· ~~~ ~ ~~j:": ~+ ~ '" 

~-~ L. 
0 -l ~~·~~· ~~.~~~~-~~~~~~-

;L..L .1-.'-LoC-,_ll--'----'--~~-'-,-'-OlL 

.-~~~-~~~~~-.. ~:.:::;:_~:;~~-~ ~.L.L·~~~-~~:~-=: ~:::==·~' 
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EJEMPLO 4 

max z = x1 - "2 + x3 - 3x4 + x5 - x6 - 3x7 

s .a. 

3x3 + xs + x6 =6 

x2 + 2~ - <4 =10 

-x1 + x6 =0 

x1 

x3 + x6 + x7 =6 

xi~ 0 

min (-z) =- x1 + x2 _ x3 + 3x4 x5 + "6 + 3x7 

s .a. 

3x3 

x2 +2x3 - x4 

X3 

+ x5 + x6 

- x6 

+ X6 + X7 

=6 

=10 

=0 

= 6 

En forma de Tableau: 

F .0. 

R1 
R2 
R3 

R4 

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 

-1 1 -1 3 -1 1 3 

0 0 3 0 1 1 0 

0 1 2 -1 0 0 0 

1 0 0 0 0 -1 0 

0 0 1 0 0 1 1 

~ . * 

-z 

6 
10 
0 
6 

[ ti 1\ .\ ~! I{O.JA DE ('()D!!-'1('.\( TO~ Y () IL\Tll:-> FOH.T\L\N 

, // J 1'g r 
( i XF •--;, ( .• 

:L CC ', L t,: • '/("II, lAS NU, R •:1:JVE, CL [AN, fA~?~ 

EJ E.'i? 

.,I 

' ' .-I .0 

0 0 
0 0 

' ·' 
,o 
16.0 

(. 

rJ .1 

<: 

'.o 
0 0 

I 0 

0 0 

0. 0 

.. I 0 . ,0 
l 

...... 

7: 
R3 
XJ 

-1 ,Q 

3. 0 

'.o 
0.0 

"' 
J 0 

.0 

0.0 

0 0 

6_. ,o", 

·' 
" 
_ , .o 

'),C_ 

0 .c 
0.0 

'. 

0 

1.0 _ 

.. 0 

0 0 

-1.0, 
, __ o, 

0 

3.0 

0 0 

0 G 

I 0 

153 

Tarjeta 1 

Tarjeta 2 

T arjeta 3 

Tarjeta 
final 

NOT AS: 

TARJETAS DE CONTROL PARA EL PROGRAMA TRANS 

~alumna 1 

I! JOB T 

II XEQ TRANS 

*LOCALINIC, RUSSL, ROWS, COLS, UNIVJ, PATH, ADI, CLEAN,MATPR 

T arjetas de datos 

/* 

- El programa TRANS utilize el metoda de aproximaci6n de Russell para encontrar una 
soluci6n inicial y el metoda simplex adaptacio al problema de transporte para encon­
trar Ia soluci6n 6ptima. 

- Este programa est6 I isto para usarse en I a corPputadora IBM 1130 de CE CAF I. 

-La tarjeta 1 es Ia tarjeta anaranjada obtenida del CECAFI 

- E! nUmero 1 que aparece en Ia 2a. tori eta se perfora en Ia columna 17. 

- Este program a admite problemas hasta con 10 orlgenes y 10 destinos. 

TARJETAS DE DATOS 

La siguiente informaci6n deber6 proporcionarse en Ia que se indica como tarieta de datos. 

TARJET A DE I DENT IF /CAC/ON DE V AR/ABLES NO BASIC AS, 
BASICAS Y DE PARES PROHIBIDOS 

La primera tarjeta de datos debe contener un espacio en blanco, asterisco y un signo + 
en las columnos uno, cbs y tres respective mente 0 

TARJETA DE DIMENSION Y ETIQUETACION DEL PROBLEMA. 

Una tarjeta con tre' enteros usando formate (3I10), en Ia siguiente forma: 

Columnas 1 -10 : el numero de orlgenes (m) 

Colurr.nas 11-20 : el nurrero de destinos (n) 

Columna 30 perfore el numero 1 si desea poner etiquetas a los orlgenes y desti­
nos. Perfore el cero en coso rontrario 0 



NOTA. 

Si escribe un 1 en Ia columna 30, el usuaria, despu~ de Ia tarjeta deber6 dar el grupo 
de tarjetas para etiquetas de renglones y el grupo de torjetas para etiquetas de colum­
nos. 

Si en Iugar de un 1 escribe cero deber6 omitir este gnupo de tarjetas y pasar a las tarje­
tas de diSp<>nibilidad. 

TARJETAS PARA ETIQUETAS DE ORIGENES. 

Cada origen admite una etiqueta de 6 caracteres alfanum~ricos. En una tarjeta puede 
perforar hasta 7 etiquetas que deben ir en las calumnas 1-6, 11-16,21-26, 31-36,41-46, 
51-56, 61-66. 

TAR JET AS PARA ETIQUET AS DE DESTI NOS. 

Las tarjetas para etiquetar los destines deber6n perforarse de acuerda a las reglas anteri~ 
res para etiquetas de orrgenes. 

T ARJET AS DE DISPONIBI LIDADES 

Se do el # de unidades disponibles en coda origen. El formate para perforar es 7 FlO.O. 

T ARJET AS DE DEMAN DAS 

Dar el numero de unidades necesarias para coda destine. El formate es 7 FlO.O 

TARJETAS DE COSTOS 

Para coda origen i, do!i los costas Cil' Ci2 ••• Cin en una tarjeta con formate 7FlO.O. 
Si una tarjeta no es suficiente de los costas restantes en otra tarjeta. 

Para dar los costas de otro origen a todas los destines emp ieee en otra tarjeta usanda el 
mismo fonnato. 

Cuando no hayo ruto, es decir ruoncb el costa sea infinite, escribo el costa como cera. 
(Ver tarjetas de pares prohibidos). 

NOTA. 

Los coeficientes de costas deben carresponder al problema de minimizer. 

TARJET AS DE PARES PROHIBI DOS 

D.r; una tarjeta por coda nuta prohibida, Ia cual se identificar6 por un par de numeros, 
cuyo primer elemento es el origen y el segundo es el destine de Ia ruta prohibida. Estos 
das numeros que definen una ruta prohibida perf6relos can un forma to (2ll 0). 

TARJETA EN BLANCO 

Esta tarjeta en blanco le indica el programa que yo no hay pares prohibidos. Esta tar 
jeta es necesaria aun cuando no haya pares prohibidos. 

NOTA. 

Las tarjetas deben de ir en el arden indicado anteriormente. 
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