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PROLOGDO.-

Los apuntes que aqui se presentan tienen el objeto de proporcionar al
alumno del Curso Ingenieria de Sistemas, material de referencia y con

sulta.

Incluyen casi la totalidad de los temas de la materia pero es necesa-
rio que el alumno realice trabajos de investigacidén para complementar-
los, ademis de resolver ejercicios variados sobre cada tema y consul-

tar la bibliografia seleccionada.

No se pretende que este sea un trabajo concluido, pues se espera rea-
lizar nuevas correciones, para ésto las sugerencias de alumnos y profe

sores son de gran importancia.

M. EN C. BENITO MARIN PINILLOS.

Noviembre de 1980.
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(Cudl es en realidad la mejor politica para la organizacidn?
Es aquil donde entra en accidn la investigacidn de operaciones.

La investigacidn de operaciones siempre toma el punto de --
vista general de la organizacidn e intenta llegar a soluciones &p-
timas, esto es la mejor solucidn para la organizacidén. Esta solu-
c¢idén no siempre es la dptima para sus componentes por separado.

La investigacidén de operaciones envuelve estudios de grupo
i.e. agrupa a toda clase de expertos en sus estudios. Esto es --
debido al aspecto tan general que toma la misma y al hecho de que-
seria imposible que un especialista en investigacidn de operacio--
nes supiese todo lo relativo a cada aspecto y es por esto que el -
especialista requiere de los demds expertos a quienes &l coordina.

Otro de los aspectos que favorecid el desarrollo de la in--
vestigacidén de operaciones es el hecho de que el ritmo de la empre
sa moderna es tal que las decisiones se requieren mds rdpidamente-
que nunca; el posponer la accidn puede poner en una decidida venta
ja a un competidor.

No es sorprendente que el aumento en la dificultad de tomar
las decisiones haya requerido de esfuerzos para dar a esta activi-
dad una base mds objetiva y rutinaria. La investigacidn de opera-~
ciones forma parte de este esfuerzo.

Desde el punto de vista de la investigacidn de operaciones-
una decisidn es una recomenddacidn de que se lleve a cabo un curso-
de accidn particular que afecta al sistema. Quien toma la deci- -
sién intenta que el sistema sea mds "efectivo" para alcanzar las -

metas de la organizacidn.

La medida de efectividad generalmente tiene unidades carac-
teristicas asociadas con e¢lla (pesos, etc.) pero a veces son adi--
mensionales (probabilidad de destruir un blanco durante un ataque-
aéreo).

Los origenes de la investigacidn de operaciones datan de --
hace muchos afios cuando se empezd el intento de usar un acercamien
to cientifico en la administracidn de las organizaciones. Estos -
origenes sin embargo fueron aislados y faltos de coordinacidn, no-
fue sino hasta la segunda guerra mundial cuando la complejidad de-
las operaciones militares hizo surgir lo que hoy se conoce por in-
vestigacidn de operaciones. A causa de la guerra hubo la necesi--
dad de distribuir de manera eficiente materiales escasos a las dis
tintas operaciones militares y dentro de &stas a las actividades -
que las componian. Para el efecto se reunid un gran nimero de - -
cientificos para que realizaran una investigacidn de las operacio-
nes militares.

Debido al &xito logrado en el aspecto militar, la industria
se fue interesando en este campo. Los investigadores descubrie- -
ron que la industria sufria de los mismos problemas bdsicos que --
los militares.

Una ver iniciadas las técnicas de la investigacidn de opera
ciones atrajeron la atencidn de numerosos investigadores los cua--
les lograron desarrollar las mismas a grandes pasos. Las técnicas
desarrolladas contribuyeron a empujar la rdpida carrera que lleva-
la investigacidn de operaciones, de aqui que para 1950 muchas de -
las técnicas hubieren alcanzado un grado de desarrollo extraordina

rio.



En la misma &poca en que se perfeccionaban las técnicas de-
la investigacidn de operaciones tambifn se lograron grandes avan--
ces en el disefio de computadoras, lo que facilitd la utilizacidén -
de las mismas debido a la gran cantidad de computacidn requerida -
por la investigacidn de operaciones.

Aunque no existe una definicidn correcta para la investiga-
cién de operaciones podemos decir que Za—fmvestipaeidbn—de-opera--
eieomes se aplica a problemas que conciernen a la conduccidn y coor
dinacién de operaciones o actividades dentro de una organizacidn.

La investigacidn de operaciones se aplica extensamente en -
el campo de los negocios, el militar, la industria, el gobierno, -
hospitales, comunicaciones, transporte etc.

El método de andlisis empleado es el del método cientifico,
esto es, la investigacidn de operaciones introduce el razonamiento
cientifico creativo dentro de las propiedades fundamentales de las
operaciones.

La programacidn lineal ha sido usada con &xito en problemas
de asignacidn de personal, mezclado de materiales, distribucidn y-
transportacidn, asi como politicas de inversidn.

La programacidn dindmica ha tenido éxito en la planeacidn -
de gastos de propaganda, distribucidn del esfuerzo de ventas y pla
neacidn de la produccidn.

Los fendmenos de espera se han aplicado a problemas de con-
gestionamiento de trafico, reparacidn de maquinaria, planeacidn de
trdfico aéreo y disefio de presas.

Otras de las 3dreas de la investigacidn de operaciones son:

Teoria de juegos.

Simulacidn.
Teorlia de inventarios.

En la actualidad existen dos organizaciones en Estados Uni-

dos que agrupan gente interesada en la investigacidén de operacio--

nes.

The Operations Research Society of America que edita la re-
vista Operations Research.

The Institute of Management Science que edita la revista --
Management Science.

Metodologia. -

Aunque no existe una secuencia fija de pasos a seguir en un
estudio de investigacidén de operaciones, podemos analizar los pa--
sos dentro de un problema tipico.

a) Formulacidn del problema. En la practica los problemas-
surgen de una manera vaga, razdn por la cual es necesario estudiar
el sistema bajo consideracidn y definir exactamente el problema, -
indicando claramente cuales son los objetivos, las restricciones -
y qué es lo que se puede hacer:; interrelaciones existentes, alter-
nativas posibles, limitacidn del tiempo, etc. Se ve que la formu-
lacidn es crucial, pues es imposible obtener buenos resultados - -
partiendo de un mal planteamiento. De aqui que en cuanto surjan -
nuevos aspectos durante el desarrollo del estudio, la formulacidn-
debe ser revisada para ver si no ha cambiado.

Aqui se debe tener cuidado ya que aunque dijimos que el - -
objetivo principal era la solucién dptima para toda la organiza- -

cidn, existen casos en que el problema afecta a una sola seccidn y

al incluir todas las demds complica terriblemente el problema.



b) Construccidn del modelo matemitico (muchas veces es éste
el paso més sencillo). Este-—pase consiste en la reformulacidn del
problema de manera tal, que sea conveniente para analizarlo. En -
este paso representamos matemdticamente el sistema bajo estudio.

Un modelo matemdtico es una representacidn idealizada expre
sada en términos de simbolos matemdticos.

Por ejemplo en programacidn lineal podemos representar las-

n variables de decisidn, cuyo valor se va a determinar, como -----

La medida compuesta de efectividad (llamada funcidn objeti-

va) (ganancia) se expresa entonces como una funcidn matemdtica -

como:
P= 5x, =« 3 + T, t ...+ 2% .
1 *2 3 n
Las restricciones a las variables de decisidn tambien se --
expresan matematicamente 3x1 + Bx7 + ... - 3xn < 100.

El modelo matemdtico quedaria en este caso como escoger los
valores de las variables de decisidn tales que maximicen la funcidn
objetiva, siempre y cuando se cumplan las restricciones.

El modelo matemdtico ayuda a revelar relaciones importantes
de causa y efecto, seflalando de esta forma cualquier dato adicio--
nal que pudiera ser de importancia para el estudio.

Debe tenerse en cuenta que el modelo matemdtico es una abs-
traccidén de la realidad y como tal no puede incluir hasta el mds -
minime detalle, lo cual complicaria innecesariamente el problema.
Por otro lado el excluir efectos colaterales que estdn fuertemente
correlacionados con la decisidn por efectuarse afecta grandemente-

el resultado.

Un buen modelo es aquel que predice los efectos de las dife
rentes alternativas con suficiente exactitud como para poder reali
zar una buena decisidn.

Cuando existe mds de una funcidn objetiva, estas deberdn --
transformarse y combinarse en una sola funcidn objetiva compuesta.
El costo del estudio y el retraso deben también ser considerados.

c) Obtener una Solucidn del Modelo.- Aqui debemos aclarar-
que aunque existen modelos matemdticos que conducen a una solucidn
dptima dicha solucién es sbélo Sptima con respecto al modelo emplea
do y es posible que esta solucidn no sea la mejor posible para el-
problema real. De aqui que si el modelo estd bien formulado la so
lucién obtenida deberd ser una buena aproximacidén a la solucidn --
del problema real.

Muchas veces la solucidn obtenida se emplea como datos para
formular unuevamente el problema y asi mediante una serie de ciclos
se obtiene una mejor solucidn.

d) Probar el Modelo y su Solucidn.- No importa cuan bueno-
parezca nuestro,modelo siempre se debe probar. El primer paso es-
checar errores obvios o detalles pasados por alto.

Prueba Retrospectiva.- Cuando es aplicable, consiste en mi
rar la historia de la compafiia y encontrar qué hubiese pasado de -
haberse aplicado este modelo. Este método puede mostrar fallas en
el modelo y asi modificarlo. Una gran desventaja de éste método -~
consiste en que utiliza los mismos datos con ayuda de los cuales -
se desarrolld el modelo. Otra falla es que las condiciones pueden
haber cambiado y que los datos pasados ya no representen las con-

diciones futuras.



Otra prueba es decir que no se aplique el modelo hasta den- 4) Retroalimentacidn.

tro de seis meses y observar qué hubiese pasado en este lapso de -
haberse aplicado el modelo.

e) Establecer gontrol Sobre la Solucidn.- Este paso se usa

sdlo cuando el modelo desarrollado se va a usar repetidamente de-
bido a que las condiciones (datos) pueden estar variando constan--
temente.

Este paso puede envolver el descubrir los pardmetros criti-
cos (agquellos cuyo cambio puede afectar significativamente la solu
cidn). Esto se efectlia mediante el andlisis de sensibilidad.

Una vez descubiertos los paradmetros criticos se puede esta-
blecer un método estadistico para detectar cambios significativos-
en los mismos.

Cuando se descubre un cambio en un pardmetro critico, es ne
cesario ajustar la solucidn al nuevo valor.

f) Implementacidn.- El grupo de investigadores debe parti-
cipar activamente en esta fase, con objeto de supervisar que la --
solucidn obtenida sea convertida con exactitud en un procedimiento
operativo.

Los pasos a seguir son:

1) Se comunica a la administracidn la solu-
cidén obtenida.

2) Tanto la administracidn como los investiga-
dores comparten la responsabilidad de poner esta -
solucidn en operacidn.

3) Adiestramiento del personal involucrado en-
la solucidn.



I1.~ MATRICES

Definicién II~1.-

Una matriz es un arreglo rectangular de nOmeros escalares.

Denominaremos por p el nimero de renglones y por n el nﬁmg
ro de columnas de una matriz,

Una matriz con m renglones y n columnas, se conoce como --
una matriz mxn.

Una matriz n x n se dice que es de orden n.

Tenemos entonces que:

es una matriz 3 x 4 y

4 5
B= 8 3
7 9

es una matriz 3 x 2 .

A los nimeros que integran el arreglo rectangular, se les de
nomina "elementos de la matriz'". Es asi que los nimeros 4, 3, 1,-
7, 2, 5, 8, 6, 12, 1, 14, 3, son los elementos de la matriz A, -
mientras que 4, 8, 7, 5, 3, 9, son los elementos de la matriz B.

Las matrices las denominaremos con letras may@sculas.

Los elementos correspondientes de la matriz los denominare-

mos con la misma letra pero mintscula, seguida de dos sufijos, el-
primerc de los cuales representa el rengldn al que el elemento co-
rresponde, mientras que el segundo indica la columna.

Es asi que los elementos de la matriz A serin a. por ejem

ij
plo:
ajg = 8 agy < 14 azg = 12
En términos generales podemos representar una matriz como -
sigue:
agq ajq e aq,
a a e a
A= 21 22 2n
an aﬁz e amn_J
Algunos autores utilizan A=[a.] =!a..” =” a..“
13 1] 13 m Xn

Debe notarse que la letra particular que aparece como sub-indice -
es indiferente, es la posicidn lo que es importante.

Con las anteriores convenciones aij es un escalar y -

|aij es una matriz. NOtese que mientras los elementos aij y
ap pueden no ser iguales, se considera que las matrices "aijn y
a son idénticas.
“ kll o t

Una matriz no posee ningin valor numérico (a diferencia de su de--
terminante).

3in embargo es conveniente realizar ciertas manipulaciones con los
arreglos de nimeros; es asi que Se han desarrollado reglas que per
miten realizar operaciones con matrices, las cuales son andlogas a
las operaciones aritméticas.

Definicidn II-2

Sean:



Sl el

a,.
1]

dos matrices. Se dice gque A y B son "iguales", esto es A = B si -

y s&8lo si todos y cada uno de los elementos correspondientes son -

iguales. Es decir A y B tienen exactamente los mismos componentes
(aij = bij para todos los valores de i y de 3).
De lo anterior es claro que para que A = B es necesario que

ambas matrices tengan el mismo niimero de renglones, asi como el --
mismo niimero de columnas entre si.
Definicidn. II-3

La diagonal principal de una matriz ” aijll es el conjunto

?

de elementos &all ,

a . } donde t = min { m, n }. —>
Definicidn. II-Uu

Una matriz diagonal es una matriz cuadrada de orden n, en -
la cual los elementos gque no pertenecen a la diagonal principal --
son cero.
Definicidn. II-5

La operacidn de multiplicar una matriz por un nimero k se -

efectla multiplicando cada uno de los elementos de la mateiz por k.

Asi pues:

k e
a, k aln k
k a22 k oo a2n k
KA = ” ka..” -
1]
a o kK ... ain k

donde A puede tener cualquier disposicidédn de sus elementos.

Ejemplo. II-1

5 8 4 63 7 40 20 315 35

Definicién. II-6
Para "sumar" dos matrices A y B (que deben tener el mismo nfl

mero de hileras y de columnas entre si), solamente es necesario su

mar los elementos correspondientes de ambas, lo cual puede quedar-

representado en la siguiente forma:

A+ B = l a, . + b..
ij ij
Ejemplo. II-2
3 4 -3 7 -1 10 10 3
-7 1 8 + |3 7 -4f = -4 8
5 0 2 2 2 3 7 2

befinieisn. 11-7

La resta de dos matrices A y B podemos interpretarla como -
la suma de la matriz A con la matriz C donde C = kB = (-1) B. -
Asi pues tenemos:

A -B=A+C=AH4+ (-1) B =

Ia.. - b..
13 1]
nuevamente A y B deben de tener el mismo ntmero de renglones y co-

lumnas entre si.

Ejemplo. II-3

3 4 -3 -1 10 -4 5 -13
-7 1 8| - 7 -4} =140 -6 12
5 0 2 2 3 7 =2 -1

Definicidn. II-8 (Multiplicacidn)
Para encontrar el elemento cij en el rengldén i y la columna
j de la matriz resultante de multiplicar A por B, es necesario - -

multiplicar cada elemento del rengdn i de A por el elemento co- -

rrespondiente de la columna j de B y sumar estos productos; obser-



vamos que la multiplicacidn de dos matrices estid definida si y sé-
lo si el niimero de columnas de A es igual al nfimero de renglones -
de B, (nétese que el nlimero de renglones de A y de columnas de B -
puede ser cualquiera.)
En general si:
a,. -
1]' mxn Y ijll nxr
su producto seri:
o)
c= AB 4| Z a, b . = ..
k=1 ik L & mxr ij mxr
Ejemplo. II-4
y oo-1 2 5 2
AB 2 1 3 ={11 4
1 -2 2 o -2
La operacidén de multiplicacidn de matrices no es conmutati-
va, es decir:

AB # BA
Ejemplo.

S
a.-
2 4 3 2 10 20 12 14
A = B AB= BA=
3 1 1 4 10 10 14 8

En la mayoria de los casos en que A B esti definida,B A no-

I1-

lo esta.
b.- La multiplicacidn BA de las matrices del ejemplo II-4 -
no esta definida.
Nota. II-1
La divisidn entre matrices no esti definida.

Definicidn. II-9

11

Se llama matriz cero o nula a aquella matriz de cualquier -

orden cuyos elementos son todos "cero”; Se representa por:

Ejercicio 1I1-1

Sean:
.3 4 4 S 4 3 6 2 _g by 50 Eﬂ 2 1
asl1 6 7|p=1]7 2 5 1 0 p=l1t 6 7/ pdo 6 O|f
Lz 2 3 1 3 2 0 1 7 2 3 00 1 3 0
S
Lo Asbiporaue @ = dyy =35 ag, =dyy =g agy T dgy =
etc
2.- B # C porque bjj ¥ ¢©jij
3.- La diagonal principal de A es i 3, 6, 3}
La diagonal principal de B es i 5, 2, 2%
4.- A es una matriz de orden 3.
S.- B es una matriz 3 x 4.
C es una matriz 4% x 3
6.- E es una matriz diagonal.
7.- x B =3B =[15 12 3 18
21 6 15 3
_} 9 6 0
8.- A+ D = 6 8 8
2 12 14
|14 " 3
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A+ B no esta definida. Dada la matriz 4, la matriz AT, obtenida de A intercambian-

do las hileras por las columnas en A, se llama la matriz transpues

9.- A -E = |-2 4 g4
1 0 7 ta de A. Si AT = l aij el elemento aij que aparece en el --
7 9 9 rengldén i y la columna j de AT es el elemento aji gque aparece -
A - Cn estd definida. en el renglénj columna i de A.
10.- BC= 104 43 43 | Ejemplo II-6
79 24 40 7 3 0 4 6
| 29 4 19 | A=]|s 2 7 1 ATz 2
BF no estd definida. 5 1 9 3 7
11.- CB= 47 37 34 SE— 1

29 32 23 30 . :
Para obtener la transpuesta de una matriz,no es necesario -

29 24 21 25 .
que ésta sea cuadrada.

71 41 48 47
Propiedades de la matriz transpuesta:

Vemos que B C # C B
(aB)T =BT AT
Las matrices satisfacen las siguientes leyes:
( A+ B )T = AT + BT
1.- CA =96
Definicién II-11

2.- 1 A = A
La matriz adjunta es aquella matriz cuadrada formada por -

los menores de la transpuesta de la matriz cuadrada dada.

.- a-A=¢
Se escribe A
5.- A+ B = B + A
Ejemplo II-7

6.- A ( B+ C ) = AB + AC =

1 0 2 3 -2
7.- (A +B ) C=AC+BC

0 1 n 1 o} 4
8.- (A+B )+ C=Aa+(B+cC) A=

4 2 0 1 2

9.- A (BC) = (aB) C
leyes que se satisfacen siempre y cuando las operaciones propues--
tas estdn bien definidas.

Definicidn II-10
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_lo u{ I Y I q
12 0o 2 o 1 L,
3 -2 2 -2 2 3 "o
A= '|1 2| * |o 2 ‘[o 1‘ A E-8
IR ] I E I TR E I 1z -10
o 4 1 1 0

Definicidn II-12

La matriz identidad (I) elementos --

es una matriz diagonal cuyos

en la diagonal principal son todos unos:.

100 [
010 0
1 =001 0
000 1

La matriz identidad tiene las siguientes propiedades:

I A = A = A1
donde I tiene el niimero apropiado de renglones y columnas en cada-
caso, de forma tal que la operacidn de multiplicacidn quede defi--
nida.
Definicidn II-13
Cuando una matriz la subdividimos en varias matrices mds pequefias-
conoce con el nombre de submatrices.

a éstas, se les

Ejemplo II-8

13 i4 _; A

a a - 11 12
23 24 A A

a a 21 22
33 34

donde:

1) ay, a4 3) Apo=| a3y, A 24
- a a
2) A12 —[}12 a4 al;] 32 33 3y
AR PP NP
331

Es posible el realizar las operaciones usando las submatri-

Debe estar claro-

ces en lugar de hacerlo elemento por elemento.

que esto es solamente posible en el caso en que la subdivisidn sea

tal que las operaciones estén definidas, en caso contrario no se -
logrard nada con subdividir la matriz.
Ejemplo II-9
Sea:
"1
b= b, R by
b3 b2
AB = _511 b, ¢ Ay, B,
A1 byt Ao By

Una clase de matrices que tiene un papel muy importante es-
aquella que cuenta con un solo rengldn o con una sola columna. Ta
les matrices se conocen zon el nombre de vectores.

ai] (es un vector rengldn)

B = b1
i
ﬁn es un vector columna y lo denominaremos
bl b2 bn}

Los vectores son importantes en la teoria de matrices debi-



do a que cualquier matriz m x n puede ser subdividida ya sea en m-
vectores rengldn o en n vectores columna, con lo cual se pueden --
analizar importantes propiedades de las matrices.

Si tenemos que :

ﬁ= C1 x:l + C2 x2 t e t Cm xrn =§C

donde las Ci son constantes, se dice gue és

neal de las X, También decimos que ﬁS es linealmente dependiente

de las Xi si F3 puede ser expresada como una combinacidn lineal -

de las x_,
1

Una expresidén de la forma :E Ci X, 0= 0 se llama una rela-
s

cidn lineal entre las xi' Una relacidn donde todas las Ci = 0 -

se conoce como una relacidén lineal trivial; una relacidn en la cual

cuando menos uno de los coeficientes es diferente de cero, se cono
ce como una relacidén lineal no trivial.
Definicidén II-1y

Un conjunto de vectores se dice que son linealmente depen--
dientes si existe una relacidn lineal no trivial entre ellos. En-
caso contrario el conjunto es linealmente independiente . Debe --
notarse que cualquier conjunto de vectores que incluya el vector-

cero es linealmente independiente.

Si un conjunto { Xi} de vectores es linealmente dependien-

te, entonces existe una relacidn lineal no trivial de la forma -

:;C, x, = 0
1 1

existe cuando menos un coeficiente diferente de cero, sea éste C

(no necesariamente finica). En la relacidn anterior,-

k?

entonces:

es una combinacidn 1i
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que es uno de los vectores del conjunto X .}, es una combina--
cidn lineal de los otros.

Si un conjunto {xi} de vectores se sabe que es linealmente

independiente y se obtiene una relacidn lineal ;; C, X = 0, pode--
i

c, = 0.

mos entonces concluir gque todas las
1

Es claro que el concepto de independencia lineal de un con-
junto no tendria sentido si un vector del conjunto pudiera incluir
se un nlmero arbitrario de veces en una posible relacidn.

Si un conjunto de vectores es dado sin embargo, diferencian
es una inconveniencia el insistir-

do los vectores en el conjunto,

en que todos los vectores listados sean distintos. La carga de --

contar el nUimero de veces que un vector puede aparecer en una rela
cibén es transferida al conjunto de sub-indices. Por cada sub-indi
ce en el conjunto de subindices requerimos que uno y solo uno de -
los vectores sea listado por cada subindice del conjunto de subin-
Permitimos pues la posibilidad de que varios subindices --

dices.

sean utilizados para identificar el mismo vector. Asi pues el - -

conjunto:

X

1

i X, %, } en donde X 2

es linealmente dependiente. Tenemos entonces que el concepto de -
independencia lineal de un conjunto es mds bien una propiedad de -
la forma de poner los subindices en el conjunto que del conjunto -
mismo. Deberiamos referirnos a la dependencia lineal de un conjun
to numerado en lugar de la dependencia lineal de un conjunto.
Ejemplo. TI-10

Sea:



donde:

xq= (1, 1, 0)

x,= (1, 0, 1)
xy= ( 0, 1, 1)
%, = (1, 1, 1)

+ - = 0

x1 + x2 x 2x

por lo tanto:
X, =

Sin embargo cualquier subconjunto de tres de los cuatro vec

tores es linealmente independiente.

Ejemplo. II-11

donde:

¥y= (o, 1, 0, 0)
Para encontrar la dependencia o independencia lineal del conjunto,
formamos la relacidn:
a (1, 1, 0, 1) + b(1, -1, 1, 1) + ¢ ( 2, 2, 1, 2) + d (0, 1, 0, 0)=

Se busca si la relacidn es trivial o no (si a, b, ¢, & d es

los vectores son dependientes).
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de (3) b .= -¢

en (1) a + b - 2b

"
o

en (2) a - a - 2a + d

Il

Si hacemos a
(1, 1, 0, 1) + (1, -1,

de donde el conjunto Y

Ejemplo. II-12
W, = (1,
W,= o,
wst (o,
W, = (1,
a (1, 0, 0, 1) + b(0,
a
b
a + b +
de (1) a = -d
de (2) b = -4
de (3) ¢ = -d

de (4) -d -d -4

de donde el conjunto de vectores es linealmente independiente.

Definicidn II.15

2c =0 (1)
2¢ +d =0 .. (2)
c =0 (3)
2¢c =0 (u)

de donde a = b

= 0 de donde d = 2a

1 (valor arbitrario) obtenemos:
1,1 ) - (2, 2, 1, 2) + 2 (0o, I, o,

es linealmente dependiente.

0, 0, 1)

1, 0, 1)

0, 1, 1)

1, 1, 1)

1, 0, 1) + ¢ (0, 0, 1, 1) + d(1, 1,
+d =0 ...... (1)
+d =0 ...... (2)

c +d =0 ...... (3)

c+d =0 ...... (4)

+d = 0 -2d = 0 de donde d = 0

1,

0)=(0000,)

14 0,000,)



El mayor nimero de vectores linealmente independientes que -~
puede ser encontrado dentro de un conjunto de vectores se conoce -
como el rango del conjunto.

Ejemplo. II-13
En el ejemplo II=10 el rango del conjunto de vectores
{41, Xy, Xgs xui es (3), pues f Xys X5, Xg % y { X1, Xg xu} ,
[x2, Xg xu§ y {Xl’ Xy xui son linealmente independientes.
En el ejemplo II-11 el rango del conjunto de vectores -
{yl, y2, ya, yug es tres pues {yl, y2, yui es linealmente inde--
pendiente.

En el ejemplo II-12 el rango del conjunto { Wis Wos Was w43
es cuatro.

Para encontrar el rango de un conjunto de vectores, se hace
la prueba de dependencia lineal y si el conjunto resulta lineal- -
mente independiente entonces el rango es igual al nlmero de vecto-
res considerados. Si resulta linealmente dependiente, eliminamos
cualquiera de los vectores que en el paso anterior hubiera resul--
tado con un coeficiente diferente de 0 y se vuelve a repetir la --
prueba de dependencia lineal, volviendo a iniciar el ciclo ante- -
rior.

Denominaremos por fD al rango de una matriz.

Teorema. II-1

Cualesquiera n + 1 vectores en un espacio vectorial de n -
dimensiones son linealmente dependientes.
Ejemplo.II-14

El caso visto en el ejemplo II-10 anterior.

Definicibn. II-16

Se dice que un subconjunto de vectores linealmente indepen-
dientes es la base del conjunto de vectores a gque el mismo pertene
ce, cuando todos y cada uno de los vectores del conjunto original~-
son una combinacidn lineal de los vectores en este subconjunto.
Una base no necesariamente es Unica.
Ejemplo. II-15

En el primer ejemplo el subconjunto { Xis Xy x& es una

base del conjunto {xl, Xos Xgs x% ya que:

. Xt oKyt xg (1,1,0) ¢ (1,0,1) 4 (0, 1, 1) (1, 1, 1)
2 - 2 B

y ademds el subconjunto es linealmente independiente.

Asi mismo 5 xl, x2, x&) es otra base de dicho conjunto ya
que: ’
x3=2xu—x2—x1= (2,2,2) - (4, 0, 1) - (1,1,0) =(0,1,1,)
Ejemplo. II-16

En el segundo ejemplo { Yy Yo yuﬁ es una base del con--
junto: i Yy» Y5 Vg yq} ya que:
y3= y1+ y2+ 2yq = (1,1,0,1) + (1 ,/{z, 1,1) + (0,2,0,0) =(2,2,1, 2)
Teorema II.2

Un subconjunto de r vectores linealmente independientes, --
tomados de un conjunto de vectores, es una base del mismo si y sdlo
s1 el conjunto tiene rango r
Demostracidén intuitiva:

;:? Si el conjunto tiene rango r, por definicidn un subcon

junto de r vectores linealmente independientes tiene que ser una-

base, ya que r es el mdximo nimero de vectores linealmente indepen



dientes y todos los demds serdn combinaciones lineales de estos.

Supongamos que el conjunto tiene rango r + 1, esto implica-
que existen r + 1 vectores linealmente independientes en el conjun
vector

to; de donde r vectores no bastan para formar el r + 1-avo

mediante combinaciones lineales; y por lo tanto tememos una contra
diccidn.
Teorema. II-3

Si un conjunto de r vectores tiene una base con un nimero -
en caso de --

finito de elementos, entonces todas las demls bases,

existir, son finitas y cuentan con el mismo nfimero de elementos.
Teorema. II-u4

Un conjunto de n vectores en un espacio vectorial de n di--~
mensiones es una base s1 y sdlo si es linealmente independiente.
Definicidn. II-17
El rango de las hileras de una matriz, es el rango del con-

junto de sus vectores rengldn. El rango de las columnas de una ma-

triz es el rango del conjunto de sus vectores columna.

Ejemplo. II-17
1 1 0
A o to-1 ! fyr = 3 (ver ejemplo II-11)
2 2 1 f’c =3(a simple vista se ve la depe&
0 1 0 dencia entre las columnas 1 y
4)
Teorema. I1I.5

El rango de las hileras y el rango de las columnas de una -

matriz son iguales. Es por esto que solamente se habla del rango
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Teorema.

f9 de una matriz.

Dada una matriz A diferente de la matriz cero, écudndo -~ -
existe una matriz A-l llamada el inverso de A , tal que:
aat e atas 1

8i A no es una matriz cuadrada entonces nunca existe tal -

. -1 P . .
matriz A de donde sélo una matriz cuadrada puede tener inverso.

Esto es debido deberia tener diferente nftimero de ren--

1

a que A~1

glones en cada caso para que los productos A A y A_lA estuviesen

definidos.

Si A es una matriz cuadrada entonces existen ocasiones en -

que esta matriz tiene inverso.
Definicidn II-18
Una matriz se llama no singular si su rango iguala tanto -
el niimero de sus renglones como el nlimero de sus columnas, en caso
contraric se llama singular. De aqui que solo las matrices cuadra
das puedan ser no singulares.
Definicidn II-19
Una matriz m X m se llama no singular si sus vectores colum
na son linealmente independientes.
Una matriz es no singular si y sblo si su determinante es -
diferente de cero.
II-6
no singular, existe una matriz no singular A_1

A, tal que A A—1 = A_1

a) Si A es s

llamada inverso de A =1

b) Si A es no singular y B es una matriz para la cual ya -

-1

sea A B =13 B A = I, entonces B = A
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c¢) S886lo las matrices no singulares tienen inversos. del determinante.
Teorema. II-7 d) Coldquese el valor obtenido en (c) en la posicidn
Si A 'y B son no singulares entonces: transpuesta del cotador correspondiente.
a) A B es no singular. Ejemplo II-19

by (o B ) "1 o p7l st En el ejemplo anterior:

) A" es no singular. A= 18 + 24 + 24 - 27 - 16 - 24 = -1
-1 ,-1
d) (A ) = A dado que:
e) Para a # 0,(aA) es no singular y (aA)~1 = 1 2 3
a7l a7t A = 2 3 n
Teorema II-8 3 Y 6
El rango de una matriz (no necesariamente cuadrada) no se - entonces:
altera si &sta se multiplica por una matriz no singular. 3 4 2 4 2 3
Ejemplo II-18 4y 6 4 6 3 4
: -1 -1 -1
Si:
N . ] 1 3
1 2 3 entonces -2 0 1 A—1 2 4 1 3
-1 3 6 3 6 2 4
= n = 0 -
A 2 3 A 3 2 1 1 -1
i ) -2
—3 — 1 1_J 2 3 1 2 1 2
Comprobacidn: _ | F L | El 2 3
1 0 0 1 0 0 -1 -1 1
IV o1 o At o 1 o I
i ) 18 - 16 12 - 12 8 - 9
[0 o 1 o o 1 | 1 2 3
Existen varios mé&todos para invertir una matriz: 12 - 12 6 - 9 4 - 6
1 -
Método 1.- A= -1 -1 -1
a) Obtener el valor del determinante de la matriz. 8 -9 ~ “o- 6 3 -
2 . - - -1
b) Obténganse los valores de los.cotadores de la matriz. 1 1
L —y

c) Dividanse los valores de los cotadores entre el valor -



-2 0
Atdo 3
1 -2

L

Ejemplo II-20

5  —u
A = |A| = -5 + 4 = -1
1 -1
-1 -y
o1 T T T 1 -
A = =
+1 5 1
- T -5
-1 -1
Método 2.

Este método es bisicamente el mismo que el anterior, sola--
mente difiere en la secuencia de pasos y en la forma de ataque y -
dice asi:

La inversa de una matriz puede escribirse:
AF

a7 %

1l

Ejemplo II-21

— —
5 3 -1
A=l 2 o u
-2 3 iJ
5 2 -2

T
A={3 0o 3
-1 o4 1
S —

-12  -8% 1;1
A™ =1-10 3 -22
6 -21 -6
|A| = 0 ~24 -6 -0 -60 -6 =-96

N3tese que:

‘Al I= A Ap
-12 -6 12 1/8 1/16 -1/8
-1 1 —
A :_96 -10 3 -22 =/ 5/48 -1/32 11/48
6 -21 -6 -1/1e 7/32 1/16

Los dos métodos anteriores resultan demasiado complicados -
para hacerlos a mano cuando el nimero de elementos de la matriz --
se incrementa.

Método 3.

Este método proporciona el inverso de una matriz cuando é&s-

ta es no singular, en caso de que la matriz sea singular este méto
do proporciona lo gue se conoce como matriz cu forma Hermite Normal.
Describiremos el método con la ayuda de un ejemplo:

a) Se pone una matriz I despues de A.
1 2 3 1 0 0
[} I]=|2 3 & o 1 o
3 4 6 0 0 1
b) Se busca dejar el primer vector columna como un vector-

mediante operaciones elementales de las matrices, es-

1.- Multiplicar un rengldn de A por un escalar # 0
2.- Sumar el mGltiplo de una hilera a otra.

3.- Intercambiar dos hileras.



asi pues obtenemos:
1 2 3 1 0 ¢}
0 -1 -2 -2 1 0

0 -2 -3 -3 0 1

¢} Se busca dejar el segundo vector columna como {0,1,0} ~

mediante operaciones element

d) Hacer lo mismo para el tercer vector columna.

e) Se elimina la matriz I que ocupa el lado izquierdo que-

dando asi la matriz inversa.

Asi pues:

-2 o 1

-1 _
A = 0 3 -2
1 -2 1

SRR
Aal - 2 3 4 0
| 3 4 6 | | 1

=2 o 1] 1

a7l oa = 0 3 -2 2
1-2 1 L_a

ales.

o

—
0o 1
3 -2

-2 1

J
2 3
3 4
4 6

p—

OJIH o OI

o

lH

Teorema. II-Q

El inverso de una matriz es fQinico.

Sin entrar en detalles ni forma de obtenerla, describire--
mos a continuacidn lo que se conoce como la Forma Hermite de una -
matriz.

Sea P el rango de una matriz A (singular) donde el con--
junto de vectores que la componen es mayor que fD

Denominaremos por kl’ k2,...., kP los subindices de los vec

tores que forman la base.

Se dice que la matriz A estid en forma Hermite A ' = K—1 A,
(donde K_1 no es el inverso de A) cuando tiene la forma:

— colk1 ' cole
[ 0 1 Ay Kel e 0 Ayl e
Ovevnns 0 0 0ot 1 al kot e

A=

Ouenenn 0 0 O eii it 0 L
0 0 0 L 0 Oveveeannn et 0

La cual satisface las siguientes condiciones:

a) Existe cuando menos un elemento diferente de 0 en cada-
uno de los primeros F renglones de A' y los elementos en los -
restantes (m - p ) renglones son cero.

b) El primer elemento diferente de cero que aparece en el
rengldén 1 ( i = P ) es un uno que aparece en la columna ki -

donde k; < k,<... kp

c¢) En la columna ki el nico elemento # 0 es un uno en el

rengldn i.
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ECUACIONES LINEALES SIMULTANEAS.

Sean las siguientes ecuaciones con tres variables:

Xy - Xy + Xy = 2 ... (X))
2x1 Xy - xg = T L. ( 6)
El conjunto ordenado de valores x1 = 3, x2 = 2, x3 =1 -

se dice que es una solucidn de & ( & de ) debido a que si se-
q

sustituyen estos valores en lugar de x X, en la primera ecua

10 *20 *3

cidn (% en la segunda) se produce la identidad 2 = 2 ( 86 7 = 7 ).
La solucidn (3, 2, 1 ) se dice que satisface la ecuacidn & ( P).
Supongamos el siguiente sistema de ecuaciones lineales si--

multineas:

Ay Xy + aj, %, + a13 %3 e e e + ay, X, F b1
3,1 Xy t a,, X, + a,, L + a,, X, T b2
a5y Xy + ay, %, + 333 X o e i + ay, X, ° b3
a1t X1 + a2 % T Ay Xg f e ta X +=bn

Este sistema de ecuaciones tambien puede ser representado -
en forma compacta asi:
La)
a,. x. = b, para i = ceee, M
zi ij j iP ¢ 1 > m)

An

6 en forma matricial:

A X

n
o

en donde:

F" - r -
ayq ay, Agg seeereen ay, %y b1
a,, 322 323 .......... ad5n %, b2
A= | a3z1  a32 a33 ...ciie0.en = «B= b
a3zl aszz2 a3s a3n X LN ;B 3
m1 am? n3 amn *n bm
L - L. 4 - -

de donde cualquier observacidn que hagamos respecto a las matrices
corresponderd también al sistema de ecuaciones lineales, ya que --
aquellas son Gnicamente su representacidn.
Definicidn II-20

Una solucidn para la i-ava ecuacidn, es un conjunto ordena-

do de niimeros (xi , X ey x; } tal que:

Definicidn II-21

Un conjunto ordenado de niimeros se dice que es una solucidn
de un sistema de ecuaciones si y solo si es una solucidén para to--
das y cada una de las ecuaciones del sistema.
Definicidn II-22

Dadas las matrices A y B, la matriz aumentada A, B de un -~

sistema de ecuaciones lineales se define como:

agq a;, Aygerreeen ay, b1
a,sy asg Bogeecnreens asrn b2
A’ B= gy ag, Bgpercrernns as, b3

a1 a R an am\ bm
S

Hemos hablado de una solucidn al sistema de ecuaciones de--

bido a que &ste puede no poseer una solucidn Gnica, asi como no te



ner ninguna en absoluto.
Definicidn II-23

Un sistema de ecuaciones que tenga solucidn (Gnica o no) se
llama consistente. En caso contrario es inconsistente.
Definicidn II-24

Si en un sistema de ecuaciones una ecuacidn es una combina-
cidn lineal de las otras, se dice que esta Gltima es dependiente -
de las otras. La ecuacidn dependiente se llama redundante.
Definicién II-25

Un sistema que no contiene redundancias se llama indepen--
diente.

Un sistema lineal es claramente inconsistente si es posible
el encontrar una combinacidn lineal de las ecuaciones del sistema-
que tenga la siguiente forma:

t 0 x - 4 donde d ¥ ¢
Definicidn II=26

Un sistema candnico con un subconjunto ordenado de varia---
bles llamadas bdsicas, es un sistema tal que para cada i, la i-ava
variable bédsica tiene un coeficiente unitario en la i-ava ecuacidn
y un coeficiente cero en todas las demds.

Definicidn II-27

Dos sistemas se llaman equivalentes si un sistema puede ser
derivado del otro insertando o eliminando ecuaciones redundantes.
Teorema II-10

Sistemas equivalentes tienen el mismo conjunto de solucio--

nes.
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feorema II-11

El sistema de ecuaciones lineales simultidneas A X = B tie-

ne solucidn (una o varias) si y solo si el rango de A es igual -~

al rango de la matriz aumentada A, B. Siempre que una solucidn -

exista, todas las soluciones pueden ser expresadas en términos - -
de N5 = n - P pardmetros independientes donde P es el rango
de A.

{no demostracidn ).

N

M, 5 =FLA"¢ *

Justificacidn

Dado que: es imposible,

entonces:

es la Gnica otra posibilidad ya que solo aumentamos un nuevo vea--

tor. En caso de ser cierta esta igualdad, esto significa que el -

vector B es linealmente independiente de los vectores columna de -

A; pero esta independencia lineal es imposible debido a que B es-

una combinacidn lineal A X de los mismos. Es por esto que debe

P o fa .

mos de tener:

Dado que f) =/7 existen dos posibilidades:
ﬁ [, 3 (4],
1.-1{A} = n, & sea su valor miaximo (aqui m > n forzosa

mente).
En este caso el sistema de ecuaciones tendrd exactamen-

te una solucidn. Recordemos que AX = B y que/?ﬂ]= n,

por lo que vemos que nuestro conjunto de vectores es una

base (T. II-2) del sistema y A es no singular, por-
1o tanto A”! ax = £'B y X = B' con la cual x; apare

ce solo en la i-&sima ecuacidn igualada al valor de su -



solucidn gue en este cago es fGnica.

2.~ fp[A]<nAqui existirln (A1 vectores independientes y Q:-.n—P

vectores dependientes (o parametros independientes) a -
los cuales puede ser asignado cualquier valor arbitra--
rio sin que el valor escogido impida que exista una so-
lucidén para los vectores en la base, de aqui que en es-
ta situacidn existan una infinidad de soluciones para -
el sistema de ecuaciones.

Esto es debido a que A'X = B' es tal que A' estd en for-

ma hermite y recordamos que x aparecen sbdlo en la i-ava ecua- -

ki

cibn, ademds coeficientes diferentes de cero aparecen sélo en las-

primeras fD ecuaciones. Dado que x aparece en una sola ecua-

ki

cidén con coeficiente uno, a las restantes n- P incdgnitas se les

puede dar valores arbitrarios para obtener los valores de x co-

ki

rrespondientes.

Es importante el hacer notar que cuando P[ﬁ, ﬁ] :f}A]: T -

donde r < m entonces tenemos que ( m - r ) de nuestras ecuacio-
nes deberdn ser combinaciones lineales de las otras r. De aqui --
que (m - r ) ecuaciones redundantes puedan ser eliminadas sin que-

esto afecte a la o las soluciones.
Métodos de solucidn.-

Caso 1.- m = n y A es no singular. (Solucidén Gnica)

a)/OA,B=/0A

En este caso empleamos el método de eliminacidn de Gawss --

Jordan para el cual se procede como sigue para obtener dicha solu
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Eliminese la primera variable de todas las ecuaciones menos
de una (que usualmente es la primera), esto se efectfla sumando al-
gebraicamente un mltiplo adecuado en cada caso de esta ecuacidn -
a cada una de las demds ecuaciones, eliminando la ecuacidn origi--
nal y considerando en su lugar la ecuacidn que resultd de sumar --
algebraicamente el mliltiplo de la ecuacidn con la variable en turno
a la ecuacidn eliminada. La ecuacidn que quedd con la primera va-
riable debe de dividirse entre el coeficiente de &sta con el obje-
to de que la misma quede con coeficiente uno; a continuacidén pro--
cede en forma andloga con el objeto de eliminar la segunda varia--
ble de todas las ecuaciones menos una {(usualmente la segunda).

Repitase la operacidn hasta que las n variables aparezcan--
en solo una de las ecuaciones; al llegar a este paso, cada una de-
las n ecuaciones debe contener exactamente una de estas variables
ya que:
a~t AX = A B, de donde X = B'. La solucidn deseada se lee direc

tamente en las ecuaciones »esnltantes.

b) /DAB =/DA+1

En este caso el sistema de ecuaciones no tiene ninguna solu

cidén debido a que el sistema es inconsistente.

Ejemplo 11-22

2x1 - 2x2 + Hxs = 22 ... (1)
-xq + 3% = 9 ...... (2)
Hxg = Xz = 10 c..... (3)

Eliminamos x4 de todas las ecuaciones menos de la primera.
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Esto se logra sumando (1/2) veces la ecuacidn (1) a la ecuacidn -

y sustituyendo la ecuacién obtenida (2') en lugar de la ecua

(2)

cidn original (2). A continuacidn dividimos la ecuacidn (1) en--
tre el coeficiente de x;» para obtener la ecuacidn (1'). La ecua
cidn (3) queda igual pues no contiene X, -
Obtenemos pues:
Xy - %, + 2x3 = 11 (1') donde ec. (1') = 1/2 eec. (1)
2%, + 2x5 = 20 (2') donde ec. (2') = 1/2 ec. (1) +
ec. (2)
HX, - Xy S 10 (3) donde ec. (3') = ec. (3)
de todas menos --

El siguiente paso consiste en eliminar x,

de la segunda ecuacidn. Empezamos por dividir entre dos la segun-

da ecuacidn para obtener X, con coeficiente unitario.

L P 2x3: 11 ..., (1)
Xy t+ X% 10 ... 2"
Hx2 - x3: 10 ...... (3")
Hacemos ahora que X, solo aparezca en la segunda ecuacidn.
Xy + 3x3: 21 (1'') donde ec. (1'')=ec.(1')+ec.(2'")=
ec.(1')+1/2ec~(2")
X, o+ X S 10 (2'') donde ec. (2'')=1/2 ec. (2')
- 5x,=-30 (3''") donde ec. (3'')=ec.(3')-bec.(2'') =

3
ec.(3')-u/2ec(2")

Finalmente eliminamos x de todas las ecuaciones menos de-

3

la tercera. Para esto hacemos primero que el coeficiente de Xy -
en la ecuacidn (3'') sea unitario dividiendo dicha ecuacidn entre-

(-5).

x1 + 3x3= /2 (1)
Xp + x3= 10 ...... (2'")

= tra
Xq 6 ... (3 )

y ahora eliminamos Xy de (1'7) y 2'")

x4 =3 .. (1''") donde ec(1''')=ec(1'')-3ec(3''')zec(1'')+3/5ec
(3'*)
x, =y (2'"') donde ec(2''')=ec(2'")-ec(3''")=ec(2'')+1/5ec
(3'")
x3=6 (3'"'') donde ec(3''')=-1/5ec(3"'"')

de donde vemos que la solucidn buscada sera:
X, =3 x, =4 X,=6
o en forma vectorial:
(X1, X9, x3) = (3, 4, 6 )
Otra alternativa es la de resolver el sistema de ecuaciones

utilizando las matrices. En este caso tendriamos:

AX =B
ATl ax = a7t s
X = B!
donde:
2 -2 "
A= | -1 3 0
0 r—
|A| = -6 -16 + 2 = -20
— —
-3 1y -12
-20 -20 -20
- -1 - -

PR T S -2 y
220 -20 -20
ik -8 ad
20 -20 -20
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bles. Sin embargo cada una de las otras {n-T) variables se habrén
3/20  -14/20 12/20 22 66 -126 120 3
-1 20 20 20 desvanecido o permanecerdn en algunas de las ecuaciones. Es asi -
B'=A "B=[1/20 2/20 4/20 9| =22 18 40 | =]y
20 20 20 que cualquier solucidn obtenida asignando valores arbitrarios a --
4720 8/20 -4/20 10 88 72 _ 40 6
20 20 20 las (n-r) variables y despues identificando los vectores corres--
y X = B' sera:
3 pondientes a las otras r variables sea una solucidn al sistema de-
X
1
ecuaciones.
x2 N E
6 La transferencia de estas (n-r) variables al lado derecho-
X
3
dejard las r variables como una funcidn de los pardmetros indepen-
Caso 2.- {(Cuando m#n y/% A es singular) K
dientes.
a)/O = f) + 1 . .
[r. 8] [*1 Ejemplo 1I-23 (caso 2(a)) (ejemplo II-12).-
Ya vimos que en este caso no hay solucidn. Cuando se apli- ) (1)
X S 1
1
ca el método de Gauss-Jordan se obtendrd una ecuacidén en la cual - 1 (2)
X =1 Lo 2
2
el lado izquierdo se habri hecho cero mientras que el derecho serd (3)
X, =1 i 3
3
diferente de cero, es decir nuestro sistema lineal es inconsisten-
x1+x2#x3 T R (u)

te. ..
eliminando x, de (2), (3), y (&)

Py C lo[A] =0 x S S (1)

Aqui: m > n (puesto que =n
q P 1 f’ ) x2 Tl e (2")
Sim = n llegamos al caso tratado con anterioridad (caso 1) s (3')
X, = 1 coiiiinannn
3
Sim>n en este caso tenemos (m-n) ecuaciones redundan-
x2+x3 ER ¢ BN, (4')

tes las cuales serdn totalmente eliminadas por el método de Gauss-

Jordan de forma tal que la solucidn finica serd identificada igual-

Xy I S [GRL)]
que antes (caso lo.).
3 X, I (2™
c) = = r«&n
/?A,B] ! [al S (3
s - . SN . 3

En este caso existen un nimero infinito de soluciones y cuan

Xg L (u')

do el método de Gauss-Jordan ha sido completado habremos obtenido-
una matriz de coeficientes en forma hermite, es decir cada una de- eliminando xq de (')

las r variables habrd quedado en solo una de las ecuaciones y cada

una de las r ecuaciones contendr‘é exactamente una de estas varia--
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Ejemplo II-25 (caso 2 (c) ) .- x4 R (1)
= X = 1 e 2
Ux, o+ bx, ¥ Uxg 0 2 ( )
o o= x, =1 ...... e 3
Sxq + Hx, + 3x, x= 4 3 ( )
“2xy - 2%y - X3 +2%7-3 R (uyrr)
11x4 + 6xp + Uxg + w711 La ecuacidn (4'') es la ecuacidn mencionada que hace -
La matriz aumentada sera: que nuestro sistema lineal sea inconsistente.
— .
4 4 0 0 Ejemplo II-24 (Caso 2(b) ) (ejemplo II-11)
4 3 -1 4 X1 + )(2 E e (1)
-2 -1 2 -3 X4 - Xyt Xy =l.o....... . (2)

6 4 1 11_J 2%y 42Xpt X3 Z2......-... (3)
Multiplicando el rengldén 1 por (1/4) y sumando mltiplos de este- X, 0. (%)
rengldén a las demds ecuaciones tendremos: eliminando Xy de (2) y (3)

= L
1 0 0 X1 + )(2 b (1)
- = '
-2 -1 m 2x2+ Xg FO0evnnnnnn.. (2')
= L)
1 2 -3 X3 0. (3')
- L)
_q 111 x2 E2 P (4')
Multiplicando el rengldén 2 por (-1) y sumando mGltiplos adecuados eliminando X, de (1') y u*)
de este rengldén a los demds llegamos a: Xy +1/2x3 =1 ... (1)
1 0 -1 -1 4 Xy-1/2x5 = 0 ..... (2m)
0 1 2 1 -y X3 = 0 ..... (3" )
o o 1 2 -3 1/2x3 = 0 eunu. (')
Y 0 3 6 'E__ eliminando x de (1), (2') y (4"™)
Finalmente obtenemos: x -1
1
— —_—
1 0o o0 1 1 x, = 0
0 1 0o =3 2 -
x3 =0
0 0 1 2 -3 ez .
0 = 0 ecuacidn redundante mencionada.
0 0 0 0 0
- —




III.- PROGRAMACION LINEAL

Definicidn.- III.I.-
Uniendo dos puntos cualesquiera (x!, xé, e xé) ¥y -
(x;, xg, .x; ) existe una coleccidn de puntos, conocidos con el-

nombre de "segmento lineal'", tales que:
= ' - " 1 - " v _ "
(xps Xys ooy x=CARTH(1= 20y, Axy +(1- A)xy, ooy Ax! +(1-A)x!)

en donde 0 < A = 1

Ejemplo III.-1

Lt (Xv5x}) 2 (2,0)
(Y 3
e (34.5)
li
3} (<), x1) = (4,3
a

o
Whe === =~ =
<
r

La filtima ecuacidn es redundante.

Como obtuvimos toda una hilera de ceros la ecuacidn (4) era redun-

dante,de donde el sistema de ecuaciones correspondientes es:

xy toX, = 1
xy -3x, = 2
X +2x, =-3
o bien:
Xy T 1- X,
X, = 2+ 3xq
X =-3- 2xu
Xy T oAy
donde x, es el pardmetro independiente.
y

(x , x , x , x )=+A1, 2, -3, 0 )+ (-1,3,-2,1) xu

serd la solucidn expresada en forma vectorial.
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sean: Teorema III-1
(Xi s Xé ) o= (2, 6 ) El conjunto de puntos comunes a dos o mds conjuntos conve--
(xg s XS ) - (4, 3 ) X0s es en si convexo.
el segmento lineal seri la coleccidn de puntos: Definicidén III-3
(Xl, Xa = (2A+ 4 (1- A), 6 X+3(1-Xx) ) Un punto extremo de un conjunto convexo es un punto en el -
Si /=0 conjunto, el cual no cae en ningiin segmento lineal que una cuales-
(x,, x,)= (4,3)
si A= 1 1 i ;
quiera otros dos puntos en el conjunto.
o (x4, x,)= (2,6)
Si A= 0.5 Geométricamente, un punto extremo es una esquina.
(xl, x2)= (3,4.5)

En la figura III-3 los puntos extremos son: (0,0), (0,u4), -

Definicidn III.2
—_— (3,4), (5,2), (5,0).

Un conjunto convexo i3
e ‘s . . . . .
S una coleccidén de puntos tales que -~ La funcidn de la programacidn lineal es la de distribuir --

para cualesquiera dos puntos en la cole 16 i 8 i i 1
P ccidn, el segmento lineal- recursos (8 riquezas de cualquier clase) escasos, entre diferentes

que los une estd por completo tambi&n en i5 - . . . - .
P P la coleccidn. actividades en competencia y el realizar é&sto de una manera dptima.

Ejemplo III-2

La programacidn lineal se aplica en donde se debe llevar --

a cabo un ciertc nlimerc dc actividades, perc existen limitaciones-

4 4
P en la cantidad de recursos o en el modo de utilizarlos que nos im-
(o) . .. . -
' piden desarrollar cada actividad de la manera que se considera més
3 efectiva., En tales situaciones queremos distribuir los recursos -
disponibles entre las actividades, de tal forma que se optimice la
efectividad total.
Con el objeto de poder llegar a una decisidn bptima, todas
> 0(°:q)
3 las combinaciones posibles de distribuir los recursos a las activi
Fia TO~4 .
q Fi - .
£ -2 F-g IU‘S dades deben de ser analizadas.
Est? no es un El conjunto de puntos Este conjunto es con-
conjunto conve- que satisfacen la de- vexo ya que es imposi Existe la alternativa de enumerar todas las posibilidades -
X0, sigualdad 3x_+ 3x.> 9 ble encontrar dos pua
€s un conjunto cofivexo tos cuyo segmento 1i° que existen de distribuir los recursos a las actividades (en el --

neal caiga fuera del
conjunto.



caso finito). Desgraciadamente esta enumeracidn es excesivamente-
larga en problemas prdcticos (cilculo combinatorio: existen 7! -
formas de hacer 7 parejas de baile, una muchacha para cada mucha--
cho).

El problema es generalmente mds complicado para el caso con
+inuo.

Al resolver problemas de programacidn lineal se consideran-
medidas de efectividad total tales como: ganancia, costos, canti--
dades producidas, etc.

En el caso de programacidn lineal, las restricciones gene--
ralmente se expresan en términos de "no mds que", "no menos que',-
"cuando, menos" y "cuando m@s" y por lo tanto casi siempre son re--
presentadas por desigualdades o por un sistema de desigualdades.

Un modelo matemdtico que describe el problema en cuestidn -
es siempre utilizado en programacidén lineal.

La palabra lineal significa que todas las relaciones hacen-
intervenir las variables en el primer grado.

En términos generales, la programacidn lineal puede ser uti
lizada para problemas de optimizacidn, en los cuales las siguientes
condiciones se satisfacen:

a) Debe de existir un objetivo, tal como ganancia, que de-
be ser optimizado y el cual puede ser expresado como, o representa
do por, una funcidn lineal.

b) Deben existir restricciones en la cantidad o forma de -

lograr el objetivo y estas restricciones deben poder expresarse --
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como un sistema de igualdades o de desigualdades lineales.

Actualmente se estd poniendo mucha atencidn en el desarrollo
de la programacidn no lineal, debido a que los modelos lineales --
son insuficientes para describir muchas de las situaciones del mun
do real.

Modelo Matemdtico en la Programacidn Lineal.-

Generalmente un modelo matemdtico de programacidn lineal --
implica la maximizacidn o minimizacidén de una funcidén lineal de un
conjunto de variables no negativas, sujeta a un conjunto de desi--
gualdades tambien lineales que relacionan a las variables.

En nuestro curso trataremos con problemas que comprenden --
la maximizacidn de la funcidn objetiva, siendo hasta mids tarde --
que veamos como se trabaja cuando se trata de minimizarla.

No existe una norma en cuanto a tratar el problema como un-
caso ya sea de maximizacidén o minimizacidn y es por &sto que ambos
casos se encuentran en la literatura.

Es necesario aclarar que no es esta una diferencia bdsica -
que implique que el tratamiento dado a un problema en un caso, ten
ga un tratamiento completamente diferente en otro, sino que por el
contrario, el tratamiento es el mismo (salvo las diferencias debi-
das a Max o Min) y lo que es mds, existe una relacidn uno a uno -
entre los dos problemas. (Problema Dual).

El punto de vista de la programacidn lineal es el de consi-
derar un sistema como factible de ser descompuesto en una serie de

funciones elementales llamadas "actividades". La cantidad de cada

~ e

~

PN
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actividad se llama "nivel de la actividad" y lo representaremos --

por el valor que tomen las variables x..
]
La forma general del modelo matemdtico de programacidén lineal
la consideraremos en este curso como la siguiente:
B

Encontrar: x Sees X (los niveles de n actividades) -

1, x2,
tales que maximicen la funcidn lineal:

Z = C, %

1 1+ CQx + ...t Cnxn

2

funcidn que llamaremos "funcidn objetiva". Satisfaciendo las m --

restricciones lineales:

+ ... b
1% Y 210%0 T An*n 25
. + b
1%y P A% Y Son*n =72
+ b
Fm1*1 * dm2x2 * Fmn*n < m
% tales que los niveles dc¢ actividad sean positivos o nulos, es --
decir:
X, 20, xziO, ..... ces x 200
donde (aij)’ (cj) y (bi ) son constantes conocidas.
La misma generalizacidn utilizando matrices seria:
Dado A = aij , B = gbl’ h2, . b} y C=(c1, Chs wvvs Cn)

el problema general de programacidén lineal es el de encontrar una-

o varias X = (x L ) no negativas que maximicen
CX
Sujeto a la condicién de que:
AXZEHB
CX se conoce como la funcidn objetiva y las desigualdades-

lineadles contenidas en AX < B se llaman restricciones lineales.

PN

De aqui en adelante se supondrd que el modelo estd en la forma ge

neral, a menos que se especifique de otra manera.

Interpretacidn del Modelo Matemitico.

Consideremos n actividades que estdn compitiendo por la obten

cidn de ciertos recursos escasos.
Ya dijimos que xj representa la intensidad (o nivel) que to-
mard la actividad j, como por ejemplo la cantidad de mesas tipo j-

que debed producir un carpintero que produce varios modelos de me
sas pero que estd limitado respecto a la cantidad de madera que --
puede conseguir.

Z representarid la medida total de efectividad (el valor de la
funcidn objetiva). La funcibén objetiva deberd ser escogida de tal
forma que refleje el dato que nos interesa maximizar (como por - -
ejemplo ganancias).

C.

J
objetiva (Z),

en el valor dec la funcidn

an

es el incrementoc gue se obtendr

por cada unidad que xj se incremente. Por ejemplo -
Cj puede representar la ganancia obtenida de vender una mesa tipo-
j mencionada antes.

Hemos ya mencionado que existen recursos escasos que nos im-
piden desarrollar cada actividad de la manera que se considera --
La forma --

mds efectiva. Sean m el nlimero de recursos escasos.

que la programacidn lineal utiliza para indicar en que forma es--
tén Pestriﬂgidos cada uno de los recursos es por medio de una de-
sigualdad.

Debe tenerse cuidado de no incurrir en ecuaciones redundan- -
tes con el objeto de evitar el realizar m&s trabajo del necesario.
el método de --

Cuando se incurre en ecuaciones redundantes,

solucibn las elimina, pero existe el peligro de que en lugar de -
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este tipo de ecuaciones formemos un sistema inconsistente.

bi es la cantidad del recurso 1 con que contamos para surtir
a las n actividades.

aij es la cantidad del recurso i que es consumida por cada uni
dad de actividad j.

Vemos pues que las desigualdades no tienen otro significado -
que el de indicar matemdticamente que la suma de las cantidades de
recurso escaso i utilizado en las n actividades deberd ser menor o

igual que la cantidad del mismo de que se dispone.

Ejemplos de Formulacidn.

Ejemplo III- 3.

Supbngase que se tienen n posibles productos (actividades) los cuales
podemos producir. Nos interesa saber cudles de ellos y en qué cantida
des debemos producirlos. Representaremos las cantidades de cada -
uno de ellos a producir por:

X X F erereey X

1° 72 73’ n

Para producir estos n productos tenemos que hacer uso de m --
operaciones.

Supdngase que la ganancia que obtendremos de cada producto es
conocida por nosotros y que estd representada por:

[o] o}

43 Cps Cgs creres Cp
donde:
Cl= ganancia obtenida al producir una unidad del producto 1

c,= ganancia obtenida al producir una unidad del producto 2

etc.
Representaremos por Z la ganancia total obtenida de todos los

productos producidos.

Es claro ahora que nuestro objetivo serd el de maximizar nues
tra ganancia total. Sin embargo generalmente existen consideracio
nes prdcticas que limitan las cantidades xj que pueden ser produ--
cidas, limitando a su vez la ganancia que podemos obtener de la --
produccidn como por ejemplo el hecho de que nuestra planta tiene -
capacidades fijas y finitas para nuestras m operaciones, es decir,
tenemos capacidades disponibles que son:

b b b ... 5 b

1 22 30 m

Tambien conocemos la cantidad, de cada operacidén que cada uno-
de los productos requiere, de agqui que conozcamoS que cada unidad-
del producto j que produzcamos requerird aij minutos en la opera-
cidén i, donde:

(3 =1, 2, ....,n) (i =1, 2, ...., n)
Vemos que el problema es el de escoger cuidadosamente las - -

cantidades de cada producto ( x x X ) que debemos produ-

1° 9% o

cir si deseamos que C X sea tan grande como sea posible.

construyamos nuestro modelo matemdatico, el cual en nuestro ca-
so deberd coincidir con nuestro modelo general dado con anteriori-
dad.

Tratamos de encontrar los valores de x x Xy para:

10 23t

maximizar 2 = c ,x,+ ¢, X,* .... + C_Xx
171 272 n'n

y vemos que estamos sujetos a las siguientes restricciones:

ayq Xy + a, x2+ P ay, Xy < b1
31 ¥y P oAgp Xt YAy, Xy =D,
ay Xy oroap, x,t cta L X < bm

AN\

P V74



x, =20
3
Vemos que los elementos en la columna j representan cada uno-

para j = 1, 2, .... n

la capacidad usada de la operacidn i por el producto j.
El lado izquierdo de las desigualdades representan el uso ~--
total del recurso i, mientras que el derecho nos indica la capaci-
dad total disponible para la operacidn i.

La restriccidn xj =0 solo nos indica que es imposible el-

producir cantidades negativas de producto j.

Ejemplo III-4

Supongamos que una maquina puede fabricar 400 articulos del -

producto 1 y 300 articulos del producto 2 por semana. Si la - -

produccidn se cambia de 1 a 2 & viceversa durante la semana, se-

pueden fabricar un total de 600 articulos. La ganancia de las ven

tas de 1 es de $2.00 por articulo; la ganancia de las ventas de -~

7 es de $5.00 por articulo. Queremos determinar la cantidad Xy -

que deberd fabricarse del producto 1 y la cantidad x, que debe --

2

fabricarse del producto 2 para que nuestra ganancia sea méxima.
Solucidnt
maximizar 2 = 2%y * 5x2
sujeto a:
X, = 400
X, = 300

< 600

x
N

>
N
v

o
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Ejemplo III-5

Un carpintero elabora mesas, sillas, escritorios y libreros -

y desea saber que cantidad de cada uno de ellos deberd producir --

con objeto de maximizar sus ganancias, dado Que cuenta con un su--

ministro limitado de madera de dos tipos y una mano de obra tam- -

bién limitado. Cuenta con 1500 m2 de madera nimero 1, 1000 m2 -

de madera nQmero 2 y 800 hrs-hombre. Existen tambien ciertos com-

promisos que €&l ha contraido para la fabricacidn de algunos mue- -

bles. Los datos de.fabricacidn son los siguientes:

2 - 2
Las mesas consumen 5 m~ de madera niimero 1 y 2 m de madera-

nimero 2, asi como 3 hrs-hombre. El carpintero se comprometid a -

fabricar 40 de estas mesas para un cliente. La ganancia obtenida por mesa

es de $12.00.- Puede vender las que produzca.

. 2 -
Las sillas consumen: 1 m  de madera nQmero 1, 3 m de madera

niimero 2 y requieren de 2 hrs-hombre. Existe el compromiso de en-

tregar 13p de ellas. El carpintero sabe que puede vender todas -

las sillas que produzca. La ganancia por silla es de $5.00

. . 2 2
Los escritorios llevan 9 m de madera nfimero 1, 4 m de ma-

dera nimero 2, necesitandose de 5 hrs-hombre. Existe un compromi-

so por 30 de ellos. Vende todo lo que pueda producir de este pro-

ducto. Ganancia $15.00 por escritorio.

Los libreros utilizan 12 m2 de madera niimero 1, 1 m2 de made

ra nimero 2, y llevan 10 hrs-hombre. El sabe que solo puede ven--

der como m&ximo 10 libreros. Ganancia $10.00

Cuando el caso lo amerite conviene siempre poner los datos --



en forma de tabla con lo cual se nos facilita la formulacidn del

modelo matemdtico.

- 2 2 . .
Cant. que Articulo n“madera #1 | m“madera #2 | hr-hm Considera- |Ganancia
produciremos consumida consumida consum cidn de --
venta

x Mesas 5 2 3 > 40 12 ..

Xy Sillas 1 3 2 =130 5

xe Escritoriod 9 4 5 > 30 15

X Libreros 12 1 10 < 10 10
Disponibles 1500 1000 800

Nuestro modelo quedard entonces como:
Maximizar

Z = 12 x_ + 5 x_ + 15 x + 10 x
s e

m 1

sujeto a:

(Mad. # 1) SX_ + X_ + 9%x_ + 12x, « 1500
m S e 1=
(Mad. # 2 ) 2xp + 3xg + Uug t x1 21000
(hr-hm ) 3x_ + 2x_ + 5x_ + 10x, =< 800
m s e 1=
(Compromiso X =2 40
mesas
{(Compromiso Xy 2130
Sillas
(Compromiso Xg 2 30
escritorio
(Limitacidn venta libre- Xy < 10
ros)
0
X, >

Nb6tese que las restricciones 4, 5, y 6 automaticamente impli-

> 0.
can que (xm, Xoo ¥ X, ) =

Caracteristicas que Debe Tener un Problema Para Poder Ser Resuelto

Por Programacidn Lineal.-

Todo problema de programacidén lineal hace una serie de suposi
ciones con respecto al problema real, las cuales deben ser satis--
tisfechas para que nuestra solucidn sea representativa de la solu-
cidn real.

Las condiciones que SIEMPRE deben buscarse para poder apli- -~
car programacidn lineal a un problema real son las siguientes:

1.- Proporcionalidad.
2.~ Aditividad.
3.~ No negatividad.

Aunque las anteriores condiciones son las bésicas para poder-
establecer un modelo de programacidn lineal, en este curso estable
ceremos otras dos que son necesarias para poder aplicar los méto--
dos que veremos, sin que esto signifique que no existan técnicas -
que puedan resolver problemas de programacidn lineal que no satis-
fagan las condiciones adicionales 4 y 5 (estas técnicas solo serdn
mencionadas en nuestro curso).

Las condiciones adicionales son:

4.~ Divisibilidad.
5.- Determinismo.
1.- Proporcionalidad.-

En el modelo de programacidn lineal se exige que tanto la fun
cién objetiva como la utilizacidén de los recursos sean proporciona
les al nivel de la actividad. Con ésto queremos decir que si lo -
que deseamos es duplicar el nivel de las actividades bastard con-

duplicar las cantidades que intervienen para el nivel unitario.



En el ejemplo III-5 vemos que si producimos una mesa consu--

miremos 3 hrs-hombre mientras que si producimos 5 consumiremos - -
3 x 5 = 15 hrs-hombre (caso de proporcionalidad al nivel de la ac-

tividad en la utilizacidn de los recursos). Asimismo, al producir
una mesa ganamos $12.00 mientras que al producir 5 ganaremos -
5 x 12 = $60.00 (caso de proporcionalidad al nivel de la actividad

en la funcidén objetiva).

Se debe estar prevenido para aquellos casos en que el proble-
ma parece tener todas las caracteristicas de proporcionalidad pero
que sin embargo no lo es.

Por ejemplo. El caso por todos conoci-

do de un terreno que se desea cultivar. Si se pone un campesino -
solo a cultivarlo se obtendria una cosecha de x toneladas, pero si
ponemos 100 campesinos, lo mds probable es que no obtengamos 100 x
toneladas. (rendimiento decreciente).

La produccidn suele tener una curva de la siguiente forma:

Cmn"&éaé

C ouoha&n.

—y

> Hombres

sin embargo este problema simula a primera vista ser proporcional-
afin cuando no lo es.

Existen ocasiones en que de propdsito se asume que existe - -
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proporcionalidad aunque la suposicidn no concuerde con la realidad.
Estas suposiciones son vdlidas siempre y cuando se calculen los -
efectos que dicha suposicidn tendri en el resultado y se sepa que-
no lo afectari en forma apreciable sino que la aproximacidn logra-
da servird a los propdsitos del programador.

En otras ocasiones existen actividades que solo son lineales-
sobre un intervalo determinado P ej. el costo de puesta en marcha ha‘ce que
el costo de produccidn no sea lineal en cero para poder considerar estas activi

dades en programacién lineal debemos estar seguros que el nivel de dicha activi
dad estari siempre en dicho intervalo.

S i

o X <
A={ ©
Eicx gt

X>0

2.- Aditividad.

La aditividad presupone que la medida total de efectividad --
y la utilizacidn de recursos resultantes de la operacidn conjunta-
de las actividades debe igualar las sumas respectivas de estas can
tidades resultantes de la operacidn individual de las actividades.

Vemos que solo la presencia conjunta de la proporcionalidad -
vy la aditividad pueden garantizar la linealidad de que hablamos ya

con anterioridad. La presencia de una sola de las dos condiciones
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sin embargo no la garantiza. meras condiciones y son porlo tanto aptos de ser resueltos por pPro

La principal causa de la no-linealidad es la presencia de in- gramacidén lineal nos encontramos con que las variables de decisidn
teracciones entre las diferentes actividades, es decir la opera- - tienen sentido fnicamente cuando toman valores enteros. Por ejem-
cidn de una actividad no es independiente de la operacidn de otra- plo asignar aviones a diferentes rutas que deben ser cubiertas.

u otras actividades y al variar el (o los) nivel (es) de esta (s) El procedimiento que cubriremos mis adelante en el curso no -
iltima (s), indirectamente modificamos el nivel de la primera. conduce (salvo en raras excepciones) a valores enteros para las --

Supongamos que una compafiia precisa de una instalacidn genera variables de decisidn, razdn por la cual al aplicar este método --
dora de vapor para poder efectuar su proceso productivo. Al mismo de solucibén debemos permitir que la solucidn estd expresada en va-
tiempo utiliza el vapor de salida para calentar cierto material. - lores fraccionarios.

Suponiendo que el costo de producir el vapor exclusivamente para - Existen ocasiones en las cuales es absolutamente necesario --
el proceso productivo fuese ¢ %,y que el costo de calentar el ma-- el obtener una respuesta en valores enteros {(nimero de edificios -
terial por un proceso independiente del vapor fuese €y X5 el cos- que debemos construir). Cuando este es el caso existen dos proce-
to total seria e Xyt e, %, (existiria linealidad) pero dado -~ dimientos para resolver el problema:
que el material no es calentado por medio de un proceso indepen-- a) Utilizando programacidn lineal de enteros. Este método -
diente sino usando el vapor de salida, el costo total de operar -- garantiza la obtencidn del valor dptimo entero buscado, pero cuen-
ambas actividades serd: ta con el inconveniente de que la obtencidn de valores enteros pa-
Cp Xy ¥ cy Xyt ocy %y, ra nuestra solucidn es una restriccidn dificil de manejar matemdti
3.- No negatividad. - camente.

Mientras que cualquier miltiplo positivo de una actividad - - b) Utilizando programacidn lineal normal y redondeando los -
es posible, cantidades negativas para una actividad no son posi- - valores obtenidos a sus valores enteros mads proximos. Las venta--
bles. jas de este método son obvias. Las desventajas sin embargo llegan

Por ejemplo supongamos el caso de una transportacidn de cier- a ser en extremo importantes en algunas ocasiones ya que:
to producto. Aqui es imposible el transportar cantidades negativas- i) La solucidn de enteros obtenida al redondear la solucidn-
de dicho producto. puede no ser factible. Por ejemplo:

4.- Divisibilidad.

En infinidad de problemas los cuales satisfacen las tres pri-
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3 Es pues necesario para aplicar los métodos que veremos, el-
(5, 3.5) poder determinar con razonable confiabilidad los valores de dichas
, 3.
34 Reglén de constantes.
So':ug_c,\es . .
24 resivies, Consideraciones. .
i Es de suma importancia el tener presente las suposiciones -
de aproximaciones que se estdn utilizando y se debe estar siempre-
. . >
t 2 3 4 5 plenamente convencido de que las mismas estdn justificadas, ya que

es dificil encontrar un problema que se ajuste 100% a las condicio

Al redondear (5, 3.5) a (5,3) & a (5,4) nos damos cuenta de - nes de la programacidén lineal

que ninguna de las dos es factible. ici
Cuando las suposiciones son adecuadas, el modelo de progra-

ii) AGn siendo posible la solucidén de enteros obtenida, no - A . - s :
macidén lineal es la mids apegada representacidn existente del pro--

es forzoso que esté cerca del valor dptimo de Z. . a .
a P blema y conducird a una recomendacidn razonable respecto al curso-

A
5 (5,493) Optimo no eatero de accidn.
Jt 4(5,4) Optmo redondeads Igualdades y desigualdades.-
3t La ecuacidn y = ax (la cual es una relacidn lineal), repre-
senta una linea recta de pendiente "a™.
2 .
Cualquier solucidn (x, ax) para la ecuacidn y= ax serd un -
: punto que cae exactamente sobre dicha recta y cualquier pareja - -
L N : A

(x, t) que no sea una solucidn para esta ecuacidén serd un punto --

5.~ Determinismo. . . i
que no cae sobre la recta. Es decir, cualquier solucidn de la ecua

Unos de los problemas mis comunes en la aplicacién practica - ;2 - -
cién y= ax serd un par de nlimeros (x, y) tales que para un valor -

de programacidén lineal es la dificult i -
prog L ificultad de determinar el valor co dado de x (sea xy) el valor de y (sea y,) serd "a" veces mayor.

rrecto de los pardmetros del modelo (ai., b,y c.) los cuales diji ynn
o ’ ’ . ) denle t'# ax"
mos con anterioridad que deberian ser constantes conocidas. Sin- °
(x';ax’) L oY ax

embargo los valores que estos pardmetros toman, a menudo estdn - - Zona 1L 3

we m
afectados por eventos aleatorios imposibles de predecir ya que es- yaax ¢ (X b] t )
tos coeficientes en general se utilizan en modelos para seleccionar (%, ax)

» . ’ Zove 1

un curso de accidén futura, razdn por la cual los 'mismos suelen ser ;»X

prediccidén de condiciones futuras.
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Una desigualdad puede ser representada por medio de los si-

guientes 4 simbolos: (>), (<L), (2), (=<).

El simbolo » (<) significa que el valor de la variable lo-
calizada a la izquierda es mayor (menor ) que el valor de la varia-

ble localizada a la derecha.

Asi pues y D ax (y <« ax) significa que y es mayor (me

nor) que "a" veces el valor de x, es decir esta desigualdad se sa-
tisface para los puntos localizados en la zona II (zona I).

El simbolo 2 ( < ) significa que el valor de la varia--

ble situada a la izquierda es mayor o igual (menor o igual) que el

valor de la variable a la derecha. La desigualdad y > ax (y < ax)

nos indica que para un valor dado de x, y es mayor o igual (menor-
o igual) que "a" veces el valor de x. También se dice que y es --
CUANDO MENOS (CUANDO MAS) igual a "a" veces el valor de x. Esta -

desigualdad se satisface por aquellos puntos en la zona II (zona I)
y la linea y = ax.
Ejemplo III-6.-

Sea el sistema de desigualdades siguientes:

y - 2x Z0 ...... (1)
y 22 ... (2)
8y + 6x<u48 ...... (3)

Las soluciones que satisfacen la desigualdad (1) serin las-

situadas en la zona ( & i)'
Kl
4

- X

Las soluciones que satisfacen las desigualdades (1) y (2) --

serdn las situadas_gen la zona (

x, ).
yTe *

G 4 =2 X<

Las soluciones que satisfacen las desigualdades (1), (2) --

y (3) seran lasififuadas en la zona ( 0(3 ).

METODO SIMPLEX.

Los problemas de programacidn lineal a menudo cuentan con -
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un gran nlimero de variables y restricciones y la importancia de un Una solucidn factible (® posible) es cualquier solucidn - -

método eficiente para obtener una solucidén es de suma importancia. (vector) que satisface todas las restricciones, es decir, cualquier

El método simplex es el procedimiento utilizado para resol-- vector de la regidn de soluciones posibles. Si existe una solucidn
ver problemas de programacidén lineal. TFue desarrollado por Jorge- factible para un problema,este se dice que es factible.
Dantzig en 1947 y presentado en 1949. Este fué el primer método Definicidn III-7.-

que permitid atacar ordenadamente y con un procedimiento rutimario Una solucidn Basica Factible es aquella que corresponde con
un punto extremo de las regiones de soluciones posibles.

Una solucidn Bisica no Factible es aquella que corresponde -
con la interseccidén de 2 & mas restricciones fuera, de la regidn de
soluciones factibles.

Una solucidn B&sica Factible es el conjunto de m cantidades
xi(x. 2 0) y de n - m cantidades Xy (xt = 0) que satisfacen el -
sistema de restricciones.

los problemas de programacién lineal que antes habian sido muy di-

ficiles de resolver.

Este método es un procedimiento algebrdico que progresivamen

te se acerca a la solucidén S6ptima mediante un proceso iterativo --

bien definido, hasta que finalmente se alcanza. Definicibén III.-

Debido a las caracteristicas de este método, &ste es apropia
do para su utilizacibén en las computadoras, aunque &stas fltimas -
utilizan por lo general lo que se conoce como el M&todo Simplex Re
el cual veremos mas adelante.

visado, El Método Simplex es extre-

madamente simple y mediante &1 nos es posible el resolver proble--
mas moderadamente complejos a mano. El fundamento que existe de--
trds del método es mis complicado sin embargo.

Terminologia en Programacidn Lineal.

Definicidn III-4.-

Una solucién es un conjunto de n valores para las n x%S de
las restricciones.
Definicidn III-5.

Regidn de soluciones posibles es aquel conjunto de vectores
que satisfacen todas las restricciones.

Definicidén III-6.-

Una solucidn dptima es la mejor de todas las soluciones fac

tibles, esto es, aquella que maximiza la funcidn objetiva.

Una solucidn dptima es aquel vector x, tal que CX, = CX pa-

0 0

ra todas las soluciones (vectores) X factibles.

Propiedades de la Programacidén Lineal Sobre Las Que se Basa E1 Mé-

todo Simplex.

Suponiendo que existan soluciones factibles y que tenemos -
un mdximo finito, entonces un problema de programacidn lineal debe

tener las siguientes propiedades:

1) E1 conjunto de soluciones posibles es un conjunto convexo.

2) Si existe cuando menos una solucidn factible, entonces -
también existe .cuando menos una solucidn basica factible.

3) 1 < niimero de soluciones bdsicas factibles <« @ . Esto
es, el método de soluciones bdsicas factibles es finito.

4) Ccuando menos una de las soluciones 6ptimas (en caso de -



erxistir varias)es una solucidn bfsica factible,

Debe quedar claro qu2 una solucidén &ptima no necesita ser -
una solucidn bisica factible (es decir un punto extremo). Esto su
cede cuando son varias las soluciones factibles que maximizan la -
funcidn objetiva, esto es, existe un segmento lineal de soluciones
que la maximizan y en este segmento lineal solo los puntos extre--
mos son soluciones bdsicas factibles, las demis son soluciones fac
tibles pero no bidsicas. La propiedad 4 dice que cuando menos una-
de las soluciones Sptimas serd una solucidn bdsica factible, pero-
no dice nada sobre las demds (en caso de que existan).

La situacidn anterior la veremos en el curso, cuando trate-

mos el punto de Soluciones Miltiples para un prohblema de programa-
cidn lineal (punto 8 dentro de la seccién de complicaciones).
' El significado de la propiedad 1 gqueda claro con el ejemplo
visto cuando se definid un conjunto convexo, (en donde se vid que-
una desigualdad es un conjunto convexo) y del teorema visto a con-
tinuacidn.

La propiedad 2 estd fundamentada en el hecho de que tenemos
un mdximo finito, razdnm por la cual tendremos por lo menos un par-
de restricciones (a, b) que nos limiten nuestra regidn de solucio-
nes posibles, impidiendo que alguna de ellas se vaya al infinito.-
El significado de esta propiedad es el de que el nGmero de solucio
nes bisicas factibles es estrictamente positivo.

1 0 1
z {fest A)

(rest p) z

(rest &)

(CastB)

vax —» O

v

v
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La propiedad 3 surge del hecho de que tambi&n es finito el-
nGmero de lés restriccionesy por lo tanto el Nimero de sus intersecciones o
puntos extremos.

La propiedad 4 provee la base fundamental del Método Simplex
ya que nos indica que solo un nimero finito de soluciones, las ba-
sicas factibles (de entre el nfimero infinito de soluciones facti--
bles) necesitan ser investigadas con objeto de llegar a localizar-
una solucidn Sptima. De aqui que una solucidn éptima pueda ser -~
siempre encontrada examinando Ginicamente cada una de las solucio--
nes bdsicas factibles y eligiendo aquella que de un valor mayor --
a 2.

A pesar de que las soluciones bisicas factibles existen en-
nimero finito, en la mayoria de los casos su nimero es muy grande,
razén por la cual resulta poco eficiente buscar entre todas ellas-
hasta encontrar la solucidn dptima.

Es aqui donde entra en accidn el Método Simplex, el cual --
ademds de que se examina los puntos extremos, realiza su blisqueda-
de una manera Optima, ya que no examina a todos ellos sino que par
te de una solucidn inicial a partir de la cual busca otra mejor --
y asi sucesivamente hasta .encontrar el dptimo.

Interpretacién Geométrica.-

Utilizaremos un ejemplo para dar esta interpretacidn geomé-
trica.
Ejemplo III-7.-
Utilizaremos el modelo de programacidn lineal siguiente:
Maximizar Z= Xy + 2x2

sujeto a:



X4 <600 (... (1)

Xy €300 ...... (2)
ax1 +l+x2121+00 ...... (3) (1)
Xy >0 v (1)

x, >0 ...... (5)

el cual como puede apreciarse representa un problema en el plano -
(xl, x2), lo cual nos permite representarlo gr&ficamente.

El primer paso en el método grifico es el de representar -
todos aquellos valores que son permitidos por las restricciones. -
El sistema de desigualdades lineales que constituye las restriccio
nes resulta en el conjunto convexo de puntos dado por el poligono-
OABCD.

Cualquier punto (x, y) dentro de este poligono (regién oX)

satisface el sistema de desigualdades (I). Al poligono OABCD le-

llamaremos regidn de soluciones factibles.

A

So0 |
2 —X,= (00
oo |
309

300 A(0,300) f\gyw %, 300

: e
200} e

. . (<) L ¢ (¢00,150)
ol T
s e . =140
oLo.&L' R N o X N, 0

o 2p0 3o Yoo 300 400 Wo BOO

Podemos notar que los puntos extremos (soluciones bésicas --
factibleg de nuestra regidn ( ol )son:
0= (0,0); A=(0,300); B=(400,300); C=(600,150); y D= (600,0)

Las soluciones bdsicas no factibles (intersecciones de nues
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tras rectas en zona no factible) son: (0, 600), (600,300) y (800,0)

Vemos que la regién e cuenta con un nlmero infinito de --

puntos los cuales son soluciones a nuestro problema; el problema -

de programacidn lineal entonces es el de seleccionar de entre este

nimero infinito de puntos, aquel o aquellos puntos (xi, xZ) -

que maximicen la funcidén objetiva Z = x_. + 2x2.

1
:a - +

La funcidn 2 Xy 2x2

la funcidn representa una familia de rectas-

es una familia de rectas con un pa-
rédmetro (Z), esto es,
paralelas { dependiente -1/2) tales que el valor de Z aumenta a me-

dida que la recta se aleja del origen.

4

~

&,
S DL X
T~ RN
- \\:\\ 2
~_ . .

~

L 4

El problema puede ser pensado como el de determinar aquella

linea, de entre la familia de rectas X, 2x2 = Z, que esti mis ~--

lejos del origen pero que afin contiene cuando menos un punto den--

tro, o en la frontera del poligono OABCD.

)
o
€06 \*}‘2
‘t*g +,
X
2

200 F

loo |

1
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Como primer intento hagamos Z = 100 y veamos si existen va-
lores (xl’ x2) dentro de la regidn de soluciones posibles que nos-
den ese valor de Z. Vemos que cualquier punto sobre la regidén ne-
gra de la recta (1) nos da este valor de Z y que es afin posible --
alejarnos del origen sin salirnos de nuestro poligono.

Probamos con Z = 600 nuevamente un segmento de la linea - -
X+ 2x2 = 600 cae en la regién ™ por lo que el valor maximo per-
misible para Z serd cuando menos 600. Afin podemos alejarnos mis -

del origen.

Finalmente la recta 1000 = x, + 2X

1 2 serd la que satisfaga-

la condicidén de ser la mis alejada del origen y conteniendo un pun

to en la frontera de & Este punto seri la solucidn 6ptima bus

cada.
(x§, x5 ) = (400, 300)
Supongamos que cambiamos nuestra funcidn objetiva a - -
Z = 3x, + 4x,_ ; en este caso las dos soluciones bAsicas factibles-

1 2
(400, 300) y (600, 150) y todas las soluciones factibles (no basi-
cas) situadas en el segmento lineal que une estos dos puntos hubie
sen sido soluciones dptima (caso de soluciones mltiples menciona
do antes).

El gran inconveniente del método grdfico es que no puede --
ser usado con mds de tres variables y en ocasiones atn en este ca-

so es muy complicado.

Grificamente lo que el Método Simplex realiza es lo siguien

1) Localiza un vértice como punto de partida.
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2) Examina las aristas del vértice para ver si gl moverse
por una de ellas hasta el sigulente vértice adyacente se aumenta -
el valor de Z. Si el recorrido sobre las aristas no aumenta el va
lor de Z, el vértice en el cual estamos situados maximiza Z. Si -
el recorrer al menos una arista se aumenta el valor de Z, se pasa-
al paso tres.

3) Se escoge una de las aristas a lo largo de las cuales -
aumenta el valor de Z y se sigue sobre ella hasta alcanzar el si--
guiente vértice adyacente.

4) Se repiten los pasos 1, 2, 3 hasta que el valor de Z ya
no pueda aumentarse.

La posibilidad de no llegar nunca a una solucidn éptima que
da descartada debido a las caracteristicas del método de solucidn,
ya que el paso 2 exige que siempre se pase a una solucidn mejor, -
con lo cual evitamos el caer en circulos de cdlculo, ademds, debi-
do a la propiedad tres, solo es un nlmero finito de pasos el reque
ride para llegar hasta una solucidn dptima.

La propiedad I nos garantiza que al estar en un vértice y no
poder pasar a otro adyacente que incremente el valor de Z habremos
llegado a la solucidn dptima.

Interpretacidén algebrdica.

Con objeto de poder ejecutar algebriicamente los pasos vis-
tos en la interpretacidn geométrica, el Mé&todo Simplex se basa en-
el hecho de que todo problema lineal que coatiene desigualdades --
puede convertirse en un problema que no tenga mds que ecuaciones,-

mediante la introduccidn de variables sumplementarias llamadas va-



riables de holgura.

Es claro el hecho de que las variables de holgura son las -

deficiencias que existen cuando las desigualdades originales se --

mantienen.
La desigualdad:

600 .... (I)

x -

1

nos indica que x puede tener una deficiencia para llegar a igua-

1

lar el valor de 600. Si esta deficiencia la llamamos Xg (variable

de holgura), tendremos que X4 > 0 si es que Xy satisface la de-

sigualdad original podemos por lo tanto sustituir la desigualdad -

(1) por:
X + x, = 600
! (11)
Z 0
*3
Similarmente:
X, «<- 300 se reemplaza por X, +ox, = 300
v xl+ =0
3x1+ 4x2f%2H00 se reemplaza por 3x1 + 4x2+ *;2400
>
XS'—O

Considerando los anteriores reemplazamientos, nuestro mode-

lo de programacidén lineal del ejemplo puede ahora ser escrito como

sigue:
Maximizar 2 = X ot 2x2
sujeto a:
x1 + x3 = 600
%, + X, = 300
ax1 + 4x2 Xg =2u400 (a2
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sistema que es completamente equivalente al original solo que mis -
apropiado para su manipulacibn algebrdica.

Es importante hacer notar que las variables de holgura son -
Gnicamente un artificio para llegar a la solucidn dptima y que pue-
den o no tener un significado fisico en problemas individuales.

Al transformar un sistema de desigualdades en un sistema de-
igualdades equivalente, habremos formado un sistema de ecuaciones -
con n variables y m ecuaciones donde n > m (pues n= m + k en el --
caso general, donde k = nlmero de variables originales y m = nfimero
de variables de holgura agregadas).

Recordamos de lo visto en sistema de ecuaciones lineales,- -
que lo que tenemos en un sistema que cuenta con un nfimero infinito-
de soluciones, ya que al resolver el sistema de ecuaciones contamos
con m variables que habrin quedado en solo una de las m ecuaciones-
y tendremos ademds n - m variables que aparecerdn en varias de las-
ecuaciones, variables a las que se les puede asignar valores arbi--

trarios para obtener una de las soluciones de las restantes m varia

bles.

Definicidn III=8

La solucidn obtenida al resolver el sistema de ecuaciones --
por m variables en términos de las restantes (n - m ) variables, -~
asigndndoles un valor de cero a &stas (ltimas, se conoce como una -
80lucidén basica. Si el valor de cada una de las m variables es = 0
tendremos una solucidn bdsica factible. Si el valor de cada una de
las m variables es » 0 tendremos una solucidén bésica factible no-

degenerada.
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Las m variables escogidas se denominan como "biAsicas" o co-
mo las variables en la base. Las (n-m) variables restantes se co-
nocen como variables no bidsicas.

Ejemplo III-8.~

La solucidn:

x1 = 600 Xy =0
Xy = 300 X, =0
x5 =-600

es una solucidén bisica para el modelo de nuestro ejemplo anterior.

La solucidn:

x1 = 600 Xgq =0
Xy, = 150 Xg = 0
X, = 150

2s una solucidn bdsica factible no degenerada para el mismo ejemplo.
El Método Simplex se inicia siempre con un sistema cuyas --

ecuaciones estin siempre en forma candnica.

Rutina del Método Simplex.

Paso 1.-

Se convierten las m desigualdades restrictivas a m ecuacio-
nes, insertando variables de holgura no negativas X m +i -
(i =1, 2, ..., m ), una en cada restriccidn. Seleccione estas -
nuevas variables como las variables bdsicas iniciales.Vaya al p@so 4.
Justificacidn.

El hacer cero todas las variables originales y considerar-

a todas las variables de holgura como las variables bisicas tiene-

por objeto el proporcionar una solucidn bisica factible inicial --

obvia, ya

La
tiva a la
leccionar

base. E1

que esta solucidn ya estd en forma caundnica.

seleccidn de una solucidn bdsica factible no es restric-
forma mencionada anteriormente, ya que es posible el se-
un subconjunto diferente de variables para que formen 1la

inconveniente de éste método es el de que entonces el --

sistema de ecuaciones ya no estd en forma candnica para las varia-

bles en la base, razdén por la cual debemos de efectuar dicha trans

formacidn

necesaria

existe la

para poder tener la solucidén deseada (cosa que no fué --
en el método anterior), con el gran inconveniente de que

posibilidad de que despues de haber ejecutado el trabajo

de transformacidn para tener la solucidn deseada descubramos que -

dicha solucidn no es factible (alguna bl < 0 ) y que sea necesa

rio hacer

un nuevo intento.

Las variables de holgura se usan para encontrar una solucidn

basica factible inicial radpidamente y por lo tanto no son indispen

sables en

aquellos casos en que tengamos ecuaciones y exista una -

solucidn bdsica factible que sea obvia para nuestras ecuaciones.

En

general, la solucidn basica factible inicial para el Mé-

todo Simplex serd siempre:

X, =0 para j = 1,2, ..., n - m
J k
xn—mfi: para i = 1,2, ..., m
y la solucidn bAsica factible en la n-ésima etapa estd relacionada

con la solucidn bisica factible en la etapa t + 1 de la siguiente-

manera:

Una de las variables no bédsica en la etapa t, toma un va-

lor diferente en la etapa t + 1 y se denomina “variable de entra-

da". Para compensar, una de las variables b&sicas en la etapa n -



se hace cero en la etapat + 1 y se denomina 'variable de salida".
Las otras variables no bdsicas de valor cero se mantienen en

cero; las otras variables bdsicas no nulas, en general, siguen ---

siendo diferentes de cero (aunque su valor puede variar). Lo ante

rior es equivalente a pasar a un vértice adyacente de nuestro con-
junto de soluciones posibles, que incremente el valor de Z.
Paso 2.-

Determine la nueva variable bdsica entrante (xc), la cual -
deberd ser aquella variable no bdsica en la funcidn objetiva actual
que satisfaga la condicidn:

b

C =

1
e max Cj > 0

cuando dicha funcidn se encuentra en la forma:

- ot ' '
Z= C1 Xy + C2 X, + ...t Cn X ...

Justificacidn.

Cg significa el coeficiente actual de la variable xj en -
la funcidn objetiva.

Es importante el recordar siempre que x, es la variable nu-
la en la solucidn b&sica factible actual que va a tomar un valor -
no nulo en la siguiente iteracidn,

La regla de seleccidn para x_ tambien puede ser expresada -

asi: Xy serd aquella variable no bdsica en Z que cuent€ con el ma

yor coeficiente entre aquellos con signo positivo, estando Z en la

forma indicada en (I). Esto es debido a que si C] = >0,

max C!

]

al incrementar X el valor de Z parece incrementarse mds rdpida--
mente que incrementando cualquier otra variable.

El motivo de introducir X, a la base es debido a que si -~

cuando menos existe un coeficiente C% que seg positivo en la ecua

cidn (I), entonces es posible (suponiendo que todas las bi>> 0) el

44

con variables con coeficientes menores,

construir una nueva solucidn badsica factible con un valor mayor --

para Z. Esta nueva solucidn puede ser obtenida incrementando el -

valor de una de las variables no bédsicas (xe) y ajustando los valo
res de las variables basicas de acuerdo con éste cambio.

Existen tres métodos para seleccionar xe (seleccidn arbitri
ria, probando el efecto producido en el valor de Z por cada varia-
ble), pero la regla que utiliza el M&todo Simplex ha demostrado --
en la prdctica que casi siempre requiere de menos iteraclores para
llegar a 12 sclucidn dptima.

Debe notarse que aunque asi lo parezca,

la variable Xq TO -

necesariamente es la que mds incrementa el valor de Z, debido a -~

que las restricciones pueden impedir que su valor aumente tanto COmO

como puede apreciarse en el
siguiente ejemplo:

Ejemplo III-9.-

2
xl < 1
X, < 100
Aqui se selecciona X, = Xy y sin embargo no es la variable que més
incrementa el valor de Z.
Paso 3.-
Determine la variable bé&sica (xS) que dejard la base. La -

seleccidn de la variable de salida se determina, en general, por -

la seleccidn de la variable de entrada (xe) junto con las restric-

ciones. Se escogerd como X, a aquella variable béasica cuyo valor-



se hari negativo primero cuando el valor de la variable bisica en-
trante (xe) se incrementa.
Justificacidn.

Debe quedar claro que x_ es aquella variable no nula (basi-
ca) que se va hacer cero (no basica) en la siguiente iteracidn.

Algebraicamente podemos interpretar el paso 3 como sigue:

Sea:
Zé = valor actual de Z.
ai = coeficiente actual de %, en la ecuacidn (i)
€ i=1,..,n
bi = término constante actual en la ecuacidn (i)

Dado que Cé ha sido escogida positiva, es claro que el valor de X,
deberd ser hecho tan grande como sea posible, con objeto de hacer-

el valor de Z tan grande como sea posible. Lo Gnico que evita que

x, tome un valor infinitamente grande es la posibilidad de hacer -

que el valor de una de las variables bdsicas actuales se haga - --

negativo.

De nuestro sistema general vemos que si construimos una so-
lucidn en la cual X, tome un valor positivo y donde todas las de--

mids variables no bdsicas sigan siendo cero, las variables bésicas

se ajustardn en la siguiente forma:

by
= t . 3¢

xb2 b2 aj. %,

C(11)
= bt \

xbm m dne e
= ] [

z Z0 + C X

Del sistema de ecuaciones (II) vemos que el limite superior

para el valor que podri tomar X, en la ecuacidn (i) sera:

+® si a'.e < [¢]

seq :

= min ?é .
i
es decir, si cuando menos una aie

es positiva, no ser& posible --

incrementar el valor de % indefinidamente, porque cuando

bt
1
X
e 2 T,
ie
el valor de la X, se volvera negativo. Si aie > 0 para mids -~

de un valor de i, entonces el menor de dichos coeficientes (cuyo -
subindice correspondiente al rengldn, llamaremos p) determinara --
el mayor valor posible para X, bajo la suposicidén de no negativi--
dad. Es decir, determinese aquella ecuacidn ( i=p) cuyo limite --
superior sea el menor y escojase la variable badsica actual en dicha
ecuacidn como la variable de salida. Por lo tanto X serd aque--

lla variable basica en la ecuacidn (1) para la que ﬁj[, adquiere -

su valor minimo no negativo ( ¢ ). El1 valor que tomard X, - --

(xg ) al entrar en la base sera:
. by . b} N
x* = — = min —_— 0
e ape at,
al [¢]
ie ”

Debe notarse que para obtener ¢ii no es necesario formar el

sistema de ecuaciones (II) sino que se puede obtener directamente-



del sistema actual.
Paso 4.-

Determinese la nueva solucidn basica factible. Para lograr
esto resuelvanse las variables bdsicas en términos de las varia- -
bles no bédsicas (es decir, forme un sistema canbénico para la nueva
base), utilizando para el efecto el método de eliminacidn de - ---
Gauss-Jordan y haciendo cero todas las variables no basicas.
Justificacidn.

Cabe hacer notar que en la transformacidn mencionada en el-
paso 4 se debe incluir tambien la funcidn objetivo, con objeto de-
que Z quede expresada Unicamente en funcidn de las nuevas varia- -
bles no basicas.

El objeto de transformar la funcidn objetivo para que esté-
solo en funcidn de variables no bdsicas al pasar del ciclo t al --
t + 1 es debido a que la funcidn objetivo del ciclo n:
a) No contendrid la variable Xy que en el ciclo t+t ya no-
es bdsica.

b} Contendra n-m-1 de las variables no bdsicas del ciclo --
t+t1 pero con diferentes coeficientes de los que tendrd en un a1ti
mo ciclo.

c) Contendrd la variable X, » que en el ciclo ntl ya es b&
sica.

Las consecuencias de los incisos anteriores son:

a) Al no contener la funcidn objetive una de las variables

rno bédsicas

no podemos juzgar el efecto que la misma tendria sobre

el valor de Z Al incrementarse su valor.
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b) Este hecho nos impide ver si alguna de las variables --
fio basicas pudiera incrementar el valor de Z, pues los valores Ci—
cambian del ciclo t al t+1 ademds de que algunos cambian de ser -
positivos a negativos y viceversa.

c) Este punto nos hace que no podamos determinar el efecto
a la base

de introducir una variable no basica en el siguiente -

ciclo, ya que este hecho puede afectar el valor de xe (en el ci--

clo t+1), la cual es ahora bisica, con lo cual es imposible prede-

cir el efecto neto sobre Z, ya que en general los valores de las -
variables bdsicas son afectados por los cambios en la base.
Paso 5.~

Prueba la optimalidad de la solucidn obtenida, para lo cual
se revisa la funcibdn objetive (estando ésta en funcidén exclusivamente
de las variables no bdsicas) para ver si el valor de Z puede ser--
aumentado incrementando el valor de alguna de estas variables (no-
bidsicas). Recordemos que el valor de Z podrd ser incrementado - -
siempre y cuando alguna de las variables no bdsicas tenga signo po
sitivo estando la funcién objetive en la forma de la ecuacidn (I)
del paso 2.

Si todos los coeficientes son no positivos, debemos terminar --
aqui pues nuestra solucidén es &ptima. Si aln existe algln coefi--
ciente positivo, regrésese al paso 2.

Apliquemos los pasos anteriores a nuestro ejemplo.
la. Iteracibdn.

Paso 1.-
)}, encontrado ante

Obtenemos el sistema de ecuaciones (



riormente en el ejemplo.

Seleccionamos a Xg5 X5 ¥ Xg como las variables bésicas de-
nuestra iteracidn primera y a Xy ¥ %, como las variables no b&si--

cas.

Expresando nuestra solucidén en términos de los pardmetros -

independientes (variables no bdsicas) seglin las ecuaciones (II) --

tenemos:

X, = 600 - x

X, = 300 - X,

x5 =2400 - 3x1— Hx2
dado que a las variables no basicas les hemos asignado un valor --

cero, obtenemos la siguiente solucidn basica inicial.

variables béasicas variables no bdsicas

x = 600 x =0

3 1
X = 300 x_ =0

In 2

x5.:2400
Z =20

o en forma vectorial:
(%4> %55 %5 %,, xg ) = (0, 0, 600, 300, 2400) Z =0

La anterior es una solucidn basica factible no degenerada -
que corresponde al punto extremo (xl, x2) = (0, 0).
Automdticamente hemos satisfecho el paso 4 y debido a que -
existen C. > c,el paso 5 nos indica seguir con el paso 2.
Paso 2.-

Puesto que Z = Xy 2x2
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vemos que tanto x, como x, son positivas. Tendremos pues que:

Ce = min (1, 2 ) = c2

por lo que escogemos a x como nuestra variable bdsica entrante.-

2

Es decir.

e 2
Paso 3.-
Para determinar la variable de salida x_ utilizamos el sis-
tema de ecuaciones (II) y obtenemos:
Xy = 600 - Ky eeeeens (1)
%, = 300 - Xy ereennn (2)
Xg =2400 -3x1 —4x2.. (3)

De las anteriores ecuaciones podemos obtener que:

El valor de x3 no se verd afectado al incrementar x2, por -
lo cual por lo que respecta a esta variable podemos incrementar x,
hasta el infinito y X, nunca se volvera negativa (x1 sigue siendo-
cero).

De la ecuacidén (?) vemos que lo mdximo que podemos incremen
tar x, es 300 antes de que X, se vuelva negativa (§j2 = 300).

La ecuacidn (3) nos indica que lo miximo que podemos incre-
mentar x, 5

Debido a que¢2 es el menor de las ¢" , X

es 600 antes de que x_ se vuelva negativa (gz: 600).

u serd la que per-

mitira un menor aumento en el valor de Z y serd esta la variable -
que deberid dejar la base.
.
Tendremos pues ahora a Xys X3 ¥ Xg como variables béasicas.

Paso 4.-

Para obtener una solucidn candnica para la nueva base parti
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mos de nuestro sistema candnico pasado y aplicamos el método de --
Gauss-Jordan.
Partimos pues de nuestras ecuaciones,

dispuestas en la si--

guiente forma:

Z - xy - 2x2 SO0 v e (0)
Xy +xg =600, ... (1)
x, +x, 2300 .00 .enn. (2)
I, + Ux + X =2400,...... (3)
Eliminando X, de todas menos de la segunda ecuacidn tendre-
mos:
(0) + 2(2) = (0') Z - x4 + 2xl+ = 600 ..... (o")
(1) = (1") Xy +x g4 = 600 ..... (1")
(2) = (2") Xq + Xy = 300 ..... (2')
(3) - u(2) = (3") 3%, - x4 oxg 21200 ....- (37)
ordenando nuestros elementos obtendremos:
Zz - Xy + 2xq = 600
Xq X3 = 600
Xy, + X, = 300
3x1 - uxu + X =1200
de aqui que la segunda solucidn basica factible serd:
bdsicas no bisicas
x3 = 600 x1 =0
Xy = 300 X, =0
Xg = 1200
Geométricamente lo que hemos hecho es movernos a lo largo-

de la arista OA hasta el vértice A = (0, 300).

\\4

Paso 5.-

Vemos de los resultados anteriores que hemos mejorado, pero

viene ahora la pregunta ¢(Podemos alin seguir mejorando & hemos lle-
gado al valor mdximo que podemos obtener?
Puesto que nuestra funcidn objetiva es ahora:

7z = -
600 + x1 2Xu

de donde vemos que aumentando el valor de x, ( es decir haciendo a

1

x, b&sica), podemos aumentar el valor de Z, de aqul que nuestra --

1

solucidn no sea dptima y debg mos seguir adelante con otra iteracidn
del procedimiento.
Segunda iteracidn.-
Paso 2.-
Vemos que:

Z = 600 + x, - 2x

1 4

de donde podemos observar que C1 > 0 por lo gque incrementando -

el valor de x aumentaremos el valor de Z. Por lo tanto.

1
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Paso 3.~

Dijimos en la explicacidn del paso 3 que no era necesario -
formar el sistema de ecuaciones (II) para obtener?‘ En la prime
ra iteracidn si formamos dicho sistema de ecuaciones)pero en esta-
segunda iteracidn lo havemos directamente de nuestras ecuaciones--
que es la forma en que normalmente se hace.

(1)

De la ecuacidn

b
¢Q :_%_.:—i’& = 600 =y x, £ 600
%11
De la ecuacidn (2')
b'
2 300
By ——=—0— yé,>w x = O
21
De la ecuacibdn (3')
b'
_ 73 _ 1200 . =
¢3 = T = 400 x, £ u00

31

Vemos que el minimo limite superior (;ﬁ) estd en la ecua--
cidn 1 = 3 (es decir 9‘ = 400). Esto implica gque p = 3 y como -

la variable bidsica en la ecuacidn (3) es x, tendremos:

5
Generalmente el calculo de las ;ﬁ, se hace a la derecha de-
nuestras ecuaciones para ahorrar espacio.

Tendremos, ahora que nuestra solucidén bdsica factible actual

serd:
basicas no basicas

X b
1 [

X x
2 5

X
3

Paso 4.-
Obtenemos ahora una forma candnica para nuestra nueva base
con ayuda del método de Gaugs-Jordan.

7 + 2/3)(u +1/3x5 = 1000

‘4/3x‘4 +X —1/3x5 = 20Q

3

Ry +x2 = 300

X, - 4/3)(u

1 +1/3X5 = 400

ordenando las variables:

Zo+ 2/3x%, + 1/3xg =1000 (om)
L/3xy, - 1/3x5 txg = 200 ()

X, +x, = 300 (2"

- = i
4/3x, + 1/3x, +xy 400 (3m)

y la nueva solucidn bdsica factible serd:

variables bédsicas variables no bdsicas

x1 = 400 Xu = 0
Ry = 300 Xy = ]
Xgq = 200
2 =1000

Geométricamente lo que hemos hecho es movernos a lo largo -

de la arista AB hasta el vértice B = (400, 300).

\r
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Paso 5.-

Tenemos ahora que nuestra funcidn objetiva es:

Z = 1000 - 2/3xu - 1/3x5

de donde vemos que ninguno de los coeficientes es positivo, por lo

cual no es posible aumentar el valor de Z incrementando el valor -

de alguna de estas variables, lo cual nos indica que hemos llegado a

la solucidn déptima la cual es
Z% = 1000
X% = 400

300 X, = 0

300 Xg = 0

valores que coinciden con los obtenidos por el método grafico.

METODO DEL PIVOTE.

Con ohjeto de ahovrar trabajo se suele emplear el método --

del pivote el cual utiliza la representacidén matricial de nuestro-

problema y b3sicamente usa la misma secuencia de pasos anteriores-
sGlo que ahorrando escritura.

1.- Arreglo las ecuaciones de forma que las Xj correspondien
tes en cada ecuacidn aparezcan en la misma columna (trdtense todas

las ausencias de xj como ceros).

Denominense por Pj al vector columna correspondiente a la -

variable Xy (j = 1, 2, n )y P al vector columna correspon--

ceey

0

diente a las constantes bi'

Matricialmente:

a’ .
mj
por lo cual podemos representar a nuestro modelo matemidtico gene--

ral como:

Maximizar Z2 = C X
Sujeto a:
n
x. P. = P
£55 5= P

Coldque los vectores columna P. de una manera sictcema-

tica. Esto se efectlia haciendo uso de una tabla como la que sigue:
P P .

1 2 P3 Pj e Pn PO
P |%12 | %13 : %15 : %1n !
=3 a

21 22 | %23 : 425 . “2n %2

1 1 T 1 ' t
] ' ] 1 ] 1
1 T T ) Al '
] ] 1 1 T 1
g a a a_. a a
ml m2 m3 mj Tt mn m

Debe notarse que las ecuaciones se pueden obtener simplemen
te multiplicando cada uno de los coeficientes en las columnas P, -

por la xj correspondiente y leyendo horizontalmente. Con

objeto de
facilitar las identificaciones durante el curso del procedimiento,se insertal

ademas las columnas v.b. No. una co-

(variable bésica), de ecuacidn,
lumna para Z y una para§5i

Para nuestro ejemplo:
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No. X1 X9 Xa | Xy X5
v.b. Ec.No. 4 X X X X X P
v.b. Ec. Z P1 P2 P Pu P5 Po '] i 1 2 3 U 5 0
7z |0 1 -1 | -2 0 0 0 0 z 0
x, |t 0 1 0 1 0 0 600 ® *3 t
x, |2 0 o 1 (@ |o 1 0 300 300 *2 2 0 0 1 ° ! 0 300
X 3
XS 3 0 3 4 ¢} Q 1 2400 600 5
Se usan los mismos pasos dados para la rutina simplex. ahora eliminense la variable X, de las ecuaciones en las cuales --
Paso 1.- Ya estd, aparece:
Paso 2.- xe x2 (pues -2 es el menor coeficiente de la funcibn - v.b. Ec.No. Z x1 x2 x3 xu x5 P0 ¢U
objetiva ).
Z 0 1 -1 0 0 2 0 600 nva(0)=ant(0)
Paso 3.- Se consideran solc las ecuaciones donde aie > 0 (ai2 >0 +2 ant. (2)
xg 1 0 1 0 1 0 0 600 [ 600]nva(l)=ant.(1)
en el ejemplo), excluyendo i = 0 y se obtienen los co=z--
X, 2 0 0 1 o] 1 0 300 @
clentes
by b, % 3 o { B o ol -u 1 | 1200 |woo{nva(3)ant.(3)
;6' =3 = correspondientes para obtener la i = p - ant (2)
! ie ) y nuestra nueva solucidn basica serid:
que nos indicard el rengldn correspondiente a % ‘(96: min
variable basica variable no basica
¢i )gﬁi se colocan en la columna a la extrema derecha.
X3 = 600 X1 =0
Mirquese con un circulo el elemento 3pe (a22 en nuestro-
x2 = 300 X, = 0
ejemplao ya que?ﬁz < 553 de donde P=2 y la variable co-
x,. =1200
rrespondiente a la segunda ecuacidn es %, por 1o que X = 2
Z = 600
xu).
Paso 5.- Revise la ecuacidn (0) para ver si existe algiin coeficien
Paso 4.- En una nueva tabla, c@mbiese X, por %, en la columa v.b. -

2

y pdngase la ecuacidn i=P (ecuacibdn correspondiente a -

x (es decir entre el coeficiente -

s ) dividida entre a

Pe

de nuestro primer pivote) en la nueva tabla. En nuestro

Pe 1

caso a por lo que obtendremos:

te negativo. Vemos que C1 = -1 por lo tanto nuestra so-

lucién alin no es Sptima y se requiere otra itecracidn. En

X
S

nuestra siguiente iteracidn x =x_ y x. con la que
e 5

1

obtendremos la tabla:



v.b. No.Ec. A Xq | ¥, gl %Xy Xg PO
A 0 1 0 0 0 2/311/311000
X4 1 0 (0 0 1 |4/3 /3 200
X, 2 0 |0 1 0 1 0 300
Xy 3 0 |1 0 0 F/S 1/3 | 400

como nuestra ecuacidén (0) no tiene ya ninglin coeficiente negativo-

nuestra solucidn serd 8p

tima:

variable basica

nva(0)=ant(0)+1/3 ant(3)
nva(1)=ant(1)-1/3 ant(3)
ant(2)

nva(2) =

nva(3) = 1/3 ant(3)

variable no béasica

Fjercicio I%l—l.—

Sea el problema
Maximizar

sujeto a:

< L
X1 =
XKoo= 3
2
X, t2%, = b
?
20
*1
X, =0

= 1000

de programacidn

* - 0
Xy
* — 0
*5
lineal siguiente:

Utilice el método del pivote para encontrar la solucidn Sptima.
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. PO P
v.b.|Ec.No. |2 x1 5 X Xy, X PO ] basicas no basicas

-2 L 0 0 -y -
Z 0 1 5 0 0 Xq Xy 0
< L = =
5 1 0 1 0 1 0 0 N {00) Xy, 3 X, 0

z 0 o] -

xu 0 0 1 0 1 0 3 X 8
x5 3 0 1 2 0 0 1 8 4 Z = 0

xe - X?

*sg : *y
v.b., EBc.No.{Z Xy | %, | Xy Xy | %5 PO ] basicas no basicas
Z 0 1 -2 0 0 5 0 5 = 3 =

1 x2 x1 o]

xa 1 Q 1 0 1 0 0 4 4 Xy 7 L Xy, = o}
x2 2 0 0 1 Q 1 0 3| Xg = 2
% 3 Jo |®| of o -2 1]|2]|2 Z =15

X, T %y

X, T X
v.b.{ Ec.No.j Z Ky WXy IXg | X | Xg PO basicas no bisicas
% 0 1 0 0 0 1 2 19 2% = 19 xF =0
X3 V1 o] 0 0 1 2 -1 2 ﬁ_ = 2 Xy = 0
x2 2 0 0 1 0 1 o] 3 XE = 3
x1 3 0 1 Q 0 -2 1 2 xgz 2

COMPLICACIONES. -

En muchas ocaciones nos encontramos con que al constuir --

nuestro modelo matemidtico é&ste aparece con algunas variaciones con

respecto al modelo general que hemos analizado hasta el momento.



A continuacidn veremos cuales son las variaciones mis comfin

mente encontradas y las trataremos individualmente, sin que ello -
implique que no se pueden presentar varias de ellas simultdneamen-
te, en cuyo caso se aplican en forma sucesiva los métodos que se -
describirdn para solucionar estas variaciones.

Las variaciones mls comunes son:

1. Minimizacidn.

2. Desigualdad con sentido invertido.

3. Constantes negatlivas (bi<;O)_

4. Igualdades.

5. Variables no restringidas en signo.

_6. Empate para entrar como variable bdsica.
7. ELmpate para dejar la base. (degeneracidn)
8. Soluciones mGltiples.

9. Ausencia de soluciones posibles.

10. Solucidn dptima sin limite.

En todos los casos anteriores afin es posible utilizar el mé
todo simplex, solo que serd necesario efectuar ligeros ajustes en

nuestro modelo. Los ajustes necesarios se tratarin en cada caso par

ticular.

1.- Minimizacidn.-
Esta complicacidn se puede tratar en dos feormas diferentes:
a) En aquellos casos en que deseamos minimizar nuestra ful

cién objetiva ya no tiene sentido el incrementar el valor de aque-
lla variable no bisica que mds aumente el valor de Z, sino que aho

ra deberemos de buscar la forma de disminuir su valor. Es por es-
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to que el ajuste al método simplex en este caso sera:

Se escogerd como variable entrante (x ) a aquella variable no bdsica que
disminuird mds rapidamente el valor de Z cuando esta variable adquiere un valor --
positivo.

La variable de salida (x_) se escogerd en la misma forma que antes. La-
prueba de optimalidad consistird el revisar si el valor de Z puede afin ser dismi-~
nuido al incrementar el valor de una variable no basica (estando la funcién objeti
va sdlo en funcidn de éstas variables).

b) Supongamos que tenemos:

Z=f (Xl’ Koy wves xn)
que nos representa nuestra funcidn objetiva la cual deseamos minimizar. Si recor--

damos que:
£ = -(-f)

y que si £l -6yt
tendremos que: min £ = - {max (-f)

por lo que al minimizar una funcidén objetiva sujeta a una serie de restricciones -
es completamente equivalente a maximizar el negativo de la funcién sujeta a las --
mismas restricciones, con la salvedad de que el minimo valor de Z buscado serd ---
igual al negativo del maximo valor de Z encontrado.

Ejemplo III.-10.-

Supongamos que tenemos el siguiente problema:

min Z = ~x1 ~2x2
sujeto a:

<
)(1 < 600

<
X, 300
3)(1 + Lx = 2400
(x1 ) x2) 2 0

para resolverlo lo ponemos en la forma siguiente:

Max Z = x, + 2x

sujeto a:
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Xy = 600

X, < 300
3x1+ Ux2f32HOO
(x1 , x2) 2 0

y lo resolvemos aplicando el método general visto con anterior:dad.
El negativo del resultado obtenido serd el resultado deseado para-
el problema original.

Vemos que el problema modificado coincide con nuestro pro--
blema general por 10 que ya sabemos resolverlo y conocemos que Zmax

= 1000. = -1000.

De aqui que Zmin
Geométricamente tendremos que si resolvemos el problema origi---

nal obtendremos.

Xz

—~Xy—2X2 = -6CO

>
Ld

X

600

de donde es claro el porqué maximizando el negativo de la funcidn-
objetiva y haciendo min f = -max (-f) obtenemos el resultado de--
seado.

2.- Desigualdad con sentido invertido.-

Tenemos este caso cuando alguna desigualdad se encuentra --

en la forma = Cuando es este el caso, la solucidn es muy simple-

y cousiste en multiplicar ambos lados de la desigualdad por (-1),-
operacidn por medio de la cual invertimos el sentido de la desi- -
gualdad.
Eigmgig IIT-12.-

En el caso del ejemplo del carpintero (ejemplo III-5) tenia
mos:

130 ... (1)

X 2>
m
multiplicando ambos lados por (-1) tendremos ahora:
-%_ < -130 ... (2)
m
en donde las desigualdades (1) y (2) son completamente equivalen--
tes.
Ejemplo I1II-12-A.

Con objeto de que quede completamente claro el porqué se --
invierte la desigualdad al multiplicar por (~1) veamos un ejemplo-
numérico.

7 > 5
-7 & -5

En la mayoria de los casos, éste método soluciona la compli
cacién 2 pero para ello incurre en una nuevacomplicacidn, la de --
constantes no positivas (—bi), complicacidn que tambien puede ser-
resuelta segin veremos mds adelante (complicacidn 3).

En nuestro ejemplo obtuvimos:

b. =
11

b, = -5
i2

-130
De todo lo anterior, podemos concluir que cuando nos encon-

tramos con desigualdades 2 , las invertimos multiplicando ambos-

lados por (-1) con lo cual ya tendremos nuestro problema en la for



ma genera%/la cual ya sabemos resolver (excepto que tengamos ahora
nuevas complicaciones las cuales serd necesario corregir también -
hasta obtener la forma general).
Ejemplo III-13.-

Consideremos nuevamente nuestro ejemplo III-7

solo que mo-

dificando una de sus restricciones de forma que tengamos:

<Z
x1 = 600
Xy = 300
3xl + HXQ:EQHOO
(xl, x2) > 0

La regién de soluciones posibles para nuestro ejemplo modi-

ficado serd la regibn CKH
-
4

e} D

el método descrito

Utilizando con anterioridad, obtendremos:
Xy =600
Xy <300
“3x - ux, ~<-2400
(xp » xp) =0

Eliminamos ahora las desigualdades introduciendo para ello-

variables de holgura:
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Z - L 2x2 = Q
Xy + x3 = 600
x2 + xq = 300 (1)
—3x1 - 4x2 + Xg = -2400
xj >0 (3 = 1,2, ..., 5)

Del sistema de ecuaciones (I) vemos que ya no tenemos una -

solucidén bésica factible inicial obvia (pues Xy <. 0), razdn por -

la cual deberemos de corregir esta nueva complicacidn segin los --

métodos que se explicardn mas adelante.

Debe notarse que el hecho de que hayamos puesto un ejemplo

en el cual al corregir la complicacidn 2 caemos en la 3 no signifi
ca que éste sceca el caso siempre, pues es posible el encontrar pro-
blemas en donde al corregir la complicacidn 2 no caemos en la 3. -
fa--

Lo dnico que nos ensefla el ejemplo es que éste es el caso mis

cil de encontrar.

3.- Valores negativos para bi.-

Cuando este es el caso, después de eliminar la desigualdad,
tendremos que ya no existe una solucidn bésica factible inicial --
obvia. Para obtener una, podemos aplicar cualquiera de los si- --
guientes procedimientos:

a) Seleccionar otra base, diferente de la de variables de-
holgura y obtener un sistema candnico para ellas. El inconvenien-
te de este procedimiento es el mismo que se encontrd para esta for
ma de obtener una solucién bé&sica factible inicial en el caso 1 -
de la rutina del M&todo Simplex (posibilidad de volver a obtener -

una solucidn bdsica no factible con el consiguiente trabajo extra).



b) Introducir una variable artificial (una variable artifi

cial es diferente a una variable de holgura) la cual entra restin-

dose en aquellas ecuaciones en donde existe una constante negativa

y usar esta variable artificial como la variable bisica inicial --

para esta ecuacidn.
Si tenemos:

- _
Ay Xyt ag, Xy f oo A x = bi (bi > 0)

introducimos primeroc una variable de holgura para eliminar la desi

gualdad y a continuacién la variable artificial mencionada, con lo

cual obtenemos:

a. x, + a. X, t ... + a. X + X, - X = -b,
. il "1 i2 72 in ' n h a 1
cambiando signos.
—-4a. X a. X . . - X - X + x = b,
il 7t i2 72 in n h a i
Para cumplir con las condiciones del Método Simplex debere-
mos agregar:

x = 0
a

Ejemplo I17-ih.-

Consideremos el sistema de ecuaciones (I) visto en la com--

plicacidn 2, en donde la ecuauidn (3) debe de ser tratada para ob-

tener una variable bdsica factible inicial.

Tenemos:
-3x_-bx + x_ = -2400
1 2 5

haciendo x = ox

a 4]
—dxlﬂux2+ x5 —x6 = -2400

cambiando signos:
3x1+Hx2— x5 +x6 = 2400

debido a que todas las demds ecuaciones se mantienen sin cambios,~

la solucidn basica factible inicial serd ahora:
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basicas no bdsicas
xg= 600 Xy = 0
H: 300 K= 0
XG: 2400 x5: 0
7 = 0
El problema que surge al aplicar este método es el de haber
modificado nuestro problema original al agregar una variable de --
holgura y una variable artificial con signes contrarios, ya gue --
X,oom %y puede tomar cualquier valor arbitrario (desde -® hasta-

® ) con lo cual el resultado neto es la eliminacidn operativa de-

la restriccidn original en donde surpid este cambio. Esto trac --

consigo un agrandamiento del conjunto de soluciones posibles como-

es claro en el siguiente c¢jemplo.

Cjemplo IITI-15.-

sea:
. > 24 e
3x1 + Hx2 > 2400 (1)

la cual se transforma a:
3%, + 4x, - xy + x,_. = 2400 ... (2)

3x, + ux, = 1000
habremos ya roto la restriccidn (1), sin embargo si hacemos
- = 14
Xg X 1400

cumpliremos la ecuacidn (2).

De lo anterior es claro que es posible cumplir con la ecua-

cién modificada sin satisfacer la restriccidén original. Grafica--

mente tendremos:
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£l método anterior se conoce como el método de la gran M.

‘f Xz Xz
’P Ejemplo I1I-16.-
A T /*@ Sea el problema representado por el sistema de ecuaciones -
[+%¢ N .
. y . . -
A T (I) visto en la complicacidn 2.
7 p:::;/, N . . L. . . P
\ Solucionando la complicacidn de localizar una variable basi
s e wew :
s ’/// ca factible inicial para la ecuacién (3) o introduciendo -M X, en
%-x - Ag)q la funcién objetiva, tenemos que nuestro problema luce ahora asi:
\
(0 .... 2 - *; - 2x2 + Mo = 0
De la representacidn grafica del ejemplo anterior pcdemos - (1) + - 600
ee s )(1 X3 =
ver que una solucidn 8ptima para el problema revisad e sea fac-
p p P o qu a fac (2) .. %, x, - 300
tible para el problema original, serd tambien una solucidn éptima--
( (3) ... 3x1 + Hx2 - + Xg = 2400
para éste a que ). Ejemplo: el punto T do- -
ve 4 0(1 C X lemp P ° cuando Notamos que afin no es posible aplicar la Rutina Simplex de-
la funcién objetiva es la de nuestro problema general. (recta(I)) bido a que 2 aiin esti expresada en funcidn de una variable basica-
Existe la posibilidad de que la solucidn Sptima para el pro ( ) Liminandol b )
Xg por lo que elimindndola obtenemos:
blema revisado no sea factible para el original (p.e. el punto A-
T -~ _ — e — =~ ‘
» ] ] (0") = (0) M(3) ... 2 (JM+1)X1 (14M+2))(2 *Mx5 2400M
con una funcidn objetiva como la recta (II)), en cuyo caso al solu ' _ - 00
. (1') = (1) ovivnnnn %y tx, P
cionar la complicacidn 3 habremos hecho que la solucibn &ptima ob- (2) () + 300
2 = 2) e X X =
2 4
tenida no corresponda a nuestro problema original y es por esto --
3! = 3) e S - =
) 3") (3) 31, rhx, xg tx = 2400
que el MEétodo Simplex introduce un truco que forza el valor de las Abli do la Ruti Simpl t s
plicando la Rutina mplex tenemo
variables artificiales a cero, con lo cual volvemos nuevamente al- b. lgc. N z P
o v.b.|Ec.No. %y ‘ X, l x| %y, XSLXBLO l?i |
problema original y la soclucidn dptima gue se obtenga de esta for- Z 5 TlsGnr1) | @He2) oo ImTo SLO0M
+ + -
ma,sf serd la gque corresponda a é&ste Ultimo. 1 1 110 o lo 600 | ©
X 0 0
3
El truco qgue emplea el M&todo Simplex es el de asignar una-
) %, 2 0 0 @ 0o {1 o fo 300 | 300
penalidad muy grande a las soluciones factibles del problema revi-
0 4 0 0 |4 1 2400 600
‘ . Xe 3 3
sado que no coincidan con las del problema original (soluciones en
la regidn o(z - o, ). La forma de asignar dicha penalidad es-
introduciendo -1 %y 2 la funcibn objetiva (estando ésta en la forma:
Z=c & Foeaa +c >, de tal forma que si x_ ¥ 0, el valor de 2 se dis-

minuye enormemente (M Tepresenta un nitmerc muy grande)



bisicas , _no basicas
X, = 600 x =0
3 1
x, = 800 x, =0 x_=x, pues -(4M+2) &~ (3M+1)
X =2400 x =0 -
6 5 sy
Z =2400M
Z 0 1 -(3M+1) 0 0 (4M+2) M]oO ~600(2M-1)
X3 1 0 1 [} 1 [} [} 0 600 600
Xy 2 0 [} 1|0 1 0 0 300 og)
xg | 3)0 ) ofo | = 141 1200 400
Z 0'1 0 6 0 2/3-4/3 1/3BM+1) 1000 basicas no bisicas
X3 i 0 0 O 1 4/3 1/3 -1/3 200 200/ 3| X, =300 x1 =0
X2 2 0 o0 1 0 1 0 0 300 [4 0] Xq =600 X, = 0
Xy 3 0 1 0 0 “41/3 1/3 1/3 400 ® Xg =1200 Xg = 0
760 O 2 M1)
basicas no béasicas
x1 = 400 X, = 0 x = x
e 5
X, = 300 Xg = 0 x = x
s 3
= 200 = [}
3 *6
Z = 1000
Z {0110l o]14{2¢(0]}M|1200 bdsicas no bésicas
_ & = & =
x5 1]0]0 0 3|4 1 1] 600 X3 600 X3 0
«
x2 2 oo 1]10 110 0 300 Xy = 300 Xg = 0
® -
x1 3 jo 110 1130 0fo 600 Xg = 600 Xg = 0
z*¥ =1200

Cuando un problema que contiene variables artificiales se -

resuelve en una computadora,

el método de la gran M suele crear --
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4 2.

errores de redondec (debido al gran valor que se le asigna a M), -
razdn por la cual se utiliza el método de las dos fases, el cual -
no cubriremos en este curso, pero que también tiene por objeto el hacer
cero el valor de las variables artificiales.

Igualdades en las Restricciones.

En aquellos casos en que existe una igualdad en alguna (S8)-
de las restricciones, es claro que ya no serd necesario introducir
una variable de holgura en ellas, pues ya no existe desigualdad que
eliminar. Cuando este es el caso, nos encontramos nuevamente con-
el problema de que no existe una variable b&dsica inicial obvia pa-
ra esta ecuacidn (segln el paso 1 de la Rutina Simplex).

Existen tres formas alternativas de corregir esta complica-

a) Escoger otra base cualquiera.- Este método ya se didé -
anteriormente que es poco eficiente y que requiere mas trabajc - -
que los demds métodos.

b) En aquellos casos en que existe una igualdad, es siem--
pre posible el reemplazarla por dos desigualdades con los mismos -
elementos que la ecuacidn y con signos de desigualdad con sentidos

contrarios entre si. Es decir:

A5y Ky tag, K, ot ... tag x0T bi (1)
puede ser reemplazada por:

ail Xyt a;, X, F oo ba x, f;bl

a4 %y + a;, %, + ...t a;n %, Z-bl (2)

siendo (1) y (2) equivalentes.
Una vez que hemos puesto nuestras restricciones en forma de

desigualdades ya sademos como debemos de proceder para poder apli-



car la Rutina Simplex.
¢) Introduciendo una variable artificial en cada una de --
las igualdades localizadas en las restricciones.

Podemos observar que aquella ecuacidn (p. e. ec. (1) del --

método b) a la que le agregamos una variable artificial (xa» > 0)

S

quedard transformada por este hecho en una desigualdad ya que:

+ a, + ..... + a, + = b, 2
ail xl a12 x2 a1n xn xa bl (xa 0)

puede escribirse como:

X + a.

a 1

Xy t oeeenn a.
i2 72 in "m

+
P
1
o

i1
con lo cual es claro que utilizando el método (¢) tambien (al - --
igual que el método b del caso 3 ) modificaremos el problema origi
nal, razdn por la que es necesario volver a &l obligando a las va-
riables artificiales a tener un valor cero, para lo cual se emplea
el método de la gran M visto en la complicacidn 3.

Este método de resolver la complicacidn 4, suele en general,
ser mids prictica que los dos anteriores.

Cabe hacer la aclaracidn de que en caso de

que no exista --

ninguna solucidn bdsica factible para el problema

original, esto -
se verd reflejado al no ser posible hacer cero el valor de las va-
riables artificiales al final del procedimiento. Cuando éste -

sSea

el caso, vemos que no existe una solucidén Sptima para el proble

ma original debido a que no hay solucidn bdsica factible para és--

te.
Ejemplo I1I-17.-
Sea el siguiente problema de programacibén lineal.

Max 2 = X_ + 2x

1 2

sujeto a:
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x £ 600 \
1 100
X < 300
: T2 cenid
Ix thx, = 2400 \’g_%\o\,‘ de sok.
1 Poniwles
(x x2) >z 0
otigiwal oo
f
aplicando el método (c) tendremos:
- = 0
‘- *1 2X2 ve@5m3<
= 600 sol. poribles
Xy t X, P
= 300
x, +X,
le +'4x2 txg =2400
TeN\Sa ko

donde Kg ¥ Xy son variables de holgura y xg s variable artificial.

Usando el Método de la Gran M tendremos:
=0
Z - xl - 2x2 +Mx5
= 600
+ X
Xy 3
= 300
x2 R,
=2400
3x1 + 4x Xg

eliminando las variables bésicas de la funcidn bobjetiva:

’ . - .
- =-2400 ¢ bisicas no basicas
Z-(3M+1)x, (uM+2)x, ¢

= = a0 X = Q

Xy +x3 = 600 1@ x3 6 1
= = o]

X, tx, = 300 (300 X, 300 X,

- —240
3x1 +ux2 X = 2400|600 Xg 2400
Z =-2400M
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podemos hacer

Xx =y ~ Z
g . .. donde:
z -(3M+1)x, +uwe2)x, =-600(2 1) £, bisicas no bdsicas °
>
_ N B y =0
Xy +x3 =600 600 x3—600 Xy = 0
7z 20
+ = ¢ =300 =
x2 Ru 300 w0 x2 3 xu 0
_ ~ ~ Y sustituir el nuevo valor de x en todas aquellas partes en donde-
3x1 - ﬂxu +x5 =1200 400 x5—1200
22600 (24:1) aparezca dentro de nuestro modelo. Este cambio no modificard en -
nada nuestro modelo, ya que si x < 0 hacemos y = 0 y 2 = 0, -
mientras que si x 2 0 hacemos y =2 0 y 2 = 0.
) . Ejemplo III-18.-
Z +2/3xu +M+1/3)x5 21000 bédsicas no bisicas =Jjemplo
" . Supongamos que nuestro ejemplo III-7 lo modificamos nueva--
- w = ® =
Xq +‘4/3x“ 1/3x5 = 200 X3 200 Xy 0
N - 300 S P mente quitdndo la restriccidn Xy 2 0.
X, Xy, = Xy = 3 Xg = 0
. 1 = - > 7, > -
x -u/3xu N 1/3x5 - 400 xf = 400 Si hacemos Xy A Z1 , donde vy, = 0y 71 =2 _ 0, enton
7% 21000 ces nuestro ejemplo se puede expresar asi:
Max 2 = y1 - z1 + 2x2
5.- Variables no restringidas en signos.-
Sujeto a:
En aquellos casos (no muy frecuentes) en que los niveles de
Yy -z, < 600

actividad en un problema de programacidén lineal pueden tomar cual-
+ x, =300
quier valor positivo o negativo, nos encontramos con que la condi-
3y1 - 321 + l+x2_<_2l+00
cién de no negatividad establecida por el Método Simplex queda vio
(yys 245 %, ) = 0
lada, razdén por la cual es necesario solucionar esta complicacidn-
problema que coincide ahora con nuestro Modelo General por no con-
antes de poder aplicar la Rutina Simplex.
tar ya con ninguna complicacibdn, por lo cual puede ser resuelto --
La condicidén de no negatividad puede ser restablecida en --
utilizando directamente Rutina Simplex como lo hicimos con el pro-
nuestro problema cambiando la variable no restringida en signo por
blema original.
una diferencia de dos variables no negativas.
6.- Empate Para Entrar Como Variable Bdsica.-

Asi pues si:
Al encontrarnos resolviendo un problema de programacidn 1i-

neal empleando para ello la Rutina Simplex, en alguna de las itera

ciones del mismo podemos encontrar que dos o mids variables ten--



gan el mismo coeficiente positivo mdximo en la funcibn objetiva. -
Cuando este es el caso, surge la duda de cual de ellas ser& la in-
dicada para entrar en la base, ya que ambas satisfacen las condi--
ciones establecidas en el paso 2 de dicha rutina.

Esta complicacidn se resuelve seleccionando arbitrariamente,

entre las variables en empate, la que deberd ocupar la base:

Ejemplo III-19.-~

Si
Z = 5%+ 5x_  + 2x
1 2 3
entonces Xy ¥ %, estardn empatadas para entrar en la base, pero si
tenemos que:
Z = 5x, t+ 5x_, + 7x
1 2 3
entonces X, = X,y mo existird empate.
7.- Degeneracidn.-
Cuando al aplicar el paso 3 de la Rutina Simplex nos encon-
trames con que ¢:: ¢&: ﬂ&f e esto es, con que varias varia--

bles se hacen cero simultineamente cuando x se incrementa, tene-
e

mos un empate para dejar la base (degeneracidn}.

Cuando es este el caso, se escoge arbitrariamente cualquie-

ra de las variables en empate para ser la variable de salida.

El efecto de tener el empate en la variable de salida es --

que todas las variables en el empate que no sean escogidas para de

jar la base quedardn con un valor de cero en la siguiente iteracidn,

durante la cual tendremos que ¢£: 0 (para t = aquellas i's co

rrespondientes a las ecuaciones conteniendo las variables en empea-

te); con lo cual las variables en empate continuardn siendo candi-
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datas para dejar la base en esta nueva iteracibn, haciendo ademés-
que la nueva variable entrante no pueda tomar un valor mayor que -
cero con lo que el valor de Z permanecerd sin camblio respecto a la
iteracidn anterior.

Es claro de lo anterior que si existe degeneracidn es posi-

ble el tener una secuencia de iteraciones que no aumenten en nada-

el valor de Z y ha sido probado por Hoffman (1951) y por Beale - -

(1955) que la Rutina Simplex, en este caso, puede conducir a una -

recurrencia del mismo conjunto de variables bédsicas después de k -

iteraciones ( y despues de 2k iteraciones, etc, indefinidamente).

De aqui que sea evidente que ya ho es posible el seguir mantenien-

do que el Método Simplex necesariamente terminard ea un unlmero Fi-

nito de iteraciones. A pesar de los ejemplos construidos por Hoff

man y por Beale, el caso de circulos viciosos mencionados no ocu--

rren en la prdctica, razdén por la cual las reglas que existen para

resolver el caso de degeneracidn son casi siempre iguoradas, pues-

aln en el caso de volver al mismo conjunto de variables basicas, -

se puede salir del circulo vicioso cambiando la seleccidn de X, -

con respecto al ciclo anterior.

Ejemplo III-20.-

Modiflicando nuecstro cjemplo III-7 vy poniando:
E <
3x1 + Nx2 = 1200
en lugar de
3x, + 4x, € 2u400

tendremos:
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btenemos:
Z - %, -2x, =0 ) v oomte
A + 2/3x, + 1/3x5 = 600
Xy +X3 = 600 [00] " 1/3 = 600
Xq U/3Xu - Rg =
X, + X, = 300 300 Xy + X, = 300
- - u/3x, + 1/3x. = O
axy tux, +X,=1200 300 % /3%, 5
donde: y los valores de la solucidn dptima coinciden con la iteracidn anterior, debido
x = x a que x; no pudo tomar un valor mayor que cero, con lo cual el valor de Z tampocc
e 2
pero ahora: pudo aumentar
p=g, =@, = 300 EJEMPLO TTT-20(a).-
0 sea que X_ puede ser X, [ Xg Max. 7 = %, +ux2
s.a. N
Escogemos Xy, arbitrariamente >
-x, +Ux, X0
Z - x + 2x = 600 bisicas no basicas & oy
1 4 !
&<
= E = x, & 3
Xy + Xq 600 X, 300 Xy 0 2 Py
+ 300 600 0 oKy =0
X X = X = X =
2 n 3 n (% 5%,) > 9
3x1 - ux“+x5 = 0 x5 = 0
Z = 600 vebNouEed Z | x| %, f gt %, [ %5 | %5 | Py ¢
y obtenemos una solucién degenerada (pues X = 0), con lo que se - A 0 1 -1 -4 0 0 0 0 0
) . . x 1 of 1f-uf| 1| o] o] o] ole
prueba que la variable en empate que no resultd escogida para de-- 3
X, 2 0 1 0 0 1 0 0 4 oo
Jar la base quedd con un valor de cero. xg 3 0 0 1 0 0 1 0 3 3
Como la solucidn anterior no es atGn éptima hacemos: Xg 4 0 -3 @ 0 0 0 1 0 0
e T %y z 0 1413} of o of o} v o
pero como ya dijimos tenemos que X4 1 0]-11 0 1 0 0 4 0 S
X 2 0 1 0 0 1 0 0 4 4
gty oo :
x| 3 ol ®| of o of tf-1] sy
debido a que X, no puede aumentar su valor sin hacer a X negativa x, 4 0 _3 1 0 0 0 1 ] =3

y por lo tanto:
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vobafNoEed Z | x, | %, [ %3 | x| x5 | x5 | Po{ B,
Z 0 1 0 0 0 0 |13/3}-1/31] 13

Xq 1 0 0 0 1 0 111/3{ 1/3§11 | 33
X, 2 Q 0 0 0 11]-1/3 @ 3 9
%y 3 0 1 Q o} [ 1/3(-1/3 11
X, 4 [0} a 1 4 o] 1 o] oo
Z 0 1 0 0 0 1 4 0 16

Xq 1 Q 0 0 1 -1 4 0 ]

g 2 [0} [} 0 0 3 -1 1 9

Xy 3 Q 1 Q Q 1 ¢ a 4

X, i Q o} 1 aQ 48 1 [} 3

8.~ Soluciones MGltiples.-

Este caso aparece cuando la funcidn objetiva en su valor méximo facti-
ble, coincide en mis de un punto con los linderos de la regidn de soluciones facti
bles, teniendose por lo tanto, todo un segmento lineal de soluciones Sptimas, com-
puesto &ste por soluciones b&sicas factibles y por soluciones no bisicas factibles,
todas ellas maximizando el valor de Z.

Cuando tenemos todo un segmento lineal de soluciones &ptimas, pueden
existir factores intangibles que favorezcan a alguna de ellas (p. ej. problemas de
personal, facilidades de almacenamiento, satisfaccidn del cliente, etc.), por lo
cual nos es de interés el descubrir cuando estamos en &sta situacidn.

La indicacidn que el M&todo Simplex suministra cuando existe un nfimero
infinito de soluciones dptimas, es haciendo que alguna de las variables no b&sicas
que aparecen en la funcidn objetivo {en donde ya todos los coeficientes son tales
que nosguede aumentar el valor de Z)} aparezca con un coeficiente cero en ella,
coeficiente que nos indicard que si introducimos esa variable a la base, el valor

de Z no se alterard y seguiremos teniendo una solucidn dptima con la nueva base.

Ejemplo III-21,-

Sea:

PN
L3 < 300

z
X, £ 340

3x, + 4x, S 2400

1 2

De la representacién grfica es claro que cualquier punto sobre el seg
mento lineal B-C serd una soluci®n &ptima.

Resolviendo el modelo llegamos finalmente ay

7 + 0 x, + X, = 2400 bisicas no basicas
Xy ¥ ‘4/3xu = 1/3x5 = 200 xlﬁ = 400 xq# =0
x, + %, = 300 x2* = 300 x5* =0
) - l&/3xq + 1/3x5= 400 x3* = 200
Z%  =2400

Como todos los coeficientes de las variables no basicas en 2 son posi-
tivos, hemos llegado a una solucién dptima, la cual cuenta con la particularidad
de que Cu = 0, lo cual nos indica que existen mis soluciones bptimas. Para encon-

trarlas hacemos X, T XY obtenemos:

u
z o 3 * Xy = 2400 basicas no bédsicas
3/1Jx3 +ox, - 4x5 = 150 xl* = 600 xa* =0
X, - 3/L&x3 +o4xg = 150 x2* = 150 x5* =0
Xy + g = 600 x”* = 150
2% =2400

s?luclon que también es &ptima y que cuenta con el mismo valor para Z que la obte-~
nida en la iteracién anterior.



8i efectuamos una nueva iteracibn regresaremos a la primera solucifn &p

tima obtenida ( pues x, ahora es la que tiene coeficiente cero), por lo tanto s&

3
lo existen 2 soluciones b&sicas factibles 8ptimas (puntos B y C en la representa
cidn grdfica), mientras que existir8n un nfimero infinito de soluciones no bisi--
cas factibles (segmento B C en la representacidn grafica) que pueden expresarse

COmo

(xys %, ) = E;oo)\+soo (1 - X)), 300N + 150 (1- )

9.- Ausencia de Soluciones Factibles:

Cuando una solucidn bésica factible inicial no fu obvia y tuvimos que
introducir variables artificiales y su valor no es reducido a cero al obtener -
la solucidn &ptima, 8sto es una indicacidn de que no existen soluciones facti--
bles para el problema original.

Cuando en un problema obtenemos nuestra solucifn Gptima, siempre debe-
mos comprobar que sea factible, sustituyendo los valores obtenidos en las res--

tricciones para ver si se cumplen.

10.- Soluciones Optimas Sin Limite.-

Cuando en el momento de obtener#vemos que ¢1: es para toda i, Bsto -
nos indica que la variable X, puede aumentar su valor todo lo que se quiera sin
hacer negativa ninguna de las variables bdsicas. De aquil que no existe ninguna

variable X, ¥ que el valor de Z pueda aumentarse sin limite.

En aquellas ocasiones en que nos encontremos con este caso en un proble
ma real, es bueno el revisar que no hayamos omitido ninguna restriccidn y que --

nuestro modelo matemdtico est€ bien formulado.
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METODO DE LAS DOS FASES

También conocido como el M&todo Simplex de las Dos Fases.

Muchos problemas encontrados en la préctica, a menudo tienen una forma
candnica fécilmente otenible y uno puede inmediatamente construir una gran variedad
de soluciones b8sicas factibles iniciales (p. ej. cuando el problema estd en la for
ma general, aquella obtenida de usar las variables de holgura). Cuando &ste es el
caso, la fase I del procedimiento no es necesaria (es decir, la fase I sirve Gnica
y exclusivamente para encontrar una solucidn b&sica factible inicial para la fase II
mediante la utilizaci®dn del Mé&todo Simplex, o bien para descubrir que el sistema no
tiene soluciones factibles.

Otros problemas encontrados en la practica no proveen una forma candni-
ca factible inicial. Esto sucede cuando no tenemos variables de holgura o cuando é&s
tas tienen coeficientes negativos. Utilizando la fase I, podemos encontrar una solu-
cién factible inicial (si existe).

Una de las ventajas de &ste sistema es el de que no es necesario saber
nada (matemiticamente) respecto al problema, ya que &ste método descubre redundan-

cias e inconsistencias.

Descripcidn del Proceso.-

Aqui suponemos que la funcidn objetivo estd siendo maximizada.

A) Arreglese el sistema original de ecuaciones de forma tal que todas

-

las constantes bi sean positivas & cero, cambiando en caso necesario los signos en
ambos lados de la ecuacidn correspondiente.
B) Auméntese el sistema para que incluya un conjunto bisico de varia-

>0, x 20, teiee. , X EO, de tal forma

bles artificiales o de error: x 042 a+m

n+1

que se convierta en:



Ay ¥ AR, Foeees AR F XL = b,
ayyRy +oagx, + s +a, X t X = b,
1)ess . . . . . . b. =0
. i
1%y ¥ X toeeen ot Xy Y Xnem = b,
2)eee TRy = CpXy = eees = C X +2Z =0

X, A0 (j=1,2,...,0,0¢1,...,04m)

c) { Fase I ). Usese el MBtodo Simplex para encontrar una solucibdn a
(1) y (2), la cual minimice la suma de las variables artificiales, denotada como W:

+ X = W
n+m

F oeeenae

(3) veevunnnn Xie1 t Xoeo

5 lo que es lo mismo, que Max. (-W).

La ecuacibn {3) se conoce como la ecuacibn de "no factibilidad".

El sistema cantnico factible inicial para la fase I se obtiene seleccio

nando como variables b&sicas a : [

X X
n+i’ “n+2° n+m

cas variables (excepto W) de la ecuacidn (3), para lo que se resta la suma de las

primeras m ecuaciones (1) a la ecuacibén (3), obteniendose:

feese = b
811%1 T 210%) TRV 1
ApgXy t BgoKy toeeel t a.%, X0 = b2
+ =
mi¥1 t X, *oeeee taL % X bm
- : - - M + Z =
Clx1 L2x2 vess Lnxn 0
-W = W
dlx1 + d2x2 + oeees dnxn o
donde:
b, ® 0
i
y: dj = - (alj + a3 Foanes + amj) (3=1,2,...,0)

(5) oou.
W= - (b by + «eus + b )

» 2y (-W) y eliminando és
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siendo la solucién b8sica factible inicial:
x .= b,
+ .
x? ! - 0' (i =1,2,...,m)
i

D) Si Max (-W) = Min W > 0, esto implica que no existe una solucidn
factible para el problema y e} procedimiento termina. Si por el contrario, Max {-W)=
Min W =0, iniciese la fase 1!, para lo cual:

a) Se dejan de considerar todas aguellas variables no bisicas xj cu
yos coeficientes d; # 0 en la ecuacidn final modificada de W.

b} Reemplazando la forma lineal de W (modificada por las varias e-
liminaciones) por la forma lineal de Z como funcidn objetivo; eliminando primero
de la ecuaci6n de Z todas las variables b&sicas (lo cual se suele ir haciendo a la
vez que se trabaja con la ecuacién de W en la fase i).

E) (Fase I1}. Aplique el Método Simplex a la forma candnica factible
ajustada obtenida de la fase |, para obtener la solucién que Max. (Min.) el valor
de Z,0 una clase de soluciones tales que Z -2@ (Z -7-00).

Veamos el porque del paso D(a):

En ocasiones en que el sistema original contiene redundancias y a me
nudo cuando se presenta la situacién de que una 6 mas de las variables artificiales
resultan variables badsicas degeneradas en la solucién de la fase )}, estas variables
De aqui que sea necesario

artificiales serdn acarreadas a lo largo de la fase |1,

que sus valores en la fase |l nunca excedan de cero. Para ver porqué, nétese que la

forma de W al finalizar la fase | satisface:
1] 1 1
d Xy + d2 xz + ... + dn+m _— W - NO
donde:
Ll Ll
d, 0 y W =0
J (o]

si es que una solucién factible existe. Para factibilidad: W = 0, por (3), lo que

t
significa que cada x. correspondiente a una dj & 0 debe ser cero; de aqui que tales

X; puedan ser igualadas a cero y dejarse ya de considerar.



EJEMPLO 111-22.-
Paso A.-
Paso B.~-

zZ - 1

X

2x

Paso C {(Fase 1).-
Min W
es decir:

Max -W

en forma de tabla:

Max Z = X, + 2x2 + 3x3 - x“
s.a.
X, 2x2 + 3x3 = 15
-Zxl X, 5x3 = -20
X+ 2x2 + 3 +oxy = 10
(XI ,XZ,X3,X“) E Y 0
Max Z = Xy + 2x2 + 3x3 Xy
s.a.
X, + 2x2 + 3x3 = 15
2xl +ox, + 5x3 = 20
X, + 2x2 + x3 + X, = 10
(xl ,xz,x3,x“) = 0
2xz - 3x3 + Xy, = 0
sz + 3x3 + x5 =15
Xy + 5x3 + X = 20
sz + X3 * Xy + X, = 10
(x],xz,xB,x“,xS,xs,x7) = 0
TXs T X T Xy
+ x5 + x6 + x7
RS 2x2 - 3x3 + X
X, + sz + 3x3 + x5
2xl + X, Sx3 + Xg
Xy + sz + x3 + Xy + x7
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v.b.|Ec.No.|-W | Z X X, 3 2y | % xg  |%9 PO
W 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0
0 0 1 -1 -2 -3 1 0 0 0 0
x5 1 0 {0 1 2 3 0 1 0 0 15
Xg 2 0 0 2 1 5 0 0 1 0 20
x7 3 0 0 1 2 1 1 0 0 1 10
poniendolo en forma candnica para la ec (0')
v.b fEc.Nod W L Z | Xy | oxy pg [ xy fxg | X X5 Py ﬂi
wilo lilof-al-s fafl-r oo fol}-bs
0 0 1 -1 -2 -3 1 0 0 0 0
xs 1 o]0 1 2 3 Q 1 4} [ 151 5
x| 2 [ofof 2z} G| ofof 1 |o] 20
x; 3 0 0 1 2 1 1 0 0 H 10110
W 0 1 0 [-2/5[-16/5]| 0 -1 0 9/5 0 -9
Z 0 0 1 1/5|-7/5 0 1 0 3/5 0 12
xg 1 0|0 |-1/5 @ 0 0 11-3/510 3 {1577
x3 [ 2/5] 1/5 1 0 1/5 0 4120
Xy 0] 0]3/5]9/5 0 1 0 |-1/5 |1 6 |30/9
W 0 1 0 [-6/7 0 0 -1 16/7) 3/7 0 -15/7
0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 15
Xy 1 ofofl-171 1 0 0 | 5/71-3/7 | 0 15/7| co
x 2 o}o]3/7p 0 1 0 {-1/7] 2/7 { © 25/7| oo
0 3
o | 3 [ ofo|en| o [o| @ w1 | s
0
15 W 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0
20 z 0 0 11-6/7 0 0 o N6/7]-4/7 |1 90/7
10 X, 1 0] of-1/7; 1 0 0 | 5/7}-3/7 ; © 15/7
x3 2 0 0 3/7 0 1 o |-1/7] 2/7 0 25/7
Xy 3 ol o}l 6/7 0 1 Je9/70 W/7 11 15/7

Paso D.-

Se vé que Min W = 0, por lo que el problema original tiene solucidn y

podemos iniciar la fase Vi, para lo cual eliminamos la ec. {0 ), asi como las co-

lumnas correspondientes a X5 Xg» XY -W.



Paso E (Fase I1).-

EJEMPLO 111-23.-

v.b.|No.Ec}| Z x4 Xy x3 Xy, P0 ﬂl
z 0 1 |-6/7 0 0 o |[90/7
x, i o |-1/7 1 0 o |15/7 |co
*3 2 0| 3/7 0 1 0 | 25/7 {25/3
x| 3 |0 o | ol 1 (157 isse
b2 ) 1 0 0 0 1|15
xz"‘ 1 0 0 i 0 1/6 | 5/2
x; 2 0 0 0 1| -1/2 [ 35714
x,' 3 0 1 0 0 7/6 | 15/6
Min Z = x1 + Xy
S.a.
X T Xy T Xy =1
x] S =2
=0

cambiando la funcién objetivo:

e introduciendo variables artificiales

obtenemos:

en forma de

Max -Z = -x, - X

Min W = x_ + Xe <] Max ~W = -x

5 5

-W + x5 + X =
- o+ Xy + Xy =

Xy T Xy - x3 + x5 =

X T Xy, + Xg =

tabia:

Xg Y Xg ¥ 1a ecuacidn de no factibilidad:

X6
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v.b.fNo Ec.f-W -2 | x, 1 x, X3 [ %y 1% [ % Py 8,
.
W 0 1 0 -2 1 1 1 0 0 -
0 0 1 1 1 0 0 0 0 0
1 0 - -1 0 1 1 1
X o |@®]| -1 0
x6 2 0 0 1 0 0 -1 0 1 2 2
.
W ¢] 1 [} [} -1 -1 1 2 0 -1
0 0 1 0 2 1 0 -1 0 -1
X i 0 0 1 -1 -1 0 1 0 1 [o's]
X 2 0 0 0 1 -1 -1 1 1 1
'
W 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0
0 0 1 0 0 -1 2 1 -2 -
3] 1 0 0 1 0 0 -1 0 1 2
x2 2 0 0 0 1 1 -1 _144L 1 1

V.B.{No.Ec.| Z X, %y | %3 Xy, Po ﬂi
z 0 1 o Jo |-t 2 | -3
x| 1 0 {1 o | o -1 2 | o
x, | 2 o o j1 @)1
Y] o 1 0 1 0 1| -2
xr } o |1 o { o [-1 2
x* 1 2 0o | o 1 1 1
3

En aquellos casos en que el problema original cuenta con algunas restric
ciones que estdn en la forma general, no es necesario agregar tantas variables arti-~
ficiales como restricciones tenemos, ya que la base inicial puede estar formada, par
cialmente, con los vectores unitarios correspondientes a las variables de holgura de
éstas ecuaciones, formandose el resto de la misma con la introduccidn de variables

artificiales en aquellas restricciones en donde sea necesario. La Fase | funciona,
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igual que antes, haciendo que la ecuacién de W contenga sélo la suma de las varia-
bles artificiales utilizadas y minimizdndola; Si Min W 2> 0, el problema original

no tiene soluciones factibles, pero si Min W = 0 se va a la Fase |I.

EJEMPLO 111-24 .- (Ejemplo 111-17)
Max Z = x] + 2x2
S.4.
x, £ 500
x, < 300
3xI + hxz = 2400

(x;x,) = 0

introduciendo variables de holgura x3 Y Xy asi como la variable artificial x5, ob-

tenemos :
Z- Xy - 2x2 = 0
X, + xg = 600
Xy + Xy, = 300
3%, + hxz + xg = 2400
(x],xz,x3,x“,x5) x> 0
Fase |.- introducimos la ecuacién de no factibilidad ( Max -W ):

-W + x5 = 0
z - X, - 2x2 = 0
X, + x3 = 600
x + Xy, = 300
3x] + h4x + Xs = 2400
v.b.|{No.Ec.]-W | Z % X | X3 2 | % Po ﬂl
W 0I 1 0 -3 -4 0 0 0 -2400
0 0 1 -1 -2 0 0 0 0
x3 1 0 0 1 0 1 0 0 600 | oo
Xy 2 0 0 0 (:) 0 1 0 300 | 300
x5 3 0 0 3 [} 0 0 1 2400 | 600

v.b.| No.Ec.| -W | Z X %, x3 xy, x5 Po gi
'

W 1|03 0 0 4 0 |-~1200
0 o1 {1 o| o] 21 o 600

xy | o 010 ] ol 1] o} o 600 | 600

x, | 2 ojo | o 1] 0] 0 300 | 0O

5| 3 oo || o o~ ]| 1 | 1200 ]800
W 0 1jofl o]l ol o] ofn 0
z 0 o |1 o { o | o |2s3|1/3 | 1000
xy| olo| o} o 1 |u3|-1/3 | 200
x 2 olo|[ o] 1o 1] o 300
Xy 3 010 1 0 o |-4s3(1/3 400

COMO Max (-W) = Min W = 0, entonces el problema original si tiene soluciones facti-

bles y pasamos a la Fase I1:

v.b.|No.Ec} Z * %, x3 Xy Po .
27| o 110 o |2/3 1000
x; 1 o o 1 | 4/3 ] 200
x£ 2 0 0 1 0 1 300
x{ 3 0 1 0 0 F4/3 | LoO

Aunque no és inmediatamente obvio, el M&todo de la Gran M es en si un
Método de las Dos Fases y ambos procedimientos, aplicados a un problema, tienen la
misma secuencia de soluciones basicas factibles (con la posible excepcién de cuando
ocurre un empate en x, en el Método de las Dos Fases). Por lo tanto, ambos procedi-
mientos son esencialmente equivalentes desde un punto de vista de cémputo y existe
poca base para escoger entre uno y otro.

Cuando se utiliza una computadora digital, la tendencia ha sido seleccio

nar el Método de las Dos Fases, Gnicamente para evitar el error de redondeo ocasio-

nado por la manipulacién de los grandes valores asignados a M.



EJEMPLO 111-25.-
Max Z X x
s.a. Py
3X1 + sz 2 20
le + 3x2 < 20
Xy 2x, = 2
Y
(x‘,xz) 0
introduciendo v.h. = (x3,xu,x5), v.a. (x6) y la ecuacién de no factibilidad, obte-
nemos :
fase |.-
v.b.|No.Ec.[-W | Z X X (X3 | X | % X Po ¢i7
)
W 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 -1 -1 0 0 0 0 0
x3 1 0 0 3 2 1 0 0 0 20
Xy 2 Q Q 2 3 [ 1 Q Q 20
xg | 3 ofof 1] 2o of-1]Q] 2
poniendolo en forma candnica:
v.b.(No.Ec.{-W | Z | x; |x, X3 | Xy | X | %g PO Ui
|
W 0 1 0 -1 -2 0 0 1 0 -2
z 0 0 1 -1 -1 0 0 0 0 0
x3 1 0 0 3 2 1 0 0 0 20 10
Xy 2 0 0 2 3 0 1 0 0 20 |20/3
g | 3 oo | 1@ oot | 1] 2]
)
W 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0
z 0 0 t -1/2 0 0 0 |-1/2 1/2 1
x3 1 0 0 2 0 1 0 1 -1 18
Xy, 2 0 0 1/2 0 0 1 3/2|-3/2 | 7
X, 3 0 0 1/2 1 0 0 |-¥/2}1 1/2 1
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Fase |l.- Eliminamos la ecuacién de Wy la columna de Xg:
v.b.[No.Ec.| Z Xy X, x3 Xy, x5 Po ﬂi
z 0 1 §-1/72) o0 0 o |-1r2] 1
X3 1 0 2 0 i 0 1418 9
%y 2 ol 12 o 0 1] 372|127 ] 34
X, 3 0 (::) 1 0 o |-1/2] 1 2
z 0 1 0 1 0 0| -t 2
x| 1 jo ol 1o G| 1w 143
Xy 2 0 0| -1 0 1 2|16 8
X, 3 0 1 2 0 ol -1 2 | co
z 0 1 o [-1/3} /3] © 0 {20/3
X5 1 0 0 |-4/3) V/3} © 1 114/3) co
xy, 2 0 0 (::) -2/3 1 0 j20/3]| 4
Xy 3 0 1] 2/3) 1/3} © 0 {20/3) 10
5t o (1] of ofs|iss| of 8
xg | 1 fo | o of-ws|us| 10
| 2 fo} o 1|l s| o
xT 3 |ol 1| of 3s5}-2/5] o | &




a) USANDO EL METODO GRAF|CO RESUELVA LOS SIGUIENTES PROBLEMAS

1.~ Utilizando el método gréfico, encuentra la regién de soluciones para el si -
guiente sistema, indique el tipo de soluciones obtenidas (Sol . Basica Facti -

ble, sol. bé&sica no factible, etc.)

+
3)(‘ x228
<
4)(‘ + X2 =19

X, 3,27

2.- Por el método gréfico encuentre la regién de soluciones y el 6ptimo para -
el siguiente sistema. Indique donde hay soluciones bésicas factibles y solu -

ciones bdasicas no factibles.

Max

=
2)(‘ *'3)(2 = 20

4x] +3x2 =< 25

X =0

)(120; 5
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Un manufacturero desea producir dos artfculos en cantidades X‘ y X2. Cada
artfeulo requiere del uso de materiales, mano de obra y equipo en las can -

tidades mostradas en la siguiente tabla. También se especifica la disponibi -

lidad .
X1 X2 Disponibilidad
Material 5 4 100
M. de Obra 3 8 172
Equipo 3 1 53

Si la ganancia esté dada por Z = X7 + 2X%,.

Encuentre la regién de soluciones bésicas factibles, no factibles y el méximo.

Por el método gréfico encuente la regién de soluciones y el 6ptimo de los -

sistemas siguientes. Irdique las soluciones bésicas factibles y no factibles.

a) Min 2z = 3X] +4X,

-2)(] + Xzé3
,.)(.| + )(22_3
27X, +3XZ 6

X}, %)=z0

b) Max z = X‘ + X

-1/2X + X =1
1 2
2/3x] X, 2Z0

X2.4..5

X <5
1

(X}, %) Z 0
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5.- Utilice el método gréfico para resolver el siguiente problema. B) USANDO EL METODO SIMPLEX RESUELVA LOS SIGUIENTES EJERCICIOS .
Maoximizar z = 2X, + X 1. max 2z = x t4x t6x
1T "2 1 72 73
<
X2£|0 2x]+3x2+2x3__\8
<
2)(‘ +5X2_..60 2x-| + x2+4x3_4_'|6
+ X < - <
Xp+ X, =18 X =2t x & 14
3)(] + X2 < 44
xj Z0
(XI'XZ)ZO
2.- max z = 2%t 3x2 - x3 +x4
8x] 2% 5x3-x4£ 30
3x.| +4x2 —x3+7x4f]0
+ + =8
2x‘ *, x3 -3)(4
XiZ o0
3.- mex z = 3x, +2x
1 2
x‘ < 4
w = 6
<
3x.| *‘2x2 < 18
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4.-  Considere el problemo 6.-  Resuelvo por método simplex:
maximizor z = 3X] +2X Minimizar 2z = 4X] i 3X2
2X]+4X2ﬁ 22 2)(]+ XZZ-IO
X, t4X, €10 -3X, t2X, =6
22X - X . £7
1 2 X] X =6
X -3X €1
1 2
Xj 20
Xj2 0
a) Resuelva este problema en forma gréfica. ldentifique los puntos extremos.
7.- Max z = x *x
b) Resuelva con tablero simplex. 1 2
x tx &£ 4
1
-2)(] tx > -5
x] + )(2 < 10
20
5.-  Resuelva por métado simplex el siguiente problema:
moximizar z = 4X +3X_+6X
1 2 3
+ + pa
3Xy X2 3X3 < 30
2X] + 2X2 + 3X3 < 40 8.- Max 2z = 2)(] + 5)(2
Xy - 2x2 Z 10
XjzZo
+
4x1 5><2 220
x < 7
1
x < 4
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9.~ Max =z = 3x‘ + 4x2 12.- Maximizar z = XI + 2X2 - X3
2X + X €3 Sujeto a:
1 2
X+ X 2X + X -3X < 5
X] 22-3 ) ) 8
+3 -4X - X + X < 4
2x] x226 s ) 3
X +3X < %
XjZ0 ' 2

NOTA: No hay restriccién de no negatividad de las variables.

a) Resuelva por el método simplex.
10.- min  z = 3x *+5x
b) Reformule este problema de tal forma que las variables solo puedan tomar
x = 4
1 valares positivos (Xi Z 0), y resuelva por método simplex.
2x £ 12
2

MN,- min z = 3x_|+2x
2x. t x <4
1 2
+
x 3x.2 =1

3x]

+
2/3x.I % =1

+2x <10
x, &

xjZ20

3



13,- Considere el problema:

Minimizar z = 3X -4X +X -2X
1 2 3 4
Sujeto a:

2X,+ X +2X +X =10

T2 T3 T
+2X <
)(3 2X4 10
X] -X2

X +3X +X +X <
2]32 3 4_20

+ X2Z-5
4

X220 X20 X

F-d
1 2 3 0

NOTA: No hay restriccién de no negatividad pora X .
4

a) Reformule este problema y dé la formulacién en forma estandard.

b) Construya el tablero inicial simplex, identifique la correspondiente solu --—
cién inicial bé&sica factible.

< Enauentre una solucién bésica factible para el prablema real, aplicando mé
todo simplex, hasta que todas las variables artificiales sean cero.

d) Enauentre una solucién bésica factible para el problema real al usar directa
mente el método simplex para minimizar la suma de las variables artificiales
del tablero expresado en la parte b). (Fase | del Método de las 2 fases) .
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9]

FORMULE Y RESUELVA LOS SIGUIENTES PROBLEMAS:

Un fabricante de zapatos desea producir 3 nuevos modefos (A,B,C) en can -

tidades xy, xo y x3 respectivamente. Cada modelo requiere el uso de mate

rial, mano deobra y equipo.

El modelo A requiere 8 unidades de material, 5 minutos de tiempo de mano
de obra y 6 minutos de tiempo de equipo; el modelo B requiere 10 unida -
des de material, B minutos de tiempo de manc de obra y 6 minutos de tiem
po de equipo; el modelo C requiere 6 unidades de material, 10 minutos de

tiempo de mano de obra y 8 minutos de tiempo de equipo.

Si se dispone de 2000 unidades de material, 8 horas de tiempo de mano de
obra y 6.25 horas de tiempo de equipo; ¢ Qué cantidad debe hacerse de -
cada modelo para maximizar las ganancias si &stas son de $10 para A, $15

para B y $8 para C?

Un granjero planea criar pollos, pavos y patos. El tiene una instalacién -
para solo 200 aves y desea limitar el nimero de pavos a un méximo de 25~

y el némero de pavos y patos no debe exceder de 100.

Las ganancias estimadas son $8, $12 y $16 por cada pollo, pato y pavo res

pectivamente .

¢ Qué cantidad de cado ave debe criar el granjero para maximizar s ga -~

nancia ?

NOTA: Utilice el método del pivote,



3.-

Una empresa cuenta con 1000 toneladas de mineral bl, 2000 toneladas de -
mineral b2 y 500 toneladas de mineral b3. A partir de dichos minerales pue
den extraerse y fundirse los productos xy, X )}x:; . Lo empresa desea deter -
minar la cantidad de cada producto que debe fabricar, a partir de los mine

rales aprovechables, pora obtener el méximo provecho de la operacién.
Las condiciones sobre los minerales son las siguientes:

El producto X‘ precisa 5 ton. de by, 10 de b2 y 10 de b3 por unidad.
El producto X, precisa 5 ton. de b‘, 8 de b2 y 5 de b3 por unidod.

E) producto X3 precisa 10 ton de b‘, 5 de b2 y 0 de b3 por unidad.

E| fabricante abtendrd $100 de beneficio por unidad del producto X‘, -----

$200 por unidad de producto x2 y $50 por unidad de producto X,.

(Use el método del pivote para encontrar la solucién)
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4.-

Un panadero tiene en bodega una provisién de harina, leche, huevos y le —
vadura, Desea determinar cuanto debe hacer de cada producto (pan, paste -

les y galletas). La informacién de que dispone se muestra en lo siguiente =

tabla.
Materia Requerimientos de Materia Disponibilidad ~
Prima Prima en cada producto de materig primd
Pan Pasteles | Galletas
Horina (Kg) 12 16 8 200
eche (Its) 2 3 1 40
Huevos 4 [ 4 100
Levadura 2 1 2 30
Utilidad (§) 3 5 3

El panadero desea saber al producir qué cantidad de pan, pasteles y galle -

tas obtiene una ganancia mdxima.

Cuatro comidas son compradas en contidades X)X Xy s X g SU contenido de -
calorfas, vitaminas, corbohidratos y su precio por unidad estén dados en la-

siguiente motriz.

X X X
X‘ 2 3 4
Calorlas 2 0 1 3
Vitaminas 0 2 1 2
Carbohidratos 1 0 1 2
Precio 4 10 12 15

Los requerimentos minimos de calorfas son 15 unidades; los requerimentos -
minimos de vitaminas san 8 unidades; como méximo pueden consumirse 13 -
unidades de carbohidratos. ¢ Qué cantidad de cada comida debe ser compra

da para satisfacer estos requerimientos y minimizar el casto takal?



Un manufacturero desea producir 2 artfculos A y B, en cantidades X y X

1 2

respectivamente. Cada artfeulo requiere el uso de material, mano de obra
equipo. El artfculo A requiere de 5 unidades de material, 3 minutos de

tiempo en mano de obra, 3 minutos en tiempo de equipo; el artfalo B re
quiere de 4 unidades de material, 8 minutos de mano de obra y 1 minuto
de tiempo de equipo. Si se dispone de 100 unidades de material, 4 horas
de tiempo de mano de obra v 3.5 horas de equipo; y las ganancias en el

artfculo A son el doble que el B, encontrar la méxima ganancia.
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D) DE LOS PLANTEAMIENTOS DE LOS SIGUIENTES PROBLEMAS
V.- Una compafifa tiene tres almacenes Aj, Ay, y A3, y dos tiendas de ventas
al por menor T], T2. Las demandos en las tiendos al por menor y el inven
tario en los almacenes, se muestran en la siguiente figura. Los costos de -
envio por tonelada también se muestran en la misma.
La compaRla desea determinar la manera de realizar los envios en forma -
tal que minimice los costos totales de envio, satisfaga las demandas de las -
tiendas de menudeo y no se excedan los inventarios en los almacenes.
A
$1 $3/Ton.
/Ton 20 Tons. /Ton
S %12
T] $2/ton A, $6/ton T2
40 Tons X 30 Tons X 50 Tons.
2) 22
$4/ton $5/ton
A
3
X
3 X32
40 Tons




2.-

Supongamos que Inglaterra, Francia y Espafia producen todo el trigo, cebada
y avena en el munda. La demanda mundial para el rigo requiere 125 millo=
nes de hectéreas para poder ser satisfecha. Similarmente 60 millones de hec
téreas se requieren para el cultivo de la cebada y 75 millones de hectéreas
para la avena. El total de tierra disponible para estos propésifos af igual -
que las horas de trabajo requeridos para trabajor cado hectdrea asi como su

costo por unidod se da en las siguientes tablas:

Total de tierra
disponible (mi-

Horas de trabajo requeridas para
trabojor uno hectérea de:

llones de ha.). TRIGO CEBADA AVENA

Inglaterra 70 18 15 12
Francia 10 13 12 10
Espafa 80 16 12 16

($)Costo por hora de trabajo ol sembrar :

TRIGO CEBADA AVENA

Inglaterra 3 2.7 2.3
Francia 2.4 3.0 2.5
Espana 3.3 2.8 2,1

El problema radica en querer distribuir el uso de la tierra en cada pais -
de tal monera que se satisfaga la demanda mundial y se minimice el costo -

total de trabajo.
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3.~

El despachodar de una compafiia de cargo aérea, controla 8 aviones del -
tipo |, 15 aviones del tipo Il y 11 aviones del tipo Ill. Las capacidades en
miles de toneladas son las siguientes: 45 los del tipo I; 7 los del tipo Il y

5 los del tipo I,

Los aviones deben ser despachados o las ciudades A y B, Para el dia de -
hoy requerimos en la ciudad A 20,000 toneladas y 28,000 toneladas en la -

ciudad B; la capacidad del avién que no se apraveche no tiene valor.
Un avién puede volar s6lo una vez durante el dfa.

El costo de enviar un avién de la terminal a cada ciudad se da en la si -

guiente tabla:

TIPO TiPO I TIPO il
Ciudad A 23 15 1.4
Ciudod B 58 20 3.8

Sea Xy, X, y X3 el némero de aviones de cada tipo enviadas a la ciudod --

Ay V102074 el némero de avianes enviadas a la ciudod B,
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4,- Sypdngase que el Deportamento de Policla ha pronosticado la demanda de - 5.- Lo compafiia SOMEX produce refrigeradores, estufas y lavadoras. Durante el
carros patrulla en la Cd. de México para el periodo que empieza a las - afo entrante se espera que las ventas sean las siguientes:

12 hrs. del dia 31 de diciembre y termina a las 12 hrs. del dia 12 de ene

Producto TRI1T MESTRE

ro.

1 2 3 4

Refrigeradores 2000 1500 3000 1000

Las 24 horas han sido divididas en perfodos de 4 hrs. y la demanda tanto - Estufas 1500 1500 1000 1500
Lavadoras 1000 3000 1500 3000

en carros patrulla como en personal motorizado (2 personas por patrulla) es -

tén dados a continuacién: La compaila desea esquedular su produccién para que cada trimestre satis -

faga los requerimientos de demanda.

Hora del Carros Personal
dia Patrulla . Motorizado . La gerencia ha decidido que el nivel de inventario para cada producto sea-
12 - 16 300 600 de al menos 100 unidades al final de cada trimestre. Al principio del pri -
16 - 20 400 800
20 - 24 500 1000 mer trimestre no existe inventario de ningdn producto.
24 - 4 600 1200
4 -8 400 800
8 -12 200 400 Durante un trimestre solo se tienen 8500 horas de produccién disponibles. -

Un refrigerador requiere 0.5 hrs.,una estufa 2 hrs.y una lavadora 1.5 hrs. -
El personal motorizado sélo puede trabajar 8 horas consecutivas y se cuenta
de tiempo de produccién. Los refrigeradores no pueden manufacturarse en el
con un total de 4,000 individuos. Formule un programa lineal que encuentre
carto trimestre ya que se piensa crear una nueva [inea de produccién.
el minimo nomero requerido para satisfacer la demanda en cada 4 horas.
Suponga que cada articulo dejado en inventaria al final de un trimestre in-
curre en un costo de $5 por llevarlo en inventario. La compafifa desea una
esquedulaciér de su produccién que no exceda la limitacién de tiempo de -
produccién, que satisfaga las demandas de cada trimestre y los requerimien -
tos de inventarios, y que mantenga los costos por llevar el inventario a su-
minimo valor.
Sea R', E, L el nimera de refrigeradores, estufas y lavadoras fabricadas -
t t

en el perfodo t.

Formule este problema como uno de programacién lineal -



CAPITULO v

PROBLEMA DE TRANSPORTE

Una importante clase de programas lineales, cuyo origen es fisico
y econdmico, puede ser formulado en términos de una red compuesta por puntos
(nodos) conectados por rutas (arcos) sobre los cuales se efect@ia un transpor-
te (flujo).

El clasico problema de transportacién surge cuando se debe determi
nar tm plan éptimo de embarque que:

a) Se origina en fuentes de suministro (almacenes) donde existe -
disponible un determinado inventario fijo de un articulo.

b) Son mandados directamente a su destino final en donde existe -
la necesidad de una cantidad fija del articulo.

c) Agotan los inventarios y satisfacen las demandas, esto es, la
demanda total iguala la oferta.

d) Y finalmente el costo total debe satisfacer una funcidn objeti-
va lineal, es decir, el costo de cada embarque es proporcional a la cantidad -
embarcada y el costo total es la suma de los costos individuales.

La técnica de transportacidn es aplicable a aquella subclase de --
problemas de programacién lineal en lo cuales los requerimientos y recursos se
expresan en términos de sdlo un tipo de unidad.

La forma estandard de este problema fué formulada por privera vez
por Frank L. Hitchcock (1941) en un articulo llamado "The Distribution of a
Product From Several Sources to Numerous Localities."

Es importante el hacer notar que muchcs problemas que no tienen nin-
guna relacidn con la transportacién se ajustan al modelo matemitico del proble-

ma de transportacidn.
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Notacidn:

Supdngase que m almacenes (origenes) contienen varias cantidades de un ar
ticulo que debe ser distribuido a n ciudades (destinos). Especificamente el ori-
gen (i) debe deshacerse de la cantidad a; (exactamente), mientras que la ciudad -
(j) debe recibir exactamente una cantidad bj.

Debido al punto (c) tenemos:

a, = b.
1 ]

Ademds de los niimeros a, y b, que deben ser no negativos, se nos da un con
i n

3
junto de niimeros Cij (no restringido en signo). E1 nfmero Cij representa el costo
(en caso de ser positivo) o la ganancia (si es negativo), de embarcar una cantidad
unitaria desde el origen (i) hasta el destino (j).

El problema estriba en determinar el nfimero de unidades que deben ser em--

barcadas desde (i) hasta () (xij)’ de tal forma que se agoten los inventarios y

que las necesidades sean cubiertas, todo ello a un costo minimo.

La estructura especial de la matriz es evidente cuando las ecuaciones se -

escriben en forma estadndard

LIPREL SN SPE SPRREE I ST - s
X
21 + LI + +x2n = a
2
‘ml + Xm2 + .+ an = am
*11
+X21+.-. ..... ,....+xml - b1
*12 + 02 h +x -
m2 = b
2
xln + Rppreemenesneens + X0 = bn
X =
CrixatCio%ot e *CXn*Co1%01 0% 00 oo o e ¥ Y on2 2 o o 2

EACULTAD Bi INGENIERIS
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En forma concisa tendremos: abreviado en la forma de un arreglo rectangular, como se mues:ire e continuaciént
Encontrar xij (i= 1,2,00.., m3 3 =1,2,...,n) de forma tal que se mi-
nimice: Destino
C.x.. = % 1 2 essssscscnnee N disponible
1371
sujeto a las restricciones: seasssnoes
. o 1 %3y ¥o o Xy &y
xij =a; (i =1,2,..,m) i
g ? yp Kpp eevevennnes Xy a,
Xip o ® b (3 = 1,2,,,,n) : . : “ . . .
Xij;;() para toda (i,3) B Fma Xpo v * X %
. . reque- bl b2 b
La causa de que este tipo de problemas sea factible a un tratamiento espe- rido n
cial es el hecho de que ajy ” 0 6 1 para toda (i,7). Toble B
ic1d i sario el introdu- .
Cuando la condicién (c) no se satisface, entonces es nece Las tables A y B se pueden combinar de tal forma que el renglén (i), eco-

cir un origen o un destino figurado segln sea el caso, para que tome el faltante -
y se satisfaga dicha condicién. lumne (j) muestre los velores de X5 7 de Cij' Lsf pues tendrenoss

A diferencia del problema de programacidén lineal comin, aqul tenemos que - Destino
si todas las a; Y todas las bj son enteros, debe existir una solucidn Bptima que - 1 2 n disponibie
1
1 x X [ I 4 a
consista Gnicamente de enteros. 11 c 12 c 1n o 1
secsceserosesss
Cuando se presenta un problema de este tipo, generalmente sblo se requiere 11 12 1n
o
i a. .l t
conocer los costos Cij y las cantidades a, vy b] las cuales se suelen pres?n ar en - . le x22 eeetrreessssne x2n a2
la siguiente forma: i €21 S R TTTTPRR c
Destino g 2 2n
1 2 Feeeeinn u Disponible - . : : : :
e M - - P L - .
1Cy Gy Cygees Cpp ay n ~ : : s -
1 X5 T XYY £ &,
r 2 c o C ..+ C a n
21 22 23 2n 2 C C seessersennas
5 nl 12 * Cun
4
e . . . . . :
requerido b b ersesasvescseel b
n m le Cm2 Cm3"' Cmn a 1 2 n
Requerido b b b b En cualquier ctepa del alLori{mo el cuadrado (i, j ) contiene cij ¥y
1 2 377" "n
o s .
xij { valor numérico actual esignsdo a Xy ) La ausencia de tel mimero implica
Tabla A. b s , s
que xij es no-bdsica y por lo tento de valor cero. Las verisbles bdsicas de valor

Una importante caracteristica de este problema es que el modelo puede ser



cero se muestran como ceros, { no como ausencias), Los cuadrcdos en la edtrema
derecha y en ls parte inferior conticnen los totales de los renglones o de las

colunnas respectivamente.

Cada rengldn y columa del arreslo represents una ecuacidn.
Especificanmuntes
n
Las ecuaciones renglén son: Zx{j = ai. (1i=1, 2,e0e5m)
ot
I=s ecucciones colwana sons 3_‘ xij = bj 13=1,2, esuayn)
[

Con objeto de que estas ecuaciones continuen siendo satisfechas deberios
nantener lo sume dc las =ntradas on cada rongldn y colurma igual 21 total del ren~
glén o columna correzpondicite ( oy 5 bj } que zparecen en los cuadrsdos & la ex—
trema dercche e inferiores-
Ejcmplo IV-l.-

Una compafifa d¢ motores ticme £ clicntes o los cuales les manda motorcs

desde 3 diferentcs elracenes, Les 5 o7

Lo se identificen como J, K, L, *, N
mientras que los 3 almacencs son P, 4, R. Lou costos de los alnmzcenes uon fdontd

4 .
cog de squl que los costos poerbinentes

Beati

da uno de los clicntes. La table de costos os como oipuer

— Destino =
J X L M W
o P 20 10 15 10 8
§ Q 15 30 5 12 14:
g R 18 15 20 7 19
n T

Los requerinmicntos de los olient.e son leg ecijulniteas

Jo— 100 unided: o

Ke~ 70 unidades Total 580 unidaies.

Lo= 140 unidadeo
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M.- 180 unidades

N.- 90 unidades

Unidades disponibles de los almacenes:

P.~ 200 unidades

Q.- 300 unidades Total 650 wunidades

R.- 150 unidades

Utilizando para este problema la forma general del modelo matemitico de

programacidn lineal tendremos:

Min 2 = 20 + 15 + + 8 +5 + 30 + 5 + 12 +
e XPJ + 1OXPK xPL 1OxPM XPN XQJ XQK XQL XQM
n
1 xQN + 18xRJ + 15xRK + QOXRL + 7xRM + 19xRN
Sujeto a:
Xyp + XJQ + Xip 7 100
Ryp + xKQ t Xep = 70
X = L
WP+ *Lo ¥ OFLr 10
Xyp + XMQ + MR T 180
Enp + XNQ + XNR T 90
X X Y 200
N R O I Y o))
xq ¥ o Y + + 300
Q QX g T Ry
-
XJR + Xy + XLR + v + R 150
- . .
Xij Z 0 para todas iy j

Para formular este problema como uno de transportes hacemos
Origen 1 = Almacén i (1=

Destino § = C(liente j (3

xij = Cantidad embarcada del almacén (i) al cliente ()
C.. = Costos unitarios asociados con x, .

1] 1]

a; = Unidades disponibles en el almacén 1

b. = Unidades requeridas por el clicnte ()



Nuestra tabla quederd zhore:

Dgsting
clicnte
ficticio
J K L M N Disponible
Nk N s S b 2o
10 15 10 8 o]
r 29
; 8 Ix x x x 300
S T ox w0 QM N
a 30 5 12 14 0
/5
/50
R | *®R R *Rt, R RN
/g 15 20 3 19 °
roquer<4 100 o o 180 90 650--580 650
rido 1

Nétese que S cg un cliente ficticio con objcto de satisfacer la condi-

cién (c)o

cusdrado (i, j). Cuzndo sc resuclve ¢l provlema oy
s s . , . :
sinbolo xij no ecparcec ni siquicra on le primera teble. hqui hemos introducido el

. .
simbolo comu uns ropresentrcidn de

En cste cjemplo intredujimos xij

pondicnitea

Ejcaplo IV-2.-

La companis LCE de

en la poerte superior izquicria del

su cambia por su wuler y ¢l

que en su luger debemos poner ¢l velor corres—

computedores ha entrenado 85 hombres para der ser=

vicic a sus computadoras y los ticne locelizandos en 1- siguiente formas

T€ tdericos de Puctle no pueden der sorvicio

Montcrrey = 20

Guadalajere ~ 13

Mex. D, F. - 36
Puebls - 16
Total 85

.. la nueva cruputado-
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ra X-540 debido a falta de entrenamiento.

Cuatro clientes llaman solicitando servicio:

Pérez necesita 12 técnicos

Lépez necesita 23 técnicos

Ramirez necesita

21 técnicos

Suirez necesita 29 técnicos

Total = 85 técnicos

Pérez y Lopez tienen instaladas computadoras X-540 y por lo tanto

no se les puede dar servicio desde Puebla.

Los costos variables conectados con

la asignacidn de los técnicos de las distintas localidades a los clientes son:

l Pérez Lopez Ramirez Sudrez |
Monterrecy 8 7 L 7
Guadalajara 10 3 6 8
México, D.T. 7 9 4 5
Plebla - - 8 6

Plantear el problema

como uno de programacidn lineal y luego como

uno de transporte, con objeto de determinar la asignacién éptima de técnicos a

los clientes que minimice el costo total.

Min 2

sujeto a:

8 +

HXMP + 7XML + uXMR + 7XMS + ‘IOXGP + 3xGL + GXGR + XGS
7XDP + 9xDL + HXDR + SXDS + BXPR + bxPS + MXPP + Mo
Xyp + Xap + Xop = 12

= 23
MLt %Lt FoL

= 2
Xop + xDR + Xpp 1
Xag + Xpg t Xpg = 29
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J

tenta a mano la Gran M puede no uscrse, pero es indispensable cuando le solucién

ey

151 X}E"XML’IMR‘*JSBf‘ZO

xp *Xa t ¥ T2 . ‘ utilize otros mediose
P N T L 0 £ SR et
Xpp * 1 * R * s < 36 ' . oh En el problema de transporto definimos las variebles bdsicas factibles
L Xpp * Xpy * Xpp * Xpg €16 b la A igual que lo hicimos antos con el problemn de programacién lineal general, sélo
X5 2 0 pere todes 1y e RE S i’ que aquf 1a solucién se efectda Girectemente en el arreglo rectangular que hemosgil
La tcble apropicda para el plentoamionto como problemn do tronsporters planteados it ™
sord s et e ad Vemos que enrf)roblom de transporte tenemos ( m*n ) ecunciones ( m orf
@ Destino ol P genes y n destinos )e Si empleamos el criterio desarrollado con anterioridad al cu-
P L R 5 Disponibles brir el problemn de programacién lineal general, deberfanos toner que nuestres so~
- e % € el
. Xvp L R s 20 » luciones bsicas fectibles no degeneredas deben contar con ( m*n ) varicbles mayo-
8 7 7
4‘ 4+ res que cero ( mrn entradas diferentes a cero en nuestro arregls rectongular )e Es~
x X : x 13 i
G GP GL oR GS te considerncidn resulte de la omisidn de una nueva restriccién con la cunl cone-
10 3 6 8 R . )
5 tamos ahora que es ¢ #7 “w C Y ki
36 : m
T T e O R - L S o =20 s "
7 9 4 5 ¢ (=1 =y
: b y como 3 B w3
x Yo 16 o n
P *rp P PR s emme e U - > Xy =y pare (1 =1, 2, see, m)
i . a0
M 1 8 [ ] Y n : i xij = bj pera ( J=1,2, eeepn )
requerido 12 23 (2L 29 85 . l tendremos $ L it
En cste cuso convienc notor que como los requerinmlentos son iguclos o o -“Hb
: i sz J
les disponibilidcdcs, no hizo folta introducir ninguna varicble fipurada (ode - Lt g
- 2'Eny EE Ny
holgure )e S L=y 33!

=X 3 pare § = n
Notarmos tombien que dos de los ceminos no pucden scr usados debido a

que ningin técnico pucde ser mondado de { P ) & (P ) oo (L),
de donde vemos quc une de les ( m*n ) ecuaciones pueds ser obtonidn de las ( men-l)
El pretleme de ceminos inuscbles puede hocerse que cjuste con nuestro
ecunciones restantes y nuestro conjunto de ecucciones es dependiente pues existe u-
problems. general consirerdndolos como coninos usebles, pero nsigndndoles un olto .
na relecidn lineal entre las ecuacionss.
costo ( Método de lo Gran M ) y reteniéndolos en la matriz. Si lo solucidn se in

De lo antorior vemos que una solucién bdsice foctible no degenerade dee



de contar con (mtn-1) entradas diferentes a cero en nuestro arreglo rectangular,
Definicidn IV-1.-

Un conjunto de entradas en un arreglo rectangular se dice que ocupan
"posiciones independientes" si es imposible formar circulos cerrados recorriendo
dichas entradas.

Las condiciones para que una solucidén bdsica factible no degenecrada -
exista son las siguientes:

1.- Que satisfaga las restricciones.

2.~ Lxactamente (m+n-1) entradas mayores que cero.

3.- Entradas en posiciones independientes (si no no es basica)
Solucidn Inicial.-

Habicndo encontrado la tabla inicial, el siguiente paso es el de deter
minar una solucidn bdsica Factible inicial. Para ésto se usa el Método de la Es-
quina Noroeste. (Nombre dado por Charnes y Cooper en 1953), mélodo tambi?n desa-
rrollado por Jeorge Dantzig.

Como candidata para la primera variable bidsica escéizse cualquier Xij
(generalmente Xll) vy higise su valor tan prande como las restriccicnes (rengldn y
columna) lo permitan, &sto es, haga:

X.. = min a. , b.
1] i i

Caso 1.-

51 a, & bj entonces o todas las demAs variables en el vengldn (1) se
les asigna el valor cero y serdn no bdsicas. Eliminese el renpldn (1) vy redlzcase
el valor de bi a (bj - ai) y procédase en forma similar para valuar una variable

en el arreglo rectangular reducido, compuesto de los (m-1) renglones y n columnas

restantes.
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Caso 2.-

(ai - bj ).

Si a.
i

la descrita en el caso 1.

Caso 3.-

Sia,
i

z bj entonces la columna (J) se elimina y a; se reemplaza por

Se procede con el arreglo rectangular reducido en forma similar a

= bj eliminese ya sea el renglén o la columna pero NO AMBOS. Sin

embargo si varias columnas pero solo un rengldn quedan en el arreglo reducido, -

entonces eliminese la columna (j).

En caso contrario, procédase al revés.

Continfie en esta forma, paso a paso, alejidndose de la esquina noroeste,

hasta que finalmente obtenga un valor para la celda sureste.

Esta regla selecciona tantas variables b&sicas como haya columnas mas

r glones menos uno (m*n - 1) debido a que en el paso final quedan un rengldn y

una columna los cuales son ambos eliminados.

(17)

(20)

Paso

Aplicando al métudo aunterior al ejemplo Iv-1

(2) (5) (11} (14)
J K L/ M N s (3) (&)
5 100(1)- 7 | 7o | 3007 e IR 3
- 20 L. 10 .-~ 15 10 g o) (123 (15)
4 4 N
110(10) " | 180(13) | 1006) 80 190 10
- 15 30,7 s| -7 el 14 G (21)
- I N
80(‘j)' 70(22) 180 70
R .
18 15 20 71 - \q ],’ u'
100 70 40 180 w0 7
139(9) eeae]

Los pasos seguidos

para la obtencidén de la asignacidn mostrada fueron:

Se traza la matriz 3 x 6 junto con los requisitos de renglones de




columnes y los costos apropisdose

Paso 2=

. G LY &

Ry & ywnulag

Paso

W b

Paso

0

Paco

§

: - s P
Escogemos Xy, = Xpy como primera variable basica

PRY+H

i

o o

Lavf min [a, bi] = min [ 200, 100] =

= ﬁl =100 (1)

Elinminamos le columnn 1 (2)

Reemploz.mos a, por ni = (E"i—bl) = (200-100)

3e-

Fx,=M )

Eliminomos le columnn 2  (5)

Recmplazemos &f por of = (af - b

ak-
bom

1 1 2

)

1 M

S

gl R

= 100810 (3
[ oﬂ‘.

b

Escogenos Xy, = Xpy como le. segunde Wwrrioble bﬁsicu

Min[l,b] min[lOO 7o]b 70

=(100-m) =30 (6

e

Escogemos x13 = ¥pp como 1a tercera veriable bzfsicumv

Min [a".b = uin [ 30, 140]=n;=3o k‘i‘ 2
> X3 =

30 (7

Eliuinenos el renglén 1 (8)

Roemplrz-mos by por b3’ = b3 ~al

5pm L}

Escogenos x

8 lI:Ln

Roemple.2acmos )
Gt
®

x

]

*23
Elinincnos le eoluwme 3 (11)

1

)

-

= ( 140-30 ) = 110

i

o

cono 1o cuerta vericble bdslen

nin [300, 110]
=110 (10)

por c.f —(n-b )

q..J
i3

4
|
f

e

i

1
3

(300-110)

£
S

=110

(14
o

€ [
=190 (12)
¢ 2

=100 (3) [co,so ]:“

L2
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nevg eot onke. Como comprobrcidrn deberemos tener que u3' = b6 > bl s

Pago e - 1 TSR Ty Tt x ) =

Escogemos x% = xQM como 1o quinta varicble bésica

S

, _ = Y :
Min [aé, b[;\ = nin (190, 180]=1v, = 180 et

x.,, = 180 (13)
> 2% wy and mbot ¢
Elimircmos lo eoluma 4 (14)

e
Reenplazemos £} por oy = ( al - bA ) = (190~180 ) =10 (15)
odoarer. <080 7. o . , T
Escogenos Xys = Xpy COmO 1r sextc verisble bdsica v
N T m_n[ 5 b5] = min [10, 90] = u;: 10 ttawurn soay Wb oo
~+m5 o e ; x25 =10 (16) v Lo Trery rayiowd

e e Elinincmos el rengldn 2 (17) o

Reorplnz: mos b5 por b = ( b ) =(90-10 ) =80 (18)
at. Paso 84= =1 " S FR R
Escogornos x3 5 = Xpy como 1z séptima vericblo bdsice
RN s =
. Min [aB, b} | = nin [-150, so] b =80
D %55 = 80 (19)

Elininaaos 1o columna 5 (20)

. Reenplezamos 8, por ui = (u3-b5' ) = ( 150-80)= 70 (21)

Prso 9.
oo
Solo queda X3 = Xpg Pere ser lc octove wverickle bésice

Ry~

D %y =70 (22)

Nucstre tebla rmuestra shora la solucidn bésica fretible iniciela

ol

It

Pore. obtener el costo de le solucidn bésice factible encontredn, multi=

plicemos ¢l valor de cade esignncién por su correspondiente costo unitorio y sume=

- e 21y L Lo

noss Lsi obtenomost
LYoo oo



Z=(20x100) + (10 x 70) + (15 x 30) + (5x 110) + (12 x 180) + (14 x 10) + (19 x 80)*+(70 x 0)
Z =7520
Podemos notar que nuestra solucién:
1) Satisface todos las restricciones (inherente en el método de solucién).

2) Tiene 8 entradas mayores que cero (esto esm +n -1 = 3%6 -1 = 8) incluyendo la
del destino figurado.

3) No existen cireulos cerrados (pues el método de solucién solo se mueve a la derecha
y abajo).

Tenemos pues que nuestra solucién intermedia es bésica factible no degenerada.

La dnica complicacién que puede surgir usando este método es que hagamos menos de (m*n-1)
entradas diferentes de cero {solucién degenerado) lo cual sucede cuando la cantidad disponi.
ble y la cantidod requerida en un paso dado se agoten simulténeamente. Este problema lo --
trataremos més adelante.

A pesar de que la Regla de ia Esquina Noroeste tiene la gran ventaja de ser extremadamente
sencilla, generalmente no suministra una solucién cercana a la 6ptima, razén por la cual se

han desarrollada otros métodos que proporcionan soluciones iniciales que requieren de un me
nor nimero de iteraciones para {legar a la 6ptima, si bien necesitan de un poco de esfuerzo.
Una de ellas es el Método de Aproximacién de Voguel .

Este método se basa en el uso de "diferencios" asociadas con coda renglén y columna de la
tabla de costos. Una "diferencia”, renglén 6 columna, se define como la diferencia aritmé
tica entre el elemento més pequefio y el siguiente més pequefio en ese renglén 6 columna.
Esta cantidad nos indica la penclidad unitaria minima en la que se incurriria si follamos en
hacer la asignacién a la celda con costo minimo en ese renglén o columna. De aqul que este
procedimiento, en forma repetitiva efectde la asignacién factible méxima en la celda de me-
nor costa del renglén o columna sobrante que tenga la mayor diferencia.

Debida o que una asignacién ya efectuada no es cambiada, el procedimiento termina tan pron
to como la oferta y la demando total se agotan.

Pro cedimiento de Solucién .~

1) Construya la tabla de costos y requerimientos y vaya al paso 3.

2) Use lo tabla de costos y requerimientos para el problema que queda después de que las
asignaciones previas (tanto ceros como positivas) han sido efectuadas.

3) Calawle cada diferencia renglén y diferencia columna.
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4) Seleccione el renglén 6 columna con la mayor diferencia (en los empates se escoge
cualquiera en formo arbitraria).

5) Asigne tanto como sea posible a la celda con menor costo en ese renglén 6 columna.

) Asigne ceros a todas los demés celda: de aquel renglén o columna en lo cual la ofer
ta o la demanda se agote.

7) Efectte la Gnica asignacién factible en todos aquellos renglones 6 columnas que ya
solo tengan una celda sin asignacién.

8) Elimine todos aquellos renglones 6 columnas totalmente asignados y ya no los tome en
cuenta en los iteraciones posteriores. Si ya no existen renglones 6 columnas sin asig

naciones, pare, pues ha ferminado. En caso contrario vaya al paso 2.

Aplicando el Método de Aproximacién de Voguel al Ejemplo V-1 tendrfamos:

J K L MNS LK M ON S
20 10 15° 108 0 | 200 8 |20 10 10 8 0°] 200 8
140

1580 SN2 140|300 5 o g5 30 12 14 070 160 ([De—
18 15 20° 719 0 150 7 g |18 15 719 0° 50 7
100 70 140 18090 70 100 70 180 90 70

3 5 @ 3 6 0 3 5 3 6 0

J K M N 3K M N
20 10 10 8] 200 2 P [20 10910 8 200 2

15 30 12 4] 90 2 Q |15 30° 12 14 %0 2

1> 30 te 1%
150 @ 10 70 30 90

‘18" 15° 7150

100 70 180 90 5 Q) 2 6

35 3 6 !

M ON 1M

20 10 8% 130 2 20101030 40 (-
15 12.14° | 90 150020 1 0 3
100 30 90 100 30

52? 5 2



Cabe aclarar que con préctica todos los pasos se pueden hacer en la misma tablo.

Los pasos anteriores nos dan la siguiente solucién:

J K L M N S
10 70 Bo 190 200
20 |710) 15 1017 8 0
%0 140 70 300
15 30 5 12 14 0 C = 5020
.. —_ .= ;W«_.‘.__+ SO S
150 50
1 s 15 20 " 7 19 o| |
100 70 mo 180 90 70

Vemos que 5020 < 7520 (Método de la Esquina Noroeste).

Lo optimalidad ol iguol que antes se puede investigar examinando la funcién objetiva para
buscar valores negativos de c‘ii, estando ésta en funcién solamente de variables no bésicas.
Tenemos:

m n
Min Z = Le
in g s xii Gij

—_

Su jeto a:
n

xi=ep (<1,2,3,...,m)
=

m
b xi5=b; (=1,2,3,...,n)

x. (i=1,2,...,m

x.. (=1,2,...,n)

miltiplos de estas ecuaciones, conteniendo la variable bésica correspondiente con coeficien
te unitario, se pueden sumar o restar a la funcién abjetiva para eliminar los variables bési-
cas de ella. Lamemos u; 1=1,2, ..., m) ol maltiplo de la ecuacisn renglén () y vi = - -
(1=1,2,...,n) ol méltiplo de lo ecuacién columna (j). !

87

Tenemos pues:

)
i

i=1 i

- n m n
I* s 5 Gtz oy ("i'Z] xii)+'£‘ Vi(bi'%x
= i= = =

m n

Z= s = U = vl s L+ .
_Z Z (C,, i V') Xjj 2_'1 v 9 z vi b'

i= i=1

y para ob tener coeficientes de cero para las variables bésicas en Z deberemos tener:
=y +
Csmurty

para cada variable bésica x ¢
Como el ndmero u;s' més el nomero de v: 's = (m * n) y solo tenemos (m+1-1) variables ~
bésicas, una de las u; 6 v; puede tomar un valar arbitrario {p. ej. Cero). Para ahorrar ~
trabajo se escoge el renglt‘Sn a columna que contenga mds variables bésicas.

En nuestra ejemplo (marcando los celdas bésicas con diagonales punteadas) tendremos:
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Tabla (A) : ‘ a0 donvere T .pidot peim .. Gij Y-y 20 pare toda (i, j ) . i
J K L M N s b4 é .
- ; ¢ . Gijzui+vj parc tode ( i, § ) ™ soroq o
100 -~ 70 7130 - 200 P . .
? Pid Jid Pie or otrc lado, si para elgune sy + :
e 20 s 1017 25 10 8 0 [Vl & .
4 ] ct <o . .
"a 10,7 | 180°| 10,7 300 . . , st s 1
K > s . H bR o
15 30 .7 5 a2 Ly, 0 ac it 63 decir sis : 2 :
"7 2 Yenstdo gy
R 89" 7,0/ 150 : v ' Cst < u v v,
18 1% 2% 71,719 L7 0 =5 { ertoncss ¢g posible el obtener unn rueva solucidn bésica que disminuyn el wvalor de
100 70 140 186 90 70 7y oumentando ¢l velor do 1a warizcblc no bfsica X .Si owisten vories C!. <€ O
20 o w2l oy 5 S vrhwmeg st 1
3e escogsrd como le veriable cnirante & aquella que corresponds o la cesilla con el -
- ~ 16
- 3 dd menoy walo: du € 1 .<0 ( debide o que serd esta wericble le que peroco inere.entar
. il !
Escogemos el rengldn uno como la ecuacidn redundante y hacemos u =0 2i wnlor de Z nds rd‘pidnment%. Expresando de otra forma tendremos ques
con lo cual inmediatemente obtenemos (recordando que C__ = u, + v_) v. = 20, v,n3 . _
\ rs 1 s’ "1 2 x =X \
. (¢} st Ty
= 10 = 185, - 3
' Vs Lonng X serd aquelle varioble pors 1 que
= = = = - . v ’ ar =0 - - = 3 . -y, - L4
Como Cpy = Cop = 5y vy = 15 u, 10 ‘ e (11;1:‘,31 [( Gy Uy =Yy ) 0]
Como C,, =C. . =12 yu, = -10 v, = 22 : "
24 M 2 4 = 1.<0
¢ (B9 i .
ComoC25=CN=1l+yu2=-20 v5=2u - R
¢ Encerranos c;t on un circulo pere indicer que es el cupdro correspondien
ComoC35=CRN=19yv5= 24 u3=-5 N i
. e a xe )
Como C36 = CRs = 0y uy = - S Ve * 5 (n 3;,
o Tabla B o
Una vez que todas las u;, y vj se han c¢alculado, estamos en posibilidad N
! " - \ po.
de aplicar el criterio Simplex de optimalidad. Para &sto obtenemos el valor de K L H N S
C.'ij para todas aquellas celdas correspondientes a las variables no b&sicas xij' P g ,/' //' ~12 ~15 -5 | 200
P -~ - v
. 8 o
anotando el valor obtenido en la parte superior derecha de la casilla correspon- e Z z v 10 - -
diente. £1 0 30 ot i L, 5 |300 i
x PR . : : G , s .
tr t : ‘ s N
Nuestra solucidn serd Sptima si . i 5 30 K // // 0 -10
] > . . ’ ’
Ciy = 0 para toda (i, j) ‘ 3fm: 200 @l 0| s} A1s0
2 7 4
5 /
es decir si: ‘ i 18 5 20 7 ol 4 - o
109 70 140 180 20 70
20 10 15 22 A

o ~12X,, - 10X, - 5X,,+ 5Xgy +36 X, + 5Ty, $ 12y, +D Xy H102,, ~16 X g,

E18




t =
Como CP =C

[ (i 5 2
N 15 16 < Cij para toda (i,j), esta celda serd la corres

pondiente a la variable basica entrante y X, ® Xyge

Debe notarse que el trabajo efectuado sobre la tabla (B) puede efectuar
se directamente sobre la tabla (A), aqui no se hizo sdlo por hacer mis claro el --
procedimiento.

La variable saliente se determina en la misma forma que en el problema

de Prog. Lin. Gral., es decir, primero cuando el valor de X, se incrementa. Con -

este objeto introducimos el simbolo +© en el cuadrado (s, t) para indicar que un

valor llamado & se le asignard a la variable no bisica X, = X, con objeto de con

t e

vertirla en bdsica. A continuacidn suponemos que x

st

te las entradas bisicas con objeto de seguir cumpliendo las restricciones.

este objeto pondremos + ¢ en algunas variables bisicas y - @en otras y nada en las

restantes.

Conviene hacer notar que cuando hacemos x = © habremos introducido con
e

&sto una entrada no independiente, ya que ahora existird un circulo cerrado que par

te de X, v regresa a X_. Las entradas por las cuales pasa dicho circulo seran las
que se veran afectadas por un + & & un - © segiin sea el caso, con objeto de mante-

ner la validez de las restricciones.

Aplicando lo anterior a nuestro ejemplo, obtendremos:

R . 5
B e
. + ~
} (4‘\’ +€ (1) 200
15 10 8 0
- S
““roo 0 {10-8, 7
o, 9.0 300
S A R 0
go -l 0 7150
- ~
P P
20 7 1.7 19,7 0
|60 90 70

= By se ajustan simb6licamen

Para -
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Peso le- Introducinos # @ en 1la celde { 1, 5) correspondicnte e 1ln variable x,

Paso 2.~ Vonos que le restriccidn n de 1z coluina 5 ya no se satisfrcc por lo tan-
to ponemos = Hen (2, 5) [si 1z hocenos en (3, 5) cntonces ya no pode-
nos gormar un cfrculo d¢ cntredrs bfsices que regresc o le cclda (1,52]

Pnso 3.~ Como ln restriceiln Q ya no se satisfacc, poncnos +# 8 en (2, 3) [si 1
haccmos en { 2, 4) no podremos former wn cireulo de entrodes bésicrs que
regrese o 1e ccldn (1, Sﬂ.

Paso 4.~ Como le restriccidén L ya no sc satisface poncmus — 8 en (1, 3) con lo
cucl hemos cerredo ¢l efrculo y termincla de poncer 8 's.

Tanmbien aquf debe notarse que ¢l trobrjo efccturdo sobre 1 teble (C)
pudo haberse cfectundo sobre 1o tebls (L), Nuovencntc sc separd pers hrcer nfs
claro el cjcmplo.

Uno vez que todes lcs @ se han puesto, reenplezones @ por cquel velor
que hage ccro primero alguncs de les vericbles bdsices. Esto cs, @ toma el vwelor
x correspondicnte al valoer nenor de las voriables bdgicas ¢ lag cucles se les

qm

adjudicé-@ dc forme tol que Xon ™ @ sc hoga ceroe hsi pues X 0T Xgo

Usando ¢l valor de B as{ detcrninedo, todas lns varicbles bésices sc
rccomputan pare obtener la nueva solucidn bdsicas

So rcpite €l ciclo cuantas voces Seo neccescrine

Es inmportento hacor notar que si estemos minimizendo ¢l valor de 2. su

valer deberd

disminuir en coadn iteracidn ( o mantonerse igucl en crso L degenerc-
cidn ). Si por clgdn motivo aumentrre de weler, esto cs un indicio dec que henos
conotido un crror.

En nuestro ejemplo tcnenos que cquellas entradns bdsizes o los cucles

les asignenos - @ fuerons
30-~0
10 - @

celda (1, 3)
celde (2, 5)



venos por lo tanto que xs =x = x25 Y quo @ = 10 . Sustituyendo ol vnlor dec ®

on nuestra tebla obtcnenoss

ot g
olveion J K 1 M )‘ a
00, -7 .~f=0 .- 10 _-° 200
P // - Id Ve
L7 217 10 |-715 1d--8 0
120 ~“J180 .7 300
Q g -
15 301,75 |.” 12 1 0
R /// 70/ - 150
18 15 20 71719 )
100 70 140 180 0 70
Tebla (D)

2 = (100 x 20)+(70 x 10)+{20 x 15)+ (10 x 8)+(120 x 5)+(180 x 12)+(80 x 19)s

+{70 x 0) = 7360,

Enpozendo nuevamente ol ciclo obterdrenoss

J K L M N S ]
w0 7170 71 20-8-7 =12 po+8 - 11 {200
Pl.70 )10 7T s 10,778 0 0
5 0 | 12000~ 180-/9" 16 21 {300
-~
S 15 L7 5 |7 12 U 0 «10
R -13 -6 4 |+D [Z€8c-6- {10 . 150
7’
18 15 20 .- 19 [.7 o0 1
100 70 140 180 90 70
20 10 15 22 8 11
Tabla (E)
: . ! . B
Gono 034 2% < Cij pare tuda (i, j) cntoncedt
134 = xm = xo

51 introducir @en 1o cclda ( 3,4) y formar el efremlo tendremos que

las entrazdas bfsicas a lns cunles se les asignn = @ sons

20 -8 celdn (2, 3)
180 - @ cclda (2, 4)
80 ~ 8 celda (3, 5)

90

Verios pucs ques

v ques

Substituycido ¢l velor de¢ @ sbtencnos 1o tabla (F).

3a. 8olucitne 7 K 1 r N a
100-¢- 7] 70 . 26 Y, |30 -~ |2
P <2l - 10 15 w| - 8 ¢ o
+p @ ARV 160-9 -1 -5 | 30C
4 15 x].7 sl -7 12 14 o 16
0 -13 -4 20| 2vpTHeomg, 7| 70 “J1s0
18 15 20l -7 7| .719 -6 11
10C 70 145 18C 95 70
20 10 -11 -4 8 a1

TARLA F
2= (100 x 20)% (7¢ x 10)+ (30 x 8)+ (140 x 5)+ (160 x 12)+(2C x 7)» (60 x 19)+ (70 x ©

26840
T
g =6
xs:x35

srosiguicnlo en 1o ndsne forma, obtendremos la sclucidén Sptine 1 1le-

gor o la 7ae solucidn 1a cusl serd ( table G ).

):



th

Tgble G 2 = 7220
J K L M N ]
© 547 7 w0473 7 teo  _-T10 - 200 J K L M N s
2t -7 10 151 -"1c).-7 &l .7 o 0 10 -7 -0~ +8 180
- e - - L~ P . . - 2 G // 15 1" E N
q | ¢, - 2cf{ 140 -~ 2 6féc 71 300 . 2007 16], C ) 0
pd Phe , —_ iale]
<15 30 - 5 12 Ui-7 o o q 11(10/9 ;O -7} 10 /9/ 3nC
R 6 8 18 {15¢ - A 3| 150 15 301 ~ 50,7 12{,7 ML 0
16 15 20| -7 7 19 0 -3 R 8 T . 150
100 70 140 18C 90 o T 18 15 20 72{.- 19,-7 =
15 10 5 10 8 o / 100 70 120 180 90 70

do Jonde venos que x cstdn enprtedes pare dejer la bosce Sclecciononos or—

x

| 137 %25

2= (70 % 10) + (30 x 10) + (90 x 8) + (10 x 0) + (100 x 15) + (140 x 5) + (60 % 0) + bitrariemente une de olles ( x__ ¢n nuestro crso) y o I no sclcceionnda (113)’
) 25 i ’

(150x 7) = 4970. pere indienr que sige sicndo bfsicn, le esignemos un valor (€) infinitesincl y cs-

Vemos que esta solucidn es &ptima debido a que C!.7 0 para toda (i, j). . ., )

1 ta variable sc manipule cono cuslquier otra afijncidn con 1 salvednd e ques

Degeneracién en el Problema de Transporte.- tsitd>C
. t+ £ . o &si pues obtcnencs
Una solucidén degenerada en el problema de transporte se reconoce en que EsiT=0
J K L M N S
los valores de una o mids de las asignaciones en nuestra tabla son cero.
> woe sl ,-1€6-9 12110+ D - 11 10
Supongamos el ejemplo anterior sdlo que variando la 1°disponibilidad de b P 20 L7 1c /_/’,15 10 /xlg 0 o
200 a 180 y el tercer requerimiento de 140 a 120. 5 3C 12019” IRC-}9/ 16 21 {320
I ) Q 15 X7 57 12 1 0 -10
Nuestra solucibdn_inicial serd: _ 2 — -
T K L M N s R -13 -6 -6 |+ ~26 80/—/0 70 //’ 150
RPN ER Pt 180 18 15 20 77 19 L7 0o 11
- - ~ ~
7 27 wLo 15 10 2 0 10 7C 12¢C 180 96 7C
e
Q e -7l 71 - 35 20 10 15 22 8 ~11
-
-~ -
0y - . 12 - 0 .
15 3 5 o7 Lk _ 7 = U
R 8c - 70 - 150
e
- - X =X
18 15 20 71 - 19 |- C ° 34,
1¢0 70 120 18C 9C 7c X =X
s 13
como no hemos modificado los costos, nuestros Cij deberdn ser los mismos que en el g =&

ejemplo anterior y la celda (1,5) corresponderd a la variable de entrada, con lo

que obtenemos:



J K L M N s
plcc T o w7 180
7 20| -7 10 15 w|,-" 8 o
Q 120 7J18Cc 300
- ~
15 0 " 5.7 12 1, o
R & _oren P K 15T
18 15 200.7 7 T 7 e
100 70 120 180 90 70
2 = 7060

8e procede igual que en el caso no degenerado hasta llegar a la solu
cidén Sptima.

Siﬁ; no hubiese quedado eliminada durante las iteraciones intermedias
y apareciera en la solucidn dptima, simplemente eliminamos la F>que aparezca en
ésta, asignandole aesa variable bisica un valor de cero.

PROBLEMA DE LA ASIGNACION. -

Existen casos especiales del problema de transporte los cuales pre-
sentan ventajas de computacidn adicionales sobre &ste, razdn por la cual se han
desarrollado métodos especiales de c@lculo para estos casos. Una de las situa-
ciones mas comunes es aquella que se conoce como "Problema de la Asignacidn" el
cual es el caso mas sencillo de todos los problemas de programacidn lineal.

El problema de las asignaciones es un caso especial del modelo de tran
portacidn en el que existe una matriz cuadrada (m=n), con cada una de las restric
ciones de disponibilidad y cada uno de los requerimientos ipuales a la unidad
(ai =1y bj = 1 para toda i y j)

Un problema tipico es aquel de asignar personas a diferentes trabajos
en donde tenemos tantos trabajos como personas y cada persona debe asignarse a
solo un trabajo.

A una persona i se le asigna el trabajo j con un costo Cij'

En el caso anterior.
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1 si la persona i efectdn el trebojo §

(1) esenss 4
0

si no

El protlena consiste cn dcterninar comc sc debe realizer la asignacidn
con objeto dc mininizor la suna de todos los productos C | x_j ( costos)

ij i

En nucstro nodclo netendtico de progremacidn linenl, debido o que cada
persona sc le puede esigner solo un trebeajo, tendremos que s
n
S e, -1
S 1
y debido que r cade trebrjo sc lc asigne solo unc peBscena

W
Sx.=1
[} 1J
El -bjctivo del problenr doc asignncifn es el de escoger xij quc satisfa-

(2)eeee (1i=1, 2, ees, n)

(3)enee (3=1, 2, eeey, n)

ga (1) (2) y (3) en tal forma que el costoc total
W w
2= Zcij X,

scr nininizado, Lse 0%

1n eondiciin (1) hree on ocasi-ncs que el problenn
cil de resolver, decbido o que cst condicidn asigna o xiJ un rongo desconectado
conpucsto lc v-lores ldiscretos,
Ejcaplo IV~3,-

Une compefife tione 4 ndquincs y 4 trobejos pere hocers & coude nfquine
lc tomorfa un dfa hecer cunlquiern e tos trobajos 3 Cufl es 1o mejor asignecidn

do los trabzjos a los nfquines suponicndo que los costos de ejecutar ccde uno de

los trabajos en cele néquina son los siguientes ? ( metriz de efectividad)s

TI T2 T3 T4
Ml 10 16 12 8
M2 8 12 15 12
M3 15 13 13 pa i
“ﬂ 12 15 10 7
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Venos que si intentonns resolver ol problenn utilizinde nucstro nodclo Teorema IV-1.-
generel de progranccidn linenl sbtendrciss un nodelo cuye metriz de cocficiontes Si en un problema de asignacién sumamos o restamos una constante a ca
©S CNOTTCe da elemento de un rengldn(o columna) en la matriz de efectividad, entonces una -
xll-’xl2*x130xlA =1 asignacidn que hace minima la efectividad total en una matriz también minimizevd
x21+x22+x230x2A =1 la efectividad total de la otra matriz.
x31+x32+x330x34 =1 Demostracidén Intuitiva:
x41+x42’x43‘xAA =1 Si restamos A unidades de cada elemento del rengldn (i) tendremos que
X9 -+ Xy 4.x31 4—x41 =1 como cada solucidn posible debe tener exactamente una asignacidn en el rengldn
+x12 ¢x22 +X32 +X42 =1 (i), el costo total para la nueva matriz serd siempre exactamente A unidades me-
*xlB *x23 +X53 +x43 =1 nor que el que hubiésemos obtenido con la matriz original. De aqui que la solu-
+xl4 Yo ‘XBA +x44 =L cidn que minimice el costo total para una matriz deberi también minimizar el --
Tucde deducirsc que 1- natriz de coeficicnte crecerd adn mfs curndo €l costo total para la otra.
problens crece, Utilizando el teorema anterior podemos transformar nuestra matriz ori

53 intertrass rosolverls usands ol madelo de tronsporte obtendremoss ginal de costos en una que consista de elementos positivos o nulos. Una solucidn

T T T T Sptima consistird en hacer las asignaciones a los elementos con valor a cero.
1 2 3 4 P en
- 1 4/, tEd 1 El procedimiento de solucidn estriba precisamente en obtener una matriz
lll rd y p
s 10 716 12 8 .
modificada como la mencionada.
N 1 - 1
2 g |, 7 12 15 12 Definicidn IV-2.-
I 4 . . . . . . P
M 4 1 , 1 Un conjunto de ceros se dice independiente si no existen dos (& mas)
15,7 13,713] 1 . . . . .
Vi ] ceros del conjunto considerado en la misma columna ¢ en el mismo rengidn.
o]
B 1 ’
4 12 15 // 17 P4 7 La técnica de solucidn consiste en reducir la matriz de costos hasta
} 1 1 1 3 4 encontrar un conjunto de n ceros independientes uno en cada rengldn y en cada
s ! SETL N il «1: @ otal SIS Y ao icTn ~ i o i ] . . - . . - - .
Utilizends cste nébodo s probeble quo se reguicrmn muches iternciones columna. Este conjunto (no necesariamente Gnico) proporciona una solucidn &ptima

pars 1llegrr o 1a solucidr Sptime v no eonviene intentorls Zebids a que oxiste otro

para el problema de asignacién considerado.

procedizicnts nds scneill s,
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frocedinionto Sistcnaticoe= ‘ . o8l sl . 7 7
T T
Pogo le— : Py e ssc 1 2 3 4 ;
v My 2 6 2 o
L todos los olcnentos del ronglén (i) se les resta ¢l clencnto nds peque- W 5 3 P 3 as
. . 4 2
fio de dicho renglén, : E+H . N B PRI CARTRABE "
M3 4 o] o] 0 H
En nucstro cjenplo oscogemos ol mimoro nds poquefio del primer rengldn 24 " 5 2 1 -
o
¥ 1o restanos de cede uno de Jos clementcs de dicho renglén. El rosultedo ost il —i
Tl T2 '_[‘3 T4 EE VT ] -Notemos que en tanto nuestra matriz consiste de elementos positivos o
-ighnes 2 8 4 0 - widiaon 0y ceros, la efectividad total no puede ser negativa para ninguna asignacién. En
. MI , . . consecuencia, si podemos escoger una asignacidn que tenga un total de cero, no
Mo y 3 P 15 12 g seos fe {1} s
I2 puede haber asignacidn aiguna con un total menor.
iles gL - 1 oac “up IO )
Mj 15 13 13 n Dada una matriz con algunos ceros y todos sus elementos no negativos
PO : RIRYIA i . . ia Al
M4 12 15 1C 7 " ¢ cdmo buscamos la asignacidn maxima entre los ceros ?
@ e oot ST T :
Suponganos chora que hemos asignado un trabajo « codr nfquinn; cunlquio= Paso 3.- ~ " e et -

A) Examine los renglones sucesivamente hasta que se encuentre uno de
ro que sea le esignacidn que heyenos hocho, el costo de la nison eon 1z nuown mo- ) € i R
v nh ety ellos que tenga exactamente un cero no marcado. Mirguelo con un cuadrito ( Q)
Lt v ———— —

triz sord $8.C0 menor que con 1o ma ) c )
ge. au 1c matriz entericr. ya que ahi se efectuard una asignacidn. Marque con una X todos los otros ceros
Procedonos ahora o rostar cl clemonto mfninmo on cada rongldn rostante @ en la misma columna para indicar que no se puedeg usar para hacer otras asigna v
de todos los olomiutos de su ren;;ldn para obtuner s ) clones. ' ‘ ! ‘
- . L B) Examinese a continuacidn las columnas para encontrar ceros no mar-
T T T T RST AT MR _—
1 2 3 4 ' cados (uno exactamente) los que se marcardn con un cuadrito ( TJ ) y tawbién
MI 2 8 4 0 se marcardn con una X todos los demds ceros no marcados en el rengldn correspon
M2 0 i 7 2 P  sf - diente. [
rable.. o e C) Repitanse (a) y (b) sucesivamente hasta que una de dos situaciones
M 4 2 2 0
3 ocurra:
i wogh Coan : . [ !
MA 5 8 3 o] " A) Ya no hay ceros sin marcar i f
R ECE AL Bt {4 ivw B) Los ceros que quedan sin marcar son cuando menos dos en

£aBo 2p=
. : cada rengldn o columna. ey
51 o#n no henos obtonido une netriz que posea cuendo onos un €ero en -

N 2 . . Si lo que resulta es el caso (A) tenemos una asignacién méxima (que pue
code rengldn y cuondo penos un cero cn eads columna procedcmos o rostar ol clomem

to nfnino en ceds columna que adn no tonga ceros do cade uno de los olemcntos do

¢sa colurma, obtenonos asfs



de no ser completa), Si resulta el caso (B) podemos usar el ingenio y/o tanteos

para localizar una asignacibn mdxima.

Sea una asignacién maxima obtenida de la situacidn (A) o a partir de
la situacidn (B) podemos decir que si se tiene una asignacidn en cada rengldén es-
ta asignacidn maxima es una solucidn completa del problema original (Caso I) y he

nos enfrentamos con

mos terminado. Si no se tiene una asignacidn en cada renglén,

el problema de modificar la matriz de efectividad mediante sumas o restas, (caso

11). Vaya al paso 4
Volviendo a nuestro ejemplo:
Ti 12 T3 TH
. (1)
M 2 6 2 9 (1) por (a)
M, ,TG](?) 2 5 4 (2) por (a)
3 3 1 (3) por (b)
M, 4 79( ) D( ) (( ) P
(1)
[ 1 .
Mu 5 £

Vemos que tenemos la situacidn (A) que cae dentro del caso Il y lo
dejamos pendiente hasta que veamos el paso .
Ejemplo IV.- 4

Supongamos que tenemos la siguiente matriz de efectividad a la cual

ya le han sido aplicados los pasos uno y dos y se le desea aplicar el paso tres

ler. paso por (a) 20. pasoc por (a)
7 0 5 n 3 7 M 5 b 3 790 5 4 3
o 0 3 8 6 o K 3 8 &6 W oW 3 8 6
0 6 0 3 0 o 6 0 3 0 ¥ 6 0 3 0
o 1 0o 7 0 o 1 6 7 3 Vg1 s 70
» 3 0 0 0 v o3 0 ) ! 3 »0
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3% paso por (b) Loe pesofcaso B)tanteos finnl(asignacidn ndxine y completa)
TS 403 710)5 4 3 75 4 3
Glx 3 8 6 Ec]r(ase 0] 3 8 6
X 6 C 30 ¥ 6@ 3 X X 6 [ 3 %
X¥1cCc7c¢ X1 &7 0 X170
4 3 X[0) ¥ 43 XX 4 3 X[ %
Notae =~
2) Es posible que exista nfs de una as:gnauo?\ néxinne
b) No c¢s hecusario cscribir repctidementc la natriz. Pueden hacerse tow
dos los pascs cn la nisnce
raso 4e~

Este paso solo es necesario cumdo llegenos ¢l easo IT del peso 3 de-

bido o que cntonees henos 1legedo a una asignecidn nfxina ( obtenide de la situa~

cidn (L) o a pertir de 1o situncidn (B) ) 1z cucl no constituye una solucidn con—

pletae Parn agrogor ccros adicionalcs se usan las siguientes reglass

Enpeczando con la asignacidn ndxine obtenida

n) Se marcan todos los renglones en los que no se hn hecho unn esig-

nocidne
b) sc marcan las columnas queno han sido marcnizs y que ticnen com
ros ( asignados o no ) en los renglones narcadose

¢) Sc marcan los renglones que adn no estdn mereados y qiic ticnen
asignaciones cn los columnes mercadese

d)} S¢ repiten los pesos  (b)y(e) hasta que termina la cadene de

LATcoSe
¢) Sc trezan 1fnces a través du tedos los renglones ng mercados y
dobercnos obtenor tentas 1fncas

o travds de todes las colunnes narcednse ( corle a-

sipnncisncs tenfanos.)
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£} Sc oxaninon los elenentos que no tienen una 1fnea que pase por M(1) M(2) M(3)
¢llos y sc resta cl menor do ellos de todos los clementos de lo matriz que no tio- A 10 16 1
new une fnee que pase por cllose. S¢ swus adends este clemento a cade uno de los B g 15 15
localizedosen lo intersceeidn de dos 1lineas Sc dejen los clementos sobranice 7. c 15 _ 13
la motriz sin cembio. Olvide las osignociones anterizres y wuclve al paso 3. b 1o 15 _

Lplicondo lo enterior al ejcaplo que dejemos pondiente
Se requiere asignar los trabajos a las mdauinas de tal forma que el costo

T T T T
1 2 3 4 Pay (e total -
total sea minimo,
'y 2 6 2 (0]e{3)por(c) 2 6 2 W«
M &l 2 5 4 Hol—a——5 4! por(c) Solucidn.-
2
/ 4,—{-}3 oS or(e)
O L T AT porle) W) M(2) M3 () MO M) M(3) M(F)
MA 5 6 1 &|e(1)porfa) 5 6 1 e
% (2)por(b) 4 A 10 16 12 0 A 2 " 0 0
apor(f) B 8 12 15 0 B 0 0 3 0
1* 5% 1¥ 1 ) 1 H_T} (1)por{a) C 15 M 13 0 c 7 M 1 0
2
o . C ¢
6—2——~5—* Yzl‘jmwNZb({inIc)i- 2 9 ;3) 5 (2)P01'("1? D 12 15 M 0 D 4 3 M 0
; ~ I RN Snov'j 4 [5} “3) 1(1) (3 por(a;
i 10518 :
PASEEE S 4 5 o7 | ()por{a) i
s . M(1 M(2 M(3 M M(1 M( M(3 r
Veaos que henos obtenido unc asignacidn méxing y completas () 2 3 (F) ’—*( ) 2) 3y ™D
. o]
c*ze v 8+ 13+ 10 A 2 L jol ( A 2 4 o 1
= 39 B j@ A4 3 B 0 0 3 1
EJEMPLO 1V-(a).- ¢ ! " ! [] - ¢ b " 0 0
En una fédbrica de aparatos eléctricos se tienen 3 mfiquinas, 2 de D 4 3 M )( - D 3 2 M 0
las cuales pueden realizar tres trabajos diferentes (uno a la vez) y una cuatro. i v
La miquina 1 puede emplearse para los trabajos: A, B, C y D, la 2 para los traba (1) M(2) M(3) () M(1) Me2) M(3) M(F)
jos:A, By Dy la 3 para los trabajos: A, B y C. Debido a diferencias en las mi- A 2 4 E] - A @ 2 X 1
quinas y en la habilidad de sus operarios, los costos de realizar &stas tareas B B \/.ﬂ\/ B X @ 5 3
varian de acuerdo con la miquina. Estos se presentan en la siguiente tabla: c 6 M )< [ -« C 4 M @ X
D 3 2 ! M |- D 1 b4 M o]

¢"= 10 + 12 4+ 13 + 0 = 35
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4 — Para el siguiente problema de transporte; ;los elementos I (1,1}, (1,4),
2,n, 2,9, 3,3, (5,4, (3,5)} forman un conjunto bisico?

2 - considere que wn problema de transporte ticne la siguicnte tzbla de

requerimientas y costos:

Nestino J
1 2 Disponibilidad 1 1 2 3 4 5 a
PSS i i —_ R TR S
1 1 6 4 2 1 9 16 4 11 19 8
a 2 8 6 8 12 8 10
S 2 8 5 4
FESR e S 3 1 12 3 23 6 30
Neranda 3 3 b. 3 W”~4_ o 9“_‘ é ‘27 I
]
a) En caso afimmativo encuentre la selucifn corcenpordiente, Tnician-
a) Resuelva este problema por el método Simplex aplicado al transpor- do con esta solucidn encwntre tolas las solucionss alterna*ivas -
te. Gptines del probleic.
b} Reformule este problema como un problema general de progranacién - b) Si a, camhia a 30 + § y b* cartic a 8+ 8, enwnentre ¢l rann de -
3 - ~ - J R <
Tincal y resuelva por el método Simplex. valores de 6 para los qu: la solucién @ptime epcontroda siyee ---
sicndo Bptima,
c) Volvier's 21 probler s origingl (con & = 0}, ercuentre €l rm 0 de
3~ Tres refinerias disponen del gas requerido para ahastecer 4 ciudades. valores pare CIZ para los qic la prircera solucidn bisicy factible

. . Sptira sigue sicndn Optina, ¢Cuil serd la solvcidn ptinin cusinlo
Tos datos se dan a continuacidn: ) L
C12 ceithia a 27

Cindad Gas disponible d) Volviendo al problenz coriginal (coné: 0y C]Z = 160) envint
- 1 2 7 4 L ) rango de valores de C'SR para los que la solucidn iuicial b
(; - - X - ; . I R — fz?ctib]e ohtenida sigue siendo Gptima, ;Cuil seri una solucidn 6p
; tima cuando CSR ca hia a 207
n 2 6 4 3 6 10 .
¢
. 3 9 6 4 8 6
N o B
Requeririentos 5 3 8 4
)

Netermine la pelitica éptima para efectuar el transporte.
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27 Use los elesentos: { (1,4), (2,3), (2,4), (3,2), (3,5, (4,1), (4,2),

f4,3)} como solucibn inicial tdsica para 6 = 0 y resuelva el problema:

2 k] 4 5 a
1 W 11 4| 3
17 9 10 5 | 15

3 7 18 o | 14
1313 157 | o0
ovs 14 7 9

3) 7 ;Para qué rango de valores de § la solucidn bisica Sptima obtenida con

tinfa siendo &ptima?,

/. ~ Y - . -
& Censidere el prohlema de transporte tenlendo la siguiente tabla de -

reqaerimicntos y costos.

Destino
1 2 3 4 5 Disponibilidad
0 1 8 6 3 7 5 20
o2 5 M 8 4 7 30
g3 6 3 ) 6 8 30
MY o 0 0 0 0 20
Do*manda 25 25 20 10 20

a) Obtenga la solucidn inicial hésica factible siguiendo el método de
la esquina norocste.

b) btenga la selucidn inicial tésica factible sipuiendo cl método de
Aprox imaciones de Vegel.

¢) Corpare los valorves de la {funcin objetivo para esas soluciones.--

Fscoja la mejor y obtenga la solucién Gptima.
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7- a)Resuelva el siguiente problema cuando A = 0 y obtenga 2 solucicnes

Gptimas:

j
i 1 2 3 a.
S R S
1 5 14-2x 7 15
2 6 7 8 20
3 14+x  24-3) 9 4
b. 7 11 21
J

b) Resuelva también para cualquier valor x > 0

£~ F1 total de requerimientos cn el mercado excede la cantidad de rmate-
rial disponible en la planta. Las delicicencias deben ser cublertas con iipor.
tacidn. Todos los mercados tienen las misras prioridades. Deteimine qué can-
tidad de la demanda en cada mercado debe ser cubierta por cada planta con cl

fin de utilizar los materiales disponibles a un costo miniro de transporte.

Nispenibilidades

Hercado en la planta
1 2 K 4 s (tons)
Tt 3 9 5 6 7 10
a 2z 2z 8 10 13 25
T3 3 12 6 5 2 13
a 4 1 9 14 3 2 33
Requerimicntos en| 30 22 17 19 12 o

el mercado (ton)
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i3

cljentes, Las tres plantas producir&n 5000, $000 y 4000 unidades respectiva-

Una {firma que produce un solo producto tiene tres plantas y cuatro -

Tente, durante el siguiente periodo de tiempo. La {imma tiene un contrato ~-
para vender 4000 unidades al cliente 1, 3000 unidades al clicente 2 y cuando
ncnos 1000 unidades al cliente 3. los clientes 3 y 4 quicren comprar la ma--
yor cantidad posible de nuestro producto. k1 beneficio neto asociads al ----

enbarque de una unidad de 1a planta 1 al c¢liente j se da en la siguiente ta-

bla,
cliente
L 2 3 A
TM *ES o mf\~37 o ———(‘2 ~-7764
Planta 2 68 67 65 62
3 63 60 59 60

Ta directiva desea saher cuantas unidades deben venderse a los c¢lien-

tes 3y 4y ol

rtas unicdades deben enviarse de cada planta a cada cliente con

zdar el benefic

el Tin de maximi

a) fonmale cste preblema como uno de transporte al construir de forma

apropiada una tabla de requerimientos y costos.

b) Usc el método Sinplex aplicado al transporte para resolver el pro-

blema formilado en (a).
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s <
CAPITULO V Pring =
= XZ x3 e xn nin
TEORTIA DUAL D
¥ a 2 2 ceses | @ b
u T 11 12 13 In 1
Para cada problema de programacién lineal existe otro problema e pro- al v a a a cerse o B
1 2 21 22 23 2n 2
- . . «
gramacidn lineal muy estrechamente relacicnado con &1, al cual se le denomina DUAL. : . . . N
. . 3 . ‘ .
L. . . N } a o e sesee | 2”
Al problema original le denominaremos de aqui en adelante problema primo. I a1 e m3 “nn bm g
Sea el siguiente caso: Mex Gl 02 03 CERE ] Gn -
Problema primo.- de donde resulta celso qucs
(0) Max 2z = C Foreiea + C %, 0J0:- b, puede ser Froblema Dugl.-
nepativa y estd --
. . permitida. () Min Z =b + b P oeneee +
Sujeto a: ha lyI 2y2 gmy
) ) (2) oy + a ¥ oeee v g
(1) Agqg¥q T ARy Feeeiiiiiii +ay % by 11°1 212 aTm
(2) 2 + = + + 1
b . ~12}’1 _;2;2 oo a
(2) Apg¥g T AR, e +a, X, ) : e -2, yZ{m
(n : * é v * oo t L. ;
) 11ny1 2ny2 . qmnymn
v; 20 (i=1,2, 3,000, m)
(m) A Xyt A Xy Feaiia toan % bm Eicaplo IV-5,-
Max 2 = x_+ x
X. 0 (§ = 1,2,3,...., ) x <
] Sujcto a
El problema dual correspondiente se obtiene asociando a cada restriccidn
x < 600
una variable y a cada variable una restriccidn, trasponiendo los renglones y las co- 1
x, < 3CC

lumnas de coeficientes en las restricciones, intercambiando el papel de los coeficien
3)514’43( < o}
s =

Xﬁ z0 ( J=1, 2;)

tes de la funcidn objetiva y las constantes, invirtiendo las desigualdades y minimi-

zando en lugar de maximizar.
el problema dunl correspondicnte serd:

in 2 =60 2
Min Z =600y + 30y, + 20y,

Problema Primo Problema Dual

Restriccidn Variable s
Variable REstriccién. -A. ¥1 - 3Y3 21
Yot 4y. Z2
>

Es decir, existe una variable por cada una de las restricciones primas
> o=
y una restriccién dual por cada una de las variables primas. Vi = 0(1i= 1, 2, 3)

La relacidn primo-dual podemos representarla por medio de la siguiente

tabla:

AN



El tratamiento de algunas complicaciones encontradas en el problema
primo es como siguey

a) S1 el sroblema primo tiene una restriccidn que es una igualdad -
{sea la ecuacidn i), entonces cbtendremos un problema dual igual que antes sdlo
que y. serd ahora no restringids en signo.

b) si xj no estd restringida en signo, el problema dual sdlo se mo
dificard haciendo que la restriccidn (j) sea una igualdad.

En general, las siguientes leyes de correspondencia se aplican en--
tre el problema primo y el dual.

Prime fo

Funcidn objetiva (max ZX) Términos constantes

Términos constantes Funcién objetiva (Min Zy)

Matriz de Coeficientes Matriz dc Coeficientes transpuesta

Relacidn: Variable:

Desigualdad (i) : ¢ y; -0

Ecuscifn (1) : = V5 no restringida en signoe
Variable Relacidn

xj z ot Desigualdad (j)

xj no restringida en signo Ecuacidn (j) : =
Ejemplo IV-6.-

Problema primo.-

Max Zx =%y + %, + X4
Sujeto a:
X - 3x2 + ux3 = 5
Xy - 2x £ 3
- >
2x2 X Z 4
(xl, x2) = 0 5 %5 mo restringida en signo.

Problema Dunle—

Min Zy = 5yI + 3y2 - 4}'3

Sujcto as
yl* Y, Y, =1
Oyp >, +12§3 z1
4)’1 ;n?_ Y3 =1

yq ™ rcstringid;'/en signos (yz,yB)Z 0

Debido a que ¢l problenn dual es tambien un probiemn de progranacién
lincal, deberd conter a su vez con un problenma dunl.
Tcorcna IV~ Z2e~

El dmal del dunl cs cl prinoe. Eq/ nrrolaci5n cntre cl problena piino
¥ su duwel cs sinétrico.

Dcl teorcema anterior es c¢lero que no ticne importencin o cuel de los
dos problencs sc le llame primo y o curl ducl,

. continuecifn veremos las propiededes vy releciones cxistentes cntre
cl problems prino y si dusl.
COMyLEMENT..LID..D

Lene IV-l.-

5i (xl » Xy weeey X )y ( !i? F.9 cevaces yn) son solucicncs factiblc s

2
d¢l problema prine y dual rospectivamcnte cntonccess

2 <3
x ¥y
rruchbae—~
n n m m
Z = Cx ¢ > x o,y = [ucsC< a cnclduag
x % 337 g 2‘ 13"1 P r§ 131
— e &, X cambiando golo x
-;?—m yi ZJ:' ij j=- [_ n jyyi
b =2 < i 5]
< Eyl s 'y [puos E aijxj < bi cn clprin
Lz PR

1o quc queda denostrados



Tcnenos cnbonces que debido & que lo ruting simplex cutomdticamente i-
dentifica Ja solucidn bésica dual complementaria, el resclver un problema ( prino
o dual) automdticemente cstarcmos resolviendo cl otroe

Veanos como cl nétodo Simplox idqntifica las soluciones bfsices conple-
nentarias en genercl.

Notacidn,—

Supongemos quc el conjunto inicial de ecuaciones pora resolver cl proe

blenn prino cs §

C.x

o
+

o

z
(D()--- /qx J

n

M=

o

J
=b ara (i= seayl
;Eaij 5 X i ; por (i= 1,2,35000,n)
=
Sea G = (2, - C.) cl cocficicnte de xj en la ceuiei’n (C) actunl, obte-
J J

nida por cl nétodo sfmplex ( j= 1, 2, 3,ees ,m¥m).

Del sistene de ccuaciones (® ) venos que los cocficicentes de las varin-
bles do Bolgura en la funcidn objctive otiginal son cero | C, =  parn j =n+l..n+n)

3

Dc acuerdo con le aenterior notacidn, nuestra funcidn objetiva, cunnde

haycnos obtenido la goluci’n dptina, puede representarsc como:
»

2 o+ (2% o0 )+ (2 - O )xteaaat (=X - ¢ X 27 X Feenge ¥ A = g%
X I 11 2 22 n n n nln nvn +n

Conmprrando 1a funcidn objetive originel con le funcidn objctive finnl
queda cleto que z; ¢s lo contidrd ncta que hemos nodificado al cocficiente (-Cj)
de la funcidn original nediante la Rutina Simplex paras obtener el nuevo cocficien—
te de x, cn lo funcidn objetivn finnle .

3 S =n4¢

Venos cntonces que si j > n,h; nos indica el minwro de veces que 1a ccuc-

cidn (i) he sido sunnde ( directe o indircctanente ) a 1n ccuacidn () original

durante ¢l proccso de c¢jecute¥ cl nétodo Sinmplex. Esto es debido o que en la ccua-

eidn (2) originalj%iono Coy = Cy cl conjunto de ecunciones originzles ticne X
i n+i

con cocficicnte = 1 en ln ccuacifn (i) y cero en todas las deofse
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Cabe aclarar que z? para j > n  no indica que la ecuacién (i) haya si
do sumada directamente (en un paso) a la ecuacidn (0} z? veces; esta cifra -
sblo no indica que el resultado final de sumarle algin miltiplo de la ecua--
cién (i) en algunos pasos y restarle algln miltiplo de la misma en otros tie
ne el resultado indicado. Esta suma algebrdica pudo haberse efectuado por

medio de otra ecuacidn a la cual se le habia sumado antes la ecuacidn (i).

Lema IV-2.- X
— pues z = No. de veces que
N nk
a) z% = z , X. b ‘iz .
x n® 71 74 la ecuacidn (i) se suma a -
la ec (0) como 2,0 original
b) Z; - Zns X3 aij mente su valor lo obtiene de

las sumas de las ecuaciones
(i) que se le hacen hasta lle
gar a la solucidn &ptima.

para (j= ,2,...,n)

z, = nimerc de veces que la

ecuacidn (i) se sumd a
la ecuacidn (0) por el coef.
de Xj en las ecuaciones (i)

a (m).
Teorema IV-3.-

Tan pronto hayamos encontrado la solucién &ptima (usando la Rutina Sim
plex) para el problema primo, entonces estamos en posicién de obtener la so~
lucibén dptima del dual. El valor de la variable dual (i) es igual al coefi-
ciente de la variable de holgura (i) del problema primo en la ecuacidn (o).

Asi pues: %
=z ,; para (i= 1,2,...,n)

Prueba. -

Para probarlo debemos demostrar que la solucidn (yl,yg,...ym) = (zg+1,

Z:+2""Z:+m> es factible para el problema dual y que ademis es Optima.
a) ées factible?
i) {es no negativa?

Z:+i 2 0 para (i= 1,2,...,m) debido al criterio para tener optima
lidad en el Método Simplex.

ii) ¢Satisface las restricciones?

Sabemos que:

(z%, - c,) Z 0 para (j=1,2,...,n) debido al criterio para tener
] 1 optimalidad en el Método Sim-
plex).

[
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* - -
{ g ”n&i aij Gj Ee Ypoe ollenn o |
de cqgif guo le solucidn sca factible puest

2% o > C

i i T ] *
& - (33
os decir, zn>i = yi cunple con 1les T‘CS‘tI‘J.(.x.J,O']ﬁS z yi 452 3 Gj pore toda J. o
b) ; Es cste unn solucidn dptima 7 .
For lema (1) K ' w
"
z2<2 =3Fbvyr parc cuslquier golucidn dual fectiblo
x Y PEYRREAR. § Sy . ‘
poro lena(2 ¢ ) dices
v N ]
"= S 2 b
w2 i’y
L=y . H
por lo tento: '
"o m L
b, « b ) :
}:Izmi 17 S‘ i »
pero por supos. cions
. 2 -4
Yy T Y
7 cano honos aleenzado ol linite inforior nuestre aolucidn os Sptima,

L..02.0

Introduzcaonos bhorn voriables de holgura pare cl problemn dual con 1o .
.

ecurl obtencnos s

m
§ aijyi - ynvj = Gj pere [§ = 1,2,04.,n)

(%3]

Teorenn Iv-d.~ Toorcas Dual.-

Suponiendo que solucioncs fretibles finites cxisten tanto pare el problc-
me, prinmo cono pora ¢l probleme ducl entoncess
a) oxisto uno sdlucin dptimc finite pern embos Io curl satisfaces

SEAETY N
x Yy

2ruche e~

n) E1 lems IV~L dice que Zx < ; 15 curl implice qus cliste una solucidn

éptimn finita pore ambos problenas ( pucs nex z < Zy ¥y oin Zy?_ Zx )

- b) Por el teorom Iv-3 ( yI = z; i) tenenos que $
- 3 b ¥ Fo, alh, eeens (0
y a3y tal i L
del lomn (R e )8 & : 2aids
m
t = A e (3
- z g‘bi ar ( )
de (¢ )y (B )
z¥=z*
x ¥y

Toorena IV=5.=

Suponiendo que henos obtenido una soluci ‘n 5ptd.nc. peps ol problenc pri-
no usends ol Simplex, entonces el velor 4ptino de 1o j-ava variscble de holgura

del probloma dual es igusnl al cooficicnte do 1o j-ovo variable originnl del pro-

blemn prino en le ocuacidn (C) finel. Es decirs - -
= (¥-c) pare. (J= 1,2,000,1)
Prucbee~ RPN .
L] -
Z 5 1°1;| (3=1,2, +00,m) [por & lome 2 b)

2 yl 1 5 oveneener (%) [por 6l oo 3_']

w

por dofinicidns } ‘
ses (ﬁ) para (.1 = 1,2,..-,!1)

s 8
i Towy ~ i, 1y 1 ~ .
Substituyendo (& ) en (73 ) , an
$ = (2z* -0, ) L.Q.Q.D.
: Yoy = £% 76 * »

Corolario IVel.= .

a) yi = C sienpre que x ) o {(1=1,2,00e,m)

b) yn:j = 0 sicapre que x; 2c . (1= 1,2,0es,n)
Priwbo.-

81 tencnos que x' >0(k= 1,2,...,n) osto inmplicr que Ji 05 une warie-~
ble bfsica y por lo tonto (z - c ) = vt -
S1 tonemos que x* w12 C (:L— 1,2, e, osto implicn que X *. es una va~



@ por o gue
=0C

; ¥
riablc Zei
Pob teoremn IV-3 (yI = z;i) sc pruebn (n)
Por teorcme IV-5 (y* = 2" ~C ) s¢ prucba (b)
(yn'J 3 J

Como el duel es el primos

x_ s x

x"=0C sicnprc quc . 0 ord (J= 1,2,e40
: pq.va> ra (J= 1,2,444,n)
Xr:i = siempre que y: >0 pora (i= 1,2, e04,m)

Le relacidn existenfe entre 1ns Jdos solucioncs dptines se conoce con
el nombre de “holgura complemcnteria’.
Teorenn IV-6e—
/
Supongese que cxisten soluciones foctibles finitas pare ¢l prino y ¢l
duels Scn (X, X, wesy X ) unn solucifn bfsice foctible no Sptime y (2 =C.)
1’ 72 mn il
¢l cocficiente correspondionte de X en 1n ccurcin (0), (j=1,2,...,m00).
J

Considere le siguiente solucidn bdsice NO F.CTIBLE pera el duals

V1T Zpes pera (i= 1,2,..4.,0)
Viwy = 75 " CJ pere (§= 1,2,.4.,n)
entoncess
g =12
x M
es decirs
n ™y
= < b
5T 2h
ERY] ()
Fruobre—

Uscndo 1o demostracidn del lene IV-R pers sin hocor clusidn o la optina-

lidad obtenenos ques

dc dondos
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Eicemplo IV=T7.~

Y . r )
Considercnos nuevancnte rucstro cjemplo clisicos

- v i
x X . X x )
(x_i, PR 4; 5) (YI’ th Y3) y[,’ YS
torecidn! §o1, bdgice fretible Sol, bdsica ducl Zx Zy
[Emmciﬁn (C)] complencntoria
i (C,046C0,3CC,24CC ) (¢, G C, =1, =2)
- I = - 6LCy_ - - Q °
[z, - -2x, = 9 [z, - 6:c7,- 300y,
- 2400y, = c]
2 (C,30,602,C,1270)
. PP (c, 2, G, =1, C) 62C 676
(Z-— Xy L4 ZXA = 6Cul
L U
3 [(48,300,208,0,. )
h |
x, ¥ 1/ = ‘ €, 2/3, 1/3, C, ©) | 2 =1C00 | Z'=107
E-&2{/3)(4 /3)(5 (€, 2/3, 1/3, T, % ¥
= 1cc0})

s 7 . x
soluciones prines no factibles pero
~ nejores que Sptimas

Es conveniente noter qus cn lo iteracifa 1 tenenos une solucidn bdsicn

frctibtle no dotima pare ¢l primo nicntras que pere el dunl tenenmos una solucidn

ra factible pero gi bdsica que cs "acjor que 1o Jdptime dual”,

R .2 . . .
Veanos por nedio de uno representecidn esquenftica 1o relecidn que exis—

te cntre ¢l prohlonc primo y su dunl,

—

- - v
RIMO 5 DU..L
/4// " " /./?// -
fxz = S ¢ x, Mnz = Sb
—~ x ath ‘]/ J / ¥ 0T 14
Solucioncs bdsicas Runles no Jptincs
pero foctibloss

A "’/:/‘ y 25
- e e PRt |
Solucioncs bfsices primas frctibles|i~~  Soluciones dunles no factidles pero
pero no dptines ~"mejorcs que Sptimnse -7 e
Ed - - e -

—~ "‘/ AT

L1 trebejor con les solucioncs del primer cucdrante estamos al mismo




tiempo trabajando con las soluciones del segundo cuadrante.

Al trabajar zon las soluciones del tercer cuadrante estamos al mismo
tiempo trabajando con las soluciones del cuarto cuadrante.
METODO SIMPLEX DUAL.-

Este método trata directamente con soluciones bisicas ao factibles

"mejores que el Sptimo" y trabaja para obtener soluciones bidsicas factibles. -
Las soluciones complementarias en el problema dual son bisicas factibles pero no
Sptimas y se mueven hacia la optimalidad.

Metodologia del Método Simplex Dual.-

En el método Simplex Dual trabajamos siempre con C}ZOpapa toda j y
tratamos de Max Z hasta el momento en que todas las bi sean 2 0, momento en -
que hemos alcanzado la solucidn Sptima.

Introdizcanse variables de holgura (donde se requieren) para obtener
un sistems de ecuaciones. ?e localiza una solucidn basica tal que los coefi- -
cientes en la ecuacidn (0) sean cero para las variables bdsicas y no negativas
para las variables no basicas. Vaya al paso u.

Paso I.-

Determine la nueva variable bisica salientes seleccione la variable -
basica correspondiente al rengldn r nara el cual b; = min bi £ 0 (ndétese que es-
te es equivalente a determinar la variable bdsica entrante en el problema dual,
ya que la variable con el coeficiente mds negativo corresponde al mayor coefi-
ciente negativo en la ecuacidén (0) del problema dual.)

Paso 2.-

Determine la nueva variable bisica entrante (correspondiente¢ a la co-

lumna e): seleccione la variable no bdsica cuyo coeficiente en la ecuacidn (0)

llega primero a cero cuando un mltiple creciente de la ecuacidn (r) conteniendo

la variable basica saliente se suma a la ecuacidn (0). Esto se hace revisando las
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variables no bdsicas con coeficientes negativos en esta ecuacidén (r) y seleccio-
nando aquella que forme el cocienve menor al dividir su coeficiente en la ecua--
cidn (0) entre el valor absoluto del coeficiente en esa ecuacién. Asi pues Cé/a;
min C'/a'.

Jj r]

saliente en el problema dual.

para a;j & 0. Esto es equivalente a determinar la variable bdsica
El coeficiente en la ecuacidn (C) que se hace cero
primero corresponde a la variable en el problema dual cuyo valor se hace cero pri
mero al incrementar el valor de la variable entrante.

Paso 3.-

Determine la nueva solucidn bdsica (igual que en el Simplex usando el
Gauss-Jordan).

Paso 4.~

Determine si esta solucién es factible (y por lo tanto dptima); revise
si todas las variables bdsicas no son negativas (todas las biE: 0); si lo son pe-
ro se ha llegado a la solucidn Sptima en caso contrario vaya al paso 1.

Se ve que el Método Simplex Dual procede de tal forma como si el Méto-
do simplex estuviese siendo aplicado a las soluciones bdsicas complementarias en
el problema dual, sdlo que se decide primero qué variable dejard la base y luego

se decide qué variable no basica se introducird en ella.

Ejemplo IV-8.-

Max 2 = - - _
ax 600xl 300x2 2’400)(3
Sujeto a:
rd
S + 3x3 Z1
>
x2 + Hxa Z. 2
X, Z 0 (i=1,2,3)

1

Nétese que el dual de este problema es nuestro ejemplo cldsico, con la
excepcidén de que aqui estamos Max. en lugar de Min.

La solucidn sera:



Z 600xl + 3003:2 + 2409::3 =0
- ﬁ - 3)(3 + XA ==1
- ot Ay rx =

Nétese que la fuhcidn objetiva parcce indicer optimslidad pero nuestra

solucién no es faoctible ya que 3

=0 =1
3 4
=0 =]
x, x5 2
=0 2 =C
3
Venos que $
x_= x5 pues b21= 21§<2§ es decir ( -2 < -1)
i
x =X, puea ( 300/1 < 24CC/4)
@
y obtenenos 3
) + 127G + = 0
2+ 60011 1 x3 3°ox5 —6C0
- x.]'. - 3)\:3 + XA = =1
* 4x -x_= 2
*2 3 5
v nuestra solucidn bfsica serd ahors ¢
= X = ~I
)(l u 4
= 2 = C
*2 s
=0 2 = —60C
3
en este pasos
x = x pues (b, = nin b,)
s A i b, < ot
4
x, = X pucs (I20C/3 < 6C0/1)

con lc gho llegemos o ¢

Z + 2OCxI

0Cx + 300x_ = -ICCO
* 400G, 300,

1/3::IL * Xy l/3xA =1/3

_4/3;%1 + x,

. ) ’
y la solucién bdsice serds

e
x;—2/3
x; =1/3

+ 4/3)(4— x, =2/3

5.
x* =0
4
x* =0
5
7" = <1000
X

solucidn que nl ser factible es autondticamente dptima.

La solucién Sptina para

¥, = 4CC
y) = 30¢
y3" = 200

el problepa dual serd:

* = O
4
A
=0
Is
z¥ = 1000
¥

solucidén que es iguel o le obtenide usendo el Método Simplex para el dual dec este

problune

EJEMPLO 1V-9.-

Resolver el siguiente

Max Z = -3xI
s.a.

2 3
Xy - 2x2 - x3 +
xI - x2 - x3 +
X + X, - 2x3 +

problema usando el Método Simplex Dual:

- bx -2x3 Xy - 5x5

2
-2x2-x3+ X, + x54'3
-x2-x3+ xu+ xSQ-Z
X, —2x3+2x,‘—3x5 < 4

("1"‘2”‘3”‘10"‘5) 2 0

Xy, + 5x5 = 0
Xy *toXg *Xg = -3
Xy, + x5 + x7 = -2
2xh - 3x5 + x8 = 4
X5 T %6
x =X

M s

[NV
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EJEMPLO IV-10.-

zwmex = Xt :xN + mxw Dual: zM:mN< = Nf + 9y, + dm<w
’ < e .
Xy * Xy + 3xg M 2 Yy * 3y, 2y4 >
I ox, wa M 9 y vyt Y3 =2y
2 X, + By “ 16 3y t 2y, + Byy =5
= =
Axfxmbd ) 0 A<._.<N.<wv 0
Max N< = |N<_ - w<~ - dm/\w
z - Xy :xn - mxw = 0 Z 4+ Nf + w<~ + Réw = 0
T:V Xt x4 3xg + X, = 2 Axdv S ¥yt By, ¢+ 2y5 * v, = 4
+ = - - - = -
{y,) ot x, 2xg * Xg 9 1x) 2y, v, Y3 t Y 4
T\wv |Nx_ + X, * mxw * xg = 16 Ava - wf - N<N - m/\w + Y = 5
Xo = xw Yo T Vg
Xm = x: <m = «J
Z+ N\wx_ - N\wa + m\wx: = 10/3 z +NW\w<~ fwwmw/\w + N\w<m = -10/3
(vg) V3, +2/3x) + X3+ 1/3x, = 2/3%(x,) = T/3y, + W3y, oy, - W3y, = 2/3
?NV w\wx_ - :wxn - N\wx: + Xg = 23/3 Axmv _\w<m + _w\w<w + Y5 * N\w<m = -2/3
Gy -1873x) -13/3x, - 8/3x, + xg = 32/3 1 (x,) ¥y * 2/3v, + 8/3y, - W3y, = 573
X, = %, Yg =Yg
Xg T X3 Ye T Y
Z+ * + X3+ 2% = 4 z + m<~ + _m<w + Vs = -4
?mv _\Nx~ + X, * w\wa + d\Nxb = 1 Ax_v Lm\m%m + ~m\m<w +yy - ~\N<m = 1
T\NV _m\mxA + _\wa - _\Nx: + xg = 8 Ava - _\~<N - w\N<w - w\~<m + Ye = 1
T\wv -_m\mf +_W\wa - d\mx: + xg = 15 Ax:v vyt ,\N<N + _\N<w - _\N<m = 2
| < -~
- <} S s N -
-8 8 2 5 28
© 2 .
NN~ 2 3 T .
A s O - - N — W - O b M N e D e -
b o -_l wn i w ) -— . n_/_ ¥
Wowoom L [ R I By Woowow oo
O [ee) < m [=e) o
x x . x —~ x X
+ + 0 + % + +
~ ~ M~ ~ a r~ 2 M~~~ o~ -~~~
x X X X = x o X x X X X X x
o~ w e - ™M ™ o~ wn
— c ~ NN
pi= - O e ™~
+ + ] 1 g + - .H ' ] + + ' ‘
O WO WO O D O WO O % O W W0 W0 ° D WO WO NN W W
X X X X X X X x C X X X X ~ X X X X X X X
Sggd . AS N T8 242 : A
- — - W y — — -
+ 1 ' + + 1 + + ~_ + ] ' | + ] + + 1 + +
X x X X X X x x X X ~ X X X x x X X
M~ o o~ o~ M~ wn c M~ wn ~ ™Mo e N M~ w
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- - A x X o X X N~ X X O N e X x
v < o~
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. Ja
Interpretacidn Bcondnican—

,
. .z . I i pare-
Lo rcciente introduceisdn de le progranacion lineal en la Economia pr

nbi 1o de
ce scr un onacronisnos ierccerd 18pico que hubicse concnzado alrededor de 1758

curnde 18 cconouistas conenzaron a describir los sistemas econonicos ¢il térninos

s . et v
aatendticos. UN erudo ejenplo de un nodclo matendthco do iro,ramacién Linenl

ros
i ! : T i enbarg ue si-
pucde ser encontrado en ¢1"Tablcau Bcononique! de uesnays Sin oabargo no fud s

no hoste los 193Cs c¢n que sc¢ conenzd 1o cxplotacidn del modelo de tipo lincel en

’
CCONON1ae

I
i 5 44 g 50 antli-~
La nayor p(\l‘tc de los CCOI]EDIllSLCLg naten ~ticos se ocuparon con el ane 1i

q g .
sis de problcpas tedricos asociedos con la posibilided de cquilibric cconcmico g

to—

2]

,o -
eficicneic distributiva bejo condicionces conpetitives y nenipolisticas. sor

- .
i 5 conve B 5 > odas con-
les estulios cncontrar-on ¢l uso de funcioncs convexas clisicas con deriwv das cc

tinuas de mds conveniencia para las demostraciones de condiciones de estabilidad
que utilizando funciones basadas en desigualdades lineales.

Hasta esos dias el mundo econdmico usaba el modelo econdmico para des
cribir una forma "cualitativa" en lugar de "cuantitativa" las supuestas interre-
laciones dentro de un sistema.

La inspiracidn del modelo general de programacidn lineal fu& completa
mente independiente a los desarrollos anteriores y tuvo un propdsito diferente.-
Surgid de las necesidades de programacidn empiricas de la fuerza aérea y de la po
sibilidad de generalizar la estructura practica simple del Modelo de Leontief pa-
ra este propdsito. ‘

La mayor contribucidn de Leontief fué la construccidn de un modelo - -
cuantitativo de la economia americana con el propdsito de trazar el impacto de la
politica gubernamental y de las tendencias del consumidor sobre un gran niimero de
industrias embebidas en una compleja serie de interrelaciones.

Cabe hacer notar que el obstdculo para el desarrollo de modelos cuanti
tativos era la ausencia de computadores, lo cual limitaba el modelo a 20 ecuacio-
nes con 20 incégniﬁas.

Para 1940 el andlisis de regresidn ya se empezaba a utilizar para medi
fendmenos econdmicos. Este hecho did nuevo impulso a los modelos cuantitativos.

El punto focal del andlisis de consumo produccidn es una disposicidn
de coeficientes llamados "la matriz consumo-produccidn" & "tabla econdmica." Una
columna de esta matriz representa los requerimientos de consumo de varios articu--
los para la produccidn de otro particular articulo con valor de un peso.

Existe exactamente una columna para cada articulo producidc en la econo

Vemos pues que la produccidn de un articulo corresponde al concepto de -

PR,
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una actividad en el modelo de programacidn lineal. Si los factores de consumo -
que aparecen en un rengldn de la matriz se multiplican por el total correspondien
te a la produccidn de la industria que compra, los totales horizontales represen-
tan la distribucién del valor monetario de las compras entre las industrias provee
De

doras. aqui que el modelo haga posible no sdlo el determinar la relacidn de -

produccidn para satisfacer la demanda directa, sino que también traza los efectos
indirectos sobre cada industria de los gastos gubernamentales.

En 1947 T.C. Hoopmans atrajo la atencidn de los economistas hacia el -
potencial de los modelos de programacidn lineal usando para ello los modelos de -
transporte.

En 1951, Dorfman expresd en términos de programacidén lineal la teoria
econémica de una empresa bajo condiciones competitivas y monopolistlicas y compard
la aplicabilidad de esta teoria con el tradicional andlisis marginal.

El nlmero de aplicaciones practicas continda creciendo y ya se utiliza
la programacidn lineal para estudiar industrias especificas.

Mirando ahora cn nuestro modelo dual podemos distinguir los sigulentes
puntos

Cj estd dadua en pesos por unidad de actividad (i), pues dijimos que era
el costo (0 ganancia) de operar la actividad (7).

aij estd dada en unidades de recurso (i) por una unidad de actividad (j)

por lo tanto v, deberd estar dado en pesos por unidad de recurso (i) puesto que

> C..
1= ]

Ll
Debido a las unidades que tiene ¥, se le conoce como "el precio unita-
rio del recurso (1)", é&sto es, Yi representa el valor IMPLICITO que el recurso tie
ne para el que lo utiliza.

A1 pues a..y;

3 cuyas unidades son unidad de recurso(i)/unidad de acti-
1

vidad (j) por pcsos/unided dc recurso (i) = $/unidad de actividad (j), repremen—

ta el costo do cperar la actividad () en le parte correspondiente al recurso (1)
" copllei
Tencnos asi que ¢ X a y, representerd el costqryg%él de operar le ectividdd (j).
iy 1] 1
Dado que y es un velor intrfnsocc’:galjy_ el costo de sperar le ncti-
1 ez 1] 1

vidad (j), vem.s quc decpendicndo de 1r eficiencie con que opercmos nuestra acti-~
. : . : iy
vidad, consunircnos nds o menos recursos para la nisma produccidn, de equi ques
m
S,y 20,
5 vt J
¢s doecir gue curndo utilizemos nuestros recursos cn 1o forne nfs eficiente serd
cu~ndo cono nfxino podanos obtencr Cj' pucs si no utilizemos bien ¢l recurso, su
costo implfeito serd mryor gue la pencncia G, e
™ J
El objctivo dunl 2 = :E b csteblece que el precio de los recursos

Yoo rapllcibe
debo ser fijndo de tal forma que sc minimice el costqj?ﬁtnl 21l usuario, por lo tan-

;Y
i'i

¥ s s . .
to y, reprusenta ¢l valor inplfcito reel por unidad del recurs: respoctivo.
i

*

El volor implicito dcl recurso (i) ¢s cero { y¥ = 0 ) cuando ¢l suninis-

i
tro de ese recurso no sc opote debido o las metividades ( wein os x D o)
i
( cornlario IV-1 ).
Si consideraans las leyes de 1o ofcrta y 1o denenda on Econonfa, vemos
’ ; . . .
que curnde un articulo ticnc upa ofurta excesive, su precis debe ser ceroy en este
crs0 tencmos lo que se conoce como articuleos litres ( por ¢jesplo el rirce).
El cotolrric IV-l tambicn nos indica que ¢l wl-sr inplicito Jdc los recur-

s0s necuscrios pere une unidel de activided (i) iguale a 1o cenencia uniteria sie

apre que la setivided (j) s¢ opere o un nivel positivo ( x;> C)e

m
3 =0 s qglic a,.y. =€
I ¢ E; ij71 J

Do aqui gic un~ rctivided no surd usadg si ¢l valor implicito d¢ los re-
cursos requeridos cxeede la prnancic derivads de 1o actividad.
. ¥ : .
En realided lo quc y. representa ¢s ¢l velor marginel del recurso (1),
i

, . ; ; ; .
yo que y, ¢s lo tesa medirnte 1n cuel la gamncia sc inercmente  ( decrece ) si
i
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la cantidad de recurso (i) fuese incrementada (disminuido) sobre un rango dado - Sea:

[Pbl, PLoseenees ,Pbm:,

tal conjunto de vectores independientes, ellos forman una base B del conjunto

(el rango de bi sobre el cual la base dptima original no se cambia y por lo tan-

to y% _ z® . no se cambia).
1= “n+i
de vectores (Pl . P2"""Pn)
Conclusiones: (4 ..., B = PBl’ PBQ""’PBm

De todo lo visto con anterioridad ha quedado claro que al resolver un - En general una forma candnica se obtiene multiplicando las ecuaciones

-1 .
problema de programacidn lineal podemos escoger entre trabajar con el problema ori (2) por B 7, esfi es: 1 1 4
(8)... (B7P)) x, + (B P2)x2+---+(B PIx =B Py
ginal (primo) o con su dual. Debido a que como regla general, el nimero de itera-

]
ciones requerido para resolver un problema de programacién lineal es igual a uno o (6)... Pox. o+ P X +......+P x =P
171 272 nn 0
una y media veces el nlmero de restricciones, nosotros podemos, mediante una selec
- donde: B—l P. =T
cidn apropiada, facilitar la computacidn, especialmente en aquellos casos en que [(/5 P, J ]
-1 = .
. . - - . B~ P =P =1,2,...,n)
existe una marcada diferencia en el nlmero de rengldn para cada uno de los 2 pro- 0 0 G >

son las "representaciones' de Pj en términos de la base. Nbtese que debido

blemas. a que B_1 B = I tenemos que:

USO DE MATRICES EN PROGRAMACION LINEAL.- 5 -1

Recordamos que nuestro modelo matemdtico de programacidn lineal puede . . ;
d prog P dondg/A. es un valor unitario con un uno en el elemento (i) y ceros en los
1

ser representado como:

(1) Max Z = CX
sujeto a: - XB = (xBl’ Xpo» >¥gn
(2) 'éuxjpj = Py asi pues: 1
J = B~ =P
XB B Po PO
2 i = . ..
(3 xi Z 0 G 1,2,-..,0) En nuestro caso al emplear variables de holgura como variables basicas,
donde: obtenemos directamente una forma canénica [} . I]
P. = (&.,. | P = |b .
] ij 0 1 Debe notarse que si
*
i
a,. b
2
J |2 x= %
!
[ x
o “
Lo
i !
!
a ., ’ b !
mj Fom |

[ﬁ.., b., c.j
1] 1 ]

El Método Simplex requere que m de los vectores P. sean independientes.

son constantes.

demds . Pero ésto por definicién significa que la ecuacién (6) estd en forma

candnica con variables bdsicas.

er i owm e am

-



¢ntonces XB se obticne simplemente eliminrndo las varicbles no bésicas dc {X, Xh}

¥y quc
R eesss B
11 12 1n
B eease B
B 22
B =
B esves B
Bnl n2 mn

sc obticne clininendo los colwanas corrcspondicntes & los cocficicntes le las va-

natriz [h i]
cn ¢l sistena original
+g [x]- ‘0

Iy

cn la

. ’
rioables no basices

Lsi pucs

se convierte c¢n un sistema de m ccuaciones con n incognites que puedc scr represcne—

tado por ¢
=7
By =%
Los factores dc costo C! s¢ obticnen clininando xﬁi dc 1la ccuacién 2
J
Definenios:
= C eoe;, G
¥ {CBl’ B2’ ’ Bg
a0 iz
y multiplique™ls ecuacibn (6) por § , obtendrcnoss

(8) e (& FI) x> (¥ P2) X+ eeesr {(§

2 ‘n) w7

dondcs
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(X } ) = ctes (producto de un vector hi
Iy - L d -
J lera por un vector colum

cn cspecials
naj.

= -
=8pm =¢

UIBj M7 %

de forma cue la ccuacién (8) ticnc los mismos coeficientes pera las varisbles bd-

sicas que la ccuzcidn (1); de aquf que restando le ccuacidn (8) Ge la (1) clini-

nenos les variables bdsices, obteniendos

(01—551 )xl+ ( 02-5;—‘2 Jx, e s ( c-¥i )x =

n 0
Jdondes
CJ!=C -¥: —C'—X(B—l’ )
J J
-1
c;=¢C ~(&B
i )‘J
¢!'=c¢, -T5%,
J J ]
dondc ¢

o quu implica quoe los cocficicntes C! son obtenidos restande de G unn suma con-
J
trolada dc 1 s cocficicntes ¢ a_ 5 & 5 ees , & |
1j 2] nj

Los cleacntos TB @cl vector W se conocen cono 1os mltiplicelores sim—
plox.
Dc nuevo, la solucién bdsics cs Sptima si todes les C! 2 O, De no ser

J
’ . . .
asi cntonces una solucidn mejoreda cs buscada. iara csto sc oscoge "e" de tal for-
e que $

C! = nin C'
¢ J

N N »
e incremuntondo el velor de x tanto couo sca posible hasta ¢l velor x = x
€ C

cn
C

donde alydn componente Mpf del vector ( PC —1 x ) cembic de signo micntres que
C [¢]

I .
lcs dumas sigucn no negetivos,

Los comprnentes ;O by

3]

y ¢ sc¢ lefinens
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o
I P. =r_k * 42+t P k #...+0 k =BK
b! ! Bp Bl 1I e p Bn n
1 e en donde 8
2 20 ' B!
© b K= cevees k
P o=l P : x*=_B = nin i { ki o {
0 . e ° e al! a, -0 a) . A .
. pe ie ie B= 2. 5 eees P, seefiyI
Bt ' Bl & Bn
n ne
L y 1
aquf ¥ es reenplazado en la base por P para formar Ia base ! )
De aqui que :Bp P P o K o= ::.o (i#p)
i a
B%d21 siguiente ciclo, ) po
Transfornecidn del ciclo K 1 Ko 1.~ K, -1
; el
El Wltino paso cn cl proccsd Sinplex cs cl de transforaer la tobla sin-— pe
plex pivoteando cn a},)e « hquf 1o que se mtiliza cn luger do ésto es 1 inverso rare las denés }Bi (1 #p ) podenos representar I\Bi trivialnente en tér-
. 1 ,.
de la nueve basc pars ajuster ligerrscnte les roepresentaciones de Dj y ?O , dadas ninos l¢ BJ
*
L =1, 0% qsee P C# ae r ¥ et i 0=
cen térnino de la "vicja" badc B pors ‘pi ~ 'Bi e M lBil “Bn B/‘J_
B’l - de tal forma que la rcleci’n entre la Mvicja" y la "nucval basc cstd dade pors
i .
J J | [
-1 .3 B [y e iy (7B [0 U e Ky el U
B 5y T i, [‘31’1‘52’ ’ *Bn J v r]
, . nultiplicondo por B a le derccha y por (E,)_ a 1lr. izquicrde cn anbos lodos de
pare obtencr su nucva representacidn cn térninos de le nueva bosc Be
la wcusci’n, obtenemos la relacidn cntrc el inverso de 1o nucvn brse y el inverso
Dodo gque #
- -1 Q¢ la besc previa , cs decirk
HEROT £ 1 -
i - (1) wee (BT MU, Uy cveeny Ky weea U] B
~ =B ¥ 1 2 jal
>
J J o donde 8
e 2ondc § (1) -
1) ... [U Uy veenne, K ....U]: 1 K
al ’ ’ y By
Ic I 2 E 1 kg
Lo 1 = al + P al ¥ ... +P at+. 4P ¢ b -
(9) cos iy 7 | By 2’ ’ PBLJ 82¢ o1 1 * B2 %20 Bp pe Bn ne Y
T . 1
at : 1
ne . 1
dondes _ k. \
)la' ,al , eee, 2t } ¥ venos que 1l nucva inverse cs ¢l produeto de une metriz clementel por ¢l inver—
lc 2¢ nc

Z?l so 4e 1o bese antericr.
. ‘49(——-, o N
es lo represcntaciin¥en términos ic B.

€c.
z Si chora multipliconos anmbos niicobros Jc lf\rﬁb) e la decrccha por cual
Despejendo PB de la ccuncidn (9) s
P

quier i,, podcnos obtencr la representecifn 4o P, on térninos do le nucve brsc
J J



particndo de su ropresentacidn en términos de le vicja base.

rarticndo de s

y premultiplicendo zmbos niembros por cl vector elemental obtenido s~nterirmoente

[Ul, Uy were s Ky vanenen UW] - Iul, LICRTPINS O U; 5
X ‘ g = * 1 ¢
(12)eue i = [Ul, U2 s ses s Kyeue Um] ; =(B) 3

Si cscribinos le wtriz (11) couo la swin de une swtriz id ntided y una

nula ecxccpto por une colune }endruxos:

U, U, oK, «onu0 ) = JU, u,.. wee,U [: Cyon :}
[l, Py Ph J ‘Ll, 5? ’Up, ,m] + )y Yy ”K_UP, ’

¥y ac 1o counciin (7) H

oL
= Uy eaeyU yeus,U B cr s -
(B) -[Ul; Py » p, ’ r:J + [ P ...,K—Upr ’6]6
B X h

, 1
» [;, Tuus,K, .,.,C] B
[R=x-u)

dondes

)
Llrvnio B 5 o J.¢ renplonos B—l’ s lucirs
. B
1
Bt B,
A
P
i)
n
- _J [
cntoncoos B
1
ival -l ) - B
(B)™ =p" [k, Tyeeey K, ,] 22
B
.P
Bv
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Seas

57 [p:5)

1 clenento ( i,] ) de i,@ es simplcacnte k, B, Deaqui que parz for-
el

v TPl
qer el elcnont i i de sunan X. . a /B , cs decir ¢
mer el eleaento { 1, j ) do (B ) u"l'OSklppJ ﬂlJ;

Y-l - ﬁ
BJ = *[k. 4 3
[. [B ijJ i p‘
Finelucntc, pere formar 1o nucve reproescentacidn ¢o los vectores , perti

cndo de le vicje tenenos ( de 1o ceurcidn (12) y la (13) ) $

- P - .
AI:(B>1’X':(B .yKB)A.
] J 1 s J
=B .+ (K )i
B J ﬁp J
=17.% Ka',
J bJ

1 ROGR..M.CICH DE ENTEROS.

Surgid de la necosided de resolver problunies on los curlos s¢ reguicre
uns solucidn entera ( p. ¢js asignar hosbres o los néquinas ).

Lo usunl cn la nayoris Jdo los ¢@sos co ol de utilizar o) ME todn Siplex
( ignorando las restriccioncs de wntcros } ¥ lucgo redondcando 1o solucidn a voe
Jures enterds o Lungue osto resulto cdecuado en aljuncs ocnsisnes, on tuchos ofras
la solucidn obtenida desvuds Zo reldondear la solucidn dptina no enioera pucic no
scr foctibles

1o Iv-9.~

Suan los sijulontes rostriccioncss

X -x 2 21/
1 2 /
Xt x2£ I 1/2

y por ¢l Métods Sinplix hcnos ebtenido le solucidn Sptina cono :
x. = 8 /2
LR
x, =6

«



En este problema es imposible redondear X nt a 8 ni a 9y obtener v=
na solucidn factible, la cuel puede ser obtenida solamente si teambien canmbianos

el walor de x2. Es 1d8gico que las romplicaciones aunenten con el nimero dc restri c-

cicness

‘7‘)('_ 'L:Z‘/l

xy

"

~- 5

Otro problema cstribe en que la solucidn rolomder .2 pucde cstar ruy le-

jos de la solucidn Sptima de entcros.

Ejonplo IVe]l0,~—

No 2
3 -

8) ( 2,1.8)= sol.éptina fraccionarie.
(2,%) = Sol.dptina redondcoda.
0,2) = Sol. dptinc dc cnteross

El algor{tno que 80 utiliza para obtener soluciones Sptimas dc enteros
og a grandos rasgos el siguientes

Se recsuelve el problena ignorando las restricciones de enteros cn 1o for-

na normal y si resulta una solucidn o:time que satisfage las restricciones de cne
tcros esta solucidn resulve cl problema originale Si resulta unc solucidn no cnte-
re entonces sc nodifica el problemr originel ageegdndole une nuebn restriceidn que

clinine elgunos soluciones no cnteres ( incluyendo la solueidn Sppina fraccicra -
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ria obtcnidqlpcro ningune de las centerase Le obtencidn de osta restriceidn es cl
punto clave dol algobitmoe. Sc vaclve o resolver el nucvo problema y si sc obticne
unz solucidp Sptima de ontcros, hemos terminado, cn cae. o contrario volvenos a a-

gregar una nucva restriccién con los carccterfsticrs de lo antorisre Finalnente sc

doberd llcgar a una solucidn dptima de entcrose

ANALISIS 1 0ST-CrTIMO.

no s¢ con cen cn forne duterainist ien, cos de

Debido e LB YD

que C .
] 1] 1
. .
swan importencic ¢l conower el cfucto quc code uno de cstos paranctres ticne so-
P cpiqs
bre la solucin Sptime, para lo cual se efcetds un andlisis de sysibilided con ob-
jeto de desembrir cufles de cllos son los nds criticos. Uno vez localizedos 1o 8
s — .
parémetros criticos sc pucden csteblecer nétodos cstadisticos pere deterniner el

que vorirn estos pardnctros y poder Hacer los ajustes neeescrios a

rucstro nodelos

ii

Lo inpervrocis de oste tins dc

nes pernite cjuster une solucifn dptine obtenids con entericriled, cuanlos por o-

»,

ctros dcl nodelo sc nodifice

nisién, cenmbic o crror, veaos que clgane de 18s pe
. o . PR
En nucstro curso gol: nencionnrcios los punros principales del andlisis

s . \ R
soste Optino sin cntrer cn su descripeion.

C . . . PR .

Los principeles conbics que investign ol mnclisis 2rst-dptino song
R . R

1) Cenbio en G cwrnds x| .
]

Y )
curndo x . cs bésica,.

2) Canbio ¢n C
J J
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3) Cambio en bi Problema .-

4) Canhio en a,, curndo x. es no bésica.
J

>

Los resonadores de cristal de cuarzo son altamente estables usados en la industria

e,

5) Cerbio en a,, cuendo x® ¢ bisica, elecfréﬂcc para circuitos controlados de ba-fo f'recuencic y filtros de ondas. Lla -~
ij h] Compaifa de Cristal del D.F. es una pequedo firma que procesa barras de aarzo na
6) hdicidn de une nueve restriccidn turales y sintéticas para producir elementos de cristales de cuarzo. Estos son peque-
fas tiras de ciertas dimensiones, bafiadas en oro-plata y herméticamente selladas en
7) Adicidn dc une nuevn veriable, sobres metélicos o de vidrio. El tipo de cristal se conoce con el nombre de la abcisa

especifica del plano atémico del cual es cortado, por ejemplo AT, BT y CT. Las ope
raciones de los manufactureros son cortar, baiiar {en oro & plata) y envasar. La pro-
duccién especifica y la informacidn del costo se pueden ver en la siguiente tabla:

UNIDAD DE TIEMPO DE MANUFACTURA (HORAS)

Tipo ganancia por
Cristal cortar barar envasar unidod
AL A0 .05 .07 $ 0.1
BT .24 12 .09 $ 0.48
CcT .25 .21 2 $ 0.60

Las eapacidades de los operaciones de manufactura son de 80 Hrs. para cortar, 60 Hrs,
para barar y 5C Hrs. para envasar.

Formule el problema en térninos de progromacién lineal . Formule el dual e interprete .
De el primo y el dual en un solo tablero.

Problema 2 -

Lo compaiifa Manufacturera M.E.M. planea agregar un nuevo producto o su produc-
cién presente. Habré dos diferentes modelos de este producto, el medificado y el --
standard. El modelo standurd se puede producir en cualquiera de sus ties plantas : A,
By C. Sin embargo el modificodo se puede producir s6lo en By C. El modelo stan-
dord requerird 6 horas hombre de trabajo en A, 3 en By 4 en C. £l modelo modifica
do requerird 4 horas hombre en By 5en €. El total de hotas hombre disponibles pa
ra el producto son 2000 en A, 6000 en B y 4000 en C. EJ salario por hora en estas -
plantas es de $ 15,00 en A, $30.00 en By $20.00 en C. El malerial y otros costos
directamente relacionados con la produccién de estos modelos son de $100.00 para ef
standard y $ 150.00, para el modificado. La compafia planea vender el modelo stan
dard en 300.00 y el modificado en $ 400.00. El departamento de lnvestigocién de —-
Mzrcados de la compaiila reporta que no s2 dzbe esparar vender més de 2000 unidades
del standard y 1500 unidades del modificado.

Formule este problema coimo de Programacién Lineal. Formule el dual y dé una inter-
P 9 Y
pretacién, dé la formulacidn del primo y el dual ¢n un solo tablero.



Problema 3.~

Una compafifa manufactura un articulo cuya demanda varia de mes a mes. La mate-

ria prima y la disponibilidad de mano de obra presentan variaciones estacionaies.

La informacifn necesaria se presenta a continuacién.

DISPONIBLLIDAD PRECIO DE MATERIA

MES  COSTO DE MANO DEMANDA DEL
DE OBRA DE MAT. PRIMA ARTICULO PRIMA
($/ton de Art.)
(ton)

Tiempo  Tiempo (ton) (ton) ($/ton)

normal extra
1 40 60 600 400 180
2 40 60 450 700 180
3 40 60 425 600 180
4 60 90 1200 900 250
5 60 30 1300 900 250
6 60 30 1600 900 250
7 60 90 1600 800 250
8 60 30 1500 600 250
9 60 30 1300 800 250
10 40 60 500 1200 300
11 40 60 500 1100 300
12 40 60 500 1400 300

Para producir una unidad de producto se requiere media unidad de materia prima.
Durante los meses 10, 11, 12, 1, 2, 3, la compafia puede contratar a lo mds ura
cantidad de mano de obra suficiente para producir 1200 y 600 tons. por mes du--
rante tiempo normal y tiempo extra respectivamente. En los meses 4,5,6,7,8,9
estas capacidades de trabajo son 800 y 500 tons. respectivamente. La produccién
de un mes puede ser vendida en cualquier tiempo del siguiente mes o mds tarde.
Los costos de almacenaje son de $ 10 por tonelada de producto almacerado de un
mes al prdximo. La materia prima no puede ser almaceneda, por lo que ésta cebe
utilizarse en el mismo mes en el que se adquiere. Las operaciones empiezan en
el mes 1 con Gna existencia de 50 ton. del producto. Al final del mes 12, la
compainia debe tener una existencia de al meros 50 toneladas del producto. Deter
mine una esquedulacién (programacién o planeacidn) éptima de la produccién, a
través de la formulaci6n de un modelo de programacidén 1ineal, Represéntelo en
la forma:

En esta misma forma formule e! dual. De una interpretaci6n del problema dual
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4.~

Una compaiifa manufacturero produce una pequefia componente para un producto indus-
trial y la distribuye a 5 fabricantes o un proyecto de "entrega" fijo de 25 pesos por uni_
dad. Los pronésticos de venta indican que las entregas del mes serén de 2700 unidades
para el fabricante 1; 2700 unidades para el fabricante 2; 9000 unidodes para el fabri--
cante 3, 4500 unidades para el fabricante 4; 3600 unidades para el fabricante 5.

Problema

Las copacidades de produccién mensual son de 4500 en la planta 1; 9000 en lo planta 2
y 11250 en la planta 3. Los costos directos de producir cada unidad son de $ 20.00 en
la planta 1; $10.00 en la planta 2 y $ 18.00 en la planta 3.

Los costos de transportar una unidad de ta planta al fabricante son los siguientes:

Fabricante Fabricante Fabricante Fobricante Fabricante
1 2 3 4 5
Planta 1 $0.5 $0.7 $1 . $1.5 $1.6
Planta 2 0.8 0.6 1.0 1.2 1.5
Planta 3 1.0 0.9 0.9 1.0 1.6

Formula un modzlo de programacién lineal para encontrar fa produccién éptima en cada
planta y para ver cuantas componentes manda cada planta a cada fabricante. Exprese
su dual.

Problema 5.~

La contadora Lucia B. de una Cia. publicitaria ha anunciado que puede distribuir in-
versiones publicitarias de sus clientes por medio de la programacién lineal . Su mane-
ra de actuor es identificar varios auditorios con los cuales su cliente se quiere comuni
car, tal como adolescentes, matrimonios j6venes, el grupo geriGtrico, etc. Sea i el
i-ésimo auditorio. El cliente debe especificar un nivel deseado de exposicién Ej para
cada auditorio i. Entonces cada medio de publicidad (como selecciones, un spat comer
cial de televisién en la noche, un aviso a colores en el periddico dominical, etc.) se B
evalda por su efectividad en coda una de las categorias de auditorio identificadas. Sez
j el j-ésimo medio publicitario y aij la efectividad evaluada para el i-ésimo auditorio
de distribuir un peso o j-ésimo medio.

Cada varioble de decisién se denota por Xi la cual representa el total de pesos destina-
dos ol j-gsimo medio de publicidad durante la campodia de programacién. Los objetivas
de su cliente es minimizar el total de gasto publicitario pero cumpliéndose los niveles
deseadas de exposicién del producto.

i) Supongomos hay cuotro auditorios y cinco medios de publicidnd.
Escriba un modelo de programacién lineal requerido para la descripcién anteriar.

i) Formule e interprete el problema dual .
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Pioblema 6.~ Problerna  #.-
El departemento d2 policia de Xochimilco tiene el siguiente requerimiento minimo dia- Proporcione el dual del siguiente sistema:

rio de poHcTas hombres y mujeres,
minZ = 2x, = 3, + X_ ~ X

1 2 3 4
Hora de! dia (rc!oi Ngwero minime de palicias requerido duren
de 24 toras) Periodo te el perfodo. s.a. 3)(1 + XZ - 2)(3 + 3x4 = 10
2-6 3 22 2x, + 4x, - X < 12
6-10 2 55 z 3 4 -
10-14 3 88 2
1418 4 110 By = Xy g 26
18-22 5 44 (.xl + X < 15
2222 6 33 4 -
x. >0
Notg: Se considera que el periodo 1 sigue inmediatamente después del periodo 6. 11—
i=1,2,3

Coda persona trobaje 8 hores consecutivas. Sea %, el ndmero de persancs que ciapiezan >

. . . . lerma 9 —

a trabajor en el perfodo 1 todos los dias. El Jepurtainento de policia desea oltener una reblema 8,

asi i6n dioria que se emplce &l menor ndiero pasible de polictas, torands en cuen- L. .

gnacién ] np o : F IS . < =n Para el siguiente sistema:
ta que se cumplan todos los requerimientos,

a) Construya el dual correspondiente,

Formular un modelo de progrumacién lincal de tol manera que se chienge una asignacién .
A prog , R K 19 9 9 b) Obienga las soluciones correspondicntes no factibles para el --
Sptima. Exprese su dual y trate de darle una interpretacién.

dual (para cada iteracitn} tal que: Z_ - Z

1 2
S.a. xq < 4
X, < 6
3)(1 + sz < 18

Para el siguiente sistema:

c) Obtenga el dual.
b) Proporcione la solucién utilizando el método dual simplex,

c) Compare con la solucién grifica,

max Z = ﬁxl + 8x

Sx, + 2x, < 20

x, * 2x, < 10
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Froblems P— Aeblns 1o —

Considerce el problema: Usando notacidn matricial (capitulo I), si el problema primo es maxi

mizar & sujeto a Ax < by x > 0, entonces cl problema dual serd mi-

rax 1= 6)(1 * 8X2 nimizar bTy sujeto a Ary/ > T y y>0,
s.a. le + sz < 20
Use solo esta informacitn de la teoria dual para probar cada uno de
X+ sz < 10 los siguientes eminciados:
x. > 0 a) Fl dual del dual es el problema primo.

! b) Si el problema primo es maximizar cx sujeto a Ax=Db, y x > 0, -
a) Construya el problema dual entonces ol problema dual serd minimicar bT sujcto a AT'yz_ cl -

b) Resuclva grdficamente el problema primo y el problema dual, (con "y" no restringida en signo).

Identifique las esquinas que den soluciones factibles y no facti ¢} Si el problema primo (como se da en el cnunciado del problema) -
bles para ambos problemas. -

¢} Usc la informacidn obtenida en el inciso (b) y construya una ta-
bla en la que se listen las soluciones bdsicas para estos proble lucidn factible.
mas (primo y dual}. -

ticne solucidn dptima no acotada | el problema dual no tiene so-

’

d) Resuelva el problema primo por el método Simplex. Despuls de ca-
da iteracién identifique la solucidn basica factible para este -
problema y la solucidn basica complumentaria para el prohlema --
dual,

Boblops /0.~

Considere el siguiente sistema:

max 7 = Xyt 3x2 - Zx3
s.a. 3x1 T Xyt 2x3<_7
—le + 4x2 < 12
—4x1 + 3x2 + 8x3 < 10
X >0

a) Obtenga el Sptimo usando el método Simplex.
b) (Cudl es el modelo dual correspondicente?.

c) ¢(Cudl es la solucidn Gptima para cl prohlema dual?,



CAPITULLDO VI

TEORIA DE REDES.

Introduccion.-

Hace apenas unos afios que la Investipacién de Operaciones
comenzd a utilizar, como una de sus herramientas, el Anflisis de Redes,
el cual sflo habf{a sido utilizedn hasta entonces en Ingenierfa Eléctri-
ca. E1 anflisis de Redes se ha empleado con &xito en el estudio de sis-
temas de transforte y comunicacifn, en la Teor{a de la Informacién asf
como en la planeacibn y cantrol de proyactos.

Aungue la Teorfa de Redes puede abarcar muchisimos proble
mas, en nuestro curso nos limitaremos al estudio de 4 de ellos:

a) Flujo Mlximo.- Consiste en encontrar la distribucifin
de flujos, en una red gue conects una fuente con un destino, de tal ma-
nera gque se maximice el flujo total através de la red.

b) Locelizacibn de la Ruta més Sorta.- Se debe localizar
gl camino mas corto desde un origen hasta un destino, utiliz<ndo una red
que los conecta.

c) M{nima Longitud de una Red de Comunicacifin.- Se selleg
tionan aguellas ramas de la red que tienen la longitud total menor a la
vez gue suministran una via de comunicacifn entre cada pareja de nodos.

d) Planeacién y Control de Proyectos.- Se utiliza para
medir y controlar el progreso de un proyecto,

Redes.-
Definicién VII.1q,.-

Una red dirigida o gr8fica linsal dirigidz G = (R ; R),
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consiste de una cnleccibn N de elementos x, y, W, eeee , Junto con un
subconjunto A de los pares orderacos (x,y), (x,w), ... , tomados de M.
Los elementos en N se llaman indistintamente: nodps, vértices, puntos
de unifp o simplemente puntos; los miembros de A se conocen comg: arcas,
uniones, ramas 6 aristas.

Nosotros usaremos la terminologfa qqgg:iyco.

Una red puede ser representada seleccionandp un punto co
rrespondiente a cada nodo x de N y dirigiendo una flecha de x hasta y
si es gue el par ordenado (x,y) est4 en A [(x,y)é A] .
Eiemplo VII-1.-

Sea una red que consta de &4 nodos:(s,x,y,t) y 5 arcos:

(s,x), (s,y), (x,y), (x,t) y (y,t). Dibujarla.

esta red se dice dirigids debido @ que cada arco involucra una orlenta-
cién espec{fica.

Vemps que en la anterior red dirigida el arco (s,x) € R,
mientras gue el (x,s) # A,

Es posible también la existencia de redes no dirigidas en
las cuales el conjunto A consiste de pares no ordenados de nodps. As{
mismo, se pueden encontrar redes mixtas en las cuales algunos arcos es—
tén dirigidos y otros no.

En nuestro curso eliminaremos les sigulentes posibilidades:

a) Arcos (x,x) que conduzcan desde un nodo x hasta si mig

mo, razbn por la cual todos leos arcos yue consideraremps se supondrin de



la forma (x,y) con x £ y.

h) La existencia de arcos mdltiples gue unen x con vy,
por lo gue todas nuestras redes contendrfn un arco zomo miximo yue va-
ya desde un nodo hasta otro.

En forma simplista podemos tener:

Definicién Vil - 2.~

Una gréfica liheal consiste de un conjunto de puntns de
unién llamados nodos, cada uno de los cuales estfd unido 8 slgunos o to-
dos los demds por medio de arcos.
Definicifn VII - 3.-

Se considera como una red a8 una grifica lineal en la—cual
existe algin tipo de flujo en sus arcos.

A continuacifin se listan alounos ejemplos de sistemazs yue
satisfecen la definicién de red, mismas yue podemos encontrar a nuestro

alrededor:

Nados Arcos Fluje
Intersecciones Carreteras Veh{culos
Centros de Trabajo Rutus de Manejo de Mutasiales Trabajos
Oficinas de Correos Rutas de transporte Correspondencia
Estaciones Telefdnicas Lineas telefénicas Mensajes
Estaciones del Metrs Thneles Personas

Definicifn VII - 4.~

Sean x,, X coe x_ {n 3 2), una secuencia de diferentes
1 2’ ''n
nodos de una red, tezl wue (xi , xi+7) es un arco para ceda i = 1,2,...,N=-7,
entonces la secuencie de nodos y arcos:
X4 (x1,x2), X5 (XZ'XBZ’ X3y eeees s (xn_1,xn), o
se llama "cadena". 5i se estipula ademas gue x, = x s entonces la cadena
se 1lema cicle (dirigido o no seglin sea e) c=so de la red).
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Eiemplo VII « 2.~

En la figurs del ejempla VII-1, la cadena s, (s,x), x,

(x,t), t conduce desde "s" hasta "t". Este red no contiene ni un soleo

ciclo dirijido. 5i la red fuese no dirigid-, entonces tendrfamos varios
cicles, entre elles: s, (s,x), x, (x,y), vy, (y,s), s.

Definicifn VII - 5.«

Sean xX., X,y sse x_ una secuencia de nodos diferentes,
1 2 = 7n
1rs cunles tienen la propiedad de gue ya sea (xi,xi+1) L] (xi+1,xi) es
un areo (1 = 1,2,.e..,n=1). Restringiendo para cada i solo una de las 2
posibilidades, llamamos a la secuencia de nodos y arcos resultente, un
tenemos un ciclo,

"camina" desde x, hasta x_. Nusvamente sl x, = X0

1 n 1
Vemps entonces gue un camino difiere de una cadena, en

tue el primero permite la posibilidad de recorrer un arco en un sentido

opuesto a su orientacifin, &l ir desde Xy hasta Xne

Definicifin VII - .-

Dada una red (N ; A), se puede formar la matriz de inci-
dencia nodo-crco oe la sifjuiente forma: Ennumere los nodos de la red
verticalmente y las arcos en forma horizontal y anote, en la columnz cg
rrespondiente al eareo (x,y), wn 1 en el renglén del nuﬂn‘x"y un -1 en
el renglfn correspnndiente a'ynpcniendn ceros en el testo de la cnlumna.
Eiemplo VIT - 3.-

La

red del ejemplo VII-1, tiene la siguiente metriz de

incidencia:

(s,x) (s,y) (x,y) (x,t) (y,t)
s 1 1 o] a jal
x -1 a 1 1 0
y 6} -1 -1 s} 1
t i) 0 0 -1 -1
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de dnnde puede epreciarse udue todz lz infermecif~ respacto a l= estruc
tura de una red dirigida est? represntacda en esta mstriz.

Dofinicién VII - 7.-

unz red se llama'conectad2’'si existe una czden: Gue com
necte cada par de nodosSe.
Ejemplo VII - 4.-

La red del ejempla viI-1 es una red conectzda, pero deja
r{a de serlo si guit&semos los arcos (s,x) y (s,y)e

Definicifn VIf - 8.~

Un "&rbol" es una red conectadz G = (N ; A) la cuzl na
contiene ningfin ciclo.

Es cl=re due un &1bol tiene la propiedzd de gue existe
un camino o una cadena dnica uue una cads par de nodos.

Definicifn VII - 9,.-

Unz red, conectada o no, la cual no contiene cicles, se
llama un “bosuue’. Cada pieza conectada del bosyue es un Arbnl si se
considera como una red indepenoiente.

Teorema VII - 1.-

Una red G = (N ; A) con "n" nodos es un &rbol si tiene

(n-1) arcos y ningln cicle (es decir, es una red conectadsa).
Efectuando la demostracifn por induccifn, tenemos:

El teorema es evidentemente cierto pars 2 nodos. Supon

gamoslo cierto par= 2,3, ... ,n=-2,n-1, debemos demastrar yue es cierto

para "N’ nodose.

Lema VII - 1.~

Bajo 13 hipftesis del Teorema VII-1, existe cuando menos

un nods gue es un final, es decir, un punto “p* con solo un arco (p,q)

uue lo conecta @l resto de la red.
Demostracion del kemz VII-1.-
finzl,

Pzars encontrar un nodo due sea un COMi2NCE Se-

leccionandn cualyulier nodo, sea Pqi 52ste nodo estf unido cusncdo menos a

otro nodo, see Poy mediante un sclo zrco (de no ser &ste el ceso, elimi
nando cuslguier ercn (pi,oj) gue una un par de los resténtes n-1 nodos
obtendr{zmos n-2 zrcns sin cicles. Pnr nuestra suposicifn inductiva es-
to formar{n un 4rtnl, por lo yue existiriz una caden: de arcos uniendo
p; con pj. Rdjuntsndo 21 arco (pi'uj) a esta cadena formariamos un cicle,
nuestra suposicifén). Debido a gue existe un

1o cual seria contrario &

arco entre p, y P, muévzse a a lo lergo del zrco (01,p2). Pzse a Py

P2
a 1o largo de otre arca (en c3co de ser posible). Dado uue el nimero de
nndos es finito y 1o existen ciclos, orocediendo de £stz manera llegare
mgs 2 un puntn.p“L;c sea un final con snlo un arco (y,p) uniendole al
resto de la red.
Prueba del Teorem: VII-1,-

€. el nndn final y su (nico arco se elimiman, lea red
resultante tendr? n-1) nodos y (n-2) arcons y debido 2 yue no contiene

[t

ciclos, est? conect =& por la suposicidn inductive. Si el punto "p" eli-
minado y su arco (.,n) se reinsartan, ser® posible el conecter "p” a
cutlyuier otro noc~ vi{z el nodg "0”, con 1o cusl probemos gue unz red
con “n” nodos, (n-") arcos y sin ciclos esth conactadzs y por lo tante
es un frbol.
De rrcho cualyuier pareje de las 3 condiciones:
=' G astf conectadsz.

G nn tiene ciclos.
/A = /N -

o rr

implica la tercera - caracteriza = G como un &rbol.



Dafinicién VII - 10.-

Dzgs wma red G = (N ; R), supbng-se yue cada arco
(x,y) € A tiene asociado con €1 un ndmero real no negative cix,y).
LLamamos a c(x,y) la "cepacid~d" del arco (x,y); intuitivamente cix,y)
puede pensarse come la representacifn de la mixima cantidad de algln

non

zrticulo gue puede llegar a "y" procedente de "x" por unidad de tiempo.
La cepacidad de un arco no orientado es igual en ambas
direcciones [c(x,yﬂ , mientras que en un arce orientado es c(x,y) en
la direccifn de orientacifn y cerp en la contraria.
Ipnzraremos en nuestre curso la posibilidad de nodos con

c~pacidad de flujo restrinjida.

Definjcibn VII -« 1°,-

Un -ndo se llama "fuente" si cada uno de sus arcos est?
orient=do de tal frrma que el flujo sale de é1. Un nodo se llama "des-
ting" si cada uno 2 sus arcos estd orientedo de tol forme gue el flu-
jo entra a é1. Asf, las fuentes pueden considerarse comp las generzdo-
ras del flujo, mierzTas yue los destinos serin lo® cbsorbente del misma.

Definicifn VII - 1.~

S5z
x € N

-), el conjunto de todas las y € N tales uyue (y,x) € R:

Alx) ={y €N/ (y,x) €}

sea A(x), (antes de

similarmente, sea C x), (despufs de x), el conjunto de todss las y € N
tales yue (x,y) € F
D(x) ={y£ N/ (xy) € A}

FLUJO MAXIMO,-

Cons dere una red yue canects 2 nodos (una fuente y un
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destino), por medio de verios nodos intermedins. Suponga wue el flujo

Gue llege a un nodo es iguzl al flujo uue saie de &1 (conservacién de
flujo) pars todos acuellos nodos yue no sean la fuente y el destino.
Supang-mos cue un flujo f(x,y) por unided de tiempo ve del nodo "x" al

A

nedo "y'; éste flujo necesariamente tendrf gue ser menor & igual a la
capecided clx,y) del arco. £sdecir:
Flx,y) =c(x,y) para todos las (x,y) € A .......(1)
Sez i1z fuente (f) y el destino (d). Un flujo estftico

de valor F de "f" =z "d", satisface las desigudldades y ecuzciones 1li-

neales:
F si x =Ff
:EE f{x,y) - EE Fly,x) = 0 six#£Ff,da=-...(2)
y € D(x) y €A(x) - -F six=4d

oor 1o aue si el fl.jo neto yue sale de "x" se define como:

E fFlx,y) - E Fly,x)

y € D(x) y € A{x)
entonces las ecuzciones (2) pueden ser expresadac diciendo gue el flu

5

ip netoque sale de I- fuente es F y yue el flujo neto gue “szle" del
destino es ~F (o el flujo neto yue entra al destino es F), mientras que
el flujo netp gue s:le de un nodo intermedio es cero. Unz ecuacibn de
éste (ltimo tipo se 1lama ecuacifn de conservacién de flujo.

Dado un flujo F, 1llemamos  fix,y) 2l flujo en el zrco
(x,y). Cada flujo en el arco (x,y) ocurre precisamente en 2 ecuaciones
de (2) y tieme un co:ficiente de 1 en la ecuscifin correspondiente al ng

da "x"

y un coeficierte -1 en la ecuscién correspondiente 2l node "y'.
€n otras palabras, 1z matriz de coeficientes del sistemz de ecuaciones
(2). independientemerze de la columna de F, es la matriz de incldencia

nodo-arco de lz red.



Sabsmos gue:

E F(f,y)

y € D(F)

F =

zgs fix,d)

x € A(d)
y que deseames maximizar F (en cualquiere de sus 2 formas). Esclaro yue
el problema de flujo miximo en una red puede ser formulsco comg un pro

blema de Programacifn Lineal. Es declr:

§TY FOF,y)
y € O(f)

Ef(x,y) - E fly,x) =0

y € 0(x) v € A(x)

Max F =
s.a,

para x # (f,d)

0 =f(x,y) s\c(x,y) pars czda arco (x,y)
sin embargo, es posible desarrollar un procedimiento de salucifn mis e-
ficiente como vere~os mis adelante.

Ejempla VII - &,

Sea 1= siguiente red:

en donde las cmp-civndes de flujo cix,v) en cada direccifn se muestrzn
mediznte los nimsrp- en los arcos correspondientes que estfn situados
cerca del nndn en el cuel el flujo puede originarse. Por ejemnlo:
c(0,1) =2
c(1,0) =1
c(2,3) =1
Dese vns determinar el flujo f=ctible en cada arco yue

maximice el flujo tc:izl F gue sale de "O" (f gue entra en 6).
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Un pri®er intento nos cnnduce a descubrir gue un flujo
factible serfa uno d= 2 par 0= 1 3 -« 4, La asignacidn del flujo an-
terlor parece ser la mxima posible, por lo que a simple vists parece

ser que F = 2. Mis adelante veremos si esta solucifn es o no correc

max.
ta, y2 que pueden exstir otros flujos factibles yue conduzcean a un ma

yor valer de F,

Definicifn VII - 13.-

Un “corte” C en (N ; A) que separe (f) y (d), es cuel-
guier conjunto de =arces dirigidoS que contenga cuendo menas un arco da
cada cadena con cap:cidad mayor yue cero gque una la fuente y el destino.

Definicifn VII - 14, -

El “xalor del corte" & "capacidad del corte" C, es la su
ma de lac capacidecdss de lons arcos del corte.

Definicifn VII - 15,

Sf (* ; A)es una red y si F es un flujo entre (F) y (d)
en (N ; A), entonces clx,y) - f(x,y) es 1la "capacidad residual” del ar-
co (x,y) con respecto a F,

Jeorema VII ~ 2.~

Este teorema se conpce con el nombre de Teorema del Flu-
jo Weximp-M{nimn Cc-te y dice as{:

Par: cualquier red, el valor del flujo méximo de (f) a
de corte de todos =quellos cortes

(d) es igua) a la rlnime capecidad

que seperan (f) y (4.

METODD DE SOLUCION,
PREC 1.- Encuentre un camine entre la fuente y el desti
no que tenpe capzciZad de flujo > 0. 5i no existe ninguno, los flujos

netos asian=dos ha:zza ese momentp constituyen un flujo ™ ximo (fptimo).
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PASD 2,- Inspeccione el camino encontrado en el pz=co 1
para encontrar el arco gue tenga la menor capacidad de flujo; denamine
asta capacidad c¥*. Incremente el flujo en Bste cemino en c*.

PASD 3,- Disminuya en c* la capacided de flujo de cada

arco en el camino. Incremente en c¥* 1a capacidad de flujo de cada arco

del caming en sentime contrario al flujo asignado. Regrese al Paso 1.

£l P:sp 1 puede llegar a ser muy engorroso, razfn por la
Eiemplo VII - 6.-

cuml se ha desarrollade un procedimiento sister3tic)y yue nos permite en
Encontrar un camino con capacidad de flujo > D entre la
contrar dichp camimm en una forma sencilla y gue consiste en formar un
fuente y e’ destino para la siguiente red:
fArbol de todns los odos Oue pueden ser alcsnzados desde la fuente me-

diante caminos de c:pacidad de flujo mayor gue cero. Es decir: ———
Comience detercinzndo todos aguellos nodos gue pueden
ser alcanzados desc? la fuente siguiendo un snlo arco cnn c=pecided de

flujo > 0 gue sal:c- de (F). Pore csde uno de 8stos nndes gue fueron al

canzadns, determine teodos los nueves nodos (aguellos eun no elcsnzedos
con anterioridezd), “ue pueden ser alcmnzades cescde ese nodo . 1o largo
de un arco cnn cap:=idad de flujo > O. Repita &ste procedimientn sucesi
vamente con los nuecns nodos gue vzyan slendo slcanzados. El resultado
se~ la formacifn de un Atbol de todos los nodos uue pueden ser alcanza-

dos desde la fuente 2 lo largo de ceminos con coapacidsd de flujo 3> 0.

Po~ 1p tanto Este procedimiento siempre identificsr?% un cemino con capz
etc.
cidad de flujo D> D sntre la fuente y el destino, si es cue existe cuan-
La bsyuedza de nuevos caminos con cepacidead de flujo O

do menos uno.

gue un=n () y (d) mo es ya necessris cusnde llegamos a un valor de F
E]‘E”"\!ﬂo Vil - 5,.-

que correponda 3 la minima capacidad de corte de tocos acuellos cortes

Engocitrer un camino con ceoacidad d= flujn > 0 entre la

que separan (f) dz (d), de acuerde al Teorema VII-2, ya yue &ste nas
fuente y el destinc pzrta la red del ejemplo VII - 4,

garantize haber llec=do 2 un flujn miximo.



El peso 2‘25 evidente, ya gue no =5 zazible hacer cird
cular per el camine encontrado un fluje meyor tue o , ya que de hacer
lo ss{ violar{amps las cepacidades de flujo oe cuando menos un arco
(el corresorndients e la capacided c* ), siendo entonces el flujn asig-
nado no factible. ™~ ﬂ B

La Ta. parte del paso 3 tiene por objeto el actualizar
la cepecided residusl de los arcos consicderades, con objetn de poder
buscar nuevns camimos gon cap-cidad de flujo >0, si aun existen. La
2a, parte tiene por obleto poder cancelar,total e parcialmente, 21gfin
flujo ys @signado = =lgfin otro arce,por podersele a2signar otrs ruta
Que nos permitz inrrementar més el flujo total. Es decir, ruede suce-
der que un flujn r=ionadn originelmente através de un arce pudiers ha
ber circulrdo por =lgdn otro arco y yue 8l hzcerlo por éste particular
impida que otro fluje pdtiz hacerlo, sin embargo, de poderlo camblar al
otro, ebrimos nuevas caminos paras incrementar nuestrs flujo totel. 1
Eiemoln VI - 7.-

Agu® se v 13 necesided de modificar las cepacidades
ds flujo en senticdo opuestn = £ste para poder tener el fluje miximo,

Sem 12 red gel Ejemplo VII-4; al cual le hemns esigna

do un flujo de 2 prr D13, ;

Sin efectuzr 1s modificacifin prdnuesté en la 2¢, perte

o2l paso 3, obtenemns:
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de ronde pocemns observar Que ya no Luedzn caminos cen capecided da

= Z, 1n cusl es

1~ > 0, 1n cue nos cen-ieirfa 2 conclulr sue Fmax.-

torslmente f-leg secdn podemos observar a continuecifn si efectucmos

12 ~pdific-cifn procusstal 1

nhteniende zef un 7

. 3 gusz == =l correcto., . . . 2

Eiomplp VIT - 8.«

Az7:.:uemos el mftedo de solucifin recifn descrito e le
red del Elempln VII-6, &n donce deseamos ancontrar el flujo méximo que
diche red pueds trimspertar entre "0" y"5". Supbngzse un fluje iniciel
Flx,y) =0,

+%

{0

FIG R

Pacg 1.=
Enc-~tramas un czming entre 13 fuente y el destino yue
tenna cop=cicnd de “lujo 0. Le Fig. B noc representz un cosible fre

tnl con c=zp-cidacs. ce =rce > 0 uue conecte todos les nndos desde el

noca "0".
Lr St s baer xe

. eq ‘4 (L'Q)
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=
Pasps 1y 2.~ (c, =1).

Pasg 2.«

En =1 c:mine encentrodn en =1 paso 1, vemos uye el arco
(0,1), juntn con =1 €1,3), tiemen 1a minima cep.ridad de fluje, nor lo
que C: = 1, E1 fl_*r puede ser incrementeco stravés cel comino (0,1,3,
5) @ f1=1, flujo on el cuel les =rco (0,7) ¢ (1,3) se setur:n (Fig, C

=1

———

FIG. €

Paso 3.-

Ai -temns las capecidedes de fluio de ~cuerdn con el
fluin seianren, ¢ minevenc~ en 1 1=e cmn=cideces © 1o lurce del cami

no (0,7,2,5) y ~utoatende en 1 1a ceperided en osentidn inversn (Fin. D)
y e v 2] =

es decir, c'(i,3) =c(5,1) - F oy c'(3,1) = c(j,i) + f, oere todes los

arcns (3,1) en el :z@minn pscogida.

0 BIEN:

Pasos 1y 2.~ (c; 1),

+f_3.

[ - (Fef
aso 3.~ ( F1+F2 3




dado Que no es posible lleg=r 2l destino, el proceso termina y hemos en
contrade un flujo miximao Fm~x =3 , que circula en la siguiente ferms a
aXe

través de la red:

Recc-dando el Teoremo VII-Z gue nes dice gque el flujo m§
x1lmo es igual » la mfnima capacldad de corte de todos aquellos cortes
yue separan "f" y ‘4" y que la cspacidcd de cuslyuler corte noes g2 un

1fmite superior pzrz el flujo en la red, vemos Que es lo que sucede en

nuestro ejemplo:

‘corte

efectuando el cort: 1 mpstrado, vemos Jue su cepnclded de corte es &,
mientras yue efect:indo el corte 2, vemos yue su cezpmcidad de corte es 3,
Dado que no podeme encontrar ningln corte con cipacidzd menor = 3, el
flujo mfximo deber’ ser 3, tel y como se obtuvo wnteriormente. De haber
efectuado este pucs con anterioridad, nos hubifrzmos evit-do el Gltime
pasc 1.

Es rvidente yue la optimalid=d se ha alcanzndo cuando

existe un corte en la red cctual cuya capacidad es cero respecto a las
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cepacidadas de flujo residuales sctuales. Por ejemplo , s1 efectuamos
el corte 2 er la red rasultante de la aplicccibn del pase 3 Gltimo,ve-

mos que la cepzcidad es cero.

RUTA MAS CORTR.-

Los problemas de ruta invelucran la loczlizocifn de un
camino stravfs de uma red, desde una fuente hasta un destino, que ming
mice (§ maximice) alquna funcibn de una propiedad de los arcos del cu-
mino seleccionado (generalmente distlncia).

Los aroblemes de ruta son ampliamente utilizados en sis
temas de transporte y de comunicaciones, pero tzmblén se presentan em
una gran variedad o= otros campos, tales como:

e} En la determinzcién del orden en el cual debemns
producir uns variecad de productos en unz instalacifn comin de produc-
cién, de tal forma que se minimice 1la suma de los costos de pueste en
marcha.

t) En la determinacifn de un subconjunte de tareas,
dentro de un conjurto interrelacionado de les mismas, cuyo tiempo de
terminacifn fij2 el tiempo mfnimo total psra lz terminecifn del con-
Junto.

METODO DE SOLUCION .~

Exissen varios procedimientos bastante similares para
1la obtencibn de soliciones Hptimas sl preblema de la ruta mas corta.
Npsotros trotaremos aquf los 3 més cortos y simples.

Mtodo 1.-
Este método fué propuesto por G.J. Minty en 1957 y es

aplicable pcra el c:so de redes nmo dirigidas. Simplemente construya ur
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modelo de hile de lz red, en el cual las longitucdes de los pedazos de
hilo sean proporcimales a las longitudes de los arcos. Tome la fuente
con une mano y el destino con la otra y jale, los hiles que yueden ten

sos indicarfn los =rcos correspondientes a la rutz mis corta.

MEtado 2.-
Este mEtodo consiste en un procedimiento grifico. Pa-

r7 describirlo haremos uso del siguicente ejemplo:

Ejemgln VII - 9,-

Paso 1.~

It

'a", dibuje en forma puntsada tg

Emg-zando en el origen

[T

dos los ercos por “:dio de los cuales se puede ir desde "a" a cualuyuler

o

otro nodo, e inser.: las distencies directz2s desde "a" en caeda uno de

los nodos:

Paso 2.-

5% ¢ isten arcos yue conecten cualesyuiers de los nodos

obteniaos en el pzse 1, determine para? cad: srco si lz rute indirecta

()

desde "2" es o no mi:z corte que le directz. Dibuje lz ruta mas corta

con lfnea sflids y ceje la 1{nec punteadz para la m%s lerga. Indigue

le distfncia mé&s cortc encimz de cada nodo. Par ejemple, en la sigulen

" now

te figura se puede :orecier Gue es factlble ir de "a" a "g" através de

"d" a un menor "coe:o® gue directerente. Rdemés se puede ir a "“d" di-

rectemente § atravé: de "c". En caso de empate, maryue embas rutzs con

1{neas sblidas.

Paso 3.~

Agrijue todos los nodos gue pueden ser alcanzados par-

tiendo de los nodor censiderados en el pasp 2 y eepita ese paso con

respecto a ellos. Ivserte las distféncias:

2
()




Paso k.-
Contirmue en la misma fnrma hastza uompletsr la red. Las
1fneas shlidas en la siguiente figurz muestrzn las ruizs mis cortas

(0]

gue pueden ser tomad:s desde "a" hasta cuzlyuier otro punto. Nitess

gue existen alternztives:

Método 3.-

Este mtodo es la forma aloebrficz del método grifico
descrito con a@nterir-idad y la asencia del procedimiento estriba en
gque partiendec del ocrigen, se v& slejendo del mismo, identificando en
forma sucesiva la riza mfa corta a cads uno de lns nodos de la red,
en orden ascendente Ze= dichas distinclias mSs cortas desde el origen,
raz8n por la cual el problema guedz resuclto cuzndo se alcanza el des
tino.

Se st one aquf que;
2. Se puede escribir sin ningln problema, para cada

nodo, los arcos yue -onducen a otros nodos, esto en orcen creciente de

su longitud.
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b) No representz esfuerza zlgunp el ignorar um arco
de la lista si 8s yue éste conduce a un nodo cuya distincia ha sido a-
signade con antericridad.

c) En la etepa "k" (k=1,2,....) del procaso de cfmpy
to, se conocen los (k-1) nodos que estfn mcos cercanos al origen (excly
yendo &ste), atravfs de cadenas de conexifn de mfnima longitud, =s{ co
mo las rutzs y dls:®ncias mis cortas correspondientes. LLAmese z 8ste
conjunto de k puntzs “S" § "nodos originales”. Todos los demfs nodos
que no estfn en el zonjunto S los llamaremos "nodos nuevos”.

Dac: la informzcifn anterior, éide que m=nera identifics
mos el nodo Qque titme 13 k-ava menor distfincia al urigen, atravls de
su ruta mis corta?, es decir, écual de les nodos nuavos esth mfs cercy
no =21 origen?, Par: celificar como candidato, un nodo nuevo debe de e85
tar conectado mediznte un splo arco @ slguno de los nndos en S5 {nndos
originzles), ya gu: de estar conectadso atrsvés de zlglin otro nodo nue-
vo, €ste Oltimo es:arfs mfs cerca del origen que el primero. Adem8s,
el nodo nuevo con::iderado, deberf ser el yue se encuentre a menor dis~
téncia del nodo or:ginal de entre todos los nodos (en caso da ser va=-
rios), gue se encuzntren unidos a &1 mediaznts un sflo arco.

Debido a yue el conjunto S contiene k nodos originales

y solo considerzro: el nodo nuevo mfs cercano a cade uno de ellos, e-

xisten cu=ndo mfs k candid~tos pzro ser el nodo nuevo mfis cercano el o

rigen.
Par: seleaccionar el candidato genzdor, procédase asi:
1) Sea "i" un nodo en S.
C) Ses dl su minimn distfnciz =1 arigen.
2) Sea j; el nodo mis cerc=no ¢ "1" y que no est§ en
S (si es yue exists).
u) Sea d; su distfncia desde "1,



Seleccifnese jE (por estzr cerczno a s S) cemo el nodo
(k+1), donde:

(KX) eeens cfb +d, = mnd; +q) (121,2, 000,k)

en donde (J; +d 25 12 distfnciz, a leo lorgo de la rute carrespandien

?
i
te, del origen a €=t2 nedo cendidsto,.

En ¢ so de empates, escBj.nce todos los nuevos nodos en
empzte 2 un mismo t!empo.
Lz :-<erior seleccifn implicy que el cemine m7s corto

hesta Js desde el p-igen (con unz distfnci d:+ds), pasa per 21 nodo

"s", Para ver m3r c.-ro esto, considerese cuslyuler otro cemino entre

jB y 21 origen. Eve- tuclmente dicho cemino deberd lleger o algln node

"1“ en S desde =lgl- nodo "j" yue no estf en S5 (dende j pucce ser js).

Suponemas yue las c. sténciis @ lo large del csmino desde js hesta 3

son no negativas, o tol forme que la distinci- tot:zl hest= el origen,

a 1o largo del cami- », no es menor yue d; + di’ sin emhzrgo por (€):
d; + gy = d; + dg

Puecs notarse gue perz obtener el mode condidoto a en-
trer 2 S se requiers un m%iximo de k comparaciones; por lo tonto en una
red can 'n® nodos, r~ se reguieren mis de 1 + 2 + ... + (N=1) = n(n=-1)/2
camp:reciones. En 1: prfctica, el nimero de compszreciones puece cer con

aiderzblemente menor debido = due despues de vsries etspos, wno B va-

rigs de los nodos en 5 eole tengrn zreos yue conduzezn @ nodos en S,
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Por 1o tanto, para encontrar la ruta mfs corta desde el
erigen hesta el destino, se debe repetir el procedimiento snterior pe-
rz encontrer el k-sve nodo mAs cercano al origen en forma sucesiva pere
k=1,2,3,¢40., hasta que el nodo destino see slcanzedo.

Ejemple VII - 10.-
Encuentre la distfnciz més corte entre el origen y el

destino para la slguiente red:

origen

Elzb6ére, pera ceda nodo, una listz de los ercos Que sa-
len de ese nodo, en orden escendente de sus longitudes. ¥o as necesarip
Incluir los arcos jue entren al origen o que selen del destine si sblo
se desea calcular la rutz mas corta entre estos dos, pero sf deben in=
cluirse 8i lo gue se desea es celcular la ruta m&s corta entre el ori-

lgs nodos.

gen y el resto de

® © 06 6 ©6

nA~1 AB-3 BC-2 CB-2 DC-2 EF-1 GF-1
0B-2 AC-3 BA-3 CD-2 DA-3 EC-3 GC-3
AD-3 BG-4 CA-3 DE-3 ED-3 GB-t,

CE-3

CG-3

El crnjunto S consiste inicielmente sflo cdel nodo D

(5=}
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Des: zn 8l peso enterior, s6le el nodo 0 es nodo original,
pnr 1o que sblo 1l -oluwna (:) cdebe tomarse en cuenta (ya gue indica
las distfncias de - -Zo0s los nedos Gue estin directamente conectacos 2
£1). RSpidemente <=

descubre cue el nodo A es el m%s cerczno y por lo

tante es el cendic

[51 ={o, A}]

vn seleccionado pars entrar & formar parte de S

Par- indicar que hemos encontrado la ruta mas corta sl
node A, annote 123 ¢ :tfnria encontrada encima de la columna (:) , encig
rre en un circule = entrada DA-1 de le columna (:) y tache todos los
2rcos que entren © < Ce todas =qusllas columnas en laz Gue sparezca

(8a-3,CA-3,DA-3),

1
G

€

® 6 ® 6 6 6

©

AB-* gc-2 CB-2 DC-2 EF-1 GF~1
0Bz |ac-: |Es<CYqco=z  [Dsex U] Ece2 GC-3
AD-> B5-4 [T W| pE-3 ED-3 GB-t4

CE-3

£G-3

Lo: candidatos para el 2@ nodo mis cercano el origen son
aguellos nueves Nr =93 que estén mzs cercanos a los nodos originzles
{o.r}

el m&s cercano 2 -~ es tembifn B (por ser el 10 no rarcade de la colum-

El nodo m' cercano 2 O es B (por ser el dnice), mientras que

na (:) ). Comparz- —o sus disténcles, tenemos:

Nodo B vfa D -~ (0 + 2) = 2
noco B via A - (1 + 3) =4
nodo £ via A - (4 +.3) =4
nodo D vfa A = (1 +3) = 4

por lo que selccic—amos el nodo B via O y ahora 52 = {D,A,B]

Encerremas en un circulo le entrade 0B-2 de la columna
@ , anothros le disténcie encontrade de 2 encima de la columne y
tachfmps todes les entredzs gue contengan arcos gque entren a B (AB-3,
£B-2,G8-4).

Como 1e columna (:) ha sgotedo todas sus entradas, pong
mps una X debajo pere indicar que ésta columne ya no deberé ser consi-

derada en lo sucesiwa.

Y

Q ® ®6 6 @ © 06 0

faoplt .= AN f;ﬁ«zﬂg- DC-2 EF-1 GF=1
65| acos [ pearl| ooz el ecos GC-3
ao-3 | Be-t [Tl 0e3 |03 Tl
LE.3
CG-3

Busc:mos ahora los nodos nuevos més cercanos a los nodos
origineles A y B (C ya ao se considera por tener une X su cblumne). Eg
tos los encontramps mirfndo los arcos no marcados Que se encuentren en

-

primar lugar en las columnas correspondiantes (es decir, en laa colum-
mea que ya tienen c:sténcims), Sus disténcles son:

nodo Cvfa A~ (1 +3) =4

nodo D vfa A« (1 +3) =4

nodo C via B - (2 +2) =4
y debldo al empate :eleccionzmos los nodes Dy C (via A 6 B) como nue-
vos miembros de S. lhora 53 ={ D,A,B,C,D,},

Debi»o al empate, encerramas en un c{rcule las entredas

AC-3 y AD-3 y 18 BC-2 de las columneas (:) y (:) respectivamente, anots
mos la disténcis de 4 encima de las columnas (@) v (:) , tachémos to-
dos los demis ercoc jue entran 8 Cy a D (CD-2, DC-2,EC-3,ED-3,GC-3) y

ponemps una X deba;y de (:) para indicar que ya no la consideraremos mis.



1[1— ZE &E Lll
@ @ ® © o0 6 6

.L_ ><l_ T2
T ’ 2 ><L
BG-b A3 " DE-3
CE-3
CG-3

T o

Investig=mos shora

ins originales en &, (Los nodos O y A ye no se considerzn por tener u-

na X.J).
Tenemos:
nodo G vla B - (2 + 4) =6
nnde G vfa C - (b + 3) =7
noco Evia C - (4 + 3) =7
nodo € via D~ (4 + 3) =7
por lo que seleccir-emos 2l nodo G (viz B) cowo nuevo nodo original. A

hara S, {c A,8,C.3,6} . Escribimos su

ool

lumna de @ y encz-renos en circulo el srco 8G-4, techenco eacemfs to-

dos los demfs zrce: np tachados gue entren & G (CG=3); ponemos también
ung X en 13 column: @ -

1L2BLllz,‘l ELB.
© & @ 6 6 06 6

xl_ xL xl_
u:(l— EF-1 GF-1
.l—g E [}KJ— :s-<l— MXU- poaal2
Ve a DE~3 ><U— )s<L2—

CE-3

33&4\[3

cuael es el nodo mhs cercanc s los ng

nistfncle de 6 encina de la co
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x
"
U

Compsaramos:

nocn E vfa C = (4 + 3) = 7
nocdc E via D - (4 + 3) =7
nodo F via G - (6 + 1) =7

debido al empate seleccionamps los nodos F y E (viz CE 6 DE) y escribf
mos su cistfnciaz de 7 encima de la columna respective, Encerramos en
un circulo los erce: CE-3, DE-3 y GF-1 y tachemos la entrads EF-1, A-
hore S ={o,n,e.c,3,a,r,s}

1t"-2[.2. l,E l.b 7l27l5_5l‘o_
@ ®, . © @ ©® 06 @

L m{L *ns<ll

e

E@Jh{t w;kr#_

@ -l =
@’—

Le : uta ms corta entre el orfgen "0" y el destino "F",
puede ser encontrec : partiendo del nodo F hascia atrfs siguiendo los agp
cos encerrados en ¢ {rculo. As{ encontramos:

F-G-Ba-0O
por 1o que la ruta ~5s corta entre "O" y "F" eg:
0B —» 585G - GF
con una distfncia -otal de 7.
La r 'ta mfs corta entre el origen y todos los demfs no
dos ha sido tsmblér identificada 2 lo lergo de los ceminos OA,08,AC,
AD,BG,CE,GF (ver 1! eas gruesas an la siguiente figura), con alterna-

tivas 8C por AC y C - por CE,



MINIMD ARECL DE EXFF™SION.-

Este tipo de problema es une veriacifin cel Problema de
1= Ruta mas Corta.

Dac:z una red conectada G con "n" nodas, ce pusden ir g
liminande arcos de G hasta que se obtienme un &rbol; tzl friol se cong
ce comg un frbol ce expansifn de G. A nosotros nos interescr! encentrar,
de entre todos loc ‘rholes de expencifin, =yuel yue tengs unz longitud
total minima,

Gy 1us distfnciss

Come entes, el conjunto de nodos en

entre los pores de nodos se conocen, pero ahare no se ezpecificen los
arcos Gue conecten dichos nodos. En este caso, en lugar c: encontrar
1a ruta mis corta ziravés de una red completcmente czfinida, el prable
ma consiste en encestrar ayuslles srcos para le red (u2 tengzn la lon
pitud total menor, :1 mismo tiempo yue suministran uns ruts entre cada
pzreja de nodos. Lo znterior se logr= escagiendo lps zrcos de forma
tzl que la red resultfénta forme un f£rbol yus conecte tados los nodas
dados.

S4 una red Gy un £rbol de expznsifn T de G se especiff

can, nos referimos = los arcos en T como “arcos del frbol" y todos los

demfs como"arcos fuers del Srbol'.
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Supfing>se qus cada arco (x,y) de unz red conectada G
tiene asacizda con &1 un nimero real a(x,y), yue podemps penssr como
la "longitud" dr diche arco. Supfngase que T es un minimo &rbol de ex
panaifin de G y sea: LT YRR la cadena de esrcos del fArbol T yue
una X, y x e Agui (x1,xk) es un arco fuera del &rbol T, Es claro en-
tonces Que:

a(x1,xk) > max [a(x1,x2), a(xz,x3), sy a(xk_1,xk)] eea (X)
ya due de ser menor que alguno de elles, el frbol serfa m’s corto in-
cluyendo (x1,xk) en lugar del otro.

Teorema VII - 3,-

Unz condiclfn necesarla y suficiente para que un frbel
de expansifn sea ~inimog, es que la relaclfin (o) se cumpla para ceda
arco fuera del &rt=l.

Estz tipo de problema tiene infinidad de splicacisnes
pricticas; por 2je “plo, es usado en la planezcifn de redes de transpor
te en donde las nc :os serfan terminesles y los arcos los cznzles de
trensparte (carret_ras, v{as de FF.CC., stc.).

METODO OE SOLUCICN .-

1) zleccione un nodo arbltrériamente y conectelo al ng
do m&s cercano.

?2) dentifiguse ayuel nodo no conectzdo uue se encuentre
més cercznp a un r- -~ conectado; conecte estos dos nodos. Repita Este
paso hasta que tod: - los nodos hayan sido conectados.
Ejempla VII - 11.-

Sup? -nass el problema del ejemplo VII-10, pem en el

cual, eungue se co- 'cen los nodos y las distfncia entre elles, 2un no

se han especificadr los arcoes. Supfinga tambifn uue las distfnclcs ne



especificadas son mayores gue las gque sf se dén.

Conviene nuev-mente elchborar unw lista,pars c=d. nodo,
de los arcos potencizles gue pugieran salir del nodo, en orden crecien
te de sus distoncias. Crmn ee muestra a continuzcibn, dicha listz es i
gual = la elaboradc g=ra el Problema de la Ruta m&s Cortz, excepto yue

aquf ya no existen ri origen ni destino, por lo ygue los ercos potencia

les que entran a "C & salen de "F" también se incluyen.

® & ® © ©®© 6 06 ©

0A-1 | AD-1 , B0-z | CB-2 |DC-2 |EF-1 |FE-1 |GF=1
pg-2 | AB-3 ‘ BC-2 | CD-2 |[DA-3 |[EC-3 |FG-1 | GC-3
AC-3 {B8A-3 |EA-3 |DE-3 |ED-3 GB-L4

AD-3 i BG-4 | CE-3

CG-3

El ¢-imer paso se 1nicls selcclaonzendo erbitreriamente
cualyuler nodo. Per facilitar la comparecifin con el problema de la Ry
ta mbs Corta, escoc:remos zl nodo O.
El r-2p A se identifica inmedl&temente ccmo el nodo més

cerceno con sflo mi - r lz parte superior de lz columna (:) por lo

oue el arco DA se & repz & la red. Pars indicerlo, enclerre las entra-
dag 0A-1 y R0-1 en - circulo y pong= una X encimz de los nodos "0" y

son nodos conectados.

x2 x2 xle x2 xi8 xls
® 6 ® 6 60 6
@ @@L @@ (@ (D
=0 ’“t’L Bl St
2] P S %le{'—l a2
-

"A" pare indicer oo

x
©@ 6

@

x
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Pzrz

1cdentificzr el nodo no canectado mfs cercsnp a =lgu
no de los ya coneczzdos (0 y A), sflamente compere las entradas superip

res no marcedas por2 cada nodo conectodeo (0B-2 y AB-3), Dado que 2 < 3,

08 es el sigulentez zrco que se =gregz = 13 red. Parz indiczrlo, encierrs
08-2 y 80-2 en un -{rculo y pbngz unz X encimz del nodo 8. Debido 2 que
nunca dehbemos zgrc:or 2 l2 red un arco gue conecte 2 nodos ya conectsces
con anterinridsd, zu=lquler arceo potencial desde el nodo mis reciente~
mente conectado Quz pudlerz unirln con los otros debe ser eliminzdo de
futuras consideraciones. Por lo tsnto tache AB-3 y BA-3,
k=3

El :iguiente arco se obtiene comparando AC-3 y BC-2 gue
nos indican yue BT debe ser sgreg-do a 1s red. Encierre BC-2 y CB-2 en
un cfrculo y pfng- unz X encima del nodo C para Indicar yue ya estd cp
Tache AC-:

nectado. y CA-3,

Co~-=re ahora AD-3, BG-4 y CD-2, Ge escoge CD como el
nuevo arco de la rrd. Encerremos en circule CD-2 y DC-2, ponemos una X
sobre D y tachamos ~D-3 y DAR-3,

k=5

Compare BG-4, CG-3 y DE-3, Arbitrarizmente, entre el em
pate, escogemos CG :omo el nuevo srco. Encierre CG-3 y GC-3 en un cire
culo y ponge uns croz sobre G, Tache BG-4 y GB-4, Nftece yue ayuf sBlo
se escoglf uno de 13s arcos en empzate, el otro no recibe ninguna marca,
k=6

Comg:re CE-3, DE-3 y GF-1, Selecclonamos GF como nuevo
nodo de la red. Encerramos GF=1 y FG-1 en un cfrculo y ponemos unz X

sohre F,



Compzre CE-3, DE-3 y FE-4. Seleccirne F& como nucvo no-
do de la red, Encerromos FE=1 y EF=1 en un circule y poneros una X er-
cima de E.Tcchar Ci-3, EC-3, DE-3 y EO-3,

Detido = Gue todas los nodos hen sido ye conectzdes, heg
mps terminzdo. L2 -ed resultente tiene una longitud totel ce sus arcos

igual a 12,

El -ismo £rhol se hubiese obtenido seleccisnands stro ng

do inicial.

x &
©

@
@DE|=

Supfn: se Que se selcciona el nodo D:

X LL X U_ &[l X Ei xlé.
© & ©® 6 06
,@L f\l_.(mrz GHE

<L{/-, lé"

& Do iZ | pomr T I

--tal = 12,

con uns longitud
El ismo resultedo se hubliese obtenicde cuzlesyuierz que

hublese sido el r- -3 inicial.

137

PERT o=

Lz T4cnica de Evzluscifn u Revisifn de Progremas, FERT
(Program Evalustic- znd Review Technigue), uneo de los varins metodos de
rute critica gue existen en la ectuzlidad, tuvo sus principios en la
Gr&fica de Gant., FIRT se desarrollf para el Proyecto Polaris en 1958,
por la Oficina de “royectos Especisles de la Marina de EELY, junto con
1z LOckheed Aircr='t Corporation y en colaboracién con la Booz, Alden
end Hamilton (empr-zz consultora en administracifn) y a &l se le atri-
buye el haber adel:wtzado la terminacifn del proyecto en mhs de 2 afios,

Postizriormente , la industrie adopt8 el PERT para ayudar
en la edministraci‘~ de proyectos que incluyen muchas actividades 1nte£
relacionads. Actuz.-ecnte se utiliza para medir y controler el progrese
de proyectos tale- zomo: programas de construccifn, progremacifn de com
putadoras, preparz::6n de cotizaciones, planezcifn de mantenimiento, ins
talacifn de sistem : de ceomputadore, modificacién e instalacifin de equi
pos, programes de r-nmocifn de ventas y construccifn de preses.

Uno -2 los principales objetivos de PERT es el determi-
ner 13 probabilidzc de cumplir con fechas l{mite especificadas, PERT
2demSs identifica » vellas actividsdes gue pueden ser cuellns de bote-
11z y en las Gue, 7T lo t=nto, se debe vigllar mAs estrictamente el es
ter dentro del itir:rcrio. Un tercer objetivo es la evaluzcifin cel efeg
to de un cambio de ~ccursos de 2quelles actividedes menss criticas, ha=
ciz los probables c.zllos de botellz. Puede tembién ev:zluar el efecto
de una desviacifn ¢ ! requarimiento real de tiempo peare uns actividad
de 24uel yue fud pr Secido.

PAS05 SEGUIDOS PARE _A APLICACION DE METODDS DE RUTA CRITICA.-

Pzsr 1.- Plonesccibn del Proyecto.- Aquf se definen las



~ctividides que formzn el proyecto y le dependencic entre ellis se mues
trc en formz explicitz comc unz red.

F--n 2,- Estimucibn de los Tiempos.- Sz efectlzn estima
ciones ce leos tiempos regueridos pzro llevzr = ccoo czds una de lus &g

tividades de la rad. Estes estimzciones se baszn en lu disponibilidad

de mzro de obrz y exipo, se{ como en ciert:s suposiciones yue pudieran
hzber sido hsch-s en lz pleneacibn cel proyecto (Poso 1).

B~~~ 3,- Progrcmecifn.~ Los clmputos de pregromocibn pro
porcioncn los tiempcs mAs prfiximos y mis tordios permisibles parc el i-

nicio y terminccién 2 czdc cctivided y como un “sua-producto”, icdenti-

fican 12 ruta critic: atravée de l1: red, os{ como la "'holgurz de tiempo"
asocizdn con cad2 ¢ mino no critico. £n nuestro curse sflo veremos es-
tos 3 pasos.

P-on 4.~ Ajustes Tiempo-Costo.- 51 el tiempo progr-m:zdo
parz complet=r el p-aoyecto, tal y como se determin§ en el peso 3, es sa
tisfactorio, la ploieacibn y programacifn del proyecto pueden ester ter
ninados. Sin embsrgv, si se estf intereszdo en daterminar el costo de
reducir el tiempo c: termin.cifn del proyecto, entonces se ceben consi-
derar zjustes tiempr-costo en los tiempos de ejzcucién parz czyuellas ec
tivid-des en 1= rut criticc 6 en 1a(s) rute(s) cisi criticu(s). En &s-
te peso se Oescrrol.on procecimientos pzra reducir el tiempo de duricibr
del proyecto, con u- minimp incremznto en los costos directos del mismo,
medivnte lo reducci de tiempo a lo largo del cemino critice, huciends
1o en =quellos lug--3s en los cucles puede ser obtenido a un minimo cog
to. Los objetivos ¢ Bste paso pueden ser:

z) Incontrer el coste extrs debido & lw reduccifin del

tiempn totzl de dur cién de un proyecto.
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b) £l progr:mcr el proyecto de tsl forma yue se mini-
ce la sum= de los costos directes e indirectos, es decir, el tiempo
de durzcifn del proyectn pzrz costo m{nimo.

c) Costo de programar par: cumplircon un tiempo espe-
cifico de durzcifn del proyecto.

Pacn S.~ Distribucién de Recursos.- La factibilidad de
cada programecifn dzbz ser revisada con respecta a sus reguerimientos
de manp de obra vy ecuipo. El estasblecimiento de une factibilidad com-
pleta pare una progrsmacibn espec{fica puede requerir de nueva planea-
cifn y progremecifn (Pasos 1y 3) 8 ajustes tiempo-costo (Paso 4). De
aguf gue una eolucin finel puede requerir ls ejecucibn de varios ci=-
clos

de pesos 3,k y 5.

requisitos &
de mano de

obrac.
o = e — —-———_—b - - - - mano de obra
disponible.
L
v
'
l_l— , 1
'
} — —>
inictio ty ot fln
proyecto proyecto

De 12 figure podemps eprecier los reguerimientos de mg
no de obrz & lo larcn del desarrolleo de un proyecto. Si la demenda pico

para £ste recurso p-rticuler (que ocurre en el intervalo t, a tz) se

1
juzga excesiva, los ~Etodos de ruta critice suministran un medio conve
niente parz reprogr-zr y replaneer el proyecto para eliminar éste pi=-

oo. Primero, céhputrs de rutine inolcan si lez programacifin de ciertas

actividades puede zczlzntarse 6§ atrasarse sin afectar el tiempo de ter



minzcibn del proyzcto. Posteriormente, los m8tedrs c2 ruts critica hze
cen posible el sirulcr, en unz forma muy simple, los erectos d2 varios
cambios, parc cdeterminar asf unz forma zceptable dz eliminar le inde-
seacs damzndz pica del recurse hfsico.

Fmcn 6.~ Control cel Proyecto.- Cuznco la plenezcifin y
programacifin dz 1= rad hen sido deszrrollzcos en formz s=tizfezctoria,
se prepcran en forma definitive para su uco en el cempa. El proyecto se
controla comparince el progreso logracdo contra el programa, =signzndo
y programsncn mano de obrz y equipo y snclizando los efectos de los re

trasos. Cuando un crmbio meyor ocurre en la progrzmzcién, la rad se re

visez tamhiém y unc nueva progrzmacibn es elzhorada.

Segin se indicd yz, el primer peso en lz utilizzcién de
métodos de ruta cr{ticz es la icentific cifin de todes lac czctividades
involucradas en el proyecto, es{ como su representocidn grffice en un
diagramz d2 flujo & red. Este pzso se connce como la "fuse de plunea-
cifn", Existen 2 formas diferantes de trozar Bste tip~ de redes:

4) Sistems de activid:dez en lig flechas.

h) Sistema de zctividades en el nodo.

No=otros utilizoremos el primero por cer =1 mis usada

entre los industrimles y constructores,

lo yue d= ninguna muners sig-

nifica gue ses el mejor’. Al finsl noc referirémos -1 20,

Dafinicifr VII - 16.~

¢ actividad se define como uno de los trobejns reyue-
ricos por el provecto yue cumple con ls siguiente reglu: no puede ini-
cizrse hasts quz otros zctividades espec{ficzs yue l- prececen hayzn
side completadws. Un: sctividsed se representu mediznte un =rco § flecha

de 1a red. La cols de la flechz represents el principio de 1z =ctivi-
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dad y 1~ punta su terminscién. Lz longitud, forme 6 posicién de la flg
chz no tienen importencic algun2; lo import=nte es Y4 forma en yue las
activiczdes representcodzs con flechze se eslzhoncn, conjuntumente, en
una secuencis de tiempo perz formar una red operscionel,

Definicifn VII ~ 17.~

Unza flecha Gue representz unz mer: dependenclia de una ac
tividad con respecto o otra, se llama "activided artificicl” & “activi
dzd fictfcia". Gener=lmente se representen mediznte flechas puntesdas
y tienen asocicdas = ellas unz estimzcifn de tiempo dec cero.

Al censtruir un dizgram= de flechcs, el planeador debe
tener en cuentza ls= 3ctividsdes requerides y sus respectivas relcclones
de tiempa, lo que muede hecerse sscribiendo mtma listz de les sctivida-
des del proyecto. Zn un proyecto muy complicndo parece imposible anotar
inicislmente tod=s =mus actlvidades; sin embargo, lcs zctividades adicig
nzles aparecen a ™=dida yue se desarrnlla el disg.omz de flechss. En sg

guida, 2] planeacdo debe determin-r el orden lfigico de lcs actividades,

nsea la farms en Goe cada una ce ellas se rjuste @ lus demis: éhay sl-
gunz actividad que precede 8§ yue sigue 8 due se dessrrolle simultZnea-
mente cen otre zetivided?, Finalmente, 2s necesario dibujor el dizgra-
ma de flech~s parz mostrar como se interrelzclonan las cctividedes en
el tiempo. E1l plun:z -dor oebe vigiler las =ctividades yue seen demasiz-
do grindes 6 demasi -do peguefizs. Es posible yue unz sctivided de gren
$amafio pueds trater:z como m3s de unc, 6 que muchocs peguefizs puedzn com
hinzrse en unz

s0lz .

Definicifn VII -~ 12 .

Loe auntos iniclsles y fineles de lus sctividodes (y

que generzlmente s muestren con circulos), se llaman eventos.



Lns eventos con puntos instantfneos en el tiempo, en con
traste con las ~ctiwidades yue tienen unz longituc de tiempo & durccifn.

Las czhezas de flechz indicsn lz secuencis en la gue los

eventns deben deszrrollzrse; por lo tznto, un evento es la terminzcifn
de todas las mctividades tue conducen (terminin) hzciz ess nodo, y ese

evento debe precedsr la inicizciéin de todus las actividades yue selen

(ce inicie=n) de ese nodo. El nodo hacla el yue todss las actividades sa

dirfgen y ningunz s=1le, es el evento correspnndiente = 1a terminzcifn
del proyecto.

Los eventos se numercn en serie, desde el principio has
ta el fin de un prigromz, La regla genercl pars numerarlos es gue nin-
afin evento puede numerarse hastz gue se hayzan numersdo todes los even-
tns precedentes, ¢3 decir, no podemns numersr ningdn evento hasta yue
hayomos numercdo primersmente la caora de caaca flechz cuya punts seflale
el evento. El nlimeco de la cabeza e una flechs siempre es mzyor yue el
d2 su cola.

Ejemplo VII - 12,.-
z) Las sctividedes A y B oreceden 3 les Cy D,

b! La ~ctivid=d C depende de 1z ~ctividad R, mientrzs

que la D depende d: yue se terminen A y B,
O—=O——=0
] E = actividad

3 D ficticia
@) © ()

c) La activided D depende de la termin.cifn de B y C,

a5 comp de ta tarnin=cifn de 1z 1a. mitad de A, la 2s. mited da A es

independiente de B.C y D,

A A
O (—2—(&)
£ € = sctividad
e 8 ' ficticia

£ G —L—=(1)
EPRORES COMUNES.-

.- No deben existir circuitas (loops).

O, 9 O
(9

debido @ gue esto representc una situscifn imposible: "el eventn 10 de
pende del evento ©, que depende oel evente 8, que depende del evente 10,
gue depende del evnio 9, eeee.e.". S1 un circuitio as1 sparece BN nNues
trz red, 1z l6gic- cdel dizgrama es incorrects, por lo yue la construce
cifn cel mismp deb: volversa a examiner.

2.~ Rui=zs cerradss t=mpoco deben existir.

estn tzmbifn es incerrecto, ya yue la activided 9~11 se desarrolla sin

ningln result~do.



3.- Es preferible el eviusr cctividzades ficticics in-

necessrine.

evidentemente, la cctividad D depends de C,B y A, Lz dependenciz sobrs
A es clera a20n sin }5 activid=d ficticio 2-4, lz cuzl es redundante.
Ex algunss ncasiones puede ser conveniente el introdu
cir ~ctividades creificizles pirs efectos de cliridid. Supbngase us u
na impartinte fech: progrumeda se indice en un nodo @l cusl convergen

2 actividades:

1/11/78
C

debide a la smbigusdzd de los puntos de unién, no estl cl:ro yué es lo
Gue =5tz fecha sig~ifics. irepresente la fech: progremzdo pirz cnople-
ter A & 87, 13 te-1in:cibn de A y B7 6 el comiznzo de L7, En éstos
8os0s, unnis cctivi:-des ficticies pueden ser introducidszs scl:rzndo

todes las dudzs: 1/11/78

O_“_,_O

T~<_ /11778

Ed
a/1/78 .~
O——0O"
ESTIMACION DE TIEMilS.-

La - igneocibn de tiempos de durccifin @ lis actividedes
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es indispens-ble p:re completar 1s red PERT, lDebe hzcerse £sto boasbn=-
dose en el costo %5 b-jo posible, independientemente de 1: longitud
de tiempo reuuericé,ﬁ en el tiemcp més cortn posible, independientemeg
te de los costog, £ en algln compromiso entre les dos cesos anteriores,
& sebre cualyuier atr2 bese?

Lz versibn originzl de PERT hzcia la suposicifn reclistas
de gue el tiempo z=uuerido pzarz llevar a ccho cags actividzd en el pro
yecto, es rezlmentz una varizble aleatfriz gue cumple con z2lgunea distri
bucifn probzbillcticz, Sin embarge, debido ¢ que Bsta suposicifn campli
ta bestonte el prezzcimiento, una versifn simplificada,yue considera Ea
tos tiempns como c~astantec predeciblas, se utiliza a menuds en lz prég
tica.

Le -stimzcifn del tiempo requeride parz una actividad
puede entonces esi ~ hasadz en yn sHlp velor, gQue es el procedimientp
empleadn por el CF , 6 puere estar basado en un sistema de 3 estimzcin~
nes de tiempa, qur -s el caso del PERT, tal y comp veremos mis adelante

Le -=trdfstice nos muestra que la mzyor parte de les gru
pos de dotos tienr n 2 tomer una fFurma de campana cuandn se trszan (Dil
tribucibn Normal), -ientras que ptras lo hacen en forma osimftrice (Dig
tribucifn Beta),

vam.p. = v-1nr s probible

0
I
1
|
1
|

fm - - — — -

) ] —

Ve aDu VelePo . Ve ele
(a) (b) (cy

Con o anterior en mente, es «hora evidente cus con ohje

te de obtermer los r:sultzdos deseados. cusndn se usa ~thT, es neceszrio
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ella. Jnz vez gque lz zctivicsd he ¢ido ejecutzdr, el tiempo resi con-
symido por elis, sez t, puede ser considerido como une muestr. tomeds
de &sto distribucién kipntéticc. 3in embergo, todos los cémputos se e-
fect@-n con rnterioric-d 3 le ejecucifn de ls actividzd, por le gue cg
mo ya se dijo, lz bzsz de los cHmputos PERT no envuelve un muestree es
t~dfstico, sino gues dzpende del juiclie de la= personz encarguda de la
ectivid-d de referencls, ya yue se le pide yus de zcuerdo a su experien
cia, estime los 3 tirmpos mostrados en 1z figurs anterior (z,m y b),
los gue a su vez ser’n uszdos par< estimar el velor esper:zdo y la va-
risnclz de 13 distrisucién hipotética del tiempo de ejzcucifin dec la ac
tividad.

Con ~5%etn ce nbtecner vilores confiables pzra los esti-
madares de )la durac in de 1= activided, conviene tener presente lo si-
guiente:

2) Jnm da los suposiciones importuntes en el Teorema
del L{mite Centrol, es la independencia dge les varizbles zlestories con
siderzdzs. Debido » yue &ste Teorema es la base de los cémputosde pro-
babilid-d en PERT, _as estimadores de “a","m" y “'b" deben obtenerse sz
tisfociendo est2 cedicién de independenciz, es decir, deben hacerse in
depenaientemente de lo Gue pusdz ocurrir enatras ectividades del pro-
yecto vue pueden 5 rg vez afectar la disponibilidcd de mano de obra y
egquipo plenezda p=r- lz actividad de referencia,

b) Las scstimacliones de "a", "m"

vy "b" no deben ser in- i
fluencizd=c por el tiempo disponible par= completar 8l proyecto, es de

cir, es 1lBgico el -avisor todzs nuestrae estimociones, reduciéndolas

estimar el vzlor esper-ou (ta) y la variencia (Gs)tm IJns tiempos reyuz
ridos para cada actlivicad.

Jebido ¢ que los conceptos de valor esperado y variancia
pueden resultar demasiaco complejos pare aquellos indivsiduos calirice-
dos parz ectimar lps requerimientos de tiempo parz lcs actividades,
PERT usa un procedimiento estimativo simplificado, por medio del cual
cantidsdes intuit{vemente significativas son obtenidas, mismas que lue-
go se convierten en estimadores del valor esperado y de la variancia.
Este procedimiento consiste en la obtencifin de 3 estimaciones del tiem
po requerido pars c=da actividad:

z) F1 tiempc ™m4s probzble”, llamadn "m" y yue trasta
de reprasentar la e timacifn mfs realists del tiempo que la sctividad
puede consumir.

b) El tiempo "optimista", llamado "8" y que representa
el tlempo en el cuz: le actividad puede ser completada sl todu scle ex
cepcionzlmente bien.

c) E&1 tiempo “pesimista”, llamadn "b"™ y gue representa
el mayor tiempo que audiese mecesitar la activided bajo las mhs adver-

=as circunstanciss.

b fm - ———

] m b

Comn - uede .preclarse ss efectuxr clmputos en PERT, 1a

despufs de saber qu: 1z ruta crftics del proyecto es demesiado larga. | gletribucide del tic oo de duracifn de unz sctivided es merzmente hipo
y S v 2 unz & 2 o o

€) Con objeto de obtener una atmésfera gue conduzca a tética, debido o yu:z np £s posible efectuar un muestren estzdfstico en
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la obtencifn de estimaciones no desviadas para “o","m" y "b", debe dee _ @+ bm + b
Jarse bien claro Gue los mismos son estimeciones y no compromisos de

progrema.
TIEMPO MAS PROXIMO Y MAS TARDID PARA UN CVENTO.-
¢) Er general, las estimaciones de "s",'m" y “b" no
Dafinicifin VII - 19,.-

dehen incluir tolerencias para eventos que, por ocurrir tan poco fre~
P-rz wn evento particulzr, su tiempo mic préximo (TE),

cuentemente, no s puede penssr en ellos como verlsbles eleatorias

puede ser definido momo el tiempo en el cusl el evente ocurrirf si les
(p.ej. azctos de lz naturslezs: fuegos, huracenes, inundzciones, atc.).

:ctividrdes precedemtez son comenzadas ton pronto como ses pocible.

e En genersl, las estimaciones de “s","m" y "b" de-
Dafinicifn VII - 20.-

ben incluir tolersncias para eventos normalmente considersdos compo va.
€1 tiempo mSs tordfo parz un evento (T ), puede sar da-
riambles aleatorizs (p.ej. los efectos del clima).
firido como la fechs mfs lejans en lz cual el evento puede ocurrir sin

retrescr 1o termin :«cibn del proyecto mis cllf de su tiempe mZs préixima.
ESTIMACTON DE LA MZDIA Y LA VARIANCIA DE LDS TIEMPOS DE EJECUCION,.-
E]'a"\gln VII - 13.~

La Istadfstica nos dice gue para distribuciones éinimeda
Considere el eciguisnte pl’n de flujo, en donde los némeg

les, la desviacifr~ estandey ( <fvariancia), puede ser estimada, a groso
ros indicecn el tiempe (en meses) requerido pars llevar a cabo las act}
mado, como 1/6 del ranno de la distribucibn; esto ec debido a yue cuando
vid-des respectivess
menns el 89% de cu -lguier distribucifn se encuentra dentro de una dis-
toncis de 2 desvic cienes estandar de la mediz (pera la Distribucibn Nox
mal este % es oe v :.7+). De aquf gue es factible el utilizsr las esti-

maciones de tiemps "a” y "b" pars estimar la dosvizcifin estander:

T = 1/6tb - a)

Supmiencs Lue los estimudores de tiempo son correctos,

Corn objeto cde obtener la estimacibn del velor esperada, 2= evidente Lque le. eventos C y D no pueden ocurrir antes de 6 y 9 mee
tiene gue ser evic ‘nte que el tiempo mfs probzble (m) debe tenmer une ses respectiviments, pero yue le octivided BC puede ser retrescds 2 mg
mayar ponderacifn .uye el mbs optimists (3) y el m’s pesimists (b). zes sin retrcsar lss eventos C y Do Oe zuuf Gue los tiempos mis préxi-
Ciertamente hay m7 . probzbilided de gque un progremz se camplete més mas por- los sventoz Cy O son 6 y 9 respectivimente. Los tiempos mis
rerca cel tiempo ‘" Cue de los otros 2 tiempos extremgse. Li firaula t:rdf{os par: los evemtos A,B,C y D son: 0,2,6 y 9 respectivimente.

deszrrollade pars 1 tiempa esgerade de una ectividad (te) e5s



Cefinicifn VII - 21.-

L. "nolgur=" (0 tiempo de sobro) de un evento, es lu of
ferencis entre su tiempo més torclo y su tiempo m%s préximo. Le holgu-
ra indic: yue t:nte retriso puede ser toler:do sn alc nzocr el evento
sin retrcsor la terminacifn del proyecta.

Definicifn VII - 22,.-

L. "rut> criticz" p:r. un proyecto puede cefinirse comg
un camino atr~vfe de 1= rod, tal que lps eventos en éste comino tienen
una holgure de cero.
Ejemplo VII - 14.-

L= nolgur=z pecr: los eventos del ejemplo VII-13 es de:
4,2,0 y O pzre loz eventos A,B,C y D recpectivemente. La rutz critica
pcra esta red serf{: A = C —» D,

il zfectuzr los cilculos ce Tp y T, se siguen &stus rg
glas:

w. 51 sBlcmente existe un camino yue conduzca a un e-
vento particul::r, -u tiempo mls priximo es la sum= de los tiempos toma
dos por l:s ~ctivi¢ des que conducen z £1.
desde

b: 51 sfl:umente existe un comino ue concduzce

un evento porticul + histe el evento finol, el tiempo m%s tusrdio pere
ese eventin es el tismpo mfs prfiximo pora el evento termin=l menos la
sumz ce los tiempo: tomocdeos por lis cctivid=cdes en el c:mino indicodo.
c. El tiempo m’z prfiximp de un evente zl yue llegen
varlas =ctividsdes, es el m-yor de los tiempos m’s
cifn cde les -~ctivic des que comvergen =1 evento e=n cuestifn.

¢’ EY tiempo mfAs t.refo pors un evente cel yue s.len

veries ~ctividecec,es el meonor de los tiempos mf%s tird{os de iniciz-

préximos da tarming
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cibn de 1:s sctividades yue szlen del evento en cuestifn,
e) TL = Tg pere el nndo tarminel,

Al efectuar los cflcules de oS¢ siguen Betes reglas:
=) G‘apar» el nndn inicizl de 1lc red se supone cero.
E)G”Ipcr? el events gue sigue ¢ la zctividad en cues
su™ndo la varioncic de 1: =sctividzd &

tién, se obtiene le variancia

dzl evento que le precede. Lo cnterior psre zyguellos casos en yue s&lo
unz actividsd conduze al evento.
c) Para eventos e los yue llegen varics ar:tivid;:chas,d"z
se czlcula 2 lo fargo del mismo camino useadc para ccleculur te' es de

R .
cir, el c/mino m%s lxzrgo. En caso de empate, escoger el cemino jue di

1s mzyor verisnei=.

Eiempla VIT - 15,-

Se~ 14 sigulente red:

oy - 2 o - [
tyy - 1+ 2 LIS 1% =2 CT?;A = [(3;1)]1= %
t3_5=1*§+?=%=3 03152[(21)]1‘;—5
O ST ol
P PR o= 3
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ACTIVIDAD te a«-'l tz suposiclfn es yue el tiempo mis préximo es l. sum:z de vurlas vorloe
1.2 2 1/9 bles sleatorias v lu varsifin generzl dsl Teoram:. del Limite Centr:l im
2-3 3 1 plic> due t=) suma es cproximzd=mente norm:=1 b.jo un gr:n nimero de
2~ 1
2-4 2 /9 cendiclones.

3-5 3 16/9
45 4 4/9 Dad=z 11 mediz y lo varianciz, es yo un procedimivnto
5-6 3 1/9 senclllo encontrir 1: preobebilidod de yue uns vorisble zleztorlz nor-

mzl (tiempo mis préiximo) sea menor Jue unz centidad especlficzde (tiem
po progremado parz -ue ocurre el evento) (T.). Se entra & les tablas
con el v-=lor (‘Ts--fE Jo y se lee diréctemente la orobcbiiidad.

Fiemplo VII - 16,.-

Par: 1o red del praoblema VII-15 encontremos yue li: rutu

critice erz 1-2-3-5-3. Sea T" 1o sumaz de las voriasbles sleztorias ta &

Te T lo lergo ce est2 cr-ino. Tenemos:
velor N volar 2 T - T 4 * . ¥ *
EVENTOD espcT-do g nsperzdo a L E T tiz * tos tys * ts_g
1 a o D 27/9 0 Medla do T° = T
2 2 1/9 2 26/9 0
3 & 10/9 6 17/9 0 Te = ()12 * (te)a-3 * (te)sos * (te)sg
1
. 3 2/9 5 5/9 Te=2+b+343=12
5 9 26/9 9 /9 0
6 12 27/9 12 1] 0 Viricnels de T° = 0;3 = tTt’: + o,:i . ot-l
1=2 2=2 3-5
: 3
De los clcules cnteriores vemos yue 1o rut. critice es: T =19 +5/93 + 16/9 + 1/93 = 27/9 = 3

T

mi 2 L 5 tienc uns holgurs de
19293 +5»6Hyueel cninn2 » L4 > g inform-cifn cor 1= :uzl podemes trezor ls siguiente figura (Pistribu-

1, Estz rut= critic: se obtuve uniendo entre s{ 10s eventos con holgu- cifn Mormsl):

T2 Cerle
T:-93 = 1,73

PROBABILIDAD DE CUMPLIR CON UNAR FECHAK PROGRRMADA (TS). ]E-3a-= 12 - 5.2 = 6.8
PERT supone ue 1= distribucién de prob bilid.ceu de los To430T = 12 + 5.2 = 17.2
tlempos n%s préximos ec un Diztribucibn Norm=l. E1 fund:mente pors és 6.8 1z ” P

—



El problem:r de celcular la probazbilidad de cumplir con
ung determinada feche especificeda (p.eje. 141, es si~ple. La probabili
dad serf el frea bajo le curve yus estd asciurade (probabiliéan de yue
™ see <= 14 ). Esta probabilicac puede s2r leida de rec freas de la cur
va normal. Con opjeto de que las tablas puedon epliczrse e cualyuier
curva normal, fstasestfnbasedas -n la desvizcifn TS de la fecha progra

mada con respecto a T_, en unidsdes de decviscifn estendar g= Llamando

3
nZn a Este valor:

Og =T (- 12)

1.73

Z = = 1,16

a

U velor de Z = 1.16 indica que la fechas progrumadz de

T. es 1.16 desvizcieonec estandar mayor yue el velor esperado TE = 12,

S
Pefiriendn ste vzler a la tabla, obtenemos una probzbilidad de 0.877.
Entmnces, suponiendo yue ahora es el tienpo cero, ss
puede esperar yue 8ste proyecto termine al tiempso 12 y le probasbilidsd
de yue termine en B entes re la Fecha programada de 14 "sin expeditar

el proyecto", ss =proximzdsmente B8%.

CONSIDERACIONES om

Sie ~prz existe uoa ruta critica paro el sistema y ciem-
pre puedz cer ide- tificsoe trazendole a trav®s de los eventos con hol-
gura cerp. ta rute critica es obviamente significative, debido e yue
s1 zlgln evanto e Lo largo de écte camino requirierz de m&s ticmpo gue
su fecha esperedes de tarminmecifn, elreventn terminel puede esperarse
yue se reirase en un lepeo iguzl; por lo tento, a lac activicadss a lo
largo de lz mencic—eda rute, debe asignférrelec mExima priorided. Si el
tiempo m&s prfixirc esperado pers el evento terminal nn es catisficto-
rio, entonces mejo-es deben preveerse pare fstes zctividades. Por otro

ladn, loc cventos  uz no se encuentran en la ruta critics tienen holgu
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raz pocitivas, por lo yus peyuefias cdzsviaciones de su fechs ecparada de
terminacién, probablemente np afeciarin la fechs de terninzcifn cel pro
yecto.

El plazneudor tiene a su Cispmcicibn varios mftodo: da2 3
unn cde los

juste, wuales ec el intercambio d2 hompres, méiuinas y mate

riales (si es yue =on comparables), ce le ruta no critice = le critica.
Otr~ mStodo de zjuite e la red consiste en reducir las especificacic-
nes técnicas del pmyacto (p. ej. redueir lz cantidad ce pruebas jue
reyuiera éste). 51 lac actividades puzden orcdenarze de oiro modo, pue-~
ce szr poeible ccelzrar la terminacifin cel proyectn. El planczacor pue-
ce eprovechar la srareposicifn de lac actividades. Ademfs, el empleo
del tiempo extra proporciona flexibilided zdicional para el ajuste y la
nueva plzoezcifn dc la red.

Es i1teresante hacer notar que el enflisic de ruta criti
ca esté basedo sflzvente en valores ecpsrades, por lo tanto existe cuan
do menos una pe.uzhz probabilided de que ntra ruta cifercnte cde la con
viderade critics, penda volverse 1z m8= larga.

Prog-zmas muy compliccens de computadarc hen sido decs-
rrolladns para cooplzmentar PERT; por madio de ellps unp pusde determi
nar tépid-mznte el ofectn de un ce~lio propuzeto 6 el efecto de un Tee
trmcm er le progrom=cifn. Estz hobllidad pars madir y evzluar el esta-
do ectuel del proyacto, rmejorandoe

z2cf el control ecminictrativo, ha si

to citada como une c: lo: mejores valores cde PERT,

Numersas tlcnicas simileres a PERT han cide propuestas

o1 efine recientes, £ijo numerospes nombres diterentes. Flgunos de estos
enfatizen el cottn y/6 el nivel de decarrolla ticnice de lat activida-

des, adembe de cus tlempoc tranccurridos. El mf. natsble de &etos, prin



cipalmante par yue no se derivl de PEFT cino ,ue se deserrolleo en for

me paralelz con 81, es CPM, el cutl s= ocupe = lz plencacibn, progra-

macifn y control oe coctos de los trabajo: del proyecto.

SISTEMA DE PEDES CC% ACTIVIDADES EN FL T0DG.-

En fste slstema, las actividades se representen grifics
mente por los nodes, en lugeede por las fleches. Aiuf, las flechas se
utilizzn sBlemente para reprecentar la releocibn de dependencla entre
los nodos.

dcacionalmente, en éste tipo de red, ce sgrega un nodo
fict{cio, yue tierr un tlempr,de ejecucibn de cero, con objete de con=-
centrar varias actisidades en elguna relacifin lfgica {p. 2j. Inicio del
proyecto & Terminaci6n del proyecto).

Las rincipzles ventzjas de &ste siztema son:

e’ Con el sistera de actividedes en el nodo, les rela
clones de precedencia se muestren por medio ce linszas yue comectan Los
nndos oge actividacde , en lugar de tener ju=z trcer lec cabezas de las
fleches de todas lz. actlvidadee Gue anteceden, a un punto comdn (even
to), asf como les crlas do todes les actividades sucesoras. Por ésta ra
z6n, el cistema de :ctividades en el nodo es mfs uimple dz conctruir y
mndificar.

b) Zete tipo dz red no reyuiere el uso dz actividades
fict{cias, lo cusl -limina problemzs al trazer le red, espsclalmente
pera los principien:zs,

c) Permite el uso ce redes de nocos preimpresa:, a las
cusles =8ln se les :jregan las fleches de prrcedsncia,.
com=

d) La informaclfBim ec presenceda en une fnrma més

u
pacta, haciendd Ias ~gecripclones y tiempos conputados cean més fhclles
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de leer.
2) La numerecibn oe lac actilvicades es mbs simple, ya
vwue =Aln ze ucs ur ndwzrn, con lo yue la codificacifn de lag activida-
des, por proyecte:. babllidades de wmane de obre, stc., ce si—plifica
gréndemente, Cuan-o za usen las activicedes en lec flechas, unz activi
dad se 1dentific=z oor el par de ndmeros de los evento: en los extremos
de 1@ flecha; estr crea un protlema de codificacibn en los nodns de u-
nién cusndn les crtividades gue allf se reunen requieren diferente co-
{ificacifn. Esto :Hlo puede recolverse agreghndo asctividades ricticias,
tal y como =e pusce ver an el ejzmplo VII-17b.
Le principel decventaje de utillzer ectividades en el
comp cistem

nodo, de construir una red, es principalmente yue no es

un mEtodn estande . P. ej. existen muy pocos progremes de computadore
para &ste sistéms, mientras yue existen muchi{simps para 2l sistema de

actividaoes en le: flechas.

Ejemplo VIT - 17.-

¢, Considere un proyecto para planeear y llevar a cabo
une encuestz de m—cedo. El proyecto se iniciar§ con un estudio del
propbsite dz 1ls =nsumsta (ectividad A). Despues dsl epctudin, el pevco-
ne) yue recogerf l:r detoc podrd zer contretado (zctividan H) y el
cuzctionerio pera .2 encuesta podrd ser Jdisafiade (zctividad C). Una
vez que el personsl haya sido contratado y el cuestionario disefiecn,
el percnnal pueds or entrenado en el uso del cuestionario (activided
D). Luendo ye naye zido 4isePMaco el cuestionario, cl grupo cde disefio
puece seleccinner (2s femil.as yue serdn entrevistades (actividad E).
Luego oe habcr sel-zclenere las fenilias y wue el personal haya sido

entregnaon, la encu::te puede llevarce .- rmabo y los recultados anallza-

dos (actividad G).



1) ectividades en las flechas:

11) actividedes en los nodos:

b)

La czrpinter{a se coclficarh con eventes de ls serie 100
La piomer{sa se codificarb con eventos de la sarie 200

El concretc =se codificard con eventos de la serie 300

1) Actividades er la:z flechas:

. carainter{a . e @ cnnd™otn 01

@ plo-sr{s

11) activioudes e~ 21 nodo:

carpinteria concretn
101 301
plomeria carpinieria
201 102
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APENDICE

Se presentan los instructivos para utilizar los programas
GRAN M ( del CECAFI )
I1 SIMPLEX ( del IIMASS)

para resolver problemas de programacién lineal, Ademés se
encuentran disponibles para resolver este tipo de proble-
mas los programas

ALPS 1 ( IIMASS)
ALPS III( IIMASS)
LPMOS  ( CECAFI)
TEMPO  ( JIMASS)

los cuales se sugiere utilizar durante el curso,

Para resolver problemas tipicos de transporte se presenta
el instructivo de manejo del programa TRANS ( CECAFI)
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TARJE TAS PARA USAR EL PROGR AMA GRAN M TARJETAS PARA USAR EL PROGRAMA H/SIMPLEX
Columna ? Columna 1
Tarjeta 1 // J@B T Tarjeta 1 # USER clave /
Tarijeta 2 // XEQ GRAN M 1 Tarjeta 2 * RUN (JR&2) 11/SIMPLEX
Tarjeta 3 LOCALINIT, PIVOT, TABNU, RM@VE, CLEAN, TABPR Tarjeta 3 # DATA FILE 5
- Tarjetas de datos (Ver pégina 3) - Torjetos de datos (Ver pégina 3)
Tariefa /‘
final Tarjeta # END
finol
NOTAS:
- Este programa esté listo para usarse en la computadora IBM 1130 de CECAFI NOTAS :
- La tarjeta 1 es la tarjeta anaranjada obtenida del CECAFI - Este programo esté listo pora usarse en la computadara B 6700 de CIMAS/CSC,
- El nSmero 1 que aparece en la 2a. tarjeta se perfora en la columna 17. - La tarjeto 1 es la tarjeta roja obtenida del CIMASS,
- E1 programa en la IBM, tiene una capacidad de 10 restricciones y 15 voriables inclu- - El stmbolo "*" significa un caracter invélido. Este se obtiene presionando las te-
yendo de holgura y artificiales. clas MULTIPUNCH Y NUMERIC simulténeamente y perforondo los nimeros 1, 2, 3,
4.
- Este programa también se encuentra disponible en la Burroughs del CIMASS, baijo el
nombre de 11/SIMPLEX. Las instrucciones para correrlo en el CIMASS aparecen en 1o - Este programa tiene una capacidod de 30 restricciones y 40 variables incluyendo de
siguiente hoja. Este admite una capacidad mayor sobre el némero de restricciones y holgura y artificiales.

variables como se indica en la segundo hoja.

- Este método utiliza el método de la gran M,



TARJETAS DE DATOS PARA EL PROGRAMA GRAN M O II/SIMPLEX

La siguiente informacién deber6 proporcionarse en lo que se indica como tarjetas de
datos en las hojas anteriores,

TARJETA DE IDENTIFICACION DEL PROBLEMA,

En esta tarjeta puede usar desde la columna 1 a la 70 para poder dor cualquier identi-
ficacién que desee dar a su problema.

TARJETA DE DIMENSION Y ETIQUETACION DEL PROBLEMA Y CONTROL PARA CO
RRER MAS DE UN PROBLEMA,

El usuario debe dar cuatro ndmeros enteros con formato (4110) en la siguiente forma:
Columnas 1 - 10:

Némero de renglones del problema.

Columnas 11-20: Nomero de columnas del probiema

Columna 30 Escriba el ndmero 1 si desea poner etiquetas a los renglones y a
las columnas.
Escriba el nimero O en caso contrario.

Columna 40 Escriba un 1 si desea correr un problema adicional .
Escriba un 0 en caso contrario.

NOTAS:

El ndmero de renglones no incluye la funcién objetivo.

Si escribe un 1 en la columna 30, el usuario, después de la tarjeta deberd dar al grupo

de tarjetas para etiquetas de renglones y el grupo de tarjetas para etiquetas de columnas.

Si en lugar de un 1 escribe cero deberd omitir este grupo de tarjetas y pasar a las tarje-
tas de coeficientes de las variables artificiales en la funcién objetivo.

Si escribe un 1 en la tarjeta 40 vea las notas generales.

TARJETAS PARA ETIQUETAS DE RENGLONES,

Las etiquetas para identificar a los renglones de las restricciones, pueden tener como mé
ximo & caracteres de cualquier tipo.

En u~a tarjeta puede escribir hasta 7 etiquetas. Estas etiquetas deben ir en las columnas

1-6, 11-16, 2126, 31-36, 4146, 51-56, &61-66.
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TARJETAS PARA ETIQUETAS DE COLUMNAS (VARIABLES)

Las tarjetas para identificar a las columnas o sea a las variables involucradas en el
problema (incluyendo de holgura y artificiales) deberén escribirse de acuerda a las
reglas anteriores para etiquetar renglones.

TARJETAS DE COEFICIENTES DE LAS VARIABLES ARTIFICIALES EN LA FUNCION
OBJETIVO,

A cada variable artificial asignele un 1 y a las variables no artificiales asignefe un
0. Estos nGmeros escribolos en las columnas 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, de acuer-
do al orden en que etiqueté a sus variables (columnas).

IMPORTANTE . Esta tarjeta es requerida ain si el problema no tiene variables artifi-
ciales.

TARJETAS DE COEFICIENTES DE LAS VARIABLES NO ARTIFICIALES EN LA FUNCION
OBJETIVO,

Escriba los coeficientes de la funcién objetivo con el formato (7 F 10.0). Estos coefi-
cientes debe escribirlos de acuerdo al orden en que etiquet$ sus variables (columnas).
Los coeficientes de las variables de holgura y artificiales deberé ser cero.

IMPORTANTE: Los coeficientes de la funcién objetivo deben corresponder al problema
de minimizar. Por lo tanto, si su problema es de maximizar multiplique por -1 y consi-
dere los coeficientes que resultan como los datos de entrado en este programa.

TARJETAS DE LOS COEFICIENTES DE LA MATRIZ DE RESTRICCIONES,

Cada renglén de restricciones va en una o varias tarjetas, escribiendo los elementos su-
cesivamente en una tarjeta con un formato (7F10.0). Cada vez que proporcione un nue
vo renglén debe empezarlo en otra tarjeta.

TARJETAS DE LOS LADOS DERECHOS DE LAS RESTRICCIONES,

Los coeficientes del lada derecho de restricciones se proporcionan sucesivamente en una
tarjeta o en coso de ser insuficiente use otra tarjeta. El formato es (7 F 10.0)

TARJETAS PARA INDICAR EL CONJUNTO INICIAL DE VARIABLES BASICAS,

En una tarjeta programe sucesivamente los nGmeros de las columnas que van a ser usadas
como columnas (variables) bésicas iniciales. Use formato (7 1 10),

NOTAS GENERALES:
1. El orden de las tarjetas debe ser como el indicado .

2. Sienla TARJETA DE DIMENSION Y ETIQUETACION escribié un 1 en la colum-
na 40 entonces su nuevo problema debe ir después de la TARJETA PARA INDICAR

EL CONJUNTO INICIAL DE VARIABLES ARTIFICIALES, Es importante que en el
nuevo problema empiece con la TARJETA DE IDENTIFICACION DEL PRC?ELEMA.
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Es conveniente representar el programa lineal en un tablero (a tableau), para poder
entender mds fécilmente la informacién que deberemos proporcionar al programa de
computadora GRAN M o II/SIMPLEX.  Esta representacién aparece abajo.

EJEMPLO 1. Considere el problema lineal.

moxz=X4-x5

X] X2 x3 X4 X5 Sy Sy 53 f‘

s.qa.
2xg = x3 =x4txg = 0
279 7x47S Funcién Obj. (F.O.) 0000 -1 1 00 0 M|z
—2x] ¥2x3 = xgq * x5 2 0
Renglén 1 (R.1) 0 -2 1 1 -1 1.0 0 O 0
xy=2xy ~x4tx5 2 0
Renglén 2 (R.2) 2 02 1 -1 90 1 0 O 0
xyt x'2+ *3 =1 Renglén 3 (R.3) -1 2 0 P -1 0 0 1 ¢] 0
X; ¥ 0 Reaglén 4 (R.4) 1 1 1 0 0 0 0o 0 1 1
o * *
Deberemos multiplicar la funcién objetivo por - 1 para que el problema sea de minimi- 7" e ' h'qt. oal
zacién y también agregar variables de holgura a las primeras tres restricciones para que V- holgura v.arfificea
Ileguen a ser igualdades. Con estas observaciones el programa lineal estaré en forma Solucién inicial
estandard, lo cual es una condicién para aplicar el programa GRAN M, Si definimos bésica factibl e

z' = -z, nuestro problema en forma estandard es
min 2 = = x4 +(- x5) Este tablera contiene toda la informacién necesario y la notacién apropiada pora co-
4 3 rrer el progroma GRAN M 6 el H/SIMPLEX, A continuacién se presenta su codifica~
cién para el GRAN M., Para correr el Il//SIMPLEX la codificacién es idéntica excepto

-2xg + xg3 toxg x5 t 5 =0 € k odit
por las tarjetas de control como se mencion$ en la explicacién de estos programas.
2xq -2x3 + X4 = xg +s9 =0
=X + 2x2 + x4 = X5 ts3 =0
X1t oxptg =1 CION Y/0 DATOS FORTRAN
- . CONTIRE AL
x; 20; i=1,2, ..., 5 = :
5 20; i=1,2,3
v xeld oAl L e L e b e e
Obsérvese que aunque el programa lineal ya esté en forma estandard, todavia no esté supcallp il prver, Tas UA"’(“p)AE“g?E—LN;‘EIl:$P|R‘A>C‘r‘ﬂlrxi T -
. . PN < . glie 5 Ll PNV ES oL Cil
listo para empezar el algoritmo de la Gran M porque en lo Gltima restriccién no exis~ rmgus C: et fu;"‘“‘ A 0
te una variable que aparezca en esta restriccién pero no se encuentre en las otras res - o TR oo . N
tricciones. (ie., no se tiene una solucién bésico factible inmediata). Por lo tanto, de A B
. s . - he LT I DU LA R
beremos agregar una variable artificial que llamoremos 17, o la cuarta restriccién para i ol
asT completar nuestra solucién bésica factible en la wal se inicia el algoritmo. Sin em- S . .
bargo, al introducir esta variable artificial en la restriccién deberemos agregorla en la ; ';‘ 5 00
funcién objetivo multiplicada por una cantidad positiva M muy grande. AsT nuestro pro. oo T 4oa.
blema resulta ser: .0 . % L0
2.0 0 . g
. 7.0 oo
min z' =~ x4 * x5 +Mt1 S 2.0
1.0 .0
Bt x3txy -x5 o = RN PR
. 1.0
2x] "2X3 +x4 - x5 +52 = 22 ' N U
-x]+2x2 +X4 - x5 +s3 = S sl
X'|+ X‘2+ X3 +f‘: b JRUSE S . - Cieto. - B . RN -
Xy = U; i=1,2,..., 5

-
1%

O o o
it
T
~
NN
~
w .

W
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EJEMPLO 2

s.g.
xp txg 21
x] ¥xg €1
-x) txg €1

.20
%
Expresanda la funcién objetivo en téminos de minimizacién e introduciendo voriables
de holgura, artificiales; el problema es equivalente o:
min (-2) = ~ x} ~ % + Mty
Xyt g -5
X1 =% *y
-1+ xg +y

1} |
— -

En forma de tableau:

z
| o= of ol

Func. Obj. (F.O.) -1 -1 0

Renglén 1 (R.1) 1 1T A
Renglén 2 (R.2) I -1 o
Renglén 3 (R'3) -1 +1 0

—o ool
—— =W

OO =

*
——————

Solucién bs-
sica factible
inicial.
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EJEMPLO 3 Resolver el dual del siguiente par de problemas primal ~ dual .

Primal minz=2x] -3)(2
2% = xg - x3 73
x] - x2+ x3 22
x; 20
Dual max w=3 l,*? /12
24, +22
_/\]-/‘2 < -3$/\] +,{2)3
_a] +22 < 0
Ai)o

Este dual es equivalente a

min (-w) = -3 A -2)2 + Mty
21]+A +,] =9
A]+/\2 '52 +f] =3
—/\]+A2 +S3 =0

En forma de tableau; el dual estd dado por

1T 2 % % Hh o5
F.O. -3 2 0

(=]

R1 2 1 0
R2 1 1 -
R3 -1 1 0
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EJEMPLO 4

max z = x| -x2+x3—3x4+X5" x6—3x7

s.a.
3)(3 +X5+x6 =
g T 2% - xy =10
-x1 +x6 =
x3 *xg T x =
x:2 0

min (=2) = = xy T xg _x3*3xy x5 T xgt3xg

s.a.
3)(3 + X5+X6 =6
xp +2x3 = x4 =10
x| - )(6 =0
x3 Fxg ¥ xz7 =6
En forma de Tableau:
X} X  Xg X, x5 Xé x7
F.O. -1 1 -3 3 -1 i 3 -z
R1 0 0 3 ] 1 0
R2 0 1 2 - o 0 0 10
R3 1 0 0 0 o -1 0 0
R4 0 0 ] 0 Qo 1 1 6
* * e kL r :
(TGN AN T HOJA DECODIFICACTON Y 0 DATOS FORTRAN
S kE e 6ot 1 . ‘ '
L c(‘kL‘l“i', ”1'/{"T,VAENU,R‘.‘7)‘/[,CYL[AN‘(,&SPR N
k) S
L5 "‘é\ ) X7
o o .. o
1.9 V.o, 3.9
J LA I (s}
CA n.0 0.0

TARJETAS DE CONTROL PARA EL PROGRAMA TRANS

Columna 1
Tarjeta | // JOB T
Tarjeta 2 // XEQ TRANS 1
Tarjeta 3 *LOCALINIC, RUSSL, RGWS, COLS, UNIVJ, PATH, ADI, CLEAN, MATPR

- Tarjetas de datos

Tur}e'o /*
final

NOTAS:

- El programa TRANS utiliza el método de aproximacién de Russell paro encontrar una
solucién inicial y el método simplex adoptado al problema de transporte para encon-
trar la solucidn Sptima.

- Este progroma esté listo para usarse en la computadora IBM 1130 de CECAFIL,
- La torjeta 1 es la tarjeta anaranjado obtenida del CECAFI
- El ndmero 1 que aparece en la 2a. tarjeta se perfora en la columna 17.

- Este progroma admite problemas hasta con 10 origenes y 10 destinos.

TARJETAS DE DATOS

La siguiente informacién deber§ proporcionarse en lo que se indica como tarjeto de datos.

TARJETA DE IDENTIFICACION DE VARIABLES NO BASICAS,
BASICAS Y DE PARES PROHIBIDOS

La primera torjeta de datos debe contener un espacio en blanco, asterisco y un signo +
en las columnas uno, dos y tres respectivamente.

TARJETA DE DIMENSION Y ETIQUETACION DEL PROBLEMA,

Una tarjeta con tres enteros usando formato (3110}, en fa siguiente forma:

Columnas 1-10 : el rémero de origenes (m)

Columnas 11-20 : el nirero de destinas (n)

Columna 30 : perfore el ndmero 1 si desea poner etiquetas a los orfgenes y desti-
nos. Perfore el cero en caso contrario.
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NOTA.

Si escribe un 1 en la columno 30, el usuario, después de la tarjeto deberd dar el grupo

de tarjetas para etiquetas de renglones y el grupo de tarjetas para etiquetas de colum- CAJA 193 l'l Il

nas. 611069

Si en lugar de un 1 escribe cero deberd omitir este grupo de tarjetas y pasar a las tarje-
tas de disponibilidad.

TARJETAS PARA ETIQUETAS DE ORIGENES,
Cada arigen admite una etiqueta de 6 caracteres alfanuméricos. En uno tarjeta puede
perforar hasta 7 etiquetas que deben ir en los columnas 1-6, 11-16, 21-26, 31-36, 41-46,
51-56, 61-66.

TARJETAS PARA ETIQUETAS DE DESTINOS,

Los torjetos para etiquetar los destinas deberdn perfororse de acuerdo a las reglas anterio
res para etiquetas de arlgenes.

TARJETAS DE DISPONIBILIDADES
Se da el ¥ de unidades dispanibles en cada origen. El formato para perforar es 7 F10.0.
TARJETAS DE DEMAN DAS
Dar el nimero de unidades necesarias para cada destino. El formato es 7 F10.0
TARJETAS DE COSTOS

Para coda arigen i, dé los castos Ciy, CiQ ... C;,, en una tarjeta con formato 7£10.0.

57 una tarjeta no es suficiente dé las costos restantes en otra torjeta.

Para dar los costas de atra arigen a todos los destinos empiece en otra tarjeta usando el
misma formata .

Cuando no hayo ruta, es decir cuondo el costo sea infinito, escriba el costo como cero.
(Ver tarjetas de pares prohibidas) .

NOTA.

Los coeficientes de costos deben corresponder ol problema de minimizar.
TARJETAS DE PARES PROHIBI DOS

Dé una tarjeto por cada ruta prohibida, la cual se identificard por un par de ngmeros,
cuyo primer elemento es el origen y el segundo es el destino de la ruta prohibida. Estos
dos nimeras que definen una ruto prohibida perférelos con un formato (2110),

TARJETA EN BLANCO

Esta torjeta en blanco le indica el programa que ya no hay pares prohibidos. Esta tar
jeta es necesaria aln cuando no haya pares prohibidos.

NOTA.

Las torjetas deben de ir en el orden indicado anteriormente.



