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PROLOGO 

La Teorla de Redes es una area dentro de Ia lnvestigacion de Operaciones cuyo 
origen esta vinculado a Ia Programaci6n Lineal, el gran desarrollo de Ia computaci6n 
ha provocado un gran desarrollo de los algoritmos propios de esta teorla lo que ha 
permitido un gran avance en Ia teorfa algoritmica. Su versatilidad y Ia representacion 
grafica de los problemas hace de esta una de las areas mas usadas en el campo de 
las aplicaciones, cuyo rango es tan amplio que abarca Ia quimica, Ia ffsica, redes de 
computadora, muchas ramas de Ia ingenierla, manufactura, politica publica y sistemas 
sociales, trafico urbana, telecomunicaciones y transporte por citar solo algunos El 
problema central de resolver un problema de flujo a costo minima, conlleva a que los 
problemas de flujo maximo, ruta mas corta, asignacion, transporte y circulacion se 
puedan ver ligados y formando parte de este problema central. 

Estos apuntes tienen como objetivo tener un apoyo didact1co para Ia clase, asf como 
un complemento de Ia bibliografla sugerida para el curso. Y a que por su amplitud no 
es posible cubrir todos los topicos de redes que estan contenidos en un libro de texto, 
se da una vision sencilla y general del tema Los grandes temas que se abordan son 
fluJo maximo y corte mlnimo, ruta mas corta, arbol de expansion minima y por ultimo el 
problema de flujo a costo mfnimo. Se exponen diferentes algoritmos de un mismo 
problema para compararlos y ver su complejidad computacional, asi como una 
variedad de ejemplos desarrollados paso a paso para facilitar su comprension. 
Finalmente se expone una serie de notas historicas al final de cada capitulo, con el 
objetivo de que ellector tenga una vision mas amplia sobre cada tema. 
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CAPiTULO 1 
FORMULACION DE PROBLEMAS DE REDES TiPICOS 

1.1 INTRODUCCION 

Cualquier red esta formada per tres componentes (1) nodes, (2) arcos y (3) flujo en 
los arcos como se ilustra en Ia figura 1.1 . 

( ')'·, 
\... __ 

Figura 1.1 

Los cfrculos son los nodos y estan unidos per arcos, observe que en Ia figura hay 
des tipos de arcos, dirigidos y no dirigidos. Un arco dirigido es aquel sobre el cual 
puede moverse el flujo en una sola direcci6n, y uno no dirigido es aquel sobre el cual 
puede moverse el flujo en cualquier sentido. En Ia figura 1.1, el arco que une los 
nodos 1 y 2 es un arco dirigido y el que une los nodes 2 y 3 es no dirigido. 

Por lo general los nodes se enumeran, tal como se ha mostrado en Ia figura 1.1 y los 
arcos se denotan per los nodes que unen. Por ejemplo. el arco que une los nodes 1 
y 2 se identifica como el arco j1-(1 ,2). 

El flujo que pasa de un nodo a otro a traves de un arco es un factor desconocido en 
Ia red y se le denota como ~i para el flujo entre los nodos i y j 

El flujo de una red puede constar de muchos bienes o productos distintos. Unos 
cuantos ejemplos serfan: gas natural en un gasoducto, distribuci6n de artfculos de 
mayoristas a detallistas o entre fabricas y almacenes. El coste unitario del flujo para 
cad a arco se de nota como Ci1 para los nodes i y J. En el caso de una red carretera, 
las ciudades son los nodes y las rutas de transporte entre las ciudades son los 
arcos. El coste per autom6vil para cada ruta es el coste del flujo. En algunos 
problemas pueden existir capacidades para cada arco que limiten Ia cantidad de 
flujo. 



Puede entonces definirse una red como un conjunto de nodos. arcos y flujos que 
pasan de un nodo a otro a traves de los arcos. 

Un buen dibujo es mejor que una larga lectura ( o una imagen dice mas que mil 
palabras). Ellenguaje de las graficas trata deponer esta idea a tal efecto De hecho, 
muy a menudo es un reflejo natural que nos hace abstraer una situaci6n dada, 
dibujando en una hoja de papel puntas que pueden representar individuos. 

componentes quimicos 

A 

Lugares 

----'' ~T ;;I L ---

0 
! 

H-0-S-0-H 

0 acido sulfurico 

y as1 conectando con lineas o flechas que simbolizan una cierta relaci6n. 

Esta representaci6n de Ia realidad por figuras tiene las siguientes ventajas: 

1. De esta forma podemos expresar Ia estructura profunda de una situaci6n 
dada. 
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2. Desde un punta de v1sta practice, presenta una vision completa del problema, 
lo que representa una valiosa guia para Ia intuicion y el razonamiento 

El primer documento en graficas ''solutio prob/ematis ad geometriam situs 
pertinentis", lo escribio Euler en 1736. Comenzo con una curiosidad matematica: 
como puede uno caminar una y solo una vez a traves de cada uno de los siete 
puentes de Konigsberg. Dichos puentes se muestran en Ia figura siguiente: 

I I 
Kon1gsberg 

::~ = = = ~ = ~ = ~v'"8 
~ •• = = Isla de Kneiphof 
~ 
~ 

I I 
Preg.el 

I 
~ Rfo = = ~ 
~ 

Desde 1946 Ia teoria de las graficas ha sido ampliamente desarrollada, baJo Ia 
inspiracion de muchos especialistas en investigacion de operaciones, motivados por 
problemas actuales. En forma paralela, un esfuerzo importante de sintesis ha 
prevalecido. 

Es a partir de 1960, que ayudados por Ia aparicion de las primeras computadoras 
electronicas, hemos vista una explosion real de investigacion y de aplicaciones. 

Una red G consiste de 3 componentes: 

Un conjunto N de nodos (vertices o puntas) que se representan con circulos 
pequelios, un conjunto A de areas (lineas, flechas o cadenas) que se representan 
con flechas, Ia direccion de estas da una orientacion al arco. 

Y una funci6n p: A~ NxN que as1gna a cada JcA una pareja (i,i') E NxN tal que i+i', 
se supone N#. Si i = i' se trata de un rizo. 

3 



EJEMPLO 1.1 

o bien 

N = {1 ,2,3} 
A= {J;.J2,J3,J4,Js,Je} 
p A~NxN 

p (J,) = (1,1) 
p (J2) = (1,2) 
p (J3) = (1,2) 
p (J4) = (3,2) 
p (Js) = (3,1) 
p (Je) = (1 ,3) 

los arcos j tal que p U)=(i i) como ya se ha dicho anteriormente se denominan3n rizos. 

Si no existen arcos paralelos es normal hacer 

o bien 

y se dice que i, es el nodo inicial de j, e b es el nodo final. Tam bien se dice que i,, i2 
son nodes adyacentes y que j incide en i,, i2. 

Una red donde no existen arcos en paralelo se conoce como una graf1ca dingida o 
digrafica y el conjunto A se identifica como un subconJunto de NxN. El termino grafico 
se usa para una estructura similar donde los areas no estan orientados. 
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El gerente de programaci6n de Ia General Motors, de Ia region oriental de Mexico, 
esta interesado en elaborar un plan semanal para enviar autom6viles de su puerto 
de entrada a diversas distribuidoras regionales. Para elaborar el plan, ha recopilado 
datos sobre costos de transporte por autom6vil en todo el pais, necesidades 
mensuales de autom6viles de cada distribuidor y llegadas mensuales de autom6vlles 
a cada puerto de entrada. Los autom6viles se pueden enviar en forma directa a cada 
distribuidor o puede enviarse un conjunto de ellos a un distribuidor, descargar 
algunos, y enviar el resto a algun otro distribuidor. En el mapa de Ia figura 1.2 se 
muestran Ia localizaci6n de los distribuidores y de los puertos de entrada. 

' O.~\ampico ? 
a 'weracruz Tabasco ~J 

I 1 ''I . 
1

' •I ,, 
PueblaJ 1 . "\ a apa , 

't 
; 

,{ 

Figura 1.2 

En Ia tabla 1 y en Ia figura 1.3 se muestran en pesos por autom6vil, los costos de 
transporte entre los puertos de entrada, las ciudades de transbordo y las ciudades 
que son destinos finales. En los casos en los que no existe relaci6n directa entre un 
par de c1udades no se muestran los costos. 

TABLA 1 

··-·---· _____ ]_ A:CIUDAD 
------------· 

DE:CIUDAD 
I 

Mexico Villahermosa Puebla Jalapa 
Tampico I $450 $500 
Veracruz I $250 $150 
Puebla $150 $400 
Jalapa $200 $200 
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USO DE LA REPRESENTACION EN REDES 

Este problema consists en determinar Ia forma de enviar los autom6viles de manera 
que se minimicen los costos, y al mismo tiempo, que se satisfagan las necesidades 
de todos los distribuidores. 

En Ia gratica o red siguiente (figura 1.3) los circulos representan a cada uno de los 
puertos de entrada y los distribuidores y las flechas, las relaciones entre ellos. Los 
numeros que estan fuera de los circulos son las disponibilidades y las demandas 
segun sea el caso de cada ciudad. 

11]0 ,---"<., 
'·. _) 

\/erar: ruz 

_.......-..._,'?:.'] 
-.-~.o--(.~_/' 

Jalapa 

Figura 1.3 
El gerente necesita determinar cuantos autom6viles se de ben enviar de Tampico y 
Veracruz a cada una de las otras ciudades, para que sean vendidos alii o 
transfendos a alguna otra ciudad Se da cuenta de que no es dificil encontrar un plan 
de envies que satisfaga las necesidades de todas las ciudades, como se muestra en 
Ia figura 1.4, perc ... (,Sera este el plan mas econ6mico? 

T8rQQ.i.CO 
-- ( 1) _____ 5"'0L_ ___ _ 

.:uu "-..__ -----. 
~- ---1_50 

---------~-P u e b I a 

(3 --~~ 
--r--

, 
! 

40/ 

/ 

~-L- .--""' -, 0 
100·' ,·-., /4 Y'-

'. L ) -----, ;-----

-_, 5J --- 40 
\:'eracruz .Jalap a 

Figura 1.4 
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1.2 TIPOS BASICOS DE PROBLEMAS DE REDES 

Consideramos cuatro tipos importantes de problemas de redes: 

1 . El problema de transbordo 
2. El problema de Ia ruta mas corta 
3. El problema de flujo maximo 
4. El problema de transporte 

El problema de Ia General Motors es un ejemplo tipico de problema de transbordo, 
puesto que se tienen disponibilidades y/o demandas y algunas ciudades al mismo 
tiempo pueden recibir y enviar autom6viles a otras. Los otros tipos de problemas se 
ilustran rnas adelante. Algo comun a estos es que los cuatro se pueden plantear en 
forma similar a los que se denominan problemas de flujo d~ costo minimo; pero 
antes, es necesario analizar un poco Ia terminologfa de los problemas de redes. 

1.3 REDES DE TRANSITO URBANO 

El sistema de transporte consiste de redes que representan los modos disponibles 
(autom6viles, autobuses, etc.) La descripci6n de Ia red es una abstracci6n de lo que 
actualmente existe en el campo, y como tal, no incluye todas las calles locales o las 
calles colectoras en el area. Se desarrolla una descripci6n de Ia red para representar 
los viajes en autom6vil y cami6n, con una resena separada para el transporte 
publico, si se incluye este medio. Estas descripciones pueden abarcar Ia geometria 
del sistema de transporte. 

La geometria de Ia red incluye Ia numeraci6n de las intersecciones (llamadas nodos 
para prop6sitos de asignaci6n). La numeraci6n de los nodos permite identificar los 
segmentos entre ellos (llamados tramos). En las redes de transporte se pueden 
identificar grupos de tramos por los que pasan rutas especificas (llamadas lineas). 
Esta descripci6n geometrica de Ia red de transporte muestra todas las posibles vias 
por las que puedan realizarse los viajes entre puntos del area. 

En Ia descripci6n de Ia red, se identifican los centroides de zona (centres de 
actividad); estos se conectan a los nodos por medio de los tramos imaginaries 
denominados correctores de centroides. Los centroides se utilizan como los puntos 
en los cuales se efectua Ia "carga" a Ia red. 

Una vez que Ia red de transporte se ha descrito en terminos de Ia manera como se 
pueden conectar los puntos, es necesario cuantificar Ia facilidad con Ia que se 
reaiizan estas conexiones. 
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Las velocidades de viaje y Ia capacidad de un tramo en una via rap1da, 
probablemente serian mayores que en una calle arterial; esta diferencia de nivel de 
servicio debe cuantificarse e incluirse como parte de Ia descripci6n del sistema de 
transporte. 

Para Ia descripci6n de Ia red vehicular, se deben reunir puntas especificos para 
determinar el nivel de servicio en cada tramo. Estos requerimientos incluyen 
aspectos fls1cos tales como Ia longitud del tramo y el numero de carriles, ya sea que 
el tipo de instalaci6n bajo consideraci6n sea via rapida, arterial, etc. Asi como Ia 
localizaci6n del tramo en el area urbana. 

El costo de recorrido en un tramo especifico se conoce como impedancia y tiene 
implicitas las mediciones de tiempo y costo. 

1.4 PLANTEAMIENTO DE MODELOS DE REDES 

Problemas de transbordo 

Si un problema de redes se refiere a Ia minimizaci6n de los costas del flujo de algun 
producto entre nodes, en donde cada nodo puede ser un punto de abastecimiento, 
un punto de demanda, o ambos, entonces se considera que el problema de redes es 
un problema de transbordo. 

El problema de Ia General Motors es un excelente ejemplo de un problema de 
transbordo. Existen tres tipos de nodes en un problema de transbordo. Si un nodo 
actua al mismo tiempo como receptor y emisor de flujo se le denomina nodo de 
transbordo. En Ia figura 1.4 los nodes 3 y 4 son nodes de transbordo. El problema de 
transbordo es el mas general de los problemas de redes, dado que cada nodo puede 
tener al mismo tiempo oferta y demanda y no existen restricciones sobre los fiUJOS o 
sobre los tipos de nodos. 

1.5 EL PROBLEMA DE LA RUTA MAS CORTA 

Si se define una red de manera que los coeficientes de cada arco sean no negatives 
(tal como medidas de distancia); entonces podrlamos estar interesados en encontrar 
Ia ruta mas corta entre dos nodos de Ia red. A este problema se le denomina 
problema de Ia ruta mas corta. 

Como ejemplo del problema de ruta mas corta considere el siguiente: 

8 



EJEMPLO 1.3 

La campania de muebles "EI Mueble Modemo" quiere transportar unos comedores 
de su planta en Naucalpan, Estado de Mexico a una Distribuidora que se encuentra 
en Tlalpan, en el sur de Ia ciudad de Mexico, en el menor tiempo posible. 

Las rutas que enlazan estas dos instalaciones forman Ia red que se muestra en Ia 
figura 1.5 

Sta. tv1aria 

Figura 1.5 

En donde las "distancias" son los tiempos de viaje del cami6n dados en minutos y 
considerando que se traslada a las 6 de Ia manana y por lo tanto el transito es 
rapido, a una velocidad media de 50 kph. 

Observe que con el objeto de plantear este problema en forma de problema de costa 
minima, puede elegirse en cualquier nodo s61o el camino a traves de un area. 
Lo anterior implica que es necesario tener los siguientes flujos en los areas: 

. '1 si se viaJa a traves de Ia ruta entre Ia mstalaCI6n 1 y !a instalac16n 1 
A: "OC·: " l 0 de otra manera 

S1 se recorre Ia ruta (i,j), esto significa que no puede utilizarse ninguna otra ruta que 
parta de Ia instalaci6n i. 

Por ejemplo, si se viaja por Ia ruta de Naucalpan a Chapultepec entonces el flujo 
entre esos puntas sera igual a 1 y X13 sera cero. 
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Es posible satisfacer estas condiciones utilizando en Ia red un flujo imag1nario de una 
unidad. Este flujo parte del nodo de salida u origen y !lega a un nodo final o 
terminal. En otras palabras, existe un suministro de una unidad en el origen y una 
demanda de una unidad en el nodo terminal. En nuestro ejemplo. habria un 
suministro (u oferta) de una unidad en Naucalpan y una demanda de esa m1sma 
unidad en Tlafpan 

La ultima pregunta que permanece pendiente es: G Que costas deben utilizarse en 
este problema de costo minima? Para responder a esta pregunta observe que si ~i = 
1 , entonces sera necesario viajar de los nodos i al j Si se denotan estas distancias 
mediante diJ y se utiliza Ia ruta entre i y j, entonces el costa para esa ruta se convierte 
en dii ~J· Dado que X,J es cero o uno, el costa para cualquier ruta sera dii o cera. Por 
esto, podemos utilizar las distancias, diJ como los costas para el problema de flujo a 
costo minima. 

De acuerdo con Ia figura 1 5, para salir de Naucalpan se pude ir por dos caminos, 
por Chapultepec o por Santa Maria, pero no par ambas. Para los puntas 
Chapultepec, Santa Maria, Las Aguilas y Calzada de Tlalpan se requiere que el flujo 
que llega a esos nodos sea igual al flujo que sale, puesto que no existe demanda en 
ninguno de ellos. La restriccion para Tlalpan exige llegar a ese punta ya sea par Las 
Aguilas o por Calzada de Tlalpan, obligando a que Ia suma de los flujos sea igual a 1. 

En un problema de ruta mas corta puede haber areas dirig1dos y areas no dirigidos. 
En nuestro ejemplo, solo se tienen areas dirigidos. Para el caso de areas no dwig1dos 
seria necesario tener una variable de i a j y otra de j a i. No seria dificil modificar el 
planteamiento para manejar las variables en ambas direcciones. 
Finalmente, cabe mencionar que existen d1versas variaciones del problema de Ia ruta 
mas corta, y que el que se ha presentado aqui es solo una de elias. Las dos 
variaciones que existen son: 

1 . Encontrar Ia ruta mas corta entre algun nodo y cada uno de los otros nodos 
de Ia red 

2 Encontrar Ia ruta mas corta entre cualquier par de nodos de Ia red. 

1.6 EL PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO 

En el problema anterior estabamos interesados en los valores que se generan a 
traves de cierto flujo que pasa por una red. Este valor puede estar dado en terminos 
de dinero, distancia, tiempo o alguna otra medida. Existen problemas en los que el 
valor del flujo no es tan importante como Ia cantidad de flujo que pasa a traves de 
Ia red. Los gasoductos, trafico de automoviles y las lineas de transmision de 
electricidad son ejemplos de esta situacion. Los problemas en los que interesa 
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determinar el flujo maximo que pasa a traves de una red se denominan problemas 
de flujo maximo 

Para estudiar este tipo de problemas, es necesario suponer que existen 
restricciones de capacidad en los arcos. Si no fuera asi, el flujo maximo que 
pasaria a traves de Ia red seria infinite. Considere el siguiente ejemplo: 

EJEMPLO 1.4 

Suponga que Ia Compania Nacional de Subsistencias Populares (CONASUPO) 
tiene un programa anual de costalera. Esta se compra de dos fabricas, una en 
Merida con capacidad de produccion maxima de 10 millones de costales al ano, y 
otra en Saltillo con capacidad de produccion maxima de 7 millones de costales al 
ario. Los excedentes en Ia fabrica de Merida pueden transferirse a Ia planta de 
Saltillo. 

La disponibilidad de transporte entre las dos fabricas permite un maximo de 8 
millones de costales por ario. Hay tres centres almacenadores: en Ia ciudad de 
Mexico, Guadalajara y Oaxaca. Ia tabla 2 proporciona Ia capacidad maxima anual de 
transporte de las fabricas a los centres almacenadores. 

De: Ciudad 
Saltillo 
Merida 

Mexico 
4 
3 

TABLA 2 
A: Ciudad 

Guadalajara 
8 
2 

Oaxaca 

3 

Los excedentes de Guadalajara y Oaxaca pueden transferirse a Ia ciudad de Mexico. 
Ia capacidad maxima anual es de 3 y 4 millones de costales respectivamente. 

Una vez en los centros almacenadores, los costales se entregan a los ejidatarios de 
Ia region. La capacidad maxima anual de entrega es de 4 millones en Ia region 
almacenadora de Guadalajara, 7 millones en Ia region del Distrito Federal y 5 
millones en Ia region de Oaxaca. 

La pregunta es (. Cual es el fluJo maximo anual de costales nuevos que pueden 
circular en este sistema?. El problema se puede representar graficamente en Ia red 
de Ia figura 1.6 

11 



Figura 1.6 

Se puede observar en Ia red que los numeros en los arcos se refieren a las 
capacidades maximas de transporte, no se pusieron las capacidades minimas por 
ser estas todas iguales a cero. 

1.7 EL ARBOL DE EXPANSION MiNIMA 

Antes de especificar en que consiste este problema cabe mencionar lo que en redes 
se entiende por un arbol Un arbol es un subconJunto de los arcos de Ia red original 
que conecta a todos los nodos sin formar ningun circuito. 

En este problema se conocen los costos o distancias entre diferentes nodos en una 
red. Sin embargo. los arcos nose especifican, y lo que se trata de encontrar es un 
arbol que comunique a todos los nodos de Ia red, pero cuyo costo o distancta total 
sea minima. 

Este tipo de problemas se ubica en las redes de comunicaci6n electrica, telef6nica, 
telegrafica, carretera, ferrocarrilera, aerea, maritima, etc., donde los nodos 
representan, por ejemplo, puntos de consume electrico, telefonos, telegrafos. 
terminales de autobuses, trenes, aeropuertos, puertos maritimes, etc., y los arcos 
podrian ser, las lineas de alta tension electrica, llneas telef6nicas y telegraficas, 
carreteras y vias de ferrocarril, rutas aereas y maritimas entre otras. A continuac16n 
se presenta un eJemplo de este caso. 
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Suponga que en Ia red que se muestra en Ia figura 1 . 7, los nodos son centros de 
consumo electrico, y los numeros en los arcos son distancias en kil6metros. Se trata 
de encontrar el arbol que, con una longitud total minima, comunica a todos los nodos. 
Como el costo de tendido de cable electrico es proporcional a Ia distancia, se habra 
encontrado, con Ia distancia minima, tambien el costo mlnimo. 

Figura 1.7 

Oespues de usar algun paquete de c6mputo el arbol minima de comunicaci6n, que 
no necesariamente es el unico, se muestra en Ia figura 1 .8 

Figura 1.8 

El siguiente ejemplo muestra los tres casos de problemas de redes que hemos v1sto 
hasta aqui. 
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EJEMPLO 1.6 

En fecha reciente se ha reservado el parque La Marquesa para pasear y acampar. 
No se permite Ia entrada de autom6viles al parque, pero existe un sistema de 
caminos angostos para tranvias y jeeps conducidos por los guardabosques. 

Figura 1.9 

En Ia figura 1.9 se muestra este sistema de caminos (sin las curvas), en donde 0 es 
Ia localizaci6n de Ia entrada al parque; las otras letras designan Ia localizaci6n de 
estac1ones de guardabosques (y otras instalaciones). Los numeros dan las 
distancias de estos caminos sinuosos en kilometres 

El parque contiene un paisaje maravilloso en Ia estaci6n T. Se usa un numero 
pequerio de tranvias para transportar visitantes de Ia entrada del parque a Ia 
estaci6n T, y de regreso, para quienes desean contemplar este paisaje sin tener que 
caminar. 

La direcci6n del parque esta encarando en este memento tres problemas. Uno es 
determinar cual ruta de Ia entrada del parque a Ia estaci6n T tiene Ia men or d1stancia 
total, para Ia operaci6n de los tranvias. 

Un segundo problema se refiere a Ia instalaci6n de lineas telef6nicas debajo de los 
caminos, para establecer comunicaci6n de este tipo entre todas las estaciones, 
incluyendo Ia entrada al parque. Puesto que Ia insta!aci6n es cara y, a Ia vez, 
perturba el medic ambiente natural, se instalaran las lineas solo debajo del numero 
sufic1ente de caminos para proveer cierta conex16n entre todo par de estaciones. La 
cuesti6n es d6nde deben colocarse las lineas para realizar esto con un numero total 
mmimo de kilometres de linea instalada. 
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Figura 1.10 

El tercer problema es que, durante Ia temporada pico, mas personas desean el viaje 
en tranvia desde Ia entrada del parque a Ia estaci6n T que las que pueden ser 
acomodadas. Con el fin de evitar Ia perturbaci6n indebida de Ia ecologia y Ia vida 
salvaje de Ia region, se han racionado estrictamente el numero de viajes al dia del 
tranvia, que pueden llevarse a cabo sobre cada uno de los caminos, estos limites 
son diferentes para los diferentes cam1nos como se muestra en Ia figura 1.1 0. Por lo 
tanto durante Ia temporada pico, podrian seguirse diversas rutas, sin importar Ia 
distancia, para incrementar el numero de viajes por tranvia que pueden efectuarse 
diariamente. La cuesti6n consiste en trazar las rutas de los diversos viajes para 
maxirnizar el numero de viajes que pueden efectuarse diariamente, sin violar los 
limites de cada camino. Para resolver el problema de ruta mas corta cons1dere Ia 
siguiente tabla 3: 

TABL.A3 
~-~- No~~~ ~~sue~tos - T - -~~~;;;-n~ --1 DistanCia .. I n~esimo no do I Su-distancla~-ultlrnal 

n I It . t d I total1nvolu- 1 mas cercano I mm1ma 1 conex1on 1 conectados a nodos no resue o conec a o . 1 , 

, , resueltos mas pr6x1mo ' crada I 
f-·-t·---------·-·· - ... ·------- -----t------------i-----l ~-~ _______ o_ _ A ______ -+ -~---+---A __ --+---- ~- __ ~-- _ OA 

\1 I 0 c 'I 4 c I 4 oc 
A 8 2 + 2 = 4 i 8 I 4 AB 

r-:3-t A -~-----t- 2 + 7 := 9 · ----t--
, i 8 E 4+3=7 . E 

-l-

t··- .. --~ 

7 BE 
C E 4+4=8 i , -~-~--- -----

! 4 A D 2+7=9 

\ I B D 4+4=8 
E D 7 + 1 = 8 

D 8 Bf: 
D I 8 ED 

~s-j ----~~-- ·-·-t - . . --y- ------~ 

I 
I D T 8 + 5 =13 

E T 7 + 7 =14 
·-------~ ----- -~---1__ __ 13 ___ ~-- DT 
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Ahora puede recorrerse hacia atras Ia ruta mas corta, del destine al origen, a traves 
de Ia ultima columna de Ia tabla, como a T ~ 0 --~ E --~ B . } A ~ 0 o bien, T ----~ D - > 
B ~A~ 0. Por lo tanto, se han identificado las dos alternativas para Ia ruta mas 
corta del origen al destine como 0 ~A---} 8 ~ E ~ 0 ~ T y 0 ~A-~ B -~ 0 -~ T, 
con una distancia total de 13 millas sobre cualquiera de las dos. 

Como se podra obseNar los problemas 1 , 2 y 3 son respectivamente problema de 
ruta mas corta, problema de arbol de expansion minima y problema de flujo max1mo, 
dicho problema se resolvera posteriormente. 

EJEMPLO 1.7 

En este ejemplo se muestra Ia forma en que se puede resolver un problema practice 
de transite. Para concretar mas, empezamos con un mapa que muestra una parte 
del centro de Ia ciudad de Mexico. 

800 

r:;onzalez 
rJbreg6n 

900 500 

Republica 
de Brasil 

X 6 

700 

r 

600 -+----+---r-.----X-'4---+-~-+---/:"'""" --++--+---- 400 

l Reprjbl1ca 
T de 

4JOA.~gent.na 100 

Figura 1.11 

i 
300 

En el mapa se indic6 el fiujo de transite que entra o sale a cada caile, en unidades de 
vehfculos por hora (vph). Ya que el fiujo de transite varfa considerablemente durante 
el dia, supondremos que los numeros mostrados representan el fiUJO de transite 
promedio a Ia hora de maximo flujo que se da aproximadamente entre las 3 y las 5 
de Ia tarde. 

Suponga ahara que un grupo politico esta planeando una manifestacion en 
Republica de Argentina, entre Republica de Venezuela y Gonzalez Obregon a las 4 
de Ia tarde del miercoles. La policfa puede, hasta cierto punto, controlar el flujo de 
transite reajustando los semaforos, colocando policias en los cruces clave, o 
cerrando Ia calle critica al transite de vehfculos. Si se disminuye el transite por 
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Republica de Argentina, aumentara el de las calles adyacentes. La cuesti6n es 
minimizar e! transito por Republica de Argentina (entre Republica de Venezuela y 
Gonzalez Obregon) sin ocasionar congestionamientos en las otras calies. Para 
resolver este problema de minimizaci6n le agregamos marcas a nuestro mapa, ver 
figura 1 .11 . 

Aqui se han marcado las seis intersecciones A hasta F y se ha denotado el fluJO de 
transito entre las intersecciones adyacentes par !as variables x1 hasta x7 . Ei 
problema consiste ahora en mini mizar ><4 sujeta a las restricciones del problema. 

Para encontrar estas restricciones veamos, por ejempio, Ia 1ntersecci6n B El transite 
que fluye a Ia intersecci6n B es, segun el mapa, x2 + ><s; mientras que el transito que 
sale de Ia intersecci6n B es ><4 + 100. Suponiendo que el transito no se acumula en Ia 
intersecci6n B, el transite de "entrada" debe ser igual al trans ito de "salida". Asi se 
obtiene Ia ecuaci6n 

x2 + Xs = ><4 + 1 00 
o bien 

X2 - X<! + Xs = 1 00 

A partir de este analisis en cada intersecci6n, se obtiene el siguiente sistema de seis 
ecuaciones en siete inc6gnitas: 

en A X1 -X<! = -200 
en B x2 -X<!+Xs = 100 
enC X:3 +><s = 700 
enD x1 -Xs = 100 
en E X2 - Xs + X7 = 600 
en F X:3 + X7 = 900 

1.8 PLANTEAMIENTO DE MODELOS DE REDES COMO PROBLEMAS DE 
PROGRAMACION LINEAL 

Consideraremos cuatro tipos de problemas de redes: problemas de transbordo, de 
ruta mas corta, de flujo maximo y de transporte. Analizaremos tambien el 
planteamiento de problemas de PERT/CPM y problemas de asignaci6n de personal 
como problemas de redes. El tema mas importante de esta secci6n es que todos 
estos problemas de flujo pueden plantearse de manera similar como problemas de 
fiUJO de costa minima y pueden resolverse como problemas de programaci6n lineal. 
Para varios de estos problemas existen algoritmos especiales que pueden ser mas 
eficientes que el metoda simplex de programaci6n lineal, pero debido a que se hara 
hincapie en los planteamientos, aqui no se anallzan esos algoritmos. 
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EnsegUida se presentan y anallzan cada uno de los problemas de redes y despues 
se plantea cada uno de ellos. 

PROBLEMA DE TRANSBORDO 

Como segundo ejemplo de un problema de transbordo, considere el siguiente: Ia 
Campania Petrolera Alianza tiene un solo campo petrolero desde donde envia todo 
el petroleo, a traves de un oleoducto, a uno de dos centro de embarque, en donde se 
almacena en buques tanque para su envio a refinerias de Estados Unidos. 

La oferta diaria en el campo es de 2,000 barriles. Deben considerarse los costos del 
oleoducto, los costos de embarque y las cantidades de petr61eo que pueden 
enviarse a traves de los oleoductos. Los costos del oleoducto y las capacidades 
diarias de este se muestran en Ia tabla 4. 

TABLA4 
Campania Petrolera Alianza. Costos y capacidades de los d~ctos. . ·== 

I I' I. _lnstal:a6n de envio J_ Cos to por barril _ j_CapaJ;~~~~~~~o~ucto l 
1 $0.20 1000 1! 

2 $0.15 500 
,', ' 
~=-o.---=-=--=-----==-=-,==-----=---'"---"===--=~-,------.=.-=--=---==---===-·~--=-:-=--=----"-~-"='=-- =---=-. =·~· === 

En Ia tabla 5 se presentan los costos de embarque de cada estaci6n de 
embarque a cada refineria y las demandas diarias de las refinerias. En Ia figura 
1.12 se plantea este problema en forma de red. 

TABLA 5 
~~--~o_r]1pai'jia £:~t[2l~li~r:!_z_a. Co~!Q§_je tr~Q?E_9rte 1.9!lf!l_anda~:. =· ----. 

I NU_mer~~~~~~ac16nj ~f~~~~~t:6Z~1~~;rot;arril ... . 0~'::,~~da I 
!j 1 I $0. 1 o $0. 15 6oo i 
L 2 ~ $0.20 _ $0 2~~=~~ , =~-_sao --=~~·J 
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Figura 1.12. Red de Ia Compaiiia Petrolera Alianza 

En el planteamiento de red, el nodo 0 es el campo petrolero, los nodes 1 y 2 son 
los nodes de embarque y los nodes 3 y 4 representan las refinerias de Nuevo 
Leon e Hidalgo respectivamente. Las capacidades de los oleoductos se 
muestran en los areas encerradas en semicirculos y los costas se ilustran 
encima de los areas. 

Este problema puede plantearse en forma de programaci6n lineal si 

X;j=barriles enviados del nodo i al nodo j 

Entonces, el problema es 

Min Z= 0 2xo, + 0.15xoz + 0.1 Ox,3 + 0.2x,4 + 0.15x23 + 0.25x24 

SUJETOA 
+ Xo2 

Xo2 - X23 - X24 
X13 + X23 

X14 + X24 

Xo2 

<:2000 
= 0 
= 0 

=600 
=800 

:::;1000 
<::500 

todas las xii ::: 0 

Este problema difiere un poco del de General Motors ya que existen capacidades 
en algunos de los areas. 

19 



Estas capac1dades resultan ser restricciones de cota superior. Las restricciones 
de Ia oferta aparecen como una restricci6n de menor o igual, en vez de ser una 
restricci6n de igualdad, puesto que Ia demanda total es inferior a Ia oferta 
disponible. 

PROBLEMA DE LA RUTA MAS CORTA 

Si se define una red de manera que los coeficientes de cada arco sean no 
negatives (tal como medidas de distancia), entonces podriamos estar 
interesados en encontrar Ia ruta mas corta entre dos nodos de Ia red. A este 
problema se le denomina problema de Ia ruta mas cotta. 

Como ejemplo del problema de ruta mas corta, consideremos el problema de 
viajar en autom6vil desde Nueva Orleans a Atlanta en el tiempo mas corto. 
dentro de lo legal. Las carreteras que enlazan estas dos ciudades forman la red 
que se muestra en Ia figura 1.13 en donde las "distancias" son los tiempos de 
viaje en autom6vil dados en minutos. 

llfanta 

rvbntgomen,~ 

Mobile 

Figura 1.13. Rutas del manejo de Nueva Orleans a Atlanta. 

Observe que con el objeto de plantear este problema en forma de problema de 
costo minimo, puede elegirse en cualquier nodo solo el camino a traves de un 
arco. 

Lo anterior implica que es necesario tener los siguientes flujos en los arcos: 

'I s1 se viaja a traves de Ia carretera entre Ia ciudad 1 y la ciudad .J 
X .::c~ 

Y l 0 de otra manera 

20 



Si se recorre una ruta (i, j), esto significa que no puede utilizarse ninguna otra 
que parta de Ia ciudad i. Por ejemplo, si se viaja por Ia carretera de Nueva 
Orleans a Mobile, entonces el flujo entre esas ciudades sera igual a 1 y x13 sera 
cero. 

Es posible satisfacer estas condiciones utilizando en Ia red un flujo imaginario de 
una unidad. Este flujo parte del nodo de salida u origen y llega al nodo final o 
terminal. En otras palabras, ex1ste un suministro de una unidad en el ongen y una 
demanda de una unidad en el nodo terminal. En nuestro ejemplo, habria un 
suministro (u oterta) de una unidad en Nueva Orleans y una demanda por esa 
misma unidad en Atlanta. 

La ultima pregunta que permanece pendiente es: (,Que costos deben utilizarse 
en este problema de flujo minimo? Para responder esta pregunta obseNe que si 
XiJ=1, entonces sera necesario viajar de los nodos i al j. Si se denotan estas 
distancias mediante dii y si se utiliza Ia ruta entre i y j, entonces el costo para esa 
ruta se convierte en dijXii· Dado que x,J es cero o uno, el costo para cualquier ruta 
sera dii o cero. Por esto, podemos utilizar las distancias diJ, como los costos para 
el problema de flujo de costo minimo. Ahora, podemos plantear este problema de 
Ia siguiente manera: 

SUJETO A: 
N.Orleans X12 + X13 - 1 
Mobile x12 - X24 - X2s = 0 
Meridian X13 - X34 - X35 = 0 
Montgomery X24 + X34 - X4s = 0 
Birmingham X2s + X35 - Xss = 0 
Atlanta X46 + Xss = 1 

Xij:;:: 0 para toda i y toda J 

Para prop6sitos de analisis, hemos anotado con que ciudad se relaciona cada 
restricci6n. La restricci6n de Nueva Orleans establece que puede utilizarse Ia 
carretera que va a Mobile o Ia que va a Meridian, pero no ambas. Sabemos que 
las soluciones de programaci6n lineal para problemas de redes son enteras, por 
lo cual estamos seguros de que x1 2=1 6 0 y que x 13=1 6 0, al mismo tiempo que 
Ia restricci6n impone que x 12=1 6 x1 3=1, pero no ambas. 

Las restricciones de Mobile, Meridian, Montgomery y Birmingham requ1eren 
todas que el flujo que llega a esos nodos (ciudades) sea igual al flujo que sale. 
puesto que aun no existe demanda en ninguno de ellos. La restncci6n para 
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Atlanta exige llegar a esta ciudad ya sea de Birmrngham o de Montgomery, 
obligando a que Ia suma de los flujos sea igual a 1. 

En un problema de ruta mas corta puede haber arcos dirigidos y arcos no 
dirig1dos. En nuestro ejemplo solo se tienen arcos dirigidos. Para el caso de 
arcos no dirigidos, seria necesario tener una variable de i a j y otra de j a i. No 
serfa dificil modificar el planteamiento para manejar las variables en ambas 
airecciones. 

Puesto que ya hemos formulado el problema de Ia ruta mas corta como problema 
de flujo de coste minimo, podemos entonces utilizar un programa de 
computacion especial de programacion lineal, para resolver el problema. 

El lector debe percatarse de que existen diversas variaciones del problema de Ia 
ruta mas corta, y que Ia que se ha presentado aqui es solo una de elias. Las dos 
variaciones que existen son: (1) Encontrar Ia ruta mas corta entre algun nodo y 
cada uno de los otros nodos de Ia red; (2) Encontrar Ia ruta mas corta entre 
cualquier par de nodos de Ia red. AI igual que con Ia version que se presenta 
aqui, es posible formular como problemas de flujo de costo minimo estos otros 
problemas de ruta mas corta. Existen tambien algoritmos de aplicaci6n espec1al 
para las otras versiones. 

PROBLEMA DE PERT/CPM 

El objeto de estos modelos es encontrar Ia secuencia de actividades o tareas 
que requieren del mayor tiempo para su terminacion. A esta secuencia de trabajo 
se le denomina ruta critica. Como ejemplo de un analisis de red de actividades, 
considerese Ia siguiente situacion 

La Facultad de Administracion de Ia UAM esta planeando una conferencia para 
ejecutivos de negocios. En Ia tabla 6, se listan las actividades que deben llevarse 
a cabo antes de Ia conferencia y tcl111bien se presentan los tiempos estimados 
para terminar cad a una de las Ia bores. 
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TABLA 6 
~~--- -l ~-~~~~------- -~l.l 

Tiempo , Actividades 
Actividad J Descripci6n Estimado I precedentes 

~~---+ (semanas) i-~--
A I Elaborar el programa 3 1 

'f------~s-1 Recopilar lista de asistentes ----:- - 5 _ _ T~--- _ __ _ _ --jl 
~- ___ l_C:~tactar aorado_r~spa~aque_asi~tan -1 _ 9 __ --~ -------~---- --j) 

:f---- _ ~~-
1 

Elabo~ar !oU~to~ara _el!_l_roil~ama _ -1--- _ ~ : -~AB -----~~~~ 
iL E Hacer arreglos fisicos 1 4 

r -~ ~ ~ ~ Envrar los folletos --- -------~ r 4 + 1 

1
- <3_ _ I Prep<>far prog_ramadelas<;Onfe~nc~s_;_ __ 3 __ t- --~ _- _j 

' I I 
L_ H - _l?etaU~s de ultimo min~t_o j___ 1 I C, G, F ~ 

Este problema de planeaci6n tambien se muestra en un formato de redes (figura 
1.14) y se ilustran en forma directa en los arcos los sfmbolos que representan a 
las actividades y el tiempo estimado para termmar Ia actividad; tambien se 
enumeraron los nodos. 

8 15)"-.._ 

--)10)-
"-----"''" 

_-/FI4) 

0_(2_:l __ --- -- --~(;)/ .• 
'· J ,~-

Figura 1.14. Red de planeaci6n de conferencias. 

Dado que estamos intentando descubrir cual es Ia ruta mas larga en esta red, 
tenemos Ia situaci6n opuesta al problema de Ia ruta mas corta. No obstante, este 
problema puede planearse en forma similar. En este caso, los tiempos estimados 
para cada arco se utilizan como "distancias'', que van a maximizarse en vez de 
minimizarse. De nuevo se incluye un suministro imaginario de una unidad de flujo 
en el primer nodo y una demanda imaginaria de una unidad en el ultimo. El 
planteamiento de programaci6n lineal de este problema es: 
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MAX Z = 3xt2 + Sx13 + 4x24 + 8X2s + 2X3s + 3x46 + 4Xss + 1 Xs7 

SUJETO A 
= 1 

- X24 - X2s = 0 
X3s = 0 

X24 - X46 = 0 
X3s - Xss - 0 

X2s + X4s + Xss - Xs7 = 0 
Xs7 = 

XiJ ~ 0 para toda i y toda j 

PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO 

En los problemas anteriores estabamos interesados en los valores que se 
generan a traves de cierto flujo que pasa por una red. Este valor puede estar 
dado en terminos de dinero, distancia, tiempo o alguna otra medida Existen 
problemas en los que el valor del flujo no es tan importante como Ia cantidad del 
flujo que pasa a traves de Ia red. Los gasoductos y las llneas de transmisi6n de 
electricidad son ejemplos de esta situaci6n. Los problemas en los que interesa 
determinar el flujo maximo que pasa a traves de una red se denom1nan 
problemas de flujo maximo. 

Para estudiar este tipo de problemas, es necesario suponer que existen 
restricciones de capacidad en los arcos. Si no fuera asf, el flujo maximo que 
pasarfa a traves de Ia red seria infinite. Como ejemplo de problema de flujo 
maximo considerese el problema de enviar gas natural desde un campo de gas 
que se encuentra en Leon hasta Chiapas, a traves de una red de gasoductos 
Esta red se muestra en Ia figura 1.15. Los valores que se encuentran encerrados 
en semicirculos en cada arco representan las restricciones de capac1dad en 
millones de pies cubicos de gas por hera. 

Figura 1.15. Red de Leon a Chiapas 
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En esta figura se muestra tambiem una cantidad desconocida de flujo, f, que 
entra en el gasoducto en el nodo 1 (el campo de gas) y que sale del gasoducto 
en el nodo 5 (Ia terminal de Chiapas)_ Utilizando este flujo, f, puede plantearse 
este problema de Ia siguiente manera: 

MAXIMIZAR: f 

SUJETO A: 
X12 + X13 

X12 - X23 - X24 

X13 + X23 - X34 - X3s 

X24 + X34 - X45 

X3s + X4s 

x,2:s:1 0, x,3:s:6, X23:S:3, X24:S:5, X34:S:7, X3s<:8, X4s:S:8 

x,i::;. 0 para toda i y toda j 

;:;; f 

=0 
=0 
=0 
= f 

Este planteam1ento no se ajusta a nuestra formulaci6n estandar de programaci6n 
lineal de flujo de costo rninimo, puesto que el flujo que se desconoce, f, aparece 
tanto como variable de Ia funci6n objetivo, como en forma de valor de lado 
derecho de las restricciones_ Si se plantea de esta manera no es posible utilizar 
el metodo de flujo de costo mfnimo para resolverlo_ 

Para evitar esta diffcultad, en primer Iugar se elimina el flujo f y se introduce un 
arco artificial o ficticio que conecta los nodos 5 y 1 _ El objetivo se convierte 
entonces en maximizar el flujo que pasa por este arco ficticio. Maximizar el fluJO 
que regresa del nodo 5 al nodo 1, por un arco ficticio que no tiene capacidad, 
dara Ia cantidad de flujo que va del nodo 1 al nodo 5 a lo largo de Ia red de 
capacidades. En Ia figura 1.16 se muestra Ia red de gasoductos, incluyendo el 
arco de regreso. 

Figura 1.16. Red modificada de los gasoductos 
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Ahora, utilizando esta nueva red de gasoductos, se tiene un plantearn1ento 
modificado, en donde el objetivo es maximizar x51 : 

MAXIMIZAR: Xs1 

SUJETO A: 
- X13 

X24 + X34 - X4s 

+ X35 + X45 

X13:S6, X23:S3, X24<::S, X34:S?, X3s:S8, 

Xij 2 0 para toda i y toda j 

=0 
=0 
=0 
=0 
=0 

Ahora queda planteado el problema de flujo maximo en forma estandar de 
programaci6n lineal de redes, excepto que no existen ofertas ni demandas Los 
problemas de este tipo se denominan redes circu/ares. 

PROBLEMA DE TRANSPORTE 

El denominado problema de transporte es un caso especial del problema de 
transbordo, en el que todos los nodos son o fuentes (nodos de oferta) o destinos 
(nodos de demanda). En un problema de transports no existen nodos de 
transbordo. Dado que es posible dividir el problema de transporte en dos 
conjuntos diferentes de nodos. es un problema de red bipartita. Para continuar 
analizando los problemas de transporte utilizaremos de nuevo un ejemplo. 

Considere el caso de Ia Cerveceria Modelo Esta empresa elabora un cerveza 
que se distribuye a nivel nacional a partir de dos fabricas de cerveza, una en 
cada una de las dos costas de Mexico (en Jalisco y Veracruz). La cerveza se 
envia a cuatro mayoristas que se encargan de Ia distribuci6n subsecuente (en 
Chihuahua, Guerrero, Nuevo Leon y Yucatan), por lo que a Ia Modelo le ocupa 
solo Ia distribuci6n a los mayoristas. Los costas de distribuci6n, por conjuntos de 
100 cajas que se envian a cada mayorista, se presentan en Ia tabla 7 junto con 
Ia oferta mensual de cada fabrica y Ia demanda mensual de cada mayorista. 
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TABLA 7 
Costas de distribucion para Ia Modelo 

r--~~"~~-~-~--~~~-T--~--- -~~-~--- I -~--~~=-"~--

Fabrica de 
Cerveza 

JaiiSCO 
Veracruz 

Oemanda (en 
cientos de 

caJaS) 

Yucatan 

$21 

$10 
-

200 

1 N. Leon 
i 

$15 

$14 
------

250 

Chih Gro. 

' 
1 
I 

I $18 I $9 

$16 $23 
t---- -

I 400 350 

Oferta (en 
Cientos de caJas 

550 
650 

S1 se representa este problema en forma de red, aparecera segun se muestra en 
Ia figura 1.17. Dado que el flujo de un nodo de oferta solo va a un nodo de 
demanda, se codificara el sistema comun de numeracion de los nodos para 
numerar los nodos de oferta en forma independiente de los nodos de demanda 

Observe que esto dara como resultado que haya nodos que se denotan como 
X11, pero dado que los nodos de oferta estan conectados solo a los nodos de 
demanda, no existe ambiguedad con respecto a que arco identifica a X11 

_;a!f::::::c:(l 

S50 

\:'ertlcrJ_.j2 ,,,.,,l 

Nor:JrJ;; r:Je 
orertr:; 

----~.::... ____ _ 
,:_',, 

---. __ 

Nodoo; de 
demarrda 

-~----

- - -----~' 4 ·:1 
'-.... _____ .. / 

:'CICr Yucffi>!rln 

250 r·.: 1 Prm 

Figura 1.17. Red de transporte para Ia Modelo 

El planteamiento de programac1on lineal del problema de transporte es muy 
Similar al de los problemas de transbordo que se analizaron al inicio del capltui•J 
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En este caso habra 8 variables. una para cada arco, y 6 (estricc1ones, una para 
cada nodo 

Min Z = 21x11 + 1Sx12 + 18x13 + 9x1 4 + 10x21 + 14x22 + 16x23 + 23x24 

SUJETO A. 

X14 

+ X21 + X22 + X23 + X24 

+ X21 

+ X22 

+ X23 

x,1 ? 0 para toda i y toda J 

= 550 
.:.. 650 
-~ 200 
:::250 
= 400 
·=: 350 

Es necesario senalar varios detalles acerca de este planteamiento En pr<rnei' 
Iugar, las pnmeras dos restricciones imponen que Ia cantidad que se envia sea 
igual a Ia cantidad disponible. Se utilizan aqui restncc1ones de igualdad debido a 
que Ia oferta total es igual a Ia demanda total. por lo que debe transportarse Ia 
totalidad de Ia oferta A un problema de este tipo se le denomina problema 
equilibria de transporte. 

En segundo Iugar, las s1guientes 4 restncciones ex1gen que Ia cantidad que llega 
a cada nodo de demanda sea igual a Ia de demanda de ese nodo Aqui se 
utilizan restricciones de 1gualdad por Ia misma raz6n que antes. Debe observarse 
que para un problema equilibria de transporte, una de las restricciones no es 
necesaria. Si Ia oferta total que se transporta es de 1 ,200 y los pnmeros 3 nodos 
de demanda absorben 850 unidades entonces el ultimo nodo de demanda der.1e 
absorber 350 unidades, y esto hace que Ia ult1ma restricc16n resulte redundante y 
pueda eliminarse. Si se hace esto entonces habra, para este problema que t1ene 
dos nodos de oferta o sumin1stro y cuatro de demanda, 2+4-1 =5 restricc1ones 

En general, un problema que tiene m nodos de oferta y n nodos de dernanda 
tendra m+n-1 restncciones. Este es un resultado importante puesto que siernpre 
habra el mismo numero de variables basicas que restricciones. 

En termmo de planteamiento de redes original, el hecho de que existan (m-~ n ·J) 
variables bastcas 1mplica que habra (m+n-1) arcos en el arbol abierto que 
represente este problema En otras palabras, en cualquier soluci6n no mas de 
rn+n-1 areas (rutas) de un problema de transporte seran pos1tivos 

El resultado es 
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De Jalisco a Yucatan 
De Jalisco a Nuevo Leon 
De Jalisco a Chihuahua 
De Jalisco a Guerrero 
De Veracruz a Yucatan 
De Veracruz a Nuevo Leon 
De Veracruz a Chihuahua 
De Veracruz a Guerrero 

0 
20 (cientos de cajas) 
0 
350 (cientos de cajas) 
200 ( cientos de cajas) 
50 (cientos de cajas) 
400 (cientos de cajas) 
0 

No es necesano utilizar un paquete de programac1on lineal de redes para 
resolver un problema de transporte tan pequeno como eJemplo. Para ello se ha 
adaptado una version del metodo s1mplex que se denomina metodo del cruce 
del arroyo ( o de Ia piedra de paso stepping stone) y se analiza en detalle en 
otro capitulo 

PROBLEMA DE ASIGNACION 

El eJemplo final de problemas de redes que consideramos aqul es el problema de 
asignaci6n de personal (o en forma mas simple, el problema de as1gnaci6n) Este 
problema se ref1ere a Ia asignacion de agentes a trabaJOS e~ forma tal que se 
mm1micen los costos de esa asignaci6n. En calidad de eJemplo. considerese Ia 
situaci6n que debe manejar el entrenador Ricardo MartinE!Z del Equipo ae 
Natac1on de Ia Acuatica Nelson Vargas 

El entrenador esta intentando organizar el mejor equipo de relevo de muJeres 
para los 200 metros T1ene 4 muchachas en el equipo Luisa, Julieta, Mana y 
Rocio. Luisa solo nac.la el estilo libre, por lo que no hay problema respecto de esa 
parte del equipo Cada una de las otras tres chicas puede nadar en cualqUiera 
de los otros tres est1lo;, mariposa, dorso y pecho. Entonces Ia cuestJon es cual 
de elias debe nadar en que estilo Los tiempos de cada una de las nadadoras en 
cada uno de los estilos se muestran en Ia tabla 8 

TABLA 8 
Tiempos por estilo del equipo de Ia Nelson Vargas 

-,_·-=~o:o..:...-=-=-~-~--···~·---'---------'--·· --------- ----=---------- ~-------=-~~- -=--=---=-==-·=---' .. --------"---------
1 

Nadadora Estilo 
Manposa DorsoPecho 

Julieta 33 seg 35 seg 37 seg 
Mana 33 seg 37 seg 37 seg 
Rocio 33 seg 36 seg. 39 seg. 
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Este problema puede plantearse en forma de red considerando tres nodos 
fuente, cada uno con un suministro de una unidad, y tres nodos destine, ::;aaa 
uno con una demanda de una unidad Los nodos fuente representan los agentes 
d1sponibles (nadadoras) y los nodos destine. los trabajos (estilos). La red para 
este ejemplo se muestra en Ia figura 1.18. 

Figura 1.18. Red de asignaci6n para el equipo de nataci6n de Ia Nelson Vargas .. 

Es fac1l de observar que el problema de asignaci6n no es otra cosa que un caso 
especial de red de transporte en el que todas las ofertas o suministros y las 
demandas son iguales a 1 y en Ia que el numero de nodos de oferta es igual ai 
numero de nodos de demanda Puesto que esto es cierto, el procedimiento lie 
programaci6n lineal es muy similar 

SUJETO A. 

X31 + X32 + X33 

+ X21 + X31 

+ Xzz 
X 1J ~, 0 para toda i y toda J 

Se ha omitido Ia ultima restricci6n de este planteamiento puesto que seria 
redundante, al igual que en el planteamiento de transporte Una caracterist1ca 
especial de este problema es que X1j = 0 6 1 
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En otras palabras: 

X 
'i 

11 s1 a Ia nadadora 1 se le asigna el trabajo ( estilo) .1 

l 0 de otra manera 

Estamos seguros de obtener este resultado porque en cada nodo de oferta 
existe solo una unidad que pueda enviarse a lo largo de varios arcos. 

1.9 NOTAS HISTORICAS 

El estudio de los modelos de redes de flujo antecede al desarrollo de Ia 
programaci6n lineal. Lo s primeros estudios en esta area los realrzaron 
Kantorovich (1939), Hitchcock (1941) y Koopmans (1947) considerando el 
problema de transporte como un caso especial del problema de fiUJO a costo 
minima. Esos estudios proporcionaron una nueva luz en Ia estructura del 
problema y dieron nuevas metodos y algoritmos. El interes por las redes de flujo 
creci6 con el advenimiento del metoda SIMPLEX desarrollado por Dantzig en 
1947, quien incluso especializ6 este algoritmo para el problema de transports 
(ver Dantzig, 1951 ). 

Durante los alios SO's, las investigaciones comenzaron a mostrara un creciente 
interes en el problema de flujo a costo minima y sus espec1alizaciones el 
problema de Ia ruta mas corta, el problema de flujo maximo y el problema de 
asignaci6n; esto se debi6 principalmente a Ia importante aplicaci6n de estos 
modelos en Ia vida real. Algunos autores desarrollaron algoritmos para resolver 
estos problemas. Dantzig, Ford y Fulkerson fueron pioneros en este aspecto 
Mientras Dantzig se enfoc6 en los metodos basados en el SIPLEX, Ford y 
Fulkerson desarrollaron algoritmos combinatorios primales duales. Los Iibras de 
Dantzig ( 1962) y de Ford y Fulkerson ( 1962) estan presentes a traves de Ia 
discusi6n de estas primeras contribuciones. 

En los alios siguientes. los problemas de flujo en red y sus generalizaciones 
emergieron como t6picos de gran interes en cientos de articulos y numerosos 
textos, asi como en Iibras de referenc1a. 
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2.1 INTRODUCCION 

CAPiTULO 2 
CONCEPTOS BASICOS DE REDES 

En este capitulo se presentan conceptos fundamentales para poder desarrollar 
diferentes algoritmos de redes. La representacion matricial de una red que nos 
perrnite encontrar arboles de expansion y que ademas rnuestra Ia relac1on entre el 
teorema fundamental del Algebra Lineal y las estructuras de red. Asimismo, Ia 
dualidad entre potenciales y tension y su relacion con Ia programacion lineal, que nos 
introducira a otro concepto dual: el de trayectorias y cortes que se vera en el capitulo 
3. 

2.2 REPRESENTACION MATRICIAL DE UNA RED 

(,Como podemos representar numericamente a una red? 

Sea G una red, Ia matriz de incidencias nodos - areas E es una matriz de mxn donde 
m es el numero de nodos y n es el numero de arcos cuyos elementos e(i,J)son 
Una forma de recordar los signos de esta definicion es que "una flecha siempre va 

; + l si el arco j sale del nodo 1 

e(i, j):... ~ -1 si el arco j entra al nodo i 

0 en otro caso 

desde donde esta hasta don de no esta". 

EJEMPLO 2.1 

Construya Ia matriz nodos - areas asociada a Ia red de Ia figura 2.1. 

J1 J2 J3 j4 

tl I I 0 I 
! 

f_" = 21 - J 0 1 0! 
I I 

3! 0 - 1 -1 -1' 
_j 

Figura 2.1 
3:2 



Si exrsten rizos Ia matriz nodos - arcos no sirve. 

J,,J2,J3 son linealmente dependientes ya que J1 + J3- J2 = 0. 

t,Oue significado tiene esto en Ia red? 

Si se cambia de sentido un arco significa que se multiplica por -1 Ia columna, 
entonces en este caso que los vectores sean linealmente dependientes signifrca que 
se forma un circUito. 

Los arboles son aquellas estructuras que no tienen circuitos, por lo tanto son 
linealmente independientes. 

Ademas de Ia matriz de incidencia (o funci6n de incidencia). Existe una matnz de 
adyacencia. Q de orden mxm definida en NxN de Ia siguiente manera: 

. - r I si existe un arco que parte de I' y llegue a i = 
(j(l., I,)- i 

· - . 0 en caso contrano 

Por supuesto se tiene que G es una digrafica, esto es AcNxN 

EJEMPLO 2.2 

Encuentre Ia matriz de adyacencia nodos-nodos de Ia siguiente red: 

2 J .:1 

2 0 u 0 1 I I)= 
3 0 1 u 0 I 

I 

4 Ci .J 1 oJ 

Figura 2.2 
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Una matriz de mxm puede ser Ia matriz adyacente de una red con m nodos si 
consiste solo de 0 y 1 y si no contiene rizos debe tener ceros en Ia diagonal principal 
y se define como se muestra en Ia figura 2.2. 

El grado exterior de un nodo i es el numero de arcos que salen de i por ejemplo: 

9e(1) = 2 
9e(2) = 1 

9e(3) = 1 
9e(4) = 1 

El grado interior de un nodo i es el numero de arcos que entran al nodo i. 

9i(1) = 0 
9i(2) = 2 
9i(3) = 2 
9i(4) = 1 

Ia suma de los grados de todos los arcos es par 

r 9e + r 9i = 5 + 5 = 1 0 

2.3 REDES ESPECIALES 

Una red G es bipartita si el conjunto de nodos N puede particionarse en N1, N2 con 
N1 (' N2 = <j> de manera que todo arco j- (i1, b) es tal que i1 EN1, i2FN2 o i2cN1, i, e=N2 

Figura 2.3 

Nota: 

1 . Las matrices nodos-nodos para graficas no dirigidas son simetricas 
2. La matriz nodos-nodos de una red bipartita es de Ia forma· 
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que es simetrica. 

LEMA DE HANDSHAKING 

En una gn3fica, Ia suma de los grades de todos los nodos es igual al doble del 
numero de arcos. 

Demostraci6n 

Ya que cada arco tiene dos extremes, debe contribuir exactamente dos veces a Ia 
suma de los grades. 

Este lema apareci6 por primera vez aunque en forma diferente en un articulo de 
Leonhard Euler ( 1707 -1783). Titulado Solutio Prob/ematis ad Geometrian Situs 
Pertinentis (Ia soluci6n de un problema referido a Ia geometria de posicion) este 
articulo data de 1736 y es ampliamente conocido como el primer articulo en Ia teoria 
de graficas, donde tambien da Ia soluci6n de los puentes de Konigsberg 

Para graficas que no son dirigidas simplemente se habla del grado de un vertice 
como el numero de arcos que "llegan a el" (pueden entrar o salir) 

REDES SIMPLJ:S 

Es una grafica que no contiene rizos ni arcos en paralelo con un nodo sumidero y un 
nodo fuente. 

Un nodo fuente es un nodo de donde unicamente salen arcos. 
Un nodo sumidero es un nodo a donde unicamente entran arcos 

REDES CIRCUL.A TORIAS 

Una red es circulatoria sino existen nodos fuente o sumideros. 

CONECTIVIDAD 

Una cadena de longitud q (cardinalidad q) es una sucesion de q arcos. 
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tal que cada arco ir de Ia sucesi6n (2sr sq-1) tiene un punto final en comun con el 
arco Jr-1 Ur-1 + ir) y un segundo punto final comun con el arco ir+1 Ur+1 + ir). 
El punto final i de i1 que no es adyacente a J2 y el punto final i' de jq que no es 
adyacente a jq-1 son llamados los puntos finales de Ia cadena L. Decimos que Ia 
cadena L une los nodos i,i' Asf en Ia siguiente red: 

;Ci) 

/ 
I ~ I 

Figura 2.4 

L= {b. is, is. j4} es una cadena del nodo 2 al nodo 3. 

Una cadena es elemental si no se pasa 2 veces por un mismo nodo. 

Un ciclo es una cadena cuyos puntos finales coinciden. Una trayectoria de longitud 
q (cardinalidad q) es una sucesi6n de q areas P = U1, ,Jq} con j1 = (io,i1), i2 = (i1, 
b), .. ,jq = (iq-1,iq). Es decir, una trayectoria es una cadena cuyos arcos estan todos 
dirigidos en el mismo sentido. 

El nodo io es el punto inicial de Ia trayectoria P y el nodo iq es el punta terminal de Ia 
trayectoria P. 

Asf para Ia grafica anterior P = {j1, J3, j4, j7} es una trayectoria del nodo 1 al nodo 4, y 
se puede describir como Ia sucesi6n de nodos {1, 2, 5, 3, 4}. 

Un circuito es una trayectoria cuyos nodos finales coinciden. Una grafica se llama 
conectada si para cualquier par de nodos (i1 ,i2) existe una cadena que une i1 con i2. 
La relaci6n 

. . I it c i: 
I,Ri.. = < 

- , o existe una cadena que une 1, con :-
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Es una relaci6n de equivalencia (reflexiva, simetrica y transitiva). 

2.4 FLUJO Y DIVERGENCIA EN UNA RED 

Un flujo en una red es una funci6n real definida en A ( donde A es el con junto de 
arcos de una red G). 

x:A-;.R 

El valor xU) es el flujo en el arco j, y se interpreta como Ia cantidad de material que 
fluye en el a reo j. 

EJEMPLO 2.3 

Sea Ia red siguiente: 

---.. 2 (3 )~~-------. 4\ \, _____ .r J3 .... _____ _....-'.' 

Figura 2.5 

El tipo de material es el mismo para todos los arcos. Para entender en forma mas 
clara los conceptos es util entender j como un canal y xU) como el numero de litros 
de agua por segundo pasando por cada punto de j un flujo estacionario del nodo 
inicial i al nodo final i'. La cantidad que entra en i es Ia misma que sale pori', pero 
puede ser positive, negative o cero dependiendo de Ia direcci6n ffsica del flujo 

Para un orden fijo de arcos A= {j1, ... ,jn} un flujo x se puede representar corno un 
vector (x1, .... Xn) a sf para Ia figura anterior el flujo se puede representar como 

X= (2, -2, -2, 2) 
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Asi x es un "vector'' indexado por el conjunto A ( es decir un elemento del espacio RA) 

Existe otra notaci6n para flujos que esta vinculada con Ia representaci6n de una red 
por su matriz de adyacencia. Como mas tarde se requerira que Ia red sea una 
digrafica (grafica dirigida) cada arco se puede identificar por un par de nodos (i,i'). La 
idea es simplemente escribir x (i, i') en Iugar de xU) tomando x(i, i') = 0 en los casos 
en que no exista arco entre i, i'. 

Los flujos en G se representan como funciones en NxN que pueden representarse 
matricialmente como: 

1 2 3 4 
1 :-0 2 ·2 0 

I _,, 0 0 0 2 
X:= ;j 0 0 0 -2 

4'-0 0 0 0 

DIVERGENCIA 

Las matrices de incidencia vuelven a entrar en escena cuando tratamos de anahzar 
que sucede a un flujo x en un nodo i, particularmente las entradas y salidas o 
perdidas. El nodo i esta representado en Ia matriz de inc1dencia E por el rengl6n L 

Las cantidades de material que sa len de i estan asociadas con los arcos j tales que 
xU) > 0 y e(i,j)= 1, o tales que xU)< 0 y e(i,j) = -1. 

0 Que significa esto? 

EJEMPLO 2.4 

Sea Ia red de Ia figura 2.6. 

Figura 2.6 
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Para el nodo 3 se tiene en Ia matriz de incidencia: 

j1 J2 J3 J4 js J6 )7 is 
I I 1 1 0 0 0 0 0 ol 

I 21 -I 0 -1 I 0 0 0 - I I 
!c' = 3 i 0 -1 0 - I ] 0 0 

4: 0 0 0 -- I I 0 Q; 
i 

5; 0 0 0 0 0 - 1 Jl 
J 

el arco h sale del nodo 3 y tiene asociado un 1 es decir e(3,3) = 1 ( recuerde que 
cada entrada de Ia matriz esta representada por e(i, j)) si se tiene un flujo xU= 3) = 1 
(cantidad de material que sale del nodo 3) significa que el flujo "pasa" por el arco j3 
en el sentido que !leva el arco y por lo tanto xU) e(i,j) > 0 Si xU) < 0 por ejemplo xU)= 
-4 significa que el flujo recorre en sentido contrario el arco y por lo tanto e(i,J) = -1 
como es el caso de x(8) = -4 y e(2,8) = -1 lo que implica que xU) e(i,j) > 0. 

Asi Ia cantidad total que sale desde i es Ia suma de todos los terminos de Ia forma 
e(i,j) xU) que son positives. 

En forma semejante las cantidades que !Iegan a i corresponden a los casos donde 
xU) > 0 y e(i,j) = -1 por ejemplo: 

En el nodo 5: x(6) = 2 es decir Ia cantidad de flujo que llega al nodo 5 por el arco j6 es 
de 2 y e(5, 6) = -1 en Ia matriz de incidencia por lo tanto x(6) e(5,6)< 0 

0 xU)< 0 y e(i,j) = 1 como en el nodo 4, x(5) = -1 es decir por el arco j5 pasa un flujo 
que vaal nodo 4 con -1 y e(4,5) = 1. 

La suma de todos los terminos de Ia forma e(i,J), xU) que son negatives es ei negative 
de Ia cantidad de flujo que llega a i. 

De esta forma Ia suma de e(i,j) xU) sobre todos los arcos j nos da el total de salidas 
de i me nos el total de llegadas a i. 

Esta cantidad es Ia divergencia del flujo en el nodo i, y se denota y(i), asi 

y(i) = L e(i, j)x(j) = divergencia de x en i 
n.:.A 

Por ejemplo, de Ia figura anterior: 
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en el nodo 3 llegan 4 unidades par J2 

salen 2 Je 
salen 1 Js 
salen 1 h 

Este nodo tiene Ia particularidad de que: 

#total de llegadas =#total de salidas. 

Asf y(3) = 0 en el nodo 5 se t1ene y(S) = -7 esto significa que llegan 7 unidades mas 
de las que salen yen general se dice que. 

- Un nodo es fuente para el flujo x si y(i) > 0 
- Un nodo es sumidero para el flujo x si y(i) < 0 
- Si el flujo se conserva y(i)=O 

Se llama y a Ia funci6n de divergencia (vector) asoc1ada con x y se escribe: 

y =Ex= div x 

En este caso para el flujo de Ia figura anterior usamos Ia matriz de incidencia y se 
calcula 

3 

-l 4 
71 1 0 0 0 0 0 0> 

! 

o[ ! -1 0 -] l 0 0 0 -- 1 I i ,. 0 i' 

y= 0 -1 0 -1 0 Oi 0 
--1 

0 0 0 -] 0 l 0 2i I 0 

0 0 0 0 0 .. I ·-] :_7 
.. 

4 

Asf 11 es una fuente, is es sumidero, y el flujo se conserva en b,b e i4 

El hecho de que las 7 unidades creadas en el nodo fuente i sean las 7 que se 
destruyen en el sumidero no es un accidente. La intuici6n ffsica sugiere. y el algebra 
lo confirma que Ia cantidad de flujo que se crea en Ia fuente es igual a ia cantidad 
que se destruye en el sumidero. 

Esto se expresa como el principio de Ia divergencia total: 

I y(i) .,.. o paray = div x 
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Esto se verifica de Ia siguiente forma: 

I y(i) =I L e(I, .J)X(.J) = L Ie(i, J)x(j) 
]f .• \· k..\ J5.4. 

Pero 

L e(i, .J) = 0 para toda jc-A 
J{,:,:V 

ya que cada columna de Ia matriz de incidencia contiene exactamente un 1 y un -1 y 
!a suma da 0. 

OPERACIONES VECTORIALES 

Dos flujos x y x 1 se pueden sumar o superponer para producir un flujo resultante x": 
x"U)=xU) + x'U) para toda jcA. 
Asf mismo, un f!ujo se puede multJplicar par un escalar x'= A x lo que significa que 
x'(j)= A xU) para toda jcA 

GQue esta sucediendo ffsicamente? 

Considerando Ia red del ejemplo 2.4 se tiene: 

El flujo x' esta representado en esta red, como una unidad de flujo pasando desde el 
nodo 1 hasta el nodo 5 pasando par los nodos 2 y 3. 

Figura 2.7 

Hacienda Ia suma se tiene: 
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x" = x + x' y se tienen 8 unidades en el nodo fuente y llegan 8 unidades al nodo 
sumidero. 
Note que el area J3 es usado por x y x' pero no por x". 

~-, 

( 2 t--~~-

4 
/ 

//) 

·--~ -4 
--~ 

----. --.... 

(~)-- ;c~0 
_,../;---

/ / ... ..-"""..-.· 

4\, ;/ __../"--;--· 
\"\ // ___ ...... --

f _____ .......... --

(··3--)>/-

Figura 2.8 

El flujo 2x' podrfa representar dos unidades moviendose en el mtsmo sentido que x' 
de i1 ~~ i2 -c> i3 -~is, mientras -x' podrfa representar una unidad movtendose en forma 
inversa. Trivialmente se tienen las reglas 

div ( x + x') = div x + div x' 
div ( ax) = a div x 

2.5 CIRCULACIONES 

Un papel especial Ia constituyen los fluJOS x en una red G tales que: 

div x = 0 

Esto es que x se conserva en cada nodo. Tales flujos se conocen como 
circulaciones. La suma y el producto par un escalar de una circulacion es 
nuevamente una circulaci6n. Asf el conJunto de todos las circulaciones forma un 
subespacio de RA : el espacio de las circulaciones C, claramente C es el espacio 
nulo de Ia matriz de incidencia E 

Una de las razones de porque las circulaciones son importantes es que !as 
discusiones te6ricas a menudo pueden simplificarse en terminos de elias, esto 
debido a que todo flujo en una red G se puede identificar como una circulaci6n de 
una red mas grande. En el caso del fluJo x del ejemplo 2.4 Ia idea se ilustra en Ia 
figura 2.9. 



Formamos de una red G una nueva red G aumentando un nuevo node i1 (el nodo de 
distribuci6n) y un a reo ji - (i1 ,i) (un arco de distribuci6n) para cada uno de los nodes 
viejos i. Para esta nueva red los conjuntos de nodes y arcos se denotan N y 6. Para 
cada flujo x en G le corresponde un flujo ~ en G definido per: 

~0) = xU) para todos los arcos viejos 
~Oi) = y(i) para todos los arcos de distribuci6n 

Figura 2.9 
Asi ~ es una circulaci6n en G. lnversamente, cada circulaci6n enG corresponde de 
esta forma a un f!ujo en G. 

Tam bien se tiene el case en que se tienen identificados un node fuente y un node 
sumidero per lo cual solo se agrega un arco como se ilustra en Ia figura siguiente: 

Figura 2.10 
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El nuevo arco j se conoce como un arco de suministro. 

2.6 POTENCIALES Y TENSION 

Un potencial u en una red G es una funci6n real definida en el conjunto de los nodos 
N. 

u: N ---t- R 

El valor u(i) es llamado el potencial en el nodo i. Con un arco j-(i, i') se asocia Ia 
diferencia de potenciales 

vU) = u(i') - u(i) = tension a traves de j 

El signo de Ia diferencia depende de Ia orientaci6n del arco. Asi se define Ia funci6n 
tension v en A, y se denomina el diferencial del potencial u. 

La tension vU) se puede escribir como 

v(j) =-2: u(l)e(t, .1) 
u;_\-

0 

v =- uE = .J,u 
Un ejemplo de potenciales y tensiones se muestra en Ia figura 2.11 donde los 
numeros en los nodos son los potenciales y los numeros en los arcos son las 
tensiones correspondientes. 

Figura 2.11 

En general, llamamos a v un diferencial en G si v =L'1u para algun potencial u. Ei 
conjunto de todos los diferenciales se preserva bajo Ia suma y Ia multiplicaci6n por 
un escalar, y asi como el espacio de las circulaciones forma un subespacio de RA, y 
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se llama el espacio de los diferenciales y se de nota por D. De esta forma D es el 
espacio de los renglones en Ia matriz de incidencia E, el rango de Ia transformaGion 
lineal u ~ -uE de RN -~ RA . 

Es naturai usar Ia notacion siguiente de producto punto para elementos de RN y RA. 

u · y = L u(i)y(i) v· x =I v(j)x(j) 
1c.,\' 

y se obtiene de esta manera Ia formula de conversion: 

v·x = -u·y sf y = div x, v = .1u 

Ia validez de esta formula parte del hecho de que ambos !ados se reducen a Ia 
expresion: 

vU) = -l:u(i) e(i,j) 

entonces 

v- x cc ·- L u(i)e(i, j)x(j) = -uEx = -u · y 
lL'\', 7&4. 

Una consecuencia inmediata de Ia formula de conversion es el hecho de que 

v-x = 0 para todos VED, xEC, ya que: 

1. v·x = -u·y como y esta asociada a un flujo x que es circulacion, entonces y(i) 
= 0 para todo i, lo que implica que v·x = 0 

2. Si XEC, VED y C es el espacio nulo cje E y Des el espacio renglon deE porIa 
segunda parte del Teorema Fundamental de Algebra Lineal que dice: 

Dada una matriz de mxn se tiene 

ademas 

N(A)= (R(AT))J. 
R(AT)= N(A)"-

N(AT)= (R(A)t 
R(A)= (N(ArW_ 

y dim (espacio fila)+ dim (espacio nulo) = numero de columnas. 

Entonces C y D son complementos ortogonales, lo que significa que el producto 
entre 2 elementos cualesquiera de ellos es igual a cero ademas: 
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dim C + dim D = i A 1 

D=C.l={vt.:RAI vx=O 'v'XEC} 
c = o~ = { x ERA 1 v x = o v v Eo } 

Asl como un flujo en G se puede ver como parte de una circulaci6n de Ia red 
aumentada G, se puede tambiem ver cada potencial en G como parte de un 
diferencial en G: como se muestra en Ia figura siguiente: 

Figura 2.12 

Entonces dado cualquier potencial u en G con una tension asociada v se define el 
potencial!::! enG como: · 

• U(l) 
1-!(i) = ~ 

lU(i)=O 

para toda 1 tal que 1 es "nodo vieJo" 

para el nodo de distribuci6n 1 

La tension y_= ~!::! en G satisface 

y_U) = vU) para toda j donde j son "arcos vieJos" 
Y..U~) = u(i) para los arcos de distribuci6n ji 

En terminos de dualidad los variables definidas sobre los arcos se convierten en 
variables definidas sobre los nodes. 

La tabla siguiente define un par de sistemas lineales duales. 

___ P_rimal t' Dual 
Flujos - variables definidas sabre los areas potencial - variables definidas sabre los nodos 
divergencias - variables definidas sabre los tension - variables definidas sabre los areas 

nodos 
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Los potenciales y las tensiones se pueden sumar o multiplicar por escalares, dos 
mismos potencia!es pueden tener Ia misma tension. En particular si: 

u'(i) = u(i) + k donde k es una constante, para toda i en N 

Ejercicio 
Considere las redes de Ia figura 2.13 (a y b). En Ia f1gura § se muestran los flujos y se 
pide calcular las divergencias. En Ia figura Q se muestran las potenciales y se pide 
calcular las tensiones en los areas. 

Figura 2.13 a y b. 

(a) (b) 

2. 7 FLUJOS OPTIMOS Y POTENCIALES 

Para cada arco jEA existe un intervale cU) cRy una funci6n f( cU) ~~ R de tal forma 
que para cada nodo iEN existe un intervale c(i) c R y una funci6n fi: c(i) ~~ R. El 
problema de flujo 6ptimo es a grandes rasgos: 

mm I/, ( x( j)) +I .t: (yU)) sobre todos los fluJOS 

XERA satisface xU) ecU) 'v jE.:A 
y(i) EC(i) \j iEN donde y = div X. 

En forma analoga se tiene el problema de potencial 6ptimo 

que satisfacen 

u(i)ED(i) ·v iEN y v U)E DU) v jEA 



2.8 NOT AS HISTORICAS 

Aunque las redes electricas se han estudiado por mucho t1empo, Ia utilidad de los 
flujos y potenciales de las redes en Ia modelaci6n de problemas en economia e 
investigaci6n de operaciones no fue reconocida hasta los cincuenta. El libro de L. R 
Ford y O.R. Fulkerson (1962) ha jugado un papel realmente significative al estimular 
el crecimiento y aplicaciones de Ia teoria de redes en esas nuevas areas La 
notaci6n y terminologia en ese libro son naturales para Ia gente familiarizada co11 Ia 
programaci6n lineal y han sido ampliamente aceptadas en Ia lnvestigaci6n de 
Operaciones. 

La noci6n de sistemas lineales duales corresponde a Ia programaci6n lineal. Ha 
side desarrollada en muchas direcciones interesantes per A.W. Tucker (1960), 
( 1963) y prueba ser especialmente uti I al hacer generalizaciones de los problema~; de 
optimizaci6n en redes a otros de programaci6n separable. 

Los terminos flujo y divergencia no fueron usados en teoria de redes antes de 
Rockafellar y pueden no estar completamente ligados a Ia ingenieria electrica debido 
a otro uso conectado con magnetismo. Sin embargo son simples, naturales y cubren 
una necesidad definida. El "nodo de distribuci6n" en Ia red aumentada corresponde a 
Ia "tierra" en teoria electrica. 

Los flujos x que pertenecen al espacio de circulaciones C se dice que tamb1E'm 
sat1sfacen Ia Ley de Corriente de Kirchhoff, mientras que las tensiones v en el 
espacio de diferenciales 0 satisfacen Ia Ley de Voltaje de Kirchhoff. El usc de esta 
terminologia es en honor al trabajo pionero de G Kirchhoff en 1847. Una discusi6n de 
esas condiciones en Ia terminologia de topologia combinatoria se encuentra en 
Slepian (1968). El heche de que C y 0 son ortogonales es tambien conocido como el 
Teorema de Tellegen. 
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CAPiTULO 3 
TRA YECTORIAS Y CORTES 

3.1 INTRODUCCION 

El objetivo de este capitulo es describir dos conceptos duales asociadas con nodos y 
areas: Ia trayectoria y el corte; asi como el resultado central que los relaciona: el 
teorema de Ia red pintada y su equivalencia, el Lema de Minty. 

DEFINICION 3.1 

En una red G se dice que P es una trayectoria, si consiste de una sucesi6n finita de 
Ia forma: 

don de r > 0 y cada ik es un nodo mientras que jk es un arco tal que 

Los nodos io e i, reciben el nombre de nodos inicial y final de Ia trayectoria, 
respectivamente. Si io=i, se dice que P es un circuito. 

Un arco jk en una trayectoria P se dice que se recorre positivamente (negativamente) 
si jk -(ik-1,ik) (si jk -(ik,ik-1)). Si todos los arcos de P se recorren positivamente, se dice 
que P es una trayectoria positiva o circuito positivo. De manera semejante F' es 
una trayectoria negativa o circuito negativo si todos sus arcos se recorren 
negativamente. 

Si G es una digrafica, Ia trayectoria P se puede denotar como: 

Pues a cada arco le corresponde un par de nodos en forma unica. 

EJEMPLO 3.1 

En Ia figura 3.1: 

a) un circuito es: 1, J1, 2, J3, 3, Jz, 1 
b) una trayectoria 2, J5, 5, Js, 3 



Figura 3.1 

es usual escribir si G es digrafica 

b) P: 2-~5---+3 

Una trayectoria P puede recorrer mas de una vez un arco, si esto sucede se dice 
que P tiene multiplicidades o que es una trayectoria con multipllcidades. 

Una trayectoria elemental o simple es aquella en donde cada arco y nodo se 
recorren una sola vez. 

Sea P una trayectoria sin multtplicidades. Denotaremos por: P+ el conjunto de arcos 
que se recorren positivamente y por P- el conjunto de arcos que se recorren 
negativamente. 

Se define Ia funci6n de incidencia de Ia trayectoria elemental P como: 

: +] Sl J E p' 
' 

e (J)=e(f.JJ)='--1 s1 .!cP 
p . . ! 

i 0 Sl l ~ p 
l 

Note que esta funci6n ademas de indicar Ia orientaci6n en el arco puede 
interpretarse como un fluJO "unitario" en Ia red para el ejemplo 3.1 

a) ep=[1 ,-1, 1 ,0,0,0,0,0,0] 
b) ep=[O,O,O,O, 1,-1, 1 ,0,0] 



EJEMPLO 3.2 

Dada Ia siguiente red: 

a) e.- Existe una trayectoria positiva del nodo 5 al 2? No 
b) (., Existe un circuito positive que contenga al a reo J6? No 

Figura 3.2 

CONECTIVIDAD 

Una red G se dice conexa si para cada par de nodos distintos s y s 1 exrste una 
trayectoria P:s ~ s 1 , esto es, una trayectoria P que tiene como nodo inicial s y como 
nodo final s 1. 

Si G no es conexa podemos particionar1a en k redes G~(N,A) i=1 ,2, ... ,k donde los 
subconjuntos de nodos Ni forman una partici6n de N y son tales que dos nodos s y s 1 

pertenecen al mismo conjunto Ni si y s61o si existe una trayectoria P: s ~ s 1 o bien s 
=51. 

Los subconjuntos de arcos A, se definen como los arcos cuyos extremes pertenecen 
a N y tambien forman una partici6n de A 

Una red fuertemente conexa es aquella para Ia cual existe una trayectoria pos1tiva 
p:s~s 1 para cada par de nodos distintos s y s 1 
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EJEMPLO 3.3 

Una red conexa 

(~)----------.(~~~) 

Figura 3.3 
Una red fuertemente conexa 

Figura 3.4 

3.2 EL PROBLEMA DE DETERMINAR UNA TRA YECTORIA 

Un aspecto basico de Ia definicion de conexidad de una red es Ia existencia de 
trayectorias de un nodo a otro con el prop6sito de analizar este problema, que se 
repetira continuamente, diremos que los arcos pueden recorrerse de acuerdo con las 
siguientes reglas: 

a) Arcos que se recorren en cualquier sentido (verdes) 
b) Arcos que unicamente se recorren en el sentido del arco (blancos) 
c) Arcos que unicamente se recorren en sentido inverso (negros) 
d) Arcos que no pueden recorrerse (roJOS) 



Para ei ejemplo 3.2 dado el siguiente coloreado 

(_ 1 ) 

Figura 3.5 

Encuentre una trayectoria del nodo 5 al nodo 2 y otra del nodo 1 al nodo 6. 

PROBLEMA DE LA TRAYECTORIA PINTADA 

Sea G una red y N+ y N- conjuntos ajenos de nodos. Suponga que hemos efectuado 
un pintado de Ia red. (Colores: verde, blanco, negro y rojo) 

Determine una trayectoria P: N+ ~ N-; esto es, una trayectoria que parte de N+ y 
termina en N- tal que cada arco de p+ es verde o blanco y cada arco de P- es verde 
o negro. 

Una trayectoria P con las propiedades anteriores se dice compatible con Ia 
coloracion o bien el problema anterior equivale a encontrar una trayectoria 
compatible de N+ a N-. 

EJEMPLO 3.4 
En Ia siguiente red encuentre una trayectoria compatible con Ia colorac16n de N+ a f\f 

Figura 3.6 



Se propane Ia siguiente trayectoria P: 1 ~ 2 -~ 4 -~ 6. 

Es importante hacer notar que en el pintado, cada arco de Ia red tiene exactamente 
uno de los colores que se han dado, aunque puede haber un color no usado. Por 
ejemplo para probar conexidad todos los arcos se pintan de verde mientras que para 
probar que una red es fuertemente conexa se pintarian de blanco o negro como se 
vera mas adelante. 

CORTES 

Un concepto dual a una trayectoria, es el concepto de corte o cortadura que 
podemos formularlo como sigue: 

Sean S y S' dos subconjuntos de nodos de una red G y se definen los conjuntos de 
arcos 

[S, sr = DEA lj- (i,i') iES, i'E:S'} 
[S, ST = DEA 'j- (i',i) iE::S, i'ES'} 

el caso mas usual es que S'= N\S, es decir que S' es el complemento de S en N 

En este caso se dice que un conjunto de Ia forma [S, N\S] es un corte Q=[S, N\S] tal 
que: 

o tambien 
o+ = [S,N\sr y o· = [S,N\sr 

Q+ = {jEA Jj- (i,i'), iES, i'<::S'} 
o· = {jEA j- (i',i), i\C:S, i'ES'] 

La palabra corte para Q proviene de Ia idea de que cualquier trayectoria P con nodo 
inicial en S y nodo terminal en N\S debe, al menos en una etapa, atravesar uno de 
los arcos en Q, al borrar arcos en Q se cortaria tal trayectoria. El hecho de que P 
debe usar un arco de Q se establece formalmente de Ia siguiente manera: 

Sea i el primero de los nodos en P que no esta en S, tal nodo existe ya que P va de 
Sa N\S. El arco de P inmediatamente anterior i, llamado j, que une al nodo deS con 
un nodo de N\S, y pertenece a Q, entonces j E P+no+ 6 j E po---.o· 

Por ejemplo, en Ia red anterior 

Q= {S,N\S] Si S={1 ,2,3} 
o+= {(2,4), (2,5), (3,5)J a·=¢ 



EJEMPLO 3.6 

Sea Ia red, con Ia siguiente coloracion (ver figura 3.7). 

Sea a= [S,N\S] si S={2,5} 

EJEMPLO 3.7 

a+= {(2,4), (2,3), (5,4)} 
a·= {(1 ,2), (3,5), (6,5)} 

Figura 3.7 

En Ia red del ejemplo 3.6 especifique el corte a considerando que los elementos de 
a+ sean blancos o verdes y los de a· sean negros o verdes. 

SeaS= {2,5} con a= [S,N\S] 

Figura 3.8 



La funcion de inc1dencia del corte Q se define como: 

si JcQ-

e .. ( i) = < - l Sl J £() 
>.:! . i 

i 0 en otro caso 
l 

Es interesante observar que e0 , como una funcion en el conjunto de los arcos, se 
puede considerar como un diferencial; sin embargo, esta es Ia tension 
correspondiente al negativo del potencial 

jl Sl i E S 
e _ (1) = 1 ' l 0 Sl i ~ ,)' 

Donde S es tal que Q=[S,N\S]. 

En general, ea = ~u con 

J
'l Sl I~ N ,s 

II(/)=, 
I 0 si IE,\' 

EJEMPLO 3.8 

Sea Ia red 

Figura 3.9 

Sea Q=(S,N\S] S={1 ,2,3} 

0+={(2,4), (2,5)} 
a·={(5,3)} 
eq=[0,0,0,1 ,1,-1,0,0,0] 

') 6 

0 

l_l 

""" -(- f, ~,) 0 
-~·--- ~-" 

/// 



Un corte se d1ce elemental si al quitar estos arcos de Ia red, el numero de 
componentes de Ia red aumenta en uno. 

3.3 ALGORITMO DE ENRUTAMIENTO 

Se usa para determinar una solucion al problema de las trayectorias compatible con 
una coloracion dada o bien un corte. 

La idea del algoritmo es combinar un conjunto de nodos S!N .. y una funci6n fJ: S\N"'" 
~---) A que recibe el nombre de enrutamiento ( o 0-enrutamiento) de S con base en N .. 
tal que etiqueta cada nodo iES\N .. , con un arco jEA, dicha etiqueta servira para 
representar las trayectorias construidas. 

a) Para cada iES\N .. , e (i) es un arco que une 1 con algun nodo deS. 
b) Se genera Ia sucesion io, e (i0 ), i1, 0(i1), .,ik,e(ik). donde ik es el nodo final del 

arco G(ik-1) y eventualmente se llega aN-. 

ALGORITMO DE ENRUTAMIENTO 

Prop6sito: Determinar una trayectoria de N+ a N- compatible con una coloracion 
dada. 

Descripci6n 

PASO 1 Sea S=N .. y 0 vacio 

PASO 2 Determine el corte Q=[S, N\S] 

2.1 Si existe jc:Q+ verde o blanco o si JEO. es verde o negro ira 3 
2.2 Si no existe j terminar. No hay soluci6n al problema 

PASO 3 Sea G(i)=j con i~tS hacer S: = S U{i} (enrutamiento compatible 
con Ia coloracion). 

3.1 Si i ;c: N- term1nar e contiene una trayectoria compatible P: N"'" *N-
3.2 Si i EN- se tiene Sns- = ~ ira 2 

C/ 
J 



EJEMPLO 3.9 

Dada Ia red con N+ = {s} y N- = {s') encontrar una trayectoria compatible con el 
pintado 

Figura 3.10 
el nodo ik se aurnenta a S en Ia k-esima iteraci6n 

EJEMPLO 3.10 

Determine si existe una trayectoria P N+ -~ N- en Ia siguiente red. 

Figura 3.11 

R 

B 

Definimos un corte que solo contenga al nodo 1 . nos fijamos en sus arcos, si el arco 
que va al nodo 2 es blanco extendemos s a ese nodo, lo mismo para el nodo 3. el 
conjunto de estados alcanzables es 2,3. Se define otro corte que abarca a los nodos 
1 ,2,3 y se vuelve a empezar. 
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EJEMPLO 3.1 ·1 

Dada Ia siguiente red (figura 3.12), encuentre una trayectona compatible con Ia 
coloracion o un corte. 

PASO 1 
Comenzamos con So= N+ = {i1} y 0 vacio. 

PAS02 
Q, = D1. j2, ]3}: j,,j2,j3 son compatibles con el pintado. 

PAS03 
Sea 
G(i2) = j, 
G(i3) = j2 
C0(i4) = j3 
S, = SoU {b,b,i4} = {i, ,b,b,i4} 
S1 n N- = <jl, lr al paso 2. 

lteraci6n 1 
02 = D4,js,h,je,J10,j,,}; j4, js son compatibles con el pintado. 

VERPAS03 
Sea G(iy) = j4 

G(is) = js 
s2 = s, u {is,iy} = {i,,b,i3,i4,is,iy}; 
S2 n N- = <jJ, lr al paso 2. 

lterac16n 2 

Figura 3.12 
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No existen areas compatibles con Ia coloracion. Por io cual no existe soluc:on al 
problema. 

NOT A: El pintado es 

Color 
Verde 
Blanco 
Negro 
Rojo 

A reo 
)1, )3, )4, j12. b. j21 

DUALIDAD DE TRA YECTORIAS Y CORTES 

El problema complementario al de encontrar una trayectoria compatible con una 
coloracion dada es el corte compatible. Se dice que el corte Q separa N+ de N. si es 
de Ia forma [S, N\S], para algun S c N, tal que N+ cS y N-0S =4>. Se denotara Q .::on 
N+ t N·. 
Problema del corte coloreado {o pintado) Sean N+ y N. CN tales que N+ r,N·=(p. 
Sea una coloracion en Ia red G con los colores verde, blanco, negro y rojo. 

El problema es determinar un corte Q:N+ ~ N- tal que todo arco de Q+ sea rojo o 
negro mientras que todo arco de o- sea rojo o blanco. 

Un corte que cumple las restricciones de color se dice compatible con Ia coloracion 
y si ademas separa N+ de N. constituye Ia solucion al problema del corte coloreado. 
Observe Ia dualidad entre las restricciones de color para trayectorias y cortes. 

Teorema (de Ia red colorada) Sea N+ c N, tales que N+ 0. N. =4> Entonces, para 
toda coloracion de Ia red G con los colores verde, blanco, negro y rojo, una y 80io 
una de las siguientes afirmaciones es valida. 

a. El problema de Ia trayectoria coloreada t1ene soiucion P 
b. El problema del corte coloreado tiene solucion Q. 

Demostracion: 

Sea G una red coloreada y N+ c N y N+ (-, N- = 4> aplique el algontmo de 
enrutamiento, entonces el algoritmo tiene 2 terminaciones posibles y excluyentes si 
term ina en el paso 2 se ha construido un corte Q compatible con Ia coloracion, Ia 
existencia de este corte garantiza Ia no existencia de una trayectoria compatible; o 
bien, en el paso 3, donde se obtiene una trayectoria coloreada P Ia que a su vez 
excluye Ia posibilidad de encontrar un corte Q compatible con Ia coloracion 



Existe otro resultado fuertemente relacionado con el teorema de Ia red coloreada. 
Este resultado es el lema de Minty que utiliza el concepto de corte elemental paralelo 
al de trayectoria elemental. 

LEMA DE MINTY 

Cons1dere una red G con pintado de arcos verde. blanco, negro o roJO. Dado 
cualquier arco j blanco o negro uno y solo uno de los siguientes postulados es c1erto· 

a. Existe un corte Q (elemental) compatible con Ia coloracion que usa j. 
b. Existe un circuito (elemental) compatible con Ia coloracion que usa j. 

Demostraci6n: 

Sea J=(i1,12) un arco blanco o negro, si J es blanco considere N+ = {i2} y N- = {i1}. Si J 
es negro considere N+ = {i1} y N. = {b} 
Apliquemos el algoritmo del enrutamiento para encontrar una trayectoria de N+ a N-

Observe que el arco J siempre pertenece al corte Q del paso 2 del algoritmo, pero 
debido a su coloracion y Ia forma de selecci6n de N+ y N. J no es compatible con Ia 
coloracion. 

Ahora el algoritmo solo tiene dos terminaciones excluyentes en el paso 2: que es el 
determinar un corte que contendrfa a J o bien en el paso 3 al encontrar una 
trayectoria de N+ a N- que no contiene a J y como J es compatible con una 
trayectoria de N. a N+ por su forma de selecci6n se forma un circuito. 

PROPOSICION 

El teorema de Ia red coloreada y ellema de Minty son equivalentes. 

Demostracion: Use Minty para probar el Teorema. 

Ya vimos que se demuestra ellema de Minty usando el teorema de Ia red coloreada, 
para demostrar que son equivalentes basta demostrar el teorema de Ia red coloreada 
usando el Lema de Minty 
Entonces procedemos a demostrar el Teorema de Ia red coloreada. 

Demostraci6n: 

Sea G una red coloreada con los cuatro colores de costumbre y sean N+, N- dos 
subconjuntos ajenos del conjunto N de nodos de Ia red. Sea G' una red construida 
agregando a G el arco J'-(s',s) y los arcos (s.i) para todo isN+ y (k,s') para toda ksN· 
como se muestra en Ia figura siguiente: 
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Figura 3.13 

Se colorean todos los nuevas arcos de blanco_ La aplicacion del lema de Minty para 
el arco J' lleva dos posibilidades: 

i) Existe un circuito elemental P compatible con Ia coloracion que contiene al 
arco J' Puesto que J' es blanco, este circuito debe ser de Ia forma P: s', J', s, 
J1, P', jz, s' en donde j1 -(s,i) con iEN+ .h -(k,s') con kEeN- y P' es ~Jna 
trayectoria de i a k compatible con Ia coloracion. Con esto se establece una 
correspondencia biunlvoca de los circuitos P' con estas caracterlsticas y las 
trayectorias P': i )- k con iEN+, kEN- de donde se deriva Ia primera condicion 
del teorema de Ia trayectoria coloreada. 

ii) Existe un corte elemental Q compatible con Ia coloracion que contiene el arco 
J' En este caso Q no puede contener ningun arco nuevo distinto de J' puesto 
que, siendo estos blancos, no satisfarlan las restricciones de color (notese 
que jEQ} 
De aqui que los demas arcos de Q son arcos de Ia red original G y por tanto 
constituyen un corte compatible con la coloracion en ella. De nuevo, esta 
correspondencia de cortes es biunlvoca por lo que se deriva Ia segunda 
altemativa del teorema de Ia red coloreada. 

Conviene senalar que el Lema de Minty en terminos algebraicos es equivalente al 
Lema de Farkas; que no es otra cosa que un resultado de separacion de dos 
conjuntos convexos (poliedros). 



EJEMPLO 3.12 

Determine si el arco j-(i4,is) pertenece a un circuito elemental compatible o a un corte 
elemental compatible con Ia coloracion definida en Ia red de Ia figura siguiente: 

Figura 3.14 

Solucion: 

Para verificar si este arco pertenece a un circu1to o corte elementales compatibles 
con Ia coloracion se utilizara el algoritmo de Minty. Es decir, se resuelve el problema 
de Ia trayectoria coloreada de N+ = {i4} a N- = {is} 

Utilizando el algoritmo de enrutamiento se obtiene Ia trayectoria compatible de i4 a is 

P: 4 0 2 +-- 1 0 5 

esta trayectoria P Junto con el arco js forman un ctrcuito elemental. 

EJEMPLO 3.13 

Determine si el arco j8 pertenece a un circuito elemental compatible o a un corte 
elemental compatible con Ia coloracion dada en Ia red de Ia figura siguiente: 
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Figura 3.15 
Soluc1on 

Aplicando el algoritmo de enrutamiento se determina Q=[S, N\S] donde S={i4, i2, i3} 

que contiene a js y es compatible con Ia coloracion 

3.4 APLICACIONES A CONEXIDAD 

El algoritmo de Ia red pintada proporciona un medio eficiente para probar cuando una 
red es conexa y si no lo es nos sirve para determinar sus componentes 

Seleccione un nodo arbitrario s y aplique el algoritmo conN+= {s} y N-=o y todos los 
arcos pintados de verde. En Ia terminacion habra un enrutamiento maximo con base 
s (es decir base {s}) correspondiente a cierto conjunto S que contiene a s. De Ia 
naturaleza del pintado, es claro que S consiste de todos los nodos alcanzables por 
trayectorias que empiezan en s y describe un sistema particular de trayectorias que 
completan Ia tarea. SiS= N, G esta conectada. Sino, entonces los nodos enS, Junto 
con los arcos incidentes a ellos forman Ia components de G conteniendo a s_ 

Para determinar otra componente seleccione cualqu1er nodo que no esta en S y 
repita el procedimiento. Oespues de una sucesion finita de tales calculos todas las 
componentes se identificaran 

La prueba para una red fuertemente conexa, neces1ta el doble del esfuerzo 
Aplicando el algoritmo como se hizo antes, y comenzando desde un nodo 
arbitrariamente seleccionado s, pero con los arcos pintados de blanco. Esto nos da 
un enrutamiento maximo compatible con Ia coloracion Bw asociado con un conJunto 
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de nodos Sw. Repetimos Ia aplicaci6n con los arcos todos blancos, obteniendo 8b y 
Sb. 

Obviamente, los nodos en Sw (fuera des) son aquellos que pueden alcanzarse por 
una trayectoria positiva desde s, mientras aquellos en Sb son los que pueden llegar a 
s a traves de una trayectoria positiva. Entonces el conjunto S = Sw nSb esta 
compuesto por todos los nodos fuertemente conectados a s. Si S = N, G es 
fuertemente conectada. Si no, S suministra una componente fuerte conteniendo a s 
(como podemos ver en Ia figura siguiente). 

En el caso de una red en una ciudad se pueden pintar las calles de doble sentido de 
verde, todas las de un sentido de blanco, y todas las que esten cerradas por 
reparaciones de rojo. G,Sera posible ir de un nodo a cualquier otro nodo? 

Figura 3.16 

ES 



3.5 NOT AS HISTORICAS 

La teoria de graficas y redes ha sufrido de una falta de estandarizaci6n en cuanto a 
su terminologia, diferentes autores usan diferentes palabras para el mismo concepto, 
o una misma palabra en diferente sentido. En parte, esto se debe a que hay muchas 
areas de aplicacion. 

En el caso de las "trayectorias" como las que se exponen aquf es dificil encontrar 
dos textos que esten de acuerdo, lo mismo sucede con cortes. La terminologia 
usada aqui es acorde con el teorema de Ia red coloreada y el Lema de Mlnty {1960), 
aunque Minty solo uso tres c:olores, el no admitio Ia categoria qe usar negro, solo se 
refiere al sentido inverso de los arcos blancos. Sin embargo, esto no provoca ningun 
problema al usar arcos negros. Enrutamiento se usa por otros autores como arcos 
con rafz o arborescencias, que veremos mas adelante. 
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4.1 INTRODUCCION 

CAPiTUL04 
FLUJOS Y CAPACIDADES 

En muchos problemas de redes se involucran flujos que t:enen ciertas restricciones 
en al menos uno de los arcos, tambi~m se pueden tener restricciones en las 
divergenaas permitidas en los nodos. El prop6sito de este capitulo es introducir los 
conceptos necesarios para resolver estos problemas asi como analizar el problema 
clasico de flujo maximo, y sus correspondientes metodos de soluci6n. 

4.2 PRINCIPIO FUNDAMENTAL DE DIVERGENCIA 

El problema de flujo maximo fue resuelto en 1986 por R. L. Ford y R.D. Fulkerson 
que de hecho fueron los iniciadores de Ia era de flujo en redes independientes de 
redes electricas. 

INTERVALOS DE CAPACIDAD 

El flujo en un arco j de una red varia en un intervale cerrado cU), denominado 
intervale de capacidad de j. Dicho intervale se denota por: 

donde c-U) es Ia minima capacidad y c+U) es Ia maxima. 

La unica restncc16n es que cU) sea un intervale no-vacio. En particular c.,.U) puede 
ser +x y c-U) puede ser -X'. 

Un flujo se dice factible si xU) E cU) para toda j c A 

Algunos ejemplos de intervalos de capacidad son: 

1. cU) = [-c, c] con 0 :s: c <+oc ; el flujo x puede usar el area j en aml:)as 
direcciones pero el flujo debe satisfacer I xU) I :s: c. 

2. cU) = [0, c] con 0 ..; c <+x; como en el ejemplo anterior, pero el arco solo puede 
usarse en direcci6n positiva. 

3. cU) = [0, ex) el arco s61o puede usarse en direcci6n positiva, pero no hay una 
cota superior en el flujo. 

4. cU) = (-,x:, + -x:) aqui no hay ninguna restricci6n de flujo en el arco j. 
5. cU) = [c, c) con - y"' < c < +oc; aqui hay un requerimiento exacto, xU)= c 
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Una consecuencia directa de que los flujos en los arcos esten acotados es que se 
restringe el flujo que puede pasar a traves de un corte. Especlficamente, el flujo x a 
traves de un corte Q se define como: 

<' c x = L x( J) - L x( J) (4 1) 

donde eo es Ia funci6n de incidenc1a para Q. Este se puede interpretar corno Ia 
cantidad neta de material que fluye a traves de Q en Ia direcci6n de Ia orientacton de 
Q 

Para reforzar esta interpretacion escriba Q = [S, N\S] para el conjunto de nodos S. se 
define Ia divergencia de x desde S como: 

(4 2) 

Esta cantidad representa Ia cantidad neta de material originada en S (esto es, Ia 
cantidad total de Ia fuente menos Ia cantidad total del sumidero). Estas cantidades 
(4.1) y (4.2) se relacionan a traves del principio de divergencia. 

PRINCIPIO FUNDAMENTAL DE DIVERGENCIA 

Sea x un flujo en Ia red G y sea el corte Q= [S,N\S]. Entonces y(S)= eo x 

[divergencia de x desde S] = [flujo de x a traves del corte Q] 

Demostraci6n 

Usando las definictones de y = div x y de ea se tiene: 

y(S) c- LY(t) =-I I e(t. J ):r(j) =I L .:'(i, .J )x(/) = 
1&'5 /.! •. 1 

:cc I L e(i, J )x(j) +I I e(l, j)X(j) = 

J!.Q lc~Q-

Nota: La regia de divergencia total donde y(N)=O es un caso particular del princtpio 
de divergencia ya que si S = N entonces Q=<j> y de aqui se concluye el resultado. 
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EJEMPL04.1 

Dada Ia red 

Figura 4.1 

Con y(1) = 7, y(2) = 4, y(3) = 4, y(4) = 3, y(5) = -18 

Sea S= {1 ,2,4}, entonces Q= {j4, js, h. h. j]} 

Se puede observar que Ia divergencia de x desde S : y(S) = 7 + 4 + 3 = 14 y el flujo 
x a traves de Q 

a+ ={J4, Js, Ja}= 4-3+9=10 
a· = tJz, J?}=-2-2=-4 
e0 x =10-(-4)= 14, son iguales 

EJEMPLO 4.2 
Dada Ia siguiente red 

Figura 4.2 
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I 1 2 3 4 5 6 7 
Yi 0 5 0 -3 0 -1 0 

S= {1 ,2,4} 
Q= {J4,Js,J2,Js,J7} 
y(S)= 2 = ea.x 

Ejercicio 
Verifique el principio fundamental de divergencia en Ia siguiente red: 

-1 

J4 -3 

.18/ 

_/.// 

----~ 
( 1 \ ______ J2_ -~-

/ 
··~--~-

--~·( ~ ··~------
~-~Jl': ... 

JS!_l_ _____ _ 
-' 

[I - -~10 
', .., """' ......... 

·. - Jb ·.,'-
'+---..,/ --~ J11 

( ~_)+r;·------2-----f -=--) 

Figura 4.3 

En un corte Q se observa: 

c· U) <: xU)~; c+U) jEO+ 
-c+U) :s; -xU) :s; -cU) jEO-

y sumando se t1ene: 

C(Q) s flujo a traves del corte Q s C+(Q) 

-~ __ ) 
/ 

estas son las capacidades inferior y supenor del corte, el intervale de capacidad 
asociado con Q es c(Q) = [c(Q), c+(Q)] 
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4.3 PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO EN UNA RED 

Sea G una red con intervalos de capacidad, y sean N+ y N- conJuntos de nodos 
disjuntos de G. Sea tambiem cualquier flujo x que se conserva en todos los no(jos 
que no pertenecen a N+ 6 N-, en otras palabras, tales que tienen y(i)=O para toda i ~ 
(N+ U N-) y donde y = div x. Por Ia regia de divergencia total se tiene que: 

0 = Iy(i) .= Iy(i)+ ~>(1) 
u,.S !D.\'- 1£.\--

lo que implica 

Esta ultima cantidad recibe el nombre de flujo de x de N+ a N-

PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO 

El problema de flujo maximo queda entonces definido de Ia siguiente manera: 

El problema consiste en maximizar el flujo de N+ a N- sabre todos los flujos x tales 
que y(i) = 0 para todas las i E.: N+ U N- factibles con respecto a las capacidades. 

Se supondra Ia existencia de al menos un flujo que satisfaga todas las restricciones 
de capacidad y conservaci6n. 

La minima cota superior del conjunto de flujos factibles de N+ a N- se denomina el 
supremo en el problema de flujo maximo. El supremo puede ser infinite, un flujo 
cuyo valor es igual al supremo se dice soluci6n al problema de flujo maximo. 

Una formulaci6n del problema en terminos de programac16n lineal equivale a 

max z =I I e(i, .J)x(j) 

sujeto a 

L e(i, j)x(!) = 0 (restricciones de conservaci6n) 
,._-_.j 

c U) <::; x(l) s c · (_/) j c A (restncc10nes de capacidad) 

Para resolver este problema se introduce el concepto dual de corte minima que sera 
utilizado como herramienta de optimizaci6n. Como se habia mencionado 
anteriormente, todas las trayectorias de N+ a N- utilizan algun arco de cualquier corte 
Q: N+ J- N-, de este modo los cortes constituyen "cuellos de botella" para el valor del 
flujo deN+ aN-. Es decir: 
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PROPOSICION 4.1 
Sea x un flujo que satisface las restricciones del problema y sea Q. N\.-N- un corte 
que separa N+ de N- entonces 

flujo de X de N+ a N- ~ c+(Q) 

Demostraci6n: 
Puesto que Q es un corte que separa N+ deN- entonces es de Ia forma [S,N\S) con 
N+ ~.:.: S y S n N- = <b Ademas como x se conserva en todos los nodos excepto los de 
N+ U N-, se tiene que y(i)=O para i t: S\N+, por tanto y(N+) = y(S), pues y(i) = 0 para 
toda IES\N+ Asimismo por el principio de divergencia y(S)=ea X s c+(Q) lo que 
demuestran Ia proposici6n. 

PROBLEMA DE CORTE MiNIMO 
Minimizar C+(Q) sobre todos los cortes Q:N+ ~ N-

Una consecuencia inmediata, de Ia proposici6n anterior esta dada por: 

Supremo en problemas de 
flujo maximo 

minima en problemas de 
corte min1mo 

La relaci6n mas importante entre los dos problemas es el hecho de que Ia igualdad 
se cumple en los 6ptimos. Para probar este resultado es necesario defin1r los 
conceptos de trayectoria aumentante de flujo y trayectoria de capacidad ilimitada 

Definicion 4.1 

Una trayectoria P:N+---+ N- es aumentante para el flujo x 

Si 

y 

Claramente, el flujo x puede mejorarse a traves de una trayectoria aumentante. En 
efecto, puede garantizarse Ia existencia de un numero a>O tal que: 

( 

~ x(j) -a ; c P 

.r ' ( 1) c x( 1 ) -+ ae i' ( 1 ) - ~ x( J) - a j (C: P 

,x(J) / E 1' 

Es importante notar que el flujo x' construido de esta manera cumple con todas las 
restricciones del problema para todos los valores de a que cumplan 
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a:s c+U)-xU) 
a<- xU)- c-U) 

para toda j"' p+ 
para toda j E p-

div x'= div x + a div ep 
pero 

div ep(i) = 1 
div ep(t) = -1 
div ep(i) = 0 

Si iEN+ 
si iEN-
si i<Z:N+uN-

a>O 
Esto implica que x' se conserva en todos los nodos fuera de N+uN- y tambiem que 

[flujo x' de N+ a Nl = [Fiujo x de N+ a Nl +a 

de aqui que x' sea mejor que x. 
AI valor maximo del numero a se le llama capacidad incremental de Ia trayectoria P. 
Se dice que una trayectoria P: N+ ) N- tiene capacidad ilimitada si su capacidad 
ihcremental no es finita; es decir, si: 

EJEMPL04.3 

c+U)= + x 
c-U)=- x 

para toda j E p+ y 
para toda j E p-

En Ia figura 4.4 se muestran trayectorias aumentantes, con capacidades 
incrementales 3,5 y 1 respectivamente: 

a) flujo inicial 

Figura 4.4 a 
flujo actualizado: a=3 

Figura 4.4b 
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b) flujo inicial 

flujo actualizado: a=5 

c) flujo inicial 

fluJO actualizado: a=1 

Figura 4.4c 

Figura 4.4d 

Figura 4.4e 

~~ 
---1\_ 14 ) 

------

/~~, 3 -~-- ,.~-----.,_ [I ------- J ,-----

( i 1 )------.r 12 )~•------~( i 3 \••----~, 14 \---"--~~( is ) 

... 

\ __ ~- '--___....- '---------,) '-, __ ____ .J _______ __, 

Figura 4.4f 

La siguiente es una trayectoria no aumentante 

Figura 4.4g 
Ya que se tiene u = 0 en el segundo arco_ 
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TEOREMA DE FLUJO MAXIMO -CORTE MiNIMO (FORD Y FULKERSON) 
Suponga que existe al menos un fluJO x que satisface todas las restricciones del 
problema, entonces: 

Supremo en problemas de 
flujo maximo 

= 
minimo en problemas de 
corte minimo 

Demostraci6n: 
La demostraci6n de este teorema es constructiva por lo cual constituye un algoritmo 
para resolver ambos problemas. En vista del resultado que afirma que el supremo en 
el problema de flujo maximo es menor o igual que el fnfimo en el problema del corte 
min1mo, basta exhibir un flujo x y un corte Q tales que: 

Para ello, considere cualquier flujo x en Ia red G tal que se conserva en todos los 
nodos fuera de N+uN- y construya un corte aplicando 

i) S= N+ 
ii) Si iEN+ J - (i,i') EA y xU) < c+U) 

j- (i',i) c=c A y xU)> c·U) 
actualice S = N+ U {i} 

Repita (ii) hasta que no sea posible agregar nodos a S. 

6 

Es importante sefialar que los nodos de S son aquellos a los cuales aun puede 
enviarse flujo. Pueden presentarse entonces dos casos SnN- + <j>, o bien SnN-=<j>. 

Caso 1 Si SnN-# entonces aun puede enviarse flujo de N+ a N-. es decir, dada Ia 
construcci6n deS, existe una trayectoria P:N+ ~ N- tal que xU)<c+U) para toda jt: p+ y 
xU)> c·U) para toda jcF De aqui se concluye que Pes una trayectona aumentante 
para el flujo X. Sea a Ia capacidad incremental de P y se define x como sigue: 

I 

:x(J)+a si ;c:P' 

x( l) =- < x( /)-a SI j£1' 

. \x(J) en otro caso 

Construya de nuevo el conjunto S con el procedimiento (i), (ii) utilizando este flujo 
mejorado 

Caso 2 Si S--.N-=<j>, entonces Q= [S,N\S] es un corte de Q por construcci6n se tiene 
que xU)=c+U) para toda jEQ+ y xU)=c-U) para toda jEQ-; entonces puesto que s~---N-

=4> 

75 



lnujode 1:de iV" a lV. J=y cv· )=y (S) -=e
2

xc:.:. 

= L x( l) . L x(J) "' L c. U)- L c (l) = 
_1l . .f.J 

En este caso xes flujo maximo y Q es corte minimo. 

ALGORITMO DE FORD Y FULKERSON 

Prop6sito: Determinar el flujo maximo de N. a N. en una red G en Ia cual no extsten 
trayectorias de capacidad ilimitada. 

PASO 1 

PAS02 

PAS03 

3.1 

32 

Descripci6n 

Determinar x, un flujo que satisfaga todas las restricciones del problema. 

Colorear los areas de G de acuerdo a: 

Verde 
Blanco 
Negro 
Raja 

si c·u)< xO) < c+ 0) 
si c·m=xO)<cTG) 
si cu)<xu)=c+O) 
si c 0) =xU) =c+O) 

Utiltzar el algoritmo de enrutamiento para determinar una trayectoria 
compatible con Ia coloracion (es decir, una trayectoria aumentante para x). 
Si se determina Ia trayectoria P: N. ~ N compatible con Ia coloracion, 
calcular: 

11 =- m~n 
c (j)-X(J) jEP·l 

~X(J)-c (j) JEPJ 

hacer x = x + o. ep y regresar a 2 

Si se determina un corte Q:N+ ,;., N. compatible con Ia coloracion terminar con 
el flujo maximo x y el corte minima Q ya que este ultimo satisface 

c • 0) = xU) j E: Q + 

c·O) = xO) jEQ 

y par Ia tanto el flujo x a traves de 

()c. I x(j) ... I x(J) = C tQl 
!E\..::1 If(_) 

Nota: El valor en Ia igualdad del teorema puede ser +x cuando el corte tiene capactdad 
ilimitada. 
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EJEMPL04.3 

En Ia siguiente red se busca el flujo maximo que se puede enviar del nodo s al nodo 
s', se aplica el algoritmo de flujo maximo, comenzando con un flujo cero xU)= 0 para 
toda j E A. Esto es posible porque todos los intervalos de capacidad contienen al 
cero. 

Figura 4.5 

En siguiente figura se muestran los numeros en cada arco que corresponden a las 
iteraciones 1 a 5. 

Figura 4.6 

Las correspondientes trayectorias aumentantes son· 

P,: s --+ i1 -* b --) is~ s' 
P2: s ---+ i1 f- i4 ·-+ s' 
P3: s -+ b f- is ~ s' 
P 4: s ~ b --+ b ~ i4 --+ s' 
Ps: s ~ i2 f- is f- i3 f-- i1 f- 14 ~ s' 
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La iteraci6n seis no nos proporciona otra trayectoria de fiujo aumentante, s6 o ei 
corte Q = [S, N\S] correspondiente a S = {s, i2}. Asi, el flujo x en esta etapa resuelve 
el problema de flujo maximo mientras Q resuelve el problema de corte mfnimo. El 
flujo des as' es 8, y este es el mismo valor de c+(Q). 

Note que Ia cancelaci6n del flujo toma Iugar en Ia iteraci6n 5 en los arcos (11, b) e (i3, 
is) donde las trayectorias P1 y P5 corren contrarias una con otra. Tal cancelaci6n 
corresponde al enrutamiento de un flujo anterior, y el algoritmo no funcionaria s1 estc 
no fuera perm1tido. 

Ejercicio 

Considere Ia sigUiente red y determine el flujo maximo de S a S'. 
Figura 4.7 

Justificacion de convergencia del algoritmo. 

Suoonga que las capacidades de los arcos c+U), c·U) y los valores de flujo inicial xU) 
son conmensurables, es decir, son multiples de cierta cantidad q. En particular 
capacidades y flujos enteros son conmensurables con q= 1 . De esta condici6n de 
conmensurabilidad se concluye que los numeros a y x1U), calculados durante el 
algoritmo, son tambien multiples de Ia cantidad q. De aquf que, en cada 1terac16n, el 
flujo de N+ a N- se incrementa al menos en Ia cantidad positiva q y por lo tanto se 
realiza un numero finite de iteraciones si no existen trayectorias de capacidad 
ilimitada. Sin esta condici6n puede no converger el algoritmo o que conve~a dando 
una soluci6n errada. 

Discriminaci6n de arcos 

La condici6n de conmensurabilidad puede elim1narse si el algoritmo de Ford y 
Fulkerson se utiliza con una pequeria modificaci6n llamada criterio de discriminaci6n 
de arcos. Este cambio consiste en utilizar, siempre que sea posible, areas verdes 
durante Ia rutina de enrutamiento; cuando se utilizan trayectorias de arco verdes, el 
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flujo "mejorado" alcanzara Ia cota superior o Ia inferior para al menos un area, el 
correspondiente al valor de a. De este modo, para Ia siguiente iteraci6n, al menos un 
arco se vuelve blanco o negro mientras que los que tenian estos colores no se 
alteran. Despues de un numero finito de iteraciones no existen trayectorias 
aumentantes con todos los areas verdes, por lo que para continuar con el proceso 
de aumento de flujo (si esto es posible) debera recurrirse a los areas blancos o 
negros. En tal momenta hay un conjunto S correspondiente a un corte Q que no 
contiene areas verdes; es decir, todo arco j de Q satisface xU)= c+U) o xU)= x-(j) o 
ambas. De aqul que 

L x(j)- L x(j) ~ flujo a traves del corte Q == flujo x de N- a /\' 

4.4 EL PROBLEMA DE FACTIBILIDAD DE FLUJO 
G- 0;;2685 

El algoritmo de flujo maximo requiere inicialmente un flujo factible en Ia red, es dec1r, 
un flujo que satisfaga las restricciones de capacidad y conservaci6n en areas y 
nodos respectivamente. Se considera un caso especial de un modelo mas general 
llamado el Problema de Distribuci6n Factible, donde ademas se tiene que las 
divergencias en los nodos deben coincidir con cantidades preestablecidas de oferta 
y demanda en los nodos. 

PROBLEMA DE DISTRIBUCION FACTIBLE 

Sean los intervalos de capacidad CU)= [c-U), c+U)] para todo arco j y sean los valores 
de oferta b(i) para todo nodo i. Se desea determinar un flujo x tal que: 

c-U) s: xU) <:: c+U) 
y(i) = b(i) 

para toda jEA 
para toda iEN, (y=div x) 

La funci6n b recibe el nombre de funci6n de oferta, entendiendose como demanda 
una oferta negativa. En el caso particular en que b=O el problema recibe el nombre 
de problema de circulaci6n factible. 

Oebido al principia de divergencia total, una condici6n necesaria para que ex1sta 
soluci6n al problema de distribuci6n factible es b(N) = 0; es decir, que Ia oferta total 
sea igual a Ia demanda total. 

El problema puede ser mas general s1 en vez de considerar un cierto valor para Ia 
divergencia, se permite que esta ultima pueda tamar valores en un determinado 
1ntervalo llamado de oferta y se formula como: 
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PROBLEMA DE FLUJO FACTIBLE GENERAL 

Deteffilinar un flujo x tal que 

XU)E:CU) 
y(i) E C(i) 

para todajE:A 
para toda iEN (y = div x). 

Donde CU) es el intervale de capacidad para el arco j y C(i) es el intervale de oferta 
para el nodo i. 

Puede verificarse facilmente que el problema de distribuci6n factible, circulaci6n 
factible y flujo factible son equivalentes. 

TEOREMA DE DISTRIBUCION FACTIBLE (GALEY HOFFMAN) 

El problema de distribuci6n factible tiene soluci6n si y solo si b(N)=O y b(S) s C' (Q) \f 
Q=[S,N\S] con SeN. 

Demostraci6n: 

Condici6n necesaria 

La condici6n b(N)=O debe cumplirse como se estableci6 en Ia foffilulaci6n del 
problema. Por otro lado, segun el prihcipio de divergencia, si SeN y Q=[S,N\S] 

b(S)= [divergencia de x desde S] = flujo de x a traves de Q. 

Si div x = b como x debe ser un flujo factible con respecto a las capacidades de los 
arcos. 

En particular b(S) s c+(Q). 

Condici6n suficiente 

Se prueba constructivamente con el algoritmo de distribuci6n factible. 
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ALGORITMO DE DISTRIBUCION FACTIBLE 

Prop6sito: Resolver el problema de distribucion factible. 

PASO 1 

PAS02 

a) 

Descripci6n 

Determinar un fiujo factible x con respecto a las capacidades de los 
arcos. 

Sean N+={i EN I b(i) > y(i)}, N-= {i EN I b(i) < y(i)} 

Si N+=N-=<j>, entonces el flujo xes Ia solucion deseada, terminar. 

Si N\~j> y N+<J>, colorear los areas de Ia red de Ia siguiente manera 

Verde 

Blanco 

Negro 

Rojo 

ir al Paso 3. 

si c-U) =xU) < c+U) 

si c-U) <xU) = c+U) 

si c-U) =xU) = c+U) 

Aplicar el algoritmo de enrutamiento a Ia red. 

Si se determina una trayectoria P: N+ --+ N- compatible con Ia 
coloracion, calcular: 

c (J)- x(j) jE"P 

x(j)-c (j) ;r:P 
a-= mm~ 

1 
h(i) -- y(i) 1 nodo inicial de P (en N' ) 

l_y(t) b(i) i no do terminal de P (en N 

Hacer x' = x + aep y regresar al Paso 2. 

b) Si se determina un corte Q=[S,N\S) compatible con Ia coloracion, 
terminar, no existe solucion al problema. 
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EJEMPL044 

Determine un fiUJO factible en Ia red siguiente: 

Figura 4.8 
PASO 1 

Se inicia con el flujo x factible con respecto a los arcos. En Ia figura se muestra en los 
arcos el flujo y el color del arco, asf como los conjuntos N+ y N- de nodos cuya 
divergencia es mayor o menor que Ia demanda. 

N-

Figura 4.9 
PAS02 

1 2 3 4 5 6 7 8 

y(i) 5 0 0 -5 0 -5 0 +5 

b(i) 14 0 0 0 0 -14 0 0 

entonces N+={1, 4} y N-={6, 8} 

PAS03 
Se obtiene Ia trayectoria compatible con Ia coloracion 

P: 1 -~ 7 --) 8 
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En Ia figura 4.10 se muestra Ia trayectoria con arcos mas gruesos y el flujo 
actualizado en los arcos asi como Ia coloracion 

a=min {9-3,10,14-5,5}= 5 

Figura 4.10 
lteracion 1 

1 2 3 4 5 6 7 8 
y(i) 10 0 0 -5 0 -5 0 0 
b(i) 14 0 0 0 0 -14 0 0 

de donde 
N+={1, 4} y N-={6} 

con Ia coloracion correspondiente y P: 4 ~ 8 ~ 6 y a= min {10, 16, 5, 9} = 5 
con el nuevo flujo que se muestra en Ia figura 4.11 

Figura 4.11 
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iteraci6n 2 

La divergencia y las ofertas son 

1 2 3 4 5 6 7 8 
y(i) 10 0 0 0 0 -10 0 0 
b(i) 14 0 0 0 0 -14 0 0 

de donde N+ = {1} y N. = {6} 

y Ia trayectoria compatible con Ia coloracion 

P: 1 ~ 2 ~ 4 ~8 ~ 6 

con a= min {10-5, 8-0, 0-(-5), 20-9, 14-10, -10 -(-14)} =min {5, 8, 5, 11, 4, 4} = 4 
5 -~ 

(1~)4~-----3-~ ~ 
~-< ~' 4 

-~--......... / ""'""-.. 

8 "~--3 _________ 5 ____________ ~ 

Figura 4.12 
lteraci6n 3 

i 2345 678 
y(i) 14 0 0 0 0-14 0 0 

N+=N·=<jl y(i)=b(i) para toda i 
Figura 4.13 

[2] [3] 
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ALGORITMO DE RECTIFICACION DE FLUJO 

Una altemativa natural para resolver el problema de distribucion factible consiste en 
determinar inicialmente un flujo factible con respecto a las restricc1ones de oferta en 
los nodos y posiblemente no factible con respecto a las restricciones de capacidad 
sabre los areas. AI igual que en el algoritmo de distribucion factible se construye en 
cada iteracion, un flujo que "rompa menos" las restricciones de capacidad en el 
sentido de que el flujo definido sabre el arco se acerque mas a las cotas de 
capacidad en cada iteracion. 

PASO 1 

PAS02 

Descripci6n 

Determine un flujo x que es factible con respecto a las restricciones de 
divergencias, es decir div x = b 

Defina los conjuntos de areas: 

a) Si A+=A=<j>, entonces xes Ia solucion deseada, terminar. 
b) Si existe jEA+ o jEA, colorear los areas de Ia red, de Ia siguiente manera: 

verde 
blanco 
negro 
rojo 

ir al paso 3 

si c-U) <xU) < c+U)} 
si xU)::; c-U) ; xU) < c+U) 
si xU)::, c+U) ; xU)> c-0) 
si c-0)= xU)= c+U) 

PASO 3 Aplique ellema de Minty: 
a) Si se determina un circuito elemental P compatible con Ia coloracion. que 

contenga a j calcular 

I c' (j) - x(j) J E P 

u. "C" min ~ x(j) - c (j) j E P 

!a 

donde 

__ . Jc-(j)-x(j) 
u. -=- mm, 

lx(j)- c (j) 

Hacer x' = x+a. ep e ira 2 

b) Si se determina un corte Q= [S,N\S] compatible con Ia coloracion que contenga a 
j terminar, ya que en este caso no existe solucion al problema. 
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EJEMPLO 4.5 

Determine un flujo factible en Ia red de Ia figura siguiente: 

Figura 4.14 
lteraci6n 1 

Figura 4.15 

A"= {(b,is)} 
p1 : i4-+i1-+i?-+i4 
P2 : is+- b-~is-+ia-~is 
que contienen a los arcos (i4,i1) y (i3,is) respectivamente 

Para el primer circuito se obtiene: 

a, =min{9--4,10 0,8-0}=min{5,l0,8}c5 

a::= mm{l0-0,8,20-0,20-4}= min{10,8,20,16}= 8 

r~sultando el flujo 
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Figura 4.16 
lteraci6n 2 

a=min{12, 12,8}=8 

y resulta para este flujo A+= A=~ 

DESCRIPCION DEL ALGORITMO DE ETIQUETADO DE FORD FULKERSON 

El metoda que se describira a continuaci6n, resuelve el problema de flujo maximo a 
traves de etiquetar nodos. A grandes rasgos consiste en lo siguiente: Primero, se 
etiqueta el nodo origen s con dos etiquetas [s, oc] indicando que en este nodo se 
dispone de cualquier cantidad de flujo. Despues, si J es un nodo etiquetado y puede 
enviarse flujo del nodo j al nodo i, recibe dos etiquetas [+j, xUi)]. La primer etiqueta 
sera de Ia forma +j si iEP+U), es decir, si puede aumentarse flujo a traves del arco j. 
Sera de Ia forma -j si iEP-U), es decir, si puede disminuirse ei flujo a traves del arco 
Q,i). La segunda etiqueta es Ia cantidad de flujo que puede enviarse de j a i y se 
calculara por lo tanto como el mfnimo entre xUi) y h donde 

si i E. P (J) 

si i E: P (j) 

Debe observarse que si h = 0 no puede env1arse flujo de j a i, por lo que no se 
etiquetara con u, xQi)]. Aquf c+ii es Ia capacidad maxima del arco 

Este proceso de asignaci6n de etiquetas a nodos se repetira mientras sea posible S1 
el nodo destine t recibe etiquetas entonces, dado el modo de etiquetar, existe una 
trayectoria aumentante de s a t con una capacidad incremental igual a x(t) y por lo 
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tanto se procedera a detenninar esta con Ia ayuda de Ia pnmer etiqueta, y se 
actualizara el flujo a traves de ella. Si, por el contrario, t no recibe etiqueta alguna. 
entonces se habra determinado el flujo maximo. Para justificar esto ultimo considere 
el conjunto de arcos que tienen extremo inicial etiquetado y extreme final no 
etiquetado; este conjunto forma un corte de capacidad igual al valor del ultimo flujo 
definido y por lo tanto este es maximo. 

Note Ia similitud de este algoritmo con Ia demostraci6n del teorema de flujo maximo -
corte minima. 

Es importante observar que el algoritmo converge solo si las capacidades para el 
flujo en los arcos son enteras; sin embargo, en casos donde las capacidades sean 
racionales, pueden transformarse estas en enteras multiplicandolas por Ia potencia 
de 10 adecuada. De este modo, el algoritmo puede usarse tambien en estos casos. 
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ALGORITMO DE FORD Y FULKERSON 

Prop6sito: Determinar el flujo maximo entre el origen y destine en una red G. 

PASO 1 

PAS02 

PAS03 

3.1 

3.2 

PAS04 

4.1 

4.2 

PASOS 

Descripci6n 

lniciar con cualquier flujo factible x 

Etiquetar el origen con [s, XJ] 

Elegir un nodo etiquetado y no examinado; sea j dicho nodo y sean [±j, 
xUi)] sus etiquetas. 

Para todo iEP+U) que no este etiquetado y tal que Xji <c+ii asignar Ia 
etiqueta [+j, x(i)], donde x(i) = min {xU), c+i,- Xj,} 

Para todo iEP-U) que no este etiquetado y tal que c+ii >0 asignar Ia 
etiqueta [-j, x(i)], donde x(i) = min {xU), Xii} 

Se puede decir ahora que el nodo j ha sido examinado 

Repetir el paso 3 hasta que suceda: 

El nodo destine t no tiene etiqueta y todos los nodos etiquetados han 
sido examinados. Terminar, ya que el flujo factible xes maximo o 

El nodo t recibe etiqueta. lr al paso 5 

Sea y = t 

5.1 Si Ia etiqueta dey es de Ia forma [+z, x(y)], hacer 
Xzy = Xzy + x(t) 

5.2 Si Ia etiqueta dey es de Ia forma [-z, x(y)] hacer 

PAS06 

Xyz = Xyz - X(t) 

Si z = s, borrar todas las etiquetas y regresar al paso 2 actualizando el 
flujo en Ia trayectoria. 

Si z +- s, hacer y = z y regresar al paso 5 
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EJEMPLO 4.6 

Determine el flUJO maximo des at en Ia siguiente red usando el algoritmo de Ford y 
Fulkerson. 

-~. 
] _r 

- ----~- ' . . ---- ~-- ----.( 3 

Ar ';·}- -~-·-·. 

Figura 4.17 
PASO 1 
Como se puede observar de Ia figura 4.17 todos los areas tienen al cero como cota 
inferior, es por esto que los numeros sabre los arcos lo que representan son las 
capacidades max1mas de cada uno. Asf que se propane el flujo factible inicial x == 0. 

PAS02 
Primero se etiqueta el nodo s con [s, :£], despues se calculan las otras etiquetas 
conforme a los pasos 3 y 4 del algoritmo. 

PAS03 
Se elige el nodo s puesto que esta etiquetado pero no examinado. Los sucesores 1 

de s no etiquetados y tales que Xsi < qsi son 1 y 2 por lo cual 

1 recibe etiqueta [+s, mln{x,2}] 
2 recibe etiqueta [+s, min{cx:·,6}] 

El nodo s ha s1do examinado. 

Se repite el paso 3. 

PAS04 
Se elige el nodo 1 puesto que esta etiquetado pero no examinado. los sucesores 1 de 
1 no et1quetados y tales que x1i <c+1i son 3 y 4 par lo que 

PAS05 

3 recibe etlqueta [+1, min{2,3}] 
4 recibe etiqueta [+1, min{2,2}] 
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El nodo 1 ha s1do examinado. 

lteraci6n 1 
Se elige el nodo 4 

El sucesor ide 4 no etiquetado y tal que X-41 < c+ 4i est, de donde: 

t recibe etiqueta [+4,2] 

El nodo 4 ha sido examinado. 

Puesto que e! nodo t recibi6 etiqueta existe una trayectoria aumentante de s a t. Se 
determina esta y se actualiza el flujo a traves de ella en los pasos 5 y 6, ver figura 
4.18 

I +s,2] 
,-----...,_ ;,IJ 3; 

/~<~)---'----
~/ ·~, 

[s,·~ I ( ,, ; 

A/ c ~--~--
'.,--..>' :G 4 

[+s cj 

Figura 4.18 

y = t, su etiqueta es [+4,2] entonces ><4t = 2 
y = 4, su etiqueta es [+1 ,2] entonces X14 = 2 
y = 1, su etiqueta es [+s,2] entonces Xs1 = 2 

[+1.2) 

Con este nuevo flujo de valor 2 se realiza otra iteraci6n. 

lteraci6n 2 

(fl ,2) 

Las etiquetas resultantes de esta iteraci6n se muestran en Ia siguiente red: 
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i 4,2] r +4 ~ ~ 

·""' .·· i )--- -- ___ :'j ~ ----~---- ... .....,:: j 

t 
(0,1) 

I 
I 

-.,.I 
...,, 4 ) 

.::__ i,., 

, _ __........, 

I+s,hj 

Figura 4.19 

De nuevo, se etiquet6 s con [s, -.r.:], despues: 

Se elige el nodo s 

El vecino ides no etiquetado y tal que Xsi < c+si es 2 par lo cual 

2 recibe etiqueta [+s, min{x,6}] 

El nodo s ha stdo examinado. 

Se elige el nodo 2 

El unico sucesor no etiquetado de 2 es 4 y x24 <c+24 por lo que 

4 recibe etiqueta [+2, min{6,4}] 

El nodo 2 ha sido examinado. 

Se elige el nodo 4 

El sucesor i de 4 no etiquetado y tal que X4i < c+ 4i es 3, de donde: 

3 recibe etiqueta [+4,min{4, 1}] 

El predecesor de 4 no etiquetado es 1 y x,4 > 0 de donde 

1 recibe etiqueta [-4, min{4,2}] 
El nodo 4 ha sido examinado. 
Se elige el nodo 3 

El sucesor no etiquetado de 3 es t y XJt < q31, de donde 
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t recibe etiqueta (+3, min{1 ,8}] 

El nodo 3 ha sido examinado. 

Puesto que t recibi6 una etiqueta, existe una trayectoria aumentante de s a t con 
capacidad incremental igual a 1. Se determina esta y se actualiza el flujo a traves de 
ella 

y = t, su etiqueta es (+3, 1] entonces X:3t = 1 
y = 3, su etiqueta es [+4, 1] entonces ><4:3 = 1 
y = 2, su etiqueta es [+s,6] entonces Xs2 = 1 

Con este nuevo flujo de valor 3 se realiza otra iteraci6n. 

lteraci6n 3 

Nuevamente las etiquetas asignadas se muestran en Ia red. 

[+! ,:2] 

Figura 4.20 

De nuevo, se etiquet6 s con [s, ~L despues: 

Se elige el nodo s 
El sucesor de s no etiquetado y tal que Xs2 < qs2 es 2 por lo cual 

2 recibe etiqueta [+s, min{x ,6-1 }J 
El nodo s ha sido examinado. 

Se elige el nodo 2 

El unico sucesor no etiquetado de 2 es 4 y X24 <q24 por lo que 
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4 recibe etiqueta [+2, m1n{S, 4-1}] 

El nodo 2 ha sido examinado. 

Se elige el nodo 4 

El predecesor de 4 no etiquetado es 1 y x14 > 0 de donde 

1 recibe etiqueta [-4, min{3,2}) 

El nodo 4 ha sido examinado. 

Se elige el nodo 1 

El sucesor no etiquetado de 1 es 3 y x 13 < q13, de donde 

3 recibe et1queta [+1, min{2,3}] 

El nodo 1 ha sido examinado. 

Se elige el nodo 3 

El sucesor no etiquetado de 3 es t y X:3t < q3t, de donde 

t recibe etiqueta [+3, m!n{2,8-1 }] 

El nodo 3 ha sido exarn1nado. 

Puesto que t recibi6 una etiqueta, existe una trayectona aumentante de s a t con 
capacidad incremental igual a 2. Se determina esta y se actualiza el fluJO a traves de 
ella: 

y = t, su etiqueta es [+3,2] entonces x3t = 1 + 2 = 3 
y = 3, su etiqueta es [+1 ,2] entonces x1 3 = 2 
y = 1, su etiqueta es [-4,2] entonces X14 = 2- 2 = 0 
y = 4, su etiqueta es [+2,3] entonces x24 = 1 + 2 = 3 
y = 2, su etiqueta es [+s,S] entonces X52 = 1 + 2 = 3 

Con este nuevo flujo de valor 5 se realiza otra iteraci6n. 

lteraci6n 4 

Nuevamente las etiquetas asignadas se muestran en Ia red. 

94 



is. ro J 

(2,2) / 

/ 

l+s 3j 

(3 .4) 

Figura 4.21 

De nuevo, Ia etiqueta des es (s, eX-], despues: 

Se elige el nodo s 

i (I ,1) 

[+2 1! 

"~~- "J;.u:~ 

~ ... ""~-

./' 

//(2.2) 

El sucesor des no etiquetado y tal que Xs2 < c+s2 es 2 por lo cual 

2 recibe etiqueta [+s, min{'x,6-3}] 

El nodo s ha sido examinado. 

Se elige el nodo 2 

El unico sucesor no etiquetado de 2 es 4 y X24 <c+24 por lo que 

4 recibe etiqueta [+2, min{3, 4-3}] 

El nodo 2 ha sido examinado. 

Se elige el nodo 4 

Ningun vecino de 4 puede recibir etiqueta. 

Todos los nodos etiquetados han sido examinados y t no recibi6 etiqueta. Por lo 
tanto, el ultimo flujo es maximo. Por otro lado, el conjunto de nodos etiquetados es N 
= {s, 2, 4}; por lo tanto el corte minima es (N,N') = {(s, 1 ), (4,3), (4,t)}. Observe que su 
capacidad es Q(N,N') = 2 +1+2 = 5 que es igual al valor del flujo maximo. 
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EJEMPLO 4 8 

Un gran numero de personas viajan en autom6vil de Ia ciudad A a Ia c1udad B. Las 
rutas posibles se muestran en Ia red siguiente. El departamento de policia de 
caminos desea construir suficientes casetas de inspecci6n de tal manera que todo 
autom6vil pase por al menos una de elias en su trayectoria de A a B. El costo de 
construcci6n de las casetas varia segun su localizaci6n; el costo asociado con cada 
tramo se proporciona en cada arco de Ia red (en miliones de pesos). Deterrnine 
d6nde deberan colocarse las casetas si se desea incurrir en el minimo costo La red 
que representa Ia problematica se muestra en Ia figura 4.21 

Figura 4.22 

Observe que, en terminos de redes, se desea obtener un conjunto de arcos (tramos 
donde deberan construirse las casetas) de manera tal que si eliminamos esos arcos 
de Ia red ya no existan caminos de A a B ( es dec1r, todo autom6vil debe utilizar 
alguno o algunos de estos arcos en su trayectoria); este conjunto de arcos forma 
entonces una cortadura de Ia red Por otro !ado, se desea incurnr en el minimo costo, 
debe determinarse entonces Ia cortadura de minimo costo. Si se consideran los 
costos de los arcos como capacidades de un cierto fluJo a traves de ellos y se 
determina Ia cortadura de capacidad minima, es claro que esta corresponde a Ia de 
minimo costo. Para ello se determinara el flujo maximo de A a B mediante el 
algoritmo de Ford y Fulkerson. 

lteraci6n 1 

Se aplicara el algoritmo con un flujo factible inicial de valor 11 definido en Ia sigUtente 
red. Los numeros asociados a cada arco son el flujo a traves de el y su capacidad. 
Las etiquetas asignadas a cada nodo durante esta iteraci6n se muestran en Ia 
siguiente red: 
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Figura 4.23 

Puesto que f(8)=2 existe una cadena aumentante de capacidad incremental igual a 
2; esta es A, 3, 5, B. Actualizando el flujo a traves de esta cadena se obtiene el 
definido en Ia siguiente red. 

lteraci6n 2 

De nuevo se asocia a cada nodo su correspondiente etiqueta. 

1-3,2) [+3,1] 

Figura 4.24 

En esta iteraci6n el nodo 8 no recibi6 etiqueta; por lo tanto este flujo de valor 13 es el 
maximo. El conjunto de nodos no etiquetados es N={A, 2} por lo que Ia cortadura de 
capacidad minima es (N, N)={(A, 1),(A, 3),(2, 3)} de capacidad q(N, N)=4+6+3=13. 
Por tanto, Ia soluci6n al problema del departamento de policia de caminos es 
construir las casetas de inspecci6n en los tramos (A, 1 ), (A, 3) y (2, 3) con un costo 
de construcci6n de 13 millones de pesos. 
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EJEMPLO 4.9 

Determine el flujo maximo en Ia siguiente red a partir del flujo factible deftnido en ella. 

Figura 4.25 

Los numeros asociadas a cada area son el flujo a traves de el y su capacidad. 
Observese primeramente que el valor de este flujo es v=4. 

lteraci6n 1 

Las etiquetas asociadas a los nodos durante esta iteraci6n se muestran en Ia 
siguiente red. 

Figura 4.26 

Puesto que f(t)=5 se ha determinado una cadena aumentante con capacidad 
incremental igual a 5 unidades de flujo, esta es: s, 1, 3, 5, t Actualizando el flujo se 
obtiene el definido en Ia siguiente red. 

lteracion 2 

De nuevo se asocia a cada nodo su correspondiente etiqueta. 
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j-s,6] :-1 ,6) 1-3,5) 

1•3,6! 

Figura 4.27 

Puesto que f(t)= 1 se ha determinado otra cadena aumentante con capacidad 
incremental igual a 1; esta es: s, 1, 2, 4, 7, t. Actualizando el flujo se obtiene el 
definido en Ia siguiente red. 

lteraci6n 3 

De nuevo se asocia a cada nodo su etiqueta. 

Figura 4.28 

En esta iteraci6n t no pudo ser etiquetado. Luego, este flujo de valor 10 es maximo. 
Puesto que el conjunto de nodos etiquetados es N={s}, Ia cortadura minima esta 
dada por: (N, N)={(s, 2)} de capacidad igual a 10. 
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4.5 NOTAS HISTORICAS 

El articulo de Ford y Fulkerson (1956) en el problema de flujo maximo establec16 ei 
celebrado teorema de flujo maximo - corte mfnimo. Fulkerson y Dantzig (1955) y 
Elias, Feinstein y Shannon (1956) establecieron independientemente este resultado. 
Ford y Fulkerson y Elias, et. al. resolvieron el problema de flujo maximo a traves de 
algoritmos de trayectorias aumentantes, mientras Fulkerson y Dantzig ( 1955) lo 
resolvieron usando el metodo simplex especializado para redes. 

Desafortunadamente, el algoritmo de Ford y Fulkerson corre en tiempo 
pseudopolinomial; mas aCm, para redes con capacidades irracionales el algoritmo 
desarrolla una sucesi6n infinita de trayectorias aumentantes que pueden converger a 
un valor diferente del valor de maximo flujo. Existen varias versiones mejoradas que 
superan esta lim1taci6n. 

En Ia primer version del teorema, todos los intervalos de capacidad se toman de Ia 
forma [0, c], y aparecen nodos sencillos en Iugar de conjuntos de nodos N+ y N- . 
Tales restricciones no representan una perdida significativa de generalidad, pues se 
pueden usar truces para reformular el problema; sin embargo, el uso de intervalos 
arbitrarios y nodos multiples fuente y sumidero hacen mas facil su aplicaci6n. 

En afios recientes J. Edmonds, y R.M. Karp (1972) demostraron que si se usa una 
busqueda de primer amplitud en Ia subrutina de pintado de Ia red, el algontmo 
terminara (aun sin conmensurabilidad de los datos), y de hecho los pasos requeridos 
son del orden 0( i N I I A [2

) (por lo que es para el caso digrafico no peor que 
0(! N 1

5
). El efecto de Ia busqueda de primer amplitud consiste en seleccionar en 

cada iteraci6n una trayectoria aumentante con Ia menor cantidad de arcos posible 
Lo mismo se puede cumplir usando una version de trayectorias multiples de Ia 
subrutina de pintado de Ia red. 

El teorema de distribucion factible fue publicado por primera vez por Gale ( 1957) en 
el caso en que c·U) s 0 s c+U) y por Hoffman (1960) en el caso de intervalos de 
capacidad cerrados arbitrarios. Ambos resultados en realidad datan de un articulo 
que no se publico elaborado por ambos autores en 1956. 

El algoritmo de rectificacion de flujo se puede ver como una simpiificacion de un 
metodo de Minty (1962) 

100 



CAPiTUL05 
ARBOL DE EXPANSION MiNIMA 

5.1 INTRODUCCION 

Como ya se ha mencionado en el Capitulo 1, el problema de arbol de expansion 
minima juega un papel 1mportante en los problemas de redes de flujo. Como 
veremos en el s1gU1ente capitulo, para resolver el problema de ruta mas corta se 
necesita constru1r un arbol con raiz; asimismo, para resolver redes de flujo a costa 
minima se usan arboles para encontrar Ia solucion. En este capitulo veremos el 
modele de arbol de expansion minima y definiremos un arbol de expansion T de una 
red G como una subgrafica aciclica conectada que conecta a todos los nodes 

ARBOLES DE EXPANSION 

Con mayor exactitud podemos definir un arbol de Ia siguiente manera: 

DEFINICION: 

Una red se dice arboi si es conectada y sin circuitos. Por ejemplo, en Ia red de Ia 
figura 5.1 se muestra un arbol. 

Figura 5.1 

La definicion anterior excluye aquellas redes que constan de un solo nodo. 

Hay una serie de carc.cterist1cas de un arbol que podemos enunciar en el siguiente 
teorema: 

JOl 



TEOREMA5.1 

Un arbol es una red (o grafica) caracterizada por cualquiera de los siguientes 
postulados: 

a) Conectada y sin circuitos. 
b) Existe una trayectoria unica entre cada par de nodos. 
c) No tiene circuitos, pero exactamente uno se forma al afiadir un arco. 
d) Es conectada, pero deja de serlo si algun arco se elimina. 

Demostracion: 

Es inmediato, pues si existe un par de nodos con dos trayectonas 
distintas que los una, se tendra un circuito. 

b - ~ c) Se tiene que Ia red no tiene circuitos. Si j :.::: (i, i') y hay una trayectoria unica al 
afiadir un arco, tendremos un circuito unico. 

c ·~d) Suponemos que no es conectada, entonces se afiade un arco que une dos 
componentes no conectados y no se forma un circuito (lo que es 
imposible ya que por hip6tesis al afiadir un a reo se forma un circuito) 

d . -) a) Es inmediato que es conectada; supongamos que tiene circuitos. entonces 
podemos eliminar un arco y Ia red no se desconecta, pero esto 
contradice a d) por lo cual no debe tener circuitos. 

Nota: las equivalencias de arbol no requieren que el numero de nodos sea fin1to. 

COROLARIO 5.1 

Sea G una red con m nodos. Entonces cualquiera de los postulados siguientes 
caracteriza a un arbol: 
a) G es un arbol. 
b) G tiene m-1 arcos y no tiene circuitos. 
c) G tiene m-1 arcos y es conectada. 

Un nodose dice terminal si su grado (numero de arcos que inciden) es 1. 

LEMA 

En una red Ia suma de los grados de los nodos es par. 
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Proposici6n 5. 1 

Sea G un arbol. Entonces G tiene al menos dos nodos terminales. Ver figura 5.2 

Figura 5.2 

Suponga que G t1ene m nodos y m-1 arcos. Entonces Ia suma de los grades de los 
nodos es 2(m-1). 

Si G no tiene al menos dos nodos terminales, es sencillo concluir que Ia suma de los 
grados de los nodos sera mayor que 2( m-1). 

Proposici6n 5. 2 

Sea G un arbol. CualqUiera de las siguientes operaciones produce otro arbol. 

a) Se elimina un nodo terminal y el arco que incide. 
b) Se afiade un nodo y se conecta a G con un arco 

PRUEBA PARA SABER CUANDO UNA RED ES UN ARBOL 

Existe una forma de determinar algoritmicamente cuando una red dada con ( I N ) :::, 
2) es un arbol. Seleccione cualquier nodo s y aplique el algoritmo de pintado de Ia 
red, con todos los arcos pintados de verde para obtener un enrutamiento maximo~) 
con base en N+ = {s} Si este es un enrutamiento para todo N (es decir, 0(i) se 
define para cualquier i + s) y usa cada arco (esto es, cada arco j se designa como 
0(i) para algun nodo i, y es necesariamente unico de acuerdo con Ia definicion de 
enrutamiento) entonces Ia red es un arbol. 

S1 el enrutamiento tiene estas propiedades, entonces Ia red es conectada, ya que 
existe una trayectoria de s a cualquier nodo, y no puede tener circuitos elementales, 
pero si P fuera un circuito elemental, entonces cada arco j de P estaria en 0(i) para 
uno de los dos nodos de P adyacente a el; ya que un circuito elemental tiene igual 



numero de nodos que de arcos, esto implicarfa para cada nodo i de P que E>(i) esta 
definido yes un arco de P, entonces el enrutamiento no proporciona una trayectoria 
que une cualquier nodo de P con s. Por lo que Ia red debe ser un arbol. 

Por otro lado, si Ia red es un arbol y se aplica este procedimiento, cada nodo se 
alcanzara debido a Ia conexidad. Ademas los nodos y los arcos usados por el 
enrutam1ento constituiran un arbol por el argumento ya dado, y por lo tanto cualquier 
par de nodos i, i' se pueden unir por una trayectoria elemental limitada a los arcos 
que usan el enrutamiento. 

Lo anterior muestra que Ia nocion de un enrutamiento con base en s es equivalents a 
Ia de arbol con rafz. donde el nodo s es Ia rafz del arbol. Un arbol con rafz tambiem 
recibe el nombre de arborescencia. 

BOSQUES Y ARBOLES DE EXPANSION 

Un conjunto de arcos F c A se dice que forma un bosque en una red G si cada 
componente de Ia subred compuesta por arcos de F y los nodos incidentes a ella es 
un arbol. En otras palabras, F es un bosque si y solo si no se incluyen circuitos 
elementales en F. Por ejemplo, los arcos mas gruesos en Ia figura 5.3 forman un 
bosque, si incluimos los nodos incidentes se tiene en cada caso un arbol. 

Figura 5.3 

F forma un bosque en G si y solo si es el conjunto de arcos usado por algun 
enrutamiento 0 (no necesariamente todos los deN con base N~ c N). 

La conexion entre bosques y flujos es Ia siguiente: Un conjunto de arcos F forma un 
bosque si y solo si no existe una circulacion distinta de cero cuyo soporte este 
incluido en F, esto es, ninguna circulacion x tal que xU):: 0 para toda j que no este en 
F pero xU) + 0 para al me nos una j E F. 
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Las circulaciones x se caracterizan como soluciones del sistema. 

I e(l, j)x(.J) =- 0 para toda lt:N 
)£.4 

Sea el(i) = e(i.j}, asi el denota a Ia "columna" de E correspondiente al arco j. El 
sistema entonces se convierte en 

Ix(j)e' = 0 
p . .rl 

En otras palabras, una circulaci6n distinta de cero puede interpretarse como una 
elecci6n de coeficientes xU) que producen una relaci6n de dependencia lineal entre 
las columnas correspondientes de E. De aqui se sigue que un conjunto de arcos F 
forma un bosque en G si y solo si las columnas correspondientes de Ia matriz de 
incidencia de G son linealmente independientes. 

Es natural de este hecho pensar en el estudio de conjuntos de columnas que forma 
una base para el espacio de las columnas de E ( es decir, el subespacio lineal de RN 
generado por todas las el, jEA), ya que entre otras cosas este da una descripci6n del 
rango de E. Un bosque maximo en G se define como un bosque que no esta 
estrictamente contenido en otro bosque de G. 

Un arbol de expansion de G es un arbol que pasa por cada nodo de G, como en Ia 
figura 5.4 

Figura 5.4 

lOS 



TEOREMA 5.2: TEOREMA DE EXPANSION 

Para cualquier red G, las siguientes propiedades de un conjunto de arcos 
F c A son equivalentes 

1. F forma un bosque maximo para G. 
2. F forma un arbol de expansion para cada componente de G que no sea un 

nodo unico. 
3. F forma un bosque tal que IF I = IN 1 - p donde p es el numero de 

componentes de G. 
4. Las columnas el de Ia matriz de incidencia E correspondiente a los areas JEF 

forman una base para el espacio de las columnas de E. 

Demostraci6n: 

La equivalencia de las propiedades 1 y 4 es clara de las observaciones precedentes 
acerca de Ia independencia lineal. 

1 ~2) 
Note de Ia maximalidad de F que cada componente de G que no sea un nodo 
aislado, debe incluir un arco de F y por lo tanto uno de los arboles componentes de 
F. 

Sea T tal arbol y sea S su conjunto de nodos, Ia componente de G que incluya a T no 
puede tener nodos fuera de S Si asi fuera entonces el corte Q = [S, N\S) seria no 
vacio y cualquier arco en Q se podrfa agregar a F sin romper Ia propiedad de 
bosque. Asf, cada arbol componente del bosque corresponde a una componente de 
G que tiene el rnismo conjunto de nodos que el arbol, y cada componente que no es 
un nodo aislado corresponde de esta forma a un arbol. 

2 -·> 3) 
Es 1nmediata del hecho de que el numero de arcos en un arbol siempre es igual al 
numero de nodos menos uno, de aquf se generaliza que para cualquier componente 
G' de G: 

Numero de arcos 
en un bosque que 

esta enG' 

Numero de nodos 
= lncidentes al 

bosque que esta 
enG' 

Numero de arboles 
del bosque que 

esta enG' 

(Numero de 
< nodos en 

G') -1 

Entonces cualquier conjunto de arcos F que forman un bosque en G sat1sface: 

I F I <::: I N I - [numero de componentes de G) 

y se cumple que F es maximo, asf Ia propiedad 3 implica Ia propiedad 1. 
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COROLARIO 5.2 

En una red conectada (con al menos un area) un bosque maximo es lo mismo que 
un arbol de expansion. 

En programaci6n lineal Ia propiedad 4 tiene un significado especial, ya que en 
programaci6n los problemas involucran Ia restricci6n Ex= b, que se puede escribir: 

Ix(j)e' = b 
.1&1 

Es importante saber cuales conjuntos F c A son tales que, los elementos ei para J E F 
forman una base del espacio de las columnas ( suponiendo que contiene a b). Cada 
uno de estos determina una (mica x que satisface Ia ecuacion y teniendo xU) = 0 para 
toda j que no esta en F. El metodo simplex depende de generar una secuenc1a de 
tales conjuntos F. Geometricamente, estos conjuntos pueden identificarse con los 
arboles de expansion para Ia red, suponiendo que Ia red es eanectada. 

Asociado con el concepto de arbol con raiz o arborescencia se encuentra el 
problema de ruta mas corta que se aborda en el anexo A y se presentan algoritmos 
de solucion para las distintas variantes que hay, tambi€m se desarrollan ejemplos 
para cada algoritmo. 

5.2 ARBOL DE EXPANSI6N MiNIMA. 

Una caracteristica especial de los problemas de arbol de expansion minima es que 
los areas no son dirigidos (i, j) 6 U, i) se refieren al mismo arco. 

Los tres algoritmos que veremos en este capitulo son el Algoritmo de Kruskal, el 
Algoritmo de Prim y el Algoritmo de Sellin todos con Ia caracteristica de ser 
algoritmos de tipo "gloton", en el sentido de que en cada paso aumentan un arco de 
costo minimo como candidate de Ia lista, siempre y cuando este arco no forme 
ningun circuito con los arcos ya seleccionados. Los tres algoritmos mantienen un 
bosque que contiene arcos que ya han sido seleccionados y se aumenta uno o mas 
areas para aumentar el tamano del bosque. 

Para el algoritrno de Kruskal, Ia lista de candidates es Ia red completa; para el 
algoritmo de Prim, el bosque es un unico arbol mas un conjunto de nodos aislados y 
Ia lista de candidates contiene todos los arcos entre el arbol uniea y los nodos que no 
estan en el. El algoritmo de Sollin es un hibrido que mantiene varias componentes en 
el bosque, como e! algoritmo de Kruskal, pero se aumentan varios arcos en cada 
iteracion, selecc1onando (como en el algoritmo de Pnm) el arco de costo minimo que 
conecta cada componente del bosque a los nodos que no estan en esa componente. 
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Ya que los algoritmos tipo gloton se usan en muchos otros contextos de optimizacion 
discreta, se puede ver que generalizaciones del algoritmo de Kruskal resuelven una 
amplia clase de problemas combinatorios abstractos como los de optimizacion en 
matroides. 

La programacion matematica tiene otra forma util de ver el problema de arbol de 
expansion minima: se puede formular un problema de arbol de expansion min1ma 
como un modelo de programacion entera y usar argumentos de programacion lineal 
para establecer otra prueba de Ia validacion del algoritmo de Kruskal. Esta discusion 
sirve para varios propositos: 

1. Da otra vision util de los arboles de expansion minima. 
2. !lustra una tecnica de prueba, via programacion lineal que ha demostrado ser 

poderosa en el campo de Ia optimizacion combinatoria. 
3. Proporciona un puente entre el problema de arbol de expansion minima y 

poliedros combinatorios (o poliedros enteros). 

5.3 ALGORITMO DE KRUSKAL 

Prop6sito: Determinar el arbol de expansion cuyo "costa o peso" es minima en una 
red conectada G conN nodos y funcion de costo C: A ---1- R conocida. 

PAS02 

PAS03 

EJEMPLO 5.1 

Descripci6n 

(lnicio) Ordene el conjunto de areas en forma creciente respecto a Ia 
funcion de costas. Sean j1, b ... ,jm los areas ordenados, hacer k = 0, I= 
1 y8= $ 

(Ariadir a reo) Si el a reo j; no forma c1rcuito con el conjunto de arcos de 
8 entonces 8 = 8 U {jr} y hacer k = k + 1 y vaya a 3. De otra manera 
siga a 3 y no aumente k. 

(Criteria de Terminacion) Si k < n-1 hacer I = 1+1 y regresar a 2. En 
caso contrario T = [N, 6) es el arbol de expansion minima. 

Considere Ia red de Ia figura 5.5 y determine el arbol de peso minima mediante el 
algoritmo de Kruskal. 
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Figura 5.5 
lteraci6n 1 

Paso 1: Se ordenan los arcos: 

j1 = (2, 3) j2 = (2, 8) 13 = (1' 2) j4 = (8, 4) 
js = (1' 8) js = (5, 8) i7 = (8, 9) ia = (1' 5) 
is = (3, 4) j10 = (5, 6) j11 = (7, 9) j12 = (3, 8) 
j13 = (6, 7) j14 = (3, 9) j15 = (8, 6) j16 = (4, 7) 
h7 = (3, 5) 

6. = {h}, k = 1. Como k < n-1 = 8, aun nose tiene el arbol. 

En el siguiente cuadro se presenta un resumen de las operaciones realizadas en 
cada iteraci6n. En Ia primera columna aparece et numero de iteraci6n, en Ia segunda, 
el arco que se agrega al conjunto 6. para ir formando el arbol; por ultimo, en Ia tercera 
columna se tiene el numero de arcos que ya se han incluido en el arbol hasta esa 
iteraci6n 

Numero de iteraci6n (1) i -- ---- ---- -----t-
1 I 
2 . 
3 
4 
5 

6 
7 
8 

9 

10 
11 

Arco agre9ado a 8 _____ _ 
j,=(2,3) 
h=(2,8) 
h=(1.2) 
j4=(8,4) 

ninguno, is forma 
un circuito 

j6=(5,8) 
j;r(8,9) 

ninguno, j8 forma 
un circuito 

ninguno. jg forma 
un circuito 
j,0=(5,6) 

---·~ j,,={7.~--- -
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Valor de K 
-----· 

1 
2 
3 
4 
4 

5 
6 
6 

6 

7 
8 



Puesto que en Ia iteracion 11 se tiene k == 8 == n-1, se ha obtenido Ia solucion optima; 
misma que esta dada porIa red de Ia figura 5.6 donde 6 == U1, h. h j4, is, h. jw, jn} 

/ 
,-'/ 

r--~/ 

( 1 ) 
'·....._____......-

Figura 5.6 

Este arbol de expansion tiene un peso de: 

0+1+2+2+3+3+5+5 = 21 

EJEMPLO 5.2 

Cons1dere Ia red de Ia figura 5.7 y determine el arbol de peso minimo mediante el 
algoritmo de Kruskal. 

Figura 5.7 
Paso 1 

Se ordena Ia lista de arcos 
j A reo Valor 
1 (2, 4) 10 
2 (3, 5) 15 
3 (3, 4) 20 
4 (2, 3) 25 
5 (4, 5) 30 
6 (1' 2) 35 
7 (1' 3) 40 
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Paso2 
No. de iteraci6n 

-- ~-----~-~----·--. 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

Arista a agregar 
(2,4) 
(3,5) 
(3,4) 
(2,3) 
(4,5) 
(1 ,2) . 

. --------~_J_ ___ _ 

Paso 3 

<.1::1~~ ~<;le>_I__ 
No 
No 
No 
Si 
Si 
No 

El arbol de expansion minima se presenta en Ia figura 5.8 

__ .-......._ 
\ (~~) 

(\ 2 10 I 
/'-

j • _;/ T 35./ 
/ 

(~)~ 25 .. ~( 2S 30! - .,. 
.1[~ I 40~ 

7 !'----.. ( 5 ) 3 
15 15 • . . , _____ 

~-· 

Figura 5.8 

COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL DEL ALGORITMO 

Valor de K 
1 
2 
3 
3 
3 
4 

El tiempo de corrida del algoritmo de Kruskal se compone del tiempo para ordenar 
los arcos y el tiempo para detectar ciclos. Para una red arbitrariamente grande, el 
ordenamiento requiere O(m log m) = O(m log n2

) = O(m log n) de tiempo. El tiempo 
para detectar un ciclo depende del metodo que se use en este paso. Por ejemplo, Ia 
lista que se tiene en el ejemplo 2 y el segundo paso es (2, 4) y (3, 5). Se denotan 
estos conjuntos de nodos por los arboles N1 y N2 se guardan estos conjuntos en dos 
listas ligadas. Mientras se examina un arco (k, I) se busca en estas listas ligadas y se 
verifica si k y I estan en Ia misma Hsta si ambos nodos estan en listas distintas se 
agrega el arco si no, se elimina. Si se aumenta el arco se unen las listas que 
contienen a k y I en una sola lista; esta estructura de datos reguiere un tiempo O(n) 
Usando esta estructura de datos el algoritmo de Kruskal corre en O(nm) 



5.4 ALGORITMO DE PRIM 

Un metodo altemativo de solucion para el problema del arbol de peso minimo de una 
red conexa con n nodos, es el algoritmo de Prim. Este algoritmo consists en 
considerar, inicialmente, una red formada por cualquier nodo de Ia red original, 
despues se agregara el arco de menor peso adyacente a el y su otro extrema. Luego 
se aumenta el arco mas pequeno, que tenga exactamente un extrema en Ia red 
formada, junto con su otro extrema. Se procede de esta manera, sucesivamente, 
hasta tener n-1 arcos en Ia red generada. 

A diferencia del algoritmo de Kruskal, Ia red construida en cada iteraci6n es conexa y 
ademas tiene n-1 arcos, luego, esta red es un arbol expandido de Ia red original. 
Debe notarse tambien, que el algoritmo termina en n-1 iteraciones exactamente; esto 
constituye otra diferencia con el algoritmo de Kruskal. 

ALGORITMO DE PRIM 

Prop6sito: Determinar el arbol de expansion cuyo costo o peso es minimo en una 
red conectada G con N nodos y funci6n de peso o costo C: A ---+ R conocida. 

Descripci6n 
PASO 1 (lnicio) Sea Xo (arbitrario) elemento deNy k=O Sea 

PAS02 

PAS03 

No = {Xo} Ao = <!> 

(Anadir un arco). Sea Fk el conjunto de arcos de A que tienen 
exactamente un extrema en Nk. Sea ik el arco de costo minimo en Fk y 
denote por Xk el extrema de jk que no pertenece a Fk. Hacer 

Nk+1 = Nk U {xk} A+1 = A U {jJ 

Hacer k = k+1. Si k<n-1 regrese a 2. En caso contrario, termine. La red 
Tn-1 = [Nn-1, An-1J representa el arbol de expansion minima de G. 

EJEMPLO 5.3 

Aplique el algoritmo de Prim y determine el arbol de expansion minima en Ia red 
conectada de Ia figura 5.9 

Figura 5.9 
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lteraci6n 1 : 

Comenzaremos con ><o = {7}. En el s1guiente cuadro se presentan resumidas, las 
iteraciones del algoritmo. 

-·------

'Numero FK jK NK ~ 
de itera-
~i6n (Kl 

------- ---------.---- - -- ----

1 {(4,7), (6,7), (7,8), (7,9)} (6,7) {7,6} {(6,7)} 
2 {(3,6), (6,9), (4,7), (7,8),: (3,6) {7,6,3} {(6,7), (3,6)} 

(7,9)} 
I 

3 {(1 ,3), (3,4), (6,9), (4,7),! (1 ,3) i {7,6,3,1} . {(6,7), (3,6), (1 ,3)} 
(7,8), (7,9)} 

4 . {(1 ,2), (1 ,4), (3,4), (6,9), (1 ,4) {7,6,3,1,4} {(6,7), (3,6), (1 ,3), (1 A)} 
'(4,7), (7,8), (7,9)} 

5 {(1 ,2), (2,4), (4,5), (6,9), (1 ,2) {7,6,3,1,4, {(6,7), (3,6), (1 ,3), (1 ,4) 
'(7,8), (7,9)} 2} ' (1 ,2)} 

6 {(2,5), (4,5), (6,9), (7,8), (2,5) , {7,6,3, 1 ,4, ! {(6,7), (3,6), (1 ,3), (1 ,4) 
. (7,9)} 2,5} ' (1 ,2), (2,5)} 

7 • {(5,8), (6,9), (7,8), (7,9)} (5,8) {7,6,3, 1 ,4, : {(6,7), (3,6), (1 ,3), (1 ,4) 
2,5,8} i (1 ,2), (2,5), (5,8)} 

8 {(6,9), (7,9), (8,10)} (6,9) {7,6,3, 1 ,4, {(6, 7), (3,6), (1 ,3), (1 ,4) 
. 2,5,8,9} (1 ,2), (2,5), (5,8), (6,9)} 

9 {(8,10), (9,10), (7,8), (7,9)} (9, 1 0) : {7,6,3, 1 ,4, {(6,7), (3,6), (1 ,3),(1 ,4) 
. 2,5,8,9, 1 0} 
I 

(1 ,2), (2,5), (5,8), (6,9), 
__ (9, 1 0)} 

En Ia primer columna aparece el numero de iteraci6n k, en Ia segunda el conjunto <4 
resultants de Ia k-esima iteraci6n, en Ia tercera el arco de peso minima de <4 Uk) y por 
ultimo en las columnas cuarta y quinta respectivamente, los nodos y arcos que iran 
formando el arbol de expansion minima de Ia red. 

En Ia iteraci6n k = n-1 = 9 se observa que el arbol de peso minima generado por el 
algoritmo es como el que se muestra en Ia figura 5.10 

Figura 5.10 
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EJEMPLO 5.4 

La siguiente serie de redes muestran paso a paso el uso del algoritmo de Prim para 
resolver el problema de encontrar un arbol de expansion minima. 

Figura 5.11 

COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL DEL ALGORITMO 

Para analizar el tiempo de ejecucion del algoritmo de Prim, consideramos cada una 
de las n-1 iteraciones que el algoritmo desarrolla como si aumentara un arco a Ia vez 
al arbol, hasta que se tiene un arbol de expansion con n-1 arcos. En cada iteracion el 
algoritmo selecciona el arco de costo minimo en el corte [S, §}. Si podemos revisar Ia 
lista completa de arcos para identificar el arco de costo minimo, esta operacion 
requiere un tiempo de ejecucion de O(m), lo que nos da una cota de tiempo de 
O(nm) para el alqoritmo. Por lo cual podemos afirrnar que el algoritmo se ejecuta en 
un tiempo O(mn). 

El cuello de botella en el algoritmo de Prim es Ia identificacion del arco de costo 
minimo en el corte [S, ~· Podemos mejorar Ia eficiencia en este paso manteniendo 
dos indices para cada nodo j s ~: 

1. Una etiqueta para Ia distancia dU) que representa el costo minimo de los arcos en 
el corte incidente al nodo j que no esta enS, es decir 

dU) = min {Cii:(i,J)s[S, §]} 



2. Una etiqueta predecesora predU) que repesenta el otro punto final del arco de 
costo minimo en el corte incidente al nodo j. Por ejemplo en Ia tercer iteracion 
del ejemplo 4.4 los tres arcos (1, 3), (2, 3) y (4, 3) en el corte son incidentes al 
nodo 3. Entre esos arcos el arco (4, 3) tiene el costo minimo de 20. 

Entonces d(3) = 20 y pred(3) = 4. Para el mismo caso d(S) = 30 y pred(S) = 4. Si 
mantenemos esos indices podemos encontrar facilmente el costo minimo de un arco 
en el corte; simplemente calculamos 

min {dU) ijES} 

si el nodo i alcanza este minimo, (pred(i), 1) es el arco de costo min1mo en el 
corte. ObseNe que si movemos el nodo i desde S hasta S, necesitamos 
actualizar ias etiquetas distancia y predecesor solo para los nodos adyacentes 
al nodo i. 

5.5 ALGORITMO DE SOLLIN 

Podemos usar las condiciones de optimalidad para derivar otro algoritmo para el 
problema de arbol de expansion minima Este algoritmo lo podemos ver como una 
version hibrida de los algoritmos de Kruskal y de Prim. Como en el algoritmo de 
Kruskal, el algoritmo de Sollin mantiene una coleccion de arboles de expansion de 
los nodos N1, N2, N3, ... y aumenta arcos a esa coleccion. Sin embargo en cada 
iteracion aumenta arcos de costo minimo que emanan de esos arboles, una idea 
tomada del algoritmo de Prim. Como resultado se obtiene un algoritmo que usa 
estructuras de datos sencillas y corre en un tiempo O(m log n). El algoritmo de Sollin 
desarrolla repetidamente las dos siguientes operaciones basicas. 

Vecino mas cercano: (Nk, i~c, jk). Esta operacion toma como inicio un arbol que une a 
los nodos Nk y detennina un arco (ik, jk) de costa minimo entre todos los areas que 
emanan de Nk, es decir 

Para desarroltar esta operacion necesitamos revisar todos los arcos en las listas de 
adyacencia de los nodos en Nk, y encontrar el arco de costo minima entre esos arcos 
que tenga un punta final que no este en Nk. 

Acoplar (ik, M: Esta operacion toma como inicio dos nodos ik y jk y si los dos nodos 
estan en distintos arboles entonces une esos dos arboles en un solo arbol. 
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ALGORITMO DE SOLLIN 

Proposito: Resolver el problema de arbol de expansion minima. 

PASO 1 

PAS02 

Descripcion 

Para cada iEN hagaN;= {i}, T* = 0 

Mientras ! T*! < (n-1) entonces para cada arbol Nk haga (Nk, ik, jk): 
donde el arco (ik, Jk) es el arco de costo minima entre todos los que 
emanan de Nk es decir: 

min Cji = {(i,j) I (i,j) E A, iENk, j~Nk} 

y vaya al paso 3 
Si los nodos ik y jk estan en distintos arboles una (ik, jk) y actualice T* = 
T* U {(ik, jk)} y regrese al paso 2. 

EJEMPLO 5.5 

En Ia siguiente red encuentre el arbol de expansion minima usando el algoritmo de 
Soli in. 

Figura 5.12 

Se comienza con cinco arboles que conforman un bosque. Cada arbol consta de un 
solo nodo y el arco es el de menor costo que conecta cada nodo. 

Figura 5.13 



Se unen nodos reduc1endo el numero de arboles a solo dos. El arco de menor costa 
que emana de esos arboles es el (3,4). 

Figura 5.14 

Se une ese arco y obtenemos el arbol. 

Figura 5.15 

COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL DEL ALGORITMO 

Para poder analizar el tiempo de ejecuci6n del algoritmo necesitamos discutir Ia 
estructura de datos necesaria para implantarlo. Mostraremos que el algoritmo 
desarrolla O(log n) ejecuciones del ciclo del paso 2, y que se pueden desarrollar las 
operaciones vecino mas cercano y acoplamiento en un tiempo O(m). Estos 
resultados establecen una cota de tiempo de O(m log n) para el algoritmo 

Almacenamos los nodos del arbol en una lista circular doblemente ligada, lo que nos 
permite visitar cada nodo del arbol comenzando en cualquier nodo. Asignamos una 
etiqueta numerica con cada nodo en Ia red; Ia etiqueta satisface las siguientes dos 
propiedades: 

1.- Nodos del mismo arbol que tienen Ia misma etlqueta. 
2.- Nodos de diferentes arboles con diferentes etiquetas. AI inicio del algontmo, 

asignamos Ia etiqueta i a cada nodo iEN. 
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Usando esta estructura de datos podemos veri·ficar fac1lmente cuando un arco (L J) 
tiene sus puntos finales en el mismo arbol. Contestamos esta pregunta verificando 
las etiquetas de los nodes i y j. 

Esta observaci6n implica que podemos desarrollar Ia operaci6n de vecino mas 
cercano para c.ada arbol en el bosque en un tiempo total de 0(2: i E N I A(i)) = O(m) 

Desarrollamos las operaciones de acoplamiento en el ciclo del paso 2-3 usando el 
siguiente esquema iterative: En cada iteraci6n seleccionamos un arbol no 
examinado, por ejemplo N,, y consideramos el arco de coste mfnimo (i,, j1) que 
emana deN, (el node i1 esta en N1 y el j, puede o no estar en N1). Suponga que los 
nodes en N, tienen Ia etiqueta a. Si el nodo j 1 tarnbiE'm tiene Ia etiqueta a, Ia iterac16n 
term1na. 

En caso contra rio buscamos los nodes del arbol, por ejemplo N2 que contenga al 
node j1 y les asignamos Ia etiqueta a Despues, consideramos los arcos de coste 
mfnimo (i2, i2) que emanan de N2. Si el node h tiene etiqueta a, Ia iteraci6n termina: 
en case contra1io, buscamos en los nodos del arbol N3 que contenga al node J2 y les 
asignamos Ia etiqueta a. Repetimos este proceso hasta que Ia iteraci6n termina. 
Note que en cada iteraci6n podemos asignar a los nodes de varies arboles Ia 
etiqueta del primer arbol. Cuando una iteraci6n termina iniciamos una nueva iteraci6n 
seleccionando otro arbol no examinado. Terminamos este proceso iterative cuando 
hayamos examinado todos los arboles. De esta descripci6n se puede ver que este 
metodo asigna una etiqueta a cada node y se ejecuta en un tiempo O(n). 

Cada ejecuci6n en el ciclo del algoritmo requiere un tiempo O(m), obtenemos 
entonces una cota del numero de ejecuciones del ciclo. Cada ejecuci6n del ciclo 
reduce el numero de arboles en el bosque por un factor de al menos dos porque 
acoplamos cada arbol en un arbol mayor. Esta observaci6n tiene como 
consecuencia que desarrollaremos O(log n) ejecuciones del ciclo. Se tiene entonces 
el siguiente teorema: 

TEOREMA: 

El algoritmo de Sellin tiene un tiempo de ejecuci6n de O(m log n). 

En este capitulo hemos descrito tres algoritmos para resolver el problema del arbol 
de expansion minima. Todos ellos son faciles de irnplantar y tienen excelentes 
tiempos de ejecuci6n. ademas son muy eficientes en Ia practica. 

La tabla siguiente resume estes tres algoritmos: 
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ALGORITMO TIEMPO DE OBSERVACIONES 
EJECUCION 

- -- --- ----

Kruskal O(m+n log n) · 1.- Examina arcos en orden no decreciente de sus: 
costas mas el tiempo necesario para ordenar m , 
areas y los incluye en un arbol de expansion si el , 
arco que se aumenta no forma un cido con los 
arcos seleccionados. 

: 2.-La prueba del algontmo usa condiciones de 
, optimalidad para una trayectoria. 
~ 3. -Es un algoritmo atractivo si los arcos ya se , 
' encuentran ordenados en forma creciente. 

• Prim O(m+n log n) ! 1.-Mantiene un arbol de expansion en un 
subconjunto de nodos S y aumenta un arco de 
costas mfnimos en el corte [S,§]. 

, 2.-La prueba del algoritmo usa condiciones de 
optimalidad para cortes. 

, 3.-Se puede implantar usando una variedad de 
estructuras de apilamiento Esta cota de 
ejecucion se refiere al tiempo de Ia estructura de 
datos de Fibonacci. 

Sollin . O(m log n) 1.-Mantiene una colecci6n de arboles, en cada 

5.6 ANALISIS DE SENSIBILIDAD 

iteracion aumenta un arbol de costo mfnimo que 
emana de cada arbol. 

2.-La prueba del algoritmo usa condiciones de, 
optimalidad en cortes. 

Una vez presentados los metodos de solucion para el problema del arbol de 
expansion minima, es interesante observar el efecto de eliminar un arco de Ia grafica 
original. Es claro que, si este arco no pertenece a Ia solucion optima, Ia solucion 
optima del problema de encontrar el arbol de peso mfnimo en Ia red resultants de 
remover dicho arco, es Ia misma que para Ia red original. Sin embargo, si el arco 
forma parte de Ia solucion optima es importante contar con una herramienta que 
permita resolver el nuevo problema aprovechando los resultados que ya se han 
obtenido. Enseguida se analiza este problema. 

Suponga que se ha obtenido el arbol expandido de peso mfnimo T = [X, A*] de una 
red conexa G = [X, A], tambien suponga que por alguna razon, es necesario eliminar 
un arco de Ia red G que, ademas, pertenece al arbol T Considere, ahora, el 
problema de encontrar el arbol expandido de peso minima de Ia red resultants de 
eliminar dicho arco. 
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Sea j' = (i, I') el arco que debe eliminarse y sea G' Ia red resultante de tal eliminaci6n, 
es decir, G' = [X, A-D'}J. Entonces, el problema consiste en encontrar el arbol 
requerido A continuacion desarrollamos un procedimiento para obtener1o, 
aprovechando que ya se cuenta con el arbol T 

AI elim1nar (i,i') de T, este se descompone en dos componentes conexas. Sean estas 
T1 = [X1, A1] y T2 = [X2, A2l Observe que un extremo del arco j' esta en X1 y el otro en 
X2. Suponga, sin perdida de generalidad, que i esta en X1 y que i' esta en X2. Sea U 
el conjunto de arcos de G distintos de j' que tienen un extremo en X1 y otro en X2 
Observe que si U es vacio ei problema no tiene solucion puesto que G' no seria 
conexa y por lo tanto no existe arbol expandido de G. Suponga entonces, que U no 
es vacfo, sea u* el arco de U tal que p(u*)s p(u) para todo arco usU. La solucion del 
problema se establece en Ia siguiente proposicion: 

Proposicion SA 

La red T* =[X, A1UA2U{u*}] es un arbol de expansion minima de G'. 

Demostracion: 

Sean las redes conexas G1 = [X1. A1] y G2 = [X2, A2] donde A es el conjunto de arcos 
de A que tienen ambos extremes en Xi ( i = 1 ,2). Se demostrara primero que T1 y T2 
son los arboles de expansion minima de G1 y G2 respectivamente. 

Suponga que T1 noes un arbol de expansion minima de G1. SeaN= [X,, U1] el arbol 
de expansion minima de dicha grafica, se tiene entonces que p(N) < p(T,). 

SeaT' =[X, U1 U U2 U D'}], note que T' es un arbol de expansion de G, ya que T' es 
aciclica debido a que el arco j' tiene un extreme en X1 y otro en X2 y las redes N y T 2 
son acfdicas. 

Ahora bien, 

por otro lado 

por lo tanto 

p(T') = p(U1) + p(A2) + PU') = p(N) + p(A2) + pU') 

p(T) = p(A1) + p(A2) + pU') = p(T1) + p(A2) + PU') 

P(T') < P(T) 

Lo que contradice que T sea un arbol de expansion minima de G. Por lo tanto T 1 es 
un arbol de expansion de peso minimo de G,. Analogamente, se prueba que T2 es 
un arbol de expansion minima de G2. 



Por otro !ado, G' puede expresarse como Ia red [X, A1UA2U UJ, y puesto que p(u*) <, 

p(u) para todo arco U£U, se tiene que T* es un arbol de expansion minima de G' y 
con esto se concluye Ia prueba. 

Este procedimiento lo podemos aplicar en el siguiente problema: 

Suponga que se ha encontrado el arbol de peso minima T = [X,A*] de Ia red G= [X, 
A] y suponga tambiem que se modifica el peso de un arco jEA *. Se de sea encontrar 
ahora el arbol de peso minima en Ia grafica G con Ia funcion de peso, asociada a los 
areas de G, modificada para el arco j. 

Si el nuevo peso de j es menor que el que tenia anteriormente, es claro, que Ia 
solucion optima seguira siendo Ia misma; el problema surge cuando el nuevo peso 
de j es mayor que su peso anterior. Es en este ultimo caso cuando puede aplicarse 
el metoda expuesto anteriormente. Para encontrar Ia nueva solucion, Ia unica 
modificacion que debera hacerse al procedimiento sera no excluir al arco j del 
conjunto U. 

EJEMPLO 5.6 

Considere Ia red del ejemplo 5.4 y su arbol de expansion minima. Suponga que se 
elimina el arco (2,8). La grafica resultante G' se muestra en Ia figura 5.16 

Figura 5.16 

Determine el arbol de expansion minima en esta nueva red Las componentes 
conexas en que se divide T al eliminar (2, 8) se muestran en Ia figura 5.17 
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Figura 5.17 

El conjunto U estara formado entonces, por los arcos siguientes, con sus respectivos 
pesos: 

Arco 
(1' 5) 
(1, 8) 
(3, 4) 

Peso 
4 
3 
4 

A reo 
(3, 5) 
(3, 8) 
(3, 9) 

Peso 
10 
6 
7 

De aqui se tiene que u* = (1, 8). Por lo tanto el arbol de expansion minima de G' se 
muestra en Ia !:igura 5.18 

. ....-------./,. ,..,-~,..., 
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Figura 5.18 

cuyo peso esta dado por: 

I 4 '] 
)· . .____../" 

0+2+2+3+3+3+5+5 = 23 = p(T)- p(2, 8) + p(1, 8) 

1 'l ....... 
-- .::__ 0:..... 



5.7 NOTAS HISTORICAS 

Los primeros algoritmos de arbol de expansion minima se desarrollaron en 1926. El 
articulo de Graham and Hell (1985) presenta una resefia historica de los algoritmos 
de arbol de expansion minima. 

Boruvka ( 1926) y Jamick ( 1930) independientemente desarrollaron y resolvieron el 
problema. Mas tarde otros investigadores redescubrieron esos algoritmos 

Kruskal (1956) y Loberman y Weinberger (1957) independientemente desarrollaron 
el algoritmo que lleva el nombre de Kruskal. 

Prim (1957) desarrollo el algoritmo que lleva su nombre. 

Sollin presento su algoritmo, discutido en un seminario en 1961; nunca se public6. 
Claude Berge, que estaba presente en el seminario. reporto este algoritmo en su 
libro Berge and Ghouila-Houri (1962). 

Mas tarde, diversos investigadores descubrieron que el algoritmo de Sollin es similar 
al de Boruvka y que el algoritmo de Prim es similar al de Jamick . 

• 
Una version mejorada del algoritmo de Kruskal fue desarrollada por Tarjan en 1984 y 
se ejecuta en O(m a.(n, m)) mas el tiempo requerido para ordenar los arcos. a.(n, m) 
es Ia funcion de Ackermann que para efectos practices es menor que 6. 

Gabow, Galil, Spencer y Tarjan en 1986 presentaron una variedad del algoritmo de 
Prim que corre en un tiempo O(m log ~(m, n)) con Ia funcion ~(m, n) definida como 
~(m, n)= min {i:log(~(m/n)::;1} En esta expresion log(i>x=logloglog ... logx en log i iterado i 
veces. Asi, ~(m, n) es una funcion que crece muy lentamente. Por eJemplo, si m/n= 
2264

·
000 entonces ~(m, n)=6 

Actualmente, el algoritmo mas rapido para resolver el problema del arbol de 
expansion minima es el de Kruskal modificado por Tarjan (1984) si los arcos ya 
estan ordenados. 
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6.1 INTRODUCCION 

CAPiTUL06 
PROBLEMA DE RUTA MAS CORTA 

En este capitulo se presentan metodos de soluci6n para los stguientes problemas de 
rutas mas cortas de una red: 

1. Ruta m;~s corta entre dos nodos especificos s y t. 
2. Rutas mas cortas entre un nodo especifico s y todo nodo ide Ia red. 
3. Ruta m;~s corta entre todo par de nodos. 

Para ejempilficar considere lo siguiente 

EJEMPLO 6.1 

En una terminal de camiones para pasajeros se desea establecer Ia ruta que debera 
seguir el autobtJS que presta servicio de Ia ciudad s a Ia ciudad t de tal manera que Ia 
distancia recorrida sea lo mas corta posible. A este problema se le puede representar 
en una red G = [N,A,d] donde: 

N = {Ciudades a las cuales se ofrece el servicio} 
A= {Tramos de carretera entre las ciudades} 
d: A --+ R, donde para toda a elemento de A, d(a) es Ia longitud o distancia del tramo 
de carretera a. 

En general en una red G = [N, A, d], al numero d(a) asociado a cada arco se le llama 
longitud o costo de a. Por otro !ado se define Ia longitud de una ruta o camino como 
Ia suma de lon~Jitudes de los arcos que Ia forman, aquella ruta tal que su longitud sea 
minima se llama Ia ruta mas corta o camino mas corto. 

El problema entonces de Ia terminal de autobuses es encontrar Ia ruta mas corta 
entre dos nodos especificos: los que representan a las ciudades s y t. Observe que 
en este caso las longitudes definidas son no negativas; sin embargo, el problema de 
encontrar Ia ruta mas corta entre dos nodos especificos puede generalizarse a 
cualquier red puesto que Ia funci6n de longitud d, puede representar, ademas de 
distancia o tiempo, costas o alguna otra cantidad. 

Si Ia red contiene areas con longitudes negativas pueden presentarse circuitos 
negativos (circuitos de longitud negativa). En este caso ei problema puede no ser 
acotado puesto que para cualqUier ruta entre s y t que contenga al circuito negative 
existe otra rnejor, a saber aquella que contiene una vez mas al circuito. Por ejemplo, 
en Ia siguiente red: 



Figura 6.1 

Una ruta de s a t es: s, 3, 1, 2, 3, t de longitud 7. Otra ruta de s a t mejor que Ia 
anterior es: s, 3, 1, 2, 3, 1, 2, 3, t, de longitud 5. De heche, si se considera una ruta 
que contenga el arco (s, 3) M veces el circuito 3, 1, 2, 3 (M>O) y el arco (3,t) Ia 
longitud sera 9-2M, de tal modo que si M tiende a infinite, Ia longitud de Ia ruta tiende 
a menos infinite. Luego, Ia ruta mas corta entre s y t no existe. 

Se concluye entonces, que para que el problema de Ia ruta mas corta entre dos 
nodes especfficos tenga soluci6n, debera cumplirse: 

1) Existe alguna trayectoria entre s y t; 
ii) No existen circuitos negatives tales que haya un camino de s a algun nodo del 

circuito y otro de algun nodo del circuito a t. 

Suponga ahora que en Ia terminal de autobuses se desea mejorar el servicio que se 
proporciona a Ia ciudad s; con este objeto se requiere encontrar las rutas mas cortas 
entre Ia ciudad s y todas las demas ciudades a las cuales se les da el servicio. A este 
problema puede asociarse, de nuevo, Ia red definida anteriormente. 

Antes de analizar cuando tiene soluci6n este problema se definiran algunos 
conceptos de gran utilidad. 

Sea G = [N,A] una red dirigida y sea s un nodo en N; entonces a sse le llama rafz de 
G, si existe una trayectoria des a i para toda i en N. 

Una arborescencia es un arbol que tiene una raiz. La siguiente red es una 
arborescencia de raiz 1: 
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Figura 6.2 

Sea G = (N, A] una grafica dirigida_ Una arborescencia de G es un arbol expandido 
de G que contiene un nodo que es raiz. 

En una arborescencia de raiz s el camino o trayectoria de s a i, para toda i elernento 
deN, es unico_ 

Considere ahara una red G_ Una arborescencia de rutas mas cortas de G es aquella 
arborescencia tal que Ia unica ruta de s a i, para toda i elemento de N, es una ruta 
mas corta des a i_ 

Una vez definidos estes conceptos, puede decirse que el problema de Ia terminal de 
autobuses es encontrar Ia arborescencia de rutas mas cortas de raiz s de Ia red 
G=(N,A,d]_ 

Hacienda una analogia con el problema de Ia ruta mas corta entre dos nodos 
especificos puede concluirse que para que exista Ia arborescencia de rutas mas 
cortas de raiz s en una red cualquiera G, esta debera cumplir que: 

i) Existen caminos de s a i, para toda i en N. Es decir, que s sea Ia raiz de Ia 
red_ 

ii) No existen circuitos negatives en Ia red G, ya que de presentarse estos el 
problema seria no acotado (par Ia misma raz6n expuesta para el problema de 
ruta mas corta entre dos nodos especificos). 

Finalmente, suponga que en Ia terminal de autobuses se tiene interes en encontrar 
las rutas mas cortas para todos los camiones que prestan servicio entre cada par de 
ciudades_ Nuevamente, se asocia a este problema Ia red G definida anteriormente, 
se deben encontrar entonces, las rutas mas cortas entre todo par de nodos en Ia red 
G. 
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Este ultimo problema es una generalizacion inmediata de los anteriores. Por esto se 
deduce que, para que exista solucion en cualquier red G, debera cumplirse lo 
s1guiente: 

i) Existe, al menos, una trayectoria entre todo par de nodos. 
ii) No existen circuitos negatives en Ia red G. 

Algunas propledades de las arborescencias se dan a continuacion 

6.2 CARACTERIZACION DE UNA ARBORESCENCIA 

Existen ciertas propiedades de las arborescencias que seran utilizadas en Ia 
busqueda de Ia solucion del problema de Ia arborescencia de rutas mas cortas de 
raiz Xo. Estas propiedades se demuestran en el siguiente teorema en el cual se 
postulan las distintas caracterizaciones de este tipo de redes. 

Es importante hacer notar que, en general, Ia arborescencia de rutas mas cortas es 
distinta del arbol de expansion minima en una red, puesto que, mientras el segundo 
concepto es no orientado el primero solo es aplicable a redes dirigidas. 

Aun en el caso en que Ia red sea dirigida, un arbol no necesariamente es 
arborescencia ya que esta puede no tener raiz. Por ella, para determinar Ia 
arborescencia de rutas mas cortas no es posible aplicar ninguno de los algoritmos 
presentados en el capitulo anterior. Podria suceder incluso que un arbol de peso 
minima resulte ser una arborescencia; sin embargo, de ningun modo puede 
garantizarse que esta sea de rutas mas cortas. 
Por ejemplo en Ia siguiente red: 

Figura 6.3 



Un arbol de peso minima es: 

Figura 6.4 

el cual resulta ser una arborescencia de rafz 1. Sin embargo, Ia unica ruta en Ia 
arborescencia entre los nodos 1 y 4 tiene una longitud de 5 un1dades y existe otra 
ruta de longitud menor entre esos dos nodos en Ia red: Ia ruta 1, 4 tiene una longitud 
de 4 unidades. Par Ia tanto, puede concluirse que Ia arborescencia no es de rutas 
mas cortas. 

TEOREMA6.1 

Sea G una red con n nodos. Suponga que n ? 2. Los postulados siguientes son 
equivalentes y caracterizan una arborescencia 

a) G es un ~1rbol y tiene un nodo Xo que es raiz. 
b) Para todo nodo i existe un camino unico de Xo a i. 
c) G tiene al nodo Xo que es raiz y si se elimina un area entonces Xo ya no es 

raiz. 
d) G es conexa. 
e) G es aciclica. 
f) G tiene como raiz a Xo yes acfclica. 
g) G tiene como raiz a Xo y posee n-1 areas. 

Demostraci6n 

(a implica b) Sea i un nodo de G. Puesto que Xo es raiz de G entonces extste una 
trayectoria de x0 a i. Suponga que existen, al menos, dos trayectorias de Xo a i. 
Entonces G tendria un ciclo y esto contradice que G es un arbol. Luego, el cam1no 
de Xo a i es unico. 

(b implica c). Puesto que existe una trayectona entre Xo e i, para todo nodo 1, 
entonces Xo es raiz.. Sea a = (ik, jk) un area de G y suponga que Xo es raiz de Ia red 
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F'= [N, A - {a}] entonces existe una trayectoria de Xo a jk en G'(note que esta 
trayectoria no contiene a a). Puesto que Xo es raiz de G, existe una trayectona de Xo 
a ik; esta trayectoria y el arco a, forman una trayectoria de Xo a jk; entonces existen en 
G dos trayectorias distintas de Xo a jk, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, G no 
tiene a Xo como raiz. 

(c implica d). Puesto que Xo es raiz de G, entonces G es conexo. Suponga que Q(Xo) 
ct.- 0, es decir que existe un arco (x, Xo). Como Xo es raiz, entonces existe al menos un 
camino de Xo ax; luego, al eliminar (x, Xo) de G, Xo sigue siendo raiz, lo cual es una 
contradicci6n por lo tanto g(Xo) es igual a 0. Por otro lado, por ser Xo raiz. se tiene que 
g(x) :.> 1 para todo nodo x ctc. Xo. Suponga que g(x)>1, es decir, que existen al menos 
dos arcos (ik, x) y Uk, x) entonces al suprimir cualquiera de estos dos areas Xo sigue 
siendo raiz de G. por lo tanto, g(x)=1, para toda x t: Xo. 

( d implica e). La red G es conexa y tiene n-1 areas puesto que g(><o)=O y g(x)= 1 para 
toda x +- Xo. Entonces G es un arbol y como consecuencia es aciclica. 

(e implica f). Si Xo no fuera raiz, entonces G tendria un ciclo puesto que g(x)=1 para 
toda x +- Xo. 

(f implica g). G es aciclica y ademas conexa puesto que Xo es raiz. Entonces G es un 
arbol y por lo tanto tiene n-1 areas. 

(g implica a). G tiene n-1 areas yes conexa puesto que Xo es raiz, luego G es un 
arbol. 

6.3 METODOS DE SOLUCION Y JUSTIFICACION 

En esta parte del capitulo se presentan los metodos de soluci6n para el problema de 
Ia arborescencia de rutas mas cortas de raiz sen una red R=[N, A, d]. El primero de 
ellos solo es aplicable a redes que tienen arcos con costos no negativos y el 
segundo puede utilizarse para cualquier red. 

En Ia practica existe gran cantidad de problemas que involucran costos no negativos 
(tiempo, distancia, etc.); es por esta razon que se justifica el desarrollo de algoritmos 
que se aplican solo a estos casos. Por otro lado, el metodo presentado para redes 
con esta caracteristica, constituye el primer caso del algoritmo general 
posteriormente expuesto. Es importante mencionar que estos algoritmos tienen Ia 
ventaja de que, ademas de proporcionar Ia soluci6n optima cuando existe. Ia 
detectan cuando esta no existe; ya sea que dicha soluci6n no exista porque s no es 
raiz de Ia red o por Ia presencia de circuitos negativos. Cabe senalar que estos 
metodos sirven tambien para encontrar Ia soluci6n optima del problema de Ia ruta 
mas corta entre todo par de nodos. 



Para el problema de Ia ruta mas corta entre todo par de nodos se presenta un 
algoritmo con Ia rnisma ventaja que los anteriores. Mas aun. si Ia ruta mas corta 
existe para algunos pares de nodos y para otros no, el algoritmo proporciona las 
longitudes de las rutas existentes y detecta para que pares de nodos no existe 
ninguna ruta. 

Otra observacion importante que debe hacerse es que, como se vera 
posteriormente, el problema de Ia ruta mas corta resulta ser un subproblema del 
problema de flujo a costa minima. Otro subproblema que surge en Ia busqueda del 
flujo a costa minima, es el de Ia deteccion de circuitos negatives par lo cual los 
metodos en este capitulo seran de gran utilidad. 

ARBORESCENCIA DE RUT AS MAS CORTAS 

Caso de redes con costos no negativos 

El metoda de solucion presentado para el problema de Ia arborescencia de rutas 
mas cortas en redes que tienen areas con costas no negatives fue desarrollado par 
Dijkstra (1959) y esta considerado como uno de los metodos mas eficientes para 
resolver este problema. 

Este metoda se basa en Ia asignacion de etiquetas "permanentes" a los nodos para 
los cuales ya se conocen las longitudes de las rutas mas cortas de Ia raiz a ellos 
Sea S este conjunto de nodos. Las etiquetas de los nodos de S representan 
precisamente las longitudes de las rutas mas cortas buscadas. Los nodos restantes 
se etiquetan "ternporalmente" en una cota superior de Ia longitud mas corta de Ia raiz 
al nodo etiquetado. 

En Ia primera iteracion el conjunto T contendra unicamente al nodo raiz; es decir, 
solo Ia rafz estara etiquetada permanentemente. Las etiquetas temporales se 
mejoran continuamente y en cada iteracion se agrega exactamente un nodo x a S; 
este nodo es aquel tal que Ia longitud desde Ia rafz es Ia mas corta posible. 

Puesto que todos los areas tienen costas no-negat1vos, s1empre puede encontrarse 
una ruta mas corta de Ia rafz a x que pase solo par nodos de S; en este caso Ia 
etiqueta de x representa Ia longitud de Ia ruta mas corta correspondiente. Una vez 
que todos los nodos esten en S, las etiquetas de todos los nodos seran las 
correspondientes a las longitudes mas cortas desde Ia raiz y par lo tanto se habra 
encontrado Ia solucion deseada. En el caso en que se desee solo Ia ruta mas corta 
entre dos nodos especificos, se obtendra Ia solucion cuando se etiquete 
"permanentemente" el nodo final del camino buscado. 



ALGORITMO DE DIJKSTRA 

Prop6sito: Obtener Ia arborescencia de las rutas mas cortas de rafz sen una red 
G = [N, A, d) con costas no negatives en los areas. 

PASO 1 

PAS02 

PAS03 

Descripci6n 

(lniciaci6n de etiquetas). Sea d(s)=O y marquese esta etiqueta como 
permanente. Sea d(x)=x, para todo xo~:s y considerense estas 
etiquetas como temporales. Sean a(x)=x (estas etiquetas indicaran el 
predecesor de xenIa arborscencia). Sea p=s. 

(Actualizaci6n de etlquetas). Para todo xEr+(p) que tenga etiqueta 
temporal, actualizar etiquetas de acuerdo a: 

d(x) =min {d(x), d(p) + d(p, x)} 

si d(x) se modific6, hacer a(x)=p. Sea x· tal que d(x.)=min {d(x) 1 d(x) es 
temporal}. Si d(x)=cx~, terminar. En este caso no existe arborescencia 
alguna de raiz s. En otro caso, marcar Ia etiqueta d(x·) como 
permanente. sea p=x·. 

(i) (Si solo se desea Ia ruta des at). Si p=t, terminar: d(p) es Ia long1tud 
del camino mas corto. Si p * t, ir al paso 2. 

(il) (Si se desea Ia arborescencia). Si todos los nodos tienen etiquetas 
permanentes, terminar; esta es Ia longitud deseada del camino y el 
conjunto de arcos {a(x), x} forman Ia arborescencia de caminos mas 
cortos. En otro caso, ir al paso 2. 

Justificaci6n del algoritmo 

Primero observe que el algoritmo termina en un numero finito de iteraciones, ya sea 
en el paso 2 6 en el paso 3 puesto que el numero de nodos es finito. Se justificara Ia 
optimalidad del algoritmo para el caso del problema de arborescencia de rutas mas 
cortas ya que el otro caso esta comprendido en este. 

Note que si el algoritmo termina en el paso 3, Ia red generada tendra n-1 areas y a s 
como raiz; por esta raz6n dicha red es una arborescencia. Por otro lado se tiene que, 
por construcci6n, d(x) es Ia longitud del unico camino des ax en esta arborescencia. 
Ahora se probara que Ia arborescencia generada es de rutas mas cortas. Para ello 
se demostrara, por inducci6n sobre el numero de iteraciones, que las etiquetas 
permanentes de los nodes son las longitudes de las rutas mas cortas de s a x, para 
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todo XE:::X. Esto es claro en Ia primera iteracion. Suponga tambien que es valido en Ia 
k-esima iteracion 

Sea S el conjunto de nodos con etiquetas permanentes y S' el conjunto de nodos con 
etiquetas temporales en Ia iteracion k. AI final del paso 2 de Ia iteraci6n k+ 1 Ia 
etiqueta temporal d(x). para XES' es Ia longitud de una ruta mas corta de s a x que 
contiene solamente nodos de S. En efecto, en cada iteracion solo se etiqueta 
permanentemente un nodo; por lo tanto, solo es necesaria Ia comparacion efectuada 
en el paso 2 E:n particular esto sucede para x· (nodo con Ia minima etiqueta 
temporal). 

Suponga ahora que Ia ruta mas corta de Ia rafz a x · no contiene solo nodos de S 
Sea y el primer nodo, en el camino mas corto des ax·, que no esta enS. Puesto que 
los costas de los arcos son no negativos, entonces Ia porcion el camino de s a x'. 
que une a y con x·. es no negativa. Sea D esta ,Jongitud. Note que Ia porcion del 
camino des ax'. que una as cony, es un camino que contiene solamente nodos de 
S. Pero d(y) es Ia longitud de una ruta mas corta que contiene todos sus nodos en S. 
luego: 

d(y) + D < d(x·) 

lo que implica 
d(y) < d(x·) - D < d(x') 

lo cual constituye una contradiccion puesto que d(:><·) es el minimo de las etiquetas 
temporales. Luego, se concluye que Ia ruta mas corta des ax· contiene solo nodos 
deS y, por lo tanto, d(x') es su longitud. Por lo tanto, Ia etiqueta permanente de xes 
igual a Ia longitud de Ia ruta mas corta de s a x en Ia iteracion k+ 1. 

Finalmente. observe que si d(x') es igual a infinito (paso 2) en alguna iteracion, 
entonces existe algun nodo (x· y todos los que tengan etiqueta temporal) para el cual 
no existe ruta alguna desde s; puede entonces concluirse que el problema no tiene 
solucion puesto que en este caso s noes raiz de Ia red. 

EJEMPLO 6.1 

Suponga que en un aeropuerto se considera Ia posible adquisicion de un equipo que, 
a causa de ciertas modificaciones, sera inutil dentro de 3 arios. Los costas de 
utilizacion y de reventa del equipo usado son conocidos. El equipo puede ser 
utilizado durante uno, dos o tres arios, revenderse al final del periodo de utilizaci6n y 
comprarse uno nuevo para usarse durante el tiempo restante. Los costos totales en 
los que se incurre ( costo de compra mas cos to de utilizaci6n menos precio de venta) 
estan dados en Ia matriz de costos: 
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El elemento (i, j) de Ia matriz es igual al costo total en millones de pesos en el que se 
incurre si se compra un equipo al final del ario i, se utiliza hasta el final del ano j y se 
revende. Se desea encontrar Ia estrategia mas economica de compra y reventa de 
equipo 

Para resolver este problema considere Ia red G = [N, A, C] donde N = {0, 1, 2, 3} y 
cada elemento deC indica el final de un ario; (i, j)EA si y solo si es posible comprar el 
equipo al final del ario i y revenderlo al final del ario j; finalmente, C(i, j) es el coste 
total en el que se incurre por comprar el equipo al final del ano i, usarlo y revenderio 
al final del ano j. 

Una forma esquematica de Ia red es: 

/ 
.~ ........ .-'" 

( \ 

~ 1 
~......__ __ ~ -., 

Figura 6.5 

Observe que una ruta de 0 a 3 en Ia red corresponde a una estrategia posible y 
viceversa; por otro lado, el coste de una estrateg1a posible es el mismo que el de Ia 
ruta correspondiente. Por ejemplo, Ia ruta 0,1 ,3 (de longitud 15) corresponde a 
comprar al final del ano 0, utilizar el equipo durante un ario, revenderlo y comprar uno 
nuevo al final del ario 1, utilizarlo durante dos aries y revenderlo al final del ano 3 
(con un coste total de 4+11=15 millones). Por otra parte, comprar el equipo al f1nal el 
ano 0, utilizarlo durante tres aries y revenderlo al final del ario 3 (con un costo total de 
16 millones) corresponde a Ia ruta 0,3 (de longitud 16). 

Para encontrar Ia estrategia optima se debera entonces encontrar Ia ruta mas corta 
entre los nodos 0 y 3 de Ia red. Para esto se aplicara el algoritmo de Dijkstra 
considerando s=O y t=3. 
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lteraci6n 1 

PASO 1 
d(O)=O (etiqueta permanente); d(x)=-x, para x=1 ,2,3 (etiquetas temporales), p=O. 

PAS02 
Actualizaci6n de etiquetas: r(p)={1 ,2,3} 

d(1) =min {x:, 4} = 4 
d(2) = min {x, 8} = 8 
d(3) =min {x,16} = 16 

Sea x* tal que d(x)= min {d(1), d(2), d(3)}=d(1) 

PAS03 

a(1 )=0 
a(2)=0 

a(3)=0 

De donde x"=1 (nodo con minima etiqueta temporal) Se marca d(1) como 
permanente; p=1. (p c;: t = 3) 

lteraci6n 2 

Actualizaci6n de etiquetas l+(p)={2,3} 

d(2) = min { 8, 4 + 5} = 8 
d(3) =min {16, 4 + 11} = 15 

a(2) no cambia 
a(3)=1 

De donde x" =2 (nodo con minima etiqueta temporal). Se marca d(2) como 
permanente; p=2. (p c;: t). 

lteraci6n 3 

Actualizaci6n de etiquetas: r(p)={3} 

d(3) =min { 15, 8 + 6} = 14 a(3)=2 

De donde x·=3 (nodo con minima etiqueta temporal). Se marca d(3) como 
permanente; p = 3 = t. Se termina. 

Para recuperar Ia ruta mas corta de 0 a 3, de longitud d(3)=14, se utilizan las 
etiquetas a(x). La ruta deseada, en sentido inverso, es 3, a(3) = 2, a(2) = 0 Luego. 
Ia estrategia optima para el problema del aeropuerto es comprar el equipo al final del 
afio 0, utilizarlo durante dos afios, revenderlo y comprar un nuevo al final del ano 2, 
utilizar este ultimo durante un afio y venderlo al final del afio 3 con un costo total de 
14 millones de pesos 
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EJEMPLO 6.2 

Constdere el siguiente mapa de los Ferrocarriles Nacionales de Mexico, donde las 
vias estan representadas por arcos y el numero asociado al arco (i,j) representa el 
tiempo, en horas que tarda un ferrocarril en recorrer el tramo de via (i,j): 

E I Rey ,...--- .. 

Figura 6.6 

Suponga que se desea encontrar las rutas mas rapidas para los ferrocarriles que 
presten servicio desde el D.F. hasta cada una de las ciudades del mapa. 

En terminos de redes se desea determinar Ia arborescencia de rutas mas cortas de 
raiz D.F. Para resolver este problema usaremos algoritmo de Dijkstra puesto que los 
costos en los arcos son no negatives. 

lteraci6n 1 

PASO 1 
d(D.F.) = 0 (etiqueta permanente) 
d(x) = x para toda x en N tal que X;t:O.F. (etiquetas temporales) 
p=D.F 

PAS02 
Actualizaci6n de etiquetas: r"(p) = (EI Rey, Teotihuacan, Metepec, Cuautla): 
d(EI Rey) = min { x, 2} = 2: a(EI Rey) = D.F 
d(Teotihuacan) = min {CXl. 2} = 2; a(Teotihuacan) = D.F 
d(Metepec) =min {cc, 2.5} = 2.5; a(Metepec) = D.F. 
d(Cuautla) = min fx, 3} = 3; a(Cuautla) = D.F. 
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de donde x* = El Rey, puesto que este es el nodo con minima etiqueta temporal (los 
empates se rompen arbitrariamente). Se marca d{EI Rey) como permanente, p = El 
Rey (aCm existen etiquetas temporales). 

lteraci6n 2 

Actuallzaci6n de etiquetas: f\p) = (lrolo) 
d(lrolo) =min { x, 2+3} = 5; a(lrolo) = El Rey 

de donde x* = Teotihuacan, puesto que este es el nodo con mm1ma etiqueta 
temporal. Se marca d(Teotihuacan) como permanente, p = Teotihuacan (a(m existen 
etiquetas temporales). 

lteraci6n 3 

Actualizaci6n de etiquetas: r(p) = (lrolo) 
d(lrolo) =min { 5, 2+1.5} = 3.5; a(lrolo) = Teotihuacan 

de donde x* = Metepec, puesto que este es el nodo con minima etiqueta temporal. 
Se marca d(Metepec) como permanente, p = Metepec (aun existen etiquetas 
temporales). 

Actualizaci6n de etiquetas: f+(p) = (Teotihuacan, San Lorenzo) (Teotihuacan ya tiene 
etiqueta permanente). 
d(San Lorenzo)= min { oc, 2.5+3} = 5.5; a(San Lorenzo)=Metepec 

de donde x* = Cuautla, puesto que este es el nodo con minima etiqueta temporal. Se 
marca d(Cuautla) como permanente, p = Cuautla (aun existen etiquetas temporales). 

lteraci6n 5 

Actualizaci6n de etiquetas: r(p) = (Metepec, San Lorenzo, Puebla) (Metepec ya 
tiene etiqueta permanente). 
d(San Lorenzo) =min { 5.5, 3+3} = 5.5; 
a(San Lorenzo) = Metepec 
d(Puebla) = min {x, 3+3} = 6; a(Puebla) = Cuautla 

de donde x* = lrolo, puesto que este es el nodo con minima etiqueta temporal. Se 
marca d(lrolo) como permanente. 

p = lrolo (aun existen etiquetas temporales). 



lteraci6n 6 

Actualizaci6n de ettquetas: r(p) = (Jalapa) 
d(Jalapa) =min {oc, 3.5 + 9} = 12.5; 
a(Jalapa) =lrolo 

x* =San Lorenzo, puesto que este es el nodo con minima etiqueta temporal Se 
marca d(San Lorenzo) como permanente. 

p =San Lorenzo (aun existen etiquetas temporales). 

lteraci6n 7 

Actualizaci6n de ettquetas: r'(p) =(Jalapa, Puebla, lrolo) 
d(Jalapa) =min {12.5, 5.5 + 7.5} = 12.5; 
a(Jalapa) = lrolo 
d(Puebla) = min{6, 5.5+3} = 6; a(Puebla) nose modifica 

x* = Puebla, puesto que este es el nodo con minima etiqueta temporal. Se marca 
d(Puebla) como permanente. 

p = Puebla (aun existen etiquetas temporales). 

lteraci6n 8 

Actualtzaci6n de etiquetas: r(p) = (Tehuacan) 
d(Tehuacan) = min {x, 6+4} = 1 0; 
a(Tehuacan) = Puebla 

x* = Tehuacan, puesto que este es el nodo con minima etiqueta temporal Se marca 
d(Tehuacan) como permanente. 

p = Tehuacan (aun existen etiquetas temporales). 

lteraci6n 9 

Actualizaci6n de etiquetas: r'(p) =(Cordoba) 
d(C6rdoba) =min {oc, 10+6} = 16; 
a(C6rdoba) = Tehuacan 

x* =Jalapa, puesto que este es el nodo con minima etiqueta temporal. Se marca 
d(Jalapa) como permanente. 

p =Jalapa (aun existen etiquetas temporales). 



lteracion 1 0 

Actualizacion de etiquetas: r+(p) =(Veracruz, Cordoba) 
d(Veracruz)= min {x, 12.5+4}=16.5; a(Veracruz) =Jalapa 
d(Cordoba) =min {16, 12.5+7.5} = 16; 
a(Cordoba) = Tehuacan 

x* = Cordoba, puesto que este es el nodo con minima etiqueta temporal Se marca 
d(Cordoba) como permanente. 

p =Cordoba (aun existe una etiqueta temporal). 

Actualizacion de etiquetas r+(p) = (Puebla, Veracruz) 
d(Veracruz) = min{165. 16+3.5} = 165: a(Veracruz) =Jalapa 

x* = Veracruz, puesto que este es el nodo con minima etiqueta temporal. Se marca 
d(Veracruz) como permanente. 

Todos los nodos tienen etiqueta permanente, detenerse. 

La arborescencia de rutas mas cortas de raiz D.F esta formada por el conjunto de 
areas en Ia siguiente red: 

E! Rev 

·~·' ~~-i, ~-, ~~ -----\_j 
'···..... /L- ------ ~ ~ r .. hil::::.c:an 

Cuautla 

Figura 6.7 

El un1co camino entre el D.F. y x para todo nodo x en N, en esta arborescencia es Ia 
ruta mas rapida a seguir por ferrocarril que proporciona servicio entre las ciudades 
D F. y x y su longitudes el numero asociado el nodo x (etiqueta permanente). 
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RUTA MAS CORTA ENTRE TODO PAR DE NODOS 

Una manera de resolver el problema de rutas mas cortas entre todo par de nodes en 
una red G consiste en encontrar Ia arborescencia de rutas mas cortas de rafz x para 
toda x elemento de N. Sin embargo, existen procedimientos mas eficientes como el 
que se expone en esta seccion. Este procedimiento fue desarrollado por R.W. Floyd 
(1962) yes aplicable a redes que admiten cualquier coste en sus arcos. En dicho 
algoritmo se supondra una numeracion de los nodes de Ia red 1 ,2,3, ... ,n y se utilizara 
una matriz C de dimension n para calcular las longitucles de las rutas mas cortas 
entre cada par de nodes, al terminar de aplicar el algoritmo, Ia longitud de Ia ruta mas 
corta entre los nodes i y j estara dada por el elemento (i,j) de C. 

En el algoritmo de Floyd, en Ia k-esima iteracion se calcula Ia longitud de Ia ruta mas 
corta entre i y j que pueda admitir a los primeros k nodes, a a alguno de ellos, como 
nodes intermedios, este numero se almacena en Ia entrada (i.j) de Ia matriz C. AI 
inicio se asigna el coste del area (i,j) al elemento (i,j) de Ia matnz C, si i:;tj: si dicho 
arco no existe, entonces se asigna ex, los valores en Ia diagonal seran igual a cero. 
Con esto quedan calculadas las longitudes de las rutas mas cortas entre todo par de 
nodes i y j, que no contengan ningun nodo como nodo intermedio. 

AI inicio de Ia k-esima iteracion, Ia entrada (i,j) deC es igual a Ia longitud de Ia ruta 
mas corta entre i y j que contiene a los primeros k-1 nodos, o a alguno de ellos, como 
nodes intermedios. Durante esta iteracion se compara Ia longitud de esta ruta con Ia 
de aquella formada por Ia union de las rutas mas cortas que contienen a los primeros 
k-1 nodes como nodes intermedios entre i y k y k y j; de esta manera se obtiene Ia 
ruta mas corta entre i y j que contiene a los prim eros k nodes, o a algunos de ellos, 
como nodes intermedios. Procediendo de este modo se tendra que, al final de Ian
esima iteracion, Ia entrada (i,j) deC es Ia longitud de Ia ruta mas corta entre i y J, que 
contiene a los primeros n nodes como nodes intermedios o a alguno de ellos; es 
decir, se habra calculado Ia longitud de Ia ruta mas corta entre i y j. 

Debe observarse que si, al finalizar el algoritmo, alguna entrada deC es igual a x, 

esto querra decir que no existe ruta alguna entre los nodes correspondientes. Por 
otro lado, si algun elemento de Ia diagonal deC, por ejemplo (i,i), es menor que cero 
en alguna iteracion, se habra encontrado una ruta de i a i de longitud negativa (es 
dec1r, un circuito negative), luego en este caso el problema no tiene solucion Este 
algoritmo por lo anterior es importante porque detecta circuitos negatives. 
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ALGORITMO DE FLOYD 

Prop6sito: Obtener las rutas mas cortas entre todo par de nodos en una red G con 
n nodes. 

PASO 1 

PAS02 

Descripci6n 

Construya Ia matriz C de dimension n cuyos elementos e;i son corno 
sigue: 

Haga k = k+1 para toda ict:k tal que e;i t:- x y para todo jct:k tal que ~1 tx, 

haga: 

ro 
i 
I c = < J. 

- II I 

l d(i, j) 

k=O 

si i = 1 

si (1, 1) 1L A 

Sl (t,J)(cA 

i) Si C;i < 0 para alguna i, termine. En este caso existe un circuito 
negative que contiene al nodo i y por lo tanto no hay solucion 

ii) Si cii ~0, para toda i y k=n termine. e;i es Ia longitud del camino mas 
corto de i a j. 

iii) Si e;i ~0 para toda i, y k<n ir al paso 2. 

RECUPERACION DE LAS RUTAS 

Para recuperar las rutas mas cortas puede construirse una matriz A de dimension n, 
donde el elemento aii de esta matriz sera el predecesor del nodo j en Ia ruta de i a j 
encontrada en cada iteracion. Dada Ia definicion de A, sus entradas se inicializaran a11 

= i, para todo par de nodes i,jEN. 

La matriz A se modificara en el paso 2 de Ia k-esima iteracion de acuerdo a Ia 
sigu1ente asignaci6n 

I 

, a k• 
a cc/ l no cambia 
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Justificaci6n del algoritmo 

El algoritmo de Floyd termina en exactamente n iteraciones, donde n es el numero de 
nodos de Ia red, a menos que termine en el inciso i) del paso 3, en cuyo caso 
terminara en menos de n iteraciones. Se mostrara Ia optimalidad por induccion sabre 
el numero de iteraciones. 

AI principia de Ia iteracion 1 (Paso 1) Ia entrada (i,j) de Ia matriz representa Ia longitud 
de Ia ruta mas corta, que no contiene ningun nodo intermedio entre los nodos i y j. 
Durante el paso 2 de esta iteracion se realiza una comparacion entre dicha longitud 
( Cii) y Ia de aquella ruta formada por Ia union de Ia ruta entre i y 1 y Ia ruta entre 1 y j 
(~1 + C1i); de este modo se obtiene Ia longitud de Ia ruta mas corta entre los nodos i y 
j, que no contiene ningun nodo intermedio o que contiene al nodo 1 como intermedio. 

Suponga que al final de Ia iteracion k-1 , Cji representa Ia longitud de Ia ruta mas corta 
entre i y J, que contiene los primeros k-1 nodos como nodos intermedios o a algunos 
de ellos. Durante el paso 2 de Ia iteracion k, se realiza Ia comparacion entre esta 
ultima longitud (Cji) y Ia de aquella ruta formada porIa union de las rutas mas cortas, 
que admiten a los primeros k-1 nodos como nodos intermedios entre i y k y entre k y j 
(Cjk + ~i); entonces, al final de Ia k-esima iteracion, ~i es igual a Ia longitud de Ia ruta 
mas corta entre i y j, que contiene a los primeros k nodos como intermedios o a 
algunos de ellos. 

De lo anterior se concluye que, al final de Ia iteracion n, Ct1 es Ia longitud de Ia ruta 
mas corta entre los nodos i y j. 

EJEMPLO 6.3 

Considere Ia siguiente red y determine las rutas mas cortas entre todo par de nodos; 
se usara el algoritmo de Floyd para Ia determinacion de las rutas: 

Figura 6.8 
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lteraci6n 1 

Las matrices C y A ,niciales son las siguientes: 

PASO 1 

c ~- I X 

X 0 5 X 
(' =: A= 

I 2 6 0 X 

~ X 3 -6 0 

PA$02 

Sea k= 1. Se actualizan los valores de los elementos: 
c32 =min {6, 2+1}=3 a32 = a,2 = 1 
C33 =min {0, 2,-1 }=0 nose modifica a33 

1 jl 

2 2 2 21 

~j 3 ' 3 .) 

'4 4 4 

Entonces las matrices resultantes de esta iteraci6n son las siguientes: 

c -I xl 
I 

X 0 5 Xj 
(' - I 

2 3 0 xi 3 

X 3 --6 ol 
_I 4 4 4 

PA$03 

iii) Ci1 :::> 0 'Vi, k< n, ir al paso 2 

lteraci6n 2 

Se asigna k=2 y se actualizan los elementos: 
c,3 = min {-1, 1 +5}=-1 no se modifica a13 
C33 =min {0,3+5} = 0 nose modifica a33 
C43 = min {-6,3+5}=-6 no se modifica a43 

Luego, las matrices C y A nose modificaron durante Ia segunda iteraci6n. 

lteraci6n 3 

Se asigna k=3 y se actualizan los elementos: 
C,z =min {1,-1+3}=i nose modifica a12 
Cz1 = min {oc,5+2} =7 a21 = a31 = 3 
C22 =min {0,5+3} =0 nose modifica az2 

c42 =min {3,-6+3}=-3 a42 = a32 = 1 



Entonces las matrices resultantes de esta iteraci6n son las siguientes: 

' 
0 -1 :; q 

I 7 0 5 
.., 

2 3 3 1. .) 

Ccc-i A-c I 

2 3 0 3 3 

~I -4 -3 -6 3 4 OJ 

lteraci6n 4 

Se asigna k=4. En esta iteraci6n no se realiza ningun cambio puesto que Ci4=cx, para 
i=1 ,2,3. Entonces Ia ultima matriz C es Ia matriz de longitudes mas cortas. El 
elemento au de Ia ultima matriz A es el predecesor del nodo j, en Ia ruta mas corta de i 
a j, siempre y cuando Cii :t:cx. 

Observe que, puesto que Ci4 = YJ (para i=1 ,2,3), entonces no existe ninguna ruta 
entre los nodos i y 4 (para i=1 ,2,3); esto puede verificarse facilmente en Ia red 
siguiente. 

Figura 6.9 

El Algoritmo de Floyd se puede reformular de Ia siguiente manera: 
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ALGORITMO DE FLOYD 

PASO GENERAL K. Defina el rengl6n k y Ia columna k como rengl6n pivote y 
columna pivote. ,t:.,plique Ia triple operaci6n a cada elemento dij en Dk-1 para todo i y j. 
Si Ia condici6n dik+ a~q < diJ (i etc k, j etc k, i etc j) se satisface, haga los cambios siguientes: 

a) Crear Dk reemplazando diJ en 0,.1 con dik + dki. 
b) Crear Sk reemplazando sii en Sk-1 con k. 

Esto se puede ver facilmente como sigue: El rengl6n k y Ia columna k son Ia columna 
y el pivote actuales. 

El rengl6n i representa cualquiera de los renglones 1, 2, ... , y k-1 
El rengl6n p representa cualquiera de los renglones k+1, k+2, ... , n 

La columna j representa a las columnas 1, 2, ... , k-1. 
La columna q representa a las columnas k+1, k+2, ... , n. 

1 - Si dik + d~q < d,i, reemplace dii con dik + dki y cambie sii por k. 
2.- Si dik + dkq < diq, reemplace diq con dik + dkq y cambie siq pork. 
3.- Si dpk + dk1 < dPJ• reemplace dp1 con dpk + dki y cambie sp1 pork. 
4.- Si dpk + dkq < dpq. reemplace dpq con dpk + dkq y cambie spq pork. 

Rengl6n i 

~ englon Pivote k 

Fi:engl6n p 

Columna 
Columna Pivote Columns 

,------'.)- k q 

Figura 6.10 

Despues de n pasos, podemos determinar Ia ruta mas corta entre los nodos i e J de 
las matrices Dn y S,. usando las siguientes reglas: 

1. De Dn, du da Ia distancia mas corta entre los nodos i e J. 
2. De Sn, determinar el nodo intermedio k=sii· el cual proporciona Ia ruta i-~k~j. 

Si sik=k, detener; todos los nodos intermedios de Ia ruta han sido hallados. De 
otra forma, repetir el procedimiento entre los nodos i y k. 
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EJEMPLO 6.4 

Para Ia siguiente red, encuentre las rutas mas cortas entre cada par de nodos. Las 
distancias estan dadas en los arcos. El arco (5, 6) es direccional, por lo que no se 
permite flujo del nodo 6 al nodo 5. Todos los otros arcos permiten flujos en ambas 
direcciones. 

Figura 6.11 

lteraci6n 1 . 

Las matrices Do y So proporcionan Ia representaci6n inicial de Ia red. Note que d6s=oco 
debido a que no se permite el trafico del nodo 6 al nodo 5. El rengl6n y Ia columna 
pivotes son dados por el primer rengl6n y Ia primer columna (marcados). k=1. 

Do So 

2 3 4 5 6 I 2 3 4 5 6 

0 3 10 ·X) :X •XJ 'I-, 2 "' 4 5 

:1 
.) 

! 
2 3 0 </:) 5 OC; 20 2 1 2 3 4 5 

I 

3 10 OC• 0 6 15 oc 3 l 2 3 4 5 
I 

4 oc 5 6 0 4 10 
1
i 

T 
2 3 4 5 

:J 5 oc oc 15 4 0 s! 2 3 4 5 

6 X 20 cc 10 cc o! 6 l 2 3 4 5 

En Ia matriz D0, los elementos d23 y d32 son los unicos que pueden ser mejorados. 
Por lo tanto, para obtener D, y s, de Do y So: 

1. Reemplace d23 con d21 + d13 = 3 + 10 = 13 y haga S23 = 1. 
2 Reemplace d32 con d31 + d12 = 10 + 3 = 13 y haga S32 = 1. 

Estos cambios se muestran en o, y S,. 
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_lteraci6n 2 

Haga k=2. Los camoios en los elementos de 0 1 se rnuestran en 02 y S2 

o, s, 

2 3 4 5 6 '") 3 4 5 6 ~ 

II 0 3 10 X X X l : l 2 3 4 5 6 

2 3 0 13 5 X 20 2 1 2 4 5 6 

3 10 13 0 6 15 X 3 1 3 4 5 6 

4 L ~ 6 0 4 10 4 2 3 4 5 6 

5 ·x: "f._ 15 4 0 5, 5 2 3 -+ 5 6 

6 X 20 X 10 x, 01 () '") 3 4 5 6 -

lteraci6n 3 

Fije el rengl6n y Ia columna pivotes en k=3. 

02 s2 

1 ~, 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 L. 

0 3 JO 8 oc 231 2 -, 2 5 2-1 
.) 

2 3 0 l3 5 X 20 2 2 4 s 6 

3 10 13 0 6 15 33 i 3 3 4 5 2 

4 8 5 6 0 4 lO 4 2 
.., 

3 4 s 6 

5 XJ X l5 4 0 si 5 l 2 3 4 5 6 

6l23 20 33 10 X' o: 6 2 '") 2 4 5 6 L. 

lteraci6n 4 _ 

Fije el rengl6n y Ia columna pivotes en k=4. 

03 s3 
2 3 4 5 6 '") 3 4 5 6 -

!'" 0 3 10 8 25 23l 2 , 2 3 '") 
.) L. 

2 3 0 :3 5 28 20: 2 2 4 3 6: 

3 10 13 0 6 IS 33' 3 3 4 5 2 

4 8 s 6 0 4 JO I 4 2 2 3 4 5 6 

5 25 28 iS 4 0 s1 5 3 3 3 4 5 6 

6 23 20 33 10 48 0 6 2 2 2 4 3 6 
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lteracion 5. 

Fije el renglon y Ia columna pivotes en k=5. 

04 s4 
2 3 4 5 6 2 3 4 5 6 

I r 0 3 10 8 12 18l 2 " 2 4 4-'1 
! 

.) 

")I 151 -I 3 0 11 5 9 2 2 4 4 4 4! 
31 10 11 0 6 10 161 3 4 3 4 4 4! 

41 8 5 6 0 4 10 1 
4 2 2 3 4 5 6! 

5i 12 9 10 4 0 5! 5 4 4 4 4 5 61 
l I 

6i 18 15 16 10 14 oi 6 4 4 4 4 4 6 - J 

lteracion 6. 

Fije el rengl6n y Ia columna pivotes en k=5. Como muestra Ia matriz 0 5 , ya no es 
posible mejorar ninguna de las rutas. Par lo tanto, 0 5 y S5 son las matrices optimas 
para Ia red. 

Ds Ss 

2 3 4 5 6 2 3 4 5 6 

0 3 10 8 12 171 ") 3 2 4 Sl L 

I sl 2 3 0 l l 5 9 141 
..., 2 4 4 4 - I 

3 10 II 0 6 10 151 3 I 4 " 4 4 5j .) 

41 8 
5 6 0 4 9: 4 2 2 " 4 5 5· I 

.) 

I 

5 12 9 10 4 0 5I 5 4 4 4 4 5 6 

6l18 15 16 10 14 oJ 6 4 4 4 4 4 6 

Estas matrices contienen toda Ia informacion necesaria para determinar Ia ruta mas 
corta entre todo par de nodes en Ia red. Par eJemplo, Ia distancia mas corta entre el 
nodo 1 y el nodo 6 es d1s=1?. Para determinar Ia ruta, sea cada segmento (i, j) una 
ruta directa si Sij=j, de otra manera i y j estan ligadas por al menos otro nodo 
intermedio. 

Como S1e=5 y sse=6, Ia ruta esta dada 1nicialmente por 1 ~5-~6. Como S1s*5, el 
segmento (1, 5) no es una ruta directa y necesitamos determinar sus nodes 
intermedios; dados s1 5=4 y s45=5, Ia ruta 1----)5 es reemplazada par 1 ~----)5 y como 
s14=2 y s24=4, 1~ es reemplazada por 1----)2~. Finalmente, tenemos S12=2 y no 
existen mas nodos intermedios, lo que implica que 1----)2~----)5-~6 es Ia ruta optima y 
Ia distancia asociada a Ia ruta es 17. 
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Otra manera de resolver el problema de ruta mas corta es usando programaci6n 
dinamica como se rnuestra en Ia siguiente secci6n, 

6.4 PROBLEMA DE RUTA MAS CORTA CON PROGRAMACION DINAMICA 

La programaci6n d1namica es un procedimiento de optimizaci6n que es aplicable 
particularmente a problemas que requieren una sucesi6n de decisiones 
interrelacionadas. Cada decision transforma Ia situaci6n actual en una situaci6n 
nueva, Una sucesi6n de decisiones, que a su vez producen una sucesi6n de 
situaciones, que buscan maximizar (o minimizar) alguna medida de valor. El valor de 
Ia sucesi6n de decisiones generalmente es igual a Ia suma de los valores de 
decisiones individuales y situaciones en Ia sucesi6n. De esta forma se puede 
plantear al problema de encontrar Ia mejor trayectona de un Iugar a otro. 

PROBLEMA DE TRA YECTORIA SIMPLE 

Suponga que vive un una ciudad cuyas calles se encuentran como en Ia figura 
siguiente: 

Figura 6.12 

Todas las calles son de un solo sentido y los numeros representan el esfuerzo (que 
usualmente es tiempo, pero algunas veces costo o distancia) requerido para 
atravesar cad a bloque o cuadra individual. Si usted vive en A y quiere llegar a 8 con 
el mfnimo esfuerzo total. Se puede resolver este problema enumerando todas las 
trayectoria posibles de A a B. Sumando los esfuerzos bloque por bloque para cada 
trayectoria y positivamente escogiendo Ia menor suma. 

Sin embargo hay 20 trayectorias posibles de A a B ((.Por que?). 

Si enumeramos las calles de Ia siguiente manera: 



Figura 6.13 

Se pone un 1 en A pues para llegar a hi solo hay una posibilidad (de hecho se va a 
salir de ahi). Oespues se pone un 1 en cada esquinas inrnediata porque solo hay una 
forma de ir a elias desde A, dos en Ia siguiente esquina pues hay 2 formas de llegar 
a ella y asl en cada esquina se pone Ia suma de los dos numeros mas cercanos 
situados sobre el o los caminos que conduzcan hasta ella. 

Si cortamos a Ia mitad esta figura y Ia rotamos: 

Figura 6.14 

Los numeros de este triangulo son los numeros del triangulo de Pascal; entonces, el 
algoritmo para contar el numero de trayectorias mlnimas que bajan desde Ia cuspide, 
no es otro que el metodo usual para construir el triangulo de Pascal. 

Entonces para una red de nxm el numero de trayectorias posibles de A a B es igual 
al numero de combinaciones de n+m elementos tornados den en n. 

n+m 

n 
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Si n=m se tiene: 

(::,)1 (2(3))1 6' 6x5x4 120 
CCC 20 

r.l n! 31 31 31 31 3x2 6 

Si se toma una red de 30x30 son 2000 anos. 

Se t1ene entonces 20 caminos de A a B y 5 sumas que producen Ia suma de 6 
numeros a lo largo de Ia trayectoria, asi 100 sumas podrian producir las 20 sumas de 
las trayectorias a ser comparadas. Ya que una comparacion produce el menor de 2 
numeros, una comparacion adicional (de ese numero con un tercero) produce el 
menor de 3, y asi sucesivamente. Las enumeraciones completan esta solucion del 
problema. 

Sin embargo se puede resolver este problema usando programacion dinamica. 

LA SOLUCION DE PROGRAMACION DINAMICA 

Para desarrollar el problema en terminos de programacion dinamica, razonamos de 
Ia siguiente fom1a: "No se si voy a avanzar diagonalmente hacia arriba o 
diagonalmente hacia abajo desde A, pero si solo conozco 2 numeros adicionales, -es 
decir el esfuerzo total requerido para ir de C a B porIa mejor trayectoria (el min1mo 
esfuerzo) y el esfuerzo requerido de ir de 0 a B por Ia mejor trayectoria- puedo 
entonces hacer Ia mejor seleccion desde A". 

Oenotamos el minirno esfuerzo desde CaB por Sc y el minimo esfuerzo desde 0 a 
B por S0 , se pue<je entonces aumentar el esfuerzo de 1r de A a C a Sc, obteniendo 
asi el esfuerzo requerido de Ia mejor trayectoria de ir de A a B usando C. Lo mismo 
se hace con Soy finalmente se comparan estas 2 sumas para encontrar el min1mo 
esfuerzo y Ia mejor decision. 

Por supuesto, todo esto presupone el conocimiento de los numeros Sc y So. Sin 
embargo, una de las ideas centrales de Ia programacion dinamica se ha establecido 
ya que solo el esfJerzo a traves de las mejores trayectorias desde C y desde 0 hacia 
B son relevantes para los calculos y el esfuerzo a lo largo de las otras 9 trayectorias 
respectivas desde C y 0 a B nunca necesitan calcularse. Esta observaci6n a 
menudo se conoce como el principia de optimalidad y se estabiece como sigue: 

Principio de Optimalidad 

La mejor trayectoria de A a B tiene Ia propiedad de que cualquiera que sea Ia 
decision inicial en />,, Ia trayectoria remanente a B, comenzando desde el siguiente 
punto despues de A, debe ser Ia mejor trayectoria desde ese punto a B. 
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S-
L: 

s~" 

Sc 

Sc 

So 

SA 

Sea Sc y So como ya se habia mencionado, podemos citar el principia de optimalidad 
para justificar Ia formula: 

(J+S. 
sl =mm~ c. 

. l0-t-SD 

donde SA es el minimo esfuerzo de ir de A a B y el slmbolo "min [ ]" significa "el 
men or entre x e y". 

La segunda idea importante es: Mientras los dos numeros Sc y So son desconocidos 
para nosotros, inicialmente podemos calcular Sc si conocemos SE y SF (los 
esfuerzos minimos desde E y F para llegar a 8 respectivamente) y remitiendonos al 
principio de optimalidad escribimos: 

asi mismo: 

" . [7 + SE s[l =mm\ 
l3 + ,')'r; 

Asi continuamos con SE, SF y SG sino los conocemos, los podemos calcular si SH. S1, 
SJ y SK se conocen y continuamos con este razonamiento hasta llegar a 0 y P, 
trabajando hacia atras desde 0 y P hasta A tenemos: 

'2 ' SH -- 2 ~ 10 s L =- 5 ,_ s 0 -- 7 
min ) 9 -

1 1 = sl 1 + 8 s H 3 s L 10 +-- = + = ,_ 

' 1 + sl 1 + 8 [2 + So -- 2 + 2 
-- min < 8 SM -- min 

l8 1\2 + s J = 2 + 6 + s p - 8 --r 1 

r5 + s = 5 ~ 6 s N 4 -t s p - 5 
min ) 11 

~ S" - 4 -+ 7 '3 -+- 3 + 7 

4 

l 4 S L sl min ' 8 j5 SE: 5 9 
= ;4 i-- -- + SM 4 j 4 

min 12 
-,- -

l4 ' s= 4 ·- 8 ,2 SM 2 4 + t 

! 7 S~ 7 8 s j -- min 
'[2 

- 6 
+ SN 2 5 min -! 14 + + = 

l3 t S c; - 3 -+ 11 s K 2 s N 2 5 7 -- + - + ---

r 1 + 
,..., 

1 12 .:;, c = t 

min ~ 0 13 
+ So = 0 + 14 

\ 
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Como Ia mejor trayectoria de SA=13 desarrollamos una suma en cada punto H, L, 0, 
K, N y P (que son 6 puntos) donde solo fue posible una decision y desarrollamos 2 
sumas y una comparacion por cada uno de los 9 puntos remanentes donde las 2 
decisiones iniciales fueron posibles. Esto da 24 sumas y 9 comparac1ones, lo cual 
contrasta con 1 00 sumas y 19 comparaciones usando enumeracion exhaustiva ( o 
fuerza bruta) 

Una vez que conocemos el esfuerzo total queremos saber cual es Ia trayectoria, esta 
se obtiene facilmente fijandonos en las 2 primeras decisiones y buscando el minimo 
en nuestro calculo previo. 

Si denotamos x un nodo inicial cualquiera y Px el nodo posterior al nodo x en Ia 
trayectoria optima desde x a B entonces se tiene: 

PM=O ya que 2+S0 fue menor que 8+Sp 
P1=M ya que 4+SM < 3+SL etc. 

Asi, se tiene que: 

Po= B PP = B 
PL = 0 Pw = 0 PN = P 
PH = L P, = M p j = M PK = N 
PR = I PF = J PG = J 0 K 
Pc = F PD = G 
PA=C 

La mejor trayectoria es: 

Sumando las distancias a lo largo de Ia trayectoria se tiene 

1 +4+2+2+2+2= 13 

que es igual a SA. 

TERMINOLOGIA. 

La regia que asigna los valores a varios subproblemas es Ia funcion de valor optimo 
(en este caso S). 

El subindice de S -por e;emplo, SA- es el argumento de Ia funcion S y cada 
argumento se refiere a un subproblema en particular (por Ia definicion de S, en este 
caso A significa Ia mejor trayectoria de A a B que es deseada). 
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La regia que asocia Ia primer mejor decision con cada subproblema -Ia funcion P- es 
Ia funcion de politica optima. 

El principio de optimalidad produce una formula o un conJunto de formulas relativas a 
varies valores deS. Esta formula es Ia relacion de recurrencia. Finalmente, el valor 
de Ia funcion de valor optimo S para ciertos argumentos se supone obvia del tipo de 
problema y de Ia definicion de S que no requieren calculos Estos valores obvios se 
conocen como condiciones de frontera a S. 

En este caso: Sea 

Sx::; trayectoria mas corta de x a B 
X= A, C, D, ... 
Ss=O (Condicion de frontera) 

Ecuaciones Recursivas. 
don de 

Cxy = longitud del nodo x al y 
Cxz = longitud del nodo x a! z 

ademas se tiene Ia longitud minima de todo nodo a! nodo B. 

6.5 NOTAS HISTORJCAS 

El problema de Ia ruta mas corta y sus generalizaciones tienen una voluminosa 
literatura. Como una guia al respecto hasta antes de 1984, remitimos al lector a Ia 
extensa bibliograffa compilada por Deo y Pang (1984). En este escrito presentamos 
algunas referencias selecc1onadas; referencias adicionales pueden encontrarse en 
los artfculos de Ahuja, Magnanti y Orlin ( 1989, 1991 ). 

El primer algoritmo de etiquetado fue sugerido par Dijkstra (1959) e, 
independientemente, par Dantzing (1960) y Whiting y Hillier (1960). La 
instrumentacion original del algoritmo de Dijkstra corre en un tiempo de O(n2

), el cual 
es el tiempo optima de corrida para redes completamente densas [aquellas con m = 
n (n2

)] debido a que cualquier algoritmo debe examinar todos los areas. 

Ademas, el usa de apilamientos nos permite obtener mejores tiempos de corrida para 
redes esparcidas. El usa del apilamiento-d del algoritmo de Dijkstra con d = max {2, 
[m/n]} corre en un tiempo de O(m logctn) y fue hecho por Johnson (1977a). El usa del 
apilamiento de Fibonacci hecho por Fredman y Ta~an (1984) corre en un tiempo de 
O(m + n log n). Johnson (1982) sugirio el usa del algoritmo de Dijkstra O(m log log(;) 
basado en un trabajo anterior de Boas, Kaas y Sijlstra (1977). El algoritmo escalable 
de Gabow (1985) es otro eficiente algoritmo de ruta mas corta. 

El algoritmo de Floyd-Warshall, publicado por Floyd (1962), se baso en el algoritmo 
de Warshall (1962). 
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CAPiTUL07 
PROBLEMA DE FLUJO A COSTO MiNIMO 

7.1 INTRODUCCION 

En este capitulo se analiza el problema de una red de flujo donde se tienen 
capacidades en los arcos y se desea enviar flujo a costo minimo. Se veran tres 
algoritmos, el primero de ellos se refiere al uso de Ia programaci6n lineal y el metodo 
simplex, que se adaptara al problema de redes. El segundo metodo se refiere a Ia 
eliminaci6n de circuitos negatives y, finalmente, el tercero se basa en rutas mas 
cortas. El problema de flujo a costo minimo generaliza el modelo de fiUJO max1mo en 
4 aspectos: 

1. Todos los arcos son dirigidos 
2. Un flujo de costo unitario esta asociado con cada arco. 
3 Los arcos pueden tener capacidades minimas y maximas. 
4. Cualquier nodo en Ia red puede actuar como nodo fuente (con oferta) o como 

nodo destine (con demanda) 

El objetivo de este modelo es determinar los flujos en los diferentes arcos que 
minimizan el costo total mientras satisfacen las restricciones de flujo en los arcos y 
las cantldades de oferta y demanda en los nodos. 

Sea Ia red con restricciones de capacidad G = (N,A) donde N es el conjunto de 
nodos yAel conjunto de arcos. 

xii = La cantldad de flujo del nodo i al nodo j 
uii(lii) = Capacidad superior (inferior) del arco (i, j) 
e;i= Unidad de costo del flujo del nodo i al nodo j 
f1 = Flujo neto en el nodo i 

Esto se puede ver en Ia red de Ia figura siguiente: 

[ r 1 1 [ i J j 

(~)f---$_c_IJ --~•(~~~ 
'--J (lij, UiJ) . ___ ./ 

xij 

Figura 7.1 

La etiqueta [fi] supone un valor positive (negative) cuando se tiene una oferta 
(demanda) asociada al nodo i. 



EJEMPLO 7.1 

MASECA debe distribuir maiz de tres silos a tres granjas. Las cantidades de oferta 
en los tres silos son 100, 200 y 50 toneladas y Ia demanda de las tres granjas es de 
150, 80 y 120 toneladas. MASECA usa principalmente ferrocarril para transportar el 
maiz a las granjas con excepci6n de tres rutas que usan trailers. La siguiente red 
muestra Ia problematica: 

[100] 

$1 

$6 

[200] 

Figura 7.2 

[-150] 

[-180) 

$2 

(100, 120) 

$4 

[-120] 

Los nodos 1, 2 y 3 representan los silos con sus respectivas ofertas. Las granjas 
estan representadas por los nodos 4, 5 y 6 cuyas demandas estan representadas 
por [-150], [-80] y [-120]. Las rutas permiten transporte entre los silos. Las rutas de 
los trailers estan representadas por (1, 4), (3, 4) y (4, 6). Las capacidades en las 
rutas estan dadas en terminos de las toneladas a transportar (asociadas a Ia 
capacidad de los trailers); por ejemplo, en Ia ruta (1, 4) se tiene entre 50 y 80 
toneladas. Las otras rutas que usan tren tienen capacidad ilimitada. Los costos de 
transportaci6n por tonelada estan indicados en los arcos. 

La soluci6n optima sera el flujo a costo minimo en los diferentes arcos que satisfagan 
las restricciones de flujo en el modelo. 

7.2 FORMULACION DE PROGRAMACION LINEAL 

El modelo de Ia red con capacidad limitada se puede formular como un modelo de 
programaci6n lineal. 

Sujeto a 

min z =I Icijx,, 
(i,j)EA 

I X ;k - I X ij = f; j E N 
(1,j)EA (i,j)EA 
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La ecuaci6n para el nodo j mide el flujo neto fi en el nodo j como: 

(flujo que sale del nodo j) - (flujo que entra al nodo j) = fJ 

El nodo j es un nodo fuente si fi > 0 yes sumidero si fi<O. 

Podemos quitar Ia cota inferior Iii de las restricciones usando Ia sustituci6n: 

Ahora tratamos con XJ/ como una nueva variable de flujo cuyo limite superior es uii
Iii· Adicionalmente, el flujo neto en el nodo i se convierte [fi] - Iii mientras que el nodo j 
es [f1] + lj1. 

Esto lo podemos ver en Ia figura siguiente: 

[ f I ] [ f j J 

~' $::ij 8 "'I j--------~ J 
---- (IIi, UiJ) '·-

XIJ 

['I ] -liJ [ f J ] + Iii 

( i )---$C_IJ __ --.i·(~~) 
~ (UiJ- lij) -.____/ 

){Jj 

Figura 7.3 

Escriba el prograrna lineal para Ia red del ejemplo 7.1 antes y despues que las cotas 
inferiores se han sustituido. 

min z= 3x12 + 4x13 + X14 + 5x23 + 6x2s + X34 + 2x3s + 2X46 + 4Xse 
s. a: 
nodo 1 -x12 + Xn + X14 
nodo 2 - X12 + X23 + X2s 

- X13 - X23 + X34 + X3s nodo 3 
nodo4 
nodo 5 
nodo 6 

- X14 - X34 + ~6 

cotas inferior y superior: 

- X25 - X35 + Xse 

50::; X14::; 80 
70::; X34::; 120 

100::; ~6::; 120 

- X46 - Xse 

= 100 
= 200 
= 50 
=-150 
=- 80 
=-120 



Si lo escribimos en formato de tabla 

X12 X13 

min 3 4 
nodo 1 1 1 
nodo 2 - 1 
nodo 3 - 1 
nodo 4 
nodo 5 
nodo 6 
cotas inf. 0 0 
cotas sup. w oc 

- 1 

1 
- 1 

50 0 
80 oc 

Sustituyendo las variables: 

X12 

min 3 
nodo 1 1 
nodo 2 -1 
nodo 3 
nodo4 
nodo 5 
nodo6 
cotas sup. oc 

-1 

oc 

- 1 

1 
-1 

30 rx· 

- 1 

0 

X34 XJs 
1 2 

1 
- 1 

- 1 

70 0 
120 oc 

X14 = X14' + 50 
X34 = X34' + 70 
~=~· + 100 

1 
1 1 

- 1 
-1 -1 

><46 Xs6 
2 4 

1 
- 1 - 1 
100 0 
120 oc 

><46 Xs6 
2 4 

1 
1 

- 1 -1 
20 X 

= 100 
= 200 
= 50 
=- 150 
-- 80 
=- 120 

= 100 
=200 
= 50 
=-150 
=- 80 
=-120 

La red correspondiente despues de que se han sustituido las cotas inferiores se 
muestra en Ia figura 7.4 

Figura 7.4 



Note que Ia sustituci6n de cotas inferiores se puede efectuar directamente de Ia 
figura 7_3 a Ia figura 7.4 

El siguiente ejernplo proporciona una ilustraci6n de un modelo de redes que 
inicialmente no satisface el requerimiento de flujo en nodos, esto es, que el flujo que 
sale menos el que entra no es igual al nodo neto de Ia red, pero se puede convertir a 
esta estructura a traves de manipulaciones especiales de las restricciones en el 
programa lineal. 

EJEMPLO 7.2 

La agenda de ern pleas "EI Em plea Segura", tiene un contrato para proporcionar 
trabajadores para los pr6ximos cuatro meses (de enero a abril) de acuerdo con el 
siguiente calendario: 
Mes Enero 
Numero de Trab_ 100 

Febrero 
120 

Marzo 
80 

Abril 
170 

En general, debido a Ia demanda ern3tica, podria resultar econ6mico tener mas 
trabajadores que los necesarios en un mes determinado. La agencia estima que el 
costa par reclutar y mantener trabajadores es una funci6n del periodo de empleo 
como se muestra en Ia tabla siguiente: 

Periodo de empleo (meses) 
costa par trabajador ($) 

1 2 
100 130 

3 4 
180 220 

Sea xiJ = numero de trabajadores contratados al inicio del periodo i y terminado al 
inicio del mes j. 

Par ejemplo, x12 nos da el numero de trabajadores contratados en Enero par solo un 
mes. 

Para poder plantear el problema de programaci6n lineal para un periodo de cuatro 
meses, necesitarnos definir Ia variable que representa contratar en abril para abril. 
Esto se logra aumentando el mes de mayo (mes 5), tal que ><45 definira Ia variable 
deseada. Naturalmente, mayo no tiene demanda. 

Las restricciones reconocen que Ia demanda para algun periodo k puede 
satisfacerse par todas las x.;J tales que is.k<j. Sean Si::::: 0 las variables de exceso del 
numero de trabajadores en el mes i, el programa lineal esta dado par: 
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.~---.--=-=r=--.=-,----===---=-.-~ =-==--o---'""...-=-=-----T=-=--~T-=------..,.---'-=-~-""- -'--,---==--~-~----'--"-=.o_-r --_::._ -----'---"--=.----= --=--~-- -· -- -"-- .;.-.,--.::_ I --- _:! 

: X12 i x13 ~ X14 : X1s 
1 

x23/ X24 : X2s i x34 ' x3s : Ns s1 s2 i s3 i s4 
1 
--~ 

L1_~0 ! 130 ; 180 ! 220 [1 00 i 130 : 180 ' 1 00 1 130 • 1 00 - --- ·--.. I j . l ~~_ir_l_J 
11
Enero !. 1 

1

• 1 1 1 i -1 ! 1 00 f 

ii Feb. i 1 1 1 1 1 1 -1 i 120 1 

'i Mar J 1 1 1 1 1 ) 1 ! -1 1 30 : 
11 Abril i ' ! 1 ' 1 1 1 · 1 -1 170 
L_=-~---~- 1-===o"---=--=-" _ _i_ , _ L _--=co--=-- --~----=....=.--=-L--==-=--'----"-L __________ _ 

El programa lineal anterior no t1ene Ia estructura especial ( -1 + 1) de Ia red de f'luJO. 
Sin embargo, notamos que dado un programa lineal satisface dos condicwnes 
especiales: 

1 . Los coeficientes de las restricciones de cada variable son cero o uno 
2. Todos los numeros unos son consecutivos (no intervienen ceros). 

El programa lineal con n ecuaciones que satisfaga esas propiedades se puede 
convertir en un modelo de flujo equivalente a traves de efectuar las sigUientes 
manipulaciones aritmeticas: 

1 Crear una nueva ecuaci6n n+ 1 , multiplicando Ia ecuaci6n n por -1 
2. Dejar Ia ecuaci6n 1 sin cambio. 
3. Para i=2,3, .. ,n reemplace cada ecuaci6n icon (ecuaci6n i)-(ecuaci6n i-1) 

La aplicaci6n de estas manipulaciones algebra1cas se pueden ver en Ia siguiente 
tabla 

Nota: en esta tabla los espacios en blanco representan ceros en las columnas. 

Usando Ia formulaci6n anterior, el modelo se puede representar 
equivalentemente porIa red de costo de flujo mfn1mo en Ia figura 7 5 



Figura 7.5 

l-40) 

- ---- ----+i, ~-

eo 

(~~r--=----_ ------
1CC 

190! 1- ~ lDl 

1.:::,(1 

7.3 ALGORITMO SIIVIPEX PARA REDES CON CAPACIDADES EN LOS ARCOS 

El algoritmo simplex para redes con capacidades en los areas esta basacJo en 
los pasos del metoda simplex regular El "nuevo" metoda. sin embargo, exploia Ia 
estructura especial del modele de costa minima de Ia red. 

Dada f1, el flujo neto en el nodo i se define en el programa l1neal como en Ia 
secci6n 7.2, el algoritmo simplex para Ia red capacitada estipula que Ia red 1Jebe 
satisfacer Ia condici6n 

,, 
) I-' (I 
"--.. I i ~ 

Esta condici6n dice que Ia demanda total en Ia red debe ser igual a Ia demanda 
total. Podemos satisfacer siempre esta condici6n aumentando un nodo desi:1no 
conectado a todos los otros nodes en Ia red y que tenga en los areas un ·::osto 
cera, y capacidades ilimitadas. Note que el balanceo de Ia red no garantiza que 
el modele tendra una soluci6n factible. 



ALGORITMO SIMPLEX PARA REDES 

Prop6sito: Resolver el problema de redes a costo minima 

PASOO 

PAS02 

Descripci6n 

Determine una soluci6n basica factible inicial en los areas, para Ia 
red. Vaya al paso 1 

Determine un arco (variable) entrante usando Ia condici6n de 
optimalidad del metoda simplex, si Ia soluci6n es optima detenqase, 
de otra forma vaya al paso 2. 

Determine el arco (variable) saliente usando Ia condic16n de 
factibilidad d13l metoda simplex. Cambie Ia base y vaya al paso 1 

Un nodo n con flujo neto igual a cero, f1 + f2 + .. +fn = 0 consiste de n-1 
restricciones independientes Asi, una soluci6n basica asociada debe incluir n-1 
areas. Recuerde que una soluci6n basica corresponde s1empre a un arbol de 
expansion en Ia red. Esto significa que el conjunto de arcos que definen una 
soluci6n basica no puede !ncluir circuitos. 

El area que entra (Paso 1) esta determinado al calcular sus coeficientes objetivo 
ziJ - cii para todos los arcos no basicos actuales (Lj), si se cumple que para toda 
ziJ - Cq :e.O, entonces Ia base actual es optima. En otro caso, seleccionamos el 
arco no basico con el mas positivo de los z,J - c,J para entrar a Ia base. 

Los calculos de ziJ - cii estan basados en el uso de Ia dualidad exactamente como 
se hace en el modelo de transporte Usando el modelo de programac16n lineal de 
Ia secci6n 7.2 sea w, Ia variable dual asociada con Ia restricci6n del noclo 1. 

entonces el problema dual asociado con las restricciones pnncipales (excluyendo 
las cotas superiores) esta dado por: 

max z · ' 1· w L·' i 

Sujeto a 
Wi- WJ <·ciJ 

wi irrestricta 
(i,j)cA 
i = 1 ,2, .,n 

de Ia teoria de Ia programaci6r, lineal tenemos 

w, - Wj = c,J para el arco basico (i,j) 



ya que el prograrna lineal orig1nal tlene una restncc16n redundante por def1n1C10n, 
podemos asignar un valor arbitrano a una de las variables duales. Por 
conveniencia, asumiremos que w1 = 0 Podemos entonces resolver las 
ecuaciones basicas w; - wJ = ciJ para determinar los valores duales remanentes. 
Subsecuentemente podemos calcular zl) - ciJ para ias variables no basicas como 

El unico detalle es como se determina Ia variable que sale. 

_EJEMPLO 7.3 

Una red de agua conecta dos plantas desalinadoras a dos ciudades La oferta 
total diaria de las dos plantas es de 40 y 50 millones de galones y las demandas 
diarias de las ciuclades 1 y 2 son 30 y 60 millones de gaiones Ambas plantas 1 y 
2 tienen rutas directas a cada ciudad. El agua desalinada de las plantas se 
puede transportar de Ia planta 2 a una estaci6n especial de bon-ll)eo. 
Adicionalmente, Ia planta 1 esta unida a ia planta 2 y Ia ciudad 1 a Ia c1udad 2 El 
modelo esta balanceado porque Ia oferta en los nodos 1 y 2 es igual a Ia 
demanda en los nodos 4 y 5. 

La figura siguiente muestra Ia red 

Plantas Ciudades 

Figura 7.6 

lteraci6n 1 

PASQ_Q~_.!}terminac)Qn de una soluci6[1 basica factible inicial 

Nuestra primera tarea es encontrar un arbol de expansion factible. El arbol en Ia 
figura sigUiente, f1gura 7.7 se obtuvo por inspecci6n 



Otra forma de obtener!o es a traves de encontrar las columnas i1nealrnente 
independientes en Ia matriz de incidencia. 

-----..... 

rftll-- 6 

I 

I 

I 
i41 

Figura 7.7 

Z1::- Cc; = (·5)-3 = 2 

z2,, - c~, = -5- ( -1 ~i )· I = 9 

z., •. - c4,_ = -5-( -1 5) -4 = 6 

el arco (2,5) alcanza su cota superior en 
30. sustituimos x7, = 30 - X;;c'. 

Reduzca x7 , y x," cada una e"l 30. 

Normalmente podriamos usar Ia tecnica de Ia variable artificial para encontrar tal 
soluci6n. En Ia figura 7.7 Ia soluci6n basica factible consiste de los areas ('I ,3), 
(1 ,4), (2,3) y (3,5) con los flujos factibles de 30, 10, 50 y 60 unidades. Entonces 
los areas punteados (1 ,2), (2,5) y (4,5) representan las vanables no basicas. 
Usamos Ia notaci6n x(c) para indicar un flujo de x unidades que se asigna a un 
arco cuya capacidad es c. Los valores por default para x y c son 0 a x 

respectivamente. 

lteraci6n 2 

PASQ1;_Determinaci6n del area entrante 

Obtenemos los valores duales resolviendo las ecuac1ones basicas actuales. 

w1 = 0 
w; - w1 = c;i para (i,j) basica 

entonces 
arco (1 ,3): W1- w3 = 7 implica W3 = -7 
arco (1.4) : w1 - W4 = 5 implica W4 = -5 
arco \2,3) : w2 - w3 = 2 implica w2 = -5 
arco (3,5): w1 - w3 = 8 implica Ws = -15 

Ahara z,1 - c;i para las variables no basicas es 

arco (1 ,2}: w1- w2- c12 = 0 -(-5)- 3 = 2 
arco (2,5): w2 - Ws- C2s = (-5)-(-15)-1 = 9 
arco (4,5): W4- Ws- C4s = (-5)-(-15)- 4 = 6 
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Asi, el arco (2,5) entra a Ia solucion basica. 

PASO 2. Determinacion del arco que sale 

De Ia figura 7. 7, observamos que el area (2, 5) forma un ciclo con los areas 
bas1cos (2. 3) y (3, 5) De acuerdo con Ia definicion del arbol de expansirjr1 no 
puede formarse ningun otro ciclo. 

Como el flujo en 19l nuevo area (2, 5) debe ser incrementado, necesitamos ajustar 
los areas de los ciclos mediante una cantidad igual para mantener Ia factibllidad 
de Ia nueva soluci6n. A fin de lograrlo. identificamos el flujo positivo ( +) ,:;n el 
ciclo mediante Ia direcci6n del flujo del area que entra (es decir. de 2 a 5). 
Despues asignamos (+) 6 (-)a los areas restantes del CICio depend1endo de si el 
flujo de cada area esta en o contra Ia direcci6n del fiUJO del arco que entra !_o 
anterior se muestra en Ia figura 7 7 

A continuaci6n. para determinar el nivel max1mo del flujo en el area que entra (2, 
5), debemos garantizar que: 

1. El nuevo flujo en los areas basicos actuales del ciclo no puede ser 
negativo. 

2 El nuevo flujo en el arco que entra no puede exceder su capacidad. 

La aplicaci6n de Ia regia 1 muestra que los flujos en los areas (2, 3) y (3, 5) no 
pueden disminuir en mas que mln{50, 60} = 50 unidades. La regia 2 estipul<3 que 
el flujo en el area (2, 5) puede incrementarse en, a lo mas, Ia capacidad del area 
(= 30 unidades). Asi, el cambia maximo del flujo en el ciclo es min{30, 50}== 30 
unidades Los fluJOS en el ciclo son. de este modo, 30 unidades en el area (2,5), 
50-30=20 unidades en el area (2, 3) y 60-30=30 unidades en el area (3. 5) 

Debido a que nin9uno de los areas basicos actuales deja Ia base al nivel cero, ei 
nuevo area (2, 5) debe permanecer no basico en una cota superior. Para evitar 
el tratar con areas no basicos que no estan en un n1vel de flujo cera. llevamos a 
cabo Ia sustituci6rr 

Esta sustituci6n se efectua en las ecuaciones de flujo asociadas con los nocjcs 2 
y 5. Considere !a ecuaci6n de fluJo actual 

en el nodo 2: 50+ X12 = Xz3 + X2s 

en el nodo 5 X2s + X3s + X4s = 60 

Entonces, Ia sustituc16n Xzs == 30 - x52 nos da 

l 6 4 



nueva ecuac16n del f!ujo an el nodo 2= 20 + x12 + x52 = x23 

nueva ecuaci6n del flujo en el nodo 5= x35 + x45 = x52 + 30 

Los resultados de estos cambios se muestran en Ia f1gura 7 8. Note c;Le lei 
direcci6n del flujo en el arco (2, 5) es ahora revertida a 5--*2 con x52 = 0, como se 
deseaba. La sustituci6n tambien requiere cambiar el costo unitario del arco (5, 2; 
a -$1 lndicaremos esta direccion inversa en Ia red et1quetando el arco con ur 
asterisco. 

'iil11=0 

I 
I 

'fjj I 

J;"i ·-. 

lteraci6n 3 

r+) ,---·. 
-~/ 4 ',1 (-30] 

.. \ ,' 

:M 

\IIJ'O= -·1 ~ 

Figura 7.8 

Z·:· - c,: = -1 5-( 5 H 1 )" -9 

el arco (4,5) entra en el nivel 5. e1 arco 
(1 ,4) sale con su cota superior y 

sustituimos x 14 = 35 - x -~·. 

Reduzca x13 y Xs:1 cada una en 5. 

La figura 7 8 resume los nuevas valores de z,J - c,J y muestra que el arco i ,;. 5) 
entra en Ia soluci6n basica. Esto define tanto el ciclo asociado con el nuevo arco 
que entra como los signos de sus arcos. 

El flujo en el arco (4, 5) puede incrementarse med1ante el menor de los 
siguientes: 

1. Incremento maximo perm1tldo en el arco que entra (4, 5)=z 
2 Incremento maximo permitido en el arco (1, 4)= 35-30= 5 unidades 
3. Decremento maximo permitido en el arco (1, 3)=- 10 un1dades. 
2. Decremento maximo permitido en el arco (3, 5)= 30 unidades. 

De este modo, el flujo en el arco (4, 5) puede incrementarse a 5 unidades Este 
incremento hara a ( 4. 5) basi co y forzara al arco basico ( 1 , 4) a ser no bas1co en 
su cota supenor (= 35). 

Usando Ia sustituci6n x14 = 35 - x4 1. Ia red cambia como se muestra en Ia f gura 
7.9, con los arcos (1, 3), (2, 3). (3, 5) y (4. 5) formando Ia soluci6n basica del 
arbol de expansion. Note el flujo inverso en el arco (1. 4) y el cambia de su coste 



unitano a -$5. Acemas, convenzase que Ia sustituci6n en las ecuac1ones de f!uJo 
de los nodos 1 y 4 daran 5 unidades netas que entran a cada nodo. 

( )~------------
..... ____ .~ ....... ....._~. 

lteraci6n 4 

4
1 

·1 1 [ -ioJ 
I, I 

I 

'HI '•1-:.:0:I 

Figura 7.9 

Z12- c12 = 0 -(-5)-3 =- 2 
Z41 - C41 = -11--0 -(-5)=-6 

Zs2- Cs2 = -15-(-5)-(-~1; == -9 

el arco (1 ,2) entra al nivel 5. ei arco 
(1 ,3) sale al n vel 0 

lncremente x., por 5 

El c6mputo del nuevo ziJ - c,J para los arcos no basicos (1, 2). (4, 5) y (5, :2; se 
observa en Ia figura 7 9, Ia cual muestra que el a reo ( 1 2) entra a nivel tS y el 
arco (1, 3) se convierte en no basico al nivel 0. La nueva soluci6n se descr:be en 
Ia figura 7.10 

Figura 7.10 

lteraci6n 5 

Z13 -- C13 = 0-(-5)-? -:: -2 
Z41 - C41 = -9- 0 -(-5) == -4 

Zs2- Cs2 = -13-(-3)-(-i) == -9 

Soluci6n optima 
x-.=5,><:-,=0 

X ,, = 35 - 0 = 35 
X-:: 25 

x~, = 30 -0 = 30 
X:os = 25. x,. -= 5 

Casto total S495 

El nuevo zii - cii en Ia figura 7.10 muestra que Ia soluci6n es optima Los vc: cres 
de las variables originates son obtenidos mediante sustituci6n hacia atras ·::omo 
se muestra en Ia 1'igura 7.10 



7.4 METODO BASADO EN LA ELIMINACION DE CIRCUITOS NEGA TIVOS 

El primer paso de este metoda consiste en determinar un fiUJO factible Para ella 
se puede usar el algoritmo de Ford y Fulkerson con una modificacion del cnterio 
de detenci6n del algoritmo. Esta modificaci6n cons1ste en lo siguiente s1 en el 
paso 5, Ia etiqueta f(t) de t mas el valor v' del flujo actual es mayor o igual o:...:e v. 
entonces se modifica el flujo en Ia cantidad v-v' y se termina con el fiUJO de: valor 
v si este no es el caso se realiza otra iteraci6n. 

Observe que si se determina el flujo maximo, usando esta modificaci6n del 
algoritmo de Ford y Fulkerson, y el valor de este es menor que v. entonces el 
problema no tiene soluci6n. Una vez determinado el flujo de valor v se procede a 
"probar" Ia optimalidad. Probar Ia optimalidad consiste en verificar s1 en l:l red 
marginal existen circuitos negatives o no, si no existen, el fiUJO es de costa 
m1nimo; si existe alguno, este se eliminarc3. 

Dicho en otras palabras, si existe un circuito negat1vo en Ia red marginal, se 
determ1na su capacidad incremental y se modifica el flujo a traves del cic!o 
correspondiente, en Ia red original, en esta cantidad para obtener un flujo de 
rnenor costa. Puesto que el nuevo flujo a traves de alguno de los areas del CiCio 
es igual a su capacidad o a cera, el circuito negativo no estara en Ia red ma"glnal 
con respecto a este nuevo flujo; es decir, el circuito fue eliminado. Este 
procedimiento se repite hasta que se hayan eliminado todos los circu1tos 
negatives. En este caso el flujo de valor v actual es de costa minima. 

Note que durante este procedimiento, es necesario determinar Circuitos 
negatives, para determinarlos puede usarse el algontmo de Floyd o el algo!citmo 
general para determinar arborescencias de rutas mas cortas s1 es que existe una 
raiz. 

Recuerde que durante el algoritmo de Floyd se determinan las rutas mas cortas 
entre todo par de nodos, si existen. o se determina algun circUJto negat1vo, 
concluyendo en este caso, que no hay solucion al problema. Es posible 
entonces, emplear este metoda para detectar los circu1tos negatives en Ia red 
marginal o para garantizar Ia no-existencia de estos en el caso de que el 
algoritmo termine con las rutas mas cortas. 



ALGORITMO DE FLOYD 

Prop6sito: Determinar el fluJO a costa minirno de valor v en Ia red r=[X. A, q, ~:]. 

PASO 1 

PAS02 

PAS03 

PAS04 

Descripci6n 

Det~:Jrmine un flujo factible f de valor v mediante el algoritrno de 
Ford y Fulkerson. 

Construya Ia red marginal. con respecto a f. R'(f). 

Mediante algun algoritmo de rutas mas cortas, identifiquese a gt:tn 
circuito negativo en R'(f). Si no existen circuitos negativos, ten~-11nar. 
El flujo actual f es el requerido en otro caso, sea C el cn:c.nto 
negativo. lr al paso 4. 

(i, J) ~ c 

(i) Para todo arco (i, J) G A tal que (i, j) ,c A1 r C, actualizar. 
fiJ = fij + d 

(ii) Para todo arco (i, j) c~ A tal que (i j) ' A2 n C, actualizar 
fiJ = f,J- d 

Con este nuevo flujo ir al paso 2. 

EJEMPLO 7.4 

Determine el flujo a costa minima de valor 5 en Ia red de Ia figura 7.11. 

Figura 7.11 



lteraci6n 1 

PASO 1 
Se aplicara el algoritmo a partir del flujo, de costa 44 Este fluJo se muestra 
nuevamente en Ia figura 7.11 

PASO__l 
La red marginal con respecto a este flujo se muestra en Ia figura 7.12 
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Figura 7.12 

PAS03 
Utilizando el algoritmo de Floyd, se determina el circuito negative 1. s, 2, 3, ·1 de 
costa -2 

PAS04 
De aqui se tiene d = Min {q' 15 , q'52 , q'23, q'31 } = 1. Actualizando el flujo se obtiene 
el definido en Ia figura 7.13 
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lteract6n 2 

La red marginal con respecto a este nuevo flujo se muestra en Ia figura 7.14 AI 
ut!lizar el algoritmo de Floyd se observa que Ia red marginal no contiene ctrcuitos 
negatives, por lo que el flujo de costa 42 definido en Ia figura 7.14 es el t,~.~JO a 
costa minima de valor 5 

Figura 7.14 

·i 1 .I 
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EJEMPLO 7.5 
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12,-5) 

Determtne el fiUJO a costa minima de valor 20 en Ia siguiente red mediante el 
algoritmo basado en eliminaci6n de circuitos negatives. 
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Figura 7.15 



lteract6n 1 

Uttlizando el algoritmo de Ford y Fulkerson se determtna pnmero Ia cadena 
aumentante s, 1, 2, t de capacidad incremental igual a 16 unidades y despUE!S ia 
cadena s, 5, t de capacidad incremental igual a 5 unidades por lo que a travt~!S de 
esta ultima cadena se envfan solo 4 unidades 

PASO f 
El flujo inictal resultante se muestra en Ia figura 7.16 (a). El costa de este flu.:c es 
732. 

PASO_l 
La red marginal con respecto a este flujo se muestra en Ia figura 7.16 (b) ~::n Ia 
cual se ha asociado a cada arco su capacidad y el costa unitano del fiUJJ a 
traves de el, respectivamente. 

PAS03 
Mediante el algoritmo de Floyd se detecta el ctrcuito negative 3. 2, 1, 3 de costo ·-
15, de donde 

PAS04 
d = Min {q'32 , q'21, q'n} = 12. Actualizando el flujo se obtiene el definido en :a 
figura 7.16 ©de costa 732- 15(12) = 552 

lteraci6n 2 

La red marginal con respect a a este nuevo fluJO se muestra en Ia figura 7 1 ·3 (d) 
En ella se ha detectado el circuito negative 5, s, 3, 5 de costa -10 En tonces d = 
min {q' 5s, q' 53 , q' 35} = 4 Actualizando se obtiene el flujo de Ia figura 7.16 t,e) de 
costo 552- 10(4) = 512. 

lteraci6n 3 

La red marginal se muestra en Ia figura 7.16 (f) en don de se identiftca el c.rcuito 
negative t, 2, 1, 4, t de costa -8 Luego, d =min {16, 4, 16, 16} = 4. Actualizando 
se obtiene el flujo de Ia figura 7 16 (g) de costa 512- 8(4) = 480. 

lteraci6n 4 

La red marginal resultante se considera en Ia figura 7 16 (h) E:l esta se tdentifica 
el circuito negattvo s, 3, 5, t, 4, 1, s de costo -4. De donde, d =min {7. 15, 1, 4. 4, 
16} = 1. El flujo que se obtiene es el correspondiente a Ia figura 7.16 (I) de costo 
480-4 = 476. 



\ 

• 

' 

lteraci6n 5 

------ ....__ 

En Ia figura 7.16 (j) se muestra Ia nueva red marginal. En ella se detecta un 
circuito negativo s, 1, 3, s de costo -2. Por tanto d = min {1, 6, 5} = 1. El nuevo 
flujo, de costo 476- 2 = 474, se muestra en Ia figura 7.16 (k) .. ) smmu t:tett 

lteraci6n 6 

te ::;tull stae eo w~oo 13 .(s) at.\ s1~ . · ·-;.1 ne Slt~svm 52 s1nenu~ !s:;:;.n~ ,_ ... 
La nueva red marginal, figura 7.16 (m), no contiene circuitos negativos por lo 
cual el flujo definido en Ia figura 7.16 (k) es el de costo mlnimo de valor 20. 
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7.5 METODO BASADO EN RUTAS MAS CORTAS 
Pnmeramente se determ1nara un fluJO factible de valor v', de cos to mm1mo. 
donde v' es menor que el valor v requerido En general, se utiliza v'=O Para 
determinar este flujo deben eliminarse todos los circUitos negativos que ex1stan 
en Ia red marginal El siguiente paso cons1ste en determinar Ia ruta mas corta p· 
de s a t, en Ia red marginal; de nuevo es posible utilizar con este prop6sito, el 
algoritmo general para determ1nar arborescencias de rutas mas cortas 
presentado en e.1 capitulo 6 

A traves de Ia cadena correspondiente a p· se enviara Ia max1ma can':tdad 
posible de s a t; el nuevo flujo asi definido sera de costa minima por el segundo 
teorema presentado en el capitulo 6 Se procedera de este modo en cada 
iteraci6n hasta a1canzar el valor v requerido. 

Aqui hay que hacer algunas observaciones Si en alguna iteraci6n no ex1ste ruta 
alguna de s a t en Ia red marginal y el valor v' del fiUJO actua, f es menor que v 
entonces no existe ningun flujo del valor requerido ya que, al no existir ruta de s 
a t en Ia red maq~inal, no existen cadenas aumentantes de s a t en Ia red orig1nal 
y por tanto f es el fluJo maximo. Por otro !ado, si v' mas Ia capacidad increm,2ntal 
de Ia cadena encontrada es mayor que v entonces solo sera necesario env1ar Ia 
cantidad v-v' a traves de esta cadena para determinar el flujo deseado. 1:::n el 
algoritmo se denotara como f+k o (P.) al flujo definido en R de Ia SIQL' ente 
manera, donde P es Ia cadena correspondiente a P.: 

ALGORJTMO BASADO EN RUTAS MAS CORTAS 

Prop6sito. Determinar el flujo a costa minimo de valor venIa red 
R = [X, A q, c]. 

PASO 1 

PAS02 

PAS03 

PAS04 

PAS05 

Descripci6n 
Determ1ne un flujo factible f de costa minima de valor 0 en R. 

Construya Ia red marginal, con respecto a f, R'(f). 

Determine Ia ruta mas corta p' des a ten R'(f). 

(i, j) E: p" 

(i) Si el valor del flujo f+d o (P.) es menor que v, actualizar f == f+d 
Cl (P.) e ira 2. 

(ii) Si el valor del flujo f+d 6 (P.) es igual a v. actualizar f = f·id 6 
(P.) y terminar. En este caso f es el flujo a costo minimo de 
valor v. 

(iii) Si el valor del flujo f+d 6 (P.) es mayor que v y v' es el valor de 
f. actualizar f = f + (v-v') 6 (P.) y terminar, ya que f es el ·'lujo 



EJEMPLO 7 6 

Determine el flujo a costa minima de valor 20 en Ia red del ejemplo 2 utilizarco el 
metoda basado en rutas mas cortas. 

lteraci6n 1 

PASQ8_Y2 
Si se define un fiujo igual a 0 a traves de todos los areas de Ia red se obtiene U'l 
flujo de valor 0 de costa minima puesto que Ia red marginal, con respecto a este 
flujo coincide con Ia anginal y no existen en ella circuitos negativos 

PAS03 
Utilizando el algoritmo de Dijkstra se determina Ia ruta mas corta P·: s, 1. 3, 2. t 
de costa 22. 

PAS04 
En este caso d =min {16, 16, 12, 22} = 12. 

PASOS 
Entonces se actualiza el flujo f = f+12 6 (P'); es decir, se aumentan 12 unidades 
al fluJo a traves de los areas (s, 1 ), (1, 3), (3, 2) y (2,t). 

lteraci6n 2 

La red marginal se muestra en Ia figura 7 17 (a) Mediante el algoritmo general 
para determinar arborescencias de rutas mas cortas, se obtiene Ia ruta p· s, 1 
3, 5, t, de costo 23. Luego, d=min{4, 6, 19, 5}=4 Se actualiza f = f+4 o ,;P) 
definiendose, de este modo, el fluJO mostrado en Ia figura 7 17 (b) 

lteraci6n 3 

La f1gura 7.17 (c) corresponde a Ia nueva red marginal p· resulta ser s, 3, 5, t 
de costo 25, de donde d=min{11, 15, 1 }=1 El flujo f+1 6 (P.} se muestra en Ia 
figura 7 17 (d) 

lteraci6n 4 

La red marginal es Ia mostrada en Ia figura 717 (e) p· es: s, 3, 1, 4, t, de costo 
31. De aqu1 d=min{10 16, 16, 16}=10. Puesto que el valor del fiUJO actual es 
12+4+ 1 = 17, solo se envia Ia cantidad 20-17=3 a traves de esta ult1111a cadena; 
es decir, se actualiza f= f+3 6 (P\ De este modo se obtiene el flujo a costo 
minima deseado que se muestra en Ia figura 7.17 (f) 
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Considere Ia siguiente red de flujo: 

I 

i, i 

Figura 7.18 
Determine el flujo maximo a costa minima 

lteraci6n 1 

PASOS 1 Y 2 
El flujo cero en cada arco es optima cuando se demanda un flujo igual a cero en 
el nodo sumidero denotado por el nodo 7. La red marginal es en este caso Ia red 
original y el arbol de rutas mas cortas es 

Figura 7.19 
don de [., .]=, [nodo predecesor, valor de Ia ruta ]. 

PASO_:]_ 
De dicho arbol se observa que Ia ruta mas corta de 1 a 7 es dada por los <3rcos 
(1. 2), (2, 5) y (5, 7); y que el flujo maximo que llega al nodo sumidero es 

PAS04 
Ah =min {10a'1, a sa 10, 8a.sa'10, 8a.10} 

=min {10(1/4)(1/3)(1/2), 8(1/3)(1/2). 8(1/2)} = 10/24 



PASO 5 
Asimismo. el flujo en cada arco es: 

f1 = AFr/a.1a'sa.1o = 10 
fs = AFr!a'sa.1o = 5/2 
(10 = AFr/a'10 = 5/6 

y cera en el resto de los areas 

lteraci6n 2 

La red marginal asociada al flujo 6ptimo es: 

,_.14,20,1 l. ,.,,-·-
__.; ~~i ·,1 

[1 ,40] 

Figura 7.20 
El arbol de rutas mas cortas es dado por 
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Figura 7.21 

y el flujo maximo aumentante es 

[3,3DUJ 

5 ) 

5 

AFr = rnin {14(1/2)(1/5)(1/2), 16(1/5)(1/2). 10(1/2)} = 7/10 



E1 nuevo fiUJO en Ia red es. 
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Figura 7.22 

Usando Ia red marginal es inmediato que dicho flujo es el maximo flujo a costa 
mfnimo (pues los arcos (1, 2) y (1, 3) estan en su cota max1ma)_ 

Este algoritmo t1ene una complejidad computacional de O(nU) y tiene Ia 
caracteristica de que mantiene un pseudo flujo x que sat1sface las condiciones 
de optimalidad y aumenta el flujo a traves de trayectorias de ruta mas corta 
desde los nodos fuente hasta los nodos sumidero. En cada iteraci6n resuetve un 
problema de ruta mas corta con costas no negatives y es muy flexible ya que, 
seleccionando cuidadosamente los aumentos en cada arco, se obt:enen 
algoritmos de tiempo polinomiaL 

El algontmo de cancelaci6n de circuitos negatives tiene una complejldad 
computacional de O(mCU). mantiene un flujo factible en cada iteraci(:>n y 
aumenta flujo a lo largo de circuitos negatives. En cada iteraci6n resuelve un 
problema de ruta mas corta con costas no negatives en los areas_ Es rnuy 
flexible ya que als~unas reglas para seleccionar circuitos negatives dan como 
resultado algoritmos de tiempo polinomiaL 



7.6 NOTAS HISTOHICAS 

Dantzig ( 1951) desarrollo el algontmo simplex para redes pa ca el problema de 
transporte sin r<3stricciones de capacidad, a traves de espec1alizar su mE~todo 
simplex de programacion lineal. Prob6 Ia propiedad de arbol de expansion cie Ia 
base y Ia propiedad de variable entera de Ia solucion optima Mas ·:::Jrde 
desarrollo una t•3cnica de cota superior para programacion lineal. lo que IIE:v•) a 
una especializaci6n eficiente del metoda simplex para el problema de fiL:JO a 
costa minima 
El algoritmo simplex para redes gano su actual popularidad en los inic1os de los 
70's, cuando Ia comunidad de lnvestlgaci6n de Operac1ones comenzo a 
desarrollar algoritmos de pruebas usando indices de arbol eficientes Johnson 
(1966) sugirio los primeros indices de arbol, Srinivasan y ~hompson (1973) 
Glover, Karney, Klingman y Napier (1974) implantaron estas ideas encontrando 
que el algoritmo Simplex para redes era sustancialmente mas rapido qu~:: los 
existentes. 

Ford y Fulkerson (1957) desarrollaron los algoritmos primal-dual para el 
problema de transporte con restricciones de capacidad. mas tarde generalizaron 
este metoda para resolver el problema de flujo a costa min1mo desarrollan:lo ei 
algoritmo de rutas mas cortas 

El algoritmo de eliminaci6n de circuitos negat1vos se atribuye a Klein (1967) Tres 
aplicaciones de este algoritmo corren en tiempo polinomial: Ia primera deb1d3 a 
Barahona y Tardos (1989), Ia segunda debida a Goldberg y TarJan (1988) y Ia 
tercera, a Wallac:her y Zimmerman (1991 ). 

~BC 
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