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PROLOGO

La Teoria de Redes es una area dentro de la Investigacion de Operaciones cuyo
origen esta vinculado a la Programacion Lineal, el gran desarrollo de la computacion
ha provocado un gran desarrollo de los algoritmos propios de esta teoria lo que ha
permitido un gran avance en la teoria algoritmica. Su versatilidad y la representacion
grafica de los problemas hace de ésta una de las areas mas usadas en el campo de
las aplicaciones, cuyo rango es tan amplio que abarca la quimica, la fisica, redes de
computadora, muchas ramas de la ingenieria, manufactura, politica publica y sistemas
sociales, trafico urbano, telecomunicaciones y transporte por citar solo algunos. El
problema central de resolver un problema de fiujo a costo minimo, conlleva a que los
problemas de flujo maximo, ruta mas corta, asignacion, transporte y circulacion se
puedan ver ligados y formando parte de este problema central.

Estos apuntes tienen como objetivo tener un apoyo didactico para la clase, asi comc
un complemento de la bibliografia sugerida para el curso. Y a que por su amplitud no
es posible cubrir todos los tépicos de redes que estan contenidos en un libro de texto,
se da una visidn sencilla y general del tema. Los grandes temas que se abordan son
flujo maximo y corte minimo, ruta mas corta, arbol de expansion minima y por uitimo ei
problema de flujo a costo minimo. Se exponen diferentes algoritmos de un mismo
problema para compararios y ver su compiejidad computacional, asi como una
variedad de ejemplos desarrollados paso a paso para facilitar su comprension.
Finalmente se expone una serie de notas historicas al final de cada capitulo, con el
objetivo de que el lector tenga una vision mas amplia sobre cada tema.
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1.1

_ CAPITULO 1
FORMULACION DE PROBLEMAS DE REDES TiPICOS

INTRODUCCION

Cualquier red esta formada por tres componentes (1) nodos, (2) arcos y (3) flujo en
los arcos como se ilustra en la figura 1.1.

Figura 1.1

Los circulos son los nodos y estan unidos por arcos, observe que en la figura hay
dos tipos de arcos, dirigidos y no dirigidos. Un arco dirigido es aguel sobre el cual
puede moverse el flujo en una sola direccion, y uno no dirigide es aquel sobre el cual
puede moverse el flujo en cualquier sentido. En la figura 1.1, el arco que une los
nodos 1y 2 es un arco dirigido y el que une los nodos 2 y 3 es no dirigido.

Por lo general los nodos se enumeran, tal como se ha mostrado en la figura 1.1y los
arcos se denotan por los nodos gue unen. Por ejemplo, el arco que une los nodos 1
y 2 se identifica como el arco j;~(1,2).

El flujo que pasa de un nodo a otro a través de un arco es un facter desconocido en
la red y se le denota como X para ei flujo entre los nodos iy j.

El flujo de una red puede constar de muchos bienes 0 productos distintos. Unos
cuantos ejemplos serian: gas natural en un gasoducto, distribucion de articulos de
mayoristas a detallistas o entre fabricas y almacenes. El costo unitario del flujo para
cada arco se denota como C; para los nodos iy . En el caso de una red carretera,
las ciudades son los nodos y las rutas de transporte entre las ciudades son los
arcos. El costo por automovil para cada ruta es el costo _del flujp. En algunos
problemas pueden existir capacidades para cada arco que limiten la cantidad de
flujo.



Puede entonces definirse una red como un conjunto de nodos, arcos y flujos que
pasan de un nodo a otro a través de ios arcos.

Un buen dibujo es mejor que una larga lectura (0 una imagen dice mas que mil
palabras). El lenguaje de las graficas trata de poner ésta idea a tal efecto. De hecho,
muy a menudo es un reflejo natural que nos hace abstraer una situacion dada,
dibujando en una hoja de papel puntos que pueden representar individuos.
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y asi conectando con lineas o flechas que simbolizan una cierta refacion.
Esta representacion de la realidad por figuras tiene las siguientes ventajas:

1. De esta forma podemos expresar la estructura profunda de una situacion
dada.



2. Desde un punto de vista practico, presenta una vision completa de! problema,
lo que representa una valiosa guia para la intuicion y et razonamiento.

El primer documento en graficas "solutio problematis ad geometnam situs
pertinentis”, lo escribio Euler en 1736. Comenzd con una curiosidad matematica:
como puede uno caminar una y solo una vez a través de cada uno de los siete
puentes de Konigsberg. Dichos puentes se muestran en la figura siguiente:

Kéngsberg

Desde 1946 la teoria de las graficas ha sido ampliamente desarrollada, bajo la
inspiracion de muchos especialistas en investigacion de operaciones, motivados por
problemas actuales. En forma paralela, un esfuerzo importante de sintesis ha
prevalecido.

Es a partir de 1960, que ayudados por la aparicién de las primeras computadoras
electronicas, hemos visto una explosion real de investigacion y de aplicaciones.

Una red G consiste de 3 componentes:
Un conjunto N de nodos (vértices o puntos) que se representan con cCircuios
pequefios, un conjunto A de arcos (lineas, flechas o cadenas) que se representan

con flechas, la direccidon de éstas da una onentacion al arco.

Y una funcion p : A —> NxN que asigna a cada JeA una pareja (i,i") € NxN tal que i,
se supone N+¢. Sii =i’ se trata de un rizo.



EJEMPLO 1.1

¢
JQ/”’ (\1 ) e
ClL SNV
(2 ——(3)

N={123}

A ={J1.d2,J3,Ja,Js,Js}
p:A—->NxN

o bien

p =011
pJ2)=(1,2)
pUs=(12)

p (Ja) =(3,2)

p(Js) =(3,1)

p (Je) = (1,3)

los arcos j tal que p (j)=(i.i) como ya se ha dicho anteriormente se denominaran rizos.

Si no existen arccs paralelos es normal hacer

0 bien

y se dice que iy es el nodo inicial de j, e i; es el nodo final. También se dice que iy, i,
son nodos adyacentes y que j incide en iy, i.

Una red donde no existen arcos en paralelo se conoce como una grafica dingida o
digrafica y el conjunto A se identifica como un subconjunto de NxN. Ei término grafico
se usa para una estructura similar donde los arcos no estan orientados.

§~(ih. 1)

(ir, i2)



EJEMPLO 1.2

El gerente de programacion de la General Motors, de la region oriental de México,
esta interesado en elaborar un plan semanal para enviar automoéviles de su puerto
de entrada a diversas distribuidoras regionales. Para elaborar el plan, ha recopilado
datos sobre costos de transporte por automovil en todo el pais, necesidades
mensuales de automoviles de cada distribuidor y llegadas mensuales de automoviles
a cada puerto de entrada. Los automoviles se pueden enviar en forma directa a cada
distribuidor o puede enviarse un conjunto de ellos a un distribuidor, descargar
algunos, y enviar el resto a algun otro distribuidor. En el mapa de la figura 1.2 se
muestran la localizacion de los distribuidores y de los puertos de entrada.
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Figura 1.2

En la tabla 1 y en la figura 1.3 se muestran en pesos por automovil, los costos de
transporte entre los puertos de entrada, las ciudades de transbordo y las ciudades
que son destinos finales. En los casos en los que no existe relacion directa entre un
par de ciudades no se muestran los costos.

TABLA 1
S B ACIUDAD ]
DE-CIUDAD Meéxico Villanermosa Puebla Jalapa
Tampico - $450 $500 -
Veracruz , - - $250 $150
Puebla . $150 $400 - -
Jalapa | $200 - $200 -




USO DE LA REPRESENTACION EN REDES

Este problema consiste en determinar la forma de enviar los automéviles de manera

que se minimicen los costos, y al mismo tiempo, que se satisfagan las necesidades
de todos los distribuidores.

En la grafica o red siguiente (figura 1.3) los circulos representan a cada uno de los
puertos de entrada y los distrbuidores y las flechas, las relaciones entre elios. Los
numeros que estan fuera de los circulos son las disponibilidades y las demandas
segun sea el caso de cada ciudad.

Tamgico SN
e ('/altrm““d
D00 - )50

e : ’ -’J}:
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T

oy = {0 hag
) R A0 R A0 e
Vetacrilz Jalapa Mexino

Figura 1.3
El gerente necesita determinar cuantos automoviles se deben enviar de Tampico y
Veracruz a cada una de las otras ciudades, para que sean vendidos alli o
transferidos a alguna otra ciudad. Se da cuenta de que no es dificil encontrar un plan
de envios que satisfaga las necesidades de {odas las ciudades, como se muestra en
la figura 1.4, pero... ;sera éste el plan mas econémico?

Tn/rp_gign:! 0 "‘jhpfrilﬂbd
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T _1_50
T Puebla
(3 0
g0
0, | ®
I L
“—’C 2 (4 ] { B 1140
—" B] —— 40 e
veracruz Jalapa Mexico
Figura 1.4
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1.2

1.3

TIPOS BASICOS DE PROBLEMAS DE REDES
Consideramos cuatro tipos importantes de problemas de redes:

1. El problema de transbordo

2. El problema de la ruta mas corta
3. El problema de fiujo maximo

4, El problema de transporte

El probiema de la General Motors es un ejemplo tipico de problema de transbordo,
puesto que se tienen disponibilidades y/o demandas y algunas ciudades al mismo
tiempo pueden recibir y enviar automoviles a otras. Los otros tipos de problemas se
llustran mas adeiante. Algo comun a estos es gue los cuatro se pueden plantear en
forma similar a los que se denominan problemas de flujo de costo minimo; pero
antes, es necesano analizar un poco la terminologia de los problemas de redes.

REDES DE TRANSITO URBANO

El sistema de transporte consiste de redes que representan los modos disponibles
(automoviles, autobuses, etc.) La descripcion de la red es una abstraccion de lo que
actualmente existe en el campo, y como tal, no incluye todas las calles locales o las
calles colectoras en el area. Se desarrolla una descripcion de la red para representar
los viajes en automoévil y camion, con una resefia separada para el transporte
publico, si se incluye este medio. Estas descripciones pueden abarcar la geometria
dei sistema de transporte.

La geometria de la red incluye la numeracion de las intersecciones (llamadas nodos
para propositos de asignacion). La numeracion de los nodos permite identificar los
segmentos entre ellos (Hlamados tramos). En las redes de transporte se pueden
identificar grupos de tramos por los que pasan rutas especificas (llamadas lineas).
Esta descripcion geomeétrica de la red de transporte muestra todas las posibles vias
por las que puedan realizarse los viajes entre puntos del area.

£n la descripcion de la red, se identifican los centroides de zona (centros de
actividad); éstos se conectan a ios nodos por medio de los tramos imaginarios
denominados correctores de centroides. Los centroides se utilizan como los puntos
en los cuales se efectua la "carga” a la red.

Una vez que la red de transporte se ha descrito en términos de la manera como se
pueden conectar los puntos, es necesario cuantificar la facilidad con la que se
reaiizan estas conexiones.
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1.5

Las velocidades de viaje y la capacidad de un tramo en una via rapida,
probablemente serian mayores que en una calle arterial; esta diferencia de nivel de
servicio debe cuantificarse e incluirse como parte de la descripcion del sistema de
transporte.

Para ia descripcion de la red vehicular, se deben reunir puntos especificos para
determinar el nivel de servicio en cada tramo. Estos requerimientos incluyen
aspectos fisicos tales como la longitud del tramo y el niUmero de carriles, ya sea que
el tipo de instalacion bajo consideracion sea via rapida, arterial, etc. Asi como la
localizacion del tramo en el area urbana.

El costo de recorrido en un tramo especifico se conoce como impedancia y tiene
implicitas las mediciones de tiempo y costo.

PLANTEAMIENTO DE MODELOS DE REDES
Problemas de transbordo

Si un problema de redes se refiere a la minimizacion de los costos del flujo de algun
producto entre nodos, en donde cada nodo puede ser un punto de abastecimiento,
un punto de demanda, o ambos, entonces se considera que el problema de redes es
un probiema de transbordo.

El problema de la General Motors es un excelente ejemplo de un problema de
transbordo. Existen tres tipos de nodos en un problema de transbordo. Si un nodo
actua al mismo tiempo como receptor y emisor de flujo se le denomina nodo _de
transbordo. En la figura 1.4 los nodos 3 y 4 son nodos de transbordo. El problema de
transbordo es el mas general de los problemas de redes, dado que cada nodo puede
tener al mismo tiempo oferta y demanda y no existen restricciones sobre los flujos 0
sobre los tipos de nodos.

EL PROBLEMA DE LA RUTA MAS CORTA

Si se define una red de manera que los coeficientes de cada arco sean no negativos
(tal como medidas de distancia); entonces podriamos estar interesados en encontrar
la ruta mas corta entre dos nodos de la red. A este problema se le denomina
problema de la ruta mas corta.

Como ejempio del problema de ruta mas corta considere el siguiente:



EJEMPLO 1.3

La compafiia de muebles "El Mueble Modemo” quiere transportar unos comedores
de su planta en Naucalpan, Estado de México a una Distribuidora gue se encuentra
en Tlalpan, en el sur de la ciudad de México, en el menor tiempo posible.

Las rutas que enlazan estas dos instalaciones forman la red que se muestra en la
figura15

Chapultepec Las Aguilas
zh ‘5 s
/3\'/_1{ “\}:i ")\'\
e L v 0
1z 2 7
/_/f = /___/ \‘\,_\.

— el )}
4V >\ o
'.\VJ Py ,{\_ - \ ’ }.KE)

Naucalpan w 39/ ‘\_\ /,/ Tlalpan
e x—. 10
12 W4y
e 27 A
Sta. Maria Calzada de
Tialpan
Figura 1.5

En donde las "distancias" son los tiempos de viaje del camion dados en minutos y
considerando que se traslada a las 6 de la mafana y por lo tanto el transito es
rapido, a una velocidad media de 50 kph.

Observe que con el objeto de plantear este problema en forma de problema de costo
minimo, puede eiegirse en cuaiquier nodo solo el camino a traves de un arco.
Lo anterior implica que es necesario tener los siguientes flujos en los arcos:

‘1 siseviaja a través de la ruta entre la wistalacién 7y lainstalacion |

\]\0 de otra manera

I

Si se recorre la ruta (i), esto significa que no puede utilizarse ninguna otra ruta que
parta de la instalacion i.

Por ejemplo, si se viaja por la ruta de Naucaipan a Chapultepec entonces el flujo
entre esos puntos sera igual a 1 y X3 sera cero.



1.6

Es posible satisfacer estas condiciones utilizando en la red un flujo imaginario de una
unidad. Este flujo parte del nodo de salida u origen y llega a un nodo final o
terminal. En otras palabras, existe un suministro de una unidad en el origen y una
demanda de una unidad en el nodo terminal. En nuestro ejemplo, habria un

suministro (u oferta) de una unidad en Naucalpan y una demanda de esa misma
unidad en Tlalpan

La ultima pregunta que permanece pendiente es: ¢ Qué costos deben utilizarse en
este probiema de costo minimo? Para responder a ésta pregunta observe que si X; =
1, entonces sera necesario viajar de los nodos i al j Si se denotan estas distancias
mediante d; y se utiliza {a ruta entre i y j, entonces el costo para esa ruta se convierte
en d; X;. Dado que X, es cero o uno, el costo para cualquier ruta sera d; o cero. Por
esto, podemos utilizar las distancias, d; como los costos para el problema de flujo a
costo minimo.

De acuerdo con la figura 1.5 para salir de Naucalpan se pude ir por dos caminos,
por Chapultepec o por Santa Maria, pero no por ambas. Para los puntos
Chapultepec, Santa Maria, Las Aguilas y Calzada de Tlalpan se requiere que el flujo
que llega a esos nodos sea igual al flujo que sale, puesto que no existe demanda en
ninguno de ellos. La restriccion para Tlalpan exige llegar a ese punto ya sea por Las
Aguilas o por Calzada de Tlalpan, obligando a que la suma de los flujos seaigual a 1.

En un problema de ruta mas corta puede haber arcos dirigidos y arcos no dirigidos.
En nuestro gjemplo, solo se tienen arcos dirigidos. Para el caso de arcos no dirigidos
seria necesario tener una variable de i a j y otra de j a i. No seria dificil modificar el
planteamiento para manejar las variables en ambas direcciones.

Finalmente, cabe mencionar que existen diversas variaciones del problema de la ruta
mas corta, y que el que se ha presentado aqui es sélo una de ellas. Las dos
variaciones gue existen son:

1. Encontrar la ruta mas corta entre algun nodo y cada uno de los otros nodos
de lared.
2 Encontrar ta ruta mas corta entre cualquier par de nodos de la red.

EL PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO

En el problema anterior estabamos interesados en los valores que se generan a
través de cierto flujo que pasa por una red. Este valor puede estar dado en términos
de dinero, distancia, tiempo o alguna otra medida. Existen problemas en los que el
valor del flujo no es tan importante como la cantidad de flujo que pasa a través de
la red. Los gasoductos, tréfico de automoviles y las lineas de transmision de
electricidad son ejemplos de esta situacion. Los problemas en los que interesa

10



determinar el flujo maximc que pasa a través de una red se denominan problemas
de flujo maximo.

Para estudiar este tipo de problemas, es necesario suponer que existen
restricciones de capacidad en los arcos. Si no fuera asi, el flujo maximo que
pasaria a traves de la red seria infinito. Considere el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 14

Suponga que la Comparfiia Nacional de Subsistencias Populares (CONASUPO)
tiene un programa anual de costalera. Esta se compra de dos fabricas, una en
Mérida con capacidad de produccién maxima de 10 millones de costales al afio, y
otra en Saltillo con capacidad de produccion maxima de 7 millones de costales al
afio. Los excedentes en la fabrica de Mérida pueden transferirse a la planta de
Sattillo.

La disponibilidad de transporte entre las dos fabricas permite un maximo de 8
millones de costales por afio. Hay tres centros almacenadores: en la ciudad de
México, Guadalajara y Oaxaca. la tabla 2 proporciona la capacidad maxima anual de
transporte de las fabricas a los centros almacenadores.

TABLA 2
— __ACudad
Oe: Ciudad 1} Meéxico Guadalajara Qaxaca
Saltillo 4 8 )
Mérida | 3 2 3

Los excedentes de Guadalajara y Oaxaca pueden transferirse a la ciudad de Mexico.
la capacidad maxima anual es de 3 y 4 millones de costales respectivamente.

Una vez en los centros almacenadores, los costales se entregan a los ejidatarios de
la region. La capacidad maxima anual de entrega es de 4 millones en la region
almacenadora de Guadalajara, 7 millones en la region del Distrito Federal y 5
millones en la region de Oaxaca.

La pregunta es ¢ Cual es el flujo maximo anual de costales nuevos que pueden

circular en este sistema?. El problema se puede representar graficamente en la red
de la figura 1.6
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Figura 1.6

Se puede observar en la red que los numeros en los arcos se refieren a las
capacidades maximas de transporte, no se pusieron las capacidades minimas por
ser estas todas iguales a cero.

EL ARBOL DE EXPANSION MINIMA

Antes de especificar en que consiste este problema cabe mencionar lo que en redes
se entiende por un arbol. Un arbol es un subconjunto de los arcos de la red original
que conecta a todos los nodos sin formar ningun Circuito.

En este problema se conocen los costos o distancias entre diferentes nodos en una
red. Sin embargo, 0s arcos no se especifican, y lo que se trata de encontrar es un
arbol que comunique a todos los nodos de la red, pero cuyo costo o distancia total
sea minima.

Este tipo de problemas se ubica en las redes de comunicacion eléctrica, telefonica,
telegrafica, carretera, ferrocarrilera, aérea, maritima, etc, donde los nodos
representan, por ejemplo, puntos de consumo eléctrico, teléfonos, teiégrafos,
terminales de autobuses, trenes, aeropuertos, puertos maritimos, etc., y los arcos
podrian ser, las lineas de alta tension eléctrica, lineas telefonicas y telegraficas,
carreteras y vias de ferrocarril, rutas aéreas y maritimas entre otras. A continuacion
se presenta un ejemplo de este caso.
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EJEMPLO 1.5

Suponga gue en la red que se muestra en la figura 1.7, los nodos son centros de
consumo electrico, y los numeros en los arcos son distancias en kilometros. Se trata
de encontrar ef arpol que, con una longitud total minima, comunica a todos los nodos.
Como el costo de tendido de cable eléctrico es proporcional a la distancia, se habra
encontrado, con la distancia minima, también el costo minimo.

Figura 1.7
R > S T fT}
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Después de usar algun paquete de computo el arbol minimo de comunicacion, gue
no necesariamente es el unico, se muestra en la figura 1.8
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,/ “-*——-—4 L__._. H______q. H ),
Figura 1.8

El siguiente ejemplo muestra los tres casos de problemas de redes que hemos visto
hasta aqui.
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EVEMPLO 1.6

En fecha reciente se ha reservado el parque La Marquesa para pasear y acampar.
No se permite la entrada de automoviles al parque, pero existe un sistema de
caminos angostos para tranvias y jeeps conducidos por los guardabosques.
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s £ 14 y
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Ny O L
- e 2
\'\\ // 1 . A
ooy TV
LT P o=
Figura 1.9

En la figura 1.9 se muestra este sistema de caminos (sin las curvas), en donde O es
la localizacion de la entrada al parque; las otras letras designan la localizacion de
estaciones de guardabosques (y otras instalaciones). Los numeros dan las
distancias de estos caminos sinuosos en kilbmetros.

El parque contiene un paisaje maravilloso en la estacion T. Se usa un humero
pequefo de tranvias para transportar visitantes de la entrada del parque a la
estacion T, y de regreso, para quienes desean contemplar este paisaje sin tener que
caminar.

La direccidon del parque esta encarando en este momento tres problemas. Uno es
determinar cual ruta de la entrada del parque a la estacion T tiene la menor distancia
total, para la operacion de los tranvias.

Un segundo problema se refiere a la instalacion de lineas telefonicas debajo de los
caminos, para establecer comunicacion de este tipo entre todas las estaciones,
incluyendo la entrada al parque. Puesto que la instalacion es cara y, a la vez,
perturba el medio ambiente natural, se instalaran las lineas solo debajo del numero
suficiente de caminos para proveer cierta conexion entre todo par de estaciones. La
cuestion es donde deben colocarse las lineas para realizar esto con un numero totai
minimo de kildmetros de linea instalada.
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Figura 1.10

El tercer problema es que, durante la temporada pico, mas personas desean el viaje

en tranvia desde la entrada del parque a la estacion T que las que pueden ser

acomodadas. Con el fin de evitar la perturbacion indebida de la ecologia y la vida
salvaje de la region, se han racionado estrictamente el numero de viajes al dia del
tfranvia, que pueden llevarse a cabo sobre cada uno de los caminos, estos limites
son diferentes para los diferentes caminos como se muestra en la figura 1.10. Por lo
tanto durante la temporada pico, podrian seguirse diversas rutas, sin importar la
distancia, para incrementar el numero de viajes por tranvia que pueden efectuarse
dianiamente. La cuestién consiste en trazar las rutas de los diversos viajes para
maximizar el numero de viajes que pueden efectuarse diariamente, sin violar los
limites de cada camino. Para resolver el problema de ruta mas corta considere la
siguiente tabla 3:

'

B ~____ _TABLA3 e
( 7 Nodos resueltos Su nodo no Dist;ncta ; n_e,-simo nodo | Su dyistavc:a . Su ultlmaj
| conectados a nodos no | resuelto conectado | tot@lInvolu- 1 mas cercano minima | conexion |
: resueltos mas proximo crada | i |
1 o) A ] 2 i A 2 . OA
S U S SR vf_‘*w_jA— .
2 o c 4 | c 4 . oc
A B 2+2=4 | B 4 . AR ‘
3 A D 2+7=9 | | |
B E | 4+3=7 E ! 7 ' BE
‘ C £ | 4+4=8 | | !

LT - o T T - T . ]T T TR
4 A D 2+7=9 | ! %
t B D 4+4=8 D | 8 - BE

E D 7+1=8 | D { 8 | ep
= R A S 1
S 0 T 8+5=13 !
| E T 77214 T b3 DT
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Ahora puede recorrerse hacia atras la ruta mas corta, del destino al origen, a través
de la ultima columna de la tabla, comoaT —»>D->E -»>B-»>A »Oobien, T »>D -
B - A — O. Por lo tanto, se han identificado las dos alternativas para la ruta mas
corta del origen al destnocomo O > A »B5E 5D -5>TyO>A>B 5D T,
con una distancia total de 13 millas sobre cualquiera de las dos.

Como se podra observar los problemas 1, 2 y 3 son respectivamente probliema de
ruta mas corta, problema de arbo! de expansion minima y problema de fiujo maximo,
dicho problema se resolvera posteriormente.

EJEMPLO 1.7

En este ejemplo se muestra la forma en que se puede resolver un problema practico
de transito. Para concretar mas, empezamos con un mapa que muestra una parte
del centro de la ciudad de México.

909 500 ?IAZ;D
Republica 1
de Brasil
800 - iy N , R 0
A Kq
Sanzalez Repiblica
’ ! YYenezyala
B0 —~ P DU NSRRI -SRI
| Fepublica i
de
ADD,&.rgem.na 1‘50 -
Figura 1.11

En el mapa se indico el flujo de transito que entra o sale a cada calle, en unidades de
vehiculos por hora (vph). Ya que el flujo de transito varia considerablemente durante
el dia, supondremos que los numeros mostrados representan el flujo de transito
promedio a la hora de maximo flujo que se da aproximadamente entre las 3 y las
de la tarde,

Suponga ahora que un grupo politico esta planeando una manifestacion en
Republica de Argentina, entre Republica de Venezuela y Gonzalez Obregon a ias 4
de la tarde del miércoles. La policia puede, hasta cierto punto, controlar el flujo de
transito reajustando los semaforos, colocando policias en los cruces clave, o
cerrando fa calle critica al transito de vehiculos. Si se disminuye el transito por
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1.8

Republica de Argentina, aumentara el de las caliles adyacentes. La cuestion es
minimizar el transito por Republica de Argentina (entre Republica de Venezuela y
Gonzalez Obregon) sin ocasionar congestionamientos en las otras calies. Para

resolver este problema de minimizacion le agregamos marcas a nuestro mapa, ver
figura 1.11.

Aqui se han marcado las seis intersecciones A hasta F y se ha denotado el flujo de
transito entre las intersecciones adyacentes por las variables x, hasta x;. El
problema consiste ahora en minimizar x, sujeta a las restricciones del problema.

Para encontrar estas restricciones veamos, por ejempio, la interseccion B. El transito
que fluye a la interseccion B es, segun el mapa, x; + xs; mientras que el transito que
sale de la interseccion B es x4 + 100. Suponiendo que el transito no se acumuia en la
interseccion B, el transito de "entrada"” debe ser igual al transito de "salida". Asi se
obtiene la ecuacion

X2 + X5 = X4 + 100
o bien
Xz-X4+ Xs =100

A partir de este analisis en cada interseccion, se obtiene el siguiente sistema de seis
ecuaciones en siete incognitas:

enA Xy - X4 =-200
en B Xo -Xg+ Xs = 100
enC X3 + Xs = 700
enD x4 - Xs = 100
en kE X2 - Xg + X7 = 600
enfF X3 + X7 = 900

PLANTEAMIENTO DE MODELOS DE REDES COMO PROBLEMAS DE
PROGRAMACION LINEAL

Consideraremos cuatro tipos de problemas de redes: problemas de transbordo, de
ruta mas corta, de fluo maximo y de transporte. Analizaremos también el
planteamiento de problemas de PERT/CPM y problemas de asignacion de personal
como problemas de redes. El tema mas importante de esta seccidén es que todos
estos problemas de flujo pueden plantearse de manera similar como problemas de
flujo de costo minimo y pueden resolverse como probiemas de programacion lineal.
Para varios de estos problemas existen algoritmos especiales que pueden ser mas
eficientes que el metodo simplex de programacion fineal, pero debido a que se hara
hincapie en los planteamientos, aqui no se analizan esos algoritmos.
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Enseguida se presentan y analizan cada uno de los problemas de redes y después
se plantea cada uno de ellos.

PROBLEMA DE TRANSBORDO

Como segundo ejemplo de un problema de transbordo, considere el siguiente: la
Compafiia Petrolera Alianza tiene un solo campo petrolero desde donde envia todc
el petroleo, a traves de un oleoducto, a uno de dos centro de embarque, en donde se
almacena en buques tanque para su envio a refinerias de Estados Unidos.

La oferta diaria en el campo es de 2,000 barriles. Deben considerarse los costos del
oleoducto, los costos de embarque y las cantidades de petrdleo que pueden
enviarse a traves de i0s oleoductos. Los costos del oleoducto y las capacidades
diarias de este se muestran en la tabla 4.

TABLA 4
Compaiiia Petrolera Alianza. Costos y capacidades de los ductos.

" T it
| Instalacion de envio | Costo por barril j Capacidad del oleoducto 1
i {en barriles) ‘

o { N _ SR

[§ 1 : $0.20 I 1000 i\
§ 2 ' $0.15 3 500 :

En la tabla 5 se presentan los costos de embarque de cada estacion de
embarque a cada refineria y las demandas diarias de las refinerias. En la figura
1.12 se plantea este problema en forma de red.

TABLA S
Compafiia Petrolera Alianza. Costos de transporte y demandas. o
'l(" ] ] I ) T TR
i Refineria i Costo de transporte por barril | Demanda “
Numero de ubicacion ' Delcentro1  Del centro 2 W[ diaria .}
‘x 1 | $0.10 $0.15 | 600 ,
u 2 | $0.20 $0.25 | 800 |
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Figura 1.12. Red de la Compafiia Petrolera Alianza

En el planteamiento de red, el nodo 0 es el campo petrolero, ios nodos 1y 2 son
los nodos de embarque y los nodos 3 y 4 representan las refinerias de Nuevo
Ledn e Hidalgo respectivamente. Las capacidades de los oleoductos se
muestran en {0s arcos encerradas en semicirculos y los costos se ilustran
encima de los arcos.

Este problema puede plantearse en forma de programacion lineal si
x;=barriles enviados del nodo i al nodo j

Entonces, el problema es

Min Z= 0 2Xgy + 0.15xp; + 0.10x¢5 + 0.2%74 + 0.15x23 + 0.25x%>4

SUJETO A:
Xo1 + Xoz <2000
Xo1 - X3 - Xig =0
Xo2 - Xz - Xz4 =0
X143 + Xza =600
X14 + Xo4 =800
Xo1 <1000
Xo2 <500
todas las x;; = O

Este problema difiere un poco del de General Motors ya que existen capacidades
en aigunos de los arcos.
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Estas capacidades resuitan ser restricciones de cota superior. Las restricciones
de la oferta aparecen como una restriccion de menor o igual, en vez de ser una
restriccion de igualdad, puesto que la demanda total es inferior a la oferta
disponibie.

PROBLEMA DE LA RUTA MAS CORTA

Si se define una red de manera que los coeficientes de cada arco sean no
negativos (tai como medidas de distancia), entonces podriamos estar
interesados en encontrar la ruta mas corta entre dos nodos de la red. A este
problema se le denomina problema de la ruta mas corta.

Como ejemplo del problema de ruta mas corta, consideremos el problema de
vigjar en automévil desde Nueva Orleans a Atlanta en el tiempo mas corio,
dentro de lo legal. Las carreteras que enlazan estas dos ciudades forman la red
que se muestra en la figura 1.13 en donde las "distancias" son los tiempos de
viaje en automovil dados en minutos.
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o m Al ) ;
(3 r— /‘2_’7
A
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/‘/A // \-’\\_\_ /
S~ - - P
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g - P4 \l/
S P SR
o — T
uewa (MreDs I R . 37
I __"\\ < /)’"'/ 132 rontgomery
p
Mobile

Figura 1.13. Rutas del manejo de Nueva Orleans a Atlanta.

Observe que con el objeto de plantear este problema en forma de problema de
costo minimo, puede elegirse en cualquier nodo sélo el camino a través de un
arco.

Lo anterior implica que es necesario tener los siguientes flujos en los arcos:

J‘"l sise viaja a traves de la carreteraentre la ciudad iy la ciudad j
X, =
i l

0 deotra manera
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Si se recorre una ruta (i, j), esto significa que no puede utilizarse ninguna otra
que parta de la ciudad i. Por ejemplo, si se viaja por la carretera de Nueva

Orleans a Mobile, entonces el flujo entre esas ciudades seraigual a 1 y x:5 sera
cero.

Es posible satisfacer estas condiciones utilizando en la red un flujo imaginario de
una unidad. Este flujo parte del nodo de salida u origen y llega al nodo final ¢
terminal. En otras palabras, existe un suministro de una unidad en el origen y una
demanda de una unidad en el nodo terminal. En nuestro ejemplio, habria un
suministro (u oferta) de una unidad en Nueva Orleans y una demanda por esa
misma unidad en Atlanta.

LLa ultima pregunta que permanece pendiente es: ;,Qué costos deben utilizarse
en este problema de flujo minimo? Para responder esta pregunta observe que si
X;=1, entonces serd necesario viajar de los nodos i al j. Si se denotan estas
distancias mediante d; y si se utiliza la ruta entre i y j, entonces el costo para esa
ruta se convierte en d;x;. Dado que x; es cero o uno, el costo para cualquier ruta
sera d; o cero. Por esto, podemos utilizar las distancias d;, como los costos para
el problema de flujo de costo minimo. Ahora, podemos plantear este problema de
la siguiente manera:

MinZ=21 OX12+21 0x13+192X54+315X55+210X34+180X35+ 19246+ 180X5g

SUJETO A:
N.Orleans  Xi2 + X3 =
Mobile Xq2 - X24 - Xo5 =
Meridian X413 - X34 - X35 =
Montgomery X24 + Xaq - Xag =
Birmingham X25 + Xas - Xsg =
Atlanta Xa T Xsg =
x;= O paratodaiytoda]

- OO C O~

Para propositos de analisis, hemos anotado con qué ciudad se relaciona cada
restriccion. La restriccion de Nueva Orieans establece que puede utilizarse la
carretera que va a Mobile o la que va a Meridian, pero no ambas. Sabemos gue
las soluciones de programacion tineal para problemas de redes son enteras, por
lo cual estamos seguros de que x1,=1 6 0 y que x;3=1 0 0, al mismo tiempo gque
la restriccion impone que x;2=1 6 X33=1, pero nc ambas.

Las restricciones de Mobile, Meridian, Montgomery y Birmingham requieren

todas que el flujo que llega a esos nodos (ciudades) sea igual al flujo que sale,
puesto que aun no existe demanda en ninguno de ellos. La restriccion para
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Atlanta exige llegar a esta ciudad ya sea de Birmingham o de Montgomery,
obligando a que la suma de los flujos sea igual a 1.

En un problema de ruta mas corta puede haber arcos dirigidos y arcos no
dirigidos. En nuestro ejemplo solo se tienen arcos dirigidos. Para el caso de
arcos no dirigidos, seria necesario tener una variable de i ajy otra dejai No
seria dificil modificar el planteamiento para manejar las variables en ambas
direcciones.

Puesto que ya hemos formulado el problema de la ruta mas corta como probiema
de flujo de costc minimo, podemos entonces utilizar un programa de
computacion especial de programacion lineal, para resolver el problema.

El lector debe percatarse de que existen diversas variaciones del problema de la
ruta mas corta, y que la que se ha presentado aqui es sélo una de ellas. Las dos
variaciones que existen son: (1) Encontrar la ruta mas corta entre aigun nodo y
cada uno de los otros nodos de la red; (2) Encontrar la ruta mas corta entre
cualquier par de nodos de la red. Al igual que con la version que se presenta
aqui, es posible formular como probiemas de flujo de costo minimo estos otros
problemas de ruta mas corta. Existen también algoritmos de aplicacion especial
para las otras versiones.

PROBLEMA DE PERT/CPM

E! objeto de estos modelos es encontrar la secuencia de actividades o tareas
que requieren del mayor tiempo para su terminacion. A esta secuencia de trabajo
se le denomina ruta critica. Como ejemplo de un analisis de red de actividades,
considerese la siguiente situacion.

La Facultad de Administracion de ia UAM esta planeandc una conferencia para
ejecutivos de negocios. En la tabla 6, se listan las actividades que deben llevarse
a cabo antes de la corfferencia y tambiéen se presentan los tiempos estimados
para terminar cada una de las labores.
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__TABLAG

e R } i e
' ‘ T|empo T Actividades “
Actividad Descripcion  Estimado. precedentes !{
f (semanas) | i
A Elaborar el programa f 3 } - fé
— — R
B Recopilar lista de asistentes 5 ! - i
e
! C Contactar a oradores para que aS|stan 9 A
}_ D Elaborar folleto para el programa 2 | B
e S } T ]
E Hacer arreglos flsucos 4 | A
F Envnar Ios folletos 4 D
G Jf Preparar programa de Ias conferencias 3 E ]
H l Detalles de ultimo minuto I 1 C, G F
4 = )

Este problema de planeacion tambiéen se muestra en un formato de redes (figura
1.14) y se ilustran en forma directa en los arcos los simbolos que representan a
las actividades y el tiempo estimado para terminar la actividad; tambien se
enumeraron {os nodos.
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Figura 1.14. Red de planeacion de conferencias.

Dado que estamos intentando descubrir cual es la ruta mas larga en esta red,
tenemos la situacion opuesta al problema de la ruta mas corta. No obstante, este
problema puede planearse en forma similar. En este caso, los tiempos estimados
para cada arco se utilizan como "distancias"”, que van a maximizarse en vez de
minimizarse. De nuevo se incluye un suministro imaginario de una unidad de flujo
en el primer nodo y una demanda imaginaria de una unidad en et ultimo. E!
planteamiento de programacion lineal de este problema es:
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MAX Z = 3y + 5X13 + 4x4 + OxXop + 2X35 + 3X4g + 4Xs6 + 1Xg7

SUJETO A
X12  + X3 =1
X12 - Xa4 - Xoe =0
X13 - Xas =0
X24 - Xa6 =0
X35 - Xs6 = 0
X26 + Xgg + Xss - Xe7 0
X67 = 1
xij = O paratodaiy todaj

PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO

En los problemas anteriores estabamos interesados en los valores gue se
generan a través de cierto fiujo que pasa por una red. Este valor puede estar
dado en terminos de dinero, distancia, tiempo o aiguna otra medida. Existen
problemas en los que el valor del flujo no es tan importante como la cantidad del
flujo que pasa a través de la red. Los gasoductos y las lineas de transmision de
electricidad son ejemplos de esta situacion. Los problemas en los que interesa
determinar el flujo maximo que pasa a través de una red se denominan
problemas de flujo méaximo.

Para estudiar este tipo de problemas, es necesario suponer gque existen
restricciones de capacidad en los arcos. Si no fuera asi, el flujo maximo que
pasaria a través de la red seria infinito. Como ejemplo de problema de flujo
maximo considérese el probiema de enviar gas natural desde un campo de gas
que se encuentra en Leén hasta Chiapas, a traves de una red de gasoductos
Esta red se muestra en la figura 1.15. Los valores que se encuentran encerrados
en semicirculos en cada arco representan las restricciones de capacidad en
millones de pies cubicos de gas por hora.
Figura 1.15. Red de Ledn a Chiapas
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En esta figura se muestra también una cantidad desconocida de flujo, f, que
entra en el gasoducto en el nodo 1 (el campo de gas) y que sale del gasoducto
en el nodo 5 (la terminal de Chiapas). Utilizando este fiujo, f, puede plantearse
este problema de la siguiente manera:

MAXIMIZAR: f
SUJETO A
X1z * Xy3 = f
X12 - X2z - Xoa =0
X3 * X23 - X34 - Xas =0
X2q4 t+ Xaza - Xas =0
X3s *+ Xas = f

X210, X136, X03<3, X24<B,  Xa4<7, X35<8, X45<8
x; > 0 para toda iy toda j

Este planteamiento no se ajusta a nuestra formulacion estandar de programacion
lineal de flujo de costo minimo, puesto que el flujo que se desconoce, f, aparece
tanto como variable de la funcién objetivo, como en forma de valor de lado
derecho de las restricciones. Si se plantea de esta manera no es posible utilizar
el metodo de flujo de costo minimo para resolverio.

Para evitar esta dificultad, en primer lugar se elimina el flujo f y se introduce un
arco artificial o ficticio que conecta los nodos 5 y 1. El objetivo se convierte
entonces en maximizar el flujo que pasa por este arco ficticio. Maximizar el flujo
que regresa del nodo 5 al nodo 1, por un arco ficticio que no tiene capacidad,
dara la cantidad de fiujo que va del nodo 1 al nodo 5 a lo largo de la red de
capacidades. En la figura 1.16 se muestra la red de gasoductos, incluyendo el
arco de regreso.
Figura 1.16. Red modificada de los gasoductos
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Ahora, utilizando esta nueva red de gasoductos, se tiene un planteamiento
modificado, en donde el objetivo es maximizar xs;:

MAXIMIZAR: Xs4
SUJETO A ;
X51 - X1z - X13 =0
X12 - X3 - Xo4 =
X1z + Xos -X3g - X35 =
X4 + X34 - X45 =
- Xs1 + X35 t+ Xss =0

X17<10, X13<6, X353,  X24<5, X34£7‘ X35£8, X45<8
xj = 0 para todaiytodaj

Ahora queda planteado el problema de flujp maximo en forma estandar de
programacion lineal de redes, excepto que no existen ofertas ni demandas. Los
problemas de este tipo se denominan redes circulares.

PROBLEMA DE TRANSPORTE

El denominado problema de transporte es un caso especial del problema de
transbordo, en el que todos fos nodos son o fuentes (nodos de oferta) o destinos
(nodos de demanda). En un problema de transporte no existen nodos de
transbordo. Dado que es posible dividir el problema de transporte en dos
conjuntos diferentes de nodos, es un problema de red bipartita. Para continuar
analizando los problemas de transporte utilizaremos de nuevo un ejemplo.

Considere el caso de ia Cerveceria Modeio. Esta empresa elabora un cerveza
gue se distribuye a nivel nacional a partir de dos fabricas de cerveza, una en
cada una de las dos costas de México (en Jalisco y Veracruz). La cerveza se
envia a cuatro mayoristas que se encargan de la distribucion subsecuente (en
Chihuahua, Guerrero, Nuevo Leén y Yucatan), por lo que a la Modelo le ocupa
solo la distribucion a los mayoristas. Los costos de distribucion, por conjuntos de
100 cajas que se envian a cada mayorista, se presentan en ia tabla 7 junto con
la oferta mensual de cada fabrica y la demanda mensual de cada mayorista.
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TABLA 7
Costos de distribucion para la Modelo

| Fabricade  Yucatan 'N.Leon Chih Gro. Oferta(en

i Cerveza } | ; - Cientos de cajas \
I Jalisco | %21 | 815 | 818 ! $9 | 550 |
| ; 5 ‘ i
ooz st0 0 st4 s1e s 0 80
| Demanda(en & 200 250 [ 400 350 | ;:
| cientosde ? | : |
! cajas) : | !

Si se representa este problema en forma de red, aparecera segun se muestra en
la figura 1.17 Dado gue el flujo de un nodo de oferta sélo va a un nodo de
demanda, se codificara el sistema comun de numeracion de los nodos para
numerar los nodos de oferta en forma independiente de los nodos de demanda.

Observe gue esto dara como resultado que haya nodos que se denotan como
X11, pero dado que los nodos de oferta estan conectados so6lo a los nodos de
demanda, no existe ambigledad con respecto a que arco identifica a xq1.

MNodioz de Modos e
oterts demanda
P o .
1 00 Yucstan
o
P
:‘/(f
salison i - T
550 . — 1 7 _h“*j 2 ) 250 MoLedn
I 3 J an Chibuates
N )
SYEracruz -
A0 e
ST e ]y ] S0 Guwrrero
/
s

Figura 1.17. Red de transporte para ia Modelo

El planteamiento de programacion lineal del problema de transporte es muy
similar al de los problemas de transbordo que se analizaron al inicio del capituio.
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En este caso habra 8 variables, una para cada arco, y 6 restricciones, una paia
cada nodo.

Min Z = 21x4, + 19X42 + 18X43 + Oxq4 + 10x,1 + 14X, + 16X53 + 23X04

SUJETO A -
X114 + Xz FXqz t Xyg = 550
* X2 ot Xz t Xz + Xoa = 650
X1 + X214 = 200
Xi2 + X2z = 250
X13 + Xo3 = 400
X14 + X34 = 350

xy = 0 para toda i y toda j

Es necesario senalar varios detalles acerca de este planteamiento. En primes
lugar, las primeras dos restricciones imponen que la cantidad que se envia sea
igual a la cantidad disponibie. Se utilizan aqui restricciones de igualdad debido a
que la oferta total es igual a la demanda total, por lo que debe transportarse la
totalidad de la oferta. A un problema de este tipo se le denomina problema
equilibrio de transporte.

En segundo lugar, las siguientes 4 restricciones exigen que la cantidad que llega
a cada nodo de demanda sea igual a la de demanda de ese nodo. Agui s&
utilizan restricciones de igualdad por la misma razon gque antes. Debe observarse
gue para un problema equilibrio de transporte, una de las restricciones no &s
necesaria. Si la oferta total que se transporta es de 1 200 y ios primeros 3 nodos
de demanda absorben 850 unidades. entonces el Ultimo nodo de demanda debe
absorber 350 unidades, y ésto hace que la ultima restriccion resulte redundante y
pueda eliminarse. Si se hace ésto entonces habra, para este probiema que tiene
dos nodos de oferta o suministro y cuatro de demanda, 2+4-1=5 restricciones

En general, un problema que tiene m nodos de oferta y n nodos de demanda
tendra m+n-1 restricciones. Este es un resultado importante puesto que siempie
habra el mismo numero de variables basicas que restricciones.

En término de planteamiento de redes original, el hecho de gue existan (m+n-1)
variables basicas implica que habra (m+n-1) arcos en el arbol abierio qgue
represente este problema. En otras palabras, en cualquier solucion no mas de
m+n-1 arcos (rutas) de un problema de transporte seran positivos

Ei resultado es:
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De Jalisco a Yucatan 0

De Jalisco a Nuevo Leén 20 (cientos de cajas)
De Jalisco a Chihuahua 0

De Jalisco a Guerrero 350 (cientos de cajas)
De Veracruz a Yucatan 200 (cientos de cajas)
De Veracruz a Nuevo Leoén 50 (cientos de cajas)
De Veracruz a Chihuahua 400 (cientos de cajas)
De Veracruz a Guerrero 0

No es necesario utllizar un paquete de programacion lineal de redes para
resolver un problema de transporte tan pequefio como ejemplo. Para ello se ha
adaptado una version del metodo simplex que se denomina método del cruce
del arroyo (0 de la piedra de paso: stepping stone) y se analiza en detalle en
otro capitulo.

PROBLEMA DE ASIGNACION

El ejemplo final de problemas de redes que consideramos aqui es el probleme de
asignacion de personal (o en forma mas simple, el problema de asignacion). Este
problema se refiere a la asignacion de agentes a trabajos er: forma tal gue se
minimicen los costos de esa asignacion. En calidad de ejemplo. considerese {a
situacion que debe manejar el entrenador Ricardo Martinez del Eguipe de
Natacion de la Acuatica Nelson Vargas.

El entrenador esta intentando organizar el mejor equipo de relevo de mueres
para los 200 metros Tiene 4 muchachas en el equipo: Luisa, Julieta, Mana vy
Rocio. Luisa solo nada el estilo libre, por 1o gue no hay problema respecto de esa
parte del equipo. Cada una de las otras tres chicas puede nadar en cualquiera
de los otros tres estiios: mariposa, dorso y pecho. Entonces la cuestion es cual
de ellas debe nadar en que estito. Los tiempos de cada una de las nadadoras &n
cada uno de los estilos se muestran en la tabla 8.

TABLA 8
. Tiempos por estilo del equipo de la Nelson Vargas .
[T T T e e
' Nadadora | Estilo
; : Mariposa DorsoPecho
; Julieta 4 33 seg. 35 seg. 37 seg.
| Maria g 33 seg. 37 seg. 37 seg.
: Rocio i 33 seg. 36 seg. 39 seg.

[T e ir s i s s ek
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Este problema puede plantearse en forma de red considerando tres nodos
fuente, cada uno con un suministro de una unidad, y tres nodos destino, cada
uno con una demanda de una unidad. Los nodos fuente representan los agentes
disponibles (nadadoras) y los nodos destino. (os trabajos (estilos). La red paia
este ejemplo se muestra en la figura 1.18.

[RE-BEIE N Estia

J'v._{li_eia Mari}pg»sa
= > amndl

<l Dedorsu
i

- . e pecho
e
R

Figura 1.18. Red de asignacién para el equipo de natacion de la Nelson Vargas.

Es facil de observar que el problema de asignacion no €s otra cosa que un caso
especial de red de transporte en el gue todas las ofertas o suministros y ias
demandas son iguales a 1 y en la gque el numero de nodos de oferta es igual ai
numero de nodos de demanda. Puesto que esto es cierto, el procedimiento de
programacion lineal es muy similar:

Min Z=33X41+35x45+37X13+33X21+ 37 X0+ 37 X253+ 32X31+ 30X+ 39X53

SUJETO A
X11 + Xiz t X3 i
Xz1  +t Xoz Tt X3 =1
X3t Xz * Xaz =1
X1 * X + Xas =

—

X12 + X2z + K32
x; = 0 para tcda | y toda |

Se ha omitido la ullima restriccion de este planteamiento puesto que seria

redundante, al igual que en el planteamiento de transporte Una caracteristica
especial de este problema es que x; =00 1.
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1.9

En otras palabras:

B ’J st ala nadadora / se le asigna el trabajo (estilo) ;

X
4

|0 deotra manera

Estamos seguros de obtener este resultado porque en cada nodo de oferta
existe solo una unidad que pueda enviarse a lo largo de varios arcos.

NOTAS HISTORICAS

El estudio de los modelos de redes de flujo antecede al desarrolio de Ia
programacion hneal. Lo s primeros estudios en esta drea los realizaron
Kantorovich (1939), Hitchcock (1941) y Koopmans (1947) considerando el
problema de transporte como un caso especial del problema de flujo a costo
minimo. Esos estudios proporcionaron una nueva luz en la estructura del
problema y dieron nuevos métodos y algoritmos. El interés por las redes de flyjo
crecié con el advenimiento del método SIMPLEX desarrollado por Dantzig en
1947, quien incluso especializo este algoritmo para el problema de transporte
(ver Dantzig, 1951).

Durante los aflos 50's, las investigaciones comenzaron a mostrara un creciente
interés en el problema de flujo a costo minimo y sus especializaciones: el
problema de la ruta mas corta, el problema de flujo maximo y el problema de
asignacion; esto se debid principalmente a la importante aplicacion de estos
modelos en la vida real. Algunos autores desarrollaron algoritmos para resoiver
estos problemas. Dantzig, Ford y Fulkerson fueron pioneros en este aspecto.
Mientras Dantzig se enfocoé en los métodos basados en el SIPLEX, Ford y
Fulkerson desarrollaron algoritmos combinatorios primales duales. Los libros de
Dantzig (1962) y de Ford y Fulkerson (1962) estan presentes a través de Ia
discusion de estas primeras contribuciones.

En los afos siguientes, los problemas de flujo en red y sus generalizaciones

emergieron como tépicos de gran interés en cientos de articuios y numerosos
textos, asi como en libros de referencia.
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2.1

2.2

CAPITULO 2
CONCEPTOS BASICOS DE REDES

INTRODUCCION

En este capitulo se presentan conceptos fundamentaies para poder desarrollar
diferentes algontmos de redes. La representacion matricial de una red que nos
permite encontrar arboles de expansion y que ademas muestra la relacion entre el
teorema fundamental del Algebra Lineal y las estructuras de red. Asimismo, la
dualidad entre potenciales y tension y su relaciéon con la programacion lineal, que nos

introducira a otro concepto dual: el de trayectorias y cortes que se vera en el capitulo
3.

REPRESENTACION MATRICIAL DE UNA RED
¢ COmo podemos representar numericamente a una red?

Sea G una red, la matriz de incidencias nodos - arcos E es una matriz de mxn donde
m es el nimero de nodos y N es el numero de arcos cuyos elementos &(i,j)son:
Una forma de recordar los signos de esta definicion es que "una flecha siempre va
'+1 sielarco jsale delnodoi
e(i, )= 2;—41 si el arco jentraal nodoi
. 0 enotrocaso

desde donde esta hasta donde no esta".
EJEMPLO 2.1

Construya la matriz nodos - arcos asociada a la red de la figura 2.1.

Ji Jo Js U4
10
k= z[ 1 0 L 0
3.0 ~1 -1 -1
SR
Ja ,/ - ™ g \j
W2 ¢
,-«5" >-\ [
L —



Si existen rizos la matriz nodos - arcos no sirve.
J1,J2,J3 son lineaimente dependientes ya que J1 + Jz - J. = 0.
¢ Que significado tiene esto en la red?

Si se cambia de sentido un arco significa que se multiplica por -1 fa columna,

entonces en este caso que los vectores sean lineaimente dependientes significa que
se forma un circuito.

Los arboles son aquellas estructuras gue no tienen circuitos, por lo tanto son
linealmente independientes.

Ademas de la matriz de incidencia (o funcion de incidencia). Existe una matriz de
adyacencia. Q de orden mxm definida en NxN de la siguiente manera:

'l siexiste un arco que partede/, y llegueai.

61(11,1':):4

0 en caso contrario

Por supuesto se tiene que G es una digrafica, esto es Ac-NxN

EJEMPLO 2.2

Encuentre la matriz de adyacencia nodos-nodos de la siguiente red:

t.\/
f 1 \1 1 2 3 1
! Y - —
J1 /J’ '\ g 1 o o0 1 o
¢
N 2 0 0 0 1 }
ﬁi\ 3 &\\ = : '
( 1{) {4 3 ot 0 ¢ |
N Ml 4 D2 10 J
\ / -
dat {de
o '-“ ; -
Yl
(3 )

Figura 2.2

(A}
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Una matriz de mxm puede ser la matriz adyacente de una red con m nodos si
consiste solo de 0 y 1 y si no contiene rizos debe tener ceros en la diagonal principal
y se define como se muestra en la figura 2.2.

El grado exteror de un nodo i es el nimero de arcos que salen de i por ejemplo:

el 2 g(3) =1
el 1 =

1
2

[ | T |
NN O

©CQOQ
B WN -

la suma de los grados de todos los arcos es par

Ege+zgi=5+5:10

REDES ESPECIALES

Una red G es bipartita si el conjunto de nodos N puede particionarse en Ny, N, con
N; ~ Nz = ¢ de manera que todo arco j ~ (i1, iz) es tal que ireNy, kN2 0 26Ny, l1eNa

T o
- . =

SN ST
S 1__,jlgfx;7/—+{ N
S o S
(2 2
| .U)—ﬂ:} 2 )
e Y.
T T
R M,
Figura 2.3
Nota:
1. Las matrices nodos-nodos para graficas no dirigidas son simétricas.
2. La matriz nodos-nodos de una red bipartita es de la forma:
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que es simétrica.
LEMA DE HANDSHAKING

En una grafica, la suma de los grados de todos los nodos es igual al doble del
numero de arcos.

Demostracion

Ya que cada arco tiene dos extremos, debe contribuir exactamente dos veces a la
suma de los grados.

Este lema aparecid por primera vez aunque en forma diferente en un articulo de
Leonhard Euler (1707-1783). Titulado Solutio Problematis ad Geometrian Situs
Pertinentis (la solucion de un problema referido a la geometria de posicion) este
articulo data de 1736 y es ampliamente conocido como el primer articuio en la teoria
de gréficas, donde también da la solucion de los puentes de Koénigsberg.

Para gréficas que no son dingidas simplemente se habla del grado de un vertice
como el numero de arcos que "liegan a el" (pueden entrar o salir)

REDES SIMPLES

Es una grafica que no contiene rizos ni arcos en paralelo con un nodo sumidero y un
nodo fuente.

Un nodo fuente es un nodo de donde unicamente salen arcos.
Un nodo sumidero es un nodo a donde unicamente entran arcos.

REDES CIRCULATORIAS
Una red es circulatoria si no existen nodos fuente o sumideros.
CONECTIVIDAD

Una cadena de longitud g (cardinalidad q) es una sucesion de g arcos.



tal que cada arco j de la sucesion (2<r <g-1) tiene un punto final en comun con el
arco j.1 (-1 +jr) y un segundo punto final comun con el arco juq (j £ i)

El punto final i de j; que no es adyacente a j; y el punto final ' de j; que no es
adyacente a jq1 son llamados los puntos finales de la cadena L. Decimos que la
cadena L une los nodos i, Asi en la siguiente red:

! J4
R .
T > =
A2 (5) (2
S \ e N
‘f \ )/
4 il
4
{ ¥ »[2 lF J}__.r
‘l‘ ! 7
3 ! A
'y J
.\ / |
[, Ig K
v Yee— S {4
\‘v/l'l l‘\__,)
Figura 2.4

L= {j2. Js, Js, Ja} €S UNa cadena del nodo 2 al nodo 3.
Una cadena es elemental si no se pasa 2 veces por un mismo nodo.

Un ciclo es una cadena cuyos puntos finales coinciden. Una trayectoria de longitud
q (cardinalidad q) es una sucesion de q arcos P = {ji,...Jg} con j1 = (io,l4), J2 = (i,
i2),....Jqg = (ig-1,lq). Es decir, una trayectoria es una cadena cuyos arcos estan todos
dirigidos en el mismo sentido.

El nodo i, es el punto inicial de la trayectoria P y el nodo iy €s el punto terminal de la
trayectoria P.

Asi para la grafica anterior P = {j1, Js, j4, J7} €S una trayectoria del nodo 1 ai nodo 4, y
se puede describir como la sucesion de nodos {1, 2, 5, 3, 4}.

Un circuito es una trayectona cuyos nodos finales coinciden. Una grafica se llama
conectada si para cualquier par de nodos (i,iz) existe una cadena que une iy con i.
La relacion

o Jil =1,
i, Ri. = -
"~ |oexiste una cadena que une 1, con !



Es una relacion de equivalencia (reflexiva, simétrica y transitiva).

FLUJO Y DIVERGENCIA EN UNA RED
Un flujo en una red es una funcién real definida en A (donde A es el conjunto de
arcos de una red G).

X:A—->R
El valor x(j) es el flujo en el arco j, y se interpreta como la cantidad de material que
fluye en el arco |.

EJEMPLO 2.3

Sea la red siguiente:

) PR
e j 5 S

Figura 2.5

El tipo de matenal es el mismo para todos ios arcos. Para entender en forma mas
clara los conceptos es util entender j como un canal y x(j) como el numero de litros
de agua por segundo pasando por cada punto de j un flujo estacionario del nodo
inicial i al nodo final i'. La cantidad que entra en i es la misma que sale por i, pero
puede ser positivo, negativo o cero dependiendo de la direccion fisica del flujo.

Para un orden fijo de arcos A= {ji,...,jo} un flujo x se puede representar como un
vector (xs,...,X,) asi para {a figura anterior el fiujo se puede representar como

x=(2,-2-22)



Asi x es un "vector" indexado por el conjunto A (es decir un elemento del espacio R*)

Existe otra notacion para flujos que esta vinculada con la representacion de una red
por su matriz de adyacencia. Como mas tarde se requerira que la red sea una
digrafica (grafica dirigida) cada arco se puede identificar por un par de nodos {i,i'). La
idea es simplemente escribir x (i, ') en lugar de x(j) tomando x(i, ') = 0 en los casos
en que no exista arco entre i i'.

Los flujos en GG se representan como funciones en NxN que pueden representarse
matriciaimente como:

12 3 4

o2 2 0
200 0 2
“3lo 0 0 -2
400 0 0

DIVERGENCIA

Las matrices de incidencia vuelven a entrar en escena cuando tratamos de analizar
que sucede a un flujo x en un nodo i, particularmente las entradas y salidas o
pérdidas. El nodo i esta representado en la matriz de incidencia E por el renglon 1.

Las cantidades de material que salen de i estan asociadas con los arcos j tales que
x(j) > Oye(ij=1, otales que x(j)< Oyel(ij=-1

¢, Qué significa esto?
EJEMPLO 2.4

Sea la red de la figura 2.6.

(2 2y~
Pl ~5 N \\\_4
3’/_‘/ 8] v\ ]8 .
yalr I N i ~—
T A \‘/%\ 1 T
K 1 ERE (4 ,}'A" J ?(_i)
T T 7
o 1 // J T
RS e B
4N Sds T
A N
1,‘/3 P
Figura 2.6



Para el nodo 3 se tiene en la matriz de incidencia:

bt Lo o0 o % 0 0]
201 0 -1 1 0 0 0 -1
£=310 -1 1 0 -1 1 0 0
40 0 0 -1 1 0 1 0
500 0 0 0 0 -1 -1 I

el arco j; sale del nodo 3 y tiene asociado un 1 es decir e(3,3) = 1 ( recuerde gue
cada entrada de la matriz esta representada por e(i, j)) si se tiene un flujo x(j= 3) = 1
(cantidad de material que sale del nodo 3) significa que el flujo "pasa" por el arco j;
en el sentido que lleva el arco y por lo tanto x(j) e(i,j) > 0. Si x(j) < 0 por ejemplo x(j) =
-4 significa que el flujo recorre en sentido contrario el arco y por lo tanto e(i,)) = -1
como es el caso de x(8) = -4 y e(2,8) = -1 lo que implica que x(j) e(i,j) > 0.

Asi la cantidad total que sale desde i es la suma de todos los términcs de la forma
e(i,j) x(j) que son positivos.

En forma semejante las cantidades que llegan a i corresponden a los casos donde
x(j) > 0y e(ij) = -1 por ejemplo:

En el nodo 5: x{6) = 2 es decir la cantidad de flujo que llega al nodo 5 por el arco js es
de 2 y e(5, 6) = -1 en |la matriz de incidencia por lo tanto x(6) e(5,6)< 0

O x(j)< 0y e(ij) = 1 como en el nodo 4, x(5) = -1 es decir por el arco js pasa un flujo
que vaainodo4 con-1ye(45)=1.

La suma de todos los términos de la forma e(i,}), x(j) que son negativos es ei negativo
de la cantidad de flujo que llega a i.

De esta forma la suma de e(i,)) x(j) sobre todos los arcos j nos da el total de salidas
de i menos el total de liegadas a i.

Esta cantidad es ia divergencia del flujo en el nodo i, y se denota y(i), asi

v(i) = Z e(i, )x(j) = divergencia de xen/

jed

Por ejemplo, de la figura anterior.



en el nodo 3 llegan 4 unidades por |,

salen 2 js
salen 1 i
salen 1 I3

Este nodo tiene la particularidad de que:
# total de llegadas = # total de salidas.

Asi y(3) = 0 en el nodo 5 se tiene y(5) = -7 esto significa que llegan 7 unidades mas
de las que salen y en general se dice que.

- Un nodo es fuente para el flujo x si y(i) > 0
- Un nodo es sumidero para el flujo x si y(i) <0 |
- Si el flujo se conserva y(i)=0

e — e J

Se llama y a la funcién de divergencia (vector) asociada con x y se escribe:
y = Ex =div x

En este caso para el flujo de la figura anterior usamos la matriz de incidencia y se
calcula

.

S S 0 0 0] ) {7'1

L0 -1 0 o0 1 é | 0‘

y=/0 -1 1 0 -1 L 0 0, = 0

0 0 0 -1 1 0 1 o 71 o

L0 0 0 0 0 -1 - 1} “l 7]
4,;

Asi iy es una fuente, is es sumidero, y el flujo se conserva eni,iz € iy

El hecho de que las 7 unidades creadas en el nodo fuente i sean ias 7 que se
destruyen en el sumidero no es un accidente. La intuicion fisica sugiere, y el algebra
lo confirma que la cantidad de flujo que se crea en la fuente es igual a ia cantidad
que se destruye en el sumidero.

Esto se expresa como el principio de la divergencia total:

Z wWiy=0 paray = divx
i 40



Esto se verifica de la siguiente forma:

D =Y et nx() =Y e, Hx())

1N o jed 164 1N

Pero

Ze(i, J)=0 paratoda jeA

1N

ya que cada columna de la matriz de incidencia contiene exactamente un 1 y un -1y
fa suma da 0.

OPERACIONES VECTORIALES

Dos flujos x y x' se pueden sumar o superponer para producir un flujo resultante x'
X"(j)=x() + X'(j) para toda jsA.

Asi mismo, un flujo se puede multiplicar por un escalar X= A x lo que significa que
X'(J)= A x(j) para toda jeA

¢ Que estd sucediendo fisicamente?

Considerando la red de!l ejemplo 2.4 se tiene:

El flujo X' esta representado en esta red, como una unidad de flujo pasando desde el
nodo 1 hasta el nodo 5 pasando porlos nodos 2 y 3.

y ‘ﬂ»\\
/’;\f/\ T~
15 ’ \
Vi Tl .
— \’!ﬁ q T
PR (a0 A8
. s e
. 5 -
a \ _//' 1
’- z ./va / /
s W
AT
Figura 2.7

Haciendo fa suma se tiene:
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X' = x + X y se tienen 8 unidades en el nodo fuente y llegan 8 unidades al nodo
sumidero.

Note que el arco j; es usado por x y x' pero no por x*.

T

(2 e
P
e AN T
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Figura 2.8

El flujo 2x' podria representar dos unidades moviéndose en el mismo sentido que x'
de iy — i» -» I3 — Is, Mientras -x' podria representar una unidad moviéndose en forma
inversa. Trivialmente se tienen las reglas

div ( x + xX') = div x + div X’
div (ax) = a div X

2.5 CIRCULACIONES
Un papel especial lo constituyen los flujos x en una red G tales que:
divx=0

Esto es que x se conserva en cada nodo. Tales flujos se conocen como
crrculaciones. La suma y el producto por un escalar de una circulacion es
nuevamente una circulacion. Asi el conjunto de todos las circulaciones forma un
subespacio de R : el espacio de las circulaciones C, claramente C es el espacio
nulo de la matriz de incidencia E.

Una de las razones de porgué las circulaciones son importantes es que las
discusiones tedricas a menudo pueden simplificarse en términos de ellas, esto
debido a que todo flujo en una red G se puede identificar como una circulacion de
una red mas grande. En el caso del flujo x del ejemplo 2.4 |a idea se ilustra en la
figura 2.9.



Formamos de una red G una nueva red G aumentando un nuevo nodo i' (el nodo de
distribucion) y un arco j ~ (i',i) (un arco de distribucion) para cada uno de los nodos
viejos i. Para esta nueva red los conjuntos de nodos y arcos se denotan N y A. Para
cada flujo x en G le corresponde un flujo x en G definido por:

X()) = x(j) para todos los arcos viejos
X(ji) = y(i) para todos los arcos de distribucion

YLl =
X

/
s
S

Figura 2.9

Asi x es una circulacion en G. Inversamente, cada circulacion en G corresponde de
estaforma aun flujoen G.

También se tiene el caso en que se tienen identificados un nodo fuente y un nodo
sumidero por lo cual s6lo se agrega un arco como se ilustra en la figura siguiente:

Figura 2.10



2.6

El nuevo arco  se conoce como un arco de suministro.

POTENCIALES Y TENSION

Un potencial u en una red G es una funcion real definida en el conjunto de los nodos
N.

UuN-SR

El valor u(i) es llamado el potencial en el nodo i. Con un arco j~(i, i') se asocia la
diferencia de potenciales

v(j) = u(i') - u(i) = tension a traves de |

El signo de la diferencia depende de la orientacion del arco. Asi se define la funcion
tension v en A, y se denomina el diferencial del potencial u.

La tension v(j) se puede escribir como

v(j) == e, /)
N
0
v=-uE =4y
Un ejemplo de potenciales y tensiones se muestra en la figura 2.11 donde los
nudmeros en los nodos son los potenciales y los numeros en los arcos son ias
tensiones correspondientes.
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Figura 2.11

En general, llamamos a v un diferencial en G si v =Au para algun potencial u. El
conjunto de todos los diferenciales se preserva bajo la suma y la multiplicacion por
un escalar, y asi como el espacio de las circulaciones forma un subespacio de RA y
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se llama el espacio de los diferenciales y se dencta por D. De esta forma D es el
espacio de los renglones en la matnz de incidencia E, el rango de la transformacion
lineal u — -uE de R" -» R*.

Es naturai usar la notacion siguiente de producto punto para elementos de R™ y R*.

wov =y uli)yl) vox =y v()x())

1N ad
y se obtiene de esta manera la formula de conversion:
VX =-Uuy si y=divx, v=Au

la validez de esta formula parte de! hecho de que ambos lados se reducen a ia
expresion:

v(j) = -Zu(i) e(i))
entonces

Vex = - Z u(iell, j)x(J)=—ubx =-u-y

N jed

Una consecuencia inmediata de la formula de conversion es el hecho de que

vx=0 para todos ve D, xeC, ya que:
1. v'X = -Uuy como y esta asociada a un flujo x que es circulacion, entonces y(i)
= 0 para todo i, Io gue implica que v:x =0
2. SixeC, veD y C es el espacio nuio de E y D es el espacio rengion de E por la

segunda parte del Teorema Fundamental de Aigebra Lineal que dice:
Dada una matriz de mxn se tiene

N(A)= (R(AT)*
R(AT)= N(A)*
ademas \
NAD)= (R(A)~
R(AY= (N(AT)*
y dim (espacio fila) + dim (espacio nulo) = numero de columnas.

Entonces C y D son compiementos ortogonales, lo que significa que el producto
entre 2 elementos cualesquiera de ellos es igual a cero ademas:

S
w



dmC+dmD = |A|
D=C"={veR* vx=0 v xeC}
C=D"={xcR* vx=0 vveD}

Asi como un flujo en G se puede ver como parte de una circulacion de la red
aumentada G, se puede también ver cada potenciai en G como parte de un
diferencial en G: como se muestra en la figura siguiente:

Figura 2.12
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Entonces dado cualquier potencial u en G con una tension asociada v se define el
potencial u en G como: -

tu) para toda i tal que / es " nodo viejo"
u(1) :1

u(i)=0 parael nodo dedistribucion /

La tension v= Au en G satisface

v(j) = v(}) para toda j donde j son “arcos viejos"
v(j) = u(i) para los arcos de distribucion j;

En téminos de dualidad los variables definidas sobre los arcos se convierten en
variables definidas sobre los nodos.

La tabla siguiente define un par de sistemas lineales duales.

—

. Pmal oy bua
Flujos - variables definidas sobre los arcos potencial - variables definidas sobre los nodos
divergencias - variables definidas sobre los |  tension - variables definidas sobre los arcos

nodos ‘

s
(o)



2.7

Los potenciales y las tensiones se pueden sumar o multiplicar por escalares, dos
mismos potenciales pueden tener la misma tension. En particular si:

u'(i) = u(i) + k donde k es una constante, paratodaien N

Ejercicio
Considere las redes de la figura 2.13 (a y b). En la figura a se muestran los flujos y se
pide calcular las divergencias. En la figura b se muestran las potenciales y se pide
calcular las tensiones en los arcos.

Figura 2.13ayb.
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FLUJOS OPTIMOS Y POTENCIALES
Para cada arco jeA existe un intervalo c(j) — R y una funcion f;: c(j) — R de tal forma

que para cada nodo icN existe un intervaio c(i) < R y una funcion f; c(i) — R. El
problema de flujo Optimo es a grandes rasgos:

min Z fxtn+ Z £, (yti)) sobre todoslos flujos
jecd 2
xeR" satisface x(j) ec(j) 7 jeA
y(i) ec(i) v icN donde y = div x.
En forma analoga se tiene el problema de potencial optimo
min Xgiu(i)) + T giu@)) vueR"
gue satisfacen

u(i)eD() vieN y v (e D) V jeA



2.8

NOTAS HISTORICAS

Aungque las redes eléctricas se han estudiado por mucho tiempo, la utilidad de los
flujos y potenciales de las redes en la modelacion de problemas en economia e
investigacion de operaciones no fue reconocida hasta los cincuenta. Ei libro de LR
Ford y D.R. Fulkerson (1962) ha jugado un papel realmente significativo al estimular
el crecimiento y aplicaciones de la teoria de redes en esas nuevas areas. La
notacion y terminologia en ese libro son naturales para la gente familianzada con la
programacion lineal y han sido ampliamente aceptadas en la Investigacion de
Operaciones.

La nocion de sistemas lineales duales comesponde a la programacion lineal. Ha
sido desarrollada en muchas direcciones interesantes por AW. Tucker (1960),
(1963) y prueba ser especiaimente util al hacer generalizaciones de los problemas de
optimizacion en redes a otros de programacion separabie.

Los téerminos flujo y divergencia no fueron usados en tecria de redes antes de
Rockafellar y pueden no estar completamente ligados a la ingenieria eléctrica debido
a ofro uso conectado con magnetismo. Sin embargo son simples, naturales y cubren
una necesidad definida. El "nodo de distribucion” en ia red aumentada corresponde a
la "tierra" en teoria eléctrica.

Los flujos x que pertenecen al espacio de circulaciones C se dice que tambén
satisfacen la Ley de Corriente de Kirchhoff, mientras que las tensiones v en el
espacic de diferenciales D satisfacen la Ley de Voltaje de Kirchhoff Ei uso de gsta
terminologia es en honor al trabajo pionero de G Kirchhoff en 1847. Una discusion de
esas condiciones en la terminologia de topologia combinatoria se encuentra en
Siepian (1968). El hecho de que C y D son ortogonales es también conocido como el
Teorema de Tellegen.



3.1

CAPITULO 3
TRAYECTORIAS Y CORTES

INTRODUCCION

El objetivo de este capitulo es describir dos conceptos duales asociados con nodos y
arcos: la trayectoria y el corte; asi como el resultado central que los relaciona: el
teorema de la red pintada y su equivalencia, el Lema de Minty.

DEFINICION 3.1

En una red G se dice que P es una trayectoria, si consiste de una sucesion finita de
la forma:

io: J1s i1» j2v"1jf7 if'
donde r > 0 y cada ik es un nodo mientras que jx es un arco tal que
Je=ict,l) © Ji ~(ik, k1)

Los nodos i, e I reciben el nombre de nodos inicial y final de la trayectoria,
respectivamente. Si i;=i; se dice que P es un circuito.

Un arco jx en una trayectoria P se dice que se recomre positivamente (negativamente)
Si jx ~(i1,ik) (Si Jk ~(Iklk1)}. Si todos los arcos de P se recorren positivamente, se dice
gue P es una trayectoria positiva o circuito positivo. De manera semejante F es
una trayectoria negativa o circuito negativo si todos sus arcos se recorren
negativamente.
Si G es una digrafica, la trayectoria P se puede denotar como:

P: io —~> i1 —ip —> i3
Pues a cada arco le corresponde un par de nodos en forma unica.
EJEMPLO 3.1
En la figura 3.1:

a)uncircuito es: 1, Jy, 2, Jz, 3, Jo, 1
b) una trayectoria 2, Js, 5, Js, 3
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Figura 3.1

es usual escribir si G es digrafica
a)P: 152531
b) P: 2-5553

Una trayectoria P puede recorrer mas de una vez un arco, si esto sucede se dice
que P tiene multiplicidades o que es una trayectoria con multiplicidades.

Una trayectoria elemental o simple es aquella en donde cada arco y nodo se
recorren una sola vez.

Sea P una trayectoria sin multiplicidades. Denotaremos por: P+ el conjunto de arcos
que se recorren positivamente y por P- el conjunto de arcos que se recorren
negativamente.

Se define la funcion de incidencia de la trayectoria elemental P como:

41 s jeP’
e ()=elrpy=-—1 si &P
[ 0 s1gel

Note que esta funcién ademas de indicar la ofientacion en el arco puede
interpretarse como un flujo "unitario” en la red para el ejemplo 3.1

a) ¢,=[1.-1,1,0,0,0,0,0,0]
b) €,=[0,0.0,0,1,-1,1.0,0]

SRV



EJEMPLO 3.2

Dada la siguiente red:

a) ¢ Existe una trayectona positiva del nodo 5 al 2? No

b) ¢ Existe un circuito positivo que contenga ai arco Js? No

h . /’//
F\ |
1)
O
“\\\
IR
CONECTIVIDAD

Una red G se dice conexa si para cada par de nodos distintos s y s' existe una
trayectoria P:s — s', esto es, una trayectoria P que tiene como nodo inicial s y como

nodo final s’.

Si G no es conexa podemos particionaria en k redes G(N;A) i=1,2,... k donde los
subconjuntos de nodos N; forman una particion de N y son tales que dos nodos s y s'
pertenecen al mismo conjunto Ni si y sélo si existe una trayectoria P: s — s' o bien s

=g

Los subconjuntos de arcos A, se definen como los arcos cuyos extremos pertenecen
a N; y también forman una particion de A.

Una red fuertemente conexa es aguella para la cual existe una trayectoria positiva

a0
i, N
-\‘-. .
JC\\\\ Jv
AN
L
] (5
A\
Ja ~—
Figura 3.2

p:s—>s' para cada par de nodos distintos s y s'
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EJEMPLO 3.3

Una red conexa

i
:

-

™
)

(1) (3 )

Una red fuertemente conexa
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Figura 3.4

3.2 EL PROBLEMA DE DETERMINAR UNA TRAYECTORIA

Un aspecto basico de la definicion de conexidad de una red es la existencia de
trayectorias de un nodo a otro con el propodsito de analizar este problema, que se
repetira continuamente, diremos que los arcos pueden recorrerse de acuerdo con las
siguientes reglas:

a) Arcos que se recorren en cualquier sentido (verdes)
b) Arcos que unicamente se recorren en el sentido del arco (blancos)
c) Arcos que unicamente se recorren en sentido inverso (negros)

d) Arcos que no pueden recorrerse (rojos)

(MY
I



Para ei ejemplo 3.2 dado el siguiente coloreado
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Figura 3.5

Encuentre una trayectoria del nodo 5 al nodo 2 y otra del nodo 1 al nodo 6.

PROBLEMA DE LA TRAYECTORIA PINTADA

Sea G una red y N* y N conjuntos ajenos de nodos. Suponga que hemos efectuado
un pintado de la red. (Colores: verde, blanco, negro y rojo).

Determine una trayectoria P: N* — N’ esto es, una trayectoria que parte de N* y
termina en N tal que cada arco de P* es verde o blanco y cada arco de P- es verde

0 negro.

Una trayectona P con las propiedades anteriores se dice compatible con la
coloracion o bien el problema anterior equivale a encontrar una trayectoria

compatible de N a N".

EJEMPLO 34
En la siguiente red encuentre una trayectoria compatibie con la coloracion de N" a N’
Figura 3.6
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Se propone la siguiente trayectoria P: 1 > 2 —» 4 -» 6.

Es importante hacer notar que en el pintado, cada arco de la red tiene exactamente
uno de los colores que se han dado, aunque puede haber un color no usadc. Por
ejemplo para probar conexidad todos los arcos se pintan de verde mientras que para
probar que una red es fuertemente conexa se pintarian de blanco o negro como se
vera mas adelante.

CORTES

Un concepto dual a una trayectoria, es el concepto de corte o cortadura que
podemos formulario como sigue:

Sean Sy S' dos subconjuntos de nodos de una red G y se definen los conjuntos de
arcos:

[S, S = {jeA lj~ (i) i€S, '« S}

[S, ST ={jeA [j~ (i) ieS, I'eS}

el caso mas usual es que S'= N\S, es decir que S' es el complemento de S en N.

En este caso se dice gue un conjunto de la forma [S, N\S] es un corte Q=[S,N\S] tai
que:

Q" =[SN\S]" y Q =[SN\S}
o también |

Q" ={jeA |j~ (i), €S, 'S}

Q ={jeA j~('1),icS, 18]

La palabra corte para Q proviene de ia idea de que cualquier trayectoria P con nodo
inicial en S y nodo terminal en N\S debe, al menos en una etapa, atravesar uno de
los arcos en Q, al borrar arcos en Q se cortaria tal trayectoria. El hecho de que P
debe usar un arco de Q se establece formalmente de ia siguiente manera:

Sea i el primero de los nodos en P que no esta en S, tal nodo existe ya que P va de
S a N\S. El arco de P inmediatamente anterior i, llamado j, gue une al nodo de S con
un nodo de N\S, y pertenece a Q, entonces jcP*'~Q" 0 jeP~Q

Por ejemplo, en la red anterior

Q={SN\S] Si S={1,2,3}
Q'={(2,4). (2,5, 35)] Q=¢



EJEMPLO 3.6

Sea la red, con la siguiente coloracion (ver figura 3.7).

Sea Q =[S,N\S] si S={2,5}

QT= {(2,4), 23), (5,4)}
Q={(12), (35), (6,5)}
Sy SN '
Lo )\i/’ N ; \‘ﬁ:) ™
\:a _,/- N N - - // - b )\
D S N A €
- s /,/ } . 0
] 3 K h %;"‘-ﬂg 154 |
€ SN

Figura 3.7
EJEMPLO 3.7

En la red del ejemplo 3.6 especifique el corte Q considerando gue los elementos de
Q" sean blancos o verdes y los de Q sean negros o verdes.

Sea S = {2,5} con Q= [S,N\S]
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e B M =
Figura 3.8
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La funcion de incidencia del corte Q se define como:

1 sijeQQ”
e, (=11 si]Q ¢ ke,
| O enotrocaso

S

Es interesante observar que eq, como una funcion en el conjunto de los arcos, se
puede considerar como un diferencial; sin embargo, ésta es la tension
correspondiente al negativo del potencial

o) os1ied
e (1) =¢
’ 0 siiegs
Donde S es tal que Q=[S N\S].
En general, eq = Au con
jl siie NS
uli) =9 _
0 stied
EJEMPLO 3.8
Sealared
1 0
I e R
A ¢ R
b 1 ~ =2
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~. 1 s
I;.\\ /,L N X lg
T 's V ]
Figura 3.9

Sea Q=[S,N\S] 5=(1,2,3}

Q"={(2.4). (2.5)}

Q={(5,3)

€4=[0,0,0,1,1,-1,0,0,0]
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3.3

Un corte se dice elemental si ai quitar estos arcos de la red, el numerc de
componentes de la red aumenta en uno.
ALGORITMO DE ENRUTAMIENTO

Se usa para determinar una solucion al problema de las trayectorias compatible con
una coloracién dada o bien un corte.

La idea del algoritmo es combinar un conjunto de nodos S—N" y una funcién ®: S\N”
— A que recibe el nombre de enrutamiento (6 ®-enrutamiento) de S con base en N*
tal que etiqueta cada nodo ieSW*, con un arco jeA, dicha etiqueta servira para
representar las trayectorias construidas.

a) Para cada i=S\N*, @ (i) es un arco que une i con algun nodo de S.

b) Se genera la sucesion i, @ (io), 11, ©(iy), .ik,®(i), donde i es el nodo final del
arco O(ix.1) y eventualmente se llega a N

ALGORITMO DE ENRUTAMIENTO

Propésito: Determinar una trayectoria de N* a N compatible con una coloracion
dada.

Descripcion
PASO 1 Sea S=N"y @ vacio
PASO 2 Determine el corte Q=[S, N\S]

21 Si existe je Q" verde o bianco 0 si je Q" es verde o negroira 3
22  Sino existe j terminar. No hay solucion al problema

PASO 3 Sea ©(i)=j con igS hacer S: = S U{i} (enrutamiento compatible
con la coloracion).

31 Sii=N terminar. ® contiene una trayectoria compatibie P:N™- >N’
32 SiigN setiene 5SS =¢ ira2

wn



EJEMPLO 3.9

Dada la red con N" = {s} y N" = {s') encontrar una trayectoria compatible con e
pintado
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Figura 3.10
el nodo i, se aumenta a S en la k-ésima iteracion

P.s iy —>ip->is<—ig 8§

EJEMPLO 3.10

Determine si existe una trayectoria P N* - N en la siguiente red.

"={1} N={6}
Figura 3.11
R '**{-if‘; ).
. \ .
<D S e
. ! ) s S

Definimos un corte que solo contenga al nodo 1, nos fijlamos en sus arcos, si el arco
que va al nodo 2 es blanco extendemos s a ese nodo, lo mismo para el nodo 3, el
conjunto de estados alcanzables es 2,3. Se define otro corte que abarca a los nodos
1,2,3 y se vuelve a empezar.



EJEMPLO 3.11

Dada la siguiente red (figura 3.12), encuentre una trayectoria compatible con la
coloracion o un corte.

PASQ 1

Comenzamos con Sy = N* = {ij} y ® vacio.
PASO 2

Q1 = {1, J2, Ja}; j1.j2.Js SON compatibles con el pintado.
PASQO 3

Sea

O(iz) = s

O(is) = J2

O(i) = J3

S1=Sq U {in,3,1a} = {i1,12,13,1a}
Si~AN=¢ Iralpaso?2.

lteracion 1

VER PASO 3
Sea O(i7) =4
O(is) = js

S, AN =¢, Iraipaso 2.

lteracion 2
Qs = {ia,j10.J11.J13.J14,j17.J18}-
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Figura 3.12
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No existen arcos compatibles con la coloracion. Por [0 cual no existe solucion al
problema.

NOTA: El pintado es:

Color Arco

Verde 11, 13, Ja, J12, J1s,
Blanco Jo, J11, )13, J1a

Negro J2. Is. 6. I, Js. J1e, s, 2o
Rojo J0, 117, Jrs.

DUALIDAD DE TRAYECTORIAS Y CORTES

El problema complementario al de encontrar una trayectoria compatible con una
coloracion dada es el corte compatible. Se dice que el corte Q separa N* de N’ si es
de la forma [S, N\S], para algun S < N, tal gue N*cS y N'~S =4¢. Se denotara Q con
N* N

Problema del corte coloreado (o pintado) Sean N’y N" CN tales que N*"~N'=¢.
Sea una coloracion en la red G con los colores verde, blanco, negro y rojo.

El problema es determinar un corte Q:N* © N tal que todo arco de Q" sea rojo o
negro mientras que todo arco de Q" sea rojo o blanco.

Un corte que cumple las restricciones de color se dice compatible con la coloracion
y si ademas separa N* de N constituye la solucion al problema del corte coloreado.
Observe la dualidad entre las restricciones de color para trayectorias y cortes.

Teorema (de la red colorada) Sea N < N, tales que N ~ N =¢ Entonces, para
toda coloracion de la red G con ios colores verde, blanco, negro y rojo, una y solo
una de las siguientes afirmaciones es valida.

a. El problema de la trayectoria coloreada tiene soiucion P.
b. El problema del corte coloreado tiene sofucion Q.

Demostracion:

Sea G una red coloreada y N « N y N* ~ N = ¢ aplique el algoritmo de
enrutamiento, entonces el algoritmo tiene 2 terminaciones posibles y excluyentes, si
termina en el paso 2 se ha construido un corte Q compatible con la coloracion, la
existencia de este corte garantiza la no existencia de una trayectoria compatible; o
bien, en el paso 3, donde se obtiene una trayectona coloreada P la que a su vez
excluye la posibilidad de encontrar un corte Q compatible con la coloracion

3N
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Existe otro resultado fuertemente relacionado con el teorema de la red coloreada.
Este resultado es el lema de Minty que utiliza el concepto de corte elemental paralelo
al de trayectona elemental.

LEMA DE MINTY

Considere una red G con pintado de arcos verde, blanco, negro o rojo. Dado
cualquier arco j blanco o negro uno y sélo uno de los siguientes postulados es cierto:

a. Existe un corte Q (elemental) compatible con la coloracién que usa |.
b. Existe un circuito (elemental) compatible con la coloracion que usa |.

Demostracion:

Sea J=(i1,i) un arco blanco o negro, si J es blanco considere N* = {i;} y N" = {i1}. Si J
es negro considere N* = {i;} y N™ = {iz}.
Apliquemos el algoritmo del enrutamiento para encontrar una trayectoria de N a N’

Observe que el arco J siempre pertenece al corte Q del paso 2 del algoritmo, pero
debido a su coloracion y la forma de seleccion de N y N J no es compatible con ia
coloracién.

Ahora el algoritmo sélo tiene dos terminaciones excluyentes en el paso 2: que es el
determinar un corte que contendria a J o bien en el paso 3 al encontrar una
trayectoria de N™ a N que no contiene a J y como J es compatible con una
trayectoria de N” a N* por su forma de seleccion se forma un circuito.

PROPOSICION
El teorema de la red coloreada y el lema de Minty son equivalentes.
Demostracion: Use Minty para probar el Teorema.

Ya vimos gue se demuestra el lema de Minty usando el teorema de la red coloreada,
para demostrar que son equivalentes basta demostrar el teorema de la red coloreada
usando el Lema de Minty.

Entonces procedemos a demostrar el Teorema de ia red coloreada.

Demostracion:

Sea G una red coloreada con los cuatro colores de costumbre y sean N, N dos
subconjuntos ajenos del conjunto N de nodos de la red. Sea G' una red construida
agregando a G el arco J'~(s',s) y los arcos (s.i) para todo ieN+ y (k,s") para toda keN’
como se muestra en |a figura siguiente:
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Figura 3.13

Se colorean todos los nuevos arcos de blanco. La aplicacion del lema de Minty para
el arco J' lieva dos posibilidades:

] Existe un circuito elemental P compatible con la coloracién que contiene al
arco J'. Puesto que J' es blanco, este circuito debe ser de la forma P: s', J', s,
ji P j2. s en donde j; ~(s,i) con ieN" j; ~(k;s) con keN- y P' es una
trayectoria de i a k compatible con la coloraciéon. Con esto se establece una
correspondencia biunivoca de los circuitos P' con estas caracteristicas y las
trayectorias P i -» k con ieN*, keN" de donde se deriva la primera condicion
del teorema de la trayectoria coloreada.

i) Existe un corte elemental Q compatible con la coloracion que contiene el arco

J' En este caso Q no puede contener ningun arco nuevo distinto de J' puesto
que, siendo estos blancos, no satisfarian las restricciones de color (notese
que jeQ).
De aqui que los demas arcos de Q son arcos de la red original G y por tanto
constituyen un corte compatible con la coloracion en ella. De nuevo, esta
correspondencia de cortes es biunivoca por lo que se deriva la segunda
alternativa del teorema de la red coloreada.

Conviene sefialar que el Lema de Minty en términos algebraicos es equivalerite al
Lema de Farkas; que no es otra cosa que un resultado de separacion de dos
conjuntos convexos (poliedros).
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EJEMPLO 3.12

Determine si el arco j~(i4,is) pertenece a un circuito elemental compatible o a un corte
elemental compatible con la coloracién definida en la red de la figura siguiente:

Figura 3.14
,—2 -~
A2k
W g dg
S v N
- .3
,.—-{f’ N . N VAN \\‘/—n
(l) B }i 3 / [s » 4 N
- X -
™~
~ B P
T Pt
I3 Ja N
AV e
“~ L
y("s )x

Solucion:;

Para verficar si este arco pertenece a un circuito o corte elementales compatibles
con la coloracién se utilizara el algoritmo de Minty. Es decir, se resuelve el problema
de la trayectoria coloreada de N* = {i;} a N" = {is}

Utilizando e} algoritmo de enrutamiento se obtiene la trayectoria compatible de i a is

P4 52«15

esta trayectona P junto con el arco js forman un circuito elemental.

EJEMPLO 3.13

Determine si el arco js pertenece a un circuito elemental compatible o a un corte
elemental compatible con la coloracion dada en la red de la figura siguiente:
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3.4

& e s .
- - Y .\"\ -
= i \\\ ]
-~ ~ B > y -
0 (5 N
. § - - B p -
e ) /
. JaN M
s e
. // S
zl,/ 5 ‘E]k i
Figura 3.15

Solucion

Aplicando el algoritmo de enrutamiento se determina Q=[S,N\S] donde S={i,, i, is}
que contiene a jg y es compatible con la coloracion.

APLICACIONES A CONEXIDAD

E! algoritmo de la red pintada proporciona un medio eficiente para probar cuando una
red es conexa y Si no lo es nos sirve para determinar sus componentes.

Seleccione un nodo arbifrario s y aplique el algoritmo con N* = {s} y N=0 y todos los
arcos pintados de verde. En la terminacion habra un enrutamiento maximo con base
s (es decir base {s}) correspondiente a cierto conjunto S que contiene a s. De ia
naturaleza del pintado, es claro que S consiste de todos ios nodos alcanzables por
trayectorias que empiezan en s y descnbe un sistema particuiar de trayectornias que
compiletan ia tarea. Si S = N, G esta conectada. Si no, entonces los nodos en S, junto
con los arcos incidentes a ellos forman la componente de G conteniendo a s.

Para determinar otra componente seleccione cualgquier nodo que no esta en S y
repita el procedimiento. Después de una sucesion finita de tales calculos todas las
componentes se identificaran.

La prueba para una red fuertemente conexa, necesita el doble del esfuerzo.
Aplicando el algontmo como se hizo antes, y comenzando desde un nodo
arbitranamente seleccionado s, pero con los arcos pintados de blanco. Esto nos da
un enrutamiento méaximo compatible con la coloracion 6,, asociado con un conjunto
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de nodos S,,. Repetimos la aplicacion con los arcos todos biancos, obteniendo 8 y
Sp.

Obviamente, los nodos en S, (fuera de s) son agquéllos que pueden alcanzarse por
una trayectoria positiva desde s, mientras aquéllos en S, son los que pueden liegar a
s a través de una trayectoria positiva. Entonces el conjunto S = S, NS, esta
compuesto por todos los nodos fuertemente conectados a s. Si S = N, G es
fuertemente conectada. Si no, S suministra una componente fuerte conteniendo a s
(como podemos ver en la figura siguiente).

En el caso de una red en una ciudad se pueden pintar las calles de doble sentido de
verde, todas las de un sentido de blanco, y todas las que estén cerradas por
reparaciones de rojo. ¢Sera posible ir de un nodo a cualguier otro nodo?

Oh .
S A
T ¢ / \
; # Y ‘ —{ Mo ~
\_,)1{:?‘"»—,_ . '-.7 :.'T*-f"'{: ~ - -
-~ ’_’ - v”v B '“R“'—-_ N s \ ~ N i .
e e - D

e e T At 3N

| T - o — ——— = BEn - ]< T J
NP A e e S
' N . "

‘\\ /, Af N \‘;z‘f;._ =

Figura 3.16
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3.5

NOTAS HISTORICAS

La teoria de graficas y redes ha sufrido de una falta de estandarizacion en cuanto a
su terminologia, diferentes autores usan diferentes palabras para el mismo concepto,
0 una misma palabra en diferente sentido. En parte, ésto se debe a que hay muchas
areas de aplicacion.

En el caso de las "trayectorias” como las que se exponen aqui es dificil encontrar
dos textos que estén de acuerdo, lo mismo sucede con cortes. La terminologia
usada aqui es acorde con el teorema de la red coloreada y el Lema de Minty.(1960),
aunque Minty solo uso6 tres colores, él no admitié la categoria de usar negro, solo se
refiere al sentido inverso de los arcos blancos. Sin embargo, ésto no proveca ningun
problema al usar arcos negros. Enrutamiento se usa por otros autores como arcos
COon raiz o arborescencias, que veremos mas adelante.



4.1

4.2

CAPITULO 4
FLUJOS Y CAPACIDADES

INTRODUCCION

En muchos problemas de redes se involucran flujos que tienen ciertas restricciones
en al menos uno de los arcos, también se pueden tener restricciones en las
divergencias permitidas en los nodos. El propésito de este capitulo es introducir los
conceptos necesarios para resolver estos problemas asi como analizar el problema
clasico de flujo maximo, y sus correspondientes métodos de solucion.

PRINCIPIO FUNDAMENTAL DE DIVERGENCIA

El problema de flujo maximo fue resuelto en 1986 por R. L. Ford y R.D. Fulkerson
que de hecho fueron los iniciadores de la era de flujo en redes independientes de
redes eléctricas.

INTERVALOS DE CAPACIDAD

E! flujo en un arco j de una red varia en un intervalo cerrado c(j), denominado
intervalo de capacidad de j. Dicho intervalo se denota por:

c() = [cG), ()]
donde c(j) es la minima capacidad y c'(j) es la maxima.

La unica restriccion es que c(j) sea un intervalo no-vacio. En particular ¢'(j) puede
ser+x y c(j) puede ser -x.

Un flujo se dice factible si x(j) € ¢(j) paratodajs A

Algunos ejemplos de intervalos de capacidad son:

1. c(j) = [-c, c] con 0 < c <+« ; el flujo x puede usar el arco j en ambas
direcciones pero el flujo debe satisfacer | x(j)| <c.

2. c(j) = [0, c] con 0 < ¢ <+ como en el ejemplo anterior, pero el arco solo puede
usarse en direccion positiva.

3. c(j) = [0, =) el arco solo puede usarse en direccion positiva, pero no hay una

cota superior en e! flujo.
c(j) = (-, + ) aqui no hay ninguna restriccion de fiujo en el arco j.
c(j) = [c, c] con - = < € < +oc; aqui hay un requerimiento exacto, x(j)= ¢

SN
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Una consecuencia directa de que los flujos en los arcos estén acotados es que se
restringe el flujo que puede pasar a través de un corte. Especificamente, ei flujo x a
traves de un corte Q se define como:

¢ x= 2 x(j)= 3 x()) 4.1)
el e

donde eq es la funcion de incidencia para Q. Este se puede interpretar comnc la
cantidad neta de material que fluye a traves de Q en la direccién de la orientacion de
Q.

Para reforzar esta interpretacion escriba Q = [S, N\S] para el conjunto de nodos S, se
define la divergencia de x desde S como:

WSy =D ) (4.2)

Esta cantidad representa la cantidad neta de matenal originada en S (esto es, la
cantidad total de la fuente menos la cantidad total del sumidero). Estas cantidades
(4.1) y (4.2) se relacionan a través del principio de divergencia.

PRINCIPIO FUNDAMENTAL DE DIVERGENCIA

Sea x un flujo en la red G y sea el corte Q= [S,N\S]. Entonces y(S)= eq X
[divergencia de x desde S} = [flujo de x a través del corte Q]

Demostracion

Usando las definiciones de y = div X y de eq se tiene:

FOEDNTOED IO WA NI ED IS NI TIE

1eS el RN

DN GEDIPNBNNHE

g’ ies 8" 168

= X)) () =e,x

1607 en
Nota: La regla de divergencia total donde y(N)=0 es un casc particular del principio
de divergencia ya que si S = N entonces Q=¢ y de aqui se concluye el resultado.
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EJEMPLO 4.1

Dada la red

- -4
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Figura 4.1
Cony(1)=7,y(2)=4,y(3) =4, y(4) =3, y(5) = -18
Sea S= {1,2,4}, entonces Q= {js, js, j2. j3, j7}

Se puede observar que la divergencia de x desde S : y(S)=7 +4 + 3 =14 y el flujo
x a través de Q

Q" ={Ja, Js, Jg}= 4-3+9=10
Q ={J2, J7}:-2-2=-4
eq X =10-(-4)= 14, son iguales

EJEMPLO 4.2
Dada la siguiente red
) ,-"'—_"‘\,‘ - / _"‘-\\
() = ¥ o
2 ‘\7:/ /’*\ '}/r‘\'”\‘ -3
P - -\-.
~ e
— ~ —
—~ D
. - 7 g -~
- -~ ///
\\;\"*» /'// 7 /2
£ “\,\ ﬂ /-"'--.,,\ 7 T -
"o {0
e 2 .

Figura 4.2
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123

4 6 B
-3 0 -1

56 7
0 0
S={1,2.4}

Q= {Ja,Js,J2,Js,d7}

¥(S)= 2 = eq.x

Ejercicio
Verifique el principio fundamental de divergencia en la siguiente red:

]'/:'\_ 14 3
< | ! 5
*\_,,,/‘i. e /&\u
3. 1 Is e
i1 ~
) 1" N «'/ \‘\‘
‘\-l\ )// ~
{ ~¥\ z .2 4/-__\‘ Jg 1 g
D e g b (e )
— A P
. o 1o 0
. -~ 2 g
JE N e
- 1
(4 g {7 )
Figura 4.3

En un corte Q se observa:
c; Q) < xQ’) < C+(j‘) j_e Q’
() =-x(g)<-c() jeQ
y sumando se tiene:

2 DS 2y = o)

SRRV EED I ) EE IR )
PRI EDIET) ESIETY) BB I E IS TS SN )
el e e’ ey JeQ et

C(Q) < flujo a través del corte Q < CY(Q)

estas son las capacidades inferior y supenor del corte, el intervalo de capacidad

asociado con Q es ¢(Q) = [c(Q), c(Q)]
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4.3

PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO EN UNA RED

Sea G una red con intervalos de capacidad, y sean N* y N' conjuntos de nodos
disjuntos de G. Sea también cualquier flujo x que se conserva en todos los nodos
que no pertenecen a N* 6 N, en otras palabras, tales que tienen y(i)=0 para toda i ¢
(N* U N) y donde y = div x. Por la regla de divergencia total se tiene que:

0= Z y(i) = Z i)+ Z ¥(r)

18N ieNT &N
lo que implica
y(N)=-y(N))

Esta ultima cantidad recibe el nombre de flujo de x de N*a N’
PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO
E! problema de flujo maximo queda entonces definido de la siguiente manera:

E! problema consiste en maximizar el flujo de N* a N* sobre todos los fiujos x tales
que y(i) = O para todas las i ¢ N" U N" factibles con respecto a las capacidades.

Se supondra la existencia de al menos un flujo que satisfaga todas las restricciones
de capacidad y conservacion.

La minima cota superior del conjunto de flujos factibles de N* a N' se denomina el
supremo en el problema de flujo maximo. El supremo puede ser infinito, un flujo
cuyo valor es igual al supremo se dice solucién al problema de flujo maximo.

Una formulacion del probtema en términos de programacion lineal equivale a

max - = Z Z e(i, )x(J)

N T ded

sujeto a
Z e(i, Nx(/)=0 ig N UN {restricciones de conservacion)
¢ (Jysx(yge' (j) jed (restricciones de capacidad)

Para resolver este probiema se introduce el concepto dual de corte minimo que sera
utilizado como herramienta de optimizacion. Como se habia mencionado
anteriormente, todas las trayectorias de N" a N” utilizan algun arco de cualquier corte
Q: N* I N, de este modo los cortes constituyen "cuellos de botella” para el valor dei
flujo de N" a N'. Es decir:
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PROPOSICION 4.1

Sea x un flujo que satisface las restricciones del problema y sea Q. N*vN" un corte
que separa N” de N entonces

flujo de xde N"aN < C'(Q)

Demostracion:

Puesto que Q es un corte que separa N* de N entonces es de la forma [S,N\S] con
N"=SyS~N =¢ Ademas como x se conserva en todos los nodos excepto los de
N" U N, se tiene que y(i)=0 para i = S\N*, por tanto y(N*) = y(S), pues y(i) = 0 para
toda {€S\N" Asimismo por el principio de divergencia y(S)=eq x < C*(Q) lo que
demuestran la proposicion.

PROBLEMA DE CORTE MINIMO
Minimizar C*(Q) sobre todos los cortes Q:N* L N’

Una consecuencia inmediata, de la proposicion anterior esta dada por:

Supremo en problemas de < minimo en problemas de
flujo maximo corte minimo

La relacidn mas importante entre los dos problemas es el hecho de que la igualdad
se cumple en los Optimos. Para probar este resultado es necesario definir los
conceptos de trayectoria aumentante de flujo y trayectoria de capacidad ilimitada

Definicion 4.1
Una trayectoria P:N" — N’ es aumentante para el flujo x

Si
X(j) < c'()) paratodajecP’

x(j) > ¢(j) paratodajcP

Claramente, el flujo x puede mejorarse a través de una trayectoria aumentante. £n
efecto, puede garantizarse la existencia de un nimero «>0 tal que:

x()y-a o jel
N =) e () = { X()-a jer

() jer

Es importante notar que el flujo X' construido de esta manera cumple con todas las
restricciones del problema para todos los valores de o que cumplan
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as ¢ (j)-x() para toda jeP"
ws X()- ¢ (j) para toda je P

ya que con esto c(j)< x(j) < ¢'(j), para toda jeA ademas

divx'=divx+adv e,

pero
div e,(i) = 1 siieN*
div e,(i) = -1 siieN
div ey()) = 0 siigN*UN
a>0

Esto implica que x' se conserva en todos los nodos fuera de N*UN’ y también que:
[fluio x' de N" a N7 = [Flujox de N* a N+«

de aqui que x' sea mejor que x.
Al valor maximo del numero o se le llama capacidad incremental de ia trayectoria P.

Se dice que una trayectona P: N* -» N tiene capacidad ilimitada si su capacidad
ihcremental no es finita; es decir, si;

c'()=+x paratoda jeP"y
c(j)=-= para toda je P

EJEMPLO 4.3

En la figura 4.4 se muestran trayectorias aumentantes, con capacidades
incrementales 3,5y 1 respectivamente:

a) flujo inicial
T T - e : AT
; v 3 T b ST B Y
f a0 Y
U ee M e M g )
Figurad4.4 a
flujo actualizado: a=3
Figura 4.4b

-

N6 o 3 i 5 o
O e O e O e O
l‘«.,__rf — —
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b) flujo nicial

Figura 4.4c
N C1E N e N (09 j---}
flujo actualizado: a=5
—_—— p—— - ~
) , _‘] - »\1 3 "n\\ ] / ™
" EE— 2 M iy ) — )
CoA e ()
Figura 4.4d
c) flyjo inicial

- e

RSN | 2 ! N T
{ i o e ., \FL ;o \" / . e )
Uy TN e B ey e e

Figura 4.4e
flujo actualizado: a=1

S

; ,—4—- T, 3 T 1 ,f'f—\. 0 E ,———_\\ 2 ,w"-.——_"‘,\
e - 1 1 z
) Moz (s e W)

- Figura 4.4f

La siguiente es una trayectoria no aumentante

.-f)_—.-\-\ '—-’I Sl 2 - -\‘vk q /J--ﬁ--" Ly ’/—"——"-‘-.

{1 1~-—-"—~~-———+(z: e 4 \—“——n 5

~ pE Ry -3 .BJIﬁa-;/" (4,11 SO e
Figura 4.4g

Ya que se tiene « = 0 en el segundo arco.
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TEOREMA DE FLUJO MAXIMO - CORTE MINIMO (FORD Y FULKERSON)
Suponga que existe al menos un flujo x que satisface todas las restricciones del
problema, entonces:

minimo en problemas de
Supremo en problemas de = corte minimo
flujo maximo

Demostracion:

La demostracion de este teorema es constructiva por lo cual constituye un algontmo
para resolver ambos problemas. En vista del resultado que afirma que el supremc en
el problema de flujo maximo es menor o igual que el infimo en el problema de! corte
minimo, basta exhibir un flujo x y un corte Q tales que:

[flujo de x de N"aN]=C"(Q)

Para ello, considere cuaiquier flujo x en la red G tal que se conserva en todos los
nodos fuera de N*UN" y construya un corte aplicando
) S=N"
i) SiieN* J~ (1) eA yx() <c'() 0
J~ () € Ay x()>c()
actualice S = N U {i}

Repita (ii) hasta que no sea posible agregar nodos a S.

Es importante sefalar que los nodos de S son aquellos a los cuales aun puede
enviarse flujo. Pueden presentarse entonces dos casos: S~N’ = ¢, 0 bien S~N=¢.

Caso 1 Si SmN'qfab entonces aun puede enviarse flujo de N* a N, es decir, dada la
construccion de S, existe una trayectoria P:N* —» N tal que x(j)<c’(j) paratodajcP"y
x{j) > ¢(j) paratodajeP . De aqui se concluye que P es una trayectoria aumentante
para el flujo X. Sea a la capacidad incremental de P y se define x como sigue:

f:x(k/') +a sl jeP’

Xp=1x(/)—a st jeP

x(]) en otro caso

Construya de nuevo el conjunto S con el procedimiento (i), (i) utilizando este flujo
mejorado

Caso 2 Si S~N'=¢, entonces Q= [S,N\S] es un corte de Q por construccion se tiene
que x(j)=c*(j) paratodajeQ" y x(j)=c(j) paratoda jeQ’; entonces puesto que S~N’
=¢
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lLﬂUJO de xde N a N~ J— YN )=y (§)=e¢,x=

- Zx(,/) : Zx(_l): Zcf ())— Z.C*( J)=

e g €0

=0

En este caso x es flujo maximo y Q es corte minimo.

ALGORITMO DE FORD Y FULKERSON

Propésito: Detemminar el flujo maximo de N" a N en una red G en la cual no existen
trayectorias de capacidad ilimitada.

PASC 1

PASC 2

PASC 3

3.1

3.2

Descripcién
Determinar x, un flujo que satisfaga todas las restricciones del problema.

Colorear ios arcos de G de acuerdo a:

Verde si c(j)< x() < c'(j)
Blanco si ()= x() < c(j)
Negro si c()<x() =c'()
Rojo si ¢ (j) =x()) =¢'())

Utilizar el algoritmo de enrutamiento para determinar una trayectona
compatible con la coloracién (es decir, una trayectoria aumentante para x).
Si se determina la trayectoria P: N° - N compatible con la coloracion,
calcular:

s () - X)) Je P
u:mm.‘ ) . K »(
x{(jy-c () jeP

hacer x =x + o g, y regresara 2

Si se determina un corte Q:N" v N' compatible con la coloracién terminar con
el flujo maximo x y el corte minimo Q ya que este ultimo satisface

Ch=x)  jeQ
c=xj)  jeQ

y por lo tanto el flujo x a través de

0= x()- Y x(=C ()

JEQ T 1eQ)

Nota: El valor en la iguaidad del teorema puede ser +o cuando el corte tiene capacidad

ilimitada.
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EJEMPLO 4.3

En la siguiente red se busca el flujo maximo que se puede enviar del nodo s al nodo
s’, se aplica el algoritmo de flujo méximo, comenzando con un fiujo cero x(j) = 0 para

toda j € A Esto es posible porque todos los intervalos de capacidad contienen al
cero.

5
[-2.3] e

Figura 4.5

En siguiente figura se muestran los numeros en cada arco que corresponden a las
iteraciones 1 a 5.

oooose

Figura 4.6

Las correspondientes trayectorias aumentantes son:

Pisip-—>iz—>is—>8 a4 =3
PzZS“~)i1(—i4-—-)S' 0.2:1
Ps s > iy« is—)S‘ az =1
Pss—oip—oiz—>ig-—>8 ay =2
P5:S-~)i2(—i5(—i3€fi1(—i4—-)5' s =
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La iteracion seis no nos proporciona otra trayectoria de fiujo aumentante, s¢-o el
corte Q =[S, N\S] correspondiente a S = {s, ix}. Asi, &l fiujo x en esta etapa resuelve
el problema de flujo maximo mientras Q resuelve el problema de corte minimo. El
flujo de s a s' es 8, y éste es el mismo valor de c*(Q).

Note que la cancelacion del flujo toma lugar en la iteracion 5 en los arcos (i, is) € (is,
is) donde las trayectorias P, y Ps corren contrarias una con otra. Tal cancelacion
corresponde al enrutamiento de un flujo anterior, y el algoritmo no funcionaria si estc
no fuera permitido.

Ejercicio

Considere la siguiente red y determine el flujo maximode Sa S'.

Figura 4.7
ST 0,11y T 0.3) TN
(1 ' {2 —2—rd 5 )
CA05 N . O
— | o - CAC e
i - 02 - S i
(s Pe; 018 0.2 0.2 (& 'T._H Oy, 5
Yo - - - A S - R
L Tm,m) 7
(U 1!—|J“ ~ h _’_,f / A ,-;/f
;( . -~ SN0 4)
A o { 4 T » o7
‘ (€ .20 \ i 020 (A

Justificacion de convergencia del algoritmo.

Suponga que las capacidades de los arcos c*(j), c(j) y los valores de flujo inicial x(j)
son conmensurables, es decir, son multiples de cierta cantidad q. En particular
capacidades y flujos enteros son conmensurables con g=1. De esta condicion de
conmensurabilidad se concluye que los numeros o y x'(j), calculados durante el
algoritmo, son también multiplos de la cantidad g. De aqui que, en cada iteracion, el
flujo ae N* a N' se incrementa al menos en la cantidad positiva g y por lo tanto se
realiza un numero finito de iteraciones si no existen trayectorias de capacidad
ilimitada. Sin esta condicion puede no converger el algoritmo o que converja dando
una solucion errada.

Discriminacion de arcos

La condicion de conmensurabilidad puede eliminarse si el algoritmo de Ford y
Fulkerson se utiliza con una pequefia modificacion llamada criterio de discriminacion
de arcos. Este cambio consiste en utilizar, siempre que sea posible, arcos verdes
durante {a rutina de enrutamiento; cuando se utilizan trayectorias de arco verdes, el
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4.4

flujo "mejorado” alcanzara la cota superior o la inferior para al menos un arco, el
correspondiente al valor de a. De este modo, para la siguiente iteracion, al menos un
arco se vuelve blanco o negro mientras que los que tenian estos colores no se
alteran. Después de un numero finito de iteraciones no existen trayectorias
aumentantes con todos los arcos verdes, por lo que para continuar con el proceso
de aumento de flujo (si esto es posible) debera recurrirse a los arcos blancos o
negros. En tal momento hay un conjunto S correspondiente a un corte Q que no
contiene arcos verdes; es decir, todo arco j de Q satisface x(j)= c*(j) o x(j)= x(}) o
ambas. De aqui que

Zx(jf)— Zx(j) =flujo a travésdel corte ) = flujo xde N~ a N

1% R

G- O/ R6BE
EiL. PROBLEMA DE FACTIBILIDAD DE FLUJO

El algoritmo de fiujo maximo requiere inicialmente un flujo factible en la red, es decir,
un flujo que satisfaga las restricciones de capacidad y conservacion en arcos y
nodos respectivamente. Se considera un caso especial de un modelo mas general
llamado el Problema de Distribucion Factible, donde ademas se tiene que las
divergencias en los nodos deben coincidir con cantidades preestablecidas de oferta
y demanda en los nodos.

PROBLEMA DE DISTRIBUCION FACTIBLE

Sean los intervalos de capacidad C(j)= [c'(j), ¢'(j)] para todo arco j y sean los valores
de oferta b(i) para todo nodo i. Se desea determinar un flujo x tal que:

c(j) < x(j) = c*(j) para toda jeA
y(i) = b(i) para todaicN, (y=divx)

La funcion b recibe el nombre de funcion de oferta, entendiendose como demanda
una oferta negativa. En el caso particular en que b=0 el problema recibe el nombre
de problema de circulacion factible.

Debido al principio de divergencia total, una condicion necesaria para que exista
solucién al problema de distribucion factible es b(N) = 0, es decir, que la oferta total
sea igual a la demanda totai.

El problema puede ser mas general si en vez de considerar un cierto valor para la

divergencia, se permite que esta ultima pueda tomar valores en un determinado
intervalo llamado de oferta y se formuta como:
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PROBLEMA DE FLUJO FACTIBLE GENERAL

Determinar un flujo x tal que

x(j) e C() para toda jeA
y(i) € C(i) para todaicN (y = div x).

Donde C(j) es el intervalo de capacidad para el arco j y C(i) es el intervalo de oferta
para el nodo i.

Puede verificarse facimente que el problema de distribucion factibie, circulacion
factible y flujo factible son equivalentes.
TEOREMA DE DISTRIBUCION FACTIBLE (GALE Y HOFFMAN)

El problema de distribucion factible tiene solucion si'y so6lo si b(N)=0 y b(S) < C'(Q) ¥
Q=[S,N\S] con ScN.

Demostracion:

Condicién necesaria

La condicion b(N)=0 debe cumplirse como se establecio en la formulacion del
problema. Por otro lado, segun el principio de divergencia, si ScN y Q=[SN\S]

b(S)= [divergencia de x desde S} = flujo de x a traves de Q.

Si div x = b como x debe ser un flujo factible con respecto a las capacidades de los
arcos.

b(S)eC(Q)=[c(Q), c"(Q)]
En particular b(S) < c'(Q).

Condicién suficiente

Se prueba constructivamente con el algoritmo de distribucion factible.
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ALGORITMO DE DISTRIBUCION FACTIBLE
Propésito: Resolver el problema de distribucion factibie.
Descripcion

PASO 1 Determinar un flujo factible x con respecto a las capacidades de los
arcos.

PASQO 2 Sean N'={ieN | b(i) > y(i)}, N={ieN|b(i) < y(i)}
Si N"=N=¢, entonces el flujo x es la solucion deseada, terminar.

Si N'+¢ y N+, colorear los arcos de la red de la siguiente manera.

Verde si. () < x(j) < ()
Blanco si ¢(j)=x() <c’(j)
Negro si c(j) <x()=c'())
Rojo si c(j) = x() = c*()
ir al Paso 3.
PASQO 3 Aplicar el algoritmo de enrutamiento a la red.
a) Si se determina una ftrayectoria P:N" -» N compatible con la

coloracion, calcular;

-y e
x(jy-c () &P
a = mins o ‘
1h(i) -~ vt i nodoinicial de P(en N ')

t\}"(l) -bti) inodoterminalde P(en N )

Hacer x' = x + ae, y regresar al Paso 2.

b) Si se determina un corte Q=[S,N\S] compatible con la coloracion,
terminar, no existe solucién al problema.
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EJEMPLO 4.4

Determine un fiyjo factible en la red siguiente:

) 0 'O
e A
20T 08 02— 038
- T A T
Y 35 A s ' 12 E
Oy 6 A O S R
R ,.\_\- “‘_,f — S -\\(p.qﬂ) -
. b - ‘—\1}__\ e -
-89 R 0 -5,158) ~- T ~TH 20
. »fo;\ \1
0 (10,10) ¥ o
Figura 4.8

Se inicia con el flujo x factible con respecto a los arcos. En la figura se muestra en los
arcos el flujo y el color del arco, asi como los conjuntos N+ y N- de nodos cuya
divergencia es mayor 0 menor que la demanda.

- o . - g
e g " 0Ob
(e T (A \‘(b
'1N+ /F
-~ o /\ //
— e \\ v
M+ S

4y
v ™ ,_\\/ :\:
D, ')

Figura 4.9

\1\\_/;
Z

A

7 Ay

PASO 2

i |1 2 3 4 5 6 7 8
yi)| 5 0 0 -5 0 -5 0 +5
4 0 0

b(i) 0 0 -4 0 O
entonces N'={1 4}y N ={6, 8}

PASQ 3
Se obtiene la trayectoria compatible con la coloracion

P1->7 58
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En la figura 4.10 se muestra la trayectoria con arcos mas gruesos y el flujo
actualizado en los arcos asi como la coloracion

a=min {9-3,10,14-5 5)= 5

de donde
N"={1, 4} y N'={6}

con ia coloracién correspondientey P: 4«8 > 6y a=min{10,16,5,9}=5
con el nuevo flujo que se muestra en la figura 4.11

Figura 4.11
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iteracion 2

La divergencia y las ofertas son

i |1 23 4 5 6 7 8
yli){10 0 0 0 0 -10 0 O
b(i}|]14 0 0 0 0 -14 0 ©

de donde N* = {1} y N = {6}
y la trayectoria compatible con la coloracion
P15254¢8-56

con o = min {10-5, 8-0, 0-(-5), 20-9, 14-10, -10—(-14)}=min {5, 8,5, 11, 4, 4} = 4

N*=N=¢ y(i)=b(i) paratodai

Figura 4.13
12 (3]
(o) 5 b 0
D, 20,
- ~. 4 [_l’/,,«— = P - )
4 - . e T .,
1y 14 e O T /[51
A _ o e . =
14 e - 0 e (0 M ‘\14\
— . by B T N T .\4 . T
g ) 1T e L
4 it N
\ 1._./ / 5 'H‘\‘_L "’A
! 8l
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ALGORITMO DE RECTIFICACION DE FLUJO

Una alternativa natural para resolver el problema de distribucion factible consiste en
determinar inicialmente un flujo factible con respecto a las restricciones de oferta en
los nodos y posiblemente no factible con respecto a las restricciones de capacidad
sobre los arcos. Al igual que en el algoritmo de distribucién factible se construye en
cada iteracion, un flujo que “rompa menos” las restricciones de capacidad en el
sentido de que el flujo definido sobre el arco se acerque mas a las cotas de
capacidad en cada iteracion.
Descripcion

PASO 1 Determine un flujo x que es factible con respecto a las restricciones de
divergencias, es decirdivx=Db

PASO 2 Defina los conjuntos de arcos:
A" ={eAx() > c() A ={eAX() <c()}
a) Si A'=A"=¢, entonces x es la solucion deseada, terminar.
b) Si existe je A’ 0 jeA’, colorear los arcos de la red, de la siguiente manera:
verde si C(j) < x() <c(j)}
blanco si x()<c(); x() <c')
negro si x() = c'(j); x() > c()
rojo si c(j)= x())=c'()
ir al paso 3

PASC 3 Aplique el lema de Minty:
a) Si se determina un circuito elemental P compatible con la coloracion, que
contenga a j calcular:
e (§) - x(j je P
w=minix()-c () jeP
el
donde
.- min\]c"‘(l) - X(J') je A
X -c () je AT
Hacer X =x+a e, eira?2

b) Si se determina un corte Q= [S,N\S] compatible con ia coloracion que contenga a
j terminar, ya que en este caso no existe solucion al problema.
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EJEMPLO 4.5

Determine un flujo factible en la red de la figura siguiente:

12 i3
{ 0 \‘]r (-5,10) %’,D )\
-~ _./ el
(2,10} \\@ d) 02— ‘\‘p\ 5)
Jal e is U8 ~._ s
e PP DN ; g
| (38) A ¥ (4.12) S
18 M {0 ) 0 M * 14 )
e A — 02 A\ ~
o - - ’
@5 A (5.15) u
Y 5 a Y
. 10 10) " Cl)
i? la
Figura 4.14
Iteracion 1
T 10N o
4 \ll 4
a ‘—E]-r" l: d--fj://‘"—a" /x\ \J'\U
h U‘j {J”f \\E ,——_B/D// ) /é/é < \D‘]x
e > P i )
a e B 0 A 4 08 AT
L 14 1% D/h\ I\\E/ﬂ < 14 )
e E\ C ,/i " M\‘\_ \\__»\U B )\—'/
K% I / 0 0 1?"‘*»-.;_%;\ p /,f/ li v
kY e f \'.
\E,/r 4V T i/'}
Figura 4.15
A" = {(is.le)} A" = {(la,11),(le.is)}

P1 . i4—)i1—)i7—)i4
P2 . ie(—fi:r—)is—)ia«)‘le
que contienen a los arcos (is,ih) Y (iz,ls) respectivamente

Para el primer circuito se obtiene:

o, =minf9—410- 0.8 -0}=min{5,10,8}= 5
a. =min{l0-0820-0,20~4}=min{l08,20,16}=8
resultando el flujo
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10 ~0 . =~
- ) \\r - ‘fJf’f ~ 8 \
14 g ™
1 — L (% 1)
5 5 I -
b e — A~ e
_,f(
! S —— 1
S 4 N
Figura 4.16
lteracion 2
A'=¢ A{(is,15)}

Sea Ps! is—>is—ig—ie  que contiene a {igis)

a=min{12 12,8} =8

y resulta para este flujo A" = A" = ¢

DESCRIPCION DEL ALGORITMO DE ETIQUETADO DE FORD FULKERSON

El método que se describira a continuacion, resuelve el problema de fiujo maximo &
través de etiquetar nodos. A grandes rasgos consiste en lo siguiente: Primero, se
etiqueta el nodo origen s con dos etiquetas [s, «] indicando que en este nodo se
dispone de cualquier cantidad de flujo. Después, sij es un nodo etiquetado y puede
enviarse flujo del nodo j al nodo i, recibe dos etiquetas [+], x()i)]. La primer etiquetd
sera de la forma +j si ieP"(j), es decir, si puede aumentarse flujo a través del arco j.
Sera de la forma - si icP(j), es decir, si puede disminuirse ei flujo a traves del arco
(.1). La segunda etigueta es la cantidad de flujo que puede enviarse de ja iy se
calculara por lo tanto como el minimo entre x(ji) y h donde

cy-x, siieP ()
h=:
X, siie P ()
Debe observarse que si h = 0 no puede enviarse flujo de j a i, por lo que no se
etiquetara con [j, x(ji)]. Aqui c*,—i es la capacidad maxima del arco

Este proceso de asignacion de etiquetas a nodos se repetira mientras sea posible Si
el nodo destino t recibe etiquetas entonces, dado el modo de etiquetar, existe una
trayectoria aumentante de s a t con una capacidad incremental igual a x(t) y por lo
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tanto se procedera a determinar ésta con la ayuda de la pnmer etiqueta, y se
actualizara el flujo a través de ella. Si, por €l contrario, t no recibe etiqueta alguna,
entonces se habra determinado el flujo maximo. Para justificar esto uitimo considere
el conjunto de arcos que tienen extremo inicial etiquetado y extremo final no
etiquetado; este conjunto forma un corte de capacidad igual al valor del ultimo flujo
definido y por lo tanto éste es maximo.

Note la similitud de este algoritmo con la demostracion del teorema de flujo maximo -
corte minimo.

Es importante observar que el algoritmo converge solo si las capacidades para el
flujo en los arcos son enteras; sin embargo, en casos donde las capacidades sean
racionales, pueden transformarse éstas en enteras multiplicandolas por la potencia
de 10 adecuada. De este modo, el aigoritmo puede usarse tambien en estos casos.
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Proposito:

PASO 1
PASO 2

PASO 3

31

3.2

PASO 4

4.1

42

PASQ 5

ALGORITMO DE FORD Y FULKERSON

Determinar el flujo maximo entre el origen y destino en una red G.
Descripcion

Iniciar con cualquier flujo factible x

Etiquetar el origen con [s, «]

Elegir un nodo etiquetado y no examinado; sea j dicho nodo y sean [+,
x(ji}] sus etiquetas.

Para todo icP*(j) que no esté etiquetado y tal que x; <c’; asignar la
etiqueta [+], x(i)], donde x(i) = min {x(j), ¢’} - x;}

Para todo icP(j) que no este etiquetado y tal que c’; >0 asignar la
etiqueta [+, x(i)], donde x(i) = min {x(j), x;}

Se puede decir ahora que el nodo j ha sido examinado
Repetir el paso 3 hasta que suceda:

El nodo destino t no tiene etiqueta y todos los nodos etiquetados han
sido examinados. Terminar, ya que el flujo factible x es maximo o

El nodo t recibe etiqueta. ir al paso 5

Seay=t

5.1 Si la etiqueta de y es de la forma [+z, x(y)], hacer

Xay = Xey + X(1)

52  Silaetiqueta de y es de la forma [-z, x(y)] hacer

PASQ 6

Si z = s, borrar todas las etiquetas y regresar al paso 2 actuatizando el
flujo en la trayectoria.

Siz = s, hacery = z y regresar al paso 5
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EJEMPLO 46

Determine el flujo maximo de s a t en la siguiente red usando el algoritmo de Ford y
Fulkerson.

- 0 b (3
— =
l; RN 1 R* ] /
— ~2 P
L 3 -
.~ | A
— P P ~
- & I P — 4}
Figura 4.17

PASO 1

Como se puede observar de la figura 4.17 todos los arcos tienen al cero como cota
inferior, es por esto que los numeros sobre los arcos lo que representan son las
capacidades maximas de cada uno. Asi que se propone el flujo factible inicial x = 0.

PASQ 2
Primero se etiqueta el nodo s con [s, «], después se caiculan las otras etiquetas
conforme a los pasos 3 y 4 del algoritmo.

PASO 3
Se elige el nodo s puesto que esta etiquetado pero no examinado. Los sucesores |
de s no etiquetados y tales que x; < gs; son 1y 2 por lo cual

1 recibe etiqueta [+s, min{oc,2}]
2 recibe etiqueta {+s, min{=,6}]

El nodo s ha sido examinado.

Se repite el paso 3.

PASQ 4

Se elige el nodo 1 puesto que esta etiquetado pero no examinado, los sucesores | de
1 no etiquetados y tales que x;; <c+q; s0n 3 y 4 por o que

PASO &

3 recibe etiqueta [+1, min{2,3}]
4 recibe etiqueta [+1, min{2,2}}]
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El nodo 1 ha sido examinado.

lteracion 1
Se elige el nodo 4

El sucesor i de 4 no etiquetado y tal que x4 < ¢’ es t, de donde:
t recibe etiqueta [+4,2]
El nodo 4 ha sido examinado.

Puesto que el nodo t recibio etiqueta existe una trayectoria aumentante de s at. Se

determina ésta y se actualiza el fiujo a través de ella en los pasos 5 y 6, ver figura
418

[+5.2] 0
TN g T
) LN
- Y A T
I T . (08
R NG e
. o ™ \\\~
[e,=] f' ’N/ ©.2) - )’/M. ‘
B “ N T P
— . ) P
0B - - g
. | 02
. ;« \ o - ‘,4»\
W G4 ’ N
{5 8 [+1.2]
Figura 4.18

y = t, su etiqueta es [+4,2] entonces x4 = 2

y = 4, su etiqueta es [+1,2] entonces x14 =2

y = 1, su etiqueta es [+s,2] entonces Xy = 2

Con este nuevo flujo de valor 2 se realiza otra iteracion.

iteracion 2

Las etiquetas resultantes de esta iteracion se muestran en la siguiente red:
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Figura 4.19

De nuevo, se etiqueto s con [s, =], después:

Se elige el nodo s

El vecino i de s no etiquetado y tal que x; < c+5 es 2 por lo cual
2 recibe etiqueta [+s, min{x 6}]

El nodo s ha sido examinado.

Se elige el nodo 2

El unico sucesor no etiquetado de 2 es 4 y x4 <C+,4 porlo que
4 recibe etiqueta [+2, min{6,4}]

El nodo 2 ha sido examinado.

Se elige el nodo 4

El sucesor i de 4 no etiquetado y tal que x4 < c+4 es 3, de donde;
3 recibe etiqueta [+4,min{4,1}]

El predecesor de 4 no etiquetado es 1 y xy4 > 0 de donde
1 recibe etiqueta [-4, min{4,2}]

E! nodo 4 ha sido examinado.

Se elige el nodo 3

El sucesor no etiquetado de 3 es t y xx < gz, de donde
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t recibe etiqueta [+3, min{1,8}]
El nodo 3 ha sido examinado.

Puesto que t recibio una etiqueta, existe una trayectoria aumentante de s a t con
capacidad incremental igual a 1. Se determina ésta y se actualiza el flujo a traves de
ella:

y =1, su etiqueta es [+3,1] entonces xx = 1

y = 3, su etiqueta es [+4,1] entonces x43 = 1

y = 2, su etiqueta es [+s,6] entonces X, = 1

Con este nuevo flujo de valor 3 se realiza otra iteracién.
lteracion 3

Nuevamente las etiquetas asignadas se muestran en la red.

A [+1.2]
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— - | e S
. . l /,/
B . i
’ N \\y,/k TR
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‘(\EJ i ray TR
[+s 5] S
Figura 4.20

De nuevo, se etiqueto s con [s, x), después:

Se elige el nodo s
E! sucesor de s no etiquetado y tal que xs; < g5, €s 2 por lo cual

2 recibe etiqueta [+s, min{x,6-1}]
El nodo s ha sido examinado.

Se elige el nodo 2

El Unico sucesor no etiquetado de 2 es 4 y X4 <Qp4 POr l0 que
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4 recibe etiqueta [+2, min{5, 4-1}]

El nodo 2 ha sido examinado.
Se eiige el nodo 4
El predecesor de 4 no etiquetado es 1 y x14 > 0 de donde

1 recibe etiqueta (-4, min{3.2}]
E! nodo 4 ha sido examinado.
Se elige el nodo 1
El sucesor no etiquetado de 1 es 3 y x43 < g43, de donde

3 recibe etiqueta [+1, min{2,3}]
El nodo 1 ha sido examinado.
Se elige el nodo 3
El sucesor no etiquetado de 3 esty xx < g, de donde

t recibe etiqueta [+3, min{2,8-1}
El nodo 3 ha sido examinado.
Puesto que t recibid una etiqueta, existe una trayectoria aumentante de s a t con
capacidad incremental igual a 2. Se determina ésta y se actualiza ei flujo a traves de
ella:
su etiqueta es [+3,2] entonces Xz =1+2=3
. su etiqueta es [+1,2] entonces X3 =2
, su etiqueta es [-4,2] entonces x4 =2-2=0

t,
3
1
4, su etiqueta es [+2,3) entonces xpa=1+2=3
2, su etiqueta es [+s,5] entonces x;; =1 +2=3

b 4 S
ftnon nou

Con este nuevo flujo de valor 5 se realiza otra iteracion.
iteracion 4

Nuevamente las etiquetas asignadas se muestran en la red.
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Figura 4.21

De nuevo, la etiqueta de s es (s, x], después:
Se elige ef nodo s
El sucesor de s no etiquetado y tal que X, < c+s; es 2 por lo cual
2 recibe etiqueta [+s, min{x,6-3}]
El nodo s ha sido examinado.
Se elige el nodo 2
El unico sucesor no etiquetado de 2 es 4 y Xpq <Ct+p4 POT 10 que
4 recibe etiqueta [+2, min{3, 4-3}]
El nodo 2 ha sido examinado.
Se elige el nodo 4
Ningun vecino de 4 puede recibir etiqueta.
Todos los nodos etiquetados han sido examinados y t no recibid etiqueta. Por lo
tanto, el ultimo flujo es maximo. Por otro lado, el conjunto de nodos etiquetados es N

= {s, 2, 4}, por io tanto el corte minimo es (N,N') = {(s.1), (4,3), (4,1)}. Observe que su
capacidad es Q(N,N') = 2 +1+2 = 5 que es igual al vaior del fiujo maximo.
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EJEMPLO4 8

Un gran numero de personas viajan en automovil de la ciudad A a la ciudad B. Las
rutas posibles se muestran en la red siguiente. El departamento de policia de
caminos desea construir suficientes casetas de inspeccion de tal manera que todo
autemovil pase por al menos una de ellas en su trayectoria de A a B. El costo de
construccion de las casetas varia segun su localizacion; el costo asociado con cada
tramo se proporciona en cada arco de la red (en millones de pesos). Determine
donde deberan colocarse las casetas si se desea incurrir en el minimo costo. La red
que representa la problematica se muestra en la figura 4.21

Figura 4.22

Observe que, en términos de redes, se desea obtener un conjunto de arcos (tramos
donde deberan construirse las casetas) de manera tal que si eliminamos esos arcos
de la red ya no existan caminos de A a B (es decir, todo automovil debe utilizar
alguno o algunos de estos arcos en su trayectoria); este conjunto de arcos forma
entonces una cortadura de ta red. Por otro lado, se desea incurrir en el minimo costo,
debe determinarse entonces la cortadura de minimo costo. Si se consideran 1os
costos de los arcos como capacidades de un cierto flujo a través de ellos y se
determina la cortadura de capacidad minima, es claro que esta corresponde a la de
minimo costo. Para ello se determinara el fluo maximo de A a B mediante el
algoritmo de Ford y Fulkerson.

jteracion 1
Se aplicara el algoritmo con un flujo factible iniciat de valor 11 definido en la siguiente
red. Los numeros asociados a cada arco son el flujo a traves de él y su capacidad.

Las etiquetas asignadas a cada nodo durante esta iteracion se muestran en la
siguiente red:
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Puesto que f(B)=2 existe una cadena aumentante de capacidad incremental igual a
2, ésta es A, 3, 5, B. Actualizando el flujo a través de esta cadena se obtiene el
definido en la siguiente red.

lteracion 2

De nuevo se asocia a cada nodo su correspondiente etiqueta.

(3.2 [+3.1)
—~ 22 S 28) .
(D ) ey )
44~ B #E) - RNCYY )

e T +4.2] o Ny .
Y ER T N R
Al AL 5] ) o (48 B

S T . ;( 7t
38) “\-\\‘(’_\ /’(333 77 o B {7*7 il {+52
27 5y )
\i/i ‘\iﬁ”’
[+A5] [+2 2]
Figura 4.24

En esta iteracion el nodo B no recibi6 etiqueta; por lo tanto este flujo de valor 13 es el
maximo. Ef conjunto de nodos no etiquetados es N={A, 2} por lo que la cortadura de
capacidad minima es (N, N)={(A, 1),(A, 3),(2, 3)} de capacidad q(N, N)=4+6+3=13,
Por tanto, la solucidn al problema del departamento de policia de caminos es
construir las casetas de inspeccion en los tramos (A1), (A, 3) y (2, 3) con un costo
de construccion de 13 millones de pesos.
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EJEMPLO 4.9

Determine el flujo maximo en la siguiente red a partir del flujo factible definido en ella.

ST (: »2) - 08 Pty
D SE ) e ) N
N 5] x4 e (24
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BB T 33 7™~ L g2
ey o 1) =
(A58
Figura 4.25

Los numeros asociados a cada arco son el flujo a través de él y su capacidad.
Obseérvese primeramente que el valor de este flujo es v=4.

Iteracion 1

Las etiquetas asociadas a los nodos durante esta iteracidon se muestran en la
siguiente red.

- (1 e
(1 e i 3 /\.#
ﬁ@]/ T P
T : - )
& 10 asisT gam)
e o -
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2 Y _ = ] 4
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Figura 4.26

Puesto que f(t)=5 se ha determinado una cadena aumentante con capacidad
incremental igual a 5 unidades de flujo, ésta es: s, 1, 3, 5, t. Actualizando el flujo se
obtiene el definido en la siguiente red.

iteracion 2

De nuevo se asocia a cada nodo su correspondiente etiqueta.
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Puesto que f(t)=1 se ha determinado ofra cadena aumentante con capacidad
incremental igual a 1; ésta es: s, 1, 2, 4, 7, t. Actualizando el flujo se obtiene el
definido en la siguiente red.

Iteracion 3

De nuevo se asocia a cada nodo su etigueta.

-5} +1.1] -4

Figura 4.28
En esta iteracion t no pudo ser etiquetado. Luego, este flujo de valor 10 es maximo.

Puesto que el conjunto de nodos etiquetados es N={s}, la cortadura minima esta
dada por: (N, N)={(s, 2)} de capacidad igual a 10.
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4.5

NOTAS HISTORICAS

El articulo de Ford y Fulkerson (1956) en el problema de fiujo maximo estableci6 ei
celebrado teorema de fiujo maximo - corte minimo. Fulkerson y Dantzig (1955) y
Elias, Feinstein y Shannon (1956) establecieron independientemente este resultado.
Ford y Fulkerson y Elias, et. al resolvieron el problema de flujo maximo a través de
algoritmos de trayectorias aumentantes, mientras Fulkerson y Dantzig (1955) lo
resolvieron usando el méetodo simplex especializado para redes.

Desafortunadamente, el algoritmo de Ford y Fulkerson corre en tiempo
pseudopolinomial; mas aur, para redes con capacidades iracionales el algoritmo
desarrolla una sucesion infinita de trayectorias aumentantes que pueden converger a
un valor diferente del valor de maximo flujo. Existen varias versiones mejoradas que
superan esta limitacion.

En la primer version del teorema, todos los intervalos de capacidad se toman de la
forma [0, c], y aparecen nodos sencillos en lugar de conjuntos de nodos N* y N .
Tales restricciones no representan una perdida significativa de generalidad, pues se
pueden usar trucos para reformular el problema; sin embargo, el uso de intervalos
arbitrarios y nodos multiples fuente y sumidero hacen mas facil su aplicacion.

En afios recientes J. Edmonds, y R.M. Karp (1972) demostraron que si se usa una
busqueda de primer amplitud en la subrutina de pintado de la red, el algontmo
terminara (aun sin conmensurabilidad de los datos), y de hecho los pasos requeridos
son dei orden O(iNi lA!z) (por lo que es para el caso digrafico no peor gue
O(iN|®). El efecto de la busqueda de primer amplitud consiste en seleccionar en
cada iteracién una trayectoria aumentante con la menor cantidad de arcos posible.
Lo mismo se puede cumplir usando una version de trayectorias multiples de la
subrutina de pintado de la red.

El teorema de distribucion factible fue publicado por primera vez por Gale (1957) en
el caso en que c(j) < 0 < c'(j) y por Hoffman (1960) en el caso de intervalos de
capacidad cerrados arbitrarios. Ambos resultados en realidad datan de un articulo
gue no se publico elaborado por ambos autores en 1956,

El algoritmo de rectificacion de flujo se puede ver como una simplificacion de un
método de Minty (1962).
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5.1

, CAPITULOS
ARBOL DE EXPANSION MINIMA

INTRODUCCION

Como ya se ha mencionado en el Capituio 1, el problema de arbol de expansion
minima juega un papel importante en los problemas de redes de flujo. Como
veremos en el siguiente capitulo, para resolver el problema de ruta mas corta se
necesita construir un arbol con raiz;, asimismo, para resolver redes de flujo a costo
minimo se usan arboles para encontrar la solucion. En este capitulo veremos el
modelo de arbol de expansion minima y definiremos un arbol de expansion T de una
red G como una subgrafica aciclica conectada que conecta a todos los nodos.
ARBOLES DE EXPANSION

Con mayor exactitud podemos definir un arbol de la siguiente manera:

DEFINICION:

Una red se dice arboi si es conectada y sin circuitos. Por ejemplo, en la red de la
figura 5.1 se muestra un arbol.

CH%C;,MD

Figura 5.1
La definicion anterior excluye aguellas redes que constan de un solo nodo.

Hay una serie de caracteristicas de un arbol que podemos enunciar en el siguiente
teorema:

[
(@]
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TEOREMA 5.1

Un arbol es una red (o grafica) caracterizada por cualquiera de los siguientes
postutados:

a) Conectada y sin circuitos.

b) Existe una trayectoria unica entre cada par de nodos.

c) No tiene circuitos, pero exactamente uno se forma al afiadir un arco.
d) Es conectada, pero deja de serlo si algun arco se elimina.

Demostracion:

a—->b) Es inmediato, pues si existe un par de nodos con dos trayectonas
distintas que los una, se tendra un circuito.

b -» c) Se tiene que la red no tiene circuitos. Sij < (i, i') y hay una trayectoria unica al
anadir un arco, tendremos un circuito unico.

¢ - d) Suponemos que no es conectada, entonces se afiade un arco que une dos
componentes no conectados y no se forma un circuito (lo que es
imposible ya que por hipotesis al afiadir un arco se forma un circuito).

d -» a)Es inmediato que es conectada; supongamos que tiene circuitos, entonces
podemos eliminar un arco y la red no se desconecta, pero ésto
contradice a d) por lo cual no debe tener circuitos.

Nota: las equivalencias de arbol no requieren que el numero de nodos sea finito.

COROLARIO 5.1

Sea G una red con m nodos. Entonces cualquiera de los postulados siguientes
caracteriza a un arbol:

a) G es un arbol.
b) G tiene m-1 arcos y no tiene circuitos.
C) G tiene m-1 arcos y es conectada.

Un nodo se dice terminal si su grado (numero de arcos que inciden) es 1.
LEMA

En una red la suma de los grados de ics nodos es par.

i
N

(A



Proposicion 5.1

Sea G un arbol. Entonces G tiene al menos dos nodos terminales. Ver figura 5.2

f/—\\‘)
{

\T/

i ”L\

( < f'_"\}]

Figura 5.2

Suponga que G tiene m nodos y m-1 arcos. Entonces la suma de los grados de los
nodos es 2(m-1).

Si G no tiene al menos dos nodos terminales, es sencillo concluir que la suma de los
grados de los nodos sera mayor que 2(m-1).

Proposicion 5.2

Sea G un arbol. Cualquiera de las siguientes operaciones produce otro arbol.

a) Se elimina un nodo terminal y el arco que incide.
b) Se afiade un nodo y se conecta a G con un arco

PRUEBA PARA SABER CUANDO UNA RED ES UN ARBOL

Existe una forma de determinar algoritmicamente cuando una red dada con ({N/ =
2) es un arbol. Seleccione cualquier nodo s y aplique el algoritmo de pintado de la
red, con todos los arcos pintados de verde para obtener un enrutamiento maximo &
con base en N+ = {s} Si éste es un enrutamiento para todo N (es decir, ©(i) se
define para cualquier i + s) y usa cada arco (esto es, cada arco j se designa como
®(i) para algun nodo i, y s necesariamente unico de acuerdo con la definicion de
enrutamiento) entonces la red es un arbol.

Si el enrutamiento tiene estas propiedades, entonces la red es conectada, ya que

existe una trayectoria de s a cualquier nodo, y no puede tener circuitos elementales,

pero si P fuera un circuito elemental, entonces cada arco j de P estaria en O(i) para

uno de los dos nodos de P adyacente a él; ya que un circuito elemental tiene igual
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numero de nodos que de arcos, esto implicaria para cada nodo i de P que ©(i) esta
definido y es un arco de P, entonces el enrutamiento no proporciona una trayectoria
que une cualquier nodo de P con s. Por io que la red debe ser un arbol.

Por otro lado, si la red es un arbol y se aplica este procedimiento, cada nodo se
alcanzara debido a la conexidad. Ademas los nodos y los arcos usados por el
enrutamiento constituiran un arbol por el argumento ya dado, y por lo tanto cualquier
par de nodos i, i' se pueden unir por una trayectoria elemental limitada a los arcos
que usan el enrutamiento.

Lo anterior muestra que la nocidén de un enrutamiento con base en s es equivalente a
la de arbol con raiz, donde el nodo s es la raiz del arbol. Un arbol con raiz también
recibe el nombre de arborescencia.

BOSQUES Y ARBOLES DE EXPANSION

Un conjunto de arcos F — A se dice que forma un bosque en una red G si cada
componente de la subred compuesta por arcos de F y los nodos incidentes a ella es
un arbol. En otras palabras, F es un bosque si y sOlo si no se incluyen circuitos
elementales en F. Por ejemplo, los arcos mas gruesos en la figura 5.3 forman un
bosque, si incluimos los nodos incidentes se tiene en cada caso un arbol.

(‘ B — // J_\\\ N
/ A

,.I"\' "

Figura 5.3

F forma un bosque en G si y soOlo si es el conjunto de arcos usado por algun
enrutamiento ® (no necesariamente todos los de N con base N™ < N).

La conexidn entre bosques y flujos es la siguiente: Un conjunto de arcos F forma un
bosque si y soOlo si no existe una circulacion distinta de cero cuyo soporte esté
incluido en F, esto es, ninguna circulacion x tal que x(j) = 0 para toda j que no este en
F pero x(j) 4 0 para al menos unaj < F.
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Las circulaciones x se caracterizan como soluciones del sistema.

Zc(i, Nx(j)=0 para toda 1&N

ted

Sea (i) = e(ij), asi € denota a la "columna” de E correspondiente al arce ). El
sistema entonces se convierte en

2 x()e’ =0

RIZ%]

En otras palabras, una circulacion distinta de cero puede interpretarse como una
eleccion de coeficientes x(j) que producen una relacion de dependencia lineal entre
las columnas correspondientes de E. De aqui se sigue que un conjunto de arcos F
forma un bosque en G si y solo si las columnas correspondientes de la matriz de
incidencia de G son linealmente independientes.

Es natural de este hecho pensar en el estudio de conjuntos de columnas que forma
una base para el espacio de las columnas de E (es decir, el subespacio lineal de RN
generado por todas las €, jeA), ya que entre otras cosas este da una descnpcion del
rango de E. Un bosque méaximo en G se define como un bosque que no esta
estrictamente contenido en otro bosque de G.

Un arboi de expansion de G es un arbol que pasa por cada nodo de G, como en la
figura 5.4




TEOREMA 5.2 : TEOREMA DE EXPANSION

Para cualquier red G, las siguientes propiedades de un conjunto de arcos
F < A son equivalentes:

1. F forma un bosque maximo para G.

2. F forma un arboi de expansion para cada componente de G que no sea un
nodo unico.

3. F forma un bosque tal que |F| = |[N| - p donde p es el numero de
componentes de G.

4. Las columnas € de la matriz de incidencia E correspondiente a los arcos jsF

forman una base para el espacio de las columnas de E.

Demostracion:

La equivalencia de las propiedades 1 y 4 es clara de las observaciones precedentes
acerca de la independencia lineal.

15 2)
Note de la maximalidad de F que cada componente de G gue no sea un nodo

aislado, debe incluir un arco de F y por lo tanto uno de los arboles componentes de
F.

Sea T tal arbol y sea S su conjunto de nodos, la componente de G que incluya a T no
puede tener nodos fuera de S. Si asi fuera entonces el corte Q = [S, N\S] seria no
vacio y cualquier arco en Q se podria agregar a F sin romper la propiedad de
bosque. Asi, cada arbol componente del bosgue corresponde a una componente de
G que tiene el mismo conjunto de nodos que el arbol, y cada componente que no es
un nodo aislado corresponde de esta forma a un arbol.

2-5>3)

Es inmediata del hecho de que el numero de arcos en un arbol siempre es igual al
numero de nodos menos uno, de agui se generaliza gue para cualguier componente
G'de G:

Numero de arcos Numero de nodos Numero de arboies {Numero de

enun bosque que = Incidentesal - del bosque que < nodosen
estaen G bosque que esta estaen G G -1
enG'

Entonces cualquier conjunto de arcos F que forman un bosque en G satisface:

|F| < N} - [nimero de componentes de G]

y se cumple que F es maximo, asi la propiedad 3 implica la propiedad 1.
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5.2

COROLARIO 5.2

En una red conectada (con al menos un arco) un bosque maximo es lo mismo que
un arbol de expansion.

En programacion lineal la propiedad 4 tiene un significado especial, ya que en
programacion los problemas involucran la restriccién Ex = b, que se puede escribir:

Z x(jye’ =b

Jted

Es importante saber cuales conjuntos F < A son tales que, los elementos &l para je F
forman una base del espacio de las columnas (suponiendo que contiene a b) Cada
uno de éstos determina una unica x que satisface la ecuacion y teniendo x(j) = 0 para
toda j que no esta en F. El método simplex depende de generar una secuencia de
tales conjuntos F. Geometricamente, estos conjuntos pueden identificarse con los
arboles de expansion para la red, suponiendo que la red es conectada.

Asociado con el concepto de arbol con raiz o arborescencia se encuentra el
problema de ruta mas corta que se aborda en el anexo A y se presentan algoritmos
de solucidon para las distintas variantes que hay, también se desarrollan ejempios
para cada algoritmo.

ARBOL DE EXPANSION MiNIMA.

Una caracteristica especial de los problemas de arbol de expansion minima es que
los arcos no son dingidos (i, j) O (j, i} se refieren al mismo arco.

Los tres algoritmos que veremos en este capitulo son el Algoritmo de Kruskal, el
Algoritmo de Prim y el Algontmo de Sollin todos con la caracteristica de ser
algoritmos de tipo "gloton", en el sentido de que en cada paso aumentan un arco de
costo minimo como candidato de la lista, siempre y cuando este arco no forme
ningun circuito con los arcos ya seleccionados. Los tres algoritmos mantienen un
bosque que contiene arcos que ya han sido seleccionados y se aumenta uno o mas
arcos para aumentar el tamarno del bosque.

Para e! algoritmo de Kruskal, la lista de candidatos es la red completa;, para el
aigoritmo de Prim, el bosque es un unico arbol mas un conjunto de nodos aislados y
la lista de candidatos contiene todos los arcos entre el arbol unico y los nodos que no
estan en él. Ef algoritmo de Soliin es un hibrido que mantiene varias componentes en
el bosque, como el algoritmo de Kruskal, pero se aumentan varios arcos en cada
iteracion, seleccionando (como en el algoritmo de Pnim) el arco de costo minimo que
conecta cada componente del bosque a los nodos que no estan en esa componente.
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Ya que los algoritmos tipo gloton se usan en muchos otros contextos de optimizacion
discreta, se puede ver que generalizaciones del algoritme de Kruskal resuelven una

amplia clase de problemas combinatorios abstractos como los de optimizacion en
matroides.

La programacion matematica tiene otra forma util de ver el problema de arbol de
expansion minima: se puede formular un problema de arbol de expansidn minima
como un modelo de programacion entera y usar argumentos de programacion lineai
para establecer otra prueba de la validacion del algoritmo de Kruskal. Esta discusion
sirve para varios propositos:

1. Da ofra vision util de los arboles de expansion minima.
llustra una técnica de prueba, via programacion lineal que ha demostrado ser
poderosa en el campo de la optimizacién combinatoria.

3. Proporciona un puente entre el problema de arbol de expansion minima y
poliedros combinatorios (o poliedros enteros).

ALGORITMO DE KRUSKAL

Propdsito: Determinar el arbol de expansion cuyo "costo o peso” es minimo en una
red conectada G con N nodos y funcion de costo C: A — R conocida.

Descripcion
PASO 1 (inicio) Ordene el conjunto de arcos en forma creciente respecto a la
funcion de costos. Sean ji, j2,....jm 10S arcos ordenados, hacerk =0, | =
1TYyA=¢
PASQO 2 (ARadir arco) Si el arco j; no forma circuito con el conjunto de arcos de

A entonces A = A U {j} y hacer k = k + 1 y vaya a 3. De otra manera
siga a 3 y no aumente k.

PASO 3 (Criterio de Terminacion) Si k < n-1 hacer | = I+1 y regresar a 2. En
caso contrario T = [N, A] es el arbol de expansion minima.
EJEMPLO 5.1

Considere la red de la figura 5.5 y determine el arbol de peso minimo mediante el
algoritmo de Kruskal.
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Figura 5.5
lteracion 1
Paso 1: Se ordenan los arcos:
b =273 o =28 B =012 la =1(8,4)
s =(1,8) s =(58) 7 =089 g =(1,9)
b =G4 jo =(5,6) o =(,9) jz =(3,8)
i =67 ha =39 15 =(8,6) jis =4, 7)
7 =(3,95)

A={h}, k=1.Como k< n-1=8, aun no se tiene el arbol.

En el siguiente cuadro se presenta un resumen de las operaciones realizadas en
cada iteracion. En la primera columna aparece el nimero de iteracion, en la segunda,
el arco que se agrega al conjunto A para ir formando el arbol; por ultimo, en la tercera
columna se tiene el numero de arcos que ya se han incluido en el arbol hasta esa

iteracion

)

__ Nimerode fteracion (1) |
|
|
|

Bh WN

oo~

L

~ Arcoagregadoap

j1=(273)
j2=(2,8)
}5=(1,2)
j=(8.4)
ninguno, js forma
un circuito
s=(5,8)
§7=(8,9)
ninguno, j; forma
un circuito
ninguno, js forma
un circuito
j105(5.8)
S 1 C41) N
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Puesto que en la iteracion 11 se tiene k = 8 = n-1, se ha obtenido la solucion dptima;
misma que esta dada por la red de la figura 5.6 donde A = {j1, J2, ja, Ja, Js, J7, J10, J11}
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Figura 5.6

Este arbol de expansién tiene un peso de:
O+1+2+2+43+3+5+5 = 21
EJEMPLO 5.2

Considere la red de la figura 5.7 y determine el arbol de peso minimo mediante el
algoritmo de Kruskal.

(’; } 10 7
35/ //"
V‘\//J e |
1) 25 207 a0
e ///,- J
40 e L A
(7))
Figura 6.7
Paso 1
Se ordena la lista de arcos
j Arco Valor
1 (2,4) 10
2 (3, 5 15
3 (3,4) 20
4 (2,3) 25
5 4,5) 30
6 (1,2) 35
7 (1,3) 40
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. Paso2 Paso3
__No.deiteracion ' Aristaaagregar  ;Hacecico?  ValordeK |
1 (2.4) | No 1
2 (3,5) g No 2
3 (3,4) % No 3
4 | (2,3) | Si 3
5 | (4,5) Si 3
6 (1.2) , No 4

———

El arbol de expansion minima se presenta en la figura 5.8

Figura 5.8
COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL DEL ALGORITMO

El tempo de corrida del algonitmo de Kruskal se compone del tiempo para ordenar
los arcos y el tiempo para detectar ciclos. Para una red arbitrariamente grande, el
ordenamiento requiere O(m log m) = O(m log n%) = O(m log n) de tiempo. El tiempo
para detectar un ciclo depende del método que se use en este paso. Por ejemplo, la
lista que se tiene en el ejemplo 2 y el segundo paso es (2, 4) y (3, 5). Se denotan
estos conjuntos de nodos por los arboles Ny y N, se guardan estos conjuntos en dos
listas ligadas. Mientras se examina un arco (k, I} se busca en estas listas ligadas y se
verifica si k y | estan en fa misma lista si ambos nodos estan en listas distintas se
agrega el arco si no, se elimina. Si se aumenta el arco se unen las listas que
contienen a k y | en una sola lista; ésta estructura de datos reguiere un tiempo O(n).
Usando esta estructura de datos el algoritmo de Kruskal corre en O{nm)

PSR
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5.4

ALGORITMO DE PRIM

Un metodo alternativo de solucion para el problema del arbol de peso minimo de una
red conexa con n nodos, es el algoritmo de Prim. Este algoritmo consiste en
considerar, iniciaimente, una red formada por cualquier nodo de la red original,
después se agregara el arco de menor peso adyacente a él y su otro extremo. Luego
se aumenta el arco mas pequeno, que tenga exactamente un extremo en la red
formada, junto con su otro extremo. Se procede de esta manera, sucesivamente,
hasta tener n-1 arcos en la red generada.

A diferencia del algoritmo de Kruskal, la red construida en cada iteracion es conexa y
ademas tiene n-1 arcos, luego, esta red es un arbol expandido de la red original.
Debe notarse también, que el algoritmo termina en n-1 iteraciones exactamente; esto
constituye otra diferencia con el algoritmo de Kruskal.

ALGORITMO DE PRIM

Propdsito: Determinar el arbol de expansion cuyo costo o peso es minimo en una
red conectada G con N nodos y funcion de peso o costo C: A —» R conocida.

Descripcion
PASO 1 (Inicio) Sea xq (arbitrario) elemento de N y k=0. Sea
No = {xo} Ag=¢d
PASQO 2 (Afadir un arco). Sea F, el conjunto de arcos de A que tienen

exactamente un extremo en N,. Sea j, el arco de costo minimo en Fy y
denote por x« el extremo de jx que no pertenece a F,. Hacer

Nk+1=NkU{Xk} Ak+1=AkU{jK}

PASO 3 Hacer k = k+1. Si k<n-1 regrese a 2. En caso contrario, termine. La red
Tna = [Nna, Anq] representa el arbol de expansion minima de G.

EJEMPLO 5.3

Aplique el algoritmo de Prim y determine el arbol de expansion minima en la red
conectada de la figura 5.9

(2325 ot i s )
e T
L s P o o
2. L = L
T R o e
O et )
T e N e
PN /1 2 a - _\.Ll :)'/
N - g " ,-=</\ _ p .
(= (6 e
(3 e ) (2 )

Figura 5.9
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iteracion 1:

Comenzaremos con xp = {7}. En el siguiente cuadro se presentan resumidas, las
iteraciones del algoritmo.

‘Numero N Fg k] Ne Ac
de itera-
cgong) N N
1 {@47).67,078),079 | 67 {76 {6.7}
2 2(739% ©9. @7, (78, (3.6 ‘{7,6_.3} {®.7). 3.6)}
313, G4, 69, @7, (13 {7631} {®.7). 3.8), (1.3)}
(7.8), (7.9) | | ‘
4 3{(1,2), (14), 34), 69, (1.4 {76314} {®,7), (3.6), (1,3), (1.4)}

 (47),(7.8), (7,9)}
5 {12, (24, @5, 69, (1,2 {76314, {67, (36),(13),(14)

(7.8), (7,9} ; 2} (1,2)}

6 {25, @45). 69, 7.8, (5 {76314  {67),(36) (13), (14
(7.9) 25) (1,2), (2,5))

7 {(58).6.9) (7.8). (7,9) (5.8) {76314, {67) (38),(1.3). (1.4
| 2,58} (1,2), (2.5), (5.8)}

8  {(6,9).(7.9), (8,10} 6,9 {76314  {6.7), (3.6) (13), (14)

12,5,89) (1.2), (2.5), (5.8), (6.9)}

9  {(8.10),(9,10), (7,8), (7.9} ' (9,10) {76314, {67) (36) (13)(1.4)

| , 258910} 1(1,2), (2.5), (58), (6.9).
| (910}

En la pimer columna aparece el numero de iteracion k, en la segunda el conjunto ¢
resultante de la k-ésima iteracion, en la tercera el arco de peso minimo de ¢ (jx) Y por
ultimo en las columnas cuarta y quinta respectivamente, los nodos y arcos que iran
formando el arbol de expansién minima de la red.

En la iteracion k = n-1 = 9 se observa que el arbol de peso minimo generado por el
algoritmo es como el que se muestra en la figura 5.10

O 3 a7
(2 )—2 (e —2—(a)

2//\J
O ‘ (e Q3 (o)
e N P ’ o
T 2 b
\}/_“\ 4 < - /ﬂ(/
D e () e (=)

Figura 5.10
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EJEMPLO 5.4

La siguiente serie de redes muestran paso a paso el uso del algoritmo de Prim para
resolver el problema de encontrar un arbol de expansion minima.

- 10 N \
l 7 F————~4\ 4 [~._ i
35 7 ’ ‘/"}VT ‘3: i \‘*“/'
o 7 |
— o —
F 2% 20,/ 130 - 26| )
4 N ( )
- | .
40 \/ \/'; SN 40 ;;v,«L\\_f’/
[ —rd 5} Q 5 }__._._.
\\7_ / 14 _ — J k:
e T N
i 5 B - B ID
{2 | 21—
3 i s 7 g
—— ‘ - /f*-
P P -
y : N o
Ty 2, o6 g (1 2%
— N . S . e N
[ ‘ .
40 . . 40 ™,
Figura 5.11

COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL DEL ALGORITMO

Para analizar el tempo de ejecucidon del algoritmo de Prim, consideramos cada una
de las n-1 iteraciones que el algoritmo desarrolta como si aumentara un arco a la vez
al arbol, hasta que se tiene un arbol de expansion con n-1 arcos. En cada iteracion el
algoritmo selecciona el arco de costo minimo en el corte [S, S]. Si podemos revisar la
lista completa de arcos para identificar el arco de costo minimo, esta operacion
requiere un tiempo de ejecucion de O(m), lo que nos da una cota de tiempo de
O(nm) para el algoritmo. Por lo cual podemos afirmar que el algoritmo se ejecuta en
un tiempo O(mn).

El cuello de botella en el algoritmo de Pnm es la identificacion del arco de costo
minimo en el corte [S, §]. Podemos mejorar la eficiencia en este paso manteniendo
dos indices para cadanodo js S:

1. Una etiqueta para la distancia d(j) que representa el costo minimo de los arcos en
el corte incidente al nodo j que no estaen S, es decir

d() = min {c;:(i.)e[S, S}
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5.5

2. Una etiqueta predecesora pred(j) que repesenta el otro punto final del arco de
costo minimo en el corte incidente al nodo j. Por ejemplo en la tercer iteracion
del ejemplo 4.4 los tres arcos (1, 3), (2, 3) y (4, 3) en el corte son incidentes al
nodo 3. Entre esos arcos el arco (4, 3) tiene el costo minimo de 20.

Entonces d(3) = 20 y pred(3) = 4. Para el mismo caso d(5) = 30 y pred(5) = 4. Si
mantenemos esos indices podemos encontrar facilmente el costo minimo de un arco
en el corte; simplemente calculamos

min {d(j) {j S}

si el nodo i alcanza este minimo, (pred(i), i) es el arco de costo minimo en el
corte. Observe que si movemos el nodo i desde S hasta S, necesitamos
actualizar las etiquetas distancia y predecesor solo para los nodos adyacentes
al nodo i.

ALGORITMO DE SOLLIN

Podemos usar las condiciones de optimalidad para derivar otro algoritmo para el
problema de arbol de expansion minima. Este algontmo io podemos ver como una
version hibrida de los algoritmos de Kruskal y de Prim. Como en el algoritmo de
Kruskal, el algoritmo de Sollin mantiene una coleccion de arboles de expansion de
los nodos Ny, N>, Ns,... y aumenta arcos a esa coleccion. Sin embargo en cada
iteracion aumenta arcos de costo minimo que emanan de esos arboles, una idea
tomada de! algontmo de Prim. Como resultado se obtiene un algoritmo que usa
estructuras de datos sencillas y corre en un tiempo O(m log n). E! algoritmo de Sollin
desarrolla repetidamente ias dos siguientes operaciones basicas.

Vecino mas cercano: (N, i, j«). Esta operacion toma como inicio un arbol que une a
los nodos Ni y determina un arco (i, jx) de costo minimo entre todos los arcos que
emanan de Ny, es decir

Cige = min {Cy | (ij)eA icNy y jeNg
Para desarrollar esta operacién necesitamos revisar todos l0s arcos en las listas de

adyacencia de los nodos en Ny, y encontrar el arco de costoc minimo entre esos arcos
gue tenga un punto final que no este en Ny.

Acoplar (ix, jx): Esta operacion toma como inicio dos nodos ik y jx ¥ Si Ios dos nodos
estan en distintos arboles entonces une esos dos arboles en un solo arbol.

-
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ALGORITMO DE SOLLIN
Propdsito: Resolver el problema de arbol de expansion minima.
Descripcion
PASO 1 ParacadaicNhagaN;={i}, T*=

PASQO 2 Mientras ;| T*! < (n-1) entonces para cada arbol Ny haga (Ny, ik, ji):
donde el arco (i, jx) es el arco de costo minimo entre todos los que
emanan de Ny es decir;

min ¢ = {(i,§) | (i,j) € A, ieNy, jeNid

¥ vaya al paso 3
PASQO 3 Si los nodos i v jx estan en distintos arboles una (iy, jx) y actualice T* =
T U {(ix, )} y regrese al paso 2.

EJEMPLO 5.5

En la siguiente red encuentre el arbol de expansion minima usando el algontmo de

Sollin.
(DD
3s.
/’;\(’ 251 2‘0// 30
s e _
a0 Ty o
(3 b5 )

Figura 5.12

Se comienza con cinco arboles que conforman un bosque. Cada arbol consta de un
solo nodo y el arco es el de menor costo que conecta cada nodo.

O LI
35 . e
‘;"\’,..

-

Ry

. . //—-\"
3 b {5
i‘\ 3:‘. w‘ A )

1
— RN

Figura 5.13
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Se unen nodos reduciendo el numero de arboles a solo dos. El arco de menor costo
que emana de esos arboles es el (3 4).

-~ o
" 10

Figura 5.14

Se une ese arco y obtenemos el arbol.

rf'z ™, 10 '(-_4_—\
35 P

Figura 5.15

COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL DEL ALGORITMO

Para poder analizar el tiempo de ejecucion del algoritmo necesitamos discutir la
estructura de datos necesaria para implantarlo. Mostraremos que el algoritmo
desarrolla O(log n) ejecuciones del ciclo del paso 2, y que se pueden desarroliar las
operaciones vecino mas cercano y acoplamiento en un tiempo O(m). Estos
resultados establecen una cota de tiempo de O(m log n) para el algoritmo.

Almacenamos los nodos del arbol en una lista circular doblemente ligada, lo gue nos
permite visitar cada nodo del arbol comenzando en cualguier nodo. Asignamos una
etiqueta numeérica con cada nodo en la red; la etiqueta satisface las siguientes dos
propiedades:

1.- Nodos del mismo arbol que tienen la misma etiqueta.

2- Nodos de diferentes arboles con diferentes etiquetas. Al inicio del algontmo,
asignamos la etiqueta i a cada nodo ieN.
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Usando esta estructura de datos podemos verificar faciimente cuando un arco (i, j)

tiene sus puntos finales en el mismo arbol. Contestamos esta pregunta verificando
las etiquetas de los nodos iy |.

Esta observacion implica que podemos desarrollar ia operacion de vecino mas
cercano para cada arbol en el bosque en un tiempo total de O(Z i € N | A(i) ) = O(m)

Desarrollamos las operaciones de acoplamiento en el ciclo dei paso 2-3 usando el
siguiente esquema iterativo: En cada iteracién seleccionamos un arbol ne
examinado, pcr ejemplo N, y consideramos el arco de costo minimo (iy, j;) que
emana de Ny (2l nodo iy esta en N, y el j; puede o no estar en N,). Suponga que los

nodos en N; tienen la etiqueta «. Si el nodo j; también tiene la etiqueta o, la iteracion
termina.

En caso contrarno buscamos los nodos del arbol, por ejemplo N, que contenga al
nodo ji y les asignamos la etiqueta . Después, consideramos los arcos de costo
minimo (i, ) gue emanan de N,. Si el nodo j, tiene etiqueta «, la iteracion termina;
en caso contrano, buscamos en los nodos del arbol N3 que contenga al nodo J, y les
asignamos la etiqueta a. Repetimos este proceso hasta que la iteracion termina.
Note que en cada iteracion podemos asignar a los nodos de varios arboles la
etiqueta del primer arbol. Cuando una iteracion termina iniciamos una nueva iteracion
seleccionando otro arbol no examinado. Terminamos este proceso iterativo cuando
hayamos examinado todos los arboles. De esta descripcion se puede ver que este
metodo asigna una etiqueta a cada nodo y se ejecuta en un tiempo O(n).

Cada ejecucion en el ciclo del algoritmo requiere un tiempo O(m), obtenemos
entonces una cota del numero de ejecuciones del ciclo. Cada ejecucion del ciclo
reduce el numero de arboles en el bosque por un factor de al menos dos porque
acoplamos cada arbol en un arbol mayor. Esta observacion tiene como
consecuencia que desarrollaremos O(log n) ejecuciones del ciclo. Se tiene entonces
el siguiente teorema:

TEOREMA:

El algoritmo de Sollin tiene un tiempo de ejecucion de O(m log n).

En este capitulo hemos descrito tres algoritmos para resolver el problema del arbol
de expansion minima. Todos ellos son faciles de implantar y tienen excelentes

tiempos de ejecucion, ademas son muy eficientes en la practica.

La tabla siguients resume estos tres algortmos:



5.6

ALGORITMO  TIEMPO DE OBSERVACIONES

J EJECUCION

Kruskal O(m+n log n) 1 - Examina arcos en orden no decreciente de Sus |
, costos mas el tiempo necesario para ordenar m
arcos Y los incluye en un arbol de expansion si el
arco que se aumenta no forma un ciclo con los
~ arcos seleccionados. ‘
'2.-La prueba del algoritmo usa condiciones de.
, ; optimalidad para una trayectoria.

| 3.-Es un algoritmo atractivo si los arcos ya se:

| encuentran ordenados en forma creciente.

. Prim O(m+nlogn) :1-Mantiene un arbol de expansion en un.

subconjunto de nodos S y aumenta un arco de.
costos minimos en el corte [S,S].

2-La prueba del algoritmo usa condiciones de
optimalidad para cortes.

'3-Se puede implantar usando una variedad de

‘ estructuras de apilamiento. Esta cota de
ejecucion se refiere ai tiempo de la estructura de

« datos de Fibonacci.

Sollin . O(m log n) 1.-Mantiene una coleccion de arboles, en cada
iteracion aumenta un arbol de costo minimo que
emana de cada arbol. ;

| 2-La prueba del algoritmo usa condiciones de:
optimalidad en cortes. ?

ANALISIS DE SENSIBILIDAD

Una vez presentados los métodos de solucion para el problema del arbol de
expansion minima, es interesante observar el efecto de eliminar un arco de la grafica
original. Es claro que, si este arco no pertenece a la solucion optima, la solucion
optima del problema de encontrar el arbol de peso minimo en la red resultante de
remover dicho arco, es la misma que para ia red original. Sin embargo, si el arco
forma parte de la solucion 6ptima es importante contar con una herramienta que
permita resolver el nuevo problema aprovechando ios resultados que ya se han
obtenido. Enseguida se analiza este probiema.

Suponga que se ha obtenido el arbol expandido de peso minimo T = [X, A*] de una
red conexa G = [X, A], también suponga gque por alguna razon, es necesario eliminar
un arco de la red G que, ademas, pertenece al arbol T Considere, ahora, el
problema de encontrar el arbol expandido de peso minimo de la red resultante de
eliminar dicho arco.
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Seaj = (i, I') el arco que debe eliminarse y sea G’ la red resultante de tal eliminacion,
es decir, G' = [X, A-{j}]. Entonces, el problema consiste en encontrar €l arbol
requendo. A continuacién desarrollamos un procedimiento para obtenerio,
aprovechandc que ya se cuenta con el arbol T.

Al eliminar (i,I') de T, éste se descompone en dos componentes conexas. Sean estas
Ty = [Xi, Al]y T2 = [X3, Az]. Observe que un extremo del arco | esta en X, y el otro en
Xz. Suponga, sin pérdida de generalidad, que i esta en X, y que i’ estd en X;. Sea U
el conjunto de arcos de G distintos de j' que tienen un extremo en X; y otro en X,
Observe que si U es vacio el problema no tiene solucion puesto que G' no seria
conexa y por o tanto no existe arbol expandido de G. Suponga entonces, que U no
es vacio, sea u* el arco de U tal que p(u*)< p(u) para todo arco ueU. La solucion del
problema se establece en la siguiente proposicion:

Proposicion 5.4

Lared T* = [X, AjUAU{u*}] es un arbol de expansion minima de G'.

Demostracién:

Sean las redes conexas Gy = [Xq, A1l y Gz = [X,, Az] donde A es el conjunto de arcos
de A gue tienen ambos extremos en X; (i = 1,2). Se demostrara primero que T,y T,

son los arboles de expansion minima de G4 y G, respectivamente.

Suponga gue T; no es un arbol de expansion minima de Gy. Sea N = [X4, U4] el arbol
de expansion minima de dicha gréfica, se tiene entonces que p(N) < p(T1).

Sea T' = [X, Uy U U, U {f}], note que T' es un arbol de expansion de G, ya que T' es
aciclica debido a que el arco | tiene un extremo en X, y otro en X; y las redes Ny T»
son aciclicas.

Ahora bien,

p(T") = p(Us) + p(A2) + p() = p(N) + p(A2) + p{f)
por otro lado

(T) = p(A1) + p(A2) + p(f) = p(T1) + p(A2) + P()

P(T) < P(T)

por lo tanto

Lo que contradice que T sea un arbol de expansion minima de G. Por lo tanto T, es
un arbol de expansion de peso minimo de G;. Analogamente, se prueba que T, es
un arbol de expansion minima de Gs.



Por otro lado, G' puede expresarse como la red [X, A{UAU U}, y puesto que p(u”) <
p(u) para todo arco usU, se tiene que T* es un arbol de expansion minima de G' y
con ésto se concluye la prueba.

Este procedimiento lo podemos aplicar en el siguiente problema:

Suponga que se ha encontrado el arbol de peso minimo T = [X A*] de ia red G= [X,
A] y suponga también que se modifica el peso de un arco jeA*. Se desea encontrar
ahora el arbol de peso minimo en la grafica G con la funcion de peso, asociada a los
arcos de G, modificada para el arco j.

Si el nuevo peso de j es menor que el que tenia antenormente, es claro, que la
solucion optima seguira siendo la misma; el problema surge cuando el nuevo peso
de j es mayor que su peso anterior. Es en este ultimo caso cuando puede aplicarse
el meétodo expuesto anteriormente. Para encontrar la nueva solucion, la unica
modificacion que debera hacerse al procedimiento sera no excluir al arco j del
conjunto U.

EJEMPLO 56

Considere la red del ejemplo 5.4 y su arbol de expansion minima. Suponga que se
elimina el arco (2,8). La gréfica resultante G' se muestra en la figura 5.16
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Figura 5.16

Determine el arbol de expansion minima en esta nueva red Las componentes
conexas en que se divide T al eliminar (2, 8) se muestran en la figura 5.17
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El conjunto U estara formado entonces, por los arcos siguientes, con sus respectivos
pPesos:

Arco Peso Arco Peso
(1,5) 4 (3,9) 10
(1,8) 3 3. 8) 6
3,4 4 3,9 7

De aqui se tiene que u* = (1, 8). Por lo tanto el arbol de expansion minima de G' se
muestra en la figura 518
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Figura 5.18

cuyo peso esta dado por:

0+42+4243+3+3+5+5 =23 = p(T) - p(2, B) + p(1, 8)
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5.7

NOTAS HISTORICAS

Los primeros algoritmos de arbol de expansién minima se desarrollaron en 1926. E!
articulo de Graham and Hell (1985) presenta una resefia historica de los aigoritmos
de arbol de expansion minima.

Boruvka (1926) y Jamick (1930) independientemente desarrollaron y resolvieron el
problema. Mas tarde otros investigadores redescubrieron esos algoritmos.

Kruskal (1956) y Loberman y Weinberger (1957) independientemente desarrollaron
el algoritmo que lleva el nombre de Kruskal.

Prim (1957) desarrolld el algoritmo que lleva su nombre.

Sollin presentd su algoritmo, discutido en un seminario en 1961; nunca se publicé.
Claude Berge, que estaba presente en el seminario, reportd este algoritmo en su
libro Berge and Ghouila-Houri (1962).

Mas tarde, diversos investigadores descubneron que el algoritmo de Soliin es similar
al de Boruvka y que el algoritmo de Prim es similar al de Jamick.

Una version mejorada del algoritmo de Kruskal fue desarroliada por Tarjan en 1984 y
se ejecuta en O(m a(n, m)) mas el tiempo requerido para ordenar los arcos. a(n, m)
es la funcidén de Ackermann que para efectos practicos es menor que 6.

Gabow, Galil, Spencer y Tarjan en 1986 presentaron una variedad del algoritmo de
Prim que corre en un tiempo O(m log 3(m, n)) con la funciéon B(m, n) definida como
’(m, n)= min {ilog®(m/n)<1} En esta expresion log”x=logioglog...logx en log i iterado i
veces. Asi, 3(m, n) es una funcion que crece muy lentamente. Por ejemplo, si m/n=
22400 gntonces R(m, n)=6

Actualmente, el aigoritmo mas rapido para resolver el problema del arbol de
expansion minima es el de Kruskal modificado por Tarjan (1984) si los arcos ya
estan ordenados.



6.1

CAPITULO 6
PROBLEMA DE RUTA MAS CORTA

INTRODUCCION

En este capitulo se presentan métodos de solucion para ios siguientes problemas de
rutas mas cortas de una red:

1. Ruta mas corta entre dos nodos especificos s y t.
2. Rutas mas cortas entre un nodo especifico s y todo nodo i de ta red.
3. Ruta mas corta entre todo par de nodos.

Para ejempilificar considere lo siguiente:
EJEMPLO 6.1

En una terminal de camiones para pasajeros se desea establecer la ruta que debera
seguir el autobus que presta servicio de la ciudad s a la ciudad t de tal manera que la
distancia recorrida sea lo mas corta posible. A este problema se le puede representar
enunared G = [N,A,d] donde:

N = {Ciudades a las cuales se ofrece el servicio}

A = {Tramos de carretera entre las ciudades}

d: A — R, donde para toda a elemento de A, d(a) es la longitud o distancia del tramo
de carretera a.

En general en unared G = [N, A, d], al nimero d(a) asociado a cada arco se le llama
longitud o costo de a. Por otro lado se define la longitud de una ruta o camino como
la suma de longitudes de los arcos que la forman; aquelia ruta tal que su longitud sea
minima se llama la ruta mas corta 0 camino mas corto.

El problema entonces de la terminal de autobuses es encontrar fa ruta mas corta
entre dos nodos especificos: los que representan a las ciudades s y t. Observe que
en este caso las longitudes definidas son no negativas; sin embargo, el problema de
encontrar la ruta mas corta entre dos nodos especificos puede generalizarse a
cualiquier red puesto que la funcion de longitud d, puede representar, ademas de
distancia o tiempo, costos o alguna otra cantidad.

Si la red contiene arcos con longitudes negativas pueden presentarse circuitos
negativos (circuitos de longitud negativa). En este caso el problema puede no ser
acotado puesto que para cualquier ruta entre s y t que contenga al circuito negativo
existe otra mejor, a saber aquella que contiene una vez mas al circuito. Por ejemplo,
en la siguiente red:
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Figura 6.1

Unarutadesates: s 3, 1, 2 3 tdelongitud 7. Otra ruta de s a t mejor que ia
anteriores: s, 3, 1, 2, 3, 1, 2, 3, t, de longitud 5. De hecho, si se considera una ruta
que contenga el arco (s, 3) M veces el circuito 3, 1, 2, 3 (M>0) y el arco (3.t) la
longitud sera 9-2M, de tal modo que si M tiende a infinito, la longitud de la ruta tiende
a menos infinito. Luego, la ruta mas corta entre s y t no existe.

Se concluye entonces, que para que el problema de la ruta mas corta entre dos
nodos especificos tenga soiucion, debera cumplirse:

i) Existe alguna trayectoria entre s y t;
iy No existen circuitos negativos tales que haya un camino de s a algun nodoc del
circuito y otro de algun nodo del circuito a t.

Suponga ahora que en la terminal de autobuses se desea mejorar el servicio que se
proporciona a la ciudad s; con este objeto se requiere encontrar las rutas mas cortas
entre la ciudad s y todas las demas ciudades a las cuales se les da el servicio. A este
problema puede asociarse, de nuevo, la red definida anteriormente.

Antes de analizar cuando tiene solucion este problema se definiran aigunos
conceptos de gran utilidad.

Sea G = [N,A] una red dirigida y sea s un nodo en N; entonces a s se le lama raiz de
G, si existe una trayectoriade saiparatodaienN.

Una arborescencia es un arbol que tiene una raiz. La siguiente red es una
arborescencia de raiz 1:
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Figura 6.2

Sea G = [N, A] una grafica dirigida. Una arborescencia de G es un arbol expandido
de G que contiene un nodo que es raiz.

En una arborescencia de raiz s el camino o trayectoria de s a i, para toda i elemento
de N, es unico.

Considere ahora una red G. Una arborescencia de rutas més cortas de G es aquella
arborescencia tal que la unica ruta de s a i, para toda i elemento de N, es una ruta
mas cortade s ai

Una vez definidos estos conceptos, puede decirse que el problema de la terminal de
autobuses es encontrar la arborescencia de rutas mas cortas de raiz s de la red
G=[N,Ad].

Haciendo una analogia con el problema de la ruta mas corta entre dos nodos
especificos puede concluirse que para que exista la arborescencia de rutas mas
cortas de raiz s en una red cualquiera G, esta debera cumplir que:

i) Existen caminos de s a i, para toda i en N. Es decir, que s sea la raiz de la
red.
it) No existen circuitos negativos en la red G, ya que de presentarse estos €l

problema seria no acotado (por la misma razon expuesta para el problema de
ruta mas corta entre dos nodos especificos).

Finalmente, suponga que en la terminal de autobuses se tiene interés en encontrar
las rutas mas cortas para todos los camiones que prestan servicio entre cada par de
ciudades. Nuevamente, se asocia a este problema la red G definida anteriormente,
se deben encontrar entonces, ias rutas mas cortas entre todo par de nodos en la red
G.
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6.2

Este dltimo problema es una generalizacion inmediata de los anteriores. Por ésto se

deduce que, para que exista solucion en cualquier red G, debera cumplirse lo
siguiente:

) Existe, al menos, una trayectoria entre todo par de nodos.
i) No existen circuitos negativos en la red G.

Algunas propiedades de las arborescencias se dan a continuacion.

CARACTERIZACION DE UNA ARBORESCENCIA

BExisten ciertas propiedades de las arborescencias que seran utilizadas en la
busqueda de la solucidn del problema de la arborescencia de rutas mas cortas de
raiz xo. Estas propiedades se demuestran en el siguiente teorema en el cual se
postulan las distintas caracterizaciones de este tipo de redes.

Es importante hacer notar que, en general, la arborescencia de rutas mas cortas es
distinta del arbol de expansion minima en una red, puesto que, mientras el segundo
concepto es no orientado el primero solo es aplicable a redes dirigidas.

Aun en el caso en que la red sea dirigida, un arbol no necesariamente es
arborescencia ya que ésta puede no tener raiz. Por ello, para determinar la
arborescencia de rutas mas cortas no es posible aplicar ninguno de los algoritmos
presentados en el capitulo anterior. Podria suceder incluso que un arbol de peso
minimo resulte ser una arborescencia; sin embargo, de ningun modo puede
garantizarse que ésta sea de rutas mas cortas.

Por ejemplo en la siguiente red:
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Un arbol de peso miinimo es:
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el cual resuita ser una arborescencia de raiz 1. Sin embargo, la uUnica ruta en la
arborescencia entre los nodos 1 y 4 tiene una longitud de 5 unidades y existe otra
ruta de longitud menor entre esos dos nodos en la red: la ruta 1, 4 tiene una longitud
de 4 unidades. Por lo tanto, puede concluirse que la arborescencia no es de rutas
mas cortas.

TEOREMA 6.1

Sea G una red con n nodos. Suponga que n > 2. Los postulados siguientes son
equivalentes y caracterizan una arborescencia

a) G es un arbol y tiene un nodo xp que es raiz.

b) Para todo nodo i existe un camino unico de xp a i.

c) G tiene al nodo xp que es raiz y si se elimina un arco entonces Xo ya no es
raiz.

d) G es conexa.

e) G es aciclica.

f) G tiene como raiz a xq y es aciclica.

Q) G tiene como raiz a xo y posee n-1 arcos.

Demostracion

(a implica b) Sea i un nodo de G. Puesto que x; es raiz de G entonces existe una
trayectoria de xp a i. Suponga que existen, al menos, dos trayectorias de x; a I.
Entonces G tendria un ciclo y esto contradice que G es un arbol. Luego, el camino
de Xg aies unico.

(b implica c). Fuesto que existe una trayectoria entre xg e i, para todo nodo i,
entonces xg es raiz. Sea a = (i, jx) un arco de G y suponga que Xg es raiz de la red



6.3

F'= [N, A - {a}] entonces existe una trayectoria de x, a jx en G(note que esta
trayectoria no contiene a a). Puesto que xg es raiz de G, existe una trayectona de xg
a I, esta trayectoria y el arco a, forman una trayectoria de x, a ji; entonces existen en
G dos trayectorias distintas de x, a j, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, G no
tiene a xg como rajz.

(c implica d). Puesto que X, es raiz de G, entonces G es conexo. Suponga que g(Xg)
= 0, es decir que existe un arco (x, xg). Como X es raiz, entonces existe al menos un
camino de Xp a x; luego, al eliminar (x, xo) de G, xp sigue siendo raiz, o cual es una
contradiccion por lo tanto g(xo) es igual a 0. Por otro lado, por ser xg raiz. se tiene que
g(x) = 1 para todo nodo x # xo. Suponga que g(x)>1, es decir, que existen al menos
dos arcos (i, X) ¥ (jx, X) entonces al suprimir cualquiera de estos dos arcos xg sigue
siendo raiz de G, por lo tanto, g(x)=1, para toda x # x,.

(d implica e). La red G es conexa y tiene n-1 arcos puesto que g(xo)=0 y g(x)=1 para
toda x # Xo. Entonces G es un arbol y como consecuencia es aciclica.

(e implica f). Si xo no fuera raiz, entonces G tendria un ciclo puesto que g{x)=1 para
toda x = xo.

(f implica g). G es aciclica y ademas conexa puesto que xg es raiz. Entonces G es un
arbol y por lo tanto tiene n-1 arcos.

(g implica a). G tiene n-1 arcos y es conexa puesto que X es raiz, luego G es un
arbol.

METODOS DE SOLUCION Y JUSTIFICACION

En esta parte del capitulo se presentan los métodos de solucion para el problema de
la arborescencia de rutas mas cortas de raiz s en una red R=[N, A, d]. El primero de
ellos s6lo es aplicable a redes que tienen arcos con costos no negativos y el
segundo puede utilizarse para cualquier red.

En la practica existe gran cantidad de problemas que involucran costos no negativos
(tiempo, distancia, etc.); es por esta razon que se justifica el desarrollo de algoritmos
que se aplican sotlo a estos casos. Por otro lado, el método presentado para redes
con esta caracteristica, constituye el primer caso del algoritmo general
posteriormente expuesto. Es importante mencionar que estos algoritmos tienen la
ventaja de que, ademéas de proporcionar la solucion oOptima cuando existe. ia
detectan cuando ésta no existe; ya sea que dicha solucion no exista porque s no es
raiz de la red o por la presencia de circuitos negativos. Cabe sefialar que estos
métodos sirven también para encontrar la solucion Optima del problema de la ruta
mas corta entre todo par de nodos.



Para el problema de la ruta mas corta entre todo par de nodos se presenta un
algoritmo con fa misma ventaja que los anteriores. Mas aun, si la ruta mas corta
existe para algunos pares de nodos y para otros no, el algoritmo proporciona las
longitudes de las rutas existentes y detecta para qué pares de nodos no existe
ninguna ruta.

Otra observacion importante que debe hacerse es que, como se vera
posteriormente, el problema de la ruta mas corta resulta ser un subproblema del
problema de flujo a costo minimo. Otro subproblema que surge en la busqueda del
flujo a costo minimo, es el de la deteccion de circuitos negativos por lo cual los
meétodos en este capitulo seran de gran utilidad.

ARBORESCENCIA DE RUTAS MAS CORTAS

Caso de redes con costos no negativos

El método de solucion presentado para el problema de la arborescencia de rutas
mas cortas en redes que tienen arcos con costos no negativos fue desarrollado por
Dijkstra (1959) y esta considerado como uno de los metodos mas eficientes para
resolver este problema.

Este método se basa en la asignacion de etiquetas "permanentes” a los nodos para
los cuales ya se conocen las longitudes de las rutas mas cortas de la raiz a ellos.
Sea S este conjunto de nodos. Las etiquetas de los nodos de S representan
precisamente las longitudes de las rutas mas cortas buscadas. Los nodos restantes
se etiquetan "temporaimente” en una cota superior de ia longitud mas corta de ta raiz
al nodo etiquetado.

En la primera iteracion el conjunto T contendra unicamente al nodo raiz, es decir,
solo la raiz estara etiquetada permanentemente. Las etiquetas temporales se
mejoran continuamente y en cada iteracion se agrega exactamente un nodo x a S;
este nodo es aquel tal que la longitud desde la raiz es la mas corta posible.

Puesto que todos los arcos tienen costos no-negativos, siempre puede encontrarse
una ruta mas corta de la raiz a x que pase soélo por nodos de S; en este caso la
etiqueta de x representa ia longitud de la ruta mas corta correspondiente. Una vez
que todos los nodos estén en S, las etiquetas de todos los nodos seran las
correspondientes a las longitudes mas cortas desde ia raiz y por lo tanto se habra
encontrado la solucion deseada. En el caso en que se desee solo la ruta mas corta
entre dos nodos especificos, se obtendra la solucion cuando se etiquete
"permanentemente” el nodo final del camino buscado.
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ALGORITMO DE DIJKSTRA

Propésito: Obtener la arborescencia de las rutas mas cortas de raiz s en una red
G =[N, A, d] con costos no negativos en los arcos.

Descripcion

PASQO 1 (Iniciacion de etiquetas). Sea d(s)=0 y marquese esta etiqueta como
permanente. Sea d(x)=x, para todo x#s y considérense estas
etiquetas como temporales. Sean a(x)=x (estas etiquetas indicaran el
predecesor de x en la arborscencia). Sea p=s.

PASQ 2 (Actualizacion de etiquetas). Para todo xeI™(p) que tenga etiqueta
temporal, actualizar etiquetas de acuerdo a:

d(x) = min {d(x), d(p) + d(p, x)}

si d(x) se modificd, hacer a(x)=p. Sea x tal que d(x )=min {d(x) | d(x) es
temporal}. Si d(x)=x, terminar. En este caso no existe arborescencia
alguna de raiz s. En otro caso, marcar la etiqgueta d(x) como
permanente. sea p=x .

PASO 3 (i) (Si solo se desea la ruta de s a t). Si p=t, terminar: d(p) es la longitud
del camino mas corto. Si p #t, ir al paso 2.

(i) (Si se desea la arborescencia). Si todos los nodos tienen etiquetas
permanentes, terminar; ésta es la longitud deseada del camino y el
conjunto de arcos {a(x), x} forman la arborescencia de caminos mas
cortos. En otro caso, ir al paso 2.

Justificacion del algoritmo

Primero observe que el algoritmo termina en un numero finito de iteraciones, ya sea
en el paso 2 0 en el paso 3 puesto que el numero de nodos es finito. Se justificara la
optimalidad del algoritmo para el caso del problema de arborescencia de rutas mas
cortas ya que el otro caso esta comprendido en éste.

Note que si el algoritmo termina en el paso 3, la red generada tendra n-1 arcosy a s
como raiz; por esta razon dicha red es una arborescencia. Por otro lado se tiene que,
por construccion, d(x) es la longitud del unico caminoc de s a x en esta arborescencia.
Ahora se probara que la arborescencia generada es de rutas mas cortas. Para elio
se demostrara, por induccion sobre el numero de iteraciones, gue las etiqguetas
permanentes de los nodos son las longitudes de las rutas mas cortas de s a x, para
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todo x<X. Esto es claro en la primera iteracion. Suponga tambien que es valido en la
k-ésima iteracion

Sea S el conjunto de nodos con etiquetas permanentes y S' el conjunto de nodos con
etiquetas temporales en la iteracion k. Al final del paso 2 de la iteracion k+1 la
etiqueta temporal d(x), para x<S' es la longitud de una ruta mas corta de s a x que
contiene solamente nodos de S. En efecto, en cada iteracion solo se etiqueta
permanentemente un nodo; por lo tanto, sélo es necesaria la comparacion efectuada

en el paso 2 En particular esto sucede para x (nodo con la minima etiqueta
temporal).

Suponga ahora que la ruta mas corta de la raiz a x no contiene solo nodos de S
Sea y el primer nodo, en el camino mas corto de s a X, que no esta en S. Puesto que
los costos de Ios arcos son no negativos, entonces la porcion el camino de s a X
gue une a y con x, es no negativa. Sea D esta longitud. Note que la porcion del
camino de s a X, que una a s con y, es un camino que contiene solamente nodos de
S. Pero d(y) es la longitud de una ruta mas corta que contiene todos sus nodos en S,
luego:

d(y) + D < d(x)

lo que implica ) )
d(y) <d(x)-D <d(x)

lo cual constituye una contradiccion puesto que d(x ) es el minimo de las etiquetas
temporales. Luego, se concluye que la ruta mas corta de s a x contiene s6lo nodos
de Sy, por lo tanto, d(x) es su longitud. Por lo tanto, la etiqueta permanente de x es
igual a la longitud de la ruta mas corta de s a x en la iteracion k+1.

Finalmente, observe que si d(x) es igual a infinito (paso 2) en alguna iteracion,
entonces existe algin nodo (x y todos ios que tengan etiqueta temporal) para el cuai
no existe ruta alguna desde s; puede entonces concluirse que el problema no tiene
solucidn puesto que en este caso s no es raizde lared.

EJEMPLO 6.1

Suponga que en un aeropuerto se considera la posible adquisicion de un equipo que,
a causa de ciertas modificaciones, sera inutil dentro de 3 afos. Los costos de
utilizacion y de reventa del equipo usado son conocidos. El equipo puede ser
utilizado durante uno, dos o tres afios, revenderse al final del periodo de utilizacion y
comprarse uno nuevo para usarse durante el tiempo restante. Los costos totales en
los que se incurre (costo de compra mas costo de utilizacion menos precio de venta)
estan dados en la matriz de costos:
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El eilemento (i, j) de la matriz es igual al costo total en millones de pesos en el que se
incurre si se compra un equipo al final del afio i, se utiliza hasta el final del afio j y se
revende. Se desea encontrar la estrategia mas econdémica de compra y reventa de
equipo.

Para resolver este problema considere fa red G = [N, A C] donde N = {0, 1, 2, 3}y
cada elemento de C indica el final de un afio; (i, j)eA si y solo si es posible comprar el
equipo al final del afio i y revenderlo al final del afio j; finaimente, C(j, j) es el costo

total en el que se incurre por comprar el equipo al final del afio i, usarlo y revenderio
al final del afio j.

Una forma esquematica de la red es:

Figura 6.5

Observe que una ruta de 0 a 3 en la red corresponde a una estrategia posible y
viceversa; por otro lado, el costo de una estrategia posible es el mismo que el de la
ruta correspondiente. Por ejemplo, la ruta 0,1,3 (de longitud 15) corresponde a
comprar al final del afio O, utilizar el equipo durante un afio, revenderio y comprar uno
nuevo al final del afio 1, utilizarlo durante dos afios y revenderlo al final del afio 3
(con un costo total de 4+11=15 millones). Por otra parte, comprar el equipo al final el
afo 0, utilizarlo durante tres arnos y revenderio al final del afio 3 (con un costo total de
16 millones) corresponde a la ruta 0,3 (de longitud 16).

Para encontrar la estrategia optima se debera entonces encontrar la ruta mas corta
entre los nodos O y 3 de la red. Para esto se aplicara el algoritmo de Dijkstra
considerando s=0 y t=3.



[teracion 1

PASO 1
d(0)=0 (etiqueta permanente); d(x)=x, para x=1,2,3 (etiquetas temporales), p=0.
PASQ 2
Actualizacion de etiquetas: T™(p)={1,2,3}
d(1)=min{x, 4} = 4 a(1)=0
d(2) =min {x, 8} = 8 a(2)=0
d(3) = min {s,16} = 16 a(3)=0

Sea x* tal que d(x)= min {d(1), d(2), d(3)}=d(1)

PASO 3 )

De donde x=1 (nodo con minima etiqueta temporal). Se marca d(1) como
permanente; p=1. (p=t=3).

lteracion 2

Actualizacion de etiquetas: T7(p)={2,3}

d(2)=min{8,4+ 5}= 8 a(2) no cambia
d(3) = min {16, 4 + 11} = 15 a(3)=1

De donde x=2 (nodo con minima etiqueta temporal). Se marca d(2) como
permanente; p=2. (p = 1).

Iteracion 3
Actualizacion de etiquetas: I (p)={3}
d(3)=min{ 15 8 +6}=14 a(3)=2

De donde x=3 (nodo con minima etiqueta temporal). Se marca d(3) como
permanente; p = 3 = t. Se termina.

Para recuperar la ruta mas corta de 0 a 3, de longitud d(3)=14, se utilizan las
etiquetas a(x). La ruta deseada, en sentido inverso, es: 3, a(3) = 2, a(2) = 0. Luego,
la estrategia dptima para el problema del aeropuerio es comprar el equipo al final del
afo 0, utilizarlo durante dos afios, revenderlo y comprar un nuevo al final del afio 2,
utilizar este ultimo durante un afo y venderlo al final del afio 3 con un costo total de
14 millones de pesos.
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EJEMPLO 6.2

Considere el siguiente mapa de los Ferrocarriles Nacionales de México, donde las
vias estan representadas por arcos y el numero asociado al arco (i,j) representa el
tiempo, en horas que tarda un ferrocarril en recorrer el tramo de via (i j):
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Figura 6.6

Suponga gue se desea encontrar las rutas mas rapidas para los ferrocarriles que
presten servicio desde el D.F. hasta cada una de las ciudades del mapa.

En términos de redes se desea determinar la arborescencia de rutas mas cortas de
raiz D.F. Para resolver este problema usaremos algoritmo de Dikstra puesto que los
costos en los arcos son no negativos.

iteraciéon 1

PASO 1
d(D.F.) = 0 (etiqueta permanente)
d(x) = « para toda x en N tal que x#D.F. (etiquetas temporales)

p=DF.

PASO 2

Actualizacion de etiquetas: I (p) = (El Rey, Teotihuacan, Metepec, Cuautla):
d(El Rey) =min{ x, 2} =2 a(El Rey) =DF.
d(Teotihuacan) = min {=x. 2} =2, a(Teotihuacan) =DF.
d(Metepec) = min {x, 2.5} =25; a(Metepec) =DF.
d(Cuautla) = min {x, 3} =3 a(Cuautla) =DF.



de donde x* = El Rey, puesto que éste es el nodo con minima etiqueta temporal (los
empates se rompen arbitrariamente). Se marca d(El Rey) como permanente, p = El
Rey (aun existen etiquetas temporales).

iteracién 2

Actualizacion de etiquetas: ™" (p) = (lrolo)
d(irolo) = min { =, 2+3} = 5; a(lrolo) = El Rey

de donde x* = Teotihuacan, puesto que éste es el nodo con minima etiqueta
temporal. Se marca d(Teotihuacan) como permanente, p = Teotihuacan (aun existen
etiquetas temporaies).

iteracion 3

Actualizacion de etiquetas: I (p) = (Irolo)
d(irolo) = min { 5, 2+1.5} = 3.5; a(lrolo) = Teotihuacan

de donde x* = Metepec, puesto que éste es el nodo con minima etiqueta temporal.
Se marca d(Metepec) como permanente, p = Metepec (aun existen etiquetas
temporales).

iteracion 4

Actualizacion de etiquetas: I'*(p) = (Teotihuacan, San Lorenzo) (Teotihuacan ya tiene
etiqueta permanente).
d(San Lorenzo) = min { oc, 2.5+3} = 5.5; a(San Lorenzo)=Metepec

de donde x* = Cuautla, puesto que éste es el nodo con minima etiqueta temporal. Se
marca d(Cuautla) como permanente, p = Cuautla (aun existen etiquetas temporales).

iteracion 5

Actualizacion de etiquetas: I (p) = (Metepec, San Lorenzo, Puebla) (Metepec ya
tiene etiqueta permanente).

d(San Lorenzo) =min {55, 3+3}=55;

a(San Lorenzo) = Metepec

d(Puebla) = min {x, 3+3} = 6, a(Puebla) = Cuautla

de donde x* = Irolo, puesto que éste es el nodo con minima etiqueta temporal. Se
marca d(lrolo) como permanente.

p = Irolo (aun existen etiquetas temporales).



Iteracion 6

Actualizacion de etiquetas: I (p) = (Jalapa)
d(Jalapa) = min {«c, 3.5+ 9} = 12.5;
a(Jalapa) =irolo

x* =San Lorenzo, puesto que éste es el nodo con minima etiqueta temporal. Se
marca d(San Lorenzo) como permanente.

) =3an Lorenzo (aun existen etiquetas temporales).

lteracion 7

Actualizacion de etiquetas: T (p) = (Jalapa, Pueblia, Irolo)
d(Jalapa) =min {12.5,55+ 7.5} = 12.5;

a(Jatapa) = Irolo

d(Puebla) = min{6, 5.5+3} = 6; a(Puebla) no se modifica

*

X = Puebla, puesto que éste es el nodo con minima etiqueta temporal. Se marca
d(Puebla)} como permanente.

p = Puebla (aun existen etiquetas temporales).

iteracion 8

Actualizacion de etiquetas: I''(p) = (Tehuacan)
d(Tehuacan) = min {x, 6+4} = 10;
a(Tehuacan) = Puebla

x* = Tehuacan, puesto que éste es el nodo con minima etiqueta temporal. Se marca
d(Tehuacan) como permanente.
p = Tehuacan (aun existen etiquetas temporales).

teracion 9

Actualizacion de etiquetas: I (p) = (Cérdobay
d(Cérdoba) = min {x, 10+6} = 16;
a(Coérdoba) = Tehuacan

x* =Jalapa, puesto que éste es el nodo con minima etiqueta temporal. Se marca
d(Jalapa) como permanente.
p = Jalapa (aun existen etiquetas temporales).



iteracion 10

Actualizacion de etiquetas: [7(p) = (Veracruz, Cérdcba)
d(Veracruz)= min {x, 12.5+4}=16.5; a(Veracruz) = Jalapa
d(Cordoba) = min {16, 12.5+7 5} = 16;

a(Cordoba) = Tehuacan

x* = Cordoba, pussto que éste es el nodo con minima etiqueta temporal. Se marca
d(Cordoba) como permanente.
p = Cordoba (aun existe una etiqueta temporal).

lteracion 11

Actualizacion de etiquetas: I'*(p) = (Puebla, Veracruz)
d(Veracruz) = min{16.5, 16+3.5} = 16.5; a(Veracruz) = Jalapa

X" = Veracruz, puesto que éste es el nodo con minima etiqueta temporal. Se marca
d{(Veracruz) como permanente.

Todos los nodos tienen etigueta permanente, detenerse.

La arborescencia de rutas mas cortas de raiz D.F. estd formada por el conjunto de
arcos en la siguiente red:

E LR
.
.
- T e lnit \ a 11’.3
or /-""J Teotthuacan B »“.\ T L Rracniz
N TN i ;"/‘m K ,./-“"—J' ~— ‘\.‘__/" 71»‘\
D )
A - ) —
\\ '\\ San Lorenzo ,nrd_nba
. . her l.—"’ ™ ¥ Y
SNy ) L)
3 \I- Sy \\’ — —_— e _ Vrv-’ p
N al s l
A )
! ) T fuehia Tehuachn
C’:saﬂfu;.lra
Figura 6.7

E! tnico camino entre el D.F. y x para todo nodo x en N, en esta arborescencia es la
ruta mas rapida a seguir por ferrocarril que proporciona servicio entre las ciudades
D.F. y x y su longitud es el numero asociado el nodo x (etiqueta permanente).
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RUTA MAS CORTA ENTRE TODO PAR DE NODOS

Una manera de resolver el problema de rutas mas cortas entre todo par de nodos en
una red G consiste en encontrar la arborescencia de rutas mas cortas de raiz x para
toda x elemento de N. Sin embargo, existen procedimientos mas eficientes como el
que se expone en esta seccion. Este procedimiento fue desarrollado por R.W. Floyd
(1962) y es aplicable a redes que admiten cualquier costo en sus arcos. En dicho
algoritmo se supondra una numeracion de los nodos de lared 1,2,3,...,n y se utilizara
una matriz C de dimensién n para calcular las longitudes de las rutas mas cortas
entre cada par de nodos, al terminar de aplicar el algoritmo, la iongitud de Ia ruta mas
corta entre los nodos i y j estara dada por el elemento (i,j) de C.

En el algoritmo de Floyd, en la k-€sima iteracion se caicula la longitud de la ruta mas
corta entre i y j que pueda admitir a los primeros k nodos, ¢ a alguno de ellos, como
nodos intermedios, este numero se almacena en la entrada (i j) de la matnz C. Al
inicio se asigna el costo del arco (i)) al elemento (i]) de la matriz C, si i#); si dicho
arco no existe, entonces se asigna o, los valores en la diagonal seran igual a cero.
Con ésto quedan calculadas las longitudes de las rutas mas cortas entre todo par de
nodos iy j, que no contengan ningun nodo como nodo intermedio.

Al inicio de la k-ésima iteracion, la entrada (i,)) de C es igual a la longitud de ia ruta
mas corta entre i y j que contiene a los primeros k-1 nodos, o a alguno de ellos, como
nodos intermedios. Durante esta iteracion se compara la longitud de esta ruta con la
de aquella formada por la union de las rutas mas cortas que contienen a ios primeros
k-1 nodos como nodos intermedios entre i y kK y k y J, de esta manera se obtiene la
ruta mas corta entre i y j que contiene a los primeros k nodos, o a algunos de ellos,
como nodos intermedios. Procediendo de este modo se tendra que, al final de la n-
ésima iteracion, la entrada (i j) de C es la longitud de la ruta mas corta entre i y §, que
contiene a los primeros n nodos como nodos intermedios o a alguno de ellos; es
decir, se habra calcuiado la longitud de la ruta mas cortaentre i y j.

Debe observarse que si, al finalizar el algoritmo, alguna entrada de C es igual a x,
ésto querra decir que no existe ruta alguna entre los nodos correspondientes. Por
otro lado, si algln elemento de |a diagonal de C, por ejemplo (i,i}, €s menor que cero
en alguna iteracion, se habra encontrado una ruta de i a i de longitud negativa (es
decir, un circuito negativo), luego en este caso el problema no tiene solucion. Este
algoritmo por lo anterior es importante porque detecta circuitos negativos.
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ALGORITMO DE FLOYD

Propésito: Obterer las rutas mas cortas entre todo par de nodos en una red G con

n nodos.

PASO 1

PASO 2

PASO 3

Descripcion

Construya la matriz C de dimensién n cuyos elementos ¢; son como
sigue:
Haga k = k+1 para toda ik tal que ¢; = « y para todo j=k tal que ¢ #x,
haga:

[0 sii=j
C, == si (/)¢ A

U, ) si (i, /)eA
k=0

Cy = Min{C;j, Cix + Cg}

i) Si ¢; < 0 para alguna i, termine. En este caso existe un circuito
negativo que contiene al nodo i y por lo tanto no hay solucion

i) Si ¢; =0, para toda i y k=n termine. ¢; es la longitud del camino mas
cortodeiaj.

iii) Si ¢; >0 paratodai, y k<nir al paso 2.

RECUPERACION DE LAS RUTAS

Para recuperar fas rutas mas cortas puede construirse una matriz A de dimension n,
donde el elemento a; de esta matriz sera el predecesor del nodo jenlarutadeia
encontrada en cada iteracion. Dada la definicion de A, sus entradas se inicializaran g;
=, para todo par de nodos i jeN.

La matriz A se modificara en el paso 2 de la k-ésima iteracion de acuerdo a la
siguiente asignacion:

al\-.' §) LI]/\’ TL‘R] = (“:J



Justificacion deil algoritmo

El algoritmo de Floyd termina en exactamente n iteraciones, donde n es el niumero de
nodos de la red, a menos que termine en el inciso i) del paso 3, en cuyo caso
terminara en menos de n iteraciones. Se mostrara la optimalidad por inducciéon sobre
el numero de iteraciones.

Al principio de la iteracion 1 (Paso 1) la entrada (i,j) de la matriz representa la longitud
de la ruta mas corta, que no contiene ningun nodo intermedio entre los nodos i vy j.
Durante el paso 2 de esta iteracion se realiza una comparacion entre dicha longitud
(Cj) y la de aquella ruta formada por la unionde larutaentre iy 1 ylarutaentre 1y j
{cy + Cyj); de este modo se obtiene la longitud de la ruta mas corta entre los nodos i y
j, que no contiene ningun nodo intermedio o que contiene al nodo 1 como intermedio.

Suponga que al final de la iteracion k-1, ¢; representa la longitud de la ruta mas corta
entre iy j, que contiene los pnmeros k-1 nodos como nodos intermedios o a algunos
de ellos. Durante el paso 2 de la iteracion k, se realiza la comparacion entre esta
ultima longitud (c;) y la de aquélla ruta formada por la union de las rutas mas cortas,
que admiten a los primeros k-1 nodos como nodos intermedios entre iy ky entre ky j
(ck *+ Ck); entonces, al final de la k-ésima iteracion, c; es igual a la longitud de la ruta
mas corta entre i y j, que contiene a los primeros k nodos como intermedios © a
algunos de ellos.

De lo anterior se concluye que, al final de la iteracion n, c; es la longitud de la ruta
mas corta entre los nodos i y j.

EJEMPLO 8.3

Considere la siguiente red y determine las rutas mas cortas entre todo par de nodos;
se usara el algoritmo de Floyd para la determinacion de las rutas:

1 e

1 o o2

. P ﬂ"ﬁ\r
, /
By L
A I
)
Figura 6.8



Iteracion 1

Las matrices C y A :niciales son las siguientes:

PASO 1
O -1 x| o]
x 0 5 x 12 2 2 2|
= A= !
26 0 x 133 3 3
‘3 -6 0 1_4 4 4 4
PASO 2

Sea k=1. Se actualizan los valores de los elementos:
C32 =min {6, 2+1}=3 Az = app = 1
Casz =min {0, 2,-1}=0 no se modifica asz

Entonces las matrices resultantes de esta iteracion son las siguientes:

1 -l -ﬂi 110
> G | X 22 2 2
= I A= i
2 3 x| 3.1 3 3
x 3 - 0_} 4 4 4 4J

PASO 3
jil) Cii=0 Vi k<n,iralpaso?2
jteracion 2

Se asigna k=2 y se actualizan los elementos:

Ciz=min {-1,1+5}=-1 no se modifica a;3
Cs3 = min {0,3+5} = 0 no se modifica as;
Cs3 = min {-6,3+5}=-6 no se modifica ag;

Luego, las matrices C y A no se modificaron durante la segunda iteracion.
fteracion 3

Se asigna k=3 y se actualizan los elementos:

Ciz=min {1,-1+3}=1 no se modifica a;»
Cz1 =min {OC,5+2} =7 Ay =an=3
C22=min {0,5+3} =0 no se modifica a,;

Cse =min {3,-6"’3}:-3 Ap = ap =1
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Entonces las matrices resultantes de esta iteracion son las siguientes:

G —

S Y
oW
e — |

|

(Ve

|

c X
j—

[P R VV IR VS |
—_ = 12

iteracion 4

Se asigna k=4. En esta iteracion no se realiza ningin cambio puesto que Ci=x, para
i=1,2,3. Entonces la ditima matriz C es la matriz de longitudes mas cortas. El
elemento g; de la ultima matniz A es el predecesor del nodo j, en la ruta mas corta de |
a j, siempre y cuando Cj #x.

Observe que, puesto que Cx = =« (para i=1,2,3), entonces no existe ninguna ruta
entre los nodos i y 4 (para i=1,2,3); esto puede verificarse facimente en la red
siguiente.

,,fj‘“\\ . /H,\.
. "2
N -
f _/’/ \T
-1 2 / 3
P P
‘w/ \F/f/ -~ ‘-.\
()
e’ e
Figura 6.9

El Algonitmo de Floyd se puede reformular de la siguiente manera:

[
e
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ALGORITMO DE FLOYD

PASO GENERAL K. Defina el renglon k y la columna k como renglon pivote y
columna pivote. Apligue la tripie operacion a cada elemento d; en Dy paratodoiy j.
Sila condicion dy+ ay < dy (i#k, =k, i #]) se satisface, haga los cambios siguientes:

a) Crear Dy reemplazando d; en Dy con dj, + dy
b) Crear S, reemplazando s; en Si.q con k.

Esto se puede ver facimente como sigue: E! renglon k y la columna k son la columna
y €l pivote actuales.

El rengion i representa cualquiera de los renglones 1, 2, ..., y k-1
El renglon p representa cualquiera de los renglones k+1, k+2, ..., n

La columna j representa a las columnas 1, 2, ..., k-1.
La columna g representa a las columnas k+1, k+2, ..., n.

1- Sidi + dy < dy, reemplace d; con dy + dy y cambie s; por k.

2.- Si di + diq < dig, reemplace di; con dj + diq Y cambie siq por k.
3.- Si dg + dy, < dy;, reemplace dy; con dg + di y cambie s; por k.
4.- Si dok + dig < dpq, reemplace dyq con dyi + dig Y Cambie sy por k.

. Columna _
(,olun_'ma Bivcte ‘“olumns
j K 4

Rengldn i
Renglon Pivate k

Fengldn g

Figura 6.10

Después de n pasos, podemos determinar la ruta mas corta entre los nodos i € j de
las matrices D, y S, usando las siguientes reglas:

1. De D, d; da la distancia mas corta entre los nodos i e j.
De S,, determinar el nodo intermedio k=s;, el cual proporciona la ruta i-»k—j.
Si sy=k, detener; todos los nodos intermedios de la ruta han sido hallados. De
otra forma, repetir el procedimiento entre los nodos i y k.
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EJEMPLO 6.4

Para la siguiente red, encuentre las rutas mas cortas entre cada par de nodos. Las
distancias estan dadas en los arcos. El arco (5, 6) es direccional, por lo que no se
permite flujo del nodo 6 al nodo 5. Todos los otros arcos permiten flujos en ambas
direcciones.

2
3 f"\../k \‘:x"m——\wﬂr
N / 5™ . 1ﬁm
o R O
S g 5,
10 8 - \4\_ y

S . —
\T’ 3 {"’ \.‘](/‘ . j
, AN

Figura 6.11
iteracion 1.
Las matrices Dg y Sp proporcionan ia representacion inicial de Ia red. Note que des=oc

debido a que no se permite el trafico del nodo 6 al nodo 5. El renglon y fa columna
pivotes son dados por el primer renglon y la primer columna (marcados). k=1.

Dq So

1 2 3 4 5 6 1 23 45 6
1f0 310 © x x| 1 2 3 4 5 6]
203 0 = S w 20] 2123456
3110 o 0 6 15 ool 3%123456
4/« S 6 0 4 10 41 23 456
sl o« 1S 4 0 5| 511 2 3 45 6
6{c 20 « 10 = O 6(1 2 3 4 5 6]

En la matriz Dy, los elementos dy; y ds; son los unicos que pueden ser mejorados.
Por lo tanto, para obtener Dy y S; de Dg y So:

1. Reemplace dxz condy +di3=3+10=13yhaga s = 1.
2. Reemplace ds; conds; + di; =10+ 3 =13y haga sz = 1.

Estos cambios se muestran en Dy y S;.
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Iteracion 2

Haga k=2. Los campios en los elementos de D, se muestranen D, y S;.

Dy Sy
I 2 3 4 5 6 1 23 4 56
110 2 10 « « f} 't 2 3 4 5 6‘”’
2 olssxzoi 211 21 4 5 6|
3110 13 0 6 1S o 3101 3 4 5 6
4x<60410§ 41234565
sle o« 1S 4 0 S sl 23 405 6
6 x 20 % 10 x O] 6l1 23 4 5 6]
Iteracion 3
Fije el renglion y la columna pivotes en k=3.
D, S,
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
I[] 0 3 10 8 o 23] Ifr 2 3 2 s 2
23 0 13 s x 20 A1 2 1 4 5 6
3110 13 0 6 15 33 3011 3452§
48 S 6 0 4 10 412 23 45 6
Sloo w15 4 05 S|t 23 45 6]
6/23 20 33 10 = 0O 62 22 4 5 6
lteracion 4.
Fije el renglon y la columna pivotes en k=4.
D5 Ss
I 2 3 4 5 6 1 23 456
110 10 8 25 23 tlr 2323 2
2 0 5 28 20, 201 21 4 3
310 13 6 15 33 3)1 1 3 4 5 2|
4 5 0 4 10! 4/2 2 3 45 ‘
5125 28 1S 4 0 5| S13 3 3 4 5 6
623 20 33 10 48 O 62 2 2 43 J




iteracion 5.

Fije el renglon y la columna pivotes en k=5.

D, Ss

I 2 3 4 5 6 1 23456
170 3 10 8 12 18] 1‘123244‘?
203 011 5 9 15| 211 2 4 4 4 4
310 11 0 6 10 16| 301 4 3 4 4 4
48 5 6 0 4 10 4;223456!
5129 10 4 0 5| 54 4 4 45 6
6118 15 16 10 14 0 6|4 4 4 4 4 o

Iteracion 6.

Fije el rengion y la columna pivotes en k=5. Como muestra la matriz Ds, ya no es
posible mejorar ninguna de las rutas. Por lo tanto, Ds y Ss son las matrices optimas
para la red.

Ds Ss

1 2 3 4 5 6 1 23 456
1o 3 10 81217} If1 2 3 2 4 5§
203 0 11 5 14 212 4 4 45
3110 110 6 10 15 314 3 4 4 5
48 5 6 0 9 42 2 3 45§
51129 10 4 5| 5|4 4 445 6
6[18 15 16 10 14 OJ 6¥444446j

Estas matrices contienen toda la infformacion necesaria para determinar la ruta mas
corta entre todo par de nodos en ia red. Por gjemplo, la distancia mas corta entre el
nodo 1y el nodo 6 es dis=17. Para determinar la ruta, sea cada segmento (i, j} una
ruta directa si s;=j, de otra manera i y j estan ligadas por al menos otro nodo
intermedio.

Como s16=5 y s56=6, la ruta esta dada niciaimente por 1-5-5>6. Como sy5#5, el
segmento (1, 5) no es una ruta directa y necesitamos determinar sus nodos
intermedios; dados s15=4 y S4s5=5, la ruta 15 es reemplazada por 1—-4-»5 y como
$14=2 ¥y S24=4, 1—>4 es reemplazada por 1-»>2—4. Finaimente, tenemos s,=2 y no
existen mas nodos intermedios, o que implica que 1-»>2->4—>5->6 es la ruta optima y
la distancia asociada alarutaes 17.
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6.4

Otra manera de resolver el problema de ruta mas corta es usando programacion
dinamica como se muestra en la siguiente seccion.

PROBLEMA DE RUTA MAS CORTA CON PROGRAMACION DINAMICA

La programacion dinamica es un procedimiento de optimizacion gque es aplicable
particularmente a problemas que requieren una sucesién de decisiones
interrelacionadas. Cada decision transforma la situacion actual en una situacion
nueva. Una sucesion de decisiones, que a su vez producen una sucesion de
situaciones, que buscan maximizar (o minimizar) alguna medida de valor. El valor de
la sucesion de decisiones generaimente es igual a la suma de los valores de
decisiones individuales y situaciones en la sucesion. De esta forma se puede
plantear al problema de encontrar la mejor trayectoria de un lugar a otro.

PROBLEMA DE TRAYECTORIA SIMPLE

Suponga que vive un una ciudad cuyas calles se encuentran como en la figura
siguiente:

Figura 6.12

Todas las calles son de un solo sentido y los numeros representan el esfuerzo (que
usualmente es tiempo, pero algunas veces costo o distancia) requerdo para
atravesar cada blogue o cuadra individual. Si usted vive en Ay quiere llegar a B con
el minimo esfuerzo total. Se puede resolver este problema enumerando todas las
trayectoria posibles de A a B. Sumando los esfuerzos bloque por blogue para cada
trayectoria y positivamente escogiendo la menor suma.

Sin embargo hay 20 trayectorias posibles de A a B (¢ Por que?).

Si enumeramos las calles de la siguiente manera:

P
s
[e0]



Figura 6.13

Se pone un 1 en A pues para llegar ahi sélo hay una posibilidad (de hecho se va a
salir de ahi). Después se pone un 1 en cada esquinas inmediata porque solo hay una
forma de ir a ellas desde A, dos en la siguiente esquina pues hay 2 formas de llegar
a ella y asi en cada esquina se pone la suma de los dos numeros mas cercanos
situados sobre e} o los caminos que conduzcan hasta ella.

Si cortamos a la mitad esta figura y la rotamos:

AN
1’/ ™

< P
SN

>
. /-..’ \\\
»
1 / ‘Q S
, . .
AN

7 N
NN

Figura 6.14

Los numeros de este triangulo son los numeros del triangulo de Pascal; entonces, €l
algoritmo para contar el numero de trayectorias minimas que bajan desde la cuspide,
no es otro que el método usual para construir el triangulo de Pascal.

Entonces para una red de nxm el numero de trayectorias posibles de A a B es igual
al numero de combinaciones de n+m elementos tomados de n en n.

n+m

n
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Si n=m se tiene:

(20 Q2B 6 6xSx4 120
it 3130 33 3x2 6

Si se toma una red de 30x30 son 2000 arios.

Se tiene entonces 20 caminos de A a B y 5 sumas que producen la suma de 6
numeros a lo largo de la trayectoria, asi 100 sumas podrian producir las 20 sumas de
las trayectorias a ser comparadas. Ya que una comparacion produce el menor de 2
numeros, una comparacion adicional (de ese numero con un tercero) produce el
menor de 3, y asi sucesivamente. Las enumeraciones completan esta solucion del
problema.

Sin embargo se puede resolver este problema usando programacion dinamica.

LA SOLUCION DE PROGRAMACION DINAMICA

Para desarrollar el problema en terminos de programacion dinamica, razonamos de
la siguiente forma: “No sé si voy a avanzar diagonalmente hacia arriba o
diagonalmente hacia abajo desde A, pero si s6lo conozco 2 numeros adicionales, -es
decir el esfuerzo total requerido para ir de C a B por la mejor trayectoria (el minimo
esfuerzo) y el esfuerzo requerido de ir de D a B por la mejor trayectoria- puedo
entonces hacer la mejor seleccion desde A"

Denotamos el minimo esfuerzo desde C a B por S¢ y el minimo esfuerzo desde D a
B por Sp, se puede entonces aumentar el esfuerzo de ir de A a C a S¢, obteniendo
asi el esfuerzo requerido de la mejor trayectoria de ir de A a B usando C. Lo mismo
se hace con Sp y finalmente se comparan estas 2 sumas para encontrar el minimo
esfuerzo y la mejor decision.

Por supuesto, todo esto presupone el conocimiento de los numeros Sc y Sp. Sin
embargo, una de las ideas centrales de la programacion dinamica se ha establecido
ya que solo el esfuerzo a través de las mejores trayectorias desde C y desde D hacia
B son relevantes para los calculos y el esfuerzo a lo largo de las otras 9 trayectorias
respectivas desde C y D a B nunca necesitan calcularse. Esta observacion a
menudo se conoce como el principio de optimalidad y se establece como sigue:

Principio de Optimalidad

La mejor trayectoria de A a B tiene la propiedad de que cualquiera que sea la
decisién inicial en A, la trayectoria remanente a B, comenzando desde el siguiente
punto después de A, debe ser la mejor trayectoria desde ese punto a B.
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Sea Sc y Sp como ya se habia mencionado, podemos citar el principio de optimalidad
para justificar la formula:

{1+
S, =min N
' 0+38,

donde S, es el minimo esfuerzo de ir de A a B y el simbolo "min [ ]' significa "el
menor entre x e y".

La segunda idea importante es: Mientras los dos numeros S¢ y Sp son desconocidos
para nosotros, iniciaimente podemos calcular Sc si conocemos Sg y S¢ (los
esfuerzos minimos desde E y F para llegar a B respectivamente) y remitiéndonos al
principio de optimalidad escribimos:

; ER
S, =min ‘
‘4+S,,
asi mismo:
. 748,
Sy =ming ,
13+5;

Asi continuamos con Sg, Sg y Sg si no los conocemos, los podemos calcular si Sy, S,
S,y Sk se conocen y continuamos con este razonamiento hasta llegar a O y P,
trabajando hacia atras desde O y P hasta A tenemos:

[2+8,=2-10 S, =5+85 =7
——mln] =
'1+:8, =1+8 S, =3+5_ =10
. {'1+S,:1+8 8 S _n[2+50‘2+2
= in = = =
12+S, =2+6 mw = M 18+S, -8+1
min 2 S, =58 Sw 4 rSe =3
|4 -S, =447 S '3+ S, =3+7
min ¢ :
,minJ5rSEn5+9 12 | 4 +S, =414
) |4 +S. - 4:8 , 2+:S,=2+4
S, =mn . M =
| ., =7 -8 J :
:min27+s - 14 2 +S,=2+5
3 +8S, -3+ 11 S, =2+S,y=2+5=7
1+ S. =14+12
= min < =



Como la mejor trayectoria de S,=13 desarrollamos una suma en cada punto H, L, O,
K, Ny P (que son 6 puntos) donde sélo fue posible una decision y desarrollamos 2
sumas y una comparacion por cada uno de los 9 puntos remanentes donde las 2
decisiones iniciales fueron posibles. Esto da 24 sumas y 9 comparaciones, io cual

contrasta con 100 sumas y 19 comparaciones usando enumeracion exhaustiva (o
fuerza bruta).

Una vez que conocemos el esfuerzo total queremos saber cual es la trayectoria, ésta
se obtiene faciimente fijandonos en las 2 primeras decisiones y buscando el minimo
en nuestro calculo previo.

Si denotamos x un nodo inicial cualquiera y Px el nodo postenor al nodo x en la
trayectoria Optima desde x a B entonces se tiene:

Pu=0 ya que 2+So fue menor que 8+Sp
P=M ya que 4+Sy < 3+S, efc.

Asi, se tiene que:

Po =B Pp =B
P.=0 Py=0 Py=P
Pu=L P=M P,=M Px=N
PR=| PF=J P(;:JOK
Pc =F P[) =G
PA =C
La mejor trayectoria es:
A->CH>F>J>M->0->B
Sumando las distancias a lo largo de la trayectoria se tiene

1T+4+2+2+2+2=13

gue es igual a Sa.

TERMINOLOGIA.

La regla que asigna los valores a varios subproblemas es la funcion de valor 6ptimo
(en este caso S).

El subindice de S -por egjemplo, Sa- es el argumento de la funcion S y cada
argumento se refiere a un subproblema en particular (por la definicion de S, en este
caso A significa la mejor trayectoria de A a B que es deseada).
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6.5

La regla que asocia la primer mejor decision con cada subproblema -la funcion P- es
la funcion de politica dptima.

El principio de optimalidad produce una férmula o un conjunto de férmulas relativas a
varios valores de S. Esta férmula es la relacion de recurrencia. Finalmente, el valor
de la funcion de valor 6ptimo S para ciertos argumentos se supone obvia del tipo de
problema y de la definicion de S que no requieren calculos. Estos valores obvios se
conocen como condiciones de frontera a S.

En este caso: Sea

Sx= trayectoria mas cortade x a B
X=ACD, ..
Sg=0 (Condicion de frontera)

Ecuaciones Recursivas.

donde
Cxy = longitud del nodo x al y
Cxz = longitud del nodo x al z

ademas se tiene la longitud minima de todo nodo al nodo B.

NOTAS HISTORICAS

El problema de la ruta mas corta y sus generalizaciones tienen una voluminosa
literatura. Como una guia al respecto hasta antes de 1984, remitimos al lector a la
extensa bibliografia compilada por Deo y Pang (1984). En este escrito presentamos
algunas referencias seleccionadas; referencias adicionales pueden encontrarse en
los anticulos de Ahuja, Magnanti y Orlin (1989, 1991).

El primer algoritmo de etiquetado fue sugerido por Dikstra (1959) e,
independientemente, por Dantzing (1960) y Whiting y Hillier (1960). La
instrumentacion original del algoritmo de Dijkstra corre en un tiempo de O(n?), el cual
es el tiempo Optimo de corrida para redes completamente densas [aquellas con m =
Q (n%)] debido a que cualquier algoritmo debe examinar todos los arcos.

Ademas, el uso de apilamientos nos permite obtener mejores tiempos de corrida para
redes esparcidas. E! uso del apilamiento-d del algoritmo de Dikstra con d = max {2,
[m/n]} corre en un tiempo de O(m logqn) y fue hecho por Johnson (1977a). El uso del
apilamiento de Fibonacci hecho por Fredman y Tarjan (1984) corre en un tiempo de
O(m + n log n). Johnson (1982) sugiri¢ el uso del algoritmo de Dijkstra O(m log log C)
basado en un trabajo anterior de Boas, Kaas y Sijistra (1977). El algoritmo escalable
de Gabow (1985) es otro eficiente algoritmo de ruta mas corta.

El algoritmo de Floyd-Warshall, publicado por Floyd (1962), se bas6 en el algoritmo
de Warshall (1962).

W
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CAPITULO 7
PROBLEMA DE FLUJO A COSTO MINIMO

INTRODUCCION

En este capitulo se analiza el problema de una red de flujo donde se tienen
capacidades en los arcos y se desea enviar flujo a costo minimo. Se veran tres
algontmos, el primero de ellos se refiere al uso de la programacion lineal y el metodo
simplex, que se adaptara al problema de redes. El segundo método se refiere a la
eliminacion de circuitos negativos y, finalmente, el tercero se basa en rutas mas
cortas. El problema de flujo a costo minimo generaliza el modelo de flujo méaximo en
4 aspectos:

Todos los arcos son dirigidos.

Un flujo de costo unitario esta asociado con cada arco.

Los arcos pueden tener capacidades minimas y maximas.

Cualquier nodo en la red puede actuar como nodo fuente (con oferta) o como
nodo destino (con demanda).

HWON =

El objetivo de este modelo es determinar los flujos en los diferentes arcos que
minimizan el costo total mientras satisfacen las restricciones de flujo en los arcos y
las cantidades de oferta y demanda en los nodos.

Sea la red con restricciones de capacidad G = (N,A) donde N es el conjunto de
nodos y A el conjunto de arcos.

x;j = La cantidad de flujo del nodo i al nodo j

uy(ly) = Capacidad superior (inferior) del arco (i, )
c= Unidad de costo del flujo def nodo i al nodo j
f, = Fiujo neto en el nodo i

Esto se puede ver en la red de la figura siguiente:

{7] (1]
TN Beij P
| Wi

s {ij, il R
Xij

Figura 7.1

La etiqueta [f] supone un valor positivo (negativo) cuando se tiene una oferta
(demanda) asociada al nodo i.
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7.2

EJEMPLO 7.1

MASECA debe distribuir maiz de tres silos a tres granjas. Las cantidades de oferta
en los tres silos son 100, 200 y 50 toneladas y la demanda de las tres granjas es de
150, 80 y 120 toneladas. MASECA usa principalmente ferrocarril para transportar el
maiz a las granjas con excepcion de tres rutas que usan trailers. La siguiente red
muestra la probiematica:

Figura 7.2

[-120)

200] [-180]

Los nodos 1, 2 y 3 representan los silos con sus respectivas ofertas. Las granjas
estan representadas por los nodos 4, 5 y 6 cuyas demandas estan representadas
por [-150], [-80] y [-120]. Las rutas permiten transporte entre los silos. Las rutas de
los trailers estan representadas por (1, 4), (3, 4) y (4, 6). Las capacidades en las
rutas estan dadas en términos de las toneladas a transportar (asociadas a la
capacidad de los ftrailers); por ejemplo, en la ruta (1, 4) se tiene entre 50 y 80
toneladas. Las otras rutas que usan tren tienen capacidad ilimitada. Los costos de
transportacion por tonelada estan indicados en los arcos.

La solucion 6ptima sera el flujo a costo minimo en los diferentes arcos que satisfagan
las restricciones de flujo en el modelo.

FORMULACION DE PROGRAMACION LINEAL

El modelo de la red con capacidad limitada se puede formular como un modeio de
programacion lineal.

(1,jieA

Sujeto a

X 2x =1, JEN

(1,/)e4 (i, j)A

lgj < Xjj < Ujj
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L.a ecuacion para el nodo j mide el flujo neto f; en el nodo j como:
(flujo que sale del nodo j) - (flujo que entra al nodo j) = f;
El nodo j es un nodo fuente si f > 0 y es sumidero si f;<0.
Podemos quitar la cota inferior |; de las restricciones usando la sustitucion:
Xij = X + I
Ahora tratamos con xj como una nueva variable de flujo cuyo limite superior es u; -
lj. Adicionalmente, el flujo neto en el nodo i se convierte [f] - I; mientras que el nodo |

es f] + ;.

Esto lo podemos ver en la figura siguiente:

{ril [fi]

N $oij
» O
e {lij, wip

Xl

(VY -t [T3) + fii

G0
(uij- N

i}

Figura 7.3

Escriba el programa lineal para la red del ejemplo 7.1 antes y después que las cotas
inferiores se han sustituido.

MiN Z= 3Xq2 + 4X42 + Xqa + 5Xo3 + BXo5 + Xag + 2Xa5 + 2X4e + 4Xsg

s. a:

nodo 1  -Xy2 + X3+ X4 = 100
nodo 2 - X1 + X3 t Xos5 = 200
nodo 3 - X3 - X23 + X34 + Xas = 50
nodo 4 - Xi4 - X34 + Xa5 =-150
nodo 5 - Xo5 - X35 + x5 =- 80
nodo 6 - X456 - Xs¢ =-120

cotas inferior y superior:

50 <x14< 80
70 < Xas <120
100 < x46 < 120

@]
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Si lo escribimos en formato de tabla

X12 X13 X14 X23 X25 X34 Xas X46 Xs56
2 4

min 3 4 1 5 6 1 2
nodo 1 1 1 1 = 100
nodo 2 -1 1 1 = 200
nodo 3 -1 -1 1 1 = 50
nodo 4 -1 -1 1 =- 150
nodo 5 -1 -1 1 = 80
nodo 6 -1 -1 =-120
cotas inf. 0 0 50 0 0 70 0 100 0
cotas sup. o« 80 oo x 120 = 120 «
Sustituyendo las vanables:

X14 = X14 + 50

X34 = X34 + 70

X4 = Xg8' + 100

X412 X13 X14  X23 X25 X34 Xss X456  Xss

min 3 4 1 5 6 1 2 2 4
nodo 1 1 1 1 =100
nodo 2 -1 1 1 =200
nodo 3 -1 -1 1 1 = 50
nodo 4 -1 -1 1 =-150
nodo 5 -1 -1 1 =- 80
nodo 6 -1 -1 =-120
cotassup. o 30 o o 50 x 20 x

La red correspondiente después de que se han sustituido las cotas inferiores se
muestra en la figura 7.4

EhY N
\ ] (0 30) P e
‘}V \"\.»._\__“ ~ {.D .i‘a‘;‘\'\_‘
™~ {0, 50 PPN
O o)
P P \\\ P - e
A T = 7
[ 2 \F ¥ 5



Note que la sustitucion de cotas inferiores se puede efectuar directamente de la
figura 7.3 alafigura 7.4

El siguiente ejempio proporciona una ilustracion de un modelo de redes que
inicialmente no satisface el requerimiento de flujo en nodos, esto es, que el flujo que
sale menos el que entra no es igual al nodo neto de la red, pero se puede convertir a
esta estructura a través de manipulaciones especiales de las restricciones en el
programa lineat.

EJEMPLO 7.2

La agencia de empleos "El Empleo Seguro”, tiene un contrato para proporcionar
trabajadores para los préximos cuatro meses (de enero a abril) de acuerdo con el
siguiente calendario:

Mes Enero Febrero Marzo Abril

Numero de Trab. 100 120 80 170

En general, debido a la demanda erratica, podria resultar economico tener mas
trabajadores que los necesarios en un mes determinado. La agencia estima que el
costo por reclutar y mantener trabajadores es una funcion del periodo de empleo
como se muestra 2n la tabla siguiente:

Periodo de empleo (meses) 1 2 3 4
costo por trabajador ($) 100 130 180 220

Sea x; = numero de trabajadores contratados al inicio del periodo i y terminado al
inicio del mes j.

Por ejemplo, x;, nos da el nimero de trabajadores contratados en Enero por solo un
mes.

Para poder plantear el problema de programacion lineal para un periodo de cuatro
meses, necesitamos definir la variable que representa contratar en abril para abril.
Esto se logra aumentando el mes de mayo (mes 5), tal que xus definira la variable
deseada. Naturalmente, mayo no tiene demanda.

Las restricciones reconocen que la demanda para algun periodo k puede
satisfacerse por todas las x; tales que i<k<j. Sean S; = 0O las variables de exceso del
numero de trabajadores en el mes i, el programa lineal esta dado por:

o
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e SRS S

X12:Xulxm‘Xﬁsz?‘xzawxzsfxsmxaﬁ X45 Sw SQ‘SJ S4§

| I

5100‘130 11801220 1oo|130 180 100, 130 100 | | 1IVI|n‘
N B ! L I A
Enerol 1111 5 -1 o 100 |
Feb.{ 1 1 1 . 101111 1 1120
‘Mar | 11 (O T R L -
CApril T N B -1 170
| B — i S i 8 L : Lo ; H

El programa lineal anterior no tiene la estructura especial (-1, +1) de la red de flujo.

Sin embargo, notamos que dado un programa lineal satisface dos condiciones
especiales:

1. L os coeficientes de las restricciones de cada variable son cero o uno.
2. Todos i0s nuimeros unos son consecutivos ( No intervienen ceros).

El programa lineal con n ecuaciones que satisfaga esas propiedades se puede
convertir en un modelo de flujo equivalente a través de efectuar las siguientes
manipulaciones aritmeticas:

1. Crear una nueva ecuacion n+1, multiplicando la ecuacion n por -1
2. Dejar la ecuacion 1 sin cambio.
3. Para i=2,3, ..,n reemplace cada ecuacion i con (ecuacion i)-(ecuacion i-1)

La aplicacion de estas manipulaciones algebraicas se pueden ver en la siguiente
tabla:

X12 x13 } x14 x15 ><23 x24 X25 x34 x35 Lxd‘S 181 SZ 83 84,
e TR S B ~ 1
| 100| 1301180 |220| 100{1301180/ 100 13041001 | | Min
i H o e SR -
Enero | 1 101 1 i ; -1y 0 1100
Feo (-1 Ll 111 20
J A s St s S (S B S e ek e o Sl S S
Mar | -1 3 P -1 U ;11 40
porl |4 a4l T4 4 e
gL S S L S
Mayo | | | | -1 | A 1170,

Nota: en esta tabla los espacios en blanco representan ceros en las columnas.

Usando la formulacion anterior, el modelo se puede representar
equivalentemente por la red de costo de flujo minimo en la figura 7.5



7.3

Figura 7.5

ALGORITMO SIMPEX PARA REDES CON CAPACIDADES EN LOS ARCOS

El algontmo simplex para redes con capacidades en los arcos esta basado en
los pasos del metodo simplex regular. El "nuevo” metodo, sin embargo, exploia la
estructura especial del modelo de costo minimo de la red.

Dada f,, el flujo neto en el nodo i se define en el programa lineal como en la

seccion 7.2, el algoritmo simplex para la red capacitada estipula que la red debe
satisfacer la condicion

DIRAERC
20

Esta condicion dice gue la demanda total en la red debte ser igual a la demanda
total. Podemos satisfacer siempre esta condicion aumentando un nodo destino
conectado a todos los otros nodos en la red y que tenga en los arcos un <osto
cero, y capacidades ilimitadas. Note que el balanceo de la red no garantiza gue
el modeio tendra una solucion factible.
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ALGORITMO SIMPLEX PARA REDES
Propdsito: Resolver el problema de redes a costo minimo
Descripcion

PASO 0 Determine una solucion basica factible inicial en los arcos, para la
red. Vaya al paso 1.

PASO 1 Determine un arco (variable) entrante usando la condicion de
optimalidad del metodo simplex, si la solucion es 6ptima deténgase,
de otra forma vaya al paso 2.

PASO 2 Determine el arco (variable) saliente usando la condicion de
factibilidad dei meétodo simpiex. Cambie la base y vaya al paso

Un nodo n con fluyjo neto igual a cero, f; + f, +.. . +f, = 0 consiste de n-1
restricciones independientes. Asi, una solucion basica asociada debe incluir n-1
arcos. Recuerde que una solucion basica corresponde siempre a un arbo! de
expansion en la red. Esto significa que el conjunto de arcos que definen una
solucion basica no puede 'ncluir circuitos.

El arco que entra (Paso 1) esta determinado al calcular sus coeficientes objetivo
zj - ¢ para todos los arcos no basicos actuales (1j), si se cumple que para toda
zj - ¢; =0, entonces la base actual es optima. En otro caso, seleccionamos el

arco no basico con el mas positivo de los z; - ¢, para entrar a la base.

Los calculos de z; - ¢; estan basados en el uso de la dualidad exactamente como
se hace en el modelo de transporte. Usando el modelo de programacion lineai de
la seccion 7.2 sea w; la variable dual asociada con la restriccidon del nodo .
entonces el problema dual asociado con las restricciones principales (excluyendo
las cotas superiores) esta dado por:

e N
max z ‘/_“,f,\al_
Sujeto a

W, - W, <Cy (ipcA
wij irrestricta i=12.n

de la teoria de la programacion lineal tenemos

Wi - w; = ¢; para el arco basico (i,j)
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ya que el programa lineal original tiene una restriccion redundante por definicion.
podemos asignar un valor arbitrario a una de las variables duales. Por
conveniencia, asumiremos que w; = 0. Podemos entonces resolver las
ecuaciones basicas w; - w; = ¢, para determinar los valores duales remaneries.
Subsecuentemente. podemos calcular z; - ¢, para ias variables no basicas como

Zij- Cj = Wi - W - G
El unico detalle es como se determina la variable que sale.
EJEMPLO 7.3

Una red de agua conecta dos plantas desalinadoras a dos ciudades La oferta
total diaria de las dos plantas es de 40 y 50 millones de galones y las demanidas
diarias de las ciudades 1 y 2 son 30 y 60 millones de gaiones. Ambas plantas 1y
2 tienen rutas directas a cada ciudad. El agua desalinada de las piantas se
puede transportar de la planta 2 a una estacion especial de bombeo.
Adicionalmente, la planta 1 esta unida a ia planta 2 y la ciudad 1 a la ciudad 2. El
modelo esta balanceado porque la oferta en los nodos 1 y 2 es igual a la
demanda en los nodos 4 y 5.

La figura siguiente muestra la red

Plartas Ciudades
LN s o4
e (35) L
:: X 7‘“—-».;‘(' L , K ‘(’ S
b ; k=) " = '( B4 {2}
| X ‘
‘ f'cx - —
¥ B0
L $1 Tl
| 2} +L e
_ 130 D
5] [-E0)
Figura 7.6

iteraciéon 1

PASO 0: Determinacion de una solucion basica factible inicial

Nuestra primera tarea es encontrar un arbol de expansion factible. Ei arbol en la
figura siguiente, figura 7.7 se obtuvo por inspeccion.



Otra forma de obtenerlo es a traves de
independientes en la matriz de incidencia.

MH= —14

Figura 7.7

encontrar las columnas hnealmeante

el arco (2,5) alcanza su cota superior en
30. sustituimos X = 30 - X"

Reduzca X3 Y X35 cada una e 30.

Normalmente podriamos usar la técnica de la variable artificial para encontrar al
solucion. En la figura 7.7 la solucion basica factible consiste de los arcos (1.3},
(1,4), (2,3) y (3,5) con los flujos factibles de 30, 10, 50 y 60 unidades. Entornces
los arcos punteados (1,2), (2,5) y (4,5) representan las variables no basicas.
Usamos la notacion x(c¢) para indicar un flujo de x unidades que se asigna a un
arco cuya capacidad es c. Los valores por defauit para x y ¢ son 0 & «

respectivamente.
lteracion 2

PASQ 1: Determinacion del arco entrante

Obtenemos los valores duales resolviendo las ecuaciones basicas actuales.

Wy = 0
wi - W, = ¢; para (i) basica

entonces

arco (1,3) - wy - w3 = 7 implica wz = -7

arco (1.4)  wq-wys =5 implicaw, =-5

arco (2.3} - w, - wz = 2 implicaw, = -5

arco (3,5) : wy - wz = 8 implica ws =-15
Ahora z; - ¢ para las variables no basicas es
arco (1,2} "wy-w2-¢12=0-(-5)-3=2

arco (2,5) - Wy - Ws - Cps = (-5)-(-15)-1 =9
arco (4,5) - W4 - Ws - C45 = (-5)-(-15)- 4 =6



Asi, el arco (2,5) entra a la solucion basica.
PASO 2. Determinacién del arco que sale

De la figura 7.7, observamos que el arco (2, 5) forma un ciclo con los arcos
basicos (2, 3) y (3, 5). De acuerdo con la definicion del arbol de expansicn nc
puede formarse ningun otro ciclo.

Como el flujo en el nuevo arco (2, 5) debe ser incrementado, necesitamos ajustar
los arcos de los ciclos mediante una cantidad igual para mantener la factikilidad
de fa nueva solucion. A fin de lograrlo, identificamos el flujo positivo (+) an el
ciclo mediante la direccion del flujo del arco que entra (es decir, de 2 a 5).
Después asignamos (+) 0 (-) a los arcos restantes del ciclo dependiendo de si el
flujo de cada arco esta en o contra la direccion del flujo del arco que entra. Lo
anterior se muestra en la figura 7.7

A continuacion, para determinar el nivel maximo del fiujo en el arco que entra (2,
5), debemos garantizar gue:

1. El nuevo flujo en los arcos basicos actuales del ciclo no puede ser
negativo.
2. El nuevo flujo en el arco que entra no puede exceder su capacidad.

La aplicacion de la regla 1 muestra que los flujos en los arcos (2, 3) y (3, 5) no
pueden disminuir en mas que min{50, 60} = 50 unidades. La regla 2 estipula que
el flujo en el arco (2, 5) puede incrementarse en, a lo mas, la capacidad del arco
(= 30 unidades). Asi, el cambio maximo del flujo en el ciclo es min{30, 50} == 30
unidades Los flujos en el ciclo son, de este modo, 30 unidades en el arco (2.5},
50-30=20 unidades en el arco (2, 3) y 60-30=30 unidades en el arco (3, 5).

Debido a que ningunc de los arcos basicos actuales deja la base al nivel cero, ei
nuevo arco (2, 5) debe permanecer no basico en una cota superior. Para evitar
el tratar con arcos no basicos que no estan en un nivel de flujo cero, llevamos a
cabo la sustitucion:

X25 = 30 - X552, 0 < X5 < 30

Esta sustitucion se efectua en las ecuaciones de flujo asociadas con los nodos 2
y 5. Considere ia ecuacion de flujo actual

en el nodo 2: 50 + X2 = Xp5 *+ Xz25
en el nodo 5: xz5 + Xas + xg5 = 60

Entonces, la sustitucion x;s = 30 - Xs2 Nos da
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nueva ecuacion del flujo en el nodo 2= 20 + X3, + Xsp = Xo3
nueva ecuacion del flujo en el nodo 5= X35 + X45 = Xs52 + 30

Los resultados de estos cambios se muestran en la figura 7.8 Note ¢uLe ia
direccion del flujo en el arco (2, 5) es ahora revertida a 5-»2 con xs, = 0, como se
deseaba. La sustitucion tambiéen requiere cambiar el costo unitario del arcc (5, 2}
a -31 Indicaremos esta direccion inversa en la red etiquetando el arco con ur
asterisco.

W=0 Z:2-Co=0 \.(_5)_3 =z
ami 33 T [-30
B e e 4 Zer - Go = 155} 1)= -9
R 30 (35 N :
. s i
Lo ™ nee 2o - Cge = -5-(-15)4 =6
e : {
W5 SIED | 34
' N l el arco (4,5) entra en el nivel 5, ei arco
; ) (1.4) sale con su cota sup_erio.r y
{-' “F“"j sustituimos x4 = 35 - x4
[z . i o3
e [-30]
e w16 Reduzca xi3 y X35 cada una en 5.
Figura 7.8

jteracion 3

La figura 7.8 resume los nuevos valores de z; - ¢; y muestra que el arco (4, 5)
entra en la solucidon basica. Esto define tanto el ciclo asociado con el nuevo arco
gue entra como 10s signos de sus arcos.

El fluio en el arco (4, 5) puede incrementarse mediante el menor de los
siguientes:

1 incremento maximo permitido en el arco gue entra (4, 5)=x
2 Incremento méaximo permitido en el arco (1, 4)= 35-30= 5 unidades.
3. Decremento maximo permitido en el arco (1, 3)= 10 unidades.
2 Decremento maximo permitido en el arco (3, 5)= 30 unidades.

De este modo, el fiujo en el arco (4, 5) puede incrementarse a 5 unidades. t:ste
incremento hara a (4. 5) basico y forzara al arco basico (1, 4) a ser no basico en
su cota superior (= 35).

UUsando la sustitucion xq4 = 35 - x4, la red cambia como se muestra en la fgura
7.9, con los arcos (1, 3), (2, 3). (3, 5). y (4, 5) formando la solucion basica del
arbol de expansion. Note el flujo inverso en el arco (1, 4) y el cambio de su costo

[



unitario a -$5. Acemas, convenzase que la sustitucion en las ecuaciones de fiujo
de los nodos 1 y 4 daran 5 unidades netas que entran a cada nodo.

el arco (1,2) entra al nivel 5, & arco
{1,3) sale al rvel G

incremente x-- por 5

Figura 7.9

lteracion 4

Ei computo del nuevo z; - ¢, para los arcos no basicos (1, 2). (4, 5) y (5, 2} se
observa en la figura 7.9, la cual muestra que el arco {1, 2) entra a nivel 5 y el
arco (1, 3) se corivierte en no basico al nivel 0. La nueva sclucion se describe en
la figura 7.10

Zi3 - C13 = 0-(-3)-7 = -

———————————————————— 1: 4 /l [ -24] Z41-Ca1 =-9-0-(-5)=-4
T Zso - Csp = -1 3-(-3)—(-’3) = -9

B4 fe) Solucion dptima

Xi:=5 x.=0

l X-.=35-0=235

:?v“;: 1| X-. = 25

e X, = 30-0=730

WWE= — 13 Xag = 25 x., =5

Costo totai $495
Figura 7.10
iteracion 5
El nuevo z; - ¢ en la figura 7.10 muestra que la solucion es optima. Los ve:cres

de las variables originales son obtenidos mediante sustitucior hacia atras como
se muestra en la figura 7.10



7.4

METODO BASADO EN LA ELIMINACION DE CIRCUITOS NEGATIVOS

El primer paso de este método consiste en determinar un flujo factible Para eflo
se puede usar el algoritmo de Ford y Fulkerson con una modificacion del criterio
de detencion del algoritmo. Esta modificacion consiste en lo siguiente: si en el
paso 5, la etiqueta f(t) de t mas el valor v' del flujo actual es mayor o igual cue v.
entonces se modifica el flujo en la cantidad v-v' y se termina con el flujo de! valor
V. si este no es el caso se realiza otra iteracion.

Observe que si se determina el flujo maximo, usando esta modificacion del
algoritmo de Ford y Fulkerson, y el valor de este es menor que v, entonces el
problema no tiene solucion. Una vez determinado el flujo de valor v se procede a
"probar” {a optimalidad. Probar la optimalidad consiste en verificar si en la red
marginal existen circuitos negativos 0 no, si no existen, el flujo es de costo
minimo; si existe alguno, éste se eliminara.

Dicho en otras palabras, si existe un circuito negativo en la red marginal, se
determina su capacidad incremental y se modifica el flujo a través del ciclo
correspondiente, en la red original, en esta cantidad para obtener un flujo de
menor costo. Puesto que el nuevo flujo a traves de alguno de ios arcos del ciclo
es igual a su capacidad o a cero, el circuito negativo no estara en la red marginal
con respecto a este nuevo flujo, es decir, el circuito fue eliminado. Este
procedimiento se repite hasta que se hayan eliminado todos los circuitos
negativos. En este caso el flujo de valor v actual es de costo minimo.

Note que durante este procedimiento, es necesario determinar circuitos
negativos, para determinarios puede usarse el algoritmo de Floyd o el algoritmo
general para determinar arborescencias de rutas mas cortas si €s gue existe una
raiz.

Recuerde que durante el algoritmo de Floyd se determinan las rutas mas cortas
entre todo par de nodos, si existen. o se determina algun circuito negativo,
concluyendo en este caso, que no hay soiucion ai problema. Es posibie
entonces, emplear este método para detectar los circuitos negativos en la red
marginal o para garantizar la no-existencia de éstos en el caso de que el
algoritmo termine con las rutas mas conas.



ALGORITMO DE FLOYD

Propdsito. Determinar el flujo a costo minimo de valor v enlared r=[X A g, ¢}

PASO 1

PASO 2

PASO 3

PASO 4

Descripcion

Determine un flujo factible f de valor v mediante el algoritmo de
Ford y Fulkerson.

Construya la red marginal, con respecto a f, R'(f).

Mediante algun algoritmo de rutas mas cortas, identifiguese a:gun
circuito negativo en R'(f). Si no existen circuitos negativos, terminar.
El flujo actual f es el requerido. en otro caso, sea C el circuito
negativo. Ir al paso 4.

Sea d = Min {qd'y} (i,pe«C

(i) Para todo arco (i, j) = Atalque (i, J) ¢ Ay ~ C, actualizar.
f(j = f;j +d

(il Para todo arco (i, }) ¢ A tal que (i }) < A, ~ C, actualizar
fy=f;-d

Con este nuevo flujo ir al paso 2.

EJEMPLO 7.4

Determine el flujo a costo minimo de valor 5 en la red de la figura 7.11.

f

¢
~
) ‘“4-___
: N
.
R
=

Figura 7.11



lteracion 1

PASQ 1
Se aplicara el algoritmo a partir del flujo, de costo 44 Este flujo se muestra
nuevamente en la figura 7.11

PASO 2
La red marginal con respecto a este flujo se muestra en la figura 7.12

{ 1 ,1’\
LA~ (1R
(5.0 ,-7 | T
R - : \"—», ) T
y ‘J“ W21 ? 4
T ! LT o - 24
i L
] E
! S -
T, ;__‘__:_g' - oy ..
T (25 -
1z ot
3 - - - - = - - by /
. = o
1£.-6)

Figura 7.12

FPASO 3
Utilizando el algoritmo de Floyd, se determina el circuito negativo 1, s, 2, 3, 1 de
costo -2

PASQ 4
De aqui se tiene d = Min {q'1s, 's2, 9Q'23, 931} = 1. Actualizando el flujo se oktiene
el definido en la figura 7.13
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2 F —— S
) 2 L A

Figura 7.13



lteracion 2
La red marginal con respecto a este nuevo flujo se muestra en la figura 7.14 Al
utilizar el algoritmo de Floyd se observa que la red marginal no contiene circuitos
negativos, por lo que el flujo de costo 42 definido en la figura 7.14 es el fiyjo a
costo minimo de valor 5

Figura 7.14
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EJEMPLO 7.5

Determine el flujo a costo minimo de valor 20 en la siguiente red mediante el
algoritmo basado en eliminacion de circuitos negativos.

117 ,25) 7T
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~ (1610
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Figura 7.15



lteracion 1

Utilizando el algoritmo de Ford y Fulkerson se determina primero la cadena
aumentante s, 1, 2, t de capacidad incremental igual a 16 unidades y despugs ia
cadena s, 5, t de capacidad incremental igual a 5 unidades por lo que a través de
esta ultima cadena se envian sélo 4 unidades.

PASO 1
El flujo inicial resultante se muestra en la figura 7.16 (a). El costo de este flu;c es
732.

PASO 2

La red marginal con respecto a este flujo se muestra en la figura 7.16 (b) en ia
cual se ha asociado a cada arco su capacidad y el costo unitario del flujo a
traves de él, respectivamente.

PASO 3
Mediante el algoritmo de Floyd se detecta el circuito negativo 3. 2, 1, 3 de cesto -
15, de donde

PASQO 4
d = Min {g's2, g21. 913} = 12. Actualizando el flujo se obtiene el definido en ia
figura 7.16 © de costo 732 - 15(12) = 552.

lteracién 2

La red marginal con respecto a este nuevo flujo se muestra en Ia figura 7.15 (Q)
En ella se ha detectado el circuito negativo 5 s, 3, 5 de costo -10. En tonces d =
min {d'ss, 9's3, 9’35y = 4. Actualizando se obtiene el flujo de la figura 7.16 (&) de
costo 552 - 10(4) = 512.

{teracion 3

La red marginal se muestra en la figura 7.16 (f) en donde se identifica el creuito
negativot, 2, 1, 4 t de costo -8 Luego, d = min {16, 4, 16, 16} = 4. Actualizando
se obtiene el fiujo de la figura 7 16 (g) de costo 512 - 8(4) = 480.

lteracion 4

La red marginal resultante se considera en la figura 7.16 (h). En ésta se identifica
el circuito negativo s, 3. 5.t 4, 1, s de costo -4. De donde, d=min {7. 15,1, 4 4,
16} = 1. El flujo que se obtiene es el correspondiente a la figura 7.16 (i) de costo
480 - 4 = 476,

[N
b
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lteracion 5 I oo

sr—; En la figura 7.16 (j) se muestra Ia nueva red marglnal En ella se detecta un
) circuito negativo s, 1, 3, s de costo -2. Por tanto d = min {1, 6, 5} = 1. El nuevo

= flujo, de costo 476 - 2 = 474, se muestra en la figura 7.16 (k). - g

wetn tm mAklaeeitit g

My sles

iteracion 6 : ' IRtk SN
as iull stee o0 w1200 13 (8) 3F.V 8~ sl ne sitzoum 62 atnshuyas Igicim - o

La nueva red marginal, f|gura 7.16 (m), no contiene circuitos negatlvos por lo
cual el flujo definido en la figura 7.16 (k) es el de costo minimo de valor 20.
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7.5

METODO BASADO EN RUTAS MAS CORTAS

Primeramente se determinara un flujo factible de vafor v/, de costo mimimo.
donde v' es menor que el valor v requerido. En general, se utiliza v'=0. Para
determinar este flujo deben eliminarse todos los circuitos negativos que existan
en la red marginal. El siguiente paso consiste en determinar la ruta mas corta P
de s a t, en la red marginal; de nuevo es posible utilizar con este proposito, el
algoritmo general para determinar arborescencias de rutas mas cortas
presentado en ei capitulo 6.

A través de la cadena correspondiente a P se enviara la maxima canidad
posible de s a t; el nuevo flujc asi definido sera de costo minimo por el segundo
teorema presentado en el capitulo 6. Se procedera de este modo en cada
iteracion hasta a:canzar el valor v requerido.

Aqui hay que hacer algunas observaciones: Si en alguna iteracion no existe ruta
alguna de s a t en la red marginal y el valor v' del flujo actuai f es menor que v
entonces no existe ningun flujo del valor requerido ya que, al no existir ruta de s
at en la red marginal, no existen cadenas aumentantes de s a t en la red original
y por tanto f es el flujo maximo. Por otro lado, si v' mas la capacidad incremental
de la cadena encontrada es mayor gue v entonces solo sera necesario enviar la
cantidad v-v' a través de esta cadena para determinar el flujo deseado. :n el
algoritmo se denotara como f+k o (P) al fluyjo definido en R de la sigu-ente
manera, donde P es la cadena correspondiente a P

ALGORITMO BASADO EN RUTAS MAS CORTAS

Proposito. Determinar el flujo a costo minimo de valor v en la red

R=[X A g c].
Descripcion
PASO 1 Determine un flujo factible f de costo minimo de valor 0 en R.
PASQO 2 Construya la red marginal, con respecto a f, R'(f).

PASQO 3 Determine la ruta mas corta P" de s a t en R'(f).

PASO 4 Sead=Min{gy} (,))cP

PASO 5 (iy Si el valor del flujo f+d o (P") es menor que v, actualizar f = f+d
6(PYeira2.
(i) Si el valor del flujo f+d 0 (P) es igual a v, actualizar f = f+d o
(P)) y terminar. En este caso f es el flujo a costo minimo de
valor v.

(iil) Si el valor del flujo f+d 6 (P) es mayor que v y v' es el valor de
f actualizar f = f + {(v-v') 6 (P) y terminar, ya que f es el flujo
requerido.

274



EJEMPLO 7.6

Determine el flujo a costo minimo de valor 20 en la red del ejemplo 2 utilizarco el
método basado en rutas mas cortas.

Iteracion 1

PASOS 1Y 2
Si se define un flujo igual a 0 a traves de todos los arcos de la red se obtiene un

flujo de valor O de costo minimo puesto que la red marginal, con respecto a este
flujo, coincide con la original y no existen en ella circuitos negativos.

PASQO 3
Utilizando el algoritmo de Dijkstra se determina larutamas cortaP s 1. 3 2t
de costo 22.

PASO 4
En este caso d = min {16, 16, 12, 22} = 12.

PASO 5

Entonces se actualiza el flujo f = f+12 0 (P'): es decir, se aumentan 12 unicades
al flujo a través de los arcos (s, 1), (1, 3), (3, 2) y (2.1).

{teracién 2

La red marginal se muestra en la figura 7.17 (a). Mediante el algoritmo general
para determinar arborescencias de rutas mas cortas, se obtiene la ruta P s, 1
3, 5, t de costo 23. Luego, d=min{4, 6, 19, 5}=4. Se actualiza f = f+4 0 {P)
definiendose, de este modo, el flujo mostrado en la figura 7.17 (b).

Iteracion 3

La figura 7.17 (c) corresponde a la nueva red marginal. P’ resulta ser: s, 3, 51
de costo 25, de donde d=min{11, 15, 1}=1 El flujo f+1 6 (P} se muestra en la
figura 7.17 (d).

lteracion 4

La red marginal es {a mostrada en la figura 7.17 (e). P es: s, 3, 1,4 t de costo
31. De aqui d=min{10. 16, 16, 16}=10. Puesto que el valor de! flujo actual es
12+4+1=17, sblo se envia la cantidad 20-17=3 a través de esta ultima cadena;
es decir, se actualiza f= f+3 6 (P’). De este modo se obtiene el flujo a costo
minimo deseado que se muestra en la figura 7.17 (f).



Figura 7.17
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EJEMPLO 7.7

Considere la siguiente red de flujo:
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Figura 7.18
Determine el flujo maximo a costo minimo.

lteracion 1

PASOS1Y?2

El flujo cero en cada arco es optimo cuando se demanda un flujo igual a cero en
el nodo sumidero denotado por el nodo 7. La red marginal es en este caso la red
original y el arbol de rutas mas cortas es:

{1.40] {2,144
(o o N i
10 ) -~ f 06
» ; ~ 5 2E0)
L1 L4 b7
e - "-H/‘ S ~ ———
- L [z106] ™

g ~\\“'>_,.L‘_
L3} b b
[1,4] |3,250]

Figura 7.19
donde [, .]=, [nodo predecesor, valor de la ruta ].

PASO 3
De dicho arbol se observa que la ruta mas corta de 1 a 7 es dada por los arcos
(1.2),(2,5)y (5, 7); y que el flujo maximo que llega al nodo sumidero es:

AFT = min {108 1, @ sa 10, 8a s5a 10, 8a 10}
= min {10(1/4)(1/3)(1/2), 8(1/3)(1/2). 8(1/2)} = 10/24



PASQO 5
Asimismo, el flujo en cada arco es:

f1 = /-\Fr/aha:g,a}o =10

f5 = AF+/a 5? 1w =52

f1o:AFT/a 10 =5/6
y cero en el resto de los arcos

{teracion 2

La red marginal asociada al flujo 6éptimo es:
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Figura 7.20
El arbol de rutas mas cortas es dado por:

7[ SRl

Figura 7.21
y el flujo maximo aumentante es:

AF+ = min {14(1/2)(1/5)(1/2), 16(1/5)(1/2), 10(1/2)} = 7/10



Ei nuevo flujo en la red es;

£ 502 4

Figura 7.22

Usando la red marginal es inmediato que dicho flujo es el maximo flujo a costo
minimo (pues los arcos (1, 2) y (1, 3) estan en su cota maxima).

Este algoritmo tiene una complejidad computacional de O(nU) y tiene la
caracteristica de gue mantiene un pseudo flujo x que satisface las condiciones
de optimalidad y aumenta el flujo a traves de trayectorias de ruta mas corta
desde los nodos fuente hasta los nodos sumidero. En cada iteracion resueive un
problema de ruta mas corta con costos no negativos y es muy flexible ya que,
seleccionando cuijdadosamente los aumentos en cada arco, se obtenen
algoritmos de tiempo polinomial.

El algoritmo de cancelacion de circuitos negativos tiene una complejdad
computacionat de O(mCU), mantiene un flujo factible en cada iteracion vy
aumenta flujo a lo largo de circuitos negativos. En cada iteracion resueive un
problema de ruta mas corta con costos no negativos en los arcos. Es muy
flexible ya que algunas reglas para seleccionar circuitos negativos dan como
resultado algoritmos de tiempo polinomial.

O



7.6

NOTAS HISTORICAS

Dantzig (1951) desarrollo el algoritmo simplex para redes pa-a el problema de
transporte sin rastricciones de capacidad, a traves de especializar su metodo
simplex de programacion lineal. Probo la propiedad de arbol de expansion de la
base y la propiedad de variable entera de la solucion optima Mas :arde
desarrolld una tecnica de cota superior para programacion lineal. 1o que llevo a
una especializacion eficiente del método simplex para el problema de flujo a
costo minimo.

El algoritmo simplex para redes gano su actual popularidad en los inicios de los
70's, cuando ia comunidad de Investigacion de Operaciones comenzo a
desarrollar algoritmos de pruebas usando indices de arbol eficientes. Johnson
(1966} sugirio los primeros indices de arbol, Srinivasan y Thompson (1973).
Glover, Karney, Klingman y Napier (1974) implantaron estas ideas encontrando
gue el algoritmo simplex para redes era sustanciaimente mas rapido que los
existentes.

Ford y Fulkerson (1957) desarrollaron los algoritmos primal-dual para el
problema de transporte con restricciones de capacidad. mas tarde generalizaron
este método para resolver el problema de flujc a costo minimo desarrollando el
algoritmo de rutas mas cortas.

El algoritmo de eliminacion de circuitos negativos se atribuye a Klein (1967). Tres
aplicaciones de este algoritmo corren en tiempo polinomial: la primera debida a
Barahona y Tardos (1989), la segunda debida a Goldberg y Tanan (1988} v la
tercera, a Wallacher y Zimmerman (1991).
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