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1. Introducci6n 

Para el disefio y an~lisis de si.stemas de control es nece-

sario contar con un modele de la planta. Se ha visto en capftu­
~ 

los anteriores que cuando esta es lineal, invariable con el tiem-

po y se halla inicialmente en repose, la salida correspondiente 

a una entrada cualquiera puede obtenerse con base en la respues-

ta a impulse del sistema h(t) en la func~6n de transferencia 

------- H(4) o en las ecuac~ones en var~ables de estado que representan 

al sistema. 

Sin embargo, en la pr§ctica el logro de e6tos modelos pue-

10.2 

·tarea ardua. G- 605348 

f­

..L 

~---------.---.---------r----~--+V 

!1R• . 
.,. 

~~~------~--~~--~~--~---v 

Fig 1 Esquema de un amplificador operacional 

Vn procedimiento alternative es obtener experimentalmen­

te la respuesta a impulse (o la respuesta a escal6n) , y utili 

zarla para modelar el sistema y predecir los efectos de la in 

serci6n del circuito de la fi,g 1 en un sistema mayor. Este m5§. 

todo, como se demostrar§ en el ejemplo siguiente, es dtil drr~ 

camente si se cuenta con instrumentos de excitaci6n y medici6n 
________ _.,...._-DG--~----t-an- senG illo. Cons--i~ese • oor ejempi-o, 1 a---obtenc i 6n suficien temen te exac.tos • 

de la funci6n de transferencia del circuito de la fig 1, que re-

presenta un amplificador operacional; aun cuando las conexiones Ejemplo 1 

y los par~metros significativos de suscompo:1entes sean conoc-idos, 
Consid~rense dos sistemas, A y 8 con las siguientes fun-

la determinaci6n de H(&) a partir de un aodelo analftico es una 
ciones de transferencia: 

(<It+ 26+ 2) 
H~(<l) 

2 
HA(<~) 

( .046+1) !<~ 1 t2<~+2) 

·1( ";;"· ~1(\Jil 
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Las correspondientes respuestas a escal6n unitario son: 

gA (t) • r. 2 ~...-t~~+2) 1 1+12"e-t ~.en(t-135°) 

Sg(.t) . r 1{ 2 
40 L 1-12"e- 20.t•T.47lea.t~enlt-739.l 

~ r~ .-2~.-2 1 r~' 2ol) 

Aunque las expresiones para HA(~} y H8 {4) difieren mucho, 

las respuestas a esca16n son practicamente iquales; la 
~ 

maxima diferencia(7025. As! pues, de medirse la respuesta a es-

cal6n con un instrurnento de 2 por ciento de precisi6n, serfa di 

f!cil discriminar entre ambos sistemas con base en esta medici6n. 

9A (.t) 

a) 

.t 

5 '0 I& 

Resouesta a escal6n del 
sistema A 

9a (J.) v 

-~ 

~~.-~~- ---.----. --y-----. -··----~--.--
5 ~0 15 

-0 

·b) Respuesta a escal6n del 
sistema B 

311lj( 
'-~ \~ i~~ 

Fig 2 Respuestas a escal6n 
. '~ 

:'lo obstante lo anterior, al colocar el sistema A en. ·.ma 

malla de realimentaci6n como la de la fiq 'la se tiene un o;i =e-

10.4 

rna estable, habiendo en cambio, una oscil&ci6n autosostenida 

de frecuencia w=7.21 al introducir en su lugar el sistema B. 

Se pt'oduce dicha oscilaci6n po{)ue el sistema 

de malla abierta de la fig 3b al ser excitado con 

en(-t} = Hn (7.21 .t) 

produce una salida 

t;!f)M']'tj:y•-er..--.!!.--~ 

"l'":'. 

Yzl.i) c}l2 (.t} • Hn (7.21 .t} 

y como 

'I .II.! .. "2 (.t) = e.2 (.t) - ll2(-t} 
.:"rr .... 

(/ig3al 
es factible tener en el sistema realimentado~1a entrada u(t)•O 

y una salida senoidal, habiendo, por tanto,inestabilidad. 

,ql(~) 

al Sistema realimentado 

unitariamente 
'1~.f·-·-

y2 

<h 

-4~-, ... -.:,: 

'"'"I"' H s";'M• I '/(1 ~ 

b) Sistema sin realimentar 

.. ..,.. .. .,..~ ............. -~§. Fig 3 ';'- .. ~.· 

end arreglc de 
En caso de cncajar en~a fig 3b ~l sistema A excit&ndolo 

~ 
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con e(t) =~en (7.21 t), la salida y
1

(t) serfa 
.h 

1.047 6en (7.21 t- 16.09~ yen este caso noes necesaria mu 

cha precisi6n para distinguir entre y
1

!.t) Y lf
2

(.t}. 

En este capitulo se presentara un m~todo, basado en la re~ 

puesta a excitaciones senoidales,para representar n sistemas 

estables lineales e invariables con el tiempo, el cual es parti 

cularmente adecuado para la obtenci6n de modelos a partir de da 

tos experimentales. 7 .. 
La caracterizaci6n a lograrse se denomina respuestu en fre-

cuencla del sistema yes equivalente a evaluar H(~) a lo largo 

del eje imaginario ~=jw. 

-~88 

El m~todo que sera estudiado en este cap!tulo recibe su no~ 

bre por que es factible obtener H(jw
0

) a partir de la respuesta 

asint6tica del sistema cuando la entrada es una funci6n senoidal 

de frecuencia w
0

• 

La respuesta en frecuencia presenta las siguientes ventajas 

sobre las caracterizaciones anteriormente estud.iadas: 

a) Los modelos experimentales basados en la respuesta 

en frecuencia suelen ser mas fidedignos que los r~ 

sultantes de la respuesta a i~pulso o a escal6n 

b) La dimensionalidad del sistema tiene menos influe~ 

cia en la complcjidad de los an&.lisis al usar rc,s-

puesta en frecuencia que al emplear el patr6n de po 

los y ceres, o 14 representaci6n de variables de 

~· 

' ~--•:·"<"" 
.~ .• ".-. ~ 

10.6~ 

est ado 

c) Algunos an§lisis, tales como el de estabilidad, no 

requieren que las funciones de transferencia sean 

racionales 

d) Los criterios de diseno utilizados suelen ser m~~ 

faciles de manejar 

2. nespuesta permanente y transitor:i.a 

Como ya se mencion6, la respuesta en frecuencia se denomina 

as1 debido a que la salida y(.t) de un sistema estable, lineal e 

invariable a una excitaci6nst'lw
0

.t tiepde asint6ticamente a* 

y(.t} • M!w 0 J ~enCw0t+t lw
0

l] 

M(w 0 ) Y ~!w 0 l est~ relacionados con la funci6n de transferencia 

H(6) en la siguiente formar 

Si H(jw 0 l se expresa en su forma rectangular como 

H(jw 0 J • X!w0 J+j Y!w
0

J , ' 

entonces 

M(w 0 l lx 2 ~~~07 !w0 J 

t!w0 ) • .tg- 1 (Y(w
0

)/X(w
0

JJ 

Con esa definici6n, y recordando que ei+ • eo4+ + j 6ent 1 

H(jw 0 l puede expresarse ta~hi~n en la forma 

* Esto es 

Lim [ 'J; + 2TTn)1 
ft+m If I .,

0 
~ Mi w0 )Hn [w 0t + +(<o0 J);.O:;.t:;2TT/w0 

II 
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HI jwo J = M ( "'o J (!_N,(w,.) 

donde .'-! y ~ se llaman, respectivamente, la magnitud y la fase 

de la respuesta en frecuencia*. 

El siguiente ejemplo ilustra la representaci6n de un siste 

rna mediante la respuesta en frecuencia. 

Ejemplo 2 

lO.C 

y{w) 

---- ' 't ,u _!'""Ul 
-C'I I t1 

a) Forma cartesiana 
----------------~ 

eon: 

Sea la funci6n de transferencia 

H (hI = ~ 

Por tanto 

H(jwl 1 ·jw+--a· T4 a ~w 

...:.-..L.-..:,. 

Las partes real e ima~inaria de la respuesta en frecuencia 

a 
X(w) ~ --r-2 

a ~w 
Y(w) 

'1. 

-w 
}~..,z-

--+-

¢tw) 

- lA) 

-a C'l ld 

~ 

v la magnitud M y la fase += 

AI((IJ)= 1 J 
~ ' +(w) • -tg- (w/a) b) Forma polar 

Fig 4. Gr~ficas de la respuesta en frecuencia de 
Va'~w' 

Las graficas de X(w), Y(w), M(w) y¢(w) vs w se muestran 

1a Ug 4. 

* El n6mero complejo \{ e j+ se representara como M r < 

en la misma fc~rma que en el c:a1; 6. 

' lf(h) c 4T"I1 

De la figura -anterior puede notarse que X y M son funciones ----­
)((jw )= X(-JW} ~ M(J<U): />1(-J«J), ._.:_t,-;, 'J'"- Y ~ ~ 

pares dew, o sea(son imoares, esto es Y(jw)=.::Y{-jw) yj61jw)=~(-jw) 

Esta propiedad, cierta para cualquier funci~~ de transferencia 

permite la caracterizaci6n de fl(jw) utilizando solamente el inter 

valo wz:O. 

El siguiente ejemplo ilustra la relac16n entre la respuesta 

en frecuencia y la respuesta a una excitaci6n senoidal. 

~~" ,-'-~i'"¥~''1---
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Ejemplo 3 

Consid~rese un sistema lineal e invariable, en repose en 

t = 0, con funci6n de transferencia 

1 H(~) ~~ _____ .., 

siendo a > 0 (condici6n necesaria para estabilidad) . 

Si se aplica la entrada u_ 1 (.t) ~enw 0 .t, la salida y(.t), de 
Ca.f> 

acuerdo con el/6, es 

-1 [ 1 • wo 1 y(t) = '- ~ --2-~ ~ }., w, 
Mediante la evaluaci6n grafica y de acuerdo al patr6n de poles 

y ceres (fig 5), se determina que 

wo 
~ wo 

e-a.t + ' .s~n(wot-¢>) 
n 2 a +w

0 

.Y (t) 

Im 

jWo 

..._ Re 
-CJ I .... , "'' 

-jwo ,q 

Fig 5. Patr6n de Poles y ceres de wo 
z-~ 

6 +w 0 
~ + a 

- ~;.::_--: .... ~~~:~:,: ... ; ~. 
'-. 

10. 10 

La salida y(.t) puede descomponerse como la suma de dos 

t€.rminos: 

wo -at Y (.tl = --- e 
1 ~ 

a +w 0 -~-~ 
y 

Yz (t) • &en (w0 t-4>l 
.; 2 2 

a + "'o 

El t~rmino y 1(t) se llama respuesta transitoria porque, como 

tt)O, l~m y 1(.t) = 0. Ala funci6n peri6dica y
2

(.t) se le llama 
.t-= 

respucsta permanente. 

Debe notarse que como 

- t/> = - .i 9-l { !ft} = -#= Hriw) 

y 

I 1 . 
/IH;i.JJ = Yf~b'ra'' 

la respuesta permanente del ejemplo es 

J,li)= /Htiw>/sen[w0~+~J.Itjw.J] "I 

Las diversas respuestas se muestran en la fig 6 

>! 

En general cuando un sistema lineal, estable e invariable 

(~ necesariamente en repose), se excita con una entrada se-

noidal, su respuesta consta de dos partes: una funci6n senoi-

dal (respuesta permaner.te) y otra que tiende a cero conforme 

.t- CO (respuesta transitoria). Est a ultima depende de las COl!_ 
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YU) la ,U!l 
f 

._,. .-----r--r--........ 

o)JUSPUESTA TRMJS/TORIA 

. ·· :J 1 1 s9 
.... 1 

Jl)\ ~~, .. ,L "\-\ 
; • ! 

~ · · \ I· · ', I I i · \· I · I· ,-h--h-J.. t 

1 

~)-~~ 
C) IZESPII~STA TOTAL 

.i 
-11· b) flESPUESTA Plf2MANENTE. 1 ' 

•.i e.Hu 
Fig 6. Resouestas transitoria y permanente . w . ~ 

· ~ bu~l~blll w .a.l.'1.61HW bu::t.i..l.q.gu; sb l.si.uonsa aJW ~ M.t.::J.s:J.I.lq.a 

' 1 · -4iciones in iciales. 
0 Ill?< .uqae'1 s r 9ll bu.fl!(Jm.s sr l:tsa (tJ:·t I 'It 

• .606'1 
Para comprender las relaciones entre respuesta a impulse, 
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-~·-'' 

·• '- _1U 

_, .. 

At f:t Jlt)::: £e- !o + lztr.).senw0 (.t~'l)dr. 
0 

(1) 

• !lUI <.~..~e:i . l:i)o'+-. a-.tt)AUl a.l 

rntroduciendo dos nuevas vari.ables 1\l(.:t) y z (.:t) 
·:do' 

At wti) = c e- ~ ... , · 1 - _o :... \ : , .~.t. ~. ~\ ·~ \.\ 

t . 
zf,t) = J .h(r.)sen%t.i~'l)dr. 

0 ~ [ '3Uf' 'I ~·-) ~: 

la ec 1 queda como . .,,. 
n;· 

Jlt) = wtt) + zlt) 

La estabilidad del sistema implica que £.be 
t+ctl 

e~.:t: ~: p~r 

tanto, l.im 
t•co 

l!l(.t) = 0 
' \ . 
~ ..,,\ ~ \l~'. 
~ t:i:.-"l; 

,.;,.\ 
"~>)+\ 

La integral· de convoluci6n que define a z(.t) puede expresar-

se como la di ferencia entre dos integrales, una de cero a in,- . ,, 
I.·,_., l<Cj·,· ' , 

finito y la otra de .t a infinito, esto cs: J... 
ria, consid~rese el siguiente sistema: .. . \~\~·~\\\."S.4(~\'w:.: ---··~--~-- \ . 

·'Sl .• \ l~ z'J. =l~trz)stnw0 U-t)dz -f~(t)stm•.10 (i~t)dz.=. 
&f' '·' respuesta en frecuencia, eo;tado inie·ial y respuesi:d t.~·ansitc-

2 ;- \~ ~-\ \W D -· ~-· :'i " 
,6:.J ~ ...: t 1.] 1 \1 !libno.&l c..-r• . -:!>' ·-l ,J: 

!~~r:-4-~..U. 

•lun.6 a.( .-p Ia.:1, lj:t~~ 

~(oJ= &, 
,, nu 'lll'Jjnoone 9ldtaoq •• 

~ 

Como et!- es la matr1z de transici6n, la respuesta a impulso 

h(t) est~ dada por la expresi6n 

At 
hl.tl : S:. e- £. 

y cuando la entrada es u(t) 

v~JN~ La ,.&L169'1 ls 

~-~ -:"t> 

• .6en wo:t, 

la resr11e>sta y(:t) est:'! dada par (sec 2.4, cap 6) 

~ 

.,__,·,, •• :: (\.\~ Usando la identidad trigono~trica 

-aa•.LJ la --:.o· 4 en (a-b) • <~en a co<~ b-U.A b co<~ a, ~ ,aiolt&blo ...::J. 
!J'10 . )(1 c._:, 

rl.tl puede rescribirse como 

~it): Wft) + }ht'!)Cos W0'C dr: sell t.J0 t + j-htoz)st.nW0't dr Cos (()0 t 
\ '-' , 0 J 

.,._...___~ . . ~--......---

lllrtft'11j 

cl cl 

,, e + f~t'l)Se~W0 (i:-'l)dz 
.~ J -... 

., I c: ,oo aoJ 

it,{/:) 

.... ~ .. ,. 

~tr4 
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t t' 
'.·l 

'' ; 

-t,\'S-\.)o'"Jt\~'..{~\~~\ + ... ~~?. " 
0 

.. 
"' 

. ":t 
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La funci6n z 1 ( .t) tiende a cero con forme .t -Q:J • Esto se dernues-

tra observando que --~ ~· -· . .: ... .:.. ~ .. 1 

/ {ht'l).senw.,(t--r:Jdr/ ~ [ihrr)/dz 
'I t 

_, . . ~ 
y que la respuesta a impulso de un si.slcrna estable es absoluta-

mente integrable, esto es 
•.ln\.'2 b~p { r>D ~1 

J/ht'Z')fd~;,:: cq_\'S.+ t\)\•! ':: t~\'{ 
0 

\~ 

E~'tcmces· se ~ tendra qtle '':l H .• :,, 't:t2l<l !9b bab111dill:te• a.I 

t I ~ 

ltm /~(tJ/ ~ l11n .£ fl,{r:)/d~ ·~ mH ,o:t-ru;~ 
t-..ec .t-oo 'J -·~ 

Reuniendo los resultados anteriores, la salida y(.t) ?Uede re-

presentarse como 
J.:te 9 , o-; r n r '" f"! t e 9b £"~ .61 'l ~in;tl 

'). 

~ _ !iUJ = wtlJ+z, ttJI ~ ttJ 
+l~~_,~)~\ilf:\. ~- )~\~-~\0\o.> 

Ci 

-~; 

•·:·\ 
. .. 

donde y 1 (.t) es peri6dica y de la forma 

i . ... -
!) 

Y,ft)=C,Senwotf0co.swot.i;.:t 118bi d ob•.aaU 

ademas, tanto w~.t) ~ z 1 (t) ti~nden a cero.conforme el tiem-

po crece. 

-~--- t~)?.!';}l 9bsuq ( '\) 't! 

~ Asi pues, y 1 {.t) es la respue,sta PJl~!,n~u•ente, _ _!!,eq~~a transi 

toria la c;urna nc z
1 

(.t) y w(.f) .-

Los coeficientes C1y C2 ne la respuesta permanente obedecen las 

·-------( \ \,t. 

··.~·~.%<~'11/i&J~~t+ftftt\7.J#.%9#2ffti{\• U4f~~'f¥'-..t~;~"~n.·~ · "'·Wfr}f · .,~?~~ 

!1.. r.:~ 

~I 
:\ 

I 
\ 
\ i 
·: 

10.14 

siguientes ecuacionesl 

~l 
CD ro . } 

C, '=' J h.UJcoswoccit= Re {[ e·;w(JtiJIOdt)= Re[ Hrjwo> = XtAJo) 
0 0 

Cz = [ct.hff)senwotdt = bn[/~e-Jw(JihtOdt]= Im[HrJw~J] = Yfwo) 
0 0 

I I t 
I \ r · 

I\ '. 
o sea que la respuesta Pcerrnanente puedc escribirse como 

uti):: Xfw0 )se:ic.J0 t f Y{wD),ostuot: M(w,.)sen[c.J
0
t+ptw())] Jt ' . 

I I l I \ tl. 
·=/H{iw0)jsen[~oi+-f:.Htiwo)! ·\·/i )j \J \}1 ~ 

v ,, "' I I I· 
En vista de lo anterior, es factible obtener exoerimen- I 

ta1mente la respuesta en frecuencia de1 un c;jstPma mediante la 

aplicaci6n de una sencidal de amplitud unitaria. La rnagnitud de 

H(jw) sera la amplitud de la respuesta permanente, y su 1ingulo 

'·· el defasamiento entre la respuesta permanente y la entrada. 
,oa~L . . 

t . .;J.,..•:~J·;. .. jlilv:.;. Q.LD"i 

-o.: l ''"· Como la parte transitoria de la respuesta a una senoide de 

frecuencia w0 est!i dada por n::.:.u.1p..:.; .;.;;; ..._...,c.;;.;.,._ , .. , 

At- lc» Ac 11{/t)~Z;ftJ=s.e- !o-;. ~e- kSe17c.J
0
(t-c)dr: 

II 

es posible encontrar un estado inicial 3:.0, tal que la anule. ----· 
----

En efecto,como ·' 

~-- ....... :.J "L• At[., £0 A(r: tJ J J:) 
wt.t)~oz1 tl)= fe- ~o-'t e- - £SenDJ

0
(t;;;r)o.-r: · 

·.! ~ 
al realizar el cambio de la variable de integraci6n 

rr = r-t :.:~~·itl!l 

se obtiene ; I•~ ,.,. '• 

<J";o '( 

w{i)+z(t):: £f2fJl[~orl~e~cr!!_~enw0a-d.cr) · 
6

r •• .I 
tl 
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de ah1 que cuando se hace la selecci6n 

o Jco Aa-~=~ =- e- bsenwa-d.<r 
_o - o - " 

se logra el resultado deseado. 

Una manera alternativa de expresar la condici6n inicial x0 

f a> Ao- {[co Ao- -Jworr } 
--~---- e- !lSenWoiT'drr= Im tl e- }?e do-

D 

· pero de acuerdo a lo tratado en la sec 3.1 cap 3 se tiene que 

,, fcoe~rrE e-Jc.Jorrdrr = 
0 

-1 ) f!s-~) !? . 
S=JW0 ... 

y por tanto 

~0 = Im[ iwoJ;-.1T1J:. 
Ejemplo 4 

10.16 

valores de ~O donde se observa que la respuesta transitoria 

disminuye a medida que la condici6n inicial se aproxima a x0 

YW 

·Z35 

t 
0 

-.235 

~ 
~ 

\1 
I 

--------------------~~-onsi~re~ sistema representado oor las ecuacton~-~----------------------~-J~--------------------------------------------------------------~ 

[~.J=f-1°G .:1] [::]+ [~:]« 
----------~------------ ---------------------------------------------------------~----------------------------~ 

Y = f 1 o] [ :; } 

al cual se le aplica la entrada u{~) = 4en 4t. 

El valor de !O que anula la respuesta transitoria estara 

dado por 

.f [ 4i 
%0

:: Im{J4l-A l ~::: lm 1 .• - . - -J v 

-i .]~1[0] r_!£1 r-.1..1 . . ~ I tn I C.Bj = 1 t 
4;tff 16 i .:2.. j 0 ' 

' "-S . 

En la fig t sc muestra la' respuesta :fl.t) para diferentes 

~~·'!!"· . ..__ .... ~. 

... 

• 

Fig 7. Respuesta lf (.t I para algunos valores· de las 

condiciones iniciales. 

.. . 3. Propiedades de H (jw) 

3. 1 RelaciC.1 er,trc respuesta en f recucn'ci e~ y respuesta a irr.-

pulso 

··~,, .. ·'!_ ..... ... ~ 
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La respuesta en frecuencia de un sistema estable contiene 

toda la informaci6n pertinente al mismo desde el punto de vi~ 

ta de entrada-salida; es la funci6n de transferencia evaluada 

en el eje imaginario. Para demostrar esto, es suficiente probar 

que la respuesta a impulse h(tl puede calcularse a partir de 

H (jwl. 

En el cap 7 se vio que un sistema era estable si solo si 

su respuesta a impulse era absolutamente integrable, esto es 

"' jlhUJ/ dt -:GO 
0 ~ 

- ( L. 

est a condicio., implica que para cr >0, se cumple que 

"' J /hJ.tJ/e-rrtdt <co !': > 

0 
. . 

' "~' 
por tanto, el semiplano derecho del plano complejo (incluyendo 

el eje irnaginario) pertenece a la regi6n de convergencia de la 

10.18 

Aunque existen metodos n~ricos eficicentes para obtener 

h(tl a partir de H!jwl, en general noes necesario efectuar di 

cha transformaci6n por la presencia de metodos de diseno de 

sistemas realimentados que utilizan solamente conceptos de res-

puesta en frecuencia, siendo mas comGn en la pr!ctica dar esp~ 

cificaciones en el dominic de frecuencia que en el del tiempo. 

Los !ndices de clesempeno en el dominic de ln frecuenci<o 

que se presentar~n mas adelante, estan basados fundamentalmente 

en criterios de estabilidad. 

3.2 Simetr!a ~-----~....;;_-~ 

En el ejemplo 2 se hizo notar que la respuesta en frecuen­

cia del sistema en cuesti6n curnpl!a co1n la!' siguientes condi-

ciones dr "imetr!a .~. L 

i) X(wl = X(-wl (_r_. 
Y(wl = -Y(w) 

~~ '!11.. . 

ii) M{w) = M ( -w) 
jl!{w) = -¢{·w) 

------- y se rnencion6,sin demostrarlo, que las propiedades anteriores 

transformada de Laplace de h{t) (Apendice A)· Siendo este el ca son validas para cu~lquier &istema euya Lespuesca a ImpUlse sea ----- -- mvei'"S4 - --

so, h(tl, la transformada~P. Laplace de H(6), puede obtenerse una funci6n real. A continuaci6n se dernostrar! unicnmente la 

------como 

/ 

--------lr{i}= .(-J [ Hf;)]"' 
2
1.rr {"'eiw.t ft(jw)dw 

-co 

-...,...-

Entonces, basta conocer H { jw) [H ( 6) evaluada en el eje ima-

ginario] para caraclcriz<tr al sistema. 

z_.:_· -":~.'1"!, &: -

propiedad i) de simetr!a, porque es facil demostrar la propiedad 

ii) al expresa.r M y ¢como funcionecs de X y de Y. Usando las 

definiciones de X(wl y Y(wl se observan las siguientes relaciones 

~~ 

X(wl 

Y(w) 

[f~o&(wtl] h(t) dt 
0 

l'f&e.n(wt)] h(t) dt 
0 

J':o~,(-wtl h(t) dt . 
<b 

j&en { -wt) h (tl dt 
0 

X(-wl 

-Y ( -wl 

-1 

~ 

J 

I 
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lo que coincide con la condici6n i) , la cual puede reexpresarse 

como 

H(jw) X(w) + jY (w) X(-w) - jY(•w) HI- Jwl 

o bien 

H(jw) • 1{(-jw) 

en donde H representa el complejo conjugado de H. 

4. Representaciones gr~ficas de H(j~) 

Las tres manera gr~ficas mas comunes de representar la 

funci6n H(jw) son: 

i~ La traza polar, en la que se grafica X(w) vs 

Y (w) con la frecuencia w col'\u parametro. 

ii) los diagramas de Bode, que consisten en dos 

graficas: en una se presenta 20 log M(w) vs 

log w , y en la otra ¢1w) va log w. 

:;, 

iii) el diagrama de Nichols, en el que se grafica 

log M(w) vs ¢(wJ,usando w como par~metro. 

. ~o ;;.... 

informaci6n; sin embarg.,,sus trazados especiales haeen que 

cada una sea particularmente adecuada a un fin como se vera 

en secciones ·posteriores. 

'"' 
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Ejemplo 5 Considerese un sistema cuya funci6n de trans-

ferencia es 

5 -
Hr--sJ= t-4.t)t4•SJ 

En la fig B se presenta su traza polar ' 

Y(w). l!omo 

}l(jw}= s 
-UJ' + 6jw•S = 

5 [r 5-w2)- 6iw] 
{S-w2 )Z+ .3~w~ 

entonces 
> \ l 

.Sf5-W2
) 

Q 

)({w) = {.5-w2)Z +-.JGwz 

-3ow 
y Yfw) = (5-£<'z)z+36wz 

!m f W=-1 ·--- ..... --' ' \ 
' \ 

\ 
I 

w.o 1 I I 

I~~~ I I I I I I I I I i -.5 
W:7 

Fig 8. Gr~fica polar de 
5 

{4•1)/4~.5) 

o sea X(W) vs 

; e.~ 

-;·! 

-
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En la fig 9 se muestran los diagramas de Bode de la funci6n H(~J 

28 

0 

-...... 

... 

w=-~ 
so_1 

90 
--::;;~;:--­., 
~ 0 
()) 
1: 
~ -so 
3 
~· 
-¥- -too 

-2iC W:.i 
j 

~ 

. 
-~ ----

- --I~ ----
c 

~ 
--- - ---------- "" ~ 

l<.l=1 W-lo ~ f<J: fcx 

• 

-----r----. 

w"'1 
0 

t 
fogw-

---------- r--

{.1):10 

_.lo34J- 1 

5 
-----J'ig 9.Diagramas de Bode de la funci~n (

6
+

1
)(

6
+

5
) 

2 

i 

CU•roo 
2 
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Por ultimo, en la fig 10 se presenta el diagrama de Nichols 

de la funci6n 11(6) 

r- ---- ~r 
-- ~;,.o 

~-":'0 
. 

~=1 
~ ... 

-10 ·~ 
~='4 

'- -------- :r: 
-- -15 -;:;; 

l cu=5 
() 
~ 

I -zo ~ 

j¢wl1o -ZS 

-30 

ws )6 --

JLzJ 
-- --- -36 

-40 
- 33d' ·3CXl -zto'·Z4fl-21d' -180" -150" -12rf -~o· -6cf -3o• 0 

4H(J"w) 
. ""'"~ 

5 
____ _. ig 10 -----Di.agrama. cle 

de 1a-flmcioo- w 1 J (6+5·) 

5. Traza polar 

La traza polar, tambi~n llamada de Nyquist, representa en 

coordinadas rectangulares el lugar geom~trico de H(jw) para valo­

'/G res-co< W<oo, o sea, la grafica de Y(w) vs X(W), usandqw como pa-

rametro (fig 8). Conviene sPnalar que dicha grafica puede construir-

se si se conocen la magnitud yel &ngulo de H(jwl; esto es 

~--

~ 
• 

~ 
~ 

1.1 



10.23 

IH!jw)) y ~ H(jw) en 1a forma indicada en la fig 11. 

I 
I 
I 
\ 
\ 

/ , 

Im9 

- - ....... _ , 

' 

-- ------:)'7'~'-wv-<.- J 

' ' ' ' \ 

,, 
IW=o ., f?fla} 

~-r-t ~ 
~· : L j 

Fig 11 Traza polar de H ( jw), en donde se indican ______ _ 

jH(jwJj ~ H(jw) 

Por cumplirse la i • 
H(-jw) = H(jw) 

~-~-~~ 

solo es necesario conocer H(jw) para w~O. ;'i,' 

En las figuras 8 y 11 la tr~za polar para frecuencias nega-

tivas (trazo punteado) es la imagen espejo sobre el eje real de 

.., 

* F1 indica el complejo conjugado de II h.!. ... 

~ 

l 

- - - - ---- ~----~~.z,~.-~·-~ 
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la traza para frecuencias positivas (trazo firme). La flecha 

sobre la traza indica el sentido en que w crece. 

5.1 Construcci6n de la traza polar 

Los datos necesarios para construir la gr~fica polar de 

una funci6n de transferencia de un sistema pueden obtenerse de 

resultados experimentales o anal!ticos. En ambos cases, por lo 

general, se elaboran primero las gr~ficas de Bode, que seran 

presentadas m~s adelante. Sin embargo es posible construir di-

rectamente la gr!fica polar de un sistema a partir del diagra-

rna de palos y ceres usando los m~todos pnesentado~ Pn el cap 7 

sec 6. Para calcular jH(jw) I solo es necesario efectuar el 

producto de las distancias del punto jw a los ceres y dividir 

dicho producto por las distancias de jw a cada uno de los poles. 

Similarmente, r H(jw)se evalua como la suma de los !nqulos desde 

,. 

.o~jw ~ 
los ceres {me nos la suma de los !ngulos/ los poles. Para ilustrar 

la construcci6n de la gr§fica polar a partir del patr6n de poles 

y ceres se presentan dos ejemplos. 

Ejemplo 

4•6 
Consid~rese la funci6n de trans ferencia }/(4) = r

4
•.3)(

4
fi) 

cuyo patr6n de polos y ceres se muestra en la fig 12. Cualitati 

vamente se pueden hacer las siguientes observaciones: para va­

lores de w cercanos a cero,/ Hl;wJisera aproximadamente igual a 2; 

T 

·I 

41 

-I
' 
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-~ ~. 

j 

~ I- )! \- *., ~ • er-r I I 

'~ 

F19 12. Palr·on d~Z polos. 'J cuo.s ele ~ 
(.d+!I}(.Ofi) 

!oq ! ~ .! t' 

a medida que w crece, pero aun de valor pequefio, el Angulo de 

~H(jw} serA esencialmente -9
1 

(los otros !ngulos 9
2 

y ~1 son pra£ 

ticamente iguales a cero); por otra parte la magnitud ira dismi-

nuyendo a medida que w aumenta. Cuando w= 1, .f: H ( jw} sera algo 

---·---menor que -45"(9i45° y s2~1~o). Cuando w es aproximadamente 

w 

0 

• 5 

2 

3 

6 

10 

. ,r, 

-'5 

" 
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/H (jv}/ -?= H(jw} 

2 0 0 

1. 77 -31° 

1. 36 -54° 

.78 -78.7° 

• 5 -90° 

• 2 1 -99' 

.11 -98.5° 

... 

JJ 

k!e 
W=o 

l 
,.., 
·l I 

( ' 

igual a seis. el angulo -¥ IHIJW)/: 'Jfs·S..-B.J ~45"-80°-90°~- 125..__ --------------:----

-~- . I" . ·'I :.&_ "112' ~ 24 Fig 13. Traza polar de 
,&+6 

mientras que la magnl. tud ser<'i n{Jw, = R, Rz = ~ - · 
(~>+31(~>+1) 

Por ultimo cuando w~m, FH(jw) se aproximara a-90" 

Ja f1'g 13 se presentan /1-/(jwJ/ y ~ Ht/w). 

Ejemplo 

Consid~rese ahora que 
f40(J-1) l?,-9r~=1o•-9o•-yoo;.,o")mientras que la magnitud tendera a cero. En 

para diversos va-
HI~>) • 

(6+4) 1~> 2 + 6 +64.251 

lores de~ junto con la traza polar correspondiente. cuyo patr6n de polos y ceros se muestra en la fig 14. 

•'1...1.:_· t> 

~ ... 'i 

- • 
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jW 

I ~~ 

Fig 14. Patr6n de poles y ceres de Z40(..6~i) 

---- ~-~~-"" 
{4+4)(.41 -i-.4 + 64. 2.5) 

i_ 

' En este case, un an~lisis cualitativo conduce a las siguie~ 

tes conclusiones: para valores pequefios de w. el 'ngulo sera 

e 180 •, y la magnitud 6 4.zs ~ i; cuando w crece 
ljil disminuye 

mas r&pido de lo que 9 1 crec.e y los an gules 9 
2 

y 9 
3 

se cancelan ,;-~­

por tanto, el angulo ~H(jw) sera menor de 180"; por otra parte 

la rnagni.tud aumentar~ porque el punto jw se aleja mas rapido del 

cere que de los polos. Cuando w esta cerca del valor 4 se tendra 

9 1 ~ 45°, "f1 -:::Jo0"1 B2+ e~ ::l:' o , 0 sea que el angulo total sera 

::=- 55° . la rnagnitud para este case es 5 aproximadamentc. Cuan-

do el punto jw0 , sobre el eje irnaginario, pasa en frente del po-

w 

0 

1 

4 

9 

20 

"" 

... . ,r. 
10.28 ---~-~ 

lo complejo p2 ocurre un cambio brusco en el ~ngulo; para 

((}~7 el ~ngulo es practicamente cere (ljll :=::90~ 0 3 :::t90~ 0
2

+0
3

:::t01, 

n\ientras que para W-0::8 el angulo de la funci6n de transferencia es 
(1/.1 ~ e3 ::::90°, 8z 'l;o•, e, ::>-GO") 

-60" h para Wo>::<J el .!f: Hf;iwo) es.-.lZD0 (1j~8.3<~::Jo~ez<1!6ff/~-:::< 
La rnagnitud tambHin sufre un cambio dr~stico en las proximida-

des de W=8 porque all! la distancia al polo Pt es minima, el va-
24.0R.3 z4o~a 

es -12 -R--;:;- = -8 5--
6 

~ .30 ; para valores 
1 2.~4 "• • I 

lor de /Hf}w>/ 

de w > 8 la magni tud va disminuyendo a rnedida que w aumenta y 

como hay dos poles ~s que ceros el angulo tender~ a -180". c~ 

mo en el ejemplo anterior,en la fig 15 se presenta una tabla 

cle /H(jw)) 'j ){. H(;'w) 
para diversos valores de w junto con la 

gr!fica polar de Htiw) -· 
8 

Ia Ci.Q'l_.;) \' 

~ 
•<J .... I 

H(jw) H (jw) 
,,, .. · ·l-6•.; 

• 9 3 - 180 • 

1. 3 - 12 0. 

3.6 54.3. 

12.5 13. 2. 

:=n=:s 
II. 6 - 12 1. 4. 

• 7 -162.4' 
-•..;,. 

0 - 180. 

d h ;:· 

-~Y "''-~ . _,•J .t.fl L ' -·>+ 

.s.iaotlb" 

~-3o 
Fig 15,Traza polar de 24.0(/.>-1.) 

(4+4-)(.4 2-J.-d+ 64.25) 

. .c: .1r \» ~ 

w~s 

f!e 

-~lit 

_,) 

,.,.{ 

'
-

' 

. 
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A continuaci6n se presentara e1 criteria de estabi1idad 

de Nyquist, el cual brinda informaci6n no solo sobre la esta-

bilidad o inestabilidad de un sistema realimentado, sino tam­

bi~n acerca de la calidad de su comportamiento. 

10.30 

mediante e1 criteria en cuesti6n, se pueden determinar los 

valores de K para los cuales el sistema es estable,conociendo 

Onicamente H(jw). 

Suponiendo que H{~) es una funci6n racional, la funci6n 

5.2 Criteria de estabilidad de Nyquist. Preliminares ------------de transferencia del sistema realimentado es 

El criterio de Nyquist, aplicada a 1 a t5aaa pela!, esta 

blece la estabilidad de un sistema realimentado a partir de la 

respuesta en frecuencia de sus componentes. 

Consid~rese, por ejemplo, un sistema como el de la fig 1o 

donde H{~) no tiene poles en el semiplano Re{~) ~ 0 

-F.. 

9 

---~) ,..l, 

Y(4) kH(.d) --- __ , 
- ,!i(.J) = 

1. + kHt4) 

KfJ!!l 
Pf4) 

:1 + k 9141 
f'/.4) 

k<J(.-4) 

pr4)+ k<;;t-&) 

Los poles de 1tA)jJ:.{A.} coinciden con los ceros de 1. + k Hf4) 
I 

Ahora bienl usando la teor!a de variable compleja, y en 

particular el teorema llamano pJL.i.nc..i.p.i.o de.t aJLgu.men.to, puede 

determinarse el nUmero de ceres de t + kHf.<.) en Re[-1]~0 

si se conoce la traza polar de J; K 1-/{j'w) 

Para entender el citado principia se necesitan introducir 

-----------~----los conceptos de puntos interiores, puntas exteriores, encie-

''111::.... __ 

~-

Piq i 6 . Sistema unitariamcnte realimentado 

-

rros, etc. 

i:~~·., .. ,,lj,t!",' 

~ 

~ 

~ 
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5. 3 Plmtos interiores y puntas exteriores 

Considerese una curva cerrada, C, en el plano complejo. Si 

esta curva no se cruza sabre s! misma, se dice que es simple* 
si ---

yj;demas es de longitud finita, se llama rectificable. En las 

figuras 1 'I y 18 se muestra una curva simple y una no simple, 

respectivamente. 

Im 

Fig 1? . Curva cerrada 

simple 

~--

Re 

Im 

Fig 1 8. Curva cerrada 

no simple 

Cualquier curva cerrada simple y rectificable, 11 

~ 

tambien de Jordan, divide al plano complejo en dos conjuntos: 

uno acotado y otro no acotado. Los puntas pertenecientes al 

* Mas formalmente, si C se define como el conjunto de todos 

puntas del plano complejo ZU)=o(f.t)l}{i(.t.) donde a y 6 

Re 

son funciones continuas del intervale [o,t] a los numeros reales, 

entonces la curva es cerrada si 
i!(O) =- /!:{1) ; exceptuando 

. estos valores de .1:. si .:t 1 FXz implica que Z f.t
1

) I Z'(-iz) _, 
se 

dice que la curva es simple. 

10.32 ___ ~ 

· al primero se les denornina puntas interiores de t , y a los del 

conjunto no acot~do puntas exteriores. En la fig 19 se muestra el 

interior y el exterior de una cu~va cerrada simple y rectifica-

ble, 

!.,.., 

E!tTERIOR 

(] 

. . '( \•·.-/ - Re (' ·. . .. /: I. . 

Figt9. lhlerior y ntenor de •n1 c:urva cerrada ,4i,.plt y rtcf•f•c~ble 
I 

A las curvas de Jordan se les puede asociar una direcci6n. 

Se dice que una curva esta positivamente orientada si al tamar 

la direcci6n de la curva, los puntas inmediatamente a la izquier~ 
!~ . . . 

da de ellaron interiores. En caso contrario se dice que la cur-

~~ va esta negativamente orientada. En la figs to jse ilustran estos 

conceptos 
Ih'l 

----~----,_------~~Re 

F'''3 20. Curva positivamente orientada 

Irn 

_L_~~--~----Re 

,.._ 

F19 ZJ.Curva negativamente 
orientada 

Si Ff-4) es una funci6n de la .variable compleja AI· , se de-

fine la imagen de la curva C, denotada por 0,.
9 

como el conjun .. 
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to de todos los puntos t del plano complejo tales que 

t= Ffz} 
~ ._.., 

......_ \~ -------- . ·- -.- -
'· ... ..--... _ 

y z es algun punto de la curva C . Para que 0sta transfer-

maci6n se encuentre bien definida es necesarJo que la funci6n 

F sea anal1tica* en la curva ~. yen este casoJsi C es cerra-

da y or.icntada la imagen Cfm.9 tambi€n tendril. estas dos ca-

racter1st_j cas. -. --~--~:-
lj 

5.3 Ejcmplu 6 

~r 
·-l 
j\\ 
~ ' 

-~-l~ , I, 

10.34 
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Para ilustrar la trans.formacion, a continuaci<'Sn se presen-

ta la correspondencia entre algunos puntos de C y los de la 

curva imagen c,.,j 

pun to Z1 = 1 
;£'./ 

pun to Z =V2'rt+jJ 
2 2 ;) It''· 

pun to '2'3 J 
0 

pun to 

!<' !; ~ 

pun to 

pun to 

4 - A.= i.333 .. It =---.3 
J t+ 2 "'' !.<; 

4 -- = 1.38 - .36j fl =--
2 v'2' {UJ) 12 

ft3 
z . 
_4 __ = .1.G - ·8; 
if2 

Considercse la curva de Jordan C de la fig 2"2t1. Si II~J pun to z..._ -:: /2' {-1lj) punto f( 4 = V:i' 4 . = 2. 38- 1.3;" 
_ .l ____ 2 ~ (-11J}I2 

es -,4 z , entonces la curva imagen 

la ;;922b. · ·~·.. . '·1 
~,m9 es la que aparece en _l 4 4 

~t pun to En z :1 : j :.: lo on tori or ta::':. :~.: ;' :~ • n ;~,.: 
.I . r.,., .. \ 

i.Sj ........_ \ 

--,..!J \\ 
) 

~ ·• I . ~z1 
... ee =C> 

a• 

z'+ 
-1.5J 

1 1: 

----aac}) e~va cen:ada t!' 

{C 

.t ll"-

-' .' ..:.!".:" 

Im , 
\ , . .... _ ... --I i· eran curvas simples positivamente orientadas, pero puede su­

l.f>l 

.Si 

. I 
I . • .. ' 
' . '16 

J . ..; 

01 ~ o I ---,--Lh--r-...--.r----T--L-
·5 1 

-.sj 

·j 

:__, .e• ~-t.Sj 

b) Imagen bajo la tra~-

4_ 
maci6n M2 r~ ..,. .""!.!:"::'1 ~ ~ '!111! 

ceder, como se ilustrara en el siguiente ejemplo, que la ima-

g~n de una ·curva de Jordan no· es necesariamente simple. 

5.4 Ejemplo 7 i / l\ 
Considerese la funci6n t(4): (.IJ~j4)i:l2.) y la curva de Jor­

dan de la fig 23a. La curva imagen clm9 I de la fig Z3b no es 

una curva simple. 

I"'~ 
r,9 

··I......._ 

~ 
3j 

2j 

i ') -2 

,_, .. ; 

bl 

-~z---

f'ig 2 2 ... ·--- ~-·· 
I I X I J f I I , 1 I .. ee 

.,c."!"! t-. ~t"!···· ~t.;K! J't .. ~ IUUI 39 ':I 

* Una funcion {(4)es dnal!tica en el nunto .Ao s.i ah'i existe!1 

sus derivadas de cualquicr ordcn. Cunndo F(A) es racional, 

~q 

esta definicion equivale a que 4 0 uo sea un polo de FfA}. ·~'j ~-

-~ 

-2j 

a) CurrtadeJordan 

--f~~ 

f?.e " 
" .r.a 

; ·-

M~ .c 

'F1923 
, 2/Af-5) 

h) Imogen de C i>a;o ~) 

' ··~-~~ #.lit 

-~ .. 

~ 
... 

" 

1 
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Los conccptos de punta interior y exterior pueden apli.car-

se a curvas no simples porque estas pueden descomponerse en va- ,j.-

rias curvas de Jordan de modo tal que caQa segmento de la curva .i • .J:> 

original pertenezca a una y solo una de las curvas de la descom- q 

posici6n. Si un punto es interior a ~ curvas positivamente orien-

.... <J tadas, e interior a .11 curvas negativamente orientadas y !z• m-n. 

entonces se dice que es interior t veces ~( o csta encerrado ll. '1 
tPOI'" 

vece~'J la curva. De acuerdo con la definici6n antetior, ~ puede 

ser un numero negative. .. .:.. 
5.5 Ejemplo 8 ~ 

En la fig 24 se muestra una curva C, orientada perc no simple, 

la que puede descomponerse en l~curvas simpl~que se muestran 
~ . 

• tO.J.::II 

en la fig Z5. 
.JJ ~ .• .;,. s-e. UiUJ;) ,,.,_ 

c ot sb aon:1 · at111 sb trt{l 

f oJ ''t3 •. 2 
-) I I .P. ~- )( 

nu! a£ · J 

Re ~__a.ab_ 

~· 
FigZ4. Una curva cerrada, orientada y rectificable pero no simple 

Como las curvas c, y Cz son positivamente orientadas, mien- \ 

tras que ~ y C~ son negativamente orientadas, se puede obtener la 

interioridad de los puntos fi, ... ~ con respecto a la curva t: , 

El punto lJ es interior a Cz , c3 y C~ , por tanto esta ence rrado )/ 

-1 vcz par la curva C ; el pun\::o f3, es interior a Ci: y t:.J por 

lo que se halla encerrado 0 veces y ~ esta encerrado una vez. 

-----.--· 

'l::·\r,._ 
, , .. 'l \'• ,, 

I 
I 

/ 
I 

I 

I 

\ 

------.u.y +--·-~- ---mo;r 

Im 
-------------- c, 

/ ' 
/ ' -~ 

' 
' 

---------, ~ 
/ I I 

/ ..,..... ... -._ • I 

\ 

I 
I 
I 
I 

... . / 
\ .... ___ ;..~ 
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Fig 25. Descomposici6n de la curva de la fig 24 en las curvaL__ 
simples Ct , c2 , c3 , y C4 

, ' a£ 

.. 
rz. 

-- -~ (IJ Con las definiciones anteriores puede, entonces, enunciar-

se el principia del argumento. 

5.7 Principia del argumento 
..... 

Si C es una curva de JOrdan positivamente orientada, Ff4) 

es una funci6n racional y anal!tica en C , y C,;,
5 

cs la imagen 

de C bajo F(4) , entonces el punto o~jo estara encerrado N* veces 

por Cimg, en donde N *=l- P cuando Z y .P son el numero de ceros y 

' 
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de poles de f~lrespectivamente, que estSn en cl interior de C 

En el teorema anterior, siC est§ nec;at.ivamentc orienta-

-·~oa, entonces N* =P-2.. Para ilustrar cl principio del argumen-

-3 

to se presentaran dos ejemplos. 

Ejempl· 9 
~ ~~ -~-T~-. ~-- 1 

'TY.,·tc~sc :.a funci6n 
2(4t 1) 

Ff4)= (/.J-i)(/J-2Fy el camino rectangu-

lar de la f:i:g 26a.. De acuerdo con el princip;o del argumento, 

la imagen deC ~~errara al origen -1 vez, pues en el interior 

de c 1 Ff.4) tier.~ dos polos y un ccr ;, , esto c::-; ;./* = Z- P ~ 1-2 

.. -1. En efecto en la fig 266 se aprecia que C;~encierra al 
~ 1 origen -1 vez. ~-- --· .. 

·u-.-----~ Im Im -----.;_ 

?i c: 

J ' .J~ 

~·' J 

/ 

0:, 

l ) 

}/ 
-z~ 

.._, ~--X--->: 
-1 I 1 2 -2 

I 

s 
-~ .'?~: 

. , 

-3i -3J 

Fig Z6.Ilustraci6n del principio del argumento. \. .,04 

Ejemplo 10 !. 

Sup6ngase que la funci6n 'Ff4) = ~z-.12.-:IIJ y la curva C de la 
- i!(4t4 

~:::. 

fig27<t. Cono en el interior deC ex:i.ste iguu.l numero de po-

los que de cc,ro", el origen del !'lano cornpl.cj':> est~ cnccrr::1- --
do 0 vecc" por Ci,.

3 
• la imagen do C bajo la transfcr.naci6n F(-4) 

(fig 2'/b). IJn;·, runsecucncia cas.1 inmediata del princii_)io del 

--'-

H'.OT 
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argumento .__,s el criterio de cstabilidad de ~yquist, mediante el 

cual, como ya se mencion6, es fJOsible detcrminar si un sistema 
[; Cono~INtdo 

realimentado es establc, 1de la m:llla abi,.crta tan solo la rcspue'! 

ta en frecuencia y el numero de poles con parte real positiva. 
._. .:. ~ " 'I> OJ •J < -:1: 

Itn .I h) 

4 

f>J. 
.. ,• ~~~-----~itnl? ~----- -

Re ~e 

4 
r--.,.... 

5l. 

0-~- -zi 

Fig 2 'f • Tlus cra-::i6n del p~ incipio del argu!'lento. 

5.8 Criterio de estabilidad n~ ~~quist 

Fl c:-.i:tcri.o d~ ~st.::.bil.~d:.d -=:e Nyquist i.:ndica.,a partj_r de 

los de la fig 28 son o no estables • 

y 

\~r· ...... ..,. 

y 4tz~·r:;=r 
k -

Fig 29. Algunos tipos de Sistemas 

kl...-dj flz(A~ ... 1<./lz=H 

realimentados 

"~-

2 

• 
' c 

I' 

~ 

~ 
~ 
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Como cl numero d" palos de G(-<~_!_ en cicrt;:, regi6n es igua:t 
11-k:H{J) 

al nCunero de ceros de 1 ~ 1< Hf<J)en la mis"'", p.:1ra determinar la 

estabilidad de sistemas con este tipo dco funcion"s de trans­

feriomcia se dara un criteria enfocado a obtener el numero de 

ceros de 1-<kJ./(4) en el semiplano Rei4]~D. 

10. 4o-----

para obtener la curva imagen de C bajo la transformaci6n i + k 1--lf.-i) 

JW 

jR 

~<-ao 

': ~jE 

H£4) ......--------... 
---i~---4----~-r 

j.., 

;:; 0 . .... -, ...... . 
;¢ ..,\, 
~ : 

.. •"£1 
Para ello consid~rese la curva de Jordan C, negativamente 

orientada, que se muestra en la fi.g 29. Si Hr4) es una funci6n 

qu•· no tiene palos en el eje imaginario y udemas /;:..., /-l{fw}e<XXco 

'~.- ) !+kUC') 

Tra1a f'Oiarclt: Htjw)~---
w-.x> 

(el caso cor.1plementario ser!i examinado m!is adeilante), la cur-

va imagen deC bajo la transformaci6n 1+kHf4) encerraL1 al origen __ \,._.._ __ 

un numero de veces N* igual a la difcrencia entre el numero J 
;w 

jR .. 

.·ufT .. . ~ ··1'1 

1--:'7 . . I • cr-

) 8.<! 

~4-

-jR 

. .\G 
fl'i,) \ I !tk:a "' r 

-- ., ...___ 
+1 

TrQ~d dt fl/c/{(./IIJ) 

"li 

\•0 
' \~ 

() 

l 

Jw 
···-t···· .... 

"~. 

•.J' '\i J r· -x . - l lett .. r 

T"Ntltt fdar d~ kH(./~} 

el criterio dP P~t-Ahi 1 ir1~rl r1.a hlvnn; ~t-- Fig30.Construccj6n de 1 a C"F"il ·-!eft ~e e bajo I a Fig 29. Curva de Jodan us ada en -----·- -- ·· transformaci6n. t+ K/-1/4) 

de palos y ceros de 1 + k/-11-<J) que estan en el interior de C (N*= P-2), 

N6tese que dicho interior coincide con el semiplano Re[4)~~a me­

dida queR tiende a infinite. Como la curva C est!i formada por 

dos partes~i) el eje imaginario y ii) un semicirculo de radio 

R• la curva imagen estar!i formada por la imagen de cada uno 
·'· ... 

de estos segmentos. La del primero es 1 -1 kl-lfiw) y l a del .segun-

do, el puntc1 lfk~,rllCS sc cst5 hacienda J~ suposiciGn yue 

Lh,., 1-J(Jt.u}= 0(. En la figt'ra 30 se ilustran los pasos necesc,rios 
w ... co 

A partir delnimero de veces que est~ encerrado el origen 

por Ci-'"9 •N* ( en la fig 30 son dos) y el numero de polos-de 

1.-1- kJI(<l) en el interior de C ,es posible determinar el numero de 

cerosfz) de 1 ~ kl-l/4} que estS.n dentr.o de la regi6n sombreada de 

la figl~que, como ya se coment6 , coincide con el semiplano 

ReC4h 0 cuando R-aJ. El'\ CiiSO'u ... H r ¢) $84, una furici6n racional I los po-

los de 1' Ki! ( 4) coincjden con los de /.1(-:J)Y de est a forma a partir 

del conocimiento de Hffw) y el num_ero de palos de llt4}con Re[.s)~o 11 

' 
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se determina cl ntimero de ceros de 1+KH(~) que tienen parte real 

positiva (z•P-N*). 

El m~todo indicado en la fig 50 tiene el incoveniente de que 

par.a cad a valor de K habr!a necesidad de redibuj ar la gr~fica de 

14 kJ.I(Jiul. Sin embargo, como i) tanto los polos como los ceros de 

J+KHf<l)coinciden con los de f< t J./f-6) y ii) el ntimero de veces que 

la curva imagen de bajo la transformaci6n ~ + 1-/(4) encierra al 

origen es el mismo que el ntimero de veces que la imagen deC ba-

r 

-+ 

10.42 

m~todo presentado en la sec 5.1 de este cap!tulo es posible 

~ -~ ~-· 
F19 .JI. f111 .5ts!ema r"a!tmenfodo --,-

construir la grafica polar que se muestra en la fig 32; ah! 

jo la transformaci6n J.l/4), encierrct al puntu -k , es posible de- _ se distinguen cuatro segmentos del eje real de acuerdo con el 

terminar tJ* pa~a cualquier valor de k, di~<=cta:<\enle de la tra- j_ nlimero de encierros JJ _ t-. ~ __ 
za polar de J.l(jw). As! en el caso de la fJ.g ~0, para el valor T A si -oo.:--!. <-1 se tiene N"'O ~ 

i . ~ 
de }(=2, se concluye que N* es 2, observando el ntlmero de en-

cierros del ..,Pun to -k por la traza polar de J../(j<U). 

-S91: Ill Ahara bien, si en vez de calcular tJ" para un valor de)(, 

como el ntlmero de encierros en el sentido positive matem~tico 

- ) del punto-i, se calcula /II, el numero de encierros en el sen-
~Le k 

II()· tido de las maneclllas del reloj, la f6rmula que lo relaciona 

l.I.Ja con P, el ntirnero de palos de /-1(~) con pe1rte real rositiva, y i!~ 

el numero de r.f"'ros con parte real positiva de 1ri<U/4)es 

Z=/li+P 

Este resultado es conocido como ei!A·.teJtio de e-6tabi£.idad de 

_______ Nyqu-1 . .6-t 

Ejemplo 11 
..., 

Sup6ngase el sistema de la fig 31 , en donde 

t "-·-~-

1 1 
J../(4) = ---=---- = ---

. '· ~ ·2-1-4+1 (A+1.1.'i)(4<J.25--d-f.56) ' no tienc palos bn cl scmipl~\O derecho. Se desea indagar para 

que valores de Kes el sistema realimentado estable. Usando el 

... 

~ --- B si -1 <-.!.. <o se tiene tJ=2 
I< 

-~ 

~..+-.-. 

,, 

I 

' -~-t 

,.. 

:O)o 

.L -· 
.i4 

-2 

C si 0 <-k<1 se tiene /'1=1 

D si f <-.1 <.:o se tiene 1'/ =0 
k 

-~· ···, 

t 
·-:~~ 

. - . . ., -- ~· ' . ·.·.·· - -·-··-·-
Para determinar los valores de }( que satisfacen las desi-

0~-j'----:-== A+ B . c JJ 

·e 

Fig 32. Traza polar de 

f 
-{ ~ 

-2 

// 

1 
6 j ~ 2& 2 

~ ... s 

.'! 

~ ~:; 

4- -~ + 

ICe 

2 

:->-

-~~ 

r 

·~ 
I .. .. 

ll 
I 
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gualdades antei:iores es util recurrir a la grafica de -1 vs Kcomo 
k. 

se muestra en la fig33. 

-YK 
4 

3 

D 

0 :.. c 

8 

l 

~~; 

- ' 
~ li-

f-· .:~-! 
A 

------------c'------ -4 
.D'- -·A' a' 

;. 

Fig3J.Gr5fica para resolver desigualdades del tipo c(<.--f< <jJ 

En dicha grafica es facil determinar flU·~ valores deksatis-

facen desigtialdades del tipo c<5'-~5P· Asf. por ejemp16, si - 1 
7:;:: 

....... ,, 
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pertenece cl intervalo C( eje vertical),J< [.Ol'rtenece "'l interva-

lo C' (eje horizontal). De esta forma, para el cjemplo en cues-

ti6n se concluye que para 

-co<K<-1-> N=l 

- t ~ K <O) N=O 

D <. K < 1 J N=O 

1. < K <oo, N=2 

I 

Como /-1!-J)no tiene polos con parte real positiva, R ;=.D, y ~---

de acuerdo con el criter.io de NYquist se obtienen los siguien-

tes resultados 

para -oo<K "'-1, z P+IJ 0 + 

-1<K < 1, P+N (I + 0 0 9h 

JOC<0, Z P+N 0 + 2 2 

lo cual indica que la funci6n de transferencia del sistema rea-

limentado tendra un polo con parte real positiva para valores 

de K menores que -1, ningun polo con parte real positiva (sis-

tema estable) para valores del< entre -l_y 1 y dos polos con par­

te real positiva para valores de k mayores que 1. Los resul-

tados anteriores se confirman por medio del lugar geom~trico 

(·1Z5H4j) 

-f. 'IS I I I ... a-
.... "1 K I 

2 ·5 ' _, ·i\ \ t~. ~ 

a.) lgp 
Fig 34. Lugar geornetrico de 

I ~~ " I -z I .. t f 

b) lgn 
-~,---
~ j-f2f> +.~+ 1 

,;..,,j 

J 

'! 

• I 
j 

-J 

o-

fl 
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Conviene hacer notar que la transici6n de 0 a 2 encierros 

ocurre para el valor de k" 1 y para la frecuencia 4l:1, datos que 

pueden obtenerse indistintamente del lugar geom~trico, la tra-

-za polar o el criteria de Routh. 

f 
Ejemplo 12 

\ 
Se desea determinar los valores de k para que el sistema 

realimentado de la fig 35 cca establE.' 

-<~2 -1 i9/..~ 9o 
transferencia Hf-d} es A.3 + ii;J-~X;;J•1-

~ 

cuan 

fA f9)(eJ J 1o) 
~-Jj3--

.;rU 

" 1 I< 1/(<J) :1 y ---------.,....._ -- ------ -

&b oi6V-:I":t•1 .(e 

'-j 

'('1 -:-F- )). ltb an«lli>V 

Fig 35. Reograma de un sistema realimentado I '\ \ 

Ti 
La grafica polar de J.lf}w) que se· muest;ra en la_ fig36 divide 

al eje real en cinco segmentos. Utilizando el .. mismo procedimie-

to del ejemplo anterior se concluye que 

N 0 paJta 

2 paJta 

0 < K < . 34t 

• 3 4 2 < K < 1 • 2 36 

;!;.1 ~ -;' .. ·!:l'!"n 'Jll 

.. N o":<:r:LlJ e ··_, 

·;. N 0 paJta 1. 2 36 < K < et:J -' '1. :, .•· ··b 'l• 

'i ' 
.r.u~ N paJta - co < K < - . 0 11 ''V€- .it' ~1 .ol".i •. ~ 

N 0 p.a../Ut.. -~ • 0 1 1 < K < 0 : : , _j ~- ::.n.J • : .:.. .•. 

Como todos los polos de Hf4Jestan en el semiplano izquier 

do, P=o , por tanto el criteria de Nyquist se reduce a i?=A/. El 

numcro de polos con Rt.z[.6]~odel sistema realimentado para los 

diversos valores de k es ::;•· 

:1 

).. ·''' 
'1 

-c:o < K < -.011 l 
-f"' ~,..,'!'...,....,.~ ~-¥·'!~t·•t-¥~· 

-.011 <·K < • 342 , ~ ; 0 

• 342 < K < 1. 2 36 
J 

t 2. 

1. 2 36 < K < oa, l = 0 

~ :/-;rwf&hm~;;~;. 

·3o 

' 
!Ill 
loo 
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r, 

'!If> ···; 
I 
I 

0.4 

, 
/ 

,. ... --- ............. 
::.50 ...... , 

' \ 
' \ 

I 

\ 0.3 
\ 

-30 1 50 I I I \ 
I ')w"Q:) 1 ''o 

-.. 
, .. 

r )I( t 'K )!w=ctt I • R.e 

W=~ 

-0.2 

W=•4 -0.3 

-0.4 

•• .r ••. -1oo lU:l tie 

• F, ' .-. - ~ t o ; • :"1 >;:' 

~ig 3~. ~raza polar del sisteMa 
(defQ/Ie) ") 

El lugar geom~trico positive del sistema (fig 31) confir­

ma estos resultados. Inicialmente (k=O) el sistema es estable 

y al aumentar k dos palos cruz an el- eje imaginario ( Z= 2 ) 

y posteriormente regresan al: semiplano izquierdo, siendo esta-

ble el sistema para valores de k. mayores que 1. 2§... 
~..I.. .IJ..l 

-Z5 

/\.?v---

a.i 0111•..)::> • 

,a.;. A 

-2o -15 -E -10 
I 

)---........ ---ilt( I" I .. a-

·~·~lSi 
3 

15.f4i 
Fig :3';.lgp del sistema (..-1 + 9 )(A +1o) 

(4+ 1. )3 

~ 
'I 

~ 
I 

1 
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'1 

5.8.1 Funciones de transferencia no acotadas en el eje imaginario 

Al definir la curvaC que encierra las singularidades de 

N(..-5) en el serniplano derecho ( fig 29) se ha hecho dos suposi-

ciones: 

i) -!..t,.,. J...lfJW)=oC~ao 
w-.co 

H) /-114) carece de polos sabre el eje imaginario. '.It-

jw 
10.48 \JJ; 

')IJ[ ;:;;·,. 

--~~----r-----------~ - ~ ._ .... -

-•i• ,-_d 

Cuando una o ambas de est as condiciones se viol an, la__ ______ ~-:--:--:---:----:-
curva C que encierra al semiplano derecho debe rnodificarse. A 

continuaci6n se explicara c6mo efectuar esta modificaci6n para 

cada caso. •. ,, ' Caso i) \ 
\ .. 

Esta situaci6n se presenta en 
las funciones racionales 

cuando el or~en del numerador es mayor que el del denominador. 

Si f./(4) se expresa como 

/-If~): 
..., r: m '#11-1 ""-'2 , ... ) 7'>? 4 ;. am. 1 4 J a,.,_

7 
.J .,. . · · ~ .. 

6=-90° 

Fig 38_ Port:tmefri~dcton de/ .semtc/rcvto 

Ejemplo f 3 

Sea H(4) = Z(-1+J)(.J+ 3) 
.4+,? Se desea encontrar el i~tervalo de 

valores de I< para los cuales la funci6n 
de transferencia 

/-114) 
T+ k Hf-1) tiene todos sus polos en el semiplano Re[,6] < 0. . J 

. . ' d, 1t -~- 6 p ! ~ Como -·'-'; 

,'']: 

j 

/.ln + b,.,_14n-:t J h,.,_z.A'TJ-2 I- .•. b" m>n. 
Iff~)= 2(.4li-4A-1-3) 

.--1 f z. 
·ll.t:J- ;; L6s' " 

"'-" se comportara como %,4 conforme t-dl-+oo y por tanto la ima-

2 = "2.4-1-4- 4fZ -:.•r•J l <:~f; o:t 

gen de la. sernicircunferencia de radioR bajo la transformaci6n 
se comport a como 2 .4 en la rnedida en que /A 1-+ao 

la imagen de 

t'bajo la transformaci6n H/4) estara compuesta por la grafica 

lito&) no sera un solo pun_:to y por ello habra necesidad de com- polar de ll!tw) y el cgn;junto 1111 tsesos los puntas zReiP cuando 

pl:ementaz la grahca polar de Hfi<u). Como la cil·cunferencia de 9 var!a de 90•a -9o•. En la fig 39 se muestra este resultado y 
radio R puede expresarse como el conjunto de todos los puntas 

Rej
9 

en donde G var!a de 90°a -90°(fig 38 ) la imagen corres-

pondiente ot~ bajo la transformaci6n l-If-o) z)7
111

.Jm-n estara dada 

/ J&) m-11 Rm-n Jalm-n) 
.. -:+-------...r---por 

~ ~~ =- ~Jn e 

de ah! puede concluirse que . 1-/(4 ) tiene un polo en el semipla­
+k/./f.J) 

no R.ef6hopara -!.<K<O. ,. 3 l <;"" ~ ·, 1 ()IIIQ:J ,, [s ns n£J~· · ..... sb e 

Caso ii) Polos en el eje imaginario 

n 
en donde j 

I 

Si /-1(/J) tiene un polo en el eje imaginario, -:J=jw , no es 

posible aplicar directamente el criteria de Nyquist porque se 

violarr.a la restricci6n de que /1(/J) debe ser analftica en la cur-
t 

j_a .! va 
C . Por ello esta se modifica dandole una pequefia vuelta a 

-'10° _< e ~ 90° 

los polos imaginaries para dejarlos completamente fuera ( o den-

s 

-- __ ........_ ___________ _ 

II 

I 
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J·w Itn 

_,of ,-- -. 
I ', 

loj 
' I 
', H{-61) 20t : 

I ' I 
1-'f, ' 

1o I \ 
I \ I 8 I s1_ I 

-Ill w~o ' 1-/{Az) _Re 
cr 3 Itt 

-10 1.0"5 
I 0 - j 

~~.-zo~ ~w=4o -1oJ· 

FigJ9Traza polar de 2414-- L 0 

4~2 
tro) del interior de t:. Cuando los oolos imaginaries se de jan 

dentro, deb~tenersc presente incluirlos en el n~mero de polos 

P de la formula Z= P~tJ. 

EjC'111f>ln 14 
~': )(] 

Se dcesea saber para que valores de K el sistema cuya fun­

ci6n de transferencia es 1~;~~-4) es astable, para el caso en que 

Hf~) =. '4r-<!I~UJ21. La fig40amuestra una curvac que deja fue­

ra el polo en el eje imaginario ( localizado en ..:1=0). Se mues-

jw ) r,., 
Hf5_!.-- ----

' --1 ' 

: .,;, '',Ci"m9 
I ', 
I -~- \ 
I \ 
I \ 
\ \ 
', I 

-2 -1. \"" 1 2 3 :wrs1) 
~ ,_ --12t 

-2 -1 ~z 
-X-X->:) 51 II 

5J 
L()wj J + -j 

fu: .z -2 

a) 
-3 fV:.{5.__~ 

Hf5;,) I 

F.i~ 4':. r:·.l~~v.~ t '" r. 
-' .-oYrg 

-~'o 

,, 

FACUL1~0 OE lNGENlERlA 
7.~ 10 .~iO 

tra ademas la imagen correspondiente c1;»g . 
Al analizer la fig 40 se coacluye que el sistema 

1-1(-d) 

1 -1-K Hf..-J.J 

es estable para o< k< G; para valores de .ken el intervale [ 6, co) 

el ~sterna tiene dos polos en el semiplano derecho ( porque 

C/71>f} encierra dos veces al pun to - 1<., ) • Para valores negati­

ves de k el sistema es siempre inestable, porque Cimg encierra 

una vez al eje positive real lo que equi vale a J< < o ) 

El criterio de Nyquisl, como ya se mencion6, es tambien 

aplicable a sistemas con funciones de transferencia no raciona-

1es. La demostraci6n de esta aseveraci6n ser~ omitida en este 

text.o. El siguiente ejemplo ilustra su utilizaci6n en una 

de esas situaciones. 
'l 

Ejemplo 15 

Sup6ngase que se cuenta con un sistema de control que 

consta de un controlador, una planta y un sensor • Un diagra­

m~ csquematico del sistema aparece en la fig 4t 

CONTRoLADOR PLANTA 

T+ I<H~l ' 
- 5£f\J30R I , I e4 ]~---, ___._ 

I 

·-
~It; 41. Diagrama de bloques de un sistema de 

control 

La funci6n de transferencia del sistema realimentado es 

K 
.-5+1 

e--4 
1+ KTt1 

Se desea saber el intervale de valores de K para el cual 
e·~ 

el sistr•ma es establ0. Co:ro cl clr-nominL>rlor cs 1+K:;:;;J, se toma-

e·" r& como 1/fll) a la funci6n -
Ad 

r.ara.co~struir el diagrama polar 

~ 

• . 
·c 

-=c ...... ~ 
~ 

~i .. .-... ...... } 

:;p· 
C) 

c..::» 
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corrcspondiente es t-'reciso notar que .. 

I e-iw I 
1 

1 

1 }f.() -~-i- = -;::;;; . -+: ( -~iw) =r~ (-. 1 )~L <cJ 
> JW1--j JW~f J 

o sea que a cada pllftto de la traza polar de Jl<>~ 1 se le debe'•• 

sumar el angulo de e-jw que es -w. 

El diagrama polar de HOw) se muestra en la fig 42 • De ah! 

I 
I ... , 

I 
I 

/ 
I 

/ 

/ 
/ 

...... 
/ 

Im 

-- ----~ ...................... 

.5 

',, 
' ' ·\ 

\ 

.··:, I 

(k__. ,! ____ _:_ ~~5+-~ ---, 

w=d\ 
.s 

:\ ' -·------+----------

\ 
I 
I 
I 

~ 

of' "t 

"" 

'P'C 

\ 

' ' ' .............. __ _ 
L 

F~g 42. Diagrama polar de 

(v:::.5 

e-jw 
l 

se concluye que el jw+l 
sistema sera estable para valores de K en el 

intervale - 1 < K< e. 75 

6. Grado d2 ~stabilidad ., 

En la scci6n anterior se de Tiostr6 que un sistema reali­
mentado, como el de la fia 43. es estable si la traza polar de 

10.52 

H(jw)G(jw) no encierra la punta -1 y H(~)G{a) no tiene palos co" 
parte real positiva. 

1----.--...:y 
t r, ~ 

~ w-o - flw=co ,- ... l?e I I 

F19 43. Sistema rea/lmentado 

De este resultado es factible pensar en definir " el gra­

de de estabilidad" de un sistema realimentado con base en qui 

"tan pr6xima • est§ la grafica polar de J./(;eu)6(Jw) de encerrar 

al punta -1. As!, al comparar las graficas polares de HA(jw)G.._Ii"J) 

Y H8 (jw)GB(jw)lfig 44) resultar!a natural decir que el sistema 

Tm /" 
I'" 

-! 
-f , J I <U=o Re I { -·, f .. I 

Re 

1-18 {Jw)G8 r.iw} 

Fig 44.Graficas polares de dos sistemas 

t I 

I 
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con funci6n de transferencia 1-/A(A_) ---- cs "mas establc" que 
1 -1- HA (/.JJG,~JO) 

1-1ar4) 
el sistema l•H

8
(-1JGj/J). 

sistema __!f;f_1} ___ ·{m.:is 
• 1+ Hct.&)Gr;C~) L e.s 

Tambi~n p0rece adecuado considerar al 
Ha(4) 

estable" que , cuando las 
1 f flaf-")Gb (4) 

las trazas pol ares de He (/w) Gcf;w) y l-l.b(jW)~(jw) son las que ap~ 

I 
I 

I 
I 

"' ~ 

1m 

.... 

/''-, 
-\. I 

I 

I 

/ 

Im 

,---·--

"Y 

' \ 
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table; dicho factor es igual al negativo inverso del valor en 

el cual la traza polar cruza el eje real. En la fig 44 se ob-

~(6} -1 serva que el mar yen de ganancia del sistema es Gm"'- ""2 
1-!a(A) 1Jfil?JJG1/4) -.5 

mientras que el de t+ J-{,(-d)4,(-0/s Gin=-~~ =1.15. Entre mayor sea el 

margen de ganancia, mas estable serli el sistema realirmntado. 

Cuando en este se cuenta con una ganancia K
0

como es el caso de 

las figs 4 a y 4 b, el margen de ganancia de obtiene de la si-

guiente forma: 

Cm= _1_ ==> 
&) 

y Itt~ 

-~' I -'' ' ' ~ 
;p- -" - .. o Re I I ..-

\ 

\ 
\ 

0 ' .. ~) 

Fig 45. Trazas polares de dos sistemas 

recen -911--la--f.i<iJ 4-~. Per las rezones anteriores se han estableci-

do medidas de la cercan!a de la traza polar al punta -1. Una de 

ellas es el margen de ganancia <Gm l y la otra el margen de fa­

se ( ~h7 ) . La primera corresponde al m!nimo factor por el cual 

habr!a que multiplicar /-1(4)6(4) p.tra que el sistema sa vuclvc; incs-

aJ 

y 
/-1(/:>) 

-•; 

Fig 46. Sistemas realimentados y su grafica 
polar 

El margen de fase, que es otra medida del grado de esta-

-------bilidad ; corresponde a la m!nima. fase que debe sumarse al lin-

qulo .f: H(ji.l}G(jw) fN-111e el sistema sea inestable; corresponde a 

su vez al angulo que debe giararse la traza polar para que en-

cierre al punta -1. La manera de establecerlo es encontrando 

la intersecci6n de la circu.,ferenc.iaJde ra,\io unitario ~ centro 

en el origen, con la traza polar, dibujando un vector que parte 

• 

Re 

iiiiliiliiru'.i iii!I!Widili!!tWtitiit!Mif 

I 
I , 
N 
E 
I 

; 
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del origen y llega a la intersecci6n encontrada, y midiendo 

el ~ngulo cPm (margen de fase) que forman este vector 1' el eje 

real negativo. De la 
l-Ief-d) 

de -----es 
UHc(4)6cf4) 

fig 45 se 

o•y el de 

deduce que el margen de fase ~n, 
l-lo{4) 

0 , ...... es de 0. Como en 

el caso del margen de ganancia, entre mayor sea el de fase, 

m~s estable ser~ el sistema. Para los sistemas de la fig 46 

el margen de fase de obtiene con el proccclimi.ento descri to 

pero usando un c!rculo de radio ..L . 
Ko 

Para un buen comportamiento de un sistema se recomienda, 

con base en la experiencia en sistemas de bajo orden, que el 

margen de fase se encuentre entre 30°y 60°y el margen de ga-

nancia sea mayor que 2. 

Otra medida del grado de estabilidad, llamado factor de 

' 
resonancia, es la distancia mfnima de la traza polar al punto 

-1. Se determina por el radio del c!rculo de centro en -1 y 

tangente ala grafica polar (fig 47). Un an~lisis mas deta-

llado de est a medida se encuentra en la secci6n 8.1 'r 

Ln 

Fig 47. Factor de resonancia 

• 

L__ 

i 
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7. Trazas de Bode. Introducci6n 

Otra manera de representar gr~ficamente la respuenta en fre-

cuencia de un sistema es por medio de las trazas de Bode. Estas 

re~resentan en forma grlifica el logaritmo de la maqnituu ( loJII-It,iwJ! J 

y el lingulo ~ J..ltjw) vs iogw . 

El motivo de su gran uso se debe a que a partir de ella 

i) Es flicil manipular l~s funciones de transEerencia de 
sistemas compuestos por bloques en cascada. 

ii) Se pueden obtener con facilidad otras graficas,como 
la polar y la de Nichols 

iii) Son sencillas de dibujar en caso que Ht..s) est~- fac­
torizada en forma adecuada 

iv) Pueden usarse para el disefio de sistemas re~limentados 
cuando las especi ficaci.ones est~n dad as en funci6n de 
margenes de fase y de ganancia 

v) Son usadas para repres.cntar resultados experimentales. 

Consid~rense dos sistemas en cascada, cuyas funciones de 

transferencia son ~(4) y J./_z(A) ( fig 4 8) . La respuesta en fre­

~ 

_j 
~!I_ 
L::J"~ -{> 4 •lllf4)= H,(il)H2C"-)~~ 

Fig 48. Dos sistemas e 

cuencia del sistema compuesto, 1-/{juJ) , estli relacionada con 

~(ji») y 1-!zt;iw) ( las respuestas en frecuencia de las componen­

tes ) median~e la expresi6n 

H(/w}:: 1-11 r/w) H2(fw) 

Al representar en forma polar las respuestas en frecuen-

cia que aparecen en la f6rmula anterior, esto es 

flrfw)= 11ejr/> 'd j(P, _, /-11 (jw)=t11 eJ.J _; /-l;(jw)=/VJ2 e :z 

,• ~: 

.l 
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se obtienc la siguiente relaci6n 

1-1/.fwJ = MeJ(j= [/11
1 

e.i/>1] [ 1'12 eJ,Pz] = M
1

MzeJf¢t ~~z) 
de tal suerte que /J..I(iw)/=-M,Mz val tomar logaritmos , se logra 

veces la potencia,y su intensidad sube 

.iag(1oo) = 2 .bets o .sea 20 db •• 
!o.9/ H(jwJ/=~M1 do!JMz ::-lo_g/ f..l1rfw)j;. !.ogl H

7
(JwJ/ La f6rmula pdra obtener J.a ma5'nit.ud de una cantidad /llj en 

db es ,,, 
A su vez el !ngulo M (db)== 20 log M 

~ H(/w) = P = ¢j ~<fz = ~ [Jlt(jw}j +-* [ J./2 (jw)] 
~ -:,_: 

7.1 ~todo para dibujar las trazas d= lode 

De los resultados anteriores se desprende que al contar Supongasu que Hf}w) es el producto de 1: factores 

con sistemas en cascada, es conveniente disponer cle la respues-

ta en frecuencia de cada elemento en forma logar!tmica, ya que 

el logaritmo de la respuesta en frecuencia del bloque resultan-

te ::era la <<uma de los logaritmos de las componentes. 

Las tra~as de Bode fueron utilizadas inicialmente por 

ingenieros c"h comunicaciones. A consecuencia de ello ha persis-

tide la nomenclatura propia de esa rama de la ingenier1a. Al­

gunos de los t~rminos usados son: octava, d~cada y decibel. Es-

tos se describen a continuacion: 

a) Octava. Entre las frecucncias w1 y w2 hay una octava si 

W2 "2w1 • Este nombre se debe a que la frecnencia w
2 

co­

rresponde a un sonido de ocho notas fundamentales m!s 

-------~alto que w1. 

• 

b) D~cada. Entre w1 y w2 hay una d~cada si w
2 

= 1oWi • 

c) Del, decibel. La intensidad de un sonido se mide loga-

r!tmicamente segUn su potencia. Al decuplarse la poten-

cia de un sonido, se dice que la intensidad ha ascendi-

do un bel. Un decibel ( abreviado db ) es la d~cima oar-

te de un bel. 

Como la pot£'ncia de un sonido es proporcional al cuadrado de la 

amplitud de vibraci6n,A\umentar diez veces ~sta, aumenta cien 

d: ~ .a. ,';<J~~;. 

.biJ 

/-l(jw) = l-lt(jw)H2 (jw) ... 1-/"{dw) 

al tomar el logaritmo de 1/-lfjw)/ resulta 
...,_, 

iog/ll(jw)/ = ~g/ l-ltfiwJ/ +iogf/lr(j"w)/ + ... Log!JI
1
(jw)/ 

I 

_,:1., 4.1-/(jW) = ~ 1-/j{jw)+ -1:-)./2(1.W)+ · · ·tH1zfjW) ~ 

Como consecuencia de esto, al descomponer Yijw)como el 

"producto de una serie de factores, la gr!fica i.agl!-1/ vs iD!JW 

sera la suma de las trazas log-log indiViduales de los fact~ 

res Ilk (/W), tanto para las magnitudes como para los angulos. 

. En esta secci6n se dar a un !OOtodo para dibujar las tra-

zas de Bode de cierta clase de funciones de transferencia. 

Se supondra1 per el memento, que la funci6n de transferencia 

esta expresadq como un producto de cinco tipos de factores: 

a) U!rmino con stante, 1<. 

b) polos o ceros en el 

c) polos y ceres en el 

origen,(~,.I.Jm); ?7,171=1,2, .•• --l, 

eje real, del tipo - 1- y 
::1 +1. 

':,\. 

~ ~ 1 , resoecti vamente 
Ct~ 

d) polos y ceres complejos del .tipo 

y 4
2+ 2 ~4+1'respectivamente 
~ % 

fk 

:1. 

42 + 2~.-5 + 1 
wz wn , 

e) retraso de T unidades de tiempo ( funci6n de trans-

~illi- ••• -~""'·\1\;QPiflili~ '·~:' 

I 

~ 

: 
~ 
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ferencia igua1 a 
-6 T 

e l. r;·:• 

Se supondra inicialmente que tanto los polos como los ce-

ros de H(6) estan 1ocalizados en la mitad izquierda del plano 

complejo. Esta restricci6n sera relajada en la secci6n 7.2. 

Debe ·haoerse hincapi~ en que los factores correspondientes 

a los ,~los y ceros dados en los incisos c) y d) deben estar en 

la forma 
i 

(:1.+1) 
'-. 

t ' c _,(j2 ~ 2--;-;/.l_+_i~) 
1(/J w.., 

( ~ + 1 ) > ( ~ f Z. t;A -1- 1) .e w, w,., 
de tal suerte que cada factor valga 7 para 

.. H ) too(~ d.O) 
de transferencia (4 = --------­

(A+1)(42+ 10.1>+20) 

se factoriza como -<-
.J 

'"' 

6~0. As! la funci6n 

:.dW &b c '(i 

50(~ .J.i) 
10 

! e' .... a 

., .. , /./(A) =(~d)(-:2. .,_ 0.5/...+1) 
zo 

··t 

La forma para encontrar las traz.as de Bode de cada compone~­

te se describen a continuaci6n. •nH:J ~--tRJ -.ooa--.u 011 

1) T~rrnino constante, K 

En escala log-log K posee una fase de o• y una magnitud de 

20 logl< db (fig 49) 

~· 
._t..,-~ro-~"W 

2) Polos y ceros en el origen ~"""! ('!! 

El factor correspondiente a un cero de orden m en el or~ 

genes 6m, siendo la respuesta de frecuencia correspondiente (jw)m 

La representaci6n polar de la respuesta en frecuencia 

de este factor es 
-- ~"!: -:-:, T s; , .. 

:1.0< 

_,_ 

-a:i 

...!..2- ...:..:..·.J..:::.,_;:.__.:.....:;. 

e11 ... -~ 

~~ 

------ ,..,.-·.?":':"~·--:---· 

1--J-·~.·· 1--+-~ -!..- :.:::--_:__ __ _ 
__,__ ~~L=;= __ _ 

----

'=t==:+ . I .. ~-:=+== t=:f:3: 
R==~ 

··-~ --. 
~ .:-" -~ ·-- -- t 'i -_ ·-e- - ~=--- ·~+ 
f ~~--§§~~~~ ... ---~== 
o· .~- + ·~ 

~--·.r-~ 
I ! ,,-.:. I -- =l 

~------+---!-__;____ . ·.~-' =t==:] 
!--+--'-· --+ 

·~ 10--2 100 z. 
~- ; 

o•f=i=t~~ ~ J±::j __ ._. _:_ __ ~j __ 

0 

~ ... 
~........________._._ 

__ __,__ 
-=±.:± 
~--

frtcuencia, radiants .., 

.......! f.r _!';..,;. _......_.._ ~- ..... --
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;\ 

ll 4 

Fig 49 Trazas de Bode de un t~rrnino constante K 

( . ;"" "" JW -= Jwf/"'•9o• 

por lo que, tornando logaritrnos, la rnagnitud es m log w v la fase 

rn 90". En la fig 50 se muestran las graficas de Bode. 

:4 'II 
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<f{)~·---!.-'-'-~ .. -·. 1----,-:~ '--;-. -
~~--l-++++-·1-----r-----.. ' _L_>[ 

o• 

li 

--~--

i 

_T.::::j::::t::::=+'-:::::==-~;---~- -== -t=-- T J 
:):: ' . .,..__ -1 '·'--'-ln=i-' _____ J. ____ _ 

---- .............. ---~---~--.. ------~-

1 +--· --"-- '-+-:-~~- j---

L~~.-~-~-+:m=o-· .. '-L=-~---~ ; I I ' , , ·t--

Freeuencio, rodianes w 

:i 

Fiq 50 Gr~fica d~-Bode (magnitud v fase} para~m 

La traza correspondiente a la magnitud en db es una recta 

que pasa,e" w=l(log W=OI, -p-ar-0 db, con una pendiente de 20 mdb/ 

d~cada (6 6m db por octava, ya que 20 log 2 es aproximadamente 

igual a 6). La traza de la fase e.s unu recta horizontal a 90° 

En el caso de polos de orden n 
en el origen al tenerse 

~-
10.62 

. n 
un factor del tipo 1/~ , las trazas de magnitud y fase, son como 

las del caso anterior pero como signo cambiado como se indica en 

la fig 51. Este se debe al hecho de que 

lo9( ~n) = - .l.og.-6h 
t _i_:. ;·i ~': .t_j;; . 

1;.' 

4 0 IX::::J___j_j_ ~' 
~-t+-

i ; ,-,--

·---
-=---i 

f!loll'" 

t ·> l ~J 

. I\ 

0'0~ 

'20~: . ..:.:~~ ".r -+-- ~? 
:B _;~:-L-"'1:1 . · __ --l -

1 I I' .,...., 

~-

-----
----

'j -, 
:: ll:o 

}o 
:-r-~:----7--

~ 
~I 

c 
~ 

-·~o ~--

;--4o do:; \;:::;::;.:: r a-;(..-·---~-i----: 

-40 
2 

n .. o 

11=1 : ... ' 

~-

, , ; ,~z 
-18o• rr-

frecuencio, radionn w 

.. ~ ' '-· 

Pig 5l. Gr&ficaa de Bode de~ 
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3) Polos y ~eros en el eje real 'I 

' .. : ~..> 

Se describir1i ahora el caso de un polo en el eje real negat1vo. 
_.1_ 
~+1 
~ 

Este factor es de la forma 

Eata representaci6n aproximada se muestra en escala log-log 

son 

.P, > 0 

Las partes real e irnaginaria de la funci6n de transferencia 

Ht fi~J = = 1 
(.!£f+1 

ff 

Jw 

+ 11 
rnt ~1 

por lo que su rnagnitud y su fase son respectivarnente: 

i 

NI-~(~Y+i' ¢ =- tg rw) 
fi 

~ 

Consid~rese primero el t~rmino M • Para valores de w tales que 

I~ I <d. el t~rmino 
~ ,_ 

/(wY,~ot 
1i ::t j 

por lo que, la rnagnitud puede aproximarse por M ':::! 1 para/~/<< 1 

En carnbio, para valores de I I() I >> 1 
~ 

_.:.(••e 
el tlSrrnino (~l+i 

ser& casi igual a 4J 
1j 

por lo que 
Jo 

..1.. 
w;f1 tfr. 

La gr§fica de la magnitud puede aproxirnarse por 

M= L~. -para Jwjft/ >)1 ~ M(d6)~to!OJ(W/p1) 

fora JWjf1 / << 1 :::p M(di>) ~ zol.:)(;J. =o 

en la fig 52 • 

•t 

'ZO --''+ ! ij 

i '~1~---::r~-- =l 
-r-;T 

~-r ----+---. 

o~:~=t==~~-::p=~ ! . 

~ 

J'_zo 
~ 

----

.;40 

"-t :::r:: 
-or ·OZ" -:r-:z 

'H 

~ 

~--
z 

--~ cr 

10 zo 

. ------"'-o,-r-r 11 

Fig 52 Representaci6n aproximada de 20 log M 

La gr1ifica exacta de la magnitud M
1 

vs w/p
1 

en escala log­

log se muestra en la fig53-

Puede verse que, para !!!. >> i , 
ft 

la curva se aproxima asin-

0 ~u 6.Hi i .. .l.qff .0 " l't tr4 

' 
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Fig 53. Grafica de -20 log .[it(. 
y su aproximaci6n 
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'll>q 

>J. &· 

t6ticam<·nte ~ la recta correspondiente a 20/tJ:J(l/} , y que para 

W << 1 ~ la curva se acerca asint6ticamente a una recta horizon 

Lal en 0 db. La fn'r:nen<:'i a /.<) = 1J. se llama frccucncia de quie 
oc.urre -;---:-, 

bre. El error miixi mo---r--"Cuando Ed = 1. y es ZO Log V 1 + 1 
-- f1 
= 2ologfi' ~ .3 db. Para tv= 10 y .Y!. = o.1 el error es O.ldb. 

11 11 
Una octava arriba y una octava abajo el error es de ldb 

?­
{' 

r(j.wi 
10.66 

La siguiente figura muestra la curva de fase de esta fun-

ci6n de transferencia. 
, .. 

-45(>:! I 'I' 'X I I I I I 
• '. 1 f 

i I 

I .............. -....._ 

-84~"-::j:-------'----1--1 ~-i-Fi-t-----1--- ·----·-~ 
: I t j I' ' J I I ' 

- -
90 .1 .2 .s 1 z ) 10 

! """ ._, <).!1 ~· ""'"' l\ :t 

-p: ... • :-.". ol 
~-11 

.A) ~· ~ ...... 

, Fig 55 Gr~fica de 
"'!'5 . ·' j 

1 := - t/( J!l. ) V1 1!2 . ,. ft !i •1 db Be 

La gr~fica de la fig 55 tiene una fase de -45"en el punto 

~ = ~. Ademas, exhibe una simeorfa alrededor del· pun to 

( Wf-p1 "" { , ¢ =- 450) simetrfa que es con,.ecuencia de la identidad 

trigonom~trica 
a~~.dg (a)= 90c.- ClAC-Ig(;} 

Una manera de aproximar la curva fase-log(W/1'1.) oor segme!:!. 

tos de recta es la mostrada en la fig 55, formada por los siguie!:!_ 

!:==::=f=;;l'~~~~~tl~=!~~~!;~~~~~~~~ ::§ ;= 
~-2.~~ 

__________________ tes S~Jrnentos: 

~ 34== 
~ -- :· --+--c-, +---

' ·t ·5 ·16 1 1.31 z w __ 10 

~ 
... _ ...... .., ..w.: ~ t"· 

.... ~ ~"' 

Fig 54. Grafica del error entre M{W)y su aproximaci6n 

~· -y, .• 

i) Una recta que va del pun to ( wjf1 == o.1, tj> = -5.ro) al 

punto ( wj-F} =o.5, ¢ =- 26.6°). 

ii) Una recta que va de ( W/-p1 = 0-5, ,P:: -26.6'} hast a 

{W/f>t_ =2, r/J:-6iJ.4°) 

iii) Una recta que vade (W/f1=2,t/J=-63.4°) hasta 

-{W/f1 =10,¢=-84.3°). /'. 

f'·· 

~ 
~ 

~ 
c 

J • 
~ 

--1 
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Bl error de r·sta aproximaci6n en el intervale o.:J ~ ~:;to 
es menor que 3.6°. Una forma menos exacta pcro mlis scncilla es 

aproxi marla a una recta des de 0 o una dec ada antes de W(f1 = 1 has · 

ta -90° una d~cada despu~s. 

Consoder~se ohord fl/ CCISO de un ;acfor de fa formct-

/-1(A) = (~~ + 1.) (un cero en el eje real) 

"' 

10.68 

El siguiente tipo de factor a considerar es el de un 

par de polos complcjos de la forma 

i 
//(.tJ) : 2 A 

~,z + z~w + 1. 
"'n "' . 

0~ ~~ 1 ' ... 
cuya localizaci6n en el plano complejo es la mostrada en la figS? 

Jw 

La magnitud y la fase de su respuesta en frecuencia son:------------------------------------- f··----+isw., 
I 
I 

Jo1(w) =~)i~-{ 
1'1 ) 

rp{W)= ardg{ Wf-p.,) 'tHl· 

La magnitud de este t~rmino es la inversa de la del t~rmino 

correspondiente a un polo en la misma posici6n, por lo que su mag­

nitud en db l!ec-:! la negativa de la magnitud del polo. Similarmen-

te, la fase sera la fase del polo tomada con signo opuesto. 
'~f. i.:.i- :;.i.,. '...ld..t.d. ~•.tt . .; ... ~. 1 (.{. ' !!..L til. l\) &J 

As! pues, las as!ntotas de la magnitud del t€rmino f/fA)= 1-t ~ 
"l"c~-"~, f1 son como se nouestra en la fig 56 

j 

.. ,_ .. ~_ 

40 
R:~-' .~:±__ j 

2 D 1-----t--

~-i 

0 

.oj .oz .f i 2 
--. .. ~-

.z 

-- !'~.!.._~_:!~-------

db· 2oaez7 
---L__~. 

fO 

----

.=1 
l 

.so 

~--

Fig 56 Asfntotas de un cero en el eje real 

4) Polos y ceros complejos ., ~ 

: 
0 

-UJ,.,R. ____________ _:~~~:_--t---------------~a-,, 
! 
0 

1b 
0 
I 

x-- ----- -iSW., 
9tip '( ~\ ~ . aJo"''-

~~ ·6l1LJ .(,. :_'\ ' ' t.. • 'lUi f•· 

•"Ic! ·,!_. Sli! 1'--' 1>.1 ··n) 

L • ' Fig 51. Localizaci!Sn de los polos de 

~~_m !. 

Utti '>fl iiB ."RM' 

Como la respuesta de frecuencia es 
A 

H(}w) 
-(wlw .. ,;t + 2;· ~ (W!w.,.,) ~ 1 

la magnitud y la fase valdran
1

respectivamente 

J. 

• t » 

r(l 
e'~ ~ z t;~ +1 
w,z w, 

1 
"t-­,-

M (w) = -r=====: 
/[ 1- ("'/w,l] + 4 S2 (Wfw)z = V(""lw,/- 2( 1-2 r.,Z) + 1 

/, 2. ~ (W/w.r,} 
r/>rw) = -au g 1- (Wfw"' l 

de la expresi6n de 111 pu~de notorseque 

,; t\ 

f 

-~~ 
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. ... . -- .J'' --·:r ' - . .. . 

se podra aproximar por 2olo,9M=ZO.Wg[(w~,)']que es 

igual a -4ol.og (W/w..,). 

Asf, en la gr4fica de magnitud de Bode resultan dos asfn-

totas: una recta horizontal en 0 db para fWJw.., I << 1 y una recta 

con un_a pendiente -40 db/decada (-12 db/octava) para I Wfw.,.,l >> 1 

tal como se fndica en 1~ fig 58. La traza para$ pequenas (poles 

g g p p 

frente al polo y para } cercanas a 1 el &ngulo varia lentarnente 

La fig 59 muestra las graficas de Bode (magnitud y fase) 

para un polo complej9, segun diversos valores deS 

En el caso de uri cero complejo,los diagramas de ~ode-de mag-

nitud y de.. fas.e. cambian simplemente-de signQ.--GOn-respecto- a--los 

diagramas para un polo complejo, por lo que no se mostraran. 

La (recutncia <V:.w,. =.at'ti llamada. frec,.•n~•a de carte 

En los parrafos anteriores se encontr6 la influencia de _._ 

.·k'· •. ;;leeiieCt#lfWR"·. ,Mtft..~~ ·a·a:s(£iiiem, 

10.70 

'-· ------- --~-~ 

r 
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I ----·--1---

4t 
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. -,~r- --r-r--~~ .~ ' 
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i'r--, i 
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. -- -----· 
·1 . 2 ·4 .6 .a 2 4 6 8 10 ... 

0 

• ~- t 1 rn-rrn 
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; 
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-IIO"L___ ___ l. __ l ____ l.__ 

.1 .z ·4 

Fig 59. Diagramas de Bode, rnagnitud y fase para 

un polo comple;o 
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II (()., 

~" en la traza de magnitud de Bode para dos polos complejos y 

a continuaci6n se har§ lo propio con ~ • Para eso se localiza­

r1i primero el m1iximo de la funci6n M(~) , ror lo que es necesa-­

rio encontrar los valores de w que hacen ~ =0 .Obteniendo 
d"-' 

la derivada correspondiente se llega al resultado: 

t4nay ,, .. -;., 
7JV4 ____., 

Esta frecuencia ser§ llamada frecuencia de resonancia. Se 

puede ver que solo habr& resonancia en los casos que J. 
~" liZ' 

Sustituyendo el valor de la frecuencia de resonancia en la 

expresi6n de ftl/ resul ta que 

Mmox·"' 

Ha de notarse que lc.. magnitud f\1/,., 0 )( (factor de resonancia) 

::; 

·,:w.·.--

--- 10.72 

depende uni camente de c, y que decrece monot6nicamente. con el. 
£,. t~ s~<cto'n l3 s~ .4ne!lliz.~r..: en form~ 111&~5 ;}e.ntr# ~ICDncepfo ck 
frecoencu/11 e:l11 r(?SDnanc.la. 

El siguicnte ejemplo ilustra el uso de las reglas anterio-

res en la obtenci6n de las gr&ficas de Bode. 

Ejemplo 16 Se tiene la funci6n de transferencia de un siste-

rna de control, que es 

I/(.~) = 49(1__~_1_l(Af 1oJ 
(.-j 2+64 +49)4 

se desean obtener las curvas de Bode. 

Procedimiento 

a) Se ponen los factores en forma apropiada 

H/4) = :10(.-j+:f)(to +1) 

~ [ Ct)2-i- fg-H 1] 
b) Se hace una clasificaci6n de factores, orden&ndolos segun 

Factor 

10 

1/.A 

A +:I 

( 4 /Jo)+1 

1 ------
(4·\·t~-<~+1 

las frecuencias de quiebre de las as!ntotas de magnitud: 

As!ntota de magnitud 

Horizontal ,a 20log10 = 20 db 

Desciende a -20 db/d~cada 

Inicialmente a 0 db, despu~s 

+20 db/decada 

lrnicialmente a 0 db, despu~s 
+20 db/decada 

Inicialmente 0 db, despues 

-40 db/d<§cada 

quiebre 

no hay 

no hay 

~=1 

W=lO 

w = 7 

Caracter!stica 
de fase 

0'"'-

-90° 

var!a de 0°a90" 

var!a de O"a90" 

var!a de o•a-180' 

I
. 

; 

',, 
'1(. 

,-l 

II 

I 
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c) Sc lra:-an las as!ntotas de ma9nitud. Esto se puede hacer de 

'"'" de dos , ,neras: trazanrl· · las as!ntotas individuales y sum4n-

til dolas, o trazando la as!ntota resultante como a continuaci6n 

se indica ( fig 60) 

i) Al comenzar el trazo e~ W ~1 se tiene una ord:enada de 40 

db y una pendiente ~e -20 db/d~cada • El vAlor de la or_ 

dena:da es la contribuci6n de todas las ganancias, aue 

ac.tores La pen-

diente ea -20 db/d~cada es la suma de todas las pendien-

tes para W < 1; todas son cera, a excepci6n del t~rmino 

~ . En W:i hav un quiebre. 
~ p 

ii) El t~rmino (..6 ~1) comienze. a tener un efecto importante en 

-s-x:tm. 
w-d~ y c~ a partir de este punta contribuye con una pen-

diente de 20 db/d~cada, la resultante tiene 0 db/d~cada. 

Esta situaci6n se mantiene igual hasta W= 7. 

iii) En este punto ocurre otro quiebre y 1a pendiente cambiiL 
1 

en -40 db/d~cada ( contribuci6n del tl§rmino C"' )Z 6 ,., t49.6., 
y por tanto la resultante es de -40 db/dl§cada, hasta lle-

gas a w .. 10 

1v) All! vuelve a darse otro quiebre que incrementa la pendien-

te 20 db/d~cada, resultando una recta con pendiente de 

-20 db/decada. La as!ntota se mantiene as! indefinidamen~ 

te. 
~ 

e) Se dibujan las curvas de fase para ca•a uno de los factores 

f) 

cuidando colocarlas en el lugar correspondiente a la frecuen­

cia de corte. Las curvas se suman en algunos puntas clave, par~ 

as! obtener la curva total ( fig 61) 

Se corr igen las as!ntotas de magnitud en puntos clave. Una 

-

:!~ 

f t + { 
_,, 
-m.t: 

.£bs 

1• ,r.:>J 

lfiTil 5b •. 

~ 

~ 
l2 
~ 
< 

0 .., 
;) 
\S 
~­
"t 

-lll&LJ "'b oln l.18Cfl .. 
-<)J.I'>IJ! 

-a·H· 

9>b Iii! 

-•'l: 

-~ •9c 

>LIP 

-~ 

40 

10 

I:: 

~ 0 
-~ 
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-zo, 
0'1 

~-:w 
~ 
< 
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Pig 6o. Aproxiac16u aaiutc5tica 

~t=P 
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~~-

~ 
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m;n,, 1 a de hac.,r.lo es afiadir a los t(!;rminu.;; corresoondienteE: a los 
10.76-

polos(o cerosJ en el eje real 

quitando(o afiadiendo)3 
terminos del tipo . J ) t 0 r( 4/w,) 4-1 ) 

(~ w, + l' 
da un tiempo T en viaiar del punto A al punto B. Si se supone que 

no hay difusi6n del material radioactive, un par t!pico de curvas 

entrada y salida al sistema ser!an las que ap~xecen en la fig 63 

db en W=Wj y • 01 db en las freeuen-
cias W=!OlJ1y W=.Jw1 • r.os terminos provenientes de polos 

pJejos suelen necesitar m!is ountos de correccion. 
o ce ros. com-

» 

5) 'PPt ardo de ticmpo 
'- ... ~-

l<lgunos elementos de sistemas de -COntrol se caracterizan 

o• .. 

_,o e: :r;· 

tklt> 1 11!; 

-neib._.. 

oa.ta-xiu 

por retrasar cietto tiempo la salida con respecto a la entrada. 

Si el retraso se encuentra en la trayectoria entrada-salida, al ·----

cambi ar est a repentinament.e hav un pcr!odo "muerto" antes de que 

la s,,: :ida s~a afectada por el cambio. Este tipo de retardo de tiem-
S-'11.6.~ 1 

T -«U.J 
. ' J &:ll-

q,9 .!.i,:. W IH!J "·· 
U-a:;i '' 

t 'f(.t) 
h •· ·• ·- ·-~ ~-

~Tn: '· • ·t -~r ... , ~· ~~ ~ 

I 

t 
I ~ .... ,...., 1 

;,1 ae c.L. 
<- ... :".J 

~~;l'~--

Fig 63 Curvas de entrada v salida e~ _ 
un sistema con retardo 

i, 

' 

-t 

pn <•curre, por.,.ejemplo, en sistemas dondco hay trasporte de mate-

rj al { bandas t.r '1~'Portadoras, tuber! as ,etc) , en loe. que apare­

cen frnomenos de propagaci6n de ondas ( radar, sistemas acusti-

Un retardo de T segundos tiene una caracter!stica de entra-f:.~; ,i.'-:4 
-t:!'"':O 

da salida dada por 

cos etc) , en los que la medicj6n toma cierto tiempo antes de 

ser procesada { analizadores expectrales ) v otros. 
1 

La fig 62 muestra un sistema para detectar la diferencia 

de material que se env!a por un oleoducto, en el que la entra-

y(.t}: ~U-T) 

>i( 
y paftanto su respuesta a~mpulso ea 

'38 

/d.t) = J( i-T) 

y la funci6n de transferencia 
,•(.. .. 

U(A) = YfAJ _ -s~ 
Lt.t4)- e 

:, Oi. <>!.) ti; . b 

-:~aa:tb 

<Wq e:tae n:· 

'· Jl!- -"" .... .__ ____ _ 

an- o:Jtte, -xr: 

,,! a; a-
Ue an_ Q ,la rpgppefita '"'"" .LL'C\,;U6DC1a 

da e, cierta =n~ncraci6n de trmdore• radioactivo• eo •' p~ . -J"'T 

to A y fa salida es la lectura de un contador Geiger situado en -· 
'"'" , Hftw) = e n ,W:; 

co,.,lador ---;::iif-..-r.. ,.i,.._ ..W ..... Tr~res ~ Gei9er pudi!indose expresar en la forma 

o_t:t _ _u_ ______ _ 

,cf&~t· 

. .,_, J] I [ n H!iw)~ 1 /-WT 

A <;~ s . Entonoo•, la ~gnitud logn<tmca del retardo de u._ 
~ ~ ,..-s~~p, ,., 

j... ·JwT ,._ · • ·st·:l ZOkm •. e es igual a 0 db, y !';U Mguno cle fase es pa "· -

Fig 62 • Sistema con retardo de ticmoo" 

L!:!fj_,g == - wT ( rddtanes) = -57.3 l(}T ( grddos) el punto B a 20 km de distancia. El material ea el oleoducto tar-
.. 

la que se muestra en la fig 64 ~a (t 

• 0 .....-~., .lb -" 

14 ·;; 

tl 

.... 

.. 
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F'ig 6 4 • 'l'ra"a ue Bode del &ngulo d(' fase de e· sT 

Ejemplo 11 

Si se desea reducir, "'- un nivel dado, la humedad h de un 

material a ;p·ane l , se puede uti lizar un sistema como el que a 

continuaci6n se describe. Inicialmenteel material, almacenado 

en una tolva, se introduce continuamente a un horno, mediante 

v 

-4c 
10.78 

medad es detect ada a cierta distancia d de la salida del horno, 
de 5al>da. 

mediante un instrumento de medici6n, cuyo voltajefV;, es comparado 

con una seiial de referencia Vr • La diferencia ('}-~) se aplica 

a un controlador, compuesto de un amplificador electr6nico con e-

---- fecto de reposici6n, cuyo voltaje de salida regula los tiristo-

res que alimentan a las resistencias del horno, modificando as! 

el calor Q que se introduce al sistema. La banda trasportadorn 

se desplaza a una velociaad v, constante. El tiempo que tarda 

asta el punto de 

medici6n causa un retardo de tiempo inherente al sistema. 

El diagrama de bloques de un modelo linealizado del siste-

rna se muestra en la fig 66 

''0 -~ -t 

ElECTRON/CO 

~ 

,, 

TR!INSIJIICTOR 

<jl; 15 r f. 

RErARIJO 

hr HUMEIJAIJ 

REAL 

una banda t. rallsportadora, como se muestra en la fig 65. La hu 
Fig 6 6. J>,a,rom<l de blo9ue5 .:1~1 sJsfel17d 

___________________ Se desea ancontrar el valo:c de I< para q11e--e-l sistema-~ 

Fuj 65. Sistema recl"dor de hul77~dt~d 

.- .1 .. -- ..... 

I HUMEDAD I 

! Dt.S£ADA ! 
"- - - - . - :J.+-' 

control tenga un margen de fase de 45°cuando rnenos y un margen 

de gananci a superior o igual a 2 ( 6 db ) . 

Como fue explicado e,-, la sec 6 es necesario encontrar las 

trazas de Bode de la funci6n de transferel:ll:!ia de f./(11)6(6) 

que en el caso que nos ocupa es 

1oe·.t.T 
HfA)G(.-1}-= -<i(-1+1 j(..OW.5) 

·eb 

...... 
·'$rtc , ta•~ , ..... :-:-w6"'' ~-~ik··~· ,, ' ., .. ~~2"'"'"'·'- ~\ .'=f.:;.;rj;,'>r;f?).(. . .:...:..J,: '""''""···;:~ 

'I 
~ 

~ 

~ 
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C:Ui!lJ,iG L1 vPloci da<l de l a l>ctlld,• es 1 r:/seg y la distancia 

la cdlidu del horno ·, el pnnto de rnedicl.6n es 10 rn la 

l<'f, 1 .u~ :....-ld vn frc.cuencia es 
_ J4J(1o) zoe 

)-/(JW}G(jW) = J·w{Jw+D(1_"2 .J-1) 
05 

('Of,lllV 1,., dfv =- 1o seg. 

[~ ,., _ 

~- ~~ • ,ore~ i~ 

Al hac<•r una clusificaci6n de factorcs, ordPnandolos segG.n 

loR f1ocuencias de corte , GO tendrl: 

--- -----. -------- ------------ -----r-----

F'i!Cl 01· Asfntota de magnitud t'!orte Fase 

---+ --+-
1<0 

11 ;. ,, 

1j(lu'd) 
(' 

Horizontal a Z6 db 

Dr::;cicJHk con -20 db/de 
y pasa por W=1 

lnirjallllE'ntc 0 db, des­
puce; -20 db/decada 

~;1rnicialrnente o db~des-=--
1/(Ju.H~- pues -20 db/decada 

e-1oJw Horizontal a 0 db 

no hay 

no hay 

w=.5 

U)::: 1 

no hay 

oo 

-goo 
-------

de 0°a 90° 

de ·ooa 90° 

varia con W 
-S1.3wT=-573W 

Si nni r.>'l""\...1. rra:r-a ~ ejomplo antc1·ior 

se obtjell(. la grlfica de la fig 67 donde puede apreciarse el 

efecto del retraso sabre la curva de fase. 

Antes de continuar conviene establec0r la mancra en que se de-

terminan los margenes de ganc.11cia y fase u i)ilYt.i r de las trazas de B£ 

de*. Como el prirnero cor responde ( v2r Sec 6) al facto~ n'1nimo por el 

* Se hace la suposici6n que tanto la traza de rnagnitud como la de 

fase son monot6nicamente decrecientes con w 

... ~ 
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~u; ;1 ... t que n.·1ltiplicar la ~~,··j·Juil ;,! :6,'/<v) en ~I sistema 

re2liment 2,/c, p.1ra qu" la traz 1 d.i "·rt~ al punto -1 (que ti~ 
r/45" 

ne magn:i.t,,•i Odi, yj-180°)
1
cl wargen ,.,, ganancia noes otra cosa 

qt>c ' 1 cant. dc:u (en db) que hab.> .. -,. ._. '" desplazar / H(/l<J)6(j.W}j 

en db para que al angulo de -180° J ·.· ,_,,rresponda una magnitud de 
d 

0 db (fig 68). Por otra parte, el margen de fase es,..m:lnimo !i.ngulo 

que habda que sumar a 1: H(j'w)6ffoJ) para que 12 traz2 polar enci~ 

::-a 

ii) 

10.82 

que para W= o./14 la fase total vale -180 o. Para est a 

misma frecuencia, la ganancia del sistema vale 43db 

siendo as!, para que el margen de ganancia sea cuando 

menos 6db, la magnitud deberci decrecerse por lo menos 

una cantidad 43 - (-6) 49 db. 

Margen de la fase. El diagrama de fase de Bode indica 

que paro. w=0.06 la fase del sistema vale 135° =(180° 
.. 1 .... ..../J.... -f.P../<11) Pnt-nn,..,.,:::.c: f"'nrrPC:nllnr1P M 1rl il.lfC't"Pnri<=~ 

punrp _, IP an, '?'r;',t:ll''"ll e;:, \!IF re;:,•J\II'!!S Q '9 HI II '511\dQ -margen de fas~J. A esta trecuencta eottesponae una 

entre ~ H(jw.)G(jwo) y -180° en donole ~ es tal Cf"t /1-lij<VolG(Jw.)/= 1 (odb) magnitud de so db. Entonces, para que el sistema tenga 

---r· 

~· 

20 tog {titjw) Hf/wt/ 

c • 

-+: Gtiw) Ntj!Q) 

I 
I 
I 
I 

' I .,., ... ' 
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~ 1 ~w 

-tao• 

Fu~ '8 Mor'gllne.s d~ (a.se y 9on<:~ncio e, /a.s fra~as d11 Bode 

. ' 
·..:: ~~ 

De las anteriores consideraciones y una vez obtenida las tra 

zas de Bode del ejemplo en cuesti6n J se ~!ldagar!i. cual de ,·las dos res 

tricciones (margen de fase o margen de ganancia) es mas :severa. 

L il Margen de ganancia. Lu. grafica de fase de Bode indica 

.·.t<~·~ 

una ganancia de 0 db, es necesario disminuir la ganancia 

del sistema por lo menos 50 db. 

Como la restricci6n del margen fase es la m!i.s fuerte 

(io>49) habr~ que bajar en so tit, la ganancia del sistema. 

Las gr&ficas quP. se utilizaron ten!an /C = 0 dJ.. Por tanto, la 171/e\/Q 

K debera ser: 

o-oo = -so dh 
-~, U'IO""" ,,, ;>l"' 

por lo que K debera ser igual a -316 X/0-2 

De las tr~z~s de B~e del sistema es f!cil obtener el dia3~ama 

polar, el cual se presenta en la fig 70, en donde puede apreciarse 

los m!i.rgenes de fase y de ganancia para K = .316{/0'
2 

7.2 Sigularidades con parte real positiva 

En esta sE::cci6n se considerara el case de trazas de Bo-

de de sistemas que tienen singularidades parte real positiva. Para 

~:.: '~- ·.!P .. > •ll!JJ;.." '· ' ,'" .. . :_i:_~""'' . • . :!/;jj. 

~ (I' 

-­
G 

c 
Jl 

J 
IE 
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En el primer caso la fase var!a de o• a 90° cuando uJ cambia 

de 0 a oo mientras en el segundo se tiene la variaci6n de 180" a 

90" para la misma variaci6n de W (fig 71) 
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Fig 70. TraPa folarc:k .3 6€ 
jw (juJ f1. ){~+f) 

-----
05 -

la construcci6n de la traza de la 

id~ntjca a la descrita en la secci6n anterior, debido a las igua! 

dades 

l jw + 1/-= /-~d J-= J w! d• 
f' "'" ' f 

/-~~ *" zj~ ~- d/=f-Wz _ 2;'$!£.- +lj ==v'fi- wz)-Z:4{B-~-, 
"'n ""11 wj w, t UiA " 

Sin embargo la traza de ln fasp es diferente. Con,;iderese por 

ejemplo la diferencia dE· fasc que existe entre (; t1) ,(-1 + 1} 

Fig 71 Variacionctde fase de (iw-1) 'j l jw~1J 

Cualquier factor que oontenga rafces con parte real positiva 

puede expr.esarse como el producto de uno con parte real negativa 

por otro de magnitud unitaria para todas-las frecuencia$~or ejem-

plo 

~-1 = (i+1)[~-1] 
. £ +1 

£;- 2 ~ .i + 1 = ( -<~2 + z, &. + 1) [ ~~ - 2 ~ ~ ~<1 ~ 
T) 4)7/ U) 2 ., tV. --:-----n ~ z 

(v~ase fig 72.) -;;;J +2~;,4-1 

1' 

.,. 

l 

~ 
'? 
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Composici6n de singularidades con parte 

:r::eal positiva 

-t 
! 1 considerar la descomp0sici6n anterior la fase de un siste-

cjllc' t-j, ne polos o ceros en el semiplano Re[-d] "?0 solo hace fal 

t., a•Jrc<gar a las curvas de fase obtenidas por los metodos de la se£ 

cHin anterior las de los factores de magnitud unitaria. 

Consi.d~rese por ejemplo los do» sistemas reprcsentados por sus 

--------------patrones de p0los y ceres que apareccn en la fig ?3. Las magnitudes 

de HA{jw) y !18 (;t.JJ son igualcs para CUillquicr valm: de W 

..: 

0: (~Jl 
wJ/= ~ /HA{j4J)/:: /fl/3{j V11 (Jff) 

1~-

perc los Z't'lgul::.,s de f;1sc ~rm d·i fc~rrnlc;3 co ...... o pt10fle ,'""!,1rC'C~ arsr ~~ lu. 

Jw jw 10.86 

~ 1 . o-.u- -o-x rr 
-1 1 2 _, ·J t 

1-48(~) I-/Af4) 
,~ 

Ill& .I ,.... :p- .':) "( r,;-! 

Ftg 73- Patrones de folos y cero.r 
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Ft9 74. Trazas dr;~ {ase 

cuenta con un cero en el semiplano derecho es mayor que el del 

sistema JIA(4). 

De las consideraciones anteriores surge el nombre de "fase 

'( 

") 

mfnima" aplicado a un sistema que tiene todas sus singularidades en 

la purte izquierda del plano cor1plejo, pues la variaci6n de fase 

fig 74 Puec1e notarse que la var~aciGn de la fase del sistema fia(4l) <Ju<i correspondiente es menor que lade otro que tenga la misma traza de 

}~~ magni tud pero ~on ~J f]lJnos ceros o polos en el semi plano derecho. 

________'j_ 

-

Eve _, __ .,_~- ._;Mjigc;<'tiMd'&"'~~'' . -~t!taj--

i 
-, 
I 

I 
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7. 3 · Dctcnr.inaci6n de la fase de un sistema a partir de su 

magnitud 
lb-

Se ha vist6 como a partir de los polos y ceros de una funci6n 

de transferencia es posible conocer su curva de magnitud y como 

los quiebres en las as!ntotas est~n determinados por la colocaci6n----------

de los polos y ceros? Bs v~lido pensar que, a partir de las as!n­

totas de las graficas magnitud-frccuencia, se pueden obtener los 

polos y los ceros del sistema. 

~ 

Con esto hay una dificultad: es irnposible, a partir de las 

curvas de magnitud, decir si los polos(o ceres) son de fase m!nima. 

Sin e~•argo, si sc parte de la prcrnisa de tener un sistema de fase 

minima, puede determinarsc- completamente la funci6n de transferencia 

de un sistema, como se demuestra en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 

Se desea determinar la funci6n de transferencia de un sistema 

y sup6ngase que para ello no/tiene mas que un oscilador y un medi-

dor del valor c~adr&tico medio. En el sistema a una entrada 

cos(w{) le corresponde una salida 8 co.s(wt~¢) y per tanto solo se 

conoce B para cada valor W (fig 75) 

A la curva obtenida se le trazan lils as!ntotas _-;•Je prt:5enton 

10 

0 

-10 

-20 

~ 
'1l __________. 
IQ -30 

-40 

-50 

-·---·-~ 

10.88 

~~~,u- u~:J. 1 
.SISTEMA J 

.. 
Fig 15. Sistema en cuesti6n 

El resultado de la medici6n de B aparece en la fig '/6 

I I 

1 i j j 
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2. un quiebre de +;!Odb/dec en W=S 

3. un quiebre de -20db/dec en w=10 

Ademas, cuando w-o la ganancia es Odb y por lo tanto K=i 

Los hechos anteriores demuestran que 

1. hay un par de polos en r.v = 2 

2. un cero en W=S 

~-----,-.,-- 3. un polo en AJ=to 

El coeficH!nte ~ de los polos (en 2ch.2 ) sc logra a part~r 

del factor de resonancia. A la frecuencia de resonancia, el cero 

dt w=s coopera con ldb y el polo de w=IOcon .2db (ver figl6). El 

factor de resonancia de Bdb, a los cuales descontando los db de los 

otros polos y.. ceros da que el polo doble tiene una resonancia de 

(S '1 + 0.2) ,.7.2 db. Seglin la fig 59 esto cor responde S ~o .25, lo 

que hace que el t~rmino 

1 
A.ta 

(d.. )z J. z c;(,.9- ) J. 1 
Wn ll)'" 

Y por tanto 
J.I(A)= .;4~ 1 

j 

.1!. + 025.<.1 + i 
4 

10.90 

borara sobre este tema por quedar fuera del alcance del texto. 

8. Circulos M y Cfrculos N 

Al disenar un sistema de contro retroalimentado es necesario 

conocer el comportamiento del sistema global a partir de las cara£ 

terfsticas de cada uno de sus elementos. Para ejemplificar lo ante-

rior, consid~rese el caso de un sistema de control (fig 11 inte-

grado por un controlador, una planta y un sensor. Si se conoce la 

respuesta en frecuencia de cada uno de estos elementos. lC6mo obte­

ner la respuesta de frecuencia del sistema retroalimentado? lC6mo 

caracterizar su desempeno? 

PLANT A y 

\7 

l 
:I 

---- ----- (o.25A 2 + o.zs..& + 1 )(.tA + 1) -

u------~~ 
------~~----------------- t+M~~~ -~-----------~ Es pertinente ha_cE"~ _ _=l _ _:;iguiente comentario. 

El conocer la magnitud de la respuesta de frecuencia de un 

sistema (de fase m1nima) nos permite conocer su fase. Algo similar 

pasa con la parte real X v la parte imaginaria Y de HfjW)j 

El conocer una de ellas es se1ficiente parco cl conocer la otra, me-

diante una herramienta llamada "Transformada de Hilbert•. No se ela 

-~ 

Fig 1? Un sistema retroalimentado 

Para contestar la primera pregunta ·(obtener la respuesta de 

frecuencia del sistema retroalimentado), basta estudiar sistemas 

del tipo de la fig 78CA ya que los otros pueden reducirse facil-

~ 
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Fig 18 
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a) S15ft111e1 uAdarlomenle reet/tm€'nft~do 

b) ReducGion de tin .1i$ft~nel a ofro unde~nohlenle 
rttahmlfJfaelo 
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., 

·.:. 
Asi pucs, se fijara la atenci6n a obtener la respuesta de fr! 

d G . J HfJwJ f . 6 . ·' C•, ,,i" c (JW "'----:-) en unc~ n }I(J41J 
J+H(jW 

Si se denota por M la magni lu~ d~ 6(Jw) y a{s;: fase, de tal 
suerte que _j_ __ _ 

G= 11~ 

y si X y Y representan las partes real e imaginaria de H, tras al-

guna manipulaci6n algebraica, puede demostrarse que 

M =\ I xz I yl 
(1.fx)zfyz 

9 • on:lg{~J- arclg{1:><J 

y 

Al llamar N a ~ B 

resulta que y 

ol 
y {aplicar. la formula 

lja-fyt 
tg(a-h)= t-1(/fJ«.)(igb) 

it/~ 
X(11X) + yt 

10.92 

Las formulas anteriores Proporcionan la magnitud y el ang~ 

lo de G(;iv) en funci6n de la parte real y la imaginaria de H(Jw) 

Asf pues, en el plano X-Y (traza polar), el lugar geoml!!trico 

de los puntos tales que .1!._ = M est a dado Por la ecuaci6n: 
JfH 

M 2 = -'x"-2---'-+--.:.Y_z 
O+x)2+yz 

que, tras algGn algebra se trans 
forma e11.___ 

()( + _!i_) ~ y2 = 2::!._ 
f12-1. M2-1 

2 2 [ ]2 
Esta ~ltima ecuaci6n quiere decir que el lugar geometrico de 

los puntos de M - cte, es un c!rcu1o de radio -1:!..._ 
( - MZ ) M 1-1' -- ,o M,-'1 . 

y centro en 

que tiene varias propiednnPs interesantes: 

a) Cuando M=1, el radio es infinite y el centro en (-ao,o 

Esto es indeterminado. Pero de la ecuaci6n original se ob­

tiene )(
2
+y2, 1+2'X+><1+y2 o sea que el lugar geoml!!trico de los pun­

tos tales que M=1 es la recta X= f 
b) Los c1rculos para magnitud 1/M son la imagen a espcjo sobre 

la recta X"~ de los c!rculos para magnitud mayor que 1. 

por 17M 
en la ecuaci6n del c!rculo (fig 19 

.VcJ.viencto al desarrollo del tema, se hab!a logrado demos·.:. 

trar que 

tV= _Y .. "' . -.~ 

Manipulando esta ecuaci6n resulta 

(n.L)2~. (Y-1...)2=- _f!_z+1 
2 2N 4N2 

Y por tanto, el lugar .geometrico de los puntos del plano X-Y 

tales que la tangcnte del angulo del sistema realirnentado 
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_!i_ valga N, est§n dados por el drculo de radio ~~ 
Jl.l-l ZN' 

y centro en ( -f 1 t"N) 

~ 
" Fig '19. c,~lllos de M COI'ISfonl{, 

•""' ~00_...--------

5 

.. 

F14 ~o.C;rc.(.;/os dt.: /J c~nsfonfc"' 

Re 
--+-- I ----~ 

" 

Fm 
I 

F1gBJ. C'arfa dri! Clf"t:Q/o.s My Jl/ 

~- -~-

10.94 
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eon la ayuda de una carta en donde estan superpuestos los c!r­

culos ~~ y N ( fig 91 l es posible transformar el pun to )/ + j Y 
)(+JY 

en.1.tX'UY • La utilidad de esta grafica se ilustra en el si-
guiente ejemplo 

Ejemplo 18 

Considerese el sistema que tiene la funci6n de transferen-
cia _____ _ 

~ /-1(.-1.) = ..d".,. 3..6+-4 

Se desea encontrar la respuesta en frecuencia del siste-

ma unitariamente realimentado o sea 
l·l{/wJ • Al trazar la 

f.+ llfiWJ {figS?) grafica polar de f-/{jiJl) sobre la carta 
de los c!rculos M y N/,;e pue-

den obtener ~directamente las curvas de magnitud y fase del sis­

tema r~limentado. 

Ft9 82. Traza ,Polar c:1e 15 fic.nt) 
-wz •3;'wl.f 

La respuesta en frecuencin1del sistema realimentado , de 

(~o9n1fud) 

____________ _,_.:-:::... __ ------

10.96 

acuerdo a la grafica de la fig 82) es Ia que afarece en l,z f9 83. 
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~----------ANCHO DCBANOA ------------------~ 

2' .. ' 

FRECCIE.NC/A DE 
RESONANCfA 

---

3 10 20 

FI<£C(IEI(CI/I U) 

Fig83.Magnitud de un sistema cony sin rea-
limentaci6n unitaria • 

30 

Logic~mente, el metodo empleado en el ejemplo anterior no se-

ria necesario si se Contar• con una exprcsi6n anal!tica de la fun-

cion de tran<;ferencia ,tl(iw), pero en muchas ocasiones los datos de 

H{s) son experirncntales, y por tanto no es posible construir la 

funci6n anal!tica que representa _al sistema con rcalimentaci6n 
unitaria. fl 

•; 

I I 



---' 

.' .. <,· 

10.97 

8.1 Factor de Resonancia. Ancho de banda 

Sobre la segunda pregunta planteada al comienzo de la sec­

ci6n 8 se tiene que el factor de resonaacia y el anch9~de banda 

~- ·&on dos medidas sobre la respuesta en frecuencia de un sistema 

que caracterizan respectivamente, el grado de estabilidad, y su 

~apidez y S!!lectividad a cierto tipo de seiiales. ~ _ 

· El factor de resonancia, denotado generalmente p~ Afp , se 

L 

. ~ 

def~ne como el maximO valor absolute de la respuesta en frecuen-

cia de un sistema, esto es 

y Mp = nu:)y /1-l{iw)/ 
OlW.t:OO 

En los resultados del ejemplo anterior, la magnitud Mp 
~ 

presentaba un m~ximo en W=2. Este valor da una buena idea 

de que tan estable es el sistema, ya que los poco estables dan 

salidas grandes a entradas pequeiias. Un valor grande de Mp est~ 

correlacionado con sobrepasos grandes y tiempos de a:sentamiento 

prolongados. La frecuencia w a la que ocurre ~p es muy cerca-

na a la frecuencia de oscilaci6n libre del sistema. 

! 

i 
-~ 
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la respuesta es muy pequeiia. Esto significa que el sistema 

realimentado s6lo podr~ responder adecuadamente a entradas 

con cierta gama de frecuencias. El intervale de esta garna 

se llama ancho de banda y es un indicador de la rapidez del 

sistema, ya que aquellos que cuenta con amplios anchos de 

banda suelen tener bajos tiempos de levantamiento. 

Si se considera que el sistema responde adecuadamente 

cuando la magnitud de la respuesta es M1 , el ancho de banda 

puede defini~se como el conjunto de frecuencias para las que 

I H(Jw)/;;;. .1o1 M1 (o· tales que la magnitud no baje !Ms de tres 

decibeles de la magnitud M1). Este nGrnero se ha tomafo porque 

al bajar la amplitud de la seiial a 0.707 de su valor original 

la potencia transmitida por un canal de comunicaci6n baja a 

50% y se considera entonces que su funcionamiento no es ade-

cuado. 

El ancho de banda deseable para un sistema se fija con 

base en un compromise entre las seiiales que se desea que el 

sistema deje pasar ( que requieren un gran ancho de banda) y 

________________ l~as que debe Qlo~uear ( perturbac~~s , ge~lmente de alta 

I 
;-

·'t 

~ 

El valor de Mp esta determinado por el punto de tangen­

cia de la grafica polar y uno de los c!rculos M ( precisamente 

el que corresponde a ~P ). La frecuencia ala oual se presenta 

frecuencia, que hacen deseable un pequeiio ancho de banda). 

De la fig 83 puede verse que el .ancho de banda del sistema 

considerado es 8. 
----------~--------

esta tangencia es la frecuencia de resonancia del sistema. 

So~bre la otra medida I el ancho de banda, no existe 

una definici6n que satisfaga a todos los interesados. Al consi­

derar el sistema realimentado del ejemplo anterior se observa que 

para freouencias pequeiias la magnitud de la respuesta esta entre 

0.8 y 0.~8. Para frecuencias mayores la magnitud desciende. y 

N~iY,,~. ,¥ui&irrl -~%~ •• ;,i:;i~jt:.AA 

.I En la pr~ctica es usual especificar las caracter!sticas 

de la respuesta en frecuencia de un sistema en la siguiente 

forma " en el intervale de 20 Hz a 4kHz la rcspuesta no va­

r!a m~s de 10 % ". Es ciaro que este tipo de especificaci6n 

puede traducirse con facilidad a ancho de banda y factor de 

resonancia. 

~ ~ -~ ,Jii. 

·. 1;·"{'·";\il,(~:. ·" 

* 
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9. Traza de Nichols. Carta de Nichols 

La carta de los c1~culos M y N permite conocer la magnitud 

y la fase de sistemas rcali~entados a partir de la respuesta en 

frecuencia de sus componentcs. Presenta sin embargo , un serio . .,. 
incovenientc: hay que regresar y redibujar la grlficn polar ca- ~ 

da vez que se cambia la ganancia del sistema. Ademas en el case' 

de multi i 1 i car dns funciones de tl"ansfcn·ncia fl
1
1jw) y J.l

1
1jiv)hay 

---~:-----

I ~ 10.10a 

-,~~~ 

•. ""-Cl" tJt' ,_ ~~ 

--!-

que reh,cer prarticamente todos los c&lculos. F:stos problemas -~'-'--~~ 

se evitan si se trabaja con logaritmos, ya aue las multiplica-

ciones se transforman en sumas, y e:otas p~Yxlcn cfectuarsc gr:ifi.-

camentc sin gran dificullad. 

Por ello es que se utiliza ampliamrnte la traza de ~ichols, 

que es la graf\ca de N~w), utilizando como ordenada la rnagnitud .r 

en decibeles y como abcisa la fase en grades, teniendo la fre-

cuencia w como pararnentro, 
_;:) 

Sirnilarmente a lo que se hizo con los cfrculos My N y·la 

grafica polar, en el plano 21'JlogH-fase pucdcn obtcnc1·se los luga- 4-

res geornetricos de los puntas de rnagnitud y fase constantes para+--

el sistema unitariamente realirnentado. 

Si f es la rnagni tud /f..l(jw}/y (} su fase, resul ta que 

Y= !s~nB 
-.P. 1-- -~-:-- J _ _:_ ... .....,...... 

y pueden sustituirse estes valores en las ecuaciones de M.y ~ 

para obtenrr las funcioncs M ( ~ , B ) y N ( !' , 9 ) • En la fig A4 se 

rnuestran los puntos de M constantes y en la fig 85 los de N cona-

tante. Al cornbinar estas dos graficas sc logra la carta de ~ichols, 

la que aparece en la fig 8~ . Su utiliz~ciGn se muestra a conti­

nuaci6n. ~.,.· t S• 

.-r 

.,;.oi;·.:....._ ____ _ 

Ct) 
4J 

1--------+--1\-\ I I ~/-/1' / lw ~ 

>·lJ, 

~ 
~ 
Cl 
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IJJ 

\ \ I { I ) I I I If/ / 1/ I 0 §' 
~\ \ t 1 I I rffr-r---7(--- :::::=-----1 f-.... 

~ 
~ 

-r--- I ---=- r2db I-to 

- Jedb 
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-360° -2'1o0 -tsoo -90° iJo 

ANGULO DE FASE 
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Ejemplo 19 

T6mese par caso un sistema de control (fig 8? l en el 

cual /-1{4) estS. dado por 

50 

10.104 

HiLCI.t 

~~~~~~~~30 

Se de sea_ encontrar el valor de K para que el error a ramp& •. !] 
Hf-4)= 

A(A +S )(A+ 1o) 

sea mtnimo, pero con la restricci6n de que Mo sea menor que 
~~-- -~~- --- --- . 

1. 26 ( 2 db ) • Adem~s se de sea conocer para este valor tit! k el i 20 

ancho de banda y la frecuencia de resonancia. 

C,' c:=J ~ 

.. 
. ;_\ 

FigS?.Sistema realimentado 

'· 

I 

El primer paso para la soluci6n del problema es determi-

nar las g-raficas de Bode de H(j'w). Estas se muestran en la 

fig SB • De all! se obtiP.ne la tLaza de Nichols ( trazo ::lr­

me fig99 ) • Porque al usar logaritmos, la multiplicaci6n se 
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transforma en suma, para encontrar la K deseada que hace': que 

Mp=2 db,se desplaza verticalmente la traza de Nichols hasta 

que sea tan~entc a la curva M =2 db { traza punteada l • como 

la traza se desplaz611 db hacia arriba, esto equivale a multi-

plicar Hl)i<J) per k = 3.55 { U db ) y 9or tanto el coeficiente de 

error a rampa es 

ltv,., ~Hf4): S.65 
A-0 

La respuesta en frecuencia del sistema realimentadw 

aparece en la fig ~o. En ella puede verse que el ancho de banda 

es 4.8 y la frecuencia de resonancia ~·=3. Si se deseara aumen­

tar el ancho de banda ( desplazando h~cia ~riba la traza de Ni­

chol,;) para lograr un sistema m~s :.:~pido, se degradiH!a la es-

"' tabili.dad de sistc~:~, al proc·..1c:irse un Mpexcesivo. 

Puede ocurrlrsele al lector qu~ si la traza de Nichol~ pu-

dierc: moverse po1· ~:run >'i1 c:.:. hacia la derecha, el i..:; ;i.:> .:.c. ~an-

da podr1.a j.ncrerr.<·ntarse S~!: r~:-.3 se tuviera ll:l facto.<· de rFJSOil"Jl 

cia demasiado alto Ec·':o se .i.?qra J_:<-Jr medic de meto<i.os denom.1.na-

des de compensacinn. 

~r- -7""T- I I I I I 111 1 L.l • . 1 ~-.---,--:::rrrJ rr 
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Para obtencr en forma a;?roximada la traza de magnitua <'IE> 

Bode de un sistema rcalimcntado unitariamente,a partir de la res-

pues+.c. del sistema sin realimentar, es iitil tomar en cuent~ las 

siguientes relaciones 

k HrjwJ 
{ + kHr)wJ I ~1 4<. I lc H(jw) I >> 1 

I
I< Hfiw) I tiJ.<I-If.iw> ~Jki-UjwJI ..,..; lki-Ujc.,lll<d. 

De esta ~ ~ ~ ormaQ 'il& lea fS'lRisee I!WI! l!e e et!e l · u 1t 1 an azzttsa de 

0 db se tranforman en 0 db al realizar la realimentaci6n unita­

ria, y todos los puntos que se h'lllan abajo de 0 do permc.rH:.:en 

invariables con la realimentaci6n. En la fig~l se muestra la 

aproximaci.6n descrita para do~val.ores. de Y.. 

' j ?C lr- 11.:1-H'w)j 10 ""':!• J 

• 1(::.1 

' 60 

""'' f
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_., r SIN 2£;,;·'~<MTACrc·J 
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I 

) zo 
0 ~ J 2 0' ___ __. ' -· 

logu.; 

t 
/ 3 
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Fig 9i. Aproximdcion de la magni tud de un sistema uni t<..t.·ia­
rnente realirnentado 

N6tese que por medio de la aproximaci6n descri~a es POSible 

dl•tnrminar en fo:nna ap~·uxirnada y con pocas manipulaciones el an-

cho de banda del sistema realimentado. 
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