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1. Introduccidén

R
T
Para el disefio y andlisis de sistemas de control es nece- |

;sario contar con un modelo de la planta. Se ha visto en capftu-

Fig 1 Esquema de un amplificador operacional ¢

los anteriores que cuando esta es lineal, invariable con el tiem-

o se halla inicialmente en reposo, la salida correspondiente s
= ? ' P Un procedimiento alternativo es obtener experimentalmen-
a una entrada cualquiera puede obtenerse con base en la respues- A
h ? P te la respuesta a impulso (o la‘respuesta a escaldén), y utili
| ta a impulso del sistema h(t) en la funcién de transferencia i .
i ! * N zarla para modelar el sistema y predecir los efectos de la in

#{3 o en las ecuaciones en variables de estado que representan . &
sercibn del circuito de la fig 1 en un sistema mayor. Este m&
al sistema.

todo, como se demostrar& en el ejemplo siguiente, es ftil Gmi
Sin embargo, en la préctica el logro de estos modelos pue- , A
o ? ? F camente si se cuenta con instrumentos de excitacifn y medicién
f______________dep;Kyimuuteafseneil%eT—eeﬂsidéfese7—por efjemplo, laobtencibm——— *

~ suficientemente exactos.
de la funcién de transferencia del circuito de la fig 1, que re-

presenta un amplificador operacional; aun cuando las conexiones Ejemplo 1
*

Y los parfmetros significativos de suscomponentes sean conocidos L

? ' Considérense dos sistemas, A y B con las siguientes fun-

la determinaci6n de H{4) a partir de un modelo analftico es una

ciones de transferencia:

?
(.085+1) (5°¢28+1)

. : _ : Hols) = L} Hgls)

(s°+ 22+ 2)
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- 10.3
A Las correspondientes respuestas a escaldn unitario son:
ma estable, habiendo en cambio, una oscilacién autosostenida
- . - 2 - de frecuencia w=7.21 al introducir en su lugar el sistema B.
g,tt) LJ————1 = 1+/7T% L genlt-135°) -
s{8°+25+2) . e
Se produce dicha oscilacién pog:ﬁue el sistema
B _ ’ ‘ de malla abierta de la fig 3b al ser excitado con
; sglt) ! , 40 1. 1 e 201 4710 tsenit-139°)
8108 +26+2)(A*20)J *
e, () = sen (7.21 ¢)

} Aunque las expresiones para HA(A] y HB(A) difieren macho,
. las respuestas a escalén son pricticamente iquales; la
maxima diferencia;?OZS. Asf pues, de medirse la respuesta a es-
"‘calbdn con un instrumento de 2 por ciento de precisi6n, serfa di

ffci iscrimi
1l discriminar entre ambos sistemas con base en esta medicidn

-

produce una salida
L s pedvac e me. e o ] ) )
Y4 =ny (L) = sen {7.21 ¢t

y como
' N 3

B 1 ¥ &
ama

'uz(t) = ez(t) - MZ(I)
' {fig 3a)
es factible tener en el sistema realimentado/GLa entrada wu{t)=0

Gult)
(t)
4 s v
y una salida senoidal, habiendo, por tanto,inestabilidad.
1 = 14 .
« d g Gty -
. /t) 4\/\12, 7.1 SISTEMA Y bt
. // ' by ]

e ¢ e 1t
o T e 0 — ¢ LICRPY SISTEMA n,0¢)
. 5 10 15 o K M 17,04 ) B
a) Respuesta a escaldn a;l : : o B )

; i b) Respuest ) . : [ . T
nse 51?tema A siszema ; a escaldn del o a) Sistema realimentado b) Sistema sin realimentar
' . R [ ' unitariamente ke
Fig 2 Respuestas a escalén N T, ; N
Y .
«~d*}ﬂ+rﬂﬂﬂauqu.g Fig 3 vt e e

No ior
obstante lo anterior, al colocar el sistema A en. una

ta-

ma i {
lla de realimentacién como la de la fig 3a se tiene un si-te

enel arregle de

En caso dc cncajar en/la fig 1p &l sistema A exciténdolo
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« 7 »
estado
con e{t) = sen (7.21 %), la salida y,(t) serfa N ¢) Algunos an&lisis, tales como el de estabilidad, no
1.047 sen (7.21 £ - 16.09°) y en este caso no es necesaria mu requieren que las funciones de transferencia sean

cha precisifn para distinguir entre g0y yz(t). racionales »
d) Los criterios de disefio utilizados suelen ser mis

En este capftulo se presentari un método, basado en la res
féciles de manejar

puesta a excitaciones senoidales)para representar a sistemas

estables lineales e invariables con el tiempo, el cual es parti -
2. Pespuecta permanente y transitoria

cularmente adecuado para la obtencién de modelos a partir de da

t . tal . Como ya se menciond, la respuesta en frecuencia se denomina - -
0s experimentales. v

NS

asi debido a que la salida y(t) de un sistema estable, lineal e
La caracterizacifn a lograrse se denomina respuesta en fre- . invariable a una excitaciénsfnwot tiepde asint6ticamente at
cuenclia del sistema y es equivalente a evaluar H{s) a lo largo

ylt) = M(wo) Aen[wot+¢ (uo)]
del eje imaginario 4=jfw.

e : M(do) Y ¢(mol estén relacionados con la funcibn de transferencia
El método que seri estudiado en este capftulo recibe su nom H(s) en la siguiente formas !

bre por que es factible obtener H(jmo) a partir de la respuesta Lok

asint6tica del sistema cuando la entrada es una funcién senoidal ) S1 ”‘f“o’ se expresa en su forma rectangular como
de frecuencia w, . ) H(jmol - X(mol*j V(wol o
entonces ) +
La respuesta en frecuencia presenta las siguientes ventajas o .. [T,
sobre las caracterizaciones anteriormente estudiadas: “(“0) - (90) +y (mol . E o
a) Los modelos experimentales basados en la respuesta $luy) = tg-’ (V(mO)/X(wo)]

en frecuencia suelen ser més fidedignos que los re

Con esa definicién, y recordando que e’¢ = cos¢ + § seng,
sultantes de la respuesta a impulso o a escalén

H(jmol puede expresarse también en la forma
b} La dimensionalidad del sistema tiene menos influen _ ’

cia en la complejidad Ge los an&lisis al usar res-

puesta en frecuencia que al emplear el patrén de oo
- * Esto es

los y ceros, o 14 er entacién de iables de Lim ‘ 2yl , .
y ' & representacién variables de Ao [ylt + ” H = M mo)ben [mot + ¢(moﬂroftfzn/uo




donde ¥ y ¢ se llaman, respectivamente, la magnitud y la fase

de la respuesta en frecuencia*.

o

10.7

Hijo,) = Hlvg) o J#(w0)

10.¢

4 X)

4 Y(w)

El siguiente ejemplo ilustra la representacién de un siste

ma mediante la respuesta en frecuencia.

>~

Ejemplo 2
— I - a) Forma cartesiana
B Sea la funcibén de transferencia A - e ¢ ) o
) , AR
His) = s + a 4}%&” .1 ¢ﬂd
1
By - L1/
~ Poix tanto -}z:a
: 1 a- {w : | L1/
Hijw) = Tor o " \ |
I a +tw , ] : i d
Las partes real e imaginaria de la respuesta en frecuencia ; b - - “
-a|a w 2N\
son: T . q‘ |
Xlo) = 55— - Vi) = —t7— '

y la magnitud M y la fase ¢:

5, : ,qé_F ——————

b) Forma polar

1 -1
Hw) = —— , ¢lw) = -Lg "(w/a)
Va2+u2

en la fig 4.

Fig 4. Grificas de la respuesta en frecuencia de

- Las gré&ficas de X(w], Y{w), Mlw) y¢{w) vs v se muestran

! -

His) = 754

El nGmero complejo

¥ oed? se representar como M ¥

en la misma forma guc en el cap 6.

De la figura anterior puede notarse gue X y M son funciones

Xt )= Xt-gw) 3 Miged)= MCpw), micentrosgue Y 3 &

pares de u, © sea/son impares, esto es Y(ju)==¥{-fu) yélia)l=s(-fu}
Esta propiedad, cierta para cualquier funcifr de transferencia

permite la caracterizaci6én de #{fw) utilizando solamente el inter

valo w20.

El siguiente ejemplo ilustra la relacidén entre la respuesta

en frecuencia y la respuesta a una excitacifn senoidal.




Ejemplo 3
La salida y{t] puede descomponerse como la suma de dos
Considérese un sistema lineal e invariable, en reposo en

/Al . .
w ——  (na necesariamente en re 0S0), se excita con una entrada se-
1 . 0

Fig 5. Patrén de polos Y ceros de

s+t a 4 twy : noidal, su respuesta consta de dos partes: una funcién senoi-

dal (respuesta permanente) y otra que tiende a cero conforme

L-» o (respuesta transitoria). Esta Gltima depende de las con

términos:
1 = 0, con funcibn de transferencia m
0 -at
1 - « . y,(t] T —— e
Hls) = 4 + a a +wo L%
© B
r) . oy Y
siendo a > 0 (condicién necesaria para estabilidad). yz(u R ben(wo/t-ﬂ
(l2+.u0
S1 se aplica la entrada u_,(zt) Aehw,t, la salida y(t), de
cap
acuerdo con el/—G, es
-1 1. Yo El término y,(zt) se llama respuesta transitoria porque, como -
o L e~ )
o . 85 Tay, ay0, Lim y’(zt) = 0. A la funci6bn peribdica Y,14] se le llama
' Mediante la evaluacién grdfica y de acuerdo al patrén de polos Lespucsta permanente,
- . - i
Y ceros (fig 5), se determina que Debe notarse que como
“ .
) —at - ~p=-Lg7i( L) = & Hijuw
R A = T sen(w ¢ -2)
a +w 14 2 7
0 a +y
0 Y
Im : ) /H//w)/= 1 A
l , Wi at -
) - o (jwov - — — la respuesta permanente del ejemplo es
N “# %/‘“ /”//l“’)/“”[“’o“**l{(}}d"]
78 e Re L
— —a"f AAAAA =
L& 1 =
Las diversas respuestas se muestran en la fig 6
X-iw, g - h
En general cuando un sistema lineal, estable e invariable
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A t ‘
yit)= SE"t_a_’O +f hlz)senw, (£-7)de ()
[-]
- BB Bdel . O NS Alonud md
Introduciendo dos nuevas variables wit) y z(2) o

W/é) =c eAtx,

¢ ‘ '~‘.:~-¢;1{v?“\.\

zit) = [ /z(z)senwo(t-z)dz
[-]

sl sun v

C) RESPUESTA TOTAL

la ec 1 queda como

INALRLES

=" p) RESPUESTA P.EEMANENTE 1

sk 93w b Fig 6. Respuestas transitoria y permenente .

‘"sb butlmpsm 8l .slistiaw burilqms ob Llsbionse saw sbh ndivediigs

/oluéc -diciones iniciales.

—~ SN S
YUé) = wit) +24) 3O
la estabilidad del sistema implica que Lim eit: ovP,,—'
. [t =’ |
- tanto, £im wi{t) = 0 ) o) > \\3‘ :
L ‘
i+ }mws DY . ‘

La integral - de convolucibn que define a 2t} puede expresar-

se como la diferencia entre dos integrales, una de cero a ik -
NEPRE R )

finito y la otra de t a infinito, esto es:
EANAIRY x+(5\\u =

T

Zli)=f°2('z) sg@oft- Z)dz f (z)sena, (4-)de
o il

Lo »L B ) 3] ¢ sbaob

?_l

ugael s ab bBuilrlgms sl Bxsa (wifW
.8bs1
Para comprender las relaciones entre respuesta a impulso,
st -’ respuesta en frecuencia, estado inicial y respuesia transitoc-
ria, considérese el siguiente sistema: A
- = -y 92 a\NI s [Mw
XeAx+ bu ‘
uns sl swp Is3 y=ack L.4 au Is1inodne sidizog me
Xlo)= Xy
= eI ——
Como ef‘-ff‘ es la matriz de transicidén, la respuesta a impulso
h{t) est4 dada por la expresidn
At Q.Lxhsa ig mziisor la
hit) = ¢ e="b
R B,
y cuando la entrada es ul{t} = sen wot, ac

la respuesta y{%) estd dada por (sec 2.4, cap 6)

"

Usando la identidad trigonométrica  =(M}

sen la-b) = sen a cos b-sen b cos a,m” -
.9%3 g u

~geil 9 amy0

¢{t) puede rescribirse como

lansed £).. by 2
yit)= wzc)+j Al)cosw,t dr sen +j~/7(z)senwo':dz Cosw,
s & e
¢ ¢,
@ . ' .
+ f—é(z)senwa/é-z)dz ' -
oé J '

—
2,(£)

NESIFEY § 8 . U9




’,’ : ‘,ﬂz |
s1.04 ‘ tr.6: ‘
: 10.13 B 10.14 .
. ] 3 ) siguientes ecuaciones‘: . L
o IE R R S N P e o — —
o - - - @ . _

La funcibén z 1 (t) tiende a cero conforme 1-+a . Esto se demues- G - ‘jq: A('é)casw"fdé- Pe [.L. (4 ﬂ%tﬁ/()dé]= Ee[H(JC%)] - X(w“)

- b a A e aked S L1 ) @ 1 '

tra observando que ‘ /\ CZ =/o‘ A/t)senw.,falt =Im[4¢e-"u°i/7/é)df]—' Im[H(J'UJ.)]= Y(w,)

[--]

———

|

thiz)ldz L

i oy f
i l !
| i
\

/_[Z(z).senw,(:-z)dz/f .4

-

1

| o sca que la respuesta permanente puede escribirse -como ‘
Yy que la respuesta a impulso de un sistema estable es absoluta- Q i

i

g/((): Xlwy) seriet ¢ Y(w,)cosw,t = Mlw,) senfw,t +Flaws)]

mente integrable, esto es : ) .
“meT baup I oo gf ‘

fovi

@ - s .
D : — . - [ - i !
, J1he)dr < oy (8 = {3y = [Hjwn)sen[w,t + £ Higun)] \/ iy / a 7
L - —_— ° — o h o v Eg:' o \‘l + 1\
3} '

Entcnces” sél} tendrs qu‘é a2l i ¥taiz [ob Babllldadtsg sl En vista de lo anterior, es factible obtener expverimen-

’ @ ) talmente la respuesta en frecuencia de' aist diante 1
m 1z08)] & lmn //A('[)/dz a4 w3y Jorast ' m P uencia de’ un sistema mediante la
: éwco tvoo'4 ®»el

aplicacién de una sencidal de amplitud unitaria. La magnitud de

o } H{jw) ser§ la amplitud de la respuesta permanente, y su Sngulo
Reuniendo los resultados anteriores, la salida y(t} puede re-

’ = A o fa. el defasamiento entre la respuesta permanente y la entrada.
- ' presentarse como TIPS ain%
23e9 o r 120 ity Yo
“) u//f) " ;{; R(é) 3k & &L ¢ oziaxy TOSLTA Como la parte transitoria de la respuesta a una senoide de
y - J-Z, ¢ y M
— : frecuencia w, est8 dada POr NUIURILl LD Y<vidisiafoo s
. . 0 - [}
+:¥h’i} afen ;- n - R . .
SN S IC £ AN Lo )t o ot _/m 4o
donde yl(zt) es perlddlca y de la forma J0T= 2 % A ce é\_seowo(t-c)dc
ot €)= G senwyt ¢ C, cos ‘t . es posible encontrar un estado inicial xo tal que la anule,
s A 1 ° 2 ?itasbi s obassy : =7 ——
- En efecto,comp S
ademas, tanto w{t) como z,{£) tienden a cero conforme el tiem- .
’ 1 v . . Qe gyl 5. & At A
¢ bocrece. | wit)iz,6) = ¢ B[ 1o [ LAty 0 (everle] 2
c - - BN ]
e YD R weesy sbsig RS A0 al realizar el cambio de la variable de integracibn
= -t R
. Asi pues, Yy {t] es la respuesta pﬁs{r@gente,»fg‘,}qc}g#}a transi = . - ———
] ; v, se obtiene B e ~ o s
toria la suma de zl(.t) y w(zt) - * ‘
wié)rz(€)= ce-/—it[i\’oi-f{be'ﬂa-b&eﬂwatdr] c sl
Los coeficientes C,y C2 de la respuesta permanente obedecen las - - o = :
‘M*W"""-‘“ . M#

(RN 1
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de ahf que cuando se hace la seleccidn
valores de 50 donde se observa que la respuesta transitoria
¥ =%°=- @ Ac disminuye a medida que la condicibn inicial i 0
) e X=X = e ésenw‘,o—dcr . . _ . ) cibén inicial se aproxima a x .
(-]
se logra el resultado deseado.
Una manera alternativa de expresar la condicién inicial 5? ‘.ﬂ%)
I 1 b .y

© ' .
'[ eﬂvé SenW,odr = Im[_{:xégré 2-jw°a¢-:(o‘]

‘pero de acuerdo a lo tratado en la sec 3.1 cap 3 se tiene que

/-

eA%% e g - (1 A)"g}

[a N
AV TA TN

? - 5-J.(()°
£ y por tanto
%= Ln[jI-ATs
Ejemplo 4
TonsidBréseé &1 sistemg veprefentado por las ecuaclones
%1 [o 1][x 0
A B T RST R PP
2 16
Y=t ojlx ‘
X, :
al cual se le aplica la entrada uf{t) = sen 4.

El valor de 50 que anula la respuesta transitoria estara

Fig 7. Respuesta v (£f]) para algunos valores de las

condiciones iniciales.

dado por
-1 ] e ...3. Propiedades de #H. {jw)
4 -1 0 f__"_ -4
Il -1 N Y 17 ) .
o = ”7[J4I-A7 L= Im . o m, . 3.1 FEelacida erntre respuesta en frecuszncia y respuesta a im-
A e 15 4yt P 0 ,
69 pulso
En 1z fig g se muestra la respuesta y(t) para diferentes
i i T ‘s -t Y. RS- W
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La respuesta en frecuencia de un sistema estable contiene
toda la informacifn pertinente al mismo desde el punto de vis
ta de entrada-salida; es la funcibn de transferencia evaluada
en el eje imaginario. fara demostrar esto, es suficiente probar

que la respuesta a impulso h(%¢} puede calcularse a partir de

Aunque existen m&todos numéricos eficicentes para obtener
h(t) a partir de fi{jw), en general no es necesario efectuar di
cha transformacién por la presencia de m&todos de disefio de

sistemas realimentados que utilizan solamente conceptos de res-

puesta en frecuencia, siendo mis comfn en la prictica dar espe

H{jw). ) o )

En el cap 7 se vio que un sistema era estable si y solo si

- cificaciones en el dominio de frecuencia que en el del tiempo.

Los fndices de dzsempefio en el dominio de la frecuencia,

Su respuesta a impulso era absolutamente integrable, esto es

T ﬂZ(t)/dt o ,

=B s

esta condicion implica que para ¢>0, se cumple que

w ¥
f/ﬁ(t)/e-rdt <co . . E. . :.a

N
ERACS]

por tanto, el semiplano derecho del plano complejo (incluyendo

el eje imaginario) pertenece a la regién de convergencia de la

que se presentarin mis adelante, est&n basadcs fundamentalmente

en criterios de estabilidad.

3.2 Simetrfa —= s i e

En el ejemplo 2 se hizo notar que la respuesta en frecuen-

cla del sistema en cuestién cumplfa con las siguientes condi-

P

ciones dr ~imetrfa
i) X{w] = X({-w) {xs
Yiw) = -¥(w) :
2 ian ta
1i) M{w) = M{-w)
Alw) = -Blw)

= ¥ s& mencioné,sin demostrarlo, que las propiedades anteriores

V- P ANIL AN Y "N

£

transformada de Laplace de h(t) (Apéndice A). Siendo esteug{Aggh________ggngyalidasAparagcualquie£~sistemagcuya respuesta a impulso sea

T Imversa

so, h{t], la transformada/de Laplace de H{s), puede obtenerse

una funcibn real. A continuacibn se demostrari unicamente la

como
s

propiedad i) de simetrfa, porque es fécil demostrar la propiedad

ii) al expresar M y @& como funciones de X y.de Y. Usando las

Alt)= .C’ [H8)] =24 [we Ot w0y des

Sy

Entonces, basta conocer H({jw)[H(3) evaluada en el eje ima-

ginariq]para caracterizar al sistema.

definiciones de X{w] y Y{w) se observan las siguientes relaciones

Xlw) - _{[?04 we)] hit) dt = [Cosl-we) h(t] dt - X(-u)
Viw) - [Tsen(wt)] h(£) dt == feen(-wt) hit) dt = -¥{-w)
(3 %




~
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LAY

lo que coincide con la condicibn i), la cual puede reexpresarse

como

Hijw) = xlw) + §¥{w) = X(-w) - §¥(-w) = H{-jw)
o bien
Hijw) = H{-jw)

en donde H representa el complejo conjugado de H.

4. Representaciones gr&ficas de H{jw) B En la fig 8

Y {w). €omo

Las tres manera gr&ficas m&s comunes de representar la

funcién H(jw) son:
1} La traza polar, en la que se grafica X(w) vs

Y{w} con la frecuencia w comu par&metro.
)

ii) los diagramas de Bode, que consisten en dos entonces

gréficas: en una se presenta 20 log M{w) vs
logw , y en la otra @{w) vs log w.

1ii) el diagrama de Nichols, en el que se grafica

Ejemplo 5

Hijw) =

ferencia es

Considérese un sistema cuya funcibn de trans-
5
H) = o3+ 5)
se presenta SU traza polar . o sea X(W) vs
s _ Sl5-w¥-6sw]

—whéjwas T (5-w?)2, 3wl /

".\ \

S50’ °
- {5-w’)2+36w"

informacién; sin embargs,sus trazados especiales haeen que

cada una sea particularmente adecuada a un fin como se verd

en secciones ‘posteriores.

— - . y _ ~30w
log M{w) vs Hwj,usando w como parSmetro. Y (w) = [5-0?)? + 36 w?
PN v . Y- 20r-N Im u0J= :1
| . - pd - -~ ~~ L) =
———— At res—representaciones—grificas—cortienemr—r mismx it

Fig 8 Gré&fica polar Ge
2

&

—5
(4+1)(4+5)



En la fig 9 se muestran

10.21

los diagramas de Bode de la funcién f(s)

) 10.22

Por fltimo, en la fig 10 se presenta el diagrama de Nichols

de la funcidn #(s)

Aogey —

Fig 9. Diagramas de Bode de la funci#én -

5

Torilisvs]

rémetro (fig 8). Conviene sefhalar que dicha grafica puede construir-

se 8i se conocen la magnitud yel &ngulo de H{jw); esto es

20
_ - 1o
-+ 5
4
T —_] w=0
- T =) ©
-— W= *
] T -
Ny L -
5 08 ——
} -20 \ o 0/ L y -
W= - - )
i —rm e — 15 ) f
o T w=5 < {
N / -20 8 3
+ -25
40 ¢w=10 .
. -30
-
w= 16 -35
I
w=.4 wW=1 w=1o0 @:lroe w=20 -40 u
=604 D) B 2 -0 300" -230"-240° -210° - 180° - 50° -120° -3p° - 60" -30°  O°
/ogw—— : < Hljw) i opEEe.
90
=~
¥
8§ 0 i
g’ \ . ) 5
< -se T~ Fig 10. Diagrana de Nichols de la-fancién- [ro771;7E]
g \
¥ 5. Traza polar
& -too T ————— —
La traza polar, también llamada de Nyquist, representa en
~27e| w=.1 =1 w10 Werop coordinadas rectangulares el lugar geométrico de H{jw) para valo-
-4 ° 1 2 res-o( W<oo, O sea, la gré&fica de Y{iw) vs X{w), usandé& como pa-
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la traza para frecuencias positivas (trazo firme). La flecha

sobre la traza indica el sentido en que w crece.

5.1 Construccibn de la traza polar

Los datos necesarios para construir la gréfica polar de
una funcién de transferencia de un sistema pueden obtenerse de
resultados experimentales o analiticos. Fn ambos casos, por lo
general, se elaboran primero las grdficas de Bode, que ser&n
presentadas mfs adelante., Sin embargo es posible construir di-
rectamente la gr&fica polar de un sistema a partir del diagra-
ma de polos y ceros usando los mé&todos psesentados ep el cap 7.
sec 6. Para calcular |H[jw}| solo es necesario efectuar el
producto de las distancias del punto jw a los ceros y dividir
dicho producto por las distancias de fw a cada uno de los polos.

Similarmente, ¥ H{jw)se evalia como la suma de los &ngulos desde

agw desd o
los ceros/ménos la suma de los angulos/'*Tg; polos. Para ilustrar

la construccibn de la grifica polar a partir del patr6n de polos

Y ceros se presentan dos ejemplos,

[H{jwlly ¥ Hijw} en la forma indicada en la fig 11.
. AlImg
' 1
- - --L\ §
P ~ i
< :
7
7 \\
AN
/ \
/ \
. \
\ ‘ i
\ !
ol
Fig 11 Traza polar de H{jw}, en donde se indican
""" [t (] ¥ G o
Por cumplirse la iqualdad*
H(-jw) = H(jw) o iinnroea !
80lo es necesario conocer H{jw) para w>0. . o

En las fiquras 8 y 11 la ¢raza polar para frecuencias nega-

tivas (trazo punteado) es la imagen espejo sobre el eje real de

Ejemglo

Considérese la funcién de transferencia

A+ 6
HIA) = rosiiaed)

cuyo patrén de polos y ceros se muestra en la fig 12. Cualitati
vamente se pueden hacer las siguientes observaciones: para va- **°

lores de w cercanos a cerquUster& aproximadamente igual & 2;

¢ . S

* H indica el complejo conjugado de i S obi : . -2

-
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£
Jw
[ 55 : w JHGo] | x Hijw)
« 00
41 . . ‘ . o . 0 2
Jwp - .5 1.77 -31°
e e T D 1.36 -54°
-78.7°
23 2 2 .78 :
(Y 3 .5 -90
g 6 71 299°
( Z |/ VAING . 10 11 -98.5°
e AN 2 A = 7 =77
o X 1) rj ] . <h
2 P ’
e - T 4m , —_
= - — = o 4
¢ I - ™ r
. «-5 3
.
' / . A
v log g
¥Fig 12. Patron de polos y ceros de 26 .5
(+3)(4+1) 3
N
N
a medida que w crece, pero afin de valor pequefio, el &ngulo de \

tH{jw) ser8 esencialmente -01 (los otros &ngulos oz y ﬁ’ son préac

ticamente iguales a cero); por otra parte la magnitud ira dismi-

nuyendo a medida que w aumenta. Cuando w=1, & H(jw) serd algo £

. e
— 7 _menor que —45°(9i45° y 92-¢1>0). Cuando w es aproximadamente 15 \ LA I
. Jd o

~igual a seis, el &ngulo & IHUw)I-"l‘,'Bz'% A 45°-80°-30° = - 125°

5+6 - 1

‘ 'Fig 13. Traza polar de
mientras que la magnitud sersd [H{w)l= L. ev2l = .24 : : {8+3) {s+1)}

RR, €6
Por Gltimo cuando w+w, ¥H(jw) se aproximard a-90° . .
Ejemplo 240(s-1)

Considérese ahora que H(s) = 7
: ' ‘ {a+4) (8% + 5 +54.25)
1a {1313 se presentan [H(jw)] y ¥ Higw) . para diversos va-

cuyo patrén de polos y ceros se muestra en la fig 14.

('41 -84-6, = 90" 90*- 90% -§y)mient ras que la magnitud tenderi a cero. En

lores de w junto con la traza polar correspondiente. ) e
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]

lo complejo P, ocurre un cambio brusco en el &ngulo; para
@2 ¥ el dngulo es practicamente cero (w’z90"’, 63290", 92+93k 0,

Mientras que para w8 el &ngulo de la funcibén de transferencia es
(¢, ~ 65 ¥90°, 6;%0°, 6, ~60°)

-60° /y_ para woxq9 el <& H(jw,) es.-{2p0° /“/’129_3’«‘«'9079‘,‘:60:’9_,%
La magnitud también sufre un cambio dr§stico en las proximida-
des de w=8 porque allf la distancia al polo Py es minima, el va-
- . 240R
— o _240R;5 2408 .o
-8 g lor de JHl1w)]  es R, Ry Bas 5 © 30 ; para valores
de w>8 la magnitud va disminuyendo a medida que « aumenta y
[~ % como hay dos polos mis que ceros el fngulo tendersi a -180°. Co —
) 02' -4 - . mo en el ejemplo anterior,en la fig 15 se presenta una tabla
! 0
L -6y r de | Hijw)] Yy ¥ Hjw) para diversos valores de w junto con la
) '
™ grdfica polar de Hf w) .
-9 ol L AL ) 'q gk PR 3§ B 5
| B X4 . voen v
, 3 a-. ’
p \ e In -
] Fig 14, Patrén de polos Y ceros de 240(441) PEEE g w=4 w=g R 3
i (8+4)( 8214 + 64.25) o | wtgor | e | oeeae '
\ S 0| .93 -180° weoflwzeo P %De
- ] S T ’ ST ] 1] o1.3 -120° £ v - tsopr \ €
- En este caso, un anflisis cualitativo conduce a las siguien 4 3.6 54.3: oo BbIbsa boo \:m
tes conclusiones: para valores pequefios de Wy el &ngulo ser& 7 |12.5 ’3'20 -
5 1Z7. -54.5
- [
de 180°, y la magnitud 6—;—25—215cuando W crece wl disminuye 9 |11.6 121.4° .
" -t
- __ m8s.x8pido de lo que 01 crece y los &ngulos 02 Yy 65 se cancelanjy 20 .7 -162.4
[
por tanto, el &ngulo 4H(jw) ser§ menor de 180°; por otra parte g ° 180
la magnitud aumentars porque el punto jw se aleja m&s répido del
7 cero que de los polos. Cuando @ esti cerca del valor 4 se tendri = o s
&y & 45°, ‘% =[00° G246, x0, O sea que el angulo total serj i
a 55° | la magnitud para este caso es 5 aproximadamente. Cuan- -83nsibe cverios
do el punto jwo, sobre el eje imaginario, pasa en frente del po- - F ~30
240(45-1)

ig 15, T olar de
Fig 15.Traza p ($+4)(4%1.4+ 64.25)
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A continuacibn se presentari el criterio de estabilidad mediante el criterio en cuestibn, se pueden determinar los
de Nyquist, el cual brinda informaci®n no solo sobre la esta- ' valores de K para los cuales el sistema es estable, conociendo
bilidad o inestabilidad de un sistema realimentado, sino tam- . Gnicamente H{jw}.

bi&én acerca de la calidad de su comportamiento.

Suponiendo que #({4) es una funcibn racional, la funcibn

5.2 Criterio de estabilidad de Nygquist. Preliminares 7 de transferencia del sistema realimentado es
Y
El criterio de Nvgujst, aplicada a la txaa Poler—eetn
blece la estabilidad de un sistema realimentado a partir de la _ - _ 9_(41 — . KH8) _ k%%)) kg’(,d)
respuesta en frecuencia de sus componentes. — ‘ ——iv— T A 1+ KHLs) B 1+ Kgg—}) ) PRIt KGLs) ¢’

Considérese, por ejemplo, un sistema como el de la fig 16

A
. . Los polos de -‘/M)/A'L(A) coinciden con los ceros de 1+KH(4)
donde H(s) no tiene polos en el semiplano Re(s) > ¢ . '

Ahora bien; usando la teorla de variable compleja, y en
particular el teorema llamano principio def argumento, puede

determinarse el nfimero de ceros de 7 + kKH/4) en Kel[d]z0

& ¢ I_. e s 9 A si se conoce la traza polar de ]}k//(ja.:)

- N/

Para entender el citado principio se necesitan introducir

los conceptos de puntos interiores, puntos exteriores, encie- -

rros, etc.

1§ 16 . Sistema unitariamente realimentadé
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) ‘al primero se les denomina puntos interiores de ¢, Y a los del
s =22 -nhteriores
) . . - conjunto no acotado puntos exteriores. En la fig {9 se muestra el
5.3 Puntos interiores y pbuntos exteriores
interior y el exterior de una curva cerrada simple y rectifica-
Considérese una curva cerrada, C, en el plano complejo. Si ble,

Irm
esta curva no se cruza sobre sf misma, se dice que es simple*

s¢ ‘ ‘ EXTERIOR
y/ademids es de longitud finita, se llama rectificable. En las . '
figuras 17 y 18 se muestra una curva simple y una no simple,

respectivamente.

- Rg
Im

Fig 19. Inferior y exterior de uma curva cerrada ,simrle y rechficable
L3

A las curvas de Jordan se les puede asociar una direccibn.

Se dice que una curva est§ positivamente orientada si al tomar

la direccibn de la curva, los puntos inmediatamente a la izquier-

W . .
B da de ellaFon interiores. En caso contrario se dice que la cur~

. ; E . y21
Fig 17 . Curva cerrada Fig 18, Curva cerrada ) va estd negativamente orientada. En la figs 20 /56 ilustran estos

simple no simple

conceptos
P ‘Ifn

Cualquier curva cerrada simple y rectificable, llamada

-
U

uno acotado y otro no acotado. Los puntos pertenecientes al

también de Jordan, divide al plano complejo en dos conjuntos: A ///"‘N

e A
* MSs formalmente, si C se define como el conjunto de todos
puntos del plano complejo 2[():¢i(t)fjﬁ%t) donde a y g Fig 20. Curva positivamente orientada Fig 21.Curva negativamente

i . . - orientada
son funciones continuas del intervalo [0,1] a los nfmeros reales, ’

entonces la curva es cerrada si £(o) = (1) i exceptuando Si ft4) es una funcibn de la.variable compleja 4, se de-
restos valores de £.si £y £4; implica que  Z/¢,) 7 2(Lz), se fine la imagen de la curva ¢, denotada POr Cjpmg como el conjune
dice que la curva es ci imple.
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o - ) ! . . s 2
to de todos los puntos g del plano complejo tales que

10.34

Para ilustrar la transformacidén, a continuacidn se presen-

i e=F(z) L w4
ST W I el 1 ta la correspondencia entre algunos puntos de C y los de la
: \\, e o~
y z es algfin punto de la curva € . Para que esta transfor- ' - . ceurva imagen Cim_g
- V\
i5 i inid e .o e la f i6 \ )
_ macidn se encuentre bien definida es necesario qu a funcibn N __punto z - 4 ) punto )lj . _4 _ 4 _ 1333,
F sea analitica* en la curva €, y en este caso,si C es cerra- v S o or 1+2 3 )
da y orientada , la imagen (;-,,,9 también tendr§ estas dos ca- punto zZ, = gli lj') 5 8" punto n, =-—I/_2~,—<;—)-é- = 1.38 -.365
. ' , e (14y)+
P TR LT i1 T T e T T - X -3 2 _—
racterfsticas. - . [/ . . o MR punto z, - g . punto 1, = 4. q¢ - .8
5.3 Ejemplo 6 J 12
o1 : 4 .
Considérese la curva de Jordan € de la fig 22g. Si {(4) punto =z, - V2l 4, punto g4, = - = 2.38- 1.3
S f__ 2 (1+4) - 4 g-(-iij}lz _
- es Zi!‘é , entonces la curva, lmagen C,,,,y es la que aparece en punto Zs = __,1 i punto gy s = fﬂ = . RO ‘
la fig 224. ““‘ .. ' % [T :‘
. o o " En el ejemplo anterior tanto la curva ¢ como su imagen >
Y Im L.t \.\ Im eran curvas simples positivamente orientadas, pero puede su- j
| oL d15; -~ '-_ d ‘.5)' ceder, como se illustrari en el siguiente ejemplo, que la ima - 84
.‘,, \\ . J- . - gegn de una -curva de Jordan no - es necesariamente simple. N
o 7, 7 . 3 N
y \‘ . 5.4 Ejemplo 7 I - t\
- ) {.54 ' A
Considérese 1 i6n Fra)= 2425 Jor-
2z _e #> o onsidérese la func:_. n F(4) (4*1)/4'2)31 la curva de Jor
-5 J i ° .5 dan de la fig 23a La curva imagen (,,, , de la fig23b no es
! 1-53 una curva simple.
Z'\‘—/Zl .
6 4-3 4Img
R 4 4 A
418 4-155
| a4 165 J Lot BL R o8 18§
|
— &) Curva cerradal ——— b} Imagen bajo la transfor-
soatr L w o » e
macibn —5  rap ~ccooatyg Lo oew | 5
*?iq 22 B ks okl ™ ?L -? —{ \ e
1 > - T 6' = Fe
Foe ey p e EIv ] e ¥ aw 29 ‘3 Re / rs 4
b -4 q 13
- - a8
* Una funcidn f/g)es analitich &n el nunto 4, si ah? existen ) .
sus derivadas de cualqguier orden. Cuando #4) es racional, 2
S . . . 39
— esta definicién equivale a que 4, 1o sea un polo de Fld). "79’;‘3 o - - Atam g 3, {
' a) Curva de Jordan Fig 23 \-/
- : b 4 jo _2AtE)
o - ) Imoger? de € bajo et
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Los conceptos de punto interior Y exterior pueden aplicar-
Sé a curvas no simples porque estas pueden descomponerse en va-
rias curvas de Jordan de modo tal que cada segmento de la curva

original pertenezca a una Y solo una de las curvas de la descom- - g

posicidn. Si un punto es interior a m curvas positivamente orien-
L
tadas, e interior a 2 curvas negativamente orientadas y ht=m-n
. ; . d
entonces se dice que es interior A vecesyl o csts encerrado 4 q
por
veces) la curva. De acuerdo con la definici8n antetior, # puede
. PR 1
ser un nfimero negativo.
5.5 Ejemplo 8 S S i In . v !
En la fig 24 se muestra una curva ¢, orientada pero no simple, 7 . '\
i .
la gue puede descomp'onerse en las curvas simples que se muestran , maw ,' “-----.._ \‘,: mlr /
- T~ hd P
. * v - . ¢
en la fig 2s. A Im <Bic i 98 umod  heo K B LI UM L | 20t ;
. ' e ‘ ¢ E i
. ., 'l [} e N
ol eb svi - smy sb app — LN - - -
C’ ) N yd / N
T os ota b2 o K ‘2
» . \. \‘ ": C3 "/ L .A . “
. 1A oyt af o R/ . WoselL /’ .

»Re - TTeee e 5o

Fig 25. Descomposicién de 1a curva de la fig 24 en las curvas

fan NIy _
’PI - . E : o o
\ - :
\/

simples ¢y , Cri G,y

Cq

Yy fg

Fig24. Una curva cerrada,

orientada y rectificable Pero no simple

Y €; son positivamente orientadas,

Con las definiciones anteriores puede,

entonces, enunciar-

Como las curvas (4]

mien- \

se el principio del argumento.

tras gue ¢ y ”

SOn negativamente orientadas,

se puede obtener 1la

5.7 Principio del argumento )

interioridad de los puntos ﬁ,. .o ,‘3 con respecto a la curva & .

El punto

7

es interior a C'z P Gy 07 + POr tanto est§ ence rrado

Si € es una curva de JOrdan positivamente orientada, /4)

€S una funcidn racional y

analftica en C , y C,;,,j-cs la imagen

-1 vez por la curva s

; el punto fD? es interior a Cooy

¢y por

de ¢’ bajo F{4), entonces

el punto 0«0 estarg encerrado N*

lo que se halla encerrado 0 veces y 72 est8 encerrado una vez.

Camd o

RTELE . . I

~

por C,-,,,j'en donde A/ *=z- P cuando Zy P son el nGmero de ceros y

veces
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de polos de F/4), respectivamente, que estfn en cl interior de C

En el teorema anterior, si € est8 necativamente crienta-

~@a, entonces N* =P-2.Para ilustrar el principio del argumen- -

. e ~-. 10,38

argumento 25 el criterio de ecstahilidad de Nyquist, mediante el

cual, como ya se menciond, es posible determinar si un sistema
r ceonociendo

realimentado es estable/de la malla abierta tan solo la respues

ta en frecuencia y el nfimero d¢ polos con marte real positiva.

LR [ TVRRRY I 2

to se presentarén dos ejemplos. II"" " L‘T"’
N 4
Ejempl: 9 . i T __ EE LA - _ﬁ—fﬂa.;.»cl
Torese la funcidén F4d)= 204+ 1) 1 i - i
Y [ '-(/J-j){/.i-2) Y el camino rectangu- 3
lar de la fig 24e.De acuerdo con el principio del argumento,
— + e - . ]
__la imagen de C ccerrard al origen -1 vez, pues en el interior - 4
Re Re
de €, F(4) ticnc dos polos y un cero, esto es A 2P 12 = T3 T 5
m 2
=-1. En efecto en la fig 266 se aprecia que C,,',yencierra al ) T
N : N
‘ori - . h i , .
origen ~1 vez ./ e o~ ;‘ T8 -2 “
. R)
) VT I S ., P
—] L Y C
I
‘ 25 ! c ! ) Fig23 . Tlus“racibfn del principio del argumento. ;
o i /
- /
-j Y 1/ 5.8 Criteric de estahilidad a= N -quist - I
|
y O (AN VIR » Re Fl criterio de estabiladad 2e Nyquist indica,a partir de i
-3 i o 1 2
H la traza poiar d 174) =1 Tas aic
- a poiar FHfér—si—tes—siste 7 4
,. 1los de la fig28 son o no estables.
.’3"4 "'3J‘
Fig 26.Ilustracién del principio del argumento. A 3owog
Ejemplo 10 D 4

Supbngase que la funcidn }'//J):’Jz"z’“z
2(4+4])

fig27a, Cono cn el interior de ¢ existe igual nfimero de po-

y la curva de la

los que dc coros, el origen del plano complein estX encerra-

do 0 veccs por (‘/,,,-9 » la imagen dc ¢ bajo la transforimacidn F{4)

(fig 246) . 1na consecuencia casi inmediata del principio del
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Fig 29. Curva de Jodan usada en el criterio de estabilidad de Nyguigt

Como el nGmero de polos de ”i(z-:—-‘)en cierta regibn es iguak e
. ara obtener la curva i j i
al ntmero de ceros de 14 KHf4}en la miswma, para determinar la P magen de C bajo la transformacién 1+ KH(s)
estabilidad de sistemas con este tipo de funcioncs de trans- . o B e ,
. R
ferencia se dar& un criterio enfocado a obtener el nfmero de ) JR3 Hesy @ .
‘ 2 . %
ceros de ] +KH(d) en el semiplano Rel4]20, “e . — \, .
. ) e R+ 3
Para ello considérese la curva de Jordan €, negativamente - -
-~ a
a
orientada, que se muestra en la fig 29. Si H/4) es una funcién . Traza polar oe Wijw)
7 .
qu~ no tiene polos en el eje imaginario y adends a/)/’"- Hiyw) =oc< o iR
-0 - b
K
(el caso complementario seri examinado m&s adelante) ., la cur- . 1+ KH4) o
N Jw
g va imagen de( bajo la transformacibn 1+KkH(4) encerrari al origen -\ e . .‘."Q -
un nfimero de veces A* igual a la diferencia entre el nlmero / )
“ ‘ : ] .‘:® l.‘-
i 1+ «
B J " o~ i H
- | A/'\ , H r L -
‘ VA% {+ka P
ul™ | !
R _ ~ Trera polar de Kje)
[ -~
v 8.2 +1 !
.t ! Traza de ki) - - -
- < 3
—_— Lk ¢
-dR : . ‘
Fig3o.Construccidn de 1a curua imagen—deE brjo—tT

de polos y ceros de 1 + KHis) que estén en el interior de ¢ (M*= P—Z),

" N6tese que dicho interior coincide con el semiplano Pe[d];qa me- por ¢
dida queR tiende a infinito. Como la curva ¢ est& formada por i
dos partes:i) el eje imaginario y ii) un semicirculo de radio
R+ la curva imagen estar§ formada por la imagen de cada uno
de estos segmentos. La del primero es 1+KHljw) v 1a del sequn-
do, el punto Jikg,rues se estd haciendc la suposiciin que

,a,,',v Hljw)= « -Tn la figura §o se ilustran los pasos necesarios
Wewao

1+ kHrg)en el interior de

transfcrmaci6n 1+ kK H(4)

- la figg9que, como ya se coments

los de 1+4Kil (4] coinciden con los de Mg)y de esta forma a partir

del conocimiento de Hfjw) y el nGmero de polos de Hufcon Rels)ro0

A partir del fimero de veces gue estd encerrado el origen
‘N* ( en la fig3g son dos) y el némero de polos-de
+€5 posible determinar el ndmero de
éeros{Z) de 1+ KkH(4) que est&n dentro de la regién sombreada de

s coincide con el semiplano

Re[/s]zocuandoﬂ-ao.Encasoque-H{A) S6¢ una funcién racional, los po-
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se determina ¢l nfimero de ceros de 1+KH(A-;) que tienen parte real
positiva (Z=7-N*}.

El método indicado en la fig30 tiene el incoveniente de que
para cada valor deK habrfa necesidad de redibujar la gr&fica de
1+ kH(w). Sin embargo, como i) tanto los polos como los ceros de
14 K Hts)coinciden con los de%fH(-d)y ii) el nGmero de veces que
la curva imagen de bajo la transformacidné,ﬁ H(s) encierra al

origen es el mismo gue el nGmero de veces qgue la imagen de C ba-

10.42

método presentado en la sec 5.1 de este capitulo es posible

) “« 1 P : || H13) Il
¥

-

F19 31. Un sislema reajmentado

\

.construir la gréfica polar que se muestra en la fig 32; ahi

rr

. tido de las manecillas del reioj,

Nyquist

jo la transformacidén #/4), encierra al punto -i—

, @8 posibic de-
termirar j* para cualquier valor de K, dircctamente de la tra-
za polar de H{jw). Asf en el caso de la fig 30, para el valor
de K=2, se concluye que p//* es 2, observando el nGmero de en-
cierros del punto -’-'& por la traza polar de Hfjw),

Ahora bien, si cn vez de calcular p/* para un valor de kK,
como el nGmero de encierros en el sentido positivo matem&tico
del punto-i-, se calcula A, el nfimero de en.cierros en el sen-
La f6rmula que lo relaciona
con P, el ntGmero de polos de H(4) con parte rcal positiva, Yy Z,

el nGmero de ccros con parte real positiva de 1+kM/s)es

Z=N+P

se distinguen cuatro segmentos del eje real de acuerdo con el
__nfmero de encierros M 7 )L

A si-co(-lic-oi se tiene /=0

|
. |
i »u~»+—-+—-- -

B si -i<-£<o se tiene N=2 ) T

cC si 0 (--k<j se tiene /=1

e D 8i

1(__‘1(“0 se tieneN =0 l TR

Para determinar los valores de Kk que satisfacen las desi-

. Ee

Este resultado es conocido como calternio de estabilidad de

- om0

-

-

Ejemplo {4 ) P
el sistema de la fig3f{, en donde

1 1

3;2424041 = (A +4.75)(424.25.44,.56)

Supbngacse

-

i1 Hia) =
P =3

5

no tiene polos én ¢l scuiplano derecho. Se desea indagar para

qué valores dc Kes el sistema recalimentado establc. Usando el

b~

;-1‘ Y ]

i
Ll
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. 10.44
gualdades antefiores es Gtil recurrir a la gr&ficade -}(vs K como : pertenece zl intervalo C( eje vertical), K portenece al interva-
se muestra en la fig33. ’ ' ) N lo C'(eje horizontal). De esta forma, para el ejemplo en cues~

tidn se concluye que para

. - <K<-1 , N=1

-1¢K<o , N=0

& DL Kcd, N=0
4 <K <o, N=2 "

D — Como A/9)no tiene polos con parte real positiva,P=0, vy
de acuerdo con el criterio de NYquist se obtienen los siguien-
tes resultados

- para =o0o<K&l, o= P+N = 0 + 1 = 1 . -
~IKK LT, 2 = P+N e 0+ 0 = 0 . oh

[ . -

1 K<, Z = P+N = 0 + 2 = 2

. =K '

I lo cual indica gue la funcibn de transferencia del sistema rea-

8 limentado tendr& un polo con parte real positiva para valores
de K menores que -1, ningfn polo con parte real positiva (sis-

£
. t ) . tema estable) para valores deKentre -1 y 1 y dos polos con par-
9 : O .5 )
“—‘g_—'_ -2 400 R [~ T te rcal positiva para valores de K mayores que 1. Los resul-
. —— e N . . - ,i,_
i U . A tados anteriores se confirman por medio del lugar geométrico
,". e ) (positivo vy negativo )} gue aparece. en la fig 34
> T.7.. L J‘g‘
L — R e m/ —
. S . 4
el ‘ o (125+745)4
! . ’
¢ ————sn—0' A'~‘J¢ 58—
. -175. _ -
e r—t § g
Fig35.Grdfica para resolver desigualdades del tipo a(<-1.2ﬁ R 1 -5 ’
& Vi
En dicha gréfica es facil determinar aul valores de K satis- ko
facen desigualdades del tipo o<-1 ¢ Asf po) i enp 16 | - . . L.
PO A< -E_,H por ejemplo, si % a) [9P

Fig 34. Lugar geométrico de

— 5
57454 sse
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10.45 .
‘Im . A Im
- loo . 4
Conviene hacer notar que la transicién de 0 a 2 encierros ~ ' ' ' 04
\ + 0.
ocurre para el valor de K=1 y para la frecuencia @[, datos que afy my —_ “ )
/" \\\ \ + 0.3
pueden obtenerse indistintamente del lugar geométrico, la tra- ) ) . - \\
T ’ A Y
R \ -+ 0.
~za polar o el criterio de Routh. R4 \\ \ 2
1 A " .
Ejemplo 12 ' \ \\ w=315 w:5] L o.1 — —
jemp \ 0 50 e 282 8]
o ‘ f Slwse S fo ¢ wzag Re
Se desea determinar los valores de K para que el sistema //r T [w=a- _; ‘\:E 7 i Y
realimentado de la fig3fcca estable , cuando 1a funciZs de +-04
. _2%4i%4+90 (A4+9)(5410) _
transferencia #(4) es A5+J/J?+3,<j+1 = 841)3 w=217 o l.02 .
oy - - ? -
o Ah alinil..} - T L
- « 4 K ) 1 y § -0.3 \
— —— M
| , +-04 c
y . ) - '
b olsviaslal le L - {00 o3 e i
' o : soxoisv asis;. i
T A ob - . (cJefa/Ye) G e
S . KR e om
[ERR Ll wig 36, my t
Fig 35. Reograma de un sistema realimentado o ) - 19 raza polar del sist ema'
La grafica polar de MHtjw) que se muestra en la fig3s divide El lugar geométrico positivo del sistema (fig37) confir- 1

al eje real en cinco Segmentos. Utilizando el mismo procedimie-

to del ejemplo anterior se concluye que

N =
. N =
B
- VN =
o £
¥ < HEeTH
N =

Como todos los
do, P=-o0 , por tanto
nGmero de polos con
diversos valores de

- <

=017 <

. 342 <
1.236 <

0 para
2 para
¢ para

1 para

0 para .-

polos de H(4) estén en el semiplano izquier

0<cK< 342

2342<K 1,236

1.236< K< oo

~o< K¢e-.011

5 E !oeuRnT B
o hon 2}
olzeeld 8L . M

e b

POLY0R= B Uk D 8YrEa.

Do Goe B

hat 3

ma estos resultados. Inicialmente (k=0) el sistema es estable
Y al aumentar K dos polos cruzan el-eje imaginario ( Z=2)
Y Posteriormente regresan al: semiplano izquierdo, siendo esta~

ble el sistema pPara valores de K mayores que 1.24,

011< Ke o

Y

el criterio de Nyquist se reduce a z=a'. E1

Rels5730del sistema realimentado para los

K es

K< =017, z -]
K < L3427, =0
K < 1.236, 2 =2
K < oo, 2 =0

L

il fent x ra o B 2 B S R A A

A 0t

- L oal. e ]
8l omud
- uf:
“30 g -20 -15 -1p ]
: D y ! . *——C}C}_ki +—g -
V% o

Fig37.1gp del sistema lﬁLtszLiﬁZL

0+1)3
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5.8.1 Funciones de transferencia no acotadas en el eje imaginario
A . . . CTUs
Al definir la curva ¢ que encierra las singularidades de i !

H(4)en el semiplano derecho ( fig 29) se ha hecho dos suposi- o

clones:

i) Lo Hijw) = coo
W0

11} f/14) carece de polos sobre el eje imaginario.

Cuando una o ambas de estas condiciones

10.47 K w 10.48 4]

_:?7 [-EX-/oX

-

1ia

se violan, la

4
6:-90°

curva £ que encierra al semiplano derecho debe modificarse. A

continuacibn se explicara cbmo efectuar esta

cada caso,.

Y -

Y

Caso i) *
L 3

Esta situaci6n se presenta en las funciones racionales

cuando el orden del numerador es mayor que el del denominador.

Si H(4) se expresa como

. - 7’
modificacién para Fig 38. Poromelrizacicn del semicircalo

- : S — Ejemplo 13 *
Sea Hg)= 2(8+1)(4+3)
A+

-

. Se desea encontrar el intervalo de
valores de K Para los cuales 1a funcién de transferencia
Hls) . -
mm tiene todos sus polos en el semiplano Re[.67<q-
o ERTIY

. F 8Jd
o e Como : g e ’ ) s .
I (271 gy ;5™ o ™2, . . a : S T Y 5
Hig)= ,,; m;;, ,n.:A o) . mon His)= 2(4%2+4.4+3) 2404 2 o inb of
~ ~ = ML TR o - mmFO in
ATt by g8 45,,_2/_1 +...08, A2 : 3iz wFn ieb.c
se comportars como %”/_;h'"conforme Ml>00 y por tanto la ima~ ——— Se comporta como 2.4 en la medida en que J4)wco ; 13 imagen de
‘‘gen de le semicircunferencia de radioR bajo la transformacién € bajo 1la transformacién Ar4) estard compuesta por 1a gr&fica
- C ) 3 Vs
Hl4) no sers un solo pun”"to y por ello habri necesidad de com- polar de Hitw) v el cominnio ae bodos—tos puntss Zr? cuando
— plememtar—tg g¥afica polar de Aljw). Como 1a circunferencia de ® varfa de 90°a -90°, g la fig 39 se muestra este resultado y —
— . H(s .
radio K puede expresarse como el conjunto de todos los puntos ————— de ahf puede concluirse que 1{_/(‘;4}‘316“9 un polo en el semipla-
. . . P Py T 4]
Re"g en donde 6 varfa de 90°a -90°(fig 39 ) 1la imagen corres- no »?e(é)gapara ‘é</<<0- {9 05 able o 8b e {oECL R
at- - L . . o
pondiente bajo la transformacién /-///.s)z%’dm'” estard dada por . Caso ii) Polos en el eje imaginario [ [
Jje.m-n m-n_ ;6(m-n) 1 S8i Hm)tiene un polo en el eje lmaginario, 4-ju , no es - n
?/}7/ ; ) = %nR e / 7 posible aplicar directamente el criterdo de Nyquist porque se-
en donde; o ' viclar la restriccibn de que /f/s) debe ser analftica en la cur-
H ~90° < @ < 90 : :

va ( . Por ello esta se modifica dandole una Pequefa vuelta a

los polos imaginarios para dejarlos completamente fuera ( o den-~

- o g
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i 10.50
tra ademds la imagen correspondiente C/,',g .
. . . Hed)
Al analizar la fi se concluye que el sistema ———=——
9 40 ve d 1 +KH(A)

es estable para OCKeE; para valores de Ken el intervalo {e,0]
el dstema tiene dos polos en el semiplano derecho ( porgue
C/,,!9 encierra dos veces al punto -f-( ). Para valores negati-
vos de K el sistema es siempre inestable, porque C,',.,,9 encierra

una vez al eje positivo real ( lo que equivale a Kc¢o )

El criterio de Nygquist, como ya se mencion6é, es también

2. “"*
442 -
tro) del interior de ¢ . Cuando los polos imaginarios se dejan

Fig39Traza polar de 2444 -

dentro, debet tenersc presente incluirlos en el nfimero de polos

Pde la férmula 2= PsA. ne »a
Ejemplo 14
Se desca saber para qué valores de K el sistema cuya fun-
. . . H(4)
cién de transferencia es mes estable, para el caso en que

His)s — 1 .
AGH)ATE) La fig4dQamuestra una curvac que deja fue~

ra el polo en el eje imaginario ( localizado en 4:0). Se mues-

jw Im

aplicable a sistemas con funciones de transferencia no raciona-
les. La demostracibn de esta aseveracibn serl omitida en este

texto. El siguiente ejemplo ilustra su utilizacién en una

de esas situaciones. .
Ejemplo 15

Sup6ngasé que se cuenta con un sistema de control que
éonsta de un controlador, una planta yv un sensor . Un diagra-

ma esquem&tico del sistema aparece en la fig 41.

CONTROLADOR PLANTA .
1 Y
A+l [

SENSOR

e_/.l

=

His) 327

-+ ~

FIG 44 Diagrama de blogues de un sistema de
control

A .

W

CONSYLT

&

La funcibn de transferencia del sistema realimentado es

K
4+
e N
1+ K'_TA+
Se desea saber el intervalo de valores de K para el cual
-4
el sistema es estable. Como cl denominador es 1+}<4 ral se toma-
+

-4
r& como //A) a la funcién;‘;—ﬂ— . Para,copstruir el diagrama polar




et 10.51 3 ¥ 10.52 a
correspondiente es preciso notar que i H{jw}G(jw) no encierra la punto -1 y H{4)G{s}) no tiene polos con
e’/¥ e W 1 . parte real positiva.
sord | s | ¥ (557) AR () - ; g
Jw+ 1 Jw+d Juds f Jwed « + y i :
ks
© sea que a cada pumto de la traza polar de Jwi7 se le deba™*® - N
sumar el &ngulo de e3% que es -w ., -1 Re
El diagrama polar de Htjw) se muestra en la fig 42 . De ah{ G(4)
Im L .
3 o -
b o Fig 43. Sisfema realimentado ‘ ’
’ De este resultado es factible pensar en definir " el gra-
‘ 7 do de estabilidad" de un sistema realimentado con base en qué
c kii i _“_’Ee "tan pr6xima" est§ 1la gréfica polar de H/J@)5/JU) de encerrar
— =
al punto -1. Asf, al comparar las gr&ficas polares de HA(jw)GA(ju)) -
‘? : ’ 1 decir que el sistema
¥ : jw) (f1g 44) resultarfa natura
777777 _ y HB(jw)GB(jw)
Im i < Im:
I W= — /
Laad l():.S 3 . . )
- fw { i 4 - )
e - -5 w0 Re -5 =0  Re
Fég 47. Diagrama polar de ; - — m —— —t 4 -
Jw+1 W:=a0
se concluye que el sistema ser§ estable para valores de K en el

intervalo - jc¢ke 2.15

6. Grado dc ustabilidag N
En la secién anterior se de ‘mostré que un sistema reali-

mentado, como el de la fia 43, ¢s estable si la traza polar de

Hyljw) Gy ljw)

Hyliw)Gpliw) ’

Fig 44.Gr&ficas polares de dos sistemas
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Hp(A) 0oz "
ion de transferencia ———~_ .. .cs "mds estable” que
con funcid IETNEIAZ)

Hgs)

— 8 . También parece adecuado considerar al
TiHglAg ™ o P

el sistema

Hp(4)
sistema — *#£() _ _'mis estable" que e ,cuando las
. 1+ H(8)G (3 )\. es 1+ Hpla)Gyla)

las trazas polares de HC/_/w)Gc/jw)y Hﬁ/jw}Go(ja)) son las que apa .

— --10.54

table; dicho factor es igual al negativo inverso del valor en

el cual la traza polar cruza el eje real. En la fig 44 se ob-
Hal4) -1

serva que el margen de ganancia del sistema — "~ es G,”_—-—:Z
Ha(s) 1 1 Hy(8)G,t4) -5
i —_—— =4 115, 1
ylnle-‘ntras que el de 1"/‘/5/4)63/4)(35 6”’-87 1/5. Entre mayor sea e

margen de ganancia, m&s estable serd el sistema realimentado.

Cuando en este se cuenta con una ganancia Ko como es el caso de

las figs 4 a y 4 b, el margen de ganancia de obtiene de la si-

guiente forma:

' \
_111 W:o z w:o\lT fe
v /
-
\\ /
® N N

Holjio) G, ()

Fig 46. Sistemas realimentados y su gr&fica

Fig 45. Trazas polares de dos sistemas
recen enla fig 45, Por las razones anteriores se han estableci-
do medidas de la cercanfa de la traza polar al punto =-1. Una de
ellas es el margen de ganancia (G,” } Yy la otra el margen de fa-
se (¢m ). La primera corresponde al mfnimo factor por el cual

habrfa que multiplicar AH/(4)G(s) para que el sistema se vuclva incs-

polar
El margen de fase, que es otra medida del grado de esta-
bilidad , corresponde a la mfnima fase que debe sumarse al &n-
gulo & HywlG(w) pofogue el sistema sea inestable; corresponde a
su vez al &ngulo gue debe giararse la traza polar para que en-
cierre al punto -1, La manera de establecerlo es encontrando
] la interseccidn de la circunferencia,de radio unitario y centro

en el origen, con la traza polar, dibujando un vector que parte

P 4 L ]
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-
del origen y llega a la interseccién encontrada, y midiendo =
el &ﬁgulo #,, (margen de fase) que forman este vector y el eje *

real negativo. De la fig 45 se deduce que el margen de fase qﬁn

Heea) Hpta)
— e e———— ° 1l de ———" — o5 ge 0% Como en
T4 i 0)G)°° Y el 48 e

el caso del margén de ganancia, entre mayor sea el de fase,
mis estable sers el sistema. Para los sistemas de la fig 46
el margen de fase de obtiene con el proccdimiento descrito

pero usando un cfrculo de radio .% .

Para un buen comportamiento ;e un sistema Se recomienda,
con base en la experiencia en sistemas de bajo orden, que el
margen de fase se encuentre entre 30°y 60°y ¢l margen de ga-
nancia sea mayor que 2.

Otra medida del grado de estabilidad, 1llamado factor de
resonancia,‘es la distancia mfnima de 1a traza polar al punto
~1l. Se determina por el radio del cfrculo de centro en -1 y

tangente a la gr&fica polar ( fig 47). Un an&lisis mis deta-

llado de esta medida se encuentra en la seccibén 8.1 _?

B ‘ ‘ : 10.56

7. Trazas de Bode. Introducci6n

Otra manera de representar gr&ficamente la respuenta en fre-
cuencia de un sistema es Por medio de las trazas de Bode. Estas
representan en forma grifica el logaritmo de 1la magnitud (éngQfU/)
¥y el &ngulo * Hyw)vs dogew .

El motivo de su gran uso se debe a que a partir de ella

i) Es f§cil manipular lis funciones de transferencia de ~
sistemas compuestos por bloques en cascada.

ii) Se pueden obtener con facilidad otras gréficas,como
la polar y la de Nichols

iii) Son sencillas gde dibujar en caso que H(4) est& fac-
torizada en forma adecuada

iv) Pueden usarse para el disefio de sistemas realimentados
cuando las especificaciones estdn dadas en funcién de . M
mdrgenes de fase Y de ganancia /

V¥) Son usadas para representar resultados experimentales.

Considérense dos sistemas en cascada, cuyas funciones de

transferencia son fghv y ﬁ&ﬁ4) ( fig 48). La respuesta en fre-
3

} i .
. ] y
. e H18) Hacsy —2 =D Lol hn- Him ) e _
Im ] —
[ — ] ‘
Fig 48. Dos sistemas en cascada
2 £

Fig 47. Factor de resonancia

cuencia del sistema compuesto, H(ju) , estd relacionada con
Hy (gw) y Holiw) ( 1as respuestas en frecuencia de las componen-
tes ) mediante la expresibn
Hijuw)= Hytyw) Hp (Guw)
Al representar en forma polar

las respuestas en frecuen-

cia que aparecen en la férmula anterior, esto es

j . ] i
/—/(j'w)zMeJ¢ : /-/1/110):/‘71@'/"’; /-lz(jiw);-MzeJé?

P




se obtienc la siquiente relacién

Higw) :MeJd= [Mm, ej¢l_7[/‘72 €J¢ZJ: MM, QJ(¢7 ‘%)

de tal suerte gue /H0h4/=ﬁﬂﬁb y al tomar logaritmos , se logra

. 4&9//ﬂ7a0/:4%9ﬁgr¢4%7ﬁ@::l%g/lﬁ(/mu/4~&3;/AQ(7&U/

A su vez el &ngulo

. FHOW=b =G id = x [t £ [ g00]

De los resultados anteriores se desprende que al contar

S . 1058 -

veces la potencia,y su intensidad sube
dog(100) = 2 bels o sea 2o ob 8

La f6rmula para obtener ia mgynifud de una cantidad M en

db es [
M(db)= 20 log M

7.1 Método para dibujar las trazas da Eode

Supbngase que Hlfw) es el producto de 4 factoresg

con sistemas en cascada, es conveniente disponer de la respues-

_ta en frecuencia de cada elemento en forma logarftmica, ya que

el logaritmo de la respuesta en frecuencia del bloque resultan-
te serd la suma de los logaritmos de las componentes .

Las trazas de Bode fueron utilizadas inicialmente por
ingenierog ch comunicaciones. A consecuencia de ello ha persis~
tido la nomenclatura propia de esa rama de la ingenieria. Al-
gunos de los términos usados son: octava, década y decibel. Es-
tos se describen a continuacién:

a) Octava. Entre las frecucncias Wy ¥y Wp hay una octava si

ag:zaﬁ. Este nombre se debe a que la frecmencia W, co-

rresponde a un sonido de ocho notas fundamentales més

alto que “G .

b) DE&cada. Entre w, y wbhay una década si W, = fowy .
1 2 eear - 2 1-

Hifw) = Hy(jw)Hy (1) « . . Hylgw)

al tomar el logaritmo de 1 Hljw)| resulta =

LoglHijw)] = Log|Hylyw) + doglHptsuw)l + - - - Log i, su))

L Hijw) = FHljw)+ £ Hplqw)+ .. “+Hp(10) »
Como consecuencia de esto, al descomponer lﬁaau como el
‘producto de una serie de factores, la vgrafica l@//// vs 105(4)
serd la suma de las trazas log-log individuales de los facto:
res AQ(jaU , tanto para las magnitu@es como para los &ngulos,
+En esta seccifn se dari un método para dibujar las tra-
zas de Bode de cierta clase de funciones de transferencia.
Se supondrd,por el momento, que la funcién de transferencia
estd expresadq como un producto de cinco tipos de factores:

a) té&rmino constante, K

Del, decibel. La intensidad de un sonido se mide loga-

ritmicamente seg@in su. potencia. Al decuplarse la poten-
cia de un sonido, se dice que la intensidad ha ascendi-
do un bel. Un decibel ( abreviado db ) es la décima var
te de un bel.

Como la potencia de un sonido es proporcional al cuadrado de 1la

al
amplitud de vibracién,Aaumentar diez veces ésta, aumenta cien

b} polos o ceros en el origen, (j '4”7),' m=14,2,. ..o
1

¢) polos y ceros en el eje real, del tipo/J Y
£ 44
) e
v g,,ﬂ ;, resvectivamente
& 1
d) polos Ceros complejos del tipo
Yy ] P :é?—~—5 3
+ 2¥4 44
ulnz W

Y £f+ 2 fd‘j,respectivamente
@i wy -

e) retraso de T unidades de tiempo ( funcién de trans-
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ferencia igual a e'AT). e ) - s
Se supondri inicialmente que tanto los polos como los ce- - 4’@1 , ————T T T ':\
ros de H(4) estén localizados en la mitad izquierda del plano m! - L
i fu I
- - S SRR T T
complejo. Esta restriccién serd relajada en la seccibn 7.2. e A : — : "
R S S AR T .
Debe hacerse hincapi& en que los factores correspondientes . 5 ol Yl I~
T - XM T T
a los polos y ceros dados en los incisos c¢) y d) deben estar en 3 —- . Q% S )
e - % L 8] ‘L i ]
la forma / H T Q ] 1 T ]
R 1. 1 | e
: H o o 4 T —— . —
(2+1)7 (£5+ 252 41) , = : :
& Wh Wen . . EEERIRN Y o ; 4 T 4 —
- | = ; =
. - L ’ .
=41 2% +4 . —— =
(C,_ ) 2 (w,}" T ) v + ; > i S—— 1 =
. - ; —+ ! -
de tal suerte que cada factor v§lga ! para 4=0. As{ la funcién hoe : ~— “ o] g o -
- . . . LAA‘AL; . . s ‘ ) 4‘1 - - -
de transferencia H(4) = 100[?*10) - ” _ i I it
(A+4)( A+ 104+20) . S S S N
] . niu 9h ¢ Y 0> : . : . s -
se factoriza como ¥ ) 2 i i : :
§ Bi - @ -~ g ‘ —
cus s0(24+4) L* N I : :
His) = ;0 - ¥ X it i : ; N
. e (,Afd)(?_oJ. 0.54+1) gt ] i ! - e
I \ &3
vy mwrdan L | . 1
La forma para encontrar las trazas de Bode de cada componem— " T = L L P — ! R
i B - Frecuencia, radian
- te se describen a continuacibn. =®1D FITSIY BO SO e - e, redioms <.
' - wlim ow .=
1) Término constante, K
En escala log-log K posee una fase de 0° y una magnitud de . L s P —
Y e BE e e 00
20 logK @b (fig 49) = - .- ‘ ) Fig 49 Trazas de Bode de un término constante K
.,m.f.qammommﬁ - :

2) Polos y ceros en el origen e fowy {jw)m— /w}h:m~95°
El factor correspondiente a un cero de orden m en el ori -

m . . . Loam
gen es 4 , siendo la respuesta de frecuencia correspondiente {jw) por lo que, tomando logaritmos, la magnitud es m log w v la fase

m 90°. En la fig 50 se muestran las gri&ficas de Bode.
La representacién polar de la respuesta en frecuencia

de este factor es
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un factor del tiﬁo 7/4", las trazas de magnitud y fa;e, son como

> las del caso anterior pero como signo cambiado como se indica en
“° ‘la fig 5]1. Este se debe al hecho de que v )
° - 1 p) n L B z< AN i
— Log(L;) - - 2og.s
20 B _' L .
oy et T ‘
= 4o NC mea o ——— S ..
~— AN ‘i L L ~t T M
2 AY ‘
+ REp e
A 20 #_¢—A<~7 ‘ — Fr
o () : t L I
. TN o
- : : _ i S = —
-20 3 ; o T i RS h
3 \Y n=0 et
%0 ‘
g o i 5
' . [
: o ! 1 ; 3
LI ) i}
-20 - i
i ' I
.‘ 18 - z
i 3 —
} 15 [ - + 3 '
v 94 Pt <40 75500 '
i —— . ' ! o :
& 0° li !f‘"“ ) o° _,._;
. \ 3 “T
t w8 ‘
K % a0
T
- M 3 4 o N — i —] .
) -8
I L —
[ Fig 50 Gréfica de-.Bode (magnitud v fase) para,Am :
)
‘ Qs [T S . »

La traza correspondiente a la magnitud en db es una recta

que pasa,en w=1{log w=0), poro ab,
década (6 6m db por octava, ya que 20

igual a 6). La traza de la fase es un

En el caso de polos de orden n

con una pendiente de 20 mdb/
log 2 es aproximadamente

a recta horizontal a gg0°

en el origen al tenerse

Fig

5%. Gréficas de Bode deZx
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3) Polos y ceros en el eje real

Esta representacidén aproximada se muestra en escala log-log
Se describir§ ahora el caso de un polo en el eje realnegaflvo.

en la fig 52.

Este factor es de la forma /.\1 £, >0
A
1

Las partes real e imaginaria de la funcién de transferencia

12 4
son
o Jw
/‘/j {jw)= ———1-—_ = ! + hﬂ—‘
1+ Jw (.‘L.))z.;.i (.‘2.)2;.1
o — 'R f
por 1o qgue su magnitud y su fase son respectivamente: C 20 i ‘ — -
b 1 P 1 —
4 . . R ———— e + i .
. M= 5 = -tgfw ) L E— - RS r——
(&) 17 ¢ 9/1%) , : e
7 ‘, —— -
- ° i . S0
Considérese primero el t&rmino M . Para valores de w tales que R ’ ! — — ‘
{ T I - T‘\'\ T
) o : ~
o . P g . b TN
/f} l((j_ s el té&rmino 3 @_ 20 = — -20 G2 L
w \2 2 T —— I — =
(£V+1 = ¥ = =
1 ’ — I
por lo que, la magnitud puede aproximarse por M 2! para )-f%)—l<<i o ‘ ‘1
N 7 =40 T rm— — T .‘:%
4% - e e — -
En cambio, para valcres de /%I >>1 el término (%)2+1 B T : ‘ . s
1 1 . . =T —;
ser§ casi igual a & por lo que I . ' I ’3; z : —
Wisd oI o2 T 2 K 20
POV W
== ! r | X ?— -
w/ﬁ_ 1 — B 1 L . .
La gréfica de la magnitud puede aproximarse por . __ e B Tt ' )
' ) . Fig 52 Representacifn aproximada de 20 log M
W db) = 20Logd = o :
1 »fara//ﬁ]«l = M(db) 9 _‘

M= q La éréfica exacta de la magnitud M, vs w/p, en escala log-
w ~ [ w
a7, PO [Vl >4 = miads) » 20 fog( %,

log se muestra en la fig 53.

Puede verse que, para —;1 > 1 3 la curva se aproxima asin-
, i )
o . > ' ) in iu oaw 2 as lag eb SEEEE
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RS I - - - : ) 10.66
L L . . - ’ i La siguiente figura muestra la curva de fase de esta fun-
— — — - - ) cién de transferencia.
- P Y o° Y
=3 1 N :
L -59% i e
— : i F\\\ — I 7
LS o ; ~. 1 |I i i K
. : e ~26.6%qr ===t == g
fee zo i f 8 i i N
o i 1 : N
- — ; ag0 ! | 1]
‘ : 45 L L i
b—— 11 B n T . : | S
~4plEo o : i NI
4 i S ey e pig — ; 25345 —————— ]
- n i RN R
1 T B T T T 1 1 "
-0 .02 12 wi_ 23 10 20 80 : T
F Py : R - T X [epepupuupuy e ENEEEESEES : AP
o . crgfi _ 1+ LT T - 90~ ‘ L — ‘
Fig §3. Grafica de -20 log 2 o e =90 1 ) 5 1 7 3 10 a
Y su aproximacién . ) BLIL AT LY : W oo o ow ok f 54 4
L of . , d
- ‘ . ., , Fig 55 Grdfica de § = —1'9(_‘9.) . & ‘
tbticamente a la recta correspondiente a 20!0_7(%)) s Y que para i e e - Bl A A 4. db ne c
1
[

<<1' la curva se acerca asinté6ticamente a una recta horizon )
1 - La gr&fica de la fig 55 tiene una fase de -45°n el punto

tal en 0 db. La frecunencia = se llama frccucncia de guie o
ocurre 1 2 L-1, Adem&s, exhibe una simebrfa alrededor del punto
bre. El error miximo ¥ ¢uando & -{ y es 20 log V144 \54 i
(] (W/P1=1’ ¢=-450) simetrfa que es consecuencia de la identidad
=20/0_9l/2-' ¥ 3 db. Para .2:40 y “ o 0.] el error es 0.1db.
. f1 A trigonométrica o ~/ 4
Una octava arriba vy una octava abajo el error es de 1db v 0447‘9 (a)=90 'w.‘?('a‘)

Una manera de aproximar la curva fase-log(“’/ﬁ) por segmen

=L Wy

° ! (LA I 1 Lt tos de recta es la mostrada en la fig 5§, formada por los siguien
Y i~ TR
o4 — TN f - tes segmentos:
o, RN W i T
S 2 1 [ i [ R B
§‘: 3 — —rt ettt 1) Una recta que va del punto (w/fi =0.1,¢=-53°) al
— E RN . : , .
— : : — } punto (w/ﬁ 0.5, ¢p=-26.6°).
— et — . Wie = .
£ 5 361 135 2 10 , ii) Una recta que va de ( /PI 0.5, ¢p=-26.6") hasta
) ~ (Yp =2, b=-634°)
?.‘— PR R I R L LR ~e oy
) '

iii) Una rccta que va de {(d/,};’_-; 2,#=-634° hasta
Fig 54 Gré&fica del error entre M{w}y su aproximacién

——— - : - — (“p =10, $=-B843°. - —
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El error d¢ csta aproximacién en el 1n.tmetvalo 0.7 < ?‘f-’_{ 10
es menor gue 3.6°. Una forma menos exacta pero m&s sencill’a es
aproximarla a una recta desde 0° una década antes de ‘U/ﬁ =1 ha_§"
ta -90° una década después.

Considérese ohora el caso de un factor de la forma-

(un cero en el eje real)

H(A)=(%+4)

10.68

El siguiente tipo de factor a considerar es el de un

par de polos complejos de la forma

: 1
. Hio) =

cuya localizacién en el plano complejo es la mostrada en la figs?

2 4
AN

i

» og 6¢1

Jw v
!
) . X-ommee- 1S Wy :
e La magnitud y la fase de su respuesta en frecuencia son: H
‘
]
Mw)=\/(£)P+1 | Pwi=arcly(Wp,) sre- =
. o) .. -w,,l $° -
- T e T T - : A {
La magnitud de este t&rmino es la inversa de la del t&rmino ;
H R . . {
p correspondiente a un polo en la misma posicién, por lo que su mag- E )
1
p nitud en db eri la negativa de la magnitud del polo. Similarmen- ) x- e D Ly )
. S S 3% v . ’ F¥ EYe s
te, la fase serd la fase del polo tomada con signo opuesto. . B .
: SR Ul napd - e a1 e . si s1 Cp sd 3% B K & 5 98 & e
. . P a1l mly se i*:. (S8 . : Sy 1».) "
‘ 1 it t i = = . .
Asf pues, las asfintotas de la magn uﬂd (c;z; &rmino fH/4)= 14 2 L.\ Fig57Localizacién de los polos de 5 = y
' -2 ° —
son como se nuestra en la fig 56 . h ‘ S . St ?gw”“
{ SN _ogmiadNe B - = ok o n - -
40 - : : * Ce urd - wn 88 YOV ‘ ‘
1 1 7 p -
t L Como la respuesta de frecuencia es
ek L L 7
} : — . l ab /£ H(./.w}= w F3 - T -
! 20 - ZDae—c'jly - -( /w-n) + 25 ; (w/lU-n) +1
B T { A . la magnitud y la fase valdrén, respectivamente ,":_ =
———— : — .
: 7
7 7 T ¢ 1 1 -
= (o, } . A - Mw) = > 3 = = Z
0 , : VIt (YwnP 1+ 483 (Yl ~ V() -2(1-267) +1 B
: —— : :
.04 .02 1 .2 i 2 10 50 / 2§ (“hun) L
17 gt bw)x -l T ¥ '
Fig 56 Asfntotas de un cero en el eje real Way . X

4) Polos y ceros cc;mplejos

A

=® . ;

de la expresién de M Puede notarse que

iaa¥ -
b
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40— R - T T
w ~
1) Cuando ] fwal <<1, M2t §=.025
- 1 T ) 20 ‘
ii) Cuando |%Wwel 1, Mx =0y !
_ (W) —
Y por tanto,.si lw/wnl <«1, 1la gréfica de Bode de la magnitud — < —
podr§ aproximarse por la recta 2o logM:20log1=o0, y para 19 wnt>>1 ol & ——
Bl
se podri aproximar por 2DlagM:20109[(u—,l—‘i~Tz]que es Q
.
igual a -40log (Wy,). . 7 7 o .

Asf, en la gr&fica de magnitud de Bode resultan dos asin- -20 ;
totas: wuna recta horizontal en 0 db para I“’/u),,,l«i Yy una recta .1
con una pendiente -40 db/década (-12 db/octava) para I“’/u)q-‘>>1 )

- \

tal como se indica en la fig 58, La traza paras pequenas {(polos J
-4

cerca del eje imaginariu, el &ngulo varfa r&pidamente al pasar 0,1 2 ]

frente al pole y para S cercanas a 1 el &ngulo varia lentamente

La fig 59 muestra las gr&ficas de Bode (magnitud y fase) S— — B,
S Ny Yy 2y YT
para un polo complej@, segln diversos valores de § - N\ \Q \Y .05
A g \\\\\:\\ 1
<. . T~ }\‘1 15
a \§ \ .28
p\ L -4
. 90 - 4
En el caso de un cero complejo,los diagramas de bode de mag-
nitud y de fase cambian simplemente de signo-Gen-respecto -a-ros — -{3%° 1
diagramas para un polo complejo, por lo que no se mostrarén.
-1p0°
.1 .2 4 6 -7

La frecuencia Ww=wn sera llamada frecuencia de corle

En los pirrafos anteriores se encontr6 la influencia de Fig 59. Diagramas de Bode, magnitud y fase para

un polo compleijo
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; S e T 10,72
T N T g [ i . L
——— —“L—‘,' [ : : : i IR :
N SAR ; MEEE - - depende Gnicamente de § y que decrece monotdénicamente con &),
O > . . . . .
2 e e T - 4 En la seecion 8 se .4““"&"& en forme mas Qenera ¢/CoMep>‘o e
o + Tt ; : frecae/;c,a e resonancio . .
- — El siguiente ejemplo ilustra el uso de las reglas anterio-
N R
0 i - - res en la obtenci6n de las gr&ficas de Bode.
t
: ™ Iny Ejemplo 16 se tiene la funcibn de transferencia de un siste-
N SR L ¥
4 i !
-20 i ma de control, que es
I e fia) = $9(3 )B4 40) T R
p—— } (424644+49)4
—t i se desean obtener las curvas de Bode.
-40 - N———— ‘
oA A\ . ~ —
' r; - I R, h Wn— o - N
[ N T o . )
.01 .02 4 -2 1 2 o 20 Procedimiento
—&)-——* .
Wy, )
Fig 58 Asintotas para la magnitud de H{fuw) = _@T?%W a) Se ponen los factores en forma apropiada
ol 265 )Tl
W A
n 10(s+4)( {5 +1)
§ ' Hi4) = . 1o
! 4)2, 6 44
Wn en la traza de magnitud de Bode para dos polos complejos y b) Se hace una clasificaci®én de factores, orden&ndolos segfln

a continuacién se hard lo propic con § . Para eso se localiza- las frecuencias de quiebre de las asfntotas de magnitud:

r8 primero el miximo de la funcién Miw) , por lo que es necesa- " s
rio encontrar los valores de w gque hacen .dd_g =0 .Obteniendo , e : ' i ' ' .

la derivada correspondiente se llega al resultado:

7] bt~ Caracterfstica
“hay h v 2 Factor Asintota de magnitud quiebre rd risti o
e fase s
Esta frecuencia ser§ llamada frecuencia de resonancia. Se
a Lo habré 1 10 Horizontal ,a 20logl0 = 20 db no_hay o™
e ver que solo res cia 1 s u £ =
pue g ° abra resonancia en los casos que T vz s Desciende a -20 db/década no hay -90°
' A4d Inicialmente a ¢ db, después
Sustituyendo el valor de la frecuencia de resonancia en la . +20 db/dscada w=1 varia de 0°a90°
s 'd M le (%10} +1 Inicialmente a 0 db, después
expresi e esu e
presion r aaqu E : +20 db/década : w=10 varfa de 0%a90°
M _ 1 . _1a __|Inicialmente 0 db, despu&s
max 2¢Vi-¢? %)+ &54+1|-40 ab/década w= 7 varfa de 0°a-18n°

Ha de notarse que la magnitué Mmax (factor de resonancia)

h ke
Vg
o3
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. R . . . '
40 = -3 -
. ‘ N e "
¢) Sc traran las asintotas de magnitud. Esto se puede hacer de zut N + Dt s L
— S~ -
¢ Y9 ge dos . .neras: trazand. las asfntotas individuales y sumin- [ b+ o T \\\i TH— : — j— !
. &V "
: iyt L RY
£a dolas, o trazando la asfintota resultante como a continuacién - a Ex L ‘\\ :
et ‘
~me k) —t— > o
. se indica ( fig 60) e .= — 1 i
o " — N e == [
i) Al comenzar el trazo en W =1 se tiene una ord”enada de 40 qz: o Fv——— N .
T R g S
S SRRy s - RN T v
‘b y una pendiente de -20 dh/década . El valor de la or o T :
dena~da es la contribucién de todas las ganancias, aque
e -20
S0h—0-db—excenta lasde loy primeras dos factores . La pen-
diente es -20 db/década es la suma de todas las pendien- b o
.ebe- 3
- — tes para W«1i; todas son cero, a excepcifén del término [ 3 a - I
Is oL 2°W B
b 3o E—— < .
4 | En w=1 hav un quiebre. - - F y N
' ? svp sb = e e e S ] ' J
{i) El término (4+1)comienza a tener un efecto importante en = LI : - H .

. 511 ) ) ™ -m9i3 ab obx. Liggl Ht i FARSIA R - 6. 4
- € . . o . .3 AS54209 a
W=4 y como a partir de este punto contribuye con una pen- —odser 0 2,"1,;,::‘_';:2_: 3 43676900 2 3 4500 L

. diente de 20 db/década, la resultante tiene 0 db/década. F \
' -0%r°  UP . Pig 60. Aproximacién asintética nst Y oLnit
Esta situacibn se mantiene igual hasta &= 7. 9o ’
-t T T TITY T 1
iii) En este punto ocurre otro guiebre y la pendiente cambi&. ob 8¢ ' 40 S { S o 8O0
1 : T T i ’ :
en -40 db/década ( contribucién del té&rmino A )z,e,“, ) . e L — = 108
- : : s e
y por tanto la resultante es de -40 ‘ab/década, hasta lle- T S se—— = sy -
gas a W= 10 - | e S T i sb
TR ‘Q ' N
iv) Allf vuelve a darse otro quiebre que incrementa la pendien- ‘o ‘g T T N :
— B LB Y ——— N '
te 20 db/década, resultando una recta con pendiente de ) { o - - L : o) o
. . T I N . N T
T [l + o T T
-20 db/década. La asintota se mantiene asf indefinidamen- N 4 - 8854 S I
. . : it o iy S w1
te- S -20 i t 2 i ; \‘1
e) Se dibujan las curvas de fase para cada uno de los factores | - “J'ﬁ 41 r2sl0 ff?fﬁioa o
: t i + b :
cuidando colocarlas en el lugar correspondiente a la frecuen- ' i bt
- — Y al
cia de corte. Las curvas se suman en algunos puntos clave, para § ’rl 1 + '\\f—:r i ;
T : T N ———
-~  asf obtener la curva total ( fig 61) 2 —— —1 .
g < oo
¥ 1 ~ L
f) Se corrﬂigen las asfntotas de magnitud en puntos clave. Una — ‘ﬂwi ~} -
3 . . ,———
2 ) 567830 2 3 456769400 2 <300 ——

-2 -3 458048

Fretuencia, rodiones w

FPig 61. Trazas con correcciones

ey
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[ SEGY ¢ : 10.75 £V.0g

10.76
Ton o —_—

o man«ra de hacerlo es ahadir a los términos Correspondientes a los da un tiempo T en viajar del punto A al punto B, Si se Supone que

polos (o ceros)en el eje real ( términos del tipo(—/—J—}W o’[(d/u.).)+1 J o no hay difusién del material radioactivo, un par tfpico de curvasg
Wy

quitando (o aﬁadiendo)3 db en W=w; y .01 db en las freeuen- entrada y salida a1l sistema serfan las que aparxecen en la fig 63

cias w:]oqy w:.ju), - Los té&rminos Provenientes de polos o ceros com-

‘) &9l
it : r¢)
plejos suelen hecesitar mis puntos de correccisn. . 'Y - . 28 Il W pe ~ snmmay {4
P>
; 3o 5l g L R, . 2, . SO 215
; ] ) .
: i BUD B Tt oF - . =h
5) Retardo de tiempo g ¢
— ., —~—
Algunos elementos de sistemas de -control se caracterizan .
~as iboeg lahd ot ml me ob. £ i
Por retrasar cietto tiempo la salida con respecto a la entrada, o
odizmtd3 v : LA A
Si el retraso S€ encuentra en 13 travectoria entrada—salida, al

Fig 63 Curvas de entrada v salida eny | i

: s o4
cambiar €sta repentinamente hay un perfodo un sistema con retardo ¥

"muerto” antes de que

atne
la sulida seg afectada Por el cambio. Este tipo de retardo de tiem-

Un retardo de T segundos tiene una caracterfstica de entra-
it bl B R .. . L
PO ocurre, por.ejemplo, en sistemas donde hay trasporte de mate- da salida dada por »
! 0 08 w8y L p
+ en 1os que apare- : Y(lt) = w(t-7)

cen fenbmenos de Propagacién de ondag ( radar,

rial ( bandas t.m.eportadoras, tuberfas,ectc)

2 - .os0die st
sistemas actstj-

pILa
Y portanto su respuesta a,impulso en

Cos etc) , en 1los que la medicibn toma cierto tiempo antes de

E ’ 9ias a
hlk) = 8(4-T) i :

S Ob-ne -
: ¥r o
-57‘1 51 OYNSY ¥

. - 1
Ser procesada ( analizadores eéXpectrales ) v otros. .Y la funcién de transferencia
T . e

La fig 62 muestra un sistema bara detectar 13 diferenciai

;7(4)=M=e

- A2(4) N & ssp
o de material que se envi{a por un oleoducto, en el que la entra-

De ahf que 1ga LeSpuest-a—en—frecuemeTs Sea

da es cierta concentracifn de trazadores radioactinS;en_ﬂ_pu

. - Jew ” .
i 't H(ju)): e’ T LY B b oS s
v ATy 1a salida es 13 lectura de un contador Geiger situado en , -

conladpr T Fape

hES S .mbs g8 0T ‘
Trozodores . @ Geiger pudiéndose expresar en la forma
3 l]f

: .88

| w)= 1 LT .

| — . RB3C e 1rfti:r:l/(1 ) . (>
- 4 8 Entonces, )

la magnitud logarftmica del retardo de tiempo

,"\Zokm \—' & e-JwTes igual a 0 ap, Y Su &nguno de fase eg 33%." & Bi1o

> w) = - wWT (rodhanes) — . A 7
Fig 62 . Sistema con retardo de ticmvo ~ ) LHFw) Wi (rodanes) = -57.3 W] (grados)
el punto B a 29 km de distancia.

i

2@ (Y

El material cn el oleoducto tar- la que se muestra en la fig 64 ’

Lu seReI? .13 N o ) o o o
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medad es detectada a cierta distanciadde la salida del horno,

de salida i
mediante un instrumanto de medicién, cuyo voltaje[t{ es comparado T

con una sefial de referencia vy . La diferencia(\f..\@) se aplica

a un controlador, compuesto de un amplificador electrénico con e-

g t-----————fecto de reposicibn, cuyo voltaje de salida requla los tiristo- T
res que alimentan a las resistencias del horno, modificando asft
3 g ’ . el calor  que se introduce al sistema. La banda trasportadora
- se desplaza a una velocidad v, constante. El tiempo que tarda
T Mmaterial en vIiajar deé la salida dcl horno hasta el punto de
A
medicibn causa un retardo de tiempo inherente al sistema.
o El diagrama de bloques de un modelo linealizado del siste- —
S— b
‘ ma se muestra en la fig 66 i 2
A e L - ) . 3% 8 (5! ,
. 2003 A D68 2 3 45675910 — . - - . —4 s .
WT v ' . ! oo !
" " 4 . /) . . ‘
Fig 64 .Traza de Bode del &ngulo dc fase de e~ r % Kk | Q _:1‘ s ST hp _ HUmEDAD
. HUMEDAD > S S+ REAL
Ejemplo 13 DESEADA CONTROLADOR RETARDO \
ELECTRONICO
Si se deseca reduciy, a un nivel dado, la humedad /7 de un v
—_ h e : B - -
material a granel , se puede utilizar un sistema como el que a — g 7oA tETT
L, B 10
continuacién sc describe. Inicialmente el material, almacenado (5+05)
en una tolva, se introduce continuamente a un horno, mediante TRANSDUCTOR .

una banda transportadora, como se muestra en la fig 65. La hu Fig 66. Diagrome de b/o7ues del sistema

Se desea encontrar el valor de K para que—el sistema de—

‘-CONrRouoj ) control tenga un margen de fase de 45°cuando menos Y un margen
T de ganancia superior o igual a 2 ( 6 db ).
\ DESEADA ! b e ‘
- = - Como fué explicado en la secé es necesario encontrar las )
MEDIDOR DE ‘eb
HUMEDAD

trazas de Bode de la funcibn de transferencia de H(8)G(s)

que en el caso que nos ocupa es

Vi DEPOSITO

- - AT .
H(A)G(A) = —tee” —**

4(A+41)(510.5)




10.79 1
i . 10.80
B row o
, . - 60
Ccuatiic la velocidad de Ja bande os 1 m/seqg y la distancia
la ralida del horno ; el punto de medicibén emn 10 m la 40
1
yegpuesta en frecuencia es . e o - : .
- Jw{10) e e .
HiJw)G(gw) zoe fao 1 zo ‘
w w) = = g S y yoiss I n
) {4 jw(jw“:()(!r,‘f_)sl»i) i K § :
porguc = diy = 10 seg. A s o : : T
- S . '
= Al hacer una clasificacibn de factorcs, ordenindolos segfin E' i T =t
_20 ! . ! : . : -
aa rcuenci s . ; 11 T :
las fyccuencias de corte , se tendré: - 3 i ‘?1 i ! = .?¥Q+ﬁ‘ B o
L I | Ty T JRER . T " i
.40 [ T T R TN
o - [ . R . T —— — T,
. S R i IO B O IR R
, Factor Asfntota de magnitud Gorte Fase .h } 41;‘ r T
: %ky ; I PSR RN
K, Hortzontal a 26 db no hay 0° g L I ‘j%;%T I
— e . AN | e 1 )
o i 1 IR
i Desciende con =20 db/de h -90° ok H 8 —t
e y pasa por w=4 no hay 0 o WIDZ 2 3 456 -5 T3 5giiel 2 3 4 5ev8s0
- R R - -} - S 0% R R Tl s
> " B R e A R CE
1/(5“’:1) Inicialmente 0 db, des- w:=.5 de 0°a 90 -gp* i SR EERE RS ‘
O pu¢s =-20 db/década (LT3 T3 1 T
P - e - S — - 1801 ] i T T
10 Tnicialmente 0 db, des- w=14 de 0°a 90° . dm : ] +H ottty .
_ Jtiws 1) pués -20 db/década W 290 4 it “{ mEEL —
Ty . < ; ' s fendem -
| . e 1% | yorizontal a 0 db no hay varfa con W v 3 : N —
- - - I WHEE T : .
_ -573wT=-513w i lﬁ‘ T et ‘! i R
. T T T
450° RR L)\‘ {H N { +
. l‘ =Tt I ITH
=3 o ki i
Siguicndaund fe—wtmtrar—o I del ejemplo anterior Mo 23 4 56789 2 3 456789 2 3 45678910
L . - Frecuencio, radiones w
se obtiene la gré&fica de la fig 67 donde puede apreciarse el -
» ZOe-MUw
efecto del retraso sobre la curva de fase. ) Fig6% Trozas de Bode pora —<0€ _~_ .
‘ wiwra)(iesg) ot

Antes de continuar conviene establecor la mancra en que se de-

terminan los mérgenes de ganancia y fase a partir de las trazas de Bo

de*, Como el primero corresponde {ver Scc 6) al factor minimo por el

* Se hace la suposicién que tanto la traza de magnitud como lua de - . -
fase son monoténicamente decrccientes con w ‘ PAENLTAD B¢ 1n -
- RGENIERIQ
AY
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Cul war gue maltiplicar la saaand “1G6iJw) en el sistema

st

realimentasds: para que la traz e cre al punto -1(que tie

fase
r
ne magnitad Odb y/—180°)) el margen ‘¢ ganancia no es otra cosa

que 1a cant:dau (cn db) gue haby “a u. desplazar [H(f@)a(fw)]

N

en db para gque al &ngulo de ~180° J. corresponda una magnitud de

el
0 db (fig 68). Por otra parte, el margen de fase es,minimo &ngulo

©10.82

4
<4

que para W= pf{4 la fase total vale-180°. Para esta
misma frecuencia, la ganancia del sistema vale 43db
siendo as{, para que el margen de ganancia sea cuando

6db, la magnitud deberd decrecerse por lo menos

49db. -

menos

una cantidad 43 - (-6) =

R . . ii) Margen de la fase. El diagrama de fasc de Bode indica
que habrfa que sumar a X H(1w)G(. para que la traza polar encie
' 7 #) - que para W=0.06 la fase del sistema vale 135° =(180°
rre al punto -1 (o dA -/M') entanc 3 ncia
X ! — margen de fase]. A& e€sta IreCuencia Corrssponde und
entxe ¥ H(Jwd)G(fws) y -180° en donde wy as tal que Huwo)Gwa)| = 1 (o db)
magnitud de 50db. Entonces, para que el sistema tenga
e 20 toglagwrget : = | i a
N o una ganancia de 0 db, es necesario disminuir la ganancia
\ vt del sistema por lo menos 50 db. - o §
i o
: ]
]
‘ qdb ;
» logw Como la restriccibén del margen {ase es la mds fuerte N
]
( ‘ ‘3 'Z:ﬁf;zl‘x - (50>49) habra gue bajar en 50db1la ganancia del sistema. ;
ra - ) e s e e e -
< ~ b N D
l - : Las gr&ficas que se utilizaron tenfan k=0 db, por tanto, la nvevd €
‘) X Glw)Hjw), '
,‘ ) i i K deberd ser:
) s} 1 t N
1 v —o Jogw = b
T °g e 0-60 = -50d -
i T : 1 Jo ~ghos pre 37 nid
[ [} .
o '
MARGEN : por lo que K deberd ser igual a .316¥107¢
- D' FASE t -
-180° !
\ De las trazas de Bode del sistema es fécil obtener el diagrama
polar, el cual se preéenta en la fig 70, en donde puede apreyc':i.arse

Fig €8. Morgenes de fase y ganancia en fas. trazas de 8ode

De las anteriores consideraciones y una vez obtenida las tra
zas de Bode del ejemplo en cuestién)se indagdré -cual dé'i-.'las dos res

tricciones (margen de fase o margen de gamancia) es mis ‘severa.

A1) _

Margen de ganancia. La grafica de fase de Bode indica

-2
los mérgenes de fase y de ganancia para K = .3l6xi0

.2 Sigularidades con parte real positiva

En esta seccidén se considerari el casoc dc trazas de Bo-

de de sistemas que tienen singularidades parte real positiva. Para

)




10.83 - - " T 10.84
I
T o In En el primer caso la fase varfa de 0° a 90° cuando «@ cambia
ltj de 0 a 2© mientras en el segundo se tiene la variaciSn de 180° a
' 90° para la misma variacién de w (fig 71)
L .5 .
/», we.2
1’1 .i/’v\ ‘:RC M
T J ] , -
w=.4 5 1 L1 | ' Lid o
130'( ¥ | ) i !
. L -8 ‘ M ; J .
i £.c? N —— — R i T s
g)° | P . T T~ ‘ N i R
e A H - ‘llw"') 1 H ]
. / xS
$w=.08 g - ; ~ et
- - - — v L { T— IS
& 9o ; ; ;;::;::::$ESH--
- - -1.5 i D et N :
. ) o il % i 1 I
[ [
0:.03 ¢ ; P +
) .2 A Eliw )
™ . » . | |
o [0 et ! I ‘m‘
. 05 6 789, ¢ .3 4.56789 2 .3 4567890 2 3 45
s e LA - p et [ . (7 e o :
i : . AW X
iy - e am o - -
-® T - 05w oA [ e T e
- Fig 70. 7raea polarde -316€ : ‘ - Fig 71 Variacionesde fase de (jw-1} Y (jw+l}
- JwljwH)( 1L +1) .
R 25 » .

la construccibén de la traza de la magnitud sep

idéntica a la descrita en la seccibn anterior, debido a las igual

I%—’+4I: ]~%’41!=\/%i+1

s ] Vg

dades

Sin embargo la traza de la fase es diferente. Considérese por

ejemplo la diferencia de fase que existe entre ( iﬂ fl) j(—é? +f)

f

Cualquier factor que contenga rafces con parte real positiva

puede expresarse como el producto de uno con parte real negativa

por otro de magnitud unitaria para todas-las frecuencias _por ejem-

plo
‘ 4 %4
-1 = (2+1)15 | ;
Z"'j
Al A
A 244,
_4_:’29.’_5_ +1=(./.33. +284 +1) el ;M” !
Wy Wy Q}nz Wn Az+2€i+1
W [z

(v€ase fig 72)
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Composicién de singularidades con parte
real positiva asl 4500
___...‘ BN, oe r
. L J
]
/t considerar la descomposicién antcrior la fase de un siste- swr ob 8o :
ma gue tiine polos o ceros en el semiplano Re[4] >0 solo hace fal LA
ta agregar a las curvas de fase obtenidas por los métodos de la sec o° ﬁ
, ;
- cibn anterior las de los factores de magnitud unitaria. A : —
= - . : = e 50 3
Considérese por ejemplo los dos sistemas reprcsentados por sus
. -1 1 10 foo

W =

————patrones de polos y ceros que aparecen en la fig 43. Las magnitudes
de HA/J‘u/) Y Hgljw) son iguales para cualquicr valor de w Fi1g 74. Trazas de fase

—_ —— o o —————

Cuenta con un cero en el semiplano derecho es mayor que el del

VI1+ (2) " sistema 4,@),

2 : . .
14 (%)_) . a2 De las consideraciones anteriores surge el nombre de "fase

JHylgw) | = | Hatiw)] =
- . .
minima" aplicado a un sistema que tiene todas sus singularidades en
perc los Zngulous de fase son diforentes co-o pucde anrociarse on la la parte izguierda del plano complejo, pues la variacién de fase
iy 7 T p ar: i6 la fase del sistema K (4) qui i
fig 74 Puede notarse que la variacidn de la fase a Hy )9 ¥ correspondiente es menor que la de otro que tenga la misma traza de

T 7 magnitud pero con algunos ceros o poles en el semiplanc derecho.
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“Determinacién de la fase de un sistema

7.3 a partir de su
magnitud ‘ fb .

1

i
Se ha visto como a partir de los polos y ceros de una funcibn

de transferencia es posible conocer su curva de magnitud y como

O
o

(-4

"\’__

o4

OSCILADOR,

Fig %5.

los quiebres en las asintotas est&n determinados por la colocacién
de los polos y ceros, @s vAilido pensar que, a partir de las asfn-

totas de las graficas magnitud-frecuencia, se pueden obtener los

El resultado de la medicifn de B

!
RS

SISTE MA

Sistema en cuestién

VOLTIMETRO RMS

aparece en la fig 76

o - aal I t {'T‘ | —
;_ polos y los ceros del sistema. + l % il
R | -
- ) 10 I ! ‘ ; ' ! L
X Con esto hay una dificultad: es imposible, a partir de las ] ; /[L\ i
|
i curvas de magnitud, decir si los polos(o ceros) son de fase mfinima. B it ! - ;
(0] T N 1 !
5in embargo, si sc parte de la premisa de tener un sistema de fase . i : f \\\ |
i ! 1 AN X 4 ]
. minima, puede determinarsc completamente la funcién de transferencia B ] ! < ! -
l | (% ) |
-~ de un sistema, como se demuestra en el siguiente ejemplo. -1 ; l '4%.._‘1\ 1 T ‘l
- 1 | R ! !
e - ; ; NN b
T 1 s H
N 5 - o P "‘ - -20 7 ‘ 0%, KAl i
E!emElo — ll &~ NNAY T
‘0 ] ‘\ - .
S0 Se desea determinar la funcién de transferencia de un sistema e L I ANY 7‘
-1 4 1 N :
@ -30 : \ N \
Yy supbngase que para ello no/t:iene més que un oscilador y un medi- — } ; Ji : }‘ \\. i L ;
_ i - T ! , N T —
— dor del valor cuadritico medio. En el sistema a una entrada o T | B i AN [ 17
40 AR i i R ﬂodb: IR ]
cos(wf) 1le corresponde una salida B cosfwtsg) y por tanto sdlo se L J -— P S bt e X 1 - 'L ‘
i { P i ' holng !
~ ‘ : ; . N
! conoce B para cada valor w (fig 75) i ; : i i i T ![ }‘ i ' \Y\s ™
oo ' [ [ ! \ T .
-50 — IR R ] R
R T Tl : [ \fi};
A la curva obtenida se le trazan las asfntotas «ue presentan RS | L = .
-60 T t T T 1 T N\
1. un quiebre de -40db/dec en w=2 { 1 2 -5 2 3 10 20 50 100
pe & - R L X FRECUENCIA i i
v 40 \ te ¢ Y-

F19 76. Amplitudl 8 vs. frecuencia
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2, un quiebre de +20db/dec en w=5

3. un quiebre de -20db/dec en w=10
Ademis, cuando wW-o la ganancia es 0db y por lo tanto K=1
Los hechos anteriores demuestran gque

1. hay un par de polos en w=2

2. un cero en W=§

3 . 4 g

un polo en &/=fo

- 10.90

borar& sobre este tema por quedar fuera del alcance del texto.

8. Circulos M y Circulos N

Al disefiar un sistema de contro retroalimentado es necesario
conocer el comportamiento del sistema global a partir de las carac
terfsticas de cada uno de sus elementos. Para ejemplificar lo ante-
rior, considérese el caso de un sistema de control (fig 37 ) inte-

grado por un controlador, una planta y un sensor. Si se conoce la

ET coErllcmute ; de 10s polos (en W=7 ] se logra a partir
del factor de resonancia. A la frecuencia de resonancia, el cero
de w:5 coopera con 1ldb y el polo de w=l0con .2db (ver figig ). El
factor de resonancia de 8db, a los cuales descontando los db de los
otros éolos » ceros da que el pol;a doble tiene una resonancia de
(g-.»i 402} =712 db.Seglin 1la fig 59 esto corresponde $=0.25, lo

que hace que el término

réspuesta en frecuencia de cada uno de estos elementos. ¢C6mo obte-
ner la respuesta de frecuencia del sistema retroalimentado? 2¢C&mo

caracterizar su desempefio? J

ACTUADOR : PLANTA
HqlA) ’ Ho (8)

1 : 1
42— ENSOR

AV 264 Y1 A? 1 S

(wn) ' gwﬂ) N -4—-+D.25x5+{ B 7 D//af/i) ,
—— _— — —— rd
y por tanto

HM)' 2441 {}
(0254 +0.25.6+1)(.144+1)
. u K H2 {

Es per}:inente ha/cg_e‘r__e‘lA_siguientAedcorrrnentario. ’ ) _1./././,;42}./3 .

El conocer la magnitud de la respuesta de frecuencia de un
sistema (de fase minima) nos permite conocer su fase. Algo similar
pasa con la parte real X vy la parte imaginaria Y de H(jw),'

El conocer una de ellas es suficiente pars el conocer la otra, me-

diante una herramienta llamada "Transformada de Hilbert”. No se ela

Fig 77 Un sistema retroalimentado
Para contestar la primera pregunta (obtener la respuesta de
frecuencia del sistema retroalimentado), basta estudiar sistemas

del tipo de la fig 78a ya que los otros pueden reducirse facil-




mente a cste caso, ;

”‘ii)—{ﬂ*m-if

a) Sistema unidariomente realimentsdo

= 10.92
10.91 )

Las fOrmulas anteriores proporcionan la magnitud Y el &ngu

lo de Gfjw) en funcién de 1a parte real y la imaginaria de H(jw)

Asf pues, en el plano X-y (traza polar), el lugar geométrico

de los puntos tales que ]:IH M estd dado por la ecuacién:

2 2
MIe X4 T2 o
. : (1+x)2 + y2? o
que, tras algfin algebra se trang

y u +
, - :> *i Hy Hy Hy
H:’ ’ v _‘“—hj
) Reduccion de up sistema a ofro wunitariomente
rec/imentado

Fig 78

Esto es indeterminado. Pero de la ecuacién original se ob-"
. . Hiw) . . .
€ orcla de G(/“’)"jjy“f,?, en funcibn H(jw) tiene x?;y?. 142x4x%+y?2 o sea que el lugar geométrico de los pun-
6 = =1L
Si se denota por M la magnituc} de G6(jw) vy a/;u fase, de tal ) tos tales que M=1 es la recta x“z R —
suerte que — . - b) Los cfrculos para magnitud 1/M son la imagen a espejo sobre-
G= M /L8

»

Asi pues, se fijar4 la atencién a obtener la respuesta de fre

m— Yy f en . - e
1 i orma M2 2 5 2
Hs (x+ )+ iz M
M2-4 M2.1
Esta Gltima ecuacibén quiere decir que el lugar geométrico de
e T los puntos de M = cte, es un circulo de radio M Y centro en
’ - M2 MZ.1
M__7-1 ) 0).

K

que tiene varias provpiedades interesantes:

\

a) Cuando M=1, el radio es infinito y el centro en (~eco,0 )

la recta y= 1 de los circulos para magnitud mayor que 1.
X=z

Esto se puede CORprobar—Etfeitmerte SUSTITUyendc M por 1/M

Yy si X y Y representan las partes real e imaginaria de H,

guna manipulacién algebr§ica, puede dJdemostrarse que
x?+y2
e it A
(1¢x)2 ¢+ Yy
14 P [_Y_
&= an:f_g[?] arc’g 1”(}

al
Al llamar N o fgg y/z;plicar, la férmula ty(a-b):

resulta que ‘ Y

.~ s

Y(14x)+ Y2

tras al- en la ecuacién del cfrculo (fig 79 )

-Wolviendo al desarrollo del tema, se habfa logrado demos-

trar que . §
Y

M= rinTs 1Z3

Manipulando esta ecuacidn resulta

lpa-%b ' AY: 1 y2_  wmiid
J_?_T__ (x+ )26 (y-14)2= A
14(lga)iez b)

Y por tanto, el lugar geométrico de los puntos del plano X-Y

tales que la tangente del &ngulo del sistema realimentado




. _H_ valga N, estén dados por el cfrculo de radio [’\2_;‘1

, 1+H

y centro en (-%, -21';1- ) (figgo )

10.93

2,17

10.94

~1a® -
\‘«» —4_/-/6

Fiy §o.Circuios oleé N censtante

Fig81. Carla de circolos My N
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€on la ayuda de una carta en donde estdn Superpuestos los cfr-

culos M y N ( figgj) es posible transformar el punto YejY

Fig 82. Traza pol 15 (Jw1)
9 82. Treea polor clg St 5wy

La respuesta en frecuencia/del sist.ema realimentado , de
{A;agmftld)

rfa necesario si s

limentacién unitaria

Ligicamente, el método empleado en el ejemplo anterior no se-

€ Contara con una expresibn analftica de la fun-

cidn de transferencia Hjuw), pero en muchas ocasiones los datos de

H(s) son experimentales, Y por tanto

funcién analftica gue representa al sistema con

no es posible construir la

realimentacisnp

unitaria.

X+iY . . N . 6 ’
~devs.y =+ La utilidad de esta gr&fica se ilustra en el gi- -
X435 Y
guiente ejemplo
Ejemplo 18 § -
Considérese el sistema Que tiene la funcién de transferen-
cia sy 150541) T 49
T - -
424344+4 -
g - .
Se desea encontrar la respuesta en frecuencia del sigte- [
S
. . . Hi{jw) 2 3+
ma unitariamente realimentado o sea J : . Al trazar 1la v
1+ Hijw) (fia82) §
grafica polar de H(ju)) sobre 1a carta de los cfrculos M Y N/se pue=- ;
SN REALIMENTACH
den obtener ‘directamente las curvas gde magnitud y fase del sis- 2 1 REALIM il
tema rﬁlimeni,ado. /
CON REALIMENTACIoN
4 4
[ ANCHO DE BANDA 1 —
Q T T T T ) T t
- 0 2] 4 ¢ 8 4o : ] 20 30
— FRECUENCIA W
3
Le FRECUENCIA DE
R ESONANCIA - L . —
. — o -
Figg3. Magnitugd de un sistema con Y sin rear
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la respuesta es muy pequeiia. Esto significa que el sistema

8.1 Factor de Resonancia. Ancho de handa S realimentado s6lo podr& responder adecuadamente a entradas
Sobre la segunda pregunta planteada al comienzo de la sec- - con cierta gama de frecuencias. El intervalo de esta gama
r cifn B se tiene que el factor de resonancia y el ancho-de banda s€ 1llama ancho de banda y es un indicador de la rapidez del /
~ -8on dos medidas sobre la respuesta en frecuencia de un sistema S sistema, ya que agquellos que cuenta con amplios anchos de
que caracterizan respectivamente, el grado de estabilidad, y su banda suelen tener bajos tiempos de levantamiento.
—*;——!.apidez Y selectividad a cierto tipo de sefales. /‘f"" Ty T 81 se considera que el sistema responde adecuadamente Lo
‘ El factor de resonancia, denotado generalmente por Mp » se ~ cuando 1a magnitud de la respuesta es M, , el ancho de banda
define como el maximd valor absoluto de la respuesta en frecuen- ﬂﬂ puede defin#:}se como el conjunto de frecuencias para las que
L cia de un sistema, esto es o o ] o /fﬂ7u0/3u701M1 {o- tales que la magnitud no baje mis de tres -
N MP = ZZ’:‘”/HM«J}/ _ - f decibeles de la magnitud Ml) . Este nimero se ha toma.do porque

' al bajar la amplitud de la sefial a 0.707 de su valor original
- . En los resultados del ejemplo anterior, la magnitud Mp

t - la potencia transmitida por un canal de comunicacifn baja a

presentaba un miximo en @ =2, ., Este valor da una buena idea .
* 50% y se considera entonces que su funcionamiento no es ade-

PR

de qué tan estable es el sistema, ya que los poco estables dan cuado .
u .

salidas grandes a entradas pequefias. Un valor rande de Mp esti

g ped g £ El ancho de handa deseable para un sistema se fija con

correlacionado con sobrepasos grandes y tiempos de a_sentamiento . .
' base en un compromiso entre las sefiales que se desea que el

S S

prolongados. La frecuencia « a la que ocurre #Mp es muy cerca- =
. » slstema deje pasar { que requieren un gran ancho de banda) y ————o

las que debe bloguear ( perturbaciﬁ%s : generalmente de alta =~

na a la frecuencia de oscilacifn libre del sistema.

i El valor de M, ests determinado por el punto de tangen- frecuencia, que hacen deseable un pequefio ancho de banda ).
S cia de la gréfica polar y uno de los cfrculos M ( precisamente — ° T pg 1, fig 83 puede verse que el .ancho de banda del sistema
el que corresponde a Mp ). La frecuencia a la cual se presenta ' considerado es 8.

esta tangencia es la frecuencia de resonancia del sistema.

i d . En la prictica es usual especificar las caracterfsticas

et ——

. Sq:bre la otra medida , el ancho de banda, no existe ' de la respuesta en frecuencia de un sistema en la siguiente
una definicibn que satisfaga a todos los interesados. Al consi- forma " en el intervalo de 20 Hz a 4kHz la respuesta no va-

o derar el sistema realimentado del ejemplo anterior se observa que rfa m&s de 10 ® ". Es claro que este tipo de especificacibn
para frecuencias pequefias la magnitud de la respuesta esté& entre — puede traducirse con facilidad a ancho de banda y factor de
0.8 y 0.%8, Para frecuencias mayores la magnitud desciende y _ resonancia. R S
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9. Traza de Nichols. Carta de Nichols e
La carta de los cftculos My N permite conocer la magnitud
Y la fase de sistemas recalimentados a partir de la respuesta en

frecuencia de sus componentes. Presenta sin embargo , un serio

kad
incoveniente: hay que regresar y redibujar la gr8fica polar ca- ‘”
da vez que se cambia la ganancia del sistema. Ademis en el caso E

de multijlicar dos funciones de transferencia lﬁqw)y}éwuhay

que rchacer practicamente todos los c&lculos. Fstos problemasr
se evitan si se trabaja con logaritmos, ya cue las multiplica-
ciones se transforman en sumas, y éstas pueden cfectuarse gr&fi-
camente sin gran dificultad.

Por ello es que se utiliza ampliamente la traza de Nichols,
que es la grédfica de Hw), utilizando como ordenada la magnitud
en decibeles y como abcisa la fase en grados, teniéndo la fre-
cuencia W como par&mentro, ‘ o o

Similarmente a lo que se hizo con los circulos M y N y-1la
gré&fica polar, en el plano 20logM-fasec pucden obtcnerse los luga- 4;
res geométricos de los puntos de magnitud y fase constantes para , .

el sistema unitariamente realimentado.

Si £ es la magnitud /H(w)ly 6 su fase, resulta que

sTored wl HHHA

MAGNITUD,EN DECIBELES

- 10

X =X¥cCas &

Y= $sene B pse et e

Y pueden sustituirse estos valores en las ecuaciones de M‘y N

para obtener las funciones M(§,8) y N(¢ ,8) . En la figaq se

muestran los puntos de M constantes Yy en la fig 85 los de N cong-
tante. Al combinar estas dos gréficas se logra la carta de Nichols,

la que aparece en la fig 86 . Su utilizacidn se muesira a conti-

. . ¥ s
nuacién, **

B SN

| SO O I U I | T Y WO N | L1 130

!
~180°
ANGULO DE FASE

Fig 84. Curvas de M constante n .
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Ejemplo 19

Témese potr caso un sistema de control (figs? ) en el

cual H/s)ests dado por
s0
. Hid) = AlA+£)(A+10)
Se desea encontrar el valor de K para que el error a rampé: . “T] ) =
sea minimo, pero con la restriccifn de que Mp sea menor que - s
1.26 ( 2 db ). Ademis se desea conocer para este valorde Kk el }
ancho de banda y la frecuencia de resonancia. N . I‘ ¥
i -!
: ¢
¢ ' ] -
N 147 1
: '2 \ 1
: b ‘- ; !
FigglSistema realimentado b
-
El primer paso para la solucién del problema es determi-
nar las gréficas de Bode de AH(jw). Estas se muestran en la © L ; H
b fig8® . De 2111 se obtiene la traza de Nichols { trazo :ir- M ‘ a
. me fig 89 ). Porgue al usar logaritmos, la multiplicacibn se \ m o
' 20 o e = A
- —_ - LA : : t F.'I‘;
0 ‘T‘“_' 1 | ! Hn
b T o S - 7 -
~ - - RS '
il I RN i L i N . T s . 2 S SO Y S
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transforma en suma, para encontrar la K deseada que hace que - Para cbtener en forma aproximada la traza de magnitug Ae

M,=2 db, se desplaza verticalmente la traza de NIchols hasta Bode de un sistema realimentado unitariamente,a partir de 31, res

que sea tangente a la curva M =2 db [ traza punteada ). Como ' puesta del sistema sin realimentar,es Gtil tomar en cuenta las

la traza se desplazd 44 db hacia arriba, esto equivale a multi- siguientes relaciones

- ' K Hizw

error a rampa es : 1+ K Hfyw)

— Ky = Linkslits)- 365 —— o w) . . ;
. VT s~o "‘f;i"—_‘?;‘/‘;fm 2 [kHijw)| 4¢ |kRGwf «1

De gsta forna—bheodot—iros ARE

plicar AHuw) por K = 355 {11 db ) y oor tanto el coeficiente de
I 1 sl |kHGW]>> 1

-
e enéventramrarrt
o -y e & de

La respuesta en frecuencia del sistema realimentadv 0 db se tranforman en 0 db al realizar la realimentacifn unita.

aparece en la fig 90. En ella puede verse que el ancho de banda _ ria, y todos los puntos gue se hallan abajo de 0 db Permanc ey,
es 4.8 v la frecuencia de resonancia «'=3. Si se deseara aumen- invariables con la realimentaci6n. En la fig 9 se nuestra la

[
5 . s : . ¢ . . . . N
tar el ancho de banda { desplazando hacia ariba la traza de Ni aproximacifn descrita para dog._valores de Y.

hols ara 1 in sistema més -4pi radarie 8- S by N\, j
chols) para otzrar un sistema mis -§pido, se degradaria la es % 26 Log 'k H(jw) | N 2otagll<Hle)l
B . tabilidad de sistema, al producirse un pMp excesivo. ’ . K= k=100
' . N . ’ \ 60 ’ : 60‘
Puede ocurrirsele al lector gut si la traza de Nichols pu- | //. SIN REL;
. H ) N:"MEMTAC n
dlera wmoverse por -lgln :2dic hacia la devecha, el wu:id (2 can- E N // SH Renlid e TACICN " \ e
|
da podrfa incremoentarse sin -2 se tuviera un factor de resonun ‘ 20 A 20 - /'
. . 2 . 1 2 Vi
_ cia demasiado altec Er-to se ipgra por medio de métodos denomina- — 2  B—— (-] (. 1/ 3
bgw ( TT—
dos de compensacién. , .
. Con REALIMENTACION
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& -40 e ¢ : Y ; : ig g, Aproximacion de la magnitud de un sistema unitarjia.
§ 1 " mente realimentado
|
: | ‘ u ! ] N8tese gue por medic de la aproximacién descrita es POsih)e
} -60 . e ! t H : ‘\‘, B ‘_‘ ﬂ‘." - H : . . +4
} d 2 3 .4.0.6.0891 2 3 4 9e78Y0 2 3 4 5678910 20 e determinar en forma aproximada y con pocas manipulaciones g ,
FRECUENCIA n-

R . cho de banda del sistema realimentado.
Fig 9G. . Tro2d de Bode (Magnitud) del sisterma
realimentado con k=355

A S e W R B e ——_——— - D JR .-




———

IS

. \
“Li, .. 4w DE e o -NIERIA ‘
s aripgpifn A ,;A;Jtecas_, - L B - l
v |
\\
\
- .
Y -
¥
1~ )
[ APUNTE FACULTAD DE INGENIERIA UNAM.




