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PROLOGO

La| evolucibn y desarnollo de La industria petrolera, ha Zraido

como cpnéecuencéa La aplicacibn de técenicas cada vez mds depuradas
y s0fistipadas, onientadas a maximizar fLa produccibn de hidrnocanbu
nos, pero al mismo tiempo, £Levando a cabo una explotacién racio--

nal de|fLos mismos; entrne dichas técnicas, se encuentra fLa simula--

cibn numénica de yacimientos, La cudl, "es una hennamienta" suma--

‘mente (til, para predecirn ef comportamiento de Los yacimientos.

DeLe tenense en cuenta, que 84 La informacibn phoviene de fuen

tes 5ihedigng§, L0s nesultados que se obtendrndn sendn conflables.

i

. . . , | v
Si ponl el contranio no se cuenta con buena Linformacibn, Los resul-

tados obtenidos sendn un elfemento indicativo para deferminar que -
pardmetros deben obtenense con precisidn. |

Dada La impontancia que tiene fLa ingenierfa de yacimientos en-
La expkotacédn de Los hidrnocarbunos y teniendo en cuenta Las nece-
sidades de Los estudiantes de ingenienia petrholera, se elaboraron-
estos apuntes con La intencidén de baindar una fuente de informa- -
cibn epenita en castellano, ya que en La mayornfa de EOJ casos di--
cha irifonmacibn estd escnita en otrno Lidioma. A través de Los mis~--
mos s¢ pretende despentan el intenbs del alumnado, motivdndolo pa-

na Ju mejon preparacibn.
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CAPITULO 1 -

1.1 INTRODUCCTON

EL objetivo primondial af hacen uso de La simulacibn numénica,
|

es predecin el comportamiento de un yacimiento en cuestibn y en--

contran La manera de optimizan clentas condiciones para aumentar-

La necubenacidn.

En la ingendlenia de yacimientos ifradicional se trata al yaci-

miento en forma burda, considerdndolo como un tanque con propieda
des promedio, mientras que La simulacibn de yacimientos pon medio
de comthadonaA, peamite un estudio mds detallado, al poden divi-
din vintualmente a dicho yacimiento en un ndmerno finito de celdas
0 bZoqulA y aplicarn Las ecuaciones fundamentales de fLufo de fLul
dos en medios porosos para cada cefda conjugadas a La ecuacibn de

balance de matenia.

Es xmpdntanfe sefialan que La utilidad di kOA ne5u£ta&o¢ obte-
nidos d? una simulacibn, estard en {funcién de La destreza y expe-
niencia’que el ingenieno tenga para intenpretarlos, dependiendo -
de Las ﬁondicéoneé de explotacibn de un yacimiento, ya séa en su-

etapa {indicial o en una etapa de ajuste a través de La histornia -

del y&c;miento. |

[ AL

1.2 DEFNICION A

| R . I8 I

La tléimulacibn numénica de yacimientos, es un proceso mediante

el cudl el ingenieno, con La ayuda de un modelo matemdtico, Linte-

N
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-gra un conjunto de factones para describin con cierta precisibn-
el compontamiento de procesos §Lsicos que ocurien en un yacimien-
Zo. \

,\ |
| |

1.3 Qﬁlgllgg

Lo que se pretende al hacer uso de La simulacibn es predecin-
el comporntamiento de Los yacimientos sujetos a diferentes pollti-
cas de explotacibn y en base a nesultados obtenidos de dicha simu
Lacibn, poden selecclonar £La manera més adecuada de explotarlos.-
Dependiendo de La politica de La empresa, La.manena mds adecuada-
de expzotak un yacimiento puede nequerir; maximizan el gasto, ma-

ximizan La|recupenacibn, maximizar La ganancia, efc.
.

También en muchas ocasiones, con ayuda de La simulacibn, se -

puede £Levan a cabo el desarnollo de un campo en base a una infon
macidin Limitada, pudi€fndose determinan donde perforar nuevos po--
zos o establecen un esquema para comparar el agotamiento por rnecu

|

peracifin primania y fLa que se tendria con una recuperacidn secun-

dania o nechenachu mejonada; ‘

La eﬂonLe ventaja que se tiene al hacer uso de La simulacibn-
es que penmite "bnoducén" un yacimiento vanias veces y en muy di-
fenentes manenas, con Lo cudl se pueden analizar diferentes alitenr
nativas y Aﬁzeccionan una de ellLas; en La que se obtenga por ejem
plo, La mdxima necupernacibn, mientras que fLsicamente el yacimien
to puede producirnse una sola vez, y Lo mds probable es que no sea

en La forma mds adecuada, dado que un ernor comeitido en el proce-

50 afectand lcualquien cambio subsecuente. l

T 3 |
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1.4 DEFINICION DE UN MODELO MATEMATICO DE SIMULACION

|

Bdsicamente un modelo matemdtico de simulacibn de yacimientos,

consiste en un ndmero deteaminado de ecuacdiones diferenciales pahr-
ciaﬁéb, que exphresan el principio de conservacidn de masa y/o enen
gfa acopladas con ecuaclones representativas de ﬁlujo‘de §Luidos, -
temperatuna y/o La concentracibn de dichos fLuidos a través de me-

dios poToAOA.

Las ecuaciones nesultantes, son ecuacionesd difernenciales pan--
ciales "no Lineakles" y su s0lucdibn es posdble dnicamente de una ma
nera diﬁcneta, es decin, en un ndmeno de puntos preseleccionados -
en t&em$o y espacio Yy no de una manera continua; por Lo cual es 4in
dispbhsible el uso de un programa de cémputo.

|
1.5 ILFFRMACION REQUERfDA

\ Ul 550 ‘ : SO . f

Para LLevan a cabo una simulacibn se requierne fLa Lngormacibn -

Azguzenﬁe:

ledades petroflsicas. o - o ;

- Ponrnosdidad | ¢)

- Penreabitidad (k) |
- Saturaciones de agua, aceite y gas (S _, S_, Sg )

- Pretibn capilan entrne difenentes intenfases

P )

i (Pcw_o, Pco_g, cg-w . : ‘ . ‘ %

- Peameabilidades nelativas; al agua, af aceite y al gas

‘ ¢ ( k’I‘W’ k—ro, k—r\g ) oA e

i b) Propiedades VT de Los fLudidos del yacimiento

4 \

- o o T A : ‘ el -
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L |
| Factones de volumen (B,, By, Bg )E R

-Relacibn de solubifidad {Rs | |
| -Vdiscosddades (w ugsu, |
-Compleéibétédadeé (cey e, Cor Cg )

c) Limites del yacimiento. \ t

_ BRI P "
dl Caractenisticas del aculferno que nodea al yacimiento
e} Cuando se trata de hacer un ajuste de La histonia del yacimien-

| to, s¢ nequienen; nitmos de produccibn, declinacibn de La pre--

i
:
b
1
f

s46n, eta,
% , Tanto Las propiedades petroffsicas como Las propiedades PVT, -
%, , se detenminan en el Labornatornio a través de muestras del yacimien-

to, que AE procura sean representativas. Registrnos elécinicos obte
nidos dun

nte La penforacibn proponcionan informacidn complementa-

nia, necesania en La corrnecta evaluacibn de Las propiedades petno-

§Lsicas | I

| Los Limites del yacimiento y Las caracterfsticas del aculfero,
se detenminan con estudios geolbgicos ayudados de métodos Lindirec-

tos como ALn Ros negisinos geofisicos, etc,:

\ De suma impontancia en un estudio de yacimientos pon medio de-
simulacion, es La deteraminacibn de Las permeabilidades rnelativas y

Las presiones capilanes. Las permeabilidades nelativas determinan-

el fLujo ﬂntccionaz de Las fases y porn ende Los nesultfados del s4i-
muLador. Obviamente Las cunvas obtenidas ed el Laboratorio en pe--
queiiod nucleos, cuyas dimensiones se miden en centimetros, deben‘-
Aé& ajustadas antes de podern usarnse en un simufadon cuyas celdas -
Ae miden noJmaZmente en centenanes de metnos. La evaluwcibn oporiu-

na y sistemdtica de un conjunto de "pseudo permeabilidades relati-
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-vas" es un proceso indispensable y a menudo olvidado en La simula

cibn matemdtica de yacimientos. .

A<

» |

‘ Las lcunvas de presibn capilar son necesarias para podern deschrs
birn La Jistnibucibn de saturaciones y el tamaiio de £a zona de tran
sicibn,| Los contactos agua-aceite y gas-aceite.

|

1.6 RESULTADOS

| : ‘ , .
Los nesultados tipicos que se obiienen de un programa de simu-

Lacibn, lconsisten en La distrnibucidn de presiones, saturaciones en
cada unc de fLas celdas en Las que se ha dividido al yacimiento, --
asi comc relaciones agua-acedife y gas-acedite para Los pozos produc

‘ 3 &
tones.

;b J. '

SL hay Anyeccdibn de fLuidos, se obtiene; o el nitmo de inyec--
cibn de £Los pozos Anyectones, o Las presiones necesarias para Ain--

yectar Los volumenes establecddos.

1.7 UTILTIDAD DE LA SIMULACION
|

'UJ modelo matemdtico de simulacidn calibrado adecuadamente, es

La hennamienta mds poderosa con La que cuenta un L{ngeniers para po
dern predecin con ciento grado de precisién el comportamiento de un

yacimiento sufeto a difernentes politicas de explotacdibn.

Adn cuando en ocasiones no se conozcan Las caractenisticas pe-
trnofLlsicas de un yacimiento La simulacibn puede sen Util en obte--
nen La sensibilidad de £o0s nesultados a vaniaciones en La descrip-

eibn en el yacimiento. Pon efemplo 54 se tiene una propiedad "x" y
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se sabe que dicha propiedad puede varian en un’nango de x1 a x , -
es decdin, xq € x £ x, ¢y se efectdan 2 6 3 cornidas de simulacin,-
84 Los nesultados no varfan mucho se puede:
1) ToAan como buena una de Las pnediccigneb.

Z) Refegarn a segundo ténmino esfuenzos especiales para medin con -

precisibn dicha propiedad. - oo : o

\ L?i p r el contranio Los nesultados de simulan el yacéhiento -~
con diferentes valonrnes de La propiedad "x" varian considenrablemen-
te, entonces se debe tenern especial cuidado en La obtencidén de La-
distrnibucibn de La propiedad "x" en difenentes dreas del yacimien-
to para mejoran La deéanpcién del mismo, ya que su distribucibn -

afectand donsiderablemente La necupernacibnj

Adn 84 hay diferencdia en Los nesuliados al variar Las propieda
des, se pa[de trnatan de buscar cientas Linvandiantes en La necupena-

cdbn porn medio de diéenenteb gormas de explotacién del yacimientoy

Ejemplo: . o -

v ‘ S *nw%
S{ el valor asignado a una propiedad, digamos porosidad es -

{(¢1), y Los nesuliados de una simulacidn indican Las siguientes re
cupenacégne : 1 ' | »

- Ponr agota%iento.naiunak 20% \
- Por un método de inyeccidn A 30%

- Por un méjodo de inyeccibn B 40% "‘l

EL incrnemento en La necupenacibn al aplicar el método de Linyec
cibn Aes de 50% y el Lincremento al aplicar ef método de Linyeccibn-

B es 100 %

Ahona, 84 el valon asignado a La porosidad es ¢, Y Los nesulita

dos <nddican que fa necuperacidn es:




A 2y : L
- Pon ggfamiento natunat 23%
- Por in método de inyeccidn A 35%

- Pon un método de inyeccibn B 47%

|
En

este caso el incremento en La recuperacién al aplicar el mé
| todo d¢ inyeccibn A es de 52% y el Lincremento connesponde al méto-

do de anyeccidn B es de 104%.

. pnopieaLdeé de o4 2 d, , Los Lncrementos calculados para ambos mézo

dos de Lnyeccdbn son praciticamente Los mismos por Lo que se deduce
len este caso no es necesdardio conocen toda La Linfonmacibn en forma-
pnecééal En una forma mds realista, La precisibn de La informacibn
debe AQI proponcional a La sensibilfidad de Los nesultados a varnia-

ciones de dicha ingormacibn.

\ )
| . - A

%i“ 1.8 CONSECUENCTIA DE UNA INFORMACION DEFICIENTE
s

. | .
- I

é Lo ¢ntendion no significa que La simulacién de yacimientos deba
aplicante en cualquier ocasibén. Dada La complejidad y s0fistica- -
cibn de La simulacibn numénica de yacimientos, carece de sentido -

su uldlizacibn sino se trata previamenite de obtenen buena Lingon

macién, debido a que La confiabilidad de Los nesultados de una §4-

mulacibn, estd en funcién de La informacibn proporcionada.

| ‘ o
Panalusar La simulacibn apropiadamente, se citan a coniinua- -

cifn cierntas considernaciones fundamentales.

- Se debz2 hacen un muestreo adecuado y suficiente, para adegurarn -

que La indormacibn sea representativa del yacimiento.

De Lo antendion se obsenva, que adn habiendo vaniaciones en Las



\ . w0
|

- 1AL determinan Las propiedades petrofisicas y pVT de Las muesitras

\ de debe Zratan de aproximan af mdximo Las condiciones que reakl--

. mente Laeuaﬂeceadn en el yacimiento.

] . ; o

- Es mebntanta, trhatar de neproducin en el Laboratornio, Los meca-
nismos de desplazamiento que operardn en el yacimiento para de--

teaminan Las permeabilidades nelativas que tanta trascendencia -

| .

W tienen len La necuperacibn. Ademds, en el caso de simulaciones --

P ¢ aneales o trhidimensionakes, es indispensable efectuar primeno es
tuddios kn secclones transvensales que penmitan determinarn Las --
cunvas de pseudo permeabifidad nelativa que permitan calibrarn --
Los nesyltados de un modelo burdo con celdas nefativamente gran-
des a ZI

s nesultados obtenidos al utifizar una mejfon definicibn-

3

delf ndmero de cabaa y con celdas mds pequefias

W (S4 porn el contranrdio La Ainformacdbébn disponible es insuficiente-
g%ademdA np nepresentativa, La utilizacibn de un modelo simplifica

| do tal Jom Las ecudcioneé de batance de maternia, aplicadas con --
buen cralterdio ingendenif pueden uiilizanée con ventaja so0bre un mo

defo de simulacibn.

. : Ty LIRS 0 LT

IndiAcJthZemente, dn modelo matemdtico adecuadamente ajustado
qué ha peamitido neproducin La historia de un yacimiento, es el ~--
Lnét&umenIO\mdé poderoso para predecir, coA el mayor grado de con-
g§ianza, el compontamiento de dicho yacimiento)

~> 1.9 TIPOS DE SIMULADORES |
\ MUETN

1.9.1 MOD%LO DE CERO DIMENSIONES 0 MODELO DE TANQUE

(Pon considernan al yacimiento como un tanquel

A

SR



‘g

BERE IR [ ! o - ' T2 o R .
Este modelo, supenc gque ef yacimiento s¢ componta como un tan-

‘ * :
que co1 propiedades promedic, ademds supone que Las propiedades -
PVT s01n guncién de La presidn media v que La penmeabilidad nelati-

va es tindicamente funcibn de La saturacibn media.
A este lmodelo comunmente se Le LLama balance de maternia (Fig. 1).

| . | &
1.9.2. MODELOS DE UNA DIMENSION

! . FEA RN (I S AR Coan
Dicho modelo fue generado por BUCKLEY-LEVERETT, para dar una -

so0lucdén analltica al comportamiento por rnecuperacibn secundania.

En simufacibn de yacimientos dicii. modelo se puede aplican, 24 Se-
tiene ur yacimiento en 2€ que el fLujo en una dinecgidn es predo--
minante, Pon ejemplo en Los casos de Lnyeccddn de gas en La cresta
de un yacdimiento o0 en La inyeccdibn de agua (o0 entrada natunal de -

agua)ipon el fLanco de otro yacimientas (Fig. 2}.

En tna dimensién también de puede utilizar un modelo en forma-
radial. Este modelo es dtil para pruebas de formacibn y pruebas de

anne%emto o decnemento de presidén. En cada celda se pueden varian

propiedides tales como porosdidad y permeabilidad (Fig. 2a).

LS

1.9.3. JODELOS DE DOS DIMENSIONES

|

1.9.3.1 MODELO AREAL : SRR O

Sl Aene vaniaciones de Las propiedades en dos dirneccdones, pu
diéndose considenan ademds, Los efectos gravitacionales al asignar

difenenies profundidades a Las celdas del modelo, el cual puede --




R

.hen nepresentado por una malla. Este modefo se aplica a yacimien--

tos donde generalmente Los espesones son pequeiios con respecto a -

su drea % no exdste egecto muy marcado de estratificacibn o se ha-

generado un conjunto adecuado de pseudo permeabilfidades nelativas-

(Fig. 3a).

1.9.3.3 ODELO DE SECCION TRANSVERSAL : \

|
- 0%nro Lépo de modefo de dos dimensiones se tiene en La rephesen
tacdibn de\beccionea transvensales en donde Las propiedades de Las-

capas varfan. Lla utilidad de estos modelos estriba en su versatili

dad en £a2deécnépci6n de La distrnibucibn vertical de saturaciones-
de avance de un grente (gas y/o agua) ademds de sen Los Lnstrumen-

tos pana ﬂ% obtencidn de Las mencionadas curvas de pseudo peameabs
Lidad ne[aﬁiva (Fig. 3b}.

% | \

1.9.3.3 MODELO AREAL DE DOS DIMENSIONES EN FORMA RADIAL

AR gy R

Incluyen algunas de Las considernaciones del modelo anternion --
ademds de La ventaja de poder analizarn con mayor detalle Los cam--
bioa bnubcoﬁ de presdibn y saturacibn que ocunien en La cencania de
Los pozos (Fig. 3c}.
| | | : ¥
1.9.4 MODELOS TRIDIMENSTONALES \*“: ) ? ’ |

, }
Existen JacimienIOA con espesornes muy gnlndeb, porn Lo que es -~

necesanio consdidenan varniaciones tanto hornizontales como verticales

k N

H

. — i e —————— P

o
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~»>]. 1 J 1P0S DE FLUJIO

*
S L . ‘
(Fig. . 0trho tipo de modelo de trnes dimensiones, se puede repre-

sentat en forma nadial (Fig. 4al.

|

N ) | . ¥ . X
Hos ta aqu£ se han mostradc solamente variaciones en La geome--

thla ¢ sea Las dimensiones; sin embango, en el yacimiento se pue--
den ccEAidenan también vanios tipos de §Lujo, como son el monofdsi

co, bifdsico y trhifdsico.

1,101 FLUJO MONOFASICO

@ . v 3

LK 6£ujo’mon05déico-ebid &ad& porn el §Lujo de un s6Lo fLuddo -

-en particular. Por ejemplo en Los aculferos el agua; acelte en un-

yacimiinto bafo saturado o gas en un yacimiento de gas volumétnico.

1.10.2 FLUJO BIFASICO

Se rneAenta cuando dos f§Ludidos diferentes 5£ugen‘ak misdmo tiem
po por ejemplo: ‘
o ‘ ; RO :
~Gas)y Aceite:‘ﬁ' En un yacimiento que produce por empuje de -

gas disuelto Libenrado.
x _

Agua y Aéeite: | En un yacimiento bajo saturado con entrada -
3 de agua, cuya presibn se mantiene arniba de-

R La presibén de burbujec.
Agur y Gas: En un yacimiento de gas con entrada de agua-

.0 cuya satunacibn de agua congénita es mayon

12

et ot e

PSR
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[
o \ que La saturnacibn crnitica.
3

\_

Se presenta cuando hay fLufo de trnes §Luidos a La vez: agua, -

FLUJO TRIFASICO

acedite yigas. Este caso se contempla en yacimientos que producen -

por empuﬂe combinado, en Los que La entnada de agua, ed empufe de-

gas disuelto y/o el empuje de un casquete onzgénaz 0 secundanio --

tiene influencia en La produccibn, |
) . |

| Por todo Lo anterdion se puede Zener combinaciones entre mode--

Los y tip&é de §Lujo; es decin, se puede tenen un modefo de una d<i

- mensibn con 3 fases o bién uno en 2 dimensiones con 2 5abeé 0 gene
nazazando un modelo de 3 dimensiones con 1, 2 6. 3 gases. |

. |

—»1.11 MODELOS COMPOSICIONALES } 4 }

\ o ‘ \

Existen otnos tipos de modelos, donde no 86£0 se toma en cuen-

l

ta La variacidn de La geometria y el tipo de fLufo, sino también -

i La variacibn de La composdicibn de Los gLudidos del yacimiento al ex

|

| - plotanlos . En esta categonia se incluyen Los yacimientos de aceite-
voldtil y Los yacimientos de gas y condensado con condensacibn re-
tnégrada, plna Los cuales se debe tomarn en cuenta La composicibn -~

de Los f§Luidos oniginales. Consecuentemente, este tipo de simulado

]
|

nes penmite\pnedecin variaciones en La composdicidén de Los fLudldos-

producidos, asi como vaniaciones en Los gastos y presiones del ya-

.. {
cimifento. |
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10DELOS TERMICOS

\

fonradce

e

por medio de un método Lénmico,

Cuando se somete un yacimiento a un proceso de necuperacidn me-

como porn efemplo La inyec- -

eLbn ce vapon o La combusitién An-s4itu, dindependientemente de exis--

tin gdujo de fluidos en el medio pPoroso a causa

presiin, se genera un Lnterncambio de enengla en el yacimiento,

niacicE

destil

de gradientes de

va--

es de tempernatura y viscosidad de Los fLuidos, efectos de --

cibn y/o chaqueo, ete. Estos generan una serie de modifica--

ciones en Las propiedades de Los gLuidos.

Teniendo en cuenta Lo antenion se pueden elabornarn modelos que -

<involuchen tanto Las variaciones de §tuso,
Las pn$piedade¢ de Los §luidos del yacimiento en guncidn de Los - -

efectos composicionales y/o vaniaciones en Las Lempenatunas.

-

,@ﬁmﬂj

e

PR S . [ R

14
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como Las vandiaciones en-



“ Diagrama Indicativo para la seleccidn
‘\k
de un Simulador "

Tipo de Yacimiento
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' |
‘; \ gh one "(]
. - Dimensiones o
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|
; ‘ O_P : 1-D 2-D 3-D
| \ o Geometria 1
l P { l l 1
| X X-Y X-Z \ R-Z X-Y-1 R-8-1
; |
| Flujo de Fluidos
{ ] ] 1

N

Monofasico

Bifdsico
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CAPITULO 2

PRINC]%IOS BASICOS ¥ ECUACfONES FUNDAMENTALES = = %

\ v :
2.1 INIRODUCCION :
\

EL| fLujo de fLuidos en medios porosos es un fendmeno muy comple

jo y como tal no puede sen descnito explicitamente.

o Enlﬂzujo a trhavés de tubenfas o conductos, es p04452e medin La-
Longityd y el didmetro y calculan La chbacidad de g§Lujo como fun- -
cibn d2 La calfda de presibn; sin embango, el fLujo en medios poho--
505 eé\diﬂenente, ya que se tienen que considenan ecuaciones que --
descniban el glujo de Los f§Luidos en una, dos o thes fases, a tra--
vés de‘"canaleé de §Lujo’" que presentan vaniaciones de uno o0 vanios
ordenes de magnitud en donde Los-gluidos pueden sen tratados como -
Lincompresibles, Ligernamente incompresibles 0-c0mpneééb£eb. Ademds -

para nefneaentan el sistema de fLujo p&%den consideranse una, dos o

trhes damensiones, incluyendo, 84 se desea, heternogeneidad en Las --

‘ pnopiedeeA petrofisicas, efectos gravitacionales, efectos capila--

ﬂ

res y tnans ferencia de masa entre Las gases.

2.7 POTENCIAL DE FLUJO (&) - . .. yi,

| |

EL potencial de fLufjo combina Los efectos de presibn eon Los --

efectos gravitacionales y se define pon: S

en dond%:

21 -




valente af

W

Sin emb

cal incluye

!

¢ = (p,r) ‘ o e
Pg = es of peso especifico
D = es 2a profundidad (positiva hacia abafo) medida 4 -

partin de un plano Convendiente de referencia.

De acuendo 4 Las unidadey comunmente[uAadaA en ingenienia petno

|

Lena, ek potencial puede den expnesado comg:
epe Ll g e o (2.2)
144 g, LT
|
v -p- 1 g 5. it N (2.3)
144 9c o a
en donde )
w‘vjf HJL P = presién (Kb/pg2) vy -
P = densidad (lb/pLQAS)
h = altuna medida haciq arniba de yp plano dado (pies)
D = profundidad medida hacia abajo de un pLano dado -
(pies) 6 \ -
. , 9 - = aceleracidn de fgq gnavedad en of Lugar que se este-

trabajando. - y

9e = constante gravitacionatl condiciones hormales y op -

{gual a 37,72 p{eb/éeg?

 La variacibn dep potencial en upg dinelcién honizontal o equd-

rambio de presién en esa dineccibn.

& _dp ,, | _ (2.4
dx dx ; LU
Whgo, La variacién deg pdtencéaz en La dineceidn verti--
también et efecto gravitacional: ‘
do  _ dp _ 1 g 5 (2.5)
144 Jde
22




. 2.3 1

DE DARCY . . -

_

i

H
i

en doncle

de f§lujo de un §luido homogéneo en medio

p&eéiﬁl.

Pant

necesdar{o tomarn en cuenta tanto Las canactenLAILQaA def medio pono- !

80 (permeabitidad) como Las del {Luido

1 cambian eZ signo de proporcionalidad pon el s4gno Ligual

PR

La tey de Dancy establece fa pnopokc&onal&dad de La velocidad -

pPoroso con el gradiente de

Fio 13 3\

~ gradiente de pieaiﬁn (2.6)

4
A .

e=vA (2.7)

¢
L)

es

(viscosidad); asi para fLujo

hon&zbntal La ecuacibn de Dancy se expneéa como: - 1
z—kT—j—z— (2.8)
La vialidez de fLa ecuacién anfernion presupone Las d4iguientes con
diciones: | o |
| a)l Fluido homogéneo (und‘;ola gase)
b) No existen neacciones quimicas entrne el fLuido y el me-
o dio ponoso. ‘ |
”{ c) La permeabilidad es independiente &el fLuido, de La tem
peratura, de La presién y de La Localizacibn,
? 1d) Régimen Laminar.
e} No existe efecto de K@Lnkenbé&g.
§) Flujo peamanente e L{ncompresible.
w g) EL §luido satuna 100% af medio ponroso. ’ |
i
23




|

durge al considenas que - -

Y s requiene pang-

<
(]
> ’.-Q
I
i
|
©
©
~
0

La nizén deg d4igno (+) se delac{ona con La dineccién que se fe-

? de a "2 fla cuar puede sex positiva hacia anndiba ¢ vicevensa,

'Ahonalbien, La velocidad q La que se heflene Ra ecuacidn de - -

Darcy es 2a velocidad aparente, por Lo que 54 se deseq evaluan Lq -

vezocédad’neaz habrd que dividin fq velocidad aparente pon fq poro -

sidad efertiva dep medio, o seq:
| u ; ~ B . .
Y med. P (2.10)
e
Y N o Al
donde ;
Vimed! = velocidad neal o media.
§ b = velocidad apanente.
% = porosidad efectiva. . ”
|
, La ecucleién de Darcy en g§orma vectorial se expresa como
l' + -> > —
u R 3
= — = - K99 2.11
; v ¢ M 34 ( )

Haciendi un andlisis de cada Una de Las variables que Lntenvie-

R
»

hen en La ecuacién (2.7171)




- La UﬁéﬁOéidad (ﬁ ) es un ezcaﬂaa.

4 - la PdﬂOéédad (¢ ) es un escatan,

| " 7 . . _
- La vilocdidad (v ) por tenen magnitud, dirececidn Yy sentido es un -

vectcn,
> . )
ﬁa | - EL pctenciat (%%r) también es un vecton,

+
- La penmeabilidad (k) o un Lenson, capaz de Anfluin en Ra dinec-

cibn de flufo, La cual no dLempre es gobernada exclusivamente por

el gnxdiente de presién.

Dadis Los ejes X, Y, Z no necesariamente ortogonales, Las compo

-> - i
nentes de La velocidad v ( u,, uy, u, ) se expresan, de acuendo q -

La Ley de Dancy, como: ‘

' _ 1 30 30 Y . :
L 57 %z 7 | | (2.12)
\ | ; |
o 30 v : :
| G- - d(p 20 ., 30 R, 2 ) (2.13) ,
| y u YXo5x VY by Y2 3, . ;
| -
- 1 3¢9 3¢ X ‘
= - —_ —_— 2.14
u, > ( k,. » + kzy » + kzza - ) : o ( )
La mitriz tensoﬁ de peameabilidad tiene nueve componentes:

[ q i

kxx kxy kxz
ki,g - kyx kyy kyz

kzx kzy kzzJ

|

mientras que La velocidad y et potencial, siendo vectonres tiemenm --

thes compbnentes solamente:

> . :
> 30 | 30 a8 44
vt e, uw, u ) = ’ ’ )

v U 34 3x 3y 3z

25




M

nes

1) La natriz Lensoniak €8 siméinica, o sea:

k

diago.ial.

Xy : h'yx"kxz =k

i En donde £og efes son

z¥ f"yz =kzy

rkxx kxy
ka kyy"
kxz kyz‘

necelones kFhinelpales de §lujfo.

2) AL notan Los efes de una matniz Simétnica geo obtiene unpg matniz

orntogonales Y estdn alineados con Las di-

Por Lo que Las Componentes de gq ve

Locidad se neducen a : » 5
‘ | |
k .
Uy - =2 %f (2.15)
. f' ., M -4
7yl - L _gg"’ (2.16)
- |
;
E’ _ kzz dd (2.17)
| 2" b3z C
| 26
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En genenal Las dinrecciones pninchaZeA’de gLlujo son:
S; La dineccibn mdxima, paralela a Los planos de sedimentacibn.
§; La dineccidn minima penpendiculan a Los planovs de sedimenta-

SI el medio es isotnbpico [k, =k§=hz ), entonces La dineccibn-

cibn.
'v"

del ffujo es Lgual a La dineccibn def gradiente aplicado.

S{ el medio es andisotnbpico sin embango (kx¢ky¢kz), La dinec--

cibfn del glujo es diferente a La direcciln del gradiente aplicado.

EJEMPLO:‘ | i
Sea un medio poroso bidimensional donde'kx==4ky , 84 se aplica
un gradiente con un dngulo de 45°(0 sea é?1=é¥L encontrarn La di--
X Y
neccé?n del §Lujo.
SOLUCTON ’
Y:A
| | -
dineccibn del gradiente de presidn -+
dirnecedibn de §Lujo
Uy
Uy
& v
X
u 4 39 X
X= - o TX
_— 1 28
YT s
R !
- 4 90 1 30
ey C T T ( ] ) — - ( Ty )
27
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CFRERE

Hd “a
«/—7{7;) -

Rl h]\g(\
lat - I 17( 22
I b
! . ne ' -
La dingecisy del vecton Unditario estq dada pox:
A A L N TR e
u 3 X

0 dea-La apeq

Un vecton vep

1/4, 86 =14°9

Z.4 ECUACTOM DE CONTINUIDAD y DIFUSIVIDAD . ?
' ;

La deécdépcién matemdtica dog 6lufo de fLuidos ep medios pong--

408 esta basidq en La Ley de gq Conservacidn de La masaq,

I

Priincipio de
dentrno do un ¢

dm/dt = 0. La

£-4.1 ECUACICN DE conTINuTDAD PARA_UN S0LO Frurpg — ~——-
_ | &‘ |
La ecuacifn de continuidad o4 Consecuencia de pq aplicacibn deg ;

~Onservacibn de pgq masa, el cuag esfablece Que fLa masq

et LR

s tema permanece constante cop el t(empo,




~dio paroso esfablece que £a rapidez de crecimiento de La masa dep-

Irno de.l elemento og exactamente {gual qp flufo neto de masa hacia -
| (uP)
5 oy, misnlo elemento. - Wix,y,z) z+az
i | i /(UP)Y
%’ ' ’///
(uP), f (UP) x+ax
b4 —---® L
// Ny
i wd
| // 3
‘ s i
‘/// x < !
y \
(UP)ysay (ur),

syt
t

Cons.ldenese un pequeiio paralelepipedo de un medio ponroso de di-

mensdlones Ax, Ay, Az; a través del cual existe gfujo en todas Las -

caras , | |
‘ I :
Haciendo un balance de matendia durante un Antervalo pequeiio de-

| ) 5
Xiempo AL, | ‘ ‘ :
‘ xt

' Se puede considenar que:

| Ee §€150 de masa porn undidad de Aupedﬂicée es Lgual a La veloci- !

dad multiplicada porn La densidad

u - C{2.18)
| ;
| | (
Dimenstionalmente )
|
L M _ M
T 8 TL?
. . |
‘ Ahora bien 54 el flujo de masa se multiplica porn el dnea thans-

versal al flujo, se obtiene como resultado, el flujo mdsico.

4

29




A _
n “e P4
donde| -} R | ! 3 3
A= dnea ' o : ‘lﬁk : -9
ﬁ= masa | | e
= Ldiempo b Sy o
. + [y : cas N
$= velocidad n~{4‘ S
f D= densidad , * N
é . -F

| Por dtna barte se puede COnALdenan‘qae La entrada de Jaaa al -
elemento considerado o4 positiva (inyecc(dn), mienthas que fgq sali
da de masg 4e¢ consideng negativa {pnodaccédn). EL téamino fuente -
(o sumideto) s nepneaenta';oilw ( X,y,z), op cual tiene unidades -

de maaa‘pan unidad de voggmen de noca. ae
R copg TN i ?5

N

E
W (x,y,z) Masa

|

undidad de vol. de noca

P (x,y,z) ([ + ) Ingyeceign
. o ‘ I
| | Wlx,y,z) { - | Producci6n

Porn oztra'pante:

Masa d¢ §Luido en op elemento,

en ef Llempo £: px 8y bz { 4o } (inicial)

Tt et S s

»

en el tiempo t + pg: Ax by Az [ ¢p ) 0t {§inae)

! -‘“ H
Det principio de consenvacibn de masq:

(Masa que ewtna} - (Masa gue sale) = Acamulacidn,

Acumulacidn - {Maéa'A(naK) - (Masa indeial)

La cana Ay, pAz es pPerpendiculan qp flujo en £q dineccién X, con -
Lo cual pa Cintidad de masq neta que entrna on La dineceibuxse ex~- -

presa como:




Pt

dad en up

|

e |

|

Paha Las dineccéoneé

(2.20)

(ou)x ~'(ou)x+Ax]Ay Az

" N on . . . .
Y» y z se obtienen CXpresiones similaney .,

Ahora £q acumulacibn g edcnibe como:

l ( = z - A
Acumulicidén = ax Ay A (¢p,t+At X Ay LZ(¢p)t

‘ (2.21)
] \ iy I
tamandq en cuenta Las expresiones anteniones ;
) N AN
At [ (og}x - (pu)x+Ax] Ay Az + At [ (ou)y - (gu}y+Ay] Ax Az
| | S l m
+ AL [(ou}z - (pu)z+Az ]Ay Ax + Wix,y,z) = AXAYyAZ [(¢p,t+AE{¢p)t]
S _ S
dividie.1do entre Ax Ay Az At 4e obtiene:
. . I
) (pu)X+Ax- (pulx_ (ou)y+Ay- (pu)y_ (pu)z+AZ- (pu)z i
o Ax by : Az :
\ (oo) - (o). |
. Wix,y,z) = t+At t (2.23) |
| Ax Ay Az At st
! Ll;" ce

Xomando 2L

definicicn

450

\
se tiene jue:

mites cuando px >0, Ay> 0, Az>'9 Yy A0y recondando La -

de denivada de una guncibn:

e
L%

dy _ Lim Yl x + ax ) - 4 )
dx x>0 _ AX

_ 3(0&2‘ - a(pU.Z) + w(x’y’.z, - 3(¢p’ ‘2.24,
oy 3z ot

Esta ecuacibn og La fonma general de La ecuacién de continui--

nedio ponrosog..

BT




“‘g; ) ‘V\\\ : . . ‘ J
n

“p SubAtétuyendo Las Componentes de La veZOéiddd porn La Ley do -

el T Y VPN 022 22) iy y ey - ales) (2 Z5)
3 X Mook Ay U3y 9z U 3z 3L

iene
\ - b}
. ¢
q T ?
J(QEE) +i(ﬁf_xa_¢) +_3_(£L¢) * Wix,y z)- 2(Sfep) (2.26)
ax P 3 ALY I 3z 'P] z Y ¥
r |
b 5 : o * ’

-

Los feuidos de un yacimiento son clasificados dentro de Lnes -

grupos dependiendo de dU compresibitidad.

a)l Fluidcs éncompneéibkea.
b) Feuidos Ligenamente Compresibles, N
‘ _

¢) Fluidos Compresibles,




| "

En In gluido anompaeéibﬁe, La densidad de L0s fluidos de consi
deaa!c

nstante, -‘

T i

se puede considenar como upq funcién Linear de presién (pon eiom--

‘ pLo conpresibilidad consdtante) .

= | Y
s Ain Lmente un §luido compresible es aquel que presentq un cam-
bio dignificante de densidad con £q presidn,

Graficamente se tiene Lo siguiente:

|
| k P A compresible
|

ligeramente compresible '

[ o P incompresible

LN

2.4.4 ECUACIONES DE ESTADO

Delerd&endo del fluido que se este manejando, existen varias --

ecuaCLonek de estado.

B :';\u;q:\tq_?‘_ i

k

al Si el fluido es anompaeéLbﬁe quiene decin que £a denALdad -

serd constante,

‘»5 - T p = ctfe. A _ (2.27)
- b} sg ez gluido es Ligenamente compneALbﬁe (LZquido) 2aq ecua- - g'
1 ,
? i cidn de eétado sdend: : {
¢ = 1 (20 - (2.28)

p ap T=ctte.




- - i o . ¢ : ) H ."-‘f\? P
c) Para un gas Lideal

R

pV = nRT 5

d) Pana un gas neaf

N | pV I
| |

I N
‘ Anted de Antroducin Las ecuaciones de estad

difusividad

]
N
S
ps
ﬂ
e

(

» 8¢ definen algunos Lérnminos .

14 l

Bo = Facton de voldmen en [ vot. @ c-y. ]

vol. @ ¢4,
afdir e - e ‘ﬁ‘j\*\ 'Jf

iuoz. = Ritmo de inyeceibn en [ vol. @ c.5./dia

et T

——a
s

pie’ de noca

por Lo Qde

i SRR

=
ba

4. z) =[uo£. @c.y, [u?z:@ ?.g. [ masa ]
vol. @c.s." "dia pie vol. @ y

BRI } . 3y . ; i ’ :J.‘
Z2.5.1 ECUAC: ON PARA FLUJQ INCOMPRESIBLE o ‘

84 p = otte. 3 .

, ] (2.32)

: 34
J :




Yy ademds £q viscosidad e constante. Do pq ecuacddn de difusividad

|

Q
o
~

(okz

Z q

Q@
k=)

[o

]+

l
E
|

_ﬁ(ogi. _3{ EX
axX’ y "

Wik g a1 . dls0)
ay ) + W(X,Unz) = at

@

o~
>8]
Q

Y

QL

Z

|

AubAt4 uyendo el valon de W, sabiendo que —g%-= 0, multiplicando -

pon u dLULdLQndO Por o (ambas constantes) :

‘ 30 3 3a (2.33)
X—) (ky'@ *(’225} + qUOZ B 0

} kx = kx(x,y,Z)

kylx,y,z)

~ Sl
N <
n n

kz(x,y,z) : o )

SL el medio es Ls0tnbpico y homogéneo . Do

17} B
3 vol
5y oyt 37 l3z) ¢ 3 0

!
£

—
iSRRG st 4 2 A R <

La cual s¢ puede expresan como

A




; Las unidg

L8 te inyeceidn La ecuacidn ante

Ecuacidn de Poisson '

RLON Ao Almplifica q-
i

Ecuacidn de Laptace

|

3
@

L\ (2. 36)

des que Comunmente se¢ ysqp en £

SLguientey:

h vol. @y,
E B [ uaz.@h.é. ]
41b
foot. [ gttt ]
pLe
|
9,2 | pies )
b 2b/pg? )
ol ep )
| |
por Lo que
g' 3 ! dn
| % 7‘*44"3} ax
I a()
3 { |
d | oD
| T Taa =2
N
| |
: A V!
: 55 i pgc 3y
TR |
| i ) D
| p . 1 g 3D
| oy 144 Pg. 3y
| 36
| -
%, i -
_ -
| |

hgenieniq petrolena sop Las-

1 (2.37)

(2.35)




B, 1 g o
5z * T47 pg z -
56 ¢
5;‘{ (2.39)
w1 g a0
| 3z ~ T3 pgc z
| - | | |
2.5.2 [ECUACTON PARA UN FLu1pQ LIGERAMENTE COMPRESIBLE pE COMPRESTIBT-
&IDAD CONSTANTE., ‘ _ S
‘ . By X }
Recondandy gq ecuacibn genengyp de Compresibilidad dada pox:
| R
| e — J (2.40)
| v op T
L partin|de ella se podng obtener upq ecuacibn que nelacione pq den

sidad dee §Luido con sy compaeALbLKLdad con ayuda de fq digudlente -

ecuaciLln:
1
T m
o = I
| _
y p = danéédad, m= masa y Y-

voldmen. Despesando of

ecuacibn antenion,

4

derivando ¢

| am 3p |

—— -m 2L .
v, P5p 3p (2.42)
dp 02




despefandy "dp":

¢ = —

m/op
c:i_a\p
o p

.1 dy
dx Cp dx
|
S B
dy Cp dy
dp 1 dy
dz cp dz

Reddn (2.43) derivar nespecto 4
nes co&&eépondéent@A.

eson det yacimiento o4 peq

WA para glugo hoaézontal,

)y (2.472),

1
’

(2,44)

(2.45)

(2.46)

| l
Iy 0

Y de bajo nelioye edtruc

L o
o,

uefo

4¢ puede hacen 24 considena--




presiby .

Ahoila bien

» 34 no se Liene inyeccis

nen ningdn pozo (W(x,y,z)=0%

Lomando jep cuenta £q Consdidenacign antenion y recondando pq ecuacibn
de difusividad dada pon La dcgulente expresidn
o
3 X_ _30 3 k 99 3 kz 50
T TR TS T

|
|
sustituye

tdo en Lq ecuacibn antenion Lay

(2.46), y (2.47) se tiene:

kx 1

=2 JRx 1 5, b 2 Ry 15 b 2 k2 1 o
9 X H Cp 3x dy H o ¢p 3y 3z uooCp 3z
- alep) |

91 SR T A

SAmplificandg La ecuacidn antenion:

N LS B )+ —2 (ky 1 5 et T E
Ix vl e 3 x dy oo dy dz Hooe dz -
M . | *1
P | (2.48)
|

Consideriando yn medic L80tn6pico (kx=ky=kzsk), La viscosidad -

multiplicando POr Ve y dividiendo entre k,

L

constante (UFcHe), se - S




T,
¥
k:

obtiene;
; \
P ]
\f~—p)+-{\‘)—)+\(ﬂ
3x 3x dy 9z
0 sea:
!
2 & 2 2
:apiap 9 p 9p
’NZ-".\?.‘*'\Z:\\
X oy~ ¥4 oL

tenuakoA‘pequeﬁOA.

!
La ecuap

forma obtenida

Las densidades,

en funcién de pq presisn,

De La o acidn (2.45)

despefando

-

'

()

QL
=
O
(]
o
~.
o
=
(]

40

(2.49)

La nepresentativa para ef-

«




<integran

de obtie

despefandg

RecoLdu

en Las cenc

nie de Ta

|

|
_born Lo tante

|
entonces: |

|

!

P = pry

Yy

néédadvénicéaﬁ del fluido valuad

o )

§ (;

o= e ¢ p-p, )

O

O, siendo "a" op punto- conoecido

|

4¢ puede expandin gq guncibn 4

540n medida q cualquien Liempo .|

z) = 6(‘1) + gi'(a“z-a)+ ﬁ"(a](z-a)2+
1! 2!

N

(2.50)

a a una presién indclal  --

oooooooo

o




L
éﬁ por Lo it

| |
e

|

En 24

dos), se

|

|

pon £o‘quz
T

dustituyeng

|
Leniendo 24

ecuacibn de

sdéendo "o _n 1,

-

anto:
7+é$ +c%2+c?3+ ....... +c“gn (2.57)
. N . n.
A ’
mayonfa de £os casos en ingenienzaipetnolena {para Llgui- -
cumple que:
Cp < 0,01 s
®p2< 0.0001
L La CXpresidn (2.57) 4e¢ puede Simplifican q:
e’ : 1 + ep (2.52)
lo La ecuacibn (2.52) op La ecuacidn (2.50) se tiene:
PEry LT+ cp ) ¢ (2.53)
densidad comg funcibn de fq presibn, se podrd obtenes La-
§Llugo nepresentativa,

eibn (2.49) "!:

densidad inieiap det 5£u{d0(conbtante), entonces:

oPo =0
ot
42 _
—



#1 3
3 9

por Lo que, en fgq dineccibn "y

“3(0’*(1‘)0——23 )
} 3 x 39X e e

reducdiéndose fq ecuacibn (2.54) 4.

|

sde Liene:

2 2 2
c 9 22 + 0 g + 0 5_’ = duc ¢ Py 2P
‘ [ 3X Sy 32 ] k 9t
dividiendp entre op . ' I
(o]
| 2 2 2 ‘
| —ﬁ—g + _i_g + _ﬁ_g = buc _ 3p : :
9 X 3y b4 k 5t .
0 sea: : | - |
2
n v p = opc op " (2.55,
k 2t
que es La icuacibn de d{fusién para un fLuido Ligenamente compresible

habiendo hocho Las sdguientes considenaciones:

- medio iévﬁndpico

- med{o honpgéneo
- VLscosdda constante

- compresibilidad constante

N

La impoitancia que reviste dicha ecuacibn es tnaacendente,

a su mdtt(pqe utilidad. Entne otrnas aplicaciones se tienen:

T Pruebas de¢ presidn {annemento,
- phuebas de 2imite de yacimientos

- ddimulacién de yacimientos .

decremento, intenﬂenencéa, ete.)

!




de La ecy

H 2.5.3 EJuACTo

N DE Fruyo PARA UN GAS REAL

la

~

n

(2.59),

3

—2 kM
dx  IRT
|
P q. voe.
ZRT

Aast{tugendf

p" se tie

énVOZucnando

en La

fx

(’“rg:zl = ¢ 3 M

‘ |
do La ecuacsibn (2.57) en La ecy

Kdn (2,40) e =

La ecuacign (2.40) on La ecuac

e:

p = =

2

o
v

N

RT

.
el valor de pgq densidad de yp g

ecuacibn de diﬂuAiu(dad.

Peso moleculas

acién (2.56),

Zdn (2.58) 4y deg

P

(2.56)

(2.57)

(2.58)

pefando--

(2.59)

as dada pon £q ecuacibn-




S4 53 Leama 1 a £as condiciones de yacimiento Yy 2 a Las condicio-

nes de vupernficie

PrV1 = pouy
4,7 Z,T,
como Vy 4 g voe, (x,y,2z)
Pr q vol. (x,y,z) " P2 q vol. (scf)/d (2.67)
ZITl 22T2

dablendo jue pqy condiciones edlandarn son:

T, = 60°F = 60+460 = 520 °p

Z 2 = 1
P2 = 14.7 Itb/pg? ;
d = dia

despejandg ¢ vol. (x,y,z) de £a ecuacdidn (2.61) Y dustituyendo Loy -

valones de |Las condiciones estandan:

; A @ vol. (x,y,z) = 14.7 q vol. (scf/d) 2,7,
T 520 _ pP1

Aaitituyenao La ecuacibn (2.62) en 24 ecuacidn (2.60}

| | :
O ( _eM | _kx _3p )+ —2 ( oM ky _3p ) + -2 ( PM_kz _3p P
3x ZRT TP 4 3y IRT u y 3z IRT u 9z

|

p_(14.7) ¢ |voe. (scf/d) "o —3 [ _bM ]
Z T-p x 529 . 3¢ IRT |

45 ‘ . ) Lo




%; como M, IR y T s0n condtantes;

entre M resulta fo Sigudiente :

-
|
n
—2 (b kX‘QB),«\a(JLELiE),L S L kz ap
X L Z X 3y v 2 Yy 32z Z 3z
|
14.7 104, {scf/d) - 1 "
2= ef/d) —2(4-E (2.63)
5200 x 5,415 5.615 ¢ Z
‘ [ - I i—i
| | ; |
f que es La ecuacién de difusign Para un gas neqp en donde
r:v i . L._~ B |
;,g q. vot [‘iq-ﬂ/d\J
* | pLe3d  npeq
i ¥
|
m [7] ] f
1 3
r [eesve] *
; 3.615 factin de convensigy (1 bp - 5.615 pie3 ) 5
' La ecucleién antenion o4 Una ecuaciébn no Linear o
, P
Para reducin fa po Linealidad de ¢a ecuacdién se Utilizarnd un antifi-
|
clo,

, |
~ La integral . 4

don pana éuncioneé‘déécdetaé.
bla de valone

Unibn de fos puntos se obtendnd upg curva,

496

ntenion se puede caleular a trnaiyss del me.

it
Tings

POr medio de pq cual se -



 podnd obtenen op valon de gq integral op un Lntenuaﬂo,

GUe ropne-

denta el fdreq bajo La curva,

La funcién anternion peamite trans forman £q ecua
|

de fa d4qudiente maneng:
84

¥ . p y Y _ap* . ap

dp wl 3x ap 5 X
é i
I
de ZLendrd que: 3
| BT . et ap  p ap (2.64)
9 X ap 3 X WZ  3x \
o f |
ul
I
Co
L
b
H ! 1 !
) . | ! I
! P
| |

| ' ‘ <
Sustituyendy of valon de £q ecuacddn (2.64) en La ecuacién para un-

9as real se |tendns:

“é(hx —‘-L*}+ B(ky_BL*)',_ﬁa(kz_Bﬂ)‘}

3 X T X Y, 3y 3z 52 b
4.7 q. vot) (8cd/d) = 1 2 (o p ;o ’  2.65) f?
520 x 5,615 5.615 3¢ V4 .

ademds de pq exphesibn antenion e pueden obtenen otnqA 2 expresio-

.




Auététuyer

$4bilidad |

4£mp££6£cand<

n

que represeont,

do La ecuacdidn (2.66) Yy La (2.6l
Ecuacédn (2.40).

i
|
¢ = - ! 3l N
— 3Y )T
v ap
|
C-- EM .mRT { I 82‘
Im RT M P op
0
ch A
c - -_L{‘Lﬁazﬂi,
z P ap p2
ce= 7 _ 1 9z "
p b4 ap
La ecuacibn de o

V=_Im g7t
—=1_R T (2.66)
M p
U hespecto q "o" La ecuacibn antenion
, ;
3V mrT (' 7 1 4z . |
\— D ‘T.“' ———— ‘
ap M Zp P 5p -
| 3
ol
. MRT ( 1 _ sz -2 ) (2.67)
ap M p 3p p?

*

) en pq ecuacidn do compne

(2.638)

ompﬁeéébizédad para gases .




Del ténmino

ra La porodidad | )

\ B

p) (9P ] de La ecuacién (2.65

ot Z

como una constante, se tiene:

), 84 se conside-

—2 Ly . 3 (L) 3 _ (-p sz, 1 ]

‘ ot Z ap Y4 ot 72 p Z ot

| |

| 4 p Z  ap 3t .
ecomo c =] 1 _ 1 PV 4

P Z ap
entonces:
n

S{ se tiene una diferencial total, es decir que "p*" o4 guncibn-

de "p" entonces:

P

| ap

por Lo que:

ap*/ ap

B SR

49




—° £y . pe wZ _p*_ | _ap*
Z i p 3t e

quedando finatmente La ecuacidn para un gas neal en trnes formas dife

nentes:
U
la) —2 ( kx _3p*, , a(ky_aﬁ,+._a(kz_ap_*;+
90X X oY ; ) 0Z 4
| | b |
14.7 q. vol. (scf/d) = _gpe ([ —2P ) ' (2.70)

\ 520 x 5,615 5.615 pE

2a) —2 [ kx _ap* ] + —28 [ ky _ap* ) o+ _;iy( kz _3p* ) +
9x X dy dy dz oz
| .
14.7 ¢. vol. (scf/d) = 4ue ap* e
( ) | (2.71)
520 x 5.615 5.615 51 | | .

3a)A __a-(kx_aﬁi)-r-——a—(ky_a_ﬁ)-r_a_(kz—a.ﬂ‘.)-r

d X X ay Ay 32 9z
A
“ L e

14.7 g. vol. (4cf/d) = b 3 ( _L’ }

520 x 5.615 5.615 3¢ z o (2.72)

NOTA: La consideracién de que La porosidad es constante, es acepta--

ble debido @ que La compresibilidad de La noca es mucho menonx que La

comphesibilidad del gas.

50




- - |
2.6 FORMULACION INTEGRAL DE UN PROBLEMA TRIFASICO
,1
Para §grmulan Las ecuaciones de §Luygo tﬁi&iéico, se fomanron en-
cuenta Las |propiedades de cada fluido en panticular. Procediendo en
gorma similar a La utifizada para deducin La ecuacién de §lujo mono
gdsico, se |[LLega a Las sLgudientes ecuaciones de gLujo de trnes fases.
| ‘
ii K3
Ax "az
o | SN Ay | |
R . - . _1 .
Acelte: ' E
. |
V( MV¢O ) A + qO A»tb/d = Vb 9 ( ¢SO ) (2'73)
‘ Wy Bo 5.615 3t  Bo
4
| !
Agua: . -
v( Keow Agy oy o stb/d = —Vb_ 3 [ ¢Sw ! (2.74) o
Uwa 5.6’5 3 L Bw g?
! ‘ &
| ‘
Gas "
y( Kkog Ay, B Khrod .o )\, o s2b/g= Vb _3 (2.75)
g o & 2
}Jg Bg Lo Bo ‘ 5.615 o XL g
N ' : £
( $Sg , 9Sa Rs | ;
Bg Bo .;%
| 4
donde )
| . :
“ stAx Az, V =AxAyarz :
Ademds del fLujo de cada fase se tienen Las siguientes ecudacio- %
nes auxiliares que connesponden a La presién capilan, ecuacdidn de - g
. k-
| j
4 !
| 51




: »
S |
g daturacibnly Las ecuaciones def potencial.
»v‘.pco—w=po-pw. R A 0276
|
A = -
lego = Pg ™ P - A L (2.77)
1
* Medio mojado pox agua, donde generalmente Pe>Po>pP,
~Como se| menciono antenionrmente el comportamiento de La presilbn-
capilar, se| obtiene pon medio dek anblisdis petrnofisico LLevado a ca
bo en el Zaboratonio.
Pc
-o |
9 % | ,,‘/ Swr * Sor *
; 'f
: :
| :
5 pco-w['x )
>
’ Sw :
En algungs rocas Po e vuelve negativa, implicando un cam--
O-w
bio de mojabilidad.
RRERGELBRD s IaoPBELRRL L . -
‘ 53, j
| 3




by = Py - ———--’ —L-pov | : (2.79)
: 144 de

Pw T Pyt 183 oD (2.80)
144 9e

144 g, e (2.87)

Con Lo leual se tendndn 6 ecudeiones con 6 Lincbgnitas y pon Lo-

Lanto el sistema send compatible. Los parndmetnos que se deben de- -

Lenminan 'son: Posr P s pg, So, Sw y Sg.

|
| |

2.7 CONDICIONES INICIALES vy CONDICIONES DE FRONTERA

I

al.- Condiciones Andieciales.

-

Cuando Jna de Las vanriables independientes en una ecuacién dife
nencdal parcial es el tiempo, se necesita conocen entre otnas cosas,
La vanriable dependiente a un tiempo . para obtenen La solucibn de-

La ecuacibn a othnos tiempos. A €sta se Le LLama condicién Andcdal.

|
En simublacién de yacimientos, generalmente La varniable depen- -

diente es La presibn.

o
g

sl

H L . . .
Las presiiones y saturaciones deben den conocddas al tiempo t=z .

|

Para Jetanminaa Las condiciones anteniones, €stas se determinan

e

|
a 1ravés de un ejemplo ilLustrativo. Dadas Las presiones del aceite,

La satunacibn de agua y La saturacidn de gas.

Sg = 1 - So - Sy

i

53




En La|prdctica se debe proceder de La siguiente manena:

I.- Conocern el plano estructunal Yy estratigrdfico

Z.- Conocen Las profundidades de Los contactos (g—o,w-o’,
3.- Exdstencdia y tamaio det aculfero (s4 es que existe)
4.- Propiedades pVT de Los fluidos en funcién de La presibn

5.- Cunvas de presidn capilan (pcg_o, Pe,_q )

6.- Curvas| de permabilidades relativas.

1

krg = k—rg (Sg)

krw (Sw)

krw

kro = kypo (Sw, Sg )

| Sg

| ‘ dgua - aceite aceite - gas

En La aItuakidad no exdste un equipo efectivo para determinar --

Las penmeabilidades nelativas de 3 fases, Lo que se hace es elabonran

2 grdficas wtilizando 2 ttuidos panra cada una {g~0 y w-0).




7.- Como dltimo dato se requdiene definin RLa presibn en un plano de -

referencia, . B

i . . LT SV I

H Antes Le entran al andlisis de §ronteras, definase algunos ténmi

nos neceéaTLOA para su entendimiento.

+ Trhansmisividad (T)

La transmisividad se define como La capacidad de Lthansmitin, da-

da pon La sdgudente ecuacibn: ‘

Q
"

—‘
o

’

de La ecuacldén de Dancy

|

; Mo L
| . o

|

P Ip—

entonces

r T

£
¥

b).~ Condicdones de grontena,

i
3

. \ ‘ , . . .
S4 se conoce La presibn, y/o Las primenas denivadas espaciales -

B g

de La misma, en determinadas negiones de un yacimiento para todo va-

Lon del tiempo, a €stas se Les conoce como condiciones de frontena.

v Las 5£onkena4 son Limites del yacimiento, que pueden estan abien
tas o cennadas al §Lujo. De acuendo a Los problemas que se presentan

en simubacibp de yacimientos, de considenan frontenas cennadas.

| o ) N :
Frontenra |cennada. Frontena caractenizada pon La inexistencia de

§fujo. Su cualidad gundamental esta dada ponh




( —ng #0 ) = Condiciones de frontent de presibn y/o gastos cons
[ o tantes. - !
| L ‘ nw = Vecton perpendiculan a‘todaé Las Aupenéihieé equd -
. _ potenciales. : [ ryo o

|
é”Cdmo cernan Las frontenas ? B | 4 . AT

4
” Bdsicamente existen 2 formas de cernan Las frontenas cuando se --

utiliza una malla de bloques, y €stas son Las sigudentes: |

1).- EULIaI el glujo a través de toda fa perifenia, haciendo Las - -
trhansmisividades en dicha periferia igual a ceno.
i
—a Tyi'. =0 .
’ LL LSS S S /// : : E— 5
/] /
j /] a
/] 2
/]
Txp,70 ;T"Nxﬂ,j“’
/] %
/]
“
. A “
%
i T 7T
i T =
£ ‘ Yi,Ny+170
§ donde: : by

Nx = Ndmeno de bloques en La dinecdibn "x"

+
[
t B

Ny = Ndmeno de bloques en La dineceibn fy" | T

2).-"Lla segunda foxma se puede hacen a trhavés de extender fLa malfa -

agregando bfoques vintuales externocs a dicha frontera y haciendo Los-

potenciales, permeat.ilidades, pneééoneA} efe. de cada bloque aﬁnega =

do {guaﬁeg a Los del bfogue Lintenion inmediato adyacente. De tak gon-
i

ma que nu hdya cambio de blogue a bloque adbacente y el fLujo sea ce-

nia, . ‘ S . h 54 D S I P R | B




 IREYH Y Bty
1 2 I
oot ol &
I o T o | & |7u, 1 y
;_ 1 1 3 |
roT -
| ]
! I
F-= - ]
e o\ 3 |
' 3\
L A ; & ]
I ¢ ] o | o | ¢ ,
] 1 § 1 g
b

'y 1" tienen Las mismas caracterisiticas del bloque adyacente, es -

decin: 3

[T L

‘ . . - V » .
porn Lo tantp el fLufo de 1 a 1' os Lgual a ceno.

|

ficiencia de €sta segunda forma es que se genera una nueva-

La de

ned o sea:

de (Nx) (Ny) a (Nx + 2) (Ny + 2) - 4

(Nx + 2] (Ny + 2} - 4 = 2(Ny + Nx) + Nx Ny - NxNy

por Lo que se agregarfa un ndmero considenable de ecuaciones.

| Vo
POZOS INVECTORES 0 PRODUCTORES (téamino fuente)

| ,

+ Para un modelo anrneal

\

S4 el nitmo de inyeccibn es dato, se incluye como ténmino fuente

(sumiderno) en La ecuacidn y se detenminan Las presiones y saturacio--

? .

nes como en cualquien otro bloque. '

Si se qukene determinar el gasto en funcibn de gormaciones se - -

5%
. :
1

3

N

i

3

B 3

k-

i

4
1

tendnd que nelacionan La presidn en el fondo con La presibn de gondo -

e

57
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TN T TR

+ Para un modelo ventical o trnidimensional.

|

Se debe dividin el gasto entne Las cap

nias formas de hacenlo, La mds simple es d

acuerndo al| producto kh de cada blogue.

Por ejemplo.- Para 3 blogues (capas y

;““ 7; o }‘ o e ‘, D .o v : r a . L

as "disparadas". Hay va---

Lvidin el nitmo total de -

un rnitmo de inyeceién dado)

v
R’
t w2
h
2+ w3
h
il

s¢ 'puede presentar el caso de que Kx # Ky
Para propdésito de dividin Los gabtcé

Porn Lo quL 4e puede caleular "K" de difene

|

1.- Promedid arnitmético

o s

Ki ki |
Q1 = 1 1 QT
K1 h1 + K h2 + K h3
.
K2 &>
QQ = QT
K1 h1 +‘K2 h2 + K3 h3 .
K h
q, = 3 3 ‘ QT s
K1 h1'+ K2 h + K h

J Kz [an44otndpLa )
‘ olo 56 toma Kx y Ky

ntes éonmaé. o |




2.- Promedio geométnrico

i
|
3. - Promedd

A
Ejemplo:

Dada K
Scolucibn:

1.-

—
K, =/Kx1 Ky,

1
2 2
K i///le v Ky
1
2
0 arménico
o _ 1 .
K1 ZKx1 2Ky1

( 150, 180, 10 ), caleculan K1

K, = ~/150 x 180 = 164.

Ejemplo No.

Solucibn:

2: K { 150,15,10) -

59

K= 1/2 (150 + 180) = 165

165.68

163.64

%
©Y

LS

B L I W

't



‘ oy i? »

K1 = 1/2

K1 =a/150 x 15 = 47.48

l

/115002 ¢ (15F -
; -

\

(150 + 15) = §2.5

106.6

1 7 -
300 30 v

De Los ejemplos antenicrnes se puede concluin:

|

a).- Se pu&de utilizan cualquien 50nma cuando se tiene an&aotnop&a

b).- A trayés de expeniencias se ha detenrminadc que en an&botnop&ab-

consdidenables,

|

permeabilidad honizontal del blogue.

es nrecomendable el promedio geométnico para La -

L

Z.8 REQUERIMIENTOS, DATOS GENERALES VY PREPARACION DE UN SIMULADOR

1} .- Mapas |bdsicos nequenidos:

cunvas de nivel, Las profundidades de Los pozos,

de subsuelo

LEmites del

r T.b.- Mupa de iscpacas.

de Lgual espeson,

l.a.- Mapa estructural.- Sinve para determinarn a tndves de Las -

efectos geollgicos-

como fallas, asi como La vista en planta del yacimiento,

mismo, contactos agua-aceite, gas-acedite y/o gas-ogua.
] | |
Lineas que unen puntos en el yaeimiento

., |
Entrne otras cosas, sinve para cuanitigdLcar volume--

Lthicamente ya sea el voldmen orniginal de aceite y/o voldmen oniginal

de gas etc.

L1048 geogdsdicos A§ detenmina La porosidad en cientos puntos,

i
i

l.c.- Mapa de ({soporosidades.- Por medio de nicleos y de negis--
E .

Los cua

60
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-

-Les son nefenidos a un plano. Posteniormente se intenpola entre di-

Sl AN

chos vaﬁonLA para asignar un valorn de porosidad a cada celda.

PR

\ .
o 1.d.- Lapa de {sopermeabilidades.- Igual al de isoporosidades, -

La difenencia entne ellLos eb que en €ste dLtimo se utilizan penmeabi

Lidades.

2).- Séétela de cuadnicula de La matlla.
\

Un Aéétlma de cuadrnicula o sistema de celdas es sobrepuesto al --

P 1 NS
G Py ke ¥

plano estructurnal def yacimiento, sdiendo cada celda una unidad bdsi-

ca usada en el simufador de §Lujo de fLuidos y caleculos de balance -

de matenia |para cada celda.

} Algunos puntos bdsicod a considernan en La seleccibn del sistema-

de cefdas et el siguiente:

a).- EX sisltema de La malla en toda su forma serd nrectangulanr.
b).- La malla contendrnd La menor cantidad de bloques como sea posi--
ble, dependiendo de La heternogenedidad def wyacimiento.

c).- La malila sernd corrnectamente onéentadaj clasificada segdn su ta-

| maio Y|l Au forma para peamitin una buena aproximacidn de Los LL-

! mites del yacimiento.

d) .- Si existe pemmeabilidad dineccional u ornientada, un efe de fLa -

malla thand‘en La dineceibn de mdxima penmeabifidad. Dicha pen

meabé@kdad podrd sen determinada por medio de pruebas de presibn

| pnueba? de pulso, etc.

e).- Trnatan de cofocan un pozo por bloque y‘én el centno def mismo.

gl .

Si La %xiétencia de un aculferno es conocdida o 54 el flujo de --
- agua e4 sospechado, el sistema de malla Lincluird hilonas exithras

de celdas a cubnin el aculfero para simular ¢ fujo del agua.

i h : ~
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CAPITULO

|
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.

2

METODO

CONTENTIDO

|
DE DIFERENCTAS FINITAS

Intnoduceidn.

Senie de Taylon.?

Senie de Mc. Laundin.s

Aplicacién de La senie de Taylor a Las ecua-
ciones de gflujo de §Ludidos..

Senie de Taylor en una dimensibn.
Primena denivada.

Segunda derivada.

Sendie de Taylon en dos dimensiones.
Senie de Taylonrn en tres dimensiones.
Método de Gneenépdn.

Intenvalos Liguales.

Intenvalos desiguales.

Resolucidn por tabla.
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CAPITULO 3

!

u |
3.1 INTRODUCCION

| | e
|

Las ecudciones que nepresentan el §lujo de fLuldos en medios po-

ros04 Aon eﬁ genenal ecuacdones diferenciales parciales no Lineales,
Las cuakles nelacionan cambios de presibn y satunacibn con el tiempo-
a través def medio. Esas ecuaciones son extremadamente complefas, y-
La obtencidn de una solucidn se complica pon La presencia de condi--

ciones de Limite (de grontena) especiatlizadas.

La s0lu¢dibn de esas ecuacdones por medios analiticos, es general
i

mente Aimposible, excepto panra casos trniviales. La so0lucibfn numérica-

de esas eculcioneé es genenalmente el dndico camino para que una s0lu’

cidn pueda #en obtendida en La mayoria de Las aplicaciones. Parna ne--
| |

so0lven numérdlcamente estas ecuacdiones se procede a usar algunos de -

Los métodos de solucidn, entre Los cuales se encuentran Los sigulen-

tos: . | \ J | . . 'y

a).- Métodos de diferencias finitas. j}

La 4o£uTL6n numénica de Las ecuacdiones presenta nespuestas a pun
tos discrhetos dentro del sistema. La trans formacibn de una ecuacidn-
difenencial (continua) a una forma discreta se hace por el uso de di

fenencias §initas.

b).- Métodos variacionales. N !

Estos mLtodoA no tan s0fo nesuelven Las ecuaciones en puntos dis
cnetos, sinp ademds aproximan Las sofucdones por medio de un confun-
to de polinomios de divernsos grados. Dentro de estos métodos se en--

cuentrna el método de Galenkin.

63
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| Estos métodos son muy utilizados en La solucién de problemas que

considenan §Lujo de calon, esfuenzos gehekadoA por cambios de tempe-

ratura, efc. j
! 1 _ . e

3.2 SERIE DE TAYVLOR

R Ul SIS PR T LN - LA

| La senie de Taylon es el principio bdsico usado en La denivacién

de Las f6rmulas de aproximacidén en diferencias finitas.

L |
Sea una funcibn §{x), el valor de esta funcibn expandida alrede-
:

don de un punto A cualquiera, estd dado ponr:

'

t
i

8

(x) =‘ao +>a1 (x-a) + a, (x-d)2'+ ds (x-a)® +...oo. (3.1)

b Bt : ) ' B

| R

en donde RLas incognitas son Las constantes Qg, Qyy Gpy vnnn. a . la -

obtencibn de estos valones se Logra denivando sucesivamente La fun--

ceiln ondginal: : ' | b
A 20" S wu;
| | )

§' (x) = ay + 2a, (x-a)” + 3a, (x-a)2 + 4a

, (x-a)® N

ﬁ §'' (x) = 2a; + 3.2a5 (x-a)'+ 4.3a, (x-a)® + 5.4a, (x-a)° +
|
Sl g ) s s20ay v 403020, (x-a) ™ S.03a, (x-a)? b L.l
§7 (x) = n ! a, + (n-T1) f a,_4 (x-a) + .............! .......

Ahora,evaluando Las denivadas en el punto x=a y despejando se ob

tendndn Los valones de Los coeficientes a; : ‘

i = A



1 M

a2 = Sl' (a)

l 2!
a3 =J'” (a) £ (a)

- B.2.1 3! 3¢
. ‘,‘ _ . . du
a = _§° (a) e

n! ‘ .

H L
Sustituyendo en La ecuacibn (3-1) el valor de Los coegicientes-

encontrados

| |
§lx) = §la)

|

Ae tendnd:

+ 4! fa) (x-al + "' (a) (xta)® o+ 4" (a)  (x-a)®
1! 2! 3!
(x-a)™ - ‘ -

+ Pana obtenen una aproximacién adecuada evaluando el menor ndme-

ro posible d

mo téamino |

Porn Lo tanto 84 se quienen considerar u

minos eA nec

i

3.3 SERIES D

e ténaminos

x-a)® < n!

|

esarndio que (x-a) sea pequeiia.

4

E MC. LAURIN

de La senie es necesario que, para el enési-
(y/0 que La enésima denivada sea pequeiia).

n ndmero neducido de tén

La sendie de Mc. Laurin de una funcién se genena expandiendo La-

misma alnrededorn del punto a = 0.

€5

e

R . R e e

:g
3

it

1

Eo

PR N



§ (xl =g lod + 4" (00 x + g0 (o) X"+ griv (0) 3.,
: | 2! 3!
67 (0) x* - )
! ' (3.3)
Efemplo )

Yy = § (x) = sen 15°

|

Evaluando La funcién Yy sus dendvadas en el punto a=0, y tomando

en consdderacibn que 18°son /10 nadianes:

Yy = sen x = 0

y' v = cos x = 1 . &

y'' | : = - sen x = 0

? y''"! L : = - co8 x = -1
‘ y't L = sen x = 0
f y''nne - = cos x = 1
| y'three = - sen x"= 0 §
; yrvnr”v : = - 008 x = -1 \
L» I yv”vvnv IR ’=‘AQV1X= 0
§ I : : ST S ST : A
Entonces e s b )
| 6 ( 7T/10) = 0 + b + 0 -~ 1 ( n/’0)3 + 0 + 1 ( '11/10)5+
10 6 120 | )
[ v \
i.
0 - 1 ( «/10)7

a 7! ’
. ik -sF
A | 66
§




( =/10)

[= NS

n

'2 ( n/#0) 0.309016994

3.4. APLI

0.314159265 - 0.005167713 + 0.00002502 °

CACION DE LA SERIE DE TAVLOR EN LA EVALUACION DE DERIVADAS

}‘l‘im}‘:"’f:

Longitud x.

| N
o P
J - ' x= 1
R
|
En un punto cualquiera X,
X, = 4 Ax, ¢ obviamente
x. =
+
s i +1
X =
: . i-1

La distancia entrne dos puntos consecutivos es La

nita x.

ciones, y AuF

i=0,1,2,

| wh
Considérese el intenvalo 0,1 dividiendo ern R subintervalos de

gy N

-

;
Lot

En el métode de "Dlﬁenenciaé Finitas" La evalfuacibn de Las fun-

denivadas se efectda Aozamenti en Los puntos X .

N T \
PRV A

. §
sn¥on R T i
S

¥ 1
o
PV |
i Vo i
)
|
[

"Difernencia §4

y

A R D SR Pt o B s N BB

X
|
..,.*, S
®
i
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E 3 * -
J |
x- Ax|ss |- 1 B 0 :
X+tAx's ity » ( \
| AT 43P o Ve
3.4.1 SERIES DE TAYLOR EN UNA DIMENSTION
e 3 o

na funcién § (x),

mo
|
Biq 7 60+ ax 2, lax)2 a2¢
171 ax | i 2! Cax2
'k (ax) B |04 Cr
| n! ox™ |
§. =)o ax _23f . (ax) 2 325
i1 | : x| 21 ax 2
Slax) ™ g
n ;
| n! | X i |
w3 63,.;‘»‘_.

3.4.1.1 P%IMERA DERIVADA

(

La expresibn de £a primera denivada
ecuacibn (3.4) en £Erminos de dicha derivada: -
| _ ‘ o
8 | _fir1-4; B 3%
X |1 AX 2! ax? |1
68

o
a

n
en Los puntos X414 Y X,

f
b

(Zando La notacién antenion Las elpanéioneé en sendie de Tay-

de eseniben co

1

L layg® 234

+
i 3! oX i
ot (3.4)
. 3 3
_ lax) 34 ..

i 3! awd |3

(3.5)

b
'y .

» 8¢ obtiene despejando La -

[ETe e

(ax) 2
3!

3
a 6 + L )

ax3 |z

..(3.6)




|

en donde et

ciln en J(J

precisitbn Ja dicha aproximacién depende del ndmeno de

de utilizen

3, B . ! R

término del Lado denecho de 2q ecua

A

thenecas finditas a fa primena denivada de ta fune (6u, La

te&rnminos que-

en el Lado denecho de faq exphresion,

Los ténminos no utilizados (tnuncad05)‘conbt£tugen el ernon de-

tnuncam(ent;.

Lenion, el ennon de truncamiento se determina porn el onden,

nente de £La

La echac

miento quedq

]

H
La cual tien

De {guak

En general como cada Lénmino sucesivo es menon af an-

0 expo-
diferencia finita AX, ded primen término Ltrhuncado.

1i6n (3.6) considerando af concebto del ennon de trunca-

de La siguiente manena:

9

Ix

= —ﬂ-LilLi]._ + o{ax)

i Ax L 8

¢ un erron de Zruncamiento de primen ornden.

forma, La expresibn para La phlmeaa denivada obtenida-

a partin de La ecuacibn (3.5) se escaibe: ’

94" = 54—176;ﬁ + Bx 326 o (3.8)
' 1 9x i AX 2! ax?2 i
1 AR Y FRLY P + 0fax) | , (3.9)
3x i AX |
3 | y I ' C ‘ . A ?

Combinanﬁo expansiones difernentes para una funcidn, es posible-

obtenen {6amu

Las mds precisas o de mayor orden, pon efemplo, restan

do (3.5) de (13.4) se¢ tiene: o I
42
24 fita=fi-9  _ (ax)* 334 b, (3.10]
3 x i 2 Ax . 3! ax 3 i
’ . 69 |

eddn es una aproxima

?
4
o

i
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o

La cual Ziene un ennon de Ltruncamiento de segundo onden

14

i

) %

_of (3.11)

ax

fitq - §
i ZAx

i1 4 olax

| Procediendo en 5onmakan&£oga e pueden obtenen {6rmulas de mayon

precisibnlpara La primena denivada, expandiendo £a funcibn en otnos-

puntos cencanos al punto X, por ejemplo: ‘"'
]‘ K ’v * *
2 2 3 3
.0, = §. + (2ax) —2f , (2ax) 2°§. . 12ax) 3°4 R
2 * ax i 2! ax 2 i 3! ax 3 i
(Zp) %1 % L R U512
4! ax 3
- :
! 2 2 3 3 4
“ £ = 4 N (ZAX) 86 + (ZAX) 344 (2ax) 374 + (2ax)
| 2 ax |1 2! . 3x2 31 ax? 4!
: U |
E = T AR | (3.13)
ax o
. N
 35.4.1.7 SEQUNDA DERIVADA
: |
5 !‘ - R S
t ‘FJUna expresién de La degunda denivada se obtiene sumando Las ecua
i |
g ciones (3.4) y (3.5) : ‘ . q‘ \
‘ ‘ o | 2 L N
6 ‘1 + 6" = 2 6 + (AX)2 3 6 + (AX) 3i R (3.14)
i+1 1~1 1 axz i 12 axh i l
en donde el ténmino def exnon es de segundo onden | |
: i ;?‘
| x |
70 _ 4
‘ e =1 -




u ’

26 ||| b Pty _Lax)” g | ., T L TS
ox? 11 (ax)? 12 et i (ax) 2
. , W | U v
+ 0[A
X) Y ' I ‘5 (3.15)

|

3.4.2 SERIE'DE TAYLOR EN DOS DIMENSTONES

!

Para La obtencibn de formulas en diferencias finitas que <involu-

cren dos di%enbioneA, se puede utilizan La eXpansibn de La senie de-

Taylon, en dos dimensiones:
: !

R

4 P
fix1,501 = 63,5 + (#ox) 2E 0, (b, 3 e
39X 11,7 sy 11,7
» | 1 |
| + 2 2 ' [ ' + 2
(=4%) 3 + [+bx) (+8y) B%f , {=ay) 324
2: ax,z 1, - - axay i,j 2! ay2 iaj
+o‘o.-l (3.’6)

0tra aﬂthnativa, genernalmente mds sencilla se Logra utilizando-

Las fonmulas | de una dimensidén, haciendo varian Lo funcibn en una di-
rneceddn y mantendiendo Los subindices de Las otnas dinecciones cons--
tantes, pon éjempﬂo; La expansibn de La funcdién §(x,y) en el punto -
(i+1,3+1 ) 5 puede obtener por efemplo QXpahdLendo primerc en La -~
en La dinech

dn "x", manteniendo constantes Los {indices de La dinec-

elbn "y", ejemplo:

| § } ‘ = § v o 28 . L) : 22 ' +

“ i+1,5+1 i,5+1 ax | 1-1t1 2! a2 li,j+1
- (1) (2) (3)
3l . . '
L) = a3 b (3.17)
30 ux 3 i,9+41 ‘ ‘ ‘
o

;

4
&
£

oL e o
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T

£ 3

N6tese que La funcibn y Las denivadas estén evaluadas 'en (i+1,

jl es decin en el punto (x,y+ny ),

por Lo tanto es necesarnio ex--

pandin nufvamente cada uno de Los ténminéb-numenadob, manteniendo -

ahora constantes Los indices en La dineccién "x"

ces en La

Yy vandarn Los {ndi-

dineccibn "y"; \

E ‘ 2 27
(1) g 1= 6. .+ g 28| 4 Loyl” 5% : (3.15)
| 13]'*'1 1,7 3y 1,3 2! ayz 1,7 .
|
3
(2) _M_ = _8_6_ + Ay 826 + (Ay) 836 ; +
3x i,j+1 3x i,] | 3x3y 3! axay2li,5
| ) T S S Y LI ) (3.19)
| 3 |
(3) 24 . %% ¢ ay 334 , lay) ™ 3t .
Coax i, 41 ax2 |i,5 x23y |, 2! ax 23y 2 i,7
e (3.20)
La expresién final se obtiene cuando Los indices de fa funcibn-
Yy sub denivadas son precasamente (i,j), en este casdo: |
| - t
f AR YIS VIR 1%4—2—339 , (3.21)
i+1,9+1 i,j'° 3X » Y ) 5xZ T e .
3.4.3 SERI ’

E DE TAYLOR EN TRES DIMENSIONES ' l

n

La expansién de una funcibn en tres dimensiones se Logra en una

gorma andloga a La antendion o mediante La expansibn de La sernie de-

72
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Tayton en trnes dinecciones <, f,k:

iy

. %
. . . = L. + (+ ax 3 4+ + AZ
61i1,jii,]<i‘1 61,'_],}( - oy 3_* A 2 ) 6i,j,k
| 3x Y 3z
|
| E
1 2
+ (+ ax 3+ Ay 3+ Az 3 )6, .
2! - - — = _ - ls:]sk i
39X Ay 3z E

3.5 METODO DE GREENSPAN

I | ¥

Este método es dtil para encontrax expresiones de cualquien deni-
vada en téaminos de valores de La funcibn, en Los puntos cercanos en- Y
ke cuestibn., EL método consiste en asociar a cada uno de Los puntos se--
Leccionados una constante, La cual se valua postendiormente. B

A continuacibn se presentan varios ejemplos pana {Lustrarn La apli

E‘ cacdLbn del método.

J

3 1 S§

W
P

k2

&8

i ,.:‘ | 73 R




| x-Ax X x+ Ax
| RT—— o
? .- ®— ~—

i-1 i i+1

Ejempﬁb Nd. 1

|

Encontran La expresibn para La primena denivada de La funcibn u

en Lénminos de Los valores de La guncibn Lh Los puntos L,e, £ + 1.

;
i
k
|
|
|
|

PROCEDIMIENTO.

1) Asignan

Z)

3)

su

X i
Panra vad
n |

au

ox | ;

U

ox 1

|

|

Cq Co
i i+4
® -9

S —

Las constantes a Los puntos L,e, £ + 1.

Ty e pel T e ey M l

Cius + Cougeq + €4

T n 5 j

luan Cy y C, expandimos pon senies de Taylon.

Sy At

Clui+C2[u_i+Ax~—au'—
ax 3
(C1 + C2 ) wi + C2 AX u
ax i

|

#7R

b £

§
W R : j{,:

2 2
AX acU
INLISCTINE DO
2! ax 1
+ Cy (ax) 2 324 r e
2! ax? | t

i
s

Tgualar coeficientes pana obtenen Los valonres de Las constantes-

Yy ded ennon de thuncamiento. (Lado izquiendo y Lado denecho de fa

ecuacdidn).
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c, +C, =0, axc, = 1 c
| > |,
c, {ax) 9 g fe =0
2! 0 x i t
e . _ I (ax)? H2u l )
t, ax | 2! ax? |

4)kSubAt£tuéd Los valones obtenidos en La ecuacién en donde

-
H

can Las constantes.

= - C2 = - X
LT = - C
e, 2
. i
_ _bx 32y
2 ax? |3

i

ténmino del

; enrnon.

|
apanrez-

La segunda denivada mixta de una funcién en ténminos -

L
su ot Yis1 o ax a2
poax i - Ax AX 2 3x?
| u
u - i+1 - 1 + O(Ax.)
‘ X i AX
}
f i ' , t - q
EJEMPLO No. 2 ‘
Expresan
de £os valones de La funcibn en Los puntos i + 1,
‘ .
§+ 1, 4+ 1, §5.-1; 4L -1, - 1; £ -1, 4
| i
C3
i’ ° o
J -1, 4-1
®
‘ <, 5
c, |
L=1, §+1 ‘
Il 75 .
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|
!
!

A

L] *
len paso. Expresan Lo antenion matemdticamente: ‘ ‘
] 2 ')
_8%u ¢y [u c o+ (ax) U + (ay) 24 ALY ] LZL
axay ts] X ia] : 39/ 1aj Z: X 1,7
!
+ {ax) (ny) 24 » Loyl ” o Lzl . (A>,<) 3L3L
A !
l bX Yy i3 21 dy i, ‘3. Ix i,4
X 3
+ 3(AX)2 (ay) 33u s 3lax) (Ay)2 33y R ( Ay) 33u | ]
| 3
3! 2x 5y 5 3! way? ) 30 ¢ 3y Lj
|
au du (Ax)2 32y
+ C [u..+(AX) - {ay) + P
2 1,73 3 11,7 , 3y 11,3 2! ax? |i,§ .
32u (Ag)2 3%u (Ax)3 33y ‘
- lax) (ay) 3 - 5 e 3 Pl
Ix 3y i, 2! 3y i3 3! 9x 1,3 ‘
‘ |
‘ 3
3a)? (ay)]| o , 3lax) (ay)? 534 _ lay)® _53u | ]
' 2 ! sy 2 3! dy3 [ |
3! 3X <3y i3 3 3xdy E | Y ;L
v 2 2
AX ) 32u
+ C3 [U~i,j - fax) 24 — (ay) 24 o+ Lax ] > |
3x 1,5 0y i3 z: Ix i,5
| ’ |
D 2 2 ( 3 b
p) AX) 3°u ,
- (ax) (ay) 2fu , lay) 32u 3
dx 3y . 2! dy? 3! Ix .. ;
| >3 1,73 . | e R N
| 2 ‘ 2 i | 2 3 3 3
3{ax)“ (ay) 3u - 3{ax) (ay) d3u ' _ (ay) 33u | ]
| 5 i 2 3! Y3 |, .
> SR PO > R EE ks
su (ax)° a2
rey fug - (o) 24 + (ay) =2 R —
1,7 \ ax i3 Ay i,s 2! X i,9
| : 2 1 3 3
32 A 3%u (ax) 3°u
- lax) (ay) —SH » L24] L T, T P
AxPy 11, 2! cuc i LS 3. dx 1,7
76
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5
| - | | |
| 3(8x)? (by)| a3y 3(ax) (ay)% a3y , (8g)% 33y ]
3! 3x24y i, 3 axX3y2 | j 3. 8U3|i,j
. | |
(1 otz |
32u ’ U
—— = u, , (C_+C_+C _+C ) + ax (C,+C,-C,-C 1
2% 2g i,5 ‘Tattethathy Tox iy { 1+t2-C3 u)} o 3
.o { by (C,-C.-C.+C )} ; 22u { (2x)° (C#CotCatC )}
3 |15 vz e ax 2 2! e
y
| q
| _ (4) (1) i
‘ 2
2 | 2 !
S {| (o0 o) teepepe ) » 228 [ Lol evepopey)
xay |. . ay? z
| (2) ' - (3)
33u (ax)° e 3 | 2
+ N 3 . { 31 (C1+C2 C3 CLL)} + a°U {(AX) {Ay) (C CQ'C3+C4)}
X i,5 . 3x2dy 2!
| 2 |
33u4 (ax) (ay)? 53y NIV
M T { py (€1+Co-Ca-Cy)} — { ‘;%L"
IX 3y i3 . oy iL,q .
(3) - g | '
( Cq- Co- Ca+ Cu)} + et ' ?
4
Tgualando Los coeficientes de Los ténminos andlogos en ambos Lados : -
de La ecuacibn, se tiene:
|
Ci+ Co+ C3+# Cy=20 (1)
C1+ Co-C3-Cuy=120 (2)
E\ 77
A, - X, i




hd
} Ci1. - Cor - C3+ Cyu'& 0 (3)
‘, A ag(Cy -Cy 0y -C) =T (4)
1
{1
- Sumando ' (1) y (2)
iR \
2 C1‘+ 2 C2 = 0
| | )
donde C + ¢, = 0.IPQ§,£q;qu% C1 = - C2
- Sumando | (2) + (3]}
- = ; } i ) { §
‘ 2 C1 2 C3 0 ] P I : i
n L C =2¢
po 0 que 1 3
- Sumando | (1) + (3)
2C,+2¢C,-0 | R
| SRR I
por Lo qye C1 =-C, ' ,
- Sustituyendo en (4) |
| 1 |
C, +C, +C, +C, = ¥ b
1 1 1 1 bx by
I T o |
| ¢ 4C1=*——.hr—
AX DY
‘ ) " + + j,
por Lo que | Cq = A
4axay
: ' o
Lo v l
Cpmm—— el e, -
4ax Ay 4Ax Ay 4Ax Ay
& | e
| | o -
Sustituyendo en La ecuacibn inicial y neduciendo téaminos:
524 Ui+t ,J+1 _ ui+1,j¥1’+ Ui-1,5-1 : ul¥i,j+1 '
= + o(axay)
3XdYy 4 ax ay
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3.5.2 INTERVALOS DESIGUALES

0trna apli

guates,

EJEMPLO No. 3
Expneéin

Lénminos de £

(n6tese que a
Expresand

ou

aX

expandiendo La funcibn "u"

da en Los punko& "Oo+ 1", "L

ko B ke ,.Sx,_v,ﬂ‘
i-4 i i+4
R y
- -505831
cacibn de Las senies de Taylor es para intervalos desi-
| .

€a primena denivada de La funcibn "u" en el puntoi'"en-

i . . .
ps valores de La funcibn en Los puntos "4 + 1", "i - 1"

# ox) . ,
el problema en forma matemdtica

-~ EAGHLTAD Bt vcEnERiA

» : 2 ) 3 3
5 AX 33u
. c [ U - oy , Lax) s 2u _(ax) '_]
1 * ax i 2! ax? |4 3! ax 3 |y
+ ‘
C2 ul l
ou (Sx) 32u { 5x )3
+ C [ u. + 8x + T : +
3 i ax i 2! ax 2 |1 3!
|
s ‘
et
79 -
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e %J
| o ) 2
SLESE B (CyrCoC ) w, v (0, sx-0 ax) 24 v qo (0x)7, e, tox)
ax i T : ' x|l 2 2
"y : Ri 3 ‘K "3
ol el et ) e,
x|y 3 g T 2x 3 t
. . “ VY ’
‘ ST R
. Tgualando Los coeficientes de Los £énminos andlogos en ambos fa-
dos de La ecuacdbn: Ly
C, C, + Cy, =0 (1)
‘Ji) L 4Y
C3 §x - Cl Ax = 1] . (2)
L o fax)® ey (ex)? - 0 (3 A4
2 Z
i t
{1
o 1 3
De La ecuacidn (1)
| Ca = - Cy - Cy T e
J , 15
De La ecuaclién |(3) '
H : ' i X
: P, 2 | =
| | ; S =-Cy (6x)2 T T
5 o {Ax)
! ! . - . 3 .
Sustituyendop (5) en (4);
| N | 2
. . C2 = Cs(éx) _ C3 ; E (6]
(Ax) e
Sustituyendo (5) en (2) _
C ox + Cs(dx)2 ax = 1 7]
| (8x) 2
Despejando ¢, : i
: C3 [ AX §x + (6x)2 ] = 1
!" AX 9
A , I ‘
ﬁ‘ 80
3 . ) 4




*m‘&"‘;&usL M ’

£ [
. ol s . R
- Ay B : : P A . .l

Consecuentemente

. - | %
h X = X ) - .
| ¢ = y ¢y = X 2

L. _ (AXx) (8x) - . Ax &§x + (ax) iz
A " i
nétese que |para el caso en que Ax = §x, Las constantes se simplifican

5
a: ‘ ‘ N . ) otV . B %, ; L ™
T T SO
1 !
C = E] C =
; T _2ax 3 2x %

.

"y La {6rmi¥la para La primera denivada para el caso de intervalos uni-

gormes se eLcnébe como:

|
! u - U, +u ’ : :
- 2
| gi - i+1 i i-1 + o(ax)
i ) 7 bx -
por Lo tantp La {6rmula buscada se expresa como:
‘ . 2 ' 21 2
F u o (ax)2Us41” (8x) u; 4 * {(8x)“-(ax) }ui ' e
‘ 5 | {6x + axJaxsx t
1

3.6 RESOLUCTON POR TABLA (Férmulas de Bickley)

| | }

En Las ecuaciones (3.4.1.1) y (3.4.1.2)

s

se obtuvienon Las aproxi-

maciones deJZa primenra y segunda denivada. En aquellos casos en que-

e,
e

se desee indrementar el grado de aproximacidn (disminuin ol teénmino -

del ennon) 4e deben usar mds puntos. EL manejo de un mayor ndmeno de

.



tenminos y expansiones en senies de Taylon, incrementa La posibilidad

de ennones algebrnaicos. .| . '§
| Para obyian Las posibilidades de ennon, Bickley compikdiuna tabla
con Los coeficientes de La §6rmula siguiente: SRR
| , m . .
R S 'Y, §lx;) (3.23)
k i=0
m!h
Eﬁ Aj = coeficientes dados en La tabla siquiente
h = bx | 1 N . S
k = onden de La derivada
m = ndmenro de puntos que se desea usar en La aproximacibn, menos uno
n = ndmeno |del punto en el que evalua La derivada
4 (xj) = funcibn evaluada en cada punto.
EJEMPLO NL. 4 )
ObZener una aproximacién en La primera derivada, en el punto 4L, -
usando 3 puntos pon medio de La tabla de Bickley.
A
k- Ax _ _ﬁq . dx_ ﬂ
®— - -
i it 1 . it2
0 1 2 )
T T L LT a0 o b EIE e
|

Nétese que Los puntos en cuestifn se numeran de izquierda a denre-
i ! )
cha comenzando con ceno. Asi,el punto "i" Le coanesponde el ceno, al-
punto "4 + 1|" el ndmenro uno y al punto "L + 2" el nidmeno dos.

iy

Pon Lo tanto en este caso el ondéh de ZL denivada el primeno k=1.
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EL valon de "m"

usan (3) minOA unc .

en el punta "L" "p"

de La tabla
1 Con 255

Xienen Los

ernnon,
|
AO = - 3,
Sustituyend
!
_df
dx

X =

| |
y en La notag

presa como:

1.

ApLicando La {6amula :

I'4

es "2 yg que ¢s fgual al nidmeno de puntos a --
"
Finalmente, ya que se desea cvaluar fa derivada

es ceno.

|

_df S A + A A e
dx 1x = x; 2!{ax)? [ oo 181 282 t ]

|

1 f

i .
datos de pnrimena dernivada (kb = 1Y, m =2y n =0 s8¢ ob-

valones de Los coeficientes Ao’ A1’ A2 y el ténmino del-

1 3 d3
A = 4 A = -1 y e = — (ax) ———ﬁg
1 2 t 3 d x z
0 estos valones en La ecdacién;Je;tiene:
|
’ 3
- 1 [- 56, + 44, - 6, * T (ax)? —i—g— ]
x; 25x 3 dx

g

1eibn oniginal La g§6rmula para La primerna denivada se ex

S L, 46 : | 3
d - '3 61 + 1+1 - 6l+2 + (Ax.) d 63

dx X = Xj 2 px 6 dx z
Nota:

3 3 : ‘

La —g—ér-del ténmino del ennon se evalua en el intervalo L, L + 2,-

dx

- ek 83 o il




ey deed

EJEMPLO No,

X.£L0<%X

yHO se evalua con

1 i+2 ¢ R

5

Obteheﬂ una expresibn para La segunda denivada de § evaluada en-

el punto x

Asignando primerc el orden a Los puntos

evaluando 4

.08 pardmetnos k, m y n:

= X, utilizando 6 puntos. ( x, = 7 )

<
<4

0 1 2 |3 4 5
O]
A=2 4-1 4 4+l ie? 443

k = 2 |

m=26-1=215

n = 2 '

ro-
Ve La tabla de Bickley se obtiene
‘ A0 5, A1 8o, A2 150, A3 80, Au 5

Expandiendo| La {6rmula para eAte'caAo en pL&ticuZan:
. d i S H ‘_,‘.

_aiﬁ__ =-2—!—[A6+A6+A6+A‘6*A6+A6+e]
3y 2 xex|, 51 (ax) 2 070 171 22 "3%3 4% "5lg t
l( - | . ,. R N L‘;

e - ! (ax)® ___ﬁ_ ’

T 180 l;

“ v P

Sustituyendo Los coeficientes: T :

|
42 l lr - |
- ‘ - 5§ + 804 - 1504 + 804 - 5¢
dx’ 5 [ax)?2 [ 0 1 2 3 4

84

’

A, -

+ 0 +

i

0

.

180

(ax)®



- - '
. ~ .;
o 1
264 I ]‘
ax® ‘c .
Simplificando:
} . A . bl " - . ‘ ‘ i N
5 -4. + 16 § . - 30 . + 16 . - §.
) ﬁ - i-2 i-1 . i i+l i+2 1 (Ax)u 365
ax? 12 (ax) | ‘ , 10800 3x® ¢
i | I » :
| | |
Obsérvesel que puede darse ef caso que uno mds de Los coeficientes
sea ceno.

Eét? quiene decin que pana expresan La denivada en cuestibn,

no es necesarfo ef valon de La funcibn en todos Los puntos del inten-

valo. Ademds obsenve que La suma de Los coeficientes de La {6rmula de

Bickley es ceno. :




F)

HWN-O WA= O N

VS WNI~O

wN - o

£2WNHO

M wN-~O

COEFFICIENTS FOR DIFFERENTIATION |

Differentiation Formula:

dkf (1)
el

FIRST DERIVATIVE (k=1)

do LI 2 A3 Ay 4; Z;_;Error
Three Point (n=2)
-3 4 1 1/3
1 0 -‘1 <1762 ®?
1 -4 3 173
Four Point. (m=3)
—1% 18. - 2 ~-1/4
- -3 -1 1712
1 -6 2 Aner @
-2 9 -8 11 174
Five Point| (m=4)
-50 % -7 32 - 1/5
-6 =20 36 12 2 -1720
2 -6 16 -2 17301%¢¢®
-2 12 -3 20 6 -1720
6 -32 7 96 50 175
Six Point {m=5)
274 600 -60 400 -150 24 ~1/6
~24 -130 244 -120 0 -6 1730
& -0 -4 120 30 3 1760, 6 (&)
-4 30 -12 40 60 -6 1760
& ~40 120 -240 130 24 ~1/30
-24 150 -400 600 -600 274 176
SECOND DERIVATIVE (k=2)
do Ai P %:Error
Three Point (n=2) ’
1 -2 1 172 v’1?
1 -2 1 —1/24p%¢®
1 -z 1 172 n2¢®
Four Point ﬂmx3)
6 -15 12 -3 11/24
3 -6 3 ¢ ~1724 4 (&)
0 3 - 3 -17240° ¢
-3 12 -15 6 11723
Five Point (u-:4)
35 104 114 | -56 11 ~5/12 5,45
1 -20 6 4 -1 1724
-1 l6 -30 16 -1 1/1808°¢
-1 3 6| =20 11 -1724 ,5,(5)
11 -56 114 | -104 35 5/12
[ Six Point (m- 5)
225 =770 1070 | -780 305 -50 137,360
50 -75 -20 70 =30 5  -13/360
=5 80 -150 80 5 0 17180 & (s)
0 -5 80 -150 80 -5 1/180% ¢
5 -30 70 | =20 =75 50  -13/360
-0 305 -780 | 1070 ~-770 225 1377360

Compiled from W. G. Fickley, Formulae for numerical differentiation, Math. Gaz. 25, 19-27, 1941

TABLA

(WY XYY
|
—

%
=~ bt

Tmp . WA S
I

-1

-1
-1

-10
-2

HWN-O

-8t
-35
=5
=5
-35

N aWN-O

l :

> 4 :’.f("{)

THIRD DERIVATIVE (k=3)
4 A2 Ay A4 4;

. K
Four Point (m=3)
3 -3 1 -1/4
303 1 <1712 44,4
3 -3 1 1/12
3 -3 1 174
Five Point (m~-4)
36 —48 28 -5 ')/24
20 . -24 12 -2 1724 .
4 0 -4 2 -172an0°¢
12 24 =20 6 1/24
~28 48 =36 10 7/24
Six Point (:=5)
355 590 490 =205 35 -5/16
125 170 110 -35 5 -1/48
=5 50 -~70 35 -5 1748 6 (&)
-35 70 =50 S 5 -17/48
35 -110 170 -125 35 1/48
205 —490 590 -355 85 5/16

!.

FOURTH DERIVATIVE (k=4)

J o

LWN-O
P bt et Bt

WNHWN-HO
(=]

-10

j o

-1
-1
-1
-1
~1
-1

VMbhwN-O

I

4

d2 Ay A 4 Z‘T"Error‘

k!
Five Point (n=4)

-4 6 -4 1 ~1/12 65 (%)
-4 6 -4 1 1724 ° 0
-4 6 -4 1 ~17144n%1¢
-4 6 -4 1 1724 545
-4 6 -4 1 1/12

Six Point (m=5)

=70 130 -~120 55 ~10 17/144
-45 80 -70 30 -5 5/144
—20 30 -20 5 0 ~1/144 n® &

5 ~20 30 -20 5 -1/144

30 -70 80 -45 10 5/144

55 -120 130 -70 15 17/144

;,
FIFTIU DERIVATIVE (k - 5)
. h*
Ay Ao Ay Ay s -k—!- Error
Six Point (m 5)

5 -10 10 -5 1 ~1,48

S -10 10 -5 1 ~1,/80

5 ~10 10 -5 1 —1/240h6‘(6)

5 ~10 10 -5 1 1/240

S -10 10 -5 1 1/80

5 -10 -~ 10 -5 1 1/48

(with permission).
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B CAPITULO 4

_— .
SOLUCTON DE ECUACIONES DIFERENCIALES EN DERIVADAS PARCIALES POR EL METODO DE DIFERENCIAS

| | FINITAS. i

4.1 INTRODUCCION |

| | - | !

Las ecuaciones obtenidas para La simulacibn de yacimientos son ge-

] . . : | .
nenalmente ecuacdiones diferenciales en denivadas panrnciales no Lineales

para Las cuales, salvo en algunas excepciones, no se han encontrado 40

Luciones anaﬂitﬁcaa. Porn esta nazdn es necesanio utilizarn métodos nu-

s

o

mérdicos para ££égan a una solucibn. - IR T

Antendionrmente se presentaron Las bases del Método de Diferencias

-

Finditas que es fa técnica mds comunmente utilizada pana este tipo de
problemas. Ahora se presentard una breve clasificacién de Las eéuacig
nes diferenciales en derlvadas panciales, algunas consideraciones A0-
bre La forma deiexpandin el Lado denrecho de Kaélécuacéonéb de §Lujo
(e ténmino de acumulacibn) y Los diversos procedimientos propuestos
para resolven Lay ecuaciones de fLufjo de fLuidos a través de médios

procesos. Lv R

\ ' ' i
4.2 CLASTIFICACION DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES EN DERIVADAS PARCIALES.

o . B . .
En genenal Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales pue-
den sen clasificpdas como elipticas, parabblicas, hiperbflicas o mixtas.

Cada una de estas clases pueden ser Lineal o no Lineal. La mayornia de

Las ecuaciones npsultantes de problemas prdecticas de simulacibn son ecua

ciones no Lineales, es decin, Los coeficientes de Las derivadas panr-

.v‘ | ’ i
| - | |

88
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| : -
' | | |

-cdales son funciones tanto de Las varniables dependientes como de --

Las vaniables independientes . b

el |
| | gk

\ Pon ebia nazén, y en especial Las ecuaciones resultantes en pro-
blemas de fLufo en dos o tres fases pueden sen muy dificiles de cla-
sLfican, yj que ademds de Las no Linealidades de Las ecuaciones, es-

tas aparecen como sistemas de ecuaciones y no como una s0la ccuacién.

| ' :
Una ecJacidu diferencial parcial de segundo orden es una ecua- -
cibdn que cohiéene dendivadas hasta de segundo onden y mds de una va--
niable independiente. La fonma mds general de una ecuacién difenen--

cial panciaf de segundo orden con dos vaniables independientes es:

. ,\" o T T ‘l

R o o

2 ' 5
A (x,y) + B (x,y) 2Tu o0 (x,y) otu § (x,4,u du ’ du |
ax? Ixady 3y2 dx  dy
R Lo
!‘ ' _ R S v e e e e e e (4.1)

|

en donde "x" e "y" son Las variables independientes y "u" es La va--
niable dependiente. Noamalmente "x" e "y" AQ refdlenen a posicidn pe-
no en problemas en Los que una de fLas varniables sea el tiempo "y", -
se puede neéeain a tiempo. SL Los coefdicientes A, B y C son funcio--
nes dnicamente de Las vaniables {independientes, son constantes o son
cero, La ecuacidn es Lineal. Esta ecuacdbn es no Lineal 84 cualquie-
ra A, B o C'eb funcién de La vaniable dependiente. Porn efjemplo La -

{

ecuacddn (4.2) es Rineal.

\

e PR ") [P LR TN :

BRI L : ' ‘
o _kx " 8p g, 3 | Ry ap ), lestp) x,y,t . 3P
dx B 9x Yy u Yy | AX AY at

i' (4.2)

89




y La ecuacd

én (4.3) es no Lineal.

S _kx P3P ), 3 ( ky _p b )+ (P .

3 X y Z 5x dy u I sy T ©F

lgstp ) oyt _ 3 ) (4.3)
Ax Ay 31 z

La ecuacibn (4.1)se clasificand como eliptica, parabblica o hi--

penbdlicL ependiendo del valon del discriminante B - 4AC, panra un-

punto dado (x,y)
2
AL B “- 4AC < 0
2
54 B “- 4AC = 0
., 2
vy B “- 4AC > 0

clasificacibn dependiendo de Los valonres de "x" e "y" bajo considena

clbn (valon

%

ElLiptica (4.4)
: Panabélica b (4.5)
Hipenbblica (4.6)

:

Esta delimitacibn involuera que La ecuLchn pueda cambian de - -

¢4 de Los coeficientes A y B),

As L éon ejemplo La ecuacibn
02u _ 3%u
3 x? 3 y?
ta ccuacis ' |
a ecuacAon azu ) 32U. i
3 x2 3y
y La ecuacdibn 32u_ _ _1 qu

3 x° a 31

90

es sdempre hipenbdlica;

i

e4 siempre eliptica, (ecuacibn

de Laplace)

es sLempre panabblica, (ecua-

cibn de onda)
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SLn embargo, La ecuacién

2 2 2 :
- ( ]—y ) _ofu + 2x _.QL + | ]+.y ) I°u = 0
R o dx2 Ixdy - dy?

cuyo diserndminante es: ‘ ) J !

‘,bA
D = (2x)% - 4 (T -y (1 4y
1 o ) 3 6y ‘,h; -
D = 4& -4 (1 - y9)
D= 4x? - 4+ 442 e
D= x? e y? g
eéreliptjca dentro del cinculo x2 + y2 = 1 (efemplo: = discrniménan-

te negativo) ,hipenbblica guera det eireculolefemplo discriminante po-

84tivo) y parabblica en La frontenra. (efemplo: discriminante cenol.

Los problemas en Los que et s4igno del discrniminante depende de -
La s0lucibn|pueden presentan dificultades edpeciales ya que el tipo-
de ecuacidn gobienna el ndmenro y La naturaleza de Las condiciones -

Aniciales'y/o de frontena.
i

Es decdn, un problema complejo puede tener en un ciento hango -
una so0lucidn dnica y bien deteaminada mienthas que en o0tro nango Las

solucliones pueden sex miltiples y no deteaminadas o adn no existin,

Sin embahngo Las ecuaciones netamente elipticas, parabélicas o hi
perbélicas se mantienen como tales, independientemente de Las dimen-
siones y del sistema de coondenadas que se considene. Asi, porn ejem-

plo, Las ecuLcioneé

\k_ _ , o
32p ., 3%p s 0%p _ 1 9p

X 2 3y 2 322 n o




32p 1 dp Y

+ =
on 2 )1 o n ot

]

son también parabblicas.

|
b

4.3 ESQUEMAS DE SOLUCION DE LAS ECUACTIONES DE FLUJO

La formulacibn de un esquema adecuado de sc0fucibn a Las ecuacto-
nes difereniciales parciales es de suma meintancia ya que de &L de--
penden La eptabilidad y precisién de Las soluciones. En general se -

puede decir| que entre mds implicito sea el esquema de s0fucibn, se -

Logranrd una| mayor esta—bilidad, y se podrdn utilizar intervalos de-
tiempos mayonres. Desagortunadamente, entre mds implicito sea un es--
quema mayoh send el grado de dificultad para nesolvento (o abanzan -
La solucdidn del tiempo £ al tiempo t+at). |: - “L'

Pon esta nazbén es necesanioc encontran Jn equilibrio entre un es-

quema simple que permifta Antervalos de Ziempo pequeiiod y requiera -

poco tiempo|de codmputo para avanzar La solucibn y un esquema muy com

plicado que sea estable adn para intervalos de tiempo grandes peno -

|

que nequieni un tiempo de cémputo considernablemente mayon.
ante en La formulacibn de es 04 esquemas es el nivel de-

Detenmi
tiempo al c%ak Los ténminos de §Lujo, o sea Las dendivadas espaciales,
de evaldan.|Tres de Los esquemas mds comunmente utilizados son el es

quema explicito, el esquema mixto y el esquema implicito. Su Llustna

cibn se hand mediante La ecuacibén simplificada de §Lujo monofdsico:

[
o
ax uB  ax 0t i
92 L
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La cual se aproxima en diferencias finitad como:

| = Vb n+1

At

ﬁ? T 41 72] Piyq ) o- T 470 lpy “Pig

(4.8)

en donde, Tx es La transmisividad entnre Las celdas y Vs es el vold-

men tofal del blLoque 4.

4.3.1 ESQUEMA EXPLICITO. TR s

R

En este esquema, Las presiones y transmisividades de Lok ténmi--
nos de flujo se evaluan al nivel de Liempo conocido "n".

B
Porn esta nazén es el esquema mds sencillo’. Su expresdibn en dife-

rnencias gfinitas se escnibe como:

n n
Xiv172 W54y Py )

(4.9)

| . T

Como en| este esquema La dnica Anclgnita es p?+1 , para avanzan-

La solucidn|de "n" a "n + 1" 2o que se requierne es aplicarn La ecua--

cidn {4.9) @ cada uno de Los puntos de La malla. Por su dencillez es
te esquema Lneéenta Limitaciones fuentes de estabilidad Lo que AimplL
ca tenen qu& usar intenvalos pequeios de tiempo al avanzar La 40Lu--
cibn, Esta Limitacibn hace que su aplicacidn Aeé Amprdctica en La ma
yorla de Lo4 problemas de simulacién.

4.3.7 ESQUEMA MIXTO.
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L

+

Esfe es el esquema que se utiliza con mayor fhecuencia y consdis-
te en evaluar Las presiones al nivel nuevo de tiempo "n + 1", mien--
i

trhas que Las transmisividades se evaluan al nivel de tiempo conocido

"n". AsL, La ecuacién en diferencias finitas se expresa como:

W

‘ ' ‘ v
X n+1 _,.n+1 - n n+l;_ n+1 bi n+l* n
i+1/2 'Pivi Pi b Txi g, Uy Py ) ot (p; i

A VT IR

Para 'cada celda para La que se escribe'Ba ecuacién (4.10) se tie
nen ahora thes Lncdgnitas p?fi R p?+1 s p?Ii por Lo tanto para avan-
zan La solucidn dez.tiempo "n" al tiempo "n + 1" se nequiene escnibin
Las ecuaciones para todas Las celdas y posteniormente nesolvern un --
sAdstema de pcuaclones algebrascas Lineales.

‘ : ’ '

3

Este tipo de ééquema se utiliza con Exito en ALmuZadoﬁéA aneales
y tridimensionales en Los cuales, en-genenal, no se dan cambios brus
cos de pneAToneA y/o saturacdones de un Lintervalo de tiempo al otno.
Sin embango' pueden presentarn senias LimitacLonesr de estabilidad y -
consecuentemente rnequenin intenvalos de tiempo muy pequeiios en Aimu-
Ladones de fLujo convengente tales como simuladores de condficacidn-

y algunos ATmuZadoneA de secciones transvernsales.

Es de mucha importancia fLa forma en que se manejan Los £Enminos -
fuente en este esquema, especialmente en modelos tridimensionales y-
de secciones transvensales en donde exiAteJ‘pozcb tenminados en va--
nias capas. lUna formulacién inadecuada de Los ténminos fuente puede-
disminuin La estabilidad del modelo y reducdir en mucho el mdximo Ln-
crnemento de tiempo (at) peamisible parna obtenen nesultados acepta- -

bles .
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4.3.3 ESQUEMA IMPLICITO.

A

Este esquema consiste en evaluar tanto Las presiones como Las --
t&anémiéiukdadeé al nuevo nivel de tiempo "n + 1" gquedando £a ecuaq--

cifn en difernencias finitas como:

_ Txn+i' n+l_ n+1 ) bi ( n+l n

o+l ( n+1 n+1 ) (
it1 TPy i-1/2 Py TPig s — i Pi )

Txi+1/2

——

N VTS

Nuevamente, al escnibin La ecuacdbn para cada celda Las Lnebdgnd -

n+1l n+1 n+1

tas nesultantes son Pi_q » b3 s Py s bor Lo tanto para &vanzaa -

La s0lucibn hay que escrnibin Las ecuacdones para todas Las celdas. -

EL sistema %eéuttante ne puede evaluarse dinectamente ya qué Los coe

+

. n+1l . .
gicientes Tk?_l/Qdependen de presiones al nivel "n + 1", o seca que -

se Liene un sistema de ecuaciones no-tineaéeé‘ La s0lucién se Loghra-

mediante téenicas {terativas tales como La de NewZon-Raphson extendi

L . k

|
i

Ponr QAIT rnazén el esquema implicito es el que Lnvolucra mayon es

da al caso de variables malitiples .

fuenzo de cdmputo para avanzar La s0lucibn de un nivel a otno (tres-
0 cuatro veces mayor que el esdquema mixto) s4in embargo esta gormula-
cibn penmite utilizarn incrnementos de tiempo’mucho mayonres que el es-

quema mixto|y adn permenecen estable. ':L‘“ o {

|
Para klujo multifdsico, Las téenicas de solucibn utilizadas non-

mafmente combinan Los dos dLtimos esquemas LneéentadoA. ;

La figura adjunta presenta una comparacibn ebquémdtica’dé;toA --
thes esquemas en La cual Los circulos hephresentan Los puntos en Los-

cuales se evaluan Las presiones y Los trnidngulos Los puntos en donde
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De acu
nencdias 44

nesueltas

mas multif

EL pnrd

en satunrac
|

: o’i
tunacién |

i En La
zan ventaj

blemas tal
pequenas ¢

IMPIS ¢ un
|

En pro
cial neal
tes y es ¢
pnobﬂemié
tervalo de

ne.

i

endo a La discusibén antenion, Las ecuaciones en dife-
nitas presentadas en Las secciones previas pueden sen

utilizando dos procedimientos difenentes para proble-

l ;

Asdicos: f
L6n (IMPES) y el segundo es implicito en presibn y sa

|

men procedimiento es Amplicito en presibn y explicito

IMPIS).

mayonia de Los estudios de yacilientob se puede utili
osamente el procedimiento IMPES, sin embarngo, en pho-
es como conddlcacddn en donde se utilizan celdas muy-

enca del pozo es necesando usar un procedimiento ----

a de sus vandiaciones.

blemas monofdsicos La presidn en Liquidos, o el poten
del gas para gases son Las dnicas variables dependien
onveniente calcularnlas Lmplicitamente. Porn esto para-
monofdsicos no hay Zimitacéoneélen el tamario del Ln--

tiempo a utilizan, en cuanto a estabilidad se nefdie-

-
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CAPITUL O "

SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACTONES ALGEBRAICAS.

5.1 INTRODUCCTON.

| ‘ . . . = ; ! |
EL objetivo de esta seccibn es pneaentan maneras de nesolven fas
\

ecuaciones de presidn, Las cuales gorman un sistema Lineal de ecua--

ciones simultaneas . Dichas ecuaciones pueden sen escnitas con La s4-

gudente notacibn matnicial:

A - b - | (5.1)

la ecuacion (5.1) puede sen LLamada ecuacibn vectorial o ecug- -

cLon matrnicial Y epresenta un ndmeno de ecuaciones Lineales simulta
neas, debido a que Las ecuaciones son Lineales, Porn que La matriz A
contiene ?020 coegicientes que son constantes. EL veeton "p" nepre--

denta Las incbgnitas de presibn en todos Los puntos del sistema con-

sddenado. .

| v . . ,‘»H

La s0lucibn de 2a ecuacdidn de presién puede sex en todo caso muy

simple o muy compleja, dependiendo del problema fisico. Cuando £a s0

Lucibn eé}neﬂativamente fdcil, como en el' caso de probLemas de una -

dimensibn y muchos problemas de dos dimensiones, La so0lucién de La -
ecuacibn dL presibn constituye 5080 una fraceifn del tiempo total --
computacidr y del costo de La simulacidn del yacimiento. En pnobﬂe-;
mas difleiles como algunos de dos y La mayornia de tres dimensiones -

ed esfuenzo requendido para nesolven faq ecuacibn de presién tiene un-

\
)

i

R



mayon significado en nelacibn al nesto del problema de La simulacibn

def yacimiento.

Existe Tn ndmeno de téenicas para resolvern La ecuacibn (5.1), La

mayor parnte|de Estas estan ondientadas hacia problLemas de dos dimen--
sLones pubéto que estos ocurren mas 5necuentememté en simulacibén de-

yachLQHIOAl A continuacién se explica un ndmenc de técnicas de solu

cifn comunmente usadas para La simulacibén de yacimientos. l
’ RS YA

r

5.2 PROBLEMAS EN UNA DIMENSION.

|

Pana el |problema de una dimensién, se puede sern mds especlfico

a
acernca de La Lintenpretacién de La ecuacdibn vectonial A p = b. Para

principiarn eonsidérese el siguiente diagrama esquemdtico (Fig. 5)

usando un ndmero de celdas Nx Las cuales se encuentran numeradas de

izqulienda a derecha. Cualquien celda puede sen nefendida a La celda

"L" con el propbsdito de escrilbirn una ecuacdién genenal. De La ecua-
|

cibn de 4Lm%£acéén de yacimientos, se sabe que una ecuacilén escrita-
para La celda "L" involucra también Los valonres de Las dos celdas --

continuas prbximas, desde Las cuales puede Lcunnin el fLlujo de fLui-

dos. Una ecuacdidn para La celda "L" presenta el sigulente aspecto:

h
au
[ 4

(5.2)

P , ;
Parna Lalcelda 1e I, solamente una cetda‘eéta(p&dx&ma, Yy esto ne-

presenta La condicién Limite de no §Lujo en el final de La celda.

Sus ecuaciones estan dadas ponr:

te.p, = d, | . ' - (5.3)

i Qe s : . A



v .+ b = d
ail pNx—1 INx pNx Nx .
LR o

i

(5.4)

A continuacibn se presentan Las ecuaciones cornespondientes a -

un problema de cinco celdas, estas celdas se encuentran esquematiza

das en La | (Fig. 5.2). Para este problema de cinco celdas se tiemen-

eLneco Lnclgnitas tienen una so0lucdidn dnica.

b,y Py " 811 Py
+
@iy Pyt biop, +oey, P
| . .,
+
i3 Py i3 P3
iy Py ?

Las ecuaciones (5.3),

La cual es|la siguiente:

- .
Biq Ci1
Tio 5,

‘0 2i3
0 0
0 0

"

Ciz Py
biy Py *

+
%is Py

|7
Ciy Ps

|
bis Ps

1
= d2
= d3
= d, | (5.3d)
= d, | (5.3@)

pueden Sen escnitas en forma matnicial, -

i2

i3

iy
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P2 d,
Py | = | dy
Py d,
d
_pSJ L7
. . . (5.4)




P - . . |
EL anneglo de Los coeficientes e¢s una matrniz, designada pon A,

Los anneglos de Las incégnitasvpry de Los téaminos independientes'd"
> >
son vectonres, denotados como p y d nespectivamente. La ecuacibn -

vectornial del arneglo es La siguiente: o &»

|

3

-+ L 2
Ap-=d (5.5)

3 t

AL Linspeccionar La matniz mostrada en La ecuacibén (5.4), se ve-
que Los coefdicientes estan alineados en uni §orma diagonal. Esto --
siempre senfl el caso s4i se ondenan Las celdas de izquierda a denre--

cha como se muestra en Las fLguras (5.1) y (5.2]).

| IR

| L o ' 1 T
La matriz A es una matniz tridiagonal es canractenlstica de -

problLemas dk una dimensidn. N6tese que Las tres diagonales son ce--
nnradas , A(n‘cenOA Ainteamedios. Este tipo de ecuaciones vectoriales-

son muy fdciles de nesolven.

5.2,

nes,

ble,

1 TECNICAS DE SOLUCION.

| o

Como eiemplo de algunas de Las técnicas de solucibn de ecuacio-

considinrese La ecuacién para el §Lujo monokdsico, Lncompresi--

(elLiptica) .

3

ot

(04)))

En La dirneccibn "x" La ecuacibn antenior queda de La sigulente-

manena: f
L T R R
X uB X
| 102
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|

|

84 el medio es homogéneo,

bilidad ¢

facton de

constantels

Nota:

En £

kx es constante ademds A4 el medio es anompdeé&bﬁa

entonces no habrd variacibn en £a permea -

el -

voldmen B y La u44c044dad W se pueden considenan como - -

Lo que nesutta:

2
3P,

ax2

. kx

i
_quB __ 0,

(5.5)

a prdctica es preferible no hacen este tipo de Ame£4/4ca

|
ciones ya que es convendiente consenvar fas undidades de cada Lénmino

en undidade

4 de gasto.

l
undidades de campo,

"y

de (inyeccibn (+) (stb/d /p£é3

noca)

1 En 22 SLstema prdetico de
kx = pelm [ 1.127 x danﬁieé)
P = presifn ( £b/pg?)

q = gasto
X = diAta%cLa (pies)
no = viscosidad (cp)

Escnibiendo La ecuacidn (5.5),

-2 +
i1 S Py T P

!

en difernencias finitas

(ax) 2

EJEMPLO No. 1

kx vol. celda +

Caleular el|gasto Yy La distrnibucibn de presiones para el sAdigudlente-

Adistema.
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' ) ; : ) . S e
e - - 420’ f -~ .
o' 02 03 04 L .6 .,
= 60" |
FIG. 5.1y5.2 [
x |
kx = 200 mp &
2 | | H
A = 200 pies
| -4 . A = ;"»
p, = 600 Lb/pg? |
' , b B
2 : |
| : P

Se tiene un s4istema Lineal, medio homogéneo, hay un pozo inyec-

ton en La celda 1 y un pozo producton en La celda 7. - 'a-‘t

SOLUCTION:

i)!‘“
Los gastos se pueden caleular con La ecuacidn de Darcy
.
| ¢ - |RA_ _ap _ _(0.2) (1.127) (200} . _ (600-100)
| T (1.0) (360)
’ I
q = 62.61 bls/dia.

|

En este

gornma muy}ée
La presid

peamanece co

- p— . [

I

-

caso pariiculanr Las presiones se pueden calcularn en una-
hedtla. Considernando que se trata de un sistema Lineal, -

hvaria en forma Lineal para cada celda y el gradiente -

vs p tomando

para cada di

ndtante en el sistema, se puede hacer una gndgica de x -
i
en cuenta Los datos proponcionados, de tal manera que -

stancia se pueda fener un valon de presibn. |




Foam
47

LI

500

A

400 |

300 | ¢

p(h‘a/pgal

200 |

100 [—

Y 60 120 180 240 300 360 420
4l . G ‘. x( pies) w4 '

i

5 0tra forma de nesolven el problema es utilizando La formulacidn

en diferencias finitas. Escenibiendo La ecuacibn genenal para cada -

v BT

nodo en el cual no se conoce fa presidn, se tiene Lo sdlgudente:

| Pica = 2Py * Py | v 8o

o
o
o
—
L}
(=]

' q
{ax)? kx (Vot. det nodo 4) [

sustituyendo Los valones cornespondientes 'en La ecuacibn anterion:

Piog ~Zpgtps

. _L1.0) (1.0) (q stb/d)i _
| (60)% (0.2) (1.127) (200x60)

4 + - + ‘.~

donde pana (g 5tb/d)1 = 62.61, (q Atb/d)7 ==62.61. Los gastos son -

s S

BR,

—

Lguales en \valor absoluto debido a que el fLujo es incompresible --

5

por Lo que se dice que el gasto que se inyecta (+) es Lgual al gas-
To que se ppoduce (-). En Las celdas 2,3,4,5,6 existe flujo pero no

hay fuentes| ni sumidenos por Lo tanto:

i veliaiion s

s

B | S 105 gy o i




s
i

f’
!

N |

(q 4tb/d’i;2,3,u,s,6 =0; las incbanitas son Las pi=2,3,4.5,6’
para Lo cual se tiene que escnibin La ecuacdibnen difernencias para -
cada ung d% Los nodos en donde no se conoce La presibn. Para esto se

Liene Lo A#guiente:

‘ »
Nodo ‘ e
£=12 pi - 2p2 + py + 0 + + 0 + 0 = 0
L=3 0 + poy - 2p3 ot P, + 0 + 0 + 0 = 0
L= 0 + 0 + p3 - 2p, o+ pg + 0 + 0 = ‘0
l\ |
i=5 0 + 0 + 0 + P - 245 topg t 0 = 9
J : ' . :'4:“')
4=6 N 0 + 0 + 0 + Ps =~ lpg + p, = 0

pasando £L4 presiones conocidas al Lado derecho de Las ecuaciones

TR N R 0 = + 600

| |

P - 2pyg tospy o+ 0 + 0 = s 0
0 +' Py - 2p, + ps + 0 = 0
| |

0 + 0 + Py - Ipg + ps* = 0
|

0 + 0 0+ pg - 2pg = - 100

Este sistema de ecuaciones Lineales se puede escnibin en nota- -

cibn mathicial como: JRANE

| aalonsc .




B i ll 0 0 o- Fp; r-éooq
1 -2 1 0 0 P, "0
0 | L -2 1 0 Pyl = 0
0 ( 1 -2 1 P 0
_ 0 :a 0 1 -zJ i KIS _-zooJ
1 EL anrneglo de £OA'coeﬁéc£enteA puede sen ££amado matniz de coe-

ficientes (A), el anneglo de Las presiones p (8) como vectorn de in-
S

chgnitas (p) y ek arneglo de coeéicéenteA‘deﬁ Lado denecho de fa -

Lgualdad c%mo Lado derecho (D). La ecuacidn vectornial del anneglo -

-

es La sigudiente:

} Ap =0

' : o

premultiplicando a La ecuacién vectonial por La inversa de A, con -

el objeto de tenen el vecton de Anclgnitas en funcibn de (A7% y (D)

‘ AlAp=4a-1p , p= AL D! ‘ B
| i : ‘

“ Este sistema podrd nesolvense pon Lnuegaidn matnicial solamente

84 e posible obtenen fLa Lnvensibn de A (A™Y on otnas palabras 46-

Lo 84 det#0.

LA e

 Para sistemas pequeiios es nelativamente sencillo obtenex La in-

vernsa de EaLmatan de coeficientes, pero para sistemas grandes pue-

|

dehéen ventajoso utilizar en La so0lucidn métodos itenativos.

|

Una Lﬂustna$L€n de Los métodos mas comunes se presenta a continua--

cibn,

/
5.3.1 METODJ DIRECTO.

107
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|

oo

Antes de presentan el método dinecto se necorndard el teorema fun-

;0 T RE

damental de equivalencia, el cual es fLa bale para el desarnollo de La

eliminacidn de Gauss. Este teonema se expresa de La sigudiente foama:

SL en un siptema de ecuaciones se sustituye una de ellas por una com-
binacibn Lineal de Las ecuaciones del sistema, se obtiene un nuevo --
sdistema queles equdlvalente al antenion.
1& | N , o
5.3.1.1 METODO DE ELIMINACTON DE GAUSS. | -
|

Este méJodo es un método exacto panra nesolvern sistemas Lineales, -

. A

el cual bdsicamente consiste en sistematizan el teorema fundamental -

de equdivalencia.

| \

*EZ méiod consiste en aplicarn a una matniz ampliada (La cual se
§orma con La| matrniz de coeficientes y el Lado dernecho de fa ecuacibn-
X veetonial (5.4 ), un ndmeno deteaminado delopenacioneé, Las cuales -
’ son LLamadas ' openaciones elementales sobre Los nenglones de una ma- -
trniz, con el f4in de obtenen un sistema equivalente al anternion en don

f de se pueden obtenen facilmente Las incégnitas.

Tomando Jt sistema oniginal, el objetivo es transformarn a La ma--

tniz de coeficientes A, en una matrniz tridiagonal superior.

‘ |

, (2 10 o0 ol —pzq [ -600] \w
% 0 -2 |1 0 0 P, 0 \
E 0 1 -2 ! 0 P, = 0 }
5}' 0 0 Y 1 P 0 \
: o o o 1 -2 P, -100




o - - i
I \"
w - \
formando £a matniz ampliada, se obtiene: | . bl : ¢
“ [~ ‘/, e b - ¢ TE
-7 1 0 0 0 : -600
0 42 1 0 o | 0 A
, | : E
A T N T 0
. -
0 0 1 -2 1 | 0
|
0 0 0 11—z b “100 .
B | ] :
- - RE
-2 1 0 0 0 ! -600 ‘ A
| ;
0 -3/2 1 0 0 | -300 k.
| 5
0 1 -2 1 0 : L0 - 12 multiplique el primen :
1
0 0 7 ) 7 : 0 rnengldén porn 1/2 y sidmese ;
: y : ~ al segundo nenglén. ;
0 0 0 1 2 | -100
]
— i - <
-2 I 0 0 o0 : 600 “
0 -3/2 1 0 0 } -300 22 multiplique el segundo
0 0 -4/3 1 0 : -200 rengldén pon 2/3 y sdmese
| | al tenceno.
0 0 1 -2 1 0
I A
0 i 0 1 2 : -100 | o
- o] ‘
-2 ) 0 0 0 | -600
I
0 -3/2 1 0 o : -300 32 multiplique el tencenr
0 d _4/3 1 0 : -200 /Le.ng£6n poxn 3/4 Y Admese
| al cuanrto rengldn.
0 0 0 -5/4 1 i -150
!
I
00 0 1 -2 | -100]
- 109
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e -
-2 ! 0 0 0 | —600
:
0 -%/2 1 0 0 : -300 4° multiplique el cuanto
g 0 | J “4/3 1 0 % ! -200 - renglbn pon 4/5 y sdmese
‘ | N al quinto.
b 000 w541 1y
: :
P
- o
] 0 0 0 0 6/5 | ZZO_J 4
i - o 2 :
Por Lo que p, - —1220) [5) _ 183.338b/pg sus tituyendo este valon ep
el cuanto renglén o
o . . R "' p5 = (-150 -—7583.33) (4’ = 266.67 ,eb/PG2
i
Yy a La vez sustitugendo P en el 3en nenglén . ‘ ‘
“ | - 4/3p, = - 200 - 266.67 1
Pe = 350 £b/pg?
ahora p, en ef 2do nenglén , SR
L ; : . ! [
' -
- 3/2 p_ = - 300 -350 : ’
pg= 433.33£b/p92

Y por dltimo, sustituyendo p,en el len nenglén

- N - o Y n
T T .- i '

-2 p,_ = - 600 - 433,33

Po= 516.67 &b/pg?

110
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3

| |

obtendiendose La siguiente distrnibucibn de presiones:

| |

Py = 600 psi, p, = 516.67 psi, p, = 433.33 psd, P, = 350 psi, p, =

|
266.67 p,

= 183.33 psd y P, = 100 psd.

q:=626 q=0

o | e -} &
1 2

o
it
o

q:=0 q=0

q:—-626
+————3 @ -} -

2
w o
L]
!
°

|
5.3.2 METO

a
p=600 | p=516.6 | p=433.31 p=350 p=266.6| p=183.3 | p= 100

q(bl/dia) , p(lb/pgz)

DOS ITERATIVOS.

5.3.2.1 ME

TODO DE JACOBI. (DE PUNTO JACOBI)

} )

NE

Escnibanse Las ecuaciones de tal manera que cada ecuacifn conten-

ga una anﬁgnéta en funcidn de Las otras cantidades, La incbdgnita co-

nlé&ponden
ecuaciones
Este métod
sdea, en va

del mismo

con el onden de La ecuacibn. Por el ondenamiento de estas

La incbégnita tiene generalmente el coeficiente mds grande.
1

p converge siempre que por Lo menos un elemento diagonal -

for absoluto, mayor que La suma del nesto de Los elfementos-

nenglén. Aplicando el método el ¢jemplo antenionr.l.

Py - Ip, tpy =0
I IR PR

Loy = Pyt Py

i

::‘-‘{;-4

i
\
i
H
i
/
[

o



P, = 1/2 | Pyt Py |

i = 2 P™ e 12 (P e p ) - 12 ( pT + 600 )
| } 5 3 1 3

Haciendo Lo mismo para Los ddlgudentes nodod se tiene:

i =3 Pt 172 Py + py )
|
L= 4 p2+1 = 1/2 | p? *pg )
\
L =5 o =1/2(p4+p6) "
| - o ' @ |
L= 6 pTtt s 172 Pe+t Py ) = 1/2 [ pT+ 100 )

u

En Las ecuaciones anteniones La incbgnita estd en el Lado Lzqudlen

do de La &guazdad y se Le asdigna el nivel de itenacibn "m+1", La pan-
te conocdda se encuentra en el Lado denrecho y e Le asigna el nivel -
de iteracibn "m", ]

.EK proceso Lferativo consiste en suponen valores para cada una de
Las incbgnitas, nesolviendo Las ecuaciones del método y mediante Este
proceso mejarar Los valonres supuestos por medio de L{tenaciones, »+

EL proceso se continua hasta que dos valores consecutivos de todaé‘--

Las variables presentan una variacibn a una tolenancia predetenminada.

EJEMPLO:

1énl Ztenicién i

0
suponen: Pp=Pg=py=p

entonces:

Gf




0 0
p, = 1/2lp, + Py ) = 1/2 (600 + 0) = 300
1 0 0
Py = 1/2(p, + py, ) = 1/2 {0+ 0) =0
1
Py =|1/2lpg+ pg) = 1/2 (0 + 0) = 0 ‘
1 0
pe = 1/2Up, + po ) = 1/2 (0 + 0) = 0
1 0 0 : . |
Pe = 1/2lpg+ py ) = 1/2 (0 + 100) = 50 o
| : ‘ | #
Zda Itenacibn
2
py = 1/2 (0 + 600) = 300 5
, >
py = 1/2 (300 + 0) = 150
p2:]/2(0+0)=0 i §
4 l
2
po s 1/2 (0 + 100) = 50 !
| 1
| Para Las demds iteraciones el procedimiento send ef mismo, hasita !
el ndmeno de {tenaciones nequenidas. Para Este efemplo el ndmenro de- ;
\
LthacLoLeé pedidas es de nueve. Los nesultados son presentados en - g%

La tabla (5.1).

|

5.3.2.2 METLDO DE GAUSS SEIDEL.

AR I , S T

Este méitodo es similan al de Jacobi, pero penrmife acelernar La --

covergencsia del método iterativo, al toman ventaja delf hecho de que-

cuando se caleculan variables posteniores a La segunda, Las incbgni--

tas de menoh subindice se conocen a un nivel de Lteracibn mds avanza
do. Este es|el método de Gauss-Seidel también LLamado de iteraciones

parciales o desplazamientos sucesivos.

g
-
W

s

| _ ' ‘ 13 . _ £




)

o
|
Para el efemplo antenion Las ecuacdones se escniben como:
i\
m+l _ m m
Py " = 172 (pg + py)
3 f
- m+1 +1 b
2T e 172 (Pt e T : |
m+1 +1
y o= 12 (pgtt s P?) .
m+1 +1
Ps = 1/2 (pE ¥ pg) ! ;
m+l m+1 m
Fe = 12 {pg™" + py) :
| \ ros
lTena Itenactdn
AuanLendo uevamente que pg = pg = pg = pg = pg -0
m =0
mas+ 1 =1
p; = 1/2 (0 + 600 ) = 300.00 z ,
RE o= 1/2 (300 + 0 ) = 150.00
: Ao = 1/2 (150 + 0 ) = 75.00 |- . : o
AL = 1/2 0 75 40 ) = 37.50
e = 1/2 ( 37.5+ 100) = 68.75
|
2da Itenacéﬂn ‘ ; ' *
py = 600, p5 = 300, py = 150, py = 75, p: = 37.5, Py = 68.75
Py = 100 psi
e L R Sy g
2
p, = 1/2 (150.00 + 600) = 375.00
| po = 1/2 (375 ¢ 75) = 225 | - o .
p. = 1/2 (225  +37.5) = 131.25
: p: = 1/2 (131.25 +68.75) - 100
: pL = 1/2 (100 + 100) = 100
»
i I
k




]

3rna ltenrnaqibn
| _
2 2 2 | 2

P 600, P, = 375, Py = 225, Py = 131.25), ps = 100, pg = 100

P2 = 100 psi o o 1

b

po= 1/2 (225 + 600) = 412.5

PS= 1/2 (412.5+ 131.25) = 271.87
| L= 1/2 (271.87 + 100.00) |= 155.93 -
! p; = 1/2 (185.94 + 100.00) = 142.97

pg = 1/2 (142.97 + 100.00) = 1271.48

Itenando sdcesivamente se obtienen Los valones presentados en La ta-

bla (5.2).

\

5.3.2.3 MET0D0 DE SOBRERELAJACION PUNTUAL SUCESIVA (PSOR)

‘ i
EL concepto de sdobrenelajacibn es un método de aceleramiento en -

La convengencia de Los anteriones procesos Ltenativos. En este caso - &

el nuevo valor de iteracibn p ™1 se obtiene con parte del nuevo y pan i

i
{
A

Te de La itenacibén antenion p ™

Para el| ejemplo anterion, Las ecuaciones del método PSOR 4e esend

ben de La siguiente manera:

PRt e w(1/2 (p™ + 600) ) + (1-w) o

2 3 i
m+1 _ m+1 m _ m , i“
Py~ = wll/Z (pT*% 4+ P )+ (1-w) p3 - 3
m+1 _ m+1 m _ m a
pLt = Al/z(p3 + pg )+ (1-w) P, | |
Pm+1 = w(1/2 (pm+1 + pm) ) + “_w) pm %
5 Yy 6 5 ‘ .
15
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1 .
pm+ = w(1/2 (pm+1 + 100) ) + (71-w) pm
6

»

. 1.
durante La'sobrenelajacién, se amplifica La magnitud def cambio de -

presibn dulante cada Ltenacibn multiplicando €ste cambio de presion-
| |
pon un panr

metrno de nelafacién, w>1.0,

S4 w estuviese comprendido entre ceno y uno, se tendrnia bajonelaja~--

cibn. Este |procedimiento no es efectivo pana el tipo de problemas de

yacimientos,

} S{ w =11, el PSOR se neduce al método de Gauss-Seidel. Ahora u--
N

sando un valon de 1.334 para w se tiene:

M |

Jena Ttenacdibn . .

supondiendo Py = Py = Py = Ps = pg = 0
pé = 1.334 (1/2 (0 + 600)); ( 1-1.33L) (0) = 400.2 S
Py = 1.334 (1/2 (400.2 + 0))+ ( 1-1.334) (0) - 266.93 |
Py - 1.334 ( 1/2(266.9 + 0))+ | 1-1.L34) (0) = 175.04
pe = 11.334 11/2 (178.0 + 0))+ | 1—1.L34) (0) = 118.75
| pl = s34 (172 (11807 + 1000w ( 1-1.334) (0] = 145.91

| o

2da Tteracifn

|
i ~

1 1 1 1 -,
py = 400.2,/py = 266.9, p, = 178, p; = 118.7, p_ = 145.91
1
- o= 100
P ‘

po = 1.334 (1/2 (266.9 + 600) + (1-1.334) (400.2) = 444.57

Py = 1.334 (1/2 (444.5 + 178.0) + (1-1 334) (266.93) = 326.13

' _ . : .
P, = 1.334 (1/2 (326.13 + 118.7) + ()-1.334) (178.00) = 237.27

16




- -

Lterando

bla (5,3),

= 01.334 (1/2 (215.91 + 100} + (1-1.334)

sucesi{vamente se obtienen Los va

|

1.334 (1/2 (237.27 + 145.9) + (1-1.334)

nz

(178.7) = 215.91

|
(145.91) = 161.95

Lones presentados en fa ta-

\\‘,m-i’.f —-

A



’Inc Valonr L X e n a ¢ 4L o0 n e 4
Andelal —
la Za 3a 4a— ba ~ ba 7a a 9a 10a 11a
H—f@——fsﬁ)——ﬁwwvdzﬂ‘.bo('sn.w/uﬁ?s 415,675 442.1875 442.1875 461.13  461.13  475.09
: ) d 0 150.00 150.00 231.25 731.250 284.375 284.3750 322.2600 327.26 350.19 350.19
& p 0 0 0 §7.50 §7.50 153.125 153,125 202.3440 202.3440 239.26 239,25 266.94
i o) 0 0 Z5 25.00 75.00 75.000 120.313 120.3130 156.2500 156.25 183.69 183.69
p 0 50 50 62.50 62.50 §7.500 §7.500 110.1563 110.1563 128.12 128.112 141,84
T A B L A 5 2
Ine Valon T T T T 4t e o a e 4 6 on
LndedLal :
la 2a 3a 4a 5a ba 7a §a 9a 10a 11a
p 0 300 375.00 412.50 435,94 455,670 470.600 482.0800 490,7100 497.27 502.06 505.712
p 0 150 225.00 271,87 310.94 341.210 364.160 381.4300 394.4000 404.13 411.43 416.91
p 0 75 131.25 185.94 226.95 257.710 280.780 298.0800 311.0600 320.80 328.10 333,57
P 0 37.5 100.090 142.97 174.272 197.400 214.746 227.7000 237.4600 244.76 250.24 254,35
o) 0 68.7 100.00 121.48 137.11 148.710 157.370 163.8600 168.7300 172.38. 176,12 177.17
‘ 18
o R oot el — RCE




- I T A E L A. 5 . 1 (continuacidn)
L e n a ¢ 4L 6 n
12a 13z 14a 15a lTéa 17a 18a 19a
475.09 485,23 485.51 493.304 493,30 499.14 499.14 503.52
371.02 371..°% 386.61 366.610 398.29 398.29 407.05 407.05
266,94 287.7° 287.70 303.280 303.258 314.96 314.96 323.712
204,39 204:3; 219.95 219.95¢0 231.63 231,63 240.3¢ 240.38
141. 64 152,72 152.19 159.980 159.9¢& 165, 81 165,81 170.19
TAZ LA 5 2 (continuacién)
L £t e 1 a ¢ 4L 6 n
12a 13z 14a 15a Téa 17a 18a 19a
508.45 510.: 512.04 513.200 514,06 514.71 515.20 515.57
421.01 424.70- 426,40 4258.136 429.43 430.41 431.14 431.68
- 337.68  340.7: __ 343.07 __344.800 - 346-10—7347.07 347.80 —348.35 T
257.43  259.73  261.47  262.768 263.74  264.47  265.02  265.43 "
178.71 179.5: 180.73 181.380 181.87 182.22 182.20 182.712
19




I i SR

.. Vaton iternacibn

* Andcdal . - : .

la 2a 3a 4a — Sa T ba Ta sa 9a  __ 10a

ilﬁp_{ 0 — 400244457  469.24 485,13 509.60 512.58 515,580 516.0800 516.48 516.57
i P 0 266.9 326,13 362,31 406.96 423.6% 428,83 431.63 432,7600 433.10 433.24
i P 0 178.04 237.27 306.43 329.39 342.50 346.84 348.588 \349.5500 349.84 349.94
E P 0 118.75 215.91 240.31 274.75 262.67 265.10 266.01 266.4400 266.5¢% 266,63
bp 0 145.91 161.98 172.88 ‘178.87 182.15 182.68 183.11 183.2500 183,31 183.32
|
| w opt = 1.334

120

%&é&‘-‘xnﬁ




Tla 12a 13a 14a 15a léa 17a 18a 19a

516.63 516.66 516.57 516.63 516.66 516.66 516.66 516.66 516.66

433.30 433.30 433.24 433.30 433,32 433.33 433.33 433.33 433.33

349.9¢ 349.99 349.94 349.98 349.99 349.99 349.99 349.99 349.99

266.65 266.66 266.63 266.65 266,66 266.66 266.66 266.66 266.66

1863.33 163,33 183.32 183.32 163.33 163.33  1§3.33 183.33 183.33

1214




| |

Comentanios y conclusiones

|

En Las

Los métodols .

al.- Para el método de Jacobi debido a que el método por estructura-

cildn ¢

|

con una tolerancia de 0.001 de presidn, LLegandose a La siguiente --

tablas anteniones se obsenva La eficiencia de cada uno de

4 Lento, annofa un total de 74 iternaciones para convengin,

distribucién de presiones:

b).- Para e

L método de

600.
516.
433,
349,
266.
183,

100.

000 I_b/pg2

666

324

999

659

329

000

Obtendiendose Los nesultados sigulentes:

n o

)

Gauss-Seidel como se planted anterionmente es

mucho mds eficiente, arnofando un total de 36 iteraciones para con--

vengdin, &on

gudiente dis

600.000 g2b/pg?
516.
433,
349,

266.

tnibucibn de presiones:

666

320

990

659

122

n

n

una tolerancia de 0.001 de presibn, obteniendose La 5.--

Ay

-

.

ey

N



¢ | |
: pg - 183.329 v e
| | p, = 100.000 " \
E c).- AL sobrenelajarn el método de Gauss-Seidel, es decin, aplicando-

PSOR dnicamente se necesitaron 10 {tenaciones pbara que se LLegara a -
La convengencia con La misma Lolenrancia de 0.001 de presibn, obte---

niendose La siguiente distrnibucién de presiones:

p, = 600.000 £b/pg? | . |

‘ P, = 516.666 " .

= |
py = 433.320 "
p, = 349.980 " - -
Ps = 266.650 "~ . |,

ps = 183.329 »

p, = 100,000 "

En forma breve e ilustrativa se ejemplifico La eficiencia de 3 -

métodos Ltenativos, siendo el PSOR el de mayor utilidad. Aplicado -
ya a una simulacdibn en computadora La disminucién de tiempo es Auma-

mentfe notable aunada a una disminucién en Los costos,

| |

5.3.2.4 CRITERIOS DE CONVERGENCIA.

w |

EL crnitiendo para que el PSOR covverja €4:

1).- La matriz sea diagonalmente dominante.

2).- EL valonr de w sea menon que 2.

Diagonal deminante quiene decin que el valorn absoluto de La dia-

gonal pnincépaﬁ send mayon o Lgual a La suma de Los valores absolutos

-




|

de Los otnos coeficientes para algdn nodo.

de yacimientos,
gormulado un sistema §Ls4co spropio. Los hL

ocurrna es lque La compresibilidad del sistema §Lsico sea positiva, el

Inanéculéo del tiempo positivo,

PSOR no cohvenge,

Fisicamente en A

IMilacin
edZa condicibn es siempne satis factonia 84 se tiene-

querimientos para que esto

y La transmisividad positiva. Si ef-

eé posible que haya un enrnon en el sistema fis4ico,

probablemente ccunna una compresibilidad negativa en algdin nodo.

no
de
se

V4

Lo4

|

d

La proy

m +

max

l,

S S TS

max |

vosdicibn de convengencia puede sen analizada porn el ténmi-

££amado‘5acton de neduccibn, p , primero se degfinind una medida-

convengencia neferndida a una variable a Lada mdximo nresidual. Si -

obsenva el mdximo residual a cada iteracién Yy se trhaza este valon

el ndmeno de Litenaciones se tendrd La Fig. (50 )

Durnante

otros n

sdigudente:

4

Tt'}

CONVERGENCIA
ASINTOTICA

n

k iteraciones

k+1 k

N n. .

1,3 P 1,3
124

—

FIG. 5a

ésta convengencia asinitbnica, el mdximo nesidual y todes

esiduales en Las celdas estan gobennadas pon La nelacin-

o LSRN -

A
3
3

. i
e e
‘sl".d'w:'}w b g



donde » es LLamado el facton de neduccién y es igual al nradio espec-

Ltral de La matriz formada durante el proceso PSOR,p depende del va--

Lon de o y
EJEMPLO:

pdn el método de Gauss-Seidel

Solucibn

La velocidad y nazén de convengencia.

Calecule ‘{dl' y‘?,

7a Liternacibn

diferencia mdxima

|

diferencia mdxima

de La §6amula

1' an

pi = 482.0800781
r, - 381.4£31055
P, = 296.0959960
P, = 227.7313232
p = 163.8656616

12.

|

w o

8a Liternacibn

490.7165527

"394.4030762

311.0671997
237.4664307

168.7332153

9712037

.7332001

Jm+7

L lmax

5%

en donde p-=

entre La 8a y 9a iteracisn

al

max

\ De La tabla 5.2 se tiene Lo siguiente:

9a Ltenacédu

497.20153¢1

404.1343659
. |
320.5003998

T
244.76658076¢

|
172.383403¢

entre La 7a y 8a iteracién

%
|

i

e
S A

.
‘

‘ :
|

i




|

entonces

|
! ‘

|

COMPORTAMI

Ay - . LEam .

o . .9.7332001
12.9712037

.7503698442

ENTO DE w

A0 Ltenativo.

tuan unas

- En generar,

10 itenaciones cong = !.

de puede obtenen un valonr de o que optimiz

Una manena prdetica de obtenen w

Entre La 7a, S8a, 9a, y 10a se ob--

tiene p. Pon ejemplo para el problema de Gauss-Seidef o = 0.75037

2 - l'
(Uopt '= =

1 +a/1 - 0.7507
|

EL paadmetno de nelajamiento w es mayor para probLemas mas com--

plicados, ¥
portamiento

gunra.

No. de £

para alcanzan La

convengencda.

|

5.4 EJEMPLO

on efemplo; grandes contrastes en permeabilidad y su com--

- edquemdtico es similan al paeaLnIanto en La siguiente g4
{
A |
ternacibn !”
|
|
i 1 1 i 1 1 1 g t
1.0 1.5 20 w |
| i

DE FLUJO MONOFASICO BIDIMENSIONkL INCOMPRESIBLE,

De La eduacibn para ftujo monofdsico incompresible en 2

e

dimens{o-

126

e el proce-

opt. » Consiste en efec
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.
T 'bA‘
R TR

|
u |

-nes, se tyiene:

| |

l ‘ . e o ! R
X uoBo IX 3y uoBo dy
| |
Expandienda en diferencias ginitas, suponiendo hky, ky, y Bo como cons
tantes ] 4 |
v b o - : ‘ - : ’
Rk Pily g T TPy st P g , _ky  Pig-1 Zp; 5 TP,
Bo »1 (ax)? Bo (ay)? ' |
9 4tb . b
(vol. def nodo) 4
| - ' S |
" IOO' » “‘*/ : /,/ /// ! \
|
ky = 200 mD. |
g . o '
ky = 50 mD. '2;) 1 °2 ©3 J |
Yo = 1.5 ¢cp }_ “50 -
/) rs
BO = 1.21 s
| [ o o o
h = 20 pde4 /] 4 5 6
|
X ]L 100 pids //
y = 120 "
| L ) .
q. = 500 bt/dia S o o o -
1 7 8 9
z . d - )
qq ° -500 " /
| 5 / VA / vy A /
Py = 1000 Rb/pg

B

Es impontante notan que el sistema es cennado, es decin, que no-

hay 5£ujoien

La grontena externa. Para hacen esto, recordando La - -

ecuacsbn de Eancy, en donde el gasto es proporcional a La cafda de -

|

\ 127




SL ek

tanto hay

q

flujo es ceno en La frontena

= clte. p

|
|
i

p tiene que sen ceno. Pon Lo-

que aumeniar nodos ficticios alrededon del sistema cuyas -

» » , » » » -
prescones son Lidenticas a Las de Los nodos inmediatamente contiguos-

dentro ded
.y

Adstema.

Escaibiendo Las ecuaciones cornespond

dos se tiene Lo sdgudlente:

Lentes a cada uno de Los no

f
x
|
I

Nodo k
- l
0.2 x 1.127 - Py - 29 - p, 4005 x 1127 Py " TPyt Ry
f (1.5) (1.2) (10012 (1.5) (1.2) (1202 |
| | )
| 1100 x 120 x 20) | !
o) 0.2 x[1127 Pyt Py g o5t gy by - 2p, s Ps 4
1.8 (100)2 1.8 (120)7 y
|
0 -0
Py = 2p, + p : Py = Zpy + p %
310 0.2 x 1127 Py 3" Ps L 0.05 x1.127 3 3 " Ps
1.8 (100)2 1.8 (120) 2
{ ‘ 4
0 =0 | 3
40 0.2 x g.027 PR TPy P s g.05 x 1127 Py = 2Py * Py
“ 1.8 (100)2 I (120) 2 |
| | 128 3




6)

7)

§)

0 0 _.";v'--{
- 2 + 4 2 +
0.2 x 1.127 Py Ps * Pg 0.05 x 1.127 P, Pg ¥ Pg
1.8 (100) 2 7. (120) 2
‘ |
” 0 r 0 : t
0.2 x 1127 L Ps Ipg *+ pg 0.05 127 Py = Ipg *+ 1000
1.8 (100) 2 (120)%
0 0 N
|
0.2 x 1.127 _ P7 =~ Py * pg 0.05 127 Py = Zpy + p,
1.8 (100) 2 (120) 2
0 0
0.2 x 1.127 Py = TPg * 1000 4 g5 127 Pg = Zpg * Py
1.8 (100) 2 (120) 2
0 0
N ‘ - - _
11 gy tag Py 4,
| P, T,
%31 Y fagg P3 T4
' P, q,
1 Pe %6
P7 Q7
Agql t agsy * dgg pg Qs_]
o . —
‘ 129



i

e 1 g

- 3055.42 p + 1503.2 p, + 0 Py + 1252.22 p 4 0 ps + 0 Ps * 0 p+ 0 Pg= -3x10
1803.2 p - 4858.¢ P + 1805.2 p + = — g P, * 1252.22 p_ + __fO__,*g§#+~——0—W—p7’f 0~ py= 0
0 b+ 1805.2 p - 305547 P+ 0 p, + 0 pg + 1252.22 p. + Pr ot 0 p= 0
1252.22 p, + 0 p, + 0 Py - 4307.64 p. + 1503.2 ps + 0 Ps *+ 1252.22p + o Pg= 0
0 p + 12522 p 0 Py * 1803.2 p - 4110.84 Ps + 1803.2 p. + o P+ 1252.2 p = ¢
’ -12522272
0 P+ 0 p, + 1252.22 Py + 0 p, + 1803.2 Ps - 4307.6 ps *+ 0 Py + 0 pg =
0 ot 0 P, + 0 py + 1252.22 p, * 0 ps + 0 P - 3055.42p7 + 1803.2p8= 0
0 p + 0 p, + 0 py + ;0 P, *+ 1252.22 p_ + 0 Ps +1803.2 p - 4858.6p, -
‘ | -1803200
" § ) K
t - -



Resolviendo el sistema de ecuaciones por eliminacibn de Gauss

eto),

03.6270 gb/pg>

16.6606

74.7270

89.2844

51.8139

14.3426

(método din
P =‘74
[ =‘74
p3 = 11
pu = 11
pe = 11
P = 11
poy = 11
Pg = 10

5.5 ARREGLOS

28.9000

§6.9664

24

I

—

q=500 q=0 q=0
(o] (o) o
1 | 2 3
p=1303.6 p=1216.6 p=1i747
q=0 q=0 q=0
o o o
q 5 6
p=1189.2 p=1i51.8 p=1114.3
q=0 q=0 q=-500
o] O (o]
7 8 9
p=1128.9 p=1086.9 p =1000
a(blsdia), p(1b/pg?)

CARACTERISTICOS RESULTANTES DE *[UJO MONOFASICO.

I |

{

a).- Una dimensién
Ecuaciidn: *
]
n+1 n+l n+1 n+1
Pioa = Zp F piyy 1 pbi - pi
()2 a 3

de obtiene La siguiente distrnibucién de presiones :




Obteniendos

b).- Dos dd

Ecuacibn

i-1

XX

XXX

B — - — -
P q
| B, q,
.

' XX)J p3 q3
Yxx P, - q, B !
e 2 W |

X £ T T N LS

pl—l

n+1|_

XX

Xx

mensLones

S

e una matniz trnidiagonal

n+1
i.i-1

ZpI_H'j_' +"pn+1

1,7+1

nj—l

Pi;

i¥s

132
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]‘ N FL,N \
2 3 4 o
‘t
: : \
- — SUN0 S -
i,ji-1
® . - \
iyj it %
l ]
. § ;
H I |
iy i+l ; 1 ‘
| ./ N
|
H
| \
5 i
o |
gt : \

Suponiendo que se tiene una maflfa de cuatro por cinco, se obtendrnd
una matniz pentadiagonal, diagonalmente dominante, en donde fLa panrte -

centrnal de La matniz, esta formada pon cinco matnices de 4 x 4, que co

|

nnespondend al §Lujo en La dinecedlbn "x". \_

1
Las diagonales adyacentes a La parnte central cornesponderndn al §Llu
jo el La dineecidn "y".

\




10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 153

1
X

X

X
X X
X X
X
X
X

X

-t

i >

>

x

>x > ><

(A

16 17 18 19 20
B
X
1« :
|
; X
1'
Xi X
I
x| ¥ X
o T &
f s
- .
X X x| X -
! ! g
X X xi X
X L X X —X
X" Tx x B
i
X X X X ’
X | X X X
}X L X 1
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La dinec-

elfn "y"



h |

¢) Tres dimdnsiones (f§Lujo 'monofds.ido) Lr
Ecuacidn
i |
término en Xénmino en
‘ X + V
l . )
" n+ , n+1 . n+1 n+1 n
s Pi,qa1 pi_a" Pid.ke1 Pi,0 " Pi,5,k
( az) At
|
f
o
l ,
I ‘1
|
|
,ka .
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D,EyF —— FLUJO EN LA DIRECCION " x"
By H—— FLUJO EN LA DIRECCION "Y"
ZyS—— FLUJO EN LA DIRECCION " z"
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ALGORITMO DE THOMAS PARA UN STISTEMA DE ECUACIONES TRIDIAGONAL.

1\ \ | | .

EL algonitmo de Thomas es esencialmente una variacibn de La eli-

5.6

%
¥ f

mingcédn GaJAALana y con el cual se evita el crecimiento del ennon -
asocdiado coﬁ La solucifn de Las ecuacdones y se disminuyen Los pro-- |

blemas en cuanto a capacdidad de computadora.

H £

~ ’ 4 g
Supongase que se tiene un sistema de n ecuacLones con Las Lincég-

nitas X, X._. , « « « « « « « « X_en donde: |
1 2 n ‘ |
T | 1. 1 7] |
\ b, | ke, 0 0 [0 0 X, d,
a, b, e, 0 0 0 x, d, Y \
0 2, b3 C31 0 0 X 4 d3 \
0 { a, bui ¢, 0 X, dur ]
| i
.
| ;
4 an-—i n-1 cn—l xn—l dn—l '
a b X d
L n n g L n _ L n _
) |
bix1+ cleW \ t ] |
o = d
a2x1+ bfi']c2x3+ i 2
.Fl
| = d
+ a3x2+ b3x3+ csxu\ 3
= d —
+aﬂs+bxu+c&5 " ]
ﬁ [
i s \
| |
= d
n—1xn-2 n-1xn—1 ¥ n—1xn n-1
an xn-—l + bn xn g dn \ )
- > *




| .
Porn definicidn ‘ : L -

.4 (1)
Yl - b
\ 1 ug
| %y (2)
(L)l =
| | b,

despejando X, de La primena ecuacibn Yy sustituyendo Las expresiones -

anteniones | se tiene Lo sigudlente:

- dy 1
- X
1 b b 2 »
. 1 1
entonces .
X, = Yy WX, e (3) - | ‘
Sustituyendo La ecuacibn (3) en La degunda ecuacibn del sistema se -

iR

Xdiene :
- + b + = g
PR PR Kot eyt d, 3
5act0nizanﬁo X, =
[ (b ~aw) x +cx =d - a y . . A
2 L 271" 72 373 2 2'1 : :
degindiendo ) :
‘:r“‘x R ) 82 = b2 ~ a2(ﬂ1 . . = 3 + M P . ,‘L;
| -
4y - Ay _ %2 %3
X.2 = 2 ;
2 2
ahonra
d, - a_y e
Y2 = 2 2 1 3 m2 = 2
g B
| 2 2
Y, U X . oo e

continuando |el proceso hasta n-1, ya que hasta n-1 habrdn 3 ecuaciones

porn Lo tantd
\

138 o




N

B, = b. - a.w
i i i i-1
d. - a
i iY1—1
Y. =
1 B ’
i
c.
w.= l.__.
i B.
1
. | )
.
= - W 3
Xn-1 Yn-1 n—1xn -
|
dusiituyenda Las expresiones anteriores en Ra dltima ecuacidn det
sistema se tiene,
|

como ya se c

|, x

a [ vy -w x ) +bx =d
n n-1 n-1n n n . n
(b - a w ) x =d -av
n n n-1 n n n n-

X = Y. .

n n
X, =Y, -~w X,

1 i 1 i+1

o

xn_ir n-2?
clas: |
I .
7).J Primehral secuencia progresiva: =~ — ==
B = b
1 1
c,
W= L R £ =1,2,3, ..c..0.. n-1
B.
i
B= b.-a..m '(,=2' 3' 4’ ooto.onn
i i i 1-1
d d. - a.y
Y. = ———— dY.:= 1 i 1-1 £ =2, 3,4, .......n
1 8 1 8
i
139

onoce el valon de X ahora se conocerndn Los valores de-

Xn_g» efc. EL algonritmo de Thomib consiste en dos secuen




2).- Segun

5.7 FLUJoO

tda secuencia negresiva
X =y
n n
X oy, -w.ox. 4
1 i Loi+1?

L = n-1,

POCO COMPRESIBLE, HORTZONTAL,

EN DOS DIMENSIONES.

!
I

!
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- ks

pLle ]

[
@ancﬂ

[e
[vot

g

;_22_ ) Ay + g

stb/d

cy./voﬁ.@c.él

Lb/pg ]

pie]

Z
[oce]
[

6nacc464

boz,/vot.Zb/pgz]

i)

&L

e

‘]

La ecuacién para este Lipo de fLujo es La sdiguiente:

9 ( Ax Kx Bp ) AX + 9 ( Ay Ky

X ol Bo 3x Y uoBo

¢ C Vb‘ up

5.615 , pt
En donde:
A Anea trnansvensal total
K | Permeabilidad absoluta (1.127 x Darcy)
bo Viscosdidad del f§luido ;
Bo Factorn de voldmen
P w Pnéé 6n
X,y Distancia |
AX,dy Longitudes de Las celdas
¢ PonOArdad
c Compresibilidad del §Luido :
xz - Tdemp
Vb% Voldmen total de La celda

,,.,.;&; |

:
#

i S S
A ek

B i T

s

e b

koL - £xy =
bl L Yo B



La expansién en difenencias pinitas send:

y h by

h Ax

h x ny

B S
\\p* ///4

g,

- ax -

LAf

¥ 1.127 ctte.

b1/dLa

| )
Formulando La expnresibn en La dineccién

| |

‘ R Lok i »ow . R 3
- 2 +
320 | o Pi_q57 %Py i+1 .4
ax 2 (ax) 2
i
| L, ,
3%p | . Pi4-1 " Py i.4+1
dy 2 (ay) 2

de transformacibn para que el gasto de dinectamente

"x" se tiene:

|

+ p

= ar

en

| - 2p . g
( Ax Kx Ax | ) i-1,7 pi.] i+1,j ) = ( Ax Kx )
Ho Bo | (AX)2 Ho BoAx
t - g .
Pilay T TPyt Pa g ]
Ax Kx ‘ : .
( Y -p -p A AN
i1, L 3 i1,
M B i-1,7 i,] i,] i+1),5
] |
( Ax K& | ( pn+l p 0+l _‘( _Ax Ky 4 ( pD+l _ o+l .
HoB oAX i+1,3 i, HOB 0AX i,] i-1,7
i+1/2, j =172,
en La dinecckén "y" -
1 | o
( Ay Ky 44( pn+1 _ pn+1 |- Ay Ky 1N pn+1 n+1
M Boldy i,j+1 i,j UoBoAy i,5 i,7-1
iyi+1/2 , iyj=1/2
|
“ 1491




L I |
| 1
obteniendose |La ddgudlente expresibn: :
1
Ax K | n+1 n+1 n+1 n+1
( =l ey e, ) — Ax Ky | Cp, s - )
HoBoly SRR 13 oBoax: 1,7 1-1,73
iF/2,j . ;H/?,i
¥ : : +
. -
Y ir1/2,5 Txi-1/2,j
Ax Ky
' b Bonx 1*21/2,5
A K n+1 n+1 n+1 n+1l
( Au_Ky (p. . - p. ) (—AuKy | ot ) +
HoBoay 1,3+1 i,] u B Ay I i,3 i,j-1 §
i+1/2 ihyi=1/2
v +
T - T r ;
YUYy i1 Yi,5-1/2 ;
] ¢ ¢ Vg, | ) 9
q, . stb/dia - fad— ( p2*1 - :
1,3 ‘ 5.6]5 A't 1,7 1,7 i
estfa ecuacdldn se puede escribin en La notacién SIP: §
B + + E + F i + H = i
1,3 Pi,3-1" i,5Pi01 5 SR I R I AT I UPTILY SO
en donde: H
‘ i
B :l( Ay Ky o D ( Ax Kx . .
153 o Body 1,3-1/2 11 to Boax i-1/2,]
Ubl : ¢ c ) AH KU'
I"i j= 2 Hl’j s ( . . !
’ 5 6,5 Lo BOAy l,]+1/2 ’I
A 1 K ' . F. n ?
F.oo.o= ( £X Rx . . q = - qstb/dia, - —d-p
<4 HoBoAx 1+1/2,] s | o ¥ ts3
r
E = Ex + Bt + Ey_, |Ex - - Ax Ky o ( Ax Kx )
1573 1,3 1,3 177 1,37 1 »J
j o Boax Lo BOAxi-1/2j
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-_,,'(_’_LL_ Ey,,-
AL 1,7

3
D+ F) o Ey; 5

5.8 ESQUEMAS DE SOLUCTION.

1

*

.- DIFERENCTAS PROGRESIVAS

- Ndivel|de tiempo [ n ) en ef LIE*
~Condicionalmente estable: ‘ At
o L a
| (8x)?
- Ennon lo(ax)? + of at) + o(Ay)2
—LDIFERENLIAS REGRESTVAS
.= Nivel je tiempo ( n+1 ) en el LIE
- Incondicionalmente estable
L Ennon olax) 2+ elat) + ol ay) 2
- CRANK! - INICHOLSON
- Nivel de tiempo 1/2 ( n+l1 ) y 1/2
- Inconddcionalmente estable
- Ennon ol ax) 2+ ol at) 2+ ol ay) 2
| 1 -
- PROMEDIOS PONDERADOS
- Nivel de tilempo ¢ n#lv) y [ 1-9)
- Incohdicionalmente estable s4 1/2<g<l
LIE LADO VZQUIERDO DE LA ECUACION

143

(

+

)

Ay Ky

Uo Boly

Ay Ky

HO ,BOAy

B+ H )

o ——— <£1/2

(Ay)2

en el LIE

) en ék LTE

L

Vi,541/2

i,j~1/2




o

“ - Condicionalmente estable 54 0 <0 <

5.- DUFORT - FRANKEL
- Tres| niveles de tiempo { n-1 )
- Explilcito en ( n+1 )

- Puedk sen inconsdistente .°

1/2

, [ n), [ n+t

)

no es necomendable

6.- ADEP (PROCEDIMIENTO EXPLICITO DE DIRECCION ALTERNANTE)

vensibn de BARAKAT - CLARK
- ExpllLcito
- Incondicionalmente estable

| - EMOT O(Ax)2+ O(Ay)2+ O(M)2
\

PRIMER PASQ

iE

H - ‘ ‘
n+1 l n+1 n n n+1l n+1 n n
Tieayg " Qg t e gt Uy Uyt Uy gy -
(ax) 2 (Ay)2
|
n+1 n
u, .- u, ,
1 1,7 L 1,73
o M t
‘ |
| l
,6,(: a - G.M\z y b = aM2
(ax ) - (by)
] ﬁ
n+1 Ln+1 n n n+1 n+1 : n I
- - al + . . .. - bu . - bu .-
aui‘lsj 4 i, ¢ 1,3 i+1,7] 1,J-1 1,7 1,] !
n n+1 n
. . = - u.
1,3+1 1,3 1,3
(
despejando
n+1 n n+1l n
+ al + bl + ..
Gt 1-ath us s g4t i+1,7 i,i-1 i,+1 |
1] 1+a+b ’ 1+a+b |
| i
144 |
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e o VQE‘

Ahora, se banne La matla en of siguiente onden:

u A
j=1)4—=1,2,3, P Nx
=27 ; L=z,£,3, T Nx T
3
1= 35 4=1,2,3, ..... Nx
S P |
f= Ny s 4=1,2,3, .00 Nk 0 e e
TAY s
SEGUNDO PASO
y n n+1 n+1 n TR s B n+l n+1
- U - . . - . ] - - -
-1, 1,7 i,5 iv1,3 1,7-1 ui,j u1,1 Ui,i+1 -
(AX}Q (ay) 2
!
n+1 n
7 1,5 - Ui,5
a AT
4+
‘.
n ‘ | n n+1 n+1 n n+1 n+1
at | . - oal - al + al .+ bUu - bl - b + oo
l—laj 1,7 1,] l+1aj 153_1 1,7 1,7 l9j+1
n+1 n |
.- U,
1,3 1,]

despefando

n n+1 n n+1
gt L Tmasb | m, Alioa,g o allieg 5 e bl g+ bl 54y
i,j l+a+b 1’j T+a+b
. BRI

ahora, se banre La malla en ol sigulente onden:

j= Ny 5 &= Nx, Nx-1, Nx-2,...., 1

i= Ny-1; 4= Nx, Nx-1, Nx-2,..., 1
i= Ny-2; 4= Nx, Nx-1, Nx-2,..., 1




|
§j= 1 ; 4% Nx, Nx-1, Nx-2 o, 1
. « - - .
TERCER %Alo oo (z) |
n+l un+1 + un+1
u = i;j i:i,: ; n e
i,5 2 |
J=1 J= L
L g ————b < — ]1
Lo - . ——
S e
a-T T e T 3
—p -= — ‘
. e _ T T
= e “
- - —0
J=Ny J= Ny ?{
i=| iz Nx izl ‘ i= Nx I e g
e .
7.- ADIP (No {terativo) T R Y"‘

“ (PROCEDIMIENTO IMPLICITO DE DIRECCION ALTERNANTE) |

Peacean y Rachfornd, Trans.AIME 1959.!

| |

PROPOSITO:| Avanzar La sclucibén delf tiempo "n" al tiempo "n+1"

|
'

" PRIMER JAS'

|

Se confidenan Amplicitas Las andgnétdé en La dirneccibn "x" y ex-
‘plicitaé Las Lincbgnitas en La direccibn "y". Ademds en Los Lténminos -

Q. .

£ E\t', se usa un intenvalo de tiempo de 8t/2. (porn efjemplo -
r 5 /At/?). En el primen paso se avanza La scfucibn del nivel "n" -
al ndvel "T", C4 - , _ _
| | ] | |
|- Lo , n n n
D P* . + [(Ex+Et)P* _ + F pP? .= - (B P | + By P, +HP )
1-1,7 1,13 i+1,] 1,j-1 i,j i,j+1
+ qn x : : i . : g . . A : l R ; H
i,5

Pana cada (4, §) se tiene una ecuacifn con tres Linclgnitas, por -

R



Lo tanto para poder resolven el sistema es necesario escrhibin Nx ecua- g
ciones para toda "i" y una "§" dada. Las Nx ecuaciones con Nx Anebgnd -

tas nesultan en un sistema tridiagonal que Je'puede nesolven eficiente

ﬁ" mente con el lalgoritmo de Thomas. 1
~ ADIP i ‘ ' |
valor intermedio |
P

- a2  arve "

/ \ ’ .
[ \ %
n ntl } '

T - Jp—— |

SEGUNDO PASO - ‘}

Ahonra se Eonéidenan implilcitas Las Ainclgnitas en La direccdidn "y'"-

y explleditas Las Ancbgnitas en La dinecedlbn "x":

n+1l n+l ‘ , \

|
n+1 \ .
= - * ¥* *
8Py ot (EIPERN Py ge By gugm = (DRL, p w EXRYS ¢ FRY, )
ql'.l . ]\ - - : A | o l
1,3 . . , . .
7 Similanmente se analizan simultaneamente Ny ecuaciones con Ny in-

cbgnitas escnibiendo Las ecuaciones para toda "§" y una "<" dada. La -

T | , | .

|
!

so0lucibn se obréene por medio def algoritmo de Thomas.

v

v

v

: \
L. \ ler. paso 20. paso l

% Companativamente, para una malla de 10 x 20 el esquema negresivo -
E | genena 200 ecuaciones con 200 <incbgnitas, dando Lugar a una estructura
pentadiagonal. Pon Lo ztanto, para avanzar La solucibn de "n" a "n+1" -
se necesita neﬂoﬂuen este sdistema. EL esquema ADIP requiene resolven .

10 ecuaciones veinte veces mds 20 ecuaciones diez veces, todas ellas -




con estructura tridiagonal.

| \
METODOS ITERATIVOS

OBJETIVO:

§m
P. .
1,7

u

,» AXerando hasta

P.

1,3

(m+1) (m)

i,

1,73

Lk

n n+1
Avanzan La s0lucién de P, . a Pi

L

<e ¥4,5. En general, Los métodos -

3 por medio de itenaciones

i

{ternativos nequieren menon capacidad de almacenamiento que Los méto--

’ .

dos directos.

|

La ecuacibn base para Los métodos itexativos de obtiene despefan-

do P. |, 1o b
1,3
‘ k,f \ 'rf_q v ‘El :
- - ] -
S I I T R TIPS 141,
i,]
| | |
5,5 Pi g0 ] Sl
&.- ADIP ITERATIVO PARA FLUJO PERMANENTE (Peaceman-Rachfond)
, |
2 2 x
La ecuacidn 9 u Chal @ = 0 ed un caso Limite de vy2u + q =
‘ ax_2 ay2
L. para tiempos muy grandes para Los cuales se tiene que Y4 >
st : ok
PASO 1 ;
| . : '
(m+1/2) (m+1/2) (m+1/2) (m) , (m) (m)
- - + ;
i1, " P e Py, Yy L iais1 o,
( x) ( y) 1,3
| (m+1/20) (m) W
= oll, . = u. .
1,] \ 1,3 )
e
148 - |
| st

B

AR,

;

A

LN . .
s T T

A Rk

S

.

Ty

R



Et iR

T

| LR
| ;
PASO 2
(m+1/2) (m+1/2) (m+1/2) i (m+1) (m+1) (m+1) |
i1, " P lis ot Ui i,3-1 7 2 U5 i1,
(AX)2 (Ay)z 8
e |
I R L |
| |

. Lot o, son PARAMETROS DE ITERACION. Su empleo acelera £a conves--

genJZa def proceso. Normalmente se utilizan de 4 a § pardmetros de -

!
LLteracibn en forma clelica. Pox ejemplo, 44 se seleccionan cuatno pa-

ndmetnos o,= 4, a,=

5 2, ay = 1, o =

4 0.5 se usarnta a, para La primenra

1

Ltenacibn, o) para La segunda, o para La tencena, @, para La cuarta,

3
@, para La quinta, a, para La sexta, ete. EL método convenrge para --

| .
cualquien vabon positivo de «q.

’
?
L
i

En todéb

z6 La convengencia después de cada LLenacdbn, porn efemplo

Los métodos itenativos hay que investigan s4 ya se alcan

, (m+1) (m)
1 ¢ Max, | u, . - u, . < e ?
1,3 1,3 1,3 '
| o
METODOS TTERATIVOS PARA~FLUJO TRANSTTORIO"
9.- METODO DE| JACOBI
n+i n+1 n+1
(m+1) q n (m) (m) (m)
. I S [( - q., .+ P. . +v., P, .+ F, P, .t
i,] F 1,3 1,7 1,j-1 1,7 1-1,7 1,7 1+1,]
i,j .
u
‘ m
i3 Pi,en ]
. “ L
Este método esy muy Lento y por Lo tanto no .gs recomendable utilizanko
i g _
‘ 149 ™
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|
10.- METODO DE GAUSS-SEIDEL
1 n+1 i n+1
‘ (m+1) 1 n (m+1)
IS R B LI LT ICLENR TP
J+1 1,3
|
(m)
1,575,941 )
i | o ‘
I1.- PSOR (SOBRERELAJACION PUNTUAL SUCESIVA)
W‘ n+1 | n+1
(m+1) (m)
P. . = { 1- w) P. .+
1,7 1,7
“ n+1
L_l n (m+1)
B S el I PP S A
1,7
‘ ?+%
m
i 1}
1,j+1
12.- LSR {RELAJACION LINEAL SUCESTIVA) :uw 1

. P
1,73

n+1
(m+1)

i-1,5*

n+1
(m+1)

Pi-1,3

i,3

|

n+1
(m)
i,ji+1,5 *
P
\
n+1
(m)
iv1,5 *

En QAIF método se tienen dos opcioneAJ consdiderar La dirneccid

n

implilcita, o consdiderarn La direccién "y" implicita. Para La primera -

{lernacibn se tiene Lo siguiente:
H n+l i n+1
(m+1) | 1 n | (m)
P. . = - (- q. .+ B, .P. .
1,7 E. . 1,73 1,] l:]—l
nitl 1s]
| (m)
Py Pafgen ]
despejando
n+1 n+1
(m+1) ;o (m+1)
. .+ E. P, . +
1,7 1~1,73 1,3 1,7 ’
-------------- Aincbgnitas
150
.

+

i,3

n+1
(m+1)

Pi‘l’j

i,3

n+1
(m+1)

141,53

nyn =

gl

e

.



TUETTETITY

e e T e Y TR s
(:‘ﬂ", T TR TS T O !

n+1 n+1

! (m) (m) .
| R LT RE T IR P Pi,ie1 )
L Ik 2&nminos conocd{dos =-------ceee____ i

Por Lo tanto se tiene que para:

i= 1 4¢ genenan Nx ecuaciones

. ‘ .
§= Ny se generan Nx ecuaciones

| 5 - »
Estos sistemas de ecuaciones se deben nesolfven M veces hasta que-

|

se obtiene convengencia. - . - ‘ :

13.- LSOR (SOBRERELAJACION LINEAL SUCESTVA}

Nuevamepte, para este método se tienen Las dos opciones def LSR.

TLustrando ghona La forma de Las ecuaciones al considenar La dineccibn

"y" Amplicita.
n+1 n+1
(m+1) - (m)
P,(:,j' = ( "w) Pi,j+ , !
n+1 n+1 ' n+1
. n (m+1) (m) (m)
o { - K by By g Py st P Py P
*’jn+1 L
(m+1) E
FIRLPRNE)

Despefando:

151 .
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&7 ]

n+l ‘n+1 n+1l | , | "
Bi,j (m+1) “(m+1) (m+1) '
—_— P, +E, , P, . + H, . P. . =
1 la]‘l 1,] 1,7 1,] ls]+1

Lénminos desconocidos o anLgnLtaA

n+i n+1 n+l -
(1-y) P(m 1 . n (m) (m)
- + -l
RN E s TP Pis PP Prayy
3

En este caso, se tiene que pahra:

L= 1 se gEnenan Ny ecuaciones b
L= 2 se generan Ny ecuaciones ' : | ' 8
x
L= 3 ] ] n . 1&?‘
| :
r 4
. o N :
4= Nx 4e generan Ny eccuaciones 8
&
‘ ﬁ‘

Estos |[s4istemas de ecuaciones se deben nesolven M veces hasta obte-

nen convergencia.

i . -
Panra qbtenen w optima en LSOR se procede en fornma similan al caso-

o

de PSOR, pon ejemplo se efectdan varias iteraciones con w = 1 (LSOR) -
obteniéndose el radio espectral (p). Con este valon se calecula wopt,
ADIP (Lteﬂatiuol PROCEDIMIENTO IMPLICITO DE DIRECCION ALTERNANTE

Peaceman-Rachfond, Douglas-Rachford (no usarnfo ni en problemas en tres

dimensiones ni en §Llujo multifdsico)
E

PRIMER PAS

T , } .
\ ConALdknando Amplicitas Las incbgnitas en La dineccibn "x" y ex--

s

plicitas Las inclgnitas en La dineccién "y":

- ' | s
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A

explleitas Las Ancbgnitas en fa dinecedibn "x":

(%)

' (%) |
D P . . E = X = -
i-1,7 f | x+EL - hkiT) Piq*F Pi+1,j 5 [B P; + By +

—

(m) (m)
herT) P,  + HP | ]
1,]‘ 1,j+1

M
SEGUNDO PASO

Considenando ahona Amplicitas Las incdgnitab en La dineccibn "y" Y

h ’
(m+1) ' (m+1) (m+1)

| | () |
s P BEC hlaT) P p g [ Piiy s * (Ex+ hesT)
(%) I (%) o
P. .+ FP. | ] PEACEMAN-RACHFORD
1,73 1+1 7
; [ (%) (%)
| T,y TP Pag gt B Py
‘ .
(m) (%) ] ' | . |
hksTP. . + FIP. DOUGLAS-RACHFORD
1,7 i+1,73 . } i
| - i |
o N - |

Nétese que La dnica difenencia entne Los dos esquemas itenativos -
(m+1) (%)
¢4 que P-R Le suma af LDE: hhyT (P. . - P .
(m+1) (m) 1,3 1,]
P | en el segundo paso de La itenacién.

} mientras que D-R Le su-

ma af LDE: hkzl (P, . - P, .
1,] i,]
EL procedimiento D-R en 3 dimensiones es Aiqggan usando niveles de
- (%) (%) (m+1) :* (m)
itenacidn, T y y sumando hpyT (PEE¥)y- p ) al LDE -

nespectivamentd.

5.9 CONSISTENCIA, CONVERGENCIA, Y ESTABILIDAD.

u |

En esta sececidn se vendn fonrmas de analizak Las expansiones en di-

ferencias finitas y determinan que Zan nrepresentativas son para Las -

a
o




ecuaciones

diciones el esquema propuesto es estable.

Lfernenciales parciales originates, asf como bajo que con-

E ‘>

Se dice que una ecuacibn en difencncias finitas es CONSISTENTE 0-

: \ A
COMLATIBLE #L tiende a sen Lidéntico a La ecuacibn difernencial parcial

oniginal a medida que Ax+ 0 y At+ 0.

Se dice que una ecuacibn en diferencias g§initas es CONVERGENTE

4L

La s0lucibn |exacta a Las ecuaciones en diferencias (u) tiende a La 4o

Lucibn ex&cta a Las ecuaciones difernenciales ( u ) para todo valon de

X a medida que ax+ 0 y At~ 0.

u |

Se dice jque un sistema de ecuaciones en difernencias ginitas es

ESTABLE 44 un ennon en La solucibn (introducido porn cualquiern gorma) -

tiende a desyvanecense a medida que avanza La so0fLucién y 54 Los ennéé-

nes de truncamiento en Las openraciones aritméticas no se acumulan con

el tiempo.

| |
CONSTISTENCIA

0 COMPATIBILIDAD

152 anJZi

ot

3

i .
-

-

546 de consistencia de un esquema en difenencias finitas-

s4e LLeva a cabo en una forma similarn a La desarrollada para analizan -

el ténmino del ennon, es decir, se expanden Los £éaminos en guncibén -

de sendies de Taylorn y se analiza ek comportamiento de La expresibn re-

sultante a medida que M y M tienden a cenro.

|

ecud%i&n diﬂinenciaﬁ parcial:

ecuacLbn en d

3

I

[{fernencias finitas:

ax 2

20 A% [un

(Ax)2
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Ejemplo: Analizan La consistencia del esquema de Dufornt-Frankel.
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.



expandiendo en senies de Taylon:

n . i 2
2aAt2 [“i v llax) 2u| (ax) < 32¢y (ax)° 33 (Ax) " 3%y IEEEERE
(ax) | ax | 2! ax? 3! ax 4! axt
T |
n - 2 3 | 4 |
- U, - (ag) Bu (82) " 8%u (at)~ 334 [at) " 3%y
R — — , .......
v bt |, 2! at? 3! at3 4! at"
‘?g*«ru : |
3 ' ¢ 3 L
- U+ (s2) su 1+ <{az) ocu . (at) 3w (ag) S Lo
» . 2! 0?2 31, ax8 4! ath
T 132 ‘ w
n ' ] 2 2 3 3 L L |
P UL () _qu . (ax) d°u {ax) 3°u . (&x) dtu .J .
CAx 2! ax 2 3! ox3 4! ax*
RV
0
n . 2 3. .. Lo
= ui- ¥ (At)‘_ai.‘ + (22) 97u + (az) a[f + (82) o u Fooinnnn
at . 2! 3t2 3! 3t 4! at"
]n
n | X 2 2 3 3 4 4
~uy v (ag) 2 fet)T 9w fat) T 3wl feg)t dtw
3t i; 2! 322 3! 312’ 4! az*
L | !
. |
simplificando t€nminos, La ecuacibn se reduce a:
‘ ‘ n 'n n ln
e L 5 b 9 oL ,\A n 3'4
_2_aAt2[(Ax)2 U ()2 P 3%y [ Ax) w_ @
( ax) ox2 . at? at? 12 axt i,
lIL 1 . (1
" , ‘ N ] - 'n ] 3 . n
(at) Aty ] - 2 (at) u_ |, (Aft) 33u
1z et ot Iﬁ 3 a3 i i
dividiendo pon|2ant
| |
| |
| |
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2 ) » . “ - i i
32y _{at) 3%y . (Ax)2 Aty _ (At)u atu .1 u_
ax 2 (ax) 2  3t2 12 ax 12(ax) 2 agt o ot
a3u | _ S 1 . ‘
| | 4
2%2u _ 1 _Bu [ (ax) 2 2% _ (at) 2 a3 o (At)2)2 2%u 3
ax? a ot 12 axh ba | at3 ( ax) 2z 2
2 4
1 ( { at) )2 o'u ] = 0
12 (ax) ath

IPRRE: the v A . i L 5
‘ \

= "1 "Ahoka La pregunta a contestan para analizarn La consistencia de es-

ta dLtima ecuacibn es si tiende a fLa ecuacibn diferencial parcial a me

da que Ax+ 0 y que At~ 0. S

|

:“ Como 4 puede compnoban el primeno, segundo y cuarto téamino del -

2
paréntesis tienden a cero a medida que Ax+ 0 y At> 0 (el ténmino 1at) ~

AX
probablemente se acerca a cero) perno el cocdente at que aparece en -

o AX
el tence% ténmino puede sen un ndmenro finito, digamos B por Lo Zanfo -

el esquema |Dufort-Frankel nrepresenta mas bi€n una ecuacifn del tipo de
! L
La ecuacibn de onda, por ejemplo:

2 2 | ‘
9%u g2 otu 1 WU _ » | :
ax2 3t 2 a ot *

. |- Una vez asegurada La consistencia de ul esquema iterativo y para -

R

poder tener| una aproximacién vdlida, €sta debe arnojar nesuliados que-
esten mds olmenos cerca de La so0lucibn del problema orniginal. Esta con
sidenacibn se puede analizarn en dos formas diferentes:

Primeno|se puede consdidernar un punto §Lj0 xz y preguntar acenca de

n n |
La diferencda enthre u.y ui a medida que La 'mallfa ({espacio-tiempo) se -

\ 156
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N

y at+ 0, ef ennon tienda también a ceno. (CONVERGENCIA)

EL segundo aspecto del comportamiento de La aproximacdifn en dife-
nencdias gindtas puada ebtudianée’mqnteniendo gijas bLx y At y examinan
do que pasa a medida que La solaeibn rX3 auahza en tiempo. Se espena -
en este cabq que Ko{ eﬁaoaeé no se ampkiééquen a t@ﬁ grado que Los ne
sultados obtenidos no sean vdlidos (ESTABILIDAD).

CONVERGENCIA - ERROR DE TRUNCAMIENTO |

En genenal, entrne menor sea el erron de truncamiento, La conver--

gencdia de KaLecuachn en diferencias a La eauacddn diferencial es mds

rdpdida. Pon esto, una forma de analizar La convergencia de un esquema

en diﬁeaenci&a finitas es analizando su enror de truncamiento.

Ernon de truncamiento es el ernor Lineuraido al nreemplazan La eﬁug
cifn difernencial por una ecuacdibn en diferencias finitas. Debido a es
te ennon, La solucdibn exacta a La ecuacdibn en diferencias (sin ennon-
de nedondeo) es digernente a La so0lucdién de La ecuacibn diferencial =«-

parcial connespondiente. oy, : L

EL ténmi%o "ennon de truncamiento” viene def hecho de que al ﬁeeﬂ
plazan denivadas por cocientes de diferencias es equivalente a utili-

zarh sended de Taylorn "Lruncadas".

EL enngn\de trhuncamiento Local de unaapLameacédn en diferencias

. o
ginitas se define como: n n ke
EL= LDUi --(Lu)i |
en-donde: | Y T,
E. = ennon de truncamiento Local

L% = forma en difexencias finditas

\ y

157
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hace cada sz mds fina. Se espera que en el Limite, a medida que Ax> 0 .



e Lu = forma difenencial

|
Pon efemplo: Para el esquema en diferencias proghesivas:

u *] ‘ L 3%
i u = -
| \ ax 2 8t
n n n n+1 n
]FDUT-]= Wy g -2 U, + U, . u; - uy
* (ax) 2 A2 J
P - . (Ax)2 3 "u At 32u ‘ W2
E, - - 6 E, = ol ax) © + ofat)
12 ax 2 3t 2

|

» SL se tuviesen fLas sofuciones exactas se podrifa definin el ERROR-
DE TRUNCAMIENTO GLOBAL mediante: 1
\: | |

\

|

n R )
EG = Ma§ nui - u (xi, IHJ

| : A

r En La mayonfa de Los casos, no se tienéyﬂa so0lucibn exacta ulx, , &
; i

porn Lo tanto el problema consiste en trhatan de encontran Los Limites-
al ernon global. Para ecuaciones difenenciales simples normalmente se
pueden encoptrarn pero, a medida que Las ecuaciones se hacen mds comple
fas, La estimacidn de estos Limdites se hace bastante mds diflcdl.
Aéontunadaante s¢ ha encontrado que Los erronrnes globales muebtnan‘QKQ
mismo ondenlde dependencia con respecto a Los ftamaiios de malla (ebba-—
cio-tiempo) que Los ennores Localfes. De aqul que Los ERRORES LOCALES -
DE TRUNCAMIENTO que son mucho mds §dciles de estiman se puedan usan -
por Lo menos como gufa para el onden de CONVERGENCIA de La s0lucdibn a-
La ecuac(dn\en difernencias ginitas a La s0Lucibn de La ecuacibn dife--

nencial a medida que el tamaio de La malla tiende a ceno. o

158~ ' R

X
n' !

k4
]

B

& R e i



‘

En La

ndcetica, para problemas que tengan algidn grado de dificul-

tad La eét#macidn del ennon se obtiene nesolviendo La ecuacibn en di-

fenencias Itiﬂizando diferentes tamaios de malla variando tanto Los -

Ancremento

para encontrarn sus efectos en La s0lucibn.

| |

espaciales (ax, Ay, Az) como el Ancremento temporal |[At)

En muchas ocasiones, valonres prdeticos de Ox y At (para Los cua--

Les el tien
que el enrng

§6rmulas pa

Las exphresd

po de computacibn no se hace excesdivo), son tan grandes --
nono parece disminuin tan ndpidamente como Lo predicen Las
na el ennon Local de truncamiento. La nazdn de esto es que

ones que se obtienen para el orden del ennon descrniben el-

comportamiento asimptdtico a medida que ax y A Zilenden a cero y no -

dicen mucho acerca del comportamiento del ernon para tamaiios de malla

nelativamente grandes. : !

| ‘ 1 |
Pon estas nazones, normalmente se tienen que consdiderar como esti

macioneb‘empinécaé del ennon obtenidas corrdendo el mismo problema --

con difenentes tamajos de mallas. Una vez encontrado el tamaiio de ma-

LLa que equuilibra el costo de usarn un tamaiio pequeiio, contra el nies-

go asocdiado al utilizarn una malla grande y aumentar el erronrn, se co--

N SR

nren Los sdgudentes casos con dicho tamaio. \
w
1

ESTABILIDAD
|

Un esquema en difernencias finitas es ESTABLE 44 el efecto de un -

x
5

ernnon (o pe&tunbacién) hecha en alguna de Las etapas de cédmputo no se
propaga en ernronres a medida que La solucdbn se avanza en etapas poste

niones de cdlculo.

|

|
. N . |
Pana el |andlisis” de estabilidad no Aimponta cual es La fuente del-

ennon pon ejemplo, erncrn de truncamiento, ernror de nedondeo o afguna-

159 ~*C _l




|

otha causa,

| En genenal hay tnes métodos pana analizan Za estabilidad de un es

quema en diferencias finitas:

£) Método de Kanplus

LL) AndZ(A{A Arnménico (cnitenio de Vonlleumann)

LLL) Métod$ Matnicial.

. Los dos primenos métodos toman en consideracibn La ecuacibn en d4

|
fe encéal solamente sin incluir ni Las condiciones Lniciales y de -

|

grontena ni Los ténaminos guente.
EL método matrnicial es el mds genenal La que considena fa ecuacibn

£a5 condiciones iniciales y de frontena, y también Los Lénminos fuente.
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"CAPITULQ &

CONSIDERACTONES GENERALES

.- La simulacibén de yacimientos una hentamienta atil, que au-
nada \a otrnos procesos de predicceibn permite obtenen mejones
nesultados en el estudio de yacimientos petrolenos.

7.- La efectividad de una simulacibn estd en funcibn de La ne-

presentatividad y de La calidad de La informacién que se

proponrcLone.

3.- Los modekos matemdticos peamiten simulan ol compontamiento
de un yacimiento, bajo difernentes alternativas de produc-

cibn,| a §£n de seleccionar La forma Gptima de desarnollar

y explotar un yacimiento de aceite y/o gas.

4.- En ocasdiones es convendiente desarnollar un modelo matemdtL

-coj de acuerndo a Las caracteristicas del yacimiento pon es
tudiah. J

5.- La pn[diccién mediante una simulacibén, so0lo puede‘ben con-

fiable cuando se cuente con La caracternizacién precisa del

yacimiento y, ademds cuando el modelo permita simularn Los

nueuog mecanismos de desdplazamiento asi como sus fenémenos
asociados que posterniormente se presentardn.

| , | '
6. Ninga+ modelo simula Los fenbmenos de convencibn, supensa-

turacibn de aceite y el de invernsibn de pre—sibén asocia-

dos af mecanismo de La segregacibn gravitacional.

. X“"”i“:" .

7.- Un modelo matemdtico, una vez ajustado, es el meforn recunr-

40 para predecin el compontamiento de un yacimiento.

162




Tendendo en cuenta Las consideraciones anteniones se ingdie
ne que La aplicacién de un modelo simplificado, con un buen

cnidenio ingenienit, puede tener ventaja sobre un modelo 40

g§isticado de simulacién.
A .‘ ;
Y \ o !
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- NOMENCLATURA

T

Bo

Bw

|

SIMBOLOS

N
|

Arnea

Factor de volidmen del gas (Bg<1)

Factor de voldmen del aceite (Bo>1)

Factorn de voldmen del agua.

Compresibilidad .
Compresibilidad de La formacién
Compresibilidad del gas
Compresibilidad del aceiie

Compresibilidad del agua
Profundidad

Enxnpnrn de truncamiento global -

Ennor de truncamiento Local
Ténmino del ennon

\
Funeidn evaluada en cada punto
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UNTDADES FACTIBLES-‘

DE USARSE

3

2
( piles”™ )
pies, @c.y

.
} |

3
pLeAg @c.s

@

.3 |
pies . @c.y + gd.@c.y

. 3
pies  @c

. 3 ‘
pies = @c.y + gd.@c.y

)

., 3
pies - @c.

(b, /pg?)
(fb./pg2)-1
(2./0g°) "2
(&./pg") "

(l'b./pg2)-1

(pies)

ISR SEN PN R ke




g ¢ Aceleracibn de fa ghravedad. (pieé/éeg?) e

g,  Congtante gravitacional @ condic<iones.
| normales y es igual a 32.2 pieé/éeg? ‘ | (pzeé/éeg?) .
h 3 : Altunra. . (pies) '
I Pot%nciaz de un gas neal.
K : Penmeabézidad absoluta. » (Dancy)
kg Pernmeabifidad efectiva al gas. | (Darcy)
ko Permeabilidad efectiva al aceite. o (Darcy) i
. Penmeab.ifidad efectiva at agua. (Darcy) jﬁ
hrg : Permeabilidad nelativa al gas. (Darcy)
h}o : Pénneabiiédad relativa al aceite. - (Dancy)
krw" : Penmeabilidad nelativa al agua. (Darcy)
L : Longitud. ‘ ‘ | (pies)
M Peso moleculan * (Lb/mole-~ &b)
[ Maéd. | ; | o (€6 )
Nx Name%o de bloques en La dineccién "x"
Ny ?: : Ndmepo de bloques en La dineccibn "y"
Nz | 'Nameﬁo de bloques en La dineccidn "z" ) -
n |t Ndmenro de moles ( n = m/M ) -~
W : Vectfn perpendicularn a todas Las supen-
w ficips equipotenciales.
0 : Ernnon de truncamdiento.
p | Presién. \ B (£b./pg?)
pe i Presibn capilar. ! | _ (Lb./pg?)
Peo g PnLA'dn capilan entre Las ZnténﬁaZéZ’Wh.
gaé-&ceéte. : l ‘ (£b./pg?)

1

+ En algunos capitulos se hace, M

masa, sofamente para f4ines de and-

Lis48 dimensiLonal.

o - |
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‘1
pe | _ Presibn capilar entrne Las i{ntendases
| agua-acedite. |

Qyoy. : R&tmo de Lnyecedldn y/o pnbduccién.

q ¢ Gasto.

R : Constante undvensal de Los gaééé.

RSi : Razfn gas disuelto-acedite. "
Sf : Saturacdbn de fLuido en genenal.

Sg : Satunracién de gas.

So : Sathacidn de acedte. ~ g
Sw : Satunacidn de agua. P

Sg% : gat;naci&n de gas nresddual.: - '+
Sor :Satunracidn de acedlte rnesdiduafl.

Swr : Saturacidn de agua nresdidual.

Swi ¢ Saturacidén de agua Lintensiticial.

T : Temperatura t

l
T | : Transmisdividad T . Ak
u BAx

z : %Lempo. - .

w |- ¢ Velocddad apanrente.
_uméd Vedocidad meddia.

Vb : Volldmen bruto de noca. CO
v : Volidmen. .

w : Ténamino fuente o sumiderno.

Z | i Facton de desviacibn de Los gases néaﬁeé;
o : Porosddad.

b : Ponosdidad efectiva.

. : Viscosddad. _

ug : Vchobidad del gas.

++ En algunos capltulos se hace, T = Liempo, solamente para fines de

andlisis dimensional.
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(zb./pgz) L

(bL.@c.s/dia.pies’)

(bL./d{a) ; !

( B-pg?/°R-mole- &)

BT e T
ftesidon: ey

3

)
° o
3 )
poros

(péeéi/pieé

(ples _@c.y/ples

FEnn e

@c.y/pieé3 )

(ed
(p& poros

. . 3 g
(pLes @c.y/pkebporos) :
3 )
poros

S)
o

(pies .u/pies

N

. .3
@c.g/p&ebporos)

(pies .
3 z
@c.y/pies ) %

(pdes poros
. . 3
c.y/p
(pies” @ g/p&eéporos)

3 )

5 WE WO wih W wo Wwim WH w

(pies @c.y/pies

poros

{pieéQ mD/cp pies)

(°R!

(das) - | |

(pies/seg.)

(pies/seg.)
(pLeA3)
(barnrniles) ;

(Masa/voldmen de noca)g

(piesd pornos/pies

rnoea)

(pieé3p0&06/p£253noca)‘

(poises)

(poises)

| ' R B S ) .




;é ' i
oy : Vislcosdidad del aceite. B o poises) | | %

M ¢ Visicesdidad del agua. , , - {poises)
E o Denpidad. a (Zb/pieési
o, ¢ Denpidad del gas. v (£b/pies®) 3
ool : Danfidad def aceite. o (zb/pzesa) o
P ¢ Densddad del agua. 9 ' (Kb/pieAS)
o % : Potlnciaﬂ de flufo. .. ) N P (Kb/pgz)
w : Razgn de convengencia. | |
e Rad;o espectral de La matnéz;
@c.g : Med‘do a condiciones estandar o sdupenficiales.

Pe.y ¢ Medido a condiciones de yacimiento.

SUBINDICES \
< ¢ Trhneductible, | L RRG S

g : Gas.

0 M: Acedtel, Ainicial.

w ¢ Agua,

|

X,4,z Dinecciones orntogonales en Los ejes x,y,z

4,1,k Dinecciiones ontogonales en Los efes x,y,z ‘ ' 4

%M - | o )
TERMINOS USADOS EN TABLAS o - . . : &

A . Coeficientes dados en La tabla.

m . Ndmeno Ee puntos usados en La aproximacibn menos uno.
n . Ndmenc

el punto en el que se evalua La derivada.

Lo . Forma en difernencias finitas.

Ly . Forma diferencial. |
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FACTORES DE CONVERSION

Longitud -

I pg = 2.54 cm,

I pie = 30.4§8 cm.

Voldmen 1

I BL = 159 2% = 42 gat

1 BL = 5.615 pies” '

I m® = 6.29 BL = 35.314 pies’

Presibn

I atm = 760 mm. Hg

: 2

1atm = 14.7 Lb/pg abs.

ClNSTANlES .

CindiciJneb superngiciales (c.s); 1 atm g|20°C 6 14.7 eb/pg° uy 60°F

TEMPERATURA ABSOLUTA °K = °C + 273

: °R = °F + 460

Peso molecular medio del aine seco = 28.97

Voldmen de| 1 mole-gn de gas @c.8 = 22.40 Litros

Voldmen de; 1 mole-£b de gas @c.s = 379.40§pie53

3

Peso especifico del agua@c.s = 1 gn/cm3 2 62.4 Lb/pie
'PJAO especkfico del gas @c.54. = 0.0764 (£b/pie3)

R = §2.05 hatm—cm ) / (°K- mole-gn)

R'= 10.73 ((£b/pg?- pie3) / (°R-mole- &b)
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