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P R E F A C I 0. 

En fcbrcro de 1979 sc firm6 un convenio de colaboraci6n entre la-

UNAM, PEMEX, IMP y el CIPM (Colcgio de Ingenieros Petroleras de -

M~xico). El objeto del convenio ha sido elevar el nivel acad~mico 

de los alumnos del area de Ingenierfa Petrolera en la Facultad --
~ 

de Ingenieria, tanto de licenciatura como de posgrado, asf como -

crear el Doctorado, y promover la superacion de un mayor numero -

de profesionales que laboran en la industria petrolera, por medic 

de curses de actualizacion y especializacion. 

G- so5s3t 
Uno de los programas que se estan llevando a cabo a nivel de - -

licenciatura, dentro del marco del Convenio, es la elaboraci6n y 

actualizaci6n de apuntes de la~ materias de la carrera de Inge--

nicro Petrolero. Con es·to se pretende do tar al alumno de mas y --
t. 

mejores medics para el~var su n~vel acad~mico, a la vez que pro--
_. . ... 

porcionar al profesor mate.riaf' didactico que lo auxilie en el pr£_ 

ceso ensefianza-aprendizaje. 

La elaboracion de estes apuntes fu~ realizada por los Ingenieros 

Luis Ayala Gomez y Jos~ Serrano Lozano, bajo la direccion del Dr. 

Jos~ Luis Bash bush. El Ing. Francisco Garaicochea y el Dr .. Gui--

llermo Dominguez V., colaboraron en su revision. La senorita An-

g~lica Serrano Lozano se encargo de la mecanograffa. 

DEPARTAMENTO DE EXPLOTACION DEL PETROLEO. 
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P R 0 L 0 G 0 

La evotuci6n y de~a44oito de ta indu~t4ia pet4oie4a, ha t4a{do 

como cpn~ecuencia ta apticaci6n de tecnica~ cada vez ma~ depu4ada~ 

y ~o6i tiFada~, o4ientada~ a maximiza4 ia p4oducci6n de hid4oca4bu 

4o~, p 40 at mi~mo tiempo, ttevando a cabo una exptotaci6n 4acio-­

nat de to~ mi~mo~; ent~e dicha~ tecnica~, ~e en~uent4a ta ~imuta-­

ci6n n me4ica de yacimiento~, ta cua.t, "e~ una he44amienta" ~uma--

mente U.tit, pa4a 

lvehe tene~~e 
p4edeci4 et compo~tamiento de to~ yacimiento~. 

en cuenta, que ~i ta inno4maci6n p4oviene de nuen -
.te• 6-i redig n<t.• • to. lle• uUado. Que • e 0 b .te ndlliin Hlllfn eon 6.(abt e• . 

Si poll et cont~a~io no ~e cuenta con buena in6o~maci6n,1 to~ 4e~ut­
tado~ r.btenido~ ~e~an un eiemento indicativa pa4a dete~mina4 que -

pa~ame~~o~ deben obtene4~e con p~eci~i6n. 

Voda ta impo4tancia que tiene ta ingenie4la de yacimiento~ en­

ta exr-kotaci6n de to-6 hidJwca4bu~o~ y teniendo en cuenta ta~ nece­

~idad~~ de to~ e~tudiante~ de ingenie4la pet4ote4a, ~e etabo4a4on­

e~to~ apunte~ con ta intenci6n de b4inda4 una 6uente de in6ohma- -

ci6n ,.~chita en ca~tettano, ya que en ia mayoh.la de tal ca~o~ di-­

cha ir.lno4maci6n e~ta. e~chita en otho idioma. A thave~ de to~ mi~-­
mo~ ~E phetende de6pehtah et intehe~ del atumnado, motivandoto pa-

4a ~u ejo4 p4epa4aci6n. 
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C A P I T U L 0 1 

7. 1 INT OVUCCTON 

Et cbjetivo p~imo~diat al haee~ u~o de la ~imutaei6n num~~iea, 

e~ p~edeei~ el eompo~tamiento de un yaeimiento en eue~ti6n y en-­

eont~a~ la mane~a de optimiza~ eie~ta~ eondieione~ pa~a aumenta~­

ta ~eeupe~aei6n. 
. t ! 

ingenie~la de yaeimiento~ t~adieionat ~e t~ata at yaei-

miento en 6o~ma bu~da, eon~ide~andolo como un tanque eon p~opied~ 

de~ p~oned{o, mient~a~ que la ~imutaei6n de yaeimiento~ po~ media 

de compftado~a~, pe~mite un e~tudio rna~ detatlado, at pode~ divi­

di~ vi~tuatmente a dicho yaeimiento en un nume~o 6inito de celda~ 

o btoqu~~ y aptiea~ ta~ eeuacione~ 6undamentate~ de 6tujo de 6tu{ 

do.6 en 1~edio~ po~o~o~ pa~a eada cetda conjugada~ a la ecuaci6n de 

batance

1

de mate~ia. 

9 1 

E~ .• mpo,'l.tante ~ enata~ que ta utitidad de to~ ~e~ uttado~ obte.­

nido~ d una ~imutaci6n, e~ta~a en 6unei6n de la de~t~eza y expe-

~ie.neia que. et ingenie~o tenga pa~a inte~p~eta~lo~, depe.ndie.ndo -

de la~ 'lo ndicio ne~ de. e.xplotaci6n de un yacimiento, ya ~~a ·en ~ u­

etapa il~ieial o en una etapa de aju~te. a t~ave~ de ta hi~to~ia -
I 

del yac-~miento. 

V~JNICION -, 

• 
1 • 2 

. ,. 
,) )J 

I . J 
La ~imutaci6n num~~iea de yaeim~ento~, e.6 un p~oce~o mediante 

matematico, inte-

_./ 
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I. -gna. un 

el componta.m~ento de pll.oce~o~ 6£~~co~ que ocunnen en un ya.c~m~en-

to. 

1.3 OBJETrVO 

. I· 

Lo que ~e pnetende a.l ha.cen u~o di'la. ~~mula.c~6n e~ pnedec~n~ 

t [ el componta.m~ento de to~ ya.c~m~ento~ ~ujeto~ a. d~6enente~ pollt~-

ca.~ de explota.c~6n y en ba.~e a. ne~ulta.do~ obten~do~ de d~cha. ~~mu 

la.c~6n, paden ~elecc~ona.ll. la. ma.nena. ma~ a.decua.da. de explota.nlo~.-

Vepend~endo de la. poll~ca. de la. empne~a., la..ma.nena. ma~ a.decua.da.­

de explota.~ un ya.c~m~ento puede nequen~n; ma.x~m~za.n el ga.~to, ma.-

x~m~za.n la.~necupena.c~6n, ma.x~m~za.n la. ga.na.nc~a., etc. 
I , 

Ta.mb~€ en mucha.~ oca.~~one~, con a.yuda. de la. ~~mula.c~6n, ~e -

puede,lleva.n a. ca.bo el de~a.nnollo de un ca.mpo en ba.~e a. una. ~n6on 

ma.c~6n l~m~ta.da., pud~€ndo~e detenm~na.n donde pen6ona.n nuevo~ po--

zo~ o e~ta.blecen un e~quema. pa.na. compa.na.n el a.gota.m~ento poll. necu 

pena.c~6n pn~ma.n~a. y ta. que ~e tendn£a. con ~na. necupena.c~on ~ecun-
d · I ·a · d a.n~a. o necupena.c~ n meJona. a.. 

I .J I · 
La. enonme venta.ja. que ~e t~ene a.l ha.cen u~o de la. ~~mula.c~6n-

e~ que penmtte "~noduc~n" un ya.c~m~ento va.n~a.~ vece~ y en muy d~-

6enente~ ma.~ell.a.~, con to cual ~e pueden a.na.l~za.n d~6enente~ a.lten 

na.t~va.~ y ~,lecc~ona.ll. una. de ella.~; en la. que ~e obtenga. poll. eje~ 

plo, la. max~ma. necupena.c~6n, m~entna.~ que 6£~~ca.mente el ya.c~m~e~ 

to puede pnoduc~n~e una. ~ola. vez, y lo ma~ pnoba.ble e~ que no ~ea. 

en el pnoce-ma~ a.decua.da., da.do que un ennon comet~do 

~ualqu~en ca.mblo ~ub~ecuente. 1 . 

en la 6onma. 

I \ . 

' 1-
---------------~L-

3 
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1.4 VEfiNICION VE UN MOVELO MATEMATICO VE SIMULACION 
,,·• 

,, 

84~ ·camente un modelo matem4tico de ~imulaci6n de ydcimiento~, 

con~i~~ en un nume~o dete~minado de ecuacione~ di6e~enciale~ pa~­

cial~~, que exp~e~an el p~incipio de con~e~vaci6n de ma~a y/o ene~ 
g~a acoplada~ con ecuacione~ ~ep~e~entativa~ de 6lujo de 6luido~,­

tempe~atu~a y/o la concent~aci6n de dicho~ 6luido~ a t~av~~ de me­

dia~ po ~o~ o~. 

La~ ecuacione~ ~e~ultante~, ~on ecuacione~ di6e~enciale~ pa~--

ciale~ ~no lineale~" y ~u ~oluci6n e~ po~ible unicamente de una ma 

ne~a disc~eta, e~ deci~, en un nume~o de punta~ p~e~eleccionado~ -
! 

en tiem~o y e~pacio y no de una mane~a continua; po~ lo cual e~ in 

di~plh~~ble el u~o de un p~og~ama de c6mputo. 

7,5 rlFJRMACION REQUERIVA 

'hi-

Pa~c lleva~ a cabo una ~imulaci6n ~e ~equie~e la in6o~mac£6n 

~iguien. e: 

a) P~op.l"edade~ pet~o6.£~ica~. 

Po~o~idad ( cp ) 

Pe~deabilidad ( k 

- Satt~~acione~ de agua, aceite y ga~ ( Sw, S
0

, Sg 

- P ~eJ. i6n capita~ ent~e d-(..6 e~ente~ inte~6a-6 e~ 

· (Pc , Pc Pc 
11-. w-o o-g' g-w 

- Pe~meab.i.lida.de~ ~elativa~; al agua, at aceite y al ga~ 

fz. r g ' ~>.:' • 

I b) lo~ 6luido~ del yacimiento 

,. 

4 
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- FactoJt.e..o de. volu.me.n ( Bw I Bo 1 Bg ) ' ·~¥ .. " 
-Re.lac,(c5n de. .oolu.b,tl,tda.d ( Rs 

- V,{..!J co.o,tdade..o (JJw,Jlo,)Jg 

-Comple..!J,(b,tl,tdade..o { cf' cw' C.O I cg 

c) L{.m,t~e.-6 de.£. yac,(m,(e.nto. 
\ ... .., ~. tl 

d) CaJt.ac.te.Jt.1J.>t,(ca~ del acu.16e.~o qu.e. ~ode.a al yac,(m,te.nto 

e.} Cu.ando ~e. tJt.ata de. hace.Jt. un aju..!Jte. de. la h,{..!JtoJt.,(a del yac.,(m,te.n­

tol 6l Jt.e.qu.,{.e.Jt.e.n; Jt.,{.tmo.o de. pll.odu.cc.,(c5n, de.c.linac.,t6n de. la pJt.e.--

-6 ,{_ 6 n I e.t • t ' , 
1 

Tanto la.o p~op,(e.dade..!J pe.tJt.o61-6,(c.a.!J como la~ p~opie.dade..!J PVT 1 -

.oe. de.te.Jt.minan e.n e.l laboJt.atoJt.,(o a tJt.av~.o de. mu.e.-6tJt.a.o del yac.,(mie.n­

to, qu.e. ~f pnoc.u.Jt.a .!Je.an Jt.e.pll.e..oe.ntat,(va-6. Re.gi-6tJt.o-6 e.i.~c.tJt.ico-6 obt~ 

n,tdo~ du.n~nte. la pe.n6oJt.ac,tc5n pll.oponc,tonan ,tnt)onmac,(6n c.omple.me.nta­

~,(a1 ne.ce.-6aJt.,(a e.n la coJt.Jt.e.c.ta e.valu.ac,(6n de. la.o pll.opie.dade..o pe.t.no-

6 l.o ,t c.a.o 1 \ l · ""!' , 

I Lo.o l1~,tte..o de.l yac.,(mie.nto y la.o c.anacte.n14t,tc.a.o de.l ac.u16e.Jt.o, 
I 

.oe. de.te.Jt.minan con e..otu.dio.o ge.ol6g,tc.o.o· ayu.dado.o de. m~todo.o indiJt.e.c.-

to.o c.omo -6 ~n lo.o Jt.e.gi-6tJt.oJ.> ge.o 61.o,tc.o.o, e.tc.~~ 
Ve hum{ ~mpo~tanc~a en un e•tud~o de yacimiento• po~ medio de-

4imulac.i6n ,\ e..o la de.te.tr.minac.i6n de. la.o pe.Jt.me.ab,ti.idade..o ~e.lativa.o y 

la.o p~e..oio ne..!J c.apilane..o. La.o pe.~me.abilidade..o ne..tativaJ.> de.te.nminan­

e.l t)lu.jo 6Jt.tc.c.ional de. la.o t)aJ.>e.-6 y poll. e.nde. lo.o Jt.e..oultado.o del .oi­

muladoJt.. Ob iame.nte. la.o c.unva.o obte.n,tda.o e.~ e.l labo~atoJt.io e.n pe.--

qu.e.no.o nu.c.l~o.o, c.u.ya.o dime.n.oione..o -6e. mide.n e.n c.e.ntlmet.Jt.o.o, de.ben -

J.>e.Jt. aju.-6tada.o ante..o de. pode.Jt. u.~aJt..oe. en un ~imu.ladoJt. c.u.ya.o c.e.lda.o 

.oe. mide.n no~malme.nte. e.n c.e.nte.naJt.e..o de. me.t.Jt.o.o. La e.val~ic5n opoJt.tu.­

na y .oi.ote.matic.a de. un c.onjunto de. "p.oeu.do pe.Jt.me.abiLidade.o Jt.e.i.at,t-

5 \ 
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-va~" e~ un p~oee~o indi¢pen¢able y a menudo olvidado en la ¢{mula 

ei6n matem~tiea de yaeimiento~. 
.1i 

Lh~ leu~va~ de p~e~i6n eapila~ ~on neee~a~{a¢ pa~a pode~ de¢e~i 
bi~ la .~{¢;(:.lt.ibuei6n de aatu~ac.ione~ y el tamano de la zona de t~an 

lo~ eontaeto¢ agua-aeeite y ga~-ac.eite. 

1. 6 RESI LTAVOS 

Lo¢ ~e.6ultado¢ t1pic.o~ que .6e obtienen de un p~og~ama de .6imu­

laei6n, eon.6i~ten en la di.6t~ibuei6n de p~e.6ione.6, .6atu~aeione.6 en 

eada unc de la~ c.elda~ en la~ que ¢e ha dividido al ya.eimiento, 

a..61 come ~elaeione~ agua-aeeite y ga~-a.eeite pa~a. f.o~ pozo.6 p!toduS:_ 

'•· ) -

Si f.ay inyeec.i6n de 6luidoa, ~e obtiene; o el Jtitmo de inyee-­

ei6n de lo~ pozo~ inyeeto~e~, o la.6 p~e~ionea nec.e~a~ia~ pa~a in--

yec~~~ lr• volumene• e•~~blecld••· •• 

1 • 7 UTI L IVAV VE LA S I MU LAC I ON 1 
), ' 

uJ mldelo m~~eml~co de almul~cl6n c~llb&~do ~decu~d~m•n~e. e• 

f.a he~~amienta ma~ pode~o~a. c.on la que euenta un ingenie~o pa~a p~ 

deJt p~edeeiJt c.on eie~to gJtado de p~eei.6i6n el c.ompoJtta.miento de un 

yac.imiento .6ujeto a di6e~ente.6 pol1tiea.6 de explotac.i6n. ' 

Aan ruanda en oc.a..6ionea no .6e eonozc.an la..6 c.a~a.c.te~1.6tic.aa pe­

t~o6l¢ic.oc.6 de un yaeimiento La. aimula.ei6n puede .6eJt atil en obte-­

neJt la .6en.6ibilidad de loa ~eaultadoa a va~iac.ionea en la de.6c.~ip­

ei6n en tl yaeimiento. Po~ ejemplo .6i ae tiene una p~opiedad "x" y 

6 
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~abe que dieha p~opiedad puede va~ia~ en un ~ango de x a x -
1 2

1 

e~ deei\, x1 ~ x ~ x2 y ~e e6eetuan 2 6 3 eo~~ida~ de ~imutaci6n,-

~i lo~ ~~~ultadoa no va~Lan mueho ~e puede: 

1) raJa~ como buena una de la~ p~ediceidne~. 
I 2) Retegf~ a ~egundo tl~mino e~6ue~zo~ e~peciale~ pa~a medi~ eon -

pneci~i6n dieha p~opiedad. 

~J\ pj~ et contka~Jo toh ~e&uttadoh d~ &Jmutak et yacJmJento 

eon di6eJente~ valone~ de La p~opiedad "x" va~lan eon~idenablemen­
te, entonce~ ~e debe tene~ e~pee..i.al cu..<.dado en La obtene..i.6n de la­

diat~ibuc.<.6n de la pnopiedad "x" en di6e~ente~ ~~ea~ del yacimien-

t; 

to pa~a mejo~a~ la de~enipei6n del m..i.~mo, ya que ~u di~t~ibuc..i.6n 

a6ectan« ,on~..i.denablemente la ~eeupe~aei6nJ 

tun ~4 hay di6e~eneia en lo~ ~e~ultado~ al va~..i.a~ la~ p~opied~ 

de~, ~e puede t~ata~ de bu.~ea~ eie~ta~ invaniante~ en La necupena­

ci6n po~ m~dio de d£6e~ente~ 6o~mah de explotae..i.6n del yac..i.miento) 

Ejempta: I I " 
Si el ~alan a~ignado a una pn~;iedad, '~~;amo~ po~o~..i.dad e~ 

(¢1}, y lo~ ~e~ultado~ de una ~..i.mulaei6n .indican lah higu.ienteh ~e 

c.upe~ac..i.~ ne~: 
- Po~ agota~iento. natu~al 20% 

- Po~ un mltodo de ..i.nyecci6n A 30% 

- Po~ un ml1odo de ..i.nyecc..i.6n B 40% 

El .inc~ menta en La ~ecupenaei6n 

' \'-.. 

al apl..i.ea~ el mltodo de ..i.nyec. 

cion A ~ de 50% y el inc~emento al aplican el mltodo de ..i.nyece..i.6n­

B es 100% 

Aho~a, ~i el valo~ ah..i.gnado a la pono~idad e~ ~ 2 y lo~ ne~ulta 

do~ indican ~ue La ~ecu.penac...i.6n e~: 

7 
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+ 
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- PolL 

- PolL Ln mltodo de ~nyeee~6n A 35% 

- PolL ~~n mltodo de ~nyeee~6n B 4 7% 

tn le~te ea~o el ~neltemento en la ILeeupeJtae~6n al apl~ealt et ml 

todo d". ~nyeee~6n A e~ de 52% y el ~neJtemen.to eoJtJte~ponde al mlto­

do de ~.1nyeee~6n B e~ de 104%. 

Ve lo anteJt~oiL ~ e ob~ eJtva, que at1n hab-iendo va'Jt..iae.£one~· en ta~ 

p1Lop.£ea~de~ de ct> 1 a ct> 2 , lo4 ~neJtemento.6 ealeulado~ palta ambo.6 mlt£_ 

do4 de inyeee~6n ~on pltaet-icamente lo~ m..i.6mo~ polL lo que .6e deduce 

en e.6te ea.6o no e.6 neee.6aiL-i.o eonoeelt toda la .£n6o1Lmae-i6n en 6oJtma­

piLec-i4al En una 6o1tma ma~ 1Leal-i4ta, la p1tee~.6~6n de la ~n6oJtmae~6n 

d~be .6er p!topolte-ional a la ~en~~b~l-idad de lo~ Jte~ultado~ a vaJt-ia­

c~one~ te d.£eha ~n6oJtmae~6n. 

I 
1. 8 CON~>ECUENCIA VE UNA INFORMACION VEFICIENTE 

II 

I 
La cnteJt..ioiL no ~~gn~6.£ea que la ~-imulae~6n de yac~m~ento.6 deba 

I 

apl~ealt}.e en cualqu~eiL oea~-i6n. Vadala complej~dad y .6o6~~t~ea­

e.£6n de la .6-i.mulae~6n numlJt~ea de yae~m~ento4, ealtece de ~ent~do -

4U u~il~zae.£6n ~.£no .6e tJtata pltev~amente de obteneiL buena ~n6o~ 

mae~6n, debido a que la eon6iab-il-idad de lo~ Jte~ultado~ de una .6~­

mulac~6nl e~ta en 6une~6n de la -in6oJtmae~6n p!topolte..ionada. 

I 

Pa~a u~alt la 4.£mulae~6n ap!top~adamente, .6e e~tan a eont~nua- -

e~6n c~etta.6 eon~-ideltac-ione~ 6undamentale4. 

- Se deba haeelt un mue~tJteo adecuado y ~u6~e~ente, pa~a a~eguJtaiL -

que la ~n~o1tmae~6n ~ea Jteplte~entat~va del yae~m~ento • 

8 
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- 'AL de.~e.~mina~ Lah p~opie.dade.4 pe.t~o6L~ica~ y pVT de. La~ mue.ht~a~ 

I 

~e. de.b:e. t!i.ata~ de. ap~ox.ima~ aL maximo La-6 c.ondic.ione.~ que ~e.a...t-­

me.nte. ~~e.vaLe.c.e.~dn en e.L ya.c.imie.nto. . 

- Ea imp~~ta.nte., t~a.ta~ de. ~e.p~oduc£~ en e.l la.bo~ato~io, lo.a me.c.a-
·~ 

nihmo.a \de. de.4plazamie.nto que ope.~a~an e.n e.l ~ac.imie.nto pa~a de.--

te.~mina~ la~ pe.~me.abilidade.~ ~e.Lativa~ que tanta t~a~c.e.nde.nc.ia -

~ a~e.ale..a o t~idime.n~ionaLe..a, e.h indi.ape.n.aabLe. e.6e.c.tua~ p~ime.~o e.a 

tudioh ~n .ae.c.c.ione..6 t~an~ve.~.aaLe.~ que. pe.~mitan de.te.kmina~ la.a 

c.u~va.a de. p.ae.udo pe.~me.abilidad 11.e.Lativa que. pe.kmitan c.alibka/1. 

Lo.a ~e.4\Lta.do4 de. un mode.la buJtdo c.on c.e.tdaa 11.e.tativa.me.nte. gkan­

de..a a Lq.a ~e..aultadoa obte.nido~ al utiLiza~ una me.jo~ de.6inic.i6n­

de.l ntlme,~o de. c.apa.a y c.on c.e.ldah mah pe.que.Yia~ 

\ lSi po~ e.l c.ont~a~io la in6okmac.i6n di.aponible. ea in4u6ic.ie.nte.­

'J ade.mah n ~e.n~e..ae.ntativa, ta utiliza.c.i6n de. un mode.to 4impli6ic._a 

:o t~l ~om l~ eeuaelonea de bal~nee de ma~•la, aplle~d•• eon ) 

bue.n c.~ite. io inge.nie.~Ll pue.de.n utiliza11..ae. c.on ve.ntaja. 4ob~e. un mo 

I 

de.Lo de. .ai ulac.i6n. 

7ndi4c.jtible.me.nte., un mode.lo mate.matic.o ade.c.uadame.nte. aju.atado 

que. ha pe.kmitido ~e.p11.oduc.i~ La hiatokia de. un ~ac.imie.nto, e.a e.L -­

inat~ume.nto\ ma.a pode.~o.ao paka pne.de.c.ik, co~ e.L ma~a/1. gnada de c.on-

6ianza, e.lvrmpMtamlento de dieho .. Y,·.~:mlento.) 

~ 1. 9 T7POS ~ S7MULAVORES 
\ .).i . 

1.9.1 MOV~LO VE CERO VIMENSIONES 0 MOVELO VE TANQUE 

(Po~ conaide.kan al yac.imie.nto coma un tanque.) 

9 
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~ ... 
E& e made.Co, ~upenr qtH~ ef ~{aclmiotto ~c cMtlpo-'lta c.omo un tan-

f. 
que c.o. p!r.ap.iedade..6 p!r.ome.d-<.o, ade.ma~ ~upone. que .ta~ p!r.op.ie.dade.& 

PVT .&Oil 6unci6n de. .ta p!r.e.~i6n media y que. .ta peJr.meab.i.t.idad Jr.e..tat.i­

va e.& t~nicame.nte. 6 unc.i6n de. .ta .6 atuJr.ac.i6n media. 

A e.61e mode.ta c.omunmente ~e .te .t.tama balance. de. mateJr.ia (F.ig. 7). 

l.9J .. ( 

MOVELOS VE UNA VIMENSION 

I . 

;iclo mode..to 6ue ge.neJr.ado p~:J-.~U1CKLEY-LEV'j:~tTT, pa!ta ~)~~ una -

.&o.tuc..tck anaL(t.ica al compoJr.tarr:..iento poll. Jr.ecupe!r.aci6n -ee.cundaJt.ia. 

En .&.imulac..i6n de. yacim.ie.n~o.& die~. mode.lo .&e. puede. ap.ticaJr., .&i .&e-

t.ie.ne ur yac.imie.nto (1'1 ~l que. e.l 6lujo en una d.iJr.e.cc.i6n e.& p!r.e.do-­

m.inantet Poll. ejemplo en .to.& ca.&o.& de. inyLc.c.i6n de. ga6 en la c!t.e6ta 

de. un y~c.im.iento a en .ta inyecc.i6n de. agua (o entJr.ada natuJt.a.t de -

agua) • p~!t. e.l 6lanc.o de. otJt.o yac.-i.m.ien:ta (Fig. 2). 

En tna d.imen6i6n tamb.i~n ~e- pue.de ut:.i.tizaJt. urc mo.delo en 6oJt.ma­

~ad.ia.t.jE•~e modelo e• U~~l pa~a p~ueba• de 6o~mao~On y p~ueba• .de 

~ncJt.e~e :to a decJr.emen:ta de. p~e..&~6n. En c.ada ce..tda .&e. pue.den vaJt.~aJt. 
p!t.o p.ied.~de.6 tale.6 como poJto6.idad y pe.Jt.meab.il.idad (Fig. 2 a) • 

1 • 9. 3. /JOVE LOS VE VOS V! MEIJS 1 OIJES --
1.9.3.1 MOVELO AREAL • .• .,. ,... ,.· '1. \! "17 r! : 

de la6 p!r.opiedade6 en do.& diJt.e.ccione.6, p~ 

d.i 6 e1t.en-1:e6 · p!t.o 6 und.idade.6 a .ta6 ce.tda6 de.t modela, el cual puede 

~L_-__ 10 
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po~ una malta. E~~e modelo .&e apliea a yaeimien--

~o4 donde gene~almente lo.& e~pe~o~e~ 6on pequeno6 con ~e4pec~o a -

hU ~~ea r no eX~h~e <6<C~O muy ma~oado de <h~~a~~6Jcac~6n 0 he ha­

gene~ado un eonjunto adecuado de p4eudo pe~meabilidade6 ~elativa¢-

(Fig. 3al. 
7.9.3.1 OVELO VE SECCION TRANSVERSAL 

----------------------~~~~ 

I . I Ot~o 1ipo de modelo de do¢ dimen6ione~ 
taci6n de\4eccione.& t~an4ve~~ale4 en donde 

I 
~' .. '. 

~e tiene en la ~ep~e4e~ 

la~ p~opiedade~ de la.&-

capa~ va~lan. La utilidad de e~~o~ modelo~ e~~~iba en 6u ve~6atili 

dad en la de~c~ipci6n de la di4t~ibuci6n ve~tical de ~atu~aeione~­

de avance ~e un 6~ente (ga6 y/o agua) adema6 de ~e~ lo6 in~t~umen-

to.& pana lt obtencion de la6 meneionada6 cu~va.& de p6eudo pe~meabi 

!~dad IL<~ay:va {Fig. 3b). 

1.9.3.3 MOV~LO AREAL VE VOS VIMENSIONES EN FORMA RAVIAL 
~-----------------------------------------------

InclulJ algunah de to.-> conh-ide~<tc~oneJ 'de.f. mode-to an~elt~M 
ademd6 de la ventaja de pode~ analizan con mayo~ detalle lo6 cam-­

bia~ b~u4 eo~\ de p~e4i6n y .&a.tu~aci6n que ocu~nen en la cencan..la de 

lo6 pozo.& (Fig. 3c}. 

1.9.4 MOVELOS TRIVIMENSIONALES 

,, 
·,, 

.4 

Ex~•~el jaolm~en~o• oon e1pe1o~~ muy ~~~nd~, po~ to que e1 - ~ 
nece6anio con6idena~ va~iacione.& .tanto honizontale.& como ve~ticale.& f 

II 
\ 



• 
. ,, l . ~·,"' 1' "'1: '. 

(f-ig. 4). Ot~o t-ipo de modelo de t~e~ d-imen~-ione~, ~e puede ~ep~e-

~enta en 6o~ma kad-ial (Fig. 4a). 

! ~ 1. ll.tPOS VE FLUJO 

~ 1 

aqu..l ~e han mo.t>t~ado ~olamente va~-iac.-ione.t> en la geome--

tk.la c ~ea la~ d-imen~-ione~; ~-in emba~go, en el yac.-im~ento ~e pue--

den 

c.o, 

tamb~tn va~~o~ t-ipo~ de 6lu.jo, c.omo ~on el monofia~~ 

t~~6a.t>~c.a. 

. ·• ' 
1. 7 01. 7 FLUJO MONOFASICO 

·.'t 

~ '·'~ 

~l 6lu.jo m 0 n 0 6 a~ ~c. 0 e~ta dado po~ el 6lujo de u.n .6 6lo 6lu.-ido -
en pa4 ~c.u.la~. Po~ ejemplo en lo~ ac.u..l6eko~ el agua; ac.e~te en u.n­

yac.~m-i nto bajo ~atukado a ga~ en u.n yac.~m~ento de ga.t> volu.m~t~~c.o. 

7 • 7 0 . 2 FLU J 0 B I F AS I C 0 

Se 
I 
\p~e.6 enta 

ejempla: po po~ 

. I 
G a~ y A c. e-it e : ii: · 

I 

Agu y Ac.e~te: 

' ,j Jt' ', ~~ 1·, ' 

Agu y Ga~: 

::.: .. 

\.l : 

En un yac.~m~ento que p~odu.c.e po~ empuje de -

ga~ d-i~u.elto l-ibe~ado. 

En u.n yac.~m~ento bajo ~atu.~ado c.on ent~ada -

de agu.a, c.uya p~e~~6n ~e mant~ene a~~~ba de­

la p~e~~6n de bu.~bu.jeo. 

En un yac.~m~ento de ga~ c.on ent~ada de agu.a­

o c.uya ~atu~ac.-i6n de agua c.ongen-ita e~ mayo~ 

12 
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que la aatu~aei6n e~ltiea. 

1. 10.3 FLUJO TRIFASICO 

Se p~e.oenta euando hay 6lujo de t~e.o 6lu~do.o a la vez: agua, -

aee~te t:f \lga.o. E.ote ea.o o .6 e c.ontempla ·en yac..<.m.<.ento.6 qu.e p~odu.c.en -

po~ empuj1e eomb~nado, en lo.6 qu.e la ent~ada de agu.a, el empu.j e de-
I 

ga.6 d.<..ou.elto y/o el empuje de un ea.oqu.ete o~i.ginal o .oeeunda~io 

t~ene in6luenc..<.a en la p~odu.c.e.£6n. 

Po~1 t~do lo ante~io~ .oe puede tene~ eombi.nac.ione.o ent~e mode--

lo.o y ti.p~.o de 6lu.jo; e.o deei~, .oe pu.ede tene~ un modelo de una d.£ 

men.6~6n c.~n 3 6a.oe.o o bi.en uno en 2 dimen.oi.one.o eon 2 6a.oe.o o gen~ 
I 

~ali.zando tin modelo de 3 dimen.o.<.one.o eon 1, 2 6 3 6a.oe.o. 

I. I 
-b1.11 MOVELOS COMPOSICTONALES 

Ex£J~e~ ot~o.o t~po.o de modelo.o, donde no .o6lo ·.ae toma en c.u.en-

ta la va~iac.i6n de la gtomet~la y el ti.po de 6lu.jo, .6i.no tamb~en -

la
1

va~iaei6n de la eompo.oiei6n de lo.o 6lui.do.o del yaeimi.ento ale! 

plota~lo.o.En e.ota eatego~la .oe ~neluyen lo.o yaeimiento.o de ac.e~te­

vol~til y lo.o yac.imi.ento.o de ga.o y c.onden.t>ado eon c.onden.oaei6n ~e­

t~6g~ada, pl~a lo.o c.u.ale.t> .oe debe toma~ en c.uenta la eompo.oic..£6n -

de lo.6 6luido.o o~i.gi.nale.o. Con.oeeuentemente, e.ote ti.po de .oimulado 

~e.6 pe!tmite 1p~edee.£~ valtiac.io ne.o en la eompo.o.<.e.£6n de lo.o 6luido.o­

p!todue.<.do-6, a.ol c.omo valti.ac.ione.o en lo.o ga.oto.o y p~e.6i.one.o del ya-
\ eimiento. 1 

13 
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1.11 I OVELOS TERMICO; 
I 

I I 
Cuan.do 

joJtadJ poJt 

~e ~ome~e un. yae~m~en.~o a un. pJtoee~o de JteeupeJtae~6n. me­

med~o de un. m~~odo ~~Jtm~eo, como poJt ejemplo la ~n.yee- -

e~6n. c:e. vapoJt o la eombu~~~6n. ~n.-~~~u, · ~n.de.p~n.d~e.n.~e.me.n.~e. de. e.x~~--

~~Jt 6l.ujo de. 6lu~do~ e.n e.l me.d~o poJto~o a eau~a de. gJtad~e.n.~e.~ de 

r pJte.~~Cn., ~e. ge.n.eJta un. ~n.~e.Jteamb~o de eneJtgla en. el yac~m~e.n~o, va--

Jt~ae~cre~ de. ~e.mpe.Jta~uJta y v~~eo~~dad de. lo~ 6lu~do~, e. 0 e.e~o~ de. -­

de.~~~ike~6n. y/o cJtaque.o, e.~e. E~~o~ ge.ne.Jtan. una ~e.Jt~e. de. mod~6~ea--

cLon~:l::.::•o:~:::~:d:: ::~:::.:l::d:::don olabo~a~ modoloa quo -

Lnvolui~on ~an~o laa va~LacLonoa do 6lujo, como laa va~lacLonoa on-

' la4 pJt~p~e.dade.~ de lo~ 6lu~do~ de.l yae~m~e.n.~o e.n 6un.e~6n de. lo~ 
e.6~e~o~ eompo~~e~onale.~ y/o vaJt~ae~on.e.~ e.n. la~ ~e.mpe.Jta~uJta~. 

1·-.-.·. 
·.; 

• F 

---·-r·-·-" --

14 
.-r"e, 



l_. l 
' 

I ' 
. 

'
' 

' 
t/ 

f 
Gas 

I 
I X I 

~~· !U$¢:S , ... ; • =·-- . 
I I 

" Diagrama Indicativa para la selecci6n 

I I 
I 

Petr61eo Negro 

I 

de un Simulador " 

Tipo de Yacimiento 
t; 

,. . . ': I 

1 I 
Petr6leo Volatil Gas Condensado 

' ' ' 

~.I 

Dimensiones 
\ ' t 

I 
o-p f· I 1-D I 2-0 f 3-D J 

Geometria 

I J I 
X-Y I I X-Z \ I R-Z fx-v-zj r R-8-Zl 

lFlujo de Fluidos 

I 
f I 

I Monofasico I Bifasico I Trifasico Composicionall 
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FIG. 1 MODELO DE CERO DIMENSIONES 

HORIZONTAL 

1 .. ·· .. ; ... ·. ~ ! 
;; 

.,. 
~· 

I ' 

INCLINADO 

VERTICAL 

FIG. 2 MODELO DE UN A DIMENSION 

'
· .. I ' 
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FIG. 3b DE
1 

SECCION TRANSVERSAL 
·'). 

ESTRATOS 

FIG. 3c 
FORMA RADIAL 

I 
MODELOS DE DOS OIMENSIONES 
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2. 2 

2 • 3 

2.4 

2. 4. 1 
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2. 4. 3 

2.4.4 

2.5 

2 • 5. 1 

2. 5. 2 

2. 5. 3 

2.6 

2. 7 

2. 8 
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C 0 N T E N I V 0 

. I " 
PRINCIPIOS BASICOS Y ECUACIONES VE FLUJO 

r n:tJr.o duc.c..£6n. 

Potencial de 6lujo. 

Ley de VaJtc.y. 

I 

Ec.uac.ion de c.ontinuidad y di 0u¢ividad. 

Ec.uaeion de eontinuidad paJta un ¢olo 6luido. 

Eeuac.ion de di6u~ividad. 

T ipo¢ de 6luido¢ ·I 
! 

Ec.uac..<.one¢ de e¢tado. 

Ve¢aJr.Jtollo de ec.uac.ione¢ pa!ta lo¢ di6eJtente¢ 

tipo¢ de 6luido¢. 1 

Ec.uac.ion paJta 6lujo inc.omp!te¢ible. 

Ec.uac.ion palta 6iujo tigeJtamente c.ompJte¢ible. 

Ec.uacion de 6lujo palta un ga¢ !teal. 

Fo!tmulac.ion integJtal de un p!toblema tJti6d¢ic.o. 

Condic..<.one¢ inieiaie¢ y c.ondic.ione~ de 6Jtonte-

Jta. 

RequeJtimiento¢, data¢ geneJtaie¢ y pltepaltac.ion 

palta un ¢imutadoJt.l 

20 
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C A P I T U L 0 2 

.( 

PRINC1 IOS BASICOS Y ECUACIONES FUNVAMENTALES 

. I 

2.1 If.;TROVUCCION 

; \''"·· 

El 6lujo de 6lu~do~ en media~ po~o~o~ e~ un 6enomeno muy eompl~ 

jo y como tal no puede ~e~ de~e~ito explieitamente. 

~n~6lujo a t~avl~ de tube~la~ o eondueto~, e~ po~~bfe medi~ fa­

fa e~paeidad de 6iujo como 6un- -fong~ttd y ei diamet~o y ealeula~ 

e~6n d~ fa ealda de p~e~~6n; ~in emba~go, ef 6fujo en media~ po~o--

-60~ e~ ldi6e~ente, ya que ~e t~enen que eon~ide~a~ eeuac.~one~ que -­

de~ c.~~ I> an ef 6fuj o de fo~ 6iu~do~ en una, do~ o t~e~ 6a~ e~ 1 a tit a-­

vl.-6 de l"c.a:nale~ de 6fujo" que p~e~entan va~.iac.~one~ de uno o va~.io~ 

o~deneJ.. de magn~tud en donde io~ · 6iuido~ pueden ~ell. tJt.atado~ como -.. 
inc.ompJ~~~bfe~ 1 f~ge~amente ~nc.omp~e~~bfe~ o eomp~e~~bfe~. Adema~ -

~J pa~a ~cr~e~ entail. ef ~i~ tema de 6luj o p&"eden eo n~~de~a~l.l e una 1 dol.l o 

t~e~ d~.men~~one~, ~nc.fuyendo 1 ~~ -6e de~ea 1 hete~ogene~dad en fa~ -­

p~op~eGkde~ pet~to61~ic.a~ 1 e~ec.to~ g~avitac.ionafe~~ e6ec.to~ c.ap~fa-­
Jie~ y ~nan~6e~enc.~a de ma~a entlte fa~ 6a~e~. 

2. 2 POTENCIAL VE FLUJO ( ~) 

El roteneiai de 6fujo eomb~na fo~ e6ec.to~ de p!te~i6n eon lo~ -­

e6ec.to~ g~av~tac.ionafe~ y ~e de6~ne po~: 

4> = p - pgV 

\ 

( 2 • 1 ) 

en dond 

1: .. 
't 

J 

i 
21 
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I 

41 = (p,PJ 

Pg = e.-6 el pe-6 o e-6 p e. c...( 6-i. c.o 

V = e-6 la pko6und-i.dad (po-6-i.t-i.va hac.-La abajo} med-tda a -

Ve a uvr_do a la• un.£dade• comunmen.td Mada6 en .£ngen.£eJt.£a pe.tJt£_ 

pa~t-i.~ de. un plano c.onve.n-Le.nte. de. ~e.6e.~e.nc.-La. 

le.~a, e.£ pote.nc.-ial pue.de. .6e.~ e.xp~e.6ado c.omo: 

i La va~.{ 

valente. a£ 

;,;._]•. 

i • ' 

~ = p + 1 _£J_ Ph t··· 
I 
~ ' 

{ 2 • 2} 144 9c. 
') 

q, 1 ..iL pV ;; . .).; = p - -
144 9c. 

.. 
( 2 • 3} 

"' p~e.-6-i.on (lb /pg 21 

= de.n-6-i.dad (lb/p-i.e-6 3 } 

9c. = c.on.6tante. g~avitac.-i.onal c.ond-i.c.ione.6 no~male-6 y e-6 

-i.gual a 32.2 p-i.e-6/'.le.g~ 

1 
. . 

c.-ion del pote.nc.ial e.n una d-i~e c.-ion ho~-i.zontal e-6 equ-i-

dx ( 2 • 4} 

S-in e.mbc~go, la va~-iac.-L6n del pote.nc.-ial e.n la d-i~e.c.c.-ion ve~t-i.-­
c.al -i.nc.luye amb-Lln e.£ e6e.c.to g~av-itac.-Lonal: 

d~ 

dz 
dp 1 g 

= ---- p 
dz 144 9c. 

22 
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2. 3 J· VE VARCY 

; { 

La f..e_y de_ VaJtc.y e4tablec.e la p!topa~c.lorialldad de la veloc.ldad -

de_ 6lujo de un 6luldo homogtneo en media poJto4o c.on el gJtad~ente de 

) ' 

( 2 • 6) 
en donc:e 

q = vA 
·.- ~~. It L ( 2 • 7) 

1 ; 

Pall. c.amblaJt el 4lgno de pltopoJtc.lonalldad poll. el 4lgno lgual e4 

nec.e4aJr.fo tomaJt en c.uenta tanto la4 c.aJtac.te~l4tic.a4 del medio poJto-

4o (peJt~eabilidad) c.omo la~ del 6luldo (vi4c.o4idad); a4l paJta 6lujo 

hoJtiz~n.tal la ec.uac.l6n de VaJtc.y 4e expJte4a c.omo: 

q 

A 

k. dp 
=- ---

lJ dl ( 2. 8) 

L t lldez de la ec.uac.i6n anteJtioJt pJtel.lupone la-6 .6lguiente.6 c.on 
dlc.loneJ.J: 

I 
I a) Fluido homogtneo (una 4ola 6a4e) 

b) No exl4ten Jteac.c.ione4 qulmic.a4 entJte el 6luldo 1J el me-

dio poJto4 o. 

c.J La peJtmeabilidad e4 independiente del 6luldo, de la tern 

peJtatuJta, de la pJte4i6n IJ d~ la loc.alizac.l6n. 

d) Rtgimen f..aminaJt. . I: .. 
e) No exi4te e6ec.to de Klink.enbeJtg. 

6) Flujo peJtmanente e inc.ompltel.lible. 

j 
I 



' 

l, 

-------... ,_-~...._~ ·--~-­'~ .. :; "".I 

El •lgno (-) de la eeuaelln anlcklok, Jukge al eonJldekak que -

la p.,leJ-i6n di•ml•wye cuando la long itud aumcnlc y H -tequle•c paka-
eompen~1~ el ~~gno nega~~vo 

del gJzad.-ien~e. 

, 1-

1 

en la pJ1e~~6n eomo la va~z.~ae~6n en la 
Pak,, 6lujo lncllnado -. neoe.aklo eon•ldekak lanlo la vaklael6n 

C~!z.ga g!z.av-<-~ae-<-onal. 
I 

q k dp + 
J I ( 2. 9} 

v = =-- - p g A 11 dl 

,-,I -, 

d 

La !z., z6n del .6~gno ( +} ~e Jz.elae.-iona con la d.-i~z.eec~6n que .6e le-
f de a "i!' la eual puede Jek poJlU.va haela akklba o vleevekJ a. 

AhJk,l b-ien, la veloeldad a la que • e keMeke la eeuacl6n de 

Vakcy e• la veloeldad apakenle, pok lo que Jl Je de•ea evaluak la -

velacldadlkeal habk4 que dlvldlk la velocldad apakenle pok la poko­

~~dad e6e~~~va del med-ia, o ~ea: 

u. 
- t:. •. 

med. = 
(2.70} 

don de 

v · = veloe.-idad !z.eat o med-ia. med 

~ = veloe.-idad apa!z.en~e. 

t 

I La ecuc ~ c.-i6 n de VaJz.cy en 6oJz.ma 
i . 

vec~o!z.~al ~e exp~z.e~a como: 

-+ -+ 
k a~ u v = T = - llr 3T (2.71} 

. ' ' 

(2.77} : 
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- La v.l<\C.O~idad (JJ } e.<\ un e.<\c.ataJt. 

f - La PO!It0.6-idad (<t> ) e.6 un e.6c.ataJt • 
.... 

La vLitoc..{dad ( v } polt :te.ne.Jt magni:tud, d.£Jtec.c..£6n fJ .6 e.n.:t-tdo e-6 un. -
ve.c.:tcJt. 

- Et pc:te.n.c.-iat ( ~~ ) :tambi~n e.~ un ve.c..toJt. 
-+ i .. , ' 

- La peJtmeabit-idad ( k ) e.6 un :te.n.6olt, c.~paz de in.6lu.£Jt e~ ~a d.£Jtec.-

c..£6n de 6lujo, la c.uat no .6-iemplte e.6 gobeJtnada exc.lu-6-ivamen.:te polt 

et k1t1d.£e.n.:te de plte.6.£6n. 

Vad j.6 
n.en:te-6 ~ e 

lo.6 eje.6 x, y, z no nec.e.6alt~amen.:te oJt:togonate.6, la.6 c.omp~ 
la vetoc.~dad -+ 

v ( U. , u , U. ) .6 e explte<\ an., de ac.ue.Jtdo a -X y Z 

la tey (~e VaJtc.y, como: 

I 

ac:> 
+ k XY 

ac:> 
k ~z 

aq, 
(2. 72) u1 

= - -- k xxax- ay- + ~ az 

-I 

k J<!> 
k a<P 

k ~ (2.73} 
u = - -- + -+ y 

~ yxax yy dlf yz 3z 

7 k ~ a<P - 7 zx ax + k.z.y ay 
u = . z; 

( 2. 14) 

I J . d La m, :tJt-iz :ten..6olt e peltmeabil~dad :tiene nueve c.omponen:te.6: 

I 

k k Cl k 
XX xy XZ 

k yx 

k zx 

k 
YY 

k zy 

k yz 

k zz 

. :t i m-<..en lta.6 ue la veloc.idad If el po:ten.c.~al, .6~endo vec.:tolte.6 :tienen --

:tJte.6 c.omponen:te.6 .6olamen:te: 

.2..!_,~, 
a y a z 

25 
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'

i': 

' !i 
:: 

-~ .. ---.,. -- .. I I 
~:aa u 

. '. 
J· ,I 

i 
""I N 

munmen~, la4 J~gu~en~e• JupoJ~o~oneJ, pa~a •~mpl~6~oa~ la• eouao~o­
ne-6 : I 

' 

~ I kxy = /.:lyx'kxz = kzJt kyz = kzy 

k XX kxy k. xz 

k , .. ,,. · ..... 

k xy kyy' kyz (:._ 

::h 
! ' 

k xz k yz k zz 

j, I .· 

' 

k XX 0 0 

f 
I 

0 
k YY 0 

J 
0 0 k zz 

I 
I 

En don<e loJ efe• Jon o~~ogonaleJ y eJ~4n alineadoJ con laJ d~-
~eoo~oneJ I' ~no~paleJ de 6lujo. PM to que la4 oomponen~e• de la ve 
.lo c.-f .. d a.d .6e educ.en a. . , . . I 

I' ·• 

t 
u:x 

kxx d4> - - --ax 1.1 

l kvy a~ ·".; u = - --"----- -y 
l1 ay I, 

il. z= kzz Cl<P - - az-1.1 

' J I 
26 
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. 'I 

(2.16) 

(2.17} 

~. 

-------------- --



Si La d~~ecc~on m~x~ma, pa~alela a lo~ plano~ de ~edimentacion. 

~; La d~~ecc~6n m1n~ma pe~pend~cula~ a lo~ plano& de ~ed~menta-

c-ion. 

I 

Sf el med~o e-6 ~'-' ot~op~co ( k.x = fiy = k.z J , ento nc.e~ fa d~~ecc.~6n-

del 6tujo e-6 ~gual a la d~~ecc.~6n del g~ad~ente apl~c.ado. 

S~ el med~o e~ an~-6o~~op~c.o -6~n emba~go ( k.x¢k.
1

¢k.z J, fa d~~ec-­

c.~on del 6lujo e-6 d~6e~en~e a la d~~ecc.~6n del g~ad~en~e apl~cado. 

EJEIMP lo: 
Sf-a un med~o po~ol> o b~d~men~~onal donde · k.x = 41z.Y , '-'~ -6 e apl~ca 

I a1> a1> . un g~ad~ente c.on un angulo de 45°(o -6ea ---=-0--) encon~~a~ lad~--
a x l:f 

t··· ~ecc.~fn del 6lujo. 
I 

SOLUC10N 

I I 
y I 

I. 

34> 
d~~ecc.~6n del g~ad~en~e de p~e-6~6n 

a '-' 

d~~ecc~on de 6lujo 
Uy 

Ux 
·"t 

X 

u 4 a1> ' ' x= - -l.l-dX 

u = - -- at 
y l.l TI 

I !.i 

4 a1> l-
a4> u = - -- --ax- -- a l:f xy l.l )1 

27 
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I 
! 

iQ I J. .. ' *!""'"" ·-+ 
l(!ll= vl[- 4 

f. : ... ~---1 ·fflfPI F 4 

l.J 
lc I = 

[f-
'$IIi -lJ : I 

1 ,j; -Y~ I~. f01 ' ~. h ( ( ;I 1> 
J1 ;) X 

\ r 
I 

La mo ~~ud del veclo• nokmat ••~l dada pok: 

.. 3. 

I 
I 

l 
t kx. d1> ky a~ ,, irl,~. 

; u -uv'D Tt :11'17 ay' ''f ,.f. • i 

I-· 
\ 

I 
+ 1 0;, 34> 

I 

lui - --ax lJ 

J. I 
!'· ~ I La -<..!z c.c.-C.on de.e vec..:to.~z. un..i.:taJt..io e.6 .:ta dada 

r ·- 0 • ea-la al•l-icac.<6n de un gkad.<en~e a 4 5. a e•~e med-io. •e• ui~a en 

-1 
un vee~o• v~loe-idad euya d-ikeec-i6n Pk-ine-ipal ~.<ene un lngulo e • ~an 

1/4,e=l 0 02 
I 

2. 4 ECUACIO~r VE CONTINUIVAV Y VIFUSIVIVAV· 
--------+----------------------~----~ 

I ~ ,.. h ' La d e.6 c.!z. · p c...£ 6 n m a.:t em a.:t..£ c. a de.e 6lujo de 6 lu-i do .6 en med..io-6 PO!z.o--.6 0.6 e,o .:ta baT a 
en ..f.a ..f.ey de ..f. a c.on,o e!z.vac...£6n de ..f. a rna¢ a. 

i 

ECUAJl(' I 

PARA UN SOLO .... _____ , __ 

2. 4. 1 VE CONTINUIVAV 
FLUIVO 

dm/d.:t = 0. La 

pk-ine.<p.<o de ••n•e•vae-i6n de la ma•a, el eual e•~abtece que la ma•a 

den~•• de un ' ·-Hema pe.maneee eon•~an~e eon el Uempo, e• dee.£•, -

c.uac...£6n de c.on.:t..inu..idad pa!z.a un c...ie.~z..:to e.eemen.:to de me 
I 

I 
I 
I 

I 

! 

I 
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. I 

-d..to P·r-o.6o e.6:tab.tece que la. lta.pi.dez de c!teci.m..ten.to de la. ma..6a. den­

ttc.o de-~ e.temento e-6 exa.cta.mente i.gua.l a.l 6lujo ne.to de ma.6a. ha.ci.a. -

(uP)z+Llz e.t mi.-6 r,ro efemento • 

(uP)x+llx 

I 

Con-6-~deM! .. -6 e un pequeno pa.!talelepi.pedo de un medi.o potc.o.6o de di.-

men.6i.onc6 t:.x., t:.y, t:.z; a. t~ta.v~J.J del cual ex..tJ.J.te 6lujo en todaJ.J laJ.J -

catc.aJ.J . 

I 

Hac..tendo un balance de ma.te!ti.a du!tante un i.n.te~tvalo pequeno de-

ti.empo t:.t. 
Se ~uede C.onJ.J..tde~ta.!t que: 

El 6l~jo de maJ.Ja pate. uni.da.d de .6Upetc.6i.ci.e e~ ..tgual a. la. veloci.-

u p 
(2.18) 

V..tmen~..tona.lmente 

I_ 

M 

,.. " \, '! 

L M ----
T L3 

Aho~l ~~•n •~ •l 6lujo d• ma•a 

= 7 

.6e multi.pli.ca. po!t el atc.ea. ttc.a.nJ.J-

velt.6al al 6lujo, .6e obt..tene como !te~ultado, el 6lujo ma-6-ico. 

't. 

29 
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{2.79) 

I 
I PM <•.tlla pllll.te H puede ~ono.£dVtall que la en.tllada de mo.Ja al -

elemen.to ono.£dellado eo poo.£.t.£va (.£nye~~.£6n), m.<.en.tllao que la oat.£ 

dade mao oe ~ono.£della nega.t.<.va (pllodu~~.£6n). El .tlllm.ino 6uen.te-

... 

. ~ } 

(o oum.<.de o) oe lleplleoen.ta poll W ( x,y,z), el ~uat .t.£ene un.£dadeo-
de ma~a 1 p, ~ un~dad de vo(umen de ~oca. 

' ~\ , ·r· ,. 

Po~ ot~a 

Ma~a 

en el 

I 

[ 
w (x.,y,zJ 

Ma~a 

un.f..dad de vo(. ~ <', 

w (x.,y,z) ( + Inyecc~on 

w (x.,y,zJ ( - P~oducc-ion 

pe~te: 

df 6lu~do en e( elemento, 

t}empo .t: ox oy oz ( Oo lt 

de 

(;-

en el tfempo .t + o.t• ox oy a~~ ••, .t+Ot 

Vel pll.£,,~.£p.£o de ~•no e!tva~.£6n de mao a • 

(Ma~a que eHI:t.)[a) - (Ma~a que -~a.ee} = Acumu.eac~on, 
Acumu.eac~on = (Ma~a 6~nal) - (Ma~a -in-ic-<.a.e} 

I 

~oca 

:~ 

i 

I 
(-in-ic-<.a.e} 

(6~na.e} 

I 
La ca)[a 6'}, t,z e.o pe)[pend-Lcu(a~ a( 6.fujo en .ea d~)[ecci..6n x, con -

to euat la e nt.£dad de maoa ne~a que entlla en la ~keee.£6nx•• ex- -

30 
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I 
.. 

. 
' 

+ 

t. [ (pu} - lou} A ].1y .1z 
X X+ux 

'j ·1.' 

Ahoka ia acumutaci6n ~e e~ckibe como: 

AcurnL.elo-ton = 6 x 6 y 6 z (~ 0 1 - 6 x 6 y l z (~p 1 
I 

t+.1t t 
I ' '" I i f 

' ~ • I 

.:tomandl' en cuen.ta ta~ ex.pke~ione.6 an.tekioke-6 

I ' t;o ' I 

M: [ !o~lx- (oulx+OxJ6y 6Z + M: [ (ouly- !ouly+6y]6x 6z 

I I 

+ .1.:t ( I o u J z ] j 
- (pu} A .1y''.1x. + W(x.,y,z} = Z+uz 

dividie.tdo en.tke .1x .11J .1z .1.t ~e ob.:tiene: 

(puJ,I+6x- !oulx 

.1}( 

w z} (<bp}t+.1t- (¢p}t I· }( 

= 
f. X .1} .1Z .1.:t .1.:t ·J 

(2.20} 

(2.21} 

(2.23} 
' l;l 

-tomand~ .!.£m-it:•• cuando H ~o, MJ~ 0, ~z~ 0 y M+O y "'"""dando .ea -

de6inici(in de dekivada de una 6unci6n: 

~~ ' .:C-tene 

:I 

a ( o ux J 

ax. 

dad en un 

~= 
dx. 

ue: 

a ( 0 uy I 

l 
a IJ 

e uaci6n 

L[m 
X.-+0 

yf }( + ,1}( } - y( }( 

f. X 

a(puz} } a(cpp} 
+ W(x.,y,"Z = 

a.:t 
(2.24} 

e~ ta 6okma genekat de ta ecuaci6n de con.:tinu.<.--

edio poko~o •. 
• 

.... ·.~. .1JW 
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2.4.2 E~UACION VE VIFUSIVIVAV 

ti:J••: •· t•z•: •e lllt•z•s..,..,~ 

I .f S~b•kl~uyendo la• oomponen~e• de la~elooldad pok la ~•Y de 

1 •• . . ' 

Vak~y en la e~ua~~on de ~ont~nu~dad ~e t~ene: 

= 

t·· 

a(cppJ + --1_ ( p ~ ~J + --1_ ( p kz ~J + 1JJ (X, y, Z) 
ay ~ ay az ~ az (2.25} 

E•~a f• la ecuaol6n genekal de ~6u•lvldad que ••P•••en~a el -
.{Lt. 

6lujo de ~n •ala 6luldo a ikav~• de un medlo P•••••· 
1 I 

rl 6lujo de Vaklo• 6luldo•, •• neoe•aklo Oon•ldekak ~am-­
•jl medlo P••••o ••~ak~ •uje~o a vaklaclone• en la •a~uka-

ol6n PM to ~an~o. de•pu~• de pkooedek en 6okma •lmllM a la an~e­
klok, la eouaolOn de dl6u•lvldad paka 6lujo mul~l6~•loo en donde -
kf kepke~ e ta la pekmeab~l~dad e6e~t~va al 6lujo en ~ue~t~on, ~e t~ene: 

... \ l i 
- . •t I 

( 

'j 

~--· .. a ktx <P 

~(pkfy ~J a-xlp~ d)() + 
+ 2( ~~, 3(St¢p} + W(x,y Z}= 

a1 
ofj ).1 dl{ az Pll az 

~ ~- r 
'l X ,'II 

Paka la ~olu~~on de e.~ t:.a. e~uac.~6n I . , . 
e~ 

i.Lt~l~Zak ne~e-6 ak-<.o 
eeuaclOn de ••~ado que kelaclone la den•ldad con la pke•lOn. 

2.4.3. TIPOSi VE FLUIVOS -
Lo.~ 

gkupo~, 

6lu~.1o~ de un ya~~m~ento .6 on ~.ea.~~ 6~~a.do~ 
depeJ d~endo de ~u ~ompke~~b~l~dad. 

a} Flu~dc~ ~n~ompke~~ble~. 

b) Flu~do~ l~gekamente ~ompke~~ble~. 
~} Flu~do~ ~ompke~~ble~. 

32 
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En rn 6tu~do ~ncomp~e~~bte, la den~~dad de to4 6tu~do4 ~e ~on~~ 
de"-al e M-tan-te. . I I 

unl6tuldo 1e denomlna ~ge}[amen-te eompkellble ll 1u den•ldad-

p.fo c.o~11p~e~~b~t~dad c.on~tante). 

~l,llmen-te un 6tuldo eompkellble 

t~neal de pke~~6n (pok eJ~m-­

J 'J:quet que pkel en-ta un eam-
b~o ~~gn~6~cante de den~~dad con la pke~~6n. 
Gka6~c.a~ente ~e t~ene lo ~~gu~ente: 

p 
compresible 

ligeramente compresible 

.... p 

2.4.4 ECdACIONES VE ESTAVO 
! I 

. j I I·· 
. Ve v.p.~endo del 6lu~do que ~ e e~te manej an do, ex.i.oten vak~a~ I . 

ec.uac.~one~ de e~tado. 

a] s~ el 6lu~do e~ ~nc.ompke~~ble qu~e~e dec.~~ que la den~~dad -

~1 e···'la c.on~t_a.nte. 
p ~ · ctte: ( 2 . 2 7 J 

I . b) S~ el 6tu~do e~ l~ge~amente c.ompke~~ble (l~qu~do] la ecua- -

i 

, ( a p , I . --I 
p 3p T=dtte. (2.28) 

c. = 

33 



I 

-:-1 II 

I." 
·. , lit I I !Ct .. $1 ... t 

I 

d J 1' Jc.a un ga~ ILeal 

Ante,\ de -i.nt~c.oduc-i.Jc. 

pV = nRT 

pV = ZnRT 

tJ' 

la~ ecuac-i.ane~ 

t>.\-. . ..,. 

(2.29} 

(2.30) 

de e~tada a la ecua.c-i.6n de -d-i. 6 u~ ,[ v-i.c~ad, ~e de6-i.nen alguno~ te~c.m-i.na~. 

I 
-:· nt --'"- I 

~ ' '""' I 

[ 'val. @ c. y. 
J 

Bo = Facta ~c. de valc1men en 
val. @)c.~. <\(ilc" C•• ,. - ... ' ··~ 

·I de val. c.~. I d..[ a : 
val. = R-i.tmo -i.nyecc-i.6n en [ @ 

] p-i.e3 de Jc.aca 
POlL la Uf •· .---·---·- ... •····.·f J I 

W(x,y,z} = R-i.tmo de -i.nyecc-i.6n de ma~a pole. un-i.dad de 

lumen. 

W(x,y,z)= Bo qvol. p 

( 2. 31 
. ~· . 

W(x,y,z} =[val. @c.y·][v~l:@ ~·:·J[ ma~a 
val. @C.~. d~a p~e val. @C.y 

] ' ' 

I 
2.5 VESARROLLO VE ECUACIONES PARA LOS VIFERENTES TIPOS VE FLUIVOS 

I, I -,. f" ,...I 

~) i~ 2. 5. 1 ECUAC:'ON PARA FLUJO INCOMPRESIBLE 

I -<.. p = ctte. ap 
= 0 

(2.32} 
, 

at , 

34 
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I 

" t. ~ t. t. I; 'f), . 

_a ( o!:2. ~) + 2 ·r o!:L ~) + 2( P~ 2.!1 w ( J "" ax ~ ax ay• ~ ay az ~ az + x,y,z 

I 

d.{.v.{.d.{.endo poll. p (amba~ c.onJ.J-tan-te-6): 

a ( ¢ P J 

at 

mu.t-t.{.p.f..{.c.ando -

-!(j ~) + 2(ky~) -"- 2(kz~) + B = 0 ax xax ay ay az az qvo.t. 

En ld eluae~On an~,~~a~ la• pe~meab~l£JJde• pueden va~~ak en x,q,z; 

I 2. 33 J 

eJ.J dec..{. 

kx = kx(x,y,z) 

ky = ky(x,y,z) 

kz = kz(x,y,z) 

kx = ky = kz:: k 

V.{.v.{.d.{.enco .ta ec.uac..{.6n (2.33) poll. k 

d ()¢ 3 a<I> ~qvo.t 8 I· a <I> 

o I 
ax-lax-) + ':Jy lay-J + az-IEJ + 

k "' 

2 I 2 2 
~qvo.t 8 a <I> <I> a <I> 

0 
----z- + + 

az
2 + -,z- = ax 

I 

y2 
I 
i 

I 

.ta c.ua.t J.Je pue.de expJr..eJ.J all. c.omo 

~ 35 )_ ______ -· 
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I 
l 
' ' 
~' 

(,-

I 

La~ 

I 

PO Jr. ! .lo 

2 
v cf> 

no "r•-te 
'2 

= 

+ = 0 

~nfjecc-<.on .la 

0 
. ~ 

' ... :JkQU r·-eH• 
Ecuac~on de Po~~~on 

II 

I 
;.'· 

ecuac~on an:t.e.~r.-<.o~r. ~e 1.>-i.mpl-£6-<-ca 

. I i 
I~ 

Ecuac-<..6n de Laplace 

•UIH••t-llf& rVM& &L =,. 

(2.35) 

a: 

( 2. 36) unLt:. 1-, ,, que comunmen:t.e ~ e 
u~an en -<.ngen-<-eJr..[a 

I que 

I 

vo..e..~.y. J 
vol.@t.6. 

qvo..e.. [ ~tb J 
ella . 3 p-<..e 

I 
,fJ,z p~e~ J 

-tb/pg 2 

cp } 

~ + 1 a_ ah ax ffiPgC ax 
~:{ 

I 
d ,. '. 

'dill 
dfj 

~ 1 L av ax - f44P 
9c IT 

I 
E.E + 7 a_ ah 
dfj m p9c "3'Y 

36 

\' 

-------
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'I· l2.37J 

I 
1 

_, 
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I 

..• ~ ..... -~~~---- ---------­<s.ra:ow 
: 

~+ 1 !L ah az m pgc 32 
~{ az 

(2.39) iE__ 1 !L av az m pg az-
c 

2.5.2 ECUACION PARA UN FLUIVO LIGERAMENTE COMPRESIBLE DE COMPRESIBI­
~IVAV CONSTANTE. 

i I 

Rec kdando ta ecaac£6n genekat de compke•<.b<.t<.dad dada pok: 
''X 

7 av 

v 'dp T (2.40) 

'a PM.t-ik de eLI'a • e podkQ ob.tenM ana ecaac<.6n que kelac<.one la den 

•<.dad dee 6ta<.do con •a compke•<.b<.t<.dad, con ayuda de ta •<.gu<.en.te -
ecuac..ion: 

m v =­
p 

(2.47) 

dek-ivando . a ecuacL6n (2.41) con ke•pec.to a la pke•L6n (p) •e .t<.ene: 

;v L 
3p 

am -m -2.e._ 
P a p ap 

--~~ 
-_ " 

37 I 
---~-

-, 
(2.42} i 
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I 
i 
~ 

,•.'-!' 

!fiB! 
1ft!. II 

r J& htst:•• 

I 4 UJ .U.tuyendo en la ecuae.£6n ( 2. 40 J laJ e<pl[e.-£o n-. ( 2. 41 J y ( 2. 4 2). 

e = 

C= 

-1 

mjp 

1 a P -P ap 
(2.43) 

e uac-t6n an.te}[-(o" no• "ep}[eJen.ta la "elac.£6n de la den•-tdad­

de un t~juido eon Ju eomp}[eJ.£bil.£dad. Pa}[a ob.tene" la val[-£ac-£6n de­

la P"e• -£, 'n en laJ di}[ec e-to ne. " x, y, z ", b aJ .t M<f eon de• pe j a" " dp " 

de la ec~kc-£6n (2.43) y de}[lval[ aeJpee.to d ~ada una de laJ dlaeeclo 
ne¢ COkke~pond~en~e¢. 

I 

de4pejand, ndpn: ... { 

dp 1 d p '1 = - -' 

eo I 

I •, 

I 

' .. t i "l "'I 

dek/..vando 
e4pee~o a I 

nX,IJ,Z" 

_!!_p_ 7 ' dp ::: --dx Cp dx (2.44} 
;j ·; 

~ dp = ---dlj Cp dlj (2.45} 

_E_p_ 1 __.EE_ = -
'.! 

dz Cp dz (2.46} 

" i'' 
I Sl el <•1 eJoa del yaelmlen.to eJ pequeno y de bajo aelleve eJ.tauc 

.tuaal, eJ d~4" paaa 6lujo hoalzon.tal, Je puede hacea la eonJlde}[a--

I 38 
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,:a .UIB 

-olin ' e que et po~enolat de 6lujo e• apkoxlmadamen~e lguat a ta -­
p.lz.e-6-i..ot~. 

'' I 

f , . 

• <P = p 

I A "'• blen, •l no •e ~lene lnqeoclln en nlngUn pozo (W(x,q,z)•O!, 

~omando f• cuen~a la con•ldekacl6n an~eklok ~ keookdando ta eouaol6n 

de d-i6uJ.Jiv-i..dad dada poll. la .6-i..gu-<..en~e expJz.eJ.J-i..6n: 

(2.47) 

ax 
ay 

; t s 
( ) = .a_t Fcp 0 + W x,y,z 

a~ 

( 2 • 4 6 J , y ( 2 • 4 7 J .6 e ~-i.e n e : 
, .. 

I --L rl • ~ __!_ -.1..e. J + --L r • 
ax I ).1 c.p ax ay 
= alpp}! 

a~ 
J '·! I 

.6-i..mpl-i6-i.c.ando 

I 

-L_ lkx_ 
3 X ~ c. 

() ( ¢ p } 
~ 

a~ 

l 

I 

I 
EL_!_2.L 

).1 C.p ay 

j 
1 ap -----

c. ay 
+~ 

az 

kz a <P --
~ az 

~ C.p az 

~ __!_ -2E_ ) = 
).1 c. Clz 

. (2.48) 

c.onJ.J~an~e 

c.He}, mul~-i..pl-i..c.ando poll. ~c. y d-i..v-i..d-i.endo en~Jz.e k, .6e-



I 
r· 

'

!' 
. 

" 

r 

I .. 
• il .. 

' 
·~! 

ob-t.<.ene 

o .6 ea: 

.6-<.endo 

J + a 
ay 

2e. J + 
ay 

ao -

" 

.::a,;;;,. , ··: : II 

-2£. J = 
az 

I 
j, 

.. ~ . 

(2.49) 

6lujo de uo 6luldo llgekamen~e comp•••lble de comp•e•Lbllldad con•--

~an~e, la •'uat puede • •• apl.i.cada paka l.(quldo• q paka ga• e• en ln-­
-te~t.valo-6 I p,. ueno-6. 

La l6n (2.49) no e• muq pkQc~lca paka •u u~lllzacl6n en la-

6okma ob~enfda, debldo a la dl6lcut~ad que pke•en~a la evatu~el6n de 

i l 

la• den•lda.Je•, PM to que e• convenlen~e exp•e•a• la ewacl6n ( 2. 49) 
en 6une.<.6n < e la pJt.e.6.<.6n. 

V2 la ec. ae.<.on (2.45} 

1 
C= ~ _1.£. 

P ap 

i 

de.6pejando "c.dp" .6e -t.<.ene: 

I 

I 
40 
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c.dp = 1 
p 

d _p_ 

----------r-y--·- --

-6e ob:t..<.e. e: 

c. (p - p J 
0 

de-6 pej an do " ~'" 

; , c( p-p ) o P e o 
0 

(2.50} 

o = de -6-<.dad .<.n.<.c..<.al del 6lu.<.do valuada a una p~e-6-<.on .<.n.<.c..<.al 0 

( fo 1 ] 
p = p~ -6-<.on med.<.da a c.ualqu.<.e~ :t..<.empo. .. ~-- · · 

Recold, ndo que la 65Jtmula de expan•-<5n de una 6unc-L6n "61z1 ", 

[;' en la• c e-"ca n.Ca.~ del valM co no c-ido de la 6 unc-£5 n PM med-io de la • e­

~.<.~ de Tay~ ~, -tJ.<.endo "a" el pun:t.o c.onoc..<.do: 

6 z) 

i 

= 6(aJ + 6' (a} (z-cy+ 
1 ! 

6" (aJ(.z-a)2+ 

2! 
........ 

n! 

po It lo .tan.tc • e pu e de ex pand-i" la 6 un c-£5 n 6 x al/r_ededM del pun.to x = 0 , 
en:t.onc.e-6: 

6( ) = 1 + x + x 2 
+ x 3 + ••••••• + xn 

1 ! 2! 3! n! 

41 
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. 

c 

r 
~· 
I' 

_._........,_ _____ _ 
tiiJIJB . ib a 

poll. (o ~~an:to : 

cp 2 2 
3 3 .......... + T) n 9 = 7 +*+hE-+ 

I I I 
(2.57) 

Y!- + c. 
n¥ j, 

. .1 , En (,~ mayo~r.£a de (o¢ 

do-6 J , -6 e c.ump(e que: 

c.p < 0.07 

c.
2

p
2 < 0.0007 

c.a-6 o .6 . en .{_n gen-t Vr.-ta pe:tJz.o(eJLa 

poll. lo qu 
(a expke-6~6n (t51J J.Je puede -6~mpl~6~c.aJr. a: 

, cp 
9 :!: 1 + C.p 

(paJr.a (£qu~-

(2.52) 

•u•~l~UY<n o la ecuacl6n (2.52) en la ••uacl6n (2.50) •• ~l•••• 

I 

:ten~endo (a den~~dad c.omo 6unc~6n de (a 

ec.uac.~6n del 6.f.ujo Jr.epJr.e.6en:ta:t~va. 

P =P 0 ( 1 + cp ) . I ,.. . 

J.u., 
(2.53} 

I. 
' 

SuJ.J:t~:tu }en do .f.. a ec.uac.~on ( 2. 53 J en la ecuac~on ( 2. 4 9) 

'. 
a - [ a [o o ( 1+ c.p J] 

ay . ay 

a 
+-

[ a [Po ( 1 + c.p J J 
az Clz 

J 3 
+-

] = 

k 

{2.54}' 

3Po 
= 0 

3;t 

42 
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poJt lo que, en la diJtec.c.~on "x" .6e .t~ene: 

l<educ-i~n r· e 

2 

la ec.uac.~on (2.54) a: 

c. Po [ ~ + 
ax 

d~v~d~end en.t.~z.e 

2 

2 

--Lf + 
ay 

C.p 
0 

2 

2 

-4-] 
az: 

2 

-4- + -4- + -4- = __.tl:L£ --l.E.' ax 'Jlj az: k a.t 

o .6 ea: 

2 

" 'V p = ~ -.£1?. '" 
k a.t (2.55) 

que e-6 la ac.uac.ion de d~6u.6~on paJta un 6luido l~geJtamen.te c.ompJte.6~ble 
hab..<.endo h11c.ho la.6 .6..tgu..<.en.te.6 c.on.6..tdeJtac.~one.6: 
- med~o ..<..6 ({Jtop..<.c.o 

I 

- med..<.o honpg~neo 

- »..t.6c.o.6..tda c.on.6.tan.te 

- c.ompJte.6ib ·lidad c.on.6.tan.te 

La ..<.mpo . .tanc...<.a que Jtev..t.6.te d~c.ha ec.uac...<.on e.6 .tJta.6c.enden.te, debido 

a .~ mUU-ip-je uta_-tdad, Ent1<e ot~ta• ap.t-icac-ione• H tienen: 

- pJtueba.6 d,. pJte.6..<.6n (..<.nc.Jtemen.to, dec.Jtemen.to, in.teJt6e.~z.enc.ia, e.tc.j) 

- pJtueba¢ de l~m..<..te de yac.im..<.en.to-6 

.6..tmulac...<.6n de yac.~m..<.en.to-6. 

43 
.~. 

~
. 

:. . 
. 

I 

' -~ 



/· 
i 
I· 

I 
i 

t 
fi 

i 
1,. · .. 

•• II r I 
''UA4QK+=• !"'"' ·-- ~, ~ 

2.5.3 f1 UACION VE FLUJO PARA UN GAS REAL 

•t£!1 $!! I .. t;ttt ._ 

I. 
Pa!tal padeJt a6;t;eneJt <'a ecuae.t6n JtepJteJen;t;a;t;.<va de 6<'uja de gaJ,-

eJ neeeJ«Jt-ia -in;t;Jtadue-iJt la eeuac.<On geneJta{' de la• ga•e•.l 

I I I· Reea~danda la eeuae-i6n geneJta<' de <'aJ ga•eJ dada paJt: . 

PV=ZnRT 

.'I 
(2.56} 

n ::: nE de mole.6 = m = ma.6a 

(2.57} 'l M pe.6o moleculaJt 
I 

I 

I I 

I .6 U.6 :t.{.:tuy er: 0 .ea. e cu. a. c.{.6 n (2.57J en la ecua.c..{.6n (2.56). 

de .ea. ec a< ~ · 6n 

.6 U.6:t.{:tuyend .ea. 
II p" .6e :t.{. e e: 

.f_nvolu.cJta.ndo e.e. 

p V = Z m R T 

M 

(2.40) 0 ::: m 

v 

ec.uac.{.6n (2.40] en 

(J = m = -E!:i -v ZRT 

I 
va.loJi de la 

·, ': ~-

.ea. ecu.ac.{.6n (2.58) 

· ~· A r 

den.6.{.da.d de un ga.6 dada PO Jr. 
{2. 59), en let ecu.ac.{.6n de d.{.6u.6.{.v.f_da.d. 

a PM I 

f. 2E. J 
_PM ~ -2.£ - -- ) + -a~ ZRT 

I a~ ay ZRT )..1 ay 
I I 

_. ~, -
~ q. vo.e.. ,lj,Z) = 

<P a J!.!:i._ -ZRT 

i 
I. 

·. a z 
+-

a;t ZRT 

44 

{2.58} 

i 

I 

y de.6peja.ndo--

I '· 
( 2. 59 J 

la ecuac.{.6n-

I· 

(2.60} 

;;j 

~------------------~------------~------- i AI 



' '' , I lli 

S~ • llama 1 a ~«~ cond~c~one• de yac~m~ento y 2 a la• cond~c~o­
ne~ de ~..upvr.{ic..{.e 

Pt V1 = P2 V2 

ZITI Z2T2 

c.omo vl . q vol. (x,q,z) 

. :-• ! 

p] q v 0 l . ( X, y, z ) = P2 q v 0 l. ( ~ c. 6 J I d 

(2.67) 

~a b.{. en do 
I ue la~ c.ond.{.c..{.one~ e~~anda~ ~on: 

Tz = 60°F = 60+460 = 520 OR 
z2 = 

:4! 7lb /pg 2 P2 = 
d = d£a 

d"~pejando q val. {x,y,z) de la ecuac~6n {2.61) y '<U.U:tuyendo lo•­

valo~e~ de la~ c.ond.{.c.~one~ e~~anda~: 

q val . ( x , y , z ) = _7 4_. 7_x___.q.....__v_j_-_.· --.:....( .o __ c.......!o6L..:..I_d~) 
520 

I- . ~u~~i~uyenGo la ec.uac.~6n (2.62) en la ec.uac..{.6n (2.60) 

I 

I 
EM_ !3:_ -2E. 

---2. ~ ~ -2£ J a ~ kY_ .2E. J + a 
J + 

+ -ax ZRT l1 ax aq ZRT l1 ay az ZRT l1 az I 

E (14.7) q val. ( -6 c. I d J = a -.E!:!_ ) ¢ -l T.p' X 520 
a~ ZRT 
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ti 

I Y. ; .... $#14 ~--- ·- Ill 

I 
' 

i 
I. 

f 
i 
I 

'•~- I 

coma M, R y T ••• eana~an~e•; mul~lplleando pak R T y divldienda 

11 ..... a:z . a tsts;.r •. 

I 

" a - I' ;[· < ·~ 

ax ( -E_ kJ,__j 
Clfj ]J z Clfj 

} + 

\' i 

a -
az 

( -E_ !!:.L 2E_ } + 
l1 Z ilz 

I 14. 7 q ) 0 .e. (~c. I dJ = I 7 
-l( tP-LJ 

II 
520 X 5.615 5.615 a-t z 

I 
I 
I la ec.uac..£6n. de I que e~ 

d.£6u~-i6n. paJta un 

' ..... _ 
q. vat. [ -6c.6,.fd' 

I 

T [oR] 

p ~b/pg2] 

.. 
'. J 

p.-le3 Jtoc.a 
r 

. - \\ 

ga~ Jteal, 

.,. 

] 1 \ 

5.615 6••~ • do •••••••l6n I 1 bt = 5.615 ple 3 I 

(2.63} 

" 

en don.de: I 

i 

i 
!· ' 

La e cue: c..£6 n an:teJt-io Jr. e~ una e c.uac..£6 n no l.-ln eat. 

I 
Paia keduc~• la no linealldad de la ecuaelln •• u~~Zakl un ••~6l-I 
c..<.o. 

Ve6~na~ al po:ten.c..-lal de un. ga~ Jteal como (p*}: 

p 

II p * : f ---..::;~~-- II 

Po l-l(d Z (z;;} 

del m~:todo de S-imp~-
i • on pa•a 6uncc · onea ·dla ••aaa. fl mao do conH•~• en elabakM una ~a-

bta de valo"' y una 9kl6lca de "p" VS "Piuz", dande a pa.~ll!. de la­

unlln de lo• unto& •• obtendl!.l una CUI!.va, pok media de la cual •• -

calculal!. a ~-.l~. 
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le.( a Jr. e. a b a j 0 la 

La 6~ncion antekiok 
I I 

de la ~~~u~ente maneka: 

ap J.JZ 

I, 
~ = ~ 

;) X ;)p 

----;-IT-- ~ 

: 't:l $121£.1££·1·&1-llfi!P•••z 41111141111 ·•••=Uie'. c-• ti!""!"'J~J...,.,.,,,f ·~·'"···-~· -·· 

CUkva. 

pekm~te tJtan~6okmak la ecuac~on no lineal -

lj 

• --lE_ 
== 

ax 

p 

~ 
ax ap 

• -1£ 
3X 

" 
(?. 6 4) 

I 
JaJ~~~uyend et vato~ de ta eeuae£6n (2.64) en ta eeuae£6n paka an-
ga.o Jtea.e. .oe tendJta: 

I I I 

_j_ (kx _j~ ) + _q_ ( ky ~ ) + --.1.. kz ~ ) + 
ax :: X ay ay az az 

i 

14.7 q. vo.e. (.oc /d) =_!_____a_ 

5?0 x 5 615 5.615 at (?.65) 

d d 
ba · J!: + · d b + + " ""' ·o a e.ma.o .e .{._ e.xpl[e..O.{.un an-t.e.k.{.Ok ~ e pue en o -t.e.nek O-t.Jta~ ' e.xp''-"-"'.{. -

47 
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! 

I !IIJI•;•e•: "* "'""~.,..,..,...---~ , 

V = Zm R T --M p 

deJr..<.vando 
Jr.e-.5 pec.:to a II p II (a ec.uac.<.6n an:t.eJr...ioJr. 

... 3V mRT 1 1 az - = - -+ - -Clp M zp2 p 3p 

;; IJ mRT I 
1 ( ()Z 

. • - = - - --'dp M p ap 

~u~:t...i:t.uyer o .ea ecuac.<.6n (2.66} y la 

.6..ib..il..idad ~cuac.<.6n (2.40). 

II 

I 

c. = _!___( 
v 

c. = 

c = 

-_pM 
Zm RT 

mRT ·-M 

- _p_ { 
z 

7 az --
P ap 

C.== 1 1 d z --------
p z ap 

' 

1 

p 

l,l 

z --p2 

II 

d z - ' z ,_ -
2 p 

,.., 

-. 

que kepkeaent~ la eeuaeLdn de oompke•lbLlLdad paka ga•e•. 

48 

I 
---------L_ 

(2.66) 

(2.67) 

(2.68} 



i. 

Ve..t t~ m-ino 1 I 

( _j£) de R..a ec.ua.c..f.6n (2.65), .o-<- .oe c.on.o-tde­

a 
at 

_E_ ( 
L z 

c.omo 

entonc.e.o: 

" 

Z 

I 
¢) c.omo una. con.ota.nte, .oe t.f.ene: 

_£_ } a ( _E_} = 
z ap 

I 

1 1 az J r;-- -z--; 

az -------
p 

a 

at 

z 

_E_ J 
z 

ap 

z 

_.£E. 

at 

_2£ = 
at 

I 
-n az 
....L__ -- + 

z 2 ap 

" 

= 
z 

S-i .oe t-i ne una. d-i6vr.enc..f.a.R.. tota.R.., e.o dec..f.Jr. que "p*" e.o 6unc..f.6n-
de "p" enton e.o: 

--lE_ = 
ap* ap *I ap 

1- \ c,•, ~ :0<1 

0 .o ea.: 

(;. :-" .:· 

_E_p_ 1 
"' = 

dp* dp*/dp Pl11z 

po}[. R..o que 

,. 
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- r: 

!~_ 
~ e: 
l,,,, 

II 

a ( ...1!_ J .. e.£_ .!!..L ~ = 

11 I Ul&iiS~~ -.. 

II 

at z z p at 

,II 
que.dando inalme.nte. .ta e.c.uac.i6n paha un ga-6 he.a.t en the.-6 6ohma6 di6~ 
he. n;t e.-6 : 

II I 

1 a} a ( k.x ~ J +_a 
ax ax ay 

1 az az 
.-.,.-· 

I I 
14. 7 !£ • vo.t. (-5c.n/dJ = __jE.£. ( _2£. ( 2. 7 0) 

I 
120 X 5.675 5.615 at 

2a) a ( k.x ~ ) + 
__ a 

( k.y ~ ) + ~ ( k.z ~ ) + --
dX ax ay ay az az :,f 

I 
I 

14. 7 vo.t. ( .6 c. /d) : _U£ ( ___Q£ *) 
20 X 5. 6 1 5 5.615 at (2.71) 

3a) d ( k.x ~ ) a k.y....J..E ) + 
__ a 

( kz ~ ) + - + 
dX ax 3tj ay az az 

ji 
. l 

1-1 4. 7 . vo.t. (.6c.n/dJ : _L__a _E_ }' 
(2.72) . 20 X 5. 61 5 5.615 at z 

I 

NO A: La c.on.6idehac.i6n de que. .ta poho.6idad e.-6 c.on.6tan.:te, e-6 ac.ep.:ta--

b.te deb.-Ldo que .ta c.omphe.6ibi.tidad de .ta hoc.a e-6 muc.ho menoh que .ta 
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II 

2.6 FORMULACION INTEGRAL VE UN PROBLEMA TRIFASICO 

I ~ 
PaJta 6 Jtmu.taJt .ia.t~ ec.uac.-ion.e.t~ de 0tu.jo t.fiJ..laJ.i-ic.o, .t~e .t~maJton en-

c.uen.ta .taJ.i p!top-iedade.t~ de c.ada 6.iu-ido en paJt.t-icu.taJt. PJtoc.ed-iendo en 

6oJtma .6-im-£4aJt a la u.t-i.t-izada paJta deduc.-iJt la ec.uac-i6n de 6.iujo man~ 

64-6-ico, J.ie .tlega a .ia4 4-igu-ien.te4 ec.uac.-ioneJ.i de 6lujo de .tJteJ.i 6a4e4. 
!I 

.I '· ,,, 

II 

Ac.e-i.te: 

II 

v ( Kk.-poA 

J.l 0 Bo 

AgUa: 

v ( Kk.rw 

llw Bw 

Ga4: 

v ( Kk.rg A v 
J.lg Bg 

I! 

~ + rp Sa 

q> 
w 

q>g 

Rs 
Bg So 

donde 

l 11 

+ Rs 

llo 

=11x.11z, 

Adem44 el 6lujo 

. ! I 

~~~~~· 
I ''i-~- - fly - -j 

I 
d (~ 

( 2. 7 3) Bo 

Vb + q 4.tb/d = 
0 

5. 6 1 5 'd.t 

I 

4 .tb jd Vb d rp Sw 

l ( 2. 7 4} + Qw = -
5. 61 5 a.t Bw 

Kk.roA Vq> / Vb d ( 2. 7 5 J J 11 + qg 4.tbld= --0 
Bo 5.615 a.t 

' 

v =11X.11fjl1Z i 

de c. ada 6a4 e .t~e .t-ienen la4 .6-igu-ien.teJ.i ec.uac.-io-

que c.oJtJteJ.iponden a la p!te4-i6n c.apilaJt, ec.uac.-i6n de -

51 
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i. 
j',. 

r 

_. 
1 UUL I!JFIUU 0 

.6 a..tu.!La. c.-i..6 n fJ la.-6 e c.u.a. c.-i.. on e-6 del pot en c.-i..a..t •
1 

l L_w = 

\ ' ··.I 

i 

I 
(:!.76) 

"I· (2.77) 

I 
~ p = 

I 

!C.g-o 

I 
1 = 

Pg - P0 

So + Sw + Sg 
i ( z. 7 8 J 

* Med-i..o mojado polL agu.a, donde gene!La.imente Pg> P
0

>'Pw 

.ea. 1e•-Un-I Como he menclono an~e~o~men~e el compo~~amlen~o de 

c.a.p-i...ta.IL, l-6e ob.t-i..e.ne. polL me.d-i..o del ana.i-i..-6-i..-6 pe.:t'r.oni.-6-i..c.o .ite.vado a c.a 

bo en e.t .tabo!La.to!L-i..o. 

p 
Cg-o 

p 
Co-w 

En a.lgu.n .6 ~oc.a.6 p 
I 

b-i..o de mojabil,(dad. 

· Swr + Sor -r 

100 Sg 

;: 

C.o-w 
J.>e vu.e.tve 

.~ I 

I 
I 
l 
l"· 

I 

,. . ~ 

imp.t-i..c.a.ndo u.n c.am--

1., 
' ~ . . 



[, 4>0 = Po - _!_ _IL_ Po v 
(2.79} 144 9c. 

4>w = Pw - _!_ _L_ Pw v 
(2.80} 144 9c. 

4>g = Pg - _!_ ...JL Pg v 
144 • 1'1. 

(2.87} 9c. 

Con lo 

tanto el ~i~tema ~e~a compatible. La~ pa~amet~o~ que ~e deben de- -

t:eJtm.:naJt lhoL p0 , pw' pg, So, Sw y Sg. 

I I I I 

2.) CONVICI~NES INICIALES Y CONDICIONES VE FRONTERA 

a) _I_ Co nd1 Jon •• .:n.: c.: ale• . 

Cuando Jna de la~ va~iable~ independiente~ en una ec.uac.i6n di6~ 

~enc.ial pa~,ial e~ el tiempo, 

la va~iable dependiente a un tiempo t
0 

pa~a obtene~ la ~oluc.i6n de-

la ec.uac.i6n a ot~o~ tiempo~. A e~ta ~e le llama c.ondic.i6n inic.ial. 

nl 6 d 0 0 bO d~ En ~imu~ac.i n e yac.imiento~, gene~a~mente ~a va~ia ~e epen- -

diente e~ la p~e~i6n. 

. e. a 

11 I 
La~ p~e~ione~ y 

!I 1 I 
Pa~a det~~mina~ 

~atu~ac.ione~ deben ~e~ c.onoc.,{da~ al tiempo t=t • 
0 

la~ c.ondic.ione~ ante~io~e~, t~ta~ ~e dete~minan 

de agua y la ~atu~ac.i6n de ga~ . 

Sg = - So - Sw 
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l
-

. 

. 

. 

P = p - Pc.' (Sw) w o o-w 

En .ta pll.ac.:t..ic.a -6 e. de. be. p!to c.e.de.Jt de. .ta. -6-igu.i.e.n:te. 

I 
y e.-6:tJta:t-igJta6-ic.o 1.- Canoe. It e.l piano e.-6:tJtuc.:tuJtal 

~-­
\~! 

mane.Jta: 

I 2.- Conoc.eJt la-6 p!ta6undidade.-6 de. ia-6 c.on:tac.:to-6 (g-o,w-o 1 

3!- ExL•tencLa y tamalo deL ac~6e4o (•L e• que exL•te) I 
4.- P4opLeradu pVT de Lo• 6LuLdo• en 6uncL6n de La p4e•L6n 

5.- Cu~tva-6 de. pll.e.-6-ion c.apilaJt (pc. , Pc. ) 
1 

I_·· 
g-o w-o 

6.- Cull.va-6 de. pe.ll.mab-i.tidade.-6 Jte.ia:t-<.va-6. 

~1-

,guo- oceite Sw oceite-gos Sg 

En .ta af:tual-idad no e.xi-6:te. un e.quipo ~6e.c.:tiva paJta de.:te.JtminaJt 

.f.a-6 pe.Jtme.ab1.tidade.-6 Jte..ta:t-<.va-6 de. 3 6a-6e.-6, la que -6e. hac.e. e.-6 e..taboJtaJt 

2 gJta6ic.a-6 :tilizando 2 6lu-ida-6 paJta c.ada Jna (g-o 1J w-a). 
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7.- Como t1l.t-i.mo da.to ~e. Jt e. q u-<. ell. e. 

Jte.6e.Jte.nc.-i.a. 

I 

Ante..6 ~e. e.ntJtaJt a.t 

de.6-Ln-i.Jt 

e.! ~.: 

..... .......,.,.. 

') .. ' .. , 

a. pJte . .6 -ton e.n 

I·. , 
un p.tano de. -

ana.t-i..6-i..6 de. 6Jtonte.Jta~, de. 61na..6 e. a.tguno.6 tt.Jtm-i. 
no.6 ne.c.e..6at-i.o.6 pa.Jta. .6u e.nte.nd-i.m-i.e.nto. 

+ TJta.n.6m-i..6-i.v-i.dad (T) 

11 

I La tJta.n.6m-i..6-i.v-i.dad .6e. de.6-i.ne. c.omo la. c.a.pac.-i.da.d de. tJtan.6m-i.t-i.Jt, da.-

da. poJt .ta. ~-i.gu-i.e.nte. e.c.ua.c.-i.6n: 

q = T p, 

de. la. e.c.ua.c.·on de. Va~tc.y 

q ~ - K 

T = K A -11 

!I '~ .. 

b J • - Cond-i.c. o ne..6 de. 6Jtonte.Jta.. 

A p 
L 

S-i. .6 e. ! c. oln o c. e. .ta pJte..6-i.6n, y/o .ta.6 pJt-i.me.Jta..6 de.Jt-i.vada.6 e..6pac.-i.a.te..6 -

de. .ta m-i..6ma, e.n de.te.Jtm-i.nada.~ Jte.g-i.one..6 de. un yac.-i.m-i.e.nto paJta todo va.-

.toJt de..t t-i.e.mpo, a l.6ta.6 .6e. le..6 c.onoc.e. c.omo c.ond-i.c.-i.one..6 de. 6~tonte.Jta. • 

· • Laa 6~onkekaa aon llmllea del yaclmlent~, que pueden ealak able! 

ta..6 o c.e.JtJtad4.6 al 6lujo. Ve. a.c.ue.Jtdo a. lo~ p~toble.ma.6 que. .6e. pJte..6e.nta.n 
e.n 

I 

FJtonte.Jta. c.e.Jt~ta.da.. FJtonte.Jta. c.a.Jtac.te.Jt-i.za.da. poJt la -i.ne.xi.6te.nc.~a. de. 

6lujo. Su c.u l-i.da.d 6undame.ntal e.~ta. dada. poJt 1
: 
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f 
' 

, . . 

i 

' 

I I 
. 3(12$1 

_Q£__ '¢ 0 ) 
on = Cond~e~one~ de 6~onte~~ de p~e~idn ~/o ga~to~ eon~ 

tante.~. 

= Ve.eto~ pe.~pe.nd~cula~ altoda~ la~ ~upe.~6J~ie~ e.qui-

pote.ne~ale~, . 

II 

6 Cdmo ee~ a~ la~ 6~onte.~a~ ? 

I. 
! 

'- .· 

B~.J~al•~t• <xi•t•n 2 6o~ma• ~ de. ce.~~a~ la~ 6~onte.~a~ euando ~e. --

ut~l~za una malla de bloque~~ y l~ta~ ~on la~ ~iguie.nte.~: 

1)-.- Ev~ta1 e.l 6lujo a t~avl~ de. toda la pe.~~6e~~a, hacienda la~ -

t~an~m~~~v dade~ e.n d~eha pe.~~6e.~~a ~gual a ee~o. 

T X N x + 1,j= 0 

donde.: Tyi,Ny+1 =O 

Nx. 

Ny Nume.~o de. bloque~ 

zr::•La .~~~~da 6~~m~ •e pu<d< 

en la di~e.eei6n "y" 
. 
' . \ 

haee~ a t~avl~ de. e.x.tende~ la malla 

ag~e.gando bloque.~ v~~tuale.~ e.x.te.~no~ a dieha 6~onte.~a y hacienda lo~­

potene~ale-6 pe~z.meabJ .. t~dade.~, p~e.~ione~ ,1 etc. de eada bloque. a/l~ega .;;·· 

do ~gua.te.l .to.~ del b 1'oqu.e ~n:te~~o~ inmedia.:to adyace.nte. Ve tat 6o~­
ma que Hu hc~ya camb~o de_ b.toque. a bloque ad~aee.nte lJ ei 6lujJ ~ e.a ee-

n.o 'I 
' .• 1 

56 

1 1, t". 

' 
. 

' 



I I I I I \ I r----
1 j : t-o. I cY rr· 

I 1 2 3 
I 0": 
I 1 
~---1 
I 
I 

~--
10 
I L __ _ 

--

~ o:; ~ 
I 
I -

I ' I I I 
I <>"1 ~I o-'1 
I 1 I 1 
L---L-_...J. ___ ..J 

---.., 
- I 

"'Q I I 
31 

---t 
I 
I 
I 

----~ 
I 

?, I 
I ____ j 

\} 

. ·I 

l' 

y 1' tle.ne.n La~ ml~ma~ ca~acte.~l~itica~ del bloque. adyace.nte., e.~ -

de.ci~: 

I~ = <Pl .. 1 

k.1 = k.1 ... 

I 

po~ .to tdntt e.l 6tv.Jc 

La d~6l le.ncia de. 

~e.d o ~e. a: 

de. (Nx) (N J a (Nx + 

(Nx + 2 (NIJ + 2 J 

I 

l 

d~ 1 a 1' e.~ igual a ce.~o. 

t~ta ~e.gunda 6o~ma e.~ que. ~e. ge.ne.~a una nueva-

2 J (Ny + 2 J - 4 
/ 

4 = 2(Ny + Nx) + Nx Ny- Nx"Ny 
/ 

po~ lo que. e. ag~e.ga~la un nume.~o con~ide.~able. de. e.cuacione.~. 

I 

POZOS INYEC ORES 0 PROVUCTORES (te~mlno 6ue.nte.) 

I 

, 

+ Pa~a un mode.lo a~e.al 

Si e.l ~itmo de. lnye.cci6n e.~ dato, ~e. ineluye. como tt~mlno 6ue.nte. 

(~umlde.~o) en La e.cuaci6n y ~e. de.te.~minan La~ p~e.~lone.~ y ~atu~aclo-­

ne.~ como en cualqule~ ot~o bloque.. 

Sl ~e. quke.~e. de.te.~mlna~ e.l ga~to en 6uncl6n de. 6o~maclone~ ~e - -

te.nd~a que. ~e.laciona~ La p~e.~i6n en e.l 6ondo con La p~e.~l6n de. 6ondo-
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• 
II I 

6lu.yendo . 

I 
+ Pa~a u.n modelo ve~t~cal o t~~d~men~~onai. 

Se 1ebe d.£v.£dDt el ga•t:o ent:Jr.e la& capcu. "d-<•paJr.ada&". Haq va--­

~~a~ 6o~mar de hace~lo, la md~ &~mple e~ d~v~d~~ el ~~tmo total de -

acu.e~do al p~odu.cto kh de cada bloqu.e. 
I 

Po~ ejemplo.- Pa~a 3 bloqu.e& (capa& y u.n ~~tmo de ~nyecc~6n dado} 

" ·~ ,_ ' 

h' 
If 1-------1-' 

h2 
+ 1------+' 

hi_ .___--. _ __... 

q1 = K1 h"'i' 
QT 

K h1 + K2 h + K h3 1 2 ' 3 

1 
L \. 

K2 h2 
QT q2 = 

K1 h1 + K2 
,, 

+ K3 h3 "2 
4-

q3 = K3 h3 
QT 

K1 h1 + K2 h2 + K3 h3 

&e pu.ede p~ &enta~ el ca~o de que Kx I Ky J Kz (an~~ot~ap~c ) . 
' l 

Ky. Pa~a p~ p6~ £to de d~v£d£~ lo& ga~to&, ~olo .6 e toma. Kx y 

Po~ la qu.~ I 
e pu.ede calcu.la~ "K" de d~6e~ente& 6o~ma.~. 

·j: I 

. ~i; ! 

1. ~ P~omea£ 
.. , ( 
a~~:tml.t~co 

.L :i }-, 
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K1 = 1/2 (Kx + Ky 
1 1 

2.- P~omed·o geom~t~~co 

K1 = j_K""""'·\=--__ K_y...;::.1--""' 

2.a 

! 

3.- P~omed~o a~m6n~co 

Ejempfo: 

Vada K 150, 180, 10 ), cafcu.ta~ K
1 

Sofuc~6n:' 

1 • - K1 = 1/2 ( 75 0 + 180} = 

\ 

165 

I 
' 2.- K1 = ./150 X 1 80 ;:: 1 6 4. 
1

3 2 

2. a.- \ 

K1 ~(150) 2 + ( 1 8 0 )2 = 
2 

'"'; i 

3.- K1 = = 
+ 

2 X 150 2 X 180 

E j em pfo No . 2 : K ( 1 50, 1 5, 1 0} · 

Sofuc~6n: 
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-,-

I. 

~ 
I 

;, 
I' 

1
;",, 
-

' 
if> 

I 

1 • -

I' 

2 • -

II 2.a.-

3.-

K1 = 1/2 (150 

K1 .. .J 50 X 15 

K1 =v(( 150 }2 + 

K • 
1 

1 

300 

2 

1 

+ 

+ 1 5) = 82.5 

\ 

= 47.43 

I 
( 1 5 )2 \ = 106.6 

30 

Ve. lo~ e.je.mplo~ ante.AicAe.~ ~e pue.de. coneluLA: 

a).- Se pulde u~£t£za4 euatqu£e4 6o4ma euando •• tiene an£oot4op~a. 
b).- A tAat.e~ de e.xpeAie.ncia~ ~e ha de.te.Aminadc que en ani~otAopla~-

eon~i~e.Aable.~, e.~ Aeeomendable. el pkomedio ge.ometAico paka la -

pe.Ame~bilidad hoAizontal del bloque.. 

2.8 RE UiRJMIENTOS, VATOS GENERALES Y PREPARACION VE UN SIMULAVOR 

1 1.a.- Mapa e~tAuctuAal.- SiAve paka de.te.AminaA a tA~ve.~ de la~ -

euAva~ de n·ve.l, la~ pko6undidade.~ de lo~ pozo~, e.6ecto~ geol6gieo~-

de ~ub~uelo como 6alla~, a~L como la vi~ta en planta del yacimie.nto, 

llmite.~ del mi~mo, con~aeto~ agua-aceite., ga~-~ceite. y/o ga~-agua. 

! I I 
pa de -i~cpac.a~.- LCne.a~ que une.n punta~ en ef. yac..lm.le.nto 

I de. igua.Z. e~ e.6 oA. EntAe. otAa.6 col.! a.6, .6iAve. paka cuanti6icaJt 'volume--

tkicame.nte. va ~ea e.l volumen Okiginal de ace.ite. y/o volumen Okiginal 

de ga~ etc. I 
l 

7.c.- M pa de. i~opoko~idade.~.- Po!t media de nuele.o~ y del ~te.yi~-­.;; 

eua 
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-· 

-le~ ¢on ~e6e~ido~ a un plano. Po~te~io~mente ~e inte~pola ent~e d~­

cho~ valo~~~ pa~a a~igna~ un valo~ de po~o~idad a cada celda. 

l.d.- kapa de ~~ope~meabilidade~.- lgJal al de i4opo~o4idade4, 
la di6e~en¢.-La ent~e ella~ e~ que en ~~te tU.t-Lmo ~ e utilizan pe~meabi 

lidade~. j 
2) . - S.£~ ke a de cuad~-Lcula de la malla. 

ca u~ada e el ~imulado~ de 6lujo de 6luido~ y calculo~ de balance -

de ma~e~~a paka eada eelda. I 

Alguno~, punta~ ba~-Lc.o~ a ·C.On~-Lde~a~ en la ~ eleccion deR.. ~-L~tema-

de ceR..da~ e~ el ~igu-Lente: I 
a).- El ~i~kema de la malla en toda ~u 6o~ma ~e~a ~ectanguR..a~. 
b).- La maR..ia contend~a la meno~ cant-Ldad de bloque~ como ~ea po~-L-­

bR..e, dependiendo de la hete~ogeneidad del yacimiento. 

c.).- La mal a ~e~a co~~ectamente o~-Lentada} cla~i6-Lcada ~egan ~uta-
ma»o y ~u 6o~ma pa~a pe~mit.£~ una buena ap~oximac.i6n de R..o~ l~-

mite~ eR.. yacimiento. 

d).- Si ex.£4te pe~meabil-Ldad d-L~ecc-Lonal u o~-Lentada, un eje de la -

malla ~~ta~a en la di~eccion de maxima pe~meabilidad. Vic.ha pe! 

meabiltdad pod~a ~e~ dete~m-Lnada po~ med-Lo de p~ueba~ de p~e~.£6n 

p~uebat de puR..~o, etc. 1· 

e).- T~ata~ de coloc.a~ un pozo po~ bloque yen eR.. cent~o del mi~mo. 

6) • - Si la txi~tenc-La de un acul6e~o e~ conocida o ~.£ el 6lujo de -­

agua e1 ~o~pec.hado, el ~-L~tema de malla -Lnclu-L~a h-Ll~~a~ ext~a~ 

de ceR..da~ a cub~i~ el acu~6e~o pa~a ~.£mula~ t 6lujo del agua. 
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I 

CAPITULO 

3. 

13. 

3. 

3. 

1-

3. • 1 

3 . • 1 • 1 

3. • 1 • 2 

13. • 2 

3. . 3 

3.~ 
3. . 1 

3 . • 2 

3. 

C 0 N T E N I V 0 

I 
METOVO VE VIFERENCIAS FINITAS 

In.:tJtoduc.c...i6n.. 

Se.Jt..ie. de. TayloJt.• 

Se.Jt..ie. de. Me.. LauJt..in..• 

Apl..ic.ac...i6n. de. la ~e.Jt..ie. de. TayloJt a la~ e.c.ua-

c...ion.e.~ de. 6lujo de. 6tu..ido~. 

Se.Jt..ie. de. TayloJt e.n. un.a dime.n.~..i6n. • 

PJt..ime.Jta de.Jt..ivada • 

Se.gun.da de.Jt..ivada • 

Se.Jt..ie. de. TayloJt e.n. do~ dime.n.~..ion.e.~. 

Se.Jt..ie. de. TaytoJt e.n. :tJte.~ d..ime.n.~..iovt12.-tJ. 

M~:todo de. GJte.e.n.~pan.. 

I n.:te.Jtvalo-6 ..iguale.-6. I 

In.:te.Jtvalo~ de.~..iguate.~ • 

Re.~otuc...i6n. poJt :tabla. 
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'J 

C A P I T U L 0 3 ·,I 

3.1 1NTROVU CION 

'I I l 
Laa ebu cionea que ~ep~eaentan el 6lujo de 6luidoa en medio6 po-

~oaoa aon e1 gene~al ecuacionea di6e~encialea pa~cialea no linealea, 

laa cualea 4elacionan cambioa de p~eai6n y aatukaci6n con el tiempo­

a t~avla del media. Eaaa ecuacionea aon ext~emadamente complejaa, y­

la obtenci6n de una aoluci6n ae complica po~ la p~eaencia de condi-­

cionea de l{mite (de 6kontekal eapecializadaa. 

La ••LufL6n de •••• ecuacLone• pok medLo• anall~l•o•, •• gene•a~ 
mente impoaible, excepto pa~a caaoa tkivialea. La aoluci6n numlkica­

de ea aa ecuJcio nea ea gene~almente el t1nico' cam..<. no paka que una. a olu · 

ci6n pueda ~ek obtenida en la mayokla de laa aplicacionea. Paka he--

1 

aolvek numl~icamente e6taa ecuacionea ae p~ocede a uaak alguno~ de -

loa mltodoa de aoluci6n, entke loa cualea ae encuentkan loa aiguien-

tea: 
I ·I 

Metodo4 al.-

La 6olufi6n numl~ica de la.6 ecuacionea pke.6enta ~eapue6ta6 a pu~ 

toa diac~et~6 dentko del ai6tema. La tkana6okmaci6n de una ecuaci6n­

di6~kencial (continual a. ~na 6o~ma. di6c~eta ae hace pok el uao de di 

6ehencia.6 6initaa. 

.. l . 

bl .- Metodoa vahiacionalea. 

Eato6 m~todo6 no tan 6olo ~eauelven la~ ecua.cionea en punto6 di6 

cheto6, aino adem~a apkoxima.n laa aolucione6 po~ m~dio de un conjun-

to de polinomioa de diveh6oa gkadoa. Ventho de e6toa metodo6 ae en-­

cuentha el mltodo de Galekkin. 

!I 
il 

" 
63 

~--~----'-



- F 

E~to~ m~todo~ ~on muy ut~f~zado~ en fa ~ofu~~6n de p4obfema~ que 

~on~~de4a 6fujo de cafo4, e~6ue4zo~ ge~elado~ po4 camb~o~ de tempe-

4atu4a, 

I 

3.2 SERIE E TAYLOR 

La ~e4ie de Tayfo4 e~ ef p4~n~~p~o b~~~co'ul~~o en fa de4lva~l6n 
I ! 

de fa~ 

Sea 

do4 de 

664mufa~ de ap4ox~macl6n en dl6e4encla~ 6~nlta~. 

1

unl 6une~6n 6!x), el valo4 de e•~a 6une~6n expand~da al4ede­

un kunto A cuafqule4a, e~ta dado po4: 
r 

2 . 3 
= a 0 + a 1 (x-a) + a 2 (x-a) + a

3 
{x-a) + ...... ( 3. 1 ) 

. ~ . I . _ . . "' .• I . -
en donde f .o ln~ognlta~ .con fa~ con~tante.o a

0
, a

1
, a

2
, ••••• an. La-

obten~l6n re e.oto~ vafo4e~ .oe fog4a de4lvando ~u~e~lvamentel·fa 6un-­

cl6n o4lgl af: 

. \) 

6' x) = a1 + 
1 2a 2 {x:-al + 2 

4a
4 

3 3a 3 ( x-a) + { x-a) + 

2 ( x) = + + 

• 

1 6 I I 2a 2 3.2a 3 {x-a) 1
+ 4.3a

4 
{ x-a.) 5.4a 5 {k-a) 3 

+ ... 
I 

I' 11 5.'4'. 3a
5 {x-a) 2 • ·.~. i ,~ • 6' ' ( x) = 3. 2 . 1 a3 · + 4.3.2a4 (x-a) + + ...... 

6n ( n-1) ., I ( xl = n an + . an-1 (x-al + ••••••••••••••••••••• 

': \. r . I 1-- ; ~ t; .... ~ . I I 
Aho4a, vafuando fa~ de4lvada.o en ef punta x=a y de.opejando .oe ob 

tend4an fo~ vafo4e~ de fo~ coe6~c~ente.o 
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~ 1 

II 

a.1 = 

a2 = 

6' (a l 
7 ! 

2 ! 

, ' (a) 

. 2. 7 

. I , 

a = n 
n (a) 

II I n! 

6," (a) 

'"I • • 

~.l..i c. -

< ,. 
\) 

r I 

Su~t~ku endo en la e~ua~~5n (3-7) el valo~ de lo~ ~oe6~~~ente~­
en~ont~ado~~ ~e tend~a: 

6(x) = 6(a) + 6' {a) (x-a) + 6" (a) {x--a) 2 +. 6'" (a) (x-al~ .... 
1 ! 2 ! 3 ! 

+ __{_'-( a-'-)-

n! j 1 ra~a lb •••~ una ap~oxlmacl6n adocuada oval~::do el mono~ name­

~· pohlble 1• ~l~mlnoh de la ••~L• •• nocoha~lo que, pa~a el enlhl­

mo te~m~no (,x-a)n < n! (y/o que la en{6~ma de~~va.da ~ea pequeYia). 

I Po~ lo tanto ~~ ~e qu~e~en ~on~~de~a~ un n6me~o ~edu~~do de tl~ 

m~no~ e~ ne~e6a~~o que (x-a) ~ea pequen:a. 

J 
'i. 

3.3 SERIES V MC. LAURIN 

La 6e~~e de M~. Lau~~n de una 6un~~6n ~e gene~a expand~endo la-

m~6ma al~ededo~ del punto a = 0. 
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-,-

f , .. 
f 
J'. 

~ 
-:~· 

i 

6 (xJ = 6 (o} + 6' (OJ x + !.'' (0} 
•) 

( 0} X 3 + + 6", 
2! 3! 

n! 

I 
Ejemplo: 

y = 6 ( x} = ~ en 1 8 o 

Evaluando la 6unel6n y ~u~ de~lvada~ n el P"n~o a=O, 

e eon~ldenaelon que 18°~on n/10 ~adlane~: 

II· 

~~ ; 

En~onee~ j. 

y 

y' 

y'' 

y' '' 

tj" " 

y"'" 

y"'"' 

y"'"" 
y' , , , , , , ' 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

= 
,]1 

~en X 

eo~ X 

- ~en 

- eo~ 

~en X 

eo~ X 

- ~en 

- eo~ 

~en X 

= 0 

= 1 .. · t: 

X = 0 

X = - 1 

= 0 

= 1 

X 
I 

- 0 

X = - 1 

= 0 

; r. .,. 

~ . 

I 

I 
I~ 

.I 

( 3. 3} 

~omando 

6 ( n/ 1 0 J .. 0 + n -- + 0 - n/ 10 I 3 + 0 + n/10} 5+ 

0- 1 ( rr/10} 7 

7! 

10 6 

. ! 
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J . , ... 
~110) = 0.314159265 - 0.005167713 + 0.00002502 ' 

J ;r / 7l 0 J I = 0 . 3 0 9 0 1 6 9 9 4 } "'" l 1A ' ·· -t ' 

II 

3. 4. APJCJION VE LA SERIE VE TAYLOR EN LA EVALUACION VE VERIVAVAS 

II ' \) :. 

Con~-idl~e~e el -inte~valo 0,1 d-iv-ld-iendo en R ~ub-inte~valo~ de 
' . 

fa n'g-ttud x. 

En un punta 

X. = _[ IH~ 
l 

I 

. f. 

I . 

n-ita x. I 

II 

c.ualqu-ie~a 

obv-iamente 

X= 1 
'' ; ! 

R 

X. 
l _i ___ . 

'f' : .. 
~ I 

X. X. + /::,X 
l +1 l 

X i-1 = x. - l:lx 
l 

. I 
En el m~~odo de "V-i6e~enc.-ia~ F-in-ita~" fa. 

c~one6, y 6ur de~~vada6 6< <6<c~Ua 6oiamen~l 
-£ = 0,1,2, ..... R. 

evaluac.-£6n de la~ 6un-

II 

I . 

x-Llx 
Llx 

~--

X 

i 
··~ 

I 

._J 

en lo.6 punta~ 

I ; , ,~ .. · ' " ( ~ : 

X • , 
l 

--.-----------~----------~-------~ 

I 
L 

88 
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R= 
Llx 
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•.'.·· 

x-Jlx~i-1 

I 

x1-L1x s:::s it~ ' <: ... -I 

3.4.1 SERIES VE TAYLOR EN UNA DIMENSION 
j 'f "' ... "~ ~- _). -~-~ ~, ·, '. . 

! i 

Utl~lzlndo la nota~6n ante~o• laa e!panllono• on •o•lo do Tay­

l ~ pa~a una 6unci6n 6 (x), en lo4 punto4 xi+i y xi-i 4e e41c~iben co 

J., 

rna: 

+ 
(!),X J 2 a 2 n - ~~ a 3 n + ...• 
2 ! ax 2 

i 3! ax 3 
i 

·> 'J,,.,..,; '> 

( 3. 5 J 

li i 

3.4.7.7 P~I~ERA VERIVAVA 
' 

I La oxlklll6n do la pklmoka doklvada, 
I 

.. ' ''· 

I: 
4e obtlene de4pejando la 

ecuaci6n ( 3. 4 J en t~~mino4 de dicha dvr.ivada: .:. 

__1L k·l 6i+1-6i -~ a 26 = 
ax i M 2 ! ax 2 

( l~~; a 36 
3! ax 3 i 

+ ••• • (3.6} 
i 
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',_ 

~n donde el tl~mino del lado de~echo de la ecuaei6n e6 una ap~oxlm~ 

<'i6n <'n di~"'"'"'ia• 6inUa• a fa r"'""''a dr.ivada. de fa 6utt<•i6n. La 

pkeelal6n J. dleha apkoxlmael6n depende del nameko de tlkmino• que-

de la exp~e6i6n. .6e utilizenlen el lado de~echo 

Lo6 te~ ino6 no utilizado6 (t~uncado6) ~con6tituyen e.t eiow~ de-

t~uncamient . En gene~a.t como cada. teJtmino :.6uce-6ivo e-6 me.noJt a.t an­

te.~io~, el Jtfto~ de t~uncamiento 6e. de.teJtmina poJt e.t o~de.n, o expo-

nente de .ta di6e~encia 6inita Ax, de.t pJtimeJt teJtmino tJtuncado. 

I 
La echa i6n (3.6) con6ideJtando al concepto del e~JtoJt de tJtunca-

miento 

ax 

.ta cua.t 

.ta 6iguiente maneJta: 

6;+1-ni + e(~Jx) 
AX 

de tJtuncamiento de p ime~ o~den . 

Ve igua.el 6o~ma, .ta expJte6i6n pa~a la p~lmeJta de~ivada obtenida­

a pa~ti~ de .ta ecuaci6n (3.5) .6e e6c~ibe: 

~ I i n· 1-zli + t:,x a2 6 
+ = ], ...... 

l ~ 

iJ 
AX 2 ! ax 2 i 

: , " . -. 
' 

I i = 6;-1-zli + e(r:,xJ 
ax AX 

( 3. 8 J 

( 3. 9 J 

: ~ '· 
- . 

Combinan1o expan6ione6 di6e~ente6 pa~a una 6unci6n, e6 po.6ib.te­

obteneJt 66~mulla6 md6 p!teci6a6 o de mayo~ o~de.n, poJt ejemplo, Jte6tan 

do (3.5) de (3.4) 6e tiene: 

I 

6i+l-6i-1 

2 AX 

69 
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!:. ' ' 

~ 

lib .. ,.£. 
la eual tiene un e44o4 de t4uneamiento de ~egundo o4den, 

6;+1 - 6;"'"1 + e(().xJJ· 11 

2().x (3.77) 

I . I 
P4oee iendo en 6o4ma an4loga ~e pueden obtene4 664mula~ de mayo4 

p~eei~i6n lpa~a la p~ime~a de~ivada, expandiendo la 6unei6n en 
I . punta~ ee~eano~ al punta x, po~ ejemplo: 

6:::.: 4 ~i I:.:ZM: .. :: ... 'i + 

6 L : ! • 6 i r :2 6X Ji -;- , i • 

II 

_ _LL 
()X 4 

. .. ' ~. 

3.4.1.2 E UNVA VERIVAVA 

( 2 ().X) 2 

2 ! 

( 2 ().X) 3 

3! 

l ~- .· 

(2().x) 3 a3 6 
3~· ax 3 

\ 

I· . 

t 

4 ! 

ot~o~-

(3.72) 

(3.73) 

I 

~·Una exp4e~i6n de la ~egunda de~ivada ~e obtiene ~umando la~ eeua 
. . ... ~- r 

eione~ (3.4) tJ (3.5) 

I· 

6 ~- 1 
2 6 . + 6 . 1 + = 

l+ l 

I 
I c 

( ().X) 2 a2 6 
ax 2 

. I. 

(/).X) 4 

12 ! 

_a~/ 
ax 4 i 

. . - I en donde el tl~mino del e~~o~ e~ de ~egundo o~den 

70 
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6i+1- 2 ~i +6i-1 

( t~x J 
2 

!I 

): t:"! {~ 

(t~xl 2 
a4 6 

12 ax 4 

3.4.2 SERlE VE TAYLOR EN VOS VIMENSIONES 

l' li 

= 
6i+1 - 2 {, i +6i-1 

( t~x ) 2 

( 3. 1 5 J 

Pa~a ta obtenci6n de 66~muta~ en di6e~encia~ 6inita~ que invotu­

c~en do~ diJen~ione~, ~e puede utitiza~ ta expan~i6n de ta ~e~ie de-

Tay;o4, e~ r 
6i±1,j±1 = 6· .'+ (+llx) _ti__l 

l 'J . ax i,J 2L I + 
ay i,j 

(:!:..fly J 

f.- + ••••• 
( 3. 1 6 J 

II I l 
Ot~a att ~nativa, gene~atmente m~~ ~encitta ~e tog~a utitizando-

la~ 66~muta~1de una dimen~i6n, hacienda va~ia~ ta 6unci6n en una dl­

~ecci6n 1J manteniendo to~ ~ublndice~ de ta~ ot~a~ di~eccione~ con~-­

tante~, po~ ~jemptoi ta expan~L6n de ta 6unc~6n 6(x,y) en et punta -

(i+1,j+1 ) ~1 puede obtene~ po~ ejempto expandiendo p~ime~o en ta 

en ta di~ecc 6n "x", mantenlendo con~tante~ to~ lndice~ de ta di~ec-

ci6n "y", ejempto: 

II I 
6. 1 . 1 l+ ,]+' 

II I 

= 6i,j+1 + tiX 

( 1 ) 

~r ax 
( 2 J 

( t,X) 31-!CL I 
3 ! ~:JX 3 i , j + 1 + 

........ 

:r 71 

( ·t.x J 2 
+ 

2 ! 

( 3. 1 7 J 

I ' 

,.j 
; 
j 

,, 
l 
' 



-r 

r 
/~ , 
r
'' 

' 

' 

•• 
~6-te•~ que ia 6une.i6n y ia• de,{vada• e6-t.fn evatuada• len ( i+1, 

j) e~ deci~ en el punto (x,y+Ay l, po~ lo tanto e~ nece~a~io ex-­

pandi~ nurvamente cada uno de lo~ tl~mind~. nume~ado~. mant~ni~ndo -

aho~a con.6tante~ lo-6 indice~ en la di~ecci6n "x" y va~ia~ lo6 [nd-<.­

c.e~ en la di~ecci6n "y"; 

( 1 ) I 
6. . "+ Atf~, .. ( Atj) 2 a2o I i, j 6. . = + + ( 3. 1 8) l,] 1 l 'J aY l 'J 2 ! ... 

ay '· 
") 

'· 

( 2 J + ( AIJ J 3 a 3 6 I , 
3! axay 2 i,j 

+ •• 

........... I (3.79) 

I 

( 3) = 
ax i,j+1 

+ ( AIJ J 3 ....:..a_4...~~.6 __ _ 

2! ax 2 ay 2 I +. 
i 'j 

,jl ., I ........... ( 3. 2 0 J 

I 
rl· ~ l . ' . 

La exp~e~-<.6n 6-i.nal ~e obtiene 

y ~u-6 de~ilada~ 6on p~eci6am~nte 
cuando lo6 1ndice6 de la 6unci6n-

(i,j), en e6te ca.6o: 

I'· 
I ._, ( 1 · 1 

1 1. +. (.±Ax)-a_u n '+1 "+1= u "'v l- ,]- l,] 0/\. 
+ ~2-~ + ••••••• , ~ ax (3.27) 

I 

'1 .. 

II 

3.4.3 SERI VE TAYLOR EN TRES VIMENSIONES 

I 

La exp~n6i6n de una 6unci6n en t~e6 dimen6ione.6 6e log~a en una 

6o~ma an~loga a la ante~io~ o mediante la expan6i6n de la 6e~ie de-

l I 
: ·~72 __ _ 



li·. 

·-

II l 
6.+ '+ + l-1,]- ' -1 

'f! 

r-----
1 

i , .i , I~ : 

= 6 . . k .· + ( + tJ.X __ a_ ~ tJ.Y 
l 'J ' 

1.. 
__ a_~- tJ.Z 

ax 

1 
(+ + !J.X a + !J.Ij a 

2 ! ax ay 

·~ ~ ~· I'! t-l' ' 

+ 1 
(+ 3: !J.X __ a_ + Llj __ a_ 

'; ',, 
ax 

J. 
ay 

+ . . . . . . . 

a l 6. . k 
l 'J ' az 

) 
') 

+ !J.Z d ~6 . . k 
l 'J ' az 

J 
3 + t,Z __a_ 6. . 

l 'J ,k 
az 

( 3. 2 2) 

E~te mltodo e~ atil pa~a eneont~a~ exp~e~ione~ de eualquie~ de~i­

vada en tt~lino~ de valo~e~ de la 6unei6n, en lo~ punta~ ee~eano~ en­

eue~ti6n. El mltodo eon~i~te en a~oeia~ a eada uno de lo~ punta~ ~e--

leeeionado~ una eon~tante, la eual ~e valua po~te~io~mente. \~ 

II I I 
A eonti1uae~6n ~e p~e~entan va~io~ ejemplo~ pa~a ilu~t~a~ la apl~ 

eaei6n del mltodo. 

+ 
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t 
I 
l 
I 

~ ' I 

·~ SiltQII.II 

3.5.1 INTERVALOS IGUALES 
L' I; 

x-.11x 
~----

X 

-'*--
x t .11x 

--eo! 

i- 1 i+-# 

• 1 

la exp~e6~6n pa~a la p~~me~a de~~vada de la 6unc~6n u 

en tl~m~n~6 de lo6 valo~e6 de La 6unc~6n ~n lo6 punto6 ~.e, ~ + 1. 

c1 c2 
i ; +-# 

@ • 
~--- ~X ------~ . . 

PROCEVIMIENTO. 
I 

11 A6~gna~ la6 con6tante6 a lo6 punto6 ~.e, ~ + 1. 

, I \ 'i .~ I ' l .', •, : 1 .~, " \\ ·- ' ~ I i = c 1 Ui + c2 Ui+1 + et 

1::-
ax 

~aL~ 
.'Jb 

·n r ·. 
-~· 

2) Pa~a c1 lj c2,expand~mo.6 po~ 6 e~~e6 de Taylo~. k 
"I ~l"t ('>,12 

j. 
··' 

.!:'. 

au li C 1 Ui + c2 [ Ui + tJ.x a2 u I.J + 
= 

et ax ax i 2 ! ax 2 

~ I 
I 

~ 

'i 
( c 1 + c2 ) c2 tJ.x au I. + 

c2 
( f:J.X} 2 a2u 

I i + e Ui + ax ax 2 ! ax 2 t 

"I 
I 3 J Iguala~ coe&~c~enteJ.J pa~a obtene~ lo.6 valo~e.& de La.& con6tante.6-

y del e~~o~ de t~uncam~ento. (lado ~zqu~e~do IJ lado de~echo de la 

ecuac~6n . 
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~~-

.. 

=a I 

- - ---------

c:l + c2 f'..xC
2 = c1 = - c2 = ' 

c2 ( t'l X ) / d? u li + et 0 et :: = 
2! ax2 

! 
'I 

e = (t.x)2 a2 u li t:,x 3 2 u 
t 

!:::.X 2 ! ax 2 2 ax2 

·I 

. 'j 

4) S ubi.> titu 'tr. ta~.> v a.t a Jr. e-6 abtenida~.> en la. 

II 

c.a.n 

au 

ax 

au 

ax 

la.-6 

I 

li 

c.on~.>:ta.n:te-6. 

u. 
= - ]. -- + 

!:,X 

u. 1 u. ]. + - l 
= 

!:,X 

u. 1 J.+ !:,X a2 u 
6.X 2 ax 2 

+ G(t:,x) 

~ c2 !\)( 

c2 l.A=< J / (J"u li 2 ! ax 2 

[-

li e = t :tetr.mino dee. 

etr.tr.otr.. 

e c.ua. c..-{6 n en donde apa.tr.ez-

li ·,: 

r ~~ 

[ 

EJEMPLO No. 2 

Exp~eoal ta oegunda de~vada m~xta de una 6unc~6n en t€~m{noo -

de lo-6 va.lale-6 de la. 6unc.i6n en lac punta~.> i + 1
1 

j + 1; 

i jr 
j- 1; ..{..- 1, j- 1; i- 1, j + 1. 

• 
i-1, j-1 

c4 
. 1 • . 1 

..{,.- ' j+ 

75 

@ 
i,j 

• 
i+1, j-1 

c 1. 

1+1, j+1 

I . 

. 
' 

~ 

11 
;,_~. 

I ·\ 

~ .;,, 



~. 

I 

'~ .. , 
7e~ pa~o. Exp~e~a~ lo ante~io~ matematieamente: 

a2u c~ = [ u. . 
'dX'dlj 1 '1 

+ ( llX) ( lliJ l a 2u 

I fx ay 

+ (t.x) au I 
.. 

i,j 

ax i,J 

+ ( lllj J 2 

2 ! 

+ (lly) 

i 'j 

+ 3 ( llx J 
2 

( lliJ ~ a 3 u 

3! ax ~IJ 

2 3 ( 6X ) ( lllj ) + 

i 'j 

+ C [ u . . + ( M ) au I - ( t.y J 

3! 

au I . 
ay i ' j 

+IJu , .. 
l 'J 

I' 
.(t.x):3 

+ 
3! 

i 'j 

I. ( 8x) 2 
+--

2 ! 
2 2 

' J _l ax 2 , j 

2 ( 4y) 2 
( M J ( M J x ~IJ I. . 2! a2u I ( llx) 

3 
+ 

I I l 'J 

3( llX) 2 

+ 
3 ! 

aq 2 • • 
l 'J 

3 ( t,X) ( t;lj) 

3 ! 

3! 

2 

.-.•.. 
I 

I 
. 
'"' 

+ 
(t.x):) ;l?U 

I i • j 2 ! Jx 2 

i 'j 

l .J 
'J 

i 'j i 'j . 

+ c 3 [ u i 'j - t;x J au I 
ax i,j 

( l;X} 2 
+ (lly) au I 

ay i,j 2 ! 

I 

- ( !':.X) ( lllj) 

I 

I I 

3 ( l;X ) 2 ( f. ) 

[ u . . 
l. ' l 

- ( Llx J 
I 

- (t;X) (lllj) 

I 

? 
+ ( Mj) 

2 ! 

3 ( llx J ( t;,y J 2 

3 ! 

+ ( t.lj) _d_ 

( l;X) 3 

3 ! 

a 3u I 
-a x_a_y_

2
_ · 

li 'j 

au I 
ax · · 

1 'J 

~u I 
ay i,j 

2 
+ ( lllj J 

2 ! 
a 2u I 
~; ll : i ' j 3! 
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i,j l . 
1 

_(1\;)31~3~ ] 

3 • ay . . 
l 'J 

a 2u I 
ax 2 i,jl 



2 
3(~x) (~y) 

3! 
a 3 u I ] 
d ,/3 I· . 

~· > 

. 

( 1 J ( 2) 

= u.. . 
l 'J 

C1+C2+C3+C4J + ~~ 
ax i,j 

I 

{ ~x (C 1+C 2-C 3-C 4 J} 

( 3) 

+ :~ I. . { 
l,] 

( 4) 

' . . 
( 1 ) ·: 

a2u { (~xJ 2 (C1+C2+C3+C4l} 
ax 2 z! 

( 1 ) 

+ { ( M) ( ~) (C1-C2+C3-C4J} + 

+ 

+ 
2 

ax aY 

i,j 

i 'j 

( 3) 

(C1-CrC3+C4 l} + et 

+ 
( ~y) 3 

3 ! 

':J l 'J 

IguatandJ lL ooe6-(o.£ent:e~ de lo~ t:Dtm.ino~ antflogo~ en ambo~ lado~ 
de la eeuae~6n, ~e t~ene: 

I c1 + c 2 + c 3 + C4 = 0 ~ ( 1 ) , I 

c 1 + c 2 - c 3 - C4 = 0 ( 2 ) •• 

l. 77 
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r,: 

~ 

I 

Suma.ndo ( 1 ) tj ( 2) 

2 c + 2 c = 0 
11 2 

don.de c + c2 = 0. 
1 po!J. .lq. que. .C = 

. '"'··. - . ' 1 
- Suma.n.do ( 2) + ( 3) 

2 c - 2 c = 0 
1 3 

poJt lo q~e C = c 
1 3 

- Suma.n.do I ( 1) + ( 3) 

2 c 1 + 2 c4 = 0 

to+ poJt c1 = c4 

- suo.tLt~yrdo en ( 4) 

1 
c1 + c1 + c1 + c1 = 

!J.x !J.y 

• • 

poJt lo que 

, c 3 = 
4 !J.X !J.tj 

b I 

-

j 
I 

l 

~) + ("· 

~) 

c . 
21 

I 

~} ' 

. 't. 

= - 1 

t t i 

I ~ \1 ';I 

t 

"! 
} 

J 
l 

; 

J 

:. ·!-

su-6t~turen.do en. la. ecua.ci6n. in.ieia.l y Jtedueien.do tlJtmino~: 

~ = Ui+~ ,j+1 

axay 

Ui+1,j-1 ·+ Ui-1,j-1 : u1-1,j+1 
+ 8{/J.X!J.U) 

4 !J.X 0./j 

I. 
78 
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3.5.2 INTERV LOS VESIGUALES 

~-- -·-- l1 x . _____ ~ _ 8x --~ 

i- ~ i+i 

I 

G-soss31 
Otna aplicaci6n de la~ ~enie~ de Taylon e~ pana intenvalo~ de~i-

g u.ale~ . 

EJEMPLO No. 3 

Expne~dn a pnimena denivada de la 6u.nc.L n "u." en el pu.nto"i"en­

t(.ttmino~ de lp~ valotte~ de la 6u.nci6n en lo~ pu.nto~ "i + 1 ", "i - 1" 

( n 6 t e~ e q u. e. fl~ ¢ 6 x ) . 

Exptte~andb el pttoblema en 6ottma matematica 

I 

_I 

au. I 
ax i 

I I 
expandiendo l 6u.nc16n "u." pan me.dio de la~ ~e 

da en lo~ pun 0~ "i + 1 " " . ..(. - 1 " 
FACII.UII li«UIJA 

~I c 1 [ fiX au. I + 
( fiX) 2 

= u. -ax. l ax. i 2 ! 

+ c u. j 2 l 

+ c 3 [ u. + ox.~~ + (ox J 
l ax i 2 ! 

+ 
') ax. ·-

+ 
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ott, valua-

( fiX) 
3 

3 ! 

(ox J 
3 

3! 



()U 

{C 1-C +C ) u f (C .. l nx-C
1

Ax) 
] ~> •J I 

au 

( oX j :l ( t\ X J 'j 
(C3 - c1 

3 ! 3 ! 

Igualando lo~ coe6iciente~ de lo~ tlkmino~ an6logo~ en ambo~ la­

do~ de l~ cuaci6n: 

c1 + c2 

c3 ox -

c1 ( f'..X) 2 

2 

' ., I 

Vela ecuac'6n (7) 

... .. 

c 
1 

= -c 
3 

(ox J 
2 

( f'..x) 2 

Su~tituyend { 5) en ( 4 h 

f 

~ 

+ c3 = 

c1 f'..x 

+ c3 

,, i 

c 2 = c 3 (oxJ 2 
c

3 
( f'..x) 2 

Su~tituyend (5) en (2) 

2 c 3 ox + c 
3 

(ox) f'..x = 

{ f'..x) 2 

Ve~pejando 
3 

= 

f'..X oX + ( oX) 2 
] 

I:J.X 

80 

( ' 

0 { 7 ) 
'("'f"' 

7 ( 2) 

(ox) 2 
= 0 ( 3) 

2 
if 

(4) 

( 5) 

( 6) 

17) 

= 1 



'!'"· .:~ . 

l 0' 

Con-6e.c.ue.n.t me.n.te. 

ox - b.. X = y 2 (llX) (ox) 
. t \ . 

- ox 

l:lX. ox + (t.x.} 2 

YL 6 .t e.-6 e. q e. pa!ta e.l c.a-6 o e.n que. t.X = 
a: ... 

.),.; ., I' ·' 
= ' c 

1 -2t.x. 3 21:lx 

·y fa 66Jtmcl a pa!ta la p!ti.me.Jta de.Jti.vada pa!ta e.l c.a.-6o de. i.n.te.Jtva.fo-6 uni.- l1 
6oJtme.-6 ,6e_ e.~c.Jti.be. c.omo: 

' . 

po!t fo .ta.n.t 

u. 1 - u. + ui-11 ' 2 .. au l+ l 
+ s(t.x) = ax. 

2 t.x i 

I' 
) . 

' ~· 

-· •:lJ.. 
I ' 

fa 66Jtmufa bu-6 c.ada -6e. e.xpJz.e.-6 a c.omo: 

I 

·raxl 2u. 
1 

2 i 2 
(/'IX 12 ui+1- + {(ox} - (t.x.l }u. 

l- l + e.t (ox + t.x)t.x.ox. 

3.6 RESOLUC ON POR TABLA (F6!tmufa-6 de. Bi.c.kl~y} 

I. . 
En fa4 e.c.uac.i.one.-6 (3.4.1.11 y (3.4.1.2} -6e. ob.tuvi.e.Jton la-6 ap~z.ox.[-

mac.i.one.¢ de. lfa p!ti.me.Jz.a y -6e.gunda de.~z.i.vada. En aque.lfo-6 c.a-6o-6 e.n que.­

~ ¢e de.¢e.e. i.nd!te.me.n.ta!t e.l g~z.ado de. ap!toxi.mac.i.6n (di.-6mi.nui.Jz. e.f .tlJtmi.no­

de.f e.JtJz.oJz.} ,61e. de.be.n u-6a!t ma,6 pun.to-6. Et mane.jo de. UYL mayo!t nume.Jto de. 
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tt.' ,~ 

~e4ie~ de Taylo4, inc~ementa la po~lbllldad 

de e44o4e~ tlgeb4aico~. 

Pa4a ob la4 la~ po~lbllldade~ 

lo~ coe6lclente~ de la n64mula 

i de e44o4, Bickley compil6 una tabla 

ll 
dxJt.: 

con ~lguiente: r~ , 

m 

l: 
i=O 

k.! 
( 3. 2 3 J 

'hk m. X=Xn 

Aj = coe6~clenteJ dadoJ en ta tabla J~gu~ente 
h = 

k. = 

t:.x l 
o4den e la de4lvada 

m = nume~o Ide punta~ que ~e de~ea u~a4 en la ap4oxlmacl6n, meno~ uno 

n = nume4o ldel punta en el que evalua la de4ivada 

n (x.} = 6u~cl6n evaluada en cada punta. 
j 

EJEMPLO N1. 4 ' 

Obtene4 una ap4oxlmacl6n en la p4ime4a de4ivada, en el punta l, -

u~ando 3 punta~ po4 medlo de la tabla de Bickley. 

_.i c. 

N6te~ e que lo~ punto-6 en cue.6tl6n ~e nume4an de izqule4da a de4e-
I 

cha comenzando con ce4o. A~1.,el punta "i" lt co!Lfte~ponde el ce4o, al-
I 

"i 2" ef.. nume4o do~. punta "i + J' e! 
nume4o uno y al punta + 

I' 

l~ de4-Lvada Po4 lo an to en e.6te ca~o el o4den de el p4lme4o k.=1. 
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\~. 

El vai(Jitz. de. "m" e..6 "2" ya que e .. ~ .{ guaf.. al tH1me.tz.o de. punta.~ a --
1 ,\ 

u6atz. (3) mdno.6 uno. FiHa.f.me,:fte., ~fa que. 6e dc6ea evaluaJt. ea d<'..'r.-ivada. 
I 

en e.l punta ".£" "n" e.6 c.etz.o: 

I 

Apfic.a~do fa 66tz.mufa 

...f!L 
dx x 

de. fa. ta fa I 

X· l 

1 ! 

I. 

I I I 
' Con lo.6 da.to.6 de. ptz.ime.tz.a. de.tz.iva.da. (k = 7), m = 2 y n = 0 .6e. ob-

tie.ne.n fo.6 va.fotz.e.-6 de. fo.6 c.oe.6.£c.ie.nte.6 A
0

, A
1

, A
2 

y e.l tetz.mino de.f­

e.tz.tz.otz.. 

A 3, 4 A 1 et 
1 (f., X) 3 ~ = - = - y = 0 1 2 
3 d X s 

Su•UtuyLd 
I 

.61e va.lotz.e.-6 la. e.c.ua.c.-£6n t,£,~n e.: 
,~· e.6 to.6 en 

I 1., 

...f!L [ - 360 461 62 
1 ( llx) 3 d36 I, l = + - + --

dx 2 !J.X 3 dx 3 X = X· l 

y en fa. not c.i6n otz.igina.l fa. 66tz.mufa. patz.a. la ptz.ime.tz.a. de.tz.iva.da. ~e. ex 

p!te.~ a c.omo: 
I;· 

I~ , __!!_L -3 6 . + 4 6 . 6 i+2 d 3 6 l l+1 - ( llx) = + --
3 dx x· 2tJ.X 6 dx s l 

Nota.: 
d 3;, 

fa. ----:-3 de. 
dx 

tetz.mino del e.tz.tz.otz. .6e e.va.lua. e.n e.f inte.tz.va.lo .£, ,£ + 2,-

_ •• : •• ~;!' 
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e~ dec.i. x.<z;<..x. 2 ,no ~e. evaf.ua "" .i. l- - l+ 

E J E ,\i P L 0 N a . 5 
J 

) ' 

Obtener una exp~e~l6n pa~a la ~egunda de~lvada de 6 evaluada en-

el punta x = xi utilizando 6 punta~. ( xi = 2 ) 

A~lgnanda p~lme~a el o~den a la~ punta~ 

0 1 2 J 3 4 5 

l-2 i-1 l+1 i+2 l+3 

evaluanda 

k. = 2 

m = 6 - r 5 

pa~amet~a~ k., my n: r· 

n = 2 

I. 

Ve la 4abla de :Lckley •: ob~ene: j 

A 6 =I -5 , A 1 - 8 0 , A 2 - - 1 5 0 , A 3 = 8 A 4 = - 5 , A 5 = 0 

Expandienda la 66~mula pa~a e~te 1 c.a~o en pl~tlc.ula~: 

e = 
t 

I 
I .. , i' 

I 

4 dx 

I ,. 

x=x. 
l-2 

2 ! = 
5! (!:.x)2 

I ·~ t 

[ A 6 +A 6 +A 6 +A 6 +A 6 +A 6 + 
0 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 
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= 

I ] 
lr; 

-6. 2 l-
+ 

... 
16 6 i-1 

12 
c. 

I 
- 30 6 . + 

l 16 6i+1 - 6i+2 

( liX) 2 + 
10800 

Ob~~~ve~e que puede da~~e el ea~o que uno ma~ de lo~ eoe 0ieiente~ 
~ea ee~o. E~tf quie~e deei~ que pa~a exp~e~a~ la de~ivada en eue~ti6n, 

no e~ neee~a~~o el valo~ de la 6unei6n en todo~ lo~ punta~ del inte~­

valo. Adema~ ob~e~ve que la ~uma de lo~ eoe6ieiente~ de la 66~mula de 

Biek.ley e-6 eelo. 
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TABLA I 
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CAPITULO 4 

4.2 

4. 

4. . 1 

4.~.2 
4. . 3 

C 0 N T E N I V 0 

SOLUCION VE ECUACIONES VIFERENCIALES PARCIALES POR EL 

METOVO VE VIFERENCIAS FINITAS 

In:tJz.oduc.c.i6n. , j 

Cla~i6ic.ac.i6n de l ~ ec.uac.ione~ di6eJz.enc.iale~ 

6lujo. 

E~quema expl~c.i:to. 

E~quema mix:to. 

E~quema impl~c.i:to. 
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C A P I T U L 0 4 

SOLUCION VE ECUAC10NES VIFERENCIALES EN VERIVAVAS PARCIALES POR EL METOVO VE VIFERENCIAS 

FINITAS. 

4. 1 INTRODUCCION 
•. 

LM ecuac~o e~ obten~da~ pana la ~~mulac~6n de yac~m~ento~ ~on ge­

nenalmente ecuaJ~one~ d~6enenc~ale~ en den~vada~ panc~ale~ no lineale~ 
pana la~ cuale~, ~alvo en aiguna~ excepc~one~, no ~e han eneontnado ~o 

nu-

Antenionmente ~e p~e~entanon la~ ba~e~ del M~todo de V~6enencia~ 

Finita~ que e~ ~a t~cnica ma~ comunmente ut~l~zada pana e~te tipo de 
I 

pnobiema~. Aho~a ~e pne~entana una bneve ela.&i6icac£6n de la~ ed.uacio 

ne~ di6enenciai~~ en den~vada~ panciale~, alguna~ eon~~denacione~ ~o­

bne fa 6onma de 'lexpandin el lado denecho de l.a.-&1 eeuacion~~ de 6iuj o 

(el t~nmino de leumuiaci6n) y lo~ d~ven~o~ pnocedimiento~ pnopue~to~ 

pana.ne~olve~ la~ ecua.cione~ de 6l.ujo de 6lu~do~ a t~av~~ de mldio~ 

I 

4.2 CLASIFICACION VE LAS ECUACIONES VIFERENCIALES EN VERIVAVAS PARCIALES. 

En gene~ai ~a~ ecuac~one~ · d~6e~·enciaie~ en l.de~~vada~ panciale~ pue-
' 

den ~e~ cia~i6ickda~ como el.lptiea.~, pa.nab6i~ca.~, hipenb6lica~ o m~xta~. 
Ca~a una de e.6ta~ cia.6e~ pueden ~en lineal o no lineal. La mayo~la de 

!a' eouao~one• ~f•u!tante• de p~oblemah p~aet~ea• de •~mu!ae~6n •on eoua 

eione.6 no lineale~, e.6 deci~, lo.6 coe6ieiente~ de la4 de~ivada.6 pa~-

~·· 88 
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J 
I 

i 

! 

I
; 
~ 
'-

1
,-

-

I-

I 
-ciate~ ~on nuncione~ tanto de ta~ como de --

va~iable~ independiente~. 

POll ~.1, Jr.a.z6n, y en e• peoia..t .ta.• e~::1o,[o n_. "" u.tt:a.n.te• en p1r.o­

btema~ de 6iujo en do~ 0 t~e~ na~e~ pueden ~e~ muy din~cile~ de eta-

~inica~, y~ que adem«~ de la~ no linealidade~ de la~ ecuacione~, e~­

ta~ apa~ecJn como ~i~tema~ de ecuacione~ y no como una ~ala ecuaci6n. 

Una ~cJacion di6e~encial pa~ciat de ~egundo o~den e~ una ecua- -

ci6n que co~tiene de~ivada~ ha~ta de ~egundo o~den y md~ de una va-­

~iabte independiente. La no~ma ma~ gene~al·de una ecuaci6n dine~en--

ciat pa~ciar de ~egundo o~den con do~ va~iabte~ independiente~ e~: 

I~ 

A (x.,y) a u 
a 2 

+ B (x.,y) 

,, - _, -1-'- ,-' 

+ c (x.,y) 

.. ) 
1( ~~) = o x.,y,u , 

dx. dy 

( 4 0 1 ) 

en donde '"x. e "y" ~on ta~ va~iabte~ independien.teJ.J y "u" e.6 la va-­

~iable depe4diente. No~malmente "x." e "y" J.J'i ~e6ie~en a po.6 ic-i6n pe­

~o en p~obtJma~ en loJ.J que una de laJ.J va~iable~ J.Jea et tiempo "y", -

.6e puede ~eJe~i~ a tiempo. Si lo~ co~jJci:._enteJ.J A, B y C J.Jon nuncio--------------====-· - ------·~·-- -

neJ.J unicamente de_1,_g&,_JlctlLL@leJ.J ___ ,{._nd~endiente.6, .6 an co nJ.J tanteJ.J o ~on 

=-:-t~ -~c-J~c£~JL_e_LJ_ine~t-t. EJ.J ta e-cuaci6n e.6 no. lineal--.6-~ -cualq~i-~---
~a A, B a C )e~ nunci6n de ta va~iabte dependiente. Po~ ej em pta la -

ecuaci6n (4.2) e~ tineal. 

I 

k.x. 
)l 

_2_E_ ) + 
ax ay 

) J ::- ' 

...!L ....lE._ ) + 

1l ay 

89 
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qstbl x.,y,t = 

6 X 6/j 

. -
( 4 0 2) 



y la ecuaci6n (4.3} ea no lineal. 

I 

I 

(l 

ax 

( qs t b 'XJJ,.t 

b.X b.lj 
= <P 

(l 

a.t 

) + 

_j2._ 

z 

p 

T 

( 4. 3) 

La ecuaci6n (4.7lae claai6ica~a como eliptica, pa~ab6l~ca o h~-­

pe~b6l~ch Jependiendo del valo~ del d~ac~~m~nante B2 - 4AC, pa~a un­

punta dado (x,y} r 

I 
8 2 AC < 0 Elipt~ca ( 4. 4) 

B 2 = 0 ·."' Pa~ab6l~ca ( 4. 5 J 

B 2 4AC > 0 HLpe~b6l~ca { 4 • 6 ) 

E•ta d•llmltael6n Lnvolue•a que la eeulel6n pueda eambld• dt - -
I 

claa~6~cac-i6n depend~endo de. loa valo~ea de "x" e "y" bajo cona~de~a 

c~6n (valojea de loa coe6~c~entea A y B). 

ejemplo la ecuacl6n 

= 

I . j 
la ecuac.-t6n 

+ = 0 

y la ecuac~6n 1 au 
= -----

at 

90 

ea a~emp~e h~pe~b6l~ca; 

. ..i < 

e~ a~emp~e elipt~ca, (ecuac~6n 

de Laplace} 

ea ~lemp~e pa~ab6l~ca, (ecua­

c~6n de onda) 

~ 
' 4 
•• 
)I 

:l 
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• ~-
S~n emba~g , la eeuae~6n 

( 1- fj J + 2x + ( 1+y ) = 0 
'dX'dfj 

euyo d~-~ e~ m~nante e-6 : 

v =1(2x)2 - 4 ( 1 - Y} (1 + Y} 
d ,) ~~ v = 4xl2 - 4 ( 1 - y 2} 

v = 4x 2 - 4 + 4y 2 

V = x 2 + y 2 1 
I 

e-6 ellptlea dent~o de~ el~eulo x 2 + y 2 = 1 (ejemplo: 
j 

te negat~vo},h~pe~b6Liea 6ue~a del cl~c.ulo(ejemplo d~.6e~~m~nante po­

.6~t~vo} fJ p~~ab6l~ea en la 6~onte~a. (ejemplo: d~.6e~iminante ee~o). 

Loh p~o~£emah en £o• que e£ h~gno de£ ~•e~~m~nante depende de -

la .6oluei6nlpueden p~t.6enta~ di6ieultade.6 e~peeiale-6 ya que el tipo-

de eeuaei6n gobie~na el n4me~o fJ la natu~aleza de la-6 eondieione-6 
• • • o I d 1 t ~n~e~a~e-6 fJ o e 0 ~011 e~a. 

1-

E-6 deei un p~oblema complejo puede tene~ en un eie~to ~ango 

una .6oluei6 4niea fJ bien dete~minada mient~a-6 que en ot~o ~ango la-6 

.6olueione.6 pueden .6e~ m4ltiple.6 y no dete~minada-6 o aan no exi.6ti~. 

Sin eJba~go la-6 eeuaeione-6-netamente ellptiea-6, pa~ab6liea.6 o hi 

pe~b6liea.6 .6 e manti en en como tale-6, independiente.mente de la-6 dimen­

.6ione.6 y del 6i.6tema de eoo~denada-6 que .6e eon.6ide~e. A.6l, po~ ejem­

plo, la-6 eeu~eione-6 

+ + = 
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+ ~ = _7_1 ___2_E_ 
an n at 

~on tamb~~ paJtabol~ea~. 

I 
La noJtmulae~6n de. un e.~que.ma ade.euado de. ~olue~6n a l~~ e.euae~o-

ne.~ d~6e.ne.nb~ale.~ pa!te~ale.~ e.~ de. ~uma ~mpJJttane~a ya que. de. ~l de.--

pe.nde.n la e.rtab~l~dad y pne.e~~~6n de. ta~ ~olue~one.~. En ge.ne.nal ~e._ 

pue.de. de.eiJt que. e.ntJte. m~~ implleito ~e.a e.l e.~que.ma de. ~olue~6n, ~e. -

lo gJtaJt~ una may on e.~ta- bil~dad, y ~e. podJt~n ut~l~zaJt inte.Jtvalo~ de.-

tie.mpo~ mayone.~. Ve.~a6oJttunadame.nte., e.ntne. ma~ implleito ~e.a un e.~-­

que.ma mayan ~e.Jt~ e.l gJtado de. d~6~cultad paJta Jte.~olve.Jtlo (o a~anzaJt -

la ~ olue~6n de.l tie.mpo t al t~e.mpo t+ t:,t) . J' • -1. 

Jtazon e.~ ne.ce.~aJt~o e.ncontJtaJt n e.quil~bnio e.ntne un e.~-

que.ma ~~mpl que. pe.Jtmita ~nte.Jtvalo~ de. t~e.mpo pe.que.no~ y Jte.quie.Jta 

poco t~e.mpo de. computo pa!ta avanzaJt la ~oluci6n y un e.~que.ma muy com 

pl~cado que. ~e.a e.~table. aun paJta ~nte.Jtvalo~ de. t~e.mpo gJtande.~ pe.Jto -

I 
que. Jte.quie.Jt[ un tie.mpo de. computo con~~de.nable.me.nte. mayan. 

Ve.te.Jtm~ ante. e.n la 6oJtmulac~6n de. e.~to~ e.~que.ma~ e.~ e.l nive.l de.-

tie.mpo al Cfal lo~ tlJtmino~ de. 6lujo, o ~e.a la~ de.Jtivada~ e.~pae~ale.~, 

~e. e.valuan.lTJte.~ de. lo~ e.~que.ma~ m~~ eomunme.nte. ut~l~zado~ ~on e.l e.~ 
que.ma e.xpll ito, e.l e.~que.ma mixto y e.l e.~qJe.ma impllc~to. Su ilu~tJt~ 
cion ~e. halt me.d~ante. la e.euac~6n ~~mpl~6~cada de. 6lujo mono6a~~co: 

a k ...lL _iE_ ( 4. 7) = 
ax ]18 ax at 
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-~ .. ~-
la eual ~e apnoxima en di 0 eneneia~ 

Tx. 
1.+ = n+1 (p. 

1 

n -p. 
1. 

( 4. 8) 

en donde, x e~ la tnan~mi~ividad entne la~ eelda~ y Vbi e~ el volu-

men total <riel 

4.3.1 EslulMA 

bloque i. 

EXPLICITO. 

; ' 

En e~:te e~quema, la~ pne~ione~ y :tnan~mi~ividade~ de lo~ :tenmi--

no~ de 6lUJO ~e eualuan al nlvel de :tlempo conocido "n". 

1 .. 

Pan e~4a naz6n e~ el e~quem~ m~~ ~eneillo~ Su e~p~e~i6n ~n dl6e-

neneia~ 6i~ita~ ~e e~enibe eomo: 

·I 
n I 

Txi+1/2 -p~ 
l. J - Tx~-1/2 (p~ 

\ ' 

n 
-p. 1 

J.-

I 
{ n+1 p. 

1. 
-p~ ) 

l. 

i ( 4. 9) 
• i f• ., .~ f 114:. . -~ 

C :t o , • · 6 ·-~o n+1 omo en e~ e e~quema ~a un~ca ~ne gn~~a e~ p. , pana avanzan-
J.. 

la ~oluci6n de "n" a "n + 1" lo que ~e nequiene e~ apliean la eeua--

ei6n (4.9) f eada uno de lo~ punta~ de la malla. Pan ~u ~eneillez e~ 

:te e~quema bne~en:ta limi:taeione~ 0 uente~ de e~:tabilidad lo que impli 

ca :tenen qu~ u~a~ lntenvalo~ pequeno~ de :tiempo al avanzan la ~olu-­
cl6n. E~:ta imi:taci6n haee que ~u aplicaei6n ~ea lmpn~etiea en la rna 

4.3.2 ESQUE, A MIXTO. 
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E~te e~ el e~quema que ~e ut~l~za con mayo~ 6~ecuenc~a y con~~~­

te en evalua!z. la~ p!te~~one~ al n~vel nuevo de t,[empo "n + 1", m,[en-­

tJta~ que l~~ tJtan~m,[~,[v,[dade~ ~e evaluan al n,[vel de t,[empo conoc~do 
', 

"n". A6l, la ecuac,[6n en d,t 0 eJtenc~a~ 0,tnita~ ~e exp!z.e~a como: 

rxn 
i+1/2 

I 

( n+1 
i+1 

··I 
) Txn ( n+1i n+1 

- i-1/2 pi -pi-1 ( n+1 ' n 
p. - p. 

l l 
= 

• • • f ( 4. 10 l 

PaJta cada celda pa~a la que ~e e~c!z.,(.be ~a ecuac,[6n (4.10) 6e t,te 

h I~ n+1 n+1 n+1 nen a oJta t~e~ ,[nc6gn~ta~ p
1

_1 , pi , pi+l poll. lo tanto paJta avan-

za!z. la 6 oluc,[6n del tiempo "n" al tiempo "n + 7 1
'' ~ e JtequieJte e¢ cJt~b~Jt 

la~ ecuacio e~ pa!z.a toda~ la~ celda~ y po~teJtionmente ne~olve~ un --

~,[~tema de 

I 

E~ te t,[ 

cuac,[one6 algebJtaica~ lineale6. 

I 
o de e6quema ~e util~za con lx,[to en ~imuladoJte6 a!z.eale~ 

y tn,td,[men~tonale6 en lo~ cuale~, en·genenal, no ~e dan camb~o6 bJtu~ 

co6 de p!te6t'one~ y/o 6atuJtacione~ de un inteJtvalo de t,[empo al otno. 

S,[n emba!z.go pueden p~e~enta~ 4e!z.ia~ l,tmitacione~ de e~tab,[l,tdad y 

con6ecuente~ente Jz.eque~~Jt inteJtvalo~ de tiempo muy pequeffo6 en ~imu­

lado!z.e6 de 6lujo conve!z.gente tale~ como ~imulado!z.e6 de coni6,[cac,[6n­

y alguno6 6fmulado~e~ de ~eccione~ tJtan~ve!z.~ale~. 

E~ de m cha ~mpoJttancia la 6oJtma en que ~e manejan lo~ tlJz.m,[no~-

0uente en e te e~quema, e~pecialmente en modelo~ tJtid,[men~ionale~ y-

de ~ecc,[one tJtan~ve~~ale~ en donde ex,[~teJ poza~ teJtminado~ en va-- I 

Jz.ia~ capa~. Una 6oJtmulac,[6n inadecuada de lo~ tlJtmino6 6uente puede­

di6m,[nui!z. l e~tabil,[dad del modelo y Jteduci!z. en mucho el max,[mo in­

cJtemento de tiempo (~t) peJtmi~,[ble paJta obtene!z. ne~ultado~ acepta- -

ble~. 
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4.3.3 ESQUEMA IMPLICITO. 
f\ ;_~ -:, ,_ 

Eat~ elquema oonalate en eualua• tantJ·~ •• pkealonea 

,' 

como {a-6 

ttz.an-6mi-6iv{dadeJ.J at nuevo nivet de tiempo "n + 1" quedando la ec.ua--
I 

c.i6n en dinetz.enc.ia-6 6initaJ.J c.omo: 

Txn+1 
i+1/2 

n+1 
i+1 

n+1 -p. 
l 

I 

n+i 
- Txi-1/2 = ( n+1 n+1 

p. - p. 1 
l ' l-

. 

vbi ( n+1 n p. -p. 
td l l 

. . . l ( 4 • 11 J 
N . + o .b··. o . I .6 d od 
uevam4n~e, a~ eJ.Jc.tz.~ ~tz. ~a ec.uac.~ n paha c.a a c.e~ a la-6 inc.6gni-

n+1 n+1 n+1 I 
ta-6 tz.eJ.Jutt~nte-6 J.Jon pi-l , pi , pi+l , potz. to tanto patz.a ~vanzatz. 

ta J.Jotuc.i6n hay que eJ.Jc.tz.£bitz. la-6 ec.uac.ione-6 patz.a toda-6 ta-6 c.etda-6. -

Et J.JiJ.Jtema ~eJ.Juttante no puede evatuatz.J.Je ditz.ec.tamente ya quJ to-6 c.o~ 

6£c.£enteJ.J T~~~~ 12depe_nden de ptz.eJ.Jione-6 a.l nivet "n + 1", o -6c.a que­

J.Je tiene un oiJ.Jtema de ec.uac.ione-6 no-tineale.o. La J.Jotuc.£6n .oe. togtz.a-

mediante t~c.nic.a-6 itetz.ativa.o tate-6 c.omo ta de Newton-RaphJ.Jon extend~ 

da at c.aJ.Jo de vatz.iabte-6 muttipte.o. 
h 

I Potz. eJ.Jtf tz.az6n et eJ.Jquema impt1c.ito e-6 et que invotuc.tz.a mayotz. e.o 
i 

6uetz.zo de c.fmputo patz.a avanzatz. la J.Jotuc.i6n de un nivet a ottz.b (ttz.e-6-

o c.uattz.o veie-6 mayotz. que et eJ.Jquema mixto) Ain embatz.go eAta 6otz.muta­

c.i6n petz.mite utitizatz. inc.tz.emento-6 de tiempol muc.ho mayaJteA que et e-6-

quema mixto y aun petz.menec.etz. eJ.Jtabte. . I, ... '· ·1. 
I 

Patz.a 6l jo mutti6~J.Jic.o, ta-6 t~c.nic.a-6 de .ootuc.i6n utitizada-6 noJt-

matmente c.o binan la.o do-6 uttima-6 eJ.Jquema-6 bJteJ.Jentado-6. 

La 6igu1a adjunta ptz.eJ.Jenta una c.orfr,batz.ac.i6n e6quemc!tic.a dJ;ta.o 

tJte-6 eJ.Jquema~ en la c.uat ta-6 c.itz.c.uto-6 Jteptz.eJ.Jentan lo-6 punto-6 en lo-6-

I 
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~e 1 
evaluan la~ ~~an~m~~~v~dade~. 

ESQUEMA EXPLICITO. 

r 
I n +I 
I P; 

1 , 

I 

I ·-----------. --0- . 
···~-'--­

' 

n . n 
I p i pit I , I 

n n 
T xi-1/2 Txi+ 1/2 

;, 

i-J it I 

ESQUEMA MI XTO. 

I 

I n I 
; pi -I 

n+l 
i p, 

I 
·I ; n+l 

: pi+l 0 ¢' 
I 

i- I 

-G 

~---
n 

Txi+l/2 

i+l 

ESQU MA IMPLICITO. 

I I 

1
J i I 

i n+l n +I 1 ! n+ 
'pi-1 pi : pi+l 

- . Q -8 ---Q-- -- --A-· . ---G --

i- I 

n+l . ntl 
Txi-1/2 Tx.i+l/2 

- ---~---

I 
i+ I 
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NIVEL VE TIEMPO 

n + I 

n 

n + I 

n 

n + I 

n 

. I 

I 
I 

I 

I 
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-~ 



,. 
' 

' 

I 
I j -

Ve ~e .e~do a la di6eu6l6n ante~lo~. la6 eeuaclone6 en ~i&e-

~enela6 ~l·nlta6 p~e6entada6 en la6 6eeelone6 p~evia6 pueden 6e~ 

~e6uetta6 utltlzando do6 p~oeedlmlento6 dl6e~e~te6 pa~a p~oble-

ma6 muttin6.6lc.o6: 

U pltj,elt p!toeedimien-to eo imp.t"-c.i-to L p!te;i6n 

en 6atu~a~6n (IMPES) y el 6egundo e6 lmplielto en p~e6l6n y 6a 

t~~aei6~ (lrMPIS). l . 
1 En la ~ayo~ia de lo6 e6tudlo6 de yael lento6 6e puede utllf 

za~ venta~o6amente el p~oeedlmlento IMPES, 6ln emba~qo, en p~o­
blema6 tale6 como eonl~leael6n en donde 6e utitizan eelda6 muy-

I 

pequeffa6 le~ea del pozo e6 neee6a~lo u6a~ un p~oeedlmlento 

IMPIS o una de 6U6 va~laelone6. 

En p~obtema6 mono66.6ieo6 la p~e6l6n en l1quldo6, o el pate~ 

elal ~eal ldel ga6 pa~a ga6e6 60n la6 anlea6 va~lable6 dependlen 

te6 y e6 ~onveniente eateuta~la6 lmptieltamente. Po~ e6to pa~a­
p~obtemJ6 ~ono66.6leo6 no hay llmltaelone6len et tamaRa del ln-­

te~vato de tlempo a utlllza~, en euanto a e6tabllldad 6e ~e6ie-

~e. 
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C 0 N T E N 1 V 0 

SOLUCION VE SISTEMAS VE ECUACIONES ALGEBRA1CAS. 

In.t~r.oduc.c..ion. 

PJtoblema4 en una dlmen4i6n. 

Tlc.n.ic.a4 de 4oluc..£6n. 

Ml.todo d.iJr.ec.:to. 

Ml.todo de el.im.inac..£6n de Gau44. 

Ml.todo4 .i.teJr.a.t.ivo4. 

Ml.todo de Jac.ob.i. 

Ml.todo de Gau44- Se-idel. 

Ml.todo de 4obJr.eJr.elajac.i6n pun.tual 6uc.e4.iva. 

CJt.iteJr..io4 de c.onveJr.genc..ia. 

Ejemplo en do4 d.imen4.ione6. 

Alr.Jr.eglo4 c.aJr.dc..teJr.l4llc.o4 Jr.e4ultante4 de 

6lujo mono6d6.ic.o. I 

AlgoJr..i.tmo de Thoma6 paJta. un 4.i4.tema de ec.ua­

c..ione4 tJr..id.iagonale~. 

Flujo poc.o c.omplte4.ible, hoJr..izon.tal en do6 

E4quema4 de 4oluc..£6n. 

Con4.i4tenc..ia, c.onveJr.genc.la y e4tab.illdad. 
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C A P I T U L 0 5 •, 

SOLUCIO VE SISTEMAS VE ECUACIONES ALGEBRAICAS. 

I I 
5. 1 INrJovuccioN. 

E~ o~je~~vo. de ea~a aecc~6n eo p~~~-.~~:·manekao de keoatvek taa 
I 

eeuae~on~~ de p~e~~6n, ta~ cuate~ 6o~man un ~~~~ema t~neat de eeua--

c{one~ ~tmut~anea~. V~cha~ ecuac~one~ pueden ~e~ e~c~~ta~ con ta ~~­
gu~ente otac~6n mat~~c~at: 

i 

Ire 
Ap=b l (5.7) 

L~ ~ccuac.£~n ( 5. 7) puede • ek Uama.da . ·c~ac~·6n vec~M.£al a eeua- -

c.£6n ma~J:c.£at y k<pkeaen~a un nUmeka de ecuac.£onea l.£nealea o.£mul~a 
nea~, deb~do a que ta~ ecuac~one~ ~on t~neate~, po~ que ta mat~~z A 

cont~ene fOio coen~c~ente~ que ~on con~~an~e~. Et vecto~ "p" ~ep~e-- -~ 

~enta ta~ ~nc6gn~ta~ de p~e~~6n en todo~ to~ punta~ det ~~~tema con-

~~de~ado.l ~ 

La la uc.£6n de la ecuac.£6n de pkea.£6~ puede ae~ en ~ado caao muy I 
•Lmple o Juy campleja, dependLendo del pkoblema 6loLca. Cuando la ao . 

tuc~6n e~ l~etat~vamen~e 6tfc~t, como en et 1 ca~o de p~obtema~ de una -

d~men~~6nd,r mucho~ p~obtema~ de do~ d~men~~one~, ta ~oluc~6n de la -

ecuac~6n b p~e~~6n con~t~tuye ~olo una 6~acc~6n del ~~empo total -­

computac~6r y del co~to de ta ~~mulac~6n del yac~m~ento. En p~oble-­

ma~ d~6~c~le~ como alguno~ de do~ y la mayo~1a de t~e~ d~men~~one~,-
1 

et e~nue~z ~eque~~do pa~a ~e~olve~ la ecuac~6n de p~e~~6n t~ene un-
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maya~ •£gnilicado en ~etac£6n' ai ~e&~O det p~abtema de ta &imutaci6n 

det yacimiet~o. I. 
Exi~te rn n~me~o de tleniea~ pa~a ~e~olue~ la eeuaei6n (5.7), la 

mayo~ pa~te de l~ta~ e~tan o~ientada~ haeia p~oblema~ de do-6 dimen--

6ione6 pu~6to que e6toA oeu~~en ma6 6~eeuentemente en 6imulaei6n de­

yacimiento6l A continuaei6n 6e expliea un name~o de tlcniea6 de 6oLu 

ci6n comunmente u~ada~ pa~a La ~imuLaci6n de yacimiento6. 

PROB.LEJS. EN 

,j.J ' 

5. 2 
(} :· 

UNA DIMENSION. 

d 
aee~ea de l inte~p~etaei6n de La eeuaci6n ueeto~ial A p = b. Pa~a -

p~ineipia~ on~idl~e6e el 6iguiente diag~ama e6quematieo (Fig. 5) 

u~ando un n~me~o de celda~ Nx la6 cuale~ 6e encuent~an nume~ada~ de-

I 

ei6n de ~imtlaci6n de yacimiento~, 6e 6abe ~ue una 

pa~a La celda "i" inuoluc~a tambien lo6 ualo~e6 de 

eontinua61 p~6xima6, de6de la6 euale6 puede ~eu~~i~ 

I a. n. 1 +b. n. +e. n. 1 =d. l rl_ l 1~l l rl+ l 
( 5. 2) 

Pa~a ·La eelda 1 E I, 6 oLamente una eeldai · e-6 td p~6xima, y b to ~e­

p~e6enta La condiei6n limite de no nlujo en el 6inal de La celda. 

( 5. 3) 
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I 

= d 
Nx ( 5. 4) 

A ~o~ ~~ua~~6~ ~e p~e~e~ta~ la~ e~ua~~o~e~ ~o~~e~po~d~e~te~ a -

u~ p~oblema de ~~~~o ~elda~, e~ta~ ~elda~ ~e e~~ue~t~a~ e~quemat~za 

da~ e~ laj (F~g. 5L2). Pa~a e~te p~oblema de 

~~~~0 ~~~6g~~ta~,t~e~e~ u~a 6olu~~6~ a~~~a. 

bi1 p1 l~i1 p2 = 

= 

= 

= 

d1 

d2 

d3 

d4 

ds 

( ~. 3 b) 
j, f.' 
• I 

' •0(5.3c) 

(5.3dl 

( 5. 3e J 

La~ e~ a~~o~e~ (5.3), puede~ ~e~ e~~~~ta~ en 6o~ma mat~~~~al, -

la ~ual e~lla ¢~gu~e~te: 

bi1 ci1 0 0 0 p1 d1 

ai2 b.,., 
~L ~i2 0 0 p2 d2 

0 ai3 b i3 ~i3 0 p3 = d3 

b i4 
I 

d4 
0 0 ai4 ! ~ '4 p4 

I ~ 
0 0 0 a. 5 ibiS Ps ds 1- l 

I . . . . . . ( 5. 4) 
! 
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e.~ 101.a la~oiz, deaLgnada l .. A. 

Lo-6 aJz.Jz.e.gio-6 de. ia-6 .<.nc.6gn.<.ta.6 "P"!! de fo-6 t~ttm.<.no-6 .<.nde.pe.nd.ien.te.-6 "d" 
-+ -+ 

.6on ve.c.totte.-6, de.notado-6 c.omo p !f d Jz.e..6pe.c.t.<.vame..nte.. La e.c.uac..<.6n 

ve.c.toJz.iai de.i aJz.Jz.e.gio e.-6 ia .6.-i.gu.<.e.nte.: 

'· .. -+· 
A p = d ( 5. 5) 

·i I 
Al in.6pe.c.c..<.onaJz. ia matJz.iz mo.6tJz.ada e.n la e.c.uac.<.6n (5.4), .6e. ve.-

qu~ io-6 c.oe.fi.-Lc..<.ente-6 e.6tan al.<.ne.ado-6 en und fiottma diagonal. E.6to -­

.6.-i.e.mptte. .6e.tt~ e.l c.a.6o .6.-i. .6e. ottde.nan la-6 c.e.ida-6 de. izquie.Jz.da a de.Jz.e.--

oha oo mo a e muea .tJta en .iM 6Lg u.JtM { 5 • 1 I Y { 5 • 2 ! ·, '· o. I 
La mdtJz.lz A e.-6 ~una matJz.iz tJz.idiagonai J·~~ c.aJz.ac.teJz.1.6tic.a de. 

pJz.oble.ma-6 d~ una dime.n.6.-i.6n. N6te..6e. que. la-6 tJz.e.-6 diagonale.-6 .6on c.e--

Jz.ttada-6, .6inl c.e.Jz.o-6 .<.nte.ttme.dio-6. 

aon mu.y ~lorl•• de Jteaoluelt. 

E.6te. t.<.po de e.c.uac.ione.-6 ve.c.totr..iaie-6-

; .. 

5.2.1 TECNICAS VE SOLUCION. 

Como I, i~mplo de atguna-6 de. la-6 t~c.nic.a-6 de ~.>oluc.i6n de. e.'c.uac.io-

ne.-6, c.on-6.-i.dftte.J.le la e.c.uac.i6n paJz.a e.l 6lujo mono~tf-6.-i.c.o, inc.ompJz.e.-6.-i.--

ble, , •lr.tj(oal . j .. 
v . [ :~ v p l ~ + q /.): b 

d 

3t 
( p ~) , 

En la d'tte.c.c.i6n "x" la e.c.uac.i6n anteJz.ioJz. que.da de. la .6.-i.guie.nte.-

mane.tta: 
kx 

ll B 

I 

__EE_ l + q = o. 
ax 
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e~ homoglnea, entonee~ no hab~a va~{ae{6n en la pe~mea-
b{{{dad kx e~ eon~tante adema~ ~{ el med{o e~ {neomp~e~{ble, el -

6aeto~ d volumen B y la v{~eo~{dad ~ ~e pueden eon~{de~a~ coma - -

eon~tante . La que ~e~ulta: 

= 0, 
( 5. 5) 

Nota: En a p~aet{ea e~ p~e6e~{bfe no haee~ e~te t{po de ~{mpl{~{ea 
e{one~ ya que e~ eonven{ente ea~~e~va~ fa~ un{dade~ de eada tl~m{no 1 
en un{dad~~ de qa~to. 

I 

En el ~{~tema p~aet{eo de un{dade~ de campo, 

kx = peAm ( 1.127 x da~ue~) 
p • = n ( tb I pg 2 ) 

q = ga~to de ({nyeee{6n (+) 

x = e{a (p{e~) 

'3 (~tb/d /p{e ~oea) 

" = viJ~o1~dad (cpl 

E~e~{b{endo fa eeuae{6n (5.5), en 

w. -'l P. + p i+l l. 1 l. 

~ q ~tb/d + q 
( fiX) 2 

kx val. eelda 

EJEMPLO No. 

~; 
= 0 

{ 

I· 
l 

Caleula~ el ga~to y fa d{~t~{bue{6n de p~e~{one~ pa~a el ~{gu{ente-
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k.x = 200 mV 

)J 1 c.p 

P = 600 
1 

100 

I ·, I 
~ 60' -.1 

- 420 I 

FIG. 5. ly 5.2 

h 
I 

. \ 
). 

! :w 

Se t~en un ~~~tema f~neaf, med~o homoglneo, hay un pozo ~nyec.­

tok en fa c. fda 1 y un pozo pkoduc.tok en fa c.efda 7. 

soLLcroN: I 

I 
Lo~ ga~ o~ ~e pueden c.afc.ulak con la ecuac.~6n de Vakc.y 

q = 

q = 62.61 /d£a. 

I 

I. 
(0.2) (1.127) (200) X 

( 1 • 0 J 

(600-100) 

( 36 0 J 

En e~te a~o pakt~c.ulak fa~ pke~~one~ ~e pueden c.afc.ulak en una-

6okma muy ~e c.~lfa. Con~~dekando que ~e tkata de un ~~~tema f~neal,-
fa pke~~6r vak£a 

pekmanec.e cor~tante 
en fiokma f~neaf paka c.ada c.efda y ef gkad~ente 

en e£ ~~~tema, ~e puede hac.ek una gka6~c.a de x -

v~ p tomando en c.uenta lo~ dato~ pkopokc.~onado~, de tal maneka que -

paka c.ada d~ tanc.~a ~e pueda tenek un valok de pke~~6n. 
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oJr..ma de Jr..e~olveJr.. el pJr..oblema e~ utilizando la 6oJr..mulaci6n 

en di6eJr..encia~ 6inita~. E~cJr..ibiendo la ecuaci6n geneJr..al paJr..a cada­

nodo en el cual no ~e conoce la pJr..e~i6n, ~e tiene lo ~iguiente: 

11. 

-

Ho I ____ ...___ ____ [ q ~tb] = 0 
kx (Vol. del nodo il 

+ 
(/H) 2 

p -1 - 2 pi + p i+1 

( 60 J 
2 + 

.-. 

( 1 • 0 J 

( 0. 2 J 

la. ecua.ci6n anLk-iok: 

( 1 • 0 J ( q ~ tb I d J i = 0 
(1.1271 (200x60) 

.•j 

;o 1 l·t .· ~ 
~tb/d) 7 ~-62.61. Lo~ donde paJr..a (q ~tb/d) 

1 
= 62.61, (q 

ga~to~ ~on -

iguale~ en valoJr.. ab~oluto debido a que el 6lujo e~ incompJr..e~ible -­

poJr.. lo que e dice que el ga~to que ~e inyecta (+J e~ igual al ga~­

to que oduce (-). En la~ celda~ 2,3,4,5,6 exi~te 6lujo peJr..o no 

hay 6uente~ ni ~umideJr..o~ poJr.. lo tanto: 
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-1 1 a 11£$1 il .a! utI, sw a~~ 

(q /.) -tb I d 1 · = 2 3 4 5 6 = 0; ea.& ,(n c.6 g n { :ta.& .&on ia.& 
pi=2.3,4.5,6' 

l, , , ' ' 

patr..a io c.uai .&e t-<..ene que e.& c.tr..-<..b-<..tr.. la ec.ua.c.-<..on· en d-i 6 etr..enc.-ia-6 patr..a. -
c. ada uno d~ lo/, nodo-6 en donde no .&e c.onoc.e la ptr..e.&-<..on. Patr..a e-6 -to .&e r· 
t,(ene .f.. a .6fgu-iente: 

No do / 

. ' 

-£=2 p1 2p2 + p3 + 0 + + 0 + 0 = 0 

I i=3 0 + P2 2p3 + p4 + 0 + 0 + 0 = 0 ·~ 

I 
I·''' 

I+ -i=J 0 0 + p3 2p4 + Ps + 0 + 0 = 10 
II I 

2J5 · . I 
i=5 0 0 0 . ! r~" rt 

+ 0 0 
+ + + p4 + p6 = 

,. 

1 ~~:·) 
l 

I i=6 0 0 + 0 + 0 + ~5 2p6 + P7 = 0 

. . . I 1 ptr..e.t:J,(one-6 c. a no c.ida-6 ai iado detr..ec.ho de ia-6 ec.ua c..io ne.& 
pa-6 an do 

- 2p2 + 3 + 0 + 0 + 0 = r·600 
II 

P2 2 pl3 + ' p4 + 0 + 0 = ' 0 

0 + I p 2p4 + P5 + 0 = 0 
II 

• 0 + 0 + p4 2p5 + P5 = 0 
II 

0 + 0 + 0 + P5 2p6 = - 100 

c.i6n ma-ttr..ic.i i c.omo: 

' i. 
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I 

- 2 1 
> 0 0 0 p2 -600 

I 
"b )- ~ ~"\ .. -2 0 0 p3 

~ 0 -2 0 p4 0 

0 -2 
Ps 0 

0 0 1 -2 p6 . } ~- -100 

E.t aJLJ(eg.to de. lol.l c. o e 6 .{.c..{. e. nt e.-6 pue.de. .6 e.JL llama do matJL..i. de. c.o e.-

6.-i.c..-i.e.nte.l.l ~~A), e..e. aJr.Jc.e.g.to de. la-6 p!Le.l.l.-i.one.-6 p (,~ J c.omo ve.c.toJL de ..i.n­

c.6gn..i.tal.l (p) y e.l aJLJLe.glo de. c.oe.6.-i.c...i.e.nte..6 del lado de.JLe.c.ho de. la 

~guaidad efmo iado dekeeho (V). La ecuae~On veetok~~t det akkegto -

e.-6 la .6.-i.guie.nte.: 

A p = V 

I .. 
p!Le.mult..i.pl c.ando a la e.c.u~c...i.6n ve.c.t~JL..i.a.t po!L la ..i.nve.JLI.la de. A, c.on -

e.l obje.to de. te.ne.JL e.l ve.c..toJt de. ..i.n c. 6 g n..i..tal.l en 6unc...i.6n de. (A -1) y (V} 
l"l . I 

A - 1 A p A - 1 V A-1 I ! = p= v i 

I 
f E.6te. l.l~l.lte.ma podJL4 Jte.6olve.JL.6e. poJt ..i.nvekal6n ma.tJc...i.c.ial ~olamente. 

l.ll e.-6 pol.l..i.blte. obte.ne.JL la ..i.nve.JL.6l6n de. A (A - 1) en o.tJLa-6 palabJLa,~ .66-

to o~ det;tlo. ,.,,,·I 
I PaJLa l.l..i..6.te.ma.6 pe.que.ffo-6 e.-6 !Le.la.t..i.vame.n.te. .6enc.lllo ob.te.ne.JL la ln­

ve.JLI.la de. lalma.tJLlz de. c.oe.6lc...i.e.n.te..6, pe.JLo pa!La .6l.6.te.ma.6 g!Lande.-6 pue.-
1: I 

de. .6eJt ve.n.t jol.lo u.tll..i.zaJL en la .6oluc...i.6n m~.todo-6 ..i..te.JLa.tlvol.l. 

I - I > Una ..i.lu~.t!La~..i.6n de. lol.l m~todo-6 ma-6 c.omune.-6 .6e. p!Le.l.le.nta a c.on.tlnua--

c...i.6n. 

II ~ 
-5.3. 1 METOVc VIRECTO. 
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k 
t. 
':~ 
i 
I 

I 
I 

r 
~' s 
" 1: 

ll ,. 

l 

Ante• t 
j 1$1£! I& 4 J , Ill 4:z k 

p~e4enta~ el metoda d~~e~to ~e ~e~o~da~d el teo~ema 6un­

el ~ual e~ la ba1e pa~a el de~a~~ollo de la damental delequ~valenc~a, 

el~m~na~~6n de Gau~~. E~te teo~ema ~e exp~e~a de la ~~gu~ente 0 o~ma: 

S~ en un ~~ tema de e~ua~ione~ ~e ~u~t~tuye una de ella~ po~ una ~om-

' f. ~'. 

5.3.1.1 METOVO VE ELIMINACION VE GAUSS. 

'II ! j .. . I 
E~te me odo e~ un metoda exa~to pa~a ~e~olve~ ~~~tema~ l~neale4,-

el ~ual ba~ ·~amente ~on~~~te en ~~~temat~za~ el teo~ema 6undamental -

de 

I 
~on~~~te en apl~~a~ a una mat~~z ampl~ada (la ~ual 4e 

6o~ma ~on la mat~~z de ~oe6~~~ente~ y el lado de~e~ho de la e~ua~~on­

ve~to~ial (5 4 I, un nume~o dete~m~nado de lope~a~~one~, la6 ~uale~ -

~on llamada~ ope~a~ione~ elementale~ ~ob~e lo~ ~englone~ de una ma- -

t~iz, eon el n~n de obtenen un ~~~tema equ~valente al antenio~ en don 

de ~e pueden obtenen 6a~ilmente la~ in~6gn~ta~. 

Tomand~ Jl ~i~tema onig~nal, el objetivo e~ tnan~6o~man ala ma-­

t~iz de ~oe 0 ·~~ente~ A, en una mat~iz tn~d~agonal ~upenion. 

-2 1 0 0 0 P2 -600 

' ' 
0 -2 0 0 p 3 0 

0 -2 1 0 p4 = 0 

0 0 -2 1 p 5 0 

0 0 0 -2 p 6 -100 

108 _L __ 
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\ 

6oJr.mando a ma:tJr.i.z ampl-iada, .&e ob:t-iene: ("} 

1 I~ '\' ~ •' 

-2 1 0 0 0 -600 
I 

12 0 0 0 0 :~ 

·i '· 
0 1 -2 0 0 

~, .. 
1 

0 0 -2 1 0 

0 0 0 1 -2 -100 f . : - ·t 

I"', 

•• -2 1 0 0 0 -600 

-~3 I 2 
' ~-

0 0 0 -300 ., 
17 

~; 

0 -2 0 0 1 ~ mul:t-ipl-ique e.t pJr.i.meJr. 

0 -2 0 Jr.e.nglon poll. 1/2 fj .& c1m e.& e 

0 0 2 -700 
al .& eg undo Jr.e.ngl6n. 

( \ ; 

-2 0 0 0 -600 

0 /2 0 0 -300 2~ mu.t:t-ipl-ique el .6 eg undo -; -

I Jr.e.nglon poll. 2/3 fj .6 c1m e..& e -:. 0 -4/3 0 -200 

I .:·f 
at :te.Jr.c.e~r.o. 

0 -2 0 .~' . 

. ·· ..... ~ 
-~ 0 0 2 -100 

I :.·~· 

-2 0 0 0 -600 

I 0 - /2 0 0 -300 $~ mu.t:t-Lpl-iq u e el teJr.c.eJr. 
·;.~ 

0 -4/3 0 -200 Jr.engl6n poll. 3/4 fj .& c1m e.& e 

* 
a.t c.ua.Jr.:to Jr.englon. 0 0 0 -5/4 -750 

--ij; 
~-

0 0 0 ' 1 i -2 -100 ;~ 
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., 
I 

J I 

lj a la 

li 

.6 u.6 t:.Lt u rj end o 

(-150 - 183.33) (4) 
p 5 = 

-5 

p en el 3eJz. 
5 

- 4/3 p = - 200 - 266.67 
4 

p = 3 5o lb I pg 2 
4 

ahoJz.a p 4 en l 2 do Jz.engl6n 

I 

- 3/2 p = - 300 -350 3 

p 3 = 433. 33lb/pg 2 

1j pOll. ult~mo, .6U.6t~tUijendo p en ef 7eJz. Jz.engl6n 
3 

... 
1• i " .', -2 p2•- 600-433.33 

p 2 = 5 1 6 • 6 7 lb I pg 2 

110 

= 266.67 lb/PG 2 



II I t p 1 = 6 0 10 -6 _{_ , 

'!.66.67 p6 

516.67 pJ.>.i, p3 = 433.33 p~-<., p4 = 3 50 p-6 ~ , p 5 = 

= 183.33 p-6 _{_ lj p7 = 100 p.6.i. j1\ 

' q=62 .6 q=O q=O q=O q=O q=O q:: -62.6 
I ·-1·--- __ _.-- --- _._ ---- ._ ___ ..__ 

------- --- --- ·- ~--·7 2 3 4 5 6 
p=600 p= 516.6 p= 433.3 p=350 p=266 6 p= 183 3 p= 100 

. - q ( bl I dio) I p ( lb/ pg 2 ) 

. ) 

, I .. 
5.3.'!. METOVOS ITERATIVOS. 

5. 3. 2. 1 METOVO VE JACOBI. (VE PUNTO JACOBI) 

I~ 
e~ua~J6n ~onten- t 

ga una -<.nc.~gnLta en 6unc.-<.6n de ta~ o:tJc.a~ c.an:t.idade.6, ta -<.nc.6gn.i:ta c.o­

Jc.Je'.&pondeJc.k con et oJc.den _de ta ec.uac.-<.6n. PoJc. et oJc.denamien:to de e~:ta.6 
ec.uac.-<.one-6 ta .inc.6gn.i:ta :t.iene geneJc.atmen:te et c.oe6.ic.ie.n:te ma~ gJc.ande. 

I 

E~:t-e c.onvvr.ge .6.iempJc.e que poJc. to meno.6 un etemen:to d.iagonat 

.6ea, oJc. ab.6otu:to, mayoJc. que ta J.>uma del 4e.6:to de toJ.> etemen:to~-

det m-<..6 mo engt6n. Aptic.ando et me:todo et ttj empto an:teJc..ioJc. .I 

I! 

i = 2 p1 - 'l.p2 + p3 = 0 

-2p - p1 - p3 2 

2p 2 = p1 + p3 

Ill ' ~ 



p2 = 1/2 ( p1 + p3 ., 

.£ 2 m+1 7/2 m 
) 7/2 m 

600 
= p = p3 + p1 = p 3 + 
~jl 2 

lJ 
I 

Hac.iendo mi.6 mo paJz.a lo-6 .6 i g ui e n-t e-6 no do! .6e -t.<-ene: 
3 m+1 

1/2 ( m ,(. = p3 = p 2 + p4 

.£ 4 m+1 
1/2 m = p4 = p3 + Ps 

J m+1 ·--.· m ,, 
' .£ 5 Ps = 1/2 p 4 + p6 

II ·-~ 

J m+1 m m .£ = 6 p6 7/2 ( Ps + p7 = 1/2 ( Ps + 100 l 

En la-6 c.uac.ione-6 an-teJz.ioJz.e-6 .ta inc.6gnita e-6-ta en e.t .tado izquie~ 

do de .ta ~g a.tdad y .6e .te a.6igna e.t nive.t de i-teJz.ac.i6n ~m+1~, .ta paJz.­

te c.onoc.ida .6e enc.uentJz.a en e.t .tado deJz.ec.ho y .6e .te a.6igna e.t nive.t -

de ~tvcae~Ot "m". J '· .. ; f 

E.t pJz.oc.4.6o iteJz.a-tivo c.on.6i.6te en .6uponeJz. valoJz.e-6 paJz.a c.ada una de 

la-6 inc.6gni a.6, Jz.e.6olviendo la.6 ec.uac.ione-6 del m~todo y mediante ~.6-te 

pJz.oc.e.6o mej Jz.aJz. lo.6 va.toJz.e.6 .6upue.6to.6 poJz. media de iteJz.ac.ione.6. 

E.t pJz.oc.e.6o .6e c.on-tinua ha.6-ta que do.6 valoJz.e.6 c.on.6ec.utivo.6 de toda.6 -­

la.6 vaJz.iab.t .6 pJz.e.6en-tan una vaJz.iac.i6n a una toleJz.anc.ia pJz.edeteJz.minada. 

EJEMPLO: 

7eJt.J I-teJz.dc..<-6n ~ ' 
f \ 

0 0 0 0 0 
0 p2 = p 3 = p4 = p 5 = p 6 = .6uponeJz.: 

m = 0 
I 

m + = 0 + 1 = 

' .. ~~ entonc.e.6: 
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0 0 p r 112(p1 + p3 = 112 (600 + 0 J = 300 "! L. 

1 0 0 
( 0 + p3 = 112(p2 + p4 = 112 0 J = 0 

1 0 0 
1/2 ( 0 t p4 = 112(p3 + Ps + 0 J = 0 -. 

1 0 0 
1/2 ( 0 Ps = 112(p4 + p6 = + 0 J = 0 

1 0 0 
1/2 (0 p6 = 712(p

5 + p 7 = + 10 0 J = 50 

2da I .tvr..ac. ·6n 

2 
= 1 I 2 ( 0 600) 300 p2 + = 

I 
'' 

2 
p3 = 112 (300 + 0 J = 150 

I 2 
p4 = 112 ( 0 + 0 J = 0 

I 2 
p6 1 I 2 ( 0 + 1 o o I = 50 

Pa!ta l .6 de.ma-6 i...te.Jtac.i..one.-6 e. .e. p!toc.e.di..mi..e.n.to .6 e.~ta e..t mi..-6 mo, ha-6 .ta 

e..t ndme.Jto e. i...te.Jtac.i..one-6 Jte.queJti..da-6. Pa!ta l.6.te e.je.mplo ei ndme.Jto de­

.-c:..t!Jtac.i..oAe-6 pe.di..da-6 e-6 de nue.ve. Lo-6 ~e.6ul.tado.6 .6on p!te.6en.tado.6 e.n -

fa tabla (5. 7). 

:11 

5 • 3 • 2 • 2 VO VE GAUSS SEIVEL. 

( !'-, 

ado e-6 .6i..mi..laJt a.t de. Jac.obi.., pelLa pe.Jtmi...te ac.ele.Jtalt .ta --

c.ove~tgenc.i..a de.l ml.todo i...te.Jta.ti..vo, al .tomaJt ve.n.taja del hec.ho de que­

c.uando .6e c. lc.ulan vaJti..able-6 po.6.teJti..oJte.6 a fa .6egunda, la-6 i..nc.6gni..-­

.ta.6 de. me.no~ .6ub~ndi..c.e. .6e c.onoc.en a un ni..vel de i...teJtac.i..6n ma-6 avanz~ 
do. E.6.te e-61 ef ml.todo de Gau-6.6-Sei..del .tambi..ln llamado de i...teJtac.i..one-6 

paJrc.i..ale-6 a de.-6 plazami..en.to-6 .6 uc.e..6i..vo.6. 
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I: 
L 
I 
~~ 

~·· 

Pa~a el ejemplo an~e~io~ la~ eeuaelone~ ~e e~e~iben eomo: 

I 

m+1 mt\ 
P2 = 1/2 {p~ + p1) 

m+1 
3 

m+1 
4 

m+1 
5 

= 1/2 {p~+ 1 
+ p:) 

= 1/2 (p~+ 1 
+ p~) 

= 112 ( m+1 + m) p4 p6 

1 e~a Lte~aef6n 

~uJ~niendo ~uevamen~e que p~ = p~ = p~ = p~ = p~ = 0 

1 
2 1/2 

1 
,, = 1 I 2 
" 
1 

= 1/2 
L~ 

~; = 1/2 

m = 0 

m -r = 

0 + 600 = 300.00 

300 + 0 = 150.00 

150 + 0 = 75.00 

75 + 0 = 37.50 

1 
~6 = 1/2 37.5+ 100) = 68.75 

2 da I ~e~aeiT1. 

p ~ 6 0 0, p;l = 

i 

1 1 1 1 300, p 3 = 150, p 4 = 75, p
5 

= 37.5, p
6 

= 

1 
p 7 = 1 0 0 p~ i 

12 
p2 = 1/2 {150.00 + 600) = 375.00 

2 
p3 = 1/2 (375 + 75) = 225 

I 

1/2 (225 +37.5) = 131.25: 

1/2 (131.25 +68.75) = 100 

p = 1/2 {100 + 100) = 100 

114 
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II 

ue .. J.i6n 3Jz.a 

12 
600, 2 

375, 2 
225, 2 

737.25', 2 
1 0 0, 

2 p1 = 

J~: 
= p3 = p4 = Ps = p6 = 00 

2 
1 0 0 

j 
p7 = ·, f ' ~ ~· I 

3 
p2 = 1/2 (225 + 600) = 472.5 

3 
p3 = 1/2 (412.5+ 131.25) = 271.87 

," ': 

3 
1/2 (271.87 100.00) 185.93 p4 = + = 

3 
1/2 (185.94 100.00} 142.97 Ps = + = l _, 

3 p = 
6 1/2 (142.97 + 100.00) = 121.48 

lteJz.ando ~ ce~ivamente ~e obtienen·lo~ valoJz.e~ pJz.e~entado~ en lata-

bla ( 5 • 2) . 

5.l.2.3 lf OVO Vt SOBRERELAJACION PUNTUAL SUCESIVA (PSOR) 

Ei clnJepto de Jobllelleiajac.i6n eJ un mltodo de acelellam.iento en -

la conveJz.g~ncia de lo~ anteJz.ioJz.e~ pJz.oce~o~ iteJz.ativo~. En e~te ca~o -

el nuevo va1loJz. de iteJtaci6n p m+l ~e. obtiene con paJz.te del nuevo IJ pa! 

te de la .ittllac.i6n antell.iOil p ~ 

1 

PaJz.a ell ejemplo anteJz.ioJz., la~ 
de la ~~guiente maneJz.a: 

. I 
ecuac..tone~ del m~todo PSOR ~e e~cJz.i 

I :I 
ben 

pm+1 = w(l/2 (pm + 600} ) + {1-w) pm 
2 3 2 

Pm+1 = w(7/2 (p m+1 + p m) 
3 2 4 J + ( 7- w) pm 

3 

II 

pm+1 .D(l/2 ( p m+1 + pm) 
' . 4 3 5 

) + ( 1- w) pm 
4 

' if 

pm+1 = w( 1 I 2 ( p m+1 + pm) 
5 4 6 

J + ( 1- w) pm 
5 

.J ,.-~ ... : 
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J 
'! m+1 (pm+l m 

)J = II) ( 1 I 2 + 1 0 0 ) ) + ( 1 - (J) ) p 
6 5 6 

1 s w s 2 

du~ante la ~ob~e~elajac~6n, ~e ampl~n~ca la magn~tud del cambia de -

P~~~~6n fu1ante cada ~te~ac~6n mult~plleando l~te eamblo de p~e6i6n­

po~ un pa~Jmet~o de ~elaj ae~6n, w > 1 • 0. 

Sl w e~tuv·e~e eomp~end~do ent~e ee~o y uno, ~e tend~la bajo~elaja--

c~6n. E~te p~oeed~m~ento no e~ eneet~vo pa~a el t~po de p~oblema~ de 

yae~m~ento . 

II S~ w = l7, el PSOR 1.1 e ~educe al mlto do de Gau~-6 -s e~del. Aho~a u--

~ando un v de 1.334 pa~a w ~e t~ene: 

II 

7e~a Ite~a. 

0 0 0 0 0 
p2 = p3 = p4 = Ps = p6 = .6 up a n~endo 

1 
1 . 3 3 4 p2 = 

I 
(1/2 ( 0 + 600 ll + 1-1.334) ( 0) = 400.2 

17 . 3 34 
1 

p3 = 

I, . 334 1 
p4 

(1/2 (400.2 + 0) l + 1-1.334) ( 0) 266.93 

I 
( 112(266.9 + 0 l ) + 1-1.334) ( 0 J = 178.04 

1 
1.334 Ps = 

I 
t 7 I 2 (178.0 + 0)) + 1-1.334) ( 0) = 118.75 

'Ill ! " 1 • 
1 . 3 34 p6 = 

I 
( 1 I 2 (118.7 + 1 0 0 l ) + ( 1-1.334) ( 0 ) = 1 4 5 . 9 1 

2da. Ite~ae~ n 

1 . 1 1 
p2 = 400.2, p3 = 266.9, p4 

i 
1 1 1 778, p
5 

= 178.7, p
6 

= 145.9 

1 
1 0 0 

I. 
p'? = 

2 
p2 .334 (1/2 (266.9 + 600) + (7-7.334) (400.2) = 444.57 

I I 2 
.334 (1 12 (444.5 + 178.0) + ( 1 - 1 334) (266.93) = 326.13 p3 = 

(h1.334) 
I 2 

.334 ( 1 I 2 (326.13 + 11 8. 7 J + (178.00) = 237.27 p4 = 

116 
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: 
7.334 (1/2 (237.27 + 145.9) + (1-1.334} (118.7} = 215.91 

I p~ = ~.334 (1/2 (215.91 + 100} + (1-1.334} (145.91) = 167.98 

l~e•ando 1 uce•lvamen~e •• ob~enen lo• vjlo~•• p~•••n~ado• en La ~a-
b.ta. (5.3) 

- : I 
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T A B L A. 5 . 1 

ValoJt .{_ :t e It a c. -i.. 0 11 e .6 
I 11 c. . . . ,e. .{.11-{.C..{.a 

Ta 2a 3a 4a~--~ 5a 6a 7a 8a 9a lOa 11 a. --
---

I f9 () 300 3CO.OV 375.00 375.00 415.625 415.625 442.1875 442.1875 461.13 461.13 475.09 

p 0 0 150.00 150.00 237.25 231.250 284.375 284.3750 322.2600 322.26 350.19 350.79 

p 0 0 0 87.50 87.50 153.125 153.725 202.3440 202.3440 239.26 239.25 266.94 

p 0 0 25 25.00 75.00 75.000 120.313 120.3130 756.2500 156.25 183.69 783.69 

p 0 50 50 62.50 62.50 87.500 87.500 110.1563 110.1563 128.12 728.12 141,84 

T A B L A. 5 . 2 

Va.toJt ---- ~--

.{_ :t It .{_ 6 
I 11 c. . . . .t 

e a c. 11 
.{.11.{. C..{. a 

7a z ~1 3a 4a 5a 6a .. 
1 a 8a 9a lOa 11a 

p 0 300 375.00 412.50 435.94 455.670 470.600 482.0800 490.7700 497.27 502.06 505.72 

p 0 750 225.00 271.87 310.94 347.210 364.160 381.4300 394.4000 404.13 411.43 416.91 

p 0 75 131.25 185.94 226.95 257.710 280.780 298.0800 311.0600 320.80 328~10 333.57 

p 0 37.5 100.00 142.97 174.22 197.400 214.746 227.7000 237.4600 244.76 250.24 254.35 

p 0 6 8. 7 100.00 121.48 137.11 148.710 157.370 163.8600 168.7300 172.38 775.12 177.17 

L _:,:~- ..,___ -"'·"- _ · ~,~--~~ii2J<,-:~1M'!L _ .'::;!'i-~!•r:· .. -.,i2il.f:~ --i~'). _ ~- ,;wtetr+ei. j 118 



I 
T A E L !-•• 5 . 1 (co~tinuacii5nJ 

\ 

;_ :t e. Jt a c. -<.. 6 n. 

12a 1 3 '~ 14a 15a 16a 17a 18a 19a 

475.09 485.;; 485.51 493.304 493.30 499.14 499.74 503,52 

371.02 377.:~ 386.61 386.610 398.29 398.29 407.05 407.05 

266,94 287.7: 287.70 303.280 303.28 314.96 314.96 323.72 

204.39 204.3~ 279.95 219.950 231.63 231.63 240.38 240.38 

141. 84 15Z.~~ 152.19 159.980 159.98 165.81 165.81 170.19 

: ;.4 3 =- p._. 5 . 2 (conti~~aci5n) 

;_ t e. Jt a c. ;_ 6 n. 

12a 1 3 -~- 14a 15a 16a 17a 1 8a 19a 

508.45 570.:: 572.04 513.200 514.06 514.71 515.20 515.57 

421.01 424.o.:. 426.40 428.136 429.43 430.41 431.14 431.68 

33 7. 6 8 340.7:_343.07 344.800--- 346.1(} 341.87 347.80 3 4 8 • 3 s--------

257.43 259.73 261.47 262.768 263.74 264.47 265.02 265.43 

178.71 779. 8; 180.73 181.380 181.87 182.22 182.20 182.72 
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I 
~-.:-• .... ,:, 

T A B L A. 5 . 3 

l Va.toJt ~ t e Jt a Q ~ 6 n 
I nQ. . . . .e -<..n-<..Q-<..a 

1a 2a 3a 4a ---- 5a ~ - --6a 1a 8a 9a _101l_ 

() 400.2 z1 zr4.TI ---•r6 9 • 2 4 485.13 509.60 512.58 515.580 516.0800 516.48 516.51 

p 0 266.9 326.13 362.31 406.96 423.68 428.83 431.63 432.1600 433.10 433.24 

p 0 178.04 237.21 306.43 329.39 3 4 2. 5o· 346.84 348.88 349.5500 349.84 349.94 

p 0 178.75 215.91 240.31 274.75 262.67 265.10 266.01 266.4400 266.58 266.63 

p 0 745.97 167.98 772.88 178.87 182.15 182.68 183.11 183.2500 183.31 183.32 

w opt = 1. 334 

'1 • .".1 ·-· ~!, . .Lt.'IJ.f. J' • .• oll-t:.::l" ...... 
. ,.,~ ~.J:d~( J . 
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I 
T A B L A • : • 3 ( con t in u a c ion ) 

,{_ t e It a c. ,{_ 6 n 

11 a 12a 13a 14a 75a 16 a 17a 18a 11a 

516.63 516.66 516.57 516.63 516.66 516.66 516.66 516.66 516.66 

433.30 433.30 433.24 433.30 433.32 433.33 433.33 433.33 433.33 

349.98 349.99 349.94 349.98 349.99 349.99 349.99 349.99 349.99 

266.65 266.66 266.63 266.65 266.66 266.66 266.66 266.66 266.66 

183.33 183.33 183.32 183.32 183.33 183.33 183.33 183.33 183.33 
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Comentaki ·~ y eonelu~ione~ 

En la~ tabla-6 antekioke~ ~e ob~ekva la e6ic.ieneia de eada uno de 
lo~ m~todo Obteniendo~ e lo~ ke.6 ultado.6 .6iguiente~ : 

I 

a) • - Paka ~l m€todo de Jacobi debido a que el m~todo pok e~tkuetuka-

ci6n e~ lento, akkoja un total de 74 itekac.ione.6 paka cnnvekgik, 
I 

eon una tolekaneia de 0.001 de pke~i6n, llegando~e ala ~iguiente --

di~tkibuei6n de p k e.6 i o n e~ : 

600.000 lb /pg 2 -, 
Pt = 

p2 = 516.666 " 

p3 • 433.324 " 

p4 = 349.999 " . \: " 

Ps = 266.659 " " 

p6 = 183.329 " 

! .· p7 = 100.000 " 
I 

b} .- Paka Jl m~todo de Gau~~-Seidel como .6e plante6 antekiokmente e-6 

mueho ma~ e6ieiente, akkojando un total de 36 itekaeione~ paka con-­

vekgik, ~o~ una tolekaneia de 0.001 de pke~i6n, obteniendo~e la .6i-­

guiente di~tkibuei6n de pke~ione.6: 

I p 1 = 600.000 lb/pg 2 

p 2 = 516.666 " 

p 3 = 433.320 " 
~ 

p 4 = 349.990 " 

p 5 = 266.659 " 

f22 
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p6 = 183.329 " 

p7 = 100.000 " 

c).- Al ~ob~e~elaja~ el metoda de Gau~~-Se~del, e~ dec~~, apl~cando­

PSOR an~cJmente ~e nece~~ta~on 10 ~te~ac~one~ pa~a que ~e llega~a a -

la conve~genc~a con la m~~ma tole~anc~a de 0.001 de p~e~~on, obte--­

n~endo~e l ~~gu~ente d~~t~~buc~on de p~e~~one4: 

p1 = 600.000 lb/pg 2 

p2 = 576.666 " '\ ~ 

p3 = 433.320 " 

p4 = 349.980 " ', ~ ~ ...... 

Ps = 266.650 " ""' .~ . 
·\. ' 

183.329 " 

" p7 = 100.000 

En 6o• a bkeve e ~lu•~•·~~va •• ejempl~6~eo la e6lelenela de ~ 
mltodo~ ~t ~ativo~, 4~endo el PSOR el de mayo~ ut~l~dad. Apl~cado -

ya a una 4imulac~6n en computado~a la d~~m~nuc~6n de t~empo e4 4uma­
l 

mente notable aunada a una d~~m~nuc~6n en lo~ co~to~. 

II 

5.3.2.4 CRITERIOS VE CONVERGENCIA. 

El c~~te~~o pa~a que el PSOR conve~ja ~: 

7) .- La mat~~z ~ea d~agonalmente dom~nante. 

2) • - El vatr~ de w ~ ea meno~ que 2. I' 

I 

I· 

j Viag~na~ dom~nante qu~e~e dec~~ que el valo~ ab~oluto de la d~a­

go al p~inckpal ~e~a mayo~ o ~gual a la ~uma de lo~ valo~e~ ab4oluto4 
-· 
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I 
pa~a algdn nodo~ Fl6icamente e~ ~i~uta~l6n 

de yac~m~~nto~, e6ta cond~c~6n e~ 6iemp~e 6at~66acto~~a 6~ ~e t~ene-

6o~mulado un 6~6tema 61-&~co 'p~op~o. Lo-6 .ir.lque~.i.m~ento6 pa~a que e6to 

ocu~~a e6 que la comp~e6~b~l~dad del 6~6tema 616~co 6ea po.&~t~va, el 

t~an6euA6o del t~empo po6~t~vo; y la t~an6m~6~v~dad po6~t~va. s~ el-

' PSOR no eo~ve~ge, e.& po6~ble que haya un e~~o~ en el 6~~te~a nC~~eo, 
I 

p~obablemente oeu~~a una eomp~e6~b~l~dad negat~va en algdn nodo. 

m + max ' t 
d . ;. l n_: m+1 m = p. - p 

J. 

max i 

I· ( ~ ,•· 

La p~o o6~c~6n de eonve~gene~a puede 6e~ anal~zada po~ el te~m~-

no llamado 1 6acto~ de ~eduec~6n, p, p~~me~o 6e de6~n~~a una med~da­

de eonve~g nc~a ~e6e~~da a una va~~able a bada max~mo ~e6~dual. S~ -

~e ob6e~va el max~mo ~e6~dual a eada ~te~ac~6n y 6e t~aza e6te valo~ 

v6 el ndme o de ~te~ac~oneil 6 e tend~d la F~g. ( 5a ) 

. I 
log I r;, j I max 

CONVERGENCIA 

k iteraciones 
F/G. 5a 

Vu~ante e6ta eonve~gene~a a6~nt6n~ea, el max~mo ~e6~dual y todo6 

lo~ ot~o~ ~e6~duale6 en la6 eelda6 e6tan gobe~nada6 po~ la ~elac~6n-
6~gu~ente: 

k+1 k 
~ .. = p~ •• 
l,J l,J 
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~-· 

I 

r donde p e~ llamado el 6ae~o~ de ~edueei6n q e~ L~uat at ~adio e~pee-

~~al de lq ma.t~iz 6oJtmada duJtan~e el p~oee~o PSOR, P depende del va--

loJt de <V 1 la veloeidad q Jtaz6n de eonveJtgeneia. 

EJEMPLO: 
b; J· 

Caleule · II d II q p, en donde P= 

. I 

poJt el m~todo de Gau~~-Seidel 

Soluei6n 

la ~abla 5. 2 ~ e ~iene lo ~iguun~e: · 

7a 

p II = 
2 

. p = 
3 

p = 
4 

p = 
5 

p = 
6 

i6n 

482 .Or0781 

381.4 31055 

298.0959960 

227.7313232 

163.8d56616 

490.716552 7 

·' 394. 403076~ 

311.0671997 

237.4664307 

168.7332153 

497.2015381 

~ - - I 
404.1343689 

320.8003998 

I 
244.7668076 

I 
172.3834038 

I di6eJteneia m~xima en~Jte la 1a q 8a i~eJtaeL6n 

12.9772031 

~xima entJte la 8a q 9a 

9.7332001 

de la 66Jtmu a 

., ' 
p = 

'I lim II d max 

. 
l 
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en to nc.e-6 

p = 

COMPORTAM~ENTO VE w 

--
9

• 
7
-
3
-
3
-
2
-
0
-
0

-
1
--- = 0 0 7503698442 

12.9772037 

I 
En genenal, .6e puede obtenen un valon de w que opt~m~ze el pnoc.e-

tuan una-6 10 ~te~ac.~one-6 c.onw = 1. Ent~e la 7a, 8a, 9a, y 10a .6e ob--

t~ene p. Pp~ ejemplo pa~a el p~oblema de Gau-6.6-Se~del P = 0.75037 

2 
------------~~-------

+ ~,-1---0-. 7_5_0_7___,, 
wopt .= = 1.334 

El pa~dmetno de nelajam~ento w e-6 mayo~ pa~a pnoblema-6 ma-6 c.om-­

pl£eado&, Jo~ ejemplo; g~ande& eon~~a&~e& en pe~meab~l~dad y &u eom-­

pontam~ento e.6quemdt~c.o e-6 .6~m~lan al pneAlntanlo en la .6~gu~ente 6~ 
guna. 

No. de ~ e~ac.~6n 
' 

pana alc.~nzan la 

c.onve~genc.~a. 

2.0 w 

i 5.4 EJEMPLO VE FLUJO MONOFASICO BIDIMENSIONAL INCOMPRESIBLE .. 

I ·J Ve la e uac.~6n pa~a 6lujo mono6d.6~c.o ~nc.omp~e.6~ble en 2 d~men.6~o-

126 ·' .. r~ .-
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' 

~­

' 

-ne..6, .6e. 

kx _l_.E_ J + a ky ~ J + q :: 0 
;) X ~ 0 Bo ax ay ~ 0 Bo ay 

Ex~and{e~J d "l • 1" '.tl d t.. t.. e.n ~ 0 e~enc~a6 0~n~ a6, 6uponie.n o Kx, Ky, y Bo como con.6 

tante..6 

\ 

I 

I·--
I 'l . 
kx pi-l,j - 2Pi,j + pi+l,j 

( l:.X J 2 

L. p .. 1- Zp.: + pl .. J.+l 
+ ~ ___ l~,~J--------~l~,~J----~-~-- + 

Bo ( l:.y J 
2 Bo 

I 
I': 

q .6 ;tb 

(vol. de' 

Vato6 

k :: 
X 200 mV. 

'1,-

ky :: 50 mV. 

llo = 1 • 5 c.p 

Bo :: 1 . 2 z_ 

I 
h :: 20 pie. 

X 
\1 700 pi :: 

y :: 720 

6 

• • 

:: 0 
no dol . 

l 

r 
120

1 

I 
:'!' ~ 

/ 

roo' -- ~ ~ 

01 

..... 
/ 

02 

... -----------.::;:, 
_,"" ,.,""' I 

.," .," I 
I 
I 
I 
I 
I 

o 3 I 
.) 

,.r( ~ 
1----..o....;..---1--------4------t"'" rz..O-" 

0 0 5 0 6 4 

"j li 

500 b.e_ d1.a q 1 
:: / 0 0 0 

\, 7 l - 8 9 

-500 
~>~~-~ 

q 9 
:: 

/ / / / / / / 

Pg :: 7000 

v I 1: 

E-6 

lt,/pg2 

im r.>O Jr.tante. notaJr. que e.t'. .6i.6tema e.6 c.eJr.Jr.ado, e..6 dec.iJr., que. no-

hay 6 iu j 0 
1 

enva tilt 0 n.t Ha ex.te!tna. PalLa hac.e.Jr. e.-6to, Jr.e.coJr.dando la - -

e.cuac.ion de. a~tc.y, e.n donde. e.l g a.6 ;to e..6 p!topo~tcional a la ca1.da de. -

I I 
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·(', 

l q = c..t.te. P 

S{ el olujo e~ c.e~o en la 6~onte~a; p .t{ene que ~e~ c.e~o. Po~ lo­

.tan.to hay que aumen.ta~ nodo~ n{c..t{c.{o~ al~ededo~ del ~{~.tema c.uya~ -
I 

p~e~{one~ ~on {den.t{c.a~ a la~ de lo~ nodo~ {nmed{a.tamen.te c.ont{guo~-
dent~a de, •L•tema. 

'j. E•~!lJlendo la• ocuaclon•• co~~••pon~onto• a cada uno do lo• no 

do~ ~e .t{ene lo ~{gu{en.te: 

No do 

II 
1 } 

2 J 

3) 

4) 

0.2 X! 1.127 

(1.5) (1.2} 

11 
X 

= 0 

0.05 X 1.127 

(7.5) (7.~~) 

) ~-

X 

( 7 0 0 120 X 20) 

I 
0.2 X 1.727 

7 • 8 

0 • 2 X 1 • 1 2 7 

7 • . 8 

0 = 0 

0.2 X ,.127 

1 • 

X p 1 - 2 p 2 + p· 3 + 

(TOO) 2 

= 0 

0 • 0 5 x 7 • 7 !l_x 
7 • 8 

x P2 ~ 2
P3 + P3 + 0.05 x·1.727 

(100) 2 1.8 

. p'!:.4 - 2 p 4 + p 5 
X 

(700) 2 

128 

0.05 X 7.127 

7. 8 
X 

I 
p1 - 2P1 + p4 

( 12 0 J 2 

Pj_ - 2p4 + p7 

( 7 2 0) 2 

+ 

+ 

+ 

_y 



-~-

: 
i 

~ 
5) 

6 J 
II 

7} 

8) 

a11 

a31 

II 

a 811' 

0 

0.2 X 1,127 

1 • 8 

0 

0 • 2 X 1 • 1 2 7 
1 • 8 

= 0 

X 

= 0 

X 

0 = 0 

0.2 X 1.127 

1 • 8 

0 = 0 

Ps - 2P6 + P5 

( 1 0 0) 2 

+ 

+ 

+ 

0.2 X 1.127 

1 • 8 

p - 2p8 + 1000 
X 7 + 

( 1 0 0) 2 

0 = 0 

+ a1 + a18 ... , 
··. 

+ a3 + a38 

+ a 8 . + a 88 

129 
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I 

0.05 X 1.127 

1 • 8 

0.05 X 1.127 

1 • 8 

o.os x 1.1t7 

1 • 8 

0.05 X 1.127 

1 • 8 

p1 

p ' 
2 

p3 

p4 

Ps = 

p6 

p7 

P8 

X + 

I 

·I· 

X 

X + 

X + 

q1 

q2 

q3 

q4 

q5 

q6 

q7 

q 8 

s-1t 



: ··~ - 30 55. 4 2 p1 + 180 3. 2 p2 + 0 p3 + 1252.22 p4 + 0 Ps + 0 p6 + 0 p7 + 0 p = -3x10 8 --1803.2 p1_- 4858.6 p2 + 1803.2 p3 +--:- ~0 
p4 + 1 2 5 2_---!_2 p-5--- + - 0 n + () ----t'7 +--ft p

8 
=--o '6 0 p1 + 1 80 3. 2 p2 - 3 0 55.42 p3 + 0 p4 + 0 Ps + 12 52. 2 2 p6 + 0 p7 + 0 Ps = 0 1 2 52. 2 2 p1 + 0 p2 + 0 p3 - 4307.64 p4 + 1803.2 Ps + 0 p6 + 1 2 52. 2 2 p7 + 0 Pa = 0 0 p1 + 1252.2 p2 + 0 p3 + 1803.2 p4 - 6 11 o. 8 4 p

5 + 1803.2 p6 + o. p7 + 1 2 52 • 2 p
8 

= o 
-1252222 

0 p1 + 0 p2 + 12 52. 2 2 p3 + 0 p4 + 1803.2 Ps - 4307.6 p6 + 0 p7 + 0 Pa = 0 p1 + 0 p2 + 0 p3 + 1252.22 p4 + 0 Ps + 0 p6 - 3055. 42p7 + 1 8 o 3. 2 p
8 

= o 
.4:'' 0 p1 + 0 p2 + 0 p3 + I 0 p4 + 12 52. 2 2 p

5 + 0 p6 +1803.2 p7 - 4 8 58. 6 p
8 

= 

" -1803200 
' 

<.-> 

~--~---

"' 

·:.'AiL_ .:~~·-~"#.- ·?.'"f:.::\··': -~:f!~~·: /30 -~~ -~ I 



I. 
Re¢olviendo el ¢i¢tema de 

(metoda di~Jeto), ¢e obtiene 

p 1 =I 7 J 0 3. 6 2 7 o lb 1 pg 2 

p 2 ) 1 J 1 6 • 6 6 0 6 ,, 

p3 ::

1

77174. 7?.70 

= 11118 9 • ?. 8 4 4 p4 II 

Ps :: 7715 1. 81 39 

p6 = 7717 4 • 3 4 2 6 " 

p7 = 111?.8.9000 "' 

Pg = 1086.9664 ,, 
q=500 

0 
I 

p= 1303.6 

q= 0 

0 
4 

p= 1189.2 

q=O 

0 
7 

p= 1128.9 

q= 0 

0 

I 
2 

p = 1216.6 

q=O 

lo 
5 

~· 

p= 1151 .8 

q=O 

0 
8 

p = 1086.9 

q(bl/dfa), p(lb/pg2 ) 

,_..., 

q=O 

0 
3 

p= 1174.7 

q=O 

0 
6 

p= 1114.3 

q=- 500 

09 

p =1000 

5.5 ARREGLOS CARACTERISTICOS RESULTANTES VE ~tUJO MONOFASICO. 

II I l 
a).- Una dime ¢i6n 

Ecuaei6n: 

n+1 n 
Pi Pi 

= _1_ ----=---
a t:J t 

II 1 1 1 n+ 2 n+ n+ 
pi-1 - p. + pi+1 

( Ax )2-

/3/ 



,.~ 

I I 2 3 
I 

I 
• 

j -I 

-
X X 

X XX 
I 

xxJ 

xJx 

~XX 

XX~ 

x¥-x 

txx 
XX -

Ob.ten ~e.Je u.n.a. ma..ttc.iz 
I 

b).- Vol.> d-{men.6..i.on.e~.> 

E c.u.a.c.i6 n i 

( t::,x l 2 

4 5 6 7 8 

® • ' 
I i +I 

I 
I 

'-··------ .. --· -· 

,..... - ,..- -',-~ 

P, q, 
... 

p2 q2 

" p3 
·' q3 

..... ~. p 

p4 I 

q4 

' 
Ps = q5 

-···-- .. 

p6 q6 

p7 ___ L q 
-· 7 

Pa qB 

..... Pg - ,_ qg -
' ., 

.ttc.idia.gona..t 
o:" ·;·: ~ ,, 

+ 
( t::,y) 2 
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............. __ ~ 

9 

-·~ "" 

I 

-- . 

·--

' 

= 

• 

l· .-.. ' 

1_ ••. _. 

i 
J 

.· 
;. I 
·-'~' 

'i 



. ' 
I 

-... " t'"· 
,.. 

I 2 3 4 
• 

lr . ·~ ~--· .. .. ---··· I 

I 

i, j- I 

2 • @ 
i • I 
I 

..., 
. 

i-1, j 

I· 

i, j it I, j 
' i 

' 

' l 
3 • 1 i 

i, j+ I . I 

14 ! ! 

/ 

I 
i I 

' 

5 I 

i 

i 
I 

i I 

9'1 ; 

I 
; l 

Su.po n,{e.nc 0 qu.e. .oe. t,te.ne. u.na malla de. c.uat ~o po~ c.,{nc.o, ~e. obte.nd~~ 

,tz pentad,tagonal, d,tagonalme.nte. dom,tn u.na mat~ ante., e.n donde. la pa~te. -

cen~~at de t1 ma~~~z, ehta na~mada pO~ C~nco mat~~Ceh de 4 X 4, que C~ 
Mehponde~~ 1t 6lujo en ta d~~ecc~6n "x". 

La.o d,tag~nale..o adyaee.nte..o a la pa~te. ee.nt~al eo~~e..oponde.~~n al 6l~ 

jo e.h la d,t~Jec.,t6n "y". 
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1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

1 1 

1 2 

1 3 

14 

1 5 

76 

1 7 

1 8 

7 9 

zo 

01 02 03 o4 as 06 01 08 09 10 11 12 73 74 75 76 11 78 79 20 

rx X l X 
I I X X X 

I X 
I 

I X X x/ X i 

L I 
X xJ "£;. X 

X :f X l X 

X X 

X X X 

J X j__ X '(<: 

y rx 
X jx 

X 

X L 

X 

~I 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

l X 
I 

I 
Xl 

I 
I 

~x 

lx 
~ 

X 

X 

X 

X I 

lx 
I X I 

I 
I 

"' ! X-~, X I 

1

1 

X X X' X 
I ~ 

X L X _2L:y.--------- X 

'~ 

X .....- ------. lx X I 
I I 

I X X X i 

I I 

xlxl x; j 
X 
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if· 

~ .
. 
. 

. 

. 

Ec.uac..£6n 

tt m.£no en ttnm.£no en 

I 

X + y 

n+l n+1 n+1 
p. . k - 2P. . + p. . k 1 
~.], -1 ~.~ k ~.J. + + 

I 
X 

't 
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0, E 'IF FLUJO EN LA DIRECCION II X II 

By H - FLUJO EN LA OIRECCION 11 Y" 

z 'Is FLUJO EN LA OfR£CCION II z II 
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5.6 ALGORITMO VE THOMAS PARA UN SISTEMA VE ECUACIONES TRIVIAGONAL. 

El algo~~tmo de Thoma~ e~ e~ene~almente una va~~ae~on de la el~­

m~nhe~on GaJ~~~ana y eon el eual ~e ev~ta el e~ee~m~ento del e~~o~ -

a~oe~ado eo~ la ~olue~on de fa~ eeuae~one~ y ~e d~~m~nuyen lo~ p~o--

blema~ en eUjanto a eapae~dad de eomputado~a. 

I 
II I/\ 
Suponga-6 e que ~e t~e.ne un ~~~tema 

n~ta~ x1 , x2 , . . . . . . . . X en 
n 

I 

b 1 0 0 
I 

0 0 e1 I 

I'· 

a2 2 e2 0 0 0 

0 
3 b 3 e3 0 0 

0 a4 b4 e4 0 

/ a b e 
n-1 n-1 n-1 

a b 
n n 

'b X + e1 X + 
1 1 2 

I 
a X + b X + e X + 

2 1 2 2 
I 

2 3 

+ a x + b X + e X 
3 2 3 3 3 4 

a X + b X + e X 
4 3 4 4 4 5 

de· n eeuae . .to ne.~ 

donde: 

x1 

x2 

x3 

x4 

= 

d1 

d2 

d3 

d4 

d n-1 

d 
n 

= 

= 

= 

= 

d 1 

d2 

d3 

d4 

•· 
/ 

eon 

I 
a x + b x + e x = d n _1 n-1 n-2 n-1 n-1 n-1 n 

= d 
n 

'-----------+-----------

la-6 ~neog-

/' 

; 



I 

PoJr.. de6..£n 'c--i.6n 

d 7 .... 
b 1 

c.1 

b 1 

{ 1 J ~-. ' 

' 

J 
I 

de~pejando x 1 de la pJr....i.meJr..a ec.uac...£6n y ~u~~..<.~uyendo la~ expJr..e~..<.one~ -

(l) = 
1 

an~eJr....i.oJr..e~ ~e t..<.ene lo ~..<.gu..<.ente: 

X 1 = 

ento nc.e.6, 

x1 = Y1 -w1X2 •••••••• {3) 

• J.t.ituyL o ta ecuac.£6n {3 l en ta Hgunda eeuac-C6n det • .C•tema H 

.t-Cene I I 
a 2. { i 1 - w1 x 21 + b 2x 2 + c. 3x 3 = d 2 

6ac.~oJr....i.zand( x 
2 

I {62 -1 a2w1) x2 

de6..£n..<.endo ~ 

+ C. X 
3 3 

= d - a y 
2 2 1 

-'~ 

), ' '. ~ ( 
. ·-, ., 

'j 

X = 

ahoJr..a 

X =y -w • X 
2 2 2 3 

c.on~..<.nuando lel 
poJr.. lo ~an~4 

• . { 4 J . . . . . 
p!toc.e~o ha~~a n-1. ya que ha~~a n-1 habJr..ifn 3 e c.uac...<.o n e~ 
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1 ,. 

• ,~ 

(' 

s 
i = 

y. = 
l 

w = 
c. . 

l 

2 B. 

II • 

X n-1 

l 

~u~t~tuyend 

l
. - d.Y. 

1 l l-

s . 
.l 

- w X n-1 n-1 n 

. ' 

I 

i 
I 

la~ exp~e~~one~ a.nteA~o~e~ en ~a ult~ma. ec.ua.c.~6n del 

fl ( y -w X ) + b X = d 
n n-1 n-1 n n n . n 

( b - a w 
n n n-1 x = d -a y 

n n n n-1 

X = y. 
n n 

X. =Y -w X 
l i i i+1 

c.omo ya ~e conoc.e el valo~ de x , aho~a ~e c.onoc.e~~n lo~ valo~e~ de-
n 

xn-~, xn_ 21, xn_ 3 , etc.. El a.lgoJt~tmo de ThomJ~ c.on~~~te en do~ ~ec.uen 
c.~a~: I 

1) .J PJt~meJta ~ec.uenc.~a pltogJte~~va: 

,_.I 

I 
! 

! 

I 

I 

y = 
1 

s = b 
1 1 

w. 
l= 

s = 
i 

'Y·= l 

c.. 
l 

s . 
l 

b - a w 
i i i-1 

d. - a.Y. 
1 l l l-

s. 
l 
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2) .- Segu da ~ecuenc~a ~eg~e~~va 

X = y 
n n 

X . = y. - 111 
.l .l i X . 1 

.l+ 

·, 

. . . 
n-1, n- , n-3, ••.•• 1 

5. 7 FLU~O rOCO COMPRESIBLE, HORIZONTAL, EN VOS VIMENSIONES. 

La ecuac~6n pa~a e~~e ~~po de 6lujo e~ la ~~gu~en~e: 

( I Axl Kx 2e_ J AX + d 

ax *ax ay 

Ay Ky 

_<~>_c_v_t_l _1_ 
5.615 i :t 

En donde: 

A A~ea ~~an~ve~~al :to~al 

K Pe~meab~l~dad ab~olu:ta (1.127 x Va~cy) 
--~ 

J.lo v~~co~~dad del 6lu~do 

Fac~d~ de volumen 
( 

Bo 

p [I P~~~j6n 
'. ~ 

x,y v~~:tainc~a 

~x.~y Long~:tude~ de la~ celda~ 

Po~o~ldad 

Comp~e~~b~l~dad del 6lu~do 

r~empl 

Volumen :total de la celda 
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ay ~y + q stb/d = 

(p~e 2] 
[va~cy] 
(cp] 
[val. cy./vol.@lc.~J 
[t b I pg 2 ) 

[r->~eJ 
[o~eJ 
[6~acc~6n] . 

~;ol. /vol.lb/pg 2] 

~1a~] 
~J~e 3] 



i . 

I ' 

. 

. 

. 

' 

.,....,. -111 \]I IIIII 

A"' = h~ 

A = h t:,x .,c. 

v = h t:,x t:,y 

= 
p. . 1 - Zp. . + p. . 1 

].,]- ].,] J.,J+ 

( t:,(j) 2 

* 1 • 1 2 7 c.:t:tl. 

b 1 I d-Ca. I 

FoJtmul.a. do I 
la. expJte~i6n en la diJtec.c.i6n "x" ~e :tiene: 

II 

Ax K x l:,x 
I / 

+ p i+1 'j P - 2p . . 1 . . J ].- ,J ]., Ax Kx ) ( = 
J.lo Bo 

I 

( M) 2 
J.lo BoL'Ix 

( p .i 1 . -
].- '1 

2p. . + p. 1 .l 
]. ,] J.+ ,J 

A X K X I 

I ' 'p . 1 . - p . . - p . . + p . +1 ·' ].- ,] J.,] J.,] ]. ,] 

J ( pn+1 _ 
J.l oB o t:, X k i + 1 ' j 

itl/2, j 

en la. diJtec.c.'6n "y" 

Ay Ky 

Ax Kxl l'! ( p~+: _ pn+1 ) 
J.loBot:,x l.,J i-1,j 

iH/2,j 

f 
Ay Ky ) ( pn+1 _ pn+1 

i,j i,j-1 
i,j-1/2 

I 
( n+1 n+1 ) _ 

) pi,j+1 - pi,j 

II' j-r I /2 
J.loBot:, (j 

14 I 
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•11 .. 

obten~endo~e la ~~gu~ente exp~e~~an: 

Ax Kx 

• rJ.' I . 
l+1 2,] 

Ay Ky 

+ 

+ T!f · · 112 
l 'J + 

II I 

q . . ~tb/d1.a 
l 'J 

li 

e~ta ec.uac.~6n 

II 

B. • p. . 1+ 
l,] l,]-

en donde: 

n+1 
Jl ( p. 1 . -

I 
l+ 'J 

n+1 
P • • J -( 

l 'J 
I~~~? l j . 

Ax Kx 
= Tx 

i±112,j 

- Tx. I . 
l-1 2,] 

n+1 n+1 
( P . . 

1
- P . . J- ( 

l,J+ l,J 
A lf lf 

i,jtl/2 

5.615 tJt 

J.1 B !J!f 

- Ty 
i,j-1/2 

n 
p . . 

l 'J 

n+1 
Ji ( Pi,j 

1 i-1/2, j 

j n+1 
lt ( p . . 

I 
l,J 

i, j-1/2 

e puede e~c.~~b~~ en la notac.~6n SIP: 

+ E 
i 'j 

. . p. 1 . l,J l- ,] ''+ p . . 
l 'J 

F , 
i 'j 

+ H 
i 'j 

n+1 
- p. 1 . ) + 

l- 'J 

n+1 
- P . . 1 ) + 

l 'J-

p. "+1 = q . . l,J l,J 

II 

B. . = 
l,] J i,j-1/2 v 

i 'j 
= Ax Kx 

'i-1/2,j 

r. ·= 
l 'J 

F .. 
.{. , j 

= 

= Ex 

5.6 5 

Ax i ~X 

J.1 0 B o~fl x 

I. lt 
i,j 

I 

)i+1/2,j 

i 'j 
+ E!f.,./Ex . . 

l J l 'J 
i 
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I 
Hi, j = Ay Ky 

J i,j+1/2 

q . • = - q ~ tb I d1.a . . 
l,J ' l,J 

Ax L 1- ( 
Jlo Bot~ X i+1/2,] 

= -

r. . 
l • J 

C.t 

Ax 

uo 

n 
p . • 

l 'J 

Kx 

Bot:,xi-1/2j 

·~ 



~.' tfi. 
Et . . = 

l. ' J 

r. . 
. -<- ,j 

"""I" Ey . • = 
l. , J 

. ) 

Ay Ky 
llo Bo/:,tj 

Ex. • = - ( V + F ) 
l 'J Ey. • :. - ( B + H ) 

l. 'J 

5.8 ESQUEMAS VE SOLUCION. 

1.- VIFEREN IAS PROGRESIVAS 

Nivel de tiempo ( n ) en el LIE* 

-Condiei~nalmente e~table: 

- E!t!to'!r.. , o( ~:,x) 2 
+ e( ~:,t) + o( ~:,y) 2 

2.-
1 
VIFERENJIAS REGRESIVAS 

Nivel 4e tiempo ( n+1 ) en el LIE 

Ineondleionalmente e~table 
l E!t!to!t e(~:,x) 2 + G(M) + e(~:,y) 2 

3.- CRANK!- NICHOLSON 

,, 

+ 

- Nivel aje tiempo 1/2 ( n+1) y 1/2 ( n) en el LIE 

- lncond1ciona!mente eotab!e 

- EJtJtoJt 1 e( llX) 
2 + e( frtl 2 + e( lliJ) 2 

II ! I' 
4.- PROMEVIOS PONVERAVOS 

- Nivel die tiempo e( n+1 ) 1J ( 1- e l ( n ) en el LIE 

- Ineondibionalmente e~tabte ~i 1/2$8$1 

* LIE LAVO ~ZQUIERVO VE LA ECUACION 
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li,j+1/2 

) 
i,j-1/2 
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- Cond-i.c.-i.ona.f.men.te e.6.tab.f.e .6-i. 0 $ o $ 1/2 
:\1'1 

5.- DUFORT.- FRANKEL 

- Tk••l n.iv•h• d, .t.i,mpo ( n-1 !, ( n !, ( n+ 1 

- Exp.f.£c.-i..to en { n+1 ) 

no e-6 ~ec.omendab.f.e 

6.- AVEP (PROCEVIMIENTO EXPLICITO VE VIRECCION ALTERNANTE) 

ve~.6-i.6r de BARAKAT - CLARK 

- Exp.f.fc.-i..to 

- Inc.ond-i.c.-i.ona.f.men.te e.6.tabte 

- E~~o~ 

PRIMER PAS 

8( L\X) 
2 

+ 8{ L\y) 2 + 8( L\.t) 2 

n+1 n n n+1 n+1 n n 
lin+1 l 

u. 1 . 
l- 'J 

. . -u .. +u.
1

. 
ll,J l,J l+ ,] 
(M) 2 

u. . 1 -
+ l 'J.,.. 

u. . - u. . 
l,J l,J - u. . 1 

l 'J + 

I 
n+l n 

u. . -1 u. . 
l,] l,] 

n+1 
au. 

1 
. 

l- 'J 

n 
bU. . 

1 l.,J+ 

I n+1 
aU . . 

l 'J 

n+1 
= u. . 

l. 'J 

de-6 pej a.ndo 

n 

. - J 
b = !! ! 

n n 
aU . . + au. 

1 
. + 

l.,J l.+ ,] 

n 
u . . 

l. ' J 

(L\y)2 

n+1 n+1 n 
bU . . 

1 
- bU . • - bU . . 

l,J- l.,] l.,J 

n+1 n n+1 n 
n+1 

u. . = 
l.,J 

1-a b 

1+a+b 
u. . + 

l. ' J 

a.U . 1 . + a.U . . + b U . . 
1 

+ b U . . 
1 l.- ,] 1+1,] ~-,_ l,J+ 

1+a+b 
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II 

AhoJta, ¢e_ baJtJte la malla en el ¢.£guiente oJtden: 

J = ll7 ; i =l1 , ~ , 3 , • • • • • N x 

2 . 
~: 1'!'3, ~ -4 .. . j = , ..... 

3 j = ; .{_-1, ,3, ..... 
I • 

j = Ny ; -i= 1 ' 2' 3, .... 
SEGUNDO PASO 

n ·jl n n+1 
ul.-11 ,J·- u . . - u . . -

l d l 'J 

I 

( 6X) 2 

I 1 

n+1 n 
ui,j- ui,j 

a.U n II 

i-1,j 

n+1 , n 

n 
a.U 

i 'j 

u - u . . 
i,j l,J 

de).) pejando 

n+1 
aU 

i 'j 

Nx 

Nx 

Nx 

n+1 
u. 1 . 

l+ 'J 

n+1 
+ au 

i+1,j 

+ 

n . n 1 «. n+1 
u . . - u . . - u -

l,J-1 l,] i,j 

( fly) 2 

t+ 

n 
+ bU 

i,j-1 
bU 

n 

i 'j 

n+1 
bU 

i ,,j 

n n+1 In n+1 

J 

n+1. 
u 

i,j+1 

n+1 

= 

+ bU . . 
l,]+1 

U n+1 b 
i 'j 

1-a- b 
I 

n aUi-1,j + a.Ui+1,j + bUi,j-1 + bUi,j+1 u + 
i 'j 1+a+b 

ahOJLJ 

1+a~bj 

¢e ba.Jt e la malla en el ¢iguiente oJtden: 

J= Ny; i= Nx,l Nx-1, Nx-2, .... , 1 

; j= Ny-1; i= Nx, Nx-1, Nx-2, ... , h·. 
I 

J= Ny-2; i= Nx, Nx-1, Nx-2, ••• , 
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j = 1 

TERCER 

I J, I 

Nx-1, Nx-2 

. '· 

n+l 
u . . = 

l.,J 

-..a----- --- -- ~ 
. .,.. 

_4- ----

- -- ....a -
- -- ---·----. ----- -4 ---· - -

•••• , 1 

(7) (2) 
un+l + un+l 
i,j i,j 

2 

J=l ~----------------~ 

--- -~----

--~- ---
-- --t;;>---- ---.. -
-- __ [;>---.. -

-- --D>- ---- • 
J= Ny 

i = I i= Nx 

J= Ny 

i= I i= Nx 11,-
1 ~ ' ' 

7.- AVIP (No ~te.~at~vo} r! 1 ', 

(PROCEVIMIENTO IMPLICITO VE VIRECCION ALTERNANTE} 

Pe.ace.m~n y Rach6o~d, T~an~.AIME 7959. I 

PROPOSI)O:lAvanza~ la ~oluc~6n del t~e.mpo l"n" al t~e.mpo "n+1" 

PRIMER ~AS , 

Se. conr~de.~an ~mpllc~ta~ la~ ~nc6gn~t~~ en la d~~e.cc~6n "x" y ex-
j[ 

pllc~ta~ la~ ~nc6gn~ta~ en la d~~e.cc~6n "y". Adem~~ en lo~ tl~mlno~ -

q 
i ~ j Elt , ~e. u~a un lnte.~valo 

r /f>t/2}. En e.l p~lme.~ pa~o ~e. 
i 'j 

"~". al nlve.l 1 

* I. V P. 
1 

. 
l.- ' J 

1 (Ex+H}P* . + F P* 
J.,] i+l,j 

+ q~-. -I l. ., J 

de tle.mpo de f>t/2. (po~ 

avanza la ~olucl6n del 

n 
= - ( B p 

i,j-1 

I 

n 
+ Ey p 

i 'j 

e.je.mplo 

n~ve.l "n" -

n 
+ H p ) 

i,j+1 

1,\ 

Pa~a cada (l, j} ~e tlene. una e.cuacl6n con t~e~ ~nc6gn~ta~, po~ -
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eione6 pa~~ toda "i" y una "j" dada. La6 Nx eeuacione6 eon Nx 

:ta6 ~e6 u.t:tan e.n un 6i~.>:tema :t~idiago na.t que 1.>\e pue.de ~e6 o.tve~ 
men:te eon e.t a.tgo~i:tmo de Thoma6. 

AD I P 

valor intermedio 

~*~ 
M/2 i!t/2 

I ' ( 
n n+l 
-~-- 6t ---· -··--

SEGUNDO PASO 

ine6gni­

e.6..Leien:t~ 

I 

Aho~a 6e on6ide~an imp.t~e..L:ta6 .ta6 ine6gni:ta6 en .ta di~eee.£6n "y"­

y exp.t£e..L:ta6 a!.> ine6gni:ta~.> en .ta di~eeei6n "x": 

II 
n+1 

B p . . 1 + 
l 'J-

I(EL:t] 
I 

n+1 n+1 
P .. +HP •. 

1
= 

l,] l,]+ 
- (V P.* 

1 
. 

l- 'J 
+ EX P.* . 

l 'J 
+ F P.* 

1 
. ) + 

l+ 'J 

q~,j .. )· I 
Simi.ta~m n:te ~.>e ana.t..Lzan 6imu.t:taneamen:te Ny eeuaeione'-> eon Ny in-

e6gni:ta1.> e.~.>e~..f;b..Lendo .ta6 eeuae..Lone6 pa~a :toda "j" y una "i" dada. La 

6o.tuei6n J.>e ob~..tene po~ media de.t a.tgo~i:tmo de Thoma~.>. 

11111111 
ler. paso 2o. paso 

I 

I 

Compa~a:tiv~men:te, pa~a una ma.t.ta de 10 x 20 e.t e~.>quema ~eg~e~.>ivo -

gene.~a 200 eeuae..Lone.l.> eon 200 ..Lne6gni:ta6, dando .tuga~ a una e~.>:t~ue:tu~a 

pen:tad..Lagona.t. Po~ .to :tan:to, pa~a avanza~ .ta ~.>o.tueion de ''n" a "n+1" -

ne.ee.6..L:ta ~e4o.tve~ 

10 eeuae..Lone~.> ~e..Ln:te 

I I 

e6:te J.>i~.>:tema. E.t e~.>quema AVIP ~equ..te~e ~e~.>o.tve~ -

veee~.> mal.> 20 eeuaeione.~.> d..Lez veee~.>, :toda6 e.t.ta~.> 
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• 
li 

METOVOS ERATIVOS ~ ,_. 

1 n n+1 
OBJETIVO:lAvanza~ la ~oluei6n de P . . a P . . po~ media de ite~aeione~ 

~ 'l' i I ( m + 1 ) ( m ) l,J I ~ ' J II ~.J 
P. . , it ~ando ha~ta P. . - P. . < £ \ii, j. En gene~al, lo~ ml.todo~ - '~ l,] l,] l,J i 

I I I ~ 
ite~ativo~ ~equie~en meno~ eapaeidad de almaeenamiento que lo~ m(to--

I 
! 

La eeuaei6n ba~e pa~a lo~ mltodo~ ite~ativo~ ~e obtZene de~pejan-
do P. . : 

l 'J 

i 
I -. 

. ,, ' r: \ 

p. . = 
l 'J 

I 

f i 'j 
II I 

H • . p. . ) 

(- q . . +B . . P . • 
1 l,J l,J l,J- + V • • p . 1 . + F . • p . 1 . + ·1·.:~' l,J l- ,] l,] l+ ,] ' 

" . . ; . 'l t l,] 1,]+1 

8.- AVIP I ERATIVO PARA F LUJO PERMANENTE (Peaee.man-Raeh6o~d) 

La eeuae-<.6 a 2u a 2u 
+ + q = 0 e~ un ea~o l~mite de v2u + q = 

ax2 ay2 l 
D au pa~a tiempo~ muy g~ande6 pa~a lo~ e a~e~ ~e tiene que 

PASO 

I; I 
(m+1/2) 

u. 1 . -
l-

(m+1/2) 
2 u. 

l 

x) 

(m) 
- u 

i 'j 

(m+1/2) 
+ u. . 

1+1 
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+ 

a.:t 

(m) (m) {m) 
u . . 1 - 2 u. + u . . 1 l 'J- l,j l,J+ 

y) 

I~· 
I' 

·~ 

+ 0 



1~. 

'
!~ 

. 

' 

(m+l/2) 1 (m+l/2) (m+l/2) (m+l) (m+l) (m+l) u. 1 . - 2 ~ i 'j 
+ u. 1 . u. . 1 - 2 u. + u . . 1 .l- 'J J. + 'J + J. 'J - J. 'j l,]+ + 2 ( l:!.x..) 2 ( l:!.y) », 

I cb+1) <m+l/2) 
q . . = n

1
(U. . U • • 

J.,] J.,] l,] 

'Lo• "~ ,L PARAMETROS VE ITERACION. Su empleo ace!v"1 la convvi-­

gen~a del ploce•o. Nokmalmente •e utlllzan de 4 a 8 pak~metkoa de 
I 

~tenac~6n en 6onma c£cl~ca. Pon ejemplo, ~~ ~e ~elecc~onan cuatno pa-

ntfmetno~ n
1 
= 

~tenac~6n, n 

4, <l2= 2, <l3 = 1 , 

pana la ~egunda,n 3 

<l4 = 0. 5 ~e u~an).:a <l1 

pan a la tencena., <l4 

n 1 pana la 
I 

u~nta, <l2 pana la ~ ex..ta, etc. El. m~todo 

cualqu~en va on po~~t~vo de <l. 

pan a la 

pan a la 

convenge 

z6 la convengenc~a de~ pu~~ de cada ~tenac~6n, pon ejemplo 

(m+1) (m) l i. Max. u . u. e: ? J.,j J. ' j J.,j 

II 

METOVOS IVOS PARA FLUJO TRANSITORIO 

II I 

9 • - METOVO VE JACOBI 

pn~mena 

cuanta, 

pan a 

I 
n+1 n+l n+l 

II. lilt 

~ 
·!I 

(m+1) 
p . . 

J.,] = 

i 'j 

n (m) (m) (m) 
q . . +B . . P. . + V . . P. 

1 
. +F . . P. 

1 
. + 

l,] J.,] l,]-1 l,l J.- ,] l,] l+ ,] 

H 
i,j 

n+1 · 
( m) I 

p . . 
J.,]+1 

11 I 
E6te m~todo e 

] 

muy lento y pon lo tanto no;i~ necomendable ut~l~zanlo 
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II 

10.- METOVO VE GAUSS-SEIDEL 

I

, n+1 
I (m+1) 
p . . 
l,] 

:: - n ~:!1 ~:!1) ~=~ ·~ 
( - q . . + B. .P. . 1 + V. .P. 

1 
. + F. .P. 

1 
. + 

nl+11 
(m) 

Hi,jPi,jr1 

II I 

l,] l,] l,]- l,] l- ,] l,] l+ ,] E . . 
l 'J 

11.- PSOR (SOBRERELAJACION PUNTUAL SUCESIVAJ 
II 

n+1 I n+1 
(m+1)1 (m) 

P . . = ( 1- wl P . • + 
l,] l,] 

II n+1 n+1 n+1 ,I 
w{-

E 
'j 

n (m+1) (m+1) (m) 
(-q .. +B . . P . . 1 +V . . P .. +F .. P.

1 
.+H .. 

l,] l,] l,]- l,] l-1,] l,J .l+ ,] l,] 

n+1 
(m) 

p . . 
l,] 1 J} 

12.- LSR (RELAJACION LINEAL SUCESIVA) :w 1 

I~ 

I 
I I 

I En e1~~ m(~odo ae ~-ienen do• opc£one1J con•-ideJLa~ La 

lmpl~eita, a eon~idenan la dineeei6n "y" impl~eita. Pana 

d-iJLecc,Jn 
:~.·.' 11 "x" ", 

la pnimena 

itenaei6n ~e tiene lo ~igulente: ;1' 
II n+1 
(m+1) 

p . . 
l,] 

II 
+ H • • 

l 'J 

= -
' 

n~1 
Cm) 

p ·I . 1 l,]+ 

de~pejando! 

n+1 n+1 n+1 ;~ 
n I (m) (mt1) (m+1) 

(- q . . +B . . P . . 1 + V . . P. 
1 

.·+F .. P. 
1 

. 
l,] l,] l,]- .1,] l- ,] l,] l+ ,] 

1 

E . • 
l 'J 

n+1 n+1 
(m+1) 

1 
(m+1) 

V . .P . 
1 

. + E . • P . • 
l,] l- ,] l,] l,] 

n+1 
(m+1) 

+F ... P.
1

.= l,:' l+ ,] 

-------------- ine6gnlta~ 
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- "" 

n+1 n+1 
1 (m) (m) 

{- q .. +B .• P •• 
1

+ H .• P .. 
1 ~.] ~.] ~.]- l,J l,J+ 

I 

:I --------- .tl.Jtmi.no-6 conoc~dJ~ --------"-------
I 

Po lit .to .tbn 0 .6e .t.i.ene que paJta: 

j= .6e eneJtan Nx ec.uac.i.o ne.6 

j= 2 ~. II II " 
j= 3 , , II II 

j= 4 J, II II " 

I 

J= Ny .6e geneJtan Nx ec.uac.i.one-6 

II E-6.toJ .6 ·.6.te.ma.6 de ec.uac.i.one-6 .6e deben Jte.6o.tveJt M vec.e-6 ha.6.ta que-

.6 e a b.ti.ene onveJtgenc~a. 

1

. 

1 3. - OBRERELAJACION LINEAL SUCESIVA) '-, ".<. • 

I 
Nuevamer.t.e, pa!ta e~.t.e 

I.tu~.t.Jtando fhO!ta .ta noJtma 

ml.todo .6e .tienen .ta-6 do-6 opc.~one-6 del LSR. 

11 Y11 impLCc.ifa. 

n+1 
(m+1) 

p . . 
,(_' j 

w { 

i 

n+1 
(m) 

- w ) p . . + 
~ 'J 

n+1 n+1 n+1 
n (m+1) (m) (m) 

(- q .. +B .. P .. 1 + V .. F'. 
1 

.+F . . P. 
1 

.+ 
~.-: ~,] ~.]- l,J ~- ,] l,J l+ ,] 

i 'j 
n+1 

(m+1) 
H .. p . • 1 ) } 
~.J l,J+ 

' . 

!,, Ve-6 pej and a: 
r 

----------+------------- ---·~----



Bi, j 

1 

( 7-w) 

II 

En e~:te 

~= ~e 

~= 2 ~e 

.£= 3 

.II 

n+1 n+1 
(m+1) (m+1) 

P . . 1 + E • • P. • + H . • 
l,]- l,] l,] l,] 

:tl~m~no~ de~eonoe~do~ a 

n+l 
(m+1) 

p. . 1 = 
l,]+ 

-iJgnLta~ 
n+1 n+1 

+ 
n (m) (m) 

E • • 
- q . . + V . . P. 

1 
. + F . . P. 

1 
. 

l,] l,] l- ,] l·,J l+ ,] 

l 'J 

i 
-tl~m~no~ eonoe~do~ ---------------------

ea~o, ~e :t..tene que pa~a: 

I N • 
gfne~an y eeuae~one~ 

g~ne~an Ny eeuae~one~ 
II II II 

~= Nx ~e ene~an Ny eeuae~one~ 
r 

. ~ . 
I 

E~:to~ ~~~tema~ de eeuae~one~ ~e deben ~e~olve~ M veee~ ha~:ta obte-

ne~ eonve~gene~a. 

·~ 
.~ 

•j 
; 

' 

I 
~~ 

.··~ 
! 

. ~:j 
i I ~. 

Pa~a ~b:tene~ w op:t~ma en LSOR ~e p~oeede en no~ma ~~m~la~ al ea~o-

de PSOR, po~ ejemplo ~e enee:tuan va~~a~ ~:te~ae~one~ eon w = 1 (LSOR) -

obten~lndo~e el ~ad~o e~pee:t~al (p). Con e~:te valo~ ~e ealeula wopt. 

AVIP (~:te~a:tivo) PROCEVIMIENTO IMPLICITO VE VIRECCION ALTERNANTE 

P~aeeman-Raehno~d, Vougla~-Raeh6o~d (no u~a~lo n.£ en p~oblema~ en :t~e~ 

d~men~..tone n~ en 6lujo mul:t~na~~eo) 

PRIMER PASO 

i,ll Con~~dle~ando ..tmpl.le..t:ta~ la~ .£ne6gn.£:ta.& en la d~~eee~6n 11 X 11 y ex-­

pLCe..t:ta~ la~ ine6gn~:ta~ en la d~~eee.£6n 11 lj 11 : 
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,, 

·-r '41111. 
I ("') v p 

i -1 'j 

(*) Ur> 
+ (Ex+E:t- hk>:T) P .. + F P. . = 

l , ] .L + 1 , J 

( m) ! . 

hkz:T) P + 
i 'j 

SEGUNDO PASO 

( m) J 
p . . 
1,]+1 

q. . 
l 'J 

- [ B 
( m) j 

P . . 
1 

+ (Ey + 
l 'J-

Con~ide~a do aho~a impllci:ta~ la~ lnc6gnl:ta~ en la dl~eccl6n "y" y 

expllcl:ta~ la6 nc6gnl:ta~ en la dl~eccl6n "x": 

(m+1) (m+1) (m+1) (;':) 
i B P + (Ey+E:t- hkET) i,j-1 [ v P. + H p . . = q . . - p. 1 . + (Ex+ hk.ET) 1 'j 1,]+1 l 'J 1- 'J 

(:.':) (:.': ) 
P + F P . • ] 
i,j 1+1,] 

(m) 
hkz:TP. . 

1 'J 

( :':) ] 
+ F P. . 

1+1,] 

j ' 

PEACEMAN-RACHFORV 

I = q. . 
1 'J 

I 
VOUGLAS-RACHFORV 

[v u~ > (;'() 
- p. 1 . + Ex P. 

1- 'J 1,j 

N6:te~e que la dnlca dl6e~encla en:t~e lo~ do~ e~quema~ lte~atlvo~ -
(m+1) (:'~) 

(P . . - P . . ) mien:t~a~ que V-R le ~u-
1,J 1,] 

) en el 6egundo pa~o de la i:tekaci6n. 

e~ que P-R le uma al LVE: hkz:T 
(m+1) (m) 

ma al LVE: hkz:l (P .. - P .. 
1,] 1,] 

El pkocedi ien:to V-R en 3 dimen6ione~ e~ 6l7{~a~ u6ando nlvele~ de 
(*) (**) (m+1) c~~, (m) 

itekaci6n, y y 6umando hk.ET (Pc~;1)- P } al LVE 

+ 

1 ~e6pec:tivament . 

5. 9 
' ) 

CONS1STENCT, 

I! I 

CONVERGENCIA, Y ESTABILIVAV.: 
i 

•• ueh~~ 6ohma• de anallzal la• 

I 
i 

I 

e~p4n~lone~ en di-
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pa~eiale~ o~iginale~, a~l eomo bajo que eon-

dieione~ el e~quema p~opue~~o e~ e~~able. 

I 

Se diee qu~ una eeuaei6n en di6e~eneia~ 6inita~ e~ CONSISTENTE O-
Il I . 

COMPATIBLE 1L tiende a ~e~ idlntieo a la eeuaei6n di6e~eneial pa~eial 

o~iginal a ~edida que ~x+ 0 q ~~+ 0. 

I Se diee que una eeuaei6n en di6e~eneia~ 6ini~a~ e~ CONVERGENTE ~i 

la ~otue~6n lexae~a a laJ eeuae£one• en d~6<~ene~a~ (u} ~~ende a ta ho 

luei6n ex~eta a la~ eeuaeione~ di6e~eneiale~ ( u l pa~a todo valo~ de 

x a medida q1ue M+ 0 q M.+ 0. 
II I . 

Se diee lque un ~i~tema de eeuaeione~ en di6vr..eneia~ 6ini-ta~ e~ 
ESTABLE ~i un e~~o~ en la ~oluei6n (int~odueido po~ eualquie~ 6o~mal­

tiende a de~vaneee~~e a medida que avanza la ~oluei6n y ~i lo~ e~~J--

~e~ de t~uneamiento en la~ ope~aeione~ a~itmltiea~ no ~e aeumulan eon 

el tiempo .! 

r 
CONSISTENCIA 0 COMPATIBILIVAV 

'- \ 

de eon~i~teneia de un e~quema en di6e~eneia~ 6inita~-

lleva a etbo en una 6o~ma ~imila~ a la de~a~~ollada pa~a analiza~ -

el tl~mino del e~~o~, e~ deei~, ~e expanden Lo~ ~l~mino~ en 6unei6n -

de ~e~ie~ de Taylo~ q ~e analiza el eompo~tamien~o de la exp~e~i6n ~e-

~ultante 

II 

Ejemplo: 

eeua:lbi6n 

eeuaei6n 

a medida que 

A~aliza~ la 

di6J~eneial 

~ q t:;t ~ienden a ee~o. 

eon~i~teneia del e~quema de Vu6o~t-F~ankel. 
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1 au ---= 0 
ax 2 a at 

n 
2 a ~t [ U • _ 

2 1+1 
(~x) 

n+1 n n n+1 

ui - ui + ui-1]= ui 



1 
;,. 

~ 
,,. expandiend& .6 vr.ie-6 de TarJloJr.: 

[u~ I+ 
j ,, 

n 
(tlx) 2 2atlt I 

a2 u ~3 a3 u ~4 a 4u (tlx) au I ...... 
(tlx) 2 --! + + + + l 

ax 2 ! ax 2 3! ax 3 ax 4 

lu 

I • 4! t l 
. 

I 
, t~t ,1 

n 
(tlt)2 a3J 

n' 
a2 u (tlt)3 r t~t J 

4 
- a4u u. I - - - -l ' ....... rt I· 2 ! at2 3! at3 4 ! at4 

:~ ~ '< 1' 
l .. 

I 
.n n &u l ( ( tit) a2 u (td) a 3c~ ( tit l a 4u u. ( lit) I - + 

Ttl. + + ....... l 
2 ! at2 3! at 3 4 ! at 4 •l J 

{6<)11_ j }.·: I n 
( t~x) 2 {t~x) 3 

( t~x) 4 i 

+ U. + a2u a3u a 4u .•• ] = i 

-
+ l 

1 
2 ! ax 2 3! ax 3 4! ax 4 

I 

I 

"i I 

In 

I 

n 

' t~t rl I (tit) a 2u { Lit) a 3ul· {tit) a 4u = u. ''l,.' + + + + ••••••• l 1; 2 ! at2 3! at 3 4 ! at4 
' ! .1 

I In I., n 
{ tit) 2 a2 u ( tit) 3 a3u { tit) 4 a 4u - u . + ( lit) ' i + + ....... l 
2 ! at2 3 ! at2 at4 a~t li 4! 

I 
I 

.o-tmpli6ieando ~Jr.mino-6, la ecuaci6n .6 e Jr.educ·e I a: 

1-

n 
In 

n ,n 
2 a tit " [ a2u (llt)2 a 2u a2~ (t~x) 4 a 4u I 

-( tiX) 2 ( t~x) 2 
- + + I 

dX 2 
li at 2 

ii at 2 I . 1 2 ax 4 
i • ll ll .n r ( lit) 4 

(t~t) 3 
n 

a 4u ; ] au a3u = 2 ( tit ) + 
12 at 4 I. at 

li 3 at 3 
i l 

I; . " t.. ,, 
I dividiendo pair. 2 a tit 
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(L 2 

( 4x l 2 

au 

a2u 
+ 

( ~xl 2 

a.t 2 1 2 

2 
+ [ (~X) 

1 2 

alfu 

ax4 
·,~.tl4 a4u au - --- = ----- + 

12 (~X) 2 a.t 4 a a.t 

t•t\! 2
12 a4u]. 0 1 

7

~
2 

Aho~:l pke:::ta a conWta~ p:~~ ~n,at~zan,t:" con•We,nc~a de e•- i 
ta ult~ma lcuac~6n e.~ ~~ t~e.nde. a la e.cuac~6n d~ne.~e.ncial pa~c~al a me 

da que ~x+ 0 y que ~t+ 0. 

11 Como .6 pue.de. eomp~o ba~ e.l p~~me.~o, .6 e.g undo y c.ua~to te~m~no de.l - I~ 
( ~.t) 2 

pa~en.te.~~-6 t~e.nde.n a c.e.~o a me.d~da que. ~x+ 0 y ~.t+ 0 (e.l te~m~no 
4
x ] ... '.·.· 

p~obable.me.n.te. .6e. ace.~c.a a c.e.~o) pe.~o e.l c.oc.~e.nte. ~ que. apa~e.c.e. e.n - ~ 
~X 

e.l .te.~c.ek :.de~m~no pue.de. ~e.~ un nume.~o ·6Jn~.to, d~gamo-6 B po~ lo tanto -

e.l e..6que.ma 1Vu 0 o~t-F~anke.l ~e.p~e..6e.n.ta ma.~ b~en una e.cuac.~6n del t~po de. 
I ', 

la e.c.uac.l6 de. onda, po~ e.je.mplo: 

~~ > ...... "'i 

t a2 u - p2 a2u 1 
i 

au = 0 
ax 2 at2 a at 

Una vez a•egu~ada ta con•l•tenc~a de al e•quema lti~a~vo y pa~a -

pode.~ te.ne.~ una ap~ox~mac~6n val~da, e~ta debe. a~~oja~ ~e..6ul.tado~ que.­

e..6te.n m£1~' o me.no~ c.e.~c.a de la .6oluc.~6n del p~ob~~e.ma o~~ginal. E.6.ta con 

~~de.~ac~6n e. pue.de. anal~za~ e.n do~ 6o~ma~ d~6e.~e.nte.~: 

d d 
. n 

P~~me.~o ~e. pue. e c.on.6i e.~a~ un punta 6~JO x. 
l 

n n , 
la d~6e.~e.nc. a e.nt~e. u .t} U a. me.d~da que la 1malla. 

l. i 
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hac• eada "f" m~ 6~na. Se e•peaa que en e~ lLm~te, a med~da que aa~ 0 

fJ t::.:t-+ 0, e.t ett!r..oll :t.tenda :tamb.il,n a c. ella. ( CONVERGENC I A J 

I 
El ~egundo a6pec:to det compoll:tam.<.en:to de .ta aplloximac.£6n Ln d.i6e-

llencia~ 6~n~:ta4 puede e6:tud.iall6e_ man:ten.iendo 6ija6 t::.x fJ t::.;t fJ examinan 

do que pa6a a med.<.da que .ta 6-0-lrtc..i6n .H. avahza en :t.(empo. Se e4pella -

en e4:te ca6~ que .to6 ellllolle6 no 4e ampl.i6~quen a :tal g~ado que .to6 lle 

6u.ttado6 ob:ten.ido6 n6 ~ean vd.t.ido6 (ESTABILIVAV). 

CONVERGENCIA - ERROR VE TRUNCAMIENTO 

En genell~.t, entlle menoll 6ea e.t elllloll de :tlluncamlen:to, .ta convell--

gencla de .talecuaci6n en dl6e.llencla6 a .ta ea.uacl6n dl6ellenc-i.a.t e6 ma6 ,~ 

llaplda. Poll hto, una 6ollma de ana.tizall .ta conve~gencia de un e6quema 

en dl6ellencl~6 6lnl:ta6 e~ anal.(zando 6u ellllOIL de :tlluncamien:to. 

EllllOIL de :tlluncam.(en:to e4 el elliLOIL ineull4ldo al ~eemplazall la ec.ua 

ci6n di6ellen~ia.t poll una ecuacl6n en dl6ellencla6 6lnl:ta6. Vebldo a e6 
I 

:te elllloll, la 6o.tucl6n exac:ta a .ta ecuacl6n en dlftellencia~ (6in elllloll-

de lledondeo) e4 dl6ellen:te ala 6olucl6n de~ ecuac.l6n d.i6ellenc..(al •-

paaelal eonn~•pondlente. , I 

El tlaml~o "eaaoa de tauneam~ento" vlene del heeho de que at aeem 

p.taza!L delllvada6 poll coclen:te6 de dl6ellencla6 e6 equ.ivalen:te a u:tll.£~ 

zall 4ellleA Je Tay.toll ":tlluncada6". 

E.t ellJtJJt Ide :tltuncamien:to local 
I 

n n 6lnl:ta6 4e d~6lne como: 
= LDUi- (Lu)i 

e.n ,,do nde: 

EL 

LID 

= eiLILOIL de :tllunc.amlen:to 

'L_---'-------"----1 1!57 
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~·. 

Potr.. 

ri 

VE 

·I 

ej emp.fp: Patr..a el e-6 quema en dJ. 6 etr..enc..J.a-6 

Lu a 2u au 
= 

ax 2 a.t 

n n n 
n u. 1 - 2 u. + u. 1 u . J.- J. J.+ 

D 

J >'\ ' 

L 

J. 
= 

( !1x J 2 

12 

SJ. -6 e uvJ.e-6 en la-6 

TRUNCAMIENTO GLOBAL 

EG = 

( !1x) 2 

b..t ---
2 

-6 o luc..J. on e-6 exac...ta-6 

medJ.an.te: 

Max lu ~ - u (X • , J.,n J. J. 
I 

6 

l.le 

.t) 
n 

ptr..ogtr..el.lJ.va-6: 

n+1 n 
u . u. 

J. J. 

11 .t 

podtr..i.a de6J.nJ.tr.. el ERROR-
lt 
~ 

h, .1. tl 
En lam yotr..La de lo-6 c..al.lo-6, no .6e .tJ.ene la ~oluc..J.6n exac...ta u(x., .t )~ 

J. n . 
I 

potr.. lo .tanto el ptr..oblema c..on-6J.-6.te en .ttr..a.tatr.. de enc..on.ttr..atr.. lo~ li.mJ..te~- ~ 
·~I 

al etr..tr..otr.. global. Patr..a ec..uac..ione~ di6etr..enc..iale-6 .6J.mple-6 notr..malmen.te .6e 

pueden enc.or.ttr..atr.. petr..o, a medJ.da que la-6 ec..ua:c..J.one-6 .6e hac..en mlf-6 c..ompl~ 

ja-6, la e-6.timac.i6n de e-6.to-6 lLmi.te-6 .6e hac..e bal.l.tan.te mlf-6 di6Lc..il. 

A 6 otr...tunadam~n.te -6 e ha enc.o n.ttr..ado que. lo-6 e.Jttr..otr..e.-6, glo bale-6 mue.-6 .ttr..an el-

mJ.-6mo otr..de.nlde. depe.ndenc..ia c..on tr..e.l.lpe.c...to a lo-6 .tamano-6 de malta (e-6pa-­

c..io-tJ.empo) que. lo-6 etr..tr..otr..e.-6 loc..ale.-6. Ve aquL que lo-6 ERRORES LOCALES 

VE TRUNCAMittNTO que 4on muc..ho mlf-6 61fc.J.le-6 de e-6.tJ.matr.. l.le puedan u4atr.. 

potr.. to meno-6 c.omo guLa patr..a el otr..den de CONVERGENCIA de la .6oluc..J.6n a­

la ec..uac..i6n len dJ_6etr..e.nc.J_a¢ 6J_nJ_.ta4 a la .6oluc..J_6n de la ec..uac..J_6n di6e-­

tr..enc..J_a.f. a medJ_da que el .tamano de la malta .tiende a c..etr..o. 
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tengan algan g~ado de di6ieul-

tad la e~ttmaei6n del e~~o~ ae obtiene ~eaolviendo la eeuaei6n en di­

~e~eneiaa 1tiliza~do di6e~entea tamaffoa de malta va~iando tanto loa -

-<..nor.emento eapae-<..alea ( t:,.x, t:,.lj, t:,.z l eomo el inc.~emento tempo .~tal ( Ml 

pa~a eneon ~a~ aua e6eetoa en la aoluei6n.l 

En mue aa oeaaionea, valo~ea p~aetieoa de t:,.x If M (paJta loa eua-­

lea el tie po de eomputaei6n no ae haee exeeaivol, aon tan g~andea --

que el e••j• no pMeee diaminui~ tan ~apidamente como lo p~edieen laa 

66Jtmulaa p ~a el e~~o~ local de t~uneamiento. La ~az6n de ea to ea que 

laa exp~ea~onea que ae obtienen pa~a el o~den del e~Jto~ dea eJtib en el-

eompo~tami~nto aaimpt6tieo a medida que r:,.x If &t tienden a ee~o IJ no -

dieen mueh1 aee~ea del eompo~tamiento del e~~o~ pa~a tamaffo6 de malla 

~elativamente gJtandea. 
I 

Po~ eataa ~azonea, no~malmente ae tienen que eonaideJta~ como eati 

maeionea lemp1~ieaa del eJt~o~ obtenidaa eo~~iendo el miamo p~oblema -­

eon di6e~en ea tamaffoa de mallaa. Una vez tneont~ado el tamaffo de ma­

lla que equ"libJta el eoato de uaa~ un tamaffo pequeffo, eontJta el ~iea­

go aaoeiado aR utiliza~ una malla g~ande IJ aumenta~ el e~Jto~, ae ~o--

••en to' l'"'t u~_:n.te' eM M eon d.ieho ~:ma>lo. 

ESTABI LI~AVI 

Un eaqu~ma en di6e~eneiaa 6initaa ea ESTABLE ai el e6eeto de un -

e~~o.lt (o peftu~baei6n) heeha en alguna de laa etapaa de e6mputo no ae 

p.!topaga en r~~o~ea a medida que la 6oluei6n ae avanza en etapa6 po6t~ 

~io~ea de eJfleulo. . I: I 

P~~a·~l an!li~ia· de tatabilidad· no ~mpo~ta eual ea la 6uente del-

e~Jto~ de ~edondeo o alguna-el"empto, e•••• de ~•uneam~~n~o. 
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o:tJta c.au.6a. 

En geneJta.t hay :tJte.6 m€.:todo.6. paJta anaLlzaJt la e.6:tab.{.t.{dad de un e.6 

quema en di6e~tenc..{a.6 6.{n.{:ta.6: 

II I l 
.{) Ml.:todo e Ka~tplu.6 

.{.{) And.t.{.6f.6 A~tm6n.{c.o (c.Jt.{:teJt.{o de Von.t.teumann) 
I 

.{.{_.{) Ml.:todJ MatJt.{c..{a.t. 

li Lo.6 do1 p!t.{meJto.6 m€.:todo.6 :taman en c.on.6.{de!tac..{6n .ta ec.uac..{6n en d.{ 

ne1enc.{al ~o.tamen:te .6.{n .{nc..tu.{Jt n.{ .ta.6 c.ond.{c..{one-6 .{n.{c.la.te-6 y de - -

6Jton:teJta n.£ .to.6 :t€.Jtmino.6 6uen:te. i t 

~~ E.t ml.:toldo ma:tJt.{c..£a.t e.6 e.t ma.6 ge.ne.Jta.t a que. c.on.6.{de.Jta .ta ec.uac..{on 

.ta.6 c.ond.£c..£one.6 ..i.n.{c..£a.te.6 y de 6Jton:teJta, y :tamb.il.n .to.6 :tl.Jtm..i.no-6 6ue.n:te.. 
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C A P 1 T U L 0 6 
~. ' ' .... 

CONS1VERAC10NES GENERALES 

7 • -

2.-

4.-

5.-

1-

La -6imu.lac.i6n de yac.imien:to-6 u.na he!t~amien:ta u:til, qu.e au.-
i 

nada-~a o:t.Jto-6 p!toc.e.6o.6 de p!ted-Lc.c.-L6n pe!tm-i.:t.e ob:tene!t mejo!te-6 

!te.6u.J:t.ado-6 en el e.6:tu.dio de yac.im-i.en:to-6 pe:t.Jtole!to-6. 

La e&ec.:tividad de u.na .6-i.mu.lac.-L6n e.6:t.4 en 0u.nc.-L6n de la Jte­

p!te-6 eln:ta:tividad y de la c.alidad de la in6o!tmac.i6n que .6 e 

p!topo!tc.ione. I 

Lo-6 mldelo}., ma:tem~:tic.o-6 pe!tm-i.:ten .6imu.la!t el c.ompo!t:tam-Len:to 

de u.n yac.-Lm-Len:to, bajo d-i6e!ten:te-6 alte!tna;tiva-6 de p!todu.c.­

c.-L6n,l_a 6in de -6elec.c.-Lona!t la 6o!tma 6p:t-i.ma de de-6a!t!tolla!t 

!f expfo:ta!t u.n yac.imien:to de ac.e-i.:t.e y/o ga-6. 

En oc.a-6ione-6 e-6 c.onven-Len:te de}.,aJt!tolla!t u.n modelo matemd:t-i 

oo ,I df o.oueJr.do o. .tM oaJto.oieJr.lJ .t.ioM del yo.o.£m.£ento poJr. ·~ 
:tu.diaf. J 
La p!t~d-ic.c.i6n mediante una }.,imu.lac.i6 , }.,of.o pu.ede }.,e!t c.on-

6iable c.u.ando -6e c.u.en:t.e c.on la c.a!tac.:te!tizac.i6n p!tec.i}.,a del 

yac.-Lm~ento y, ademd}., c.u.ando el modelo pe!tmi:ta 6imu.la!t lo-6 

nu.evol mec.ani.6mo-6 de de!lplazamien:to a}.,.( c.omo .6u..6 6en6mena.6 

a.6oc.-iado-6 qu.e po.6:teJtio!tmen:te .6e p!te-6en:ta!t6n. 

6." N.ingaf mode.to J.imu.to. .toJ 6en6menoJ d~ oonveno.£6n, JupeJr.Jo.­

tu.Jtac..,£6n de ac.ei:t.e IJ el de inve!t-6-i.6n de p!r..e-.6-i.6n a.6oc.ia­

doJ o.~ meoo.n.£•mo de .to. JegJr.ego.o.£6n gJr.o.v.£iao.£ona.t. 

7.- Un modelo ma:temd:tic.o, u.na vez aju.-6:tado, e-6 el mejo!t Jtec.u.Jt-

-6o pa!ta p!tedec.i!t el c.ompo!t:tamien:to ·de un yac.-im-Len:to • 

. IG2 
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8.- Ten~endo en euenta la~ eon~~de~ae~one~ ante~~o~e~ ~e ~n6~~ 

~e que la apl~eae~6n de un modelo ~~mpl~6~cado, eon un buen 

e~~~e~~o ~ngen~e~1l, puede tene~ ventaja ~ob~e un modelo ~o 
6~~t~eado de ~~mulae~6n. 

'' ·,1 

~.. •· 

' ' 

' ~.' •' '('t ; ' 

.. 
' 

. ,- · I •. \'.'I <;J \ 

• I 
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~f· 
!'"' 

- --"'--:::. 

--~ 

NOMENCLATURA 

A 

B 

Bo 

c. 
II 

c.f 

c. II 
g 

c. II 
0 

c.w II 

: I 
G 

EL 

e 
t I! 

n (X.) 
~ 

li 

I 

! . ___ .., 

SIMBOLOS 

I . 

I 

A !Lea 
1 .. ' 

Fac.toJc. de. volumen del ga.~ ( B9< 1) 

Fa .toJc. de volumen del ac.e.-i.te ( Bo> 1) 

Faq.toJc. de. volume.n del a.gua.. 

Co p!Le.~-ib-il-idad 

Co p!Le~-ib-il-ida.d de la. 6oJc.mac.-i6n 

Co p!Le~-ib-il-ida.d del qa.~ 

Co ptte~-ib-il-idad del a.c.e-i.te 

Co~p!Le~-ibil-idad del a.gua 

P fLo,6 undidad 

EJc.Jc.~fL de. .tJc.unc.a.miento global 

EJc.Jc.~fL de. .tJc.unc.a.miento loc.a.l 

TtJc.m-ino del eJc.Jc.ofL 
I 

Fun i6n e.va.lua.da. en c.a.da. punta 
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I 

UNIVAVES FACTIBLES 

VE USARSE 

( pie~ 2 
) 

. 3 
p-<..e.~ g @ c.. fJ 

. 3 
p-<..e~ g @c..~ 

I . 3 
p-<..e~ w @C.fj + gd.@C..fj 

·' ( lb • I P g 2 l -1 

(ib.lpg2l-1 

2 -1 
(lb.lpg) 

2 -1 
( ib. I pg l 

(p-ie~) 

' 
' 

. 

I 
_L 



g 

gc 

h 

I 

K 

k. 
g 

k. 
0 

k. 
w 

k.r 
g 

• 
k.r 

0 

kr 
I 

w 

L 

M 

m 

Nx 

Ny If-

Nz 

n 
-+ 

Vl. 

0 

p 

pc 

II 

de la g~avedad. 

Conftante g~avitacional@ condicione~. 

no~male6 y e~ igual a 32.2 pie~/~eg? 

Alti~a. 
Pottnc.ial de un ga6 ~eal. 

Pe~~eabilidad ab~oluta. 

P "]<a bLt.cd.ad e6ect.£va al ga~. 

Pe~ eab.f.l.idad e6ect.£va al ace.ite. 

Pe~ eab.ilidad e6ect.£va al agua. 

Pe~meab.ilidad ~elat.iva al ga~. 

Pl~Jeab.il.idad ~elat.iva al ac.e.ite. 

Pe~t~eab-LUdad ~elat.iva al agua. 

Long.i-tud. 

Pe~ a. molec.ula~ + 

Ma~a. 

NUm+o 
Nc1me~o 

Nc1me~o 
de bloque~ en la d.i~ec.c.£6n "g" 

de bloque~ en la d.i~ec.ci6n "z" 

Nc1me~o de mole~ ( n = m/M l 

Vectf~ pe~pendic.ula~ a toda~ la~ 6upe~-

0ic.if~ equipotenciale~. 

E~~c~ de t~unc.amiento. 

P~e~ ·an c.apila~. 

P~ 1e6 · 6n cap.ila~ ent~e la~ .inte~6a~ e~ 
ga6- ~c.e.ite. 

I 

(p.£e~/~e9~l 

(pie~ J 

(Va~c.y) 

(Va~c.y) 

(Va~c.y) 

(Va~c.y) 

( VaJtc.y J 

(VaJtcy) 

(VaJtc.y) 

(pie~) 

(lb /mole- fb J 

(lb m) 

(lb./pg 2
) 

(lb./pg 2
) 

I· 

+ En alguno~ c.ap~tulo~ ~e hace, M ma~a, 6olamente pa~a 6.ine6 de an~-

l.£~.£~ d.imen~ onal. 
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~ 

I 

I 

Pc 
1

! 

w-o 

qvol. 

q 

R 

Sf 

Sg 

So 

Sw 

Sg 
! 

Sor 

Swr 

Swi 

T I 

T 

t 

u 

v 

aguc~t-ac.e..£te.. 

R.£t~o de. .£nye.c.c..£6n ylo p~oduc.c.i6n. 

:::r::.t. unlvenaal de loa ga•••· 

Raz~n ga~ di~ue.fto-ac.e.ite.. 
satr~ac..£6n 

Satu~ac.i6n 

Sat~~ac.i6n 

de. 6lu.£do en ge.ne.~af. 

de. ga~ . 

de. ac.e.ite.. 
i 

Satt~ac.i6n de. agua. r 

~at ~ac.i6n de. ga~ ~e.~iduaf.• 
:Satu~ac.i6n de. ac.e.ite. ~e.~iduaf. 

Sat~~ac.i6n de. agua ~e.~iduaf. 

~ac.i6n de. agua inte.~~tic.ial. 

++ 
e.~atu~a 

T~a~n~mi~ividad T = 

f ie.mpo. . 

A k 

ll Bt. X 

Ve.~oc..£dad apa~e.nte.. 

Ve.Joc.idad media. 

Vo,dme.n b~uto de. ~oc.a. 

vo.eame.n. 

(bf.~c..~/dla.pie.~ 3 J 

(bl.ldfal 

OL.. 2 0 ' ( w-pg I R-mofe.- .eb) 

(d-Ca~l 

(pie.~ I~ e.g. J 

(pie.~ I~ e.g . J 

(pie.-63 J 

( b a~~ife.~ J 

·~· 

w 

z 

T~~mino 6ue.nte. o ~umide.~o. (Ma.6alvofdme.n d~ ~oc.a)~ 

¢ 

¢ e' 

fl 

j.l 
g 

++ 

Fa9to~ de. de.~viac.i6n 

Po~o~idad. 

Po~o.6idad e.ne.c.tiva. 

Vi~lc.o~idad. 

de. fo-6 ga.6e..6 ~e.afe.~. 

(poi~ e.-6) 

(poi~ e.-6 l : Vi4c.o.6idad de.f ga~. 

En afgu~o~ c.ap-Ctufo~ ~e. hac.e., T = tie.mpo, .6ofame.nte. pa~a 6ine..6 de. 
an~fi~i~ dime.n.6ionaf. 
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""-./ .. 

~-.'. J' 

\.10 V--i6 c.o-6--Ldad de.t ac.e--Lte. ( po-i-6 e-6 J 

).Jw VL6 c.o6 --Ldad de.t agu.a. ( po--L-6 el.l J 

p .{dad. ( .tblp-ie6 3 ) 

p 

li 
g --Ldad de.t ga6. ( .tb I p--Le.o 3 

J 

(10 Dtu1f.idad de.£ ac.e.-t.te. 
• :j' lib I Y-'i"'-6 

3
) 

Pw 

tP 

venrdad de./' agu.a. ') ( .tb I p--Le,!J 3 
J 

Pot n c.i.a.t de 0.tu.jo. 2 (.e.blpg ) 
w Razfn de c.onve~genc.--La. 

Pe Radfo e~pec.t~a.t de .ta mat~iz. 
(we.. 6 

rPJ C. • !J 

Med~do a c.ond--Lc.ione-6 e~tanda~ o l.lu.pe~ 0 ic.--Laiel.l. 
Med'do a c.ond--Lc.ione~ de yac.im--Lento. 

, r-

SUBINDICES 

I~~ed 

g Gal.l. 

0 1,. D Ac.e--tt , --Ln--Lc.ia~. 
,, • 

({} Agu.a. 
II 

V--L~ec.c. 
. 
one6 o~togona.te~ en iol.l ejel.l x,y,z X,fj,Z 

--L,j,k V--t~e c. c.--to nel.l o~togonaie-6 en io-6 ejel.l x,y,z 

!II 

TERMINOS USAVOS EN TABLAS 

A . Coe6--Lc.--Lr.nte~ dadol.l en .ta tab.ta. 

.ta ap~ox--Lmac.--L6n m Namvw t' punta• u.~ adol.l en meno-6 u.no. 

n Nt1me~lo e.t pu.nto en e.t q u.e. -6 e e.va.tu.a .ta de.Jt--ivada. 

L 0 Fo~ma en d--Lneke.nc.--ia-6 6--Ln--Lta~. 

Lu. Fo~ma d"6e~e.nc.--Lal. 

. , · .. ' ):. I • 
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FACTORES VE CONVERSION 

Longitud j 
pg = 2. 4 c.m. 

pi. e = 3 • 4 8 c.m. 

v a .e. um en 1 

BL = 15 it = 42 gat 

B L = 5 • 1 5 pi. e.6 
3 

m 
3 = 6 • 2 9 Bl = 3 5 • 3 1 4 pi e.6 3 

Pne.-t>i.6nl 

1 atm = 760 mm. Hg 

1 1 atm = 1 4 • 7 l.b I pg 
2 
ab.6 • 

clNSTANtS 
cJndi.c.idne 

JMPERAtR ABSOLUTA 

'II 

Pe..6o mole.c.rlan me.dio 

Volume.n de. 1 mole-gn 

OK 

DR 

de. .e. 

de 

= DC + 2 7 3 

= OF + 460 

aine. .6 ec.o 

g a.6 (.:V c. • .6 = 

= 28.97 

22.40 litJz.a,!, 

Volumen de.~J mole-lb de. ga.6 @c. • .6 = 379.40 !pie.6 
3 

Pe..6o e..6pe.c.'6~ic.o del agua·JVc. • .6 = 1 gnlc.m
3 ~ 62.4 lblpie 3 

· PJ.6o e.-t>pec.'t)i.c.o de.l ga-t> :filc. • .6. = 0.0764 (lblpie. 3 ) 

R = 82.05 l(atm-c.m ) I ( °K- mole.-gJt) 

R = 10.73 (ib/pg 2- pie. 3 ) I ( 0 R-mole.-fb} 
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